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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Аэрозольные частицы,  т .е .  твердые или жидкие частицъi вещесmа, 

взвешенные в газовом потоке , в ряде случаев играют важную роль в 
природных и технологических процессах. 

Содержание и распределение аэрозольных частиц непосредсmенно 
влияют на оптические свойсmа атмосферы и тем самым определяют ус­
ловия работы оптических систем различного назначения. Поступающие 
в атмосферу загрязняющие вещесmа переносятся воздушными течения­
ми, как правило, в аэрозольной форме . Многие технологические про­
цессы , например извлечение ценных веще::m из по·юка газа, очистка про­
мьшmенных газов от вредных вещесm перед их выбросом в атмосферу, 
связаны с переносом аэрозольных частиц в трубах различного сечения. 
Одной из важнейших современных проблем является проблема тепло­
переноса и транспорта различных дисперсных сред. Вышеперечисленные 
задачи и многие другие так или иначе связаны с изучением и моделиро­
ванием поведения мелких частиц вещесmа в потоках газа . В настоящее 
время изучению структуры и процессов движения двухфазных потоков 
типа газовзвеси посвящено достаточно большое количесmо работ, 
большей частью в виде отдельных статей , рассматривающих частные 
вопросы. Кроме того , разнообразие областей науки и техники , связан­
ных с газовыми потоками, которые содержат частицы вещесm , приво­
дит к тому, что исследование этих вопросов разными авторами прово­
дится с различных позиций. Наибольшее разнообразие подходов здесь 
наблюдается при описании турбулентности газовой фазы взвесенесущего 
потока. В данной монографии авторы предприняли попытку обобщить 
полученные при изучении взвесенесущих потоков результаты на единой 
теоретической основе . 

В главе 1 рассматриваются теоретические вопросы переноса и рас­
сеяния легких частиц турбулентными потоками газа . Приводится крити­
ческий анализ современных теоретических подходов к моделированию 
турбулентных течений, реально встречающихся в природе и технике. 
Приводятся анализ и сравнение различных методов замкнутого описа­
ния турбулентного течения , на основе такого анализа формулируется 
обобщенная полуэмпирическая теория, выводится уравнение турбулент­
ной диффузии взвеwенных в газовом потоке частиц. Полученное урав­
нение диффузии оТllосится к классу гиперболических уравнений , описы-
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вающих диффузионный процесс с конечной скоростью распространения 
фронта облака примеси. Впервые такое уравнение получено для случая 
трехмерной , т.е. пространственной , диффузии примеси. Проводится ана­
лиз этого уравнения и рассматривается параболическое приближение 
диффузионного процесса , т.е. диффузионного процесса с бесконечной 
скоростью диффузии. Рассматривается процесс переноса тяжелых ча­
стиц в турбулентном потоке газа как случайный процесс, для которого 
приводится вьшод уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова. На ос­
нове этого уравнения предлагается система дифференциальных уравне­
ний для осредненных характеристик переноса и рассеяния тяжелых ча­
стиц в турбулентной газовой среде. 

Вопросы переноса и рассеяния атмосферных аэрозольных частиц в 
настоящее время привлекают все больше и больше внимания специали­
стов различных областей науки и техники , особенно связанных с охра­
ной окружающей среды. Этим вопросам посвящена вторая глава в мо­
нографии. Здесь рассмотрены уравнения атмосферной диффузии для 
легких аэрозольных частиц , переносимых в атмосферном пограничном 
слое. Кроме того , на примере переноса радиоактивной примеси рассмат­
риваются особенности поведения в атмосферном течении активной при­
меси , количество которой может меняться со временем в результате 
протекания химических реакций, радиоактивных превращений и т.д. 
В этой же главе рассмнрена задача распространения в атмосферном те­
чении нагретой примеси. 

В третьей главе рассмотрены механические способы очистки газового 
потока от взвешенных в нем частиц. Выбор оптимальных способов 
очистки газов и определение наиболее эффективных режимов работы 
таких газоочистных аппаратов, как пьшеосадительные камеры , пьшеот­
деляющие решетки , циклоны , электрофильтры , в настоящее время 
представляется актуальной задачей , от успешного решения которой за­
висят многие проблемы в защите окружающей среды. Как правило , 
расчет эффективности очистки газов от взвешенных в них частиц этими 
аппаратами проводился упрощенно , без учета турбулентного характера 
проходящего через них газового потока. В книге показано , что очистка 
газов от взвешенных частиц должна осуществляться путем уменьшения 
транспортирующей способности потока за счет уменьшения его турбу­
лентности и последующего осаждения частиц под действием приложен­
ных к ним сил: гравитационных, инерционных, центробежных, электро­
статических и т.д. Предложенные в монографии формулы позволяют 
осуществлять в инженерной практике выбор наиболее эффективных ре­
жимов работы механических пьшеуловителей. В третьей главе рассмотре­
ны также вопросы очистки газов от взвешенных частиц в скруббере Вен­
тури. В основе работы скруббера Вентури лежит дробление струй воды 
в турбулентном потоке газа и захват образующимися каплями взвешен­
ных в потоке частиц. В дальнейшем эти капли с частицами пыли укруп­
няются и вьmодятся из потока механическим пылеуловителем. Среди 
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газоочистных аппаратов скрубберы Вентури обладают наибольшей 
эффективностью. В книге показано, что эффективность дробления вьпuе 
всего в турбулентном потоке. Наиболее эффективно в турбулентном по­
токе проходит и коагуляция капель , т.е. их укрупнение. Предложенные 
в монографии формулы позволяют выбрать оптимальные режимы ра­
боты скрубберов Вентури. 

Рассмотренные в книге вопросы могут оказаться полезными специа­

листам в области охраны окружающей среды и ядерной энергетики, на­
пример, при моделировании проявлений аварийных процессов в атмо­
сфере и проектировании систем газоочистки. 

Авторы выражают глубокую благодарность рецензенту рукописи, 
профессору Ю. В. Сивинцеву, сделавшему ряд ценных критических 
замечаний, которые были уч тены при редактировании. 



Глава 1 
ДВИЖЕНИЕ ВЗВЕШЕННЫХ ЧАСТИЦ В ТУРБУЛЕНТНЫХ ТЕЧЕНИЯХ 

1.1 . Общие соображения о п оведении частиц 

в турбулентных потоках газов 

Газовые потоки с твердыми частицами представляют собой двухфаз­
ную среду, динамика которой существенно зависит от таких параметров, 
как объемная концентрация и размер частиц, содержащихся в среде . 
Объемная концентрация определяется как часть объема двухфазной 
среды, занятой твердыми частицами, т .е .  

где Qc - объем, занимаемый газовой фазой; Qт - объем, занимаемый 
твердыми частицами. 

Объемная концентрация, определяющая многие свойства двухфаз­
ного потока, может служить критерием определения ориентировочных 
границ существования различных видов дисперсных газовых течений . 

Предложена следующая классификация газовых потоков с твердыми 
частицами в зависимости от их объемной концентрации S [1]: 

СлабозапьиеЮiый поток газа . . . . . . . О - 4 · 10-4 

Поток газовзвеси .. . . . ... . . . . .. . 4 · 10-4 - 3 · 10-2 

Флюидные потоки . . . . . . . . . . . . . 3 · 10-2 - З. 10-1 

Потоки в плопюй фазе . . . . . . . . . . . 0,3-0,5 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением двухфазных течений с объем­
ной концентрацией содержащихся в них твердых частиц меньше 3 . 10-2, 
назьmая их далее потоками газовзвеси. По приведенной выше классифи­
кации в рассматриваемые виды газовых течений с твердыми частицами 
будут попадать как сами потоки газовзвеси, так и слабозапьmенные по­
токи газа. Динамику таких потоков в отличие от флюидных потоков и 
потоков в плотной фазе можно рассматривать с единых позиций . 

Основной особенностью потоков газовзвеси является совместное дви­
жение сплошной газовой среды и распределенных в ней твердых частиц. 
При этом сплошная среда играет роль несущей, и ее движение является 
определяющим в движении твердой фазы. Как правило, течение газа в 
аппаратах и технических установках, а также природные течения газа яв­
ляются турбулентными, т.е. для них характерным является хаотическое, 
пульсационное изменение скорости течения и других параметров пото­
ка. Турбулентный характер движения несущего потока газа приводит к 
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то му , что и дви жение тв ердых частиц станов ится хаотическим, п рио бре ­
тая все основные черты турбул ентного движения. 

Поведение тв ердой частицы в турбулентно м потоке газа можно оха­
рактеризовать параметром т т' который назьmается в ременем релакса­
ции. ВрР.мя релаксации определяет скорость реакции частицы на измене­
ние ско рости течения несущего ее газового потока. Этот параметр оце­
нив ают , не прибегая к строгим тео ретическим расчетам. Действительно, 
изменение скорости течения газа приводит к тому ,  что частица либо 
ускоряется , ли бо замедляется , приспосаблив аясь к несущему ее потоку .  
Когда ско рость дви жения частицы и скорость течения газа сравнив аются , 
сила инерции и сила сопротивления,  действующие на частицу, уравно ­
вешив аются. Силу инерции о ценив ают следующим о бразом: 

fин - mт W/тт, 

где W - ско рость движения частицы о тносительно газовой среды; mт -
масса частицы. 

Сила сопротивления, действующая на частицу со сто роны потока газа, 
определяется в ыражением 

fсопр = 0,5CdSm Р о w2' 

где Cd - коэффициент сопротивления; Sm - эффективная площадь се ­
чения частицы; р0 - плотность газовой среды. Приравняв эти силы, по ­
лучим для в ре мени релаксации следующее выражение: 

тт = 2тт/ (Sт PoCd W).  

Для сферических частиц диаметро м dт с о  стоксовским характером о б­
текания внешним потоком г аза в ремя релаксации примет следующий 
вид: 

1 8  
{1.1) Ро v 

Зная порядок в ел ичины в ремени релаксации, выясняют характер по­
в едения твердой частицы в турбулентном потоке газа. Для этого доста ­
точно сравнить в ремя релаксации частицы с характерным в ременем 
турбулентных движений г азового потока, которым может служить 
время жизни турбулентных мол ей . Так ,  если в ремя релаксации значи­
тельно больше времени жизни турбулентного моля, то данный моль на 
дви жение частицы практически не влияет. Если же в ремя релаксации 
меньше в ремени жизни турбулентного моля ,  то частица в большей или 
меньшей степени будет увлекаться таким турбулентным молем. 

Опишем качеств енную картину пов едения тв ердой частицы в турбу­
лентно м потоке газа. Частицы, в ремя релаксации которых значительно 
меньше минимального в ременного масштаба турбулентности несущего 
их потока газа , полностью увл екаются все ми турбул ентными молями. 
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Такие частицы в турбулентном течении ведут себя подобно газовой при­
меси. Частицы, время релаксации которых сравнимо или больше мини­
мального в ременного масштаба , частично увлекаются турбулентными 
молями, при этом степень увлечения зависит от характерного временно­
го масrшаба турбулентного образования , увлекающего частицу. Расче­
ты показали , что облако частиц ,  размер которых меньше или равен 
0,1 мкм, ведет себя аналогично газовой примеси , так как образующие 
его частицы практически безьmерционны . Частицы размером более 
100 мкм практически не реагируют даже на крупномасштабные турбу­
лентные пульсации в силу их достаточно большой инерционности . Пове­
дение таких частиц в турбулентном потоке определяется только осред­
ненными параметрами несущего газового течения . Таким образом , тур­
булентность сказьmается на движении частиц, размер которых не пре­
вышает 100 мкм. Такие частицы подразделяют на три группы [2]: 
высокодисперсные , тонкодисперсные и грубодисперсные аэрозоли . Ди­
намические характеристики частиц каждой группы приведены в 
табл. 1.1. 

В турбулентных потоках газа с твердыми частицами наблюдается не 
только воздействие турбулентности несущего потока на движение твер­
дьrх частиц , но и влияние самих частиц на параметры турбулентности 
несущего их потока газа. Так, при определенных условиях взвешенные 
в потоке частицы могут гасить его турбулентность. Такой эффект наблю­
дается в каналах , трубопроводах и других технических устройствах . 
В связи с этим при изучении турбулентных потоков газа с твердыми 
частицами возникают две фундаментальные проблемы: первая - это 
изучение влияния турбулентности несущего газового потока на движение 
твердых частиц и вторая - влияние частиц на параметры течения несуще­
го их турбулентного потока газа. 

Решению первой задачи посвящено достаточно много работ как тео­
ретического , так и экспериментального характера . Как правило , эта зада­
ча решается для слабозапьшенньrх потоков , т .е .  предполагают , что объем-

Таблица 1.1. Дисперсионные и динамические характеристики 
твердых частиц единичной плотности Рт ·= 1 r/ см3 в воздупnюй среде 

при нормальных условиях 

Класс Диам етр Вр емя р елаксации 
аэро зол ьных частиц тт, с 
частиц d, мкм 

Высоко дисп ер с - 10-з - 0,8 1,3 · 10-9 - 2,5 . 10-6 

н ые 

Тон ко дисперсн ые 1-10 

Грубо дисп ерсн ые 20-100 
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3 ,5 . 10-6 - 3 . 10-4 

1,2 · 10-з - 2,5 · 10-2 

Скорос ·1ъ rра вита ­
ционно rо ос едания 
vg, см /с 

1,3 · 10-6 - 2,5 · 10-з 

3 ,5 . 1о-3 - 3 . 1 о- 1 
1,2-25 



пая концентрация частиц мала. Размеры частиц также играют заметную 
раль и прямо влияют на наблюдаемые эффекты. Высокодисперсные 
частицы, как уже указьmалось , ведут себя подобно газовой примеси. 
Для тонкодисперсных аэрозольных частиц горизонтальные скорости 
движения совпадают со скоро стью течения несущего их потока газа. 
Оседание же таких частиц складьmается из гравитационного оседания 
внутри турбулентного моля и хаотического движения вверх - вниз 
самого моля. 

Гравитационное оседание внутри турбулентного моля происходит с 
теми же скоростями, что и в неподвижной среде.  Хаотические же движе­
ния в вертикальном направлении вместе с турбулентными молями при­
водят к уменьшению реальной скорости оседания. Этот эффект связан 
с тем, что турбулентные моли проницаемы для частиц, в результате чего 
при гра»итационном оседании концентрация частиц внизу больше , чем 
вверху. За счет такого перераспределения частиц турбулентные моли,  
двигающиеся вв ерх, захватьmают больше частиц, чем моли, двигающиеся 
вниз , хотя в статистическом смысле частота и интенсивность и тех, и 
других молей одинаковы. Таким о бразом, турбулентные моли в звеши­
вают тонкодисперсные аэрозольные частицы, сов ершая над ними рабо­
ту. Вперв ые выражение для работы взвешивания получили [3] при 
описании движения взвешенных речных нано сов . Очевидно , что эта вели­
чина тем больше , чем выше концентрация частиц в потоке газа. При оп­
ределенных условиях она составляет уже заметную долю в балансе ки­
нетической энергии турбулентного движения. Впервые работа взвеши­
вания бьmа учтена в балансе кинетической энергии турбулентности [4] 
путем введения в соответствующее уравнение дополнительного члена, 
записанного аналогично предложенному в [3] выражению для работы 
взвешивания. 

Процесс оседания грубодисперсных аэрозольных частиц отличается 
от рассмотренного выше. Действительно , грубодисперсные аэрозольные 
частицы обладают заметной скоростью гравитационного оседания , поэто­
му такие частицы не могут длительное время находиться внутри одного 
турбулентного моля. В процессе своего движения они пересекают мно­
жество молей. Оседание грубодисперсных аэрозольных частиц бьmо 
проанализировано в работе [5]. Показано , что для таких частиц также 
может наблюдаться эффект взвешивания турбулентными движениями 
несущего газового потока. Однако в данном случае эффект взвешивания 
не связан с перераспределением концентрации частиц в потоке, как это 
имело место для тонкодисперсных аэрозольных частиц, а имеет со­
вершенно иную природу. Взв ешивание грубодисперсных частиц опреде­
ляется режимо м  обтекания частицы внешним для нее газовым потоком. 
Режим о бтекания частицы внешним газовым потоком характеризуется 
число м Рейнольдса 

Red = 1 W 1 d т / v , 
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где W - скорость обтекания газового потока частицы; dт - диаметр ча­
стицы; v - коэффициент кинематической вязкости. 

При стоксовском обтекании в области Re < 0,1 турбулентность несу­
щего потока газа не влияет на скорость оседания частиц. Эта скорость 
в таких условиях равна скорости гравитационного оседания в неподвиж­
ной среде. Действительно , пусть частица в спокойной неподвижной среде 
имеет скорость гравитационного оседания Vg, а результирующая ско­
рость ее обтекания в турбулентном потоке газа 

1 
2 -W = Vg +а (и' } 2 sinw t, 

где а - постоянная величина . 
Пульсационная составляющая и' скорости турбулентного течения 

lllIЯ простоты записана в виде синусоидального закона. При Re <О,1 
сила сопротивления линейно зависит от скорости обтекания частицы, т.е. 

fсопр = ai W' 

где а1 - постоянная величина. 
За период пульсационного движения среды сила сопротивления равна 

т 1 
ai , 2 2 . fсопр = - J [vg + а( и ) sш wt Jdt = а1 v g. 
т о 

Из этого соотношения слецует , что скорость оседания стоксовских 
частиц в турбулентном газовом потоке такая же, как и в неподвижной 
среде. 

При Re > 0,1 сила сопротивления нелинейно зависит от скорости об­
текания частицы потоком газа. Чаще всего эту зависимость описьmают 
квадратичным законом 

fсопр = ai W2 • 

В этом случае, проводя осреднение за период турбулентной пульсации 
скорости течения, получаем слецующее соотношение: 

fсопр 

= [ 1 + 

1 
a i 

т 2 � 
f [vg + а (и' } 2 sin wt J 2 dt = 
о т 

а 
2 (1.2) 

Как видно , скорость оседания частицы в турбулентном потоке газа мень­
ше,  чем скорость оседания в неподвижной среде , так как в первом слу­
чае возрастает сила сопротивления. Для скорости оседания грубодисперс-
J О 



ных аэрозольных частиц в турбулентной среде можно записать слецую­
щее выражение: 

w2 ( 1 (и'2) )-1. 
--= 1 + -а2 -- • 

v 2 2 v2 
g g 

(1.3) 

На рис. 1.1 показана зависимость отношения скоростей частицы в 
турбулентном потоке газа и неподвижной среде от параметра е 

,2 2 = (и ) /v g . Из этой зависимости видно, что в слабо  турбулизованных 

течениях, когда�� 1, скорости оседания Wи Vg практически одинаковы . 
Однако они различаются уже на 23% при � = 1. С увеличением турбулиза­
ции несущего потока газа отношение W /vg уменьшается и может иметь 
очень малые значения . 

Рассмотренный эффект уменьшения скорости оседания частиц в тур­
булентных потоках газа играет важную роль в работе аппаратов хими­
ческой технологии и газоочистных установок. В настоящее время при 
проектировании таких аппаратов и установок не учитывают турбулент­
ность протекающих через них газовых потоков, в результате чего не учи­
тьmают и снижение скорости оседания частиц вследствие рассмотренного 
вьШiе эффекта. По этой причине эффективность работы многих газо­
очистных сооружений и других установок оказывается ниже ожидае­
мого . 

Увеличение объемной концентрации частиц приводит к тому, что эф­
фекты воздействия частицы на турбулентность несущего потока газа на­
чинают играть заметную роль . Воздействие частиц на поток газа связано 
прежде всего с тем , что мгновенные и осредненные скорости движения 
газового потока и частиц не совпадают в силу инерционности последних. 
Очень крупные частицы реагируют только на крупномасштабные пуль ­
сации несущего потока . Для мелких частиц осредненные скорости движе­
ния совпадают с осредненными скоростями течения , однако пульсацион­
ные значения скоростей не совпадают , и зтим обусловлено влияние час­
тиц на турбулентность несущего их газово­
го потока. При появлении в газовом по­
токе с твердыми частицами дополнитель­
ной диссипации турбулентной энергии мо­
жет наблюдаться гашение турбулентнос ти 
газового потока . Например, было пока­
зано [ 1] , что присутствие инерционных 

Рис . 1.1 . Зависимость скорости осаждения час ­

тиц от инт енси вности турбу лентности газо вого 
потока 

о,в 
0,6 

0,4 

0,2 

о 2 3 
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частиц в газе приводит на конечном этапе вырождения изотропной тур. 

булентности к более быстрому, экспонен�альному затуханию турбу. 

лентных пульсаций. При этом энергетическии спектр и пространственные 

масштабы турбулентности оказываются подобными �ем же характери. 
стикам чистого газа. Объясняется это практическои неподвижностью 
частиц относительно движения турбулентных образований в потоке. 
Уменьшение инерционности частиц приводит к искажению энергетиче­
ского спектра турбулентности и к уменьшению пространственных масш­
табов турбулентности несущего потока. 

Несложный анализ гашения турбулентности взвешенными частица­
ми приведен в [6] , где предполагается, что сами частицы не вносят вклад 
в порождение турбулентности несущего их потока газа. Пусть в потоке 
содержатся. только мелкие частицы, время релаксации которых значи­
тельно меньше времени жизни энергосодержащих вихрей, т.е. тт � т. 
Над такими частицами за интервал времени, сравнимый с временем ре­
лаксации, совершается работа за счет отно..:ительной скорости движения. 
Оценить эту работу можно следующим образом: 

,2 
37Тµ dт <и >тт. 

Пусть в единице объема содержитсяNчастиц, тогда за время существова­
ния турбулентного моля в единице объема будет совершена работа, 
равная 

,2 
31ТµNdт <и > тт . 

Время релаксации частицы оценивают с помощью выражения (1.1). Те­
перь для работы в единице объема в единицу времени можно записать 
следующее соотношение: 

'2 1 2 рт ( и > / т, где рт = - 1Т d ТN Рт . 
6 

Эта работа представляет собой дополнительную по отношению к чистому 
турбулентному течению диссипацию турбулентной кинетической энергии. 
В чистом газовом потоке диссипация турбулентной энергии определяется 
следующим образом: 

,2 
Ро< и ) /т. 

В стационарных течениях скорость порождения турбулентности равна 
скорости ее диссипации. Следовательно, можно записать соотношение 
следующего вида: 

з 
,2 2 -

Ро (и ) l (du/dy )2 � (р0 + p:f) (и' ) 2 /!, 

где l - масштаб турбулентности. 
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Если объемная концентрация частиц невелика, то масппабы турбу­
лентности и профили осредненной скорости течения газового потока 
остаются теми же, что и для чис!ого газа. При таких условиях можно 
получить для отношения средних квадратических значений пульсацион­
ных скоростей в потоке с частицами и в потоке без частиц следующее 
выражение: 

, 2 , 2 
( и )/(и >о = (1 + Рт!Ро)-1• (1.4) 

Для более крупных частиц, когда Тт � т, отношение средних квадрати­
ческих значений пульсационных скоростей принимает следующий 
вид: 

,2 ,2 (и )/(и)= [1 + трj./(ттРо)Г1. (1.5) 

Присутствие в потоке газа очень крупных частиц, для которых тт � т, 

также приводит к гашению турбулентности потока. Причина гашения 
турбулентности, однако, в данном случае отличается от рассмотренной 
выше и обусловленной диссипацией турбулентной энергии. В потоке газа 
с очень крупными частицами, имеющими достаточно большую инерцион­
ность, образуется совокупность фиксированных центров сопротивления, 
аналогичных каскаду решеток. Действие такого каскада решеток при­
водит к выравниванию профиля скорости газового течения, что, в свою 
очередь, приводит к гашению турбулентности. 

Механизм гашения турбулентности частицами, вероятно, такой же, 
как и механизм поглощения звука аэрозольными частицами [7]. Дей­
ствительно, при небольшой частоте турбулентных пульсаций скорости 
потока частицы двигаются вместе с потоком газа как одно целое. При 
увеличении частоты турбулентных пульсаций скорости в силу инерцион­
ности частиц появляется относительная скорость колебаний частиц и 
газовой среды. Это, в свою очередь, приводит к рассеянию кинетической 
энергии турбулентных молей. 

Рассмотренная качественная картина поведения твердых частиц в 
турбулентных газовых потоках указывает на то, что мы имеем дело со 
сложным физическим процессом, конкретные механизмы реализации 
которого зависят как от содержания частиц в потоке, так и от их раз­
мера. 

1.2. Математические методы модепированиR 

турбулентности газовых потоков 

Итак, на движение твердых частиц в потоке газа существенно влияет 
турбулентность газовой среды. Проведенный качественный анализ 
взаимодействия частиц с несущим их турбулентным потоком позволил 
оценить степень такого влияния для турбулентных движений различных 
масштабов, а также найти связь некоторых характеристик движения 

1 3  



частиц, например скорости оседания под действием силы тяже<:_ти, с па. 
раметрами турбулентности газового течения. Более подробныи анализ 
поведения частиц в потоках и разработка соответствующих теоретиче. 
ских моделей этого процесса не могут быть вьmолнены без привлечения 
теоретических моделей турбулентности незапьmенного течения, поэто­
му целесообразно рассмотреть способы описания турбулентности без 
учета твердых частиц в потоке. 

Впервые попытку построить теоретическую модель турбулентности 
предпринял Рейнольдс, выдвинув для этого ряд гипотез, суть которых 
сводится к следующему. 

1. Движение газа описьmается уравнениями Навье-Стокса для сплош­
ной среды. 

2. При Re > Rекр• где Rекр - критическое значение постоянной Рей­
нольдса, движение газа становится неустойчивым. 

3. Движение неустойчивого течения может быть описано лишь с по­
мощью осреднения, осредненными должны бьпь и уравнения Навье­
Стокса. 

По аналогии с кинетической теорией газов Рейнольдс выделил в тур­
булентном течении осредненное и пульсационное движения: 

и (х, t) = u(x, t) + и, (х, t). 

В отличие от кинетической теории газов операция осреднения в тео­
рии турбулентности, предложенной Рейнольдсом, оказалась не опреде­
ленной. Рейнольдс полагал, что осреднение параметров газового течения 
проводится интегрированием по некоторому обьему с центром тяжести 
в точке х либо по некоторому интервалу времени. Однако ни одно из 
этих предположений не получило должного обоснования. Таким обра­
зом, из замкнутой системы уравнений Навье-Стокса при осреднении 
получены две незамкнутые системы уравнений для осредненного течения 
и для пульсационного движения газа. ДЛя обозначения операции осред­
нения и самих осредненных величин в турбулентном течении исполь­
зуются скобки вида<·) или черта сверху. Система уравнений для осред­
ненного течения имеет вид 

аи; _ аи; а т;k ·- + uk -- + --
а t axk ач 

1 аР 
(1.6) 

где т;k - неизвестный тензор турбулентных напряжений, который опре­
деляется следующим образом: 

Тik = ( и; и� ) . 
Предложенный Рейнольдсом способ описания турбулентных течений 
породил огромное число работ, направленных на замыкание системы 
уравнений Рейнольдса для осредненного течения, среди которых вьще­
ляются следующие наиболее важные направления. 
14 



Прандтль [8) и Карман [9] пытались замкнуть систему уравнений 
рейНольдса с помощью простейших физических соображений� осно­
ванных на теории размерности и аналогии с кинетическои теориеи газов. 
существенную роль в этих исследованиях играли эмпирические данные, 
полученные Никурадзе в ходе систематических экспериментов по изу­
чеЮIЮ течения в гладких и шероховатых трубах. Тензор турбулентных 
напряжений удалось представить в следующем виде: 

r = 12 (du/dy ) 2' 

где 1 - длина пути смещения турбулентного моля, аналог длины сво­
бодного пробега в кинетической теории газа. 

Используя экспериментальные данные для длины пути смешения, 
Праидтль и Карман определили с достаточно высокой точностью закон 
сопротивления в трубах. Позже эта сугубо эмпирическая теория бьmа 
перенесена на течение в пограничном слое. Предпринимались также 
попытки использовать ее для расчета параметров сверхзвуковых и ги­
перзвуковых течений. Последующие экспериментальные исследования 
показали ограниченность применимости теории Прандтля и Кармана, iraк 
как удовлетворительные результаты удавалось получить лишь для та­
ких типов турбулентных течений, для которых имелись эксперименталь­
ные данные о длине пути смешения. 

Неизвестный тензор турбулентных напряжений в уравнениях Рей­
нольдса можно найти, решая соответствующую систему уравнений для 
его составляющих T;j. Такую систему уравнений можно получить из 
уравнений Навье-Стокса, используя при этом операцию осреднения 
Рейнольдса. Однако в полученной системе уравнений для тu появляют­

ся новые неизв естные в виде тензоров тре ть его порядк а. Для этих тензо­
ров также можно из уравнений Навье-Стокса получить соответствую ­
щую систему уравнений, но при этом появляются неизв естные в виде 
тензоров четвертого порядка. Продолжая такую операцию, для пара­
метров турбулентного течения можно записать бесконечную цепочку 
с зацепляющимися уравнениями. Впервые такую цепочку уравнений 
получили Фридман и Келлер [10). Мн огочисленные попытки оборвать 
эту цепочку уравнений и замкнуть задачу путем отбрасывания неиз­
вестных тензорных величин не привели к удовлетворительным резуль­
татам. До сих пор не найдено достаточно убедительных аргументов в 
пользу возможности проведения так ой операции, даже с учетом тензо­
ров очень высоких порядков. 

В течение длительного времени большинство работ по турбулентно­
сти бьmо посвящено теории однородной и изотропной турбулентности. 
Первоначально считалось, что такая абстрактная модель турбулентного 
течения более доступна математическому описанию и анализу, чем 
реальная турбулентность. Однако выяснилось, что математические 
трудности описания одно родной и изотропной турбул ентности велики, 
а вклад этой теории в понимание процессов реальной турбулентности 
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в есьма ограничен . Действительно, многочисленные экспериментальны� 
исследования показывают , что для всех реальных турбулентн ых теченщ 

наличие сдвига ско рости течения приводит к достаточно сложным 11. 

в есьма существенным воздействиям на динамику турбулентных движе 

ний всех масппабов. Теорию одно родно й и изотропной турбулентно стl1 

подро бно описал Дж. Бэтчелор [11]. 
в последние годы в исследовании турбулентности возникло нов ое 

направление,  связанное с таким математическим понятием, как стран­
ный атт рактор .  Рюэль и Такенс [12] в ысказали предположение о том, 
что система гидродинамических у равнений ,  записанная как детерми­
нированная система ,  при определенных условиях приводит к стохасти­
ческому решению, которо му отвечает движение на странном аттракторе 
в фазовом пространстве. Существ енные результаты в этом направлении 
получил Ло ренц [13], который рассмотрел двумерные решения гидро­
динамических уравнений , описывающих конв екцию между двумя бес­
к онечными пластинками с разными температурами. Решение этих урав ­
нений должно периодически зависеть от расстояния в доль пластинок. 
Поля т емпературы и ско рости течения бьmи разложены в ряды Фурье и 
для дальнейшего реше ния и анализа задачи оставлены для поля темпера­
туры две гармоники , а для поля ско ростей - одна. Для их амплитуд 
в озникла система о быкнов енных дифференциальных уравнений (урав­
н ений Ло ренца): 

Х = -аХ + а У; 

У -XZ - У+ rX; 

Z ХУ - bZ. 

В этой системе уравн ений параметры а, r и Ь связаны с постоянной 
Прандтля, пространственным периодом конв екции и разностью темпера­
тур на пластинках. В фазовом пространстве (Х, У, Z) каждому решению 
системы у равнений Лоренца соответствует своя траектория. Путем 
численного решения о бнаружено , что при а= 10, Ь = 8/3 и r ;;;,. 24,74 лю­
бая траектория притягив ается к странному аттрактору. Работа Ло ренца 
ппслужила толчко м к появлению большого числа работ , в которых де­
лается поп ытка объяснить природу турбулентности с качественных по­
зиций , опираясь на понятие странного атт рактора [14]. Однако в на­
стоящее в ремя мало математических результатов , так или иначе свя­
занных со странными атт ракто рами. Более или м енее изученным яв­
ляется лишь странный аттракто р ,  связанный с системой уравнений Ло­
ренца. В да.нный момент ничего нельзя сказать о структуре странных ат­
тракторов в пространствах размерностью бо ль.ше трех. Не ясно , к ка­
ким результатам прив едет ув еличение числа мо д при аппроксимации 
гидродинамических уравнений. Таким о бразом , попытка построить 
теорию турбулентности на основе странн ых аттракторов привела к 
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nоявлению большего числа вопросов, чем дала ответов для реальной 
турбулентности. 

Господствующее положение при решении прикладных задач, связан­
ных с турбулентными течениями·, с момента появления работ Прандтля 
и Кармана и до сегодняшнего дня заняли полуэмпирические методы, 
которые существешю усложнились и приобрели большую область 
nрименимости. Как правило, в число определяющих уравнений по­
мимо системы уравнений Рейнольдса включаются и уравнения для на­
nряжений Рейнольдса Tij, а замыкающие модели разрабатьmаются для 
тензорных величин третьего порядка. Бьmи попытки включить в число 
оnределяющих уравнений и соответствующие уравнения для тензорных 
величин третьего порядка и строить модели замыкания уже для тензо­
ров четвертого порядка, но эти попытки оказались неудачными, так как 
получаемая при этом система дифференциальных уравнений оказалась 
слишком громоздкой и не поддавалась решению и анализу. 

Запишем систему уравнений для напряжений Рейнольдса: 

дTjj _ д Tjj -- + Иk --= Rij + Sij + Dij + Eij . а t дхk 
(1. 7) 

Rij обозначает член, который описьmает процесс порождения напряжений 
Рейнольдса. Этот член может быть представлен следующим выраже­
нием: 

Взаимодействие поля пульсаций скорости течения и' с полем пульса­
ций давления Р' описывается в уравнении ( 1. 7) членом Sij, который 
мы можем записать следующим образом: i < а Р' i /. а р ') 

Sij=- P 
и

� дxj ) --p\j axi . (1.9) 

В турбулентном потоке напряжения Рейнольдса диффундируют, и 
этот процесс в уравнении (1. 7) учитывается членомDij, который со­
стоит из двух слагаемых. Первое слагаемое определяет молекулярную 
диффузию, второе турбулентную. Для Dij запишем следующее вы­
ражение: 

(1.10) 

Важную роль в турбулентных течениях играют диссипативные про­
цессы, которые учитьmаются в уравнении ( 1. 7) членом Eij : 
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аи' 
Eii = -2v < -­

axk 
аи: )  _l_ + v дTjj . 
ач 

( 1. 1 1) 

В уравнения для напряжений Рейнольдса входят неизвестные вели­
чины: диссипативный член; член , связанный с пульсациями давления; 
тензорные величины третьего порядка. 

При анализе диссипативных членов предполагается, что даже при 
больших постоянных Рейнольдса вязкая диссипация является основ­
ным механизмом рассеяния турбулентной кинетической энергии. При 
больших значениях постоянной Рейнольдса турбулентные вихри, в ко­
торых проис�одит_ диссипация кинетической энергии турбулентности, 
существенно меньше вих рей, получаю щих энергию от осредненного те­
чения" В диссипативный член в ходит слагаемое, к оторое описывает 

молекулярную диффузию напряжений Рейнольдса. Можно показать, 

что это слагаемое пренебрежимо мало в турбулентных течениях при 
боль ших значениях Re. Действительно, для молекулярной диффузии 
к оличества движения справедлива оценка 

ь v 
vдтij - v -- = ---

12 ..;ь 1 

ЬЗ/2 ь з 12 

где Ь - характерное значение кинетической энергии турбулентности; 

/ - масштаб размеров турбулентных образований; Re = ../Ьl/v. Для ат­
м осферного течения, например, характерное значение к инетической 
энергии турбулентн ости порядка 1 м2 -с-2, масштаб турбулентных об­
разов ан ий порядка 300 м, постоянная Рейнольдса порядк а 107• Так им 
образом, слагаемое в диссипативном члене, обусловленном молеку­
лярной диффузией, пренебрежимо мало. 

Для аппроксимации второго слагаемого в диссипативном члене обыч ­
но применяется выражение 

, а , < аи. и. ) 2 
-2v -1- --1- = - -еБ;j, 

axk ач 3 

где е - скорость диссипации кинетической энергии турбулентности: 

е = v < 
а и
; 
а и
j >. a xk ач ( 1 . 1 2) 

Аппроксимационное выражение диссипативного члена предполагает изо ­
тропную турбулентность. Для анизотропной модели диссипативного 
процесса применяли аппроксимацию следующего вида [1 5] : 
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rде Ь - кинетическая энергия турбулентности: 

1 1 2 , 2 , 2 
Ь = -(<и1 > + (и2 > + <из)). 

2 

Последнее слагаемое в правой части соотношения ( 1 . 13) описьmает про­
цесс релаксации анизотропной турбулентности к изотропной. 

Члены, содержащие пульсации давления [в уравнении (1.7) это Sij], 
характеризуют перераспределение кинетической энергии турбулентности 
между различными компонентами тензора напряжений Рейнольдса. 

Нетрудно показать , что эти члены не меняют энергии турбулентности. 
Для этого Sij запишем следующим образом: 

1 а и� р ' l 
+ 

1 дZР' 1 � ( а ' а ' )) 1 , и . и . 
- --- -- р l + 1 
р axi р дхj axi 

Объемный интеграл по области пространства, занятой турбулентным те­
чением, от первых двух членов правой части этого выражения равен 
нулю. Следовательно , эти члены не меняют кинетической энергии тур­
булентности. Последний член в правой части выражения для Sij пред­
ставляет собой ковариацию типа "давление - деформация". Так как 
рассматриваемое турбулентное течение несжимаемое , то и этот член не 
изменяет турбулентную энергию. 

Обычно Sij представляют в виде двух слагаемых Sif и s;;. Первое сла­
гаемое характеризует процесс возвращения к изотропии напряжений 
Рейнольдса. Для его аппроксимации предлагается следующее выра­
жение: 

S .. = -С3 - т" - - Ь oij . , € ( 2 ) 
l} ь lJ 3 

(1.14) 

Такая аппроксимация в настоящее время общепринята и используется 
во всех работах по моделированию турбулентности. Второе слагаемое 
s;j характеризует в:аимодействие турбулентных движений с полями 
осредненных значении , а именно со средним сдвигом скорости течения, 
с силой плавучести в температурно-стратифицированных течениях и т.п. 
На необходимость введения этого слагаемого впервые указано в ра­
боте [16] , где и определена его структура: 

1 
Sii = Bij - -BkkOij . 3 

Здесь Bij - тензорная величина , зависящая от среднего сдвига скорости 
течения, напряжений Рейнольдса и т.п. 

В настоящее время для аппроксимации s;; предлагаются различные 
выражения , наиболее интересные из которых следующие. 
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S" Модель Дональдсона. Предполагается, что ij описьmает процесс 
диффузии напряжений Рейнольдса , следовательно , можно записать вы­
ражение вида 

а ( ь2 
) 

а ( ь2 
) s�� = -С4 -- -- т .k - С4 - - Tik ' l/ а Xj е / 3 Х j е 

где С4 - эмпирическая постоянная. 

( 1. 15) 

rr S" Модель .паундера. Предполагается , что ii описьmает процесс, приво-
дящий к изотропии тензора порождения напряжений Рейнольдса . В этом 
случае можно записать выражение вида 

S�� = -C5 (R·· - _2_ RkkD·· ) /] 1/ 3 IJ ' 

где С5 - эмпирическая постоянная . 

(1.16) 

Модель Лаундера-МорСll. Эта модель обобщает предьщущую модель 
Лаундера с учетом влияния осредненной деформации потока. В этом 
случае применяют аппроксимационное выражение 

s�� = -cs (R;1· - -1 Rkko .. 1\ _ с6 (с .. _ _l_ckko .. )+ /] 3 1/ lf 3 1/ 

где С6, С7 - эмпирические постоянные; 

а Иk а иk 
G;j = - т .k -- - т .k -- . 

/ д Xj j д Xj 

(1. 17) 

Модель Земана-Ламли. Эта модель представляет собой обобщение 
модели Лаундера-Морса на случай сильно неоднородных напряжений 
Рейнольдса . Для s;j в рамках этой модели предложено следующе е 
аппроксимационное выражение: 

S1·1· := -Cs (R�. - 1/3Rkk ti .. ) - сб (G� - 1/3Gkko .. ) + lj lf lf lf 

Rij и Gij о бозначены следующие величины: 
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Rik = - (т;k- 2/3ЬЬ;k)(д f1i/дч) - (Tjk - 2/3ЬOjk) (дИ;/дхk); 

Gij = - (т;k - 2/3ЬOik)(дUk/дxj) - (Tjk - 2/3Ь0jk)(д"{k/дх;). 

(1. 18) 



В рассмотренные аппроксимационные модели входят эмпирические 
постоянные С4, Cs, Сб и С1. 

Ковариации третьего порядка, связаны с процессами переноса напря­
жений Рейнольдса из одной области пространства в другую без их ге-
11ерации и затухания. Модели замыкания для этих членов носят, как 
правило, диффузионный характер. На основе метода инвариантного мо­
делирования бьшо получено следующее выражение: 

а и;иj и� а [ ь2 
( 

aт ij = Св -- -- -- + 
axk axk € axk 

ат ;k -- + 
axj 

а Tjk 

) ] . а х; 
(1. 19) 

Другой тип аппроксимации бьш прещюжен Лаундером и Ханджаликом 
[17] на основе решения усеченного уравнения для тijk· При усечении из 
соответствующего уравнения бьши исключены все те члены, которые 
содержали тензоры четвертого и старшего порядков. В результате 
бьmо получено выражение 

+ Tk[ 
_1_1 ат ·· ) ] 
axz 

Упрощенная форма этого выражения 

аи; и/ и� а 
( 
ь ат ij ) - = Cs -- - 7kl --

a xk axk € axz 

+ 

(1. 20) 

бьша использована Харлоу и Дейли [18]. Лаундер [ 17], а также Риса и 
Роди [19] показали, что с помощью упрощенной формы аппроксима­
ции можно получить результаты, которые практически не отличаются 
от тех, которые бьmи получены с помощью более общего соотношения 
(1 . 20). 

При использовании моделей замыкания второго порядка появляется 
новая неизвестная величина - скорость диссипации турбулентной энер­
гии. Эта величина задается выражением _ 1 (( аи; а иi )2) 

€ - - v  -- + --
2 axj ах; . (1. 2 1) 

Используя это определение скорости диссипации, из уравнений Навье­
Стокса для е можно вьmести уравнение 
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дЕ д Е + Иk --
дt дхk 

-2V ( > -

(1.22) 

Из этого уравнения следует, что скорость диссипации турбулентной 
энергии в потоке газа меняется вследствие адвекции или переноса те­
чением, вследствие диффузии, а также несбалансированности генера­
ции и затухания энергии турбулентности. При интегрировании по всей 
области турбулентного течения, ограниченного ламинарным потоком 
газа, в уравнении ( 1 .22) сохраняется только член, который опреде­
ляется разбалансом генерации и затухания кинетической энергии, 
так как именно этот процесс приводит к изменению скорости диссипа­
ции во всем объеме пространства, а остальные члены уравнения ( 1 .22) 
лишь перераспределяют по пространству скорость диссипации Е. 

Диффузионный член в уравнении ( 1 .22) аппроксимируется обычным 
образом: 

дЕ'и� д ( Ь дЕ ) - ----а;;; = С9 дч --; Tkl дхz 
. (1.23) 

Член уравнения ( 1 .22) , связанный с разбалансом между генерацией и 
затуханием кинетической энергии, наиболее простым образом аппрокси­
мируется как 

аи.' а и : а и : ( а 2 и .' )2 < l 1 ]> 2 < 1 > -2v -- -- -- = 2v � Rkk 
дхk дхj дхk , дхjдХk 

где С10 - эмпирическая постоянная. 
(1.24) 

Оценка членов уравнения ( 1 .22) показывает, что изменен·ие скорости 
диссипации кинетической энергии турбулентности со временем может 

1 быть охарактеризовано временным параметром т: 

Отсюда следует, что раз балансный член может быть аппроксимирован 
так: 

( 1 .25) 

Замкнутое уравнение для скорости диссипации кинетической энергии 
турбулентности можно представить в виде 
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е 
+ (С111е + С11Rkk) - . ( 1 . 26) 

ь 
Таким образом, при использовании моделей замыкания второго по­

рядка для математического описания турбулентного течения несжимае­
мого газа применяют уравнения Рейнольдса совместно с уравнения­
ми для турбулентных напряжений Рейнольдса, которые можно в наибо­
лее общем виде представить так: 

- + Uk -- = (Cs - 1 )  Tik __!2_ + Tjk ___!!!__ + 
дт;i - дт;i 

( 
д- а-

) ar ач ач axk 

+ сб (т;k 
диk 

+ тik 
диk

) + __:__ (cs 
дii[ 

+ 
OXj дх; 3 . ач 

а 
( 

ь ат ii 
) + Св-- - тkz -- . 

дхk е дхz 
( 1 .27) 

Наиболее полное статистическое описание турбулентного течения в 
рамках механики сплоIШiых сред можно получить с помощью функ­
ции плотности вероятности ФПВ. Типичной ФПВ является функция 
Ф (щ; х, t), которая по определению представляет собой вероятность 
того, что значения i-й компоненты скорости течения в фиксированной 
точке х в момент времени t лежит в интервале от щ до щ + dщ. 

Наряду с функцией плотности вероятности для одного параметра 
применяют и более сложные ФПВ для двух и более параметров турбу­
лентного течения, задаваемых в различных точках пространства и в раз­
личные моменты времени. В первом случае мы имеем дело с много­
точечными функциями плотности вероятности, _ а во втором - с много­
моментными функциями плотности вероятности. Например, функция 
Ф (и; х, t) обладает тем свойством, что величина Ф (и; х, t)du является 
вероятностью того, что в точке х в момент времени t значения вектора 
скорости турбулентного течения лежат в интервале (и, и + du). 

Примером многоточечной многомоментной функции плотности ве­
роятности является функция Ф(и, и'; х, t; х', t' ). Эта функция связа-
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на с верояnюстью того, что в точке х в момент времени t значенJЬ 
вектора скорости течения и лежат в интервале от и до и + Шt, а в точ 
ке х' в момент времени t' значения .вектора скорости течения лежат� 

1 1 d 1 интервале от и до и + и . 
Функция плотности вероятности обладает рядом специфически� 

свойств, одним из которых является свойство нормировки. Суть этого 
свойства заключается в том, что из функции плотности вероятности, on. 
ределенной для многих параметров, можно получить функцию плотно. 
сти вероятности, зависящую от меньшего числа параметров. Например, 
между функциями Ф (и1; х, t) и Ф (и; х, t) с помощью свойства норми. 
ровки можно установить следующую зависимость: 

Ф(щ; х, t) = JФ (и; x ,_t) du2du3• 

Функция плотности вероятности позволяет достаточно просто опре. 
делить операцию осреднения параметров турбулентного течения с по. 
мощью следующего соотношения: 

(а)= fа(и) Ф(и;х, t) du. (1.28) 

Уравнения, которым удовлетворяет функция плотности вероятно­
сти в турбулентной среде, могут быть получены различными способа· 
ми . Впервые эти уравнения вьmели Ландrрен в работе [20] с помощью 
дифференциальных уравнений механики сплошных сред, описьmающих 
течение вязкой жидкости, и А.С. Монин в работе [21]. В настоящее 
время способу Ландгрена отдается больше предпочтения, так как он об­
ладает большей наглядностью и позволяет проводить обобщения на раз­
личные типы задач, связанных с турбулентными процессами. 

Рассмотрим вьmод уравнения ДJIЯ функции Ф1 (и; х, t) , используя 
для этого способ Ландгрена. Согласно этому способу предполагается 
существование и единственность так называемой фазовой плотности 
вероятности, которую для сплошной газовой среды можно опреде­
лить как 

ip1 (и; х, t) = [; [и - И (х, t)], (1.29) 

где 'й = {u1 (х, t), u2 (х, t) , u3 (х, t) } - вектор скорости турбулентного 
течения, представляет собой отдельную реализацию случайного поля 
скоростей в точке х в момент времени t; и= (и1, и2 , и3) - вектор, вы­
полняющий роль независимой переменной. 

Искомая функция плотности вероятности является средним значе­
нием фазовой плотности вероятности по всем реализациям случайного 
поля скоростей, т .е. 

Ф1 (и ;  х, t) = ( ip 1 (и ;  х, t) ) (1.30) 

Введение фазовой плотности вероятности является чисто математичес­
ким приемом, который, однако, как будет видно в даЛьнейшем, позво-
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дяет установить достаточно сложные количественные и функциональные 
зависимости для параметров турбулентного течения. Далее, продиффе­
ренци:руя по времени соотношение (1.29) , получим следующее урав­
нение : 

д'()1 /д t  = (дuifдt) (д 'Р1/д щ) .  (1.з1) 
на этой стадии нам понадобятся уравнения, которые описывают отдель­
ные реализации турбулеmного течения. К таким уравнениям относятся 
уравнения Навье-Стокса и уравнение неразрывности. Из уравнений 
Ilавье-Стокса можно выразить производные дui/дt .  Подставив получен­
нь1е выражения в уравнение (1.31) , получим 

д '()1 д IP1 -· - + Иk ---
дt дч 

1 дР д 1Р1  ,... д IP1 - - - - - + vдщ (х, t) -- . 
р дхj д Uj д U j  

(1.32) 

Последний член в правой части этого уравнения можно переписать сле­
дующим образом: 

lim , , v щ (x , t) -- . 
д 2 [ � , д 1Р1 ] 

х 1 � х д х kд х k дU j  

Если теперь воспользоваться соотношением 

ui (x ', t) = fu f'o [и* - И (х ', t)] du *, 

то это выражение можно преобразовать к следующему виду : 

,lim � 2 , [ v _
а

_ f и; tp 2 (и*, и; х ', х, t) dи* ] . 
х � х дхkдхk д Uj 

(1 .33) 

Здесь введена новая функция tp2 (и*, и; х', х, t) , которая представляет 
собой двухточечную фазовую плотность вероятности. Двухточечная фа­
зовая плотность определяется следующим соотношением: 

tp2 (и*, и; х ', х, t) = tp 1  (и* ; х', t) tp 1  (и ; х, t) . (1.34) 

Первый член в правой части уравнения (1.32) связан с полем давле­
ния в потоке газа. Это давление зависит от поля скоростей течения, при 
этом связь полей давления и скоростей задается уравнением Пуассона 

д2uk (х, t) uz (х, t) 
др = - р -------дчдхz 

где д - оператор Лапласа. 
Как известно, решение уравнения Пуассона можно представить так: 

µ ') ,_ 1 )"' 1 ) 1 P (x, t) = - - f 'IJ.l kz (x - x  u k (x , t u z (x , t dx , 
4 1Т  
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где 

а 2 1 х - х · 1 - 1 
Ф kl (х - х ') = ----.,.-­

д х�а х ; 
Теперь первый член в уравнении ( 1 .32) вьП'лядит следующим о бразом : 

1 дР дl/1 1 д 1 д 'IJ!kl (x - x
'
) 

- - - - = - f -
p дх; д Uj д и ; 41f д х; 

* * ( * , ) dx 'd * х uk u 1 ip2 и , u ; x , x, t  и . 

х 

( 1 .35) 

Теперь для фазовой плотности можно записать у равнение 

д1Р1 а 1Р 1  а 2 ( а 

) 
-- + Иk -- = v lim , , -- fu � ip2 du *  + 

дt д хk х ' -+  х дхkд хk д и; 1 

а 1 + - f 
д U j  4 1f  

( 1 .36) 

К этому уравнению можно применить операцию осреднения и получить 
уравнение для искомой функции плотно сти в ероятности распределения 
вектора скорости движения газа в турбулентном течении : 

аФ 1  + Иk 
д Ф 1 

= v )im а 
2 

( -3- J и '!'Ф 2 dи* ) + 
дt д хk х -+ х дхkд Хk д и; 1 

а 1 а Фk1 (х - х
'
) * * , * , + -- f и . и{'Ф 2 (и , и ; х , х, t'y:lu dx . ( 1 .37) 

д и ; 41f д х; 
к 

Далее воспользуемся теоремой Байесса [22] , и двухточечную функцию 
плотности вероятности в ыразим через одноточечную функцию плотно ­
сти в ероятности : 

Ф2 (иt , и ; х ', х, t) = Ф 1 (и ; х, t) Ф 1 2  (и j \ и ; х', х, t), 

где Ф1 2 (u'f 1 и ;  х ' , х, t) - усло вная плотность в ероятности, т.е.  плот­
ность вероятности распределения параметра и � при фиксированных. 
значениях параметров щ (j * i) и и. Для усл6вной плотности в ероят­
ности можно определить и условное среднее значение nараме.тра uj :  

Е (иj l и; x ', x, t) = fи jФ 1 2 (и'f/щ; x ', x, t) du;* · 

Используя это определение условного среднего, второй член в правой 
части уравнения Н .37) для функции плотности вероятности приведем 
к следующему вид1 : 
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д 
[ 

д 2 ] 
v -- Ф 1  (и; х, t) lim E ( uj l u ;x ', x, t) 

ди ; х ' � х O X kд X k 
( 1 .38} 

Рассмотрим те·перь первый член в правой части уравнения для 
функции IUiотности в ероятности. Используя аналогию с кинетической 
теорией газов [23 ] , введем обо бщенную силу, действующую на поток 
rаэа, и интеграл "столкновений" в турбулентной среде. Эти величины 
вводятся с помощью соотношений 

1 
F; (x, t) = J 

41Т 

д Фk1 (х - х 1) , , --�---- и; и1*�р 1 (и *; х , t) du* dx ; 
u x ; 

( 1 .39) 

д 1 д Фkz (х - х 1)  J (и; х, t) = -- f - uf; и1* [Ф 2 (и*, и ; х ', х, t) -д и ; 41Т д х ;  
- Ф 1  (и * ; х ', t) Ф 1  (и ; х, t)] du * dx'. ( 1 .40) 

Нетрудно показать, что обобщенная сила F; (х, t) в потоке газа связа­
на с градиенто м осредненного давления, т .е. 

1 ai 
F; (х, t) = - -- . 

р дх; 
Теперь у равнение для одноточечной функции IUiотности в ероятности 
распределения скорости течения в турбулентном потоке газа может 
бьпь приведено к следующему виду : 

-- + Uk -- - - -- -- = V - ф 1 (и ; Х, t) Х 
дФ 1 д Ф 1 1 д Р д Ф 1 д [ 
дt д х k  µ д х; д и k  д и ;  

х lim 
х ' � х 

/ , + J (u ; x, t) . д2 Е (и � l и ; х ', х , t) ] 
д х k д х k 

( 1 .4 1} 

Полученное уравнение дл я  одноточечной функции плотности вероятно­
сти является незамкнутым, так как в него входит неизвестная двух­
точечная функция IUiотности вероятно сти. Для двухточечной функции 
мо жно в ьm ести соответствующее уравнение, в которое будет входить 
неизвестная трехточечная функция. Выводя уравнение для трехточеч­
ной фунции , опять получаем незамкнутое уравнение. Продолжая этот 
процесс, придем к цепочке зацеIUiяющихся уравнений, по ёледнее урав­
нение в кото рой будет содержать неизв естную функцию IUiотности в е­
роятности на единицу бОльшего порядка,  чем само уравнение . Таким 
о бразом, применение функции IUiотно сти в ероятности для описания 
турбулентного течения приводит к п ро бл еме замыкания цепочки за-
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цепляющихся уравнений для функций плотности вероятности раз. 
личного порядка.  Эта проблема аналогична проблеме замыкания це. 
почки ББКГИ-уравнений (уравнения Борна , Боголю бова, Кирквуда, 
Грина, Ивона) в кинетической теории газов . Кроме того, сами уравне. 
ния для функции плотности вероятности распределения скорости тече. 
ния в турбулентном потоке газа по своему виду похожи на ББКГИ. 
уравнения. Такая аналогия позволяет надеяться на то, что методы газо . 
кинетической теории и неравновесной статистической механики и по. 
лученные с их помощью результаты окажутся полезными и в теори11 
турбулентности . 

Как правило , из всей цепочки уравнений рассматриваются либо пер. 
вые два уравнения, либо одно перво е. Для двух уравнений возникает 
необходимость в разработке модели замыкания для трехточечной функ. 
ции плотности в ероятности . Задача в зтом случае становится громозд­
кой и трудно поддается анализу и решению. Из-за этого методы замыка­
ния двухточечной функции и соответственно использование только 
одного первого уравнения цепочки получили наибольшее распростране­
ние, и с их помощью бьии получены наиболее значительные результаты. 

Уравнение (1.4 1) содержит неизве стные члены двух типов.  Члены пер­
вого типа зависят от условных средних в еличин и связаны с локальны­
ми свойствами турбул ентности . Член второго типа - это интеграл столк­
нов ений, в который входит двухточечная функция плотности вероятно­
сти . Интеграл столкновений связан уже не с локальными свойствами 
турбулентности, а определяется ее глобальной структурой. 

Условные средние величины непосредств енно связаны с таким мате­
матическим понятием, как регрессия . Действительно,  если дано со· 
вместное распределение случайных в еличин, например и *  и и ,  то за­
висимость Ut ОТ ОСТалЬНЫХ В еЛИЧИН МОЖНО изучать С ПОМОЩЬЮ СООТНО ·  
шения 

Ut = Wj (Иj=/= i ' u) + hj (Иj=/= i ' u), 

где hi - остаточный член. 
Средней квадратичной регрессией u j на и/=l= i •  и назьmают функцию 

вида 

Wi (и/=l= i ' u )  = fu jФ 1 2 (ui*l и/=l= i ' и, х ', х, t) du j , 

кото рая минимизирует квадратичный функционал 

f [uf - w; (uj*= i '  и)] 2 Ф2 (и *, и ;  х ', х, t) du j .  

Из определения средней квадратичной регрессии следует, что функция 
Wj, минимизирующая квадратичный функционал, есть условное сред­
нее значение uj при фиксированных uj* =/= i' и . Это свойст�о квадратич­
ного функционала используется при построении моделеи замыкания 
членов первого типа в уравнении ( 1 .4 1 ) . 
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как уже у каз ьm алось, усл овные средние в еличины в уравн ении 
(1 .4 1 ) связаны с локальными процессами турбулентного обм ена,  по ­

этому при их аппро ксимации турбул ентность можно рассматривать 

как локально одно родную и иЗотропную. Это предположени е  позво ­
ля ет  рег рессионные соотношения записать как и'( - щ .  В этом случае 
условные средние велич�ы, которые содержатся в у равнении (1.41) ,  
должны иметь сл едующии в ид : 

Е(иj lи; х ', х, t) = Щ (х', t) + 

( 1 / 1 > u i (х , t) u i (x , t )  
1 2 } 

( и i (х , t) 
(щ - И;) . 

Это соотношение удовлетворяет свойству минимизации квадратичного 
функционала. Двухточечные ко рреляционные функции можно разло ­
жиrь в ряд Т ейлора в окрестностях точки х, т . е .  

1 1 1 } (ui (x , t) u i (x , t )  
12 > (u i (Х , t ) 

� 1 -
1 2 (х - х ) 

л� 1 

где Л; - микромасштабы турбулентности тейлоровск ого типа. М икро ­
масштабы турбулентности зависят от второй производной корреля ­
ционных фун кций в точк е х и могут зависеть как от п еременной х, 
так и в ремени t .  

Подставляя полученные приближенные значения условных средних 
величин в окрестностях точки х в соотв етствующие члены у равнения 
для одноточечной функции пл отности в ероятности, получим соотно · 
шение 

l im 
х ' � х 

д 2 И j  (Х , t ) 

д х k д Хk 

б [ U j  - Uj (X , t ) ] 
л� 1 

Теперь у равнение для о дноточечной функции плотности в ероятности 
мо жно записать так : 

дФ 1 д Ф 1 -- + Иk 
дt д ч 

а "Р  
р дч 

� )  [ vдщ (х, t) 
д Uk  ( 

� (uk - uk (x , t) ) ] Ф 1 � + l (u ; x, t) . (1.42) 

Для аппро ксимации интеграла стол кновений в у равнении (1.42) , 
как правило , используют методы газокинетической т еории и неравно­
в есной статистич еской механики , например методы Крука (Крука -
Б хатнагара) и Кирквуда. 

М етод Крука бьm применен Ландг реном в работе [20] . При > Т О М  
использовалось предположение о том, что главная роль пульсаций дав -
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ления заключается в разупорядочении поля скоростей турбулентного 
течения и приведении, следовательно, турбулентности потока к изо. 
тропии. Такое предположение позволило Ландгрену применить ре. 
лаксационную модель, записав интеграл столкновений в уравненИI! 
( 1 .42) следующим образом: 

J (u ;  x, t) = 
Ф 1  (и ;  х ,  t ) - Фg (и ; х ,  t) 

где тр - время релаксации, которое определяется выражением 

Тр = __ S 2- ( € + __:__ (и ' ) 2 
2 

д ( и ' ) ) · 
д t 

( 1 .43) 

Гауссовское распределение Фg (и ; х, t) , к которому, как предпола. 
гается, стремится распределение скоростей течения под действием пуль­
саций давления, можно записать как 

Фg (и ; х, t) = 
1 

3 1 
- 2 -(27Т)2 (и , ) 2 

Здесь появляется такой параметр, как скорость диссипации кинетичес ­
кой энергии турбулентности е . Для определения этого параметра сле­
дует разработать специальную модель . Можно воспользоваться способа­
ми вычисления скорости диссипации, применяемыми в полуэмпиричес­
кой теории турбулентности . 

Метод Кирквуда бьm применен в работе [24] А.Т. Онуфриевым для 
построения модели замыкания интеграла столкновений в уравнении для 
одноточечной функции плотности вероятности .  Согласно этой модели 
бьmа введена усеченная функция Ф1 в соответствии со следующим соот­
ношением: 

т 
f Ф 1  (и ; х, t + 1/ ) d 11 . т о 

Следует отметить, что операция усечения приводит к сглаживанию функ­
ции . Покажем это . 

Рассмотрим производную 

dф 1 d 1 1  t + т 
- = - - f Ф 1 (и ; d t d t т t 

которую можно переписать так: 
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ВJlдНО, что тангенс угла наклона в точке t зависит от значения функ­
фl!I Ф 1  в двух точках - в точке t и в точке t + 1/ - и не чувствителен к 
значению функции Ф1 между этими двумя точками. Очеви,цно, что чем 
больше т, тем более гладкой получается усеченная функция. 

Онуфриев предположил, что за время от t до t + 1/ рассматриваемое 
турбулентное образование или моль в потоке газа взаимодействует не 
более чем с еще одним №лем. В этом случае интеграл столкновений 
можно записать 

J (и ; х, t) - -
Ф 1 1 � 

+ - J Ф 1 (и - Л и ;  x , t) х 
т т 

х W (и - Ли : Ли) d (Ли) , 

rде т время корреляции �щя функционала Ф 1 (и ; х, t) ; 
W(и - Ли : ди) - вероятность отклонения на ди. В этом соотношении 
бьша использована условная запись вида 

Ли = (Ли1 , Ли2 , Лиз ) ;  

и - ди = (и 1 - ди 1 , и2 - Ли2 , и 3  - Ли3 ). 

Полагая время корреляции т малым по сравнению с характерным време­
нем изменения функции плотности вероятности, подьmтегральную функ­
цию 1\ЮЖНО разложить в ряд Тейлора и получить при этом следующее 
соотношение: 

Ф 1 (и ; х , t ) 1 � 
J (и ; х, t) = - - - JФ 1 (и ; х, t) W (и : Ли) d (Л и) -

т т 

а 1 1л иk 1 1Ф 1 1 ----- + 
д иk 2 

--- [ l l ЛщЛиk 1 1 Ф 1 (и ; х, t) ] . 
д U j д U k 

Здесь бьmи использованы следующие обозначения : 

l l Лщ l l = f Л щ W (и - Ли : ди ) d (ди) ;  

l lЛщЛиk l = f ЛщЛиk W (и - Ли :  ди) d (Л и) . 

Можно предположить, что флуктуации скорости турбулентного течения 
пропорциональны пульсирующим значениям скорости, т .е .  

l l дui l l = - С1 и ; . 
Для флуктуаций квадратичных величин естественно предположить про­
порциональность средним квадратическим значениям соответствующих 
величин, характерных для локально-однородного и равновесного со ­
стояния, т.е .  

2 1 2 l l Л U j Лиk l l  = - С  1 ( и i ) f> ik . 
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Интеграл столкновений в уравнении для одноточечной функции плотнс 
сти вероятности распределения скорости течения в турбулентном поток 

газа можно представить теперь следующим образом :  

с1 а ( , ,.., 2 а Ф1 ) 
J (и ; х, t) = - - и . Ф 1 + - С1 Ь  -- . 

т ди ;  1 3 а и; 
( 1 .44 

Нетрудно видеть,  что это выражение представляет собой разложени. 
вблизи равновесного состояния интеграла столкнuвений, полученноr< 
методом Крука. Само же уравнение для одноточечной функции в дан 
ном случае примет вид 

,.., 
аФ 1 а"Р дФ 1 1 

-- + Uk -- -
дt д хk р д хk 

6 V 

] - � 
С1 + Лi (иk - uk ) Ф 1 + 
т 

( 1 � 2 
х и k Ф 1 + J C1 b 

а Ф 1 

) 
. 

д иk  

а Ф 1 а н _ -- = -- vдuk 
д иk д иk 

а 
--

х д Uk 

+ 

Аналогичное уравнение, полученное методом Крука, имеет вид 

дФ 1 + Иk � - 2_ ai' д Ф 1 = � ) [ vлиk + 
д t д ч р дхk д иk д иk l 

+ -2- (Uk - Uk )  Ф 1 + . б v _ ] - � Ф 1 (u ; x , t) - Фg (u ; x, t )  
Ak Тр 

( 1 .45)  

( 1 .46) 

Расс!\Ютренные модели замыкания интеграла столкновений являются 
простейшими вариантами описания сложного процесса взаимодействия 
поля пульсаций давления с полем пульсаций скорости. Опираются эти 
модели на недостаточно обоснованные предположения, часть которых 
носит интуитивный характер. В то же время рассмотренные модели 
замыкания интеграла столкновений в некоторых случаях приводят к 
вполне приемлемым практическим результатам. Однако считать зада­
чу окончательно решенной нельзя. Необходимость в модели замыкания, 
обладающей большей обоснованностью и, следовательно , более широ­
кой областью применимости, очевидна. 

Более строгую модель - замыкания интеграла столкновений можно 
получить при детальном рассмотрении структуры интеграла столкнове­
ний . Интеграл столкновений определяется крупномасштабными процес­
сами в турбулентной среде . Эти крупномасштабные процессы приводят 
к флуктуациям фазовой плотности вероятности, которые определяются 
следуюшим о бразом :  
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Бср1 (и; х, t) = ер 1 (и ; х, t) - Ф 1 (и ;  х, t) . 

воспользовавшись этим определен:�:�:ем, можно показать, что 

( 6ср1  (и ; х, t) O'P1 (и *; х ', t) ) = ср2 - ср 1  (и ; х, t) cp 1  (и* ; х ', t) . 

это соотношение позволяет установить новую форму записи интеграла 
столкновений в турбулентном течении : 

а 1 а Фм (х - х 1) 
J(u ; х, t) = -- f - uz и[ х 

а и ;  4 1Т  а х; 

х ( оср1  (и; х, t) o cp1 (и� х ' , t) ) du * dx ' . (1.47) 

Из этого выражения видно, что интеграл столкновений зависит от кор­
реляций флуктуаций фазовой плотности вероятности. 

Для флуктуаций фазовой плотности вероятности можно получить 
уравнение, описывающее динамику этих фJ�уктуаций в соответствую­
щем фазовом пространстве. Для этого необходимо из уравнения для 
фаЗовой плотности вычесть соответствующее уравнение для функции 
IDJотности вероятности, в результате чего получается уравнение вида 

�оср1 а о ср1 · а 2 
+ щ -- lim 

at ах 1· х ' � х ах ' ах ' k k 

х 

х 

1 O Wk/ (X - X �) 

· ] 
х f - u z uj(cp2 - Ф2 ) du*dx 

4 1Т  а х; 

Для ср2 - Ф2 можно получить соотношение 

'Р2 - Ф2 = Ф 1  (и *; х ', t) оср1  (и ; х, t) + Ф1  (и; х, t) х 

х Бср1  (и *; х ', t) + о ср 1  (и * ; х ', t) Бср1  (и; х, t) -

- ( Бср 1 (и * ; х ', t) o cp 1  (и ; х, t) > . 

Подставим это соотношение в уравнение для флуктуаций и получим 

аБср1 а оср1 _ ао ер 1 
+ щ -- = vдщ (х, t) + v [д (u; (х, t) -ot ах ; аи ;  

- ii; (x, t))] 
а Ф 1  -- - v lim 
а и ; х ' � х 

а а 

а , а , -а- х 
xk xk и ; 
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0 0 1/) 1  0 0 1/)1 
х J u *1• ( o ip1 oip1 ) du * - Fi -- - oFi 

а U j  аиi 

д Ф 1 
- oFi -- + J (u ; х, t ) ,  

O Uj  
( 1 .48) 

где oFi - флуктуация обо бщенной силы, действующей в потоке газа, 
определяется соотношением 

1 д Фkz (х - х ') 
oFi (x, t) = J -- u 'fc ut o ip 1 (и *; х ', t ) du *dx ' . 

4 1Т  О Xj 

В уравнении ( 1 .48) есть члены, в которые входят <Oip1 Лip1 ) . Если вы. 
разить (oip1 o ip1 ) через одноточечные и двухточечные функции плотности 
вероятности, то эти члены мо жно записать следующим образом :  

Ju 'f ( o ip 1 o ip2 ) du * = f u (Ф 2 du * - Ф 1 (и ;  х, t) f и (Ф 1 dи *. 

Выразив двухточечную функцию плотности вероятности через условную 
функцию плотности вероятности в соответствии с теоремой Байесса, 
мо жно получить соотношение 

Jui* ( o ip 1 o ip 1 ) du * = [E (u j!u ; х', х, t) - iii (x ', t) ] Ф 1  (и ; х, t) . 

Используя это соотношение, перепишем уравнение ( 1 .48) : 

д о �р1  д о �р 1  [ 1 д Р  ,.., ] до�р1  -- + щ -- = - - -- - v д щ (х, t) -- + 
а t а х i Р ах i ащ 

[ 6 v _ _ _ 
+ - (щ - щ) + v д (щ - щ) Л} l 

а дFjO l/) 1 а ( OFj 01/) 1  > 
- --- + 

0 Uj  0 Uj  
( 1 .49) 

Молекулярными процессами переноса в турбулентном потоке газа мож· 
но пренебречь при больших значениях постоянной Рейнольдса. В таких 
случаях из уравнения для флуктуации фазовой плотности можно ис­
ключить величины vЛИ; и vд'йj. 

Уравнение ( 1 .48) представляет собой нелинейное интегро-дифферен­
циальное уравнение . Это уравнение является нелинейным, так как в него 
входят нелинейные флукiуации вида о (oFio ip1 ) • Полагая эти нелинейные 
флуктуации в еличинами второго порядка малости по сравнению с 
-FjOO!fJ 1 /дщ ИЛИ с оF;дФ 1 /дщ, уравнение ( 1 .48) можно линеаризовать . 
Линеаризов анное уравнение для флуктуации фазовой плотности можно 
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заnисать следующим образом: 

д Б�р1 д Б �р 1 д Р  
-- + щ --- = - - --
дt д х ;  р д х ; 

6V _ д ф 1 
+ - (щ - и;) --л.� а и ; l 

Это линейное интегро-дифференциальное уравнение может выполнять 

роль замыкающего условия для интеграла столкновений в уравнении 

для одноточечной функции плотности вероятности распределения скоро­

стп течения в турбулентном потоке газа. В то же время следует иметь 

в виду, что практическая реализация этого способа замыкания связана 

с большими трудностями, которые пока еще не преодолены. 

Уравнение для одноточечной функции плотности вероятности позво­

ляет получить уравнения для осредненных параметров турбулентного 

течения. Так , уравнения Рейнольдса можно вывести, если умножить 

уравнение для одноточечной функции плотности вероятности на и;щ 

и проинтегрировать полученное соотношение по и. После несложных 

преобразований получим уравнения Рейнольдса следующего вида : 

д < и ; иj > 

д t  

а 
+ 

д х k 

+ uk 
а < и ; и/ ) 

< иj и� ) 
д ч 

(< и; иj и� > ) + 

+ 

1 1 1 
-- < и . и . )  

Т · ·  
z J 

1/ 

д ui + < иj и; > 
а и; --

д хk д ч 

4 ь 
- -- Бii • 
3 Тр 

где T;j - временные параметры, которые вычисляют по формуле 

Т·· = __:_ + бv (-1- + -1- ) . l/ Тр А� Л.'!-l 7 

+ 

( 1 . 50) 

Рассмотренные до сих пор методы описания турбулентных течений 

разрабатывались в рамках механики сплошных сред, так как в них в том 

или ином виде использовались уравнения Навье-Стокса, которые опи­

сывают движение вязкой среды на основе эмпирических законов вяз­

кого трения . Принципиально новое направление в теории турбулентно­

сти бьuю предложено В.В. Струминским в серии работ, где развивались 

идеи кинетической теории газов применительно к турбулентным тече­

ниям. В кинетической теории основную роль играет интегро-дифферен­

циальное уравнение для функции распределения молекул в шестимер­

ном фазовом пространстве координат и скоростей, полученное Больц­

маном интуитивно из о бщих физических соображений. Исследуя зто 

Уравнение, В.В. Струминский пришел к вьmоду, что из уравнения Больц­

мана мо жет быть получена система гидродинамических уравнений, опре-
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деляемых молекулярными процессами. Одним из приближений этей си 
стемы, получаемым при учете только парных взаимодействий молекул 
является система уравнений Навье-Стокса .  

Теоретическое обоснование уравнения Больцмана было дано Н.Н. Бо 
голюбовым,  Борном и Кирквудом. При вьmоде уравнения предполага 
лось ,  что функция распределения F N (х 1 ,  • . .  , хм t) является симмет. 
ричной относительно перестановки любой пары динамических коорди. 
пат . Это предположение приводит к основному допущению Больцмана 
относительно того , что F1 (х 1 ,  t) = NF0 (x 1 ,  t) [24] . Таким образом, 
ламинарные течения характеризуются движениями отдельных молекул 
и их интенсивным перемешиванием при парном взаимодействии во всей 
области течения. 

Турбулентные •:rечения характеризуются уже движениями не отдель­
н ых молекул, а целых групп молекул. На довольно простом и наглядном 
примере В.В.  Струминский показал [25] , почему при определенных зна­
чениях постоянной Рейнольдса ламинарные течения и классическая ки­
нетическая теория становятся несправедливыми и что происходит при 
этом в потоке движущегося газа . С помощью общих теоретических поло­
жений свободного блуждания частиц и статистики он показал, что 
в ероятность нахождения частицы в момент времени t в интервале от R 
до R + dR при начальном ее положении в начале системы координат 
равна 

3 

W (R, t) = ( 3 "3 ) 2 ехр (- � ) дR 
21fn r t 2nr2 t 

' 

где r2 - среднее квадратичное перемещение частицы при свободном ее 
блуждании ; п - число перемещений в единицу времени. Для вероятности 
перемещения в однородном потоке со скоростью и получим 

3 

W(R, t) = (2тrv t) 2 ехр 1 -

где v = nr2 • 

(х - u t ) 2 + у 2 + z 2 ( ' 

2 V t  ) 
В этом соотношении основную роль играет экспоненциальный мно · 

житель , поэтому наиболее  вероятная область локализации частиц ограни­
чена параболоидом:  

(х - и t)2 + у2 + z2 = 2v t , 
или в безразмерном виде : 

(х - Ит)2 + у 2 + z.· 2 = 2Rе- 1 т. 

Отсюда следует, что с ро стом Re уменьшается возможная область ло­
кализации молекул в потоке газа. При больших значениях Re интенсив-
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110сть перемешивания молекул уменьшается, создаются условия для 
ааI<опления в потоке неоднородностей . Неоднородности теперь вырав­
ниваются не вследствие движения отдельных молекул, как это пpoиcxo­
'{Il!IT в ламинарном потоке, а вследствие гру1шового перемещения моле­

gул. 
Основываясь на проведенных исследованиях уравнения Больцмана , 

в.в.  Струминский установил , что основным ограничением кинетической 
теории, препятствующим ее распространению на класс турбулентных те ­
чений .  является введение принципа симметрии функции распределения 
i'АОдекул в шестимерном фазовом пространстве координат и скоростей . 
Н:овый принцип - принцип ассиметрии функции распределения для си­
стем, состоящих из одинаковых частиц, который позволил построить 
локально-кинетическую теорию, описьшающую и турбулентные течения, 
выдвинут В.В. Струминским . 

. В неравновесных и неоднородных потоках газа функция распределе­
н� молекул симметрична по отношению к одной из групп молекул и 
несимметрична по отношению к другим группам. В результате этого из 
функции FN можно получить N одночастичных функций распределения, 
�реди которых часть функций тождественно равна друг другу. Такие тож­
дественные одночастичные функции относятся к определенной группе 
�олекул . Из них мо жно построить одночастичные функции распреде­
ления уже не отдельных молекул , а целых групп молекул : 

fs (х, и, t) = n8Fs = F8 + Fs + 1 + . . .  + Fs + k ·  

Одночастичные групповые функции fs определяют все основные ха­
рактеристики молекулярных групп. Так, для s -й группы можно опреде­
JШТЬ с помощью /8 следующие параметры : · 

плотность молекул в группе 

ns (х, t) = f fs (х, и, t)du ; 

среднюю скорость молекул группы 

1 
u8 (х, t) = - f ufs (х, и, t) du ;  

ns 

среднюю кинетическую энергию хаотического движения молекул 
в группе 

- 1 - 2 Е8 (х, t) - - f (и - и8) fs (х, и, t) du. 
2ns 

Одночастичная функция распределения отдельных групп молекул 
является решением системы кинетических уравнений , которая по своему 
виду напоминает систему кинетических уравлений для смеси газов . За­
пишем эту систему уравнений следующим образом : 
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дfs дfs - + Иk -- -
д t д хk 

( 1 .5 1) 

где Ь, <.р и g87 - параметры, которые характеризуют взаимодействие мо . 

л екул и отдельных групп молекул . 
Аналогия с системой кинетических уравнений для газовой смеси 

здесь лишь формальная, по существу система уравнений ( 1 .5 1) не 

имеет с ней ничего общего . Действительно, у газовых смесей без хими. 
ческих реакций число молекул каждого сорта должно сохраняться. 

В нашем же случае число молекул в каждой группе может быть и пере.  

менным. Число молекул сохраняется только в тех группах, которые не 

взаимодействуют с со седними группами. 

Для всей системы молекул в целом одночастичная функция распре­

деления определяется сле,пующим образом : 

м 
f (х, и, t) = � /7 (х, и, t) , 

т = 1 

где М - число групп молекул в системе. Эта функция определяет основ ­

ные параметры газоtюго потока , а именно : 

плотность молекул в потоке газа 

м 
п (х, t) = � ns (х, t) ; 

s = 1 

средняя скорость газового потока 

м 
u(x, t) = � ns (х, t) Иs (х, t) ; 

п (х , t) s = 1 

средняя кинетическая энергия нерегулярного движения 

м 
Е (х, t) = 

п (х , t) 
� n8 (х, t) E8 (х, t) . 

s = 1 

Теперь без особых трудностей можно определить пульсационную ско· 

рость течения в турбуленrном потоке, которая представляет собой 

разность между групповой скоростью молекул и средней скоростью те ­

чения, т .е .  
1 

us = Иs - Иs . 

Мо жно убедиться в том, что вьшолняется условие 

м 
� n8и; = О, 

s = 1 
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r.e.  среднее от пульсациоююй скоро сти равно нулю. Это условие здесь 
11олучается автоматически и является следствием определений пульса­
ционной скорости и средней ско рости течения. 

Система уравнений ( 1 .5 1 ) реuiалась во многих работах различными 
l'dетодами. Наибольшее распространение получил классический метод 
чепмена-Энскога, в котором последовательно находятся приближенные 

решения более высокого порядка точности. Однако наилучшие резуль ­
таты бьmи · получены с помощью метода,  предложенного В.В .  Струмин­
ским в работе [26] . В методе Чепмена-Энскога приходится вычислять 
высшие достаточно сложные приближения. Это обусловлено тем, что 
в нулевом приближении предполагается термодинамическое равновесие 
молекул и, следовательно , все интегралы столкновений равны нулю. 
В новом методе В.В. Струминского в нулевом приближении в состоя­

нии термодинамического равновесия находится только одна группа 
молекул . Вследствие этого уже в нулевом приближении нулю равен 
только один интеграл столкновений, остальные интегралы точно опреде­
ляются . В этом и состоит обобщение метода Чепмена-Энскога, предло­
женное В.В. Струминским для неравновесных систем молекул. Следует 
иметь в виду, что чем больше интегралы столкновений в нулевом при­
ближении , тем дальше система молекул от состояния равновесия. 

Применяя новый метод решения газокинетического уравнения ( 1 .5 1 ) , 
можно получить систему гидродинамических уравнений следующего 
вида : 

д ns а n s 
+ Иs, k О · ' 

а t а ч 

диs ,  i д U s, i 
+ Иs, k 

д t  д хk 

дЕs д Еs -- + Иs, k -- -
д t  д х k 

- -

м 

1 

Ps 

� С ( О ) . 
1 i= s sl 

д Рs м 
+ � В ( О ) . 

дХ j 1 i= s sl ' { 1 .5 2) 

В этих уравнениях опущены известные члены, связанные с тензором вяз­

ких напряжений и молекулярным потоком тепла. Параметры В }1° >  
И С8�О ) В уравнениях { 1 .52) определяются здесь следующими выраже­
НИЯМИ : 

В ( О )  s/ 

+ ( 1 + 

�)erf(w) + 4w 
1 ) - w2 ] --

2
- е (иz i - us ;) ; 2w ' • 
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с <о >  = d [ !__ vтr(w + -1- ) erf (w) + _:_ e-w2 ] (Es - Е1) + 
s, 1 sl 2 2W 2 

+ : dsz [ v'n( w + � - 4�2 )
erf (w) + ( i + 

+ _1_ ) e-w2 ] _:_ (uz - иs)2 ' 2w2 2 
где w и d8z вычисляют по формулам 

3 l u z - иs l w = 
2v'2 .../Es + Ez 3 

= ( : ) 2 V1f Ps Р z V Es 
az 

dsz + Ez 2m 
Если разность относительных скоростей групп молекул мала по срав ­

нению с тепловой скоростью молекул,  то выражения для в:1° >  и С�� ) 
существенно упрощаются, а сами уравнения ( 1 .52) приобретают сле­
дующий вид : 

дns 
д t  

+ Us, k 
д пs -- = О· д хk 

' 

диs, i д U s, i + Us, k 
д t  д хk 

'дЕs д Еs -- + Иs, k = 
1 

+ 
Ps 

м 
k 

д Рs 
д х; 

м dsz k - (иz i - и8 ;) ; ( 1 .53) 
l =l= s Р8 

' ' 
dsz 
- (Ez - Es) + 

д t  д ч l =!= s Ps 
м ds z Es (u z - Us )2 

+ k 
l =!= s Ps (Es + Ez ) 2 

Эта система уравнений , описьmающая отдельные реализации турбулент­
ного течения, существенно отличается от аналогичных систем уравнений, 
полученных в рамках механики сплопmых сред. Это отличие прояв­
ляется в том, что правая часть уравнений для количества движения и 
энергии содержит члены, которые описьmают сложные процессы взаимо­
действия отдельных групп молекул . Такие взаимодействия связаны с 
междугрупповым обменом количества движения и энергии. Полностью 
турбулентное движение должно описьmаться не одной системой уравне -
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вий типа ( 1 .5 3) , а различными системами таких уравнений. Если же 
мы хотим определить осредненные характеристики турбулентного те­
чения газа, то для этого необходимо найти вероятность реализаций от­
дельных состояний системы молекул или установить закон осреднения. 

В рассматриваемом случае имеется не одно статистическое состояние 
молекул , как в теории Больцмана, а М различных статистических со­
стояний . Молекулы при этом распределены между этими статистически­
ми состояниями по некоторым законам распределения. Для вероятно­
сти определенного состояния можно использовать полиномиальный за­
кон распределения : 

rде mt - количество молекул в � -и группе ;  Pt - вероятность появления 
молекулы в i-й группе. При т � 00 на основе многомерной локальной 
теоремы теории в ероятности полиномиальное распределение можно 
свести к нормальному распределению : 

ех р 

( 27Т) 

где 
щ = mt - mpi; aj = mpi . 

м - 1 

2 

М - 1 
� 

j = 1 

С помощью этой функции распределения система гидродинамических 
уравнений для отдельных статистических состояний может быть осред­
нена, в результате чего может быть получена уже новая система гидро­
динамических уравнений для осредненного турбулентного течения газа . 
Запишем систему осредненных уравнений следующим образом : 

др др - + Иk -- = О; 
дt дч 

дЕ 

д t  

д U j 
+ Иk -- - -

д ч 

+ 

+ 

М (uz - иs ) 2 � dsz
----s , 1 2 

( 1 .54) 

Эта система гидродинамИческих уравнений является аналогом уравне­
ний Рейнольдса, которые опираются, как известно, на механику сплош-
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ных сред. Однако от уравнений Рейнольдса ее отличает наличие допол. 
нительного члена в уравнении для кинетической энергии турбулентности. 

Для решения системы уравнений ( 1 .5 4) необходимо задать начальные 
и краевые условия, а также определить пульсационные параметры тур. 
булентного течения, которые , в свою очередь , определяют тензор тур­
булентного трения . Чтобы определить пульсационные параметры тече­
ния , можно, как обычно , использовать разложение мгновенных пара­
метров течения на пульсационную и осредненную части, т .е .  

- , 
р- р ' 

Ps = Ро ; Иs = и + us ; Ps = + s . 

Если теперь эти разложения подставить в уравнения ( 1 .5 3) , а затем вы­
честь соответствующим образом уравнения ( 1 .54) ,  то получим уравне­
ние, которое описьmает пульсационное движение турбулентного течения : 

, а и ; 1 
+ и -- + S, k a xk р 

м = � dst (щ i - Иs ;) + Vs 1 =F s ' ' а хkа ч 

ар ' __ s_ = 
а х ;  

( 1 .5 5 )  

Исследование возможных решений уравнения ( 1 .5 5 ) , где s = 1 ,  . . . , М, 

является теперь центральной проблемой в рассматриваемой теории тур­
булентности . От успешного разрешения этой проблемы зависит как 
дальнейшее развитие самой теории турбулентности, так и возможность 
ее применения для решения прикладных задач на более рациональной 
основе, чем полуэмпирические теории . 

Способ линеаризации уравнений пульсационного движения газа в тур­
булентном течении предложен в работе [27) . Для линеаризации исполь­
зовалось преобразование Хопфа , которое для рассматриваемого здесь 
случая должно иметь вид 

, а <.fJs - 1 
и s, ; = - а  -

а
-- � 

х ; 
Это преобразование позволяет с достаточно высокой степенью точности 
привести уравнение ( 1 .5 5 )  к линейному виду : 

o<.ps - а <.fJs р ' <.fJs м 
- + Иk + -- = � dst (<.fJz - � ) + 
a t a xk р l =F s 

а 2 <.fJs v --­s a x l 

/ Пульсация давления здесь играет роль внешнего воздействия, пороw.даю­
щего пульсации полей скорости. Ее можно задать , например, в виде 

Р; (х) = 'У ехр (-11 х) , 

где 'У - случайный параметр с но рмальным законом распределения, ну­
левым средним и дисперсией ? = а2 • 
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Интересный пример использования новой теории турбулентности для 

решения прикладных задач бьm приведен в работе [25 ] , где решалась 
задача определения осредненной скорости турбулентного течения несжи­
маемой жидкости в плоском канале. Так как турбулентный поток сла­
бо зависит от начальных условий , то зависимость пульсационной скоро­
сти турбулентного течения учитывают , опуская в уравнении ( 1 .5 5) 
явную зависимость от времени . Опустив также и квадратичные члены 
скорости ,  как малые, получим систему уравнений 

rде 

1 аР; а 2 и; 
- -- = � dsz (u; - и;) + v 
р ах 1 -=F s  а у 2 

аи; а v� -- + о, а х  а у 

fE ( н; + Е' ) 
dsz = о 2 

J 
;;; 1 + 

4Е 
s 

При линеаризации первого члена в правой части первого уравнения мож­
но получить систему уравнений уже следующего вида : 

а 2 , иs 1 а Р; -- - k2 1 o Us = --
а у 2 

аи ; + 
ах 

где 

µ 
а v ' 

_s_ = О 
а у  ' 

а х  

kб = Md ; d = !._ n р Гв а 2 • 
µ з .J -;;; 

Из первого уравнения с учетом краевого условия на стенке канала по­
лучаем следующее соотношение : 

, а � и 8 (t) = [kб µ ch (k0h) ] - 1  - [ch (k0y) - ch (k0h)] . а х  
Из второго уравнения находим соотношение, которому должна удовлет­
ворять v; : 

а р ' У 
v� (y) = ci2 [k0µch (k0h )] - 1  -8 JA (y) dy, ах о 
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где 
А (:v) = ch (k0y) - ch (ko h ) . 

Для осредненного движения газа в канале можно записать систему 
уравнений 

(
а , 

, 

и и р __ s _s_ + 
а х 

+ 
а х 

а и ' v ' ) __ s_s + 
а у 

= О . 
а у 

а Р 
ах 

Второе У,равнение удовлетворяется тождественно, решение 
уравнения мо жно представить в виде 

1 У У 1 [ а Р � а и; и; и = -- f dy 1 f dy 2 - + р -- + 
µ - h  о а х а х 

Воспользуемся законом осреднения : 

же первого 

и для подьmтегральной функции в формуле для вычисления осреднен­
ной скорости турбулентного течения получим следующее соотношение : 

(
а и ; и; 

+ 
а и � и � ) 

а х а у 
у 

х [A ' (:v) f A (:v ' ) dy' - А 2 (у) ] . 
о 

( а Р; ) 2 
а -- х 

а х 

Подставив эту функцию и выполнив операцию интегрирования , придем к 
следующему выражению для осредненной скорости турбулентного те­
чения в канал е :  

И = _1_ аР [ 1  -
2µ ах 

p ( 1 + ch 2 k0 h )  

k6 µ 2 ch 2 k 0 h  

(i)pl) 2 
( а

Р )- 1 ]  
х а a xs а;- - (У2 - h 2 )  + 

х 

--,--..,.-Р__ ( а а
а
Р
х
; ) 2 

х 
k � µ 3 ch k 0h 

х [k0 h sh (k0 h ) - k0 y sh (k0 y) - 4 (ch k0h - ch k0 y) ) . 

Полученное выражение для осредненной скорости турбулентного течения 
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в плоском канале показывает, что профиль скорости состоит из двух 

спаrаемых: первое слагаемое имеет характер квадратичной зависимости, 

второе характеризуется гиперболической зависимостью, образованной 

гиперболическими синусом и косинусом. Вблизи стенки основную 

Роль играет параболический профиль скорости течения, который описы­

вает ламинарный подслой течения, впервые обнаруженный в опытах Ни­
курадзе. Вьmолненные В.В .  Струминским расчеты являются первым 
теоретическим обоснованием этого экспериментального факта. 

Гиперболический профиль скорости турбулентного течения, т .е .  вто­

Рое слагаемое, описывает течение газа в окрестностях ядра потока. 
Этот результат также хорошо согласуется с экспериментальными данны­
ми, в том числе и с полученными в опытах Никурадзе. 

Приведенный здесь пример расчета параметров турбулентного течения 
демонстрирует возможности нового подхода к описанию турбулентных 
процессов в газовых потоках. В настоящее время подобного рода приме­
ров пока мало, однако дальнейшее развитие этого направления в теории 
турбулентности и его использование уже сейчас для решения приклад­
ных задач представляется перспективным. 

1.3. Перенос и рассеяние высокодисперсных аэрозол ьных частиц 

в турбулентных потоках газа 

Высокодисперсные частицы, размер которых не превышает 1 мкм, 
имеют малое время релаксации (-3 · 1 0- 6 с) и небольшую скорость 
гравитационного оседания в спокойной среде. Такие частицы полностью 
увлекаются турбулентными образованиями всех масштабов вплоть до 
самых малых, поэтому их поведение в турбулентном газовом потоке 
отождествляется с поведением непрерывно распределенной газовой 
примеси. 

Высокодисперсные аэрозольные частицы играют большую роль во 
многих технологических и природных процессах. Так, мелкие аэрозоль­
ные частицы являются основными носителями атмосферного электри­
чества [28] и радиоактивности [29] . Такие частицы выполняют роль 
ядер конденсации атмосферной влаги и принимают самое активное учас­
тие в процессах облакообразования. Изменение оптических свойств 
атмосферы также обусловлено поведением атмосферных аэрозольных 
частиц. Частицы аэрозоля участвуют в радиационных процессах в атмо­
сфере Земли, изменяя ее энергетику и влияя, таким образом, на клима­
тообразующие процессы. Большая часть загрязняющих атмосферу ве­
ществ , в том числе и радиоактивных, находится в воздухе в виде мелких 
частиц. Размеры частиц загрязняющих веществ определяют условия их 
проникновения в дыхательные органы человека и, следовательно , 
определяют их токсические свойства. Роль высокодисперсных аэрозоль­
ных частиц не ограничивается перечисленными выше технологическими 
и природными процессами, однако и этого достаточно,  чтобы понять, 
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насколько важно уметь правильно прогнозировать и моделировать ю 
поведение в турбулентных потоках газа. 

Как уже указывалось, поведение высокодисперсных частиц в турбу 
лентных газовых потоках отождествляется с поведением газовой приме. 
си. Однако необходимо учитывать, что аналогия с переносом и рассея­
нием газовой примеси для высокодисперсных частиц не может быть пол­
ной , так как в турбулентной среде с мелкими частицами могут происхо­
дить специфические процессы, приводящие к изменению самих частиц. 
Например, при переносе потоком воздуха мелкие частицы могут обьеди· 
пяться в более крупные агрегаты, частицы могут захватывать окружаю­
щие их газовые молекулы, увеличиваясь в размерах. Специфический 
характер может носить и взаимодействие мелких частиц с твердыми по­
верхностями, которые ограничивают турбулентное течение. Таким обра­
зом, применяя аналогию с переносом и рассеянием газовой примеси , 
необходимо проанализировать возможность протекания специфических 
для мелких частиц процессов,  оценить их роль и внести в математические 
модели соответствующие поправки. 

Если спецификой дискретных частиц можно пренебречь, то распро­
странение примеси в турбулентном течении газа может бьпь описано 
с позиций механики сплоIШIЬIХ сред уравнением неразрывности, которое 
для данной задачи имеет следующий вид: 

дс/дt + Иk (д с/д ч) = vсдс , ( 1 .5 6) 

с = с (х, t) - мгновенная концентрация непрерывно распределенной в 
среде примеси в точке х = (х 1 , х2 , хз ) в момент времени t ; и = (и 1 , 
и2 , и 3 ) - вектор мгновенной скорости течения в точке х в момент вре­
мени t ; Vc - коэффициент молекулярной диффузии высокодисперсных 
аэрозольных частиц. Если известны скорость течения и и коэффициент 
молекулярной диффузии v , то при задании начальных и краевых усло­
вий это уравнение может быть решено , причем решение будет единствен­
ным. Коэффициент молекулярной диффузии можно сравнительно про­
сто определить с помощью газокинетических соотношений. Если примесь 
состоит из высокодисперсных частиц различных размеров,  газокинети­
ческие соотношения позволяют определить средний эффективный коэф­
фициент молекулярной диффузии, вычисляя для этого коэффициенты 
диффузии для отдельных фракций частиц с одинаковыми или близкими 
размерами, а затем усредняя полученные значения с учетом высокого 
вклада каждой фракции в о бщем балансе частиц. 

Значительно сложнее о бстоит дело с заданием скорости течения. В тур­
булентном потоке газа эта скорость представляет собой случайную вели­
чину, состоящую из детерминированной осредненной скорости течения 
и случайной пульсационной скорости. Присутствие случайных величин в 
уравнении ( 1 .5 6) приводит к тому, что определяемая из уравнения кон­
центрация непрерьmно распределенной в пространстве примеси должна 
быть величиной случайной, состоящей из детерминированной величины 
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осредненной концентрации с(х, t) и случайной величины пульсации кон­

центрации с' (х, t) . Таким образом, поле концентрации примеси в турбу­

лентно м потоке является случайным и найти его точные мгновенные зна­

чения не представляется возможilым. Для описания распределения слу­

чайных величин используют наборы осредненных параметров :  математи­

ческое ожидание,  среднее квадратическое отклонение , ассиметрию, 

эксцесс и т .п . Следует иметь в виду, что ни один конечный набор таких 

nараметров не может достоверно охарактеризовать распределение слу­

чайной величины, однако для решения большинства практических вопро­

сов вполне достаточно ограничиться рассмотрением набора из несколь­

ких первых осредненных параметров .  Как правило , вполне достаточно 

найти математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение. 

Моделирование переноса и рассеяния примеси в турбулентном потоке 

представляет собой частный случай более общей задачи, связанной с 

описанием параметров турбулентного течения . В связи с этим основные 

положения, методы и приемы описания турбулентных течений, рас­

смотренные в предыдущем разделе, остаются справедливыми и при ре­

шении задачи распространения примеси . 

Применяя операцию осреднения к уравнению ( 1 .56) , получаем урав­

нение для математического ожидания концентрации примеси или для 

осредненной концентрации. Это уравнение можно записать следующим 

образом :  

ос о ё о ( и"с ' ) о 2ё - + Иk -- + = vc 
Ot O Xk O Xk OXk O Xk 

( 1 .57) 

В этом уравнении появляется новая величина Щ�с'), представляющая 

собой турбулентный поток примеси . Исследования показали, что этот 

поток намного превышает поток примеси , обусловленный молеку­

лярными процессами. По этой причине при описании переноса и рас­

сеяния примеси в турбулентном потоке газа из уравнения ( 1 .5 7) исклю­

чают член в правой части . 
Для замыкания уравнения { 1 .57) в течение длительного времени ис­

пользовали параметризацию, предложенную Буссинеску : 

и � с' = -Dik (o ё/й xk) ,  

где Dik- коэффициенты турбулентной диффузии, которые в наиболее 

общем случае образуют тензор второго ранга. Дальнейшее развитие та­

кого подхода к замыканию уравнения ( 1 .5 7) бьшо дано Прандтлем, 

Карманом и Тейлором, предложившими соответствующие полуэмпи­

рические теории. 
Стремление расширить область применения методов моделирования 

тур булентных течений и распространения приме сей привело к разра­

ботк е и использованию в прикладных задачах ме тодов замыкания вто­

рого порядка. Применительно к уравнения м Рейнольдса эти методы 
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достаточно подробно рассмотрены в предьщущем разделе . Здесь же мь1 
остановимся на особенностях моделей второго порядка при решении 
задач распространения примеси в турбулентном потоке газа . 
примеси в турбулентном потоке · газа. 

Для турбулентного потока примеси из уравнения неразрывности и 

уравнений Навье - Стокса можно получить следующее уравнение:  

а< и/с '} - а < и; 'с ' } ( 
' ' 

а ё  --- + иk + ( и . и k > -- + 
a t a xk ' a xk 

Аналогичным о бразом можно получить уравнение и для среднего квад­
ратического отклонения к01щентрации примеси от металлического ожи­
дания. Это уравнение запишем сл едующим о бразо м: 

2 2 2 
а < с ' } а < с ' } , 

' 
а ё а 2 (с' } ---

+ iik + 2( иkс } -- = vc ----
a t a xk a xk a xka Xk 

а ' а ' - 2vc (-c 
_

с ) а ч  ач  

F t r 2 В полученные уравнения для ( иi с } и ( с ) входят неизвестные ве-
личины двух типов . К первому типу следует отнести диссипативные 
члены 

( а с' а с' ) 
2vc а� 

-
а� 

Ко второму типу отн(')сятся члены, зависящие от поля пульсации дав­
ления в турбулентном течении : 

_!__ ( с' �!.' )  р а х; 
. 

Третью группу неизвестных членов образуют ковариации третьего по­
рядка, например ( и � ttcc' } .  
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Для аппроксимации диссипативных членов используется метод инва­

риантного моделирования. Согласно этому методу аппроксимационные 

соотношения должны обладать �семи свойствами исходных выражений 

и величин. Так, должны сохраняться тензорные свойства, приближенные 

аппроксимационные соотношения должны иметь ту же размерность, 

что и исходные величины. 
Тензорная величина 

( 

а
а
�

' 

:

� 

) 

имеет нечетное число индексов, поэтому при зеркальном отражении 

эта величина должна менять знак на противоположный. В то же время 

предположение об изотропности турбулентности должно приводить к 

неизменности этого тензора при зеркальном отражении. Следовательно, 

тензор должен быть равен нулю. 
Для аппроксимации величины 

_!_ ( с'
� ) р О Х; 

используют соотношения двух типов . Первый тип предложен Дональд­

соном и имеет диффузионный характер . Само соqтношение можно пред­
ставить в следующем виде :  

где Ь - кинетическая энергия турбулентности; е - скорость диссипа­

ции энергии турбулентности . Аппроксимационное выражение второго 

ТШiа можно представить следующим образом : 

1 ( и о Р ' ) 1 , и -- с -- = - - ( и. с ) - C2R . .  
р а х. т l l 

1 

Здесь первое слагаемое обусловлено процессами нелинейного взаи­

модействия турбулентных пульсаций . Такие процессы приводят к воз­
вращению изотропии турбулентного потока примеси. Временной масш­
таб Т с точностью до постоянного множителя равен отношению кинети­
ческой энергии турбулентности к скорости ее диссипации. Второе сла­
гаемое представляет собой полную скорость порождения потока при­
меси под действием средней деформации течения . Для этого слагае­
мого использовалось выражение 

- , r oui r r ouk R; - - Сз < uk с ) -- - С4 ( uk c )--. 
oxk О Х; 
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Ковариационные члены третьего порядка, которые здесь описьmают 
перенос турбулентных потоков примеси из одной области пространства 
в другую без их генерации и затухания, аппроксимируют, как правило,  
выражениями, имеющими диффузионный характер. На основе метода 
инвариантного моделирования для ковариаций третьего порядка бьши 
получены следующие соотношения : 

о ( и/ и; с ' > 
o xk 

, о 2 
о ( uk с ) 

o xk 

Систему дифференциальных уравнений, моделирующую процессы 
переноса и рассеяния примеси в турбулентном потоке газа, теперь мож­
но представить следующим образом : 

о ё _ о с о < и; с r ) + и -- + = О ; 
o t k o xk oxk 

о ( и/ с 0 ) + иk ____ _ 
o xk 

+ ( , , > оё и. � --! oxk 

(Сз - 1 ) -1 + С4 -
[ аи. а"йk ] ( r ' ) С Е ( r ' ) uk с + 6 -- и. с • 

ь 1 ' 
2 

о ( с
' ) 

o t 

o xk О Х; 2 а ( с ' ) 

Здесь С; представляют собой эмпирические постоянные величины, 
которые определяют путем экспериментальных наблюдений за перено­
сом примеси турбулентными течениями. 

1 .4. Движен ие отдельных грубодисп ерсны х аэрозольных частиц 
в турбулентных потоках газа 

При малых концентрациях аэрозольных частиц в турбулентной 
среде процессы их гидродинамического взаимодействия и столкнове ­
ния становятся маловероятными, а движение каждой отдельно взятой 
частицы происходит независимо от поведения других частиц в потоке 
газа. В таких случаях вместо "коллектива" частиц в потоке газа мож­
но ограничиться изучением поведения одной частицы. 
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Движение частицы в газовом потоке определяется гидродинамиче­
сl(ИМИ и массовыми силами. Массовые силы обусловлены физически­
l'dИ внептими полями, например гравитационными, электромагнитными, 
злеl(тростатическими и др. Гидродинамические силы обусловлены взаи­
l\оlодействиями частицы с несущими их потоками. К такого рода силам 
следует отнести силы сопротивления трения и давления, а также силы, 
создаваемые продольными и поперечными градиентами давления и тем­
пературы газовой среды, и подъемные инерционные силы, связанные 
с усl(орением частицы в потоке газа. Кроме того, при движении в потоке 
ЖИДJ(ИХ или газовых частиц на их движение могут существенно влиять 
циркуляционные движения внутри частицы. В общем случае степень 
воздействия гидродинамических сил на дискретную частицу зависит от 
масштабов турбулентного течения, прежде всего микро- и макромасш­
табов турбулентности, а также от размера частиц, скорости течения и 
J',fllorиx других факторов. 

Уравнение движения дискретной частицы можно представить сле­
дующим образом : 

dv m - = Y..F1. ,  dt 
где т - масса частицы; v - вектор скорости движения частицы : "f-F; = 

= Fc + Fм + Fк + Fu + Fg + Fт + . . .  - сумма действующих на части­
цу сил. 

Сила аэродинамического сопротивления F с всегда направлена в сто­
рону, противоположную вектору скорости относительного движения 
частицы. Эта сила всегда стремится выравнять скорость движения ча­
стицы со скоростью несущего ее газового потока. В наиболее общем 
виде силу аэродинамического сопротивления можно записать так : 

где Сх - коэффициент сопротивления ; Sm - площадь миделевого се­
чения частицы. Здесь использовано понятие обобщенного коэффициен­
та сопротивления, которое эквивалентно сопротивлению твердой сфе­
ры такого же объема, как и рассматриваемая частица. Коэффициент со­
противления не является постоянной величиной. Он зависит от по­
стоянной Рейнольдса Re, которая для данного случая определяется 
следующим образом : 

Re = Ра \ и - v \ d/ µ, 

где d - диаметр частицы ; v - скорость частицы; Ра , µ и  и - соответ­
ственно плотность, вязкость и скорость газового потока. В диапазоне 
lo-4 < Re < 1 ,0 применима формула Стокса : 

Сх = 24/Re. 
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При в ьmоде этой формулы используются урав нения Навье -Стокса, 
в которых исключены инерционные члены . Учет таких инерционных 
членов бьm в ьmолнен Озееном [30) , который получил для коэффици­
ента сопротивления соотношение 

Сх = { 1 + 0, 1 88 Re) 24/Re. 
Достаточно часто силу аэродинамического сопротивления рассчитывают 
с привлечением различных эмпирических зависимостей для коэффи­
циента сопротивления . Так , в диапазоне 10 < Re < 1 03 применима эм­
пирическая формула следующего вида : 

Сх = 1 2/../Re. 
В работе [ 1 ]  предложена формула вида 

Сх = ехр [3 ,27 1 - 0,8893 ln Re + 
+ 0 ,034 (ln Re) 2 + 0 ,0 1 44 (1n Re) 3 ] . 

Эта зависимость применима в диапазоне 1 < Re < 2 · 1 04 • 
Сопротивление жидких частиц в потоке газа может существенно 

о тличаться от сопротивления твердых частиц тех же размеров . Такое 
различие объясняется де формацией жидкой частицы, а также циркуля­
ционным течением в нутри самой частицы и процессами тепло- и массо­
о бмена, возникающими в процессе испарения . Существенную роль мо ­
гут играть и нестационарные процессы . Так , при деформации жидкой 
частицы могут возникать в ьrnужденные колебания формы частицы , 
нарастающие со вре менем .  Коэффициент сопротивления жидкой ча­
стицы в потоке газа определ яют [32] следующим о бразом : 

Сх = С� Схо ' 

где Схо - коэффициент сопротивления твердого аналога рассматривае­
мой жидкой частицы . На рис.  1 .2 пок азаны результаты Измерения коэф­

с *  х 

2,5 

2,0 

1 ,5 

1,0 

0,!i '---'---'----L...---.J 
о 5 we 
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фи ци ента сопротивления в одяных к а ­
пель , падающих в воздухе . В э т их  экспе­
риментах эфф екты внутрикапельной цир­
куляции и нес тационарной д еформации 
были несущественны , поэтому к оэффи­
циент сопротивления зависел только от од­
ного параметра - постоянной Вебера We, 

Рис. 1 .2 .  Зависимость относительного коэффи­
циента сопротивления жидкой частицы от по­
стоянной Вебера 



1<оторую определяют из выражения 

We = Ра (и - v) 2d/ a, 

rде а - поверхностное напряжение . 
При стационарном обтекании жидкой частицы маловязкой жидкости 

может возникнуть внутрикапельное циркуляционное течение , которое 
заметно влияет на коэффициент сопротивления. Воздействие циркуля­
ционного внутрикапельного движения на сопротивление частицы харак­
теризуется постоянной Чао : 

Ch = ( 2 + 3 :т ) / ( 1 + j -�т р: ) , 
rде µ, µт - вязкость соответственно несущего газового потока и жид­

кости;  р , Рт - плотность соответственно несущего газа и жидкости 
частицы. 

Эмпирическая зависимость для расчета коэффициента сопротивления 
жидкой частицы в потоке газа с учетом влияния циркуляционного внут­
рикапельного движения предложена в работе [33] : 

Сх = -� Ch ( i + 0 • 8! ) 3 ../Re 

24 

R e  

Эта зависимость применима для интервалов 1 50 < Re < 950  и 2 ,27 < 
< Ch < 3 ,45 . 

Адамар и Рыбчинский [30] теоретически решили задачу о вл:иянии 
внутрикапельного движения на сопротивление в потоке газа при Re < 
< 1 .  Для Сх в этом случае предлагается следующая формула : 

( 2 - 3� )  

( 3 + 3 :т )
-

24 
Re 

Достаточно подробно особенности поведения жидких частиц в газовых 
потоках рассмотрены в работах [30 , 35 ] .  Эти особенности приводят к 
тому, что коэффициенты аэродинамического сопротивления твердых 
сферических частиц и жидких капельных частиц в градиентных потоках 
газа различаются . Визуальные исследования показали, что форма капли 
с момента ее появления в потоке газа значительно меняется .  Степень 
деформации капли зависит от ее размера. Деформация формы представ­
ляет собой нестационарный процесс , более того , исследования показа­
ли, что этот процесс является пульсирующим. 

В потоке газа с неравномерным распределением скоростей течения 
частица может совершать вращательное движение относительно собствен-
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ноrо центра масс . В этом случае на частицу действует сила Маrнуса 
Fм ,  которая стремится переместить частицу в поперечном направлении . 
Для определения угловой скорости частицы воспользуемся уравнением 
сохранения момента количества движения : 

J (dw/dt) = L (w - Wa ) , 
где J = 0, 1 Vd2 р - момент инерции частицы :  V = l /6тrd3 - объем ча­
стицы : L - вращающий момент, который определяется как L = 
= - тrµd3 Wa : Wa - угловая скорость газового потока.  Для погранично­
го слоя можно принять соотношение 

Wa = 0,5 (du/dz ) .  

Теперь, воспользовавшись уравнение м сохранения момента количества 
движения , найдем угловую скорость вращения твердой частицы в по­
токе газа : 

( ( -б Оµt ) ]  wk = Wa 1 - ехр � . 

Отсюда можно сделать вывод о том ,  что угловая скорость вращения 
твердой частицы в потоке газа мало отличается от угловой скорости 
врашения газа в этой точке при отсутствии твердой частицы . Теперь 
проекции F м на координатные оси можно представить следующим 
образом :  

Fм = 1 /8тr2 d 3p (u  - v) wk . 
Сила Кориолиса действует на частицу под прямым углом к вектору 

относительной скорости движения частицы в потоке газа . Если скорость 
частицы меньше скорости внешнего течения,  то сила Кориолиса дей­
ств ует в сторону центра кривизны линии тока  течения газа,  в противном 
случае она действует в сторону от центра кривизны. Вычислить силу 
Кориолиса можно по формуле 

Fк = -2mwa (и - v ) , 

где Wa - угловая скорость вращения газового потока относительно 
центра кривизны линии тока .  

Сила инерции , обусловленная реакцией частицы на  изменения ско­
рости внешнего течения , составляет 

F _ _ d (и - v) 
и - т . 

dt 
Кроме перечисленных выше сил на твердую частицу в потоке газа 

могут действовать и другие силы гидродинамической природы. Так , на 
частицу, форма которой не симметричная , в отсутствие вращения дей­
ствует подъемная сила Жуковского . 
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При медленном относительном движении частицы в газовом потоке 
на нее действует сила вязкого последействия или сила Бассэ , которая 
определяется следующим выражением :  

3 t 
Fв = -:,- d 2 .J1rPa µ f 

- t o 

d (и - v ) d1J 
d1J � 

Искажение внellllleгo газового течения при обтекании частицы при­
водит к появлению силы,  необходимой для ускорения присоединенной 
массы : 

d (и - v )  
Fп = �т , dt 

где � - коэффициент присоединенной массы .  Для твердой сферической 
частицы коэффицнент присоединенной массы равен 0,5 . Для частиц в 

форме плоского диска, двигающегося перпендикулярно к своей пло­
скости , коэффициент присоединенной массы равен уже 1 0 .  Присоеди­

ненной может ок азаться не только масса окружающего частицу газа ,  
но и вихри , которые возникают во внешнем потоке вследствие вра­
щения частицы. 

Известно , что очень мелкие частицы в неравномерно нагретом потоке 
газа перемещаются в сторону меньших значений температуры. Этот 
эффект получил название термофореза. Возникновение термофореза 
обусловлено взаимодействием газовых молекул с частицами , при этом 
вследствие температурной неоднородности потока молекулы имеют 
различную среднюю скорость движения.  Проведенные исследования по­
казали,  что силы термофореза пропорциональны градиенту температуры 
в газе . Кроме того , эти силы зависят от размера частиц, от коэффици­
ентов теплопроводности газа и вещества частицы , а также от отношения 
длины свободного пробега молекул газа А к радиусу частицы r . Выраже­
ние для силы термофореза, учитывающее скачок температур на грани ­
це раздела "частица-газ ' ' ,  получено в работе [37] : 

з rrµ2 r [ 8 А +  Ат + 2 сt СЛ/ r ) Ат ] Fт Ф  = - -- grad Т, 
р т 2 А +  Ат + 2 сt СЛ/ r ) Ат 

где С1 - коэффициент тепловой аккомодации. Более простое выражение 
для Л/ r � 1 и А.у! А <;  1 6  было предложено в работе [38]  : 

Fт Ф  = - 9тrµ2 r ( -�- ) grad T. 
р т 2 А  + Ат 

Сил ы термофореза играют заметную роль только для частиц размером 
менее 2 мкм, для крупных частиц размером более 1 О мкм силы термо­
фореза несущественны [39] . 
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Рассмотренные здесь силы, действующие на частицу, не являются 

единственно возможными. Так, в электрофильтрах поведение твердых 

и жидких частиц определяется силами электростатической природы. 

Если частицы несут на себе электрический заряд, то на них может воз­

действовать сила электромагнитной природы. В то же время не все си­

лы, в том числе и перечисленные выше,  в каждом конкретном случае 

проявляют себя в одинаковой мере . Их влияние на характер движения 

частицы зависит от многих факторов , связанных с характером течения 

газа, содержания в нем дискретных частиц и т.  д. 

Рассмотрим более подробно случай медленного относительно газо­
вой среды движения твердой частицы, который был проанализирован 
в [40] . Уравнение медленного движения бьmо получено Бассэ, Бусси­
неску и Озееном. В [40] обобщены эти результаты для газового пото­
ка с переменной скоростью течения : 

7rd3p d 2 X; 
3пµd [ ui (Х, i) -

_S_] 
-- ---6 dt 2 dt 

7rd эPa оР + 6 
ОХ; 

1rd 3 
+ -6 - (р - Ра )gi . 

1 7rd з Ра 
---

2 6 

d (и .  - v .) 1 1 

( � -

а 2 
xi 

) + 
dt 2 

+ 

Правая часть уравнения представляет собой результирующую силу, 

действующую на частицу. Результирующая сила складьmается из силы 

аэродинамического сопротивления, которая в уравнении медленного 

движения записана в форме Стокса, а также из силы, обусловленной 

градиентом давления в потоке газа, силы ускорения присоединенной 

массы, силы Бассэ и внешней потенциальной силы, равной весу части­

цы за вычетом силы Архимеда или выталкивающей силы. 

Предположим, что частица не влияет на несущий ее поток газа. Это 
предположение позволяет записать градиент давления в окрестности 
твердой частицы как 

оР Ра o xi 

µ Ра 

Так как скорость внешнего относительно частицы потока зависит от 
пространственных координат и от времени, то должно вьшощшться 
соотношение 
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dи; [ Х (t ) , t ] 
dt 

� 
+ 

dXk 
( 

oui
) dt dt o xk х =X( t ) 

теперь для градиента давления, действующего на твердую частицу'  

�0жно записать следующее выражение : 

(�! ) 
= р 

[
и (Х t) - !.!.is__ ] (�)  

+ 
-

О Х; х =X( t ) 
а k ' dt oxk х =X( t ) 

du; (Х, t) 
+ Ра · 

dt 
Первые два члена в правой части этого выражения представляют собой 

поправку, впервые предложенную в работе [41 ) . С учетом этой поправ­

ки уравнение медленного относительно внешнего газового потока дви­

жения твердой сферической частицы примет следующий вид :  

1rd 3 p d 1  Х. 
( 

dXi 
) --1- 31rµd и. - -- + 

6 dt 2 1 dt 

1 1rd 3 Ра 

( 
::i -

d2Xf 
) + 

+ 
2 6 dt 2 

+ 
1rd з Pa 

[ dui + 

( 
и _ 

dXk 
) 

oui -
6 dt k dt o xk 

µ о 2 и .  
] 

3 t 

( 
du . 1 + d 2 V1rWa f -1 

Ра oxk oxk 2 t o df/ 

х df/ 7rd з  (р - Ра )g; · � 
+ --

6 

-
d2 xi 

) df/2 
х 

Уравнение движения частицы можно существенно упростить, если учесть 

следующие соотношения : 

ou; f ox � 1 ;  o 2 u; fo? � 1 , 

где 

х = x/d. 
Вьmолнение этих соотношений позволяет записать уравнение движения 

частиц малого размера в турбулентном потоке газа следующим обра­

зом : 

dw i 
dt 

+ Ь J !wi (11) df/ 

t o df/ � 
__ Р_-_Р_а__ dui 

1 dt Р + -2 Ра 
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Здесь использованы следующие обозначения : 

wi (t) 
dX. 

= --' 
dt 

1 8 µ 

Рассмотрим решение уравнения медленного относительно потока 
газа движения твердой частицы, принимая t0 равным - 00• Интегро­
дифференциальное уравнение движения частицы решается с помощью 
преобразования Фурье , т. е. путем представления функции W .  (t) и 1 
и. (t) в виде интегралов : 1 

00 
W. (t) = f ( w. (w) cos Wt + w1* (w) sin W t ] dw ;  ' о 1 

00 
и. (t) = f [ U.  (w) cos w t  + u! (w) sin w t ] dw. ' о 1 1 

в дальнейшем образы Фурье и; (w) и иr (w) функции И; (t ) будем 
считать известными. 

Подставив разложения скорости течения и. (t) и скорости частицы 1 
W1 (t) в интегралы Фурье в уравн_..!:_!IИе движ,tния и проведя элементар-
ные преобразования, получим для W. (w) и W *(w) систему алгебраиче-
ских уравнений 

5 8  

Р - Ра 
1 w и; : 

Р + -- Ра 2 

Р - Ра 
1 

Р + 2 Ра 

1 



Ре01ение этой алгебраической системы уравнений можно представить 
JJ следующем виде : 

(Р - Ра ) ( w + }+ ьvw)Uj (w) w . (w) = - { 1 ) w ( 
----' 

\ р  + 2 Ра w + jf ьv'W) 2 + ( а +  Льvw)2 
( а + Jf Ь Vw )U'; ( w) 

"' ( w + я ь v<.>) ' + + jfь vы)' 
(р - Ра ) 

�ьrw)� <w) w ( w + л ь Гw) 2 +- -+ (w) (р - Ра ) 

В турбулентном потоке газа скорость течения - случайная величина , 
свойства которой могут быть охарактеризованы корреляционной функ ­
цией 

R;/t) = ( ui (т) иi (t - т) } /( ui (т) иi (т) > . 

Скобками ( } обозначена операция временного осреднения. Как пра­
вило , временное осреднение предполагает интегрирование по времени 
в интервале от -оо до + 00 •  Однако в турбулентных потоках корреляци­
онные зависимости наблюдаются на конечных временных интервалах, 
равных как минимум интеграл ьному временному масштабу турбулент­
ности Т. В связи с этим при временном осреднении по бесконечно боль­
шому временному интервалу интегрирование за пределами временного 
масштаба турбулентности приводит к нулевым зн.ачениям и в клада в 
корреляционную функцию не дает .  Таким образом, при осреднении мож­
но заменить бесконечно большой интервал интегрирования конечным 
интервалом времени . Для ( и. (т) и. (t - т ) ) можно записать соотно· l 1 
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шение 

( и. (т) и. (т - t) ) 1 / 

+ Т 
f и . (т) и. (т - t)dт. 

2 Т  - t - Т  z 1 

Нетрудно показать, что в ьmолняется соотношение следующего вида :  

< и . (т) и. (т - t) } = -1- j [ u1 {w) U: (w) -
' / 2 Т  о / 

- U. (w) u'!' (w) + u'!' (w)U.  (w) + u'!' (w) ul'!' (w) ] dw .  1 / 1 / l . 
i 2 Из этого соотношения,  в частности , следует выражение для ( и i } : 

2 • "° ,.., � 2  
( и � ) = _...., f [ и � (w) + и": (w) ] dw. 

1 2 Т  0 z 1 

Так как скорость газового потока, несущего частицы, - случайная 
величина, то и скорость движения твердых частиц также величина слу­
чайная . Эту скорость также можно охарактеризовать корреляционной 
функцией,  аналогичной корреляционной функции R;i для газового 
потока. Используя полученное решение уравнения медленного относи ­
тельного движения твердой частицы , можно найти связь между корре­
ляционными функциями для скорости газового потока и для скорости 
движения частицы . Чтобы найти эту связь , воспользуемся очевидным 
соотношением 

+ Т  
( V t (т) v ; (т - t) ) = 

2 Т - t 
f [w ; (т) w; (т - t) + 

- т 
+ 2щ (т) w; (т - t) + и; (т) щ (т - t)  ] dт + 

( р - Ра ) 2 2 
+ 2Т _!_l_ 

2 Т - t Р + +Ра а2 

Из этого соотdошения теперь можно получить выражение 

2 1 оо [ "'2 ,...., 2 � z  ( V; ) = -2 - f w . (w) + w� (w) + и. (с:..;) + т о 1 l l . 

""- 2 ,-...J ........., ""--/ """ "'V ,.._,, + и'!' (w) + 2и. (w . - w'!' ) + 2и'!' (w . + w�) + 1 l l l l l l 
( р - р ) 2 g 1� sin2 w Т ] 

+ 2Т ---1 а__ -- --- d w. а2 w2 т2 Р + -2 Ра 

для ( v� ) : 1 

Подставим сюда функции w; и w; *, полученные в результате решения 
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уравнения движения твердой частицы . Теперь можно записать выраже­
J!}! е  для спектральной функции параметра ( v: ) : 

(р - Ра ) 2 х 

Х ( 
)
2 ( 

) 2 E; (w) . 
w + jf ь Гw + a + jf ь Гw 

Из этого в ыражения видно , что при р = Ра спектральная функция 
Е1 . (w) совпадает со спектральной функцией Ei (w) . Если же р близ-, 1  
ко к Р�а , то выражение для спектральной функции ET,

i примет сле ­
дУЮщии вид : 

Ет . = Ei • l 

Р - Ра w X  
1 Р + -2 Ра 

х 
4 FJ-ь Гw  - 2а ) 

Если же р � Ра , то спектральная функция Ет. i описьmается следую­
щим выражением :  

W - 2а 

2 2 Е.  (w) . w + а 1 

Этот случай имеет наибольший практический интерес, так как плот­
ность частиц, как правило , намного превышает плотность несущего их 
газа. В такой ситуации, как показали исследования , уравнение движения 
твердой частицы в потоке газа с достаточно высокой степенью точности 
описывается уравнением движения 

m(dv/dt) = Fc + Fg , (1 .59) 

т. е .  на частицу действуют в основном две силы - аэродинамического со ­
противления и тяжести . 
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Проведенный анализ позволяет установить ряд качественных за­
кономерностей поведения твердых частиц в турбулентном потоке газа. 
Для более детального исследования этого процесса следует применить 
функцию плотности вероятности распределения частиц в потоке . Рас­
смотрим вывод уравнения , которому удовлетворяет такая функция 
плотности вероятности, с помощью уравнения движения твердых ча­
стиц ( 1 .59) . Правая часть уравнения движения частицы представляет 
собой случайную величину dщ/dt, связанную с мгновенной скоростью 
течения газового потока. Статистические свойства мгновенной скоро ­
сти несущего частицы газового потока можно описать функцией плот­
ности вероятности Р 1 (и; х. t ) , для которой можно, в свою очередь , 
записать уравнение следующего вида : 

2 + --3 

оР 1 
+ и  -- = k а х k 

+ 

Здесь Ь т обозначает кинетическую энергию турбулентности , т. е . 

1 2 r 2 , 2  
Ьт = 1 /2 (и 1 + и2 + и3 ) , 

( 1 .60) 

а т с - характерное время турбулентного движения, которое можно 
вычислить по формуле 

Из теории марковских процессов известно ,  что уравнению ( 1 .60) мож­
но поставить в соответствие стохастическое дифференциальное урав -
нение 

+ = � "-'  
- F; (х, t) + .J � u;i (t ) ,  

3TNi 
( 1 .6 1 )  

где [;)i (t) - "белый шум'' ,  т .  е .  нормальный стационарный случайный 
процесс с нулевым средним и дельтаобразной корреляционной функ ­
цией , т . е . 

( w. (t) } = 0 °  l , ' ( ;д, {tr ) W. (t " ) }  = _!.._ N1 О (t r - t " ) . 
1 1 2 

Из уравнения ( 1 . 6 1 )  выразим производную dui / dt и полученное для 
нее выражение подставим в уравнение движения твердой частицы. В ре­
зультате такой операции уравнение движения твердой частицы приобре-
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1'at1 вид стохастическоrо уравнения , которое можно записать 

dWt t dw . (71) d71 
+ awi + Ь f -�1-- ----

dt t 0 d71 � 

Р - Ра ----
1
-- F; -

Р + 2- Ра 

Р - Ра 

х /l!jfi. w1 (t) + 
З тN; 

rде 

Те = 

х 

( 1 .62) 

Эrо уравнение существенно упрощается для случая р > Ра , коrда пара­
метр Ь приобретает малые значения и интеrральным членом в уравне ­
нии (1 .62) можно пренебречь. 

Итак , при р > Ра стохастическое уравнение , описьшающее случай­
ный процесс движения твердой частицы в турбулентном потоке rаза, 
можно записать следующим образом :  j4С1 Ь т гv 

+ F. + g . - с..;1• (t) , 1 1 З тN. 1 
(1 .63) 

rде w1 = v1 - � - относительная скорость движения твердой ча-

стиць1 в потоке rаза. 
Мноrомерноrу случайному процессу вида 

компоненты котороrо и и w удовлетворяют стохастическим диффе ­
ренциальным уравнениям (1 .61 ) и (1 .63) , можно поставить в соответ­
ствие уравнение Фоккера-Планка-Колмоrорова для функции плот ­
ности вероятности распределения параметров и и w в потоке rаза.  В на­
шем случае это ФПК-уравнение можно записать 

оР8 
(uk 

OPs 
_
а 

HFk + 
и\- uk ) Ps 

� 
-- + + w ) --д t  k ох оиk k 

_а t ( awk - Fk -
uk - uk 

- gk ) Ps 
� owk Ti 2С1 Ьт ( д 2Рs 3 2ps 

2 
3 2 Ps 

) . 
( 1 .64) = -- + 

зт ои 2 ow2 aukowk k k 
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Теперь с помощью этого уравнения можно получить соответствующие 

дифференциальные уравнения для параметров , характеризующих осред. 

ненное движение частицы в турбулентном течении. По определению 

осредненное значение некоторой функции Ф, зависящей от случайных 

переменных и и w, равно интегральному выражению 

Ф = J Ф (и, w)Ps (и, w; х, t)dudw . (1 .65) 

Если в качестве функции Ф (и, w) выбрать б (х - Х(и, w, t) ) , то, ис­

пользуя определение (1 .65) ,  из уравнения (1 .64) можно получить урав­

нение для осредненной концентрации числа частиц в турбулентном по­

токе газа, которое запишем здесь следующим образом :  

= о. (1 .66) 

В этом уравнении Wk - осfедненная скорость относительного движения 

твердой фазы, а ( (и; + wk ) с; ) - турбулентный поток частиц примеси . 

Если предположить, что частицы не влияют на динамику несущего их 

потока газа, то осредненная скорость движения газа будет описьmаться, 

как обычно, уравнениями Рейнольдса. 
Умножив уравнение (1 .65) на wi и применив операцию осреднения, 

т .  е. проинтегрировав полученное соотношение по и и w, получим урав­

нение , которое описывает динамику и пространственное изменение 

осредненной скорости относительного движения твердой фазы: 

owi с. _ ow. _ _ owk 
-- + \Uz + w � + aw; + w. -- + 

o t  --к 
k oxk • ' oxk 

+ -0- (и� + w� )w/ = Fi + gi . 
oxk 

(1 .67) 

Уравнение для ковариаций вида ( и;с;> можно получить аналогично, 

т. е .  умножив уравнение (1 .65) на ui.cs и проинтегрировав затем по и 
и !А' : 

о , , ou� cs 
1 

� ui cs + иk 
1 1 + + ui cs o t  oxk oxk 

+ -,-Q- аи; ( 1 1 --,-, ос8 1 ос; 
+ U; Uk + wk ui )-- + wk ui � cs o xk oxk oxk 

(1 .68) 
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Дµя ( w; c8' )  уравнение принимает следующий вид : 

д t 

+ w' c ·' дwi 
k s � + 

u xk 

+ 
� ( , ' ) / / 
и uk + wk W; c8 

дхk 
= о . 

+ aw� с ' 
1 s 

+ 

( 1 .69) 

При вьmоде этих уравнений появились новые неизвестные величины 
( и;w/ > и ( w;w/ > ;  характеризующие турбулентный процесс. Соответ­
ствующие уравнения для этих величин вьmодятся аналогично из урав­
нения { 1 .65) : 

д
-,--, -,-,-
Ui Wj 

+ (� + wk) 
ди; wl + 

д t дхk 

+ , , ui uk 
дwj 
дхk 

-- дw. 
+ w' и/ -·--1 k О Х 

+ 

-,--, 
+ ukwi 

-
,
-

,
-

+ а и, �  

дu; -,-
,
-

дхk 
+ Wj Wk 

- ( - дui + w. wk --] дх k 

� ( 1 1 ) 1 / 
и uk + wk u . w . 

+ 1 ] = 
OXk 

k 

дitf 
дхk 

+ 

+ , 
, 

Wj Ui 

д-,--, ui wk 
дхk ) 

2а 1 , + Иi � 

_ дwk + дхk 

+ 

(1 .70) 
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С помощью последнего уравнения можно получить уравнение , которое 
описывает динамику и пространственное изменение кинетической энер­
гии турбулентного движения твердых частиц в потоке газа. Ддя этого 
следует воспользоваться определением кинетической энергии турбулент­
ного движения. В газовом потоке кинетическая энергия , как известно , 
определяется следующим образом :  

Ьт = 1 /2 и�и; . 

Ддя частиц в потоке газа кинетическая энергия турбулентног.о движения 
составляет 

( 1 .72)  

где v ' - пульсация скорости движения частицы . 
Если теперь воспользоваться относительной скоростью движения 

частицы, то выражение для кинетической энергии Ь8 т примет вид -, -, 1 -, -, 
Ь8 т = Ьт + ukwk + Т wkwk . ( 1 .73) 

Таким образом, кинетическая энергия турбулентного движения частиц 
в турбулентном потоке газа складьmается из кинетической энергии 
турбулентного движения чистого газового потока, энергии взаимодей­
ствия турбулентного движения газового потока с турбулентным от­
носительным движением частиц и турбулентной энергии относительного 
движения частиц. Если турбулентная энергия движения чистого газово­
го потока и относительного движения частиц может принимать только 
положительные значения, то энергия взаимодействия турбулентных дви­
жений газа и частиц может принимать как положительные значения, так 
и отрицательные . 

Рассмотренная в данном разделе математическая модель для опреде­
ления распределения концентрации твердых частиц в турбулентном по­
токе газа может быть эффективно использована для решения многих 
практических задач, однако для этого ее необходимо замкнуть, так 
как в уравнения ( 1 .70) и ( 1 .7 1 )  входят не определенные здесь кова­
риации третьего порядка .  Кроме того , в уравнениях содержатся па­
раметры,  характеризующие турбулентность чистого газового потока. 
Эти параметры могут быть определены с помощью соответствующей 
модели турбулентности чистого газового потока независимо от рас­
сматриваемой здесь задачи. Такая модель может носить чисто теорети­
ческий характер и может быть основана на эмпирических данных. Ддя 
определения ковариаций третьего порядка следует использовать соот­
ветствующие модел:и замыкания . Простейшая из таких моделей преду­
сматривает просто отбрасьmание ковариаций третьего порядка. Более 
сложные модели замыкания могут быть построены по аналогии с мо­
делями замыкания для чистого газового потока. 
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1 .5 . Гравитацион ная теория двмжения 
и гидравлическое сопротивление потоков газовзвеси 

Гравитационная теория , предложенная М. А. Великановым [3] , -
одна из первых теорий, позволяющих описать движение потоков газа 
со взвешенными частицами. Существенный вклад в развитие этой теории 
внес также Г. И. Баренблатт [4] . 

Основным предположением гравитационной теории является допуще ­
ние о малости взвешенных в потоке газа твердых частиц по сравнению 
с характерными масштабами турбулентности самого газового потока. 
Это предположение позволяет использовать представления механики 
сплошных сред и считать, что взвешенные частицы образуют непрерьm­
но распределенную в основном потоке примесь . Объемную концентра­
цию частиц примеси , т. е. относительную долю газовой среды, занимае­
мой твердыми частицами, обозначим, как обычно , S . Таким образом ,  
доля объема, приходящаяся на  газовую среду, составит ( 1  - S) . Объем­
ную концентрацию S иногда назьmают мутностью потока. Полную плот­
ность смеси газа и твердых частиц представим в виде 

Р = Po ( l - S) + РтS = Ро + (рт - Po ) S , 
где Рт' р0 - плотности соответственно частиц и газа .  Плотность частиц 
и плотность газовой среды не меняются , однако полная плотность пото­
ка со взвешенными частицами флуктуирует.  При этом пульсации пол­
ной плотности выражают соотношением 

' с ) s f Р = Рт - Р о  · 
Скорость движения центра тяжести смеси газа и частиц в бесконечно 
малом объеме вокруг заданной точки пространства можно определить 
следующим образом.  Полный импульс этого элементарного объема 
складывается из импульса движения газовой фазы и импульса движе­
ния твердой фазы потока, т. е .  для скорости движения центра тяже­
сти бесконечно малого объема потока 

где ui - составляющая по оси oxi скорости движения газа ;  vi - со­
ставляющая по оси oxi скорости движения частиц . Запишем уравнение 
движения смеси газа и твердых частиц : 

ор и; а -- + -- [ Ро (1 - S) U; '7с + 
д t  дхk 

+ PтSv i v k + Poik - aik ] = - рgй; з ,  

где Р - полное гидродинамическое давление в данной точке потока 
газа с частицами ; a .k - тензор вязких напряжений ; pgoiз сила 
тяжести , действующа� на элементарный объем потока .  
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Уравнение сохранения массы газовой фазы потока 

opo ( l - s ) 
o t  

+ 
opo ( l  - S ) uk = О . 

oxk 

Тогда уравнение для твердой фазы потока 

+ = О . 
Объединим эти два уравнения и получим уравнение сохранения массы 

полного по�:ока газа с твердыми частицами : 

о р + 
o puk = о . 

ot oxk 

С учетом малости частиц и малости их индивидуальных ускорений 

в турбулентном потоке газа по сравнению с ускорением силы тяже­

сти будем считать , что горизонтальные составляющие газовой и твер­

дой фаз потока совпадают . Вертикальные же составляющие твердой 

и газовой фаз потока отличаются друг от друга на значение скорости 

гравитационного оседания, т. е . 

Рт 
И. = и. - -- Svg Б i  з ·  

l 1 р 

Теперь уравнение движения для смеси газа и твердых частиц можно 

представить в следующем виде : 

РоРт 

р2 
o [ S ( l - S ) vj ] L .  

ОХ3 � 
Уравнение неразрывности для всего потока 

а иk а [ s <1 - s) vg ] -- = - (р - Ро ) --
о � 

т а� Р 

Используя полученные уравнения сохранения массы , уравнения дви­

жения и неразрывности потока, состоящего из смеси газа и твердых 

частиц, рассмотрим задачу о распределении взвешенных частиц в ста ­

ционарном турбулентном потоке газа, который ограничен снизу плос­

костью х3 = О . Поток в среднем однороден вдоль осей ох 1 и ох2 , т.  е .  
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осредненные характеристики потока зависят только от вертикальной 
координаты z или хз . 

Осредним уравнение сохранения массы всего потока :  

_о_ (рИз ) = О , 
oz 

из которого следует, что рИз = const . 
Так как в стационарном режиме переноса массы вертикальный пере­

нос отсутствует , то должно вьшолняться соотношение 
- - 1 , 
р Из + р Из = О . 

Следует отметить , что из самого существования стационарного рас­
пределения взвешенных в потоке частиц должно следовать условие 

р '  и ;  = о . 

Действительно, при стационарном режиме регулярное гравитационное 
оседание частиц вниз должно быть сбалансировано турбулентным пере­
носом этих частиц вверх. Турбулентный поток массы 

р 'и;  = (рт - Ро ) и;s ' . 

Следовательно, осредненное движение смеси газа и частиц имеет со­
ставляющую скорости движения, направленную вниз. 

Осредняя уравнение неразрьmности всего потока, получаем урав ­
нение 

а Uз 
= - (р - Ро ) _9_ [ s ( 1 - S )  v g ] 

az т oz р 

Рт - Ро а 
- [ S (l - S) vg ] · 

р oz 
Решая это уравнение , находим 

Из = -
Рт - Ро ---- S (1 - S) vg + const . 

р 

При z ---+ оо величины S, u;s ' и Из стремятся к нулю, следовательно , 
постоянная в последней формуле также должна быть равна нулю.  

Принимая объемную концентрацию частиц (или мутность потока) 
значительно меньше единицы, для турбулентного потока частиц в 
вертикальном направлении получаем соотношение 

и�s · = S (l - S) vg � VgS ·  
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Распределение частиц по высоте плоскопараллельного потока газа 
можно найти из этого соотношения , если принять какую-либо связь 
вертикального турбулентного потока частиц со средней концентрацией 
таких частиц. Эту связь можно установить , например , с помощью полу­
эмпирической градиентной гипотезы, позволяющей записать соот­
ношение 

u;s '  == - Kz (as/ a z) . 
Для определения вертикального коэффициента турбулентной диффузии 
можно воспользоваться уравнением Рейнольдса, которое для рассматри­
ваемого случая должно иметь следующий вид : 

Kz( au/az)  = и� , 
где и* - динамическая скорость или скорость трения, имеет постоянное 
значение . С помощью этого уравнения для осредненной объемной кон­
центрации частиц получим 

a m s 
az  

откуда 

: 0 == ехр ( - �f z ) , 
где S 0 - значение объемной концентрации частиц на высоте шерохова­
тости z 0 , на которой осредненная скорость течения обращается в нуль . 
Напомним, что полученное выражение описывает распределение твер­
дых частиц в плоскопараллельном потоке газа. 

Если пренебречь вкладом диффузии турбулентной энергии, уравнение 
баланса турбулентной энергии в газовом потоке со взвесью можно за-
писать : 

1 1 И1 И з 
аи 
az  

+ € + 
Рт - Ро --

- S'U'з = О . 
р 

Это уравнение отличается от аналогичного уравнения баланса турбулент­
ной энергии незапьmенного газового потока последним членом, кото­
рый выражает собой затрату турбулентной энергии на турбулентное 
взвешивание частиц потоком. По смыслу этот член представляет собой 
работу взвешивания частиц турбулентным потоком. Относительная за­
трата турбулентной энергии на взвешивание частиц потоком характери­
зуется безразмерным параметром 

Рт ·· Ро s 'u � аи Ко == - g----
p и

'
1 и � az 

который назьmается постоянной Колмогорова. 
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Выражение д.11я работы взвешивания получено следую 6 [З] . Работу в звешивания частиц рассчитыв1ют исходя из щт им 0 разом ого
, 

что мае· 

са частиц в единице объема за вычетом вытесненного ими об 
ъема газа будет равна g (Рт - р0 ) S . Так к ак все частицы падают с относительной 

скоростью ( 1  - S ) vg , то для сохранения их в данном единичном объе· 
ме необходимо совершить работу в единицу времени 

Т = g (рт - Ро ) vgS ( 1  - S) . 

Турбулентная энергия единицы массы для насьпценного частицами по · 
тока 

Ь = Ь0 (1 - К0) • 

При отсутствии взвешенных частиц постоянная Колмогорова равна 
нулю и турбулентная энергия равна Ь0 • Таким образом , взвешенные 
частицы в потоке способствуют уменьшению энергии турбулентности . 
В то же время оци существенно влияют и на гидравлическое сопротив ­
ление в трубах и газоходах . Как известно , перепад давления , затрачи­
в ае мый на преодоление гидравлического сопротивления и скоростного 
напора при прохождении: газохода, в соответствии с уравнением Бернул­
ли записьmается как 

дРо = 'fJPo ii /2g , 

где р0 - плотность газа ;  i.p - коэффициент местного гидравлического 
сопротивления. 

Если в потоке имеются твердые взвешенные частицы, то плотность 
смеси становится больше по сравнению с чистым газом на значение мас ­
совой концентрации пьmи, т. е .  

Р = Ро + ст  . 
Если не учитьmать работу в звешивания частиц потоком газа, например, 
в случае очень мелких частиц, скорость падения которых близк а  к нулю, 
то перепад давления будет вычисляться следующим образо м :  

дРп = 'Р СРо + ст) ,} /2g . 

В потоке газа со взвешенными частицами часть перепада давления обя ­
зательно должна расходоваться на взвешив ание частиц, т. е .  

[ СРо  + ст )и2 
дРп = '{J 

2g 
+ 
дl'взв ) · 

Потерю давления на взвешивание частиц в объеме il можно найти , раз­
делив работу взвешив ания в этом объе1'Ае на сам объем газового пото-
ка, т .  е .  
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Работу взвеIIШвания в объеме газа il можно вычислить по формуле 

т = Мgvg. 
Это соотношение справедливо при условии сравнительно небольшой 
ко�щентрации частиц, когда они не взаимодействуют. Введем массовую 
ко�щентрацию частиц 

сТ = Mg/il, 

с помощью которой можно вычислить работу взвеIIШвания в объеме il : 
Т = СТ Vgil . 

Полную работу взвешивания в потоке можно найти , умножив Т на вре ­
мя прохождения объема n через поток , т .  е .  

Тп = Ст Vgil t . 
Время прохождения объема n через поток найдем, разделив ЭТОТ объем 
на объемную скорость течения , т. е .  t = il/q . 
Таким образом, полная работа взвешивания объема il при прохождении 
его потоком составляет 

Тп = Ст vgo?/q . 
Потерю давления на  взвешивание частиц в объеме il можно вычислить 
теперь по формуле 

Тп 
ЛРвзв = --il n 

= VgCт t = VgCт q-

С помощью этого выражения перепад давления эапьmенного потока 
можно определить из зависимости 

дРп = 'Р [ (ро :gст) и2 + VgCт f- ] . 
Отношение перепада давления эапьmенного газа к перепаду давления 
чистого газа запишем так : 

( с� = 1 + -- + 
, Ро 

Так как коэффициент гидравлического сопротивления вычисляют де­
лением перепада давления на скоростной напор", то отношение коэффи­
циентов гидравлического сопротивления запьmенного и чистого газо.-
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вЬJХ потоков можно представить в виде 

ip = 2gдР/ (pii2 ) .  

Таким образом, перепад давления и соответственно коэффициент со­
противления уменьшаются с ростом запыленности потока. В табл . 1 .2 
приведены экспериментальные и расчетные данные, подтверждающие 
такой вывод. 

На основе анализа ·этих данных можно сделать вывод о том, что учет 
работы взвешивания частиц полностью объясняет понижение гидравли­
ческого сопротивления при прохождении запьmенного газа через газо­
ходы. Работа взвеиmвания добавляется к работе сопротивления, и , 
следовательно, поток , несущий частицы , действительно должен бьш бы 
иметь меньшую скорость, чем такой же поток без частиц. Однако при 
одинаковом расходе газа работа взвешивания твердых частиц ведет к 
уменьшению гидравлического сопротивления. Объясняется это следую­
щим образом. 

Гидравлическое сопротивление потоку определяется его турбулент­
ностью, интенсивность которой ,  в свою очередь , зависит от скорости 
и масштаба течения. Взвешенные частицы способствуют уменьшению 
масштаба вихрей, сравнимых с масштабом самого потока. Чем крупнее 
частицы и чем их больше , тем более интенсивно происходит измельче­
ние вихрей, так как падающая ·частица пересекает уже не один вихрь , 
а целую их совокупность. Соответственно · с уменьшением масштаба 
вихрей становится меньше гидравлическое сопротивление потока, кото ­
рое определяется именно крупными вихрями. 

Полученные выше результаты для перепада давления запьmенного 
потока можно уточнить, если учесть влияние концентрации частиц пьши 
на скорость их падения. Однако такие поправки оказываются суще­
ственными лишь в потоках с большой концентрацией частиц пьmи, на­
пример при пневмотранспорте . При обычных концентрациях ст (по ­
рядка 2-10  г/м3 ) такими поправками можно пренебречь . 

Таблица 1.2. Коэффициенты сопротивления 
эапьшенноrо потока 

Номер Ко1Щеитрация ПЬDIИ, !рэксп iррасч опыта г/м3 

1 15  56 ,2 55 ,6 
2 15  7 1 ,0 69,7 
3 5 79 ,9 80,5 
4 5 85 ,3  83 ,2  
5 5 1 0 1 , 3  98 ,5 
6 5 9 1 ,0 89,9 

73 



� Л fQ  
0,8 

0,6 

0,4 

о 

Рис. 1 .3 .  Зависимость опюшения гидравличес­
ких сопротивлений запъmенного (ЛР п) и чис­
того (ЛР0) газовых потоков от концентрации 
пъти 

0,2 L.,__..___..___..___..____. 
а а,2 0,4 016 0,8 .Q. 

Со 
Работу взвеnmвания частиц с учетом зависимости скорости их пa­

дellliя от концентрации v g , 1 -= v g (1 - ст/ р0 )  можно записать следующим 
образом : 

Т = cт vg il t (1 - ст!Ро ) ·  
Из этого соотношеllliя следует, что при массовой концентрации частиц, 
равной плотности газовой среды, работа взвenrnвallliя становится рав ­
ной нулю при любой крупности частиц пыли . В этом случае речь идет 
не о потоке газа с твердыми частицами, а о потоке твердых частиц, от­
деленных друг от друга тонкой прослойкой газа. Частицы уже не мо­
гут свободно падать , так как Ollli задерживаются другими частицами. 
По своим свойствам rакой газовый поток с большой концентрацией 
твердых частиц подобен жидкостному однородному потоку. 

Из выражеllliя для работы взвешиваllliя ,  полученного с учетом влия­
ния концентрации частиц на скорость их падения, следует, что макси­
мальное значение этой работы определяется зависимостью ст ( 1  -
- ст/Ро ) . Такая зависимость приводит к максимуму работы взвenrn­
вallliя при с = О ,5р0 •  Таким образом ,  максимальная концентрация 
пьmи, которая может быть перенесена газовым потоком во взвешенном 
cocтoяllliи,  не может превышать половины плотности газовой среды. 
Для воздуха это значеЮfе близко к 0,5 кг пьmи/кг воздуха. С ростом 
гидравлической крупности частиц допустимая максимальная концент­
рация уменьшается . Превышеllliе максимально допустимой концентра­
ции приводит как бы к конденсации газового потока с частицами в 
"жидкостный" пылевой или флюидный поток . Этому процессу пред­
шествует прекращение уменьшения гидравлического сопротивления 
с ростом запьmенности. Действительно, такая картина изменения гид­
равлического сопротивлеllliя наблюдается на практике [ 41 ] . 

Зависимость отношения перепадов давления запыленного и чистого 
потоков газа от относительной концентрации пьmи показана на рис. 1 .3 

ЛРпtЛРо = [ 1 + с + Ac (l - с) Г1 , 

А обl)значает величину, которая определяется соотношением 

А = 8gvg / (rrD 2 u3 ) . 
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Из этой зависимости видно , что при с = О , т . е .  при отсутствии частиц 
в потоке дРп/дРо = 1 .  

Согласно экспериментальным данным при с = 0 ,5 дРп/дРо = 0 ,5 .  
С помощью этих результатов получаем А = 2 .  Формула (1 .74) в этом 
случае примет вид 

дРп/дРо = [ 1 + с + 2с (1 - с) Г1 • ( 1 .76) 

Эта зависимость отношения перепада давления запьmенного и чистого 
потоков от концентрации пьmи и использовалась при построении теоре ­
тической кривой на рис. 1 .3 . Точками показаны экспериментальные 
данные, хорошо подтверждающие теоретическую зависимость ( 1 .76) 
(непрерывная линия) . 

Глава 2 
П Е РЕ Н ОС АЭРОЗОЛ Ь Н Ы Х  ЧАСТ И Ц  

АТМОСФЕ РН Ы М И  Т Е Ч ЕН И Я М И  

2 . 1 . Аэрозольные частицы в атмосфере 

Неотъемлемой частью атмосферы являются аэрозольные частицы ,  
которые в значительной степени определяют основные физико-хими­
ческие свойства атмосферы. Даже в самых отдаленных от источников 
промышленного загрязнения районах, например в центральных районах 
Антарктиды, в 1 см3 воздуха содержится не менее 1 00 аэрозольных 
частиц. 

Размер атмосферных аэрозольных частиц меняется в широком диапа­
зоне . Одним из важнейших открытий последних лет явилось обнаруже­
ние в атмосфере высокодисперсных частиц, размер которых составляет 
от тысячных до десятых долей микрона, и определение роли этих частиц 
в формировании среды обитания человека. Именно эти частицы опреде ­
ляют качество воздуха, от которого зависит степень жизненного и тру­
дового комфорта человека, урожайность полей и т . п. Высокодиспер­
сные аэрозольные частицы определяют также функционирование ат­
мосферы как тепловой машины, преобразуя и отражая в космос энер­
гию солнечного излучения. Они являются основными носителями атмо­
сферного электричества и радиоактивности, служат ядрами конденса­
ции воды в облаках, замутняют воздух, определяя тем самым условия 
видимости и ограничивая условия применимости оптических инженер­
ных систем.  Таким образом, главная задача борьбы за чистоту атмо­
сферного воздуха - это не освобождение от малых примесей и частиц, 
а борьба за сохранение и улучшение их количественного и качественного 
состава.  Выбрасьmаемые в атмосферу промышленныМи предприятия­
ми и энергетическими установками химические и радиоактивные ве­
щества захватьmаются аэрозольными частицами, в результате чего резко 
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меняются их свойства. Порожденные промьшmенными выбросами аэро­
зольные частицы длительное время сохраняются в воздухе и переносят­
ся атмосферными течениями на сотни и тысячи километров от источника 
выброса. Таким образом,  в изучении атмосферной аэрозольной системы 
важную роль играют вопросы , связанные с переносом частиц турбулент­
ными воздушными течениями. Рассмотрению именно этих вопросов и 
посвящена данная глава.  Однако полное понимание поведения атмо­
сферной аэрозольной системы , а самое главное , корректное применение 
методов моделирования переноса аэрозольных частиц в реальных ситуа­
циях невозможны без хотя бы качественного анализа совокупности 
процессов образования и развития аэрозольных частиц в атмосфере . 
Само по себе такое комплексное рассмотрение образования и развития 
аэрозольных частиц является сложной задачей , которую невозможно 
дать в кратко'й форме , да она и выходит за рамки данной книги. По ­
этому мы прибегнем к достаточно упрощенной схеме (рис. 2 .1 )  [42] . 

Среди поступающих в атмосферу веществ как естественного , так и 
искусственного происхождения вьщеляются горячие газы и примесные 
газы-предшественники, т. е .  соединения, способные стать исходным ма­
териалом для образования аэрозольных частиц. Из горячих газов в 
результате процесса нуклеации образуются молекулярные агрегаты , 
которые называются кластерами. Выделяются два случая нуклеации -
медленная , когда вероятность образования конденсированной частицы 
экспоненциально зависит от высоты термодинамического барьера или 
свободной энергии образования кластера [43] , и быстрая , когда тер­
модинамический барьер отсутствует и кинетическая энергия образова­
ния частиц определяется эффективностью трехчастичных столкновений 
между молекулами пара, ведущих к образованию связанных состоя­
ний . При медленном процессе нуклеации кластер способен как испарить ­
ся , так и увеличиться в размере . Однако он стремится к росту в тех слу­
чаях, когда размеры кластера превышают некоторое критическое зна­
чение , соответствующее максимуму свободной энергии его образова ­
ния . При быстрой нуклеации кластер не  испаряется , однако скорость 
его роста ограничена вследствие того , что не каждое столкновение 
приводит к образованию связанного состояния . 

Дrш того чтобы примесные газы-предшественники образовьmали 
аэрозольные частицы , необходимо, чтобы они превратились в ради ­
калы или бирадикалы и положили начало цепочкам ионных реакций , 
завершающихся синтезом новых малолетучих соединений.  Радикалы и 
бирадикалы образуются под действием солнечного или ионизирующих 
излучений естественных или искусственных радиоактивных веществ . 
Определенный вклад в этот процесс вносит космическое излучение , 
а также воздействие всегда существующих в атмосфере окисляющихся 
радикалов . Таким образом , ионные реакции с примесными газами­
предшественниками приводят к образованию паров аэрозолеобразую· 
щих соединений, которые синтезируются в ничтожных количествах. 
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Рис. 2 . 1 .  Сх ема образования и развития атмосф ерного аэро золя 

Количество частиц таких соединений не превышает 1 08 частиц в 
1 см3 воздуха. Пары аэрозолеобразующих соединений существуют очень 
непродолжительное в ре мя ,  они быстро (примерно за 1 -2 мин) оседают 
на уже существующих в атмосфере частицах. Такими частицами явля­
ются, во-первых, кластеры , которые образуются в результате нуклеа­
ции rорячих rазов , во-вторых, кластеры, которые непрерывно обра­
зуются в результате динамически равновесной нуклеашш молекул во­
ды. Следует иметь в виду ,  что в условиях антропоrен:nоrо заrрязнения 
количество образующихся кластеров выше, чем в природных условиях. 
Однако реальная концентрация кластеров (порядка 1 04 см3 ) зависит 
не столько от скорости их образования,  сколько от концентрации погло­
щающих частиц. На кластерах не происходит конденсации влаги , так как 
их размеры слишком малы для этоrо . Однако на кластерах оседают 
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пары аэрозолеобразующих соединений, в результате чего происходит 
рост кластеров и образование частиц другого диапазона размеров , 
составляющих микродисперсную фракцию атмосферных частиц . В эту 
фракцию входят частицы с радиусом примерно от 1 до 80 нм. 

Конденсация влаги на частицах таких размеров , так же как и на клас­
терах, не происходит, так как размеры частиц все еще малы для этого . 
Однако на микродисперсных частицах активно происходит процесс при ­
липания молекул паров аэрозолеобразующих соединений . Кроме того , 
микродисперсные частицы исчезают вследствие прилипания к более 
крупным частицам атмосферного аэр()золя. Скорость роста микродис­
персных частиц невелика :  за 1 ч радиус этих частиц увеличивается при­
мерно на 0,3-1 ,0 нм . Время жизни таких частиц составляет от несколь­
ких десятков минут до двух-трех часов . За в ремя жизни микродиспер­
сные частицы успевают либо прилипнуть к более крупным атмос­
ф ерным аэрозольным частицам, либо вырасти до размеров более круп­
ных частиц вследствие захвата паров аэрозолеобразующих соеди­
нений . 

Исследования вещества частиц микродисперсного диапазона размеров 
показали,  что оно имеет переходно-кристаллическую структуру, т .  е .  
состояние вещества переходное между газообразным и конденсирован­
ным. Только тогда, когда размеры частиц достигают 1 -5 нм, внутри ча­
стицы начинают формироваться кристаллические структуры, характер­
ные для твердого тела . Однако такая структура занимает сравнительно 
малый объем частицы , окруженный покровным слоем особой струк ­
туры. Объем покровного слоя составляет долю общего объема частицы, 
примерно равную 3d/ r , где d = 1 нм - толщина покровного слоя , r -
радиус частицы. Поэтому многие механические свойства частицы не за­
висят от кристаллического ядра, а определяются покровным слоем и 
зависят от размера частицы . 

Субмикронная фракция состоит из частиц размером от 40 нм до 1 -
2 мкм. Перейдя в субмикронную фракцию , частицы продолжают рас ­
ти путем захвата паров аэрозолеобразующ..ч:х соединений, однако вслед­
ствие уменьшения количества более крупных частиц процесс прилипа­
ния играет уже незначительную роль . Его место занимает процесс удале­
ния частиц из атмосферы путем вымывания осадками или осаждения на 
подстилающую поверхность . Именно эти процессы удаления определяют 
время жизни субмикронных частиц, которое составляет в зависимости 
от погодных условий от 1 до 1 О сут . Этого времени вполне достаточно 
для переноса частиц на достаточно большие расстояния . Важную роль 
для субмикронных частиц играют процессы поглощения и выделения 
влаги , которые не происходят с частицами других, более мелких фрак ­
ций . Наиболее крупные гигроскопические частицы начинают при этом 
играть роль ядер конденсации. Поглощение атмосферной влаги может 
менять и размеры субмикронных частиц вымьmанием из них легкорас­
творимых веществ . 
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В естественных условиях процессы образования высокодисперсных 
аэрозольных частиц регулируются медленно меняющимися метеороло­
гическими условиями в атмосфере . Вымывание и удаление осаждением 
на подстилающую поверхность субмикронных частиц приводят к тому, 
что вся цепочка сложных и многообразных процессов образования вы­
сокодисперсных аэрозольных частиц находится в динамическом рав­
новесии. Однако при резких изменениях внешних условий, напр1'мер 
при сильном дожде, динамическое равновесие , существующее до этого , 
нарушается и достаточно быстро устанавливается новое равновесное 
состояние с другими характеристиками. Следует иметь в виду, что та­
кое новое равновесное состояние не всегда бывает благоприятным. 
Особенно существенные изменения происходят при антропогенном воз­
действии на атмосферу, когда в нее выбрасьmается большое количество 
примесных газов и грубодисперсных частиц. Из рассмотренной схемы 
образования и развития частиц атмосферного аэрозоля видно , что вне ­
сение дополнительного по  сравнению с естественным количества при­
месных газов приводит к увеличению образования паров аэрозоле­
образующих соединений, к нарушению равновесного состояния атмо­
сферной аэрозольной системы в целом . В свою очередь, это приводит 
к изменению не только качества атмосферного воздуха, но и многих 
физических характеристик атмосферы. Могут меняться ее прозрачность 
и электрические характеристики. Наиболее существенно такие 
изменения будут происходить вблизи источников загрязняющих ве­
ществ, однако в результате загрязнения атмосферного воздуха могут 
происходить и глобальные изменения. Эти вопросы в настоящее время 
находятся в зоне самого пристального внимания и изучения учеными 
различных специальностей.  Немаловажную роль при изучении таких 
процессов играют вопросы переноса частиц турбулентными атмосфер­
ными течениями. 

Среди антропогенных выбросов загрязняющих веществ в атмосфе ­
ру особое внимание уделяется выбросам радионуклидов предприятия -
ми атомной промышленности и АЭС, так как радиоактивные вещества 
обладают высокой токсичностью и специфическим действием на биоло­
гические объекты. В результате длительной и целенаправленной работы 
радиоактивные выбросы, как правило, не представляют опасности для 
населения и окружающей природы . Однако в последнее время многие 
исследователи ставят вопрос о влиянии радионуклидов на состояние 
атмосферы как сложной физической системы, в частности об изменении 
электрических свойств атмосферы вследствие накопления в ней 8 5 Кт 
[44] .  

Рассмотренная схема образования и развития атмосферных аэрозоль­
ных частиц показьmает, что радиоактивные вещества в атмосфере могут 
существенно изменить процесс образования высокодисперсных частиц . 
Действительно , вследствие дополнительной ионизации примесных газов 
увеличится число образующихся радикалов и бирадикалов , что , в свою 
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очередь, приведет к большему количеству паров аэрозолеобразующих 
соединений в атмосфере . Естественно , что это вызовет нарушение есте­
ственного баланса образования аэрозольных частиц различных фракций 
и может изменить многие характеристики атмосферы. Например, не 
исключена возможность образования смогов в промышленных районах 
при дополнительном выбросе радионуклидов , особенно если этому спо­
собствуют и естественные условия данного района. По отмеченным при­
чинам воздействию радиоактивных веществ на �:остояние атмосферной 
аэрозольной системы должно уделяться большое внимание,  эти вопросы 
должны найти свое отражение при выборе площадок для строительства 
новых объектов ядерной энергетики, при проведении экологической 
экспертизы строящихся и действующих предприятий , выбрасывающих 
радионуклиды. При решении этих вопросов существенную роль играет 
исследование и моделирование переноса как аэрозольных частиц, так 
и радиоактивных газов атмосферными течениями. 

2.2. Моделирование течен ия в атмосферном пограничном слое 

В нижнем слое атмосферы в результате действия сил вязкого трения 
у поверхности земли формируется течение, для которого типичными 
являются высокие вертикальные градиенты скорости . Они, как прави­
ло ,  превышают критические градиенты, при которых происходит пере­
ход от  ламинарного к турбулентному режиму течения . Таким образом, 
нижний слой атмосферы, на формирование которого влияет трение о 
подстилающую поверхность, является турбулизированным. Такой слой 
атмосферного течения носит название атмосферного пограничного слоя 
(АПС) . Толщина АПС зависит от многих факторов , основными из ко­
торых являются внешние условия, формируемые течением свободной 
атмосферы, где влияние сил трения о поверхность земли пренебрежимо 
мало, а также характер шероховатости подстилающей поверхности и 
температурная стратификация. В зависимости от этих факторов высота 
АПС меняется от нескольких сот метров до 1 -2 км. Для АПС характер­

ным является также изменение направления вектора скорости течения 

с высотой . Такое изменение в основном обусловлено действием сил 

Кориолиса . 
Атмосферный пограничный слой представляет собой пример темпе­

ратурно-стратифицированного турбулентного течения со сдвигом. Ме­

тоды моделирования течения такого типа были подробно описаны в 

гл. 1 . Используя привед.;енные там результаты , рассмотрим моделирова­

ние течения в атмосферном пограничном слое. 
Изменения в температурно-стратифицированной среде описываются 

уравнениями Навье-Стокса в приближении свободной конвекции. 

Свободной конвекцией обычно называют движения неоднородно нагре ­

того газа или жидкости в поле гравитационных сил, когда температур­

ные изменения приводят к изменению плотности среды, что влечет за 
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собой появление объемной выталкивающей силы.  При вьmоде уравне ­
ний движения газа  в приближении свободной конвекции для темпера­
турно-стратифицированного турбулентного течения обычно предполага­
ют, что скорость течения не столь велика, чтобы нельзя бьmо бы прене­
бречь изменениями плотности за счет давления. В этом случае течение 
описывается уравнениями 

ouk 
= 0 "  

oxk 
' 

oui + uk 
ot 

o ui -
o xk 

1 

р 

(2 . 1 )  

(2.2) 

где Eijk символ Леви-Чивита ; f - параметр Кориолиса. Последний 

член в правой части уравнения (2 .2) представляет собой кориолисову 

силу, обусловленную вращением системы координат. 

Давление обычно представляют в виде двух слагае1'4ых, первое из 

которых зависит от высоты z (х3 ) ,  а второе - только от горизонтальных 

координат х1 и х2 , т . е .  

Р = P1 (z )  + Р2 (Х1 , Х2 ) · 
Такое приближение обычно применяют в теории атмосферного погра­

ничного слоя, однако его используют и при моделировании других ви­
дов турбулентного сдвигового течения. В дальнейшем давление Р2 
будем считать известным и запишем для него соотношение 

(2 .3) 

где (Ug , Vg ) - вектор скорости геострофического ветра, является 

внешним по отношению к АПС параметром, зависящим от течения в 

свободной атмосфере . Местное статическое давление можно представить 

двумя членами : Ра (z)  - гидростатическое давление , определяемое 

давлением покоящейся среды; Р d - динамическое давление , обусцов ­

ленное течением. Динамическое давление находят из основных урав ­

нений движения вместе с полями скорости и температуры среды . 

Конвективные движения не будут наблюдаться при равновесной тем­

пературе , которая для нижнего слоя атмосферы выражается следующим 

образом :  

Та = То - 'Уа z , (2 .4) 

где 'У - сухоадиабатический градиент, равный 0,01  ° С/м. В такой среде 
а 

Ра = -pa gz , 

где Ра - плотность среды, соответствующая температуре Та . Если от-
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клонения температуры и гидростатического давления от их равнове­
сного значения Та и Р а малы, то плотность среды можно разложить 
в ряд Тейлора : 

Р = Ра + ( �: ) (Т - Та) + 
Та, Ра 

Та , Ра 
. . .  + ( :; ) (Р - Ра) + 

Коэффициент теплового объемного расширения 

Для идеального газа из уравнения состояния Р = RpT можно получить 
(3 = т-1 • Таким образом, если вьmолняется условие 

13а (Т - Та) � 1 ,  

то для плотности р (Т, Р) можно записать выражение 

Р - Ра = 13а Ра (Т - Та) ·  

Теперь уравнения Навье-Стокса в приближении свободной конвекции 
можно представить следующим образом :  

oui oui 
+ Итс- --о t  oxk 

- feik з  (uk - Иg, k) - gТ-1 (Т - Та) Бi 3 •  (2.5)  

Для атмосферного пограничного слоя величину Т - Та можно заменить 
потенциальной температурой (} , для которой уравнение сохранения име­
ет вид 

0 8 
o t 

(2.6) 

где v8 - коэффициею молекулярной теплопроводности среды. Полу­
ченные уравнения являются основой для вьmода уравнений, описываю­
щих осредненные характеристики турбулентного течения атмосферного 
пограничного слоя. tак , применяя статистическое осреднение , для 
осредненной скорости ·течения скорости ветра и осредненной температу­
ры воздуха получаем уравнения следующего вида : 
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- aiif + и -­k axk 
(} 

аР­_ __  + 

где U - угловая скорость вращения Земли . 

(2.7) 

(2 .8) 

(2.9) 

Уравнение для скорости течения (2 .7) отличается от аналогичного 
уравнения (1 .6) двумя последними членами в правой части, обуслов­
ленными соответственно действием сил плавучести и сил Кориолиса. 
Уравнение для потенциальной температуры в температурно-стратифици­
рованном турбулентном течении совпадает по своему виду с уравнени­
ем турбулентной диффузии пассивной примеси . Объясняется это тем,  
что потенциальная температура выполняет роль пассивной примеси в 
турбулентном температурно-стратифицированном потоке газа или жид­
кости . Как обычно , в уравнении (2 .9) можно пренебречь членом ,  опи­
сывающим молекулярную диффузию потенциальной температуры, по 
сравнению с членом, описывающим турбулентную диффузию . 

Уравнения для напряжений Рейнольдса в температурно-стратифици­
рованном атмосферном пограничном слое можно записать так : 

а 1 1 а и �  и ! и; uj - i 1 R R ' + R'.'. + 
a t  + uk axk-

= ij + ij ц 

+ Sii + Dij + Eii . (2. 1 0) 
Здесь в отличие от уравнения (1 .7) в правой части появились дополни­
тельные члены 

и '. (} , 

R,;; = g. _! __ , 1 т 

R;j = -2eilk nk uj и; , 
которые связаны с порождением напряжений Рейнольдса соответст­
венно силами плавучести и Кориолиса . 

Для турбулентного потока тепла в температурно-стратифицирован­
ном турбулентном атмосферном пограничном слое уравнение можно 
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записать следующим образом :  

аи � е ' l 

2 ,2 
1 а ui + ve --­

а х 2 
k 

(2 . 1 1 )  

Физический смысл отдельных членов в этом уравнении тот же , что и 
в уравнении (2 . 1 0) ,  с той лишь разницей,  что в уравнении (2 . 1 1 )  эти 
члены относятся к турбулентному потоку тепла ,  а в уравнении (2 . 1 0) -
к турбулентному потоку количества движения. 

Уравнение для турбулентного потока тепла следует дополнить еще 
уравнением для среднего квадратичного значения пульсации потенци­
альной температуры, которое можно представить следующим образом : 

2 
а е ' 
а1 

-, -, ае = -2uifl - + 
a xk 

(2 . 1 2) 

Замыкание полученных уравнений,  описывающих термодинамику 
турбулентного течения температурно-стратифицированного атмосферно­
го пограничного слоя, можно осуществить в рамках полуэмпирической 
теории турбулентности с помощью моделей второго порядка. Подробно 
эти модели бьmи рассмотрены в разд. 1 .2 ,  здесь же мы ограничимся 
рассмотрением аппроксимации только тех членов , которые не бьmи 
рассмотрены в гл. 1 .  

Дополнительные члены, аппроксимация которых ранее не рассматри­
валась, появляются в уравнениях для турбулентного потока тепла и 
среднего квадратического значения пульсации потенциальной темпе­
ратуры : 
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2 
, а о ' 

vou· ---1 axkaxk 

2 ,2 а иi + v() ' ---
axkaxk 

Последний член можно переписать так : 
---

vo � 
'дВ ' + v о 'д и; vo д.ui'o 1 -

а ( ао ' 

) 
- v -a ( аи '. 

v0 -- и. ' -- () ' _1_ 

axk 1 axk axk axk 
----

) 

,Для ковариации ( O 'aP 'Jax>  применяется два  типа а1шроксима-
ций . Первый тип, предложенный Дональдсоном, имеет диффузионный 
характер : 

!_ ар� = - Св �-
(_!!. аи/ О ' 

) р axi axk € axk 
Второй тип аппроксимации имеет следующий вид:  

'() , (} ' а
р' иi 

- -- = - -- - т  . .  
р ах; т 1 

(2 . 1 3) 

Здесь первое слагаемое обусловлено процессами нелинейного взаи­
модействия турбулентных пульсаций и характеризует возвращение 
к изотропии турбулентного потока тепла . Временной масштаб т пред­
ставляет собой с точностью до постоянного множителя отношение кине­
тической энергии турбулентности Ь к скорости ее диссипации е . Второе 
слагаемое - полная скорость порождения теплового турбулентного 
потока под действием средней информации течения , эффектов плаву­
чести и т. д. Для этого параметра бьшо предложено следующее выра­
жение [23] : 

е _ ( аи. 
т. = С9 - - и;о ' + с1 0 -1- -

1 ь ах k 
,2 

s 
)

-, -, 1 aiik -,-, 1 о 
- -2 eikl g,l uk() + 4- С1 0 ах; 

�() + 3- g; т . (2. 1 4) 

Ковариации третьего порядка описывают процессы переноса напряже­
ний Рейнольдса, турбулентных потоков тепла из одной области простран-

85 



ства в другую без их генерации и затухания . Для этих ковариаций 
используются модели диффузионного характера . Так , на основе метода 
инвариантного моделирования Дональдсона можно записать следующие 
соотношения : 

аи; и�О '  == - С1 2 _о_ (!!__ !и/ О '  ) (2. l S) axk axk € axk 

(2. 1 6) 

Для аппроксимации диссипативных членов , как правило,  использу­
ется метод инвариантного мощ:;лирования , согласно которому аппрок ­
симационные выражения должны характеризоваться теми же свойства­
ми тензорной природы и иметь ту же размерность , что и моделируемые 

0 8 1 аи'. выражения. Так , тензорная величина -- __ z - имеет нечетнnе чис-ахk axk 
ло индексов ,  поэтому при зеркальном отражении этот тензор должен 
менять знак на обратный . В то же время предположение об изотропно­
сти должно приводить к неизменности этого тензора. Отсюда можно 
сделать вывод, что рассматриваемое выражение должно быть равно 
нулю . 

Используя модели замыкания второго порядка, в том числе и рас­
смотренные в разд. 1 .2, запишем систему уравнений для турбулентных 
параметров температурно-стратифицированного атмосферного погранич­
ного слоя : 
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( 1 + �_'!_ v�) 
Сз Ь 

а ( ь -,-, + С1 2  -- -- иkи. 
о х € 7 k 

au : e · ou .' е ' 
! + l иk ---

ot oxk 

€ -,-, С3 -- и. и. + ь ! ] 

ou� иj ) ---- ; oxk 

аи. 

) 
+ --1 Ь + 

oxi 

- [ (1 - С1 0 ) 
oiif -- + 
oxk 

+ 1 аиk ] -
4
- с 1 о -а;;- , е ' иk 

€ --
С9 ъ- и/ 8 ' , , а е 

- иi иk 

2 
ае ' 

o t 

oxk 

(2 . 1 7) 

+ 

(2 . 1 8) 

(2 . 1 9) 

Значения входящих в эту систему уравнений эмпирических постоян­
ных приведены в табл . 2 . 1 . 

Если подстилающая поверхность , над которой формируется атмо­
сферный пограничный слой, ровная и однородная, то вектор скорости 
течения параллелен поверхности земли, а его величина и направление 
зависят только от высоты и времени. В случае стационарного течения 
зависимость от времени отсутствует. Характерным для горизонтально 

Таблица 2.1 .  Числовые значения эмпиричесЮ1х оостоянных 
по данным различных работ 

Эмпирическая 
[ 15 ] [ 23 ] (26 ] Эмпирическая 

[ 15 ] (2 3 ] [26 ] постоянная постоянная 

С1 1 1 С9 3,75 4, 85 

Сз 1 ,5 3 ,5 4 ,5 С1 0 0,45 0,39  
Cs 0,77 0,5 3 о С1 1 0,25 

С5 0, 1 1  0,09 С1 з 1 ,44 

С1 0, 1 8  0,2 
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однородного стационарного ат�осферного пограничного слоя является 
зависимость всех его турбулентных параметров и осредненных характе­
ристик только от высоты над подстилающей поверхностью . В этом слу­
чае система дифференциальных уравнений для напряжений Рейнольд­
са, турбулентных потоков тепла и т. д. вырожд,ается в систему алгебраи­
ческих уравнений, которую можно записать следующим образом : 

d� d� € 
Т; 3 + т. 3 -- + А 1 -- т . .  

dz l az Ь 11 

· аи. аи. ) 
+ А 6 ( --'- о .  + --1- Б . Ь + dz J З  dz ' з 

2 -- А0 еБ . . = 
3 l] 

-- аи, 
, ()

, l 
И з -- € -,-

, 
-,-, d"k 

+ А2 -
Ь

- и; О - A 8 u:R - Б . 3 dz 

, , d() € ,2 2и 30 - + А 4 -
ь
- () = О. 

dz 

К' dz 1 

Решить эту систему уравнений можно следующим образом. 

(2.20) 

(2.2 1 )  

(2.22) 

Из уравнения (2 .22) найдем среднее квадратичное значение пульса-
ции потенциальной температуры : 

() ,2 
--- 2 ь -, -, d() 

-- - из О -- . А 4 € dz 

Если теперь это выражение подставить в уравнение (2 .2 1 ) , то для век­
тора потока тепла в турбулентном потоке можно записать алгебраиче­
ское уравнение 

А2 ..!_ .' О ' + -'- + --3 - N2 Б . · и ' "() ' 

- ( аи. 
2А ь 

\ -

Ь И; dz А4 € z з J 
3 

где N2 - частота Вейселя-Бранта . 

8 8  

d() 
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Частота Вейселя-Бранта характеризует влияние тel\llIIepaтypнoй 
стратификации или сил плавучести на характеристики турбулентности 
газового потока. Эта частота определяется соотношением 

2 g N = -=  
т 

аё 
dz 

g iё 
7f dz 

Влияние динамических процессов на турбулентность потока газа 
характеризуется параметром, который назьmается частотой Гельм­
гольца : 

2 - ( diil ) 2 ( diI2 ) 2 G - -- + - . dz dz , 
Отношение частоты Вейселя-Бранта и частоты Гельмгольца пред­

ставляет собой еще одну безразмерную характеристику теl\llIIературно­
стратифицированного турбулентного течения - .постоянную Ричард­
сона : 

Решение алгебраического уравнения для и; 81 можirо записать сле-
дующим образом :  

и .' 8' = - _!_ _у_ 
d8 + Тi з --I А 2 € dz 

( 
dil; 2А з Ь ) ( Ь

€
2
2 + -- + -- -- N2 б . dz А 4 € 1 3 

(2 .24) 
Полученное соотношение для составляющих вектора турбулентного 
потока тепла подставим в уравнение для напряжений Рейнольдса и по­
сле приведения подобных членов придем к уравнению следующего 
вида : 

+ 

( f:_ ь 2 
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где а1 , а2 
-

постоянные параметры, которые вычисляют с помощью 
универсальных эмпирических констант : 

ai = 4А зА�1 ; 
- 2А л-1 л-1 а2 - 2 3 4 · 

Решая полученное алгебраическое уравнение, находим тензор напря­
жений Рейнольдса, компоненты которого можно записать следующим 
образом: 

Tij 

2 
3 

+ 4 
3 

и ,  ( -- ьо " 1 -
ЗА 1 1/ 

al 2 -- N оi з оj з 
2А 2 
€2 

ь2 + �N 2 

( 
€2 

) (
аи. - + азN 2 _z_ о . 3 

А о ь2 dz l 

) -

+ __ 1_ о . з 
аи. ) 
dz z 

А 2 

( Ь� + a2N 2
) ( �� + a4N 2

) 

€ + 
1 

А о 
А з 

1 

аи, аи1. b--z 
dz dz 

(2.25) 

где аз , а4 - постоянные параметры , которые вычисляют с помощью 
универсальных эмпирических констант : 

- 2А-э л л-с аз - 2 . з 4 ' 
Далее воспользуемся определением кинетической энергии турбулент­
ности и, подставив в это соотношение полученное выражение для напря­
жений Рейнольдса, придем к квадратичному относительно параметра 
( е/ Ь) 2 уравнению 

(ь
� )

4 
+ ((31N2 - l32 G2 

(
:
) 

2 + @зN4 - l34 G 2N2 ) = О . 

Здесь постоянные параметры 131 , 132 , 13з ,  134 вычисляют с помощью уни­
версальных эмпирических констант : 

13 = зл-1 л-1 + 2А-1 А л-1 + �- А л-1 А л-1 (А - А ) · 1 1 2 2 З 4  3 0 2 З 4 1 О '  
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п - 2 А л-2 (А - А ) -1 " fJ2 - -з о 1 1 о ' 

(.1. = 2А-2 л-2 + _3_ л-2 А л-1 (ЗА - 2А ) (А - А ) -1 о fJ3 1 2 3 1 3 4 1 о 1 о ' 

Решая это квадратичное уравнение, для параметра (е/ Ь) 2 получаем 
выражение 

(е/ Ь) 2 = 1 /2 (32 G 2 Ф (Ri) , 
rде 

'lr (Ri) = 1 - Ri + 

характеризует интенсивность турбулентности потока в зависимости от 
постоянной Ричардсона.  

Полученное для параметра е/ Ь выражение подставим в выражение 
для напряжений Рейнольдса, в результате чеrо получим соотношение 

тii = 
2А о .ь ( 1  - _

а1_ 1P (Ri) l> . 3 l> · 3 ) l) "  -
ЗА 1 f32A 2 1 1 IJ 

- -� А л-2 (.1.-l Ф (R ' ) с-2 ( d� 1' d� ) 
3 о 1 ,.., 2 1 € u . 3 + -- /jl. 3 + dz 1 dz 
8 dU. dU: 

+ - А A-3 f.1."" 1 Ф (R ' ) bG -2 -1 _ _ 1 
3 о 1 ,.., 2 1 • dz dz (2 .26) 

Входящие в это соотношение функции чi (Ri) и Ф (Ri) определяются 
следующим образом : 

( 2 ) - 1 
'P (Ri) = Ri 

(3
:2 Ri + Ф (Ri) ; 

Ф (Ri) = (�:
3 

Ri + Ф (Ri) ) ( ��- Ri +  Ф (Ri) )
-1
( �:4  Ri + w )

-1 
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Скорость диссипации кинетической энергии турбулентности связана 
с этой энергией следующим образом :  

ь з 1 2  
е = С ---е 1 , 

где l - масппаб турбулентности или длина пути смешения ; Се - уни­
версальная эмпирическая постоянная . Воспользовавшись теперь соот­
ношением для параметра е/ Ь, получаем следующее выражение для ки­
нетической энергии турбулентности : 

Теперь выражение для напряжений Рейнольдса можно представить в 
виде 

2А о ( Tij = ЗА;- Ь 1 -

аиi а� -- ---
dz dz (2.27) 

Кинетическая энергия турбулентности не может иметь отрицательных 
значений. Это требование накладьmает определенные ограничения на 
функцию Ф (Ri) , которая соответственно не может принимать отрица­
тельных значений. В свою очередь , требование неотрицательности функ­
ции Ф (Ri) накладьmает ограничения на допустимые значения постоян­
ной Ричардсона, которые должны быть меньше некоторого критиче­
ского значения . Детальные исследования устойчивости течения газа 
относительно малых возмущений , выполненные в работе [.45 ] , пока­

92 

Таблица 2.2. Числовые значения 
постояниых в формуле (2.27) 

Параметр [ 17 ]  

0,48 

4 ,06  

6 ,85 

2 ,87 

[ 1 8 ]  

0,5 2 

3 ,4 5 

5 ,9 1 
2,23 

зали, что устойчивость течения зави­
сит от постоянной Ричардсона для 
рассматриваемого течения . Если по­
стоянная Ричардсона во всей обла­
сти течения превышает некоторое 
критическое значение (0 ,25) , то по­
ток безусловно устойчив , т .  е . в нем 
не могут развиваться турбулентные 
движения . С помощью полученных 
результатов можно определить кри­
тическое значение постоянной Ри-
чардсона , при котором кинетическая 



0,2 о - 0,2 R t  

Рис. 2 . 2 .  Зависимость функ­
ции t/J от Ri 

0,1 О - 0,1 -0,2 - 0,3 Ri  

Рис .  2 .3 .  Зависимость функции 

ф от Ri 

энергия турбулентности равна нулю,  через универсальные эмпирические 
постоянные . Для критической постоянной Ричардсона из уравнения 

Ф (Ri, кр) = О 

получаем 

Ri = (34/(Зз . 
С помощью универсальных эмпирических постоянных, входящих 

непосредственно в систему уравнений термодинамики температурно­
<:rратифицированного турбулентного течения , можно определить зна­
чения постоянных параметров в полученных здесь формулах для пара­
метров турбулентности ( 1 7 , 1 8] (табл . 2 .2) . 

На рис . 2.2 показана функция Ф (Ri) . Эту функцию с достаточно вы­
сокой точностью можно аппроксимировать следующей зависимостью : 

. { 2 - 27Ri 
Ф (Ri) = 2 - 1 2Ri 

при Ri � О ; 
при Ri � О . 

Функции Ф (Ri) и <Pi (Ri) показаны на рис . 2 .3 и 2 .4 . Эти функции могут 
быть аппроксимированы следующим образом :  

Ф (Ri) r 1 _ �::Ri 
при Ri � О ; 

l 0,5 ( 1  + l ,SRi) при Ri � О ; { 1 - 9 , 3 Ri 

= 
1 - 1 1 , З R i  

1 - 1 , 8 R i  

1 - 4,3 Ri 

при Ri � O ; 

при Ri � О. 
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7,5 

1,0 

0,5 

о, 1 О - 0, 1  - 0,2 - 0,5 Ri о -О, 1 R i  

Рис. 2 .4 .  Зависимость функции 

<Р1 от Ri 
Рис. 2 .5 . Зависимость функции 

Р от Ri 

Вычисленная по данным работ [ 1 7 ,  1 8] критическая постоянная Ричард­
сона составляет 0 ,20 и 0 , 19 ,  что близко к теоретической постоянной 
0 ,25 . 

Скорость диссипации кинетической энергии турбулентности, входя­
щую в формулу (2.26) , определяют решением уравнения следующего 
вида : 

3_ (.!!__ Тз з 3� ) - 2 Се1 ( тзk duk - g  и�()' ) � = Сез .!_� , dz € dz Се2 dz Т Ь Се2 Ь 

где универсальные эмпирические постоянные имеют следующие значе ­
ния : Се1 ,,;, 1 ,45 ;  Се2 = 0 ,1 5 ;  Сез = 1 ,9 . Подставив в это уравнение полу­
ченные соотношения для параметров турбулентного течения атмосфер-
ного пограничного слоя, получаем 

..!!__ [ a>(Ri) G -2 de2 ] = JC(Ri) G е, dz dz 
где 

fP (Ri) = l 1 - а1 
<Р (Ri) ] 'IJГ1 (Ri) ; A 2f32 

JC(Ri) 

Значения этих функций показаны на рис . 2 .5 и 2 .6 . 
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Рис . 2.6 . З ависимость функции Н от 
Ri Jl 

О,б 

0,4 
0,2 .__ _ _._ _ __..___.......__--!-=--0, 1 О - 0, 1  -012  -0,3 Ri 

В формуле (2 .27) для напряжений Рейнольдса вместо скорости 
диссипации кинетической энергии турбулентности в качестве определяю­
щего параметра турбулентного течения использован масштаб турбулент­
ности l . Этот масштаб известным образом связан с кинетической энер­
гией турбулентности и скоростью ее диссипации. Однако при модели­
ровании течения атмосферного пограничного слоя для масштаба турбу­
лентности применяют и более простые способы вычисления, основан­
ные на разнообразных эмпирических формулах. Наиболее часто для 
этих целей применяется формула Блэкедара [ 46] 

l = 
1 +· z / z a 

где Za - параметр течения , зависящий от постоянной Россби . Формула 
Блэкедара позволяет получить вполне удовлетворительные результаты 
для нейтрально-стратифицированного течения, в других случаях ее при­
менимость сомнительна. 

Необходимым этапом разработки любой расчетной модели для атмо ­
сферного пограничного слоя является ее проверка на конкретном тече ­
нии, т. е .  тестирование расчетной модели . Как правило , для тестирова­
ния используются характеристики течения атмосферного приземного 
слоя. Связано это с тем ,  что режим течения приземного слоя атмосфе­
ры, особенно при нейтральной стратификации, описьmается достаточно 
надежно как теоретически , так и экспериментально . Течение приземно ­
го слоя в настоящее время изучено наиболее полно , чего нельзя сказать 
о течении во всем атмосферном пограничном слое .  

При нейтральной стратификации приземного слоя атмосферы ско­
рость ветра меняется с высотой по логарифмическому закону, т .  е .  

и*  z 
u (z)  = - ln -- ,  

� Z o  
v (z )  = О , 

а масштаб турбулентности - по линейному закону, т. е .  

1 (z) = a-t z ,  

где и* - динамическая скорость течения или скорость трения ; z 0 -
высота шероховатости подстилающей поверхности . 
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Н *  
4 ...-------------. 
J 
2 

Рис. 2 .7 .  Зависимость безразмерного потока 
тerma от Ri 

Изучение течения атмосферного при­

земного слоя показало , что турбулент­

ные потоки количества движения и 
0,5 2...__ 10---s-...__.._ __ _,__.,....._..,,..... тепла в пределах всего приземного 

слоя остаются постоянными и не ме­

няются с высотой . Если в формулы рассматриваемой здесь расчетной 

модели подставить логариф мическую зависимость для скорости ветра и 

линейную зависимость для масштаба турбулентности, то для напряже­

ний Рейнольдса получим постоянные значения : 

7 и 
и 2 

* 

,2 и 
и 2 

* 

-;2 
U 3  

и 2 
* 

, , U 1 U 2 
, . ,  

U 1 U 3 
и 2 

* 

= 4A of3o 
ЗА 1 

4 A of3o - --
3 A i 

4 A of3o 
-- --

= 
3 A i 

о · ' 

4Vz A of33 12ce 
ЗА � f32 

Важной характеристикой температурно-стратифицированного турбу­

лентного течения приземного слоя атмосферы является турбулентный 

поток тепла : 

н с , о ' = р рИ з · 
Экспериментально зависимость турбулентного потока тепла от посто­

янной Ричардсона изучалась Суинбенком [47] , Тейлором [48] . На 

рис .  2 .7 показаны сводные эмпирические данные для безразмерной ве ­

личины турбулентного потока тепла, определяемой соотношением 

Н* = <R2 / Ri 1 - 1 !2 
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Используя расчетную модель, безразмерную величину турбулентного 

потока тепла можно выразить так : 

А · '113 12 (Ri ) Н* = 0,7ER2 --1- 1 Ri l - 1 12 ------
А 2 al Ri + Ф (Ri ) 

Рассмотрим ассимптотическое поведение функции Н*. При стремлении 
аргумента Ri к нулю функция Н* ведет себя следующим образом :  

Н* "' 0,7 ./2:Jt2� 1 Ri 1  - 1 1 2 • 
Az 

При больших отрицательных значениях постоянной Ричардсона безраз ­

мерная величина турбулентного потока тепла стремится к постоянному 

значению : 

2 А 1 - / 2 3 / 2 Н* ,.., 0,7 fR -- [ v {31 - 4(33 + {3 1 ] Х 
Az 

Таким образом, тестирование расчетной модели показало, что она 
правильно описьmает поведение параметров турбулентного приземного 
слоя, а получаемые с ее помощью числовые значения близки к экспери­
ментально полученным. 

2.3. Турбулентная диффузия высокодисперсн ых аэрозольных частиц 

в атмосферном погран ичном спое 

В первой главе бьmо показано , что высокодисперсные аэрозольные 

частицы, обладая малым временем релаксации (- 3 . Н Т6 с) и малой 

скоростью гравитационного оседания, ведут себя в турбулентных пото­

ках газа подобно газообразной примеси . Динамику и временную эволю­

цию совокупности высокодисперсных аэрозольных частиц, рассматри­

в ая такую совокупность как непрерывно распределенную примесь, мож­

но описать системой уравнений (1 .58) , которая в условиях горизонталь­

но-однородного стационарного атмосферного пограничного слоя примет 

вид 

� - � , , ос _ uc  _uuk c 
+ � - + = О; ot 0-Хтс oxk 

� и .' с ' � ' ' u - uui c -- a-
--�it_ + � -- + и; � ,  _ _!_ + (1 - Сз ) u oxk oxk 
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7 о с  
ot 

7 - о с  + и --k ОХ k 
о. 

Эту систему уравнений можно репnпь относительно осредненной кон­
центрации примеси . Для этоrо перейдем к новой системе координат с 
помощью преобразования 

с(х, t) = q (�. t) ' 

rде переменные х и � связаны между собой следующими соотноше­
ниями : 

o �i - o �i 
+ � -ot oxk 

�i (х, t ==О) == xi ; 

= О; i = 1 , 2 , 3 ; (2.28) 

i = 1 , 2, 3 . (2 .29) 

Соотношения (2.28) образуют систему дифференциальных уравнений, 
а соотношения (2 .29) - соответствующие начальные условия . Решая 
эту задачу, найдем связь переменных �i с переменными xi и време­
нем t . Такая связь для данноrо случая имеет вид 

� · =·х. - u. (z ) t ; l l l i = 1 , 2, 3 .  

В новой системе координат (� 1 , �
2

, �3)  осредненная концентрация при­
меси и турбулентный поток примеси выражаются уравнениями 

oq ( 
- + 6ik 

-o t  

о пi ( -· -, -, -, аиk ) oq 
+ и; иk - и . и 3 -- t - + 

o t  ' dz o �k 

dii; € -- П3 = Сб -- П . .  
dz Ь l 

Решая при нулевых начальных условиях систему уравнений для состав ­
ляющих вектора турбулентноrо потока примеси, получаем 

аи. , z , , l , - и и 3 -- (t - t ) + и 3 k dz 

аиi аи. ) 
--1 (t - t 1) t 1 

dz dz 

rде Т - временной масштаб,  равный 

Т = -1- Ь 
сб е 
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Перейдем к исходной прямоугольной системе координат, воспользовав-
шись соотношением 

aq ас-- = -- + 
a �k axk 

В результате такого перехода из соотношения для функции Пi ( �. t) 
получим выражения для ( ui ' с '> в следующем виде : 

�,; , = _ f ехр (- t � t ' ) [и; �  - u ; u� ::i ( t - t ') 1 Х 

х аё( х, t ') , ---- dt . 
axk 

Полученное выражение теперь можно подставить в уравнение для осред­
ненной концентрации примеси, которое после этого примет вид 

ас ас t ( t - t ' 
) 
[ - + u -- = f ехр - -- и.' U: -

a t k а х  о т 1 --к 
k 

- , -, -, dui , ] ас(х, t ) , - u 3 u k - (t - t ) dt + Ф (х, t) . 
dz axk 

В правую часть этого уравнения включена функция Ф (х, t) , которая 
описьmает распределение в пространстве и изменение со временем 
мощности источника примеси. Полученное для осредненной концентра­
ции примеси уравнение можно привести к виду 

а 2 с  * + 
a t2 

1 ас* -- --
т at 

+ 
и _а_ [ ас* - + _}_ с ] k axk a t т 

* 

+ 

а , , 
- � и. а х. ] 

1 

ас * 
axj 

аФ * 1 + -- ф 
т * '  at 

а аиi аё -- u.' u; ---- + 
axi ] dz axj 

где с* и Ф * - функции вида 

а ё 1 _ с* = дt + т с ;  

а Ф 

a t 
+ 1 Ф. 

т 

(2.30) 
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Уравнение (2.30) относится к классу телеграфных или гиперболиче ­
ских уравнений, которые применительно к диффузионному процессу 
описывают распространение вещества с конечной скоростью диффузии. 
Функция с*' полученная в результате решения уравнения (2.30) , имеет 
значения, отличные от нуля лишь в ограниченной области пространства ,  
которая изменяется со временем.  Сама же осредненная концентрация 
С: которая связана с функцией с* соотношением 

- t - t 1 1 
t ( 1 ') 

с (х, t) = ! ехр - -т- с* (х, t )dt (2.3 1 ) 

также локализована в пространстве .  Размеры обла:сти локализации не­
нулевых значений осредненной концентрации ё(х, t) растут со време­
нем, при этом скорость их роста, в свою очередь, зависит от коэффи­
циентов диффузии. 

Следует отметить , что в некоторых работах [49 , 50] предлагалось 
использовать для описания процесса турбулентной диффузии уравнения 
гиперболического типа, однако эти предложения ограничивались слу­
чаем одномерной диффузии примеси . Обобщения на случай трехмерной 
диффузии примеси в пространстве были связаны с определенными труд­
ностями, так как решения уравнений гиперболического типа для точеч­
ного мгновенного источника на границе облака примеси имеют в слу­
чае трехмерной диффузии дельтаобразный разрьm . В полученном здесь 
уравнении турбулентной диффузии такой дельтаобразный разрьm имеет 
место только для функции с * (х, t) ,  с помощью же преобразования 
(2 .3 1 ) он исчезает. Таким образом, полученная модель турбулентной 
диффузии примеси в пространстве не приводит к физически необосно­
ванным результатам. 

В подавляющем числе работ , посвященных моделированию турбулент­
ной диффузии примеси в атмосфере , для осредненной концентрации при­
меси применяется уравнение параболического типа ,  которое описьmает 
диффузионный процесс . с бесконечной скоростью. Применение такого 
приближения приводит к тому, что распределение концентрации приме­
си в пространстве не ограничено нулевыми значениями и облако приме­
си не имеет четко выраженных границ. Параболическое приближение 
процесса турбулентной диффузии приводит к искажению распределения 
диффундирующего вещества в близи границы облака, однако внутри 
облака примеси вдали от границ параболическое приближение позволя­
ет получить достаточно хорошие результаты , мало отличающиеся от 
тех, какие получаются в рамках гиперболического приближения. 

Рассмотренная здесь модель процесса турбулентной диффузии при­
меси в атмосферном пограничном слое позволяет получить параболиче­
ское приближение путем устремления в,еменного масштаба Т к нулю. 
Уравнение турбулентной диффузии : 
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Коэффициенты турбулентной диффузии здесь имеют следующий вид : 

-- --- аи. 1 1 2 1 1 l Dij = Т иi иj - т и з иj --;;; . 

Как правило, в этом выражении вторым членом в его правой части мож­
но пренебречь, так как он содержит квадрат малого значения Т. Таким 
образом,  для коэффициентов турбулентной диффузии можно записать 
следующее выражение : 

ь 1 1 

-- и . и . . 
С5 € l 1 

Если скорость диссипации турбулентной энергии выразить через кинети­
ческую энергию турбулентности и масштаб турбулентности с помощью 
известного соотношения, то выражение для Dij примет вид 

- -1 [ 1 1 D .. - (С€С6)  
- и. и . . 

!/ у'Ь -1 1 

В полученной здесь модели процесса атмосферной диффузии при­
меси коэффициенты турбуленrной диффузии образуют тензор второго 
ранга. Известно, что для уравнений с тензорным характером задания 
коэффициентов диффузии может существовать система координат, 
в которой недиагональные компоненты тензора становятся равными 
нулю . Такая система координат называется системой главных осей 
тензора. Таким образом, в системе главных осей тензора коэффициен­
тов турбулентной диффузии само уравнение диффузии приобретает 
наиболее простой вид, так как отличными от нуля будут лишь три 
составляющие тензора, соответствующие трем главным осям систе­
мы координат. В общем случае уравнение турбулентной диффузии мо­
жет и не иметь системы главных осей , по крайней мере нет универсаль­
ного алгоритма их определения [5 1 ] .  В то же время достаточно про­
сто можно найти систему координат, которая в определенном смысле 
будет близкой к системе главных осей. Ддя определения такой квази­
главной системы координат рассмотрим преобразование 

х/ = xi + 11; (хз ) , 

где Т/з = О . 
В новой системе координат уравнение турбулентной диффузии (2 .32) 

примет вид _ ос1 

а [ ( 
df/. ) 

+ �-- = --, D .. + Dз; --1 + oxk ОХ; 11 dz 

1 0 1  



d71. ( d11; 
) ] 

ас1 а , ас1 + __ i Dз э + Dз; --, + -, Dз э  + dz dz axi х � ах; 

2 (Dэ э  
d11; + Dз; ) 

а 2 - [ d712 + С 1  + 2 - х dz ах � ах : dz l 

х ( Dз з  
d11 1 + Dз 1 ) + ( Di 2 + Dз 2 :�

1 

) ] dz х 

а 2 -
х С 1 + Ф'(х ', t) . 

ах� ах � 

Если выбрать функции 11; (z) , i = 1 ,  2 так , чтобы вьmолнялось условие 

d71i 
Dз э  dz 

+ Dз ; = О; 

11; (О) = О, 

то уравнение турбулентной диффузии будет выrлядеть так : 

аё1 _ аё1 а , ас-1 , с 2ё1 
Ф' . 

д; + � ах; 
= axk Dkk axk + 2D1 2 ах '1 ах � + 

(2 .33) 
Коэффициенты турбулентной диффузии в квазиrлавной системе коор­
динат связаны с коэффициентами турбулентной диффузии в исходной 
прямоуrольной системе координат соотношениями вида 

D �k k = 1 , 2 ; 

D� з = Dз э · 
Переход к квазиrлавной системе координат осуществляется с помощью 
преобразования 

1 Х t = Х; + -- тr. (z ) -- = 1 1 + 14,4 . 
2(3о Се ( 2(3о Се 

) А 1 (3� 1 А 1 f32 
Функции тri вычисляются по формуле 

102 



z аи. 
тr; = f Ф (Ri) Ф (Ri) l  (�) ( Vhill)-1 _r d�. 

о d� 
Для коэффициентов турбулентной диффузии в квазиглавной системе 
координат можно записать 

D� з = a1 Ф1 (Ri) l.Jh, а1 = 0 ,48 +0 ,52 ; 

D ' = а Ф (Ri) � dii1 dU2 1 2 2 2 . 17"  -- --- , а2 = 2,3 + 2,9 ; 
v b  dz dz 

' . . 1 duk 3 ( - ) 2  Dз з  = а1 l Л + a2 Ф2 (Ri) Vь dz , 

где Ф2 (Ri) - функция вида 

Ф2 (Ri) = [ 1 - (3�:� Ф(Ri) Ф (Цi) ip�1 (Ri) ] Ф (Ri) Ф (Ri) . 

Чтобы решить уравнение турбулентной диффузии примеси, необ­
ходимо задать начальное и краевые условия. Начальное условие для 
осредненной мгновенной концентрации примеси при отсутствии фона 
рассматриваемой примеси в атмосфере должно быть нулевым, т. е .  

с(х, t = О) = О . 

Если же есть некоторый фон того же вещества, диффузия которого 
рассматривается, то начальное условие должно иметь вид 

с(х, t = О) = сФ ,  

где сФ (х) - фоновое значение осредненной концентрации. Фоновое 
значение осредненной концентрации описьmается стационарным урав­
нением диффузии 

дсф -
д дсф 

11' дхk - д хi 
Dij 

дхj 
+ Фо (х) ,  

где Ф0 (х) - функция распределения мощности фоновых источников 
загрязнения в пространстве .  _Для с2 = с - сФ уравнение �ффузии 
имеет тот же вид, что и для с, однако начальцое условие для с2 незави­
симо от того , есть ли фоновая концентрация , является нулевым. Та­
ким образом, диффузионная задача с нулевым начальным условием 
является достаточно общей, так как к ней можно прийти с помощью 
простых соотношений в самом общем случае . 

Краевые условия должны отражать характер поведения осредненной 
мгновеmюй концентрации примеси вблизи границы области распро-
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странения примеси . В атмосферном пограничном слое примесь распро­
страняется в полупространстве , т. е .  достаточно четко можно выделить лишь одну границу - поверхность земли . В горизонтальных направ ­
лениях, как правило, нет препятствий для распространения вещества, поэтому соответствующие краевые условия можно представить в 
виде предельных соотношений 

lim с(х, t ) = О ; lim с(х, t) = О . Х1 � со Х2 � со 
Эти два условия можно объединить в одно предельное соотношение 

lim с(х, t) = о . 

J х2 + х2 � со 1 2 
Вертикальный поток вещества определяется интенсивностью турбу­лентного перемешивания в этом направлении. Как известно, верти­кальный турбулентный обмен по мере приближения к верхней гра­нице атмосферного пограничного слоя затухает и в идеальной струк ­туре атмосферного течения исчезает на границе АПС. В реальных атмосферных течениях в свободной атмосфере за пределами атмосфер­ного пограничного слоя наблюдается остаточная турбулентность, обус­ловленная, по-видимому, эффектами перемежаемости верхней грани­цы АПС, возбуждением турбулентных движений гравитационными волнами и т. д. Интенсивность остаточной турбулентности свободной атмосферы вблизи верхней границы АПС намного ниже интенсивности турбулентности внутри атмосферного пограничного слоя, поэтому при решении большинства прикладных задач, связанных с переносом веще­ства внутри АПС, интенсивностью турбулентности свободной атмосфе­ры можно пренебречь. Такое предположение позволяет на верхней гра­нице АПС поставить краевое условие 

Dз з  - = D --[ дё ] [ дё ] 
дz z = Н т oz z = Н , 

где Н - высота атмосферного пограничного слоя ; Dm - коэффициент молекулярной диффузии в атмосферном воздухе на высоте Н. Следует отметить, что из-за малых значений вертикальных коэффициентов тур­булентной диффузии на !Jерхней границе АПС задание верхнего крае­вого условия для большинства практических задач не является крити­ческим. Вполне удовлетворительные результаты получаются и тогда, когда верхнее краевое условие задается предельным соотношением 
lim с(х, t) = о .  

z � со 
Наиболее важным краевым условием при решении задач распростра­нения вещества в атмосферном пограничном слое является условие 1 04 



взаимодействия примеси с подстилающей поверхностью . Характер 
взаимодействия примеси с подстилающей поверхностью зависит от мно­
гих факторов , связанных с физико-химическими свойствами как 
самой примеси, так и подстилающей поверхности . В самом общем виде 
условие взаимодействия с подстилающей поверхностью можно описать 
с помощью некоторого обобщенного параметра, который обычно назы­
вают скоростью оседания v 0 .  С помощью этого параметра краевое 
условие на нижней границе области распространения примеси можно 
записать следующим образом: 

[ ас ]  
Dз з  -- = [ v oё] z =o ·  

oz z =O 

Здесь слева стоит турбулентный поток вещества, направленный к по­
верхности земли, а справа - поток вещества непосредственно на под­
стилающую поверхность . Таким образом,  нижнее краевое условие пред­
ставляет собой балансное соотношение для потоков вещества у грани­
цы земля-воздух. 

Полученная математическая модель позволяет решать широкий 
круг задач, связанных с переносом вещества в пограничном слое атмо­
сферы. Для этого необходимо задать основн111е характеристики атмо­
сферного течения - вертикальные профили вектора скорости ветра и 
температуры. В качестве таких параметров можно использовать реально 
измеренные величины, что позволяет проводить расчеты полей кон­
центрации загрязняющих веществ с учетом реальных атмосферных 
условий. 

2 .4. Турбупентная диффузия радиоакти вных веществ 
в атмосферном пограничном спое 

В предыдущем разделе бьmа рассмотрена модель процесса , атмо­
сферной диффузии для примеси , состоящей из высокодисперсных 
частиц, которые не меняют свой состав и другие характеристики 
вследствие химических, радиоактивных и других превращений. Обыч­
но такая примесь назьmается консервативной . Очевидно, что кон­
сервативный тип примеси не охватывает всех возможных веществ , за­
грязняющих атмосферу. Достаточно часто вещество в атмосфере всту­
пает в химические реакции с компонентами атмосферного воздуха или 
содержащимися в нем другими загрязняющими веществами .  Трансфор­
мация загрязняющего вещества или частиц, в которых оно содержится , 
может происходить не только за счет чисто химических процессов . 
В реальных условиях нарлюдаются сложные физико-химические взаи­
модействия между молекулами загрязJiяющего вещества и компо­
нентами атмосферного воздуха, в том числе и с участием различных 
видов ионизирующих излучений. 
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Типичным примером активной примеси является смесь радионукли­

дов , кинетика накопления и распада которых описьmается радиоактив­

ной цепочкой распада : 

Л1 
Qi --+  . . . ' 

г� Q11 - количество нуклида, стоящего на s -м месте радиоактивной 

цепочки; }., - постоянная радиоактивного распада s -го нуклида. Вре­

менная эволюция количества отдельных радионуклидов , из которых 

состоит примесь, описьmается системой обыкновенных дифференциаль­

ных уравнений 

dQ1 1dt + Л1 Q1 = О; 

dQв/dt + >.вQв - Лв - 1Qв- 1 = О. 

При описании процесса турбулентной диффузии радиоактивной при­

меси будем исходить из того , что в каждой индивидуальной реалиЗа­

ции турбулентного течения поля концентрации от�льных нуклидов 

q11 (х, t) в области течения, не содержащей источников примеси , описы­

ваются системой дифференциальных уравнений 

(2.34) 

Применим к этой системе уравнений операцию статистического осред­

нения, в результате чего получим систему уравнений, которая описьmа­

ет временное изменение в пространстве осредненной концентрации нук­

лидов , из которых состоит радиоактивная примесь : 

а - а - а , , 
qв - qв ui qв 

-- + }.,qв - >.в - 1fiв - 1 + uk -- + --- = О .  
д t дхk дхi 

(2.35) 

Систему уравнений для составляющих вектора турбулентного потока 

отдельных радионуклидов можно получить из уравнений Навье-Стокса 

и уравнений молекулярной диффузии радиоактивной примеси обыч­

ным способом. В результате для составляющих вектора турбулентного 

потока s -го нуклида получаем уравнения 

д 1 1 
"; qв 
д t 

+ и/и/с 
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1 1 

- ui qв 
+ � --
дqв + дхk 

axk 
1 1 ukqs 

}., 1 1 - - 1 U; Qв - 1 

1 1 
дilf "t qв -- = 
дхk т 

+ л 1 1 
s U; qв + 

(2 .36) 



Полученные уравнения как для осредненной концентрации отдель­
ных нуклидов, так и для составляющих вектора их турбулентных пото­
ков практически совпадают с аналогичными уравнениями для консер­
вативной примеси , однако отличаются от них дополнительными чле­
нами, учитывающими кинетику накопления и распада радионуклидов . 

Так , члены �Q, ; � u/q� учитьmают уменьшение соответствующих 
значений осредненной концентрации и турбулентного потока вещества 
вследствие собственно радиоактивного распада нуклида , а члены 
'\ - '\ 1 1 ''8 - 1Q8 _ 1 , •-в - 1 U; Q8 учитьmают увеличение соответствующих величин 

вследствие распада материнского радионуклида. 
Решение системы урав�ений для, { 1и; q; ) удобнее всего з�исать для 

образа Лапласа, т. е .  для тri,s + < и;  q8 ) .  Соотношение для тri,s (х, р) 
можно представить следующим образом :  

if. s (х, р) = - ( Р + � + -} ) -1 н и/ И,: -

-, -, dui ( '\ 1 ) -1 ] 
oqs (х, Р) - U 3U -- р + "S + --k dz т oxk 

- � - 1 [пi, s- 1 (x, p) - 1fз ,s - 1  :; ( р + 'Лв + -} ) -1 ]  � • 
Для 1Т3 ,s (х, р) из этого соотношения можно получить рекуррентное 
соотношение 

1fз , s = ( р + � + � ) -1 ( -и 'зи� :� + "Лв - 1 1Гз , s - 1 ) • 

решая которое, находим 

-,-, () "" s - 1  j l 
= 

-U 3Uk __!!.L � п п тrз , s 
(

р 
+ 'Лв + -i) 

oxk j = 1 l = 1  l = 1  

х 
-, -, � 

�-[ U 3Uk Oqs-j 

( Р + �-l + -} ) ( Р + � + -} ) axk 

х 

Полученные соотношения теперь подставим в уравнение (2 .35) , к кото­
роr ty предварительно применим преобразование Лапласа. После приве­
дения подобных членов в полученном таким способом соотношении 
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получаем для образа Лапласа осредненной концентрации s -го радионук­
лида уравнение 

{- - аи. ( 

1 )
-1 

1 , , , l 
� ui uk и зиk dz Р + Лs + -т 

дх. ( \ 1 ) i Р + ''8 + · -т- �:: } -
- As - 1 + Лs - 1 a:. [ nз , s - 1 

! 
�i ( р + "Лв + -} ) -1 ] • 

Величину д1f;,8_ /дх; можно выразить через осредненные концентра­

ции q 1 и q 2 , воспользовавшись для этого уравнением (2 .ЗS) . Ta-s - 1/ -
ким образом, можно записать 

и после подстановки в уравнение для 'ifs (х, р) и приведения подобных 
членов получаем 

( р + "Лв ) ( р + "Лв + -i- ) 2 lls - 2'Лв - 1 ( р + Лs + -} ) 2 'ifs - 1 + 

+ Uk дqs ( р + "Лв + -} ) 2 
дхk 

1 
) 

а (-D D + - - - и зИтс т дхi 

s - "Лв - 1Аs- 2 х 
d'ii; дq 

) dz дхk 

х ( р + "Лв + -1- ) q + "Лв - 1 ( "Лв - 1 - Лs - _!__ ) х т s - 2 т 

( \ 1 ) 
� 

( 
1 
)

- aq; _ 1 Х Р + ''8 + -:,.- q11 - 1 + "Лв - 1  Р + "Лв + -:,.- uk � 

- "Лв - 1 ( р + "Лв _ 1 + -} ) -i а:; ( -и �-и-� 
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� - 1  ( р + � - 1  

S - 1  j 
х � п 

j = 1 l = 1  
( р  

+ 
1 ) - 1 о [-

- - -- u� u ' 
т о х. k 

l 

аи. 1 
dz 

�- 1 
+ �-1 + -� ) _o'ifs_i 

] . oxk 

х 

(2.37) 

Это уравнение описьmает процесс турбулентной диффузии радионукли­
дов в атмосфере с учетом конечной скорости движения турбулентных 
возмущений. 

Параболическое приближение процесса турбулентной диффузии ра­
диоактивной примеси можно получить, устремив, как обычно , времен­
ной масппаб т к нулю , соответственно к нулю будут стремиться и вре ­
менные параметры Т8 • В этом случае перенос и рассеяние радиоактив­
ной примеси , состоящей из смеси нуклидов , распадающихся по одной 
цепочке распада, описьmаются так : 

oqs 
o t  

о о­
п .. _!!_ж__ l] ох. 1 

(2.38) 

Особенности поведения радиоакnшной примеси в атмосферном те­
чении проявляются не только в том,  что процесс переноса и рассеяния 
примеси описьmается не одним уравнением,  как в случае консерватив­
ной примеси , а системой уравнений диффузии, учитьmающей кинетику 
накопления и распада радиоактивных веществ , но и в том, что 
взаимодействие радиоактивной примеси с подстилающей поверхностью 
описьmается уравнением баланса у границы раздела земля-воздух: 

[ Dз з  
o
""
qs ] = f3sQ8 (х, t) l z = о uz z =О 

t 
- � as /38 _ 1 f Q8 _ 1 (х, 11) ехр (-� - 1  (t - 11) ) d11 l z = o · 

о 
(2 .39) 

Левая часть этого соотношения представляет собой поток s -го радионук­
лида, направленного к поверхности земли вследствие турбулентного 
перемешивания. Правая часть соотношения состоит из двух слагаемых. 
Первое слагаемое - это поглощаемый подстилающей поверхностью по ­
ток s -го радионуклида . Здесь {38 - параметр взаимодействия нуклида 
с подстилающей поверхностью (скорость осаждения) . Второе слагаемое 
описьmает вторичный поток s -го радионуклида, направленный от по­
верхности земли, который возникает вследствие осевшего на подстилаю­
щую поверхность материнского нуклида и последующего его радиоак­
тивного распада. Степень удержания нуклида подстилающей поверх-
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ностью при его образовании в результате радиоактивного распада осев­
шего материнского нуклида характеризуется коэффнциентом as .  В ли­
тературе нет данных о количественных соотношениях для вторичных 
потоков радионуклидов с подстилающей поверхности . Неявно предпо­
лагается ,  что образовавшийся в результате распада нуклид уже не может 
покинуть поверхность земли, т. е .  as = О . По-видимому, это предположе­
ние выполняется не всегда. Действительно, изотопы радиоактивного 
иода хорошо поглощаются подстилающей поверхностью, а их дочер­
ние изотопы радиоактивного ксенона подстилающей поверхностью прак­
тически не удерживаются. Уже этот простой пример показьmает возмож­
ность появления вторичных потоков радионуклидов , следовательно, 
в наиболее общем виде взаимодействие радиоактивной примеси с под­
стилающей поверхностью должно описьmаться соотношением (2.39) . 

2.5 .  Турбулентная диффузия нагретой примеси 

в атмосферном погран ичном слое 

Достаточно часто вещество ,  загрязняющее атмосферу, поступает в 
виде газов или аэрозольных образований, температура которых суще­
ственно отличается от температуры окружающей среды. Возмущения 
поля температуры в атмосфере , вызванные нагретой примесью, приво­
дят к тому, что в области течения, где локализована примесь , появля­
ются дополнительные объемные силы плавучести . За счет этого тече­
ние в области , содержащей примесь , отличается от течения в чистой ат­
мосфере . По мере переноса нагретой примеси в атмосфере температура 
будет уменьшаться, стремясь выравняться с температурой окружающей 
среды, а следовательно , и действие объемных сил плавучести , вызванных 
нагретой примесью , будет уменьшаться . В результате этого возмущен­
ное течение выравнивается с внешним атмосферным потоком. 

При определенных условиях перенос и рассеяние температурного 
возмущения происходят подобно переносу и рассеянию вещества. Если 
нагретая примесь представляет собой совокупность аэрозольных ча­
стиц, у которых достаточно быстро устанавливается термодинамиче­
ское равновесие с окружающим воздухом, то возмущенная температура 
пропорциональная концентрации аэрозольных частиц . Такая задача мо­
жет решаться для переноса и рассеяния температуры без учета поведе­
ния аэрозольных частиц, если их поведение мало отличается от поведе­
ния окружающего газа. Очевидно, что это справедливо для высокодис­
персных аэрозольных частиц. Если между частицами аэрозоля и 
окружающим их воздухом нет термодинамического равновесия и про­
исходит интенсивный теплообмен, влияющий на температуру окружаю­
щей среды, то задача существенно усложняется . Она включает в себя 
теперь не только описание процессов турбулентной диффузии темпе­
ратурного возмущения и аэрозольного образования, но и нагрев атмо­
сферного воздуха в результате его теплообмена с аэрозольными части-
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цами. Кроме того , необходимо учитывать также и изменение темпера­
туры самих аэрозольных частиц . 

Все возможные случаи переноса и рассеяния нагретой примеси в 
атмосфере решить в рамках единого математического метода невозмож­
но , по крайней мере в настоящее время. Поэтому рассмотрим сравни­
тельно простой случай распространения в атмосферном течении газо­
образной нагретой примеси. Такой подход применим также и к случаю 
переноса высокодисперсных аэрозольных образований, когда между 
аэрозольными частицами и окружающим их воздухом быстро устанав­
ливается термодинамическое равновесие . В данном случае температур­
ное возмущение можно отождествлять с концентрацией загрязняющего 
вещества. Кроме этого предположения используем еще одно ограниче­
ние , которое накладьшается на допустимый диапазон температур нагре­
той примеси : температура нагретой примеси и окружающего ее воз­
духа не должна превышать тот предел , при котором еще можно исполь­
зовать приближение свободной конвекции. 

Термодинамика атмосферного течения, включая и область , где лока­
лизована нагретая примесь , описьшается в приближении свободной кон­
векции уравнениями 

= 
ар 1 -а - + vдq + р Xi 

() 
+ fe.k з (U,k - U k) - g .  - -

1 � 1 т 
a uk = о ; axk 

а т а т - + a t 
U, - = хАТ, k ах k 

где U - вектор скорости течения во всей области течения, в том числе 
и в области , занятой температурным возмущением; Т - абсолютная 
температура. 

Скорость атмосферного течения с температурными возмущениями, 
вызванными нагретой примесью , можно представить как сумму скоро­
стей течения невозмущенной атмосферы и возмущенного течения, т. е .  

U = u + v .  
Аналогичным образом можно поступить и с абсолютной температурой 
воздуха, выделив температуру Та в невозмущенном атмосферном те­
чении и температуру возмущения Тп . Таким образом,  для Т можно за­
писать следующее соотношение : 

Т = Та + Тп . 
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Из уравнений Навье-Стокса в приближении свободной конвекции мож­

но получить соответствующие уравнения для скорости возмущенного 

течения, воспользовавшись для этого разложением скорости течения на 

скорость течения в невозмущенной атмосфере и скорость возмущенного 

течения, а также уравнениями Навье-Стокса для чистой атмосферы. 

Уравнения для v i можно записать следующим образом: 

ov i o v i  о 
+ vk -----(vi uk + vk ui ) = 

o t oxk oxk = 1 оРп -- + vдvi Ра oxi - g. (!_ - �) i Т Та 

где Рп - давление, обусловленное возмущенным течением. При вьmоде 
этого уравнения мы пренебрегли членами, связанными с силой Кориоли­
са, так как в данном случае они малы и не влияют на динамику тем­
пературного возмущения в атмосферном пограничном слое . 

Для температурного возмущения можно записать уравнение 

которое получается вычитанием из уравнения для температуры соответ­
ствующего уравнения для температуры в невозмущенной атмосфере . 
Здесь х - коэффициент температуропроводности, который обычно име­
ет постоянное значение. 

Полученные уравнения термодинамики температурного возмущения 
являются основой для построения математической модели распростра­
нения в атмосфере нагретой примеси . Поведение нагретой примеси мож­
но охарактеризовать полем скоростей течения в возмущенной области 
и полем возмущенной температуры. Очевидно то , что возмущенное 
течение , так же как и внешнее атмосферное течение,  характеризуется 
турбулентным режимом движения газовой среды. Таким образом,  рас­
пределение температурного возмущения и скорость возмущенного 
потока должны характеризоваться осредненными параметрами, преж­
де всего осредненной скоростью и осредненной температурой . Операция 
осреднения при этом должна носить статистический характер. Приме­
няя операцию статистического осреднения к уравне�ю для v i , полу­
чаем соответствующее уравнение для осредненнои скорости возму-
щенного течения : 

ov. ov. ' + v ---1. + 
ot k ох k = vдvi 
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В этом уравнении появляются новые неизвестные величины, характе­
ризующие турбулентные потоки количества движения за счет пульса­
ций скорости возмущенного поrока ( v; v� )  , а также за счет корре­

ляционных связей между пульсациями скорости возмущенного течения 
и чистой атмосферы ( и(. v ;> . 

Применяя операцию статистического осреднения к уравнению для 
температурного возмущения, получаем соответствующее уравнение д.тrя 
осредненной температуры Тп : 

д Тп _ дТп д _ - -
-- + vk -- + -- (vkTa + ukTn ) + д t дхk дхk 

а 
+ ( vk'т: + v;т; + -;;�тп' ) = хЛТп . дхk 

(2.41 ) 

В этом уравнении, так же как и в уравнении для осредненной скорости 
возмущенного течения, появляются новые неизвестные величины, 
характеризующие турбулентные потоки тепла. 

Для величин vi и Тп характерно , что они имеют ненулевые значе ­
ния только в области возмущенного течения, а на границе этой обла­
сти "избыточные" скорость течения и температура обращаются в 
нуль . Используя такое условие, можно получить соотношения, которым 
должны удовлетворять турбулентные потоки ·на границе области возму­
щенного течения. Так, из уравнения (2 .40) можно получить следующее 
условие : 

[ а -,-, -, -, -,-, 1 д.Рп ] - ( vi vk + vi uk + vkui ) - - -- = О, дхk Ра дхi S 
из которого следует, что на границе области возмущенного течения 
действуют турбулентные напрнжения, обусловленные переносом коли­
чества движения за счет турбулентных пульсаций скорости во�мущен­
ного и невозмущенного течения. Для турбулентных потоков тепла со­
отношение на границе возмущенной области можно представить сле­
дующим образом :  

[ д 
( ,--Т , --,Т , ,-Т ' ) ] О -- vk п + vk а + uk п = · а� s 

Из этого соотношения видно, что между возмущенной областью и чис­
той атмосферой происходит обмен не только количеством движения, 
но и тепла турбулентными потоками, обусловленными пульсационным 
движеНйем газовой ср�ды как в чистой атмосфере , так и в ее возму­
щенной части . 
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Для определения турбулентных потоков количества движения и 
тепла , входящих в уравнения (2 .4 1 )  и (2 .42) , можно использовать 
различные модели турбулентного процесса. Можно , например, попы­
таться построить полуэмпирическую модель , аналогичную моделям 
Прандтля,  Кармана и Тейлора, и выразить эти величины непосредст­
венно через осредненные параметры возмущенного течения. Замкну­
тая задача, описывающая распространение в атмосфере нагретой приме­
си , в этом случае состоит из двух уравнений для осредненной скоро ­
сти и осредненной температуры. Однако следует иметь в виду, что 
о босновать такую модель очень сложно, так как в данном случае мы 
имеем дело с процессом взаимодействия,  по существу, двух турбулент­
ных течений - возмущенного течения и течения в чистой атмосфере , 
которые взаимодействуют сложным образом. Хотя такое взаимодей­
ствие может быть и не очень сильным, но его хватает ,  чтобы существен­
но влиять на поведение нагретой примеси . Более обоснованные резуль­
таты можно получить в рамках методов моделирования второго по­
рядка, которые бьmи подробно рассмотрены в разд. 1 .2 и 2.2. Основой 
этих методов является построение аппроксимационных соотношений 
для многих величин, появляющихся в уравнениях для турбулентных 
потоков количества движения и тепла. В этом случае математическая 
модель процесса распространения нагретой примеси в атмосфере со­
стоит не только из уравнений для осредненных скорости возмущенного 
течения к его температуры , но и из соответствующих уравнений для 
турбулентных потоков тепла и количества движения . Основой для 
получения таких уравнений являются соответственно уравнения для 
пульсационной скорости и температуры возмущенного течения, которые 
могут быть получены вычитанием из уравнений для скорости и темпе­
ратуры возмущенного течения соответствующих уравнений для осред­
ненных значений этих параметров . В результате этого уравнение для 
v/ получается в виде 

av ;  av : • - i 
+ 11' -- . + 

дt axk 
а - , �- (v. vk ах i k 
а 

( 1 1 -- vivk axk 

1 -+ vi uk + 

1 1 - vivk + 

1 (}р� 
Ра 3xi 

1 vi uk + 

1 1 viuk 

Для Т; уравнение можно записать следующим образом : 

1 14 

а - и и -
- (и,_Т + vk Т + 
a-Xk "' п п 



1 Т 1 и ' Т 1) = vk а - k п хлт: . 

Если теперь уравнение для v; умножить на vj , а затем применить опе­
рацию статистического осреднения, то после несложных преобразова­
ний и приведения подобных членов получим уравнение следующего 
вида : 

+ 

+ 

+ 

__ av .  
( 1 1 + 1 1 ) 1 + иk Vi Vk ukvi --oxk 

(- аи. 
1 1 l v .vk --

+ 
l ох k 

oU[ 

) 
1 1 Vj Vk oxk 

( v
/ ои; 

+ 
oxk ---w. ) 

, l -И; -· - vk oxk 

Та 

+ 

3 
1 1 Vi Vj + 

oxk 

+ 

3 -,-,-, -- (v .v .vk ОХ l 1 k 
+ 1 1 1 V;Vj Uk + 

(2.42) 

Уравнения для турбулентных потоков ( и' v '· ) можно получить анало-
, , , 

гично, если вместо V; уравнение для v i умножить на И; . Полученное 
таким способом уравнение для турбулентного потока ( u.'v .' ) можно l l 
представить в виде 

---.,-, 
3-,---, OU; V ; 

+ vk 
Uj V ;" 

ot oxk 

..,.., ov; 
+ , , + иkи; · -- Uj Vk oxk 

+ 
ои� v �  - 1 l 

� а;-k 

ov; -,-, -- + И; vk О Х� 

ои� и� 
+ v _i_J _ + k ОХ k 

ou; -- + 
oxk 
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р , 
а� + uk vi axk 

иj т� 
- g . -- g. , т '  1 

, , uj Тп 
Та 

1 

Ра 

+ 

1 др� 1 1 дР� 
И; -- -- v . --

axi Ра 1 axj 
а ( , , , 

+ , , , U/iVk ujviuk axk 
+ , , , U/k Ui + 

Уравнения для турбулентных потоков тепла могут быть получены из 
уравнения для т,; с помощью еще и уравнений для v; и и;' . Так, если 

т, , , уравнение для п умножить на vi , а затем применить операцию стати-

стического осреднения, то после преобразов аний и приведения подоб­
ных членов получим уравнение для ( v; Тп' > :  

а v : т ' l п 
дt 

__ av-. 
+ ( � Т '  + и

' Т ' ) --1 + vl п k п ах ( - аи. 
v ' т ' --1 + k п ах 

аи � 
+ v Т '  --1 

k ах k 

а 
axk 

,2 т 

k 

1 

Ра 
дР , 

т ' _п_ п axi 

, , ат; ) 
u .v -- -

z k а xk 

k 

+ v т; д v/ 

+ 

(2.44) 

Уравнение для турбулентного потока ( и/ Тп' ), описывающее турбулент­
ное рассеяние температурного возмущения вследствие пульсационного 
движения невозмущенной атмосферы, можно представить в виде 

аu .' т ' __ z _п_ + д t 
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д 1 1 
+ vk 

ui та + дхk 

+ ( и�Т� 
дiii + --
дхk 

+ 

- -

д 
дхk 

1 

Ра 

( , ' Т '  uivk п 

т ' 
дРd 

п дхi 

-,-, дта ( 1 , + uiuk + ui vk ) -д-xk 

1 1 дтп 
) 

+ uivk дхk 

---
, ' т ' + vk ui а + , , Т ' ) uiuk п = 

(2.45) 

Рассеяние температурной неоднородности в атмос
ф

ерном течении харак­
теризуется не только турбулентными потоками теШiа, но и такими па­
раметрами, как среднее квадратичное значение пульсации температуры 
и корреляция между пульсациями температуры возмущенного и невоз­
мущенного течения . Уравнение , которому удовлетворяет среднее квад­
ратичное значение пульсации температуры : 

2 , 2  д т ' 
(v' -

д тп д т ' т ' __ п_ + k + uk) -- + 2-vk п а д t дхk дхk ( -,-, д тп + � дтп + v 0 T ·0 + 2 � т --п дх 
vk п дхk k п k 

д 2 , 2 + 2 ( и; т 0 + vkT ) = о . дхk 

+ 

д та 
) дхk 

+ 

(2.46) 

Для корреляции 
( 

Т 
,J 

Т�) уравнение может быть получено с помощью 
уравнений для пульсационных значений температуры возмущенного и 
невозмущенного течения : 

д :;:;:т:; 
д t 

, 2  
1 _ д та + -- v --- + 
2 k дх k 

д 
дхk 

( ' т ' т ' + uk п а 

(2.47) 
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Таким образом ,  полученная система уравнений (2 .4 1 ) - (2 .47) описы­
вает распространение в атмосфере нагретой примеси . Однако эта систе­
ма содержит ряд величин, которые неизвестны, и для них следует приме­
нить одну из моделей замыкания второго порядка. К числу величин, 
для которых требуется построить аппроксимационное соотношение 
на основе моделей замыкания второго порядка, относятся члены в урав­
нениях для турбулентных потоков количества движения и тепла, содер­
жашие пульсаци� давления. Так , в уравнении для напряжений < v; v/ ) 
член, содержащии пульсации давления : 

r ар� 
v .  --

Ра 1 ах . 1 
Д,Ля его аппроксимации можно использовать , например, модель замы­
кания, предложенную Лаундером. Здесь эта модель представлена со­
отношениями ( 1 . 1 4) и ( 1 . 1 6) .  В нашем случае эти соотношения приво­
дят к следующей аппроксrм;щии членов ,  содержащих пульсации дав­
ления в уравнении для ( v i vi ) : 

= + 

2 + -- С3епБ " -
3 1] 

где Ъп , Еп - кинетическая энергия турбулентности возмущенного тече­
ния и скорость ее диссипации вследствие вязких напряжений. Кинети­
ческая энергия турбулентности возмущенного течения определяется 
как 

, 2 , 2  r 2 Ьп = 1 /2 (v 1 + V 2 + V з ) . 
Член, содержащий пульсации давления в уравнении для турбулентного 
потока тепла < v / Т� ) , имеет вид 

i аР� 
-- Тп 
Ра axi 

д,ля аппроксимации этого выражения следует воспользоваться моделью , 
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предложенной Земаном-Ламли, представленной соотношением (2 . 14) . 
Применив эту модель к рассматриваемому члену, получим следующее 
соотношение : 

Ра 

1 
4 

Т и  п 

, 2 
т 

Та 

Так как давление Рп в возмущенной области течения обусловлено воз­
мущенным течением,  имеющим скорость v , то корреляция пульсаций 
этого давления со скоростью невозмущенного течения должна отсут­
ствовать, т. е. можно считать, что 

и/ .аР� 
= о . · �  

Аналогичные рассуждения приводят к тому, что 

-
, др� v . -- = о . ] ах . ! 

Диссипативные члены в турбулентном процессе играют , как извест­
но, огромную роль . В уравнении для турбулентного напряжения возму­
щенного течения диссипативную роль играет выражение v v .  д v .  . Его, ] ! 
как обычно , можно представить следующим образом : 

- ( av � д v 8 ) -g g 1 • , , 
v v .  дv .  = -2v -- - _.1___ + vд v . v "  1 1 а а 1 1 

xk xk 

Нетрудно показать , что второе слагаемое в этом выражении, описываю­
щее молекулярную диффузию турбулентных потоков количества дви­
жения, пренебрежимо мало. Ддя аппроксимации первого слагаемого 
используется выражение 

-2v ( :�- -:�, ) = -

где еп - диссипация кинетической энергии турбулентности возмущен-

наго течения.  
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Диссипативные члены в уравнении для ( и ' v ' ) 
' д , ' д , v i; 11; + V V; � 

можно преобразовать к виду 

v �'Лv,' + v v; д�'  � -4v ( ::: :·�: ) + 2vд ujv; . 

Последним слагаемым здесь , очевидно , можно пренебречь, первое сла­

гаемое описывает процесс вязкой диссипации. Однако в данном случае 

процесс вязкой диссипации уже отличается от вязкой диссипации как 

невозмущенного , так и возмущенного турбулентного течения . Можно 

представить себе этот процесс следующим образом. В возмущенной 

области течения существуют вихревые образования двух сортов : пер­

вый - обусловлен турбулентностью невозмущенного течения в области 

температурной неоднородности , второй - турбулентностью избыточ­

ного возмущенного течения, которое как бы накладьmается на невозму­

щенное течение. Таким образом, можно считать , что диссипативный 

член 

описьmает диссипацию в невозмущенном потоке кинетической энергии 
вихревых турбулентных образований, энергия которых черпается от 
осредненного возмущенного течения . Если предположить , что вихри , 
обусловленные возмущенным течением ,  мало или вообще не отличают­
ся от вихрей невозмущенного атмосферного течения, то скорость дис­
сипации их кинетической энергии будет близкой к скорости диссипа­
ции невозмущенного потока, т. е. можно записать 

Корреляции третьего порядка связаны с процессами переноса напря­
жений Рейнольдса или турбулентных потоков тепла из одной области 
пространства в другу'lо без их затухания и генерации. Как правило, мо ­
дели, аппроксимирующие члены , содержащие корреляции третьего по­
рядка, имеют ясно выраженный диффузионный характер. Если этими 
членами пренебречь, то для математического моделирования переноса 
и рассеяния в атмосфере нагретой примеси можно записать систему 
уравнений : 
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ат0 ) 
dz = О ; 

2 

= О ; 

1 ат ' й тп + -- vз -0- + и;т; = о.  (2 .48) 2 dz oxk 
Возмущенная нагретой примесью область локализована в простран­

стве ,  поэтому ее движение в атмосферном течении можно рассматривать 
как движение некоторого обособленного образования, которое обыч­
но назьmают слабо нагретым термиком. Скорость движения в атмосфе­
ре такого термика определяется как среднемассовая скорость возму­
щенного течения, где осреднение проводится по всей возмущенной об­
ласти течения. Из уравнения движения (2 .40) следует, что отлична от 
нуля только вертикальная составляющая термика, которая определяет­
ся действием интегральной по объему термика силой плавучести . 

В заключение следует отметить ,  что полученные здесь результаты 
могут быть применены не только для решения задачи переноса и рассея­
ния в турбулентной атмосфере нагретой примеси . В ряде случаев в ат­
мосферу поступают загрязняющие вещества, температура которых ниже 
температуры окружающей среды. На такое образование также дей­
ствуют силы плавучести , однако направлены они в другую сторону. 
Следовательно, ускорение такого холодного термика направлено не 
вверх, как это имеет место в случае нагретой примеси, а вниз . 

В ряде случаев в атмосферу могут попадать вещества,  плотность ко­
торых отличается от плотности окружающего воздуха как в большую, 
так и в меньшую сторону. Поведение таких образований в атмосферном 
течении подобно nоведению термиков , а полученные здесь результаты 
могут быть обобщены и на случай решения такого рода задач. 
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2.6. Осаждение аэрозольных частиц 
на подстилающую поверхность 

Уже давно бьmо обнаружено, что скорость осаждения аэрозольных 
частиц на поверхность земли в некоторых случаях значительно превы­
шает скорость их гравитационного падения . Это послужило основа­
нием для детального изучения взаимодействия аэрозольных частиц с 
подстилающей поверхностью , в результате чего бьmо установлено , что 
основными механизмами осаждения являются поверхностная импак­
ция, электростатическое притяжение и химическое взаимодействие . 
Все эти механизмы имеют достаточно сложный характер и определяют 
вероятность захвата аэрозольной частицы подстилающей поверхностью. 
В то же время бьmо обнаружено , что осаждение загрязняющих веществ 
зависит от скорости ветра у поверхности земли , а также от температур­
ного режима поверхности раздела земля-воздух. 

Первые попытки изучения осаждения аэрозольных частиц на подсти -
лающую поверхность бьmи выполнены Грегори еще в 1 945 г. Проанали­
зировав вьmадения спор, он пришел к выводу, что скорость их осажде ­
ния пропорциональна приземной концентрации : 

V oC(X1 , Х2 , Х3 = о, t ) .  

Дальнейшее изучение процессов осаждения бьmо связано с радиоактив ­
ным загрязнением атмосферы и поверхности земли ядерными взрьmа­
ми или выбросами из ядерных реакторов . Особое внимание при этом 
уделялось выпадению 1

3 1 1, который, как правило, выделяется в атмо­
сферу в паровой форме , однако достаточно быстро адсорбируется на 
ядрах конденсации, скорость гравитационного осаждения которых пре­
небрежимо мала. Несмотря на это, бьmо обнаружено достаточно интен­
сивное осаждение иода на подстилающую поверхность . Специальные 
эксперименты бьmи проведены на Национальной станции испытания 
ядерных реакторов в Айдахо (ClIIA) . Результаты этих экспериментов 
приведены в табл. 2.3 . Осаждение радиоактивного иода изучалось также 
и во время аварии ядерного реактора в Уиндскейле, где скорость осаж-
дения 1 3 1 1 на траву составила 0 ,4 см/с .  С помощью анализа эксперимен­
тальных данных можно сделать вывод о том, что скорость осаждения 
иода на подстилающую поверхность может изменяться больше чем на 
порядок в зависимости от характера подстилающей поверхности и ме­
теорологических условий вблизи границы раздела земля-воздух. Ана­
логичные результаты были получены и для других радионуклидов . 

Впервые пытались построить полуэмпирическую модель переноса 
аэрозольных частиц на подстилающую поверхность Оуэн и Томсон 
(52] , в дальнейшем эту модель использовали Чемберлеа и Чедвик при 
изучении осаждения радиоактивного иода (5 3] .  Подстилающая поверх­
ность в этих работах рассматривалась как аэродинамически неровная 
поверхность с высокой степенью шероховатости . В этом случае перенос 
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Таблица 2.3. Результаты опытов по осаждению 1 3 1 1 в Айдахо 

Параметры 1 -я серия 2-я серия 3-я серия 

Скорость осаждения ,  см/с :  
'lрЗВа 0,6 1 ,0 
почва 0,8 0,4 
снег 0,2 
уголь 0,6 0,7 0,9 
листья клевер а  1 ,2 
липкая бумага 0,2 0,4 0,6 

Скорость в етра, м/с 7 ,1 9 ,3 6,0 
Скорость трения,  см/ с 6 1  69 50 
Высота ш�а�охов атости, см 3 , 1 1 ,5 2, 1  
У стойчив оСть атмосферы Неустойчива Неустойчива Устойчив а 

потока аэрозольных частиц к поверхности земли происходит с большим 
аэродинамическим сопротивлением, чем перенос потока количества 
движения. Вследствие этого формируется избыточное сопротивление , 
которое, как правило,  изучается во всех работах, посвященных перено­
су вещества к поверхности земли . 

Степень переноса вещества к подстилающей поверхности характе ­
ризуется скоростью осаждения v 0 ,  однако этот процесс может быть 
охарактеризован и таким параметром ,  как сопротивление переносу, 
пре�ставляющим собой величину, обратную скорости осаждения. Со­
противления, которые поток вещества испытывает в различных час­
тях воздушного течения у поверхности земли , складьmаются друг 
с другом подобно сопротивлениям различных частей электрической 
цепи. Полное сопротивление потоку аэрозольных частиц к поверхности 
земли можно представить следующим образом: 

где r т - сопротивление потоку в турбулентной области течения между 
верхней частью макрошероховатостей (растительного покрова) и 
некоторой фиксированной высотой z 1 ; · r и - избыточное сопротивле­
ние , обусловленное сопротивлением вязкого ламинарного подслоя 
вблизи поверхности земли ; r п - сопротивление поглощению аэрозоль­
ных частиц или молекул газа подстилающей поверхностью ;  rг - сопро­
тивление гравитационному осаждению аэрозольных частиц. 

Сопротивление в турбулентной области течения может быть опреде­
лено как отношение количества движения на фиксированной высоте 
z 1 к потоку количества движения . Приземный слой атмосферы харак­
теризуется постоянством потока количества движения, который при 
условиях стратификации потока, близких к нейтральным, равен и; , 
где и* - динамическая скорость или скорость трения . Таким образом, 
можно записать соотношение rт = щlui . 
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Избыточное сопротивлею1е rи характеризуется безразмерным пара­
метром В-1 = и *rи · Из большого числа экспериментов , проведенных 
в аэродинамических и шероховатых трубах, Оуэн и Томсон получили 
эмпирическую формулу 

в-1 = а ( и  *vh * ) 
т 
( : 

т 

) п ' 

где а - эмпирическая постоянная, зависящая от типа шероховатости 
подстилаюшей поверхности ; h* - эквивалентная шероховатость пес­
чаной поверхности , связанная с высотой шероховатости как h* = 30z 0 ; 
v - коэффициент кинематической вязкости ; дп - коэффициент мо­
лекулярной диффузии; т и п - эмпирические постоянные, равные со ­
ответственно 0 ,45 и 0,8 . 

Эксперименты в аэродинамических трубах с волокнистым характе ­
ром шероховатости , моделирующей травяной покров , показали, что эм­
пирические постоянные т и п  зависят от характера шероховатости : они 
имеют меньшие значения, когда элементы шероховатости волнистые , 
а не утесообразные, как это имело место в работах Оуэна и Томсона. 

Сопротивление поглощению аэрозольных частиц или молекул газа 
характеризует процесс захвата частиц или молекул подстилающей 
поверхностью. Это сопротивление определяется процессами поверхност­
ной импакции, электростатического притяжения, химическими реак­
циями, которые могут происходить при контакте загрязняющего ве­
щества с элементами подстилающей по:зерхности . Немаловажную роль 
могут играть процессы захвата вещества растительным покровом. В част­
ности , Чемберлен и Чедвик изучали процесс поглощения радиоактивного 
иода зеленой массой растений путем проникновения через устьица лис­
та. Показано , что наиболее приемлемой длиной сопротивления открыто­
го устьица зеленого листа является 0 ,08 см. Это эквивалентно переносу 
молекулярной диффузией через инертную пленку воздуха толщиной 
0,08 см. Таким образом,  в данном случае для сопротивления r п мож­
но записать соотношение 

- L D-1 rп - s т . 

Если вещество при контакте с подстилающей поверхностью полностью 
поглощается, то сопротивление r п должно быть равно нулю . Очевидно, 
это значение сопротивления переносу при поглощении подстилающей 
поверхностью можно использовать для получения минимальной оцен­
ки общего сопротивления переносу или , что то же самое,  для получения 
оценки максимальной скорости осаждения. 

Сопротивление гравитационному осаждению частиц аэрозоля доста­
точно просто определить , если известен размер частиц и их плотность . 
По этим данным вычисляют скорость гравитационного осаждения по 
формуле Стокса или по любой другой формуле с учетом различных 
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поправок , а затем находят обратную величину скорости rравитацион­
ноrо осаждения, которая и представляет собой сопротивление rравита­
ционному осаждению . В отличие от всех друrих сопротивлений, кото­
рые испытьmает поток аэрозольных частиц , сопротивление rравитацион­
ному осаждению действует во всех слоях воздушноrо течения вблизи 
rраницы раздела земля-воздух, при этом сопротивление rравитацион­
ному осаждению действует параллельно с друrими сопротивлениями ,  
присущими рассматриваемым частям воздушноrо потока. 

Таким образом, для определения сопротивления переносу аэрозоль­
ных частиц на шероховатую подстилающую поверхность можно приме­
нить следующую зависимость : 

ro = rг + а ( ЗО: о и* ) т ( :т)п 
Соответственно скорость осаждения аэрозольных частиц на подстилаю· 
щую поверхность может быть определена по формуле 

- -1 V o - r о . 

Разработанная Оуэном и Томсоном полуэмпирическая модель осаж­
дения аэрозольных частиц и rазов на шероховатую поверхность и успеш­
ное применение этой модели Чемберленом и Чедвиком при изучении 
осаждения радиоактивноrо иода на травяной покров послужили толч­
ком для дальнейшеrо развития моделей взаимодействия заrрязняющих 
веществ с подстилающей поверхностью с различным типом растительно­
rо покрова. Характерными в этом отношении являются работы А.И. Жи­
rалкина [54] и Тома [55] . 

Пусть высота растительноrо покрова характеризуется некоторой 
величиной Z p · Тоrда поток количества движения к поверхности земли 
ДО ВЫСОТЫ Zp 

1 1 U 3 C 
rде И - эффективная постоянная скорость ветра в растительном покро­
ве , дающая то же самое сопротивление , что и реальный профиль ветра 
внутри растительноrо покрова; Са - коэффициент сопротивления изо­
лированноrо типовоrо элемента растительноrо покрова при скорости 
ветра u; Ка - коэффициент , учитывающий укрытие изолированноrо 
типовоrо элемента в растительном покрове ; Sa - совокупность элемен­
тов растительноrо покрова (эффективная площадь) ,  участвующих в 
обмене количеством движения, на единицу площади . Из этоrо соотноше­
ния аэродинамическое сопротивление растительноrо покрова можно 
выразить так : 
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где Zв - слой вытеснения; z 0 - параметр шероховатости ; � - постоян­
ная Кармана. 

Сопротивление переносу количества движения можно представить 
в виде суммы диффузионного сопротивления над растительным покро­
вом и эффективным сопротивлением совокупности отдельных элемен­
тов растительного покрова, т. е .  

Нетрудно заметить, что этот результат отличается от разложения общего 
сопротивления переносу количества движения, предложенного Оуэном 
и Томсоном, тем, что здесь второе слагаемое не обязательно связано с 
ламинарным характером течения внутри растительного покрова. Да­
лее, для сопротивлений R D и R-и можно записать соотношения 

R = D 
u (z p )  - и 

и 2  
* 

Ра - R  
s и 
d 

и 
и 2  

* 

Следует отметить , что обычно принимается следующая зависимость : 

И �  0,5 u (zp ) _. 

Избыточное сопротивление,  которое испытывает поток вещества,  по 
аналогии с изложенным выше также можно представить в виде суммы 

R= = R� + ( Рп/Sп)Rи . 
Безразмерный параметр в-1 теперь можно представить так : 

в -1 = и (R ' - R ) + и ( Рп 
R 0 - !_!!__R ) * D D * S и S и ' п d 

где Рп - коэффициент , аналогичный коэффшщенту Ра , но относя­
щийся к потоку вещества ;  Sп - совокупная область элементов макро ­
шероховатости , участвующих в обмене потоком вещества на единицу 
площади. В этом соотношении первый и второй члены выражают со ­
ответственно поток в растительном покрове и вклады отдельных 
элементов макрошероховатости в параметр в-1 • Полученное для без ­
размерного параметра В выражение можно преобразовать к виду 

это выражение проверялось Томом в натурных условиях и аэродинами­
ческих трубах при изучении процессов обмена некоторых бобовых 
культур . В результате соотношение для в -1 выражено следующим 
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образом :  

в -1 = _и_ _Е_ 
- [ с  и * Сп 

Полученные здесь результаты могут быть применены и для оценки 
осаждения аэрозольных частиц на такие макрошероховатые поверх· 
ности , как,  например, городская застройка. 

Глава З 
ОЧ ИСТ КА ГАЗОВ ОТ ВЗВЕШ Е Н Н ЫХ ЧАСТИЦ 

И Т РАН С П О РТ И РУЮЩАЯ СПОСО Б Н ОСТЬ ГАЗОВОГО П ОТОКА 

3.1 . Влияние турбулентности газового потока 
в п ылеочистных аппаратах на очистку газов 

Очистка промышленных газов и вентиляционного воздуха от аэро· 
зольных частиц играет важную роль при решении проблем экологии 
и охраны окружающей среды. Кроме того , многие технологические 
процессы, например улавливание ценных продуктов , так или иначе 
связаны с выделением из газового потока твердых или жидких ча­
стиц вещества. Для очистки газов применяют различные аппараты, 
представляющие собой весьма сложные инженерные сооружения, 
которые состоят из большого числа разнообразных агрегатов . Стои­
мость таких инженерных сооружений достаточно велика, поэтому 
методы расчета характеристик газоочистных аппаратов и оптимальных 
режимов их работы играют большую роль при оценке стоимости обо­
рудования промышленного предприятия . 

В настоящее время для очистки газов от взвешенных в них частиц 
используются следующие методы : 

1 )  сухая очистка с помощью волокнистых или зернистых фильтров, 
создающих на пути газового потока ряды частых решеток из волокон 
или кусков фильтрующего материала, на которые при обтекании осаж­
даются частицы аэрозоля; 

2) сухая очистка, основанная на осаждении частиц в аппаратах под 
действием гравитационных или центробежных сил ; 

3) мокрая очистка путем захвата частиц аэрозоля рцздробленной 
на мелкие капли жидкости, либо осаждение частиц аэрозоля под дей­
ствием гравитационных или центробежных сил на пленку жидкости, 
движущуюся по стекам аппарата; 

4) электрическая очистка (сухая или мокрая) газо:в- от взвешенных 
частиц созданием на них электрического заряда и последующего осаж­
дения на электродах под действием электростатических сил . 

Очевидно, что удалить из потока газа кру�mые частицы проще, чем 
мелкие . Эту закономерность в газоочистке используют с помощью раз · 
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личных процессов , стимулирующих коагуляцию и конденсацию частиц, 
т. е. тех процессов, которые приводят к укрупнению частиц в газовом 
потоке. Стимулирующим действием на процесс коагуляции обладают 
также ультразвуковые колебания, возбуждаемые в газе. 

Рассмотрим более подробно особенности основных аппаратов газо­
очистки, к которым следует отнести пьmеосадительные камеры, пьmеот­
деляющие решетки, циклоны и электрофильтры. Характерным для всех 
зтих аппаратов является то , что для осаждения частиц из потока газа 
в них используются внешние силы - гравитационные, центробежные 
и электростатические . 

Пьmеосадительные камеры. В пьmеосадительных камерах использу­
ется гравитационное осаждение частиц из горизонтально }Jаправленного 
газового потока. Для достижения высокой эффективности очистки 
газов необходимо, чтобы частицы находились в пьmеосадительной ка­
мере возможно более продолжительное время. По этой причине пьmе­
осадительные камеры, рассчитанные на осаждение даже достаточно 
крупных частиц, представляют собой громоздкие сЬоружения. Расчет 
параметров таких камер по существующим в настоящее время методи­
кам [56) основьmается на предположении о ламинарном характере те­
чения газа внутри камеры. Принимается,  что коэффициент улавливания 
частиц 1/ пропорционален скорости падения частицы w, времени ее паде­
ния t и обратно пропорционален высоте падения Н, т . е .  

11 == w (t/H ) · 1 00%. 

Скорость падения частицы w, как правило, рассчитьmают по закону 
Стокса, т. е .  

2 
1 Рт d.т w == 18 µ. 

где Рт - плотность вещества, из которого состоят частицы; dт � диа­
метр частицы; µ. - молекулярная вязкость газа. Высоту камеры Н на­
ходят из условия, что частицы заданного наименьшего размера dт за 
время t успели осесть на стенки камеры, т .  е . 

Н == Wmin t. 

Длина камеры L = ut, где и - линейная скорость газового потока. 
При высоте и ширине камеры 3 м и  скорости потока 1 м/с, темпера­

туре воздуха 1 5 -20 ° С 

Re = Hu/v == 2 1 0 000, 

т .  е. поток в такой камере характеризуется высокой степенью турбули­
зации. Даже при умень!пении высоты ю1-меры до 1 О см (полочные каме­
ры типа Говарда) поток газа остается турбулентным (Re -7000) . В свя­
зи с этим методы расчета, основанные на предположении о ламинарности 

1 2 9  



потока газа внутри осадительной камеры, не могут дать правильных 
результатов . 

Пъmеотделяющие жалюзийные решетки. В пятидесятых годах широ­
кое распространение в очистке газов от взвешенных в них частиц полу­
чили различные конструкции пьmеотделяющих решеток , или, как их 
еще назьшают, жалюзийных золопьmеулавливателей . В нашей стране 
известны конструкции таких агрегатов БТИ, КТИС, ЛИОТ и др. 

Принцип работы пьmеотделяющих решеток описьшается на основе 
представлений о движении твердых частиц в потоке газа под действием 
инерционных или центробежных сил, которые проявляются прИ искрив­
лении потоков газа во время их прохождения через промежутки между 
пластинами решетки. Считается , что отделение частиц от несущего потока 
происходит при их ударении о пластины решетки и отбрасывании внутрь 
входной камеры, откуда уже воздух, обогащенный частицами пьmи, от­
сасьшается в пьmеулавливающий агрегат, обычно в отсосный циклон. 

В настоящее время отсутствуют эффективные методы расчета пара­
метров пьmеотделяющих решеток и их оптимальных размеров . Более 
того , даже качественно принцип их работы, по нашему мнению, описы­
вается неправильно . Действительно , достаточно проанализировать основ­
ные параметры газового потока на входе в решетку и при ее прохожде­
нии, чтобы понять, что такой агрегат сильно уменьшает степень турбули­
зации газоврго потока. Происходит это из-за резкого уменьшения скоро­
сти потока при проходе через решетку Ипр· по сравнению со скоростью 
потока на входе в решетку Uвх · Кроме того , уменьшаются и линейные 
размеры газового потока в соответствии с размерами просвета решетки. 
В результате этого отношение R постоянных Рейнольдса на входе и на 
проходе решетки, которое, как нетрудно убедиться, равно отношению 

R = Uвх Dвх / V прDпр • 
где Dвх и Ц.р - линейные размеры потока на входе в решетку и на ее 
проходе , значительно больше единицы. Эксперименты с пьmеотделяющи-

Таблица 3.1 .  Коэффициенты очистки пьшеотделяющнх решеток 

Тип ре-
Dвх• см  llвx •  см/с 

Dвx llвx 
шетки Dпр. см Ипр• см/с R = --- 11 · % 

Dпр Uпр 

Криволиней- 1 1 ,5 1 800 0,4 200 259 87 
пая "'S " 
Импери!JЛ 8,5 1 800 0,4 254 1 5 0  7 6  

"К" 
КТИС "Ф" 7 ,5 2600 0,6 200 162  76 

Улитка с 1 3 ,2 8 1 0  1 ,0 195 55  5 5  

решеткой 
БТИ 12 ,2 1500 2 ,0 228 30 55 
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ми решетками показали, что степень очистки газового потока от взве­
шенных частиц зависит от того , насколько решетка подавляет турбулент­
ность взвесенесущего потока. Чем больше отношение постоянных Рей­
нольдса для потока на входе и при прохождении решетки, которое ха­
рактеризует степень подавления турбулентности , тем выше коэффи­
циент очистки газа 1/ ·  В табл . 3 .1 приведены экспериментальные значе­
ния коэффициента очистки газового потока в решетках различного 
типа, различающихся прежде всего степенью R подавления турбулент­
ности. 

Циклоны. Циклоны нашли самое широкое распространение в практи­
ке пьmеулавливания, однако идущий в них процесс отделения частиц 
от несущего газового потока до сих пор недостаточно изучен. В связи 
с этим выбор основных параметров циклонов и определение их эффек­
тивности осуществляются в основном с помощью эмпирических дан­
ных, что затрудняет принятие оптимальных решений. 

В циклоне запьmенный поток входит через патрубок , расположенный 
тангенциально к цилиндрической пьmеосадительной камере, проходит 
по окружности вокруг выходной трубы и движется спирально вниз по 
стенке конуса и затем вверх, в выходную трубу. Диаметр восходящего 
по спирали потока почти равен диаметру выхлопной трубы (рис . 3 . 1 ) . 

Рассмотрим современное состояние теории циклонирования [64] . 
Частицы пьmи в циклоне перемещаются вместе с потоком газа по тра­
ектории, показанной на рис. 3 .2 .  Движение определяется центробежной 

1 1 1 / 1 '  1 , , 
1 1 
, 1 

Рис. 3 . 1 .  Схема движения газо­
вого потока в циклоне 

Рис. 3 .2 .  Траектория движения 
частицы в циклоне 
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силой и силой сопротивления , при этом для определения продолжитель­
ности процесса разделения частиц пьmи от газа следует сопоставить дей­
ствие этих сил . Закон сопротивления для частиц зависит от режима осаж­
дения. Можно выделить два предельных случая , когда сила с6противле­
ния описывается законом Стокса при Re < 0 ,2 и когда сила сопротивле­
ния F с зависит от коэффициента, который, в свою очередь, зависит 
от постоянной Рейнольдса. В первом случае из потока запьшенного 
газа вьщеляются наиболее мелкие частицы пьши . При условии F с = F ц 
получим 

rrd з и 2 dr Т _г _ 3 d -
6- Рт r = 1Г т µ -dt 

где Ит (r ) - тангенциальная составляющая скорости газа, являющаяся 
функцией радиального расстояния (см . рис. 3 .2) . Обычно полагают, 
что газ в циклоне вращается как твердое тело и Иг = w r , где w = 
= const . С учетом этого можно получить выражение для времени раз­
деления частиц пьши ot газа : 

Если время прохождения газа через объем пьшеосадительной камеры 
циклона достаточно для осаждения самых мелких частиц пьmи, то ра­
бочий объем аппарата Qц = Qc t , где Qc - заданная производитель­
ность циклона. 

Приведенные формулы являются типичными для расчета процесса 
циклонирования , однако, как ук азывают в се авторы , пытавшиеся приме­
нить их к расчету реальных аппаратов , они не полностью описьmают 
процесс отделения частиц пьши от газ а  в циклонах. Результаты расче ­
тов по этим формулам не сходятся с экспериментальными данными . 
Вероятно, в значительной степени такое расхождение с экспериментом 
обусловлено тем, что движение частиц пыли в циклоне происходит в 
сильно турбулизованном потоке газа. Особенности же поведения частиц 
в турбулентной среде не учитьmаются в приведенных выше форму­
лах. Действительно, если взять в качестве наименьшего циклонного ап­
парата циклон диаметром 1 О см и принять входную скорость потока 
равной 1 0  м/с, то для такого случая Re = 66 000 , т. е .  течение газа в цик­
лоне характеризуется сильной турбулентностью . Опыты по осаждению 
пьmи из газового поток а в криволинейном канале показали, что ра­
счетные данные не сходятся с опытными . Так , по расчетам, вся пьmь 
должна бьmа осесть на стенки канала при повороте потока на 50-80° , 
а на опыте при повороте потока на 270° только 90% частиц пыли дости­
гало стенок канала (к стенке канала была прикреплена липкая бумага, 
захватывающая каждую частицу пьmи , отброшенную к стенке) . 
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Как уже указьmалось , наблюдения за движением газа в циклоне по­
казали, что поток движется по спирали, направленной к отверстию ко­
нуса циклона, и, попадая в бункер, создает там вращательное дви­
жение, затем направляется обратно через отверстие конуса к выхлоп­
ной трубе . Именно в бункере при резком уменьшении скорости потока 
и оседают частицы пьmи . На основании этих наблюдений бьmи сделаны 
попытки описания процесса работы циклона. Отделение твердых частиц 
малых размеров от газового потока происходит не из-за действия 
центробежных сил, а из-за изменения направления скорости течения 
газа в месте соединения нисходящего и восходящего жrута твердых 
частиц. Под жгутом твердых частиц подразумевается вихревой поток, 
внутрь которого засасьmаются частицы пьmи. Такая теоретическая схе­
ма процесса циклонирования более правильно описьmает основной ха­
рактер газового течения и движения твердых частиц в циклоне по 
сравнению со схемой, учитьmающей только центробежные силы. Но и 
эта схема оказьmается достаточно грубой для того, чтобы служить ос­
новой для расчета работы циклонов . 

Отсутствие надежной теоретической базы расчета циклонов привело 
к тому, что, как правило, реальные аппараты рассчитьmают с привлече­
нием эмпирических методов, в основе которых лежат способы rидро:ДИ­
намического моделирования и теория размерности . В работе [58) при­
нято , что коэффициент очистки газа в циклоне зависит от двух крите­
риев , связанных с постоянными Фруда и Стокса. Критерий Фруда опре­
деляется как 

Fr = u2/ ( gL) , 

где и - скорость потока газа при входе в циклон ;  L - линейный масш· 
таб циклона; g - ускорение силы тяжести . 

Критерий Стокса 

St = d:f Рт и/ (µL)  , 

где dт - диаметр частиц пьmи; Рт - плотность пьmевых частиц; µ -
вязкость газа. 

Для циклонов определенной конструкции коэффициент очистки 
должен зависеть от объемного расхода газа Q, гидравлического сопро­
тивления циклона дР ,  гидравлической крупности частиц пьmи w и вяз­
кости газа. Объемный расход газа определяется следующим образом :  

Q �  L 2 u, 
а гидравлическое сопротивление циклона пропорционально ,; р0 • Гид· 
равлическая крупность частиц пыли пропорциональна их плотности и 
квадрату их диаметра. При моделировании процесса работы циклона 
добиваются постоянства критериев Фруда и Стокса с учетом зависи­
мостей описанных выше параметров от характеристик циклона. Так , 

1 3 3  



критерий, выражающий отношение относительной скорости частицы 
vт к скорости газового потока и, выглядит следующим образом [58] : 

V T  4 <Рт - Po ) d 

и 3 · 0 ,45PoL 

где р0 , Рт - соответственно плотности газового потока и частицы пьmи. 

При использовании формул моделирования предполагается , что тур· 

булентный поток газа в циклоне имеет автомодельный характер в широ· 

ком интервале значений постоянной Рейнольдса. Следует отметить , 

что все расчеты, вьшолненные на основе теории моделирования исходя 

из существования вращательного движения, могут быть вьшолнены и 

без учета вращения газового потока. Критерии Фруда и Стокса харак ­

терны для любого движения частиц под действием внешних сил и вов­

се не характеризуют циклонный процесс как центробежный. 
Весь опьпный материал резко противоречит этому представлению. 

Достаточно указать на многочисленные попытки улучшить работу цикло­

нов , исходящие из представлений о центробежном характере воздей· 

ствия потока на частицы, например, путем устройства винтообразных 

газоходов, увеличения числа оборотов газа в циклонах и т. д. Все эти 

попытки усиления действия центробежных сил не привели к существен­

ному улучшению работы циклонов , а в некоторых случаях осаждение 

частиц пьmи уменьшалось . Единственный факт улучшения работы цикло­

на с уменьшением его диаметра , который обычно приводится как дока­

зательство действия центробежных сил в циклоне , усиливающихся с 

уменьшением радиуса кривизны , может найти и иное объяснение, на 

чем мы остановимся ниже . 
Оценивая состояние теоретических исследований процесса осажде­

ния частиц пьmи в циклонах, некоторые авторы отмечали , что пред­

ложенные до настоящего времени теоретические расчеты циклонных 

аппаратов не подтверждаются практической работой их на промышлен· 

ных установках, по отдельным же узлам циклона расчетов вообще 

нет .  Поэтому основным методом изучения и отработки циклонов в на· 

стоящее время являются экспериментальные испытания моделей 

в стандартных условиях, сравнение результатов этих испытаний с различ­

ными характеристиками и выбор наилучших из них. По этому пути 

проводились все исследования и бьm накоплен большой эксперименталь· 

ный материал, в значительной мере пока не нашедший достаточного 

теоретического объяснения и количественного описания . 
Электрофильтры . В отличие от инерционных пьmеуловителей осажде­

ние частиц в электрофильтрах происходит путем воздействия электри­

ческого поля непосредственно на частицы аэрозоля, а не на поток газа 

с частицами подобно воздействию на частицы поля тяжести . Однако 

осаждение частиц под воздействием электрического поля значительно 

эффективнее , чем под воздействием гравитационного поля. В электро -
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фильтрах эффективность улавливания частиц аэрозоля даже субмик­
ронных размеров достигает 99% и более . В этих аппаратах улавлива­
ние частиц происходит при условии сильной зарядки частиц в корон­
ном высоковольтном разряде и последующем осаждении на осадитель­
ном обычно заземленном электроде . 

Процесс очистки газов в электрофильтрах может быть разделен на 
стадии: 

образование коронного разряда; 
зарядка взвешенных в газовом потоке частиц пыли электронами и 

ионами в поле коронного разряда; 
движение заряженных частиц в потоке газа под действием гидродина-

мических и внешних электрических сил ; 
осаждение заряженных частиц на осадительном электроде ; 
удаление осажденных частиц с осадительного электрода. 
Важнейшим фактором, влияющим на процесс улавливания, являет­

ся время, необходимое частице пьmи для достижения электрода. Это 
время определяется составляющей скорости движения частицы, на­
правленной перпендикулярно осадительному электроду. Для ламинар­
ного течения и молекулярной вязкости расчет осаждения частиц доста­
точно прост . Для турбулентного потока газа, несущего частицы пьmи, 
эффективность осаждения рассчитьmается по формуле, основанной на 
вероятности захвата частицы, движущейся в электрическом поле : 

1'/ = 1 - exp (--Sw/u) , 
где 1'/ - эффективность осаждения частицы; S - осадительная поверх­
ность ; и - скорость течения газа в электрофильтре ; w - скорость движе­
ния частицы к осадительному электроду. Скорость миграции частиц к 
осадительному электроду существенно зависит от степени турбулиза­
ции газового потока и равномерности распределения его скорости по 
всему сечению электрофильтра. 

Обычно расстояние от коронирующего до осадительного электрода 
принимается близким к 1 0-50 см, скорость газового потока внутри 
электрофильтра обычно близка к 1 м · с-1 • Следовательно , наименьшее 
значение Re равно 6000, т. е. поток является турбулентным, а основной 
задачей при конструировании электрофильтров , так же как и других 
аппаратов для улавливания аэрозольных частиц, является уменьшение 
турбулентности газового потока .  

Удаление частиц пьmи с осадительного электрода является одним из 
важнейших процессов в электрофильтрах. Это удаление осуществляется 
либо стряхиванием сухих частиц с электродов, либо смьmанием их 
водой . Сброшенные или смытые частицы пыли поступают в буи 
кер электрофильтра , откуда удаляются через затворы, препятст ­
вующие поступлению воздуха в бункер , так как при таком поступле­
нии резко снижается эффективность улавливания частиц в электро­
фильтрах. 
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Таким образом, рассмотрение основных положений и подходов к 
расчету механических и других пьmеуловителей показало, что эти ме­
тоды расчета опираются на допущении о ламинарности потока, несущего 
частицы пьmи. Это допущение неправильно описьmает процесс очист­
ки в пьmеуловителях, правильное же описание может быть получено 
только при рассмотрении взаимодействия час1иц пьmи с несущим их 
газовым потоком с учетом турбулентности последнего . 

3.2 . Транспортирующан способность газового потока 

Для того чтобы подойти к рассмотрению вопроса об очистке газов 
от взвешенных в них частиц пьmи, необходимо знать закономерности 
процесса переноса частиц пьmи потш-:ом, т. е. необходимо знать зави· 
симость транспортирующей способности потока от свойств самого по · 
тока и взвешенных в нем частиц пьmи . Под транспортирующей способ· 
ностью потока понимается максимальная концентрация частиц пьmи, 
имеющих определенную гидравлическую крупность , при которой воз· 
можен перенос пьmи потоком во взвешенном состоянии. 

Для анализа транспортирующей способности газового потока вос­
пользуемся гравитационной теорией М. А. Великанова, основные поло ­
жения которой описаны в гл . 1 .  Уравнение распределения концентрации 
пьmи в турбулентном потоке газа можно вьmести следующим образом. 
Масса элементарного объема газовой фазы потока равна (1 - S)p0g Х 
Х dx dy dz.  Масса элементарного объема твердой фазы потока 
S p0gdx dy dz .  

Работа в направлении силы тяжести в единицу времени в потоке со 
свободной поверхностью получается умножением на высоту падения, 
равную для любой газовой частицы, двигающейся вдоль оси ох , произ­
ведению из уклона на скорость . Следовательно , работа газовой фазы paв­
HDi (1 - S) p0guldx dy dz, где I - уклон потока; и - линейная ско­
рость потока. Для твердой фазы, помимо падения, общего для обеих 
фаз и равного и!, каждая твердая частица перемещается вниз относи­
тельно окружающей ее газовой среды на расстояние w(l - S) , совершая 
при этом положительную работу, обусловленную превышением ее 
плотности над плотностью газовой среды и равную для элементарного 

объема S (рт - Ро ) gw(l - S) dV. Общая суммарная положительная 
работа для твердой фазы равна [ Spтgul + S (1 - S) (Рт - Ро ) gw] dV. 
Работа сопротивления потока, вычисляемая,  как обычно, на основании 
отождествления турбулентного трения с переносом количества движе­
ния, рассчитьmается отдельно для газовой и твердой фаз потока. При 
этом весь поток как бы расчленяется на два - один с плотностью 
Ро ( 1 - S) , другой -ртS . Для первого потока перенос количества дви­
жения через площадку dxdy, осредненный по времени, равен 

Ро (1 - S ) uv dx dy ; для второго потока PтSuvтdxdy.  Выполняя опера-
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цию осреднения и вводя величину v т = v - w, а также считая равным 
нулю третьи гидродинамические моменты типа ( u'v'S' > ,  для газовой 

фазы получаем р0 [ ( 1 - S) u 'v ' - wS u'S '] dx dy. 
Для распределения продольной скорости потока по его высоте прини­

мается формула Ясмунда -Никурадзе 

и= ас'=- v'iШ т ( 1 + -� ) , 
где Н - высота потока;  а - относительная шероховатость ; 1/ = z/ Н; 
z - расстояние до дна потока; at - постоянная Кармана. Исключая из 
полученных уравнений корреляцию вида ( u 'v ' ), получаем уравне­
ние для мутности потока в виде 

где 

1 
а I (1 + as)a 11 _ в 
d1/ 1/ S ( 1 - S )  ( 1 + a S )  2 

Э( а w а =  
Рт - Р о 

Ро 
В =  

( 1 + а ) /  Viffi 

в 

Выражение для В является безразмерной комбинацией характеристик 
потока (и, Н, I ) и взвешенных наносов (а, w) . Таким образом, этот 
параметр можно рассматривать как критерий транспортирующей спо­
собности турбулентного потока газа. Так как плотность частиц пьmи 
значительно больше плотности газовой среды, т. е .  Рт > р0 , то пара­
метр а много больше единицы.  Следовательно, параметр В можно 
представить в следующем виде : 

� w  в =  
1Viffi 

Принимая для газового потока, что его высота равна гидравлическому 
радиусу трубы, получаем h = O,SD, где D - диаметр трубы. Уклон по­
тока можно выразить через перепад давления на единицу длины гори­
зонтально расположенной трубы следуЮщим образом : 

I =  1 Л и 2  
gp0 - Ii  2.i ' 

где Р 1 - Р 2 - разность давлений на участке трубы длиной L ;  Л - коэф­
фициент сопротивления трубы; р0 - плотность газа. Коэффициент со­
противления можно определить по формуле Блазиуса для гладких 
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труб :  

Л = 0 ,32 Re- 1 /4 , 

где Re = uD/v - постоянная Рейнольдса; v - коэффициент кинематиче­
ской вязкости . Теперь с учетом полученной зависимости для уклона 
потока параметр В можно представить в виде 

wgD 
в = 2, 1 5 --­

л3 /2и 3 

Кубическая зависимость от скорости потока следует из того , что бьmа 
учтена работа, затрачиваемая потоком на взвешивание переносимых 
им твердых частиц пьmи. 

Для распределения мутности потока по его высоте М.  А. Великано­
вым бьmа получена следующая зависимость : 

(3 . 1 ) 
где т - параметр, который зависит только от относительной шерохова­
тости дна потока и меняется в пределах от 0, 1 5 до 0,25 . Такая зависи­
мость характерна и для распределения кшщентрации частиц пьmи по 
высоте несущего их турбулентного потока газа. 

При w -+  О или при и -+ 00 ,  т . е .  в случае очень мелких частиц пьmи или 
очень больших скоростей несущего их газового потока, твердые части­
цы распределены по высоте трубы равномерно . Если же частицы доста­
точно крупные или скорость несущего их газового потока мала, то 
максимум концентрации наблюдается у самого дна потока. 

Из анализа формул распределения мутности потока по его высоте , 
полученных в рамках гравитационной теории М. А. Великанова, следует, 
что с ростом диаметра трубы концентрация частиц пьmи или мутность 
потока должны . быстро убьmать в точках, характеризующихся одина­
ковым значением параметра z/ D, а это физически неверно . В действи­
тельности с ростом диаметра трубы при одинаковой скорости потока 
растет постоянная Рейнольдса, т .  е. увеличивается степень турбулизации 
газового течения. С точки зрения теории турбулентности интенсивность 
турбулентных пульсаций потока меняется одинаковым образом как 
при изменении скорости течения, так и при изменении его масштаба или 
диаметра трубы. Следовательно , из закона подобия Рейнольдса выте· 
кает, что зависимость распределения концентрации частиц пьmи по ВЫ· 
соте потока должна быть одинаковой как для скорости течения , так и 
для диаметра трубы. Другими словами, распределение частиц должно 
зависеть от параметра, представляющего собой произведение скорости 
на диаметр трубы : В - (иD )-3 , или В - Re-3 • 

Такая зависимость имеет достаточно ясный физический смысл. Дей­
ствительно , в турбулентном потоке существуют вихри различного 
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масштаба, в том числе и самые крупные, размер которых совпадает с 
масштабом самого потока. Диффузия частиц пьmи под действием моле­
кулярных движений, имеющих постоянную интенсивность во всех 
точках течения, характеризуется постоянным коэффициентом диф­
фузии, который зависит от энергии молекулярного движения и подвиж­
ности частиц пьmи . Подвижность частиц, в свою очередь , зависит как 
от вязкости газовой среды, так и от размера самих частиц. Таким об­
разом, в случае молекулярной диффузии среднее квадратичное смеще­
ние частицы пропорционально проходимому ею пути или времени диф­
фузии t ,  т .  е . r - t . При турбулентной диффузии интенсивность рассея­
ния частиц зависит от расстояния между ними. Если это расстояние ма­
ло , то частицы будут разделяться относительно друг друга под влияни­
ем малых вихрей,  масштаб которых соизмерим с расстоянием между 
частицами. Крупные же вихри будут переносить частицы , не разделяя 
их. В такой ситуации зависимость среднего квадратичного смещения 
частицы становится нелинейной . А. М .  Обуховым бьmо показано , что 
для турбулентной диффузии вьmолняется зависимость х2 - t 3 .  

Коэффициент диффузии частиц в малых масштабах 1 равен кубу 
коэффициента диффузии в масштабе всего потока L [60] : 

к з 
К1 = ( l/L) 4 + .  

v 
(3 .2) 

Коэффициент диффузии в масштабе всего потока К L = ul, где и -
осредненная скорость потока;  l - масштаб энергонесущих вихрей . 
Между этими двумя законами изменения коэффициента диффузии 
частиц находится промежуточная область . 

Среднее квадратичное смещение частицы в турбулентном потоке 
пропорционально кубу времени диффузии до тех пор ,  пока расстояние 
между частицами не станет равным масштабу самых крупных вихрей , 
т .  е .  масштабу самого потока. С этого момента времени рост коэффи­
циента диффузии прекращается , и среднее квадратичное смещение ча­
стиц пропорционально времени их движения. Для частиц,  имеющих соб­
ственную скорость падения vg , коэффициент диффузии существенно 
зависит от этой скорости , или , что то же самое , от времени падения 
частицы. 

Рассмотрим теперь вопрос о движении падающих частиц, взвешенных 
в турбулентном потоке, учитывая приведенные здесь соображения . 
Частицы поднимаются вследствие вертикальных турбулентных переме­
щений газовой среды . В этом процессе основную роль играют вихри оп­
ределенной интенсивности, вертикальная составляющая которых соиз ­
мерима со скоростью падения частиц. Вихри же меньших размеров не 
в состоянии поднимать данные падающие частицы . Таким образом, для 
частиц, обладающих заданной скоростью падения , существует опреде ­
ленная область спектра турбулентных пульсаций , обеспечивающая 
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подъем этих частиц. Частоту появления пульсаций, имеющих скорость 
vл, можно оценить, воспользовавшись теорией локальной изотропной 

турбулентности .  Согласно этой теории частота wл = И/ Л, где И - осред­
ненная скорость потока; Л - линейный масштаб , например высота , на 
которую должна быть поднята частица (Л � L ;  L - масштаб потока) . 

Как известно [59] , отношение изменения скорости в масштабе Л 
к ее изменению Ли в масштабе L по порядку величины 

откуда 

Л = L (vлf Ли) . (3 .З) 

Подставляя это значение Л в выражение для частоты wл_, получаем, что 

или 

где wL - частота наибольших пульсаций в масштабе всего потока.  

Как уже указывалось , коэффициент турбулентного перемешивания 
частиц в потоке в масштабе l прямо пропорционален третьей степени 
коэффициента перемешивания в масштабе L . Поэтому коэффициент 
перемешивания падающих частиц, взвешенных в турбулентном потоке 
газа, можно определить по формуле 

к1 = a (ul) 3 .  (3 .4) 

Согласно теории диффузии распределение концентрации взвешенных 
частиц по вертикали в горизонтальном потоке описывается следующим 
соотношением : 

� z dz � 
с = с0 ехр - w  f -- , 

о Kz 
(3 .5) 

где с - концентрация частиц на высоте z ; с0 - соответственно концент­
рация частиц на высоте z = О ; Kz - коэффициент турбулентной диффу­
зии в вертикальном направлении. Если рассмотреть , например, поток 
в горизонтальной трубе и принять для трубы среднее значение масштаба 
энергонесущих вихрей l и среднюю скорость течения И, то распределение 
концентрации взвешенных частиц со скоростью падения w по высоте 
горизонтальной трубы имеет вид 

с � wz ( 
� = ехр ( - а из z з � . 

(3 .6) 

Напомним, что гравитационная теория М. А.  Великанова приводит к 
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зависимости 

с/ с0 = (1 - z/D) mв. (3 .7) 

Если принять , что в среднем для потока в трубе диаметром D l = 0,1D 
[62] , то можно записать (см., например, [60] ) для трубы 

К = 1 0-3 аUЭ D3 • 

Следовательно , в данном случае зависимость (3 .6) примет вид 

_:_ = ехр ) - �Oзwz ( . 
с о ( а и 3 D 3 � (3 .8) 

Из сравнения соотношений (3 .8) и (3 .7) , полученных в рамках гра­
витационной теории М .  А. Великанова, видно, что в первом случае с рос­
том диаметра трубы перемешивание усиливается и концентрация частиц 
по высоте трубы выравнивается , а во втором случае , наоборот, чем боль­
ше диаметр трубы, тем ниже слой взвешенных частиц в трубе при одной 
и той же скорости потока. Достаточных данных для проверки зависи­
мости распределения концентрации от диаметра трубы пока не имеет­
ся , хотя согласно , например,  опыту отбора проб запьmенного воздуха 
известно, что с уменьшением диаметра газозаборной трубки в ней долж­
на обеспечиваться скорость , значительно превышающая скорость основ ­
ного потока во избежание выпадения частиц (за исключением самого 
заборного отверстия , где относительная скорость должна быть равна 
нулю) . 

Параметр 

А = SgwD 
1ТD зиз (3 .9) 

характеризует транспортирующую способность газового потока и опи­
сьmает распределение концентрации частиц по высоте потока соглас­
но гравитационной теории М .  А. Великанова. Аналогичный параметр 
А 1 , полученный в рамках теории турбулентной диффузии падающих 
частиц, имеет вид 

w v2D 
А 1  = · 10 1 1 ; ;;зп з 

А Sg 

(3 . 1 0) 

Если принять кинематическую вязкость воздуха равной 0, 1 5 см2 /с ,  
то отношение А 1 /А � 1 ,  т.  е .  критерии транспортирующей способно-
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сти турбулентного потока газа, полученные в рамках гравитационной 
теории М. А. Великанова и в рамках теории турбулентной диффузии 
падающих частиц, практически равны. Однако А 1 более правильно от­
ражает физическую природу явления, так как он связьmает транспор­
тирующую способность газового потока не только с кинематической 
вязкостью , но и с масппабом энергонесущих вихрей . Масппаб энергоне ­
сущих вихрей, в свою очередь,  зависит от шероховатости ограничиваю­
щих поток поверхностей и характеризует степень турбулизации газового 
течения. Таким образом, критерий А 1 охватывает все свойства потока 
и ограничивающих его поверхностей . 

Допустимая концентрация частиц пыли может быть выражена через 
параметр А 1 , если принять , что она обратно пропорциональна транспор­
тирующей способности потока, т .  е .  

Стах с = 
3 - VRe 1 0-1 1 - Стах -- • • 

wD 

В гл . 1 бьmо показано , что максимальная концентрация частиц пьmи в 
воздухе равна 0,5 кг/м3 • Воспользовавшись этим результатом, полу­
чим, что максимальная концентрация частиц пьmи гидравлической круп­
ности w в трубе диаметром D, переносимая потоком во взвешенном 
состоянии, составляет 

3 
с = 500 � . 1 0-1 1 . 

wD 

Если перейти от исследований транспортирующей способности пото­
ка газа к вопросу об очистке газов от взвешенных в потоке частиц 
пьmи, то очевидно, что эти процессы прямо противоположны. Если 
концентрация пьmи, которая может быть перенесена потоком, растет 
прямо пропорционально Re3 , то должно быть наоборот : 

с ,.., Re- 1 /3 п ад • 
Следует иметь в виду, что если переносимая потоком концентрация 
пьmи обратно пропорциональна гидравлической крупности частиц, 
то концентрация вьmадающей пыли прямо пропорциональна гидравли­
ческой круmюсти : Спад ""' w . 

Если поток , характеризующийся постоянной Рейнольдса Re1 , с ча­
стицами со средним размером r переходит в зону, в которой число 
Рейнольдса уменьшается до значения Re2 , то коэффициент очистки 
определяется следующей зависимостью : 

11 = 
С пад 

С нач 

где а - постоянная . 
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3 .3.  Расчет эффекти вности п ылеулавливающих аппаратов 

Основной величиной, характеризующей работу пылеулавливающих 
аппаратов , является коэффициент очистки газов от пьmевых частиц. 
Этот коэффициент определяется так : 

Мул Мвх - Мвых  
fl = -- . 1 00% = . 1 00%, 

Мвх Мвх 

где Мвх •  Мвы х •  Мул - масса частиц, содержащихся в газе соответствен­

но до их поступления в аппарат, на выходе из аппарата и задержанных 

в аппарате . Коэффициент очистки fl можно выразить через средние 
коицентрации пьmи в газе следующим образом :  

fl = 
СвхQв х - СвыхQвых 

СвхQвх 
· 1 00%, 

где Свх и Свых - соответственно средние коицентрации пьmи в газе 

на входе в аппарат и на выходе из него ; Qв х и Qвых - количество га­

зов , поступающих в аппарат и выходящих из него . Если Qвх = Qвых • 
т .  е .  при отсутствии подсосов воздуха или утечке газов из аппарата , 

а также при отсутствии сильного увлажнения газов , то для коэффици­
ента очистки справедливо соотношение 

�ых ) · 1 00% . 
Свх 

Коэффициенты очистки зависят не только от технических характери­
стик пьmеулавливающих аппаратов и установок , но и от дисперсного 
состава улавливаемых частиц. Качество работы того или иного аппара­
та можно охарактеризовать фракционным коэффициентом очистки , 
который показьmает отношение количества пьmи данной фракции, 
уловленной в аппарате, к количеству входящей пьmи той же фракции. 
Фракционный коэффициент очистки газов относится к частицам опре ­
деленных размеров . 

Пылеосадительные камеры. Пьmеосадительные камеры являются 
одним из простейших пьmеулавливающих аппаратов , основаннь� на 

использовании осаждения крупных частиц диаметром 1 00 мкм и более 
под действием силы тяжести при снижении транспортирующей спо соб­
ности турбулентного потока газа, несущего частицы пыли (рис . 3 .3) . 

Коэффициент очистки газов от частиц пьmи , определяемый ка;<: от ­

ношение массы частиц, осажденных в камере , к- массе частиц, поступаю­

щих в камеру в единицу времени, может быть рассчитан с учетом рас ­
пределения частиц по фракциям следующим образом : 
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а) 
Рис. 3 .3 . Пылеосадиrельные камеры: 

а 
-

без перегородок; 
б -

с перегородками 

где ТI; - фракционный коэффициент улавливания частиц пыли диамет­
ром d; ;  f; - массовая доля частиц в потоке, имеющих размер меньше 
d; ;  n; - для частиц i-й фракции в потоке газа; wo c i и wo c k - скорости 
осаждения соответственно i-й и наиболее крупной фракции частиц. 

Скорость газа в пьmеосадительных камерах обычно выбирается рав­
ной 0,2 - 0,8 м/с, а высота и ширина камеры достигают 3 м. Принимая 
среднюю скорость потока газа в пылеосадительной камере равной 
0,5 м/с, получаем, что для такой камеры Re = 1 05 . Заметим, что даже 
в пылеосадительных камерах типа Говарда с горизонтальными полками, 
между которыми расстояние равно 1 О - 20 см, Re = 3 + 6 · 1 03 • Обычно 
скорость потока на входе в камеру равна 1 0  м/с при диаметре подводя­
щего патрубка 1 м .  Если принять согласно [63] , что коэффициент очист­
ки газа для пьmеосадительных камер не превышает 40 - 50%, то в та­
ких камерах его можно принять равным 

11 = А (-:-:.со:.:.:::_т_о_к_а )  1 /3 '  

где А = 1 2,5 + 1 5  ,5 .  Таким образом, очистка газов в пьmеосадительных 
камерах может быть улучшена только снижением транспортирующей 
способности потока газа, несущего частицы пьmи, т .е .  снижением турбу­
лентности газового потока. 

Рассмотрим более подробно пылеотделяющие решетки жалюзийного 
типа (рис . 3 .4) . В таких камерах при размещеШlи горизонтальных пе­
реrородок в газоходе уменьшается масштаб потока в 1 О раз, т .е. в 
1 0  раз уменьшается 'Re . При этом транспортирующая способность потока 
уменьшается в 1 000 раз и, следовательно, в такое же число раз уменьша­
ется количество переносимой примеси, состоящей из частиц пыли. Основ­
ной поток разделяется на отдельные потоки на расстоянии 5- 10 диамет­
ров просветов , т .е .  на расстоянии 0,5- 10 нач_альщ>го диаметра потщса 
D . В этом месте частицы пыли не могут поддерживаться потоком несу­
щего их газа и опускаются к его дну, а затем, захватываясь турбулент­
ными пульсациями, вновь взвешиваются, образуя облако пьmи на рас-
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Рис. 3 .4 .  Пылеотделяющая решетка Рис .  3 .5 .  Схема действия жалюзийного 
пылеуловителя 

стояЮiи 0,5-ID от решетки . Часть пылевых частиц все же будет проно­
ситься через эту решетку.  Так как перед решеткой концентрация частиц 
пыли будет непрерывно возрастать , то возрастать будет и проскок час­
тиц через решетку до тех пор, пока не установится равновесное состоя­
Шiе , при котором концентрация частиц пыли в газоходе перед решеткой 
на значительном от нее расстоянии и концентрация частиц пьmи за решет­
кой выравняются . 

Можно поступить и иначе , установив в газоходе на расстоянии 0,5- ID 
от решетки перед входом в нее запыленного потока газа специальную 
щель,  через которую отсасывать со скоростью, превышающей скорость 
в газоходе, пыль , накапливающуюся перед решеткой . Затем эту пыль 
осаждать в отдельном пылеуловителе.  Такая элементарная решетка бу­
дет действовать как пьmеотделяющая система , выделяя частицы пыли 
из несущего их газового потока.  Если же уменьшить не только масштаб 
потока газа , но и скорость его течения в просветах решетки , то можно 
добиться сравнительно высокого коэффициента очистки газа от частиц 
пыли . Именно на таком принципе построены современные пьтеотделя­
ющие решетки. На рис . 3 .5 показана схема действия жалюзийного пыле­
уловителя . 

Во всех решетках (жалюзийная решетка БТИ, решетка КТИС и др.) 
поток газа подводится с большой скоростью через вс� сечение газо-

Таблица 3. 2. Коэффициент 
А для жалюзийных 

решеток разных типов 

Тип решетки � � 1 /З Т/ 
Криволинейная " S  " 259 6,4 87 
Империал ''К" 150  5 ,3 76 
КТИС "Ф" 162  5 ,4 76 
Улитка с решеткой 55 3,8 55  
БТИ 30  3 , 1  55 

А =.Т/� 1/3  

1 3 ,3 
14,4 
14 ,0 
14,5 
17 ,8 
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хода, а затем проходит через узкие проходы решетки с малой ско­
ростью.  

Ранее бьmо показано, что коэффициент очистки газа от частиц пыли 
для решетки зависит от отношения Re на входе в решетку и на выходе 
из нее и пропорционален корню кубическому из этого отношения. 
В табл . 3 .2 приведены значения отношения 

� = 
R е пр о х о д а  

Из данных табл . 3 .2 следует , что для пылевых частиц, по улавливанию 
которых испытывались решетки жалюзийного типа , 

( R e ) 1 / 3 
11 = 1 4,8 в х  ' 

R е пр о х од а  

что полностью подтверждает сделанный ранее вьmод, что осаждающая 
способность осадительных камер и жалюзийных решеток определяется 
уменьшением турбулентности и снижением транспортирующей способ­
ности газового потока, несущего частицы. 

Циклоны. Эффективность циклонов, использую�цих центробежные 
силы для осаждения частиц пьmи, существенно в ыше эффективности пы­
леосадительных камер и жалюзийных решеток . Запыленный поток под­
вергается в циклонах вращательному движению при тангенциальном под­
воде потока газа или пропускании этого потока через закручивающие 
лопасти . 

В циклоне частица пьmи массой т , движущаяся по круговой траекто­
рии с тангенциальной скоростью и , при радиусе траектории R испыты­
вает действие центробежной силы m u 2 / R  При скорости и = 1 5  м/с и 
радиусе траектории R = 0,6 м эц1 сила примерно в 40 раз превосходит 
силу тяжести, вызы:вающую оседание частиц в пылеосадительных ка­
мерах. Однако циклонный процесс заключается не в том, что центробеж­
ные силы осаждают частицы, а в образовании под их действием жгутов 
частиц пьmи, движущихся у стенок циклона и выносимых в бункер, 
где они оседают под действием силы тяжести [ 63] . Для наиболее рас­
пространенных у нас циклонов НИИОГАЗ (ЦН- 1 1 ,  ЦН- 1 5 , ЦН-24) внут­
ренний диаметр выхлопной трубы d = 0,59 D (D - внутренний диаметр 
циклона) ,  а внутренний диаметр пьmевыпускного отверстия d1 = (0 ,3 -:-
0,4) D. Диаметр бункера д5унк ер = 1 ,5 D, высота его цилиндрической 
части принимается не менее О ,8 д  Следовательно , если принять для ра­
счета эффективности очистки газов в циклоне полученное нами соотно-
шение 

11 - 1 5 ( R е в х  
) 1 / 3 -� Rе пр о х о да 

- 1 5 ц ц ( v 
D ) 1 /3 

Vп в dп в ' 
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то можно оценить соотношение скоростей потока газа в циклоне и в 
его пьmевыпускном отверстии vn в следующим образом : 

vц fvп в  = Т/ 3 / (2 - 1 5 3 ) .  
При этом принималось, что dпв = О,5D ц · С учетом того что для циклонов 
НИИОГ АЗ эффективность очистки газов от частиц пыли диаметром· 
1 0- 1 5  мкм достигает 90%, получим 

vц /vпв = 903 /6750 � 1 00, 

т .е . скорость потока газа в пылевьmодящем отверстии циклона близка 
к 1 / 1 00 скорости потока газа в самом циклоне . Скорость потока газа в 
циклоне и = 3 ,5 + 4 м/с . Следовательно, скорость потока в пылевыво­
дящем отверстии не превышает 3 ,5 - 4 см/с, а это соответствует ско­
рости падения частиц диаметром 1 0- 1 5  мкм. В случае подсоса воздуха 
в бункер коэффициент очистки газа в циклоне должен резко уменьшить­
ся , что и наблюдается на практике . 

Как следует из изложенного , для всех видов пылеуловителей необ­
ходимо уменьшать транспортирующую способность турбулентного по­
тока . Для всех типов сухих механических пылеуловителей коэффициент 
А близок к 1 5 .  

3.4. Оп ределение размера частиц пыпи 

Анализ размеров частиц пыли обычно сопровождается отбором про­
бы пыли из потока газа и последующим анализом отобранной пробы. 
Размер частиц в пробе определяется либо просеиванием через сито, 
либо измерением скоростей осаждения частиц в жидкости . Иногда раз­
мер частиц определяют по скорости их витания в газовом потоке.  

Все эти методы определения размера частиц пыли в потоке газа нель­
зя считать достаточно надежными, и связано это прежде всего с первым 
этапом анализа - пробоотбором пыли из газового потока . Частицы пы­
ли, отобранные из потока, соединяются в агрегаты и при определении 
размеров частиц разделение этих агрегатов на первоначальные частицы 
затруднено . В процессе такого разделения агрегатированные частицы 
будут либо недостаточно диспергированы, так что анализироваться будут 
более крупные частицы, чем в потоке , либо, наоборот , агрегатированные 
частицы будут раздроблены слишком мелко (агрегаты частиц могут 
быть и в потоке газа) . 

В последние годы для определения размеров частиц в потоке газа 
стали применяться неконтактные методы, основанные на использовании 
оптических свойств частиц аэрозоля. С появлением лазеров воэможности 
таких методов существенно расширились [ 66] , однако и эти методы 
имеют ограниченные возможности и не всегда могут быть использованы 
в промышленных условиях .  

Влияние частиц, в том числе и их гидравлической крупности, на  ха­
рактеристики несущего их потока газа позволяет измерить размеры 
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частиц пыли без их отбора из газового потока лишь с помощью измере­

ний гидродинамических параметров взвесенесущего потока. Такой ме­

тод определения размеров частиц основан на измерении сопротивления 

испытуемого аппарата или присоединенного к нему параллельно како­

го-либо гидравлического сопротивления в виде , например, колена для 

пропуска чистого и запыленного газовых потоков . Используя получен­

ные значения гидравлического сопротивления, рассчитывают гидравли­

ческий размер или скорость падения частиц пыли , содержащихся в за­

пыленном газе . Теперь , зная гидравлический размер и плотность пыли, 

определяют уже и средний размер частиц , который будет характеризо­

вать свойства переносимой потоком пьmи. 

Формула для расчета гидравлической крупности или скорости паде­

ния частиц поnучена на основе выражения ( 1 .74) : 

w = q��:o [ ::: _ ( 1 + ;J ] . 
(3. 1 1 ) 

Сюда входят все величины, которые можно непосредственно измерить : 

ЛР0 , ЛРп - перепад статического давления газа в двух сечениях трубы 

соответственно для чистого и запыленного газа ; q - объемная скорость 

потока ; с - концентрация частиц пыли ; р 0 - плотность газа . 

Эксперименты и расчеты показали, что значения гидравлической круп­

ности частиц, вычисленные из кривой фракционных остатков и рассчи­

танные по формуле (3 . 1 1 ) , получаются близкими друг другу . Предло­

женный метод является достаточно то,шым и отличается простотой и 

надежностью . 

3.5 . Осаждение части ц а эрозоля при о бтекании препятствий 

Расчет фильтрации частиц аэрозоля путем их захвата волокнами 

фильтров , кусочками дробленого материала , каплями жидкости осно­

ван на анализе движения отдельных частиц вблизи препятствий и осаж­

дения на них. При установлении эмпирических зависимостей для расче­

та такого осаждения обычно учитывают отклонения траекторий движе­

ния отдельных частиц от линий тока газового течения вследствие дей­

ствия сил инерции и диффузионных процессов . 

Принимая во внимание потенциальный характер движения газового 

потока вокруг препятствия , траекторию движения частиц можно запи­

сать следующим образом :  

х 

+ 
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к т 
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к 
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т и  
у sin a к i :t [ 1 ехр (- :t ) ] � + 

+ 
m v 0  [ 
к sin {З 1 ехр 

(- :
t
) l · 

С помощью этих сооnюшений можно рассчитать путь , проходимый час­
тицей, если известны направления и скорости линий тока . При расчете 
линии тока разбиваются на участки, в каждом из которых скорость и 
направление принимаются неизменными. На рис . 3 .6 показаны результа­
ты расчета эффективности очистки газа от взвешенных в нем частиц при 
обтекании потоком различных препятствий в зависимости от величины 
т и/КD .  Эффективность очистки газа , связанная с эффективностью дина­
мического удара (импакта) , оценивается по отношению площади сече­
ния, на которой удаляются по инерции все частицы, к лобовой поверх­
ности препятствия . Для цилиндра эффективность очистки газа вследст­
вие динамического удара пропорциональна отношению b/D , где Ь -
ширина зоны, из которой захватываются все частицы. Для шара эта эф­
фективность пропорциональна (b/D ) 2 • Величину mu/КD обычно назы­
вают ударной способностью частиц аэрозоля . Для частиц, движение ко­
торых определяется законом Стокса , ударная способность частиц аэро­
золя вычисляется по формуле 

т и 1 dup = 
KD 1 8  µD 

В приведенных расчетах осаждения частиц аэрозоля на поверхность пре­
пятствия не учитывается наличие пограничного слоя вокруг обтекаемо­
го тела, который может существенно изменить полученные оценки. 
Так , при ударной способности частиц аэрозоля, меньшей или равной 
0,09 , осаждение частиц на препятствие не происходит. Таким образом, 
вследствие существования пограничного слоя в случаях частиц малого 
размера или большого размера обтекаемого тела осаждение частиц по 
инерции не происходит. Этот же вы-
вод справедлив также и при малой 
скорости потока газа. Следователь­
но , чтобы частицы выходили из пото­
ка газа по инерции, следует брать ма­
лый диаметр тела, на котором проис-

Рис. 3 .6 .  Зависимость эффективности 
осаждения на поверхности различной фор­
мы частиц аэрозоля от их ударной способ­
ности 
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ходит осаждение частиц, и большую скорость газового потока. Частицы, 
диаметр которых близок к 1 мкм, практически не осаждаются по инер­
ции . Однако такие частицы и частицы меньшего диаметра могут осаж­
даться на препятствии вследствие молекулярной диффузии . Скорость 
осаждения мелких частиц в этом случае рассчитывают по скорости диф­
фузии через пограничный слой . Эффективная толщина пограничного 
слоя зависит от скорости, плотности и вязкости газа , формы обтекаемо­
го тела и скорости диффузии частиц. За пределами пограничного слоя 
концентрация частиц аэрозоля принимается постоянной , а на поверхно­
сти тела равной нулю, т . е . принимается , что каждая частица ,  достигшая 
поверхности тела , прилипает к ней . На основании этого скорость диф­
фузионного осаждения частиц аэрозоля на поверхность шара диаметром 
D пропорциональна градиенту концентрации в пограничном слое и опре­
деляется по уравнению абсорбции 

dn 
dt 

где п - число осаждающихся частиц; х - толщина пограничного слоя 
обтекаемого тела ;  с0 - концентрация частиц аэрозоля; D т - коэффи­
циент диффузии частиц . 

Число частиц, уловленных телом вследствие диффузии за промежуток 
времени, необходимый для прохождении газом единичного расстояния, 
составляет тrD 2D т с0 /(их) . В трубке единичной длины диаметром Ь 
число частиц в ее начале равно тrЬ 2 с0 /4 . 

С учетом того что эффективность осаждения частиц на поверхность 
пропорциональна (b/D ) 2 , получаем выражение для расчета осаждения 
частиц вследствие диффузии : 

� = (� )2 = 4 
:: 

Толщина пограничного слоя может быть определена следующим 
образом : 

D (Dup) 0 , 5 ( µ ) О , 3 7 5  = 2 + 0,5 6Re0 •5 Pr0 • 3 7 5  = 2 + 0,56 - - + 
х µ pDm 

Коэффициент молекулярной диффузии частиц равен 

Al 
1 + 2 

d R T  
З тrµd 

где R - газовая постоянная ; NA - число Авогадро ; Т - температура; 
i - длина свободного пробега молекул; Al = 9 . i o- 6 см . 
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С помощью приведенных формул можно рассчитать число частиц за­
данного размера , осаждающихся из потока газа на поверхность шара 
вследствие диффузии . Такие расчеты бьmи проведены, в частности, 
для шарообразных капель воды, образующихся из водяных струй в по­
токе газа . Для осаждения частиц необходимо , чтобы капли имели на­
именьший диаметр и соответственно наибольшую поверхность . Чем мень­
ше диаметр капли, тем эффективнее улавливание ими крупных частиц, 
выходящих из потока по инерции . Чем больше суммарная поверхность 
капель , тем эффективнее они улавливают частицы, совершающие бро­
уновское движение . Вместе с тем весьма существенную роль играет 
скорость движения капель относительно потока газа . 

Если для получения капель и внесения их в газовый поток исполь­
зуются форсунки , впрыскивающие воду, высокая эффективность улав ­
ливания частиц пыли не может быть достигнута , так как при этом обра­
зуются достаточно крупные капли, а образующиеся мелкие капли имеют 
слишком малую скорость относительного движения. Кроме того , мелкие 
капли, обладая небольшой кинетической энергией , не проникают в тол­
щу газового потока. 

Эффективность очистки газа может быть повышена путем придания 
потоку газа с каплями воды вращательного движения в скрубберах с 
пульверизаторами типа скруббер�-� Пиз - Антони . Однако более эффек­
тивным является дробление струй воды на капли газовым потоком боль­
шой скорости, осуществляемое в скруббере Вентури . 

3.6 . Скруб бер Вентури - турбулентный промывател ь газа 

В 1 947 - 1 950  rr . в печати появились сообщения о разработке и 
промышленном использовании нового типа пылеулавливающего ап­
парата , получившего название скруббера Вентури или турбулентного 
промывателя газа [66] . В этом аппарате в газовый поток, движущий­
ся с большой скоростью ( 5 О - 1 50 м/ с) , впрыскиваются струи воды, 
которые потоком газа дробятся на капли, при этом чем больше ско­
рость потока газа, тем меньше размер капель . Эти капли сталкиваются 
с частицами пыли, содержащимися в потоке газа, и друг с другом из-за 
интенсивного перемешивания в скоростном потоке газа. Для придания 
потоку максимальной скорости при возможно меньшем расходе энер­
гии используются конструкции типа трубы Вентури, имеющие плавный 
переход (угол раскрытия 25 - 28 ° )  от сечения газохода к горловине , 
а затем еще более полное расширение с углом раскрытия 6-7 ° . При 
этом коэффициент местного сопротивления потоку газа равен 0, 1 5 ,  
т .е .  расход давления для преодоления сопротивления горловины трубы 
Вентури равен лишь 0, 1 5 скоростного напора. При подаче в трубу 0,8 л 
воды на 1 м3 газа затрачивается один скоростной напор. При уменьше­
нии скорости потока в расширяющейся части трубы Вентури происхо­
дит укрупнение капель с захваченными частицами пьmи , и на выходе из 
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трубы Вентури их размер достигает 30-50 мкм. Капли такого размера 
легко отделяются от потока газа в каплеотстойниках, циклонных аппа­
ратах или любых других пылеуловителях. Обычно используют скруббе­
ры с танге�щиальным подводом газа . 

Степень очистки газа от пьmи зависит от количества жидкости, пода­
ваемой в трубу Вентури, скорости газа в горловине , концентрации пыли 
и размеров ее частиц, а также от свойств пьmи . При очистке газов от 
частиц пьmи в скрубберах Вентури достигается коэффициент очистки 
до 99% даже для частиц пыли размером в десятые доли микрона . 

Расчеты процессов очистки газов в скрубберах Вентури, включа­
ющих в себя влияние турбулентности газового потока на дробление жид­
кости, а также турбулентную коагуляцию частиц пыли и их захват капля­
ми воды, выполняют, как правило, на основе эмпирических закономер­
ностей , которые во многих случаях значительно расходятся с экспери­
ментальными данными. 

При выводе эмпирических зависимостей в основном использовались 
представления о движении одиночных частиц. При движении отдельной 
частицы в потоке , обтекающем какое-либо препятствие (шар , цилиндр) ,  
учитывается отклонение частиц под действием сил инерции от линий тока 
газового потока. 

Для расчета дробления жидкости на капли и оценки суммарной по­
верхности капель использовалась эмпирическая зависимость [67, 68] 
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где D 0  - диаметр осредненной капли; v - относительная скорость по­
тока газа и потока жидкости ; Q 1 /?. а - отношение расхода жидкости к 
расходу газа; р - плотность жидкости; µ - вязкость жидкости; а -
коэффициент поверхностного натяжения жидкости . Эта зависимость 
применима только для расчета размера капель при впрыскивании жид­
кости в газовый поток из форсунки . Кроме того, ограничения наклады­
ваются и на расход жидкости и газа, и на параметры жидкости . Однако, 
как правило , эти ограничения не принимаются во внимание , и расчеты 
по этой формуле ведут практически во всех случаях. 

Если расход жидкости и ее вязкость невелики, то размер капель оп­
ределяется первым членом эмпирического соотношения, т .е .  

Кроме осредненного диаметра капель при расчете эффективности улав­
ливания частиц следует учитывать также и дисперсный состав капелJ.. иrпr 
распределение их по размерам [ 68] . 

При дроблении жидкости в трубе Вентури эмпирическая формула 
для расчета осредненного диаметра капель имеет следующий вид : 
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D о = 4,8 . 1 03 f Иг + 27 ,4L ! , S ' 

гце иг - скорость газа в горловине трубы Вентури ; L - отношение 
расхода жидкости к расходу газа . 

· 
Из этой зависимости следует, что суммарная поверхность капель рас­

тет с увеличением расхода воды до некоторого предела .  Эффективность 

скруббера Вентури мало зависит от способа впрыскивания жидкости в 

поток газа, важно лишь обеспечить совершенно одинаковое покрытие 
жидкостью всего пространства горловины [ 67] . Основная часть энергии 

при работе скруббера Вентури затрачивается на придание жидкости 

скорости потока газа . 
Анализ приведенных выше рассуждений и методов расчета дробления 

и улавливания пыли каплями жидкости показьmает их недостаточную 
обоснованность . Использование эмпирической формулъ1 , полученной 

для узкого диапазона условий,  при других значениях параметров уста­
новки приводит к большим uогрешностям. Действительно , сравнение 

результатов расчета осредненного размера капель ,  образующихся в про­

цессе дробления жидкости в потоке газа , выполненного по эмпирической 
формуле ,  с данными эксперимента показывает расхоЖдение в 2,5 раза и 
более [69] . Существенным недостатком является и то, что расчет движе­
ния частиц пьmи и капель жидкости осуществляется с использованием 
предположения о потенциальном характере течения газа. Как уже ука­
зывалось , частицы в потоке газа подвергаются воздействию турбулент­
ных пульсаций газовой среды, нарушающих их упорядоченное движение 
вдоль линий тока .  Вследствие таких пульсаций частицы испытывают ус­
корения, значительно превышающие инерционные ускорения . Интенсив­
ное турбулентное перемешивание частиц в газовом потоке ведет к тур­
булентной диффузии частиц, во много раз превышающей молекуляр­
ную диффузию . Таким образом, правильное решение задачи об очистке 
газа от взвешенных в нем частиц пыли каплями воды может быть полу­
чено только при учете воздействия потока на взвешенные в нем частицы 
пьmи и жидкости . 

Процесс очистки газа от взвешенных в нем частиц пьmи с помощью 
введенных в газ капель жидкости является по существу коагуляцион­
нъ1м процессом. Скорость уменьшения частиц в единичном объеме 
газа в этом случае определяется соотношением 

dN/dt = KN2 , 

где N - число частиц в единичном объеме газа; К - постоянная ско­
рости коагуляции. Из этого соотношения видно, что скорость коагуля­
ции можно повысить путем увеличения либо числа частиц в единице объ­
ема, либо постоянной скорости коагуляции. Число частиц можно увели­
чить введением в поток газа капель жидкости. При очистке газа от взве­
шенных в нем мелких частиц диаметром меньше О,3'-0,5 мкм число час­
тиц в 1 см3 газа обычно составляет 1 06 - 1 08 • Из этого следует , что для 
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существенного увеличения числа частиц в единичном объеме число вво­

димых в газ капель жидкости должно быть порядка числа частиц пьmи, 

т .е .  порядка 1 06 - 1 08 част/см3 . Этого можно добиться либо введением 
большого количества жидкости , либо дроблением введенной жидкости 

на наиболее мелкие капли . Последнее может быть осуществлено только 
скоростным потоком газа . 

Постоянная скорости коагуляции зависит от интенсивности хаоти­

ческого движения частиц .  В движущемся с большой скоростью потоке 

газа происходит турбулентная коагуляция, обусловленная интенсив­
ностью турбулентного перемешивания частиц газовой средой. Таким об­

разом, чтобы увеличить эффективность очистки газа от частиЦ пьmи с 
помощью капель жидкости, необходимо вести процесс коагуляции в по­

токе газа ,  имеющем большую скорость течения , при которой наблюдает­
ся сильная турбулизация течения. 

Теория дробления жидкости в турбулентном потоке �аза бьmа разра­
ботана в работах [60, 6 1 ] , где принималось , что если частица жидкости 
диаметром D 0 движется в турбулентном потоке газа с относительной 
скоростью v , то условием неразрывности этой частицы будет равенство 
ее кинетической энергии работе сил вязкости и поверхностного натя­
жения : 

z ; D з z vD2 D2 mv 2 - р 0 v - µ 0 + о 0 , 
где т - масса капли жидкости; р - плотность жидкости; µ - вязкость 
жидкости; • о - коэффициент поверхностного натяжения на границе 
капли жидкости и окружающей ее газовой среды. Разделив правую часть 
этого соотношения на левую, получим 

µ о 
+ - 1 ,  

p vD 0 
или 

ReD10 + WeDo - 1 ,  

где ReD 0 - постоянная Рейнольдса в масштабе, равном диаметру кап­

ли; WeD o - постоянная Вебера в том же масштабе ,  что и Re. Получен· 
ные соотношения определяют размеры капель , получающихся при раз· 
рыве струи жидкости, движущейся в потоке газа . Скорость турбулент­
ного потока газа в масштабе l определяется соотношением 

где е - скорость диссипации кинетической энергии турбулентности. 
Воспользовавшись этим соотношением, найдем диаметр капель жид-
кости: 03/5 

€2 /5  p l / 5 
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Скорость диссипации кинетической энергии турбулентности можно оце­

нить следУЮщим образом : 

е = pu3 /D , 
где и - средняя скорость потока; D - макромасштаб потока , например 
диаметр трубы. Используя эту оценку скорости диссипации кинетичес­
кой энергии турбулентности, получаем 

µ3/4 D 1 / 4  a3/S n2 / S  
Do N  + 

р3/4 и 3/4 р 3f5 и б/5  
где D - диаметр отверстия, через которое струя жидкости поступает в 

поток газа . Полученное соотношение позволяет определить средний раз­

мер капель, образующихся в потоке газа при введении в него через соп­

ло диаметром D жидкости с известными параметрами (плотность р , 
вязкость µ, поверхностное натяжение а) . Однако это соотношение поз­

воляет определить только порядок величины среднего размера капель 

жидкости, следовательно, точное соотношение должно иметь следующий 

вид :  [ µ3/4  n t / 4  
D 0  = С -­

р3/4  и 3/4  
a3/s  n 2/s  ] 

+ ' 
p 3/S  иб/ 5 

где С - эмпирическая постоянная, приближенно равная 5 . На рис.  3 .7 

показаны результаты расчета среднего размера капель жидкости в зави­

симости от скорости газового потока и экспериментальные данные . 

Видно , что результаты расчета с экспериментальными данными хорошо 

согласуются .  
Скорость коагуляции взвешенных в газе частиц определяется эффек­

тивностью их соударений друг с другом, а также концентрацией частиц, 

интенсивностью подвода частиц друг к другу и временем коагуляции . 

Скорость коагуляции, как уже указывалось ,  пропорциональна квадрату 

концентрации частиц. Следовательно , чем больше частиц в потоке , тем 
быстрее идет процесс их укрупнения . Более сложным является вопрос 

об эффективности соударений частиц, т .е .  
вопрос о прилипании частиц друг к дру- .D0, мкм 
гу при столкновении. Экспериментально 0 

установлено ,  что частицы диаметром 
1 мкм и меньше при соударении ели- 20 
паются независимо от того, твердые 
они или жидкие [70] . Более круш1ые 

Рис. 3 .7 . Зависимость среднего диаметра ка­
пель от скорости потока 

1 0 

о 
40 80 120 160 и,м/с 
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частицы размером свыше 1 0  мкм при столкновении обычно не сли­
паются .  Капельки жидкости размером 50 мкм слипаются только при 
достаточно сильном соударении, когда имеется возможность преодолеть 
силы поверхностного натяжения . Однако соударение крупных частиц и 
капель жидкости почти всегда ведет к их слипанию. Твердая частица 
большого размера легко преодолевает пленку поверхностного натяже­
ния капли.  Таким образом , можно принять , что каждое соударение ка­
пель жидкости размером до 50 мкм как между собой ,  так и с тверды­
ми частицами любого размера является эфф ективным и приводит 
к слипанию соударяющихся частиц. 

Задача об интенсивности подвода частиц друг к другу наиболее пол­
но решена для случая неподвижного газа . В этом случае частицы совер­
шают броун�ское движение , обусловленное молекулярным движением 
газовой среды. Интенсивность броуновского движения характеризуется 
коэффициентом молекулярной диффузии . В этом случае постоянная 
скорости коагуляции связана с коэффициентом молекулярной диффу­
зии соотношением 

Кт = 2тrdDm . 
На основе представлений о локально-изотропной турбулентности рас­
считана постоянная скорость коагуляции в турбулентном потоке газа 
[ 6 1 ] . Получена приближенная зависимость постоянной скорости коагу­
ляции в турбулентном потоке : 

К = 2тrd (�)
4 из z з 

Т L v 2 

' 

где Л - микромасштаб турбулентности , равный 1 0- 3 м ;  L - масштаб 
потока , равный диаметру горловины ;  l - масштаб коагуляции , равный 
0 ,4D ; и - скорость потока газа ; 

v - коэффициент кинематической 
вязкости . 

Рассмотрим теперь расчет коагуляции частиц в трубе Вентури . В гор­
ловине трубы происходит дробление воды на капли, которые затем зах­
ватывают частицы пыли и после уменьшения скорости потока коагули­
руют ,  увеличиваясь в размере. Пусть поток запьmенного газа проходит 
со скоростью и трубу длиной 5 и диаметром 25 см. Результаты расчета 
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Таблица 3. 3. Захват частиц пыли каплями жидкости 

Скорость по­
тока, м/с 

25 
5 0  

1 00 
1.S O 

Диаметр ка­
пель после 
дро бления, 
мкм 

5 0 
25 
1 2  

6 

Диаметр частиц после коагуляции при 
различных концентрациях пьmи, мкм 

0,5 г/м3 5 г/м3 1 0 г/м3 

3 6 7 
5 1 0  1 2  
8 15  2 0  

2 0  2 0  2 7  



укрупнения капель в такой трубе приведены в табл . 3 .3 . В этой таблице 
размер частиц показан не для капель, а для частиц в случае ,  если число 
капель будет соответствовать их ск

_
орости, а размер каru1и будет равен 

размеру частицы. Это дает несколько заниженные данные коагуляции 
частиц. 

Как видно, при концентрации пыли , большей или равной 1 г/см� , 
укрупнение частиц до размера капель , получающихся при дроблении 
жидкости , происходит при скорости потока газа , равной 1 00 м/с .  
С уменьшением концентрации пыли этот эффект наблюдается при боль­
ших скоростях газового потока 1 5 0  м/с . 

При размерах частиц, меньших 0, 1 - 0,5 мкм, помимо турбулентной 
коагуляции следует учитывать и молекулярную коагуляцию.  Следует 
иметь в виду, что чем меньше частицы пьmи,  тем мельче должны бьпь 
улавливающие их частицы воды. Труднее всего улавливаются частицы 
размером 0, 1 - 0 ,5 мкм. Более мелкие частицы подобно крупным мо­
лекулам газа , обладая интенсивным броуновским движением, быстро 
диффундируют к поверхности канель воды . Более крупные частицы, 
обладая значительной инерцией и под воздействием ·турбулентных пуль­
саций среды, выходят из потока и соединяются с каплями. 

Таким образом, выполненные расчеты показы1:1'1ют возможность 
эффективной очистки газа от взвешенных в нем твердых частиц в скруб­
берах Вентури при условии создания больших скоростей потока в горло­
вине трубы и использовании достаточно хорошего уловителя образу­
ющихся крупных частиц воды с захваченными ими частицами пыли. 

Использование изложенных выше· свойств турбулентных потоков для 
обеспечения переноса ,  осаждения, захвата и очистки потоков газов от 
аэрозольных частиц, а также для оценки дробления жидкости на капли 
и коагуляции частиц с этими каплями показывает большую значимость 
познания закономерностей турбулентности для решения многих прак­
тических задач . 

ЗА КЛЮЧЕНИЕ 

Подводя итог, укажем, что фронт исследований поведения аэрозоль­
ных частиц в турбулентных газовых потоках и влияние самих частиц 
на динамику потока газа весьма широк и не исчерпывается тем кругом 
вопросов , которые рассмотрены в монографии . Так , следует отметить , 
что важную роль в решении многих технических вопросов в химической , 
металлургической и других отраслях промышленности играют исследо­
вания теплообмена газовзвесей , самым тесным образом связанных с ис­
следованиями их динамики. В монографии основное внимание было уде­
лено рассмотрению вопросов , представляющих интерес для решения за­
дач охраны атмосферного воздуха ,  а именно распространению аэрозоль­
ных облаков в нижних слоях атмосферы и очистки газов от взвешенных 
в них частиц. При решении такого рода практических задач перед инже-

1 5 7 



нерами стоят вопросы :  каким методом рассчитать характеристики рас­
пространяющегося в турбулентном газовом потоке аэрозольного обла­
ка, как определить те или иные характеристики газоочистной аппарату­
ры и т .д . К сожалению, в настоящее время дать однозначный ответ на 
все эти вопросы весьма сложно . В некоторых случаях вполне удовлет­
ворительные результаты могут быть получены в рамках сравнительно 
простых теоретических моделей путем привлечения эмпирических дан­
ных. Однако большой круг задач требует для своего решения привлече­
ния сложных моделей ,  практическая реализация которых невозможна 
без высокопроизводительных электронно-вычислительных машин и сов­
ременных методов вычислительной математики. Приведенный в моно­
графии анализ методов моделирования турбулентных потоков и движе­
ния в них аэрозольных частиц должен, по мнению авторов , помочь 
практическим работникам более четко ориентироваться в имеющихся в 
настоящее время расчетных моделях, оценивая их пригодность для реше­
ния возникающих перед ними практических задач. 

Следует подчеркнуть еще раз важную роль, какую играет турбулент­
ность в газоочистных аппаратах, уменьшая эффективность газоочистки.  
Образно проблему газоочистки можно сформулировать как проблему 
борьбы с турбулентностью проходящих через аппараты газовых потоков . 
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