
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



Вячеслав Седых

Математические методы
теории катастроф

Электронное издание

Москва
Издательство МЦНМО

2021
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



УДК 514
ББК 22.16

С28

Издано при поддержке
Фонда развития теоретической
физики и математики «БАЗИС»

Седых В. Д.
Математические методы теории катастроф
Электронное издание
М. : МЦНМО, 2021
223 с.
ISBN 978-5-4439-3622-2

При решении задач теории катастроф широко используются разнообразные
методы теории особенностей гладких отображений. Целью данной книги являет-
ся ознакомление читателей с основными идеями, методами и результатами тео-
рии особенностей, а также с её приложениями в теории катастроф (бифуркации
положений равновесия динамических систем, кризисы рынков, особенности све-
товых каустик и эквидистант гладких поверхностей, распространение возмуще-
ний, оптимизация управляемых систем). Полученные знания дадут возможность
использовать на практике современные математические методы исследования
сложнейших процессов, происходящих в природе и в различных областях челове-
ческой деятельности.

Книга рассчитана на широкий круг читателей: студентов, инженеров, науч-
ных работников, преподавателей.

Подготовлено на основе книги: Седых В. Д. Математические
методы теории катастроф. — М. : МЦНМО, 2021. — 224 с. — ISBN
978-5-4439-1622-4.

Издательство Московского центра
непрерывного математического образования
119002, Москва, Большой Власьевский пер., 11.
Тел. (495) 241-74-83
www.mccme.ru

ISBN 978-5-4439-3622-2
ffi В. Д. Седых, 2021.
ffi МЦНМО, 2021.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

www.mccme.ru


Содержание

Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
§ 1. Понятие общего положения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
§ 2. Динамические системы. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
§ 3. Бифуркации положений равновесия . . . . . . . . . . . . . . . 24
§ 4. Гладкие многообразия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
§ 5. Особенности гладких отображений . . . . . . . . . . . . . . . 35
§ 6. Складка, сборка и зонтик Уитни . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
§ 7. Модель Зимана краха фондовой биржи . . . . . . . . . . . . 51
§ 8. Теорема Вейерштрасса — Мальгранжа . . . . . . . . . . . . . 56
§ 9. Теорема трансверсальности Тома . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
§ 10. Простейшие инварианты особенностей . . . . . . . . . . . . 72
§ 11. Устойчивость гладких отображений . . . . . . . . . . . . . . . 78
§ 12. Гомотопический метод Тома . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
§ 13. Версальные деформации. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
§ 14. Устойчивые особенности коранга 1 . . . . . . . . . . . . . . . . 105
§ 15. ADE-классификация Арнольда . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
§ 16. Эволюты, световые каустики и эквидистанты. . . . . . . . 118
§ 17. Особенности каустик . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
§ 18. Особенности фронтов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
§ 19. Распространение возмущений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
§ 20. Строение особенностей каустик и фронтов. . . . . . . . . . 171
§ 21. Парусник . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
Литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



Предисловие

Ни одно исследование нельзя считать наукой
без математического доказательства.

Леонардо да Винчи

Катастрофа — это скачкообразное изменение состояния объек-
та, возникающее в результате плавного изменения внешних усло-
вий. Состояние объекта часто описывается гладкими отображе-
ниями, т. е. наборами дифференцируемых функций нескольких
переменных. Эти отображения могут, в свою очередь, зависеть
от дополнительных параметров. При непрерывном изменении
параметров свойства отображения могут резко меняться. Теория
катастроф изучает подобные явления.

Как самостоятельная наука теория катастроф сформирова-
лась во второй половине двадцатого века благодаря пионерским
работам Хасслера Уитни, Рене Тома, Кристофера Зимана, Джо-
на Мазера, Владимира Игоревича Арнольда и многих других
замечательных математиков. В её основе лежит теория особенно-
стей гладких отображений — область современной математики,
находящаяся на стыке многих её разделов, как классических,
так и новейших. Использование методов теории особенностей
привело к решению многих задач теории катастроф в таких
сугубо прикладных областях, как теория бифуркаций положений
равновесия динамических систем, геометрическая и волновая
оптика, теория оптимального управления и другие.

Теории особенностей гладких отображений и её приложени-
ям посвящены многочисленные издания разных уровней сложно-
сти (см., например, [8], [18], [31]). Чтение части из них требует
довольно глубоких знаний в весьма абстрактных областях мате-
матики. А между тем идеи, которыми изобилуют эти замечатель-
ные книги, могут быть очень полезными инженерам и другим
специалистам, использующим математические методы в своей
повседневной работе. Настоящее издание не содержит доказа-
тельств фундаментальных результатов теории катастроф. Основ-
ное внимание уделяется именно методам, при помощи которых
эти результаты доказываются.
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6 Пðåäèñëîâèå

В книге приводятся разнообразные примеры практического
использования методов исследования, разработанных основате-
лями теории катастроф. При этом все необходимые понятия по-
дробно объясняются по ходу изложения вплоть до строгих опре-
делений многих из них. Все утверждения теории особенностей
гладких отображений, используемые в книге, снабжены чёткими
формулировками. Предполагается, конечно, что читатель обла-
дает знаниями стандартных математических курсов, читаемых
студентам высших технических учебных заведений, обучающих-
ся по специальностям с расширенной математической подготов-
кой.

Книга рассчитана на широкий круг читателей: инженеров,
научных работников, преподавателей. Она может быть полезной
и профессиональным математикам, особенно тем, кто работает
в различных прикладных областях. Автор надеется, что книга
будет востребована и студентами, интересующимися современ-
ной математикой. Чтение книги позволит им составить первое
впечатление о теории катастроф, её методах и задачах, которые
решаются этими методами.

Автор выражает глубокую благодарность И. А. Богаевскому,
С. М. Гусейн-Заде и М. Э. Казаряну за многочисленные обсужде-
ния рукописи этой книги. Их замечания позволили значительно
улучшить её первоначальную версию.
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§ 1. Понятие общего положения

Изучая то или иное свойство объектов, встречающихся на прак-
тике, надо всегда помнить, что величины, характеризующие эти
объекты, обычно определяются весьма приближенно. Поэтому
в первую очередь следует изучать объекты, находящиеся в со-
стоянии, которое со времен Пуанкаре принято называть «общим
положением».

Такое состояние должно удовлетворять следующему важно-
му условию: любой объект рассматриваемого класса можно при-
вести в состояние общего положения «сколь угодно малой де-
формацией». Кроме того, желательно, чтобы интересующее нас
свойство объекта сохранялось бы при любых сколь угодно малых
деформациях этого объекта (например, при выборе точности за-
дания исходных данных).

Состояние объектов часто характеризуется отображениями
некоторого класса гладкости, т. е. упорядоченными наборами
функций нескольких переменных, дифференцируемых достаточ-
ное число раз. Чтобы говорить о близости одного отображения
к другому, множество всех отображений рассматриваемого клас-
са снабжают разными структурами.

Топологические пространства. Топологией на множестве Ω
называется система T его открытых подмножеств, удовлетворя-
ющая следующим условиям (см. [23]):

1) множество Ω и пустое множество ∅ принадлежат T ;
2) вместе с каждым набором множеств система T содержит их

объединение, а вместе с каждым конечным набором — их пе-
ресечение.

Для задания топологии на множестве Ω выбирают сначала ба-
зовые открытые подмножества, составляющие её базу. База топо-
логии должна удовлетворять следующему условию: пересечение
любого конечного набора множеств из базы является объедине-
нием базовых множеств. Например, в качестве базовых откры-
тых подмножеств в Rn обычно берут открытые шары (т. е. шары
положительного радиуса без ограничивающих их сфер)1.

1Здесь и далее Rn обозначает евклидово пространство конечной размерности
n ¾ 1.
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8 § 1. Пîíÿòèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Открытыми подмножествами множества Ω называются объ-
единения базовых открытых подмножеств. Окрестностью точки
в Ω называют любое открытое подмножество, содержащее эту
точку.

Множество Ω, снабжённое топологией, называется топологи-
ческим пространством. Каждое его подмножество U само явля-
ется топологическим пространством с индуцированной тополо-
гией. База этой топологии состоит из пересечений множества U
с базовыми открытыми подмножествами пространства Ω.

На топологию пространства часто накладывают разные до-
полнительные ограничения, формулируемые в виде аксиом. Мы
упомянем здесь только две из них:

1) аксиома отделимости Хаусдорфа: любые две различные точ-
ки пространства имеют непересекающиеся окрестности;

2) аксиома счётности: топология обладает счётной базой.

Пространство Rn со стандартной топологией (заданной от-
крытыми шарами) удовлетворяет обеим этим аксиомам. Про-
странство функций в Rn, непрерывно дифференцируемых k раз,
снабжают так называемой Ck-топологией Уитни (с. 66). В этой
топологии оно удовлетворяет аксиоме отделимости, но не удо-
влетворяет аксиоме счётности.

Пусть U — подмножество топологического пространства Ω.
Если у каждой точки x ∈ U есть окрестность, целиком лежа-
щая в U , то множество U является открытым. Если дополнение
к U в пространстве Ω открыто, то говорят, что множество U
замкнуто. Наибольшее открытое подмножество множества U на-
зывается его внутренностью и обозначается Int U . Наименьшее
замкнутое множество, содержащее U , называется его замыкани-
ем и обозначается Cl U . Разность

∂ U = Cl U \ Int U

замыкания и внутренности называют границей множества. Она
замкнута.

Отображение топологических пространств называется непре-
рывным, если прообраз любого открытого подмножества про-
странства-образа является открытым подмножеством простран-
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§ 1. Пîíÿòèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ 9

ства-прообраза. Прообраз замкнутого множества при непрерыв-
ном отображении замкнут.

Подмножество U топологического пространства Ω называет-
ся (линейно) связным, если любые две точки x, y ∈ U можно со-
единить непрерывной кривой, целиком лежащей в U . Последнее
означает, что существует такое непрерывное отображение γ от-
резка [a, b] числовой прямой R в пространство Ω, что1

γ(a)= x, γ(b)= y, γ([a, b]) ⊂ U .

Замечание. Есть другое понятие связности, не равносильное
линейной. Оно не используется в этой книге.

Всякое открытое связное подмножество топологического
пространства называют областью. Максимальные связные под-
множества пространства называют его связными компонентами.
Максимальность связного подмножества U пространства Ω озна-
чает, что никакую точку из Ω, не принадлежащую U , нельзя
соединить с подмножеством U непрерывной кривой, лежащей
в Ω.

Непрерывное отображение топологических пространств на-
зывается гомеоморфизмом, если оно обратимо и обратное отоб-
ражение тоже непрерывно. Топологические пространства M и
N называются гомеоморфными, если существует гомеоморфизм
f : M→N . Например, стандартная сфера в Rn+1, из которой выко-
лота одна точка, гомеоморфна Rn (гомеоморфизм — стереогра-
фическая проекция проколотой сферы на гиперплоскость).

Топологические пространства могут иметь различные допол-
нительные структуры. Важнейшей для нас будет структура глад-
кого многообразия (см. § 4, с. 30). В случае наличия такой струк-
туры можно говорить о дифференцируемости отображения од-
ного пространства в другое.

Множество всех непрерывных отображений многообразия M
в многообразие N содержит различные подмножества, состоя-
щие из отображений данного класса гладкости. Эти подмноже-
ства снабжают разными специальными топологиями и получен-
ные топологические пространства называют функциональными.

1Здесь и далее символ ⊂ не исключает случай равенства рассматриваемых
множеств.
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10 § 1. Пîíÿòèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Мы в этой книге будем изучать функциональные простран-
ства C∞-гладких (бесконечно дифференцируемых) отображений
гладких многообразий, снабжённые C∞-топологией Уитни. По-
дробное описание этой топологии приведено в § 9 (с. 67).

Определение. Подмножество U топологического простран-
ства Ω называется всюду плотным, если в любой окрестности
любой точки x ∈ Ω существует хотя бы одна точка, принадлежа-
щая U . Подмножество U ⊂ Ω называется массивным, если оно
является пересечением счётного числа открытых всюду плотных
подмножеств пространства Ω.

Отметим, что пересечение конечного числа открытых всюду
плотных подмножеств любого топологического пространства от-
крыто и всюду плотно. Пересечение счётного числа массивных
подмножеств массивно.

Определение. Говорят, что топологическое пространство удо-
влетворяет условию Бэра, если всякое его массивное подмноже-
ство всюду плотно.

Пространство Rn (со стандартной топологией) удовлетворяет
условию Бэра. Функциональное пространство гладких отображе-
ний в C∞-топологии Уитни также удовлетворяет этому условию.

Пример 1.1. Пусть P — ненулевой многочлен от x ∈ Rn с ве-
щественными коэффициентами. Тогда множество U таких точек
x, что P(x) 6= 0, является открытым всюду плотным подмноже-
ством в пространстве Rn. Действительно, из формулы Тейлора
следует, что если многочлен P обращается в нуль во всех точках
открытого подмножества в Rn, то он тождественно равен 0. От-
крытость множества U объясняется свойством непрерывности
многочленов.

Из примера 1.1 следует, в частности, что дополнение в Rn

к объединению конечного числа гиперплоскостей открыто и
всюду плотно. Дополнение к объединению счётного числа ги-
перплоскостей массивно.

Пример 1.2. Множество всех гиперплоскостей в Rn, заданных
уравнениями с целыми коэффициентами, является счётным. По-
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§ 1. Пîíÿòèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ 11

этому дополнение к объединению всех таких гиперплоскостей
массивно.

Пусть теперь Ω— какое-нибудь функциональное простран-
ство, удовлетворяющее условию Бэра.

Определение. Будем говорить, что утверждение об отобра-
жениях из пространства Ω справедливо для отображения f обще-
го положения, если существует такое массивное подмножество
U ⊂ Ω, что это утверждение имеет место для любого f ∈ U .

Свойства отображения общего положения зависят, очевидно,
от выбора массивного подмножества U в функциональном про-
странстве Ω. Если такой выбор сделан, то всякое отображение
f ∈ Ω \ U называется отображением не общего положения.

Замечание. Дополнение к массивному подмножеству в топо-
логическом пространстве, удовлетворяющем условию Бэра, не
содержит подмножеств, являющихся массивными подмножества-
ми всего пространства.

Пример 1.3. Пусть Ω— множество приведённых квадратных
трёхчленов f от x ∈ R вида

f (x)= x2 + px + q

с вещественными коэффициентами. Оно представляет собой
плоскость R2 с координатами p, q.

На плоскости R2 многочлены f , имеющие кратный корень,
образуют параболу

Σ1 : p2 = 4q;

многочлены, имеющие нулевой корень, составляют прямую

Σ2 : q = 0;

многочлены, имеющие чисто мнимые комплексные корни, обра-
зуют полупрямую

Σ3 : p = 0, q > 0

(см. рис. 1). Дополнение к любой из первых двух кривых и до-
полнение к замыканию кривой Σ3 являются открытыми всюду
плотными подмножествами в R2.
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p

q

Σ1

Σ3

Σ2

Рис. 1. Приведённые квадратные трёхчлены
не общего положения

Если в качестве массивного подмножества U в пространстве
Ω взять дополнение к параболе Σ1, то многочлен f ∈ U не будет
иметь кратных корней. Если же в качестве U взять дополнение к
объединению

Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3,

то многочлен f ∈ U либо будет иметь пару различных ненуле-
вых вещественных корней, либо — пару комплексно-сопряжен-
ных корней с ненулевой вещественной частью. Наконец, если в
качестве U взять дополнение к объединению Σ2 ∪ Σ3, то много-
член f ∈ U не будет иметь нулевых и чисто мнимых корней.

Главный вопрос, который всякий раз возникает при решении
конкретной задачи — существует ли вообще хотя бы одно такое
массивное подмножество U в данном функциональном простран-
стве Ω, что каждое отображение f ∈ U обладает интересующим
нас свойством? Ответить на этот вопрос позволяет знаменитая
теорема трансверсальности Тома. Она сформулирована со всеми
подробностями в § 9 (с. 67).

Не следует однако думать, что изучать необходимо лишь объ-
екты общего положения. Дело в том, что на практике объект
исследования может зависеть от одного или нескольких парамет-
ров. В этом случае возникает так называемое «семейство объ-
ектов» (полученных для всех возможных значений параметров).
При изменении параметра объект семейства может оказаться
в состоянии не общего положения. Более того, если семейство
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само находится в «общем положении», то состояние не общего
положения некоторых его объектов будет неустранимо малой
деформацией семейства.

Пример 1.4. Рассмотрим семейство

Fλ(x)= x2 + p(λ)x + q(λ)

приведённых квадратных трёхчленов x2 + px + q от x с веще-
ственными коэффициентами, гладко зависящими от одного ве-
щественного параметра λ. Оно определяет кривую

γ: p = p(λ), q = q(λ)

на плоскости (p, q) всех таких трёхчленов. Если кривая γ пересе-
кает параболу Σ1 : p2 = 4q при некотором λ = λ0, то многочлен
Fλ0

(x) имеет кратный корень.
Предположим, что кривая γ пересекает Σ1 в точке γ(λ0) под

ненулевым углом (т. е. касательные к кривым γ и Σ1 в этой точке
не совпадают). Тогда, по теореме о неявной функции, для любого
семейства

eFλ(x)= x2 + p̃(λ)x + q̃(λ),

достаточно близкого к Fλ(x), кривая

γ̃: p = p̃(λ), q = q̃(λ)

пересекает параболуΣ1 при некотором λ̃0, близком к λ0, т. е. мно-
гочлен eFλ̃0

(x) также имеет кратный корень. Близость семейств
eFλ(x) и Fλ(x) означает здесь близость значений вектор-функций
λ 7→ γ(λ) и λ 7→ γ̃(λ) вместе с производными в окрестности точ-
ки λ0.

Аналогично если кривая γ пересекает прямую Σ2 : q = 0 (или
полупрямую Σ3 : p=0, q>0) при некотором λ=λ0, то многочлен
Fλ0

(x) имеет нулевой корень (или, соответственно, пару ком-
плексно-сопряженных корней с нулевой вещественной частью).
Более того, если это пересечение происходит под ненулевым
углом, то для любого семейства eFλ(x), достаточно близкого
к Fλ(x), кривая γ̃ пересекает Σ2 (или Σ3) при некотором λ̃0,
близком к λ0, т. е. многочлен eFλ̃0

(x) также имеет нулевой корень
(или комплексно-сопряженную пару чисто мнимых корней).
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Попадание объекта семейства в состояние не общего поло-
жения называется вырождением. Вырождения характеризуются
своей коразмерностью.

Определение. Вырождение имеет коразмерность c, если оно
неустранимым образом встречается в семействах объектов, за-
висящих не менее чем от c параметров, т. е. оно не встречается
в k-параметрических семействах общего положения при k < c,
а среди c-параметрических семейств есть такие, что указанное
вырождение имеется как у них, так и у всех близких семейств
при некоторых близких значениях параметров.

В частности, появление кратного ненулевого корня, простого
нулевого корня или пары чисто мнимых корней у приведённого
квадратного трёхчлена является вырождением коразмерности 1.
Коразмерность вырождения, при котором трёхчлен имеет крат-
ный нулевой корень, равна 2.

Пример 1.5. Пусть Ω— векторное пространство веществен-
ных квадратных матриц 2-го порядка

A =
�

a b
c d

�

.

Оно изоморфно пространству R4 с координатами a, b, c, d.
Характеристические корни λ матрицы A определяются урав-

нением
λ2 − (a + d)λ + (ad − bc)= 0.

Матрицы A, имеющие кратный характеристический корень, об-
разуют гиперповерхность

Σ1 : (a − d)2 + 4bc = 0

в пространстве R4; матрицы, имеющие нулевой характеристиче-
ский корень, составляют гиперповерхность

Σ2 : ad = bc;

матрицы, имеющие чисто мнимые характеристические корни,
заполняют часть

Σ3 : a + d = 0, ad > bc

гиперплоскости a + d = 0.
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Из примера 1.1 (с. 10) следует, что дополнения к любой из
гиперповерхностей Σ1,Σ2 и дополнение к замыканию Σ3 явля-
ются открытыми всюду плотными подмножествами в R4. Таким
образом, если в качестве массивного подмножества U ⊂ Ω взять
дополнение к объединению

Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3,

то матрица A общего положения (принадлежащая U) не будет
иметь кратных, нулевых и чисто мнимых характеристических
корней.

Далее, гиперповерхность Σ1 имеет касательную гиперплос-
кость в любой точке, не лежащей на прямой

a = d, b = c = 0.

Гиперповерхность Σ2 имеет касательную гиперплоскость в лю-
бой точке, кроме начала координат. Отсюда следует, что появ-
ление кратного ненулевого корня, простого нулевого корня или
пары чисто мнимых корней среди характеристических корней не
скалярной матрицы A является вырождением коразмерности 1.

Покажем, что появление кратного нулевого характеристиче-
ского корня у ненулевой матрицы является вырождением кораз-
мерности 2. Действительно, пересечение Σ1 ∩ Σ2 является кону-
сом второго порядка в гиперплоскости a+d=0. Этот конус имеет
двумерную касательную плоскость во всех точках, кроме верши-
ны (расположенной в начале координат).

Рассмотрим семейство

A(x)=
�

a(x) b(x)
c(x) d(x)

�

матриц, гладко зависящих от двух вещественных параметров
x1, x2, где x = (x1, x2). Оно определяет поверхность Γ в R4. Пред-
положим, что эта поверхность пересекает конус Σ1∩Σ2 при x=x0
в точке A(x0) 6= 0 и имеет в этой точке (двумерную) касательную
плоскость, которая пересекает касательную плоскость к конусу
ровно в одной точке. Тогда, по теореме о неявной функции, для
любого семейства eA(x), достаточно близкого к A(x), соответ-
ствующая ему поверхность γ̃ в R4 пересекает конус Σ1 ∩ Σ2 при
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некотором x̃0, близком к x0, в точке eA(x0) 6=0, т. е. ненулевая мат-
рица eA(x̃0) также имеет кратный нулевой характеристический
корень.

Тот факт, что матрицы A с кратным нулевым характеристиче-
ским корнем не встречаются в однопараметрических семействах
общего положения следует из теоремы трансверсальности Тома.
Мы лишь опишем геометрию этого явления.

Семейство матриц A, гладко зависящих от одного веществен-
ного параметра, определяет кривую γ в R4. Кривая γ общего по-
ложения имеет касательную в каждой своей точке (как и любая
кривая общего положения в четырёхмерном пространстве; см.
пример 9.3, с. 70). Пересечение кривой γ общего положения с ги-
перплоскостью a+d=0 происходит под ненулевым углом. Поэто-
му каждая точка пересечения обладает окрестностью, в которой
нет других пересечений (теорема о неявной функции). Отсюда
следует, что сколь угодно малой деформацией кривой γ можно
сдвинуть все её точки пересечения с гиперплоскостью a + d = 0
в дополнение к конусу Σ1 ∩ Σ2 в этой гиперплоскости.

Аналогичные рассуждения показывают, что появление нену-
левой скалярной матрицы в пространстве всех вещественных
квадратных матриц 2-го порядка является вырождением кораз-
мерности 3. Появление нулевой матрицы является вырождением
коразмерности 4.

Упражнения

1. Изобразите в пространстве вещественных квадратичных
форм от двух переменных множество вырожденных форм. Что
представляет из себя множество положительно определенных
квадратичных форм?

2. Изобразите на плоскости (p, q) вещественных многочленов
от x вида

x3 + px + q

множество многочленов, имеющих кратный корень. Что пред-
ставляет из себя множество многочленов, имеющих три попарно
различных вещественных корня?
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§ 2. Динамические системы

В этом и следующем параграфах мы проиллюстрируем введён-
ные выше понятия на примере положений равновесия динами-
ческих систем (см. [10]).

Динамическая система в области D пространства Rn задаётся
автономным дифференциальным уравнением1 вида

ẋ = v(x),

где ẋ — скорость перемещения точки x= (x1, ‌, xn)∈D с течени-
ем времени t, а v — векторное поле в D. Область D часто назы-
вают фазовым пространством динамической системы, x — фа-
зовой точкой, v — фазовым векторным полем, а вектор v(x) —
фазовой скоростью.

Из основной теоремы теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений (см. [9]) следует, что если фазовая скорость
непрерывно дифференцируемо зависит от фазовой точки, то
для любых x0 ∈ D и t0 ∈ R существует интервал I = (a, b) ⊂ R,
содержащий точку t0, и вектор-функция

γ: I 7→ D, t 7→ x = γ(t),

такие, что
dγ
dt

(t)= v(γ(t))

для любого t ∈ I, причём γ(t0)= x0. Функция x = γ(t) называется
решением дифференциального уравнения ẋ = v(x), удовлетворя-
ющим начальному условию γ(t0) = x0. Согласно той же теореме
каждое решение дифференциального уравнения ẋ= v(x) локаль-
но единственно, т. е. если x= γ1(t), t ∈ I1, и x= γ2(t), t ∈ I2, — два
таких решения, что γ1(t0)=γ2(t0)= x0, то γ1(t)=γ2(t) для любого
t ∈ I1 ∩ I2.

Каждое решение дифференциального уравнения определяет
кривую в фазовом пространстве: образ соответствующей вектор-
функции. Эта кривая называется фазовой. Она может состоять из
одной точки. Поведение фазовых кривых динамической системы
в данной области фазового пространства обычно описывается

1Дифференциальное уравнение в многомерном пространстве, записанное
в координатной форме, называется системой дифференциальных уравнений.
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так называемым фазовым портретом. Он представляет собой
совокупность достаточного количества фазовых кривых, по кото-
рым можно судить о поведении всех остальных фазовых кривых
системы. Особенно важными являются фазовые портреты дина-
мических систем в окрестности положений равновесия.

Напомним, что точка x0 ∈ D называется особой точкой век-
торного поля v, если v(x0)= 0. В этом случае постоянная вектор-
функция x = x0 является решением дифференциального уравне-
ния ẋ = v(x), а точка x0 — фазовой кривой. Поэтому особые точ-
ки векторных полей называют также положениями равновесия
соответствующих динамических систем.

Далее будем считать, что v = v(x) — гладкое векторное поле,
т. е. его координатные компоненты являются C∞-гладкими функ-
циями от x.

Определение. Положение равновесия x0 динамической си-
стемы ẋ = v(x) называется устойчивым (по Ляпунову), если для
любого ε>0 существует δ>0, зависящее только от ε и такое, что
для каждого x̃, удаленного от x0 меньше чем на δ, выполнены
следующие условия:

1) решение x = γ(t) уравнения ẋ = v(x), удовлетворяющее на-
чальному условию γ(t0) = x̃, продолжается на всю полуось
t > t0;

2) точка γ(t) удалена от x0 меньше чем на ε для всех t > t0.

Если, в дополнение к сказанному, существует

lim
t→+∞

γ(t)= x0,

то положение равновесия x0 называется асимптотически устой-
чивым.

Рассмотрим матрицу ∂v
∂x (x0), составленную из частных произ-

водных координатных компонент поля v в особой точке x0. Ха-
рактеристический многочлен этой матрицы имеет ровно n кор-
ней (вещественных и комплексных), взятых с учётом кратностей.
Они не зависят от выбора системы гладких координат в Rn и
называются характеристическими корнями поля v в точке x0.
Следующее утверждение доказано, например, в [9].

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



§ 2. Дèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû 19

Теорема Ляпунова. Если все характеристические корни век-
торного поля v в особой точке x0 имеют отрицательные ве-
щественные части, то положение равновесия x0 динамической
системы ẋ = v(x) асимптотически устойчиво. Если же хотя бы
один из характеристических корней поля v в точке x0 имеет по-
ложительную вещественную часть, то положение равновесия x0
неустойчиво.

Нетрудно проверить, что векторное поле v общего положения
не имеет кратных, нулевых и чисто мнимых характеристических
корней (в случае n = 2 это доказано в примере 1.5, с. 14). Поэто-
му устойчивость положений равновесия динамической системы
ẋ = v(x) общего положения полностью определяется характери-
стическими корнями поля v в соответствующих особых точках.

Теорема Пуанкаре. Если между характеристическими корня-
ми векторного поля v в особой точке x0= (a1, ‌, an) отсутству-
ют так называемые резонансы (линейные соотношения опреде-
ленного вида с целыми коэффициентами, одновременно не равны-
ми нулю), то для любого натурального1 N заменой координат

xi = ai + yi + Pi( y), i = 1, ‌, n,

где P1, ‌, Pn — многочлены от y = ( y1, ‌, yn) ∈ Rn, у которых
степень каждого члена больше 1, динамическая система ẋ = v(x)
приводится к виду

ẏ = ∂v
∂x (x0) · y + o(|y|N ),

где |y|=
q

y2
1 +‌ + y2

n .

Спустя много лет после опубликования этого результата вы-
яснилось, что справедливо более сильное утверждение: если век-
торное поле v удовлетворяет условию теоремы Пуанкаре в осо-
бой точке x0, то дифференциальное уравнение ẋ = v(x) в окрест-
ности этой точки можно привести к линейному виду гладкими
заменами координат (см. [47]). Доказательство теоремы Пуанка-
ре имеется в [10].

1Натуральными в этой книге называются целые положительные числа.
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Отметим, что нерезонансные наборы n комплексных чисел
образуют массивное подмножество в n-мерном комплексном
пространстве Cn (как и точки в Rn из дополнения к объединению
гиперплоскостей, заданных уравнениями с целыми коэффициен-
тами; см. пример 1.2, с. 10). Оказывается, что в функциональном
пространстве гладких векторных полей в Rn существует такое
массивное подмножество U , что все особые точки каждого поля
v ∈U имеют нерезонансные наборы характеристических корней.
Это вытекает из теоремы трансверсальности Тома (с. 67).

Таким образом, поведение фазовых кривых динамической си-
стемы ẋ= v(x) общего положения в окрестности любого положе-
ния равновесия x0 полностью описывается фазовым портретом
линеаризации

ẏ = ∂v
∂x (x0) · y

этой системы в точке x0.

Пример 2.1. Положения равновесия динамической системы
общего положения на плоскости исчерпываются списком из при-
ведённой ниже таблицы1. Фазовые портреты линейных систем в
окрестности этих положений равновесия изображены (в подхо-
дящих линейных координатах) на рис. 2.

характеристические
корни λ1,λ2

название положения
равновесия

устойчивость
положения

0< λ1 < λ2 неустойчивый узел неустойчиво

λ2 < λ1 < 0 устойчивый узел асимптотически
устойчиво

λ2 < 0< λ1 седло неустойчиво

λ1,2=α± iβ , α<0, β >0 устойчивый фокус асимптотически
устойчиво

λ1,2=α± iβ , α>0, β >0 неустойчивый фокус неустойчиво

1Узлы, фокусы и сёдла (включая вырожденные и дикритические узлы при
λ1 = λ2 6= 0) иногда называют грубыми особыми точками векторных полей на
плоскости.
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неустойчивый узел устойчивый узел

седло

устойчивый фокус неустойчивый фокус

Рис. 2. Особые точки векторного поля общего положения на плоскости
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Фазовые портреты динамических систем в окрестностях по-
ложений равновесия с различными (неупорядоченными) набо-
рами характеристических корней нельзя перевести друг в друга
гладкими заменами координат. Поэтому их изучают при помощи
локальных гомеоморфизмов.

Определение. Векторные поля v1 и v2, заданные в областях
D1 и D2 пространства Rn, называются топологически эквива-
лентными, если существует гомеоморфизм

h : D1→ D2,

переводящий фазовые кривые поля v1 в фазовые кривые поля v2
с сохранением направления движения1.

Особые точки векторных полей (или положения равновесия
соответствующих динамических систем) называют топологиче-
ски эквивалентными, если эти поля топологически эквивалент-
ны в некоторых окрестностях рассматриваемых особых точек.

Теорема Гробмана — Хартмана. Пусть x0 — особая точка
гладкого векторного поля v в Rn. Предположим, что k характе-
ристических корней поля v в точке x0 имеют отрицательные
вещественные части, а вещественные части остальных n−k кор-
ней положительны. Тогда положение равновесия x0 динамической
системы ẋ = v(x) топологически эквивалентно положению рав-
новесия динамической системы

¨

ẏi = −yi , i = 1, ‌, k;
ẏj = yj , j = k + 1, ‌, n.

В частности, любые два узла или любые два фокуса на плос-
кости (оба устойчивые или оба неустойчивые) топологически
эквивалентны. Топологически эквивалентны также любые два
седла. Доказательство теоремы Гробмана — Хартмана приведе-
но, например, в [9].

Замечание. Ещё одним следствием теоремы Гробмана —
Хартмана является топологическая эквивалентность узлов и

1Эту эквивалентность иногда называют орбитальной.
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фокусов (одновременно устойчивых или неустойчивых). Это
показывает, что топологическая эквивалентность положений
равновесия динамических систем даёт о них весьма упрощенное
представление.

В заключение отметим, что в теории катастроф постоянно
используются различные эквивалентности между элементами
тех или иных множеств. Все они являются отношениями эквива-
лентности, т. е. удовлетворяют следующим условиям (см. [23]):

1) каждый элемент эквивалентен самому себе (это условие на-
зывается рефлексивностью);

2) если a эквивалентно b, то b эквивалентно a (симметрич-
ность);

3) если a эквивалентно b, а b эквивалентно c, то a эквивалентно
c (транзитивность).

Отношение эквивалентности на множестве примечательно
тем, что оно позволяет разбить это множество на непересекаю-
щиеся классы попарно эквивалентных элементов. Такое разбие-
ние называют классификацией элементов множества относитель-
но данного отношения эквивалентности.

В частности, теорема Гробмана — Хартмана описывает клас-
сификацию положений равновесия динамических систем обще-
го положения относительно топологического отношения эквива-
лентности. А именно, все особые точки векторных полей общего
положения в Rn разбиваются на n + 1 класс топологической эк-
вивалентности.

Упражнения

1. Опишите все возможные наборы характеристических кор-
ней особых точек векторных полей общего положения в R3.

2. Нарисуйте фазовый портрет какой-нибудь линейной дина-
мической системы общего положения в R3 в окрестности поло-
жения равновесия.
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Теперь рассмотрим семейство vτ(x) векторных полей в простран-
стве Rn, зависящих от параметра τ∈Rk . Мы будем предполагать,
что это семейство гладкое, т. е. координатные компоненты полей
семейства являются C∞-гладкими функциями, определенными
на пространстве Rn × Rk .

При изменении параметра τ у векторного поля vτ(x) неустра-
нимым образом может появиться вырожденная особая точка.

Пример 3.1. Дифференциальное уравнение

˙̇x + τẋ +ω2 x = 0 (1)

определяет закон малых колебаний математического маятника
с трением. Здесь x — угол отклонения маятника от вертикальной
оси, τ¾ 0 — коэффициент трения и

ω2 = g/l > 0,

где l — длина подвески, а g — ускорение свободного падения.
Уравнение (1) задаёт динамическую систему. Её фазовое про-

странство двумерно и определяется углом x и скоростью y = ẋ.
Вектор фазовой скорости в точке (x, y) зависит от коэффициента
трения τ и определяется формулой

vτ(x, y)= ( y,−τy −ω2 x).

Начало координат является особой точкой векторного поля v.
При таких τ, что τ2 − 4ω2 < 0, характеристические корни поля v
в нуле образуют комплексно-сопряженную пару с вещественной
частью −τ/2. Следовательно, динамическая система математи-
ческого маятника с малым, но ненулевым трением имеет асимп-
тотически устойчивое положение равновесия x= ẋ=0 типа устой-
чивый фокус.

При исчезновении трения возникает вырожденное положе-
ние равновесия. А именно, при τ = 0 поле v имеет в нуле ком-
плексно-сопряженную пару чисто мнимых характеристических
корней.

Положение равновесия x = ẋ = 0 динамической системы
˙̇x +ω2 x=0 называется центром. Фазовый портрет этой системы
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изображен на рис. 3. Положение равновесия типа центр устой-
чиво по Ляпунову, но не устойчиво асимптотически.

Рис. 3. Положение равновесия типа центр

Замечание. В классической механике центры возникают в
точках невырожденного локального минимума потенциальной
энергии консервативной системы с одной степенью свободы.

Любые качественные перестройки фазового портрета дина-
мической системы в окрестности положения равновесия при из-
менении параметров, от которых зависит система, называются
бифуркациями (см. [2]). Исторически бифуркации в динамиче-
ских системах были первыми примерами катастроф, которые
интенсивно изучались математиками. В оставшейся части пара-
графа в качестве примера описаны топологические бифуркации
общего положения в динамических системах на плоскости, зави-
сящих от одного параметра (см. также [10]).

Сначала заметим, что в результате простейшего вырождения
(коразмерности 1) в наборе характеристических корней особой
точки векторного поля может появиться либо ненулевой крат-
ный корень, либо простой нулевой корень, либо комплексно-
сопряженная пара корней с нулевой вещественной частью (см.
пример 1.5, с. 14). По теореме Гробмана — Хартмана фазовый
портрет динамической системы в окрестности положения рав-
новесия в момент слияния двух ненулевых характеристических
корней не претерпевает никаких изменений с точки зрения
топологической эквивалентности. Поэтому этот случай обычно
даже не считается вырождением при изучении топологических
бифуркаций.

Исследуем теперь случай появления особой точки с простым
нулевым характеристическим корнем.
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Пример 3.2. Рассмотрим на плоскости (x, y) динамическую
систему

¨

ẋ = x2 + τ,
ẏ = −y,

(2)

зависящую от параметра τ ∈ R.
Если τ < 0, то эта система имеет два положения равновесия:

седло (
p
−τ, 0) и устойчивый узел (−

p
−τ, 0). Если при этом

τ > −1/4, то замыкания почти всех фазовых кривых системы в
окрестности узла касаются оси x.

Если τ > 0, то система (2) не имеет положений равновесия.
При τ=0 она имеет только одно положение равновесия — в нача-
ле координат. Это положение равновесия называется седло-узел.
Оно вырожденное. Его характеристические корни λ1=0, λ2=−1.

Аналогично описывается перестройка фазового портрета ди-
намической системы

¨

ẋ = x2 ± τ,
ẏ = ±y

(3)

при переходе параметра τ через нуль, для любой другой возмож-
ной комбинации знаков ±. Каждая из этих перестроек называ-
ется бифуркацией седло-узел. При надлежащем выборе направ-
ления изменения знака параметра τ она описывает катастрофу,
в результате которой происходит слияние седла с узлом и их по-
следующее исчезновение. В случае (2) бифуркация седло-узел
изображена на рис. 4.

Оказывается, что в некотором смысле система (3) описыва-
ет появление особой точки с простым нулевым характеристиче-
ским корнем в любом однопараметрическом семействе общего
положения векторных полей на плоскости. Чтобы точно сформу-
лировать соответствующий результат, необходимо распростра-
нить определение топологической эквивалентности особых то-
чек на семейства векторных полей.

Рассмотрим два гладких семейства векторных полей vτ,1(x) и
vτ,2(x) в пространстве Rn, зависящих от параметра τ ∈ Rk . Пред-
положим, что эти поля имеют особую точку x = 0 при τ = 0. Та-
кое предположение нисколько не ограничивает общности наших
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−1/4< τ < 0:

τ= 0:

τ > 0:

Рис. 4. Бифуркация седло-узел
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рассуждений, поскольку всегда интересующую нас особую точку
или значение параметра можно принять за начало отсчёта.

Определение. Семейства векторных полей vτ,1(x) и vτ,2(x)
(или динамических систем ẋ = vτ,1(x) и ẋ = vτ,2(x)) называются
топологически эквивалентными вблизи точки x = 0 при τ = 0,
если существует гомеоморфизм окрестности нуля прямого про-
изведения Rn × Rk , имеющий вид

(x,τ) 7→ (h(x,τ),τ),

сохраняющий нуль и такой, что при каждом τ, достаточно близ-
ком к 0, фазовые кривые поля vτ,1(x) переходят в фазовые кри-
вые поля vτ,2(x) с сохранением направления движения.

Определение. Говорят, что семейство vτ,2(x) индуцировано
из vτ,1(x) вблизи точки x = 0 при τ = 0, если существует непре-
рывное отображение τ 7→ T(τ), сохраняющее нуль и такое, что

vτ,2(x)≡ vT (τ),1(x)

в окрестности нуля пространства Rn × Rk .

По всей видимости, следующее утверждение было хорошо из-
вестно уже во времена Пуанкаре.

Теорема 1. Пусть v(x) — гладкое векторное поле на плоско-
сти, имеющее особую точку x = 0 с простым нулевым характе-
ристическим корнем. Тогда всякое гладкое однопараметрическое
семейство vτ(x) векторных полей на плоскости, такое, что
v0(x)≡v(x), топологически эквивалентно вблизи точки x=0 при
τ=0 семейству векторных полей, индуцированному из семейства
фазовых векторных полей системы (3), соответствующей знаку
плюс перед параметром τ. Более того, если семейство vτ(x) нахо-
дится в общем положении, то семейство динамических систем
ẋ = vτ(x) топологически эквивалентно вблизи точки x = 0 при
τ= 0 семейству (3) (одному из четырёх).

Остается случай появления комплексно-сопряженной пары
характеристических корней с нулевой вещественной частью.

Рассмотрим на плоскости (x, y) с комплексной координатой
z = x + iy динамическую систему

ż = z(i ± τ ± |z|2), (4)
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зависящую от параметра τ∈R с любой возможной комбинацией
знаков ±. При τ = 0 линеаризация этой системы в нуле имеет
положение равновесия типа центр. Бифуркацию в системе (4)
при переходе параметра τ через 0 изучали Пуанкаре, Хопф и
Андронов.

Теорема 2. Пусть v(x) — гладкое векторное поле на плоско-
сти, имеющее особую точку x = 0 с парой чисто мнимых харак-
теристических корней. Тогда всякое гладкое однопараметриче-
ское семейство vτ(x) векторных полей на плоскости, такое, что
v0(x)≡v(x), топологически эквивалентно вблизи точки x=0 при
τ=0 семейству векторных полей, индуцированному из семейства
фазовых векторных полей системы (4), соответствующей знаку
плюс перед параметром τ. Более того, если семейство vτ(x) нахо-
дится в общем положении, то семейство динамических систем
ẋ = vτ(x) топологически эквивалентно вблизи x = 0 при τ = 0
семейству (4) (одному из четырёх).

Упражнения

1. Изобразите бифуркации в динамической системе (3) при
переходе параметра τ через нуль для всех возможных комбина-
ций знаков ±.

2. Перечислите с точностью до топологической эквивалент-
ности бифуркации особых точек векторных полей на прямой в
семействах общего положения, зависящих от одного параметра
(см. [10]).

3. Опишите бифуркацию Пуанкаре — Хопфа — Андронова.
В частности, при каком условии в системе (4) возникает устой-
чивый предельный цикл (см. [10]).
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§ 4. Гладкие многообразия

Математическое моделирование различных процессов, происхо-
дящих в природе и в различных областях человеческой деятель-
ности, часто приводит к необходимости рассмотрения отображе-
ний, которые определены на так называемых гладких многооб-
разиях.

Понятие гладкого многообразия — одно из важнейших в со-
временной математике1. Простейшими примерами гладких мно-
гообразий являются гладкие поверхности разных размерностей
в Rn.

Определение. Подмножество M пространства Rn называется
гладкой m-мерной поверхностью, если для любой точки x из M
существует окрестность D ⊂ Rn и разбиение

{x1, ‌, xn}= {xi1
, ‌, xim

} ∪ {x j1 , ‌, x jn−m
}

декартовых координат в Rn на два таких непересекающихся на-
бора из m и n − m координат соответственно, что пересечение
M ∩D состоит из точек (x1, ‌, xn)∈D, удовлетворяющих системе
уравнений







x j1 = f1(xi1
, ‌, xim

),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x jn−m

= fn−m(xi1
, ‌, xim

),
(5)

где f1, ‌, fn−m обозначают C∞-гладкие функции переменных
xi1

, ‌, xim
.

Замечание. В случае m=0, т. е. когда набор {xi1
, ‌, xim

} пуст,
а f1, ‌, fn — константы, получается множество изолированно ле-
жащих точек в Rn. В случае m= n, т. е. когда набор {x j1 , ‌, x jn−m

}
пуст, получается открытое подмножество.

Забегая вперёд, скажем, что любое гладкое многообразие
диффеоморфно гладкой поверхности в пространстве Rn доста-
точно большой размерности n. Это — фундаментальный резуль-

1То, что мы называем гладким многообразием, иногда называют гладким мно-
гообразием без края. Более общее понятие гладкого многообразия с краем не
используется в данной книге.
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тат дифференциальной топологии (см. [45]). Понятие диффео-
морфности многообразий мы определим несколько позже (с. 35).
Сейчас же дадим определение многообразия, которое позволит
быстро проверить, является ли данное топологическое простран-
ство M, вложение которого в пространство Rn не очевидно,
гладким многообразием.

Во-первых, пространство M должно быть снабжено топологи-
ей со счётной базой (аксиома счётности, с. 8). При этом любые
две точки из M должны иметь не пересекающиеся окрестности
(аксиома отделимости Хаусдорфа).

Во-вторых, каждая точка x ∈M должна иметь окрестность, го-
меоморфную области в пространстве Rm, размерность которого
не зависит от x. При этом говорят, что координаты в Rm опре-
деляют локальные координаты на M в окрестности точки x. На-
пример, если M — гладкая поверхность в Rn, заданная системой
уравнений (5) в окрестности точки x, то xi1

, ‌, xim
— локальные

координаты на M в этой окрестности.

В-третьих, если в открытом подмножестве в M есть две ло-
кальные системы координат, то переход от одних координат к
другим должен быть обратимым отображением, C∞-гладким вме-
сте со своим обратным.

Число m локальных координат на многообразии M называет-
ся его размерностью и обозначается dim M (пишут также Mm).
Подмножество M гладкого n-мерного многообразия N называет-
ся гладким подмногообразием размерности m, если в окрестно-
сти каждой своей точки в локальных координатах x1, ‌, xn на N
оно задаётся системой уравнений вида (5). Такое подмножество
само является гладким m-мерным многообразием с локальными
координатами xi1

, ‌, xim
в рассматриваемой окрестности. Число

n −m называется коразмерностью подмногообразия M в объем-
лющем многообразии N и обозначается codim M.

Пример 4.1. Рассмотрим множество RG(n) всех гиперплоско-
стей в пространстве Rn с координатами x1, ‌, xn. Любая гипер-
плоскость в этом пространстве определяется уравнением

n
∑

i=1
ai xi + b = 0,
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где a1, ‌, an, b∈R, причём хотя бы одно из чисел a1, ‌, an отлич-
но от нуля. Условие ak 6=0 означает, что гиперплоскость пересека-
ет ось xk ровно в одной точке. Уравнение такой гиперплоскости
можно переписать в виде

xk =
∑

i 6=k
yi xi + yk , (6)

где

y1 =−
a1

ak
, ‌, yk−1 =−

ak−1

ak
, yk =−

b
ak

, yk+1 =−
ak+1

ak
, ‌, yn =−

an

ak
.

Эти формулы задают взаимно однозначное соответствие меж-
ду множеством гиперплоскостей, каждая из которых пересекает
ось xk ровно в одной точке, и пространством

Rn = {( y1, ‌, yn)}.

Оно индуцирует топологию на RG(n) из стандартной топологии
пространства Rn и определяет локальные координаты в окрест-
ности любой гиперплоскости, заданной уравнением вида (6). Все
указанные выше свойства гладкого многообразия легко прове-
ряются. Таким образом, пространство RG(n) является гладким
n-мерным многообразием.

Рассмотрим теперь подмножество RG0(n) в RG(n), состоящее
из гиперплоскостей, проходящих через начало координат. Во вве-
дённых выше локальных координатах y1, ‌, yn на многообразии
RG(n), множество гиперплоскостей, заданных уравнением ви-
да (6) и принадлежащих множествуRG0(n), задаётся уравнением
yk=0. Следовательно,RG0(n) — гладкое (n−1)-мерное подмного-
образие коразмерности 1 в RG(n). Многообразия RG(n) и RG0(n)
являются простейшими примерами так называемых многообра-
зий Грассмана (см. замечание на с. 34).

Среди всех гладких многообразий важный класс составляют
компактные многообразия. Напомним, что подмножество топо-
логического пространства (в частности, все пространство) назы-
вается компактным, если из любого его покрытия открытыми
подмножествами можно выбрать конечное подпокрытие.

Пространство Rn не является, очевидно, компактным. Под-
множество в Rn компактно, если и только если оно, во-первых,
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ограничено, т. е. целиком лежит внутри некоторого открытого
шара, и, во-вторых, замкнуто. Для установления факта компакт-
ности произвольного гладкого многообразия M достаточно по-
казать, что любое бесконечное подмножество K ⊂ M имеет хотя
бы одну предельную точку в M, т. е. точку, в любой окрестности
которой содержится бесконечное множество точек из K .

Пример 4.2. Стандартная сфера

x2
1 +‌ + x2

n+1 = 1

в Rn+1 является гладким компактным n-мерным многообразием
и обозначается Sn (при n=1 оно называется окружностью). Каж-
дая гиперплоскость xk =0 разбивает эту сферу на (n−1)-мерную
сферу и две открытые полусферы, являющиеся графиками глад-
ких функций

xk = ±
q

1 − x2
1 −‌ − x2

k−1 − x2
k+1 −‌ − x2

n+1,

где
x2

1 +‌ + x2
k−1 + x2

k+1 +‌ + x2
n+1 < 1.

Переменные
x1, ‌, xk−1, xk+1, ‌, xn+1

определяют локальные координаты на каждой из этих полусфер.

Отметим, что сфера Sn не гомеоморфна Rn, поскольку гомео-
морфизм сохраняет компактность.

Пример 4.3. Множество всех прямых в Rn+1, проходящих
через начало координат, также является гладким компактным
n-мерным многообразием. Это многообразие называется n-мер-
ным проективным пространством и обозначается RPn.

Имеется взаимно однозначное соответствие между множе-
ством прямых, проходящих через начало координат и не лежа-
щих в координатной гиперплоскости xk = 0 пространства Rn+1,
и пространством Rn. А именно, каждой такой прямой сопостав-
ляется точка её пересечения с гиперплоскостью xk = 1. Это
отображение индуцирует топологию на RPn из стандартной
топологии пространства Rn и определяет локальные координаты
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в окрестности любой прямой, не лежащей в гиперплоскости
xk = 0.

Пространство RPn естественным образом отождествляется с
многообразием Грассмана RG0(n + 1): каждой гиперплоскости
в Rn+1, проходящей через начало координат, сопоставляется её
нормаль в этой точке. Многообразие RPn можно получить также
из сферы Sn отождествлением диаметрально противоположных
точек.

Проективная прямая RP1 гомеоморфна окружности S1. Мето-
дами гомотопической топологии доказывается, что многообра-
зия Sn и RPn не гомеоморфны при n > 1 (см. [45]).

Замечание. Множество RG0(k, n), состоящее из k-мерных
плоскостей в Rn, проходящих через начало координат, является
гладким компактным многообразием размерности k(n−k). Мно-
жество RG(k, n) всех k-мерных плоскостей в Rn, как проходящих,
так и не проходящих через начало координат, является гладким
многообразием, диффеоморфным открытому подмножеству в

RG0(k + 1, n + 1).

Все эти многообразия называются многообразиями Грассмана.

Упражнения

1. Докажите, что прямое произведение гладких многообра-
зий является гладким многообразием; размерность произведе-
ния равна сумме размерностей сомножителей. Опишите реализа-
цию двумерного тора (прямое произведение двух окружностей)
в виде гладкой поверхности в R3.

2. Докажите, что группа SO(n) ортогональных матриц поряд-
ка n с вещественными коэффициентами и определителем 1 яв-
ляется гладким многообразием размерности n(n − 1)/2. Какими
локальными координатами на группе SO(3) пользуются в класси-
ческой механике при изучении движений твердого тела с непо-
движной точкой в R3?
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§ 5. Особенности гладких отображений

Мы начинаем изучать локальные свойства гладких отображений
гладких многообразий. В этом и следующих параграфах все ис-
пользуемые понятия строго определены. Основные факты, необ-
ходимые для практического применения теории катастроф, при-
ведены с точными формулировками.

Пусть Mm и Nn — гладкие многообразия. Тогда каждое отоб-
ражение f : M→ N в окрестности точки x0 ∈M задаётся упорядо-
ченным набором n функций m переменных

y1 = f1(x1, ‌, xm), ‌, yn = fn(x1, ‌, xm),

где x1, ‌, xm — локальные координаты на M в окрестности точ-
ки x0, а y1, ‌, yn — локальные координаты на N в окрестности
точки f (x0).

Функции f1, ‌, fn называются координатными компонента-
ми отображения f . Если все эти компоненты являются C∞-глад-
кими функциями для любой точки x0, то отображение f называ-
ется гладким. Матрица

∂ f
∂x (x0)

размера n × m, составленная из частных производных коорди-
натных компонент отображения f в точке x0, называется его
матрицей Якоби в этой точке. Гладкость отображения и ранг мат-
рицы Якоби не зависят от выбора локальных координат в образе
и прообразе.

Гладкое отображение f : M → N называется диффеоморфиз-
мом, если существует гладкое обратное отображение f −1 : N→M.
Если отображение f : M→N является диффеоморфизмом, то мно-
гообразия M и N называются диффеоморфными. Диффеоморф-
ные многообразия имеют одинаковые размерности. Матрица
Якоби диффеоморфизма невырожденна во всех точках.

Определение. Гладкое отображение f : M → N называется
вложением, если его образ f (M) является гладким подмногооб-
разием в N, а отображение f : M → f (M) является диффеомор-
физмом.

Гладкое отображение называется собственным, если прооб-
раз любого компакта при этом отображении компактен. Гладкое
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собственное отображение f : M → N является вложением, если
и только если оно инъективно (т. е. разные точки переводит в
разные), а ранг его матрицы Якоби в каждой точке равен раз-
мерности многообразия M (см. [18]).

Пример 5.1. Гладкое отображение γ: (a, b) → N интервала
(a, b) ⊂ R в гладкое многообразие N называется кривой (клас-
са C∞). Образ этого отображения также называют кривой в N.
В частности, фазовые кривые динамической системы определя-
ются решениями соответствующего дифференциального уравне-
ния.

Если отображение γ является вложением, то кривая называет-
ся гладкой. В этом случае гладкое одномерное подмногообразие
γ(a, b) ⊂ N также называется гладкой кривой в N. Гладкая соб-
ственная вектор-функция в Rn определяет гладкую кривую, если
и только если производная этой функции всюду отлична от нуля,
а каждая точка её образа имеет ровно один прообраз.

Мы будем говорить, что кривая γ проходит через точку P ∈N ,
если существует такое t0 ∈ (a, b), что γ(t0) = P. При этом если
кривая γ гладкая, то сужение γ+ : [t0, b)→ N отображения γ на
промежуток [t0, b) называется гладкой кривой, выходящей из точ-
ки P. Кривая γ− : (a, t0]→ N называется гладким продолжением
кривой γ+ в точке P.

Замечание. Замкнутой кривой в многообразии N называет-
ся такое гладкое отображение γ: [a, b]→ N, что γ(a) = γ(b). За-
мкнутая кривая γ называется гладкой, если (b−a)-периодическое
продолжение отображения γ на всю числовую прямую является
C∞-гладким, а сужение этого продолжения на любой интервал
длины b − a является вложением.

Фактически гладкая замкнутая кривая γ является вложени-
ем окружности S1 в многообразие N. В дальнейшем гладкой
замкнутой кривой мы будем называть также любое гладкое
компактное одномерное подмногообразие в N. Каждая связная
компонента такого многообразия представляет собой вложен-
ную окружность (см. [45]).

Пример 5.2. Пусть m¾ n и L — гладкое многообразие размер-
ности m− n. Тогда гладкое отображение f : Mm→ Nn называется
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гладким расслоением со слоем L, если для любой точки y ∈ N су-
ществуют окрестность Uy ⊂ N и вложение ϕ : Uy × L→ M, такие,
что диаграмма

Uy × L

pr

��

ϕ
// M

f
��

Uy
i
// N

коммутативна, т. е. f (ϕ( ỹ, z))= ỹ для любых ỹ ∈ Uy , z ∈ L. Здесь
pr — естественная проекция прямого произведения на первый
сомножитель, а отображение i является тождественным вложе-
нием. Многообразие N называется базой расслоения, M — то-
тальным пространством, f −1( y) — слоем над точкой y.

Из коммутативности указанной диаграммы следует, что все
слои гладкого расслоения диффеоморфны. Более того, в окрест-
ности любой точки y базы расслоения и в окрестности любой
точки z слоя f −1( y) можно выбрать локальные координаты,
в которых расслоение является проектированием пространства
Rm на n-мерное координатное подпространство. Таким образом,
гладкое расслоение является обобщением обычного проектиро-
вания векторных пространств.

Зафиксируем точку x0∈M и рассмотрим множество C∞
x0

(M, N)
всех гладких отображений вида ϕ : U → N, где U ⊂ M — окрест-
ность точки x0. Два отображения ϕ1 : U1 → N и ϕ2 : U2 → N на-
зываются эквивалентными, если существует такая окрестность
U⊂U1∩U2 точки x0, что ϕ1(x)=ϕ2(x) для любого x∈U . Ряды Тей-
лора в точке x0 эквивалентных отображений совпадают в любых
локальных координатах. Эквивалентность гладких отображений
является отношением эквивалентности.

Определение. Ростком гладкого отображения f : M → N в
точке x0 ∈ M называется класс эквивалентности отображений
в C∞

x0
(M, N), содержащий f .

Росток отображения полностью определяется любым предста-
вителем соответствующего класса эквивалентности. Поэтому в
дальнейшем, для краткости, мы будем называть ростком отобра-
жения в данной точке его сужение на достаточно малую окрест-
ность этой точки.
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Аналогично определяется росток подмножества гладкого
многообразия. Два подмножества с общей точкой называются
эквивалентными, если они совпадают в некоторой окрестности
этой точки. Ростком подмножества в данной точке называ-
ется класс эквивалентности этого подмножества среди всех
подмножеств, содержащих эту точку. Пересечение подмноже-
ства гладкого многообразия с достаточно малой окрестностью
данной точки мы также будем называть ростком этого подмно-
жества.

Два подмножества гладкого многообразия называются диф-
феоморфными, если одно переводится в другое подходящим
диффеоморфизмом объемлющего многообразия. Ростки под-
множеств гладких многообразий (возможно, различных) в двух
данных точках называются диффеоморфными, если один пере-
водится в другой подходящим диффеоморфизмом окрестностей
этих точек в объемлющих многообразиях. Такой диффеомор-
физм часто называют локальным.

В дальнейшем нас будут интересовать ростки образа гладкого
отображения гладких многообразий, а также ростки прообразов
различных подмножеств многообразия-образа при этом отобра-
жении с точки зрения эквивалентности относительно локальных
диффеоморфизмов.

Замечание. Выбор локальных координат сводит изучение
ростка гладкого отображения f : Mm→ Nn к изучению гладкого
отображения из Rm в Rn, определенного в окрестности нуля.
Мы будем считать, что это отображение продолжено до какого-
нибудь гладкого отображения всего пространства Rm так, что
ростки в нуле исходного и продолженного отображений совпа-
дают. Такое продолжение всегда можно сделать при помощи
хорошо известной в математическом анализе конструкции раз-
биения единицы (см. [18]).

Предположим, что ранг матрицы Якоби
∂ f
∂x (x0) гладкого отоб-

ражения f : Mm → Nn в точке x0 ∈ M равен min{m, n}. Тогда из
теоремы о неявной функции следует, что:

1) если m < n, то найдутся гладкие координаты x1, ‌, xm на
многообразии M в окрестности точки x0 и гладкие координаты
y1, ‌, yn на многообразии N в окрестности точки f (x0), такие,
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что в этих координатах росток f в x0 является ростком в нуле
вложения Rm→ Rn, заданного формулами

y1 = x1, ‌, ym = xm, ym+1 = 0, ‌, yn = 0;

2) если m¾ n, то для любых гладких координат y1, ‌, yn на N
в окрестности точки f (x0) найдутся такие гладкие координаты
x1, ‌, xm на M в окрестности точки x0, что в этих координатах
росток f в x0 является ростком в нуле расслоения Rm → Rn, за-
данного формулами

y1 = x1, ‌, yn = xn.

Таким образом, гладкое отображение ведет себя как линей-
ное в окрестности любой точки, в которой ранг его матрицы
Якоби максимально возможный.

Определение. Критической точкой гладкого отображения

f : Mm→ Nn

называется любая точка x0 ∈ M, в которой ранг матрицы Яко-

би
∂ f
∂x (x0) этого отображения меньше min{m, n}. Образ критиче-

ской точки называется критическим значением.

Гладкое отображение в окрестности критической точки мо-
жет быть устроено сколь угодно сложно. Чтобы изучить свойства
отображения, необходимо провести классификацию его ростков
в критических точках относительно подходящего отношения эк-
вивалентности. Чаще всего делают замены локальных координат
в образе и прообразе.

Определение. Ростки гладких отображений

f1 : M1→ N1 и f2 : M2→ N2

в точках x1 ∈ M1 и x2 ∈ M2 соответственно называются RL- (или
лево-право-) эквивалентными, если существуют окрестности U1⊂
⊂ M1, U2 ⊂ M2 точек x1, x2, окрестности B1 ⊂ N1, B2 ⊂ N2 точек
y1 = f1(x1), y2 = f2(x2) и диффеоморфизмы ϕ : U1 → U2, ψ: B1 →
→ B2, такие, что f1(U1) ⊂ B1, f2(U2) ⊂ B2, ϕ(x1)= x2, ψ( y1)= y2 и
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диаграмма

U1

ϕ

��

f1
// B1

ψ

��

U2
f2
// B2

коммутативна, т. е. f2(x)=ψ( f1(ϕ−1(x))) для любого x ∈ U2.

Отметим, что в рамках данного определения ростки образов
f1(U1) и f2(U2) окрестностей U1 и U2 в точках y1 и y2 диффео-
морфны (ψ— локальный диффеоморфизм).

Замечание. Название этой эквивалентности объясняется так:
в формуле f2 = ψ ◦ f1 ◦ ϕ−1 действие в прообразе стоит справа,
в образе — слева, а композиция отображений читается справа
налево. Фактически речь идет о заменах ϕ−1 иψ локальных коор-
динат в прообразе и образе отображения f1, в результате которых
формула, определяющая f1, превращается в формулу для f2.

Критические точки гладких функций (отображений в число-
вую прямую) обычно классифицируют при помощи гладких за-
мен координат только в прообразе.

Определение. Ростки гладких функций

f1 : M1→ R и f2 : M2→ R

в точках x1 ∈ M1 и x2 ∈ M2 соответственно называются R- (или
право-) эквивалентными, если существуют окрестности U1 ⊂ M1,
U2 ⊂ M2 точек x1, x2 и диффеоморфизм ϕ : U1 → U2, такие, что
ϕ(x1)= x2 и

f2(x)= f1(ϕ−1(x))

для любого x ∈ U2.

Один из первых результатов, касающихся классификации кри-
тических точек гладких функций, был получен М. Морсом в на-
чале двадцатого века (см. [28]).

Лемма Морса. Пусть f : Rm → R— гладкая функция с кри-
тической точкой в нуле. Предположим, что эта критическая
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точка невырожденна, т. е. второй дифференциал d2 f |0 являет-
ся невырожденной квадратичной формой. Тогда росток f в нуле
R-эквивалентен ростку в нуле одной из функций вида

(x1, ‌, xm) 7→ f (0) ± x2
1 ±‌ ± x2

m.

Мы докажем более общую версию этого утверждения в § 12.
Доказательство использует другой замечательный факт, вытека-
ющий из формулы Ньютона — Лейбница.

Лемма Адамара. Пусть гладкая функция

f : Rm × Rk → R, (x, u) 7→ f (x, u),

удовлетворяет условию f (0, u)≡ 0. Тогда

f (x, u)≡
m
∑

i=1
xi gi(x, u),

где g1, ‌, gm — гладкие функции от x = (x1, ‌, xm) ∈ Rm, u ∈ Rk ,
такие, что

gi(0, u)≡
∂ f
∂xi

(0, u).

При изучении прообраза нуля гладкого отображения в про-
странство Rn можно делать гладкие замены координат в про-
образе и невырожденные линейные преобразования в образе,
зависящие от точки прообраза.

Определение. Ростки в нуле гладких отображений

f1 : Rm→ Rn и f2 : Rm→ Rn,

таких, что f1(0)= f2(0)=0, называются V -эквивалентными, если
существуют окрестности U1, U2 ⊂ Rm начала координат, диффео-
морфизм ϕ : U1→U2 и гладкое отображение Ψ : U2→GL(Rn) в про-
странство невырожденных матриц порядка n, такие, что ϕ(0)=0
и

f2(x)= Ψ(x) f1(ϕ−1(x))

для любого x ∈ U2.

Здесь буква V означает variety f −1(0). Диффеоморфизм ϕ пе-
реводит росток прообраза f −1

1 (0) в нуле в росток f −1
2 (0) в нуле.
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Замечание. Из того, что ростки в нуле множеств решений
двух систем f1(x) = 0 и f2(x) = 0 из n уравнений с m неизвест-
ными переводятся один в другой подходящим диффеоморфиз-
мом пространства неизвестных, не вытекает V -эквивалентность
ростков отображений f1, f2 : Rm→Rn в нуле. Например, функции
f1(x)= x2 и f2(x)= x3 от x∈R имеют одинаковые прообразы нуля,
но их ростки в нуле не являются V -эквивалентными, поскольку
из V -эквивалентности ростков в нуле гладких функций одной пе-
ременной x, обращающихся в нуль при x=0, следует совпадение
их порядков малости относительно x при x→ 0.

Класс эквивалентности ростка гладкого отображения в лю-
бой критической точке называют особенностью. Классификация
особенностей относительно того или иного отношения эквива-
лентности состоит в выборе представителей соответствующих
классов эквивалентности. Выбранные представители называют-
ся нормальными формами особенностей.

Нахождение нормальной формы конкретного ростка называ-
ется приведением к нормальной форме. Выбор нормальных форм
не однозначен и зависит от исходной задачи. Полные списки нор-
мальных форм особенностей гладких отображений общего по-
ложения удалось получить лишь в некоторых размерностях. Но
уже эти результаты привели к важным следствиям в различных
прикладных вопросах.

Упражнения

1. Пусть f : R→ R— гладкая функция и x0 ∈ R— её критиче-
ская точка. Предположим, что все производные функции f в точ-
ке x0 до порядка µ включительно равны нулю, а f (µ+1)(x0) 6= 0.
Докажите, что росток f в x0 право-эквивалентен ростку в нуле
одной из функций вида

x 7→ f (x0) ± xµ+1.

2. Докажите лемму Адамара.
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§ 6. Складка, сборка и зонтик Уитни

Рассмотрим множество C∞(M, N) всех гладких отображений
гладкого многообразия M в гладкое многообразие N. Чтобы
правильно сформулировать хотя бы простейшие результаты
теории катастроф, необходимо чтобы множество C∞(M, N) было
функциональным пространством, т. е. снабжено топологией.
Всюду далее мы будем предполагать, что пространство C∞(M, N)
снабжено C∞-топологией Уитни.

Строгое определение этой топологии в случае произвольных
многообразий M и N требует аппарата так называемых струй
гладких отображений (см. § 9, с. 67). Однако многие локальные
задачи, например классификация особенностей гладких отобра-
жений, сводятся к изучению ростков этих отображений в локаль-
ных координатах. Поэтому для понимания дальнейшего доста-
точно определить C∞-топологию Уитни на множестве C∞(M, N)
в случае, когда M и N — области в пространствах Rm и Rn соот-
ветственно.

Пусть

U( f , k, ε)=
§

g ∈ C∞(M, N): max
�

�

�

∂|I |(g − f )
∂x I (x)

�

�

�< ε(x) ∀x ∈ M
ª

,

где f ∈ C∞(M, N); k — целое неотрицательное число; ε : M→R—
непрерывная строго положительная функция; максимум берется
по всем упорядоченным наборам I = (i1, ‌, im) из m таких неот-
рицательных целых чисел, что

|I|= i1 +‌ + im ¶ k;

x = (x1, ‌, xm) — координаты в Rm и

∂x I = ∂xi1
1 ‌ ∂xim

m .

Тогда система множеств U( f , k, ε) для всех f , k, ε является базой
топологии на C∞(M, N). Она и есть C∞-топология Уитни в дан-
ном случае.

Рассмотрим произвольное гладкое отображение f : M→ N . Ес-
ли многообразие M одномерно, а dim N ¾ 2, то отображение f
общего положения не имеет критических точек (см. пример 9.3,
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с. 70). Если же dim N = 1, то все критические точки отображения
f общего положения невырожденны (см. пример 9.2, с. 69). По
лемме Морса (с. 40) росток функции f одной переменной в лю-
бой невырожденной критической точке x0 право-эквивалентен
ростку в нуле одной из следующих функций:

1) x 7→ f (x0) + x2 (локальный минимум),
2) x 7→ f (x0) − x2 (локальный максимум).

Аналогично если многообразие M двумерно, а dim N ¾ 4, то
отображение f общего положения не имеет критических точек.
Если dim N = 1, то все критические точки отображения f общего
положения невырожденны. Росток функции f двух переменных
в любой невырожденной критической точке x0 право-эквивален-
тен ростку в нуле одной из следующих функций:

1) (x1, x2) 7→ f (x0) + x2
1 + x2

2 (локальный минимум),
2) (x1, x2) 7→ f (x0) − x2

1 − x2
2 (локальный максимум),

3) (x1, x2) 7→ f (x0) + x2
1 − x2

2 (седло).

Особенности гладких отображений общего положения глад-
ких двумерных многообразий в двумерные и трёхмерные были
изучены Х. Уитни в середине прошлого столетия (см. [60], [59],
а также [14]).

Теорема Уитни о складках и сборках. Пусть M и N — глад-
кие двумерные многообразия. Тогда росток гладкого отображе-
ния

f : M → N

общего положения в каждой точке x ∈ M лево-право-эквивален-
тен ростку в нуле отображения

R2→ R2, (x1, x2) 7→ ( y1, y2),

заданного одной из следующих формул:

1) y1 = x1, y2 = x2 (неособая точка);
2) y1 = x2

1 , y2 = x2 (складка);
3) y1 = x3

1 + x2 x1, y2 = x2 (сборка Уитни).
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



§ 6. Сêëàäêà, ñáîðêà è çîíòèê Уèòíè 45

Более того, отображения, особенности которых исчерпываются
складками и сборками Уитни (с точностью до RL-эквивалентно-
сти), образуют открытое всюду плотное подмножество в про-
странстве всех гладких отображений из M в N.

Складку и сборку можно увидеть непосредственно при про-
ектировании поверхности в трёхмерном пространстве на плос-
кость.

Пример 6.1. Пусть M1 — параболический цилиндр в про-
странстве R3 с координатами x1, y1, x2, заданный уравнением
y1 = x2

1 . Он является гладким двумерным многообразием с (гло-
бальными) координатами x1, x2. На рис. 5а изображена часть
поверхности M1, лежащая в окрестности начала координат,
ограниченной параллелепипедом.

Рассмотрим проектирование

pr: (x1, y1, x2) 7→ ( y1, x2)

пространства R3 на плоскость x1 = const с координатами y1, y2 =
= x2. Сужение f1 проектирования pr на цилиндр M1 является
гладким отображением двумерных многообразий. Критически-
ми точками этого отображения являются точки, в которых пря-
мая в R3, коллинеарная1 оси x1, касается цилиндра M1. Эти точки
образуют прямую x1 = 0 на M1 (жирная линия на цилиндре).
В каждой точке этой прямой отображение f1 имеет особенность
типа складки.

Пусть M2 — кубическая поверхность в R3, заданная уравне-
нием y1 = x3

1 + x2 x1 (см. рис. 5б). Она также является гладким
двумерным многообразием с координатами x1, x2. Сужение f2
проектирования pr на поверхность M2 является гладким отоб-
ражением двумерных многообразий. Критические точки этого
отображения образуют гладкую кривую на M2, заданную уравне-
нием x2=−3x2

1 . В каждой точке этой кривой, кроме начала коор-
динат, отображение f2 имеет особенность типа складки. В начале
координат отображение f2 имеет особенность типа сборки Уитни
(в этой точке ось x1 касается замыкания линии складки).

1Две прямые в Rn мы называем коллинеарными, если они либо совпадают,
либо лежат в двумерной плоскости и не пересекаются.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



46 § 6. Сêëàäêà, ñáîðêà è çîíòèê Уèòíè

а)

pr

y2

y1

x2

x1

y1

M1

б)

y1

x1

x2

y1
y2

M2

pr

Рис. 5. а) Складка; б) сборка Уитни
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Отметим, что множество критических значений отображения
f2 является кривой с особой точкой в нуле (жирная линия на
плоскости проекции). Эта кривая задаётся параметрически фор-
мулами

y1 = −2x3
1 , y2 = −3x2

1

и называется полукубической параболой. Особая точка полукуби-
ческой параболы называется полукубической точкой возврата.

Замечание. Из теоремы Уитни следует, что росток гладкой
поверхности общего положения в пространстве R3 с координата-
ми x1, y1, x2 приводится к ростку в нуле одной из трёх поверхно-
стей

y1 = x1, y1 = x2
1 , y1 = x3

1 + x2 x1

подходящим диффеоморфизмом объемлющего пространства, пе-
реводящим прямые, коллинеарные оси x1, в такие же прямые.
Если проектировать поверхность не по направлению общего по-
ложения, а по специально подобранному, то могут получиться
более сложные особенности (см. [6]).

В частности, ростки в нуле проектирований поверхностей

y1 = x3
1 ± x2

2 x1 и y1 = x4
1 + x2 x1

на координатную плоскость ( y1, x2) параллельно оси x1 описыва-
ют все вырождения коразмерности 1 с точностью до диффеомор-
физмов указанного выше вида. Мы изучим деформации одной
из этих особенностей в примере 13.2 (с. 97).

Теорема Уитни о зонтиках. Пусть M и N — гладкие многооб-
разия, причём M двумерно, а N трёхмерно. Тогда росток гладкого
отображения

f : M → N

общего положения в каждой точке x ∈ M лево-право-эквивален-
тен ростку в нуле отображения

R2→ R3, (x1, x2) 7→ ( y1, y2, y3),

заданного одной из следующих формул:

1) y1 = x1, y2 = x2, y3 = 0 (неособая точка);
2) y1 = x2

1 , y2 = x1 x2, y3 = x2 (зонтик Уитни).
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Более того, отображения, особенности которых исчерпываются
зонтиками Уитни (с точностью до RL-эквивалентности), обра-
зуют открытое всюду плотное подмножество в пространстве
всех гладких отображений из M в N.

Пример 6.2. Рассмотрим гладкое отображение

f : R2→ R3, (x1, x2) 7→ ( y1, y2, y3), y1 = x2
1 , y2 = x1 x2, y3 = x2.

Оно имеет особенность типа зонтик Уитни в начале координат.
Других критических точек у этого отображения нет. Образ Σ
отображения f является особой поверхностью в R3. Она изобра-
жена на рис. 6а и называется зонтиком Уитни.

Кроме особенности в нуле поверхность Σ имеет линию само-
пересечения

y2 = y3 = 0, y1 > 0.

Каждая точка этой открытой полупрямой является точкой пе-
ресечения двух гладких ветвей поверхности Σ. А именно, при
любом y1 > 0 точка ( y1, 0, 0) принадлежит одновременно двум
гладким поверхностям — образам при отображении f достаточ-
но малых окрестностей U1 и U2 точек (py1, 0) и (−py1, 0) соот-
ветственно. При этом касательные плоскости к ветвям f (U1) и
f (U2) поверхности Σ в точке ( y1, 0, 0) не совпадают.

Заметим, что поверхность Σ является частью подмножества
в R3, заданного уравнением y2

2 = y1 y2
3 . Это множество изображе-

но на рис. 6б. Оно состоит из поверхности Σ и открытой полу-
прямой

y2 = y3 = 0, y1 < 0.

Эту полупрямую называют ручкой зонтика Уитни. Она является
гладким продолжением замыкания линии самопересечения зон-
тика Уитни. Вся поверхность

y2
2 = y1 y2

3

называется зонтиком Уитни с ручкой.
Образом дифференциала отображения f в нуле является пря-

мая
y1 = y2 = 0.
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Рис. 6. а) Зонтик Уитни; б) зонтик Уитни с ручкой
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Она инвариантно определяется самой поверхностью Σ. А имен-
но, эта прямая является касательной в нуле к любой гладкой
кривой, целиком лежащей на Σ и проходящей через начало ко-
ординат. Мы будем называть её касательной прямой к зонтику
Уитни.

Замечание. Классификация простейших вырожденных осо-
бенностей гладких отображений из R2 в R3 относительно RL-эк-
вивалентности приведена в [53].

Упражнения

1. Используя какую-нибудь компьютерную программу, рас-
смотрите полупрозрачный двумерный тор, стандартно вложен-
ный в R3 (поверхность идеального бублика), под разными уг-
лами. Как может выглядеть его видимый контур (множество
критических значений проекции на сетчатку глаза)?

2. Образ гладкого компактного двумерного многообразия при
отображении общего положения в R3 является компактной по-
верхностью с особенностями трёх типов: зонтики Уитни, пересе-
чения двух гладких ветвей под ненулевым углом и пересечения
трёх гладких ветвей, где каждая ветвь пересекает линию пересе-
чения двух других ветвей под ненулевым углом. Используя свой-
ства конечных графов (см. [30]), докажите, что число зонтиков
Уитни у такой поверхности чётно.
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§ 7. Модель Зимана краха фондовой биржи

В теории катастроф имеются многочисленные примеры практи-
ческого применения теоремы Уитни об особенностях гладкого
отображения двумерных многообразий. Описанная ниже модель
краха фондовой биржи принадлежит К. Зиману [61]. Эта модель
применима к любому другому рынку (например, валют), допус-
кающему спекулятивные операции.

Простейший способ измерить состояние рынка — выбрать
какой-нибудь индекс I, скажем индекс Доу — Джонса. Зафикси-
руем этот индекс и через J обозначим скорость İ его изменения.
Тогда J = 0 означает застой, J > 0 тенденцию на повышение,
а J < 0 — на понижение. Рынок с тенденцией на повышение
называют бычьим, а на понижение — медвежьим.

Величина J зависит от темпов роста покупок и продаж инве-
сторов. По большому счёту существует два типа инвесторов —
фундаменталисты и чартисты. Фундаменталисты основывают
свой бизнес на оценке большого числа глобальных экономиче-
ских факторов, таких как спрос, предложение и т. д. Чартисты
же наоборот строят инвестиционную политику на основе поведе-
ния самого рынка, используя последние данные для прогнозиро-
вания его поведения в будущем. К чартистам относятся, напри-
мер, спекулянты.

Пусть C — доля рынка, принадлежащая чартистам. Через F
обозначим избыточный спрос на фонды со стороны фундамента-
листов. Зиман предположил, что поведение рынка описывается
гладкой динамической системой в трёхмерном фазовом про-
странстве R3 с координатами C, F, J. Более того, опираясь на
глубокий анализ поведения рынков, он сформулировал условия,
которым должна удовлетворять эта динамическая система.

1) При любых фиксированных C и F факторы спроса и предло-
жения быстро приведут J к устойчивому положению равновесия
J̇ = 0. При этом J̇ < 0, если J положительно и достаточно велико;
J̇ > 0, если J отрицательно и достаточно велико по абсолютной
величине.

Множество S всех точек (C, F, J), в которых J̇ = 0, является
гладкой поверхностью в R3. Часть этой поверхности, состоящая
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из точек, определяющих устойчивое положение равновесия ве-
личины J, называется аттрактором. Каждая прямая, коллине-
арная оси J, пересекает поверхность S в конечном числе точек.
По меньшей мере одна из них принадлежит аттрактору.

Все эти свойства связаны со следующим наблюдением. Вели-
чина J реагирует настолько быстро и чутко на изменения спроса
и предложения, насколько это возможно. Изменения C и F могут
вызвать изменение J в течение нескольких минут, в то время как
изменение J гораздо медленнее влияет на изменения C и F.

2) При любом достаточно малом c¾ 0 сечение поверхности S
плоскостью C = c является графиком такой непрерывной возрас-
тающей функции

J = Jc(F),

что Jc(0)= 0.
Действительно, если чартисты в меньшинстве и на рынке до-

минируют хорошо информированные инвесторы, то равный ин-
терес последних к покупке и продаже приведёт к статичности
индекса I. Преобладание спроса вызовет рост индекса, а преоб-
ладание предложения — его падение.

3) При любом достаточно большом c значение J = 0 является
неустойчивым положением равновесия динамической системы
при фиксированных C = c и F = 0.

Другими словами, оставаться постоянным для индекса I дина-
мически нестабильно в случае равенства спроса и предложения
со стороны фундаменталистов и присутствия на рынке большой
доли спекулятивных денег. Любое небольшое увеличение или
уменьшение индекса будет усиливаться чартистами. Если индекс
начинает расти, то J быстро придет в состояние устойчивого
равновесия бычьего рынка. Если индекс падает, то J стремится
в состояние устойчивого равновесия медвежьего рынка.

Из условий 1–3 и теоремы Уитни о складках и сборках (с. 44)
следует, что в случае рынка общего положения особенности про-
ектирования pr поверхности S на плоскость J = const параллель-
но оси J исчерпываются складками и сборками, причём хотя бы
одна сборка есть обязательно. Нас будет интересовать поведение
рынка вблизи точки сборки.
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Точка сборки проектирования pr имеет координаты

C = C0, F = 0, J = 0,

где C0 > 0. Поверхность S в окрестности такой точки приводится
к виду

F = J3 + (C0 − C)J (7)

подходящим диффеоморфизмом объемлющего пространства R3,
переводящим прямые, коллинеарные оси J, в такие же прямые.

Для простоты мы будем считать, что поверхность S изначаль-
но задаётся уравнением (7). Тогда аттрактор определяется усло-
вием

C < C0 + 3J2.

Границей аттрактора является линия складки

C = C0 + 3J2, F = −2J3

проектирования pr. Поверхность S изображена на рис. 7; аттрак-
тор — её заштрихованная часть.

Как уже было сказано выше, динамическая система быст-
ро приведёт фазовую точку, определяющую состояние рынка,
в окрестность аттрактора. Чтобы описать дальнейшее её пове-
дение, Зиман формулирует ещё несколько условий, которым
должна удовлетворять динамическая система рынка.

4) Ċ и J имеют одинаковый знак, т. е. чартисты следуют за
сложившейся тенденцией. Бычий рынок привлекает чартистов,
и, следовательно, доля спекулятивных денег на рынке растет.
Медвежий рынок их отпугивает — доля спекулятивных денег
уменьшается.

5) Ḟ < 0 после достаточно большого подъема индекса I даже
при продолжающемся его росте. Опираясь на свои знания по-
тенциала бычьего рынка фундаменталисты начинают продавать
свои активы, как только курс становится достаточно большим,
но ещё не достиг максимума.

6) Ḟ < 0 после быстрого падения индекса I, в частности, если
J отрицательно и достаточно велико по абсолютной величине.
Дело в том, что фундаменталисты обычно выбирают маржу для
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рецессия

Рис. 7. Рецессия на фондовом рынке

каждого рынка. Пока падение цены превышает эту маржу, фун-
даменталисты продают свои акции.

7) Ḟ > 0, если индекс I падал в течение некоторого времени,
а затем начал стабилизироваться. Это происходит, когда J < 0,
а J̇ > 0. Фундаменталистов привлекают вложения в восстанавли-
вающийся медвежий рынок. Конечно, занижение цены приведёт
к небольшим потерям за короткий промежуток времени. Однако
эти потери должны окупиться с лихвой в длительной перспек-
тиве.

Отметим ещё, что рассматриваемая динамическая система
подвержена влиянию различных внешних факторов (например,
политических). Это влияние называется стохастическим шумом.
Если шум велик, то поведение фондового рынка предсказать
сложно. В дальнейшем мы будем считать внешнее воздействие
слабым. Тем не менее, даже при таком шуме фазовая точка,
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описывающая положение на рынке, может перескакивать с тече-
нием времени с одной фазовой кривой на другую.

Теперь мы можем делать выводы о глобальной динамике фон-
дового рынка. Пусть он находится в устойчивом и относитель-
но статичном положении. Тогда соответствующая фазовая точка
располагается вблизи прямой J = F = 0 с малым значением C.

Предположим, что фундаменталисты стали переводить свои
средства с другого рынка, испытывающего период нестабильно-
сти. Такое нередко происходит на практике, поскольку в период
стабильности рассматриваемого рынка фундаменталисты могли
детально изучить его возможности. В результате фазовая точка
начинает скользить вдоль верхней части аттрактора (где J > 0).
Траектория её движения представлена последовательностью ко-
ротких стрелок на рис. 7.

Растущий индекс начинает привлекать чартистов, и бычий
рынок ускоряется. Когда доля спекулятивных денег становится
слишком большой, фундаменталисты могут инициировать про-
дажу своих ценных бумаг. После достаточно большой распро-
дажи фазовая точка оказывается в окрестности линии складки
проектирования pr. Отсюда она совершает практически отвес-
ное падение в окрестность нижней части аттрактора (где J < 0).
Это падение называется рецессией. Оно изображено длинной тол-
стой стрелкой на рис. 7.

Рецессия заставляет чартистов выходить из игры. Фазовая
точка скользит вдоль отрицательной части аттрактора по направ-
лению к оси F. Через некоторое время наблюдается медленное
восстановление рынка, так как фундаменталисты возобновляют
инвестиции. В результате рынок снова оказывается в устойчи-
вом и относительно статичном положении.

Отметим, что достаточно глубокая рецессия (при очень боль-
шом C) называется кризисом. Кризис на рынке приводит к краху
фондовой биржи: акции обесцениваются и инвесторы разоря-
ются.

Замечание. Обилие предположений, которые выдвигает Зи-
ман, вызывает некоторый скепсис к его модели. Однако выводы,
сделанные в рамках этой модели, поразительно подтверждаются
многочисленными примерами из реальной жизни.
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Доказательство теорем Уитни (как и многих других результатов
теории особенностей) основывается на так называемой подгото-
вительной теореме Вейерштрасса — Мальгранжа. Мы сформули-
руем эту теорему, а затем, в качестве примера её использования,
приведём к нормальной форме особенность гладкого отображе-
ния многообразий одинаковых размерностей (двумерных, в част-
ности) в простейшей критической точке. Но сначала напомним
некоторые важные алгебраические понятия.

Алгебра формальных степенных рядов. Формальным сте-
пенным рядом от x = (x1, ‌, xm) ∈ Rm с вещественными коэффи-
циентами называется выражение вида

∑

I
aI x I , (8)

где I = (i1, ‌, im) — любой упорядоченный набор m неотрица-
тельных целых чисел, aI ∈ R и x I = xi1

1 ‌xim
m . Важнейшим приме-

ром формального степенного ряда является ряд Тейлора гладкой
функции f : Rm→ R в нуле, т. е. ряд (8), в котором

aI =
1
I!

∂|I | f
∂x I (0),

где I!= i1! ‌ im!.
Формальные степенные ряды можно умножать и складывать

по следующим правилам:
∑

I
aI x I +

∑

I
bI x I =

∑

I
(aI + bI )x I ,

∑

I
aI x I ·

∑

I
bI x I =

∑

K

�

∑

I+J=K
aI bJ

�

xK .

Эти операции ассоциативны, коммутативны и дистрибутивны.
Формальный степенной ряд, у которого все коэффициенты рав-
ны нулю, обладает свойствами нуля операции сложения. Ряд (8),
у которого a0=1, а все остальные коэффициенты равны нулю, об-
ладает свойствами единицы операции умножения. Каждый ряд
имеет противоположный (т. е. ряд, сумма с которым равна ну-
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лю). Однако не всякий формальный степенной ряд, отличный
от нулевого, имеет обратный (т. е. ряд, произведение с которым
равно единице).

Таким образом, множество R[[x]] всех формальных степен-
ных рядов от x ∈ Rm является коммутативным ассоциативным
кольцом с единицей (см. [17]). Поскольку это кольцо является
ещё и векторным пространством над полем вещественных чи-
сел, множество R[[x]] — коммутативная ассоциативная алгебра
с единицей над R.

Рассмотрим произвольную коммутативную ассоциативную
алгебру A с единицей над каким-нибудь полем R. Подмножество
I ⊂ A называется подалгеброй, если оно само является алгеброй
относительно операций в A. Подалгебра I называется идеалом,
если произведение любого элемента из I на любой элемент из A
принадлежит I . Идеал в алгебре A называется максимальным,
если он не совпадает со всей алгеброй и не содержится ни в
каком другом идеале, отличном от A. Алгебра A называется
локальной, если она имеет единственный максимальный идеал.
Алгебра R[[x]] является локальной: идеал состоящий из фор-
мальных степенных рядов (8), у которых a0 = 0, является её
единственным максимальным идеалом.

Пусть I — идеал в алгебре A. Тогда факторпространство
A/I векторного пространства A по подпространству I явля-
ется векторным пространством над полем R. Элементами этого
пространства являются классы эквивалентности по следующему
отношению в алгебре A: элементы a и b называются эквива-
лентными, если a − b ∈ I . Класс эквивалентности, содержащий
элемент a, называется классом смежности этого элемента и обо-
значается {a+I }. Суммой классов {a+I } и {b+I } называется
класс {a+ b+I }. Произведением элемента λ∈ R и класса {a+I }
называется класс {λa + I }. Класс {I } является нулем.

Пространство A/I является кольцом: произведением классов
смежности {a+I } и {b+I } элементов a, b∈A называется класс
смежности {ab+I } их произведения ab. Класс смежности {1+I }
единицы 1 алгебры A является единицей этого кольца. Следова-
тельно, факторпространство A/I является коммутативной ассо-
циативной алгеброй с единицей над полем R. Она называется
факторалгеброй алгебры A по идеалу I .
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Рассмотрим теперь росток в нуле такого гладкого отображе-
ния f : Rm→Rn, что f (0)=0. Он задаётся n гладкими функциями
m переменных

y1 = f1(x1, ‌, xm), ‌, yn = fn(x1, ‌, xm).

Ряды Тейлора функций f1, ‌, fn в нуле являются элементами
алгебры R[[x]] формальных степенных рядов от x = (x1, ‌, xm)
с вещественными коэффициентами. Они определяют идеал ( f )
в алгебре R[[x]], образованный всеми линейными комбинация-
ми вида

α1 f1 +‌ + αn fn

с коэффициентами α1, ‌,αn ∈ R[[x]]. Факторалгебра

Q f = R[[x]]/( f )

называется локальной алгеброй ростка f в нуле. Фактор макси-
мального идеала алгебры R[[x]] по идеалу ( f ) является един-
ственным максимальным идеалом алгебры Q f .

Определение. Росток f в нуле называется конечнократным,
если его локальная алгебра Q f как вещественное векторное про-
странство конечномерна. Размерность алгебры Q f называется
кратностью ростка f в нуле.

Кратность ростка гладкого отображения не зависит от выбо-
ра координат в его образе и прообразе. Конечнократные ростки
могут быть лишь у гладкого отображения в пространство, раз-
мерность которого не меньше размерности прообраза.

Определение. Если росток отображения y = f (x) в нуле
имеет конечную кратность µ, то системой образующих его
локальной алгебры Q f называется такой набор гладких функ-
ций e1, ‌, eµ от x, что набор их рядов Тейлора в нуле после
факторизации по идеалу ( f ) даёт базис пространства Q f .

У конечномерной локальной алгебры всегда существует си-
стема образующих, состоящая из мономов, т. е. функций вида
x p1

1 ‌x pm
m . Такая система называется мономиальной.
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Подготовительная теорема Вейерштрасса — Мальгранжа.
Рассмотрим гладкое отображение

f : Rm→ Rn, x 7→ y = f (x),

такое, что f (0) = 0. Предположим, что росток f в нуле имеет
конечную кратность µ и e1(x), ‌, eµ(x) — система образующих
его локальной алгебры Q f . Тогда для любой гладкой функции g
от x найдутся такие гладкие функции α1, ‌,αµ от y, что

g(x)≡ α1( f (x))e1(x) +‌ + αµ( f (x))eµ(x).

Доказательство основано на следующей теореме (см. [18]).

Теорема деления по Мазеру [24]. Рассмотрим гладкую
функцию

F : R × Rk → R, (t, u) 7→ F(t, u).

Предположим, что F(t, 0)= tµh(t), где µ— натуральное число и
h — гладкая функция, h(0) 6= 0. Тогда для любой гладкой функ-
ции G(t, u) найдутся такие гладкие функции α0(u), ‌,αµ−1(u) и
β(t, u), что

G(t, u)≡ β(t, u)F(t, u) +
µ−1
∑

i=0
αi(u)ti .

Эта теорема является обобщением на гладкие функции из-
вестного алгоритма деления многочлена на многочлен с остат-

ком (β(t, u) — частное,
µ−1
∑

i=0
αi(u)ti — остаток).

Замечание. Для комплексных голоморфных функций теоре-
ма деления была известна ещё Вейерштрассу. Подготовительная
теорема в трудном случае C∞-гладких отображений впервые до-
казана Б. Мальгранжем [27].

Пример 8.1. Пусть гладкое отображение

f : Rn→ Rn, x = (x1, ‌, xn) 7→ y = ( y1, ‌, yn), y = f (x),

имеет критическую точку x0. Тогда в простейшем случае ранг
его матрицы Якоби в этой точке равен n − 1. Следовательно, по
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теореме о неявной функции росток f в x0 лево-право-эквивален-
тен ростку в нуле гладкого отображения

y1 = Y (x), y2 = x2, ‌, yn = xn, (9)

где Y (x) — гладкая функция от x, удовлетворяющая условиям

Y (0)= ∂Y
∂x1

(0)= 0. (10)

Множество критических точек отображения (9) задаётся
уравнением ∂Y

∂x1
= 0. Для отображения f общего положения

множество ∂Y
∂x1
= 0 является гладким подмногообразием кораз-

мерности 1 в окрестности начала координат в Rn (см. пример 9.1,
с. 68). В простейшем случае росток сужения отображения (9) на
это многообразие является ростком вложения. Следовательно,

∂2Y
∂x2

1

(0) 6= 0. (11)

Из условий (10) и (11) следует, что локальная алгебра отобра-
жения (9) в нуле двумерна, а функции 1 и x1 составляют мономи-
альную систему её образующих. Отсюда и из подготовительной
теоремы Вейерштрасса — Мальгранжа следует, что существуют
такие гладкие функции α( y), β( y), что

x2
1 ≡ α(Y (x), x2, ‌, xn)x1 + β(Y (x), x2, ‌, xn). (12)

Сравним коэффициенты при разных степенях переменной x1
в рядах Тейлора в нуле левой и правой частей тождества (12).
Учитывая условия (10) и (11), получим:

x0
1 : β(0)= 0; x1

1 : α(0)= 0; x2
1 :

∂β
∂ y1

(0)= 1. (13)

Теперь перепишем тождество (12) в виде
�

x1 −
1
2α(Y (x), x2, ‌, xn)

�2
≡ γ(Y (x), x2, ‌, xn), (14)

где γ( y)=β( y)+ 1
4α

2( y) — гладкая функция от y. Из условий (10)
и (13) следует, что формулы

x̃1 = x1 −
1
2α(Y (x), x2, ‌, xn), x̃2 = x2, ‌, x̃n = xn,

ỹ1 = γ( y), ỹ2 = y2, ‌, ỹn = yn
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определяют новые гладкие координаты в окрестности нуля про-
образа и образа отображения (9). В силу тождества (14) росток
отображения (9) в нуле задаётся в этих координатах формулами

ỹ1 = x̃2
1 , ỹ2 = x̃2, ‌, ỹn = x̃n. (15)

Таким образом, росток f в x0 лево-право-эквивалентен рост-
ку в нуле отображения (15). Как и в случае n = 2, особенность
отображения (15) в нуле называют складкой.

Замечание. Получить нормальную форму (15) для ростка
отображения f в простейшей критической точке можно и без ис-
пользования подготовительной теоремы Вейерштрасса — Маль-
гранжа. Однако в более сложных случаях обойтись без неё
трудно.

Упражнения

1. Докажите, что если функция Y , определяющая отображение
(9), удовлетворяет условиям

Y (0)= ∂Y
∂x1

(0)= ∂2Y
∂x2

1

(0)= 0, ∂3Y
∂x3

1

(0) 6= 0,

то существуют такие гладкие функции α( y), β( y), γ( y), что

x3
1≡α(Y (x), x2, ‌, xn)x2

1+β(Y (x), x2, ‌, xn)x1+γ(Y (x), x2, ‌, xn).

2. Докажите, что если n¾ 2, то в рамках условий предыдущей
задачи росток отображения (9) в нуле RL-эквивалентен ростку в
нуле отображения

ỹ1 = x̃3
1 + x̃2 x̃1, ỹ2 = x̃2, ‌, ỹn = x̃n.

Как и в случае n = 2, особенность этого отображения в нуле на-
зывают сборкой.
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§ 9. Теорема трансверсальности Тома

Два векторных подпространства конечномерного векторного
пространства называются трансверсальными, если их сумма
есть все пространство. Например, прямая L и гиперплоскость π,
проходящие через начало координат в Rn, трансверсальны, если
и только если L не лежит в π. Если прямая L трансверсальна
гиперплоскости π, то любая другая прямая, достаточно близкая
к L в топологии проективного пространства RPn−1 всех прямых,
проходящих через нуль, также трансверсальна π. Если же прямая
L не трансверсальна гиперплоскости π, то в любой сколь угодно
малой её окрестности найдётся прямая, трансверсальная π.

Прямая L является образом линейного отображения R в Rn.
Р. Том обобщил указанные выше свойства этого отображения на
гладкие отображения произвольных гладких многообразий. Что-
бы сформулировать эти обобщения, нам потребуются некоторые
понятия анализа на многообразиях.

Касательные пространства. Пусть M — гладкое m-мерное
многообразие. Зафиксируем произвольную точку x ∈ M и рас-
смотрим множество всех кривых

γ: R→ M, t 7→ γ(t),

класса C∞ на M, проходящих через эту точку при t = 0, т. е.
γ(0)= x. Две кривые γ1 и γ2 называются эквивалентными, если
в локальных координатах в окрестности точки x евклидово
расстояние между точками γ1(t) и γ2(t) является бесконечно
малой более высокого порядка малости, чем t при t→ 0. Эквива-
лентность кривых не зависит от выбора локальных координат и
является отношением эквивалентности.

Определение. Касательным вектором γ̇(0) к кривой γ в точ-
ке x называется класс эквивалентности этой кривой среди всех
кривых на M, проходящих через x при t = 0.

Множество всех касательных векторов в точке x является век-
торным пространством. Оно называется касательным простран-
ством к многообразию M в точке x и обозначается Tx M. В ло-
кальных координатах x1, ‌, xm на многообразии M с началом в
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точке x касательный вектор γ̇(0) к кривой γ(t)= (x1(t), ‌, xm(t))
в нуле является классом эквивалентности линейного отображе-
ния

t 7→ (x′1(0)t, ‌, x′m(0)t),

т. е. полностью определяется вектором (x′1(0), ‌, x′m(0)) ∈ Rm.
Отображение

Tx M → Rm, γ̇(0) 7→ (x′1(0), ‌, x′m(0))

является изоморфизмом векторных пространств. Базис в Tx M,
соответствующий стандартному базису в Rm при этом изомор-
физме, называется согласованным с локальными координатами
x1, ‌, xm.

Рассмотрим объединение TM пространств Tx M по всем точ-
кам x ∈ M. Оно является гладким 2n-мерным многообразием.
Если x= (x1, ‌, xn) — набор локальных координат на многообра-
зии M, то всякий вектор v ∈ Tx M задаётся своими координатами

v = (v1, ‌, vn)

в базисе, согласованном с координатами x1, ‌, xn. Набор 2n чи-
сел

(x, v)= (x1, ‌, xn; v1, ‌, vn)

определяет набор локальных координат на TM.
Естественная проекция τ: TM→M, сопоставляющая каждому

вектору v ∈Tx M точку x, является гладким расслоением. Это рас-
слоение называется касательным. Его тотальное пространство
TM также, для краткости, называют касательным расслоением
многообразия M. Слоем над точкой x касательного расслоения τ
является касательное пространство Tx M. В указанных локальных
координатах на TM расслоение τ задаётся формулой (x, v) 7→ x.

Пусть M — гладкое подмногообразие гладкого многообра-
зия N. Тогда пространство Tx M естественно отождествляется с
векторным подпространством в Tx N (классу эквивалентности
кривой на многообразии M сопоставляется класс эквивалентно-
сти этой же кривой на многообразии N). Коразмерность этого
подпространства равна коразмерности M в N.
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Например, если M — гладкая m-мерная поверхность в Rn, то
пространство Tx M представляется m-мерной плоскостью π в Rn,
проходящей через точку x и обладающей следующим свойством:
если ρ(x̃,π) — евклидово расстояние от точки x̃ ∈ M до плоско-
сти π, а ρ(x̃, x) — расстояние между точками x̃ и x, то

ρ(x̃,π)= o(ρ(x̃, x))

при x̃→ x. Эта плоскость называется касательной плоскостью к
поверхности M в точке x.

Определение. Гладкие подмногообразия M1 и M2 гладкого
многообразия N касаются в точке x ∈ M1 ∩ M2, если одно из
касательных подпространств Tx M1, Tx M2 в Tx N содержит другое.

Рассмотрим теперь произвольные гладкие многообразия M
и N и гладкое отображение f : M → N.

Определение. Дифференциалом отображения f в точке x∈M
называется отображение

df |x : Tx M → Ty N ,

сопоставляющее касательному вектору к гладкой кривой γ на M
в точке x касательный вектор к кривой f ◦ γ в точке y = f (x).

Дифференциал df |x является линейным оператором. Матри-
цей этого оператора в базисах, согласованных с локальными ко-
ординатами на многообразиях M и N, является матрица Якоби
отображения f в точке x.

Определение. Отображение f называется трансверсальным
гладкому подмногообразию L⊂N в точке x∈M, если либо f (x) не
принадлежит L, либо f (x)∈ L и образ касательного пространства
к M в точке x под действием дифференциала df |x трансверса-
лен касательному пространству к L в точке f (x). Отображение f
называется трансверсальным L, если оно трансверсально L в каж-
дой точке многообразия M.

Следующее утверждение вытекает из теоремы о неявной
функции (доказательство приведено, например, в [18]).
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Теорема (основное свойство трансверсальных отображе-
ний). Пусть гладкое отображение f : M → N трансверсально
гладкому подмногообразию L ⊂ N. Тогда множество f −1(L) либо
пусто, либо является гладким подмногообразием в M, коразмер-
ность которого равна коразмерности L в N.

Зафиксируем целое неотрицательное k и рассмотрим два
гладких отображения f : M → N и g : M → N.

Определение. Отображения f и g имеют в точке x ∈ M каса-
ние порядка k, если:

1) f (x)= g(x);
2) в локальных координатах на многообразиях M и N евклидово

расстояние между точками f (x̃) и g(x̃) является бесконечно
малой более высокого порядка малости, чем k-я степень ев-
клидова расстояния между точками x̃ ∈ M и x при x̃→ x.

Порядок касания не зависит от выбора локальных координат.
Касание первого порядка отображений f и g в точке x означает
совпадение значений f (x)=g(x), а также равенство дифференци-
алов df |x = dg|x . В локальных координатах касание k-го порядка
означает совпадение разложений отображений f и g в точке x
по формуле Тейлора до членов степени k включительно.

Касание порядка k является отношением эквивалентности.

Определение. Класс эквивалентности отображения f в про-
странстве всех гладких отображений многообразия M в много-
образие N относительно касания порядка k в точке x ∈ M назы-
вается k-струей отображения f в x и обозначается jk f (x).

Множество всех k-струй гладких отображений из M в N яв-
ляется гладким многообразием. Оно называется пространством
k-струй отображений из M в N и обозначается Jk(M, N). В ло-
кальных координатах x = (x1, ‌, xm) и y = ( y1, ‌, yn) на много-
образиях M и N соответственно k-струя jk f (x) любого гладкого
отображения

f : M → N , y = ( f1(x), ‌, fn(x)),

в точке x задаётся числами:

{x1, ‌, xm}, { y1, ‌, yn},
n ∂l fs

∂xi1
‌∂xil

(x)
o

,
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где
1¶ l ¶ k, 1¶ i1 ¶‌¶ il ¶m, 1¶ s ¶ n.

Эти числа определяют локальные координаты на многообразии
Jk(M, N).

Замечание. Для любого l < k определено естественное отоб-
ражение

Jk(M, N)→ J l (M, N), jk f (x) 7→ j l f (x)

забывания информации о частных производных, порядок кото-
рых выше l. Это отображение представляет собой гладкое рас-
слоение, слоем которого является конечномерное евклидово про-
странство.

Определение. Отображение

jk f : M → Jk(M, N), jk f : x 7→ jk f (x),

называется k-струйным расширением отображения f .

Замечание. Отображение jk f гладкое.

Рассмотрим множество C∞(M, N) всех гладких отображений
из M в N. Для каждого открытого подмножества U ⊂ Jk(M, N)
определим подмножество FU ⊂ C∞(M, N), состоящее из таких
отображений f , что

jk f (M) ⊂ U .

Семейство множеств FU является базой топологии в C∞(M, N).
Эта топология называется Ck-топологией Уитни.

Если M — компактное многообразие, то Ck-топология Уитни
является обычной Ck-топологией равномерной сходимости по-
следовательности отображений вместе со всеми частными про-
изводными до порядка k включительно. В общем случае эта топо-
логия более тонкая. А именно, последовательность отображений
{gi} в пространстве C∞(M, N) сходится к отображению g тогда и
только тогда, когда существует такое компактное подмножество
K ⊂M, что последовательность { jk gi} равномерно сходится к jk g
на K и все gi , за исключением конечного числа, совпадают с g
вне K.
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Обозначим через Ωk множество всех открытых подмножеств
в пространстве C∞(M, N) в Ck-топологии Уитни.

Определение. C∞-топологией Уитни в пространстве гладких
отображений многообразия M в многообразие N называется то-
пология, базой которой является

∞
⋃

k=0
Ωk .

Замечание. Совокупность подмножеств данного множества
X можно взять в качестве базы топологии на X , если и только
если пересечение любого конечного набора множеств из указан-
ной совокупности является объединением множеств этой сово-
купности (с. 7). Данное выше определение корректно, поскольку
Ωl ⊂ Ωk при l < k.

Всюду далее мы будем считать, что пространство C∞(M, N)
всех гладких отображений из M в N снабжено C∞-топологией
Уитни. Это функциональное пространство удовлетворяет усло-
вию Бэра: всякое его массивное подмножество (пересечение
счётного числа открытых всюду плотных подмножеств) всюду
плотно (см. [18]).

Теорема трансверсальности Тома. Пусть L — гладкое под-
многообразие в пространстве струй Jk(M, N). Тогда множество
TL гладких отображений f : M→N , у которых k-струйные расши-
рения трансверсальны L, является массивным подмножеством
в C∞(M, N). Если подмногообразие L⊂ Jk(M, N) замкнуто в топо-
логии пространства струй, то множество TL открыто и всюду
плотно в C∞(M, N).

Замечание. В случае компактного многообразия M теорема
Тома верна в обычной C∞-топологии равномерной сходимости.

Доказательство теоремы трансверсальности Тома, принадле-
жащее самому Тому, изложено в [44]. Более современная его вер-
сия приведена в [18]. В основе доказательства лежит следующее
утверждение.

Лемма Сарда. Мера множества критических значений любо-
го гладкого отображения гладких многообразий равна нулю.
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Теорема трансверсальности Тома позволяет в различных за-
дачах теории особенностей описывать условия, которым удовле-
творяют объекты общего положения.

Пример 9.1. Рассмотрим гладкое отображение f : Rm → Rn.
Пусть ранг его матрицы Якоби в точке x ∈ Rm равен r. Тогда
размерность ядра и коразмерность образа дифференциала df |x
равны m − r и n − r соответственно.

Числа m − r и n − r называются корангами ростка f в точке x
в его прообразе и образе. Докажем, что множество точек, в ко-
торых ранг матрицы Якоби гладкого отображения f : Rm→ Rn

общего положения равен r, либо пусто, либо является гладким
подмногообразием в Rm, коразмерность которого равна произве-
дению корангов

(m − r)(n − r). (16)

Действительно, пусть Lr — множество 1-струй j1 f (x) отоб-

ражений f , у которых ранг матрицы Якоби
∂ f
∂x (x) равен r. За-

фиксируем струю j1 f (x0)∈ Lr и какой-нибудь базисный минор B

матрицы
∂ f
∂x (x0). Тогда для любой струи j1 f̃ (x), достаточно близ-

кой к j1 f (x0), минор eB матрицы
∂ f̃
∂x (x), стоящий на пересечении

строк и столбцов с теми же номерами, что и у B, невырожден.
Струя j1 f̃ (x) принадлежит Lr , если и только если все мино-

ры матрицы
∂ f̃
∂x (x), имеющие порядок r + 1 и окаймляющие eB,

вырожденные. Каждый из этих миноров соответствует ровно од-

ному элементу ãk,l матрицы eA, полученной из
∂ f̃
∂x (x) вычеркива-

нием строк и столбцов, определяющих минор eB. Вырожденность
окаймляющего минора, соответствующего элементу ãk,l , означа-
ет, что

ãk,l det(eB) +‌= 0,

где многоточие не содержит элементов матрицы eA. Поскольку
det(eB) 6=0, каждый из (n− r)(m− r) элементов матрицы eA являет-
ся гладкой в окрестности j1 f (x0) функцией элементов матрицы
∂ f̃
∂x (x), не входящих в eA.
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Следовательно, множество Lr является гладким подмногооб-
разием коразмерности (m − r)(n − r) в пространстве J1(Rm,Rn).
По теореме трансверсальности Тома множество отображений f ,
у которых 1-струйное расширение трансверсально многообра-
зию Lr , является массивным подмножеством в пространстве всех
гладких отображений из Rm в Rn. Остается применить основное
свойство трансверсальных отображений (с. 65).

Замечание. Из формулы (16) следует, в частности, что глад-
кое отображение f : Rm → Rn общего положения при m = n ¶ 3
не имеет особенностей коранга 2.

Пример 9.2. Рассмотрим гладкую функцию f : Rm→R, задан-
ную формулой y = f (x1, ‌, xm). Докажем, что каждая критиче-
ская точка функции f общего положения невырожденна.

Действительно, пусть x = (x1, ‌, xm) — критическая точка
функции f . Тогда

∂ f
∂x1

(x)=‌=
∂ f

∂xm
(x)= 0.

Система уравнений

∂ f
∂x1
=‌=

∂ f
∂xm

= 0

определяет гладкое подмногообразие L коразмерности m в про-
странстве J1(Rm, R) с координатами

x1, ‌, xm; y;
∂ f
∂x1

, ‌,
∂ f

∂xm
.

Это подмногообразие замкнуто в топологии пространства струй,
как и всякое подмножество в Rn, составленное из общих нулей
системы всюду непрерывных функций.

Пусть p= j1 f (x)∈ L. Рассмотрим векторные подпространства
Tp L и

H = d( j1 f )|x (TxRm)

в пространстве Tp J1(Rm,R). Факторпространство H/Tp L изо-
морфно подпространству в Rm, порождённому векторами

∂
∂xi

� ∂ f
∂x1

, ‌,
∂ f

∂xm

�
�

�

�

x
, i = 1, ‌, m.
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Отображение j1 f трансверсально многообразию L в точке p, ес-
ли и только если эти векторы линейно независимы, т. е. d2 f |x —
невырожденная квадратичная форма.

Таким образом, множество функций, все критические точки
которых невырожденные, является открытым всюду плотным
подмножеством в пространстве всех гладких функций от m пе-
ременных в силу теоремы трансверсальности Тома.

Пример 9.3. Докажем, что гладкое отображение f : Rm→ Rn

общего положения не имеет критических точек, если n ¾ 2m.
В самом деле, пусть целое неотрицательное число r удовле-

творяет условию
(m − r)(n − r)>m. (17)

Тогда отображение j1 f трансверсально многообразию Lr , опре-
деленному в примере 9.1, если и только если

j1(Rm) ∩ Lr =∅.

Это следует из того, что пространство Rm не содержит непустых
гладких подмногообразий коразмерности, большей m.

Таким образом, если условие (17) выполнено для каждого

r = 0, 1, ‌, min{m, n} − 1,

то по теореме трансверсальности Тома множество отображений
с матрицами Якоби максимально возможного ранга в каждой
точке является массивным подмножеством в пространстве всех
гладких отображений из Rm в Rn. Остается заметить, что указан-
ная система условий на натуральные числа m и n эквивалентна
неравенству n ¾ 2m.

Замечание. Можно доказать, что отображения без критиче-
ских точек образуют открытое всюду плотное подмножество
в пространстве C∞(Mm, Nn) при любом n ¾ 2m (см. [8]).

Упражнения

1. Используя теорему трансверсальности Тома, докажите, что
особые точки векторного поля общего положения на плоскости
не имеют кратных, нулевых и чисто мнимых характеристиче-
ских корней.
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2. Важными характеристиками пространственной кривой яв-
ляются её кривизна и кручение (см. [20]). Докажите, что гладкая
замкнутая кривая общего положения в R3 имеет всюду ненуле-
вую кривизну и чётное число точек нулевого кручения (см. [33]).
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§ 10. Простейшие инварианты особенностей

В результате классификации элементов множества относительно
заданного отношения эквивалентности находят так называемые
инварианты. Это величины, каждая из которых определена для
любого элемента рассматриваемого множества, одинакова для
всех элементов каждого класса эквивалентности, но различна
хотя бы для двух неэквивалентных элементов. Инварианты могут
иметь разную природу.

Например, положительный индекс инерции квадратичной
формы в Rm (число положительных характеристических корней
её матрицы) является инвариантом группы линейных преобразо-
ваний GL(Rm). Следовательно, положительный индекс инерции i
квадратичной формы 2-го дифференциала ростка гладкой функ-
ции f : Rm → R в критической точке является инвариантом
правой эквивалентности в пространстве всех таких ростков. По
лемме Морса (с. 40) этот инвариант полностью описывает клас-
сификацию ростков функции f в невырожденных критических
точках с нулевым критическим значением: имеется ровно m + 1
классов эквивалентности, соответствующих всем возможным
значениям i = 0, 1, ‌, m.

Важнейшими инвариантами особенностей гладких отображе-
ний являются классы Тома — Бордмана (см. [8]). Они опреде-
ляются невозрастающими последовательностями неотрицатель-
ных целых чисел, не превосходящих размерности пространства-
прообраза отображения.

Пусть Mm и Nn — гладкие многообразия. Рассмотрим гладкое
отображение f : M → N.

Определение. Отображение f имеет особенность класса Σi

в точке x ∈ M, если размерность ядра первого дифференциала
df |x равна i.

Пример 10.1. Складки и сборки отображения двумерного
многообразия в двумерное являются особенностями одного и
того же класса Σ1.

ПустьΣi( f ) — множество точек x∈M, в которых отображение
f имеет особенность класса Σi . Предположим, что это множество
является гладким подмногообразием в M.
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Определение. Отображение f имеет особенность класса Σi, j

в точке x ∈ M, если размерность ядра первого дифференциала в
точке x сужения отображения f на многообразие Σi( f ) равна j.

Том дал индуктивное определение особенностей класса Σ I

для любой последовательности I = {i1, i2, ‌, ik} таких целых чи-
сел i1, i2, ‌, ik , что

m ¾ i1 ¾ i2 ¾‌¾ ik ¾ 0.

Определение. Пусть Σi1,i2,‌,ik−1 ( f ) — гладкое подмногообра-
зие в M. Тогда отображение f имеет особенность класса Σ I в
точке x ∈ M, если размерность ядра первого дифференциала в
точке x сужения отображения f на многообразие Σi1,i2,‌,ik−1 ( f )
равна ik .

Пример 10.2. Гладкое отображение двумерного многообра-
зия в двумерное имеет в точке складки особенность класса Σ1,0,
а в точке сборки — особенность класса Σ1,1,0.

Множества Σ I ( f ) определены, очевидно, не для всех отоб-
ражений f . Дж. Бордман [13] предложил другую конструкцию.
А именно, для каждого набора I длины k он определил под-
множество Σ I в пространстве k-струй Jk(M, N), не зависящее
ни от каких отображений. Он доказал, что это подмножество
является гладким подмногообразием в Jk(M, N) и справедливо
следующее утверждение.

Теорема Бордмана. Если k-струйное расширение отображе-
ния f : M → N трансверсально подмногообразию Σ I в Jk(M, N),
то множество ( jk f )−1(Σ I ) является гладким подмногообразием
в M, совпадающим с многообразием Σ I ( f ) в смысле определения
Тома.

По теореме трансверсальности Тома множество гладких отоб-
ражений f : M → N , у которых k-струйное расширение трансвер-
сально Σ I , является массивным подмножеством в пространстве
C∞(M, N), снабжённом C∞-топологией Уитни. Следовательно,
многообразия Σ I ( f ) в смысле Тома определены для любого
отображения f общего положения.

Имеется несколько определений многообразий Бордмана.
Все они довольно сложные. Поскольку далее рассматриваются
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лишь отображения, к которым применимо определение классов
Σ I по Тому, мы не будем излагать здесь конструкцию Бордмана.

Замечание. Коразмерность подмногообразия Σi⊂J1(Mm, Nn)
равна i(n −m + i) (см. пример 9.1, с. 68). Коразмерность подмно-
гообразия Σi, j ⊂ J2(Mm, Nn) вычисляется по формуле Левина

codimΣi, j = i(n −m + i) +
j
2 (n −m + i)(2i − j + 1) − j(i − j).

Коразмерность подмногообразия Σ I ⊂ Jk(Mm, Nn), где I — после-
довательность, состоящая из k единиц, равна (n −m + 1)k. Борд-
ман вычислил коразмерность подмногообразияΣ I⊂Jk(M, N) для
каждой последовательности I.

К сожалению, классификация особенностей гладких отобра-
жений по классам Тома — Бордмана не является полной. В част-
ности, существуют две особенности класса Σ2,0, не являющиеся
RL-эквивалентными и не устранимые малой деформацией отоб-
ражения.

Пример 10.3. Рассмотрим гладкие отображения

f± : R4→ R4, x = (x1, ‌, x4) 7→ y = ( y1, ‌, y4),

заданные формулами

y1 = x2
1 ± x2

2 + x1 x3 + x2 x4, y2 = x1 x2, y3 = x3, y4 = x4,

соответственно. Они переводят точку x = 0 в y = 0 и имеют осо-
бенности класса Σ2,0 в нуле.

Оказывается, ростки f± в нуле не являются RL-эквивалентны-
ми. Строгое доказательство этого факта приведено в [8]. Оно
основано на изучении орбит действия групп линейных преобра-
зований на пространстве пучков квадратичных форм.

На самом деле, указанные ростки не эквивалентны даже топо-
логически, т. е. их нельзя перевести друг в друга непрерывными
заменами координат в пространствах образа и прообраза. Чтобы
в этом убедиться, достаточно изучить семейства отображений

R2→ R2, (x1, x2) 7→ (x2
1 ± x2

2 + x1 x3 + x2 x4, x1 x2),

зависящих от параметров x3, x4 (см. [8]).
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Мы приведём здесь другое доказательство топологической
неэквивалентности ростков f± в нуле. Оно несколько громоздкое,
но зато использует лишь простейшие сведения из аналитической
геометрии.

Пусть ε > 0,δ > 0 и

Uε = {x ∈ R4 : |xi |< ε, i = 1, ‌, 4},

Vδ = { y ∈ R4 : |yi |< δ, i = 1, ‌, 4}.

Тогда при любом δ найдётся точка y ∈ Vδ, не принадлежащая
образу отображения f+. Например, ему не принадлежат точки с
координатами

−δ < y1 < 0, y2 = y3 = y4 = 0.

Покажем, что наоборот для любого ε найдётся такое δ, что любая
точка y ∈ Vδ имеет хотя бы один прообраз x ∈ Uε при отображе-
нии f−.

Действительно, зафиксируем произвольную точку y образа
отображения f−. Координаты любого прообраза x точки y при
этом отображении определяются условиями: x3= y3, x4= y4, а x1
и x2 — координаты точки пересечения двух кривых

Γ1 : x2
1 − x2

2 + x1 y3 + x2 y4 = y1,
Γ2 : x1 x2 = y2

на плоскости (x1, x2).
Кривая Γ2 является гиперболой, если y2 6=0. Уравнение кривой

Γ1 записывается в виде
�

x1 +
y3

2

�2
−
�

x2 −
y4

2

�2
= y1 +

y2
3 − y2

4

4 .

Не ограничивая общности рассуждений можно считать, что

−
y3

2 ¾ 0,
y4

2 ¾ 0, y1 +
y2

3 − y2
4

4 ¾ 0.

Это легко сделать, изменив направления и нумерацию осей си-
стем координат в пространствах образа и прообраза отображе-
ния f−.
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x1

x2

O
Q

P2

P
P1

Γ2

Γ1

Рис. 8. Нахождение прообразов точки при отображении f−

Пусть y1 +
y2

3 − y2
4

4 > 0. Тогда кривая Γ1 является гиперболой.

Её центр находится в точке
�

−
y3

2 ,
y4

2

�

, асимптоты коллинеарны
прямым x1 = ±x2, а вещественная ось коллинеарна оси x1.

Если y2>0, то левые ветви гипербол Γ1 и Γ2 имеют ровно одну
точку пересечения P (см. рис. 8). Эта точка лежит в открытой
полосе между двумя параллельными прямыми: асимптотой

x2 = x1 + α1, α1 =
y3 + y4

2

гиперболы Γ1 и прямой

x2 = x1 + α2, α2 =
y3

2 +

√

√

y1 +
y2

3

4 ,

проходящей через точку Q пересечения левой ветви Γ1 с осью x1.
Обозначим точки пересечения левой ветви гиперболы Γ2 с

этими прямыми через P1 и P2, соответственно. Тогда

x1(P2)< x1(P)< 0, x2(P1)< x2(P)< 0,
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где

x1(P2)= −
α2

2 −

√

√

y2 +
α2

2

4 , x2(P1)=
α1

2 −

√

√

y2 +
α2

1

4 .

Если y ∈ Vδ, то

x1(P2)> −
|α2|

2 −

√

√

δ +
α2

2

4 , x2(P1)> −
|α1|

2 −

√

√

δ +
α2

1

4 ,

где

|α1|<
δ
2 < 2

s

δ + δ
2

4 , |α2|<
δ
2 +

s

δ + δ
2

4 < 2
s

δ + δ
2

4 .

Поэтому

x1(P)> −2

√

√

δ +
α2

2

4 > −2
s

2δ + δ
2

4 ,

x2(P)> −2

√

√

δ +
α2

1

4 > −2
s

2δ + δ
2

4 .

Следовательно, P ∈ Uε для любого положительного δ < δ(ε), где

δ(ε)=
p

16 + ε2 − 4.

Аналогично если y2 < 0, то правые ветви гипербол Γ1 и Γ2
имеют ровно одну точку пересечения P ∈ Uε для любых y ∈ Vδ

и 0<δ<δ(ε). В случаях y2=0 или y1+
y2

3 − y2
4

4 =0 один из прооб-
разов x∈Uε любой точки y∈Vδ при отображении f− вычисляется
явно для каждого положительного δ, меньшего δ(ε).

Таким образом, особенности отображений f+ и f− в нуле не
эквивалентны топологически, а значит, не являются и RL-экви-
валентными. Их неустранимость будет доказана в следующем
параграфе (см. пример 11.6, с. 82).

Упражнения

1. Проверьте, что отображения f± из примера 10.3 имеют осо-
бенности класса Σ2,0 в нуле.

2. Особенностью какого класса Тома — Бордмана является
зонтик Уитни?
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§ 11. Устойчивость гладких отображений

Пусть Mm и Nn — гладкие многообразия. Рассмотрим гладкое
отображение f : M → N.

Определение. Росток отображения f в точке x ∈ M называ-
ется устойчивым, если для любой окрестности U ⊂ M точки x
существует окрестность B⊂ C∞(M, N) отображения f , удовлетво-
ряющая следующему условию: для любого отображения f̃ ∈ B
найдётся такая точка x̃ ∈ U , что росток f̃ в x̃ лево-право-эквива-
лентен ростку f в x.

Прямое исследование ростка отображения на устойчивость
весьма затруднительно. Дж. Мазер [25] свёл эту задачу к линей-
ной.

Теорема устойчивости Мазера. Росток гладкого отображе-
ния устойчив тогда и только тогда, когда он инфинитезималь-
но устойчив.

На самом деле Мазер доказал теорему устойчивости в гораздо
более общей формулировке, описывающей условия устойчиво-
сти отображения в целом. Этому фундаментальному утвержде-
нию и его доказательству посвящена значительная часть кни-
ги [18]. Мы обсудим здесь лишь локальный вариант теоремы Ма-
зера, который потребуется в дальнейшем.

Инфинитезимальная устойчивость ростка гладкого отображе-
ния является геометрическим понятием. Мы определим его в ло-
кальных координатах. От выбора локальных координат свойства
устойчивости и инфинитезимальной устойчивости не зависят.
Поэтому далее мы будем рассматривать росток в нуле гладкого
отображения

f : Rm→ Rn, x = (x1, ‌, xm) 7→ f (x)= ( f1(x), ‌, fn(x)),

удовлетворяющего условию f (0)= 0.

Определение. Росток отображения f в нуле называется ин-
финитезимально устойчивым, если для любого гладкого отобра-
жения

g : Rm→ Rn
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существуют гладкие функции

αi : Rm→ R, i = 1, ‌, m,

и гладкое отображение

β : Rn→ Rn,

такие, что

g(x)=
m
∑

i=1

∂ f
∂xi
αi(x) + β( f (x))

для всех x, достаточно близких к нулю.

Проверка инфинитезимальной устойчивости сводится к дру-
гой практически легче решаемой задаче.

Определение. Росток отображения f в нуле называется ин-
финитезимально V-устойчивым, если для любого гладкого отоб-
ражения

g : Rm→ Rn

существуют гладкие функции

αi : Rm→ R, i = 1, ‌, m,

гладкие отображения

β j : Rm→ Rn, j = 1, ‌, n,

и постоянная γ ∈ Rn, такие, что

g(x)=
m
∑

i=1

∂ f
∂xi
αi(x) +

n
∑

j=1
β j (x) f j (x) + γ (18)

для всех x, достаточно близких к нулю.

Предложение 11.1. Росток отображения f в нуле инфините-
зимально устойчив, если и только если он инфинитезимально
V-устойчив.

Доказательство см. в [8].
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Пример 11.2. Рассмотрим росток в нуле гладкой функции

f : Rm→ R, x = (x1, ‌, xm) 7→ f (x)= e1 x2
1 +‌ + em x2

m,

где
ei = ±1, i = 1, ‌, m.

Нуль является невырожденной критической точкой этой функ-
ции, причём

xi =
1
2 ei

∂ f
∂xi

, i = 1, ‌, m.

Возьмем произвольную гладкую функцию g : Rm→ R. Соглас-
но лемме Адамара (с. 41), существуют такие гладкие функции

αi : Rm→ R, i = 1, ‌, m,

что

g(x)= g(0) +
m
∑

i=1
xiαi(x)= g(0) +

m
∑

i=1

1
2 eiαi(x)

∂ f
∂xi

для всех x. Следовательно, росток f в нуле инфинитезимально
V -устойчив, а значит, инфинитезимально устойчив в силу пред-
ложения 11.1 и устойчив по теореме Мазера.

Отсюда и из леммы Морса следует, что росток любой гладкой
функции в невырожденной критической точке устойчив.

С ростом размерности пространства образа гладкого отобра-
жения проверка инфинитезимальной V -устойчивости его ростка
усложняется. Оказывается, эту проверку можно свести к простой
конечномерной задаче.

Определение. Росток отображения f в нуле называется по-
чти инфинитезимально V-устойчивым, если условие (18) выпол-
няется с точностью до членов (n + 1)-го порядка малости по пе-
ременным x1, ‌, xm.

Предложение 11.3. Если росток отображения f в нуле по-
чти инфинитезимально V-устойчив, то он инфинитезимально
V-устойчив.

Это утверждение доказано в книге [8].
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Пример 11.4. Докажем устойчивость сборки Уитни. Для этого
убедимся сначала, что росток в нуле отображения

f : R2→ R2,
�

x1
x2

�

7→
�

x3
1 + x2 x1

x2

�

,

почти инфинитезимально V -устойчив, т. е. с точностью до чле-
нов третьего порядка малости по переменным x1, x2 любая упо-
рядоченная пара гладких функций является суммой постоянной
γ ∈ R2 и линейной комбинации шести пар

�

3x2
1 + x2

0

�

,
�

x1
1

�

,
�

x2 x1
0

�

,
�

0
x2 x1

�

,
�

x2
0

�

,
�

0
x2

�

с коэффициентами, являющимися гладкими функциями от x1, x2.
По лемме Адамара любая пара функций, обращающихся в

нуль при x2=0, является линейной комбинацией последних двух
пар из указанной выше шестерки. Поэтому достаточно прове-
рить, что с точностью до членов третьего порядка малости по
переменной x1 любая пара квадратных трёхчленов

�

a1 x2
1 + b1 x1 + c1

a2 x2
1 + b2 x1 + c2

�

может быть представлена в виде суммы пары констант и линей-
ной комбинации двух пар

�

3x2
1

0

�

,
�

x1
1

�

с коэффициентами, являющимися многочленами от x1. Но по-
следнее очевидно:

�

a1 x2
1 + b1 x1 + c1

0

�

=
a1

3

�

3x2
1

0

�

+ b1

�

x1
1

�

+
�

c1
−b1

�

,
�

0
a2 x2

1 + b2 x1 + c2

�

≡ (a2 x2
1 + b2 x1)

�

x1
1

�

−
b2

3

�

3x2
1

0

�

+
�

0
c2

�

(mod x3
1).

Таким образом, сборка Уитни инфинитезимально V -устойчи-
ва (предложение 11.3), а значит, и инфинитезимально устойчива
(предложение 11.1). Её устойчивость следует теперь из теоремы
устойчивости Мазера.
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При проверке инфинитезимальной устойчивости ростка
отображения полезно также использовать следующее наблю-
дение В. И. Арнольда.

Предложение 11.5 [8]. Росток в нуле гладкого отображения

f : Rm→ Rn, x = (x1, ‌, xm) 7→ y = f (x),

удовлетворяющего условию f (0)= 0, инфинитезимально устой-
чив, если и только если для любого i=1, ‌, m существует (m×n)-
матрица Ai(x), элементами которой являются гладкие функ-
ции от x, и (n × n)-матрица Bi( y), элементами которой явля-
ются гладкие функции от y, такие, что

xi E =
∂ f
∂x (x)Ai(x) + Bi( f (x)) (19)

для всех x, достаточно близких к нулю, где E — единичная мат-
рица порядка n.

Пример 11.6. Рассмотрим отображения f± из примера 10.3
(с. 74). Их особенности в нуле инфинитезимально устойчивы.

Действительно, в качестве матриц в разложениях (19) при
i = 3, 4 можно взять, например,

A3 = A4 = 0, B3 = y3E, B4 = y4E,

где E — единичная матрица четвертого порядка. Существование
матричных решений уравнений (19) при i = 1, 2 не столь очевид-
но. Тем не менее, такие решения есть. В частности:

A1 =













−a1 x1 −a2 x1 −
�1

2
+ a3

�

x1 −a4 x1

−a1 x2 1 − a2 x2 −a3 x2 −a4 x2

1 − a1 x3 −a2 x3 x1 +
�1

2
− a3

�

x3 −a4 x3

−a1 x4 ∓2 − a2 x4 −a3 x4 x1 − a4 x4













,

B1 =













2a1 y1 2a2 y1 − y4 2a3 y1 2a4 y1 − y2

2a1 y2 2a2 y2

�1
2
+ 2a3

�

y2 2a4 y2

−1 + a1 y3 a2 y3

�

−1
2
+ a3

�

y3 a4 y3

a1 y4 ±2 + a2 y4 a3 y4 a4 y4













,
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A2 =













−b1 x1 1 − b2 x1 −b3 x1 −b4 x1

−b1 x2 −b2 x2 −b3 x2 −
�

±1
2
+ b4

�

x2

−b1 x3 −2 − b2 x3 x2 − b3 x3 −b4 x3

1 − b1 x4 −b2 x4 −b3 x4 x2 +
�

±1
2
− b4

�

x4













,

B2 =













2b1 y1 2b2 y1 − y3 2b3 y1 − y2 2b4 y1

2b1 y2 2b2 y2 2b3 y2

�

±1
2
+ 2b4

�

y2

b1 y3 2 + b2 y3 b3 y3 b4 y3

−1 + b1 y4 b2 y4 b3 y4 −
�

±1
2
− b4

�

y4













,

где ai , bi , i = 1, ‌, 4, — произвольные вещественные числа.
Таким образом, ростки отображений f± в нуле устойчивы, со-

гласно теореме Мазера.

Замечание. При проверке условий (19) также достаточно
лишь убедиться, что они выполняются с точностью до членов
(n + 1)-го порядка малости по переменным x1, ‌, xm.

Доказательство теоремы устойчивости Мазера довольно слож-
ное. Ключевую роль в нем играет следующая теорема (см. [8]).

Теорема о конечной определенности. Инфинитезимально
устойчивый росток гладкого отображения в n-мерное простран-
ство RL-эквивалентен ростку своего многочлена Тейлора степе-
ни n + 1.

Доказательство теоремы о конечной определенности прово-
дится так называемым гомотопическим методом Тома. Этот ме-
тод широко используется в теории особенностей гладких отобра-
жений. Поэтому мы посвятим ему отдельный параграф.

Замечание. Гладкое отображение f : Rm→Rn общего положе-
ния при m, n ¶ 3 имеет только устойчивые особенности. Отобра-
жения, имеющие лишь устойчивые особенности, не всюду плот-
ны в пространстве всех гладких отображений гладких много-
образий, если размерности этих многообразий принадлежат
так называемой области плохих размерностей Мазера (см. [18]).
В частности, ещё Том доказал, что при k ¾ 3 гладкое отображе-
ние f : Mk2

→ Nk2
может иметь неустойчивые особенности, не

устранимые малой деформацией отображения (см. [44]).
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Упражнения

1. Используя какую-нибудь компьютерную программу, реши-
те матричные уравнения (19) при i = 1, 2 для отображений f±
из примера 10.3 (с. 74) в предположении, что элементы искомых
матриц являются линейными функциями соответствующих пе-
ременных.

2. Докажите, что зонтик Уитни (инфинитезимально) устой-
чив.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



§ 12. Гомотопический метод Тома

Суть гомотопического метода Тома в том, чтобы не искать кон-
кретную эквивалентность изучаемого отображения с данным, а
включить это отображение в семейство и искать семейство экви-
валентностей. Вот как это выглядит в случае RL-эквивалентности
(см. [8]).

Рассмотрим однопараметрическое семейство отображений

Ft : Rm→ Rn, x = (x1, ‌, xm) 7→ Ft(x), t ∈ [0, 1],

таких, что Ft(0) ≡ 0 и F0 = f . Мы будем предполагать, что это
семейство гладкое, т. е. координатные компоненты отображений
семейства являются гладкими функциями, определенными на
прямом произведении Rm × R.

Пусть существуют такие гладкие семейства диффеоморфиз-
мов

ϕt : Rm→ Rm, x 7→ ϕt(x), и ψt : Rn→ Rn, y 7→ψt( y),

что
ϕ0(x)≡ x, ϕt(0)≡ 0, ψ0( y)≡ y, ψt(0)≡ 0 (20)

и
Ft(ϕt(x))≡ψt( f (x)) (21)

для всех x= (x1, ‌, xm)∈Rm и t∈ [0, 1]. Они определяют гладкие
семейства векторных полей vt(x) и wt( y) в Rm и Rn формулами:

vt(ϕt(x))=
∂ϕt (x)

∂t , wt(ψt( y))=
∂ψt ( y)

∂t .

Продифференцируем (21) по параметру t. Тогда получим но-
вое тождество

∂Ft

∂t (ϕt(x)) +
∂Ft

∂vt
(ϕt(x))≡wt(ψt( f (x))). (22)

В нем второе слагаемое левой части обозначает производную
отображения Ft по направлению векторного поля vt в точке
ϕt(x), т. е.

∂Ft

∂vt
(x)=

m
∑

i=1

∂Ft (x)
∂xi

vt,i(x),Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
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где
vt(x)= (vt,1(x), ‌, vt,m(x))

в стандартном базисе пространства Rm.
Теперь, используя (21), перепишем тождество (22) в виде

∂Ft

∂t (ϕt(x)) +
∂Ft

∂vt
(ϕt(x))≡wt(Ft(ϕt(x))).

Заменяя здесь ϕt(x) на x, получим в итоге уравнение

∂Ft

∂t (x)= −
∂Ft

∂vt
(x) +wt(Ft(x)) (23)

на семейства векторных полей vt и wt .
Это уравнение называется гомологическим. Если его удаётся

решить в классе векторных полей, удовлетворяющих дополни-
тельным условиям

vt(0)≡ 0, wt(0)≡ 0,

то семейства диффеоморфизмов ϕt и ψt можно найти из обык-
новенных дифференциальных уравнений

dx
dt
= vt(x),

dy
dt
=wt( y).

А именно, вектор-функция t 7→ϕt(x) является решением диф-
ференциального уравнения ẋ = vt(x), удовлетворяющим началь-
ному условию ϕ0(x)= x. Аналогично вектор-функция t 7→ψt( y)
является решением дифференциального уравнения ẏ = wt( y),
удовлетворяющим начальному условию ψ0( y) = y. Из теории
обыкновенных дифференциальных уравнений (см. [9]) следует,
что отображения каждого из семейств x 7→ ϕt(x) и y 7→ ψt( y)
удовлетворяют условиям (20) и являются диффеоморфизмами в
достаточно малой окрестности нуля для всех значений t ∈ [0, 1].
Покажем, что для этих диффеоморфизмов справедливо тожде-
ство (21).

Действительно, из гомологического уравнения (23) получаем

d
dt

Ft(ϕt(x))≡wt(Ft(ϕt(x))).
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Это означает, что при любом фиксированном x, достаточно близ-
ком к нулю, вектор-функция t 7→ Ft(ϕt(x)) является решением

дифференциального уравнения
dy
dt
= wt( y), удовлетворяющим

начальному условию

F0(ϕ0(x))= F0(x)= f (x).

Следовательно,
Ft(ϕt(x))≡ψt( f (x))

в силу теоремы единственности решения задачи Коши для обык-
новенного дифференциального уравнения.

Таким образом, ростки всех отображений семейства Ft в нуле
лево-право-эквивалентны. В частности, справедливо следующее
утверждение.

Предложение 12.1. Пусть f , ξ: Rm → Rn — такие гладкие
отображения, что f (0)= ξ(0)= 0. Рассмотрим однопараметри-
ческое семейство отображений

Ft(x)= f (x) + tξ(x), x ∈ Rm, t ∈ [0, 1].

Предположим, что существуют гладкие семейства функций

vt,i : Rm→ R, x 7→ vt,i(x), i = 1, ‌, m,

и гладкое семейство отображений

wt : Rn→ Rn, y 7→wt( y),

такие, что

vt,1(0)≡‌≡ vt,m(0)≡ 0, wt(0)≡ 0

и

ξ(x)= −
m
∑

i=1

∂Ft (x)
∂xi

vt,i(x) +wt(Ft(x))

для всех x, достаточно близких к нулю, и t ∈ [0, 1]. Тогда ростки
отображений f + ξ и f в нуле RL-эквивалентны.

В случае R-эквивалентности функций формулировка соответ-
ствующего утверждения проще.
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Предложение 12.2. Пусть f , ξ: Rm → R— гладкие функции,
f (0) = ξ(0) = 0. Рассмотрим однопараметрическое семейство
функций

Ft(x)= f (x) + tξ(x), x ∈ Rm, t ∈ [0, 1].

Предположим, что существуют гладкие семейства функций

vt,i : Rm→ R, x 7→ vt,i(x), i = 1, ‌, m,

такие, что
vt,1(0)≡‌≡ vt,m(0)≡ 0

и

ξ(x)= −
m
∑

i=1

∂Ft (x)
∂xi

vt,i(x) (24)

для всех x, достаточно близких к нулю, и t ∈ [0, 1]. Тогда ростки
функций f + ξ и f в нуле R-эквивалентны.

Мы продемонстрируем гомотопический метод Тома в случае
правой эквивалентности на примере доказательства следующего
обобщения леммы Морса, полученного В. И. Арнольдом.

Лемма Морса с параметрами. Пусть f : Rm → R— гладкая
функция с критической точкой в нуле. Предположим, что вто-
рой дифференциал d2 f |0 является квадратичной формой ранга r.
Тогда росток f в нуле R-эквивалентен ростку в нуле одной из
функций вида

(x, u) 7→ h(u) ± x2
1 ±‌ ± x2

r ,

где x = (x1, ‌, xr), u = (u1, ‌, um−r), dh|0 = 0, d2h|0 = 0.

Дîêàçàòåëüñòâî. Линейным преобразованием координат в
пространстве Rm функцию f можно привести к виду

f (x, u)= g(x, u) + e1 x2
1 +‌ + er x2

r , (25)

где x ∈ Rr , u ∈ Rm−r , dg|0 = 0, d2g|0 = 0, ei = ±1.
Рассмотрим систему уравнений

∂ f
∂x (x, u)= 0.
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Она имеет вид

2ei xi +
∂g
∂xi

(x, u)= 0, i = 1, ‌, r.

Из условия d2g|0=0 и теоремы о неявной функции следует, что в
достаточно малой окрестности нуля эта система имеет и притом
единственное гладкое решение

x = X(u)= (X1(u), ‌, Xr(u)),

такое, что X(0)=0, dX |0=0. Это решение определяет локальный
диффеоморфизм

(x, u) 7→ (x + X(u), u),

который приводит росток f в нуле к виду (25) с дополнительным
условием

∂g
∂x (0, u)≡ 0.

Пусть теперь

h(u)= f (0, u) и ξ(x, u)= g(x, u) − h(u).

Тогда
f (x, u)= h(u) + ξ(x, u) + e1 x2

1 +‌ + er x2
r ,

где

dh|0 = 0, d2h|0 = 0, dξ|0 = 0, d2ξ|0 = 0, ξ(0, u)≡ 0,
∂ξ
∂x (0, u)≡ 0.

Рассмотрим однопараметрическое семейство функций

Ft(x, u)= h(u) + tξ(x, u) + e1 x2
1 +‌ + er x2

r , t ∈ [0, 1].

Оно определяет семейство гладких отображений

Yt : Rm→ Rm, (x, u) 7→ ( y, u), y = ( y1, ‌, yr)= yt(x, u),

yi =
∂Ft

∂xi
(x, u)= 2ei xi + t

∂ξ
∂xi

(x, u). (26)

Поскольку d2ξ|0 = 0, в достаточно малой окрестности нуля каж-
дое отображение этого семейства является диффеоморфизмом,
причём

yt(x, u)= 0 ⇔ x = 0, (27)

так как
∂ξ
∂x (0, u)≡ 0.
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Гладкое семейство отображений

Y−1
t : Rm→ Rm, ( y, u) 7→ (x, u), x = xt( y, u),

обратных к Yt в окрестности нуля, определяет новые гладкие ко-
ординаты ( y, u) в Rm для любого t∈[0, 1]. Поскольку ξ(x, u)|x=0≡
≡ 0, имеем

ξ(xt( y, u), u)|y=0 ≡ 0

в силу (27). Отсюда и из леммы Адамара (с. 41) следует, что су-
ществуют такие гладкие семейства функций

αt,i : Rm→ R, ( y, u) 7→ αt,i( y, u), i = 1, ‌, r,

что

ξ(xt( y, u), u)=
r
∑

i=1
yiαt,i( y, u) (28)

для всех ( y, u), достаточно близких к нулю, и t ∈ [0, 1]. При этом

αt,1(0, u)≡‌≡ αt,r(0, u)≡ 0,

так как
∂ξ
∂x (0, u)≡ 0.

Теперь, подставив (26) в (28), получим:

ξ(x, u)= −
r
∑

i=1

∂Ft (x, u)
∂xi

vt,i(x, u),

где
vt,i(x, u)= −αt,i( yt(x, u), u).

Набор семейств функций vt,i , дополненный m − r семействами
тождественно нулевых функций, является, очевидно, решением
гомологического уравнения (24). Остается применить предложе-
ние 12.2 (с. 88). Лемма Морса с параметрами доказана.

Гомотопический метод Тома в случае V -эквивалентности при-
водит к несколько иным формулам. А именно, пусть существуют
гладкое семейство диффеоморфизмов

ϕt : Rm→ Rm, x 7→ ϕt(x),
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и гладкое семейство отображений

Ψt : Rm→ GL(Rn), x 7→ Ψt(x),

в пространство невырожденных матриц порядка n, такие, что

ϕ0(x)≡ x, ϕt(0)≡ 0, Ψ0(x)≡ E (29)

и
Ft(ϕt(x))≡ Ψt(x) f (x) (30)

для всех x = (x1, ‌, xm) ∈ Rm и t ∈ [0, 1]. Они определяют глад-
кое семейство векторных полей vt(x) в Rm и гладкое семейство
отображений

Wt : Rm→ Rn2
, x 7→Wt(x),

в пространство вещественных квадратных матриц порядка n
формулами:

vt(ϕt(x))=
∂ϕt (x)

∂t , Wt(ϕt(x))=
∂Ψt (x)

∂t Ψ−1
t (x).

Продифференцируем (30) по параметру t. Тогда получим но-
вое тождество

∂Ft

∂t (ϕt(x)) +
∂Ft

∂vt
(ϕt(x))≡Wt(ϕt(x)) · Ft(ϕt(x)).

Заменяя здесь ϕt(x) на x, получим гомологическое уравнение

∂Ft

∂t (x)= −
∂Ft

∂vt
(x) +Wt(x) · Ft(x) (31)

на семейства векторных полей vt и отображений Wt . Если его
удаётся решить при дополнительном условии

vt(0)≡ 0,

то семейство отображений x 7→ ϕt(x), удовлетворяющих услови-
ям (29) и являющихся диффеоморфизмами в достаточно малой
окрестности нуля для всех значений t ∈ [0, 1], можно найти из
обыкновенного дифференциального уравнения

dx
dt
= vt(x)

аналогично случаю RL-эквивалентности (см. с. 86).
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Семейство отображений x 7→ Ψt(x) находится из обыкновен-
ного линейного дифференциального уравнения

dΨ
dt
=Wt(ϕt(x))Ψ

относительно вещественной квадратной матрицы Ψ порядка n.
Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений (см.
[9]) следует, что это уравнение имеет и притом единственное
решение t 7→ Ψt(x) ∈ GL(Rn), удовлетворяющее начальному усло-
вию Ψ0(x)= E и гладкое для всех x, достаточно близких к нулю,
и t ∈ [0, 1].

Покажем теперь, что для семейств диффеоморфизмов ϕt и
невырожденных матриц Ψt справедливо тождество (30). Дей-
ствительно, гомологическое уравнение (31) приводит к тожде-
ству

d
dt

�

Ft(ϕt(x))
�

≡Wt(ϕt(x)) · Ft(ϕt(x)).

С другой стороны

d
dt

�

Ψt(x) f (x)
�

≡Wt(ϕt(x))
�

Ψt(x) f (x)
�

.

Следовательно, при любом фиксированном x, достаточно близ-
ком к нулю, вектор-функции t 7→ Ft(ϕt(x)) и t 7→ Ψt(x) f (x) явля-
ются решениями линейного дифференциального уравнения

dy
dt
=Wt(ϕt(x)) y

относительно y ∈ Rn. Эти решения удовлетворяют одинаковому
начальному условию

F0(ϕ0(x))= Ψ0(x) f (x)= f (x).

Поэтому
Ft(ϕt(x))≡ Ψt(x) f (x)

в силу теоремы единственности.
Таким образом, ростки всех отображений семейства Ft в нуле

V -эквивалентны. В частности, справедливо следующее утвержде-
ние.
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Предложение 12.3. Пусть f , ξ: Rm→Rn — гладкие отображе-
ния, f (0)=ξ(0)=0. Рассмотрим однопараметрическое семейство
отображений

Ft(x)= f (x) + tξ(x), x ∈ Rm, t ∈ [0, 1].

Предположим, что существуют такие гладкие семейства функ-
ций

vt,i : Rm→ R, x 7→ vt,i(x), i = 1, ‌, m,

и отображений

Wt : Rm→ Rn2
, x 7→Wt(x),

в пространство квадратных матриц порядка n, что

vt,1(0)≡‌≡ vt,m(0)≡ 0

и

ξ(x)= −
m
∑

i=1

∂Ft (x)
∂xi

vt,i(x) +Wt(x) · Ft(x)

для всех x, достаточно близких к нулю, и t ∈ [0, 1]. Тогда ростки
отображений f + ξ и f в нуле V-эквивалентны.

Пример применения гомотопического метода Тома в случае
V -эквивалентности ростков функций приведён в § 21 (с. 213–215).
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§ 13. Версальные деформации

При исследовании вырождений у объектов, зависящих от пара-
метра (который может быть многомерным), следует изучать се-
мейства объектов, в которых эти вырождения возникают неу-
странимым образом. Семейство, рассматриваемое вблизи значе-
ния параметра, определяющего вырожденный объект, называет-
ся деформацией этого объекта. Во многих случаях исследование
деформаций вырожденного объекта сводится к изучению всего
лишь одной его деформации. Она называется версальной. В этом
параграфе описан способ проверки версальности деформации
особенности гладкого отображения относительно RL-, R- и V -эк-
вивалентностей.

Рассмотрим росток в нуле гладкого отображения

f : Rm→ Rn, x = (x1, ‌, xm) 7→ f (x)= ( f1(x), ‌, fn(x)),

удовлетворяющего условию f (0)= 0. Деформацией ростка f с па-
раметром λ = (λ1, ‌,λl ) называется росток в нуле такого глад-
кого отображения

F : Rm × Rl → Rn, (x,λ) 7→ F(x,λ),

что F(x, 0)≡ f (x). Пространство параметров деформации назы-
вается базой деформации.

Зафиксируем деформацию F ростка f с базой Rl и возьмем
другую деформацию eF этого же ростка с другой базой Rl̃ =
= {λ̃= (λ̃1, ‌, λ̃l̃ )}.

Определение. Деформация F называется RL-версальной, если
для любой деформации eF существуют такие гладкие отображе-
ния

ϕ : Rm × Rl̃ → Rm, ψ: Rn × Rl̃ → Rn, g : Rl̃ → Rl ,

что
ϕ(x, 0)≡ x, ψ( y, 0)≡ y, g(0)= 0

и
eF(x, λ̃)≡ψ

�

F(ϕ(x, λ̃), g(λ̃)), λ̃
�

(32)

в достаточно малой окрестности нуля.
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Определение. Деформация F ростка в нуле гладкой функции
f : Rm → R называется R-версальной, если для любой другой его
деформации eF существуют такие гладкие отображения

ϕ : Rm × Rl̃ → Rm, g : Rl̃ → Rl ,

что
ϕ(x, 0)≡ x, g(0)= 0

и
eF(x, λ̃)≡ F(ϕ(x, λ̃), g(λ̃)) (33)

в достаточно малой окрестности нуля.

Отметим, что условие f (0)= 0 для определения R-версально-
сти не обязательно.

Определение. Деформация F ростка отображения f называ-
ется V -версальной, если для любой другой его деформации eF су-
ществуют гладкие отображения

ϕ : Rm × Rl̃ → Rm, g : Rl̃ → Rl ,

и гладкое отображение

Ψ : Rm × Rl̃ → Rn2

в пространство вещественных квадратных матриц порядка n, та-
кие, что

ϕ(x, 0)≡ x, g(0)= 0, detΨ(0, 0) 6= 0

и
eF(x, λ̃)≡ Ψ(x, λ̃) F(ϕ(x, λ̃), g(λ̃)) (34)

в достаточно малой окрестности нуля.

В этих определениях ростки в нуле отображений

ϕ(·, λ̃): Rm→ Rm и ψ(·, λ̃): Rn→ Rn

являются ростками диффеоморфизмов для любого λ̃, достаточно
близкого к нулю.
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Предложение 13.1. Пусть F и eF являются V-версальными де-
формациями ростка f с базами одинаковой размерности l = l̃.
Тогда существуют такие гладкие отображения

Φ: Rm × Rl̃ → Rm × Rl , (x, λ̃) 7→ (ϕ(x, λ̃), g(λ̃)),

и
Ψ : Rm × Rl̃ → Rn2

,

что росток Φ в нуле является ростком диффеоморфизма,

Φ(0, 0)= 0, detΨ(0, 0) 6= 0

и имеет место тождество (34) в достаточно малой окрестно-
сти нуля. В частности, росток в нуле отображения

g : Rl̃ → Rl , λ̃ 7→ g(λ̃)

пространств параметров деформаций eF и F является ростком
диффеоморфизма.

Замечание. Аналогичное утверждение справедливо также
для RL- и R-версальных семейств (см. [8]).

Как и в вопросе устойчивости ростка отображения, проверку
версальности деформации можно свести к линейной задаче.

Определение. Деформация F ростка отображения f называ-
ется инфинитезимально RL-версальной, если для любого гладко-
го отображения g : Rm→ Rn существуют гладкие функции

αi : Rm→ R, i = 1, ‌, m,

гладкое отображение β : Rn→Rn и постоянная γ=(γ1, ‌, γl )∈Rl ,
такие, что

g(x)≡
m
∑

i=1

∂ f
∂xi
αi(x) + β( f (x)) +

l
∑

k=1

γk
∂F

∂λk

�

�

�

λ=0

для всех x, достаточно близких к нулю.
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Определение. Деформация F ростка в нуле гладкой функции
f :Rm→R называется инфинитезимально R-версальной, если для
любой гладкой функции g : Rm→R существуют гладкие функции

αi : Rm→ R, i = 1, ‌, m,

и постоянная γ= (γ1, ‌, γl ) ∈ Rl , такие, что

g(x)≡
m
∑

i=1

∂ f
∂xi
αi(x) +

l
∑

j=1

γ j
∂F
∂λ j

�

�

�

λ=0

для всех x, достаточно близких к нулю.

Определение. Деформация F ростка отображения f называ-
ется инфинитезимально V-версальной, если для любого гладкого
отображения g : Rm→ Rn существуют гладкие функции

αi : Rm→ R, i = 1, ‌, m,

гладкие отображения

β j : Rm→ Rn, j = 1, ‌, n,

и постоянная γ= (γ1, ‌, γl ) ∈ Rl такие, что

g(x)≡
m
∑

i=1

∂ f
∂xi
αi(x) +

n
∑

j=1

β j (x) f j (x) +
l
∑

k=1

γk
∂F

∂λk

�

�

�

λ=0

для всех x, достаточно близких к нулю.

Теорема версальности. Деформация ростка отображения
является RL-версальной (R- или V-версальной), если и только
если она инфинитезимально RL-версальна (R- или V-версальна
соответственно).

Наиболее простое доказательство этой теоремы предложил
Ж. Мартине. Оно изложено в книге [8].

Пример 13.2. Рассмотрим поверхность y1 = x3
1 + x2

2 x1 в про-
странстве R3 с координатами x1, y1, x2 (см. с. 47). Проектирова-
ние этой поверхности на координатную плоскость ( y1, x2) парал-
лельно оси x1 определяет гладкое отображение

f : R2→ R2, x =
�

x1
x2

�

7→ y =
�

y1
y2

�

=
�

x3
1 + x2

2 x1
x2

�

.
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Оно имеет вырожденную особенность в нуле (это следует из тео-
ремы Уитни о складках и сборках, с. 44).

Мы докажем, что деформация

F(x,λ)=
�

x3
1 + x2

2 x1 + λx1
x2

�

ростка f в нуле с параметром λ ∈ R является RL-версальной.
В частности, коразмерность вырождения указанной особенности
равна 1.

Сначала убедимся, что деформация F является инфинитези-
мально RL-версальной. Это значит, что любая упорядоченная па-
ра гладких функций от x может быть представлена в виде суммы
линейной комбинации двух пар

�

3x2
1 + x2

2
0

�

,
�

2x1 x2
1

�

с коэффициентами, являющимися гладкими функциями от x,
пары

�

x1
0

�

,

умноженной на константу, и пары функций от y = y(x).
Действительно, локальная алгебра ростка f в нуле трёхмерна,

а функции 1, x1 и x2
1 составляют мономиальную систему её об-

разующих. Отсюда и из подготовительной теоремы Вейерштрас-
са — Мальгранжа (с. 59) следует, что любая гладкая функция g
от x представляется в виде

g(x)≡ a2( y)x2
1 + a1( y)x1 + a0( y),

где ai — гладкие функции от y. По лемме Адамара (с. 41)

a1( y)≡ a1,1( y) y1 + a1,2( y) y2 + c1,

где a1,i( y) — гладкие функции от y, а c1 ∈ R. Поэтому любая
упорядоченная пара гладких функций g1, g2 от x представляется
в виде
�

g1(x)
g2(x)

�

=
�

a2( y)
b2( y)

�

x2
1 +

�

a1,1( y)
b1,1( y)

�

x1 y1 +
�

a1,2( y)
b1,2( y)

�

x1 y2 +

+
�

a0( y)
b0( y)

�

+ c1

�

x1
0

�

+ c2

�

0
x1

�

,

где ai , bi , a1,i , b1,i — гладкие функции от y, а c1, c2 ∈ R.
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



§ 13. Вåðñàëüíûå äåôîðìàöèè 99

Теперь искомое разложение получается при помощи формул:
�

x2
1

0

�

= 1
3

�

3x2
1 + x2

2
0

�

− 1
3

�

y2
2

0

�

,
�

x1 y1
0

�

=
x2

1

3

�

3x2
1 + x2

2
0

�

+
2 y2

2

3

�

x2
1

0

�

,
�

x1 y2
0

�

= 1
2

�

2x1 x2
1

�

− 1
2

�

0
1

�

,
�

0
x2

1

�

= x2
1

�

2x1 x2
1

�

−
2x1 y2

3

�

3x2
1 + x2

2
0

�

+
2 y2

2

3

�

x1 y2
0

�

,
�

0
x1

�

= x1

�

2x1 x2
1

�

− 2 y2

�

x2
1

0

�

.

Таким образом, деформация F ростка f в нуле является RL-вер-
сальной по теореме версальности.

Проверка инфинитезимальной V -версальности представляет
собой более простую задачу. Часто оказывается достаточно лишь
леммы Адамара.

Пример 13.3. Рассмотрим ростки в нуле гладких отображе-
ний

φ± : R2→ R2, x = (x1, x2) 7→
�

x2
1 ± x2

2
x1 x2

�

.

Мы докажем, что их деформации

F±(x,λ)= φ±(x) +
�

x1
0

�

λ1 +
�

x2
0

�

λ2 +
�

λ3
λ4

�

с параметром λ= (λ1, ‌,λ4) ∈ R4 являются V -версальными.
Сначала убедимся, что деформации F± являются инфините-

зимально V -версальными. Это значит, что любая упорядоченная
пара гладких функций от x является суммой линейной комбина-
ции шести пар

�

2x1
x2

�

,
�

±2x2
x1

�

,
�

x2
1 ± x2

2
0

�

,
�

0
x2

1 ± x2
2

�

,
�

x1 x2
0

�

,
�

0
x1 x2

�

с коэффициентами, являющимися гладкими функциями от x, и
линейной комбинации четырёх пар

�

x1
0

�

,
�

x2
0

�

,
�

1
0

�

,
�

0
1

�

с вещественными коэффициентами.
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Действительно, по лемме Адамара (с. 41) любая упорядочен-
ная пара гладких функций от x представляется в виде

�

a1,1 x2
1 + a1,2 x1 x2 + a2,2 x2

2

b1,1 x2
1 + b1,2 x1 x2 + b2,2 x2

2

�

+
�

a1 x1 + a2 x2
b1 x1 + b2 x2

�

+
�

a0
b0

�

,

где ai , bi ∈R, а ai, j , bi, j — гладкие функции от x. Поэтому искомое
разложение получается при помощи формул:

�

x2
1

0

�

=
x1

2

�

2x1
x2

�

− 1
2

�

0
x1 x2

�

,
�

x2
2

0

�

= ±
x2

2

�

±2x2
x1

�

∓ 1
2

�

0
x1 x2

�

,
�

0
x2

1

�

= x1

�

±2x2
x1

�

∓ 2
�

x1 x2
0

�

,
�

0
x2

2

�

= x2

�

2x1
x2

�

− 2
�

x1 x2
0

�

,
�

0
x1

�

=
�

±2x2
x1

�

∓ 2
�

x2
0

�

,
�

0
x2

�

=
�

2x1
x2

�

− 2
�

x1
0

�

.

Теперь V -версальность деформаций F± следует из теоремы вер-
сальности.

Определение. Версальная деформация, база которой имеет
минимально возможную размерность, называется миниверсаль-
ной.

Пример 13.4. Если росток отображения устойчив, то в каче-
стве его RL-миниверсальной деформации можно взять 0-пара-
метрическую деформацию, состоящую из одного этого ростка.
Деформации, указанные в примерах 13.2 и 13.3, миниверсальны.

Мы изучим подробно случай R-миниверсальных деформаций
ростков гладких функций. Эти деформации используются при
решении многих важных задач теории катастроф.

Рассмотрим гладкую функцию

f : Rm→ R, x = (x1, ‌, xm) 7→ f (x),

с критической точкой в нуле. Локальная алгебра ростка в нуле
градиентного отображения

∂ f
∂x : Rm→ Rm, x 7→

�

∂ f
∂x1

, ‌,
∂ f

∂xm

�

,
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является факторалгеброй

Q ∂ f
∂x
= R[[x]]

. �∂ f
∂x

�

алгебры R[[x]] формальных степенных рядов от переменных

x1, ‌, xm с вещественными коэффициентами по идеалу
�∂ f

∂x

�

,

порождённому рядами Тейлора частных производных

∂ f
∂x1

, ‌,
∂ f

∂xm

в нуле (см. с. 58). Идеал
�∂ f

∂x

�

называется градиентным идеалом

ростка f в нуле.

Определение. Критическая точка нуль функции f называет-
ся конечнократной, если локальная алгебра Q ∂ f

∂x
ростка в нуле

градиентного отображения
∂ f
∂x является конечномерным веще-

ственным векторным пространством. Размерность этого про-

странства, т. е. кратность ростка
∂ f
∂x в нуле, называется кратно-

стью критической точки ростка f в нуле.

Кратность критической точки ростка гладкой функции не за-
висит от выбора гладких координат в её окрестности.

Предложение 13.5 [8]. Пусть гладкая функция f : Rm→R име-
ет в нуле критическую точку конечной кратности µ. Предпо-
ложим, что набор гладких функций e1(x), ‌, eµ(x) от x ∈ Rm

является системой образующих локальной алгебры Q ∂ f
∂x

ростка

в нуле градиентного отображения
∂ f
∂x . Тогда росток функции

F : Rm × Rµ→ R, F(x,λ)= f (x) + λ1e1(x) +‌ + λµeµ(x)

в нуле представляет собой R-миниверсальную деформацию рост-
ка f в нуле с параметром λ= (λ1, ‌,λµ) ∈ Rµ.

Это утверждение является следствием определения инфини-
тезимальной R-версальности, определения локальной алгебры
градиентного отображения и теоремы версальности.
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Пример 13.6. Рассмотрим ростки в нуле функций

A±µ : ± xµ+1, µ¾ 1;

D±µ : x2 y ± yµ−1, µ¾ 4;

E±6 : x3 ± y4; E7 : x3 + xy3; E8 : x3 + y5.

В качестве их R-миниверсальных деформаций можно взять рост-
ки в нуле следующих функций:

±xµ+1 +λµxµ−1 +‌+λ2 x +λ1;

x2 y ± yµ−1 +λµ yµ−2 +‌+λ3 y +λ2 x +λ1;

x3 ± y4 +λ6 xy2 +λ5 xy +λ4 y2 +λ3 y +λ2 x +λ1;

x3 + xy3 +λ7 x2 y +λ6 x2 +λ5 xy +λ4 y2 +λ3 y +λ2 x +λ1;

x3 + y5 +λ8 xy3 +λ7 xy2 +λ6 y3 +λ5 xy +λ4 y2 +λ3 y +λ2 x +λ1.

Кратность критической точки нуль каждого из ростков Aµ, Dµ, Eµ
(при любом выборе знаков ±) равна µ.

Возьмем, например, росток в нуле функции D+µ : f (x, y)=x2 y+

+ yµ−1, где µ ¾ 4. Градиентный идеал I =
�∂ f

∂x ,
∂ f
∂ y

�

этого ростка

порождён многочленами 2xy и x2 + (µ − 1) yµ−2. Чтобы описать
идеал I, мы отождествим каждый моном x p yq ∈ I с точкой (p, q)
целочисленной решетки на плоскости (удобно направить ось p
вверх, а ось q вправо).

Каждая точка (p, q) является вершиной угла, состоящего из
точек, координаты которых не меньше соответствующих коорди-
нат вершины. Если вершина лежит в I, то и все целочисленные
точки этого угла также лежат в I. В частности, все целочисленные
точки угла p ¾ 1, q ¾ 1 лежат в идеале I, поскольку в нем лежит
моном xy (см. рис. 9а).

Сопоставим биному x2 + (µ− 1) yµ−2 отрезок с концами в точ-
ках (2, 0) и (0,µ − 2). Если сдвинуть этот отрезок на 1 вверх
(это соответствует умножению бинома на x), то правый конец
отрезка попадет в I, а значит, туда попадет и левый его конец.
Следовательно, моном x3 и все целочисленные точки угла p ¾ 3,
q ¾ 0 лежат в идеале I (см. рис. 9б).
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Рис. 9. Нахождение градиентного идеала
ростка D+

µ
: x2 y + yµ−1 в 0 при µ= 7

Аналогично если сдвинуть указанный отрезок на 1 вправо
(это соответствует умножению бинома на y), то его левый конец
попадет в I, а значит, туда попадет и правый его конец. Следова-
тельно, моном yµ−1 и все целочисленные точки угла p¾0, q¾µ−1
лежат в идеале I (см. рис. 9в).

Таким образом, идеал I состоит из мономов закрашенной
области на рис. 9г и линейной комбинации мономов x2 и yµ−2

с ненулевыми коэффициентами (эти мономы соединены отрез-
ком). В качестве базиса факторалгебры R[[x, y]]/I можно взять
набор, состоящий из мономов

1, x, y, y2, ‌, yµ−3

(они отмечены квадратиками) и одного из мономов x2, yµ−2

(обычно выбирают yµ−2). В частности, кратность критической
точки ростка f в нуле равна µ.

Замечание. Другие примеры версальных деформаций рост-
ков гладких отображений можно найти, например, в книге [55].
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Упражнения

1. Докажите R-миниверсальность остальных деформаций
ростков в нуле функций из списка A±µ , D±µ , E±6 , E7, E8, выписанных
в примере 13.6.

2. Напишите V -миниверсальные деформации ростков в нуле
функций из списка A±µ , D±µ , E±6 , E7, E8.
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§ 14. Устойчивые особенности коранга 1

Важнейшей задачей теории особенностей является классифика-
ция ростков гладких отображений относительно лево-правой эк-
вивалентности. Простейшими особенностями являются классы
эквивалентности устойчивых ростков коранга 1. Именно с их
изучения в малых размерностях Уитни начал свои исследования.
Б. Морен [29] продолжил работу Уитни и расклассифицировал
устойчивые особенности коранга 1 во всех остальных размерно-
стях.

Рассмотрим росток в нуле гладкого отображения f : Rm→Rn,
такого, что f (0)= 0. Пусть ранг матрицы Якоби отображения f
в нуле равен r.

Предложение 14.1. Росток f в нуле RL-эквивалентен ростку
в нуле гладкого отображения

¨

y = Φ(x,λ), (x,λ) ∈ Rm−r × Rr ;
z = λ, ( y, z) ∈ Rn−r × Rr ,

где Φ(0, 0)= 0, dΦ|(0,0) = 0.

Это утверждение следует из теоремы о неявной функции. Чис-
ла n − r и m − r являются корангами в образе и прообразе соот-
ветственно ростка f в нуле (см. пример 9.1, с. 68). Росток в нуле
отображения

φ : Rm−r → Rn−r , x 7→ φ(x)= Φ(x, 0),

называется генотипом ростка f .
Пусть t ∈ Rn−r . Тогда деформация

F(x,λ, t)= Φ(x,λ) + t

генотипа φ с параметрами λ, t обладает следующими свойства-
ми (см. [8]).

Предложение 14.2. Росток f устойчив, если и только если
деформация F(x,λ, t) его генотипа V-версальна.

Предложение 14.3. Если деформация F(x,λ, t) генотипа φ
является V-версальной, то росток f лево-право-эквивалентен
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ростку в нуле отображения






y = φ(x) +
r
∑

i=1
λi

∂Φ
∂λi

�

�

�

λ=0
, (x,λ) ∈ Rm−r × Rr ;

z = λ, ( y, z) ∈ Rn−r × Rr ,

где λ= (λ1, ‌,λr).

Отсюда вытекают классификационные результаты Морена.

Теорема Морена 1. Пусть f : Mm→ Nn — гладкое отображе-
ние, где m= n. Предположим, что росток f в точке x ∈M устой-
чив, а его коранги в образе и прообразе равны 1. Тогда этот ро-
сток RL-эквивалентен ростку в нуле отображения Rn → Rn, за-
данного формулами

y1= xµ+1
1 + x2 xµ−1

1 + x3 xµ−2
1 +‌+ xµx1, y2= x2, ‌, yn= xn, (35)

где µ— целое число, 1¶ µ¶ n.

При n=2 получается складка, если µ=1, и сборка, если µ=2.
Отображение (35) иногда называют обобщенной сборкой Уитни.

Пример 14.4. Рассмотрим отображение f : R3→R3, заданное
формулами:

y1 = x4
1 + x2 x2

1 + x3 x1, y2 = x2, y3 = x3.

Оно имеет в нуле особенность класса Тома — Бордмана Σ1,1,1,0.
Множество Σ критических значений отображения f состоит из
точек ( y1, y2, y3), для которых многочлен x4 + y2 x2 + y3 x − y1 от x
имеет кратный вещественный корень. Это множество является
особой поверхностью в R3. Она изображена на рис. 10 и называ-
ется ласточкиным хвостом.

Кроме особой точки в нуле, поверхность Σ имеет линию са-
мопересечения

y1 = −
y2

2

4 , y3 = 0, y2 < 0

и два ребра возврата

y1 =
y2

2

12 , 8 y3
2 + 27 y2

3 = 0, y2 < 0.
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y2

y1

y3

Рис. 10. Ласточкин хвост

Каждая точка линии самопересечения является точкой транс-
версального пересечения двух гладких ветвей поверхности Σ.
В окрестности каждой точки ребра возврата поверхность Σ
задаётся уравнением y2 = x3 в подходящих гладких координатах
x, y, z в R3, т. е. диффеоморфна прямому произведению полуку-
бической параболы на прямую.

Точкам ребер возврата соответствуют многочлены x4 + y2 x2 +
+ y3 x − y1, имеющие корень кратности 3. Точкам линии самопе-
ресечения — многочлены, имеющие два разных кратных веще-
ственных корня. Начало координат является общей точкой замы-
каний линии самопересечения и ребер возврата. Эти замыкания
имеют в нуле общую касательную прямую y1 = y3 = 0. Замыка-
ние линии самопересечения имеет гладкое продолжение в нуле.
Плоскость y1= 0 является касательной к поверхности Σ в начале
координат.

Теорема Морена 2. Пусть f : Mm→ Nn — гладкое отображе-
ние, где m< n. Предположим, что росток f в точке x ∈M устой-
чив, а его коранг в прообразе равен 1. Тогда этот росток RL-
эквивалентен ростку в нуле отображения Rm → Rn, заданного

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



108 § 14. Уñòîé÷èâûå îñîáåííîñòè êîðàíãà 

формулами


















y1 = xµ+1
1 + x1,2 xµ−1

1 + x1,3 xµ−2
1 +‌ + x1,µ x1;

yi = xi,1 xµ1 + xi,2 xµ−1
1 + xi,3 xµ−2

1 +‌ + xi,µ x1,
yi, j = xi, j , i = 2, ‌, n −m + 1, j = 1, ‌,µ;
yk = xk , k = µ(n −m + 1) + 1, ‌, m,

(36)

где µ— целое число, 1¶ µ¶m/(n −m + 1).

При m = 2, n = 3 и µ = 1 получается обычный зонтик Уитни.
Поэтому отображение (36) иногда называют обобщенным зонти-
ком Уитни.

Замечание. Отображения (35) и (36) имеют в нуле особен-
ности, класс Тома — Бордмана которых имеет вид Σ I,0, где I —
набор, состоящий из µ единиц.

Теорема Морена 3. Пусть f : Mm→ Nn — гладкое отображе-
ние, где m> n. Предположим, что росток f в критической точке
x ∈M устойчив, а его коранг в образе равен 1. Предположим так-
же, что коранг в прообразе второго дифференциала генотипа
этого ростка не превосходит 1. Тогда росток f в точке x лево-
право-эквивалентен ростку в нуле отображения Rm→Rn, задан-
ного формулами











y1 = xµ+1
1 + x1,2 xµ−1

1 + x1,3 xµ−2
1 +‌

‌ + x1,µ x1 ± x2
2 ±‌ ± x2

m−n+1,
y2 = x1,2, ‌, yn = x1,n,

(37)

где µ— целое число, 1¶ µ¶ n.

Замечание. Отображение (37) имеет в нуле особенность,
класс Тома — Бордмана которой имеет вид Σm−n+1, I,0, где I —
набор, состоящий из µ − 1 единицы.

Отметим, что предложение 14.2 позволяет значительно упро-
стить доказательство устойчивости ростка гладкого отображе-
ния.

Пример 14.5. Рассмотрим ростки в нуле отображений f± из
примера 10.3 (с. 74). Их генотипы определяются формулами

φ±(x1, x2)=
�

x2
1 ± x2

2
x1 x2

�
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соответственно. Деформации

φ±(x1, x2) +
�

x1
0

�

x3 +
�

x2
0

�

x4 +
�

t1
t2

�

генотипов φ± с параметрами x3, x4, t1, t2 являются V -версальны-
ми (см. пример 13.3, с. 99). Поэтому ростки f± в нуле устойчивы
в силу предложения 14.2.

Замечание. Весьма полезно сравнить сложность проверки
инфинитезимальной V -версальности деформаций F± в примере
13.3 (с. 99) со сложностью вычисления матриц A1, A2, B1, B2 из
примера 11.6 (с. 82), необходимого для проверки инфинитези-
мальной устойчивости ростков f±.

Упражнения

1. Сколько вещественных корней имеют многочлены x4
1 +

+ y2 x2
1 + y3 x1 − y1, соответствующие разным точкам дополнения

к ласточкину хвосту на рис. 10?
2. Выпишите список нормальных форм всех особенностей

гладких отображений f : R3→R3 общего положения с точностью
до лево-правой эквивалентности.

3. Опишите подмножество в R4 = {(a, b, c, d)}, образованное
многочленами x4 + ax3 + bx2 + cx + d от x, имеющими кратный
вещественный корень.
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§ 15. ADE-классификация Арнольда

Наибольшего продвижения в вопросе классификации особенно-
стей гладких отображений удалось достичь в случае функций
нескольких переменных. А именно, В. И. Арнольд расклассифи-
цировал все критические точки, встречающиеся в общих се-
мействах функций, зависящих не более чем от 10 параметров
(см. [8]). Здесь рассказано лишь о тех из полученных им резуль-
татов, которые будут использованы далее в приложениях.

О том, что задача классификации критических точек функ-
ций не является безнадежной, стало ясно после работы Ж.-К. Туж-
рона.

Теорема Тужрона. В окрестности критической точки, имею-
щей конечную кратность µ, гладкая функция право-эквивалент-
на своему многочлену Тейлора степени µ + 1.

Наиболее простое доказательство теоремы Тужрона предло-
жил Мазер (см. [8]). Оно основано на гомотопическом методе
Тома (предложение 12.2, с. 88).

Пример 15.1. Росток гладкой функции одной переменной в
критической точке с нулевым критическим значением и конеч-
ной кратностью µ право-эквивалентен ростку в нуле одной из
функций ±xµ+1.

Из теоремы Тужрона и леммы Морса с параметрами (с. 88)
следует, что R-классификация критических точек конечной крат-
ности µ у функций разного числа переменных сводится, с точ-
ностью до аддитивной постоянной, к классификации ростков в
нуле многочленов степени µ+ 1, состоящих из мономов степени
не ниже третьей.

Определение. Ростки гладких функций называются R+-эк-
вивалентными, если они становятся R-эквивалентными после
сложения с константой. Ростки гладких функций f1 : Rm1 → R
и f2 : Rm2 → R называются стабильно R-эквивалентными, если
они становятся R-эквивалентными после прямого сложения с
ростками в нуле невырожденных квадратичных форм от новых
переменных (своих для каждого из ростков f1, f2). Аналогично
определяется понятие стабильной R+-эквивалентности.
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Стабильно R-эквивалентные ростки функций одинакового
числа переменных могут не быть R-эквивалентными. Например,
ростки в нуле функций −x2 и x2 не являются R-эквивалентными.
Однако они стабильно R-эквивалентны, поскольку R-эквива-
лентны ростки в нуле функций −x2 + y2 и x2 − y2. Стабильно
R-эквивалентные ростки функций одинакового числа перемен-
ных в конечнократных критических точках с нулевым вторым
дифференциалом R-эквивалентны (см. [16]).

Пример 15.2. Пусть гладкая функция нескольких переменных
имеет критическую точку конечной кратности µ. Предположим,
что её второй дифференциал в этой точке является квадратичной
формой коранга 1. Тогда росток функции в такой критической
точке стабильно R+-эквивалентен ростку в нуле одной из функ-
ций ±xµ+1.

Рассмотрим гладкую функцию

f : Rm→ R, x = (x1, ‌, xm) 7→ f (x).

Предположим, что она имеет критическую точку x0 с нулевым
критическим значением и конечной кратностью µ.

Определение. Модальностью k ростка f в точке x0 называ-
ется наименьшее число, такое, что некоторая достаточно малая
окрестность его струи jµ+1 f (x0) в пространстве (µ+1)-струй в x0
всех гладких функций Rm→ R, имеющих критическую точку x0
с нулевым критическим значением, покрывается конечным чис-
лом k-параметрических семейств классов R-эквивалентности.

Ростки с модальностью k= 0 и k= 1 называются простыми и
унимодальными, соответственно. Число

c = µ − k − 1

называется коразмерностью особенности в пространстве рост-
ков функций в критической точке с нулевым критическим значе-
нием. Особенности коразмерности c появляются неустранимым
образом лишь в семействах функций, зависящих не менее чем
от c параметров.
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Теорема Арнольда о критических точках [3], [4]. Простые
ростки гладких функций в конечнократных критических точ-
ках с нулевым критическим значением исчерпываются, с точно-
стью до стабильной R-эквивалентности, ростками в нуле функ-
ций следующего списка:

A±µ : ±xµ+1, µ¾ 1; D±µ : x2 y ± yµ−1, µ¾ 4;

E±6 : x3 ± y4; E7 : x3 + xy3; E8 : x3 + y5.

Замечание. При чётном µ росток A−µ право-эквивалентен
ростку A+µ . Кроме того, ростки A−1 и A+1 стабильно R-эквивалент-
ны. В остальных случаях никакие два ростка из указанного выше
списка не являются стабильно R-эквивалентными.

В. И. Арнольд обнаружил глубокую связь ростков Aµ, Dµ, Eµ с
одноименными простыми группами Ли (см. [3]). Он также дока-
зал, что множество непростых ростков имеет коразмерность 6
в пространстве ростков функций n ¾ 3 переменных с нулевым
критическим значением, т. е. всякое l-параметрическое семей-
ство функций n переменных, где l < 6, можно сколь угодно ма-
лой деформацией привести в общее положение так, что ростки
функций семейства во всех критических точках будут стабильно
R+-эквивалентны росткам Aµ, Dµ, Eµ из списка Арнольда при µ¶
¶ l + 1. Множество непростых ростков в пространстве ростков
функций двух переменных с нулевым критическим значением
имеет коразмерность 7.

Пример 15.3. В 6-параметрических семействах функций трёх
переменных неустранимым образом встречаются унимодальные
ростки, R+-эквивалентные ростку в нуле функции

x3 + y3 + z3 + axyz, где a 6= −3. (38)

В 7-параметрических семействах функций двух переменных не-
устранимым образом встречаются унимодальные ростки, R+-эк-
вивалентные росткам в нуле функций

± (x4 + ax2 y2 ± y4), (39)

где a2 6= 4, если в скобках стоит плюс.
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Параметр a является модулем (непрерывным инвариантом)
каждой из указанных особенностей, т. е. существуют такие ин-
тервалы на числовой прямой R, что ростки, отвечающие разным
значениям a из одного и того же интервала, не являются стабиль-
но R+-эквивалентными.

Замечание. Арнольд расклассифицировал все критические
точки, у которых либо модальность k ¶ 2, либо кратность µ¶ 16.

Значение теоремы Арнольда о критических точках гладких
функций для теории катастроф трудно переоценить. Методы, ко-
торые применял Арнольд в процессе доказательства своих ре-
зультатов, лежат в основе всех исследований особенностей реаль-
ных объектов. Основополагающей здесь является теорема о нор-
мальной форме полуквазиоднородной функции.

Пусть f — вещественный многочлен от m переменных x1, ‌,
xm. Зафиксируем произвольные положительные рациональные
числа w1, ‌, wm.

Определение. Квазистепенью монома x p1
1 ‌x pm

m называется
число p1w1 +‌ + pmwm. Многочлен f называется квазиоднород-
ным многочленом квазистепени d с весами w1, ‌, wm, если он
состоит из мономов квазистепени d.

Теорема Арнольда о нормальной форме полуквазиодно-
родной функции. Рассмотрим гладкую функцию

f̃ : Rm→ R, x = (x1, ‌, xm) 7→ f̃ (x)= f (x) + ϕ(x),

где f — квазиоднородный многочлен квазистепени d с весами
w1, ‌, wm, а ряд Тейлора функции ϕ в нуле состоит из мономов,
квазистепень которых больше d. Предположим, что многочлен f
имеет конечнократную критическую точку в нуле, и зафикси-
руем мономиальную систему образующих локальной алгебры

Q ∂ f
∂x

градиентного отображения
∂ f
∂x . Пусть e1(x), ‌, el (x) — об-

разующие, квазистепень которых больше d. Тогда росток в нуле
функции f̃ право-эквивалентен ростку в нуле функции

f (x) + c1e1(x) +‌ + cl el (x),

где c1, ‌, cl — произвольные постоянные.
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Доказательство см. в [8].

Замечание. Если функция f̃ удовлетворяет всем перечислен-
ным в теореме условиям, то она называется полуквазиоднород-
ной.

Пример 15.4. Рассмотрим многочлен

f (x, y)= x2 y + yµ−1,

где µ¾ 4. Он квазиоднородный. Его квазистепень с весами

wx =
µ − 2

2 , wy = 1

равна d=µ−1. Многочлен f имеет конечнократную критическую
точку в нуле. Её кратность равна µ. Мономы

1, x, y, y2, ‌, yµ−2

составляют мономиальную систему образующих локальной

алгебры Q ∂ f
∂x

градиентного отображения
∂ f
∂x (см. пример 13.6,

с. 102). Квазистепень каждой образующей меньше d. Следо-
вательно, добавление к f любой гладкой функции ϕ(x, y), у
которой ряд Тейлора в нуле состоит из мономов квазистепени
больше d, не меняет тип особенности в нуле, т. е. ростки в нуле
функций f (x, y) + ϕ(x, y) и f (x, y) право-эквивалентны.

Процесс классификации критических точек функций основан
на методе поворачивания линейки Ньютона. Мы продемонстри-
руем его в случае функций двух переменных.

Пусть гладкая функция

f : R2→ R, (x, y) 7→ f (x, y),

имеет конечнократную критическую точку в нуле с нулевым кри-
тическим значением. Предположим, что d2 f |0 = 0. Тогда 3-струя
функции f в нуле является кубической формой.

Пусть форма j3 f (0) невырожденна, т. е. либо она раскладыва-
ется в произведение трёх линейных форм, либо равна произве-
дению линейной формы на положительно определенную квадра-
тичную форму. Выберем линейные координаты x, y на плоскости
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R2 так, что j3 f (0)= x2 y ± y3. Тогда

f (x, y)= x2 y ± y3 + ϕ(x, y),

где ϕ(x, y) — гладкая функция, у которой степень каждого нену-
левого члена ряда Тейлора в нуле больше трёх.

К функции f указанного вида применимо рассуждение из
примера 15.4 (в данном случае квазистепень равна степени).
Поэтому росток f в нуле имеет особенность типа D±4 .

Если форма j3 f (0) вырожденная, то в простейшем случае она
является произведением одной линейной формы на квадрат дру-
гой. Поэтому координаты x, y на плоскости R2 можно выбрать
так, что j3 f (0)= x2 y.

Отождествим мономы x p yq , из которых состоят ряды Тейлора
в нуле гладких функций от x, y, с точками (p, q) целочисленной
решетки на плоскости. Точки, соответствующие мономам, кото-
рые входят в ряд Тейлора функции f в нуле с ненулевыми коэф-
фициентами, назовём отмеченными. Тогда хотя бы через один
из отмеченных мономов можно провести прямую, от которой
все отмеченные мономы лежат с одной стороны (т. е. в одной из
замкнутых полуплоскостей, на которые прямая делит плоскость).
Такая прямая называется линейкой Ньютона.

Проведём линейку Ньютона p+q=3 через моном x2 y и будем
поворачивать её против часовой стрелки вокруг этого монома
до тех пор, пока она не пройдёт через другой отмеченный мо-
ном. Возможны два случая: либо линейка пройдёт через моном
вида y2k (рис. 11а), либо — сразу через два монома xyk+1 и y2k+1

(рис. 11б).
В первом случае применимо рассуждение из примера 15.4 и

росток f в нуле имеет особенность одного из типов D±2k−1. Во
втором случае

f (x, y)= x2 y + axyk+1 + by2k+1 + ϕ(x, y),

где a, b — константы, одновременно не равные нулю, выражение

x2 y + axyk+1 + by2k+1

представляет собой квазиоднородный многочлен квазистепени
d = 2k + 1 с весами wx = k, wy = 1, а ϕ(x, y) — гладкая функция,
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Рис. 11. Поворачивание линейки Ньютона

у которой ряд Тейлора в нуле состоит из мономов квазистепени
больше d. Замена переменной

x 7→ x − a
2 yk

приводит функцию f к виду

f (x, y)= x2 y + cy2k+1 + ϕ̃(x, y),

где c — константа, а ϕ̃(x, y) — гладкая функция, у которой ряд
Тейлора в нуле также состоит из мономов квазистепени боль-
ше d.

Если c 6= 0, то применимо рассуждение из примера 15.4 и ро-
сток f в нуле имеет особенность одного из типов D±2k . Если же
c= 0, то необходимо повернуть линейку Ньютона kp + q = d про-
тив часовой стрелки вокруг монома x2 y до тех пор, пока она не
пройдёт через один из отмеченных мономов вида y i , i>2k+1 или
xy j , j > k + 1. Этот процесс поворачивания линейки обязательно
закончится через конечное число шагов.
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Действительно, предположим, что ряд Тейлора функции f в
нуле имеет вид x2( y + g(x, y)), где степень всех членов ряда g не
меньше 2. Тогда градиентный идеал

I =
�

∂ f
∂x ,

∂ f
∂ y

�

=
�

2x( y + g) + x2 ∂g
∂x , x2

�

1 +
∂g
∂ y

��

порождён мономами x2, xy. Мономы 1, x, y, y2, ‌ составляют мо-
номиальную систему образующих локальной алгебры R[[x, y]]/I.
Следовательно, она бесконечномерна, что противоречит конеч-
ной кратности критической точки функции f в нуле.

Случай, когда j3 f (0) является кубом линейной формы, разби-
рается аналогично. Здесь можно считать, что j3 f (0)= x3. Первые
три поворачивания линейки Ньютона p+ q=3 относительно мо-
нома x3 приведут к особенностям типов E±6 , E7, E8 соответствен-
но. А вот в результате четвертого поворота, в простейшем случае,
получится неустранимая унимодальная особенность.

Среди конечнократных ростков функций двух переменных с
нулевой 3-струей простых нет: росток в нуле функции f (x, y), та-
кой, что j3 f (0)=0, а j4 f (0) является формой 4-й степени общего
положения, право-эквивалентен ростку в нуле одной из функ-
ций (39).

Замечание. Линейка Ньютона в случае функций трёх пе-
ременных является плоскостью в трёхмерном пространстве.
Поэтому задача классификации ростков функций в критических
точках становится более сложной. Однако и в случае двух пе-
ременных эта задача усложняется с ростом порядка ненулевой
струи исследуемого ростка. Приходится использовать другие
весьма нетривиальные методы (например, спектральные после-
довательности; см. [8]).

Упражнения

1. Получите особенности типов E±6 , продолжив классифика-
цию критических точек функций двух переменных, начатую вы-
ше.

2. Получите весь список простых критических точек функций
двух переменных.Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



§ 16. Эволюты, световые каустики
и эквидистанты

Рассмотрим на плоскости R2 с координатами x, y гладкое семей-
ство гладких кривых F(x, y, c)= 0, зависящих от параметра c∈R.
Кривую, заданную гладким отображением

γ: R→ R2, t 7→ γ(t)= (x(t), y(t)),

будем называть огибающей семейства F(x, y, c) = 0, если суще-
ствует такое гладкое отображение

t 7→ c = c(t),

что для всюду плотного множества значений t выполнены следу-
ющие условия:

c′(t) 6= 0, γ′(t) 6= 0

и γ касается кривой F(x, y, c(t))= 0 в точке γ(t).
Из условия касания гладких кривых (см. с. 64) следует пер-

пендикулярность векторов

(x′(t), y′(t)) и (F ′x , F ′y )|(x(t), y (t),c(t)).

Поэтому огибающая удовлетворяет системе уравнений:

F(x, y, c)= 0, ∂F
∂c (x, y, c)= 0.

Пример 16.1. Рассмотрим уравнение Клеро

y = xy′ + f ( y′),

где f : R→ R— гладкая функция. Общее решение этого уравне-
ния имеет вид

y = xc + f (c), c ∈ R.

Оно задаёт однопараметрическое семейство интегральных пря-
мых на расширенной фазовой плоскости с координатами x, y.

У уравнения Клеро есть также особая интегральная кривая.
Она задаётся параметрически формулами:

¨

x = − f ′(c)
y = f (c) − cf ′(c).

Эта кривая является огибающей семейства прямых y = xc+ f (c).
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Пусть, например, f ( y′) = ( y′)3. Тогда особая интегральная
кривая задаётся уравнением 4x3+27 y2=0. Эта кривая имеет осо-
бенность в начале координат: полукубическую точку возврата.

Пример 16.2. Рассмотрим произвольную гладкую кривую на
плоскости R2 = {(x, y)}. Множество центров её кривизны назы-
вается эволютой. Эволюта кривой

γ: R→ R2, t 7→ γ(t)= (x(t), y(t)),

задаётся параметрически формулами:










x = x(t) − y′(t)
x′(t)2 + y′(t)2

x′(t) y′′(t) − x′′(t) y′(t) ,

y = y(t) + x′(t)
x′(t)2 + y′(t)2

x′(t) y′′(t) − x′′(t) y′(t) .

Эволюта является огибающей семейства нормалей к кривой.

Например, эволютой эллипса x2

a2 +
y2

b2 = 1 является астроида

(ax)2/3 + (by)2/3 = (a2 − b2)2/3.

Она имеет четыре полукубические точки возврата (см. рис. 12).

Рис. 12. Эволюта эллипса

Огибающие встречаются и в многомерных пространствах.
Мы приведём лишь несколько простых примеров.
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Пример 16.3. Рассмотрим гладкое семейство гладких гипер-
поверхностей F(q, c)= 0 в пространстве Rn = {q}, зависящих от
параметра c ∈ Rn−1. Гиперповерхность, заданная гладким отоб-
ражением

γ: Rn−1→ Rn, x 7→ q = Γ (x),

называется огибающей семейства, если существует такое гладкое
отображение x 7→ c(x), что для всюду плотного множества значе-
ний x ранг матриц Якоби ∂c

∂x (x), ∂Γ
∂x (x) равен n − 1 и Γ касается

гиперповерхности F(q, c(x)) = 0 в точке Γ (x). Аналогично слу-
чаю плоских кривых, огибающая семейства гиперповерхностей
F(q, c)= 0 удовлетворяет системе уравнений

F(q, c)= 0, ∂F
∂c (q, c)= 0.

Пример 16.4. Рассмотрим в Rn гладкое семейство гладких
кривых

γc : t 7→ q = γc(t),

зависящих от параметра c ∈ Rn−1. Гиперповерхность, заданная
гладким отображением

γ: Rn−1→ Rn, x 7→ q = Γ (x),

называется огибающей семейства, если существует такое гладкое
отображение x 7→ c(x), что для всюду плотного множества значе-
ний x ранг матриц Якоби ∂c

∂x (x), ∂Γ
∂x (x) равен n − 1 и Γ касается

кривой γc(x) в точке Γ (x). Огибающая семейства кривых γc(t)
является образом при отображении

Rn−1 × R→ Rn, (c, t) 7→ q = γc(t),

множества точек (c, t), в которых ранг его матрицы Якоби мень-
ше n.

Пример 16.5. Рассмотрим гладкую гиперповерхность M в Rn.
Пусть Nq — нормаль к M в точке q ∈M. Отметим на каждой нор-
мали Nq центры главных кривизн гиперповерхности M в точ-
ке q. Множество всех полученных таким образом точек называет-
ся фокальным множеством или эволютой гиперповерхности M.
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Эволюта гиперповерхности является огибающей семейства её
нормалей Nq , q ∈ M.

Пример 16.6. Огибающая системы световых лучей в геомет-
рической оптике называется каустикой. Точки каустики светятся
ярче остальной части освещенной поверхности. Каустику мож-
но наблюдать, например, на дне чашки в солнечный день при
подходящем её расположении относительно солнца.

А именно, свет, отражаясь от (искривлённой) боковой по-
верхности чашки, определяет двухпараметрическое семейство
лучей. Это семейство может иметь огибающую в объемлющем
пространстве. Пересечение огибающей с дном чашки и даёт на
нём ярко светящуюся кривую (см. рис. 13).

Рис. 13. Каустика на дне чашки

Пример 16.7. Пусть M — гладкая гиперповерхность в Rn.
Предположим, что она коориентирована, т. е. к каждой точке
x ∈M приложен единичный нормальный вектор νx , непрерывно
зависящий от x. Тогда для любого t ∈ R определено множество
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Mt , состоящее из точек вида qt
x = x + tνx , x ∈ M. Это множество

называется t-эквидистантой гиперповерхности M.
Эквидистанты гиперповерхности M общего положения явля-

ются огибающими. А именно, t-эквидистанта гиперповерхности
M является огибающей семейства гиперплоскостей πt

x , x ∈ M,
где πt

x — гиперплоскость, проходящая через точку qt
x и коллине-

арная1 касательной гиперплоскости к M в точке x.

Рис. 14. Эквидистанта эллипса

Если t мало по абсолютной величине, то t-эквидистанта явля-
ется гладкой гиперповерхностью. Однако с ростом |t| у неё могут
появиться точки, в которых хотя бы одна из её ветвей является
особой. Эти точки лежат на эволюте исходной гиперповерхно-
сти M. Более того, в момент t своего появления (или исчезнове-
ния) такая особая точка t-эквидистанты является особой точкой
эволюты (см. рис. 14). Доказательство этих фактов приведено
в § 19.

Упражнения

1. Нарисуйте эволюту и семейство эквидистант параболы.
2. Коориентация гиперповерхности индуцирует естествен-

ную коориентацию её эквидистант. Как меняется коориентация
t-эквидистанты эллипса при изменении параметра t?

1Две гиперплоскости в Rn мы называем коллинеарными, если они либо совпа-
дают, либо не пересекаются.
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Световые каустики, эволюты гиперповерхностей и другие огиба-
ющие устроены весьма сложно. В этом параграфе изложена тео-
рия В. И. Арнольда, описывающая особенности подобных объек-
тов. Сначала мы напомним некоторые понятия анализа на мно-
гообразиях (см. [11], [20]).

Дифференциальные формы на многообразии. k-Линейной
кососимметрической функцией или просто k-формой в Rm назы-
вается вещественная функция от k векторов, линейная по каж-
дому аргументу и меняющая свой знак при перестановке места-
ми любых двух из них. Дифференциальной k-формой на гладком
многообразии M называется k-форма, заданная на касательном
пространстве к M в каждой точке x ∈M и гладко зависящая от x.

Дифференциальными 0-формами являются гладкие функции.
Первый дифференциал гладкой функции является простейшим
примером дифференциальной 1-формы.

Определение. Дифференциальная 2-форма ω на многооб-
разии M называется невырожденной, если для любых x ∈ M и
v ∈ Tx M \ {0} существует такой вектор w ∈ Tx M, что ω(v, w) 6= 0.

Невырожденные дифференциальные 2-формы могут быть
только на многообразиях чётной размерности.

Определение. Внешним произведением дифференциальной
k-формы ωk на дифференциальную форму ωl называется такая
дифференциальная (k + l)-форма ωk ∧ωl , что для любой точки
x ∈ M и любых векторов v1, ‌, vk+l ∈ Tx M

(ωk ∧ωl )(v1, ‌, vk+l )=
∑

±ωk(vi1
, ‌, vik

)ωl (vj1 , ‌, vjl ),

где i1<‌< ik , j1<‌< jl и сумма берётся по всем перестановкам
(i1, ‌, ik , j1, ‌, jl ) индексов (1, ‌, k + l), причём ставится знак +,
если эта перестановка чётная, и знак −, если она нечётная.

Внешнее произведение дифференциальных форм ассоциатив-
но, дистрибутивно и косокоммутативно: ωk ∧ωl = (−1)klωl ∧ωk .
В гладких локальных координатах x1, ‌, xm на m-мерном мно-
гообразии M любая дифференциальная k-форма ωk однозначно
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записывается в виде

ωk =
∑

i1<‌<ik

ai1,‌,ik
(x) dxi1

∧‌ ∧ dxik
, (40)

где ai1,‌,ik
(x) — гладкие функции, а dxi обозначает 1-форму в Rm,

значение которой на каждом векторе равно его i-й координате в
базисе, согласованном с координатами x1, ‌, xm.

Пример 17.1. Рассмотрим дифференциальную 2-форму dx1 ∧
∧ dx2 на евклидовой плоскости с координатами x1, x2. Её значе-
ние на паре векторов v = (v1, v2), w = (w1, w2) вычисляется по
формуле

(dx1 ∧ dx2)(v, w)= v1w2 − v2w1.

Это число равно определителю матрицы, составленной из коор-
динат векторов v, w, т. е. ориентированной площади параллело-
грамма, построенного на этих векторах.

Определение. Внешним дифференциалом гладкой функции
называется её обычный первый дифференциал. Внешним диф-
ференциалом дифференциальной k-формы (40) в Rm называется
дифференциальная (k + 1)-форма

dωk =
∑

i1<‌<ik

dai1,‌,ik
(x) ∧ dxi1

∧‌ ∧ dxik
. (41)

Это определение корректно (правая часть формулы (41) не
зависит от системы координат). Операция вычисления внешнего
дифференциала дифференциальной формы обладает следующи-
ми свойствами:

1) (линейность) d(c1ω1 + c2ω2) = c1 dω1 + c2 dω2 для любых
c1, c2 ∈ R;

2) (правило Лейбница) d(ωk ∧ωl )= dωk ∧ωl + (−1)kωk ∧ dωl ;
3) d(dω)= 0 для любой формы ω.

Определение. Дифференциальная форма называется замкну-
той, если её внешний дифференциал равен нулю.

Пусть v = v(x) — гладкое векторное поле на многообразии
M, т. е. такое гладкое отображение v : M → TM, что v(x) ∈ Tx M
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для любого x ∈ M. Тогда для любой точки этого многообразия
существуют такие окрестность U и число ε > 0, что для каждого
вещественного t ∈ (−ε, ε) определено преобразование ϕt окрест-
ности U за время t. Это преобразование осуществляет диффео-
морфизм окрестности U на свой образ, при котором каждая точ-
ка x∈U переходит в точку ϕt(x), где t 7→ϕt(x) — решение диффе-
ренциального уравнения ẋ=v(x), удовлетворяющее начальному
условию ϕ0(x)= x (см. с. 86).

Рассмотрим произвольную дифференциальную k-форму ωk

на M.

Определение. Производной Ли формы ωk по направлению
векторного поля v называется дифференциальная k-формаDvω

k ,
значение которой в точке x∈M на наборе ξ=(ξ1, ‌, ξk) векторов
ξ1, ‌, ξk из Tx M определяется формулой

Dvω
k
�

�

x (ξ)= lim
t→0

ωk |ϕt (x)(dϕt |x (ξ)) −ωk |x (ξ)
t .

Для вычисления производной Ли используют формулу Карта-
на (в [11] она называется формулой гомотопии):

Dvω
k = iv (dωk) + d(ivω

k).

Здесь iv — операция, которая каждой дифференциальной l-фор-
ме ωl сопоставляет дифференциальную (l − 1)-форму ivω

l по
правилу подстановки поля v на первое место, т. е.

ivω
l (ξ1, ‌, ξl−1)=ωl (v, ξ1, ‌, ξl−1).

Теперь мы можем перейти к изложению теории В. И. Арноль-
да, описывающей особенности каустик (см. [6]).

Пусть E — гладкое многообразие чётной размерности 2n.
Симплектической структурой на многообразии E называется
гладкая замкнутая невырожденная дифференциальная 2-форма.
Многообразие, снабжённое симплектической структурой, назы-
вается симплектическим.

Зафиксируем симплектическую структуру на многообразии E.
Гладкое подмногообразие в E называется изотропным, если
сужение симплектической структуры на это многообразие равно
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нулю. Размерность изотропного многообразия симплектической
структуры на E не превосходит n.

Изотропные многообразия симплектической структуры, име-
ющие наивысшую размерность (равную n), называются лагран-
жевыми. Гладкое расслоение

% : E→ V

с гладкой n-мерной базой V называется лагранжевым, если все
его слои являются лагранжевыми подмногообразиями в E.

Пусть %— лагранжево расслоение и L — гладкое лагранже-
во подмногообразие в E. Тогда проектирование многообразия L
на базу V расслоения % вдоль его слоев называется лагранже-
вым отображением. Формально говоря, лагранжево отображе-
ние представляет собой диаграмму

f : L
i
,→ E

ρ
→ V

где i — тождественное вложение. Мы будем изучать далее только
собственные лагранжевы отображения (см. с. 35).

Множество критических значений лагранжева отображения
называется каустикой. Ветвью каустики лагранжева отображе-
ния f в критической точке x ∈ L мы будем называть каустику
сужения f на любую достаточно малую окрестность точки x.
Ростком каустики отображения f в критическом значении y ∈ V
будем называть пересечение каустики этого отображения с до-
статочно малой окрестностью точки y.

Пример 17.2. Рассмотрим касательное пространство TqV к
гладкому n-мерному многообразию V в точке q. Всякая 1-фор-
ма p на пространстве TqV называется кокасательным вектором
или просто ковектором к V в q. Множество T ∗q V всех ковекто-
ров p называется кокасательным пространством к многообра-
зию V в точке q. Это множество является n-мерным векторным
пространством.

Объединение T ∗V пространств T ∗q V по всем точкам q∈V явля-
ется гладким 2n-мерным многообразием. Если q = (q1, ‌, qn) —
набор локальных координат на многообразии V , то всякий век-
тор v∈TqV задаётся своими координатами v=(v1, ‌, vn) в базисе,
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согласованном с координатами q1, ‌, qn. Поэтому каждый ковек-
тор p ∈ T ∗q V задаётся своими n компонентами p= (p1, ‌, pn) так,
что

p(v)= p1v1 +‌ + pnvn.

Набор 2n чисел

(p, q)= (p1, ‌, pn; q1, ‌, qn)

определяет систему локальных координат на T ∗V .
Естественная проекция % : T ∗V → V , сопоставляющую каждо-

му ковектору p∈T ∗q V точку q, является гладким расслоением. Это
расслоение называется кокасательным. Его тотальное простран-
ство T ∗V также, для краткости, называют кокасательным рас-
слоением многообразия V . Слоем над точкой q кокасательного
расслоения % является кокасательное пространство T ∗q V . В ука-
занных локальных координатах на T ∗V расслоение % задаётся
формулой (p, q) 7→ q.

На многообразии T ∗V определена каноническая 1-форма α.
А именно, пусть ξ— касательный вектор к T ∗V в точке (p, q), где
p ∈ T ∗q V . Тогда

α(ξ)= p(d%|(p,q)(ξ)).

В локальных координатах p, q на T ∗V эта дифференциальная фор-
ма имеет вид

α= p dq = p1 dq1 +‌ + pn dqn.

Рассмотрим внешний дифференциал ω= dα формы α. Он яв-
ляется замкнутой невырожденной 2-формой на T ∗V . В указанных
локальных координатах

ω= dp ∧ dq = dp1 ∧ dq1 +‌ + dpn ∧ dqn.

Форма ω задаёт симплектическую структуру на пространстве
T ∗V . Каждое кокасательное пространство T ∗q V , q ∈ V , является
лагранжевым подмногообразием в T ∗V относительно этой струк-
туры. Поэтому расслоение % является лагранжевым.

Замечание. Согласно теореме Дарбу в окрестности каждой
точки всякого симплектического 2n-мерного многообразия су-
ществуют гладкие координаты

p = (p1, ‌, pn), q = (q1, ‌, qn),
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в которых его симплектическая структура задаётся формулой
dp ∧ dq. Такие координаты называются координатами Дарбу. Ро-
сток любого лагранжева расслоения в подходящих координатах
Дарбу p, q является ростком в нуле проекции

(p, q) 7→ q.

Пример 17.3. Рассмотрим кокасательное расслоение T ∗Rn

пространства Rn. Проекция

% : T ∗Rn→ Rn, (p, q) 7→ q,

где p ∈ T ∗qR
n, является лагранжевым расслоением относительно

симплектической структуры ω= dp ∧ dq.
Пусть (v, w) 7→ vw — стандартное скалярное произведение

в Rn. Рассмотрим гладкую гиперповерхность M ⊂ Rn и подмно-
жество L ⊂ T ∗Rn, образованное ковекторами

p : v 7→ vw

в концах q= x+w всевозможных векторов w ∈Rn, приложенных
к гиперповерхности M и ортогональных ей в точках приложе-
ния x.

Множество L является гладким n-мерным подмногообразием
в T ∗Rn. Сужение канонической 1-формы α= p dq на многообра-
зие L равно

w d(x +w)=w dx +w dw = 1
2 d(w2).

Следовательно, подмногообразие L лагранжево. Его каустика от-
носительно лагранжевой проекции % является эволютой гипер-
поверхности M.

Пример 17.4. Пусть M — гладкая коориентированная гипер-
поверхность в Rn и νx — единичный нормальный вектор к M в
точке x, определяющий коориентацию. Рассмотрим росток Mx0

гиперповерхности M в точке x0 и подмножество Lx0
в кокасатель-

ном пространстве T ∗Rn, образованное ковекторами

px : v 7→ vνx ,

в точках qt
x = x + tνx для всех x ∈ Mx0

и t ∈ R.
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Если росток Mx0
достаточно мал, то множество Lx0

является
гладким n-мерным подмногообразием в T ∗Rn. Сужение канони-
ческой 1-формы α= p dq на Lx0

равно

px dqt
x = νx d(x + tνx )= νx (dx + t dνx + νx dt)=

= νx dx + tνx dνx + ν
2
x dt = dt,

поскольку νx dx = 0 на всех касательных пространствах к гипер-
поверхности M, а νx dνx = 0 в силу равенства ν2

x = 1.
Следовательно, многообразие Lx0

лагранжево относительно
симплектической структурыω=dp∧dq. Каустика этого многооб-
разия относительно лагранжевой проекции % : (p, q) 7→q является
эволютой ростка Mx0

, т. е. частью эволюты гиперповерхности M.
Примечательным здесь является тот факт, что многообразие

Lx0
удовлетворяет уравнению p2 = 1 в кокасательном простран-

стве T ∗Rn. Это частный случай так называемого уравнения эй-
конала, описывающего световые лучи в геометрической оптике
(см. § 19). Лагранжевы многообразия, удовлетворяющие уравне-
нию эйконала, часто называются оптическими. Каустику опти-
ческого лагранжева многообразия также называют оптической.
Таким образом, ветви эволюты гиперповерхности являются оп-
тическими каустиками.

Пример 17.5. Рассмотрим чашку с гладкой боковой поверхно-
стью в трёхмерном евклидовом пространстве R3. Каждая ориен-
тированная прямая l, трансверсально пересекающая плоскость
R2 дна чашки и направленная в полупространство, не содержа-
щее чашку, однозначно определяется точкой q этого пересечения
и единичным направляющим вектором e прямой l. Вектор e опре-
деляет ковектор p : v 7→ ve в T ∗qR

2.
Рассмотрим солнечные лучи, падающие на чашку, как ори-

ентированные прямые в R3, коллинеарные друг другу1. Каждый
луч l, трансверсально пересекающий боковую поверхность чаш-
ки в точке x, определяет отраженный луч lx . Если τ— единич-
ный направляющий вектор луча l, то единичный направляющий

1Размеры чашки ничтожно малы по сравнению с расстоянием от Земли до
Солнца.
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вектор ex отраженного луча lx определяется формулой:

ex = τ − 2(νxτ)νx , (42)

где νx — единичный нормальный вектор боковой поверхности
чашки в точке x, направленный внутрь этой чашки. Если луч lx
трансверсально пересекает плоскость R2 в точке qx , то существу-
ет такое sx ∈ R, гладко зависящее от x, что

qx = x + sx ex . (43)

Множество ковекторов px : v 7→ vex в точках qx является глад-
ким двумерным подмногообразием L в T ∗R2. Сужение канониче-
ской 1-формы α= p dq на L равно

px dqx = ex d(x + sx ex )= ex (dx + sx dex + ex dsx )=

= ex dx + sx ex dex + e2
x dsx .

Здесь
ex dx = τdx = d(τ x),

поскольку νx dx = 0 на боковой поверхности чашки и τ = const,
а ex dex = 0, так как e2

x = 1.
Следовательно, px dqx = d(τ x + sx ), а значит, многообразие L

лагранжево. Каустика лагранжева отображения (px , qx ) 7→ qx
этого многообразия и есть световая каустика, изображенная на
рис. 13.

Пример 17.6. Рассмотрим пространство T ∗Rn = R2n с коорди-
натами P, Q, где

P = (t, p), t = (t1, ‌, tk), p = (pk+1, ‌, pn),
Q = (x, q), x = (x1, ‌, xk), q = (qk+1, ‌, qn).

Дифференциальная 2-форма

dP ∧ dQ = dt ∧ dx + dp ∧ dq

определяет симплектическую структуру в R2n. Отображение

% : R2n→ Rn, (P, Q) 7→ Q, (44)

является лагранжевым расслоением с базой Rn = {Q}.
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Пусть S = S(t, q) — гладкая функция переменных t, q. Тогда
система уравнений

x = −
∂S(t, q)

∂t , p =
∂S(t, q)

∂q (45)

определяет гладкое лагранжево подмногообразие

L = {(t, q) ∈ Rn}
i
,→ R2n.

Формула

Rn→ Rn, (t, q) 7→
�

−
∂S(t, q)

∂t , q
�

(46)

задаёт лагранжево отображение

f : L
i
,→ R2n %

→ Rn.

Каустика этого отображения состоит из таких точек (x, q) ∈ Rn,
что функция S(t, q) + xt от t имеет вырожденную критическую
точку.

Пространство W всех вложений i : L ,→ E с лагранжевым обра-
зом снабдим C∞-топологией Уитни. Будем говорить, что утвер-
ждение о лагранжевых отображениях справедливо для отобра-
жения

f : L
i
,→ E

%
→ V

общего положения, если существует такое открытое всюду плот-
ное подмножество U ⊂W , что это утверждение имеет место для
любого i ∈ U .

Определение. Два лагранжевых отображения

L1
i1
,→ E1

%1−→ V1 и L2
i2
,→ E2

%2−→ V2

называются лагранжево эквивалентными, если существуют та-
кие диффеоморфизмы

Φ: E1→ E2, ϕ : V1→ V2, ε : L1→ L2,

что Φ переводит симплектическую структуру на E1 в симплекти-
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ческую структуру на E2 и диаграмма

L1

ε

��

i1
// E1

Φ

��

%1
// V1

ϕ

��

L2
i2
// E2

%2
// V2

коммутативна.

Замечание. Диффеоморфизм симплектических многообра-
зий, переводящий симплектическую структуру первого мно-
гообразия в симплектическую структуру второго, называется
симплектоморфизмом. Симплектоморфизм, переводящий слои
первого лагранжева расслоения в слои второго, называется
лагранжевой эквивалентностью. Лагранжева эквивалентность
индуцирует диффеоморфизм баз лагранжевых расслоений, кото-
рый переводит каустики лагранжево эквивалентных лагранже-
вых отображений друг в друга.

Класс эквивалентности ростка лагранжева отображения в
критической точке относительно лагранжевой эквивалентности
называется (лагранжевой) особенностью.

Определение. Росток лагранжева отображения

f : L
i
,→ E

%
→ V

в точке x ∈ L называется (лагранжево) устойчивым, если для лю-
бого лагранжева отображения

f̃ : L
ĩ
,→ E

%
→ V ,

близкого к f, найдётся точка x̃∈L, близкая к x и такая, что росток
f̃ в x̃ лагранжево эквивалентен ростку f в x. Росток f в x назы-
вается простым, если ростки всех близких лагранжевых отоб-
ражений во всех близких точках принадлежат конечному числу
классов лагранжевой эквивалентности.

Теорема Арнольда о лагранжевых особенностях [3], [4].
Простые лагранжево устойчивые ростки лагранжевых отоб-
ражений в гладкое n-мерное многообразие лагранжево эквива-
лентны росткам отображения (46) в нуле, где S = S(t, q) —
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функция одного из следующих типов, соответствующих целым
положительным µ, не превосходящим n + 1:

A±µ : S = ±tµ+1
1 + qµ−1tµ−1

1 +‌ + q2t2
1, µ¾ 1;

D±µ : S = t2
1t2 ± tµ−1

2 + qµ−1tµ−2
2 +‌ + q3t2

2, µ¾ 4;

E±6 : S = t3
1 ± t4

2 + q5t1t2
2 + q4t1t2 + q3t2

2, µ= 6;

E7 : S = t3
1 + t1t3

2 + q6t2
1t2 + q5t2

1 + q4t1t2 + q3t2
2, µ= 7;

E8 : S = t3
1 + t5

2 + q7t1t3
2 + q6t1t2

2 + q5t3
2 + q4t1t2 + q3t2

2, µ= 8.

Лагранжевы отображения общего положения в многообразие раз-
мерности n ¶ 5 могут иметь лишь простые устойчивые особен-
ности.

Тип функции S определяет тип особенности (ростка) лагран-
жева отображения. Число µ−1 называется коразмерностью соот-
ветствующей лагранжевой особенности. Если µ чётное или µ=1,
то ростки лагранжевых отображений типов A+µ и A−µ лагранжево
эквивалентны и называются ростками типа Aµ. В остальных слу-
чаях лагранжевы ростки перечисленных типов попарно лагран-
жево не эквивалентны.

Тип ростка лагранжева отображения определяет тип ветви
каустики этого отображения в соответствующей точке. Если ро-
сток каустики состоит из одной ветви, то тип ветви называется
типом ростка каустики.

Следует отметить, что ростки каустики типов A+µ и A−µ пере-
водятся друг в друга диффеоморфизмом объемлющего простран-
ства при любом натуральном µ. Ростки каустики типов D+µ и D−µ
диффеоморфны для любого нечётного µ. Ростки каустики типов
E+6 и E−6 также диффеоморфны. В остальных случаях ростки кау-
стики перечисленных типов попарно не диффеоморфны.

Классификация простых лагранжево устойчивых ростков
лагранжевых отображений опирается на теорему Арнольда о
критических точках (с. 112) и следующие утверждения (см. [8]).

Предложение 17.7. Всякий росток лагранжева отображения
в гладкое n-мерное многообразие лагранжево эквивалентен рост-
ку в нуле отображения (46).
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Предложение 17.8. Росток в нуле лагранжева отображения
(46) лагранжево устойчив, если и только если деформация

S(t, q) + xt − u

ростка в нуле функции S(t, 0) с параметрами x, q и дополнитель-
ным параметром u ∈ R является R-версальной.

Список функций теоремы Арнольда получается теперь из
списка R-миниверсальных деформаций в примере 13.6 (с. 102).
Что касается задачи приведения ростка конкретного лагранжева
отображения к нормальной форме лагранжевой эквивалентно-
стью, то она сводится к более простой задаче классификации
семейств функций.

Рассмотрим лагранжево многообразие (45). Его можно опре-
делить при помощи семейства

F(t,λ)= S(t, q) + xt

функций от t ∈ Rk с параметром λ= Q = (x, q) ∈ Rn формулой

L =
¦

(P,λ) | ∃t : ∂F
∂t = 0, P = ∂F

∂λ

©

. (47)

Обратно, рассмотрим гладкое семейство F(t,λ) функций от
t ∈ Rk с параметром λ ∈ Rn. Предположим, что росток этого се-
мейства в точке (t0,λ0) удовлетворяет следующим условиям:

1) ∂F
∂t (t0,λ0)= 0;

2) ранг матрицы Якоби отображения

(t,λ) 7→ ∂F
∂t (t,λ)

в точке (t0,λ0) равен k.

Тогда формула (47) задаёт росток гладкого лагранжева подмно-
гообразия L в пространстве лагранжева расслоения (44) в точке
(P0, Q0), где P0 =

∂F
∂λ

(t0,λ0), Q0 = λ0. При этом F называют про-
изводящим семейством как самого ростка L, так и ростка его
лагранжева проектирования в Rn вдоль слоев расслоения (44).

На практике лагранжевы отображения часто уже изначально
заданы производящими семействами (иногда глобально).
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Пример 17.9. Пусть M — гладкая гиперповерхность в Rn. Рас-
смотрим лагранжево подмногообразие L ⊂ T ∗Rn, образованное
ковекторами p : v 7→ vw в концах всевозможных векторов w ∈Rn,
приложенных к гиперповерхности M и ортогональных ей в точ-
ках приложения (см. пример 17.3, с. 128).

Семейство
F(x,λ)= 1

2 |λ − x|2

функций от x ∈ M с параметром λ ∈ Rn, где |λ − x|— расстоя-
ние между точками λ и x, является производящим семейством
многообразия L. Действительно, вектор w = λ − x ортогонален
касательной гиперплоскости к M в точке x, если и только если
∂F
∂x (x,λ)= 0.

Пример 17.10. Пусть M — гладкая коориентированная гипер-
поверхность в Rn и νx — единичный нормальный вектор к M
в точке x, определяющий коориентацию. Рассмотрим росток Mx0

гиперповерхности M в точке x0 и оптическое лагранжево под-
многообразие Lx0

⊂T ∗Rn, образованное ковекторами px : v 7→vνx
в точках qt

x = x + tνx для всех x ∈ Mx0
и t ∈ R (см. пример 17.4,

с. 128). Аналогично примеру 17.9 семейство

F(x,λ)= |λ − x|

функций от x ∈Mx0
с параметром λ∈Rn является производящим

семейством ростка многообразия Lx0
в точке (px0

, qt
x0

) при любом
t 6= 0.

Определение. Ростки семейств F1(t,λ) и F2(t,λ) функций от
t ∈ Rk с параметром λ ∈ Rn в точке (t0,λ0) называются R+-экви-
валентными (как ростки семейств1), если существуют гладкие
отображения

h : Rk × Rn→ Rk , ϕ : Rn→ Rn

и гладкая функция g : Rn→ R, такие, что

h(t0,λ0)= t0, ϕ(λ0)= λ0,

1Сравните с определением R+-эквивалентности ростков функций на с. 110.
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росток отображения

Rk × Rn→ Rk × Rn, (t,λ) 7→ (h(t,λ),ϕ(λ)),

в точке (t0,λ0) является ростком диффеоморфизма и

F2(t,λ)= F1(h(t,λ),ϕ(λ)) + g(λ)

для всех (t,λ), достаточно близких к (t0,λ0). Если g(λ) ≡ 0, то
ростки семейств F1(t,λ) и F2(t,λ) называются R-эквивалент-
ными.

Определение. Ростки семейств F1(·,λ) и F2(·,λ) с общим
параметром λ, но разными, вообще говоря, размерностями
пространства аргументов называются стабильно R+-эквивалент-
ными, если они становятся R+-эквивалентными (как ростки
семейств с параметром λ) после прямого сложения с ростками в
нуле невырожденных квадратичных форм от новых аргументов
(своих для каждого из ростков F1, F2). Аналогично определяется
понятие стабильной R-эквивалентности ростков семейств.

Предложение 17.11 [8]. Ростки лагранжевых отображений
лагранжево эквивалентны тогда и только тогда, когда они опре-
делены стабильно R+-эквивалентными ростками производящих
семейств.

Из предложений 17.8 и 17.11 следует, что если росток в нуле
лагранжева отображения с производящим семейством F(t,λ)
прост и лагранжево устойчив a priori, то его тип определяется
типом критической точки в нуле функции η(t) = F(t, 0) отно-
сительно стабильной R+-эквивалентности. В качестве примера
такого рода исследований может служить доказательство пред-
ложения 20.12 на с. 183.

Для приведения ростка семейства F(t,λ) к нормальной фор-
ме стабильной R+-эквивалентностью (включая случай неустой-
чивого ростка лагранжева отображения) надо сначала стабиль-
ной R+-эквивалентностью привести росток функции η(t) в ну-
ле к такой нормальной форме η̃(t), что d2η̃|0 = 0 (см. § 15). Для
ростка лагранжева отображения общего положения кратность µ
ростка η̃(t) в нуле конечна.
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Предположим, что 1, e1(t), ‌, eµ−1(t) — система образующих
локальной алгебры ростка в нуле градиентного отображения

t 7→
∂η̃
∂t . Тогда росток в нуле функции

(t, b, c) 7→ η̃(t) + bµ−1eµ−1(t) +‌ + b1e1(t) + c

является R-миниверсальной деформацией ростка η̃(t) с парамет-
рами b = (b1, ‌, bµ−1) ∈ Rµ−1, c ∈ R (см. предложение 13.5, с. 101).

Следовательно, росток семейства F(t,λ) в нуле стабильно
R+-эквивалентен ростку в нуле производящего семейства

eF(t,λ)= η̃(t) + bµ−1(λ)eµ−1(t) +‌ + b1(λ)e1(t),

где λ 7→ b(λ) — гладкое отображение, b(0) = 0. Часть функций
bi(λ) можно взять за новые координаты в пространстве пара-
метров, а остальные — постараться упростить заменами пара-
метров, сохраняющими новые координаты.

Отметим, что в результате проведённых по указанной схеме
вычислений была получена классификация особенностей лагран-
жевых отображений общего положения в пространство размер-
ности n ¶ 10 (см. [8]).

Пример 17.12. Пусть росток η(t) в нуле R-эквивалентен рост-
ку в нуле функции (38) на с. 112 и λ=(x1, x2, x3, q4, q5, q6)∈R6. То-
гда росток в нуле производящего семейства F(t,λ) ростка лагран-
жева отображения общего положения R+-эквивалентен ростку в
нуле производящего семейства

eF(t,λ)= t3
1 + t3

2 + t3
3 + a(λ)t1t2t3 + q6t1t2 + q5t1t3 + q4t2t3 +

+ x3t3 + x2t2 + x1t1,

где a(λ) — гладкая функция от λ, причём a(0) 6=−3. Эта функция
является функциональным модулем ростка лагранжева отобра-
жения, т. е. существуют такие области в пространстве функций
шести переменных, что ростки лагранжевых отображений, отве-
чающие разным функциям a из одной и той же области, лагран-
жево не эквивалентны.

Таким образом, у лагранжевых отображений в пространство
размерности n¾6 встречаются неустойчивые непростые особен-
ности, которые нельзя устранить малой деформацией отображе-
ния.
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Замечание. Иногда в пространстве лагранжева расслоения
возникают объекты, которые становятся гладкими лагранжевы-
ми подмногообразиями только после удаления из них подмно-
жества меры нуль (так бывает, например, в некоторых задачах
физики и вариационного исчисления; см. [6]). Лагранжевым
отображением такого «особого» лагранжева многообразия также
называется его проектирование на базу расслоения вдоль слоев
этого расслоения. А вот с понятием близости возникает пробле-
ма: вложение особого объекта в объемлющее пространство не
определено. Используются разные способы преодоления этого
препятствия. Например, два особых лагранжевых подмногооб-
разия считаются близкими, если одно переводится в другое
симплектоморфизмом пространства лагранжева расслоения,
достаточно близким к тождественному (в C∞-топологии Уитни).

Лагранжевы мультиособенности. Пусть лагранжево отобра-
жение f : L → V имеет лишь простые устойчивые особенности.
Тогда каждой точке y∈V можно сопоставить формальное комму-
тативное произведениеA символов из списка теоремы Арнольда

A1, A2k , A+2k+1, A−2k+1 (k = 1, 2, ‌ ),
D+µ , D−µ (µ= 4, 5, ‌ ), E+6 , E−6 , E7, E8,

обозначающих типы ростков отображения f в прообразах точ-
ки y. Если прообраз f −1( y) пуст, т. е. точка y лежит в дополнении
к образу отображения f , то полагают A = 1.

Произведение A называется типом мультиособенности
лагранжева отображения f в точке y (или типом моноособенно-
сти, если y имеет лишь один прообраз). Тип мультиособенности
отображения f в критическом значении y определяет тип ростка
его каустики в этой точке. Все ростки типа A каустики общего
положения диффеоморфны. Ростки каустики типов A и A Ak

1
диффеоморфны для любого целого неотрицательного k.

Для лагранжева отображения f общего положения множе-
ство A f точек y, в которых f имеет мультиособенность типа A ,
является гладким подмногообразием в V . Оно называется мно-
гообразием мультиособенностей типа A . Коразмерность мно-
гообразия A f в V равна сумме коразмерностей особенностей,
которые отображение f имеет в прообразах точки y. Эта сумма
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обозначается через codimA и называется коразмерностью муль-
тиособенности типа A .

Пример 17.13. Каустика общего положения на плоскости
является кривой, которая не имеет других особенностей, кроме
точек возврата, соответствующих лагранжевым особенностям
типов A±3 , и точек трансверсального пересечения двух гладких
ветвей.

Росток типа A+3 лагранжева отображения в плоскость являет-
ся ростком в нуле сужения проекции

R3→ R2, (t1, x1, q2) 7→ (x1, q2),

на поверхность
4t3

1 + 2q2t1 + x1 = 0,

т. е. является ростком сборки Уитни. Разбиение образа этого
отображения в окрестности начала координат на многообразия
лагранжевых мультиособенностей разных типов изображено на
рис. 15.

A2 A1

A2 A1

A+3 A1
A3

1

q2

Рис. 15. Росток лагранжева отображения с особенностью типа A+3
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Случай A−3 отличается от A+3 направлением оси q2. Трансвер-
сальные самопересечения каустики соответствуют лагранжевым
мультиособенностям типов A2

2 Ak
1 , где k может быть любым це-

лым неотрицательным числом.

Замечание. Вершиной гладкой кривой на евклидовой плоско-
сти называется точка локального экстремума её кривизны. Вер-
шинам кривой общего положения соответствуют точки возврата
её эволюты.

Согласно классической теореме Махопадхайя [54] всякая
гладкая замкнутая кривая на плоскости имеет не менее четырёх
вершин (строго говоря, Махопадхайя доказал свою теорему
только для выпуклых кривых, но впоследствии выяснилось, что
она справедлива и в невыпуклом случае; см. [49]). Следователь-
но, эволюта гладкой замкнутой кривой общего положения на
плоскости имеет не менее четырёх точек возврата.

Пример 17.14. Каустика общего положения в трёхмерном
пространстве является поверхностью, которая не имеет других
особенностей, кроме ребер возврата, образованных особыми
точками типов A±3 , точечных особенностей типов A4 (ласточ-
кин хвост), D+4 (кошелёк), D−4 (пирамида), и трансверсальных
самопересечений.

Ребро возврата типа A+3 изображено на рис. 16а (ребро возвра-
та типа A−3 выглядит так же). Ростки каустики с особенностями
типов A4, D+4 и D−4 представлены на рис. 16б, 17а и 17б (тонкие ли-
нии изображают пересечение каустики со сферой достаточно ма-
лого радиуса, а также видимый контур поверхности на рис. 17а).
На всех рисунках указано разбиение каустики на многообразия
лагранжевых мультиособенностей разных типов.

Самопересечения каустики определяются лагранжевыми
мультиособенностями типов A2

2 Ak
1 (линия трансверсального пе-

ресечения двух гладких ветвей), A3
2 Ak

1 (точка трансверсального
пересечения гладкой ветви с линией трансверсального пересе-
чения двух других гладких ветвей) и A±3 A2 Ak

1 (трансверсальное
пересечение ребра возврата с гладкой ветвью). Здесь k также
может быть любым целым неотрицательным числом.
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A+3

A2 A1
A2 A1

а)

A4

A+3 A1

A−3 A1

A2 A2
1

A2 A2
1 A2 A2

1

A2
2

A2

б)

Рис. 16. Ростки каустики с особенностями типов а) A+3 и б) A4

D+4

A2

A2

A+3 A1

A−3 A1

A2
2

A2
2A2 A2

1

A2 A2
1

A2 A2
1

A2 A2
1

а)

D−4

A−3 A1

A−3 A1

A−3 A1

A+3 A1

A+3 A1A+3 A1

A2 A2
1

A2 A2
1

A2 A2
1

A2 A2
1

A2 A2
1

A2 A2
1

б)

Рис. 17. Ростки каустики с особенностями типов а) D+4 и б) D−4
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Замечание. Росток гладкого отображения общего положения
3-мерного пространства в себя, в отличие от лагранжева отобра-
жения общего положения, не имеет других изолированных осо-
бенностей, кроме обобщенной сборки Уитни, которой соответ-
ствует особенность типа ласточкин хвост множества его критиче-
ских значений (см. пример 9.1 на с. 68, теорему Морена 1 на с. 106
и пример 14.4 на с. 106). Поэтому простые лагранжево устойчи-
вые особенности лагранжевых отображений не являются, вооб-
ще говоря, устойчивыми особенностями этого отображения в
пространстве всех гладких отображений Rn→ Rn относительно
RL-эквивалентности.

Перестройки каустик. Вернемся к световой каустике на дне
чашки, изображенной на рис. 13. Из формул (42) и (43) следует,
что при изменении направления τ солнечных лучей эта каустика
меняется, а вместе с ней перестраиваются и её особенности. Од-
нако эти перестройки происходят крайне медленно. Чтобы уви-
деть процесс перестройки быстрее, не следует ждать пока солнце
заметно изменит свое расположение на небосводе. Можно про-
сто поворачивать саму чашку относительно солнечных лучей. То,
что мы увидим, математически описывается следующим обра-
зом.

Предположим, что в пространстве E лагранжева расслое-
ния % : E → V задано семейство лагранжевых подмногообразий
ic : L ,→ E, гладко зависящих от одного параметра c ∈ R. Тогда
определено семейство лагранжевых отображений

fc : L × R→ V , (`, c) 7→ (% ◦ ic)(`),

и соответствующее ему семейство каустик Σc в базе V расслое-
ния %.

Пусть размерность n многообразия V не превышает четырёх.
Тогда лагранжево отображение fc общего положения имеет лишь
простые устойчивые особенности. Отдельные лагранжевы отоб-
ражения в семействе fc общего положения могут иметь более
сложные особенности. Если отображение fc0

имеет особенность
не общего положения в некоторой точке `0 ∈ L, то говорят, что
росток семейства fc в точке (`0, c0) определяет локальную пере-
стройку в семействе каустик Σc.
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Семейство Σc является семейством сечений множества Σ кри-
тических значений отображения

L × R→ V × R, (`, c) 7→ ( fc(`, c), c),

гиперповерхностями c=const. Локально это отображение лагран-
жево. Поэтому для семейства fc общего положения гиперповерх-
ность Σ в подходящих гладких координатах

x = (x1, ‌, xk), q = (qk+1, ‌, qn+1)

в окрестности каждой своей точки задаётся формулами

Σ=
§

(x, q) ∈ Rn+1 | ∃t ∈ Rk : x = −
∂S(t, q)

∂t , det
∂2S(t, q)

∂t2 = 0
ª

,

где S = S(t, q) — одна из функций списка теоремы Арнольда о
лагранжевых особенностях с µ¶n+2. Классификация локальных
перестроек каустик сводится к классификации неособых ростков
в нуле гладких функций c= c(x, q) общего положения в простран-
стве Rn+1 относительно RL-эквивалентности, при которой диф-
феоморфизм пространства-прообраза сохраняет Σ.

Последняя задача в случае функций S = S(t, q) типов A±µ и
D±µ была решена В. И. Арнольдом (на плоскости и в трёхмерном
пространстве; см. [6]) и В. М. Закалюкиным (во всех остальных
размерностях; см. [22]). В частности, оказалось, что возможные
локальные перестройки каустик на плоскости в однопараметри-
ческих семействах лагранжевых отображений общего положе-
ния описываются следующей таблицей:

A3 : S = t4
1 + q2t2

1 c = q2 ± q2
3

A4 : S = t5
1 + q3t3

1 + q2t2
1 c = q3

D±4 : S = t2
1t2 ± t3

2 + q3t2
2 c = q3 + x1 + ax2, где a ∈ R, a 6= ±1/

p
3

Перестройка происходит в начале координат. Параметр a
является модулем (непрерывным инвариантом; см. с. 113) ло-
кальных перестроек типов D±4 относительно RL-эквивалентности
(см. [6]).
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Замечание. Имеется ровно две топологически неэквивалент-
ные локальные перестройки типа D+4 каустик на плоскости. Они
соответствуют случаям |a|< 1/

p
3 и |a|> 1/

p
3 (см. рис. 18).

|a|< 1/
p

3

|a|> 1/
p

3

Рис. 18. Локальные перестройки типа D+4 каустик на плоскости

В обоих случаях каустика в окрестности начала координат
имеет ровно одну полукубическую точку возврата как до, так и
после перестройки. Если |a| < 1/

p
3, то до и после перестройки

каустика имеет вблизи нуля одну точку трансверсального пере-
сечения двух гладких ветвей. Однако при |a|> 1/

p
3 количество

самопересечений каустики в окрестности начала координат ме-
няется при переходе значения c через нуль. А именно, если пра-
вильно выбрать направление оси c, то каустика до перестройки
будет иметь ровно две точки самопересечения. В результате пе-
рестройки эти точки исчезнут и каустика после перестройки не
будет иметь самопересечений вблизи нуля.

Упражнения

1. Сколько прообразов при лагранжевом отображении общего
положения имеют точки дополнения к каустике в трёхмерном
пространстве, расположенные вблизи точек, в которых это отоб-
ражение имеет моноособенности типов A4, D+4 и D−4 ?
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2. Используя какую-нибудь компьютерную программу, изоб-
разите локальные перестройки типов A3, A4 и D−4 каустик на
плоскости.
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§ 18. Особенности фронтов

Здесь изложена теория, описывающая особенности эквидистант
и других физических фронтов, ограничивающих область распро-
странения тех или иных физических процессов. Эта теория, как
и теория лагранжевых особенностей, построена В. И. Арнольдом
(см. [6]).

Пусть E — гладкое многообразие. Контактной гиперплоско-
стью на E в точке x ∈ E называется любое векторное подпро-
странство π ⊂ Tx E коразмерности 1. Пара (π, x) называется кон-
тактным элементом на E.

Рассмотрим гладкое поле контактных гиперплоскостей на
многообразии E. Локально такое поле задаётся дифференци-
альной 1-формой α как поле её нулей. Поле контактных гипер-
плоскостей называется контактной структурой, если внешний
дифференциал dα формы α является невырожденной 2-формой
на каждой гиперплоскости поля. Это условие не зависит от выбо-
ра формы α. Многообразие, снабжённое контактной структурой,
называется контактным.

Замечание. Контактные структуры бывают только на нечёт-
номерных многообразиях.

Пусть dim E = 2n − 1. Тогда поле α= 0 контактных гиперплос-
костей на E является контактной структурой, если и только если
α ∧ (dα)n−1 6= 0.

Зафиксируем контактную структуру на многообразии E. Глад-
кое подмногообразие в E называется интегральным многообра-
зием контактной структуры, если оно в каждой своей точке x
касается гиперплоскости π контактного элемента (π, x) контакт-
ной структуры. Размерность интегрального многообразия кон-
тактной структуры на E не превосходит n − 1.

Интегральные многообразия контактной структуры, имею-
щие наивысшую размерность (равную n−1), называются лежан-
дровыми. Гладкое расслоение

ρ : E→ V

с гладкой n-мерной базой V называется лежандровым, если все
его слои являются лежандровыми подмногообразиями в E.
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Пусть ρ— лежандрово расслоение и L — гладкое лежандрово
подмногообразие в E. Тогда проектирование многообразия L на
базу V расслоения % вдоль его слоев называется лежандровым
отображением. Формально, лежандрово отображение представ-
ляет собой диаграмму

f : L
i
,→ E

ρ
→ V ,

где i — тождественное вложение. Мы будем изучать далее только
собственные лежандровы отображения (см. с. 35).

Образ лежандрова отображения называется фронтом. Вет-
вью фронта лежандрова отображения f в точке x ∈ L мы будем
называть фронт сужения f на любую достаточно малую окрест-
ность точки x. Ростком фронта отображения f в точке y ∈ V
будем называть пересечение фронта этого отображения с доста-
точно малой окрестностью точки y.

Пример 18.1. Рассмотрим гладкое (n − 1)-мерное многообра-
зие M. Пространство J1(M,R), образованное 1-струями j1u(q),
q∈M, гладких функций u : M→R, является гладким (2n−1)-мер-
ным многообразием. Если q = (q1, ‌, qn−1) ∈ Rn−1 — локальные
координаты на M, то набор (p, q, u), где

p = ∂u
∂q (q),

определяет гладкие координаты на J1(M,R). Дифференциальная
1-форма du− p dq задаёт контактную структуру на многообразии
J1(M,R). Естественная проекция

% : J1(M,R)→ J0(M,R)= M × R, (p, q, u) 7→ (q, u),

забывания частных производных является лежандровым рассло-
ением. Образ 1-струйного расширения j1u любой гладкой функ-
ции u на M является лежандровым подмногообразием в J1(M,R).
Его фронтом относительно лежандровой проекции % является
график функции u.

Замечание. Согласно теореме Дарбу в окрестности каждой
точки всякого контактного (2n−1)-мерного многообразия суще-
ствуют гладкие координаты

p = (p1, ‌, pn−1), q = (q1, ‌, qn−1), u,
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в которых его контактная структура задаётся формой du − p dq.
Такие координаты называются координатами Дарбу. Росток лю-
бого лежандрова расслоения в подходящих координатах Дарбу
p, q, u является ростком в нуле проекции

(p, q, u) 7→ (q, u).

Пример 18.2. Множество контактных элементов на гладком
n-мерном многообразии V является гладким (2n − 1)-мерным
многообразием. Это следует из того, что множество контактных
элементов (π, q) с фиксированной точкой контакта q ∈ V явля-
ется гладким (n − 1)-мерным многообразием Грассмана RG0(n)
всех гиперплоскостей в TqV , проходящих через нуль (см. пример
4.1, с. 31). Локальные координаты на многообразии контактных
элементов на V можно ввести следующим образом.

Зафиксируем произвольный контактный элемент (π, q) и вы-
берем локальные координаты q = (q1, ‌, qn) на многообразии V
так, что контактная гиперплоскость π касается гиперповерхно-
сти qn = 0 в начале координат. В касательном пространстве TqV
возьмем базис, согласованный с координатами q1, ‌, qn. В этом
базисе каждый вектор v ∈ TqV определяется своими координа-
тами v = (v1, ‌, vn). Любая гиперплоскость в пространстве TqV ,
проходящая через нуль и трансверсальная вектору (0, ‌, 0, 1),
задаётся уравнением

vn = p1v1 +‌ + pn−1vn−1.

Набор (2n − 1) чисел

(p1, ‌, pn−1; q1, ‌, qn)

определяет систему локальных координат на многообразии кон-
тактных элементов на V .

Рассмотрим теперь кокасательное расслоение T ∗V многооб-
разия V . Каждый ненулевой ковектор p ∈ Tq

∗V определяет гипер-
плоскость в TqV , состоящую из нулей 1-формы p. При этом два
ковектора определяют одну и ту же гиперплоскость, если один
ковектор получается из другого умножением на ненулевое число.
Следовательно, многообразие контактных элементов на V есте-
ственно отождествляется с многообразием PT ∗V , полученным
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из T ∗V заменой каждого слоя Tq
∗V кокасательного расслоения

проективным пространством RPn−1 прямых в Tq
∗V , проходящих

через нуль.
Многообразие PT ∗V называется проективизацией кокасатель-

ного расслоения многообразия V . Оно имеет естественную кон-
тактную структуру, определенную формулой: скорость движения
контактного элемента (π, q) принадлежит гиперплоскости кон-
тактной структуры, если скорость точки контакта q принадле-
жит гиперплоскости π. В локальных координатах на PT∗V , вве-
дённых выше, эта структура задаётся дифференциальной 1-фор-
мой

dqn −
n−1
∑

i=1
pi dqi .

Таким образом, указанные координаты являются координатами
Дарбу на многообразии контактных элементов.

Рассмотрим гладкое расслоение

% : PT ∗V → V , % : (π, q) 7→ q.

Оно лежандрово относительно естественной контактной струк-
туры на многообразии PT∗V. Лежандровость каждого слояRG0(n)
этого расслоения следует из того, что скорость движения точки
контакта при движении контактного элемента вдоль слоя рассло-
ения % равна нулю.

Пример 18.3. Пусть M — гладкое m-мерное подмногообразие
в гладком n-мерном многообразии V . Тогда множество L всех
контактных элементов (π, q) на V , таких, что гиперплоскость π
касается M в точке q, является гладким (n − 1)-мерным подмно-
гообразием в PT ∗V . Локальные координаты на L в окрестности
точки (π, q) определяются набором, состоящим из m локальных
координат на M в окрестности точки q и n − m − 1 локальных
координат в окрестности точки π на многообразии Грассмана
RG0(n−m) всех гиперплоскостей в TqV , касающихся M в точке q.

Многообразие L лежандрово, поскольку скорость движения
точки контакта q при движении контактного элемента (π, q)
вдоль L лежит в Tq M, а значит, принадлежит π. Фронтом мно-
гоообразия L относительно лежандровой проекции % является
исходное многообразие M.
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Пример 18.4. Пусть M — гладкая коориентированная гипер-
поверхность в Rn и νx — единичный нормальный вектор к M
в точке x, определяющий коориентацию. Рассмотрим проекти-
визацию PT ∗Rn кокасательного расслоения пространства Rn и
лежандрово расслоение

% : PT ∗Rn→ Rn, % : (π, q) 7→ q.

Для каждого t ∈ R определено подмножество Lt ⊂ PT ∗Rn, со-
стоящее из контактных элементов (πt

x , qt
x ), x∈M, где qt

x = x+ tνx ,
а гиперплоскость πt

x проходит через точку qt
x и коллинеарна ка-

сательной гиперплоскости к M в точке x. Это множество явля-
ется гладким (n − 1)-мерным подмногообразием в пространстве
PT ∗Rn.

Многообразие Lt лежандрово, поскольку вектор скорости
нормального вектора νx при движении контактного элемента
(πt

x , qt
x ) вдоль многообразия Lt ортогонален νx , а значит, вектор

скорости точки qt
x лежит в гиперплоскости πt

x . Фронтом мно-
гообразия Lt относительно лежандровой проекции % является
t-эквидистанта гиперповерхности M (см. пример 16.7, с. 121).

Пример 18.5. Проективизация PT ∗Rn кокасательного рассло-
ения пространства Rn является пространством ещё одного есте-
ственного гладкого расслоения:

ϑ : PT ∗Rn→ RG(n), ϑ : (π, q) 7→ π.

Его базой является гладкое n-мерное многообразие Грассмана
RG(n) всех гиперплоскостей в Rn, как проходящих, так и не про-
ходящих через начало координат (см. пример 4.1, с. 31). Слоем
служит аффинное пространство Rn−1 всех точек гиперплоскости
в Rn. Расслоение ϑ лежандрово, поскольку при движении кон-
тактного элемента (π, q) вдоль слоя расслоения ϑ точка контак-
та q остается в гиперплоскости π.

Пусть M — произвольное гладкое подмногообразие в Rn. Оно
определяет лежандрово подмногообразие L ⊂ PT ∗Rn, состоящее
из всех таких контактных элементов (π, q), что гиперплоскость π
касается M в точке q. Фронтом многообразия L относительно
лежандровой проекции ϑ является множество всех касательных
гиперплоскостей к многообразию M.
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Пример 18.6. Рассмотрим пространство J1(Rn−1,R) = R2n−1

с координатами (P, Q, u), где u ∈ R,

P = (t, p), t = (t1, ‌, tk), p = (pk+1, ‌, pn−1),
Q = (x, q), x = (x1, ‌, xk), q = (qk+1, ‌, qn−1).

Дифференциальная 1-форма

du − P dQ = du − t dx − p dq

определяет контактную структуру в R2n−1. Отображение

ρ : R2n−1→ Rn, (P, Q, u) 7→ (Q, u), (48)

является лежандровым расслоением с базой Rn = {(Q, u)}.
Пусть S = S(t, q) — гладкая функция переменных t, q. Тогда

система уравнений

x = −
∂S(t, q)

∂t , p =
∂S(t, q)

∂q , u = S(t, q) − t
∂S(t, q)

∂t (49)

определяет гладкое лежандрово подмногообразие

L = {(t, q) ∈ Rn−1}
i
,→ R2n−1.

Формула

f : Rn−1→ Rn, (t, q) 7→
�

−
∂S(t, q)

∂t , q, S(t, q) − t
∂S(t, q)

∂t

�

, (50)

задаёт лежандрово отображение

f : L
i
,→ R2n−1 ρ

→ Rn.

Фронт этого отображения состоит из таких точек (x, q, u) ∈ Rn,
что функция S(t, q)+ xt − u от t имеет критическую точку с нуле-
вым критическим значением.

Пространство W всех вложений i : L ,→ E с лежандровым об-
разом снабдим C∞-топологией Уитни. Будем говорить, что утвер-
ждение о лежандровых отображениях справедливо для отобра-
жения

f : L
i
,→ E

ρ
→ V

общего положения, если существует такое открытое всюду плот-
ное подмножество U ⊂W , что это утверждение имеет место для
любого i ∈ U .
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Определение. Два лежандровых отображения

f1 : L1
i1
,→ E1

ρ1−→ V1 и f2 : L2
i2
,→ E2

ρ2−→ V2

называются лежандрово эквивалентными, если существуют та-
кие диффеоморфизмы

Φ: E1→ E2, ϕ : V1→ V2, ε : L1→ L2,

что Φ переводит контактную структуру на E1 в контактную струк-
туру на E2, а диаграмма

L1

ε

��

i1
// E1

Φ

��

ρ1
// V1

ϕ

��

L2
i2
// E2

ρ2
// V2

коммутативна.

Замечание. Диффеоморфизм контактных многообразий, пе-
реводящий контактную структуру первого многообразия в кон-
тактную структуру второго, называется контактоморфизмом.
Контактоморфизм, переводящий слои первого лежандрова рас-
слоения в слои второго, называется лежандровой эквивалентно-
стью. Лежандрова эквивалентность индуцирует диффеоморфизм
баз лежандровых расслоений, который переводит фронты лежан-
дрово эквивалентных лежандровых отображений друг в друга.

Класс эквивалентности ростка лежандрова отображения в
критической точке относительно лежандровой эквивалентности
называется (лежандровой) особенностью.

Определение. Росток лежандрова отображения

f : L
i
,→ E

ρ
→ V

в точке x ∈ L называется (лежандрово) устойчивым, если для лю-
бого лежандрова отображения

f̃ : L
ĩ
,→ E

ρ
→ V ,
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близкого к f , найдётся точка x̃∈L, близкая к x и такая, что росток
f̃ в x̃ лежандрово эквивалентен ростку f в x. Росток f в x назы-
вается простым, если ростки всех близких лежандровых отоб-
ражений во всех близких точках принадлежат конечному числу
классов лежандровой эквивалентности.

Теорема Арнольда о лежандровых особенностях [4]. Про-
стые лежандрово устойчивые ростки лежандровых отображе-
ний в гладкое n-мерное многообразие лежандрово эквивалентны
росткам отображения (50) в нуле, где S = S(t, q) — функция од-
ного из следующих типов, соответствующих натуральным µ, не
превосходящим n:

Aµ : S = tµ+1
1 + qµ−1tµ−1

1 +‌ + q2t2
1, µ¾ 1;

D±µ : S = t2
1t2 ± tµ−1

2 + qµ−1tµ−2
2 +‌ + q3t2

2, µ¾ 4;

E6 : S = t3
1 + t4

2 + q5t1t2
2 + q4t1t2 + q3t2

2, µ= 6;

E7 : S = t3
1 + t1t3

2 + q6t2
1t2 + q5t2

1 + q4t1t2 + q3t2
2, µ= 7;

E8 : S = t3
1 + t5

2 + q7t1t3
2 + q6t1t2

2 + q5t3
2 + q4t1t2 + q3t2

2, µ= 8.

Лежандровы отображения общего положения в многообразие раз-
мерности n ¶ 6 могут иметь лишь простые устойчивые особен-
ности.

Тип функции S определяет тип особенности (ростка) лежан-
дрова отображения. Число µ называют коразмерностью соответ-
ствующей лежандровой особенности. Если µ нечётное, то осо-
бенности лежандровых отображений типов D+µ и D−µ лежандрово
эквивалентны и называются особенностями типа Dµ. В осталь-
ных случаях лежандровы ростки перечисленных типов попарно
лежандрово не эквивалентны.

Тип ростка лежандрова отображения определяет тип ветви
фронта этого отображения в соответствующей точке. Если ро-
сток фронта состоит из одной ветви, то тип ветви называется
типом ростка фронта.

Классификация простых лежандрово устойчивых ростков
лежандровых отображений опирается на теорему Арнольда о
критических точках функций (с. 112) и следующие утверждения
(см. [8]).
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Предложение 18.7. Всякий росток лежандрова отображения
в гладкое n-мерное многообразие лежандрово эквивалентен рост-
ку в нуле отображения (50).

Предложение 18.8. Росток в нуле лежандрова отображения
(50) лежандрово устойчив, если и только если деформация

S(t, q) + xt − u

ростка в нуле функции S(t, 0) с параметрами x, q, u является
V-версальной.

Список функций теоремы Арнольда получается теперь из
списка R-миниверсальных деформаций в примере 13.6 (с. 102)
после замены символа ± на + в формулах деформаций ростков
функций ±xµ+1 и x3± y4. Что касается задачи приведения ростка
конкретного лежандрова отображения к нормальной форме ле-
жандровой эквивалентностью, то она сводится к более простой
задаче классификации семейств функций.

Рассмотрим лежандрово многообразие (49). Его можно опре-
делить при помощи семейства

F(t,λ)= S(t, q) + xt − u

функций от t ∈ Rk с параметром λ= (Q, u), где Q = (x, q) ∈ Rn−1,
u ∈ R, следующим образом:

L =
n

(P,λ) | ∃t : F = 0, ∂F
∂t = 0, P = ∂F

∂Q

o

. (51)

Обратно, рассмотрим гладкое семейство F(t,λ) функций от
t ∈ Rk с параметром λ ∈ Rn. Предположим, что росток этого се-
мейства в точке (t0,λ0) удовлетворяет следующим условиям:

1) F(t0,λ0)= 0, ∂F
∂t (t0,λ0)= 0;

2) ранг матрицы Якоби отображения

(t,λ) 7→
�

F(t,λ), ∂F
∂t (t,λ)

�

в точке (t0,λ0) равен k + 1.
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Тогда существует такое разбиение λ = (Q, u), что ∂F
∂u (t0,λ0) 6= 0,

и формула (51) задаёт росток гладкого лежандрова подмного-
образия L в пространстве лежандрова расслоения (48) в точке
(P0, Q0, u0), где P0=

∂F
∂Q (t0,λ0), (Q0, u0)=λ0. При этом F называют

производящим семейством как самого ростка L, так и ростка его
лежандрова проектирования в Rn вдоль слоев расслоения (48).

На практике лежандровы отображения часто уже изначально
заданы производящими семействами (иногда глобально).

Пример 18.9. Пусть M — гладкая коориентированная гипер-
поверхность в Rn и νx — единичный нормальный вектор к M в
точке x, определяющий коориентацию. Зафиксируем произволь-
ное t ∈R и рассмотрим лежандрово подмногообразие Lt ⊂ PT ∗Rn,
образованное контактными элементами (πt

x , qt
x ), x ∈M, где qt

x =
= x + tνx , а гиперплоскость πt

x проходит через точку qt
x и колли-

неарна касательной гиперплоскости к M в точке x (см. пример
18.4, с. 150).

Семейство
F(x,λ)= 1

2
�

|λ − x|2 − t2
�

функций от x ∈ M с параметром λ ∈ Rn, где |λ − x|— расстояние
между точками λ и x, является производящим семейством рост-
ка лежандрова многообразия Lt в точке (πt

x0
, qt

x0
) при любом t 6=0.

Действительно, вектор с началом в точке x и концом в точке λ
имеет длину |t| и ортогонален касательной гиперплоскости к M
в точке x, если и только если F(x,λ)= 0 и ∂F

∂x (x,λ)= 0.

Пример 18.10. Росток любого гладкого k-мерного подмного-
образия в Rn в подходящих евклидовых координатах P, y, где
P = (t, p), t ∈ Rk , p ∈ Rn−k−1, y ∈ R, является ростком гладкого
многообразия M, заданного формулами p= p(t), y= y(t). Всякая
трансверсальная оси y (невертикальная) гиперплоскость π в Rn

определяется уравнением y + PQ − u = 0, где Q = (x, q), x ∈ Rk ,
q ∈Rn−k−1, u ∈R. Набор λ= (Q, u) задаёт локальные координаты
в области многообразия Грассмана RG(n), образованной невер-
тикальными гиперплоскостями (см. пример 4.1, с. 31).

Рассмотрим семейство F(t,λ) = S(t, q) + xt − u функций от t
с параметром λ = (x, q, u), где S(t, q) = y(t) + p(t)q. Оно явля-
ется производящим семейством лежандрова подмногообразия
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L ⊂ PT ∗Rn, образованного контактными элементами неверти-
кальных касательных гиперплоскостей к M в точках касания
(см. пример 18.5, с. 150). Действительно, касание гиперплоско-
сти π с многообразием M в точке (P(t), y(t)), где P(t)= (t, p(t)),
эквивалентно двум условиям: F(t,λ)= 0, ∂F

∂t (t,λ)= 0.

Определение. Ростки семейств F1(t,λ) и F2(t,λ) функций от
t ∈ Rk с параметром λ ∈ Rn в точке (t0,λ0) называются V-экви-
валентными (как ростки семейств1), если существуют гладкие
отображения

h : Rk × Rn→ Rk , ϕ : Rn→ Rn

и гладкая функция g : Rk × Rn→ R, такие, что

h(t0,λ0)= t0, ϕ(λ0)= λ0, g(t0,λ0) 6= 0,

росток отображения

Rk × Rn→ Rk × Rn, (t,λ) 7→ (h(t,λ),ϕ(λ)),

в точке (t0,λ0) является ростком диффеоморфизма и

F2(t,λ)= g(t,λ) F1(h(t,λ),ϕ(λ))

для всех (t,λ), достаточно близких к (t0,λ0).

Замечание. Если g(t,λ) ≡ 1, то ростки семейств F1(t,λ) и
F2(t,λ) являются R-эквивалентными (определение R-эквивалент-
ности ростков семейств см. на с. 135).

Определение. Ростки семейств F1(·,λ) и F2(·,λ) с общим
параметром λ, но разными, вообще говоря, размерностями
пространства аргументов называются стабильно V-эквивалент-
ными, если они становятся V -эквивалентными (как ростки се-
мейств с параметром λ) после прямого сложения с ростками в
нуле невырожденных квадратичных форм от новых аргументов
(своих для каждого из ростков F1, F2).

1Сравните с определением V -эквивалентности ростков функций на с. 41.
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Предложение 18.11 [8]. Ростки лежандровых отображений
лежандрово эквивалентны тогда и только тогда, когда они опре-
делены стабильно V-эквивалентными ростками производящих
семейств.

Из предложений 18.8 и 18.11 следует, что если росток в ну-
ле лежандрова отображения с производящим семейством F(t,λ)
прост и лежандрово устойчив a priori, то для определения его
типа необходимо найти тип критической точки в нуле функции
η(t)= F(t, 0) относительно стабильной R-эквивалентности, а за-
тем определить тип соответствующего ростка в списке теоремы
Арнольда о критических точках (с. 112) относительно V -эквива-
лентности.

Для приведения ростка семейства F(t,λ) к нормальной фор-
ме стабильной V -эквивалентностью (включая случай неустойчи-
вого ростка лежандрова отображения) надо сначала стабильной
R-эквивалентностью привести росток функции η(t) в нуле к та-
кой нормальной форме η̃(t), что d2η̃|0 = 0 (см. § 15). Для ростка
лежандрова отображения общего положения кратность µ ростка
η̃(t) в нуле конечна.

Предположим, что 1, e1(t), ‌, eµ−1(t) — система образующих
локальной алгебры ростка в нуле градиентного отображения

t 7→
∂η̃
∂t . Тогда росток в нуле функции

(t, b) 7→ η̃(t) + bµ−1eµ−1(t) +‌ + b1e1(t) + b0

является R-миниверсальной деформацией ростка η̃(t) с парамет-
рами b = (b0, b1, ‌, bµ−1) ∈ Rµ−1 (см. предложение 13.5, с. 101).

Следовательно, росток семейства F(t,λ) в нуле стабильно
R-эквивалентен ростку в нуле производящего семейства

eF(t,λ)= η̃(t) + bµ−1(λ)eµ−1(t) +‌ + b1(λ)e1(t) + b0(λ),

где λ 7→ b(λ) — гладкое отображение, b(0) = 0. Это отображе-
ние можно затем постараться упростить V -эквивалентностью
семейств.

Отметим, что в результате вычислений, проведённых по ука-
занной схеме, была получена классификация особенностей ле-
жандровых отображений общего положения в пространство раз-
мерности n ¶ 11 (см. [8]).
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Пример 18.12. Пусть росток η(t) в нуле R-эквивалентен рост-
ку в нуле функции (38) на с. 112 и λ= (x1, x2, x3, q4, q5, q6, u) ∈R7.
Тогда росток в нуле производящего семейства F(t,λ) ростка ле-
жандрова отображения общего положения V -эквивалентен рост-
ку в нуле производящего семейства

eF(t,λ)= t3
1 + t3

2 + t3
3 + at1t2t3 + q6t1t2 + q5t1t3 + q4t2t3 +

+ x3t3 + x2t2 + x1t1 − u,

где a 6= −3. Число a является модулем (непрерывным инвариан-
том; см. с. 113) ростка лежандрова отображения относительно
лежандровой эквивалентности.

Таким образом, у лежандровых отображений в пространство
размерности n¾7 встречаются неустойчивые непростые особен-
ности, не устранимые малой деформацией отображения.

Лежандровы мультиособенности. Пусть лежандрово отоб-
ражение f : L → V имеет лишь простые устойчивые особенно-
сти. Тогда каждой точке y ∈ V можно сопоставить формальное
коммутативное произведение A символов из списка теоремы
Арнольда

Aµ (µ= 1, 2, ‌ ), D−2k+2, D+2k+2, D2k+3 (k = 1, 2, ‌ ), E6, E7, E8,

обозначающих типы ростков отображения f в прообразах точ-
ки y. Если прообраз f −1( y) пуст, т. е. точка y лежит в дополнении
к фронту отображения f , то полагают A = 1.

Произведение A называется типом мультиособенности ле-
жандрова отображения f в точке y (или типом моноособенно-
сти, если y имеет лишь один прообраз). Тип мультиособенности
отображения f в точке y определяет тип ростка его фронта в
этой точке. Все ростки типа A фронта общего положения диф-
феоморфны.

Для лежандрова отображения f общего положения множе-
ство A f точек y, в которых f имеет мультиособенность типа A ,
является гладким подмногообразием в V . Оно называется мно-
гообразием мультиособенностей типа A . Коразмерность мно-
гообразия A f в V равна сумме коразмерностей особенностей,
которые отображение f имеет в прообразах точки y. Эта сумма
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обозначается через codimA и называется коразмерностью муль-
тиособенности типа A .

Пример 18.13. Фронт общего положения на плоскости являет-
ся кривой, которая не имеет других особенностей, кроме точек
возврата, соответствующих лежандровым особенностям типов
A2, и точек трансверсального пересечения двух гладких ветвей.

Росток типа A2 лежандрова отображения в плоскость являет-
ся ростком в нуле сужения проекции

R3→ R2, (t1, x1, q2) 7→ (x1, q2),

на кривую

4t3
1 + 2q2t1 + x1 = 0, 12t2

1 + 2q2 = 0,

являющуюся множеством критических точек сборки Уитни.
Разбиение образа этого отображения в окрестности нуля на
многообразия лежандровых мультиособенностей изображено на
рис. 19. Трансверсальные самопересечения фронта соответству-
ют лежандровым мультиособенностям типа A2

1.

A2A1

A1

Рис. 19. Росток лежандрова отображения с особенностью типа A2
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Отметим, что различие нижних индексов в обозначениях
типов A±3 и A2 точек возврата каустик и фронтов на плоскости
объясняется различием кратностей лагранжевых и лежандровых
ростков указанных типов: они равны 3 и 2 соответственно.

Замечание. Гладкое отображение общего положения прямой
в плоскость, в отличие от лежандрова отображения общего по-
ложения, не имеет критических точек (см. пример 9.3, с. 70).
Поэтому простые лежандрово устойчивые особенности лежан-
дровых отображений не являются, вообще говоря, устойчивыми
особенностями этого отображения в пространстве всех гладких
отображений Rn−1→ Rn относительно RL-эквивалентности.

Пример 18.14. Фронт общего положения в трёхмерном про-
странстве является поверхностью, которая не имеет других осо-
бенностей, кроме ребер возврата, образованных точками, кото-
рые соответствуют лежандровым особенностям типа A2, точеч-
ных особенностей типа A3 (ласточкин хвост) и трансверсальных
самопересечений.

Ребро возврата фронта изображено на рис. 20а. Росток фрон-
та с особенностью типа ласточкин хвост представлен на рис. 20б.
Самопересечения фронта определяются лежандровыми мульти-
особенностями типов A2

1 (линия трансверсального пересечения

A2

A1
A1

а)
A3

A2

A2

A1

A1 A1

A2
1

A1

б)

Рис. 20. Ростки фронта с особенностями типов а) A2 и б) A3
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двух гладких ветвей), A3
1 (точка трансверсального пересечения

гладкой ветви с линией трансверсального пересечения двух дру-
гих гладких ветвей) и A2 A1 (трансверсальное пересечение ребра
возврата с гладкой ветвью).

Замечание. Точкой уплощения гладкой кривой в R3 называет-
ся точка, в которой кручение кривой равно нулю. Точкам уплоще-
ния кривой общего положения соответствуют особенности типа
ласточкин хвост на фронте, образованном касательными плоско-
стями к кривой в многообразии всех плоскостей в R3.

Гладкая пространственная кривая называется слабо выпук-
лой, если через каждую её точку проходит опорная плоскость, т. е.
касательная плоскость, от которой кривая лежит с одной сторо-
ны. В работе [37] доказано, что всякая гладкая замкнутая слабо
выпуклая кривая со всюду ненулевой кривизной в R3 имеет не
менее четырёх точек уплощения. Следовательно, фронт касатель-
ных плоскостей к гладкой замкнутой слабо выпуклой кривой
общего положения в R3 имеет не менее четырёх особенностей
типа ласточкин хвост.

Из этих оценок следует теорема о четырёх вершинах плоской
кривой и оценка числа точек возврата её эволюты (см. с. 140).
Действительно, согласно старой лемме Кнезера [50] вершинам
плоской кривой соответствуют точки уплощения её прообраза
при стереографической проекции сферы на плоскость. Относи-
тельно недавно выяснилось, что эта лемма является проявлени-
ем глубокой связи между теориями лагранжевых и лежандро-
вых особенностей (см. [38]). В частности, эволюта гладкого ком-
пактного подмногообразия общего положения в Rn и фронт каса-
тельных гиперплоскостей к его стереографическому прообразу
в Rn+1 имеют одинаковое количество изолированных особенно-
стей каждого из типов A, D, E.

Перестройки фронтов. Вернемся к t-эквидистанте эллипса,
изображенной на рис. 14, с. 122. При изменении t она меняется, а
вместе с ней перестраиваются и её особенности. Математически
эти перестройки описываются следующим образом.

Предположим, что в пространстве E лежандрова расслое-
ния % : E→ V задано семейство лежандровых подмногообразий
ic : L ,→ E, гладко зависящих от одного параметра c ∈ R. Тогда
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определено семейство лежандровых отображений

fc : L × R→ V , (`, c) 7→ (% ◦ ic)(`),

и соответствующее ему семейство фронтов Σc в базе V расслое-
ния %.

Пусть размерность n многообразия V не превышает пяти. То-
гда лежандрово отображение fc общего положения имеет лишь
простые устойчивые особенности. Отдельные лежандровы отоб-
ражения в семействе fc общего положения могут иметь более
сложные особенности. Если отображение fc0

имеет особенность
не общего положения в некоторой точке `0 ∈ L, то говорят, что
росток семейства fc в точке (`0, c0) определяет локальную пере-
стройку в семействе фронтов Σc.

Семейство Σc является семейством сечений образа Σ отобра-
жения

L × R→ V × R, (`, c) 7→ ( fc(`, c), c),

гиперповерхностями c= const. Локально это отображение лежан-
дрово. Поэтому для семейства fc общего положения гиперповерх-
ность Σ в подходящих гладких координатах

x = (x1, ‌, xk), q = (qk+1, ‌, qn)

в окрестности каждой своей точки задаётся следующим образом:

Σ=
n

(x, q, u)∈Rn+1 | ∃t ∈Rk : x =−
∂S(t, q)

∂t , u= S(t, q)− t
∂S(t, q)

∂t

o

,

где S= S(t, q) — одна из функций списка теоремы Арнольда о ле-
жандровых особенностях с µ¶ n + 1. Классификация локальных
перестроек фронтов сводится к классификации неособых рост-
ков в нуле гладких функций c = c(x, q, u) общего положения в
пространстве Rn+1 относительно RL-эквивалентности, при кото-
рой диффеоморфизм пространства-прообраза сохраняет Σ.

Последняя задача была решена В. И. Арнольдом (см. [6]).
В частности, оказалось, что все возможные локальные перестрой-
ки фронтов на плоскости в однопараметрических семействах
лежандровых отображений общего положения описываются
следующей таблицей:
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A2 : S = t3
1 c = x1 ± q2

2

A3 : S = t4
1 + q2t2

1 c = q2

Перестройка происходит в начале координат.

Упражнения

1. Пусть M — гладкое компактное подмногообразие в Rn.
Рассмотрим множество L, состоящее из пар вида (S, q), где q∈M,
а S — либо гиперплоскость, либо сфера положительного радиуса,
касающаяся M в точке q. Докажите, что L является гладким
лежандровым подмногообразием в PT ∗Rn+1, а его естественное
отображение f : (S, q) 7→ S — лежандровым. В случае когда M —
эллипс на плоскости, опишите множество центров окружно-
стей S, являющихся особыми точками фронта отображения f .

2. Используя какую-нибудь компьютерную программу, изоб-
разите локальные перестройки фронтов на плоскости в однопа-
раметрических семействах лежандровых отображений общего
положения.
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§ 19. Распространение возмущений

Рассмотрим подробнее t-эквидистанту гладкой коориентирован-
ной гиперповерхности M в пространстве Rn (пример 16.7, с. 121).
Изменение времени t приводит t-эквидистанту в движение.

Если число |t|мало, то t-эквидистанта является гладкой гипер-
поверхностью, диффеоморфной исходной гиперповерхности M.
При больших |t| у t-эквидистанты могут быть особенности. По-
скольку эквидистанта является фронтом (пример 18.4, с. 150), для
гиперповерхности M общего положения в пространстве неболь-
шой размерности ветви t-эквидистанты в общие моменты t мо-
гут иметь лишь простые устойчивые особенности.

Особенности ветвей t-эквидистанты лежат на эволюте гипер-
поверхности M. Более того, в момент t своего появления (или
исчезновения) каждая такая особая точка является особой точ-
кой эволюты. С течением времени особенности эквидистанты пе-
рестраиваются по общим формулам локальных перестроек осо-
бенностей фронтов в однопараметрических семействах общего
положения (см. с. 161).

Движение эквидистант является примером распространения
возмущений (см. [11]). В общем случае этот процесс описывает-
ся уравнением эйконала в кокасательном расслоении (одним из
основных уравнений геометрической оптики). Все перечислен-
ные выше свойства эквидистант сохраняются и для возмущений.
Поэтому мы докажем их сразу в общем случае.

Рассмотрим кокасательное расслоение

% : T ∗Rn→ Rn, (p, q) 7→ q,

пространства Rn, где q=(q1, ‌, qn)∈Rn и p∈T ∗qR
n. Параллельный

перенос отождествляет Rn со всеми его касательными простран-
ствами. Поэтому каждый кокасательный вектор p определяется
своими n компонентами p = (p1, ‌, pn) так, что

p(v)= p1v1 +‌ + pnvn

для любого вектора v= (v1, ‌, vn)∈Rn. Набор (p, q) задаёт систе-
му координат на T ∗Rn.

Пусть H : T ∗Rn→R— гладкая функция. Уравнение H(p, q)=1
называется уравнением эйконала. Предположим, что множество
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решений этого уравнения не пусто и каждое решение удовлетво-
ряет условию

p ∂H
∂p =

n
∑

j=1

p j
∂H
∂p j
6= 0. (52)

Тогда уравнение эйконала задаёт гладкую гиперповерхность Γ
в T ∗Rn.

Рассмотрим каноническую 1-форму α= p dq кокасательного
расслоения % (cтр. 127). Она определяет контактную гиперплос-
кость α = 0 в каждой точке пространства T ∗Rn, не лежащей в
подпространстве p = 0. Контактная гиперплоскость α= 0 в каж-
дой точке гиперповерхности Γ трансверсально пересекает её в
этой точке в силу условия (52). Следовательно, нули сужения α|Γ
формы α на гиперповерхность Γ образуют на ней гладкое поле
контактных гиперплоскостей.

Предложение 19.1. Поле нулей формы α|Γ является контакт-
ной структурой.

Дîêàçàòåëüñòâî. Пусть n>1 (при n=1 утверждение очевид-
но). Зафиксируем произвольную точку (p, q)∈Γ . Не ограничивая
общности, можно считать, что в этой точке pn

∂H
∂pn
6= 0. Поэтому

гиперповерхность Γ в окрестности точки (p, q) является графи-
ком гладкой функции

pn = pn(p1, ‌, pn−1, q),

а поле контактных гиперплоскостей α= 0 задаётся формулой

dqn = −
1
pn

n−1
∑

j=1
p j dq j .

Следовательно, внешний дифференциал формы α|Γ равен

d(α|Γ )= dpn ∧ dqn +
n−1
∑

j=1
dp j ∧ dq j =

= − 1
pn

n−1
∑

j=1
p j dpn ∧ dq j +

n−1
∑

j=1
dp j ∧ dq j = pn

n−1
∑

j=1

d
� p j

pn

�

∧ dq j .

Эта 2-форма невырожденная, поскольку набор
� p1

pn
, ‌,

pn−1

pn
; q1, ‌, qn−1

�
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определяет гладкие локальные координаты в контактной гипер-
плоскости поля α|Γ = 0 в точке (p, q). Предложение 19.1 доказано.

Гиперповерхность Γ трансверсальна слоям кокасательного
расслоения % в силу условия (52). Следовательно, её пересечение
с каждым слоем этого расслоения либо пусто, либо является глад-
ким (n − 1)-мерным многообразием. Из условия (52) и теоремы
о неявной функции также следует, что проекция гиперповерхно-
сти Γ на базу расслоения % является открытым подмножеством
в Rn.

Далее мы будем предполагать, что гиперповерхность Γ пере-
секает каждый слой расслоения %, причём сужение

%|γ : Γ → Rn

кокасательного расслоения % на гиперповерхность Γ является
гладким расслоением. Слои этого расслоения являются инте-
гральными многообразиями контактной структуры α|Γ = 0. Сле-
довательно, расслоение %|Γ лежандрово.

Функция H определяет дифференциальное уравнение с част-
ными производными

H
�

∂u
∂q , q

�

= 1 (53)

в базе Rn лежандрова расслоения %|Γ . Это уравнение называется
уравнением Гамильтона — Якоби, функция H — его гамильто-
нианом, а пространство Rn — конфигурационным.

Пусть u=u(q) — гладкое решение уравнения (53) иΣ0 — непу-
стая гиперповерхность уровня функции u. Из условия (52) следу-
ет, что Σ0 — гладкая гиперповерхность в Rn. Формула

p = ∂u
∂q

определяет поднятие Σ0 на Γ до гладкого (n−1)-мерного подмно-
гообразия L0. Это подмногообразие лежандрово, а Σ0 является
его фронтом относительно лежандровой проекции %|Γ .

Действительно, касательные гиперплоскости к гиперповерх-
ности Σ0 определяются уравнением ∂u

∂q dq = 0. Поэтому L0 явля-

ется интегральным многообразием поля гиперплоскостей α= 0.
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С другой стороны, многообразие L0 касается касательных гипер-
плоскостей гиперповерхности Γ , поскольку лежит в Γ . Следова-
тельно, L0 является интегральным многообразием контактной
структуры α|Γ = 0.

Уравнение Гамильтона — Якоби может иметь негладкие (мно-
гозначные) решения. Их гиперповерхности уровня могут иметь
особенности. Мы докажем, что эти гиперповерхности также яв-
ляются фронтами.

Рассмотрим динамическую систему

ṗ = −∂H
∂q

.

p ∂H
∂p , q̇ = ∂H

∂p

.

p ∂H
∂p (54)

в дополнении к гиперповерхности p ∂H
∂p = 0 в пространстве T ∗Rn.

Гамильтониан H является первым интегралом этой системы. По-
этому каждая её фазовая кривая p= p(t), q= q(t) целиком лежит
на гиперповерхности уровня гамильтониана H. Из условия (52)
следует, что система (54) определена в окрестности гиперповерх-
ности Γ , а её фазовые кривые, лежащие на этой гиперповерхно-
сти, являются гладкими кривыми. Они называются характери-
стиками уравнения (53).

Проекции характеристик в конфигурационное пространство
являются гладкими кривыми и называются лучами. Лучи транс-
версально пересекают гиперповерхность Σ0 в силу условия (52).
Скорость изменения значения гладкого решения u = u(q) урав-
нения (53) при движении точки q по лучу q = q(t) вычисляется
по формуле

u̇ = ∂u
∂q q̇ = pq̇ = p ∂H

∂p

.

p ∂H
∂p = 1.

Фазовое векторное поле системы (54) в окрестности каждой
точки фазового пространства определяет преобразование ϕt за
время t (см. с. 125). Это преобразование является локальным диф-
феоморфизмом, сохраняющим гиперповерхность Γ .

Предложение 19.2. Преобразование ϕt сохраняет контакт-
ную структуру α|Γ = 0.

Дîêàçàòåëüñòâî. Проверим, что производная Ли (см. с. 125)
формы α по направлению фазового векторного поля v системы
(54) равна нулю на всех касательных пространствах к Γ . Действи-
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тельно,

Dv (α)= iv (dα) + d(ivα)= iv (dp ∧ dq) + d
�

p ∂H
∂p

.

p ∂H
∂p

�

=

= −dH
.

p ∂H
∂p + d(1)= −dH

.

p ∂H
∂p

по формуле Картана. Следовательно, Dv (α)|Γ = 0, поскольку диф-
ференциал dH равен нулю на касательных пространствах к ги-
перповерхности Γ . Предложение 19.2 доказано.

Таким образом, преобразование ϕt переводит интегральные
многообразия контактной структуры α|Γ = 0 в интегральные.
В частности, росток многообразия L0 в результате преобразова-
ния ϕt переходит в гладкое лежандрово подмногообразие Lt в
гиперповерхности Γ . Фронт Σt многообразия Lt относительно
лежандровой проекции %Γ является гиперповерхностью уровня
решения уравнения Гамильтона — Якоби. Эта гиперповерхность
гладкая для всех t, достаточно близких к нулю. При больших |t|
фронт Σt может иметь особенности.

Остается выяснить, где лежат точки фронта Σt , в которых хо-
тя бы одна из его ветвей является особой, и когда такие точки
появляются и исчезают.

Рассмотрим множество L точек гиперповерхности Γ , лежа-
щих на характеристиках уравнения Гамильтона — Якоби (53),
которые пересекают многообразие L0. Это множество является
гладким n-мерным подмногообразием в T ∗Rn с локальными
координатами (x, t), где x — локальная координата на L0, а t ∈R.
Лежандровы многообразия Lt являются гладкими гиперповерх-
ностями в L , трансверсальными характеристикам.

Предложение 19.3. Многообразие L является лагранжевым
подмногообразием в T ∗Rn относительно симплектической струк-
туры ω= dα.

Дîêàçàòåëüñòâî. Производная Ли формы ω по направле-
нию фазового векторного поля v системы (54) равна

Dv (ω)= iv (dω) + d(ivω)=

= iv (0) + d
�

−dH
.

p ∂H
∂p

�

= −d
�

1
.

p ∂H
∂p

�
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по формуле Картана (см. с. 125). Сужение формы Dv (ω) на ги-
перповерхность Γ равно нулю. Следовательно, преобразование
ϕt сохраняет сужение формы ω на Γ и нам достаточно убедиться
лишь в том, что форма ω равна нулю на касательных простран-
ствах к L в точках многообразия L0.

Пусть x = (p, q) ∈ L0 и w ∈ TxL . Тогда

ω(v, w)= (ivω)(w)= −dH(w)
.

p ∂H
∂p = 0.

Если w ∈ Tx L0, то

dp(w)= ∂2u
∂q2 (q) dq(w),

поскольку p= ∂u
∂q . Следовательно, сужение формыω на простран-

ство Tx L0 равно
∂2u
∂q2 (q) dq ∧ dq.

Но эта дифференциальная 2-форма равна нулю по теореме о ра-
венстве смешанных производных гладкой функции. Предложе-
ние 19.3 доказано.

Пусть x∈L0 и γx : t 7→q=γx (t) — луч в конфигурационном про-
странстве Rn, проходящий через точку %(x). Тогда росток проек-
тирования многообразия L в конфигурационное пространство
Rn вдоль слоев расслоения % является ростком лагранжева отоб-
ражения

L → Rn, (x, t) 7→ q = γx (t). (55)

Каустика этого отображения является образом множества точек
(x, t), в которых ранг его матрицы Якоби меньше n, т. е. является
огибающей семейства лучей γx , x ∈ L0 (см. пример 16.4, с. 120).

С другой стороны, при любом фиксированном t росток про-
ектирования многообразия Lt в Rn вдоль слоев расслоения %|Γ
является ростком лежандрова отображения

Lt → Rn, x 7→ q = γx (t).

Особые точки ветвей фронта этого отображения являются обра-
зами точек x, в которых ранг его матрицы Якоби меньше n − 1.
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Поэтому точки фронта Σt , в которых хотя бы одна из его ветвей
является особой, лежат на огибающей семейства лучей уравне-
ния (53).

Точки негладкости ветвей на распространяющемся фронте Σt
могут появиться (или исчезнуть) только в особых точках ветвей
огибающей семейства лучей. Действительно, пусть ветвь огиба-
ющей семейства лучей γx , x∈L0, в точке (x0, t0) является ростком
гладкой гиперповерхности, т. е. росток лагранжева отображения
(55) в этой точке имеет особенность типа A2. Тогда ветвь фронта
Σt0

в точке x0 является особой. При этом росток множества кри-
тических точек отображения (55) в точке (x0, t0) является рост-
ком гладкой гиперповерхности в L , трансверсально пересекаю-
щей гиперповерхность Lt0

в этой точке. Следовательно, для лю-
бого t, достаточно близкого к t0, существует x ∈ L0, близкое к x0
и такое, что ветвь фронта Σt в точке x является особой.

В заключение отметим, что распространение эквидистант
гладких гиперповерхностей в Rn описывается уравнением Га-
мильтона — Якоби

�

∂u
∂q1

�2
+‌ +

�

∂u
∂qn

�2
= 1. (56)

Упражнения

1. Проверьте, что гамильтониан, определяющий уравнение
(56), удовлетворяет всем предположениям, сделанным в этом па-
раграфе.

2. Что изменится, если сужение кокасательного расслоения
T ∗Rn → Rn на гиперповерхность уровня гамильтониана будет
гладким расслоением только над некоторой областью в Rn?
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§ 20. Строение особенностей каустик и фронтов

Рисунки особенностей каустик и фронтов на плоскости и в трёх-
мерном пространстве, приведённые в параграфах 17 и 18, поз-
воляют качественно описать строение всех этих особенностей.
В многомерных пространствах аналогичная задача становится
очень трудной. В настоящем параграфе мы расскажем лишь о
некоторых результатах, полученных при изучении топологиче-
ских свойств простых устойчивых лагранжевых и лежандровых
особенностей. Для этого нам понадобятся некоторые понятия и
факты из курса топологии (см. [45]).

Эйлерова характеристика. Точки топологического простран-
ства Ω часто называют его 0-мерными клетками. Клеткой раз-
мерности k> 0 в пространстве Ω называется образ ek внутренно-
сти Int Dk замкнутого k-мерного шара Dk ⊂ Rk положительного
радиуса при непрерывном отображении Dk→Ω, сужение которо-
го на внутренность шара определяет гомеоморфизм Int Dk → ek .
Конечным клеточным пространством называется несвязное
объединение конечного числа клеток, имеющих разные раз-
мерности и удовлетворяющих следующему условию: граница
каждой клетки лежит в объединении клеток меньших размерно-
стей.

Конечное клеточное пространство компактно. Замечатель-
ным является тот факт, что всякое гладкое компактное многооб-
разие является конечным клеточным пространством.

Определение. Эйлеровой характеристикой конечного кле-
точного пространства K называется число

χ(K)=
∑

i
(−1)ibi ,

где bi — число клеток размерности i.

Эйлерова характеристика не зависит от способа разбиения
пространства на клетки, т. е. она является характеристикой са-
мого пространства, а не конкретного разбиения. Это свойство
эйлеровой характеристики очень полезно при проведении кон-
кретных вычислений.
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Пример 20.1. Эйлерова характеристика чётномерной сферы
равна 2, а нечётномерной — 0. Действительно, n-мерную сферу
Sn можно разбить на две клетки: точку и её дополнение в сфере.
Точка является 0-мерной клеткой, а её дополнение гомеоморф-
но Rn (с. 9). Следовательно, эйлерова характеристика сферы Sn

равна 1 + (−1)n.

Эйлерову характеристику можно определить и для неком-
пактных пространств. Для этого требуется аппарат так называ-
емой теории гомологий. Однако пространства, которые встре-
тятся нам далее, эквивалентны в некотором смысле конечным
клеточным пространствам. Поэтому определить их эйлерову
характеристику значительно проще. Сначала определим упомя-
нутую эквивалентность.

Пусть M и N — топологические пространства. Рассмотрим
два непрерывных отображения

f0 : M → N и f1 : M → N.

Они называются гомотопными, если существует такое семей-
ство отображений

ϕt : M → N , t ∈ I = [0, 1] ⊂ R,

что ϕ0 = f0,ϕ1 = f1 и отображение

Φ: M × I → N , Φ(x, t)= ϕt(x)

непрерывно.

Определение. Пространства M и N называются гомотопиче-
ски эквивалентными, если существуют такие непрерывные отоб-
ражения

f : M → N и g : N → M,

что композиции

g ◦ f : M → M и f ◦ g : N → N

гомотопны тождественным отображениям M→M и N→ N соот-
ветственно.
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Например, гомеоморфные пространства гомотопически эк-
вивалентны. Бублик, как продукт хлебобулочного производства,
гомотопически эквивалентен окружности S1, если он не содер-
жит внутри себя никаких полостей. Открытые и замкнутые шары
в Rn гомотопически эквивалентны точке. Кстати, пространства,
гомотопически эквивалентные точке, называются стягиваемы-
ми.

Гомотопическая эквивалентность является отношением эк-
вивалентности. В курсе топологии доказывается, что гомотопи-
чески эквивалентные конечные клеточные пространства имеют
одинаковые эйлеровы характеристики. Поэтому корректно сле-
дующее определение.

Определение. Эйлеровой характеристикой пространства M,
гомотопически эквивалентного конечному клеточному про-
странству K , называется число χ(M)= χ(K).

Рассмотрим теперь гладкое лагранжево или лежандрово отоб-
ражение f : L→ V . Предположим, что оно имеет только простые
устойчивые особенности. Тогда в случае отображения f общего
положения многообразие A f мультиособенностей любого типа
A является гладким подмногообразием коразмерности codimA
в многообразии V . Его замыкание ClA f ⊂ V является несвязным
объединением самого многообразия A f и многообразий муль-
тиособенностей, коразмерность которых больше codimA .

Зафиксируем произвольную точку y ∈ V и предположим, что
отображение f имеет мультиособенность типа B в точке y, где
codimB = c. Выберем окрестность U начала координат 0 в Rc и
рассмотрим такое гладкое вложение h : U → V , что h(0)= y, при-
чём подмногообразие h(U) ⊂ V трансверсально многообразию
B f в точке y.

Пусть Bε ⊂ Rc — открытый c-мерный шар с радиусом ε > 0
и центром в 0. Тогда справедливы следующие утверждения
(см., например, [26]).

1) Существует такое положительное число ε0 = ε0( f , y, h), что
для любого типа A мультиособенностей отображения f и любо-
го ε<ε0 пересечение h(Bε)∩A f является гладким подмногообра-
зием в V , класс эквивалентности которого относительно диффео-
морфизмов зависит только от типовA иB мультиособенностей,
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т. е. не зависит от выбора отображения f , точки y∈B f , вложения
h и числа ε.

2) Многообразие h(Bε)∩A f гомотопически эквивалентно ко-
нечному клеточному пространству K; это пространство получа-
ется из множества

K0 = h−1
�

h(Cl Bε) ∩ ClA f
�

последовательностью вырезаний; а именно,

K1 = K0 \ Bδ0
,

где δ0 достаточно мало и меньше ε; если множество Ki уже по-
строено, то

Ki+1 = Ki \ Oi ,

где Oi — объединение попарно непересекающихся окрестностей
связных компонент множества точек z ∈ Ki , таких, что отображе-
ние f имеет мультиособенность коразмерности c− i в точке h(z).
Каждая из этих окрестностей является объединением открытых
шаров достаточно малого радиуса δi > 0 с центрами в точках
соответствующей связной компоненты; искомое пространство K
равно Kd , где

d = c − codimA .

Пример 20.2. На рис. 21 изображен процесс построения про-
странства K в лежандровом случае при A = 1 и B = A2. Здесь
K = K2.

A2

A1

A1

K0 K1 K2

Рис. 21. Вырезание особенностей
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Многообразие h(Bε)∩A f при любом ε <ε0( f , y, h) будем обо-
значать в дальнейшем через ΞA (B).

Определение. Мультиособенность типа B примыкает к
мультиособенности типа A , если A 6= B и ΞA (B) 6= ∅. Эйле-
рова характеристика многообразия ΞA (B) называется индексом
примыкания и обозначается JA (B). Примыкание называется
простым, если все связные компоненты многообразия ΞA (B)
стягиваемы. В противном случае примыкание называется слож-
ным.

Замечание. Индекс простого примыкания мультиособенно-
сти типа B к мультиособенности типа A отображения f в Rn

равен числу связных компонент пересечения многообразия A f
с открытым шаром достаточно малого радиуса с центром в про-
извольно выбранной точке многообразия B f .

Из работы Э. Лоенги [52] следует, что все примыкания муль-
тиособенностей лежандрова отображения общего положения
с простыми устойчивыми особенностями являются простыми.
Все примыкания мультиособенностей типа A±µ1

‌A±µl
лагранжева

отображения общего положения также являются простыми. При-
мыкания других мультиособенностей лагранжева отображения
общего положения с простыми устойчивыми особенностями
могут быть сложными.

Пример 20.3. Лежандрова моноособенность типа A1 примы-
кает только к мультиособенности типа 1, причём J1(A1)= 2. Ин-
дексы всех примыканий лежандровых моноособенностей типов
A2 и A3 легко вычисляются при помощи рисунка 20:

A 1 A1

JA (A2) 2 2

A 1 A1 A2
1 A2

JA (A3) 3 4 1 2
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Пример 20.4. Лагранжева моноособенность типа A1 не при-
мыкает к мультиособенностям других типов. Лагранжева моно-
особенность типа A2 примыкает только к мультиособенностям
типов 1 и A2

1. При этом

J1(A2)= JA2
1
(A2)= 1.

Индексы всех примыканий лагранжевых моноособенностей ти-
пов A±3 , A4 и D±4 вычисляются при помощи рисунков 15, 16 и 17:

A A1 A3
1 A2 A1

JA (A±3 ) 1 1 2

A 1 A2
1 A4

1 A2 A2 A2
1 A+3 A1 A−3 A1 A2

2

JA (A4) 1 1 1 1 3 1 1 1

A 1 A2
1 A4

1 A2 A2 A2
1 A+3 A1 A−3 A1 A2

2

JA (D+4 ) 1 2 1 2 4 1 1 2

A A2
1 A4

1 A2 A2
1 A+3 A1 A−3 A1

JA (D−4 ) 0 2 6 3 3

Заметим, что все примыкания лагранжевой моноособенно-
сти типа D+4 являются простыми. Простыми являются также все
примыкания лагранжевой моноособенности типа D−4 , кроме при-
мыкания к мультиособенности типа A2

1. Это примыкание слож-
ное: многообразие ΞA2

1
(D−4 ) гомотопически эквивалентно окруж-

ности S1.

Индексы примыкания мультиособенностей удовлетворяют
многочисленным соотношениям.

Теорема [42], [43]. Для любых типов A ,B ,C мультиосо-
бенностей лагранжева или лежандрова отображения f имеют
место формулы:

1) JA (B C )=
∑

JX (B)JY (C ),

где сумма берётся по всем упорядоченным парам (X , Y ) типов X
и Y мультиособенностей (включая 1), таких, что X · Y =A ;
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2)
∑

(−1)codim X JA (X) JX (B)=

¨

0, если A 6=B ,
(−1)codimA , если A =B;

∑

(−1)codim X JX (A )= 1;
∑

(−1)codim X #(X)JX (A )= (−1)∆#(A ),

где суммы берутся по всем типам X мультиособенностей (вклю-
чая 1), #(X) обозначает число сомножителей при разложении
X в произведение типов моноособенностей, а ∆ равно разности
размерностей образа и прообраза отображения f .

Первая формула этой теоремы сводит задачу вычисления
индексов примыканий мультиособенностей к вычислению ин-
дексов примыканий моноособенностей. Остальные можно ис-
пользовать как для вычисления некоторых индексов через уже
вычисленные, так и для проверки правильности индексов, вы-
численных непосредственно методами алгебры и геометрии.

Наиболее просто найти индексы примыканий моноособенно-
стей типов A±µ. Такие моноособенности могут примыкать только
к мультиособенностям типов A±µ1

‌A±µl
. Индексы этих примыка-

ний вычисляются при помощи числа перестановок с повторени-
ями. А именно,

〈k1, ‌, kl 〉=
(k1 +‌ + kl )!

k1! ·‌ · kl !

для всех неотрицательных целых чисел k1, ‌, kl и 〈k1, ‌, kl 〉= 0
в противном случае.

Теорема [42]. Пусть A = Ak1
µ1

‌Akl
µl

, где µ1, ‌,µl — попарно
различные натуральные числа. Тогда лежандрова моноособен-
ность типа Aµ примыкает к мультиособенности типа A , если
и только если число

N = µ + 1 −
l
∑

i=1
ki(µi + 1)

неотрицательно. Индекс примыкания вычисляется по формуле

JA (Aµ)=
∑

0¶k0¶N
k0 ≡N (mod 2)

〈k0, k1, ‌, kl 〉.
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Пример 20.5. Индексы всех примыканий лежандровых моно-
особенностей типов A4, A5 и A6 указаны в следующих таблицах:

A 1 A1 A2 A2
1 A3 A2 A1

JA (A4) 3 6 4 3 2 2

A 1 A1 A2 A2
1 A3 A2 A1 A3

1

JA (A5) 4 9 6 7 4 6 1

A A4 A3 A1 A2
2

JA (A5) 2 2 1

A 1 A1 A2 A2
1 A3 A2 A1 A3

1

JA (A6) 4 12 9 13 6 14 4

A A4 A3 A1 A2
2 A2 A2

1 A5 A4 A1 A3 A2

JA (A6) 4 6 3 3 2 2 2

Теорема [43]. Пусть δ = ±1,

Aδµ =

¨

A+µ , если δ = +1;
A−µ , если δ = −1,

и
A = Ak

1 Am1
µ1

‌Amp
µp

(A+
µ+1

)m+
1 ‌(A+µ+q )m+

q (A−
µ−1

)m−1 ‌(A−µ−r )m−r ,

где µ1, ‌,µp — попарно различные чётные положительные чис-
ла, а каждый из наборов µ+1 , ‌,µ+q и µ−1 , ‌,µ−r состоит из попар-
но различных нечётных положительных чисел, больших 1. Поло-
жим

d = k +m+1 +‌ +m+q +m−1 +‌ +m−r ,

N = d +m1 +‌ +mp ,

kδ+ =
h

2d + δ + 1
4

i

− (m+1 +‌ +m+q ),

kδ− =
h

2d − δ + 1
4

i

− (m−1 +‌ +m−r ),

где [x] — целая часть числа x. Тогда лагранжева моноособен-
ность типа Aδµ примыкает к мультиособенности типа A , если
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и только если

codimA ¶min{µ − 2,µ − N}, codimA ≡ µ − N (mod 2),

JA (Aδµ)= 〈m+1 , ‌, m+q , kδ+〉〈m
−
1 , ‌, m−r , kδ−〉〈m1, ‌, mp , d〉 6= 0.

Пример 20.6. Индексы всех примыканий лагранжевой моно-
особенности типа A+5 указаны в следующей таблице:

A A1 A3
1 A5

1 A2 A1 A2 A3
1 A+3 A+3 A2

1

JA (A+5 ) 1 1 1 2 4 1 2

A A−3 A2
1 A2

2 A1 A4 A1 A+3 A2

JA (A+5 ) 1 3 2 2

Таблица индексов примыкания лагранжевой моноособенно-
сти типа A−5 получается из таблицы индексов JA (A+5 ) одновре-
менным изменением всех знаков, стоящих в верхних индексах
типов мультиособенностей, на противоположные.

Пример 20.7. Индексы всех примыканий лагранжевой моно-
особенности типа A6 указаны в следующей таблице:

A 1 A2
1 A4

1 A6
1 A2 A2 A2

1

JA (A6) 1 1 1 1 1 3

A A2 A4
1 A+3 A1 A−3 A1 A+3 A3

1 A−3 A3
1 A2

2

JA (A6) 5 1 1 2 2 1

A A2
2 A2

1 A4 A4 A2
1 A+3 A2 A1 A−3 A2 A1 A3

2

JA (A6) 6 1 3 3 3 1

A A+5 A1 A−5 A1 A4 A2 A+3 A−3
JA (A6) 1 1 2 1

Исследование примыканий лагранжевых и лежандровых мо-
ноособенностей типов D и E является более трудной задачей.
Полностью она не решена до сих пор (см. [58]). Здесь мы при-
ведём лишь некоторые следствия результатов, полученных в ра-
ботах [42] и [43].
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Пример 20.8 [42]. Индексы всех примыканий лежандровых
моноособенностей типов D±4 , D5 и D±6 указаны в следующих таб-
лицах:

A 1 A1 A2 A2
1 A3

JA (D+4 ) 3 4 2 1 2

A 1 A1 A2 A2
1 A3 A3

1

JA (D−4 ) 7 14 6 9 6 2

A 1 A1 A2 A2
1 A3 A2 A1 A3

1

JA (D5) 6 15 9 12 8 6 3

A D+4 D−4 A4 A3 A1 A2 A2
1

JA (D5) 1 1 2 2 1

A 1 A1 A2 A2
1 A3 A2 A1 A3

1

JA (D+6 ) 6 16 10 14 10 10 4

A D+4 D−4 A4 A3 A1 A2
2 A2 A2

1 D5

JA (D+6 ) 3 1 2 6 2 2 2

A D+4 A1 A3 A2

JA (D+6 ) 2 2

A 1 A1 A2 A2
1 A3 A2 A1 A3

1

JA (D−6 ) 11 34 20 40 20 26 18

A D+4 D−4 A4 A3 A1 A2
2 A2 A2

1 A4
1

JA (D−6 ) 1 3 6 18 4 4 3

A D5 D−4 A1 A5 A3 A2 A3 A2
1

JA (D−6 ) 2 2 4 2 2

Пример 20.9 [43]. Индексы всех примыканий лагранжевой
моноособенности типа D+5 указаны в следующей таблице:
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A A1 A3
1 A5

1 A2 A1 A2 A3
1 A2

2 A1 A+3
JA (D+5 ) 1 1 2 3 9 6 1

A A−3 A+3 A2
1 A−3 A2

1 A+3 A2 A−3 A2 A4 A1 D+4 A1

JA (D+5 ) 1 4 4 2 2 2 1

A D−4 A1

JA (D+5 ) 1

Таблица индексов примыкания лагранжевой моноособенно-
сти типа D−5 совпадает с таблицей индексов JA (D+5 ). Все при-
мыкания лагранжевых моноособенностей типов D±5 , кроме при-
мыканий к мультиособенности типа A3

1, являются простыми.
Примыкания к мультиособенности типа A3

1 являются сложными.
А именно, каждое из многообразий ΞA3

1
(D+5 ),ΞA3

1
(D−5 ) имеет две

связные компоненты, одна из которых стягиваема, а другая
гомотопически эквивалентна окружности S1.

Пример 20.10 [43]. Индексы всех примыканий лагранжевой
моноособенности типа D+6 указаны в следующей таблице:

A 1 A2
1 A4

1 A6
1 A2 A2 A2

1

JA (D+6 ) 1 2 2 2 2 8

A A2 A4
1 A2

2 A2
2 A2

1 A3
2 A+3 A1 A−3 A1

JA (D+6 ) 12 3 16 4 3 3

A A+3 A3
1 A−3 A3

1 A+3 A2 A1 A−3 A2 A1 (A+3 )2 (A−3 )2

JA (D+6 ) 5 5 7 7 1 1

A A4 A4 A2
1 A4 A2 D+4 D+4 A2

1 D−4 A2
1

JA (D+6 ) 2 4 4 1 2 1

A D+4 A2 D+5 A1 D−5 A1

JA (D+6 ) 2 1 1

Все примыкания лагранжевой моноособенности типа D+6 ,
кроме примыкания к мультиособенности типа A4

1, являются
простыми. Примыкание к мультиособенности типа A4

1 является
сложным. А именно, многообразие ΞA4

1
(D+6 ) имеет три связные
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компоненты, две из которых стягиваемы, а одна гомотопически
эквивалентна окружности S1.

Пример 20.11 [43]. Индексы всех примыканий лагранжевой
моноособенности типа D−6 указаны в следующей таблице:

A A2
1 A4

1 A6
1 A2 A2

1 A2 A4
1 A2

2 A2
1

JA (D−6 ) 0 0 3 2 16 17

A A+3 A1 A−3 A1 A+3 A3
1 A−3 A3

1 A+3 A2 A1 A−3 A2 A1

JA (D−6 ) 2 2 8 8 11 11

A (A+3 )2 A+3 A−3 (A−3 )2 A4 A2
1 A+5 A1 A−5 A1

JA (D−6 ) 1 2 1 6 2 2

A D−4 D+4 A2
1 D−4 A2

1 D−4 A2 D+5 A1 D−5 A1

JA (D−6 ) 1 1 2 2 1 1

Все примыкания лагранжевой моноособенности типа D−6 , кро-
ме примыканий к мультиособенностям типов A2

1, A4
1, A2 A2

1, явля-
ются простыми. Примыкания к мультиособенностям типов A2

1,
A4

1, A2 A2
1 являются сложными. А именно, многообразие ΞA2

1
(D−6 )

гомотопически эквивалентно окружности S1. Многообразие
ΞA4

1
(D−6 ) гомотопически эквивалентно несвязному объединению

двух окружностей S1. Многообразие ΞA2 A2
1
(D−6 ) имеет четыре

связные компоненты, две из которых стягиваемы, а две гомото-
пически эквивалентны окружности S1.

Вычислению индексов примыканий моноособенностей пред-
шествует перечисление распадений особенности отображения
на менее вырожденные. Это более простая задача, и мы расска-
жем, как она решается, на примере лагранжевых особенностей
типов D±µ .

Зафиксируем произвольное целое µ¾ 4 и δ = ±1. Пусть

t = (t1, t2) ∈ R2, x = (x1, x2) ∈ R2, q = (q3, ‌, qµ−1) ∈ Rµ−3.

Тогда лагранжево отображение

f : Rµ−1→ Rµ−1, (t, q) 7→ (x, q),
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заданное формулами

x1 = −2t1t2, x2 = −t2
1 −

∂S0

∂t2
(t2, q),

где
S0(t2, q)= δtµ−1

2 + qµ−1tµ−2
2 +‌ + q3t2

2,

имеет в нуле особенность типа

Dδµ =

¨

D+µ , если δ = +1,
D−µ , если δ = −1.

Рассмотрим семейство

Px ,q(t2)= t2
2

�∂S0

∂t2
(t2, q) + x2

�

+
x2

1

4

многочленов от t2, зависящих от параметров x, q.

Предложение 20.12 [43]. Росток отображения f в точке
(t, q) 6= 0 лагранжево эквивалентен ростку типа:

1) A±ν , 1 ¶ ν ¶ µ − 1, если t =
�

−
x1

2t∗2
, t∗2
�

, где t∗2 — ненулевой веще-

ственный корень кратности ν многочлена Px ,q , причём

±
∂νPx ,q

∂tν2
(t∗2)> 0;

2) A1, если t1 6= 0, t2 = 0;
3) A±3 , если t = 0 и ∓q3 > 0;
4) D±ν , 4¶ ν¶ µ − 1, если t = 0, q3 =‌= qν−1 = 0 и ±qν > 0.

Дîêàçàòåëüñòâî. Рассмотрим семейство

Fx ,q(t)= S0(t2, q) + t2
1t2 + x2t2 + x1t1

многочленов от t, зависящих от параметров x, q. Каждый мно-
гочлен Fx ,q имеет лишь простые критические точки. Росток
функции Fx ,q в критической точке t∗ относительно стабильной
R+-эквивалентности и росток отображения f в точке (t∗, q) от-
носительно лагранжевой эквивалентности имеют один и тот же
тип.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



184 § 20. Сòðîåíèå îñîáåííîñòåé êàóñòèê è ôðîíòîâ

1) Пусть t∗2 6= 0. Тогда

Fx ,q(t)= S0(t2, q) + x2t2 + sign(t2) ·
�

Æ

|t2|
�

t1 +
x1

2t2

��2
−

x2
1

4t2

в окрестности точки t∗. Следовательно, росток Fx ,q в t∗ стабильно
R-эквивалентен ростку в точке t∗2 функции

eFx ,q(t2)= S0(t2, q) + x2t2 −
x2

1

4t2

одной переменной t2. Этот росток R+-эквивалентен ростку типа
A±ν , если t∗2 — нуль кратности ν производной

deFx ,q

dt2
(t2)=

Px ,q(t2)

t2
2

,

причём

±
dν+1

eFx ,q

dtν+1
2

(t∗2)= ± 1
(t∗2)2 ·

∂νPx ,q

∂tν2
(t∗2)> 0.

2) Если t∗2 = 0, а t∗1 6= 0, то росток f в точке (t∗, q) является
ростком диффеоморфизма, т. е. типа A1.

3) Пусть t∗ = 0, а q3 6= 0. Тогда x1 = x2 = 0 и

Fx ,q(t)= sign(q3) ·
�

Æ

|q3|
�

t2 +
t2

1

2q3

��2
−

t4
1

4q3
+ q4t3

2 +‌ +

+ qµ−1tµ−2
2 + δtµ−1

2 .

Замена переменной

t2 7→ t2 −
t2

1

2q3

приводит функцию Fx ,q(t) к виду

eFx ,q(t)= sign(q3) ·
�
Æ

|q3|t2
�2 −

t4
1

4q3
+
µ−2
∑

i=3

qi+1

�

t2 −
t2

1

2q3

�i
+

+ δ
�

t2 −
t2

1

2q3

�µ−1
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По теореме Арнольда о нормальной форме полуквазиоднород-
ной функции (с. 113) росток eFx ,q в нуле R-эквивалентен ростку в
нуле функции

sign(q3) ·
�
Æ

|q3|t2
�2 −

t4
1

4q3
.

Последний стабильно R-эквивалентен ростку в нуле функции

−
t4

1

4q3
одной переменной t1, т. е. имеет особенность типа A±3 , если

∓q3 > 0.
4) Наконец, пусть

t∗ = 0, q3 =‌= qν−1 = 0, qν 6= 0,

где 4¶ ν¶ µ − 1. Тогда

Fx ,q(t)= t2
1t2 + qνtν−1

2 +‌ + qµ−1tµ−2
2 + δtµ−1

2 .

Росток Fx ,q в нуле R-эквивалентен ростку в нуле функции

t2
1t2 + sign(qν) · tν−1

2 ,

т. е. имеет особенность типа D±ν , если ±qν > 0 (см. пример 15.4,
с. 114).

Предложение 20.12 доказано.

Наряду с локальными свойствами лагранжевых и лежандро-
вых мультиособенностей важное прикладное значение имеют
условия их совместного сосуществования на всей каустике или
фронте в целом (см. задачу 1987-5 в [7]). Например, компактный
фронт общего положения в трёхмерном пространстве имеет чёт-
ное число особенностей типа ласточкин хвост. Это следует из
того, что линия трансверсального пересечения двух гладких вет-
вей фронта может начинаться и заканчиваться только в вершине
ласточкина хвоста. Многочисленные факты такого рода в про-
странствах разных размерностей приведены, например, в кни-
ге [16].

Вычисление индексов примыканий мультиособенностей поз-
волило получить много новых ограничений на сосуществование
особенностей каустик и фронтов. Это — линейные соотношения
между эйлеровыми характеристиками многообразий мульти-
особенностей. Мы приведём список этих соотношений только
в небольших размерностях.
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Теорема 1 [42]. Пусть χ(A ) — эйлерова характеристика
многообразия особенностей типаA компактного фронта обще-
го положения в пространстве размерности n ¶ 5. Тогда:

1) если n чётное, то

χ(A1)= χ(A2) + 2χ(A2
1) − 5χ(D−4 ) − 2χ(A4) − 5

2χ(A3 A1)

− 2χ(A2
2) − 4χ(A2 A2

1) − 8χ(A4
1),

χ(A3)= χ(D+4 ) + 3χ(D−4 ) + χ(A4) + χ(A3 A1),
χ(A2 A1)= χ(A4) + χ(A3 A1) + 2χ(A2

2) + 2χ(A2 A2
1),

χ(A3
1)= χ(D−4 ) + 1

2χ(A3 A1) + χ(A2 A2
1) + 4χ(A4

1).

В частности, фронт в четырёхмерном пространстве имеет чёт-
ное число особенностей типа A3 A1;

2) если n нечётное, то

χ(A2)= χ(A3) + χ(A2 A1) − 5
2χ(D5) − χ(D+4 A1) − 3χ(D−4 A1) −

− 2χ(A5) − 2χ(A4 A1) − 3
2χ(A3 A2) − 2χ(A3 A2

1) −

− 2χ(A2
2 A1) − 2χ(A2 A3

1),

χ(A2
1)= 1

2χ(A3) + χ(A2 A1) + 3χ(A3
1) − 7

2χ(D5) − 1
2χ(D+4 A1) −

− 19
2 χ(D−4 A1) − 2χ(A5) − 7

2χ(A4 A1) − 5
2χ(A3 A2) −

− 11
2 χ(A3 A2

1) − 4χ(A2
2 A1) − 9χ(A2 A3

1) − 20χ(A5
1),

χ(D+4 )= 1
2χ(D5) + χ(D+4 A1),

χ(D−4 )= 1
2χ(D5) + χ(D−4 A1),

χ(A4)= χ(D5) + χ(A5) + χ(A4 A1),
χ(A3 A1)= χ(D5) + χ(D+4 A1) + 3χ(D−4 A1) + χ(A5) + χ(A4 A1) +

+ χ(A3 A2) + 2χ(A3 A2
1),

χ(A2
2)= 1

2χ(A5) + χ(A3 A2) + χ(A2
2 A1),

χ(A2 A2
1)= 1

2χ(D5) + χ(A4 A1) + 1
2χ(A3 A2) + χ(A3 A2

1) +

+ 2χ(A2
2 A1) + 3χ(A2 A3

1),
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χ(A4
1)= χ(D−4 A1) + 1

2χ(A3 A2
1) + χ(A2 A3

1) + 5χ(A5
1).

В частности, фронт в пятимерном пространстве имеет чёт-
ное число особенностей каждого из типов A5, D5, A3 A2

1, A3 A2 и
справедливо следующее сравнение по модулю 2:

χ(A4 A1) + χ(D−4 A1) + χ(D+4 A1)≡ χ(A3).

Замечание. Для компактных фронтов общего положения в
трёхмерном пространстве вторая из формул пункта 2 теоремы 1
приводит к сравнению χ(A3)≡0 (mod 2), которое выражает упо-
мянутый выше факт чётности числа особенностей типа ласточ-
кин хвост.

Теорема 2 [43]. Пусть χ(A ) — эйлерова характеристика
несвязного объединения многообразий особенностей типов A Ak

1
компактной каустики общего положения в пространстве раз-
мерности n ¶ 4 по всевозможным целым k ¾ 0. Тогда:

1) если n = 3, то

χ(A2
2)= 3χ(A3

2) + χ(A2 A−3 ) + χ(A2 A+3 ) + 1
2χ(A4) + χ(D+4 ),

χ(A−3 )= χ(A2 A−3 ) + 1
2 (χ(A4) + 3χ(D−4 ) + χ(D+4 )),

χ(A+3 )= χ(A2 A+3 ) + 1
2 (χ(A4) + 3χ(D−4 ) + χ(D+4 )).

В частности, справедливы следующие сравнения по модулю 2:

χ(A4)≡ 0, χ(D−4 ) + χ(D+4 )≡ 0;

2) если n чётное, то

χ(A2)= 2χ(A2
2)− 8χ(A4

2)− 5
2χ(A2 A4)+χ(A−3 )+χ(A+3 )−

− 4χ(A2
2 A−3 )− 4χ(A2

2 A+3 )− 2χ((A−3 )2)− 2χ(A−3 A+3 )−
− 2χ((A+3 )2)− 5χ(A2D−4 )− 4χ(A2D+4 )− 2χ(A−5 )−
− 2χ(A+5 )− 5χ(D−5 )− 5χ(D+5 ),

χ(A3
2)= 4χ(A4

2)+χ(A2
2 A−3 )+χ(A2

2 A+3 )+ 1
2χ(A2 A4)+χ(A2D+4 ),

χ(A2 A−3 )= 1
2χ(A2 A4)+ 2χ(A2

2 A−3 )+ 2χ((A−3 )2)+χ(A−3 A+3 )+

+ 3
2χ(A2D−4 )+ 1

2χ(A2D+4 )+χ(A−5 )+χ(D−5 )+χ(D+5 ),
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χ(A2 A+3 )= 1
2χ(A2 A4)+ 2χ(A2

2 A+3 )+ 2χ((A+3 )2)+χ(A−3 A+3 )+

+ 3
2χ(A2D−4 )+ 1

2χ(A2D+4 )+χ(A+5 )+χ(D−5 )+χ(D+5 ),

χ(A4)= χ(A2 A4)+χ(A−5 )+χ(A+5 )+χ(D−5 )+χ(D+5 ),

χ(D−4 )= χ(A2D−4 )+ 1
2
�

χ(D−5 )+χ(D+5 )
�

,

χ(D+4 )= χ(A2D+4 )+ 1
2
�

χ(D−5 )+χ(D+5 )
�

.

В частности, справедливы следующие сравнения по модулю 2:

χ(A2 A4)≡ 0, χ(A2D−4 ) + χ(A2D+4 )≡ 0, χ(D−5 ) + χ(D+5 )≡ 0.

Замечание. Для компактных каустик общего положения в
трёхмерном пространстве указанные в пункте 1 теоремы 2 срав-
нения выражают известный факт чётности числа особенностей
типа ласточкин хвост и общего числа особенностей типов пира-
мида и кошелёк, взятых без учета числа неособых прообразов
лагранжева отображения.

Доказательство теорем 1 и 2 основано на следующей топо-
логической формуле. Пусть χ f (X) — эйлерова характеристика
многообразия мультиособенностей типа X лагранжева или ле-
жандрова отображения f общего положения с простыми устой-
чивыми особенностями в n-мерное пространство. Тогда

χ f (A )= 1
2
∑

X 6=A
(−1)n−codim X JA (X)χ f (X)

для любого такого типа A , что codimA ≡ n − 1 (mod 2).

Замечание. В работе [43] получены также линейные соот-
ношения между эйлеровыми характеристиками многообразий
мультиособенностей лагранжева отображения общего положе-
ния гладкого компактного многообразия в пространство размер-
ности n ¶ 4, учитывающие количество неособых точек в прооб-
разе. Из этих соотношений несложно получить, например, следу-
ющий факт контактной геометрии пространственных кривых.

Рассмотрим гладкую кривую в трёхмерном проективном про-
странстве RP3. Порядок касания кривой общего положения с лю-
бой проективной плоскостью не превышает трёх. Если плоскость
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имеет с кривой 2-й или 3-й порядок касания в данной точке, то
она называется соприкасающейся в этой точке. Точка, в которой
кривая имеет 3-й порядок касания со своей соприкасающейся
плоскостью, называется точкой уплощения (кривая в R3 имеет
в такой точке нулевое кручение; см. также замечание на с. 161).
Плоскость, касающаяся кривой в трёх различных точках, назы-
вается её тройной касательной плоскостью.

Теорема [40]. У гладкой замкнутой кривой общего положения
в RP3

T ≡ N + k C
2 (mod 2),

где k — число её нестягиваемых компонент, T — число тройных
касательных плоскостей, C — число точек уплощения, а N —
общее число точек, в которых кривая трансверсально пересекает
плоскости, являющиеся её соприкасающимися плоскостями в
точках уплощения. В частности, если кривая не имеет точек
уплощения, число её тройных касательных плоскостей чётно.

Отметим, что в частном случае гладких замкнутых кривых
общего положения в R3 утверждения этой теоремы доказаны в
работах [48], [46].

Упражнения

1. Докажите, что гладкое отображение общего положения
гладкого компактного трёхмерного многообразия в любое глад-
кое многообразие той же размерности имеет чётное число
особенностей класса Тома — Бордмана Σ1,1,1,0.

2. Убедитесь на примерах в справедливости следующей фор-
мулы (см. [51], а также [41]): число особенностей типа сборки
Уитни у гладкого отображения f : M→N общего положения глад-
кого компактного двумерного многообразия M в любое гладкое
связное многообразие N той же размерности сравнимо по моду-
лю 2 с числом χ(M)+c f χ(N), где c f равно 0 или 1, если прообраз
f −1( y) некритического значения y ∈ N состоит из чётного или
нечётного числа точек соответственно (число c f не зависит от
выбора точки y).
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В заключение мы расскажем об одной задаче из теории опти-
мального управления, в которой естественным образом одновре-
менно появляются ласточкин хвост и зонтик Уитни. Впервые со-
ответствующая особенность была описана в заметке [39].

Рассмотрим динамическую систему

ẋ = vτ(x)

в области D пространства Rn, зависящую от параметра τ. Множе-
ство всевозможных векторов фазовой скорости vτ(x) в фазовой
точке x ∈ D называется индикатрисой допустимых скоростей си-
стемы в этой точке1. При движении фазовой точки x, её скорость
vτ(x) можно менять в пределах индикатрисы, выбирая подходя-
щие значения τ. Поэтому параметр τ обычно называют управле-
нием, а систему ẋ = vτ(x) управляемой.

При решении задачи оптимизации управляемой системы
индикатрису допустимых скоростей можно заменять её выпук-
лой оболочкой (процедура релаксации). Выпуклой оболочкой
подмножества в Rn называется пересечение замкнутых полу-
пространств, содержащих это подмножество. Переход от инди-
катрисы к её выпуклой оболочке объясняется возможностью
применения смешанных стратегий, т. е. движением с быстро
сменяющимися участками, на которых скорость выбирается по-
разному.

Граница выпуклой оболочки индикатрисы допустимых скоро-
стей не является, вообще говоря, гладким многообразием, даже
в случае, когда индикатриса ограничена гладкой гиперповерхно-
стью. Если нулевая скорость лежит внутри выпуклой оболочки,
то именно особенности её границы определяют максимальную
предельную скорость движения в заданном направлении при ис-
пользовании смешанных стратегий.

Пример 21.1 [5]. Рассмотрим индикатрису допустимых ско-
ростей парусной яхты при встречном ветре (рис. 22). Она невы-

1Индикатрису допустимых скоростей системы в точке x следует считать огра-
ниченным подмножеством касательного пространства TxRn, поскольку скорость
реальных физических объектов ограничена (хотя бы скоростью света).
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P Q

Рис. 22. Индикатриса допустимых скоростей парусной яхты

пуклая; её выпуклая оболочка ограничена гладкой кривой с кон-
цами в точках P, Q (выпуклая часть границы индикатрисы) и
отрезком PQ. Граница выпуклой оболочки не гладкая в точках P
и Q. Чтобы плыть против ветра, причём с максимально возмож-
ной скоростью в данном направлении, яхта должна двигаться
галсами, перемежая участки движения со скоростями, определя-
емыми точками P и Q. Средняя скорость движения при такой
стратегии задаёт точку на отрезке PQ.

Предположим, что индикатриса допустимых скоростей управ-
ляемой системы в каждой точке компактна и ограничена глад-
кой гиперповерхностью в Rn. Тогда выпуклая оболочка каждой
индикатрисы гомеоморфна замкнутому n-мерному шару и явля-
ется выпуклой оболочкой ограничивающей её гиперповерхно-
сти. Граница этой выпуклой оболочки непрерывно дифферен-
цируема и гомеоморфна сфере Sn−1 (см. [1]). Задача оптимиза-
ции управляемой системы приводит к необходимости классифи-
цировать особенности границы выпуклой оболочки. Мы расска-
жем далее о некоторых результатах естественной классификации
этих особенностей относительно диффеоморфизмов объемлюще-
го пространства.

Пусть M — гладкая компактная гиперповерхность в Rn. Тогда
через каждую точку границы Γ её выпуклой оболочки проходит
опорная гиперплоскость, т. е. касательная гиперплоскость гипер-
поверхности M, от которой M лежит с одной стороны. Опорная
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гиперплоскость гиперповерхности M общего положения касает-
ся её не более чем в n различных точках, являющихся вершина-
ми симплекса. Этот симплекс называется опорным симплексом
опорной гиперплоскости. Гиперповерхность Γ является, очевид-
но, объединением опорных симплексов всех опорных гиперплос-
костей гиперповерхности M.

Рассмотрим проективизацию PT ∗Rn кокасательного расслое-
ния пространства Rn (см. пример 18.2 на с. 148). Оно является
пространством лежандрова расслоения

ϑ : PT ∗Rn→ RG(n), ϑ : (π, q) 7→ π,

базой которого служит многообразие Грассмана RG(n) всех ги-
перплоскостей в Rn (см. пример 18.5, с. 150). Контактные эле-
менты касательных гиперплоскостей гиперповерхности M в точ-
ках касания образуют гладкое лежандрово подмногообразие L
в PT ∗Rn. Оно определяет лежандрово отображение

f : L
i
,→ PT ∗Rn ϑ

→ RG(n),

где i — тождественное вложение.
Фронт Σ лежандрова отображения f состоит из гиперплоско-

стей, касающихся гиперповерхности M. Множество гиперплос-
костей, не пересекающих M, является связной компонентой до-
полнения к Σ в пространстве RG(n). Граница этой компоненты
является множеством Σ0 опорных гиперплоскостей гиперповерх-
ности M.

Из теоремы Арнольда о лежандровых особенностях (с. 153)
следует, что для гиперповерхности M общего положения в про-
странстве Rn размерности n¶ 6 лежандрово отображение f име-
ет лишь простые устойчивые особенности. При этом фронт Σ во
всех точках множества Σ0 имеет особенности типов Aµ1

‌ Aµk
,

где µ1, ‌,µk — нечётные положительные числа, µ1 +‌ + µk ¶ n
(это верно и при n = 7; см. [21]).

Гиперплоскость π ∈ Σ0, соответствующая особенности типа
Aµ1

‌ Aµk
фронта Σ, называется опорной гиперплоскостью типа

Aµ1
‌ Aµk

. Она обладает следующими свойствами:

1) π касается гиперповерхности M ровно в k точках, являю-
щихся вершинами (k − 1)-мерного симплекса;
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2) существует такой порядок P1, ‌, Pk точек касания, что для
любого i = 1, ‌, k росток в Pi сужения на M любой ненулевой
линейной функции в Rn, равной 0 на π и неотрицательной на M,
задаётся многочленом

xµi+1
1 + x2

2 +‌ + x2
n−1

в подходящих локальных координатах x1, ‌, xn−1 на M.

Опорный симплекс гиперплоскости π называется опорным
Aµ1

‌ Aµk
-симплексом. Его вершины P1, ‌, Pk называются (опор-

ными) вершинами типов Aµ1
, ‌, Aµk

соответственно.

Пример 21.2. Гладкая замкнутая кривая общего положения
на плоскости имеет опорные прямые только следующих типов:
A1 и A2

1. Росток границы Γ её выпуклой оболочки в конце любо-
го опорного A2

1-отрезка в подходящих гладких координатах x, y
является ростком в нуле графика функции

y =

¨

x2, если x ¶ 0;
0, если x ¾ 0.

(57)

Росток Γ в любой другой точке является ростком в нуле графика
функции

y = 0. (58)

Гладкая компактная поверхность общего положения в про-
странстве R3 имеет опорные плоскости типов A1, A2

1, A3
1 и A3.

Особенности границы Γ её выпуклой оболочки были перечис-
лены в заметке [21]. Оказывается, что с точностью до диффео-
морфизмов объемлющего пространства ростки Γ исчерпываются
тремя нормальными формами. Одна из них, а именно особен-
ность поверхности Γ в вершине опорного A3

1-треугольника, име-
ет один модуль (непрерывный инвариант; см. с. 113). Эта особен-
ность неустранима малой деформацией исходной поверхности,
а её модуль имеет очень простой геометрический смысл.

А именно, проективизация PT ∗Rn кокасательного расслоения
пространства Rn является также пространством лежандрова рас-
слоения

% : PT ∗Rn→ Rn, % : (π, q) 7→ q,
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базой которого служит исходное пространство Rn (см. пример
18.4, с. 150). Оно определяет второе лежандрово отображение

g : L
i
,→ PT ∗Rn %

→ Rn

многообразия L контактных элементов касательных гиперплос-
костей к гиперповерхности M в точках касания. Поскольку M —
гладкая гиперповерхность, то g устанавливает диффеоморфизм
между многообразиями L и M.

Пусть π— опорная плоскость типа A3
1 к гладкой компактной

поверхности M общего положения в R3, а P — одна из вершин
её опорного треугольника. Тогда сужение fP лежандрова отоб-
ражения f на достаточно малую окрестность точки (π, P) в L
является вложением. Множество особых точек поверхности Σ0,
принадлежащих образу отображения fP , состоит из двух глад-
ких кривых γ1, γ2, выходящих из точки π под ненулевым углом
друг к другу. Их прообразы f −1

P (γ1) и f −1
P (γ2) являются трансвер-

сальными гладкими кривыми на поверхности L, выходящими из
точки (π, P). Следовательно, γ̂1 = g( f −1

P (γ1)) и γ̂2 = g( f −1
P (γ2)) —

гладкие кривые на M, выходящие из точки P и трансверсальные
друг другу.

Нетрудно убедиться, что для поверхности M общего положе-
ния множество особых точек поверхности Γ в окрестности точ-
ки P состоит из кривых γ̂1, γ̂2 и ростков двух сторон опорного
треугольника плоскости π, выходящих из вершины P. Проекции
этих четырёх кривых на плоскость π изображены (с точностью
до диффеоморфизма плоскости) на рис. 23. Касательные к про-
екциям в точке P образуют четверку прямых общего положения
в R2. Из линейной алгебры известно, что такая четверка имеет
один числовой инвариант относительно группы линейных пре-
образований плоскости. Он называется двойным отношением.
Именно это двойное отношение и является упомянутым выше
модулем особенности поверхности Γ в вершине опорного A3

1-тре-
угольника относительно диффеоморфизмов пространства R3.

Замечание. Росток в вершине опорного A3
1-треугольника гра-

ницы Γ выпуклой оболочки поверхности общего положения в
R3 в подходящих гладких координатах x, y, z является ростком
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Рис. 23. Росток проекции множества особых точек
границы выпуклой оболочки на плоскость

в нуле графика функции

z = min
(s,t)∈Ω

�

(x − s)2 + ( y − t)2
	

,

представляющей собой квадрат стандартного евклидова расстоя-
ния от точки в плоскости z=0 до замкнутой области Ω, лежащей
в этой же плоскости и состоящей из точек плоского угла

y ¾ α|x|,

где α— положительное число, не равное 1 (оно является моду-
лем особенности; см. [21]). Ростки Γ в остальных точках диффео-
морфны росткам в нуле поверхностей, заданных формулами (57)
и (58).

Гладкая компактная гиперповерхность общего положения в
пространстве R4 имеет опорные гиперплоскости только следу-
ющих типов: A1, A2

1, A3
1, A4

1, A3 и A1 A3. Особенности границы
её выпуклой оболочки изучались в работах [35], [56], [36], [39],
[12]. В частности, в работе [35] показано, что особенность грани-
цы выпуклой оболочки компактной гиперповерхности общего
положения в четырёхмерном пространстве в вершине опорно-
го A4

1-тетраэдра имеет уже не менее трёх модулей относительно
диффеоморфизмов объемлющего пространства. Точное количе-
ство модулей этой особенности неизвестно до сих пор, однако
доказано (см. [12]), что особенности границы выпуклой оболоч-
ки гиперповерхности общего положения в R4 не имеют функци-
ональных модулей (с. 137).

Замечание. В пространствах пяти и большего числа измере-
ний встречаются гиперповерхности, у которых граница выпук-
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лой оболочки имеет неустранимые особенности с функциональ-
ными модулями (см. [34]).

При исследовании особенностей границы выпуклой оболоч-
ки используются все методы теории катастроф, изложенные в
этой книге. В качестве примера мы изучим особенность выпук-
лой оболочки гиперповерхности в четырёхмерном пространстве,
которая приводит к естественной склейке ласточкина хвоста с
зонтиком Уитни по их линиям самопересечения.

Напомним, что ласточкин хвост представляет собой особую
поверхность вR3, состоящую из точек y=( y1, y2, y3), для которых
многочлен

x4 + y2 x2 + y3 x − y1

от x имеет кратный вещественный корень (см. пример 14.4,
с. 106). Эта поверхность изображена на рис. 10 (с. 107).

y3

y1

y2

Рис. 24. Оборванный ласточкин хвост

Множество точек, для которых указанный выше многочлен
не имеет вещественных корней, является связной компонентой
дополнения к ласточкину хвосту. Граница этой компоненты изоб-
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ражена на рис. 24. Она представляет собой график функции

y1 =min
x ∈R

�

x4 + y2 x2 + y3 x
	

. (59)

Определение. Поверхность (59) называется оборванным ла-
сточкиным хвостом. Замыкание разности ласточкина хвоста и
его оборванной части называется пирамидой ласточкина хво-
ста.

Зонтик Уитни с ручкой представляет собой особую поверх-
ность в R3, заданную уравнением

y2
2 = y1 y2

3

(см. пример 6.2, с. 48). Множество точек, у которых

y2 = y3 = 0, y1 < 0,

называется ручкой. Зонтики Уитни без ручки и с ручкой изобра-
жены на рис. 6а и 6б соответственно.

Дополнение к зонтику Уитни с ручкой имеет три связные ком-
поненты. Две из них стягиваемые, а одна — нет (стягиваемости
препятствует ручка). Нестягиваемая компонента гомотопически
эквивалентна окружности S1.

Определение. Граница стягиваемой связной компоненты до-
полнения к зонтику Уитни с ручкой называется камерой зонтика
Уитни.

Поверхность

y2
2 = y1 y2

3 , y1 ¾ 0, y3 ¾ 0 (60)

является одной из камер зонтика Уитни. Она изображена на
рис. 25. Поверхность

y2
3 + y2

�

y1 +
y2

2

4

�2
= 0, y2 ¶ 0, y1 +

y2
2

4 ¾ 0. (61)

диффеоморфна камере (60).

Замечание. Камера зонтика Уитни гомеоморфна боковой по-
верхности кругового конуса (составленного из лучей, выходящих
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y2 y3

y1

Рис. 25. Камера зонтика Уитни

из точки, называемой вершиной конуса, и проходящих через точ-
ки круга, лежащего в плоскости, не содержащей вершину).

Определение. Объединение (59) ∪ (61) оборванного ласточ-
кина хвоста (59) и камеры зонтика Уитни (61) называется парус-
ником.

Парусник (59) ∪ (61) изображен на рис. 26. Оборванный ла-
сточкин хвост напоминает лодку, а камера зонтика Уитни — па-
рус. Это и было мотивировкой названия указанной поверхности.

Следующее утверждение анонсировано в заметке [39].

Теорема 1. Рассмотрим опорную гиперплоскость π типа
A1 A3 к гладкой компактной гиперповерхности M в R4. Пусть
P — опорный конец типа A1 опорного отрезка гиперплоскости π.
Тогда любая параллельная проекция на π ростка в точке P мно-
жества особых точек границы выпуклой оболочки гиперповерх-
ности M общего положения в подходящих гладких координатах
y1, y2, y3 является ростком в нуле парусника (59) ∪ (61).

Доказательство теоремы 1 приведено ниже (с. 201). Оно соот-
ветствует доказательству, изложенному в работе [57].

Замечание. После изучения множества особых точек грани-
цы Γ выпуклой оболочки гиперповерхности M можно приво-
дить к нормальной форме ростки самой гиперповерхности Γ .
В окрестности точки P она состоит из графиков трёх функций
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Рис. 26. Парусник

трёх переменных, определенных на замыканиях связных ком-
понент дополнения к паруснику. Две из этих функций гладкие,
а третья — класса C1.

Эта задача была решена в работе [12] с использованием более
сложной техники: теории особенностей лежандровых проекций
так называемых стратифицированных лежандровых подмного-
образий. Оказалось, что в условиях теоремы 1 росток в точке P
границы выпуклой оболочки гиперповерхности M общего поло-
жения в подходящих гладких координатах y1, ‌, y4 в R4 является
ростком в нуле графика функции

y4 = min
(x1,x2,x3)∈Ω

�

( y1 − x1)2 + ( y2 − x2)2 + ( y3 − x3)2
	

,

представляющей собой квадрат стандартного евклидова рассто-
яния от точки в гиперплоскости y4 = 0 до замкнутой области Ω,
лежащей в этой же гиперплоскости и состоящей из точек, коор-
динаты которых удовлетворяют условию

y1 ¶ x4 + y2 x2 + y3 x + y2
2 /4

для любого x ∈ R.
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Область Ω диффеоморфна замыканию связной компоненты
дополнения к стандартному ласточкину хвосту, а именно, она
является замыканием множества многочленов

x4 + y2 x2 + y3 x + y2
2 /4 − y1

от x, которые не имеют вещественных корней. Указанные здесь
формулы получаются из формул теоремы 1 заменой y1 7→ y1− y2

2 /4.

Приложение к оптимальному управлению. Пусть индика-
триса допустимых скоростей управляемой системы в Rn огра-
ничена гладкой компактной гиперповерхностью M и нулевая
скорость лежит внутри её выпуклой оболочки. Тогда (согласно
процедуре релаксации) необходимо рассматривать выпуклую
оболочку M вместо самой индикатрисы.

Это означает, что смешанная стратегия быстрее по некото-
рым направлениям, чем изначальная скорость. Следовательно,
в случае гиперповерхности M общего положения для любого
направления определено натуральное число: количество изна-
чальных скоростей, определяющих максимальную предельную
скорость движения в заданном направлении при использовании
смешанных стратегий. Точки разрыва этой функции образуют
гиперповерхность особых направлений в сфере Sn−1 (направле-
ния определяются единичными векторами в Rn). Эта гиперпо-
верхность может иметь особенности относительно локальных
диффеоморфизмов Sn−1.

Если n=2, то гиперповерхность особых направлений состоит
из чётного числа точек на окружности S1 (см. рис. 22). Дополне-
ние к этим точкам состоит из чётного числа открытых дуг двух
типов. Одни состоят из чистых стратегий (определяемых изна-
чальными скоростями выпуклой части границы индикатрисы),
а другие образованы смешанными стратегиями, состоящими из
двух изначальных скоростей (определяемых концами опорных
A2

1-отрезков). При этом дуги разных типов чередуются.
Если n = 3, то гиперповерхность особых направлений имеет

лишь одну особенность. Она диффеоморфна ростку объединения
четырёх лучей, выходящих из общей точки под ненулевыми уг-
лами друг к другу (рис. 23). Дополнение к этому объединению
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имеет четыре связные компоненты. Одна из них состоит из чи-
стых стратегий (внутренность острого или тупого плоского угла
на рис. 23). Две другие, граничащие с первой по лучам, образо-
ваны смешанными стратегиями, состоящими из двух изначаль-
ных скоростей. Четвертая компонента образована смешанными
стратегиями, состоящими из трёх изначальных скоростей (они
определяются вершинами опорного A3

1-треугольника).
Если n = 4, то парусник (59) ∪ (61) является одной из осо-

бенностей гиперповерхности особых направлений в S3. Одна
связная компонента его дополнения состоит из чистых стратегий
(выпуклая компонента дополнения к оборванному ласточкину
хвосту (59)), а две другие образованы смешанными стратегиями,
состоящими из двух и трёх изначальных скоростей соответ-
ственно (третья является выпуклой компонентой дополнения
к камере зонтика Уитни (61)). Другие особенности являются
ростками объединения нескольких замкнутых кусков гладких
поверхностей, диффеоморфных либо полуплоскости, либо плос-
кому углу.

Доказательство теоремы 1. Пусть π— опорная гиперплос-
кость типа A1 A3 к гладкой компактной гиперповерхности M об-
щего положения в R4. Через P и Q обозначим опорные концы ти-
пов A1 и A3 опорного отрезка гиперплоскости π соответственно.
Тогда сужение fP лежандрова отображения f (с. 192) на достаточ-
но малую окрестность O ⊂ L точки (π, P) является вложением.

Множество S особых точек фронта Σ отображения f , принад-
лежащих трёхмерному многообразию fP (O ), является поверхно-
стью, росток которой в точке π диффеоморфен ростку ласточки-
на хвоста в нуле. Множество S0 = S ∩ Σ0 точек поверхности S,
являющихся опорными гиперплоскостями к гиперповерхности
M, представляет собой поверхность, росток которой в точке π
диффеоморфен ростку оборванного ласточкина хвоста в нуле.

Поверхность S0 разбивает многообразие fP (O ) на две откры-
тые части. Одна из них состоит из опорных гиперплоскостей ти-
па A1, а вторая не принадлежит множеству Σ0. Часть, состоя-
щая из опорных гиперплоскостей, и пирамида ласточкина хво-
ста S лежат по разные стороны от оборванного ласточкина хво-
ста S0.
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Обозначим через γ кривую особых точек поверхности S0. Ро-
сток γ в π является ростком замыкания линии самопересечения
ласточкина хвоста S. Поэтому кривая γ имеет гладкое продолже-
ние в точке π. Если окрестность O достаточно мала, то полный
прообраз кривой γ относительно лежандрова отображения f со-
стоит из гладкой кривой γP = f −1

P (γ), выходящей из точки (π, P),
и гладкой кривой γQ , проходящей через точку (π, Q).

Образы γ̂P = g(γP ) и γ̂Q = g(γQ) кривых γP и γQ при лежан-
дровом отображении g (с. 194) являются гладкими кривыми в
гиперповерхности M. Кривая γ̂P выходит из точки P, а кривая
γ̂Q проходит через точку Q. При этом каждая гиперплоскость из
γ \ π является опорной гиперплоскостью типа A3

1, касающейся
гиперповерхности M в одной точке кривой γ̂P и в двух точках
кривой γ̂Q .

Рассмотрим поверхности

bS = g( f −1
P (S)) и bS0 = g( f −1

P (S0))

в M. Росток bS в точке P диффеоморфен ростку ласточкина хвоста
в нуле, а росток bS0 — ростку его оборванной части.

Лемма 1. Для гиперповерхности M общего положения каса-
тельная к кривой γ̂P в точке P и касательная к кривой γ̂Q в точ-
ке Q скрещиваются в гиперплоскости π. Прямая PQ трансвер-
сальна в π касательной плоскости к поверхности bS0 в точке P.
Коориентации поверхности bS0, определенные вектором

−→
PQ и рас-

положением пирамиды ласточкина хвоста bS, совпадают.

Дîêàçàòåëüñòâî. Пусть fQ — сужение лежандрова отобра-
жения f на достаточно малую окрестность точки (π, Q) в L. Через
Λ обозначим подмножество в RG(n), являющееся объединени-
ем многообразий мультиособенностей типов A2

1 и A3 отображе-
ния fQ .

Если область определения отображения fQ достаточно мала,
то прообраз f −1

Q (Λ) является гладкой поверхностью в L. Росток
в точке Q его образа bΛ = g( f −1

Q (Λ)) при лежандровом отображе-
нии g является ростком гладкой поверхности в M. Для гиперпо-
верхности M общего положения точка P не лежит в касательной
плоскости к поверхности bΛ в точке Q. В частности, она не лежит
на касательной к кривой γ̂Q в этой точке.
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Рассмотрим семейство ненулевых линейных функций hτ в R4,
гладко зависящих от гиперплоскости τ ∈ γ, неотрицательных на
гиперповерхности M и таких, что hτ|τ ≡ 0. Сужение функции hτ
на гиперповерхность M является гладкой функцией, для которой
точка Pτ = g( f −1

P (τ)) является критической. Второй дифференци-
ал этой функции в точке Pτ является положительно определен-
ной квадратичной формой Kτ, гладко зависящей от τ. Эта форма
определяет евклидову структуру в гиперплоскости τ.

Если τ 6= π, то касательная к кривой γ̂P в точке Pτ ортого-
нальна в Kτ-структуре каждой стороне опорного треугольника
гиперплоскости τ, выходящей из вершины Pτ (см. [35]). Следова-
тельно, она ортогональна двумерной плоскости ∆τ, содержащей
этот треугольник.

Семейство плоскостей ∆τ, τ ∈ γ \ π, имеет предел ∆π в топо-
логии многообразия Грассмана двумерных плоскостей в R4 при
τ→ π. Плоскость ∆π однозначно определяется прямой PQ и ка-
сательной к кривой γ̂Q в точке Q. Поэтому первая часть леммы
следует из того, что касательная к кривой γ̂P в точке P ортого-
нальна плоскости ∆π в Kπ-структуре.

Для доказательства второй части леммы заметим, что каж-
дая точка кривой γ̂P \ P является точкой трансверсального пе-
ресечения двух гладких ветвей поверхности bS. Каждая сторона
опорного треугольника гиперплоскости τ ∈ γ \ π, выходящая из
вершины Pτ, ортогональна в Kτ-структуре касательной плоско-
сти к соответствующей ветви поверхности bS в точке Pτ. Следо-
вательно, прямая PQ ортогональна в Kπ-структуре касательной
плоскости к поверхности bS, а значит, и к bS0 в точке P.

Наконец, коориентации поверхности bS0, определенные векто-
ром

−→
PQ и расположением опорных точек опорных гиперплоско-

стей типа A1 в окрестности точки P, противоположны. Лемма 1
доказана.

Пусть Υ — подмножество в R4, состоящее из отрезка PQ и сто-
рон опорных треугольников опорных гиперплоскостей типа A3

1,
выходящих из точек кривой γ̂P . Множество Υ лежит на гладкой
гиперповерхности, касающейся гиперплоскости π в каждой точ-
ке отрезка PQ. Эта гиперповерхность диффеоморфна прямому
произведению гладкого продолжения кривой γ̂P и окрестности
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отрезка PQ в плоскости∆π, определенной прямой PQ и касатель-
ной к кривой γ̂Q в точке Q.

Лемма 2. Множество особых точек границы Γ выпуклой обо-
лочки гиперповерхности M и множество bS0 ∪ Υ совпадают в до-
статочно малой окрестности точки P.

Дîêàçàòåëüñòâî. Гиперповерхность Γ в достаточно малой
окрестности точки P является пересечением этой окрестности
с множеством, состоящим из объединения Γ1 опорных A1-точек,
объединения Γ2 внутренностей опорных A2

1-отрезков, объедине-
ния Γ3 внутренностей опорных A3

1-треугольников и множества
bS0 ∪ Υ . Множества Γ1, Γ2, Γ3 являются гладкими гиперповерхно-
стями в R4.

А именно, Γ1 — открытая часть гиперповерхности M, мно-
жество Γ2 диффеоморфно прямому произведению гладкой по-
верхности bS0 \ γ̂P на внутренность отрезка, а Γ3 диффеоморфно
прямому произведению гладкой кривой γ̂P \ P на внутренность
треугольника. Следовательно, особые точки гиперповерхности Γ ,
лежащие в достаточно малой окрестности точки P, принадлежат
множеству bS0 ∪ Υ . С другой стороны, каждая точка множества
bS0 ∪ Υ в этой окрестности является особой точкой Γ .

Действительно, любая точка eP ∈ bS0 \ γ̂P является концом
опорного отрезка опорной гиперплоскости π̃ типа A2

1. Проведём
двумерную плоскость H ⊂ R4 через этот отрезок трансверсально
гиперплоскости π̃. Тогда росток пересечения H ∩ Γ в точке eP
в подходящих гладких координатах x, y в плоскости H является
ростком в нуле графика функции (57).

Аналогично, пусть точка eP ∈ Υ является внутренней точкой
стороны опорного треугольника опорной гиперплоскости π̃ ти-
па A3

1. Проведём двумерную плоскость H ⊂ R4 через eP и какую-
нибудь внутреннюю точку опорного треугольника трансверсаль-
но гиперплоскости π̃. Тогда росток пересечения H ∩ Γ в точке
eP в подходящих гладких координатах x, y в плоскости H также
является ростком в нуле графика функции (57).

Таким образом, гиперповерхность Γ не дифференцируема
дважды в точках множества (bS0 ∪ Υ ) \ γ̂P , а значит, является
особой в каждой точке множества bS0 ∪ Υ . Лемма 2 доказана.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



§ 21. Пàðóñíèê 205

Замечание. В работе [36] показано, что росток границы Γ
выпуклой оболочки гиперповерхности M в любой точке eP ∈
∈ (bS0 ∪ Υ ) \ γ̂P , близкой к P, в подходящих гладких координатах
в R4 является ростком в нуле прямого произведения графика
функции (57) и R2.

Зафиксируем параллельное проектирование пространства
R4 на гиперплоскость π. Через S∗, S∗0 и Υ ∗ обозначим проекции
множеств bS, bS0 и Υ соответственно. Сужение проектирования на
любую гладкую гиперповерхность, трансверсальную в каждой
своей точке направлению проектирования, является диффео-
морфизмом. Поэтому множества bS, bS0 и Υ диффеоморфны своим
проекциям, если область определения O отображения fP доста-
точно мала (при этом ростки объединений bS0 ∪ Υ и S∗0 ∪ Υ

∗ в
точке P не диффеоморфны даже в классе C2).

Росток S∗ в точке P диффеоморфен ростку ласточкина хвоста
в нуле, а росток S∗0 — ростку его оборванной части. Пирамида
ласточкина хвоста S∗ и множество Υ ∗ лежат с одной стороны от
поверхности S∗0. Проекции γ∗P , γ∗Q кривых γ̂P , γ̂Q являются глад-
кими кривыми в гиперплоскости π. Кривая γ∗P выходит из точ-
ки P, а кривая γ∗Q проходит через точку Q. Кривые γ∗P и γ̂P имеют
общую касательную в точке P. Кривые γ∗Q и γ̂Q имеют общую
касательную в точке Q. Кривая γ∗P является линией особых точек
поверхности S∗0.

Лемма 3. Росток Υ ∗ в точке P в подходящих гладких коор-
динатах y1, y2, y3 в гиперплоскости π является ростком в нуле
камеры зонтика Уитни (60). Росток прямой PQ в точке P в этих
координатах является ростком в нуле гладкой кривой, касаю-
щейся оси y3 в начале координат.

Дîêàçàòåëüñòâî. Введём в гиперплоскости π гладкую си-
стему координат y1, y2, y3 с началом в точке P так, что:

1) ось y1 касается кривой γ∗P в точке P, причём γ∗P выходит из P
в положительном направлении оси y1;

2) ось y2 параллельна касательной к кривой γ∗Q в точке Q,
причём γ∗Q проходит через Q в положительном направлении
оси y2;
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3) ось y3 направлена вдоль отрезка PQ, причём координата y3
точки Q равна 1.

Используя нормальную форму лежандровой особенности ти-
па A3 и выбрав подходящий масштаб на оси y1, определим пара-
метризации

γ∗Q : s 7→ γ∗Q(s), s ∈ R и γ∗P : s̃ 7→ γ∗P (s̃), s̃ ∈ [0,+∞)

кривых γ∗Q и γ∗P так, что:

4) γ∗Q(0)= Q, γ∗P (0)= P;
5) длина векторов скорости γ∗Q

′(0) и γ∗P
′(0) равна 1;

6) точки γ∗Q(s), γ∗Q(−s), γ∗P (s2) являются вершинами проекции
опорного A3

1-треугольника для любого s ∈R \ {0}, достаточно
близкого к нулю.

Тогда, согласно лемме Адамара (с. 41), существуют гладкие
функции α1,α2,α3 переменной s∈R и гладкие функции α̃1, α̃2, α̃3
переменной s̃ ∈ R, такие, что ростки кривых γ∗Q и γ∗P в точках Q
и P задаются ростками в нуле отображений

R→ R3, s 7→





s2α1
s + s2α2
1 + s2α3



 , и R→ R3, s̃ 7→





s̃ + s̃2α̃1
s̃2α̃2
s̃2α̃3



 ,

соответственно. Следовательно, существует такое ε > 0, что мно-
жество Υ ∗ в окрестности отрезка PQ является образом прямого
произведения интервала (−ε, ε) и отрезка [0, 1] числовой пря-
мой R при отображении

F : R × R→ R3, (s, t) 7→ γ∗P (s2) + t(γ∗Q(s) − γ∗P (s2)),

F(s, t)=





s2 + s4β1
s4β2
s4β3



 + t





s2β4
s + s2β5
1 + s2β6



 ,

где β1, ‌, β6 — гладкие функции переменной s ∈ R.
Сначала опишем топологию множества Υ ∗ в окрестности точ-

ки P. Проекции на гиперплоскость π опорных A3
1-треугольников
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разных опорных гиперплоскостей, достаточно близких к π, не пе-
ресекаются, поскольку не пересекаются сами опорные треуголь-
ники, а сужение проектирования на их объединение инъективно.
Следовательно, сужение отображения F на прямое произведение
(−ε, ε) × (0, 1) является вложением, а множество Υ ∗ в окрестно-
сти отрезка PQ получается из полосы (−ε, ε) × [0, 1) склейкой
точек (s, 0) и (−s, 0) для каждого s ∈ (−ε, ε). Росток этой склейки
в точке P гомеоморфен ростку боковой поверхности кругового
конуса в его вершине.

Теперь найдём тип особенности отображения F в нуле отно-
сительно RL-эквивалентности. Замена переменной

t 7→
t − s4β3

1 + s2β6

приводит росток F в нуле к виду

(s, t) 7→





s2 + s4β̃1

s4β̃2
0



 + t





s2β̃3

s + s2β̃4
1



 , (62)

где β̃1, ‌, β̃4 — гладкие функции от s. Замена переменной s при
помощи функции, обратной к

s 7→ s
q

1 + s2β̃1

в окрестности нуля, приводит росток (62) в нуле к виду

(s, t) 7→





s2

s4h1
0



 + t





s2h2
s + s2h3

1



 , (63)

где h1, h2, h3 — гладкие функции от s.
Докажем, что росток в нуле отображения (63) устойчив. Для

этого, в силу предложения 14.2 (с. 105) и теоремы версальности
(с. 97), достаточно проверить, что отображение

(s, t) 7→
�

s2

s4h1

�

+ t
�

s2h2
s + s2h3

�

определяет инфинитезимально V -версальную деформацию свое-
го генотипа

s 7→
�

s2

s4h1

�
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с параметром t. Это означает, что любая упорядоченная пара
гладких функций от s может быть представлена в окрестности
нуля в виде суммы линейной комбинации пяти пар

 

2s

4s3h1 + s4 dh1

ds

!

,
�

s2

0

�

,
�

0
s2

�

,
�

s4h1
0

�

,
�

0
s4h1

�

с коэффициентами, являющимися гладкими функциями от s, и
линейной комбинации трёх пар

�

s2h2
s + s2h3

�

,
�

1
0

�

,
�

0
1

�

с вещественными коэффициентами.
Существование указанного разложения эквивалентно тому,

что любая упорядоченная пара гладких функций от s может быть
представлена в окрестности нуля в виде суммы линейной комби-
нации двух пар

�

s2

0

�

,
�

0
s2

�

с коэффициентами, являющимися гладкими функциями от s, и
линейной комбинации четырёх пар

�

s
0

�

,
�

0
s

�

,
�

1
0

�

,
�

0
1

�

с вещественными коэффициентами. Но последнее непосред-
ственно следует из леммы Адамара.

Таким образом, росток отображения F в нуле устойчив. Его
коранг в прообразе равен 1. Поэтому F имеет особенность типа
зонтик Уитни в нуле согласно второй теореме Морена (с. 107).
Отсюда и из приведённого выше топологического описания по-
верхности Υ ∗ в окрестности точки P следует, что росток Υ ∗ в P
диффеоморфен ростку камеры зонтика Уитни в нуле. Остается
заметить, что образ дифференциала отображения F в нуле опре-
деляется прямой PQ. Лемма 3 доказана.

Введём координаты y1, y2, y3 в гиперплоскости π так, что ро-
сток поверхности S∗0 в точке P является ростком оборванного
ласточкина хвоста (59) в нуле. В этих координатах росток поверх-
ности Υ ∗ задаётся довольно сложными формулами. Наша цель —
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привести их к простому виду локальным диффеоморфизмом, со-
храняющим росток (59).

Мы будем строить такой диффеоморфизм при помощи реше-

ний обыкновенного дифференциального уравнения
dy
dt
= vt( y),

где y = ( y1, y2, y3) ∈ R3, а vt( y) — гладкое семейство векторных
полей, зависящих от t ∈ R и таких, что vt(0) ≡ 0. А именно (см.
с. 86), это дифференциальное уравнение задаёт семейство диф-
феоморфизмов y 7→ ϕt( y) окрестности U ⊂ R3 начала координат,
таких, что t 7→ ϕt( y) — решение уравнения, определенное для
всех t ∈ [0, 1] и удовлетворяющее начальному условию ϕ0( y) =
= y∈U . Если векторные поля семейства vt касаются оборванного
ласточкина хвоста (59) (т. е. при любых y и t вектор vt( y) лежит
в касательной плоскости к поверхности (59) в точке y, если она
неособая, и касается линии особых точек, если точка y особая),
то диффеоморфизмы ϕt сохраняют росток (59) в нуле.

Пусть Φ— множество всех гладких векторных полей в R3, об-
ращающихся в нуль в начале координат и касающихся оборван-
ного ласточкина хвоста (59). Оно является модулем1 над кольцом
гладких функций от y.

Лемма 4. Модуль Φ содержит подмодуль, порождённый поля-
ми

V1 =
�

3
16 y2

3 , −
�

y1 +
y2

2

4

�

, −
y2 y3

2

�

,

V2 =
� y2 y3

8 , 3
4 y3, −

�

y1 +
y2

2

4

��

,

V3 =
�

y1,
y2

2 , 3
4 y3

�

.

Этот подмодуль описан в книге [6]. Мы лишь выбрали другую
систему образующих.

Лемма 5. В гиперплоскости π существуют гладкие координа-
ты y1, y2, y3, в которых росток поверхности S∗0 в точке P являет-
ся ростком в нуле оборванного ласточкина хвоста (59), а росток
прямой PQ — ростком гладкой кривой, касающейся оси y1 в на-
чале координат.

1Определение модуля над кольцом аналогично определению векторного про-
странства над полем: надо лишь заменить термин поле на термин кольцо.
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Дîêàçàòåëüñòâî. Рассмотрим векторное поле

v = a1V1 + a2V2 + V3,

где a1, a2 ∈ R. Дифференциальное уравнение ẏ = v( y) опреде-
ляет семейство диффеоморфизмов y 7→ ϕt( y) окрестности нуля
пространства R3 для всех t, достаточно близких к нулю. Образ
Y (t) единичного направляющего вектора оси y1 под действием
дифференциала dϕt |0 отображения ϕt в нуле является решением
уравнения в вариациях Ẏ = ∂v

∂ y (0)Y , где

∂v
∂ y (0)=









1 0 0

−a1
1
2

3
4

a2

−a2 0 3
4









и Y (0)=





1
0
0



.

Легко видеть, что

Y (t)=





et

2et/2(1 − et/4)(a1(1 + et/4) − 3a2
2(1 − et/4))

4e3t/4(1 − et/4)a2



.

Вторая и третья координаты вектора e−t Y (t) определяют диффео-
морфизм

R2→ R2,
�

a1
a2

�

7→
�

2e−t/2(1− et/4)(a1(1+ et/4)−3a2
2(1− et/4))

4e−t/4(1− et/4)a2

�

,

при любом фиксированном положительном t.
Следовательно, касательную в точке P к любой гладкой кри-

вой, трансверсально пересекающей касательную плоскость к по-
верхности S∗0 в этой точке, можно взять в качестве оси y1 системы
координат y1, y2, y3, в которой росток S∗0 в P является ростком в
нуле оборванного ласточкина хвоста (59). Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Пусть y1, y2, y3 — координаты в гиперплоскости π,
описанные в лемме 5. Тогда росток поверхности Υ ∗ в точке P
является ростком в нуле камеры зонтика Уитни, заданного урав-
нением

y2
3 + y3Zh1 + Z2h2 = 0, (64)
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где Z = y1 + y2
2 /4, а h1, h2 — такие гладкие функции от y, что

h1(0)= h2(0)= 0,
∂h2

∂ y1
(0)= 0,

∂h2

∂ y2
(0)> 0.

Дîêàçàòåëüñòâî. По лемме 3 росток Υ ∗ в точке P в подходя-
щих гладких координатах Y1, Y2, Y3 является ростком в нуле каме-
ры зонтика Уитни

Y 2
2 = Y1Y 2

3 . (65)

Ручка
Y2 = 0, Y3 = 0, Y1 < 0

этого зонтика может не совпадать с аналитическим продолже-
нием

y3 = 0, Z = 0, y2 > 0

линии особых точек оборванного ласточкина хвоста (59). Поэто-
му сначала мы немного изменим уравнение (65).

А именно, росток кривой y3=0, Z=0 в точке P является рост-
ком в нуле кривой

Y2 = α(Y1), Y3 = β(Y1),

где α, β — такие гладкие функции от Y1, что α(Y1)= β(Y1)= 0 для
любого Y1 ¾ 0. Зонтики Уитни

�

Y2 − α(Y1)
�2
= Y1

�

Y3 − β(Y1)
�2

и (65) отличаются только ручками. Следовательно, росток Υ ∗ в
точке P в координатах

eY1 = Y1, eY2 = Y2 − α(Y1), eY3 = Y3 − β(Y1)

является ростком в нуле камеры зонтика Уитни

eY 2
2 = eY1eY

2
3 .

Новые координаты eY1, eY2, eY3 связаны с y1, y2, y3 гладкими
функциями

eY1 = eY1( y1, y2, y3), eY2 = eY2( y1, y2, y3), eY3 = eY3( y1, y2, y3), (66)
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обращающимися в нуль в начале координат. Поскольку кривая
y3 = 0, Z = 0 задаётся уравнениями eY2 = 0, eY3 = 0, то по лемме
Адамара (с. 41) существуют такие гладкие функции a1, a2, b1, b2
от y, что

eY2 = a1 y3 + b1Z, eY3 = a2 y3 + b2Z.

Следовательно, росток Υ ∗ в точке P в координатах y1, y2, y3 явля-
ется ростком в нуле камеры зонтика Уитни

y2
3 h0 + y3Zh1 + Z2h2 = 0, (67)

где

h0 = a2
1 − eY1a2

2, h1 = 2(a1b1 − eY1a2b2), h2 = b2
1 − eY1b2

2.

Заметим, что b1(0)=
∂eY1

∂ y1
(0)= 0, поскольку росток прямой PQ

в точке P является ростком в нуле гладкой кривой, касающейся
осей y1, Y3 и eY3. Следовательно, h1(0)= h2(0)= 0 и

∂h2

∂ y1
(0)= −

∂eY1

∂ y1
(0)b2

2(0)= 0.

С другой стороны,

a1(0)b2(0) − a2(0)b1(0) 6= 0,

так как матрица Якоби отображения (66) в нуле невырожденная.
Поэтому a1(0)b2(0) 6= 0, а значит, h0(0) 6= 0.

Таким образом, уравнение (67) в окрестности начала коорди-
нат можно разделить на функцию h0. Остается заметить, что

∂h2

∂ y2
(0)= −

∂eY1

∂ y2
(0)b2

2(0)> 0,

поскольку кривая γ̃P выходит из точки P в положительном на-
правлении оси eY1 и в отрицательном направлении оси y2. Лем-
ма 6 доказана.

Теперь упростим уравнение (64). По лемме Адамара его мож-
но переписать в виде

y2
3 + y3Zh̃1 + Z2

�

y2(λ + h̃2) + Zh̃3
�

= 0, (68)
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где λ > 0 и h̃1, h̃2, h̃3 — такие гладкие функции от y, что

h̃1(0)= h̃2(0)= h̃3(0)= 0. (69)

Преобразование

y1 7→
y1

λ
, y2 7→

y2p
λ

, y3 7→
y3

4p
λ3

сохраняет росток в нуле оборванного ласточкина хвоста (59) и
приводит уравнение (64) к виду (68), но уже с λ=1. Оказывается,
что подходящим диффеоморфизмом, сохраняющим росток (59),
можно обнулить все три функции h̃1, h̃2, h̃3 в уравнении (68). Мы
докажем это при помощи гомотопического метода Тома в случае
V -эквивалентности.

Рассмотрим семейство

Ft( y)= y2
3 + ty3Zh̃1 + Z2

�

y2(1 + th̃2) + tZh̃3
�

функций от y с параметром t∈[0, 1]. Через ξ обозначим функцию

ξ( y)=
∂Ft

∂t ( y)= y3Zh̃1 + y2Z2h̃2 + Z3h̃3.

Лемма 7.

∂Ft

∂V1
= y3Zεt,1 + y2Z2εt,2 − Z3(1 + εt,3) +wt,1Ft ,

∂Ft

∂V2
= −2 y3Z(1 + εt,4) + y2Z2bt,1 + Z3bt,2 +wt,2Ft ,

∂Ft

∂V3
= y3Zεt,5 + y2Z2(1 + εt,6) + Z3bt,3 +wt,3Ft ,

где εt,1, ‌, εt,6, bt,1, ‌, bt,3, wt,1, ‌, wt,3 — гладкие семейства функ-
ций от y с параметром t, причём εt,1(0)≡‌≡ εt,6(0)≡ 0.

Эти формулы получены путем непосредственных вычислений
частных производных и использования леммы Адамара. Для их
быстрой проверки лучше воспользоваться компьютером.

Пусть
vt = αt,1V1 + αt,2V2 + αt,3V3,
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где αt,1,αt,2,αt,3 — гладкие семейства функций от y с парамет-
ром t. Тогда

∂Ft

∂vt
= y3Z

�

εt,1αt,1 − 2(1 + εt,4)αt,2 + εt,5αt,3
�

+

+ y2Z2
�

εt,2αt,1 + bt,1αt,2 + (1 + εt,6)αt,3
�

+

+ Z3
�

−(1 + εt,3)αt,1 + bt,2αt,2 + bt,3αt,3
�

+

+
�

wt,1αt,1 +wt,2αt,2 +wt,3αt,3
�

Ft

в силу леммы 7.
Рассмотрим систему уравнений











εt,1αt,1 − 2(1 + εt,4)αt,2 + εt,5αt,3 = −h̃1,

εt,2αt,1 + bt,1αt,2 + (1 + εt,6)αt,3 = −h̃2,

−(1 + εt,3)αt,1 + bt,2αt,2 + bt,3αt,3 = −h̃3

(70)

относительно семейств αt,1,αt,2,αt,3. Она линейная, причём
определитель матрицы её коэффициентов равен 2 в точке y = 0
при любом t. Следовательно, эта система имеет и притом един-
ственное гладкое решение в достаточно малой окрестности нуля
при всех t ∈ [0, 1].

Решение αt,1,αt,2,αt,3 системы (70) определяет гладкое семей-
ство векторных полей vt и гладкое семейство функций

wt =wt,1αt,1 +wt,2αt,2 +wt,3αt,3,

которые удовлетворяют уравнению

ξ( y)= −
∂Ft

∂vt
( y) +wt( y)Ft( y)

для всех y, достаточно близких к нулю, и t ∈ [0, 1]. Это уравне-
ние является гомологическим уравнением (31) гомотопического
метода Тома в случае V -эквивалентности функций. Поэтому к
семейству Ft( y) применимо предложение 12.3 (с. 93).

Из него следует, что росток в нуле поверхности F1( y) = 0 в
подходящих гладких координатах y1, y2, y3 в гиперплоскости π
является ростком в нуле поверхности F0( y) = 0. При этом ро-
сток поверхности S∗0 в точке P является ростком оборванного
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ласточкина хвоста (59) в нуле. Росток поверхности Υ ∗ в P явля-
ется ростком камеры зонтика Уитни y2

3 + y2Z2 = 0 в нуле. Эта
камера лежит с той же стороны от оборванного ласточкина хво-
ста (59), что и пирамида всего ласточкина хвоста. Поэтому на
ней y2 ¶ 0, Z ¾ 0.

Замечание. Из условий (69) следует, что в новых координа-
тах росток прямой PQ в точке P также является ростком гладкой
кривой, касающейся оси y1 в нуле.

Теорема 1 полностью доказана.

Отметим, что одновременно мы доказали ещё и следующее
(более простое) утверждение.

Теорема 2. Пусть ростки в нуле двух поверхностей в R3 диф-
феоморфны росткам ласточкина хвоста и зонтика Уитни со-
ответственно. Предположим, что в начале координат ростки
линий самопересечения этих поверхностей совпадают, а каса-
тельная прямая к зонтику Уитни трансверсальна касательной
плоскости к ласточкину хвосту. Тогда росток в нуле объединения
этих поверхностей в подходящих гладких координатах y1, y2, y3
является ростком в нуле объединения образов отображений

y1 = −3x4
1 − x2

1 x2, y2 = x2, y3 = −4x3
1 − 2x1 x2 (71)

(ласточкин хвост) и

y1 = x1 −
x4

2

4 , y2 = −x2
2 , y3 = x1 x2 (72)

(зонтик Уитни), где (x1, x2) ∈ R2.

Объединение поверхностей (71), (72) называется склейкой ла-
сточкина хвоста с зонтиком Уитни. Росток склейки в окрестно-
сти нуля, ограниченной достаточно малым параллелепипедом,
представлен на рис. 27. Тонкие линии изображают пересечение
склейки с параллелепипедом, а также видимый контур зонтика
Уитни.

Глобально склейка ласточкина хвоста с зонтиком Уитни
устроена достаточно сложно (например, зонтик Уитни пересека-
ет ребра возврата ласточкина хвоста). Дело в том, что в указан-
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Рис. 27. Склейка ласточкина хвоста с зонтиком Уитни

ных координатах y1, y2, y3 ласточкин хвост и зонтик Уитни опре-
деляются квазиоднородными многочленами с разными набора-
ми весов переменных: 4, 2, 3 для ласточкина хвоста и 4, 2, 5 для
зонтика Уитни. Поэтому склейка не является квазиоднородной
поверхностью и её строение в целом лучше изучать на компью-
тере при помощи какой-нибудь программы 3D-визуализации.

Замечание. Имеется общая задача (1972-12 в книге [7]), свя-
занная с изучением особенностей выпуклых оболочек гладких
подмногообразий всех возможных размерностей в Rn. О некото-
рых результатах, полученных при решении этой задачи, можно
узнать, например, из статей [32]—[36], [56].

В частности, в заметке [32] приведена классификация особен-
ностей границы выпуклой оболочки гладкой замкнутой кривой
общего положения в R3 (подробное доказательство приведено
в статье [33]). Оказывается, что ростки границы выпуклой обо-
лочки кривой с точностью до диффеоморфизмов объемлющего
пространства исчерпываются списком, состоящим из шести нор-
мальных форм; все они не имеют модулей. Для большей инфор-
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мативности мы выпишем нормальные формы ростков самой вы-
пуклой оболочки в точках её границы.

Теорема [32], [33]. Росток выпуклой оболочки гладкой за-
мкнутой кривой общего положения в R3 в каждой точке границы
оболочки в подходящих гладких координатах x, y, z является
ростком в нуле одного из следующих шести выпуклых множеств:

1) z ¾ 0;
2) z ¾ |x|;
3) z ¾min2{x, 0};
4) z ¶min

t ∈R

�

t4 + xt2 + yt
	

;

5) z ¾min2{x, y, 0};

6)

¨

z ¾min2{x, y, 0};
x + y ¾ 0.

Отметим, что этот результат воспроизведен в книге [5] с опе-
чаткой. А именно, формула 4 из приведённого выше списка напи-
сана в [5] с неправильным знаком неравенства (действительно,
ростки в нуле замыканий выпуклой и невыпуклой связных ком-
понент дополнения к оборванному ласточкину хвосту (59) не
переводятся друг в друга гладкими заменами координат объем-
лющего пространства).

Замечание. Приложения теории особенностей выпуклых
оболочек к исследованию границы локальной управляемости
(достижимости) управляемой системы общего положения опи-
саны в обзоре [19]. В качестве примера практического исполь-
зования классификации особенностей выпуклых оболочек см.
работу [15], посвященную исследованию фазовых переходов
двухкомпонентных смесей в термодинамике.

Упражнения

1. Опорные плоскости каких типов имеет гладкая замкнутая
кривая общего положения в R3? В каких точках опорных сим-
плексов каких типов росток выпуклой оболочки кривой диффео-
морфен заданному ростку из приведённого выше списка шести
нормальных форм?
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2. Докажите, что для любого натурального N существует глад-
кая замкнутая кривая в R4, некоторые особенности границы вы-
пуклой оболочки которой имеют не менее N функциональных
модулей одной переменной, причём эти особенности неустрани-
мы малой деформацией исходной кривой (см. [33], [35]).
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