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ПРЕДИСЛОВИЕ

Книга состоит из 39 глав и «Дополнения», которое со-
держит очерки, посвящённые избранным темам алгебры,
арифметики и анализа. В конце книги приведён предмет-
ный указатель. Структура книги во многом схожа со струк-
турой моей книги «Задачи по планиметрии», в четвёртом
издании которой тоже появились «Дополнение» и предмет-
ный указатель.

Книга предназначена для школьников, обучающихся
в классах с углублённым изучением математики, и для пре-
подавателей математики. В ней представлены практически
все темы алгебры, арифметики и анализа, которые сей-
час изучаются в математических классах. Некоторая часть
изложенного материала выходит за рамки школьной про-
граммы, но не за рамки программ математических классов.
В основном это те темы, которые традиционно вызывают
большой интерес у школьников: свойства простых чисел,
решение уравнений в целых числах, задачи о взвешивании
монет, решение кубических уравнений, невозможность три-
секции угла.

Для удобства читателя в книге принята подробная руб-
рикация. Задачи распределены по 39 главам, каждая из
которых разбита на несколько параграфов. За основу клас-
сификации приняты методы решения задач, хотя по необ-
ходимости существенную роль играют и внешние признаки
(уравнения, неравенства, многочлены, тригонометрические
функции и т. п.).
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Основное внимание в книге уделено тем идеям, которые
находят применение в современной математике или в дру-
гих областях науки: физике, экономике и т. д.

«Дополнение» состоит из отдельных очерков, посвящён-
ных избранным темам алгебры, арифметики и анализа: ра-
циональная параметризация окружности; суммы квадратов
многочленов; представление чисел в виде суммы двух квад-
ратов; построение правильного 17-угольника; построения
циркулем и линейкой; хроматический многочлен графа;
трансцендентность чисел e и p; неразрешимость в радика-
лах общего уравнения пятой степени; диофантовы уравне-
ния для многочленов; теорема Ван дер Вардена об арифме-
тической прогрессии. В конце приведён словарик, в кото-
ром объяснено происхождение некоторых математических
терминов.

По поводу незнакомых терминов следует обращаться
к предметному указателю. Там можно узнать, на какой
странице определяется соответствующее понятие. Если же
вам встретилось незнакомое обозначение, то следует обра-
титься к списку обозначений на с. 14––15.



НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

НОД — наибольший общий делитель

НОК — наименьшее общее кратное

[x] — целая часть числа x, наибольшее целое число, не пре-
восходящее x

{x} — дробная часть числа x, разность между числом x и его
целой частью

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · . . . · 2n

(2n + 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n + 1)

Ck
n =

n!

k! (n−k)!
— биномиальный коэффициент

≡ — сравнимо по модулю

d |n — d делит n

lim — предел
∑

— знак суммирования
∏

— знак произведения

min{a1, . . . , an} или min(a1, . . . , an)— наименьшее из чисел
a1, . . . , an

max{a1, . . . , an} или max(a1, . . . , an) — наибольшее из чисел
a1, . . . , an

lg — логарифм по основанию 10

ln — логарифм, основанием которого служит число e (нату-
ральный логарифм)

sgn — знак перестановки



Некоторые обозначения 15

sh — гиперболический синус

ch — гиперболический косинус

th — гиперболический тангенс

cth — гиперболический котангенс

Arsh — ареасинус гиперболический

Arch — ареакосинус гиперболический

Arth — ареатангенс гиперболический

Arcth — ареакотангенс гиперболический

f′(x) — производная функции f(x)]
— интеграл



ГЛАВА 1

КВАДРАТНЫЙ ТРЁХЧЛЕН

1.1. Наименьшее значение квадратного трёхчлена

1.1. Докажите, что если x > 0, то x + 1/x > 2.
1.2. а) Докажите, что x(1 − x) 6 1/4. б) Докажите, что

x(a−x) 6 a2/4.
1.3. Докажите, что для чисел a, b, c, заключённых меж-

ду 0 и 1, не могут одновременно выполняться неравенства
a(1− b) > 1/4, b(1− c) > 1/4 и c(1−a) > 1/4.

1.4. При каком x функция f(x) = (x−a1)2 + . . . + (x−an)2

принимает наименьшее значение?
1.5. Пусть x, y, z — положительные числа, сумма кото-

рых равна 1. Докажите, что 1/x + 1/y + 1/z > 9.
1.6. Докажите, что расстояние от точки (x0, y0) до пря-

мой ax + by + c = 0 равно
|ax0 + by0 + c|p

a2 + b2
.

1.7. Пусть a1, . . ., an — неотрицательные числа, причём
a1 + . . . + an = a. Докажите, что

a1a2 + a2a3 + . . . + an−1an 6 a2/4.

1.2. Дискриминант

1.8. а) Пусть a, b, c — вещественные числа. Докажите,
что квадратное уравнение

(x−a)(x− b) + (x− b)(x− c) + (x− c)(x−a) = 0

имеет вещественный корень.
б) Докажите, что (a + b + c)2 > 3(ab + bc + ca).
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1.9. Пусть a1, . . ., an, b1, . . ., bn — вещественные числа.
Докажите неравенство Коши

(a1b1 + . . . + anbn)2 6 (a2
1 + . . . + a2

n)(b2
1 + . . . + b2

n).

1.10. Докажите, что если (a + b + c)c < 0, то b2
> 4ac.

1.3. Разные задачи

1.11. а) Золотым сечением называют деление отрезка на
две части, при котором весь отрезок относится к большей
части, как бо́льшая часть к меньшей. Чему равно при этом
отношение меньшей части к большей?

б) Пусть a — основание равнобедренного треугольника
с углом при основании 72◦, b — его боковая сторона. До-
кажите, что отрезки a и b делят отрезок a + b в золотом
сечении.

1.12. Докажите, что квадратный трёхчлен ax2 + bx + c

принимает целые значения при всех целых x тогда и только
тогда, когда числа 2a, a + b и c целые.

1.13. У уравнений x2 + ax + b =0 и x2 + cx + d =0 нет кор-

ней, меньших x0. Докажите, что у уравнения x2 +
a + c

2
x +

+
b + d

2
= 0 тоже нет корней, меньших x0.

1.14. Докажите, что если уравнения с целыми коэффи-
циентами

x2 + p1x + q1 = 0,

x2 + p2x + q2 = 0

имеют общий нецелый корень, то p1 = p2 и q1 = q2.
1.15. Докажите, что если при любом положительном p

все корни уравнения ax2 +bx+c+p=0 действительны и по-
ложительны, то коэффициент a равен нулю.

1.16. а) Трёхчлен ax2 + bx + c при всех целых x является
точной четвёртой степенью. Докажите, что тогда a = b = 0.

б) Трёхчлен ax2 + bx + c при всех целых x является точ-
ным квадратом. Докажите, что тогда ax2 +bx+c=(dx+e)2.
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1.17. Пусть x1 и x2 — корни квадратного уравнения x2 +
+ ax + b = 0, sn = xn

1 + xn
2. Докажите, что

sn

n
=

∑

m

(−1)n+m (n−m−1)!

m! (n− 2m)!
an−2mbm,

где суммирование ведётся по всем целым числам m, для
которых 0 6 m 6 n/2 (формула Варинга).

1.4. Теорема о промежуточном значении

При решении задач о квадратном трёхчлене часто бывает по-
лезно следующее утверждение, которое называют теоремой
о промежуточном значении для квадратного трёхчлена. Пусть
f(x) = ax2 + bx + c, где a 6= 0. Если f(a)f(b) 6 0, то на отрезке
[a, b] лежит по крайней мере один корень квадратного уравне-
ния ax2 + bx + c = 0.

Для f(x) = f(x) − y(x) это означает, что если, например,f(a) > y(a) и f(b) 6 y(b), то на отрезке [a, b] есть точка x0,
для которой f(x0) =y(x0).

1.18. Докажите теорему о промежуточном значении для
квадратного трёхчлена.

1.19. Пусть a— корень уравнения x2 + ax + b =0, b— ко-
рень уравнения x2 −ax−b =0. Докажите, что между числа-
ми a и b есть корень уравнения x2 −2ax−2b = 0.

1.20. Квадратный трёхчлен f(x) имеет два вещественных
корня, разность которых не меньше натурального числа n>

>2. Докажите, что квадратный трёхчлен f(x) + f(x +1) + . . .

. . . + f(x + n) имеет два вещественных корня.
1.21. Даны уравнения ax2 + bx + c = 0 и −ax2 + bx + c = 0.

Докажите, что если x1 — корень первого уравнения, а x2 —

второго, то найдётся корень x3 уравнения
a

2
x2 + bx + c = 0,

для которого либо x1 6 x3 6 x2, либо x1 > x3 > x2.
1.22. Докажите, что на отрезке [−1, 1] квадратный трёх-

член f(x) = x2 + ax + b принимает значение, абсолютная
величина которого не меньше 1/2.

1.23. Докажите, что если |ax2 + bx + c| 6 1/2 при всех
|x|6 1, то |ax2 + bx + c|6 x2 −1/2 при всех |x|> 1.
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1.24. Докажите, что если |ax2 + bx + c|6 1 при |x|6 1, то
|cx2 + bx + a|6 2 при |x|6 1.

1.5. Уравнение касательной к конике

1.25. Найдите уравнение касательной к конике ax2 +
+ bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 в точке (x0, y0).

1.26. а) Докажите, что касательная в точке (x0, y0) к эл-
липсу (или гиперболе) ax2 + by2 = 1 задаётся уравнением
ax0x + by0y = 1.

б) Докажите, что касательная в точке (x0, y0) к гипербо-
ле xy = a задаётся уравнением x0y + y0x = 2a.

1.6. Результант

1.27. Докажите, что квадратные уравнения x2 +p1x+q1 =
= 0 и x2 + p2x + q2 = 0 имеют общий корень (возможно
комплексный) тогда и только тогда, когда

(q2 − q1)2 + (p1 − p2)(p1q2 − q1p2) = 0.

Выражение (q2 − q1)2 + (p1 − p2)(p1q2 − q1p2) называют
результантом квадратных трёхчленов x2 + p1x + q1 и x2 +
+ p2x + q2.

1.28. Докажите, что если числа p1, p2, q1, q2 удовлетво-
ряют неравенству (q2 − q1)2 + (p1 − p2)(p1q2 − q1p2) < 0, то
квадратные трёхчлены x2 + p1x + q1 и x2 + p2x + q2 имеют
вещественные корни и между корнями каждого из них ле-
жит корень другого.

Решения

1.1. При x > 0 данное неравенство эквивалентно неравенству
x2 − 2x + 1 > 0, т. е. (x−1)2

> 0.
1.2. а) Квадратный трёхчлен x2 −x принимает наименьшее зна-

чение при x = 1/2; оно равно −1/4.
б) Квадратный трёхчлен x2 − ax принимает наименьшее значе-

ние при x = a/2; оно равно −a2/4.
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1.3. Согласно задаче 1.2 б) a(1−a)61/4, b(1−b)61/4, c(1−c)6

6 1/4. Поэтому

a(1− b)b(1− c)c(1−a) = a(1− a)b(1− b)c(1− c) 6 (1/4)3.

1.4. Ясно, что f(x) = nx2 − 2(a1 + . . . + an)x + a2
1 + . . . + a2

n. Этот
квадратный трёхчлен принимает наименьшее значение при x =

=
a1 + . . . + an

n
.

1.5. По условию
1

x
=

x + y + z

x
= 1 +

y

x
+

z

x
. Такие же выражения

можно написать для 1/y и 1/z. Согласно задаче 1.2 y/x + x/y > 2.
Написав ещё два аналогичных неравенства, получим требуемое.

1.6. Пусть точка (x, y) лежит на прямой ax + by + c = 0. Тогда

y =−ax + c

b
, поэтому

(x−x0)2 + (y−y0)2 = (x−x0)2 +
“

ax + c

b
+ y0

”2
=

=
a2 + b2

b2 x2 + 2
“
−x0 +

ac

b2 +
ay0

b

”
x + x2

0 +
c2

b2 +
2cy0

b
+ y2

0.

Минимальное значение полученного квадратного трёхчлена равно

− b2

a2 + b2

“
−x0 +

ac

b2 +
ay0

b

”2
+ x2

0 +
c2

b2 +
2cy0

b
+ y2

0 =
(ax0 + by0 + c)2

a2 + b2 .

1.7. Пусть x = a1 + a3 + a5 + . . . Тогда a − x = a2 + a4 + a6 + . . .
Поэтому согласно задаче 1.2 б)

a2/4 > x(a−x) = (a1 + a3 + a5 + . . .)(a2 + a4 + a6 + . . .) >

> a1a2 + a2a3 + . . . + an−1an.

1.8. а) Пусть для определённости a6 b6 c. Тогда при x=b левая
часть уравнения принимает значение (b−c)(b−a)60. А при очень
больших x левая часть положительна, поэтому уравнение имеет
вещественный корень.

б) Достаточно заметить, что дискриминант рассматриваемого
в а) уравнения неотрицателен.

1.9. Квадратный трёхчлен (a1x + b1)2 + . . . + (anx + bn)2 неотри-
цателен при всех x, поэтому его дискриминант неположителен.
Вычислив дискриминант, получаем требуемое.

1.10. Рассмотрим квадратный трёхчлен f(x) = x2 + bx + ac. По
условию f(c) < 0. Коэффициент при x2 положителен, поэтому рас-
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сматриваемый квадратный трёхчлен имеет два вещественных кор-
ня. Следовательно, его дискриминант D = b2 − 4ac положителен.

1.11. а) О т в е т:

√
5−1

2
. Пусть отрезок разделён на два отрез-

ка длиной y и z, причём y < z. Мы имеем золотое сечение тогда

и только тогда, когда
y

z
=

z

y + z
= x, где x — искомое число. Для x

получаем уравнение x(x + 1) =
y

z

y + z

z
= 1. Решая его и отбрасывая

отрицательный корень, получаем x =−1

2
+

√
5

2
.

б) Пусть ABC — треугольник с углами ∠A =36◦, ∠B =∠C =72◦.
Пусть, далее, a = BC и b = AC. Проведём в этом треугольнике бис-
сектрису BK. Тогда ∠KBC = 36◦, поэтому треугольник BCK тоже
равнобедренный с углом при основании 72◦. Кроме того, AK=KB,
поскольку ∠ABK = 36◦ = ∠BAK. Значит, KC = b − a, поэтому ра-

венство
AB

BC
=

BC

KC
записывается в виде

b

a
=

a

b − a
, т. е. b2 − ba = a2.

Следовательно,
a + b

b
=

b

a
, что и требовалось.

1.12. Предположим сначала, что квадратный трёхчлен f(x) =
=ax2 + bx + c принимает целые значения при всех целых x. Тогда,
в частности, число f(0) = c целое. Числа f(±1) − c = a ± b тоже
целые. Значит, число 2a = (a + b) + (a− b) целое.

Предположим теперь, что числа 2a, a+b и c целые. Тогда число
x(ax + b) целое при чётном x. А если x = 2k + 1, то число ax + b =
= 2ka + a + b целое.

1.13. Из условия следует, что если x > x0, то x2 + ax + b > 0
и x2 + cx + d >0. Поэтому если x > x0, то 2x2 + (a + c)x + (b + d) >0.

1.14. Если уравнение с целыми коэффициентами x2 + p1x + q1 =
= 0 имеет нецелый корень x1, то этот корень иррациональный.
Действительно, пусть x1 = m/n — несократимая дробь. Тогда m2 +
+p1mn + q1n2 =0, поэтому m2 делится на n. Но по предположению
числа m и n взаимно простые. Значит, число x1 целое. Получаем
противоречие, следовательно, x1 — иррациональное число.

Таким образом, данные уравнения имеют общий корень x1 =a+
+
√

b, где числа a и b рациональные, а число
√

b иррациональное.
Согласно теореме Виета второй корень первого уравнения равен
−p1 −a−

√
b и при этом q1 = (a+

√
b)(−p1 −a−

√
b). Следовательно,

q1 = (−p1 − 2a)
√

b + r, где число r = −ap1 − a2 − b рациональное.
Поэтому p1 =−2a и q1 = (a +

√
b)(a−

√
b) = a2 − b. Аналогично для

чисел p2 и q2 мы получаем те же самые выражения.
1.15. Предположим, что a > 0. Тогда при больших положи-

тельных p дискриминант D = b2 − 4ac − 4ap отрицателен, поэтому
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данное уравнение вообще не имеет действительных корней. Пред-
положим, что a < 0. Тогда при больших положительных p произ-

ведение корней, равное
c + p

a
, отрицательно.

1.16. а) Ясно, что a > 0 и c > 0. Рассмотрим значения x, рав-
ные 1, 2, . . . , n. Если одно из чисел a или b отлично от нуля,
то трёхчлен ax2 + bx + c при таких x принимает по крайней
мере n/2 различных значений. Эти значения заключены меж-
ду 0 и an2 + |b|n + c. Количество различных точных четвёртых
степеней, заключённых между 0 и an2 + |b|n + c, не превосходит
4
p

an2 + |b|n + c + 1. Поэтому 4
p

an2 + |b|n + c + 1 > n/2, т. е. an2 +

+ |b|n + c > (n/2 − 1)4. При очень больших n такое неравенство
выполняться не может, поскольку (n/2)4 будет гораздо больше,
чем an2.

б) Пусть f(x) =
√

ax2 + bx + c. Тогда

f(x + 1)− f(x) =
(f(x + 1))2 − (f(x))2

f(x + 1) + f(x)
=

a(2x + 1) + b

f(x + 1) + f(x)
,

поэтому lim
x→∞

(f(x+1)−f(x))=
√

a. При целом x число f(x+1)−f(x)

является целым, поэтому
√

a = d, где d — целое число. Кроме
того, при целых x > x0 разность f(x + 1) − f(x) должна быть рав-
на своему предельному значению d. Положим y = x0 + n. Тогда
f(y) = f(x0) + nd при всех натуральных n. Таким образом,

ay2 + by + c = (f(x0) + nd)2 = (dy−dx0 + f(x0))2

для всех y=x0 +n, n — натуральное. Но тогда такое равенство име-
ет место для всех y. Итак, d =

√
a и e = f(x0)−dx0, где x0 — любое

целое число.
1.17. Согласно теореме Виета x1 + x2 =−a и x1x2 = b. При n = 1

и n = 2 требуемое равенство имеет вид x1 + x2 =−a и
1

2
(x2

1 + x2
2) =

=
1

2
a2 − b. Второе равенство легко проверяется. Предположим, что

требуемое равенство доказано для всех натуральных чисел, не пре-
восходящих n− 1, где n > 3. Тогда

sn

n
=

1

n
(−asn−1 − bsn−2) =

n−1

n

X

m

(−1)n+m (n−m−2)!

m! (n−2m− 1)!
an−2mbm +

+
n−2

n

X

m

(−1)n+m−1 (n−m− 3)!

m! (n− 2m−2)!
an−2m−2bm+1.
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Заменив m + 1 на m, вторую сумму можно переписать в виде

n−2

n

X

m

(−1)n+m (n−m−2)!

(m−1)! (n−2m)!
an−2mbm.

Далее,

(n− m− 2)! (n−1)

m! (n−2m− 1)! n
+

(n−m−2)! (n−2)

(m−1)! (n−2m)! n
=

=
(n−m− 2)!

(m−1)! (n− 2m−1)! n

“
n− 1

m
+

n− 2

n− 2m

”
=

(n−m−1)!

m! (n− 2m)!
.

В результате получаем требуемое.
1.18. Если у квадратного трёхчлена нет корней, то все его зна-

чения одного знака. Если у квадратного трёхчлена ровно один
корень, то все его значения одновременно неотрицательны или
неположительны. Если квадратный трёхчлен имеет корни x1 и x2,
где x1 < x2, то его значения при x < x1 и при x > x2 имеют один
знак, а при x1 < x < x2 — другой знак. Поэтому если квадратный
трёхчлен в двух точках принимает значения разных знаков, то
между этими точками лежит x1 или x2.

1.19. Пусть f(x) = x2 − 2ax − 2b. По условию a2 = −aa − b
и b2 = ab+b, поэтому f(a) =a2 +2a2 =3a2 и f(b) =b2 −2b2 =−b2.
Значит, f(a)f(b) 6 0. Поэтому на отрезке [a, b] лежит по крайней
мере один корень квадратного уравнения x2 − 2ax−2b = 0.

1.20. Пусть квадратный трёхчлен f(x) имеет вещественные кор-
ни x1 и x2 =x1 +n+a, где a>0. Для определённости будем считать,
что коэффициент при x2 положителен. Положим x0 = x1 + a/2. То-
гда x0 >x1 и x0 +n6x2. Поэтому f(x0)+f(x0 +1)+ . . .+f(x0 +n)<0.
У квадратного трёхчлена f(x) + . . . + f(x + n) коэффициент при x2

положителен, поэтому при достаточно больших x он принимает
положительные значения.

1.21. При x=x1 и x=x2 трёхчлен
a

2
x2 +bx+c принимает значе-

ния −ax2
1/2 и 3ax2

2/2. Эти значения имеют разные знаки, поэтому
один из корней трёхчлена расположен между x1 и x2.

1.22. Предположим, что |f(x)| < 1/2 при |x| 6 1. Квадратный
трёхчлен g(x) = x2 − 1/2 в точках ±1 и 0 принимает значения
1/2 и −1/2. Поэтому f(±1) < g(±1) и f(0) > g(0). Значит, графики
функций f и g пересекаются по крайней мере в двух точках: одна
точка пересечения лежит на отрезке [−1, 0], а вторая — на отрезке
[0, 1].

Покажем, что графики функций f и g пересекаются лишь
в одной точке. Из равенства x2 + ax + b = x2 − 1/2 следует, что
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ax + b = −1/2. Условие f(0) > g(0) означает, в частности, что
b 6= −1/2. Поэтому уравнение ax + b = −1/2 имеет единственное
решение.

1.23. Достаточно доказать, что ax2 + bx + c 6 x2 − 1/2 (для мно-
гочлена −ax2 −bx−c можно применить аналогичное неравенство).

Пусть f(x)=ax2 +bx+c и g(x)=x2−1/2. Тогда f(0)>g(0)=−1/2
и f(±1) 6 g(±1) = 1/2. Поэтому графики функций f и g имеют две
общие точки над отрезком [−1, 1], а больше двух общих точек
они иметь не могут (если только f и g не совпадают тождест-
венно).

Если f(±1) < g(±1), то неравенство f(x) < g(x) будет выпол-
няться и при |x| > 1. Нужно лишь более аккуратно рассмотреть
случай, когда f(1) = g(1) или f(−1) = g(−1). Неприятности могли
бы возникнуть, например, если f(1)=g(1) и f(x)>g(x) при всех x,
достаточно близких к 1. Но тогда квадратный трёхчлен f(x)−g(x)
строго положителен при x 6=1. В частности, f(−1) > g(−1), чего не
может быть.

1.24. Согласно задаче 1.23 |ay2 + by + c| 6 2y2 − 1 при |y| > 1.
Положим y = 1/x. Тогда

|cx2 + bx + a|= 1

y2 |ay2 + by + c|6 1

y2 (2y2 − 1) 6 2

при |y| > 1, т. е. при 0 < |x| 6 1. Для x = 0 неравенство тоже
выполняется, поскольку оно выполняется для всех x, близких
к нулю.

1.25. Предположим, что точка (x0, y0) принадлежит конике

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0.

Любая прямая, проходящая через точку (x0, y0), задаётся уравне-
нием y − y0 = k(x − x0) (или уравнением x = x0, что соответствует
k =∞). Найдём вторую точку пересечения прямой и коники. Для
этого подставим уравнение прямой в уравнение коники (т. е. заме-
ним в уравнении коники y на k(x −x0) + y0) и вычислим коэффи-
циенты A и B при x2 и x (свободный член C нас интересовать не
будет):

A = a + bk + ck2;

B =−bkx0 + by0 − 2ck2x0 + 2cky0 + d + ke.

Рассматриваемая прямая является касательной к конике то-
гда и только тогда, когда она пересекает конику только в точке
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(x0, y0).* Эквивалентное условие таково: 2x0 =−B/A, т. е.

k(bx0 + 2cy0 + e) =−(2ax0 + by0 + d).

Таким образом, уравнение касательной имеет вид

(x−x0)(2ax0 + by0 + d) + (y−y0)(bx0 + 2cy0 + e) = 0.

По условию точка (x0, y0) принадлежит конике, т. е. ax2
0 + bx0y0 +

+ cy2
0 + dx0 + ey0 + f = 0. Воспользовавшись этим равенством, урав-

нение касательной можно записать в другом виде:

(2ax0 + by0 + d)x + (bx0 + 2cy0 + e)y + dx0 + ey0 + 2f = 0.

1.26. Непосредственно следует из задачи 1.25.
1.27. Пусть x1 — общий корень данных уравнений. Вычитая

одно уравнение из другого, получаем (p1 − p2)x1 = q2 − q1. Если

p1 = p2, то q1 = q2. Если же p1 6= p2, то x1 =
q2 − q1

p1 − p2
. Подставив это

выражение для x1 в любое из двух квадратных уравнений, полу-
чим требуемое соотношение. При p1 = p2 и q1 = q2 это соотношение
тоже выполняется.

Наоборот, пусть (q2−q1)2 +(p1−p2)(p1q2−q1p2)=0. Если p1 =p2,
то q1 = q2; в этом случае уравнения совпадают, поэтому они имеют

общий корень. Если p1 6= p2, то положим x1 =
q2 − q1

p1 − p2
. Легко прове-

рить, что x2
1 + p1x1 + q1 = 0 и x2

1 + p2x1 + q2 = 0.
1.28. Из условия, в частности, следует, что p1 6= p2. Положим

x1 =
q2 − q1

p1 − p2
. Тогда

x2
1 + p1x1 + q1 = x2

1 + p2x1 + q2 =
(q2 − q1)2 + (p1 − p2)(p1q2 − q1p2)

(p1 − p2)2 < 0.

Это означает, что графики функций f1(x) = x2 + p1x + q1 и f2(x) =
= x2 + p2x + q2 пересекаются в точке (x1, y1), где y1 < 0. В таком
случае квадратные трёхчлены x2 + p1x + q1 и x2 + p2x + q2 имеют
вещественные корни и между корнями каждого из них лежит
корень другого.

* Это утверждение не совсем точно. Например, прямые x = x0 и y = y0

пересекают гиперболу xy=1 в одной точке, но не являются касательными.
Однако на самом деле эти прямые пересекают гиперболу ещё и в бесконеч-
но удалённых точках. С учётом бесконечно удалённых точек утверждение
верно.



ГЛАВА 2

УРАВНЕНИЯ

2.1. Замена переменных

2.1. Решите уравнение

(x2 −x−1)3 + (x2 −3x + 2)3 = (2x2 −4x + 1)3.

2.2. Решите уравнение x4 + ax3 + bx2 + ax + 1 = 0.
2.3. Решите уравнение x4 + ax3 + bx2 −ax + 1 = 0.
2.4. Решите уравнение x4 + ax3 + (a + b)x2 + 2bx + b = 0.

2.5. Решите уравнение
1

x2 − 1

(x + 1)2 = 1.

2.2. Угадывание корней

2.6. Решите уравнение
(x2 −x + 1)3

x2(x− 1)2 =
(a2 − a + 1)3

a2(a− 1)2 , где a>1.

2.7. Решите уравнение

1− x

1
+

x(x− 1)

2!
− . . . + (−1)n x(x− 1) . . . (x−n + 1)

n!
= 0.

2.8. Пусть n > 1 — натуральное число. Найдите все поло-
жительные решения уравнения xn −nx + n−1 = 0.

2.3. Уравнения с радикалами

В задачах 2.9––2.15 предполагается, что значения квадратных
корней неотрицательны. При этом нас интересуют только веще-
ственные корни уравнений.

2.9. Решите уравнение
√

2x−6+
√

x + 4 = 5.
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2.10. Решите уравнение

m
√

(1 + x)2 − m
√

(1−x)2 =
m
√

1−x2.

2.11. Решите уравнение

3
√

x2 −9 + 4
√

x2 −16 + 5
√

x2 −25 =
120

x
.

2.12. Решите уравнение x +
√

3 +
√

x = 3.
2.13. Решите уравнение

√

a−
√

a + x = x.
2.14. Решите уравнение

√

x + 3−4
√

x−1 +
√

x + 8−6
√

x−1= 1.

2.15. Решите уравнение 3
√

1−x + 3
√

1 + x = p, где p — про-
извольное вещественное число.

2.4. Разные уравнения

2.16. Решите уравнение

|x + 1| − |x|+ 3|x−1| −2|x−2|= x + 2.

2.17. Решите уравнение x3 − [x] = 3, где [x] означает наи-
большее целое число, не превосходящее x.

Решения

2.1. Положим u=x2−x−1 и v=x2−3x+2. Тогда рассматривае-
мое уравнение запишется в виде u3+v3=(u+v)3, т. е. 3uv(u+v)=0.
Остаётся решить три квадратных уравнения x2−x−1=0, x2−3x+
+ 2 = 0 и 2x2 −4x + 1 = 0.

2.2. Сделайте замену y = x + 1/x.
2.3. Сделайте замену y = x− 1/x.
2.4. Сделайте замену y = 1/x + 1/x2.
2.5. Это уравнение эквивалентно уравнению x4 +2x3 +x2 −2x−

− 1 = 0. Уравнение из задачи 2.4 при a = 2 и b = −1 принимает
именно такой вид.

2.6. Рациональная функция R(x) =
(x2 −x + 1)3

x2(x −1)2 переходит сама

в себя при замене x на 1/x или на 1−x. Поэтому рассматриваемое
уравнение имеет корни a, 1/a, 1−a, 1/(1−a), 1−1/a и a/(1− a).
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При a > 1 все эти шесть чисел различны. Рассматриваемое урав-
нение имеет степень 6, поэтому у него не может быть более шести
корней.

2.7. О т в е т: x = 1, 2, . . . , n. Равенство

1− k

1
+

k(k−1)

2!
− . . . + (−1)k k(k−1) · . . . · 2 · 1

k!
= (1−1)k = 0

показывает, что числа k = 1, 2, . . . , n являются корнями данного
уравнения. Больше n корней это уравнение иметь не может, по-
скольку его степень равна n.

2.8. О т в е т: x = 1. Ясно, что

xn −nx + n−1 = (1 + x + . . . + xn−1 −n)(x−1).

Если x > 1, то 1+ x + . . . + xn−1 −n > 0, а если 0 < x < 1, то 1+ x + . . .
. . . + xn−1 −n < 0.

2.9. Положим y=
√

x + 4. Тогда x=y2 −4, поэтому 2x−6=2y2 −
−14. Таким образом, получаем уравнение

p
2y2 − 14 + y = 5. Пере-

несём y в правую часть и возведём обе части в квадрат. В резуль-
тате получим уравнение y2 + 10y − 39 = 0. Его корни 3 и −13. Но
y>0, поэтому остаётся только корень y=3, которому соответствует
x = 5. Легко проверить, что x = 5 действительно является корнем
рассматриваемого уравнения.

2.10. Ясно, что x 6= ±1. Поэтому можно поделить обе части
уравнения на m

√
1−x2 = m

√
(1−x)(1 + x). В результате получим

уравнение

m

r
1 + x

1−x
− m

r
1−x

1 + x
= 1.

Положим z = m

r
1 + x

1−x
. Для z получаем квадратное уравнение z2 −

− z− 1 = 0. Значит, z =
1±

√
5

2
. При этом x =

zm −1

zm + 1
.

2.11. Выражение в левой части при увеличении x возрастает,
а выражение в правой части убывает. Поэтому уравнение имеет не
более одного решения. Легко проверить, что x = 5 — решение.

2.12. Если x > 1, то x +
p

3 +
√

x > 3, а если x < 1, то x +

+
p

3 +
√

x < 3. Остаётся только корень x = 1.
2.13. Избавляясь от радикалов, приходим к уравнению

x4 −2ax2 −x + a2 − a = 0.
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Относительно a это уравнение квадратное. Решая его, получаем
два решения:

a = x2 + x + 1;

a = x2 −x.

Решая эти квадратные уравнения относительно x, получаем четы-
ре решения:

x1,2 =−1

2
±
r

a− 3

4
;

x3,4 =
1

2
±
r

a +
1

4
.

2.14. О т в е т: 5 6 x 6 10. Заметим, что

x + 3− 4
√

x−1 = (
√

x− 1− 2)2,

x + 8− 6
√

x−1 = (
√

x− 1− 3)2.

Поэтому исходное уравнение можно записать в виде

|
√

x− 1− 2|+ |
√

x−1− 3|= 1

(все корни мы считаем положительными). Рассмотрим по очереди
все возможные случаи.

1.
√

x− 1 − 2 > 0 и
√

x−1 − 3 > 0, т. е. x > 10. В этом случае
уравнение имеет единственное решение x = 10.

2.
√

x− 1− 2 > 0 и
√

x− 1− 3 6 0, т. е. 5 6 x 6 10. В этом случае
получаем тождество, т. е. если 5 6 x 6 10, то x является корнем
данного уравнения.

3.
√

x− 1 − 2 6 0 и
√

x− 1 − 3 6 0, т. е. x 6 5. Уравнение имеет
единственное решение x = 5.

Случай, когда
√

x−1− 2 6 0 и
√

x− 1− 3 > 0, очевидно, невоз-
можен.

2.15. Возведём обе части уравнения в куб:

2 + 3
3
p

1−x2(
3√1−x +

3√1 + x) = p3.

Затем подставим p вместо 3
√

1−x + 3
√

1 + x. В результате получим
уравнение 2 + 3p

3
√

1−x2 = p3, откуда

x =±
r

1−
“

p3 −2

3p

”3
;

Эта формула имеет смысл при p =−1 и 0 < p 6 2. Но при этом мы
применяли неэквивалентные преобразования: потерять корни мы
не могли, но могли приобрести лишние корни.
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Проанализируем более детально наши преобразования. Поло-
жим u = 3

√
1−x, v = 3

√
1 + x. Возведём обе части уравнения u + v = p

в куб (это эквивалентное преобразование). В результате получим
u3 + v3 + 3uv(u + v) = p3. Подставим p вместо u + v. В результате
получим u3 + v3 + 3uvp = p3, т. е. (u + v)3 − p3 − 3uv(u + v − p) = 0.
Запишем (u + v)3 − p3 по формуле для разности кубов: a3 − b3 =
= (a − b)(a2 + ab + b2). Вынеся (u + v − p) за скобку, получим
уравнение

(u + v− p)(u2 + v2 + p2 + up + vp−uv) = 0.

Лишние корни могут быть связаны только с уравнением
(u2 + v2 + p2 + up + vp−uv) = 0, т. е. (u + p)2 + (v + p)2 + (u− v)2 = 0.
Итак, лишние корни могут получиться, только если u = v = −p,
т. е. 3

√
1−x = 3

√
1 + x =−p. Эта система уравнений имеет единствен-

ное решение x = 0, p =−1. Корень x = 0 при p =−1 действительно
лишний.

2.16. О т в е т: x =−2 или x > 2.
Если x > 2, получаем тождество.
Если 1 6 x < 2, получаем уравнение 4x = 8, которое не имеет

корней на данном интервале.
Если 0 6 x < 1, получаем уравнение −2x = 2, которое не имеет

корней на данном интервале.
Если −1 6 x < 0, получаем 0 = 2, чего не может быть.
Если x <−1, получаем корень x =−2.
2.17. О т в е т: x =

3√4.
Пусть [x]=n и x=n+a, где 06a<1. Данное уравнение записы-

вается в виде x3 −x +a= 3. Неравенство 0 6a< 1 показывает, что
2<x3−x63. Если x>2, то x(x2−1)>2 ·3=6, поэтому в этом случае
неравенство x3−x63 не выполняется. Если x<−1, то x(x2−1)<0,
поэтому неравенство 2 < x3 − x не выполняется. Таким образом,
нас интересует случай, когда −1 6 x < 2, т. е. [x] = −1, 0 или 1.
Соответственно получаем уравнения x3 + 1 = 3, x3 = 3, x3 − 1 = 3.
Находим их решения: x =

3√2, x = 3
√

3, x =
3√4. При этом [

3√2] 6=−1,
[3√3] 6= 0 и [3

√
4] = 1, поэтому решением исходного уравнения явля-

ется только 3√4.



ГЛАВА 3

СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

3.1. Нахождение всех решений

В задачах 3.1––3.8 требуется найти все решения указанных си-
стем уравнений.

3.1.







x(y + z) = 35,

y(x + z) = 32,

z(x + y) = 27.

3.2.







x + y + xy = 19,

y + z + yz = 11,

z + x + zx = 14.

3.3.

{

2y = 4−x2,

2x = 4− y2.
3.4.







x + y + z = a,

x2 + y2 + z2 = a2,

x3 + y3 + z3 = a3.

3.5.







1−x1x2 = 0,

1−x2x3 = 0,

1−x3x4 = 0,

................

1−xn−1xn = 0,

1−xnx1 = 0.

3.6.

{

x3 − y3 = 26,

x2y−xy2 = 6.

3.7.







3xyz−x3 − y3 − z3 = b3,

x + y + z = 2b,

x2 + y2 − z2 = b2.

3.8.







x2 + y2 −2z2 =2a2,

x + y +2z =4(a2 +1),

z2 −xy = a2.

3.2. Нахождение вещественных решений

В задачах 3.9––3.14 требуется найти все вещественные решения
указанных систем уравнений.
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3.9.

{
x + y + xy = 2 + 3

√
2,

x2 + y2 = 6.
3.10.

{
x3 + y3 = 1,

x4 + y4 = 1.

3.11.

{
x + y = 2,

xy− z2 = 1.
3.12.







x +
3x−y

x2 + y2 = 3,

y− x + 3y

x2 + y2 = 0.

3.13.







(x3 + x4 + x5)5 = 3x1,

(x4 + x5 + x1)5 = 3x2,

(x5 + x1 + x2)5 = 3x3,

(x1 + x2 + x3)5 = 3x4,

(x2 + x3 + x4)5 = 3x5.

3.14.







2x2
1

1 + x2
1

= x2,

2x2
2

1 + x2
2

= x3,

2x2
3

1 + x2
3

= x1.

3.3. Положительные решения

3.15. Найдите все положительные решения (x1>0, x2 >0,
x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0) системы уравнений







x1 + x2 = x2
3,

x2 + x3 = x2
4,

x3 + x4 = x2
5,

x4 + x5 = x2
1,

x5 + x1 = x2
2.

3.4. Количество решений системы уравнений

3.16. Система уравнений второго порядка
{

x2 − y2 = 0,

(x−a)2 + y2 = 1
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имеет, вообще говоря, четыре решения. При каких значе-
ниях a число решений системы уменьшается до трёх или
до двух?

3.5. Линейные системы уравнений

3.17. Решите систему






x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 = 1,

x1 + 3x2 + 4x3 + 4x4 + 4x5 = 2,

x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 + 6x5 = 3,

x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 8x5 = 4,

x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 5.

3.18. Решите систему уравнений






x1 + x2 + x3 = 6,

x2 + x3 + x4 = 9,

x3 + x4 + x5 = 3,

x4 + x5 + x6 =−3,

x5 + x6 + x7 =−9,

x6 + x7 + x8 =−6,

x7 + x8 + x1 =−2,

x8 + x1 + x2 = 2.

3.19. Пусть a, b, c — попарно различные числа. Решите
систему уравнений







x + ay + a2z + a3 = 0,

x + by + b2z + b3 = 0,

x + cy + c2z + c3 = 0.
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3.20. Пусть a1, . . ., an — попарно различные числа. Дока-
жите, что система линейных уравнений







x1 + . . . + xn = 0,

a1x1 + . . . + anxn = 0,

7a2
1x1 + . . . + a2

nxn = 0,

.........................

an−1
1 x1 + . . . + an−1

n xn = 0

имеет только нулевое решение.
3.21. Найдите все решения системы уравнений

x
(

1− 1

2n

)

+ y
(

1− 1

2n+1

)

+ z
(

1− 1

2n+2

)

= 0,

где n = 1, 2, 3, 4, . . .

3.22. Дано 100 чисел a1, a2, a3, . . ., a100, удовлетворяю-
щих следующим условиям:







a1 −3a2 + 2a3 > 0,

a2 −3a3 + 2a4 > 0,

a3 −3a4 + 2a5 > 0,

......................

a99 −3a100 + 2a1 > 0,

a100 −3a1 + 2a2 > 0.

Докажите, что все числа ai равны между собой.
3.23. Решите систему






10x1 + 3x2 + 4x3 + x4 + x5 = 0,

11x2 + 2x3 + 2x4 + 3x5 + x6 = 0,

15x3 + 4x4 + 5x5 + 4x6 + x7 = 0,

2x1 + x2 − 3x3 + 12x4 − 3x5 + x6 + x7 = 0,

6x1 − 5x2 + 3x3 − x4 + 17x5 + x6 = 0,

3x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 + x5 −16x6 + 2x7 = 0,

4x1 − 8x2 + x3 + x4 − 3x5 +19x7 = 0.
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3.24. Докажите, что система уравнений






x1 −x2 = a,

x3 −x4 = b,

x1 + x2 + x3 + x4 = 1

имеет хотя бы одно положительное решение (x1 > 0, x2 > 0,
x3 > 0, x4 > 0) тогда и только тогда, когда |a|+ |b|< 1.

3.25. Имеется система уравнений






*x + *y + *z = 0,

*x + *y + *z = 0,

*x + *y + *z = 0.

Два человека поочерёдно вписывают вместо звёздочек чис-
ла. Докажите, что начинающий всегда может добиться то-
го, чтобы система имела ненулевое решение.

Решения

3.1. Данная система линейна относительно неизвестных x1 =yz,
y1 = xz, z1 = xy. Чтобы найти x1, нужно сложить два последних
уравнения и вычесть из них первое уравнение. В результате полу-
чим x1 =(32+27−35)/2=12. После этого находим y1 =15 и z1 =20.

Итак, yz = 12, xz = 15, xy = 20. Поэтому x2 =
(xy)(xz)

yz
=

20 · 15

12
=

=25, т. е. x=±5. Кроме того, y=20/x=±4 и z=15/x=±3. В итоге
получаем два решения (5, 4, 3) и (−5, −4, −3).

3.2. Данную систему можно переписать в виде x1y1 = 20, y1z1 =
= 12, x1z1 = 15, где x1 = x + 1, y1 = y + 1, z1 = z + 1. Поэтому
(x1, y1, z1) = (5, 4, 3) или (−5, −4, −3), т. е. (x, y, z) = (4, 3, 2)
или (−6, −5, −4).

3.3. Вычтя из первого уравнения второе, получим 2(y − x) =
= y2 − x2 = (y − x)(y + x). Значит, либо y = x, либо y + x = 2.
Если y = x, то 2x = 4 − x2, т. е. x = −1 ±

√
5. Если y + x = 2, то

2(2 − x) = 4 − x2, т. е. x2 = 2x. В результате получаем четыре ре-
шения: (−1 +

√
5, −1 +

√
5), (−1−

√
5, −1−

√
5), (0, 2), (2, 0).

3.4. О т в е т: (0, 0, a), (0, a, 0) и (a, 0, 0).
Тождество (x + y + z)2 − (x2 + y2 + z2) = 2(xy + yz + xz) показы-

вает, что
xy + yz + xz = 0. (1)
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Тождество (x + y + z)3 − (x3 + y3 + z3) = 3(x + y)(y + z)(z + x) по-
казывает, что (x + y)(y + z)(z + x) = 0. Учитывая равенство (1),
получаем xyz = (xy + yz + xz)(x + y + z) − (x + y((y + z)(z + x) = 0.
Если x = 0, то равенство(1) показывает, что yz = 0. Поэтому либо
y = 0 и z = a, либо z = 0 и y = a. Аналогично разбираются осталь-
ные варианты. В итоге получаем следующие решения: (0, 0, a),
(0, a, 0) и (a, 0, 0).

3.5. О т в е т: x1 = x2 = . . . = xn =±1 при нечётном n, x1 = x3 = . . .
. . . = xn−1 = a и x2 = x4 = . . . = xn = 1/a (a 6= 0) при чётном n.

Пусть n нечётно. Ясно, что x2 6= 0, поэтому из первого и второ-
го уравнений получаем x1 = x3. Из второго и третьего уравнений
получаем x2 = x4 и т. д. Кроме того, из первого и последнего урав-
нений получаем xn = x2. В итоге получаем x1 = x3 = . . . = xn = x2 =
= x4 = . . . = xn−1. Поэтому из первого уравнения получаем x2

1 = 1,
т. е. x1 = ±1. Очевидно, что оба указанных в ответе набора зна-
чений неизвестных действительно являются решениями системы.

При чётном n точно так же получаем x1 = x3 = . . . = xn−1, x2 =
= x4 = . . . = xn−2 и x2 = xn. Очевидно, что такие наборы чисел
являются решениями данной системы уравнений.

3.6. Пусть y = kx. Сразу отметим, что k 6= 1. Из уравнений

x3 − k3x3 = 26,

kx3y−k2x3 = 6

получаем x3 =
26

1− k3 и x3 =
6

k− k2 . Следовательно,

26

1− k3 =
6

k − k2 .

Это уравнение можно умножить на 1 − k. В результате получим

26

1 + k + k2 =
6

k
,

откуда k = 3 или 1/3. Поэтому x3 =−1 или x3 = 27. В итоге полу-

чаем следующие решения: (−1, −3),
“1± i

√
3

2
,

3

2
(1± i

√
3)
”

, (3, 1),
“−3± 3i

√
3

2
,

1

2
(−1± i

√
3)
”

.

3.7. Рассмотрим сначала случай, когда b = 0. В этом случае
последние два уравнения запишутся в виде z=−x−y и z2 =x2 +y2.
Возведя первое из них в квадрат, получим xy = 0. Значит, x = 0,
z =−y или y = 0, z =−x. Первое уравнение исходной системы при
этом выполняется.
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Рассмотрим теперь случай, когда b 6= 0. Воспользуемся тожде-
ством

3xyz−x3 −y3 − z3 = (x + y + z)(xy + yz + xz−x2 − y2 − z2).

Из первого и второго уравнений следует, что xy+yz+xz−x2 −y2 −
− z2 =

b2

2
. Возведя в квадрат уравнение x + y + z = 2b, получим

x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz = 4b2. Следовательно, x2 + y2 + z2 = b2

и xy + yz + xz =
3

2
b2. Сравнивая первое из этих уравнений с по-

следним уравнением исходной системы, получаем z = 0. Таким

образом, x2 + y2 = b2 и xy =
3

2
b2. Решая эту систему уравнений,

находим x =

„
1±

r
−1

2

«
b, y =

„
1∓

r
−1

2

«
b.

3.8. Запишем эти уравнения следующим образом:
8
><
>:

x2 + y2 = 2z2 + 2a2,

x + y = 4(a2 + 1)−2z,

−xy = a2 − z2.

Второе уравнение возведём в квадрат, прибавим к нему третье
уравнение, умноженное на 2, и вычтем первое уравнение. В ре-
зультате получим:

0 = 16(a2 + 1)2 −16(a2 + 1)z,

т. е. z=a2 +1. Теперь второе и третье уравнения записываются так:
(

x + y = 2(a2 + 1),

xy = a4 + a2 + 1.

Решение этой системы сводится к решению квадратного уравне-
ния; решая его, находим

x = a2 ± a + 1, y = a2 ∓ a + 1.

3.9. Пусть u = x + y и v = xy. Тогда u + v = 2 + 3
√

2 и u2 −2v = 6,
поэтому u2 + 2u = 6 + 2(2 + 3

√
2) = 10 + 6

√
2. Значит, u = −1 ±

±
p

11 + 6
√

2=−1±(3+
√

2), т. е. u=2+
√

2 или −4−
√

2. При этом
v = 2+ 3

√
2−u = 2

√
2 или 6+ 4

√
2. Если u =−4−

√
2 и v = 6+ 4

√
2,

то (x − y)2 = (x + y)2 − 4xy = (4 +
√

2)2 − 4(6 + 4
√

2) < 0. Поэтому
x + y = 2 +

√
2 и xy = 2

√
2. Эта система уравнений имеет два реше-

ния: (x, y) = (2,
√

2) или (
√

2, 2). Оба они являются решениями
исходной системы уравнений.
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3.10. Из второго уравнения следует, что если x = 0 или ±1, то
y =±1 или 0. Ясно также, что x 6=−1 и y 6=−1. Поэтому решений
такого вида ровно два: x = 0, y = 1 и x = 1, y = 0. Покажем, что
других решений нет.

Нас интересует случай, когда 0 < |x|, |y| < 1. В таком случае
|x|3 + |y|3 <x4 +y4 =1. Поэтому если числа x и y оба положительны,
то решений нет. Если оба эти числа отрицательны, то решений то-
же нет. Пусть теперь, например, x>0 и y<0. Тогда x3 +y3

<x3
<1.

В этом случае решений тоже нет.
3.11. Из второго уравнения следует, что xy > 1. Числа x и y

не могут быть оба отрицательны, поскольку их сумма равна 2.
Значит, числа x и y положительны и x + y > 2

√
xy > 2, причём

равенство x + y = 2 возможно лишь в том случае, когда x = y = 1.
В таком случае z = 0.

3.12. Умножим первое уравнение на y, второе на x и сло-
жим полученные уравнения. В результате получим 2xy − 1 = 3y.

В частности, y 6= 0, поэтому x =
3

2
+

1

2y
. Подставив это выражение

во второе уравнение, после несложных преобразований получим
4y4 − 3y2 − 1 = 0. Учитывая, что y2

> 0, получаем y2 = 1, т. е. y1 = 1
и y2 =−1. Этим значениям y соответствуют x1 = 2 и x2 = 1.

3.13. После циклической перенумерации неизвестных можно
считать, что x1 > xi (i = 2, 3, 4, 5). Функция f(x) = x5 монотонно
возрастающая, поэтому 3x2 = (x4 + x5 + x1)5

> (x3 + x4 + x5)5 = 3x1.
Значит, x1 = x2 и x3 = x1. Кроме того, 3x4 = (x1 + x2 + x3)5

>

> (x5 + x1 + x2)5 = 3x3. Значит, x4 = x3 и x5 = x3.
Мы получили, что x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = x. Это число x должно

удовлетворять уравнению (3x)5 =3x. Получаем три решения: x=0
или ±1/3.

3.14. У рассматриваемой системы есть решение x1 = x2 = x3 = 0.
Ясно также, что если одно из чисел x1, x2, x3 равно нулю, то равны
нулю и остальные два числа. Поэтому будем предполагать, что

x1x2x3 6= 0. Тогда уравнения можно записать в виде 1 +
1

x2
1

=
2

x2
,

1 +
1

x2
2

=
2

x3
, 1 +

1

x2
3

=
2

x1
. Сложив эти уравнения, получаем

“
1− 1

x1

”2
+
“

1− 1

x2

”2
+
“

1− 1

x3

”2
= 0.

Значит, x1 = x2 = x3 = 1.
3.15. Пусть xmin = xi — наименьшее из чисел x1, . . . , x5, xmax =

= xj — наибольшее. Тогда x2
min = xi−2 + xi−1 > 2xmin (здесь подра-

зумевается, что x0 = x5 и x−1 = x4) и x2
max = xj−2 + xj−1 6 2xmax.
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Числа xmin и xmax положительны, поэтому xmin > 2 > xmax. Следо-
вательно, xmin = xmax = 2.

3.16. О т в е т: число решений уменьшается до трёх при a=±1,
число решений уменьшается до двух при a =±

√
2.

Из первого уравнения получаем y =±x. Подставив это выраже-
ние во второе уравнение, получим

(x− a)2 + x2 = 1. (1)

Число решений системы уменьшается до трёх, если одно из ре-
шений уравнения (1) обращается в нуль. Подставив в (1) x = 0,
получим a2 = 1, т. е. a =±1. Число решений системы уменьшается
до двух, если уравнение (1) имеет единственный корень (т. е. два
совпадающих корня). Приравнивая нулю дискриминант уравне-
ния (1), получаем a =±

√
2.

3.17. О т в е т: x1 = x3 = x5 = 1, x2 = x4 =−1.
Запишем сначала первое уравнение, потом второе, из которого

вычтено первое, потом третье, из которого вычтено второе, и т. д.:
8
>>>>><
>>>>>:

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 = 1,

x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 = 1,

x3 + 2x4 + 2x5 = 1,

x4 + 2x5 = 1,

x5 = 1.

Теперь можно последовательно найти x5, x4, x3, x2, x1.
3.18. О т в е т: x1 = −x8 = 1, x2 = −x7 = 2, x3 = −x6 = 3, x4 =

=−x5 = 4.
Сложив все уравнения, получим 3(x1 + x2 + . . . + x8) = 0. За-

тем сложим первое уравнение, четвёртое и седьмое. В результате
получим 2x1 + x2 + x3 + . . . + x8 = 1, а значит, x1 = 1. Остальные
неизвестные находятся аналогично.

3.19. Рассмотрим многочлен P(t)=t3 +t2z+ty+x. Попарно раз-
личные числа a, b, c являются корнями многочлена P(t). Поэтому
P(t) = (t − a)(t − b)(t − c), а значит, x = −abc, y = ab + bc + ca,
z =−(a + b + c).

3.20. Пользуясь тем, что числа a1, . . . , an попарно различны,
построим многочлен P(t), который равен 0 при t = a2, . . . , an и ра-
вен 1 при t = a1. Для этого положим P(t) = l(t − a2) . . . (t− an), гдеl(a1 − a2) . . . (a1 − an) = 1, т. е. l=

1

(a1 − a2) . . . (a1 − an)
.

Запишем многочлен P(t) в виде P(t) = p0 + p1t + . . . + pn−1tn−1.
Умножим первое уравнение из рассматриваемой системы на p0,



40 Глава 3. Системы уравнений

второе на p1, . . . , последнее на pn−1. Сложив все эти уравнения, по-
лучим P(a1)x1 + P(a2)x2 + . . . + P(an)xn =0, т. е. x1 =0. Аналогично
доказывается, что x2 = 0, . . . , xn = 0.

З а м е ч а н и е. Более общее утверждение доказано в решении
задачи 10.35.

3.21. О т в е т: y =−3x, z = 2x (x — произвольное число).
Докажем, что указанная бесконечная система уравнений экви-

валентна системе двух уравнений:

x + y + z = 0,

4x + 2y + z = 0.

Во-первых, если мы вычтем из первого уравнения второе урав-

нение, умноженное на
1

2n+2 , то получим n-е уравнение исходной

системы. Во-вторых, уже из первых двух уравнений исходной си-
стемы

x
“

1− 1

2

”
+ y
“

1− 1

4

”
+ z
“

1− 1

8

”
= 0,

x
“

1− 1

4

”
+ y
“

1− 1

8

”
+ z
“

1− 1

16

”
= 0

следуют указанные два уравнения. Действительно, вычтя из пер-
вого уравнения второе, получим x/4+y/8+z/16=0. Прибавив это
уравнение ко второму уравнению, получим x + y + z = 0.

3.22. Сложим все эти неравенства. Коэффициент при ak ока-
жется равным 1 − 3 + 2 = 0. Таким образом, у нас есть набор
неотрицательных чисел a1 −3a2 +2a3, . . . , сумма которых равна 0.
Значит, каждое из чисел равно 0, т. е. у нас есть система не нера-
венств, а уравнений. Эти уравнения удобно переписать в виде

(a1 −a2) + 2(a3 − a2) = 0,

(a2 −a3) + 2(a4 − a3) = 0,

............................

(a100 −a1) + 2(a2 − a1) = 0.

Из этих уравнений последовательно получаем a2 −a3 = (a1 −a2)/2,
a3 −a4 = (a2 − a3)/2 = (a1 − a2)/22, . . . , a1 −a2 = (a100 − a1)/2 = (a1 −
− a2)/2100. Последнее равенство возможно лишь при a1 = a2. Но
тогда a2 = a3, a3 = a4, . . . , a100 = a1.

3.23. О т в е т: x1 = x2 = . . . = x7 = 0.
Запишем уравнения рассматриваемой системы в виде

7P
i=1

aijxi =

= 0. Коэффициенты aij обладают следующим свойством: |ajj | >

>
P
i6=j

|aij | для каждого j. Пусть x1, . . . , x7 — решение рассматривае-
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мой системы. Предположим, что хотя бы одно из чисел x1, . . . , x7

отлично от нуля. Пусть xk — наибольшее по абсолютной вели-
чине из этих чисел. Тогда |akkxk | >

˛̨
˛
P
i6=k

aikxi

˛̨
˛, поэтому равенство

7P
i=1

aikxi = 0 не может выполняться. Приходим к противоречию.

3.24. Если a>0, то запишем первое уравнение в виде x1 =x2 +a,
а если a < 0, то запишем его в виде x2 = x1 − a. Во втором случае
сделаем замену x′

1 =x2, x′
2 =x1. Таким образом, можно считать, что

x1 =x2 +a и a>0. Аналогично можно считать, что x3 =x4 +b и b>0.
Поэтому если данная система имеет положительное решение, то
1= x1 + x2 + x3 + x4 = 2x2 + 2x4 + a + b > a + b (если хотя бы одно из
чисел a, b отрицательное, то мы получаем неравенство 1> |a|+ |b|).

Предположим теперь, что a + b < 1, причём числа a и b неотри-
цательные. Тогда можно положить x2 =x4 =(1−a−b)/4, x1 =x2 +a,
x3 = x4 + b. В результате получим положительное решение данной
системы.

3.25. Начинающий первым ходом записывает произвольный
коэффициент при z в первом уравнении. Затем на ход второго он
отвечает следующим образом. Если второй записывает какой-то
коэффициент при x или при y, то первый записывает в том же
самом уравнении при y или при x такой же коэффициент. Если
же второй записывает какой-то коэффициент при z, то первый
записывает произвольный коэффициент при z в оставшемся урав-
нении. Полученная система имеет решение (1, −1, 0).



ГЛАВА 4

ДЕЛИМОСТЬ

4.1. Чёт и нечет

4.1. Можно ли в равенстве 1*2*3* . . .*10=0 вместо звёз-
дочек поставить знаки плюс и минус так, чтобы получилось
верное равенство?

4.2. Докажите, что количество различных делителей на-
турального числа n (включая 1 и само число) нечётно тогда
и только тогда, когда это число является полным квадратом.

4.3. Пусть a1, . . ., a2n+1 — целые числа, b1, . . ., b2n+1 — те
же самые числа, но записанные в другом порядке. Докажи-
те, что хотя бы одно из чисел ak − bk, k = 1, 2, . . ., 2n + 1,
чётно.

4.4. Пусть a, b, c—целые числа, причём a 6=0. Докажите,
что если квадратное уравнение ax2 + bx + c = 0 имеет раци-
ональный корень, то по крайней мере одно из чисел a, b, c

чётно.
4.5. Докажите, что многочлен с целыми коэффициен-

тами

a0xn + a1xn−1 + . . . + an−1x + an,

принимающий при x=0 и x=1 нечётные значения, не имеет
целых корней.

4.6. Даны два многочлена от переменной x с целыми
коэффициентами. Произведение их есть многочлен от пе-
ременной x с чётными коэффициентами, не все из которых
делятся на 4. Докажите, что в одном из многочленов все ко-
эффициенты чётные, а в другом — хотя бы один нечётный.
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4.7. В числовом треугольнике каждое число равно сумме
чисел предыдущей строки, расположенных над этим чис-
лом и над его соседями справа и слева (если таких чисел
нет, то они считаются равными нулю):

1
1 1 1

1 2 3 2 1
1 3 6 7 6 3 1

1 4 10 16 19 16 10 4 1

Докажите, что в каждой строке, начиная с третьей, найдут-
ся чётные числа.

4.2. Алгоритм Евклида и основная теорема арифметики

Натуральное число p > 1 называют простым, если его нельзя
представить в виде произведения двух натуральных чисел, каж-
дое из которых отлично от 1. Натуральное число n >1 называют
составным, если оно не простое. Если натуральное число n
составное, то n = n1n2, где n1 < n и n2 < n. Поэтому любое нату-
ральное число n > 1 можно разложить на простые множители.
Это утверждение составляет лёгкую часть так называемой ос-
новной теоремы арифметики. Трудная часть основной теоремы
арифметики — однозначность такого разложения (с точностью
до перестановки множителей). Чтобы её доказать, можно вос-
пользоваться алгоритмом Евклида, который часто бывает поле-
зен и в других ситуациях.

Пусть a и b — натуральные числа, причём a 6 b. Тогда су-
ществуют целые неотрицательные числа q и r, для которых
b = qa + r и r < a (деление с остатком). Алгоритм Евклида за-
ключается в следующем. Пусть a0 и a1 — натуральные числа,
причём a0 > a1. Поделим a0 на a1 с остатком: a0 = q1a1 + a2;
затем поделим a1 на a2 с остатком: a1 = q2a2 + a3 и т. д. В конце
концов получим ak−1 = qkak. Все числа a0, a1, . . . , ak имеют вид
ma0 + na1, где m и n — целые числа. Поэтому, в частности, ak

делится на любой общий делитель чисел a0 и a1. С другой сторо-
ны, ak−2 = qk−1ak−1 + ak = (qk−1qk + 1)ak и т. д., поэтому числа a0

и a1 делятся на ak. Это означает, что ak —наибольший общий де-
литель чисел a0 и a1. В частности, наибольший общий делитель
чисел a0 и a1 можно представить в виде ma0 + na1, где m и n —
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целые числа. Алгоритм Евклида — это алгоритм нахождения
наибольшего общего делителя двух чисел. Наибольший общий
делитель чисел a и b мы будем обозначать НОД(a, b).

4.8. Пусть bc делится на a и НОД(a, b) = 1. Докажите,
что c делится на a.

4.9. Докажите основную теорему арифметики.

4.10. Докажите, что дробь
21n + 4

14n + 3
несократима ни при

каких натуральных n.
4.11. Последовательность натуральных чисел a1, a2, . . .

такова, что НОД(am, an) =НОД(am−n, an) для любых m > n.
Докажите, что НОД(am, an) = ad, где d = НОД(m, n).

4.12. Докажите, что для любого натурального a и лю-
бых натуральных m и n НОД(am − 1, an − 1) = ad − 1, где
d = НОД(m, n).

4.3. Разложение на простые множители

4.13. Пусть p/q — несократимая дробь, p и q — натураль-

ные числа. Положим f
(

p

q

)

=
p2q2

q1 . . . qn
, где q1, . . ., qn — различ-

ные простые делители числа q. Докажите, что f — взаимно
однозначное отображение множества положительных раци-
ональных чисел на множество всех натуральных чисел.

4.4. Признаки делимости

4.14. Пусть anan−1 . . . a1a0 — десятичная запись некоторо-
го числа.

а) Докажите, что это число делится на 3 тогда и только
тогда, когда a0 + a1 + . . . + an делится на 3.

б) Докажите, что это число делится на 9 тогда и только
тогда, когда a0 + a1 + . . . + an делится на 9.

в) Докажите, что это число делится на 11 тогда и только
тогда, когда a0 −a1 + a2 −a3 + . . . + (−1)nan делится на 11.

4.15. В десятичной записи целого числа есть 300 единиц,
а остальные цифры — нули. Может ли это число быть пол-
ным квадратом?
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4.16. Имеются семь жетонов с цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Докажите, что ни одно семизначное число, составленное
посредством этих жетонов, не делится на другое.

4.17. Пусть anan−1 . . . a1a0 — десятичная запись некоторо-
го числа. Заменим это число на anan−1 . . . a1 + 2a0. Получен-
ное число снова преобразуем по такому же правилу и т. д.
до тех пор, пока не получится число, не превосходящее 19.
Докажите, что исходное число делится на 19 тогда и только
тогда, когда в итоге получается 19.

4.18. Пусть anan−1 . . . a1a0 — десятичная запись некоторо-
го числа. Заменим это число на anan−1 . . . a1 − 2a0. Докажи-
те, что исходное число делится на 7 тогда и только тогда,
когда полученное число делится на 7.

4.5. Наибольший общий делитель
и наименьшее общее кратное

4.19. а) Докажите, что НОД(a, b) =
ab

НОК(a, b)
.

б) Докажите, что

НОД(a, b, c) =
abc НОК(a, b, c)

НОК(a, b) НОК(b, c) НОК(c, a)
.

(Общая формула приведена в задаче 14.26.)
в) Докажите, что

НОК(a, b, c) =
abc НОД(a, b, c)

НОД(a, b) НОД(b, c) НОД(c, a)
.

4.20. Докажите, что

НОД(a, НОД(b, c)) = НОД(НОД(a, b), c) = НОД(a, b, c).

4.21. Докажите, что
НОК(a, a + b)

НОК(a, b)
=

a + b

b
.

4.22. Натуральные числа a и b взаимно просты. Докажи-
те, что НОД(a + b, a2 + b2) = 1 или 2.
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4.23. Докажите, что наибольший общий делитель суммы
двух чисел и их наименьшего общего кратного равен наи-
большему общему делителю самих чисел.

4.24. Докажите, что наименьшее общее кратное n нату-
ральных чисел a1 < a2 < . . . < an не меньше na1.

4.25. Функция f(a, b), определённая для всех натураль-
ных a и b, обладает следующими свойствами: (1) f(a, a)=a;
(2) f(a, b)=f(b, a); (3) (a+b)f(a, b)=bf(a, a+b). Докажите,
что f(a, b) = НОК(a, b).

4.26. Дано несколько натуральных чисел, каждое из ко-
торых меньше натурального числа N > 4. Наименьшее об-
щее кратное любых двух из них больше N. Докажите, что
сумма обратных величин этих чисел меньше 2.

4.6. Делимость нацело

4.27. Докажите, что 72n −52n делится на 24.

4.28. Докажите, что
n5

5
+

n3

3
+

7n

15
— целое число для лю-

бого натурального n.
4.29. При каких целых n число 20n +16n −3n −1 делится

на 323?
4.30. Докажите, что если при любом натуральном k 6= b

число a−kn делится на b−k, то a = bn. (Здесь a, b, n — фик-
сированные натуральные числа.)

4.31. Докажите, что если 2n −2 делится на n, то 22n−1 −2
делится на 2n −1.

4.32. Пусть a, b, m и n — натуральные числа, причём a

взаимно просто с b и a>1. Докажите, что am +bm делится на
an + bn тогда и только тогда, когда m = kn, где k — нечётное
число.

* * *

4.33. а) Докажите, что число 1/2+1/3+ . . .+1/n не может
быть целым.
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б) Докажите, что число
1

k
+

1

k + 1
+ . . . +

1

k + n
, где k

и n — натуральные числа, не может быть целым.
4.34. Докажите, что следующие числа являются целыми:

а)
(m + n)!

m! n!
; б)

(2m)! (2n)!
m! n! (m + n)!

;

в)
(5m)! (5n)!

m! n! (3m + n)! (3n + m)!
;

г)
(3m + 3n)! (3n)! (2m)! (2n)!

(2m + 3n)! (m + 2n)! m! (n!)2(m + n)!
.

4.7. Делимость на степень простого числа

4.35. Сколькими нулями оканчивается произведение всех
целых чисел от 1 до 100 включительно?

4.36. Пусть p — простое число и a — наибольшее целое
число, для которого n! делится на pa. Докажите, что

a =
[

n

p

]

+
[

n

p2

]

+
[

n

p3

]

+ . . .

4.37. Докажите, что n! не делится на 2n.
4.38. Найдите наибольшую степень двойки, на которую

делится число (n + 1)(n + 2) · . . . · 2n.

* * *

4.39. Найдите все натуральные n, для которых
1

n
и

1

n+1
—

конечные десятичные дроби.
4.40. а) Докажите, что для любого нечётного числа a

и любого натурального числа m существует бесконечно
много натуральных чисел k, для которых ak − 1 делится
на 2m.

б) Докажите, что для любого нечётного числа a суще-
ствует лишь конечное число натуральных чисел m, для
которых am −1 делится на 2m.

4.41. Найдите все натуральные числа m, для которых:
а) 3m −1 делится на 2m; б) 31m −1 делится на 2m.
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4.8. Остатки от деления

4.42. Какие остатки может давать квадрат целого числа
при делении на: а) 3, б) 4, в) 5, г) 8?

4.43. Найдите наименьшее натуральное число, которое:
а) При делении на 5 даёт остаток 4, при делении на 6 —

остаток 5, а при делении на 7 — остаток 6.
б) При делении на 5 даёт остаток 4, при делении на 6 —

остаток 5, а при делении на 8 — остаток 7.
4.44. Найдите число, которое:
а) При делении на 5 даёт остаток a, а при делении на 6 —

остаток b.
б) При делении на 5 даёт остаток a, при делении на 6 —

остаток b, а при делении на 7 — остаток c.
4.45. а) Число n при делении на 4 даёт остаток 3. Дока-

жите, что n нельзя представить в виде суммы двух квадра-
тов целых чисел.

б) Число n при делении на 8 даёт остаток 7. Докажите,
что n нельзя представить в виде суммы трёх квадратов це-
лых чисел.

4.46. Найдите четырёхзначное число, которое при деле-
нии на 131 даёт в остатке 112, а при делении на 132 даёт
в остатке 98.

4.47. Допишите к 523 . . . три цифры так, чтобы получен-
ное шестизначное число делилось на 7, 8 и 9.

4.48. Найдите остаток от деления на 7 числа

1010 + 10(102) + 10(103) + . . . + 10(1010).

4.49. Пусть числа m1, . . ., mk попарно взаимно простые
и m=m1 . . . mk. Докажите, что для любых целых чисел a1, . . .

. . ., ak система сравнений x ≡ ai (mod mi), где i = 1, . . .

. . ., k, имеет решение, причём если x1 и x2 — два решения,
то x1 − x2 делится на m (китайская теорема об остат-
ках).

4.50. Найдите все натуральные числа n, для которых
2n −1 делится на 7.
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4.51. Пусть p — простое число. Предположим, что дано
r натуральных чисел a1, . . ., ar, меньших p. Докажите, что
если r < p, то из данных чисел можно составить по край-
ней мере r + 1 сумм, дающих разные остатки при делении
на p (допускается и сумма «пустого множества» слагаемых,
которая считается равной нулю).

4.52. Докажите, что из любых 2n−1 целых чисел можно
выбрать ровно n чисел, сумма которых делится на n.

4.9. Взаимно простые числа

Натуральные числа m и n называют взаимно простыми, если
НОД(m, n) = 1.

4.53. Докажите, что ни для какого натурального n число
n(n + 1) не может быть степенью натурального числа.

4.54. а) Докажите, что каково бы ни было целое чис-
ло n, среди чисел n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4 есть хотя
бы одно число, взаимно простое с остальными четырьмя
числами.

б) Докажите, что каково бы ни было целое число n, среди
чисел n, n + 1, n + 2, . . ., n + 9 есть хотя бы одно число,
взаимно простое с остальными девятью числами.

4.55. Пусть n и m — различные натуральные числа. До-
кажите, что числа Fn = 22n−1

+ 1 и Fm = 22m−1

+ 1 взаимно
простые.

4.10. Простые числа

4.56. Докажите, что квадрат любого простого числа p >3
при делении на 12 даёт в остатке 1.

4.57. Докажите, что существует бесконечно много про-
стых чисел (Евклид).

4.58. Докажите, что существует бесконечно много про-
стых чисел вида 4k−1.

4.59. а) Докажите, что если число 2n −1 простое, то чис-
ло n тоже простое.

б) Докажите, что если число 2n + 1 простое, то n = 2k.
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4.60. Докажите, что при любом натуральном n число
22n

+ 22n−1

+ 1 имеет не менее n различных простых дели-
телей.

4.11. Арифметика остатков

4.61. Докажите, что остатки от деления на n чисел a± b

и ab однозначно задаются остатками от деления на n чисел
a и b.

4.62. Пусть p — простое число, а число a не делится
на p. Докажите, что все остатки от деления на p чисел a,
2a, 3a, . . ., (p − 1)a попарно различны, т. е. каждое число
от 1 до p − 1 встречается среди этих остатков ровно один
раз.

4.63. Докажите, что если p — простое число, а числа a

и b не делятся на p, то остаток от деления на p числа a

однозначно определяется остатками от деления чисел b и ab

на p.

Решения

4.1. О т в е т: нельзя. Чётность числа 1 ± 2 ± 3 ± . . . ± 10 не
зависит от выбора знаков; она зависит только от того, сколько
в этом выражении нечётных чисел. В этом выражении 5 нечётных
чисел, поэтому оно всегда будет нечётно.

4.2. Сопоставим делителю d числа n делитель n/d. Если для
всех d числа d и n/d разные (т. е. n 6= d2), то делители числа n
разбиваются на пары, поэтому их чётное число. Если же n = d2,
то все делители, отличные от d, разбиваются на пары, поэтому их
нечётное число.

4.3. Предположим, что все числа ak − bk нечётны. Тогда число
(a1 −b1)+ . . .+ (a2n+1 −b2n+1) тоже нечётно (сумма нечётного числа
нечётных чисел нечётна). Но это число равно 0, поскольку a1 + . . .
. . . + a2n+1 = b1 + . . . + b2n+1.

4.4. Предположим, что числа a, b, c нечётны и ax2 + bx + c = 0
для некоторого рационального числа x=m/n, где числа m и n вза-
имно простые. Из равенства am2 +bmn+cn2 =0 следует, что число
m2 +mn+n2 чётно. Но числа m и n либо оба нечётны, либо одно из
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них чётно, а другое нечётно. В обоих случаях число m2 + mn + n2

нечётно.
4.5. Пусть P(x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an−1x + an. По условию

числа an = P(0) и a0 + a1 + . . . + an = P(1) нечётны. Если x — чёт-
ное число, то P(x) ≡ an (mod 2). Если x — нечётное число, то
P(x) ≡ a0 + a1 + . . . + an (mod 2). В обоих случаях получаем, что
число P(x) нечётно, поэтому оно не может быть равно нулю.

4.6. Из того, что не все коэффициенты произведения делят-
ся на 4, следует, что у одного многочлена есть нечётный коэф-
фициент. Нужно доказать, что у другого многочлена нет нечёт-
ных коэффициентов. Предположим, что у обоих многочленов есть
нечётные коэффициенты. Заменим каждый коэффициент на его
остаток от деления на 2. В результате получим многочлены anxn +
+ an−1xn−1 + . . . + xr и bmxm + bm−1xm−1 + . . . + xs. Если в про-
изведении данных многочленов мы заменим каждый коэффи-
циент на его остаток от деления на 2, то получим многочлен
anbmxn+m + . . . + xr+s. Таким образом, в произведении данных мно-
гочленов коэффициент при xr+s нечётен, что противоречит усло-
вию.

4.7. Выпишем в каждой строке, начиная с третьей, первые че-
тыре числа, заменив каждое чётное число на 0, а нечётное — на 1:

1 0 1 0
1 1 0 1

1 0 0 0
1 1 1 0

1 0 1 0
. . . .

Пятая выписанная строка совпала с первой, поэтому в дальней-
шем первые четыре числа будут периодически повторяться. Оста-
ётся заметить, что в каждой из первых пяти выписанных строк
есть чётные числа.

4.8. Пусть m и n — натуральные числа, для которых ma + nb =
=НОД(a, b)=1. Тогда mac+nbc=c, т. е. a(mc+n1)=c, где число n1

натуральное. Это означает, что c делится на a.
4.9. Предположим, что a = p1 . . . pr = q1 . . . qs, где p1, . . . , pr,

q1, . . . , qs — простые числа. Ясно, что либо НОД(p1, q1) = 1, ли-
бо НОД(p1, q1) = p1 и p1 = q1. Если НОД(p1, q1) = 1, то согласно
задаче 4.8 число q2 . . . qs делится на p1. Если при этом НОД(p1, q2)=
= 1, то число q3 . . . qs делится на p1 и т. д. В конце концов получим
p1 = qi. После этого доказательство завершается очевидной индук-
цией.
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4.10. Найдём наибольший общий делитель чисел 21n + 4
и 14n + 3, пользуясь алгоритмом Евклида. Поделив 21n + 4 на
14n + 3, получим в остатке 7n + 1. Поделив 14n + 3 на 7n + 1,
получим в остатке 1. Значит, числа 21n + 4 и 14n + 3 взаимно
простые.

4.11. Для любой пары натуральных чисел {m, n}, где m > n,
последовательные операции {m, n} → {m − n, n} приводят к паре
{d, d}, где d=НОД(m, n). Действительно, операция деления m на n
с остатком состоит из нескольких таких операций.

4.12. Согласно задаче 4.11 достаточно проверить, что НОД(am −
−1, an−1)=НОД(am−n−1, an−1) для любых m>n>1. Но am −1=
= an(am−n − 1) + an − 1 и числа a и an − 1 взаимно простые.

4.13. Пусть p = p
a1
1 . . . pam

m , q = q
b1
1 . . . qbn

n . Тогда f(p/q) = p
2a1
1 . . .

. . . p2am
m q

2b1−1
1 . . . q2bn−1

n . Ясно, что каждое натуральное число пред-
ставимо в таком виде ровно одним способом.

4.14. а) Число 10 при делении на 3 даёт остаток 1. Поэтому 10k

при делении на 3 тоже даёт остаток 1. Следовательно, ak10k при
делении на 3 даёт остаток ak.

б) Решение аналогично решению задачи а).
в) Число 10 при делении на 11 даёт остаток −1. Поэтому 10k

при делении на 11 даёт остаток (−1)k. Следовательно, ak10k при
делении на 11 даёт остаток (−1)kak.

4.15. Это число делится на 3, но не делится на 9, поэтому оно
не может быть полным квадратом.

4.16. Пусть a и b — семизначные числа, составленные посред-
ством этих жетонов. Предположим, что a делится на b и a 6= b.

Тогда a− b тоже делится на b. Ясно, что
a − b

b
6 7. С другой сторо-

ны, a− b делится на 9, а b не делится на 9. Поэтому
a − b

b
делится

на 9. Приходим к противоречию.
4.17. Мы заменяем число 10a + b на a + 2b. Для любого числа

10a+b, большего 19, имеет место неравенство 9a>b, т. е. 10a+b>

> a + 2b. Поэтому при указанных преобразованиях число всегда
уменьшается. Ясно, что 10a + b делится на 19 тогда и толь-
ко тогда, когда 20a + 2b делится на 19, т. е. a + 2b делится
на 19.

4.18. Запишем исходное число в виде 10a + a0. Нужно дока-
зать, что оно делится на 7 тогда и только тогда, когда a − 2a0

делится на 7. Ясно, что 10a + a0 делится на 7 тогда и только
тогда, когда 20a + 2a0 делится на 7. Остаётся заметить, что при
делении на 7 число 20a + 2a0 даёт такой же остаток, как и число
−a + 2a0.
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4.19. а) Пусть a = p
a1
1 . . . p

ak
k и b = p

b1
1 . . . p

bk
k . Тогда

НОД(a, b) = p
min{a1,b1}

1 . . . p
min{ak,bk}
k ,

НОК(a, b) = p
max{a1,b1}

1 . . . p
max{ak,bk}
k .

Поэтому доказательство можно провести для каждого простого
множителя отдельно.

Если a=pa и b=pb, причём a6b, то НОД(a, b)=pa и
ab

НОК(a, b)
=

=
papb

pb = pa.

б) Достаточно рассмотреть случай, когда a = pa, b = pb, c = pg,
причём a6b6g. В этом случае НОД(a, b, c) = pa,

abc НОК(a, b, c)

НОК(a, b) НОК(b, c) НОК(c, a)
=

papbpgpg
pbpgpg = pa.

в) Достаточно заметить, что

papbpgpa
papbpa = pg.

4.20. Пусть наибольшая степень простого числа p, на которую
делятся a, b, c, равна a, b, g. Требуется доказать, что

min(a, min(b, g)) = min(min(a, b), g)) = min(a, b, g),

где min(x, y) —наименьшее из чисел x и y. Это утверждение о наи-
меньших числах очевидно.

4.21. Согласно задаче 4.19 а)

(a + b) НОК(a, b) =
(a + b)ab

НОД(a, b)
=

(a + b)ab

НОД(a, a + b)
= b НОК(a, a + b).

4.22. Предположим, что числа a+b и a2 +b2 делятся на d. Тогда
число 2ab = (a + b)2 − (a2 + b2) тоже делится на d. Поэтому числа
2a2 = 2a(a + b) − 2ab и 2b2 = 2b(a + b) − 2ab тоже делятся на d. По
условию числа a и b взаимно просты, поэтому числа a2 и b2 тоже
взаимно просты. Значит, d = 1 или 2.

4.23. В наименьшее общее кратное чисел a и b входят только
те простые делители, которые входят в a и b. Только они и мо-
гут входить в наибольший общий делитель суммы и наименьше-
го общего кратного. Поэтому достаточно проследить за степенью
каждого простого множителя отдельно. Пусть a = pa. . . и b = pb. . . ,
причём a6 b. Тогда сумма чисел a и b имеет вид pa. . . , а их наи-
меньшее общее кратное имеет вид pb. . . Поэтому рассматриваемый
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наибольший общий делитель имеет вид pa. . . Наибольший общий
делитель самих чисел a и b имеет такой же вид.

4.24. Пусть наименьшее общее кратное данных чисел равно a.

Тогда
a

a1
>

a

a2
> . . . >

a

an
— различные натуральные числа. Поэтому

a

a1
> n, т. е. a > na1.

4.25. Функция f(a, b)=НОК(a, b) обладает свойствами (1)––(3);
свойства (1) и (2) очевидны, а свойство (3) доказано в задаче 4.21.
Легко видеть, что свойства (2) и (3) позволяют вычислить f(a, b),
если известны значения f(a1, b1) для всех натуральных a1 и b1,
для которых a1 + b1 < a + b. Поэтому функция f(a, b) единст-
венна.

4.26. Пусть a1, . . . , an — данные числа. Количество членов ряда

1, 2, 3, . . . , N, делящихся на ak, равно
h

N

ak

i
. По условию наи-

меньшее общее кратное любых двух из чисел a1, . . . , an больше N,
поэтому среди чисел 1, 2, . . . , N нет ни одного числа, делящегося
одновременно на два из чисел a1, . . . , an. Поэтому число членов
последовательности 1, 2, . . . , N, делящихся хотя бы на одно из
чисел a1, . . . , an, равно

h
N

a1

i
+
h

N

a2

i
+ . . . +

h
N

an

i
.

Но в последовательности 1, 2, . . . , N всего N членов, поэтому
h

N

a1

i
+
h

N

a2

i
+ . . . +

h
N

an

i
6 N.

Учитывая, что
h

N

ak

i
>

N

ak
− 1, получаем

“
N

a1
−1
”

+
“

N

a2
− 1
”

+ . . . +
“

N

an
−1
”

< N,

т. е.
N

a1
+

N

a2
+

N

a3
+ . . . +

N

an
< N + n < 2N.

Сокращая обе части на N, получаем требуемое.
4.27. Число an − bn делится на a − b (задача 5.1 а), поэтому

72n −52n делится на 72 − 52 = 24.
4.28. Нужно доказать, что 3n5 + 5n3 + 7n делится на 15, т. е.

5n3 +7n делится на 3 и 3n5 +7n делится на 5. Ясно, что 5n3 +7n≡
≡−(n3 −n) (mod 3) и 3n5 + 7n≡−2(n5 −n) (mod 5). Рассматривая
все различные остатки, легко проверить, что n3 − n делится на 3,
а n5 −n делится на 5.
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4.29. О т в е т: при чётных n. Прежде всего заметим, что
323 = 17 · 19, поэтому число делится на 323 тогда и только то-
гда, когда оно делится на 17 и на 19. Число 20n − 3n делится на
20 − 3 = 17. Далее, 16n ≡ (−1)n (mod 17), поэтому число 16n − 1
делится на 17 тогда и только тогда, когда n чётно. Что касается
делимости на 19, то 20n − 1 делится на 20 − 1 = 19 при любом n,
а при n = 2m число 16n − 3n делится на 162 − 32 = 13 · 19, поэтому
оно делится на 19.

4.30. Многочлен xn −yn делится на x−y (задача 5.1 а), поэтому
bn − kn делится на b − k. Значит, число a − bn = (a − kn) − (bn − kn)
делится на b−k при любом k 6=b. Это возможно лишь в том случае,
когда a = bn.

4.31. Пусть 2n − 2 = nm. Тогда

22n−1 −2

2n −1
= 2

22n−2 −1

2n −1
= 2

2nm −1

2n −1
= 2(2n(m−1) + 2n(m−2) + . . . + 2n + 1).

4.32. Если m = kn, где k — нечётное число, то am + bm = (an)k +
+ (bn)k делится на an + bn (задача 5.1 б).

Пусть m = kn + r, где k — нечётное число и 0 < r < n. Докажем,
что am + bm не делится на an + bn. Действительно,

akn+r + bkn+r = ar(akn + bkn) + bkn(br − ar).

Здесь ar(akn + bkn) делится на an + bn, а bkn(br − ar) не делится на
an +bn, поскольку bkn взаимно просто с an +bn и 0< |br−ar |<an +bn.

Пусть m = ln + r, где l — чётное число и 0 6 r < n. Докажем,
что am + bm не делится на an + bn. Действительно, пусть k = l − 1
(k — нечётное число). Тогда

aln+r + bln+r = aknan+r + bknbn+r =

= an+r(akn + bkn) + bkn+r(an + bn)− bknan(ar + br).

Здесь первые два слагаемых делятся на an + bn, а последнее не де-
лится, поскольку bknan взаимно просто с an +bn и 0<ar +br

<an +bn.
4.33. Решим сразу задачу б). Предположим, что рассматривае-

мое число целое. Выберем среди чисел k, k+1, . . . , k+n те, которые
делятся на наибольшую степень двойки. Пусть такое число только
одно, а именно, 2mp, где p нечётно. Тогда рассматриваемое число

имеет вид
1

2m

“1

p
+

2q

r

”
=

r + 2qp

2mpr
, где числа p и r нечётные. Это чис-

ло представляет собой дробь с нечётным знаменателем и чётным
числителем; такое число не может быть целым.

Поэтому есть по крайней мере два числа, которые делятся на
максимальную степень двойки, а именно, 2mp и 2mq, где p < q
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и p, q — нечётные числа. Но тогда p + 1 < q и p + 1 — чётное число.
Поэтому число 2m(p +1) содержится среди чисел k, k +1, . . . , k + n
и делится на 2m+1, что противоречит выбору числа m.

4.34. Рассмотрим общее выражение
Q
k

((akm + bkn)!)dk, где ak

и bk — целые неотрицательные числа, dk — целые числа. Наивыс-
шая степень простого числа p, на которую делится число n!, равна
∞P

m=1

[n/pm] (задача 4.36). Поэтому если для любых чисел x, y > 0

выполняется неравенство
P

dk[akx + bky] > 0, то рассматриваемое
выражение является целым числом.

В задачах а)––г) числа ak, bk, dk связаны соотношением
P

k

dkak =

=
P

k

dkbk = 0. В таком случае функция f(x, y) =
P

k

dk(akx + bky)

обладает следующим свойством: f(x + 1, y) = f(x, y) = f(x, y + 1).
Поэтому неравенство f(x, y) > 0 достаточно проверить для чисел
x, y, удовлетворяющих неравенствам 0 6 x, y < 1.

а) Нужно доказать неравенство [x+y]− [x]− [y]>0 для 06 x, y<

< 1. Но [x] = [y] = 0.
б) Нужно доказать неравенство [2x] + [2y]− [x]− [y]− [x + y] > 0

для 0 6 x, y < 1. Учитывая, что [x] = [y] = 0, переходим к неравен-

0

1

0

1

0

1

x

y

Рис. 4.1. Графики
в квадрате б)

ству f(x, y) =[2x]+ [2y]− [x + y]> 0. Что-
бы вычислить значения функции f(x, y)
в квадрате 06x, y<1, поступим следую-
щим образом. Нарисуем графики 2x = 1
и 2y = 1 сплошными линиями, а график
x + y = 1 пунктирной линией (рис. 4.1).

Ясно, что f(0, 0) = 0; поэтому f = 0
и во всех точках фигуры, ограниченной
этими графиками и сторонами квадрата
и содержащей начало координат. При
переходе через сплошную линию зна-
чение функции f увеличивается на 1,
а при переходе через пунктирную ли-
нию — уменьшается на 1 (имеется в ви-
ду движение в направлении от нача-
ла координат). Это замечание позволяет

вычислить значения функции f(x, y) во всех точках квадрата
и убедиться, что они неотрицательны. На рис. 4.1 эти значения
выписаны.

в) Нужно доказать неравенство f(x, y) = [5x] + [5y] − [3x + y]−
− [x + 3y] > 0 для 0 6 x, y < 1. Чтобы вычислить значения функ-
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ции f(x, y) во всех точках квадрата, для каждого выражения
±[akx + bky] нарисуем графики akx + bky = 1, 2, . . . , ak + bk − 1;
для знака плюс график рисуем сплошной линией, а для знака
минус — пунктирной (рис. 4.2). Затем пользуемся теми же пра-
вилами, что и при решении задачи б).
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Рис. 4.2. Графики в квадрате в)

г) Нужно доказать неравенство f(x, y) = [3x + 3y] + [3y] + [2x] +
+[2y]− [2x+3y]− [x+2y]− [x+y]>0. Это делается так же, как и при
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Рис. 4.3. Графики в квадрате г)

решении задачи в), см. рис. 4.3. Отметим, что график x + y = 1
мы не рисуем, потому что при прохождении через этот график
значение функции f(x, y) увеличивается на 1 и уменьшается на 1,
т. е. не изменяется.

4.35. О т в е т: 24. Среди чисел от 1 до 100 есть 20 чисел,
делящихся на 5, а среди чисел, делящихся на 5, есть 4 числа,
делящихся на 25 (чисел, делящихся на 125, среди данных чисел
нет). Поэтому рассматриваемое произведение делится на 524 и не
делится на 525. Ясно также, что оно делится на 224.

4.36. Среди чисел 1, 2, . . . , n есть [n/p] чисел, делящихся на p,
[n/p2] чисел, делящихся на p2, и т. д.

4.37. Пусть a — наибольшее целое число, для которого n! делит-
ся на 2a. Согласно задаче 4.36

a =
h

n

2

i
+
h

n

22

i
+
h

n

23

i
+ . . . 6

n

2
+

n

22 +
n

23 + . . . = n,

поскольку [x] 6 x. Кроме того,
h

n

2k

i
= 0 <

n

2k
при достаточно боль-

ших k. Поэтому a < n.
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4.38. Пусть (2n−1)!!=1·3·5·7·. . .·(2n−1) и (2n)!!=2·4·6·. . .·2n. Яс-
но, что (2n)!=(2n−1)!! (2n)!! и (2n)!!=2nn!. Поэтому (n+1)(n+2)×. . .

. . .×2n=
(2n)!

n!
=

(2n−1)!! (2n)!!

n!
=2n(2n−1)!!, причём число (2n−1)!!

нечётно.
4.39. О т в е т: 1 и 4. При n>1 должны выполняться равенства

2k5l = n и 2s5t = n + 1. Числа n и n + 1 взаимно простые, поэтому
должно выполняться либо равенство 2k + 1 = 5t, либо равенство
5l + 1 = 2s. Предположим, что 5l + 1 = 2s. Тогда число 2s оканчива-
ется на 6, поэтому s = 4m. Значит, 5l = 24m −1 = (22m − 1)(22m + 1).
Но числа 22m − 1 и 22m + 1 не могут одновременно делиться на 5.

Рассмотрим теперь уравнение 2k + 1 = 5t. Пусть t = 2ms, где s
нечётно. Тогда

5t − 1 = (52m − 1)(52m(s−1) + 52m(s−2) + . . . + 1).

Второй множитель состоит из нечётного числа нечётных слагае-
мых, т. е. он нечётен. Значит, s = 1. Далее,

52m −1 = (5− 1)(5 + 1)(52 + 1) . . . (52m−1
+ 1).

Число 5 + 1 = 6 не является степенью двойки, поэтому m = 0. Это
соответствует равенству 22 + 1 = 5.

4.40. а) Пусть k = 2n. Тогда

ak −1 = (a2n−1 −1)(a2n−1
+ 1) =

= (a−1)(a + 1)(a2 + 1)(a4 + 1) . . . (a2n−1
+ 1). (1)

Число a нечётно, поэтому в этом произведении есть n + 1 чётных
сомножителей. Значит, ak − 1 делится на 2n+1. Таким образом,
если k = 2n и n > m−1, то ak −1 делится на 2m.

б) Введём следующее обозначение: если m =2ns, где число s не-
чётно, то d(m)=n. Ясно, что am −1= (a2n −1)(a2n(s−1) +a2n(s−2) + . . .
. . . + 1), где сумма во второй скобке состоит из нечётного числа
нечётных слагаемых. Поэтому d(am −1) = d(a2n −1). Далее, в раз-

ложении (1) числа a2 + 1, . . . , a2n−1
+ 1 делятся на 2 и не делятся

на 4, поскольку квадрат нечётного числа даёт остаток 1 при деле-
нии на 4. Значит,

d(a2n − 1) =

(
d(a− 1) при n = 0;

d(a2 − 1) + n− 1 при n > 1.

Число am − 1 делится на 2m тогда и только тогда, когда d(am −
−1)>m. Разберём два случая. Если d(m)=0, т. е. число m нечётно,
то должно выполняться неравенство m 6 d(a−1). Это неравенство
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имеет конечное число нечётных решений. Если d(m) > 1, т. е. чис-
ло m чётно, то должно выполняться неравенство d(a2 −1)+n−1>

> m = 2ns, где n = d(m). Это неравенство можно переписать в виде

s 6
d(a2 −1) + n− 1

2n
(число s нечётно). Такое неравенство имеет ко-

нечное число решений, поскольку последовательность n/2n стре-
мится к нулю при n→∞ (задача 25.18).

4.41. а) О т в е т: 1, 2 и 4. Воспользуемся решением зада-
чи 4.40 б). Если a = 3, то d(a − 1) = 1 и d(a2 − 1) = 3. Неравенство

s 6
2 + n

2n
имеет следующие решения: (s, n) = (1, 1) и (1, 2).

б) О т в е т: 1, 2, 4, 6 и 8. Если a = 31, то d(a − 1) = 1

и d(a2 −1) = d(30 · 32) = 6. Неравенство s 6
5 + n

2n имеет следующие

решения: (s, n) = (1, 1), (3, 1), (1, 2) и (1, 3). (Напомним, что
число s нечётно.)

4.42. а) О т в е т: 0 и 1. Воспользуйтесь равенством (3k±1)2 =
= 9k2 ±6k + 1.

б) О т в е т: 0 и 1. Воспользуйтесь равенством (2k + 1)2 = 4k2 +
+ 4k + 1.

в) О т в е т: 0, 1 и 4. Воспользуйтесь равенствами (5k ± 1)2 =
= 25k2 ± 10k + 1 и (5k± 2)2 = 25k2 ± 20k + 4.

г) О т в е т: 0, 1 и 4. Воспользуйтесь равенствами (2k + 1)2 =
= 4k(k + 1) + 1 и (4k + 2)2 = 16k2 + 16k + 4 и заметьте, что число
k(k + 1) чётно.

4.43. а) О т в е т: 209. Пусть n — искомое число. Тогда n + 1
делится на 5 · 6 · 7 = 210. Поэтому n = 209.

б) О т в е т: 119. Пусть n — искомое число. Тогда n+1 делится
на НОК(5, 6, 8) = 120. Поэтому n = 119.

4.44. а) О т в е т: 6a+25b. Пусть 6n≡1(mod 5) и 5m≡1(mod 6).
Тогда

6na + 5mb≡6na≡ a (mod 5)

6na + 5mb≡ 5mb≡ b (mod 6).

В нашем случае m = 5 и n = 1.
б) О т в е т: 126a + 175b + 120c. Пусть 42k ≡ 1 (mod 5), 35n ≡

≡ 1 (mod 6) и 30m ≡ 1 (mod 7) (здесь 42 = 6 · 7, 35 = 5 · 7, 30 = 5 · 6).
Тогда

42ka + 35nb + 30mc ≡ 42ka≡a (mod 5),

42ka + 35nb + 30mc ≡35nb≡ b (mod 6),

42ka + 35nb + 30mc≡ 30mc≡ c (mod 7).

В нашем случае k = 3, n = 5, m = 4.
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4.45. а) Согласно задаче 4.42 б) сумма квадратов двух чисел при
делении на 4 может давать остатки 0, 1 и 2.

б) Согласно задаче 4.42 г) сумма квадратов двух чисел при де-
лении на 8 может давать остатки 0, 1, 2, 4 и 5, а сумма квадратов
трёх чисел — остатки 0, 1, 2, 3, 4, 5 и 6.

4.46. О т в е т: 1946. Пусть N — искомое число. По условию
N = 131k + 112 = 132l + 98, где k и l — натуральные числа. Кро-

ме того, N < 10 000, поэтому l =
N− 98

132
<

10 000−98

132
6 75. Далее,

131k + 112 = 132l + 98, поэтому 131(k − l) = l − 14. Следовательно,
если k 6= l, то |l − 14| > 131. Но l 6 75, поэтому k = l и l − 14 = 0.
Таким образом, N = 131 · 14 + 112 = 132 · 14 + 98 = 1946.

4.47. О т в е т: 523 152 или 523 656.
Полученное число должно делиться на 7 · 8 · 9 = 504. Поделим

523 000 на 504 с остатком: 523 000 = 1037 · 504 + 352. Поскольку
504 − 352 = 152, на 504 делятся числа 523 152 и 523 152 + 504 =
= 523 656. Других чисел, делящихся на 504, среди чисел от
523 000 до 523 999 нет.

4.48. О т в е т: 5. Заметим, что 106 ≡ 1 (mod 7), поскольку
103 + 1 делится на 7, и 10k ≡ 4 (mod 6) при k > 1, поскольку чис-

ло 99 . . . 96 чётно и делится на 3. Значит, 1010k ≡ 104 (mod 7) при
k > 1. Поэтому требуемый остаток равен остатку от деления числа
10 · 104 = 105 на 7. Этот остаток равен 5.

4.49. Положим ni = m/mi. Число ni является произведением
чисел, взаимно простых с mi, поэтому НОД(ni, mi) = 1. В таком
случае можно выбрать целые числа ri и si так, что rimi + sini = 1
(доказательство этого утверждения с помощью алгоритма Евкли-
да приведено на с. 43). Положим ei = sini и x = a1e1 + . . . + akek.
Ясно, что ei ≡ 1 (mod mi) и ei ≡ 0 (mod mj) при j 6= i, поэтому
x≡ai (mod mi), i = 1, . . . , k.

Если x1 и x2 — решения рассматриваемой системы сравнений,
то x1 − x2 ≡ 0 (mod mi), i = 1, . . . , k. Числа m1, . . . , mk попарно
взаимно простые, поэтому x1 −x2 делится на m.

4.50. Ясно, что 23 = 8 ≡ 1 (mod 7). Поэтому 23k ≡ 1 (mod 7),
23k+1 ≡2 (mod 7) и 23k+2 ≡4 (mod 7). Следовательно, 2n −1 делится
на 7 тогда и только тогда, когда n делится на 3.

4.51. Применим индукцию по r. При r = 1 есть две суммы:
0 и a1. Предположим, что утверждение верно для r < p − 1 чисел
и неверно для r + 1 чисел. Тогда суммы 0, s1, . . . , sr, составленные
из чисел a1, . . . , ar, дают разные остатки при делении на p, но все
суммы 0+ar+1, s1 +ar+1, . . . , sr +ar+1 при делении на p не дают но-
вых остатков по сравнению с 0, s1, . . . , sr. Значит, ar+1 ≡ si (mod p)
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для некоторого i. Далее, si + ar+1 ≡ sj (mod p) для некоторого j,
т. е. 2ar+1 ≡ sj (mod p). Аналогично получаем, что остатки от де-
ления на p чисел ar+1, 2ar+1, 3ar+1, . . . , (p − 1)ar+1 содержатся
среди остатков от деления на p чисел 0, s1, . . . , sr. Число p простое,
и ar+1 не делится на p. Поэтому остатки от деления на p чисел
ar+1, 2ar+1, . . . , (p − 1)ar+1 различны и отличны от нуля. Значит,
p− 1 > r, что противоречит предположению.

4.52. Сначала докажем, что если требуемое утверждение верно
для n = a и для n = b, то оно верно и для n = ab. Пусть дано
2ab − 1 целых чисел. Утверждение верно для n = b, а кроме того,
2ab− 1 > 2b− 1. Поэтому из данных 2ab− 1 чисел можно выбрать
b чисел, сумма которых делится на b. Затем из оставшихся чисел,
если их не меньше 2b − 1, снова выберем b чисел, сумма которых
делится на b. Равенство 2ab− 1 = (2a− 1)b + b− 1 показывает, что
так можно поступить 2a−1 раз и получить 2a−1 наборов по b чи-
сел, причём сумма чисел каждого набора делится на b, т. е. среднее
арифметическое чисел набора—целое число. Рассмотрим эти сред-
ние арифметические. Утверждение верно для n = a, поэтому из
2a − 1 средних арифметических можно выбрать a так, чтобы их
сумма делилась на a. В результате получаем a наборов по b чисел.
Сумма выбранных ab чисел делится на ab, что и требовалось.

Остаётся доказать самую трудную часть задачи: требуемое
утверждение верно для любого простого числа n = p.

Вместо данных чисел можно рассматривать их остатки от
деления на p. Пусть b1 6 b2 6 . . . 6 b2p−1 — остатки от деления
данных чисел на p. Рассмотрим ещё p − 1 чисел a1 = bp+1 − b2,
a2 =bp+2 −b3, . . . , ap−1 =b2p−1 −bp. Если ai =0, то bi =bp+i, а значит,
bi =bi+1 = . . .=bi+p. В таком случае сумма p чисел bi, bi+1, bi+p делит-
ся на p. Остаётся рассмотреть случай, когда все числа a1, . . . , ap−1

отличны от нуля.
Пусть x — остаток от деления на p суммы b1 + b2 + . . . + bp.

Если x = 0, то мы сразу получаем требуемые p чисел. Предполо-
жим, что x 6= 0. Согласно задаче 4.51 из чисел a1, . . . , ap−1 можно
составить суммы, дающие все различные остатки при делении
на p. В частности, можно составить сумму ai1 + . . . + aik

, дающую
остаток p − x. Тогда сумма b1 + b2 + . . . + bp + ai1 + . . . + aik

= b1 + . . .
. . .+bp +(bp+i1 −bi1 )+ . . .+(bp+ik

−bik
) делится на p. После очевидных

сокращений эта сумма превращается в сумму p данных чисел.
4.53. Предположим, что n(n+1)=mk, где m и k — натуральные

числа, k > 2. Числа n и n + 1 взаимно простые, поэтому n = ak

и n + 1 = bk, где a и b — натуральные числа. Ясно, что b > a. Но
(a+1)k

>(a+1)ak−1 =ak +ak−1
> n+1. Поэтому bk

> (a+1)k
>n+1.
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4.54. а) Если |k − l| 6 4 и k 6= l, то наибольший общий дели-
тель чисел k и l не превосходит 4. Поэтому наибольший общий
делитель любой пары выбранных чисел не превосходит 4. Из пяти
последовательных чисел можно выбрать пару последовательных
нечётных чисел. Из двух последовательных нечётных чисел по
крайней мере одно не делится на 3. Это число взаимно просто
с остальными четырьмя числами.

б) Среди данных чисел есть 5 нечётных чисел. Рассмотрим
остатки от деления этих пяти чисел на 3, 5 и 7. Среди остатков
от деления на 3 нет трёх одинаковых, а среди остатков от деления
на 5 и на 7 нет двух одинаковых. Поэтому среди указанных пяти
чисел можно выбрать три числа, не делящихся на 3, а среди них
выбрать число, не делящееся на 5 и на 7. Это число взаимно просто
с остальными девятью числами.

4.55. Будем считать, что n > m. Подставим x = 2 в тождество

(x−1)(x + 1)(x2 + 1)(x4 + 1) . . . (x2n−2
+ 1) = x2n−1

+ 1.

В результате получим F1F2 . . . Fn−1 + 2 = Fn.
Предположим, что числа Fn и Fm делятся на d. Тогда 2 =

= Fn −F1F2 . . . Fn−1 тоже делится на d. Но числа Fn и Fm нечётные,
поэтому d 6= 2.

4.56. Посмотрим, какие остатки может давать простое число
p > 3 при делении на 6. Оно не может давать остаток 2 или 4, по-
скольку иначе оно было бы чётно. Оно не может давать остаток 3,
поскольку иначе оно делилось бы на 3. Значит, простое число p>3
при делении на 6 даёт остаток 1 или 5, т. е. оно имеет вид 6n ± 1;
его квадрат имеет вид 36n2 ±12n + 1.

4.57. Предположим, что существует лишь конечное число раз-
личных простых чисел, а именно, p1, . . . , pr. Рассмотрим число
p1 . . . pr + 1. Оно не делится ни на одно из чисел p1, . . . , pr, поэтому
у него есть простой делитель, отличный от p1, . . . , pr.

4.58. Предположим, что p1, . . . , pr — все различные простые
числа вида 4k − 1. Рассмотрим число 4p1 . . . pr − 1. Оно нечётно,
поэтому все его простые делители имеют вид 4k ± 1. Ясно также,
что все простые делители не могут иметь вид 4k + 1, поскольку
произведение чисел такого вида имеет такой же вид. Остаётся
заметить, что рассматриваемое число не делится на p1, . . . , pr.

4.59. а) Многочлен xq − 1 делится на x − 1, поэтому 2pq − 1 =
= (2p)q − 1 делится на 2q − 1.

б) Если q нечётно, то многочлен xq +1 делится на x+1. Поэтому
если число n имеет нечётный делитель q > 1, то 2n + 1 делится на
2q + 1.
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4.60. Воспользуемся тождеством x4 + x2 + 1 = (x2 + 1 − x)×
×(x2 + 1 + x). При x = 22n−2

получаем, что рассматриваемое число

является произведением чисел 22n−1
+ 22n−2

+ 1 и 22n−1 − 22n−2
+ 1.

Эти числа взаимно просты, поскольку они нечётны, а их разность

равна 22n−2+1. Теперь можно воспользоваться индукцией по n, по-

скольку число 22n−1
+ 22n−2

+ 1 имеет тот же самый вид.
4.61. Пусть a = a1 + a2n и b = b1 + b2n. Тогда a ± b = a1 ± b1 +

+ (a2 ± b2)n и ab = a1b1 + (a2b1 + a1b2 + a2b2n)n.
4.62. Если xa ≡ ya (mod p), то (x − y)a делится на p. Числа a

и p взаимно простые, поэтому x − y делится на p. Значит, если
1 6 x, y 6 p−1, то x = y.

4.63. Согласно задаче 4.62 ровно один из остатков от деления
на p чисел b, 2b, . . . , (p − 1)b равен 1. Значит, существует един-
ственное целое число b, 1 6 b 6 p − 1, для которого bb ≡ 1 (mod p).
При этом a≡ b(ab) (mod p).



ГЛАВА 5

ТОЖДЕСТВА

5.1. Разложение на множители

В задачах 5.1––5.9 требуется разложить указанные выражения
хотя бы на два множителя меньшей степени, не используя ра-
дикалов.

5.1. а) xn − yn; б) x2n+1 + y2n+1.
5.2. x4 + 4.
5.3. (x + y + z)3 −x3 − y3 − z3.
5.4. x3 + y3 + z3 −3xyz.
5.5. (x− y)3 + (y− z)3 + (z−x)3.
5.6. a10 + a5 + 1.
5.7. a4(b− c) + b4(c−a) + c4(a− b).
5.8. x4 + x3 + x2 + x + 12.
5.9. а) Разложите x8 + x4 + 1 на два множителя.
б) Разложите x8 + x4 +1 на четыре множителя, допуская

в качестве коэффициентов квадратные корни из натураль-
ных чисел.

5.2. Доказательство тождеств

5.10. Докажите, что для любого натурального n справед-
ливо соотношение

(2n)!

n!
= 2n · (2n−1)!!

5.3. Суммы квадратов

5.11. Докажите, что если каждое из чисел m и n пред-
ставимо в виде суммы двух квадратов целых чисел, то
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их произведение mn тоже представимо в виде суммы двух
квадратов целых чисел.

5.12. а) Представьте в виде суммы квадратов

(a2
1 + a2

2 + a2
3)(b2

1 + b2
2 + b2

3)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)2.

б) Представьте в виде суммы квадратов

(a2
1 + . . . + a2

n)(b2
1 + . . . + b2

n)− (a1b1 + . . . + anbn)2

(тождество Лагранжа).

5.4. Вспомогательные тождества

5.13. Известно, что число a+1/a целое. а) Докажите, что
число a2 +1/a2 тоже целое. б) Докажите, что число an +1/an

целое для любого натурального n.
5.14. Докажите, что любое нечётное число есть разность

двух квадратов целых чисел.
5.15. Докажите, что произведение четырёх последова-

тельных целых чисел в сумме с единицей даёт полный
квадрат.

5.16. Докажите, что если
1

a
+

1

b
+

1

c
=

1

a + b + c
то

1

an +
1

bn +

+
1

cn =
1

an + bn + cn для любого нечётного n.

5.17. Пусть x, y, z — попарно различные целые числа.
Докажите, что число (x− y)5 + (y− z)5 + (z−x)5 делится на
5(y− z)(z−x)(x− y).

5.18. Докажите, что если
a

b− c
+

b

c− a
+

c

a− b
= 0, то

a

(b− c)2 +
b

(c− a)2 +
c

(a− b)2 = 0.

5.19. Докажите, что n2 +3n +5 ни при каком целом n не
делится на 121.

5.20. Докажите, что выражение

x5 + 3x4y−5x3y2 −15x2y3 + 4xy4 + 12y5

не равно 33 ни при каких целых значениях x и y.



Условия задач 67

5.21. Докажите, что для любого натурального n>2 число
24n+2 + 1 не является произведением двух простых чисел.

5.22. Докажите, что любое рациональное число можно
представить в виде суммы трёх кубов рациональных чисел.

5.5. Разложения рациональных функций

5.23. Представьте дроби
2

x2 − 1
и

2x

x2 − 1
в виде суммы дро-

бей
a

x−1
+

b

x + 1
, где a и b — действительные числа.

5.24. Пусть числа a1, . . ., an попарно различны. Докажи-
те, что можно выбрать числа A1, . . ., An так, что

1

(x + a1) . . . (x + an)
=

A1

x + a1
+ . . . +

An

x + an
.

5.25. Пусть a1 < a2 < a3 < . . . < an и

1

(x + a1)(x + a2) . . . (x + an)
=

A1

x + a1
+

A2

x + a2
+ . . . +

An

x + an
,

где A1, . . ., An — действительные числа. Докажите, что
A1 > 0, A2 < 0, A3 > 0, . . .

5.6. Разложения квадратичных функций

5.26. Докажите, что если для всех x, y, z справедливо
равенство

a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz =

= (b1x + b2y + b3z)(c1x + c2y + c3z),

то a11a22a33 + 2a13a12a23 = a2
23a11 + a2

13a22 + a2
12a33.

5.7. Тождества с целыми частями

5.27. Докажите, что

[x] +
[

x +
1

n

]

+
[

x +
2

n

]

+ . . . +
[

x +
n− 1

n

]

= [nx].



68 Глава 5. Тождества

5.28. Пусть p и q — взаимно простые натуральные числа.
Докажите, что

[
q

p

]

+
[2q

p

]

+ . . . +
[

(p− 1)q

p

]

=
(p− 1)(q−1)

2
.

5.29. Пусть p и q — взаимно простые нечётные натураль-
ные числа. Докажите, что

[
q

p

]

+
[

2q

p

]

+ . . . +

[
p− 1

2
· q

p

]

+
[

p

q

]

+

+
[2p

q

]

+ . . . +

[
q−1

2
· p

q

]

=
(p− 1)(q−1)

4

(Эйзенштейн).
5.30. Докажите, что [

√
n +

√
n + 1] = [

√
4n + 2] для любого

натурального числа n.
5.31. Докажите, что [

√
n+

√
n + 1+

√
n + 2]= [

√
9n + 8] для

любого натурального числа n.
5.32. Докажите, что [3√n + 3√n + 1] = [3√8n + 3] для любого

натурального числа n.

Решения

5.1. а) (x− y)(xn−1 + xn−2y + . . . + yn−1).
б) (x + y)(x2n −x2n−1y + x2n−2y2 − . . . + y2n).
5.2. (x2 −2x + 2)(x2 + 2x + 2).
5.3. 3(x + y)(y + z)(z + x).
5.4. (x + y + z)(x2 + y2 + z2 −xy− yz− zx).
5.5. 3(x −y)(y− z)(z−x).
5.6. (a2 + a + 1)(a8 − a7 + a5 − a4 + a3 − a + 1).
5.7. (a2 + b2 + c2 + ab + bc + ca)(a− b)(b− c)(a− c).
5.8. (x2 −2x + 3)(x2 + 3x + 4).
5.9. а) (x4 + x2 + 1)(x4 −x2 + 1).
б) Каждый из полученных многочленов четвёртой степени

можно разложить на множители, воспользовавшись тождеством

(x2 + ax + 1)(x2 − ax + 1) = x4 + (2−a2)x2 + 1;

нужно положить a = 1 и a =
√

3.
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5.10. Ясно, что n! 2n = 2 · 4 · 6 · . . . · 2n. Поэтому n! 2n(2n − 1)!! =
= (2 · 4 · 6 · . . . · 2n) · 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1) = (2n)!.

5.11. Воспользуйтесь тождеством (a2 +b2)(c2 +d2)= (ac+bd)2 +
+ (ad− bc)2.

5.12. а) (a1b2 − a2b1)2 + (a2b3 − a3b2)2 + (a1b3 −a3b1)2.
б)
P

(aibj −ajbi)
2, где суммирование ведётся по всем парам i < j.

5.13. а) Воспользуйтесь тождеством a2 + 1/a2 = (a + 1/a)2 −2.
б) Воспользуйтесь тождеством

an+1 +
1

an+1 =
“

an +
1

an

”“
a +

1

a

”
−
“

an−1 +
1

an−1

”
.

5.14. Воспользуйтесь тождеством 2n + 1 = (n + 1)2 −n2.
5.15. Достаточно заметить, что

n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 = (n(n + 3) + 1)2.

5.16. Равенство
1

a
+

1

b
+

1

c
=

1

a + b + c
эквивалентно равенству

(bc + ca + ab)(a + b + c) = abc, т. е. (a + b)(b + c)(c + a) =0 (предпола-
гается, что abc 6= 0 и a + b + c 6= 0). Таким образом, тройка чисел a,
b, c имеет вид x, −x, y, причём y 6=±x. Но тогда тройка чисел an,
bn, cn при нечётном n тоже имеет такой вид.

5.17. Несложно проверить, что частное равно x2 + y2 + z2 −xy−
−yz−xz. Действительно, пусть x−y=u и y−z=v. Тогда (x−y)5 +
+(y−z)5 +(z−x)5 =u5 +v5−(u+v)5 =−5(u4v+2u3v2 +2u2v3 +vu4)=
= −5uv(u + v)(u2 + uv + v2) и 5(y − z)(z − x)(x − y) = −5uv(u + v).
Остаётся заметить, что u2 + uv + v2 = x2 + y2 + z2 −xy−yz−xz.

5.18. Докажем, что

a

(b − c)2 +
b

(c− a)2 +
c

(a − b)2 =

=
“

a

b − c
+

b

c− a
+

c

a− b

”“ 1

b− c
+

1

c− a
+

1

a− b

”
.

Действительно, сумма трёх дробей

a

b− c

“ 1

c− a
+

1

a− b

”
=

ac− ab

(a− b)(b − c)(c− a)
,

b

c− a

“ 1

b− c
+

1

a− b

”
=

ab− bc

(a− b)(b − c)(c− a)
,

c

a− b

“ 1

b− c
+

1

c − a

”
=

bc− ac

(a− b)(b − c)(c− a)

равна нулю.
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5.19. Заметим, что n2 + 3n + 5 = (n + 7)(n − 4) + 33. Если чис-
ло n2 + 3n + 5 делится на 121, то число (n + 7)(n − 4) делится
на 11. Но (n + 7) − (n − 4) = 11, поэтому оба множителя делятся
или не делятся на 11 одновременно. Следовательно, если число
(n+7)(n−4) делится на 11, то оно делится на 121. Но тогда число
(n + 7)(n− 4) + 33 не может делиться на 121.

5.20. Представим данное выражение в виде

(x + 2y)(x− y)(x + y)(x− 2y)(x + 3y).

При y 6=0 все пять сомножителей этого произведения попарно раз-
личны, а число 33 нельзя представить в виде произведения пяти
целых попарно различных сомножителей (хотя и можно пред-
ставить в виде произведения четырёх попарно различных сомно-
жителей, два из которых равны ±1). При y = 0 рассматриваемое
выражение превращается в x5. Ни при каком целом x число x5 не
равно 33.

5.21. Число 24n+2 + 1 можно представить как в виде произведе-
ния (22 + 1)(24n − 24n−2 + . . . − 22 + 1), так и в виде произведения
(22n+1 + 2n+1 + 1)(22n+1 − 2n+1 + 1). При n > 2 эти разложения раз-
личны.

5.22. Воспользуемся тождеством

(a− b)3 + (b− c)3 + c3 = 3b2(a− c) + (a3 − 3b(a2 − c2)).

Возьмём рациональное число t и положим a=12t(t+1), b=(t+1)3

и c = 12t(t− 1). Тогда получим

72t(t + 1)6 = (a− b)3 + (b− c)3 + c3.

Если t 6=−1, то число w = 72t является суммой трёх кубов рацио-
нальных чисел:

w =
“

a − b

(t + 1)2

”3
+
“

b− c

(t + 1)2

”3
+
“

c

(t + 1)2

”3
.

Остаётся заметить, что −72 = (−4)3 + (−2)3 + 03.

5.23. Ясно, что
a

x−1
+

b

x + 1
=

(a + b)x + (a− b)

x2 − 1
. Поэтому

2

x2 − 1
=

=
1

x −1
− 1

x + 1
и

2x

x2 −1
=

1

x− 1
+

1

x + 1
.

5.24. Докажем требуемое утверждение индукцией по n. При

n = 2 можно положить A1 =
1

a2 − a1
и A2 =

1

a1 − a2
. Предположим

теперь, что

1

(x + a1) . . . (x + an−1)
=

B1

x + a1
+

Bn−1

x + an−1
.
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Представим каждую дробь
Bi

(x + ai)(x + an)
в виде

cni

x + ai
+

dni

x + an

и сложим такие выражения для i = 1, 2, . . . , n − 1. В результате
получим требуемое выражение.

5.25. Применим индукцию по n. При n=1 утверждение очевид-
но. Предположим, что требуемое утверждение доказано для n − 1
чисел. Тогда

1

(x + a1) . . . (x + an−1)
=

B1

x + a1
+ . . . +

Bn−1

x + an−1
,

1

(x + a2) . . . (x + an)
=

C2

x + a2
+ . . . +

Cn

x + an
,

где B1, C2 > 0, B2, C3 < 0, B3, C4 > 0, . . . При этом

1

(x + a1) . . . (x + an−1)
− 1

(x + a2) . . . (x + an)
=

an − a1

(x + a1) . . . (x + an)
,

где an − a1 > 0. Требуемые неравенства следуют из того, что
(an−a1)A1 =B1, (an−a1)A2 =B2−C2, . . . , (an−a1)An−1 =Bn−1−Cn−1,
(an − a1)An =−Cn.

5.26. Если указанное равенство справедливо для всех x, y, z, то

a11 = b1c1, 2a12 = b1c2 + b2c1,

a22 = b2c2, 2a13 = b1c3 + b3c1,

a33 = b3c3, 2a23 = b2c3 + b3c2.

Действительно, это утверждение эквивалентно тому, что если

A11x2 + A22y2 + A33z2 + 2A12xy + 2A13xz + 2A23yz = 0

для всех x, y, z, то все коэффициенты Aij равны нулю. При x = 1,
y = z = 0 получаем A11 = 0. Аналогично A22 = A33 = 0. Теперь при
x = y = 1, z = 0 получаем A12 = 0. Аналогично A13 = A23 = 0.

Подставим в выражения a11a22a33 +2a13a12a23 и a2
23a11 +a2

13a22 +
+a2

12a33 полученные представления aij через bp и cq. После неслож-
ных преобразований получаются одинаковые выражения.

5.27. Рассмотрим функцию

f(x) = [nx]− [x]−
h

x +
1

n

i
− . . .−

h
x +

n−1

n

i
.

Ясно, что

f
“

x +
1

n

”
= [nx + 1]−

h
x +

1

n

i
−
h

x +
2

n

i
− . . .−

h
x +

n−1

n

i
− [x + 1] =

= [nx]− [x]−
h

x +
1

n

i
− . . .−

h
x +

n−1

n

i
= f(x).



72 Глава 5. Тождества

Поэтому f(x) = f(y) для некоторого числа y, удовлетворяющего
неравенствам 0 6 y 6 1/n. Но для такого числа f(y) = 0.

5.28. Рассмотрим прямоугольник 0 6 x 6 p, 0 6 y 6 q и проведём
в нём диагональ y = qx/p. Интересующая нас сумма равна числу
точек с целыми координатами, лежащих строго внутри (не на
границе) этого прямоугольника и под его диагональю. Симметрия
относительно центра прямоугольника показывает, что под диаго-
налью лежит столько же целочисленных точек, сколько и над
диагональю. Из взаимной простоты чисел p и q следует, что на диа-
гонали лежат только две вершины; других целочисленных точек
на ней нет. Остаётся заметить, что всего внутри прямоугольника
лежит (p−1)(q− 1) целочисленных точек.

5.29. Рассмотрим прямоугольник 1 6 x 6
p −1

2
, 1 6 y 6

q− 1

2
и проведём прямую y = qx/p. Интересующая нас сумма состоит
из двух частей. Первая часть равна числу целочисленных точек
этого прямоугольника, лежащих под этой прямой, а вторая — над.
Внутри прямоугольника нет целочисленных точек, лежащих на
рассматриваемой прямой. Поэтому интересующая нас сумма равна
количеству целочисленных точек рассматриваемого прямоуголь-

ника, т. е. она равна
p −1

2
·

q−1

2
.

5.30. Сначала сравним числа
√

n+
√

n + 1 и
√

4n + 2. Вместо зна-
ка неравенства поставим знак ∨ и будем рассматривать только пре-
образования, которые сохраняют знак неравенства:

√
n +

√
n + 1∨

∨
√

4n + 2 ⇔ n+2
√

n(n + 1) +n+1∨4n+2 ⇔ 2
√

n(n + 1)∨2n+1 ⇔
⇔ 4n2 + 4n∨4n2 + 4n + 1. Значит,

√
n +

√
n + 1 <

√
4n + 2.

Предположим, что существует натуральное число m, для кото-
рого

√
n +

√
n + 1 6 m 6

√
4n + 2. Тогда 2n + 1 + 2

√
n(n + 1) 6 m2

6

6 4n + 2, а значит, 4n(n + 1) 6 (m− 2n − 1)2
6 4n(n + 1) + 1. Число

4n(n + 1) не может быть полным квадратом, поэтому первое нера-
венство строгое. Значит, m2 − 2n − 1 = 2n + 1, т. е. m2 = 2(2n + 1),
чего не может быть.

5.31. Положим x =
√

n +
√

n + 1 +
√

n + 2. Тогда x2 = 3n + 3 +
+ 2(

√
n(n + 1) +

√
n(n + 2) +

√
(n + 1)(n + 2)). При n > 1 выполня-

ются неравенства
“

n +
2

5

”2
< n(n + 1) <

“
n +

1

2

”2
,

“
n +

7

10

”2
< n(n + 2) <

“
n + 1

”2
,

“
n +

7

5

”2
< (n + 1)(n + 2) <

“
n +

3

2

”2
.
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Учитывая, что n+2/5+n+7/10+n+7/5=3n+5/2 и n+1/2+n+
+ 1+ n + 3/2 = 3n + 3, получаем 9n + 8 < x2

< 9n + 9, а значит, [x] =

= [
√

9n + 8].
5.32. Согласно задаче 8.41 для любых чисел a > b > 0 выполня-

ется неравенство
a + b

2
<

3

r
a3 + b3

2
. Применив это неравенство для

a= 3
√

n+1 и b= 3
√

n, получим 3

r
n+

1

2
>

3√
n+

3√
n+1

2
>

p
3
√

n 3
√

n+1=

= 6
√

n2 +n. Значит, 3
√

8n+4 >
3
√

n + 3
√

n+1>
6
√

64n2 +64n >
3
√

8n+3.
Поэтому если 3

√
8n + 3 > m, то 3

√
n + 3

√
n + 1 > m. Кроме того, не су-

ществует целого числа m, для которого 3
√

n + 3
√

n + 1> m >
3
√

8n + 3,
поскольку иначе 8n + 4 > m3

> 8n + 3, а между целыми числами
8n + 3 и 8n + 4 никаких других целых чисел нет.



ГЛАВА 6

РАЦИОНАЛЬНЫЕ И
ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА

6.1. Сравнение чисел

6.1. Сравните, какое из чисел больше: а)
√

2 +
√

3 или√
11; б)

√
6 + 2

√
7 или

√
10 +

√
21; в)

√
11 или 5− 3√5.

6.2. Сравните, какое из чисел больше:

√

2 +
√

2 +
√

2 + . . .

(выражение состоит из какого-то конечного числа корней)
или 2?

6.2. Иррациональности в знаменателях

В следующих задачах нужно избавиться от иррациональности
в знаменателе дроби.

6.3. а)
1

2 +
√

3
; б)

1√
2 +

√
3

; в)
1√

2 +
√

3 +
√

5
.

6.4. а)
1

3√
x− 3√

y
; б)

1
3√

x +
3√

y
.

6.5. а)
1

n
√

x− n
√

y
; б)

1
2n+1√

x +
2n+1√

y
.

6.6.
1√

x− 3
√

y
.

6.7.
1

3√
x +

3√
y +

3√
z
.

6.8. Докажите, что можно избавиться от иррациональ-
ности в знаменателе, который представляет собой сумму
квадратных корней из рациональных чисел.
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6.3. Тождества с радикалами

6.9. Докажите, что если a >

√
b, то

√

a +
p

a2 − b

2
±

√

a−
p

a2 − b

2
=

√

a±
√

b.

6.10. Представьте следующие числа в виде
√

a±
√

b, где a

и b — натуральные числа:

а)
√

3 + 2
√

2; б)
√

9 + 4
√

5; в)
√

7−2
√

10.

6.11. Докажите, что
√

4 +
√

7−
√

4−
√

7 =
√

2.

6.12. Докажите, что число
3
√

20 + 14
√

2 +
3
√

20−14
√

2 ра-
ционально.

6.13. Докажите, что следующие числа рациональны:

а)
3

√

3 +

√

242

27
+

3

√

3−
√

242

27
;

б)
3

√

6 +

√

847

27
+

3

√

6−
√

847

27
.

6.14. Докажите, что
√

3√4−1 +
√

3√16− 3√4 =
√

3.
6.15. Докажите следующие тождества Рамануджана:

а)
3
√

3√2−1 = 3

√

1

9
− 3

√

2

9
+ 3

√

4

9
;

б)
√

3√5− 3√4 =
1

3
(

3√2 + 3√20− 3√25);

в)
6
√

73√20−19 = 3

√

5

3
− 3

√

2

3
;

г) 4

√

3 + 2
4√

5

3−2
4√

5
=

4√
5 + 1

4√
5− 1

;

д)
√

3√28− 3√27 =
1

3
(

3√98− 3√28−1);

е)
3

√

5

√

32

5
− 5

√

27

5
= 5

√

1

25
+ 5

√

3

25
− 5

√

9

25
.
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6.4. Доказательства иррациональности
и рациональности

6.16. Докажите, что следующие числа иррациональны:
а)

√
p, где p — простое число;

б)
√

p1 . . . pk, где p1, . . ., pk — различные простые числа;

в)

√
p1 . . . pk

pk+1 . . . pn
, где p1, . . ., pn — различные простые числа.

6.17. Докажите, что число
√

2 + 3√3 иррационально.
6.18. Выясните, рационально ли числоa=

3
√

4 +
√

15+
3
√

4−
√

15.

6.19. а) Докажите, что если числа a, b,
√

a +
√

b рацио-
нальные, то числа

√
a и

√
b тоже рациональные.

б) Докажите, что если числа a, b, c,
√

a +
√

b +
√

c рацио-
нальные, то числа

√
a,

√
b и

√
c тоже рациональные.

в) Докажите, что если числа a1, . . ., an,
√

a1 + . . . +
√

an

рациональные, то числа
√

a1, . . .,
√

an тоже рациональные.
6.20. Пусть p1, . . ., pk — различные простые числа. Дока-

жите, что число
√

pk нельзя представить в виде суммы раци-
онального числа и чисел

√
pi1 . . . pis

, где 1 6 i1 < . . . < is 6 k−1,
с рациональными коэффициентами.

6.5. Сопряжённые числа

6.21. а) Пусть p — простое число. Докажите, что никакое
число нельзя представить двумя разными способами в виде
m + n

√
p, где m и n — рациональные числа.

б) Докажите аналогичное утверждение для представле-
ний в виде m + n

√
p, где p — произведение попарно различ-

ных простых чисел.

Таким образом, для каждого числа z вида m + n
√

p, где m
и n — рациональные числа, а p — произведение попарно раз-
личных простых чисел, можно определить сопряжённое число
z = m−n

√
p.
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6.22. Докажите, что если (a + b
√

p)n = An + Bn

√
p, где p —

произведение различных простых чисел, а числа a, b, An, Bn

рациональные, то (a− b
√

p)n = An −Bn

√
p.

6.23. Найдите первую цифру после запятой числа
(2 +

√
3)1000.

6.24. Докажите, что для рациональных чисел x, y, z и t

не может выполняться равенство

(x + y
√

2)2 + (z + t
√

2)2 = 5 + 4
√

2.

6.25. Докажите, что для натуральных чисел m и n не
может выполняться равенство (5 + 3

√
2)m = (3 + 5

√
2)n.

6.26. а) Докажите, что (
√

2 − 1)n =
√

k −
√

k−1, где k —
некоторое натуральное число.

б) Пусть m и n — натуральные числа. Докажите, что
(
√

m−
√

m−1)n =
√

k−
√

k−1, где k —некоторое натуральное
число.

6.27. Докажите, что для любого натурального n число
[(1 +

√
3)2n+1] делится на 2n+1 и не делится на 2n+2.

6.6. Последовательность Фарея

6.28. Расположим в порядке возрастания все рациональ-
ные числа, которые заключены между нулём и едини-
цей и знаменатели которых не превосходят n. Пусть a/b

и c/d — два соседних числа в этой последовательности. До-
кажите, что |bc−ad|= 1.

Последовательность чисел из задачи 6.28 называют последова-
тельностью Фарея и обозначают Fn.

6.29. Пусть a/b<x/y<c/d —три последовательные дроби

в последовательности Фарея. Докажите, что
x

y
=

a + c

b + d
.

6.30. Пусть a/b < c/d — две последовательные дроби в по-
следовательности Фарея Fn. Докажите, что b + d > n.

6.31. В последовательности Фарея Fn вычислите дроби,
соседние с 1/2.
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6.32. а) Докажите, что сумма знаменателей дробей в по-
следовательности Фарея в 2 раза меньше суммы числи-
телей.

б) Докажите, что сумма дробей в последовательности Фа-
рея в 2 раза меньше количества её членов.

6.33. Докажите, что количество членов в последователь-

ности Фарея Fn равно
n∑

q=2
f(q), где f— функция Эйлера.

6.7. Задачи с целыми частями

6.34. Пусть a и b — положительные числа. Докажите,
что следующие условия эквивалентны:

(1) каждое натуральное число ровно один раз встречается
среди чисел [a], [b], [2a], [2b], [3a], [3b], . . .;

(2)
1a +

1b = 1, причём a и b иррациональны.

6.35. Пусть a1, . . ., ak — положительные числа, облада-
ющие следующим свойством: каждое натуральное число
ровно один раз встречается среди чисел [a], [b], [2a], [2b],
[3a], [3b], . . . Докажите, что k 6 2.

Решения

6.1. Вместо знака неравенства поставим знак ∨ и будем рас-
сматривать только преобразования, которые сохраняют знак нера-
венства.

а)
√

2+
√

3∨
√

11 ⇔ 2+2
√

6+3∨11 ⇔ 2
√

6∨6 ⇔ 6∨9. Значит,√
2 +

√
3 <

√
11.

б)
√

6 + 2
√

7∨
√

10 +
√

21 ⇔ 6 + 4
√

42 + 28∨ 10 + 2
√

210 + 21 ⇔
⇔ 3 + 4

√
42 ∨ 2

√
210 ⇔ 9 + 24

√
42 + 672 ∨ 840 ⇔ 24

√
42 ∨ 159 ⇔

⇔ 24 192∨25 281. Значит,
√

6 + 2
√

7 <

√
10 +

√
21.

в)
√

11 ∨ 5 + 3
√

5 ⇔ 3
√

5 ∨ 5 −
√

11 ⇔ 5 ∨ 125 − 75
√

11 + 165 −
− 11

√
11 ⇔ 86

√
11∨ 285 ⇔ 81 356∨81 225. Значит,

√
11 > 5 + 3√5.

6.2. Если a<2, то
√

2+a<

√
2+2=2. Поэтому

q
2+
p

2+
√

2+. . .<
< 2.

6.3. а)
1

2 +
√

3
=

2−
√

3

(2 +
√

3)(2−
√

3)
= 2−

√
3.
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б)
1√

2 +
√

3
=

√
3−

√
2

(
√

2 +
√

3)(
√

3−
√

2)
=
√

3−
√

2.

в) Нужно воспользоваться тем, что

(
√

2 +
√

3 +
√

5)(
√

2 +
√

3−
√

5)(
√

2−
√

3 +
√

5)(
√

2−
√

3−
√

5) =

= ((
√

2−
√

3)2 −5)((
√

2 +
√

3)2 −5) =

= (2− 2
√

6 + 3− 5)(2 + 2
√

6 + 3− 5) =−24.

6.4. а) Домножьте знаменатель на 3√
x2 + 3

√
xy + 3

p
y2.

б) Домножьте знаменатель на 3√
x2 − 3

√
xy + 3

p
y2.

6.5. а) Домножьте знаменатель на n
√

xn−1 + n
p

xn−2y+ . . .+ n
p

yn−1.
б) Домножьте знаменатель на

2n+1√
x2n − 2n+1

p
x2n−1y + 2n+1

p
x2n−2y2 − . . . + n

p
y2n.

6.6. Домножьте знаменатель на (
√

x + 3
√

y)(x2 + x 3
p

y2 + 3
p

y4).
6.7. Воспользовавшись тождеством из задачи 5.4, запишем

x + y + z− 33
√

xyz =

= (
3√

x +
3√

y +
3√

z)(
3√

x2 + 3
p

y2 +
3√

z2 − 3
√

xy− 3
√

yz− 3
√

zx).

После этого остаётся избавиться от иррациональности в знамена-

теле дроби
1

x + y + z−33√xyz
. Это мы уже делали в задаче 6.4: нужно

домножить знаменатель на

(x + y + z)2 + 3(x + y + z) 3
√

xyz + 93
p

x2y2z2.

6.8. После умножения числителя и знаменателя на некое нату-
ральное число можно считать, что в знаменателе получится сумма
с целыми коэффициентами квадратных корней из простых чи-
сел p1, . . . , pk и произведений этих квадратных корней. Применим
индукцию по k. Знаменатель можно представить в виде a + b

√
pk,

где числа a и b выражаются через квадратные корни из p1, . . .
. . . , pk−1. Равенство

1

a + b
√

pk
=

a − b
√

pk

a2 − b2pk

позволяет сделать шаг индукции, если a2 − b2pk 6= 0. Ясно также,
что можно считать, что b 6= 0. Остаётся рассмотреть случай, ко-
гда pk = a2/b2, т. е.

√
pk =±a/b. По условию a + b

√
pk 6= 0, поэтому√

pk =a/b и a+b
√

pk =2a. Шаг индукции очевиден и в этом случае.
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6.9. В левой части стоит положительное число, поэтому доста-
точно проверить, что после возведения обеих частей в квадрат по-
лучим тождество. Это легко проверяется, поскольку (a+

√
a2 − b)×

×(a−
√

a2 − b) = b.
6.10. Воспользовавшись формулой из задачи 6.9, получим сле-

дующие ответы: а) 1 +
√

2; б) 2 +
√

5; в)
√

5−
√

2.

6.11. Число
p

4 +
√

7 −
p

4−
√

7 положительно, а его квадрат
равен 4 +

√
7− 2

√
16−7 + 4−

√
7 = 8− 2

√
9 = 2.

6.12. Тождество (2 ±
√

2)3 = 20 ± 14
√

2 показывает, что
3
p

20±14
√

2 = 2±
√

2. Поэтому рассматриваемое число равно 4.

6.13. Пусть x =
3
p

a +
√

b +
3
p

a−
√

b. Тогда x3 = 2a + 3x
3
√

a2 − b.
В случае а) получаем x3 =6+x, а в случае б) получаем x3 =12+5x.
Первое уравнение имеет корень x = 2, а второе уравнение имеет
корень x = 3. Поэтому достаточно проверить, что других (веще-
ственных) корней у этих уравнений нет. Легко проверить, что
x3 − x−6

x−2
=x2 +2x+3 и

x3 − 5x− 12

x− 3
=x2 +3x+4. У этих квадратных

трёхчленов нет вещественных корней.
6.14. Вычислим квадрат выражения в левой части, воспользо-

вавшись тем, что
p

3
√

16− 3√4 =

q
3√4(

3√4−1) =
3√2
p

3√4− 1. Полу-
чаем:

(
3√

4−1)(
3√

2 + 1)2 = (
3√

4− 1)(
3√

4 + 1 + 2
3√

2) =

=
3√

16−1 + 2
3√

8− 2
3√

2 = 2
3√

2−1 + 4− 2
3√

2 = 3.

6.15. а) Несложно проверить, что (1− 3√2 +
3√4)3 = 9(

3√2− 1).
б) Несложно проверить, что (

3
√

2 + 3√20 − 3√25)2 = 9(
3√5 − 3

√
4).

Кроме того, неравенство 3√2+ 3
√

20>
3
√

25 легко проверяется посред-
ством возведения обеих частей в куб.

в) Несложно проверить, что (
3√5− 3

√
2)6 = 9(73√20− 19); члены,

содержащие 3√50, взаимно сокращаются.
г) Прежде всего отметим, что 3−24√5 >0. Затем несложно про-

верить, что (
4
√

5− 1)4(3 + 24
√

5) = 104
√

25− 22 = (
4
√

5 + 1)4(3− 24
√

5);
члены, содержащие 4√5, взаимно сокращаются; члены, содержа-
щие 4√125, тоже.

д) Несложно проверить, что (
3√98 − 3√28 − 1)2 = 9(

3√28 − 3) =

= 9(
3
√

28 − 3
√

27); члены, содержащие 3√14, взаимно сокращаются.
Покажем, что 3√98 >

3√28 + 1, т. е. 3√14(
3√7 − 3√2) > 1. Домно-

жив обе части на положительное число 3
√

49 +
3√14 +

3√4, перейдём
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к неравенству 53
√

14 >
3√49 + 3

√
14 + 3

√
4, т. е. 43

√
14 >

3√49 + 3
√

4. Это
неравенство легко доказывается, поскольку 43

√
14 > 8, а 3√49 < 6

и 3√4 < 2.
е) Несложно проверить, что (1 + 5√3 − 5√9)3 = 10 − 55√27 =

= 5(
5
√

32− 5
√

27).
6.16. а) Предположим, что

√
p = r/s — несократимая дробь. То-

гда r2 =ps2, поэтому r делится на p (здесь используется задача 4.8).
Значит, ps2 делится на p2. Поэтому s делится на p, что противоре-
чит несократимости дроби r/s.

б) Из равенства r2 = p1 . . . pks2 следует, что r делится на p1. По-
этому p2 . . . pks2 делится на p1. Число p2 . . . pk взаимно просто с p1,
поэтому s делится на p1.

в) Из равенства pk+1 . . . pnr2 = p1 . . . pks2 следует, что r делится
на p1, поскольку число pk+1 . . . pn не делится на p1.

6.17. Предположим, что
√

2+ 3√3= r, где r — рациональное чис-
ло. Тогда (

3√3)3 = (r−
√

2)3, т. е. 3= r3 −3r2
√

2+6r−2
√

2. Поэтому
√

2 =
r3 + 6r − 3

3r2 + 2
— рациональное число, чего не может быть.

6.18. О т в е т: иррационально. Пусть a1 =
3
p

4 +
√

15 и a2 =

=
3
p

4−
√

15. Тогда a3
1 +a3

2 =8 и a3
1a3

2 =1, поэтому a1a2 =1. Следова-
тельно, (a1 +a2)3 =a3

1 +a3
2 +3a1a2(a1 +a2)=8+3(a1 +a2). Таким

образом, a3 = 8 + 3a. Поэтому остаётся доказать, что многочлен
x3 − 3x − 8 не имеет рациональных корней. Согласно задаче 10.3
рациональные корни этого многочлена — целые числа, являющи-
еся делителями числа 8. Непосредственная проверка показывает,
что числа ±1, ±2, ±4, ±8 не являются корнями этого многочлена.

6.19. а) Пусть
√

a +
√

b = r — рациональное число. Если r = 0,
то a = b = 0. Поэтому будем предполагать, что r 6= 0. Возведём
в квадрат обе части равенства

√
a = r −

√
b. В результате получим

a = r2 − 2r
√

b + b, а значит,
√

b =
r2 + b − a

2r
— рациональное число.

б) Пусть
√

a +
√

b +
√

c = r — рациональное число. Достаточно
рассмотреть случай, когда r 6= 0. Возведём в квадрат обе части
равенства

√
a +

√
b = r −

√
c. Получим

a + 2
√

ab + b = r2 − 2r
√

c + c. (1)

Затем возведём в квадрат обе части равенства 2
√

ab=r2 +c−a−b−
−2r

√
c. Получим

4ab = (r2 + c− a− b)2 + 4r2c−4r(r2 + c− a− b)
√

c. (2)
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Если r2 + c − a − b 6= 0, то равенство (2) показывает, что число
√

c
рационально. Если же r2 + c = a + b, то из равенства (1) следует,
что 2

√
ab =−2r

√
c, причём r > 0. Следовательно,

√
ab = 0 и

√
c = 0.

В частности, число
√

c рационально. Рациональность чисел
√

a
и
√

b доказывается аналогично.
в) Можно считать, что все числа a1, . . . , an отличны от ну-

ля. Достаточно доказать, что число
√

a1 рационально. Положим
x1 =

√
a1, . . . , xn =

√
an и y =

√
a1 + . . . +

√
an. Рассмотрим произведе-

ние
f(y, x1, . . . , xn) =

Y
(y−x1 ±x2 ± . . .±xn), (1)

где берутся все возможные комбинации знаков плюс и минус.
Это произведение является многочленом с целыми коэффициен-
тами от y, x1, x2

2, . . . , x2
n. Выделяя члены с чётными степенями x1

и с нечётными, получим

f(y, x1, . . . , xn) = g(y, x2
1, . . . , x2

n)−x1h(y, x2
1, . . . , x2

n). (2)

В произведение (1) входит множитель y − x1 − x2 − . . . − xn = 0.
Поэтому f(y, x1, . . . , xn) = 0. По условию числа y, x2

1, . . . , x2
n раци-

ональны. Поэтому если h(y, x2
1, . . . , x2

n) 6= 0, то число

x1 = g(y, x2
1, . . . , x2

n)/h(y, x2
1, . . . , x2

n)

рационально.
Предположим теперь, что h(y, x2

1, . . . , x2
n) = 0. Воспользовав-

шись соотношением (2), получаем

f(y, x1, x2, . . . , xn)− f(y, −x1, x2, . . . , xn) =−2x1h(y, x2
1, . . . , x2

n).

Значит,

h(y, x2
1, . . . , x2

n)=
1

2x1
f(y, −x1, x2, . . . , xn)=

=
1

2x1

Y
(y+x1±x2±. . .±xn)=

1

2x1

Y
(2x1+(x2±x2)+. . .+(xn±xn));

при записи последнего равенства мы воспользовались тем, что
y = x1 + . . . + xn. Значит, одно из выражений 2x1 + (x2 ± x2) + . . .
. . . + (xn ± xn) обращается в нуль. Но x1 > 0, а xk ± xk > 0. Значит,
h(y, x2

1, . . . , x2
n) 6= 0.

6.20. Применим индукцию по k. Сначала рассмотрим случай
k = 2. Предположим, что

√
p2 = a + b

√
p1, где числа a и b рацио-

нальны. Задача 6.16 в) показывает, что ab 6= 0. После возведения
в квадрат получаем p2 = a2 + 2ab

√
p1 + b2p1, а значит, число

√
p1

рационально, чего не может быть.
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Предположим теперь, что
√

pk+1 = a + b
√

pk, где a и b выража-
ются через

√
p1, . . . ,

√
pk−1. Если b = 0, то получаем, что

√
pk+1

выражается через
√

p1, . . . ,
√

pk−1, что противоречит предположе-
нию индукции. Если a = 0, то

√
pk+1 = (a′ + b′√pk−1)

√
pk. Если

снова a′ = 0 и т. д., то в конце концов получим
√

pk+1 = r
√

p1 . . . pk,
где число r рациональное. Этого не может быть (задача 6.16 в).
Поэтому (возможно, после изменения нумерации чисел p1, . . . , pk)
имеем

√
pk+1 =a+b

√
pk, где ab 6=0. Значит, pk+1 =a2 +2ab

√
pk +b2pk,

т. е.
√

pk =
pk+1 − a2 − pkb2

2ab
. Избавившись от иррациональности в зна-

менателе (задача 6.8), мы получим выражение
√

pk через
√

p1, . . .
. . . ,

√
pk−1, что противоречит предположению индукции.

6.21. Пусть m + n
√

p = m1 + n1

√
p, причём числа m, n, m1 и n1

рациональные. Если m1 6= m или n1 6= n, то
√

p =
m− m1

n1 −n
. Это ра-

венство выполняться не может, поскольку
√

p — иррациональное
число.

6.22. Применим индукцию по n. Легко проверить, что z1z2 =
= z1z2, т. е. если (a + b

√
p)(c + d

√
p) = A + B

√
p, то (a − b

√
p)×

×(c−d
√

p) = A−B
√

p. Следовательно, если (a + b
√

p)(An + Bn

√
p) =

= An+1 + Bn+1

√
p, то (a− b

√
p)(An −Bn

√
p) = An+1 −Bn+1

√
p.

6.23. О т в е т: 9. Пусть (2+
√

3)n =An +Bn

√
3, где An и Bn —на-

туральные числа. Согласно задаче 6.22 (2 −
√

3)n = An − Bn

√
3.

Поэтому (2 +
√

3)n + (2 −
√

3)n — натуральное число. Но 2 −
√

3 ≈
≈ 0,2679 < 0,3, поэтому (2 −

√
3)1000 ≈ 0,0 . . . (и дальше идёт ещё

несколько нулей).
6.24. Если для рациональных чисел x, y, z и t выполняется

указанное равенство, то согласно задаче 6.22 для тех же самых
чисел должно выполняться равенство

(x−y
√

2)2 + (z− t
√

2)2 = 5− 4
√

2.

Но 5− 4
√

2 < 0, а (x− y
√

2)2 + (z− t
√

2)2
> 0.

6.25. В самом деле, пусть (5+3
√

2)m = (3+5
√

2)n. Тогда соглас-
но задаче 6.22 (5 − 3

√
2)m = (3 − 5

√
2)n. Прийти к противоречию

теперь можно разными способами. Во-первых, можно заметить,
что |5− 3

√
2|< 1 и |3− 5

√
2|> 1. Во-вторых, можно перемножить

равенства (5 + 3
√

2)m = (3 + 5
√

2)n и (5− 3
√

2)m = (3− 5
√

2)n; в ре-
зультате получим 7m = (−41)n.

6.26. а) Если (
√

2 + 1)n = x
√

2 + y, то согласно задаче 6.22
(
√

2− 1)n = (−1)n(1−
√

2)n = (−1)n(y + x
√

2) = (−1)n(
p

y2 −
√

2x2).
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При этом y2 −2x2 =(y+x
√

2)(y−x
√

2)=(1+
√

2)n(1−
√

2)n =(−1)n.
Таким образом, если n чётно, то (

√
2 − 1)6n =

p
y2 −

√
2x2 и y2 −

−2x2 =1, а если n нечётно, то (
√

2−1)6n=
√

2x2−
p

y2 и 2x2−y2 =1.
б) Равенства

(a
√

m± b
√

m− 1)(c
√

m±d
√

m−1) =

= acm + bd(m− 1)± (ad + bc)
p

m(m−1),

(a± b
p

m(m− 1))(c
√

m±d
√

m− 1) =

= (ac + bd(m− 1))
√

m± (ad + bcm)
√

m− 1

показывают, что (
√

m±
√

m− 1)n = a
√

m± b
√

m− 1 при нечётном n
и (

√
m±

√
m− 1)n =a±b

√
m(m− 1) при чётном n (a и b — натураль-

ные числа). В обоих случаях получаем (
√

m±
√

m− 1)n =
√

x±
√

y,
где x и y — натуральные числа (x = a2m и y = b2(m − 1) при
нечётном n, x = a2 и y = b2m(m − 1) при чётном n). При этом
x−y = (

√
x−

√
y)(

√
x +

√
y) = ((

√
m−

√
m−1)(

√
m +

√
m−1))n = 1.

6.27. Число (1 +
√

3)2n+1 + (1 −
√

3)2n+1 целое, причём −1 <

<(1−
√

3)2n+1
<0. Поэтому [(1+

√
3)2n+1]=(1+

√
3)2n+1+(1−

√
3)2n+1.

Равенство (1±
√

3)2 = 2(2±
√

3) показывает, что

(1 +
√

3)2n+1 + (1−
√

3)2n+1 =

= 2n((1 +
√

3)(2 +
√

3)n + (1−
√

3)(2−
√

3)n).

Ясно, что (1 ±
√

3)(2 ±
√

3)n = a ± b
√

3, где a и b — некоторые
натуральные числа. Достаточно доказать, что число a нечётное.
Равенство a2 − 3b2 =−2 показывает, что числа a и b одной чётно-
сти. Эти числа не могут быть оба чётными, поскольку тогда число
a2 − 3b2 делилось бы на 4.

6.28. Можно считать, что a/b<c/d. Неравенство
a

b
<

a

b−1
6

a+1

b
,

которое выполняется при a +16 b, показывает, что b 6= d, т. е. зна-
менатели двух соседних дробей не могут быть одинаковыми.

Докажем требуемое утверждение индукцией по n. При n = 3
получаем числа 1/3, 1/2, 2/3; для них утверждение легко прове-
ряется. Предположим, что утверждение доказано для n − 1. При
переходе от n − 1 к n к старому набору чисел добавляются неко-
торые числа вида k/n. Согласно сделанному выше замечанию два
новых числа не могут быть соседними, поэтому a/b<k/n<c/d, где
a/b и c/d —соседние числа из старого списка. Нужно доказать, что
оба числа A = kb − an и B = cn − kd равны 1 (ясно, что эти числа
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положительны). Предположим, что одно из них больше 1. Тогда
b + d < bB + dA = (bc−ad)n = n, поскольку bc−ad = 1 по предполо-

жению индукции. Неравенство
a

b
<

a + c

b + d
<

c

d
показывает, что числа

a/b и c/d не могут быть соседними. Приходим к противоречию.

6.29. Согласно задаче 6.28 bx − ay = 1 и cy − dx = 1. Решая
эту систему линейных уравнений относительно x и y, получаем

x =
a + c

bc− ad
и y =

b + d

bc− ad
.

6.30. Ясно, что
a

b
<

a + c

b + d
<

c

d
. Поэтому если b + d 6 n, то дробь

a + c

b + d
входит в последовательность Фарея Fn, причём она располо-

жена между дробями a/b и c/d.

6.31. О т в е т:
1

2
± 1

2n
при нечётном n;

1

2
± 1

2n −2
при чётном n.

При нечётном n числитель и знаменатель дроби
n± 1

2n
можно

сократить на 2; при чётном n то же самое верно для дроби
n−1± 1

2n− 2
.

Поэтому указанные в ответе дроби входят в последовательность
Фарея. Если a/b < c/d — соседние дроби в последовательности Фа-

рея, то
c

d
− a

b
=

bc− ad

bd
=

1

bd
. Если b=2 и d6 n, то

1

bd
>

1

2n
. В случае

нечётного n доказательство завершено. А в случае чётного n до-

статочно убедиться, что если
a

b
=

1

2n
, то d 6= n. Но если a = 1, b = 2

и d = n, то 1 = bc− ad = 2c−n, поэтому n нечётно.
6.32. а) Если дробь p/q входит в последовательность Фарея, то

и дробь (q−p)/q тоже входит, поскольку НОД(q−p, q)=НОД(p, q).
Поэтому

P
p =

P
(q− p), т. е. 2

P
p =

P
q, что и требовалось.

б) Аналогично а) получаем
P p

q
=
P q− p

q
, т. е. 2

P p

q
=
P

1.

Последняя сумма равна количеству членов в последовательности
Фарея.

6.33. Дробь p/q входит в последовательность Фарея, если 16p<

<q 6 n и НОД(p, q) =1. Поэтому при фиксированном q >1 количе-
ство членов вида p/q равно f(q). Следовательно, количество всех

членов равно
nP

q=2

f(q).

6.34. Докажем сначала, что из (1) следует (2). Количество зна-
чений x, для которых [xa] 6 n, равно n/a + l, где 0 6 l < 1/a.
Количество значений y, для которых [yb] 6 n, равно n/b+ m, где
0 6m< 1/b. По условию n/a+ l+ n/b+m= n. Поэтому при n→∞
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получаем 1/a + 1/b = 1. Если бы число a было рациональным,

то из этого равенства мы получили бы a = p/q и b =
p

p− q
, где

p >q — натуральные числа. Но тогда [qa]=p=[(p−q)b]. Приходим
к противоречию, поэтому a иррационально.

Докажем теперь, что из (2) следует (1). Число [ka] меньше n
в точности при k = 1, 2, . . . , [n/a]. Число [kb] меньше n в точ-
ности при k = 1, 2, . . . , [n/b]. Поэтому среди рассматриваемых
чисел встречается ровно [n/a] + [n/b] чисел, меньших n. Из соот-
ношения 1/a+ 1/b= 1 и иррациональности чисел a и b следует,
что [n/a] + [n/b] = n − 1. Поэтому среди рассматриваемых чисел
встречается 0 чисел, меньших 1; 1 число, меньшее 2; 2 числа,
меньших 3, и т. д. Чтобы получить количество чисел, равных n,
нужно из количества чисел, меньших n + 1, вычесть количество
чисел, меньших n. В результате получим 1.

6.35. Можно считать, что a1 <a2 < . . .<ak (неравенства строгие,
потому что иначе возникли бы повторения). Число 1 встречается
ровно один раз, поэтому [a1] = 1, т. е. a1 = 1 +d, где 0 <d< 1.

Пусть [pa1]=n. Тогда pa1 <n+1. Поэтому (p+1)a1 =pa1 +a1 <

< n + 1 + 1+d< n + 3, а значит, [(p + 1)a1] 6 n + 2. Таким образом,
между соседними членами последовательности [a1], [2a1], . . . не
могут встретиться два последовательных натуральных числа.

Пусть m — наименьшее натуральное число, не встречающееся
в последовательности [a1], [2a1], . . . Тогда [a1] = 1, [2a1] = 2, . . .
. . . , [(m − 1)a1] = m − 1 и [ma1] = m + 1. Поэтому (m − 1)d1 < 1
и md1 > 1. Ясно также, что m = [a2], поскольку a2 < a3 < . . . < ak.
Таким образом, a2 = m +e, где 0 6 e< 1.

Пусть x — произвольное натуральное число, не встречающее-
ся в последовательности [a1], [2a1], [3a1], . . . Тогда x = [pa1] + 1
и [(p +1)a1]> [pa1]+1. Последнее неравенство эквивалентно тому,
что [p + 1 + (p + 1)d] > [p + pd] + 1, т. е. [(p + 1)d] > [pd]. Таким
образом, pd< q 6 (p + 1)d для некоторого натурального числа q.

Ясно, что (p + m − 1)d= pd+ (m − 1)d< q + 1 и (p + m + 1)d=
= (p + 1)d+ md> q + 1. Возможны два случая.

(1) (p+m)d> q+1. В этом случае (p+m−1)d<q+16 (p+m)d.
(2) (p+m)d<q+1. В этом случае (p+m)d<q+16 (p+m+1)d.
Следующее за x натуральное число, не встречающееся в по-

следовательности [a1], [2a1], . . . , равно [p′a1] + 1, где p′d < q′
6

6 (p′ + 1)d, причём q′ — наименьшее возможное натуральное чис-
ло, большее q. Мы видим, что в качестве q′ можно взять q+1. При
этом в случае (1) p′=p+m−1, а в случае (2) p′=p+m. Следователь-
но, в случае (1) [p′a1] + 1 = p + m− 1 + [(p + m− 1)d] + 1 = p + m + q,
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а в случае (2) [p′a1] + 1 = p + m + [(p + m)d] + 1 = p + m + q + 1.
Напомним, что x=[pa1]+1=p+[pd]+1=p+q. Поэтому следующее
за x число, не встречающееся в последовательности [a1], [2a1], . . . ,
равно x + m или x + m + 1.

Если [na2]=y, то na2−1<y6na2. Поэтому (n+1)a2 =na2 +a2 <

< y + 1 + m + 1 = y + m + 2 и (n + 1)a2 = na2 + a2 > y + m. Таким
образом, (n + 1)a2 = y + m или y + m + 1.

Пусть xk — k-е число, не встречающееся в последовательности
[a1], [2a1], . . . , а yk = [ka2]. Докажем индукцией по k, что xk = yk.
При k = 1 это очевидно: x1 = m = y1. Предположим, что xk = yk для
некоторого k. Выше было показано, что xk+1 =xk +m или xk +m+1,
а yk+1 = yk + m или yk + m + 1. Среди двух последовательных чисел
xk + m и xk + m + 1 лишь одно может не входить в последователь-
ность [a1], [2a1], . . . Именно оно должно быть как числом xk+1, так
и числом yk+1.



ГЛАВА 7

ТЕКСТОВЫЕ ЗАДАЧИ

7.1. Решения без вычислений

7.1. В одном стакане 5 ложек чая, в другом 5 ложек мо-
лока. Ложку молока перелили из второго стакана в первый,
а затем ложку чая с молоком перелили обратно во второй
стакан. Чего оказалось больше: чая в молоке или молока
в чае?

7.2. Из пункта A в пункт B, расстояние между которыми
5 км, вышел пешеход. Из пункта B навстречу ему одно-
временно с ним выехал велосипедист, скорость которого
в 2 раза больше скорости пешехода. Встретив пешехода, он
повернул и поехал обратно в B. Доехав до B, велосипедист
снова повернул и поехал навстречу пешеходу и т. д. Какой
путь проедет велосипедист к тому моменту, когда пешеход
придёт в B?

7.2. Вычисления

7.3. Над озёрами летела стая гусей. На каждом озере са-
дилась половина гусей и ещё полгуся, а остальные летели
дальше. Все гуси сели на семи озёрах. Сколько было гусей
в стае?

7.4. Два велосипедиста выехали одновременно навстречу
друг другу из пунктов A и B и встретились в 70 км от A.
Продолжая двигаться с теми же скоростями, они доехали
до A и B и повернули обратно. Второй раз они встретились
в 90 км от B. Найдите расстояние от A до B.
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7.5. Пароход от Горького до Астрахани идёт 5 суток, а от
Астрахани до Горького 7 суток. Сколько дней будут плыть
по течению плоты от Горького до Астрахани?

7.6. Два человека A и B должны попасть из пункта M

в пункт N, расположенный в 15 км от M. Пешком они
могут передвигаться со скоростью 6 км/ч. Кроме того, в их
распоряжении есть велосипед, на котором можно ехать со
скоростью 15 км/ч. A отправляется в путь пешком, а B едет
на велосипеде до встречи с пешеходом C, идущим из N в M.
Дальше B идёт пешком, а C едет на велосипеде до встречи
с A и передаёт ему велосипед, на котором тот и приезжа-
ет в N.

а) Когда должен выйти из N пешеход C, чтобы A и B

прибыли в пункт N одновременно (если он идёт пешком
с той же скоростью, что A и B)?

б) Когда должен выйти из N пешеход C, чтобы время,
затраченное A и B на дорогу в N, было наименьшим (C идёт
пешком с той же скоростью, что A и B; время, затраченное
на дорогу, считается от момента выхода A и B из M до
момента прибытия последнего из них в N)?

7.3. Неравенства

7.7. Города́ A и B расположены на реке на расстоянии
10 км друг от друга. На что пароходу потребуется больше
времени: проплыть от A до B и обратно или проплыть 20 км
по озеру?

7.8. В деревне A 100 жителей, в деревне B 50 жите-
лей. В каком месте шоссе, соединяющего деревни, нужно
построить баню, чтобы общее расстояние, которое нужно
пройти всем 150 жителям до бани и обратно, было наимень-
шим?

7.9. В таблице размером 10 × 10 записано 100 чисел.
В каждой строке выбрано наименьшее число и среди них
выбрано наибольшее число A. В каждом столбце выбрано
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наибольшее число и среди них выбрано наименьшее чис-
ло B. Может ли оказаться, что A > B?

7.10. Семь грибников собрали вместе 100 грибов, причём
никакие двое не собрали одинакового количества грибов.
Докажите, что среди них есть трое грибников, собравших
вместе не менее 50 грибов.

7.11. Школьники одного класса ходили в два туристи-
ческих похода. В каждом походе мальчиков было меньше
2/5 общего количества участников похода. Докажите, что
в этом классе мальчики составляют меньше 4/7 общего чис-
ла учеников, если известно, что каждый из учеников был по
крайней мере в одном походе.

7.4. Целочисленные приближения

7.12. В классе провели контрольную работу. Оказалось,
что у мальчиков средняя оценка 4; у девочек 3,25; у всех
вместе 3,6. Сколько мальчиков и сколько девочек писали
контрольную работу, если известно, что в классе больше 30
и меньше 50 человек?

7.13. В отчёте о лыжном забеге сказано, что 96% его
участников выполнили норму. Известно, что эта цифра да-
на с точностью до 0,5%. Каково наименьшее число участ-
ников этого забега?

7.14. В карьере заготовлено 120 гранитных плит по 7 т
и 80 плит по 9 т. На железнодорожную платформу можно
погрузить до 40 т. Какое наименьшее число платформ по-
требуется, чтобы вывезти все плиты?

7.15. Груз весом 13,5 т упакован в ящики так, что вес
каждого ящика не превосходит 350 кг. Докажите, что этот
груз можно перевезти на 11 полуторатонках. (Весом пустого
ящика можно пренебречь.)

7.16. Десять рабочих должны собрать из деталей 50 из-
делий. Сначала детали каждого изделия нужно покрасить;
на это одному рабочему требуется 10 минут. После окраски
детали 5 минут сохнут. На сборку изделия одному рабоче-
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му требуется 20 минут. Сколько рабочих нужно назначить
малярами и сколько монтажниками, чтобы работа была вы-
полнена в кратчайшее время? (Двое рабочих не могут одно-
временно красить или монтировать одно и то же изделие.)

7.5. Соответствия

7.17. На консультации было 20 школьников и разби-
ралось 20 задач. Оказалось, что каждый из школьников
решил две задачи и каждую задачу решили два школьника.
Докажите, что можно так организовать разбор задач, чтобы
каждый школьник рассказал одну из решённых им задач
и все задачи были разобраны.

7.18. В библиотеке поставили две доски. На одной доске
читатель записывает число читателей, которых он застал,
войдя в читальный зал, а на другой — сколько читателей
оставалось, когда он уходил из библиотеки. Рано утром
и поздно вечером читателей в библиотеке не было. Дока-
жите, что за день на обеих досках появятся одни и те же
числа (возможно, в другом порядке).

7.19. Подряд выписаны n чисел, среди которых есть по-
ложительные и отрицательные. Подчёркивается каждое по-
ложительное число, а также каждое число, сумма которого
с несколькими непосредственно следующими за ним числа-
ми положительна. Докажите, что сумма всех подчёркнутых
чисел положительна.

7.20. Докажите, что число всех цифр в последовательно-
сти 1, 2, 3, . . . , 10k равно числу всех нулей в последователь-
ности 1, 2, 3, . . ., 10k+1.

Решения

7.1. Из второго стакана убавилось молока ровно столько, сколь-
ко в него добавилось чая. Поэтому чая в молоке ровно столько,
сколько молока в чае.

7.2. О т в е т: 10 км. Можно считать, что велосипедист всё вре-
мя едет в одном направлении (длина пути от этого не меняется).
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Его скорость в 2 раза больше скорости пешехода, поэтому за то
время, за которое пешеход пройдёт 5 км, велосипедист проедет
10 км.

7.3. О т в е т: 127. Мысленно добавим к стае какую-нибудь
птицу, например, утку, которая летит со стаей до самого послед-
него озера. Тогда на каждом озере садится ровно половина птиц,
причём на седьмом озере садятся две птицы — гусь и утка. Значит,
в стае было 27 птиц, из них 27 − 1 = 127 гусей.

7.4. О т в е т: 120 км. Пусть x — расстояние от A до B. До
первой встречи оба велосипедиста вместе проехали x км, а до вто-
рой — 3x км. Значит, велосипедист, выехавший из A, к моменту
второй встречи проехал 3 · 70 = 210 км. С другой стороны, он про-
ехал x + 90 км. Поэтому x = 210− 90 = 120 км.

7.5. О т в е т: 35. Пусть v — скорость течения реки, u — ско-
рость парохода, l — расстояние от Горького до Астрахани. По

условию
l

u + v
= 5 и

l

u− v
= 7; требуется найти l/v. Из системы

уравнений l = 5u + 5v, l = 7u−7v находим l/v = 35.
7.6. а) Чтобы A и B прибыли в пункт N одновременно, они

должны пройти пешком одно и то же расстояние x км и проехать
на велосипеде одно и то же расстояние 15 − x. Тогда C до встре-
чи с B тоже должен пройти пешком расстояние x. Поэтому C до
встречи с A проедет на велосипеде 15−2x, а после этого A проедет
на велосипеде 15 − x. Всего A и C вместе проедут на велосипеде

30−3x. За это же время B пройдёт пешком x, поэтому
30− 3x

15
=

x

6
,

т. е. x =
60

11
км. B до встречи с C едет

15−x

15
=

1

15
·

105

11
=

7

11
час,

а C до встречи с B идёт
x

6
=

1

6
·

60

11
=

10

11
ч, поэтому C должен выйти

из M за
3

11
ч до того, как A и B отправятся в путь из M.

б) Чтобы A и B затратили на дорогу наименьшее время, они
должны прибыть в N одновременно, т. е. они должны пройти
пешком одинаковые расстояния. Действительно, пусть A прохо-
дит пешком расстояние x и проезжает на велосипеде 15 − x, а B
проходит y и проезжает 15 − y. Тогда время, затраченное A, рав-

но
x

6
+

15−x

15
= 1 +

x

10
, а время, затраченное B, равно 1 +

y

10
.

Нас интересует большее из этих чисел; оно должно быть наи-
меньшим. За то же самое время, за которое A проходит пешком
расстояние x, B и C успевают проехать на велосипеде расстояние

(15 − y) + (15 − y − x). Поэтому
30− x−2y

15
=

x

6
, т. е. 7x + 4y = 60.
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Прямая x = y пересекает прямую 7x + 4y = 60 в точке
“60

11
,

60

11

”
.

Для любой другой точки прямой 7x + 4y = 60 координата x или
координата y будет больше.

Задача о том, когда должен выйти C, чтобы A и B прибыли
одновременно, — это в точности задача а).

7.7. Пусть скорость парохода равна v, скорость течения реки
равна w. Если v 6 w, то пароход вообще не сможет плыть против
течения. Если же v > w, то на путь из A в B и обратно требуется
время

10

v + w
+

10

v−w
=

20v

v2 −w2 >
20

v
,

а на то, чтобы проплыть 20 км по озеру, требуется время 20/v.
7.8. Пусть расстояние между деревнями равно a. Предполо-

жим, что баня построена на расстоянии x от деревни A (0 6 x 6 a).
Тогда общее расстояние равно 200x+100(a−x)=100x+100a. Оно
минимально, когда x =0. Это означает, что баню нужно построить
в деревне A.

7.9. О т в е т: нет, не может. Пусть на пересечении строки,
в которой стоит число A, и столбца, в котором стоит число B, стоит
число x. Тогда A 6 x 6 B.

7.10. Пусть a1 > a2 > . . . > a7 — количество грибов, собран-
ных грибниками. Если a3 > 16, то a2 > 17 и a1 > 18, поэтому
a1 + a2 + a3 > 51. Если a3 6 15, то a4 6 14, a5 6 13, a6 6 12 и a7 6 11,
поэтому a4 + a5 + a6 + a7 6 50, а значит, a1 + a2 + a3 > 50.

7.11. П е р в о е р е ш е н и е. По условию в каждом походе
мальчиков было меньше 2/3 девочек, участвовавших в походе.
Следовательно, в каждом походе мальчиков было меньше 2/3 всех
девочек, учащихся в классе. Каждый мальчик был хотя бы в од-
ном походе, поэтому мальчиков в классе меньше 4/3 всех девочек,
т. е. мальчиков меньше 4/7 общего числа учеников.

В т о р о е р е ш е н и е. Пусть всего в классе x мальчиков и
y девочек; в первом походе было x1 мальчиков и y1 девочек, во вто-
ром — x2 и y2. По условию 5x1 < 2(x1 + y1), поэтому 3x1 < 2y1 6 2y.
Аналогично 3x2 < 2y. Следовательно, 3(x1 + x2) < 4y. Кроме того,
по условию x1 + x2 > x. Поэтому 3x < 4y, т. е. 7x < 4(x + y).

7.12. Пусть в классе x мальчиков и y девочек. Тогда
4x + 3,25y

x + y
=

=3,6, т. е. 8x=7y. Значит, x=7a и y=8a для некоторого целого a.
Поэтому число x + y = 15a делится на 15. Единственное число,
делящееся на 15, которое больше 30 и меньше 50, — это 45. Таким
образом, x = 21 и y = 24.
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7.13. Пусть в забеге участвовало n лыжников, причём k из них
не выполнили норму. По условию 3,56 100k/n6 4,5. Значит, k> 1

и n >
100k

4,5
> 22,2k > 22,2. Поэтому n > 23. Если в забеге участво-

вало 23 лыжника, из которых норму не выполнил только один, то
требуемое условие выполняется.

7.14. На одну платформу нельзя погрузить 6 плит даже по
7 т. Поэтому нужно по крайней мере 200/5 = 40 платформ. Соро-
ка платформ достаточно: на каждую платформу можно погрузить
3 плиты по 7 т и 2 плиты по 9 т.

7.15. Выделим 8 машин и будем последовательно их грузить,
причём каждый раз тот ящик, который уже нельзя погрузить,
будем ставить рядом с машиной. Погруженные ящики вместе
с ящиками, стоящими рядом с машинами, весят более 8 ·1,5=12 т,
поэтому оставшиеся ящики весят менее 1,5 т; их можно увезти
на одной полуторатонке. Поскольку 4 · 350 = 1400 < 1500, на од-
ной машине можно увезти любые 4 ящика. Значит, 8 ящиков,
стоящих рядом с машинами, можно увезти на двух оставшихся
полуторатонках.

7.16. О т в е т: 3 маляра и 6 монтажников (один рабочий лиш-
ний, т. е. можно назначить 4 маляров и 6 монтажников или 3 ма-
ляров и 7 монтажников). Легко проверить, что 3 маляра и 6 мон-
тажников могут выполнить работу за 195 минут. Действительно,
через 15 минут после начала работы маляров 3 изделия готовы
к сборке и 3 монтажника соберут их через 20 минут. После этого
к сборке будут готовы 6 изделий, причём монтажникам никогда
уже не придётся ждать, пока маляры закончат покраску очеред-
ного изделия. Через 15+20+140=175 минут после начала работы
будет смонтировано 3 + 7 · 6 = 45 изделий. Чтобы смонтировать
5 оставшихся изделий, нужно ещё 20 минут (этим смогут зани-
маться только 5 монтажников).

Если маляров меньше трёх, то покраска займёт не менее
250 минут, а если монтажников меньше шести, то монтаж займёт
не менее 200 минут.

7.17. Начнём разбор задач с того, что произвольный школьник
расскажет одну из решённых им задач. Пусть этот школьник ре-
шил задачи a1 и a2, а рассказал он задачу a1. Тогда есть ровно один
школьник, который тоже решил задачу a2 (и ещё задачу a3). Этот
школьник расскажет задачу a2. Затем школьник, который решил
задачи a3 и a4, расскажет задачу a3 и т. д. Так мы дойдём до n-го
школьника, который решил задачи an и ak, где 16k6n−1. Нужно
понять, что делать, если n < 20. Ясно, что k = 1. Действительно,
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задачу ak, где 2 6 k 6 n − 1, решили два школьника с номерами
k − 1 и k. Пусть n-й школьник расскажет задачу an. Для остав-
шихся школьников и оставшихся задач выполняется то же самое
условие: каждый из школьников решил две задачи и каждую
задачу решили два школьника. Поэтому можно повторить то же
самое и т. д.

7.18. Можно считать, что всегда выходит самый последний из
пришедших в библиотеку читателей. Действительно, не имеет зна-
чения, кто именно запишет на доске число читателей, остающихся
в зале; один читатель может перепоручить это другому — резуль-
тат от этого не изменится. Тогда каждый читатель на обеих досках
запишет одно и то же число.

7.19. Пусть выписаны числа a1, a2, . . . , an. Подчеркнём чис-
ло ai k + 1 чертами, если k — наименьшее число, для которого
ai + ai+1 + ai+2 + . . . + ai+k > 0 (положительное число a1 подчёрки-
вается одной чертой). Ясно, что если число ai подчёркнуто k + 1
чертами, то числа ai+1, ai+2, . . . , ai+k подчёркнуты соответственно
k, k − 1, . . . , 2, 1 чертами. Подчёркнутые числа разобьём на груп-
пы следующим образом. Сначала возьмём числа, подчёркнутые
наибольшим числом черт (пусть это число черт равно K), и сле-
дующие за каждым из них K − 1 чисел. Затем возьмём числа,
подчёркнутые K−1 чертами, и следующие за каждым из них K−2
чисел, и т. д. Сумма чисел в каждой группе положительна.

7.20. Сопоставим цифре числа из первой последовательности
нуль числа из второй последовательности следующим образом. На-
пишем после данной цифры нуль. В результате получим число из
второй последовательности с отмеченным нулём. Нашей цифре мы
сопоставляем именно этот нуль. Наоборот, нулю числа из второй
последовательности сопоставим цифру числа из первой последо-
вательности следующим образом. Отметим цифру, которая стоит
перед данным нулём, и после этого нуль вычеркнем. В резуль-
тате получим число из первой последовательности с отмеченной
цифрой. Нашему нулю мы сопоставляем именно эту цифру. Эти
операции взаимно обратны, поэтому мы получаем взаимно одно-
значное соответствие между цифрами числа первой последователь-
ности и нулями чисел второй последовательности.



ГЛАВА 8

НЕРАВЕНСТВА

8.1. Неравенство x + 1/x > 2

Напомним, что согласно задаче 1.1 для всех x > 0 выполняется
неравенство x + 1/x > 2.

8.1. При каких n существуют положительные числа
x1, . . ., xn, удовлетворяющие системе уравнений

x1 + x2 + . . . + xn = 3,
1

x1
+

1

x2
+ . . . +

1

xn
= 3?

8.2. Докажите, что если числа a1, . . ., an положительны
и a1 . . . an = 1, то

(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an) > 2n.

8.3. Докажите, что если x5 −x3 + x = 2, то 3 < x6
< 4.

8.4. а) Докажите, что если x1, x2, x3 — положительные
числа, то

x1

x2 + x3
+

x2

x3 + x1
+

x3

x3 + x2
>

3

2
.

б) Докажите, что если x1, x2, . . ., xn — положительные
числа, причём n > 4, то

x1

x2 + xn
+

x2

x3 + x1
+ . . . +

xn−1

xn + xn−2
+

xn

x1 + xn−1
> 2.

8.2. Неравенство треугольника

Будем говорить, что положительные числа a, b, c удовлетворяют
неравенству треугольника, если a+b>c, b+c>a и c+a>b. На
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геометрическом языке это означает, что из отрезков длиной a,
b, c можно составить треугольник.

8.5. Докажите, что положительные числа a, b, c удовле-
творяют неравенству треугольника тогда и только тогда,
когда (a2 + b2 + c2)2

> 2(a4 + b4 + c4).
8.6. Докажите, что если для положительных чисел a1,

a2, . . ., an (n > 3) выполняется неравенство

(a2
1 + a2

2 + . . . + a2
n)2

> (n−1)(a4
1 + a4

2 + . . . + a4
n),

то любые три из этих чисел удовлетворяют неравенству тре-
угольника.

8.7. Неравенство

Aa(Bb + Cc) + Bb(Cc + Aa) + Cc(Aa + Bb) >

>
1

2
(ABc2 + BCa2 + CAb2),

где a>0, b>0, c>0—заданные числа, выполняется для всех
A > 0, B > 0, C > 0. Можно ли из отрезков a, b, c составить
треугольник?

8.3. Неравенство Коши

8.8. Докажите неравенство xy 6 (x2 + y2)/2.
8.9. Докажите неравенство

( k∑

i=1

aibi

)2

6

( k∑

i=1

a2
i

)( k∑

i=1

b2
i

)

.

Неравенство из задачи 8.9 называют неравенством Коши. Дру-
гие его доказательства приведены в задачах 1.9 и 5.12.

8.10. Докажите неравенство

a2
1 + . . . + a2

n >
(a1 + . . . + an)2

n
.

8.11. Пусть x1, . . ., xn —положительные числа. Докажите
неравенство

(x1 + . . . + xn)
( 1

x1
+ . . . +

1

xn

)

> n2.
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8.12. Пусть S = a1 + . . . + an, где a1, . . . , an — положитель-
ные числа и n > 2. Докажите, что

a1

S−a1
+ . . . +

an

S−an
>

n

n−1
.

8.4. Неравенство между средним арифметическим
и средним геометрическим

Пусть a1, . . . , an — положительные числа. Их средним ариф-

метическим называют число A =
a1 + . . . + an

n
, а их сред-

ним геометрическим называют число G = n
√

a1 . . . an. В 1821 г.
Коши доказал неравенство A > G. Доказательство Коши исполь-
зовало индукцию, но не обычным способом: сначала доказы-
валось, что если утверждение верно для n = 2m, то оно верно
и для n = 2m+1, а затем доказывалось, что если утверждение
верно для n, то оно верно и для n − 1 (см. решение зада-
чи 13.10).

8.13. Пусть a1, . . ., an —положительные числа. Докажите
неравенство

a1 + . . . + an

n
> n
√

a1 . . . an.

(Если не все данные числа равны, то неравенство строгое.)
8.14. Пусть a, b > 0. Докажите, что 2

√
a + 33

√
b > 55√

ab.
8.15. Докажите, что для любого натурального n > 2 име-

ют место неравенства

n(
n
√

n + 1−1) < 1 +
1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
< n

(

1− 1
n
√

n

)

+ 1.

8.16. Пусть a1, . . ., an, w1, . . . , wn — положительные чис-
ла. Докажите, что

1

W
(w1a1 + . . . + wnan) > (aw1

1 . . . awn
n )1/W,

где W = w1 + . . . + wn.

З а м е ч а н и е. При w1 = . . . = wn = 1 получаем неравенство
между средним арифметическим и средним геометрическим, по-
этому неравенство из задачи 8.16 является обобщением нера-
венства между средним арифметическим и средним геометри-
ческим.
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8.17. Пусть a1, . . ., an — положительные числа, a1, . . .

. . ., an — попарно различные положительные числа. Для

x > 0 положим f(x) =
n∑

i=1
aix

ai. Выберем a и a так, чтобы

графики функций y = f(x) и y = axa касались при x = x0.
Докажите, что f(x) > axa, причём равенство достигается
только при x = x0.

См. также задачи 13.10, 25.21.

8.5. Неравенства, имеющие
геометрическую интерпретацию

8.18. Пусть a, b, c — положительные числа. Докажите,
что

√

a2 −ab + b2 +
√

b2 − bc + c2 >
√

a2 + ac + c2,

причём равенство достигается тогда и только тогда, когда
1/a + 1/c = 1/b.

8.6. Циклические неравенства

8.19. Пусть a1, . . ., an — положительные числа. Докажи-
те, что

a1

a2
+

a2

a3
+ . . . +

an

a1
> n.

8.20. Докажите, что для любых положительных чисел a,
b, c выполнено неравенство

a3b + b3c + c3a > a2bc + b2ca + c2ab.

8.21. Пусть 0 6 x1, . . ., xn 6 1. Докажите, что при n > 3

x1 + . . . + xn −x1x2 −x2x3 − . . .−xn−1xn −xnx1 6 [n/2].

8.22. Пусть a, b, c — положительные числа. Докажите,
что

3+(a+b+c)+
(

1

a
+

1

b
+

1

c

)

+
(

a

b
+

b

c
+

c

a

)

>
3(a + 1)(b + 1)(c + 1)

abc + 1
.
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8.7. Разные неравенства

8.23. Докажите, что если a, b, c, d —положительные чис-

ла, причём a/b < c/d, то
a

b
<

a + c

b + d
<

c

d
.

8.24. Докажите неравенство

x2n + x2n−1y + x2n−2y2 + . . . + y2n > 0.

8.25. Пусть a > b > 0. Докажите, что aabb
> abba.

8.26. Предположим, что x1, . . ., xn —действительные чис-
ла, про которые известно, что все числа s1 =

∑
xi, s2 =

=
∑

i<j

xixj, s3 =
∑

i<j<k

xixjxk, . . ., sn = x1 . . . xn положительны.

Верно ли, что тогда и сами числа x1, . . . , xn положи-
тельны?

8.27. Докажите, что x12 −x9 + x4 −x + 1 > 0 для всех x.
8.28. Докажите, что

∣
∣
∣

x− y

1−xy

∣
∣
∣ < 1,

если |x|< 1 и |y|< 1.
8.29. Пусть n > 1 — натуральное число. Докажите, что

xn −nx + n−1 > 0 для всех x > 0.
8.30. Докажите, что для всех натуральных n > 2 имеет

место неравенство

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n
>

1

2
.

8.31. Пусть x и y — произвольные вещественные числа.
Докажите, что

x + y

2
·

x2 + y2

2
·

x3 + y3

2
6

x6 + y6

2
.

8.32. Докажите, что для всех натуральных n справедли-
во неравенство

1

2
·
3

4
·

5

6
· . . . ·

2n− 1

2n
<

1√
2n + 1

.
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8.33. Докажите, что при всех натуральных n > 1
√

2

2
·

1√
2n

<
1

2
·
3

4
·

5

6
· . . . ·

2n− 1

2n
<

√
3

2
·

1√
2n

.

8.34. Докажите, что (2n− 1)n + (2n)n
< (2n + 1)n для лю-

бого натурального n > 2.
8.35. По окружности расставлены в произвольном поряд-

ке числа 1, 2, . . ., n. Докажите, что сумма модулей разно-
стей соседних чисел не меньше 2n−2.

8.36. Пусть 0 < a 6 xi 6 b. Докажите, что

(x1 + . . . + xn)
(

1

x1
+ . . . +

1

xn

)

6
(a + b)2

4ab
n2.

8.37. Докажите, что если −16x1, . . ., xn 61 и x3
1+ . . .+x3

n =
= 0, то x1 + . . . + xn 6 n/3.

8.38. Докажите, что если xy=4 и z2 +4w2 =4, то (x−z)2+
+ (y−w)2 > 1,6.

8.39. Пусть A(x) = A1(x) + . . . + A5(x), где x = (x1, x2, x3,
x4, x5) и Ai(x) =

∏

j6=i

(xi − xj). Докажите, что A(x) > 0 для
всех x.

8.40. Сто положительных чисел x1, x2, . . . , x100 удовле-
творяют условиям

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
100 > 10000,

x1 + x2 + . . . + x100 < 300.

Докажите, что среди них можно найти три числа, сумма
которых больше 100.

См. также задачу 18.4.

8.8. Выпуклость

8.41. Пусть n 6= 1 — натуральное число и a > b > 0. Дока-

жите, что
(

a + b

2

)n

<
an + bn

2
.

8.42. Сравните числа 3√60 и 2 + 3√7.
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8.9. Неравенства Гёльдера и Минковского

8.43. а) Пусть a — рациональное число, причём a >1 или
a < 0. Докажите, что для любого x > 0, x 6= 1, выполняется
неравенство xa −ax + a−1 > 0.

б) Пусть a — рациональное число, причём 0<a<1. Дока-
жите, что для любого x >0, x 6=1, выполняется неравенство
xa −ax + a−1 < 0.

8.44. Докажите, что если m и n — натуральные числа,
отличные от 1, то

1
n
√

m + 1
+

1
m
√

n + 1
> 1.

8.45. Пусть A и B — положительные числа, а p и q — ра-
циональные числа, связанные соотношением 1/p + 1/q = 1.
Докажите, что если p > 1, то A1/pB1/q 6 A/p + B/q, а если
p<1, то A1/pB1/q >A/p+B/q. (Если A 6=B, то оба неравенства
строгие.)

8.46. Пусть xi и yi — положительные числа, а p и q — ра-
циональные числа, связанные соотношением 1/p + 1/q = 1.
Докажите, что если p > 1, то

x1y1 + . . . + xnyn 6 (x
p
1 + . . . + x

p
n)1/p(y

q
1 + . . . + y

q
n)1/q,

а если p < 1, то

x1y1 + . . . + xnyn > (x
p
1 + . . . + x

p
n)1/p(y

q
1 + . . . + y

q
n)1/q

(неравенство Гёльдера).
8.47. Пусть xi и yi — положительные числа, а p > 1 —

рациональное число. Докажите, что

( n∑

i=1

(xi + yi)
p

)1/p

6

( n∑

i=1

x
p
i

)1/p

+

( n∑

i=1

y
p
i

)1/p

.

Если p < 1, то неравенство заменяется на противоположное
(неравенство Минковского).
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Решения

8.1. Воспользовавшись неравенством xi + 1/xi > 2, получим
3 + 3 = (x1 + 1/x1) + . . . + (xn + 1/xn) > 2n, т. е. n 6 3. При n = 3
получаем решение x1 = x2 = x3 = 1. При n = 2 получаем решение

x1 =
3 +

√
5

2
, x2 =

3−
√

5

2
. При n = 1 система несовместна.

8.2. Из соотношения a1 . . . an = 1 следует, что

(1 + a1)(1+ a2) . . . (1 + an) =
(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an)

a1 . . . an
=

=
“

1 +
1

a1

”
. . .
“

1 +
1

an

”
.

Кроме того, (1 + ai)
“

1 +
1

ai

”
= 2 + ai +

1

ai
> 4. Поэтому

((1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an))2 =

= (1+ a1)
“

1 +
1

a1

”
. . . (1 + an)

“
1 +

1

an

”
> 4n.

8.3. Из равенства 2+x3 =x5 +x следует, что
2

x3 +1=x2 +
1

x2 > 2.

Поэтому
2

x3 > 1, т. е. x3
6 2. Но x 6=1, поэтому неравенство строгое.

Сложив равенства x5 − x3 + x = 2 и x7 − x5 + x3 = 2x2, получим
x7 + x = 2 + 2x2, т. е. x6 + 1 = 2(x + 1/x) > 4. Следовательно, x6

> 3.
Неравенство строгое, поскольку x 6= 1.

8.4. а) Положим x2+x3=a, x3+x1=b, x1+x2=c, т. е. x1=
b+c−a

2
,

x2 =
a + c− b

2
, x3 =

a + b − c

2
. Тогда требуемое неравенство запишется

в виде
b + c− a

2a
+

a + c− b

2b
+

a + b− c

2c
>

3

2
,

т. е. b/a + c/a + a/b + c/b + a/c + b/c > 3 + 3 = 6. Остаётся заметить,
что b/a + a/b > 2 и т. д.

б) При n = 4 получаем

x1

x2 + x4
+

x2

x3 + x1
+

x3

x4 + x2
+

x4

x3 + x1
=

x1 + x3

x2 + x4
+

x2 + x4

x1 + x3
> 2.

При n > 4 требуемое неравенство можно доказать по индук-
ции. Предположим, что для чисел x1, . . . , xn неравенство уже
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доказано. Выберем среди положительных чисел x1, . . . , xn+1 наи-
меньшее. После циклической перенумерации этих чисел мож-

но считать, что это будет число xn+1. Тогда
x1

x2 + xn+1
>

x1

x2 + xn
,

xn

xn+1 + xn−1
>

xn

x1 + xn−1
и

xn+1

x1 + xn
> 0. Поэтому

x1

x2 + xn+1
+ . . . +

xn

xn+1 + xn−1
+

xn+1

x1 + xn
>

x1

x2 + xn
+ . . . +

xn

x1 + xn−1
> 2;

последнее неравенство выполняется по предположению индукции.
8.5. Положительные числа a, b, c удовлетворяют неравенству

треугольника тогда и только тогда, когда

(a + b− c)(b + c− a)(c + a− b)(a + b + c) > 0. (1)

Действительно, два выражения в скобках не могут быть од-
новременно отрицательными. Например, неравенства a + b < c
и b + c < a не могут выполняться одновременно. После раскрытия
скобок неравенство (1) записывается в виде 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) −
− (a4 + b4 + c4) > 0, а из этого уже легко получить требуемое.

8.6. Прежде всего покажем, что для таких чисел выполняется
неравенство

(a2
2 + . . . + a2

n)2
> (n− 2)(a4

2 + . . . + a4
n).

Исходное неравенство можно записать в виде

a4
1 + 2a2

1S2 + S2
2 > (n−1)a4

1 + (n−1)S4,

где S2 = a2
2 + . . . + a2

n и S4 = a4
2 + . . . + a4

n. Выделим полный квадрат:

(n− 2)
“

a2
1 −

S2

n− 2

”2
+

S2
2

n−2
−S2

2 + (n−1)S4 < 0.

Следовательно, S2
2

“
1− 1

n−2

”
> (n − 1)S4, т. е. S2

2 > (n − 2)S4, что
и требовалось.

Далее по индукции получаем

(a2
k + . . . + a2

n)2
> (n− k)(a4

k + . . . + a4
n).

При k = n − 2 согласно задаче 8.5 это неравенство означает, что
числа an−2, an−1, an удовлетворяют неравенству треугольника. То
же самое доказательство можно применить и для любой другой
тройки чисел.

О т в е т: не всегда. Положим a = b = 1, c = 2. Тогда требуемое
неравенство примет вид

2AB + 4AC + 4BC > 2AB +
1

2
BC +

1

2
AC,
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т. е.
7

2
AC +

7

2
BC > 0. Это неравенство выполняется для всех поло-

жительных A, B, C.
З а м е ч а н и е. Из отрезков a, b, c всегда можно составить вы-

рожденный треугольник. Чтобы доказать это, положим A = B = 1,
C =e. Тогда

a(b +ec) + b(ec + a) +ec(a + b) >
1

2
(c2 +ea2 +eb2). (1)

Поэтому должно выполняться неравенство 2ab >
1

2
c2, поскольку

иначе неравенство (1) не выполнялось бы при малых e. Значит,
c2

6 4ab 6 (a + b)2. Числа a, b, c положительны, поэтому c 6 a + b.
Неравенства a 6 b + c и b 6 a + c доказываются аналогично.

8.8. Достаточно заметить, что (x− y)2
6 0.

8.9. Пусть A=

s
kP

i=1
a2

i и B=

s
kP

i=1
b2

i . Воспользовавшись неравен-

ством xy 6 (x2 + y2)/2, получим

kX

i=1

ai

A

bi

B
6

kX

i=1

1

2

“ a2
i

A2 +
b2

i

B2

”
=

1

2A2

kX

i=1

a2
i +

1

2B2

kX

i=1

b2
i = 1.

Значит,
“ kP

i=1

aibi

”2
6 A2B2 =

“ kP
i=1

a2
i

”“ kP
i=1

b2
i

”
.

8.10. Это неравенство является частным случаем неравенства
Коши; достаточно положить b1 = . . . = bn = 1.

8.11. Это неравенство очевидным образом следует из неравен-
ства Коши: достаточно положить ai =

√
xi и bi = 1/

√
xi.

8.12. Положим bi = S − ai. Тогда требуемое неравенство запи-
шется в виде

S− b1

b1
+ . . .+

S− bn

bn
>

n

n−1
, т. е. S

“ 1

b1
+ . . .+

1

bn

”
>

n

n− 1
+ n =

n2

n− 1
.

Но b1 + . . . + bn = (S−a1) + . . . + (S−an) = nS−S = (n−1)S. Остаётся
заметить, что

(b1 + . . . + bn)
“ 1

b1
+ . . . +

1

bn

”
> n2

(задача 8.11).
8.13. П е р в о е р е ш е н и е. Применим индукцию по n. При

n = 1 требуемое утверждение верно. Предположим, что требуе-
мое неравенство доказано для любых n положительных чисел.
Рассмотрим положительные числа b1 = n+1

√
a1, . . . , bn+1 = n+1

√
an+1.

Ясно, что (bn
i − bn

j )(bi − bj) > 0. Просуммируем такие неравенства
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для всех пар i, j, для которых i > j. В результате получим

n

n+1X

i=1

bn+1
i >

n+1X

i=1

bi

X

j6=i

bn
j .

(Если не все данные числа равны, то неравенство строгое.) Вос-
пользовавшись неравенством между средним арифметическим
и средним геометрическим для n чисел, получим

n+1X

i=1

bi

X

j6=i

bn
j > n

n+1X

i=1

bi

Y

j6=i

bj = n(n + 1)

n+1Y

j=1

bj.

Следовательно,
n+1X

i=1

bn+1
i > (n + 1)

n+1Y

j=1

bj,

что и требовалось.
В т о р о е р е ш е н и е. Расположим данные числа в порядке

возрастания: a1 6 a2 6 . . . 6 an. Если a1 = an, то a1 = a2 = . . . = an.
В таком случае A = G. Поэтому будем предполагать, что a1 < an.
Тогда a1 < A < an, а значит,

A(a1 + an −A)− a1an = (a1 −A)(A− an) > 0,

т. е. A(a1 + an −A) > a1an. В частности, a1 + an −A > 0.
Применим индукцию по n. Предположим, что неравенство

между средним арифметическим и средним геометрическим верно
для любых n − 1 положительных чисел. Применим его к числам
a2, a3, . . . , an−1, a1 + an −A. В результате получим
“

a2 + a3 + . . . + an−1 + a1 + an −A

n−1

”n−1
> a2a3 . . . an−1(a1 + an −A).

Здесь
a2 + a3 + . . . + an−1 + a1 + an −A

n−1
=

nA− A

n−1
= A.

Умножим теперь обе части полученного неравенства на A:

An
> a2a3 . . . an−1A(a1 + an −A) > a1a2 . . . an;

мы воспользовались доказанным выше неравенством A(a1+an−A)>
> a1an.

З а м е ч а н и е. По поводу доказательства неравенства между
средним арифметическим и средним геометрическим с помощью
выпуклых функций см. задачу 26.22.
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8.14. Положим a = x10 и b = y15. Согласно неравенству между
средним арифметическим и средним геометрическим

x5 + x5 + y5 + y5 + y5

5
>

5
p

x10y15,

т. е. 2
√

a + 33
√

b > 55
√

ab.
8.15. Применим неравенство между средним арифметическим

и средним геометрическим для чисел 2,
3

2
,

4

3
, . . . ,

n + 1

n
. В резуль-

тате получим

1

n

“
2 +

3

2
+

4

3
+ . . . +

n + 1

n

”
>

n
√

n + 1,

т. е.

(1 + 1) +
“

1 +
1

2

”
+
“

1 +
1

3

”
+ . . . +

“
1 +

1

n

”
> n

n
√

n + 1.

Применим неравенство между средним арифметическим и сред-

ним геометрическим для чисел 1,
1

2
,

2

3
, . . . ,

n−1

n
. В результате

получим

1

n

“
1 +

1

2
+

2

3
+ . . . +

n−1

n

”
>

n

r
1

n
,

т. е.

1 +
“

1− 1

2

”
+
“

1− 1

3

”
+ . . . +

“
1− 1

n

”
>

n
n
√

n
.

8.16. П е р в о е р е ш е н и е. Применим индукцию по n и вос-
пользуемся неравенством из задачи 8.45. Введём для удобства
обозначения Wn = W и Wn−1 = w1 + . . . + wn−1. Ясно, что

(a
w1
1 . . . awn

n )1/Wn =(a
w1
1 . . . a

wn−1
n−1 )1/Wn a

wn/Wn
n 6

Wn−1

Wn
(a

w1
1 . . . a

wn−1
n−1 )1/Wn−1 +

+
wn

Wn
an6

Wn−1

Wn

w1a1+. . .+wn−1an−1

Wn−1
+

wn

Wn
an=

w1a1+. . .+wnan

Wn
.

Мы сначала воспользовались неравенством ab 6
ap

p
+

bq

q
для p =

=
Wn

Wn−1
и q =

Wn

wn
(ясно, что 1/p + 1/q = 1), а затем — предполо-

жением индукции.
В т о р о е р е ш е н и е. Мы воспользуемся неравенством 1 +

+ x < ex для x 6= 0 (задача 28.48). Определим числа b1, . . . , bn так,
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чтобы выполнялись равенства ai = (1 + bi)
w1a1 + . . . + wnan

W
. Тогда

wibi = wi

ai(w1 + . . . + wn)−w1a1 − . . . −wnan

w1a1 + . . . + wnan
,

поэтому w1b1 + . . . + wnbn = 0. Легко видеть, что если не все числа
a1, . . . , an равны, то хотя бы одно из чисел b1, . . . , bn отлично от
нуля. В таком случае

(a
w1
1 . . . awn

n )1/W =
w1a1 + . . . + wnan

W
((1 + b1)w1 . . . (1 + bn)wn )1/W

<

<
w1a1 + . . . + wnan

W
e(b1w1+...+bnwn)/W =

w1a1 + . . . + wnan

W
.

Заодно мы доказали, что требуемое неравенство является стро-
гим, если не все числа a1, . . . , an равны.

8.17. Пусть g(x)=axa. По условию f(x0)=g(x0) и f′(x0)=g′(x0),

т. е. axa0 =f(x0) и aaxa−1
0 =

nP
i=1

aiaix
ai−1
0 . Следовательно, a=f(x0)/xa0

и af(x0) = aaxa0 =
nP

i=1
aiaix

ai
0 , поэтому a=

nP
i=1

aiaix
ai
0

f(x0)
.

Ясно, что

f(x) =

X

aix
ai

X

aix
ai
0

X
aix

ai
0 =

X

aix
ai
0

“ x

x0

”ai

X

aix
ai
0

f(x0).

Согласно неравенству из задачи 8.16
X

aix
ai
0

“ x

x0

”ai

X

aix
ai
0

>

„ nY

i=1

“
x

x0

”aiaix
ai
0

«1/
P

aix
ai
0

=

nY

i=1

“
x

x0

”aiaix
ai
0 /f(x0)

=
“

x

x0

”a
.

Таким образом, f(x)>

“
x

x0

”a
f(x0)=axa. Остаётся заметить, что ес-

ли x 6=x0, то числа
“

x

x0

”ai

, i=1, . . . , n, попарно различны, поэтому

получаем строгие неравенства.
8.18. Рассмотрим треугольник AOC, в котором AO = a, CO = c

и угол при вершине O равен 120◦. Проведём биссектрису угла O
и отложим на ней или на её продолжении отрезок OB = b. То-
гда по теореме косинусов AB =

√
a2 − ab + b2, BC =

√
b2 − bc + c2

и AC=
√

a2 + ac + c2. Поэтому требуемое неравенство —это обычное
неравенство треугольника AC 6 AB + BC. Оно обращается в ра-
венство тогда и только тогда, когда точка B лежит на отрез-
ке AC. Это эквивалентно тому, что сумма площадей треугольников
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AOB и BOC равна площади треугольника AOB, т. е. ac sin 120◦ =
= (ab + bc) sin 60◦. Учитывая, что sin 120◦ = sin 60◦, получаем ac =
= ab + bc, т. е. 1/a + 1/c = 1/b.

8.19. Согласно неравенству между средним арифметическим
и средним геометрическим

1

n

“
a1

a2
+

a2

a3
+ . . . +

an

a1

”
>

“
a1

a2
·

a2

a3
· . . . ·

an

a1

”1/n

= 1.

8.20. Выделим полный квадрат:

a3b + b3c + c3a−a2bc− b2ca− c2ab =

= (a3b− 2a2bc + c2ab) + (b3c− 2b2ca + a2bc) + (c3a− 2c2ab + b2ca) =

= ab(a− c)2 + bc(b−a)2 + ca(c− b)2
> 0.

8.21. Фиксируем все числа x1, . . . , xn, кроме одного числа xi =x.
Тогда выражение в левой части неравенства имеет вид ax+b, где a
и b — постоянные числа. Оно максимально при x =0 или при x =1
(или постоянно). Значит, выражение в левой части неравенства
максимально в том случае, когда каждое из чисел x1, . . . , xn равно
0 или 1.

Предположим, что xi = xi+1 = 1 (или xn = x1 = 1). После цикли-
ческой перенумерации можно считать, что x1 =x2 =1. Рассмотрим
лишь те члены, которые зависят от x1 и x2, т. е. x1 + x2 − x1x2 −
−x2x3 −xnx1. При x1 = 1 и x2 = 1 это выражение равно 1−x3 −xn,
а при x1 = 1 и x2 = 0 оно равно 1−xn > 1−x3 −xn. Поэтому можно
считать, что никакие два соседних числа в последовательности
x1, x2, . . . , xn, x1 не равны одновременно 1. Тогда количество
единиц не превосходит [n/2], а выражение в левой части не пре-
восходит количества единиц.

При x1 =x3 =x5 = . . .=0 и x2 =x4 = . . .=1 получаем как раз [n/2].
8.22. Требуемое неравенство легко преобразуется к виду a2b2c2×

×(a + b + c)−2abc(ab + bc + ac)−2abc(a + b + c) + (a2 c + b2a + c2b) +
+abc(a2c+b2a+c2b)+ (ab+bc+ac)> 0. Но левая часть этого нера-
венства равна ab(b+1)(ac−1)2+bc(c+1)(ab−1)2+ac(a+1)(bc−1)2.

8.23. Неравенство
a

b
<

a + c

b + d
эквивалентно неравенству ab + ad <

< ab + bc, т. е. ad < bc. А неравенство
a + c

b + d
<

c

d
эквивалентно нера-

венству ad + cd < bc + cd, т. е. ad < bc.
8.24. Если x = y, то требуемое неравенство очевидно. Если

же x 6= y, то выражение в левой части равно
x2n+1 − y2n+1

x− y
. При
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x > y числитель и знаменатель положительны, а при x < y отри-
цательны.

8.25. По условию a − b > 0 и a/b > 1. Поэтому (a/b)a−b
> 1,

т. е. aa−b
> ba−b. Это неравенство эквивалентно требуемому.

8.26. О т в е т: да, верно. Чтобы это доказать, рассмотрим мно-
гочлен

f(x) = xn −s1xn−1 +s2xn−2 − . . . + (−1)nsn.

Числа x1, . . . , xn являются его корнями. Поэтому достаточно про-
верить, что если x < 0, то f(x) 6= 0. Но если −x > 0, то

(−1)nf(x) = (−x)n +s1(−x)n−1 +s2(−x)n−2 + . . . +sn > 0.

З а м е ч а н и е. Условий s1 >0 и s2 >0 не достаточно для того,
чтобы комплексные числа x1 и x2 были положительны. Например,
если x1 = 2 + i и x2 = 2− i, то s1 = 4 и s2 = 3.

8.27. Если x 6 0, то x12, −x9, x4, −x > 0. Если 0 < x < 1, то
x12+x4(1−x5)+(1−x)>0. Если x>1, то x9(x3−1)+x(x3−1)+1>0.

8.28. По условию 1 − x > 0, 1 + x > 0, 1 − y > 0 и 1 + y > 0.
Поэтому (1−x)(1+ y) > 0 и (1+ x)(1−y) > 0, т. е. 1−x + y−xy > 0
и 1 + x − y − xy > 0. Следовательно, 1− xy > x − y и 1 − xy > y − x.
Кроме того, 1−xy = |1−xy|.

8.29. Ясно, что

xn −nx + n−1 = (1 + x + . . . + xn−1 −n)(x−1).

Если x > 1, то оба выражения в скобках положительны, а если
0 < x < 1, то отрицательны.

8.30. Сложим n−1 неравенств
1

n + 1
>

1

2n
,

1

n + 2
>

1

2n
, . . . ,

1

2n− 1
>

>
1

2n
и равенство

1

2n
=

1

2n
. В результате получим требуемое.

8.31. Докажем сначала, что если m и n — натуральные числа
одной чётности, то

xm + ym

2
·

xn + yn

2
6

xm+n + ym+n

2
.

Это неравенство легко преобразуется к виду (xm −ym)(xn −yn) > 0.
Если числа m и n нечётные, то из неравенства x > y следуют
неравенства xm

> ym и xn
> yn, а из неравенства x 6 y следуют

неравенства xm
6 ym и xn

6 yn. Если же числа m и n оба чётные,
то из неравенства x2

> y2 следуют неравенства xm
> ym и xn

> yn.

Таким образом,
x + y

2
·

x3 + y3

2
6

x4 + y4

2
и

x2 + y2

2
·

x4 + y4

2
6

x6 + y6

2
.

Из этих неравенств следует требуемое.
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8.32. Ясно, что
“1

2
·
3

4
· . . . ·

2n− 1

2n

”2
=

1 · 3

22 ·
3 · 5

42 · . . . ·
(2n− 1)(2n + 1)

(2n)2 ×
× 1

2n + 1
<

1

2n + 1
.

8.33. Пусть Pn =
1 · 3 · . . . · (2n−1)

2 · 4 · . . . · 2n
. Тогда

P2
n =

12

22 ·
32

42 ·
52

62 · . . . ·
(2n−1)2

(2n)2 =
1

2
·

32

2 · 4
·

52

4 · 6
· . . . ·

(2n−1)2

(2n−2)2n
·

1

2n
.

Если k > 1, то
(2k− 1)2

(2k −2)2k
=

(2k− 1)2

(2k −1)2 −1
> 1. Поэтому P2

n >
1

2
·

1

2n
,

т. е. Pn >

√
2

2
·

1√
2n

.

С другой стороны,
(2k−1)(2k + 1)

(2k)2 =
(2k2 −1)

(2k)2 < 1. Поэтому

P2
n =

3

22 ·
3 · 5

42 ·
5 · 7

62 · . . . ·
(2n−3)(2n −1)

(2n −2)2 ·
2n−1

(2n)2 <
3

4
·

1

2n
,

т. е. Pn <

√
3

2
·

1√
2n

.

8.34. Требуемое неравенство можно переписать в виде 2n
<

< (2 + 1/n)n − (2− 1/n)n. Выражение в правой части равно

2n + 2n−1n ·
1

n
+ 2n−2 n(n− 1)

2
·

1

n2 + 2n−3 n(n −1)(n−2)

3
·

1

n3 + . . .

. . .− 2n + 2n−1n ·
1

n
− 2n−2 n(n−1)

2
·

1

n2 − 2n−3 n(n− 1)(n−2)

3
·

1

n3 + . . . =

= 2n + 2n−2 n(n− 1)(n−2)

3
·

1

n3 + . . . > 2n.

8.35. Точки, в которых стоят числа 1 и n, разбивают окруж-
ность на две дуги. На каждой дуге сумма разностей соседних чисел
равна n − 1 (если мы идём от n к 1), а сумма модулей чисел не
меньше их суммы.

8.36. По условию (xi − a)(xi − b) 6 0 и xi > 0, поэтому
ab

xi
+ xi 6

6 a + b. Складывая такие неравенства, получаем ab
P 1

xi
+
P

xi 6

6 n(a + b). Положим x* =
1

n

P
xi и y* =

1

n

P 1

xi
. Тогда полученное

неравенство можно записать в виде aby*+x*
6a+b, т. е. y*

6
a+b−x*

ab
.

Домножим обе части этого неравенства на x* и воспользуемся тем,
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что x(a+b−x)6

“
a + b

2

”2
для любого x (задача 1.2 б). В результате

получим

x*y*
6

x*(a + b− x*)

ab
6

“ a + b

2

”2

ab
=

(a + b)2

4ab
.

Это неравенство эквивалентно требуемому.
8.37. Рассмотрим многочлен P(x)=4(x+1)(x −1/2)2 = (x+1)×

×(4x2 − 4x + 1) = 4x3 − 3x + 1. Ясно, что P(xi) > 0. Сложив нера-
венства P(x1) > 0, . . . , P(xn) > 0, получим −3(x1 + . . . + xn) + n > 0,
т. е. x1 + . . . + xn 6 n/3.

8.38. На геометрическом языке это неравенство означает, что
расстояние между эллипсом x2 + 4y2 = 4 и гиперболой xy = 4 не
меньше

√
1,6. При доказательстве удобно пользоваться именно

геометрической формулировкой. Мы будем доказывать следующее
утверждение:

Касательная к эллипсу x2 + 4y2 = 4 в точке
“√

2,
1

2

√
2
”

па-

раллельна касательной к гиперболе xy = 4 в точке (2
√

2,
√

2),
и квадрат расстояния между этими касательными равен 1,6.

Обратившись к рис. 8.1, несложно убедиться, что из этого сле-
дует требуемое утверждение.

x

y

4
√

2

2
√

2

2
√

2

√
2

2

1
(
√

2, 1
2

√
2)

(2
√

2,
√

2)

Рис. 8.1
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Согласно задаче 1.26 касательная к эллипсу x2 +4y2 =4 в точке“√
2,

1

2

√
2
”

задаётся уравнением
√

2x + 2
√

2y = 4, т. е.

x + 2y = 2
√

2, (1)

а касательная к гиперболе xy =4 в точке (2
√

2,
√

2) задаётся урав-
нением

√
2x + 2

√
2y = 8, т. е.

x + 2y = 4
√

2. (2)

Прямые, заданные уравнениями (1) и (2), параллельны. Рас-
стояние между ними равно высоте h прямоугольного треугольни-
ка с катетами

√
2 и 2

√
2, опущенной на гипотенузу. Ясно, что

h=ab/c, где a=
√

2, b=2
√

2 и c=
√

a2 + b2. Таким образом, h2 =1,6,
что и требовалось.

8.39. Значение A(x) не изменяется при любой перестановке
переменных, поэтому можно считать, что x1 > x2 > x3 > x4 > x5.
В таком случае

A1(x) + A2(x) = (x1 −x2)[(x1 −x3)(x1 −x4)(x1 −x5)−
− (x2 −x3)(x2 −x4)(x2 −x5)]> 0,

так как x1 −x2 > 0, x1 −x3 > x2 −x3 > 0 и т. д. Аналогично доказы-
вается, что A4(x) + A5(x) > 0. Ясно также, что A3(x) представляет
собой произведение двух неположительных и двух неотрицатель-
ных сомножителей, поэтому A3(x) > 0.

8.40. Можно считать, что x1 > x2 > . . . > x100 > 0. Если x1 > 100,
то x1 + x2 + x3 > 100. Поэтому будем считать, что x1 < 100. Тогда
100−x1 > 0, 100−x2 > 0, x1 −x3 > 0 и x2 −x3 > 0, поэтому

100(x1 + x2 + x3) > 100(x1 + x2 + x3)− (100−x1)(x1 −x3)−
− (100−x2)(x2 −x3) = x2

1 + x2
2 + x3(300−x1 −x2) >

> x2
1 + x2

2 + x3(x3 + x4 + . . . + x100) >

> x2
1 + x2

2 + x2
3 + . . . + x2

100 > 10000.

Следовательно, x1 + x2 + x3 > 100.
8.41. Применим индукцию по n. При n = 2 нужно доказать

неравенство a2 +2ab+b2
<2a2 +2b2, которое эквивалентно очевид-

ному неравенству 0<(a−b)2. Предположим, что
“

a + b

2

”n

<
an + bn

2
.

Тогда
“

a+b

2

”n+1
<

“
an +bn

2

”“
a+b

2

”
=

an+1+bn+1 +anb+abn

4
. Остаётся
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доказать, что anb+abn
<an+1 +bn+1. Это неравенство эквивалентно

очевидному неравенству (an − bn)(a− b) > 0.
8.42. Применим неравенство из задачи 8.41 при n = 3, a = 3√8

и b= 3√7. В результате получим
3√

8+
3√

7

2
<

3

r
7+8

2
, т. е. 2+ 3√7<

3√60.

8.43. Пусть n — натуральное число. Тождество

yn+1 −1

n + 1
− yn − 1

n
=

y −1

n(n + 1)
(nyn − yn−1 − . . .− y− 1)

показывает, что
yn+1 −1

n + 1
− yn −1

n
> 0 при y > 0, y 6= 1. Действитель-

но, если y > 1, то y−1 > 0 и nyn
> yn−1 + . . . + y + 1, а если 0 < y < 1,

то y− 1 < 0 и nyn
< yn−1 + . . . + y + 1.

Пусть m —натуральное число, причём m>n. Тогда (ym−1)/m>

>(yn−1)/n при y>0, y 6=1. Положим y=x1/n, где x>0, x 6=1. Тогда

(xm/n −1)/m > (x−1)/n, т. е. xm/n −1− m

n
(x−1) > 0. Мы получили

требуемое неравенство для a = m/n > 1.
Чтобы получить остальные неравенства, поступим следующим

образом. Для a > 1 положим xa = x1−b = yb−1, где b = 1 − a < 0
и y = x−1. Тогда неравенство xa −ax + a−1>0 перепишется в виде
yb−1 − (1− b)y−1 + 1− b− 1 > 0, т. е. y−1(yb − by + b− 1) > 0, b < 0.

Положим теперь b=1/a и y=xa (здесь снова a>1 и x>0). Тогда

неравенство xa−ax+a−1>0 перепишется в виде y− 1

b
yb +

1

b
−1>0,

т. е. yb − by + b−1 < 0, 0 < b < 1.
8.44. Воспользуемся неравенством из задачи 8.43 б), положив

x = m + 1 и a = 1/n. В результате получим (m + 1)1/n
< 1 + m/n.

Аналогично (n + 1)1/m
< 1 + n/m. Значит,

1
n
√

m + 1
+

1
m
√

n + 1
>

n

n + m
+

m

n + m
= 1.

8.45. Положим x = A/B, a = 1/p и 1− a = 1/q. Тогда

B(xa −ax + a− 1) = A1/pB1/q − A

p
− B

q
.

Остаётся воспользоваться результатом задачи 8.43.
З а м е ч а н и е. По поводу других доказательств см. задачи

26.23 (случай p > 1) и 28.43.
8.46. Положим X = x

p
1 + . . . + x

p
n, Y = y

q
1 + . . . + y

q
n, A = x

p
i /X

и B = y
q
i /Y. Если p >1, то согласно задаче 8.45

xi

X1/p

yi

Y1/q
6

x
p
i

pX
+

y
q
i

qY
.
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Сложив такие неравенства для i = 1, . . . , n, получим

x1y1 + . . . + xnyn

X1/pY1/q
6

X

pX
+

Y

qY
=

1

p
+

1

q
= 1.

В случае, когда p < 1, доказательство аналогично.
8.47. Пусть p > 1. Ясно, что

nX

i=1

(xi + yi)
p =

nX

i=1

xi(xi + yi)
p−1 +

nX

i=1

yi(xi + yi)
p−1.

Согласно неравенству Гёльдера (задача 8.46)
nX

i=1

xi(xi + yi)
p−1

6

„ nX

i=1

x
p
i

«1/p„ nX

i=1

(xi + yi)
p

«1/q

,

где q = p/(p−1), т. е. 1/p + 1/q = 1. Запишем такое же неравенство
для второй суммы и сложим оба этих неравенства. В результате
получим

nX

i=1

(xi + yi)
p
6

„„ nX

i=1

x
p
i

«1/p

+

„ nX

i=1

y
q
i

«1/q«„ nX

i=1

(xi + yi)
p

«1/q

.

Это неравенство эквивалентно требуемому.
В случае, когда p < 1, доказательство аналогично.



ГЛАВА 9

ВЫЧИСЛЕНИЕ СУММ И ПРОИЗВЕДЕНИЙ

9.1. Арифметическая и геометрическая прогрессии

9.1. Пусть a1, . . ., an — арифметическая прогрессия. До-
кажите, что

1

a1a2
+

1

a2a3
+ . . . +

1

an−1an
=

n− 1

a1an
.

9.2. Пусть a1, . . ., an — арифметическая прогрессия с по-
ложительными членами. Докажите, что

1√
a1 +

√
a2

+
1√

a2 +
√

a3
+ . . . +

1√
an−1 +

√
an

=
n− 1√

a1 +
√

an
.

Десятичную дробь a=0,a1a2a3 . . . называют периодической, если
ak+n =ak для всех k> N; число n называют длиной периода. Если
N=1, то дробь называют чисто периодической. Для десятичных
дробей с ненулевой целой частью используется та же самая тер-
минология. Для периодической десятичной дроби используется
запись 0,a1a2 . . . aN−1(aNaN+1 . . . aN+n−1).

9.3. Докажите, что периодическая десятичная дробь яв-
ляется рациональным числом.

По поводу обратного утверждения см. задачу 17.1.

9.4. Рационально ли число 0,1234567891011 . . . (подряд
записаны все натуральные числа)?

9.5. Докажите, что любое число вида nk, где n и k — на-
туральные числа, отличные от 1, можно представить в виде
суммы n последовательных нечётных чисел.
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9.6. Найдите сумму 1 + 2x + 3x2 + . . . + (n + 1)xn.
9.7. Пусть a, a + d, a + 2d, . . . — бесконечная арифмети-

ческая прогрессия, причём a, d > 0. Докажите, что из неё
можно выбрать бесконечную подпоследовательность, явля-
ющуюся геометрической прогрессией, тогда и только тогда,
когда число a/d рационально.

9.8. Имеется 4n положительных чисел, таких, что из
любых четырёх попарно различных можно составить гео-
метрическую прогрессию. Докажите, что среди этих чисел
найдётся n одинаковых.

9.9. Дана геометрическая прогрессия, знаменатель кото-
рой — целое число (не равное 0 и −1). Докажите, что сумма
любого числа произвольно выбранных её членов не может
равняться никакому члену этой прогрессии.

9.2. Изменение порядка суммирования

9.10. Докажите, что если n = p + q−1, то

(a1+a2+ . . .+ap)+(a2 + . . .+ap+1)+ . . .+(an−p+1+ . . .+an)=

=(a1+a2+ . . .+aq)+(a2 + . . .+aq+1)+ . . .+(an−q+1+ . . .+an).

9.11. Числа a1, a2, . . . , an таковы, что сумма любых се-
ми последовательных чисел отрицательна, а сумма любых
одиннадцати последовательных чисел положительна. При
каком наибольшем n это возможно?

9.3. Суммы Sk(n) = 1k + 2k + . . . + nk

Сумму 1+ 2+ 3+ . . . + n можно вычислить следующим способом.
Сложим равенства (k + 1)2 = k2 + 2k + 1 для k = 1, 2, . . . , n. В ре-
зультате после сокращения получим (n+1)2 =1+2S1(n)+n, где

S1(n) — искомая сумма. Значит, S1(n) =
n(n + 1)

2
.

9.12. Вычислите таким же способом суммы S2(n) = 12 +
+ 22 + . . . + n2 и S3(n) = 13 + 23 + . . . + n3.
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9.13. а) Докажите, что

Ck
k+1Sk(n) + Ck−1

k+1Sk−1(n) + . . . + C1
k+1S1(n) + S0(n) =

= (n + 1)k+1 −1.

б) Докажите, что при фиксированном k сумма Sk(n) яв-
ляется многочленом степени k + 1 от n со старшим коэффи-

циентом
nk+1

k + 1
.

9.14. а) Пусть S=C1
kS2k−1(n)+C3

kS2k−3(n)+C5
kS2k−5(n)+. . . ,

причём последнее слагаемое в этой сумме равно Ck
kSk(n)

при нечётном k и Ck−1
k Sk+1(n) при чётном k. Докажите, что

S =
nk(n + 1)k

2
.

б) Докажите, что S2k−1(n) — многочлен степени k от
n(n + 1)

2
(при фиксированном k).

9.15. Пусть S = C1
k+1Sk(n) + C3

k+1Sk−2(n) + . . . , причём по-

следнее слагаемое в этой сумме равно Ck+1
k+1S0(n) при чёт-

ном k и Ck
k+1S1(n) при нечётном k. Докажите, что S =

=
(n + 1)k+1 + nk+1 − 1

2
.

9.16. Найдите сумму

13 + 33 + 53 + . . . + (2n−1)3.

9.4. Разбиение на пары

9.17. а) Докажите, что для любого простого числа p > 2
числитель дроби

m

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

p−1
делится на p.

б) Докажите, что для любого простого числа p >3 числи-
тель дроби

m

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

p−1

делится на p2.
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9.18. Пусть
p

q
=1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . +

1

4k− 1
— несократимая

дробь, причём число 6k−1 простое. Докажите, что p делит-
ся на 6k−1.

9.19. Пусть p > 2 — простое число, ak — остаток от деле-

ния kp на p2. Докажите, что a1 + a2 + . . . + ap−1 =
p3 − p2

2
.

9.5. Вычисление одной суммы двумя способами

9.20. По окружности в произвольном порядке расставле-
но a плюсов и b минусов. Пусть p—количество пар стоящих
рядом плюсов, q — количество пар стоящих рядом минусов.
Докажите, что a− b = p− q.

Решения

9.1. Ясно, что
1

ak
− 1

ak+1
=

ak+1 − ak

akak+1
=

d

akak+1
, где d — раз-

ность арифметической прогрессии. Поэтому рассматриваемая сум-
ма равна

1

d

“ 1

a1
− 1

a2
+

1

a2
− 1

a3
+ . . . +

1

an−1
− 1

an

”
=

1

d

“ 1

a1
− 1

an

”
=

=
1

d
·

an − a1

a1an
=

1

d
·

(n−1)d

a1an
=

n− 1

a1an
.

9.2. Заметим, что

1√
ak +

√
ak+1

=

√
ak+1 −

√
ak√

ak+1 −
√

ak
·

1√
ak +

√
ak+1

=

=

√
ak+1 −

√
ak

ak+1 − ak
=

√
ak+1 −

√
ak

d
,

где d — разность арифметической прогрессии. Поэтому рассматри-
ваемая сумма равна

1

d
(
√

an −
√

a1) =
1

d
·

an − a1√
an +

√
a1

=
n− 1√

an +
√

a1
.

9.3. Ясно, что

0,a1a2 . . . aN−1(aNaN+1 . . . aN+n−1) = a1a2 . . . aN−110−N+1 +

+ 10−NaNq + 10−N−1aN+1q + . . . + 10−N−n+1aN+n−1q,
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где q = 1 + 10−n + 10−2n + 10−3n + . . . =
1

1−10−n
— рациональное

число.
9.4. Предположим, что это число рационально. Тогда согласно

задаче 17.1 оно записывается периодической десятичной дробью
0,a1a2a3 . . . , где ak+n = ak для всех k > N (n — длина периода). Вы-
берем m достаточно большим, чтобы число 10m+2n было записано
после aN. Тогда получим, что, с одной стороны, период состоит
из одних нулей, а с другой стороны, период содержит единицу.
Полученное противоречие показывает, что данное число иррацио-
нально.

9.5. Чтобы число a + (a + 2) + . . . + (a + 2n − 2) = n(a + n − 1)
равнялось nk, нужно положить a+n−1=nk−1, т. е. a=nk−1 −n+1.
Ясно, что число a при этом нечётно.

9.6. Чтобы получить требуемую сумму, нужно сложить 1 + x +

+x2 + . . .+xn =
xn+1 −1

x− 1
, x+x2 + . . .+xn =

xn+1 −x

x− 1
, . . . , xn =

xn+1 −xn

x− 1
.

В результате получим

(n + 1)xn+1 − (1 + x + . . . + xn)

x−1
=

(n + 1)xn+1 − xn+1 − 1

x−1
x −1

=

=
(n + 1)xn+2 − (n + 2)xn+1 + 1

(x− 1)2 .

9.7. Пусть a/d = m/n, где m и n — натуральные числа. При
всех натуральных k число (1 + n)k − 1 делится на n, поэтому

число bk =
a(1 + n)k − a

d
=

m

n
((1 + n)k − 1) целое. Значит, все числа

a(1 + n)k = a + bkd принадлежат данной арифметической прогрес-
сии.

Пусть a + kd, a + ld, a + md — последовательные члены геомет-
рической прогрессии, причём k < l < m. Тогда (a + ld)2 = (a + kd)×
×(a + md), т. е. a(2l− k −m) = d(km− l2). Остаётся проверить, что
2l − k − m 6= 0. Пусть 2l − k − m = 0. Тогда km − l2 = 0. Поэтому
(k−m)2 = (k + m)2 − 4km = 4l2 −4l2 = 0, что противоречит условию
k < m.

9.8. Покажем, что среди данных чисел не может быть боль-
ше четырёх попарно различных чисел. Объединим равные числа
в группы, выберем в каждой группе по одному числу и располо-
жим выбранные числа в порядке убывания: a > b > c > d > e > . . .
Числа a, b, c, d по условию образуют геометрическую прогрессию.
Но ab > cd и ac > bd, поэтому ad = bc, т. е. d = bc/a. Те же самые
рассуждения показывают, что e = bc/a.
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9.9. Каждый член геометрической прогрессии представляется
в виде aqn, n > 0. Случай, когда q = 1, очевиден, поэтому будем
считать, что q 6= 1. Предположим, что существуют различные це-
лые неотрицательные числа k1, k2, . . . , km+1 (m > 2), для которых

aqk1 + aqk2 + . . . + aqkm = aqkm+1. (1)

Пусть l1 < l2 < . . . < lm+1 — это числа k1, k2, . . . , km+1, записанные
в порядке возрастания. Перепишем равенство (1) в виде

aql1 =±aql2 ± . . .± aqlm+1.

После сокращения на aql1 получим

1 = ql2−l1 (±1± ql3−l2 ± . . .± qlm+1−l2 ).

Левая часть равенства равна 1, а правая часть делится на целое
число ql2−l1 , абсолютная величина которого строго больше 1. По-
лучено противоречие.

9.10. Первую сумму можно записать в виде
n−p+1P

i=1

(ai+. . .+ai+p−1)=

=
n−p+1P

i=1

p−1P
j=0

ai+j =
n−pP
i=0

p−1P
j=0

ai+j+1 =
p−1P
j=0

n−pP
i=0

ai+j+1 =
n−qP
j=0

q−1P
i=0

ai+j+1. В резуль-

тате мы получили вторую сумму.
9.11. Согласно задаче 9.10 (a1 + a2 + . . . + a7) + (a2 + . . . + a8) + . . .

. . . + (a11 + . . . + a17) = (a1 + a2 + . . . + a11) + (a2 + . . . + a12) + . . . +
+ (a7 + . . . + a17). Поэтому n < 17.

При n = 16 такая последовательность существует: 5, 5, −13, 5,
5, 5, −13, 5, 5, −13, 5, 5, 5, −13, 5, 5.

9.12. Сложив равенства (k+1)3 =k3 +3k2 +3k+1 для k=1, 2, . . .
. . . , n, получим (n + 1)3 = 1 + 3S2(n) + 3S1(n) + n. Значит,

3S2(n) = (n + 1)3 − 3

2
n(n + 1)− (n + 1) =

n(n + 1)(2n + 1)

2
.

Сложив равенства (k+1)4 =k4 +4k3 +6k2 +4k+1 для k=1, 2, . . .
. . . , n, получаем (n +1)4 =1+4S3(n) +6S2(n) +4S1(n) + n. Значит,

4S3(n)= (n+1)4 −n(n+1)(2n+1)−2n(n+1)− (n+1)= n2 (n+1)2.

9.13. а) С одной стороны,
nP

j=1
((j + 1)k+1 − jk+1) = (n + 1)k+1 − 1.

С другой стороны,
nP

j=1
((j + 1)k+1 − jk+1) =

nP
j=1

(Ck
k+1jk + Ck−1

k+1jk−1 + . . .

. . . + C1
k+1j + 1) = Ck

k+1Sk(n) + Ck−1
k+1Sk−1(n) + . . . + C1

k+1S1(n) + S0(n).
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б) Достаточно воспользоваться формулой из задачи а) и приме-
нить индукцию по k. Нужно лишь учесть, что Ck

k+1 = k + 1.

9.14. а) С одной стороны,
nP

j=1
(jk(j + 1)k − jk(j − 1)k) = nk(n + 1)k.

С другой стороны, эта сумма равна сумме выражений вида

jk + C1
kj2k−1 + C2

kj2k−2 + . . . + Ck−1
k jk−1 + Ck

kjk,

−jk + C1
kj2k−1 −C2

kj2k−2 + . . .±Ck−1
k jk−1 ∓Ck

kjk.

Поэтому она равна 2S.
б) Согласно задаче а) S1(n) =

n(n + 1)

2
, C1

2S3(n) =
n2(n + 1)2

2
,

C1
3S5(n) =

n3(n + 1)3

2
−C3

3S3(n) и т. д.

9.15. С одной стороны,
nP

j=1
((j + 1)k+1 − (j − 1)k+1) = (n + 1)k+1 +

+ nk+1 − 1. С другой стороны, эта сумма равна 2S.
9.16. Согласно задаче 9.12 13 + 23 + 33 + . . . + m3 =

“
m(m + 1)

2

”2
.

Поэтому 13 + 23 + 33 + . . . + (2n − 1)3 + (2n)3 =
“2n(2n + 1)

2

”2
, т. е.

13 + 33 + 53 + . . . + (2n − 1)3 + 23(13 + 23 + . . . + n3) =
“2n(2n + 1)

2

”2
.

Преобразуем последнее равенство, воспользовавшись тем, что 13 +

+ 23 + . . . + n3 =
“

n(n + 1)

2

”2
. В результате получим 13 + 33 + 53 + . . .

. . . + (2n− 1)3 = n2(2n2 −1).
9.17. а) Рассматриваемую сумму можно разбить на слагаемые

1

k
+

1

p − k
, k = 1, 2, . . . ,

p −1

2
. При этом

1

k
+

1

p− k
=

p

k(p− k)
. По-

сле приведения таких дробей к общему знаменателю получаем
m

n
=

pq

1 · 2 · 3 · . . . · (p−1)
. Остаётся заметить, что p не делится ни на

одно из чисел 2, 3, . . . , p−1.
б) Рассматриваемая дробь равна

“
1 +

1

p −1

”
+
“1

2
+

1

p− 2

”
+ . . . +

 
1

p−1

2
+

p + 1

2

!
=

= p

 
1

p−1
+

1

2(p −2)
+ . . . +

1
“ p− 1

2

”“ p + 1

2

”

!
= p

M

(p−1)!
,
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где

M =
(p−1)!

p− 1
+

(p− 1)!

2(p−2)
+ . . . +

(p −1)!
“ p −1

2

”“ p + 1

2

”

.

Нужно доказать, что M делится на p.

Пусть x ≡ (p−1)!

k(p− k)
(mod p). Тогда xk(p − k) ≡ (p − 1)! (mod p).

Согласно теореме Вильсона (задача 31.15 а) (p − 1)! ≡−1 (mod p),
поэтому −xk2 ≡ −1 (mod p). Теперь легко убедиться, что, когда

k пробегает значения 1, 2, . . . ,
p− 1

2
, x пробегает значения 12, 22, . . .

. . . ,
“

p −1

2

”2
. Действительно, k2 пробегает все квадратичные выче-

ты. Для каждого k можно выбрать k так, что kk≡1 (mod p). Ясно,
что k2 тоже пробегает все квадратичные вычеты и k ≡ x (mod p).

В итоге получаем, что M ≡ 12 + 22 + . . . +
“

p− 1

2

”2
(mod p). Но

согласно задаче 9.12 12 + 22 + . . . +
“

p −1

2

”2
=
“

p−1

2

”“
p + 1

2

”“
p

6

”
.

Это число делится на p.
9.18. Сначала заметим, что

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . +

1

4k −1
=

= 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . . +

1

4k −1
− 2
“1

2
+

1

4
+

1

6
+ . . . +

1

4k −2

”
=

= 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . . +

1

4k −1
−1− 1

2
− 1

3
− . . .− 1

2k− 1
=

=
1

2k
+

1

2k + 1
+ . . . +

1

4k− 1
.

Число слагаемых в последней сумме чётно, поэтому слагаемые
можно сгруппировать в пары

1

2k + s
+

1

4k −1− s
=

6k + 1

(2k− s)(4k−1− s)
.

По условию число 6k−1 простое. Поэтому сумма нескольких дро-
бей с числителями 6k − 1 является дробью, числитель которой
делится на 6k−1.

9.19. Покажем, что kp + (p − k)p делится на p2. Действительно,
(x−y)p=−yp+pxyp−1+. . . , где многоточием обозначены члены, деля-
щиеся на x2. В нашем случае (p−k)p ≡−kp +pkp−1p≡−kp (mod p2),
поэтому kp + (p−k)p делится на p2.
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Число p простое, поэтому если 1 6 k 6 p − 1, то оба числа
kp и (p − k)p на p не делятся. Значит, ak + ap−k = p2. Рассматри-
ваемая сумма разбивается на (p − 1)/2 слагаемых вида ak + ap−k,
поэтому она равна p2(p− 1)/2.

9.20. Запишем между соседними плюсами число +2, между
соседними минусами запишем −2, а между соседними плюсом
и минусом запишем 0. С одной стороны, сумма всех записанных
чисел равна 2(a− b). С другой стороны, она равна 2(p− q).



ГЛАВА 10

МНОГОЧЛЕНЫ — I

10.1. Выделение полного квадрата

10.1. Представьте многочлен (x+1)(x+2)(x+3)(x+4)+1
в виде полного квадрата.

10.2. Корни многочленов

10.2. а) Докажите, что остаток от деления многочлена
f(x) на x−a равен f(a) (Безу).

б) Пусть x0 — корень многочлена f(x). Докажите, что
f(x) делится на x−x0.

10.3. Пусть P(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0 — мно-
гочлен с целыми коэффициентами. Предположим, что он
имеет рациональный корень x0 =p/q, причём p/q— несокра-
тимая дробь. Докажите, что an делится на q, а a0 делится
на p.

10.4. Найдите многочлен с целыми коэффициентами,
корнем которого является число

√
2 +

√
3.

10.5. Найдите многочлен с целыми коэффициентами,
корнем которого является число 3√2 + 3√3.

10.6. Найдите все многочлены вида xn ± xn−1 ± xn−2 ± . . .

. . .±x±1, у которых все корни вещественны.

10.3. Коэффициенты многочлена

10.7. Определите коэффициенты, которые будут стоять
при x17 и x18 после раскрытия скобок и приведения подоб-
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ных членов в выражении

(1 + x5 + x7)20.

10.8. Пусть P(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a0 — многочлен
с вещественными коэффициентами, причём an >1. Докажи-
те, что если число m больше любого из чисел |an−1 |+ 1, . . .

. . ., |a0 |+ 1, то Q(x) = P(x + m) — многочлен с положитель-
ными коэффициентами.

10.9. При делении многочлена x1951 −1 на x4 + x3 +2x2 +
+ x + 1 получается частное и остаток. Найдите в частном
коэффициент при x14.

10.4. Теорема Виета

10.10. Пусть x1, . . ., xn — корни многочлена

xn + an−1xn−1 + an−2xn−2 + . . . + a0.

Докажите, что x1 + x2 + . . . + xn =−an−1,
∑

16i<j6n

xixj = an−2,
∑

16i<j<k6n

xixjxk =−an−3, . . . ,

x1 . . . xn = (−1)na0 (теорема Виета).
10.11. Какому условию должны удовлетворять коэффи-

циенты многочлена x3 + ax2 + bx + c, чтобы три его корня
составляли арифметическую прогрессию?

10.12. а) Пусть a, b и g— корни многочлена x3 − 9x + 9.
Докажите, что a2 +a−6 =b или g.

б) Пусть a, b и g — корни многочлена x3 − 21x + 35.
Докажите, что a2 + 2a−14 =b или g.

10.5. Делимость

10.13. Пусть P(x) —многочлен с целыми коэффициента-
ми, a и b — целые числа, причём a>b. Докажите, что число
P(a)−P(b) делится на a− b.
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10.14. Существует ли многочлен P(x) с целыми коэффи-
циентами, для которого P(7) = 11 и P(11) = 13?

10.15. Пусть P(x) — многочлен с целыми коэффициен-
тами, причём для некоторого целого числа n числа P(n),
P(n + 1) и P(n + 2) делятся на 3. Докажите, что тогда P(m)

делится на 3 для любого целого m.
10.16. Докажите, что любой многочлен с целыми коэф-

фициентами, отличный от константы, при некотором нату-
ральном значении аргумента принимает значение, которое
является составным числом.

10.17. Приведите пример многочлена P(x), который де-
лится на x2 + 1, и при этом P(x)−1 делится на x3 + 1.

10.18. Пусть a0 = 0, an = P(an−1) для n = 1, 2, . . ., где
P(x)—многочлен с целыми коэффициентами, причём P(x)>

>0 при x>0. Докажите, что если m, n>0, то НОД(am, an)=
= ad, где d = НОД(m, n).

10.19. Докажите, что многочлен x15 − 1 имеет делители
всех степеней от 1 до 14, т. е. для любого натурального
числа k 6 14 найдётся многочлен степени k с целыми ко-
эффициентами, делящий x15 −1.

10.20. Докажите, что многочлен x2n + xn + 1 делится на
x2 + x + 1 тогда и только тогда, когда n не делится на 3.

10.21. а) Известно, что ax3+bx2+cx+d, где a, b, c, d—за-
данные целые числа, при любом целом x делится на 5.
Докажите, что все числа a, b, c, d делятся на 5.

б) Известно, что ax4 + bx3 + cx2 + dx + e, где a, b, c,
d, e — заданные целые числа, при любом целом x делится
на 7. Докажите, что все числа a, b, c, d, e делятся на 7.

10.22. Докажите, что если p/q — несократимая рацио-
нальная дробь, являющаяся корнем многочлена

f(x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an

с целыми коэффициентами, то p−kq — делитель числа f(k)

при любом целом k.
10.23. Докажите, что ни при каком целом A многочлен

3x2n + Axn + 2 не делится на многочлен 2x2m + Axm + 3.
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10.6. Неравенства для корней

10.24. Докажите, что положительный корень уравнения
x(x + 1) . . . (x + n) = 1 меньше, чем 1/n!.

10.7. Количество вещественных
корней многочлена

10.25. Докажите, что многочлен P(x) степени n не может
иметь более n различных корней.

Число a называют корнем кратности k (k> 1) многочлена P(x),
если P(x) делится на (x− a)k и не делится на (x− a)k+1.

10.26. Докажите, что многочлен P(x) степени n не может
иметь более n корней с учётом их кратностей, т. е. если
a1, . . ., am — различные корни с кратностями k1, . . . , km, то
k1 + . . . + km 6 n.

10.27. Докажите, что уравнение

xn −a1xn−1 −a2xn−2 − . . .−an−1x−an = 0,

где a1 > 0, a2 > 0, an > 0, не может иметь двух положитель-
ных корней.

10.28. Пусть f1(x) = x2 −2, fn(x) = f1(fn−1(x)). Докажите,
что для любого натурального n уравнение fn(x) = x имеет
ровно 2n различных решений.

10.8. Разные задачи

10.29. Докажите, что в произведении

(1−x+x2 −x3 + . . .−x99 +x100)(1+x+x2 +x3 + . . .+x99 +x100)

после раскрытия скобок и приведения подобных членов не
остаётся членов, содержащих x в нечётной степени.

10.30. Какой остаток даёт x+x3 +x9 +x27 +x81 +x243 при
делении на (x−1)?
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10.31. В каком из выражений:

(1−x2 + x3)1000, (1 + x2 −x3)1000

после раскрытия скобок и приведения подобных членов
больший коэффициент при x20?

10.32. а) Найдите целое число a, при котором (x − a)×
×(x− 10) + 1 разлагается в произведение (x + b)(x + c) двух
множителей с целыми b и c.

б) Найдите такие отличные от нуля неравные между
собой целые числа a, b, c, чтобы выражение x(x−a)(x−b)×
×(x − c) + 1 разлагалось в произведение двух многочленов
с целыми коэффициентами.

10.9. Интерполяционные многочлены

10.33. Пусть x1, . . ., xn+1 — попарно различные числа.
Докажите, что существует ровно один многочлен P(x) сте-
пени не выше n, принимающий в точке xi заданное значе-
ние ai (интерполяционный многочлен Лагранжа).

10.34. Докажите, что
n∑

k=0
(−1)kkmCk

n = 0 при m < n (m —

натуральное число) и
n∑

k=0
(−1)kknCk

n = (−1)nn!.

10.35. Пусть a1, . . . , an — попарно различные числа. До-
кажите, что для любых b0, b1, . . ., bn−1 система линейных
уравнений







x1 + . . . + xn = b0,

a1x1 + . . . + anxn = b1,

a2
1x1 + . . . + a2

nxn = b2,

............................

an−1
1 x1 + . . . + an−1

n xn = bn−1

имеет решение, причём ровно одно.
10.36. Даны точки x0, x1, . . ., xn. Докажите, что много-

член f(x) степени n, принимающий в этих точках значения
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f(x0), . . . , f(xn), можно представить в виде

f(x) = f(x0) + (x−x0)f(x0; x1) +

+ (x−x0)(x−x1)f(x0; x1; x2) + . . .

. . . + (x−x0) . . . (x−xn−1)f(x0; . . . ; xn),

где f(x0; . . . ; xk) зависит только от точек x0, . . ., xk и значе-
ний многочлена в этих точках (интерполяционный много-
член Ньютона).

З а м е ч а н и е. Интерполяционный многочлен Ньютона удо-
бен тем, что при добавлении к x0, x1, . . . , xn одной точки xn+1

нужно вычислить только f(x0; . . . ; xn+1); остальные коэффициен-
ты, в отличие от интерполяционного многочлена Лагранжа, пере-
считывать не нужно.

10.10. Рациональные функции

10.37. Пусть R(x) = P(x)/Q(x), где P и Q — взаимно про-
стые многочлены. Докажите, что R(x) можно представить
в виде

R(x) = A(x) +
∑

i,k

cik

(x− ai)
k ,

где cik — некоторые числа, A(x) — некоторый многочлен.
10.38. Докажите, что представление рациональной функ-

ции в виде, указанном в задаче 10.37, единственно.

10.11. Целозначные многочлены

Многочлен p(x) называют целозначным, если он принимает це-
лые значения при всех целых x.

10.39. Докажите, что многочлен

Ck
x =

x(x−1) . . . (x− k + 1)

k!

целозначный.
10.40. Пусть pk(x) — многочлен степени k, принимаю-

щий целые значения при x = n, n + 1, . . ., n + k для неко-
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торого целого числа n. Тогда

pk(x) = c0Ck
x + c1Ck−1

x + c2Ck−2
x + . . . + ck,

где c0, c1, . . ., ck — целые числа.

10.12. Многочлены от нескольких переменных

Многочлен от n переменных x1, . . . , xn — это сумма мономов
вида ak1 ...kn x

k1
1 . . . xkn

n . Степень монома — это число k1 + . . . + kn.
Степень многочлена от нескольких переменных — это наиболь-
шая степень (ненулевого) монома.

10.41. Докажите, что многочлен вида x200y200 + 1 нель-
зя представить в виде произведения многочленов от одного
только x и одного только y.

10.42. а) Существуют ли многочлены P = P(x, y, z), Q =
= Q(x, y, z) и R = R(x, y, z) от переменных x, y, z, удовле-
творяющие тождеству

(x− y + 1)3P + (y− z−1)3Q + (z−2x + 1)3R = 1?

б) Тот же вопрос для тождества

(x− y + 1)3P + (y− z−1)3Q + (z−x + 1)3R = 1.

См. также задачу 16.10.

Решения

10.1. Равенства (x+1)(x+2)(x+3)(x+4)+1=x4+10x3 + . . .+25
и (x2 + ax + b)2 = x4 + 2ax3 + . . . + b2 показывают, что подходя-
щими кандидатами являются квадратные трёхчлены x2 + 5x ± 5.
Далее заметим, что (x2 + 5x + 5)2 − 1 = (x2 + 5x + 4)(x2 + 5x + 6)
и x2 + 5x + 4 = (x + 1)(x + 4), x2 + 5x + 6 = (x + 2)(x + 3).

10.2. а) Поделим f(x) на x−a с остатком. В результате получим
f(x) = (x − a)g(x) + r, где r — некоторое число. Положим x = a.
В результате получим f(a) = r.

б) Непосредственно следует из а), поскольку f(x0) = 0.
10.3. Равенство anxn

0 +an−1xn−1
0 + . . .+a1x0 +a0 =0 после умноже-

ния на qn запишется в виде anpn +an−1pn−1q+ . . .+a1pqn−1 +a0qn =0.
Число anpn =−(an−1pn−1q + . . . + a1pqn−1 + a0qn) делится на q, при-
чём по условию p и q не имеют общих делителей. Следовательно,
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an делится на q. Число a0qn = −(anpn + an−1pn−1q + . . . + a1pqn−1)
делится на p, причём p и q не имеют общих делителей. Следова-
тельно, a0 делится на p.

10.4. Пусть x =
√

2 +
√

3. Тогда x2 = 5 + 2
√

6 и (x2 − 5)2 = 24,
т. е. x4 − 10x2 + 1 = 0.

10.5. Несложные вычисления показывают, что

(
3√

2 +
3√

3)3 = 5 + 3a,

(
3√

2 +
3√

3)6 = 133 + 30a+ 9b,

(
3√

2 +
3√

3)9 = 2555 + 711a+ 135b,

где a= 3√6(
3√2+ 3√3) и b= 3√36(

3√4+ 3√9). Поэтому x9−15x6−87x3−
− 125 = 0 для x =

3√2 + 3√3.
10.6. Пусть x1, . . . , xn — корни многочлена xn + an−1xn−1 +

+ an−2xn−2 + . . . , где ai =±1. Согласно теореме Виета x1 + . . . + xn =
= −an−1 и

P
16i<j6n

xixj = an−2, поэтому x2
1 + . . . + x2

n = a2
n−1 − 2an−2.

Предположим, что все корни вещественны. Тогда x2
1 + . . . + x2

n =
= a2

n−1 − 2an−2 = 1± 2 = 3, поскольку рассматриваемое число неот-
рицательно. Таким образом, an−2 = −1. Далее, x2

1 . . . x2
n = a2

0 = 1.
Согласно неравенству между средним арифметическим и средним
геометрическим (x2

1 + . . . + x2
n)/n > n

p
x2

1 . . . x2
n, т. е. 3/n > 1. Следо-

вательно, n 6 3, причём при n = 3 должно выполняться равенство
x2

1 =x2
2 =x2

3 =1. Многочлены (x±1)3 нам не подходят, поэтому при
n = 3 остаются многочлены (x2 − 1)(x ± 1). Случаи n = 1 и 2 легко
разбираются.

10.7. Число 18 нельзя представить в виде суммы нескольких
чисел 5 и 7, поэтому коэффициент при x18 будет равен нулю.

Число 17 представляется в виде суммы нескольких чисел 5 и 7
следующим образом: 17 = 7 + 5 + 5; с точностью до перестановки
слагаемых это представление единственно. В одном из 20 выраже-
ний 1 + x5 + x7 мы должны выбрать x7, а в двух из 19 оставшихся
таких выражений мы должны выбрать x5. Поэтому коэффициент

при x17 равен 20 ·
19 · 18

2
= 3420.

10.8. Запишем многочлен P(x) в виде P(x) = (an − 1)xn +
+(x+an−1−1)xn−1+(x+an−2−1)xn−2+. . .+(x+a0−1)+1. Эта запись
показывает, что Q(x)=(an−1)(x+m)n +(x+(m+an−1−1))xn−1 + . . .
. . . + (x + (m + a0 − 1)) + 1. Здесь an −1 > 0, а числа m + an−1 −1, . . .
. . . , m + a0 − 1 положительны. Поэтому после раскрытия скобок
получаем многочлен с положительными коэффициентами.
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10.9. О т в е т: −1. Равенства x4 + x3 + 2x2 + x + 1 = (x2 + 1)×
×(x2 +x+1) и x12 −1=(x−1)(x2 +x+1)(x3 +1)(x2 +1)(x4 −x2 +1)
показывают, что

x4 + x3 + 2x2 + x + 1 =
x12 − 1

(x−1)(x3 + 1)(x4 − x2 + 1)
=

=
x12 −1

x8 − x7 −x6 + 2x5 −2x3 + x2 + x− 1
.

Поэтому поделить многочлен x1951 −1 на x4 + x3 +2x2 + x +1 — это
то же самое, что сначала поделить его на x12−1, а потом умножить
на x8 −x7 −x6 + 2x5 − 2x3 + x2 + x−1. Но

x1951 −1

x12 − 1
= x1939 + x1927 + x1915 + . . . + x19 + x7 +

x7 − 1

x12 −1
,

поэтому искомый коэффициент равен коэффициенту при x14 в про-
изведении
“

x1939 + . . . + x19 + x7 +
x7 −1

x12 −1

”
(x8 −x7 −x6 + 2x5 −2x3 + x2 + x−1).

10.10. Рассматриваемый многочлен имеет вид

(x−x1) . . . (x−xn) = xn −
„ X

16i6n

xi

«
xn−1 +

„ X

16i<j6n

xixj

«
xn−2 −

−
„ X

16i<j<k6n

xixjxk

«
xn−3 + . . . + (−1)nx1 . . . xn.

10.11. Числа x1, x2, x3 составляют арифметическую прогрес-
сию тогда и только тогда, когда x1 + x3 = 2x2 (возможно, после
перенумерации), т. е. x1 + x2 + x3 = 3x2. Согласно теореме Вие-
та x1 + x2 + x3 = −a. Таким образом, число x2 = −a/3 должно
быть корнем данного многочлена. Эквивалентное условие таково:
2

27
a3 − ab

3
+ c = 0.

10.12. а) Пусть y =a2 +a− 6. Требуется доказать, что (y−b)×
×(y−g) =0. По теореме Виета (y−b)(y−g) = y2 − (b+g)y +bg=

=y2 +ay− 9a . Вычислим y2 +ay− 9a , подставив y=a2 +a−6 и вос-

пользовавшись тем, что a3 = 9a− 9, a4 = 9a2 − 9a и − 9a =a2 − 9.

б) Можно воспользоваться такими же рассуждениями, как
и при решении задачи а).



134 Глава 10. Многочлены — I

10.13. Пусть P(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0. Тогда P(a)−
− P(b) = an(an − bn) + an−1(an−1 + bn−1) + . . . + a1(a − b). Поэтому
достаточно проверить, что для любого натурального k число ak −bk

делится на a − b. Для этого можно воспользоваться тождеством
ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−1b + . . . + bk−1).

10.14. О т в е т: нет, не существует. Согласно задаче 10.13 раз-
ность P(11) −P(7) = 2 должна делиться на 11−7 = 4.

10.15. Если a и b — целые числа, причём a > b, то число
P(a) − P(b) делится на a − b (задача 10.13). Для любого целого
числа m одно из чисел m−n, m− (n + 1), m− (n + 2) делится на 3.
Поэтому одно из чисел P(m)−P(n), P(m)−P(n+1), P(m)−P(n+2)
делится на 3.

10.16. Пусть P(x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an, где числа a0, a1, . . .
. . . , an целые. Предположим, что P(k) = p — простое число (здесь
k — некоторое натуральное число). Многочлен P(x) не может при-
нимать одно и то же значение более чем в n различных точках, по-
этому можно выбрать натуральное число a так, что P(k+pa) 6=±p.
С другой стороны, P(k+pa) делится на p. Действительно, согласно
задаче 10.13 разность P(k + pa) − P(k) делится на k + pa − k =
= pa.

10.17. О т в е т: P(x) =−1

2
(x2 + 1)(x2 + x− 1).

Пусть P(x) = U(x)(x2 + 1) и P(x) = V(x)(x3 + 1) + 1. Тогда
U(x)(x2 + 1) − V(x)(x3 + 1) = 1. Чтобы найти такие многочлены U
и V, нужно применить алгоритм Евклида к a = x3 + 1 и b = x2 + 1:

a = xb + r1 (r1 = 1−x),

b =−xr1 + r2 (r2 = x + 1),

r1 =−r2 + 2.

Выражая последовательно r1 и r2 через a и b, получаем:

b =−x(a− bx) + r2,

a− bx =−b−xa + x2b + 2.

Таким образом, (x + 1)a + (−x2 −x + 1)b = 2. Поэтому можно поло-

жить U(x) =−1

2
(x2 + x− 1) и V(x) =−1

2
(x + 1).

10.18. Положим P1(x) = P(x), Pn(x) = P(Pn−1(x)) при n > 2.
Тогда an = Pn(a0) и вообще an = Pn−k(ak) при 0 6 k < n. Равен-
ство an = Pn(0) показывает, что an — свободный член многочле-
на Pn, т. е. Pn(x) = an + xQn(x), где Qn — многочлен с целыми ко-
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эффициентами. Таким образом, если m > n > 1, то НОД(am, an) =
=НОД(Pm−n(an), an)=НОД(am−n+anQm−n(an), an)=НОД(am−n, an).
Воспользовавшись результатом задачи 4.11, получаем требуемое.

10.19. Многочлен x15 −1 раскладывается на множители, степе-
ни которых равны 1, 2, 4 и 8. Действительно, x15−1=(x5−1)(x10 +
+x5 +1), x5−1=(x−1)(x4 +x3 +x2 +x+1), а многочлен x10 +x5 +1
раскладывается на множители степеней 2 и 8 (задача 5.6). Легко
также проверить, что любое натуральное число k614 можно пред-
ставить в виде a0 + a1 · 2 + a2 · 4 + a3 · 8, где ai = 0 или 1.

10.20. При n = 0 и 1 утверждение очевидно. При n = 2 можно
поделить многочлен x4 + x2 +1 на x2 + x +1; в результате получим
x2 −x + 1. Разность многочленов x2(n+3) + xn+3 + 1 и x2n + xn + 1 де-
лится на x2 + x +1, поскольку многочлены x2n+6 −x2n = x2n(x6 −1)
и xn+3 − xn = xn(x3 − 1) делятся на x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1).
Поэтому многочлен x2(n+3) + xn+3 + 1 делится на x2 + x + 1 тогда
и только тогда, когда x2n + xn + 1 делится на x2 + x + 1.

10.21. а) Подставив x = 0, получим, что d делится на 5. Учиты-
вая это и подставляя x = ±1, получим, что a + b + c и −a + b − c
делятся на 5. Следовательно, 2b и 2a + 2c делятся на 5, а зна-
чит, b и a + c делятся на 5. Подставив x = 2, получим, что
a + 5a + 2(a + c) + 4b + d делится на 5. Значит, a делится на 5.
Поэтому c тоже делится на 5.

б) Подставив x = 0, получим, что e делится на 7. Учитывая это
и подставляя x=±1, получим, что числа a±b+c±d делятся на 7.
Поэтому 2(a + c) и 2(b + d) делятся на 7, а значит, a + c и b + d
делятся на 7. Подставляя x =±2 и учитывая, что e делится на 7,
получаем, что числа 2(8a±4b+2c±d) делятся на 7. Поэтому 4a+c
и 4b+d делятся на 7. Следовательно, 3a= (4a+c)− (a+c) делится
на 7. Поэтому a делится на 7, а значит, c делится на 7. Аналогично
доказывается, что b и d делятся на 7.

10.22. Многочлен f(x) делится на x − p

q
, поэтому f(x) = g(x)×

×
“

x − p

q

”
. Пусть g(x) = b0xn−1 + b2xn−2 + . . . + bn−1. Тогда a0 = b0,

a1 = b1 − b0
p

q
, a2 = b2 − b1

p

q
, . . . , an−1 = bn−1 − bn−2

p

q
, an = −bn−1

p

q
.

Число b0 целое. Равенство qa1 = qb1 − pb0 показывает, что чис-
ло qb1 целое. Равенство q2a2 = q2b2 − qb1p показывает, что число
q2b2 целое и т. д. Таким образом, многочлен qn−1g(x) имеет целые
коэффициенты.

Равенство qnf(k)=qn−1g(k)(qk−p) показывает, что число qnf(k)
делится на qk − p. Числа qn и qk − p взаимно простые, поэтому
число f(k) делится на qk− p.
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10.23. Предположим, что многочлен 3x2n + Axn + 2 делится на
многочлен 2x2m + Axm + 3. Тогда любой корень многочлена 2x2m +
+ Axm + 3 является также корнем многочлена 3x2n + Axn + 2. Если

xi —корень многочлена 2x2m +Axm +3, то xm
i =

−A±
p

A2 −24

4
=a1,2.

Можно считать, что xm
1 =a1 и xm

2 =a2. Пусть b1,2 =
−A±

p

A2 −24

6
—

корни квадратного трёхчлена 3x2 + Ax + 2.
С л у ч а й 1. A2 − 24 > 0.
В этом случае |a1 | 6= |a2 |, поэтому числа xn

1 и xn
2 не могут

совпадать, и мы можем считать, что xn
1 = b1 и xn

2 = b2. С од-
ной стороны, |x1x2 | = n

p
|b1b2 | = n

√
2/3 < 1, а с другой стороны,

|x1x2 |= m
p

|a1a2 |= m
√

3/2 > 1. Приходим к противоречию.
С л у ч а й 2. A2 − 24 6 0.
В этом случае |a1 |= |a2 |=

√
3/2 и |b1 |= |b2 |=

√
2/3. Поэтому,

с одной стороны, |x1 | = m
p

|a1 | = 2m
√

3/2 > 1, а с другой стороны,

|x1 |= n
p

|b1 |= 2n
√

2/3 < 1. Снова приходим к противоречию.
10.24. Если x > 0 и x(x + 1) . . . (x + n) = 1, то

x =
1

(x + 1) . . . (x + n)
<

1

1 · 2 · . . . · n
=

1

n!
.

10.25. Пусть a — корень многочлена P(x). Поделим P(x) на
x − a с остатком. В результате получим P(x) = (x − a)R(x) + b.
При этом b = P(a) = 0. Значит, многочлен P(x) делится на x − a.
Если a1, . . . , am — корни многочлена P(x), то он делится на
(x−a1) . . . (x− am), поэтому n > m.

10.26. Многочлен P(x) делится на (x−a1)k1 . . . (x−am)km , поэто-
му k1 + . . . + km 6 n.

10.27. Перепишем данное уравнение в виде

1 =
a1

x
+

a2

x2 + . . . +
an

xn .

При x > 0 функция f(x) =
a1

x
+

a2

x2 + . . . +
an

xn монотонно убывает,

поэтому она не может принимать значение 1 при двух различных
положительных значениях x.

10.28. Функция f1(x) монотонно убывает от 2 до −2 на отрез-
ке [−2, 0] и монотонно возрастает от −2 до 2 на отрезке [0, 2].
Поэтому уравнение f1(x) = x имеет корень x1 ∈ (−2, 0) и корень
x2 = 2. Кроме того, уравнение f1(x) = 0 имеет два корня ±x′

1.
Функция f2(x) поочерёдно монотонно возрастает в пределах от −2
до 2 на следующих четырёх отрезках: [−2, −x′

1], [−x′
1, 0], [0, x′

1],



Решения задач 137

[x′
1, 2]. Поэтому на каждом из этих отрезков по крайней мере одно

решение имеет уравнение f2(x) = x и ровно одно решение имеет
уравнение f2(x)=0. Значит, для функции f3(x) получаем 23 интер-
валов монотонности и т. д. В результате получаем, что уравнение
fn(x) имеет по крайней мере 2n решений. Но больше 2n решений
оно не может иметь, потому что степень многочлена fn(x) равна 2n.

10.29. Рассматриваемое произведение является многочленом
P(x), обладающим следующим свойством: P(−x) = P(x).

10.30. О т в е т: 6. Пусть x + x3 + x9 + x27 + x81 + x243 = P(x)×
×(x− 1) + r. Положив x = 1, получим r = 6.

10.31. О т в е т: в выражении (1 + x2 − x3)1000. Пусть P(x) =
= (1 − x2 + x3)1000 и Q(x) = (1 + x2 − x3)1000. Коэффициент при x20

у многочлена P(x) такой же, как у P(−x)=(1−x2−x3)1000, а у мно-
гочлена Q(x) такой же, как у Q(−x) = (1 + x2 + x3)1000. Ясно, что
у многочлена (1 + x2 + x3)1000 коэффициент при x20 больше, чем
у многочлена (1 − x2 − x3)1000. Действительно, у первого много-
члена член p20x20 равен сумме нескольких членов вида (x2)n(x3)m,
где 2n + 3m = 20, а у второго многочлена член q20x20 равен сумме
тех же самых членов, но со знаком (−1)n+m. Во втором слу-
чае встречаются члены со знаком минус, например, при m = 2
и n = 7.

10.32. а) Пусть (x − a)(x − 10) + 1 = (x + b)(x + c). Положив
x = −b, получим (b + a)(b + 10) = −1. Числа a и b целые, поэто-
му числа b + a и b + 10 тоже целые. Число −1 представляется
в виде произведения двух целых множителей двумя способами.
Соответственно получаем два варианта: 1) b + 10 = 1 и b + a =−1;
2) b + 10 = −1 и b + a = 1. Поэтому a = 8 или a = 12. В пер-
вом случае (x − 8)(x − 10) + 1 = (x − 9)2, а во втором случае
(x−12)(x −10) + 1 = (x−11)2.

б) Пусть x(x−a)(x− b)(x− c) +1= P(x)Q(x), где P(x) и Q(x) —
многочлены с целыми коэффициентами. Ясно, что P(x) и Q(x) —
многочлены со старшим коэффициентом 1. При x = 0, x = a,
x = b и x = c имеет место равенство P(x)Q(x) = 1, т. е. либо
P(x) = 1 и Q(x) = 1, либо P(x) =−1 и Q(x) =−1. В обоих случаях
P(x) − Q(x) = 0. Степень многочлена P(x) − Q(x) строго мень-
ше четырёх, поэтому P(x) = Q(x) для всех x. Таким образом,
x(x − a)(x − b)(x − c) = P2(x) − 1 = (P(x) + 1)(P(x) − 1). Поэтому
P(x) ± 1 = x(x − a) и P(x) ∓ 1 = (x − b)(x − c), т. е. x(x − a) −
− (x − b)(x − c) = ±2 (мы не различаем решения, отличающие-
ся лишь перестановкой чисел a, b, c). Следовательно, a = b + c
и bc = ∓2. В результате получаем следующие наборы значений
(a, b, c): (1, 2, 3), (−1, −2, −3), (1, −2, −1), (2, −1, 1). Им со-
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ответствуют следующие разложения многочлена x(x − a)(x − b)×
×(x−c)+1: (x2 −3x+1)2, (x2 +3x+1)2, (x2 +x−1)2, (x2 −x−1)2.

10.33. Единственность многочлена P следует из того, что раз-
ность двух таких многочленов обращается в нуль в точках x1, . . .
. . . , xn+1 и имеет при этом степень не выше n. Ясно также, что
следующий многочлен обладает всеми требуемыми свойствами:

P(x) =

n+1X

k=1

ak

(x −x1) . . . (x −xk−1)(x −xk+1) . . . (x− xn+1)

(xk −x1) . . . (xk −xk−1)(xk −xk+1) . . . (xk −xn+1)
=

=

n+1X

k=1

ak
w(x)

(x−xk)w′(xk)
,

где w(x) = (x−x1) . . . (x−xn+1).
10.34. Пусть P(x) — интерполяционный многочлен Лагранжа

степени 6 n, принимающий значения xm при x = 0, 1, 2, . . . , n.
Тогда

P(x) =

nX

k=0

km x(x −1) . . . (x − k + 1)(x − k −1) . . . (x −n)

k(k− 1) · . . . · 1 · (−1) · (−2) · . . . · (k −n)
.

Коэффициент при xn у этого многочлена равен
nX

k=0

(−1)k−n km

k! (n− k)!
=

(−1)n

n!

nX

k=0

(−1)kkmCk
n.

С другой стороны, если m 6 n, то P(x) = xm. Поэтому
nX

k=0

(−1)kkmCk
n = 0 при m < n и

(−1)n

n!

nX

k=0

(−1)kkmCk
n = 1.

10.35. Пусть Pi(t) = p0i + p1it + p2it
2 + . . . + pn−1,it

n−1 — интерпо-
ляционный многочлен Лагранжа, принимающий значение 1 при
t = ai и значение 0 при t = aj, где j 6= i. Умножим данные урав-
нения на p0i, p1i, . . . , pn−1,i и сложим их. В результате получим
Pi(a1)x1 + . . . + Pi(an)xn = p0ib0 + . . . + pn−1,ibn−1, т. е. xi = p0ib0 + . . .
. . . + pn−1,ibn−1. Единственность решения доказана. Остаётся прове-
рить, что так мы действительно получаем решение, т. е.

nX

i=1

ak
i p0ib0 + . . . +

nX

i=1

ak
i pn−1,ibn−1 = bk

при k = 0, 1, . . . , n − 1. Для этого достаточно доказать, что
nP

i=1
ak

i Pi(t) = tk при указанных k. Но это очевидно: при k 6 n − 1
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выражение
nP

i=1
ak

i Pi(t) − tk представляет собой многочлен степени

не выше n− 1, обращающийся в нуль при t = a1, . . . , an.
10.36. Должны выполняться следующие равенства:

f(x1) = f(x0) + (x1 −x0)f(x0; x1),

f(x2) = f(x0) + (x2 −x0)f(x0; x1) + (x2 −x0)(x2 −x1)f(x0; x1; x2)

и т. д. Из этих равенств немедленно получаем выражения для
f(x0; x1), f(x0; x1; x2) и т. д.

10.37. Поделив P на Q с остатком, можно перейти к дроби S/Q,
где степень S меньше степени Q. Пусть Q=Q1Q2, где Q1 и Q2 —вза-
имно простые многочлены. Тогда можно выбрать многочлены a(x)
и b(x) так, что a(x)Q1(x) + b(x)Q2(x) = 1. Поэтому

S

Q1Q2
=

aSQ1 + bSQ2

Q1Q2
=

aS

Q2
+

bS

Q1
.

В полученных дробях нужно снова поделить с остатком числитель
на знаменатель и т. д. После нескольких таких операций придём
к сумме многочлена A(x) и нескольких дробей вида p(x)/(x−a)n,
где p(x) — многочлен степени меньше n. Остаётся записать много-
член p(x) в виде

p(x) = b1(x− a)n−1 + b2(x− a)n−2 + . . . + bn.

10.38. Для данного ai выберем наибольшее k, для которого

встречается дробь
cik

(x − ai)
k
, cik 6= 0. Покажем, что число cik опре-

делено однозначно. Действительно, после умножения на (x − ai)
k

получаем равенство вида

R(x)(x− ai)
k = cik + (x−ai)f(x), (1)

где f(x) — рациональная функция, в знаменателе которой нет
множителей x−ai, т. е. значение f(ai) определено. Подставив в ра-
венство (1) x = ai, получим, что cik равно значению рациональной
функции R(x)(x−ai)

k при x = ai.
Аналогично, рассмотрев R(x)− cik

(x− ai)
k
, найдём ci,k−1 и т. д.

10.39. При k = 1 это очевидно. Предположим теперь, что мно-
гочлен Ck

x целозначный. Легко проверить, что

Ck+1
x+1 −Ck+1

x = Ck
x.

Следовательно, при всех целых m, n разность

Ck+1
m −Ck+1

n

является целым числом. Остаётся заметить, что Ck+1
0 = 0.
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10.40. Индукцией по k легко доказать, что любой многочлен
pk(x) степени k можно представить в виде

pk(x) = c0Ck
x + c1Ck−1

x + c2Ck−2
x + . . . + ck,

где c0, c1, . . . , ck — некоторые числа. Действительно,

C0
x = 1, C1

x = x, C2
x =

x2

2
− x

2
, . . . , Ck

x =
xk

k!
+ . . .

Поэтому если pk(x) = axk + . . . , то многочлен pk(x) − ak!Ck
x имеет

степень не выше k − 1 и к нему можно применить предположе-
ние индукции. Таким образом, нужно лишь доказать, что числа
c0, c1, . . . , ck целые. Докажем это индукцией по k. База индукции:
k = 0. По условию многочлен p0(x) = c0 принимает целое значение
при x = n, поэтому число c0 целое. Предположим теперь, что тре-
буемое утверждение доказано для многочленов степени не выше k.
Пусть многочлен

pk+1(x) = c0Ck+1
x + . . . + ck+1

принимает целые значения при x = n, n + 1, . . . , n + k + 1. Рассмот-
рим многочлен

∆pk+1(x) = pk+1(x + 1) − pk+1(x) = c0Ck
x + c1Ck−1

x + . . . + ck.

Он принимает целые значения при x = n, n + 1, . . . , n + k. Поэтому
числа c0, c1, . . . , ck целые, а значит, число

ck+1 = pk+1(n)− c0Ck+1
n − c1Ck

n − . . .− ckC1
n

тоже целое.
10.41. Предположим, что существуют многочлены f(x)=a0xn +

+ a1xn−1 + . . . + an и g(y) = b0ym + b1ym−1 + . . . + bm, для кото-
рых f(x)g(y) = x200y200 + 1. Положив x = 0, получим ang(y) = 1,
т. е. g(y) = 1/an при всех y. Положив y = 0, аналогично получим,

что f(x) = 1/bm при всех x. Таким образом, f(x)g(y) =
1

anbm
— кон-

станта, а функция x200y200 + 1, очевидно, не является константой.
10.42. а) Система уравнений x−y+1=0, y−z−1=0, z−2x+1=

= 0 имеет решение (x, y, z) = (1, 2, 1). При таких значениях пе-
ременных левая часть рассматриваемого выражения обращается
в нуль. Поэтому таких многочленов P, Q, R не существует.

б) Пусть f =x−y+1, g=y−z−1, h=z−x+1. Тогда f +g+h=1,
поэтому (f + g + h)7 = 1. Выражение в левой части этого равенства
представляет собой сумму слагаемых вида fagbhc, где a + b + c = 7;
в частности, одно из чисел a, b, c не меньше 3. Сгруппируем
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те слагаемые, для которых a > 3. В результате получим выраже-
ние вида f3P. Среди оставшихся слагаемых сгруппируем те, для
которых b > 3. Получим выражение вида g3Q. Для оставшихся
слагаемых c > 3, т. е. их сумма имеет вид h3R. В результате мы
получили требуемое тождество f3P + g3Q + h3R = 1.



ГЛАВА 11

ТРИГОНОМЕТРИЯ

11.1. Неравенства и сравнение чисел

11.1. Докажите, что sina<a< tga для 0 <a<p/2.
11.2. Докажите, что если 0 < a1 < a2 < . . . < an < p/2

и n > 2, то

tga1 <
sina1 + . . . + sinan

cosa1 + . . . + cosan
< tgan.

11.3. Сравните числа tg 55◦ и 1,4.
11.4. Докажите, что если 0 <a, b6p/4, то

√

tga tgb6 tg
a+b

2
6

tga+ tgb
2

.

11.5. Докажите, что сумма

cos 32x + a31 cos 31x + a30 cos 30x + . . . + a1 cos x

принимает как положительные, так и отрицательные зна-
чения.

11.6. Докажите, что если для любого угла f выполняется
неравенство

a1 cosf+ a2 cos 2f+ . . . + an cos nf>−1,

то a1 + a2 + . . . + an 6 n.
11.7. Докажите, что если a и b— острые углы и a<b, то

tgaa <
tgbb .
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11.8. Пусть A — произвольный угол, B и C — острые уг-
лы. Всегда ли существует такой угол X, что

sin X =
sin B sin C

1− cos A cos B cos C
?

11.2. Тригонометрические тождества

11.9. Упростите выражение

tg 20◦ + tg 40◦ +
√

3 tg 20◦ tg 40◦.

11.10. Докажите, что

arctg
1

3
+ arctg

1

5
+ arctg

1

7
+ arctg

1

8
=
p
4

.

11.11. Докажите, что

4 arctg
1

5
− arctg

1

239
=
p
4

.

11.12. Найдите соотношение между

arcsin cos arcsin x и arccos sin arccos x.

11.3. Уравнения

11.13. Решите уравнение

3−7 cos2 x sin x−3 sin3 x = 0.

11.14. Решите уравнение

1 + tg x

1− tg x
= 1 + sin 2x.

11.15. Найдите все действительные решения уравнения

x2 + 2x sin (xy) + 1 = 0.

11.16. Решите уравнение

3 sinf cosf+ 4 sinf+ 3 cos2f= 4 + cosf.

11.17. Сколько корней имеет уравнение sin x =
x

100
?
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11.4. Суммы синусов и косинусов,
связанные с правильными многоугольниками

При решении задач этого параграфа полезна следующая гео-
метрическая задача.

11.18. Докажите, что сумма векторов, идущих из центра
правильного многоугольника в его вершины, равна нулево-
му вектору.

11.19. Докажите следующие равенства:

а) sin
2p
n

+ sin
4p
n

+ . . . + sin
2(n−1)p

n
= 0;

б) cos
2p
n

+ cos
4p
n

+ . . . + cos
2(n− 1)p

n
=−1;

в) sina+sin
(a+

2p
n

)

+sin
(a+

4p
n

)

+. . .+sin
(a+

2(n−1)p
n

)

=0.

11.20. Докажите следующие равенства:
а) cos 36◦− cos 72◦ = 1/2;

б) cos
p
7
− cos

2p
7

+ cos
3p
7

=
1

2
.

11.21. Докажите, что

cos
2p

2m + 1
+ cos

4p
2m + 1

+ cos
6p

2m + 1
+ . . . + cos

2mp
2m + 1

=−1

2
.

11.5. Вычисление сумм и произведений

11.22. Докажите, что если a+b+g= 0, то

sina+ sinb+ sing=−4 sin
a
2

sin
b
2

sin
g
2

.

11.23. Докажите, что если sina 6= 0, то

cosa cos 2a cos 4a . . . cos 2na=
sin 2n+1a
2n+1 sina .

11.24. Докажите, что:

а) cos
2p
7

cos
4p
7

cos
8p
7

=
1

8
;

б) cos
2p
9

cos
4p
9

cos
8p
9

=−1

8
.
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11.25. а) Докажите, что ctga− tga= 2 ctg 2a.
б) Докажите, что

tga+ 2 tg 2a+ 4 tg4a+ . . .+ 2n tg 2na= ctga−2n+1 ctg 2n+1a.

11.26. Докажите, что

1

cosa cos 2a +
1

cos 2a cos 3a + . . .+
1

cos(n− 1)a cos na =
tg na− tga

sina .

11.27. Докажите, что

cos
p

2n + 1
cos

2p
2n + 1

. . . cos
np

2n + 1
=

1

2n .

11.28. Докажите, что

а) sina+ sin 2a+ sin 3a+ . . . + sin na=
sin

na
2

sin
(n + 1)a

2

sin
a
2

;

б) cosa+ cos 2a+ cos 3a+ . . . + cos na=
sin

(2n + 1)a
2

2 sin
a
2

− 1

2
.

11.29. а) Докажите, что cosa+cos(a+x)+cos(a+2x)+ . . .

. . . + cos(a+ nx) =
sin
“a+

“
n +

1

2

”
x
”
− sin

“a− 1

2
x
”

2 sin
1
2

x

.

б) Докажите, что если f =
2kp

n + 1
, где число k целое

и 1 6 k 6 n, то

1 + cosf+ cos 2f+ . . . + cos nf= 0.

11.6. Выражения для cos nf и т. п.

11.30. а) Докажите, что cos nf=Tn(cosf) и sin(n+1)f=
= Un(cosf) sinf, где Tn и Un — многочлены степени n.

б) Докажите, что sin(2k + 1)f= sinfPk(sin2f), где Pk —
многочлен степени k.
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11.31. Докажите, что

sin(2k + 1)f
sinf = (−4)k

(

sin2f− sin2 p
2k + 1

)

×

×
(

sin2f− sin2 2p
2k + 1

)

. . .
(

sin2f− sin2 kp
2k + 1

)

.

11.7. Вспомогательные тригонометрические функции

11.32. Решите систему уравнений






2x + x2y = y,

2y + y2z = z,

2z + z2x = x.

11.33. Решите систему уравнений






3
(

x +
1

x

)

= 4
(

y +
1

y

)

= 5
(

z +
1

z

)

,

xy + yz + zx = 1.

11.34. а) Пусть x1, . . ., xn — попарно различные поло-
жительные числа, n > 3. Докажите, что среди них можно
выбрать два числа xi и xj, для которых

0 <
xi −xj

1 + xixj
< tg

p
2(n−1)

.

б) Пусть x1, . . ., xn — попарно различные числа, n > 3.
Докажите, что среди них можно выбрать два числа xi и xj,
для которых

0 <
xi −xj

1 + xixj
6 tg

p
n

.

11.35. Докажите, что для любого положительного чис-
ла x и любого натурального числа n имеет место неравен-
ство

x

1 + x2 +
x

22 + x2 + . . . +
x

n2 + x2 <
p
2

.
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11.8. Тригонометрические многочлены

Тригонометрическим многочленом n-й степени называют функ-
цию f(f) = a0 + a1 cosf+ a2 cos 2f+ a3 cos 3f+ . . . + an cos nf, где
a0, a1, . . . , an — некоторые числа, причём an 6= 0.

11.36. Докажите, что для любого тригонометрического
многочлена f(f) = a0 + a1 cosf + . . . + an cos nf существу-
ет многочлен P(x) степени n со старшим коэффициентом
2n−1an, для которого P(cosf) = f(f). И наоборот, любому
многочлену соответствует тригонометрический многочлен.

11.37. Пусть f — тригонометрический многочлен степе-
ни n со старшим коэффициентом an.

а) Докажите, что
1

2n

2n−1∑

m=0
(−1)mf

(
mp

n

)

= an.

б) Докажите, что
∣
∣
∣f

(
mp

n

)∣
∣
∣ > |an | для некоторого целого

числа m.
11.38. Докажите, что если P(x) = xn + an−1xn−1 + . . . + a0,

то |P(x0)|> 1

2n−1 для некоторого x0, где −1 6 x0 6 1.

11.39. Пусть 0 < a0 < a1 < . . . < an. Докажите, что тригоно-
метрический многочлен f(f) = a0 + a1 cosf+ . . . + an cos nf
имеет на отрезке [0, p] ровно n корней.

Решения

11.1. Пусть O — центр окружности радиуса 1, A и B — точки
этой окружности, для которых ∠AOB =a. Рассмотрим также точ-
ку C, в которой касательная к окружности в точке B пересекает
луч OA. Пусть SAOB — площадь треугольника AOB, S — площадь
сектора, высекаемого радиусами AO и OB, SBOC — площадь тре-

угольника BOC. Тогда SAOB < S < SBOC. Но SAOB =
1

2
sina, S =

1

2
a

и SBOC =
1

2
tga.

11.2. Прежде всего заметим, что tga1 < tga2. Поэтому согласно
задаче 8.23

tga1 <
sina1 + sina2

cosa1 + cosa2
< tga2 < tga3.
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Ещё раз воспользовавшись задачей 8.23, получим

tga1 <
sina1 + sina2 + sina3

cosa1 + cosa2 + cosa3
< tga3

и т. д.
11.3. Ясно, что

tg 55◦ = tg(45◦ + 10◦) =
tg 45◦ + tg 10◦

1− tg 45◦ tg 10◦ =
1 + tg 10◦

1− tg 10◦ .

Далее, tg 10◦ = tg
p
18

>
p
18

>
3

18
=

1

6
. Поэтому

1 + tg 10◦

1− tg 10◦ =
2

1− tg 10◦ −

− 1 >
7

5
= 1,4.

11.4. Из формулы для тангенса разности двух углов следует,
что

tga− tg
a+b

2
= tg

a−b
2

“
1 + tga tg

a+b
2

”
,

tgb− tg
a+b

2
=− tg

a−b
2

“
1 + tgb tg

a+b
2

”
.

Поэтому tga+tgb−2 tg
a+b

2
=tg

a−b
2

tg
a+b

2
(tga−tgb)>0 при

0 <a, b<p/2.
Ясно, что

tg2 a+b
2

− tga tgb=
sin2 a+b

2

cos2 a+b
2

− sina sinb
cosa cosb =

=
1− cos(a+b)

1 + cos(a+b)
− sina sinb

cosa cosb .

После приведения этих дробей к общему знаменателю получим
дробь, числитель которой равен cos(a+b)(1 + cos(a−b)) > 0 при
0 <a, b6p/4. Знаменатель дроби при таких a, b положителен.

11.5. Предположим, что сумма

cos 32x + a31 cos 31x + a30 cos 30x + . . . + a1 cos x

принимает только положительные значения при всех x. Заменив x
на x +p, получим, что выражение

cos 32x −a31 cos 31x + a30 cos 30x − . . . + a2 cos 2x −a1 cos x
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принимает положительные значения при всех x. Сложив эти вы-
ражения, получим, что сумма

cos 32x + a30 cos 30x + . . . + a4 cos 4x + a2 cos 2x

принимает положительные значения при всех x. Затем повторим

те же самые рассуждения, последовательно заменяя x на x +
p
2

,

x +
p
4

, x +
p
8

, x +
p
16

. В результате получим, что cos 32x принимает

положительные значения при всех x. Но при x =p/32 выражение
cos 32x принимает значение −1. Получено противоречие.

11.6. Согласно задаче 11.29 б) cosfk +cos 2fk + . . .+cos nfk =−1

для fk =
2kp

n + 1
, где k = 1, 2, . . . , n. Поэтому, сложив n неравенств

a1 cosfk + a2 cos 2fk + . . . + an cos nfk >−1,

получим −a1 − a2 − . . .− an >−n.
11.7. Возьмём на окружности радиуса 1 с центром O точки K, A

и B так, что ∠AOK=a и ∠BOK=b (рис. 11.1). Опустим из точки A

O K

A

B

H

Ca b
Рис. 11.1

перпендикуляр AH на прямую OK.
Пусть C — точка пересечения это-
го перпендикуляра и прямой OB.
Сравнение площадей сектора OAB
и треугольника OAC показывает, что
(b−a) < OH · (tgb− tga). Сравнение
площадей сектора OAK и треугольни-
ка OAH показывает, что a>OH · tga.
Из двух полученных неравенств сле-
дует, чтоb−aa <

tgb− tga
tga , т. е.

ba <
tgb
tga .

11.8. О т в е т: да, всегда. По
условию cos B cos C > 0. Кроме то-
го, sin B sin C + cos B cos C = cos(B − C) 6 1 и cos A 6 1. Поэтому
sin B sin C 6 1− cos B cos C 6 1− cos A cos B cos C и

0 <
sin B sin C

1− cos A cos B cos C
6 1.

11.9. Покажем, что tg 20◦ + tg 40◦ +
√

3 tg 20◦ tg 40◦ =
√

3, т. е.
√

3 =
tg 20◦ + tg 40◦

1− tg 20◦ tg 40◦ . Действительно,
tg 20◦ + tg 40◦

1− tg 20◦ tg 40◦ = tg 60◦ =
√

3.
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11.10. Применяя формулу tg(x + y) =
tg x + tg y

1− tg x tg y
, получаем

tg
“

arctg
1

3
+ arctg

1

5

”
=

1

3
+

1

5

1− 1

15

=
4

7
,

tg
“

arctg
1

3
+ arctg

1

5
+ arctg

1

7

”
=

4

7
+

1

7

1− 4

49

=
7

9
,

tg
“

arctg
1

3
+ arctg

1

5
+ arctg

1

7
+ arctg

1

8

”
=

7

9
+

1

8

1− 7

72

= 1.

Каждый из рассматриваемых арктангенсов меньше p/4, поэто-
му их сумма меньше p. Если угол заключён между 0 и p и его
тангенс равен 1, то этот угол равен p/4.

11.11. Пусть tgf= 1/5. Дважды воспользовавшись равенством

tg 2f=
2 tgf

1− tg2 f , получим сначала tg 2f=
5

12
, а затем tg 4f=

120

119
.

Поэтому tg
“

4 arctg
1

5

”
=

120

119
, а значит,

tg
“

4 arctg
1

5
− arctg

1

239

”
=

120

119
− 1

239

1 +
120

119
·

1

239

=
28561

28561
= 1.

11.12. О т в е т: arcsin cos arcsin x + arccos sin arccos x =
p
2

.

Пусть arcsin cos arcsin x = a и arccos sin arccos x = b. Тогда 0 6

6 a, b6 p/2. Действительно, 0 6 cos arcsin x 6 1, поскольку −p
2

6

6arcsin x6
p
2

, и 06sin arccos x61, поскольку 06arccos x6p. Далее,

sina= cos arcsin x, поэтому arcsin x =±
“p

2
−a” и sin

“
±
“p

2
−a””=

= ± cosa; cosb = sin arccos x, поэтому arccos x =
p
2

∓ b и x =

= cos
“p

2
∓ b”= ± sinb. Из того, что cosa= sinb (= ±x), следует,

что a+b=
p
2

.

11.13. О т в е т: x =
p
2

+ 2kp и x = (−1)kp
6

+ kp.
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Положим t=sin x. Учитывая, что cos2 x=1− t2, получаем урав-
нение 4t3 − 7t + 3 = 0. Это уравнение имеет корни t1 = 1, t2 = 1/2
и t3 =−3/2. Последний корень нам не подходит.

11.14. О т в е т: x =−p
4

+ kp и x = kp.

Положим t = tg x. Учитывая, что sin 2x =
2t

1 + t2 , получаем урав-
нение

1 + t

1− t
= 1 +

2t

1 + t2 ,

т. е. 2(1 + t)t2 = 0 (по условию t 6= 1). Это уравнение имеет корни
t1 =−1 и t2 = 0.

11.15. О т в е т: x =±1, y =−p
2

+ 2kp.

Если мы рассмотрим данное уравнение как квадратное уравне-
ние относительно x, то его дискриминант будет равен 4(sin2(xy)−1).
Дискриминант должен быть неотрицательным, поэтому sin2(xy)>

> 1, т. е. sin(xy) = ±1. Решения уравнения x2 ± 2x + 1 = 0 имеют
вид x =∓1. Далее, если sin(∓y) =±1, то sin y =−1.

11.16. Положим x = sinf и y = cosf. Рассматриваемое уравне-
ние эквивалентно системе уравнений

3xy + 4x + 3y2 − y−4 = 0, x2 + y2 = 1.

При условии x2 +y2 =1 первое уравнение эквивалентно уравнению

3xy + 4x + 3y2 − y− 4 +l(x2 + y2 − 1) = 0.

Подберём l так, чтобы левую часть можно было представить в виде
произведения двух линейных множителей. Согласно задаче 5.26
для этого необходимо, чтобы выполнялось равенствоl(l+ 3)(−4−l) + 2 ·

3

2
·

4

2
·
“
−1

2

”
= 4(l+ 3) +

1

4
l+

9

4
(−4−l).

Несложно проверить, что это уравнение имеет корень l=−3.
Чтобы получить разложение выражения 3xy− 3x2 + 4x − y− 1,

прежде всего заметим, что 3xy− 3x2 = 3x(y−x). Далее,

(3x + a)(y−x + b) = 3xy− 3x2 + (3b− a)x + ay + ab.

Поэтому нужно положить a = −1 и b = 1. В итоге получаем, что
исходное уравнение эквивалентно уравнению

(3 sinf−1)(cosf− sinf+ 1) = 0.

11.17. О т в е т: 63. Прежде всего отметим, что число положи-
тельных корней равно числу отрицательных корней, а ещё есть
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корень 0. Поэтому достаточно убедиться, что число положитель-
ных корней равно 31. Если sin x = x/100, то |x|= 100|sin x|6 100.
Рассмотрим графики функций y=x/100 и y=sin x. Участок оси Ox
от 0 до 100 содержит 15 отрезков длиной 2p и один отрезок длиной
меньше 2p. Рассматривая указанные графики, легко убедиться,
что на первом отрезке длиной 2p есть один корень данного урав-
нения, а на каждом из остальных 14 отрезков длиной 2p есть
два корня. Вычисления показывают, что длина последнего отрезка
больше p, поэтому на нём тоже есть два корня. Всего получаем 31
положительный корень.

11.18. Сумма векторов, идущих из центра правильного n-уголь-
ника в его вершины, переходит в себя при повороте на угол 2p/n.
А единственный вектор, который переходит в себя при повороте
на угол 2p/n, — это нулевой вектор.

11.19. Возьмём правильный n-угольник, вписанный в окруж-
ность радиуса 1 с центром в начале координат. Повернём его так,
чтобы одна его вершина попала в точку (1, 0). Рассмотрев проек-
ции суммы векторов, идущих из центра правильного n-угольника
в его вершины, на оси x и y, получим равенства а) и б); нужно
только учесть, что sin 0 = 0 и cos 0 = 1. Если же этот n-угольник
повернуть на угол a, то получим равенство в).

11.20. Согласно задаче 11.19 б) cos
2p
5

+cos
4p
5

+cos
6p
5

+cos
8p
5

=

=1. При этом cos
8p
5

=cos
2p
5

=cos 72◦ и cos
4p
5

=cos
6p
5

=− cos 36◦.

б) Возьмём правильный 7-угольник с центром в начале коор-
динат, одна из вершин которого расположена в точке (−1, 0).
Рассмотрев проекцию на ось x суммы векторов, идущих из начала
координат в вершины 7-угольника, получим требуемое.

11.21. При n = 2m + 1 сумма из задачи 11.19 б) состоит из
чётного числа слагаемых. Эти слагаемые разбиваются на пары

cos
2kp

n
= cos

2(n− k)p
n

.

11.22. Нужно доказать, что

sina+ sinb− sin(a+b) = 4 sin
a
2

sin
b
2

sin
a+b

2
.

Заменим в левой части sin(a+b) на sina cosb+ sinb cosa. Далее,

4 sin
a
2

sin
b
2

sin
a+b

2
= 4 sin

a
2

sin
b
2

“
sin

a
2

cos
b
2

+ sin
b
2

cos
a
2

”
=

= 2 sin2 a
2

sinb+ 2 sin2 b
2

sina= (1− cosa) sinb+ (1− cosb) sina.
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11.23. Прежде всего заметим, что cosa=
sin 2a
2 sina . Поэтому cosa×

× cos 2a=
sin 2a cos 2a

2 sina =
sin 4a
4 sina и т. д.

11.24. а) Применим формулу из задачи 11.23 для n = 2 и a=
= 2p/7. В результате получим, что требуемое произведение равно
sin(16p/7)

8 sin(2p/7)
. Но sin(16p/7) = sin(2p/7).

б) Решается аналогично а). Нужно лишь заметить, что
sin(16p/9) =− sin(2p/9).

11.25. а) Ясно, что
cosa
sina − sina

cosa =
cos2 a− sin2 a

cosa sina =
cos 2a

1

2
sin 2a =

= 2 ctg 2a.
б) Согласно задаче а)

tga= ctga− 2 ctg 2a,

2 tg 2a= 2 ctg 2a− 4 ctg 4a,

........................................

2n tg 2na= 2n ctg 2na− 2n+1 ctg 2n+1a.

Сложив эти равенства, получим требуемое.
11.26. Ясно, что

tg(k + 1)a− tg ka=
sin(k + 1)a
cos(k + 1)a − sin ka

cos ka =

=
sin((k + 1)a− ka)

cos ka cos(k + 1)a =
sina

cos ka cos(k + 1)a .

Поэтому

sina
cosa cos 2a +

sina
cos 2a cos 3a + . . . +

sina
cos(n−1)a cos na = tg na− tga.

11.27. Докажем сначала, что

sin
2p

2n + 1
sin

4p
2n + 1

. . . sin
2np

2n + 1
=

= sin
p

2n + 1
sin

2p
2n + 1

. . . sin
np

2n + 1
. (1)

Разберём отдельно случай чётного и нечётного n. Если n = 2k,

то нужно воспользоваться тем, что sin
(2k + 2)p

2n + 1
= sin

(2k −1)p
2n + 1

,

sin
(2k + 4)p

2n + 1
= sin

(2k−3)p
2n + 1

, . . . , sin
4kp

2n + 1
= sin

p
2n + 1

. После сокра-
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щения в равенстве (1) этих равных множителей остаётся про-
изведение одинаковых множителей. Если n = 2k + 1, то нужно

воспользоваться тем, что sin
(2k + 2)p

2n + 1
=sin

(2k + 1)p
2n + 1

, sin
(2k + 4)p

2n + 1
=

= sin
(2k−1)p

2n + 1
, . . . , sin

(4k + 2)p
2n + 1

= sin
p

2n + 1
.

Заменим в левой части равенства (1) каждый множитель sin 2a
на 2 cosa sina. После сокращения на

sin
p

2n + 1
sin

2p
2n + 1

. . . sin
np

2n + 1
6= 0

получим требуемое.
11.28. а) Пусть S — искомая сумма синусов. Воспользовавшись

тождеством 2 sin x sin y = cos(x− y)− cos(x + y), получим

2S sin
a
2

= 2 sina sin
a
2

+ 2 sin 2a sin
a
2

+ . . . + 2 sin na sin
a
2

=

=
“

cos
a
2
− cos

3a
2

”
+
“

cos
3a
2

− cos
5a
2

”
+ . . .

. . . +
“

cos
(2n−1)a

2
− cos

(2n + 1)a
2

”
= cos

a
2
− cos

(2n + 1)a
2

.

Затем воспользуемся тождеством cos x − cos y = 2 sin
y −x

2
sin

y + x

2
.

В результате получим 2S sin
a
2

= 2 sin
na
2

sin
(n + 1)a

2
.

б) Пусть S —искомая сумма косинусов. Воспользовавшись тож-
деством 2 cos x sin y = sin(x + y)− sin(x−y), получим

2S sin
a
2

= 2 cosa sin
a
2

+ 2 cos 2a sin
a
2

+ . . . + 2 cos na sin
a
2

=

=
“

sin
3a
2

− sin
a
2

”
+
“

sin
5a
2

− sin
3a
2

”
+ . . .

. . . +
“

sin
(2n + 1)a

2
− sin

(2n−1)a
2

”
= sin

(2n + 1)a
2

− sin
a
2

.

11.29. а) Сложим тождества

sin
“a+

“
k +

1

2

”
x
”
− sin

“a+
“

k− 1

2

”
x
”

= 2 sin
1

2
x cos(a+ kx)

для k = 0, 1, 2, . . . , n. В результате получим требуемое.
б) Для a= 0 и x =f формула из задачи а) даёт равенство

1 + cosf+ cos 2f+ . . . + cos nf=
sin

“

n +
1

2

”f+ sin
f
2

2 sin
f
2

.
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При этом (n+1/2)f+f/2= (n+1)f=2kp. Остаётся заметить, что
если сумма двух углов равна 2kp, то сумма синусов этих углов

равна нулю; кроме того, sin
f
2
6= 0, так как 0 <

f
2

<p.

11.30. а) Ясно, что U0(x)=1, U1(x)=2x и T1(x)=x. Кроме того,
формулы

sin(n + 1)f= sin nf cosf+ cos nf sinf,

cos(n + 1)f= cos nf cosf− sin nf sinf
показывают, что Un(x) = xUn−1(x) + Tn(x) и Tn+1(x) = xTn(x) −
−Un−1(x)(1−x2).

б) Используя полученные рекуррентные соотношения, легко
проверить, что T2k+1(x)=xak(x2) T2k(x)=bk(x2) U2k+1(x)=xck(x2),
U2k(x)=dk(x2), где ak, bk, ck, dk — многочлены степени k. Поэтому
U2k(cos x) = dk(cos2 x) = dk(1− sin2 x) = Pk(sin2 x).

11.31. Согласно задаче 11.30 б)
sin(2k + 1)f

sinf = Pk(sin2f), где

Pk — многочлен степени k. Далее, если f=
lp

2k + 1
, то sin(2k+1)f=

= 0. Поэтому

Pk(x) = l“x− sin2 p
2k + 1

”“
x− sin2 2p

2k + 1

”
. . .
“

x− sin2 kp
2k + 1

”
,

где l — некоторое число. Чтобы вычислить l, положим x = 0.

Ясно, что P(0) = limf→0

sin(2k + 1)f
sinf = 2k + 1. Кроме того, согласно

задаче 23.7 в)

sin2 p
2k + 1

sin2 2p
2k + 1

. . . sin2 kp
2k + 1

=
2k + 1

4k
.

Значит, l= (−4)k.
11.32. Первое уравнение можно переписать в виде y =

2x

1−x2

(ясно, что x 6= ±1). Пусть x = tgf. Тогда y = tg 2f. Аналогично
z = tg 4f и x = tg 8f. Таким образом, tg 8f= tgf. Поэтому

tg 7f=
tg 8f− tgf

1 + tg 8f tgf =
tgf− tgf
1 + tg2 f = 0,

т. е. 7f = kp, где k — целое число. Наоборот, если 7f = kp, то
tg 8f= tgf и мы получаем решение данной системы уравнений.
Всего получаем 7 различных решений, соответствующих угламf= 0,

p
7

, . . . ,
6p
7

.
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11.33. О т в е т: (1/3, 1/2, 1) и (−1/3, −1/2, −1).

Равенства
x

3(1 + x2)
=

y

4(1 + y2)
=

z

5(1 + z2)
показывают, что чис-

ла x, y, z имеют одинаковые знаки, причём если (x, y, z) — реше-
ние системы, то (−x, −y, −z) — тоже решение. Поэтому достаточ-
но найти положительные решения.

Воспользуемся тем, что tgf+
1

tgf =
2

sin 2f . Выберем углы a,b, g, заключённые между 0 и p, так, что tg(a/2) = x, tg(b/2) = y,
tg(g/2) = z. Тогда

sina
3

=
sinb

4
=

sing
5

и
1

z
=

x + y

1−xy
, т. е. ctg

g
2

= tg
a+b

2
. Если 0 < a, b, g < p, то ра-

венство tg
“p

2
− g

2

”
= tg

a+b
2

выполняется лишь в том случае,

когда
p
2

− g
2

=
a+b

2
, т. е. a + b + g = p. Таким образом, a,b и g — углы треугольника, стороны которого относятся как

3 : 4 : 5. Значит, sina =
3

5
, sinb =

4

5
, g =

p
2

. Поэтому tg
a
2

=
1

3
,

tg
b
2

=
1

2
и tg

g
2

= 1 (можно воспользоваться, например, формулой

tg
a
2

=
1

sina −
r

1

sin2 a − 1.

11.34. а) Положим xi = tgfi, где 0 <fi < p/2. Тогда
xi −xj

1 + xixj
=

= tg(fi −fj). Будем считать, что x1 < . . . < xn. Тогда числа f2 −f1,f3 − f2, . . . , fn − fn−1 положительны и их сумма меньше p/2.

Значит, среди них есть положительное число, меньшее
p

2(n− 1)
.

Соответствующая ему пара чисел xi и xj обладает требуемым свой-
ством.

б) Положим xi = tgfi, где −p/2 < fi < p/2. Тогда
xi −xj

1 + xixj
=

= tg(fi −fj). Будем считать, что x1 < . . . < xn. Тогда числа f2 −f1,f3 − f2, . . . , fn − fn−1, p + f1 − fn положительны и их сумма
равна p. Значит, среди них есть положительное число, не превос-
ходящее p/n. Соответствующая ему пара чисел xi и xj обладает
требуемым свойством.

11.35. Выберем на оси Ox точку A= (x, 0), а на оси Oy выберем
точки Bk = (0, k), k = 0, 1, . . . Рассмотрим треугольник Bk−1ABk.
Пусть f= ∠Bk−1ABk, k = 1, 2, . . . Вычислив площадь треугольни-
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ка Bk−1ABk двумя способами, получим
1

2
x =

1

2
Bk−1A · ABk sinfk,

т. е. x =
p

(k−1)2 + x2 ·
√

k2 + x2(sinfk). Поэтому

sinfk =
x

p

(k−1)2 + x2 ·
p

k2 + x2
>

x

k2 + x2 .

Учитывая, что fk > sinfk, получаем
x

k2 + x2 <fk. Остаётся заме-

тить, что f1 + . . . +fn <p/2.
11.36. Согласно определению многочлена Чебышева cos nf =

= Tn(cosf), причём Tn(x) = 2n−1xn + . . . (задача 32.30). Поэтому
f(f) = a0 + a1T1(x) + a2T2(x) + . . . + anTn(x), где x = cosf.

Наоборот, пусть задан многочлен P(x) = b0 + b1x + . . . + bnxn.
Равенства cosf = cosf, cos 2f = 2 cos2f − 1, cos 3f = 4 cos3f −
−3 cosf, . . . позволяют получить выражения cosf=cosf, cos2f=

=
1

2
(cos 2f + 1), cos3f =

1

4
(cos 3f + 3 cosf), . . . Если при этом

в выражении для cosm f встречается выражение cosk f, где k < m,
то мы записываем для cosk f то выражение, которое уже было
получено ранее. Так мы получим выражения

cosm f=
1

2m−1 cos mf+ c1 cos(m− 1)f+ . . . + cm−1 cosf+ cm.

Заменив в многочлене P(x) каждый моном xm на

1

2m−1 cos mf+ c1 cos(m−1)f+ . . . + cm−1 cosf+ cm,

получим соответствующий тригонометрический многочлен.
11.37. а) Тригонометрический многочлен n-й степени представ-

ляет собой сумму слагаемых вида cos kf, 06 k 6 n. Поэтому доста-
точно проверить, что

1

2n

2n−1X

m=0

(−1)m cos
kmp

n
=

(
0 при 0 6 k 6 n−1;

1 при k = n.

При k = 0 и k = n это очевидно. Покажем, что если 1 6 k 6 n−1, то
n−1X

m=0

(−1)m cos
2kmp

n
= 0,

n−1X

m=0

(−1)m cos
k(2m + 1)p

n
= 0.

Действительно, согласно задаче 11.29

1

2n

2n−1X

m=0

(−1)m cos
“a+

kmp
n

”
=

sin
“a+

(2n −1)kp
n

”

− sin
“a− kp

n

”

2 sin
a
2

= 0.
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б) Согласно задаче а) среднее арифметическое чисел f(0),

f
“p

n

”
, . . . , f

“
(2n−1)p

n

”
равно an, поэтому среднее арифметическое

их модулей не меньше |an |. Но если среднее арифметическое чисел
не меньше |an |, то одно из них не меньше |an |.

11.38. Согласно задаче 11.36 многочлену P(x) соответствует
тригонометрический многочлен f(f) со старшим коэффициен-
том 1/2n−1, для которого f(f) = P(cosf). Согласно задаче 11.37

|f(f0)| >
1

2n−1 для некоторого f0. Положим x = cosf0. Тогда

|P(x0)|= |f(f0)|> 1

2n−1 .

11.39. Рассмотрим функцию g(f) = 2 sin
f
2

f(x). Воспользовав-
шись тождеством

2 sin
f
2

cos kf= sin
“

k +
1

2

”f− sin
“

k− 1

2

”f,

получим g(f) = an sin(n + 1/2)f−h(f), где

h(f) = (an −an−1) sin
“

n− 1

2

”f+ . . . + (a1 −a0) sin
f
2

+ a0 sin
“
−f

2

”
.

При этом |h(f)|6 (an − an−1) + . . . + (a1 − a0) + a0 = an. Более того,

числа sin
f
2

и sin
“
−f

2

”
не могут быть одновременно равны +1,

поэтому |h(f)| < an. Таким образом, если sin(n + 1/2)f = 1, то
g(f) > 0, а если sin(n + 1/2)f=−1, то g(f) < 0.

Ясно, что sin(n+1/2)f=±1 при (n+1/2)f=p/2+ lp, т. е. приf =
1 + 2l

1 + 2n
p. Между каждой парой соседних точек

1 + 2l

1 + 2n
p, где

l = 0, 1, . . . , n, лежит ровно один корень уравнения g(f) = 0. Всего
получаем n корней, причём f=0 не корень. Значит, для всех этих

точек функция sin
f
2

не обращается в нуль (если 06f6p, то sin
f
2

обращается в нуль только при f= 0), т. е. они являются также
и корнями тригонометрического многочлена f(f).



ГЛАВА 12

УРАВНЕНИЯ В ЦЕЛЫХ ЧИСЛАХ

12.1. Пифагоровы тройки

Натуральные числа a, b, c называют пифагоровой тройкой, если
a2 + b2 = c2. Пифагорову тройку называют примитивной, если
у чисел a, b, c нет общего делителя.

12.1. Докажите, что если a, b, c — пифагорова тройка, то
одно из этих чисел делится на 3, другое (или то же самое)
делится на 4, третье — на 5.

12.2. Пусть a, b, c — примитивная пифагорова тройка.
Докажите, что одно из чисел a или b чётно, а другое
нечётно.

12.3. Пусть a, b, c — примитивная пифагорова тройка,
причём число a чётно. Докажите, что существуют взаимно
простые числа m и n, для которых a = 2mn, b = m2 − n2,
c = m2 + n2.

12.4. Пусть a, b, c — примитивная пифагорова тройка.
Докажите, что ab делится на 12.

12.5. Пусть a, b, c — примитивная пифагорова тройка.
Докажите, что число ab/2 (площадь прямоугольного тре-
угольника с катетами a и b) не может быть полным квад-
ратом.

12.2. Нахождение всех решений

12.6. Решите в целых числах уравнение 2xy + 3x + y = 0.
12.7. Решите в целых числах уравнение

xy + 3x−5y =−3.
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12.8. Решите в целых числах уравнение

x + y = x2 −xy + y2.

12.9. Решите в натуральных числах уравнение 2x +7=y2.
12.10. Пусть p > 2 — простое число. Докажите, что чис-

ло 2/p можно единственным способом представить в виде
1/x + 1/y, где x и y — различные натуральные числа.

12.11. Пусть n — натуральное число. Докажите, что ко-
личество решений уравнения 1/x+1/y=1/n в натуральных
числах равно количеству делителей числа n2.

12.12. а) Найдите все натуральные числа x, y, z, для ко-
торых

1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

б) Найдите все натуральные числа x, y, z > 1, для ко-
торых

1

x
+

1

y
+

1

z
> 1.

12.13. а) Найдите все решения уравнения x2 + y2 + z2 =
= 2xyz в натуральных числах.

б) Найдите все решения уравнения x2+y2+z2+u2=2xyzu

в натуральных числах.
12.14. Решите в целых числах уравнение

x3 −2y3 −4z3 = 0.

12.15. Решите в натуральных числах уравнение 2n +
+ 1 = 3m.

12.16. Найдите все решения уравнения xy = yx:
а) в натуральных числах;
б) в рациональных числах.

12.3. Нахождение некоторых решений

12.17. а) Докажите, что для любого натурального n урав-
нение an + bn = cn+1 имеет бесконечно много различных
решений в натуральных числах.
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б) Докажите, что если m и n — взаимно простые нату-
ральные числа, то уравнение an + bn = cm имеет бесконечно
много решений в натуральных числах.

12.4. Доказательство конечности числа решений

12.18. Докажите, что для любого натурального числа n

уравнение x3 + y3 = n имеет конечное число целочисленных
решений.

12.5. Уравнение Пелля

Уравнение x2 −dy2 =1, где d — натуральное число, свободное от
квадратов (т. е. число, не делящееся на квадрат натурального
числа, отличного от 1), называют уравнением Пелля.

12.19. Докажите, что уравнение x2 −2y2 =1 имеет беско-
нечно много решений в натуральных числах.

12.20. Пусть d — натуральное число, свободное от квад-
ратов. Докажите, что существует константа C, для которой
неравенство |x2 −dy2 |< C имеет бесконечно много целочис-
ленных решений.

Решение уравнения Пелля в натуральных числах с минималь-
ным y1 будем называть фундаментальным решением.

12.21. Докажите, что уравнение Пелля для любого на-
турального d (свободного от квадратов) имеет бесконечно
много решений в натуральных числах. Более того, если
(x1, y1) — фундаментальное решение, то любое решение
(xn, yn) имеет вид

xn + yn

√
d = (x1 + y1

√
d)n.

12.22. Докажите, что если d ≡ 3 (mod 4), то уравнение
x2 −dy2 =−1 не имеет решений в натуральных числах.

12.23. Докажите, что если d — простое число, причём
d ≡ 1 (mod 4), то уравнение x2 − dy2 = −1 имеет решение
в натуральных числах.
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12.24. Докажите, что если уравнение x2 −dy2 =−4 имеет
решение с нечётными x и y, то уравнение X2 − dY2 = −1
имеет решение в натуральных числах.

См. также задачи 31.37 и 35.11––35.13.

12.6. Уравнение Маркова

Уравнением Маркова называют уравнение

m2 + n2 + p2 = 3mnp, (12.1)

где числа m, n и p натуральные.

12.25. Докажите, что уравнение Маркова имеет беско-
нечно много решений.

12.26. Докажите, что все решения уравнения m2 + n2 +
+ p2 = mnp в натуральных числах имеют вид 3m1, 3n1, 3p1,
где m1, n1, p1 — решение уравнения Маркова.

12.27. Докажите, что если k 6= 1 или 3, то уравнение
x2 + y2 + z2 = kxyz не имеет решений в натуральных числах.

12.28. Докажите, что если m, n, p — решение уравнения
Маркова, то числа m, n и p взаимно просты.

Решения

12.1. Согласно задаче 4.42 остаток от деления квадрата целого
числа на 3 и на 4 равен 0 или 1, а остаток от деления на 5 равен
0, 1 или 4. Используя только остатки 1 и 4, нельзя добиться вы-
полнения равенства a2 + b2 = c2. В случае делимости на 3 и на 5
это завершает доказательство. В случае делимости на 4 мы полу-
чаем, что либо все три числа a, b, c чётны, либо одно из чисел a
и b чётно, а другое нечётно. Первый случай можно не разбирать,
поскольку доказательство достаточно провести для примитивных
пифагоровых троек. Таким образом, остаётся доказать, что если
для целых чисел a1, b1, c1 выполняется равенство

(2a1)2 + (2b1 + 1)2 = (2c1 + 1)2, (1)

то число a1 чётно. Равенство (1) можно переписать в виде

a2
1 = c1(c1 + 1)− b1(b1 + 1).

Числа c1(c1 + 1) и b1(b1 + 1) чётны, поэтому число a1 тоже чётно.
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12.2. Числа a и b не могут быть оба чётными, потому что иначе
число c тоже было бы чётным. Числа a и b не могут быть оба
нечётными, потому что иначе число a2 + b2 делилось бы на 2, но
не делилось бы на 4.

12.3. Числа
c − b

2
и

c + b

2
взаимно простые, поэтому из равен-

ства
“

a

2

”2
=

c − b

2
·

c + b

2
следует, что

c − b

2
= n2 и

c + b

2
= m2, где m

и n — взаимно простые числа. При этом c = m2 + n2 и b = m2 −n2.
12.4. Нужно доказать, что для любых взаимно простых нату-

ральных чисел m и n число mn(m+n)(m−n) делится на 6. Если m
и n нечётны, то m + n чётно. Если m и n не делятся на 3, то либо
числа m и n дают одинаковые остатки при делении на 3 (тогда
m − n делится на 3), либо одно из них при делении на 3 даёт
остаток 1, а другое даёт остаток 2 (тогда m + n делится на 3).

12.5. Предположим, что существуют взаимно простые нату-
ральные числа m и n, для которых mn(m + n)(m−n) = s2, где s —
натуральное число. Будем считать, что s — наименьшее из всех
чисел, для которых имеет место равенство такого вида. Числа
m, n, m + n, m − n попарно взаимно простые, поэтому m = x2,
n = y2, m + n = z2 и m − n = t2, где x, y, z и t — натуральные
числа. Числа m и n разной чётности, поэтому числа z и t нечёт-

ные. Положим A =
z + t

2
и B =

z− t

2
. Тогда A2 + B2 =

z2 + t2

2
= m = x2

и
AB

2
=

z2 − t2

8
=

n

4
=

y2

4
. Таким образом, для числа y/2 тоже име-

ет место равенство указанного вида. Поэтому y2
> 4s2, т. е. y2

>

> 4x2y2(x2 −y2)(x2 + y2). Получено противоречие.
12.6. О т в е т: (0, 0), (1, −1), (−1, −3), (−2, −2). Данное урав-

нение можно переписать следующим образом: (2x + 1)(2y + 3) = 3.
Остаётся решить 4 системы уравнений: 2x + 1 = 1, 2y + 3 = 3;
2x+1=3, 2y+3=1; 2x+1=−1, 2y+3=−3; 2x+1=−3, 2y+3=−1.

12.7. Рассматриваемое уравнение можно переписать в виде
(x − 5)(y + 3) = −18. Его решения в целых числах соответству-
ют представлениям числа −18 в виде произведения двух целых
чисел.

12.8. О т в е т: (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 2), (2, 1), (2, 2). Рас-
смотрим данное уравнение как квадратное уравнение относитель-
но x:

x2 − (y + 1)x + y2 −y = 0.

Дискриминант этого уравнения равен −3y2 + 6y + 1. Он отрицате-
лен при y>3 и при y6−1. Поэтому для y получаем три возможных
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значения: 0, 1, 2. Для каждого из этих значений получаем урав-
нение, которое легко решается.

12.9. О т в е т: x =1, y =3. Проверим, что других решений нет.
Ясно, что 22 + 7 = 11 — не квадрат, поэтому можно считать, что
x>3. Тогда 2x делится на 8, а значит, y2≡7 (mod 8). Но, как легко
проверить, квадрат целого числа при делении на 8 может давать
только остатки 0, 1 и 4.

12.10. Равенство 1/x + 1/y = 2/p можно переписать в виде
p(x+y)=2xy. Значит, одно из чисел x и y делится на p. Например,
x = px′. Тогда px′ + y = 2x′y, т. е. (2x′ − 1)y = px′. Если x′ = 1, то
y=p и x=p, а по условию числа y и x различны. Если же x′

>1, то
2x′ − 1 > x′, поэтому y < p. Кроме того, числа 2x′ − 1 и x′ взаимно

просты. Значит, 2x′ −1= p и y = x′. В итоге получаем y = x′ =
p + 1

2

и x = p
p + 1

2
.

12.11. Данное уравнение можно записать в виде n2 = (x − n)×
×(y − n). Каждому делителю d числа n2 соответствует решение

x = n + d, y = n +
n2

d
.

12.12. а) Будем считать, что x> y> z. Тогда 1=1/x +1/y+1/z6

6 3/z, поэтому z 6 3. Ясно также, что z 6= 1.
Если z=3, то 1/x+1/y=2/3 и при этом 1/x+1/y62/y, значит,

y 6 3. Но y > z = 3, поэтому y = 3 и x = 3.
Если z=2, то 1/x+1/y=1/2 и при этом 1/x+1/y62/y, значит,

2 6 y 6 4. Ясно, что y 6= 2. При y = 3 получаем x = 6, а при y = 4
получаем x = 4.

б) Снова будем считать, что x > y > z. Тогда z < 3, т. е. z = 2.
Поэтому 2/y >1/x +1/y >1/2, значит, y <4. Если y =2, то число x
может быть произвольным. Если y = 3, то 1/x > 1/6, т. е. x = 3, 4
или 5.

12.13. а) Пусть x = 2mx1, y = 2ny1, z = 2kz1, где числа x1, y1, z1

нечётны. Можно считать, что m6 n6 k. Тогда обе части уравнения
можно сократить на (2m)2. В результате получим

x2
1 + 2(n−m)y2

1 + 2(k−m)z2
1 = 2n+k−m+1x1y1z1,

где n + k−m + 1 > 1.
Если n=m=k, то согласно задаче 4.42 б) при делении на 4 чис-

ло в левой части этого равенства даёт остаток 3, а число в правой
части даёт остаток 0 или 2. Если же k > m, то число в левой части
даёт остаток 1 или 2, а число в правой части — остаток 0. Значит,
уравнение не имеет решений в натуральных числах.
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б) Число x2 + y2 + z2 + u2 чётно, поэтому среди чисел x, y, z, u
чётное число нечётных чисел.

Если все числа x, y, z, u нечётны, то x2 +y2 +z2 +u2≡0 (mod 4),
но при этом 2xyzu не делится на 4.

Если ровно два из чисел x, y, z, u нечётны, то x2 + y2 + z2 + u2

не делится на 4, а 2xyzu делится на 4.
Поэтому все числа x, y, z, u чётны, т. е. x=2x1, y=2y1, z=2z1,

u=2u1. Мы получаем уравнение x2
1 +y2

1 +z2
1 +u2

1 =8x1y1z1u1. Теперь
заметим, что (2k+1)2 =4k(k+1)+1≡1 (mod 8). Поэтому если все
числа x1, y1, z1, u1 нечётны, то x2

1 + y2
1 + z2

1 + u2
1 не делится на 8.

А если ровно два из этих чисел нечётно, то x2
1 + y2

1 + z2
1 + u2

1 не
делится даже на 4. Значит, x1 =2x2, y1 =2y2, z1 =2z2, u1 =2u2, и мы
получаем уравнение x2

2 + y2
2 + z2

2 + u2
2 = 32x2y2z2u2. Снова повторив

те же самые рассуждения, получим, что x, y, z, u делятся на 2n

при всех n, чего не может быть.
12.14. О т в е т: x = y = z = 0.
Пусть x3−2y3−4z3 =0, где x, y, z — целые числа. Тогда число x

чётно. После замены x=2x1 получаем уравнение 8x3
1−2y3−4z3 =0.

Сократим на 2: 4x3
1 − y3 − 2z3 = 0. Значит, число y чётно. После

замены y = 2y1 получаем уравнение 4x3
1 − 8y3

1 − 2z3 = 0. Снова со-
кратим на 2: 2x3

1−4y3
1−z3 =0. Значит, число z чётно. После замены

z = 2z1 получаем уравнение x3
1 −2y3

1 −4z3
1 = 0, которое имеет такой

же вид, как и исходное уравнение. Поэтому снова можно доказать,
что числа x1, y1, z1 чётны и т. д. Но это возможно лишь в том
случае, когда x = y = z = 0.

12.15. О т в е т: n = 1, m = 1 или n = 3, m = 2.
Если n = 1, то m = 1. Рассмотрим теперь случай, когда n > 1.

В этом случае 3m ≡1 (mod 4). Отметим, что 32k+1 =3 ·9k ≡3 (mod 4).
Поэтому m = 2k, а значит, (3k − 1)(3k + 1) = 2n. Таким образом,
числа 3k−1 и 3k +1—степени двойки, которые отличаются друг от
друга на 2. Это возможно лишь в том случае, когда k=1, т. е. m=2
и n = 3.

12.16. Всегда есть очевидное решение x = y, поэтому достаточ-
но рассмотреть случай, когда x > y (случай x < y рассматривает-
ся аналогично). Пусть x = ky, где k > 1 — рациональное число.

Тогда (ky)y = (yk)y, поэтому ky = yk, а значит, y = k
1

k−1 . Пусть

1

k −1
=

p

q
—несократимая дробь. Тогда y=

“
p + q

p

” p
q

и x=
“

p + q

p

” p+q
q

.

Числа p и p + q взаимно простые, поэтому число y может быть
рациональным лишь в том случае, когда p = aq и p + q = bq для
некоторых натуральных a и b. Предположим, что q > 2. Тогда
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aq
<p+q6 aq +qaq−1

<(a+1)q. Приходим к противоречию, так как
между числами aq и (a + 1)q не может находиться число bq = p + q.
Поэтому q = 1. Для любого натурального p числа x = (1 + 1/p)p+1

и y = (1 + 1/p)p рациональны и являются решениями уравнения
xy = yx. Эти числа будут целыми лишь при p = 1. В этом случае
x = 4 и y = 2.

12.17. а) Перепишем уравнение в виде c=(a/c)n +(a/c)n. Будем
искать решения вида a = a1c и b = b1c, где a1 и b1 — натуральные
числа. Тогда c = an

1 + bn
1, a = a1(an

1 + bn
1) и b = b1(an

1 + bn
1). Легко

проверить, что мы действительно получили решение.
б) Выберем натуральные числа p и q так, что pm − qn = 1

(это можно сделать с помощью алгоритма Евклида). Положим
c = (an

1 + bn
1)p, a = a1(an

1 + bn
1)q и b = b1(an

1 + bn
1)q, где a1 и b1 — про-

извольные натуральные числа. Тогда an + bn = (an
1 + bn

1)(an
1 + bn

1)qn =
= (an

1 + bn
1)pm = cm.

12.18. Пусть x + y = a и x2 − xy + y2 = b. Тогда ab = n. Чис-
ло n можно лишь конечным числом способов разложить на мно-
жители a и b, поэтому получаем конечное число систем урав-
нений x + y = a, x2 − xy + y2 = b. Выразим y из первого урав-
нения и подставим во второе. В результате получим уравнение
x2 − x(a − x) + (a − x)2 = b, которое имеет не более двух решений.
Каждому целочисленному решению x этого уравнения соответ-
ствует одно целочисленное решение исходной системы, а именно
(x, a−x).

12.19. Нетрудно найти одно решение этого уравнения, напри-
мер, x1 = 3 и y1 = 2. Равенство x2

1 −2y2
1 = 1 можно записать в виде

(x1 − y1

√
2)(x1 + y1

√
2) = 1.

Ясно, что тогда

(x1 − y1

√
2)n(x1 + y1

√
2)n = 1.

Кроме того, согласно задаче 6.22 (x1 ±y1

√
2)n =xn ±yn

√
2. Поэтому

x2
n −2y2

n = 1,

т. е. (xn, yn) — тоже решение, причём xn+1 > xn, yn+1 > yn.
12.20. Применим задачу 17.11 для a=

√
d. В результате полу-

чим, что существует бесконечно много пар взаимно простых чисел
x, y, для которых |x− y

√
d|< 1/y. В таком случае

|x + y
√

d|< |x− y
√

d|+ 2
√

d|y|< 1

y
+ 2

√
d y,
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а значит,

|x2 −dy2 |= |x + y
√

d| · |x− y
√

d|< 1

y

“1

y
+ 2

√
d y
”

6 2
√

d + 1.

Таким образом, в качестве константы C можно взять число 2
√

d +
+ 1.

12.21. Согласно задаче 12.20 для некоторого целого k уравне-
ние x2 − dy2 = k имеет бесконечно много натуральных решений.
Выберем два различных решения x2

1 − dy2
1 = k и x2

2 − dy2
2 = k, для

которых y1 ≡y2 (mod k). Тогда x1 ≡±x2 (mod k), поэтому решения
можно выбрать так, что x1 ≡x2 (mod k). В таком случае

(x1x2 −dy1y2)2 −d(x1y2 −x2y1)2 = (x2
1 −dy2

1)(x2
2 −dy2

2) = k2

и x1x2 − dy1y2 ≡ x2
1 − dy2

1 ≡ 0 (mod k), x1y2 − x2y1 ≡ 0 (mod k). При
этом x1y2 −x2y1 6= 0, поскольку иначе

y2
1

y2
2

=
x2

1

x2
2

=
k + dy2

1

k + dy2
2

=⇒ y2
1 = y2

2.

Положим X = k−1(x1x2 − dy1y2) и Y = k−1(x1y2 − x2y1) 6= 0. Тогда
X2 −dY2 = 1, т. е. пара (X, Y) — решение уравнения Пелля.

Пусть (x1, y1) — фундаментальное решение уравнения Пелля.
Тогда (x1 + y1

√
d)n(x1 − y1

√
d)n = 1, поэтому пара (xn, yn), где

xn +yn

√
d= (x1 +y1

√
d)n, тоже является решением уравнения Пел-

ля, поскольку согласно задаче 6.22 xn −yn

√
d = (x1 −y1

√
d)n. Ясно

также, что xn − yn

√
d = (x1 + y1

√
d)−n. Остаётся проверить, что

любое натуральное решение (x, y) представляется в виде x+y
√

d=
= (x1 + y1

√
d)n, где n — натуральное число. Предположим, что

натуральное решение (x, y) не представляется в таком виде. Тогда
можно выбрать натуральное число n так, что

(x1 + y1

√
d)n

< x + y
√

d < (x1 + y1

√
d)n+1.

После умножения на (x1 + y1

√
d)−n = xn −yn

√
d получим

1 < (x + y
√

d)(xn − yn

√
d) < x1 + y1

√
d.

Положим (x + y
√

d)(xn − yn

√
d) = X + Y

√
d. Чтобы прийти к про-

тиворечию, достаточно показать, что X2 − dY2 = 1 и X > 0, Y > 0.
По условию (x + y

√
d)(x − y

√
d) = 1 и (xn − yn

√
d)(xn + yn

√
d) = 1,

поэтому (X + Y
√

d)(X − Y
√

d) = 1, т. е. X2 − dY2 = 1. Кроме того,
X + Y

√
d > 1, а значит, 0 < X−Y

√
d < 1. Следовательно,

2X = (X + Y
√

d) + (X−Y
√

d) > 1 + 0 > 0,

2Y
√

d = (X + Y
√

d)− (X−Y
√

d) > 1−1 = 0.
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12.22. Ясно, что d имеет простой делитель p = 4k + 3. Предпо-
ложим, что x2 −dy2 =−1. Тогда x2 ≡−1 (mod p), поэтому число −1
является квадратичным вычетом по модулю p. С другой стороны,
если p =4k +3 — простое число, то согласно задаче 31.36 число −1
не является квадратичным вычетом по модулю p.

12.23. Пусть (x1, y1) — фундаментальное решение уравнения
Пелля x2 −dy2 =1. Из условия d≡1 (mod 4) вытекает, что x2

1 −y2
1 ≡

≡ 1 (mod 4). Следовательно, x1 ≡ 1 (mod 2) и y1 ≡ 0 (mod 2). Пере-
пишем равенство x2

1 −dy2
1 = 1 в виде

x1 + 1

2
·

x1 − 1

2
= d
“

y1

2

”2
.

По условию число d простое, поэтому либо

x1 + 1

2
= da2,

x1 −1

2
= b2,

либо
x1 + 1

2
= a2,

x1 − 1

2
= db2.

В первом случае получаем b2 −da2 =−1. Во втором случае получа-
ем a2−db2 =1, что противоречит минимальности решения (x1, y1).

12.24. Положим

X + Y
√

d =
“

x + y
p

d

2

”3
, т. е. X =

x(x2 + 3dy2)

8
, Y =

y(3x2 + dy2)

8
.

Согласно задаче 4.42 г) x2 ≡ 1 (mod 8) и y2 ≡ 1 (mod 8). Следо-
вательно, d2 ≡ 5 (mod 8), а значит, x2 + 3dy2 ≡ 1 + 15 ≡ 0 (mod 8)
и 3x2 + dy2 ≡3 + 5≡0 (mod 8), поэтому числа X и Y целые. Кроме
того,

X + Y
√

d =
“

x + y
p

d

2

”3“x− y
p

d

2

”3
=−1.

12.25. Предположим сначала, что среди чисел m, n и p есть рав-
ные, например, n = p. Тогда m2 + 2n2 = 3mn2, т. е. 3m = (m/n)2 + 2.
Следовательно, m=dn, где d — целое число. При этом d2 +2=3nd,
т. е. d(3n−d) = 2. Поэтому d = 1 или 2. В обоих случаях n = 1.
В результате получаем решения (1, 1, 1) и (2, 1, 1). Назовём их
особыми.

Возьмём теперь неособое решение (m, n, p), для которого числа
m, n, p попарно различны, и рассмотрим квадратный трёхчлен

f(x) = x2 − 3xnp + n2 + p2.

Ясно, что f(m) = 0, т. е. один корень квадратного трёхчлена f
равен m. Второй его корень m′ можно найти по теореме Виета:
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m′ = 3np − m. Ясно, что при этом (m′, n, p) — решение уравне-
ния (12.1). Покажем, что наибольшее из чисел n и p заключено
между m и m′. Пусть для определённости n > p. Тогда

(n−m)(n−m′) = f(n) = 2n2 + p2 − 3n2p < 0.

Это как раз и означает, что n заключено между m и m′.
Аналогичным образом по решению (m, n, p) можно построить

решения (m, n′, p) и (m, n, p′).
Предположим, что m — наибольшее из чисел m, n, p. Тогда

m > max(n, p) > m′, n < m = max(m, p) < n′.

Таким образом, при переходе от решения (m, n, p) к решению
(m′, n, p) наибольшее из трёх чисел уменьшается, а при переходе
к решениям (m, n′, p) и (m, n, p′) увеличивается.

Если начинать с решения (1, 1, 1), то получим следующее де-
рево решений:

(1, 1, 1)

(2, 1, 1)

(5, 2, 1)

(13, 1, 5) (29, 5, 2)

(34, 1, 13) (194, 13, 5) (433, 5, 29) (169, 29, 2)

............................................................

Это дерево содержит все решения, поскольку от произвольного
решения после нескольких уменьшений максимума мы перейдём
к особому решению. Под уменьшением максимума мы подразуме-
ваем переход от решения (m, n, p), где m > max(n, p), к решению
(m′, n, p).

12.26. Достаточно доказать, что если m2 + n2 + p2 = mnp, то
числа m, n и p делятся на 3. Если целое число не делится на 3,
то его квадрат при делении на 3 даёт остаток 1. Поэтому если
m2 +n2 +p2 не делится на 3, то среди чисел m, n и p есть как деля-
щиеся на 3, так и не делящиеся на 3. Но тогда m2 + n2 + p2 = mnp
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делится на 3, чего не может быть. Значит, m2 + n2 + p2 делится
на 3, причём числа m, n и p одновременно либо все делятся на 3,
либо все не делятся на 3. Второй вариант невозможен, потому что
mnp = m2 + n2 + p2 делится на 3.

12.27. Случай k = 2 — это задача 12.13 а). Поэтому будем пред-
полагать, что k > 3. Предположим, что x2 + y2 + z2 = kxyz, где x,
y, z — натуральные числа. Прежде всего покажем, что эти числа
попарно различны. Пусть y = z. Тогда x2 = kxy2 − 2y2 = (kx − 2)y2,
поэтому x = ly, где l— натуральное число. При этом l2 = kly− 2,
т. е. 2 =l(ky−l). Значит, l= 1 или 2. В обоих случаях ky = 3, что
противоречит неравенству k > 3.

Пусть для определённости x > y > z. Рассмотрим квадратный
трёхчлен f(t) = t2 − kyzt + y2 + z2. Один его корень равен x,
а второй корень x′ по теореме Виета равен kyz − x. Ясно, что
(y − x)(y − x′) = f(y) = 2y2 + z2 − ky2z < 0, т. е. x > y > x′. Таким
образом, по решению x, y, z мы построили новое решение x′, y, z,
для которого x′, y, z < x. Повторяя эту конструкцию x раз, прихо-
дим к противоречию. (Решающее отличие от уравнения Маркова
состоит в том, что здесь нет решения с двумя одинаковыми чис-
лами, поэтому операцию уменьшения решения можно применять
бесконечно много раз.)

12.28. Предположим, что m = dm1, n = dn1 и p = dp1, где d > 1.
Тогда m2

1 + n2
1 + p2

1 =3dm1n1p1. Но согласно задаче 12.27 уравнение
x2 + y2 + z2 = kxyz не имеет решений в натуральных числах при
k > 3.



ГЛАВА 13

ИНДУКЦИЯ

13.1. Вычисление сумм

13.1. Вычислите сумму

1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ . . . +

n− 1

n!
.

13.2. Вычислите сумму

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + . . .+ n · n!.

13.3. Докажите, что 13 + 23 + 33 + . . . + m3 =
(

m(m + 1)

2

)2
.

13.4. Докажите, что

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .− 1

2n
=

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n
.

13.2. Неравенства

13.5. Докажите неравенство

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + . . .+ k · k! < (k + 1)!.

13.6. Докажите, что если 0 < x1, . . ., xn < 1 и n > 2, то
(1−x1) . . . (1−xn) > 1− (x1 + . . . + xn).

13.7. Докажите, что при целом n > 2 и |x|< 1

2n
> (1−x)n + (1 + x)n.

13.8. Докажите, что
(

1 +
1

2

)(

1 +
1

4

)(

1 +
1

8

)

. . .
(

1 +
1

2n

)

< 3.
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13.9. а) Докажите, что для любого a> 0 и любого нату-
рального n > 1 выполняется неравенство (1 +a)n

> 1 + na.
б) Докажите, что если 0<a61/n и n — натуральное чис-

ло, то выполняется неравенство (1 +a)n
< 1 + na+ n2a2.

13.10. Докажите неравенство между средним арифме-
тическим и средним геометрическим для n положитель-
ных чисел: (a1a2 . . . an)1/n 6 (a1 + . . . + an)/n, причём равен-
ство достигается, только если a1 = . . . = an.

13.11. Докажите, что 3n
> n3 для любого натурального

n 6= 3.
13.12. Докажите неравенство

2−

n разz }| {r
2 +

q
2 + . . . +

√
2

2−
r

2 +

q
2 + . . . +

√
2

| {z }
n−1 раз

>
1

4
.

13.3. Доказательство тождеств

13.13. Некоторые из чисел a1, a2, . . ., an равны +1,
остальные равны −1. Докажите, что

2 sin
(

a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ . . . +

a1a2 . . . an

2n−1

)p
4

=

= a1

√

2 + a2

√

2 + a3

√

2 + . . . + an

√
2.

13.4. Разные задачи

13.14. На кольцевой автомобильной дороге стоит неско-
лько одинаковых автомобилей. Известно, что если весь бен-
зин, находящийся в автомобилях, слить в один из них, то
этот автомобиль сможет проехать по всей кольцевой дороге
и вернуться на прежнее место. Докажите, что хотя бы один
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из этих автомобилей сможет проехать по всей кольцевой
дороге в заданном направлении, забирая по пути бензин
у остальных автомобилей.

13.15. Докажите, что любую дробь m/n, где 0 < m/n < 1,
можно представить в виде

m

n
=

1
q1

+
1
q2

+
1
q3

+ . . . +
1
qr

,

где 0< q1 < q2 < . . . < qr, причём число qk делится на qk−1 при
k = 2, 3, . . ., r.

См. также задачу 20.11.

Решения

13.1. Докажем индукцией по n, что рассматриваемая сумма

равна 1− 1

n!
. При n = 2 получаем очевидное равенство

1

2!
= 1− 1

2!
.

Предположим, что требуемое равенство доказано для некоторо-
го n. Тогда

1

2!
+

2

3!
+ . . . +

n−1

n!
+

n

(n + 1)!
= 1− 1

n!
+

n

(n + 1)!
=

= 1− n + 1

(n + 1)!
+

n

(n + 1)!
= 1− 1

(n + 1)!
.

13.2. Докажем индукцией по n, что рассматриваемая сум-
ма равна (n + 1)! − 1. При n = 1 получаем очевидное равенство
1 · 1! = 2!−1. Предположим, что требуемое равенство доказано для
некоторого n. Тогда

1 · 1! + 2 · 2! + . . . + n · n! + (n + 1) · (n + 1)! =

= (n + 1)!− 1 + (n + 1) · (n + 1)! = (n + 2)!− 1.

13.3. База индукции очевидна, поэтому нужно лишь проверить
равенство

m2(m + 1)2

4
+ (m + 1)3 =

(m + 1)2(m + 2)2

4
.

После деления на m + 1 и умножения на 4 получаем очевидное
равенство m2 + 4(m + 1) = (m + 2)2.
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13.4. Пусть An = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .− 1

2n
и Bn =

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . .

. . . +
1

2n
. Тогда An+1 = An +

1

2n + 1
− 1

2n + 2
и Bn+1 = Bn − 1

n + 1
+

+
1

2n + 1
+

1

2n + 2
. Значит, An+1 − Bn+1 = An − Bn +

1

n + 1
− 2

2n + 2
=

=An −Bn. Равенство A1 =B1 очевидно, поэтому An =Bn для всех n.
13.5. Применим индукцию по k. При k = 1 требуемое неравен-

ство очевидно: 1 ·1!<2!. Предположим, что для некоторого k требу-
емое неравенство выполняется. Тогда 1 ·1!+2 ·2!+3 ·3!+ . . .+k · k!+
+ (k + 1) · (k + 1)! < (k + 1)! + (k + 1) · (k + 1)! = (k + 2)!.

13.6. Применим индукцию по n. Сначала заметим, что (1−x1)×
×(1 − x2) = 1 − (x1 + x2) + x1x2 > 1 − (x1 + x2). Предположим, что
(1−x1) . . . (1−xn−1)>1−(x1 + . . .+xn−1). Тогда (1−x1) . . . (1−xn)>

> 1−xn − (x1 + . . . + xn−1) + xn(x1 + . . . + xn−1) > 1− (x1 + . . . + xn).
13.7. Применим индукцию по n. При n = 2 получаем (1−x)2 +

+ (1 + x)2 = 2(1 + x2) < 4. Предположим теперь, что (1 − x)n +
+ (1 + x)n

< 2n. Тогда

(1−x)n+1 + (1+ x)n+1
< ((1−x)n + (1 + x)n)((1−x) + (1 + x)) <

< 2n · 2 = 2n+1.

13.8. Требуемое неравенство эквивалентно неравенству
“

1 +
1

4

”“
1 +

1

8

”
. . .
“

1 +
1

2n

”
< 2.

Если 0 < x < 1, то 0 < 1 − x2
< 1, поэтому 1 + x <

1

1−x
. Значит,

“
1 +

1

2k

”
<

“
1 − 1

2k

”−1
. Воспользовавшись неравенством из зада-

чи 13.6, получаем
“

1− 1

4

”“
1− 1

8

”
. . .
“

1− 1

2n

”
> 1− 1

4
− 1

8
− . . .− 1

2n >
1

2
.

13.9. а) Покажем, что если a > 0 и (1 + a)n
> 1 + na, то

(1+a)n+1
>1+(n+1)a. Действительно, (1+a)n+1 =(1+a)(1+a)n

>

> (1 +a)(1 + na) = 1 + (n + 1)a+ na2
> 1 + (n + 1)a.

б) Для n = 1 требуемое неравенство выполняется. Предполо-
жим, что если 0 <a6 1/n, то выполняется неравенство (1 +a)n

<

< 1 + na+ n2a2. Пусть число b таково, что 0 <b6 1/(n + 1). Тогдаb6 1/n, поэтому (1 +b)n+1
< (1 + nb+ n2b2)(1 +b) = 1 + (n + 1)b+

+ (n2 + n + n2b)b2. Остаётся проверить, что n2 + n + n2b6 (n + 1)2,
т. е. n2b6 n + 1. Это неравенство следует из того, что b6 1/(n + 1)

и n2
< (n + 1)2.
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13.10. Докажем сначала требуемое неравенство для чисел ви-
да n = 2m индукцией по m. Для m = 1 оно следует из того,
что a−2

√
ab+b= (

√
a−

√
b)2

> 0; равенство достигается, только ес-
ли a=b. Предположим, что требуемое неравенство доказано для m,
и докажем его для m + 1. Ясно, что akak+2m 6 ((ak + ak+2m )/2)2.
Поэтому

(a1a2 . . . a2m+1 )1/2m+1
6 (b1b2 . . . b2m )1/2m

,

где bk = (ak + ak+2m )/2, а по предположению индукции

(b1 . . . b2m )1/2m

6
1

2m (b1 + . . . + b2m ) =
1

2m+1 (a1 + . . . + a2m+1 ).

Пусть теперь n любое. Тогда n < 2m для некоторого m. Поло-
жим an+1 = . . . = a2m = (a1 + . . . + an)/n = A. Ясно, что (a1 + . . . + an) +

+(an+1 + . . .+a2m )=nA+(2m −n)A=2mA и a1 . . . a2m =a1 . . . an ·A2m−n.
Поэтому a1 . . . an ·A2m−n

6(2mA/2m)2m

=A2m

, т. е. a1 . . . an 6An; равен-
ство достигается, только если a1 = . . . = an.

13.11. Для n = 2, 4 и 5 требуемое неравенство несложно прове-
рить. Покажем, что при n > 5 из неравенства 3n

> n3 следует нера-
венство 3n+1

> (n + 1)3. По предположению индукции 3n+1
> 3n3,

поэтому нужно лишь проверить неравенство 2n3
> 3n2 + 3n + 1.

При n > 5 выполняются неравенства 1 < 3n < 3n2
< 2n3/3, поэтому

3n2 + 3n + 1 < 3(2n3/3) = 2n3.

13.12. Пусть a =

r
2 +

q
2 + . . . +

√
2

| {z }
n−1 раз

. Тогда

r
2 +

q
2 + . . . +

√
2

| {z }
n раз

=

=
√

2 + a.
Таким образом, требуется доказать, что

2−
√

2 + a

2− a
>

1

4
.

Индукцией по n легко доказать, что a < 2. Поэтому следующие
неравенства эквивалентны требуемому:

8− 4
√

2 + a > 2−a,

6 + a > 4
√

2 + a.

После возведения в квадрат получаем неравенство 36 + 12a + a2
>

> 32 + 16a, т. е. (a− 2)2
> 0.
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13.13. Применим индукцию по n. При n=1 получаем очевидное
тождество. Равенство

2
“

a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ . . . +

a1a2 . . . anan+1

2n

”p
4

=

= a1
p
2

+ a1

“
a2 +

a2a3

2
+ . . . +

a2a3 . . . an+1

2n−1

”p
4

показывает, что

cos 2
“

a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ . . . +

a1a2 . . . anan+1

2n

”p
4

=

=− sin
“

a2 +
a2a3

2
+ . . . +

a2a3 . . . an+1

2n−1

”p
4

.

Из этой формулы и тождества 2 sin
a
2

=±
√

2− 2 cosa следует, что

2 sin
“

a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ . . . +

a1a2 . . . anan+1

2n

”p
4

=

=±a1

r
2 + 2 sin

“
a2 +

a2a3

2
+ . . . +

a2a3 . . . anan+1

2n−1

”p
4

.

Нетрудно также убедиться, что в действительности всегда бе-

рётся знак плюс, поскольку знак числа a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ . . .

. . . +
a1a2 . . . anan+1

2n совпадает со знаком числа a1. Теперь, восполь-

зовавшись предположением индукции, получаем требуемое тож-
дество.

13.14. Применим индукцию по числу автомобилей n. При n =1
утверждение очевидно. Предположим, что утверждение доказано
для n автомобилей. Рассмотрим теперь n + 1 автомобиль. Ясно,
что среди них обязательно найдётся автомобиль A, который может
доехать до следующего за ним автомобиля B, поскольку иначе
бензина во всех автомобилях не хватило бы для того, чтобы про-
ехать один раз по всей кольцевой дороге. Выльем бензин из B в A
и уберём B. Среди оставшихся n автомобилей по предположению
индукции найдётся автомобиль, который может проехать по всей
кольцевой дороге, забирая по пути бензин у остальных автомо-
билей. Тогда тот же самый автомобиль сможет проехать по всей
кольцевой дороге и в исходной ситуации, до переливания бензина
из B в A. Действительно, доехать от A до B он сможет, а на всех
остальных участках дороги бензина у него будет ровно столько же,
сколько и в ситуации с n автомобилями.
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13.15. Будем считать, что дробь m/n несократимая. Применим
индукцию по m. При m = 1 доказывать нечего. Пусть m > 1. Раз-
делим n на m с остатком, причём частное запишем в виде d0 − 1,
а остаток запишем в виде m−k, т. е. n=m(d0−1)+(m−k)=md0−k,

где d0 > 1 и 0 < k < m. Тогда
m

n
=

1

d0

“
1 +

k

n

”
. По предположению

индукции дробь k/n можно представить в требуемом виде:

k

n
=

1

d1
+

1

d1d2
+ . . . +

1

d1d2 . . . dr
.

Поэтому дробь

m

n
=

1

d0
+

1

d0d1
+

1

d0d1d2
+ . . . +

1

d0d1d2 . . . dr

тоже можно представить в требуемом виде.



ГЛАВА 14

КОМБИНАТОРИКА

14.1. Элементы комбинаторики

14.1. Сколькими способами можно выбрать k предметов
из n различных предметов, если порядок, в котором выби-
раются предметы: а) учитывается; б) не учитывается.

14.2. Докажите, что (x + y)n =
n∑

k=0
Ck

nxkyn−k, где

Ck
n =

n!

k! (n− k)!
.

Число Ck
n =

n!

k! (n− k)!
называют биномиальным коэффициентом.

Удобно считать, что Ck
n = 0, если n < 0 или k > n.

14.3. Докажите, что Ck
n + Ck−1

n = Ck
n+1.

14.4. Сколько ожерелий можно составить из пяти белых
бусинок и двух чёрных?

14.5. а) Семь девушек водят хоровод. Сколькими различ-
ными способами они могут встать в круг?

б) Сколько ожерелий можно составить из семи различ-
ных бусин?

14.6. Сколько существует различных путей на плоско-
сти, ведущих из точки с координатами (0, n) в точку с ко-
ординатами (m, m), если двигаться разрешено каждый раз
либо на 1 вверх (координата y увеличивается на 1), либо
на 1 влево (координата x уменьшается на 1)?

14.7. а) Сколькими способами натуральное число n мож-
но представить в виде суммы m целых неотрицательных чи-



Условия задач 179

сел, если представления n=x1 + . . .+xm и n=y1 + . . .+ym счи-
таются одинаковыми тогда и только тогда, когда x1 = y1, . . .

. . ., xm = ym?
б) Тот же вопрос для представления в виде суммы нату-

ральных чисел.
14.8. Докажите, что

(x1 + . . . + xk)n =
∑

l1+...+lk=n

n!

l1! . . . lk!
xl1

1 . . . xlk

k .

14.2. Тождества для биномиальных коэффициентов

14.9. Докажите, что:
а) C0

n + C1
n + . . . + Cn

n = 2n.
б) C0

n + C2
n + C4

n + C6
n + . . . = C1

n + C3
n + C5

n + . . . = 2n−1.
14.10. Докажите, что Ck

n+m = C0
mCk

n + C1
mCk−1

n + . . . + Ck
mC0

n

(Вандермонд).
14.11. Докажите, что Cn

2n = (C0
n)2 + (C1

n)2 + . . . + (Cn
n)2.

14.12. Докажите, что Cn+k
2n =

∑

i

2n−k−2iCk
nCi+k

n−i.

14.13. Докажите, что Ck−1
n−1Ck+1

n Ck
n+1 = Ck

n−1Ck+1
n+1Ck−1

n .
14.14. Докажите, что если p + q = 1, то

∑

06r6n/2

(−1)rCr
n−rprqr =

pn+1 − qn+1

p− q
.

14.15. Пусть P(x) — многочлен степени n, причём P(x) =
= 2x для x = 1, 2, . . ., n + 1. Вычислите P(n + 2).

14.16. Докажите, что

n∑

m=1

mCm
n = n2n−1 и

n∑

m=1

m2Cm
n = n(n + 1)2n−2.

14.17. Докажите, что

n∑

m=1

1

m + 1
Cm

n =
2n+1 − 1

n + 1
и

n∑

m=1

(−1)m

m + 1
Cm

n =
1

n + 1
.
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14.18. Докажите, что если |x|< 1, то

( 1

1−x

)n

= 1 +
∞∑

k=1

Cn−1
n+k−1xk.

См. также задачи 29.53, 29.54.

14.3. Бином Ньютона в арифметике

14.19. Докажите, что числа (a + 1)an − 1 и (a − 1)an

+ 1
делятся на an+1 и не делятся на an+2.

14.20. Пусть p1 = 2, p2 = 3, . . . — последовательные про-
стые числа. Докажите, что p1 . . . pk 6 4pk.

14.4. Комбинаторика в арифметике

14.21. Сколько существует четырёхзначных номеров
(от 0001 до 9999), у которых сумма двух первых цифр равна
сумме двух последних цифр?

14.22. Сколько существует таких пар целых чисел x, y,
заключённых между 1 и 1000, что x2 + y2 делится на 7?

14.23. Сколько существует натуральных чисел, меньших
тысячи, которые не делятся ни на 5, ни на 7?

14.24. Сколько различных целочисленных решений име-
ет неравенство |x|+ |y|< 100?

14.25. Сколько существует натуральных чисел x, мень-
ших 10 000, для которых 2x −x2 делится на 7?

14.26. Докажите, что НОД(a1, . . . , an) = Pнечет/Pчёт, где
Pнечет — произведение НОК всех наборов, состоящих из
нечётного числа различных чисел a1, . . ., an, а Pчёт — про-
изведение НОК всех наборов, состоящих из чётного числа
различных чисел a1, . . ., an. (Предполагается, что числа
a1, . . ., an попарно различны.)

14.27. Даны 6 цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Найдите сумму всех
четырёхзначных чётных чисел, которые можно написать
этими цифрами (одна и та же цифра в числе может повто-
ряться).
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14.28. Сколькими различными способами можно пред-
ставить 1 000 000 в виде произведения трёх натуральных
чисел? Произведения, отличающиеся лишь порядком со-
множителей, считаются одинаковыми.

14.5. Неравенства для биномиальных коэффициентов

14.29. Докажите, что 2n 6 Cn
2n 6 22n.

14.6. Арифметика биномиальных коэффициентов

14.30. Пусть p — простое число и 1 6 k 6 p−1. Докажите,
что Ck

p делится на p.
14.31. Пусть p — простое число. Докажите, что для всех

натуральных m 6 p−1 число (−1)mCm
p−1 −1 делится на p.

14.32. Докажите, что если p — простое число, то Cn
np ≡

≡n (mod p2).
14.33. Пусть p — нечётное простое число, n = pa−2, гдеa> 2. Докажите, что если m > 2, то Cm

n делится на pa−m.
14.34. Пусть p — простое число. Докажите, что если

pa делит Ck
n, то pa 6 n.

См. также задачи 21.31, 21.32.

14.7. Формула включений и исключений

14.35. Дано N предметов и некоторый набор свойств
P1, . . ., Pn. Пусть Ni — количество предметов, обладаю-
щих свойством Pi, Nij —количество предметов, обладающих
свойствами Pi и Pj, и т. д. Докажите, что количество пред-
метов, не обладающих ни одним из данных свойств, равно

N−
∑

Ni +
∑

i1<i2

Ni1i2 −
∑

i1<i2<i3

Ni1i2i3 + . . . + (−1)nN123...n

(формула включений и исключений).
14.36. Пусть n = pa1

1 . . . pak

k — разложение числа на различ-
ные простые множители, f(n) количество чисел от 1 до n,
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взаимно простых с n. Докажите, чтоf(n) = n
(

1− 1

p1

)(

1− 1

p2

)

. . .
(

1− 1

pk

)

.

14.37. а) Докажите, что количество перестановок a1, . . .

. . ., an чисел 1, . . ., n, для которых ai 6= i при всех i, равно

n!
(

1−1 +
1

2!
− 1

3!
+ . . . +

(−1)k

k!
+ . . . +

(−1)n

n!

)

.

б) Докажите, что доля таких перестановок среди всех
перестановок стремится к 1/e при n→∞.

14.8. Аналоги биномиальных коэффициентов

14.38. Пусть m и n — целые неотрицательные числа. До-

кажите, что число
m! (2n + 2m)!

(2m)! n! (n + m)!
целое.

14.9. Числа Каталана

Пусть c0 = 1, c1 = c0c0 = 1, c2 = c0c1 + c1c0 = 2, c3 = c0c2 +
+c1c1 +c2c0 =5 и вообще ck =c0ck−1 +c1ck−2 + . . .+ck−1c0. Числа ck,
заданные таким рекуррентным соотношением, называют числа-
ми Каталана.

14.39. Докажите, что количество различных способов
разрезать выпуклый n-угольник на треугольники непересе-
кающимися диагоналями равно cn−2 (Эйлер).

14.40. В строку записана n + 1 буква. Требуется расста-
вить n пар круглых скобок так, чтобы внутри каждой пары
скобок стояли либо две соседние буквы, либо буква и со-
седнее выражение в скобках, либо два соседних выражения
в скобках*. Докажите, что количество различных расстано-
вок скобок равно cn (Каталан).

14.41. В расстановке скобок из задачи 14.40 сотрём все
буквы и две крайние скобки (правую и левую). То, что

* Вот пример такой расстановки скобок: ((a((bc)d))(ef)).
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получится, назовём правильной скобочной структурой. До-
кажите, что количество правильных скобочных структур из
n пар скобок равно cn.

Путём Дика из 2n звеньев называют ломаную на плоскости,
которая соединяет точки с координатами (0, 0) и (0, 2n), имеет
векторы звеньев (1, ±1) и целиком лежит в верхней полуплос-
кости x > 0. (Векторы последовательных звеньев могут быть
одинаковыми.) Один из путей Дика изображён на рис. 14.1.

Рис. 14.1

14.42. а) Докажите, что число различных путей Дика из
2n звеньев равно cn.

б) Докажите, что число различных путей Дика из 2n зве-

ньев равно
1

n + 1
Cn

2n.

14.43. а) Докажите, что количество различных последо-
вательностей a1, a2, . . ., a2n, для которых ai = ±1, a1 > 0,
a1 + a2 > 0, . . ., a1 + a2 + . . . + a2n−1 > 0 и a1 + a2 + . . . + a2n = 0,
равно cn.

б) Кассир, у которого в начальный момент времени денег
нет, продаёт билеты по 50 рублей. Очередь состоит из 2n че-
ловек, у половины из которых есть только одна купюра
100 рублей, а у другой половины — 50 рублей. Докажите,
что количество различных порядков очереди, для которых
кассир сможет всем дать сдачу, равно cn.
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14.44. Шахматная ладья движется из левого нижнего уг-
ла доски n×n в правый верхний угол. При этом она делает
ходы только вправо и вверх. Докажите, что количество раз-
личных путей, при которых ладья никогда не попадает на
главную диагональ, за исключением исходного и конечного
положения, равно cn−2.

14.45. Плоским бинарным деревом называют граф на
плоскости, у которого нет циклов и из каждой вершины
выходят либо три ребра, либо одно ребро. Фиксируем одну
вершину, из которой выходит одно ребро, и будем называть
её корнем. Все остальные вершины, из которых выходит
ровно одно ребро, будем называть листьями. Докажите, что
количество различных плоских бинарных деревьев с одним
корнем и n листьями равно cn−1 (Кэли).

14.46. Вершины правильного (2n +1)-угольника помече-
ны нулями и единицами. Всего есть n + 1 нуль и n единиц.
Будем считать два таких набора пометок одинаковыми,
если они получаются друг из друга поворотом многоуголь-
ника.

а) Докажите, что количество различных наборов пометок

равно
1

2n + 1
Cn

2n+1 =
1

n + 1
Cn

2n.

б) Докажите, что количество различных наборов пометок
равно cn.

14.47. Пусть
1

1−x−y + 2xy
=

∞∑

p,q=0
ap,qxpyq. Докажите, что

(−1)na2n,2n+2 =
1

n + 1
Cn

2n — число Каталана cn.

14.10. Элементы теории вероятностей

14.48. Какая сумма выпавших чисел более вероятна при
бросании двух игральных костей: 9 или 10?

14.49. Мальчик должен сыграть в теннис три матча со
своими родителями. Он будет считаться победителем, ес-
ли выиграет подряд два матча. Отец играет лучше, чем
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мать. Какой порядок матчей предпочтительнее для маль-
чика: «отец––мать––отец» или «мать––отец––мать»?

14.50. Силы двух игроков равны, т. е. они имеют равные
шансы на победу в каждой партии. Они договорились, что
приз получит тот, кто первым выиграет 6 партий. Им при-
шлось прервать игру после того, как первый игрок выиграл
5 партий, а второй — 3. В каком отношении справедливо
разделить приз?

14.51. В ящике лежат красные и чёрные носки. Если из
ящика наугад вытащить два носка, то вероятность того, что
они оба красные, равна 1/2.

а) Какое наименьшее число носков может быть в ящике?
б) Какое наименьшее число носков может быть в ящике,

если известно, что число чёрных носков чётно?
14.52. На каждой грани игральной кости написано одно

из чисел от 1 до 6, но некоторые числа могут быть написаны
несколько раз. Будем говорить, что кость X выигрывает
у Y, если при одновременном бросании этих костей на X вы-
падает большее число, чем на Y, с вероятностью больше 1/2.
Могут ли три кости A, B, C обладать следующими свойства-
ми: B выигрывает у A, C выигрывает у B, A выигрывает у C?

Решения

14.1. а) Первый предмет можно выбрать n способами, второй
предмет n−1 способами, . . . , k-й предмет n−k+1 способами. Всего

получаем n(n− 1) . . . (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
способов.

б) Каждому набору из k предметов, в котором порядок предме-
тов не учитывается, соответствует k! наборов, в которых порядок
предметов учитывается (это соответствует выбору k предметов из

k различных предметов). Всего получаем
1

k!
·

n!

(n− k)!
= Ck

n способов.

14.2. Коэффициент при xkyn−k в разложении (x + y)n равен ко-
личеству способов пометить k множителей в произведении n мно-
жителей x + y. Действительно, в каждом отмеченном множителе
мы берём x, а в каждом неотмеченном множителе мы берём y.
Остаётся воспользоваться результатом задачи 14.1 б).
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14.3. Воспользуемся тождеством (1 + x)n(1 + x) = (1 + x)n+1.
Коэффициент при xk в левой части равен Ck

n + Ck−1
n , а в правой

части равен Ck
n+1.

14.4. О т в е т: 3. Чёрные бусинки разбивают белые бусинки на
две группы (одна из этих групп может содержать 0 бусинок). Вид
ожерелья полностью определяется количеством бусинок в мень-
шей группе. Это количество может быть равно 0, 1 или 2.

14.5. а) О т в е т: 720. Семь девушек на семь разных мест
в хороводе можно расставить 7! = 5040 способами. Но в хороводе
расположения, которые получаются при движении хоровода, не
различаются. Поворотами хоровода из одного расположения мож-
но получить 7 других расположений. Поэтому всего получается
7!/7 = 6! = 720 способов.

б) О т в е т: 360. Ожерелье, в отличие от хоровода, можно не
только вращать по кругу, но и перевернуть. В результате получаем
720/2 = 360 различных ожерелий.

14.6. О т в е т: Cm
n . Всего мы должны сделать m шагов вверх

и n−m шагов влево. Поэтому из n шагов нужно выбрать m шагов
вверх.

14.7. а) О т в е т: Cn
n+m−1 способами. Сопоставим разложению

n = x1 + . . . + xm последовательность нулей и единиц, в которой
сначала идёт x1 единиц, потом один нуль, потом x2 единиц, потом
один нуль и т. д.; в конце идёт xm единиц. Всего в этой после-
довательности n + m − 1 цифр, среди которых n единиц. Поэтому
мы должны выбрать n предметов из n + m − 1 занумерованных
(т. е. различных) предметов.

б) О т в е т: Cn−m
n−1 . Каждому разложению n = x1 + . . . + xm,

где x1, . . . , xm — натуральные числа, соответствует разложение
n−m = y1 + . . . + ym, где y1 = x1 − 1, . . . , ym = xm −1.

14.8. Чтобы в произведении n множителей x1 + . . . + xk полу-
чить моном x

l1
1 . . . x

lk
k , нужно сначала выделить l1 множителей из n

и выбрать в них x1, затем нужно выделить l2 из оставшихся n− l1

множителей и выбрать в них x2, затем нужно выделить l3 из остав-
шихся n − l1 − l2 множителей и выбрать в них x3 и т. д. Поэтому
коэффициент при мономе x

l1
1 . . . x

lk
k равен

C
l1
n C

l2
n−l1

C
l3
n−l1−l2

. . . Cln
n−l1−...−ln−1

=

=
n!

l1! (n− l1)!
·

(n− l1)!

l2! (n− l1 − l2)!
· . . . ·

(n− l1 − . . . − ln−1)!

ln! (n− l1 − . . .− ln)!
.

Заметив, что n− l1 − . . .− ln = 0, получаем требуемое.



Решения задач 187

14.9. а) 2n = (1 + 1)n = C0
n + C1

n + . . . + Cn
n.

б) 0 = (1− 1)n = C0
n −C1

n + C2
n −C3

n + . . .
14.10. Сравните коэффициенты при xk в обеих частях равенства

(x + 1)m+n = (x + 1)m(x + 1)n.
14.11. Примените тождество из задачи 14.10 при n = m = k

и воспользуйтесь тем, что Ci
n = Cn−i

n .
14.12. Коэффициент при xn−k в разложении (1 + x)2n равен

Cn−k
2n = Cn+k

2n . С другой стороны,

(1+x)2n=(x2+(1+2x))n=
X

i

Ci
nx2i(1+2x)n−i=

X

i

Ci
nx2i

X

j

C
j
n−i2

jxj.

В последнем выражении коэффициент при xn−k равен

X

i

2n−k−2iCk
nCn−k−2i

n−i =
X

i

2n−k−2iCk
nCi+k

n−i.

14.13. Требуется доказать, что

(n−1)!

(k −1)! (n− k)!
·

n!

(k + 1)! (n− k− 1)!
·

(n + 1)!

k! (n− k + 1)!
=

=
(n− 1)!

k! (n− k −1)!
·

(n + 1)!

(k + 1)! (n− k)!
·

n!

(k− 1)! (n− k + 1)!
.

Это равенство очевидно.
14.14. Пусть Sn =

P
06r6n/2

(−1)rCr
n−rprqr. В действительности сум-

мирование можно вести по всем r, так как если r>n/2, то n−r<r,
а потому Cr

n−r = 0. Поэтому

Sn+1−Sn =
X

(−1)r(Cr
n+1−r−Cr

n−r)prqr =
X

(−1)rCr−1
n−rprqr =−pqSn−1.

Ясно также, что S0 = S1 =1. С другой стороны,
p− q

p− q
=1 и

p2 − q2

p− q
=

= p + q = 1. Поэтому при n = 0 и при n = 1 требуемое утверждение

верно. Если равенство Sk =
pk+1 − qk+1

p − q
доказано для всех k 6 n, то

Sn+1 =Sn−pqSn−1 =
pn+1−qn+1−pq(pn−qn)

p−q
=

pn+1(1−q)−qn+1(1−p)

p−q
=

=
pn+2−qn+2

p−q
.
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14.15. О т в е т: P(n + 2) = 2n+2 − 2.

Выражение Cx−1
m =

(x −1)(x −2) . . . (x −m)

m!
можно рассматривать

как многочлен степени n от переменной x. Пусть

f(x) = 2(C0
x−1 + C1

x−1 + . . . + Cn
x−1).

Ясно, что C0
x−1 + C1

x−1 + . . . + Cn
x−1 = (1+ 1)x−1 = 2x−1 при x = 1, 2, . . .

. . . , n + 1. Поэтому P(x) = f(x), поскольку эти многочлены степе-
ни n совпадают при n + 1 различных значениях x. Следовательно,

P(n + 2) = 2(C0
n+1 + C1

n+1 + . . . + Cn
n+1) =

= 2(C0
n+1 + C1

n+1 + . . . + Cn
n+1 + Cn+1

n+1 −Cn+1
n+1) =

= 2(2n+1 −1) = 2n+2 −2.

14.16. Продифференцируем тождество (1+ x)n =
nP

m=0
xmCm

n и до-

множим полученное равенство на x. В результате получим

nx(1+x)n−1 =
nP

m=1
mxmCm

n ; при x=1 получаем первое из требуемых

тождеств. Ещё раз повторив дифференцирование по x и домноже-
ние на x, получим

nx(nx + 1)(1 + x)n−2 =

nX

m=1

m2xmCm
n ;

при x = 1 получаем второе из требуемых равенств.

14.17. Запишем тождество (1+ t)n =
nP

m=0
tmCm

n и проинтегрируем

его:
x]

0

(1 + t)n dt =

nX

m=0

x]

0

tmCm
n dt,

т. е.

(1 + x)n+1 −1

n + 1
=

nX

m=0

xm+1

m + 1
Cm

n .

При x = 1 получаем первое требуемое тождество, а при x = −1 —
второе.

14.18. Применим индукцию по n. При n = 1 получаем обыч-
ную формулу для суммы бесконечной геометрической прогрессии.
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Чтобы перейти от n к n + 1, нужно доказать тождество
„

1 +

∞X

k=1

Cn
n+kxk

«
(1−x) = 1 +

∞X

k=1

Cn−1
n+k−1xk.

Коэффициенты при xk в левой и правой частях равны Cn
n+k−Cn

n+k−1

и Cn−1
n+k−1 соответственно. Эти числа равны.
14.19. Мы приведём доказательство лишь для первого числа

(для второго числа рассуждения аналогичны). При n=0 утвержде-
ние очевидно. При n=1 получаем (1+a)a −1≡a·a+C2

aa2 (mod a3).

Число a2 + C2
aa2 = a2

“
a2 + a + 1

2

”
делится на a2 и не делится на a3.

Предположим теперь, что (a + 1)an − 1 делится на an+1 и не
делится на an+2 для некоторого n > 1. Тогда

(a + 1)an+1 − 1 = ((a + 1)an − 1)n = (1 + ban+1)a − 1 =

= a · ban+1 + C2
ab2a2n+2 + C3

ab3a3n+3 + . . .

(здесь b — целое число, которое не делится на a). Если n > 1, то

2n+2>n+2, поэтому (a+1)an+1 −1≡ban+2 (mod an+3); число ban+2

делится на an+2 и не делится на an+3.
14.20. Докажем индукцией по n, что если pk 6 n, где n > 2, то

p1 . . . pk 6 4n. При n = 2 требуемое утверждение очевидно. Предпо-
ложим, что оно доказано для всех чисел, не превосходящих n−1.
Чтобы сделать шаг индукции, разберём отдельно два случая.

Пусть n = 2m. Согласно предположению индукции произведе-
ние всех простых чисел, не превосходящих m, не превосходит 4m.
Кроме того, все простые числа pi, для которых m + 1 6 pi 6 2m,

делят число Cm
2m =

(2m)!

m! m!
, а это число не превосходит 22m = 4m.

В результате получаем, что произведение простых чисел, не пре-
восходящих n = 2m, не превосходит 4m · 4m = 42m = 4n.

Пусть n = 2m + 1. Согласно предположению индукции произ-
ведение всех простых чисел, не превосходящих m + 1, не пре-
восходит 4m+1. Кроме того, все простые числа pi, для которых

m + 2 6 pi 6 2m + 1, делят число Cm
2m+1 =

(2m + 1)!

m! (m + 1)!
. Ясно также,

что Cm
2m+1 = Cm+1

2m+1 и Cm
2m+1 + Cm+1

2m+1 6 22m+1, поэтому Cm
2m+1 6 22m.

В результате получаем, что произведение простых чисел, не пре-
восходящих n = 2m + 1, не превосходит 4m+1 · 22m = 42m+1 = 4n.

14.21. О т в е т: 669. Пусть сумма первых двух цифр равна n,
и сумма двух последних цифр тоже равна n. Число n принима-
ет значение от 1 до 18. Если количество двузначных номеров,
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у которых сумма цифр равна n, равно an, то искомое число равно
a2

1 + a2
2 + . . . + a2

18. Двузначный номер, у которого сумма цифр рав-
на n, состоит из цифр a и n−a, где 0 6 a 6 9 и 0 6 n−a 6 9. Таким
образом, 06a69 и n−96a6n. Если n69, то остаётся неравенство
06 a6 n, а если n> 9, то остаётся неравенство n−96 a6 9. В итоге
получаем a1 =2, a2 =3, . . . , a8 =9, a9 =10, a10 =9, . . . , a17 =2, a18 =1.

14.22. О т в е т: 1422 = 20164. Число x2 + y2 делится на 7 тогда
и только тогда, когда оба числа x и y делятся на 7. Действительно,
квадрат целого числа при делении на 7 даёт остатки 0, 1, 2 и 4. Ко-
личество целых чисел, заключённых между 1 и 1000 и делящихся
на 7, равно 142. Поэтому искомое число равно 1422 = 20164.

14.23. О т в е т: 686 чисел. Сначала вычеркнем из набора чисел

1, 2, . . . , 999 числа, кратные 5; их количество равно
h999

5

i
= 199.

Затем из того же набора чисел 1, 2, . . . , 999 вычеркнем числа,

кратные 7; их количество равно
h999

7

i
= 142. При этом числа,

кратные 35, будут вычеркнуты дважды. Их количество равноh999

35

i
= 28. Значит, всего мы вычеркнули 199 + 142 − 28 = 313

чисел, а осталось 999−313 = 686 чисел.
14.24. О т в е т: 338 350. Уравнения |x| + |y| = 0, |x| + |y| = 1,

|x|+ |y|= 2, . . . , |x|+ |y|= 99 имеют, соответственно, 1, 22, 32, . . .

. . . , 1002 целочисленных решений. Поэтому искомое число равно

12 + 22 + 32 + . . . + 1002 =
100 · 101 · 201

6
(см. задачу 9.12).

14.25. О т в е т: 2857. Остатки от деления на 7 чисел 2x и x2

повторяются с периодами 3 и 7, поэтому остатки от деления на 7
числа 2x − x2 повторяются с периодом 21. Среди чисел x от 1
до 21 равные остатки от деления на 7 чисел 2x и x2 дают ров-
но 6 чисел. Поэтому среди чисел от 1 до 9996 = 21 · 476 есть
476 · 6 = 2856 требуемых чисел. Непосредственная проверка с ис-
пользованием полученной последовательности остатков показыва-
ет, что из оставшихся чисел 9997, 9998 и 9999 только число 9998
обладает требуемым свойством.

14.26. Эта задача — обобщение задачи 4.19, при решении кото-
рой показано, что достаточно рассмотреть случай, когда a1 =pa1, . . .
. . . , an = pan и a1 6a2 6 . . . 6an.

Множитель pa1 входит только в Pнечет, причём ровно один раз
(когда мы берём набор, состоящий из одного числа a1). Покажем,
что все остальные множители, входящие в Pнечет и в Pчёт, взаимно
сокращаются. НОК набора чисел равно pak+1, если одно из этих
чисел равно ak+1, а все остальные числа выбраны из a1, . . . , ak. По-
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этому в Pнечет множитель pak+1 входит C0
k + C2

k + C4
k + . . . раз, в Pнечет

этот множитель входит C1
k +C3

k +C5
k + . . . раз. Согласно задаче 14.9 б)

каждая из этих сумм равна 2k−1.
14.27. О т в е т: 1 769 580. Будем отдельно подсчитывать сумму

тысяч, сотен, десятков и единиц для рассматриваемых чисел. На
первом месте может стоять любая из пяти цифр 1, 2, 3, 4, 5.
Количество всех чисел с фиксированной первой цифрой равно
6 · 6 · 3 = 108, поскольку на втором и третьем месте может стоять
любая из шести цифр, а на четвёртом месте может стоять любая из
трёх цифр 0, 2, 4 (мы рассматриваем только чётные числа). Поэто-
му сумма тысяч равна (1+ 2+ 3+ 4+ 5) · 108 · 1000= 1 620 000. Ко-
личество чисел с фиксированной второй цифрой равно 5 · 6 · 3 = 90
(на первом месте стоит любая из пяти цифр). Поэтому сумма сотен
равна (1 + 2 + 3 + 4 + 5) · 90 · 100 = 135 000. Аналогично сумма
десятков равна (1 + 2 + 3 + 4 + 5) · 90 · 10 = 13 500, а сумма единиц
равна (2 + 4) · 5 · 6 · 6 = 1 080.

14.28. О т в е т: 139. Пусть множители имеют вид 2a15b1 , 2a25b2

и 2a35b3 . Тогда a1 + a2 + a3 = 6 и b1 + b2 + b3 = 6. При этом числа
ai и bi могут быть равны нулю. Если a1 = k, то для разложения
a2 + a3 = 6−k получаем 7− k вариантов. Поэтому для разложения
a1 + a2 + a3 = 6 получаем 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 28 вариантов.
Всего получаем 282 = 784 способа.

Но мы пока не учли тождественность разложений, отличаю-
щихся лишь порядком множителей. Есть ровно одно разложение,
не зависящее от порядка множителей, в котором все множители
равны 100. Те разложения, в которых есть два равных множителя,
мы посчитали трижды. В каждый из равных множителей 2 может
входить в степени 0, 1, 2 или 3, т. е. всего четырьмя различными
способами; столькими же способами может входить 5. Всего по-
лучаем 16 разложений такого вида, но одно из них — рассмотрен-
ное выше разложение с тремя равными множителями. Остаётся
15 разложений, каждое из которых мы посчитали трижды. Ко-
личество разложений с попарно различными множителями равно
784−1−45=738. Каждое из них мы посчитали 6 раз, поэтому сре-
ди них будет 738/6 = 123 различных разложения. Всего получаем
1 + 15 + 123 = 139 разложений.

14.29. С одной стороны, 22n =(1+1)2n =C0
2n +C1

2n + . . .+C2n
2n > Cn

2n.
С другой стороны,

Cn
2n =

(2n)!

n! n!
=

2n

n
·

2n−1

n− 1
· . . . ·

n + 1

1
> 2n,

поскольку
2n− k

n− k
> 2 для k = 0, 1, . . . , n−1.
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14.30. По определению Ck
p =

p(p −1) . . . (p − k + 1)

1 · 2 · . . . · k
. Числитель де-

лится на p, а знаменатель не делится на p. Поэтому целое число,
которое получается в результате деления числителя на знамена-
тель, делится на p.

14.31. Тождество Ck
p = Ck−1

p−1 + Ck
p−1 показывает, что

mX

k=0

(−1)kCk
p = (−1)mCm

p−1,

т. е.
mP

k=1
(−1)kCk

p = (−1)mCm
p−1 − 1. Если 1 6 m 6 p − 1, то согласно

задаче 14.30 каждое слагаемое (−1)kCk
p делится на p.

14.32. Тождество (1 + x)np = ((1 + x)n)p показывает, что

Cn
np =

X

k1+...+kn=p

C
k1
p . . . Ckn

p .

Согласно задаче 14.30 число Ck
p делится на p, если 0 < k < p.

Поэтому в указанной сумме на p2 делятся все слагаемые, за ис-
ключением тех, для которых ki = p для некоторого i. Каждое из
таких слагаемых равно 1, а их количество равно n.

14.33. При m=2 нужно доказать, что Cm
n =

n(n−1)

2
делится на n;

это очевидно.
Пусть m > 3. В выражении Cm

n =
n(n−1) . . . (n−m + 1)

1 · 2 · . . . · m
числитель

делится на n = pa−2, а наивысшая степень p, на которую делится

знаменатель, равна
h

m

p

i
+
h

m

p2

i
+ . . . 6

m

p
+

m

p2 + . . . =
m

p− 1
.

Если m = 3, то Cm
n делится на p в степениa− 2−

h3

p

i
+
h 3

p2

i
+ . . . =a−2−

h3

p

i
>a− 3 =a−m.

Если m > 4, то Cm
n делится на p в степениa− 2−

h
m

p

i
+
h

m

p2

i
+ . . . >a−2− m

p−1
>a−2− m

2
>a−m.

14.34. Ясно, что Ck
n =

n(n−1) . . . (n− k + 1)

k!
. Рассматриваемое про-

стое число p делит числитель этой дроби. Пусть pr — наибольшая
степень p, которая делит хотя бы одно из чисел от n − k + 1 до n
включительно; пусть это будет число m (если таких чисел несколь-
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ко, то мы выбираем любое из них). Сосредоточим внимание на
числе m и в соответствии с этим запишем числитель рассматри-
ваемой дроби в виде

(m + a)(m + a− 1) . . . (m + 1)m(m−1) . . . (m− b);

здесь m+a=n и m−b=n−k+1, поэтому k=a+b+1. Множители
знаменателя переставим в соответствии с записью числителя:

k! = a(a− 1) · . . . · 1 · (a + 1)(a + 2) . . . (a + b + 1).

Число
(a + 1)(a + 2) . . . (a + b + 1)

b!
= Cb

a+b+1 целое; обозначим его l.

Итак,

Ck
n =

m + a

a
·

m + a−1

a −1
· . . . ·

m + 1

1
·

m−1

1
·

m−2

2
· . . . ·

m− b

b
·

m

l
;

множитель
m

l
мы переставили в конец.

Пусть x — некоторое целое число, причём −b6x6a, а pr1 —наи-
большая степень p, делящая x. Если r1 < r, то наибольшая сте-

пень p, которая делит числитель дроби
m + x

x
, равна pr1. Степени p

в числителе и в знаменателе сокращаются. Предположим теперь,
что r1 > r. Из неравенств для x следует, что n − k + 1 6 m + x 6 n.
Поэтому согласно выбору числа m наибольшая степень p, которая

делит числитель дроби
m + x

x
, не превосходит pr. В этом случае

после сокращения степень p может остаться только в знаменателе.
Таким образом, наибольшая степень p, делящая Ck

n, не превосхо-
дит наибольшей степени p, делящей m. Значит, pa6 pr 6 m 6 n.

14.35. П е р в о е р е ш е н и е. Элемент, не обладающий ни
одним из данных свойств, даёт вклад только в первый член N.
Элемент, обладающий ровно одним свойством, даёт вклад в первые
два члена; его общий вклад равен 1−1 = 0. Элемент, обладающий
ровно k > 2 свойствами, даёт вклад в первые k + 1 членов. В членP
i1<...<il

Ni1 ...il
он даёт вклад Cl

k, поэтому его общий вклад равен

1−C1
k + C2

k + . . . + (−1)lCl
k + . . . + (−1)kCk

k = (1−1)k = 0.

В т о р о е р е ш е н и е. Положим

C(K, i) =

(
1, если K-й предмет обладает свойством Pi;

0, если не обладает.
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Тогда искомое число равно

NX

K=1

(1−C(K, 1))(1−C(K, 2)) . . . (1−C(K, n)) =

= N−
nX

i=1

NX

K=1

C(K, i) +
X

i1<i2

NX

K=1

C(K, i1)C(K, i2)− . . .

Остаётся заметить, что
nP

i=1

NP
K=1

C(K, i)=Ni,
P

i1<i2

NP
K=1

C(K, i1)C(K, i2)=

= Ni1i2 и т. д.
14.36. Пусть данные предметы — числа от 1 до n, а свойство Pi

заключается в том, что данное число не делится на pi. Количество
чисел от 1 до n, делящихся на pi, равно n/pi, делящихся на pi

и на pj, равно
n

pipj
и т. д. Поэтому по формуле включений и исклю-

ченийf(n) = n−n
“ 1

p1
+ . . . +

1

pk

”
+ n
“ 1

p1p2
+ . . . +

”
− . . . + (−1)k n

p1 . . . pk
=

= n
“

1− 1

p1

”
. . .
“

1− 1

pk

”
.

14.37. а) Воспользуемся формулой включений и исключений.
А именно, пусть предметы — это перестановки чисел 1, . . . , n; их
количество равно n!. Свойство Pi заключается в том, что ai = i.
Тогда Ni1 ...ik

= (n−k)! — количество перестановок, оставляющих на
месте k чисел i1, . . . , ik. Количество слагаемых в сумме

P
i1<...<ik

Ni1 ...ik

равно Ck
n — это количество способов выбрать k элементов i1, . . . , ik

среди n элементов. Остаётся заметить, что (n− k)! Ck
n =

n!

k!
.

б) Доля таких перестановок равна

1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ . . . +

(−1)k

k!
+ . . . +

(−1)n

n!
.

При n→∞ это число стремится к e−1 (задача 29.47).

14.38. Положим A(m, n) =
m! (2n + 2m)!

(2m)! n! (n + m)!
. Тогда A(m, 0) = 1

и A(0, n) = Cn
2n. Кроме того,

4A(m, n−1)+A(m−1, n)=
(m−1)! (2n+2m−2)!

(2m−2)! (n−1)! (n+m−1)!

“ 4m

2m(2m−1)
+

1

n

”
.
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Заметив, что
2n + 2m −1

n(2m−1)
=

(2n + 2m−1)(2n + 2m)m

n(2m− 1)2m(n + m)
, получим

4A(m, n− 1) + A(m− 1, n) = A(m, n).

14.39. Пусть искомое число равно dn. Ясно, что d3 = 1 и d4 = 2.
Для удобства положим d2 =1. Проверим, что d5 =d2d4 +d3d3 +d4d2.
Фиксируем одну из сторон пятиугольника. Пусть этот пятиуголь-
ник разрезан непересекающимися диагоналями на треугольники.
К фиксированной стороне прилегает ровно один из этих тре-
угольников. Возможны три варианта: слева от этого треугольника
расположен четырёхугольник, по обе стороны расположены тре-
угольники, справа расположен четырёхугольник. Каждый из этих
многоугольников нужно разрезать диагоналями на треугольники,
а затем подсчитать общее число вариантов. В результате получим
d4 + d3d3 + d4 = d2d4 + d3d3 + d4d2.

Аналогично для любого n получаем dn = d2dn−1 + d3dn−2 + . . .
. . . + dn−1d2. Значит, dn = cn−2.

14.40. Между расстановками скобок для n+1 букв и разрезани-
ями (n + 2)-угольника на треугольники непересекающимися диа-
гоналями можно установить взаимно однозначное соответствие.
На рис. 14.2 показано, как это делается в конкретном случае.

b

a

(ab)

c

d

e

((ab)c) (de)

(((ab)c)(de))

Рис. 14.2

В общем случае буквы последовательно записываются на сторонах
(n + 2)-угольника по часовой стрелке. Одна фиксированная сторо-
на остаётся свободной. Если заданы диагонали (n + 2)-угольника,
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то каждой диагонали сопоставляем пару скобок, заключающих
выражения на сторонах прилегающего к ней треугольника. Так
последовательно будут записаны выражения в скобках на каждой
диагонали, и в конце на свободной стороне будет записана требу-
емая расстановка скобок. Наоборот, если задана расстановка пар
скобок, то ей можно сопоставить набор диагоналей, сопоставляя
каждой паре скобок диагональ, начиная со скобок, заключающих
пару соседних букв.

14.41. Правильная скобочная структура из n скобок характери-
зуется тем, что в ней n левых скобок, n правых скобок, и в любом
её начальном участке количество правых скобок не превосходит
количества левых скобок. Ясно, что при n = 1 и 2 количество
правильных скобочных структур равно 1 и 2 соответственно. Тре-
буемое рекуррентное соотношение доказывается следующим обра-
зом. Сопоставим крайней левой скобке первую правую скобку, для
которой количество левых скобок и количество правых скобок,
заключённых между этими скобками, равны. Тогда между ука-
занными скобками заключена правильная скобочная структура
из k пар скобок для некоторого k (возможно, k = 0). Действи-
тельно, иначе выбранная правая скобка не была бы первой. Вне
выбранных скобок расположена правильная скобочная структура
из n − k − 1 пар скобок. Ясно также, что обе эти правильные ско-
бочные структуры могут быть произвольными.

14.42. а) Взаимно однозначное соответствие между путями
Дика и правильными скобочными структурами из задачи 14.41
можно установить, сопоставив звену (1, 1) левую скобку, а звену
(1, −1) — правую скобку.

б) Дополним путь Дика (в конце) одним звеном (1, −1). Фикси-
руем в полученном пути одно из n+1 звеньев (1, −1) и сопоставим
ему путь из точки (1, −1) в точку (2n + 1, −1) следующим обра-
зом. Перенесём параллельно в начало координат путь, который
состоит из фиксированного звена и следующего за ним участка
пути Дика, включая добавленное звено. В конец полученного пути
перенесём начальный участок пути Дика от начала координат до
фиксированного звена. Теперь фиксированное звено всегда ведёт
в точку (1, −1), поэтому мы получаем путь из точки (1, −1) в точ-
ку (2n + 1, −1). По этому пути мы можем восстановить исходный
путь Дика. А именно, рассмотрим все нижние точки пути и выбе-
рем среди них крайнюю справа. Эта точка разбивает путь на два
участка. Перенесём первый участок так, чтобы он заканчивался
в точке (2n + 1, −1), а второй участок — так, чтобы он начинался
в точке (0, 0). В результате после отбрасывания последнего звена
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получим путь Дика: это очевидно для первого участка получен-
ного пути и легко проверяется для второго. Если мы возьмём ка-
кую-нибудь другую нижнюю точку пути и попробуем применить
ту же самую конструкцию, то для первого участка полученного
пути требуемое свойство будет выполняться, а для второго — нет.

Количество всех путей из точки (−1, 1) в точку (2n + 1, −1)
равно Cn

2n. Действительно, из 2n звеньев мы должны выбрать n зве-
ньев (1, 1). Каждому пути Дика соответствует ровно n + 1 таких

путей, поэтому количество путей Дика равно
1

n + 1
Cn

2n.

14.43. а) Между такими последовательностями и путями Дика
можно установить взаимно однозначное соответствие, сопоставив
числу ai звено (1, ai).

б) Положим ai = 1, если у i-го человека в очереди 50 руб-
лей, и ai = −1, если 100. Кассир сможет всем дать сдачу то-
гда и только тогда, когда на каждом шаге количество получен-
ных им 50-рублёвых купюр не меньше количества 100-рублёвых,
т. е. a1 > 0, a1 + a2 > 0, . . . , a1 + a2 + . . . + a2n−1 > 0 (по условию
a1 + a2 + . . . + a2n = 0). Таким образом, мы приходим к задаче а).

14.44. Первый и последний ходы ладьи определены однознач-
но. Поэтому можно рассматривать пути ладьи без первого и по-
следнего хода. Взаимно однозначное соответствие между такими
путями и путями Дика из 2(n − 2) звеньев устанавливается оче-
видным образом.

14.45. На рис. 14.3 показано, как плоскому бинарному де-
реву с одним корнем и n листьями можно сопоставить разбие-
ние (n + 1)-угольника на треугольники и расстановку скобок для

e

d

c

b

a

a b

c d e

(ab)

((ab)c) (de)

(((ab)c)(de))

Рис. 14.3
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n букв. В многоугольнике выделяется одна сторона, которая соот-
ветствует корню. Остальные стороны соответствуют листьям.

14.46. а) Количество способов пометить n вершин (2n+1)-уголь-
ника единицами (а на остальные места поставить нули) равно
Cn

2n+1. Число 2n + 1 не делится на n, поэтому никакой набор поме-
ток не может перейти сам в себя при повороте (2n +1)-угольника.
Количество поворотов (2n + 1)-угольника, переводящих его в се-
бя, равно 2n + 1. Поэтому количество различных наборов пометок

равно
1

2n + 1
Cn

2n+1.

б) Покажем, что существует взаимно однозначное соответствие
между наборами пометок и расстановками n пар скобок для n + 1
букв. Сопоставим расстановке скобок последовательность из нулей
и единиц, заменив каждую левую скобку единицей, а каждую
букву нулём; правые скобки при этом игнорируются. Обратная
операция для последовательностей определена не всегда, пото-
му что расстановке скобок не может соответствовать последова-
тельность, начинающаяся с нуля. Поэтому запишем полученную
последовательность в вершинах правильного (2n + 1)-угольника
по часовой стрелке. Для такого набора пометок обратная опера-
ция определена однозначно. Действительно, нулей больше, чем
единиц, поэтому обязательно найдётся тройка последовательных
чисел 100. Для такой тройки расстановка скобок определена одно-
значно: правая скобка стоит сразу же за соответствующими двумя
буквами. Выражение в скобках играет такую же роль, как буква.
Поэтому последовательность 100 можно заменить на 0, перейдя
к (2n− 1)-угольнику, и т. д.

14.47. Воспользовавшись формулой из задачи 14.18, получим

1

1− x− y + 2xy
=

1

(1−x)(1− y)
·

1

1 +
xy

(1−x)(1− y)

=

=

∞X

k=0

(−1)kxkyk

(1−x)k+1(1− y)k+1 =

∞X

i,j,k=0

(−1)kCk
k+iC

k
k+jx

k+iyk+j =

=

∞X

p,q=0

xpyq
X

k>0

(−1)kCk
pCk

q.

Значит, ap,q =
P

k>0

(−1)kCk
pCk

q — коэффициент при xp в выражении

(1 + x)p(1− x)q. Нас интересует случай, когда p = 2n и q = 2n + 2.
В этом случае (1 + x)p(1 − x)q = (1 − x2)2n(1 − x)2; коэффициент
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при x2n равен (−1)nCn
2n + (−1)n−1Cn−1

2n = (−1)n (2n)!

n! n!

“
1 − n

n + 1

”
=

= (−1)n 1

n + 1
Cn

2n.

14.48. О т в е т: 9. Числа 9 и 10 можно получить двумя разны-
ми способами: 9=3+6=4+5 и 10=4+6=5+5. Но нам необходимо
учитывать порядок, в котором выпадают числа на костях. Поэто-
му число 9 получается четырьмя разными способами, а число 10
лишь тремя: 9=3+6=6+3=4+5=5+4, 10=4+6=6+4=5+5.

14.49. О т в е т: «отец––мать––отец». (Такой ответ представля-
ется на первый взгляд странным, потому что приходится дважды
играть с сильным игроком. Но при другом порядке матчей нужно
обязательно выиграть единственный матч с сильным игроком, а не
один из двух матчей.)

Пусть вероятность выиграть матч у отца равна p, а у мате-
ри — q. По условию p < q. Победу мальчику приносят следующие
исходы турнира: ВВП, ВВВ, ПВВ (здесь В означает выигрыш,
а П — проигрыш). Для турнира «отец––мать––отец» вероятности
таких исходов равны pq(1−p), pqp, (1−p)qp. Поэтому вероятность
выигрыша в таком турнире равна 2pq − pqp. Аналогично вероят-
ность выигрыша в турнире «мать––отец––мать» равна 2pq − qpq.
Ясно, что pqp < qpq, поэтому 2pq− pqp > 2pq− qpq.

14.50. О т в е т: 7: 1. Пусть игроки сыграют ещё три партии,
т. е. игра фиктивно продолжается даже после того, как первый
игрок получил приз. Второй игрок получит приз тогда и только
тогда, когда он выиграет все три партии. Поскольку все 23 = 8
исходов этих трёх партий равновероятны, второй игрок получит
приз с вероятностью 1/8. Соответственно, первый игрок получит
приз с вероятностью 7/8.

14.51. а) О т в е т: 4. Пусть в ящике лежит m красных нос-
ков и n чёрных. Вероятность того, что первый выбранный носок

красный, равна
m

n + m
. При условии, что первый выбранный но-

сок красный, вероятность того, что второй выбранный носок тоже

красный, равна
m− 1

n + m− 1
. Поэтому вероятность того, что оба носка

красные, равна
m

n + m
·

m−1

n + m−1
. Таким образом, требуется, чтобы

выполнялось равенство

m

n + m
·

m−1

n + m−1
=

1

2
. (1)

При n = 1 получаем m = 3. Такой набор носков нам подходит.
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б) О т в е т: 21. Ясно, что n > 0. Тогда, как легко проверить,
m

n + m
>

m−1

n + m−1
. Поэтому должны выполняться неравенства
“

m

n + m

”2
>

1

2
>

“
m−1

n + m−1

”2
,

т. е. (
√

2 + 1)n < m < (
√

2 + 1)n + 1. По условию число n чётно.
Для n = 2, 4, 6 получаем m = 5, 10, 15. В первых двух случаях
равенство (1) не выполняется, а в третьем выполняется. При этом
n + m = 6 + 15 = 21.

З а м е ч а н и е. Положим x=m−n и y=n. Тогда равенство (1)
перепишется в виде (2x−1)2 −2(2y)2 =1. Поэтому в общем случае
мы имеем дело с уравнением Пелля.

14.52. О т в е т: да, могут. Пусть, например, на гранях костей
написаны следующие числа:

на кости A 1, 4, 4, 4, 4, 4;

на кости B 2, 2, 2, 5, 5, 5;

на кости C 3, 3, 3, 3, 3, 6.

B выигрывает у A, если на B выпадает 5 или на B выпадает 2,
а на A выпадает 1. Вероятность этого равна 1/2+1/2 · 1/6=7/12>

> 1/2.
C выигрывает у B, если на C выпадает 6 или на C выпадает 3,

а на B выпадает 2. Вероятность этого равна 1/6+5/6 · 1/2=7/12 >

> 1/2.
A выигрывает у C, если на A выпадает 4, а на C выпадает 3.

Вероятность этого равна 5/6 · 5/6 = 25/36 > 1/2.



ГЛАВА 15

РЕКУРРЕНТНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Рекуррентной последовательностью порядка k называют по-
следовательность чисел u1, u2, . . . , где числа u1, u2, . . . , uk

произвольные, а при всех n > 1 выполняется соотношение
un+k = a1un+k−1 + . . . + akun, где a1, a2, . . . , ak — некоторые фик-
сированные числа.

15.1. Общие свойства

15.1. Пусть a1, a2, . . . , ak —фиксированные числа и un+k =
= a1un+k−1 + . . . + akun. Докажите, что

u1 + u2x + u3x2 + u4x3 + . . . =
Pk−1(x)

1− a1x−a2x2 − . . .− akxk
,

где Pk−1(x) — многочлен степени не выше k−1.
15.2. Пусть a1, a2, . . . , ak —фиксированные числа и un+k =

=a1un+k−1 + . . .+akun. Предположим, что x1, . . ., xk —попар-
но различные корни уравнения xk =a1xk−1 +a2xk−2 + . . .+ak.
Докажите, что тогда un =c1xn−1

1 + . . .+ckxn−1
k для некоторых

фиксированных чисел c1, . . . , ck.

15.2. Числа Фибоначчи

Числами Фибоначчи называют последовательность чисел F1 = 1,
F2 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 при n > 3. Начало этой последовательно-
сти имеет вид 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

15.3. Докажите, что Fn+k = Fn−1Fk + FnFk+1.
15.4. а) Докажите, что числа Fn и Fn+1 взаимно просты.
б) Докажите, что НОД(Fm, Fn) = Fd, где d = НОД(m, n).
15.5. Докажите, что если m>2, то Fn делится на Fm тогда

и только тогда, когда n делится на m.
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15.6. Докажите, что

Fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n)

(Бине).
15.7. Докажите, что для любого натурального n число

C1
n + 5C3

n + 25C5
n + 125C7

n + . . .

делится на 2n−1.
15.8. а) Пусть f1(x)=1, f2(x)=x и fn(x)=xfn−1(x)+fn−2(x)

при n > 3. Докажите, что

fn+1(x) = xn + C1
n−1xn−2 + C2

n−2xn−4 + C3
n−3xn−6 + . . .

б) Докажите, что

Fn+1 = 1 + C1
n−1 + C2

n−2 + C3
n−3 + . . .

15.9. Докажите, что

1

1−x−x2 = F1 + F2x + F3x2 + F4x3 + . . .

15.10. Докажите, что для любого натурального числа n

найдётся число Фибоначчи, делящееся на n.
15.11. Докажите, что сумма восьми последовательных

чисел Фибоначчи не может быть равна числу Фибоначчи.
15.12. Докажите, что если a2−ab−b2 =±1, где a и b —на-

туральные числа, то a = Fn+1 и b = Fn для некоторого n.
15.13. Найдите все решения в натуральных числах урав-

нения Cm−1
n = Cm

n−1, где Cm
n =

n!

m! (n−m)!
— биномиальный ко-

эффициент.
15.14. а) Докажите, что F2n+1F2n−1 = F2

2n + 1.
б) Докажите, что F2

2n+1 + F2
2n−1 + 1 = 3F2n+1F2n−1.

15.15. При каких натуральных a и b число a2 + b2 + 1
делится на ab?

15.16. Найдите все пары натуральных чисел a и b, для
которых a2 + 1 делится на b, а b2 + 1 делится на a.
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15.17. Докажите, что любое натуральное число n един-
ственным образом можно представить в виде n=Fk1 +Fk2 + . . .

. . . + Fkm
, где k1 > k2 + 1, k2 > k3 + 1, . . . , km−1 > km + 1, km > 1.

15.18. Докажите, что число Фибоначчи с нечётным номе-
ром не может делиться на простое число вида 4k + 3.

15.3. Числа Фибоначчи и алгоритм Евклида

15.19. Пусть a и b — натуральные числа, причём a > b

и НОД(a, b) = d. Докажите, что если алгоритм Евклида,
применённый к a и b, останавливается после n шагов, то
a > dFn+2 и b > dFn+1.

15.20. а) Докажите, что Fn+5 > 10Fn при n > 2.
б) Докажите, что если Fn+1 < 10k, то n 6 5k.
15.21. Докажите, что количество шагов алгоритма Ев-

клида, применённого к паре натуральных чисел a > b, не
превосходит количества цифр десятичной записи числа b,
умноженного на 5.

15.4. Числа Фибоначчи в комбинаторике

15.22. Чему равно количество подмножеств множества
{1, 2, 3, . . . , n}, не содержащих двух последовательных чи-
сел?

15.23. Сколькими способами можно представить число n

в виде суммы нескольких слагаемых, равных 1 или 2?
(Представления, различающиеся порядком слагаемых, счи-
таются различными.)

15.24. Сколькими способами можно представить число n

в виде суммы нескольких целых слагаемых ai > 2? (Пред-
ставления, различающиеся порядком слагаемых, считают-
ся различными.)

15.25. Сколькими способами можно представить число n

в виде суммы положительных нечётных слагаемых? (Пред-
ставления, различающиеся порядком слагаемых, считают-
ся различными.)
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15.5. Специальные рекуррентные
последовательности

15.26. Пусть a1 = 1, a2 = 0, a3 = 1 и

an+3 =
(n2 + n + 1)(n + 1)

n
an+2 + (n2 + n + 1)an+1 −

n + 1

n
an

при n > 1. Докажите, что an — квадрат целого числа для
любого n > 1.

15.27. Пусть u1 = 1, u2 = 0, u3 = 1 и un = un−2 + un−3 при
n >4. Докажите, что u2n −u2

n−1 и u2n+1 −u2
n+1 делятся на un.

Решения

15.1. В произведении

(u1 + u2x + u3x2 + u4x3 + . . .)(1−a1x− a2x2 − . . .− akxk)

коэффициент при xn+k−1, n>1, равен un+k−a1un+k−1− . . .−akun =0.
Значит, это произведение представляет собой многочлен Pk−1(x)
степени не выше k− 1.

15.2. Согласно задаче 10.35 можно выбрать числа c1, . . . , ck так,
что

u1 = c1 + . . . + ck,

u2 = c1x1 + . . . + ckxk,

..........................

uk = c1xk−1
1 + . . . + ckxk−1

k .

Тогда

c1xk
1 + . . . + ckxk

k = c1(a1xk−1
1 + . . . + ak) + . . . + ck(a1xk−1

k + . . . + ak) =

= a1uk + . . . + aku1 = uk+1.

Аналогично c1xk+1
1 + . . . + ckxk+1

k = uk+2 и т. д.
15.3. Применим индукцию по k. При k = 1 получаем Fn+1 =

=Fn−1 +Fn, а при k=2 получаем Fn+2 =Fn−1 +2Fn =Fn−1 +Fn +Fn =
= Fn+1 + Fn. База индукции доказана. Предположим теперь, что
Fn+k−2 =Fn−1Fk−2 +FnFk−1 и Fn+k−1 =Fn−1Fk−1 +FnFk. Тогда Fn+k =
= Fn−1(Fk−2 + Fk−1) + Fn(Fk−1 + Fk) = Fn−1Fk + FnFk+1.

15.4. а) Предположим, что числа Fn и Fn+1 делятся на целое
число d>1. Тогда Fn−1 =Fn+1 −Fn тоже делится на d и т. д. В итоге
получим, что F2 = 1 делится на d.
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б) Воспользуемся формулой Fn+k=Fn−1Fk+FnFk+1 (задача 15.3).
Положим m = n + k. При m > k получаем

НОД(Fm, Fk) = НОД(Fm−k−1Fk + Fm−kFk+1, Fk) =

= НОД(Fm−kFk+1, Fk) = НОД(Fm−k, Fk),

поскольку числа Fk и Fk+1 взаимно простые. Теперь можно вос-
пользоваться результатом задачи 4.11.

15.5. Число Fn делится на Fm тогда и только тогда, ко-
гда НОД(Fn, Fm) = Fm. С другой стороны, согласно задаче 15.4
НОД(Fn, Fm) = FНОД(n,m). Таким образом, получаем следующее
условие: НОД(n, m) = m (здесь мы пользуемся тем, что m > 2).
Полученное равенство, в свою очередь, эквивалентно тому, что
n делится на m.

15.6. Согласно задаче 15.2 Fn = c1xn
1 + c2xn

2, где x1 и x2 — корни
уравнения x2 = x + 1, а c1 и c2 — некоторые константы. Решая

квадратное уравнение, получаем x1,2 =
1±

√
5

2
. Константы c1 и c2

мы находим, воспользовавшись тем, что F1 = 1 и F2 = 1.
15.7. Формула Бине (задача 15.6) показывает, что

2n−1Fn = C1
n + 5C3

n + 25C5
n + 125C7

n + . . .

15.8. а) Многочлены f1(x) и f2(x) имеют указанный вид. По-
этому достаточно проверить, что многочлены указанного вида
удовлетворяют указанному рекуррентному соотношению. Но если
посмотреть на коэффициенты при степенях x по отдельности, то
это рекуррентное соотношение сводится к основному тождеству
для биномиальных коэффициентов: Ck

n−k = Ck
n−k−1 + Ck−1

n−k−1.
б) Непосредственно следует из а), поскольку Fn = fn(1).
15.9. Ясно, что (1 − x − x2)(F1 + F2x + F3x2 + F4x3 + . . .) = F1 +

+(F2−F1)x+(F3−F2 −F1)x2 +(F4−F3−F2)x3 + . . . При этом F1 =1,
F2 −F1 = 0, F3 −F2 −F1 = 0, F4 −F3 −F2 = 0, . . .

15.10. Рассмотрим пары остатков от деления на n соседних
чисел Фибоначчи Fk и Fk+1 для k = 1, 2, . . . , n2 + 1. Количество
различных пар остатков равно n2, поэтому среди рассматриваемых
пар остатков найдутся две одинаковые пары, т. е. числа Fk − Fl

и Fk+1 − Fl+1 делятся на n для некоторых чисел 1 6 k < l 6 n2 + 1.
Тогда число Fk−1 − Fl−1 = Fk+1 − Fl+1 − (Fk − Fl) тоже делится
на n и т. д. В конце концов получаем, что числа F2 − Fl−k+2

и F1−Fl−k+1 делятся на n. Поэтому Fl−k =Fl−k+2 −Fl−k+1≡F2 −F1≡
≡0 (mod n).

15.11. Пусть S = Fk+1 + Fk+2 + . . . + Fk+8 — сумма восьми
последовательных чисел Фибоначчи. Достаточно доказать, что
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Fk+9 < S < Fk+10. Первое неравенство очевидно: S > Fk+7 + Fk+8 =
= Fk+9. Докажем теперь второе неравенство. Ясно, что

Fk+10 = Fk+8 + Fk+9 =

= Fk+8 + Fk+7 + Fk+8 =

= Fk+6 + Fk+7 + Fk+7 + Fk+8 =

= Fk+5 + Fk+6 + Fk+6 + Fk+7 + Fk+8 =

.......................................

= Fk+1 + 2Fk+2 + Fk+3 + . . . + Fk+8.

Последнее выражение, очевидно, больше S.
15.12. Равенство a2 = b2 + ab ± 1 показывает, что a > b, причём

a = b лишь в том случае, когда оба эти числа равны 1. Поэтому
будем считать, что a > b. Для пары b, a− b тоже выполняется тре-
буемое равенство, поскольку b2 −(a−b)b−(a−b)2 =−(a2−ab−b2).
Поэтому после нескольких таких замен мы дойдём до пары (1, 1).
Обратное преобразование имеет вид (x, y) 7→ (x + y, x), поэтому из
пары (1, 1) мы будем последовательно получать пары (Fn+1, Fn)
для n = 2, 3, . . .

15.13. Рассматриваемое уравнение эквивалентно уравнению
mn=(n−m)(n−m+1). Пусть d=НОД(m, n), n=da и m=db. После
сокращения на d получаем уравнение abd = (a − b)((a − b)d + 1).
Число d взаимно просто с (a − b)d + 1, а число ab взаимно просто
с a − b, поэтому ab = (a − b)d + 1 и d = a − b. Подставим в первое
уравнение выражение a = b + d и заменим a− b на d. В результате
получим b2 + bd = d2 + 1, т. е. b2 + bd − d2 = 1. В задаче 15.12 при-
ведено решение уравнения чуть более общего вида, когда в правой
части стоит ±1. Отбросив те решения, которые соответствуют −1,
получим d = F2k, b = F2k−1 и a = b + d = F2k+1. Таким образом,
n = F2kF2k+1 и m = F2kF2k−1.

З а м е ч а н и е. Равенство Cm−1
n =Cm

n−1 эквивалентно равенству
Cm−1

n−1 + Cm−2
n−1 = Cm

n−1.
15.14. а) Применим индукцию по n. При n = 1 равенство оче-

видно. Предположим, что доказано равенство F2n+1F2n−1 = F2
2n + 1

для некоторого n. Тогда

F2
2n+2 + 1 = (F2n+1 + F2n)2 + 1 = F2

2n+1 + 2F2n+1F2n + F2
2n + 1 =

= F2
2n+1 + 2F2n+1F2n + F2n+1F2n−1 = F2n+1(F2n+1 + 2F2n + F2n−1).

Остаётся заметить, что F2n+1 + 2F2n + F2n−1 = F2n+2 + F2n+1 = F2n+3.
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б) Воспользовавшись задачей а), получаем

F2
2n+1 +F2

2n−1 −2F2n+1F2n−1 = (F2n+1 −F2n−1)2 =F2
2n =F2n+1F2n−1 −1,

а значит, F2
2n+1 + F2

2n−1 + 1 = 3F2n+1F2n−1.
15.15. Можно считать, что a > b. Согласно задаче 15.14 б)

пара чисел (a, b) = (F2n+1, F2n−1), n > 1, обладает требуемым свой-
ством; пара чисел (a, b) = (1, 1) тоже. Покажем, что никакие
другие пары натуральных чисел (a, b), где a > b, этим свойством
не обладают. Применим индукцию по a. Прежде всего отме-
тим, что если a = b, то число 2a2 + 1 делится на a2, поэтому
a = 1. Предположим, что a2 + b2 + 1 = kab, где k — натураль-

ное число и a > 1. Положим a1 = b и b1 = kb − a =
b2 + 1

a
. Тогда

a2
1 + b2

1 +1= b2 + k2b2 −2kab + a2 +1= k2b2 −kab = kb(kb−a) = ka1b1,
поэтому числа (a1, b1) обладают требуемым свойством. Проверим,

что 16b1 6a1 <a. Действительно, b1 =
b2 + 1

a
<

b2 + 1

b
<b+1. Число b1

целое, поэтому b1 6 b = a1. Кроме того, a1 = b < a по условию. Зна-
чит, по предположению индукции b=a1 =F2n+1 и kb−a=b1 =F2n−1

для некоторого n > 0 (мы считаем, что F−1 = 1). Но в таком слу-
чае из равенства a2 + b2 + 1 = kab следует, что k = 3, поэтому
a = kb− b1 = 3F2n+1 −F2n−1 = 2F2n+1 + F2n+1 −F2n−1 = F2n+1 + F2n+1 +
+ F2n = F2n+1 + F2n+2 = F2n+3.

15.16. Формула F2
2n+1 +F2

2n−1 +1=3F2n+1F2n−1 из задачи 15.14 б)
показывает, что пара (F2n−1, F2n+1) обладает требуемым свой-
ством. Покажем, что никакая другая пара натуральных чисел
(a, b), где a6 b, этим свойством не обладает. Применим индукцию
по b. Прежде всего заметим, что если a = b, то a2 + 1 делится на a,
поэтому a = b = 1. Пусть b > 1, a 6 b, a2 + 1 = lb и b2 + 1 = ma,
где l и m — целые числа. Тогда (a2 + 1)2 = l2b2 = l2(ma − 1),
поэтому 1 ≡ −l2 (mod a), т. е. l2 + 1 делится на a. Кроме того,
ab > a(a + 1) > a2 + 1, поэтому l 6 a < b. Воспользовавшись пред-
положением индукции, получим l = F2n−1 и a = F2n−1. Значит,

b =
F2

2n+1 + 1

F2n−1
=

3F2n+1F2n−1 − F2
2n−1

F2n−1
= 3F2n+1 −F2n−1 = F2n+1.

15.17. В качестве Fk1 выберем наибольшее число Фибоначчи, не
превосходящее n, т. е. Fk1 6n<Fk1+1. Тогда 06n−Fk1 <Fk1+1−Fk1 =
= Fk1−1. Поэтому если в качестве Fk2 мы выберем наибольшее чис-
ло Фибоначчи, не превосходящее n−Fk1 , то Fk2 <Fk1−1, т. е. k2 +1<

< k1. Затем выбираем наибольшее число Фибоначчи, не превосхо-
дящее n−Fk1 −Fk2 , и т. д.
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Единственность представления следует из того, что Fk1 6 n <

<Fk1+1. Действительно, Fk1 +Fk2 + . . .+Fkm 6Fk1 +Fk1−2 +Fk2−4 + . . .;
последнее слагаемое в этой сумме равно F3 при нечётном k1 и F2

при чётном k1. Заменим F3 на F4 − 1, а F2 — на F3 − 1. После этой
замены сумма легко сворачивается и получается Fk1+1 − 1.

15.18. Положим в задаче 15.3 k = n − 1. В результате полу-
чим F2n−1 = F2

n−1 + F2
n. Поэтому если F2n−1 делится на простое

число p вида 4k + 3, то оба числа Fn−1 и Fn делятся на p (за-
дача 31.2). В таком случае число Fn−2 = Fn − Fn−1 тоже делится
на p и т. д. Приходим к противоречию, поскольку F1 =1 не делится
на p.

15.19. Применим индукцию по n. Если n = 1, то b = d = dF2

и a > 2d = dF3. Предположим, что требуемое утверждение дока-
зано для некоторого n > 1. Рассмотрим числа a > b, для которых
алгоритм Евклида останавливается после n + 1 шагов. На первом
шаге пара (a, b) заменяется на пару (b, c), где c=a−qb6a−b. Для
пары (b, c) алгоритм Евклида останавливается после n шагов, при-
чём НОД(b, c) = НОД(a, b) = d. Поэтому согласно предположению
индукции b > dFn+2 и c > dFn+1. Следовательно, a > b + c > d×
×(Fn+2 + Fn+1) = dFn+3.

15.20. а) При n = 2 и 3 требуемое неравенство легко проверяет-
ся, поэтому будем считать, что n>3. Воспользуемся тождеством из
задачи 15.3: Fn+5 = F(n−2)+7 = Fn−3F7 + Fn−2F8 = 13Fn−3 + 21Fn−2 >

> 10Fn−3 + 20Fn−2 = 10Fn.
б) Применим индукцию по k. При k = 1 достаточно заметить,

что F7 = 13 > 10. Предположим, что для данного k > 1 мы уже
доказали, что из неравенства Fn+1 <10k следует неравенство n65k.
Пусть Fm+1 <10k+1. Тогда согласно задаче а) 10Fm−4 <Fm+1 <10k+1,
поэтому F(m−5)+1 < 10k. Следовательно, согласно предположению
индукции m−5 6 5k, т. е. m 6 5(k + 1), что и требовалось.

15.21. Пусть алгоритм Евклида, применённый к паре (a, b),
останавливается после n шагов. Тогда согласно задаче 15.19 b >

> Fn+1.
Если количество цифр в десятичной записи числа b равно k, то

b < 10k, поэтому Fn+1 < 10k. Остаётся воспользоваться результатом
задачи 15.20.

15.22. О т в е т: Fn+2. Пусть искомое число равно xn. При
n = 1 есть подмножества ∅ и {1}, поэтому x1 = 2. При n = 2 есть
подмножества ∅, {1} и {2}, поэтому x2 = 3. Легко проверить, что
xn = xn−1 + xn−2 при n > 3. Действительно, если рассматриваемое
подмножество содержит n, то оно не содержит n − 1, и никаких
других ограничений на него не накладывается. Количество таких
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подмножеств равно xn−2. Ясно также, что количество рассматри-
ваемых подмножеств, не содержащих n, равно xn−1.

15.23. О т в е т: Fn+1. Пусть искомое число равно xn. Ясно, что
x1 = 1 и x2 = 2. Докажем, что xn = xn−1 + xn−2 при n > 3. Действи-
тельно, количество представлений числа n с первым слагаемым 1
равно xn−1, а с первым слагаемым 2 — xn−2.

15.24. О т в е т: Fn−1. Пусть искомое число равно xn. Ясно, что
x1 = 0, x2 = 1 и x3 = 1. Докажем, что xn = xn−1 + xn−2 при n > 3.
Первое слагаемое может быть равно 2; количество таких представ-
лений равно xn−2. Первое слагаемое может быть больше 2. Тогда
из него можно вычесть 1 и получить представление числа n − 1.
Поэтому количество таких представлений равно xn−1.

15.25. О т в е т: Fn. Пусть искомое число равно xn. Ясно, что
x1 = 1 и x2 = 1. Докажем, что xn = xn−1 + xn−2 при n > 3. Действи-
тельно, количество представлений с первым слагаемым 1 равно
xn−1. Если же первое слагаемое не меньше 3, то из него можно
вычесть 2 и получить представление числа n−2.

15.26. Рассмотрим последовательность bn, для которой b1 = 1,
b2 = 0 и bn+2 = nbn+1 + bn при n > 1. Возведём в квадрат равенства
bn = bn+2 − nbn+1 и bn+3 = (n + 1)bn+2 + bn+1. Затем, чтобы уничто-
жить член bn+2bn+1, умножим первое из полученных равенств на
n + 1, второе на n и сложим их. В результате получим

b2
n+3 =

(n2 + n + 1)(n + 1)

n
b2

n+2 + (n2 + n + 1)b2
n+1 −

n + 1

n
b2

n.

Кроме того, b3 = 1. Значит, an = b2
n.

15.27. Проверим, что при 0 < k < m− 2 имеет место равенство

um = uk+1um−k + uk+2um−k−1 + ukum−k−2. (1)

При k = 1 это равенство очевидно. Поэтому достаточно доказать,
что uk+1um−k + uk+2um−k−1 + ukum−k−2 = uk+2um−k−1 + uk+3um−k−2 +
+ uk+1um−k−3. Сократим члены uk+2um−k−1 в обеих частях это-
го равенства и воспользуемся тем, что uk+1um−k = uk+1um−k−2 +
+ uk+1um−k−3. После сокращения членов uk+1um−k−3, приходим
к очевидному равенству (uk+1 + uk)um−k−2 = uk+3um−k−2.

Положив в равенстве (1) m=2n и k=n−1, получим u2n −u2
n−1 =

=2unun+1. Положив в равенстве (1) m =2n +1 и k = n−1, получим
u2n+1 −u2

n+1 = un(un−1 + un+2).



ГЛАВА 16

ПРИМЕРЫ И КОНСТРУКЦИИ

16.1. Наборы чисел

16.1. Можно ли выбрать 10 натуральных чисел так, что-
бы ни одно из них не делилось ни на какое другое, но
квадрат любого числа делился бы на каждое из чисел?

16.2. а) Докажите, что существует бесконечно много пар
натуральных чисел k, l > 2, для которых k! l! = n! для неко-
торого натурального n.

б) Докажите, что для каждого натурального числа m

существует бесконечно много наборов натуральных чисел
a1, . . ., am > 2, для которых a1! a2! . . . am! = n! для некоторо-
го n.

16.3. Докажите, что для любого натурального n суще-
ствуют n различных натуральных чисел, сумма любых двух
из которых делится на их разность.

16.4. а) Конечно или бесконечно множество пар нату-
ральных чисел a, b, обладающих следующим свойством:
простые делители чисел a и b одинаковые и простые дели-
тели чисел a +1 и b +1 тоже одинаковые (и при этом a 6= b)?

б) Конечно или бесконечно множество пар натуральных
чисел a, b, обладающих следующим свойством: простые де-
лители чисел a и b+1 одинаковые и простые делители чисел
a + 1 и b тоже одинаковые?

16.5. Укажите попарно различные натуральные числа
p, q, r, p1, q1, r1, для которых p2 + q2 + r2 = p2

1 + q2
1 + r2

1

и p4 + q4 + r4 = p4
1 + q4

1 + r4
1 (Рамануджан).
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16.2. Бесконечные последовательности

16.6. Для любого ли натурального n из последовательно-
сти 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . можно выделить арифметическую
прогрессию длины n?

16.7. Существует ли бесконечная последовательность на-
туральных чисел a1, a2, . . ., в которой нет степеней на-
туральных чисел и никакая сумма нескольких различных
членов этой последовательности не является степенью нату-
рального числа?

16.3. Последовательности операций

16.8. Карточки с числами 1, 2, 3, . . ., 32 сложены в стоп-
ку по порядку. Разрешается снять сверху любое число кар-
точек и вложить их между оставшимися карточками, не ме-
няя порядка карточек в каждой из двух частей, а в осталь-
ном произвольно.

а) Докажите, что за 5 таких операций можно разложить
карточки в произвольном порядке.

б) Докажите, что за 4 такие операции нельзя разложить
карточки в обратном порядке.

16.4. Многочлены и рациональные функции

16.9. Приведите пример рациональной функции R(x)

(т. е. отношения двух многочленов), которая отлична от
константы и R(x) = R(1/x) и R(x) = R(1−x).

16.10. Существует ли многочлен f(x, y) от двух веще-
ственных переменных, который всюду отличен от нуля, но
принимает значения, сколь угодно близкие к нулю?

16.11. Существует ли многочлен f(x) с целыми коэффи-
циентами, который при некоторых различных веществен-
ных x принимает одинаковые значения, но при всех раз-
личных рациональных значениях x принимает различные
значения?
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16.5. Разные примеры
и конструкции

16.12. Можно ли разбить на пары 2n человек 2n−1 спо-
собами так, чтобы каждый человек был в паре с каждым
другим ровно при одном разбиении?

16.13. а) Имеется кусок цепи из 60 звеньев, каждое из
которых весит 1 г. Какое наименьшее число звеньев надо
расковать, чтобы из образовавшихся частей можно было
составить все веса в 1 г, 2 г, 3 г, . . ., 60 г (раскованное звено
весит тоже 1 г)?

б) Тот же вопрос для цепи из 150 звеньев.
16.14. Можно ли провести в городе 10 автобусных марш-

рутов и установить на них остановки так, что какие бы
8 маршрутов ни были взяты, найдётся остановка, не лежа-
щая ни на одном из них, а любые 9 маршрутов проходят
через все остановки.

16.15. Дано n целых чисел a1 = 1, a2, a3, . . ., an, причём
ai 6 ai+1 6 2ai (i = 1, 2, . . ., n − 1) и сумма всех чисел чёт-
на. Можно ли эти числа разбить на две группы так, чтобы
суммы чисел в этих группах были равны?

16.16. Радиолампа имеет семь контактов, расположен-
ных по кругу и включаемых в штепсель, имеющий семь
отверстий. Можно ли занумеровать контакты лампы и от-
верстия штепселя так, чтобы при любом включении лампы
хотя бы один контакт попал на своё место (т. е. в отверстие
с тем же номером)?

16.17. а) Имеется 555 гирь весом 1 г, 2 г, 3 г, 4 г, . . .

. . ., 555 г. Разложите их на три равные по весу кучи.
б) Имеется 81 гиря весом 12 г, 22 г, 32 г, . . ., 812 г.

Разложите их на три равные по весу кучи.
16.18. Рассматриваются всевозможные десятизначные

числа, записываемые при помощи цифр 2 и 1. Разбейте их
на два класса так, чтобы при сложении любых двух чисел
каждого класса получилось число, в записи которого содер-
жится не менее двух троек.
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16.19. Прямой угол разбит на бесконечное число квадра-
тов со стороной 1. Можно ли в каждом из этих квадратов
написать натуральное число так, чтобы в каждом ряду квад-
ратов, параллельном одной или другой стороне прямого уг-
ла, любое натуральное число встречалось ровно один раз?

См. также задачу 20.9.

Решения

16.1. О т в е т: да, можно. Пусть p1, . . . , p10 — различные про-
стые числа, N = p1 . . . p10. Тогда числа N1 = p1N, . . . , N10 = p10N
обладают требуемыми свойствами. Действительно, число Ni делит-
ся на p2

i , а число Nj, где j 6= i, делится только на pi, а на p2
i оно уже

не делится. С другой стороны, N2
i делится на N2, а N2 делится

на Nj.
16.2. а) Положим k = l!−1. Тогда k! l! = n!, где n = l!.
б) Положим a1 = a2! . . . am! − 1. Тогда a1! a2! . . . am! = n!, где n =

= a2! . . . am!.
16.3. Для n = 2 можно взять числа 1 и 2. Пусть числа a1, . . .

. . . , an удовлетворяют требуемому условию. Покажем, что тогда
числа A, A + a1, . . . , A + an, где A = a1 . . . an, тоже удовлетворяют
требуемому условию. Ясно, что A+ak +A делится на A+ak−A=ak,
поскольку A делится на ak. Проверим, что A + ai + A + aj делится
на A + ai − (A + aj) = ai − aj. По условию ai + aj делится на ai − aj.
Кроме того, 2ai = (ai + aj) + (ai −aj) делится на ai −aj, а значит, 2A
делится на ai − aj.

16.4. а) О т в е т: бесконечно. Пусть, например, a = 2n − 2
и b=2n(2n −2). Тогда a+1=2n −1 и b+1=22n −2 ·2n +1=(2n −1)2.

б) О т в е т: бесконечно. Пусть, например, a=2k +1 и b=a2−1=
= 2k+1(2k−1 + 1). Тогда у чисел a и b + 1 = a2 одинаковые простые
делители. У чисел a + 1 = 2(2k−1 + 1) и b = 2k+1(2k−1 + 1) тоже
одинаковые простые делители.

16.5. Воспользуемся тождеством Рамануджана f2 = f4 = 0 из за-
дачи 32.23. Положив a =1, b =2, c =3 и d =6, получим требуемый
набор чисел 11, 6, 5 и 10, 9, 1.

16.6. О т в е т: для любого. Числа 1/n!, 2/n!, . . . , n/n! образуют
арифметическую прогрессию длины n с разностью 1/n!. Эти числа

имеют вид
1

n!/k
, где числа n!/k целые.

16.7. О т в е т: существует. Положим a1 = 2, a2 = 22 · 3, a3 =
= 22 · 32 · 5, . . . , an = 22 · 32 · . . . · p2

n−1pn, где pn — n-е простое число.
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Число ak +ak+l + . . .+ak+r делится на pk и не делится на p2
k, поэтому

оно не может быть степенью натурального числа.
16.8. а) После перенумерации карточек можно считать, что

карточки сложены в произвольном порядке, а сложить их нужно
по порядку. Назовём беспорядком пару соседних карточек с но-
мерами i и i + 1, на которых написаны числа ai > ai+1. Разобьём
карточки на блоки, в которых нет беспорядков (блок может состо-
ять из одной карточки). Любые два блока можно слить так, чтобы
получился набор карточек без беспорядков и при этом в каждом
блоке порядок карточек не изменился.

Первоначально количество блоков не превосходит 32. Снимем
сверху первые 16 блоков и сольём блок с номером i с блоком
с номером i + 16. После этого получится не более 16 упорядо-
ченных блоков. Снимем теперь сверху первые 8 блоков и сольём
блок с номером i с блоком с номером i + 8. После этой (второй)
операции останется не более 8 блоков, после третьей операции на
более 4 блоков, после четвёртой не более 2 блоков, а после пятой
операции карточки будут упорядочены.

б) Если карточки расположены в обратном порядке, то ко-
личество беспорядков равно 31. Когда мы снимаем сверху часть
карточек, один беспорядок пропадает и в двух наборах карточек
вместе будет 30 беспорядков, поэтому в одной части будет не
менее 15 беспорядков. Ясно также, что если между двумя кар-
точками, образующими беспорядок, вставить любую карточку, то
образуется по крайней мере один беспорядок. Значит, если между
ними вставить несколько карточек, то всё равно образуется по
крайней мере один беспорядок. Поэтому после первой операции
останется не менее 15 беспорядков, после второй не менее 7, после
третьей не менее 3, а после четвёртой операции останется не менее
одного беспорядка.

16.9. При заменах x на 1−x и на 1/x из каждого числа можно

получить всего шесть различных чисел: x, 1/x, 1−x,
1

1−x
,

x

x−1
,

x−1

x
. Поэтому функция

R(x) = x2 +
1

x2 + (1−x)2 +
1

(1−x)2 +
x2

(1−x)2 +
(x−1)2

x2

обладает требуемыми свойствами.
16.10. Да, существует. Пусть, например, f(x, y)=x2 +(xy−1)2.

Если f(x, y)=0, то x=0 и xy−1=0, чего не может быть. С другой
стороны, для любого e> 0 можно положить x =

√e и xy − 1 =
√e,

т. е. y = 1 +
1√e . Тогда f(x, y) = 2e.
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16.11. О т в е т: существует. Пусть, например, f(x) = x3 − 2x.
Этот многочлен обращается в нуль при x =0, ±

√
2. Предположим,

что x = m/n и y = p/q — несократимые дроби (n >0 и q >0), причём
f(x) = f(y). Тогда

q3m(m2 −2n2) = n3p(p2 −2q2). (1)

Числа p и q взаимно простые, поэтому числа p2 − 2q2 и q тоже
взаимно простые. Следовательно, n3 делится на q3. Аналогично
q3 делится на n3, поэтому n=q. В таком случае равенство (1) пере-
писывается в виде m3 − 2mq2 = p3 − 2pq2, т. е. m3 − p3 = 2q2(m − p).
При m 6=p получаем m2 +pm+p2 =2q2. Но в таком случае оба числа
m и p чётные, а значит, число q тоже чётное. Это противоречит
взаимной простоте чисел p и q.

16.12. О т в е т: да, можно. Поместим одного человека в центр
окружности, а всех остальных расставим по окружности через
равные промежутки. Разбиение на пары будем строить следую-
щим образом. Выберем одного человека, стоящего на окружности,
и проведём через него диаметр. Одну пару составляет выбранный
человек и человек, стоящий в центре. Остальные пары составляют
люди, стоящие в концах хорд, перпендикулярных проведённому
диаметру.

16.13. а) О т в е т: 3 звена. Выясним, при каком наибольшем n
достаточно расковать k звеньев n-звенной цепи, чтобы из обра-
зовавшихся частей можно было составить все целые веса от 1
до n. Если расковано k звеньев, то любое число звеньев от 1 до k
можно набрать из них. Но k + 1 звеньев мы не сможем набрать,
если не будет части из k + 1 или менее звеньев (мы здесь не
учитываем раскованные звенья). Наиболее выгодно иметь часть
из ровно k + 1 звеньев. Тогда мы сможем получить любое число
звеньев от 1 до 2k + 1. (Иначе мы сможем получить лишь чис-
ло звеньев от 1 до l1 + k, где l1 6 k.) Затем наиболее выгодно
иметь часть из 2(k + 1) звеньев, затем из 4(k + 1) звеньев и т. д.
Итак, если мы расковали k звеньев, то наиболее выгодна ситуа-
ция, когда полученные при этом k + 1 частей состоят из k + 1,
2(k + 1), 4(k + 1), 8(k + 1), . . . , 2k(k + 1) звеньев (раскованные
звенья мы здесь не учитываем). В таком случае можно соста-
вить любое число звеньев от 1 до n = 2k+1(k + 1) − 1. Итак, если
2kk 6 n 6 2k+1(k + 1) − 1, то можно обойтись k разрывами и нель-
зя обойтись k − 1 разрывами. В частности, если 24 6 n 6 63, то
наименьшее число раскованных звеньев равно 3. Полученные при
расковке четыре части цепи должны состоять при этом из 4, 8, 16,
29 звеньев.
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б) О т в е т: 4 звена. Согласно решению задачи а) для цепи,
состоящей из n звеньев, где 64 6 n 6 159, достаточно расковать
4 звена.

16.14. О т в е т: да, можно. Проведём 10 попарно пересека-
ющихся прямых. Пусть маршруты проходят по этим прямым,
а остановками служат точки пересечения прямых. Любые 9 марш-
рутов проходят через все остановки, поскольку через каждую оста-
новку, лежащую на оставшейся прямой, проходит одна из 9 пря-
мых, соответствующих этим маршрутам. Любые 8 маршрутов не
проходят через остановку, которая является точкой пересечения
двух остальных маршрутов.

16.15. О т в е т: да, можно. Отнесём к одной группе число an,
а к другой — число an−1. Затем будем последовательно относить
числа an−2, an−3, . . . , a1 к той группе, в которой сумма чисел
меньше (если суммы равные, то число можно относить к любой
группе). Пусть ∆k >0 — разность между суммами чисел в группах,
полученных после отнесения к ним ak. Покажем, что ∆k 6 ak. Дей-
ствительно, ∆n−1 = an −an−1 6 2an−1 −an−1 = an−1. Ясно также, что
если ∆k 6 ak, то ∆k−1 = |∆k −ak−1 | и −ak−1 6 ∆k −ak−1 6 ak − ak−1 6

6 2ak−1 − ak−1 = ak−1.
После того как мы распределим по двум группам все числа,

получим группы с суммами S1 и S2, причём |S1 − S2 |6 a1 = 1. По
условию число S1 + S2 чётное, поэтому S1 = S2.

16.16. О т в е т: да, можно. Занумеруем контакты лампы по
порядку, а отверстия штепселя — в противоположном порядке.
Тогда контакт с номером k попадает в отверстие с номером a − k,
где a —фиксированное число. (Точнее говоря, речь идёт не о самих
номерах, а об их остатках от деления на 7, но номера совпадают
тогда и только тогда, когда совпадают остатки.) Нам нужно вы-
брать k так, чтобы числа k и a−k давали одинаковые остатки при
делении на 7, т. е. число 2k давало такой же остаток, как и a.
Легко убедиться, что когда k пробегает все остатки при делении
на 7, то 2k тоже пробегает все остатки.

16.17. а) Девять гирь весом n, n+1, . . . , n+8 можно разложить
на три равные по весу кучи: 1) n, n +4, n +8; 2) n +1, n +5, n +6;
3) n + 2, n + 3, n + 7. Это позволяет разложить на три равные по
весу кучи гири весом 1, 2, . . . , 549 = 61 · 9. Оставшиеся шесть гирь
весом 550, 551, . . . , 555 можно разложить на три равные по весу
кучи следующим образом: 1) 550 и 555; 2) 551 и 554; 3) 552 и 553.

б) Разложим девять гирь весом n2, (n + 1)2, . . . , (n + 8)2 на три
кучи следующим образом: 1) n2, (n + 5)2, (n + 7)2; 2) (n + 1)2,
(n + 3)2, (n + 8)2; 3) (n + 2)2, (n + 4)2, (n + 6)2. Первые две кучи



Решения задач 217

весят одинаково, а вес третьей кучи на 18 г меньше. Поэтому
27 гирь весом n2, (n +1)2, . . . , (n +26)2 можно разложить на 9 куч
так, что 6 куч будут одного веса, а ещё 3 кучи будут весить каждая
на 18 г меньше, чем первые 6. Из этих девяти куч можно сложить
3 равные по весу кучи. Таким образом, 27k гирь весом 12, 22,
32, . . . , (27k)2 можно разложить на 3 равные по весу кучи. При
k = 3 получаем требуемое утверждение.

16.18. Отнесём к первому классу все числа, в записи которых
встречается чётное число двоек, а ко второму классу — все числа,
в записи которых встречается нечётное число двоек. Два числа од-
ного класса либо содержат одинаковое число двоек, либо в одном
числе двоек по крайней мере на две больше, чем в другом. Если
два числа различны, то на каком-то месте в одном числе стоит 1,
а в другом числе стоит 2; если же двоек у этих чисел одинаковое
количество, то таких мест по крайней мере два. Если в одном
числе двоек по крайней мере на две больше, чем в другом, то по
крайней мере двум двойкам в записи первого числа соответствуют
единицы в записи второго числа.

16.19. О т в е т: да, можно. Пусть A — квадрат со стороной 2n,
который разбит на квадраты со стороной 1, и в каждом из них
написано натуральное число. Сопоставим ему квадрат

A + 2n A

A A + 2n

со стороной 2n+1. Если мы начнём с квадрата со стороной 1, в кото-
ром написано число 1, то последовательно заполним весь прямой
угол. Ясно, что при этом в каждом квадрате со стороной 2n в каж-
дом ряду квадратов со стороной 1, параллельном одной из сторон
прямого угла, любое число от 1 до 2n встречается ровно один раз.



ГЛАВА 17

ПРИНЦИП ДИРИХЛЕ. ПРАВИЛО
КРАЙНЕГО

Самая популярная формулировка принципа Дирихле такова:
«Если в n клетках сидит m зайцев, причём m > n, то хотя бы
в одной клетке сидят по крайней мере два зайца». На первый
взгляд даже непонятно, почему это совершенно очевидное заме-
чание является весьма эффективным методом решения задач.
Дело в том, что в каждой конкретной задаче нелегко быва-
ет понять, что же здесь «зайцы» и «клетки» и почему зайцев
больше, чем клеток. Выбор зайцев и клеток часто неочевиден;
далеко не всегда по виду задачи можно определить, что следу-
ет воспользоваться принципом Дирихле. А главное, этот метод
даёт неконструктивное доказательство (мы, естественно, не мо-
жем сказать, в какой именно клетке сидят два зайца, а знаем
только, что такая клетка есть), а попытка дать конструктивное
доказательство, т. е. доказательство путём явного построения
или указания требуемого объекта, может привести к гораздо
бо́льшим трудностям.

17.1. Остатки от деления

17.1. Докажите, что десятичная запись рационального
числа является периодической дробью.

З а м е ч а н и е. По поводу обратного утверждения см. зада-
чу 9.3.

17.2. Докажите, что если натуральные числа a и b вза-
имно простые, то an − 1 делится на b для некоторого нату-
рального n.

17.3. Пусть p < q — натуральные числа, причём q не де-
лится на 2 и на 5. Согласно задаче 17.2 можно выбрать n
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так, что 10n − 1 делится на q. Докажите, что p/q — чи-
сто периодическая дробь, длина периода которой делится
на n.

* * *

17.4. Докажите, что из любых ста целых чисел можно
выбрать одно или несколько чисел так, чтобы их сумма
оканчивалась двумя нулями.

17.5. Из чисел 1, 2, . . ., n выбрано более
n + 1

2
различных

чисел. Докажите, что одно из выбранных чисел делится на
другое.

17.6. Простые числа a1, a2, . . . , ap образуют возрастаю-
щую арифметическую прогрессию и a1 > p. Докажите, что
если p — простое число, то разность прогрессии делится
на p.

17.7. Пусть n > 1 — натуральное число, e — наименьшее
целое число, превосходящее

√
n. Докажите, что для любого

натурального числа a, взаимно простого с n, можно выбрать
натуральные числа x и y, не превосходящие e − 1, так, что
ay≡±x (mod n).

См. также задачу 15.10.

17.2. Разные задачи

17.8. Докажите, что среди любых n >2 человек найдутся
два человека, имеющих одинаковое число знакомых среди
этих n человек.

17.9. Докажите, что любая последовательность из mn +1
попарно различных чисел содержит либо возрастающую
последовательность из m+1 чисел, либо убывающую после-
довательность из n + 1 чисел.

17.10. Числа [a], [2a], . . ., [Na] различны между собой,
и числа [1/a], [2/a], . . . , [M/a] тоже различны между собой.
Найдите все такие a.
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17.3. Приближения иррациональных чисел
рациональными

17.11. Пусть a— иррациональное число. Докажите, что
существует бесконечно много пар взаимно простых чисел
x, y, для которых |x/y−a|< 1/y2.

17.12. Пусть a — положительное число. Докажите, что
для любого числа C>1 можно выбрать натуральное число x

и целое число y так, что x < C и |xa− y|6 1/C.
17.13. а) Пусть a — иррациональное число. Докажите,

что для любых чисел a < b можно выбрать целые числа
m и n, для которых a < ma−n < b.

б) Докажите, что числа m и n можно выбрать натураль-
ными.

17.4. Правило крайнего

Правило крайнего заключается в том, чтобы рассмотреть тот
элемент, для которого некая величина имеет наибольшее или
(наименьшее) значение. Правило крайнего помогает при реше-
нии многих задач.

17.14. На полях бесконечной шахматной доски написа-
ны натуральные числа так, что каждое число равно средне-
му арифметическому четырёх соседних чисел — верхнего,
нижнего, левого и правого. Докажите, что все числа на дос-
ке равны между собой.

17.15. В каждой клетке бесконечного листа клетчатой
бумаги написано какое-то действительное число. Докажите,
что найдётся клетка, в которой написано число, не превос-
ходящее чисел, написанных по крайней мере в четырёх из
восьми граничащих с ней клеток.

17.16. В каждой клетке прямоугольного листа клетча-
той бумаги написано число, причём в каждой клетке, не
стоящей с края, написано среднее арифметическое чисел,
стоящих в соседних клетках. Все написанные числа различ-
ны. Докажите, что наибольшее число стоит с края (т. е. по
крайней мере одна из соседних клеток отсутствует).
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17.17. Есть 13 гирь, каждая из которых весит целое чис-
ло граммов. Известно, что любые 12 из них можно так
разложить на 2 чашки весов, по 6 гирь на каждой, что
наступит равновесие. Докажите, что все гири одного веса.

17.18. а) Из чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . ., 199, 200 произ-
вольно выбрали 101 число. Докажите, что среди выбранных
чисел найдутся два, одно из которых делится на другое.

б) Из двухсот чисел: 1, 2, 3, . . ., 199, 200 выбрали одно
число, меньшее 16, и ещё 99 чисел. Докажите, что среди
выбранных чисел найдутся два, одно из которых делится
на другое.

17.19. Из одной бактерии получилось n бактерий следую-
щим образом. Сначала бактерия разделилась на две, затем
одна из двух получившихся бактерий разделилась на две,
затем одна из трёх получившихся бактерий разделилась на
две и т. д. Докажите, что для любого натурального числа
a 6 n/2 в некоторый момент существовала бактерия, число
потомков которой среди получившихся в конце n бактерий
не меньше a и не больше 2a−1.

17.20. Взяли три числа x, y, z и вычислили абсолют-
ные величины попарных разностей x1 = |x − y|, y1 = |y − z|,
z1 = |z − x|. Тем же способом по числам x1, y1, z1 построи-
ли числа x2, y2, z2 и т. д. Оказалось, что при некотором n

получилось xn = x, yn = y, zn = z. Зная, что x = 1, найдите
y и z.

17.21. Набору чисел a1, a2, . . ., an сопоставляется набор

b1 =
a1 + a2

2
, b2 =

a2 + a3

2
, . . ., bn−1 =

an−1 + an

2
, bn =

an + a1

2
.

Затем с полученным набором чисел производится аналогич-
ная операция и т. д. Докажите, что если при этом всегда
будут получаться наборы целых чисел, то b1 = b2 = . . . = bn.

См. также задачу 19.6.

Решения

17.1. Достаточно рассмотреть рациональные числа вида p/q, где
16p<q. В таком случае цифры десятичной записи p/q=0,a1a2a3 . . .
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находятся следующим образом: ak =
h10kp

q

i
− 10

h10k−1p

q

i
. Пусть

10k−1p = Mq + rk, где rk — остаток от деления 10k−1p на q. Тогда

ak = 10M +
h10rk

q

i
− 10M =

h10rk

q

i
. Среди чисел r1, . . . , rq+1 есть

два одинаковых: ri = ri+n. Но rk+1 — остаток от деления 10rk на q.
Поэтому ri+1 = ri+n+1 и т. д. Значит, последовательность цифр ak

тоже периодически повторяется (после номера i).
17.2. Два из чисел a, a2, . . . , ab+1 дают одинаковые остатки

при делении на b. Пусть это будут числа ak и al, где k > l. Тогда
ak − al = al(ak−l − 1) делится на b. Числа al и b взаимно простые,
поэтому ak−l −1 делится на b.

17.3. Пусть 10n − 1 = rq. Тогда
p

q
=

rp

rq
=

rp

10n −1
= rp · 10−n +

+ rp · 10−2n + rp · 10−3n + . . . При этом rp < rq = 10n−1.
17.4. Пусть a1, . . . , a100 — данные числа. Предположим, что ни

одно из чисел S1 = a1, S2 = a1 + a2, . . . , S100 = a1 + a2 + . . . + a100 не
делится на 100. Тогда при делении на 100 они могут давать только
99 разных остатков: 1, 2, . . . , 99. Поэтому два числа Sn и Sm,
n > m, дают одинаковые остатки при делении на 100. Значит,
число Sn −Sm = am+1 + . . . + an делится на 100.

17.5. Сопоставим каждому выбранному числу его наибольший
нечётный делитель. Количество нечётных чисел, не превосходя-
щих n, равно n/2 при чётном n и (n + 1)/2 при нечётном n.
Поэтому у двух из выбранных чисел наибольший нечётный дели-
тель один и тот же. Большее из этих чисел делится на меньшее.

17.6. Рассмотрим остатки от деления чисел a1, . . . , ap на p. Чис-
ла a1, . . . , ap простые и все они строго больше p, поэтому ни одно
из них не делится на p. Таким образом, мы получили p остатков,
отличных от p. Следовательно, есть два числа ai и aj, дающие оди-
наковые остатки при делении на p. Поэтому их разность делится
на p. Но ai −aj = (i− j)d, где d — разность прогрессии. Число |i− j|
строго меньше p, поэтому на p должно делиться число d.

17.7. Рассмотрим e2 чисел ay+x, где x, y=0, 1, 2, . . . , e−1. Так
как e2

> n, среди этих чисел найдутся числа ay1 + x1 и ay2 + x2,
дающие одинаковые остатки при делении на n. Следовательно,
a(y1 − y2) ≡ x2 − x1 (mod n). Числа |y1 − y2 | и |x1 − x2 | не превос-
ходят e − 1, поэтому они могут делиться на n лишь в том случае,
когда они равны 0. По условию число a взаимно просто с n. По-
этому x1 = x2 тогда и только тогда, когда y1 = y2. Следовательно,
|y1 −y2 | 6=0 и |x1 −x2 | 6=0. Поэтому числа x= |x1 −x2 | и y= |y1 −y2 |
обладают требуемым свойством.
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17.8. Сопоставим каждому из данных n человек число, равное
количеству его знакомых среди этих n человек. Это число может
принимать одно из n значений: 0, 1, . . . , n − 1. Но если у кого-то
вообще нет знакомых, то никто не может быть знаком со всеми.
Наоборот, если кто-то знаком со всеми, то нет человека, который
ни с кем не знаком. Таким образом, количество знакомых прини-
мает одно из не более чем n − 1 значений. Поэтому для каких-то
двух человек эти значения одинаковы.

17.9. Сопоставим члену ak данной последовательности два чис-
ла xk и yk, где xk — наибольшая длина возрастающей последова-
тельности, начинающейся с ak, yk — наибольшая длина убываю-
щей последовательности, начинающейся с ak. Предположим, что
xk 6 m и yk 6 n для всех k. Тогда количество всех различных пар
(xk, yk) не превосходит mn. Поэтому xk =xl и yk =yl для некоторых
номеров k 6= l. Но этого не может быть. Действительно, пусть для
определённости k < l. Тогда если ak < al, то xk > xl, а если ak > al,
то yk > yl.

17.10. О т в е т:
N−1

N
6 |a|6 M

M−1
.

Числа [x] и [y] различны тогда и только тогда, когда числа [−x]
и [−y] различны. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда

a > 0. Если a <
N− 1

N
, то среди чисел [a], [2a], . . . , [Na] есть сов-

падающие, поскольку эти N чисел содержатся среди N − 1 чисел

0, 1, . . . , N − 2. Поэтому a >
N−1

N
. Те же самые рассуждения для

числа 1/a показывают, что
1

a
>

M−1

M
, т. е. a 6

M

M− 1
.

Покажем, что если
N− 1

N
6 a 6

M

M−1
, то все числа [a], [2a], . . .

. . . , [Na] различны. Действительно, если a > 1, то вообще все числа
[a], [2a], [3a], . . . различны, а если a < 1, то 1 − 1/N 6 a < 1,
2−2/N 6 a<2, . . . , N−16 a<N, поэтому [ka]=k−1 для k=1, 2, . . .
. . . , N. Для чисел [1/a], [2/a], . . . , M/a] рассуждения аналогичны.

17.11. Фиксируем натуральное число n. Дробные части чисел
0, a, 2a, . . . , na лежат в полуоткрытом интервале [0, 1), поэтому
по крайней мере две из них попадают в один и тот же полуоткры-
тый интервал [k/n, (k + 1)/n), 0 6 k 6 n− 1. Это означает, что

|p1a− [p1a]− (p2a− [p2a])|< 1/n

для некоторых целых чисел p1 и p2, удовлетворяющих неравен-
ствам 0 6 p2 < p1 6 n. Положим y = p1 − p2 и x = [p2a]− [p1a]. Тогда
|ya−x|<1/n. Числа x и y здесь можно считать взаимно простыми,
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поскольку после деления их на НОД(x, y) требуемое неравенство

сохранится. Ясно также, что 0< y 6 n, поэтому |x/y−a|< 1

ny
6

1

y2 .

Выберем теперь натуральное число n1 так, что |x/y−a|> 1/n1.
Описанная выше конструкция даёт пару целых чисел x1, y1, для

которых |x1/y1 −a|< 1

n1y1
< |x/y−a|. Так можно получить беско-

нечно много различных пар чисел x, y.
17.12. Предположим сначала, что число C целое. Рассмотрим

число 1 и числа ka− [ka] для k=0, 1, . . . , C−1. Эти C+1 чисел ле-
жат на отрезке [0, 1], поэтому расстояние между какими-то двумя
из них не превосходит 1/C. Если это окажутся числа k1a− [k1a]
и k2a− [k2a], где k1 < k2, то положим x = k2 − k1 и y = [k2a]− [k1a].
Тогда 0 < x < C и

|xa−y|= |k1a− [k1a]− (k2a− [k2a])|6 1

C
.

Если же это окажутся числа ka − [ka] и 1, то положим x = k
и y = [ka] + 1. Тогда

|xa− y|= |ka− [ka]− 1|6 1

C
.

Из этого, в частности, следует, что x 6= 0.
Пусть теперь число C не целое. Рассмотрим целое число C′ =

=[C]+1. Как только что было доказано, можно выбрать натураль-
ное число x и целое число y так, что x < C′ и |xa− y|6 1/C′

< 1/C.
Число C не целое, поэтому любое целое число, не превосходя-
щее C′, не превосходит и C. Следовательно, x < C.

17.13. а) Пусть ∆ = b − a. Для каждого целого числа m1 мож-
но выбрать целое число n1 так, что 0 6 m1a − n1 6 1. Разделим
отрезок [0, 1] на равные отрезки, длина каждого из которых
меньше ∆. Пусть количество этих отрезков равно k. Тогда среди
чисел m1a − n1, . . . , mk+1a − nk+1 есть два числа, попадающих
в один и тот же отрезок. Вычтем из большего числа меньшее:
mpa − np − (mqa− nq) = t. Ясно, что 0 6 t < ∆. Более того, t 6= 0,

поскольку иначе a=
np −nq

mp −mq
— рациональное число.

Рассмотрим числа вида Nt, где N — целое число. Каждое из
этих чисел имеет вид ma−n. А из того, что 0 < t <∆, следует, что
хотя бы одно из этих чисел расположено строго между a и b.

б) Нужно доказать, что число t можно выбрать как вида
Ma− N, так и вида −Ma+ N, где M и N — натуральные числа.
Пусть t = Ma− N. Между 0 и t есть бесконечно много чисел вида
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ma − n, m и n — целые. Предположим, что у всех этих чисел
m > 0. Тогда для одного из них m > M, а в таком случае число
t = Ma− N − (ma− n) искомое. Если же t =−Ma+ N, то рассуж-
дения аналогичны.

17.14. Среди написанных чисел можно выбрать наименьшее.
Действительно, сначала возьмём произвольное написанное чис-
ло n. Если есть число, которое меньше выбранного числа, то на
следующем шаге выберем его и т. д. Этот процесс конечен, потому
что всего мы можем выбрать не более n различных чисел.

Пусть m — наименьшее из написанных чисел, a, b, c, d —сосед-
ние с ним числа. Тогда a, b, c, d > m и a + b + c + d = 4m. Поэтому
a = b = c = d = m.

Из любого поля шахматной доски можно попасть в любое дру-
гое поле, перемещаясь сначала по горизонтали, а затем по верти-
кали. Поэтому на всех полях написано одно и то же число m.

17.15. Рассмотрим квадрат, состоящий из 16 клеток, и вы-
режем из него 4 угловые клетки. Среди оставшихся 12 клеток
выберем ту, в которой стоит наименьшее число (если таких клеток
несколько, то выбираем любую из них). Выбранная клетка обла-
дает требуемым свойством.

17.16. Предположим, что наибольшее число a стоит не с края.
Тогда у него в таблице есть все четыре соседних числа a1, a2, a3, a4

и при этом a = (a1 + a2 + a3 + a4)/4. Но a > a1, a > a2, a > a3, a > a4.
Поэтому a > (a1 + a2 + a3 + a4)/4. Приходим к противоречию.

17.17. Сначала докажем, что все гири одновременно имеют ли-
бо чётный, либо нечётный вес. Пусть 12 гирь разложены на две
чашки весов по 6 гирь так, что наступило равновесие. Предполо-
жим, что отложена гиря весом a г, а одна из гирь, лежащих на
чашках, весит b г, причём числа a и b разной чётности. Заменим
гирю a гирей b и снова разложим гири так, чтобы наступило рав-

новесие. Вес гирь на каждой чашке весов изменился на
1

2
|a − b|,

поэтому число |a− b| чётно.
Предположим, что не все гири одинаковые. Вычтем из каждой

гири вес наименьшей гири. В результате получим набор гирь, ко-
торые снова удовлетворяют условию задачи (по крайней мере одна
из полученных гирь имеет нулевой вес). Все новые гири имеют
чётный вес, строго меньший веса первоначальных гирь. Поделив
вес каждой гири пополам (в том числе и гири с нулевым весом),
мы снова получим набор гирь, удовлетворяющий условию зада-
чи. Если при этом мы не получим гири нечётного веса, то снова
поделим веса всех гирь пополам и т. д. В конце концов получим
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систему гирь, которая удовлетворяет условию задачи и в которой
есть как гири чётного (нулевого) веса, так и гири нечётного веса.
Но мы уже доказали, что такого быть не может.

17.18. а) Рассмотрим наибольшие нечётные делители выбран-
ных чисел. У чисел от 1 до 200 есть ровно 100 различных наи-
больших нечётных делителей (числа 1, 3, . . . , 199). Итак, два из
выбранных чисел имеют одинаковые наибольшие нечётные дели-
тели. Это означает, что два выбранных числа отличаются только
тем, что множитель 2 входит в них в разных степенях. Большее
из них делится на меньшее.

б) Предположим, что из чисел 1, 2, 3, . . . , 199, 200 мы выбрали
100 чисел так, что ни одно из них не делится на другое. Достаточ-
но доказать, что среди выбранных чисел нет чисел, меньших 16.
Рассмотрим наибольшие нечётные делители всех выбранных чи-
сел. Если наибольшие нечётные делители двух чисел совпадают,
то одно из них делится на другое. Поэтому наибольшие нечёт-
ные делители выбранных чисел — это в точности все числа 1, 3,
5, . . . , 199. В частности, среди выбранных чисел есть числа с наи-
большими нечётными делителями 1, 3, 9, 27 и 81. Ни одно из
выбранных чисел не делится на другое, поэтому выбранное число
с наибольшим нечётным делителем 27 делится на 2, с наибольшим
нечётным делителем 9 делится на 22, с наибольшим нечётным
делителем 3 делится на 23, с наибольшим нечётным делителем 1
делится на 24. Следовательно, среди выбранных чисел нет чисел
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9 и 12. Далее, рассматривая выбранные числа
с наибольшими нечётными делителями 5, 15 и 45, убеждаемся,
что среди выбранных чисел нет чисел 5, 10 и 15; рассматри-
вая выбранные числа с наибольшими нечётными делителями 7,
21 и 63, убеждаемся, что нет чисел 7 и 14; рассматривая вы-
бранные числа с наибольшими нечётными делителями 11 и 33,
убеждаемся, что нет числа 11; рассматривая выбранные числа
с наибольшими нечётными делителями 13 и 39, убеждаемся, что
нет числа 13.

17.19. Пусть некая бактерия, из которой в конце получилось
m бактерий, разделилась на две бактерии. Из этих двух «сестёр»
в конце получилось m′ и m′′ бактерий, причём m′ + m′′ = m.
Значит, одно из чисел m′ и m′′ не меньше m/2. Будем каж-
дый раз выбирать ту из бактерий, у которой не меньше потом-
ков, чем у её «сестры». В результате получим последовательность
n = a1 > a2 > . . . > ak = 1, причём ai > ai−1/2 (здесь ai — количе-
ство потомков выбранной бактерии). Выберем номер i так, что
ai > 2a > ai+1. Тогда ai+1 > ai/2 > a, а значит, a 6 ai+1 6 2a−1.
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17.20. О т в е т: y = z = 0. Числа xn, yn, zn неотрицательны,
поэтому числа x, y, z тоже неотрицательны. Если бы все числа x,
y, z были положительны, то наибольшее из чисел x1, y1, z1 было
бы строго меньше наибольшего из чисел x, y, z, а тогда и наи-
большее из чисел xn, yn, zn было бы строго меньше наибольшего
из чисел x, y, z. Поэтому среди чисел x, y, z есть 0. Аналогично
доказывается, что среди чисел x1, y1, z1 есть 0 (при n = 1 дока-
зывать ничего не нужно, потому что тогда x1 = x, y1 = y, z1 = z).
Это означает, что два из чисел x, y, z равны. В итоге получаем,
что неупорядоченный набор чисел x, y, z может быть равен либо
0, 0, 1, либо 0, 1, 1. Легко проверить, что второй набор не обладает
требуемым свойством.

17.21. Предположим, что не все числа x1, x2, . . . , xn равны.
Пусть наибольшее из этих чисел равно N, причём оно встречает-
ся среди них ровно k раз. Тогда в новой последовательности нет
чисел, превосходящих N, причём число N встречается не более
k− 1 раз. Поэтому после нескольких операций наибольшее значе-
ние уменьшится. Ясно также, что наибольшее значение не может
стать меньше наименьшего значения чисел исходной последова-
тельности. Поэтому после конечного числа операций все числа
становятся равными.

Пусть набор равных чисел получается из набора x1, x2, . . . , xn.
Тогда x1 = x3, x2 = x4, . . . , xn−1 = x1, xn = x2. Если n нечётно, то
все числа x1, . . . , xn равны. Если n чётно, то x1 = x3 = . . . = xn−1 = a
и x2 = x4 = . . . = xn = b. Остаётся проверить, что если a 6= b, то такой
набор чисел x1, x2, . . . , xn нельзя получить ни из какого набора

y1, y2, . . . , yn. Действительно, пусть
y1+y2

2
=

y3+y4

2
=. . .=

yn−1+yn

2
=a

и
y2 + y3

2
=

y4 + y5

2
= . . . =

yn + y1

2
= b. Тогда y1 + y2 + . . . + yn = 2na

и y2 + y3 + . . . + yn + y1 = 2nb. Поэтому a = b.



ГЛАВА 18

ИНВАРИАНТЫ И ПОЛУИНВАРИАНТЫ

Часто бывает так, что каждому состоянию системы можно со-
поставить некоторую величину, не меняющуюся при любом
допустимом переходе системы из одного состояния в другое.
Такую величину называют инвариантом. Ясно, что инвариант
не может измениться не только при одном переходе, но и при
нескольких переходах, поэтому значение инварианта в началь-
ном и в конечном состоянии системы одно и то же.

На практике применение инвариантов к решению задач сво-
дится к тому, что некоторая величина вычисляется двумя спосо-
бами: сначала она просто вычисляется в начальном и конечном
состоянии, а затем прослеживается её изменение при последова-
тельных мелких переходах.

Помимо инвариантов бывают полезны и полуинварианты,
т. е. величины, которые хотя и изменяются при переходах си-
стемы из одного состояния в другое, но предсказуемым образом:
например, не увеличиваются (или не уменьшаются).

18.1. Остатки от деления

18.1. На 44 деревьях, посаженных по окружности, сиде-
ли 44 чижа (на каждом дереве по одному). Время от време-
ни какие-то два чижа одновременно перелетают на соседние
деревья в противоположных направлениях (один — по часо-
вой стрелке, другой — против). Смогут ли чижи когда-ни-
будь собраться на одном дереве?

18.2. С тройкой чисел (a, b, c) разрешается проделать
следующую операцию: одно число увеличить на 2, а два
других одновременно с этим уменьшить на 1. Можно ли
с помощью таких операций из тройки (13, 15, 17) получить
тройку с двумя нулями?
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18.3. В последовательности 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . каждый
член начиная с седьмого равен последней цифре суммы ше-
сти предыдущих. Докажите, что в этой последовательности
никогда не встретятся подряд шесть чисел 0, 1, 0, 1, 0, 1.

18.2. Полуинварианты

18.4. Пусть a1 6 a2 6 . . . 6 an, b1 6 b2 6 . . . 6 bn и s(1), . . .

. . ., s(n) — произвольная перестановка чисел 1, . . . , n. До-
кажите, что

∑

aibn−i 6
∑

aibs(i) 6
∑

aibi.

18.5. N солдат выстроены в одну шеренгу (плечом к пле-
чу). По команде «налево» все одновременно повернулись
на 90◦, но некоторые повернулись налево, а другие на-
право. Ровно через секунду каждый, кто оказался теперь
лицом к лицу со своим соседом, поворачивается «кру-
гом» — на 180◦. Ещё через секунду каждый, кто оказался
теперь лицом к лицу со своим соседом, поворачивается
на 180◦ и т. д.

а) Докажите, что каждый солдат повернётся «кругом» не
более N−1 раз.

б) Докажите, что движение в строю не может продол-
жаться более N−1 секунд.

18.6. Целые числа x1, x2, x3, x4, x5, сумма которых по-
ложительна, расставлены по окружности. Если xi < 0, то
числа xi−1, xi, xi+1 разрешается заменить на xi−1 + xi, −xi,
xi+1 + xi (подразумевается, что xi+5 = xi). Докажите, что
после конечного числа таких операций все числа станут
неотрицательными.

18.3. Чётность перестановки

Здесь мы рассматриваем понятие чётности перестановки чисел
и доказываем, что это понятие определено корректно (зада-
ча 18.7). Понятие чётности перестановки применяется к анализу
игры «15» (задача 18.8). Затем мы доказываем, что любая пе-
рестановка является композицией транспозиций (задача 18.9),
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и приводим другие подходы к доказательству корректности
определения чётности перестановки (задачи 18.10 и 18.11).

Транспозицией называют перестановку двух каких-то чисел
в последовательности a1, . . . , an, т. е. при транспозиции последо-
вательность a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an заменяется на a1, . . . , aj, . . . ,
ai, . . . , an.

18.7. Пусть s(1), s(2), . . ., s(n) — некоторая перестанов-
ка чисел 1, 2, . . ., n. Предположим, что эта перестановка
двумя разными способами получена посредством несколь-
ких транспозиций: один раз m1 транспозициями, другой
раз m2 транспозициями. Докажите, что m1 и m2 — числа
одной чётности, т. е. число m1 −m2 делится на 2.

18.8. Игра «15» заключается в следующем. В квадрате
со стороной 4 расположено 15 фишек — квадратов со сторо-
ной 1. На фишках написаны числа от 1 до 15:

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

Любую фишку, граничащую (по стороне) со свободной клет-
кой, разрешается переместить на свободную клетку (освобо-
див тем самым другую клетку). Можно ли поменять места-
ми фишки 14 и 15, причём так, чтобы свободная клетка
осталась на прежнем месте?

18.9. Докажите, что любую перестановку чисел 1, . . ., n

можно получить из набора 1, . . ., n, сделав несколько транс-
позиций.

Перестановку чисел 1, . . . , n называют чётной, если её мож-
но получить, сделав чётное число транспозиций; в противном
случае её называют нечётной. Задача 18.7 показывает, что это
определение корректно.
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18.10. Пусть s— некоторая перестановка чисел 1, . . ., n.
Назовём инверсией любую пару чисел i < j, для которойs(i) >s(j). Докажите, что чётность перестановки совпадает
с чётностью числа всех инверсий.

Каждую перестановку s чисел 1, . . . , n можно представить в ви-
де произведения циклов следующим образом. Пусть s(a1) = a2,s(a2) = a3, . . . , s(ak) = a1 и числа a1, a2, . . . , ak попарно раз-
личны. Тогда числа a1, a2, . . . , ak переставляются по цик-
лу, и мы обозначим этот цикл (a1, a2, . . . , ak). Отметим, что
(a2, a3, . . . , ak, a1) — тот же самый цикл. Если s(a1) = a1, то
соответствующий цикл обозначаем (a1). Выберем теперь произ-
вольное число от 1 до n, не вошедшее в первый цикл, и ана-
логично построим цикл, включающий это число. Продолжая
действовать таким образом, мы сопоставим перестановке набор
непересекающихся циклов. Например, перестановке s(1) = 2,s(2) = 1, s(3) = 4, s(4) = 3 соответствует произведение циклов
(12)(34).

18.11. а) Пусть перестановка s чисел 1, . . . , n представ-
ляет собой произведение m циклов. Сделаем после этой
перестановки транспозицию каких-либо двух чисел. Дока-
жите, что в результате получится перестановка, которая
представляет собой произведение m±1 циклов.

б) Докажите, что перестановка чётна тогда и только то-
гда, когда число n−m чётно.

Решения

18.1. О т в е т: не смогут. Занумеруем деревья по часовой
стрелке. Пусть в какой-то момент времени на k-м дереве сидит
nk чижей. Рассмотрим сумму n1 + 2n2 + . . . + 44n44. Если один чиж
перелетает на соседнее дерево по часовой стрелке, то эта сумма
либо увеличивается на 1, либо уменьшается на 43, а если против
часовой стрелки, то либо уменьшается на 1, либо увеличивается
на 43. Поэтому при одновременных перелётах чижей остаток от
деления рассматриваемой суммы на 44 не изменяется. Сначала

сумма равна 1+2+ . . . +44=
44 · 45

2
=990; остаток от деления на 44

равен 22. А если бы чижи собрались на одном дереве, то сумма
делилась бы на 44. Поэтому чижи не смогут собраться на одном
дереве.



232 Глава 18. Инварианты и полуинварианты

З а м е ч а н и е. То же самое решение годится для произволь-
ного чётного числа деревьев и чижей. Для нечётного числа легко
строится пример, показывающий, что чижи могут собраться на
одном дереве.

18.2. О т в е т: нельзя. При указанной операции первые два
числа (a, b) заменяются либо на (a−1, b−1), либо на (a+2, b−1),
либо на (a − 1, b + 2). Во всех трёх случаях остаток от деления
числа a−b на 3 не изменяется. Числа 13 и 15 дают разные остатки
при делении на 3. Поэтому из тройки (13, 15, 17) нельзя получить
тройку, состоящую из двух нулей и числа 45 = 13 + 15 + 17.

18.3. Будем заменять шестёрку чисел (x1, . . . , x6) на шестёр-
ку чисел (x2, x3, . . . , x6, x7), где x7 — последняя цифра числа
x1 + . . . + x6. Покажем, что при такой операции последняя циф-
ра числа S(x1, . . . , x6) = 2(x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 + 6x6) не
изменяется. Действительно, S(x2, . . . , x7) − S(x1, . . . , x6) = 12x7 −
− 2(x1 + . . . + x6)≡ 2(x7 − (x1 + . . . + x6))≡ 0 (mod 10).

У чисел S(1, 0, 1, 0, 1, 0) = 18 и S(0, 1, 0, 1, 0, 1) = 24 послед-
ние цифры разные, поэтому в рассматриваемой последовательно-
сти не могут встретиться подряд шесть чисел 0, 1, 0, 1, 0, 1.

18.4. Предположим сначала, что s и t — две перестановки
чисел 1, . . . , n, для которых s(k) = t(k + 1), s(k + 1) = t(k)
и s(i) = t(i) при i 6= k, k + 1. Тогда если s(k + 1) > s(k), тоP

aibs(i) −
P

aibt(i) = (ak+1 − ak)(bs(k+1) − bs(k)) > 0.
Возьмём произвольную перестановку s. Если s(k + 1) >s(k),

то поменяем местами числа s(k + 1) и s(k). В результате по-
лучим новую перестановку. Применим к ней ту же самую опе-
рацию и т. д. После нескольких таких операций получим пере-
становку n, n − 1, . . . , 1. Это доказывает неравенство

P
aibn−i 6

6
P

aibs(i). Если же мы будем менять местами s(k+1) и s(k) в том
случае, когда s(k+1)<s(k), то после нескольких таких операций
получим перестановку 1, 2, . . . , n. Это доказывает неравенствоP

aibs(i) 6
P

aibi.
18.5. а) Пусть m — количество всех солдат, повернувшихся ли-

цом к данному солдату. Тогда этот солдат повернётся «кругом» не
более m раз. Действительно, в те моменты, когда солдат не пово-
рачивается, число m не изменяется, а в те моменты, когда солдат
поворачивается, число m уменьшается на 1. Остаётся заметить,
что m 6 N−1.

б) Применим индукцию по N. При N=1 требуемое утверждение
верно. Пусть N > 2. Рассмотрим двух крайних справа солдат — са-
мого крайнего и его соседа. Если крайний справа солдат смотрит
направо, то он никогда поворачиваться не будет, и он и его сосед
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никогда не будут стоять лицом друг к другу. В этом случае оценка
времени движения строя такая же, как в случае строя из N − 1
солдат. Если крайний справа солдат смотрит налево, а его сосед
стоит лицом к нему, то оба эти солдата должны повернуться «кру-
гом». После этого крайний справа солдат будет смотреть направо.
В этом случае к оценке времени движения строя из N − 1 солдат
добавляется одна секунда. Остаётся разобрать случай, когда оба
крайних справа солдата смотрят налево.

Будем считать, что солдаты, стоящие лицом друг к другу, не
поворачиваются, а меняются местами (каждый делает шаг впе-
рёд); время движения строя от этого не изменится. Теперь оба
крайних солдата будут либо стоять неподвижно, либо шагать впе-
рёд (по направлению к левому краю шеренги). При этом движение
«предпоследнего» солдата (т. е. того, который первоначально был
предпоследним справа) не зависит от движения «последнего» сол-
дата. Кроме того, «последний» солдат отстаёт от «предпоследнего»
не более чем на 2 шага (т. е. между ними не может быть более одно-
го солдата). Время движения «предпоследнего» солдата такое же,
как время его движения в случае строя из N−1 солдат. После то-
го как «предпоследний» солдат остановится, «последний» солдат
может сделать один шаг. А уже после этого никакого движения
не будет: все солдаты позади «предпоследнего» смотрят направо,
а впереди — налево.

18.6. Прежде всего заметим, что при указанных операциях сум-
ма чисел не изменяется. Для каждого набора X=(x1, x2, x3, x4, x5)

положим F(x) =
5P

i=1

(xi − xi+2)2. Пусть xi < 0 и Y = (xi−2, xi−1 + xi,

−xi, xi+1 + xi, xi+2). Несложные вычисления показывают, что

F(X)−F(Y) =−2xi(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) > 0,

т. е. F(Y) < F(X). Это означает, что после каждой операции целое
неотрицательное число F(X) строго уменьшается. Такой процесс
не может продолжаться бесконечно долго.

18.7. Возьмём произвольные попарно различные числа x1, . . .

. . . , xn и рассмотрим число
Q
i>j

xi − xj

xs(i) − xs(j)

=±1. Покажем, что если

это число равно 1, то числа m1 и m2 чётные, а если оно равно −1,
то числа m1 и m2 нечётные.

Предположим сначала, что s — транспозиция, т. е. s(i) = j,s(j) = i и s(k) = k при k 6= i, j. Пусть для определённости i < j.

Тогда в рассматриваемое произведение входит дробь
xi −xj

xj − xi
= −1.
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Легко также проверить, что для каждого k 6= i, j произведение
соответствующих дробей для пар чисел (k, i) и (k, j) равно 1. Дей-

ствительно, если k< i< j, то получаем произведение
xi − xk

xj −xk
·

xj −xk

xi −xk
;

если i < k < j, получаем
xk −xi

xk − xj
·

xj − xk

xi −xk
; если i < j < k, получаем

xk −xi

xk − xj
·

xk −xj

xk −xi
. Ясно также, что все остальные дроби равны 1.

Таким образом, для одной транспозиции получаем число −1.
Если после транспозиции s мы сделаем ещё транспозицию t,

то для полученной в результате перестановки рассматриваемое
число равно 1, поскольку

xi − xj

xt(s(i)) − xt(s(j))
=

xi −xj

xs(i) −xs(j)
·

±(xs(i) − xs(j))

±(xt(s(i)) − xt(s(j)))
,

т. е. рассматриваемые числа для s и для t перемножаются. Ана-
логично доказывается, что после каждой транспозиции рассмат-
риваемое число меняет знак.

18.8. О т в е т: нет, нельзя. Сопоставим свободной клетке но-
мер 16. Тогда после каждого хода получается некоторая переста-
новка чисел 1, . . . , 16. При этом каждый ход представляет собой
транспозицию. Мы хотим в итоге получить транспозицию 14↔15.

Покажем, что свободная клетка может вернуться на исходное
место только после чётного числа ходов, т. е. чётного числа транс-
позиций. Согласно задаче 18.7 из этого следует, что так нельзя
получить транспозицию.

Чтобы вернуться на исходное место, свободная клетка должна
сделать вверх столько же ходов, сколько вниз, и влево столько же,
сколько вправо. Поэтому общее число ходов должно быть чётно.

18.9. Достаточно доказать, что из любой перестановки s(1), . . .
. . . , s(n) можно получить набор 1, . . . , n, сделав несколько транспо-
зиций (эти транспозиции можно будет сделать в обратном поряд-
ке). Если s(1) 6= 1, то поменяем местами 1 и s(1). Затем в новом
наборе чисел поменяем местами 2 и s(2), если s(2) 6= 2, и т. д.

18.10. Достаточно доказать, что после каждой транспозиции
изменяется чётность числа всех инверсий. Пусть при транспози-
ции меняются местами числа s(i) и s(j). Тогда инверсия может
появиться или исчезнуть только для пар (i, k) и (j, k). Легко
видеть, что появление или исчезновение инверсии может произой-
ти только в том случае, когда k заключено между i и j, а s(k)
заключено между s(i) и s(j). Но в этом случае обе инверсии од-
новременно либо появляются, либо исчезают.
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18.11. а) Пусть при транспозиции переставляются числа a и b.
Рассмотрим два случая.

1. Числа a и b входят в один цикл (a, a1, . . . , ap, b, b1, . . . , bq).
Тогда после транспозиции из этого цикла получаются два цик-
ла (a, a1, . . . , ap) и (b, b1, . . . , bq), поскольку a → a1, a2 → a3, . . .
. . . , ap → b → a и b → b1, . . . , bq → a → b. Остальные циклы не
меняются.

2. Числа a и b входят в разные циклы (a, a1, . . . , ap) и (b, b1, . . .
. . . , bq). Тогда после транспозиции из этих двух циклов получит-
ся один цикл (a, a1, . . . , ap, b, b1, . . . , bq), поскольку a → a1, . . .
. . . , ap → a→ b, b→ b1, . . . , bq → b→ a.

б) Разобьём все перестановки на два класса: те, для которых
число n − m чётно, и те, для которых число n − m нечётно. Пер-
вый класс содержит тождественную перестановку 1, 2, . . . , n (для
неё n − m = 0). Второй класс содержит все транспозиции (для них
n − m = 1). Согласно задаче а) применение транспозиции изменя-
ет класс. Поэтому перестановки, которые получаются из тожде-
ственной чётным числом транспозиций, лежат в первом классе,
а перестановки, которые получаются из тождественной нечётным
числом транспозиций, лежат во втором классе.
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ЛОГИКА

19.1. Логические задачи

19.1. В трёх ящиках лежат шары — чёрный, белый и зе-
лёный (в каждом ящике по одному шару). На первом ящике
написано «белый», на втором — «чёрный», на третьем —
«белый или зелёный». Известно, что ни одна надпись не
соответствует действительности. Выясните, где какие шары
лежат.

19.2. Путешественник попал на остров, часть обитателей
которого всегда говорит правду, а остальные всегда лгут.
Какой вопрос должен задать путешественник обитателю
острова, чтобы выяснить, всегда ли он говорит правду или
всегда лжёт?

19.3. Один человек всегда говорит правду, а другой чело-
век всегда лжёт. Какой вопрос нужно им задать, чтобы они
ответили на него одинаково?

19.4. Некто всегда говорит правду. Какой вопрос нужно
ему задать дважды, чтобы он дал на него разные ответы?

19.5. Дано 8 предметов, один из которых выделен. Тре-
буется задать 3 вопроса, на которые даются только ответы
«да» и «нет», и узнать, какой предмет выделен.

19.6. В институте работают правдолюбы, которые всегда
говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. Однажды
каждый из сотрудников сделал два заявления.

1) В институте нет и десяти человек, которые работают
больше меня.
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2) В институте по крайней мере у ста человек зарплата
больше, чем у меня.

Известно, что нагрузка у всех сотрудников разная, и зар-
плата тоже. Сколько человек работает в институте?

19.7. Три мудреца сидят на стульях в затылок друг другу
так, что сидящий впереди не видит тех, кто сидит сзади.
Они знают, что есть 3 белых и 2 чёрных шляпы. Мудрецы
зажмуривают глаза и им на головы надевают шляпы, по-
сле чего оставшиеся шляпы убирают. Мудрецы открывают
глаза, и сидящий сзади всех говорит, что он не знает, ка-
кого цвета на нём шляпа. После этого сидящий посредине
говорит, что он тоже не знает, какого цвета на нём шля-
па. Знает ли теперь сидящий впереди, какого цвета на нём
шляпа?

19.8. В вагоне поезда едут несколько мудрецов. Когда по-
езд проехал туннель, в окна попала пыль. Вошёл проводник
и сказал: «У некоторых из вас испачкались лица. К сожале-
нию, в поезде нет воды. Но сейчас будут большие останов-
ки, поэтому можно будет выйти из поезда и умыться.» На
n-й остановке испачкавшиеся мудрецы вышли из поезда,
чтобы умыться. Сколько мудрецов испачкалось? (Мудрец
идёт умываться тогда и только тогда, когда он точно знает,
что испачкался.)

19.2. Логические парадоксы

П а р а д о к с л ж е ц а. Некто произносит фразу: «Вы-
сказывание, которое я сейчас произношу, ложно». Ложно
само это высказывание или нет?

Если допустить, что это высказывание истинно, то оно
должно быть ложным, а если допустить, что это высказы-
вание ложно, то оно должно быть истинным.

П а р а д о к с п а р и к м а х е р а. Деревенский парикма-
хер бреет тех и только тех жителей своей деревни, которые
не бреют себя сами. Бреет ли он себя?
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Если допустить, что он не бреет себя, то он должен себя
брить, а если допустить, что он бреет себя, то он не должен
себя брить.

П а р а д о к с Р и ш а р а. Рассмотрим множество всех
натуральных чисел, каждое из которых может быть одно-
значно определено посредством осмысленного текста, со-
держащего не более тысячи слогов. Это множество конеч-
но, поскольку таких текстов конечное число. Рассмотрим
наименьшее натуральное число, не входящее в указанное
множество.

Выделенный курсивом текст содержит менее тысячи сло-
гов, поэтому он определяет число из рассматриваемого мно-
жества. С другой стороны, он определяет число, не входя-
щее в это множество.

19.3. Логика высказываний

Пусть p и q — некоторые высказывания, каждое из которых мо-
жет быть либо истинным (И), либо ложным (Л). Из них можно
составить следующие составные высказывания:

¬p — отрицание: «p неверно»;
p & q — конъюнкция: «верны p и q»;
p∨ q — дизъюнкция: «верно p или q»;
p→q — импликация: «p влечёт q», т. е. q верно, если p верно;
p↔ q — эквивалентность: «p эквивалентно q».
Эти составные высказывания имеют следующие таблицы ис-

тинности:

p q ¬p p & q p∨ q p→ q p↔ q

И И Л И И И И
И Л Л Л И Л Л
Л И И Л И И Л
Л Л И Л Л И И

Для конъюнкции часто используется также обозначение ∧,
а для эквивалентности — обозначение ≡.

19.9. Выпишите таблицу истинности для каждого из сле-
дующих высказываний: а) p & (¬p); б) p ∨ (¬p); в) ¬(p & q);
г) (p∨ q)∨ (¬p).
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Составное высказывание называют тавтологией, если оно ис-
тинно при любых значениях входящих в него переменных.

19.10. Являются ли следующие высказывания тавтоло-
гиями: а) p ∨ (¬p); б) (¬(¬p)) ≡ p; в) ((p → q) → p) → p;
г) ¬(p & (¬p))?

19.11. Докажите, что следующие высказывания эквива-
лентны, т. е. имеют одинаковые таблицы истинности: p & q

и ¬((¬p) ∨ (¬q); p ∨ q и ¬((¬p) & (¬q); p → q и (¬q) → (¬p);
p≡ q и (p→ q) & (q→ p).

19.12. Докажите, что для любой данной таблицы истин-
ности с помощью связок &, ¬ и ∨ можно составить выска-
зывание, имеющее данную таблицу истинности, в случае:
а) одной переменной; б) двух переменных; в) n переменных.

19.13. Часть жителей острова всегда говорит правду,
а остальные всегда лгут. Путешественник хочет выяснить,
какая из двух дорог ведёт в деревню A, задав один вопрос
встретившемуся ему местному жителю. Сможет ли он это
сделать?

Решения

19.1. В третьем ящике может лежать только чёрный шар. Бе-
лый шар может лежать только во втором ящике. Зелёный шар
лежит в первом ящике.

19.2. Нужно задать такой вопрос: «Если бы ты всегда говорил
правду, то как бы ты ответил на вопрос: „Ты лжец?“?» Тот, кто
всегда говорит правду, на этот вопрос ответит: «нет», а тот, кто
всегда лжёт, ответит: «да».

19.3. «Ты всегда говоришь правду?»
19.4. «Я тебя сегодня о чём-нибудь спрашивал?»
19.5. Занумеруем предметы номерами от 0 до 7. Зададим вопро-

сы, входит ли выделенный предмет в группы {0, 2, 4, 6}, {0, 1, 4, 5}
и {0, 1, 2, 3}. Пусть ei = 0, если на i-й вопрос получен ответ «да»,
и ei = 1 в противном случае. Тогда выделенный предмет имеет
номер e1 + 2e2 + 4e3.

Действительно, запишем номера предметов в двоичной системе
счисления: a0 + a1 · 2 + a2 · 4, где ai = 0 или 1. Тогда k-й вопрос
можно переформулировать так: «Равно ли ak−1 нулю?»
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19.6. О т в е т: 110. Из первого заявления для правдолюба
с наименьшей нагрузкой следует, что в институте не более 10 прав-
долюбов, а для лжеца с наибольшей нагрузкой — что в институте
не менее 10 правдолюбов. Из второго заявления для правдолю-
ба с самой большой зарплатой следует, что в институте не ме-
нее 100 лжецов, а для лжеца с самой маленькой зарплатой — что
в институте не более 100 лжецов. Таким образом, в институте
работает 10 правдолюбов и 100 лжецов.

19.7. О т в е т: сидящий впереди знает, что на нём белая шляпа.
Если бы на двух передних мудрецах были чёрные шляпы, то сидя-
щий сзади мудрец знал бы, что на нём белая шляпа. Значит, хотя
бы на одном из них шляпа белая. Поэтому если бы на сидящем
впереди мудреце была бы чёрная шляпа, то сидящий посредине
понял бы, что на нём самом—белая. Значит, на мудреце, сидящем
впереди, шляпа белая.

19.8. Докажем, что если испачкалось n мудрецов, то все они
пойдут умываться на n-й остановке. При n=1 это очевидно: испач-
кавшийся мудрец видит, что все остальные не испачкались, при-
чём он знает, что кто-то испачкался. Предположим, что требуемое
утверждение доказано, если испачкалось не более n мудрецов.
Рассмотрим случай, когда испачкалось n + 1 мудрецов. Каждый
из испачкавшихся мудрецов рассуждает так. Возможны два вари-
анта: (1) я не испачкался, (2) я испачкался. При первом варианте
испачкалось n мудрецов; они выйдут на n-й остановке. Поэтому
до n-й остановки мне не следует выходить, потому что первый
вариант остаётся возможным. Но если на n-й остановке никто не
выйдет, то, значит, я испачкался.

19.9. О т в е т: а) ЛЛ; б) ИИ; в) ЛИИИ; г) ИИИИ.
19.10. О т в е т: да, являются. В случае в) достаточно заметить,

что для высказывания (p → q) → p таблица истинности имеет вид
ИИЛЛ.

19.11. Все требуемые таблицы истинности легко составляются.
19.12. а) Легко видеть, что высказывания p, ¬p, p &¬p и p∨¬p

соответствуют всем возможным таблицам истинности.
б) Высказывания p & q, p & (¬q), ¬p & q и ¬p & (¬q) принимают

значение И ровно для одного из четырёх возможных наборов зна-
чений переменных p и q. Чтобы получить высказывание, принима-
ющее значение И на двух, трёх или четырёх наборах, можно при-
менить дизъюнкцию. Например, высказывание (p & q) ∨ (p & ¬q)
принимает значение И, если (p, q) = (И,И) или (p, q) = (И,Л).
Высказывание p&¬p принимает значение Л для всех наборов пере-
менных. Теперь мы построили требуемые высказывания для всех
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таблиц истинности. Отметим, что высказывание, принимающее
значение И на всех четырёх наборах переменных, можно постро-
ить проще, а именно, взять высказывание p∨¬p.

б) Решение для n переменных точно такое же, как для двух пе-
ременных. Высказывание p1 &¬p1 принимает значение Л для всех
наборов переменных. Высказывания p1 & p2 & . . . & pn, ¬p1 & p2 & . . .
. . . & pn и т. д. принимают значение И ровно для одного набора
значений переменных (всего можно составить 2n таких высказы-
ваний — столько же, сколько есть разных наборов значений пе-
ременных). Высказывание, принимающее значение И в точности
для данных наборов значений, составляется из этих высказыва-
ний с помощью дизъюнкции.

19.13. Пусть p — это утверждение, что дорога ведёт в A, q — это
утверждение, что встретившийся местный житель правдив. По-
лучаем следующую таблицу желаемых ответов и, соответственно,
таблицу истинности требуемого высказывания (она, естествен-
но, составляется на основе того, что правдивый говорит правду,
а лжец лжёт):

p q
желаемый таблица

ответ истинности

И И да И
И Л да Л
Л И нет Л
Л Л нет И

Требуемое высказывание строится теперь так, как описано
в решении задачи 19.12. Это будет высказывание (p&q)∨(¬p&¬q).
Таким образом, нужно задать вопрос: «Верно ли, что ты правдив
и эта дорога ведёт в A, или что ты лжец и эта дорога не ведёт в A?»
Житель ответит «Да» тогда и только тогда, когда дорога ведёт в A.

З а м е ч а н и е. Легко проверить, что таблица истинности по-
строенного высказывания (p & q) ∨ (¬p &¬q) совпадает с таблицей
истинности высказывания p ↔ q. Поэтому можно задать вопрос:
«Верно ли, что ты правдив тогда и только тогда, когда эта дорога
ведёт в A?»
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СТРАТЕГИИ. ТУРНИРЫ. ТАБЛИЦЫ

20.1. Выбор стратегии

20.1. Перевозчику нужно переправить через реку волка,
козу и капусту. В лодку он может взять только один из
этих объектов. Кроме того, капусту нельзя оставить вместе
с козой, а козу — с волком. Как осуществить переправу?

20.2. Три солдата и три разбойника должны перепра-
виться через реку. Они нашли лодку, в которую помещают-
ся только два человека. На каждом берегу солдаты не могут
оставаться, если их меньше, чем разбойников. Как им всем
переправиться через реку?

20.3. Семья ночью подошла к мосту. Папа может перей-
ти его за 1 минуту, мама за 2, сын за 5, бабушка за 10.
У них есть один фонарик. Мост выдерживает только двоих.
Как им перейти мост за 17 минут? (Если по мосту идут
двое, то они идут с меньшей из их скоростей. Идти по мосту
без фонарика нельзя. Светить издали нельзя, перебрасывать
фонарик через реку тоже нельзя.)

20.4. Двое играют в следующую игру. Есть 9 карточек
с числами 1, 2, . . . , 9. Играющие по очереди берут себе по
одной карточке. Выигрывает тот, у кого есть три карточки
с числами, дающими в сумме 15. Докажите, что эта игра
эквивалентна игре в «крестики-нолики» на доске размером
3×3.
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20.2. Переливания

20.5. Есть полный кувшин молока ёмкостью 8 литров
и два пустых кувшина в 5 литров и 3 литра. Как разделить
молоко на две равные части?

20.6. Есть полный кувшин молока ёмкостью 12 литров
и два пустых кувшина в 8 литров и 5 литров. Как разделить
молоко на две равные части?

20.7. Есть четыре бочки. В первую входит 24 ведра, во
вторую 13, в третью 11, в четвёртую 5. Первая бочка на-
полнена водой, а остальные бочки пустые. Как разделить
воду на три равные части?

20.3. Турниры

При решении задач о турнирах нужно знать следующие пра-
вила:
а) в волейболе не бывает ничьих;
б) в шахматах за победу присуждается 1 очко, за ничью 1/2 оч-
ка, за поражение 0 очков.

20.8. Восемь волейбольных команд сыграли каждая с
каждой по одному матчу. Докажите, что можно выбрать
четыре команды a1, a2, a3, a4 так, что команда ai выиграла
у aj при i < j.

20.9. Алик, Боря и Вася сыграли несколько партий
в шахматы, причём каждый сыграл одинаковое число пар-
тий. Могло ли при этом оказаться, что у Алика меньше
всех проигрышей, у Бори больше всех выигрышей, а у Васи
больше всего очков?

20.10. а) В шахматном турнире участвовали два ученика
7 класса и некоторое число учеников 8 класса. Два семи-
классника набрали 8 очков, а каждый из восьмиклассников
набрал одно и то же число очков. Сколько восьмиклассни-
ков участвовало в турнире? Найдите все возможные реше-
ния.

б) В шахматном турнире участвовали ученики 9 и 10
классов. Десятиклассников было в 10 раз больше, чем
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девятиклассников, и они набрали вместе в 4,5 раза больше
очков, чем все девятиклассники. Сколько очков набрали
девятиклассники?

20.11. В соревнованиях участвуют 2n боксёров. Каждый
день проходят бои 2n−1 пар боксёров (каждый боксёр про-
водит ровно один бой). Все боксёры имеют разную силу,
и в каждом бою побеждает сильнейший. Докажите, что за
n(n + 1)/2 дня можно определить место каждого боксёра.
(Расписания на каждый день составляются накануне вече-
ром и в день соревнований не меняются.)

20.4. Взвешивания

20.12. Есть несколько мешков, в каждом из которых до-
статочно много монет. В одном мешке монеты фальшивые,
а во всех других настоящие. Известен вес настоящей мо-
неты и известно, что фальшивая монета на 1 грамм легче
настоящей. Как при помощи одного взвешивания на весах
с разновесками обнаружить мешок с фальшивыми моне-
тами?

20.13. Среди 26 одинаковых по виду монет есть одна
фальшивая, которая легче остальных. Докажите, что за три
взвешивания на чашечных весах (без стрелок и гирь) можно
найти фальшивую монету.

20.14. Среди 2n+1 монет есть 2k фальшивых (k6n), при-
чём вес фальшивой монеты отличается от веса настоящей
монеты на 1 грамм. Как за одно взвешивание на чашечных
весах со стрелкой про одну выбранную монету узнать, фаль-
шивая она или нет?

20.15. Есть n мешков, в каждом из которых достаточно
много монет. Есть несколько разных сортов монет. Монеты
разного сорта имеют разный вес, причём их веса различа-
ются на целое число граммов. Вес монеты каждого сорта
известен. В каждом мешке лежат монеты одного сорта, но
количество мешков с монетами данного сорта может быть
произвольным. Как при помощи одного взвешивания на ве-
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сах с разновесками выяснить, какого сорта монеты лежат
в каждом мешке?

20.16. Некоторые из 20 металлических кубиков, оди-
наковых по размерам и внешнему виду, алюминиевые,
остальные* дюралевые (более тяжёлые). Как при помощи
11 взвешиваний на весах с двумя чашками без гирь опреде-
лить число дюралевых кубиков?

20.17. а) Дано
1

2
(3n −3) монет (n>2), среди которых есть

одна фальшивая монета, отличающаяся по весу от настоя-
щей. За n взвешиваний на чашечных весах без гирь нужно
найти фальшивую монету и выяснить, тяжелее она или лег-
че, чем настоящая.

б) Сделайте то же самое в случае, когда монет меньше
1

2
(3n −3), но больше двух.

20.5. Таблицы

20.18. а) В прямоугольной таблице, составленной из по-
ложительных чисел, произведение суммы чисел любого
столбца на сумму чисел любой строки равно числу, стоя-
щему на их пересечении. Докажите, что сумма всех чисел
в таблице равна единице.

б) В прямоугольной таблице произведение суммы чисел
любого столбца на сумму чисел любой строки равно числу,
стоящему на их пересечении. Докажите, что либо сумма
всех чисел в таблице равна единице, либо все числа равны
нулю.

20.19. Квадратная таблица в n2 клеток заполнена числа-
ми от 1 до n так, что в каждой строке и каждом столбце
встречаются все эти числа. Докажите, что если n нечётно
и таблица симметрична относительно диагонали, идущей из

* Предполагается, что все кубики могут быть алюминиевыми, но они не
могут быть все дюралевыми (если все кубики окажутся одного веса, то
нельзя выяснить, алюминиевые они или дюралевые).
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левого верхнего угла в правый нижний, то на этой диагона-
ли встретятся все числа 1, 2, 3, . . . , n.

20.20. В клетках таблицы 8× 8 записаны неотрицатель-
ные числа, сумма которых равна 1956.

а) Сумма чисел, стоящих на одной из диагоналей, рав-
на 112. Числа, расположенные симметрично относительно
этой диагонали, равны. Докажите, что сумма чисел в любом
столбце меньше 1035.

б) Сумма чисел, стоящих на двух диагоналях, равна 112.
Числа, расположенные симметрично относительно любой
диагонали, равны. Докажите, что сумма чисел в любой
строке меньше 518.

20.21. Числа 1, 2, . . ., k2 расположены в виде квадратной
таблицы:

1, 2, . . . , k,

k + 1, k + 2, . . . , 2k,

. . . . . . . . . . . .

(k−1)k + 1, . . . , . . . , k2.

Выпишем произвольное число из этой таблицы, а затем
вычеркнем строку и столбец, содержащие это число. То
же самое проделаем с оставшейся таблицей из (k − 1)2 чи-
сел и т. д. k раз. Найдите сумму выписанных чисел.

Решения

20.1. Сначала нужно перевезти через реку козу. После этого
перевозчик возвращается, и есть два варианта дальнейших дей-
ствий. Нужно перевезти капусту (волка), вернуться обратно с ко-
зой, оставить козу на берегу, перевезти волка (капусту) и потом
перевезти козу.

20.2. Будем указывать в скобках, кто плывёт в лодке. Пе-
реправиться через реку можно следующим образом: РРСС(РС),
РРСС(Р)С, РСС(РР)С, РСС(Р)РС, СС(РР)РС, СС(С)РРР, С(СС)РРР,
С(Р)РРСС, (РС)РРСС.
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20.3. Основная идея состоит в том, что бабушка должна пройти
по мосту вместе с внуком. Сначала идут папа с мамой, затем папа
возвращается с фонариком, после этого идут бабушка с внуком, за-
тем мама возвращается с фонариком, наконец, папа с мамой пере-
ходят через мост. Всего на это будет затрачено 2+1+10+2+2=17
минут.

20.4. Легко проверить, что есть ровно 8 троек карточек, даю-
щих в сумме 15: (1, 5, 9), (1, 6, 8), (2, 4, 9), (2, 5, 8), (2, 6, 7),
(3, 4, 8), (3, 5, 7) и (4, 5, 6). Эти 8 троек чисел —в точности трой-
ки чисел, лежащих на одной прямой в таблице

2 9 4

7 5 3

6 1 8

Таким образом, цель играющего состоит в том, чтобы занять в этой
таблице три клетки на одной вертикали, горизонтали или диаго-
нали.

20.5. П е р в о е р е ш е н и е. Если в 8-литровый, 5-литровый
и 3-литровый кувшин налито, соответственно, a, b, c литров мо-
лока, то будем обозначать это (a, b, c). Можно применить такую
последовательность переливаний: (8, 0, 0)→(3, 5, 0)→(3, 2, 3)→
→ (6, 2, 0)→ (6, 0, 2)→ (1, 5, 2)→ (1, 4, 3)→ (4, 4, 0).

В т о р о е р е ш е н и е. Если есть три кувшина ёмкостью a,
b, c литров, то последовательные переливания n литров жидко-
сти удобно изображать в правильном треугольнике со стороной n.
Каждой точке внутри правильного треугольника со стороной n
можно сопоставить три неотрицательных числа x, y, z, сумма ко-
торых равна n. А именно, если через точку внутри правильного
треугольника со стороной n провести прямые, параллельные сто-
ронам треугольника, то образуются три маленьких треугольника
со сторонами x, y, z; легко доказать, что x + y + z = n. Каждое
из чисел x, y, z соответствует одной из сторон правильного тре-
угольника. Будем считать, что этой стороне соответствует один
из кувшинов, т. е. будем считать, что в кувшины ёмкостью a,
b, c литров налито, соответственно, x, y, z литров. Переливания
происходят в области, заданной неравенствами x 6 a, y 6 b, z 6 c.
Каждое отдельное переливание представляет собой перемещение
из одной точки границы данной области в другую точку границы
в направлении, параллельном одной из сторон треугольника.
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Два различных варианта решения задачи изображены на
рис. 20.1.

(8, 0, 0)

(6, 2, 0)

(4, 4, 0)

(3, 5, 0)

(6, 0, 2)

(1, 5, 2) (1, 4, 3)

(3, 2, 3)

(8, 0, 0)

(7, 1, 0) (7, 0, 1)
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Рис. 20.1. Переливания

20.6. Можно применить такую последовательность перелива-
ний:

(12, 0, 0)→ (4, 8, 0)→ (0, 8, 4)→ (8, 0, 4)→
→ (8, 4, 0)→ (3, 4, 5)→ (3, 8, 1) → (11, 0, 1)→

→ (11, 1, 0)→ (6, 1, 5)→ (6, 6, 0).

20.7. Можно применить следующие переливания:

(24, 0, 0, 0)→ (19, 0, 0, 5)→ (8, 0, 11, 5)→
→ (8, 11, 0, 5)→ (0, 11, 8, 5)→ (0, 13, 8, 3)→ (8, 13, 0, 3)→

→ (8, 13, 3, 0)→ (8, 8, 3, 5)→ (8, 8, 8, 0).

20.8. Общее количество выигрышей равно общему количеству
проигрышей. Каждая команда сыграла 7 матчей. Поэтому среднее
количество выигрышей равно 3,5. Значит, есть команда a1, вы-
игравшая по крайней мере у четырёх команд. Для этих четырёх
команд среднее число выигрышей в их матчах друг с другом равно
1,5. Поэтому есть команда a2, которая выиграла по крайней мере
у двух команд a3 и a4 (a3 — это та команда, которая выиграла
у другой).

20.9. О т в е т: да, могло. Чтобы построить соответствующий
пример, рассмотрим три вида турниров со следующими турнир-



Решения задач 249

ными таблицами:

Выигрыши Ничьи Проигрыши Очки

Алик 0 4 0 2

Боря 1 2 1 2

Вася 1 2 1 2

Выигрыши Ничьи Проигрыши Очки

Алик 1 2 1 2

Боря 1 2 1 2

Вася 0 4 0 2

Выигрыши Ничьи Проигрыши Очки

Алик 0 1 1 1/2

Боря 0 1 1 1/2

Вася 2 0 0 2

Пусть было сыграно a турниров первого вида, b — второго,
c — третьего. Тогда у Алика b + c проигрышей, у Бори и Васи
a+b+c и a проигрышей. У Бори a+b выигрышей, у Алика и Васи
b и a + 2c выигрышей. У Васи 2(a + b + c) очков, у Алика и Бори
по 2a + 2b + c/2 очков. Поэтому должны выполняться неравенства
a > b + c, b > 2c и c > 0. Например, можно взять c = 1, b = 3 и a = 5.

20.10. а) О т в е т: 7 или 14. Пусть x — число восьмикласс-
ников, y — число очков, набранных каждым восьмиклассником.
Подсчитывая двумя способами сумму очков, набранных всеми
участниками турнира, приходим к уравнению

xy + 8 =
(x + 2)(x + 1)

2
,

т. е.

2y =
(x + 2)(x + 1)−16

x
= x + 3− 14

x
.

Поэтому x принимает одно из значений 1, 2, 7, 14. Значения 1 и 2
отпадают, поскольку в этих случаях число y будет отрицательным.
Задача имеет два ответа: x = 7 и x = 14.

б) О т в е т: 10. Пусть в турнире участвовало x девятиклассни-

ков. Тогда всего было 11x участников и они набрали
11x(11x −1)

2
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очков. По условию отношение числа очков, набранных девяти-
классниками, к числу очков, набранных десятиклассниками, рав-
но 1 : 4,5. Поэтому девятиклассники набрали x(11x − 1) очков,
а значит, каждый из девятиклассников выиграл все 11x − 1 пар-
тий, которые он сыграл. Но если бы среди участников турнира
было два девятиклассника, то партию между собой они должны
были оба выиграть, что невозможно. Поэтому в турнире участво-
вал один девятиклассник; он набрал 10 очков.

20.11. Применим индукцию по n. Для n = 1 утверждение оче-
видно. Предположим, что 2n−1 боксёров можно упорядочить за
n(n − 1)/2 дней. Докажем, что тогда 2n боксёров можно упорядо-
чить за n(n + 1)/2 дней. Разобьём боксёров на две группы X и Y
по 2n−1 человек. Сначала будут происходить бои только между
боксёрами из одной и той же группы. По предположению индук-
ции за n(n − 1)/2 дней в каждой из этих групп боксёров можно
упорядочить: X1 < . . . < XN и Y1 < . . . < YN, где N = 2n−1.

Теперь нужно за n(n + 1)/2 − n(n − 1)/2 = n дней повести по-
единки между боксёрами из разных групп и упорядочить всех
боксёров. Это мы тоже будем делать по индукции. При n=1 утвер-
ждение очевидно. Сделаем теперь шаг индукции. Возьмём «нечёт-
ную» группу X1, X3, . . . , Y1, Y3, . . . и «чётную» группу X2, X4, . . . ,
Y2, Y4, . . . По предположению индукции за n − 1 дней можно
упорядочить боксёров в каждой из этих групп (каждая груп-
па состоит из двух уже упорядоченных меньших групп). Пусть
Yj−1 < Xi < Yj+1. Тогда боксёра Xi нужно сравнить с Yj. Но это
сравнение необходимо лишь во том случае, когда Xi−1 < Yj < Xi+1.
Поэтому те пары боксёров {Xi, Yj}, между которыми необходимо
провести бой, определены так, что ни один из боксёров не входит
в две группы.

20.12. Занумеруем мешки и возьмём из каждого мешка столько
монет, каков его номер. Взвесим все эти монеты. Их вес меньше
веса такого же количества настоящих монет на столько же грам-
мов, каков номер мешка с фальшивыми монетами.

20.13. Возьмём 18 монет и положим половину из них на одну
чашку весов, а другую половину на другую чашку. Если одна
группа монет окажется легче, то фальшивая монета входит в эту
группу. Если же чашки весов уравновесятся, то фальшивая монета
находится среди восьми оставшихся монет.

После первого взвешивания у нас осталось 8 или 9 подозритель-
ных монет. Возьмём из них 6 монет и половину положим на одну
чашку весов, половину на другую. После этого останется две или
три подозрительных монеты. Положив на обе чашки весов по од-
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ной подозрительной монете, мы сможем выяснить, какая монета
фальшивая.

20.14. Отложим выбранную монету и положим половину остав-
шихся монет на одну чашку весов, а другую половину —на другую
чашку. Пусть среди первых n монет есть k1 фальшивых, а среди
других n монет есть k2 фальшивых. Тогда на первой чашке лежит
груз весом na ± k1, где a — вес настоящей монеты, а на второй
чашке лежит груз весом na ± k2. Стрелка весов покажет разность
k1 − k2 ≡ k1 + k2 (mod 2). Таким образом, если выбранная монета
фальшивая, то показание стрелки весов — нечётное число, а если
выбранная монета настоящая, то показание стрелки весов — чёт-
ное число.

20.15. Пусть вес самой лёгкой монеты равен a грамм, а вес
самой тяжёлой монеты равен a + d − 1 грамм. Занумерует меш-
ки числами 0, 1, 2, . . . , n − 1 и возьмём из мешка с номером i
ровно di монет. Тогда если в мешке с номером i лежат монеты
веса a + mi, то вес выбранных монет превышает вес такого же
количества самых лёгких монет на m0 +m1d+m2d2 + . . .+mn−1dn−1.
Это число можно узнать при помощи одного взвешивания. Кроме
того, 0 6 mi 6 d− 1. Поэтому, записав полученное число в d-ичной
системе счисления, мы узнаем все числа m0, m1, . . . , mn−1.

20.16. Положим на чашки весов по одному кубику. Возможны
два случая.

С л у ч а й 1. При первом взвешивании один из кубиков ока-
зался тяжелее.

В этом случае один выбранный кубик алюминиевый, а другой
дюралевый. Положим выбранные кубики на одну чашку и бу-
дем с ними сравнивать остальные кубики. А именно, оставшиеся
18 кубиков разбиваем на 9 пар и поочерёдно кладём их на другую
чашку. Каждый раз мы узнаём, сколько в паре дюралевых куби-
ков. Действительно, если эталонная пара легче, то мы положили
два дюралевых кубика; если эталонная пара имеет тот же самый
вес, то мы положили один алюминиевый и один дюралевый кубик;
если эталонная пара тяжелее, то мы положили два алюминиевых
кубика. Таким образом, в первом случае достаточно 10 взвеши-
ваний.

С л у ч а й 2. При первом взвешивании кубики оказались рав-
ного веса.

В этом случае либо оба выбранных кубика алюминиевые, ли-
бо оба дюралевые. Положим выбранные кубики на одну чашку
и будем последовательно сравнивать с ними остальные кубики.
Пусть первые k пар оказались того же самого веса, а (k + 1)-я
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пара оказалась другого веса. (Если k = 9, то все кубики одного
веса, поэтому дюралевых кубиков нет.) Пусть для определённости
(k + 1)-я пара оказалась более тяжёлой. Тогда первые два кубика
и кубики первых k пар алюминиевые. Положим на каждую чашку
весов по одному кубику (k + 1)-й пары. Если эти кубики одного
веса, то они оба дюралевые. Если кубики разного веса, то один
алюминиевый, а другой дюралевый. В обоих случаях мы можем
составить пару кубиков, один из которых алюминиевый, а дру-
гой дюралевый. Оставшиеся пары кубиков мы можем сравнивать
с этой парой, как и в первом случае. Общее число взвешиваний во
втором случае равно 11.

20.17. а) Рассмотрим все n-значные числа в троичной системе
счисления, за исключением чисел 00 . . . 0, 11 . . . 1 и 22 . . . 2. Разо-
бьём эти числа на пары так, чтобы сумма чисел в каждой паре
была равна 22 . . . 2. Каждой монете сопоставим одну из таких пар.
Будем называть правым маркером монеты то из чисел соответству-
ющей ей пары, для которого первая пара неравных цифр — это
01, 12 или 20. Другое число будем называть левым маркером. Для
него первая пара неравных цифр — это 21, 10 или 02.

При k-м взвешивании положим на одну чашку весов те монеты,
у которых k-й разряд правого маркера равен 0, а на вторую чаш-
ку — те монеты, у которых k-й разряд правого маркера равен 2.
Если перевесит первая чашка, то положим ak = 0; если перевесит
вторая чашка, то положим ak = 2; если чашки уравновесятся, то
положим ak = 1. Покажем, что тогда a1a2 . . . an — маркер фаль-
шивой монеты, причём он левый, если фальшивая монета легче
настоящей, и правый, если фальшивая монета тяжелее.

Прежде всего заметим, что на каждую чашку весов кладёт-
ся одинаковое число монет; более того, монет, у которых k-й
разряд правого маркера равен 0, 1, 2, одинаковое число. Чтобы
это доказать, нужно рассмотреть циклическую перестановку цифр
0→1→2→0; при такой замене цифр каждый правый маркер пере-
ходит в некоторый другой правый маркер, и в результате правые
маркеры разбиваются на тройки.

Предположим, что k-й разряд правого маркера фальшивой мо-
неты равен 1. Тогда на обеих чашках весов при k-м взвешивании
лежат настоящие монеты, поэтому ak = 1. Именно так и должно
быть (k-й разряд левого маркера тоже равен 1).

Предположим, что k-й разряд правого маркера фальшивой мо-
неты равен 0. Тогда при k-м взвешивании фальшивая монета
лежит на первой чашке весов. Если фальшивая монета тяжелее
настоящей, то ak = 0 (k-й разряд правого маркера тоже равен 0).
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Если фальшивая монета легче настоящей, то ak = 2 (k-й разряд
левого маркера тоже равен 2). Случай, когда k-й разряд правого
маркера фальшивой монеты равен 2, разбирается аналогично.

б) Основная трудность, которая возникает в случае, когда ко-

личество монет меньше
1

2
(3n − 3), связана с тем, что если мы

применим ту же самую систему взвешиваний, то на одной чашке
весов может оказаться меньше монет, чем на другой. Чтобы пре-
одолеть эту трудность, воспользуемся разбиением правых марке-
ров на тройки, которое возникает при циклической перестановке
цифр 0→1→2→0. Кроме того, выделим тройку правых маркеров
00 . . . 01, 11 . . . 12 и 22 . . . 20. Эти маркеры мы не будем использовать
до тех пор, пока это возможно.

Будем разбивать монеты на тройки до тех пор, пока это воз-
можно. Каждой тройке монет сопоставим тройку правых маркеров
(и соответствующих им левых маркеров); при этом выделенную
тройку маркеров мы не используем. Если остаётся одна монета, то
ей сопоставляем маркер 11 . . . 12, а если остаются две монеты, то
им сопоставляем маркеры 00 . . . 01 и 22 . . . 20.

Для первых n−1 взвешиваний можно применить прежние пра-
вила. Более того, если количество монет делится на 3, то последнее
взвешивание тоже можно сделать по прежним правилам.

Предположим, что осталась одна монета с маркером 11 . . . 12.
Тогда если после первых n − 1 взвешиваний получается число,
отличное от 11 . . . 1, то ясно, что монета с маркером 11 . . . 12 не
фальшивая. В таком случае последнее взвешивание производит-
ся без учёта этой монеты. Если же получилось число 11 . . . 1, то
под подозрением остаются только монеты с маркерами 11 . . . 10
и 11 . . . 12. Но это — маркеры одной и той же монеты (левый
и правый). Итак, фальшивая монета известна. Теперь за одно взве-
шивание её можно сравнить с настоящей и выяснить, какая из
них легче.

Предположим, что остались две монеты с правыми маркера-
ми 00 . . . 01 и 22 . . . 20; им соответствуют левые маркеры 22 . . . 21
и 00 . . . 02. Если после первых n−1 взвешиваний получается число,
отличное от 00 . . . 0 и 22 . . . 2, то фальшивая монета отлична от двух
выделенных монет. Поэтому последнее взвешивание можно сде-
лать без них. Если же после n − 1 взвешиваний получается число
00 . . . 0 или 22 . . . 2, то мы знаем, что фальшивая монета — одна из
двух выделенных, причём мы знаем, какая из выделенных монет
легче. Сравнив одну из этих монет с настоящей, мы узнаем, какая
монета фальшивая, и узнаем, легче она настоящей или тяжелее.
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20.18. а) П е р в о е р е ш е н и е. Пусть x1, . . . , xn — суммы
чисел в строках, y1, . . . , ym — суммы чисел в столбцах. На пере-
сечении i-й строки и j-го столбца стоит число xiyj. Поэтому сумма
чисел в i-й строке равна xiy1 + xiy2 + . . . + xiym. С другой стороны,
эта сумма равна xi. Таким образом, xi = xi(y1 + y2 + . . . + ym). Чис-
ло xi положительно; в частности, оно отлично от нуля, поэтому
y1 + y2 + . . . + ym = 1. Но сумма y1 + y2 + . . . + ym это как раз и есть
сумма всех чисел в таблице.

В т о р о е р е ш е н и е. Пусть aij — число, стоящее на пересече-

нии i-й строки и j-го столбца. По условию aij =

„
mP

p=1
aip

«„
nP

q=1
aqj

«
.

Следовательно,
P
i,j

aij =
P
i,j

„
mP

p=1
aip

«„
nP

q=1
aqj

«
=

„P
i,j

aij

«2

. Для числа

S =
P
i,j

aij мы получили уравнение S2 = S. Но S > 0, поэтому S = 1.

б) Пусть x1, . . . , xn — суммы чисел в строках, y1, . . . , ym — сум-
мы чисел в столбцах. На пересечении i-й строки и j-го столб-
ца стоит число xiyj. Поэтому сумма чисел в i-й строке равна
xiy1 + xiy2 + . . . + +xiym. С другой стороны, эта сумма равна xi.
Таким образом, xi =xi(y1 +y2 + . . .+ym). Сумма y1 +y2 + . . .+ym —это
как раз сумма всех чисел в таблице. Если она не равна 1, то xi =0.
Аналогично доказывается, что в таком случае все числа x1, . . . , xn,
y1, . . . , ym равны 0. Но тогда и все числа xiyj тоже равны 0.

20.19. Таблица симметрична относительно диагонали, поэто-
му каждому числу, расположенному вне диагонали, соответствует
равное ему число на симметричном месте. Значит, вне диагонали
расположено чётное число единиц, чётное число двоек и т. д. По
условию в каждой строке встречаются все числа от 1 до n. Поэтому
в каждой строке любое число от 1 до n встречается ровно один раз,
а всего в таблице оно встречается ровно n раз. Число n нечётно,
поэтому каждое число от 1 до n встречается на диагонали нечёт-
ное число раз; в частности, каждое число от 1 до n встречается
на диагонали по крайней мере один раз. Но на диагонали всего
n мест, поэтому каждое число от 1 до n встречается на диагонали
ровно один раз.

20.20. а) Предположим, что сумма чисел в некотором столбце
равна S > 1035. Рассмотрим строку, симметричную этому столбцу
относительно выделенной диагонали. Сумма чисел в этой стро-
ке тоже равна S, а сумма всех чисел, стоящих в этом столбце
и этой строке, равна 2S − s, где s — число, стоящее на их пере-
сечении. Число s стоит на выделенной диагонали, поэтому s6 112.



Решения задач 255

Следовательно, 2S − s > 2 · 1035 − 112 = 1958 > 1956. Приходим
к противоречию.

б) Предположим, что сумма чисел в некоторой строке равна
S > 518. Рассмотрим два столбца, симметричных этой строке от-
носительно двух диагоналей, и ещё строку, симметричную этим
столбцам. Таблица состоит из чётного числа строк и чётного числа
столбцов, поэтому мы получим два разных столбца и две разных
строки. На пересечениях этих строк и столбцов стоят 4 числа, сум-
ма которых равна s 6 112. Сумма всех чисел, стоящих в этих двух
строках и двух столбцах равна 4S− s > 4 · 518− 112 = 1960 > 1956.
Приходим к противоречию.

20.21. О т в е т:
k(k2 + 1)

2
.

Запишем данную таблицу в виде

k · 0 + 1, k · 0 + 2, . . . , k · 0 + k,

k · 1 + 1, k · 1 + 2, . . . , k · 1 + k,

. . . . . . . . . . . .

(k−1)k + 1, (k− 1)k + 2, . . . , (k−1)k + k.

Каждое число таблицы представлено в виде ka + b, где 06 a 6 k−1
и 1 6 b 6 k. Будем отдельно суммировать слагаемые ka и слагае-
мые b. Из каждой строки выписано в точности одно число, поэтому
будут присутствовать слагаемые ka для каждого a =0, 1, . . . , k−1.
Из каждого столбца выписано в точности одно число, поэтому бу-
дут присутствовать слагаемые b для каждого b =1, 2, . . . , k. Таким
образом, искомая сумма равна

k(0+1+2+. . .+(k−1))+(1+2+. . .+k)=k·
k(k−1)

2
+

k(k+1)

2
=

k(k2+1)

2
.



ГЛАВА 21

СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ

21.1. Последние цифры

21.1. Найдите все трёхзначные числа, любая натураль-
ная степень которых оканчивается на три цифры, составля-
ющие исходное число (в том же порядке).

21.2. а) Докажите, что для любого натурального n суще-
ствуют ровно два натуральных n-значных* числа an и bn

(отличных от 00 . . . 0 и 0 . . . 01), для которых a2
n оканчивается

на an, а b2
n оканчивается на bn.

б) Докажите, что an + bn = 10n + 1.
в) Пусть числа an и an+1 оканчиваются на одну и ту же

цифру. Докажите, что тогда an+1 оканчивается на an, а bn+1

оканчивается на bn.
г) Докажите, что если an+1 и an оканчиваются на 5, то

an+1 — это последние n + 1 цифр числа a2
n, а если bn+1 и bn

оканчиваются на 6, то bn+1 — это последние n +1 цифр чис-
ла b5

n.

21.2. Первые цифры

21.3. Числа 2n и 5n начинаются с цифры a. Чему рав-
но a?

21.4. а) Докажите, что число 2n может начинаться с лю-
бого набора цифр.

* Первыми цифрами могут быть и нули, т. е. требуется лишь, чтобы
выполнялось неравенство an, bn 610n −1.
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б) Докажите, что число 0,12481632 . . . (подряд записыва-
ются степени двойки) иррационально.

21.5. Докажите, что квадрат целого числа может начи-
наться с любого набора цифр.

См. также задачу 25.35.

21.3. Другие цифры

21.6. Докажите, что предпоследняя цифра числа 3n при
любом n > 2 чётна.

21.7. Пусть a и b — последняя и предпоследняя цифры
числа 2n. Докажите, что если n > 3, то ab делится на 6.

21.8. Пусть a1, a2, . . . — различные натуральные числа,
в десятичной записи которых не встречается цифра 1. До-
кажите, что среди чисел an/n есть сколь угодно большие
числа.

21.4. Сумма цифр

21.9. Пусть a >2 — натуральное число, которое не делит-
ся ни на 2, ни на 5. Докажите, что сумма цифр числа am при
достаточно большом m может быть сколь угодно велика.

21.10. Докажите, что сумма цифр числа 2n может быть
сколь угодно велика.

21.11. Пусть P(x) — многочлен с натуральными коэф-
фициентами, an — сумма цифр числа P(n). Докажите, что
некоторое число встречается в последовательности a1, a2,
a3, . . . бесконечно много раз.

21.5. Разные задачи о десятичной записи

21.12. Найдите четырёхзначное число, которое является
точным квадратом и у которого две первые цифры одинако-
вые и две последние тоже.

21.13. Числа 2n и 5n (в десятичной записи) записаны од-
но за другим. Сколько цифр имеет полученное число?
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21.14. Докажите, что любое положительное число a мож-
но представить в виде суммы девяти чисел, десятичные
записи которых содержат только цифры 0 и k, где k — фик-
сированная цифра, отличная от нуля.

21.15. Найдите все трёхзначные числа, равные сумме
факториалов своих цифр.

21.16. Все целые числа выписаны подряд, начиная с еди-
ницы. Какая цифра стоит на 206 788-м месте?

21.6. Периоды десятичных дробей и репьюниты

Пусть p — простое число, отличное от 2 и 5. Длиной периода
числа p называют количество цифр в периоде десятичной записи
дроби 1/p.

21.17. Пусть n — натуральное число, не превосходящее
p−1. Докажите, что количество цифр в периоде десятичной
записи числа n/p равно длине периода числа p.

21.18. Докажите, что длина периода числа p является
делителем числа p−1.

21.19. Периоды правильных дробей со знаменателем 7
получаются друг из друга циклической перестановкой:

1/7 = 0,(142857), 3/7 = 0,(428571), 2/7 = 0,(285714),

6/7 = 0,(857142), 4/7 = 0,(571428), 5/7 = 0,(714285).

Докажите, что таким же свойством обладают все простые
числа p, у которых длина периода равна p−1.

21.20. Период дроби 1/7 = 0,(142857) обладает следую-
щим свойством: 142 + 857 = 999. Докажите, что аналогич-
ным свойством обладает период дроби 1/p для любого про-
стого числа p, у которого длина периода равна p−1.

* * *

Репьюнитом называют натуральное число вида 111 . . . 111,
т. е. натуральное число, в десятичной записи которого встреча-
ются только единицы.
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21.21. Докажите, что длина периода простого числа p 6=3
равна числу единиц в наименьшем репьюните, делящемся
на p.

21.22. Пусть p > 7 — простое число. Докажите, что число
111 . . . 11
︸ ︷︷ ︸

p−1

делится на p.

21.7. Определение d-ичной записи числа

21.23. Пусть d > 1 — натуральное число. Докажите, что
любое натуральное число n единственным образом пред-
ставляется в виде n = a0 + a1d + a2d2 + . . . + akdk, где 0 6 ai 6

6 d−1 — целые числа, причём ak 6= 0.

Выражение n=a0+a1d+a2d2+. . .+akdk называют d-ичной записью
числа n.

21.8. Двоичная система

21.24. Пусть n — натуральное число, a0 — остаток от де-
ления n на 2. Положим n1 = (n − a0)/2, a1 — остаток от
деления n1 на 2 и т. д. до тех пор, пока не получим nm = 1
и am = 1. Докажите, что am2m + am−12n−1 + . . . + a1 · 2 + a0 —
двоичная запись числа n.

21.25. Докажите, что (1 + x)(1 + x2)(1 + x4) . . . (1 + x2n

) =

= 1 + x + x2 + x3 + . . . + x2n+1−1.
21.26. Докажите, что количество нечётных коэффици-

ентов многочлена (1 + x)n равно 2d, где d — сумма цифр
в двоичной записи числа n (т. е. количество единиц в дво-
ичной записи числа n).

21.27. (Игра ним.) Есть три кучки камней. Двое игро-
ков по очереди берут произвольное число камней из любой
кучки, но только из одной. Выигрывает тот, кто берёт по-
следний камень.

Запишем числа камней в кучках в двоичной системе:
a0+a1 ·2+a2 ·22+ . . . , b0+b1 ·2+b2 ·22+ . . . , c0+c1 ·2+c2 ·22+ . . .

Положим di = ai + bi + ci.
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а) Докажите, что если среди чисел di есть хотя бы одно
нечётное, то игрок, делающий первый ход, всегда может
обеспечить себе выигрыш.

б) Докажите, что если все числа di чётные, то второй
игрок всегда может обеспечить себе выигрыш.

21.28. Докажите, что для любого натурального n число

n−
[

n

2

]

−
[

n

22

]

−
[

n

23

]

− . . .

равно сумме цифр двоичной записи числа n.

См. также задачи 19.5, 33.5.

21.9. Другие системы счисления

21.29. Пусть a1, a2, . . . — различные натуральные чис-
ла, в десятичной записи которых не встречается подряд
100 единиц. Докажите, что среди чисел an/n есть сколь
угодно большие числа.

21.30. Запишем натуральное число n в p-ичной системе
счисления: n = a0 + a1p + a2p2 + . . . + ampm. Докажите, что

число
[

n

p

]

+
[

n

p2

]

+
[

n

p3

]

+ . . . равно
n− (a0 + a1 + . . . + am)

p−1
.

21.31. Пусть p — простое число. Докажите, что если pk —
наибольшая степень числа p, делящая Cm

n+m, то k — количе-
ство переносов при сложении чисел m и n в p-ичной системе
счисления.

21.32. Пусть p — простое число. Запишем натуральные
числа a и b в p-ичной системе: a = a0 + a1p + . . . + ampm,
b = b0 + b1p + . . . + bmpm. Докажите, что

Ca
b ≡Ca0

b0
Ca1

b1
. . . Cam

bm
(mod p).

21.33. Если считать цифры, стоящие в разных разрядах,
разными, то в d-ичной системе счисления nd цифр позволя-
ют записать dn чисел (от 0 до dn − 1). Какая система счис-
ления в этом отношении самая экономная, т. е. позволяет
записать наибольшее количество чисел с помощью данного
числа цифр? (Сравнивая системы счисления с основаниями
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d1 и d2, мы рассматриваем только наборы из m цифр, где
m делится на d1 и d2.)

См. также задачи 20.15, 20.17.

21.10. Другие представления чисел

21.34. Докажите, что любое натуральное число n един-
ственным образом представляется в виде n=a1 ·1!+a2 ·2!+ . . .

. . . + ak · k!, где ai — целые числа, удовлетворяющие неравен-
ствам 0 6 ai 6 i, и ak 6= 0.

21.35. Докажите, что любое рациональное число p/q 6= 0
однозначно представляется в виде

p

q
= x1 +

x2

2!
+

x3

3!
+ . . . +

xn

n!
,

где x1, . . . , xn — целые числа, причём 0 6 xk < k при k > 2
и xn 6= 0.

См. также задачу 15.17.

Решения

21.1. О т в е т: 376 и 625. Пусть N — искомое число. Тогда
N2 − N = N(N − 1) делится на 1000. Числа N и N − 1 взаимно
простые, поэтому одно из них делится на 8, а другое на 125. Пусть
сначала N = 125k. Тогда k 6 8. Среди чисел 125k − 1, k = 1, . . . , 8,
только число 624 делится на 8. Пусть теперь N − 1 = 125k. Тогда
N = 125k + 1, поэтому k 6 7. Среди чисел 125k + 1, k = 1, . . . , 7,
только число 376 делится на 8.

Если N2 −N=N(N−1) делится на 1000, то Nk −N=N(Nk−1−1)
тоже делится на 1000, поскольку Nk−1 − 1 делится на N− 1.

21.2. а) Число a2
n−an =an(an−1) должно делиться на 10n =2n5n.

Числа an и an − 1 взаимно простые и an 6= 0 и 1, поэтому либо
an делится на 2n и an − 1 делится на 5n, либо an делится на 5n

и an −1 делится на 2n. В первом случае an = 2na, где 1 6 a 6 5n −1.
Все числа 2na, где 1 6 a 6 5n − 1, при делении на 5n дают разные
остатки, причём ни одно из них не делится на 5n. Действительно,
если число (a−a′)2n делится на 5n, то a−a′ должно делиться на 5n.
Таким образом, при делении чисел an =2na, где 16 a65n −1, на 5n

мы получим все разные остатки от 1 до 5n − 1, причём ровно по
одному разу. Требуемое число an = 2na — это то, которое при де-
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лении на 5n даёт остаток 1. Аналогично разбираем второй случай
и получаем, что bn = 5nb и bn даёт остаток 1 при делении на 2n.

б) Из решения задачи а) следует, что an = 2na ≡ 1 (mod 5n)
и bn = 5nb ≡ 1 (mod 2n). Значит, an + bn ≡ 1 (mod 5n) и an + bn ≡
≡ 1 (mod 2n), т. е. число an + bn −1 делится на 10n.

в) Последние n цифр числа a2
n+1 определяются последними n

цифрами числа an+1. Значит, если an — число, которое получается
из an+1 вычёркиванием первой цифры, то a2

n оканчивается на an.
г) Пусть a2

n = x · 10n+1 + an+1. Нужно доказать, что a2
n+1 − an+1

делится на 10n+1. Ясно, что

a2
n+1 − an+1 = (a2

n −x · 10n+1)2 − (a2
n −x · 10n+1) =

= a4
n −2xa2

n · 10n+1 + x2 · 102n+2 − a2
n + x · 10n+1.

Далее, a4
n − a2

n = (a2
n − an)(a2

n + an). Число a2
n − an делится на 10n,

а число a2
n + an делится на 10, поскольку оно чётно и оба числа a2

n

и an оканчиваются на 5.
Пусть b5

n = y · 10n+1 + bn+1. Нужно доказать, что b2
n+1 − bn+1 де-

лится на 10n+1. Ясно, что b2
n+1 − bn+1 ≡ b10

n − b5
n (mod 10n+1). Далее,

b10
n −b5

n =(b2
n−bn)(b8

n +b7
n +b6

n +b5
n +b4

n). Число b2
n−bn делится на 10n,

а число b8
n + . . . + b4

n делится на 10, поскольку оно представляет
собой сумму пяти чисел, оканчивающихся на 6.

21.3. О т в е т: 3. По условию a·10p
<2n

<(a+1)10p и a·10q
<5n

<

<(a+1)10q. Поэтому a210p+q
<10n

<(a+1)210p+q, т. е. a2
<10n−p−q

<

< (a + 1)2. При этом (a + 1)2
6 100. Значит, a2

< 10 < (a + 1)2,
т. е. a = 3. С цифры 3 начинаются числа 25 и 55.

21.4. а) Пусть A — данное натуральное число. Покажем, что на-
туральное число n можно выбрать так, что 10mA <2n

<10m(A+1),
т. е. m + lg A < n lg 2 < m + lg(A + 1). Эквивалентное условие та-
ково: существуют натуральные числа m и n, для которых lg A <

<n lg 2−m<lg(A+1). Число lg 2 иррационально (это доказывается
точно так же, как в решении задачи 27.25 а). Поэтому можно
воспользоваться результатом задачи 17.13 б).

б) Очевидным образом следует из а).
21.5. Достаточно доказать, что число 4n может начинаться

с любого набора цифр. Это делается точно так же, как при реше-
нии задачи 21.4.

21.6. Пусть N = a0 + a1 · 10+ a2 · 100+ . . . Тогда 3N = 3a0 + 30a1 +
+300a2 + . . . Поэтому если число a1 чётно, то предпоследняя цифра
числа 3N имеет такую же чётность, как и предпоследняя цифра
числа 3a0. Равенство 34 =81 показывает, что последними цифрами
чисел вида 3n могут быть только 3, 9, 7 и 1. При этом 3 · 3 = 9,
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3 · 9=27, 3 · 7=21 и 3 · 1=3; во всех случаях предпоследняя цифра
чётна.

21.7. Поскольку 24 = 16, число 24k оканчивается на 6. Соответ-
ственно, числа 24k+1, 24k+2, 24k+3 оканчиваются на 2, 4, 8. Для
чисел вида 24k требуемое утверждение очевидно, поскольку b = 6.
Заметим также, что число b всегда чётно. Поэтому достаточно
проверить, что числа 24k+1 − 2, 24k+2 − 4, 24k+3 − 8 делятся на 3,
иными словами, достаточно проверить, что 24k − 1 делится на 3.
Число 24 = 16 при делении на 3 даёт остаток 1, поэтому число 24k

тоже даёт остаток 1 при делении на 3.
21.8. Количество натуральных чисел, которые не превосхо-

дят 10k и в десятичной записи которых не встречается цифра 1, не
превосходит 9k −1. Действительно, на каждом из k разрядов стоит
одна из 9 цифр, причём все эти цифры не могут быть одновременно
нулями. Значит, an > 10k для некоторого n 6 9k. В таком случае
an/n > (10/9)k. Число (10/9)k может быть сколь угодно велико.

21.9. Предположим, что сумма цифр чисел вида am ограничена.
Тогда сумма цифр числа am не превосходит суммы цифр числа aN

для некоторого фиксированного N. Пусть aN
< 10k. Согласно за-

даче 17.2 существует натуральное число n, для которого an − 1
делится на 10k. Тогда сумма цифр числа an+N = aN(an − 1) + aN

больше суммы цифр числа aN. Получено противоречие.
21.10. Это очевидным образом следует из задачи 21.4.
21.11. Пусть P(x) = bmxm + bm−1xm−1 + . . . + b0. Выберем на-

туральное число k так, что число 10k больше любого из чисел
b0, b1, . . . , bm. Тогда в десятичной записи числа P(10k) сначала
идут цифры числа bm, затем нули, затем цифры числа bm−1, затем
нули и т. д. Для любого натурального числа l десятичная запись
числа P(10k+l) устроена аналогично. У всех этих чисел сумма
цифр одна и та же.

21.12. Пусть a — первая и вторая цифры, b — третья и четвёр-
тая. Тогда данное число равно 11(b+100a), поэтому b+100a=11x2

для некоторого натурального числа x. Кроме того, 1006 b+100a6

6 908, а значит, 4 6 x 6 9. Вычисляя квадраты чисел 44, . . . , 99,
получаем, что ровно одно из них имеет требуемый вид: 882 =7744.

21.13. О т в е т: n+1. Предположим, что число 2n имеет p цифр,
а число 5n — q цифр. Тогда 10p−1

< 2n
< 10p и 10q−1

< 5n
< 10q.

Перемножив эти неравенства, получаем 10p+q−2
<10n

<10p+q. Сле-
довательно, p + q = n + 1.

21.14. Представим число a/k в виде суммы девяти чисел, деся-
тичные записи которых содержат только цифры 0 и 1. Воспользо-
вавшись тем, что a = k(a/k), получим требуемое представление.
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21.15. О т в е т: 145. Пусть N=100x+10y+z — искомое число,
для которого N = x! + y! + z!. Число 7! = 5040 четырёхзначное, по-
этому ни одна цифра числа N не превосходит 6. Поэтому число N
меньше 700. Но тогда ни одна цифра числа N не превосходит 5,
поскольку 6! = 720. Неравенство 3 · 4! = 72 < 100 показывает, что
хотя бы одна цифра числа N равна 5. При этом x 6= 5, поскольку
3 · 5!=360<500. Равенство 3 · 5!=360 показывает также, что x6 3.
Более того, x 6 2, поскольку 3! + 2 · 5! = 246 < 300. Число 255 не
удовлетворяет условию задачи, а если лишь одна цифра искомого
числа равна 5, то x 6 1, поскольку 2! + 5! + 4! = 146 < 200. Так
как 1! + 5! + 4! = 145 < 150, получаем y 6 4. Следовательно, z = 5.
Учитывая, что x = 1 и 0 6 y 6 4, находим единственное решение
N = 145.

21.16. О т в е т: цифра 7. Однозначных чисел ровно 9, дву-
значных 99 − 9 = 90, трёхзначных 999 − 99 − 9 = 900, четырёх-
значных 9000 и т. д. Однозначные числа займут в выписанном
ряду первые 9 мест, двузначные 90 · 2 = 180 мест, трёхзначные
900 · 3 = 2700 мест, четырёхзначные 9000 · 4 = 36 000 мест, пя-
тизначные 90000 · 5 = 450 000 мест. Поэтому интересующая нас
цифра принадлежит пятизначному числу.

Цифры, принадлежащие не более чем четырёхзначным чис-
лам, имеют номера от 1 до 9 + 180 + 2700 + 36 000 = 38 889. Раз-
ность 206 788−38 889 = 167 899 нужно разделить на 5 с остатком:
167 899 = 5 · 33 579 + 4. Интересующая нас цифра принадлежит
33 580-му пятизначному числу, т. е. числу 43 579 (первое пяти-
значное число — это число 10 000). В этом числе интересующая
нас цифра стоит на 4-м месте.

21.17. Длина периода десятичной записи дроби n/p равна наи-
меньшему натуральному числу d, для которого n(10d −1) делится
на p. Числа n и p взаимно простые, поэтому n(10d −1) делится на p
тогда и только тогда, когда 10d − 1 делится на p.

21.18. Длина периода числа p равна наименьшему натураль-
ному числу d, для которого 10d − 1 делится на p. Согласно ма-
лой теореме Ферма (задача 31.1) 10p−1 − 1 делится на p. Пусть
p − 1 = ad + r, где 0 6 r < d. Требуется доказать, что r = 0. Пред-
положим, что r > 0. Тогда 10p−1 = (10d)a10r ≡ 10r (mod p), поэтому
10r ≡ 1 (mod p). Это противоречит минимальности числа d.

21.19. Будем делить 1 на p столбиком. В результате перио-
дически будут повторяться некоторые остатки. Например, при
делении 1 на 7 периодически повторяются остатки 1, 3, 2, 6, 4, 5.
В случае, когда длина периода равна p − 1, в этой последователь-
ности встречаются все возможные остатки 1, 2, . . . , p− 1.
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Вернёмся к примеру дробей со знаменателем 7. Деление в стол-
бик показывает, что 1/7=0,(142857). Вслед за остатком 1 встреча-
ется остаток 3. Это означает, что десятичная запись дроби 3/7 по-
лучается из десятичной записи дроби 1/7 вычёркиванием первой
цифры после нуля. Дробь 2/7 получается вычёркиванием первых
двух цифр, дробь 6/7 — первых трёх и т. д.

21.20. Число p−1 чётно; запишем его в виде p−1=2k. Период
дроби 1/p, записанный как натуральное число, имеет вид a·10k +b.
Требуется доказать, что a + b = 10k − 1.

Число 102k −1=(10k −1)(10k +1) делится на p. При этом 10k −1
не делится на p, поскольку иначе длина периода числа p была бы
меньше 2k. Следовательно, 10k + 1 делится на p.

Ясно, что 102k − 1 = (a · 10k + b) · p. Поэтому число a · 10k + b =

= (10k −1)
10k + 1

p
делится на 10k − 1. Далее,

a + b≡a · 10k + b (mod 10k −1),

поэтому a + b делится на 10k − 1. Кроме того, a + b < 2(10k − 1),
поэтому a + b = 10k − 1.

21.21. Пусть длина периода простого числа p равна d. Это
означает, что d — наименьшее натуральное число, для которого
10d − 1 делится на p. Ясно, что 10d − 1 = 9Rd, где Rd — репью-
нит, содержащий d единиц. Если p — простое число, отличное
от 3, то 9Rd делится на p тогда и только тогда, когда Rd делится
на p.

21.22. Если p — простое число, отличное от 2 и 5, то число
10p−1 − 1 делится на p (задача 31.1). Это число имеет вид 99 . . . 9| {z }

p−1

.

Поэтому если p 6= 3, то число 11 . . . 1| {z }
p−1

тоже делится на p.

21.23. Выберем k так, что dk
6 n < dk+1. Положим ak = [n/dk].

Тогда 1 6 ak 6 d − 1 и n = akdk + n′, где 0 6 n′
< dk. Если n′ 6= 0,

то выберем l < k так, что dl
6 n′

< dl+1, и положим al = [n′/dl]
и al+1 = . . . = ak−1 = 0 (если l < k− 1). Тогда n = akdk + ald

l + n′′. Для
n′′ поступаем аналогичным образом и т. д.

Число ak определяется единственным образом. Действительно,
если n = a0 + a1d + a2d2 + . . . + akdk, то dk

6 n 6 (d−1) + d(d−1) + . . .
. . . + dk(d − 1) = dk+1 − 1 < dk+1. Все остальные числа al тоже опре-
деляются однозначно.

21.24. Пусть n = bk2k + bk−12k−1 + . . . + b1 · 2 + b0. Тогда a0 = b0

и n1 = bk2k−1 + bk−12k−2 + . . . + b1. Поэтому a1 = b1 и n2 = bk2k−2 +
+ bk−12k−3 + . . . + b2 и т. д.
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21.25. Каждое число от 0 до 2n+1 −1 можно единственным обра-
зом представить в виде суммы различных чисел 0, 1, 2, 22, . . . , 2n.
Поэтому слагаемое xm, где 0 6 m 6 2n+1 −1, при раскрытии скобок
в указанном произведении встречается ровно один раз.

21.26. Ясно, что (1 + x)2 ≡ 1 + x2 (mod 2). Поэтому индукция
по m показывает, что (1 + x)2m ≡ 1 + x2m

(mod 2). Пусть n = 2m1 +
+ 2m2 + . . . + 2md, где 0 6 m1 < m2 < . . . < md. Тогда

(1 + x)n = (1 + x)2m1
(1 + x)2m2

. . . (1 + x)2md ≡
≡ (1 + x2m1

)(1 + x2m2
) . . . (1 + x2md

) (mod 2).

Все члены, которые получаются при раскрытии скобок в послед-
нем выражении, различны. Их количество равно 2d, причём коэф-
фициент при каждом члене равен 1.

21.27. а) Пусть dk — нечётное число с наибольшим номером k.
Тогда одно из чисел ak, bk, ck равно 1, например ak = 1. Начинаю-
щий берёт из первой кучки камни так, чтобы числа ak+1, ak+2, . . .
не изменились, а каждое из чисел dk, dk−1, dk−2, . . . , d0 стало чёт-
ным. В частности, число ak изменяется: оно становится равно 0;
это означает, что первый игрок действительно берёт по крайней
мере один камень.

Второй игрок любым своим ходом обязательно сделает одно из
чисел di нечётным, поэтому первый игрок снова сможет приме-
нить ту же самую стратегию.

Игра закончится за конечное число ходов. При этом после хода
второго игрока в какой-то кучке обязательно остаётся хотя бы
один камень. Поэтому второй игрок выиграть не может.

б) После первого хода начинающего хотя бы одно из чисел di

станет нечётным, поэтому второй игрок может воспользоваться
той же самой стратегией, которой в случае а) пользовался первый
игрок.

21.28. Пусть n = a0 + 2a1 + 22a2 + . . . + 2kak — двоичная запись
числа n. Тогда

h
n

2

i
= a1 + 2a2 + 22a3 + . . . + 2k−1ak,

h
n

22

i
= a2 + 2a3 + . . . + 2k−2ak,

h
n

23

i
= a3 + . . . + 2k−3ak,

...................
h

n

2k

i
= ak.
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Поэтому
h

n

2

i
+
h

n

22

i
+ . . . +

h
n

2k

i
=

= (2− 1)a1 + (22 − 1)a2 + (23 − 1)a3 + . . . + (2k − 1)ak =

= n− (a0 + a1 + . . . + ak).

21.29. В d-ичной системе счисления, где d=10100, мы получаем
последовательность натуральных чисел, которые не содержат циф-
ры c=11 . . . 1| {z }

100

. Как и в задаче 21.8, получаем an >dk для некоторого

n 6 (d− 1)k. В таком случае an/n >

“
1 +

1

d−1

”k

.

21.30. Легко видеть, что
h

n

pk

i
= 0 при k > m и

h
n

pm

i
= am,

h
n

pm−1

i
= amp + am−1,

..............................
h

n

p

i
= ampm−1 + am−1pm−2 + . . . + a1.

Поэтому
h

n

p

i
+
h

n

p2

i
+ . . . +

h
n

pm

i
=

= am(1 + p + . . . + pm−1) + am−1(1 + p + . . . + pm−2) + . . . + a1 =

= am
pm −1

p −1
+ am−1

pm−1 − 1

p −1
+ . . . + a1

p− 1

p− 1
=

=
ampm + am−1pm−1 + . . . + a1p + a0 − (am + am−1 + . . . + a0)

p−1
.

21.31. Наибольшая степень простого числа p, на которую де-

лится n!, равна
h

n

p

i
+
h

n

p2

i
+
h

n

p3

i
+ . . . Поэтому согласно зада-

че 21.30 наибольшая степень числа p, на которую делится Cm
n+m =

=
(m + n)!

m! n!
, равна

m + n− s(m + n)

p −1
− m− s(m)

p−1
− n− s(n)

p− 1
=

s(m) + s(n)− s(m + n)

p−1
,

где s(m) — сумма цифр числа m в p-ичной системе счисления.
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Остаётся доказать, что s(m + n) = s(m) + s(n) − (p − 1)k, где
k — количество переносов при сложении чисел m и n. При каждом
переносе сумма цифр уменьшается на p−1: вместо p+a получается
1 + a.

21.32. Согласно задаче 14.30 (1+x)p ≡1+xp (mod p). Индукци-

ей по k получаем (1 + x)pk ≡1 + xpk

(mod p). Значит,

(1 + x)b = (1 + x)b0+b1p+...+bmpm

= (1 + x)b0 (1 + x)b1p . . . (1 + x)bmpm ≡

≡ (1 + x)b0 (1 + xp)b1 . . . (1 + xpm

)bm ≡
mY

i=0

biX

k=0

Ck
bi

xkpi

(mod p).

Поэтому коэффициент при xa = xa0+a1p+...+ampm

в выражении для
(1 + x)b по модулю p равен C

a0
b0

C
a1
b1

. . . Cam
bm

. С другой стороны, он
равен Ca

b.
21.33. О т в е т: система с основанием 3. С помощью m = dn

цифр мы можем записать dm/d чисел. Поэтому нужно доказать, что
3m/3 >dm/d, т. е. 3d >d3 для любого натурального d. Это неравенство
доказано в решении задачи 13.11.

21.34. Согласно задаче 13.5 имеет место неравенство 1 · 1! +
+ 2 · 2! + 3 · 3! + . . . + k · k! < (k + 1)!, поэтому для данного n число k
определяется однозначно. А именно, должны выполняться нера-
венства k!6n<(k+1)!. Затем выбираем ak так, чтобы выполнялись
неравенства ak · k!6 n< (ak +1)k!. Тогда ak · k!6 n< (k+1)!, поэтому
ak 6 k. Кроме того, n − ak · k! < (ak + 1)k! − ak · k! = k!. Поэтому для
числа n− ak · k! можно повторить те же самые рассуждения.

21.35. Предположим, что требуемое равенство имеет место.
Домножив обе части равенства на n!, получим равенство вида
n! · p

q
= nX + xn, где X — целое число. Таким образом,

n! · p

q
— целое

число и xn — остаток от деления этого числа на n. Отметим, что

если число
n! · p

q
целое и m>n, то число

m! · p

q
делится на m, поэтому

xm = 0. Ясно также, что если число n достаточно велико, то n! де-
лится на q. Таким образом, числа n и xn определены однозначно.
Аналогично получаем, что xn−1 — это остаток от деления числа
1

n

“
n! · p

q
−xn

”
на n− 1 и т. д. В конце остаётся целое число x1.



ГЛАВА 22

ГРАФЫ

Графом называют набор точек (называемых вершинами графа),
некоторые из которых соединены рёбрами. При этом нас инте-
ресует только то, какие именно пары точек соединены рёбрами.
Многие задачи естественно формулируются на языке графов.

Граф называют связным, если для любых его вершин v и v′

найдётся последовательность вершин v1 = v, v2, v3, . . . , vn = v′,
в которой любые две соседние вершины vi и vi+1 соединены реб-
ром.

Циклом называют последовательность рёбер v1v2, v2v3, . . . ,
vn−1vn, vnv1 (n > 3).

22.1. Докажите, что среди любых шести человек найдут-
ся либо трое попарно знакомых, либо трое попарно незнако-
мых. (Иными словами, в любом графе с шестью вершинами
есть либо три вершины, попарно соединённые рёбрами, ли-
бо три вершины, попарно не соединённые рёбрами.)

22.2. Докажите, что в любом графе число вершин, из
которых выходит нечётное число рёбер, чётно.

22.3. Дан отрезок OA. Из конца отрезка A выходит 5 от-
резков AB1, AB2, AB3, AB4, AB5. Из каждой точки Bi могут
выходить ещё пять новых отрезков, или ни одного нового
отрезка и т. д. Может ли число свободных концов построен-
ных отрезков равняться 1001?

22.4. а) Докажите, что граф, в котором из каждой верши-
ны выходит чётное число рёбер, можно представить в виде
объединения непересекающихся циклов.

б) Докажите, что граф, в котором количество вершин, из
которых выходит нечётное число рёбер, равно 2n, можно
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представить в виде объединения непересекающихся циклов
и n несамопересекающихся путей, идущих по рёбрам.

22.1. Обходы графов

Назовём обходом графа путь, идущий по рёбрам графа и прохо-
дящий по каждому ребру ровно один раз.

22.5. Докажите, что если обход графа существует, то
количество вершин, из которых выходит нечётное число
рёбер, не превосходит двух (Эйлер).

22.6. Докажите, что если граф связен и количество вер-
шин, из которых выходит нечётное число рёбер, не превос-
ходит двух, то существует обход этого графа (Эйлер).

22.2. Ориентированные графы

Граф называют ориентированным, если на каждом его ребре
указано направление движения, т. е. ребро выходит из одной
вершины и входит в другую.

22.7. Докажите, что любой связный граф с чётным чис-
лом рёбер можно ориентировать так, что из каждой верши-
ны будет выходить чётное число рёбер.

22.3. Паросочетания

Паросочетанием называют набор рёбер графа, не имеющих
общих вершин. Паросочетание называют максимальным, если
в него входит наибольшее возможное число рёбер (т. е. любое
паросочетание для данного графа содержит не больше рёбер, чем
максимальное паросочетание).

22.8. Докажите, что паросочетание максимально тогда
и только тогда, когда в графе нет пути, который идёт по рёб-
рам графа и обладает следующими свойствами: 1) из любых
двух соседних рёбер пути одно принадлежит паросочета-
нию, а другое не принадлежит; 2) из начальной и конечной
точек пути не выходят рёбра паросочетания; 3) начало и ко-
нец — разные вершины (Берж).
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22.9. Пусть вершины графа разбиты на два непересека-
ющихся множества X и Y, причём все рёбра соединяют
вершины из разных множеств. Докажите, что паросочета-
ние, включающее все вершины множества X, существует
тогда и только тогда, когда для любого набора выделенных
вершин из множества X количество вершин, соединённых
с выделенными вершинами, не меньше количества выде-
ленных вершин (Холл).

22.10. На танцы пришло несколько юношей и несколь-
ко девушек, причём каждая девушка знакома ровно с k

юношами и каждый юноша знаком ровно с k девушками,
причём k > 1. Докажите, что они могут разбиться на пары
так, что в каждой паре будут юноша и девушка, знакомые
друг с другом.

Решения

22.1. Пусть v — произвольная вершина графа с шестью верши-
нами. Среди оставшихся пяти вершин есть либо три вершины,
соединённые рёбрами с v, либо три вершины, не соединённые рёб-
рами с v. Пусть v1, v2, v3 — вершины, соединённые рёбрами с v.
Если вершины v1, v2, v3 попарно не соединены рёбрами друг с дру-
гом, то они образуют искомую тройку вершин. Если какие-то две
из вершин v1, v2, v3 соединены ребром, то вместе с вершиной v они
образуют искомую тройку. Для вершин v1, v2, v3, не соединённых
рёбрами с вершиной v, рассуждения аналогичны.

22.2. Вычислим двумя способами количество пар, состоящих
из ребра и одного из его концов. С одной стороны, это количество
равно удвоенному числу рёбер; в частности, оно чётно. С другой
стороны, оно равно сумме чисел рёбер, выходящих из всех вер-
шин. Эта сумма чётна, поэтому в неё входит чётное число нечёт-
ных слагаемых. А нечётные слагаемые соответствуют как раз тем
вершинам, из которых выходит нечётное число рёбер.

22.3. О т в е т: да, может. При проведении пяти отрезков из
конца отрезка появляются 5 новых свободных концов и пропадает
один старый. В результате число свободных концов увеличивается
на 4. Поэтому если пятёрки отрезков проведены k раз, то число
свободных концов равно 4k + 1. При k = 250 получаем нужное
число свободных концов.
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22.4. а) Применим индукцию по числу рёбер графа. Для графа
с двумя рёбрами утверждение очевидно. Возьмём теперь произ-
вольный граф и будем идти по его рёбрам, выйдя из некоторой
вершины и не проходя дважды по одному и тому же ребру. Из
каждой вершины выходит чётное число рёбер, поэтому мы можем
продолжать обход до тех пор, пока не попадём в вершину, в кото-
рой уже побывали (эта вершина не обязательно та, из которой мы
вышли). В результате получится некоторый цикл. Выбросив все
рёбра, входящие в этот цикл, мы получим граф с меньшим числом
рёбер, в котором снова из каждой вершины выходит чётное число
рёбер. По предположению индукции этот граф можно разбить на
непересекающиеся циклы.

б) Будем действовать так же, как и в задаче а), но только те-
перь будем выходить из вершины, из которой выходит нечётное
число рёбер. На этот раз у нас либо получится цикл, либо полу-
чится несамопересекающийся путь, соединяющий две вершины,
из которых выходит нечётное число рёбер. Можно выбросить этот
цикл или путь и к полученному графу применить предположение
индукции.

22.5. Из каждой вершины графа, отличной от начала или конца
обхода, выходит чётное число рёбер.

22.6. Согласно задаче 22.4 данный граф можно представить
в виде объединения непересекающихся циклов и, возможно, од-
ного несамопересекающегося пути. Если граф состоит только из
несамопересекающегося пути или только из цикла, то всё ясно.
Если есть несамопересекающийся путь, то возьмём его, а если
несамопересекающегося пути нет, то возьмём произвольный цикл.
Предположим, что помимо выбранного пути (цикла) есть ещё ка-
кие-то дополнительные циклы. Из связности графа следует, что
есть дополнительный цикл, одна из вершин которого лежит на
несамопересекающемся пути (выбранном цикле). Если выбросить
этот дополнительный цикл, то получится граф, для которого обход
существует по предположению индукции. Поэтому можно посту-
пить следующим образом. Будем обходить полученный граф до тех
пор, пока не дойдём до вершины, принадлежащей дополнительно-
му циклу. После этого совершим обход дополнительного цикла,
а затем продолжим обход полученного графа. В результате полу-
чим обход исходного графа.

22.7. Сначала ориентируем граф произвольно. Рассмотрим все
вершины, из которых выходит нечётное число рёбер. Их число
чётно. Действительно, сумма чисел рёбер, выходящих из всех вер-
шин, равна числу рёбер, поэтому она чётна. Таким образом, если
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есть хотя бы одна вершина v1, из которой выходит нечётное число
рёбер, то есть ещё хотя бы одна такая же вершина v2. Пользуясь
связностью, соединим их набором рёбер. Среди всех таких наборов
возьмём тот, в котором число рёбер наименьшее (тогда в нём не
будет циклов). Изменим ориентации всех рёбер этого набора на
противоположные, а ориентации всех остальных рёбер оставим
без изменений. После такой операции из вершин v1 и v2 будет
выходить чётное число рёбер, а из всех остальных вершин будет
выходить столько же рёбер, сколько и раньше. Несколькими таки-
ми операциями мы уничтожим все вершины, из которых выходит
нечётное число рёбер.

22.8. Предположим сначала, что в графе есть путь, обладаю-
щий указанными свойствами. Из начальной и конечной точек это-
го пути выходят рёбра, не принадлежащие паросочетанию, поэто-
му путь состоит из нечётного числа рёбер v1v2, v2v3, . . . , v2n−1v2n.
Построим новое паросочетание, выбросив рёбра v2v3, v4v5, . . . и до-
бавив рёбра v1v2, v3v4, . . . (Это можно сделать, потому что из
вершин v1 и v2n по условию не выходят рёбра паросочетания.)
Новое паросочетание содержит на одно ребро больше, чем старое,
что противоречит максимальности.

Предположим теперь, что есть два паросочетания M и M′, при-
чём M′ содержит больше рёбер, чем M. Построим для паросоче-
тания M путь, обладающий требуемыми свойствами. Рассмотрим
только те рёбра, которые входят ровно в одно из паросочетаний
M и M′. Любой путь, идущий по таким рёбрам, обладает свой-
ством 1), поскольку если из какой-то вершины выходят два из
рассматриваемых рёбер, то одно из них принадлежит M, а дру-
гое принадлежит M′ и не принадлежит M. Рассмотрим все пути,
которые максимальны в том смысле, что их нельзя увеличить.
Среди них обязательно найдётся путь, у которого рёбер паросо-
четания M′ больше, чем рёбер паросочетания M; это следует из
того, что паросочетание M′ содержит больше рёбер, чем M. Этот
путь, очевидно, обладает свойством 3). Легко убедиться, что он
обладает и свойством 2). Действительно, пусть v — конец или
начало этого пути. Из v выходит ребро паросочетания M′. Из
максимальности пути следует, что из v не выходит ребра, ко-
торое принадлежит M и не принадлежит M′. Но ребро, которое
одновременно принадлежит M и M′, тоже не может выходить
из v, потому что из v не могут выходить два ребра паросочета-
ния M′.

22.9. В одну сторону утверждение очевидно: если паросочета-
ние существует, то количество вершин из множества Y, соединён-
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ных с выделенными вершинами даже только рёбрами паросочета-
ния, уже равно количеству выделенных вершин.

Предположим теперь, что указанное условие выполняется, но
нужного паросочетания не существует. Чтобы прийти к проти-
воречию, возьмём максимальное паросочетание M. По предполо-
жению в X есть вершина x, из которой не выходит рёбер па-
росочетания M. Рассмотрим все пути, идущие из вершины x,
рёбра которых поочерёдно то лежат в M, то не лежат. Пусть X′

и Y′ — множества концов этих путей, лежащих в X и Y. Согласно
задаче 22.8 из максимальности M следует, что из каждой вер-
шины множества Y′ выходит ребро паросочетания M; очевидно
также, что из каждой вершины множества X′, кроме вершины x,
выходит ребро паросочетания M. Пусть X′′ —это множество X′ без
вершины x.

Вершины множеств X′′ и Y′ разбиты на пары — концы рёбер
паросочетания M. В частности, X′′ и Y′ состоят из одинаково-
го числа вершин. Кроме того, вершины множества X′ соединены
рёбрами только с вершинами множества Y′. Действительно, если
вершина y соединена с некоторой вершиной множества X′, то вер-
шина y соединена с вершиной x путём, рёбра которого поочерёдно
то лежат в M, то не лежат. Но в таком случае вершина y лежит
в Y′. В результате получаем, что количество вершин, соединённых
рёбрами с вершинами множества X′, на 1 меньше количества вер-
шин множества X′. Приходим к противоречию.

22.10. Прежде всего покажем, что юношей пришло ровно столь-
ко же, сколько девушек. Пусть количество юношей равно a, ко-
личество девушек равно b, а количество всех пар знакомых друг
с другом юношей и девушек равно n. Тогда ka = n = kb, поэтому
a = b.

Выберем произвольную группу из a1 юношей. Пусть количе-
ство тех девушек, которые знакомы хотя бы с одним из этих юно-
шей, равно b1. Пусть, далее, n1 — количество пар знакомых юно-
шей и девушек, в которых юноша — один из выбранных a1 юно-
шей, n2 —количество пар знакомых юношей и девушек, в которых
девушка — одна из выбранных b1 девушек. Ясно, что n2 > n1,
n1 = ka1 и n2 = kb1. Поэтому b1 > a1. Это неравенство позволяет
воспользоваться результатом задачи 22.9.



ГЛАВА 23

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

Комплексным числом называют выражение вида a + bi, где
a и b — вещественные числа, а i — символ, удовлетворяющий
соотношению i2 = −1. Если z = a + bi, то числа a и b называют
соответственно вещественной и мнимой частью числа z (обозна-
чение: a = Re z, b = Im z), а комплексное число a − bi называют
числом, сопряжённым к числу z (обозначение: z). Перемножа-
ют комплексные числа по обычным правилам раскрытия ско-
бок и приведения подобных членов, заменяя каждый раз i2 на
−1, т. е.

(a + bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i.

Каждое вещественное число a можно рассматривать как ком-
плексное число a + 0i.

Если на плоскости выбрать систему координат, то можно
установить взаимно однозначное соответствие между комплекс-
ными числами и точками плоскости, при котором числу a + bi
соответствует точка с координатами (a, b). При этом умноже-
ние на комплексное число z приобретает следующую геомет-
рическую интерпретацию. Пусть r — расстояние от нуля до z,f— угол, на который нужно повернуть вокруг нуля луч, содер-
жащий положительные вещественные числа, чтобы получить
луч Oz. Тогда умножение на число z — это композиция гомоте-
тии с коэффициентом r (с центром в нуле) и поворота на угол f.
Числа r и f называют соответственно модулем и аргументом
числа z (обозначение: r = |z|, f= arg z). По-другому геометриче-
скую интерпретацию произведения комплексных чисел можно
сформулировать так: при умножении комплексных чисел их мо-
дули перемножаются, а аргументы складываются.

Зная геометрическую интерпретацию комплексных чисел,
легко научиться их делить: для этого нужно делить модули
и вычитать аргументы. Деление можно ввести также и чисто
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алгебраически. Для каждого комплексного числа z=a+bi имеет
место очевидное равенство

zz = (a + bi)(a− bi) = a2 − b2i2 = a2 + b2 = |z|2.

Поэтому w/z = wz/|z|2.

23.1. Тождества и неравенства для комплексных чисел

23.1. Пусть a и b — комплексные числа. Докажите, что
Re(ab) = Re(ab).

23.2. Пусть a и b — комплексные числа. Докажите, что

|a + b|2 − |a− b|2 = 4 Re(ab).

23.3. Пусть z и w — комплексные числа. Докажите, что

|z + w|2 + |z−w|2 = 2|z|2 + 2|w|2.

23.4. Пусть a, b и c —комплексные числа. Докажите, что
следующие неравенства эквивалентны:

1) Re[(a− c)(c− b)] > 0;

2)
∣
∣
∣c− a + b

2

∣
∣
∣6

1

2
|a− b|.

23.2. Формула Муавра

23.5. Докажите, что (cosf + i sinf)n = cos nf + i sin nf
для любого натурального n (формула Муавра).

23.6. а) Докажите, что числа sin2 p
2n + 1

, sin2 2p
2n + 1

, . . .

. . . , sin2 np
2n + 1

являются корнями многочлена

C1
2n+1(1−x)n −C3

2n+1(1−x)n−1x + C5
2n+1(1−x)n−2x2 − . . .

. . . + (−1)nxn.

б) Докажите, что числа ctg2 p
2n+1

, ctg2 2p
2n+1

, . . ., ctg2 np
2n+1

являются корнями многочлена

C1
2n+1xn −C3

2n+1xn−1 + C5
2n+1xn−2 − . . . + (−1)n.
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23.7. Используя результат задачи 23.6, вычислите следу-
ющие суммы и произведения:

а) ctg2 p
2n + 1

+ ctg2 2p
2n + 1

+ . . . + ctg2 np
2n + 1

;

б)
1

sin2 p
2n + 1

+
1

sin2 2p
2n + 1

+ . . . +
1

sin2 np
2n + 1

;

в) sin
p

2n + 1
sin

2p
2n + 1

. . . sin
np

2n + 1
.

23.3. Корни из единицы

Корнем n-й степени из единицы называют комплексное число e,
для которого en = 1. Примитивным корнем n-й степени из еди-
ницы называют комплексное число e, для которого en =1 и ek 6=1
при k = 1, 2, . . . , n−1.

23.8. а) Докажите, что

x2n −1 = (x2 −1)
(

x2 −2x cos
p
n

+ 1
)(

x2 −2x cos
2p
n

+ 1
)

× . . .

. . .×
(

x2 −2x cos
(n−1)p

n
+ 1

)

.

б) Докажите, что

sin
p
2n

sin
2p
2n

. . . sin
(n−1)p

2n
=

√
n

2n−1 .

в) Докажите, что

cos
p
2n

cos
2p
2n

. . . cos
(n− 1)p

2n
=

√
n

2n−1 .

23.9. а) Докажите, что

x2n+1 −1 = (x−1)
(

x2 −2x cos
2p

2n + 1
+ 1

)

×

×
(

x2 −2x cos
4p

2n + 1
+ 1

)

. . .
(

x2 −2x cos
2np

2n + 1
+ 1

)

.

б) Докажите, что

sin
p

2n + 1
sin

2p
2n + 1

. . . sin
np

2n + 1
=

√
2n + 1

2n .
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23.10. Докажите, что примитивные корни n-й степени

из единицы — это числа cos
2mp

n
+ i sin

2mp
n

, где число m

взаимно просто с n.
23.11. Пусть e — примитивный корень n-й степени из

единицы. Докажите, что

1 +ek +e2k + . . . +e(n−1)k =

{

0 при 1 6 k 6 n−1;

n при k = n.

23.12. Пусть z1, . . . , zn — вершины правильного n-уголь-
ника на комплексной плоскости, z0 — его центр. Докажи-
те, что если P(z) — многочлен степени не выше n − 1, то
P(z1) + . . . + P(zn) = nP(z0).

23.13. Пусть e— примитивный корень степени n из еди-
ницы. Докажите, что (1−e)(1−e2)(1−e3) . . . (1−en−1) = n.

23.14. Докажите, что произведение длин всех сторон
и диагоналей, проведённых из одной вершины правильного
n-угольника, вписанного в окружность радиуса 1, равно n.

23.15. а) Докажите, что многочлен P(x)=x4n +x3n +x2n +
+xn +1 делится на многочлен Q(x)=x4 +x3 +x2 +x+1 тогда
и только тогда, когда n не делится на 5.

б) Докажите, что если числа m и n взаимно простые, то
x(m−1)n + . . . + x2n + xn + 1 делится на xm−1 + . . . + x2 + x + 1.

23.16. Докажите, что

1−cosn p
n

+cosn 2p
n

−cosn 3p
n

+ . . .+(−1)n−1 cosn (n−1)p
n

=
n

2n−1 .

23.17. Дано 2n+2 числа a−n, a−n+1, . . ., an+1. Рассмотрим
2n + 2 числа

bq =
1√
2n

n+1∑

p=−n

apepq, q =−n, −n + 1, . . . , n + 1,

где e= cos
p
n

+ i sin
p
n

. Докажите, что

ap =
1√
2n

n+1∑

q=−n

bqe−pq.
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23.4. Корни многочленов

23.18. Докажите, что если z0 — корень многочлена с ве-
щественными коэффициентами, то z0 — тоже корень этого
многочлена.

23.19. Докажите, что для любых натуральных чисел a,
b, c многочлен x3a + x3b+1 + x3c+2 делится на x2 + x + 1.

23.20. Дан многочлен xn + a1xn−1 + . . . + an. Найдите мно-
гочлен, корнями которого являются: а) квадраты корней
этого многочлена; б) кубы корней этого многочлена.

23.21. При каких натуральных n выражение an(b − c) +
+ bn(c−a) + cn(a− b) делится на a2 + b2 + c2 + ab + bc + ca?

23.22. а) Докажите, что многочлен Pn(x)=(x+1)n−xn−1
делится на x2 + x + 1 тогда и только тогда, когда n = 6k±1.

б) Докажите, что Pn(x) делится на (x2 + x + 1)2 тогда
и только тогда, когда n = 6k + 1.

в) Докажите, что Pn(x) не делится на (x2 + x + 1)3.

Решения

23.1. Ясно, что Re(ab) = Re(ab) = Re(ab).
23.2. Ясно, что |a ± b|2 = (a ± b)(a ± b) = |a|2 + |b|2 ± (ab + ab).

Далее, число ab + ab = ab + ab вещественное, поэтому оно равно
Re(ab + ab) = 2 Re(ab).

23.3. Пусть z = a + ib и w = c + id, где a, b, c, d — вещественные
числа. Тогда

|z±w|2 = (a± c)2 + (b±d)2 = a2 ± 2ac + c2 + b2 ±2bd + d2.

Поэтому |z + w|2 + |z−w|2 = 2(a2 + b2 + c2 + d2) = 2|z|2 + 2|w|2.
23.4. Ясно, что

Re[(a− c)(c− b)] =−Re(ab)− |c|2 + Re(ac + bc)

и

1

4
|a− b|2 −

˛̨
˛c− a + b

2

˛̨
˛
2
=

1

4
(|a− b|2 − |a + b|2)− |c|2 + Re[c(a + b)] =

=−Re(ab)− |c|2 + Re(ac + bc).

Таким образом,

Re[(a− c)(c− b)] =
1

4
|a− b|2 −

˛̨
˛c− a + b

2

˛̨
˛
2
.
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23.5. Модуль числа z = cosf+ i sinf равен 1, а его аргумент
равен f. Поэтому модуль числа zn равен 1, а его аргумент равен
nf.

23.6. а) Согласно формуле Муавра cos(2n+1)a+ i sin(2n+1)a=
= (cosa+ i sina)2n+1. Поэтому

sin(2n + 1)a= C1
2n+1 cos2n a sina−
−C3

2n+1 cos2n−2 a sin3 a+ . . . + (−1)n sin2n+1 a. (1)

Значит, числа 0, ± sin
p

2n + 1
, . . . , ± sin

np
2n + 1

являются корнями
многочлена

C1
2n+1(1− y2)ny−C3

2n+1(1− y2)n−1y3 + . . . + (−1)ny2n+1.

После деления этого многочлена на y и замены x = y2 получаем
требуемое.

б) Из формулы (1) следует, что

sin(2n + 1)a= sin2n+1 a(C1
2n+1 ctg2n a−C3

2n+1 ctg2n−2 a+ . . . + (−1)n).

Поэтому числа ± ctg
p

2n + 1
, . . . , ± ctg

np
2n + 1

являются корнями
многочлена

C1
2n+1y2n −C3

2n+1y2n−2 + . . . + (−1)n.

23.7. а) Рассматриваемая сумма равна

C3
2n+1

C1
2n+1

=
n(2n −1)

3
.

б) Тождество
1

sin2 a = 1 + ctg2 a показывает, что рассматривае-

мая сумма равна
n(2n− 1)

3
+ n =

2n(n + 1)

3
.

в) О т в е т:

√
2n + 1

2n . Квадрат рассматриваемого произведения

с точностью до знака равен отношению свободного члена мно-
гочлена из задачи 23.6 а) к коэффициенту при xn. Свободный
член равен C1

2n+1; коэффициент при xn с точностью до знака ра-
вен C1

2n+1 + C3
2n+1 + . . . + C2n+1

2n+1. Если к последней сумме прибавить

C0
2n+1 +C2

2n+1 + . . .+C2n
2n+1, то в результате получим 22n+1. Но обе эти

суммы равны, поскольку C2k+1
2n+1 = C2n−2k

2n+1 . Значит, квадрат рассмат-

риваемого произведения равен
2n + 1

22n
. Ясно также, что рассматри-

ваемое произведение положительно.
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23.8. а) Корни 2n-й степени из единицы, отличные от ±1, име-

ют вид cos
kp
n

± i sin
kp
n

, где k = 1, 2, . . . , n− 1. Остаётся заметить,
что
“

x− cos
kp
n

− i sin
kp
n

”“
x− cos

kp
n

+ i sin
kp
n

”
= x2 −2x cos

kp
n

+ 1.

б) Воспользуемся равенством из задачи а), предварительно за-
метив, что

x2n −1

x2 − 1
= x2n−2 + x2n−4 + . . . + x2 + 1.

В результате получим

2n−1
“

1− cos
p
n

”“
1− cos

2p
n

”
. . .
“

1− cos
(n− 1)p

n

”
= n.

Заметим теперь, что 1− cosa= 2 sin2 a
2

. Ясно также, что рассмат-

риваемое произведение синусов положительно.

в) Следует из б), поскольку sin
kp
2n

= cos
(n− k)p

2n
.

23.9. Обе задачи решаются аналогично задаче 23.8. Нужно
лишь заметить, что число −1 не является корнем степени 2n + 1
из единицы.

23.10. Для любого целого числа m число z = cos
2mp

n
+ i sin

2mp
n

является корнем n-й степени из единицы. При этом zk =cos
2kmp

n
+

+ i sin
2kmp

n
. Чтобы число z было примитивным корнем из едини-

цы, нужно, чтобы все числа m, 2m, . . . , (n−1)m не делились на n.
Это эквивалентно тому, что m взаимно просто с n.

23.11. Если 1 6 k 6 n − 1, то ek 6= 1, поэтому 1 + ek + e2k + . . .

. . . + e(n−1)k =
enk −1ek − 1

=
1− 1ek − 1

= 0. При k = n получаем сумму n сла-

гаемых, каждое из которых равно 1.
23.12. Пусть e— примитивный корень n-й степени из единицы.

Тогда zm = z0 + aem при m = 1, . . . , n. Поэтому

zk
m = (z0 + aem)k = zk

0 + C1
mzk−1

0 aem + C2
mzk−2

0 a2e2m + . . . + akekm.

Но
n−1P
m=0

ekm = 0 при 1 6 k 6 n − 1 (задача 23.11). Поэтому требуемое

равенство выполняется для многочлена Q(z) = zk, где 1 6 k 6 n−1.
Значит, оно выполняется и для любого многочлена P(z) степени
не выше n− 1.
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23.13. Ясно, что 1+ x + x2 + . . .+ xn−1 =
xn − 1

x− 1
= (x−e)(x−e2) . . .

. . . (x−en−1). Равенство (x−e)(x−e2) . . . (x−en−1) = 1+ x + x2 + . . .

. . . + xn−1 верно для всех x, в том числе и для x = 1.
23.14. Можно считать, что вершины правильного n-угольни-

ка — точки 1, e, e2, . . . , en−1, где e — примитивный корень n-й
степени из единицы. Длины сторон и диагоналей, проведённых из
точки 1, равны |1−e|, |1−e2 |, . . . , |1−en−1 |. Согласно задаче 23.13
их произведение равно n.

23.15. а) Корни многочлена P(x) — это примитивные корни 5-й
степени из единицы. Поэтому Q(x) делится на P(x) тогда и только
тогда, когда все примитивные корни 5-й степени из единицы явля-
ются корнями многочлена Q(x). Пусть e— примитивный корень
5-й степени из единицы. Если n делится на 5, то Q(e) = 5. А если

n не делится на 5, то Q(e) =
e5n −1en −1

= 0.
б) Ясно, что

x(m−1)n + . . . + x2n + xn + 1

xm−1 + . . . + x2 + x + 1
=

(xmn −1)(x −1)

(xm − 1)(xn −1)
.

Многочлен (xm − 1)(xn − 1) имеет двукратный корень 1, а осталь-
ные его корни — корни степени m и n из единицы, отличные от 1;
все они различны, поскольку числа m и n взаимно простые. Мно-
гочлен (xmn − 1)(x − 1) тоже имеет двукратный корень 1, поэтому
остаётся проверить, что любой корень степени m или n из единицы
является корнем многочлена xmn − 1, но это очевидно.

23.16. Пусть e=cos
p
n

+ i sin
p
n

. Тогда en =−1, поэтому рассмат-
риваемая сумма равна

n−1X

j=0

enj
“ej +e−j

2

”n

=
1

2n

n−1X

j=0

enj

nX

k=0

Ck
nej(n−2k) =

1

2n

nX

k=0

Ck
n

n−1X

j=0

(e2)j(n−k).

Число e2 является примитивным корнем степени n из единицы,

поэтому согласно задаче 23.11
n−1P
j=0

(e2)j(n−k) = n при k = 0 или n,

а при 1 6 k < n эта сумма равна нулю. Таким образом, исходная

сумма равна
1

2n

“
nC0

n + nCn
n

”
=

n

2n−1 .

23.17. Рассмотрим число

sp =
√

2n

n+1X

q=−n

bqe−pq =

n+1X

r=−n

ar

n+1X

q=−n

e(r−p)q.
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Если r = p, то
n+1P

q=−n

e(r−p)q = 2n. Если же r 6= p, то эта сумма равна

нулю. Действительно, e— примитивный корень (2n)-й степени из
единицы, поэтому можно воспользоваться задачей 23.11 (сумма
там та же самая, поскольку e2n = 1; слагаемые просто переставля-
ются по циклу). В результате получаем sp = 2nap. После деления
на 2n получаем требуемое.

23.18. Пусть P(z)=a0zn +a1zn−1 + . . .+an, где a0, a1, . . . , an — ве-
щественные числа. Тогда P(z) = a0zn + a1zn−1 + . . . + an = P(z). По-
этому если P(z0) = 0, то P(z0) = P(z0) = 0.

23.19. Если e—корень многочлена x2 +x+1, то e3 =1. Поэтомуe3a +e3b+1 +e3c+2 = 1 +e+e2 = 0.
23.20. а) Перемножим многочлены

xn + a1xn−1 + . . . + an = (x−x1) . . . (x−xn)

и

xn −a1xn−1 + a2xn−2 − a3xn−3 + . . .±an = (x + x1) . . . (x + xn).

В результате получим многочлен

(xn + a2xn−2 + . . .)2 − (a1xn−1 + a3xn−3 + . . .)2 = (x2 −x2
1) . . . (x2 −x2

n).

Положив y = x2, получим требуемый многочлен

yn + (2a2 −a2
1)yn−1 + (a2

2 −2a1a3 + 2a4)yn−2 + . . . = (y−x2
1) . . . (y−x2

n).

б) Представим данный многочлен в виде P(x) + xQ(x) + x2R(x),
где P(x) = an + an−3x3 + . . . , Q(x) = an−1 + an−4x3 + . . . , R(x) = an−2 +
+ an−5x3 + . . . Пусть w3 = 1 и w 6= 1. Тогда

P(x) + xQ(x) + x2R(x) = (x−x1) . . . (x−xn),

P(x) +wxQ(x) +w2x2R(x) = (wx−x1) . . . (wx−xn),

P(x) +w2xQ(x) +wx2R(x) = (w2x−x1) . . . (w2x−xn).

Перемножив эти равенства, получим

P3(x)+x3Q3(x)+x6R6(x)−3x3P(x)Q(x)R(x)= (x3 −x3
1) . . . (x3 −x3

n).

Заменив в многочлене P3(x)+x3Q3(x)+x6R6(x)−3x3P(x)Q(x)R(x)
каждый член x3k на yk, получим требуемый многочлен.

23.21. О т в е т: только при n=4. Легко проверить, что при n=4
результат деления равен (a − b)(b − c)(a − c). Покажем, что при
всех остальных натуральных n выражение an(b − c) + bn(c − a) +
+cn(a−b) не делится на a2 +b2 +c2 +ab+bc+ca. Достаточно прове-
рить, что первое выражение не делится на второе при b=2 и c=1,
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т. е. an − (2n −1)a + (2n −2) не делится на a2 +3a +7. При n =2 и 3
это проверяется непосредственно. Пусть теперь n > 5. Квадратное

уравнение a2 + 3a + 7 = 0 имеет корни
−3± i

√
19

2
; модуль каждо-

го из корней равен
√

7. Поэтому достаточно проверить, что если
z — комплексное число и |z|=

√
7, то zn − (2n − 1)z + (2n − 2) 6= 0.

Ясно, что |zn−(2n−1)z+(2n−2)|> |zn |−(2n−1)|z|−(2n−2)=7n/2−
− (2n − 1)

√
7 − 2n + 2 > 7n/2 − 2n(1 +

√
7) > 7n/2 − 4 · 2n, поскольку√

7<3. Легко проверить, что 7n/2 −4 ·2n
>0 при n>5. Действитель-

но,
√

7 > 2, поэтому достаточно рассмотреть случай n = 5. А в этом
случае нужно проверить, что 75

> (4 · 25)2.
23.22. а) Многочлен Pn(x) делится на x2 + x + 1 тогда и только

тогда, когда Pn(e) = 0, где e— примитивный корень 3-й степени
из единицы. Равенство e2 = −e − 1 показывает, что выражение
Pn(e)=(−e2)n −en−1 зависит только от остатка от деления n на 6.
При этом P0(e) =−1, P1(e) =−e2 −e−1= 0, P2(e) =e−e2 −1 6= 0,
P3(e) =−3, P4(e) =e2 −e−1 6= 0, P5(e) =−e−e2 −1 = 0.

б) Многочлен Pn(x) делится на (x2 + x + 1)2 тогда и только
тогда, когда Pn(e)=0 и P′

n(e)=0, где P′
n(x)=n((x+1)n−1 −xn−1) —

производная многочлена Pn(x). Равенство P′
n(e) = 0 эквивалентно

тому, что (−e2)n−1 − en−1 = 0, т. е. (−e)n−1 = 1. Но n = 6k ± 1, по-
этому n = 6k + 1.

в) Многочлен Pn(x) делится на (x2 + x + 1)3 тогда и только то-
гда, когда n=6k+1 и P′′

n (e)=0, где P′′
n (x)=n(n−1)((x+1)n−2−xn−2).

Таким образом, должно выполняться равенство (e+ 1)n−2 = en−2,
т. е. (−e2)6k−1 = e6k−1. Но (−e2)6k−1 = −e, а e6k−1 = e2. Приходим
к противоречию.



ГЛАВА 24

УРАВНЕНИЯ, РАЗРЕШИМЫЕ
В РАДИКАЛАХ

Вся история решения уравнений 3-й и 4-й степени связана
с Италией. Формулу для решения уравнения 3-й степени открыл
Сципион дель Ферро (1465––1526), но он хранил свои результаты
в тайне. В 1536 г. эту формулу переоткрыл Никколо Тарталья
(1500––1557), готовясь к математическому поединку. После дол-
гих уговоров и клятв хранить всё в тайне Джероламо Кардано
(1501––1576) выведал у Тартальи приёмы решения кубических
уравнений. Кардано нарушил клятву в 1545 г., опубликовав спо-
соб решения кубических уравнений в своей книге по алгебре «Ars
magna» («Великое искусство»). Кардано писал, что этот способ
он узнал от Тартальи и из бумаг дель Ферро. Тарталья, узнав
о появлении книги «Ars magna», едва не сошёл с ума от гнева и на-
чал яростную полемику с Кардано. Помимо решения кубических
уравнений книга «Ars magna» содержала решение уравнений 4-й
степени, полученное Людовико Феррари (1522––1565), учеником
Кардано.

Долгие поиски решения в радикалах уравнения 5-й степени не
привели к успеху. В 1799 г. итальянский врач и математик Паоло
Руффини (1765––1822) опубликовал доказательство неразрешимо-
сти в радикалах общего уравнения 5-й степени, но в этом дока-
зательстве был серьёзный пробел. Полное доказательство нераз-
решимости уравнения 5-й степени независимо от Руффини по-
лучил в 1824 г. молодой норвежский математик Нильс Генрик
Абель (1802––1829). А затем Эварист Галуа (1811––1832) разрабо-
тал теорию, позволяющую для каждого конкретного уравнения
выяснить, разрешимо ли оно в радикалах.

24.1. Докажите, что уравнение xn + a1xn−1 + . . . + an = 0
можно привести к виду yn + b2yn−2 + . . . + bn = 0 с помощью
замены y = x + c, где c — некоторое число.
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Задача 24.1 показывает, что достаточно рассмотреть кубиче-
ские уравнения вида x3 + ax + b = 0 и уравнения 4-й степени вида
x4 + ax2 + bx + c = 0.

24.1. Решение кубических уравнений

24.2. Найдите корни уравнение x3 +px+q=0, представив
их в виде x = 3

√a+ 3
√b и найдя выражения для a и b.

24.3. Решите уравнение x3 +px+q=0, воспользовавшись
тождеством

x3 + y3 + z3 −3xyz = (x + y + z)(x +wy +w2z)(x +w2y +wz),

где w2 + w + 1 = 0. (Подберите y и z так, что −3yz = p

и y3 + z3 = q.)
24.4. Докажите, что если кубическое уравнение x3 +ax+

+ b =0 имеет три различных действительных корня, то при
вычислении корней по формуле из решения задачи 24.2
обязательно появляются мнимые числа.

24.5. Найдите корень x0 = 2 уравнения x3 − x − 6 = 0 по
формуле из решения задачи 24.2.

24.6. Пусть x1, x2, x3 — корни уравнения x3 + px + q = 0.
Положим a = x1 + wx2 + w2x3 и b = x1 + w2x2 + wx3, гдеw2 + w + 1 = 0 (эти выражения называют резольвентами
Лагранжа).

а) Докажите, что 3x1 =a+b, 3x2 =w2a+wb и 3x3 =wa+
+w2b.

б) Выразите ab и a3 +b3 через p и q.
в) Решите уравнение x3 + px + q = 0.

24.2. Дискриминант кубического многочлена

24.7. Докажите, что многочлен x3 +px+q имеет кратные

корни тогда и только тогда, когда
q2

4
+

p3

27
= 0.

Выражение
q2

4
+

p3

27
называют дискриминантом кубического

многочлена x3 + px + q.
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24.3. Решение уравнений 4-й степени

24.8. Решите уравнение x4 + ax2 + bx + c = 0, представив
многочлен x4 + ax2 + bx + c в виде разности квадратов двух
многочленов.

24.9. Решите уравнение x4 + ax2 + bx + c = 0, найдя урав-
нение, которому удовлетворяет сумма двух корней данного
уравнения (Эйлер).

24.10. Пусть x1, x2, x3, x4 — корни уравнения x4 + ax2 +
+bx+c=0. Положим a=−(x1 +x2)(x3 +x4), b=−(x1 +x3)×
×(x2 + x4) и g=−(x1 + x4)(x2 + x3).

а) Выразите x1, x2, x3 и x4 через
√a,

√b и
√g.

б) Выразите коэффициенты многочлена (y−a)(y−b)(y−g)

через a, b, c.
в) Сведите решение уравнения x4 + ax2 + bx + c = 0 к ре-

шению кубического уравнения.

24.4. Другие уравнения, разрешимые в радикалах

24.11. Решите уравнения

x5 −10x3(1−x2) + 5x(1−x2)2 = a,

x7 −21x5(1−x2) + 35x3(1−x2)2 −7x(1−x2)3 = a.

24.12. Решите уравнение x5 −5ax3 + 5a2x− b = 0.
24.13. Какие уравнения седьмой степени можно решить

тем же способом, который использовался при решении за-
дачи 24.12?

Решения

24.1. Требуемая замена имеет вид y = x +
a1

n
.

24.2. Должно выполняться равенство

x3 =a+b+ 33
pab( 3

√a+ 3
pb) =a+b+ 33

pabx.

Поэтому числа a и b нужно подобрать так, чтобы выполнялись
равенства 33

pab=−p и a+ b=−q. Из этих равенств следуют ра-

венства ab= − p3

27
и a+ b= −q. Таким образом, для чисел a и b
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получено квадратное уравнение. Его корни имеют видa, b=− q

2
±
r

q2

4
+

p3

27
. (1)

Формула x = 3
√a+ 3

pb даёт 9 различных значений.
Чтобы получить формулу, которая даёт 3 значения, можно вос-

пользоваться соотношением 3
√a 3
pb=−p/3. Эта формула имеет вид

x = 3
√a− p

3√a ,

где a находится по формуле (1). При этом x не зависит от выбора
знака перед радикалом в формуле (1). Несложно проверить, что
полученная формула даёт значения x, которые являются корнями
уравнения x3 + px + q = 0.

24.3. Если −3yz = p, то y3z3 =−p3/27. Поэтому y3 и z3 — корни

квадратного уравнения t2 − qt − p3

27
= 0. Корни этого уравнения

равны
q

2
±
r

q2

4
+

p3

27
. Выберем в качестве y одно из трёх значений

кубического корня
3

s
q

2
+

r
q2

4
+

p3

27
, а в качестве z выберем − p

3y
;

по-другому это можно сказать так: выберем в качестве z то из зна-

чений кубического корня
3

s
q

2
−
r

q2

4
+

p3

27
, для которого −3yz = p.

Уравнение x3 +px+q=0 имеет следующие корни: x1 =−(y+z),
x2 =−(wy +w2z) и x3 =−(w2y +wz).

24.4. Нужно проверить, что ∆ =
b2

4
+

a3

27
< 0. Чтобы убедиться

в этом, исследуем функцию y(x) = x3 + ax + b. Если a > 0, то эта
функция монотонна, поэтому у рассматриваемого уравнения не
более одного действительного корня. В дальнейшем будем считать,
что a < 0. Ясно, что y′ = 3x2 + a. Поэтому функция y(x) моно-
тонно возрастает при x < −a и при x > a, где a =

√
−a/3, а при

−a<x<a функция y(x) монотонно убывает. Легко проверить, что
y(−a)y(a) = 4∆. Поэтому уравнение y(x) = 0 может иметь ровно
три действительных корня лишь в том случае, когда ∆ < 0.

24.5. Этот корень выражается по формуле

x0 =
3

r
3 +

11

9

√
6 +

3

r
3− 11

9

√
6.
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24.6. а) Корни x1, x2, x3 легко находятся из линейной системы
уравнений x1 +x2 +x3 =0, x1 +wx2 +w2x3 =a, x1 +w2x2 +wx3 =b.
Чтобы найти x1, нужно сложить эти уравнения и воспользоваться
тем, что w2 +w+1=0. Чтобы найти x2, нужно сделать коэффици-
енты при x2 равными 1.

б) Воспользовавшись равенством w2 +w=−1, легко проверить,
чтоab= x2

1 + x2
2 + x2

3 −x1x2 −x2x3 −x1x3 =

= (x1 + x2 + x3)2 − 3(x1x2 + x2x3 + x1x3) =−3p.

Снова воспользовавшись равенством w2 +w=−1, получимa3 +b3 = 2(x3
1 + x3

2 + x3
3) +

+ 12x1x2x3 − 3(x2
1x2 + x1x2

2 + x2
1x2 + x1x3

2 + x2
2x3 + x2x2

3).

При этом 0=(x1+x2+x3)3=x3
1+x3

2+x3
3+6x1x2x3+3(x2

1x2+x1x2
2+. . .)

и 0= (x1 +x2 +x3)(x1x2 +x1x3 +x2x3)= (x2
1x2 +x1x2

2 + . . .)+3x1x2x3.
Следовательно, a3 +b3 =−9(x2

1x2 + x1x2
2 + . . .) = 27x1x2x3 =−27q.

в) Мы выяснили, что a3 +b3 =27q и a3b3 =−27p3. Числа a3 и b3

можно найти, решив квадратное уравнение. Извлекая кубические
корни, находим a и b. Значения кубических корней нужно при
этом выбрать так, что ab=−3p. Корни уравнения x3 + px + q = 0
находятся теперь согласно задаче а).

24.7. П е р в о е р е ш е н и е. Пусть рассматриваемый много-
член имеет корни x1, x2 и x3, причём x1 = x2. Коэффициент при x2

равен нулю, поэтому x1 + x2 + x3 = 0. Таким образом, x3 = −2x1.
Тогда

(x−x1)(x−x2)(x−x3) = x3 − 3x2
1x + 2x3

1,

т. е. p =−3x2
1 и q = 2x3

1. В таком случае
q2

4
= x6

1 =− p3

27
.

Наоборот, если
q2

4
+

p3

27
=0, то мы можем положить x1 =±

r
− p

3
.

Знак определяется следующим образом: x3
1 =±

r
− p3

27
=±

r
q2

4
; ров-

но при одном выборе знака этот корень равен q/2.
В т о р о е р е ш е н и е. Многочлен f(x)=x3 +px+q имеет крат-

ные корни тогда и только тогда, когда у него есть общий корень
с многочленом f′(x)=3x2 +p (задача 28.16). Последний многочлен

имеет корни ±
r

− p

3
, поэтому для x0 =±

r
− p

3
должно выполняться
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равенство x(x2 + p) =−q, т. е. ±
r

− p

3

“
− p

3
+ p
”

=−q. После возведе-

ния в квадрат получаем равенство
q2

4
+

p3

27
= 0.

24.8. Воспользуемся тем, что

x4 + ax2 + bx + c =
“

x2 +
a

2
+ t
”2

−
“

2tx2 − bx +
“

t2 + at− c +
a2

4

””
.

Выберем t так, чтобы дискриминант

D = b2 − 8t
“

t2 + at− c +
a2

4

”

был равен нулю. Тогда

x4 + ax2 + bx + c =
“

x2 +
a

2
+ t
”2

−2t
“

x− b

4t

”2
.

Поэтому уравнение
x4 + ax2 + bx + c = 0 (1)

можно решить следующим образом. Решим сначала кубическое
уравнение относительно t

b2 −8t
“

t2 + at− c +
a2

4

”
= 0.

Пусть t0 —один из его корней. Тогда уравнение (1) можно записать
в виде

x2 +
a

2
+ t =±

p
2t0

“
x− b

4t

”
.

Получаем два квадратных уравнения и решаем их стандартным
способом.

24.9. Пусть x1, x2, x3, x4 —корни уравнения x4 +ax2 +bx+c=0.
Положим u = x1 + x2 =−(x3 + x4). Тогда

x4 + ax2 + bx + c = (x2 −ux +a)(x2 + ux +b),

т. е. a+b−u2 = a, u(a−b) = b, ab= c.

Из первого и второго уравнений получаемa=
1

2

„
a + u2 +

b

u

«
, b=

1

2

„
a + u2 − b

u

«
.

Подставив эти выражения в третье уравнение, получим

u6 + 2au4 + (a2 − 4c)u2 − b2 = 0. (1)
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Уравнение (1) является кубическим уравнением относительно u2.
Решив это кубическое уравнение, найдём 6 корней уравнения (1).
Они имеют вид ±u1, ±u2, ±u3. Можно считать, что

x1 + x2 = u1, x3 + x4 =−u1,

x1 + x3 = u2, x2 + x4 =−u2,

x1 + x4 = u3, x2 + x3 =−u3.

Тогда u1 + u2 + u3 = 2x1.
24.10. а) По условию x1 + x2 =−(x3 + x4), поэтому x1 + x2 =

√a.
Аналогично x1 + x3 =

pb и x1 + x4 =
√g. Следовательно,

2x1 =
√a+

√b+
√g,

2x2 =
√a−

√b−√g,

2x3 =−
√a+

√b−√g,

2x4 =−
√a−

√b+
√g.

б) Ясно, что a + b + g = −2(x1x2 + x2x3 + . . .) = −2a. Далее,ab+ga+bg= (x2
1x2

2 + . . .) + 3(x2
1x2x3 + . . .) + 6x1x2x3x4. Учитывая,

что a2 = (x1x2 + . . .)2 = (x2
1x2

2 + . . .) + 2(x2
1x2x3 + . . .) + 6x1x2x3x4 и

0 = (x1 + . . .)(x1x2x3 + . . .) = (x2
1x2x3 + . . .) + 4x1x2x3x4,

получаем ab+ga+bg= a2 −4c. Наконец, −abg= (x3
1x2

2x3 + . . .) +

+ 2(x3
1x2x3x4 + . . .) + 2(x2

1x2
2x2

3 + . . .) + 4(x2
1x2

2x3x4 + . . .). Учитывая,
что

0 = (x1 + . . .)(x1x2 + . . .)(x1x2x3 + . . .) =

=(x3
1x2

2x3 + . . .)+3(x3
1x2x3x4 + . . .)+3(x2

1x2
2x2

3 + . . .)+8(x2
1x2

2x3x4 + . . .),

0 = (x1 + . . .)2x1x2x3x4 = (x3
1x2x3x4 + . . .) + 2(x2

1x2
2x3x4 + . . .)

и b2 = (x1x2x3 + . . .)2 = (x2
1x2

2x2
3 + . . .) + 2(x2

1x2
2x3x4 + . . .), получаемabg= b2.

в) Согласно задаче а) достаточно найти a, b и g. Согласно за-
даче б) числа a, b и g являются корнями кубического уравнения
y3 + 2ay2 + (a2 −4c)y− b2 = 0.

24.11. Пусть x = cosf. Из формулы Муавра следует, что рас-
сматриваемые уравнения имеют вид cos 5f=a и cos 7f=a. Значит,
решения этих уравнений имеют вид

x =
1

2

`n
p

a + i
√

1−a2 +
n
p

a− i
√

1− a2
´
,

где n = 5 или 7.
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24.12. Мы воспользуемся тем же самым способом, которым
в задаче 24.2 было решено кубическое уравнение. А именно, бу-
дем искать решение в виде x =a+ b. Воспользовавшись тем, что
(a+b)3 =a3 +b3 + 3ab(a+b) и (a+b)5 =a5 +b5 + 5ab(a3 +b3) +

+ 10a2b2(a + b), запишем исходное уравнение в виде a5 + b5 +

+ A(a3 + b3) + B(a+ b) − b = 0, где A = 5ab − 5a и B = 10a2b2 −
− 15aab + 5a2. Если ab = a, то A = 0 и B = 0. Поэтому реше-
ние исходного уравнения свелось к решению системы уравненийa5 +b5 =b, ab=a. Из этой системы находим a5, b5 =

b

2
±
r

b2

4
−a5.

Поэтому

x =
5

s
b

2
+

r
b2

4
−a5 +

5

s
b

2
−
r

b2

4
− a5.

Значения корней выбираются так, чтобы их произведение было
равно a.

24.13. О т в е т: x7 − 7ax5 + 14a2x3 − 7a3x− b = 0.
Пусть ab= a. Тогда

(a+b)7 =a7 +b7 + 7a(a5 +b5) + 21a2(a3 +b3) + 35a3(a+b),

(a+b)5 = a5 +b5 + 5a(a3 +b3) + 10a2(a+b),

(a+b)3 = a3 +b3 + 3a(a+b).

Чтобы осталось только a7 +b7, нужно рассмотреть выражение

(a+b)7 −7a(a+b)5 + 14a2(a+b)3 −7a3(a+b).

Таким образом, решение уравнения x7 − 7ax5 + 14a2x3 − 7a3x = b
сводится к решению системы уравнений ab= a, a7 +b7 = b.



ГЛАВА 25

ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Для бесконечной последовательности a1, a2, a3, . . . обычно ис-
пользуют обозначение {an}. Число a называют пределом последо-
вательности {an}, если для любого e> 0 можно выбрать номер N
так, что |an − a|< e при n > N. Предел последовательности {an}
обозначают lim

n→∞
an. Предел последовательности не всегда суще-

ствует. Например, у последовательности an = (−1)n предела нет.
Вместо обозначения lim

n→∞
an = a иногда используют обозначе-

ние an → a при n→∞ или даже просто an → a.

25.1. Свойства пределов

25.1. Докажите, что если предел последовательности су-
ществует, то он единствен.

25.2. Пусть {an} и {bn} — две последовательности, причём
lim

n→∞
an = a и lim

n→∞
bn = b. Докажите, что:

а) lim
n→∞

(an + c) = a + c и lim
n→∞

(can) = ca для любого числа c;

б) lim
n→∞

(an + bn) = a + b;

в) lim
n→∞

(anbn) = ab;

г) если a 6= 0 и an 6= 0 для всех n, то lim
n→∞

1

an
=

1

a
.

25.3. Докажите, что если an <bn <cn для всех n и lim
n→∞

an =
= a = lim

n→∞
cn, то lim

n→∞
bn = a.

25.4. Докажите, что если lim
n→∞

an = a и lim
n→∞

bn = b, причём
an 6 bn для всех n, то a 6 b.

25.5. Дано положительное число a и последовательность

положительных чисел xn. Докажите, что если lim
n→∞

xn−a

xn +a
=0,

то lim
n→∞

xn = a.



294 Глава 25. Предел последовательности

25.6. Докажите, что если lim
n→∞

xn =a, то lim
n→∞

x1 + . . . + xn

n
=a

(Коши).
25.7. Пусть {an} — последовательность положительных

чисел, причём lim
n→∞

an = a. Докажите, что lim
n→∞

n
√

a1 . . . an = a.

25.8. Докажите, что если lim
n→∞

(xn+1−xn)=a, то lim
n→∞

xn

n
=a.

25.9. Докажите, что если lim
n→∞

an+1

an
= a, то lim

n→∞
n
√

an = a.

25.10. Пусть P(x) — многочлен с целыми коэффициента-
ми. Докажите, что если lim

n→∞
{P(n)a} = 0, где { · } обозначает

дробную часть, то число a рационально.

25.2. Теорема Вейерштрасса

Последовательность {an} называют ограниченной, если можно
выбрать числа c1 и c2 так, что c1 6 an 6 c2 для всех n.

Точку c называют предельной точкой последовательности
{an}, если для любого e> 0 неравенство |c− an |<e выполняется
для бесконечного множества членов последовательности.

25.11. Докажите, что любая ограниченная последова-
тельность имеет по крайней мере одну предельную точку
(Больцано––Вейерштрасс).

25.12. Докажите, что любая ограниченная последова-
тельность {an} содержит сходящуюся подпоследователь-
ность {ank

}, т. е. можно выбрать строго возрастающую по-
следовательность натуральных чисел n1, n2, n3, . . . так, что
последовательность {bk}, где bk = ank

, сходится.

Последовательность {an} называют возрастающей (неубываю-
щей), если an+1 > an (an+1 > an) для всех n.

Последовательность {an} называют ограниченной сверху, если
можно выбрать число c так, что an 6 c для всех n.

25.13. Докажите, что любая возрастающая (или хотя
бы неубывающая) ограниченная сверху последовательность
{an} имеет предел (Вейерштрасс).

25.14. Докажите, что последовательность {xn} сходится
тогда и только тогда, когда для любого e>0 можно выбрать
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номер N так, что |xn−xm |<e для любых m, n>N (критерий
Коши).

25.3. Вычисление пределов

25.15. Вычислите lim
n→∞

(
√

n + 1−
√

n).

25.16. Вычислите lim
n→∞

(
√

n2 + n−n).

25.17. а) Докажите, что lim
n→∞

n

10n = 0.

б) Докажите, что lim
n→∞

lg n

n
= 0.

25.18. а) Докажите, что lim
n→∞

nk

an =0 для любого натураль-

ного k и любого a > 1.

б) Докажите, что lim
n→∞

(loga n)k

n
= 0 для любого натураль-

ного k и любого a > 1.

25.19. Докажите, что lim
n→∞

xn

n!
= 0.

25.20. Докажите, что lim
n→∞

n
√

x = 1 для любого положи-
тельного числа x.

25.21. Докажите, что lim
n→∞

n
√

n = 1.

25.22. Докажите, что lim
n→∞

n
√

n! =∞.

25.23. Пусть a0 = a, b0 = b, где 0 < a < b. Положим an+1 =

=
2anbn

an + bn
и bn+1 =

an + bn

2
при n > 0. Докажите, что lim

n→∞
an =

= lim
n→∞

bn =
√

ab.

25.24. Пусть среди чисел 21, 22, . . ., 2n ровно an чисел

начинается с единицы. Вычислите предел lim
n→∞

an

n
.

25.25. Пусть x1 =
√

a, где a — некоторое положительное
число, и xn+1 =

√
a + xn при n>1. Докажите, что существует

предел lim
n→∞

xn и вычислите его.

25.26. Пусть x1 и a —положительные числа, xn+1 =
a

1 + xn

при n > 1. Докажите, что существует предел lim
n→∞

xn, и вы-
числите его.
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25.27. Пусть x1 > 0 и a > 0, xn+1 =
(

xn +
a

xn

)

при n > 1.
Вычислите предел lim

n→∞
xn.

25.28. Пусть x1 = a, x2 = b и xn+1 =
1
2

(xn + xn−1) при n >1.

Вычислите lim
n→∞

xn.

25.29. Пусть p1, . . ., pk — простые числа, an — количество
натуральных чисел, не превосходящих n и делящихся толь-

ко на данные простые числа. Докажите, что lim
n→∞

an

n
= 0.

25.30. Пусть x0 и y0 — некоторые положительные числа,

причём x0 > y0, xn+1 =
xn + yn

2
и yn+1 =

2xnyn

xn + yn
при n > 0. До-

кажите, что lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn =
√

x0y0.

25.31. Пусть x0 и y0 — некоторые положительные чис-

ла, причём x0 > y0, xn+1 =
xn + yn

2
и yn+1 =

√
xnyn при n > 0.

Докажите, что обе последовательности {xn} и {yn} сходятся
к одному и тому же пределу, называемому средним арифме-
тико-геометрическим чисел x0 и y0 (Гаусс).

25.32. Пусть a0=2
√

3, b0=3 и an+1=
2anbn

an+bn
, bn+1=

√
an+1bn

при n > 0. Докажите, что lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn =p.

25.33. Пусть x0 и y0 — некоторые неотрицательные чис-

ла, xn+1 =
xn + yn

2
и yn+1 =

√
xn+1yn при n > 0.

а) Докажите, что если 0 6 x0 < y0, то

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn =

p
y2

0 −x2
0

arccos(x0/y0)
.

б) Докажите, что если 0 < y0 < x0, то

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn =

p
x2

0 −y2
0

Arch(x0/y0)
.

См. также задачу 28.50.

25.4. Число e

25.34. а) Докажите, что для любого натурального n вы-
полняется неравенство 2 6 (1 + 1/n)n

< 3.
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б) Докажите, что для любого натурального n выполняет-

ся неравенство (n/3
)n

< n!.

25.35. Найдите первую цифру числа 2400.
25.36. Докажите, что если m и n — натуральные числа,

причём m > n, то
(

1 +
1

m

)m

>

(

1 +
1

n

)n

и
(

1 +
1

m

)m+1
<

(

1 +
1

n

)n+1
.

25.37. Докажите, что существует предел e= lim
n→∞

(1+1/n)n.

25.38. а) Докажите, что
(

1 +
1
n

)n

< 2 +
1
2!

+
1
3!

+ . . . +
1
n!

.

б) Докажите, что

e > 2 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

k!

для любого k.
в) Докажите, что e = lim

n→∞

(

2 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

n!

)

.

25.39. Докажите, что

0 < e−
(

1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

n!

)

<
1

n! n
.

25.40. Сходится ли последовательность an = sin(2pn! e)?
25.41. Докажите, что число e иррационально.

25.42. Докажите, что lim
n→∞

n
√

n!

n
=

1

e
.

25.5. Сопряжённые числа

25.43. Пусть (1 +
√

2 +
√

3)n = qn + rn

√
2 + sn

√
3 + tn

√
6,

где qn, rn, sn, tn — натуральные числа. Вычислите пределы

lim
n→∞

rn

qn
, lim

n→∞
sn

qn
и lim

n→∞
tn

qn
.

25.6. Точная верхняя грань

Пусть X — некоторое (непустое) множество действительных чи-
сел. Число x0 называют точной верхней гранью этого множе-
ства, если x 6 x0 для любого числа x из множества X, но для
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любого e > 0 найдётся число x из множества X, для которого
x+e>x0. Если точная верхняя грань x0 множества X принадле-
жит X, то x0 называют максимумом множества X. Аналогично
определяются точная нижняя грань и минимум.

25.44. Найдите точную верхнюю грань множества отри-
цательных чисел. Есть ли у этого множества максимум?

Множество действительных чисел называют ограниченным свер-
ху, если можно выбрать число c так, что все числа этого множе-
ства меньше c. Аналогично определяется множество, ограничен-
ное снизу.

25.45. Докажите, что любое (непустое) ограниченное
сверху множество действительных чисел имеет единствен-
ную точную верхнюю грань, а ограниченное снизу — един-
ственную точную нижнюю грань.

Решения

25.1. Предположим, что a и b — пределы последовательности

{an}, причём a 6= b. Пусть e=
1

3
|a − b|. Согласно определению пре-

дела можно выбрать номера N1 и N2 так, что |an − a| < e при
n > N1 и |an − b| < e при n > N2. Пусть N — наибольшее из чисел

N1 и N2. Тогда |a− b|6 |a−aN |+ |aN − b|<2e=
2

3
|a− b|. Приходим

к противоречию.
25.2. а) Утверждение о том, что lim

n→∞
(an + c) = a + c очевидно:

в качестве N для последовательности {an +c} можно выбрать то же
самое число, что и для последовательности {an}.

При c = 0 утверждение о том, что lim
n→∞

(can) = 0 очевидно. Ес-

ли же c 6= 0, то в качестве числа N, соответствующего e для
последовательности {can}, можно взять N, соответствующее e/|c|
для последовательности {an}. А именно, если |an − a| < e/|c|, то
|can − ca|<e.

б) Для данного e>0 выберем N1 и N2 так, что |an −a|<e/2 при
n > N1 и |bn − b|<e/2 при n > N2. Пусть N — наибольшее из чисел

N1 и N2. Тогда |(an +bn)− (a+b)|6 |an−a|+ |bn−b|< e
2

+
e
2

=e при

n > N.
в) Воспользуемся тождеством

anbn −ab = (an − a)(bn − b) + a(bn − b) + b(an − a). (1)
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Для данного e > 0 выберем N1 и N2 так, что |an − a| < √e при
n > N1 и |bn − b| < √e при n > N2. Тогда |(an − a)(bn − b)| < e при
n>max(N1, N2), поэтому lim

n→∞
(an−a)(bn−b)=0. Из а) и б) следует,

что lim
n→∞

a(bn − b) = 0 и lim
n→∞

b(an − a) = 0. Поэтому тождество (1)

показывает, что lim
n→∞

(anbn − ab) = 0.

г) Выберем сначала N1 так, что |an − a| <
1

2
|a| при n > N1.

Отметим, что при этом |an | >
1

2
|a|. Выберем затем для данногоe> 0 номер N2 так, что |an − a| < 1

2
|a|2e при n > N2. Тогда если

n > max(N1, N2), то
˛̨
˛ 1

an
− 1

a

˛̨
˛=
˛̨
˛an − a

ana

˛̨
˛< 1

2
|a|2e ·

2

|a|2 =e.

25.3. Для данного e > 0 выберем числа N1 и N2 так, что
|a − an | < e при n > N1 и |a − cn | < e при n > N2. Тогда если
n >max(N1, N2), то an > a−e и cn < a +e. Поэтому a−e< an 6 bn 6

6 cn < a +e, а значит, |bn −a|<e.
25.4. Выберем N так, что если n>N, то |a−an|<e и |b−bn |<e.

Тогда a − e < an 6 bn < b + e. Таким образом, для любого e > 0
выполняется неравенство b > a− 2e. Поэтому b > a.

25.5. Пусть
˛̨
˛xn − a

xn + a

˛̨
˛<e< 1. Тогда

−2ea

1 +e < xn − a <
2ea

1−e .

25.6. Вместо последовательности {xn} можно рассмотреть по-
следовательность {xn − a}, поэтому можно считать, что a = 0. Для
любого e> 0 можно выбрать N так, что если n > N, то |xn | < e.
Тогда при n > N

˛̨
˛ 1

n
(x1 + . . . + xn)

˛̨
˛6 C

n
+

n−N

n
e,

где C=x1 + . . .+xN. Ясно, что lim
n→∞

“
C

n
+

n−N

n
e”=e. Поэтому можно

выбрать M > N так, что если n > M, то
˛̨
˛ 1

n
(x1 + . . . + xn)

˛̨
˛< 2e.

25.7. Функция ln x непрерывна, поэтому lim
n→∞

ln an = ln a. Зна-

чит, согласно задаче 25.6 lim
n→∞

ln a1 + . . . + ln an

n
= ln a. Следователь-

но, lim
n→∞

ln n
√

a1 . . . an = ln a. Теперь, воспользовавшись непрерывно-

стью функции ex, получаем требуемое.
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25.8. Пусть y1 =x1 и yn =xn−xn−1 при n>2. Тогда xn =y1+y2 + . . .
. . . + yn. По условию lim

n→∞
yn = a. Поэтому согласно задаче 25.6

lim
n→∞

xn

n
= lim

n→∞

y1 + y2 + . . . + yn

n
= a.

25.9. Рассмотрим последовательность b1 = a1, bn =
an+1

an
при

n > 1. По условию lim
n→∞

bn = a. Поэтому согласно задаче 25.7

lim
n→∞

n
√

b1 . . . bn = a. Но b1 . . . bn = an.

25.10. Удобнее доказывать более общее утверждение: если
{P(n)a} = an + en, где lim

n→∞
en = 0 и an принимает лишь конечное

число значений (когда n пробегает все натуральные значения), тоa рационально.
Применим индукцию по m — степени многочлена P(x). При

m=1 получаем {Ana+Ba}=an +en. Поэтому Ana+Ba=an+en +kn

и A(n + 1)a+ Ba= an+1 +en+1 + kn+1, где kn и kn+1 — целые числа.
Следовательно,

Aa= (an+1 − an) + (en+1 −en) + (kn+1 −kn).

Число kn+1 −kn целое, а разность an+1 −an может принимать лишь
конечное число значений. Поэтому из того, что lim

n→∞
en = 0, следу-

ет, что en+1 −en = 0 при n > n0. Но тогда

an = an0 + ln + (n−n0)Aa,

где ln — целое число. По условию an принимает конечное число
значений. Следовательно, ln +nAa принимает конечное число зна-
чений, поэтому {nAa} принимает конечное число значений. Тогда
число Aa рационально (задача 17.13), а значит, число a тоже
рационально.

Шаг индукции доказывается совсем просто. Многочлен Q(x) =
= P(x + 1) − P(x) имеет степень m − 1. Кроме того, если an при-
нимает конечное число значений, то an+1 − an тоже принимает
конечное число значений. Поэтому, применив к многочлену Q(x)
предположение индукции, получаем, что a рационально.

25.11. Можно считать, что числа c1 и c2 из определения огра-
ниченной последовательности целые. Отрезок [c1, c2] разбивает-
ся на конечное число отрезков длины 1. Хотя бы в одном из
этих отрезков содержится бесконечно много членов рассматривае-
мой последовательности. Выберем такой отрезок и разделим его
на 10 отрезков длины 1/10. Среди этих отрезков выберем тот,
который содержит бесконечно много членов последовательности.
Этот отрезок снова разделим на 10 отрезков равной длины и т. д.
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Такая последовательность операций определяет некоторое число
c=m0 +m1 ·10−1 +m2 ·10−2 + . . . Действительно, на первом шаге мы
определяем m0, на втором m1 и т. д. Число c является предельной
точкой данной последовательности.

25.12. Пусть c — предельная точка последовательности {an}.
Тогда неравенство |an − c| < 1/k выполняется для бесконечно-
го множества членов an. Поэтому можно выбрать ank

так, что
|ank

−c|<1/k. Более того, это можно сделать так, что n1<n2<n3<. . .
Тогда c = lim

k→∞
ank

.

25.13. Неубывающая ограниченная сверху последовательность
ограничена, поскольку an > a1 для всех n. Поэтому согласно тео-
реме Больцано––Вейерштрасса (задача 25.11) последовательность
{an} имеет предельную точку c. Прежде всего докажем, что пре-
дельная точка единственна. Предположим, что есть две предель-
ные точки: c1 < c2. Пусть c2 − c1 =e. Выберем N так, что |xN − c2 |<
< e/2. Тогда xN > c2 −

e
2

. Значит, xn > c2 −
e
2

при n > N. Но тогда

xn − c1 >
e
2

, поэтому c1 не может быть предельной точкой.

Пусть c — предельная точка. Тогда xn 6 c для всех n (иначе все
точки xm, где m > n, лежат вне некоторой окрестности точки c).
Поэтому для каждого e>0 можно выбрать N так, что c−e<xN 6c.
Тогда c−e< xn 6 c при n > N.

25.14. Если последовательность {xn} имеет предел a, то для лю-
бого e>0 можно выбрать N так, что |xn−a|<e/2 для любого n>N.
Тогда если m, n > N, то |xn −xm |6 |xn −a|+ |a−xm |<e.

Предположим теперь, что для любого e> 0 можно выбрать но-
мер N так, что |xn − xm |< e для любых m, n > N. Положим e= 1
и выберем соответствующий номер N. Тогда |xn−xN |<1 при n>N.
Поэтому последовательность {xn} ограничена. По теореме Больца-
но––Вейерштрасса (задача 25.11) такая последовательность имеет
предельную точку a. Для положительного числа e/2 выберем но-
мер N так, что |xn − xm |< e/2 при m, n > N. Точка a предельная,
поэтому |xn − a|< e/2 для бесконечно многих n; в частности, это
неравенство выполняется для некоторого n0 > N. Поэтому для
любого m > N получаем |xm −a|6 |xm −xn0 |+ |xn0 −a|<e. Следова-
тельно, lim

m→∞
xm = a.

25.15. О т в е т: 0. Ясно, что

0 <

√
n + 1−

√
n =

(
√

n + 1−
√

n)(
√

n + 1 +
√

n)√
n + 1 +

√
n

=
1√

n + 1 +
√

n
<

1√
n

.

Поэтому lim
n→∞

(
√

n + 1−
√

n) = 0.
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25.16. О т в е т: 1/2. Домножив и поделив
√

n2 + n − n на√
n2 + n + n, получим

p
n2 + n−n =

n
p

n2 + n + n
=

1
r

1 +
1

n
+ 1

→ 1

2
.

25.17. а) Ясно, что

n

10n =
n

n−1
·

n−1

n−2
· . . . ·

2

1
·

1

10n < 2n−1 1

10n =
1

2
·

1

5n →0.

б) Пусть 10k
6n610k+1. Тогда

lg n

n
6

k + 1

10k
→0 согласно задаче а).

25.18. а) Если n достаточно велико, то k
√

a >
n + 1

n
= 1 +

1

n
. Вы-

берем число q > 1 и натуральное число N так, что q <

“
n

n + 1

”k

a

при n > N. Тогда q <

“
N

N + 1

”k

a, q <

“
N + 1

N + 2

”k

a, q <

“
N + m−1

N + m

”k

a,

поэтому qm
<

“
N

N + m

”k

am, а значит,
(N + m)k

aN+m
< Cq−m, где C =

Nk

aN
.

Остаётся заметить, что если q > 1, то lim
m→∞

q−m = 0.

б) Пусть am−1
6 n 6 am. Тогда

(loga n)k

n
6

mk

am−1 →0 согласно зада-

че а).

25.19. Выберем натуральное число N так, что
|x|

N + 1
6

1

2
. Если

n > N, то
|x|n

n!
6

|x|N
N!

“1

2

”n−N

=
C

2n
, где C =

2N |x|N
N!

— постоянное чис-
ло.

25.20. Пусть x > 1. Рассмотрим вспомогательную последова-
тельность an = x1/n − 1. Ясно, что an > 0, Поэтому согласно зада-

че 13.9 а) 1 + nan 6 (1 + an)n = x. Таким образом, 0 < an <
x− 1

n
.

Поэтому lim
n→∞

an = 0.

Если x = 1, то утверждение очевидно, а если 0 < x < 1, то рас-
смотрим y = 1/x > 1. Тогда lim

n→∞
y1/n = 1, поэтому lim

n→∞
x1/n = 1.

25.21. П е р в о е р е ш е н и е. Пусть an = n
√

n − 1. Тогда an > 0,

поэтому n = (1 + an)n
> 1 + nan +

n(n−1)

2
a2

n >
n(n −1)

2
a2

n. Следова-

тельно, 0 6 an 6

r
2

n−1
.
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В т о р о е р е ш е н и е. Воспользовавшись неравенством между
средним арифметическим и средним геометрическим, получим:

n
√

n− 1 =
n−1

1 + n1/n + . . . + n(n−1)/n
6

n−1

n
n
p

n1/n+2/n+...+(n−1)/n
=

n− 1

n(3n−1)/2n
.

Если n > 3, то
n− 1

n(3n−1)/2n
6 n(−n+1)/2n

6 n−1/3.

25.22. Из неравенства (2n)!> n(n+1) . . . (2n)>nn+1 следует, что
2n
√

(2n)! > 2n
√

nn+1 >

√
n и 2n+1

√
(2n + 1)! > 2n+1√

nn+1 >

√
n.

25.23. Если 0 < an < bn, то an+1 > an и bn+1 < bn. Кроме того,
4anbn < (an + bn)2, т. е. an+1 < bn+1. Поэтому a0 < a1 < a2 < . . . < b2 <

< b1 < b0. Значит, последовательности {an} и {bn} сходятся. Пусть

lim
n→∞

an = a и lim
n→∞

bn = b. Из того, что bn+1 =
an + bn

2
, следует, чтоb=

a+b
2

, т. е. a=b.

Перемножив равенства an+1 =
2anbn

an + bn
и bn+1 =

an + bn

2
, получим

an+1bn+1 = anbn. Значит, anbn = ab при всех n. Поэтому ab = ab,
т. е. a2 = ab.

25.24. Рассмотрим все натуральные числа a, для которых
10k−1

6 a < 10k. Среди них есть хотя бы одна степень двойки,
поскольку не может оказаться, что 2m

< 10k−1, а 2m+1
> 10k. Наи-

меньшая из степеней двойки, заключённых в этих пределах, начи-
нается с единицы, поскольку иначе мы могли бы поделить число
a = 2m на 2 и получить число в тех же пределах. Степень двойки,
следующая за наименьшей, начинается с цифры 2 или 3. Поэтому
среди рассматриваемых чисел есть ровно одна степень двойки, на-
чинающаяся с единицы. Значит, если 10k−1 62n

<10k, то an =k−1.

Таким образом, an 6 n lg 2<an +1, т. е. lg 2− 1

n
<

an

n
6 lg 2. Поэтому

lim
n→∞

an

n
= lg 2.

25.25. Если бы мы знали, что существует предел lim
n→∞

xn = c,

то найти c было бы легко. Действительно, c =
√

a + c, поэтому
c2 − c − a = 0. Следовательно, c = 1/2 ±

√
a + 1/4. Ясно также, что

c > 0, поэтому c = 1/2 +
√

a + 1/4.
Докажем теперь, что рассматриваемый предел существует.

Прежде всего заметим, что последовательность {xn} монотонно
возрастает. Действительно, учитывая, что все числа xn поло-
жительны, получаем: xn+1 > xn ⇔ x2

n+1 > x2
n ⇔ a + xn > x2

n ⇔
⇔ a+xn>a+xn−1 ⇔ xn>xn−1. Остаётся заметить, что x2=

√
a+

√
a>

>

√
a=x1.
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Докажем, что последовательность {xn} ограничена сверху,
а именно, xn <c. Действительно, x1 <c. Кроме того, xn <c ⇒ xn+1 <

<
√

a + c = c.
25.26. Если бы мы знали, что существует предел lim

n→∞
xn = c,

то найти его было бы легко. Действительно, c =
a

1 + c
, поэтому

c2 + c − a = 0. Ясно также, что c > 0. Поэтому c — положительный
корень уравнения x2 + x−a = 0. Такой корень единствен.

Докажем теперь существование предела. Пусть c — единствен-
ный положительный корень уравнения x2 +x−a=0. Если xn >c, то

x2
n + xn > a, т. е. xn >

a

1 + xn
= xn+1. Поэтому xn+1 =

a

1 + xn
6

a

1 + xn+1
,

т. е. xn+1 6c. Аналогично доказывается, что если xn 6c, то xn+1 >c.

Далее, xn+2 − xn =
a

1 + a/(1 + xn)
− xn =

a−xn − x2
n

1 + a + xn
. Поэтому если

xn 6 c, то xn+2 − xn > 0, а если xn > c, то xn+2 − xn 6 0. Таким
образом, одна из последовательностей x1, x3, x5, . . . и x2, x4, x6, . . .
монотонно возрастает, а другая монотонно убывает. Предел каж-
дой из этих последовательностей является положительным кор-

нем уравнения x =
a

1 + a/(1 + x)
, которое эквивалентно уравнению

x2 + x−a = 0.
25.27. О т в е т: lim

n→∞
xn =

√
a. Ясно, что

xn+1 −
√

a

xn+1 +
√

a
=

x2
n −2

√
axn + a

x2
n + 2

√
axn + a

=
“

xn −
√

a

xn +
√

a

”2
.

Следовательно,
xn+1 −

√
a

xn+1 +
√

a
=
“

x1 −
√

a

x1 +
√

a

”2n

. Пусть q =
x1 −

√
a

x1 +
√

a
. Ясно,

что |q|< 1. Поэтому lim
n→∞

q2n

= 0. Значит, lim
n→∞

xn −
√

a

xn +
√

a
= 0. Остаётся

воспользоваться результатом задачи 25.5.

25.28. О т в е т: lim
n→∞

xn =
a + 2b

3
. Докажем, что xn =

a + 2b

3
+

+
“−1

2

”n−2 b − a

3
. При n = 1 и 2 требуемое равенство легко прове-

ряется. Соотношение xn+1 =
1

2
(xn + xn−1) тоже легко проверяется.

25.29. Пусть p
a1
1 . . . p

ak
k 6 n. Тогда p

ai
i 6 n, поэтому ai 6

lg n

lg pi
.

Значит, an 6

“ lg n

lg p1
+ 1

”
. . .
“ lg n

lg pk
+ 1

”
. Если n > p1, . . . , pk, то

an 6
2k

lg p1 . . . lg pk
(lg n)k. Остаётся воспользоваться результатом зада-

чи 25.18 б).
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25.30. Легко проверить, что x0 >
x0 + y0

2
>

2x0y0

x0 + y0
> y0, т. е. x0 >

> x1 > y1 > y0. Аналогично xn > xn+1 > yn+1 > yn для любого n.
Таким образом, последовательности {xn} и {yn} монотонные и огра-
ниченные, поэтому они сходятся к некоторым числам x и y. Если

в равенстве xn+1 =
xn + yn

2
перейти к пределу, то получим x =

x + y

2
,

т. е. x=y. Ясно также, что xn+1yn+1 =xnyn. Поэтому xy=x0y0. А так
как x = y, получаем требуемое.

25.31. Легко проверить, что x0 >
x0 + y0

2
>

√
x0y0 > y0, т. е. x0 >

> x1 > y1 > y0. Аналогично xn > xn+1 > yn+1 > yn для любого n.
Таким образом, последовательности {xn} и {yn} монотонные и огра-
ниченные, поэтому они сходятся к некоторым числам x и y. Если

в равенстве xn+1 =
xn + yn

2
перейти к пределу, то получим x =

x + y

2
,

т. е. x = y.

25.32. Пусть An = 6 · 2n tg
p

6 · 2n и Bn = 6 · 2n sin
p

6 · 2n , т. е. An —

полупериметр правильного 6 ·2n-угольника, описанного вокруг ок-
ружности радиуса 1, Bn — полупериметр правильного 6 · 2n-уголь-
ника, вписанного в окружность радиуса 1. Покажем, что an = An

и bn = Bn. При n = 0 это очевидно. Пусть a =
p

6 · 2n+1 . То-

гда
An+1

An
=

2 tga
tg 2a = 1 − tg2 a и

Bn+1

Bn
=

2 sina
sin 2a =

1

cosa . Кроме то-

го,
An

Bn
=

1

cos 2a и
An+1

Bn+1
=

1

cosa . Значит,
Bn+1

Bn
=

1

cosa =
An+1

Bn+1
,

т. е. Bn+1 =
p

An+1Bn. Далее,
2AnBn

An + Bn
=

2An cos 2a
1 + cos 2a . Легко проверить,

что
2 cos 2a

1 + cos 2a = 1− tg2 a. Поэтому
2AnBn

An + Bn
= An+1.

25.33. а) Положим x0 = y0 cosa, т. е. a = arccos(x0/y0). Тогда

x1 = y0
1 + cosa

2
= y0 cos2 a

2
и y1 =

r
y0 cos2

a
2

y0 = y0 cos
a
2

. Поэтому

x1 = y1 cos
a
2

. Продолжая такие рассуждения дальше, получаем

y2 = y0 cos
a
2

cos
a
22 , . . . , yn = y0 cos

a
2

cos
a
22 . . . cos

a
2n =

y0 sina
2n sin

a
2n

→

→ y0 sinaa и xn = yn cos
a
2n . Остаётся заметить, что cos

a
2n → 1 при

n→∞.
б) Решение аналогично, только теперь мы полагаем x0 =y0 cha,

т. е. a= Arch(x0/y0).
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25.34. а) П е р в о е р е ш е н и е. Согласно задаче 13.9, если
0<a61/n, то выполняется неравенство 1+na6(1+1/n)n

<1+na+
+ n2a2. При a= 1/n получаем требуемое.

В т о р о е р е ш е н и е. Ясно, что

“
1 +

1

n

”n

= 1 + n ·
1

n
+

n(n −1)

2
·

1

n2 +
n(n −1)(n−2)

2 · 3
·

1

n3 + . . . <

< 1 + 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . . ,

поскольку
n−1

2n
<

1

2
,

n− 2

3n
<

1

2
,

n−3

4n
<

1

2
и т. д.

б) Из неравенства
“

1 +
1

n

”n

< 3 следует, что

“
n + 1

3

”n+1
:
“

n

3

”n

=
“

n + 1

n

”n

·
n + 1

3
< n + 1.

Поэтому индукцией по n получаем требуемое неравенство.
25.35. О т в е т: 2. Первая цифра числа 2400 = (210)40 = 102440

совпадает с первой цифрой числа 1,02440. С одной стороны, соглас-

но задаче 25.34 получаем 1,02440
< 1,02540 =

“
1+

1

40

”40
< 3. С дру-

гой стороны, 1,02440
> 1 + 40 · 0,024 +

40 · 39

2
0,0242 = 2,40928 > 2.

25.36. Достаточно доказать требуемые неравенства в случае,
когда m = n + 1.

П е р в о е р е ш е н и е. Пусть 0 < a < b. Тогда

(n + 1)an
<

bn+1 − an+1

b− a
< (n + 1)bn, (1)

поскольку
bn+1 − an+1

b − a
= bn + bn−1a + . . . + an. Неравенства (1) можно

записать в виде

an((n + 1)b−na) < bn+1, bn((n + 1)a−nb) < an+1.

Подставим в эти неравенства a =1+
1

n + 1
и b =1+

1

n
. В результате

получим

“
1 +

1

n + 1

”n“ (n + 1)2

n
− n(n + 2)

n + 1

”
<

“
1 +

1

n

”n+1
,

“
1 +

1

n

”n

<

“
1 +

1

n + 1

”n+1
.



Решения задач 307

Остаётся заметить, что

“
n + 1

n + 2

”2“ (n + 1)2

n
− n(n + 2)

n + 1

”
=

n3 + 4n2 + 4n + 1

n(n + 2)2 > 1.

В т о р о е р е ш е н и е. Неравенство
“

1 +
1

n + 1

”n+1
>

“
1 +

1

n

”n

эквивалентно неравенству
“

1 +
1

n + 1

”
>

“
(n + 1)2

n(n + 2)

”n

. Согласно за-

даче 13.9 б)

“
(n + 1)2

n(n + 2)

”n

=
“

1 +
1

n2 + 2n

”n

< 1 +
1

n + 2
+

1

(n + 2)2 .

Неравенство
1

n + 2
+

1

(n + 2)2 <
1

n + 1
легко проверяется.

Неравенство
“

1+
1

n + 1

”n+2
<

“
1+

1

n

”n+1
эквивалентно неравен-

ству 1 +
1

n + 1
<

“
1 +

1

n2 + 2n

”n+1
. Согласно задаче 13.9 а)

“
1 +

1

n2 + 2n

”n+1
> 1 +

n + 1

n2 + 2n
.

Неравенство
n + 1

n2 + 2n
>

1

n + 1
легко проверяется.

25.37. Согласно задаче 25.36 последовательность an = (1+1/n)n

монотонно возрастает, а согласно задаче 25.34 эта последователь-
ность ограничена сверху.

25.38. а) По формуле бинома Ньютона

“
1 +

1

n

”n

= 1 + n
1

n
+ C2

n

1

n2 + . . . + Ck
n

1

nk
+ . . . + Cn

n

1

nn .

Кроме того, Ck
n =

n(n− 1) . . . (n− k− 1)

k!
<

nk

k!
.

б) Если k 6 n, то

“
1 +

1

n

”n

= 1 + 1 +
1

2!

“
1− 1

n

”
+ . . . +

1

k!

“
1− 1

n

”
. . .
“

1− k −1

n

”
+ . . .

. . . +
1

n!

“
1− 1

n

”
. . .
“

1− n− 1

n

”
>

> 1 + 1 +
1

2!

“
1− 1

n

”
+ . . . +

1

k!

“
1− 1

n

”
. . .
“

1− k −1

n

”
= bn.
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Ясно, что lim
n→∞

bn = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

k!
. Поэтому

e = lim
n→∞

“
1 +

1

n

”n

> lim
n→∞

bn = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

k!
.

в) Очевидным образом следует из задач а) и б).
25.39. Согласно задаче 25.38

e−
“

1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

n!

”
=

1

(n + 1)!
+

1

(n + 2)!
+

1

(n + 3)!
+ . . . =

=
1

(n + 1)!

“
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)(n + 3)
+ . . .

”
<

<
1

(n + 1)!

“
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)2 + . . .
”

=
1

(n + 1)!

1

1− 1

n + 2

=

=
1

(n + 1)!

n + 2

n + 1
=

1

n!

n + 2

(n + 1)2 .

Остаётся заметить, что
n + 2

(n + 1)2 <
1

n
, поскольку n2 +2n<n2 +2n+1.

25.40. О т в е т: да, сходится к 0. Согласно задаче 25.39 дробная
часть числа n! e заключена между 0 и 1/n. Поэтому 0<sin(2pn! e)<

< sin(2p/n) при n > 4.
25.41. Предположим, что e = m/n, где m и n — натуральные

числа. Тогда согласно задаче 25.39

0 <
m

n
−
“

2 +
1

2!
+ . . . +

1

n!

”
<

1

n! n
.

После умножения на n! получим, что 0 < a < 1/n, где a — целое
число. Этого не может быть.

25.42. П е р в о е р е ш е н и е. Пусть an =
n!

nn . Тогда
an+1

an
=

=
(n + 1)!

(n + 1)n ·
nn

n!
=

1

(1 + 1/n)n → 1

e
. Поэтому согласно задаче 25.9

lim
n→∞

n
√

an =
1

e
, т. е. lim

n→∞

√
n!

n
=

1

e
.

В т о р о е р е ш е н и е. Ясно, что

ln
n√

n!

n
=

1

n
ln n!− ln n =

1

n

nX

k=1

ln k− 1

n

nX

k=1

ln n =

nX

k=1

ln
“

k

n

” 1

n
.

При n→∞ последнее выражение превращается в
1]

0

ln(x) dx =−1.
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25.43. Пусть l1 =1+
√

2+
√

3, l2 =1−
√

2+
√

3, l3 =1+
√

2−
√

3,l4 = 1−
√

2−
√

3. Тогдаln
1 = qn + rn

√
2 + sn

√
3 + tn

√
6,ln

2 = qn − rn

√
2 + sn

√
3− tn

√
6,ln

3 = qn + rn

√
2− sn

√
3− tn

√
6,ln

4 = qn − rn

√
2− sn

√
3 + tn

√
6.

Поэтому ln
1 + ln

2 +ln
3 + ln

4 = 4qn,ln
1 + ln

2 −ln
3 − ln

4 = 4sn

√
3,ln

1 − ln
2 +ln

3 − ln
4 = 4rn

√
2,ln

1 − ln
2 −ln

3 + ln
4 = 4tn

√
6.

Ясно также, что lim
n→∞

ln
2ln
1

= lim
n→∞

ln
3ln
1

= lim
n→∞

ln
4ln
1

=0. Поэтому lim
n→∞

ln
1

qn
=4,

lim
n→∞

rnln
1

=
1

4
√

2
, lim

n→∞

snln
1

=
1

4
√

3
, lim

n→∞

tnln
1

=
1

4
√

6
, а значит, lim

n→∞

rn

qn
=

1√
2

,

lim
n→∞

sn

qn
=

1√
3

и lim
n→∞

tn

qn
=

1√
6

.

25.44. Точная верхняя грань равна 0. Максимума нет, посколь-
ку 0 не входит в рассматриваемое множество.

25.45. Проведём доказательство только для точной верхней гра-
ни. Пусть x0 и x1 — две точные верхние грани, причём x1 > x0.

Тогда для e=
x1 − x0

2
найдётся x (число из рассматриваемого мно-

жества), для которого x +
x1 − x0

2
> x1, т. е. x >

x1 + x0

2
> x0. Но это

противоречит тому, что x0 — точная верхняя грань.
Докажем теперь существование точной верхней грани. Постро-

им неубывающую последовательность {an} и невозрастающую по-
следовательность {bn} так, что для каждого n существует x>an и не
существует x > bn. А именно, в качестве a1 возьмём произвольное
число из рассматриваемого множества, а в качестве b1 — число c
из определения ограниченного сверху множества. Пусть c2 — се-
редина отрезка [a1, b1]. В качестве a2 берём число c2, если оно
нам подходит; иначе берём a1. В качестве b2 берём число c2, если
оно нам подходит; иначе берём b1. Дальнейшие члены выбираются
аналогично. Построенные последовательности имеют общий пре-
дел x0. Легко видеть, что x0 — точная верхняя грань.



ГЛАВА 26

НЕПРЕРЫВНЫЕ И РАЗРЫВНЫЕ
ФУНКЦИИ

Мы будем использовать следующие обозначения:
[a, b] — отрезок; он состоит из точек x, для которых a 6 x 6 b;
(a, b) — интервал; он состоит из точек x, для которых a < x < b.

26.1. Монотонные функции

26.1. Вещественные числа x и y удовлетворяют равен-
ствам x3 −3x2 + 5x = 1, y3 −3y2 + 5y = 5. Найдите x + y.

26.2. Периодические функции

26.2. Докажите, что если число a иррационально, а чис-
ло a положительно, то функция f(x) = cos x + a cosax непе-
риодическая.

26.3. Предел функции

Число a называют пределом функции f(x) в точке x0, если для
любого e> 0 можно выбрать d> 0 так, что для любого x 6= x0 из
неравенства |x − x0 |<d следует неравенство |f(x) − a|< e. Если
предел функции f(x) в точке x0 существует, то его обозначают
lim

x→x0

f(x).

Иногда возникает необходимость рассматривать односто-
ронние пределы функции* lim

x→x0+
f(x) = f(x0+) и lim

x→x0−
f(x) =

= f(x0−). Они определяются почти так же, как и обычный пре-
дел, но в первом из них рассматриваются только x>x0, а во вто-
ром — только x < x0. Например, если функция f(x) определена

* Часто используются обозначения lim
x→x0+0

f(x)=f(x0+0) и lim
x→x0−0

f(x)=

= f(x0 −0), но они могут ввести в заблуждение.
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только на отрезке [p, q], то в концах отрезка имеют смысл только
односторонние пределы lim

x→p+
f(x) = f(p+) и lim

x→q−
f(x) = f(q−).

26.3. Докажите, что если предел функции f(x) в точке x0

существует, то он единствен.
26.4. Докажите, что lim

x→x0

f(x) = a тогда и только тогда,

когда lim
n→∞

f(an) = a для любой последовательности {an}, для

которой lim
n→∞

an = x0 и an 6= x0 при всех n (предполагается

также, что все точки an принадлежат области определения
функции f).

26.5. Пусть f(x) и g(x) —две функции, причём lim
x→x0

f(x)=

= a и lim
x→x0

g(x) = b. Докажите, что

а) lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = a + b;

б) lim
x→x0

(f(x)g(x)) = ab;

в) lim
x→x0

(f(x)/g(x)) = a/b, если b 6= 0.

26.6. Докажите, что lima→0

sinaa = 1.

26.4. Непрерывность

Функцию f(x) называют непрерывной в точке x0, если lim
x→x0

f(x)=

= f(x0). Если функция f(x) непрерывна в каждой точке (из
области определения), то её называют просто непрерывной.

Функцию f(x), определённую на отрезке [a, b], мы будем на-
зывать непрерывной, если она непрерывна в каждой внутренней
точке отрезка, а в концах отрезка существуют односторонние
пределы, причём f(a+) = f(a) и f(b−) = f(b).

26.7. а) Пусть P(x)—многочлен. Докажите, что функция
P(x) непрерывна.

б) Пусть P(x) и Q(x) — многочлены, причём Q(x0) 6= 0.
Докажите, что функция P(x)/Q(x) непрерывна в точке x0.

26.8. Функция f(x) непрерывна в точке x0, а функция
g(y) непрерывна в точке y0 = f(x0). Докажите, что функция
g(f(x)) непрерывна в точке x0.

26.9. Докажите, что функция f(x) = sin x непрерывна.
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26.10. Пусть f(x)=x sin
1

x
при x 6=0 и f(0)=0. Докажите,

что функция f(x) непрерывна (во всех точках x).

26.5. Теорема о промежуточном значении

26.11. Функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и при-
нимает в его концах значения разных знаков. Докажите,
что f(x0)=0 для некоторой точки x0 этого отрезка (теорема
о промежуточном значении).

26.12. а) Пусть f — непрерывная функция, для которой
уравнение f(x) = x не имеет вещественных решений. Дока-
жите, что уравнение f(f(x)) = x тоже не имеет веществен-
ных решений.

б) Пусть f и g — непрерывные функции, удовлетворяю-
щие тождеству f(g(x))=g(f(x)). Докажите, что если уравне-
ние f(x) = g(x) не имеет вещественных решений, то уравне-
ние f(f(x))=g(g(x)) тоже не имеет вещественных решений.

26.13. Функция f(x) непрерывна на отрезке [0, 1] и при-
нимает значения из того же отрезка. Докажите, что f(x)=x

для некоторой точки x этого отрезка.
26.14. Существует ли функция, непрерывная на отрезке

[0, 1], которая в рациональных точках принимает ирраци-
ональные значения, а в иррациональных — рациональные,
и при этом все значения принадлежат отрезку [0, 1]?

26.6. Свойства функций, непрерывных на отрезке

26.15. Докажите, что функция f(x), непрерывная на от-
резке [a, b], ограничена на этом отрезке, т. е. множество
всех значений f(x) для x из отрезка [a, b] — ограниченное
множество.

26.16. Функция непрерывна на интервале (a, b). Верно
ли, что она ограничена на этом интервале?

26.17. Докажите, что функция f(x), непрерывная на от-
резке [a, b], достигает максимума и минимума в некоторых
точках этого отрезка (Вейерштрасс).
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26.7. Выпуклые функции

Функцию f(x), определённую на отрезке [a, b], называют выпук-
лой, если

f
“

x1 + x2

2

”
6

f(x1) + f(x2)

2
(1)

для всех x1 и x2, лежащих на отрезке [a, b].
С геометрической точки зрения неравенство (1) означает, что

середина любой хорды кривой y = f(x) лежит над этой кривой
(или на самой кривой).

Функцию f(x) называют вогнутой, если функция −f(x) вы-
пукла.

26.18. Докажите, что функция f(x) выпукла на отрезке
[a, b] тогда и только тогда, когда для любого n и любых
точек x1, . . ., xn из этого отрезка имеет место неравенство

f
(

x1 + x2 + . . . + xn

n

)

6
f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn)

n
. (2)

26.19. Пусть f(x) — выпуклая функция, p и q — положи-
тельные числа, сумма которых равна 1.

а) Докажите, что если числа p и q рациональные, то
f(px1 + qx2) 6 pf(x1) + qf(x2).

б) Докажите, что если функция f(x) непрерывная, то
f(px1 + qx2) 6 pf(x1) + qf(x2).

26.20. Пусть f(x) — выпуклая функция, a1, . . ., an — по-
ложительные числа, сумма которых равна 1.

а) Докажите, что если числа a1, . . ., an рациональные, то

f(a1x1 + . . . +anxn) 6a1f(x1) + . . . +anf(xn).

б) Докажите, что если функция f(x) непрерывная, то

f(a1x1 + . . . +anxn) 6a1f(x1) + . . . +anf(xn)

(неравенство Йенсена).
26.21. Докажите, что функция f(x) = ln x вогнута на ин-

тервале (0, +∞).
26.22. Докажите неравенство между средним арифме-

тическим и средним геометрическим для положительных



314 Глава 26. Непрерывные и разрывные функции

чисел x1, . . ., xn:

x1 + . . . + xn

n
> n
√

x1 . . . xn.

26.23. Докажите, что если A, B, p и q — положительные
числа, причём 1/p + 1/q = 1, то A1/pB1/q 6 A/p + B/q.

26.8. Равномерная непрерывность

Пусть множество D содержится в области определения функции
f(x). Функцию f(x) называют равномерно непрерывной на мно-
жестве D, если для любого e> 0 можно выбрать d> 0 так, что
для любых x1 и x2 из D неравенство |x1 − x2 | < d влечёт нера-
венство |f(x1) − f(x2)| < e. Отличие от обычной непрерывности
заключается в том, что число d одно и то же для всех точек
области D. Ясно, что из равномерной непрерывности следует
обычная непрерывность. Обратное, вообще говоря, неверно.

26.24. а) Приведите пример непрерывной функции на
множестве всех действительных чисел, которая не является
равномерно непрерывной.

б) Приведите пример непрерывной функции на интерва-
ле (0, 1), которая не является равномерно непрерывной.

26.25. Докажите, что любая функция f(x), непрерывная
на отрезке [a, b], является равномерно непрерывной на этом
отрезке.

26.9. Функции ограниченной вариации

Пусть f — ограниченная функция на отрезке [a, b]. Вариация
Varb

a(f) функции f на отрезке [a, b] определяется как точная

верхняя грань сумм вида
mP

k=0

|f(xk+1) − f(xk)| для всевозможных

наборов точек x0 = a < x1 < . . . < xm < b = xm+1. Если Varb
a(f) <∞,

то говорят, что f — функция ограниченной вариации на отрезке
[a, b].

26.26. Пусть f(x) = x sin(1/x) при x 6= 0, f(0) = 0. Дока-
жите, что на отрезке [0, 1] функция f непрерывна, но не
является функцией ограниченной вариации.
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26.27. Докажите, что функция f, определённая на отрез-
ке [a, b], является функцией ограниченной вариации тогда
и только тогда, когда её можно представить в виде разности
двух неубывающих функций.

26.28. Пусть f — функция ограниченной вариации на
отрезке [a, b]. Для x ∈ [a, b] рассмотрим функцию V(x) =
= Varx

a(f) (предполагается, что V(a) = 0). Докажите, что
функция f непрерывна в точке x0 ∈ [a, b] тогда и только
тогда, когда в этой точке непрерывна функция V.

Решения

26.1. О т в е т: x+y=2. Функция f(x)=x3−3x2 +5x=(x−1)3 +
+ 2(x − 1) + 3 монотонно возрастает, поэтому для каждого веще-
ственного числа c уравнение f(x) = c имеет ровно одно веществен-
ное решение.

Функция f(x)− 3 обладает следующим свойством: если x− 1 =
= 1 − y, то f(x) − 3 = −(f(y) − 3). Из монотонности функции f
следует, что верно и обратное, т. е. если f(x) − 3 =−(f(y) − 3), то
x − 1 = 1 − y, т. е. x + y = 2. В рассматриваемом случае f(x) = 1
и f(y) = 5, поэтому указанное равенство выполняется.

26.2. Предположим, что T — период функции f(x). Тогда f(T)=
=f(0)=1+a. Значит, cos T=1 и cosaT=1, т. е. T=2pm и aT=2pn,
где m и n — целые числа. Поэтому a = n/m, что противоречит
иррациональности a.

26.3. Предположим, что у функции f(x) в точке x0 есть два пре-

дела: a и b, причём a 6= b. Для e=
1

2
|a− b| выберем d1 и d2 так, что

|f(x)−a|<e при |x−x0 |<d1 и |f(x)−b|<e при |x−x0 |<d2. Тогда
если x 6=x0 и |x−x0 |<min(d1, d2), то |a−b|6 |f(x)−a|+ |f(x)−b|<
< 2e= |a− b|. Приходим к противоречию.

26.4. Предположим сначала, что lim
x→x0

f(x) = a. Для заданногоe> 0 выберем d> 0 так, что из неравенства |x − x0 | < d следует
неравенство |f(x) − a| < e. Затем для данной последовательности
{an}, сходящейся к x0, выберем N так, что |an −x0 |<d при n > N.
Тогда |f(an)− a|<e, поэтому lim

n→∞
f(an) = a.

Предположим теперь, что равенство lim
x→x0

f(x) = a не имеет ме-

ста. Тогда существует e > 0, обладающее следующим свойством:
для любого d> 0 существует x 6= x0, для которого |x − x0 | < d, но
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|f(x) − a|> e. Для d= 1/n соответствующее x обозначим an. В ре-
зультате получим последовательность {an}, для которой lim

n→∞
an=x0,

но равенство lim
n→∞

f(an) = a не имеет места.

26.5. Согласно задаче 26.4 эти свойства пределов функций сле-
дуют из соответствующих свойств пределов последовательностей
(задача 25.2).

26.6. Согласно задаче 11.1 cosa <
sinaa < 1 при 0 < a < p/2.

Такие же неравенства верны и при −p/2 < a < 0, поскольку

cos(−a)=cosa и
sin(−a)

−a =
sinaa . Остаётся заметить, что lima→0

cosa=
= cos 0 = 1.

26.7. Воспользуемся задачей 26.5. Ясно, что lim
x→x0

x = x0, поэто-

му, применив индукцию по n, получим lim
x→x0

xn = xn
0. Значит,

lim
x→x0

(anxn + an−1xn−1 + . . . + a0) = anxn
0 + an−1xn−1

0 + . . . + a0.

Если Q(x0) 6= 0, то lim
x→x0

P(x)/Q(x) = P(x0)/Q(x0).

26.8. Для данного e> 0 выберем d> 0 так, что если |y−y0 |<d,
то |g(y) − g(y0)| < e. Затем для e1 = d выберем d1 так, что если
|x − x0 |< d1, то |f(x) − f(x1)|< e1. Для данного e> 0 мы выбралиd1 > 0 так, что если |x−x0 |<d1, то |g(f(x))− g(f(x0))|<e.

26.9. Ясно, что

sin(x +e)− sin x = 2 sin
e
2

cos
“

x +
e
2

”
.

Поэтому достаточно доказать, что lim
t→0

sin t=0. Но если |t|<p/2, то

|sin t|< |t| согласно задаче 11.1.
26.10. Ясно, что функция f(x) непрерывна во всех точках x 6=0.

Проверим, что функция f(x) непрерывна в точке x = 0, т. е. для
любого e>0 можно выбрать d>0 так, что если |x|<d, то |f(x)|<e.

Но |f(x)|=
˛̨
˛x sin

1

x

˛̨
˛6 |x|. Поэтому можно положить d=e.

26.11. Пусть для определённости f(a) > 0 и f(b) < 0. Постро-
им последовательности {an} и {bn} следующим образом. Положим
a1 = a и b1 = b. Пусть c — середина отрезка [a, b]. Если f(c) < 0, то
положим a2 =a1 и b2 =c; если же f(c)>0, то положим a2 =c и b2 =b1

(мы предполагаем, что f(c) 6= 0, поскольку иначе доказательство
немедленно завершается). Затем берём середину отрезка [a2, b2]
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и повторяем то же самое и т. д. В результате получим неубыва-
ющую последовательность {an} и невозрастающую последователь-
ность {bn}. Эти последовательности ограничены и lim

n→∞
(bn −an) =0.

Поэтому по теореме Вейерштрасса lim
n→∞

an = x0 = lim
n→∞

bn. По по-

строению f(an) > 0 для всех n. Функция f(x) непрерывна, поэтому
f(x0) > 0. С другой стороны, f(bn) 6 0, поэтому f(x0) 6 0. Значит,
f(x0) = 0. Ясно также, что a 6 x0 6 b.

26.12. а) Если f — непрерывная функция и уравнение f(x) = x
не имеет вещественных решений, то либо f(x)>x для всех x, либо
f(x) < x для всех x. В первом случае f(f(x)) < f(x) < x, а во втором
случае f(f(x)) > f(x) > x.

б) Если f и g — непрерывные функции и уравнение f(x) = g(x)
не имеет вещественных решений, то либо f(x) > g(x) для всех x,
либо f(x) < g(x) для всех x. В первом случае f(f(x)) > g(f(x)) =
= f(g(x)) > g(g(x)). Во втором случае f(f(x)) < g(g(x)).

26.13. Рассмотрим вспомогательную функцию f(x) = f(x) − x.
Ясно, что f(0)= f(0)>0 и f(1)= f(1)−160. Поэтому f(x)=0 для
некоторой точки x отрезка [0, 1]. В таком случае f(x) = x.

26.14. О т в е т: нет, не существует. Действительно, если f —
требуемая функция, то f(x) 6= x для любой точки x отрезка [0, 1].
Но согласно задаче 26.13 таких непрерывных функций нет.

26.15. Докажем, что функция f(x) ограничена сверху (ограни-
ченность снизу доказывается аналогично). Предположим, что для
любого натурального n на отрезке [a, b] есть точка xn, для которой
f(xn)>n. Согласно задаче 25.12 из ограниченной последовательно-
сти {xn} можно выбрать сходящуюся подпоследовательность {xnk

}.
Пусть lim

n→∞
xnk

= x0 (ясно, что a 6 x0 6 b). Тогда lim
n→∞

f(xnk
) = f(x0).

Но это противоречит тому, что f(xnk
) > nk →∞.

26.16. О т в е т: нет, не верно. Функция f(x) = 1/x непрерывна
на интервале (0, 1), но она не ограничена сверху.

26.17. Докажем, что на отрезке [a, b] существует точка x0,
для которой f(x0) = M, где M — точная верхняя грань множе-
ства значений f(x) для всех точек x отрезка [a, b]. (Для точной
нижней грани доказательство аналогично.) Прежде всего заметим,
что множество значений функции f(x) ограничено (задача 26.15),
поэтому точная верхняя грань M существует (задача 25.45). Сле-
довательно, можно выбрать последовательность точек xn отрезка

[a, b] так, что M−1/n6f(xn)6M. Выберем из ограниченной после-

довательности {xn} сходящуюся подпоследовательность {xnk
}. Если

lim
k→∞

xnk
= x0, то a 6 x0 6 b и f(x0) = M.
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26.18. Достаточно доказать, что из неравенства (1) следует
неравенство (2) для любого n. Если выполняется неравенство (1),
то

4f
“

x1 + x2 + x3 + x4

4

”
6 2f

“
x1 + x2

2

”
+ 2f

“
x3 + x4

2

”
6

6 f(x1) + f(x2) + f(x3) + f(x4).

Аналогично доказывается, что неравенство выполняется для лю-
бого n = 2m.

Остаётся доказать, что если неравенство выполняется для n,
то оно выполняется и для n − 1. Пусть даны числа x1, . . . , xn−1.

Положим xn =
1

n− 1
(x1 + . . . + xn−1). Тогда

f(xn) = f
“

(n−1)xn + xn

n

”
= f
“

x1 + . . . + xn−1 + xn

n

”
6

6
f(x1) + . . . + f(xn−1) + f(xn)

n
.

Следовательно, f(xn) 6
f(x1) + . . . + f(xn−1)

n−1
, что и требовалось.

26.19. а) Если числа p и q рациональные, то p =
m

n
и q =

n−m

n
,

где m, n и n − m — натуральные числа. Применим неравенство из
задачи 26.18 для чисел x1, . . . , x1, x2, . . . , x2 (m чисел x1 и n − m
чисел x2). В результате получим требуемое.

б) Следует из задачи а), поскольку любое число является пре-
делом последовательности рациональных чисел.

26.20. Решение аналогично решению задачи 26.19.

26.21. Требуется доказать, что если x1, x2 > 0, то ln
“

x1 + x2

2

”
>

>
ln x1 + ln x2

2
. Это неравенство эквивалентно неравенству

x1 + x2

2
>

> exp
“ ln x1 + ln x2

2

”
=
√

x1x2.

26.22. Функция f(x) = ln x вогнута (задача 26.21). Поэтому со-
гласно неравенству Йенсена

ln
“

x1 + . . . + xn

n

”
>

ln x1 + . . . + ln xn

n
.

Это неравенство эквивалентно требуемому.
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З а м е ч а н и е. По поводу других доказательств неравенства
между средним арифметическим и средним геометрическим см. за-
дачи 8.13 и 13.10.

26.23. Функция f(x) = ln x вогнута (задача 26.21). Поэтому со-
гласно неравенству Йенсена

ln
“

A

p
+

B

q

”
>

1

p
ln A +

1

q
ln B.

Это неравенство эквивалентно требуемому.
З а м е ч а н и е. Другие доказательства приведены в решениях

задач 8.45 и 28.43 б).
26.24. а) Функция f(x) = x2 на множестве всех действительных

чисел не является равномерно непрерывной. Действительно, если
бы эта функция была равномерно непрерывной, то тогда для лю-
бого e > 0 можно было бы выбрать d> 0 так, что для любого x

выполнялось бы неравенство
˛̨
˛
“

x +
d
2

”2
−x2

˛̨
˛<e, т. е.

˛̨
˛dx +

d2

4

˛̨
˛<e.

Но если x достаточно велико, то это неравенство не может выпол-
няться.

б) Функция f(x) = 1/x на интервале (0, 1) не является равно-
мерно непрерывной. Действительно, предположим, что для лю-

бого e > 0 мы выбрали d > 0 так, что
˛̨
˛1

x
− 1

x + (d/2)

˛̨
˛ < e для

всех x из интервала
“

0, 1− d
2

”
. Это неравенство можно переписать

в виде
d
2

< e˛̨˛x“x +
d
2

”˛̨
˛. При x → 0 получаем d 6 0. Приходим

к противоречию.
26.25. Предположим, что функция f(x) на отрезке [a, b] являет-

ся непрерывной, но не равномерно непрерывной. Тогда существует
такое положительное число e0, что для любого d>0 найдутся точ-
ки x′(d) и x′′(d) из отрезка [a, b], обладающие следующими свой-
ствами: |x′(d) − x′′(d)| < d и |f(x′(d)) − f(x′′(d))| > e0. Положим
x′

n = x′(1/n) и x′′
n = x′′(1/n). Из ограниченной последовательно-

сти {x′
n} можно выбрать подпоследовательность {x′

nk
}, сходящуюся

к некоторой точке x0 отрезка [a, b] (задача 25.12). Неравенство
|x′

n − x′′
n | < 1/n показывает, что подпоследовательность {x′′

nk
} тоже

сходится к точке x0. Из непрерывности функции f(x) следует, что
f(x′

nk
) → f(x0) и f(x′′

nk
) → f(x0). Но это противоречит неравенству

|f(x′(d))− f(x′′(d))|> e0.
26.26. Непрерывность функции f(x) доказана в решении зада-

чи 26.10. Пусть x1 =
2p , x2 =

1p , x3 =
2

3p , x4 =
1

2p , x5 =
2

5p , x6 =
1

3p ,
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x7 =
2

7p , x8 =
1

4p , . . . Тогда f(x2k) = 0, поэтому

∞X

k=0

|f(xk+1)− f(xk)|= 2p +
2

3p +
2

5p +
2

7p + . . .

Этот ряд расходится (задача 30.7).
26.27. Ясно, что если функция g неубывающая или невоз-

растающая, то Varb
a(g) = |g(a) − g(b)|; в частности, g — функция

ограниченной вариации. Ясно также, что если g1 и g2 — функции
ограниченной вариации, то f =g1 +g2 тоже функция ограниченной
вариации.

Рассмотрим сумму v =
mP

k=0
|f(xk+1) − f(xk)|. Пусть p — сумма

тех слагаемых, для которых f(xk+1) − f(xk) > 0, а (−n) — сумма
тех слагаемых, для которых f(xk+1) − f(xk) < 0. Тогда v = p + n
и f(b)− f(a) = p−n, поэтому

v = 2p + f(a)− f(b) = 2n + f(b)− f(a).

Пусть V, P и N — точные верхние грани чисел v, p и n для всех
наборов точек x0 =a<x1< . . .<xm <b=xm+1. Аналогично определим
числа V(x), P(x) и N(x), заменив отрезок [a, b] на отрезок [a, x].
Ясно, что P(x) и N(x) — неубывающие функции на отрезке [a, b].
Ясно также, что

V(x) = 2P(x) + f(a)− f(x) = 2N(x) + f(x)− f(a),

поэтому f(x) = f(a) + P(x) −N(x). Обе функции f(a) + P(x) и N(x)
неубывающие.

26.28. Предположим сначала, что функция V непрерывна в точ-
ке x0. Функция f является суммой двух монотонных функций,
поэтому существуют односторонние пределы f(x0+) и f(x0−). Из
определения функции V следует, что если x0 < x 6 b, то

|f(x)− f(x0)|6 V(x)−V(x0),

поэтому |f(x0+) − f(x0)|6 V(x0+) − V(x0) = 0, т. е. f(x0+) = f(x0).
Аналогично доказывается, что f(x0−) = f(x0).

Предположим теперь, что функция f непрерывна в точке x0 ∈
∈(a, b). Тогда для заданного e>0 существует такое d>0, что если
|x−x0 |<d, то |f(x)− f(x0)|<e/2. Для того же самого e существует
такое разбиение отрезка [x0, b], что

V(b)−V(x0) <

mX

k=0

|f(xk+1)| − f(xk) +e/2. (1)
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Выражение, стоящее в правой части неравенства, при измель-
чении разбиения не уменьшается, поэтому можно считать, что
x0 < x1 < x0 +d. В таком случае

mX

k=0

|f(xk+1)− f(xk)|= |f(x1)− f(x0)|+
mX

k=1

|f(xk+1)− f(xk)|6

6 e/2 + (V(b)−V(x1)). (2)

Сравнивая неравенства (1) и (2), получаем V(x1)−V(x0) <e. Ясно
также, что V(x1) > V(x0). Следовательно, V(x0+) = V(x0). Анало-
гично V(x0−) = V(x0). Если x0 = a или x0 = b, то нужно рассматри-
вать только один из односторонних пределов.



ГЛАВА 27

ЛОГАРИФМ И ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ
ФУНКЦИЯ

27.1. Определение показательной функции и логарифма

Определим сначала показательную функцию ax для рациональ-
ных x. (Показательную функцию мы определяем только для
положительных a.) Пусть a > 0 и x = p/q, где p и q — на-
туральные числа. Определим ax как

q√
ap, где имеется в ви-

ду арифметическое (положительное) значение корня. Ясно, что
nq√

anp =
q√

ap. Действительно, это равенство эквивалентно равен-
ству (anp)q = (ap)nq. При x < 0 мы полагаем ax = 1/a−x.

27.1. а) Пусть a > 1. Докажите, что если x1 > x2, то
ax1 > ax2.

б) Пусть a < 1. Докажите, что если x1 > x2, то ax1 < ax2.
27.2. Пусть a > 1. Докажите, что ax может быть сколь

угодно велико, если x достаточно велико.
27.3. Докажите, что ax1+x2 = ax1 ax2.
27.4. Докажите, что alx = (ax)l для любого рационально-

го l.
27.5. Пусть a — положительное число, {xn} — последова-

тельность рациональных чисел, причём lim
n→∞

xn =0. Докажи-
те, что lim

n→∞
axn = 1.

27.6. Докажите, что если существует предел lim
n→∞

xn = x,

где {xn} — последовательность рациональных чисел, то су-
ществует предел lim

n→∞
axn , причём этот предел зависит толь-

ко от x.

Пусть a — положительное число. Определим ax для произволь-
ного x следующим образом. Пусть {xn} — последовательность
рациональных чисел, сходящаяся к x. Положим ax = lim

n→∞
axn .
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27.7. а) Пусть a > 1. Докажите, что если x > y, то ax
> ay.

б) Пусть a < 1. Докажите, что если x > y, то ax
< ay.

27.8. Докажите, что если lim
n→∞

xn = x, где {xn} — последо-

вательность произвольных (не обязательно рациональных)
чисел, то lim

n→∞
axn = ax.

27.9. Докажите, что ax1+x2 = ax1 ax2 для произвольных (не
обязательно рациональных) чисел x1 и x2.

27.10. Пусть a — положительное число, причём a 6= 1.
Докажите, что для любого положительного числа x суще-
ствует единственное число y, для которого ay = x.

Пусть a и x — положительные числа, причём a 6= 1. Логарифм x
по основанию a — это число y = loga x, для которого ay = x. Для
логарифмов по основанию 10 используется обозначение lg, а для
логарифмов по основанию e используется обозначение ln.

27.11. Докажите, что функция f(x) = loga x непрерывна.
27.12. Докажите, что loga(x1x2) = loga x1 + loga x2.

27.2. Показательная функция

27.13. Решите уравнение 52x−1 + 5x+1 = 250.
27.14. Решите уравнение 6x −2x = 32.
27.15. Сколько цифр имеет число 2100?

27.3. Тождества для логарифмов

27.16. а) Докажите, что loga x =
logb x

logb a
.

б) Докажите, что loga b =
1

logb a
.

27.17. Предположим, что a2 +b2 =7ab и ab 6=0. Докажите,
что

lg
∣
∣
∣

a + b

3

∣
∣
∣ =

1

2
(lg |a|+ lg |b|).
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27.4. Неравенства и сравнение чисел

27.18. Докажите, что

2 <
1

log2 p +
1

log5 p .

27.19. Докажите, что 3/10 < lg 2 < 1/3.
27.20. Сравните числа loga−1 a и loga(a + 1), где a > 1.
27.21. Сравните числа log2 3 и log3 5.
27.22. Сравните числа log20 80 и log80 640.
27.23. Сравните числа log5 7 и log13 17.
27.24. Сравните числа log3 7 и log7 27.

27.5. Иррациональность логарифмов

27.25. Докажите, что следующие числа иррациональны:
а) log2 3; б) log√

2 3; в) log5+3
√

2(3 + 5
√

2).
27.26. Приведите пример положительных иррациональ-

ных чисел a и b, для которых число ab целое.

27.6. Некоторые замечательные пределы

27.27. Докажите, что lim
x→±∞

(1 + 1/x)x = e.

27.28. Докажите, что lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

27.29. Докажите, что lim
x→0

(1 + x)a −1

x
=a для любого веще-

ственного a.

27.30. Докажите, что lim
x→0

ax − 1

x
= ln a для любого положи-

тельного a.

27.7. Гиперболические функции

Такую же роль, какую играют для окружности тригонометриче-
ские функции, для гиперболы x2−y2 =1 играют гиперболические
функции:

sh x =
ex − e−x

2
(гиперболический синус);

ch x =
ex + e−x

2
(гиперболический косинус);
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th x =
ex − e−x

ex + e−x
(гиперболический тангенс);

cth x =
ex + e−x

ex − e−x (гиперболический котангенс).

Очевидно, что sh(−x) =− sh x и ch(−x) = ch x.

27.31. Докажите, что точка с координатами x = ch t, y =
= sh t лежит на гиперболе x2 − y2 = 1.

27.32. Докажите, что

sh(x± y) = sh x ch y± ch x sh y,

ch(x± y) = ch x ch y± sh x sh y.

Обратные гиперболические функции определяются следующим
образом:
если x = sh y, то y = Arsh x (ареасинус* гиперболический);
если x = ch y, то y = Arch x (ареакосинус гиперболический);
если x = th y, то y = Arth x (ареатангенс гиперболический);
если x = cth y, то y = Arcth x (ареакотангенс гиперболический).

27.33. Докажите, что

Arsh x = ln(x +
√

x2 + 1);

Arch x = ln(x±
√

x2 −1) =± ln(x +
√

x2 −1);

Arth x =
1

2
ln

1 + x

1−x
.

Гиперболической амплитудой числа x называют угол a (−p/2<

<a<p/2), для которого sh x = tga.

27.34. Докажите следующие свойства гиперболической
амплитуды:

а) ch x = 1/ cosa;
б) th(x/2) = tg(a/2).

Решения

27.1. а) Можно считать, что x1 =p1/q и x2 =p2/q. Тогда ap1 >ap2 ,
поскольку a>1. Для положительных чисел a и b неравенство a>b
эквивалентно неравенству aq

>bq. Поэтому ap1/q
> ap2/q.

* От латинского area — площадь.
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б) Решение аналогично, но в этом случае ap1 < ap2 , поскольку
a < 1.

27.2. Положим a = 1 +d, где d> 0. Тогда

(1 +d)n = 1 + nd+ C2
nd2 + . . . > nd.

Поэтому если n > y/d, то an
> y.

27.3. Можно считать, что x1 = p1/q и x2 = p2/q. Ясно, что
ap1+p2 = ap1 ap2 . Поэтому ax1+x2 =

q√
ap1+p2 =

q√
ap1 ·

q√
ap2 = ax1 ax2.

27.4. Для натурального l это следует из задачи 27.3. Еслиl= p/q, то достаточно извлечь корень степени q из обеих частей
равенства apx = (ax)p.

27.5. Рассмотрим сначала следующий частный случай: xn =1/n.
В этом случае требуемое утверждение доказано в решении зада-
чи 25.20.

Для исходной последовательности {xn} можно построить после-
довательность натуральных чисел kn→∞ так, что −1/kn<xn<1/kn.
Тогда a−1/kn

< axn
< a1/kn при a > 1 и a1/kn

< axn
< a−1/kn при a < 1.

Остаётся заметить, что lim
n→∞

a1/kn = 1 = lim
n→∞

a−1/kn.

З а м е ч а н и е. Если не обращаться к задаче 25.20, то ра-
венство lim

n→∞
a1/n = 1 можно доказать следующим образом. До-

статочно рассмотреть случай, когда a > 1. Согласно задаче 27.1
последовательность {a1/n} монотонна. Ясно также, что эта после-
довательность ограничена, поэтому она имеет некоторый предел
lim

n→∞
a1/n =c. Её подпоследовательность {a1/(2n)} имеет тот же самый

предел, поэтому c = c2, так как a1/n = (a1/(2n))2. Таким образом,
c = 0 или 1. Но a1/n

> 1, поэтому c > 1.
27.6. Будем считать, что a > 1; случай a < 1 разбирается ана-

логично. Рассмотрим вспомогательные последовательности рацио-
нальных чисел {x′

n} и {x′′
n }, сходящиеся к x, причём {x′

n} монотонно
возрастает, а {x′′

n } монотонно убывает. Согласно задаче 27.1 после-

довательность {ax′
n } монотонно возрастает. Эта последовательность

ограничена, поэтому существует предел lim
n→∞

ax′
n = c′. Аналогично

существует предел lim
n→∞

ax′′
n = c′′. Ясно, что x′′

n − x′
n → 0, поэтому

согласно задаче 27.5 c′′/c′ = lim
n→∞

ax′′
n −x′

n = 1, т. е. c′′ = c′ = c.

Теперь для исходной последовательности {xn} мы можем вы-
брать последовательность натуральных чисел kn → ∞ так, что
x′

kn
< xn < x′′

kn
. Поэтому lim

n→∞
axn = c. Число c зависит только от x.

27.7. а) Выберем рациональные числа p и q так, что x>p>q>y.
Тогда можно выбрать последовательности рациональных чисел
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{xn} и {yn} так, что они сходятся к x и y и при этом xn > p
и yn 6 q для всех n. Согласно задаче 27.1 имеют место неравенства
axn > ap

> aq
> ayn , поэтому ax

> ap
> aq

> ay.
б) Решается аналогично.
27.8. Решение аналогично решению задачи 27.6. Мы снова

выбираем такие же последовательности {x′
n} и {x′′

n }. Согласно зада-

че 27.7 из неравенств x′
kn

<xn <x′′
kn

следуют неравенства ax′
kn <axn

<

< ax′′
kn , а потому lim

n→∞
axn = c = ax.

27.9. Соотношение ax1+x2 = ax1 ax2 для произвольных чисел сле-
дует из аналогичного соотношения для рациональных чисел (зада-
ча 27.3), поскольку функция f(x) = ax непрерывна (задача 27.8).

27.10. Функция f(x)=ax непрерывна (задача 27.8) и монотонна
(это легко вывести из утверждения задачи 27.1, воспользовавшись
непрерывностью функции f). Кроме того, согласно задаче 27.2
число ay может быть как сколь угодно велико, так и сколь угод-
но близко к нулю (для доказательства последнего утверждения
нужно заметить, что a−y = 1/ay). Поэтому согласно теореме о про-
межуточном значении для любого x > 0 найдётся такое число y,
что ay = x. Единственность числа y следует из монотонности функ-
ции f.

27.11. Докажем непрерывность в точке x0 = ay0, где y0 = loga x0.
Для заданного e> 0 возьмём в качестве d наименьшее из двух по-
ложительных чисел |ay0 − ay0+e | и |ay0 − ay0−e |. Функция g(y) = ay

монотонна, поэтому из неравенства |ay0 − ay |< d следует неравен-
ство |y0−y|<e, т. е. из неравенства |x0−x|<d следует неравенство
| loga x0 − loga x|<e.

27.12. Это следует из соответствующего свойства показательной
функции: ay1+y2 = ay1 ay2 (задача 27.9).

27.13. О т в е т: x = 2. Функция f(x) = 52x−1 + 5x+1 монотонно
возрастает, поэтому она принимает значение 250 лишь при одном
значении x. Ясно также, что f(2) = 53 + 53 = 250.

27.14. О т в е т: x = 2. Поделив обе части уравнения на 2x 6= 0,
перейдём к уравнению 3x − 2 = 32 · 2−x. Функция f(x) = 3x − 2
монотонно возрастает, а функция g(x) = 32 · 2−x монотонно убыва-
ет. Поэтому уравнение f(x) = g(x) не может иметь больше одного
решения. А одно решение легко угадывается.

27.15. О т в е т: 31 цифру. Ясно, что 2100 = 102410
> 100010,

поэтому число 2100 имеет не меньше 31 цифры. С другой стороны,

102410

100010 <

“1025

1000

”10
=
“41

40

”10
<

41

40
·

40

39
·

39

38
· . . . ·

32

31
=

41

31
< 10.
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Таким образом, 2100 =102410
<10 ·100010, поэтому число 2100 имеет

меньше 32 цифр.
27.16. а) По определению aloga x =x. Прологарифмировав обе ча-

сти этого равенства по основанию b, получим loga x · logb a = logb x.
б) Запишем тождество из задачи а) для x = b и заметим, что

logb b = 1.
27.17. Требуемое равенство можно переписать в виде lg

(a+b)2

9
=

=lg ab (мы воспользовались тем, что ab > 0). Из условия следует,
что (a + b)2 = a2 + b2 + 2ab = 7ab + 2ab = 9ab.

27.18. Правая часть требуемого неравенства равна
lg 2

lgp +
lg 5

lgp .

Поэтому нужно доказать, что 2 lgp< lg 2 + lg 5, т. е. lg(p2) < lg 10.
Остаётся заметить, что p2

< 9,87 (задача 33.4).
27.19. Неравенство 3/10<lg 2 эквивалентно тому, что 103

<210=
=1024, а неравенство lg 2<1/3 эквивалентно тому, что 8=23

<10.
27.20. Неравенство (a−1)(a+1)<a2 показывает, что loga(a−1)+

+ loga(a + 1) < 2. С другой стороны,

loga(a−1) + loga(a + 1) > 2
p

loga(a− 1) loga(a + 1).

Поэтому loga(a−1) loga(a + 1) < 1, т. е. loga−1 a > loga(a + 1).
27.21. Пусть a = log2 3 и b = log3 5. Тогда 2a = 3, поэтому

8a = 33
> 52 = 9b

> 8b. Значит, log2 3 > log3 5.
27.22. Ясно, что log20 80 = 1 + 2 log20 2 и log80 640 = 1 + 3 log80 2.

Далее, log20 2 =
1

log2 20
и log80 2 =

1

log2 80
. Кроме того, 3 log2 20 =

= log2 8000 > log2 6400 = 2 log2 80. Поэтому log20 80 < log80 640.

27.23. Ясно, что log5 7−1= log5

7

5
и log13 17−1= log13

17

13
. Легко

проверить, что
7

5
>

17

13
. Поэтому log5

7

5
> log13

7

5
> log13

17

13
. В итоге

получаем, что log5 7 > log13 17.

27.24. Ясно, что log7 27=3 log7 3=
3

log3 7
. Докажем неравенство

(log3 7)2
>3, т. е. log3 7>

√
3. Легко проверить, что

√
3<7/4. Поэто-

му неравенство 7 > 3
√

3 следует из неравенства 74
> 37, т. е. 2401 >

> 2187. В итоге получаем, что log3 7 > log7 27.
27.25. а) Предположим, что log2 3=p/q, где p и q —натуральные

числа. Тогда 2p/q = 3, т. е. 2p = 3q. Этого не может быть.
б) Предположим, что log√

2 3 = p/q, где p и q — натуральные

числа. Тогда (
√

2)p/q = 3, т. е. 2p = 32q. Этого не может быть.
в) Эта задача эквивалентна задаче 6.25.
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27.26. Положим a =
√

2 и b = log√
2 3. Числа a и b иррациональ-

ные (задачи 6.16 и 27.25). При этом ab = (
√

2)
log√

2
3 = 3.

27.27. Мы воспользуемся тем, что lim
n→∞

(1 + 1/n)n = e (задача

25.37). Для каждого x > 1 можно выбрать натуральное число n
так, что n 6 x < n + 1. Тогда

“
1 +

1

x

”x

<

“
1 +

1

n

”n+1
=
“

1 +
1

n

”n“
1 +

1

n

”
,

“
1 +

1

x

”x

>

“
1 +

1

n + 1

”n

=
“

1 +
1

n + 1

”n+1“
1 +

1

n

”−1
.

При n→∞ пределы правых частей обоих неравенств равны e.
Докажем теперь, что при x →−∞ предел получается тот же

самый. Для этого положим y =−x и заметим, что
“

1− 1

y

”−y

=
“

y

y− 1

”y

=
“

1 +
1

y− 1

”y−1“
1 +

1

y− 1

”
.

При y→∞ правая часть стремится к e.
27.28. Согласно задаче 27.27 lim

x→0
(1+x)1/x =e. Из этого, восполь-

зовавшись непрерывностью логарифма, получаем lim
x→0

1

x
ln(1+x)=1.

27.29. Пусть (1 + x)a = 1 + y. Тогда y → 0 при x → 0. Далее,
a ln(1 + x) = ln(1 + y). Поэтому

(1 + x)a −1

x
=

y

x
=

y

ln(1 + y)
·

a ln(1 + x)

x
.

Воспользовавшись пределом из задачи 27.28, получаем требуемое.
27.30. Пусть ax − 1 = y. Тогда y → 0 при x → 0. Кроме того,

x=
ln(1 + y)

ln a
. Поэтому

ax −1

x
=

y

ln(1 + y)
· ln a. Воспользовавшись пре-

делом из задачи 27.28, получаем требуемое.
27.31. Формула для разности квадратов показывает, что

“
et + e−t

2

”2
−
“

et − e−t

2

”2
= et · e−t = 1.

27.32. Ясно, что

4 sh x ch y = ex+y + ex−y − e−x+y − e−x−y,

4 ch x sh y = ex+y − ex−y + e−x+y − e−x−y.

Из этого легко получается первое равенство. Второе равенство до-
казывается аналогично.



330 Глава 27. Логарифм и показательная функция

27.33. Пусть y = Arsh x. Тогда x = sh y =
ey − e−y

2
. Поэтому

e2y − 2xey − 1 = 0. Решая это квадратное уравнение относитель-
но ey, получаем ey =x±

√
x2 + 1. Но ey

> 0, поэтому ey =x+
√

x2 + 1,
т. е. y = ln(x +

√
x2 + 1).

Пусть y=Arch x. Тогда x=ch y=
ey + e−y

2
. Поэтому e2y−2xey +1=

= 0, а значит, ey = x±
√

x2 −1. Таким образом, y = ln(x±
√

x2 −1).
Равенство (x +

√
x2 −1)(x−

√
x2 −1) = 1 показывает, что

ln(x−
p

x2 −1) =− ln(x +
p

x2 − 1).

Пусть y = Arth x. Тогда x = th y =
ey − e−y

ey + e−y . Поэтому ey(1 − x) =

= e−y(1 + x), а значит, e2y =
1 + x

1−x
. Таким образом, y =

1

2
ln

1 + x

1− x
.

27.34. а) Ясно, что 1 = ch2 x − sh2 x = ch2 x − tg2 a. Поэтому
ch2 x =1+ tg2 a=1/ cos2 a. Кроме того, ch x и cosa положительны.

б) Ясно, что ex = sh x + ch x = tga+
1

cosa =
1 + sina

cosa = tg
“a

2
+
p
4

”
.

Поэтому x = ln tg
“a

2
+
p
4

”
. Формула для тангенса суммы показы-

вает, что tg
“a

2
+
p
4

”
=

1 + tg(a/2)

1− tg(a/2)
. Таким образом,

x

2
=

1

2
ln tg

“a
2

+
p
4

”
=

1

2
ln

1 + tg(a/2)

1− tg(a/2)
= Arth

“
tg
a
2

”
,

что и требовалось.



ГЛАВА 28

ПРОИЗВОДНАЯ

28.1. Определение производной

Производная функции f(x) в точке x0 — это предел

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f′(x0).

Если этот предел существует, то говорят, что функция f(x) диф-
ференцируема в точке x0.

Для функции f(x), определённой на отрезке [a, b], производ-
ные в точках a и b определяются как односторонние пределы.

Производную функции g(x) = f′(x) называют второй произ-
водной или производной второго порядка функции f(x) и обо-
значают f′′(x). Аналогично определяется производная третьего
порядка f′′′(x) и т. д. Производную n-го порядка обозначают
f(n)(x).

28.1. Пусть функция f(x) дифференцируема в точке x0.
Прямая, проходящая через точки (x0, y0) и (x1, y1), где y0=
=f(x0) и y1=f(x1), задаётся уравнением y−y0=k(x1)(x−x0).
Докажите, что lim

x1→x0

k(x1) = f′(x0).

Прямую y − f(x0) = f′(x0)(x − x0) называют касательной к гра-
фику y = f(x) в точке (x0, f(x0)).

28.2. Докажите, что если функция f(x) дифференцируе-
ма в точке x0, то она непрерывна в этой точке.

28.3. Докажите, что если функции f(x) и g(x) дифферен-
цируемы в точке x0, то:

а) (f + g)′(x0) = f′(x0) + g′(x0);
б) (fg)′(x0)=f′(x0)g(x0)+f(x0)g′(x0), где (fg)(x)=f(x)g(x);
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в)
(

f

g

)′
(x0) =

f′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

(g(x0))2 , если g(x0) 6= 0.

Композицией функций f и g называют функцию g◦f(x)=g(f(x)).

28.4. Пусть функция f дифференцируема в точке x0,
а функция g дифференцируема в точке y0 = f(x0). Пред-
положим, что у точки x0 есть такая окрестность U(x0),
что если x принадлежит U(x0) и x 6= x0, то f(x) 6= f(x0).
Докажите, что функция g ◦ f дифференцируема в точке x0

и (g ◦ f)′(x0) = g′[f(x0)]f′(x0).

Пусть функция f(x) монотонно возрастает на отрезке [a, b]. То-
гда каждой точке y отрезка [f(a), f(b)] соответствует единствен-
ная точка x отрезка [a, b], для которой y = f(x). Поэтому можно
определить обратную функцию g(y) = x.

28.5. Пусть f′(x0) 6= 0, g(y) — обратная к f(x) функция.

Докажите, что если y = f(x0), то g′(y0) =
1

f′(x0)
.

28.2. Производные элементарных функций

28.6. Докажите, что (xn)′ = nxn−1 для любого натураль-
ного n.

28.7. Докажите, что (xa)′ = axa−1 для любого веществен-
ного a и положительного x.

28.8. Докажите, что (sin x)′ = cos x и (cos x)′ =− sin x.

28.9. Докажите, что (tg x)′ =
1

cos2 x
при x 6= (2k + 1)p

2
и

(ctg x)′ =− 1

sin2 x
при x 6= kp.

28.10. Докажите, что (ax)′ = ax ln a для a > 0.

28.11. Докажите, что (loga x)′ =
1

x ln a
.

28.12. Докажите, что (arcsin x)′ =
1p

1−x2
и (arctg x)′ =

=
1

1 + x2 .

28.13. Пусть функции u(x) и v(x) дифференцируемы,
причём функция u(x) положительна. Докажите, что функ-



Условия задач 333

ция uv = u(x)v(x) дифференцируема и найдите её произ-
водную.

28.14. Вычислите производную функции f(x)=xsin x (для
x > 0).

28.15. Вычислите производную функции f(x) = cosx a −
− sinx a, где 0 < a <p/2 — постоянный угол.

28.3. Кратный корень многочлена

28.16. Докажите, что многочлен f(x) степени n >2 имеет
кратный корень тогда и только тогда, когда f(x) и f′(x)

имеют общий корень.
28.17. Докажите, что если

x4
0 + a1x3

0 + a2x2
0 + a3x0 + a4 = 0,

4x3
0 + 3a1x2

0 + 2a2x0 + a3 = 0,

то x4 + a1x3 + a2x2 + a3x + a4 делится на (x−x0)2.
28.18. Докажите, что многочлен

fn(x) = 1 + x +
x2

2!
+ . . . +

xn

n!

не имеет кратных корней.

См. также задачи 23.22, 24.7.

28.4. Производная многочлена

28.19. Пусть P(x) — многочлен с целыми коэффициента-
ми. Докажите, что все коэффициенты его n-й производной
P(n)(x) делятся на n! для любого натурального n.

28.20. Докажите, что среднее арифметическое корней
многочлена равно среднему арифметическому корней его
производной.

28.21. Пусть f и g — многочлены степени n. Докажите,
что fg(n)−f′g(n−1) +f′′g(n−2)−f(3)g(n−3) + . . .+(−1)nf(n)g—кон-
станта.
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28.22. Пусть p и q — вещественные числа. Выясните,
сколько вещественных корней имеет кубическое уравнение

x3 +px+q=0 в зависимости от знаков чисел p и D=
q2

4
+

p3

27
.

28.23. Пусть f(x)=(x−x1) . . . (x−xn), где числа x1, . . . , xn

попарно различны и отличны от нуля. Докажите, что
n∑

i=1

xk
i

f′(xi)
=

{

0 при 0 6 k 6 n−2;

1 при k = n−1.

28.24. Пусть P(x)=(x−x1) . . . (x−xn), где x1, . . . , xn — ве-
щественные числа. Докажите, что (P′(x))2 > P(x)P′′(x) для
всех вещественных x.

28.25. Четыре корня многочлена четвёртой степени об-
разуют арифметическую прогрессию. Докажите, что кор-
ни его производной тоже образуют арифметическую про-
грессию.

28.26. Докажите, что любой многочлен можно предста-
вить в виде разности двух монотонно возрастающих много-
членов.

28.27. Докажите, что многочлен P(x)=a0+a1xk1 +a2xk2 +
+ . . . + anxkn имеет не более n положительных корней.

28.28. Докажите, что если все корни многочлена

P(x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an

с вещественными коэффициентами вещественны и попарно
различны, то

a2
i >

n− i + 1

n− i
·

i + 1

i
ai−1ai+1, i = 1, 2, . . . , n−1

(Ньютон).

См. также задачу 10.33.

28.5. Тождества

28.29. Пусть (x + a)n = A0 + A1x + . . . + Anxn. Найдите
коэффициенты A0, . . ., An последовательным дифференци-
рованием.
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28.30. Вычислите сумму 1+2x+3x2 + . . .+nxn−1, продиф-

ференцировав равенство 1 + x + x2 + . . . + xn =
1−xn+1

1−x
.

См. также задачи 14.16, 30.14.

28.6. Касательная и нормаль

28.31. Касательная к кривой y = ex в точке (x0, y0) пере-
секает ось Ox в точке (x1, 0). Докажите, что разность x1−x0

одна и та же для всех точек кривой.
28.32. На параболе, ось которой параллельна оси Oy, взя-

ты точки A1, A2 и A3. Пусть k1 — тангенс угла наклона
касательной в точке A1, kij — тангенс угла наклона секущей
AiAj. Докажите, что k1 = k12 + k13 −k23.

Нормаль к кривой y = f(x) в точке (x0, y0) — это прямая, кото-
рая проходит через точку (x0, y0) перпендикулярно касательной
в этой точке.

28.33. Докажите, что нормаль к кривой y = f(x) в точке
(x0, y0) задаётся уравнением

−f′(x0)(y− y0) = x−x0.

28.34. Нормаль к параболе y = x2 в точке (x0, y0) пересе-
кает ось Oy в точке (0, y1). Докажите, что разность y1 − y0

постоянна для всех точек параболы.

См. также задачу 8.17.

28.7. Функции, дифференцируемые на отрезке

28.35. Функция f(x) определена на отрезке [a, b] и в не-
которой внутренней точке x0 этого отрезка она достигает
наибольшего или наименьшего значения. Докажите, что ес-
ли в точке x0 существует производная, то f′(x0)=0 (Ферма).

28.36. Функция f(x) дифференцируема на отрезке [a, b],
причём f(a) = f(b). Докажите, что существует внутренняя
точка x0 этого отрезка, для которой f′(x0) = 0 (Ролль).
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28.37. Функция f(x) дифференцируема на отрезке [a, b].
Докажите, что существует внутренняя точка x0 этого отрез-
ка, для которой

f′(x0) =
f(a)− f(b)

a− b
(Лагранж).

Теорему Лагранжа, записанную в виде

f(b)− f(a) = f′(x0)(b− a),

часто называют формулой конечных приращений.

28.38. Функция f(x) дифференцируема на отрезке [a, b],
причём f′(x) = 0 для всех точек x отрезка [a, b]. Докажите,
что функция f(x) постоянна на отрезке [a, b].

28.39. Функция f(x) дифференцируема на отрезке [a, b].
а) Докажите, что эта функция неубывающая (на этом

отрезке) тогда и только тогда, когда f′(x) > 0 для любой
точки x интервала (a, b).

б) Докажите, что если f′(x)>0 для любой точки x интер-
вала (a, b) и не существует отрезка [p, q], содержащегося
в [a, b], во всех точках которого f′ обращается в нуль, то
функция f(x) возрастающая.

28.40. Функции f(x) и g(x) дифференцируемы на отрез-
ке [a, b]. Докажите, что если f(a) = g(a) и f′(x) > g′(x) для
любой точки x интервала (a, b), то f(x) > g(x) для любой
точки x интервала (a, b).

28.41. Докажите, что если x >0, то cos x >1− x2

2
и sin x >

> x− x3

6
.

28.42. Докажите, что если 0 < x <p/2, то tg x > x +
1

3
x3.

З а м е ч а н и е. Доказательства неравенств из задач 28.41 и
28.42 основаны на том, что из неравенства для производных сле-
дует неравенство для функций. Другими словами, из неравенства
для функций следует неравенство для первообразных (интегра-
лов). Такой подход (по сути дела, эквивалентный) в некотором
смысле более естествен: чтобы получить неравенство, нужно вы-
числить первообразную. Поэтому здесь мы привели только два
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неравенства. Более подробно этот метод доказательства неравенств
обсуждается в разделе 29.8.

28.43. а) Пусть 0 <a<1 и x >0. Докажите, что xa−ax 6

6 1−a.
б) Пусть a, b, p и q — положительные числа, причём

1

p
+

1

q
= 1. Докажите, что ab 6

1

p
ap +

1

q
bq.

28.44. Функции f(x) и g(x) дифференцируемы на отрезке
[a, b], причём производная g′(x) не обращается в нуль во
внутренних точках этого отрезка. Докажите, что существу-
ет внутренняя точка x0 отрезка [a, b], для которой

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f′(x0)

g′(x0)
(Коши).

28.8. Неравенства

28.45. Докажите, что если 0 < a < b < p/2, то a sinb <

<b sina.
28.46. Докажите, что если 0<a<b<p/2, то a tgb>b tga.
28.47. Докажите, что если 0<a<p/2, то 2 sina+tga>3a.
28.48. а) Докажите, что ex

> 1 + x для любого x 6= 0.

б) Докажите, что
1

n + 1
< ln

n + 1

n
<

1

n
для любого натураль-

ного n.
28.49. Пусть x > 0, x 6= 1. Докажите, что: а) ln x < x − 1;

б) ln x >
x− 1

x
.

28.50. а) Докажите, что ln x < n(x1/n − 1) < x1/n ln x для
любого положительного числа x 6= 1.

б) Докажите, что lim
n→∞

n(x1/n − 1) = ln x для любого поло-

жительного числа x 6= 1.
28.51. Пусть x > 0.
а) Докажите, что lim

n→∞
n ln(1 + x/n) = x.

б) Докажите, что lim
n→∞

(1 + x/n)n = ex.

28.52. Докажите, что ex
> xe для любого положительного

x 6= e.
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28.53. Пусть a и b — положительные числа. Докажите,
что b · 2a + a · 2−b > a + b.

28.54. Пусть a > b > 0. Докажите, что
√

ab <
a− b

ln a− ln b
<

a + b

2
.

28.55. Докажите, что

sin x +
1

2
sin 2x +

1

3
sin 3x + . . . +

1

n
sin nx > 0

при 0 < x <p.
28.56. Пусть 0 < x <p/4. Докажите, что

(cos x)cos2 x
> (sin x)sin2 x и (cos x)cos4 x

< (sin x)sin4 x.

28.57. Докажите, что если x >−1 и x 6= 0, то

2|x|
2 + x

< |ln(1 + x)|< |x|√
1 + x

.

См. также задачу 8.17.

28.9. Правило Лопиталя

28.58. Пусть функции f(x) и g(x) удовлетворяют услови-
ям теоремы Коши (задача 28.44) и, кроме того, f(a)=g(a)=

= 0. Докажите, что если lim
x→a+

f′(x)

g′(x)
= A, то lim

x→a+

f(x)

g(x)
= A

(правило Лопиталя).
28.59. Вычислите с помощью правила Лопиталя предел

lim
x→0

x− sin x

x3 .

28.60. Вычислите предел lim
x→a

ax −xa

x−a
.

28.61. Вычислите предел lim
x→0

tg x−x

x− sin x
.

28.10. Количество корней уравнения

28.62. Сколько (вещественных) решений имеет уравне-
ние x3 −3x = a в зависимости от значения параметра a?
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28.63. Сколько решений имеет уравнение x3 +1=ax в за-
висимости от значения параметра a?

28.64. Сколько решений имеет уравнение ex = ax в зави-
симости от значения параметра a?

28.65. Сколько решений имеет уравнение ax = x в зави-
симости от значения положительного параметра a?

28.66. Сколько решений имеет уравнение ax = loga x в за-
висимости от значения положительного параметра a 6= 1?

28.67. Сколько решений имеет уравнение
( 1

16

)x

=log 1
16

x?

28.68. Докажите, что при чётном n многочлен

fn(x) = 1 + x +
x2

2!
+ . . . +

xn

n!

не имеет вещественных корней, а при нечётном n имеет
ровно один вещественный корень.

См. также задачу 24.4.

28.11. Периодические функции

28.69. Докажите, что если f(x) — периодическая функ-
ция, то f′(x) тоже периодическая функция.

28.70. Докажите, что если a— положительное иррацио-
нальное число, то функция f(x) = sin x + sinax непериоди-
ческая.

28.12. Нормированные симметрические функции

Элементарная симметрическая функция sk(x1, . . . , xn) содер-
жит Ck

n слагаемых. В связи с этим иногда рассматри-
вают нормированные элементарные симметрические функ-
ции Sk(x1, . . . , xn) = sk(x1, . . . , xn)/Ck

n. Удобно считать, чтоS0(x1, . . . , xn) = 1.

28.71. Пусть x1, . . . , xn —корни многочлена, y1, . . . , yn−1—
корни его производной. Докажите, что Sk(x1, . . . , xn) =
=Sk(y1, . . . , yn−1).
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28.72. Пусть x1, . . ., xn — положительные числа и Sk =
=Sk(x1, . . . , xn). Докажите, чтоS1 >

√S2 >
3
√S3 > . . . >

n
√Sn

(Маклорен).
28.73. Пусть x1, . . . , xn — вещественные числа. Докажи-

те, что для всех k = 1, 2, . . ., n−1 имеют место неравенстваS2
k (x1, . . . , xn) >Sk−1(x1, . . . , xn)Sk+1(x1, . . . , xn)

(Ньютон).

28.13. Алгебраические и трансцендентные функции

Функцию f(x) называют алгебраической, если существуют мно-
гочлены P0(x), . . . , Pn(x), для которых

P0(x)(f(x))n + P1(x)(f(x))n−1 + . . . + Pn(x) = 0,

причём многочлен P0(x) не равен тождественно нулю. В против-
ном случае функцию f(x) называют трансцендентной.

28.74. Докажите, что функция f(x) = sin x трансцендент-
ная.

28.75. Докажите, что функция f(x)=ex трансцендентная.

28.14. Формула Тейлора

28.76. а) Пусть a — фиксированное число. Докажите, что
любой многочлен f(x) = a0 + a1x + a2x2 + . . . + anxn можно
записать в виде

f(x) = A0 + A1(x−a) + A2(x−a)2 + . . . + An(x−a)n,

где A0, A1, . . ., An — константы.

б) Докажите, что A0 = f(a), A1 = f′(a), A2 =
f′′(a)

2!
, . . .

. . ., An =
f(n)(a)

n!
.

28.77. Пусть a — фиксированное число, f(x) — функция,
имеющая производные до порядка n + 1 включительно для
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любого x между a и b (для некоторого b). Докажите, что
если число x заключено между a и b и если

T(x) = f(a) +
f′(a)

1!
(x−a) +

f′′(a)

2!
(x−a)2 + . . . +

f(n)(a)

n!
(x−a)n,

то

f(x)−T(x) =
f(n+1)(j)

(n + 1)!
(x−a)n+1

для некоторого j между a и x (формула Тейлора).

28.78. а) Докажите, что разность между sin x и x − x3

3!
+

+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
не превосходит

|x|2n+2

(2n + 2)!
.

б) Докажите, что разность между cos x и 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+

+ . . . + (−1)n x2n

(2n)!
не превосходит

|x|2n+1

(2n + 1)!
.

в) Докажите, что разность между ex и 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ . . .

. . . +
xn

n!
не превосходит ex |x|n+1

(n + 1)!
.

З а м е ч а н и е. Приводимые в задаче 28.78 следствия из фор-
мулы Тейлора можно получить и более простыми средствами. По
этому поводу см. раздел 29.8.

Решения

28.1. Рассматриваемая прямая задаётся уравнением y − y0 =

=
f(x1)− f(x0)

x1 −x0
(x − x0), поэтому k(x1) =

f(x1)− f(x0)

x1 −x0
. Теперь непо-

средственно из определения производной видно, что lim
x1→x0

k(x1) =
= f′(x0).

28.2. Запишем тождество

f(x)− f(x0) =
f(x)− f(x0)

x− x0
(x−x0).

При этом lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x −x0
= f′(x0) и lim

x→x0

(x − x0) = 0. Поэтому

lim
x→x0

(f(x) − f(x0)) = f′(x0) · 0 = 0. Это означает, что функция f(x)

непрерывна в точке x0.
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28.3. а) Непосредственно следует из свойств предела суммы
двух функций.

б) Пусть h(x) = f(x)g(x). Тогда

h(x)− h(x0) = f(x)(g(x) − g(x0)) + g(x0)(f(x)− f(x0)).

Поделим обе части этого равенства на x − x0 и заметим, что
f(x)→ f(x0) при x→x0.

в) Пусть h(x) = f(x)/g(x). Тогда

h(x)−h(x0)

x −x0
=

1

g(x)g(x0)

“
g(x0)

f(x)− f(x0)

x− x0
− f(x0)

g(x)− g(x0)

x −x0

”
.

Устремляя x к x0, получаем требуемое.
28.4. Тождество

g ◦ f(x)− g ◦ f(x0)

x− x0
=

g ◦ f(x)− g ◦ f(x0)

f(x)− f(x0)
·

f(x)− f(x0)

x −x0

показывает, что функция g ◦ f дифференцируема в точке x0

и (g ◦ f)′(x0) = g′[f(x0)]f′(x0).

28.5. Достаточно заметить, что
f(x)− f(x0)

x −x0
=

y− y0

f(y)− f(y0)
.

28.6. Ясно, что

f(x)− f(x0)

x−x0
=

xn − xn
0

x −x0
= xn−1 + xn−2x0 + . . . + xn−1

0 .

При x→x0 каждое из n слагаемых стремится к xn−1
0 .

28.7. Легко проверить, что

xa − xa
0

x −x0
= xa

0
(xa/xa

0)−1

x− x0
= xa−1

0

(1 + y)a − 1

y
,

где y=
x−x0

x0
. Ясно, что y→0 при x→x0. Кроме того, lim

y→0

(1+y)a−1

y
=

=a (задача 27.29).
28.8. Ясно, что

sin x− sin x0 = 2 sin
x− x0

2
cos

x + x0

2
,

cos x− cos x0 =−2 sin
x− x0

2
sin

x + x0

2
.

Остаётся заметить, что
1

x −x0
sin

x −x0

2
→ 1

2
при x→x0 (задача 26.6)

и функции sin x и cos x непрерывны (задача 26.9).
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28.9. Согласно задаче 28.3 в)

“ sin x

cos x

”′
=

(sin x)′ cos x − sin x(cos x)′

cos2 x
=

cos2 x + sin2 x

cos2 x
= 1.

Для (ctg x)′ вычисления аналогичны.
28.10. Ясно, что ax −ax0 =ax0 (ax−x0 −1). Остаётся заметить, что

lim
x→x0

ax−x0 − 1

x −x0
= ln a согласно задаче 27.30.

28.11. Поскольку loga x=
lnx

lna
, достаточно проверить, что (lnx)′=

= 1/x. Равенство ln x − ln x0 = ln
x

x0
= ln

“
1 +

x− x0

x0

”
показывает,

что
ln x− ln x0

x− x0
=

1

x0

ln(1 + y)

y
, где y =

x−x0

x0
. Остаётся заметить, что

lim
y→0

ln(1 + y)

y
= 1 (задача 27.28).

28.12. Если x= sin y, то arcsin x=y. Поэтому arcsin — функция,
обратная к sin. Значит, согласно задаче 28.5,

(arcsin x)′ =
1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1
p

1−x2
.

Если x = tg y, то arctg x = y, поэтому

(arctg x)′ =
1

(tg y)′
= cos2 y =

1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2 .

28.13. Ясно, что если y = uv, то ln y = v ln u. Дифференцируя это

равенство, получаем
y′

y
= v′ ln u + v

u′

u
. Поэтому y′ = y

“
v′ ln u +

vu′

u

”
.

28.14. Согласно задаче 28.13 f′(x) = xsin x
“ sin x

x
+ cos x · ln x

”
.

28.15. Согласно задаче 28.13

f′(x)=cosx a · ln cos a− sinx a · ln sin a=cosx a(ln cos a− tgx a · ln sin a).

28.16. Предположим, что f(x) = (x− x0)mg(x), где m > 2. Тогда
многочлен f′(x)=m(x−x0)m−1g(x)+(x−x0)mg′(x) имеет корень x0.

Предположим, что f(x) = (x − x0)g(x), причём g(x0) 6= 0. Тогда
f′(x) = g(x) + (x − x0)g′(x), поэтому f′(x0) = g(x0) 6= 0. Таким обра-
зом, если все корни многочлена f(x) имеют кратность 1, то они не
являются корнями многочлена f′(x).

28.17. Пусть f(x) = x4 + a1x3 + a2x2 + a3x + a4. По условию
f(x0) = f′(x0) = 0. Следовательно, x0 — двукратный корень много-
члена f(x), т. е. многочлен f(x) делится на (x−x0)2.
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28.18. Предположим, что у многочлена fn(x) есть кратный
корень. Тогда многочлены fn(x) и f′n(x) = fn−1(x) имеют общий ко-

рень x0. Следовательно, fn(x0)−fn−1(x0)=0. Но fn(x)−fn−1(x)=
xn

n!
,

поэтому x0 = 0. Приходим к противоречию, поскольку fn(0) 6= 0.
28.19. Требуемое утверждение достаточно доказать для моно-

ма xm. Ясно, что если n 6 m, то

(xm)(n) =m(m−1) . . . (m−n+1)xm−n =n!
m!

n! (m− n)!
xm−n =n! Cn

mxm−n.

Число n! Cn
m, очевидно, делится на n!, поскольку число Cn

m целое.
Если же n > m, то (xm)(n) = 0.

28.20. Пусть f(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a0. Тогда по теоре-

ме Виета сумма корней многочлена f равна −an−1

an
, поэтому их

среднее арифметическое равно −an−1

nan
. Сумма корней производной

f′(x)=nanxn−1 +(n−1)an−1xn−2 + . . .+a1 равна − (n−1)an−1

nan
, поэто-

му их среднее арифметическое равно − (n− 1)an−1

(n− 1)nan
=−an−1

nan
.

28.21. Производная данного выражения равна fg(n+1) + f′g(n) −
− f′g(n) − f′′g(n−2) + f′′g(n−2) + . . . + (−1)nf(n)g′ + (−1)nf(n+1)g. Все
промежуточные члены взаимно сокращаются, и остаются только
fg(n+1) ± f(n+1)g. Но f и g — многочлены степени n, поэтому их
(n + 1)-е производные равны нулю.

28.22. Положим f(x) = x3 + px + q. Тогда f′(x) = 3x2 + p. Если
p > 0, то функция f монотонна и её график пересекает ось x ровно
в одной точке. В этом случае уравнение имеет ровно один веще-
ственный корень. Отметим, что в этом случае D > 0.

Пусть теперь p < 0. Тогда функция f возрастает на участке от
−∞ до −

√
−p/3, затем убывает на участке от −

√
−p/3 до

√
−p/3,

а после этого возрастает на участке от
√
−p/3 до ∞. Ясно, что

f(x)f(−x) = q2 − x2(x2 + p)2. При x =
√
−p/3 выражение в правой

части превращается в 4D. Поэтому если D < 0, то график функ-
ции f пересекает ось x на участке от −

√
−p/3 до

√
−p/3, на котором

функция убывает. В этом случае уравнение имеет три веществен-
ных корня. Если D>0, то уравнение имеет один вещественный ко-
рень. Если же D=0, то уравнение имеет два вещественных корня.

28.23. Многочлен
nP

i=1

g(xi)f(x)

f′(xi)(x− xi)
принимает в точках x1, . . . , xn

значения g(x1), . . . , g(xn). Поэтому если g(x) — многочлен степени

не выше n−1, то g(x) =
nP

i=1

g(xi)f(x)

f′(xi)(x− xi)
, т. е.

g(x)

f(x)
=

nP
i=1

g(xi)

f′(xi)(x−xi)
.
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Положим g(x) = xk+1, где 0 6 k 6 n − 2. В результате получим
xk+1

f(x)
=

nP
i=1

xk+1
i

f′(xi)(x −xi)
. По условию f(0) 6= 0, поэтому, положив

x = 0, получим требуемое равенство при 0 6 k 6 n−2.
Положим теперь g(x)=xn−f(x). В результате получим

xn−f(x)

f(x)
=

=
nP

i=1

xn
i

f′(xi)(x−xi)
, поскольку f(xi) = 0. Положив x = 0, получим

требуемое равенство для k = n−1.
28.24. Если x = xi, то неравенство очевидно. Поэтому будем

считать, что x — не корень многочлена P. Тогда

P′(x)

P(x)
=

1

x−x1
+ . . . +

1

x−xn
.

Продифференцировав обе части этого равенства, получаем

P′′(x)P(x)− (P′(x))2

(P(x))2 =− 1

(x− x1)2 − . . .− 1

(x −xn)2 < 0.

28.25. После замены x на x + c можно считать, что рассматри-
ваемый многочлен 4-й степени имеет корни ±a/2, ±3a/2. Произ-

водная многочлена
“

x2 − a2

4

”“
x2 − 9a2

4

”
равна 4x3 − 5ax. Значит,

корни производной равны ±
√

5

2
a и 0.

28.26. Пусть f — данный многочлен. Рассмотрим многочлены

F и G, которые обладают следующими свойствами: F′=
(f′)2+f′+1

2
,

G′ =
(f′)2 − f′ + 1

2
, F(0) = f(0) и G(0) = 0. Тогда f = F − G, причём

F′
> 0 и G′

> 0 (т. е. F и G монотонно возрастают), поскольку
(f′)2 ± f′ + 1 = (f′ ± 1/2)2 + 3/4 > 3/4.

28.27. Применим индукцию по n. При n = 1 получаем много-
член a0 + a1xk, который имеет не более одного положительного
корня. Предположим, что многочлен P(x) имеет более n положи-
тельных корней. Между любыми двумя положительными корня-
ми многочлена есть по крайней мере один положительный корень
его производной. Поэтому многочлен P′(x) = b1xk1−1 + b2xk2−1 + . . .
. . . + bnxkn−1 имеет более n−1 положительных корней. Можно счи-
тать, что k1 < k2 < . . . < kn. Тогда многочлен P′(x) можно сократить
на xk1−1 (при этом мы потеряем только корень x =0). В результате
получим, что многочлен b1 + b2xk2−k1 + . . . + bnxkn−k1 имеет более
n − 1 положительных корней. Это противоречит предположению
индукции.
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28.28. Положим Q(y) = ynP(y−1). Корни многочлена Q(y) то-
же вещественны и попарно различны, поэтому корни квадратного
трёхчлена

Q(n−2)(y)=(n−2)(n−3) · . . . ·4 ·3[n(n−1)any2 +2(n−1)an−1y+2an−2]

вещественны и различны. Следовательно,

(n− 1)2a2
n−1 > 2n(n−1)anan−2.

При i = n−1 требуемое неравенство доказано.
Рассмотрим теперь многочлен

P(n−i−1)(x) = b0xi+1 + b1xi + . . . + bi+1x2 + bix + bi−1.

Применив к нему уже доказанное неравенство, получим

b2
i >

2(i + 1)

i
bi−1bi+1.

А так как

bi+1 = (n− i + 1) · . . . · 4 · 3ai+1,

bi = (n− i) · . . . · 3 · 2ai,

bi−1 = (n− i−1) · . . . · 2 · 1ai−1,

то

(2(n− i)ai)
2
>

2(i + 1)

i
2(n− i + 1)(n− i)ai−1ai+1.

После сокращения получаем требуемое неравенство.
28.29. При x=0 получаем A0 =an. Продифференцировав исход-

ное равенство, получим

n(x + a)n−1 = A1 + 2A2x + . . . + nAnxn−1.

При x =0 получаем A1 = nan−1. Продифференцировав новое равен-
ство, получим

n(n− 1)(x + a)n−2 = 2 · 1 · A2 + 3 · 2 · A3x + . . . + n(n− 1)Anxn−2.

После m-кратного дифференцирования (m 6 n) получим

n(n− 1) . . . (n−m + 1)(x + a)n−m = m(m−1) · . . . · 1 · Am+

+ (m + 1)m · . . . · 2 · Am+1x + . . . + n(n− 1) . . . (n−m + 1)Anxn−m.

Значит, n(n− 1) . . . (n−m + 1)an−m = m(m−1) · . . . · 1 · Am.

28.30. О т в е т:
“1−xn+1

1−x

”′
=

1− (n + 1)xn + nxn+1

(1− x)2 .

З а м е ч а н и е. Другое вычисление требуемой суммы приведе-
но в решении задачи 9.6.
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28.31. Касательная к кривой y = f(x) в точке (x0, y0) задаётся
уравнением y−y0 =f′(x0)(x−x0). Поэтому для x1 получаем уравне-
ние −y0 = ex0 (x1 −x0). Учитывая, что y0 = ex0 , получаем x0 −x1 =1.

28.32. Числа k1 и kij не изменяются при параллельном пере-
носе осей координат, поэтому можно считать, что мы имеем дело
с параболой y = ax2. Пусть Ai = (xi, yi). Тогда k1 = 2ax1 и

kij =
yi − yj

xi − xj
= a

x2
i − x2

j

xi −xj
= a(xi + xj).

Теперь требуемое равенство легко проверяется.

28.33. Если прямая задаётся уравнением
y − y0

x −x0
= k, то перпен-

дикулярная ей прямая, проходящая через точку (x0, y0), задаётся

уравнением
y − y0

x− x0
= −1

k
, поскольку tg(f + 90◦) = − 1

tg(f)
. Каса-

тельная к кривой y = f(x) в точке (x0, y0) задаётся уравнением
y − y0

x −x0
= f′(x0), поэтому нормаль в точке (x0, y0) задаётся уравне-

нием
y− y0

x −x0
=− 1

f′(x0)
.

28.34. Нормаль к параболе y=x2 в точке (x0, y0) задаётся урав-

нением
y− y0

x− x0
=− 1

2x0
. Чтобы найти y1, полагаем x=0. В результате

получаем
y1 − y0

−x0
=− 1

2x0
, т. е. y1 −y0 = 1/2.

28.35. Пусть для определённости f(x0) 6 f(x) для всех x из
отрезка [a, b]. Рассмотрим односторонние пределы

lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x −x0
и lim

x→x0−

f(x)− f(x0)

x −x0
.

В обоих пределах числитель неотрицателен. При этом в первом
пределе знаменатель положителен, а во втором отрицателен. Зна-
чит, первый предел неотрицателен, а второй неположителен. Но
оба предела равны f′(x0).

28.36. Функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], поэтому
по теореме Вейерштрасса (задача 26.17) среди её значений есть
наибольшее M и наименьшее m. Если M = m, то функция f(x)
постоянна, поэтому в качестве x0 можно взять любую внутреннюю
точку отрезка. Если же M > m, то одно из этих двух значений
достигается не в конце отрезка, потому что по условию f(a)= f(b).
Значит, в некоторой внутренней точке x0 отрезка [a, b] функция
f(x) достигает наибольшего или наименьшего значения, поэтому
по теореме Ферма (задача 28.35) f′(x0) = 0.
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28.37. Рассмотрим вспомогательную функцию F(x) = f(x) −
− f(a)− f(b)

a − b
(x−a). Эта функция дифференцируема на отрезке [a, b]

и F(a) = F(b) = f(a). Поэтому к функции F(x) можно применить
теорему Ролля (задача 28.36). В результате получим, что суще-
ствует внутренняя точка x0 отрезка [a, b], для которой F′(x0) = 0,

т. е. f′(x0)− f(a)− f(b)

a− b
= 0.

28.38. Пусть a < x 6 b. Применим теорему Лагранжа (зада-
ча 28.37) к функции f на отрезке [a, x]. В результате получим, что
f(x)− f(a)= f′(x0)(x−a) для некоторой точки x0 отрезка [a, x]. По
условию f′(x0) = 0, поэтому f(x) = f(a).

28.39. а) Непосредственно из определения производной видно,
что f′(x) > 0 для неубывающей функции f(x).

Предположим теперь, что f′(x) > 0 для любой точки x интер-
вала (a, b). Возьмём на отрезке [a, b] две точки x и y так, что
x<y. Применим теорему Лагранжа (задача 28.37) к отрезку [x, y].
В результате получим, что f(y)− f(x) = f′(z)(y− x) для некоторой
точки z интервала (x, y). По условию f′(z)>0, поэтому f(y)> f(x).

б) Согласно задаче а) функция f(x) неубывающая. Выберем на
отрезке [a, b] две точки x и y так, что x < y. Тогда для любой
точки z отрезка [x, y] имеют место неравенства f(x) 6 f(z) 6 f(y).
Поэтому если f(x)= f(y), то функция f постоянна на отрезке [x, y].
Но тогда f′ обращается в нуль на этом отрезке, что противоречит
условию.

28.40. Согласно задаче 28.39 функция f(x) − g(x) монотонно
возрастает на отрезке [a, b].

28.41. Пусть f(x) = cos x и g(x) = 1 − x2

2
. Тогда f(0) = g(0)

и f′(x) = − sin x > −x = g′(x) при x > 0, поскольку sin x < x (зада-
ча 11.1). Поэтому f(x) > g(x) при x > 0 согласно задаче 28.40.

Пусть теперь f(x) = sin x и g(x) = x − x3

6
. Тогда f′(x) = cos x

и g′(x) = 1 − x2

2
. Неравенство cos x > 1 − x2

2
только что было до-

казано.

28.42. Достаточно доказать, что (tg x)′ =
1

cos2 x
> 1 + x2, т. е.

1

cos2 x
− 1 = tg2 x > x2. Неравенство tg x > x доказано в решении

задачи 11.1.
28.43. а) Пусть f(x)=xa−ax. Тогда f′(x)=a(xa−1 −1). Поэтому

f′(x) > 0 при 0 < x < 1 и f′(x) < 0 при x > 1. Следовательно, f(x)
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возрастает при 0 < x < 1 и убывает при x > 1. Таким образом, для
неотрицательных x наибольшее значение f(x) равно f(1) = 1−a.

б) Непосредственно следует из а). Действительно, положимa=
1

p
и x =

ap

bq . В результате получим
“

ap

bq

”1/p

6
1

p

ap

bq +
1

q
. Остаётся

умножить обе части неравенства на b1+q/p = bq.
З а м е ч а н и е. По поводу других доказательств см. задачи

8.45 и 26.23.
28.44. Рассмотрим вспомогательную функцию

F(x) = (f(b)− f(a))(g(x)− g(a))− (f(x)− f(a))(g(b)− g(a)).

Ясно, что

F′(x) = (f(b)− f(a))g′(x)− f′(x)(g(b) − g(a))

и F(a) = F(b) = 0. Поэтому к функции F(x) можно применить тео-
рему Ролля (задача 28.36). В результате получим, что существует
внутренняя точка x0, для которой

(f(b)− f(a))g′(x0)− f′(x0)(g(b)− g(a)) = 0. (1)

По условию g′(x0) 6=0. Легко также видеть, что g(b)−g(a) 6=0, по-
скольку иначе по теореме Ролля нашлась бы внутренняя точка x1,
для которой g′(x1) = 0. Поэтому равенство (1) можно поделить на
g′(x0)(g(b)− g(a)) и получить требуемое.

28.45. Пусть 0 < x <p/2. Тогда
“ sin x

x

”′
=

x cos x− sin x

x2 =
cos x(x− tg x)

x2 < 0.

Поэтому если 0 <a<b<p/2, то
sinaa >

sinbb .

28.46. Пусть 0 < x <p/2. Тогда
“ tg x

x

”′
=

x − sin x cos x

x2 cos2 x
> 0,

поскольку sin x < x и cos x < 1.
28.47. Рассмотрим функцию f(x) = 2 sin x + tg x− 3x. Ясно, что

f′(x) = 2 cos x +
1

cos2 x
− 3 =

2 cos3 x −3 cos2 x + 1

cos2 x
=

=
(1− cos x)(1 + cos x −2 cos2 x)

cos2 x
.

Если 0 <a<p/2, то 1− cos x > 0 и 1 + cos x − 2 cos2 x = 1− cos2 x +
+ cos x(1− cos x) > 0. Поэтому если 0 <a<p/2, то f(a) > f(0) = 0.
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28.48. а) Пусть f(x)=ex−x. Тогда f′(x)=ex−1. Поэтому f′(x)>0
при x > 0 и f′(x) < 0 при x < 0. Значит, f(x) > f(0) = 1 для любого
x 6= 0.

б) Из неравенства ex
> 1 + x следует, что x > ln(1 + x) при

1 + x > 0, x 6= 0. Поэтому ln
“

1 +
1

n

”
<

1

n
и ln

“
1 − 1

n + 1

”
< − 1

n + 1
,

т. е. ln
n + 1

n
<

1

n
и ln

n

n + 1
<− 1

n + 1
.

28.49. а) Пусть f(x) = x − ln x. Тогда f′(x) = 1 − 1/x. Поэтому
f′(x) < 0 при x < 1 и f′(x) > 0 при x > 1. Следовательно, если x > 0,
x 6= 1, то f(x) > f(1) = 0. Это и есть требуемое неравенство.

б) В неравенстве ln t< t−1 положим t=1/x. В результате полу-

чим − ln x < 1/x− 1, т. е. ln x >
x− 1

x
.

28.50. а) Положим y = x1/n. Тогда после сокращения на n тре-
буемые неравенства запишутся в виде ln y < y − 1 < y ln y. Такие
неравенства доказаны в решении задачи 28.49.

б) Непосредственно следует из а), поскольку lim
n→∞

x1/n = 1 (зада-
ча 25.20).

28.51. а) Согласно задаче 28.49

x/n

1 + x/n
< ln

“
1 +

x

n

”
<

x

n
,

поэтому
x

1 + x/n
< n ln

“
1 +

x

n

”
< x.

б) Ясно, что (1 + x/n)n = en ln(1+x/n). Согласно задаче а) имеет
место равенство lim

n→∞
n ln(1+ x/n) = x. Поэтому lim

n→∞
(1+ x/n)n = ex.

28.52. Требуемое неравенство эквивалентно неравенству x >

>e ln x, т. е. ln x/x<1/e. Рассмотрим функцию f(x)= ln x/x. Легко
проверить, что f′(x) = (1− ln x)/x2. Производная функции f обра-
щается в нуль лишь в точке x = e. Кроме того, lim

x→+0
(ln x/x) =−∞

и lim
x→+∞

(ln x/x)=0. Поэтому f(x)6 f(e)= ln e/e=1/e, причём равен-

ство достигается лишь при x = e.
28.53. Рассмотрим функцию f(x)=b · xa +a · x−b, где x>1. Ясно,

что f′(x) = ab(xa−1 − x−b−1) > 0 при x > 1, поскольку xa−1/x−b−1 =
= xa+b

> 1. Значит, функция f возрастающая и f(2) > f(1), т. е.
b · 2a + a · 2−b

> a + b.
28.54. Положим a = bx, где x > 1. Требуемое неравенство пере-

пишется в виде

√
x <

x −1

ln x
<

x + 1

2
, т. е. 2

x− 1

x + 1
< ln x <

x −1√
x

.
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Если x > 1, то
“√

x − 1√
x

”′
=

1

2
x−1

“
x1/2 + x−1/2

”
> x−1 = (ln x)′

и
“

2
x− 1

x + 1

”′
=

4

(x + 1)2 <
1

x
. Остаётся заметить, что если f(1) = g(1)

и f′(x) > g′(x) при x > 1, то f(x) > g(x) при x > 1.
28.55. Применим индукцию по n. При n = 1 неравенство оче-

видно. При n = 2 получаем sin x +
1

2
sin 2x = sin x(1 + cos x). Ясно,

что sin x > 0 и 1 + cos x > 0 при 0 < x <p.
Предположим, что

fn−1(x) = sin x +
1

2
sin 2x + . . . +

1

n−1
sin(n−1)x > 0

при 0< x <p. Покажем, что тогда fn(x) = fn−1(x) +
1

n
sin nx >0 при

0<x<p. Пусть x0 — точка отрезка [0, p], в которой функция fn(x)
принимает минимальное значение. Предположим, что fn(x0) 6 0,
причём x0 6= 0 и p. Тогда f′n(x0) = 0. Но

f′n(x0) = cos x0 + cos 2x0 + . . . + cos nx0 =
sin

“

n +
1

2

”

x0 − sin
x0

2

sin
x0

2

.

Поэтому sin
“

n +
1

2

”
x0 = sin

x0

2
, а значит,

˛̨
˛cos

“
n +

1

2

”
x0

˛̨
˛= cos

x0

2
.

Далее,

fn(x0)− fn−1(x0) =
1

n
sin nx0 =

=
1

n

“
sin
“

n +
1

2

”
x0 cos

x0

2
− cos

“
n +

1

2

”
x0 sin

x0

2

”
.

Полученное выражение равно 0 или
2

n
sin

x0

2
cos

x0

2
=

1

n
sin x0 > 0.

Таким образом, fn(x0)− fn−1(x0)>0, а значит, fn−1(x0)6 fn(x0)60.
Получено противоречие.

28.56. Фиксируем число x (0 < x <p/4) и рассмотрим функцию
f(y) = cosy x− siny x для y > 0. Ясно, что f(0) = 0, f(y) > 0 при y > 0
и f(y)→0 при y→∞. Далее, согласно задаче 28.15

f′(y) = cos xy(ln cos x− tgy x ln sin x).

Функция g(y) = tgy x монотонна, поэтому равенство f′(y) = 0 вы-
полняется для единственного положительного числа y. Равенство
f(2) = f(2)(cos2 x + sin2 x) = f(4) показывает, что это число заклю-
чено между 2 и 4, поэтому f′(2) > 0 и f′(4) < 0.
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Неравенство f′(2) > 0 записывается в виде cos2 x ln cos x >

>sin2 x ln sin x, т. е. ln((cos x)cos2 x)>ln((sin x)sin2 x). Так мы получа-
ем первое требуемое неравенство. Второе неравенство получается
из неравенства f′(4) < 0.

З а м е ч а н и е. Фактически мы доказали, что (cos x)cosy x
>

> (sin x)siny x при 0 < y 6 2 и (cos x)cosy x
< (sin x)siny x при y > 4.

28.57. Рассмотрим функции

f(x) = ln(1 + x)− 2x

2 + x
,

g(x) = ln(1 + x)− x√
1 + x

.

Легко проверить, что f(0) = g(0) =0 и g′(0) 6 06 f′(0), причём при
x 6= 0 неравенства строгие. Действительно,

f(x)′ =
1

1 + x
− 4

(2 + x)2 =
“

x

2 + x

”2
,

g(x)′ =
1

1 + x
− 2 + x

2(1 + x)3/2 =− (1−
√

1 + x)2

2(1 + x)3/2 .

Таким образом, f(x) > 0 при x > 0 и f(x) < 0 при x < 0. Из этого
следует неравенство в правой части. Неравенство в левой части
получается аналогично.

28.58. Фиксируем точку x, где a < x 6 b, и применим теорему
Коши к отрезку [a, x]. В результате получим, что внутри этого
отрезка есть точка x1, для которой

f(x)

g(x)
=

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f′(x1)

g′(x1)
.

Если x→ a, то x1 → a. Из этого следует требуемое.
28.59. Применив правило Лопиталя дважды, получим

lim
x→0

x− sin x

x3 = lim
x→0

1− cos x

3x2 = lim
x→0

sin x

6x
=

1

6
.

28.60. По правилу Лопиталя

lim
x→a

ax −xa

x− a
= lim

x→a
(ax −xa)′ = lim

x→a
(ln a · ax − axa−1) =

= ln a · aa − aa = aa(ln a−1).
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28.61. О т в е т: 2. Преобразуем отношение производных:

1

cos2 x
− 1

1− cos x
=

1

cos2 x
·

1− cos x2

1− cos x
=

1 + cos x

cos2 x
.

Последнее выражение стремится к 2 при x→0.
28.62. О т в е т: если a > 2 или a <−2, то одно; если a =±2, то

два; если −2 < a < 2, то три.
Пусть f(x) = x3 − 3x. Тогда f′(x) = 3x2 − 3. Поэтому f′(x) = 0

тогда и только тогда, когда x =±1. Если x <−1, то f′(x) > 0; если
−1 < x < 1, то f′(x) < 0; если x > 1, то f′(x) > 0. Таким образом,
при x <−1 функция f(x) возрастает, при −1 < x < 1 функция f(x)
убывает, а при x > 1 функция f(x) возрастает. Остаётся заметить,
что f(−1) = 2 и f(1) =−2.

28.63. О т в е т: если a <
3

2
3
√

2, то одно; если a =
3

2
3
√

2, то два;

если a >
3

2
3
√

2, то три.

Ясно, что x = 0 не является решением данного уравнения, по-
этому можно перейти к эквивалентному уравнению x2 + 1/x = a.
Пусть f(x)=x2 +1/x. Тогда f′(x)=2x−1/x2. Поэтому f′(x)=0 тогда

и только тогда, когда x =
1

3√
2

. Таким образом, при x < 0 функция

f(x) убывает от +∞ до −∞; при 0 < x <
1

3√
2

функция f(x) убывает

от +∞ до f
“ 1

3√
2

”
=

3

2
3√2; при x >

1
3√

2
функция f(x) возрастает от

f
“ 1

3√
2

”
=

3

2
3
√

2 до +∞.

28.64. О т в е т: при a < 0 одно; при 0 6 a < e решений нет; при
a = e одно; при a > e два.

Рассмотрим функцию f(x) = ex − ax. Ясно, что f′(x) = ex − a.
Поэтому если a <0, то f′(x) >0 для всех x. В этом случае функция
f(x) возрастает от −∞ до +∞, поэтому f(x) = 0 ровно для одного
значения x. При a=0 получаем уравнение ex =0, которое не имеет
решений. Пусть теперь a>0. Тогда уравнение f′(x)=0 имеет един-
ственное решение x0 = ln a. При этом f(x0) = a(1 − ln a); значит,
f(x0)>0 при a<e, f(x0)=0 при a=e и f(x0)<0 при a>e. Функция
f(x) сначала монотонно убывает от +∞ до f(x0), потом возрастает
от f(x0) до +∞.

28.65. О т в е т: при a > e1/e решений нет; при 0 < a 6 1 или
a = e1/e решение одно; при 1 < a < e1/e два решения.

Рассмотрим функцию f(x) = ax −x. Ясно, что f′(x) = ax ln a− 1.
Если 0 < a < 1, то функция f(x) монотонно убывает от +∞ до −∞.



354 Глава 28. Производная

При a = 1 решение единственно: x = 1. Если a > 1, то уравнение
f′(x0) = 0 имеет единственный корень x0 =− loga(ln a). При этом

f(x0) = ax0 −x0 =
1

ln a
− loga

“ 1

ln a

”
.

Функция f(x) сначала монотонно убывает от +∞ до f(x0), потом
монотонно возрастает от f(x0) до +∞.

Ясно, что f(x0)=0 тогда и только тогда, когда a1/ ln a =aloga(1/ ln a),

т. е. a1/ ln a = 1/ ln a. Логарифмируя, получаем
1

ln a
ln a = ln

“ 1

ln a

”
,

т. е. ln
“ 1

ln a

”
= 1. Таким образом, 1/ ln a = e, т. е. a = e1/e.

28.66. О т в е т: при 0 < a < e−e три решения; при 1 < a < e1/e

два решения; при a = e1/e или e−e
6 a <1 одно решение; при a > e1/e

решений нет.
Рассмотрим сначала случай a > 1. В этом случае

ax
> x =⇒ x > loga x =⇒ ax

> loga x,

ax
< x =⇒ x < loga x =⇒ ax

< loga x,

ax = x =⇒ x = loga x =⇒ ax = loga x.

Поэтому количество решений уравнения ax = loga x равно количе-
ству решений уравнения ax = x. Это уравнение исследовано в ре-
шении задачи 28.65.

Рассмотрим теперь случай, когда 0<a<1. Пусть f(x)= loga x−
−ax. При изменении x от 0 до +∞ функция f(x) изменяется от +∞
до −∞. Поэтому если f′(x) < 0 для всех x > 0, то рассматриваемое
уравнение имеет единственное решение.

Если x > 0, то знак числа

f′(x) =
1

x ln a
− ax ln a =

1− (ln a)2xax

x ln a

совпадает со знаком числа g(x) = (ln a)2xax −1, поскольку ln a <0.
Далее,

g′(x) = (ln a)2ax + (ln a)3xax = ax(ln a)2(1 + x ln a).

Значит, g′(x) обращается в нуль в точке x0 = −1/ ln a. При этом

g(x0) = − ln a

e
− 1. Таким образом, если − ln a < e, т. е. a > e−e, то

g(x) < 0 для всех x > 0, поэтому функция f(x) строго монотонна,
и рассматриваемое уравнение имеет единственное решение. При
a = e−e функция f(x) тоже монотонна.
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Остаётся рассмотреть случай, когда 0 < a < e−e. Решение урав-
нения ax = x всегда будет решением рассматриваемого уравнения.
При 0 < a 6 1 это уравнение имеет единственное решение x1. До-
кажем, что g(x1) > 0, т. е. (ln a)2x1ax1 > 1. Поскольку ax1 = x1

и a = x
1/x1
1 , получаем ln a =

1

x1
ln x1 и x1ax1 = x2

1. Таким образом,

приходим к неравенству (ln x1)2
>1. Поэтому достаточно доказать,

что x1 < 1/e.
Рассмотрим вспомогательную функцию f(x) = x1/x. Ясно, чтоf(x1) = x

1/x1
1 = a и f(1/e) = e−e. При 0 < x < 1/e функция f(x)

возрастает, посколькуf′(x) = e
ln x

x

“ 1

x2 − ln x

x2

”
> 0.

Кроме того, 0 < a < e−e, т. е. 0 <f(x1) <f(1/e). Значит, x1 < 1/e.
При изменении x от 0 до x0 =−1/ ln a функция g(x) монотонно

возрастает от −∞ до g(x0); затем она монотонно убывает до −∞.
Поэтому неравенство g(x1) > 0 показывает, что g(x) обращается
в нуль в двух точках x2 и x3, причём x2 < x1 < x3. Следовательно,
f(x2) < 0 и f(x3) > 0. Учитывая то, что мы знаем о знаке f′(x),
получаем, что f(x) обращается в нуль ровно в трёх точках: x1,
x′

2 < x2 и x′
3 > x3.

28.67. О т в е т: три. Легко угадываются корни x1 = 1/2 и x2 =

=1/4. Кроме того, есть корень уравнения x=
“ 1

16

”x

. А больше трёх

корней это уравнение иметь не может согласно задаче 28.66.
З а м е ч а н и е. Если попытаться решить это уравнение гра-

фически, то может показаться, что у него только один корень.
Но в действительности графики пересекаются не в одной точке,
а в трёх.

28.68. Прежде всего заметим, что многочлен fn(x) не име-
ет кратных корней (задача 28.18). Предположим, что требуемое
утверждение доказано для n = 0, 1, . . . , 2k. (Мы начинаем с k = 0:
для многочлена f0(x) = 1 утверждение очевидно.) Докажем, что
многочлен f2k+1(x) имеет ровно один вещественный корень. Сте-
пень этого многочлена нечётна, поэтому один корень у него есть,
а если бы у него было два корня, то между ними был бы корень
производной f′2k+1(x) = f2k(x), чего не может быть.

Докажем теперь, что многочлен f2k+2(x) не имеет веществен-
ных корней. Между любыми двумя корнями многочлена f2k+2(x)
должен быть корень его производной f′2k+2(x) = f2k+1(x), поэтому
у многочлена f2k+2(x) не более двух корней. Степень многочлена
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f2k+2(x) чётна, поэтому у него не может быть ровно один корень.
Итак, предположим, что у многочлена f2k+2(x) есть ровно два
корня x1 и x2. Между ними расположен корень x0 многочлена
f2k+1(x). При этом

f2k+2(x0) = f2k+1(x0) +
x2k+2

0

(2k + 2)!
=

x2k+2
0

(2k + 2)!
> 0.

Но x0 — точка минимума функции f2k+2(x). Поэтому f2k+2(x) > 0
для всех x. Это противоречит тому, что у f2k+2(x) есть два корня.

28.69. Положим g(x) = f(x + T), где T — постоянное число. То-
гда g′(x)=(x+T)′f′(x+T)= f′(x+T). Поэтому если f(x+T)= f(x),
то g′(x) = f′(x) и f′(x) = f′(x + T).

28.70. Предположим, что функция f(x)=sin x+sinax периоди-
ческая. Тогда согласно задаче 28.69 функция f′(x)=cos x+a cosax
тоже периодическая. Но согласно задаче 26.2 эта функция непери-
одическая.

28.71. Пусть

P(x) = (x−x1) . . . (x−xn) =

= xn −C1
nS1(x1, . . . , xn)xn−1 + C2

nS2(x1, . . . , xn)xn−2 − . . .

Тогда

1

n
P′(x) = xn−1 − n−1

n
C1

nS1(x1, . . . , xn)xn−2 +

+
n−2

n
C2

nS2(x1, . . . , xn)xn−3 − . . .

С другой стороны,

1

n
P′(x) = xn−1 −C1

n−1S1(y1, . . . , yn−1)xn−2 +

+ C2
n−1S2(y1, . . . , yn−1)xn−3 − . . .

Поэтому Ck
n−1Sk(y1, . . . , yn−1) =

n− k

n
Ck

nSk(x1, . . . , xn). Но Ck
n−1 =

=
n− k

n
Ck

n.

28.72. Применим индукцию по n. При n = 2 нужно дока-

зать очевидное неравенство
x1 + x2

2
>

√
x1x2. Пусть теперь n > 3.

Достаточно рассмотреть случай, когда x1 < x2 < . . . < xn. В этом
случае у производной многочлена (x − x1) . . . (x − xn) есть n − 1
положительный корень y1 < y2 < . . . < yn−1. Согласно задаче 28.71Sk(x1, . . . , xn) = Sk(y1, . . . , yn−1). Поэтому, применив к набору
чисел y1, . . . , yn−1 предположение индукции, мы получим все
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требуемые неравенства, кроме неравенства n−1
pSn−1(x1, . . . , xn) >

> n
pSn(x1, . . . , xn), т. е.

n−1

r
1

n

“
x1 . . . xn

x1
+ . . . +

x1 . . . xn

xn

”
>

n
p

x1 . . . xn).

Возведём обе части этого неравенства в степень n − 1, а за-
тем поделим на x1 . . . xn. В результате перейдём к неравенству
1

n

“ 1

x1
+. . .+

1

xn

”
> n

r
1

x1
. . .

1

xn
, которое является неравенством между

средним арифметическим и средним геометрическим для чисел
1

x1
, . . . ,

1

xn
.

28.73. Применим индукцию по n. При n = 2 нужно доказать
очевидное неравенство (x1 + x2)2

> 4x1x2. Пусть теперь n > 3.
Достаточно рассмотреть случай, когда x1 < x2 < . . . < xn. В этом
случае у производной многочлена (x − x1) . . . (x − xn) есть n − 1
корень y1 < y2 < . . . < yn−1. Согласно задаче 28.71 Sk(x1, . . . , xn) =
=Sk(y1, . . . , yn−1). Поэтому, если k 6 n − 2, то можно применить
предположение индукции к набору чисел y1, . . . , yn−1 и получить
требуемое неравенство.

Остаётся доказать, чтоS2
n−1(x1, . . . , xn) >Sn−2(x1, . . . , xn)Sn(x1, . . . , xn).

Здесь Sn(x1, . . . , xn)=x1 . . . xn. Поэтому можно считать, что произ-
ведение x1 . . . xn отлично от нуля. Ясно, что

1

x1 . . . xn
Sn−k(x1, . . . , xn) =Sk

“ 1

x1
, . . . ,

1

xn

”
.

Поэтому мы переходим к неравенствуS2
1

“ 1

x1
, . . . ,

1

xn

”
>S2

“ 1

x1
, . . . ,

1

xn

”
,

которое уже доказано, поскольку n > 3.
28.74. Предположим, что

P0(x) sinn x + P1(x) sinn−1 x + . . . + Pn(x) = 0,

причём P0(x) 6= 0 и n — наименьшее натуральное число, для ко-
торого имеет место тождество такого вида. Из минимальности n
следует, что Pn(x) 6= 0. С другой стороны, если x = kp, где k — це-
лое число, то sin x = 0, поэтому Pn(kp) = 0 для всех целых k. Но
многочлен Pn не может иметь бесконечно много корней. Получено
противоречие.
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28.75. П е р в о е р е ш е н и е. Предположим, что

P0(x)enx + P1(x)e(n−1)x + . . . + Pn(x) = 0, (1)

причём P0(x)=a0xk +a1xk−1 + . . .+ak, a0 6=0. Рассмотрим функцию

G(x) =
1

xkenx
(P0(x)enx + P1(x)e(n−1)x + . . . + Pn(x)). С одной стороны,

G(x) = 0 для всех x. С другой стороны, G(x) = a0 +
a1

x
+ . . . +

ax

xk
+

+
1

ex

P1(x)

xk
+ . . . +

1

enx

Pn(x)

xk
, поэтому lim

x→∞
G(x) = a0 6= 0, поскольку

lim
x→∞

xm

ex = 0. Получено противоречие.

В т о р о е р е ш е н и е. Предположим, что выполняется тож-
дество (1), причём из всех тождеств такого вида выбрано то, для
которого n минимально. Из минимальности n следует, что много-
член Pn(x) отличен от нуля. Поделив обе части тождества (1) на
Pn(x), получим

R0(x)enx + R1(x)e(n−1)x + . . . + Rn−1(x)ex + 1 = 0,

где R0(x), . . . , Rn−1(x) —рациональные функции, причём R0(x) 6=0.
Продифференцировав это тождество и поделив обе части на ex,
получим тождество

(R′
0 + nR0)e(n−1)x + (R′

1 + (n− 1)R1)e(n−2)x + . . . + (R′
n−1 + Rn−1) = 0.

Из этого тождества легко получить тождество для многочленов:
достаточно умножить обе части на общий знаменатель рацио-
нальных функций. Поэтому из минимальности n следует, что
R′

0 + nR0 = 0, . . . , R′
n−1 + Rn−1 = 0. Пусть R0 = P/Q, где P и Q — вза-

имно простые многочлены (мы знаем, что P 6= 0). Из равенства
R′

0 +nR0 =0 следует, что P′Q−PQ′+nPQ=0. Многочлены P′Q и PQ
делятся на Q, поэтому PQ′ делится на Q, а значит, Q′ делится на Q.
Это возможно лишь в том случае, когда Q — константа. Анало-
гично доказывается, что P — константа. Поэтому R′

0 = 0, а значит,
R0 =−R′

0/n = 0. Получено противоречие.
28.76. а) Достаточно заметить, что

xk = (a + (x− a))k =

kX

i=0

Ci
kai(x−a)k−i.

б) Чтобы найти A0, положим x = a. В результате получим
f(a) = A0. Продифференцировав выражение для f(x), получим

f′(x) = A1 + 2A2(x−a) + . . . + nAn(x− a)n−1.
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Положив x = a, получаем f′(a) = A1. Теперь дифференцируем вы-
ражение для f′(x):

f′′(x) = 1 · 2A2 + 2 · 3A3(x− a) + . . . + (n− 1)nAn(x− a)n−2.

Снова подставляя x = a, получаем f′′(a) = 1 · 2A2. Продолжая эти

рассуждения дальше, будем получать Ak =
f(k)(a)

k!
для k 6 n.

28.77. Ясно, что T(a) = f(a). Далее,

T′(x) = f′(a) +
f′′(a)

1!
(x−a) + . . . +

f(n)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1,

T′′(x) = f′′(a) +
f′′′(a)

1!
(x−a) + . . . +

f(n)(a)

(n− 2)!
(x− a)n−2,

.........................................................

T(n)(x) = f(n)(a),

T(n+1)(x) = 0.

Поэтому T′(a)=f′(a), T′′(a)=f′′(a), . . . , T(n)(a)=f(n)(a) и T(n+1)(x)=
= 0.

Рассмотрим вспомогательную функцию f(x)= f(x)−T(x). Для
неё f(a) = f′(a) = f′′(a) = . . . =f(n)(a) = 0 и f(n+1)(x) = f(n+1)(x).

Рассмотрим ещё вспомогательную функцию y(x)=
(x − a)n+1

(n + 1)!
. Для

неё y(a)=y′(a)=y′′(a)= . . .=y(n)(a)=0 и y(n+1)(x)=1. Более того,
ни сама функция y, ни её производные до (n +1)-й включительно
не обращаются в нуль в точках, отличных от a.

Фиксируем точку x 6= a. Из равенств f(a) =y(a) = 0 следует,

что
f(x)y(x)

=
f(x)−f(a)y(x)−y(a)

. Поэтому по теореме Коши (задача 28.44)

существует точка x1 между a и x, для которой
f(x)y(x)

=
f′(x1)y′(x1)

. Из

равенств f′(a) =y′(a) =0 следует, что
f′(x)y′(x)

=
f′(x)−f′(a)y′(x)−y′(a)

. Поэто-

му по теореме Коши существует точка x2 между a и x1 (а значит,

между a и x), для которой
f′(x1)y′(x1)

=
f′′(x2)y′′(x2)

. Продолжая эти рассуж-

дения, получаемf(x)y(x)
=
f′(x1)y′(x1)

=
f′′(x2)y′′(x2)

= . . . =
f(n+1)(xn+1)y(n+1)(xn+1)

,

где точка xn+1 лежит между a и x.
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Напомним, что f(n+1)(x) = f(n+1)(x) и y(n+1)(x) = 1. Пусть j=

=xn+1. Тогда
f(x)y(x)

= f(n+1)(j), т. е. f(x)−T(x)=
f(n+1)(j)

(n + 1)!
(x−a)n+1.

28.78. Эти утверждения непосредственно следуют из формулы
Тейлора для a = 0 и соответствующих функций f(x).



ГЛАВА 29

ИНТЕГРАЛ

29.1. Неопределённый интеграл

Функцию F(x), для которой F′(x) = f(x), называют первооб-
разной или неопределённым интегралом функции f(x). Для
функции, определённой на отрезке (или на всей веществен-
ной прямой), её первообразная определена с точностью до при-
бавления некоторой константы C. Действительно, если F1(x)
и F2(x) — первообразные функции f(x), а f(x) = F1(x) − F2(x),
то f′(x) = 0. Поэтому согласно задаче 28.38 функция f(x) по-
стоянна.

Первообразную функции f(x) обозначают
]

f(x) dx.

29.1. Докажите, что
] dx

x2 −a2 =
1

2a
ln

x− a

x + a
+ C.

29.2. Пусть F(x) — первообразная функции f(x) на от-
резке [a, b], f(y) — дифференцируемая функция на отрез-
ке [p, q], причём a 6 f(y) 6 b для всех y из отрезка [p, q]
и у любой точки y0 из отрезка [p, q] есть такая окрест-
ность U(y0), что если y принадлежит U(y0) и y 6= y0, тоf(y) 6=f(y0). Докажите, что тогда F(f(y)) — первообразная
функции f(f(y))f′(y).

Результат задачи 29.2 можно сформулировать следующим обра-
зом: если

]
f(x) dx = F(x) + C, то

]
f(f(y))f′(y) dy = F(f(y)) + C.

Удобно ввести обозначение f′(y) dy = df(y).

29.3. Вычислите
] dx

x(1 + ln2 x)
;
] ex dx

1 + e2x
;
] cos x dx

1 + sin2 x
.

29.4. Вычислите
]

tg x dx.
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29.5. Докажите, что
]

f(x) dx можно вычислить следую-
щим образом. Пусть x = f(y) — дифференцируемая функ-
ция, имеющая обратную функцию y = y(x). Вычислим]

f(f(y))f′(y) dy=F(y) и положим y=y(x). Тогда F(y(x)) —
искомый интеграл.

29.6. Вычислите
] √

1−x2 dx.

29.7. Вычислите
] √

1 + x2 dx.

29.8. Вычислите
] dx

1 +
√

x
.

29.9. Докажите, что
]

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−
]

f′(x)g(x) dx

(формула интегрирования по частям).
29.10. Вычислите с помощью интегрирования по частям:

а)
]

x3 ln x dx; б)
]

arctg x dx; в)
]

x cos x dx; г)
]

xex dx.

29.11. Вычислите
] ln x

x
dx.

29.12. Вычислите: а)
]

eax sin bx dx; б)
]

eax cos bx dx.
29.13. Докажите, что

]
fg(n+1) dx = fg(n) − f′g(n−1) + f′′g(n−2) − . . .

. . . + (−1)nf(n)g + (−1)n+1
]

f(n+1)g dx.

29.14. Пусть P(x) — многочлен. Вычислите интегралы:
а)
]

P(x)eax dx; б)
]

P(x) sin ax dx; в)
]

P(x) cos ax dx.

29.2. Определённый интеграл

Пусть на отрезке [a, b] задана функция f(x). Разобьём этот
отрезок на части точками x0 = a < x1 < x2 < . . . < xn−1 <

< b = xn. На каждом отрезке [xk, xk+1] выберем произвольную
точку xk и рассмотрим так называемую интегральную сумму
n−1P
k=0

f(xk)(xk+1 − xk). Оказывается, что если функция f(x) непре-

рывна и наибольшая длина отрезка разбиения стремится к ну-
лю, то интегральные суммы имеют конечный предел, который
не зависит от выбора разбиения и от выбора точек xk. Этот
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предел называют определённым интегралом от функции f(x) по

отрезку [a, b] и обозначают
b]

a

f(x) dx.

Функцию f(x) называют интегрируемой на отрезке [a, b], ес-
ли для неё существует указанный предел интегральных сумм.
Интегрируемыми могут быть не только непрерывные функции,
но нас в основном будут интересовать непрерывные функции.

Чтобы доказать интегрируемость непрерывных функций,
введём следующие вспомогательные понятия. Пусть на отрезке
[a, b] задана непрерывная функция f(x) и задано некоторое раз-
биение этого отрезка. Для каждого отрезка [xk, xk+1] рассмотрим
Mk и mk — наибольшее и наименьшее значения функции f(x) на
этот отрезке. Суммы

n−1X

k=0

Mk(xk+1 −xk) и
n−1X

k=0

mk(xk+1 −xk)

назовём верхней и нижней интегральными суммами; они за-
висят только от разбиения и не зависят от выбора точек xk.
Ясно, что каждая интегральная сумма заключена между верх-
ней и нижней интегральными суммами для того же самого
разбиения.

29.15. Докажите, что при добавлении новых точек разби-
ения нижняя интегральная сумма не уменьшается, а верх-
няя не увеличивается.

29.16. Докажите, что любая нижняя интегральная сум-
ма не больше любой верхней интегральной суммы.

29.17. Пусть I — точная верхняя грань нижних инте-
гральных сумм, s— произвольная интегральная сумма, s

и S — нижняя и верхняя интегральные суммы, соответству-
ющие тому же разбиению, что и s. Докажите, что

|s− I|6 S− s.

29.18. Докажите, что любая непрерывная функция f(x)

на отрезке [a, b] интегрируема.
29.19. Пусть f(x) — непрерывная функция на отрезке

[a, b]. Докажите, что на отрезке [a, b] существует точка x,

для которой
b]

a

f(x) dx = f(x)(b−a).
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29.20. Докажите, что если непрерывная функция f(x)

неотрицательна на отрезке [a, b], то
b]

a

f(x) dx > 0. Более то-

го, если f(x0) > 0 для некоторой точки x0 отрезка [a, b], то
b]

a

f(x) dx > 0.

Часто бывает удобно рассматривать определённые интегралы
a]

b

f(x) dx для a<b. А именно, мы полагаем
a]

b

f(x) dx=−
b]

a

f(x) dx.

При таких соглашениях остаются верными формулы замены пе-
ременных и соотношение

b]

a

f(x) dx +
c]

b

f(x) dx =
c]

a

f(x) dx.

29.21. Пусть f(x) — непрерывная функция на отрезке

[a, b] и F(x) =
x]

a

f(t) dt. Докажите, что F′(x) = f(x), т. е.

F(x) — первообразная функции f(x).
29.22. Пусть f(x) — непрерывная функция на отрезке

[a, b]. Докажите, что

b]

a

f(x) dx = F(b)−F(a),

где F(x) — первообразная функции f(x) (формула Ньюто-
на––Лейбница).

Для разности F(b) − F(a) мы будем использовать обозначение
F(x)|b

a
.

29.3. Вычисление интегралов

29.23. Пусть Un =
p/2]

0

cosn x dx.

а) Докажите, что если n нечётно, то Un =
(n− 1)!!

n!!
, а если

n чётно, то Un =
(n− 1)!!

n!!

p
2

, где n!! обозначает произведение
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всех натуральных чисел, не превосходящих n и имеющих
с n одинаковую чётность.

б) Докажите, что p = lim
n→∞

1

n

(
(2n)!!

(2n−1)!!

)2
(формула Вал-

лиса).

29.24. Докажите, что
p/2]

0

ln(sin x) dx =−p
2

ln 2.

29.25. Пусть f1(x)=
x]

a

f(t) dx, f2(x)=
x]

a

f1(t) dx, . . . , fn(x)=

=
x]

a

fn−1(t) dx. Докажите, что

fn(x) =
(−1)n−1

(n− 1)!

x]

a

f(t)(t−x)n−1 dt.

29.4. Вычисление площадей

Пусть функция f(x) на отрезке [a, b] неотрицательна. Член
f(xk)(xk−1−xk) интегральной суммы заключён между m(xk−1−xk)
и M(xk−1 − xk), где m и M — наибольшее и наименьшее зна-
чения функции f(x) на отрезке [xk, xk+1]. Таким образом, этот
член заключён между площадью прямоугольника, содержаще-
гося в фигуре под графиком функции y = f(x), и площадью
прямоугольника, содержащего часть этой фигуры, расположен-
ную над отрезком [xk, xk+1]. Поэтому определённый интеграл
b]

a

f(x) dx —это площадь фигуры, ограниченной графиком y=f(x)

и прямыми y = 0, x = a и x = b.

29.26. Вычислите площадь круга радиуса 1 с помощью
определённого интеграла.

29.27. Вычислите площадь под графиком функции y =
= sin x на отрезке от 0 до p.

29.5. Вычисление объёмов

Пусть тело расположено в пространстве с прямоугольными ко-
ординатами Oxyz, причём проекция этого тела на ось Ox — это
отрезок [a, b]. Предположим, что плоскость, проходящая через
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точку x отрезка [a, b] перпендикулярно оси Ox, высекает на этом
теле фигуру площади S(x). Тогда объём этого тела определяется

как
b]

a

S(x) dx.

29.28. Вычислите с помощью определённого интеграла
объём V конуса с радиусом R и высотой h.

29.29. Вычислите с помощью определённого интеграла
объём V шара радиуса R.

29.30. Найдите объём фигуры, образованной при пере-
сечении двух прямых круговых цилиндров радиуса R, оси
которых перпендикулярны и пересекаются.

29.31. Найдите объём фигуры, отсекаемой от цилиндра
плоскостью, проходящей через диаметр его основания. Из-
вестны радиус цилиндра R и высота полученной фигуры h.

29.6. Длина кривой

Рассмотрим кривую y = f(x), где f(x) — непрерывная функция
на отрезке [a, b]. Пусть x0 = a < x1 < . . . < xn−1 < b = xn — точки на
этом отрезке. Рассмотрим ломаную с вершинами Ak =(xk, f(xk)),
k = 0, 1, . . . , n. Если длина этой ломаной стремится к конечному
пределу l, когда длина наибольшего звена ломаной стремится
к нулю, то это число l называют длиной кривой.

29.32. Докажите, что если функция f(x) на отрезке [a, b]
имеет непрерывную производную, то кривая y = f(x) имеет

длину
b]

a

√

1 + f′2(x) dx.

29.33. Вычислите с помощью определённого интеграла
длину окружности радиуса R.

29.34. Вычислите длину дуги параболы 2y = x2 от точки

(0, 0) до точки
(

x0,
x2

0

2

)

.

29.35. Вычислите длину дуги кривой y = ch x, заключён-
ной между точками (x1, y1) и (x2, y2).

29.36. Пусть график функции y = f(x) на отрезке [a, b]
параметризован параметром t, т. е. задана монотонно воз-
растающая функция x(t), причём a = x(t0) и b = x(t1), и мы
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полагаем y(t) = f(x(t)). Докажите, что длина этого графика

равна
t1]

t0

√

x′2 + y′2 dt, где x′ =
dx

dt
и y′ =

dy

dt
.

29.37. Вычислите длину астроиды, заданной уравнени-
ем x2/3 + y2/3 = a2/3.

29.38. Вычислите длину ветви циклоиды

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), где 0 6 t 6 2p.

29.7. Площадь поверхности

Пусть f(x) — непрерывная положительная функция на отрез-
ке [a, b], x0 = a < x1 < . . . < xn−1 < b = xn — некоторые точки на
отрезке [a, b]. Будем вращать кривую y = f(x) вокруг оси Ox.
Ломаная с вершинами Ak = (xk, f(xk)) заметает при этом некото-
рую поверхность, состоящую из усечённых конусов. Если сумма
площадей боковых поверхностей этих конусов имеет предел, ко-
гда длина наибольшего из отрезков AkAk+1 стремится к нулю,
то этот предел называют площадью поверхности вращения, за-
метаемой кривой y = f(x).

29.39. Докажите, что если положительная функция f(x)

на отрезке [a, b] имеет непрерывную производную, то пло-
щадь поверхности вращения, заметаемой кривой y = f(x),
равна

2p b]

a

f(x)
√

1 + (f′(x))2 dx.

29.40. Докажите, что площадь поверхности шара радиу-
са R, заключённой между двумя параллельными плоскостя-
ми (пересекающими шар), равна 2pRh, где h — расстояние
между этими плоскостями.

29.8. Неравенства

29.41. Пусть t > 0.

а) Докажите, что t− t3

6
6sin t6t и 1− t2

4
6cos t61− t2

2
+

t4

24
.
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б) Докажите, что

t− t3

3!
+

t5

5!
− . . .− t4n+3

(4n + 3)!
6 sin t 6 t− t3

3!
+

t5

5!
− . . . +

t4n+1

(4n + 1)!
,

1− t2

2!
+

t4

4!
− . . .− t4n+2

(4n + 2)!
6 cos t 6 1− t2

2!
+

t4

4!
− . . . +

t4n

(4n)!
.

29.42. Докажите, что если 0 < t 6p/2, то
(

sin t

t

)3
> cos t.

29.43. Докажите, что если 0<t6p/2, то
1

sin2 t
6

1

t2 +1− 4p2 .

29.44. Докажите, что 3 sin t < 2t + t cos t для любого t > 0.
29.45. Пусть t > 0. Докажите, что

t− t2

2
+

t3

3
− t4

4
+ . . .− t2n

2n
< ln(1+t)<t− t2

2
+

t3

3
− t4

4
+ . . .+

t2n+1

2n + 1
.

29.46. Докажите, что для любого t > 0

t− t3

3
+

t5

5
− t7

7
+ . . .− t4n−1

4n−1
<arctg t<t− t3

3
+

t5

5
− t7

7
+ . . .+

t4n+1

4n + 1
.

29.47. а) Докажите, что если 0 6 t 6 a, то

1+ t+
t2

2!
+

t3

3!
+ . . .+

tn

n!
6et 61+ t+

t2

2!
+

t3

3!
+ . . .+

tn−1

(n− 1)!
+ea tn

n!
.

б) Докажите, что если 0> t > a, то при нечётном n имеют
место такие же неравенства, а при чётном n знаки нера-
венств заменяются на обратные.

29.48. Функция f(x) дифференцируема на отрезке [a, b],
длина которого равна p. Докажите, что на отрезке [a, b] есть
точка x, для которой f′(x)− (f(x))2

< 1.

29.9. Вычисление пределов

29.49. Вычислите предел lim
n→∞

n−1∑

k=0

n

n2 + k2 .

29.50. Вычислите предел lim
n→∞

n−1∑

k=0

p
n2 −k2

n2 .

29.51. Вычислите lim
n→∞

2n∑

k=n

1

k
.
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29.52. Вычислите lim
n→∞

n−1∑

k=0

1p
n2 −k2

.

См. также задачу 25.42.

29.10. Тождества

29.53. Докажите следующее тождество для биномиаль-
ных коэффициентов:

C1
n

1

1
−C2

n
1

2
+ . . . + (−1)n−1Cn

n
1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
.

29.54. а) Вычислите
1]

−1

(x2 − 1)n dx, где n — натуральное

число, с помощью формулы из задачи 29.13.
б) Докажите, что

1

2n + 1
−C1

n
1

2n−1
+ C2

n
1

2n− 3
−C3

n
1

2n− 5
+ . . . + (−1)nCn

n =

=
(−1)n22n(n!)2

(2n + 1)!
.

См. также задачу 14.17.

29.11. Примеры и конструкции

29.55. Докажите, что для любого натурального n > 3 су-
ществует многочлен f(x) степени n с вещественными коэф-
фициентами и корнями a1 < a2 < . . . < an, для которого

a2]

a1

|f(x)|dx =
a3]

a2

|f(x)|dx = . . . =
an−1]

an

|f(x)|dx.

29.12. Несобственные интегралы

Интеграл
b]

a

f(x) dx называют несобственным в двух случаях:

1) если функция f(x) определена лишь на интервале (a, b),
но не на всём отрезке [a, b];

2) если a =−∞ и/или b =∞.
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Несобственный интеграл понимается как предел интеграла
v]

u

f(x) dx, когда u → a+ (соответственно, u →−∞) и v → b− (со-

ответственно, v → +∞). Имеется в виду, что u и v стремятся
к указанным пределам независимо друг от друга.

29.56. Вычислите несобственный интеграл
1]

0

xa dx, где
−1 < a < 0.

29.57. Докажите, что
∞]

0

xke−x dx = k! для любого целого
неотрицательного k.

Решения

29.1. Ясно, что
“

ln
x− a

x + a

”′
=(ln(x−a)−ln(x+a))′=

1

x − a
− 1

x + a
=

=
2a

x2 − a2 .

29.2. Формула для производной композиции функций (зада-
ча 28.4) показывает, что (F(f(y)))′ = F′(f(y))f′(y). Остаётся за-
метить, что F′(f(y)) = f(f(y)).

29.3. Согласно задачам 29.2 и 28.12

] dx

x(1 + ln2 x)
=
] d ln x

1 + ln2 x
=
] dy

1 + y2 = arctg y + C = arctg ln x + C;

] ex dx

1 + e2x
=
] dex

1 + e2x
=
] dy

1 + y2 = arctg y + C = arctg ex + C;

] cos x dx

1 + sin2 x
=
] d sin x

1 + sin2 x
=
] dy

1 + y2 = arctg y + C = arctg sin x + C.

29.4. Согласно задаче 29.2

]
tg x dx =

]
−d cos x

cos x
=− ln cos x + C.

29.5. Согласно задаче 29.2
]

f(f(y))f′(y) dy =
]

f(f(y)) df(y) =
=
]

f(x) dx.
29.6. Положим x = sin y. Тогда, согласно задаче 29.5

] p
1−x2 dx =

]
cos2 y dy =

] 1 + cos 2y

2
dy =

y

2
+

1

4

]
cos 2y d(2y) =

=
y

2
+

sin 2y

4
+ C =

arcsin x

2
+

x
p

1−x2

2
+ C.
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29.7. Положим x = sh y. Тогда, согласно задаче 29.5
] p

1 + x2 dx =
]

ch2 y dy =
] 1 + ch 2y

2
dy =

y

2
+

1

4

]
ch 2y d(2y) =

=
y

2
+

sh 2y

4
+ C =

Arsh x

2
+

x
p

1 + x2

2
+ C =

=
1

2
ln(x +

p
1 + x2) +

x
p

1 + x2

2
+ C.

29.8. Положим x = y2. Тогда, согласно задаче 29.5

] dx

1 +
√

x
=
] 2y dy

1 + y
= 2
] “

1− 1

1 + y

”
dy =

= 2y−2 ln(1 + y) + C = 2
√

x−2 ln(1 +
√

x) + C.

29.9. Требуется доказать, что

f(x)g′(x) dx = (f(x)g(x))′ − f′(x)g(x).

Это немедленно следует из формулы для производной произведе-
ния двух функций.

29.10. а)
]

x3 ln x dx =
]

ln x d
“

x4

4

”
= ln x ·

x4

4
−
] x4

4
d(ln x) =

= ln x ·
x4

4
−
] x4

4
·

1

x
dx =

x4

4
ln x− x4

16
+ C.

б)
]

arctg x dx = x arctg x−
] x dx

1 + x2 = x arctg x− 1

2
ln(1 + x2) + C.

в)
]

x cos x dx=
]

x d(sin x)=x sin x−
]

sin x dx=x sin x+cos x+C.

г)
]

xex dx =
]

x d(ex) = xex −
]

ex dx = xex − ex + C.
29.11. Применим формулу интегрирования по частям для f(x)=

= g(x) = ln x. В результате получим
]

ln x
1

x
dx = (ln x)2 −

] 1

x
ln x dx.

Первообразная определена с точностью до константы, поэтому это

равенство нужно понимать так: I=(ln x)2 −(I+C), где I=
] ln x

x
dx.

Таким образом,
] ln x

x
dx =

(ln x)2

2
+ C (константа C здесь другая).

29.12. а) Интегрируя по частям, получаем
]

eax sin bx dx =−1

b
eax cos bx +

a

b

]
eax cos bx dx =

=−1

b
eax cos bx +

a

b2 eax sin bx − a2

b2

]
eax sin bx dx.
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Для I =
]

eax sin bx dx мы получили соотношение

I =
eax

b2 (−b cos bx + a sin bx)− a2

b2 (I + C).

Следовательно,
]

eax sin bx dx =
eax

a2 + b2 (a sin bx− b cos bx) + C.

б) Аналогично получаем
]

eax cos bx dx =
eax

a2 + b2 (a cos bx + b sin bx) + C.

29.13. Воспользуемся формулой из задачи 29.9, заменив в ней g
на g(n): ]

fg(n+1) dx = fg(n) −
]

f′g(n) dx.

Аналогично получаем]
f′g(n) dx = f′g(n−1) −

]
f′′g(n−1) dx,

]
f′′g(n−1) dx = f′′g(n−2) −

]
f′′′g(n−2) dx,

.........................................
]

f(n)g′ dx = f(n)g−
]

f(n+1)g dx.

Из этих формул легко следует требуемое.
29.14. а) Воспользуемся формулой из задачи 29.13. Если g(n+1)=

= eax, то g(n) =
eax

a
, g(n−1) =

eax

a2 , . . . Поэтому

]
P(x)eax dx = eax

“
P

a
− P′

a2 +
P′′

a3 − . . .
”

+ C.

б) Если g(n+1) = sin ax, то g(n) =− cos ax

a
, g(n−1) =− sin ax

a2 , g(n−2) =

=
cos ax

a3 , . . . Поэтому

]
P(x) sin ax dx = sin ax

“
P′

a2 − P′′′

a4 + . . .
”
− cos ax

“
P

a
− P′′

a3 + . . .
”

+ C.

в) Аналогично решению задачи б) получаем
]

P(x) cos ax dx = sin ax
“

P

a
− P′′

a3 + . . .
”

+ cos ax
“

P′

a2 − P′′′

a4 + . . .
”

+ C.

29.15. Достаточно рассмотреть случай, когда добавляется одна
точка деления. Пусть на отрезке [c, d] взята точка y и наибольшие
значения функции f(x) на отрезках [c, d], [c, y] и [y, d] равны M,
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M1 и M2. Требуется доказать, что

M1(y− c) + M2(d− y) 6 M(d− c).

Ясно, что M1 6 M и M2 6 M. Поэтому

M1(y− c) + M2(d− y) 6 M(y− c) + M(d− y) = M(d− c).

Для нижних интегральных сумм доказательство аналогично.
29.16. Пусть s1 — нижняя интегральная сумма для одного раз-

биения, S2 — верхняя интегральная сумма для другого разбиения.
Разобьём отрезок всеми точками, входящими в эти разбиения.
Пусть s и S — нижняя и верхняя интегральная суммы для полу-
ченного разбиения. Согласно задаче 29.15 s1 6 s и S 6 S2. Остаётся
заметить, что s 6 S.

29.17. Прежде всего заметим, что точная верхняя грань ниж-
них интегральных сумм существует, поскольку согласно зада-
че 29.16 любая нижняя интегральная сумма s не превосходит
некоторой фиксированной интегральной суммы S0. Из неравен-
ства s 6 S0 следует, что I 6 S0. Это неравенство выполняется для
произвольной верхней интегральной суммы S0. Таким образом,
s6I6S. Ясно также, что s6s6S. Из этих двух неравенств следует
требуемое неравенство.

29.18. Согласно задаче 29.17 достаточно доказать, что если наи-
большая длина отрезка разбиения стремится к нулю, то разность
S− s стремится к нулю.

Функция f(x) равномерно непрерывна на отрезке [a, b] (зада-
ча 26.25), поэтому для любого e> 0 можно выбрать d> 0 так, что
если расстояние между точками x′ и x′′ отрезка [a, b] меньше d, то
|f(x′)− f(x′′)|<e. Поэтому если наибольшая длина отрезка разби-
ения меньше d, то Mk −mk <e, а значит,

S− s =

n−1X

k=0

(Mk −mk)(xk+1 −xk) <e n−1X

k=0

(xk+1 −xk) =e(b−a).

Таким образом, если наименьшая длина отрезка разбиения стре-
мится к нулю, то разность S− s стремится к нулю.

29.19. Пусть M и m — наибольшее и наименьшее значения
функции f(x) на отрезке [a, b]. Тогда каждая интегральная сумма

заключена между m(b−a) и M(b−a). Поэтому
b]

a

f(x) dx = c(b−a),

где число c заключено между m и M. Непрерывная функция на
отрезке принимает все значения между m и M, поэтому c = f(x)
для некоторой точки x отрезка [a, b].
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29.20. Если f(x) > 0 для всех точек отрезка [a, b], то все инте-
гральные суммы неотрицательны, поэтому их предел тоже неот-
рицателен.

Предположим теперь, что f(x0) = c > 0. Можно считать, что
x0 — внутренняя точка отрезка [a, b]. Выберем d > 0 так, что
f(x) > c/2 при |x − x0 |<d. Можно считать, что a0 +d6 x0 6 b −d.
Тогда

b]

a

f(x) dx =
x0−d]

a

f(x) dx +
x0+d]
x0−d f(x) dx +

b]

x0+d f(x) dx.

Два крайних интеграла неотрицательны, а средний интеграл боль-
ше 2d · c/2 = cd> 0.

29.21. Пусть точки x и x + ∆x лежат на отрезке [a, b]. Тогда

F(x+∆x)−F(x)=
x+∆x]

x

f(t) dt. Согласно задаче 29.19 этот интеграл

равен f(x)∆x, где x— некоторая точка между x и x+∆x. Следова-

тельно, lim
∆x→0

F(x +∆x)−F(x)

∆x
= f(x), поскольку x→x при ∆x→0.

29.22. Рассмотрим функцию Φ(x) =
x]

a

f(t) dt. Ясно, что Φ(b) =

=
b]

a

f(x) dx. Кроме того, согласно задаче 29.21 Φ′(x)=f(x). Поэтому

Φ(x) тоже первообразная, а значит, Φ(x) = F(x) + C, где C — неко-
торая константа. Заметим, что Φ(a) = 0. Поэтому F(a) =−C. Сле-
довательно,

b]

a

f(x) dx =Φ(b) = F(b) + C = F(b) −F(a).

29.23. а) Ясно, что U0 =
p
2

и U1 =sin x|p/2
0 =1. Пусть теперь n>1.

Тогда, интегрируя по частям, получаем

Un =
p/2]

0

cosn−1 x d sin x = sin x cosn−1 x|p/2
0 −

p/2]

0

sin x d cosn−1 x.

Первый член равен нулю, поэтому

Un = (n−1)

p/2]

0

cosn−2 x sin2 x dx = (n− 1)

p/2]

0

cosn−2 x(1− cos2 x) dx,
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т. е. Un = (n − 1)(Un−2 − Un). Таким образом, Un =
n−1

n
Un−2. Зна-

чит, Un−2 =
n−3

n−2
Un−4 и т. д. Последовательно применяя эту фор-

мулу, получаем требуемое.
б) Если 0 6 x 6p/2, то

cos2n+2 x 6 cos2n+1 x 6 cos2n x,

поэтому U2n+2 < U2n+1 < U2n. Используя формулы из задачи а),
получаем

(2n + 1)!!

(2n + 2)!!

p
2

<
(2n)!!

(2n + 1)!!
<

(2n−1)!!

(2n)!!

p
2

.

Следовательно,

2n + 1

2n + 2
·
p
2

<

“
(2n)!!

(2n−1)!!

”2 1

2n + 1
<
p
2

.

Учитывая, что lim
n→∞

2n + 1

2n + 2
= 1 и lim

n→∞

n

2n + 1
=

1

2
, получаем требуе-

мое.
29.24. П е р в о е р е ш е н и е. Напомним, что

sin
p
2n

sin
2p
2n

. . . sin
(n−1)p

2n
=

√
n

2n−1

(задача 23.8 б). Поэтому

n−1X

k=1

p
2n

ln sin
kp
2n

=
p
2

·
−(n− 1) ln 2 +

1

2
ln n

n
→−p

2
ln 2,

поскольку
1

n
ln n → 0 (задача 25.17 б). Но указанная сумма — это

интегральная сумма для разбиения отрезка [0, p/2] на n равных
отрезков.

В т о р о е р е ш е н и е. Заметим, чтоp/2]

0

ln(sin x) dx =
p/2]

0

ln(cos x) dx =
1

2

p/2]

0

ln
“ sin 2x

2

”
dx,

поскольку ln(sin x) + ln(cos x) = ln(sin x cos x) = ln
“ sin 2x

2

”
. Далее,p/2]

0

ln
“ sin 2x

2

”
dx =

p/2]

0

ln(sin 2x) dx− p
2

ln 2,

а p/2]

0

ln(sin 2x) dx =
p]
0

ln(sin y)
dy

2
=
p/2]

0

ln(sin y) dy.
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Таким образом, для a =
p/2]

0

ln(sin x) dx получаем соотношение a =

=
a

2
− p

4
ln 2, откуда a =−p

2
ln 2.

29.25. Согласно задаче 29.13

fn(x) =
x]

a

fn−1(t) · 1 dx =

=

„
fn−1(t)(t−x)− fn−2(t)

(t− x)2

2!
+ fn−3(t)

(t−x)3

3!
− . . .

. . . + (−1)n−2f1(t)
(t−x)n−1

(n− 1)!

«˛̨
˛̨

x

a

− (−1)n−2
x]

a

f(t)
(t−x)n−1

(n− 1)!
dt;

мы здесь воспользовались тем, что
“

(t− x)n−1

(n−1)!

”(n−1)

= 1. Все чле-

ны, кроме последнего, обращаются в нуль при t = a, поскольку
fk(a) = 0, и при t = x. Поэтому остаётся только последний член,
и мы получаем требуемое.

29.26. Площадь круга в 2 раза больше площади полукруга,
ограниченного графиком y =

√
1−x2 и прямой y = 0. Далее, пло-

щадь полукруга равна

1]

−1

p
1−x2 dx =

arcsin x

2

˛̨
˛
1

−1
+

x
p

1− x2

2

˛̨
˛
1

−1

(см. задачу 29.6). Второе слагаемое обращается в нуль, а первое

слагаемое равно
p
2

.

29.27. Искомая площадь равна
p]
0

sin x dx =− cos x|p0 = 2.

29.28. О т в е т:
1

3
pR2h. Выберем в качестве оси Ox ось ко-

нуса и поместим начало координат в вершину конуса. Тогда

V =
h]

0

p“R

h
x
”2

dx =
1

3
pR2h.

29.29. О т в е т:
4

3
pR3. Плоскость, удалённая от центра шара на

расстояние x, высекает на шаре круг радиуса
√

R2 −x2. Площадь
этого круга равна p(R2 −x2), поэтому

V =
R]

−R

p(R2 −x2) dx = 2pR3 −px3

3

˛̨
˛

R

−R
= 2pR3 − 2pR3

3
=

4pR3

3
.
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29.30. О т в е т:
16

3
R3. Введём систему координат, направив

оси Ox и Oy по осям цилиндров. Пересечение цилиндров задаётся
неравенствами x2 + z2

6 R и y2 + z2
6 R. Его сечение плоскостью

z = z0 задаётся неравенствами x0 6 R2 − z2
0 и y0 6 R2 − z2

0. Таким
образом, сечение — квадрат со стороной 2

p
R2 − z2

0. Его площадь
равна 4(R2 − z2

0). Поэтому объём рассматриваемой фигуры равен

R]

−R

4(R2 − z2) dz = 8R3 − 4
z3

3

˛̨
˛

R

−R
= 8R3 − 8

3
R3 =

16

3
R3.

29.31. О т в е т:
2

3
hR2. Рассматриваемая фигура задаётся нера-

венствами x2 + y2
6 R2 и 0 6 z 6

h

R
x. Сечение этой фигуры плос-

костью y = y0 представляет собой прямоугольный треугольник

с катетами
p

R2 − y2
0 и

h

R

p
R2 − y2

0. Его площадь равна
1

2

h

R
(R2 −y2

0).

Поэтому объём рассматриваемой фигуры равен

R]

−R

1

2

h

R
(R2 −y2) dy =

h

2R

“
2R3 − y3

3

˛̨
˛

R

−R

”
=

h

2R
·

4R3

3
.

29.32. Ясно, что AkAk+1 =
p

(xk+1 −xk)2 + (f(xk+1)− f(xk))2. По
теореме Лагранжа

f(xk+1)− f(xk) = f′(xk)(xk+1 −xk)

для некоторой точки xk отрезка [xk, xk+1]. Поэтому длина ломаной
равна

n−1X

k=0

q
1 + f′2(xk)(xk+1 −xk),

т. е. она равна интегральной сумме для непрерывной функцииp
1 + f′2(x). Остаётся заметить, что длина отрезка [xk, xk+1] не пре-

восходит AkAk+1, поэтому длина наибольшего отрезка разбиения
стремится к нулю, когда стремится к нулю наибольшая длина
звена ломаной.

29.33. Длина окружности равна удвоенной длине полуокруж-

ности y =
√

R2 −x2. Ясно, что y′ =
−x

p

R2 −x2
, поэтому длина полу-

окружности равна

lime→0

R−e]
−R+eq1 + y′2 dx = lime→0

R−e]
−R+e R dx

p

R2 − x2
= lime→0

R arcsin
x

R

˛̨
˛

R−e
−R+e =p.
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29.34. Длина рассматриваемой дуги параболы равна

x0]

0

q
1 + y′2 dx =

x0]

0

p
1 + x2 dx =

x0

q

1 + x2
0

2
+

1

2
ln(x0 +

q
1 + x2

0)

(см. задачу 29.7).
29.35. Ясно, что y′=sh x и

p
1 + (y′)2 =ch x. Поэтому длина рас-

сматриваемой дуги равна
x2]

x1

ch x dx = sh x2 − sh x1 (предполагается,

что x1 < x2).
29.36. По формуле замены переменных

b]

a

r
1 +

“
dy

dx

”2
dx =

t1]

t0

s

1 +
y′2

x′2 x′ dt =
t1]

t0

q
x′2 + y′2 dt;

при записи последнего равенства мы воспользовались тем, что
x′

> 0.
29.37. О т в е т: 6a. Астроиду можно задать параметрически:

x = a sin3 t, y = a cos3 t. Достаточно вычислить длину четверти
астроиды, для которой x и y неотрицательны. Ясно, что x′ =

=3a cos t sin2 t и y′=−3a sin t cos2 t. Поэтому
p

x′2+y′2=3a sin t cos t,
а значит, длина четверти астроиды равна

3a

p/2]

0

sin t cos t dt =
3a

2
sin2 t

˛̨
˛
p/2

0
=

3a

2
.

Длина всей астроиды равна 6a.
29.38. О т в е т: 8a. Ясно, что

q
x′2 + y′2 = a

q
(1− cos t)2 + sin2 t = 2a sin

t

2
.

Поэтому длина ветви циклоиды равна

2a
2p]
0

sin
t

2
dt =−4a cos

t

2

˛̨
˛
2p
0

= 8a.

29.39. Мы предполагаем известным из стереометрии, что пло-
щадь боковой поверхности усечённого конуса равна произведению
образующей на длину среднего сечения. Площадь боковой поверх-
ности конуса, образованного вращением звена AkAk+1, равнаp(f(xk) + f(xk+1))

p
(xk+1 −xk)2 + (f(xk+1)− f(xk))2.
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По формуле Лагранжа

f(xk+1)− f(xk) = f′(xk)(xk+1 −xk)

для некоторой точки xk отрезка [xk, xk+1]. Поэтому сумма площа-
дей боковых поверхностей конусов равнаp n−1X

k=0

(f(xk) + f(xk+1))

q
1 + (f′(xk))2(xk+1 −xk).

Нужно сравнить эту сумму с интегральной суммой

2p n−1X

k=0

f(xk)

q
1 + (f′(xk))2(xk+1 −xk).

Это сравнение несложно получить, используя равномерную непре-
рывность функции f(x) и ограниченность функции

p
1+(f′(x))2.

29.40. Мы рассматриваем поверхность шара как фигуру, обра-

зованную при вращении кривой y=
√

R2−x2. Ясно, что y′=
−x

p

R2−x2

и
p

1 + y′2 =
R

p

R2 −x2
. Поэтому рассматриваемая площадь равна

2p a+h]

a

p
R2 −x2

R
p

R2 −x2
dx = 2pR

a+h]

a

dx = 2pRh.

29.41. Из неравенства cos x 6 1 следует, что
t]

0

cos x dx 6

t]

0

1 dx,

т. е. sin t 6 t. Из полученного неравенства следует, что
t]

0

sin x dx 6

6

t]

0

x dx =
t2

2
, т. е. 1− cos t 6

t2

2
. Затем из неравенства 1− t2

2
6 cos t

аналогично получаем t− t3

6
6 sin t и т. д.

29.42. Воспользуемся неравенствами t− t3

6
6sin t и cos t61− t2

2
+

+
t4

24
(задача 29.41). Из первого неравенства следует, что

“ sin t

t

”3
>

“
1− t2

6

”3
= 1− t2

2
+

t4

12
− t6

216
.

Поэтому достаточно доказать, что 1 − t2

2
+

t4

12
− t6

216
> 1 − t2

2
+

t4

24
.

Это неравенство эквивалентно неравенству
t4

24
− t6

216
>0, т. е. t2

<9.

При 0 < t 6p/2 это неравенство выполняется.
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29.43. Рассмотрим функцию f(t) =
1

sin2 t
− 1

t2 . Ясно, что f
“p

2

”
=

= 1− 4p2 . Кроме того,

f′(t) =
2

t3 − 2 cos t

sin3 t
=

2

sin3 t

““ sin t

t

”3
− cos t

”
.

Поэтому согласно задаче 29.42 f′(t) > 0, т. е. на рассматриваемом

интервале функция f(t) монотонно возрастает. Значит, f(t)6f
“p

2

”
,

т. е.
1

sin2 t
− 1

t2 6 1− 4p2 .

29.44. Согласно задаче 29.41

3 sin t 6 3t− t3

2
+

t5

40
,

2t + t cos t > 3t− t3

2
+

t5

24
− t7

720
.

Поэтому если
t5

24
− t7

720
>

t5

40
, т. е. t2

<12, то требуемое неравенство

выполняется. С другой стороны, требуемое неравенство очевид-
ным образом выполняется, если 2t > 3, т. е. t > 3/2.

29.45. Если x > 0, то

1−x + x2 −x3 + . . .−x2n−1
<

1

1 + x
< 1−x + x2 −x3 + . . . + x2n.

Действительно,

(1−x + x2 −x3 + . . .−x2n−1)(1 + x) = 1−x2n
< 1,

(1−x + x2 −x3 + . . . + x2n)(1 + x) = 1 + x2n+1
> 1.

Требуемые неравенства следуют из того, что
t]

0

dx

1 + x
= ln(1 + t)

и
t]

0

xk dx =
tk

k
.

29.46. Мы воспользуемся тем, что
t]

0

dx

1 + x2 = arctg t. Для
1

1 + x2

имеем неравенства

1−x2 + x4 −x6 + . . .− t4n−2
<

1

1 + x2 < 1−x2 + x4 −x6 + . . . + t4n.

Интегрируя эти неравенства, получаем требуемое.
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29.47. а) Так как e > 1, то 1 6 ex
6 ea при 0 6 x 6 t. Поэто-

му
t]

0

1 dx 6

t]

0

ex dx 6

t]

0

ea dx, т. е. t 6 et − 1 6 eat. Из неравенства

1 + x 6 ex
6 1 + eax аналогично получаем 1 + t +

t2

2
6 et

6 1 + t + ea t2

2и т. д.
б) Доказательство аналогично. При 0>x> t получаем 1>ex >ea.

Поэтому
0]

t

1 dx >

0]

t

ex dx >

0]

t

ea dx, т. е. −t > 1− et
> −eat. Последнее

неравенство переписывается в виде t 6 et − 1 6 eat. Из неравенства

1 + x 6 ex
6 1 + eax аналогично получаем 1 + t +

t2

2
> et

> 1 + t + ea t2

2и т. д.
29.48. Предположим, что если a 6 x 6 b, то f′(x) − (f(x))2

> 1,

т. е.
f′(x)

1 + (f(x))2 > 1. Рассмотрим функцию F(x) = arctg(f(x)). То-

гда F′(x) =
f′(x)

1 + (f(x))2 > 1, поскольку (arctg y)′ =
1

1 + y2 . Значит,
b]

a

F′(x) dx > b − a = p, т. е. F(b) − F(a) > p. Но арктангенс прини-

мает лишь значения, заключённые между −p/2 и p/2, поэтому
F(b)−F(a) <p. Получено противоречие.

29.49. О т в е т: p/4. Рассматриваемую сумму можно запи-

сать в виде
n−1P
k=0

1

n

1

1 + (k/n)2 . При n → ∞ эта сумма стремится

к
1]

0

dx

1 + x2 =
p
4

.

29.50. О т в е т: p/4. Рассматриваемую сумму можно запи-

сать в виде
n−1P
k=0

1

n

r
1−

“
k

n

”2
. При n → ∞ эта сумма стремится

к
1]

0

√
1−x2 dx =

p
4

.

29.51. О т в е т: ln 2. Заметим, что рассматриваемая сумма
равна

1

n

“
1 +

1

1 + 1/n
+

1

1 + 2/n
+ . . . +

1

1 + n/n

”
→

2]

1

dx

1 + x
= ln 2.

З а м е ч а н и е. Другое доказательство можно найти в реше-
нии задачи 30.8 а).
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29.52. О т в е т: p/2. Рассматриваемую сумму можно запи-

сать в виде
n−1P
k=0

1

n

1
p

1− (k/n)2
. Эта сумма стремится к

1]

0

dx
p

1− x2
=

= arcsin x|10 =
p
2

.

29.53. Запишем тождество 1 + q + q2 + . . . + qn−1 =
1− qn

1− q
для

q = 1− t. В результате получим тождество
n−1P
k=0

(1− t)k =
1− (1− t)n

t
.

Требуемое тождество получается интегрированием этого тожде-

ства от 0 до 1. Действительно,
1]

0

(1− t)k dt =
1]

0

xk dx =
1

k + 1
и

1]

0

1− (1− t)n

t
dt =

1]

0

“
C1

n −C2
nt + . . . + (−1)n−1Cn

ntn−1
”

dt =

= C1
n

1

1
−C2

n
1

2
+ . . . + (−1)n−1Cn

n
1

n
.

29.54. а) Подынтегральную функцию можно записать в виде
P(x)(x + 1)n, где P(x) = (x − 1)n. Воспользовавшись формулой из
задачи 29.13, получим

1]

−1

(x2 − 1)n dx =
“

(x−1)n (x + 1)n+1

n + 1
−n(x− 1)n−1 (x + 1)n+2

(n + 1)(n + 2)
+ . . .

. . . + (−1)nn!
(x + 1)2n+1

(n + 1)(n + 2) . . . (2n + 1)

”˛̨
˛
1

−1
.

При x =−1 все члены обращаются в нуль, а при x = 1 обращаются
в нуль все члены, кроме последнего. Поэтому

1]

−1

(x2 − 1)n dx = (−1)nn!
22n+1

(n + 1)(n + 2) . . . (2n + 1)
=

(−1)n22n+1(n!)2

(2n + 1)!
.

б) Заметим, что (x2 − 1)n = x2n − C1
nx2n−2 + C2

nx2n−4 − . . . и про-
интегрируем это выражение почленно. Остаётся приравнять полу-
ченное выражение выражению из задачи а).

29.55. У многочлена f(x) нет кратных корней, поэтому экви-

валентное условие таково:
a2]

a1

f(x) dx =−
a3]

a2

f(x) dx = . . . =
a4]

a3

f(x) dx =

= . . . Пусть f(x) = F′(x) для некоторого многочлена F. Тогда по-
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лучим следующее условие: F(a2) − F(a1) = F(a2) − F(a3) = F(a4) −
−F(a3)=F(a4)−F(a5)= . . . , т. е. F(a1)=F(a3)=F(a5)= . . . и F(a2)=
= F(a4) = F(a6) = . . .

Покажем, что если F(x) = Tn+1(x) — многочлен Чебышева,
то F обладает требуемым свойством. Из равенства Tn+1(cosf) =
=cos(n+1)f следует, что − sinfT′

n+1(cosf)=−(n+1) sin(n+1)f.
Поэтому если T′

n+1(cosf) = 0, то sin(n + 1)f = 0, а значит,
Tn+1(cosf) = cos(n + 1)f=±1. Ясно также, что при прохождении
через корень F(x) меняет знак.

29.56. Ясно, что
1]

0

xa dx =
1

a + 1
xa+1

˛̨
˛
1

0
. Если a >−1, то a + 1 > 0.

Поэтому функция xa+1 обращается в нуль при x = 0. Таким обра-

зом,
1]

0

xa dx =
1

a + 1
при −1 < a < 0.

29.57. Интегрируя по частям, получаем
∞]

0

xke−x dx =−xke−x|∞0 + k
∞]

0

xk−1e−x dx.

Функция xke−x обращается в нуль как при x = 0, так и при x =∞.

Поэтому для Jk =
∞]

0

xke−x dx получаем рекуррентное соотношение

Jk = kJk−1. Остаётся заметить, что
∞]

0

e−x dx =−e−x|∞0 = 1.



ГЛАВА 30

РЯДЫ

Пусть {an} — некоторая последовательность, bn =a1 +a2 + . . .+an.
Если последовательность {bn} имеет предел, то говорят, что

ряд
∞P

n=1
an сходится (в противном случае — расходится). Число

lim
n→∞

bn называют при этом суммой ряда.

30.1. Вычисление бесконечных сумм

30.1. Докажите, что
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ . . . = 1.

30.2. Вычислите сумму ряда
∞∑

n=1

1

n(n+1) . . . (n+k)
для каж-

дого натурального k.

30.3. Пусть |x|< 1. Вычислите сумму ряда
∞∑

n=1
nxn−1.

30.4. Вычислите сумму ряда
∞∑

n=1

1

n
sin nx.

30.2. Вычисление бесконечных произведений

30.5. Пусть a1 =1 и an = n(an−1 +1) при n >2. Докажите,

что
∞∏

n=1

(

1 +
1

an

)

= e.

30.3. Гармонический ряд

Ряд
∞P

n=1

1

n
называют гармоническим. Этот ряд расходящийся (за-

дача 30.6). Мы будем использовать обозначение

Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . . +

1

n
.
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30.6. Докажите, что для любого натурального n

ln(n + 1) < Hn < 1 + ln n.

30.7. Докажите, что ряд 1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
+ . . . расходится.

30.8. а) Пусть an =
1
n

+
1

n + 1
+ . . . +

1
2n

. Вычислите предел
lim

n→∞
an.

б) Пусть bn = 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . − 1

2n
. Докажите, что

lim
n→∞

bn = ln 2.

30.9. а) Докажите, что

1

1 · 2
+

1

3 · 4
+

1

5 · 6
+

1

7 · 8
+ . . . = ln 2.

б) Докажите, что

1

2 · 3
+

1

4 · 5
+

1

6 · 7
+ . . . = 1− ln 2.

30.10. Докажите, что

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− . . . =

1

2
ln 2.

30.11. Пусть an =
1

2n + 1
+

1
2n + 3

+
1

2n + 5
+ . . . +

1
4n−1

.

Докажите, что lim
n→∞

an =
1

2
ln 2.

30.12. Докажите, что

1

1 · 2 · 3
+

1

5 · 6 · 7
+

1

9 · 10 · 11
+ . . . =

1

4
ln 2.

30.13. Докажите, что

1

1 · 2 · 3
+

1

3 · 4 · 5
+

1

5 · 6 · 7
+ . . . = ln 2− 1

2
.

30.14. Докажите, что

n∑

k=1

xk

k
= Hn +

n∑

k=1

Ck
n

(x− 1)k

k
.
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30.15. Пусть p1 = 2, p2 = 3, . . . — последовательные про-
стые числа.

а) Докажите, что

(

1− 1

2

)−1(

1− 1

3

)−1
. . .

(

1− 1

pm

)−1
>

pm∑

n=1

1

n
.

б) Докажите, что 1 +
m∑

n=1

1

pn
> ln ln pm.

30.16. Докажите, что существует предел

lim
n→∞

(

1 +
1

2
+ . . . +

1

n
− ln n

)

.

Предел g= 0,5772157 . . . из задачи 30.16 называют постоянной
Эйлера.

30.17. Докажите, что
∞∏

n=1

e1/n

1 + 1/n
=eg, где g— постоянная

Эйлера.

30.4. Ряд для логарифма

30.18. Докажите, что если −1 < x < 1, то

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+

x5

5
− . . .

30.19. Докажите, что если −1 < x < 1, то

ln
1 + x

1−x
= 2

(

x +
x3

3
+

x5

5
+

x7

7
+ . . .

)

.

30.20. а) Докажите, что для любого натурального n

ln(n + 1) = ln n + 2
(

1
2n + 1

+
1

3(2n + 1)3 +
1

5(2n + 1)5 + . . .
)

.

б) Докажите, что

ln 2 =
2

3

(

1 +
1

3 · 9
+

1

5 · 92 +
1

7 · 93 + . . .
)

.

30.21. а) Докажите, что

1 <

(

n +
1

2

)

ln
(

1 +
1

n

)

< 1 +
1

12n(n + 1)
.
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б) Докажите, что последовательность an =
n! en

nn+1/2 имеет

(конечный) предел a.

в) Докажите, что n! = ann+1/2e−n+ j
12n для некоторого j,

заключённого между 0 и 1.
30.22. Докажите, что число a из задачи 30.21 равно√

2p, т. е.
√

2pn
(

n

e

)n

< n! <
√

2pn
(

n

e

)n

e1/(12n)

(формула Стирлинга).

30.5. Ряды для числа p
30.23. Пусть an = 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . + (−1)n 1

2n + 1
.

а) Докажите, что lim
n→∞

an =p/4.

б) Докажите, что
1

2(4k + 1)
6
p
4
−a2k−1 6

1

4k + 1
.

30.24. Докажите, что

1 +
1

22 +
1

32 +
1

42 + . . . =
p2

6
.

30.25. а) Докажите, что

(a1 + a2 + . . . + an)2
<
p2

6
(a2

1 + 22a2
2 + . . . + n2a2

n).

б) Докажите, что

(a1 +a2 + . . .+an)4
<p2(a2

1 +a2
2 + . . .+a2

n)(a2
1 +22a2

2 + . . .+n2a2
n)

(неравенство Карлсона).

30.6. Экспонента в комплексной области

Для любого комплексного числа z можно определить ez как сум-

му ряда 1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ . . .

30.26. Докажите, что этот ряд сходится для любого z.
30.27. Докажите, что ezew =ez+w для любых комплексных

z и w.
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30.28. Докажите, что если x — вещественное число, то
eix = cos x + i sin x (Эйлер).

30.29. Докажите, что epi =−1 и e2pi = 1.

З а м е ч а н и е. В вещественной области функция f(x)=ex при
разных x принимает разные значения. В комплексной области это
свойство уже не выполняется. Например, f(0) = 1 = f(2pi).

30.7. Доказательства неравенств

30.30. Докажите, что при 0 < x <p/4 выполняется нера-
венство (sin x)sin x

< (cos x)cos x.

30.8. Сходящиеся и расходящиеся ряды

30.31. а) Пусть a1, a2, a3, . . . — возрастающая последо-
вательность натуральных чисел, в десятичной записи ко-

торых не встречается цифра 1. Докажите, что ряд
∞∑

n=1
1/an

сходится.
б) Пусть a1, a2, a3, . . . — возрастающая последователь-

ность натуральных чисел, в десятичной записи которых не

встречается подряд сто единиц. Докажите, что ряд
∞∑

n=1
1/an

сходится.
30.32. а) Пусть a1, a2, a3, . . . — возрастающая последова-

тельность натуральных чисел, причём ряд
∞∑

n=1
1/an расхо-

дится. Докажите, что число 0,a1a2a3 . . . иррационально.
б) Докажите, что число 0,12357111317 . . . (подряд запи-

сываются последовательные простые числа) иррационально.

30.9. Сходимость бесконечных произведений

Пусть a1, a2, . . . — действительные числа, отличные от −1. Бес-

конечное произведение
∞Q

k=1
(1 + ak) называют сходящимся, если

существует (конечный) предел lim
n→∞

nQ
k=1

(1 + ak), причём этот пре-

дел отличен от нуля.
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30.33. Докажите, что если ak > 0, то бесконечное про-
изведение

∏
(1 + ak) сходится тогда и только тогда, когда

сходится бесконечный ряд
∑

ak.
30.34. Докажите, что если 0 6 bk <1, то бесконечное про-

изведение
∏

(1 − bk) сходится тогда и только тогда, когда
сходится бесконечный ряд

∑
bk.

Бесконечное произведение
Q

(1+ak) называют абсолютно сходя-
щимся, если бесконечное произведение

Q
(1+ |ak |) сходится. За-

дача 30.33 показывает, что бесконечное произведение
Q

(1 + ak)
абсолютно сходится тогда и только тогда, когда сходится рядP

|ak |.
30.35. Докажите, что абсолютно сходящееся бесконечное

произведение сходится.

Решения

30.1. Воспользуйтесь тем, что
1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1
.

30.2. О т в е т:
1

k · k!
. Легко проверить, что

1

n(n + 1) . . . (n + k)
=

1

k

“ 1

n(n + 1) . . . (n + k −1)
− 1

(n + 1)(n + 2) . . . (n + k)

”
.

Поэтому

mX

n=1

1

n(n + 1) . . . (n + k)
=

1

k

“ 1

k!
− 1

(m + 1)(m + 2) . . . (m + k)

”
.

30.3. О т в е т:
1

(1−x)2 . Согласно задаче 9.6

m+1X

n=1

nxn−1 =
(m + 1)xm+2 − (m + 2)xm+1 + 1

(1− x)2 .

Ясно также, что lim
m→∞

xm = 0.

30.4. О т в е т: 0 при x = 2kp и
p−x

2
+
h

x

2pip в остальных
случаях.

При замене x на x + 2kp рассматриваемая сумма и предпо-
лагаемый ответ не изменяются. Поэтому достаточно рассмотреть
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случай, когда 0 < x < 2p. Напомним, что

cos x + cos 2x + cos 3x + . . . + cos nx =
sin

(2n + 1)x

2

2 sin
x

2

− 1

2

(задача 11.28). Поэтому функция

fn(x) = sin x +
1

2
sin 2x + . . . +

1

n
sin nx +

cos
2n + 1

2
x

(2n + 1) sin
x

2

+
x

2

дифференцируема на интервале (0, 2p) и

f′n(x) =−
cos

x

2
cos

2n + 1

2
x

(4n + 2) sin2 x

2

→0.

Применим теорему Лагранжа к функции fn(y) на отрезке между
x и p. В результате получим fn(x)−fn(p)=f′n(x)(x−p). При n→∞
это равенство принимает вид

∞P
n=1

1

n
sin nx +

x

2
− p

2
= 0.

30.5. Из равенства an+1=(n+1)(an+1) следует, что an+1=
an+1

n+1
.

Поэтому PN =
NQ

n=1

“
1 +

1

an

”
=

NQ
n=1

an+1

(n + 1)an
=

aN+1

(N + 1)!
. Значит, PN+1 =

=PN

aN+1 + 1

aN+1
=PN +

PN

aN+1
=PN +

1

(N + 1)!
. Поэтому PN =(PN−PN−1)+

+ (PN−1 −PN−2) + . . . + (P2 −P1) + P1 =
1

N!
+

1

(N−1)!
+ . . . +

1

1!
+ 1.

30.6. Согласно задаче 28.48 б)
1

k + 1
< ln(k+1)− ln k<

1

k
для лю-

бого натурального k. Складывая такие неравенства для k =1, 2, . . .
. . . , n, получаем

Hn+1 − 1 < ln(n + 1) < Hn.

30.7. Неравенство
1

2n + 1
>

1

2n
показывает, что если бы сходился

ряд
1

3
+

1

5
+

1

7
+ . . . , то сходился бы и ряд

1

2

“
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .

”
. Но

согласно задаче 30.6 этот ряд расходится.

30.8. а) О т в е т: ln 2. Согласно задаче 28.48 б) ln
k + 1

k
<

1

k
<

< ln
k

k−1
. Сложим такие неравенства для k = n, n + 1, . . . , 2n.

В результате получим ln
2n + 1

n
<an < ln

2n

n−1
. Значит, lim

n→∞
an = ln 2.
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З а м е ч а н и е. Другое доказательство можно найти в реше-
нии задачи 29.51.

б) Согласно задаче 13.4 bn = an.

30.9. а) Заметим, что
1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1
. Поэтому сумма ряда

из задачи 30.8 б) равна сумме рассматриваемого ряда.
б) Непосредственно следует из задачи 30.1 и задачи а).
30.10. Достаточно доказать, что сумма первых 3n членов стре-

мится к
1

2
ln 2. Эта сумма равна

1 +
1

3
+

1

5
+ . . . +

1

2n− 1
− 1

2
− 1

4
− 1

6
− . . .− 1

4n
=

= H2n −
1

2
Hn −

1

2
H2n =

1

2
(H2n−1 −Hn) +

1

4n
.

Согласно задаче 30.8 а) H2n−1 −Hn → ln 2 при n→∞.
30.11. Легко проверить, что

an = H4n−1 −H2n −
1

2
(H2n−1 −Hn).

Согласно задаче 30.8 а) H4n−1 −H2n → ln 2 и H2n−1 −Hn → ln 2.
30.12. Легко проверить, что члены ряда имеют вид

1

2

“ 1

4n− 3
+

1

4n −1
− 1

2n−1

”
, n = 1, 2, . . .

Поэтому удвоенная сумма первых n членов ряда равна
1

2n + 1
+

+
1

2n + 2
+

1

2n + 3
+ . . . +

1

4n −1
. Остаётся воспользоваться результа-

том задачи 30.11.
30.13. Заметим, что

1

(n− 1)n(n + 1)
=

1

2

“ 1

n−1
+

1

n + 1

”
− 1

n
.

Далее, сумма членов

1

2

“
1 +

1

3

”
− 1

2
,

1

2

“1

3
+

1

5

”
− 1

4
, . . . ,

1

2

“ 1

2n−1
+

1

2n + 1

”
− 1

2n

равна

−1

2
+ H2n−1 +

1

2n + 1
− 1

2
Hn −

1

2
Hn.

Остаётся заметить, что H2n−1 −Hn → ln 2 (задача 30.8 а).
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30.14. Положим f(x)=
nP

k=1

“
xk

k
−Ck

n

(x−1)k

k

”
. Ясно, что f(1)=Hn.

Поэтому достаточно доказать, что f′(x) = 0 для всех x. Ясно, что

f′(x)=
nP

k=1

xk−1−
nP

k=1

Ck
n(x−1)k−1. Пусть g(x)=

nP
k=1

Ck
n(x−1)k−1. Тогда

(x − 1)g(x) + 1 = (x − 1 + 1)n, поэтому g(x) =
xn − 1

x −1
=

nP
k=1

xk−1, что
и требовалось.

30.15. а) Ясно, что
“

1 − 1

p

”−1
= 1 +

1

p
+

1

p2 +
1

p3 + . . . Поэтому

рассматриваемое произведение является суммой чисел 1/n, где
n делится по крайней мере на одно из чисел 2, 3, . . . , pm (или n=1).
Все числа 1/n, где 1 6 n 6 pm, в эту сумму входят.

б) Согласно задаче 28.48 б) ln
“
1+

1

n

”
<

1

n
. Поэтому

pmP
n=1

ln
“
1+

1

n

”
<

<

pmP
n=1

1

n
<

mQ
k=1

“
1 − 1

pk

”−1
=

mQ
k=1

pk

pk −1
=

mQ
k=1

“
1 +

1

pk −1

”
. Ясно так-

же, что
pmP

n=1
ln
“

1 +
1

n

”
=

pmP
n=1

(ln(n + 1) − ln n) = ln(pm + 1). Поэто-

му ln ln pm < ln ln(pm + 1) <

mP
k=1

ln
“

1 +
1

pk −1

”
<

mP
k=1

1

pk − 1
. Далее,

1

pk−1
=

1

pk
+

1

(pk−1)pk
. Поэтому

mP
k=1

1

pk−1
<

mP
k=1

1

pk
+

1

1·2
+

1

2·3
+

1

3·4
+ . . .

Остаётся заметить, что
1

1 ·2
+

1

2 ·3
+

1

3 ·4
+ . . .=1 согласно задаче 30.1.

30.16. Рассмотрим последовательность

um =
1

m
− ln

m + 1

m
=

1]

0

“ 1

m
− 1

m + t

”
dt.

Ясно, что если 0 6 t 6 1, то

0 6
1

m
− 1

m + t
=

t

m(m + t)
6

1

m2 ,

поэтому 0 6 um 6 1/m2. Следовательно, ряд
∞P

m=1
um сходится (зада-

ча 30.24). Но

∞X

m=1

um = 1+
1

2
+ . . . +

1

n
− ln(n + 1) = 1+

1

2
+ . . . +

1

n
− ln n + ln

“
n

n + 1

”
.

Остаётся заметить, что lim
n→∞

ln
“

n

n + 1

”
= 0.
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30.17. Произведение первых n членов равно

e1+ 1
2 + 1

3 +...+ 1
n

n + 1
=

n

n + 1
e1+ 1

2 + 1
3 +...+ 1

n
−ln n.

Остаётся заметить, что lim
n→∞

n

n+1
=1, lim

n→∞

“
1+

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
−ln n

”
=

=g и ex — непрерывная функция.
30.18. Тождество

1

1 + t
= 1− t + t2 − . . . + (−1)n−1tn−1 +

(−1)ntn

1 + t

показывает, что если x >−1, то

ln(1 + x) =
x]

0

dt

1 + t
= x− x2

2
+

x3

3
− . . . + (−1)n−1 xn

n
+ (−1)nRn,

где Rn =
x]

0

tn

1 + t
dt.

Если 0 6 x 6 1, то 0 6 Rn 6

x]

0

tn dt =
xn

n + 1
6

1

n + 1
→0 при n→∞.

Если −1 6 x < 0, то сделаем замену x =−y. Тогда получим Rn =

= (−1)n+1
y]

0

tn

1− t
dt, поэтому |Rn | 6

1

1− y

y]

0

tn dt =
yn

(1− y)(n + 1)
→ 0

при n→∞.
30.19. Вычитая почленно из ряда

x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+

x5

5
− . . . = ln(1 + x)

ряд

−x− x2

2
− x3

3
− x4

4
− x5

5
− . . . = ln(1−x),

получаем требуемое.

30.20. а) Рассмотрим ряд из задачи 30.19 для x =
1

2n + 1
. По-

скольку
1 + x

1−x
=

n + 1

n
, получаем требуемое.

б) Непосредственно следует из а) при n = 1, поскольку ln 1 = 0.
30.21. а) Формулу из задачи 30.20 а) можно переписать в виде

“
n +

1

2

”
ln
“

1 +
1

n

”
= 1 +

1

3(2n + 1)2 +
1

5(2n + 1)4 + . . .

Остаётся заметить, что сумма этого ряда меньше

1 +
1

3

“ 1

(2n + 1)2 +
1

(2n + 1)4 + . . .
”

= 1 +
1

12n(n + 1)
.
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б) и в) Неравенство из задачи а) можно переписать в виде

e <

“
1 +

1

n

”n+1/2
< e

1+ 1
12n(n+1) . (1)

А так как

an

an+1
=

n! en

nn+1/2 ·
(n + 1)n+1+1/2

(n + 1)! en+1 =

“

1 +
1

n

”n+1/2

e
,

то из неравенств (1) получаем

1 <
an

an+1
< e

1
12n(n+1) .

Таким образом, ane−
1

12n < an+1e
− 1

12(n+1) и an > an+1. Поэтому по-

следовательность {ane−
1

12n } возрастает, а последовательность {an}

убывает. При этом a1e−
1
12 < ane−

1
12n < an < a1, поэтому обе после-

довательности имеют предел. Поскольку e−
1

12n → 1, эти пределы

равны одному и тому же числу a. Ясно, что ane−
1

12n < a < an,

т. е. a = ane−
j

12n для некоторого j между 0 и 1. Таким образом,

a =
n! en

nn+1/2 e−
j

12n .

30.22. Формулу Валлиса (задача 29.23) можно переписать сле-

дующим образом:
√p= lim

n→∞

1√
n

(2n)!!

(2n−1)!!
. Далее,

(2n)!!

(2n− 1)!!
=

2 · 4 · . . . · 2n

1 · 3 · . . . · (2n− 1)
=

(2 · 4 · . . . · 2n)2

(2n)!
=

(n!)222n

(2n)!
.

Выразим n! и (2n)! как annn+1/2e−n и a2n(2n)2n+1/2e−2n и подставим
эти выражения в формулу Валлиса:

√p= lim
n→∞

1√
n

a2
nn2n+1e−2n22n

a2nn2n+1/2e−2n22n+1/2 = lim
n→∞

a2
n

a2n

√
2

=
a√
2

.

В результате получим a =
√

2p.
30.23. Ясно, что lim

n→∞
(a2k−1 − a2k) = 0, поэтому достаточно ре-

шить задачу б). Из тождества
1− t4k

1 + t2 = 1 − t2 + t4 − t6 + . . . − t4k−2

следует, чтоp
4

= arctg 1 =
1]

0

1

1 + t2 dt =
1]

0

1− t4k

1 + t2 dt +
1]

0

t4k

1 + t2 dt =

=
1]

0

(1−t2 +t4−t6 + . . .−t4k−2) dt+Rk =1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . .− 1

4k −1
+Rk,
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где Rk =
1]

0

t4k

1 + t2 dt. Но
1

2
t4k

6
t4k

1 + t2 6 t4k при 0 6 t 6 1, поэтому

1

2(4k + 1)
6 Rk 6

1

4k + 1
.

30.24. Согласно задаче 11.1 ctg2 a<
1a2 <

1

sin2 a для 0 <a<p/2.

Просуммируем такие неравенства для a=
p

2n + 1
,

2p
2n + 1

, . . . ,
np

2n + 1
.

Воспользовавшись после этого результатом задачи 23.7, получим

n(2n− 1)

3
<

“2n + 1p ”2“
1 +

1

22 + . . . +
1

n2

”
<

2n(n + 1)

3
,

т. е. p2n(2n− 1)

3(2n + 1)2 < 1 +
1

22 + . . . +
1

n2 <
p22n(n + 1)

3(2n + 1)2 .

Остаётся заметить, что lim
n→∞

n(2n −1)

(2n + 1)2 = lim
n→∞

2n(n + 1)

(2n + 1)2 =
1

2
.

30.25. а) Согласно неравенству Коши (задача 1.9)

(a1 + a2 + . . . + an)2 =
“

a1 + 2a2
1

2
+ . . . + nan

1

n

”2
6

6

“
1 +

1

22 + . . . +
1

n2

”
(a2

1 + 22a2
2 + . . . + n2a2

n).

Кроме того, 1 +
1

22 + . . . +
1

n2 <
p2

6
(задача 30.24).

б) Пусть x — произвольное положительное число. Снова вос-
пользуемся неравенством Коши, но только теперь представим ak

в виде

r
x +

k2

x
ak ·

1
r

x +
k2

x

. В результате получим

(a1 + a2 + . . . + an)2
6

“
x

1 + x2 +
x

22 + x2 + . . . +
x

n2 + x2

”
×

×
“

x(a2
1 + a2

2 + . . . + a2
n) +

1

x
(a2

1 + 22a2
2 + . . . + n2a2

n)
”

.

Согласно задаче 11.35
x

1 + x2 +
x

22 + x2 + . . . +
x

n2 + x2 <
p
2

. Выберем

теперь x так, что x(a2
1 + a2

2 + . . . + a2
n) =

1

x
(a2

1 + 22a2
2 + . . . + n2a2

n)

и возведём обе части полученного неравенства в квадрат.
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30.26. Пусть sn =
nP

k=0

zk

k!
и m < n. Ясно, что |sn − sm |6

nP
k=m+1

|z|k
k!

.

Ряд 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ . . . , где x = |z|, сходится. Поэтому, восполь-

зовавшись критерием Коши, получаем, что исходный ряд тоже
сходится.

30.27. Пусть fn(z) =
nP

k=0

zk

k!
. Равенство

X

k+l=m

zk

k!
·

wl

l!
=

1

m!

X

k+l=m

Ck
mzkwl =

(z + w)m

m!

показывает, что выражение для fn(z)fn(w) содержит все слагае-
мые из выражения для fn(z + w) и ещё некоторые слагаемые из
выражения для (ez − fn(z))(ew − fn(w)). Поэтому

|fn(z)fn(w)− fn(z + w)|6 (e|z| − fn(|z|))(e|w| − fn(|w|)).

Выражение в правой части стремится к нулю при n→∞, поэтому
ezew = lim

n→∞
fn(z)fn(w) = lim

n→∞
fn(z + w) = ez+w.

30.28. По определению

eix = 1 + ix− x2

2!
− i

x3

3!
+

x4

4!
+ i

x5

5!
− x6

6!
− i

x7

7!
+ . . . =

=
“

1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . .

”
+ i
“

x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . .

”
=

= cos x + i sin x.

30.29. Непосредственно следует из задачи 30.28.
30.30. Нетривиальность доказательства этого неравенства свя-

зана с тем, что функция f(t)= tt не монотонна на интервале (0, 1);
она имеет минимум в точке t0 = 1/e ≈0,367879.

Положим u=sin2 x и v=cos2 x. Тогда u+v=1 и 0<u<1/2<v<1.

Требуется доказать, что (
√

u)
√

u
< (

√
v)

√
v, т. е.

1

2

√
u ln u <

1

2

√
v ln v

(логарифмы здесь отрицательны). Воспользуемся разложением ло-
гарифма в ряд и тем, что u + v = 1. В результате получим

ln u = ln(1− v) =−
“

v +
v2

2
+

v3

3
+ . . .

”
.

Таким образом, переходим к неравенству

√
u
“

v +
v2

2
+

v3

3
+ . . .

”
>

√
v
“

u +
u2

2
+

u3

3
+ . . .

”
.
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После сокращения на
√

uv получаем неравенство

√
v
“

1 +
v

2
+

v2

3
+ . . .

”
>

√
u
“

1 +
u

2
+

u2

3
+ . . .

”
.

Это неравенство очевидно, поскольку v > u > 0.
З а м е ч а н и е. Более общее неравенство доказано в задаче

28.56.
30.31. а) Если an 6 10k − 1, то n 6 9k − 1, поскольку на дан-

ных k местах могут стоять любые из девяти цифр, причём все
цифры не могут быть одновременно нулями. Значит, если n > 9k,

то an > 10k −1 и an+1 > 10k. Поэтому
9k+1P

n=9k+1

1

ak
6

9k+1 − 9k

10k
= 8
“ 9

10

”k

.

Итак, рассматриваемая сумма не превосходит 8
∞P

k=0

“ 9

10

”k

<∞.

б) Получить нужные оценки можно такими же рассуждения-
ми, как при решении задачи 21.29.

30.32. а) Те же самые рассуждения, что и при решении за-
дачи 30.31 б), показывают, что любая последовательность цифр
встречается в одном из чисел an (доказательство нужно слегка
изменить для последовательности из одних нулей, но мы можем
обойтись и без этой последовательности). Из этого легко выводит-
ся, что рассматриваемая десятичная дробь непериодична.

б) Согласно задаче 30.15 ряд
∞P

n=1
1/pn, где p1, p2, . . . — последо-

вательные простые числа, расходится.

30.33. Последовательность pn =
nQ

k=1
(1+ak) неубывающая, поэто-

му она сходится либо к конечному положительному числу, либо
к +∞. Несложно доказать, что

a1 + . . . + an 6 (1 + a1) . . . (1 + an) 6 ea1+...+an. (1)

Первое неравенство доказывается раскрытием скобок, а второе
неравенство следует из того, что 1 + a 6 ea при a > 0. Неравен-
ство (1) показывает, что

Q
(1+ak)=+∞ тогда и только тогда, когдаP

ak = +∞.
30.34. Последовательность pn =

nQ
k=1

(1− bk) невозрастающая, по-

этому она сходится либо к положительному числу, либо к нулю.
Легко проверить, что если 0 6 bk < 1, то 1− b 6 e−b. Поэтому

(1− b1) . . . (1− bn) 6 e−b1−...−bn .

Это означает, что если ряд
P

bk расходится, то lim
n→∞

pn = 0.
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Предположим теперь, что ряд
P

bk сходится. Тогда существует

такое натуральное число N, что
∞P

k=N

bk < 1/2. Если a1, a2 > 0, то

(1−a1)(1−a2) > 1−a1 −a2.

Пользуясь этим неравенством, индукцией по m легко показать,
что если a1, . . . , am > 0, то

(1−a1) . . . (1−am) > 1−a1 − . . .−am.

Таким образом, если n > N, то

pn

pN−1
= (1− bN)(1− bN+1) . . . (1− bn) > 1− bN − . . .− bn >

1

2
.

Эти неравенства показывают, что последовательность pn невозрас-
тающая и pn > pN−1/2 > 0. Поэтому предел lim

n→∞
pn существует и не

равен нулю.

30.35. Пусть pn =
nQ

k=1
(1 + ak) и Pn =

nQ
k=1

(1 + |ak |). Тогда

|pn − pn−1 |= |an |
n−1Y

k=1

|1 + ak |6 |an |
n−1Y

k=1

(1 + |ak |) = Pn −Pn−1.

По условию существует предел lim
n→∞

Pn, поэтому ряд
P

(Pn −Pn−1)

сходится. Но в таком случае должен сходиться и ряд
P

(pn −pn−1),
поэтому существует предел lim

n→∞
pn. Нужно лишь проверить, что

этот предел отличен от нуля. Рассмотрим для этого ряд
P˛̨
˛ ak

1 + ak

˛̨
˛.

Он сходится, поскольку сходится ряд
P

|ak | и последовательность
1 + ak имеет предел, равный 1. Следовательно, бесконечное про-

изведение
Q“

1− ak

1 + ak

”
сходится абсолютно, поэтому, как только

что было доказано, последовательность qn =
nQ

k=1

“
1 − ak

1 + ak

”
имеет

конечный предел. Но qn = p−1
n , поэтому lim

n→∞
pn 6= 0.



ГЛАВА 31

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

31.1. Малая теорема Ферма

31.1. Докажите, что если p — простое число и a не делит-
ся на p, то

ap−1 ≡1 (mod p)

(малая теорема Ферма).
31.2. Пусть p = 4k + 3 — простое число. Докажите, что

если a2 + b2 делится на p, то оба числа a и b делятся на p.
31.3. Докажите, что существует бесконечно много про-

стых чисел вида 4k + 1.
31.4. а) Пусть p — простое число. Докажите, что если

q — простой делитель числа 2p −1, то q−1 делится на p.
б) Приведите пример простого числа p, для которого чис-

ло 2p −1 не простое.

31.2. Псевдопростые числа

Согласно малой теореме Ферма для любого простого p число
2p − 2 делится на p. Натуральное число n > 1 называют псевдо-
простым, если 2n − 2 делится на n.

31.5. Докажите, что число 341 = 11 · 31 является псевдо-
простым.

31.6. Докажите, что если n — псевдопростое число, то
число 2n −1 тоже псевдопростое.

З а м е ч а н и е. Существуют и чётные псевдопростые числа.
Например, число 161 038 псевдопростое.
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31.3. Функция Эйлера

Функция Эйлера f(n) равна количеству тех из чисел 1, 2, . . .
. . . , n−1, которые взаимно просты с n. Например, если p — про-
стое число, то f(p) = p− 1.

31.7. а) Докажите, что если p — простое число, то f(pn)=
= pn − pn−1.

б) Докажите, что если числа m и n взаимно простые, тоf(mn) =f(m)f(n).
31.8. Докажите, что если число a взаимно просто с n, то

af(n) ≡1 (mod n) (теорема Эйлера).
31.9. Числа a и n взаимно простые. Докажите, что для

некоторого натурального числа m число am−1 делится на n.
31.10. Докажите, что n =

∑f(d), где суммирование ве-
дётся по всем числам d, делящим n.

31.11. а) Найдите остаток от деления 1712147 на 52.
б) Найдите остаток от деления 1261020 на 138.
31.12. Пусть a и m — взаимно простые числа, k — наи-

меньшее натуральное число, для которого ak ≡ 1 (mod m).
Докажите, что f(m) делится на k.

31.13. Пусть a > 2 и n — натуральные числа. Докажите,
что f(an −1) делится на n.

Пусть n = p
a1
1 p

a2
2 . . . p

ak
k — разложение натурального числа n на

простые множители. Назовём обобщённой функцией Эйлера
функцию L(n), которая равна 1 при n=1 и НОК(p

a1−1
1 (p1−1), . . .

. . . , p
ak−1
k (pk −1)) при n > 1.

31.14. Докажите, что если числа x и n взаимно простые,
то xL(n) ≡1 (mod n).

31.4. Теорема Вильсона

31.15. а) Докажите, что (p − 1)! + 1 делится на p тогда
и только тогда, когда число p простое (теорема Вильсона).

б) Докажите, что

((p−1)!)2 ≡
{

0 (mod p), если p составное;

1 (mod p), если p простое.



Условия задач 401

31.16. Пусть a(n) и b(n) — остатки от деления чисел
((n−1)!)2 и ((n−1)!+1)2 на n. Докажите, что f(n)=na(n)+
+ 2b(n) — простое число, причём любое простое число мож-
но представить в таком виде.

31.5. Задачи о сравнениях

31.17. Докажите, что если выполняются сравнения a ≡
≡ b (mod n1), . . ., a ≡ b (mod nk), то a ≡ b (mod n), где n =
= НОК(n1, . . . , nn).

31.18. Пусть p — простое число, n и a — натуральные
числа, не делящиеся на p. Докажите, что если сравнение
xn ≡ a (mod p) имеет решение, то сравнение xn ≡ a (mod pr)

имеет решение для любого натурального r.
31.19. Докажите, что если a≡b (mod pn), где p — простое

число, то ap ≡ bp (mod pn+1).
31.20. Пусть a > 2 и n — натуральные числа. Докажите,

что ak ≡1 (mod an −1) тогда и только тогда, когда k делится
на n.

* * *

31.21. Пусть p — простое число, f(x1, . . . , xn) — много-
член с целыми коэффициентами, степень которого по каж-
дой переменной меньше p. Докажите, что если для всех
целых x1, . . ., xn выполняется сравнение f(x1, . . . , xn) ≡
≡ 0 (mod p), то все коэффициенты многочлена f(x1, . . . , xn)

делятся на p.
31.22. Пусть p — простое число, f(x1, . . . , xn) — много-

член с целыми коэффициентами, для которого сравнение
f(x1, . . . , xn)≡0 (mod p) выполняется для всех целых x1, . . .

. . ., xn. Заменим в каждом мономе этого многочлена xm
i ,

где m > p, на xr
i , где r — остаток от деления m на p. Дока-

жите, что в результате получится тождественное сравнение
0≡0 (mod p).

31.23. Пусть f(x1, . . . , xn) — многочлен с целыми коэф-
фициентами и со свободным членом, равным нулю. До-
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кажите, что если степень этого многочлена меньше n, то
сравнение f(x1, . . . , xn) ≡ 0 (mod p), где p — простое число,
имеет решение, отличное от (0, 0, . . . , 0) (Шевалле).

31.24. Пусть a, b, c — целые числа. Докажите, что срав-
нение ax2 + by2 + cz2 ≡ 0 (mod p) имеет решение (x, y, z) 6=
6= (0, 0, 0) для любого простого числа p.

31.6. Функция sk(n). Делители

Пусть d1, d2, . . . — различные делители числа n, включая 1 и n.
Функция sk(n) определяется как сумма dk

1 +dk
2 + . . . В частности,s0(n) —количество делителей числа n, s1(n) —сумма делителей

числа n. Обычно используется обозначение s(n) =s1(n).

31.25. а) Докажите, что если p — простое число, тоsk(pa) = 1 + pk + p2k + . . . + pak.

б) Докажите, что если числа m и n взаимно простые, тоsk(mn) =sk(m)sk(n).

Число n называют совершенным, если s(n)=2n, т. е. сумма всех
делителей числа n, отличных от n, равна самому числу n.

31.26. а) Докажите, что если число 2p − 1 простое, то
число 2p−1(2p −1) совершенное (Евклид).

б) Докажите, что если n — чётное совершенное число,
то существует простое число вида 2p − 1, для которого
n = 2p−1(2p −1) (Эйлер).

31.27. Докажите, что если n — нечётное число, у которо-
го есть ровно два разных простых делителя, то s(n) < 2n.

31.28. Докажите, что натуральное число n можно вы-
брать так, что отношение s(n)/n будет сколь угодно велико.

31.29. а) Приведите пример чисел m 6= n, для которыхf(n) =f(m).
б) Докажите, что если m 6= n, то nf(n) 6= mf(m).
в) Приведите пример чисел m 6= n, для которых ns(n) =

= ms(m).



Условия задач 403

31.30. Докажите, что

2n∑

k=1

s0(k)−
n∑

k=1

[
2n

k

]

= n.

Функция Мёбиуса определяется следующим образом:m(n) =

8
><
>:

1 при n = 1;

(−1)k при n = p1 . . . pk;

0 при n = p2m.

31.31. Докажите, что если F(n) =
∑

d |n

f(d), то

f(n) =
∑

d |n

m(d)F(n/d) =
∑

d |n

m(n/d)F(d),

где сумма берётся по всем делителям d числа n (Мёбиус).
31.32. Докажите, что если F(n) =

∏

d |n

f(d), то

f(n) =
∏

d |n

F(n/d)m(d) =
∏

d |n

F(d)m(n/d).

31.7. Квадратичные вычеты

31.33. Пусть p — простое число, f(x) = xn + a1xn−1 + . . .

. . . + an — многочлен с целыми коэффициентами. Докажите,
что существует не более n различных целых чисел xi, для
которых 0 6 xi 6 p−1 и f(xi) делится на p (Лагранж).

Целое число a называют квадратичным вычетом по модулю p,
если a ≡ b2 (mod p) для некоторого целого числа b. В противном
случае число a называют квадратичным невычетом.

31.34. Пусть p > 2 — простое число. Докажите, что среди
чисел 1, 2, . . ., p− 1 ровно половина квадратичных вычетов
и ровно половина квадратичных невычетов по модулю p.

31.35. Пусть 1 6 a 6 p − 1, где p > 2 — простое число. До-
кажите, что число a является квадратичным вычетом по
модулю p тогда и только тогда, когда a(p−1)/2 ≡ 1 (mod p)

(Эйлер).
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31.36. Пусть p > 2 — простое число. Докажите, что чис-
ло −1 является квадратичным вычетом по модулю p тогда
и только тогда, когда p≡1 (mod 4).

31.37. Пусть r — это 2 или нечётное число, p1, . . . , pr —
различные простые числа вида 4k + 1. Предположим, что(

pi

pj

)

=−1 для всех i 6= j. Докажите, что уравнение x2 −dy2 =

=−1, где d = p1 . . . pr, имеет решение в целых числах.

31.8. Квадратичный закон взаимности

Для простого числа p символ Лежандра
“

a

p

”
определяется сле-

дующим образом:

“
a

p

”
=

8
><
>:

0, если a делится на p;

1, если a — квадратичный вычет;

−1, если a — квадратичный невычет.

Символ Лежандра мы иногда будем обозначать (a/p).
Согласно задаче 31.35, если p — нечётное простое число, то

(a/p)≡a(p−1)/2 (mod p). Следовательно, (ab/p) = (a/p)(b/p) и

“−1

p

”
=

(
1 при p = 4k + 1;

−1 при p = 4k + 3.

Квадратичный закон взаимности заключается в следую-
щем. Пусть p и q — различные нечётные простые числа. Тогда

“
p

q

”“
q

p

”
= (−1)

p−1
2 ·

q−1
2 .

Кроме того, если p — нечётное простое число, то
“2

p

”
=

= (−1)(p2−1)/8.
Впервые квадратичный закон взаимности был доказан Гаус-

сом. Сейчас известно много разных доказательств квадратичного
закона взаимности. Как правило, они используют какие-то ин-
терпретации символа Лежандра. Мы приведём две такие интер-
претации, принадлежащие Гауссу (задача 31.38) и Золотарёву
(задача 31.39).

31.38. Пусть p — нечётное простое число, а q — нату-
ральное число, не делящееся на p. Для каждого натураль-
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ного числа l от 1 до
p−1

2
запишем lq ≡ ±rl (mod p), где

1 6 rl 6
p− 1

2
. Пусть m — количество всех встречающихся

здесь минусов. Докажите, что
(

q

p

)

= (−1)m (Гаусс).

31.39. Пусть p — нечётное простое число, a — число, вза-
имно простое с p, и pa,p : i 7→ai (mod p)—перестановка остат-
ков от деления на p. Докажите, что тогда sgnpa,p =(a/p), где
sgn = 1 для чётной перестановки и sgn = −1 для нечётной
перестановки (Золотарёв).

31.40. Докажите квадратичный закон взаимности с по-
мощью леммы Гаусса (задача 31.38) и тождества из зада-
чи 5.29.

31.41. а) Докажите квадратичный закон взаимности с по-
мощью задачи 31.39.

б) Пусть m — нечётное простое число. Докажите, что
( 2

m

)

= (−1)(m2−1)/8.

31.42. Докажите квадратичный закон взаимности с по-
мощью леммы Гаусса и тождества из задачи 11.31 (Эйзен-
штейн).

* * *

31.43. Пусть p — простое число. Докажите, что
(

3

p

)

= 1

для p = 12k±1 и
(

3

p

)

=−1 для p = 12k±5.

31.44. Пусть p — простое число. Докажите, что
(−3

p

)

= 1

для p = 6k + 1 и
(−3

p

)

=−1 для p = 6k−1.

31.45. Докажите, что существует бесконечно много про-
стых чисел вида 6k + 1.

31.46. а) Пусть p = 2n − 1 — простое число, причём p > 3.

Докажите, что
(

3

p

)

=−1.

б) Пусть p = 2n + 1 — простое число, причём p > 3. Дока-

жите, что
(3

p

)

=−1.

31.47. Докажите, что 3n−1 не делится на 2n−1 при n>1.
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31.9. Гауссовы суммы

Пусть p — нечётное простое число, e = e2pi/p = cos(2p/p) +
+ i sin(2p/p). Для каждого целого числа a можно рассмотреть

гауссову сумму ga =
p−1P
k=1

“
k

p

”eak, где
“

k

p

”
— символ Лежандра. Яс-

но, что ga зависит только от остатка от деления a на p (и от
самого числа p).

31.48. Докажите, что g0 = 0.

31.49. Докажите, что g2
1 =

(−1

p

)

p.

31.50. Докажите, что

cos
2p
5

− cos
4p
5

=

√
5

2
,

sin
2p
7

+ sin
4p
7

− sin
6p
7

=

√
7

2
.

31.51. Докажите, что
p−2∑

n=1

(
n(n + 1)

p

)

=−1.

31.52. Для каждого натурального n6p−2 пара (n, n+1)

имеет один из четырёх видов: (R, R), (N, N), (N, R), (R, N),
где R означает вычет, а N — невычет. Пусть RR, NN,
NR, RN — количество всех пар соответствующего вида.

а) Докажите, что RR + NN−RN−NR = 1.
б) Пусть e= (−1)(p−1)/2. Докажите, что

RR + RN =
1

2
(p−2−e), RR + NR =

1

2
(p−1)−1,

NR + NN =
1

2
(p−2 +e), RN + NN =

1

2
(p−1).

в) Докажите, что

RR =
p

4
− e+ 4

4
, RN =

p

4
− e

4
, NN = NR =

p

4
+
e− 2

4
.

31.10. Суммы двух квадратов

Здесь мы доказываем, что любое простое число p = 4k + 1 мож-
но представить в виде суммы квадратов двух целых чисел.
Различные подходы приведены в задачах 31.53––31.55. Другие



Условия задач 407

доказательства этого утверждения можно найти в решении за-
дачи 36.19 а) и на с. 546.

Представление простого числа p = 4k + 1 в виде суммы двух
квадратов единственно (задача 31.56).

Напомним, что простое число p = 4k + 3 нельзя представить
в виде суммы двух квадратов (задача 4.45 а). Кроме того, про-
изведение двух чисел, представимых в виде суммы двух квад-
ратов, само представимо в виде суммы двух квадратов (зада-
ча 5.11).

31.53. Пусть p = 4k + 1 — простое число.
а) Докажите, что существует целое число x, для которого

x2 + 1 делится на p.
б) Докажите, что можно выбрать целые числа 06r1, r2 <

<
√

p и 0 6 s1, s2 <
√

p так, что числа r1x + s1 и r2x + s2

будут давать одинаковые остатки при делении на p, причём
(r1, s1) 6= (r2, s2).

в) Докажите, что p = (r1 − r2)2 + (s1 − s2)2.
31.54. Докажите, что любое простое число p=4k+1 мож-

но представить в виде суммы квадратов двух целых чисел,
воспользовавшись задачей 17.12.

31.55. Пусть p = 4k + 1 — простое число.
а) Докажите, что уравнение x2 + y2 = mp имеет решение

в натуральных числах x, y, m.
б) Докажите, что если m > 1, то можно построить реше-

ние с меньшим m.
31.56. Докажите, что представление простого числа p =

= 4k + 1 в виде суммы двух квадратов целых чисел един-
ственно. (Мы не различаем представления p = x2 + y2, отли-
чающиеся только перестановкой x и y или заменами знака
x и y.)

31.11. Суммы четырёх квадратов

31.57. Докажите, что если каждое из чисел a и b явля-
ется суммой четырёх квадратов целых чисел, то их произ-
ведение ab тоже является суммой четырёх квадратов целых
чисел.
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31.58. Пусть p — нечётное простое число. Докажите, что
существуют целые числа x, y и m, для которых 1+ x2 + y2 =
= mp, причём 0 < m < p.

31.59. Пусть p — нечётное простое число.
а) Докажите, что можно выбрать натуральное число m<p

и целые числа x1, x2, x3 и x4 так, что x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 =
= mp.

б) Докажите, что наименьшее такое m нечётно.
в) Докажите, что наименьшее такое m равно 1.
31.60. Докажите, что любое натуральное число можно

представить в виде суммы четырёх квадратов целых чисел
(Лагранж).

31.12. Первообразные корни по простому модулю

Пусть p — простое число, x — натуральное число, не превосходя-
щее p−1. Тогда согласно малой теореме Ферма xp−1 ≡1 (mod p).
Наименьшее натуральное число d, для которого xd ≡ 1 (mod p),
называют показателем, которому принадлежит x по модулю p.

Число x называют первообразным корнем по модулю p, если
его показатель равен p−1. Эквивалентное условие состоит в том,
что числа x, x2, . . . , xp−1 дают разные остатки при делении на p.
Первообразные корни существуют для любого простого числа p
(задача 31.63).

31.61. Докажите, что показатель d делит число p−1.
31.62. Докажите, что если xm≡1 (mod p), то показатель d

делит число m.
31.63. а) Докажите, что каждому показателю d принад-

лежит не более f(d) остатков от деления на p.
б) Докажите, что каждому показателю d, делящему чис-

ло p−1, принадлежит ровно f(d) остатков от деления на p.
в) Докажите, что для любого простого числа p существу-

ет ровно f(p−1) первообразных корней.
31.64. а) Дано натуральное число n > 2. Докажите, что

натуральное число d, для которого xd+1≡x (mod n) для всех
целых x, существует тогда и только тогда, когда n=p1 . . . pk,
где p1, . . ., pk — попарно различные простые числа.
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б) Пусть n = p1 . . . pk, где p1, . . ., pk — попарно различ-
ные простые числа. Докажите, что наименьшее натураль-
ное число d, для которого xd+1≡x (mod n) для всех целых x,
равно НОК(p1 −1, . . . , pk −1).

31.65. Пусть p — нечётное простое число.
а) Докажите, что нечётные простые делители числа ap−1

делят a−1 или имеют вид 2px + 1.
б) Докажите, что нечётные простые делители числа ap +1

делят a + 1 или имеют вид 2px + 1.
31.66. Пусть p — нечётное простое число. Докажите, что

существует бесконечно много простых чисел вида 2px + 1.
31.67. Докажите, что все простые делители числа 22n

+ 1
имеют вид 2n+1x + 1.

31.68. Докажите, что 3 является первообразным корнем
по модулю простого числа p = 2n + 1, где n > 1.

31.69. Пусть p —простое число и S=1n +2n + . . .+(p−1)n.
Докажите, что

S≡
{

−1 (mod p), если n делится на p−1,

0 (mod p), если n не делится на p−1.

31.13. Первообразные корни по составному модулю

Первообразные корни можно рассмотреть и для составного мо-
дуля m. Будем называть число x первообразным корнем по мо-
дулю m, если числа x, x2, . . . , xf(m) — это все различные остатки,
взаимно простые с m. В серии задач 31.71––31.77 доказывается,
что первообразный корень по модулю m существует тогда и толь-
ко тогда, когда m = 2, 4, pa или 2pa, где p — нечётное простое
число.

31.70. Докажите, что (1 + km)ma−1 ≡ 1 (mod ma) для лю-
бого m.

31.71. Пусть p — простое число. Докажите, что первооб-
разный корень по модулю pa является также первообраз-
ным корнем по модулю p.

31.72. Пусть x — первообразный корень по простому мо-
дулю p. Предположим, что xpa−2(p−1) 6≡1 (mod pa), где a>2.
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Докажите, что тогда x — первообразный корень по моду-
лю pa.

31.73. Пусть x — первообразный корень по нечётному
простому модулю p. Докажите, что по крайней мере одно
из чисел x и x + p является первообразным корнем по моду-
лю p2.

31.74. Докажите, что если x — первообразный корень по
модулю p2, где p — нечётное простое число, то x — первооб-
разный корень по модулю pa для любого a> 2.

31.75. Пусть p — нечётное простое число. Докажите, что
для любого натурального a существует первообразный ко-
рень по модулю 2pa.

31.76. Докажите, что первообразный корень по моду-
лю 2n существует тогда и только тогда, когда n 6 2.

31.77. Докажите, что если m — это не число вида 2, 4, pa
или 2pa, где p — нечётное простое число, то первообразных
корней по модулю m не существует.

31.14. Теорема Чебышева о простых числах

Пусть p(n) — количество простых чисел, не превосходящих n.

31.78. Докажите, что lim
n→∞

p(n)/n = 0 (Эйлер).

31.79. Докажите, что
2

3

n

ln n
<p(n) при n > 200.

31.80. Докажите, что p(n) < 3 ln 2
n

ln n
при n > 55.

З а м е ч а н и е. Чебышев доказал, что для достаточно боль-
ших n выполняются более точные неравенства

0,92129
n

ln n
<p(n) < 1,10555

n

ln n
.

Решения

31.1. П е р в о е р е ш е н и е. Согласно задаче 4.62 набор остат-
ков от деления на p чисел a, 2a, . . . , (p − 1)a совпадает с набором
1, 2, . . . , p−1. Значит, ap−1 ·1 ·2 · . . . · (p−1)≡1 ·2 · . . . · (p−1) (mod p).
Число b =1 · 2 · . . . · (p−1) не делится на p, поэтому ap−1 ≡1 (mod p).
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Чтобы доказать это, нужно умножить обе части равенства на чис-
ло b, для которого bb≡ 1 (mod p).

В т о р о е р е ш е н и е. Покажем, что для любого натурально-
го n число np − n делится на p. Применим индукцию по n. При
n = 1 утверждение очевидно. Предположим, что np − n делится
на p. Тогда число (n + 1)p − (n + 1) = C1

pnp−1 + C2
pnp−2 + . . . + C

p−1
p n

тоже делится на p, поскольку все числа Ck
p, где 16k6p−1, делятся

на p (задача 14.30).
Если число n не делится на p, то из того, что np −n=n(np−1 −1)

делится на p, следует, что np−1 −1 делится на p.
31.2. Предположим, что одно из чисел a и b не делится на p.

Тогда другое число тоже не делится на p. Поэтому согласно ма-
лой теореме Ферма ap−1 ≡ 1 (mod p) и bp−1 ≡ 1 (mod p). Значит,
ap−1 +bp−1≡2 (mod p). С другой стороны, число ap−1 +bp−1 =a4k+2 +
+b4k+2 = (a2)2k+1 + (b2)2k+1 делится на a2 + b2, поэтому оно делится
на p.

31.3. Предположим, что p1, . . . , pr — все различные простые
числа вида 4k + 1. Рассмотрим число (2p1 . . . pr)2 + 1. Оно нечёт-
но, поэтому все его простые делители имеют вид 4k ± 1. Согласно
задаче 31.2 у этого числа не может быть простых делителей вида
4k − 1. Остаётся заметить, что рассматриваемое число не делится
на p1, . . . , pr.

31.4. а) Предположим, что 2p ≡ 1 (mod q), где q — простое
число. Ясно, что q 6= 2. Если q − 1 не делится на p, то наи-
больший общий делитель чисел q − 1 и p равен 1, поэтому су-
ществуют целые числа a и b, для которых ap + b(q − 1) = 1
(см. с. 43). Согласно малой теореме Ферма 2q−1 ≡ 1 (mod q). По-
этому 2≡2ap+b(q−1) ≡ (2p)a(2q−1)b ≡1 (mod q). Приходим к противо-
речию.

б) О т в е т: 211 − 1 = 23 · 89.
31.5. Число 2341 − 2 = 2(2340 − 2) = 2((210)34 − 1) делится на

210 − 1 = 1023. Далее, 1023 = 3 · 341.
31.6. По условию 2n − 2 = na для некоторого натурального a.

Поэтому 22n−1 − 2 = 2(22n−2 − 1) = 2(2na − 1). Это число делится на
2n −1.

31.7. а) Среди чисел 1, 2, . . . , pn −1 на p делятся pn−1 −1 чисел,
а именно, числа p, 2p, . . . , p(pn−1 − 1). Поэтому f(pn) = pn − 1 −
− (pn−1 − 1) = pn − pn−1.

б) Числа m и n взаимно простые, поэтому существуют целые
числа u и v, для которых um + vn = 1 (эти числа можно найти
с помощью алгоритма Евклида). Пусть a и b — некоторые остатки
от деления на m и n, т. е. 0 6 a 6 m − 1 и 0 6 b 6 n− 1. Сопоставим
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паре (a, b) число c, которое является остатком от деления числа
avn+bum на mn. Ясно, что c≡avn≡a (mod m) и c≡bum≡b (mod n).
Поэтому, в частности, разным парам (a, b) сопоставляются разные
числа c. Мы получили взаимно однозначное отображение остатков
от деления на m и n на остатки от деления на mn. При этом
НОД(c, m) = НОД(a(1−um) + bum, m) = НОД(a, m) и НОД(c, n) =
=НОД(b, n). Поэтому числа c и mn взаимно простые тогда и толь-
ко тогда, когда числа a и m взаимно простые и числа b и n тоже
взаимно простые.

З а м е ч а н и е. Используя задачи а) и б), легко получить фор-
мулу для f(n), где n = p

a1
1 . . . p

ak
k . Другое доказательство этой фор-

мулы приведено в решении задачи 14.36.
31.8. Пусть a1, a2, . . . , af(n) — все числа от 1 до n − 1, кото-

рые взаимно просты с n. Сопоставим числу ai остаток от деления
числа aai на n. Число aai взаимно просто с n, поэтому мы снова
получим одно из чисел a1, a2, . . . , af(n). При этом число a(ai − aj)
при i 6= j не может делиться на n. Значит, мы получаем некоторую
перестановку чисел a1, a2, . . . , af(n). Поэтому

af(n)a1 . . . af(n) ≡ a1 . . . af(n) (mod n). (1)

Умножение на число b = a1 . . . af(n) тоже задаёт некоторую пе-
рестановку чисел a1, a2, . . . , af(n). Поэтому bb ≡ 1 (mod n) для
некоторого числа b = ai. Умножив обе части сравнения (1) на b,
получим требуемое.

31.9. Согласно теореме Эйлера (задача 31.8) можно положить
m =f(n).

31.10. П е р в о е р е ш е н и е. Рассмотрим дроби 1/n, 2/n,
3/n, . . . , n/n; их количество равно n. Заменим каждую из этих
дробей на соответствующую несократимую дробь. При этом полу-
чатся дроби, знаменателями которых являются делители числа n,
причём количество дробей со знаменателем d равно f(d).

В т о р о е р е ш е н и е. Запишем разложение числа n на про-
стые множители: n=p

a1
1 p

a2
2 . . . p

ak
k . Любой делитель d числа n имеет

вид d = p
b1
1 p

b2
2 . . . p

bk
k , где 0 6 bi 6 ai, i = 1, . . . , k. Поэтому в силу

свойства мультипликативности функции Эйлера (задача 31.7 б)

Xf(d) = (1 +f(p1) + . . . +f(p
a1
1 )) . . . (1 +f(pk) + . . . +f(p

ak
k )).

Действительно, в правой части после раскрытия скобок мы полу-

чаем сумму всех слагаемых вида f(p
b1
1 ) . . .f(p

bk
k ) = f(p

b1
1 . . . p

bk
k ).
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Остаётся заметить, что

1 +f(p) + . . . +f(pa) = 1 + (p− 1) + (p2 − p) + . . . + (pa− pa−1) = pa.

31.11. а) О т в е т: 7. Числа 171 и 52 взаимно простые, поэто-
му 171f(52) ≡ 1 (mod 52). Далее, f(52) =f(4)f(13) = 24. Поэтому
1712147 ≡1524·89+11 ≡1511 ≡ 7 (mod 52).

б) О т в е т: 54. Числа 126 и 138 не взаимно простые: их
НОД равен 6. Мы воспользуемся тем, что если a ≡ b (mod 23), то
6a ≡ 6b (mod 138). Пусть a = 21 · 1261019. Тогда a ≡ 21 · 1122·46+7 ≡
≡−2 · 117 ≡9 (mod 23). Поэтому 1261020 = 6a≡ 54 (mod 138).

31.12. Согласно теореме Эйлера af(m) ≡ 1 (mod m). Поделимf(m) на k с остатком: f(m) = kq + r, где 06 r < k. Тогда 1≡af(m) ≡
≡ (ak)qar ≡ ar (mod m). Следовательно, r = 0, поскольку иначе мы
получили бы противоречие с минимальностью числа k.

31.13. Числа a и an −1 взаимно простые. Поэтому согласно тео-
реме Эйлера af(an−1) ≡ 1 (mod an − 1). Из этого следует, что числоf(an − 1) делится на n (см. задачу 31.20).

31.14. Согласно теореме Эйлера xp
ai−1
i

(pi−1) ≡ 1 (mod pai
i ). Воз-

ведём обе части этого равенства в степень
L(n)

p
ai−1
i (pi − 1)

(это число

целое, поскольку L(n) делится на p
ai−1
i (pi −1)). В результате полу-

чим xL(n) ≡ 1 (mod p
ai
i ). Следовательно, число xL(n) − 1 делится на

p
a1
1 , . . . , p

ak
k , поэтому оно делится на n.

31.15. а) Предположим, что число p простое и p > 2 (для p = 2
требуемое утверждение очевидно). Пусть a — одно из чисел 1, 2,
3, . . . , p−1. Для него существует единственное число a, 16a6p−1,
для которого aa≡1 (mod p) (см. решение задачи 4.63). Если a = a,
то a2 − 1 = (a − 1)(a + 1) делится на p, поэтому a = 1 или p − 1.
Таким образом, числа 2, 3, . . . , p − 2 разбиваются на пары, про-
изведения которых дают остаток 1 при делении на p. Значит,
(p−1)!≡ p− 1≡−1 (mod p).

Предположим теперь, что p = qr, где 1 < r, q < p. Тогда (p − 1)!
делится на q, поэтому (p−1)! 6≡−1 (mod p).

б) Предположим, что p = qr, где 1 < r < q < p. Тогда (p − 1)!
делится на qr = p. Остаётся рассмотреть случай, когда p = q2, где
q — простое число. Если q = 2, то q2 = 4 и (3!)2 = 36 делится на 4.
Если же q > 2, то (p− 1)! делится на q и на 2q, поэтому даже само
число (p− 1)!, а не только его квадрат, делится на q2 = p.

31.16. Если число n простое, то согласно теореме Вильсона
(задача 31.15 а) a(n) = 1 и b(n) = 0, поэтому f(n) = n. Если же
число n составное, то, как следует из решения задачи 31.15 б),
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((n − 1)!)2 ≡ 0 (mod n) и 2(n − 1)! ≡ 0 (mod n). Поэтому a(n) = 0
и b(n) = 1, значит, f(n) = 2.

31.17. Число a−b делится на n1, n2, . . . , nk, поэтому оно делится
и на наименьшее общее кратное этих чисел.

31.18. Применим индукцию по r. Предположим, что xn
r =a+mpr.

Будем искать целое число t так, чтобы для числа xr+1 = xr + tpr

выполнялось сравнение xn
r+1 ≡a (mod pr+1). Ясно, что

xn
r+1 = (xr + tpr)n = xn

r + nxn−1
r tpr +

n(n− 1)

2
xn−2

r t2p2r + . . . =

= a + mpr + nxn−1
r tpr + . . .

Здесь многоточием обозначены члены, делящиеся на pr+1. Таким
образом, нужно выбрать t так, чтобы число mpr + nxn−1

r tpr дели-
лось на pr+1, т. е. число m + nxn−1

r t делилось на p. По условию
числа n и a не делятся на p. Поэтому число nxn−1

r тоже не делится
на p. В таком случае для любого числа m можно выбрать число t
так, что nxn−1

r t≡−m (mod p).
31.19. По условию a = b + mpn, где m — целое число. Поэтому

ap = bp + pbp−1mpn +
p(p− 1)

2
bp−2(mpn)2 + . . .

Все слагаемые pbp−1mpn,
p(p− 1)

2
bp−2(mpn)2, . . . делятся на pn+1.

31.20. Запишем k в виде k = pn + r, где 0 6 r < n. Ясно, что
an ≡ 1 (mod an − 1), поэтому ak ≡ ar (mod an − 1). Но если r > 0, то
a 6 ar

6 an−1
< an − 1. Поэтому ar ≡ 1 (mod an − 1) тогда и только

тогда, когда r = 0, т. е. число k делится на n.
31.21. Применим индукцию по n. При n=1 утверждение верно.

Действительно, если не все коэффициенты многочлена f(x) делят-
ся на p, то cf(x) ≡ xm + a1xm−1 + . . . + am (mod p) для некоторого
целого числа c; здесь m < p. Поэтому согласно теореме Лагранжа
(задача 31.33) сравнение cf(x) ≡ 0 (mod p) имеет место не более
чем для m различных по модулю p значений x. Поскольку m < p,
найдётся x, для которого f(x) 6≡ 0 (mod p).

Предположим, что требуемое утверждение доказано для неко-
торого n. Рассмотрим тождественное сравнение f(x1, . . . , xn, xn+1)≡
≡ 0 (mod p), у которого степень по каждой переменной меньше p.
Запишем f(x1, . . . , xn, xn+1) в виде

gm(x1, . . . , xn)xm
n+1 + gm−1(x1, . . . , xn)xm−1

n+1 + . . . + g0(x1, . . . , xn).

Для фиксированных x1, . . . , xn положим am = gm(x1, . . . , xn), . . .
. . . , a0 = g0(x1, . . . , xn). Сравнение amxm

n+1 + . . . + a0 ≡ 0 (mod p) вы-
полняется для всех целых xn+1, поэтому a0 ≡ . . . ≡ am ≡ 0 (mod p).
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Таким образом, gi(x1, . . . , xn)≡0 (mod p) для всех целых x1, . . . , xn.
Поэтому по предположению индукции все коэффициенты много-
члена gi(x1, . . . , xn) делятся на p.

31.22. Согласно малой теореме Ферма x
p
i ≡ xi (mod p), поэто-

му xm
i ≡ xr

i (mod p). Значит, после указанных замен мы получим
многочлен g(x1, . . . , xn), степень которого по каждой переменной
строго меньше p, причём g(x1, . . . , xn)≡ 0 (mod p) для всех целых
x1, . . . , xn. Согласно задаче 31.21 все коэффициенты многочлена
g(x1, . . . , xn) делятся на p.

31.23. Предположим, что сравнение f(x1, . . . , xn) ≡ 0 (mod p)
имеет только решение (0, . . . , 0). Тогда сравнение

1− (f(x1, . . . , xn))p−1 ≡ (1−x
p−1
1 ) . . . (1−x

p−1
n ) (mod p) (1)

выполняется тождественно. При (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0) это оче-
видно, а при (x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0) это следует из малой теоремы
Ферма.

Применим к обеим частям сравнения (1) замены, описанные
в условии задачи 31.22. С одной стороны, согласно этой зада-
че в результате мы должны получить тождественное сравнение.
С другой стороны, в правой части вообще никаких замен не дела-
ется, поэтому в правой части после замен стоит многочлен, моном
высшей степени которого равен ±x

p−1
1 . . . x

p−1
n . В левой же части

первоначально стоит многочлен степени меньше n(p − 1); после
указанных замен его степень может только уменьшиться. Полу-
чено противоречие.

31.24. Это утверждение очевидным образом следует из теоре-
мы Шевалле (задача 31.23), поскольку степень рассматриваемого
многочлена строго меньше числа его переменных.

31.25. а) Делителями числа pa являются числа 1, p, p2, . . . , pa.
б) Пусть d и d′ — делители чисел m и n. Тогда dd′ — делитель

числа mn. Для взаимно простых чисел m и n верно и обратное:
любой делитель числа mn однозначно представляется в виде про-
изведения делителей чисел m и n. Поэтому если sk(m) =

P
ak

i

и sk(n) =
P

bk
j , то sk(mn) =

P
ak

i bk
j =
`P

ak
i

´`P
bk

j

´
=sk(m)sk(n).

31.26. а) Числа 2p−1 и (2p − 1) взаимно простые, поэтому со-
гласно задаче 31.25 б) s(2p−1(2p − 1)) =s(2p−1)s(2p − 1). Далее,
согласно задаче 31.25 а) s(2p−1) = 1 + 2 + 4 + . . . + 2p−1 = 2p − 1
и s(2p −1) = 1 + 2p − 1 = 2p.

б) Пусть n = 2p−1m, где m нечётно, — чётное совершенное чис-
ло. Тогда 2pm = 2n =s(n) =s(2p−1)s(m) = (2p − 1)s(m). Поэтому
m делится на 2p−1. Пусть m=(2p−1)m′. Тогда 2p(2p −1)m′=2pm=
= s(n) = s(2p−1)s(m) = (2p − 1)s(m), поэтому s(m) = 2pm′. Из
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равенства m=(2p−1)m′ следует, что m+m′=2pm′=s(m). С другой
стороны, оба числа m и m′ являются делителями числа m. Поэтому
равенство m + m′ =s(m) может выполняться лишь в том случае,
когда число m простое и m′ = 1.

31.27. Пусть n = p
a1
1 p

a2
2 , где p1 и p2 — простые числа, причём

p1 > 3 и p2 > 5. Тогда из неравенстваs(n) =
p

a1+1
1 −1

p1 −1
·

p
a2+1
2 − 1

p2 −1
<

p
a1+1
1

p1 − 1
·

p
a2+1
2

p2 − 1
= n

p1

p1 − 1
·

p2

p2 − 1

следует, что s(n)

n
<

p1

p1 −1
·

p2

p2 −1
6

3

2
·

5

4
=

15

8
< 2.

31.28. Число s(n)/n является суммой всех чисел вида d/n, где
d — делитель числа n. Но d/n = d′, где d′ — некоторый делитель
числа n, причём когда d пробегает все делители числа n, d′ тоже
пробегает все делители числа n. Значит, s(n)/n=

P
d

1/d, где сумма
берётся по всем делителям числа n.

Положим n = N!. Тогдаs(n)

n
> 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . . +

1

N
,

поскольку числа 1, 2, 3, . . . , N являются делителями числа n. Оста-
ётся заметить, что гармонический ряд расходится (задача 30.6).

31.29. а) О т в е т: 5 и 8.
б) Пусть n = p

a1
1 . . . p

ak
k и p1 > p2 > . . . > pk. Тогда

nf(n) =

kY

i=1

(p
2ai−1
i (pi − 1))

и наибольшее простое число, на которое делится nf(n), рав-
но p1. При этом максимальная степень числа p1, на которую
делится nf(n), равна 2a1 − 1. Таким образом, если известно чис-
ло nf(n), то известны числа p1 и a1. Пусть n = p

a1
1 n2. Тогда

n2f(n2) =
nf(n)

p
2a1−1
1 (p1 − 1)

, поэтому известны числа p2 и a2 и т. д.

в) О т в е т: 12 и 14.

31.30. Ясно, что
h2n + 2

k

i
−
h2n

k

i
= 0, если числа 2n + 1 и 2n + 2

не делятся на k. В противном случае эта разность равна 1. Следо-
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вательно,

n+2X

k=1

h2n + 2

k

i
−

nX

k=1

h2n

k

i
=s0(2n + 1) +s0(2n + 2) + 1.

Поэтому если f(n) =
2nP

k=1
s0(k)−

nP
k=1

h2n

k

i
, то f(n +1)− f(n) =1. Ясно

также, что f(1) = 1.
31.31. Прежде всего проверим, что при всех n > 1 выполняется

соотношение
P
d |n

m(d) = 0. Пусть n = p
a1
1 . . . p

ak
k . Тогда

X

d |n

m(d) =
X

d |p1 ...pk

m(d) = 1−C1
k + C2

k + . . . + (−1)k = (1− 1)k = 0.

Ясно, что
X

ab=n

F(a)m(b) =
X

d1d2b=n

f(d1)m(b) =
X

d1 |n

„
f(d1)

X

d2b=n/d1

m(b)
«

.

Пусть n/d1 = m. Тогда

X

d2b=m

m(b) =
X

b |m

m(b) =

(
1 при n = d1;

0 при n 6= d1.

Поэтому X

d1 |n

„
f(d1)

X

d2b=n/d1

m(b)
«

= f(n).

31.32. Непосредственно сводится к задаче 31.31 с помощью ло-
гарифмирования.

31.33. Применим индукцию по n. При n = 1 утверждение оче-
видно. Пусть числа f(x1) и f(x) делятся на p (x — целое число).
Тогда число f(x)− f(x1) = xn −xn

1 + a1(xn−1 −xn−1
1 ) + an−1(x− x1) =

=(x−x1)g(x) делится на p. При этом g(x)=xn−1+b1xn−2+. . .+bn−1 —
многочлен с целыми коэффициентами, зависящими только от
a1, . . . , an и x. Если 0 6 x 6 p − 1 и x 6= x1, то x − x1 не делится
на p. Поэтому на p должно делиться число g(x), и мы можем
воспользоваться предположением индукции.

31.34. Сопоставим каждому целому числу x, где 1 6 x 6 p − 1,
остаток от деления на p числа x2. Числам x и p−x сопоставляется
одно и то же число, причём x 6=p−x. Кроме того, согласно теореме
Лагранжа (задача 31.33) сравнение x2 ≡ c (mod p) не может иметь
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больше двух решений. Поэтому образ рассматриваемого отображе-
ния состоит из (p−1)/2 элементов. А этот образ как раз и состоит
из квадратичных вычетов.

31.35. Если a≡b2 (mod p), то согласно малой теореме Ферма (за-
дача 31.1) a(p−1)/2 ≡bp−1 ≡1 (mod p). Поэтому любой квадратичный
вычет является решением уравнения x(p−1)/2 ≡1 (mod p). Согласно
теореме Лагранжа (задача 31.33) количество решений этого срав-
нения не превосходит (p−1)/2, а согласно задаче 31.34 количество
квадратичных вычетов равно (p−1)/2. Поэтому квадратичные вы-
четы — это в точности решения сравнения x(p−1)/2 ≡ 1 (mod p).

Если a — квадратичный невычет, то a(p−1)/2 ≡−1 (mod p). Дей-
ствительно, сравнение x2 ≡ 1 (mod p) имеет только два решения:
x≡±1 (mod p), а мы знаем, что (a(p−1)/2)2 = ap−1 ≡1 (mod p).

31.36. Воспользуемся критерием Эйлера (задача 31.35). Ес-
ли p = 4k + 1, то (−1)(p−1)/2 = (−1)2k = 1, а если p = 4k + 3, то
(−1)(p−1)/2 = (−1)2k+1 =−1.

31.37. Предположим, что уравнение x2 − dy2 = −1 не имеет
решений в целых числах. Пусть (x, h) — фундаментальное ре-
шение уравнения Пелля x2 − dy2 = 1. Число d тоже имеет вид
4k + 1, поэтому x2 ≡ (h2 + 1) (mod 4). Квадрат нечётного числа
при делении на 4 даёт остаток 1, поэтому x нечётно, а h чёт-

но. Равенство
(x−1)(x+ 1)

4d
=
h2

4
показывает, что h2/4 (квадрат

целого числа) можно представить в виде произведения двух квад-

ратов целых чисел: u2 =
x−1

2d1
и v2 =

x+ 1

2d2
, где d1 и d2 — делители

числа d. Натуральные числа u и v взаимно простые, потому что
НОД(x−1, x+ 1) = 2. Кроме того, u 6= 0, поскольку x 6= 1. Далее,

d2v2 −d1u2 =
1

2
(x+ 1)− 1

2
(x−1) = 1.

Предположим, что d1 6= 1 и d2 6= 1. По условию r = 2 или нечётно,
поэтому d1 или d2 — произведение нечётного числа простых чисел.

С л у ч а й 1. d1 — произведение нечётного числа простых чи-
сел.

Пусть p — произвольный простой делитель числа d2. Тогда
“

d1

p

”
=
“pi1

p

”
. . .
“pi2k+1

p

”
= (−1)2k+1 =−1.

Но это противоречит тому, что d1u2 ≡−1 (mod p), поскольку −1
является квадратичным вычетом по модулю p.

С л у ч а й 2. d2 — произведение нечётного числа простых
чисел.
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Снова для произвольного простого делителя p числа d1 получа-

ем
“

d2

p

”
=−1. Но это противоречит тому, что d2v2 ≡ 1 (mod p).

Полученные противоречия показывают, что либо d1 =1 и d2 =d,
либо d1 = d и d2 = 1.

С л у ч а й 1. d1 = 1 и d2 = d, т. е. dv2 −u2 = 1.
Это противоречит предположению о том, что уравнение x2 −

−dy2 =−1 не имеет решений.
С л у ч а й 2. d1 = d и d2 = 1, т. е. v2 −du2 = 1.
Таким образом, (v, u) — решение уравнения Пелля x2 −dy2 =1.

С другой стороны, u2v2 =
x2 − 1

4d
=
h2

4
, поэтому uv =

h
2

, а значит,

u<h. Но это противоречит тому, что было выбрано фундаменталь-
ное решение.

31.38. Прежде всего заметим, что если l и k — различные нату-

ральные числа от 1 до
p− 1

2
, то rl 6= rk. Действительно, если rl = rk,

то (l±k)q делится на p, поэтому l±k делится на p. Но |l±k|6 p−1.
Таким образом, набор чисел r1, r2, . . . , r(p−1)/2 совпадает с набо-

ром 1, 2, . . . ,
p −1

2
. Поэтому, перемножив сравнения

q≡±r1 (mod p), . . . ,
p− 1

2
q≡±r(p−1)/2 (mod p),

получим
“

p −1

2

”
! q

p−1
2 ≡ (−1)mr1 . . . r(p−1)/2 = (−1)m“p−1

2

”
! (mod p).

Следовательно, q
p−1

2 ≡ (−1)m (mod p). Но q
p−1

2 ≡
“

q

p

”
(mod p) (зада-

ча 31.35).
31.39. Рассмотрим многочлен A(x1, . . . , xp) =

Q
16i<j6p

(xi − xj).

Под действием чётной перестановки многочлен A не изменяется,
а под действием нечётной перестановки он изменяет знак. Поэто-
му знак любой перестановки s равен отношению A(xs(1), . . . , xs(p))
к A(x1, . . . , xp). Положим x1 = 1, . . . , xp = p. Тогда

sgnpa,p =
Y

16i<j6p

pa,p(i)−pa,p(j)

i− j
≡

Y

16i<j6p

ai− aj

i − j
=

=
Y

16i<j6p

a≡ap(p−1)/2 (mod p).

Поскольку ap≡a (mod p), получаем sgnpa,p≡a(p−1)/2≡(a/p) (mod p).
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31.40. Пусть lq≡ elrl (mod p), где el =±1 и 1 6 rl 6
p −1

2
. Дока-

жем, что el =(−1)[2lq/p]. Действительно, el =1 тогда и только тогда,
когда {lq/p} < 1/2. С другой стороны, для любого положительно-
го a число [2a] = [2[a] + 2{a}] = 2[a] + [2{a}] чётно тогда и только
тогда, когда {a} < 1/2. Полагая a = {lq/p}, получаем, что число
[2ql/p] чётно тогда и только тогда, когда {lq/p} < 1/2. Итак, лем-

му Гаусса можно записать следующим образом:
“

q

p

”
= (−1)m, где

m =
(p−1)/2P

l=1

[2lq/p].

Для любого нечётного числа a число a + p чётно, поэтому
“2

p

”“
a

p

”
=
“2a

p

”
=
“4

p

”“
(a + p)/2

p

”
=
“

(a + p)/2

p

”
= (−1)s, (1)

где

s =

(p−1)/2X

l=1

h
(a + p)l

p

i
=

(p−1)/2X

l=1

h
al

p

i
+

(p−1)/2X

l=1

l =

(p−1)/2X

l=1

h
al

p

i
+

p2 − 1

8
.

В частности, при a = 1 получаем
“2

p

”
= (−1)(p2−1)/8. Подставив это

выражение в (1), после сокращения получим
“

a

p

”
= (−1)M, где

M =
(p−1)/2P

l=1

h
al

p

i
.

Пусть p и q — различные нечётные простые числа. Тогда

“
q

p

”“
p

q

”
= (−1)

(p−1)/2
P

l=1
[ql/p]+

(q−1)/2
P

l=1
[pl/q]

Остаётся заметить, что

(p−1)/2X

l=1

h
ql

p

i
+

(q−1)/2X

l=1

h
pl

q

i
=

p− 1

2
·

q− 1

2

согласно задаче 5.29.
31.41. а) Пусть P = {0, 1, . . . , pq− 1} и P = {(a, b) : 0 6 a < p, 0 6

6 b < q}. Согласно китайской теореме об остатках отображение
c 7→ c = (c (mod p), c (mod q)) является взаимно однозначным отоб-
ражением P на P.

Рассмотрим отображения m, n : P → P, заданные формуламиm(a, b)=a+pb и n(a, b)=qa+b. Ясно, что m(a, b)=(a, a+pb (mod q)),
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поэтому отображение m переставляет элементы вида (a0, b), где
a0 фиксировано. Следовательно, m — перестановка множества P

и sgnm=
“

p

q

”p

=
“

p

q

”
. Аналогично sgnn=

“
q

p

”
.

Рассмотрим теперь на множестве P перестановку n−1m : qa+b 7→
7→ a + pb. Знак этой перестановки равен (−1)k, где k — количество
пар элементов множества P, для которых выполняются неравен-
ства qa + b > qa′ + b′ и a + pb < a′ + pb′. По условию |b − b′ | < q
и |a−a′ |< p, поэтому приходим к следующим неравенствам: a > a′

и b < b′. Таким образом, k = C2
qC2

p =
p− 1

2
·

q− 1

2
. В итоге получаем

“
p

q

”“
q

p

”
= sgnm sgnn= sgnn−1m= (−1)

p−1
2 ·

q−1
2 .

б) При m = 3 требуемое равенство легко проверяется. Предпо-
ложим, что m > 3 — нечётное натуральное число, для которого
выполняется требуемое равенство. Тогда

“ 2

m + 2

”
=
“ −1

m + 2

”“
m

m + 2

”
= (−1)

m+1
2 (−1)

m−1
2 · m+1

2

“
m + 2

m

”
=

= (−1)
m+1

2

“ 2

m

”
= (−1)

m+1
2 (−1)

m2−1
8 = (−1)

(m+2)2−1
8 .

31.42. Пусть lq ≡ elrl (mod p), где el =±1 и 1 6 rl 6
p− 1

2
. Тогда

sin
2plq

p
= el sin

2prl

p
. Перемножим такие равенства для l = 1, 2, . . .

. . . ,
p− 1

2
. При доказательстве леммы Гаусса было показано, что

набор чисел r1, . . . , r(p−1)/2 совпадает с набором 1, 2, . . . ,
p− 1

2
.

Поэтому после сокращения получаем
“

q

p

”
=e1 . . .e(p−1)/2 =

Y

16l6(p−1)/2

sin
2plq

p

.
sin

2pl

p
.

Воспользуемся тождеством из задачи 11.31 для 2k + 1 = q и f=

= sin
2pl

p
. В результате получим

“
q

p

”
=

Y

16l6(p−1)/2

(−4)(q−1)/2
Y

16m6(q−1)/2

“
sin2 2pl

p
− sin2 2pm

q

”
=

= (−4)(p−1)(q−1)/4
Y

l,m

“
sin2 2pl

p
− sin2 2pm

q

”
.
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Аналогично
“

p

q

”
= (−4)(p−1)(q−1)/4

Y

l,m

“
sin2 2pm

q
− sin2 2pl

p

”
.

Таким образом, чтобы получить из выражения для
“

p

q

”
выра-

жение для
“

q

p

”
, нужно поменять знак у каждого из

p−1

2
·

q− 1

2

сомножителей. Следовательно,
“

p

q

”
= (−1)(p−1)(q−1)/4

“
q

p

”
.

31.43. Согласно квадратичному закону взаимности
“3

p

”“
p

3

”
=

= (−1)(p−1)/2. Ясно также, что
“±1

3

”
=±1. Поэтому для p = 12k±1

получаем ±
“3

p

”
=±1, а для p = 12k± 5 получаем ∓

“3

p

”
=±1.

31.44. Ясно, что
“−3

p

”
=
“−1

p

”“3

p

”
= (−1)(p−1)/2

“3

p

”
. Далее,

(−1)(p−1)/2 = 1 для p = 12k + 1 и p = 12k + 5, (−1)(p−1)/2 = −1 для
p = 12k − 1 и p = 12k − 5. Воспользовавшись результатом зада-
чи 31.43, получим требуемое.

31.45. Предположим, что существует лишь конечное число про-
стых чисел вида 6k+1. Пусть N — их произведение, а p — простой
делитель числа 4N2 + 3. Число p нечётно и p 6= 3, так как N не

делится на 3. Поскольку (2N)2≡−3 (mod p), то
“−3

p

”
=1. Согласно

задаче 31.44 число p имеет вид 6k + 1. Но в таком случае число N
должно делиться на p. Итак, числа N и 4N2 + 3 делятся на p. Сле-
довательно, 3 делится на p, т. е. p = 3. Приходим к противоречию.

31.46. а) Ясно, что p ≡−1 (mod 4). Кроме того, p ≡ 1 (mod 3).
Действительно, n нечётно, поскольку число 22m −1 делится 2m −1,
а потому не может быть простым при m > 1. А так как 22 ≡
≡ 1 (mod 3), то 2n − 1 ≡ 1 (mod 3) для любого нечётного n. В ре-
зультате получаем, что p ≡ 7 (mod 12). Остаётся воспользоваться
результатом задачи 31.43.

б) Ясно, что p ≡ 1 (mod 4). Кроме того, p ≡ −1 (mod 3). Дей-
ствительно, n чётно, поскольку иначе число 2n + 1 делится на
2+1=3. А так как 22≡1 (mod 3), то 2n +1≡−1 (mod 3) для любого
чётного n. В результате получаем, что p ≡ 5 (mod 12). Остаётся
воспользоваться результатом задачи 31.43.

31.47. Если n = 2m, то 2n − 1 делится на 22 − 1 = 3. Но число
3n−1 не делится на 3. Поэтому остаётся рассмотреть случай, когда
n = 2m + 1. Поскольку 24 ≡ 22 (mod 12), то 22m ≡4 (mod 12), а зна-
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чит, 2n − 1 ≡ 7 (mod 12). Любое простое число p > 3 при делении
на 12 даёт остаток ±1 или ±5. У числа 2n −1 должен быть простой
делитель p > 3, дающий при делении на 12 остаток ±5.

Предположим, что 3n −1 делится на 2n −1. Тогда, в частности,
3n − 1 делится на p. Следовательно, 32(m+1) = 3n+1 ≡ 3 (mod p). Та-

ким образом,
“3

p

”
=1. Но это противоречит квадратичному закону

взаимности (см. задачу 31.43).

31.48. Ясно, что g0 =
p−1P
k=1

“
k

p

”
. Половина чисел от 1 до p − 1

являются квадратичными вычетами, а остальные — невычетами.
31.49. Ясно, что

g2
1 =

p−1X

k,l=1

“
k

p

”“
l

p

”ek+l =

p−1X

k,l=1

“
kl

p

”ek+l.

При фиксированном l отображение k 7→ kl является перестановкой
остатков от деления на p, поэтому
X

k,l

“
kl

p

”ek+l =
X

k,l

“
kl2

p

”ekl+l =
X

k,l

“
k

p

”el(k+1) =

=
X

l

“−1

p

”e0 +
X

k 6=−1

“
k

p

”X

l

el(k+1) =
“−1

p

”
(p− 1) + (−1)

X

k 6=−1

“
k

p

”
,

поскольку при фиксированном k 6= −1 остатки от деления чисел
l(k +1) на p образуют набор 1, 2, . . . , p−1 и e+e2 + . . . +ep−1 =−1.

Ясно также, что
“−1

p

”
+
P

k 6=−1

“
k

p

”
= g0 = 0.

31.50. Запишем тождество g2
1 =

“−1

p

”
p для p = 5 и 7. Для p = 5

получим g1 =±
√

5, а для p = 7 получим g1 =±i
√

7. Легко видеть,
что это и есть требуемые тождества с точностью до знака. Знак
в обоих случаях легко выясняется.

31.51. Для каждого натурального числа n 6 p − 1 существует
единственное натуральное число n 6 p − 1, для которого nn ≡
≡ 1 (mod p). При этом p − 1 = p − 1. Поэтому когда n пробегает
числа от 1 до p−2, n тоже пробегает числа от 1 до p− 2 (в другом
порядке). Ясно также, что n2(1 + n) ≡ n2 + n ≡ n(n + 1) (mod p),
поэтому

p−2X

n=1

“
n(n + 1)

p

”
=

p−2X

n=1

“
n2(1 + n)

p

”
=

p−2X

n=1

“1 + n

p

”
= g0 −

“1

p

”
=−1,

поскольку g0 = 0 (задача 31.48).
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31.52. а) Ясно, что
“

n

p

”“
n + 1

p

”
= 1 в случаях RR и NN, а в слу-

чаях NR и RN это произведение равно −1. Следовательно, RR +

+ NN−RN−NR =
p−2P
n=1

“
n(n + 1)

p

”
. Остаётся воспользоваться резуль-

татом задачи 31.51.
б) Количество вычетов среди чисел 2, 3, . . . , p−1 равно RR+NR,

а количество невычетов равно RN + NN. Среди чисел 1, 2, 3, . . .
. . . , p − 1 вычетов и невычетов поровну. Кроме того, 1 — вычет.

Поэтому RN + NN =
1

2
(p−1) и RR + NR =

1

2
(p− 1)−1.

Количество вычетов среди чисел 1, 2, . . . , p− 2 равно RR + RN,

а количество невычетов равно NR + NN. Кроме того,
“

p−1

p

”
=

=
“−1

p

”
=e. Поэтому RR+RN=

1

2
(p−2−e) и NR+NN=

1

2
(p−2+e).

в) Сложим равенства RR+NN−RN−NR=1, RR+RN=
1

2
(p−2−e)

и NR+NN=
1

2
(p−2+e). В результате получим RR+NN=

1

2
(p−3).

Вычитая из равенства RR + RN =
1

2
(p−2−e) равенство RN + NN =

=
1

2
(p − 1), получаем RR − NN = −1

2
(e+ 1). Следовательно, RR =

=
p

4
− e+ 4

4
и NN=

p

4
+
e−2

4
. После этого легко находим RN=

p

4
− e

4

и NR =
p

4
+
e−2

4
.

З а м е ч а н и е. Равенства из задачи б) не являются независи-
мыми: сумма равенств с e равна RR + NN + RN + NR = p−2; сумма
равенств без e та же самая.

31.53. а) Непосредственно следует из задачи 31.36.
б) Если целое число r удовлетворяет неравенствам 0 6 r <

√
p,

то r может принимать больше
√

p различных значений (поскольку
r может принимать значение 0). Таким образом, количество раз-
личных допустимых пар (r, s) больше

√
p ·

√
p = p. Следовательно,

для каких-то двух пар числа rx + s дают одинаковые остатки при
делении на p.

в) Пусть r1x+s1≡r2x+s2 (mod p), т. е. (r1−r2)x≡(s2−s1) (mod p).
Положим u = |r1 − r2 | и v = |s1 − s2 |. По построению числа u и v не
могут быть одновременно равны нулю; кроме того, u, v <

√
p. Так

как ux≡±v (mod p), то u2x2 ≡v2 (mod p). Но x2 +1≡0 (mod p), по-
этому 0≡u2(x2 +1)≡u2x2 + u2 ≡v2 + u2 (mod p). С другой стороны,
u2 + v2

< (
√

p)2 + (
√

p)2 = 2p, поэтому u2 + v2 = p.
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31.54. Согласно задаче 31.36 можно выбрать натуральное чис-
ло q так, что q2 ≡ −1 (mod p). Рассмотрим число a = q/p. Пусть
C =

√
p. Согласно задаче 17.12 можно выбрать натуральное число

x<C=
√

p и целое число y так, что |xa−y|61/C, т. е.
˛̨
˛x q

p
−y
˛̨
˛6 1√

p
.

Положим r=xq−yp. Тогда
|r|
p

=
˛̨
˛x q

p
−y
˛̨
˛6 1√

p
, поэтому |r |6

√
p. Сле-

довательно, 0 < x2 + r2
< 2p. С другой стороны, x2 + r2 ≡x2 + x2q2 ≡

≡x2(1 + q2)≡ 0 (mod p). Поэтому x2 + r2 = p.
31.55. а) Согласно задаче 31.36 можно выбрать натуральное

число x так, что x2 ≡−1 (mod p), т. е. x2 + 1 = mp. Таким образом,
мы нашли требуемое решение, даже с дополнительным условием
y = 1.

б) Пусть m0 — наименьшее натуральное число, для которого
имеет место равенство

x2 + y2 = m0p. (1)

К x и y можно добавлять кратные p, поэтому можно считать, что
|x|<p/2 и |y|<p/2. Следовательно, x2+y2

<p2/2, а значит, m0<p/2.
Пусть m0 > 1. Предположим, что m0 делит x. Тогда m0 не де-

лит y, поскольку иначе
x2 + y2

m2
0

=
m0p

m2
0

=
p

m0
— целое число, а это

противоречит тому, что 1 < m0 < p/2.
Выберем целые числа c и d так, чтобы числа x1 = x − cm0

и y1 =y−dm0 удовлетворяли неравенствам |x1 |6m0/2 и |y1 |6m0/2.
Как только что было доказано, числа x1 и y1 не могут быть рав-

ны нулю одновременно. Таким образом, 0 < x2
1 + y2

1 6 2
m2

0

4
=

m0

2
m0

и x2
1 + y2

1 ≡x2 + y2 ≡ 0 (mod m0). Следовательно,

x2
1 + y2

1 = m0m1, (2)

где 0 < m1 6 m0/2. Перемножим равенства (1) и (2). В результате
получим

m2
0m1p = (x2 + y2)(x2

1 + y2
1) = (xx1 + yy1)2 + (xy1 − yx1)2.

При этом

xx1 + yy1 = x(x− cm0) + y(y−dm0) = x2 + y2 −m0(cx + dy) =

= m0(p− cx−dy),

xy1 − yx1 = x(y−dm0)− y(x− cm0) = m0(cy−dx).

Таким образом, m2
0m1p = m2

0(X2 + Y2), где X = p − cx − dy и Y =
= cy − dx. Сокращая на m2

0, получаем X2 + Y2 = m1p, причём
0 < m1 6 m0/2.
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31.56. Предположим, что p = x2 + y2 = a2 + b2. Сравнение z2 ≡
≡−1 (mod p) имеет ровно два решения: z ≡±h (mod p). Поэтому
x ≡±hy (mod p) и a ≡±hb (mod p). У чисел x и a можно поменять
знаки, поэтому будем считать, что x≡hy (mod p) и a≡hb (mod p).
Тогда xb≡ ya (mod p).

Ясно, что

p2 = (x2 + y2)(a2 + b2) = (xa + yb)2 + (xb− ya)2. (1)

Но xb−ya≡0 (mod p), поэтому (xa + yb)2 делится на p2. Итак, обе
части равенства (1) можно сократить на p2. В результате получим
представление числа 1 в виде суммы двух квадратов целых чисел.
Такое представление единственно, поэтому либо xa + yb = 0, либо
xb−ya=0. Числа x и y взаимно простые, числа a и b тоже взаимно
простые. Поэтому если xb = ya, то либо x = a и y = b, либо x =−a
и y = −b. Если же xa = −yb, то либо x = b и y = −a, либо x = −b
и y = a.

31.57. Пусть a=x2
1 +x2

2 +x2
3 +x2

4 и b=y2
1 +y2

2 +y2
3 +y2

4. Несложно
проверить, что ab = z2

1 + z2
2 + z2

3 + z2
4, где

z1 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4,

z2 = x1y2 −x2y1 + x3y4 −x4y3,

z3 = x1y3 −x3y1 + x4y2 −x2y4,

z4 = x1y4 −x4y1 + x2y3 −x3y2.

31.58. Числа x2, где x —целое число и 06x6
p −1

2
, дают разные

остатки при делении на p. Действительно, если x2
1 ≡x2

2 (mod p), то
x1 ±x2 ≡0 (mod p). Но в рассматриваемой ситуации 0< x1 + x2 < p.

Аналогично числа −1 − y2, где 0 6 y 6
p −1

2
, дают разные остат-

ки при делении на p. Количество чисел в обеих группах равно
p + 1, поэтому какие-то два числа дают одинаковые остатки при
делении на p. Эти числа должны быть из разных групп. Та-
ким образом, x2 ≡−1 − y2 (mod p), т. е. 1 + x2 + y2 = mp, причём

x2, y2
6

“
p− 1

2

”2
<

“
p

2

”2
. Следовательно, 1+x2 +y2

<1+2
“

p

2

”2
<p2,

а значит, 0 < m < p.
31.59. а) Непосредственно следует из задачи 31.58: можно по-

ложить x1 = 1, x2 = x, x3 = y и x4 = 0.
б) Предположим, что число x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 чётно. Тогда коли-

чество нечётных чисел среди x1, x2, x3 и x4 чётно. Поэтому можно
считать, что числа x1 и x2 одной чётности и числа x3 и x4 тоже
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одной чётности. Тогда тождество
“

x1 −x2

2

”2
+
“

x1 + x2

2

”2
+
“

x3 − x4

2

”2
+
“

x3 + x4

2

”2
=

m

2
p

показывает, что чётное число m можно заменить на меньшее чис-
ло m/2.

в) Предположим, что m0 — наименьшее из рассматриваемых
чисел m, причём m0 6= 1. Согласно задаче б) число m0 нечётно.
Поэтому каждое число xi можно представить в виде xi = m0bi + yi,
где |yi | < m0/2. Действительно, если ri — остаток от деления xi

на m0, то одно из чисел ri или m0 − ri меньше m0.
Числа x1, x2, x3 и x4 не могут все делиться на m0, поскольку

иначе m0p = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 делится на m0, а значит, p делится
на m0. Но 1 < m0 < p. Следовательно, хотя бы одно из чисел y1, y2,
y3 и y4 отлично от нуля. Таким образом,

0 < y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 < 4
“1

2
m0

”2
= m2

0. (1)

Кроме того, yi ≡xi (mod m0), поэтому

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 ≡x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = m0p≡0 (mod m0). (2)

Из (1) и (2) получаем, что y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 = m0m1, где 0 < m1 < m0.
Умножим число x2

1 +x2
2 +x2

3 +x2
4 =m0p на y2

1 +y2
2 +y2

3 +y2
4 =m0m1

и воспользуемся тождеством из решения задачи 31.57. В резуль-
тате получим равенство вида z2

1 + z2
2 + z2

3 + z2
4 = m2

0m1p. Несложно
проверить, что каждое из чисел z1, z2, z3, z4 делится на m0. Дей-
ствительно,

z1 =
X

xi(xi − bim0)≡
X

x2
i ≡m0p≡ 0 (mod m0),

z2 = x1(x2 − b2m0)−x2(x1 − b1m0) + x3(x4 − b4m0)−x4(x3 − b3m0) =

= m0(−x1b2 + x2b1 −x3b4 + x4b3)≡ 0 (mod m0).

Для z3 и z4 доказательство аналогично.
Положим ti = zi/m0. Тогда t2

1 + t2
2 + t2

3 + t2
4 = m1p, где 0< m1 < m0.

Это противоречит предположению о том, что число m0 наимень-
шее.

31.60. Согласно задаче 31.59 любое нечётное простое число
можно представить в виде суммы четырёх квадратов целых чисел.
Число 2 можно представить так: 2 = 12 + 12 + 02 + 02. Остаётся
воспользоваться результатом задачи 31.57.

31.61. Пусть p−1 = qd + r, где 0 6 r < d. Тогда 1≡xp−1 ≡xqd+r ≡
≡ xr (mod p). Но d — это наименьшее натуральное число, для ко-
торого xd ≡ 1 (mod p). Следовательно, r = 0.
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31.62. Решение аналогично решению задачи 31.61.
31.63. а) Пусть остаток x принадлежит показателю d. Тогда

d остатков 1, x, x2, x3, . . . , xd−1 различны и все они удовлетворя-
ют уравнению Xd ≡ 1 (mod p). Поэтому никаких других остатков,
удовлетворяющих этому уравнению степени d, нет (задача 31.33).
Любой остаток y, принадлежащий показателю d, удовлетворяет
уравнению yd ≡ 1 (mod p). Следовательно, y — это один из остат-
ков 1, x, x2, x3, . . . , xd−1. Но xk принадлежит показателю d тогда
и только тогда, когда числа d и k взаимно просты. Действительно,
остатки xk, x2k, . . . , x(d−1)k не равны 1 тогда и только тогда, когда
числа k, 2k, . . . , (d− 1)k не делятся на d.

Мы доказали, что если показателю d принадлежит хотя бы
один остаток, то ему принадлежит ровно f(d) остатков.

б) Каждый остаток x принадлежит некоторому показателю d,
делящему p− 1. Согласно задаче а) показателю d принадлежит не
более f(d) остатков. Поэтому p − 1 6

Pf(d), где суммирование
ведётся по всем числам d, делящим p − 1. При этом если хотя
бы одному показателю d, делящему p − 1, принадлежит менееf(d) остатков, то неравенство строгое: p − 1 <

Pf(d). С другой
стороны, согласно задаче 31.10 p − 1 =

Pf(d). Поэтому каждо-
му показателю d, делящему p − 1, принадлежит ровно f(d) ос-
татков.

в) Непосредственно следует из задачи б): достаточно положить
d = p− 1.

31.64. а) Предположим сначала, что n=p2q. Пусть x=pq. Тогда
x 6≡ 0 (mod n), но xd+1 ≡ 0 (mod n) для любого натурального чис-
ла d.

Предположим теперь, что n = p1 . . . pk, где p1, . . . , pk — попар-
но различные простые числа. Тогда если число xd+1 − x делит-
ся на p1, . . . , pk, то оно делится и на n. Если число p про-
стое, то согласно малой теореме Ферма xp−1 ≡ 1 (mod p), поэтому
x(p−1)m+1 ≡x (mod p). Значит, xd+1 ≡x (mod p) для любого числа d,
делящегося на p − 1. Таким образом, в качестве d можно взять
НОК(p1 −1, . . . , pk − 1).

б) В задаче а) доказано, что если d = НОК(p1 − 1, . . . , pk − 1),
то xd+1 ≡x (mod n) для всех x. Остаётся доказать, что если xd+1 ≡
≡ x (mod n) для всех x, то d делится на НОК(p1 − 1, . . . , pk − 1).
Для этого достаточно доказать, что d делится на каждое из чисел
p1 −1, . . . , pk − 1.

Если xd+1 ≡x (mod n), то xd+1 ≡x (mod pi). Пусть xi — первооб-
разный корень по модулю pi. В таком случае xr

i ≡ 1 (mod pi) тогда
и только тогда, когда r делится на pi − 1. Если xd+1

i ≡ xi (mod pi),
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то
xd

i ≡x
d+pi−1
i ≡x

d+1+(pi−2)
i ≡xi · x

pi−2
i ≡x

pi−1
i ≡1 (mod pi).

Поэтому d делится на pi − 1 (задача 31.62).
31.65. а) Пусть q — нечётный простой делитель числа ap − 1.

Тогда ap ≡ 1 (mod q). Поэтому согласно задаче 31.62 показатель d
числа a по модулю q является делителем числа p, т. е. d = 1 или
d = p. Если d = 1, то a ≡ 1 (mod q), поэтому q — делитель числа
a−1. Если d=p, то согласно задаче 31.61 p —делитель числа q−1.
Учитывая, что число q−1 чётно, получаем q−1 = 2px.

б) Пусть q — нечётный простой делитель числа ap + 1. Тогда
ap ≡−1 (mod q). Поэтому a2p ≡ 1 (mod q). Следовательно, показа-
тель d числа a по модулю q является делителем числа 2p. Ясно,
что a 6≡ 1 (mod q) и ap 6≡ 1 (mod q), поэтому d = 2 или d = 2p. Если
a2 ≡ 1 (mod q), то a ≡−1 (mod q), т. е. q — делитель числа a + 1.
Если d = 2p, то 2p — делитель числа q− 1. Поэтому q− 1 = 2px.

31.66. Прежде всего заметим, что такие простые числа есть:
согласно задаче 31.65 а) все простые делители числа 2p − 1 имеют
такой вид. Предположим, что существует лишь конечное число
простых чисел вида 2px + 1, а именно, числа p1, . . . , pn. Рассмот-
рим число (p1 . . . pn)p −1. Согласно задаче 31.65 а) это число имеет
простой делитель вида 2px + 1. Действительно, пусть a = p1 . . . pn.
Тогда a≡ 1 (mod p), т. е. a = 1 + px. Число

ap −1

p2x
= 1 +

p−1

2
px +

(p−1)(p −2)

3!
p2x2 + . . .

взаимно просто с px = a − 1, поэтому у числа ap − 1 должны быть
делители, отличные от a− 1. Ясно также, что число (p1 . . . pn)p − 1
взаимно просто с p1, . . . , pn. Мы получили простое число ви-
да 2px + 1, отличное от p1, . . . , pn, что противоречит предполо-
жению.

31.67. Пусть q — простой делитель числа 22n

+ 1. Тогда 22n ≡
≡ −1 (mod q), поэтому 22n+1 ≡ 1 (mod q). Согласно задаче 31.62
показатель d числа 2 по модулю q является делителем числа 2n+1.
Следовательно, d=2n+1, поскольку 22n 6≡1 (mod q). Таким образом,
число 2n+1 является делителем числа q−1 (задача 31.61).

31.68. При n > 1 числа 3 и p взаимно простые. Согласно зада-

че 31.46 б)
“3

p

”
=−1, поэтому 32n−1 ≡−1 (mod 2n + 1). Показатель

числа 3 по модулю 2n + 1 является делителем числа 2n, причём он
больше 2n−1. Следовательно, показатель числа 3 по модулю 2n + 1
равен 2n.
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31.69. Если n делится на p − 1, то an ≡ 1 (mod p) для любого a,
взаимно простого с p. Значит, S≡ p− 1≡−1 (mod p).

Предположим теперь, что n не делится на p−1. Пусть x — пер-
вообразный корень по модулю p. Тогда согласно задаче 31.62
xn 6≡1 (mod p). Число x взаимно просто с p, поэтому набор остатков
при делении на p чисел x, 2x, 3x, . . . , (p−1)x совпадает с набором
1, 2, . . . , p − 1. Следовательно, S ≡ xnS (mod p). Учитывая, что
xn 6≡1 (mod p), получаем S≡ 0 (mod p).

31.70. Заметим, что если r > 1, то (1 + kmr)m ≡ 1 (mod mr+1).
Действительно, (1+kmr)m =1+C1

mkmr +C2
mk2m2r + . . . В этой сумме

слагаемое C1
mkmr = kmr+1 делится на mr+1. Последующие слагае-

мые делятся на m2r, поэтому они тоже делятся на mr+1. Таким об-

разом, (1+kmr)m=1+k1m2, (1+kmr)m2
=(1+k1m2)m=1+k2m3 и т. д.

31.71. Если x — первообразный корень по модулю pa, то не су-
ществует натурального s<pa−1(p−1), для которого xs≡1 (mod pa).
Предположим, что xt ≡ 1 (mod p) для некоторого натурального

t < p − 1. Тогда согласно задаче 31.70 xtpa−1 ≡ 1 (mod pa). Полу-
чено противоречие, поэтому x — первообразный корень по моду-
лю p.

31.72. Пусть k — наименьшее натуральное число, для которого
xk ≡ 1 (mod pa). Тогда pa−1(p− 1) делится на k (задача 31.12). Яс-
но, что xk ≡1 (mod p), поэтому k делится на p− 1. Таким образом,
k = pb(p−1), где 0 6b6a−1. Предположим, что b6a−2. Тогда,

возведя обе части сравнения xpb(p−1) ≡1 (mod pa) в степень pa−2−b,

получим xpa−2(p−1) ≡1 (mod pa), что противоречит условию. Следо-
вательно, b= p− 1, т. е. k = pa−1(p−1) =f(pa).

31.73. Предположим, что числа x и x + p не являются пер-
вообразными корнями по модулю p2. Оба эти числа являются
первообразными корнями по модулю p, поэтому согласно зада-
че 31.72 xp−1 ≡1 (mod p2) и (x + p)p−1 ≡1 (mod p2). Следовательно,
число (x+p)p−1−xp−1 =(p−1)xp−2p+C2

p−1xp−3p2 + . . . делится на p2,

а значит, p(p− 1)xp−2 делится на p2, т. е. (p− 1)xp−2 делится на p.
Но это противоречит тому, что p−1 и x взаимно просты с p.

31.74. Числа x и p взаимно простые, поэтому согласно малой
теореме Ферма xp−1 ≡1 (mod p), т. е. xp−1 =1+ pt. Наименьшее на-
туральное k, для которого xk ≡ 1 (mod p2), равно p(p− 1), поэтому
t не делится на p.

Возведём равенство xp−1 = 1 + pt в степень n = pa−2, где a> 2.
В результате получим

xpa−2(p−1) = (1 + pt)n = 1 + npt + C2
np2t2 + . . . + Cn

npntn.
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Согласно задаче 14.33 Cs
nps делится на pa при s > 2. С другой

стороны, npt=pa−1t не делится на pa. Поэтому xpa−2(p−1)≡1+npt 6≡
6≡1 (mod pa). Значит, согласно задаче 31.72 число x — первообраз-
ный корень по модулю pa.

31.75. Ясно, что f(2pa) =f(pa). Пусть x — первообразный ко-
рень по модулю pa. Заменив при необходимости x на x + pa,
можно считать, что число x нечётно. Достаточно доказать, что
xk ≡ 1 (mod pa) тогда и только тогда, когда xk ≡ 1 (mod 2pa). Если
xk ≡1 (mod pa) и xk ≡ 1 (mod 2), то xk ≡ 1 (mod 2pa). Утверждение
в обратную сторону очевидно.

31.76. Числа 1 и 3 являются первообразными корнями по мо-
дулям 2 и 4. Остаётся доказать, что если n > 3, то первообразного
корня по модулю 2n не существует. Поскольку f(2n)=2n−1, доста-

точно доказать, что x2n−2 ≡ 1 (mod 2n) при n > 3 для любого нечёт-
ного x. Пусть x = 1 + 2t. Тогда x2 = 1 + 4t(t + 1) ≡ 1 (mod 8). При
n = 3 требуемое утверждение доказано. Предположим теперь, что

x2n−2
=1+2nt, где n > 3. Тогда x2n−1

= (1+2nt)2 =1+2n+1t +22nt2 ≡
≡1 (mod 2n+1).

31.77. Предположим, что x — число, взаимно простое с m.
Согласно задаче 31.14 xL(m) ≡ 1 (mod m), где L(m) — обобщённая
функция Эйлера. Поэтому достаточно доказать, что если число m
не имеет указанного в условии задачи вида, то L(m) <f(m).

Если число m имеет два различных нечётных простых делите-
ля p1 и p2, то числа p1 − 1 и p2 − 1 имеют нетривиальный общий
делитель. Поэтому НОК(p1 − 1, p2 − 1) < (p1 − 1)(p2 − 1), а значит,
L(m) <f(m).

Если m = 2apb, где a> 2, b> 1 и p — нечётное простое число,
то f(m) = 2a−1pb−1(p− 1) и L(m) = НОК(2a−1, pb−1(p− 1)). Числа
2a−1 и p− 1 имеют общий делитель 2, поэтому L(m) <f(m).

31.78. Для каждого натурального числа n можно выбрать нату-
ральное число k так, что 22k−2

< n 6 22k. Тогдаp(n)/n 6p(22k)/n <p(22k)/22k−2 = 4p(22k)/22k.

Поэтому достаточно доказать, что lim
k→∞

p(22k)/22k = 0.

Каждое простое число p, удовлетворяющее неравенствам 2m−1
<

<p62m, является делителем биномиального коэффициента C2m−1

2m =

=
(2m)!

((2m−1)!)2 , поэтому

22m

> C2m−1

2m >
Y

2m−1<p62m

p > (2m−1)p(2m)−p(2m−1).
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Следовательно, p(2m)−p(2m−1) 6
2m

m−1
. (2)

Просуммируем неравенства (2) для m = k + 1, k + 2, . . . , 2k и вос-
пользуемся тем, что в этом случае m−1> k, т. е. 2m/(m−1)62m/k.
В результате получимp(22k)−p(2k) 6

2k+1 + 2k+2 + . . . + 22k

k
6

22k+1

k
.

Ясно также, что p(2k) 6 2k. Поэтомуp(22k)

22k
6

2k

22k
+

22k+1

k22k
=

1

2k
+

2

k
.

31.79. Согласно задаче 14.34, если pm делит Ck
n, то pm

6 n.
Поэтому Ck

n =
Q

p6n

pm
6 np(n). Запишем такие неравенства для всех

биномиальных коэффициентов с фиксированным n и сложим их.
В результате получим

2n = (1 + 1)n =

nX

k=0

Ck
n 6 (n + 1)np(n),

т. е. p(n) >
n ln 2− ln(n + 1)

ln n
. Поэтому достаточно доказать, что ес-

ли n > 201, то n ln 2 − ln(n + 1) >
2

3
n, т. е. ln 2 − 2

3
>

ln(n + 1)

n
.

При x > 2 производная функции
ln(x + 1)

x
отрицательна, поэто-

му указанное неравенство достаточно проверить для n = 201. Это
делается непосредственными вычислениями: ln 2 − 2/3 ≈ 0,02648

и
ln 202

201
≈0,02641.

31.80. Каждое число p, удовлетворяющее неравенствам n < p 6

6 2n, является делителем биномиального коэффициента Cn
2n, по-

этому

np(2n)−p(n)
6

Y

n<p62n

p 6 Cn
2n < 22n.

Прологарифмировав это неравенство, получаемp(2n)−p(n) <
2n ln 2

ln n
. (1)
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Предположим, что для некоторого n уже доказано неравенствоp(n) < 3 ln 2
n

ln n
. Тогда из неравенства (1) следует, чтоp(2n) < 3 ln 2

n

ln n
+ 2 ln 2

n

ln n
= 5 ln 2

n

ln n
.

Мы хотим доказать неравенство p(2n) < 3 ln 2
2n

ln(2n)
. Для этого

достаточно доказать неравенство

5 ln 2
n

ln n
6 3 ln 2

2n

ln(2n)
, т. е.

5

ln n
6

6

ln 2 + ln n
.

Последнее неравенство переписывается в виде ln n> 5 ln 2. Оно вы-
полняется при n > 25.

Чтобы можно было применить индукцию, нужно ещё доказать
неравенство p(2n + 1) < 3 ln 2

2n + 1

ln(2n + 1)
.

Заметим, что из (1) и очевидного неравенства p(2n+1)6p(2n)+1
следует, чтоp(2n + 1) <p(n) +

2n ln 2

ln n
+ 1 <

3n ln 2

ln n
+

2n ln 2

ln n
+ 1.

Таким образом, достаточно доказать неравенство

5 ln 2
n

ln n
+ 1 < 3 ln 2

2n + 1

ln(2n + 1)
,

т. е.

5 +
ln n

n ln 2
< 3

2n + 1

n

ln n

ln(2n + 1)
.

Ясно, что 3
2n + 1

n
> 6, поэтому достаточно доказать неравенство

5 +
ln n

n ln 2
< 6

ln n

ln(2n + 1)
.

Если n > 55, то выражение в правой части больше 5,1053, а выра-
жение в левой части меньше 5,1052 (монотонность обоих выраже-
ний доказывается дифференцированием).

Чтобы завершить доказательство, нужно непосредственно про-
верить, что утверждение верно для всех n от 55 до 109. После
этого можно воспользоваться тем, что если утверждение верно для
некоторого n, то оно верно для 2n и 2n + 1.



ГЛАВА 32

МНОГОЧЛЕНЫ — II

Основная теорема алгебры заключается в том, что любой мно-
гочлен имеет по крайней мере один (комплексный) корень. Из
этого с помощью теоремы Безу (задача 10.2) легко выводится,
что многочлен степени n имеет ровно n корней, с учётом их
кратности.

У основной теоремы алгебры есть много разных доказа-
тельств. Одно из возможных использует следующую теорему
Руше, которая имеет и самостоятельный интерес.

32.1. Пусть f и g — многочлены и g— замкнутая несамо-
пересекающаяся кривая на комплексной плоскости. Дока-
жите, что если

|f(z)− g(z)|< |f(z)|+ |g(z)| (1)

при всех z∈g, то внутри кривой g расположено одинаковое
количество корней многочленов f и g, с учётом их кратно-
сти (Руше).

32.2. Пусть f(z) = zn + a1zn−1 + . . . + an, где ai — комплекс-
ные числа. Докажите, что тогда внутри круга |z|=1+max

i
|ai |

расположено ровно n корней многочлена f (с учётом их
кратности).

32.1. Разделение корней

Здесь мы обсудим различные утверждения, позволяющие вы-
числить или хотя бы оценить сверху количество вещественных
корней многочлена, расположенных на интервале (a, b). Форму-
лировки таких теорем часто используют понятие числа перемен
знака в последовательности a0, a1, . . . , an, где a0an 6=0. Это число
определяется следующим образом. Все нулевые члены рассмат-
риваемой последовательности исключаются, а для оставшихся
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ненулевых членов вычисляется количество пар соседних членов
разного знака.

32.3. Пусть N(x) —число перемен знака в последователь-
ности f(x), f′(x), . . ., f(n)(x), где f — многочлен степени n.
Докажите, что тогда число корней многочлена f (с учётом
их кратности), заключённых между a и b, где f(a) 6= 0,
f(b) 6= 0 и a < b, не превосходит N(a) − N(b), причём число
корней может отличаться от N(a) − N(b) лишь на чётное
число (Фурье––Бюдан).

32.4. а) Докажите, что количество положительных кор-
ней многочлена f(x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an, где an 6= 0,
не превосходит числа перемен знака в последовательности
a0, a1, . . ., an (правило Декарта).

б) Докажите, что количество отрицательных корней мно-
гочлена f(x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an, где an 6= 0, не превос-
ходит числа перемен знака в последовательности (−1)na0,
(−1)n−1a1, . . ., an.

32.5. Докажите, что если в многочлене f(x) = a0xn +
+ a1xn−1 + . . . + an, где an 6= 0, отсутствуют 2m последова-
тельных членов (т. е. коэффициенты при этих членах равны
нулю), то у этого многочлена не менее 2m мнимых (не
вещественных) корней, а если отсутствуют 2m + 1 последо-
вательных членов, то в случае, когда их заключают члены
разного знака, многочлен имеет не менее 2m мнимых кор-
ней, а в случае, когда их заключают члены одного знака,
многочлен имеет не менее 2m + 2 мнимых корней (де Гуа).

Рассмотрим многочлены f(x) и f1(x) = f′(x). Будем искать наи-
больший общий делитель многочленов f и f1 по алгоритму Ев-
клида:

f = q1f1 − f2,

f1 = q2f2 − f3,

.....................

fn−2 = qn−1fn−1 − fn,

fn−1 = qnfn.

Последовательность f, f1, . . . , fn−1, fn называют последователь-
ностью Штурма многочлена f.
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32.6. Пусть w(x) — число перемен знака в последователь-
ности f(x), f1(x), . . ., fn(x). Докажите, что количество кор-
ней многочлена f (без учёта их кратности), заключённых
между a и b, где f(a) 6= 0, f(b) 6= 0 и a < b, в точности равно
w(a)−w(b) (Штурм).

32.7. Докажите, что корни производной многочлена P

принадлежат выпуклой оболочке корней самого многочле-
на P (Гаусс––Люка́).

32.8. Пусть P(z) = (z − x1) . . . (z − xn), где x1 < . . . < xn.
Докажите, что если некоторый корень xi заменяется на
x′

i ∈ (xi, xi+1), то все корни производной многочлена P уве-
личиваются.

32.2. Неприводимые многочлены

Иногда возникает потребность рассматривать многочлены не
только с действительными или целыми коэффициентами, но
и с коэффициентами в произвольном поле или коммутативном
кольце. Кольца и поля — это множества, в которых есть опе-
рации сложения и умножения. В кольцах, в отличие от полей,
нет операции деления. Например, действительные или рацио-
нальные числа образуют поле, а целые числа — только кольцо,
потому что отношение двух целых чисел не всегда является це-
лым числом.

Точные определения таковы. Кольцо K — это множество,
в котором для любых двух элементов x и y определены их сумма
x + y и произведение xy (они тоже являются элементами K). Эти
операции обладают следующими свойствами:

• x + y = y + x (коммутативность сложения);
• (x + y) + z = x + (y + z) (ассоциативность);
• в K существует нулевой элемент 0, для которого x + 0 = x

для любого x из K;
• для любого элемента x из K существует противоположный

элемент −x, для которого x + (−x) = 0;
• x(y + z) = xy + xz и (x + y)z = xz + yz (дистрибутивность

умножения относительно сложения).
Кольцо K называют коммутативным, если умножение в нём

коммутативно, т. е. xy = yx для любых элементов x и y из K.
Кольцо K называют ассоциативным, если умножение в нём

ассоциативно, т. е. (xy)z = x(yz) для любых x, y и z из K.
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Элемент 1 кольца K называют единицей, если 1x = x1= x для
любого элемента x кольца K.

Говоря о кольцах, мы всегда будем подразумевать коммута-
тивные ассоциативные кольца с единицей.

Полем называют коммутативное ассоциативное кольцо с еди-
ницей, в котором для каждого элемента x 6=0 существует обрат-
ный элемент x−1, для которого xx−1 = 1.

Поле k называют подполем поля K (обозначение: k⊂K; K при
этом называют расширением поля k), если каждый элемент
поля k одновременно является элементом поля K, причём опе-
рации сложения и умножения для элементов k будут теми же
самыми, если мы рассмотрим их как элементы K; нулевой эле-
мент и единица в k те же самые, что и в K. Например, поле
рациональных чисел является подполем поля действительных
чисел.

Пусть f и g — многочлены с коэффициентами из поля k. Го-
ворят, что многочлен f делится на многочлен g, если f = gh, где
h — некоторый многочлен (с коэффициентами из поля k).

Многочлен d называют общим делителем многочленов f и g,
если f и g делятся на d. Общий делитель d многочленов f и g
называют наибольшим общим делителем многочленов f и g,
если он делится на любой общий делитель многочленов f и g.
Ясно, что наибольший общий делитель определён однозначно
с точностью до умножения на ненулевой элемент поля k.

Наибольший общий делитель d=НОД(f, g) многочленов f и g
можно найти с помощью следующего алгоритма Евклида. Для
определённости будем считать, что deg f > deg g, где deg обозна-
чает степень многочлена. Пусть r1 — остаток от деления f на g,
r2 — остаток от деления g на r1, . . . , rk+1 — остаток от деления
rk−1 на rk. Степени многочленов ri строго убывают, поэтому для
некоторого n получим rn+1 =0, т. е. rn−1 делится на rn. При этом
f и g делятся на rn, так как на rn делятся многочлены rn−1,
rn−2, . . . Кроме того, если f и g делятся на некоторый много-
член h, то rn делится на h, так как на h делятся многочлены
r1, r2, . . . Таким образом, rn = (f, g).

Непосредственно из алгоритма Евклида вытекают важные
следствия, которые мы сформулируем отдельно.

а) Если d — наибольший общий делитель многочленов f и g,
то найдутся такие многочлены a и b, что d = af + bg.

б) Пусть f и g многочлены над полем k⊂K. Тогда если у мно-
гочленов f и g есть нетривиальный общий делитель над полем K,
то у них есть нетривиальный общий делитель и над полем k.
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Многочлен f с коэффициентами из кольца k называют приво-
димым над k, если f=gh, где g и h —многочлены положительной
степени с коэффициентами из кольца k. В противном случае
многочлен f называют неприводимым над k.

Пусть f = f1 . . . fs — некоторое разложение многочлена f над
полем k на множители f1, . . . , fs, являющиеся многочленами над
полем k. От разложения на множители с произвольными коэф-
фициентами можно перейти к разложению со старшим коэффи-
циентом 1. В самом деле, если fi(x) = aix

i + . . . — многочлен над
полем k, то gi = a−1

i fi — тоже многочлен над полем k, причём его
старший коэффициент равен 1. Поэтому разложение f = f1 . . . fs

можно заменить на разложение f = ag1 . . . gs, где a = a1 . . . as. Мы
не будем различать два разложения такого вида, отличающиеся
лишь порядком множителей.

32.9. Докажите, что если многочлен qr делится на непри-
водимый многочлен p, то один из многочленов q и r делится
на p.

32.10. Пусть k — поле. Докажите, что у многочлена f(x)

с коэффициентами из k есть разложение на неприводимые
множители, причём это разложение единственно.

Для кольца целых чисел неприводимость многочленов опре-
деляется точно так же, как и в случае поля, т. е. многочлен
f(x) с целыми коэффициентами неприводим над кольцом це-
лых чисел, если его нельзя представить в виде произведения
многочленов положительной степени с целыми коэффициента-
ми. Но в случае кольца целых чисел не всегда можно поделить
коэффициенты многочлена на старший коэффициент; можно
лишь поделить коэффициенты на наибольший общий делитель
всех коэффициентов. Это приводит к следующему определению.
Пусть f(x) =

P
aix

i, где ai — целые числа. Наибольший общий
делитель коэффициентов a0, . . . , an называют содержанием мно-
гочлена f. Содержание многочлена f обозначают cont(f). Ясно,
что f(x) = cont(f)g(x), где g — многочлен с целыми коэффициен-
тами и с содержанием 1.

32.11. Докажите, что cont(fg) = cont(f) cont(g) (лемма
Гаусса).

32.12. Докажите, что многочлен с целыми коэффициен-
тами неприводим над кольцом целых чисел тогда и только
тогда, когда он неприводим над полем рациональных чисел.
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32.13. Пусть f(x) = a0 + a1x + . . . + anxn — многочлен с це-
лыми коэффициентами, причём для некоторого простого
числа p коэффициент an не делится на p, коэффициенты
a0, . . ., an−1 делятся на p, но коэффициент a0 не делится
на p2. Докажите, что тогда f — неприводимый многочлен
(признак Эйзенштейна).

32.14. Докажите, что если p — простое число, то много-
член f(x) = xp−1 + xp−2 + . . . + x + 1 неприводим.

32.3. Симметрические многочлены

Многочлен f(x1, . . . , xn) называют симметрическим, если для
любой перестановки s выполняется равенство

f(xs(1)
, . . . , xs(n)

) = f(x1, . . . , xn).

Основным примером симметрических многочленов служат
элементарные симметрические многочлены (элементарные сим-
метрические функции)sk(x1, . . . , xn) =

X

i1<...<ik

xi1 . . . xik
,

где 1 6 k 6 n; удобно считать, что s0 = 1 и sk(x1, . . . , xn) = 0 при
k > n.

Элементарные симметрические многочлены можно задавать
с помощью производящей функцииs(t) =

∞X

k=0

sktk =

nY

i=1

(1 + txi).

Если x1, . . . , xn — корни многочлена xn + a1xn−1 + . . . + an, тоsk(x1, . . . , xn) = (−1)kak.
Другим примером симметрических многочленов служат пол-

ные однородные симметрические многочлены

pk(x1, . . . , xn) =
X

i1+...+in=k

x
i1
1 . . . xin

n .

Им соответствует производящая функция

p(t) =

∞X

k=0

pktk =

nY

i=1

(1− txi)
−1.
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Важным примером симметрических многочленов служат
также степенные суммы

sk(x1, . . . , xn) = xk
1 + . . . + xk

n.

Им соответствует производящая функция

s(t) =

∞X

k=1

sktk−1 =

nX

i=1

xi(1− txi)
−1.

Иногда используются мономиальные симметрические много-
члены

mi1 ...in (x1, . . . , xn) =
Xs∈Sn

x
i1s(1) . . . xins(n).

32.15. Докажите, что если a+b+c+d=2 и 1/a+1/b+1/c+
+ 1/d = 2, то

1

1− a
+

1

1− b
+

1

1− c
+

1

1−d
= 2.

* * *

32.16. Докажите, что
n∑

r=0

(−1)rsrpn−r = 0.

32.17. Докажите, что

npn =
n∑

r=1

srpn−r.

32.18. Пусть sk = xk
1 + . . . + xk

n. Докажите, что

nsn = s1sn−1 − s2sn−2 + . . . + (−1)n−1sns0

(формулы Ньютона).
32.19. Сумма трёх целых чисел x, y, z равна нулю. Дока-

жите, что 2(x4 + y4 + z4) — квадрат целого числа.
32.20. Целые числа x1, . . ., x5 таковы, что x1 + . . . + x5

и x2
1 + . . . + x2

5 делятся на нечётное число n. Докажите, что
x5

1 + . . . + x5
5 −5x1 . . . x5 тоже делится на n.

* * *
32.21. Пусть x1, x2, x3 — корни многочлена x3 + px + q.

Вычислите sn = xn
1 + xn

2 + xn
3 для n = 1, 2, . . ., 10.
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32.22. Пусть x1 = b + c + d, x2 = −(a + b + c), x3 = a − d,
y1 = a + c + d, y2 = −(a + b + d) и y3 = b − c. Пусть, далее,
t3 +p1t+q1 и t3 +p2t+q2 — многочлены с корнями x1, x2, x3

и y1, y2, y3 соответственно. Докажите, что p1 = p2 тогда
и только тогда, когда ad = bc.

32.23. Пусть

f2n = (b + c + d)2n + (a + b + c)2n +

+ (a−d)2n − (a + c + d)2n − (a + b + d)2n − (b− c)2n,

причём ad = bc. Докажите, что f2 = f4 = 0 и 64f6f10 = 45f2
8

(тождества Рамануджана).

* * *

32.24. а) Пусть f(x1, . . . , xn) — симметрический много-
член. Докажите, что существует многочлен g(y1, . . . , yn),
для которого f(x1, . . . , xn) = g(s1, . . . , sn). При этом мно-
гочлен g единствен (основная теорема о симметрических
многочленах).

б) Докажите, что если f(x1, . . . , xn) — симметрический
многочлен с целыми коэффициентами, то f(x1, . . . , xn) =
= g(s1, . . . , sn), где g — тоже многочлен с целыми коэффи-
циентами.

Из основной теоремы о симметрических многочленах следует,
что если x1, . . . , xn — корни многочлена xn + a1xn−1 + . . . + an, то
величина

D =
Y

i<j

(xi −xj)
2,

представляющая собой симметрический многочлен от x1, . . . , xn,
полиномиально выражается через a1, . . . , an. Эту величину на-
зывают дискриминантом многочлена.

Назовём многочлен f(x1, . . . , xn) кососимметрическим, если

f(. . . , xi, . . . , xj, . . .) =−f(. . . , xj, . . . , xi, . . .),

т. е. при перестановке любых двух переменных xi и xj много-
член меняет знак. Примером кососимметрического многочлена
служит ∆ =

Q
i<j

(xi −xj).
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32.25. Докажите, что любой кососимметрический много-
член f(x1, . . . , xn) можно представить в виде

∆(x1, . . . , xn)g(x1, . . . , xn),

где g — симметрический многочлен.

Пусть l = (l1, . . . , ln) — разбиение, т. е. упорядоченный на-
бор целых неотрицательных чисел l1 > l2 > . . . > ln > 0. По-
ложим |l| = l1 + . . . + ln. Будем считать, что l > m, еслиl1 + . . . +lk >m1 + . . . +mk при k = 1, 2, . . . , n.

Каждому набору l можно сопоставить однородный симмет-
рический многочлен

Ml(x1, . . . , xn) =
1

n!

Xs∈Sn

x
ls(1)

1 . . . x
ls(n)
n . (1)

Степень этого многочлена равна |l|.
Например, если l = (1, . . . , 1), то Ml(x1, . . . , xn) = x1 . . . xn.

В самом деле, сумма (1) в этом случае состоит из n! сла-
гаемых x1 . . . xn. А если l = (n, 0, . . . , 0), то Ml(x1, . . . , xn) =
= (xn

1 + . . . + xn
n)/n. В самом деле, сумма (1) в этом случае состоит

из (n− 1)! слагаемых xn
1, (n− 1)! слагаемых xn

2 и т. д.

32.26. Докажите, что неравенство Ml(x) > Mm(x) выпол-
няется при всех x = (x1, . . . , xn) с положительными x1, . . .

. . ., xn в том и только том случае, когда |l|= |m| и l>m. При
этом равенство достигается лишь в том случае, когда l=m
и x1 = . . . = xn (Мюрхед).

32.4. Многочлены Чебышева

32.27. Докажите, что cos nf полиномиально выражается
через cosf, т. е. существует такой многочлен Tn(x), что
Tn(x) = cos nf при x = cosf.

Многочлены Tn(x) из задачи 32.27 называют многочленами Че-
бышева.

32.28. Вычислите многочлены Чебышева Tn(x) при n65.
32.29. Докажите, что |Tn(x)|6 1 при x 6 1.
32.30. Докажите, что Tn(x)=2n−1xn +a1xn−1 + . . .+an, где

a1, . . ., an — целые числа.
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32.31. Пусть Pn(x) = xn + . . . — многочлен степени n со

старшим коэффициентом 1, причём |Pn(x)|6 1

2n−1 при |x|6
6 1. Тогда Pn(x) =

1

2n−1 Tn(x). (Иными словами, многочлен
1

2n−1 Tn(x) — наименее уклоняющийся от нуля на интервале

[−1, 1] многочлен степени n со старшим коэффициентом 1.)
32.32. Докажите, что многочлены Чебышева Tn(x) и Tm(x)

обладают следующим свойством: Tn(Tm(x)) = Tm(Tn(x)).

32.33. а) Пусть n = 2k + 1. Докажите, что число cos
(

2lp
n

)

для любого целого l является корнем многочлена Tk+1(x)−
−Tk(x).

б) Пусть n=2k. Докажите, что число cos
(2lp

n

)

для любо-

го целого l является корнем многочлена Tk+1(x)−Tk−1(x).
32.34. а) Вычислите многочлены Tk+1(x)−Tk(x) при k64.

б) Докажите, что числа cos
2p
5

и cos
4p
5

являются корня-
ми многочлена 4x2 + 2x−1.

в) Докажите, что числа cos
2p
7

, cos
4p
7

и cos
6p
7

являются

корнями многочлена 8x3 + 4x2 −4x−1.

г) Докажите, что числа cos
2p
9

, cos
4p
9

и cos
8p
9

являются

корнями многочлена 8x3 −6x + 1.

В некоторых случаях вместо многочлена Tn(x) удобно рассмат-
ривать многочлен Pn(x) = 2Tn(x/2) со старшим коэффициен-
том 1. Многочлены Pn(x) удовлетворяют рекуррентному соотно-
шению Pn+1(x) = xPn(x)−Pn−1(x), причём P0(x) = 1 и P1(x) = x,
поэтому Pn(x) — многочлен с целыми коэффициентами.

Если z = cosf+ i sinf= eif, то z + z−1 = 2 cosf и zn + z−n =

= 2 cos nf. Поэтому P(z + z−1) = 2Tn(cosf) = 2 cos nf= zn + z−n,
т. е. многочлен Pn(x) соответствует полиномиальному выраже-
нию величины zn + z−n через z + z−1.

32.35. С помощью многочленов Pn докажите следующее
утверждение: если оба числа a и cos(ap) рациональны, то
число 2 cos(ap) целое, т. е. cos(ap) = 0, ±1/2 или ±1.

См. также задачу 29.55.
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32.5. Алгебраические и трансцендентные числа

Комплексное число a называют алгебраическим, если оно явля-
ется корнем неприводимого многочлена с рациональными ко-
эффициентами. Если старший коэффициент этого многочлена
равен 1, а все остальные коэффициенты — целые числа, то чис-
ло a называют целым алгебраическим.

Комплексное число a, которое не является алгебраическим,
называют трансцендентным.

Если число a является корнем многочленов f(x) и g(x) с ра-
циональными коэффициентами, то эти многочлены имеют об-
щий делитель x − a над полем комплексных чисел. Но тогда
они должны иметь нетривиальный общий делитель и над полем
рациональных чисел. Таким образом, каждому алгебраическому
числу a соответствует единственный неприводимый многочлен f
со старшим коэффициентом 1. Корни этого многочлена называ-
ют числами, сопряжёнными с a.

Назовём многочлен унитарным, если его старший коэффи-
циент равен 1. Несложно показать, что если a— корень произ-
вольного (т. е. не обязательно неприводимого) унитарного мно-
гочлена с целыми коэффициентами, то a — целое алгебраиче-
ское число. Иными словами, если унитарный многочлен с цело-
численными коэффициентами представлен в виде произведения
двух унитарных многочленов с рациональными коэффициента-
ми, то все эти рациональные коэффициенты — целые числа. Это
утверждение —одна из возможных формулировок леммы Гаусса
(задача 32.11).

32.36. Пусть x0 — корень многочлена

a0xn + a1xn−1 + . . . + an−1x + an = 0

с целыми коэффициентами a0, a1, . . . , an. Докажите, что
число a0x0 целое алгебраическое.

32.37. Пусть a—корень неприводимого многочлена f(x)=
=anxn+an−1xn−1+. . .+a0, где n>2. Докажите, что существу-

ет такое число c>0 (зависящее только от a), что
∣
∣
∣a− p

q

∣
∣
∣>

c

qn

для любого целого p и натурального q (теорема Лиувилля).

32.38. Докажите, что число a=
∞∑

k=0
2−k! трансцендентное

(Лиувилль).
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32.39. а) Пусть a и b— алгебраические числа, f(x, y) —
произвольный многочлен с рациональными коэффициента-
ми. Докажите, что тогда f(a, b) — алгебраическое число.

б) Пусть a и b— целые алгебраические числа, f(x, y) —
произвольный многочлен с целыми коэффициентами. Дока-
жите, что тогда f(a, b) — целое алгебраическое число.

В частности, если a и b— алгебраические числа (целые алгебра-
ические числа), то ab и a±b тоже алгебраические числа (целые
алгебраические числа). Кроме того, если a 6= 0 — алгебраическое
число, то a−1 тоже алгебраическое число. В самом деле, еслиa— корень многочлена

P
akxk степени n, то a−1 — корень мно-

гочлена
P

akxn−k. Но если a— целое алгебраическое число, то
число a−1 не обязательно целое алгебраическое. Таким образом,
алгебраические числа образуют поле, а целые алгебраические
числа образуют кольцо.

32.40. Пусть a и b— алгебраические числа, связанные
соотношением f(a, b) = 0, где f— многочлен с рациональ-
ными коэффициентами. Докажите, что тогда для любого
числа ai, сопряжённого с a, найдётся число bj, сопряжён-
ное с b, для которого f(ai, bj) = 0.

32.41. Пусть a— корень многочлена

f(x) = xn +bn−1xn−1 + . . . +b0,

где b0, . . ., bn−1 — целые алгебраические числа. Докажите,
что тогда a— целое алгебраическое число.

Алгебраическое число a называют вполне вещественным, если
все сопряжённые с ним числа вещественны. Иными словами, все
корни неприводимого многочлена с корнем a вещественны.

32.42. Докажите, что число a=2 cos(kp/n) вполне веще-
ственно.

32.6. Присоединение корня многочлена

Пусть k — подполе поля комплексных чисел, f(x) — многочлен
с коэффициентами из k. Если корень a многочлена f(x) не при-
надлежит k, то можно рассмотреть наименьшее поле, которое
одновременно содержит k и a. Это поле обозначают k(a). При
этом говорят, что оно получено из k присоединением a. Поле,
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которое получается присоединением всех корней многочлена
f(x) называют полем разложения этого многочлена (над по-
лем k).

32.43. Пусть f(x) — неприводимый многочлен степени n

над полем k, a—некоторый его корень. Докажите, что поле
k(a) состоит из чисел вида cn−1an−1+cn−2an−2+ . . .+c1a+c0,
где c0, . . ., cn−1 — числа из поля k.

32.44. Пусть f(x) — неприводимый многочлен степени n

над полем k, a—некоторый его корень. Докажите, что если
n−1∑

m=0
cmam =

n−1∑

m=0
dmam, где c0, . . ., cn−1 и d0, . . . , dn−1 — числа

из поля k, то cm = dm для m = 0, 1, . . . , n−1.

Решения

32.1. Рассмотрим на комплексной плоскости векторные поля
v(z) = f(z) и w(z) = g(z). Из условия (1) следует, что ни в какой
точке кривой g векторы v и w не являются противоположно на-
правленными.

Индексом* кривой g относительно векторного поля v называ-
ют количество оборотов вектора v(z) при полном обходе точки z
вдоль кривой g. Рассмотрим векторное поле vt = tv + (1− t)w. При
этом v0 = w и v1 = v. Ясно также, что в любой точке z ∈g вектор
vt(z) ненулевой. Это означает, что для кривой g определён индекс
ind(t) относительно векторного поля vt. Целое число ind(t) непре-
рывно зависит от t, поэтому ind(t) = const. В частности, индексы
кривой g относительно векторных полей v и w совпадают.

Несложно показать, что индекс кривой g относительно вектор-
ного поля v равен сумме индексов особых точек, в которых v(z)=0.
(Индекс особой точки z0 определяется как индекс кривой |z−z0 |=
= e, где e достаточно мало.) Для векторного поля v(z) = f(z)
индекс особой точки z0 равен кратности корня z0 многочлена f.
Таким образом, из совпадения индексов кривой g относительно
векторных полей v(z) = f(z) и w(z) = g(z) следует, что внутри кри-
вой g расположено одинаковое количество корней многочленов
f и g.

* Для более подробного знакомства со свойствами индекса мы советуем
обратиться к главе 6 книги В. В. П р а с о л о в. Наглядная топология. М.:
МЦНМО, 2006.
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32.2. Пусть a = max
i

|ai |. Многочлен g(z) = zn имеет внутри рас-

сматриваемого круга корень 0 кратности n. Поэтому достаточно
проверить, что если |z|= 1 + a, то |f(z)− g(z)|< |f(z)|+ |g(z)|. Мы
даже докажем, что |f(z)− g(z)|< |g(z)|, т. е.

|a1zn−1 + . . . + an |< |z|n.

Ясно, что если |z|= 1 + a, то

|a1zn−1 + . . . + an |6 a(|z|n−1 + . . . + 1) = a
|z|n −1

|z| −1
= |z|n − 1 < |z|n.

32.3. Пусть точка x движется по отрезку [a, b] от a к b. Чис-
ло N(x) изменяется лишь в том случае, когда x проходит через
корень многочлена f(m) при некотором m 6 n.

Рассмотрим сначала случай, когда точка x проходит через
r-кратный корень x0 многочлена f(x). В окрестности точки x0

многочлены f(x), f′(x), . . . , f(r)(x) ведут себя приблизительно как
(x − x0)rg(x0), (x − x0)r−1rg(x0), . . . , r! g(x0). Таким образом, при
x < x0 в этой последовательности происходит r перемен знака,
а при x > x0 в этой последовательности перемен знака не проис-
ходит (имеется в виду, что точка x достаточно близка к x0).

Предположим теперь, что точка x проходит через корень мно-
гочлена f(m), который не является корнем многочлена f. Если
этот корень является также и корнем многочлена f(m−1), то мы
заменим m на m − 1 и т. д. Поэтому можно считать, что точка x
проходит через r-кратный корень x0 многочлена f(m), не являю-
щийся корнем многочлена f(m−1). Требуется доказать, что при про-
ходе через x0 число перемен знака в последовательности f(m−1)(x),
f(m)(x), . . . , f(m+r)(x) изменяется на неотрицательное чётное число.
В окрестности точки x0 эти многочлены ведут себя приблизи-
тельно как F(x0), (x − x0)rG(x0), (x − x0)r−1r G(x0), . . . , r! G(x0).
Если исключить F(x0), то в оставшейся последовательности при
x < x0 происходит ровно r перемен знака, а при x > x0 перемен
знака не происходит. Что же касается первых двух членов, F(x0)
и (x − x0)rG(x0), то в случае чётного r число перемен знака при
x < x0 и при x > x0 одно и то же, а в случае нечётного r число
перемен знака при x < x0 на 1 больше или меньше, чем при x > x0

(в зависимости от того, имеют ли F(x0) и G(x0) один и тот же знак
или разные знаки). Итак, при чётном r изменение числа перемен
знака равно r, а при нечётном r изменение числа перемен знака
равно r ± 1. В обоих случаях это изменение чётно и неотрица-
тельно.
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32.4. а) Так как f(r)(0) = r! an−r, то N(0) совпадает с числом
перемен знака в последовательности коэффициентов многочлена f.
Ясно также, что N(+∞) = 0.

б) Достаточно применить правило Декарта к многочлену
f(−x) = b0xn + b1xn−1 + . . . + bn, где bk = (−1)n−kak.

32.5. Оценим количество положительных и отрицательных
корней данного многочлена по правилу, сформулированному в за-
даче 32.4. Предположим, что между двумя членами an−kxk

и an−k+2m+1xk−2m−1 отсутствуют 2m промежуточных членов. Если
бы они не отсутствовали, то для положительных и отрицательных
корней они дали бы 2m + 1 перемен знака. Вместо этого мы по-
лучаем только одну перемену знака (если числа an−k и an−k+2m+1

разного знака, то для положительных корней, а если эти числа од-
ного знака, то для отрицательных корней). Таким образом, оценка
общего числа положительных и отрицательных корней уменьша-
ется на 2m, и мы получаем по крайней мере 2m мнимых корней.

Предположим теперь, что между an−kxk и an−k+2m+2xk−2m−2 от-
сутствуют 2m + 1 промежуточных членов. Тогда вместо 2m + 2
перемен знака мы получили бы либо две перемены знака (если
числа an−k и an−k+2m+2 разного знака), либо ни одной перемены
знака (если эти числа одного знака). Таким образом, число веще-
ственных корней уменьшается либо на 2m, либо на 2m + 2.

32.6. Рассмотрим сначала случай, когда многочлен f не имеет
кратных корней (т. е. многочлены f и f′ не имеют общих корней).
В таком случае fn — некоторая ненулевая константа.

Проверим сначала, что если мы проходим через один из корней
многочленов f1, . . . , fn−1, то число перемен знака не изменяется.
В рассматриваемом случае соседние многочлены не имеют общих
корней, т. е. если fr(a)=0, то fr±1(a) 6=0. Кроме того, из равенства
fr−1 = qrfr − fr+1 следует, что fr−1(a) =−fr+1(a). Но в таком случае
число перемен знака в последовательности fr−1(a), e, fr+1(a) рав-
но 2 как при e> 0, так и при e< 0.

Будем двигаться от a к b. Если мы проходим через корень x0

многочлена f, то сначала числа f(x) и f′(x) будут разного знака,
а потом эти числа будут одного знака. Таким образом, количество
перемен знака в последовательности Штурма уменьшается на 1.
Все остальные перемены знака, как уже было показано, при про-
хождении через точку x0 сохраняются.

Рассмотрим теперь случай, когда многочлен f имеет корень x0

кратности m. В таком случае f и f1 имеют общий делитель
(x −x0)m−1, поэтому многочлены f1, . . . , fr делятся на (x− x0)m−1.
Поделив f, f1, . . . , fr на (x − x0)m−1, получим последовательность
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Штурма f, f1, . . . , fr для многочлена f(x)=f(x)/(x−x0)m−1. Мно-
гочлен f имеет некратный корень x0, поэтому при прохождении
через x0 число перемен знака в последовательности f, f1, . . . , fr

увеличивается на 1. Но при фиксированном x последовательность
f, f1, . . . , fr получается из последовательности f, f1, . . . , fr умно-
жением на константу, поэтому число перемен знака в этих после-
довательностях одно и то же.

32.7. Пусть P(z) = (z− z1) . . . (z− zn). Легко проверить, что

P′(z)

P(z)
=

1

z− z1
+ . . . +

1

z− zn
. (1)

Предположим, что P′(w) =0, P(w) 6=0 и w не принадлежит выпук-
лой оболочке точек z1, . . . , zn. Тогда через точку w можно провести
прямую, не пересекающую выпуклой оболочки точек z1, . . . , zn.
Поэтому векторы w − z1, . . . , w− zn лежат в одной полуплоскости,
заданной этой прямой. Следовательно, в одной полуплоскости ле-

жат и векторы
1

w− z1
, . . . ,

1

w− zn
, поскольку

1

z
=

z

|z|2 . Следователь-

но,
P(z)

P′(z)
=

1

z− z1
+ . . .+

1

z− zn
6=0. Получено противоречие. Поэтому

w принадлежит выпуклой оболочке корней многочлена P.
32.8. Пусть z1 < z2 < . . . < zn−1 — корни производной многочлена

с корнями x1, . . . , xn, а z′
1 < z′

2 < . . . < z′
n−1 — корни производной

многочлена с корнями x1, . . . , x′
i, . . . , xn. Для корней zk и z′

k соот-
ношение (1) из решения задачи 32.7 принимает вид

nX

i=1

1

zk −xi
= 0,

nX

i=1

1

z′k −x′
i

= 0. (2)

Предположим, что утверждение неверно, т. е. z′
k < zk для неко-

торого k. Тогда z′
k − x′

i < zk − xi. При этом числа z′
k − x′

i и zk − xi

одного знака. В самом деле, zj < xi, z′
j < x′

i при j 6 i − 1 и zj > xi,

z′
j > x′

i при j > i. Следовательно,
1

zk −xi
<

1

z′k −x′
i

при всех i = 1, . . .

. . . , n. Но в таком случае соотношения (2) не могут выполняться
одновременно.

32.9. Пусть многочлен q не делится на p. Тогда НОД(p, q) = 1,
т. е. существуют такие многочлены a и b, что ap+bq=1. Умножив
обе части этого равенства на r, получим apr + bqr = r. Многочлены
pr и qr делятся на p, поэтому r делится на p.

32.10. Существование разложения легко доказывается индук-
цией по n = deg f. Прежде всего отметим, что для неприводимого
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многочлена f требуемое разложение состоит из самого многочле-
на f. При n = 1 многочлен f неприводим. Пусть разложение суще-
ствует для любого многочлена степени меньше n и f — многочлен
степени n. Можно считать, что многочлен f приводим, т. е. f = gh,
где deg g<n и deg h<n. Но тогда разложения для g и h существуют
по предположению индукции.

Докажем теперь единственность разложения. Пусть ag1 . . . gs =
= bh1 . . . ht, где a, b ∈ k и g1, . . . , gs, h1, . . . , ht — неприводимые
многочлены над k со старшим коэффициентом 1. Ясно, что в таком
случае a = b. Многочлен g1 . . . gs делится на неприводимый много-
член h1. Это означает, что один из многочленов g1, . . . , gs делится
на h1. Чтобы убедиться в этом, достаточно воспользоваться зада-
чей 32.9.

Пусть для определённости g1 делится на h1. Учитывая, что
g1 и h1 — неприводимые многочлены со старшим коэффициен-
том 1, получаем g1 = h1. Сократим обе части равенства g1 . . . gs =
= h1 . . . ht на g1 = h1. После нескольких таких операций получим
s = t и g1 = hi1 , . . . , gs = his , где набор {i1, . . . , is} совпадает с набором
{1, . . . , s}.

32.11. Достаточно рассмотреть случай, когда cont(f)=cont(g)=
= 1. В самом деле, коэффициенты многочленов f и g можно разде-
лить на cont(f) и cont(g) соответственно.

Пусть f(x) =
P

aix
i, g(x) =

P
bix

i, fg(x) =
P

cix
i. Предположим,

что cont(fg)=d>1 и p —простой делитель числа d. Тогда все коэф-
фициенты многочлена fg делятся на p, а у многочленов f и g есть
коэффициенты, не делящиеся на p. Пусть ar — первый коэффици-
ент многочлена f, не делящийся на p, bs — первый коэффициент
многочлена g, не делящийся на p. Тогда

cr+s = arbs + ar+1bs−1 + ar+2bs−2 + . . . + ar−1bs+1 + ar−2bs+2 + . . .≡
≡ arbs 6≡ 0 (mod p),

так как

bs−1 ≡ bs−2 ≡ . . .≡ b0 ≡ 0 (mod p), ar−1 ≡ar−2 ≡ . . .≡ a0 ≡0 (mod p).

Получено противоречие.
32.12. Пусть f — многочлен с целыми коэффициентами и f=gh,

где g, h — многочлены с рациональными коэффициентами. Можно
считать, что cont(f) = 1. Выберем для многочлена g натураль-
ное число m так, что многочлен mg имеет целые коэффициенты.
Пусть n = cont(mg). Тогда рациональное число r = m/n таково, что
многочлен rg имеет целые коэффициенты и cont(rg) = 1. Анало-
гично выберем положительное рациональное число s для много-
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члена h. Покажем, что в таком случае rs = 1, т. е. разложение
f = (rg)(sh) является разложением над кольцом целых чисел. Дей-
ствительно, согласно лемме Гаусса cont(rg) cont(sh) = cont(rsgh),
т. е. 1 = cont(rsf). Учитывая, что cont(f) = 1, получаем rs = 1.

32.13. Предположим, что

f = gh =
“X

bkxk
”“X

clx
l
”

,

причём g и h — многочлены положительной степени с целыми
коэффициентами. Число b0c0 = a0 делится на p, поэтому одно из
чисел b0 и c0 делится на p. Пусть, для определённости, b0 делится
на p. Тогда c0 не делится на p, так как a0 = b0c0 не делится на p2.
Если все числа bi делятся на p, то an делится на p. Поэтому bi не де-
лится на p при некотором i, где 0 < i 6 deg g < n; можно считать,
что i — наименьший номер числа bi, не делящегося на p. С одной
стороны, по условию число ai делится на p. С другой стороны,
ai =bic0 +bi−1c1 + . . .+b0ci, причём все числа bi−1c1, . . . , b0ci делятся
на p, а число bic0 не делится на p. Получено противоречие.

32.14. К многочлену

f(x + 1) =
(x + 1)p −1

(x + 1)−1
= xp−1 + C1

pxp−2 + . . . + C
p−1
p

можно применить признак Эйзенштейна, поскольку все числа
C1

pxp−2, . . . , C
p−1
p делятся на p (задача 14.30).

32.15. Пусть sk — k-я элементарная симметрическая функция
от a, b, c, d. По условию s1 = 2 и s3 = 2s4. Поэтому

1

1− a
+

1

1− b
+

1

1− c
+

1

1−d
=

4−3s1 + 2s2 −s3

1−s1 +s2 −s3 +s4
=

=
4− 6 + 2s2 − 2s4

1−2 +s2 −2s4 +s4
= 2.

32.16. Производящие функции s(t) и p(t) связаны соотношени-
ем s(−t)p(t)=1. Приравнивая коэффициенты при tn, n>1, в левой
и правой части, получаем требуемое.

32.17. Производящая функция s(t) выражается через p(t) сле-
дующим образом:

s(t) =
d

dt
ln p(t) =

p′(t)

p(t)
, т. е. s(t)p(t) = p′(t).

Приравнивая коэффициенты при tn−1, получаем требуемое.
32.18. П е р в о е р е ш е н и е. Требуемое равенство можно пе-

реписать в виде

s0sn − s1sn−1 + s2sn−2 + . . . + (−1)nsns0 = 0.
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Произведение sn−ksk состоит из членов вида xn−k
i xj1 . . . xjk

. Если
i совпадает с одним из чисел j1, . . . , jk, то этот член сокращает-
ся с членом xn−k+1

i (xj1 . . . bxi . . . xjk
) произведения sn−k+1sk−1 (сим-

вол bxi означает, что число xi исключено из произведения), а ес-
ли i отлично от j1, . . . , jk, то этот член сокращается с членом
xn−k−1

i (xixj1 . . . xjk
) произведения sn−k−1sk+1.

В т о р о е р е ш е н и е. Производящая функция s(t) выражает-
ся через s(t) следующим образом:

s(−t) =− d

dt
lns(t) =−s′(t)s(t)

, т. е. s(−t)s(t) =−s′(t).

Приравнивая коэффициенты при tn−1, получаем

nsn =

nX

r=1

(−1)r−1srsn−r.

32.19. Пусть s1 = x + y + z, s2 = xy + yz + zx, s3 = xyz и sk = xk +
+ yk + zk. Запишем формулы Ньютона для n = 1, 2 и 4, учиты-
вая при этом, что s1 = s1 = 0. В результате получим 2s2 = −s2

и s4 + s2s2 = 0. Значит, 2s4 =−s2(2s2) = s2
2.

32.20. Запишем формулы Ньютона s1 = s1 и 2s2 = s1s1 − s2. По
условию числа s1 =s1 и s2 делятся на n. Значит, 2s2 тоже делится
на n. А так как число n нечётно, то s2 делится на n. Запишем
теперь формулу Ньютона 5s5 =s1s4 −s2s3 +s3s2 −s4s1 +s5. Числа
s1s4, s2s3, s3s2, s4s1 делятся на n, поэтому s5 −5s5 делится на n.

32.21. Равенство xn+3
i + pxn+1

i + qxn
i = 0 показывает, что имеет

место рекуррентное соотношение sn+3 +psn+1 +qsn =0. Ясно также,

что s0=3 и s1=0. Кроме того, s−1=
1

x1
+

1

x2
+

1

x3
=

x2x3+x1x3+x1x2

x1x2x3
=

=−p

q
. Теперь можно вычислять sn, пользуясь известными значе-

ниями s−1, s0, s1 и рекуррентным соотношением. В результате
получим s2 = −2p, s3 = −3q, s4 = 2p2, s5 = 5pq, s6 = −2p3 + 3q2,
s7 =−7p2q, s8 = 2p4 − 8pq2, s9 = 9p3q− 3q3, s10 =−2p5 + 15p2q2.

32.22. Ясно, что p1 =x1x2 + (x1 +x2)x3 =x1x2 −x2
3 =−(b+c+d)×

×(a+b+c)−(d−a)2 и p2 =−(a+c+d)(a+b+d)−(b−c)2. Поэтому
p1 − p2 = 3(ad− bc).

32.23. Определим числа x1, x2, x3, y1, y2, y3 и многочлены
t3 + p1t + q1 и t3 + p2t + q2, как в условии задачи 32.22. Согласно
этой задаче p1 = p2, поскольку ad = bc. Положим p1 = p2 = p.

Пусть sn =xn
1 +xn

2 +xn
3 и s′n =yn

1 +yn
2 +yn

3. Тогда f2n =s2n−s′2n. В за-
даче 32.21 получены выражения для sn при n6 10. Воспользуемся
этими выражениями. Числа s2 и s4 зависят только от p, поэтому
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f2 = f4 =0. Далее, f6 =3(q2
1 −q2

2), f8 =8p(q2
2 −q2

1) и f10 =15p2(q2
1 −q2

2).
Поэтому 64f6f10 = 45(8p(q2

1 − q2
2))2 = 45f2

8.
32.24. а) Многочлен f(x1, . . . , xn) =

P
ak1,...,kn x

k1
1 . . . xkn

n называют
однородным многочленом степени m, если k1 + . . .+kn =m для всех
его мономов. Достаточно рассмотреть случай, когда f — однород-
ный многочлен. Будем говорить, что моном x

l1
1 . . . xln

n имеет более
высокий порядок, чем моном x

m1
1 . . . x

mn
n , если l1 = m1, . . . , lk = mk

и lk+1 > mk+1 (возможно, k = 0). Пусть ax
l1
1 . . . xln

n — старший мо-
ном многочлена f. Тогда l1 > . . . > ln. Рассмотрим симметрический
многочлен

f1 = f −asl1−l2
1 sl2−l3

2 . . .sln
n . (1)

Старший член монома sl1−l2
1 . . .sln

n равен

x
l1−l2
1 (x1x2)l2−l3 . . . (x1 . . . xn)ln = x

l1
1 x

l2
2 . . . xln

n ,

поэтому порядок старшего монома многочлена f1 строго ниже по-
рядка старшего монома многочлена f. Применим к многочлену f1

снова операцию (1) и т. д. Ясно, что после конечного числа таких
операций придём к нулевому многочлену.

Докажем теперь единственность представления f(x1, . . . , xn) =
= g(s1, . . . , sn). Достаточно проверить, что если

g(y1, . . . , yn) =
X

ai1 ...in y
i1
1 . . . yin

n

— ненулевой многочлен, то после подстановки y1 = s1 = x1 + . . .
. . . + xn, . . . , yn =sn = x1 . . . xn этот многочлен останется ненулевым.
Ограничимся рассмотрением старших мономов

ai1 ...in x
i1+...+in

1 x
i2+...+in

2 . . . xin
n ,

получающихся в результате подстановки. Ясно, что самый стар-
ший среди этих мономов ни с чем сократиться не может.

б) Это непосредственно видно из решения задачи а).
32.25. Достаточно проверить, что f делится на ∆. В самом деле,

если f/∆ — многочлен, то этот многочлен по очевидным причинам
симметрический. Покажем, например, что f делится на x1 − x2.
Сделаем замену x1 = u + v, x2 = v−u. В результате получим

f(x1, x2, x3, . . . , xn) = f1(u, v, x3, . . . , xn),

где f1 — некоторый многочлен. Если x1 = x2, то u = 0. Поэтому
f1(0, v, x3, . . . , xn) = 0. Это означает, что многочлен f1 делится
на u, т. е. многочлен f делится на x1 −x2. Аналогично доказывает-
ся, что f делится на xi −xj при всех i < j.
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32.26. Предположим сначала, что требуемое неравенство вы-
полняется при всех x >0. Пусть x1 = . . . = xk = a и xk+1 = . . . = xn =1.
Тогда

1 6 lim
a→∞

Ml(x)/Mm(x) = lim
a→∞

(al1+...+lk /am1+...+mk ).

Следовательно, l1 + . . . + lk >m1 + . . . +mk.
При k = n, положив x1 = . . . = xn = a, получаем равенство

Ml(x)/Mm(x) = al1+...+ln /am1+...+mn .

При a > 1, как и ранее, получим |l|> |m|. А при 0 < a < 1 получим
|l|6 |m|.

Доказательство утверждения в обратную сторону более сложно.
Оно использует следующее преобразование Rij. Пусть mi > mj > 0,
где i < j. Положим Rijm=m′, где m′

i =mi +1, m′
j =mj −1 и m′

k =mk при
k 6= i, j. Легко проверить, что m′

>m и |m′ |= |m|.
Л е м м а 1. Если l= Rijm, то Ml(x) > Mm(x), причём равен-

ство достигается лишь в том случае, когда x1 = . . . = xn. (Предпо-
лагается, что числа x1, . . . , xn положительны.)

Для каждой пары индексов p, q, где 16p<q6n, в Ml(x)−Mm(x)
входит слагаемое вида

A · (x
li
p x

lj
q + x

li
q x

lj
p −x

mi
p x

mj
q −x

mi
q x

mj
p ), (1)

где A —некоторое положительное число. Обозначим для наглядно-
сти xp = a, xq = b, mi =a, mj =b. Напомним, что li =a+ 1, lj =b−1
и a>b. Выражение (1), делённое на A, равно

aa+1bb−1+ab−1ba+1−aabb−abba=(ab)b−1(a−b)(aa+1−b−ba+1−b)>0,

причём равенство возможно лишь в том случае, когда a = b. По-
этому Ml(x)− Mm(x) > 0, причём если среди чисел x1, . . . , xn есть
хотя бы два различных, то неравенство строгое.

Л е м м а 2. Если l> m и |l|= |m|, но l 6=m, то l можно полу-
чить из m с помощью конечного числа преобразований Rij.

Пусть i — наименьший индекс, для которого li 6= mi. Тогда из
условия l>m следует, что li >mi. Равенство |l|= |m| означает, чтоP

(lk − mk) = 0, поэтому lj < mj для некоторого индекса j. Ясно,
что i < j и mj > 0. Поэтому к m можно применить преобразова-
ние Rij. В результате получим последовательность n, для которойni = mi + 1, nj =mj − 1 и nk = mk при k 6= i, j. Учитывая, что li > mi

и lj <mj, получаем

|li −mi |= |li −ni |+ 1, |lj −mj |= |lj −nj |+ 1.

Таким образом, X
|lk −nk |=

X
|lk −mk | −2,
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т. е. с помощью преобразования Rij нам удалось уменьшить на 2
величину

P
|lk −mk |. Поэтому с помощью некоторого числа преоб-

разований Rij эту величину можно сделать равной нулю.
Из лемм 1 и 2 неравенство Мюрхеда следует очевидным об-

разом.
32.27. Формула

cos(n + 1)f+ cos(n− 1)f= 2 cosf cos nf
показывает, что

Tn+1(x) = 2xTn(x)−Tn−1(x).

Многочлены Tn(x), определённые этим рекуррентным соотноше-
нием и начальными условиями T0(x) = 1 и T1(x) = x, обладают
нужным свойством.

32.28. О т в е т: T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x,
T4(x) = 8x4 −8x2 + 1, T5(x) = 16x5 −20x3 + 5x.

32.29. Это следует из того, что Tn(x) = cos nf при x = cosf.
32.30. Это следует из рекуррентного соотношения Tn+1(x) =

= 2xTn(x)−Tn−1(x), которое доказано при решении задачи 32.27.
32.31. Мы воспользуемся лишь одним свойством многочлена

Tn(x)=2n−1xn+. . . , а именно тем, что Tn(cos(kp/n))=cos kp=(−1)k

при k=0, 1, . . . , n. Рассмотрим многочлен Q(x)=
1

2n−1 Tn(x)−Pn(x).

Его степень не превосходит n − 1, поскольку старшие члены мно-

гочленов
1

2n−1 Tn(x) и Pn(x) равны. Из того, что |Pn(x)|6 1

2n−1 при

|x|6 1 следует, что в точке xk = cos(kp/n) знак числа Q(xk) совпа-
дает со знаком числа Tn(xk). Таким образом, в концах каждого
отрезка [xk+1, xk] многочлен Q(x) принимает значения разного
знака, поэтому у многочлена Q(x) на этом отрезке есть корень.
Чуть более аккуратные рассуждения нужны в том случае, когда
Q(xk) = 0. В этом случае либо xk — двукратный корень, либо внут-
ри одного из отрезков [xk+1, xk] и [xk, xk−1] есть ещё один корень.
Это следует из того, что в точках xk+1 и xk−1 многочлен Q(x)
принимает значения одного знака (рис. 32.1).

xk+1 xk xk−1 xk+1 xk xk−1

Рис. 32.1
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Количество отрезков [xk+1, xk] равно n, поэтому многочлен
Q(x) имеет по крайней мере n корней. Для многочлена степени
не более n − 1 это означает, что он тождественно равен нулю,

т. е. Pn(x) =
1

2n−1 Tn(x).

З а м е ч а н и е. По поводу другого решения см. задачу 11.38.
32.32. Пусть x = cosf. Тогда Tn(x) = cos(nf) = y и Tm(y) =

=cos m(nf), поэтому Tm(Tn(x))=cos mnf. Аналогично Tn(Tm(x))=
= cos mnf. Таким образом, равенство Tn(Tm(x)) = Tm(Tn(x)) вы-
полняется при |x| < 1, а значит, это равенство выполняется при
всех x.

32.33. а) Пусть n = 2k + 1 и f = 2lp/n. Тогда Tk+1(cosf) −
−Tk(cosf)=cos(k+1)f−cos kf. При этом (k+1)f+kf=(2k+1)f=
= 2lp. Значит, cos(k + 1)f= cos kf.

б) Пусть n = 2k и f= 2lp/n. Тогда Tk+1(cosf) − Tk−1(cosf) =
=cos(k+1)f−cos(k−1)f. При этом (k+1)f+(k−1)f=2kf=2lp.
Значит, cos(k + 1)f= cos(k−1)f.

32.34. а) Пользуясь результатом задачи 32.28, получаем T2 −
−T1 = 2x2 −x−1, T3 −T2 = 4x3 −2x2 −3x + 1, T4 −T3 = 8x4 −4x3 −
− 8x2 + 3x + 1, T5 −T4 = 16x5 −8x4 − 20x3 + 8x2 + 5x−1.

б) Согласно задаче 32.33 числа cos 0=1, cos
2p
5

и cos
4p
5

являют-

ся корнями многочлена T3 −T2. Поделив этот многочлен на x− 1,
получим требуемый многочлен.

в) Числа 1, cos
2p
7

, cos
4p
7

и cos
6p
7

являются корнями много-

члена T4 − T3. Поделив этот многочлен на x − 1, получим требуе-
мый многочлен.

г) Числа 1, cos
2p
9

, cos
4p
9

, cos
6p
9

= −1

2
и cos

8p
9

являются

корнями многочлена T5 −T4. Поделив этот многочлен на (2x+1)×
×(x−1) = 2x2 −x− 1, получим требуемый многочлен.

32.35. Пусть a = m/n — несократимая дробь. Положим x0 =
=2 cos t, где t=ap. Тогда Pn(x0)=2 cos(nt)=2 cos(nap)=2 cos(mp)=
=±2. Поэтому x0 — корень многочлена Pn(x)∓2= xn + b1xn−1 + . . .
. . . + bn с целыми коэффициентами. Пусть x0 = 2 cos(ap) = p/q —
несократимая дробь. Тогда pn + b1pn−1q + . . . + bnqn = 0, а значит,
pn делится на q. Но числа p и q взаимно простые, поэтому q =±1,
т. е. 2 cos(ap) — целое число.

32.36. Число y0 = a0x0 является корнем многочлена

yn + a1yn−1 + a2a0yn−2 + . . . + an−1an−2
0 y + anan−1

0 = 0.

При a0 = 0 это очевидно, а при a0 6= 0 нужно положить y = a0x;
после сокращения на an−1

0 получим исходный многочлен.
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32.37. Если |a−p/q|>1, то требуемое неравенство выполняется
при c = 1. Поэтому будем считать, что |a − p/q| < 1, а значит,

|p/q|< |a|+ 1. Запишем многочлен f(x) в виде f(x) = an

nQ
i=1

(x−ai),

где a1 =a. Тогда

˛̨
˛f
“

p

q

”˛̨
˛=|an |

˛̨
˛a− p

q

˛̨
˛

nY

i=2

˛̨
˛p

q
−ai

˛̨
˛<|an |

˛̨
˛a− p

q

˛̨
˛

nY

i=2

(|a|+1+|ai|)=c1

˛̨
˛a− p

q

˛̨
˛,

где c1 — положительное число, зависящее только от |an | и a.
Будем считать, что a0, . . . , an — целые числа, взаимно про-

стые в совокупности. Тогда число |an | полностью определяется
числом a. Кроме того, число

qnf(p/q) = anpn + an−1pn−1q + . . . + a0qn

целое, поэтому |qnf(p/q)|> 1. Следовательно,

˛̨
˛a− p

q

˛̨
˛> 1

c1

˛̨
˛f
“

p

q

”˛̨
˛> 1

c1qn
=

c

qn
,

где c = c−1
1 .

32.38. Для каждого натурального n рассмотрим число a =

=
nP

k=0
2−k! = p/q, где p — целое число и q = 2n!. При этом

˛̨
˛a− p

q

˛̨
˛= 1

2(n+1)!

“
1 +

1

2n+2 +
1

2(n+2)(n+3)
+ . . .

”
<

2

2(n+1)!
=

2

qn+1 .

Предположим, что a— алгебраическое число степени N. Тогда
согласно задаче 32.37 ˛̨

˛a− p

q

˛̨
˛> c

qN
,

а значит, 2q−n−1
> cq−N, т. е. c < 2qN−n−1 = 2 · 2n! (N−n−1). Но

lim
n→∞

2n! (N−n−1) = 0. Приходим к противоречию.

32.39. а) Пусть {a1, . . . , an} и {b1, . . . , bm} — наборы чисел, со-
пряжённых с a и b соответственно. Рассмотрим многочлен

F(t) =

nY

i=1

mY

j=1

(t−f(ai, bj)).
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Коэффициенты этого многочлена являются симметрическими
функциями от a1, . . . , an и b1, . . . , bm. Поэтому они являются
рациональными числами.

б) Решение аналогично.
32.40. Пусть {a1, . . . , an} и {b1, . . . , bm} — наборы чисел, сопря-

жённых с a и b соответственно. Рассмотрим многочлен

f(x) =
mY

j=1

f(x, bj).

Коэффициенты этого многочлена рациональны и f(a)=0. Поэтому
f(x) делится на

Q
(x−ai), а значит, f(ai)=0, т. е. f(ai, bj)=0 для

некоторого j.
32.41. Рассмотрим многочлен

F(x) =
Y

i,...,l

(xn +bn−1,ix
n−1 + . . . +b0,l),

где {bn−1,i}, . . . , {b0,l} — все числа, сопряжённые с bn−1, . . . , b0

соответственно. Легко проверить, что коэффициенты многочле-
на F — целые числа. Ясно также, что a— корень многочлена F.

32.42. Ясно, что a = e + e−1, где e = exp(kp/n). Пусть чис-
ло a1 сопряжено с a. Из задачи 32.40 следует, что a1 = e1 + e−1

1 ,
где число e1 сопряжено с e. Число e удовлетворяет уравнению
xn−1=0, поэтому e1 тоже будет корнем этого уравнения, а значит,e1 =exp(lp/n). В таком случае число a1 =2 cos(lp/n) вещественно.

32.43. Ясно, что все числа указанного вида должны входить
в k(a). Поэтому достаточно доказать, что числа указанного вида
образуют поле. Для этого, в свою очередь, достаточно доказать,
что произведение чисел такого вида имеет такой же вид и обрат-
ный элемент для числа такого вида тоже имеет такой вид (ясно,
что сумма чисел указанного вида имеет требуемый вид). Мы до-
кажем более общее утверждение: если f(x) и y(x) — многочлены
с коэффициентами из поля k, причём y(a) 6= 0, тоf(a)y(a)

= cn−1an−1 + cn−2an−2 + . . . + c1a+ c0

для некоторых чисел c0, . . . , cn−1 из поля k.
Многочлен f(x) неприводим над k, поэтому он не имеет общих

делителей с y(x). Значит, найдутся многочлены a(x) и b(x) с ко-
эффициентами их поля k, для которых a(x)y(x) + b(x)f(x) = 1

(см. с. 437). При x = a получаем
1y(a)

= a(a). Таким образом,
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=f(a)a(a). Поделим многочлен f(x)a(x) на f(x) с остатком:f(x)a(x) = q(x)f(x) + r(x), где r(x) — многочлен степени не выше

n− 1. Остаётся заметить, что f(a)a(a) = r(a).
32.44. Пусть bm = cm −dm. Нужно доказать, что если

n−1P
m=0

bmam =

= 0, где b0, . . . , bn−1 — числа из поля k, то b0 = b1 = . . . = bn−1 = 0.
Многочлен g(x)=bn−1xn−1 + . . .+b0 имеет общий корень a с непри-
водимым многочленом f(x), поэтому g(x) делится на f(x). Но
степень g(x) меньше степени f(x), поэтому g(x)=0, т. е. b0 =b1 = . . .
. . . = bn−1 = 0.



ГЛАВА 33

АЛГОРИТМЫ И ВЫЧИСЛЕНИЯ

Когда дело доходит до конкретных вычислений, бывает важно
выбрать наиболее быстрый способ вычислений. При этом нуж-
но иметь в виду, что умножение двух больших чисел занимает
больше времени, чем сложение.

Иррациональные числа обычно вычисляются приближённо,
поэтому при таких вычислениях важно оценить погрешность
вычислений. Это относится и к приближённому представлению
десятичными дробями рациональных чисел с большими числи-
телями и знаменателями.

33.1. Вычисления некоторых чисел

33.1. Докажите, что дробь

0,1234567891011 . . . 4748495051

0,51504948 . . . 4321

начинается с цифр 0,239.
33.2. Докажите, что если квадрат числа начинается

с 0,999 . . . 9 (100 девяток), то и само число начинается
с 0,999 . . . 9 (100 девяток).

33.3. Вычислите с точностью до 0,00001 произведение
(

1− 1

10

)(

1− 1

102

)(

1− 1

103

)

. . .
(

1− 1

1099

)

.

33.4. Докажите, что 3,14 <p< 3,142 и 9,86 <p2
< 9,87.

33.2. Арифметические операции. Многочлены

33.5. Дано число a. Докажите, что можно вычислить an,
сделав не более 2 log2 n умножений.
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33.6. Чтобы вычислить значение многочлена P(x)=anxn+
+ an−1xn−1 + . . . + a0 при x = x0, можно вычислить anxn

0,
an−1xn−1

0 , . . . , a1x0, а затем сложить все полученные числа
и a0. Для этого потребуется 2n−1 умножений (вычисление
xk

0 для k=2, 3, . . ., n требует n−1 умножений). Придумайте
способ вычисления P(x0), требующий лишь n умножений
и n сложений (схема Горнера).

33.7. Укажите алгоритм, позволяющий разложить дан-
ный многочлен с целыми коэффициентами на неприводи-
мые множители (в частности, выяснить, является ли дан-
ный многочлен неприводимым).

33.3. Сортировка

Задача сортировки заключается в следующем. Дана последова-
тельность чисел a1, a2, . . . , an. Требуется их переставить так,
чтобы они были упорядочены по возрастанию: as(1) 6 as(2) 6 . . .
. . . 6 as(n); здесь s(1), . . . , s(n) — перестановка чисел 1, . . . , n.

У этой задачи есть разные варианты: найти наибольшее (или
наименьшее) из данных чисел; найти два наибольших числа;
выяснить, есть ли среди данных чисел равные, и т. п.

33.8. Дано n попарно различных чисел. Требуется найти
наибольшее из них, сравнивая за один шаг пару чисел.

а) Докажите, что это можно сделать за n−1 шаг.
б) Докажите, что этого нельзя сделать меньше, чем за

n−1 шаг.

Известно много разных алгоритмов сортировки. Здесь мы разбе-
рём некоторые из них.

Сортировка вставками заключается в следующем. Сначала
сравниваем a1 и a2 и, если надо, меняем их местами. Затем в но-
вой последовательности сравниваем a3 и a2 (здесь a2 — элемент,
который стоит на 2-м месте в новой последовательности) и, если
нужно, меняем их местами. Если элементы a3 и a2 пришлось
поменять местами, то сравниваем a3 и a1 и т. д.

33.9. Докажите, что для сортировки вставками количе-

ство сравнений чисел заключено между n−1 и
n(n− 1)

2
.
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Для оценки числа сравнений, достаточных для решения различ-
ных задач сортировки, часто используется результат следующей
задачи.

33.10. Есть куча из n>2 камней. На первом шаге она де-
лится примерно пополам, т. е. если n чётно, то она делится
на две кучи из n/2 камней, а если n нечётно, то на две кучи

из
n−1

2
и

n + 1

2
камней. На втором шаге с каждой кучей,

в которой есть по крайней мере два камня, повторяется то
же самое и т. д. Процесс останавливается после m-го шага,
когда в каждой куче остался ровно один камень. Докажите,
что число m определяется неравенствами m−1 < log2 n 6 m.

Сортировка слияниями заключается в следующем. Предполо-
жим, что у нас уже есть две отсортированные последователь-
ности x1 6 x2 6 . . . 6 xp и y1 6 y2 6 . . . 6 yq. Тогда по ним можно
построить отсортированную последовательность всех этих чисел
следующим образом. Сравним числа x1 и y1 и заберём меньшее
из них (если x1 = y1, то забираем любое из этих чисел). Это
будет первое число новой последовательности. Для оставших-
ся последовательностей (теперь в одной из них на одно число
меньше) повторяем то же самое. Так находим второе число но-
вой последовательности и т. д. Для сортировки произвольной
последовательности чисел этот алгоритм слияния двух после-
довательностей используется следующим образом. Разобьём ис-
ходную последовательность n чисел примерно пополам, как это
делается в задаче 33.10. После того как мы отсортируем две
полученные последовательности, к ним можно будет применить
алгоритм слияния. Каждую полученную последовательность мы
снова делим примерно пополам (если в ней есть по крайней мере
два числа) и т. д. до тех пор, пока не останутся только последо-
вательности, каждая из которых состоит из одного числа. После
этого мы начинаем сливать последовательности в порядке, об-
ратном разбиению.

33.11. Дана последовательность из n чисел. Докажите,
что для её сортировки слияниями требуется не более mn −
− 2m + 1 сравнений пар чисел, где число m определяется
неравенствами m−1 < log2 n 6 m.

33.12. В последовательности из 2n чисел требуется одно-
временно найти наибольшее число и наименьшее.
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а) Докажите, что это можно сделать, сравнив 3n−2 пары
чисел.

б) Докажите, что сравнением менее 3n−2 пар чисел в об-
щем случае нельзя обойтись.

33.13. В последовательности из n различных чисел тре-
буется одновременно найти самое большое и следующее за
ним по величине.

а) Докажите, что это можно сделать, сравнив n + m − 2
пары чисел, где целое число m определяется неравенствами
m−1 < log2 n 6 m.

б) Докажите, что сравнением менее n + m − 2 пар чисел
в общем случае нельзя обойтись.

33.4. Криптография с открытым ключом

Пусть m — произведение двух различных простых чисел
p и q. Выберем число e так, чтобы оно было взаимно просто
с p − 1 и q − 1. Числа m и e доступны всем желающим,
а числа p и q известны только владельцу шифра. Здесь
нужно сказать, что если числа p и q достаточно большие,
то с практической точки зрения восстановить их по извест-
ному числу m (т. е. разложить m на простые множители)
невозможно.

Теперь любой желающий может зашифровать сообще-
ние, которое представлено натуральным числом* x < m,
следующим образом: числу x сопоставляется остаток от де-
ления числа xe на m.

Покажем, как владелец ключа может расшифровать это
сообщение. Для расшифровки важны не исходные простые
числа p и q, а натуральное число d, которое определяется
следующим образом:

de≡1 (mod f(m)), 1 6 d <f(m).

* Для шифровки текстового сообщения нужно преобразовать его в число
по стандартному правилу: пробел = 00, а = 01, б = 02, . . .
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Здесь f(m) = (p−1)(q− 1) — функция Эйлера. Существова-
ние и единственность числа d следуют из того, что e взаимно
просто с f(m).

Чтобы расшифровать сообщение, нужно научиться ре-
шать сравнение xe ≡a (mod m). Если x взаимно просто с m,
то согласно малой теореме Ферма xf(m) ≡ 1 (mod m), поэто-
му ad ≡ xed ≡ x (mod m). Поэтому расшифровка сообщения
состоит просто в возведении полученного сообщения в сте-
пень d (и приведении по модулю m). Легко проверить, что
это остаётся верным и в том случае, когда x не взаимно про-
сто с m, т. е. a не взаимно просто с m. Действительно, пусть
НОД(a, m) = r и s = m/r. Число m является произведением
двух взаимно простых чисел, поэтому s и r — это простые
числа p и q. В частности, f(m) делится на f(s). Следова-
тельно, de≡ 1 (mod f(s)) и ad ≡xed ≡x (mod s). Числа a и x

делятся на простое число r, поэтому ad ≡ 0 ≡ x (mod r). Но
числа r и s взаимно простые, поэтому ad ≡x (mod m).

Решения

33.1. Пусть a = 0,1234 . . . 5051 и b = 0,5150 . . . 321. Требуется
доказать, что 0,239b 6 a < 0,24b. Но 0,515 < b < 0,516, поэтому
0,239b<0,239·0,516=0,123324<a и 0,24b>0,24·0,515=0,1236>a.

33.2. Если 0<a<1, то 0<a2
<a<1. По условию 1>a2

>0,9 . . . 9| {z }
100

.

Поэтому 1 > a > 0,9 . . . 9| {z }
100

(предполагается, что число a положи-

тельно).
33.3. О т в е т: 0,89001.

Пусть a =
“

1 − 1

10

”“
1 − 1

102

”
. . .
“

1 − 1

105

”
и b =

“
1 − 1

106

”
. . .

. . .
“

1− 1

1099

”
. Непосредственные вычисления показывают, что

0,89001 +
1

106 < a < 0,89001 +
2

106 .

Ясно, что b < 1 − 1

106 . Кроме того, если 0 < x, y < 1, то

(1−x)(1−y)>1−x−y. Поэтому b>1− 1

106 −
1

107 − . . .− 1

1099 >1− 2

106 .
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Следовательно,

ab < 0,890012 · 0,999999 < 0,890012,

ab > 0,890011 · 0,999998 > 0,890009.

33.4. Мы воспользуемся тождеством

4 arctg
1

5
− arctg

1

239
=
p
4

.

(задача 11.11) и неравенствами для арктангенса, доказанными
в задаче 29.46. Из этих неравенств следует, чтоp

4
> 4
“1

5
− 1

3 · 53

”
− 1

239
> 0,78514923,p

4
< 4
“1

5
− 1

3 · 53 +
1

5 · 55

”
− 1

239
+

1

3 · 2393 < 0,78540526.

Поэтому 3,1405 <p< 3,1416 и 9,862 <p2
< 9,8698.

33.5. Пусть двоичная запись числа n имеет вид a0 + a1 · 2 + . . .
. . . + am · 2m, где am 6= 0. Тогда m 6 log2 n < m + 1, поскольку
2m

6 n < 2m+1. Числа a, a2, a4, . . . , a2m

можно вычислить, сделав
m умножений. Чтобы вычислить an, нужно перемножить какой-то
набор из этих чисел. Он не может включать более m + 1 чи-
сел, поэтому достаточно m умножений. Всего получаем не более
2m 6 2 log2 n умножений.

33.6. Пусть b1 =anx0 +an−1, b2 =b1x0 +an−2, . . . , bn =bn−1x0 +a0.
Тогда bn = P(x0), поскольку

P(x) = (. . . ((anx0 + an−1)x0 + an−2) . . .)x0 + a0.

33.7. Для вычисления разложения многочлена f с целыми
коэффициентами на неприводимые множители Кронекер предло-
жил следующий алгоритм (алгоритм Кронекера). Пусть deg f = n
и r = [n/2]. Если многочлен f(x) приводим, то у него есть дели-
тель g(x) степени не выше r. Чтобы найти этот делитель g(x),
рассмотрим числа cj =f(j), j=0, 1, . . . , r. Если cj =0, то x−j — дели-
тель многочлена f(x). Если же cj 6= 0, то g(j) — делитель числа cj.
Каждому набору d0, . . . , dr делителей чисел c0, . . . , cr соответству-
ет ровно один многочлен g(x) степени не выше r, для которого
g(j) = dj, j = 0, 1, . . . , r. А именно,

g(x) =

rX

j=0

djgj(x), gj(x) =
Y

06k6r
k 6=j

“
x− k

j− k

”
.
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Для каждого такого многочлена g(x) нужно проверить, будут ли
его коэффициенты целыми числами и будет ли он делителем мно-
гочлена f(x).

Сейчас известно много других, более эффективных, алгоритмов
разложения многочлена на неприводимые множители.

33.8. а) Будем при сравнении двух чисел выбирать наибольшее.
Меньшее число будем вычёркивать из списка; в дальнейших срав-
нениях оно участвовать не будет. Ясно, что после n− 1 сравнений
в списке останется лишь одно число — наибольшее.

б) Каждое сравнение отсеивает только одного претендента на
звание наибольшего числа. Если сделано k сравнений, то остаются
n − k претендентов на звание наибольшего числа. Поэтому если
остался только один претендент, то k > n−1.

33.9. Наименьшее число сравнений будет в случае, когда числа
a1, a2, . . . , an уже упорядочены по возрастанию. В этом случае
перестановок чисел не будет вообще. Сравниваться будут чис-
ла a1 и a2, a2 и a3, . . . , an−1 и an. Наибольшее число срав-
нений будет в случае, когда числа a1, a2, . . . , an упорядоче-
ны по убыванию. В этом случае количество перестановок будет
наибольшим. Количество сравнений чисел в этом случае равно

1 + 2 + . . . + (n− 1) =
n(n −1)

2
.

33.10. Индукцией по m легко доказать, что для кучи из 2m−1 +1
камней процесс останавливается после m шагов, поскольку после
первого шага бо́льшая из куч содержит 2m−2 + 1 камней. Ясно
также, что для кучи из 2m камней процесс тоже останавливается
после m шагов.

Таким образом, для кучи из n камней процесс останавливает-
ся после m шагов тогда и только тогда, когда 2m−1 + 1 6 n 6 2m,
т. е. 2m−1

< n 6 2m. Логарифмируя эти неравенства, получаем тре-
буемое.

33.11. Согласно задаче 33.10 число m, которое определяется
указанными неравенствами, это количество шагов, которые нуж-
но сделать, чтобы завершилось деление последовательностей (име-
ются в виду шаги, при которых делятся примерно пополам все
последовательности, полученные на предыдущем шаге).

Для слияния двух отсортированных последовательностей, со-
стоящих из p и q чисел, требуется не более p + q−1 сравнений пар
чисел. Действительно, при каждом сравнении мы забираем одно
число. Кроме того, сортировка завершается после того, как из од-
ной последовательности забраны все числа. Но при этом в другой
последовательности останется по крайней мере одно число.
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После m делений примерно пополам мы имеем 2m−1 «пар» чи-
сел (некоторые «пары» состоят из одного числа). Для слияния
этих «пар» нужно не более n− 2m−1 сравнений (для слияния «па-
ры», состоящей из одного числа, никаких сравнений не нужно,
поэтому из общего количества всех чисел вычитается количество
всех «пар»). Затем нужно слить 2m−2 последовательности; для это-
го нужно не более n − 2m−2 сравнений и т. д. Всего получаем не
более mn−2m−1 −2m−2 − . . .− 2−1 = mn−2m + 1 сравнений.

33.12. а) Разобьём данные числа произвольным образом на
n пар. Сравнивая числа в каждой паре, выберем n наибольших
чисел и n наименьших чисел в парах. Ясно, что наибольшее число
нужно искать среди выбранных n наибольших чисел. Его можно
найти, сделав n − 1 сравнений (задача 33.8). Аналогично можно
найти наименьшее число (среди n выбранных наименьших чисел),
сделав n− 1 сравнений.

б) Пусть после k сравнений у нас есть ak чисел, которые ока-
зались меньше каких-то чисел и больше каких-то чисел, bk чисел,
которые оказались меньше каких-то чисел, но пока не оказались
больше каких-то чисел, ck чисел, которые оказались больше ка-
ких-то чисел, но пока не оказались меньше каких-то чисел, и dk чи-
сел, которые пока не сравнивались ни с какими числами. Перво-
начально a0=b0=c0=0 и d0=2n. А когда после m сравнений найде-
ны наибольшее число и наименьшее, bm=cm=1, am=2n−2 и dm=0.

Рассмотрим величину fk =bk +ck +
3

2
dk. Ясно, что f0 =3n и fm =2.

Будем предполагать, что если мы прямо или косвенно знаем, что
x>y, то числа x и y мы больше никогда друг с другом не сравнива-
ем, потому что такое сравнение можно было бы просто пропустить.
Достаточно доказать, что при сравнении любой пары чисел может
случиться, что fk − fk+1 6 1. Действительно, складывая неравен-
ства f0 − f1 6 1, f1 − f2 6 1, . . . , fm − fm−1 6 1, получаем f0 − fm 6 m,
т. е. 3n− 2 6 m. Требуемое утверждение доказывается прямым пе-
ребором.

1) Если сравниваются два числа из группы ak, то ничего не
меняется: fk+1 = fk.

2) Пусть сравниваются число a из группы ak и число b из груп-
пы bk. Может случиться, что a<b. Тогда ak+1 =ak +1 и bk+1 =bk −1,
поэтому fk − fk+1 = 1.

3) Аналогично может случиться, что a > c. Тогда ak+1 = ak + 1
и ck+1 = ck − 1, поэтому fk − fk+1 = 1.

4) При сравнении чисел a и d одно из чисел bk или ck увеличи-
вается на 1, а число dk уменьшается на 1, поэтому fk − fk+1 = 1/2.
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5) При сравнении двух чисел из группы bk число ak увеличива-
ется на 1, а bk уменьшается на 1, поэтому fk − fk+1 = 1.

6) Может случиться, что b < c. Тогда ничего не меняется.
7) Может случиться, что b < d. Тогда ck увеличивается на 1,

а dk уменьшается на 1, поэтому fk − fk+1 = 1/2.
8) При сравнении двух чисел из группы ck число ak увеличива-

ется на 1, а ck уменьшается на 1, поэтому fk − fk+1 = 1.
9) Может случиться, что c > d. Тогда bk увеличивается на 1,

а dk уменьшается на 1, поэтому fk − fk+1 = 1/2.
10) При сравнении двух чисел из группы dk оба числа bk и ck

увеличиваются на 1, а dk уменьшается на 2, поэтому fk − fk+1 = 1.
33.13. а) Будем последовательно делить набор из n чисел при-

мерно пополам, как это описано в задаче 33.10. Согласно решению
этой задачи процесс останавливается после m шагов. Группы, по-
лученные на (m − 1)-м шаге, состоят из пар чисел и отдельных
чисел. В каждой такой группе сравним числа и найдём среди них
наибольшее (отдельные числа пока ни с чем не сравниваются). За-
тем аналогично найдём наибольшее число в каждой группе, полу-
ченной на (m−2)-м шаге, и т. д. В результате найдём наибольшее
число. При этом будет сделано n − 1 сравнений. Действительно,
при каждом сравнении отсеивается один кандидат на звание наи-
большего числа, причём в результате будет отсеяно n− 1 число.

Займёмся теперь поиском второго по величине числа. Ясно,
что оно выбыло из дальнейшей борьбы в результате сравнения
с наибольшим числом, поскольку у любого другого числа оно бы
выиграло. Таким образом, второе по величине число нужно искать
среди тех чисел, которые сравнивались непосредственно с самым
большим числом. Таких чисел не более m. Выбрать из них наи-
большее можно за m− 1 сравнений.

б) Будем говорить, что число проигрывает сравнение, если оно
оказывается меньше числа, с которым оно сравнивается. Пусть
ki — количество чисел, проигравших не менее i сравнений (кос-
венные проигрыши, когда из неравенств a < b и b < c делается
вывод, что a < c, не учитывается; количество всех проигрышей
равно количеству всех сравнений). Тогда сумма всех чисел ki равна
количеству всех сравнений, поскольку после каждого сравнения
ровно одно из чисел ki увеличивается на 1. Действительно, пусть
при очередном сравнении проигрывает число, которое уже про-
играло j сравнений. Тогда kj+1 увеличивается на 1, а остальные
числа ki не изменяются.

Достаточно доказать, что при любом алгоритме сравнений мо-
жет получиться так, что после того как удалось выявить наиболь-
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шее число и следующее за ним, будет выполняться неравенство
k1 + k2 > n + m−2. Прежде всего заметим, что после того как алго-
ритм закончит работу, будет выполняться неравенство k1 > n − 1,
поскольку все числа, кроме одного, должны были кому-то проиг-
рать (если бы два числа никому не проиграли, то мы не знали
бы, какое из них больше другого). Остаётся доказать, что при
неудачных исходах может выполняться неравенство k2 > m−1.

На каждом шаге работы алгоритма будем называть лидером
число, которое пока никому не проиграло. Покажем, что неравен-
ство k2 > m−1 выполняется, если исходы сравнений следующие:

(1) при сравнении двух не лидеров результат произвольный;
(2) при сравнении лидера с не лидером всегда выигрывает

лидер;
(3) при сравнении двух лидеров выигрывает тот, у кого было

больше выигрышей (если выигрышей было поровну, то результат
произвольный).

Такие исходы сравнений возможны потому, что на лидера нет
никаких ограничений сверху: если его увеличить, то результат
предыдущих сравнений не изменится.

Введём теперь понятие подчинения лидеру. Первоначально все
числа подчинены только самим себе. При сравнениях типа (1) и (2)
подчинение лидерам не изменяется. При сравнении типа (3) про-
игравший и все его подчинённые переподчиняются новому лидеру.

Покажем индукцией по k, что если лидер выиграл k сравнений,
то ему подчинено (вместе с ним самим) не более 2k чисел. При
k = 0 лидеру подчинён только он сам. Пусть лидер, выигравший
k сравнений, выигрывает у кого-то в очередной раз. Тот, у кого он
выиграл, по нашему соглашению о сравнениях типа (3) выиграл
не более k сравнений. Поэтому как выигравшему, так и проиграв-
шему подчинено не более 2k чисел; при объединении этих двух
групп получается не более 2k+1 чисел, что и требовалось.

Итак, наибольшее число выиграло по крайней мере m сравне-
ний, поскольку ему в итоге будут подчинены все n чисел. Среди
m чисел, проигравших наибольшему числу, есть только одно чис-
ло, которое больше никому не проиграло (иначе мы не будем знать
второе по величине число). Следовательно, k2 > m−1.



ГЛАВА 34

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

34.1. Метод подстановки

Метод подстановки позволяет решать довольно узкий класс
функциональных уравнений. Он заключается в следующем.
Пусть f(x) — функция, которая обладает таким свойством: ес-
ли f1(x) = f(x) и fk+1(x) = f(fk(x)) при k > 1, то fn(x) = x
для некоторого n. Например, если f(x) = 1 − x, то f2(x) = x.
Предположим, что функциональное уравнение содержит только
функции f(x), f(f(x)), . . . , f(fn−1(x)). Тогда вместо x можно
подставить f1(x), f2(x), . . . , fn−1(x) и получить систему урав-
нений, которую иногда удаётся решить.

34.1. Найдите все функции f(x), для которых 2f(1−x) +
+ 1 = xf(x).

34.2. Найдите все функции f(x), которые определены
при x 6= 1 и удовлетворяют соотношению

f(x) + f
( 1

1−x

)

= x.

34.3. Найдите все функции f(x), которые определены
для всех x 6= 0, ±1 и удовлетворяют соотношению

xf(x) + 2f
(

x− 1

x + 1

)

= 1.

34.2. Функциональные уравнения
для произвольных функций

34.4. а) Предположим, что каждому рациональному чис-
лу x сопоставлено действительное число f(x) так, что
f(x + y) = f(x) + f(y) и f(xy) = f(x)f(y). Докажите, что либо
f(x) = x для всех x, либо f(x) = 0 для всех x.
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б) Решите ту же самую задачу в случае, когда число f(x)

сопоставляется не только рациональным числам, но и всем
действительным числам.

34.5. Найдите все функции f(x), которые определены
для всех x и удовлетворяют соотношению

xf(y) + yf(x) = (x + y)f(x)f(y)

для всех x, y.
34.6. Найдите функцию f(x), которая определена для

всех x, в некоторой точке отлична от нуля и для всех x, y

удовлетворяет уравнению f(x)f(y) = f(x− y).
34.7. Докажите, что не существует функции f(x), кото-

рая определена для всех x и удовлетворяет соотношению
f(f(x)) = x2 −2.

34.3. Функциональные уравнения
для непрерывных функций

34.8. Непрерывная функция f(x) определена для всех x

и удовлетворяет соотношению

f(x + y) = f(x) + f(y).

Докажите, что f(x) = Cx, где C = f(1).
34.9. Найдите все непрерывные функции, которые опре-

делены для всех x и удовлетворяют соотношению f(x) =
= axf(x/2), где a — фиксированное положительное число.

34.10. Непрерывная функция f(x) определена для всех x,
причём f(x0) 6= 0 для некоторого x0. Докажите, что если
выполнено соотношение

f(x + y) = f(x)f(y),

то f(x) = ax для некоторого a > 0.
34.11. Непрерывная функция f(x) определена для всех

x > 0 и удовлетворяет соотношению

f(xy) = f(x) + f(y).

а) Докажите, что если f(a) = 1 для некоторого a, то
f(x) = loga x.
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б) Докажите, что если f(x0) 6= 0 для некоторого x0, то
f(a) = 1 для некоторого a.

34.12. Найдите все непрерывные решения функциональ-
ного уравнения

f(x + y) = f(x) + f(y) + f(x)f(y).

34.13. Найдите все непрерывные решения функциональ-
ного уравнения

f(x + y)f(x− y) = (f(x))2

(Лобачевский).

34.4. Функциональные уравнения
для дифференцируемых функций

34.14. Найдите все дифференцируемые функции f, для
которых f(x)f′(x) = 0 для всех x.

34.5. Функциональные уравнения для многочленов

34.15. Найдите все многочлены P(x), для которых спра-
ведливо тождество xP(x−1) = (x−26)P(x).

34.16. Многочлен P(x, y) обладает следующим свойством:
P(x, y) = P(x + 1, y + 1) для всех x и y. Докажите, что

P(x, y) =
n∑

k=0
ak(x− y)k.

Согласно задаче 28.76 для многочлена f степени n + 1 выполня-
ется равенство

f(x) = f(y) + (x− y)f′(y) + . . . + (x− y)n+1 f(n+1)(y)

(n + 1)!
.

При этом f(n+1) — константа, а значит,

(x−y)n+1 f(n+1)(y)

(n + 1)!
=

= (x− y)n
“−yf(n+1)(y)

(n + 1)!
− c
”

+ (x−y)n
“

xf(n+1)(x)

(n + 1)!
+ c
”

.
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Таким образом, у функционального уравнения

f(x) =

nX

k=0

(x−y)kgk(y) + (x−y)nh(x) (1)

есть решение следующего вида:
(а) f — многочлен степени не выше n + 1;
(б) gk(y) = f(k)(y)/k! при k = 0, 1, . . . , n− 1;
(в) gn(y) = f(n)(y)/n!− yf(n+1)(y)/(n + 1)!− c;
(г) h(x) = xf(n+1)(x)/(n + 1)! + c.

34.17. Пусть f, g0, . . . , gn, h — произвольные функции,
которые при всех вещественных x, y, x 6= y, удовлетворяют
уравнению (1). Докажите, что тогда эти функции имеют
указанный выше вид (а)––(г).

34.18. а) Пусть функция f(x) дифференцируема n раз
и при всех вещественных x, y, x 6=y, выполняется равенство

f(x)−
n−1X

k=0

(x−y)k

k!
f(k)(y)

(x−y)n =
f(n)(x) + f(n)(y)

(n + 1)!
.

Докажите, что тогда f — многочлен степени не выше n.
б) Докажите, что если при всех вещественных x, y, x 6=y,

выполняется равенство

f(x)− g(y)

x−y
=
f(x) +f(y)

2
, (2)

то f — многочлен степени не выше 2, g = f и f= f′.
34.19. Докажите, что функциональное уравнение

f(x)− g(y)

x−y
=f(

x + y

2

)

(3)

сводится к функциональному уравнению (2)
34.20. а) Найдите полиномиальные решения функцио-

нального уравнения f(ax +b) = f(x) при a=±1.
б) Докажите, что если решением функционального урав-

нения f(ax + b) = f(x) является многочлен степени n, тоan = 1. (В частности, если a 6=±1, то n > 3).
34.21. Пусть многочлен f степени n>3 удовлетворяет со-

отношению f(ax +b) = f(x), где a 6=±1 и an = 1. Докажите,
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что тогда

f(x) = a0

(

x +
ba− 1

)n

+ c.

Решения

34.1. Подставив 1−x вместо x, получим 2f(x)+1=(1−x)f(1−x).

Исходное уравнение показывает, что f(1 − x) =
xf(x)−1

2
. Подста-

вим это выражение в новое соотношение, получим 2f(x) + 1 =

= (1 − x)
xf(x)−1

2
, а значит, f(x) =

x− 3

x2 −x + 4
. Непосредственная

проверка показывает, что эта функция удовлетворяет требуемому
соотношению.

34.2. Пусть f1(x) =
1

1−x
. Тогда f2(x) = 1 − 1/x и f3(x) = x.

Поэтому получаем систему уравнений
8
>>>>><
>>>>>:

f(x) + f
“ 1

1− x

”
= x,

f
“ 1

1−x

”
+ f
“

1− 1

x

”
=

1

1−x
,

f
“

1− 1

x

”
+ f(x) = 1− 1

x
.

Сложим первое уравнение с третьим и вычтем из них второе урав-
нение. В результате получим

f(x) =
1

2

“
x + 1− 1

x
− 1

1− x

”
.

Непосредственная проверка показывает, что эта функция удовле-
творяет требуемому соотношению.

34.3. Для f1(x)=
x− 1

x + 1
последовательно находим: f2(x)=−1/x,f3(x) =

x + 1

1−x
и f4(x) = x. Поэтому получаем систему уравнений

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

xf(x) + 2f
“

x− 1

x + 1

”
= 1,

x− 1

x + 1
f
“

x− 1

x + 1

”
+ 2f

“
−1

x

”
= 1,

−1

x
f
“
−1

x

”
+ 2f

“
x + 1

1− x

”
= 1,

x + 1

1−x
f
“

x + 1

1−x

”
+ 2f(x) = 1.
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Чтобы сократить вычисления, поступим следующим образом.
Умножим третье уравнение на 2x и сложим его со вторым уравне-
нием. Затем к полученному уравнению прибавим первое уравне-

ние, умноженное на
1−x

2(x + 1)
, и последнее уравнение, умноженное

на
4x(x −1)

x + 1
. В результате получим

15x(x −1)

2(x + 1)
f(x) =

12x2 − 3x + 3

2(x + 1)
.

Значит, если x 6=0, ±1, то f(x)=
4x2 −x + 1

5(x− 1)
. Непосредственная про-

верка показывает, что эта функция f(x) удовлетворяет требуемому
соотношению.

34.4. а) Предположим, что f(x) 6=0 хотя бы для одного числа x.
Тогда из равенства f(x · 1) = f(x)f(1) следует, что f(1) = 1. Далее,
f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0), поэтому f(0) = 0.

Из равенства f(x + y) = f(x) + f(y) следует, что если n — нату-
ральное число, то f(nx) = nf(x). Значит, f(n) = n, f(1) = nf(1/n),
т. е. f(1/n) = 1/n, и f(m/n) = mf(1/n) = m/n для любого натураль-
ного числа m. Наконец, f(−x) + f(x) = f(x−x) = f(0) = 0.

б) Докажем, что если x > y, то f(x) > f(y). Действительно, если
x>y, то x=y+t2 для некоторого действительного числа t. Поэтому
f(x) = f(y) + f(t2) = f(y) + (f(t))2

> f(y).
Предположим, что f(x) 6= x для некоторого действительного

числа x (мы рассматриваем случай, когда f(x) 6= 0 хотя бы для
одного числа x). Пусть, например, f(x) > x. Тогда существует ра-
циональное число r, для которого f(x)> r >x. Из неравенства r >x
следует, что f(r)> f(x), т. е. r > f(x). Получено противоречие. Если
f(x) < x, то рассуждения аналогичны.

34.5. Положим x = y. Тогда получим 2xf(x) = 2x(f(x))2. Если
x 6= 0, то f(x) = 0 или 1.

Предположим, что f(a)=0 для некоторого a 6=0. Положив x=a,
получим af(y) = 0 для всех y, т. е. f = 0.

Предположим, что f(a)=1 для некоторого a 6=0. Положив x=a,
получим af(y) + y = (a + y)f(y), т. е. y = yf(y). Значит, f(y) = 1 для
всех y 6= 0.

В результате получаем, что либо f(x) = 0 для всех x, либо
f(x) = 1 для всех x 6= 0 и f(0) = c — произвольное число.

34.6. Возьмём точку x0, для которой f(x0) 6=0, и положим y=0.
Тогда f(x0)f(0) = f(x0), поэтому f(0) = 1. Положив x = y, получаем
(f(x))2 = f(0)=1. Значит, f(x)=±1. Наконец, положив y=x/2, по-
лучим f(x)f(x/2)=f(x/2), причём f(x/2)=±1 6=0. Поэтому f(x)=1.
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34.7. Рассмотрим функции g(x) = x2 − 2 и h(x) = g(g(x)) = x4 −
− 4x2 + 2. Корни уравнения g(x) = x равны −1 и 2. Оба эти числа
являются также и корнями уравнения h(x) = x. Чтобы найти
остальные корни этого уравнения, поделим x4 − 4x2 − x + 2 на
x2 − x − 2. В результате получим трёхчлен x2 + x − 1. Его корни

равны
−1±

√
5

2
. Таким образом, уравнение h(x) = x имеет корни

−1, 2,
−1±

√
5

2
. (1)

Докажем, что не существует даже функции f(x), которая опреде-
лена для этих четырёх значений x и удовлетворяет указанному
соотношению.

Пусть a и b — числа из множества (1). Докажем, что если f(a)=
= f(b), то a = b. Действительно, если f(a) = f(b), то g(a) = f(f(a)) =
= f(f(b)) = g(b). Поэтому h(a) = h(b). Но h(a) = a и h(b) = b.

Если a =−1 или 2, то g(f(a)) = f(f(f(a))) = f(g(a)) = f(a), поэто-
му f(a) =−1 или 2.

Если a=
−1±

√
5

2
, то h(f(a))=f(h(a))=f(a), поэтому f(a) —одно

из чисел (1). Мы доказали, что f взаимно однозначно отобража-
ет множество (1) на себя. Более того, f отображает подмноже-
ство, состоящее из чисел −1 и 2, на себя. Поэтому f(a) = a или

f(a) =
−1∓

√
5

2
. Равенство f(a) = a невозможно, поскольку тогда

g(a)=a. Таким образом, если a=
−1 +

√
5

2
и b=

−1−
√

5

2
, то f(a)=b

и f(b) =a. Но тогда a= f(b) = f(f(a)) = g(a). Приходим к проти-
воречию.

34.8. Ясно, что f(2x) = f(x + x) = f(x) + f(x) = 2f(x), f(3x) =
= f(2x + x) = f(2x) + f(x) = 2f(x) + f(x) = 3f(x). Аналогично до-
казывается, что f(nx) = nf(x) для любого натурального n. Далее,
f(x)=f(x+0)=f(x)+f(0), поэтому f(0)=0, а значит, f(x)+f(−x)=
=f(x−x)=f(0)=0. Таким образом, равенство f(nx)=nf(x) выпол-
няется для всех натуральных n.

Для любого рационального числа x = m/n получаем f(nx) =
= nf(x), т. е. f(m/n) = f(m)/n = (m/n)f(1). Функция f непрерывна,
поэтому f(x)=xf(1) для любого (вещественного) x. Действительно,
любое число x является пределом рациональных чисел.

34.9. Ясно, что f(x)=axf(x/2)=axax/2f(x/4)=axax/2ax/4f(x/8)=

= . . . = ax(1+1/2+1/4+...+1/2k)f(x/2k+1). Если k→∞, то f(x/2k+1)→ f(0),

поскольку функция f непрерывна. Кроме того, 1+
1

2
+

1

4
+. . .+

1

2k
→2
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при k→∞. Поэтому f(x) = a2xf(0). Таким образом, f(x) = Ca2x, где
C — произвольная константа.

34.10. Равенство f(x)f(x0−x)=f(x0) показывает, что f(x) 6=0 для
всех x. Но тогда f(x)>0 для всех x, поскольку f(x)= f(x/2)f(x/2).

Индукцией по n легко доказать, что

f(nx) = (f(x))n (1)

для всех натуральных n. Ясно также, что f(0) = 1, поскольку
f(x) = f(x + 0) = f(x)f(0). Кроме того, f(x)f(−x) = f(0) = 1. По-
этому равенство (1) выполняется для всех целых n. В частности,
f(n) = an, где a = f(1).

Докажем теперь, что равенство f(r) = ar выполняется для лю-
бого рационального числа r = m/n. Запишем равенство (1) для
x = m/n: f(m) = (f(m/n))n. Учитывая, что f(m) = am, получаем
am = (f(m/n))n, т. е. f(m/n) = am/n.

Равенство f(x)=ax доказано для всех рациональных x. Поэтому
из непрерывности функции f следует, что f(x) = ax для всех x.

34.11. а) Сделаем замену u = loga x, т. е. x = au, и рассмотрим
функцию g(u) = f(x) = f(au). Функция g тоже непрерывна. Она
удовлетворяет соотношению g(u + v) = g(u) + g(v). Действитель-
но, g(u + v) = f(au+v) = f(auav) = f(au) + f(av) = g(u) + g(v). Поэто-
му согласно задаче 34.8 g(u) = ug(1) = uf(a) = u. Таким образом,
f(x) = g(u) = u = loga x.

б) Легко проверить, что f(xn
0) = nf(x0) для любого целого n.

Поэтому функция f принимает значения как больше 1, так и мень-
ше 1.

34.12. Ясно, что

f(2x) = 2f(x) + (f(x))2 = (1 + f(x))2 − 1. (1)

Покажем индукцией по n, что для любого натурального n выпол-
няется равенство

f(nx) = (1 + f(x))n − 1. (2)

Действительно, из этого равенства следует, что

f((n + 1)x) = f(nx + x) = f(nx) + f(x) + f(x)f(nx) =

= (1 + f(x))n − 1 + f(x) + f(x)(1 + f(x))n − f(x) = (1 + f(x))n+1 − 1.

Пусть f(1) = c. Запишем равенство (2) для x = 1:

f(n) = (1 + c)n − 1.

Запишем также это равенство для x = m/n:

f
“

n
m

n

”
=
“

1 + f
“

m

n

””n

− 1.
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Но f
“

n
m

n

”
= f(m) = (1 + c)m −1, поэтому

“
1 + f

“
m

n

””n

= (1 + c)m, т. е. f
“

m

n

”
= (1 + c)m/n − 1.

Здесь всегда нужно брать положительное значение корня, по-
тому что если заменить в равенстве (1) x на x/2, то получим
f(x) + 1 = (1 + f(x/2))2

> 0.
В итоге по соображениям непрерывности получаем, что если

x > 0, то f(x) = kx − 1, где k = c + 1 > 0.
Положим в исходном функциональном уравнении x = 0, а по-

том y =−x:

f(y) = f(0) + f(y) + f(0)f(y),

f(0) = f(x) + f(−x) + f(x)f(−x).

Если f(y) 6≡−1, то f(0) = 0. В таком случае для x > 0 получаем

0 = kx −1 + f(−x) + (kx − 1)f(−x) = kx − 1 + kxf(−x),

откуда f(−x) = k−x −1.
Итак, мы получили, что либо f(x) ≡ −1, либо f(x) ≡ 0, либо

f(x) = kx − 1, где k > 0, k 6= 1. Несложная проверка показывает,
что все эти функции удовлетворяют данному функциональному
уравнению.

34.13. Пусть f(0) = a и f(1) = b. Положив в исходном функци-
ональном уравнении x = y = t/2, получим f(t/2) =

√
af(t), поэтому

f(1/2)=
√

ab=a(a/b)1/2 =ac1/2, где c=b/a, f(1/4)=
√

af(1/2)=ac1/4,
и вообще, f(1/2n) = ac1/2n

(если a = 0, то всё равно получаем
f(1/2n) = 0, поскольку в этом случае можно обойтись без деления
на a).

Положим теперь в исходном функциональном уравнении x =

=
1

2n−1 и y =
1

2n . В результате получим

f
“ 3

2n

”
f
“ 1

2n

”
=
“

f
“ 1

2n−1

””2
,

т. е.

f
“ 3

2n

”
= (ac1/2n−1

)2(ac1/2n

)−1 = ac3/2n

.
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Ясно также, что если f
“

m−1

2n

”
= ac(m−1)/2n

и f
“

m

2n

”
= acm/2n

, то

можно положить x =
m

2n и y =
1

2n . Тогда из равенства

f
“

m + 1

2n

”
f
“

m−1

2n

”
=
“

f
“

m

2n

””2

следует, что f
“

m + 1

2n

”
= ac(m+1)/2n

. Значит, f
“

m

2n

”
= acm/2n

для всех

натуральных m. Поэтому по непрерывности f(x) = acx для всех
положительных x.

Положим в исходном уравнении x = 0. В результате получим

f(y)f(−y) = (f(0))2 = a2,

а значит, f(−y) =
a2

f(y)
=

a2

acy = ac−y.

Легко проверить, что функция f(x) = acx удовлетворяет данно-
му функциональному уравнению.

34.14. Эквивалентное условие таково: (f2(x))′ = 0, поэтому
функция f2(x) постоянна. Из непрерывности функции f следует,
что функция f(x) тоже постоянна.

34.15. Для x = 0 получаем 0 = −26P(0), т. е. P(0) = 0. Для
x = 1 получаем P(0) = −25P(1), т. е. P(1) = 0. Далее полагаем
x = 2, 3, . . . , 25 и последовательно получаем 2P(1) = −24P(2), . . .
. . . , 25P(24)=−P(25). Поэтому P(0)=P(1)= . . .=P(25)=0. Значит,
P(x) = x(x−1)(x−2) . . . (x−25)Q(x), где Q(x) — некоторый много-
член. При этом из тождества xP(x −1) = (x− 26)P(x) следует, что
Q(x−1) = Q(x), т. е. Q(x) = c — постоянное число.

34.16. Положим t = y − x. Тогда P(x, t + x) = P(x + 1, t + x + 1)
для всех x и t. Рассмотрим многочлен Q(t, x) = P(x, t + x). Он
обладает следующим свойством: Q(t, x) = Q(t, x + 1) для всех x.
Поэтому Q(t, x) не зависит от x. Действительно, фиксируем t = t0

и рассмотрим многочлен g(x) = Q(t0, x). Тогда g(x + 1) − g(x) = 0,
поэтому g(x) — константа.

34.17. При y = 0 и y = 1 уравнение (1) принимает вид

f(x) =

nX

k=0

ckxk + xnh(x), x 6= 0, (2)

f(x) =

nX

k=0

dkxk + (x−1)nh(x), x 6= 1. (3)
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Следовательно,

h(x) =

n
X

k=0

(dk − ck)xk

xn − (x− 1)n .

Это равенство выполняется при x 6=0, 1, а при чётном n нужно ещё
исключить и x = 1/2.

Фиксировав y=2 и y=4, аналогичным образом получим равен-
ство

h(x) =

n
X

k=0

(fk − ek)xk

(x− 2)n − (x −4)n ,

которое выполняется при x 6= 2, 3, 4.
В итоге получаем, что функция h бесконечно дифференцируе-

ма, но тогда из (2) и (3) следует, что функция f тоже бесконечно
дифференцируема.

Продифференцировав n раз по x равенство (1), получим

f(n)(x) = n! gn(y) +
dn

dxn ((x− y)nh(x)).

При фиксированном x из этого равенства следует, что gn(y) —мно-
гочлен. Теперь можно продифференцировать равенство (1) по x
не n, а n − 1 раз и аналогичным образом получить, что gn−1(y) —
многочлен, и т. д. В частности, g0, . . . , gn бесконечно дифференци-
руемы.

Продифференцируем равенство (1) по y и положим y = 0. В ре-
зультате получим

0 =−
nX

k=0

kxk−1gk(0) +

nX

k=0

kxkg′
k(0)−nxn−1h(x).

Из этого равенства следует, что xn−1h(x) — многочлен степени не
выше n. А если равенство (1) продифференцировать n раз по y
и положить y = 0, то можно показать, что h(x) — многочлен (тоже
степени не выше n). Но если h(x) — многочлен, а xn−1h(x) — мно-
гочлен степени не выше n, то h(x) = ax + b.

Так как h(x) = ax + b и f(x) бесконечно дифференцируема,
то из (2) следует, что f(x) — многочлен степени не выше n + 1.
Поэтому

f(x + y) =

n+1X

k=0

f(k)(y)

k!
xk.
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С другой стороны, заменив x на x + y, соотношение (1) можно
записать в виде

f(x + y) =

nX

k=0

xkgk(y) + xn(ax + ay + b).

Это означает, что

gk(y) =
f(k)(y)

k!
при k = 0, 1, . . . , n− 1,

gn(y) =
f(n)(y)

n!
−ay− b и

f(n+1)(y)

(n + 1)!
= a.

34.18. Оба утверждения непосредственно следуют из задачи
34.17.

34.19. Дело в том, что если равенство (3) выполняется при всех
вещественных x, y, x 6= y, тоf“x + y

2

”
=
f(x) +f(y)

2
.

Чтобы доказать это, заменим в (3) x на x + y, а y на x − y. В ре-
зультате получим

f(x + y)− g(x− y)

2y
=f(x) (4)

при всех вещественных x, y, y 6= 0. Положив в (4) x = u + v
и x = u− v, получаем

f(u + v + y)− g(u + v−y) = 2yf(u + v),

f(u− v + y)− g(u− v−y) = 2yf(u− v).

Заменим теперь в (4) x на u, а y сначала на v−y, а потом на y− v:

f(u + v + y)− g(u− v−y) = 2(v + y)f(u),

f(u− v + y)− g(u + v−y) =−2(v −y)f(u).

Сравнивая сумму этих двух уравнений с суммой предыдущих
уравнений, получаемf(u + v) +f(u− v) = 2f(u).

Положив u + v = x, u− v = y, получим требуемое равенствоf(x) +f(y) = 2f“x + y

2

”
.
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34.20. а) Если a= 1 и f(x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an, где a0 6= 0,
то получаем тождество

f(x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an = a0(x +b)n + a1(x +b)n−1 + . . . + an.

Такое тождество возможно лишь в том случае, когда a1 =a1 +a0nb,
т. е. b= 0.

Если a = −1, то уравнение f(−x + b) = f(x) после замены
g(x) = f(x + b/2) сводится к уравнению g(x) = g(−x), решениями
которого служат многочлены вида

a0x2n + a2x2n−2 + . . . + a2n.

б) При произвольном a сравнение коэффициентов при старшем
члене многочлена f(x) = a0xn + . . . показывает, что an = 1.

34.21. Достаточно рассмотреть многочлены вида f(x) = xn +

+ a1xn−1 + . . . + an. Требуется доказать, что aj = C
j
n

bj

(a−1)j
при

j = 1, . . . , n−1. Доказательство проведём индукцией по j.
Сравнение коэффициентов при xn−j для многочленов f(x)

и f(ax +b) показывает, что

(1−an−j)aj =

j−1X

s=0

asC
j−s
n−san−jbj−s. (1)

При j = 1 получаем (1 − an−1)a1 = C1
nan−1b. По условию an = 1,

поэтому

a1 = C1
n

a−1b
1−a−1 = C1

n

ba−1
.

База индукции доказана.
Для доказательства шага индукции (т. е. перехода от j = k

к j = k + 1) мы снова воспользуемся соотношением (1) и условиемan =1. По предположению индукции as =Cs
n

bs

(a−1)s
при s=1, . . . , k.

Поэтому

(1−an−k−1)ak+1=Ck+1
n an−k−1bk+1+

kX

s=1

Cs
nCk+1−s

n−s

an−k+1bk+1

(a−1)s .

Легко проверить, что Cs
nCk+1−s

n−s = Ck+1
n Cs

k+1. Поэтому

(1−an−k−1)ak+1 =Ck+1
n an−k−1bk+1

h
1+C1

k+1
1a−1

+ . . .+Ck
k+1

1

(a−1)k

i
.
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Ясно также, что выражение в квадратных скобках равно
“

1 +
1a−1

”k+1
−
“ 1a−1

”k+1
=

ak+1 − 1

(a−1)k+1 .

Следовательно,

ak+1 =
1

1−an−k−1 Ck+1
n bk+1an −an−k−1

(a−1)k+1 .

Учитывая, что an = 1, получаем

ak+1 = Ck+1
n

bk+1

(a−1)k+1 .



ГЛАВА 35

ЦЕПНЫЕ ДРОБИ

35.1. Определение и основные свойства

Рассмотрим бесконечную последовательность натуральных чи-
сел a1, a2, . . . Пусть a0 — целое число и

[a0; a1]=a0+
1

a1
=

a0a1+1

a1
=

p1

q1
,

[a0; a1, a2]=a0+
1

a1+
1

a2

=
a0a1a2+a0+a2

a1a2+1
=

p2

q2
,

[a0; a1, a2, a3]=a0+
1

a1+
1

a2+
1

a3

=
a0a1a2a3+a0a1+a0a3+a2a3+1

a1a2a3+a1+a3
=

p3

q3

и т. д. Дробь pk/qk называют подходящей дробью порядка k
для рассматриваемой последовательности, а предел lim

k→∞
pk/qk =

= [a0; a1, a2, . . .] называют цепной дробью*.
Каждому положительному числу a можно сопоставить его

разложение в цепную дробь, т. е. последовательность чисел
a0, a1, . . . , для которой [a0; a1, a2, . . .] = a. А именно, a0 = [a],

a1 =
h 1a− a0

i
, a2 =

2
4

1

1a−a0
− a1

3
5, a3 =

2
664

1

1

1a−a0
− a1

− a2

3
775

и т. д.

* Такое название пришло из немецкого языка (Kettenbrüchen). Иногда
используется название непрерывные дроби, которое пришло из английско-
го языка (continued fractions).
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35.1. Докажите, что цепная дробь [0; 1, 1, 1, . . .] равна
отношению меньшего отрезка к большему в золотом сече-
нии, а цепная дробь [1; 1, 1, 1, . . .] — отношению большего
отрезка к меньшему.

35.2. Докажите, что цепные дроби связаны с алгорит-
мом Евклида следующим образом. Пусть m < n — два на-
туральных числа. Применим к ним алгоритм Евклида:
n = a0m + r1, m = a1r1 + r2, r1 = a2r2 + r3, . . ., rs−1 = asrs. Пусть

xk = [0; ak, ak+1, . . . , as] для k = 0, 1, . . ., s. Тогда x0 =
m

n
,

x1 =
r1

m
, x2 =

r2

r1
, . . ., xs =

rs

rs−1
.

35.3. Пусть p0 = a0 и q0 = 1.
а) Докажите, что при k > 2 выполняются соотношения

pk = akpk−1 + pk−2 и qk = akqk−1 + qk−2.
б) Докажите, что pk−1qk − qk−1pk = (−1)k.
в) Докажите, что pk−2qk − qk−2pk = (−1)k−1ak.
35.4. Докажите, что последовательность pk/qk сходится.
35.5. Решите в натуральных числах уравнение

1− [0; 2, 3, 4, . . . , n] = [0; x1, x2, . . . , xn].

35.6. Докажите, что

pn

qn
= a0 +

1

q0q1
− 1

q1q2
+

1

q2q3
− . . . +

(−1)n−1

qn−1qn
.

Рассмотрим последовательность многочленов K0 =1, K1(x1)=x1,

Kn(x1, . . . , xn) = xnKn−1(x1, . . . , xn−1) + Kn−2(x1, . . . , xn−2).

Согласно задаче 35.3 a) получаем pn = Kn+1(a0, . . . , an) и qn =
= Kn(a1, . . . , an), т. е.

[a0; a1, . . . , an] =
Kn+1(a0, . . . , an)

Kn(a1, . . . , an)
.

35.7. Докажите, что Kn(x1, . . . , xn) представляет собой
сумму всех мономов, которые получаются из x1x2 . . . xn вы-
чёркиванием нескольких непересекающихся пар соседних
переменных xixi+1. При этом можно как ничего не вычёр-
кивать, так и вычёркивать всё; в последнем случае считаем,
что остаётся моном 1 (Эйлер).
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35.8. Докажите, что другое рекуррентное соотношение

Kn(x1, . . . , xn) = x1Kn−1(x2, . . . , xn) + Kn−2(x3, . . . , xn)

приводит к той же самой последовательности многочленов.
35.9. Докажите, что количество мономов в Kn(x1, . . . , xn)

равно числу Фибоначчи Fn+1.

35.2. Наилучшие приближения

Пусть a— положительное число, x и y — целые неотрицатель-
ные числа, причём y > 1. Дробь x/y называют наилучшим при-
ближением числа a, если для любой другой дроби a/b с меньшим
знаменателем выполняется неравенство |a− ba|> |x−ya|.

35.10. Докажите, что наилучшими приближениями чис-
ла a являются подходящие дроби разложения a в цепную
дробь и только они.

35.3. Цепные дроби и уравнение Пелля

Здесь мы обсудим ещё один подход к построению решений урав-
нения Пелля, основанный на разложении числа

√
d в цепную

дробь.

35.11. Пусть d — натуральное число, свободное от квад-
ратов. Тогда все решения уравнения x2 − dy2 = ±1 в нату-
ральных числах находятся среди подходящих дробей раз-
ложения числа

√
d в цепную дробь.

Теперь нужно выяснить, какие именно подходящие дроби соот-
ветствуют решениям уравнения x2 −dy2 =±1.

Пусть a и a′ — корни одного и того же неприводимого квад-
ратного трёхчлена, т. е. a и a′ — сопряжённые числа (см. с. 76).
Квадратичную иррациональность a называют приведённой, еслиa > 1 и −1 < a′

< 0, т. е. −1/a′
> 1. Например, квадратичная

иррациональность [
√

d] +
√

d приведённая.

35.12. Докажите, что цепная дробь приведённой квадра-
тичной иррациональности a чисто периодическая, т. е. она
имеет вид [a0; a1, . . . , ak, a0, a1, . . . , ak, . . .].
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35.13. Пусть
√

d = [a0; a1, . . . , ak−1, 2a0, a1, . . .], т. е. чис-
ло k делится на период. Докажите, что тогда подходящая
дробь pk−1/qk−1 даёт решение уравнения x2 −dy2 = (−1)k.

Решения

35.1. Пусть x = [0; 1, 1, 1, . . .]. Тогда x =
1

1 + x
, т. е. x(1 + x) = 1.

Ясно также, что x > 0. Решая квадратное уравнение и отбрасывая
отрицательный корень, получаем требуемое.

Пусть y = [1; 1, 1, 1, . . .]. Тогда y − 1 = 1/y, т. е. y(y − 1) = 1.
Ясно также, что y > 0. Решая квадратное уравнение и отбрасывая

отрицательный корень, получаем y =

√
5 + 1

2
=

1

x
.

35.2. Рассмотрим последовательность чисел y0 =
m

n
, y1 =

r1

m
,

y2 =
r2

r1
, . . . , ys =

rs

rs−1
. Каждое из этих чисел заключено меж-

ду 0 и 1. Легко проверить, что yk =
1

ak + yk+1
при k 6 s (полагаем

ys+1 = 0). Действительно, это равенство эквивалентно равенству
rk−1 =rkak +rk+1 (нужно положить m=r0 и n=r−1). Следовательно,
ys = [0; as], ys−1 = [0; as−a, as], . . . , y0 = [0; a0, . . . , as], что и требова-
лось.

35.3. а) Применим индукцию по k. При k = 2 требуемые соот-
ношения легко проверяются. Если a0, a1, . . . рассматривать как
независимые переменные, то имеет место очевидное равенство

[a0; a1, . . . , ak+1] =
h

a0; a1, . . . , ak +
1

ak+1

i
.

Поэтому согласно предположению индукции

pk+1

qk+1
=

“

ak +
1

ak+1

”

pk−1 + pk−2

“

ak +
1

ak+1

”

qk−1 + qk−2

=

=
ak+1(akpk−1 + pk−2) + pk−1

ak+1(akqk−1 + qk−2) + qk−1
=

ak+1pk + pk−1

ak+1qk + qk−1
.

б) и в) легко следуют из а).
35.4. По построению разложения в цепную дробь a > a0, a 6

6 a0 +
1

a1
, и вообще, a > p2k/q2k и a 6 p2k+1/q2k+1. Кроме того,
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согласно задаче 35.3 в)

pk−2

qk−2
− pk

qk
=

(−1)k−1ak

qkqk−2
.

Поэтому (для иррационального a)
p0

q0
<

p2

q2
< . . . <a< . . . <

p3

q3
<

p1

q1
.

Теперь сходимость последовательности pk/qk вытекает из того, что
согласно задаче 35.3 б)

˛̨
˛pk

qk
− pk−1

qk−1

˛̨
˛= 1

qkqk−1

и qk →∞ при k→∞.
35.5. О т в е т: x1 = 1, x2 = 1, x3 = 3, x4 = 4, . . . , xn = n. Выра-

жение в левой части больше 1/2, поэтому x1 < 2, а значит, x1 = 1.

Пусть [0; 3, 4, . . . , n]=a и [0; x2, . . . , xn]=x. Тогда 1− 1

2 + a
=

1

1 + x
,

т. е. 1/x = 1 + a. Таким образом, [1; 3, 4, . . . , n] = [x2; x3, . . . , xn].
Ясно, что целые части выражений в левой и правой части равны
1 и x2, поэтому x2=1. После этого получаем равенство [3; 4, . . . , n]=
= [x3; x4, . . . , xn]. Снова сравнивая целые части, получаем x3 = 3
и т. д.

35.6. Равенство из задачи 35.3 б) можно переписать в виде
pk

qk
=

pk−1

qk−1
+

(−1)k−1

qk−1qk
. Затем запишем

pk−1

qk−1
=

pk−2

qk−2
+

(−1)k−2

qk−2qk−1
и т. д.

до
p1

q1
=

p0

q0
+

1

q0q1
= a0 +

1

q0q1
.

35.7. Применим индукцию по n. При n=1 утверждение очевид-
но. Шаг индукции делается следующим образом. Мономы, кото-
рые получаются при вычёркивании нескольких пар xixi+1, можно
разбить на две группы: те, в которых переменная xn не вычеркну-
та, и те, в которых переменная xn вычеркнута. Поскольку вместе
с xn обязательно вычёркивается xn−1, это разбиение согласуется
с рекуррентным соотношением.

35.8. Те же самые рассуждения, что и в задаче 35.7, лишь
с заменой xn на x1, показывают, что новая последовательность
многочленов характеризуется с помощью вычёркиваний точно так
же, как и старая.

35.9. Пусть an =Kn(1, 1, . . . , 1). Тогда a0 =1, a1 =1 и an =an−1 +
+ an−2 при n > 2.

35.10. Предположим сначала, что x/y — наилучшее прибли-
жение числа a= [a0; a1, a2, . . .], которое не совпадает ни с одной
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подходящей дробью pn/qn. Покажем, что тогда p0/q0 < x/y < p1/q1.
Действительно, если x/y < p0/q0 = a0, то

0 6a−a0 <a− x

y
6 y
“a− x

y

”
=ay−x.

Поэтому |x−ay|> |a−a0|, чего не может быть. А если x/y>p1/q1 >

>a, то

0 6
x

y
− p1

q1
6

x

y
−a,

поэтому ˛̨
˛x

y
−a˛̨˛> ˛̨˛x

y
− p1

q1

˛̨
˛> 1

yq1
,

а значит,

|x−ay|> 1

q1
=

1

a1
> |a0 −a|,

чего тоже не может быть.
Из того, что точка x/y лежит внутри отрезка [p0/q0, p1/q1],

следует, что она лежит между точками pn−1/qn−1 и pn+1/qn+1 (по
предположению она не совпадает ни с одной из них). Таким обра-
зом, при нечётном n

pn−1

qn−1
<

x

y
<

pn+1

qn+1
6a6

pn

qn

(при чётном n все неравенства заменяются на противоположные).
Поэтому получаем неравенства

1

yqn−1
6

˛̨
˛x

y
− pn−1

qn−1

˛̨
˛<
˛̨
˛pn

qn
− pn−1

qn−1

˛̨
˛= 1

qnqn−1
,

1

yqn+1
6

˛̨
˛pn+1

qn+1
− x

y

˛̨
˛6
˛̨
˛a− x

y

˛̨
˛,

˛̨
˛a− pn

qn

˛̨
˛6
˛̨
˛pn

qn
−a˛̨˛+ ˛̨˛a− pn+1

qn+1

˛̨
˛=
˛̨
˛pn

qn
− pn+1

qn+1

˛̨
˛= 1

qnqn+1
.

Значит, qn <y и |x−ay|> 1

qn+1
> |pn −aqn |. Это противоречит тому,

что x/y — наилучшее приближение числа a.
Предположим теперь, что x/y = pn/qn. Требуется доказать, что

если a/b 6= pn/qn и 1 6 b < qn, то

|pn − qna|6 |a− ba|. (1)

Из равенств
˛̨
˛pn

qn
−a˛̨˛+ ˛̨˛pn−1

qn−1
−a˛̨˛= ˛̨˛pn

qn
− pn−1

qn−1

˛̨
˛= 1

qnqn−1
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и ˛̨
˛pn−1

qn−1
−a˛̨˛− ˛̨˛pn+1

qn+1
−a˛̨˛= ˛̨˛pn−1

qn−1
− pn+1

qn+1

˛̨
˛= an+1

qn−1qn+1

следуют неравенства

1

qn+1
6 |pn−1 − qn−1a|6 1

qn
(2)

и равенство

qn |pn−1 − qn−1a|+ qn−1 |pn − qna|= 1. (3)

Если a = pn−1 и b = qn−1, то согласно (2)

|pn − qna|6 1

qn+1
6 |pn−1 − qn−1a|= |a− ba|.

Поэтому будем считать, что |aqn−1 − bpn−1 |> 1. Тогда
˛̨
˛a

b
−a˛̨˛+ ˛̨˛a− pn−1

qn−1
−
˛̨
˛>
˛̨
˛a− pn−1

qn−1
−
˛̨
˛> 1

bqn−1
,

т. е.
qn−1 |a− ba|+ b|pn−1 − qn−1a|> 1. (4)

Поскольку b < qn, из равенства (3) следует неравенство

b|pn−1 − qn−1a|+ qn−1 |pn − qna|6 1. (5)

Из неравенств (5) и (4) получаем |pn − qna|6 |a− ba|, что и требо-
валось.

35.11. Согласно задаче 35.10 достаточно проверить, что если
x2 −dy2 =±1, где x и y — натуральные числа, то x/y — наилучшее
приближение числа

√
d (случай y =1 легко разбирается отдельно).

Для начала заметим, что
˛̨
˛x

y
−
√

d
˛̨
˛= 1

y

˛̨
˛ x2 − y2d

x + y
p

d

˛̨
˛= 1

y(x + y
p

d)
.

Кроме того, x2=dy2±1>(d−1)y2, поэтому x+y
√

d>(
√

d−1+
√

d)y>

>2y при d > 2. Следовательно, |x− y
√

d|< 1

2y
.

Пусть a/b 6=x/y и |a−b
√

d|6 |x−y
√

d| (a — целое число, b — на-
туральное число). Тогда

1

by
6

˛̨
˛a

b
− x

y

˛̨
˛6
˛̨
˛
√

d− a

b

˛̨
˛+
˛̨
˛
√

d− x

y

˛̨
˛< 1

2by
+

1

2y2 =
y + b

2by2 .

Поэтому 2y < y + b, т. е. b > y. Это означает, что x/y — наилучшее
приближение числа

√
d.
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35.12. Число a является корнем квадратного уравнения ax2 +

+bx+c=0, где a, b, c — целые числа, поэтому a=
−b±

p

b2 − 4ac

2a
=

=
P±

√
D

Q
. Изменив при необходимости знак числа Q = 2a, можно

считать, что a=
P +

√
D

Q
.

Пусть a = [a0; a1, a2, . . .]. Рассмотрим остаточный член ak =
= [ak; ak+1, ak+2, . . .]; при этом a= [a0; a1, . . . , ak−1, ak].

Ш а г 1. Остаточные члены ak принимают лишь конечное
число различных значений. В частности, ak = al для некоторых
различных k и l.

Из равенства a=
P +

√
D

Q
следует, что a′ =

P−
√

D

Q
. Поэтому

2
√

D

Q
=a−a′

>a> 0 и
2P

Q
=a+a′

> 0.

Значит, Q > 0 и P > 0. По условию a′
< 0 и a> 1, поэтому P <

√
D

и Q < P +
√

D < 2
√

D. Таким образом, при фиксированном D суще-
ствует лишь конечное число приведённых квадратичных ирраци-

ональностей вида
P +

√
D

Q
.

Покажем, что a1 — приведённая квадратичная иррациональ-

ность вида
P1 +

√
D

Q1
. Неравенство a1 >1 следует непосредственно из

определения. Из соотношения a=a0 +
1a1

следует, что − 1a1
=a0−a;

поэтому − 1a′
1

= a0 −a′
> 1. Далее,

1a1
=a− a0 =

P +
√

D

Q
−a0 =

−P1 +
√

D

Q
,

где P1 =a0Q−P. Напомним, что P=−b, Q=2a и D=b2 −4ac. Поэто-
му число P2

1 −D = a2
0Q2 + 2a0Q + 4ac делится на Q. Следовательно,a1 =

Q

−P1 +
√

D
=−Q(P1 +

√
D)

P2
1 − D

=
P1 +

√
D

Q1
.

Индукция по k показывает, что ak — приведённая квадратич-

ная иррациональность вида
Pk +

√
D

Qk
, где Pk, Qk — целые числа,

поскольку ak = ak +
1ak+1

. Мы уже показали, что количество при-

ведённых квадратичных иррациональностей такого вида конечно.
Ш а г 2. Если ak =al и k, l > 1, то ak−1 =al−1.
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Достаточно проверить, что если a и a1 — приведённые квад-
ратичные иррациональности, связанные соотношением вида a =
= a0 + a−1

1 , где a0 — натуральное число, то число a однозначно

восстанавливается по a1. Ясно, что
−1a′

1

= a0 −a′ и 0 <−a′
< 1. По-

этому a0 =
h
− 1a′

1

i
. Число a0 однозначно восстанавливается по a1,

поэтому число a тоже восстанавливается.
35.13. Рассмотрим числоa= [

√
d] +

√
d = [2a0; a1, . . . , ak−1, a] =

p̂k−1a+ p̂k−2

q̂k−1a+ q̂k−2
,

где
p̂k−1

q̂k−1
=

pk−1

qk−1
+ a0. Это число удовлетворяет квадратному урав-

нению

q̂k−1a2 + (q̂k−2 − p̂k−1)a− p̂k−2 = 0.

С другой стороны, a= a0 +
√

d, поэтомуa2 −2a0a+ (a2
0 −d) = 0.

Следовательно, p̂k−1 − q̂k−2 = 2a0q̂k−1 и p̂k−2 = (d−a2
0)q̂k−1.

Соотношение p̂k−2q̂k−1 − q̂k−2p̂k−1 = (−1)k−1 можно переписать
в виде

(−1)k−1 = (d− a2
0)q2

k−1 − p̂k−1(p̂k−1 − 2a0qk−1) =

= (d− a2
0)q2

k−1 − (pk−1 + a0qk−1)(pk−1 −a0qk−1) = dq2
k−1 − p2

k−1.



ГЛАВА 36

ФОРМАЛЬНЫЕ РЯДЫ
И ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ

36.1. Формальные ряды

Формальным рядом называют выражение вида a0 + a1x + a2x2 +
+ a3x3 + . . . При этом ряд может расходиться при всех x 6= 0; нас
интересуют только коэффициенты a0, a1, . . . Тем не менее, мы
будем использовать обозначение f(x)=a0 +a1x+a2x2 +a3x3 + . . .;
при этом функция f может быть не определена для всех x 6= 0.

Для формальных рядов f(x) = a0 + a1x + a2x2 + . . . и g(x) =
=b0 +b1x+b2x2 + . . . можно определить их сумму и произведение
как формальные ряды

f(x) + g(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x + (a2 + b2)x2 + . . . ,

f(x)g(x) = a0b0 + (a1b0 + a0b1)x + (a2b0 + a1b1 + a0b2)x2 + . . .

Формальный ряд, для которого a0 = 1 и ak = 0 при k > 1, мы
будем обозначать 1.

Будем считать, что f(lx)=g(x), если f(x)=a0 +a1x+a2x2 + . . .
и g(x) = b0 + b1x + b2x2 + . . . , где bk = lkak.

36.1. Пусть f(x) = 1 + x + x2 + x3 + . . . и g(x) = 1−x + x2 −
−x3 + . . . Вычислите произведения: а) f(x)f(x); б) f(x)g(x).

36.2. Пусть f(x)=1+x+x2 +x3 + . . . Вычислите формаль-
ный ряд g(x), для которого f(x)g(x) = 1.

36.3. Пусть f(x) = a0 + a1x + a2x2 + . . . — формальный ряд,
причём a0 6= 0. Докажите, что существует единственный
формальный ряд g(x) = b0 + b1x + b2x2 + . . . , для которого
f(x)g(x) = 1.
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36.2. Формальная производная

Формальной производной формального ряда f(x) =
∞P

k=0
akxk назы-

вают формальный ряд D(f(x)) =
∞P

k=1
kakxk−1.

36.4. Докажите, что формальная производная обладает
следующими свойствами обычной производной:

а) D(f(x) + g(x)) = D(f(x)) + D(g(x));
б) D(f(x)g(x)) = f(x)D(g(x)) + g(x)D(f(x));
в) D(f(x)n)=nf(x)n−1D(f(x)) для любого натурального n;
г) если существует формальный ряд f(x)−1, то D(f(x)−1)=

=−f(x)−2D(f(x)) и D(f(x)−n)=−nf(x)n−1D(f(x)) для любого
натурального n.

д) D(fr) = rfr−1D(f) для любого рационального числа r

и любого формального ряда f = 1 + a1x + a2x2 + . . .

36.5. Для формального ряда f = a0 + a1x + a2x2 + . . . поло-

жим S(f) = a0. Докажите, что f =
∞∑

n=0
S(Dn(f))

xn

n!
.

36.3. Корень из формального ряда

36.6. Докажите, что для любого натурального n и любо-
го формального ряда f(x) = 1 + a1x + a2x2 + . . . существует
единственный формальный ряд g(x)=1+b1x+b2x2 + . . . , для
которого g(x)n = f(x).

Ряд g(x) мы будем обозначать n
√

f(x) или (f(x))1/n.

36.7. Докажите, что для любого рационального числа r

(1+x)r=1+rx+
r(r−1)

2!
x2+. . .+

r(r−1)(r−2) . . . (r−n+1)

n!
xn+. . .

36.4. Экспонента и логарифм

Назовём формальной экспонентой формальный ряд

Exp(x) = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ . . . +

xn

n!
+ . . .
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36.8. Докажите, что: а) Exp((a + b)x) =Exp(ax) · Exp(bx);
б) Exp(kx) = (Exp(x))k для любого натурального числа k.

36.9. Докажите, что

n∑

k=1

(−1)n−kkmCk
n =

{

0 при 0 < m < n,

n! при m = n.

Пусть f = 1 + a1x + a2x2 + . . . — формальный ряд. Формальным
логарифмом f называют формальный ряд

Ln(f) = g− 1

2
g2 +

1

3
g3 − . . . =

∞X

k=1

(−1)k+1 gk

k
,

где g= f−1=a1x+a2x2 + . . . Отметим, что формальный ряд Ln(f)
корректно определён, поскольку коэффициент при xn полностью

определяется конечной суммой g − 1

2
g2 +

1

3
g3 − . . . + (−1)n+1 1

n
gn.

36.10. Докажите, что D(Ln(f)) = f−1D(f).
36.11. Докажите, что если f =1 + a1x + a2x2 + . . . и h =1 +

+ b1x + b2x2 + . . . , то Ln(fh) = Ln(f) + Ln(h).
36.12. Докажите, что Ln(fr) = r Ln(f) для любого рацио-

нального числа r.
36.13. Докажите, что если Ln(f) = Ln(h), то f = h.
36.14. Докажите, что если g = a1x + a2x2 + . . . и r — любое

рациональное число, то

(1+g)r=1+rg+
r(r−1)

2!
g2+. . .+

r(r−1)(r−2) . . . (r−n+1)

n!
gn+. . .

36.15. Бесконечные последовательности a0, a1, . . . и b0,

b1, . . . таковы, что bn =
n∑

i=0
Ci

nai для всех n>0. Докажите, что

тогда an =
n∑

i=0
(−1)n−iCi

nbi для всех n > 0.

36.5. Тождества для формальных рядов

36.16. Докажите, что произведению
∞∏

m=1
(1 + xm) соответ-

ствует корректно определённый формальный ряд.
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36.17. Докажите следующие тождества:

а)
∞∏

m=1

(1−x2m−1)2 =
∞∏

m=1

(1−x2m)−1
∞∑

k=−∞
(−1)kxk2

;

б)
∞∏

m=1

(1−xm) =
∞∏

m=1

(1 + xm)

∞∑

k=−∞
(−1)kxk2

(Гаусс).

36.18. Пусть s(n) — сумма тех делителей d числа n, для
которых n/d нечётно (s(n) = 0 при n 6 0).

а) Пусть f =
∞∏

n=1

1−xn

1 + xn и g =
∞∑

n=1
s(n)xn−1. Докажите, что

D(f) =−2fg.
б) Докажите, что s(n)−2s(n−1)+2s(n−22)−2s(n−32)+

+ . . . = (−1)n+1n, если n — полный квадрат; в противном
случае эта альтернированная сумма равна нулю.

36.19. а) Используя результат задачи 36.18 б), докажите,
что любое простое число p вида 4k + 1 можно представить
в виде суммы двух квадратов.

б) Докажите, что любое простое число p вида 8k+3 мож-
но представить в виде суммы трёх квадратов.

36.6. Производящие функции

Производящей функцией последовательности a0, a1, a2, . . . на-
зывают формальный ряд f(x) = a0 + a1x + a2x2 + . . . Наибольший
интерес производящие функции представляют в том случае, ко-
гда им соответствуют ряды, сходящиеся хотя бы на каком-то
интервале.

36.20. Докажите, что производящая функция последова-
тельности ak = Ck

n, k = 0, 1, . . ., n, равна (1 + x)n.

36.21. Пусть f(x)=
∞∑

k=1
ckxk —производящая функция для

последовательности чисел Каталана, т. е. c1 = 1, c2 = c1c1

и ck = c1ck−1 + c2ck−2 + . . . + ck−1c1 при k > 3.
а) Докажите, что (f(x))2 = f(x)−x.

б) Докажите, что cn =
(2n− 2)!

n! (n− 1)!
.
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36.7. Числа и многочлены Бернулли

Согласно задаче 36.3 формальный ряд
“Exp(x)−1

x

”−1
определён

однозначно. Запишем этот формальный ряд в виде
∞P

n=0

Bn

n!
xn.

Числа Bn называют числами Бернулли. Непосредственно из
определения видно, что B0 = 1.

Многочлены Бернулли определяются равенством Bn(z) =

=
nP

k=0
Ck

nBn−kzk. Это равенство можно формально записать в виде

Bn(z) = (B + z)n, где подразумевается, что вместо Bk мы пи-
шем Bk.

36.22. Докажите, что при k > 1 для чисел Бернулли вы-

полняется равенство
k∑

p=0
BpC

p
k = Bk, т. е.

k−1∑

p=0
BpC

p
k = 0.

Равенство из задачи 36.22 формально можно записать
в виде (B + 1)k = Bk, где подразумевается, что вместо Bp мы
пишем Bp.

36.23. Докажите, что Bn(0) = Bn(1) = Bn.
36.24. С помощью тождества из задачи 36.22 вычислите

B1, B2, B3, B4 и B5.
36.25. Докажите, что B2k+1 = 0 для всех натуральных k.
36.26. а) Докажите, что Bn(z+1)−Bn(z)=nzn−1 при n>2.
б) Докажите, что при n > 1

1n + 2n + 3n + . . . + kn =
1

n + 1
(Bn+1(k + 1)−Bn+1(0)).

36.27. Докажите, что B′
n(z) = nBn−1(z).

36.8. Число разбиений

Пусть p(n) — количество способов, которыми можно предста-
вить число n в виде суммы натуральных слагаемых (слагаемые
могут быть одинаковыми; два представления, которые отли-
чаются лишь порядком слагаемых, считаются одинаковыми).
Число p(n) называют числом разбиений.

Например, p(1) = 1, p(2) = 2 (1 + 1; 2), p(3) = 3 (1 + 1 + 1;
1 + 2; 3), p(4) = 5 (1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 2; 1 + 3; 2 + 2; 4) и т. д.
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36.28. Докажите, что

1 +
∞∑

n=1

p(n)xn =

( ∞∏

n=1

(1−xn)

)−1

.

36.29. Докажите, что
∞∏

n=1

(1−xn) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n
(
x

3n2−n
2 + x

3n2+n
2

)

(тождество Эйлера).
36.30. Докажите, что

p(n) =
∞∑

k=1

(−1)k+1
(

p
(

n− 3k2 −k

2

)

+ p
(

n− 3k2 + k

2

))

(предполагается, что p(0) = 1 и p(m) = 0 при m < 0).
36.31. Пусть d(n) — количество разбиений числа n на

различные слагаемые, l(n) — количество разбиений числа n

на нечётные слагаемые. Докажите, что d(n) = l(n) (Эйлер).

36.9. Формулы Варинга

Пусть s1, . . . , sn — элементарные симметрические многочлены
от x1, . . . , xn, т. е. s1 = x1 + . . . + xn, s2 =

P
i<j

xixj, . . . , sn = x1 . . . xn.
Пусть, далее, sk = xk

1 + . . . + xk
n.

36.32. Докажите, что

(−1)ksk

k
=

∑ (−1)l1+l2+...+ln (l1 + l2 + . . . + ln −1)!

l1! . . . ln!
sl1

1 . . .sln
n ,

где суммирование ведётся по всем наборам целых неотри-
цательных чисел l1, . . ., ln, для которых l1 +2l2 + . . .+ nln = k

(первая формула Варинга).
36.33. Докажите, что

(−1)ksk =
∑ (−1)l1+l2+...+ln

1l1 · 2l2 · . . . · nln · l1! . . . ln!
sl1

1 . . . sln
n ,

где суммирование ведётся по всем наборам целых неотри-
цательных чисел l1, . . ., ln, для которых l1 +2l2 + . . .+ nln = k

(вторая формула Варинга).
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Решения

36.1. О т в е т: а) 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + . . .; б) 1 + x2 + x4 + x6 + . . .
36.2. О т в е т: g(x) = 1−x.
36.3. Должны выполняться равенства a0b0 = 1, a1b0 + a0b1 = 0,

a2b0 + a1b1 + a0b2 = 0, . . . Из этих равенств следует, что b0 =
1

a0
,

b1 =−a1b0

a0
, b2 =−a2b0 + a1b1

a0
и т. д.

36.4. б) Пусть f(x) =
∞P

k=0
akxk и g(x) =

∞P
k=0

bkxk. Коэффициент при

xk−1 у формального ряда D(f(x)g(x)) равен k·
P

i+j=k

aibj, а у формаль-

ного ряда f(x)D(g(x)) + g(x)D(f(x)) коэффициент при xk−1 равенP
i+j=k

jaibj +
P

i+j=k

iaibj = k ·
P

i+j=k

aibj.

в) Применим индукцию по n, воспользовавшись задачей б):

D(f(x)n+1) = D(f(x) · f(x)n) = f(x)D(f(x)n) + f(x)nD(f(x)) =

= nf(x)f(x)n−1D(f(x)) + f(x)nD(f(x)) = (n + 1)(f(x))nD(f(x)).

г) Применим результат задачи б) к произведению f(x)·(f(x))−1=
= 1. В результате получим fD(f−1) + f−1D(f) = 0, т. е. D(f−1) =
=−f−2D(f). Затем воспользуемся результатом задачи в): D(f−n) =
= D((f−1)n) = n(f−1)n−1D(f−1) =−nf−n−1D(f).

д) Задача 36.6 показывает, что ряд fr однозначно определён.
Пусть r = m/n, где m и n — целые числа. Тогда согласно задаче в)
D((fr)n) = n(fr)n−1D(fr) и D((fr)n) = D(fm) = mfm−1D(f). Поэтому

D(fr) =
m

n

fm−1

frn−r D(f) = r
fm−1

fm−r D(f) = rfr−1D(f).

36.5. Согласно определению Dn(f)=
∞P

j=n

j(j−1) . . . (j−n+1)ajx
j−n.

Поэтому S(Dn(f)) = n! an.
36.6. Индукцией по n легко доказать, что (1+b1x+b2x2 + . . .)n =

= 1 + c1x + c2x2 + . . . , где c1 = nb1, c2 = nb2 + pn,2(b1), c3 = nb3 +
+pn,3(b1, b2), . . . , ck =nbk +pn,k(b1, . . . , bk−1), . . . (здесь pn,m — много-
члены с целыми коэффициентами). Из равенств a1 =nb1, a2 =nb2 +
+ pn,2(b1), a3 = nb3 + pn,3(b1, b2), . . . , последовательно получаем

b1 =
a1

n
, b2 =

a2 − pn,2(b1)

n
, b3 =

a3 − pn,3(b1, b2)

n
и т. д.

36.7. Согласно задаче 36.4 д) D((1+ x)r) = r(1 + x)r−1D(1 + x) =
= r(1 + x)r−1. Поэтому индукцией по n получаем Dn((1 + x)r) =
= r(r −1)(r − 2) . . . (r −n + 1)(1 + x)r−n. Воспользуемся теперь фор-
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мулой из задачи 36.5. Если f=(1+x)r, то S(Dn(f))=r(r−1)(r−2) . . .
. . . (r −n + 1). Поэтому

f =

∞X

n=0

S(Dn(f))
xn

n!
=

∞X

n=0

r(r − 1)(r − 2) . . . (r − n + 1)

n!
xn.

36.8. а) Требуется доказать, что
(a + b)m

m!
=

mP
k=0

ak

k!

bm−k

(m− k)!
, т. е.

(a + b)m =
mP

k=0

m!

k! (m− k)!
akbm−k. Но

m!

k! (m− k)!
= Ck

m.

б) Следует из а) индукцией по k.
36.9. Рассмотрим сумму формальных рядов

nX

k=0

(−1)n−kCk
n Exp(kx) =

nX

k=0

(−1)n−kCk
n

„ ∞X

m=0

kmxm

m!

«
=

=

∞X

m=0

„ nX

k=0

(−1)n−kkmCk
n

«
xm

m!
.

Если воспользоваться результатом задачи 36.8 б), то эту сум-

му можно записать следующим образом:
nP

k=0
(−1)n−kCk

n Exp(kx) =

=
nP

k=0

(−1)n−kCk
n(Exp(x))k =(Exp(x)−1)n =

“
x+

x2

2!
+

x3

3!
+ . . .

”n

. У по-

лученного формального ряда коэффициент при xm, где m<n, равен
нулю, а коэффициент при xn равен 1.

З а м е ч а н и е. По поводу других доказательств см. задачи
10.34 и 37.4.

36.10. Ясно, что D(Ln(f)) = D
“

g − 1

2
g2 +

1

3
g3 − . . .

”
. Воспользо-

вавшись тем, что каждый коэффициент формального ряда Ln(f)
определяется конечной суммой, получим

D
“

g− 1

2
g2 +

1

3
g3 − . . .

”
= D(g)− 1

2
D(g2) +

1

3
D(g3)− . . . =

= D(g)− gD(g) + g2D(g)− . . . = D(g)(1− g + g2 − . . .) =

= D(g)(1 + g)−1 = f−1D(f),

поскольку D(f) = D(f −1) = D(g).
36.11. Воспользовавшись результатом задачи 36.10 и свойства-

ми формальной производной, получим D(Ln(fh)) = (fh)−1D(fh) =
= (fh)−1(fD(h) + hD(f)) = h−1D(h) + f−1D(f) = D(Ln(f) + Ln(h)).
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Кроме того, формальные ряды Ln(fh) и Ln(f) + Ln(h) имеют ну-
левые коэффициенты при x0. Поэтому Ln(fh) = Ln(f) + Ln(h).

36.12. Сначала докажем, что Ln(f−1) = −Ln(f). Согласно за-
даче 36.11 из равенства f−1f = 1 следует, что Ln(f−1) + Ln(f) =
= Ln(f−1f) = Ln(1) = 0.

С помощью задачи 36.11 индукцией по n получаем Ln(fn) =
= n Ln(f) для любого натурального n. Кроме того, равенство
Ln(f−1) =−Ln(f) показывает, что Ln(fn) = n Ln(f) для любого це-
лого n.

Если r = m/n, где числа m и n целые, то m Ln(f) = Ln(fm) =

= Ln((fr)n) = n Ln(fr), поэтому Ln(fr) =
m

n
Ln(f) = r Ln(f).

36.13. Сначала докажем, что если Ln(f) = 0, то f = 1. Действи-
тельно, D(Ln(f)) = D(0) = 0, поэтому f−1D(f) = 0. Значит, D(f) = 0
и f = 1.

Если Ln(f)=Ln(h), то согласно задаче 36.11 Ln(f−1h)=Ln(f−1)+
+ Ln(h). Кроме того, согласно задаче 36.12 Ln(f−1) =−Ln(f). По-
этому Ln(f−1h) = 0 и f−1h = 1.

36.14. Будем использовать обозначение

Cn
r =

r(r −1)(r −2) . . . (r −n + 1)

n!

для любого рационального числа r и натурального числа n. Пусть

h = 1 +
∞P

n=1
Cn

r gn. Требуется доказать, что (1 + g)r = h. Ясно, что

D(h) = D(g)
∞P

n=1
nCn

r gn−1, поэтому

(1 + g)D(h) = D(g)

∞X

n=1

nCn
r gn−1 + D(g)

∞X

n=1

nCn
r gn =

= D(g)

∞X

n=1

nCn
r gn−1 + D(g)

∞X

n=2

(n−1)Cn−1
r gn−1 =

= rD(g) + D(g)

∞X

n=2

(nCn
r + (n− 1)Cn−1

r )gn−1 =

= rD(g) + D(g)

∞X

n=2

rCn−1
r gn−1 = rD(g)

„ ∞X

n=1

rCn
r gn

«
= rD(g)h.

Умножив обе части этого равенства на h−1(1 + g)−1, получа-
ем h−1D(h) = r(1 + g)−1D(g) = r(1 + g)−1D(1 + g). Учитывая, что
h−1D(h)=D(Ln(h)) и r(1+g)−1D(1+g)=D(r Ln(1+g))=D(Ln(1+g)r),
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получаем D(Ln(h)) = D(Ln(1 + g)r). У формальных рядов Ln(h)
и Ln(1 + g)r коэффициенты при x0 равны нулю, поэтому Ln(h) =
=Ln(1+g)r. Воспользовавшись результатом задачи 36.13, получа-
ем h = (1+ g)r.

36.15. Рассмотрим формальные ряды A(x) =
∞P

n=0

anxn

n!
и B(x) =

=
∞P

n=0

bnxn

n!
. По условию

bnxn

n!
=

nX

i=0

Ci
n

anxn

n!
=

nX

i=0

anxn

i! (n− i)!
.

Значит,

B(x) =

∞X

n=0

bnxn

n!
=

∞X

n=0

nX

i=0

anxn

i! (n− i)!
= Exp(x)A(x).

Умножив обе части этого равенства на Exp(−x), получим A(x) =
= Exp(−x)B(x). Сравнивая коэффициенты при xn/n!, получаем

an =
nP

i=0
(−1)n−iCi

nbi.

36.16. Коэффициент при xn зависит лишь от конечного произ-

ведения
nQ

m=1
(1 + xm).

36.17. а) Положим

F(y) =

nY

i=1

(1 + x2i−1y)(y + x2i−1) =

nX

i=−n

Ai(x)yn+i, (1)

где Ai(x) — многочлен с целыми коэффициентами. Несложная
проверка показывает, что

(y + x2n−1)F(x2y) = x2n−1(1 + x2n+1y)F(y), т. е.

(y + x2n−1)

nX

i=−n

Ai(x)x2n+2iyn+i = x2n−1(1 + x2n+1y)

nX

i=−n

Ai(x)yn+i.

Приравнивая коэффициенты при yn+i, получаем

Ai−1(x)x2n+2i−2 + Ai(x)x4n+2i−1 = Ai−1(x)x4n + Ai(x)x2n−1, т. е.

Ai−1(x) = Ai(x)
1−x2n+2i

x2i−1 −x2n+1 = Ai(x)
1−x2n+2i

x2i−1(1−x2n−2i+2)
.
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Ясно также, что An(x) = x · x3 · x5 · . . . · x2n−1 = xn2
. Поэтому

An−k(x) = x(n−k)2 (1− x4n)(1−x4n−2) . . . (1−x4n−2k+2)

(1−x2)(1−x4) . . . (1− x2k)
, т. е.

Aj(x) = xj2
n−jY

i=1

(1−x4n−2i+2)(1−x2i)−1 =

= xj2
n−jY

i=1

(1−x4n−2i+2)(1+ x2i + x4i + x6i + . . .).

Положим в равенстве (1) y =−1. В результате получим

nY

i=1

(1−x2i−1)2 =

nX

i=−n

(−1)iAi(x).

Тождество а) теперь легко получается при n →∞. Действительно,

фиксируем r. Коэффициент при xr в выражении
∞Q

m=1
(1 − x2m−1)2

такой же, как в выражении
nQ

i=1
(1 − x2i−1)2 при достаточно боль-

шом n. Далее, у многочлена Ai(x) коэффициент при xr равен нулю
при r < i2. Если же r > i2, то при достаточно большом n у многочле-
на Ai(x) коэффициент при xr такой же, как коэффициент при xr

в выражении xi2
∞Q

m=1
(1−x2m)−1.

б) Воспользуемся тождеством а), предварительно умножив обе

части на
∞Q

m=1
(1−x2m)(1 + xm). В результате получим

∞Y

m=1

(1 + xm)

∞X

k=−∞
(−1)kxk2

=

∞Y

m=1

(1−x2m−1)2(1−x2m)(1 + xm).

Затем используем очевидные тождества
∞Q

m=1

(1 − x2m−1)(1 − x2m) =

=
∞Q

m=1
(1−xm) и

∞Q
m=1

(1−xm)(1+xm)=
∞Q

m=1
(1−x2m). Ещё раз применив

первое из этих тождеств, получим требуемое.

36.18. а) Пусть fm =
mQ

n=1

1− xn

1 + xn . Тогда

D(Ln(fm)) = D

„ mX

n=1

(Ln(1−xn)−Ln(1 + xn))

«
.
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Воспользовавшись тем, что D(Ln(h)) = h−1D(h), получаем

D(Ln(fm)) =−
mX

n=1

“
nxn−1

1−xn
+

nxn−1

1 + xn

”
=

=−2
mX

n=1

(nxn−1 + nx3n−1 + nx5n−1 + . . .) =−2
∞X

n=1

sm(n)xn−1,

где sm(n) —сумма тех делителей d числа n, для которых n/d нечёт-
но и d 6 m; если m > n, то sm(n) = s(n).

С другой стороны, D(Ln(fm)) = f−1
m D(fm). Поэтому

D(fm) = fmD(Ln(fm)) =−2fm

„ mX

n=1

s(n)xn−1 +

∞X

n=m+1

sm(n)xn−1

«
.

Если число r фиксировано, то при достаточно больших m коэффи-
циенты при xr у формальных рядов D(fm), D(f) и −2fg одинако-
вые.

б) Согласно тождеству из задачи 36.17 б) f = 1+ 2
∞P

m=1
(−1)mxm2

.

Подставим это выражение в тождество D(f) =−2fg. В левой части

получим 2
∞P

m=1
(−1)mm2xm2−1. В правой части получим формальный

ряд, коэффициент которого при xn−1 равен −2(s(n) − 2s(n − 1) +
+2s(n−22)−2s(n−32)+ . . .). Приравнивая коэффициенты при xn−1

в обеих частях, получаем требуемое.
36.19. а) Если число n не является квадратом, то число s(n)

чётно. Действительно, если n чётно, а n/d нечётно, то d чётно; по-
этому для чётного n число s(n) представляет собой сумму чётных
чисел. Если же n нечётно и не является полным квадратом, то s(n)
можно представить в виде суммы чётных чисел d + n/d.

Если число n не является суммой двух квадратов, то ни одно
из чисел n − m2 не является квадратом. Поэтому числа s(n − m2)
чётны, а значит, число s(n) делится на 4.

Если p — нечётное простое число, то s(p) = p + 1. Значит, если
p — не сумма двух квадратов, то p+1 делится на 4. Поэтому любое
простое число вида 4k + 1 можно представить в виде суммы двух
квадратов.

б) Продолжим дальше рассуждения из решения задачи а). Ес-
ли число n не является суммой трёх квадратов, то ни одно из
чисел n − m2 не является суммой двух квадратов. Поэтому числа
s(n − m2) делятся на 4, а значит, число s(n) делится на 8. Таким
образом, если p — нечётное простое число, которое не является
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суммой трёх квадратов, то число s(p)=p+1 делится на 8. Поэтому
любое простое число p вида 8k+3 можно представить в виде суммы
трёх квадратов.

36.20. Ясно, что (1 + x)n = C0
n + C1

nx + . . . + Cn
nxn = a0 + a1x + . . .

. . . + anxn.
36.21. а) Ясно, что

(f(x))2 =c1c1x2 +(c1c2 +c2c1)x3 +(c1c3 +c2c2 +c3c1)x4 + . . .= f(x)−x.

б) Тождество (f(x))2=f(x)−x показывает, что f(x)=
1

2
±1

2

√
1−4x.

Кроме того, f(0) = 0, поэтому f(x) =
1

2
− 1

2

√
1−4x. Согласно зада-

че 36.7

(1−4x)1/2 = 1 +
1

2
(−4x) +

1

2

“ 1

2
− 1

”

2!
(−4x)2 + . . .

. . . +

1

2

“ 1

2
− 1

”“ 1

2
−2

”

. . .
“ 1

2
−n + 1

”

n!
(−4x)n + . . .

Коэффициент при xn равен

1 · (−1) · (−3) · (−5) · . . . · (−2n + 3)

2nn!
(−4)n =−1 · 3 · 5 · . . . · (2n−3)

n!
2n =

=− (2n−2)!

n! 2n−1(n−1)!
2n =−2

(2n− 2)!

n! (n−1)!
.

Поэтому cn =
(2n− 2)!

n! (n−1)!
.

36.22. Из определения чисел Бернулли следует, что

“
1 +

x

2!
+

x2

3!
+

x3

4!
+ . . .

” ∞X

n=0

Bn

n!
xn = 1.

В выражении в левой части коэффициент при xk−1 равен

1

k!
·

B0

0!
+

1

(k −1)!
·

B1

1!
+

1

(k−2)!
·

B2

2!
+ . . . +

1

1!
·

Bk−1

(k− 1)!
=

k−1X

p=0

BpC
p
k

k!
.

При k>1 этот коэффициент равен нулю, поэтому после умножения
на k! получаем требуемое.

36.23. По определению Bn(z)=
nP

k=0
Ck

nBkzn−k. Поэтому Bn(0)=Bn

и Bn(1) =
nP

k=0
Ck

nBk = Bn согласно задаче 36.22.
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36.24. При k =2 получаем 2B1 + B0 =0, поэтому B1 =−1/2. При
k = 3 получаем 3B2 + 3B1 + B0 = 0, поэтому B2 = 1/6. При k = 4
получаем 4B3 + 6B2 + 4B1 + B0 = 0, поэтому B3 = 0. Аналогично
получаем B4 =−1/30 и B5 = 0.

36.25. Для краткости будем писать ex вместо Exp(x). С одной
стороны,

−x

e−x − 1
=

∞X

n=0

Bn

n!
(−x)n.

С другой стороны,

−x

e−x − 1
=

−xex

1− ex = x +
x

ex −1
= x +

∞X

n=0

Bn

n!
xn.

Таким образом,

x +

∞X

n=0

Bn

n!
xn =

∞X

n=0

Bn

n!
(−x)n.

Поэтому для любого нечётного n > 1 должно выполняться равен-
ство Bn =−Bn.

36.26. а) По определению

Bn(z + 1)−Bn(z) =

nX

k=0

Ck
nBn−k

k−1X

p=0

C
p
kzp.

Выражение в правой части не содержит zp для p > n − 1. Кроме
того, коэффициент при zn−1 равен Cn

nCn−1
n = n. Остаётся доказать,

что для фиксированного p, 0 6 p 6 n − 2,
nP

k=p+1

Ck
nC

p
kBn−k = 0. По-

ложим m = n − k. Тогда требуемое равенство перепишется в виде
n−p−1P

m=0
Cn−m

n C
p
n−mBm = 0. Легко проверить, что Cn−m

n C
p
n−m = C

p
nCm

n−p.

Остаётся заметить, что
n−p−1P

m=0
Cm

n−pBm = 0 согласно задаче 36.22.

б) Складывая равенства

Bn+1(1)−Bn+1(0) = (n + 1) · 0n,

Bn+1(2)−Bn+1(2) = (n + 1) · 1n,

....................................

Bn+1(k + 1)−Bn+1(k) = (n + 1) · kn,

получаем требуемое.
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36.27. По определению Bn(z) =
nP

k=0
Ck

nBkzn−k. Поэтому

B′
n(z) =

nX

k=0

n! (n− k)

k! (n− k)!
Bkzn−k−1 = n

n−1X

k=0

Ck
n−1Bkzn−1−k = nBn−1(z).

36.28. Ясно, что (1 − xn)−1 = 1 + xn + x2n + x3n + . . . Поэтому

коэффициент при xm в формальном ряду
“ ∞Q

n=1
(1 − xn)

”−1
равен

количеству представлений числа m в виде a1 + 2a2 + . . . + kak, где
a1, a2, . . . , ak — неотрицательные целые числа. Такое представле-
ние можно записать следующим образом:

1 + . . . + 1| {z }
a1

+ 2 + . . . + 2| {z }
a2

+ . . . + k + . . . + k| {z }
ak

.

Поэтому количество представлений числа m в таком виде равно
p(m).

36.29. Бесконечному произведению
∞Q

n=1
(1−xn) соответствует

формальный ряд, в котором коэффициент при xm получается сле-
дующим образом. Рассмотрим все представления числа m в виде
m=n1 +n2 + . . .+nk, где n1 <n2 < . . .<nk — различные натуральные
числа, и каждому такому представлению сопоставим число (−1)k.
Сумма всех этих чисел и есть коэффициент при xm.

Фиксируем число m и рассмотрим все его представления в виде
m = n1 + n2 + . . . + nk, где n1 < n2 < . . . < nk. Пусть s — наибольшее
число, для которого s чисел nk−s+1, nk−s+2, . . . , nk идут подряд,
т. е. nk −nk−s+1 = s− 1.

Предположим, что n1 6 s, но исключим случай, когда n1 = s=k.
Сопоставим набору (n1, n2, . . . , nk) набор

(n2, . . . , nk−n1 , nk−n1+1 + 1, nk + 1);

если k=n1, то сопоставляемый набор имеет вид (n2 +1, . . . , nk +1).
Новый набор тоже соответствует некоторому представлению чис-
ла m. Неравенство n1 6 s гарантирует, что числа nk−n1+1 + 1, . . .
. . . , nk + 1 идут подряд. Ясно также, что (nk−n1+1 + 1) − nk−n1 > 1,
поэтому в новом наборе подряд идут ровно n1 < n2 чисел.

Предположим, что n1 6 s, но исключим случай, когда n1 = s + 1
и s = k. Сопоставим набору (n1, n2, . . . , nk) набор

(s, n1, . . . , nk−s, nk−s+1 − 1, . . . , nk − 1);

если k=s, то сопоставляемый набор имеет вид (s, n1−1, . . . , nk−1).
Неравенство nk−s < nk−s+1 обеспечивается тем, что подряд идут
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только числа nk−s+1, . . . , nk. Мы получаем новый набор, который
тоже соответствует представлению числа m. В новом наборе под-
ряд идут по крайней мере s чисел.

Мы построили взаимно обратные соответствия между некото-
рыми представлениями числа m: каждому представлению, для
которого n1 6s, соответствует представление для которого n1 >s, но
при этом некоторые представления исключены. Друг другу соот-
ветствуют представления, в которых число слагаемых отличаются
на 1. Вклады таких представлений в коэффициент при xm взаимно
сокращаются. Поэтому остаются только исключённые представле-
ния (k, k + 1, . . . , 2k−1) и (k + 1, k + 2, . . . , 2k). Им соответствуют

члены (−1)kxa и (−1)kxb, где a = k + (k + 1) + . . . + (2k−1) =
3k2 − k

2

и b = (k + 1) + (k + 2) + . . . + 2k =
3k2 + k

2
.

36.30. Согласно задаче 36.28
“

1 +
∞P

n=1
p(n)xn

”“ ∞Q
k=1

(1 − xk)
”

= 1.

Далее, согласно задаче 36.29
∞Y

n=1

(1−xn) = 1 +

∞X

k=1

(−1)k
`

x
3k2−k

2 + x
3k2+k

2
´
.

Запишем тождество
„

1 +

∞X

n=1

p(n)xn

«„
1 +

∞X

k=1

(−1)k
`
x

3k2−k
2 + x

3k2+k
2
´«

= 1

и раскроем скобки. Приравнивая в левой части коэффициент
при xn, n > 1, нулю, получаем требуемое.

36.31. Для d(n) производящая функция равна

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)(1 + x4) . . . ,

а для l(n) производящая функция равна

1

1−x
·

1

1− x3 ·
1

1− x5 ·
1

1− x7 · . . .

Ясно, что

(1+ x)(1 + x2)(1 + x3) . . . =
1−x2

1−x
·

1−x4

1−x2 ·
1−x6

1−x3 · . . .

В правой части все числители сокращаются со всеми знамена-
телями вида 1 − x2k, поэтому остаются только знаменатели вида
1−x2k+1.
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36.32. Рассмотрим формальные ряды

Ln
“

1 +
xi

x

”
=−

∞X

k=1

(−1)k

k

xk
i

xk
, i = 1, . . . , n.

(Их можно рассматривать как формальные ряды от переменных
xi/x.) Складывая эти формальные ряды, получаем

Ln
“

1 +
x1

x

”
. . .
“

1 +
xn

x

”
=−

∞X

k=1

(−1)k

k

sk

xk
.

С другой стороны,

Ln
“

1 +
x1

x

”
. . .
“

1 +
xn

x

”
= Ln

“
1 +

s1

x
+
s2

x2 + . . . +
sn

xn

”
=

=−
∞X

k=1

(−1)k

k

“
1 +

s1

x
+
s2

x2 + . . . +
sn

xn

”k

=

=−
∞X

k=1

X

k=l1+...+ln

(−1)k

k
·

k!

l1! . . . ln!
sl1

1 . . .sln
n x−(l1+2l2+...+nln) =

=−
X (−1)l1+...+ln (l1 + . . . + ln −1)!

l1! . . . ln!
sl1

1 . . .sln
n x−(l1+2l2+...+nln).

Сравнивая коэффициенты при
1

xk
, получаем требуемое.

36.33. Рассмотрим формальный ряд

Ln
“

1− x1

x

”
. . .
“

1− xn

x

”
=− s1

x
− s2

2x2 − s3

3x3 − . . .

Взяв формальную экспоненту, получим
“

1− x1

x

”
. . .
“

1− xn

x

”
= Exp

“
− s1

x

”
Exp

“
− s2

2x2

”
Exp

“
− s3

3x3

”
. . . =

=

∞X

l1=0

(−1)l1
s

l1
1

l1! xl1

∞X

l2=0

(−1)l2
s

l2
2

l2! (2x)l2

∞X

l3=0

(−1)l3
s

l3
3

l3! (3x)l3
. . . =

=
X (−1)l1+l2+l3+...s

l1
1 s

l2
2 s

l3
3 . . .

1l1 · 2l2 · 3l3 · . . . · xl1+l2+l3+...
.

С другой стороны,
“

1− x1

x

”
. . .
“

1− xn

x

”
= 1− s1

x
+
s2

x2 − . . . + (−1)nsn

xn .

Сравнив коэффициенты при
1

xk
, получаем требуемое.



ГЛАВА 37

ИСЧИСЛЕНИЕ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ

37.1. Свойства конечных разностей

Пусть x0, x1, x2, . . . — последовательность чисел. Ей можно
сопоставить последовательность первых разностей ∆x0, ∆x1,
∆x2, . . . , где ∆xk = xk+1 − xk. Повторив эту операцию, получим
последовательность вторых разностей ∆2xk =∆xk+1−∆xk и т. д.

37.1. Докажите, что ∆nxk =
n∑

l=0
(−1)n−lCl

nxk+l.

37.2. Докажите, что xn =
n∑

l=0
Cl

n∆lx0, где ∆0xk = xk.

Последовательности разностей обычно рассматривают для
xk =f(x+hk), где f — некоторая функция, h — постоянное число,
которое мы будем обозначать ∆x. Число ∆kx0 будем при этом
обозначать ∆kf(x).

37.3. Докажите, что если f(x) — многочлен степени n, то
его n-е разности постоянны, а именно, они равны n! anhn,
где an — старший коэффициент многочлена.

37.4. Докажите, что
n∑

l=0

(−1)n−lCl
nlm =

{

0 при n > m,

m! при n = m.

37.5. Докажите, что ∆napx+q = apx+q(ap∆x −1)n.
37.6. Докажите, что

∆n sin(ax + b) =
(

2 sin
a∆x

2

)n

cos
(

ax + b + n
a∆x

2

)

,

∆n cos(ax + b) =
(

2 sin
a∆x

2

)n

sin
(

ax + b + n
a∆x

2

)

.
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37.7. Докажите, что ∆
1

x
=− ∆x

x(x +∆x)
.

37.8. Докажите, что ∆ arctg x = arctg
∆x

1 + x(x + ∆x)
.

37.9. Пусть функция f(x) такова, что ∆f(x) =f(x) для
некоторой функции f(x). Докажите, чтоf(x) +f(x + h) + . . .+f(x + (n−1)h) = f(x + nh)− f(x).

37.10. Докажите, что

а)
n−1∑

k=0
cos

(

a(x+kh)+b+
ah

2

)

=
sin(a(x+nh)+b)−sin(ax+b)

2 sin
ah

2

.

б)
n−1∑

k=0
arctg

1

1 + k(k + 1)
= arctg n.

37.2. Обобщённая степень

Легко видеть, что

∆xk = (x + h)k −xk = kxk−1h +
k(k− 1)

2
hk−2 + . . . + hk.

Это выражение, вообще говоря, не равно kxk−1h. В исчислении
конечных разностей роль xk играет обобщённая степень x

x
(k)
h = x(x− h) . . . (x− (k−1)h).

37.11. Докажите, что ∆x
(k)
h = khx

(k−1)
h .

При h = 1 мы обозначаем обобщённую степень x(k). Фор-
мула ∆x(k) = kx(k−1) является аналогом формулы дифферен-
цирования xk.

37.12. Докажите, что
n−1∑

m=0
m(k) =

n(k)

k + 1
.

37.3. Формула суммирования Эйлера

37.13. Пусть функция f(x) непрерывно дифференцируе-
ма на отрезке [1, n]. Докажите, что

n−1∑

k=1

f(k) =
n]

1

f(x) dx− 1
2

(f(n)− f(1)) +
n]

1

B1({x})f′(x) dx,

где B1(z) = z−1/2 — многочлен Бернулли.
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37.14. Пусть функция f(x) непрерывно дифференцируе-
ма m раз на отрезке [1, n]. Докажите, что

n−1∑

k=1

f(k) =
n]

1

f(x) dx− 1

2
(f(n)− f(1)) +

B2

2!
(f′(n)− f′(1)) + . . .

. . . +
(−1)mBm

m!
(f(m−1)(n)− f(m−1)(1)) + Rmn,

где Rmn =
(−1)m+1

m!

n]

1

Bm({x})f(m)(x) dx.

Решения

37.1. Применим индукцию по n. При n = 1 утверждение верно.
Предположим, что оно верно для некоторого n. Тогда

∆n+1xk = ∆nxk+1 −∆nxk =

nX

l=0

(−1)n−lCl
n(xk+l+1 −xk+l) =

=

n+1X

l=1

(−1)n−l+1Cl−1
n xk+l +

nX

l=0

(−1)n−l+1Cl
nxk+l.

Остаётся заметить, что Cl−1
n + Cl

n = Cl
n+1.

37.2. Применим индукцию по n. При n = 1 получаем x1 =
= (x1 −x0) + x0 =∆1x0 +∆0x0. Предположим, что требуемое равен-
ство верно для некоторого n. Тогда

xn+1 =

nX

l=0

Cl
n∆lx1 =

nX

l=0

Cl
n∆l(∆1x0 + ∆0x0) =

=

nX

l=1

Cl−1
n ∆lx0 +

nX

l=0

Cl
n∆lx0.

Остаётся заметить, что Cl−1
n + Cl

n = Cl
n+1.

37.3. Равенство

(x+(k+1)h)m−(x+kh)m=C1
mh(x+kh)m−1+C2

mh2(x+kh)m−2+. . .

показывает, что первые разности для последовательных значе-
ний xm являются последовательными значениями некоторого мно-
гочлена степени m − 1 со старшим коэффициентом C1

mh = mh.
Поэтому первые разности для последовательности xk = f(x + kh)
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имеют вид f1(x + kh), где f1 — многочлен степени n − 1 со стар-
шим коэффициентом nhan. Значит, вторые разности имеют вид
f2(x + kh), где f2 — многочлен степени n − 2 со старшим коэффи-
циентом n(n − 1)h2an. Продолжая аналогично, получаем, что n-е
разности — это константа n(n− 1) · . . . · 2 · 1 · hnan.

37.4. Пусть xk = km. Согласно задаче 37.3 ∆mxk = m! и ∆nxk = 0
при n > m. С другой стороны, согласно задаче 37.1

∆nxk =

nX

l=0

(−1)n−lCl
nxk+l =

nX

l=0

(−1)n−lCl
n(k + l)m.

При k = 0 получаем требуемое.
З а м е ч а н и е. По поводу других доказательств см. задачи

10.34 и 36.9.
37.5. Требуемое равенство достаточно доказать при n =1. Ясно,

что
∆apx+q = ap(x+∆x)+q − apx+q = apx+q(ap∆x −1).

37.6. Требуемые равенства достаточно доказать при n = 1. Для
синуса получаем

∆ sin(ax + b) = sin(ax + b + a∆x)− sin(ax + b) =

= 2 sin
a∆x

2
cos
“

ax + b + n
a∆x

2

”
.

Для косинуса вычисления аналогичны.

37.7. Ясно, что
1

x +∆x
− 1

x
=− ∆x

x(x + ∆x)
.

37.8. Если y = arctg(x + ∆x) − arctg x, то по формуле для тан-
генса разности двух углов

tg y =
(x +∆x)− x

1 + x(x +∆x)
=

∆x

1 + x(x +∆x)
.

37.9. По условию f(x) = f(x + h) − f(x), f(x + h) = f(x + 2h) −
−f(x+h), . . . , f(x+(n−1)h)=f(x+nh)−f(x+(n−1)h). Складывая
эти равенства, получаем требуемое.

37.10. Применим формулу из задачи 37.9 к тождествам из за-
дач 37.6 и 37.8. В случае арктангенса мы полагаем ∆x = 1.

37.11. Ясно, что

∆x
(k)
h = (x + h)x · . . . · (x− (k− 2)h)−x(x− h) . . . (x− (k− 1)h) =

= x(x−h) . . . (x− (k−2)h)((x + h)− (x− (k−1)h)) = khx
(k−1)
h .
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37.12. Пусть f(x) =
x(k)

k + 1
и f(x) = x(k). Тогда ∆f(x) =f(x) при

h = 1. Применяя формулу из задачи 37.9, получаем требуемое.
37.13. Интегрируя по частям, получаем

k+1]

k

“
{x} − 1

2

”
f′(x) dx =

“
x−k− 1

2

”
f(x)

˛̨
˛

k+1

k
−

k+1]

k

f(x) dx =

=
1

2
(f(k + 1) + f(k))−

k+1]

k

f(x) dx.

Запишем такие равенства для k = 1, 2, . . . , n − 1 и сложим их.
В результате получим требуемое.

37.14. Напомним, что B′
m(x) = mBm−1(x) (задача 36.27). Поэто-

му при m > 1 интегрирование по частям даёт

1

m!

n]

1

Bm({x})f(m)(x) dx =
1

(m + 1)!
(Bm+1(1)f(m)(n)−Bm+1(0)f(m)(1))−

− 1

(m + 1)!

n]

1

Bm+1({x})f(m+1)(x) dx.

Напомним также, что Bm+1(1) = Bm+1(0) = Bm+1 согласно зада-
че 36.23. Запишем тождество из задачи 37.13 и будем последова-
тельно применять только что доказанное тождество. В результате
получим требуемое.
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КРИВЫЕ НА ПЛОСКОСТИ

Представление кривой в виде графика функции не всегда бы-
вает удобно. Такое представление возможно лишь в достаточно
специальных случаях. Например, так нельзя представить даже
обычную окружность. Более широкий класс кривых можно по-
лучить с помощью параметризации кривой или задания кривой
уравнением. Под параметризацией подразумевается представ-
ление кривой в виде (x(t), y(t)), где x(t) и y(t) — некоторые
функции от t. Например, окружность можно представить в виде
(cos t, sin t).

38.1. Предположим, что x′(t) 6= 0 и y′(t) 6= 0. Докажите,
что касательная к кривой (x(t), y(t)) в точке (x(t0), y(t0))

задаётся уравнением

x−x(t0)

x′(t0)
=

y−y(t0)

y′(t0)
.

Чтобы записать уравнение касательной к кривой, заданной
уравнением f(x, y) = 0, нужно понятие частной производной:

дf

дx
(x0, y0) = lim

x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x −x0
,

дf

дy
(x0, y0) = lim

y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0
.

Другими словами, частная производная по x — это обычная
производная функции f(x, y0), где y0 фиксировано, а частная
производная по y — это обычная производная функции f(x0, y),
где x0 фиксировано.

38.2. Предположим, что
дf

дx
(x0, y0) 6= 0 и

дf

дy
(x0, y0) 6= 0.

Докажите, что касательная в точке (x0, y0) к кривой, за-
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данной уравнением f(x, y) = 0, задаётся уравнением

(x−x0)
дf

дx
(x0, y0) + (y− y0)

дf

дy
(x0, y0) = 0.

38.1. Полярные координаты

Положение точки X в полярных координатах задаётся рассто-
янием r до начала координат O и углом f между лучом OX
и осью Ox. Полярные координаты (r, f) связаны с прямоуголь-
ными координатами (x, y) следующим образом:

x = r cosf, y = r sinf; r2 = x2 + y2, tgf= x/y.

Лемниската — это множество всех точек, для которых про-
изведение расстояний от точек (a, 0) и (−a, 0) равно a2.

38.3. Найдите уравнение лемнискаты: а) в прямоуголь-
ных координатах; б) в полярных координатах.

38.2. Огибающая семейства кривых

Мы говорим, что две кривые на плоскости касаются в некото-
рой точке, если их касательные в этой точке совпадают.

Пусть на плоскости с координатами x, y задано семейство
кривых Ca, зависящих от параметра a. Огибающей семейства
кривых Ca называют кривую C, которая в каждой своей точ-
ке касается одной из кривых Ca, причём она касается каждой
из кривых Ca. Огибающая семейства кривых может состоять
из нескольких связных компонент. Например, огибающая се-
мейства окружностей фиксированного радиуса r с центрами на
данной прямой l состоит из двух прямых, параллельных пря-
мой l и удалённых от неё на расстояние r.

Мы будем предполагать, что кривые Ca заданы уравнениями
вида f(x, y, a) = 0, где f — дифференцируемая функция.

Найдём уравнение огибающей C, предполагая, что она за-
даётся параметрически: x = f(a), y = y(a), причём кривая C
касается кривой Ca в точке (f(a), y(a)).

Пусть x0 =f(a0) и y0 =y(a0). Касательные к кривым C и Ca0

в точке (x0, y0) задаются уравнениями

1

x− x0

df
da +

1

y− y0

dy
da = 0 и (x−x0)

дf

дx
+ (y− y0)

дf

дy
= 0. (38.1)

Эти прямые совпадают, значит,

дf

дx
·

df
da +

дf

дy
·

dy
da = 0. (38.2)
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Точка (f(a), y(a)) лежит на кривой Ca, поэтому

f(f(a), y(a), a) = 0

для всех a. Дифференцируя это равенство, получаем

дf

дx
·

df
da +

дf

дy
·

dy
da +

дf

дa = 0. (38.3)

Теперь, учитывая (38.2), получаем
дf

дa=0. Таким образом, огиба-

ющая (если она существует и задаётся параметрически указан-
ным способом) находится исключением параметра a из системы
уравнений

f(x, y, a) = 0,
дf

дa(x, y, a) = 0. (38.4)

Чтобы уравнения (38.1) действительно задавали касатель-

ные, нужно, чтобы в точке (x0, y0, a0) производные
дf

дx
и

дf

дy
не обращались в нуль одновременно. Если это условие выпол-
нено, то рассуждения можно обратить; в таком случае кривая,
найденная как решение системы (38.4), действительно будет
огибающей.

Довольно часто огибающую можно найти при помощи следу-
ющих геометрических соображений. Предположим, что каждая
пара кривых Ca1 и Ca2 (a1 6= a2) пересекается в одной точке,
причём эти точки пересечения стремятся к некоторой точке
(x(a), y(a)) при a1 → a и a2 → a. Тогда эта точка (x(a), y(a))
лежит на огибающей. Действительно, если f(x, y, a1) = 0
и f(x, y, a2) = 0, то

0 =
f(x, y, a1)− f(x, y, a2)a1 −a2

=
дf

дa(x, y, a*),

где a* — некоторая точка между a1 и a2. Поэтому для точки
(x(a), y(a)) имеют место равенства

f(x(a), y(a), a) = 0 и
дf

дa (x(a), y(a), a) = 0,

а значит, эта точка лежит на огибающей.

38.4. Найдите огибающую семейства прямых, отсекаю-
щих от данного прямого угла треугольник площади a2/2.

38.5. На сторонах угла с вершиной O фиксированы точки
A и B. На отрезках OA и OB выбираются точки A1 и B1
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так, что OB1 : B1B = AA1 : A1O. Докажите, что огибающая
семейства прямых A1B1 — дуга параболы.

38.6. Найдите в фиксированной вертикальной плоскости
огибающую траекторий материальной точки, выбрасывае-
мой из начала координат со скоростью v0.

Кривую из задачи 38.6 называют параболой безопасности.

38.7. Докажите, что огибающая семейства прямых, вы-
секающих на координатных осях отрезок постоянной дли-

Рис. 38.1

ны l (рис. 38.1), задаётся уравне-
нием

x2/3 + y2/3 = l2/3.

Кривую из задачи 38.7 называют
астроидой.

38.8. Докажите, что астроида
является траекторией отмеченной
точки окружности радиуса 1/4,
которая катится по неподвижной
окружности радиуса 1, причём
меньшая окружность расположе-
на внутри большей.

Траекторию отмеченной точки окружности радиуса r, которая
катится по неподвижной окружности радиуса R, причём окруж-
ность радиуса r расположена внутри окружности радиуса R,
называют гипоциклоидой.

Траекторию отмеченной точки окружности радиуса r, кото-
рая катится по неподвижной окружности радиуса R, причём
окружность радиуса r расположена вне окружности радиуса R,
называют эпициклоидой.

Если число r/R рационально, то соответствующие гипо-
и эпициклоиды являются замкнутыми кривыми с конечным
числом особых точек (точек возврата). Некоторые из них имеют
специальные названия. Например, эпициклоиду с одной точкой
возврата называют кардиоидой (по форме она напоминает серд-
це), а эпициклоиду с двумя точками возврата называют нефрои-
дой (по форме она напоминает почку). Гипоциклоида с четырьмя
точками возврата — это астроида.
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38.9. а) Фиксируем число k 6= 0, ±1 и рассмотрим семей-
ство прямых, каждая из которых соединяет точки eif и eikf.
Докажите, что огибающая этого семейства прямых — гипо-
или эпициклоида.

б) Для каждого целого числа k 6= 0, ±1 найдите число
точек возврата.

38.10. Докажите, что огибающая семейства прямых, яв-
ляющихся отражениями от кругового зеркала пучка па-
раллельных лучей, — нефроида (точнее говоря, половина
нефроиды, см. рис. 38.2).

Рис. 38.2 Рис. 38.3

38.11. Рассмотрим окружность S и выберем на ней точ-
ку A. Из точки A выпускаются лучи света и отражаются
от окружности. Докажите, что огибающая отражённых лу-
чей — кардиоида (рис. 38.3).

38.3. Кривизна

Пусть g(t)=(x(t), y(t)) —параметризованная кривая. Мы будем

предполагать, что v(t) =
dg
dt

(t) 6= 0 при всех t.

Параметр t удобно заменить на так называемый натураль-

ный параметр s= s(t)=
t]

0

|v(t)|dt. Для натурального параметра

ds

dt
= |v(t)|, поэтому

dg
ds

=
dg
dt

dt

ds
=

v(t)

|v(t)| , т. е.
˛̨
˛dg

ds

˛̨
˛= 1.
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Конец вектора v(s)=
dg(s)

ds
движется по единичной окружнос-

ти, поэтому
dv

ds
⊥ v. Пусть n — единичный вектор на плоскости,

ортогональный вектору v. Тогда
dv

ds
=k(s)n. Число |k(s)| называ-

ют кривизной кривой g в данной точке.

38.12. Докажите, что кривизна окружности радиуса R

равна 1/R.
38.13. Докажите, что для кривой g(t)=(x(t), y(t)) с про-

извольной параметризацией t кривизна вычисляется по
формуле

k2 =
(x′′y′ −y′′x′)2

(x′2 + y′2)3
.

38.14. Вычислите кривизну эллипса
x2

a2 +
y2

b2 =1 в каждой
точке.

38.4. Соприкасающаяся окружность

Рассмотрим на плоскости две кривые, заданные уравнениями
y = f(x) и y = g(x). Эти кривые пересекаются, если f(x0) = g(x0).
В точке пересечения кривые касаются (имеют соприкосновение
порядка 1), если f′(x0) = g′(x0). Касающиеся кривые имеют со-
прикосновение порядка n, если f(x0) = g(x0), f′(x0) = g′(x0), . . .
. . . , f(n)(x0)=g(n)(x0). Кривые, имеющие соприкосновение поряд-
ка 2, называют соприкасающимися.

Если кривизна кривой в некоторой точке отлична от ну-
ля, то однозначно определена окружность, соприкасающаяся
с кривой в этой точке (соприкасающаяся окружность). Уравне-
ние соприкасающейся окружности в случае, когда кривая зада-
на уравнением y = f(x), находится следующим образом. Пусть
y = g(x) — функция, локально задающая окружность радиуса R
с центром (a, b), т. е. g удовлетворяет соотношению

(x− a)2 + (g(x)− b)2 = R2.

Дифференцируя это соотношение, последовательно получаем

2(x− a) + 2g′(x)(g(x)− b) = 0,

2 + 2g′′(x)(g(x) − b) + 2(g′(x))2 = 0.
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Если кривая y = f(x) соприкасается с указанной окружностью
в точке (x0, y0), то

(x0 −a)2 + (y0 − b)2 = R2,

(x0 − a) + y′
0(y0 − b) = 0,

1 + y′′
0 (y0 − b) + (y′

0)2 = 0,

где y′
0 = f′(x0) и y′′

0 = f′′(x0). Более того, если эта система урав-
нений для a, b, R имеет решение, то верно и обратное: кривая
соприкасается с окружностью. Легко видеть, что если y′′

0 6= 0, то
эта система уравнений имеет единственное решение. Например,
если y′

0 =0 (а этого всегда можно добиться подходящим выбором

системы координат), то a = x0, b = y0 +
1

y′′
0

, R2 =
1

(y′′
0 )2 .

Центр соприкасающейся окружности называют центром
кривизны кривой. Согласно задаче 38.13 в рассматриваемой си-

туации k2 =
(y′′

0 )2

(1 + y′
0

2)3
= (y′′

0 )2. Таким образом, центр кривизны

лежит на нормали к кривой в данной точке и удалён от этой
точки на расстояние ±1/k.

38.15. Докажите, что центр кривизны является предель-
ным положением точки пересечения близких нормалей.

38.5. Фокальные точки. Эволюта

Пусть g(s) = (x(s), y(s)) — кривая с натуральной параметриза-
цией. Фиксируем на плоскости точку q = (x0, y0) и рассмотрим
функцию F(s)= |g(s)−q|2. Точку s0 называют критической точ-
кой функции F, если F′(s0) = 0. Критическую точку называют
вырожденной, если F′′(s0) = 0. Ясно, что

F′(s) = 2
“g(s)− q,

dg
ds

”
,

F′′(s) = 2
˛̨
˛dg

ds

˛̨
˛
2
+ 2
“g(s)− q,

d2g
ds2

”
= 2(1 + (g(s)− q, kn))

(число k и вектор n определяются на с. 520.) Поэтому точка s0

является критической точкой функции F тогда и только тогда,
когда вектор

#            –g(s0)q ортогонален кривой g в точке g(s0), а кри-
тическая точка s0 является вырожденной тогда и только тогда,

когда k(s0) 6= 0 и
#            –g(s0)q =

1

k(s0)
n. Точку q называют фокальной

точкой кривой g, если для этой точки функция |g(s) − q|2
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имеет вырожденную критическую точку. В таком случае, если
s0 — вырожденная критическая точка, то точка q однозначно

определяется равенством
#            –g(s0)q =

1

k(s0)
n. С геометрической точ-

ки зрения это означает, что точка q является центром окружно-
сти, соприкасающейся с кривой g в точке g(s0). Таким образом,
q — предельное положение точки пересечения нормалей к кри-
вой g в точках g(s1) и g(s2), когда s1 → s0 и s2 → s0. Отметим,
в частности, что фокальная точка не зависит от выбора парамет-
ризации.

Эволютой кривой называют множество всех её фокальных
точек. Учитывая, что фокальные точки являются предельными
положениями точек пересечения близких нормалей к кривой,
приходим к другому определению: эволюта — огибающая семей-
ства всех нормалей к кривой.

38.16. Для эллипса
x2

a2 +
y2

b2 =1 найдите фокальную точку,

соответствующую точке (a cos t0, b sin t0); найдите радиус
кривизны эллипса в этой точке.

38.17. Найдите уравнение эволюты эллипса.

Циклоидой называют кривую, которую описывает фиксирован-
ная точка окружности, катящейся по фиксированной прямой.

38.18. Докажите, что эволютой циклоиды является та-
кая же циклоида (полученная из исходной кривой парал-
лельным переносом).

Решения

38.1. Искомая касательная задаётся уравнением y − y(t0) =
= k(x−x(t0)), где

k = lim
t→t0

y− y(t0)

x −x(t0)
= lim

t→t0

“
y− y(t0)

t − t0
·

t− t0

x −x(t0)

”
=

y′(t0)

x′(t0)
.

38.2. Мы будем предполагать, что в достаточно малой окрест-
ности точки (x0, y0) рассматриваемая кривая является графиком
функции y=f(x), хотя в действительности при сделанных предпо-
ложениях о том, что частные производные не обращаются в нуль,
это можно было бы доказать.
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По теореме о конечных приращениях

f(x1, y0)− f(x0, y0) =
дf

дx
(x, y0)(x1 −x0),

f(x1, y1)− f(x1, y0) =
дf

дy
(x0, h)(y1 − y0),

где число x заключено между x0 и x1, а число h заключено между
y0 и y1. Поэтому если точка (x1, y1) тоже лежит на рассматривае-
мой кривой, то

дf

дx
(x, y0)(x1 −x0) +

дf

дy
(x0, h)(y1 − y0) = 0.

Искомая касательная задаётся уравнением y−y0 =k(x−x0), где

k = lim
x1→x0

y1 − y0

x1 −x0
=− lim

x1→x0

дf

дx
(x, y0)

дf

дy
(x0, h)

=−
дf

дx
(x0, y0)

дf

дy
(x0, y0)

.

38.3. а) О т в е т: (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2). Непосредственно из
определения видно, что лемниската задаётся уравнением

((x−a)2 + y2)((x + a)2 + y2) = a4,

т. е. x4 + a4 + y4 − 2a2x2 + 2a2y2 + 2x2y2 = a4. После несложных
преобразований получаем уравнение, указанное в ответе.

б) О т в е т: r2 =2a2 cos2 2f. Выразив прямоугольные координа-
ты через полярные, получим для лемнискаты уравнение

r4 = 2a2r2(cos2f− sin2f).

Остаётся заметить, что cos2f− sin2f= cos 2f.
38.4. Введём систему координат, направив оси по сторонам

данного прямого угла. Интересующие нас прямые пересекают оси
координат в точках (aa, 0) и (0, a/a), где a > 0. Прямая, со-
ответствующая параметру a, задаётся уравнением x + a2y = aa.
Две прямые, соответствующие параметрам a1 и a2, пересекаются

в точке с координатами
“

aa1a2a1 +a2
,

aa1 +a2

”
. Если a1 →a и a2 →a,

то мы получаем точку
“

aa
2

,
a

2a”. Такие точки лежат на гиперболе

xy = a2/4.
38.5. Можно считать, что O — начало координат, A = (1, 1)

и B = (−1, 1). Тогда A1 = (1−a, 1−a) и B1 = (−a, a) для некото-
рого a∈ [0, 1]. Прямая, проходящая через точки A1 и B1, задаётся
уравнением (2a− 1)x + y = 2a(1 − a). Легко проверить, что если
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(x0, y0) — точка пересечения прямых, соответствующих парамет-
рам a1 и a2, то x0 =1−a1 −a2. Если a1 →a и a2 →a, то x0→1−2a.

Поэтому огибающая задаётся уравнением −x2 + y =
1

2
(1 − x2),

т. е. y =
1 + x2

2
.

38.6. Направим ось Oy вертикально вверх, а ось Ox направим
по горизонтальной составляющей скорости v0. Тогда в момент вре-
мени t материальная точка имеет координаты x(t) = v0 cosa · t,

y(t) = v0 sina · t − gt2

2
, где a— угол, под которым она была выбро-

шена. Например, если точка выбрасывается вертикально вверх,

то y(t) = v0t − gt2

2
, поэтому y(t) максимально при t =

v0

g
и при

этом y(t) =
v2

0

2g
. Если предположить, что огибающая является

параболой, то она должна задаваться уравнением y =
v2

0

2g
− kx2.

Чтобы найти k, вычислим наибольшую возможную координа-
ту пересечения траектории с осью Ox (наибольшую дальность

выстрела). Если y(t0) = 0 и t0 6= 0, то t0 =
2v0 sina

g
. При этом

x(t0) =
2v2

0 sina cosa
g

=
v2

0 sin 2a
g

. Поэтому наибольшая дальность

выстрела равна
v2

0

g
. Соответственно, для k получаем уравнение

y =
v2

0

2g
−k
“v2

0

g

”2
= 0, откуда находим k =

g

2v2
0

.

Докажем теперь, что парабола y =
v2

0

2g
− g

2v2
0

x2 действительно

является огибающей рассматриваемого семейства траекторий. Для
этого достаточно доказать, что любая траектория лежит ниже этой
параболы и имеет с ней одну общую точку, т. е. для всех t имеет
место неравенство

v2
0

2g
− g cos2 a

2
t2

> v0 sina · t− gt2

2
,

причём для некоторого t оно обращается в равенство. Заменив
cos2 a на 1− sin2 a, переходим к неравенству

v2
0

2g
− v0 sina · t +

g sin2 a
2

t2
> 0,

т. е.
g

2

“
v0

g
−sina · t

”2
>0. Оно обращается в равенство при t=

v0

g sina .
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38.7. Пусть отрезок с концами (a1, 0) и (0, b1) имеет длину l
и отрезок с концами (a2, 0) и (0, b2) тоже имеет длину l. Если

a =
a1 + a2

2
и b =

b1 + b2

2
, то a1 = a +a, b1 = b−b, a2 = a−a, b2 = b +b

для некоторых a и b. Из соотношения (a+a)2 +(b−b)2 =(a−a)2 +

+ (b +b)2 получаем aa= bb.
Найдём координаты точки пересечения рассматриваемых от-

резков (предполагается, что a1 и a2 одного знака и b1 и b2 тоже
одного знака). Прямые, на которых лежат эти отрезки, задаются
уравнениями

x

a +a +
y

b−b = 1,
x

a −a +
y

b +b = 1.

Рассматривая сумму и разность этих уравнений, получаем

ax

a2 −a2 +
by

b2 −b2 = 1,
ax

a2 −a2 =
by

b2 −b2 .

Если учесть соотношение aa= bb, то последнее равенство можно

переписать в виде
x

a(a2 −a2)
=

y

b(b2 −b2)
. Подставляя это выраже-

ние в первое равенство, находим

x =
a(a2 −a2)

a2 + b2 , y =
b(b2 −b2)

a2 + b2 .

Нас интересует предел при a→ 0, b→ 0. Ясно, что предельные
выражения такие: x = a3/l2 и y = b3/l2. Тогда

x2/3 + y2/3 = (a2 + b2)/l4/3 = l2/l4/3 = l2/3.

38.8. П е р в о е р е ш е н и е. Выведем параметрическое пред-
ставление траектории отмеченной точки в общем случае, когда
окружность радиуса r катится внутри окружности радиуса R. Это
движение отмеченной точки можно представить как вращение
центра меньшей окружности по окружности радиуса r1 = R − r
с угловой скоростью w1 и вращение меньшей окружности радиуса
r2 = r с угловой скоростью w2. При этом w1 и w2 имеют разные
знаки и связаны соотношением (r1 + r2)w1 = r2(−w2 + w1), ко-
торое выражает равенство дуг неподвижной окружности радиуса
R = r1 + r2 и подвижной окружности радиуса r = r2 (качение без
скольжения). После сокращения это соотношение записывается
в виде r1w1 =−r2w2.

Траектория отмеченной точки параметрически задаётся так:

x = r1 cosw1t + r2 cosw2t,

y = r1 sinw1t + r2 sinw2t.
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В случае, когда R = 4r, получаем r1 = 3r, r2 = r и w2 =−3w1. Поло-
жив w1 = 1, получим

x = 3r cos t + r cos 3t = 4r cos3 t,

y = 3r sin t− r sin 3t = 4r sin3 t,

а значит, x2/3 + y2/3 = (4r)2/3 = R2/3.
З а м е ч а н и е. Точно такое же параметрическое представле-

ние траектории получается и в случае, когда окружность радиуса r
катится по внешней части круга радиуса R. Тогда движение от-
меченной точки можно представить как вращение центра окруж-
ности радиуса r2 = r по окружности радиуса r1 = R + r с угловой
скоростью w1 и вращение окружности радиуса r2 = r с угловой
скоростью w2. При этом w1 и w2 имеют одинаковые знаки и свя-
заны соотношением (r1 − r2)w1 = r2(w2 −w1). После сокращения
это соотношение записывается в виде r1w1 = r2w2.

В т о р о е р е ш е н и е. Рассмотрим окружность радиуса l = 4r
с центром в начале координат O. Пусть окружность радиуса r
катится внутри её, причём в начальный момент отмеченная точка
совпадает с точкой P = (l, 0). Пусть через некоторое время отме-
ченная точка переместилась в точку X, а окружности теперь каса-
ются в точке A. Тогда дуги AP и AX равны, поэтому центральный
угол, опирающийся на дугу AX, равен 4∠AOP, а вписанный угол
равен 2∠AOP. Пусть B — середина отрезка OA, а M и N — точки
пересечения прямой BX с координатными осями. Треугольники
OBM и OBN равнобедренные, поскольку в них внешний угол при
вершине B вдвое больше внутреннего угла при вершине O. Поэто-
му MN = 2OB = OA = l.

Прямая MN касается траектории отмеченной точки в точке X.
Действительно, прямая MN перпендикулярна прямой AX, а век-
тор скорости движения точки X перпендикулярен AX, поскольку
точка A является мгновенным центром вращения точки X. Та-
ким образом, траектория точки X является огибающей семейства
прямых, высекающих на координатных осях отрезок постоянной
длины l.

38.9. а) Пусть A = eif, B = eikf, A′ = ei(f+a), B′ = eik(f+a).
Пусть, далее, C — предельное положение точки пересечения пря-
мых AB и A′B′ при a→0. Ясно, что если k>0, то точка C лежит на
отрезке AB, а если k < 0, то точка C лежит вне этого отрезка. По-
кажем, что AC : CB=1: |k|. Действительно, AC : CB′= sin B′ : sin A=
= ± sina : sin ka→ 1 : ±k, а CB′ : CB = sin B : sin B′ → 1. В резуль-
тате получаем, что точка C, лежащая на огибающей, имеет коор-
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динаты

eikf + keif
1 + k

=
1

1 + k
(cos kf+ k cosf, sin kf+ k sinf).

Как видно из первого решения задачи 38.8, точки с такими коор-
динатами образуют гипо- или эпициклоиду.

б) О т в е т: |k − 1|. Точки возврата соответствуют положе-
ниям, когда точки eif и eikf диаметрально противоположны,
т. е. eif + eikf = 0. После сокращения на eif получаем уравнение
ei(k−1)f =−1. Оно имеет |k− 1| решений.

38.10. Будем считать, что лучи параллельны оси Ox и отра-
жаются от единичной окружности. Пусть луч попадает в точку
A = eiy. После отражения этот луч попадает в точку A1, которая
получается следующим образом. Пусть A′ — исходная точка луча
света, т. е. точка, симметричная точке A относительно оси Oy.
Тогда точка A1 симметрична точке A′ относительно диаметра AB.
Несложные вычисления углов показывают, что A1 = ei(3y+p). По-
ложим y=f+a. Тогда 3y+p=3f+3a+p=3f+a для a=−p/2.
В результате мы оказываемся в ситуации задачи 38.9 для k = 3,
что соответствует эпициклоиде с двумя точками возврата.

38.11. Будем считать, что окружность единичная, а A=(−1, 0).
Тогда луч, попадающий в точку eiy, после отражения попадает
в точку ei(2y+p). Положим y=f+a. Тогда 2y+p= 2f+ 2a+p=
= 2f + a для a= −p. В результате мы оказываемся в ситуации
задачи 38.9 для k = 2, что соответствует эпициклоиде с одной точ-
кой возврата.

38.12. Окружность радиуса R параметрически можно задать
формулами x(t) = R coswt, y(t) = R sinwt. При этом

v(t) = (−wR sinwt, wR coswt).

Пусть w = 1/R. Тогда |v(t)| = 1, т. е. t — натуральный параметр.

При этом
dv

dt
=−R−1(coswt, sinwt) и k =

˛̨
˛dv

dt

˛̨
˛= 1/R.

38.13. Если s — натуральный параметр, то
dg
dt

=
dg
ds

·
ds

dt
и
˛̨
˛dg

ds

˛̨
˛=

= 1. Поэтому
˛̨
˛dg

dt

˛̨
˛
2

=
“

ds

dt

”2
. Следовательно,

dg
ds

=
dg
dt

·
˛̨
˛dg

dt

˛̨
˛
−1/2

.

Дифференцируя это равенство по t, получаем

d2g
ds2 ·

ds

dt
=

d2g
dt2 ·

˛̨
˛dg

dt

˛̨
˛
−1/2

− dg
dt

·
“

dg
dt

,
d2g
dt2

”
·
˛̨
˛dg

dt

˛̨
˛
−3/2

=

=
g′′

pg′2
− (g′, g′′)g′

`

pg′2´3
=
g′′g′2 − (g′, g′′)g′

`

pg′2´3
.
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Возведём это равенство в квадрат. Учитывая, что
˛̨
˛d2g

ds2

˛̨
˛
2

= k2

и
“

ds

dt

”2
=g′2, получаем

k2 =
g′′2g′2 − (g′, g′′)2

(g′2)3
=

(x′′2 + y′′2)(x′2 + y′2)− (x′′x′ + y′′y′)2

(x′2 + y′2)3
.

Последнее выражение легко преобразуется к требуемому виду.
38.14. Рассмотрим следующую параметризацию эллипса: x(t)=

= a cos t, y(t) = b sin t. Тогда

x′′y′ − y′′x′ =−ab(cos2 t + sin2 t) =−ab,

x′2 + y′2 = a2 sin2 t + b2 cos2 t.

Поэтому согласно задаче 38.13

k2 =
a2b2

(a2 sin2 t + b2 cos2 t)3
.

З а м е ч а н и е. Другим способом кривизна эллипса вычисля-
ется в задаче 38.16.

38.15. Можно считать, что кривая задаётся уравнением y=f(x),
причём f′(0) = 0. При этом нас интересует центр кривизны
для точки (0, f(0)). Нормаль к кривой в точке (e, f(e)) зада-
ётся уравнением (x − e) + f′(e)(y − f(e)) = 0; нормаль в точ-
ке (0, f(0)) — это координатная ось Ox. Пересечение этих нор-

малей — точка
“

0, f(e) +
e

f′(e)

”
. При e → 0 получаем точку

“
0, f(0) +

1

f′′(0)

”
. Это как раз и есть центр кривизны.

38.16. Для фиксированной точки (x0, y0) рассмотрим на эллип-
се функцию F(t) = (x0 − a cos t)2 + (y0 − b sin t)2. Нас интересует
точка (x0, y0), для которой F′(t0) = 0 и F′′(t0) = 0, т. е.

x0a sin t0 − y0b cos t0 + (b2 −a2) sin t0 cos t0 = 0,

x0a cos t0 + y0b sin t0 + (b2 − a2)(cos2 t0 − sin2 t0) = 0.

Решая эту систему уравнений, находим

x0 =
a2 − b2

a
cos3 t0, y0 =−a2 − b2

b
sin3 t0.

Теперь радиус кривизны R вычисляется по формуле

R2 = (x0 −a cos t0)2 + (y0 − b sin t0)2 =
(a2 sin2 t0 + b2 cos2 t0)3

a2b2 .
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38.17. Выражения для фокальных точек, полученные в реше-
нии задачи 38.16, показывают, что они лежат на кривой

(ax)2/3 + (by)2/3 = (a2 − b2)2/3.

38.18. Пусть фиксированная прямая — это ось Ox, а в началь-
ный момент фиксированная точка совпадает с началом коорди-
нат O. Будем также предполагать, что окружность имеет радиус 1
и катится она в верхней полуплоскости. Пусть через некоторое
время фиксированная точка сместилась в точку X; при этом ка-
тящаяся окружность S1 касается оси Ox в точке P (рис. 38.4).

x

l

O

P

X

Q

O1

O′Q′

X′

S1

S′
1

Рис. 38.4

Тогда длина отрезка OP равна длине дуги PX. Пусть PQ — диа-
метр окружности S1 и O1 — точка (p, 0), т. е. середина отрезка
с концами в первом и втором положении фиксированной точки на
оси Ox. Тогда длина отрезка O1P равна длине дуги QX. Поэтому
если мы рассмотрим окружность S′

1, симметричную S1 относитель-
но точки P, и рассмотрим на ней точки X′ и Q′, симметричные
X и Q, то длина дуги Q′X′ равна длине отрезка Q1P. Рассмотрим
прямую l, которая проходит через точку Q′ параллельно исход-
ной фиксированной прямой. Пусть O′ — проекция точки O1 на
эту прямую. Тогда длина отрезка O1P равна длине отрезка Q′O′.
Поэтому длина дуги Q′X равна длине отрезка Q′O, т. е. точка X′
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расположена на циклоиде, которая получается, когда окружность
радиуса 1 катится по прямой l навстречу исходной окружности,
причём в начальный момент фиксированная точка расположена
в точке O′.

Покажем, что прямая XX′ одновременно является нормалью
к первой циклоиде и касательной ко второй циклоиде. Точка P
является мгновенным центром вращения точки X, поэтому пря-
мая PX является нормалью к первой циклоиде. Точка Q′ является
мгновенным центром вращения точки X′, поэтому прямая Q′X′

является нормалью ко второй циклоиде, а прямая PX′ является
касательной.



ГЛАВА 39

ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ

39.1. Конечные множества

39.1. Дано непустое конечное множество. Докажите, что
количество его подмножеств, содержащих чётное число эле-
ментов, равно количеству подмножеств, содержащих нечёт-
ное число элементов.

39.2. Операции над множествами

В теории множеств приняты следующие обозначения:
x ∈ X: x — элемент множества X (x принадлежит множе-

ству X);
x 6∈X: x не принадлежит X;
A ⊂ X: A — подмножество X, т. е. каждый элемент множе-

ства A принадлежит X;
A ∪ B — объединение множеств A и B; оно состоит из тех

элементов, которые являются элементами множества A или мно-
жества B;

A ∩ B — пересечение множеств A и B; оно состоит их тех
элементов, которые одновременно являются элементами множе-
ства A и элементами множества B.

В том случае, когда фиксировано некоторое множество U, ис-
пользуют обозначение A — дополнение множества A; оно состоит
из тех элементов множества U, которые не являются элементами
множества A.

39.2. а) Докажите, что A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C).
б) Докажите, что A∩ (B∪C) = (A∩B)∪ (A∩C).
39.3. Докажите, что A∪B = A∩B и A∩B = A∪B (законы

де Моргана).
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Тождества, подобные тем, которые доказываются в задачах 39.2
и 39.3, удобно доказывать с помощью так называемых диаграмм
Венна, на которых рассматриваемые множества изображаются
в виде пересекающихся кругов. В случае n множеств берутся
n выпуклых фигур (кругами не всегда можно обойтись), грани-
цы которых разбивают плоскость на 2n частей. Если все рассмат-
риваемые множества лежат в фиксированном множестве U, то
это множество U можно изобразить в виде круга, содержащего
все остальные фигуры.

39.4. Решите задачи 39.2 и 39.3, нарисовав соответству-
ющие диаграммы Венна.

39.3. Равномощные множества

Два множества X и Y называют равномощными, если существу-
ет отображение f : X → Y, которое является взаимно однознач-
ным, т. е. для любого элемента y ∈ Y существует ровно один
элемент x ∈ X, для которого f(x) = y. Другими словами, между
элементами множеств X и Y установлено соответствие, при ко-
тором каждому элементу одного множества соответствует ровно
один элемент другого множества.

Мы будем использовать следующие обозначения и термино-
логию:

• отрезок [a, b] состоит из точек x, удовлетворяющих нера-
венствам a 6 x 6 b;

• интервал (a, b) состоит из точек x, удовлетворяющих
неравенствам a < x < b;

• полуинтервал [a, b) состоит из точек x, удовлетворяющих
неравенствам a 6 x < b; полуинтервал (a, b] состоит из точек,
удовлетворяющих неравенствам a < x 6 b.

39.5. Докажите, что отрезки [0, 1] и [0, a] равномощны
для любого положительного числа a.

39.6. Докажите, что интервал (0, 1) и луч (1, +∞) рав-
номощны.

39.7. Докажите, что интервал (−1, 1) равномощен мно-
жеству всех действительных чисел.

39.8. Докажите, что множество всех бесконечных после-
довательностей a1, a2, . . ., где ai =0 или 1 для всех i, равно-
мощно множеству всех подмножеств натуральных чисел.
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39.9. Докажите, что отрезок [0, 1] равномощен полуин-
тервалу [0, 1).

39.4. Счётные множества
Множество называют счётным, если оно равномощно множе-
ству натуральных чисел.

39.10. Докажите, что множество целых чисел счётно.
39.11. Докажите, что множество рациональных чисел

счётно.
39.12. Докажите, что любое подмножество счётного мно-

жества либо конечно, либо счётно.
39.13. Докажите, что объединение счётного множества

счётных множеств счётно.
39.14. Докажите, что для каждого натурального n мно-

жество всех последовательностей из n натуральных чисел
счётно.

39.15. Докажите, что множество всех конечных последо-
вательностей натуральных чисел счётно.

39.16. Докажите, что множество всех алгебраических
чисел счётно.

39.17. Докажите, что множество попарно не пересекаю-
щихся отрезков на прямой конечно или счётно.

39.18. Докажите, что множество попарно не пересекаю-
щихся кругов на плоскости конечно или счётно.

39.19. Докажите, что если множество X бесконечно,
а множество Y конечно или счётно, то множество X ∪ Y

равномощно X.

39.5. Мощность континуума

Говорят, что множество имеет мощность континуума, если оно
равномощно множеству действительных чисел.

39.20. а) Докажите, что множество точек интервала (0, 1)

имеет мощность континуума.
б) Докажите, что множество точек отрезка [0, 1] имеет

мощность континуума.
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39.21. а) Докажите, что множество всех бесконечных по-
следовательностей a1, a2, . . ., где ai = 0 или 1, имеет мощ-
ность континуума.

б) Докажите, что множество всех подмножеств множе-
ства натуральных чисел имеет мощность континуума.

39.22. Докажите, что множество всех точек квадрата
имеет мощность континуума.

39.6. Свойства мощности

39.23. Докажите, что никакое множество X не равно-
мощно множеству P(X) всех своих подмножеств (Кантор).

39.24. Докажите, что если множество имеет мощность
континуума, то оно не счётно.

39.7. Парадоксы теории множеств

С самого начала развития теории множеств выяснилось, что
рассмотрение множеств, элементами которых служат другие
множества, может привести к противоречию: два взаимно ис-
ключающих утверждения будут убедительно доказаны.

П а р а д о к с Р а с с е л а. Каждое множество X либо не
является элементом самого себя*, либо является. Пусть
Y — множество, элементами которого являются все те мно-
жества X, которые не являются элементами самого себя.
Попробуем выяснить, что верно: Y∈Y или Y 6∈Y? Если Y∈Y,
то по определению множество Y не является элементом Y,
а если Y 6∈Y, то по определению множество Y является эле-
ментом Y.

П а р а д о к с К а н т о р а. Пусть M — множество всех
множеств, P(M) — множество всех его подмножеств. Из
определения M видно, что P(M) содержится в M. С дру-
гой стороны, по теореме Кантора (задача 39.23) множество

* Именно такими являются множества, с которыми обычно имеют дело
в математике: множество натуральных чисел, множество действительных
чисел и т. п.
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P(M) имеет строго бо́льшую мощность, чем M, поэтому оно
не может содержаться в M.

Чтобы избежать парадоксов такого рода, в аксиоматической
теории множеств вводится так называемая аксиома фундирова-
ния: не существует бесконечной последовательности множеств
X1 ∈ X2, X2 ∈ X3, X3 ∈ X4, . . . В частности, никакое множество
не может быть элементом самого себя. Тогда парадокс Рассела
разрешается так, что описанный указанным образом объект Y
не существует (не является множеством).

Решения

39.1. Фиксируем в данном множестве один элемент x. Подмно-
жества данного множества можно разбить на пары следующим
образом: берём произвольное подмножество, не содержащее x,
и в качестве второго множества пары берём то же самое подмноже-
ство и добавляем к нему элемент x. В каждой паре одно множество
состоит из чётного числа элементов, а другое — из нечётного.

39.2. а) Если x ∈ A ∪ (B ∩ C), то x ∈ A или x ∈ B ∩C. Если x ∈A,
то x ∈ A ∪ B и x ∈ A ∪ C, поэтому x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Если же
x ∈ B ∩ C, то x ∈ B и x ∈ C, поэтому x ∈ A ∪ B и x ∈ A ∪ C, а значит,
x∈ (A∪B)∩ (A∪C).

Если x∈ (A∪B)∩ (A∪C), то x∈A∪B и x∈A∪C. Поэтому x∈A
или x∈B∩C. Значит, x∈A∪ (B∩C).

б) Если x ∈ A ∩ (B ∪ C), то x ∈ A и x ∈ B ∪ C. Поэтому x ∈ A ∩ B
или x∈A∩C.

Если x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), то x ∈ A ∩ B или x ∈ A ∩ C. Поэтому
x∈A или x∈B∪C.

39.3. x∈A∪B⇔x 6∈A∪B⇔x 6∈A и x 6∈B⇔x∈A∩B.
x∈A∩B⇔x 6∈A∩B⇔x 6∈A или x 6∈B⇔x∈A∪B.
39.4. Требуемые диаграммы изображены на рис. 39.1.
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Рис. 39.1
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39.5. Взаимно однозначное отображение [0, 1]→ [0, a] задаётся
формулой x 7→ ax.

39.6. Взаимно однозначное отображение (0, 1)→ (1, +∞) зада-
ётся формулой x 7→1/x.

39.7. Функция f(x) = tg
“px

2

”
задаёт взаимно однозначное отоб-

ражение интервала (−1, 1) на множество всех действительных
чисел.

39.8. Сопоставим последовательности a1, a2, . . . множество, со-
стоящее из тех натуральных чисел n, для которых an =1. В резуль-
тате получим взаимно однозначное соответствие между последова-
тельностями указанного вида и множествами натуральных чисел.

39.9. Выберем бесконечную последовательность попарно раз-
личных чисел a1, a2, . . . , заключённых строго между 0 и 1. Постро-
им отображение f : [0, 1] → [0, 1) следующим образом: f(1) = a1,
f(ai) = ai+1 и f(x) = x, если x отлично от 1 и от ai для всех i. Ясно,
что отображение f взаимно однозначно. Действительно, обрат-
ное отображение f−1 : [0, 1) → [0, 1] устроено следующим образом:
f−1(a1) = 1, f−1(ai) = ai−1 при i > 2 и f(x) = x, если x отлично от ai

для всех i.
39.10. В последовательности 0, 1, −1, 2, −2, 3, −3, . . . каждое

целое число встречается ровно один раз.
39.11. Для каждого натурального k запишем последователь-

ность
−k + 1

1
,
−k + 2

2
, . . . ,

−1

k−1
,

0

k
,

1

k −1
, . . . ,

k−1

1
. Запишем такие

последовательности для k = 1, 2, 3, . . . После этого будем идти
по полученной последовательности и вычёркивать все те числа,
которые уже встретились нам ранее. В результате получим после-
довательность, в которой каждое рациональное число встречается
ровно один раз.

З а м е ч а н и е. По поводу другого доказательства см. зада-
чу 4.13.

39.12. Занумеруем элементы данного счётного множества,
и пусть элементы данного подмножества имеют номера i1 < i2 <

< i3 < . . . Множество этих номеров либо конечно (тогда данное
подмножество конечно), либо бесконечно (тогда данное подмноже-
ство счётно).

39.13. Пусть k-е счётное множество состоит из элементов ak1,
ak2, ak3, . . . Тогда последовательность элементов a11; a12, a21; a13,
a22, a31; a14, a23, a32, a41; . . . содержит все элементы данных
множеств. Нужно только вычеркнуть из неё повторяющиеся эле-
менты.
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39.14. Множество упорядоченных пар натуральных чисел мож-
но представить как объединение счётного множества счётных мно-
жеств (первое число пары можно рассматривать как номер множе-
ства). Значит, это множество счётно (задача 39.13). Занумеруем
пары натуральных чисел. Тройку натуральных чисел можно рас-
сматривать как пару натуральных чисел и ещё одно натуральное
число. Поэтому множество троек натуральных чисел является
объединением счётного множества счётных множеств и т. д.

39.15. Непосредственно следует из задач 39.13 и 39.14.
39.16. Множество всех многочленов с целыми коэффициента-

ми, имеющих данную степень n, счётно. Каждый из них имеет не
более n различных корней, поэтому множество корней многочле-
нов степени n с целыми коэффициентами счётно (многочлены вида
pxn − qxn−1 показывают, что оно бесконечно). Поэтому множество
алгебраических чисел является объединением счётного множества
счётных множеств.

39.17. Каждый из отрезков содержит рациональную точку,
причём для непересекающихся отрезков эти точки разные.

39.18. Каждый из кругов содержит точку, обе координаты ко-
торой рациональны, причём для непересекающихся кругов эти
точки разные.

39.19. Можно считать, что X и Y не пересекаются. Действи-
тельно, вместо Y можно взять множество Y′, состоящее из тех
элементов Y, которые не принадлежат X. Множество Y′ является
подмножеством Y, поэтому оно конечно или счётно.

Пусть X1 — счётное подмножество в X, а X2 — дополнение к X1

в X. Множество X1 ∪ Y равномощно X1, поскольку объединение
счётного множества с конечным или счётным счётно. Установим
взаимно однозначное соответствие множеств X1 ∪ Y и X1. Вме-
сте с естественным взаимно однозначным соответствием множеств
X2 и X2 (каждый элемент соответствует самому себе) оно даёт
требуемое взаимно однозначное соответствие множеств X∪Y и X.

39.20. а) Это легко выводится из задач 39.5 и 39.7.
б) Можно воспользоваться такими же рассуждениями, как

и при решении задачи 39.9.
39.21. а) Достаточно доказать, что множество точек отрезка

[0, 1] равномощно множеству всех бесконечных последовательно-
стей a1, a2, . . . , где ai = 0 или 1. Сопоставим такой последователь-

ности число
a1

2
+

a2

22 +
a3

23 + . . . Это представление числа из [0, 1]

неоднозначно. Например, двоичные дроби 0,01111 . . . и 0,1000 . . .
представляют одно и то же число. Но если мы отбросим все дво-



538 Глава 39. Теория множеств

ичные дроби с единицей в периоде, кроме дроби 0,1111 . . . , то
оставшиеся дроби будут находиться во взаимно однозначном соот-
ветствии с точками отрезка [0, 1]. Выброшенные дроби образуют
счётное множество, поскольку каждая из них задаётся конечной
последовательностью из нулей и единиц.

Пусть X — множество оставшихся дробей, Y — множество вы-
брошенных дробей. Тогда X имеет мощность континуума, поэтому
согласно задаче 39.19 рассматриваемое множество X∪Y тоже име-
ет мощность континуума.

б) Следует из задачи а) и задачи 39.8.
39.22. Точку квадрата можно представить как пару точек от-

резка. Согласно задаче 39.21 множество точек отрезка равномощ-
но множеству бесконечных последовательностей a1, a2, . . . , где
ai = 0 или 1. Поэтому достаточно доказать, что множество упоря-
доченных пар таких последовательностей равномощно множеству
таких последовательностей. Сопоставим паре последовательностей
a1, a2, a3, . . . и b1, b2, b3, . . . последовательность a1, b1, a2, b2,
a3, b3, . . . В результате получим требуемое взаимно однозначное
соответствие.

39.23. Предположим, что удалось установить взаимно одно-
значное соответствие f : X → P(X). Пусть Y — множество тех
элементов x ∈ X, для которых x 6∈f(x). Докажем, что этому под-
множеству не соответствует никакой элемент множества X. Дей-
ствительно, предположим, что Y =f(y). Тогда

y∈Y ⇔ y 6∈f(y) ⇔ y 6∈Y.

Первая эквивалентность вытекает из определения множества Y,
а вторая — из того, что f(y) = Y.

З а м е ч а н и е. Обратите внимание, что если X=∅, то множе-
ство P(X) = {∅} состоит из одного элемента.

39.24. Согласно задаче 39.21 б) множество P(X) всех подмно-
жеств счётного множества X имеет мощность континуума. Со-
гласно теореме Кантора P(X) не равномощно X, т. е. множество,
имеющее мощность континуума не равномощно счётному множе-
ству.



ДОПОЛНЕНИЕ

1. Рациональная параметризация окружности

Чтобы найти все точки окружности x2 + y2 = 1, обе ко-
ординаты которых рациональны, можно воспользоваться
следующей конструкцией. Возьмём на окружности произ-
вольную точку A с рациональными координатами и прове-
дём через неё всевозможные прямые. Например, в качестве
точки A можно взять точку (1, 0) или точку (3/5, 4/5).
Мы проведём вычисления для точки (1, 0), хотя для любой
другой точки с рациональными координатами вычисления
будут аналогичны.

Прямая, проходящая через точку (1, 0), задаётся либо
уравнением y = t(x − 1), либо уравнением x = 1 (уравнение
x = 1 можно получить из уравнения y = t(x − 1), поло-
жив t = ∞; поэтому удобно считать, что t принимает так-
же значение ∞). Чтобы найти точки пересечения прямой
y = t(x − 1) и окружности x2 + y2 = 1, нужно решить квад-
ратное уравнение x2 + t2(x−1)2 = 1, т. е.

x2 − 2t

t2 + 1
x +

t2 −1

t2 + 1
= 0.

Одна точка пересечения прямой и окружности, соответству-
ющая x = 1, известна. Поэтому координату x второй точки
пересечения можно найти с помощью теоремы Виета. В ре-
зультате получим

x =
t2 − 1

t2 + 1
, y = t(x−1) =− 2t

t2 + 1
.
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Таким образом, точка пересечения окружности x2 + y2 = 1
и прямой y = t(x−1) имеет координаты

(
t2 −1

t2 + 1
,

−2t

t2 + 1

)

.

Это означает, что точка окружности имеет рациональные
координаты тогда и только тогда, когда она соответствует
рациональному значению параметра t. В самом деле, если

число t рационально, то числа x =
t2 − 1

t2 + 1
и y =

−2t

t2 + 1
рацио-

нальны. А если числа x и y рациональны, то число t =
y

x−1
тоже рационально. Значение t =∞, соответствующее точке
(1, 0), удобно при этом тоже считать рациональным.

С помощью рациональной параметризации окружности
можно получить описание пифагоровых троек, т. е. таких
троек натуральных чисел (a, b, c), что a2+b2 =c2. А именно,
(a, b, c) — пифагорова тройка тогда и только тогда, когда
существуют такие натуральные числа m и n, что a=m2−n2,
b = 2mn, c = m2 + n2 (или a = 2mn, b = m2 − n2, c = m2 + n2).
Доказательство этого утверждения начнём с того, что изба-
вимся от общих делителей. Если два из трёх чисел a, b, c

делятся на d, то третье число тоже делится на d. Поэтому
можно считать, что a/c и b/c — несократимые дроби. Точка
(a/c, b/c) лежит на окружности x2 +y2 =1 и обе координаты
этой точки рациональны. Следовательно,

a

c
=± t2 − 1

t2 + 1
,

b

c
=± 2t

t2 + 1
,

где t — рациональное число. Пусть t = m/n — несократимая
дробь. Тогда

a

c
=±m2 −n2

m2 + n2 ,
b

c
=± 2mn

m2 + n2 .

Дробь m/n несократимая, поэтому числа m и n не могут
быть оба чётными. Если одно из этих чисел чётно, а другое

нечётно, то дроби
m2 −n2

m2 + n2 и
2mn

m2 + n2 несократимые. Если же
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оба числа m и n нечётны, т. е. m=2p+1 и n=2q+1, то, как
легко проверить,

a

c
=± 2m1n1

m2
1 + n2

1

,
b

c
=±m2

1 −n2
1

m2
1 + n2

1

,

где m1=p+q+1 и n1=p−q. Мы получаем несократимые дро-
би, так как одно из чисел m1 и n1 чётно, а другое нечётно.

Как мы уже говорили, взяв любую другую рациональ-
ную точку окружности, можно повторить аналогичные вы-
числения и получить аналогичную параметризацию окруж-
ности параметром t, причём рациональным значениям па-
раметра будут соответствовать рациональные точки окруж-
ности. Более того, аналогичным образом можно параметри-
зовать произвольную кривую второго порядка

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0. (1)

Для этого нужно взять произвольную точку кривой и про-
вести через неё всевозможные прямые.

Предположим, что выполняются следующие условия:
• коэффициенты a, b, . . . , f рациональны;
• выбранная точка кривой имеет рациональные коорди-

наты;
• кривая (1) содержит бесконечно много точек.

Тогда в результате получим такую параметризацию кри-
вой (1), что рациональным значениям параметра t соответ-
ствуют точки кривой, обе координаты которых рациональ-
ны. Напомним, что мы пользовались тем, что кривая (1)
содержит хотя бы одну точку с рациональными коорди-
натами. Но такая точка есть не всегда. Самый простой
пример — кривая x2 + y2 =−1.

Более интересен пример кривой 2x2 +5y2 =1. Проверим,
что на ней нет рациональных точек. Предположим, что
(x, y) — рациональная точка этой кривой. Можно считать,
что x = p1/q и y = p2/q, причём у чисел p1, p2, q нет общего
делителя (т. е. нет числа d, на которое делятся все эти три
числа).
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Числа p1, p2, q удовлетворяют соотношению 2p2
1 + 5p2

2 =
= q2. Поэтому числа 2p2

1 и q2 при делении на 5 дают одина-
ковые остатки. Но число a2 при делении на 5 может давать
лишь остатки ±1 и 0. Поэтому число 2p2

1 при делении на 5
даёт остаток ±2 или 0, а число q2 даёт остаток ±1 или 0.
Следовательно, оба числа 2p2

1 и q2 делятся на 5, а значит,
они делятся на 25. Но тогда число 5p2

2 делится на 25, а зна-
чит, число p2 делится на 5. В результате получаем, что
числа p1, p2, q делятся на 5, а это противоречит предполо-
жению.

Рациональная параметризация кривой второго поряд-
ка, отличной от окружности, применяется, например, при
решении следующей задачи: описать все кубические мно-
гочлены, у которых корни как самих многочленов, так
и их производных, рациональны. Мы ограничимся случа-
ем, когда один из корней равен 0 и старший коэффициент
равен 1 (общий случай легко сводится к этому случаю).
В этом случае P(x) = x(x + a)(x− b), где a и b — рациональ-
ные числа, и P′(x) = 3x2 + 2(a − b)x − ab. Требуется, чтобы
дискриминант D=4((a−b)2+3ab)=4(a2 +b2 +ab) был квад-
ратом рационального числа. Эквивалентное условие таково:
a2 + b2 + ab = c2, где c — рациональное число.

Положим x = a/c и y = b/c. Нас интересуют точки с раци-
ональными координатами на кривой x2 + y2 + xy = 1. Одна
такая точка очевидна: x =1 и y =0. Проведём через неё все-
возможные прямые y = t(x − 1). Подставим это выражение
для y в уравнение кривой:

x2 + t2(x2 −2x + 1) + tx(x−1)−1 = 0, т. е.

x2 − t + 2t2

1 + t + t2 x +
t2 −1

1 + t + t2 = 0.

У этого квадратного уравнения есть корень x =1. Нас инте-

ресует второй корень x =
t2 −1

1 + t + t2 . При этом y = t(x − 1) =

= − t2 + 2t

1 + t + t2 . Итак, общее решение этой задачи выглядит
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следующим образом. Пусть c и t — произвольные рацио-

нальные числа. Тогда a = c
t2 −1

1 + t + t2 и b = −c
t2 + 2t

1 + t + t2 . От-

метим, что если мы возьмём a = t2 − 1 и b = −(t2 + 2t),
где t — целое число, то получим кубический многочлен,
у которого корни как самого многочлена, так и корни его
производной, — целые числа.

2. Суммы квадратов многочленов

Нетрудно доказать, что любой многочлен p(x) с дей-
ствительными коэффициентами, принимающий неотрица-
тельные значения при всех действительных x, можно пред-
ставить в виде суммы квадратов двух многочленов с дей-
ствительными коэффициентами. Прежде всего заметим, что
если p(z)=0 и p—многочлен с действительными коэффици-
ентами, то p(z)=p(z)=0, т. е. z —тоже корень многочлена p.
Поэтому корни многочлена с действительными коэффици-
ентами разбиваются на действительные корни и пары ком-
плексных корней. Следовательно,

p(x) = a

s∏

j=1

(x− zj)(x− zj)

t∏

k=1

(x−ak)mk,

где числа ak действительные.
Предположим теперь, что p(x) > 0 при всех действитель-

ных x. Если x — достаточно большое положительное чис-
ло, то

s∏

j=1

(x− zj)(x− zj)

t∏

k=1

(x−ak)mk > 0,

поэтому a > 0. Кроме того, все числа mk чётны. В самом де-
ле, пусть некоторые из чисел mk нечётны. Можно считать,
что нечётны лишь числа m1, . . ., ms и при этом a1 < . . . <as.
Тогда при as−1 < x <as выполняется неравенство

t∏

k=1

(x−ak)mk < 0,
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т. е. p(x) < 0. (Если s = 1, то это неравенство выполняется
при всех x <as.)

Таким образом, действительные корни тоже разбиваются
на пары. Следовательно,

p(x) =

(√
a

l∏

j=1

(x− zj)

)(√
a

l∏

j=1

(x− zj)

)

,

где некоторые из чисел zj могут быть действительными.
Пусть

√
a

l∏

j=1

(x− zj) = q(x) + ir(x),

где q и r — многочлены с действительными коэффициента-
ми. Тогда

√
a

l∏

j=1

(x− zj) = q(x)− ir(x).

В итоге получаем p(x) = (q(x))2 + (r(x))2.
Но для многочленов от нескольких переменных анало-

гичное утверждение уже не всегда верно, т. е. существу-
ют неотрицательные многочлены (так мы будем называть
многочлены с действительными коэффициентами, которые
при всех действительных значениях переменных принима-
ют неотрицательные значения), которые нельзя предста-
вить в виде суммы квадратов многочленов с действитель-
ными коэффициентами. Первым это доказал немецкий ма-
тематик Давид Гильберт в 1888 г., но он не привёл явный
пример такого многочлена. Первый простой пример привёл
Т. Моцкин в 1967 г. А именно, он показал, что многочлен

F(x, y) = x2y2(x2 + y2 −3) + 1

неотрицателен, но его нельзя представить в виде суммы
квадратов многочленов с действительными коэффициента-
ми. Основная трудность заключалась, конечно, в том, чтобы
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найти этот многочлен, а само доказательство его свойств,
как мы сейчас увидим, несложно.

Неотрицательность многочлена F следует из того, что

F(x, y) =
(1−x2y2)2 + x2(1−y2)2 + x2(1−x2)2y2

1 + x2 .

Предположим теперь, что F(x, y) =
∑

fj(x, y)2, где fj —
многочлены с действительными коэффициентами. Тогда
∑

fj(x, 0)2 = F(x, 0) = 1. Если хотя бы один из многочле-
нов fj(x, 0) от переменной x отличен от константы, то
∑

fj(x, 0)2 — многочлен, степень которого в два раза боль-
ше наибольшей из степеней многочленов fj(x, 0). Следо-
вательно, fj(x, 0) = cj — некоторая константа, а значит,
fj(x, y)=cj +ygj(x, y). Аналогичные рассуждения показыва-
ют, что fj(x, y)=c′j +xg′

j(x, y). Ясно, что cj =c′j и fj(x, y)=cj +
+ xyhj(x, y), причём

deg hj = deg fj −2 6
1

2
deg F−2 = 1;

здесь deg f — степень многочлена f. Таким образом,

x2y2(x2 + y2 −3) + 1 = x2y2
∑

h2
j + 2xy

∑

cjhj +
∑

c2
j ,

т. е.

x2y2(x2 + y2 −3)−x2y2
∑

h2
j = 2xy

∑

cjhj +
∑

c2
j −1.

Все одночлены, встречающиеся в правой части этого равен-
ства, имеют степень не больше 3, а все одночлены, встре-
чающиеся в левой части этого равенства, имеют степень
не меньше 4. Следовательно, x2y2(x2y2 − 3)− x2y2

∑
h2

j = 0,

а значит, x2 +y2−3=
∑

h2
j . Получено противоречие, так как

x2 + y2 −3 < 0 при x = y = 0.

Мы обсудили здесь лишь наиболее простые из извест-
ных фактов о суммах квадратов. Сейчас на эту тему из-
вестно весьма многое, но многие вопросы остаются пока
без ответа. Гильберт высказал предположение, что любой
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неотрицательный многочлен от многих переменных мож-
но представить в виде суммы квадратов не многочленов,
а рациональных функций. Вопрос о том, верно это или
нет, он включил под номером 17 в свой знаменитый список
23 проблем. Семнадцатая проблема Гильберта была решена
в 1927 г. Э. Артином. Он доказал, что любой неотрицатель-
ный многочлен можно представить в виде суммы квадратов
некоторого количества рациональных функций. В 1967 г.
А. Пфистер уточнил теорему Артина; он доказал, что любой
неотрицательный многочлен от n переменных можно пред-
ставить в виде суммы 2n квадратов рациональных функ-
ций. Но до сих пор не известно, можно ли заменить 2n на
меньшее число. Лишь при n = 2 известно, что число 2n = 4
в данном случае минимально. А именно, в 1971 г. Касселс,
Эллисон и Пфистер показали, что тот самый многочлен
F(x, y), который мы рассмотрели выше, нельзя представить
в виде суммы квадратов трёх рациональных функций. Их
доказательство весьма сложно; оно опирается на глубокие
результаты из теории эллиптических кривых.

3. Представление чисел в виде суммы двух квадратов

В одном из своих писем Пьер Ферма в 1658 г. сообщал,
что он получил «неопровержимые доказательства» того, что
любое простое число вида 4k+1 является суммой двух квад-
ратов, а любое число является суммой не более чем четырёх
квадратов. Никаких записей этих доказательств Ферма не
оставил. Прошло почти сто лет, и этими теоремами за-
интересовался Леонард Эйлер. Первую из них он доказал
в 1747 г., а через два года он нашёл другое изящное и срав-
нительно простое доказательство той же теоремы. Вторая
теорема была доказана лишь в 1770 г. Лагранжем, после че-
го Эйлер сумел значительно упростить его доказательство.

В дальнейшем были найдены другие интересные доказа-
тельства теоремы о представлении простых чисел p = 4k + 1
в виде суммы двух квадратов; некоторые из них приведе-
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ны в решениях задач 31.53––31.55 и 36.19 а). Но все они,
как и доказательство Эйлера, были не вполне элементар-
ны. И лишь совсем недавно* было получено очень изящное
и вполне элементарное доказательство этой теоремы.

Центральное место в этом доказательстве занимает про-
стое, но важное понятие инволюции. Пусть M — некоторое
множество. Отображение s : M→M называют инволюцией,
если s(s(m)) = m для любого элемента m множества M.
Примером инволюции служит любая симметрия. Инволю-
ция позволяет разбить точки (элементы множества M) на
пары {m, s(m)} «симметричных» точек. Для элемента s(m)

получается та же самая пара, что и для элемента m, так
как s(s(m)) = m. Пара элементов не возникает лишь в том
случае, когда s(m)=m (такие точки m называют неподвиж-
ными). Поэтому если на конечном множестве M задана
инволюция, то чётность количества элементов M совпада-
ет с чётностью количества неподвижных точек инволюции
(остальные элементы разбиваются на пары, поэтому их ко-
личество чётно).

Общая схема доказательства такова. Рассмотрим множе-
ство всех решений уравнения x2 + 4yz = p в натуральных
числах. Достаточно доказать, что если p = 4k + 1, то у этого
уравнения есть решение, для которого y = z. В самом де-
ле, тогда p = x2 + (2y)2. Решение, для которого y = z, — это
неподвижная точка инволюции s(x, y, z) = (x, z, y). По-
этому достаточно доказать, что общее количество решений
нечётно. Для этого строится совсем другая инволюция t,
имеющая ровно одну неподвижную точку. Вот эта инво-
люция:

(x + 2z, z, y−x− z), если x < y− z; (1)t(x, y, z) =







(2y−x, y, x− y + z), если y− z < x < 2y; (2)

(x−2y, x− y + z, y), если 2y < x. (3)

* D. Z a g i e r. A one-sentence proof that every prime p ≡ 1 (mod 4) is a
sum of two squares // Amer. Math. Monthly. 1990. V. 97. P. 114.
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Отметим сначала, что x 6= 2y и x 6= y − z, так как иначе
p = x2 + 4yz = 4(y2 + yz) или p = (y − z)2 + 4yz = (y + z)2.
Проверим, далее, что любое решение уравнения x2 +4yz = p

инволюция t действительно переводит в решение. Это сле-
дует из тождеств

(x + 2z)2 + 4z(y−x− z)= x2 + 4yz,

(x−2y)2 + 4y(x− y + z)= x2 + 4yz.

Пусть t(x, y, z)=(x′, y′, z′). Если x<y−z, то x′=x+2z>

> 2z = 2y′, т. е. точка типа (1) переходит в точку типа (3).
Аналогично проверяется, что точка типа (3) переходит в точ-
ку типа (1), а точка типа (2) — в точку типа (2). После этого
уже легко проверить, что t— инволюция.

Точка типа (1) не может быть неподвижной, так как
x′ = x + 2z > x; для точки типа (3) x′ = x − 2y < x. Поэто-
му неподвижной может быть лишь точка типа (2), причём
для неё должно выполняться соотношение z = z′ = x− y + z,
т. е. x = y. В таком случае p = x2 + 4yz = x(x + 4z), а зна-
чит, x = y = 1 (здесь мы используем простоту числа p). Если
p = 4k + 1, то (1, 1, k) — неподвижная точка (здесь мы ис-
пользуем то, что число p имеет вид 4k + 1). Доказательство
завершено.

Сделаем ещё некоторые замечания по поводу представ-
ления чисел в виде суммы двух квадратов. Прежде всего
отметим, что простое число вида 4k + 3 нельзя представить
в виде суммы двух квадратов. В самом деле, квадрат чис-
ла 2m + 1 равен 4(m2 + m) + 1, поэтому остаток от деления
его на 4 равен 1. Следовательно, остаток от деления суммы
двух квадратов на 4 равен 0, 1 или 2, но никак не 3.

Условие простоты числа p = 4k + 1 тоже существенно.
Например, число 21 нельзя представить в виде суммы двух
квадратов.

Отметим также, что если m = a2 + b2 и n = c2 + d2, то
mn = (ac + bd)2 + (ad − bc)2 — тоже сумма двух квадратов.
Поэтому произведение простых чисел вида 4k + 1 можно
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представить в виде суммы двух квадратов. Если же в ка-
кое-то натуральное число простой множитель вида 4k + 3
входит в нечётной степени, то это число нельзя представить
в виде суммы двух квадратов. Это следует из того, что если
a2 +b2 делится на простое число p=4k+3, то оба числа a и b

делятся на p (задача 31.2).

4. Построение правильного 17-угольника

В Древней Греции геометры использовали для постро-
ений разные инструменты, но основными инструментами
были циркуль и линейка. А в самом знаменитом древнегре-
ческом учебнике геометрии, «Началах» Евклида, никакие
другие инструменты вообще не встречаются. Поэтому под
геометрическими построениями обычно подразумевают по-
строения циркулем и линейкой. Циркуль позволяет постро-
ить окружность данного радиуса с центром в данной точке,
а линейка позволяет построить прямую, проходящую через
две данные точки.

Построению правильных многоугольников в «Началах»
Евклида уделено большое внимание. Построение правиль-
ного треугольника описано в Предложении 1 Книги I, а по-
чти вся Книга IV посвящена построению других правиль-
ных многоугольников: квадрата, пятиугольника, шести-
угольника, пятнадцатиугольника. Но ничего существенно
нового геометры не могли добавить очень долго, вплоть до
1796 г., когда 19-летний Гаусс показал, что с помощью
циркуля и линейки можно построить правильный 17-уголь-
ник. Впоследствии он доказал, что если число n = 22k

+ 1
простое, то с помощью циркуля и линейки можно постро-
ить правильный n-угольник. Гаусс утверждал также, что
он умеет доказывать, что правильный n-угольник мож-
но построить лишь в том случае, когда n = 2mp1 . . . ps, где
p1, . . . , ps — различные простые числа вида 22k

+ 1. Но ни
в одной из его работ нет доказательства этого утверж-
дения.



550 Дополнение

Построение правильного 17-угольника в большей степе-
ни относится не к геометрии, а к алгебре. Формула Муавра

(cosa+ i sina)n = cos na+ i sin na
показывает, что корни уравнения xn − 1 = 0 имеют вид

cos
2kp

n
+ i sin

2kp
n

. На комплексной плоскости эти точки

являются вершинами правильного n-угольника. Таким об-
разом, построение правильного n-угольника тесно связано
с решением уравнения xn − 1 = 0. Это уравнение имеет оче-
видный корень x = 1. Чтобы избавиться от него, поделим
многочлен xn −1 на x−1. В результате получим многочлен
xn−1 + xn−2 + . . . + x2 + x + 1. Именно его мы будем рассмат-
ривать в дальнейшем.

Будем говорить, что комплексное число a + ib можно
построить, если можно построить отрезки длин a и b,
т. е. можно построить точку a + ib на комплексной плоско-
сти. Если задан отрезок единичной длины, то по данным
отрезкам a и b можно построить отрезки a± b, ab, a/b,

√
a.

Несложно проверить, что

√
a + ib =±

[(
p

a2 + b2 + a

2

)1/2
+ i

(
p

a2 + b2 −a

2

)1/2]

.

Поэтому если отрезки a и b можно построить, то чис-
ло

√
a + ib тоже можно построить. В итоге получаем, что

если числа u и v можно построить, то корни уравнения
x2 + ux + v = 0 тоже можно построить.

Разберём для начала с этой точки зрения построение пра-
вильных n-угольников при n=3 и n=5. При n=3 получаем
уравнение x2 + x +1=0. Это уравнение квадратное, поэтому
его корни можно построить.

При n = 5 получаем уравнение x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0.
Положим u = x + x−1. Легко проверить, что u2 + u − 1 = 0.
Корни u1 и u2 этого уравнения можно построить. С их по-
мощью можно построить корни уравнений x2 − u1x + 1 = 0
и x2 − u2x + 1 = 0. Эти корни являются корнями исходного
уравнения.
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Теперь можно непосредственно заняться построением
правильного 17-угольника. Для этого, как мы убедились,
достаточно доказать, что корни уравнения x16 + x15 + . . .

. . . + x + 1 = 0 можно получить, последовательно решая
квадратные уравнения. Достаточно даже получить один

корень e = cos
2p
17

+ i sin
2p
17

; остальные корни имеют видe2, e3, . . . , e16. Доказательство Гаусса основано на специ-
альной нумерации этих корней. Он нумерует корни таким
образом, чтобы при фиксированном l переход от wk (кор-
ня с номером k) к wk+l происходил по одному и тому же
правилу, а именно, чтобы при таком переходе число wk

возводилось в некоторую фиксированную степень. Такую
нумерацию можно получить, положив wk = egk

, где числа
1, g, g2, g3, . . . , g15 дают разные остатки при делении на 17.
В самом деле, в таком случаеwk+l =egk+l

=egkgl

= (wk)gl

.

В качестве g можно взять, например, число 3. При этомw0 =e, w1 =e3, w2 =e9, w3 =e10,w4 =e13, w5 =e5, w6 =e15, w7 =e11,w8 =e16, w9 =e14, w10 =e8, w11 =e7,w12 =e4, w13 =e12, w14 =e2, w15 =e6.

Рассмотрим сначала квадратное уравнение с корнями

x1 =
7∑

k=0

w2k, x2 =
7∑

k=0

w2k+1.

По теореме Виета
∑wi = −1, поэтому x1 + x2 = −1. Легко

проверить, что

x1 = (e+e16) + (e8 +e9) + (e2 +e15) + (e4 +e13) =

= 2(cosa+ cos 8a+ cos 2a+ cos 4a),

x2 = 2(cos 3a+ cos7a+ cos 5a+ cos 6a),
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где a= 2p/17. Воспользовавшись формулой

2 cos pa cos qa= cos(p + q)a+ cos(p− q)a,

получим

x1x2 =8(cosa+cos 2a+cos 3a+ . . .+cos 8a)=4(x1 +x2)=−4.

Таким образом, x1 и x2 удовлетворяют квадратному уравне-
нию x2 + x− 4 = 0 с целыми коэффициентами. Следователь-
но, x1 и x2 можно построить.

Рассмотрим теперь квадратные уравнения с корнями

y1 =
3∑

k=0

w4k = 2(cosa+ cos 4a),

y2 =
3∑

k=0

w4k+2 = 2(cos 8a+ cos2a).

Легко проверить, что y1 + y2 = x1 и

y1y2 = 2(cosa+ cos 2a+ cos 3a+ . . . + cos 8a) = x1 + x2 =−1.

Таким образом, y1 и y2 — корни квадратного уравнения
y2 −x1y + 1 = 0. Аналогично доказывается, что

y3 =
3∑

k=0

w4k+1 = 2(cos 3a+ cos 5a),

y4 =
3∑

k=0

w4k+3 = 2(cos 7a+ cos 6a)

являются корнями квадратного уравнения y2 − x2y + 1 = 0.
Следовательно, y1, y2, y3 и y4 можно построить.

Рассмотрим, наконец, квадратное уравнение с корнями

z1 =w0 +w8 = 2 cosa, z2 =w4 +w12 = 2 cos 4a.

Ясно, что z1+z2=y1 и z1z2=2(cos 5a+cos 3a)=y3. Таким об-
разом, z1 и z2 —корни квадратного уравнения z2−y1z+y3=0.
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Поэтому число z1 =2 cosa можно построить, а значит, мож-
но построить и число e = cosa + i sina. Но тогда можно
построить и правильный 17-угольник.

5. Построения циркулем и линейкой

Здесь мы докажем, что с помощью циркуля и линейки
нельзя выполнить некоторые построения, например, нельзя
построить отрезок 3√2a, если задан отрезок длины a, и нель-
зя разделить произвольный угол на три равные части. Пер-
вая из этих задач называется удвоением куба, потому что
она эквивалентна задаче о построении ребра куба в 2 раза
большего объёма, чем куб с данным ребром. Вторая задача
называется трисекцией угла. Кроме того, мы докажем, что
с помощью циркуля и линейки нельзя построить треуголь-
ник по длинам его биссектрис.

Сначала нужно точно сформулировать, что такое постро-
ение циркулем и линейкой. В задаче на построение цир-
кулем и линейкой обычно бывает задан некоторый набор
точек. Окружность и прямую можно задать двумя точками,
поэтому включать в набор исходных данных окружности
и прямые нет необходимости. В некоторых задачах набор
исходных данных может быть пустым множеством; напри-
мер, в задаче о построении правильного треугольника или
пятиугольника исходного набора данных нет. Задача на
построение заключается в том, чтобы добавить к исходно-
му набору точек некоторые другие точки так, чтобы при
этом в новом наборе содержались некоторые требуемые точ-
ки. К исходным данным разрешается добавлять следующие
точки, прямые и окружности:

1) прямую, проходящую через две данные точки;
2) окружность с данным центром, проходящую через

данную точку;
3) точку пересечения двух данных прямых, двух данных

окружностей или данной прямой и данной окружности;
4) произвольную точку.
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Добавление произвольной точки требует пояснений. Подра-
зумевается, что конечный результат должен не зависеть от
выбора этой точки. Точнее говоря, если вместо выбранной
произвольной точки мы возьмём любую другую достаточно
близкую к ней точку, то при этом конечный результат не
должен измениться. Отметим, что операция выбора произ-
вольной точки на данной прямой l или данной окружно-
сти S не даёт ничего нового. Действительно, вместо этого
можно выбрать две произвольные точки A и B и построить
точку пересечения прямой AB с прямой l или с окружно-
стью S.

Выясним, по каким алгебраическим правилам координа-
ты добавляемых точек получаются из координат исходных
точек. Введём на плоскости прямоугольную систему коор-
динат Oxy. Каждая точка плоскости имеет две координаты.
Рассмотрим набор всех численных значений координат ис-
ходных точек, не различая координаты x и y.

Т е о р е м а 1. Предположим, что к набору точек с ко-
ординатами t1, . . . , tn в процессе построений циркулем и ли-
нейкой добавилась ровно одна точка с координатами s1 и s2.
Тогда либо число si (i = 1, 2) рационально, либо оно получа-
ется из чисел t1, . . . , tn применением операций сложения,
вычитания, умножения, деления и извлечения квадратно-
го корня.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разберём все возможные вариан-
ты добавления одной точки.

а) Добавление произвольной точки. Для любой точки
найдётся сколь угодно близкая к ней точка, обе координа-
ты которой рациональны. Поэтому в качестве произвольной
точки всегда можно выбрать точку с рациональными коор-
динатами.

б) Добавление точки пересечения двух прямых. Прямая,
проходящая через точки с координатами (a1, b1) и (a2, b2),
задаётся уравнением

x−a1

y− b1
=

a2 −a1

b2 − b1
,
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т. е. (b2 −b1)x+(a1 −a2)y=a1b2 −a2b1. Коэффициенты этого
уравнения получаются из координат исходных точек при-
менением операций умножения и вычитания.

Точка пересечения прямых, заданных уравнениями

p1x + q1y = r1, p2x + q2y = r2,

имеет координаты
(

r1q2 − r2q1

p1q2 − p2q1
,

p1r2 − p2r1

p1q2 − p2q1

)

.

Эти числа получаются из коэффициентов уравнений приме-
нением операций вычитания, умножения и деления. Сле-
довательно, координаты точки пересечения двух прямых,
проходящих через две пары данных точек, можно получить
из координат этих четырёх данных точек, применяя опера-
ции вычитания, умножения и деления.

Операция извлечения квадратного корня пока не ис-
пользовалась. Она нужна лишь для нахождения координат
точек пересечения прямой и окружности или двух окруж-
ностей.

в) Добавление точки пересечения прямой и окружности.
Окружность с центром (a1, b1), проходящая через точку
(a2, b2), имеет уравнение

(x−a1)2 + (y− b1)2 = (a2 −a1)2 + (b2 − b1)2,

т. е. x2 −2a1x + y2 −2b1y = c1, где c1 = a2
2 −2a1a2 + b2

2 −2b1b2.
Для нахождения координат точек пересечения прямой

px+qy=r и окружности x2−2ax+y2−2by=c нужно решить
систему уравнений

px + qy = r, x2 −2ax + y2 −2by = c.

Одно из чисел p и q отлично от нуля. Будем для определён-
ности считать, что q 6=0. Тогда из первого уравнения можно
получить выражение для y через x:

y =
r − px

q
. (1)
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Подставив это выражение в уравнение окружности, полу-
чим квадратное уравнение

(p2 + q2)x2 + 2(bpq−aq2 − pr)x + (r2 −2bqr− c2q) = 0.

Корни x1 и x2 этого уравнения выражаются через его ко-
эффициенты с помощью операций сложения, вычитания,
умножения и извлечения квадратного корня. Соответствую-
щие выражения для y1 и y2 можно получить по формуле (1).

г) Добавление точки пересечения двух окружностей.
Для нахождения координат точки пересечения двух окруж-
ностей нужно решить систему уравнений

{

x2 −2a1x + y2 −2b1y = c1,

x2 −2a2x + y2 −2b2y = c2.

Вычитая из первого уравнения второе, можно перейти к эк-
вивалентной системе уравнений

{

2(a2 −a1)x + 2(b2 − b1)y = c1 − c2,

x2 −2a2x + y2 −2b2y = c2.

Система уравнений такого вида была решена при разборе
случая в).

Удво ени е ку б а

Отрезок a можно выбрать в качестве отрезка (1, 0) на
оси Ox. Таким образом, в задаче удвоения куба требует-
ся построить точку с координатами (

3√2, 0). Предположим,
что эту точку можно построить с помощью циркуля и ли-
нейки. Тогда согласно теореме 1 число 3√2 можно получить
из рациональных чисел, используя операции сложения, вы-
читания, деления, умножения и извлечения квадратного
корня, т. е., как мы будем для краткости говорить, это чис-
ло можно выразить в квадратных радикалах. Для доказа-
тельства неразрешимости задачи удвоения куба с помощью
циркуля и линейки нужно доказать, что число 3√2 не выра-
жается в квадратных радикалах. Напомним, что число 3√2
иррационально (задача 31.2 а).
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Т е о р е м а 2. Предположим, что один из корней урав-
нения x3 + Ax2 + Bx + C = 0, где A, B, C — рациональные
числа, выражается в квадратных радикалах. Тогда это
уравнение имеет рациональный корень.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим прежде всего, что любое
число, полученное из чисел u1, . . . , un применением опера-
ций сложения, вычитания, умножения и деления, можно
представить в виде

P(u1, . . . , un)/Q(u1, . . . , un),

где P и Q — многочлены с рациональными коэффициента-
ми, т. е. выражения, полученные без использования опера-
ции деления. В самом деле,

P1

Q1
± P2

Q2
=

P1Q2 ±P2Q1

Q1Q2
,

P1

Q1
·

P2

Q2
=

P1P2

Q1Q2
,

P1

Q1
:

P2

Q2
=

P1Q2

P2Q1
.

Для любого числа a, выражающегося в квадратных ра-
дикалах, можно определить его ранг как наибольшее число
расположенных один внутри другого квадратных радика-
лов в выражении для числа a. Это определение нужно сфор-
мулировать более аккуратно. Например, (1+

√
2)2 =3+2

√
2,

т. е.
√

3 + 2
√

2 = 1 +
√

2. Тем самым, одно выражение числа
1 +

√
2 имеет ранг 1, а другое выражение того же чис-

ла имеет ранг 2. Поэтому нужно сначала определить ранг
выражения, а в качестве ранга самого числа взять наимень-
ший из рангов всех его выражений.

Для числа a ранга n можно определить его порядок сле-
дующим образом. Рассмотрим для числа a все его выраже-
ния ранга n. В каждое такое выражение входит несколько
радикалов вида

√
R, где ранг выражения R равен n − 1;

пусть k —количество таких радикалов. Наименьшее из всех
таких чисел k будем называть порядком числа a.

Кубическое уравнение x3 + Ax2 + Bx + C = 0 имеет три
корня x1, x2, x3 (не обязательно различных), для которых
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выполняется соотношение

(x−x1)(x−x2)(x−x3) = x3 + Ax2 + Bx + C.

В частности, x1 + x2 + x3 =−A.
Предположим, что один из корней этого кубического

уравнения выражается в квадратных радикалах. Остальные
корни могут выражаться в квадратных радикалах, а могут
и не выражаться. Возьмём все корни, которые выражаются
в квадратных радикалах, и выберем среди них все корни
с наименьшим рангом. Затем среди этих корней выберем
корни с наименьшим порядком. Если такой корень один, то
выберем его, а если их несколько, то выберем любой из них.
Пусть при этом выбран корень x1 с рангом n и порядком k.
Требуется доказать, что n = 0, т. е. число x1 рационально.
Предположим, что n>1. Рассмотрим для числа x1 какое-ни-
будь выражение ранга n и порядка k. Пусть

√
R — одно

из выражений ранга n, входящих в это выражение. Тогда
x1 можно представить в виде

x1 =
a + b

√
R

c + d
√

R
, (2)

где выражения a, b, c и d содержат не более k−1 радикалов
ранга n и не содержат радикалов большего ранга. Докажем,
что c − d

√
R 6= 0. Если d = 0, то c 6= 0. Если же d 6= 0, то из

равенства c−d
√

R = 0 следовало бы, что
√

R = c/d. Подстав-
ляя это значение числа

√
R в формулу (2), можно получить

для x1 выражение ранга не более n, содержащего не бо-
лее k − 1 радикалов ранга n. Это противоречит тому, что
ранг числа x1 равен n, а порядок равен k. Следовательно,
c−d

√
R 6= 0, а значит,

x1 =
(a + b

√
R)(c−d

√
R)

c2 −d2R
= p + q

√
R.

Подставив значение x1 =p+q
√

R в кубическое уравнение,
получим

0 = (p + q
√

R)3 + A(p + q
√

R)2 + B(p + q
√

R) + C = M + N
√

R,
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где выражения M и N содержат не более k − 1 радикалов
ранга n и не содержат радикалов большего ранга. Если
N 6= 0, то

√
R = −M/N, а выше было показано, что такого

быть не может. Следовательно, M = N = 0. Непосредствен-
ные вычисления показывают, что

(p− q
√

R)3 + A(p− q
√

R)2 + B(p− q
√

R) + C = M−N
√

R,

т. е. x2 = p − q
√

R — другой корень кубического уравнения.
А так как x1 + x2 + x3 =−A, то x3 =−A − x1 − x2 =−A − 2p.
Наибольший ранг радикалов, входящих в это выражение
числа x3, не превосходит n, причём радикалов ранга n не бо-
лее k−1. Это противоречит выбору корня x1 как корня наи-
меньшего ранга n и при этом наименьшего порядка k.

С помощью теоремы 2 легко доказать, что число 3√2
нельзя выразить в радикалах. Действительно, рассмотрим
кубическое уравнение x3 − 2 = 0. У него есть лишь один
вещественный корень, а именно, 3√2. Число 3√2 не рацио-
нально, поэтому уравнение x3 − 2 = 0 не имеет рациональ-
ных корней. Следовательно, у этого уравнения нет корней,
выражающихся в квадратных радикалах.

Т ри секци я у гл а

Чтобы доказать, что не существует общего способа по-
строений, позволяющего разделить на три равные части
любой угол, достаточно доказать, что с помощью циркуля
и линейки нельзя разделить на три равные части угол в 30◦.

Введём систему координат Oxy, выбрав в качестве нача-
ла координат вершину данного угла AOB и направив ось Ox

по стороне OA. Можно считать, что точки A и B удалены
от точки O на расстояние 1. Тогда в задаче трисекции угла
требуется по точке с координатами (cos 3f, sin 3f) постро-
ить точку с координатами (cosf, sinf). В случае, когдаf = 10◦, исходная точка имеет координаты

(√
3

2
,

1

2

)

. Обе

её координаты выражаются в квадратных радикалах. По-
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этому достаточно доказать, что число sin 10◦ не выражается
в квадратных радикалах.

Так как

sin 3f= sin(f+ 2f) = sinf cos 2f+ cosf sin 2f=

= sinf(1−2 sin2f) + 2(1− sin2f) sinf= 3 sinf−4 sin3f,

то число x = sin 10◦ удовлетворяет кубическому уравнению
3x−4x3 = 1/2, т. е.

8x3 −6x + 1 = 0. (3)

Согласно теореме 2 достаточно доказать, что у этого урав-
нения нет рациональных корней. Положим 2x = p/q, где
p и q — целые числа, не имеющие общих делителей. Тогда
p3−3pq2 +q3 =0, т. е. q3 =p(3q2−p2). Следовательно, число q

делится на p, а значит, p = ±1. Поэтому ±1 ∓ 3q2 + q3 = 0,
т. е. q2(q ± 3) = ±1. Число 1 делится на q, поэтому q = ±1.
В итоге получаем, что x =±1/2. Легко проверить, что зна-
чения ±1/2 не являются корнями уравнения (3). Получено
противоречие, поэтому уравнение (3) не имеет рациональ-
ных корней, а значит, число sin 10◦ не выражается в квад-
ратных радикалах.

По ст ро ени е т реу го л ьни ка по б и ссект ри сам

Если заданы длины медиан треугольника или длины его
высот, то треугольник можно построить циркулем и линей-
кой. Но если заданы длины биссектрис треугольника, то нет
общего способа, позволяющего построить сам треугольник
циркулем и линейкой. Чтобы это доказать, достаточно до-
казать, что треугольник, длины биссектрис которого равны
3, 1 и 1, нельзя построить циркулем и линейкой.

Нам потребуются два геометрических факта, доказатель-
ства которых можно найти в книге В. В. П р а с о л о в. За-
дачи по планиметрии. 6-е изд. М.: МЦНМО, 2007. Прежде
всего заметим, что треугольник, у которого две биссек-
трисы равны, равнобедренный (задача 5.55 из указанной
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книги), поэтому в рассматриваемом треугольнике b = g,
т. е. a=p−2b. Далее, согласно задаче 12.37 г) из указанной
книги

la = 4p sin(b/2) sin(g/2)/(sinb+ sing),

lb = 4p sin(a/2) sin(g/2)/(sina+ sing).

Поэтому

3 =
la

lb
=

sin(b/2)

sin(a/2)
·

sina+ sinb
sinb+ sing =

=
sin(b/2)

cosb ·
sin 2b+ sinb

4 sin(b/2) cos(b/2)
=

sin(3b/2)

2 cosb .

Если рассматриваемый треугольник можно было бы постро-
ить циркулем и линейкой, то число x=sin(b/2) выражалось
бы в квадратных радикалах. Ясно, что sin(3b/2) = 3x− 4x3

и cosb = 1 − 2x2. Поэтому для x мы получаем уравнение
4x3 − 12x2 − 3x + 6 = 0. После замены y = 2x − 2 перейдём
к уравнению y3 − 15y − 10 = 0. Согласно теореме 2 доста-
точно проверить, что это уравнение не имеет рациональных
корней. Предположим, что число p/q, где p и q — взаимно
простые целые числа, является корнем этого уравнения.
Тогда p3 = 5q2(3p + 2q), поэтому p = 5r, где r — целое число.
В таком случае 25r3 = q2(15r + 2q). Следовательно, число q

тоже делится на 5, чего не может быть.

6. Хроматический многочлен графа

Рассмотрим в пространстве систему из нескольких точек
и отрезков, соединяющих некоторые из этих точек. При
этом нас будет интересовать лишь то, какие именно пары
точек соединены отрезками. Более того, эти отрезки можно
считать не прямолинейными, а криволинейными. Такую
систему точек называют графом; сами точки называют вер-
шинами графа, а отрезки — рёбрами графа.

Граф называют планарным, если его можно располо-
жить на плоскости так, чтобы его рёбра попарно не пересе-
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кались. Например, граф, изображённый на рис. 1, не пла-
нарный. Это следует из решения известной задачи о трёх
домах и трёх колодцах: «Можно ли каждый из трёх домов

Рис. 1

соединить дорожкой с каждым из
трёх колодцев так, чтобы эти до-
рожки не пересекались?».

В 1890 г. было доказано, что
вершины любого планарного гра-
фа можно раскрасить в 5 цветов
так, что концы любого ребра будут
разноцветными. После этого дол-
го была популярна задача четы-

рёх красок: «Любой ли планарный граф можно раскрасить
в 4 цвета?». (Под раскраской графа здесь и далее подразу-
мевается такая раскраска вершин графа, что концы любого
ребра разноцветные.) Лишь в 1977 г. было доказано, что
любой планарный граф можно раскрасить в 4 цвета. Это
доказательство опиралось на перебор огромного количества
различных вариантов, выполненный с помощью компью-
тера.

С раскрасками графов связано одно интересное явление,
которое мы сейчас обсудим. Пусть G — некоторый граф,
а f(G, x) — количество раскрасок этого графа в x цветов.
Удивительным образом оказывается, что f(G, x) — много-
член степени n, где n — число вершин графа. Прежде чем
доказывать это утверждение, разберём два простых при-
мера.

Наиболее прост тот случай, когда у графа G нет вообще
никаких рёбер, а есть только n вершин. В этом случае каж-
дую вершину можно окрасить любым цветом, независимо
от остальных вершин. Поэтому f(G, x) = xn.

Другой крайний случай — граф G с n вершинами, любые
две из которых соединены ребром. В этом случае все верши-
ны должны быть разноцветными, поэтому

f(G, x) = x(x−1) . . . (x−n + 1).
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В обоих случаях f(G, x) — многочлен степени n. Как мы
сейчас убедимся, из этого уже следует, что f(G, x) — много-
член степени n для любого графа G с n вершинами.

Рассмотрим граф G+
n с n вершинами, в котором две вер-

шины A и B соединены ребром. Сопоставим ему граф G−
n ,

в котором все вершины и рёбра те же самые, за исключе-
нием того, что в нём нет ребра, соединяющего вершины
A и B. Сопоставим графу G+

n также граф Gn−1, в котором
все вершины и рёбра такие же, как у графов G+

n и G−
n , за

исключением того, что в нём вершины A и B отождеств-
лены друг с другом (при этом могут возникнуть двойные
рёбра, но мы их заменяем на обычные рёбра). Примеры гра-
фов G−

n , G+
n и Gn−1 приведены на рис. 2. При этом двойное

A B A B A = B

C D C D C D

G+
n G−

n Gn−1

Рис. 2

ребро, соединяющее вершины A = B и D, заменено на обыч-
ное (однократное) ребро.

Любая раскраска графа G−
n с одноцветными вершинами

A и B соответствует определённой раскраске графа Gn−1,
а любая раскраска того же графа с разноцветными верши-
нами A и B — раскраске графа G+

n . Поэтому

f(G−
n , x) = f(G+

n , x) + f(Gn−1, x). (1)

С помощью формулы (1) несложно доказать, что если
Gn — граф с n вершинами, то f(Gn, x) — многочлен степе-
ни n. Применим для этого индукцию по n. При n = 1 граф
состоит из одной точки, поэтому f(G1, x) = x. Предполо-
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жим, что для любого графа Gn−1 с n − 1 вершиной функ-
ция f(Gn−1, x) представляет собой многочлен степени n.
Возьмём произвольный граф G−

n с n вершинами. Применив
несколько раз формулу (1), можно перейти от графа G−

n

к графу с n вершинами, любые две из которых соединены
ребром. Хроматический многочлен полученного графа ра-
вен x(x−1) . . . (x−n + 1), поэтому

f(G−
n , x) = x(x−1) . . . (x−n + 1) + f1 + . . . + fk,

где f1, . . . , fk — хроматические многочлены графов с n − 1
вершиной, т. е. многочлены степени n−1.

При доказательстве мы воспользовались тем, что хрома-
тический многочлен графа, все вершины которого соеди-
нены рёбрами, равен x(x − 1) . . . (x − n + 1). Но можно вос-
пользоваться и тем, что хроматический многочлен графа,
у которого вообще нет рёбер, равен xn. Для этого форму-
лу (1) нужно записать в виде

f(G+
n , x) = f(G−

n , x)− f(Gn−1, x). (2)

Применив такую формулу несколько раз, можно перейти
от графа G+

n к графу с n вершинами, у которого вообще нет
рёбер. Поэтому

f(G+
n , x) = xn − g1 − . . .− gl, (3)

где g1, . . . , gl — хроматические многочлены графов с n − 1
вершиной.

Второй способ доказательства имеет некоторые преиму-
щества. Например, записав хроматический многочлен гра-
фа в виде (3), мы без труда докажем следующую теорему.

Т е о р е м а 1. Хроматический многочлен графа с n вер-
шинами имеет вид

xn −a1xn−1 + a2xn−2 −a3xn−3 + . . . , где ai > 0.

Эту теорему сформулировал и доказал в 1932 г. амери-
канский математик Хасслер Уитни.
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7. Трансцендентность чисел e и p
Т е о р е м а 1. Число e трансцендентно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что число e алгеб-

раическое. Тогда выполняется равенство

amem + . . . + a1e + a0 = 0, a0 6= 0, (1)

где a0, a1, . . . , am — целые числа.
Согласно задаче 29.14 а) для любого многочлена f(x) сте-

пени d имеет место равенство
x]

0

f(t)e−t dt = F(0)− e−xF(x),

где F(x)=f(x)+f′(x)+ . . .+f(d)(x). В частности, для каждого
целого неотрицательного числа k имеет место равенство

k]

0

f(t)e−t dt = F(0)− e−kF(k),

т. е.

F(0)ek −F(k) = ek
k]

0

f(t)e−t dt. (2)

Пусть f(x)=
1

(n− 1)!
xn−1((x−1) . . . (x−m))n, где n —неко-

торое натуральное число (выбрав n подходящим образом,
мы вскоре придём к противоречию); степень d этого мно-
гочлена равна (m + 1)n − 1. Запишем равенство (2) для
k = 0, 1, . . . , m, умножим каждое из таких равенств на со-
ответствующее ak и сложим их. Из равенства (1) следует,

что
m∑

k=0
akekF(0) = 0, поэтому в результате мы получим

−
m∑

k=0

akF(k) =
m∑

k=0

akek
k]

0

f(t)e−t dt. (3)

Покажем, что n можно выбрать так, что в левой части
равенства (3) стоит целое ненулевое число, а в правой ча-
сти — число, абсолютная величина которого меньше 1.
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Легко видеть, что f(0)=f′(0)=. . .=f(n−2)(0)=0, f(n−1)(0)=
= (−1)mn(m!)n и f(l)(k) = 0 при 0 6 l 6 n − 1 и 1 6 k 6 m. Со-
гласно задаче 28.19 коэффициенты производной порядка l

многочлена xn−1((x − 1) . . . (x − m))n делятся на l!. Поэтому
все производные f(l)(x) при l > n имеют целые коэффициен-
ты, делящиеся на n. Значит,

F(0) =

(m+1)n−1
∑

l=n−1

f(l)(0) = (−1)mn(m!)n + nA,

F(k) =

(m+1)n−1
∑

l=n

f(l)(k) = nBk, 1 6 k 6 m.

Здесь A и Bk — целые числа.
Пусть n — простое число, которое одновременно боль-

ше m и |a0 |. Тогда в левой части равенства (3) слагаемое
−a0F(0) не делится на n, а слагаемые −akF(k), 1 6 k 6 m,

делятся на n. Значит, число −
m∑

k=0
akF(k) целое и не равное

нулю. В частности, его абсолютная величина не меньше 1.
Докажем теперь, что если n достаточно велико, то аб-

солютная величина правой части равенства (3) меньше 1.

Если 0 6 x 6 m, то |x − k| 6 m, поэтому |f(x)| 6 m(m+1)n−1

(n− 1)!
.

Следовательно,

∣
∣
∣
∣

m∑

k=0

akek
k]

0

f(t)e−t dt

∣
∣
∣
∣
<

m(m+1)n

(n− 1)!

m∑

k=0

|ak |ek
k]

0

e−t dt.

Ясно, что
k]

0

e−t dt = 1 − e−k
< 1, поэтому

m∑

k=0
|ak |ek

k]

0

e−t dt <

< em
m∑

k=0
|ak |= c0. Таким образом,

∣
∣
∣
∣

m∑

k=0

akek
k]

0

f(t)e−t dt

∣
∣
∣
∣
< c0

cn
1

(n− 1)!
,
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где c1 = mm+1. Согласно задаче 25.19 lim
n→∞

cn
1

(n− 1)!
= 0. Вы-

брав n так, что c0
cn

1

(n−1)!
< 1, получим противоречие.

Т е о р е м а 2. Число p трансцендентно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что число p алгеб-

раическое. Тогда число pi тоже алгебраическое, поскольку
число i алгебраическое (оно является корнем многочлена
x2 + 1), а произведение двух алгебраических чисел являет-
ся алгебраическим числом (задача 32.39). Таким образом,
число pi является корнем многочлена

p0xm + p1xm−1 + . . . + pm−1x + pm = 0, (4)

где p0, . . . , pm — целые числа, причём p0 > 0. Будем предпо-
лагать, что среди всех многочленов с целыми коэффициен-
тами, имеющих корень pi, мы выбрали уравнение наимень-
шей степени.

Пусть b1, . . . , bm — корни уравнения (4); одним из этих
корней является pi. Согласно задаче 30.29 epi =−1, поэтому

(eb1 + 1)(eb2 + 1) . . . (ebm + 1) = 0.

Раскрывая скобки, получаем равенство вида

1 +
∑

ebk +
∑

ebk+bl + . . . +
∑

eb1+...+bm = 0. (5)

Пусть a1, . . . , an — те из показателей bk, bk +bl, . . ., b1 + . . .

. . .+bm, которые отличны от нуля, an+1, . . . , aN —остальные
показатели (все они равны нулю). Отметим, что N > n, по-
скольку уравнение (4) имеет корень −pi (задача 23.18).
Равенство (5) можно переписать в виде

K + ea1 + ea2 + . . . + ean = 0, (6)

где K > 2 — некоторое натуральное число.
Числа p0b1, . . . , p0bm являются целыми алгебраически-

ми числами (задача 32.36), поэтому числа p0a1, . . . , p0an

тоже являются целыми алгебраическими числами (зада-
ча 32.39).
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Если F(z1, . . . , zn) — симметрический многочлен с це-
лыми коэффициентами, то F(p0a1, . . . , p0an) — целое чис-
ло. Действительно, F(z1, . . . , zn) является многочленом
с целыми коэффициентами от элементарных симметри-
ческих функций sk(z1, . . . , zn). Но sk(p0a1, . . . , p0an) =
=sk(p0a1, . . . , p0aN), поскольку эти выражения различают-
ся лишь слагаемыми, равными нулю. Остаётся заметить,
что sk(p0a1, . . . , p0aN) можно представить в виде многочле-
на с целыми коэффициентами от элементарных симметри-
ческих функций от p0b1, . . . , p0bm.

Л е м м а. Пусть f(x)=c0 +c1x+c2x2 + . . .+cnxn и F(x)=
= f(x) + f′(x) + f′′(x) + . . . + f(n)(x). Тогда

P · ex = e|x|Q(x) + F(x),

где P =
n∑

k=0
ck · k! и Q(x) =

n∑

k=0
ckqk(x)xk+1, причём |qk(x)|< 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно задаче 29.47

k! ex = k! + k! x +
k!

2!
x2 + . . . +

k!

(k− 1)!
xk−1 + xk + xk+1qk(x)e|x|,

где |qk(x)|< 1.
Полагая k = 0, 1, 2, . . . , n и складывая соответствующие

равенства, домноженные на ck, получаем требуемое.
Положим в равенстве из леммы последовательно x =

= 0, a1, a2, . . . , an, умножим первое из этих равенств на K

и сложим все эти равенства. Воспользовавшись равен-
ством (6), получим

KF(0) + F(a1) + . . . + F(an) + e|a1 |Q(a1) + . . . + e|an |Q(an) = 0.
(7)

Докажем, что существует многочлен f(x), для которого
это равенство не может выполняться в том случае, когдаb1, . . . , bm — алгебраические числа.

Пусть

f(x) =
pnt+t−1

0 xt−1(x−a1)t(x−a2)t . . . (x−an)t

(t−1)!
, (8)
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где t — простое число, которое мы выберем чуть позже.
Многочлен f(x) можно представить в следующих видах:

f(x) =
At−1xt−1 + Atx

t + . . .

(t− 1)!
,

f(x) =
Btp

t
0(x−a1)t + Bt+1pt+1

0 (x−a1)t+1 + . . .

(t− 1)!
,

f(x) =
Ctp

t
0(x−a2)t + Ct+1pt+1

0 (x−a2)t+1 + . . .

(t−1)!
,

..............................................

Первое из этих равенств получается, если в левой части
равенства (8) раскрыть скобки. Ясно, что

At−1 = (−1)npt−1
0 (p0a1)t . . . (p0an)t (9)

—целое число. Аналогично доказывается, что At, At+1, . . .—
целые числа.

Второе равенство получается, если записать (8) в виде

f(x) =
pnt+t−1

0 [(x−a1) +a1]
t−1(x−a1)t[(x−a1) + (a1 −a2)]t . . .

(t− 1)!
,

При этом выражения Bt, Bt+1, . . . являются многочленами
с целыми коэффициентами от p0a1, p0a2, . . . , p0an. Осталь-
ные представления многочлена f(x) получаются аналогич-
но. Каждая из сумм Bt +Ct + . . . , Bt+1 +Ct+1 + . . . , . . . является
целым числом, поскольку она является симметрическим
многочленом с целыми коэффициентами от p0a1, . . . , p0an.

Несложные вычисления показывают, что

F(0) = At + tAt + t(t + 1)At+1 + . . . ,

F(a1) = tBtp
t
0 + t(t + 1)Bt+1pt+1

0 + . . . ,

F(a2) = tCtp
t
0 + t(t + 1)Ct+1pt+1

0 + . . . ,

.......................................

Поэтому сумма F(a1) + . . . + F(an) является целым числом,
делящимся на t.
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Выберем простое число t так, чтобы оно было больше
каждого из чисел K, p0 и |(p0a1) . . . (p0an)|. Тогда

KF(0) = KAt−1 + KtAt + Kt(t + 1)At+1 + . . .

является целым числом, не делящимся на t. Действитель-
но, выражение (9) показывает, что At−1 не делится на t.

Обратимся теперь к равенству (7). Мы уже выяснили,
что KF(0) + F(a1) + . . . + F(an) — целое число, не делящееся
на t. Чтобы прийти к противоречию, достаточно показать,
что число

L = e|a1 |Q(a1) + . . . + e|an |Q(an)

по модулю меньше 1 при достаточно большом t.
Для рассматриваемого многочлена f(x) имеем:

Q(x) =
At−1qt−1xt + Atqtx

t+1 + . . .

(t−1)!
,

где |qk |< 1. Остаётся заметить, что lim
s→∞

xs

s!
= 0.

8. Разрешимость уравнений в радикалах

Разрешимость уравнений в радикалах можно понимать
в разных смыслах. Норвежский математик Нильс Хенрик
Абель (1802––1829) занимался вопросом о существовании
общей формулы для всех уравнений данной степени, кото-
рая выражает их корни как функции от коэффициентов.
Именно такой вид имеет, например, формула Кардано для
уравнений третьей степени. Абель доказал, что если сте-
пень уравнения не меньше 5, то такой общей формулы
(содержащей только радикалы и арифметические опера-
ции) нет. Но при этом некоторые конкретные уравнения
(с рациональными коэффициентами) могут иметь корни,
выражающиеся в радикалах. Например, таковыми явля-
ются уравнения xn = 0 и xn = 1. Критерий разрешимости
в радикалах конкретных уравнений получил французский
математик Эварист Галуа (1811––1832).
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Мы сначала приведём доказательство теоремы Абеля
о неразрешимости общего уравнения степени 5 и выше,
а затем приведём восходящие к Кронекеру рассуждения,
позволяющие про некоторые конкретные уравнения дока-
зать, что они неразрешимы в радикалах. С одной стороны,
эти рассуждения не такие общие, как теория Галуа. С дру-
гой стороны, они дают дают весьма простой с точки зрения
вычислений признак неразрешимости в радикалах, в отли-
чие от общего критерия Галуа. (Вычисление группы Галуа
данного уравнение — дело нелёгкое.)

Т ео рем а А б ел я

В 1798––1813 гг. появилось несколько работ итальянско-
го математика Паоло Руффини (1765––1822), в которых он
доказывал теорему о неразрешимости в радикалах уравне-
ний пятой и более высоких степеней. К сожалению, в этом
доказательстве был существенный пробел. Руффини без ос-
нования предполагал, что радикалы рационально выража-
ются через корни исходного уравнения (см. теорему 4 на
с. 574).

Первое полное доказательство теоремы о неразрешимо-
сти общего уравнения пятой степени получил Абель. Это до-
казательство он изложил в мемуаре «Доказательство невоз-
можности алгебраического решения общих уравнений пя-
той степени», опубликованном в 1825 г.

Будем говорить, что уравнение

F(x) = xn + c1xn−1 + . . . + cn = 0 (1)

является общим уравнением n-й степени, если его коэф-
фициенты c1, . . . , cn рассматриваются как независимые пе-
ременные над некоторым полем L. В дальнейшем будем
считать, что L = Q — поле рациональных чисел.

Присоединив коэффициенты c1, . . . , cn к полю Q, полу-
чим поле ∆ = Q(c1, . . . , cn).

Присоединив к полю ∆ корни a1, . . . , an уравнения (1),
получим поле, которое обозначим ∆(F).
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Будем говорить, что уравнение (1) разрешимо в радика-
лах, если поле ∆(F) содержится в расширении R поля ∆,
полученном путём присоединения к ∆ некоторых радика-
лов r1 = s1

√
a1, r2 = s2

√
a2, . . ., rm = sm

√
am, где a1 ∈∆, a2 ∈∆(r1),

a3 ∈∆(r1, r2), . . . , am ∈∆(r1, . . . , rm−1).
Пусть, например, F(x) = x2 + c1x + c2. Тогда ∆=Q(c1, c2)

и ∆(F) = ∆(
√

a1), где a1 = c2
1 −4c2 ∈∆.

Отметим, что показатели s1, . . . , sm радикалов r1, . . . , rm

можно считать простыми числами. В самом деле, если
sk = uv, то присоединение радикала rk = sk

√
ak можно заме-

нить последовательным присоединением радикалов r= u
√

ak

и r1 = v
√r. Поэтому в дальнейшем будем рассматривать

лишь присоединение радикалов с простыми показателями.
Предположим, что уравнение (1) разрешимо в радика-

лах. Присоединим к полю ∆ первообразные корни из едини-
цы e1, . . . , em, степени которых равны степеням радикаловr1, . . . , rm соответственно. Полученное поле обозначим K.
Так как ∆⊂K, то ∆(F)⊂∆(r1, . . . , rm)⊂K(r1, . . . , rm).

Для доказательства теоремы Абеля нам понадобятся
некоторые вспомогательные утверждения.

Т е о р е м а 1. Пусть p — простое число, k — некоторое
подполе поля комплексных чисел. Многочлен xp − a приво-
дим над полем k тогда и только тогда, когда a = bp для
некоторого b∈k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что xp − a = f(x)×
×g(x), где f(x) и g(x) — многочлены над полем k. Пустьe— примитивный корень степени p из единицы и b=

p√
a.

Тогда

f(x) = xr + c1xr−1 + . . . + cr = (x−en1b) . . . (x−enrb).

Поэтому ±elbr = cr ∈ k, где l = n1 + . . . + nr. А так как
(el)p = 1, то (±br)p = (cr)p, т. е. ar = (±cr)p. Число p простое
и 1 6 r = deg f < p, поэтому rs + pt = 1 для некоторых чисел
s и t. Следовательно, a=arsapt =(±cs

rat)p =bp, где b=±cs
rat∈k.

Ясно так же, что если a = bp, то многочлен xp − a приво-
дим, так как он делится на x− b.
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Т е о р е м а 2. Пусть s — простое число и ai ∈ k =
=K(r1, . . . , ri−1). Если ri = s

√
ai /∈k, то rl

i ∈k тогда и только
тогда, когда l делится на s.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если l = ns, то rl
i = an

i ∈k, так как
ai ∈k.

Предположим теперь, что rl
i = a ∈ k, причём l = sq + r,

где 0 < r < s. Тогда a = rl
i = (ai)

qrr
i , а значит, rr

i = b, где
b=a(ai)

−q. Над полем k многочлены xs−ai и xr −b имеют об-
щий корень ri, поэтому они имеют общий делитель, степень
которого не превосходит r<s. В частности, многочлен xs−ai

приводим над полем k. Из теоремы 1 следует, что ai =bs, где
b∈k. Ясно, что b=eri, где e—корень степени s из единицы.
А так как e∈K⊂k, то ri ∈k. Получено противоречие.

Можно считать, что r1, . . . , rm — минимальная последо-
вательность радикалов с простыми степенями, требуемая
для вычисления корня a уравнения (1), т. е. любая такая
последовательность содержит по крайней мере m таких ра-
дикалов. При этом условии справедливо следующее утвер-
ждение.

Т е о р е м а 3. Корень a уравнения (1) можно предста-
вить в виде a= u0 +r+ u2r2 + . . . + us−1rs−1,

где s — степень радикала rm, r= s
√

a, a и все ul — какие-то
элементы поля k = K(r1, . . . , rm−1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как a∈K(r1, . . . , rm)=k(rm)

и rs
m ∈k, то a= b0 + b1rm + b2r2

m + . . . + bs−1rs−1
m , (2)

где bi ∈ k. Трудность заключается лишь в том, чтобы до-
биться равенства b1 = 1. По условию a /∈ k, поэтому хотя
бы одно из чисел b1, . . . , bs−1 отлично от нуля. Пусть bl 6= 0,
где 1 6 l < s. Положим r = blrl

m. Так как число s простое,
то ul + vs = 1 для некоторых целых чисел u и v. При этомru = bu

l rul
m = bu

l r1−vs
m = bu

l a−vrm, т. е. rm = cru, где c = b−u
l av ∈k.

Так как rm /∈k, то r /∈k. Ясно также, что rs = bs
lrls

m = bs
l al ∈k.
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Заменим в выражении (2) rm на cru, вспомнив при этом,
что blrl

m =r. В результате получимa= b0 + b1cru + b2c2r2u + . . . +r+ . . . + bs−1r(s−1)u (3)

Из теоремы 2 следует, что rt ∈k тогда и только тогда, когда
t делится на s. А так как числа u и s взаимно простые, то
набор элементов 1, ru, r2u, . . . , r(s−1)u совпадает с набором
1, r, r2, . . . , rs−1 (в другом порядке). Таким образом, (3) да-
ёт требуемое выражение для a:a= b0 +r+ b′

2r2 + . . . + b′
s−1rs−1.

Т е о р е м а 4. Минимальную последовательность ра-
дикалов r1, . . . , rm для вычисления корня a многочлена (1)
можно выбрать так, что r1, . . . , rm представляют собой
многочлены над K от корней a1, . . . , am многочлена (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем исходить из произвольной
минимальной последовательности r1, . . . , rm. Напомним,
что через K мы обозначили поле, полученное в результате
присоединения к полю ∆ первообразных корней e1, . . . , em,
степени которых равны степеням радикалов r1, . . . , rm. Со-
гласно теореме 3 радикал rm можно заменить радикалом r
той же самой степени s так, чтоa= u0 +r+ u2r2 + . . . + us−1rs−1,

где ul ∈ k = K(r1, . . . , rm−1) и rs = a ∈ k. Покажем, что для
любого корня x многочлена xs −a величинаa(x) = u0 +x+ u2x2 + . . . + us−1xs−1

является корнем многочлена (1). Подставим в многочлен
F(x) = xn + c1xn−1 + . . . + cn вместо x величину a(x). Учиты-
вая, что xs = a∈k, в результате получим выражение вида

b0 + b1x+ . . . + bs−1xs−1,

где bl ∈k. Многочлены xs −a и b0 + b1x + . . .+ bs−1xs−1 имеют
общий корень r, поэтому они имеют общий делитель над k.
Но согласно теореме 1 многочлен xs − a неприводим над k,
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поэтому b0 =b1 = . . .=bs−1 =0. Это означает, что если x— ко-
рень многочлена xs − a, то a(x) — корень многочлена (1).
Пусть e— примитивный корень степени s из единицы. То-
гда x=err, поэтому величиныar+1 = u0 +err+ u2e2rr2 + . . . + us−1e(s−1)rrs−1

при r =0, 1, . . . , s−1 будут корнями многочлена (1). Напри-
мер, для s = 3 получимa1=u0 +r+u2r2, a2=u0+er+u2e2r2, a3=u0 +e2r+u2er2.

А так как 1 +e+e2 = 0, тоa1 +a2 +a3 = 3u0, a1 +e−1a2 +e−2a3 = 3r,a1 +e−2a2 +e−1a3 = 3u2r2.

Таким образом, r=
1

3
(a1 + e2a2 + ea3). Для s > 3 формулы

получаются более громоздкие, но рассуждения те же самые.
Доказательство теоремы для последнего радикала rm завер-
шено. Перейдём к радикалу rm−1.

Выше было показано (для s = 3), что величины u0, r,
u2r2, . . . , us−1rs−1 полиномиально выражаются через корниa1, . . . , am многочлена (1). Кроме того, они лежат в поле
K(r1, . . . , rm−1), поэтому каждую из указанных величин
можно представить в видеn0 +n1rm−1 +n2r2

m−1 + . . . +nl−1rl−1
m−1,

где nl ∈ K(r1, . . . , rm−2). Последовательность радикаловr1, . . . , rm минимальна, поэтому равенства n1 = n2 = . . .

. . . =nl−1 = 0 не могут выполняться сразу для всех величин,
так как иначе радикал rm−1 можно было бы исключить.
Поэтому существует соотношение видаn0 +n1rm−1 +n2r2

m−1 + . . . +nl−1rl−1
m−1 = r(a1, . . . , an),

где nl∈K(r1, . . . , rm−2), причём не все элементы n1, . . . , nl−1

равны нулю, а r(a1, . . . , an) — некоторый многочлен над по-
лем K. Рассмотрим многочлен

G(x) =
∏

(x− r(as(1), . . . , as(n))),
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где произведение берётся по всем перестановкам s ∈ Sn.
Коэффициенты многочлена G являются симметрическими
многочленами от корней многочлена (1), поэтому они по-
линомиально выражаются через коэффициенты многочле-
на (1). Таким образом, G — многочлен над K, причём он
имеет кореньb=n0 +n1rm−1 +n2r2

m−1 + . . . +nl−1rl−1
m−1.

Ясно так же, что корень b выражается в радикалах (с помо-
щью последовательности радикалов r1, . . . , rm−1). Согласно
теореме 3, заменив радикал rm−1 радикалом r′ той же са-
мой степени, можно добиться равенства n1 = 1. К радикалуr′ теперь можно применить те же самые рассуждения, ко-
торые мы применили к радикалу r. Затем переходим к ра-
дикалу rm−2 и т. д. до радикала r1.

Теперь можно приступить непосредственно к доказатель-
ству теоремы Абеля.

Т е о р е м а 5 (Абель). При n > 5 корень общего много-
члена степени n нельзя выразить в радикалах.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что некоторый ко-
рень a1 общего многочлена степени n

xn + c1xn−1 + c2xn−2 + . . . + cn

можно выразить в радикалах. Тогда согласно теоремам 1––4
для a1 существует выражение в радикалах следующего спе-
циального вида. Корень a1 получается последовательным
присоединением радикалов r1, . . . , rm простых степеней,
а эти радикалы, в свою очередь, являются многочленами
от корней a1, . . . , an исходного многочлена. Точнее говоря,
пусть e1, . . . , em — примитивные корни из единицы, степе-
ни которых равны степеням радикалов r1, . . . , rm соответ-
ственно, ∆ = Q(c1, . . . , cn) и

K = ∆(e1, . . . , em) = Q(e1, . . . , em, c1, . . . , cn).

Тогда a1 полиномиально выражается через r1, . . . , rm над
полем K, т. е. a1 = r(r1, . . . , rm, c1, . . . , cn),
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где r — многочлен над Q(e1, . . . , em). В свою очередь, ра-
дикалы r1, . . . , rm полиномиально выражаются над полем K

через a1, . . . , an, т. е.r1 = r1(a1, . . . , an, c1, . . . , cn),

где r1 — многочлен над Q(e1, . . . , em). Так как мы имеем
дело с общим многочленом степени n, то можно считать, чтоa1, . . . , an —независимые переменные, а c1, . . . , cn представ-
ляют собой (с точностью до знака) элементарные симметри-
ческие многочлены от a1, . . . , an.

Покажем, что при n > 5 предположение о разрешимости
в радикалах общего алгебраического уравнения степени n

приводит к противоречию. Рассмотрим для этого переста-
новку

T =
(1 2 3 4 5 6 . . . n

2 3 4 5 1 6 . . . n

)

,

которая циклически переставляет первые 5 элементов, а ос-
тальные элементы оставляет неподвижными. Докажем, что
при действии T на корни a1, . . . , an первый радикал r1 не
изменяется. Так какr1 = r1(a1, . . . , an, c1, . . . , cn) = p√a1,

где a1 — многочлен от c1, . . . , cn над полем Q(e1, . . . , em),
то равенство rp

1 = a1 можно рассматривать как соотношение
вида f(a1, . . . , an, c1, . . . , cn) = 0,

где f— многочлен над полем Q(e1, . . . , em). Покажем, что
соотношение такого вида сохраняется при любой переста-
новке корней a1, . . . , an. Пусть b1 = ai1, . . . , bn = ain

, где
i1, . . . , in — некоторая перестановка чисел 1, 2, . . . , n. Тогдаf(b1, . . . , bn, d1, . . . , dn) = 0,

где di = ci(b1, . . . , bn). А так как функции ci симметриче-
ские, то di = ci(a1, . . . , an) = ci. Поэтомуf(ai1, . . . , ain

, c1, . . . , cn) = 0.
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Итак, соотношение rp
1 = a1 сохраняется при действии пере-

становки T на корни a1, . . . , an, т. е. T(rp
1) = T(a1). Ясно,

что T(rp
1) = T(r1)p. А так как a1 зависит лишь от симмет-

рических функций корней, то T(a1) = a1. Следовательно,
T(r1) = el1r1 и Tm(r1) = eml

1 r1. (Здесь Tm обозначает пе-
рестановку T, применённую m раз, т. е. если T(i1) = i2,
T(i2) = i3, . . ., T(im) = im+1, то Tm(i1) = im+1.) Но T5 = I —
тождественная перестановка, поэтому e5l

1 r1 = T5(r1) = r1,
т. е. e5l

1 = 1.
Обратимся теперь к перестановкам

U =
(1 2 3 4 5 6 . . . n

1 2 4 5 3 6 . . . n

)

и

V =
(1 2 3 4 5 6 . . . n

2 3 1 4 5 6 . . . n

)

.

Легко проверить, что U3 = V3 = I, поэтому U(r1) = em1r1

и V(r1) = en1r1, причём e3m
1 = e3n

1 = 1. Кроме того, VU = T,
поэтому

T(r1) = VU(r1) =em+n
1 r1.

Следовательно, el1 =em+n
1 , а значит, el1 =e6l

1 e−5l
1 =e6(m+n)

1 =1,

так как e5l
1 =e6m

1 =e6n
1 = 1. В итоге получаем T(r1) =r1.

Переходя последовательно к радикалам r2, . . . , rm, ана-
логично получим T(ri) =ri при i = 2, . . . , m.

Так как ri = ri(a1, . . . , an, c1, . . . , cn), то равенствоa1 = r(r1, . . . , rm, c1, . . . , cn)

можно рассматривать как соотношение между a1, . . . , an,
c1, . . . , cn над полем Q(e1, . . . , em). Это соотношение сохра-
няется под действием перестановки T, т. е.

T(a1) = r(T(r1), . . . , T(cn)) = r(r1, . . . , cn),

так как T(ci) = ci и T(ri) = ri. Таким образом, T(a1) =
=a1. С другой стороны, согласно определению T получаем
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T(a1)=a2, а значит, a1 =a2. Равенство a1=a2 противоречит
независимости корней общего уравнения.

Т ео рем а К ро некера

Пусть f(x) — многочлен с рациональными коэффициен-
тами. Будем говорить, что уравнение f(x) = 0 разрешимо
в радикалах, если каждый его корень содержится в по-
ле, полученном путём присоединения к полю рациональ-
ных чисел некоторых радикалов r1 = s1

√
a1, r2 = s2

√
a2, . . .

. . ., rm = sm
√

am, где a1 ∈ Q, a2 ∈ Q(r1), a3 ∈ Q(r1, r2), . . .

. . ., am ∈Q(r1, . . . , rm−1).
Т е о р е м а 6 (Кронекер). Если уравнение f(x) = 0, где

f(x) — неприводимый многочлен нечётной простой степе-
ни p, разрешимо в радикалах, то либо это уравнение име-
ет ровно один вещественный корень, либо все его корни
вещественны.

Чтобы доказать эту теорему, выясним сначала, когда
неприводимый над полем k (содержащимся в поле ком-
плексных чисел) многочлен f(x) нечётной простой степе-
ни p становится приводимым после присоединения к по-
лю k корня a неприводимого многочлена g(x) некоторой
степени q. Приводимость в данном случае означает, что
f(x) = y(x, a)f(x, a), где y и f— многочлены с коэффи-
циентами из основного поля k. Мы будем предполагать, что
старшие коэффициенты многочленов f, y и f равны 1.

Для каждого рационального числа r многочлен u(y) =
= f(r)−y(r, y)f(r, y) имеет коэффициенты из поля k. Кро-
ме того, u(a) =0. Таким образом, многочлен u имеет общий
корень с неприводимым многочленом g, поэтому u(ai) =
= 0 для любого корня ai многочлена g. Многочлен f(x) −
−y(x, ai)f(x, ai) нулевой для любого рационального чис-
ла x, поэтому он нулевой для любого x. Таким образом,
f(x) =y(x, ai)f(x, ai) для всех q корней многочлена g.

Мы получили q равенств. Перемножив их, приходим
к равенству (f(x))q=Ψ(x)Φ(x), где Ψ(x)=y(x, a1) . . .y(x, aq)
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и Φ(x) = f(x, a1) . . .f(x, aq). Коэффициенты многочленов
Ψ и Φ являются симметрическими функциями с коэффи-
циентами из поля k от корней a1, . . . , aq многочлена g,
поэтому они лежат в k. Возьмём любой корень x1 мно-
гочлена Ψ. Он является корнем многочлена f, поскольку
(f(x1))q = Ψ(x1)Φ(x1). Поэтому многочлен Ψ и неприводи-
мый многочлен f имеют общий корень, а значит, Ψ делится
на f. Поделим Ψ на f и повторим те же самые рассуждения.
В результате получим Ψ = fm. Аналогично Φ = fn; при этомm+ n= q. Пусть степени многочленов y и f равны m и n.
Тогда mq = mp и nq = np. По предположению m и n строго
меньше p, поэтому q делится на p.

В частности, если f(x)—неприводимый многочлен нечёт-
ной простой степени p, то после присоединения примитив-
ного корня e степени p из единицы он остаётся неприво-
димым. Действительно, примитивный корень степени p из
единицы является корнем многочлена

xp−1 + xp−2 + . . . + x2 + x + 1

степени q = p − 1, причём q не делится на p. Мы будем
предполагать, что основное поле k содержит примитивный
корень степени p из единицы. Кроме того, присоединяя
корень, мы всегда будем присоединять и комплексно со-
пряжённый с ним корень, т. е. будем предполагать, что
основное поле k вместе с каждым числом содержит и ком-
плексно сопряжённое число. Это можно сделать, посколь-
ку комплексно сопряжённый корень является корнем того
же самого многочлена, а рассматриваемый многочлен f(x)

становится приводимым после присоединения некоторого
корня неприводимого многочлена g(x) тогда и только то-
гда, когда он становится приводимым после присоединения
любого корня многочлена g(x).

Предположим, что неприводимый многочлен f(x) про-
стой степени p становится приводимым после присоедине-
ния радикала l=

q√
a. Напомним, что число q можно считать

простым (см. с. 572). Напомним также теорему 1 на с. 572,
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согласно которой многочлен xq − a неприводим над k. По-
этому число q должно делиться на p, а значит, q = p.

Уравнение xp = a имеет p решений l0 = l, l1 = le, . . .

. . ., lp−1=lep−1. Пусть f(x)=y(x, l)f(x, l), где y и f—мно-
гочлены положительной степени с коэффициентами из
основного поля k. Тогда f(x) делится на y(x, li) для
i = 0, 1, . . . , p − 1. Можно считать, что многочлен y(x, l)

неприводим. Тогда все многочлены y(x, li) тоже непри-
водимы. Докажем, что все они различны. Действитель-
но, если y(x, lem) = y(x, len), то, положив l′ = lem, по-
лучим y(x, l′) = y(x, le′), где e′ = en−m. Покажем, чтоy(x, y) = y(x, ye′) для любого y. Коэффициент при xr

многочлена y(x, y) − y(x, ye′) представляет собой много-
член h(y) над полем k степени меньше p. Число l′ ко-
рень неприводимого над k многочлена xp − a, не может
быть корнем неприводимого над k (ненулевого) многочлена
степени меньше p. Поэтому из равенства h(l′) = 0 следу-
ет, что h — нулевой многочлен. Таким образом, y(x, l) =

=y(x, le′) =y(x, le′2) = . . . =y(x, le′n−1
). Поэтомуy(x, l) =

y(x, l) +y(x, le′) + . . . +y(x, le′n−1
)

n
.

Коэффициенты этого многочлена являются симметрически-
ми функциями от l0, . . . , lp−1, корней многочлена xp − a,
поэтому они принадлежат k. Полученное противоречие по-
казывает, что все p многочленов y(x, li) различны, а зна-
чит,

f(x) =y(x, l)y(x, le) . . .y(x, lep−1)

—разложение на линейные множители, т. е. y(x, l)=x−w0,y(x, le) = x−w1, . . ., y(x, lep−1) = x−wn−1.
Пусть y(x, l) = x − (c0 + c1l + . . . + cp−1lp−1), где числа

c0, . . . , cp−1 лежат в поле k. Тогда wj =c0 +c1lj + . . .+cp−1lp−1
j .

Уравнение f(x) = 0 имеет по крайней мере один веще-
ственный корень wj, поскольку его степень нечётна. Воз-
можны два случая.
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С л у ч а й 1. Число a вещественное.
В качестве l можно выбрать любой корень многочлена

xp−a, поэтому можно считать, что l вещественно. Запишем
вещественный корень wj в виде wj =

∑
csls

j =
∑

csejsls =

=
∑

dsls; числа ds = csejs лежат в основном поле k, посколь-
ку k по предположению содержит e. Далее, wj =wj, поэтому
(d0 − d0) + (d1 − d1)l + . . . + (dp−1 − dp−1)lp−1 = 0. Вместе
с каждым корнем мы присоединяли комплексно сопряжён-
ный ему корень, поэтому все числа ds − ds лежат в поле k.
Но число l не является корнем многочлена над k степени
меньше p, поэтому числа ds вещественные. Следовательно,
числа wr =

∑
cslsers =

∑
dslse(r−j)s и wt =

∑
dslse(t−j)s будут

комплексно сопряжёнными, если r − j + t − j ≡ 0 (mod p),
т. е. t≡2j−r (mod p). В результате мы получаем один веще-

ственный корень и
p− 1

2
комплексно сопряжённых корней

многочлена f(x).
С л у ч а й 2. Число a не вещественное.
Вместе с числом l=

p√
a присоединим к полю k число l.

В результате будет также присоединено вещественное числоll=Λ. Если бы присоединение к полю k числа Λ делало мно-
гочлен f(x) приводимым, то мы оказались бы в ситуации
случая 1. Поэтому будем предполагать, что многочлен f(x)

остаётся неприводимым после присоединения Λ к полю k.
В качестве l мы можем взять любой корень многочле-

на xp − a, поэтому можно считать, что вещественный ко-
рень — это w0 = c0 + c1l+ . . . + cp−1lp−1. Тогдаw0 =w0 = c0 + c1l+ . . . + cp−1lp−1 =

= c0 + c1

(
Λl )

+ . . . + cp−1

(
Λl )p−1

.

Таким образом,

c0 + c1l+ . . . + cp−1lp−1 = c0 + c1

(
Λl )

+ . . . + cp−1

(
Λl )p−1

. (4)

Здесь числа c0, . . . , cp−1, c0, . . . , cp−1 и Λ лежат в поле K(Λ).
По предположению многочлен xp − a неприводим над этим
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полем, поэтому в соотношении (4) можно заменить l на
любой другой корень lj многочлена xp − a. Действительно,
это соотношение легко приводится к полиномиальному ви-
ду, а если некоторый многочлен G(x) имеет общий корень
с неприводимым многочленом xp − a, то G(x) делится на
xp −a, а потому G(li) = 0. Ясно, что

Λlj
=

Λlej =
lej = lej = lj.

Поэтому соотношение (4) для lj записывается в виде

c0 + c1l+ . . . + cp−1lp−1 = c0 + c1l+ . . . + cp−1lp−1.

Это означает, что wj =wj, т. е. все корни многочлена f(x)

вещественные. Доказательство теоремы Кронекера завер-
шено.

Имея в распоряжении теорему Кронекера, несложно до-
казать, что уравнение x5 −4x+2=0 неразрешимо в радика-
лах. Действительно, неприводимость многочлена f(x)=x5−
− 4x + 2 следует из признака Эйзенштейна (задача 32.13).
Количество вещественных корней этого многочлена не мень-
ше трёх, поскольку

f(−2) < 0, f(0) > 0, f(1) < 0, f(2) > 0.

С другой стороны, количество вещественных корней не мо-
жет быть больше трёх, потому что иначе у производной
f′(x) = 5x4 − 4 было бы больше двух вещественных корней.
Таким образом, неприводимый многочлен x5 −4x + 2 имеет
ровно два не вещественных корня. Поэтому его разреши-
мость в радикалах противоречила бы теореме Кронекера.

З а м е ч а н и е. Из доказательства теоремы Кронекера
видно, что неприводимое уравнение нечётной простой сте-
пени разрешимо в радикалах тогда и только тогда, когда
хотя бы один его корень выражается в радикалах. Действи-
тельно, на с. 580 делается предположение, что многочлен
f(x) становится приводимым после присоединения радика-
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ла, и из этого уже выводится, что тогда он разлагается на
линейные множители.

9. Диофантовы уравнения для многочленов

Многочлены обладают многими из свойств, которыми
обладают натуральные числа. Например, для многочлена
определено разложение на множители, для пары многочле-
нов определён наибольший общий делитель и т. д. В связи
с этим для многочленов можно поставить задачи, анало-
гичные известным задачам и проблемам теории чисел. Как
правило, для многочленов задача решается существенно
проще. Например, знаменитая гипотеза Ферма о том, что
при n > 3 уравнение xn + yn = zn не имеет решений в нату-
ральных числах, была доказана лишь совсем недавно. А её
аналог (неразрешимость уравнения fn + gn = hn для много-
членов), как мы сейчас увидим, доказывается сравнительно
просто.

Описание всех троек натуральных чисел a, b, g, для ко-
торых уравнение fa + gb = hg для многочленов f, g, h имеет
нетривиальное решение, было получено в конце XIX в. Мы
приведём более современную версию этой классификации.

При доказательстве неразрешимости многих диофанто-
вых уравнений для многочленов весьма эффективным ока-
зывается следующее утверждение.

Т е о р е м а 1 (Мейсон). Пусть a(x), b(x) и c(x) — попар-
но взаимно простые многочлены, связанные соотношением
a+b+c=0. Тогда степень каждого из этих многочленов не
превосходит n0(abc) − 1, где n0(abc) — количество различ-
ных корней многочлена abc.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим f = a/c и g = b/c. Тогда
f и g — рациональные функции, связанные соотношением
f + g + 1 = 0. Продифференцировав это равенство, получим
f′ =−g′. Поэтому

b

a
=

g

f
=− f′/f

g′/g
.
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Рациональные функции f и g имеют специальный вид
∏

(x − ri)
ri, где ri — целые числа. Для функции R(x) =

=
∏

(x−ri)
ri выполняется равенство

R′

R
=

∑ ri

x−ri
.

Пусть

a(x)=
∏

(x−ai)
ai, b(x)=

∏

(x−bj)
bj, c(x)=

∏

(x−gk)ck.

Тогда

f′/f =
∑ ai

x−ai
−

∑ ck

x−gk
,

g′/g =
∑ bj

x−bj
−

∑ ck

x−gk
.

Поэтому после умножения на многочлен

N0 =
∏

(x−ai)(x−bj)(x−gk)

степени n0(abc) рациональные функции f′/f и g′/g стано-
вятся многочленами степени не выше n0(abc) − 1. Таким
образом, из взаимной простоты многочленов a(x) и b(x)

и из равенства
b

a
=− N0f/f′

N0g/g′

следует, что степень каждого из многочленов a(x) и b(x) не
превосходит n0(abc) − 1. Для многочлена c(x) доказатель-
ство аналогично.

Из теоремы 1 можно извлечь интересные следствия, ко-
торые мы сформулируем как теоремы 2––4. Степень много-
члена f будем обозначать deg f.

Т е о р е м а 2 (Дэвенпорт). Пусть f и g — взаимно про-
стые многочлены ненулевой степени. Тогда

deg(f3 − g2) >
1

2
deg f + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если deg f3 6= deg g2, то

deg(f3 − g2) > deg f3 = 3 deg f >
1

2
deg f + 1.

Поэтому можно считать, что deg f3 = deg g2 = 6k.
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Рассмотрим многочлены F=f3, G=g2 и H=F−G=f3 −g2.
Ясно, что deg H 6 6k. Согласно теореме 1

max(deg F, deg G, deg H) 6 n0(FGH)−1 6

6 deg f + deg g + deg H−1,

т. е. 6k 6 2k + 3k + deg H− 1. Таким образом, deg H > k + 1 =

=
1

2
deg f + 1.

Т е о р е м а 3. Пусть f, g и h — взаимно простые много-
члены, причём хотя бы один из них — не константа. Тогда
равенство

fn + gn = hn

не может выполняться при n > 3.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1 степень каж-

дого из многочленов fn, gn и hn не превосходит deg f+deg g+
+ deg h−1, т. е.

n deg f, n deg g, n deg h 6 deg f + deg g + deg h−1.

Сложив эти три неравенства, получим

n(deg f + deg g + deg) 6 3(deg f + deg g + deg h−1) <

< 3(deg f + deg g + deg h).

Следовательно, n < 3.
Диофантово уравнение fa + gb = hg для многочленов

f, g, h имеет очевидное решение, если одно из чисел a, b, g
равно 1. Поэтому будем считать, что a, b, g> 2.

Т е о р е м а 4. Пусть a, b, g — натуральные числа,
причём 2 6a6b6g. Тогда уравнение

fa + gb = hg
имеет взаимно простые решения лишь для следующих на-
боров (a, b, g): (2, 2, g), (2, 3, 3), (2, 3, 4) и (2, 3, 5).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a, b и c — степени много-
членов f, g и h. Тогда согласно теореме 1aa 6 a + b + c−1, (1)bb 6 a + b + c−1, (2)gc 6 a + b + c−1. (3)

Следовательно,a(a + b + c) 6aa +bb +gc 6 3(a + b + c)−3,

а значит, a<3. По условию a>2, поэтому a= 2. При a= 2
неравенство (1) принимает вид

a 6 b + c−1. (4)

Сложив неравенства (4), (2) и (3), получимbb +gc 6 3(b + c) + a−3.

Учитывая, что b6g, и ещё раз применяя неравенство (4),
получаем b(b + c) 6 4(b + c)−4,

а значит, b< 4, т. е. b= 2 или 3.
Остаётся доказать, что если b = 3, то g 6 5. При b = 3

неравенство (2) принимает вид

2b 6 a + c−1. (5)

Сложив неравенства (4) и (5), получим

b 6 2c−2.

В таком случае из неравенства (4) следует, что

a 6 3c−3.

Из двух последних неравенств и неравенства (3) следует,
что gc 6 6c−6,

поэтому g6 5.
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Многочлены, удовлетворяющие соотношению fa+gb=hg,
тесно связаны с правильными многогранниками. Подробно
эта связь описана в книге Ф. К л е й н. Лекции об икосаэдре
и решении уравнений пятой степени. М.: Наука, 1989; там
же указан способ построения этих многочленов. Мы приве-
дём лишь конечный результат.

Случай a=b= 2, g= n связан с вырожденным правиль-
ным многогранником — плоским n-угольником. Требуемое
соотношение имеет вид

(
xn + 1

2

)2
−

(
xn −1

2

)2
= xn.

Случай a= 2, b= 3, g= 3 связан с правильным тетраэд-
ром. Соотношение имеет вид

12i
√

3(x5 −x)2 + (x4 −2i
√

3x2 + 1)3 = (x4 + 2i
√

3x2 + 1)3.

Случай a= 2, b= 3, g= 4 связан с кубом и правильным
октаэдром. Соотношение имеет вид

(x12 −33x8 −33x4 + 1)2 + 108(x5 −x)4 = (x8 + 14x4 + 1)3.

Случай a= 2, b= 3, g= 5 связан с додекаэдром и икоса-
эдром. Соотношение имеет вид T2 + h3 = 1728f5, где

T = x30 + 1 + 522(x25 −x5)−10005(x20 + x10),

H =−(x20 + 1) + 228(x15 −x5)−494x10,

f = x(x10 + 11x5 −1).

Теорема 3 показывает, что уравнение xn + yn = zn, где
x, y, z — натуральные числа, имеет решение тогда и толь-
ко тогда, когда имеет решение точно такое же уравнение
для многочленов. Естественно возникает вопрос, не будет
ли уравнение xa + yb = zg иметь полиномиальные решения
в том и только том случае, когда оно имеет натуральные
решения.

Первый пример обнадёживает — уравнение x2 + y3 = z4

имеет как полиномиальные, так и натуральные решения.
А именно, бесконечную серию решений этого уравнения
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в натуральных числах можно построить следующим обра-
зом. Положим x = n(n − 1)/2, y = n и z2 = n(n + 1)/2. Тре-
буется подобрать число n так, чтобы число z было целым.
Равенство 2z2 = n(n + 1) можно записать в виде

(2n + 1)2 −2(2z)2 = 1.

Это — знаменитое уравнение Ферма––Пелля, которое имеет
бесконечно много решений. Например, при n = 8 получаем
x=28, y=8, z=6. Помимо этой бесконечной серии решений
есть и другие решения.

Но уравнение x2 + y4 = z6 опровергает наши надежды.
У этого уравнения нет полиномиальных решений, но есть
натуральные решения. Одно из его решений имеет вид
x = 37 · 59 · 7 · 298, y = 2 · 33 · 55 · 294, z = 32 · 53 · 293.

10. Теорема Ван дер Вардена
об арифметической прогрессии

Теорема Ван дер Вардена об арифметической прогрессии
имеет интересную историю. Боде высказал следующую ги-
потезу.

(А) Если натуральные числа разбиты каким-то обра-
зом на два класса, то для любого натурального числа l

в одном из этих классов найдётся арифметическая про-
грессия длины l (т. е. данному классу принадлежат числа
a, a + d, a + 2d, . . . , a + (l−1)d при некоторых a и d).

Эта гипотеза быстро стала известной. Её пытались дока-
зать многие математики. Но доказать эту гипотезу оказа-
лось нелегко. Первые существенные результаты получили
известные математики Э. Артин и О. Шрайер.

Сначала Шрайер показал, что гипотеза Боде эквивалент-
на следующему утверждению.

(Б) Для любого натурального числа l существует такое
натуральное число N(l), что если числа 1, 2, . . . , N(l) раз-
биты на два класса, то один из этих классов содержит
арифметическую прогрессию длины l.
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Затем Артин показал, что утверждение (Б) эквивалентно
следующему утверждению.

(В) Для любых натуральных l и k существует такое
натуральное число N(l, k), что если числа 1, 2, . . . , N(l, k)

разбиты на k классов, то один из этих классов содержит
арифметическую прогрессию длины l.

Утверждение (А) очевидным образом следует из (В). Но,
как оказалось, доказывать удобнее всего именно утвержде-
ние (В), используя двойную индукцию по k и по l. Такое
довольно сложное доказательство как раз и придумал Ван
дер Варден в 1927 г.

Разбиение множества на k классов можно наглядно пред-
ставить как раскраску в k цветов. В таком случае утвержде-
ние (В) формулируется следующим образом.

(В′) Для любых натуральных l и k существует такое
натуральное число N(l, k), что если числа 1, 2, . . . , N(l, k)

раскрашены в k цветов, то найдётся одноцветная арифме-
тическая прогрессия длины l.

Впоследствии появились как новые доказательства тео-
ремы Ван дер Вардена, так и её обобщения. Мы обсудим
одно существенное обобщение этой теоремы, доказательство
которого сравнительно несложно. Это доказательство при-
надлежит П. Андерсону.*

Рассмотрим в n-мерном пространстве** множество то-
чек, координаты которых — целые неотрицательные числа.
Будем называть это множество решёткой, а точки этого
множества будем называть точками решётки.

Т е о р е м а 1. Пусть S — конечное множество точек
решётки. Тогда для любой раскраски точек решётки в k

цветов существует такое натуральное число a и такой
вектор v с целыми неотрицательными координатами, что

* P. G. A n d e r s o n. A generalization of Baudet’s conjecture (Van der
Waerden’s theorem) // Amer. Math. Monthly. 1976. V. 83. P. 359––361.
** Если читатель плохо знаком с понятием многомерного пространства

или же совсем не знаком с этим понятием, то он может считать, что
n = 2 или 3; теорема Ван дер Вардена имеет дело с n = 1.
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множество aS+v (т. е. образ S при гомотетии с коэффици-
ентом a и сдвиге на вектор v) одноцветное. При этом для
числа a и для координат вектора v можно указать оценки,
зависящие только от множества S и числа k.

З а м е ч а н и е. Теорема Ван дер Вардена получается
при n = 1 и S = {1, 2, . . . , l}.

При доказательстве теоремы удобно рассматривать куб
со стороной N, состоящий из всех точек решётки с коорди-
натами от 0 до N−1. Этот куб мы обозначим KN; он состоит
из Nn точек решётки, где n — размерность пространства.
Утверждение теоремы для множества S можно сформули-
ровать следующим образом.

(AS) Существует такое натуральное число N, завися-
щее от количества цветов k, что при любой раскраске
точек куба KN в k цветов этот куб содержит одноцветное
множество вида aS + v.

План доказательства теоремы следующий. Если S состо-
ит из одной точки, то утверждение (AS) очевидно. Поэтому
достаточно доказать, что если w — точка решётки, не вхо-
дящая в S, то из утверждения (AS) следует утверждение
(AS∪w), где S ∪ w — множество, полученное из S добавле-
нием точки w. Для доказательства этого нам потребуется
следующее вспомогательное утверждение для каждого на-
турального числа p.

(CS,w,p) Существует такое натуральное число Np, что
для любой раскраски куба KNp

в k цветов найдутся нату-
ральные числа a1, . . . , ap и вектор v с неотрицательными
целыми координатами, для которых каждое из множеств

T0 = (a1 + . . . + ap)w + v,

T1 = a1S + (a2 + . . . + ap)w + v,

T2 = (a1 + a2)S + (a3 + . . . + ap)w + v,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tp = (a1 + . . . + ap)S + v

одноцветное.
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Дальнейшее доказательство состоит из двух шагов.

Ш а г 1. Если утверждение (AS) верно, то при всех на-
туральных p верно утверждение (CS,w,p).

Докажем сначала утверждение (CS,w,p) при p = 1. В этом
случае нужно доказать, что в некотором кубе KN1 существу-
ют одноцветные множества a1w + v и a1S + v. Из свойства
(AS) следует, что в кубе KN существует одноцветное множе-
ство aS + v. Поэтому можно положить a1 = a и расширить
куб KN до куба KN1 так, чтобы для любой точки v куба KN

точка aw + v лежала в кубе KN1.
Теперь нужно доказать, что если верны утверждения

(AS) и (CS,w,p), то верно и утверждение (CS,w,p+1). Это до-
казательство использует одну важную идею, на которую
опиралось и первоначальное доказательство Ван дер Варде-
на. Пусть задана раскраска решётки в k цветов. Сопоставим
точке v куб v + KN. Этот куб состоит из Nn точек, поэтому
всего возможно kNn

различных раскрасок точек такого куба
в k цветов. Сопоставим этим kNn

раскраскам новые цвета
в количестве kNn

и окрасим такими цветами каждую точ-
ку v в соответствии с раскраской куба v+KN. Теперь цветов
будет гораздо больше, но новая раскраска обладает следу-
ющим свойством: новый цвет точек u и v одинаков тогда
и только тогда, когда старый цвет точек u + x и v + x оди-
наков для всех точек x куба KN, т. е. кубы u + KN и v + KN

одинаково раскрашены в старой раскраске. Будем называть
новую раскраску индуцированной; она зависит от исходной
раскраски и от размера куба KN.

Пусть верны утверждения (AS) и (CS,w,p). Тогда суще-
ствует такое натуральное число Np, что для любой рас-
краски куба KNp

в k цветов найдутся натуральные числа
a1, . . . , ap и вектор v, для которых каждое из множеств
T0, T1, . . . , Tp одноцветное. Рассмотрим индуцированную

раскраску в k′ = kNn
p цветов, соответствующую кубу KNp

.
Доказанное выше утверждение (CS,w,1) можно применить
к этой раскраске. В результате получим, что существует куб
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KN′, содержащий одноцветные (в индуцированной раскрас-
ке) множества a′w + v′ и a′S + v′. Одноцветность в индуци-
рованной раскраске множества a′S + v′ означает, что в ис-
ходной раскраске кубы KNp

+a′s+v′ одинаково раскрашены
для всех точек s множества S. Каждый из этих одинаково
раскрашенных кубов содержит одноцветные множества

Tq + a′s + v′, q = 0, 1, . . . , p,

причём цвет этих множеств не зависит от s. Таким образом,
получаем одноцветные множества

T′
q+1 = a′S + Tq + v′.

Добавив к ним одноцветное множество T′
0 = a′w + T0 + v′,

получим требуемый набор одноцветных множеств

T′
0 = (a′ + a1 + . . . + ap)w + v′′,

T′
1 = a′S + (a1 + a2 + . . . + ap)w + v′′,

....................................

T′
p+1 = (a′ + a1 + . . . + ap)S + v′′,

где v′′ = v + v′.

Ш а г 2. Если утверждение (CS,w,p) верно при всех на-
туральных p, то верно утверждение (AS∪w).

Мы воспользуемся лишь тем, что утверждение (CS,w,p)

верно при p = k, где k — количество цветов. В таком слу-
чае получаем одноцветные множества T0, T1, . . . , Tk. Этих
множеств больше, чем цветов, поэтому у двух из них цвета
одинаковые. Пусть, например, цвета множеств Tr и Tq, где
r < q, одинаковые. Напомним, что

Tr =(a1 + . . . + ar−1)S + (ar + . . . + aq−1)w + (aq + . . . + ap)w + v,

Tq =(a1 + . . . + ar−1)S + (ar + . . . + aq−1)S + (aq + . . . + ap)w + v.

Положим a′ = ar + . . . + aq−1 и

v′ = (a1 + . . . + ar−1)s + (aq + . . . + ap)w + v,

где s — некоторая точка множества S. Тогда a′(S∪w) + v′ —
одноцветное множество требуемого вида.
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11. Происхождение математических терминов

Алгебра — в русском языке с 1717 г. Происходит от
немецкого Algebra, которое, в свою очередь, имеет арабское
происхождение. Арабский математик Мухаммед ибн Муса
ал-Хорезми (787––ок. 850), уроженец Хивы, написал книгу
под названием «Хисаб ал-джабр ва-л-мукабала» («Исчис-
ление восполнения и противопоставления»). Значительная
часть этой книги была посвящена решению уравнений. Для
решения уравнений ал-Хорезми применял две основные
операции: ал-джабр (восполнение) и ал-мукабала (противо-
поставление). Операция ал-джабр заключалась в избавле-
нии от членов со знаком минус в одной части уравнения
посредством добавления к обеим частям уравнения одного
и того же члена. Операция ал-мукабала заключалась в со-
кращении равных членов в обеих частях уравнения. Словом
ал-джабр вскоре стали называть все арабские трактаты на
эту тему. Затем это слово распространилось на всю теорию
уравнений. В таком виде оно пришло в Европу в XIV в.
В течение долгого времени алгебра как раз и была теорией
уравнений.

Алгоритм — латинизированный вариант имени арабско-
го математика ал-Хорезми (787––ок. 850). В средневековой
Европе алгоритмом назывались десятичная система счисле-
ния и способы вычисления в ней, поскольку именно бла-
годаря латинскому переводу трактата ал-Хорезми «Книга
о сложении и вычитании на основе индийского исчисле-
ния» в Европе познакомились с десятичной системой счис-
ления. Десятичную систему счисления ал-Хорезми заим-
ствовал у индийских математиков, что и видно из названия
его трактата.

Анализ — от латинского analysis, которое происходит от
греческого слова, означающего «разложение, растворение».

Арифметика — от греческого arithmos (число). В грече-
ском языке так называли только натуральные числа и по-
ложительные рациональные числа. Важнейший древнегре-
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ческий трактат о свойствах натуральных и рациональных
чисел назывался «Арифметика и книга о многоугольных
числах». Его автором был Диофант.

Иррациональные числа — от латинского irrationalis (не-
разумный). Первоначально в греческом языке использо-
вался термин arretos, который одновременно означал «ир-
рациональный, не выразимый в числах» и «священный,
тайный». Вероятно, это сыграло роль в возникновении ле-
генды, согласно которой математик Гиппас из пифагорей-
ской школы погиб в море из-за того, что нечестиво разгла-
сил непосвящённым учение об иррациональных величинах,
которое зародилось в пифагорейской школе и хранилось
в строгой тайне. Затем появился термин asymmetros, а по-
сле него — alogos, калькой которого и является латинское
irrationalis.

Катет — от греческого kathetos (перпендикуляр).
Квадрат — от латинского quadratum (четырёхугольник).
Куб —от латинского cubus, которое происходит из грече-

ского языка. Первоначально означало «игральная кость».
Линия — от латинского слова linea, которое означает

«льняная» (имеется в виду льняная нить).
Математика — от греческого mathematike, которое, в

свою очередь, происходит от слова mathema (наука). На
происхождение этого термина большое влияние оказала фи-
лософская школа пифагорейцев. Пифагорейцы делились на
«математиков» и «акусматиков». Акусматики не обучались
наукам; им давали лишь устные наставления — «акусмы»
(от akustikos — слуховой). Математики же обучались нау-
кам и занимались доказательствами.

Пирамида —от греческого слова pyramis, которым греки
называли египетские пирамиды. В свою очередь, греческое
слово происходит от древнеегипетского слова «пурама», ко-
торым называли пирамиды сами египтяне.

Призма — от греческого слова prisma, которое означает
«опиленная» (имелось в виду опиленное бревно).
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Пропорция — от латинского proportio; так Цицерон пе-
ревёл греческий термин Платона analogia (аналогия).

Радиус — от латинского radius (радиус, луч).
Расстояние — калька французского distance.
Ромб — от латинского rombus, которое происходит из

греческого языка и означает «бубен». Раньше бубны имели
не круглую форму, а форму квадрата или ромба.

Сфера — от греческого слова sphaira, которое означает
«мяч».

Точка — от «тыкать», «ткнуть». Аналогично латинское
punctum (точка) происходит от pungo (колю). От этих ла-
тинских слов происходят русские слова «пункт», «пунк-
ция», «пунктуация». В греческом языке первоначально ис-
пользовался термин semeion (знак, признак), которому со-
ответствует латинское signum. (Именно такой термин упо-
треблял Евклид.) Позднее, со времён Аристотеля, получил
распространение термин stigma (укол), которому как раз
и соответствует латинское punctum.

Трапеция — от латинского слова trapezium, которое про-
исходит из греческого языка и означает «столик». От этого
же корня происходит слово «трапеза», которое по-гречески
означает «стол».

Фигура — в русском языке с 1701 г. Происходит из
латинского figura от fingo (образовывать, давать форму).
В греческом языке использовался термин schema (наруж-
ный вид, образ, форма). От этого греческого слова происхо-
дит русское «схема».

Цилиндр — от латинского слова cylindrus, которое про-
исходит из греческого языка и означает «валик», «каток».
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де Гуа Ж. П. 435
де Морган А. 531
Декарт Р. 435
дель Ферро С. 285
Дэвенпорт Г. 585

Евклид 43, 49, 203,
402, 437, 485, 549

Золотарёв Е. И. 405
Йенсен И. 313
Кантор Г. 534
Кардано Дж. 285
Карлсон Ф. 387
Касселс Дж. 546
Каталан Э. Ш. 182,

496
Коши О. Л. 17, 97, 98,

294, 295, 337
Кронекер Л. 465, 579
Кэли А. 184
Лагранж Ж. Л. 66,

129, 286, 336, 403,
408, 546

Лейбниц Г. В. 364
Лиувилль Ж. 444
Лобачевский Н. И. 472
Лопиталь Г. Ф. А. 338
Люка Э. 436
Маклорен К. 340
Марков А. А. 162
Мейсон Р. 584
Мёбиус А. Ф. 403
Минковский Г. 102
Моцкин Т. 544
Муавр А. 276, 550
Мюрхед Р. 442
Ньютон И. 130, 334,

340, 364, 440

Пелль Дж. 161, 200,
486, 589

Пфистер А. 546
Рамануджан С. 75,

210, 441
Ролль М. 335
Руффини П. 285, 571
Руше Э. 434
Стирлинг Дж. 387
Тарталья Н. 285
Тейлор Б. 341
Уитни Х. 564
Фарей Дж. 77
Ферма П. 335, 399,

464, 546, 584, 589
Феррари Л. 285
Фибоначчи 201, 486
Фурье Ж. Б. Ж. 435
Холл Ф. 271
Чебышев П. Л. 410,

442
Шевалле К. 402
Шрайер О. 589
Штурм Ж. Ш. Ф. 436
Эйзенштейн Ф. Г. М.

68, 405, 439
Эйлер Л. 182, 270,

287, 388, 400, 402,
403, 410, 464, 485,
498, 511, 546

Эллисон У. 546
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d-ичная запись числа 259

А
Абеля теорема 576
абсолютно сходящееся бесконеч-

ное произведение 389
аксиома фундирования 535
алгебраическая функция 340
алгебраическое число 444
— — вполне вещественное 445
— — целое 444
алгоритм Евклида 43, 203, 437,

485
— Кронекера 465
амплитуда гиперболическая 325
ареакосинус гиперболический

325
ареакотангенс гиперболический

325
ареасинус гиперболический 325
ареатангенс гиперболический

325
арифметики основная теорема

43
ассоциативное кольцо 436
ассоциативность 436
астроида 367, 518

Б
безопасности парабола 518
Безу теорема 125
Бернулли многочлены 497
— числа 497

бесконечное произведение абсо-
лютно сходящееся 389

— — сходящееся 388
Бине формула 202
биномиальный коэффициент 178
Больцано––Вейерштрасса теоре-

ма 294

В
Валлиса формула 365
Вандермонда свёртка 179
вариация функции на отрезке

314
Варинга формула 18, 498
Вейерштрасса теорема 294, 312
Венна диаграмма 532
верхняя интегральная сумма 363
вершина графа 269
взаимно однозначное отображе-

ние 532
— простые числа 49
Виета теорема 126
Вильсона теорема 400
вогнутая функция 313
возрастающая последователь-

ность 294
вполне вещественное алгебраи-

ческое число 445
вторая производная 331
вторые разности 510
выпуклая функция 313
выражение числа в квадратных

радикалах 556
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вырожденная критическая точ-
ка 521

вычет квадратичный 403

Г
гармонический ряд 384
Гаусса лемма 438
Гаусса––Люка теорема 436
гауссова сумма 406
Гёльдера неравенство 102
гиперболическая амплитуда 325
гиперболические функции 324
— — обратные 325
гиперболический ареакосинус

325
— ареакотангенс 325
— ареасинус 325
— ареатангенс 325
— косинус 324
— котангенс 325
— синус 324
— тангенс 325
гипоциклоида 518
граф 269, 561
— ориентированный 270
— планарный 561
— связный 269
графа вершина 269
— обход 270
— ребро 269

Д
Декарта правило 435
дерево плоское бинарное 184
десятичная дробь периодическая

116
диаграмма Венна 532
дизъюнкция 238
Дика путь 183
дискриминант 286, 334, 441
дистрибутивность 436
дифференцируемая функция 331
длина кривой 366
— периода 116, 258
дополнение 531

дробь непрерывная 484
— подходящая 484
— цепная 484

Е
Евклида алгоритм 43, 203, 437,

485
единица 437

З
законы де Моргана 531
золотое сечение 17, 485

И
игра «15» 230
— крестики-нолики 242
— ним 259
импликация 238
инверсия 231
инволюция 547
интеграл неопределённый 361
— несобственный 369
— определённый 363
интегральная сумма 362
— — верхняя 363
— — нижняя 363
интегрирование по частям 362
интегрируемая функция 363
интервал 310, 532
интерполяционный многочлен

Лагранжа 129
— — Ньютона 130

Й
Йенсена неравенство 313

К
кардиоида 518
Карлсона неравенство 387
касание кривых 516
касательная 331
Каталана числа 182, 496
квадратичная иррациональность

приведённая 486
квадратичный вычет 403
— закон взаимности 404
— невычет 403
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китайская теорема об остатках
48

кольцо 436
— ассоциативное 436
— коммутативное 436
коммутативное кольцо 436
коммутативность 436
композиция функций 332
конечных приращений формула

336
континуума мощность 533
конъюнкция 238
координаты полярные 516
корень из единицы 277
— — — примитивный 277
— многочлена кратный 128
— первообразный 409
косинус гиперболический 324
кососимметрический многочлен

441
котангенс гиперболический 325
Коши критерий 295
— неравенство 17, 97
— теорема 337
коэффициент биномиальный 178
крайнего правило 220
кратность корня многочлена 128
кратный корень многочлена 128
крестики-нолики 242
кривизна 520
кривизны центр 521
кривые соприкасающиеся 520
криптография с открытым клю-

чом 463
критерий Коши 295
критическая точка 521
Кронекера алгоритм 465
— теорема 579

Л
Лагранжа интерполяционный

многочлен 129
— резольвента 286
— теорема 336, 408
— тождество 66

Лежандра символ 404
лемма Гаусса 438
лемниската 516
Лиувилля теорема 444
Лобачевского уравнение 472
логарифм 323
— формальный 495
Лопиталя правило 338

М
максимальное паросочетание

270
максимум 298
малая теорема Ферма 399, 464
Маркова уравнение 162
Мёбиуса формула обращения

403
— функция 403
минимум 298
Минковского неравенство 102
многочлен кососимметрический

441
— неотрицательный 544
— неприводимый 438
— однородный 453
— от нескольких переменных

131
— — —, степень 131
— приводимый 438
— симметрический 439
— тригонометрический 147
— унитарный 444
— целозначный 130
многочлены Бернулли 497
— Чебышева 442
множества равномощные 532
множество счётное 533
моном 131
монома степень 131
мономиальный симметрический

многочлен 440
Моргана законы 531
мощность континуума 533
Муавра формула 276
Мюрхеда неравенство 442
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Н
наибольший общий делитель

437
наилучшее приближение 486
натуральный параметр 519
невычет квадратичный 403
неопределённый интеграл 361
неотрицательный многочлен 544
непрерывная дробь 484
— функция 311
неприводимый многочлен 438
неравенство Гёльдера 102
— Йенсена 313
— Карлсона 387
— Коши 17, 97
— между средним арифметиче-

ским и средним геометриче-
ским 98, 172, 313

— Минковского 102
— Мюрхеда 442
— треугольника 96
несобственный интеграл 369
неубывающая последователь-

ность 294
нефроида 518
нечётная перестановка 230
нижняя интегральная сумма 363
ним 259
нормаль 335, 521
нормированные элементарные

симметрические функции 339
нулевой элемент 436
Ньютона интерполяционный

многочлен 130
— формулы 440
Ньютона––Лейбница формула

364

О
обобщённая степень 511
— функция Эйлера 400
обратная функция 332
обратные гиперболические

функции 325
обратный элемент 437

обход графа 270
общее уравнение 571
общий делитель 437
объединение 531
объём 366
огибающая 516
ограниченная последователь-

ность 294
— сверху последовательность

294
ограниченное сверху множество

298
— снизу множество 298
ограниченной вариации функ-

ция 314
однородный многочлен 453
односторонний предел 310
окружность соприкасающаяся

520
определённый интеграл 363
ориентированный граф 270
основная теорема алгебры 434
— — арифметики 43
— — о симметрических много-

членах 441
отображение взаимно однознач-

ное 532
отрезок 310, 532
отрицание 238

П
парабола безопасности 518
парадокс Кантора 534
— лжеца 237
— парикмахера 237
— Рассела 534
— Ришара 238
параметр натуральный 519
паросочетание 270
— максимальное 270
Пелля уравнение 161, 200, 486
— уравнения фундаментальное

решение 161
первообразная 361
первообразный корень 408, 409
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первые разности 510
перемен знака число 434
пересечение 531
перестановка нечётная 230
— чётная 230
периодическая десятичная дробь

116
пифагорова тройка 159
— — примитивная 159
планарный граф 561
плоское бинарное дерево 184
площадь 365
— поверхности вращения 367
подмножество 531
подполе 437
подпоследовательность 294
подходящая дробь 484
показатель 408
показательная функция 322
поле 437
— разложения 446
полный однородный симметри-

ческий многочлен 439
полуинтервал 532
полярные координаты 516
последовательность возрастаю-

щая 294
— неубывающая 294
— ограниченная 294
— — сверху 294
— рекуррентная 201
— Фарея 77
— Штурма 435
постоянная Эйлера 386
построение циркулем и линей-

кой 553
правило Декарта 435
— крайнего 220
— Лопиталя 338
правильная скобочная структура

183
предел односторонний 310
— последовательности 293
— функции 310

предельная точка 294
приближение наилучшее 486
приведённая квадратичная ир-

рациональность 486
приводимый многочлен 438
признак Эйзенштейна 439
примитивная пифагорова тройка

159
примитивный корень из едини-

цы 277
присоединение корня 445
произведение циклов 231
производная 331
— n-го порядка 331
— вторая 331
— второго порядка 331
— формальная 494
— частная 515
производящая функция 439, 496
простое число 43
противоположный элемент 436
псевдопростое число 399
путь Дика 183

Р
равномерно непрерывная функ-

ция 314
равномощные множества 532
разбиение 442
разбиений число 497
разложение в цепную дробь 484
разности вторые 510
— первые 510
разрешимое в радикалах уравне-

ние 572, 579
Рамануджана тождества 75, 441
расходящийся ряд 384
расширение поля 437
ребро графа 269
резольвента Лагранжа 286
результант 19
рекуррентная последователь-

ность 201
репьюнит 258
Ролля теорема 335
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Руше теорема 434
ряд 384
— гармонический 384
— расходящийся 384
— сходящийся 384
— формальный 493
ряда сумма 384

С
свёртка Вандермонда 179
связный граф 269
символ Лежандра 404
симметрические многочлены

элементарные 498
симметрический многочлен 439
— — мономиальный 440
— — полный однородный 439
— — элементарный 439
синус гиперболический 324
совершенное число 402
содержание многочлена 438
соприкасающаяся окружность

520
соприкасающиеся кривые 520
соприкосновение 520
сопряжённые числа 76, 444
сортировка 461
— вставками 461
— слияниями 462
составное число 43
среднее арифметико-геометриче-

ское 296
степенная сумма 440
степень обобщённая 511
Стирлинга формула 387
сумма интегральная 362
— ряда 384
— степенная 440
схема Горнера 461
сходящееся бесконечное произ-

ведение 388
сходящийся ряд 384
счётное множество 533

Т
таблица истинности 238
тавтология 239
тангенс гиперболический 325
Тейлора формула 341
теорема Абеля 576
— Безу 125
— Больцано––Вейерштрасса 294
— Вейерштрасса 294, 312
— Виета 126
— Вильсона 400
— Гаусса––Люка 436
— Коши 337
— Кронекера 579
— Лагранжа 336, 408
— Лиувилля 444
— о промежуточном значении

18, 312
— об остатках китайская 48
— основная арифметики 43
— — о симметрических много-

членах 441
— Ролля 335
— Руше 434
— Ферма 335
— — малая 399
— Фурье––Бюдана 435
— Чебышева 410
— Шевалле 402
— Штурма 436
— Эйлера 400, 485
тождества Рамануджана 75, 441
тождество Лагранжа 66
— Эйлера 498
точка критическая 521
— — вырожденная 521
— предельная 294
— фокальная 521
точная верхняя грань 297
— нижняя грань 298
транспозиция 230
трансцендентная функция 340
трансцендентное число 444
треугольника неравенство 96
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тригонометрический многочлен
147

трисекция угла 553
тройка пифагорова 159

У
удвоение куба 553
унитарный многочлен 444
уравнение Лобачевского 472
— Маркова 162
— общее 571
— Пелля 161, 200, 486
—, разрешимое в радикалах 572,

579
уравнения Пелля фундаменталь-

ное решение 161

Ф
Фарея последовательность 77
Ферма теорема 335, 399
— — малая 464
Фибоначчи числа 201, 486
фокальная точка 521
формальная производная 494
— экспонента 494
формальный логарифм 495
— ряд 493
формальных рядов произведение

493
— — сумма 493
формула Бине 202
— Валлиса 365
— Варинга 18, 498
— включений и исключений 181
— интегрирования по частям

362
— конечных приращений 336
— Муавра 276
— Ньютона––Лейбница 364
— обращения Мёбиуса 403
— Стирлинга 387
— суммирования Эйлера 511
— Тейлора 341
— Эйлера 388
формулы Ньютона 440

фундаментальное решение 161
— — уравнения Пелля 161
функции гиперболические 324
функция p(n) 410
— sk(n) 402
— алгебраическая 340
— вогнутая 313
— выпуклая 313
— дифференцируемая 331
— интегрируемая 363
— Мёбиуса 403
— непрерывная 311
— обратная 332
— ограниченной вариации 314
— показательная 322
— производящая 439, 496
— равномерно непрерывная 314
— трансцендентная 340
— Эйлера 181, 400, 464
— — обобщённая 400
Фурье––Бюдана теорема 435

Ц
целое алгебраическое число 444
целозначный многочлен 130
центр кривизны 521
цепная дробь 484
цикл 269
циклоида 367, 522

Ч
частная производная 515
Чебышева многочлены 442
— теорема 410
чётная перестановка 230
числа Бернулли 497
— взаимно простые 49
— Каталана 182, 496
— сопряжённые 76, 444
— Фибоначчи 201, 486
число алгебраическое 444
— — вполне вещественное 445
— перемен знака 434
— простое 43
— псевдопростое 399
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число разбиений
—, свободное от квадратов 161
— совершенное 402
— составное 43
— трансцендентное 444
— целое алгебраическое 444
чисто периодическая дробь 116

Ш
Шевалле теорема 402
Штурма последовательность 435
— теорема 436

Э
эволюта 522
Эйзенштейна признак 439

Эйлера постоянная 386
— теорема 400, 485
— тождество 498
— формула 388
— — суммирования 511
— функция 181, 400, 464
эквивалентность 238
экспонента формальная 494
элементарные симметрические

многочлены 498
— — функции нормированные

339
элементарный симметрический

многочлен 439
эпициклоида 518
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по физике. Международная олимпиада «Туймаада». 2007

• Екимова М. А., Кукин Г. П. Задачи на разрезание. 2007

• Еремин В. В. Теоретическая и математическая химия для школьников.
Подготовка к химическим олимпиадам. 2007

• Задачи лингвистических олимпиад. 2007

• Звонкин А. К. Малыши и математика. Домашний кружок для дошколь-
ников. 2006

• Зубов А. Ю. и др. Олимпиады по криптографии и математике для
школьников. 2006

• Курант Р., Роббинс Г. Что такое математика? 2007

• Московские математические олимпиады. 2006

• Московские математические регаты. 2007

• Московские олимпиады по информатике. 2006

• Московские учебно-тренировочные сборы по информатике. Весна––2006.
2007

• Понарин Я. П. Элементарная геометрия. Т. 1, 2. 2004, 2006



• Прасолов В. В. Задачи по планиметрии. 2007

• Прасолов В. В. Наглядная топология. 2006

• Прасолов В. В., Тихомиров В. М. Геометрия. 2007

• Тихомиров В. М. Рассказы о максимумах и минимумах. 2006

• Ткачук В. В. Математика — абитуриенту. 2007

• Тюрин А. Н. и др. Теория вероятностей и статистика. 2007

• Шаповалов А. В. Принцип узких мест. 2006

• Шень А. Вероятность: примеры и задачи. 2007

• Шень А. Игры и стратегии с точки зрения математики. 2007

• Шень А. Программирование: теоремы и задачи. 2007

• XI Турнир математических боёв им. А. П. Савина. 2006

• XII Турнир математических боев им. А. П. Савина. 2007

Учебники и методические пособия для начальной школы

• Гейдман Б. П., Мишарина И. Э., Зверева Е. А. Математика. Учебники
для 1––4 классов начальной школы. 2007

Серия «Математическая мозаика» (издательство «Мир»)

• Белов В. Н. Фантасмагория с головоломками.

• Гарднер М. Математические досуги.

• Гарднер М. Математические новеллы.

• Дьюдени Г. Э. 520 головоломок.

• Кэрролл Л. История с узелками.

• Тригг Ч. Задачи с изюминкой.

• Шарыгин И. Ф. Математический винегрет.

Получить более подробную информацию об этих и дру-
гих книгах издательства, а также заказать их можно через
Интернет на сайте http://www.mccme.ru/publications/.

Книги можно купить в магазине «Математическая кни-
га» в здании Московского центра непрерывного математи-
ческого образования.

Адрес магазина: 119002, Москва, Большой Власьевский
пер., д. 11. Проезд до станции метро «Смоленская» или
«Кропоткинская», далее пешком. Телефон для справок:
(495) 241–72–85. E-mail: biblio@mccme.ru.

Магазин работает ежедневно кроме воскресенья с 1130

до 2000.


