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Уважаемый читатель!

Вы открыли одну из замечательных книг, изданных в серии «Класси-
ческий университетский учебник», посвященной 250-летию Московского
университета. Серия включает свыше 150 учебников и учебных пособий,
рекомендованных к изданию Учеными советами факультетов, редакци-
онным советом серии и издаваемых к юбилею по решению Ученого со-
вета МГУ.
Московский университет всегда славился своими профессорами и

преподавателями, воспитавшими не одно поколение студентов, впослед-
ствии внесших заметный вклад в развитие нашей страны, составивших
гордость отечественной и мировой науки, культуры и образования.
Высокий уровень образования, которое дает Московский универси-

тет, в первую очередь обеспечивается высоким уровнем написанных вы-
дающимися учеными и педагогами учебников и учебных пособий, в кото-
рых сочетаются как глубина, так и доступность излагаемого материала.
В этих книгах аккумулируется бесценный опыт методики и методологии
преподавания, который становится достоянием не только Московского
университета, но и других университетов России и всего мира.
Издание серии «Классический университетский учебник» наглядно

демонстрирует тот вклад, который вносит Московский университет в
классическое университетское образование в нашей стране и, несомнен-
но, служит его развитию.
Решение этой благородной задачи было бы невозможным без актив-

ной помощи со стороны издательств, принявших участие в издании книг
серии «Классический университетский учебник». Мы расцениваем это
как поддержку ими позиции, которую занимает Московский универси-
тет в вопросах науки и образования. Это служит также свидетельством
того, что 250-летний юбилей Московского университета — выдающееся
событие в жизни всей нашей страны, мирового образовательного сооб-
щества.

Ректор Московского университета

академик РАН, профессор В. А. Садовничий
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Предисловие ко второму изданию

Мы приводим в настоящем издании фрагмент предисловия к первой ча-
сти настоящего учебника, написанного Ольгой Арсеньевной Олейник в
1976 году и в том же году изданного издательством МГУ. Ольга Ар-
сеньевна планировала написать вторую часть учебника, посвященную
гиперболическим уравнениям в частных производных, а также теории
краевых задач. Однако в силу ряда обстоятельств работа над второй
частью не была завершена. Сотрудники кафедры дифференциальных
уравнений механико-математического факультета МГУ после кончины
Ольги Арсеньевны приняли решение завершить работу над учебником,
опираясь на конспекты лекций, читанных О.А.Олейник в качестве обя-
зательного курса теории уравнений с частными производными на меха-
нико-математическом факультете МГУ в течении целого ряда лет. В ра-
боте приняли участие А. Ю. Горицкий, Е. В. Радкевич, А. С. Шамаев.
В результате написанный О. А. Олейник учебник дополнился частью,
посвященной доказательству теоремы С. В. Ковалевской, смешанной за-
даче для уравнения колебаний неоднородной струны, задаче Коши для
волнового уравнения и теории симметрических гиперболических систем.
Следует отметить, что хотя этот материал и не был написан самой Оль-
гой Арсеньевной, он весьма близок по содержанию к курсам лекций,
которые были ею прочитаны в качестве основных курсов уравнений с
частными производными.
Работу по набору текста настоящего издания в издательской си-

стеме TEX проделали А. С. Городецкий, Т. О. Капустина, Г. А. Чечкин;
А. В. Боровских, В. А. Кондратьев и О. С. Розанова прочитали текст и
сделали ряд ценных замечаний.
Коллектив кафедры дифференциальных уравнений уверен, что на-

стоящее издание будет использовано в учебном процессе по специально-
сти «Уравнения с частными производными» студентами университетов и
послужит хорошей памятью об академике Ольге Арсеньевне Олейник —
выдающемся ученом-математике, блестящем преподавателе, вниматель-
ном руководителе, энергичном, отзывчивом, добром человеке.

А. С. Шамаев



Из предисловия
к первому изданию

Первая часть книги является расширенным изложением курса лекций,
которые автор читал в последние годы студентам третьего курса ме-
ханико-математического факультета Московского университета. В кур-
се излагаются основные классические и современные разделы теории
уравнений с частными производными. Книга содержит также сведения
из функционального анализа, теории обобщенных функций и функцио-
нальных пространств.
Рецензенты: проф. Ю. В. Егоров, проф. Н. В. Ефимов, доц. А. С. Ка-

лашников.
Курс «Уравнения с частными производными» на механико-матема-

тическом факультете МГУ читается в пятом и шестом семестрах парал-
лельно с курсом «Анализ III», в котором излагаются элементы теории
функций и функционального анализа, необходимые для курса «Урав-
нения с частными производными». С этим связана специфика курса
«Уравнения с частными производными», расширенным изложением ко-
торого являются настоящие «Лекции об уравнениях с частными произ-
водными». Курс делится на две части.
В первой части излагаются, главным образом, основные факты, от-

носящиеся к уравнению Лапласа, уравнению теплопроводности и волно-
вому уравнению как простейшим представителям трех основных клас-
сов уравнений с частными производными. Интеграл Лебега, функци-
ональные пространства и обобщенные функции используются лишь в
отдельных теоремах, которые при первом чтении могут быть опуще-
ны читателями. Такими являются, например, лемма Вейля, теоремы о
гипоэллиптичности оператора Лапласа и оператора теплопроводности,
теоремы о фундаментальном решении. Первая глава (вводная) содер-
жит изложение некоторых сведений из анализа и теории обобщенных
функций, которые используются в первой части курса.
Автор выражает благодарность Т. Д. Вентцель, Г. А. Иосифьяну и

А. С. Калашникову, прочитавшим рукопись и сделавшим полезные за-
мечания, а также И. Г. Ниловой за работу по оформлению рукописи.



Глава 1

Вспомогательные предложения

1.1. Обозначения.
Некоторые предложения из анализа

Введем обозначения, которыми будем пользоваться в дальнейшем. Боль-
шинство из них являются общепринятыми.
Пусть x = (x1, . . . , xn)— точка вещественного n-мерного евклидова

пространства, которое будем обозначать через Rn
x. Для двух точек x =

(x1, . . . , xn) и x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) этого пространства рассмотрим скалярное

произведение

(x, x0) =
n∑

j=1

xjx
0
j

и расстояние между ними

|x− x0| =
√√√√ n∑

j=1

(xj − x0
j)2.

Как обычно, для любых двух множеств A и B будем обозначать:
A ⊂ B — включение множества A в множество B; A ∩ B — пересечение
множеств A и B, т. е. множество их общих элементов; A\B —множество
элементов A, не входящих в множество B. Через ∅ будем обозначать
пустое множество. Запись a ∈ A означает, что элемент a принадлежит
множеству A.
Если множество точек A ⊂ Rn

x, то через A обозначим замыкание
множества A, т. е. множество всех его предельных точек.
Открытое связное множество пространства Rn

x будем называть об-
ластью и обозначать через Ω. Область Ω называется ограниченной, если
для всех точек x ∈ Ω выполняется условие |x| < M , где M —некоторая
постоянная. Границу области Ω обозначим через ∂Ω, т. е. ∂Ω = Ω\Ω.
Расстоянием между множествами A и B из пространства Rn

x назовем
inf
x,y
|x− y|, где x ∈ A, y ∈ B.
Для обозначения множества A евклидова пространства удобно поль-

зоваться фигурными скобками { ; }, где перед знаком «;» записаны
координаты точки того пространства, которому принадлежит A, а по-



12 Глава 1. Вспомогательные предложения

сле этого знака указаны условия на координаты точки, определяющие
принадлежность ее множеству A. Так, например, {x ; |x−x0| < R} опре-
деляет шар радиуса R с центром в точке x0. Такой шар в дальнейшем
будем обозначать через Qx0

R . Далее, S
x0

R = {x ; |x − x0| = R}— сфера
радиуса R с центром в точке x0.
Через Rm+k

x,y обозначим (m+k)-мерное пространство {x, y ; x ∈ Rn
x, y ∈

Rk
y}. Пусть A ⊂ Rn

x, B ⊂ Rk
y . Тогда A×B = {x, y ; x ∈ A, y ∈ B}.

В главе 4 мы будем рассматривать евклидово пространство Rn+1
x,t =

{x, t ; x ∈ Rn
x, t ∈ R1

t}, в котором координата t, «время», выделена особо.
Функция f(x), определенная в точках x множества A, принадлежит

классу Ck(A) (короче, f ∈ Ck(A)), если f(x) имеет во всех внутренних
точках множества A непрерывные производные до порядка k включи-
тельно, которые допускают непрерывное продолжение на A, k � 1. Ес-
ли f(x) непрерывна во всех точках множества A, то f ∈ C0(A). Через
C∞(A) обозначим класс функций, принадлежащих Cm(A) при любом
m � 1. Пусть A ∈ Rn+1

x,t = (x1, . . . , xn, t). Будем говорить, что f(x, t) при-
надлежит классу Ck,m(A), если f имеет во всех внутренних точках A
непрерывные производные по x до порядка k включительно и непрерыв-
ные производные по t до порядка m включительно, которые допускают
непрерывное продолжение на A, k � 1, m � 1.
Введем понятие носителя функции f(x), определенной в Ω. Пусть

K —множество точек Ω таких, что f(x) равна нулю в некоторой окрест-
ности каждой из точек K. Тогда множество Ω\K называется носи-
телем функции f(x) и обозначается supp f . Через C∞

0 (Ω) обозначим
класс бесконечно дифференцируемых функций в Ω, имеющих компакт-
ный носитель. Такие функции называются еще финитными функция-
ми или пробными функциями. Если Ω— ограниченная область, то вся-
кая функция f(x) из класса C∞

0 (Ω) бесконечно дифференцируема и об-
ращается в нуль во всех точках Ω, принадлежащих некоторой окрестно-
сти ее границы ∂Ω. Если Ω = Rn

x, то функция f(x) из класса C∞
0 равна

нулю вне некоторой конечной области и бесконечно дифференцируема
в любой точке x.
Через Lp(Ω), p � 1, обозначим класс измеримых функций u(x), за-

данных в Ω и таких, что ∫
Ω

|u(x)|pdx <∞.

Функции u(x) из Lp(Ω) образуют банахово пространство с нормой

‖u‖Lp(Ω) =
( ∫

Ω

|u|pdx
) 1

p

(см. [1]). Измеримая функция u(x), заданная
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в области Ω, называется локально суммируемой в Ω, если для любой
области Ω1 такой, что Ω1 ⊂ Ω, имеем∫

Ω1

|u(x)| dx <∞.

Будем говорить, что область Ω принадлежит классу Ak, k � 1, ес-
ли для любой точки x0 ∈ ∂Ω существуют целое число l, 1 � l � n, и
окрестность Qx0

ρ , ρ = const > 0, такие, что точки ∂Ω ∩ Qx0

ρ лежат на
гиперповерхности

xl = fl(x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xn),

причем fl ∈ Ck(gl), где gl — область изменения аргументов функции fl.
В дальнейшем мы будем рассматривать также и «кусочно-гладкие»

области, которые можно аппроксимировать гладкими областями. Дадим
точное определение. Будем говорить, что область Ω принадлежит клас-
су Bk, k � 1, если существует последовательность областей Ωm таких,
что Ωm ∈ Ak, Ωm ⊂ Ω, Ωm ⊂ Ωm+1,∫

Ω\Ωm

dx→ 0,
∫

∂Ωm\∂Ω

ds→ 0

при m→∞, где ds— элемент площади поверхности ∂Ωm. Для областей
класса Ak при k � 1, а также, как легко видеть, для областей класса
Bk при k � 1 справедлива формула Гаусса—Остроградского, которая
доказывается в курсе анализа и которую мы сформулируем в следующем
виде. Пусть функции uj(x), j = 1, . . . , n, принадлежат классу C1(Ω), Ω ∈
Ak или Ω ∈ Bk, ν = (ν1, . . . , νn)— единичный вектор внешней нормали к
∂Ω. Тогда ∫

Ω

n∑
j=1

∂uj

∂xj
dx =

∫
∂Ω

n∑
j=1

ujνj ds, (1.1)

где ds— элемент площади ∂Ω. Из формулы (1.1) вытекает следующая
формула интегрирования по частям, которая очень часто использу-
ется в теории уравнений с частными производными. Пусть u(x) ∈ C1(Ω)
и v(x) ∈ C1(Ω), Ω ∈ Bk. Тогда∫

Ω

u
∂v

∂xl
dx = −

∫
Ω

v
∂u

∂xl
dx+

∫
∂Ω

uvνl ds. (1.2)

Формулу (1.2) получаем из формулы Гаусса—Остроградского (1.1), по-
лагая uj = 0 при j �= l и ul = uv.
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Мы будем использовать теорему Арцела об относительной компакт-
ности семейства непрерывных функций в области Ω. Обозначим через
F семейство функций f(x), заданных в Ω. Семейство F называется рав-
номерно ограниченным в Ω, если для всех x ∈ Ω и для всех f ∈ F

|f(x)| � M,

где M = const > 0. Семейство F называется равностепенно непрерыв-
ным в Ω, если для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любой
функции f ∈ F

|f(x)− f(x0)| � ε

при всех x и x0 таких, что |x− x0| � δ.

Теорема 1 (Арцела). Если семейство F функций, заданных в ограни-
ченной области Ω, равномерно ограничено и равностепенно непрерывно
в Ω, то из него можно выбрать последовательность, равномерно схо-
дящуюся в Ω.

Доказательство этой теоремы можно найти в [1] (см. § 2.7). Если
область Ω такова, что любые ее две точки x′ и x′′ можно соединить
лежащей в Ω ломаной, длина которой не превосходит N |x′−x′′|, где N =
const > 0, то семейство F равностепенно непрерывно при условии, что
семейство первых производных функций f ∈ F равномерно ограничено
в Ω. Это следует из того, что для любых двух точек x′ и x′’, лежащих
на отрезке, принадлежащем Ω, по формуле Лагранжа имеем

f(x′)− f(x′′) =
n∑

j=1

∂f(θ)
∂xj

(x′
j − x′′

j )

где θ— точка, лежащая на этом же отрезке, и, следовательно,

|f(x′)− f(x′′)| � M1n|x′
j − x′′

j |,

где M1 = sup
k,Ω

∣∣∣∣ ∂f∂xk

∣∣∣∣.
Докажем теперь некоторые неравенства, которые будут использо-

ваться в курсе.

1.1.1. Неравенство Гёльдера

Пусть число p > 1. Обозначим p′ = p
p−1 . Имеем

1
p

+
1
p′ = 1. (1.3)
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t1 tO

s = tp−1

s1

s
(t1, s1)

Рис. 1.1

Если s = tp−1, t � 0, то t = sp′−1. Поэтому для любой точки (t1, s1) на
плоскости (t, s) такой, что t1 � 0, s1 � 0, имеем

s1t1 �
t1∫

0

tp−1 dt+

s1∫
0

sp′−1 ds,

или (см. рис. 1.1)

s1t1 � tp1
p

+
sp′
1

p′ . (1.4)

Пусть t1(x) и s1(x) —измеримые неотрицательные функции в Ω та-
кие, что ∫

Ω

|t1(x)|pdx = 1,
∫
Ω

|s1(x)|p′
dx = 1. (1.5)

Тогда, интегрируя неравенство (1.4) по Ω и учитывая соотноше-
ние (1.3), получим ∫

Ω

t1(x)s1(x) dx � 1. (1.6)

Далее, если u(x) ∈ Lp(Ω), v(x) ∈ Lp′(Ω), то для функций

t1(x) =
|u(x)|( ∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

, s1(x) =
|v(x)|( ∫

Ω

|v(x)|p′
dx

) 1
p′

выполнены условия (1.5) и поэтому справедливо неравенство (1.6). Сле-
довательно,∫

Ω

|u(x)| |v(x)| dx �
( ∫

Ω

|u(x)|p dx
) 1

p
( ∫

Ω

|v(x)|p′
dx

) 1
p′

. (1.7)
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Неравенство (1.7) называется неравенством Гёльдера. Если p = 2
и p′ = 2, то неравенство (1.7) принимает вид

∫
Ω

|u(x)| |v(x)| dx �
( ∫

Ω

|u(x)|2 dx
) 1

2
( ∫

Ω

|v(x)|2 dx
) 1

2

. (1.8)

Неравенство (1.8) называется неравенством Коши—Буняковского.

1.1.2. Неравенство Фридрихса

Пусть u(x) ∈ C1(Ω) и u(x) = 0 на ∂Ω. Тогда∫
Ω

|u|2 dx � C

∫
Ω

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂u∂xj

∣∣∣∣2 dx, (1.9)

где постоянная C зависит только от размеров области Ω.
Действительно, пусть Ω ⊂ {x ; |x| < R}, R = const > 0. Доопределим

u вне Ω, полагая u = 0 для x ∈ Rn
x\Ω. Тогда

u(x) =

x1∫
−R

∂u

∂x1
dx1.

Из этого равенства, применяя неравенство Коши—Буняковского, по-
лучаем

|u(x)|2 �
x1∫

−R

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 dx1

x1∫
−R

dx1 � 2R

R∫
−R

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 dx1,

∫
Ω

|u(x)|2 dx � 2R
∫

R
n−1
x′

R∫
−R

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 dx1dx
′ � 4R2

∫
Ω

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 dx.
В дальнейшем мы покажем, что неравенство Фридрихса справедливо
для более широкого класса функций.

1.1.3. Оценка производной неотрицательной функции

Для любой неотрицательной функции ϕ(x), заданной для всех значений
x и принадлежащей классу C2(R1

x), справедливо неравенство∣∣∣∣dϕ(x)
dx

∣∣∣∣2 � 2

{
sup
R1

x

∣∣∣∣d2ϕ

dx2

∣∣∣∣
}
ϕ(x). (1.10)
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Действительно, предположим, что неравенство (1.10) не выполнено в
некоторой точке x0. Это означает, что∣∣∣∣dϕ(x0)

dx

∣∣∣∣2 > 2

{
sup
R1

x

∣∣∣∣d2ϕ

dx2

∣∣∣∣
}
ϕ(x0), ϕ(x0) �= 0. (1.11)

Рассмотрим точку x1 = x0 − 2ϕ(x0)
(

dϕ(x0)
dx

)−1
. Тогда по формуле Тей-

лора

ϕ(x1)=ϕ(x0)−2ϕ(x0)
(
dϕ(x0)
dx

)−1
dϕ(x0)
dx

+2|ϕ(x0)|2
(
dϕ(x0)
dx

)−2
d2ϕ(θ)
dx2

или

ϕ(x1) = −ϕ(x0)

[
1− 2ϕ(x0)

(
dϕ(x0)
dx

)−2
d2ϕ(θ)
dx2

]
.

Так как по предположению в точке x0 выполнено неравенство (1.11),
то

1− 2ϕ(x0)
(
dϕ(x0)
dx

)−2
d2ϕ(θ)
dx2

> 0

и, следовательно, ϕ(x1) < 0, что противоречит условию, что ϕ(x) � 0
для всех x ∈ R1

x.

1.2. Средние функции. Обобщенные производные

Ядром усреднения называется функция wh(x), заданная при x ∈ Rn
x

и h ∈ R1
h, h > 0 и удовлетворяющая следующим условиям:

1. wh(x) ∈ C∞(Rn
x) при любом h > 0;

2. wh(x) = 0 при |x| > h;
3. wh(x) � 0 в Rn

x;

4.
∫

Rn
x

wh(x) dx = 1 при любом h > 0.

Классическим примером ядра усреднения является функция

wh(x) =

⎧⎨⎩ Ce
h2

|x|2−h2 при |x| < h,

0 при |x| � h,
(1.12)

где

C =
1
hn

⎡⎢⎣ ∫
Q0

1

e
1

|y|2−1 dy

⎤⎥⎦
−1

, Q0
1 = {y ; |y| < 1} .
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Легко проверить, что функция (1.12) удовлетворяет условиям 1–4.
Очевидно, что wh(x) ∈ C∞

0 (Rn
x) при любом h > 0. Пусть u(x)—локально

суммируемая функция в Rn
x. Функция

uh(x) =
∫

Rn
y

wh(x− y)u(y) dy (1.13)

называется средней функцией от u(x) с радиусом усреднения h.
Если функция u(x) определена в области Ω и u ∈ L1(Ω), то при опреде-
лении средней функции от u(x) будем полагать u(x) = 0 в Rn

x\Ω. Легко
проверить, что uh(x) ∈ C∞(Rn

x), так как интеграл (1.13) можно любое
число раз дифференцировать по переменным x под знаком интеграла.

Теорема 2. Пусть Ω— ограниченная область в Rn
x.

1. Если u(x) ∈ Lp(Ω) и u(x) равна нулю вне области Ω1 такой, что
Ω1 ⊂ Ω, то uh(x) ∈ C∞

0 (Ω) при h < δ, δ—расстояние между Ω1 и
∂Ω, p � 1.

2. Если u(x) непрерывна в Ω и равна нулю на ∂Ω, то uh(x) → u(x)
равномерно в Ω при h→ 0.

3. Если u(x) ∈ Lp(Ω), p � 1, то ‖uh‖Lp(Ω) � ‖u‖Lp(Ω) и ‖uh−u‖Lp(Ω) → 0
при h→ 0.

Доказательство.
1. Так как

uh(x) =
∫

|x−y|<h

wh(x− y)u(y) dy,

то для точек x ∈ Ω, отстоящих от границы ∂Ω не больше чем на δ − h,
u(y) = 0 при |x − y| < h и, следовательно, подынтегральная функция
wh(x − y)u(y) в интеграле uh(x) равна нулю. Поэтому для таких точек
x и h < δ имеем uh(x) = 0.

2. Пусть u(x) ∈ C0(Ω), u = 0 в Rn
x\Ω. Тогда

|uh(x)− u(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Rn
y

wh(x− y)[u(y)− u(x)]dy

∣∣∣∣∣∣∣ � sup
|x−y|�h

|u(y)− u(x)|

и правая часть последнего неравенства стремится к нулю при h → 0
равномерно по x в силу равномерной непрерывности функции u(x) в Ω.
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3. Пусть u(x) ∈ Lp(Ω). Положим u(x) = 0 вне Ω. Тогда при p > 1

|uh(x)| �

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Rn
y

wh(x− y)u(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ �
∫

Rn
y

|wh(x− y)| 1p+ 1
p′ |u(y)|dy,

где 1
p + 1

p′ = 1. Применяя неравенство Гёльдера (1.7) к последнему инте-
гралу, получим

|uh(x)| �
⎛⎝ ∫

Rn
y

wh(x− y)dy
⎞⎠ 1

p′ ⎛⎝ ∫
Rn

y

wh(x− y)|u(y)|pdy
⎞⎠ 1

p

=

=

⎛⎝ ∫
Rn

y

wh(x− y)|u(y)|pdy
⎞⎠ 1

p

,

так как ∫
Rn

y

wh(x− y)dy =
∫

Rn
η

wh(η)dη = 1.

Поэтому

‖uh‖Lp(Rn
x ) �

⎡⎢⎣ ∫
Rn

x

⎛⎜⎝ ∫
Rn

y

wh(x− y)|u(y)|pdy

⎞⎟⎠ dx

⎤⎥⎦
1
p

=

=

⎡⎢⎣ ∫
Rn

y

|u(y)|p
∫

Rn
x

wh(x− y)dx dy

⎤⎥⎦
1
p

= ‖u‖Lp(Ω).

Если p = 1, то

|uh(x)| �
∫

Rn
y

wh(x− y)|u(y)|dy,

‖uh‖L1(Rn
x ) =

∫
Rn

x

|uh(x)|dx �
∫

Rn
y

|u(y)|
∫

Rn
x

wh(x− y)dxdy = ‖u‖L1(Ω).

Известно, что для всякой функции u(x) ∈ Lp(Ω) и любого ε > 0
можно найти непрерывную функцию v(x) такую, что ‖u − v‖Lp(Ω) < ε
и v(x) равна нулю в некоторой окрестности границы области ∂Ω. По
неравенству треугольника

‖uh − u‖Lp(Ω) � ‖uh − vh‖Lp(Ω) + ‖vh − v‖Lp(Ω) + ‖v − u‖Lp(Ω).
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Так как ‖u− v‖Lp(Ω) < ε и согласно доказанному выше

‖uh − vh‖Lp(Ω) = ‖(u− v)h‖Lp(Ω) � ‖u− v‖Lp(Ω) < ε,

то ‖uh − u‖Lp(Ω) < 3ε, если h < h0 и h0 настолько мало, что для непре-
рывной функции v выполнено неравенство ‖v− vh‖Lp(Ω) < ε при h < h0.
Такое h0 существует в силу утверждения 2 теоремы.
Таким образом, теорема 2 доказана.

Теорема 3. Пусть K — компактное множество в Ω. Тогда существу-
ет функция ϕ(x) из класса C∞

0 (Ω) такая, что 0 � ϕ � 1 и ϕ(x) = 1 в
некоторой окрестности K.

Доказательство. Пусть Kη —множество точек, отстоящих от K не
больше чем на η, и пусть 0 < 3ε < δ, где δ—расстояние между K и
∂Ω. Положим u(x) = 1 на K2ε и u(x) = 0 в Rn

x\K2ε. Тогда в качестве
ϕ(x) можно взять функцию

uε(x) =
∫

Rn
x

wε(x− y)u(y) dy,

так как uε(x) = 1 на Kε и uε(x) = 0 в некоторой окрестности границы
области Ω.

Теорема 4 (о разбиении единицы). Пусть K —компакт в Rn
x и об-

ласти Ω1, . . . ,ΩN таковы, что K ⊂ (Ω1 ∪ · · · ∪ Ω). Тогда существу-
ют функции ϕj(x), j = 1, . . . , N , такие, что ϕj ∈ C∞

0 (Ωj), ϕj(x) � 0,
N∑

j=1
ϕj(x) � 1 в Rn

x и
N∑

j=1
ϕj(x) = 1 в некоторой окрестности K.

Доказательство. Легко видеть, что можно выбрать компакты Kj, j =
1, . . . , N , такие, что Kj ⊂ Ωj и K ⊂ (K1 ∪ · · · ∪KN ). Согласно теореме 3
существует функция ψj(x) ∈ C∞

0 (ωj) такая, что ψj = 1 в окрестности
Kj , 0 � ψj(x) � 1. Положим

ϕ1 = ψ1, . . . , ϕj = ψj(1− ψ1) · · · (1− ψj−1), j = 2, . . . , N.

Тогда
N∑

j=1

ϕj(x) = 1− (1− ψ1) + ψ2(1− ψ1) + · · ·+ ψN (1− ψ1) · · · (1− ψN−1) =

= 1− (1− ψ1) · · · (1− ψN ).
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Введем теперь понятие обобщенной производной. Это понятие игра-
ет важную роль в теории уравнений с частными производными. Оно
позволяет разумным образом расширить класс решений уравнений с
частными производными, привлечь для решения краевых задач понятия
и методы функционального анализа. Понятие обобщенной производной
было введено задолго до создания теории обобщенных функций и впер-
вые систематически применялось для исследования уравнений с част-
ными производными в работах С. Л. Соболева (см. приложение в [8]) и
К. О. Фридрихса.
Прежде чем ввести формальное определение обобщенной производ-

ной, приведем некоторые известные соотношения, которые показывают,
что такое определение является естественным.
Введем обозначения, которыми удобно пользоваться в дальнейшем.

Пусть α = (α1, . . . , αn)—мультииндекс, где αj, j = 1, . . . , n, — целые
неотрицательные числа, |α| = α1 + · · · + αn. Обозначим

Dxj =
∂

∂xj
, j = 1, . . . , n; Dα

xu = Dα1
x1
· · · Dαn

xn
u;

Dα
xu = u при |α| = 0.

Очевидно, |α| является порядком производной Dα
x (Ω).

Если функция u(x) принадлежит классу C1(Ω), то по формуле ин-
тегрирования по частям (1.2) имеем∫

Ω

ϕ(x)
∂u(x)
∂xj

dx = −
∫
Ω

u(x)
∂ϕ(x)
∂xj

dx (1.14)

для любой функции ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Если u(x) ∈ Ck(Ω), то, применяя фор-

мулу интегрирования по частям k раз, получим∫
Ω

ϕ(x)Dα
xu(x) dx = (−1)|α|

∫
Ω

u(x)Dα
xϕ(x) dx

для любой функции ϕ ∈ C∞
0 (Ω), |α| � k.

Последнее равенство естественно положить в основу определения
обобщенной производной Dα

xu в том случае, когда непрерывная произ-
водная Dα

xu может и не существовать.
Локально суммируемую в Ω функцию v(x) будем называть обоб-

щенной производной функции u(x) в Ω и обозначать v = Dα
xu, если

при любой функции ϕ ∈ C∞
0 (Ω) выполнено равенство∫

Ω

v(x)ϕ(x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

u(x)Dα
xϕ(x) dx . (1.15)
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Покажем, что функция v(x), удовлетворяющая соотношению (1.15),
единственна. Предположим, что существуют две функции v1(x) и v2(x),
которые при любой функции ϕ ∈ C∞

0 (Ω) удовлетворяют равенству
(1.15). Тогда, вычитая соответствующие им равенства (1.15), получим
для V = v1 − v2 равенство ∫

Ω

V (x)ϕ(x) dx (1.16)

при любой ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Пусть Ω1 ⊂ Ω. Покажем, что V (x) = 0 почти

всюду в области Ω1. Пусть δ—расстояние между Ω1 и ∂Ω. Рассмотрим
функцию Ṽ (x), которая равна V (x) во всех точках Ω, отстоящих от Ω1

меньше чем на
δ

2
, и равна нулю в остальных точках Rn

x.

Возьмем в равенстве (1.16) ϕ(x) = wh(y − x), где y ∈ Ω1, h <
δ

2
.

Тогда из равенства (1.16) следует, что Ṽ h(y) = 0 при y ∈ Ω1 и h <
δ

2
.

Как доказано в теореме 2, ‖Ṽ h−Ṽ ‖L1(Ω) → 0 при h→ 0 и, следовательно,
‖Ṽ h − V ‖L1(Ω1) → 0 при h→ 0. Отсюда вытекает, что V = 0 в Ω1 почти
всюду, что и требовалось показать.
Из сказанного выше следует, что если u(x) ∈ Ck(Ω), то u(x) имеет в Ω

обобщенные производные порядка k, совпадающие с соответствующими
обычными производными. Заметим также, что в отличие от классиче-
ского определения производной обобщенная производная Dα

xu порядка
|α| определяется равенством (1.15) независимо от производных более
низкого порядка. Рассмотрим функцию

u(x1, x2) = f(x1) + f(x2)

в области Ω = {x1, x2 ; |x1| < 1, |x2| < 1}, где f(s) — функция Вей-
ерштрасса, не имеющая производной ни в одной точке отрезка |s| � 1.
Очевидно, что функция u(x1, x2) не имеет производной Dx1Dx2u, так
как u(x1, x2) не имеет производных первого порядка. Легко показать,
что обобщенная производная вида Dx1Dx2u существует и равна нулю
в Ω. Действительно,

0 =
∫
Ω

(f(x1) + f(x2))
∂2ϕ

∂x1∂x2
dx1 dx2
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при любой ϕ ∈ C∞
0 (Ω), так как∫

Ω

f(x1)Dx1Dx2ϕ dx1 dx2 =

1∫
−1

f(x1)

1∫
−1

Dx2Dx1ϕ dx2 dx1 =

=

1∫
−1

f(x1) [Dx1ϕ(x1, 1)−Dx1ϕ(x1,−1)] dx1 = 0

и точно так же получаем, что∫
Ω

f(x2)Dx1Dx2ϕ dx1 dx2 = 0.

Теорема 5. Пусть u(x) ∈ L1(Ω) и существует обобщенная производ-
ная Dα

xu ∈ L1(Ω). Тогда для любой области Ω1 такой, что Ω1 ⊂ Ω, и
любого h < δ, где δ—расстояние между Ω1 и ∂Ω, справедливо равен-
ство

Dα
xu

h(x) = (Dα
xu)

h (x), x ∈ Ω1.

Доказательство. Согласно определению uh имеем

Dα
xu

h(x) =
∫

Rn
y

Dα
xwh(x− y)u(y) dy.

Так как Dα
xwh(x − y) = (−1)|α|Dα

ywh(x − y) и wh(x − y) ∈ C∞
0 (Ω) при

x ∈ Ω и h < δ, то согласно определению обобщенной производной Dα
xu

получаем

Dα
xu

h(x) =
∫

Rn
y

(−1)|α|Dα
ywh(x− y)u(y) dy =

=
∫

Rn
y

wh(x− y)Dα
y u(y) dy = (Dα

xu)
h (x).

Теорема 6. Пусть u(x) ∈ L1(Ω) и пусть обобщенные производные
Dxju = 0 в Ω, j = 1, . . . , n. Тогда u ≡ const в Ω.

Доказательство. По теореме 5 в любой области Ω1 такой, что Ω1 ⊂ Ω,
имеем Dxju

h =
(Dxju

)h при h < δ, j = 1, . . . , n. Поэтому при h < δ
uh = Ch = const в Ω1. По теореме 2 uh → u при h → 0 в норме L1(Ω1).
Так как Ch должны сходиться к постоянной C при h → 0, то u = C в
Ω1. Но Ω1—произвольная подобласть Ω. Поэтому u = const в Ω.
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1.3. Основные понятия и теоремы теории
обобщенных функций

Основы теории обобщенных функций излагаются на механико-матема-
тическом факультете МГУ в курсе «Анализ III» («Функциональный ана-
лиз»). Здесь для удобства читателей мы приводим самые основные по-
нятия и теоремы теории обобщенных функций, которые используются
в следующих главах. Для более обстоятельного знакомства с теорией
обобщенных функций отсылаем читателя к книгам [1] — [9].

1.3.1. Пространство обобщенных функций D′(Ω)

Линейное пространство бесконечно дифференцируемых в Ω функций с
компактным в Ω носителем называется пространством основных функ-
ций в Ω и обычно обозначается D(Ω). (В § 1.1 и §1.2 мы обозначали класс
этих функций через C∞

0 (Ω).) Сходимость последовательности функций
в D(Ω) определим следующим образом. Будем говорить, что последова-
тельность функций ϕj ∈ D(Ω) сходится при j →∞ к функции ϕ ∈ D(Ω),
если
1) для любого мультииндекса α последовательность Dαϕj → Dαϕ

при j →∞ равномерно в Ω;
2) существует компакт K ⊂ Ω такой, что носители всех функций ϕj

принадлежат K.
Обобщенной функцией u ∈ D′(Ω) называется линейный непре-

рывный функционал на пространстве основных функций D(Ω). Други-
ми словами, каждой функции ϕ(x) ∈ D(Ω) сопоставляется комплексное
число 〈u, ϕ〉 так, что выполняются следующие условия:
1) если ϕ1 ∈ D(Ω) и ϕ2 ∈ D(Ω), а λ1, λ2—любые комплексные числа,

то
〈u, λ1ϕ1 + λ2ϕ2〉 = λ1 〈u, ϕj〉+ λ2 〈u, ϕ2〉

(свойство линейности функционала);
2) если ϕj → 0 при j → ∞ в смысле сходимости последовательно-

сти основных функций в D(Ω), то 〈u, ϕj〉 → 0 при j → ∞ (свойство
непрерывности функционала).

Множество всех обобщенных функций u ∈ D′(Ω) образует линейное про-
странство, если линейную комбинацию μ1u1+μ2u2 обобщенных функций
u1 и u2, где μ1, μ2 = const, определить как такую обобщенную функцию,
что при любой ϕ ∈ D(Ω)

〈μ1u1 + μ2u2, ϕ〉 = μ1 〈u1, ϕ〉+ μ2 〈u2, ϕ〉 . (1.17)
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Легко проверить, что функционал, определенный равенством (1.17), удо-
влетворяет условиям 1) и 2) для обобщенных функций.
В пространстве обобщенных функций D′(Ω) определим сходимость

следующим образом. Будем говорить, что последовательность uj ∈
D′(Ω) сходится при j → ∞ к обобщенной функции u ∈ D′(Ω), если
〈uj , ϕ〉 → 〈u, ϕ〉 при j →∞ для любой функции ϕ ∈ D(Ω).
Каждой локально суммируемой функции u(x) в Ω можно сопоста-

вить обобщенную функцию, полагая

〈u, ϕ〉 =
∫
Ω

u(x)ϕ(x) dx. (1.18)

При этом функция u(x) определяется функционалом (1.18) однозначно,
так как если

∫
Ω

u(x)ϕ(x) dx при любой ϕ ∈ D(Ω), то u = 0 почти всюду
в Ω.

Важным примером обобщенной функции из D′(Rn
x) является δ-функция

Дирака
〈δ, ϕ〉 = ϕ(0),

которую будем обозначать через δ(x). Легко видеть, что функции whj
(x),

заданные ядром усреднения, определенным в §1.2, сходятся к δ-функции
при hj → 0 в смысле сходимости обобщенных функций в D′(Ω). Действи-
тельно, согласно теореме 1 из § 1.2

〈
whj

(x), ϕ
〉

=
∫

Rn
x

whj
(x)ϕ(x) dx = ϕhj

(0) −→ ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉

при hj → 0.
Последовательность функций, сходящаяся к δ-функции в смысле

сходимости в D′(Rn
x) называется δ-образной последовательностью.

Будем говорить, что обобщенная функция u1 из D′(Ω) равна обоб-
щенной функции u2 из D′(Ω) в области Ω1 ⊂ Ω, если для любой
ϕ ∈ D(Ω1)

〈u1, ϕ〉 = 〈u2, ϕ〉 .

Носителем обобщенной функции u ∈ D′(Ω) будем называть мно-
жество, принадлежащее Ω и не содержащее точек, в окрестности кото-
рых u равна нулю. Обозначим носитель u через suppu. Очевидно, носи-
телем δ(x) является точка x = 0.
Легко показать, что если ϕ(x) ∈ D(Ω) и равна нулю в некоторой

окрестности Q носителя обобщенной функции u ∈ D′(Ω), то 〈u, ϕ〉 = 0.
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Действительно, рассмотрим suppϕ. Это компактное множество, каждая
точка которого имеет окрестность, в которой u = 0. Из этого множества
окрестностей выберем конечное покрытие множества suppϕ. Построим
разбиение единицы, соответствующее множеству suppϕ и выбранному
покрытию. Получим

1 ≡
N∑

j=1

ψj(x)

при x ∈ suppϕ. Здесь ψj(x) ∈ D(Ω), j = 1, . . . , N и suppϕj при каждом
j лежит в окрестности некоторой точки Ω, где u = 0. Поэтому имеем

ϕ =
N∑

j=1
ψjϕ и

〈u, ϕ〉 =

〈
u,

N∑
j=1

ψjϕ

〉
=

N∑
j=1

〈u, ψjϕ〉 = 0.

Для всякой обобщенной функции u ∈ D′(Ω) можно определить ее
производную. В основу этого определения положено соотношение (1.14),
справедливое для любой функции u из класса C1(Ω).
Если u ∈ D′(Ω), то ее производная Dxju ∈ D′(Ω) и определяется

равенством 〈Dxju, ϕ
〉

= − 〈u,Dxjϕ
〉
.

Отсюда вытекает, что

〈
Dα

xj
u, ϕ
〉

= (−1)|α|
〈
u,Dα

xj
ϕ
〉
.

Если обобщенной функции u соответствует согласно соотноше-
нию (1.18) локально суммируемая функция u(x) и ее производной Dα

xu
также соответствует локально суммируемая функция v, то функция u(x)
имеет обобщенную производную Dα

xu = v в том смысле, как это было
определено в § 1.2.
Для u ∈ D′(Ω) и a(x) ∈ C∞(Ω) можно определить обобщенную функ-

цию au по формуле

〈au, ϕ〉 = 〈u, aϕ〉 . (1.19)

Легко проверить, что правая часть равенства (1.19) определяет линей-
ный непрерывный функционал на D(Ω).
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1.3.2. Прямое произведение обобщенных функций

Пусть u(x) ∈ D′(Rn
x), v(y) ∈ D′(Rn

y ). Определим теперь обобщенную
функцию в D′(Rn+m

x,y ), которую будем называть прямым произведе-
нием u(x)v(y) обобщенных функций u(x) и v(y), полагая

〈u(x)v(y), ϕ〉 = 〈u(x), 〈v(y), ϕ(x, y)〉〉 (1.20)

для всякой функции ϕ(x, y) ∈ D(Rn+m
x+y ). Покажем, что правая часть ра-

венства (1.20) имеет смысл и определяет линейный непрерывный функ-
ционал на D(Rn+m

x,y ). Это вытекает из следующей леммы.

Лемма 1. Если v(y) ∈ D′(Rm
y ), ϕ(x, y) ∈ D(Rn+m

x,y ), то функция ψ(x) =
〈v(y), ϕ(x, y)〉 принадлежит пространству D(Rn

x) и для любого муль-
тииндекса α

Dα
xψ(x) = 〈v(y),Dα

x 〉 .

При этом, если ϕk(x, y) → 0 при k →∞ в D(Rn+m
x,y ), то ψk = 〈v, ϕk〉 → 0

при k →∞ в D(Rn
x).

Доказательство. Так как ϕ ∈ D(Rn+m
x,y ), то ϕ(x, y) = 0 при |x| > M , где

M —некоторая постоянная. Поэтому при |x| > M

ψ(x) = 〈v(y), ϕ(x, y)〉 = 0.

Следовательно, функция ψ(x) имеет компактный носитель. Пусть xk →
x0 при k → ∞. Покажем, что ψ(xk) → ψ(x0) при k → ∞. Очевидно,
ϕ(xk, y) → ϕ(x0, y) при k →∞ в смысле сходимости в D(Rm

y ). Поэтому

ψ(xk) =
〈
v(y), ϕ(xk , y)

〉
−→ 〈v(y), ϕ(x0, y)

〉
= ψ(x0)

при k → ∞. Отсюда следует непрерывность ψ(x). Пусть Δx =
(h, 0, . . . , 0). Тогда

ψ(x+ Δx)− ψ(x)
h

=
〈
v(y),

ϕ(x+ Δx, y)− ϕ(x, y)
h

〉
.

Так как функции 1
h [ϕ(x+ Δx, y)− ϕ(x, y)] при фиксированных x и h

принадлежат D(Rm
y ) и сходятся при h→ 0 к ∂ϕ

∂x1
в смысле сходимости в

D(Rm
y ), то

lim
h→0

1
h

[ψ(x+ Δx)− ψ(x)] =
∂ψ

∂x1
=
〈
v(y),

∂ϕ(x, y)
∂x1

〉
.
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Как показано выше,
〈
v(y), ∂ϕ(x,y)

∂x1

〉
—непрерывная функция x. Анало-

гично доказывается существование и непрерывность производных ∂ψ
∂xj
,

j = 2, . . . , n, а также производных более высокого порядка. Таким об-
разом, ψ(x) ∈ D(Rn

x). Пусть ϕk(x, y) → 0 при k → ∞ в D(Rn+m
x,y ). От-

сюда следует, что ϕk(x, y) = 0 при всех k и |x| > M , где M = const.
Поэтому ψk(x) = 〈v(y), ϕk(x, y)〉 = 0 при всех k и |x| > M . Покажем
теперь, что Dα

xψk(x) → 0 равномерно в Rn
x при любом мультииндексе

α. Предположим противное. Пусть существует последовательность то-
чек xkj такая, что |Dα

xψkj
(xkj)| > ε = const > 0 при j = 1, 2, . . . . Так

как |xkj | < M , то множество точек xxj имеет предельную точку x0. Вы-
берем из множества xkj последовательность xk′ , сходящуюся к x0 при
k′ → ∞. Тогда Dα

xϕk′(xk′
, y) → 0 при k′ → ∞ в смысле сходимости

функций в D(Rm
y ). Поэтому Dα

xψk′(xk′
) =

〈
v(y),Dα

xϕ(xk′
, y)
〉
→ 0 при

k′ → 0, но это противоречит предположению, что |Dα
xψk′(xk′

)| > ε. Та-
ким образом, мы показали, что ψk(x) → 0 в D(Rn

x), если ϕk(x, y) → 0 в
D(Rn+m

x,y ).
Из леммы 1 вытекает, что 〈v(y), ϕ(x, y)〉 ∈ D(Rn

x) и поэтому
〈u, 〈v, ϕ〉〉 имеет смысл. Линейность функционала (1.20) относитель-
но ϕ очевидна. Далее, если ϕk(x, y) → 0 при k → ∞ в D(Rn+m

x,y ),
то по лемме 1 〈v(y), ϕk(x, y)〉 → 0 при k → ∞ в D(Rn

x) и поэто-
му 〈u(x), 〈v(y), ϕk(x, y)〉〉 → 0 при k → ∞, т. е. функционал (1.20)
непрерывен и, следовательно, определяет обобщенную функцию
в D′(Rn+m

x,y ).

Установим некоторые свойства прямого произведения u(x) · v(y).
I. Прямое произведение u(x) · v(y) коммутативно:

u(x) · v(y) = v(y) · u(x).

Доказательство. Пусть ϕ(x, y) ∈ D(Rn+m
x,y ) и ϕ(x, y) = 0 при |x|2 +

|y|2 > R, R = const > 0. В области Ω1 = {x, y ; |xj| < 2R, j =
1, . . . , n, |ys| < 2R, s = 1, . . . ,m} функцию ϕ(x, y) можно представить
в виде равномерно сходящегося в Ω1 тригонометрического ряда Фурье,
который можно почленно дифференцировать любое число раз, так как
ϕ ∈ D(Rn+m

x,y ) и supp ϕ ⊂ Ω1. Пусть ψN (x, y)— сумма N членов этого
ряда, ξ(x) ∈ C∞

0 (Rn
x), ξ(x) = 1 при |x| � R, ξ(x) = 0 при |y| > 2R,

η(y) ∈ C∞
0 (Rm

y ), η(y) = 1 при |y| � R и η(y) = 0 при |y| > 2R.
Тогда ϕN (x, y) = ψN (x, y)ξ(x)η(y) ∈ D(Rn+m

x,y ) при любом N > 0 и
ϕN → ϕ при N → ∞ в смысле сходимости в D(Rn+m

x,y ). Очевидно, что
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ϕN (x, y) =
N∑

j=1
aj(x)bj(y), где aj(x) ∈ D(Rn

x), bj(y) ∈ D(Rm
y ), j = 1, . . . , N.

Имеем
〈u(x) · v(y), ϕ(x, y)〉 = lim

N→∞
〈u(x) · v(y), ϕN (x, y)〉 =

= lim
N→∞

〈
u(x),

〈
v(y),

N∑
j=1

ajbj

〉〉
=

= lim
N→∞

N∑
j=1

〈u(x), aj(x)〉 〈v(y), bj(y)〉 .

Точно так же получаем

〈v(y) · u(x), ϕ(x, y)〉 = lim
N→∞

N∑
j=1

〈v(y), bj(y)〉 〈u(x), aj(x)〉 .

Следовательно, при любой ϕ ∈ D(Rn+m
x,y )

〈u(x) · v(y), ϕ(x, y)〉 = 〈v(y) · u(x), ϕ(x, y)〉 ,

что и требовалось доказать.

II. Прямое произведение непрерывно относительно сомножителей. Это
означает, что если uk(x) → u(x) в D′(Rn

x), то uk(x) · v(y) → u(x) · v(y)в
D′(Rn+m

x,y ) при k → ∞. Действительно, полагая ψ(x) = 〈v(y), ϕ(x, y)〉,
получаем

lim
k→∞

〈uk(x), 〈v(y), ϕ(x, y)〉〉 = lim
k→∞

〈uk(x), ψ(x)〉 =

= 〈u(x), ψ(x)〉 = 〈u, 〈v, ϕ〉〉 ,

так как ψ(x) ∈ D(Rn
x).

III. Для производной прямого произведения u(x) ·v(y) имеет место фор-
мула

Dα
x [u(x) · v(y)] = Dα

xu(x) · v(y).
Действительно,

〈Dα
x [u(x) · v(y)], ϕ〉 = (−1)|α| 〈u(x) · v(y),Dα

xϕ(x, y)〉 =

= (−1)|α| 〈v, 〈u,Dα
xϕ〉〉 =

= 〈v(y), 〈Dα
xu, ϕ〉〉 = 〈Dα

xu(x) · v(y), ϕ(x, y)〉 .
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Лемма 2. Пусть u ∈ D′(Rn
x), ϕ(x, y) ∈ D(Rn+m

x,y ). Тогда〈
u(x),

∫
Rm

y

ϕ(x, y) dy

〉
=
∫

Rm
y

〈u(x), ϕ(x, y)〉 dy . (1.21)

Доказательство. Рассмотрим прямое произведение u(x) · 1. Имеем

〈u(x) · 1, ϕ(x, y)〉 = 〈u(x), 〈1, ϕ(x, y)〉〉 =

〈
u(x),

∫
Rm

y

ϕ(x, y) dy

〉
.

Пользуясь коммутативностью прямого произведения, получаем

〈u(x) · 1, ϕ(x, y)〉 = 〈1 · u(x), ϕ(x, y)〉 =

= 〈1, 〈u(x), ϕ(x, y)〉〉 =
∫

Rm
y

〈u(x), ϕ(x, y)〉 dy.

Из этих равенств вытекает соотношение (1.21).

1.3.3. Свертка обобщенных функций

Введем теперь важное в теории обобщенных функций и ее приложениях
к дифференциальным уравнениям понятие свертки обобщенных функ-
ций.
Пусть функции u(x) и v(x) локально суммируемы в Rn

x, причем u(x)
имеет компактный носитель. Тогда сверткой u ∗ v функций u и v назы-
вается функция вида

(u ∗ v)(x) =
∫

Rn
y

u(y)v(x − y) dy =
∫

Rn
y

u(x− y)v(y) dy.

Функция (u ∗ v)(x)—локально суммируема и поэтому она определяет
обобщенную функцию в D′(Rn

x) вида

〈u ∗ v, ϕ〉 =
∫

Rn
x

(u ∗ v)(x)ϕ(x) dx =

=
∫

Rn
x

∫
Rn

y

u(x− y)v(y)ϕ(x) dydx =
∫

Rn
x

∫
Rn

y

u(x)v(y)ϕ(x + y) dydx.
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Пусть η(x) ∈ D(Rn
x) и η = 1 в окрестности supp u. Тогда

〈u ∗ v, ϕ〉 =
∫

R2n
x,y

u(x)v(y)η(x)ϕ(x + y) dx dy.

Пусть u(x) ∈ D′(Rn
x) и u(x) имеет компактный носитель, a v(x)—про-

извольная обобщенная функция из D′(Rn
x); пусть η(x) ∈ D(Rn

x), η = 1 в
окрестности supp u. Сверткой u ∗ v называется обобщенная функция в
D′(Rn

x) вида

〈u ∗ v, ϕ〉 = 〈u(x) · v(y), η(x)ϕ(x + y)〉 =
= 〈u(x), 〈v(y), η(x)ϕ(x + y)〉〉 . (1.22)

Легко видеть, что определение u∗v не зависит от выбора функции η(x).
Действительно, пусть η1(x) ∈ D(Rn

x) и η1 = 1 в окрестности supp u.
Тогда

〈u(x), 〈v(y), η(x)ϕ(x + y)〉〉 − 〈u(x), 〈v(y), η1(x)ϕ(x + y)〉〉 =
= 〈u(x), (η(x) − η1(x)) 〈v(y), ϕ(x + y)〉〉 = 0 ,

так как η(x) − η1(x) = 0 в окрестности supp u.
Положим v∗u = u∗v. В силу коммутативности прямого произведения
〈v ∗ u, ϕ〉 = 〈u(x) · v(y), η(x)ϕ(x + y)〉 = 〈v(y) · u(x), η(x)ϕ(x + y)〉 .

Если v(y) ∈ D′(Rn
y ) и также имеет компактный носитель, а γ(y) ∈ D(Rn

y )
и γ(y) ≡ 1 в окрестности supp v, то

〈v ∗ u, ϕ〉 = 〈u(x) · v(y), η(x)ϕ(x + y)〉 =
= 〈u(x) · v(y), γ(y)η(x)ϕ(x + y)〉 = 〈u(x) · v(y), γ(y)ϕ(x + y)〉 .

Установим некоторые свойства свертки. Отметим еще раз, что мы
рассматриваем свертку двух обобщенных функций только в том случае,
когда один из сомножителей имеет компактный носитель.

I. Свертка двух обобщенных функций непрерывна по каждому из со-
множителей, т. е.
1) если vk(y) → v(y) в D′(Rn

y ) при k →∞, а u(x) имеет компактный
носитель, то u ∗ vk → u ∗ v в D′(Rn

y ) при k →∞;
2) если uk(x) → u(x) в D′(Rn

x) при k →∞ и существует такое R, что
supp uk ⊂ Q0

R при любом k, supp u ⊂ Q0
R, где Q

0
R = {x ; |x| < R}, то

uk∗v → u∗v в D′(Rn
x) при k →∞. Это утверждение непосредственно вы-

текает из непрерывности прямого произведения обобщенных функций.
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Так как supp uk ⊂ Q0
R при любом k и supp u ⊂ Q0

R, то в качестве η(x)
в равенстве (1.22) можно взять функцию, не зависящую от k и равную
единице в Q0

R. Тогда

lim
k→∞

〈uk ∗ v, ϕ〉 = lim
k→∞

〈uk(x) · v(y), η(x)ϕ(x + y)〉 =

= 〈u(x) · v(y), η(x)ϕ(x + y)〉 = 〈u ∗ v, ϕ〉 .

II. Для производной свертки u ∗ v имеет место формула

Dα
x (u ∗ v) = Dα

xu ∗ v = u ∗ Dα
xv. (1.23)

Докажем это. Согласно определению производной обобщенной функции
имеем

〈Dα
x (u ∗ v), ϕ〉 = (−1)|α| 〈u ∗ v,Dα

xϕ〉 =

= (−1)|α| 〈u(x) · v(y), η(x)Dα
y ϕ(x+ y)

〉
=

= (−1)|α| 〈u(x), η(x) 〈v(y),Dα
y ϕ(x+ y)

〉〉
=

=
〈
u(x), η(x)

〈Dα
y v(y), ϕ(x + y)

〉〉
=
〈
u ∗ Dα

y v, ϕ
〉
.

Это означает, что Dα
x (u ∗ v) = u ∗ Dα

xv. Точно так же получаем

〈Dα
x (u ∗ v), ϕ〉 = (−1)|α| 〈u ∗ v,Dα

xϕ〉 =

= (−1)|α| 〈u(x) · v(y), η(x)Dα
xϕ(x+ y)〉 =

=
〈
(−1)|α|v(y), 〈u(x), η(x)Dα

xϕ(x+ y)〉
〉

=

= (−1)|α| 〈v(y), [〈u(x),Dα
x (η(x)ϕ(x + y))〉 −

− 〈u(x),Dα
x (η(x)ϕ(x + y))− η(x)Dα

xϕ(x+ y)〉]〉 =

= 〈v(y), 〈Dα
xu, η(x)ϕ(x + y)〉〉 = 〈v ∗ Dα

xu, ϕ〉 .

Здесь мы воспользовались тем, что

〈u(x),Dα
x (η(x)ϕ(x + y))− η(x)Dα

xϕ(x+ y)〉 = 0,

так как все производные η(x) равны нулю в окрестности носителя u(x).

Лемма 3. Пусть ψ(x) является основной функцией, т. е. ψ ∈ D(Rn
x),

v ∈ D′(Rn
y ). Тогда ψ ∗ v является функцией класса C∞(Rn

x) и

ψ ∗ v = 〈v(y), ψ(x − y)〉 . (1.24)
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Доказательство. Согласно определению свертки (1.22) имеем

〈ψ∗v, ϕ〉= 〈ψ(x) ·v(y), η(x)ϕ(x+y)〉= 〈v(y) ·ψ(x), η(x)ϕ(x+y)〉=

=

〈
v(y),

∫
Rn

x

ψ(x)η(x)ϕ(x+y) dx

〉
=

〈
v(y),

∫
Rn

x

ψ(x)ϕ(x+y) dx

〉
=

=

〈
v(y),

∫
Rn

x

ϕ(x)ψ(x−y) dx
〉
,

где η(x) ∈ D(Rn
x), η(x) = 1 в окрестности supp ψ. Воспользовавшись

леммой 2, получаем

〈ψ ∗ v, ϕ〉 =

〈
v(y),

∫
Rn

x

ϕ(x)ψ(x − y) dx
〉

=

=
∫

Rn
x

〈v(y), ψ(x − y)〉ϕ(x) dx.

Это означает, что ψ ∗ v = 〈v(y), ψ(x − y)〉. Из леммы 1 вытекает, что
ψ ∗ v —функция класса C∞(Rn

x).
Средней функцией от обобщенной функции u(x) будем назы-

вать функцию uh(x) из класса C∞(Rn
x), определяемую равенством

uh(x) = u ∗ wh, (1.25)

где wh(x)—ядро усреднения, определенное в § 1.2. Очевидно, wh(x) при
любом h > 0 является основной функцией: wh(x) ∈ D(Rn

x). Поэтому
согласно лемме 3 и равенству (1.24)

uh(x) = 〈u(y), wh(x− y)〉 . (1.26)

Если обобщенной функции u(x) соответствует локально суммируемая
функция согласно равенству (1.18), то формула (1.26) совпадает с опре-
делением средней функции, приведенным в § 1.2.

Теорема 7. Средние функции uh(x) сходятся в D′(Rn
x) к обобщенной

функции u(x) при h→ 0.

Доказательство. Согласно определению uh(x) имеем

uh(x) = u ∗ wh.
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Ранее было доказано, что wh(x) → δ(x) при h→ 0 в смысле сходимости
в D′(Rn

x). Поэтому из непрерывности свертки следует, что

lim
h→0

uh(x) = u ∗ δ.
Легко видеть, что

〈u ∗ δ, ϕ〉 = 〈u(y) · δ(x), η(x)ϕ(x + y)〉 = 〈u(y), ϕ(y)〉 .
Таким образом, для любой u ∈ D′(Rn

x)

u ∗ δ = u. (1.27)

Следовательно,
lim
h→0

uh = u.

1.3.4. Пространство обобщенных функций S′(Rn
x)

Преобразование Фурье имеет важные применения в теории уравне-
ний с частными производными и широко используется в современных
исследованиях. Здесь мы введем пространство обобщенных функций
S′(Rn

x) ⊂ D′(Rn
x), для которых может быть построена теория преобразо-

вания Фурье.
Обозначим через S(Rn

x), или короче S линейное пространство функ-
ций ϕ(x) из C∞(Rn

x) таких, что для любой ϕ(x) ∈ S(Rn
x), для любого

мультииндекса α, любого целого числа p � 0 существует постоянная
Cα,p, при которой

(1 + |x|p) |Dα
xϕ(x)| � Cα,p . (1.28)

Сходимость в S(Rn
x) определим следующим образом. Последователь-

ность функций ϕk ∈ S сходится к функции ϕ ∈ S при k → ∞, если
для любого мультииндекса α и любого целого числа p � 0 последова-
тельность

(1 + |x|p)Dα
xϕk(x) −→ (1 + |x|p)Dα

xϕ(x)

при k →∞ равномерно в Rn
x.

Обобщенной функцией u ∈ S′(Rn
x) называется линейный непре-

рывный функционал на пространстве S(Rn
x). Иначе говоря, каждой

функции ϕ(x) ∈ S(Rn
x) сопоставляется комплексное число 〈u, ϕ〉 так,

что выполняются следующие условия:
I) если ϕ1 ∈ S(Rn

x) и ϕ2 ∈ S(Rn
x), λ1, λ2—любые комплексные числа,

то
〈u, λ1ϕ1 + λ2ϕ2〉 = λ1 〈u, ϕ1〉+ λ2 〈u, ϕ2〉 .

2) если ϕj → 0 при j →∞ в смысле сходимости последовательности
функций в S,то 〈u, ϕj〉 → 0 при j →∞.
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Множество обобщенных функций из S′(Rn
x) образует линейное про-

странство, если линейную комбинацию μ1u1 + μ2u2 обобщенных функ-
ций, u1 и u2, где μ1, μ2 — постоянные, определить как такую обобщенную
функцию, что при любой ϕ ∈ S(Rn

x)

〈μ1u1 + μ2u2, ϕ〉 = μ1 〈u1, ϕ〉+ μ2 〈u2, ϕ〉 .

Сходимость в пространстве обобщенных функций S′(Rn
x) опреде-

лим следующим образом. Будем говорить, что последовательность uj ∈
S′(Rn

x) сходится при j → ∞ к обобщенной функции u ∈ S′(Rn
x), если

〈uj , ϕ〉 → 〈u, ϕ〉 при j →∞ для любой функции ϕ ∈ S(Rn
x).

Пространство S′(Rn
x) называется также пространством обоб-

щенных функций медленного роста. Обобщенные функции из
D′(Rn

x), имеющие компактный носитель, принадлежат S′(Rn
x). Очевидно,

D(Rn
x) ⊂ S(Rn

x). Функция e−|x|2 является примером функции из S(Rn
x),

не принадлежащей D(Rn
x).

Легко доказать, что D(Rn
x) плотно в S(Rn

x). Действительно, если ϕ ∈
S(Rn

x), a ψ ∈ D(Rn
x) и ψ = 1 при |x| � 1, то функции ϕk(x) = ϕ(x)ψ(x

k )
принадлежат D(Rn

x) при любом k = 1, 2, . . . , и последовательность ϕk →
ϕ в S при k → ∞, так как ϕk(x) − ϕ(x) = ϕ(x)(1 − ψ

(
x
k )
)

= 0 при
|x| � k. Отсюда следует, что если u ∈ S′(Rn

x) и 〈u, ϕ〉 = 0 для ϕ ∈
D(Rn

x), то 〈u, ϕ〉 = 0 и для ϕ ∈ S. Это означает, что двум различным
обобщенным функциям изD′(Rn

x) соответствуют различные обобщенные
функции S′(Rn

x), т. е. S′(Rn
x) можно отождествить с подпространством

пространства D′(Rn
x), если для u ∈ S′(Rn

x) рассматривать 〈u, ϕ〉 для ϕ ∈
D(Rn

x) как обобщенную функцию из D′(Rn
x).

Установим теперь некоторые свойства преобразования Фурье функ-
ций из S.
Преобразованием Фурье функции ϕ(x) ∈ L1(Rn

x) называется
функция ϕ̂(ξ), которая определяется равенством

ϕ̂(ξ) =
∫
Rn

x

ϕ(x)ei(ξ,x) dx. (1.29)

Теорема 8. Если ϕ(x) ∈ S(Rn
x), то ϕ̂(ξ) ∈ S(Rn

ξ ), причем отображение
ϕ �→ ϕ̂ непрерывно в S. Для ϕ ∈ S(Rn

x) имеем

D̂α
xϕ = (−iξ)αϕ̂(ξ), x̂αϕ = (−i)|α|Dα

ξ ϕ̂(ξ), (1.30)

xα ≡ xα1
1 · · · xαn

n .
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Доказательство. Дифференцируя под знаком интеграла в (1.29), полу-
чим

Dα
ξ ϕ̂(ξ) =

∫
Rn

x

(ix)αϕ(x)ei(ξ,x)dx . (1.31)

Такое дифференцирование возможно, так как ϕ ∈ S(Rn
x) и инте-

грал (1.31) равномерно сходится. Отсюда получаем, что ϕ̂(ξ) ∈ C∞(Rn
ξ )

и x̂αϕ(x) = Dα
ξ ϕ̂(ξ)(−i)|α|. Интегрируя по частям, получим

ξβDα
ξ ϕ̂(ξ) =

∫
Rn

x

(ix)αξβϕ(x)ei(ξ,x)dx =
∫

Rn
x

Dβ
x ((ix)αϕ) i|β|ei(ξ,x)dx. (1.32)

Так как Dβ
x ((ix)αϕ) ∈ L1(Rn

x), то функция |ξβ|
∣∣∣Dα

ξ ϕ̂(ξ)
∣∣∣ ограничена в Rn

ξ

при любых мультииндексах α и β. Следовательно, ϕ̂ ∈ S. Полагая α = 0
в формуле (1.32), получаем

D̂β
xϕ = (−i)|β|ξβϕ̂(ξ).

Докажем теперь непрерывность отображения ϕ �→ ϕ̂ в S. Пусть
ϕk(x) → 0 в S(Rn

x) при k → ∞. Покажем, что ϕ̂k(ξ) → 0 в S(Rn
ξ ) при

k →∞. Согласно формуле (1.32) имеем

|ξβ| ∣∣Dα
ξ ϕ̂k(ξ)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∫

Rn
x

Dβ
x(xαϕk(x))ei(ξ,x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ �
� sup

Rn
x

{∣∣∣Dβ
x(xαϕk(x))

∣∣∣ (1 + |x|n+1
)}∫

Rn
x

dx

1 + |x|n+1
.

Отсюда вытекает, что |ξβ|
∣∣∣Dα

ξ ϕk(ξ)
∣∣∣ → 0 равномерно в Rn

ξ , если при
k →∞ ϕk(x) → 0 в S(Rn

x). Теорема доказана.

Преобразование Фурье функции ϕ(x) иногда обозначают также
F [ϕ](ξ). Обратным преобразованием Фурье функции f(ξ) будем на-
зывать функцию F−1[f ](x), которая определяется равенством

F−1[f ](x) = (2π)−n

∫
R

n
ξ

f(ξ)e−i(ξ,x)dξ. (1.33)

Теорема 9. Если ϕ ∈ S(Rn
x), то имеет место формула обращения пре-

образования Фурье:

ϕ(x) = (2π)−n

∫
R

n
ξ

ϕ̂(ξ)e−i(ξ,x)dξ, (1.34)
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или в других обозначениях

ϕ(x) = F−1 [F [ϕ]] .

Доказательство. Вычислим повторный интеграл

∫
R

n
ξ

e−i(ξ,x)

⎧⎪⎨⎪⎩
∫

Rn
y

ei(ξ,y)ϕ(y) dy

⎫⎪⎬⎪⎭ dξ = (2π)nF−1 [F [ϕ]] .

Для этого рассмотрим интеграл

I =
∫

R
n
ξ

⎧⎪⎨⎪⎩ψε(ξ)e−i(ξ,x)

∫
Rn

y

ei(ξ,y)ϕ(y) dy

⎫⎪⎬⎪⎭ dξ =
∫

R
n
ξ

ψε(ξ)ϕ̂(ξ)e−i(ξ,x)dξ, (1.35)

где ε = const > 0, ψε(ξ) = ψ(εξ), ψ(ξ) ∈ S(Rn
ξ ). Так как двойной инте-

грал, соответствующий повторному интегралу (1.35), сходится абсолют-
но, то по теореме Фубини в интеграле (1.35) можно изменить порядок
интегрирования. Имеем

I =
∫

Rn
y

⎛⎜⎝ϕ(y)
∫

Rn
ξ

ψε(ξ)ei(ξ,y−x)dξ

⎞⎟⎠ dy =

=
∫

Rn
y

ϕ(y)ψ̂ε(y − x)dy =
∫

Rn
y

ϕ(x+ η)ψ̂ε(η)dη .

Легко видеть, что ψ̂ε(ξ) = ε−nψ̂
(

ξ
ε

)
, так как

ψ̂ε(ξ) =
∫

Rn
x

ψε(x)ei(x,ξ)dx =
∫
Rn

x

ψ(εx)ei(x,ξ)dx =

=
∫

Rn
x

ψ(y)ei(y, ξ
ε
)ε−ndy = ε−nψ̂(

ξ

ε
).

Поэтому

I =
∫

Rn
y

ϕ(η + x)ε−nψ̂
(η
ε

)
dη =

∫
Rn

s

ψ̂(s)ϕ(εs + x)ds.

Таким образом, имеем

I =
∫

R
n
ξ

ψε(ξ)ϕ̂(ξ)e−i(x,ξ)dξ =
∫

Rn
s

ψ̂(s)ϕ(εs + x)ds. (1.36)
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Перейдем к пределу в равенстве (1.36) при ε→ 0. Получаем

ϕ(x)
∫

Rn
s

ψ̂(s)ds = ψ(0)
∫

R
n
ξ

e−i(x,ξ)ϕ̂(ξ)dξ. (1.37)

В § 3.8 главы 3 доказано, что для ψ(x) = e−|x|2

ψ̂(ξ) =
∫

Rn
x

e−|x|2ei(x,ξ)dx = (
√
π)ne−

|ξ|2
4 .

Последнее равенство получаем, полагая t = 1 в равенстве (3.82) гл. 3.
Так как∫

R
n
ξ

ψ̂(ξ)dξ = (
√
π)n
∫

R
n
ξ

e−
|ξ|2
4 dξ = (

√
π)n

n∏
j=1

∫
R

1
ξj

e−
|ξj |2

4 dξj = (2π)n,

то из соотношения (1.37) получаем требуемое равенство (1.34). Заметим,
что для двух функций ϕ(x) и ψ(x) из S существует свертка

ϕ ∗ ψ =
∫

Rn
y

ϕ(y)ψ(x − y)dy, (1.38)

которая также является функцией из S. Действительно, ϕ∗ψ ∈ C∞(Rn
x),

так как интеграл (1.38) можно любое число раз дифференцировать под
знаком интеграла:

Dα
x (ϕ ∗ ψ) =

∫
Rn

y

ϕ(y)Dα
xψ(x− y)dy.

Далее,

|xβDα
x (ϕ ∗ ψ)| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Rn
y

ϕ(y)[(x − y) + y]βDα
xψ(x− y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ � Cα,β = const ,

так как ϕ ∈ S(Rn
x) и ψ ∈ S(Rn

x).

Через a мы обозначаем число, комплексно сопряженное к a.
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Теорема 10. Пусть ϕ(x) ∈ S(Rn
x) и ψ(x) ∈ S(Rn

x). Тогда

1)
∫

Rn
x

ϕ̂ψdx =
∫

Rn
x

ϕψ̂dx, (1.39)

2)
∫

Rn
x

ϕψdx = (2π)−n

∫
Rn

x

ϕ̂ψ̂dx (равенство Парсеваля), (1.40)

3) ϕ̂ ∗ ψ = ϕ̂ψ̂, (1.41)

4) ϕ̂ψ = (2π)−nϕ̂ ∗ ψ̂. (1.42)

Доказательство. Докажем равенство 1). По теореме Фубини имеем

∫
Rn

x

ϕ̂(x)ψ(x)dx =
∫

Rn
x

⎛⎜⎝ ∫
Rn

y

ϕ(y)ei(x,y)dy

⎞⎟⎠ψ(x)dx =

=
∫

Rn
y

⎛⎜⎝ϕ(y)
∫

Rn
x

ψ(x)ei(x,y)dx

⎞⎟⎠ dy =
∫

Rn
y

ϕ(y)ψ̂(y)dy .

Для доказательства 2) подставим в равенство (1.39) вместо ψ функ-
цию h = (2π)−nψ̂. Имеем

(2π)−n

∫
Rn

x

ϕ̂ψ̂dx =
∫

Rn
x

ϕĥdx.

Используя формулу обращения преобразования Фурье, получаем

ĥ(x) = (2π)−n

∫
R

n
ξ

ψ̂(ξ)ei(x,ξ)dξ = (2π)−n

∫
R

n
ξ

ψ̂(ξ)e−i(x,ξ)dξ = ψ(x).

Проверим теперь формулу (1.41). Меняя порядок интегрирования
согласно теореме Фубини, получаем

ϕ̂ ∗ ψ =
∫

Rn
x

⎛⎜⎝ ∫
Rn

y

ϕ(y)ψ(x − y)dy

⎞⎟⎠ ei(x,ξ)dx =

=
∫

Rn
y

ϕ(y)ei(ξ,y)

⎛⎜⎝ ∫
Rn

x

ψ(x− y)ei(x−y,ξ)dx

⎞⎟⎠ dy = ϕ̂ · ψ̂.
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Для доказательства равенства (1.42) заметим, что

F [F [ϕ]] = (2π)nϕ(−x). (1.43)

Поэтому
F [F [ϕψ]] = (2π)nϕ(−x)ψ(−x). (1.44)

Согласно формуле (1.41)

F [(2π)−n(ϕ̂ ∗ ψ̂)] = (2π)−nF [F [ϕ]] · F [F [ψ]] = (2π)nϕ(−x)ψ(−x). (1.45)

Равенства (1.44) и (1.45) показывают, что

F [ϕ̂ψ] = F [(2π)−nϕ̂ ∗ ψ̂],

и, следовательно, справедливо равенство (1.42).
Определим теперь преобразование Фурье для обобщенных функций

u из S′. В основу этого определения положено соотношение (1.39), спра-
ведливое для любых функций ψ(x) и ϕ(x) из L1(Rn

x).
Преобразованием Фурье обобщенной функции u ∈ S′(Rn

x) на-
зывается обобщенная функция û из S′(Rn

x), которая определяется равен-
ством

〈û, ϕ〉 = 〈u, ϕ̂〉 (1.46)
для любой ϕ ∈ S(Rn

x).
Так как преобразование Фурье: ϕ �→ ϕ̂ непрерывно в S, то пра-

вая часть равенства (1.46) задает обобщенную функцию в S′. Если
u ∈ S(Rn

x), то в силу равенства (1.39), определение преобразования Фу-
рье (1.46) совпадает с определением (1.29).

Теорема 11. Для обобщенной функции из S′ справедлива формула об-
ращения преобразования Фурье вида:

u(−x) = (2π)−n̂̂u, (1.47)

т. е.
〈u, ϕ(−x)〉 = (2π)−n 〈û, ϕ̂〉 = (2π)−n

〈
u, ̂̂ϕ〉 .

Отображение u �→ û в S′ непрерывно.

Доказательство. Действительно, используя формулу (1.43), получаем〈
(2π)−n̂̂u, ϕ〉 = (2π)−n 〈û, ϕ̂〉 = (2π)−n

〈
u, ̂̂ϕ〉 = 〈u, ϕ(−x)〉 .

Если uk → u в S′, то ûk → û в S′, как это непосредственно следует из
определения (1.46).
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1.3.5. Обобщенные решения дифференциальных уравнений

Теория обобщенных функций позволяет ввести понятие обобщенного ре-
шения для линейных уравнений с частными производными с бесконечно
дифференцируемыми коэффициентами. Пусть

L(u) ≡
∑

|α|�m

aα(x)Dαu = f(x), где aα(x) ∈ C∞(Ω), f ∈ D′(Ω).

Обобщенным решением уравнения L(u) = f в области Ω будем
называть такую обобщенную функцию u ∈ D′(Ω), что∑

|α|�m

aα(x)Dαu = f(x).

Это означает, что для любого ϕ ∈ D(Ω)

〈L(u), ϕ〉 =

〈
u,
∑

|α|�m

(−1)|α|Dα
x (aαϕ)

〉
= 〈f, ϕ〉 .

Важную роль в теории уравнений с частными производными играет по-
нятие фундаментального решения.
Фундаментальным решением уравнения L(u) = 0 называется та-

кая обобщенная функция u(x, x0) из D′(Ω), что

L(u) = δ(x− x0)

для любой точки x0 ∈ Ω. Очевидно, фундаментальное решение опре-
деляется с точностью до слагаемого, которое является решением одно-
родного уравнения L(u) = 0. Здесь обобщенная функция δ(x − x0)—
«сдвинутая δ-функция», действующая на ϕ ∈ D(Ω) по формуле〈

δ(x− x0), ϕ(x)
〉

= ϕ(x0).

В следующих главах мы рассмотрим подробнее эти вопросы для основ-
ных уравнений математической физики.

1.3.6. Пространство Hk(Ω)

Пространство Hk(Ω) определим как пополнение линейного пространства
функций C∞(Ω) по норме

‖u‖Hk(Ω) =

⎛⎝ ∫
Ω

∑
|α|�k

|Dαu|2dx
⎞⎠ 1

2

.
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Функции u ∈ C∞(Ω) образуют линейное пространство. В нем можно
ввести скалярное произведение и норму:

(u, v) =
∫
Ω

uv dx, ‖u‖2 =
∫
Ω

u2 dx.

Замыкая это пространство, получим все L2(Ω). Введем в этой сово-
купности функций u ∈ C∞(Ω) скалярное произведение

[u, v]H′(Ω) =
∫
Ω

uv dx+
∫
Ω

n∑
k=1

∂u

∂xk

∂v

∂xk
dx

и норму, соответствующую этому скалярному произведению

‖u‖2H1(Ω) =
∫
Ω

u2 dx+
∫
Ω

n∑
k=1

(
∂u

∂xk

)2

dx.

Пусть u ∈ C∞
0 (Ω) ⊂ C∞(Ω).

Через
◦
H1 обозначим замыкание линейного пространства функций

C∞
0 (Ω) по норме H1(Ω). Очевидно, что

◦
H1(Ω) ⊂ H1(Ω).

В этой главе, п. 1.1.2, было доказано неравенство Фридрихса для
функций из C1(Ω), равных нулю на границе области Ω:

‖u‖2L2(Ω) � C

∫
Ω

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂u∂xj

∣∣∣∣2 dx .
Данное неравенство справедливо также и для функции u ∈

◦
H1(Ω). В

самом деле, по определению пространства
◦
H1(Ω) существует последова-

тельность {un}, un ∈ C∞
0 (Ω), такая что un → u по норме H1(Ω).

Переходя к пределу в неравенстве

‖un‖2L2(Ω) � C

∫
Ω

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂u∂xj

∣∣∣∣2 dx ,
получим неравенство Фридрихса для функций

◦
H1(Ω).



Глава 2

Классификация уравнений
с частными производными

2.1. Некоторые физические задачи,
приводящие к уравнениям
с частными производными

Теория уравнений с частными производными имеет две характерные
особенности. Первая из них — непосредственная связь теории с прило-
жениями, с задачами физики. Более того, теория уравнений с частны-
ми производными возникла на основе изучения конкретных физических
задач, приводивших к исследованию отдельных уравнений с частными
производными, которые получили название уравнений математической
физики.
Как известно, теория обыкновенных дифференциальных уравнений

начала развиваться в XVII веке сразу же после возникновения диффе-
ренциального и интегрального исчисления. Именно через обыкновенные
дифференциальные уравнения шли приложения нового исчисления к за-
дачам геометрии и механики. В небесной механике оказалось возмож-
ным не только получить и объяснить уже известные ранее факты, но
и сделать новые открытия (например, открытие планеты Нептун бы-
ло сделано на основе анализа дифференциальных уравнений). Уравне-
ния с частными производными начали изучаться значительно позднее.
Изучение уравнений с частными производными, встречающихся в фи-
зике, привело к созданию в середине XVIII века новой ветви анализа —
уравнений математической физики. Основы этой науки были заложе-
ны трудамиЖ. Д’Аламбера (1717–1783), Л. Эйлера (1707–1783), Д. Бер-
нулли (1700–1782), Ж. Лагранжа (1736–1813), П. Лапласа (1749–1827),
С. Пуассона (1781–1840), Ж. Фурье (1768–1830). Разработанные ими при
исследовании конкретных задач математической физики идеи и методы
оказались применимыми к широким классам дифференциальных урав-
нений, что и послужило в конце XIX века основой для развития общей
теории уравнений с частными производными.
Другая особенность теории уравнений с частными производными —

ее тесная связь с другими разделами математики, такими как функци-
ональный анализ и теория функций, топология, алгебра, комплексный
анализ. Теория уравнений с частными производными широко использу-
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ет основные понятия, идеи и методы этих областей математики и, более
того, в свою очередь влияет на их проблематику и направление иссле-
дований. Классическим примером такого взаимодействия является ис-
следование колебаний струны. Уравнение колебаний струны было выве-
дено Д’Аламбером в 1747 г. Он получил также формулу, представляю-
щую общее решение этого уравнения. Эйлер получил формулу, которая
дает решение задачи Коши для уравнения колебаний струны: эта фор-
мула в настоящее время называется формулой Д’Аламбера. Д. Бернул-
ли утверждал, что всякое решение уравнения колебаний струны пред-
ставляется тригонометрическим рядом. Спор Эйлера с Д’Аламбером и
Д. Бернулли о природе решений уравнения колебаний струны имел важ-
ное значение для развития математической физики, анализа и особенно
теории тригонометрических рядов. Дальнейшие исследования вопроса
о представимости функций тригонометрическими рядами были прове-
дены Ж. Фурье в 1822 г. в связи с задачами о распространении тепла,
а затем в работах Л. Дирихле (1805–1859) были впервые указаны до-
статочные условия разложимости функций в тригонометрический ряд.
Вопрос о представлении функции тригонометрическим рядом, впервые
возникший в задачах математической физики, в значительной мере спо-
собствовал созданию современной теории множеств и теории функций.
При изучении конкретных дифференциальных уравнений, возника-

ющих в процессе решения физических задач, часто создавались методы,
обладавшие большой общностью и применявшиеся вначале без строгого
математического обоснования к широкому кругу физических проблем.
Такими методами являются, например, метод Фурье, метод Ритца, ме-
тод Галёркина, методы теории возмущений и другие.
Эффективность применения этих методов явилась одной из причин

попыток их строгого математического обоснования. Это приводило к
созданию новых математических теорий, новых направлений исследова-
ния (теория интеграла Фурье, теория разложений по собственным функ-
циям и т. д.).
Постановка математической задачи, связанной с изучением физиче-

ского явления, приводит к математической идеализации явления или,
другими словами, к построению математической модели, описывающей
основные закономерности изучаемого класса физических явлений. Та-
кое построение модели для ряда физических явлений состоит в выводе
уравнений, который опирается на основные физические законы, учиты-
вающие лишь наиболее существенные черты явления, и пренебрегает
рядом его второстепенных черт. Такими законами являются, например,
законы сохранения количества движения, энергии, массы и т. д. Указан-
ным путем можно получить уравнения для физических явлений, изу-
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чаемых в электродинамике, акустике, теории упругости, гидродинамике
и других разделах механики сплошной среды. Изучение математиче-
ской модели математическими методами позволяет не только получить
количественные характеристики физических явлений и рассчитать с за-
данной степенью точности ход реального процесса, но дает возможность
также глубоко проникнуть в суть физических явлений и иногда пред-
сказать новые эффекты.
Для примера рассмотрим задачу о распространении тепла, которая

впервые изучалась в работах Ж. Фурье, опубликованных в начале XIX
века.
Пусть температура тела Ω в точке x = (x1, x2, x3) в момент времени t

определяется функцией u(x, t). Будем предполагать, что функция u(x, t)
принадлежит классу C2,1(Ω× [0, τ ]).
Для вывода уравнения, описывающего процесс распространения теп-

ла, воспользуемся законом Ньютона, который установлен на основе фи-
зических экспериментов. Сформулируем закон Ньютона в следующей
форме.
Пусть S — гладкая поверхность, лежащая внутри тела Ω, и ν — еди-

ничный вектор нормали к S. Согласно закону Ньютона количество
тепла Q, проходящее через поверхность S в направлении нормали ν за
промежуток времени от t1 до t2, определяется следующей формулой

Q = −
t2∫

t1

{∫
S

k(x)
∂u(x)
∂ν

ds

}
dt. (2.1)

Здесь ∂u
∂ν означает производную функции u(x, t) по направлению ν,

функция k(x) положительна и носит название коэффициента внутрен-
ней теплопроводности тела в точке x.
Рассмотрим случай, когда тело Ω изотропно в отношении теплопро-

водности. Это означает, что функция k(x) не зависит от направления
нормали к поверхности S в точке x. Кроме того, предположим, что
k(x) ∈ C1(Ω).
Внутри тела может возникать или поглощаться тепло (например, при

прохождении тока, вследствие химических реакций и т. д.). Выделение
тепла характеризуется плотностью тепловых источников f(x, t) в точке
x в момент времени t. В результате действия этих источников в части
тела, занимающей область Ω1 ⊂ Ω, за промежуток времени от t1 до t2
выделяется количество тепла

Q1 =

t2∫
t1

∫
Ω1

f(x, t)dxdt.
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Будем предполагать,что f ∈ C0(Ω × [0, τ ]). Для вывода уравнения,
которому удовлетворяет распределение температуры u(x, t) внутри тела
Ω, выделим подобласть Ω1 области Ω, ограниченную гладкой поверх-
ностью ∂Ω1, и рассмотрим изменение количества тепла внутри Ω1 за
промежуток времени от t1 до t2. Через поверхность ∂Ω1, согласно зако-
ну Ньютона (2.1), за промежуток времени от t1 до t2 входит количество
тепла, равное

t2∫
t1

⎡⎣ ∫
∂Ω1

k(x)
∂u

∂ν
ds

⎤⎦ dt,
где ∂u

∂ν означает производную по направлению внешней нормали к ∂Ω1.
С другой стороны, изменение количества тепла внутри Ω1 за проме-

жуток времени от t1 до t2 можно определить через изменение темпера-
туры. Это количество тепла равно∫

Ω1

c(x)ρ(x) [u(x, t2)− u(x, t1)] dx, ρ ∈ C0(Ω), c(x) ∈ C0(Ω),

где ρ(x)—плотность тела, c(x)— теплоемкость тела в точке x. Поэтому
должно быть выполнено равенство, соответствующее балансу тепла:∫
Ω1

c(x)ρ(x) [u(x, t2)− u(x, t1)] dx =

=

t2∫
t1

⎡⎣ ∫
∂Ω1

k(x)
∂u(x)
∂ν

ds

⎤⎦ dt +

t2∫
t1

∫
Ω1

f(x, t)dx dt . (2.2)

По формуле Гаусса—Остроградского имеем
t2∫

t1

⎛⎝ ∫
∂Ω1

k(x)
∂u(x)
∂ν

ds

⎞⎠ dt =

t2∫
t1

∫
Ω1

n∑
j=1

∂

∂xj

(
k(x)

∂u

∂xj

)
dxdt.

Поэтому равенство (2.2) можно записать в виде
t2∫

t1

∫
Ω1

c(x)ρ(x)
∂u

∂t
dxdt =

=

t2∫
t1

∫
Ω1

n∑
j=1

∂

∂xj

(
k(x)

∂u

∂xj

)
dxdt +

t2∫
t1

∫
Ω1

f(x, t)dxdt . (2.3)

Так как Ω1—произвольная подобласть области Ω, промежуток време-
ни [t1, t2] произвольный, и под знаком интегралов стоят непрерывные
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функции, то из равенства (2.3) вытекает, что в любой момент времени t
для любой точки x ∈ Ω выполняется равенство

c(x)ρ(x)
∂u

∂t
=

n∑
j=1

∂

∂xj

(
k(x)

∂u

∂xj

)
+ f(x, t). (2.4)

Уравнение (2.4) при f ≡ 0 и постоянных c(x), ρ(x) и k(x) называется
уравнением теплопроводности. Оно впервые было получено Ж. Фу-
рье в 1822 г. в его знаменитой работе «Аналитическая теория тепла».
Это уравнение задает распределение температуры в однородном теле.
После работ Фурье уравнение теплопроводности было предметом иссле-
дований многих ученых в XIX веке (в частности, сюда относится работа
Пуассона «Математическая теория тепла», опубликованная в 1835 г.).
Исследование этого уравнения продолжается и в наше время.
Естественно, что на распределение температуры внутри тела влияет

тепловой режим на его границе. Оказывается, что задание температуры
в начальный момент времени t = 0 во всех точках тела Ω и задание тем-
пературы на границе тела ∂Ω в любой момент времени t � 0 однозначно
определяет температуру тела при t > 0.
Определение решения u(x, t) уравнения (2.4) по заданному началь-

ному условию
u
∣∣∣
t=0

= u0(x) (2.5)
и заданному граничному условию вида

u
∣∣∣
∂Ω×[0,τ ]

= ψ (2.6)

называется первой краевой задачей для уравнения (2.4). Если извест-
но количество тепла, проходящее через любой участок границы тела за
любой промежуток времени от t1 до t2, то, согласно закону Ньютона
(2.1), в каждой точке границы тела однозначно определена в любой мо-
мент времени t производная по направлению нормали к границе ∂u

∂ν .
Определение решения u(x, t) уравнения (2.4) по заданному началь-

ному распределению температуры

u
∣∣∣
t=0

= u0(x) (2.7)

и заданному граничному условию вида

∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω×[0,τ ]

= ψ (2.8)

называется второй краевой задачей для уравнения (2.4). Уравнение
(2.4) относится к числу основных уравнений математической физики.



48 Глава 2. Классификация уравнений с частными производными

На примере задачи о распространении тепла мы видим, что мате-
матическое описание физического явления приводит к определению ре-
шения уравнения с частными производными, удовлетворяющего неко-
торым дополнительным условиям. В главе 4 будет показано, что как
решение первой краевой задачи (2.4), (2.5), (2.6), так и решение второй
краевой задачи (2.4),(2.7), (2.8) единственно. Это означает, что допол-
нительные условия (2.5), (2.6), а также (2.7), (2.8), продиктованные фи-
зическими условиями задачи, однозначно выделяют решение уравнения
(2.4) из всей бесконечной совокупности решений.
Если температура тела установилась, т. е. не зависит от времени, и

плотность тепловых источников внутри тела также не зависит от време-
ни, то функция u(x), которая задает установившееся или, как говорят,
стационарное распределение температуры, удовлетворяет уравнению

n∑
j=1

∂

∂xj

(
k(x)

∂u

∂xj

)
= f(x). (2.9)

Если тело однородное и f(x) ≡ 0, то уравнение (2.9) имеет вид

Δu ≡
n∑

j=1

∂2u

∂x2
l

= 0 . (2.10)

Уравнение (2.10) называется уравнением Лапласа.
Это уравнение встречалось в работах Эйлера и Лагранжа, но впер-

вые систематически исследовалось в работах Лапласа (1782, 1787) по
небесной механике и гравиметрии. К уравнению Лапласа приводят мно-
гие физические задачи теории упругости, небесной механики, электро-
статики, гидродинамики, что является характерным примером того, что
иногда различные физические явления могут быть описаны с помощью
одной и той же математической модели.
Уравнение вида

n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

= f(x) (2.11)

называется уравнением Пуассона. С. Пуассон — знаменитый фран-
цузский механик, математик и астроном — впервые дал вывод этого
уравнения в 1813 г. в статье «Замечания об уравнении теории притяже-
ний». Это уравнение описывает стационарное распределение температу-
ры при наличии тепловых источников внутри тела Ω с плотностью f(x).
Простейшей задачей является определение стационарного распреде-

ления температуры внутри тела по заданной температуре на границе те-
ла. Эта задача носит название задачи Дирихле по имени математика
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Л. Дирихле (1805–1859), впервые доказавшего единственность решения
этой задачи.
Закон сохранения количества массы жидкости или газа при движе-

нии можно выразить в виде так называемого уравнения неразрывно-
сти.
Пусть ρ(x, t)—плотность жидкости, x = (x1, x2, x3), v(x, t)— вектор

скорости движения жидкости в точке x в момент времени t.
Можно показать (см., например, [11]), что

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0 . (2.12)

Уравнение (2.12) носит название уравнения неразрывности. Рас-
смотрим случай несжимаемой жидкости. Это означает, что ρ = const .
Если движение жидкости потенциально, т. е. существует функция v(x, t)
такая, что

v = gradu,

то, подставляя v = grad u в (2.12) и учитывая, что ∂ρ
∂t = 0, получим

3∑
j=1

∂2u

∂x2
j

= 0.

Таким образом, функция u, называемая потенциалом скорости дви-
жения жидкости, удовлетворяет в области Ω уравнению Лапласа.
Рассмотрим теперь электрическое поле E стационарных зарядов в

Ω. Из стационарности процесса следует, что rotE = 0 и, следовательно,
электрическое поле является потенциальным:

E = −grad u . (2.13)

Пусть ρ(x)— объемная плотность зарядов, имеющихся в среде, для
которой диэлектрическая постоянная равна единице. Из основного за-
кона электростатики вытекает, что∫

∂Ω1

(E · ν)ds = 4π
∫
Ω1

ρdx, (2.14)

где Ω1—любая подобласть области Ω, ∂Ω1 — граница Ω, ν — единичный
вектор внешней нормали к ∂Ω, (E·ν)— скалярное произведение векторов
E и ν. Применяя формулу Гаусса—Остроградского, из равенства (2.14)
получаем ∫

Ω1

divEdx = 4π
∫
Ω1

ρdx. (2.15)
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Отсюда следует, что
divE = 4πρ. (2.16)

Подставляя в равенство (2.16) выражение (2.13) для E, получим

3∑
j=1

∂2u

∂xj
= −4πρ.

Это означает, что электростатический потенциал u(x) удовлетворяет в
Ω уравнению Пуассона. Если внутри Ω нет объемных зарядов, т. е. ρ ≡ 0
в Ω, то электростатический потенциал u(x) удовлетворяет уравнению
Лапласа.
Приведем без подробного вывода некоторые другие важнейшие урав-

нения математической физики. Вывод этих уравнений и обсуждение свя-
занных с ними физических задач можно найти в учебниках [10] — [13].
Многие колебательные процессы описываются уравнением

a2
n∑

j=1

∂2u

∂x2
j

=
∂2u

∂t2
, a = const, a > 0 , (2.17)

которое называется волновым уравнением. В случае n = 1 это урав-
нение описывает колебания струны и, как мы уже упоминали выше, оно
явилось одним из первых уравнений с частными производными, под-
вергшимся детальному исследованию. Его изучением занимались мно-
гие видные математики XVIII века. Струной мы называем твердое тело,
в котором длина значительно превосходит другие размеры и на которое
действует сила натяжения. Предполагается, что струна не сопротивляет-
ся изгибу, т. е. изменению ее формы, не вызывающему изменения длины
произвольно взятого участка струны, но сопротивляется растяжению,
причем работа внешней силы, вызывающей изменение длины некоторого
участка струны, пропорциональна этому изменению с коэффициентом
пропорциональности T .
Пусть положение колеблющейся струны в плоскости (x1, u) задается

функцией u(x, t). Через ρ(x1) обозначим плотность струны в точке x1.
Тогда функция u(x1, t) удовлетворяет уравнению

ρ
∂2u

∂t2
= T

∂2u

∂x2
1

, (2.18)

если предполагается, что колебания являются малыми.
Если в положении равновесия струна совпадает с отрезком [0, l] оси

x1 и закреплена на концах, то определение формы струны в любой мо-
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мент времени t приводит к задаче нахождения решения уравнения (2.18),
удовлетворяющего граничным условиям

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0

и начальным условиям

u
∣∣∣
t=0

= u0(x1),
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= u1(x1),

соответствующим заданию начальной формы струны и начального им-
пульса.
Если на струну действует внешняя сила, плотность которой в точке

x1 в момент времени t равна f(x1, t) и направление которой перпенди-
кулярно оси x1, то вместо уравнения (2.18) для функции u(x1, t) имеем
уравнение

ρ
∂2u

∂t2
= T

∂2u

∂x2
1

+ f(x1, t). (2.19)

Для натянутой упругой пленки, называемой мембраной, так же, как
и для колеблющейся струны, получаем уравнение вида

ρ
∂2u

∂t2
= T

2∑
j=1

∂2u

∂x2
j

+ f(x1, x2, t), (2.20)

где ρ(x1, x2)—плотность мембраны, T —коэффициент натяжения,
f(x1, x2)—плотность действующей на мембрану внешней силы. При
этом колебания мембраны предполагаются малыми и поперечными, т. е.
с изменением времени t координаты x = (x1, x2) фиксированной точки
мембраны не меняются, меняется только функция u(x1, x2), определяю-
щая отклонение мембраны от плоскости (x1, x2).
Если мембрана находится в равновесии, то, как следует из уравнения

(2.20), ее форма u(x) определяется как решение уравнения Пуассона

T

2∑
j=1

∂2u

∂x2
j

= −f(x, t). (2.21)

Если мембрана закреплена по краям, то это означает, что функция
u(x), заданная в области Ω, удовлетворяет граничному условию

u
∣∣∣
∂Ω

= 0. (2.22)

Таким образом, при рассмотрении равновесия мембраны мы снова
приходим к задаче Дирихле для уравнения Пуассона.
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Уравнение (2.17) в случае n = 3 описывает распространение звуко-
вых колебаний. Исходя из общей системы уравнений движения газа и
предполагая, что при распространении звуковых колебаний давление и
плотность газа мало отличаются от постоянных, для плотности u(x, t)
газа в точке x в момент времени t получаем уравнение вида (2.17).
Физическая интерпретация решений рассмотренных здесь уравнений

помогает лучше понять и предугадать их свойства. Иногда физический
смысл задачи для уравнения с частными производными указывает так-
же на естественный путь ее решения.

2.2. Задача Коши. Характеристики.
Классификация уравнений

В настоящем курсе мы будем изучать линейные уравнения с частны-
ми производными порядка m и системы линейных уравнений первого
порядка. Наиболее значительное место будет занимать изучение урав-
нений второго порядка. Это объясняется, в частности, тем, что к ним
приводят многие важные физические задачи (см. § 2.1). Теория урав-
нений второго порядка имеет многочисленные приложения не только
в задачах механики и физики, но также и в ряде разделов геометрии
и анализа. Кроме того, уравнения с частными производными второго
порядка изучены наиболее детально. Их изучение послужило началом
построения общей теории уравнений с частными производными.
Линейным уравнением порядка m называется уравнение с част-

ными производными вида∑
|α|�m

aα(x)Dα
xu = f(x), (2.23)

где, согласно обозначениям, введенным в § 1.2, Dxj = ∂
∂xj

, α =
(α1, . . . , αn)—мультииндекс, |α| = α1 + · · ·+αn, αj � 0—целые числа,
j = 1, . . . , n; Dα

x = Dα1
x1
· · · Dαn

xn
, aα(x)— заданные функции точки x ∈ Rn

x,
называемые коэффициентами уравнения, заданная функция f(x) назы-
вается свободным членом уравнения; суммирование в (2.23) проводится
по всем мультииндексам α таким, что |α| � m . Таким образом, левая
часть уравнения (2.23) представляет собою некоторую линейную комби-
нацию всевозможных производных неизвестной функции u порядка, не
превышающего m.
Всюду, где не оговорено особо, мы будем рассматривать функции

aα(x), f(x) и u(x), принимающие только действительные значения, когда
x принадлежит некоторой области Ω ⊂ Rn

x.



2.2. Задача Коши 53

Каждому уравнению вида (2.23) сопоставим многочлен от действи-
тельных переменных ξ = (ξ1, . . . , ξn) вида∑

|α|=m

aα(x)ξα, (2.24)

где, как всегда, ξα = ξα1
1 · · · ξαn

n . Многочлен (2.24) называется харак-
теристической формой или главной частью символа уравнения
(2.23). Если ненулевой вектор ξ = (ξ1, . . . , ξn) удовлетворяет в данной
точке x уравнению ∑

|α|=m

aα(x)ξα = 0 ,

то говорят, что вектор ξ имеет в точке x характеристическое направ-
ление.
Гиперповерхность S, нормаль к которой в каждой точке x ∈ S имеет

характеристическое направление, называется характеристикой урав-
нения (2.23).
Под решением уравнения (2.23) в области Ω ⊂ Rn

x будем понимать
функцию u(x) ∈ Cm(Ω), удовлетворяющую уравнению (2.23) в каждой
точке x ∈ Ω. Такие решения мы будем иногда называть классическими
решениями в отличие от обобщенных решений, которые мы определим
ниже (см. также § 1.2).
Уравнения второго порядка удобнее рассматривать в традиционной

записи
n∑

k,j=1

akj(x)uxkxj +
n∑

k=1

bk(x)uxk
+ c(x) = f(x). (2.25)

Рассмотрим теперь задачу Коши для уравнения (2.23).
Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений известно,

что задача Коши для линейного дифференциального уравнения порядка
m вида

m∑
k=0

ak(t)
dku

dtk
= f(x) (2.26)

имеет на отрезке [t1, t2] единственное решение u(t), удовлетворяющее
начальным условиям

u
∣∣∣
t=t0

= u0,
dju

dtj

∣∣∣
t=t0

= uj , j = 1, 2, . . . ,m− 1, (2.27)

где uj = const, j = 0, 1, . . . ,m − 1, если t ∈ [t1, t2], am(t) �= 0, функции
ak(t), f(t) непрерывны на отрезке [t1, t2].
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Естественным обобщением задачи Коши (2.26), (2.27) на случай урав-
нения с частными производными (2.23) является следующая задача с
начальными условиями, которая также носит название задачи Коши.
Выделим одну из независимых переменных (x1, . . . , xn), например xn,

и положим xn = t. Обычно в физических задачах роль t играет время, а
x1, . . . , xn−1 —пространственные координаты. Пусть на плоскости t = t0
в окрестности точки x′

0 = (x0
1, . . . , x

0
n−1) заданы начальные условия

u
∣∣∣
t=t0

= ϕ0(x′), Dj
tu
∣∣∣
t=t0

= ϕj(x′), (2.28)

j = 1, . . . ,m− 1, x′ = (x1, . . . , xn−1).

Задача Коши состоит в том, чтобы в некоторой окрестности Ω точ-
ки x0 = (x′

0, t0) найти решение u(x) уравнения (2.23), удовлетворя-
ющее начальным условиям (2.28). Для уравнений с частными произ-
водными нет столь общих теорем о разрешимости задачи Коши, как
для обыкновенных дифференциальных уравнений. Решение задачи Ко-
ши (2.23), (2.28) может не существовать даже при бесконечной диффе-
ренцируемости всех коэффициентов уравнения (2.23), функций f(x, t),
ϕj(x′), j = 0, 1, . . . ,m − 1, и при предположении, что aα(x) �= 0 при
α = (0, . . . , 0,m).
Удивительным является то обстоятельство, что даже при m = 2 су-

ществуют уравнения вида (2.23) с бесконечно дифференцируемыми ко-
эффициентами aα(x) и бесконечно дифференцируемой функцией f(x),
которые в любой окрестности точки x0 не имеют ни одного решения.
Такие уравнения называются локально неразрешимыми. Впервые
пример такого уравнения первого порядка с комплекснозначными ко-
эффициентами (уравнение первого порядка с комплекснозначными ко-
эффициентами эквивалентно системе двух уравнений первого порядка
с действительными коэффициентами, которой удовлетворяют действи-
тельная и мнимая части решения уравнения) был построен Г. Леви в
1957 г. (см. [3]). Л. Хёрмандер (см. [3]) доказал, что уравнение второго
порядка с действительными коэффициентами вида

(x2
2 − x2

3)ux1x1 + (1 + x2
1)(ux2x2 − ux3x3)− x1x2ux1x3 −

− (x1x2u)x1x2 + x1x3ux1x3 + (x1x3u)x1x3 = f(x) (2.29)

не имеет ни одного решения при некоторой функции f(x) ∈ C∞(Rn
x) для

любой области Ω ⊂ Rn
x. В настоящее время известны широкие достаточ-

ные условия локальной неразрешимости уравнений с частными произ-
водными. По вопросу о неразрешимости уравнений проведены интерес-
ные и глубокие исследования (см., например, [3]). Как уже упоминалось,
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теория уравнений с частными производными возникла на базе уравне-
ний математической физики. Для конкретных уравнений с частными
производными, таких как уравнение Лапласа, уравнение теплопровод-
ности, волновое уравнение, в XVIII и XIX веках была построена богатая
теория, созданы мощные методы их исследования. Эти результаты по-
служили основой для создания общей теории уравнений с частными про-
изводными, позволили выделить и изучить важные классы уравнений
и систем уравнений с частными производными, напоминающие по сво-
им свойствам три основных уравнения математической физики: уравне-
ние Лапласа, уравнение теплопроводности, волновое уравнение. К числу
первых результатов общей теории уравнений с частными производными
принадлежит теорема Ковалевской. Теорема Ковалевской, или, как ее
часто называют, теорема Коши—Ковалевской, занимает важное место в
теории уравнений с частными производными. Теорема дает ответ на во-
прос, при каких предположениях задача Коши (2.23), (2.28) имеет реше-
ние. Эта теорема наряду с двумя другими работами была представлена в
1874 г. С. В. Ковалевской (1850–1891) в Геттингенский университет в ка-
честве докторской диссертации и была опубликована в 1875 г. В 1842 го-
ду O. Коши (1789–1857), систематически изучавший задачу с начальны-
ми условиями для дифференциальных уравнений, которая в настоящее
время носит название задачи Коши, доказал существование аналитиче-
ских решений этой задачи для обыкновенных дифференциальных урав-
нений и для некоторых классов уравнений с частными производными.
Этим вопросам он посвятил четыре статьи. С. В. Ковалевская не знала
этих статей O. Коши и в своей работе опиралась на лекции своего учите-
ля К. Вейерштрасса (1815–1897), где рассматривалась задача с началь-
ными условиями для обыкновенных дифференциальных уравнений. Ис-
следование С. В. Ковалевской придало вопросу о разрешимости задачи
Коши для уравнений и систем с частными производными в классе ана-
литических функций завершенный характер. А. Пуанкаре (1854–1912)
писал: «Ковалевская значительно упростила доказательство и придала
теореме окончательную форму».
Функция f(z1, . . . , zn) от n комплексных переменных называется

аналитической в окрестности точки z0 = (z0
1 , . . . , z

0
n), если при до-

статочно малых |zj − z0
j |, j = 1, . . . , n, она представима в виде сходяще-

гося степенного ряда

f(z) =
∑
α

cα(z − z0)α,

где (z−z0)α ≡ (z1−z0
1)

α1 · · · (zn−z0
n)αn , α = (α1, . . . , αn)—мультииндекс,

cα = const, сумма берется по всем возможным мультииндексам α.
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Очевидно, что cα = 1
α!Dαu

∣∣∣
z=z0

, где α! ≡ α1! · · ·αn!.

Разрешим уравнение (2.23) относительно Dm
t u предполагая, что ко-

эффициент при этой производной отличен от нуля. Получим

Dm
t u =

∑
|α|�m, α1<m

bα(x)Dα
xu+ f1(x). (2.30)

Теорема 12 (Ковалевской I). Пусть функции bα(x), f(x)— анали-
тические в окрестности точки x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ Rn

x, функции
ϕj(x′), j = 1, . . . ,m − 1, — аналитические в окрестности точки x′

0 =
(x0

1, . . . , x
0
n−1). Тогда задача Коши (2.30), (2.28) имеет аналитическое

решение в некоторой окрестности точки x0, и притом единственное
в классе аналитических функций.

Для доказательства теоремы Ковалевской мы воспользуемся теори-
ей симметрических систем. С. В. Ковалевская доказывала свою теорему
с помощью метода мажорант. Это доказательство приведено, например,
в учебнике И. Г. Петровского [10]. Заметим, что в теореме Ковалевской
функции bα, f1 в уравнении (2.30) и ϕj в (2.28) могут быть комплексно-
значными при x ∈ Rn

x.
Доказательство теоремы Ковалевской будет дано в § 5.5.
Здесь мы покажем, что если аналитическое решение u(x) задачи Ко-

ши (2.30), (2.28) существует, то его коэффициенты разложения в степен-
ной ряд определяются единственном образом. Пусть x′ = (x1, . . . , xn−1),
α′ = (α1, . . . , αn−1), x′

0 = (x0
1, . . . , x

0
n−1)

u(x) = u(x′, t) =
∑
α′,αn

Cα′,αn(x− x′
0)

α′
(t− t0)αn ,

где Cα′,αn = 1
α′!αn!Dα′

x′Dαn
t u(x′

0, t0). Покажем, что все производные реше-
ния u(x, t) задачи (2.30),(2.28) в точке (x′

0, t0) определяются начальными
условиями (2.28) и уравнением (2.30) однозначно. Дифференцируя ра-
венства (2.28) по x′, получим, что при любом α′

Dα′
x′Dj

tu(x
′
0, t0) = Dα′

x′ϕj(x′
0), j = 0, 1, . . . ,m− 1. (2.31)

Дифференцируя уравнение (2.30) по переменным x′ и полагая x =
(x′

0, t0), получим, что при любом мультииндексе β
′ = (β′

1, . . . , β
′
n−1)

Dβ′
x′Dm

t u(x
′
0, t0) =

⎛⎝ ∑
|α|=m, αn<m

Dβ′
x′

[
bα(x)Dα′

x′Dαn
t u
]⎞⎠ ∣∣∣∣∣

x=x0

+Dβ′
x′ f1(x0).

(2.32)
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В правой части этого равенства стоят производные от функции u(x),
которые в точке x0 = (x′

0, t0) определены равенствами (2.31). Следова-
тельно, соотношения (2.32) при любом мультииндексе β′ определяют в
точке (x1

0, t0) производные вида Dβ′
x′Dm

t . Далее доказательство проводим
методом индукции. Пусть при некотором k � m x0 определены все про-
изводные вида

Dβ′
x′Dk

t u (2.33)
для любого мультииндекса β′. Покажем, что в точке x0 могут быть при
этом однозначно определены также все производные вида

Dβ′
x′Dk+1

t u. (2.34)

Для этого к правой и левой частям уравнения (2.30) применим опе-
ратор Dβ′

x′Dk+1−m
t . В правую часть полученного равенства входят лишь

производные вида (2.33), которые определены в точке x0 по предпо-
ложению индукции. Следовательно, стоящая в левой части равенства
производная вида (2.34) определяется в точке x0 однозначно. Итак, мы
доказали, что задача Коши (2.30), (2.28) может иметь не более одного
аналитического решения.
Рассмотрим теперь общее линейное уравнение (2.23) порядка m, не

выделяя особо одну из независимых переменных, которую мы обозна-
чали через t. Для этого уравнения можно поставить задачу Коши с
начальными условиям на гиперповерхности. Эта задача является обоб-
щением задачи Коши (2.30), (2.28). Пусть уравнение F (x) = 0 задает
(n − 1)-мерную гиперповерхность S в окрестности точки x0, и пусть
gradF (x0) �= 0. Пусть ϕ(x)—функция класса Cm(Ω1), где Ω1—некото-
рая окрестность точки x0. Задача Коши состоит в том, чтобы найти в
некоторой окрестности Ω точки x0 решение уравнения (2.23) такое, что

Dα
x (u− ϕ) = 0 на S ∩ Ω при |α| � m− 1. (2.35)

Дополнительные условия (2.35) на решение u(x) называются на-
чальными условиями. Будем предполагать, что F ∈ Cm(Ω). Задачу
Коши (2.23), (2.35) с начальными условиями на гиперповерхности S по-
пытаемся привести к задаче Коши вида (2.30), (2.28). Для этого сделаем
замену независимых переменных вида

yj = xj , j = 1, . . . , n− 1, yn = F (x), (2.36)

считая для определенности, что ∂F
∂xn

�= 0 в окрестности x0. В новых
независимых переменных уравнение (2.23) примет вид∑

|α|�m

bα(y)Dα
y u = f . (2.37)
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Начальные условия (2.35) можно записать в виде

Dα
y (u− ϕ)

∣∣∣
yn=0

= 0, |α| � m− 1.

Эти условия эквивалентны условиям

Dj
yn
u
∣∣∣
yn=0

= ψj , j = 1, . . . ,m− 1, (2.38)

где ψj — заданные функции переменных y1, . . . , yn−1. Если F (x)— ана-
литическая функция в окрестности x0, коэффициенты aα(x) уравнения
(2.23), функции f(x) и ϕ(x) также аналитические в некоторой окрестно-
сти точки x0, то таким путем мы приходим к задаче Коши (2.37), (2.38),
к которой применима теорема Ковалевской, если коэффициент bα(y) при
α = (0, . . . , 0,m) отличен от нуля в точке x0, а, значит, уравнение (2.37)
можно разрешить относительно производной Dm

yn
u. Легко видеть, что

для α = (0, . . . , 0,m)

bα(y) =
∑

|β|=m

aβ(x)(gradF )β ,

где, как обычно,

(gradF )β =
(
∂F1

∂x1

)β1

· · ·
(
∂F

∂xn

)βn

.

Условие bα(y) �= 0 в точке x0 означает, что нормаль к поверхности S
в точке x0 не имеет характеристического направления. Таким образом,
в этом случае по теореме Ковалевской в некоторой окрестности точки
x0 существует единственное аналитическое решение задачи Коши (2.37),
(2.38), а значит, и (2.23), (2.35). Если в уравнении (2.37) коэффициент
bα(y) при α = (0, . . . , 0,m) равен тождественно нулю на S, то уравнение
(2.37) в точках S дает некоторое соотношение между функциями ψj ,
фигурирующими в начальных условиях (2.38).
Таким образом, если S является характеристикой для уравнения

(2.23), то задача Коши (2.23), (2.35) даже с аналитическими данными
не имеет решения, если указанное соотношение на S не выполняется.
Если же решение существует, то оно может быть не единственным.
На свойствах характеристической формы (2.24) построена класси-

фикация линейных уравнений (2.23). Именно, выделяются два важных
класса уравнений порядка m: уравнения эллиптического типа и уравне-
ния гиперболического типа.
Уравнение (2.23) называется эллиптическим, или уравнением эл-

липтического типа, в точке x ∈ Rn
x, если∑

|α|=m

aα(x)ξα �= 0 (2.39)
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при всех ξ ∈ Rn
ξ ,, отличных от ξ = 0. Если условие (2.39) выполнено для

всех x ∈ Ω, то уравнение (2.23) называется эллиптическим в обла-
сти Ω.
Таким образом, эллиптическое уравнение (2.23) не имеет характери-

стических направлений.
Уравнение (2.23) называется гиперболическим в точке x в на-

правлении оси xn, или уравнением гиперболического типа в на-
правлении оси xn, если уравнение∑

|α|=m

aα(x)ξα = 0 (2.40)

oтносительно ξn при |ξ′| �= 0 имеет m действительных и различных кор-
ней; здесь ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1). Уравнение (2.40) называется характери-
стическим уравнением. Если уравнение (2.23) является гиперболи-
ческим в направлении оси xn в любой точке ∈ Ω, то оно называется
гиперболическим в направлении оси xn в Ω.
Если все корни характеристического уравнения (2.40) в точке x отно-

сительно ξn при |ξ′| �= 0 являются действительными, но число их меньше
m, то уравнение (2.30) называется слабо гиперболическим в направ-
лении оси xn в точке x.
Простейшим примером эллиптического уравнения является уравне-

ние Лаплаcа
n∑

j=1

∂2u

∂x2
j

= 0,

так как
2∑

j=1
�= 0 при |ξ| �= 0. Простейшим примером гиперболического

уравнения в направлении оси t является волновое уравнение

∂2u

∂t2
= a2

n−1∑
j=1

∂2u

∂x2
j

, a = const > 0,

так как соответствующее характеристическое уравнение

ξ2n = a2
n−1∑
j=1

ξ2j

имеет корни ξn = ±a|ξ′|.
И. Г. Петровским был выделен еще один важный класс уравнений

порядка m, которые носят название уравнений, параболических по
Петровскому. При определении этого класса учитываются не только
члены уравнения с производным от u порядка m, но и некоторые члены
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с производными низшего порядка. В уравнении (2.23) выделим особо
переменное xn = t . Обозначим x′ = (x1, . . . , xn−1), α = (α′, αn), α′ =
(α1, . . . , αn−1). Уравнение (2.23) запишем в виде∑

|α|�m

aα(x)Dα′
x′Dαn

t u = f(x). (2.41)

Пусть p—целое положительное число. Многочлен вида∑
|α′|+pαn=m

aα(x)(ξ′)α
′
ξαn
n (2.42)

будем называть обобщенной характеристической формой с весом
p для уравнения (2.41) в точке x.
Уравнение (2.41) называется параболическим по Петровскому в

точке x = (x1, . . . , xn−1, t), если для некоторого p действительные части
всех корней уравнения относительно ξn вида∑

|α′|+pαn=m

aα(x)(iξ′)α
′
ξαn
n = 0 (2.43)

при любых действительных ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) таких, что |ξ′| = 1, удо-
влетворяют неравенству

Re ξn � −δ,
где δ = const > 0. Если уравнение (2.41) является параболическим по
Петровскому в любой точке x области Ω, то уравнение называется па-
раболическим по Петровскому в области Ω.
Простейшим примером класса параболических по Петровскому урав-

нений (их часто называют также параболическими) является уравнение
теплопроводности

∂u

∂t
−

n−1∑
j=1

∂2u

∂x2
j

= 0 .

Действительно, обобщенная характеристическая форма с весом p = 2
имеет вид

ξn −
n−1∑
j=1

ξ2j .

Уравнение (2.43)

ξn −
n−1∑
j=1

(iξj)2 = 0
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относительно ξn имеет единственный корень ξn = −
n−1∑
j=1

ξ2j = −1 при

|ξ′| = 1.
Для уравнений с частными производными второго порядка можно

провести более детальную классификацию, разбивая все уравнения на
классы уравнений, инвариантные при невырожденной замене независи-
мых переменных.
Покажем сначала, что уравнение второго порядка можно привести

линейной заменой независимых переменных к некоторому каноническо-
му виду в фиксированной точке x0.
Рассмотрим уравнение (2.25). Мы будем предполагать, что уравнение

(2.25) записано так, что akj(x) = ajk(x). Сделаем замену независимых
переменных x �−→ y :

y = Ax, ys =
n∑

j=1

Asjxj, s = 1, . . . , n,

A = (Ajs), Ajs = const, detA �= 0. (2.44)

Уравнение (2.25) в переменных y примет вид
n∑

s,l=1

(akj(x)AsjAlk) uysyl
+ L1(u) = f(x), (2.45)

где через L1(u) мы обозначили члены, не содержащие производных вто-
рого порядка от функции u.
Рассмотрим теперь характеристическую форму уравнения (2.25)

n∑
k,j=1

akj(x)ξkξj (2.46)

и сделаем в ней замену независимых переменных ξ �−→ η:

ξ = Aη∗, ξj =
n∑

s=1

Asjηs, j = 1, . . . , n. (2.47)

В новых переменных форма (2.46) запишется в виде

n∑
s,l=1

⎛⎝ n∑
k,j=1

akj(x)AsjAlk

⎞⎠ ηsηl. (2.48)

Легко видеть, что многочлен (2.48) является характеристической фор-
мой уравнения (2.45).
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Фиксируем теперь точку x0 и матрицу A выберем так, чтобы при
замене (2.47) квадратичная форма (2.46) в точке x0 в новых переменных
η имела канонический вид

n∑
s=1

δsη
2
s , (2.49)

где δs, s = 1, . . . , n, принимают значения 0, 1,−1 . Из алгебры известно,
что такой выбор матрицы A возможен и что число членов в сумме (2.49)
с положительными коэффициентами δs и число членов с отрицательны-
ми коэффициентами δs равны соответственно числу положительных и
числу отрицательных собственных значений матрицы

(
akj(x0)

)
, причем

эти числа не зависят от выбора неособого преобразования (2.47), приво-
дящего форму (2.46) к виду (2.49).
Следовательно, при таком выборе матрицы A∗ после замены незави-

симых переменных (2.44) уравнение (2.25) в точке x0 примет вид

n∑
s=1

δsuysys + L1(u) = f(x0).

Таким образом, класс уравнений вида (2.25), инвариантный относитель-
но линейной замены независимых переменных, в точке x0 характеризу-
ется двумя числами r и q, равными соответственно числу положитель-
ных и числу отрицательных собственных значений матрицы (akj(x0)).
Очевидно, что среди чисел δs, s = 1, . . . , n имеется n − (r + q) чисел,
равных нулю.
Уравнение (2.25) называется эллиптическим в точке x0, если r = n,

q = 0 либо r = 0, q = n. В этом случае характеристическая форма (2.46)
отлична от нуля при |ξ| �= 0.
Уравнение второго порядка (2.25) называется гиперболическим,

если r = 1, q = n− 1, либо r = n− 1, q = 1. В этом случае оно является
гиперболическим в направлении оси yk, если δk = −δs при s �= k.
Уравнение (2.25) называется слабо параболическим, если r =

n − 1, q = 0, либо r = 0, q = n − 1. Уравнения, параболические по
Петровскому, составляют подкласс таких уравнений с p = 2. Их можно
записать в виде

ut −
n−1∑

k,j=1

bkj(x′, t)uxkxj +
n−1∑
k=1

ck(x′, t)uxk
+ c(x′, t)u = f(x′, t), (2.50)

где
n−1∑

k,j=1

bkj(x′, t)ξkξj > 0 при |ξ′| �= 0.
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Уравнения (2.25), для которых все δs � 0 при s = 1, . . . , n, называют-
ся уравнениями второго порядка с неотрицательной характеристической
формой. Их теория изложена в монографии [20].
Рассмотрим теперь системы уравнений с частными производными

первого порядка с неизвестной вектор-функцией

u(x) = (u1(x), . . . , uN (x)).

Пусть Ak(x), k = 1, . . . , n, B(x) квадратные матрицы порядка N, f(x) =
(f1(x), . . . , fN (x)). Тогда система первого порядка может быть записана
в виде

n∑
k=1

Ak(x)
∂u

∂xk
+B(x)u = f(x), (2.51)

где x ∈ Ω ⊂ Rn
x и

∂u
∂xk

=
(

∂u1
∂xk

, . . . , ∂uN
∂xk

)
, k = 1, . . . , n. Выделим одну

из независимых переменных, например xn, и обозначим xn = t. Пред-
положим, что detAn �= 0 в точке x0 = (x0

1, . . . , x
0
n). Тогда в окрестности

точки x0 систему (2.51) можно представить в виде

∂u

∂t
=

n−1∑
k=1

Bk(x)
∂u

∂xk
+ C(x)u+ ψ(x), (2.52)

где Bk(x), k = 1, . . . , n−1, C(x)—матрицы порядка N, ψ(x)— заданная
вектор-функция. Задача Коши для системы (2.52) состоит в том, чтобы
найти решение u(x′, t) системы (2.52) в окрестности точки x0, удовле-
творяющее начальным условиям

u
∣∣∣
t=t0

= ϕ(x′), x′ = (x1, . . . , xn−1), (2.53)

где ϕ(x′)— заданная вектор-функция в окрестности точки x′
0 =

(x0
1, . . . , x

0
n−1).

Теорема 13 (Ковалевской II). Если элементы матриц Bk(x), k =
1, . . . , n−1, C(x) и компоненты вектора ψ(x) являются аналитически-
ми функциями в окрестности точки x0, а компоненты вектора ϕ(x′)
являются аналитическими функциями в окрестности точки x′

0, то в
некоторой окрестности точки x0 существует и притом единственное
решение u(x) системы (2.52) с условиями (2.53), компоненты которого
являются аналитическими функциями в этой окрестности.

Доказательство единственности аналитического решения задачи
(2.52), (2.53) проводится точно так же, как и для уравнения (2.30); и
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мы предоставляем это доказательство читателю. Существование анали-
тического решения задачи Коши (2.52), (2.53) будет доказано в гл. 6.
В каждой точке x ∈ Ω системе (2.51) сопоставляется многочлен

det

{
n∑

k=1

Ak(x)ξk

}
,

который называется характеристической формой системы (2.51)
в точке x. Говорят, что вектор ξ = (ξ1, . . . , ξn) пространства Rn

ξ имеет
характеристическое направление для системы (2.51) в точке x, если

det

{
n∑

k=1

Ak(x)ξk

}
= 0 .

Гиперповерхность, нормаль к которой в каждой точке имеет характери-
стическое направление, называется характеристикой.
Для системы (2.51) можно ставить задачу Коши с начальными усло-

виями на n − 1-мерной гиперповерхности S . Пусть уравнение F (x) = 0
задает гиперповерхность S в окрестности точки x0. Задача Коши с
начальными условиями на S состоит в том, чтобы в окрестности точки
x0 ∈ S найти решение системы (2.51), удовлетворяющее условию

u
∣∣∣
S

= ϕ, (2.54)

где ϕ— заданная вектор-функция на S.
Пусть ∂F

∂xn
�= 0 в точке x0. Тогда, сделав замену независимых пере-

менных вида (2.36) в системе (2.51), получим

n∑
s=1

Ãs(y)
∂u

∂ys
+ B̃(y)u = f̃(y), (2.55)

где матрица Ãn =
n∑

k=1

Ak
∂F
∂xk
. Систему (2.55) можно разрешить в окрест-

ности точки x0 относительно ∂u
∂yn
, если

det

{
n∑

k=1

Ak(x0)
∂F (x0)
∂xk

}
�= 0,

т. е. если направление нормали к гиперповерхности S в точке x0 не
является характеристическим направлением. В этом случае при усло-
вии аналитичности в окрестности точки x0 элементов матриц Ak(x),
k = 1, . . . , n, B(x) и вектора f(x) и аналитичности функции F (x) и
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вектор-функции ϕ(x), согласно теореме Ковалевской, примененной к си-
стеме (2.55) с начальными условиями

u
∣∣∣
y0

= ϕ, (2.56)

в некоторой окрестности точки x0 существует и единственно аналитиче-
ское решение системы (2.51) с начальными условиями (2.54).
Пусть гиперповерхность S такова, что на S

det

{
n∑

k=1

Ak(x)
∂F (x)
∂xk

}
= 0.

Это означает, что s является характеристикой. В этом случае систему
(2.55) можно записать в виде

Ãn
∂u

∂yn
= −

n−1∑
k=1

Ãk
∂u

∂yk
− B̃u+ f̃ , (2.57)

где det Ãn = 0 на S. На гиперповерхности S правая часть φ системы
(2.57) определяется по начальным условиям (2.56). Поэтому, если реше-
ние u(x) задачи (2.56), (2.57) существует, то существует вектор

∂u

∂yn
=
(
∂u1

∂yn
, . . . ,

∂uN

∂yn

)
,

удовлетворяющий в каждой точке S алгебраической системе

Ãn
∂u

∂yn
= φ(y) (2.58)

и, следовательно, ранг матрицы Ãn =
n∑

k=1

Ak(x)
∂F (x)
∂xk

на S должен быть

равен рангу расширенной матрицы, соответствующей системе (2.58) с
вектор-функцией φ(y) в правой части. Обращение в нуль всех миноров
порядка N расширенной матрицы дает соотношения на характери-
стике между начальными данными ϕ и коэффициентами системы, ко-
торые должны выполняться в случае, если решение задачи Коши (2.51),
(2.54) с данными на характеристике S существует. Таким образом, на-
чальные условия (2.54) на характеристике S не могут быть заданы про-
извольно, они связаны указанными выше соотношениями на характери-
стике.
Мы выделим два класса хорошо изученных систем уравнений вида

(2.51).
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Система (2.51) называется эллиптической в точке x, если при
любом ξ ∈ Rn

ξ , |ξ| �= 0

det

{
n∑

r=1

Ak(x)ξk

}
�= 0.

Система (2.51), эллиптическая в каждой точке области x, называется
эллиптической в области Ω.
Примером эллиптической системы является система Коши—Римана⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂u1

∂x1
− ∂u2

∂x2
= 0,

∂u2

∂x1
+ ∂u1

∂x2
= 0.

(2.59)

Для системы (2.59)

A1 =
(

1 0
0 1

)
, A2 =

(
0 −1
1 0

)
,

det {A1ξ1 +A2ξ2} = det
(
ξ1 −ξ2
ξ2 ξ1

)
= ξ21 + ξ22 �= 0

при |ξ| �= 0.
Система (2.51) называется гиперболической в точке x в направ-

лении оси xn, если уравнение относительно ξn вида

det

{
n∑

k=1

Akξk

}
= 0 (2.60)

имеет N действительных и различных корней при |ξ′| �= 0. Если урав-
нение (2.60) относительно ξn имеет только действительные корни при
|ξ′| �= 0, но число их меньше, чем N , то система (2.51) называется слабо
гиперболической.
Примером гиперболической в направлении оси t системы является

система ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂u1

∂t
− ∂u2

∂x1
= 0,

∂u2

∂t
− ∂u1

∂x1
= 0,

(2.61)

описывающая одномерные звуковые волны и колебания струны.
Характеристическая форма для этой системы имеет вид ξ22 − ξ21 . По-

этому корни уравнения (2.60) относительно ξ2 для системы (2.61) имеют
вид ξ2 = ±|ξ1| и являются действительными и различными при |ξ1|.
Каждый из выделенных классов систем обладает своими специфиче-

скими свойствами. Изучению эллиптических и гиперболических систем
посвящена обширная литература.



Глава 3

Уравнение Лапласа

Одним из наиболее важных уравнений в математической физике и в
общей теории уравнений с частными производными является уравнение
Лапласа n∑

j=1

∂2u

∂x2
j

= 0,

которое коротко записывается в виде Δu = 0. Уравнение Лапласа встре-
чается в задачах электростатики, теории потенциала, гидродинамики,
теории теплопередачи и многих других разделов физики, а также в тео-
рии функций комплексного переменного и в различных областях мате-
матического анализа. Уравнение Лапласа является простейшим пред-
ставителем класса эллиптических уравнений. В настоящей главе будут
изложены основные свойства решений уравнения Лапласа. Многие из
этих свойств в том или ином виде справедливы для решений различных
классов эллиптических уравнений. Как известно, всякая аналитическая
функция представима в виде u(x, y) + iv(x, y), где u(x, y) и v(x, y) явля-
ются решениями уравнения Лапласа. Поэтому некоторые свойства реше-
ний уравнения Лапласа аналогичны свойствам аналитических функций.
Изучению уравнения Лапласа посвящены многие монографии и статьи
(см., например, [14], [15]). Хотя начало изучения уравнения Лапласа от-
носится к XVIII веку (П. Лаплас, 1782 г.), исследование уравнения Ла-
пласа продолжается и в наше время и с уравнением Лапласа связан ряд
интересных нерешенных проблем.

3.1. Гармонические функции. Уравнение Пуассона.
Формулы Грина

Функцию u(x) будем называть гармонической функцией в области Ω,
если u(x) принадлежит классу C2(Ω) и удовлетворяет в каждой точке Ω
уравнению Лапласа

Δu = 0 . (3.1)
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Если не оговорено противное, область Ω в гл. 3 предполагается огра-
ниченной. Дифференциальный оператор, соответствующий левой части
уравнения (3.1), называют оператором Лапласа. Уравнение вида

Δu = f(x) (3.2)

называется уравнением Пуассона. Решением уравнения Пуассона в
области Ω будем называть функцию u(x) из класса C2(Ω) такую, что
Δu = f в любой точке области Ω. Такое решение u(x) называют еще
классическим решением уравнения Пуассона в области Ω.
Многие физические задачи, в частности задачи электростатики и

теории тяготения, приводят к необходимости рассматривать обобщен-
ные решения уравнения Пуассона (3.2).
Обобщенным решением уравнения (3.2) в области Ω будем на-

зывать обобщенную функцию u из пространства D′(Ω), которая удовле-
творяет уравнению (3.2) в смысле обобщенных функций, т. е.

〈Δu, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 , (3.3)
где ϕ ∈ D(Ω).
Как правило, рассматривают различные классы обобщенных реше-

ний, которые являются обычными функциями и удовлетворяют неко-
торым дополнительным условиям гладкости или поведения на границе
области. Одним из таких классов обобщенных решений уравнения Пуас-
сона являются функции из пространства L2(Ω) такие, что при любой
функции ϕ(x) из пространства D(Ω) справедливо равенство∫

Ω

uΔϕdx =
∫
Ω

fϕdx,

которое будем называть интегральным тождеством. Другим важ-
ным классом обобщенных решений уравнения (3.2) являются, например,
функции из пространства H1(Ω), удовлетворяющие интегральному тож-
деству ∫

Ω

n∑
j=1

∂u

∂xj

∂ϕ

∂xj
dx = −

∫
Ω

fϕdx

при любой функции ϕ из D(Ω). Очевидно, для таких функций u(x) это
интегральное тождество эквивалентно равенству (3.3).
Обобщенной гармонической функцией, или обобщенным реше-

нием уравнения Лапласа, в области Ω будем называть такую обобщен-
ную функцию u из пространства D′(Ω), которая удовлетворяет уравне-
нию Лапласа в смысле обобщенных функций, т. е.

〈Δu, ϕ〉 = 〈u,Δϕ〉 = 0, ϕ ∈ D(Ω).
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Как будет показано в § 3.11, всякая обобщенная гармоническая функ-
ция является также гармонической функцией в Ω. Это означает, что
для уравнения Лапласа введение обобщенных функций в области Ω не
расширяет класса гармонических функций в Ω.

Установим некоторые интегральные соотношения, которые носят на-
звание формул Грина.
Пусть Ω— ограниченная область в евклидовом пространстве Rn

x =
(x1, . . . , xn), граница которой ∂Ω принадлежит классу B1. Пусть u(x)
и v(x)—функции, принадлежащие классу C2(Ω). Применяя формулу
интегрирования по частям (см. § 1.1), получаем∫

Ω

v
∂2u

∂x2
j

dx = −
∫
Ω

∂v

∂xj

∂u

∂xj
dx+

∫
∂Ω

v
∂u

∂xj
νjds . (3.4)

Здесь, как всегда, ν = (ν1, . . . , νn)— единичный вектор внешней нормали
к ∂Ω, ds означает элемент площади ∂Ω.
Суммируя равенства (3.4) по j от 1 до n, получаем первую форму-

лу Грина ∫
Ω

vΔudx = −
∫
Ω

n∑
j=1

∂v

∂xj

∂u

∂xj
dx+

∫
∂Ω

v
∂u

∂ν
ds. (3.5)

Точно так же имеем∫
Ω

uΔvdx = −
∫
Ω

n∑
j=1

∂u

∂xj

∂v

∂xj
dx+

∫
∂Ω

u
∂v

∂ν
ds. (3.6)

Вычитая из равенства (3.5) равенство (3.6), получим вторую формулу
Грина ∫

Ω

(vΔu− uΔv)dx =
∫
∂Ω

(
v
∂u

∂ν
− u∂v

∂ν

)
ds. (3.7)

Ниже мы увидим многочисленные применения этих формул при изуче-
нии уравнения Лапласа и уравнения Пуассона.

Замечание 1. Формулы Грина (3.5) и (3.7) справедливы также для
функций u(x) и v(x) из класса C2(Ω)∩C1(Ω). Для доказательства этого
утверждения нужно построить последовательность областей Ωm таких,
что

Ωm ⊂ Ωm+1 ⊂ Ω, ∪mΩm = Ω, ∂Ωm ∈ B1,

и в формулах Грина для Ωm перейти к пределу при m→∞.
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3.2. Фундаментальное решение

Понятие фундаментального решения является одним из основных поня-
тий теории уравнений с частными производными. Для уравнений мате-
матической физики и, в частности, для уравнения Лапласа оно имеет
четкий физический смысл.
Пусть

|x− x0| =
⎛⎝ n∑

j=1

(xj − x0
j)

2

⎞⎠ 1
2

,

где x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)— точка пространства Rn

x, рассматриваемая как па-
раметр. Функция

E(x, x0) = −|x− x
0|2−n

(n− 2)ωn
при n > 2, (3.8)

E(x, x0) = 1
2π

ln |x− x0| при n = 2, (3.9)

где ωn —площадь поверхности единичной сферы в пространстве Rn
x,

играет важную роль при изучении уравнения Лапласа. Положим
E(x, x0) = E(|x−x0|). Легко проверить, что в области Rn

x\{x0} функция
E(x, x0) является гармонической функцией, т. е.

ΔE = 0, Rn
x\{x0}. (3.10)

Действительно, если функция v(x) зависит только от r ≡ |x − x0| и
удовлетворяет уравнению Лапласа при |x − x0| �= 0, то, подставляя v в
уравнение (3.1), получим обыкновенное дифференциальное уравнение

Δv =
d2v

dr2
+

(n− 1)
r

dv

dr
= 0. (3.11)

Легко проверить, что функция E(r) удовлетворяет уравнению (3.11) при
|x− x0| �= 0.

Определение 1. Функция V (x, x0) называется фундаментальным
решением уравнения Лапласа, если V (x, x0) является обобщенной
функцией из пространства D′(Rn

x) и удовлетворяет уравнению

ΔV = δ(x − x0), (3.12)

где обобщенная функция δ(x)—функция Дирака:

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0),
〈
δ(x − x0), ϕ(x)

〉
= ϕ(x0).

Покажем, что функция E(x, x0) является фундаментальным решени-
ем уравнения Лапласа. Так как E(x, x0)—локально суммируемая функ-
ция в Rn

x, то E(x, x0) ∈ D′(Rn
x). Проверим, что выполнено уравнение
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(3.12). Пусть ϕ(x) ∈ D(Rn
x). Согласно определению производной обоб-

щенной функции
〈ΔE,ϕ〉 = 〈E,Δϕ〉 .

Далее, так как E(x, x0)—локально суммируемая функция в Rn
x, то

〈E,Δϕ〉 =
∫

Rn
x

E(x, x0)Δϕ(x)dx = lim
ε→0

∫
Rn

x\Qx0
ε

E(x, x0)Δϕ(x)dx,

где Qx0

ε обозначает шар радиуса ε с центром в точке x = x0. Для вы-
числения последнего предела воспользуемся второй формулой Грина.
Имеем∫

Rn
x\Qx0

ε

E(x, x0)Δϕ(x)dx =
∫

Rn
x\Qx0

ε

ΔE(x, x0)ϕ(x)dx +
∫

Sx0
ε

(
E
∂ϕ

∂ν ′ − ϕ
∂E

∂ν ′

)
ds,

(3.13)
где ν ′ —направление внутренней нормали к сфере радиуса ε с центром
в точке x0, которую мы обозначили Sx0

ε . В силу равенства (3.10)∫
Rn

x\Qx0
ε

ΔE(x, x0)ϕ(x)dx = 0.

Покажем, что последний интеграл в равенстве (3.13) стремится к ϕ(x0)
при ε→ 0. Имеем∣∣∣∣∣∣∣
∫

Sx0
ε

E
∂ϕ

∂ν ′ds

∣∣∣∣∣∣∣ � |E(ε)|
∫

Sx0
ε

∣∣∣∣ ∂ϕ∂ν ′

∣∣∣∣ ds � |E(ε)|ωnε
n−1 max

Sx0
ε

∣∣∣∣ ∂ϕ∂ν ′

∣∣∣∣ � C1ε
n−1|E(ε)|,

где постоянная C1 не зависит от ε, так как E(x, x0) постоянна на
Sx0

ε и равна E(ε), а производные ϕ ограничены в Ω. Очевидно, что
E(ε)εn−1 → 0 при ε→ 0. Легко видеть, что

lim
ε→0

∫
Sx0

ε

ϕ
∂E

∂ν ′ ds = − lim
ε→0

ε1−n

ωn

∫
Sx0

ε

ϕds = −ϕ(x0),

так как ∂E
∂ν′ = − ε1−n

ωn
на сфере Sx0

ε . Поэтому предел при ε → 0 левой
части равенства (3.13) равен ϕ(x0). Следовательно,

〈ΔE,ϕ〉 = 〈E,Δϕ〉 = ϕ(x0) =
〈
δ(x − x0), ϕ(x)

〉
.

Это означает, что функция E(x, x0) удовлетворяет уравнению (3.12).
В случае n = 3 функция CE(x, x0), где C = const, является потенци-
алом электростатического поля, создаваемого точечным электрическим
зарядом, помещенным в точку x0. Кроме того, CE(x, x0) можно рас-
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сматривать как функцию, определяющую стационарное распределение
температуры в R3

x при наличии точечного источника тепла в точке x0

(см. § 2.1).

3.3. Представление решений с помощью потенциалов

Пусть u(x) ∈ C2(Ω). Через Qx0

ε обозначим, как и выше, шар радиуса ε
с центром в точке x0, а через Sx0

ε обозначим сферу радиуса ε с центром
в точке x0. Пусть Qx0

ε ⊂ Ω и Ωε = Ω\Qx0

ε . Применим вторую формулу
Грина (3.7) к области Ωε и функциям u(x) и E(x, x0). Имеем∫

Ωε

(EΔu− uΔE) dx =
∫
∂Ω

(
E
∂u

∂ν
− u∂E

∂ν

)
ds +

∫
Sx0

ε

(
E
∂u

∂ν ′ − u
∂E

∂ν ′

)
ds,

(3.14)
где ν ′ —направление внутренней нормали к Sx0

ε . Равенство (3.14) спра-
ведливо при любых достаточно малых ε. Первый интеграл в правой ча-
сти равенства (3.14) не зависит от ε. Покажем, что при ε→ 0 интеграл
по Sx0

ε в правой части равенства (3.14) стремится к u(x0). Легко видеть,
что ∣∣∣∣∣∣∣

∫
Sx0

ε

E
∂u

∂ν ′ ds

∣∣∣∣∣∣∣ � |E(ε)|ωnε
n−1 max

Sx0
ε

∣∣∣∣ ∂u∂ν ′

∣∣∣∣ � C1ε
n−1|E(ε)|,

где постоянная C1 не зависит от ε, и εn−1|E(ε)| → 0 при ε→ 0. Так как
на Sx0

ε ∂E

∂ν ′ = −∂E
∂ν

= − 1
ωn
ε1−n,

то

lim
ε→0

⎛⎝− ∫
Sx0

ε

u
∂E

∂ν ′ds

⎞⎠ = lim
ε→0

ε1−n

ωn

∫
Sx0

ε

u ds = u(x0).

Здесь мы применили известную теорему о среднем значении для инте-
грала ∫

Sx0
ε

uds = ωnε
n−1u(xε),

где xε ∈ Sx0

ε , и воспользовались непрерывностью u(x) в Ω. Поэтому,
переходя в равенстве (3.14) к пределу при ε→ 0, получим

u(x0) =
∫
∂Ω

(
u
∂E

∂ν
− E∂u

∂ν

)
ds +

∫
Ω

EΔudx. (3.15)
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Если Δu = 0 в Ω, то из формулы (3.15) следует, что

u(x0) =
∫
∂Ω

(
u(x)

∂E(x, x0)
∂ν

− E(x, x0)
∂u(x)
∂ν

)
ds. (3.16)

Формула (3.16) дает представление гармонической функции из
класса C2(Ω) в любой точке x0 области Ω через значения u(x) на ∂Ω
и значения на ∂Ω ее нормальной производной ∂u

∂ν . Из формулы (3.16)
получим много важных следствий.
Если Δu = f в Ω, то из формулы (3.15) имеем

u(x0) =
∫
Ω

f(x)E(x, x0)dx+
∫
∂Ω

(
u(x)

∂E(x, x0)
∂ν

− E(x, x0)
∂u(x)
∂ν

)
ds

(3.17)
для любой точки x0 ∈ Ω.
Интеграл вида

u0(x0) =
∫
Ω

a0(x)|x− x0|2−ndx, n > 2, (3.18)

называется объемным потенциалом или ньютоновым потенциа-
лом с плотностью a0(x) в Ω. Интеграл вида

u1(x0) =
∫
∂Ω

a1(x)|x− x0|2−ndx, n > 2, (3.19)

называется потенциалом простого слоя с плотностью a1(x) на ∂Ω, а
интеграл вида

u2(x0) =
∫
∂Ω

a2(x)
∂|x− x0|2−n

∂ν
dx, n > 2, (3.20)

называется потенциалом двойного слоя с плотностью a2(x) на ∂Ω.
В случае n = 2 аналогично определятся ньютонов, или логарифмиче-
ский, потенциал и потенциалы простого или двойного слоев. При этом
в интегралах (3.18), (3.19), (3.20) нужно функцию |x− x0|2−n заменить
функцией − ln |x− x0|.
Из формулы (3.16) следует, что всякую гармоническую функцию из

класса C2(Ω) можно представить в виде суммы потенциала простого
слоя и потенциала двойного слоя на ∂Ω, плотности которых определя-
ются значениями ∂u

∂ν и u на ∂Ω.
Физический смысл потенциалов (3.18)–(3.20) при n = 3 и n = 2 по-

дробно разъясняется в книгах [10], [12]. Как мы уже отмечали, в случае
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n = 3 напряженность электростатического поля, создаваемого точечным
электрическим зарядом q, помещенным в точку x0, при соответствую-
щем выборе единиц измерения равна градиенту функции q|x − x0|2−n,
называемой потенциалом данного электростатического поля. Очевидно,
градиент ньютонова потенциала (3.18) определяет напряженность элек-
тростатического поля в Rn

x\Ω, создаваемого зарядами, помещенными в
область Ω, плотность которых равна a0(x). Потенциал простого слоя
(3.19) является потенциалом электростатического поля в Rn

x\∂Ω, созда-
ваемого электрическими зарядами, помещенными на ∂Ω с поверхност-
ной плотностью a1(x). Градиент потенциала двойного слоя (3.20) опреде-
ляет напряженность электростатического поля, создаваемого диполями,
помещенными на поверхности ∂Ω с поверхностной плотностью a2(x).
Легко видеть, что функции u1(x0) и u2(x0) являются гармонически-

ми функциями в Rn
x\∂Ω, если a1 и a2 —функции класса C0(∂Ω), так

как

Δu1 =
∫
∂Ω

a1Δ|x−x0|2−nds=0, Δu2 =
∫
∂Ω

a2
∂

∂ν
Δ|x−x0|2−nds=0, n>2,

для любой точки x0 ∈ Rn
x\∂Ω. (Дифференцирование под знаком инте-

гралов (3.19), (3.20) по координатам точки x0 при x0 ∈ Rn
x\∂Ω законно,

так как |x−x0|2−n — бесконечно дифференцируемая функция координат
точек x и x0 при x0 �= x.) Таким образом, интегралы (3.19), (3.20) опре-
деляют два семейства частных решений уравнения Лапласа в области Ω.
Плотности a1 и a2 —произвольные функции из класса C0(∂Ω). Точно так
же получаем, что ньютонов потенциал (3.18) при a0(x) ∈ C0(Ω) является
гармонической функцией в Rn

x\Ω, так как

Δu0 =
∫
Ω

a0(x)Δ|x− x0|2−ndx = 0

для любой точки x0 ∈ Rn
x\Ω. Дифференцирование под знаком интеграла

(3.18) возможно в силу того, что при x0 ∈ Rn
x\Ω производные относи-

тельно координат точки x0 подынтегральной функции являются непре-
рывными функциями x в Ω.

3.4. Основные краевые задачи

Здесь мы сформулируем основные краевые задачи для уравнения Ла-
пласа и уравнения Пуассона в их классической постановке.
Простейшей и наиболее изученной краевой задачей для уравнения

Лапласа является задача Дирихле, или, как ее еще называют, первая
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краевая задача. Имеются глубокие и полные результаты, касающиеся
условий разрешимости этой задачи и свойств ее решений (см. обзор-
ную статью [14]). Замечательные результаты, относящиеся к задаче Ди-
рихле для уравнения Лапласа, принадлежат А. Пуанкаре, Н. Винеру,
М. В. Келдышу, М. А. Лаврентьеву, И. Г. Петровскому.
Задача Дирихле для уравнения Лапласа состоит в следующем:

найти гармоническую функцию u(x) в Ω из класса C2(Ω) ∩ C0(Ω), удо-
влетворяющую граничному условию

u
∣∣∣
∂Ω

= Ψ, (3.21)

где Ψ— заданная непрерывная функция на ∂Ω.
Другой простейшей краевой задачей, наиболее часто встречающейся

в приложениях, является задача Неймана, или, как ее часто называют,
вторая краевая задача. Задача Неймана для уравнения Лапласа
состоит в следующем: найти гармоническую функцию u(x) в Ω из класса
C2(Ω) ∩ C1(Ω), удовлетворяющую граничному условию

∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= Ψ, (3.22)

где Ψ— заданная непрерывная функция на ∂Ω, ∂u
∂ν —производная по на-

правлению внешней нормали к ∂Ω.
В физических приложениях часто встречается также краевая задача,

которую называют третьей краевой задачей или смешанной крае-
вой задачей для уравнения Лапласа. Эта задача состоит в следующем:
найти гармоническую функцию в Ω из класса C2(Ω)∩C1(Ω), удовлетво-
ряющую граничному условию вида(

∂u

∂ν
+ au

)∣∣∣∣
∂Ω

= Ψ, (3.23)

где a—некоторая известная функция на ∂Ω, Ψ— заданная непрерывная
функция на ∂Ω.
Задача Дирихле, задача Неймана и третья краевая задача ставятся

аналогично и для уравнения Пуассона.
В настоящее время для эллиптических уравнений и, в частности, для

уравнения Лапласа изучены краевые задачи с граничными условиями,
содержащими производные от неизвестной функции высокого порядка.
Однако в нашем курсе мы будем рассматривать лишь основные краевые
задачи соответственно с граничными условиями (3.21), (3.22) или (3.23).
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3.5. Теоремы о среднем арифметическом.
Принцип максимума

Установим теперь некоторые важные свойства гармонических функций.
Соответствующие теоремы получим как следствие из формул Грина и
формулы представления гармонической функции с помощью потенциа-
лов.

Теорема 14 (о потоке тепла). Пусть u(x)— гармоническая функция в
Ω из класса C2(Ω), ∂Ω ∈ B1. Тогда∫

∂Ω

∂u

∂ν
ds = 0. (3.24)

Доказательство. Применим формулу Грина (3.5) для функций
u(x), v(x) ≡ 1 в области Ω. В этом случае из равенства (3.5) выте-
кает соотношение (3.24).

Эта теорема имеет следующую физическую интерпретацию. Если
u(x) задает стационарное распределение температуры внутри однород-
ной изотропной среды, заполняющей объем Ω, то

−
∫
∂Ω

∂u

∂ν
ds

с точностью до постоянного множителя, зависящего от выбора единиц
измерения, задает поток тепла через поверхность ∂Ω в сторону норма-
ли ν. Теорема 1 утверждает, что поток тепла через границу тела при
стационарном распределении температуры равен нулю.
Пусть постоянные ρ1 и ρ2 таковы, что Qx0

ρ1
и Qx0

ρ2
содержатся в Ω

и ρ2 > ρ1. Тогда, применяя соотношение (3.24) к фундаментальному
решению E(x, x0) и области Qx0

ρ2
\Qx0

ρ1
, получим, что∫

Sx0
ρ1

∂E(x, x0)
∂ν

ds =
∫

Sx0
ρ2

∂E(x, x0)
∂ν

ds.

Это означает, что количество тепла, проходящего через любую сферу с
центром в точке x0 в направлении внешней нормали при распределении
температуры в Ω\{x0}, соответствующем функции −E(x, x0), постоян-
но. Поэтому точку x0 при распределении температуры −E(x, x0) мож-
но рассматривать как источник тепла, выделяющий количество тепла,
равное ∫

Sx0
ρ

∂E

∂ν
ds = 1.
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Теорема 15 (о среднем значении по сфере). Пусть гармоническая в
шаре Qx0

R функция u(x) принадлежит классу C0(Qx0

R ). Тогда

u(x0) =
1

ωnRn−1

∫
Sx0

R

u ds. (3.25)

Доказательство. Пусть ρ < R. Тогда по формуле (3.16), взяв за область
Ω шар Qx0

ρ , получаем

u(x0) =
∫

Sx0
ρ

(
u(x)

∂E(x, x0)
∂ν

− E(x, x0)
∂u(x)
∂ν

)
ds. (3.26)

Так как на сфере Sx0

ρ функция E(x, x0) = E(ρ), то в силу теоремы 14∫
Sx0

ρ

E(x, x0)
∂u(x)
∂ν

ds =
∫

Sx0
ρ

E(ρ)
∂u(x)
∂ν

ds = 0.

Поэтому, учитывая, что ∂E
∂ν = ρ1−n

ωn
на сфере Sx0

ρ , из (3.26) выводим,
что

u(x0) =
1

ωnρn−1

∫
Sx0

ρ

u ds. (3.27)

Переходя к пределу в равенстве (3.27) при ρ→ R, в силу непрерывности
функции u(x) в замкнутом шаре Qx0

R получаем равенство (1.25).

Теорема 16 (о среднем значении по шару). Пусть гармоническая в
шаре Qx0

R функция u(x) принадлежит классу C0(Qx0

R ). Тогда

u(x0) =
1

κnRn

∫
Qx0

R

u(x)dx, (3.28)

где κn обозначает объем шара радиуса 1 в n-мерном пространстве Rn
x.

Доказательство. Умножим равенство (3.27) на ωnρ
n−1 и проинтегри-

руем его по ρ от нуля до R. Получим

u(x0)

R∫
0

ωnρ
n−1dρ =

R∫
0

⎛⎝ ∫
Sx0

ρ

uds

⎞⎠ dρ. (3.29)
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Так как
R∫

0

ωnρ
n−1dρ = κnR

n,

R∫
0

⎛⎝ ∫
Sx0

ρ

u ds

⎞⎠ dρ =
∫

Qx0
R

u(x)dx,

то из равенства (3.29) следует утверждение теоремы.

Теорема о среднем значении по шару допускает следующее обобще-
ние, которое, как и теоремы 15 и 16, имеет важные приложения.

Теорема 17. Пусть ϕ(ρ) —непрерывная функция на отрезке 0 � ρ � R
и пусть

A(R) ≡
∫

Qx0
R

ϕ(|x− x0|)dx �= 0.

Тогда, если u(x)— гармоническая в шаре Qx0

R функция из класса
C0(Qx0

R ), то

u(x0) =
1

A(R)

∫
Qx0

R

u(x)ϕ(|x − x0|)dx. (3.30)

Доказательство. Умножим равенство (3.27) на ωnρ
n−1ϕ(ρ) и проинте-

грируем его по ρ от нуля до R. Имеем

u(x0)

R∫
0

ϕ(ρ)ωnρ
n−1dρ =

R∫
0

⎛⎝ ∫
Sx0

ρ

uϕ(ρ)ds

⎞⎠ dρ =
∫

Qx0
R

u(x)ϕ(|x − x0|)dx.

Из последнего равенства вытекает соотношение (3.30).

Следствие 1. Пусть область Ωε ⊂ Ω и расстояние от любой точки
Ωε до ∂Ω больше ε. Тогда средние функции uh(x) от гармонической в Ω
функции u(x) при h < ε в области Ωε совпадают с функцией u(x), т. е.
при любых h < ε и x0 ∈ Ωε справедливо равенство

u(x0) = uh(x0) ≡
∫

Qx0
h

wh(|x− x0|)u(x)dx.

Действительно, возьмем в равенстве (3.30) за ϕ(|x−x0|) ядро усред-
нения wh(|x−x0|). Согласно свойствам ядра усреднения (см. § 1.2) имеем∫

Qx0
h

wh(|x− x0|)dx = 1.
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Поэтому для любой точки x0 ∈ Ωε и h < ε из равенства (3.30) вытекает,
что

u(x0) =
∫

Qx0
h

wh(|x− x0|)u(x)dx = uh(x0).

Пользуясь указанным выше следствием, получим теорему о беско-
нечной дифференцируемости гармонических функций.

Теорема 18. Гармоническая в Ω функция u(x) имеет в каждой точке
x ∈ Ω непрерывные производные любого порядка.

Доказательство. Функция u(x) в Ωε совпадает со средней функцией
uh(x) при h < ε, а uh(x), как доказано в § 1.2, бесконечно дифференци-
руема в Ωε, а значит, и в Ω.

Утверждение теоремы 18 также легко следует из представления
(3.16) гармонической функции с помощью потенциалов, так как стоящие
в правой части (3.16) интегралы можно любое число раз дифференци-
ровать под знаком интеграла по координатам точки x0, если x0 ∈ Ω.

Теорема 19 (принцип максимума). Пусть гармоническая в области Ω
функция u(x) принадлежит классу C0(Ω) и пусть M = max

Ω
u(x). Если

u(x0) = M и x0 ∈ Ω, то u ≡M в Ω.

Доказательство. Пусть Qx0

R ⊂ Ω. Предположим, что u(x′) �= M для
некоторой точки x′ ∈ Qx0

R . Это означает, что в окрестности Q
x′
ρ точки x′

при некоторых ρ > 0 и ε > 0 выполнено неравенство u(x) < u(x0) − ε.
Тогда по теореме 16 имеем

u(x0) =
1

κnRn

⎛⎜⎝ ∫
Qx0

R \Qx′
ρ

u(x)dx+
∫

Qx′
ρ

u(x)dx

⎞⎟⎠ �

� 1
κnRn

[M(κnR
n − κnρ

n) + (M − ε)κnρ
n]

и, следовательно,
M = u(x0) < M − ερn

Rn
.

Полученное противоречие показывает, что u(x′)=M в любой точке
x′∈Qx0

R . Далее, соединим ломаной произвольную точку x̂∈Ω с точ-
кой x0 и покроем ломаную конечным числом шаров Qx0

R0
, Qx1

R1
, . . . , QxN

RN
,

содержащихся в Ω и таких, что QxN

RN
содержит точку x̂, а xk ∈Qxk−1

Rk−1
,

k=1, . . . , N . По доказанному выше получаем, что u(x)=M в каждом из
этих шаров, а значит, u(x̂)=M . Это доказывает теорему 19.
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Из теоремы 19 вытекает следующее утверждение.

Теорема 20. Пусть гармоническая в Ω функция u(x) принадлежит
классу C0(Ω) и пусть m = min

Ω
u(x). Если u(x0) = m и x0 ∈ Ω, то

u ≡ m в Ω.

Для доказательства этого утверждения нужно рассмотреть функцию
−u(x) и применить к ней теорему 19.
Из теорем 19 и 20 непосредственно вытекает

Теорема 21. Гармоническая в Ω функция u(x) из класса C0(Ω), отлич-
ная от постоянной, при любом x ∈ Ω удовлетворяет неравенствам

min
∂Ω

u < u(x) < max
∂Ω

u. (3.31)

Следствие 2. Решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа един-
ственно.

Доказательство. Из теоремы 21 вытекает, что если Δu = 0 в Ω,
u ∈ C0(Ω) и u|∂Ω = 0, то u ≡ 0 в Ω.

В дальнейшем мы будем использовать следующие леммы 4 и 5.

Лемма 4. Пусть функция u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) и пусть Δu � 0 в Ω.
Тогда для любой точки x ∈ Ω

u(x) � max
∂Ω

u. (3.32)

Если u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) и Δu � 0 в Ω, то для любой точки x ∈ Ω

u(x) � min
∂Ω

u. (3.33)

Доказательство. Докажем сначала неравенство (3.32). Можно считать,
что u(x) > 0 в Ω, так как в противном случае можно прибавить к u(x)
достаточно большую постоянную C так, что u+C > 0 в Ω, а для u+C
также выполнены условия теоремы.
Пусть

u(x) = v(x)(1 − ε|x|2),
где ε = const и настолько мало, что (1 − ε|x|2) > 0 в Ω. Для функции
v(x) в Ω получаем соотношение вида

Δu(x) ≡ (1− ε|x|2)Δv − 4ε
n∑

j=1

xj
∂v

∂xj
− 2εnv � 0. (3.34)
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Если v(x) принимает наибольшее значение в точке x0 ∈ Ω, то в этой
точке ∂2v

∂x2
j

� 0, ∂v
∂xj

= 0, j = 1, . . . , n, v > 0, и, следовательно,

(1− ε|x|2)Δv − 4ε
n∑

j=1

xj
∂v

∂xj
− 2εnv < 0,

что противоречит соотношению (3.34). Поэтому для любой точки x ∈ Ω

v(x) � max
∂Ω

v

и, значит, при любом достаточно малом ε > 0

u(x)
(
1− ε|x|2)−1 � max

∂Ω

(
u(x)

(
1− ε|x|2)−1

)
. (3.35)

Устремляя ε к нулю в неравенстве (3.35), получим, что для любой точки
x ∈ Ω

u(x) � max
∂Ω

u(x).

Если Δu � 0, то Δ(−u) � 0 и, следовательно, по доказанному выше

−u(x) � max
∂Ω

(−u(x)).

Умножая это неравенство на −1, получаем

u(x) � −max
∂Ω

(−u(x)) = min
∂Ω

u,

что доказывает неравенство (3.33).

Лемма 5. Пусть гармоническая в Qx0

R функция u(x) отлична от по-

стоянной, u ∈ C0(Qx0

R ) и пусть u(x) принимает наименьшее значение
в точке x′ ∈ Sx0

R . Если в точке x′ существует производная ∂u
∂γ , где γ —

направление, образующее острый угол β с внешней нормалью к Sx0

R в
точке x′, то

∂u(x′)
∂γ

< 0. (3.36)

Доказательство. В области Ω = Qx0

R \Q
x0

R
2
рассмотрим функцию

w(x) = |x− x0|2−n −R2−n при n > 2,

w(x) = ln
1

|x− x0| − ln
1
R

при n = 2.
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Как было показано в § 3.2, Δw = 0 в Ω. Функция

v(x) = u(x)− u(x′)− εw(x),

если ε = const > 0 достаточно мало, неотрицательна на границе обла-
сти Ω. Действительно, v(x) = u(x) − u(x′) � 0 на Sx0

R , и, в силу теоре-
мы 21, u(x) − u(x′) > 0 в Qx0

R , а значит, u(x) − u(x′) � a = const > 0 на
Sx0

R
2

. Поэтому v(x) � a− εw > 0 на Sx0

R
2

, если ε достаточно мало. Так как
Δv = 0 в Ω, то, согласно теореме 21, для любой точки x ∈ Ω

v(x) � min
∂Ω

v(x) = 0.

Таким образом, v(x) � 0 в Ω и v(x′) = 0. Поэтому ∂v(x′)
∂γ � 0. Это озна-

чает, что
∂u(x′)
∂γ

� ε
∂w(x′)
∂γ

= −(n− 2)R1−n cos β. (3.37)

Так как по условию леммы cos β > 0, то последнее неравенство до-
казывает утверждение леммы 5.

3.6. Функция Грина.
Решение задачи Дирихле для шара

Здесь мы рассмотрим функцию Грина первой краевой задачи для урав-
нения Лапласа. Понятие функции Грина имеет важное значение в тео-
рии краевых задач для эллиптических уравнений. Функция Грина имеет
четкий физический смысл, который мы поясним ниже.
Пусть u(x)—решение первой краевой задачи

Δu = f в Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= ψ (3.38)

и пусть u(x) ∈ C2(Ω), ∂Ω ∈ B1. Тогда, согласно формуле представления
(3.17), имеем

u(x0) =
∫
Ω

f(x)E(x, x0)dx+
∫
∂Ω

(
u(x)

∂E(x, x0)
∂ν

− E(x, x0)
∂u(x)
∂ν

)
ds.

(3.39)
Пусть при любой фиксированной точке x0 ∈ Ω функция g(x, x0)—

гармоническая функция точки x в области Ω и пусть g(x, x0) как функ-
ция x принадлежит классу C2(Ω). Тогда по формуле Грина (3.7) имеем

0 =
∫
Ω

f(x)g(x, x0)dx+
∫
∂Ω

(
u(x)

∂g(x, x0)
∂ν

− g(x, x0)
∂u(x)
∂ν

)
ds. (3.40)
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Предположим, что функция g(x, x0) при любом x0 ∈ Ω удовлетворяет
условию

g(x, x0)
∣∣
∂Ω = −E(x, x0)

∣∣
∂Ω
.

Тогда, складывая равенства (3.39) и (3.40), получаем

u(x0) =
∫
Ω

(
E(x, x0) + g(x, x0)

)
f(x)dx+

∫
∂Ω

(
∂E(x, x0)

∂ν
+
∂g(x, x0)

∂ν

)
u(x)ds.

Функцию
G(x, x0) = E(x, x0) + g(x, x0)

будем называть функцией Грина первой краевой задачи для
уравнения Лапласа. Легко видеть, что функция Грина G(x, x0) од-
нозначно определяется следующими свойствами:
1. G(x, x0) = E(x, x0) + g(x, x0), где g(x, x0) как функция x принад-

лежит классу C2(Ω) и Δg = 0 при любом параметре x0 ∈ Ω.
2. G(x, x0) = 0 на ∂Ω при любом параметре x0 ∈ Ω.

Из условий 1 и 2 следует, что Δg = 0 в Ω и g = −E на ∂Ω. Этими
условиями функция g(x, x0) определяется однозначно, так как если су-
ществуют две функции g1 и g2 с этими свойствами, то Δ(g1 − g2) = 0
в Ω, g1 − g2 = 0 на ∂Ω, и, согласно теореме 21, имеем g1 − g2 ≡ 0 в Ω.
Легко видеть, что если G(x, x0) при фиксированном x0 ∈ Ω рассмат-

ривать как обобщенную функцию из D′(Ω), то в Ω, согласно § 3.2,

ΔG = ΔE + Δg = δ(x− x0).

Таким образом, если в Ω существует решение u(x) первой краевой задачи
(3.38), u(x) ∈ C2(Ω), и для Ω существует функция Грина, то для любой
x0 ∈ Ω

u(x0) =
∫
∂Ω

∂G(x, x0)
∂ν

ψ(x)ds +
∫
Ω

G(x, x0)f(x)dx. (3.41)

Теорема 22 (симметрия функции Грина). Пусть x1 ∈ Ω и x0 ∈ Ω.
Тогда

G(x1, x0) = G(x0, x1).

Доказательство. Применим формулу Грина (3.7) в области Ωε =
Ω\(Qx0

ε ∪Qx1

ε ), где ε настолько мало, что Qx0

ε ⊂ Ω и Qx1

ε ⊂ Ω, к функциям
u(x) = G(x, x1) и v(x) = G(x, x0). Учитывая, что Δu = 0 в Ωε, Δv = 0 в
Ωε, u = v = 0 на ∂Ω, получим∫

Sx1
ε ∪Sx0

ε

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
ds = 0, (3.42)

где ν = (ν1, . . . , νn)—направление внешней нормали в точках Sx0

ε и Sx1

ε .
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Пользуясь представлением
u(x) = E(x, x1) + g(x, x1), v(x) = E(x, x0) + g(x, x0)

и устремляя ε к нулю в равенстве (3.42), получим, как и при доказатель-
стве равенства (3.15), что

u(x0) = v(x1),

что и доказывает теорему 22.

Очевидно, функция −G(x, x0) задает стационарное распределение
температуры внутри Ω при условии, что на границе ∂Ω температура
равна нулю, а в точке x0 находится точечный источник тепла, выде-
ляющий количество тепла, равное 1. Функцию −G(x, x0) можно также
интерпретировать как потенциал электростатического поля в Ω, которое
имеет точечный заряд, помещенный в точку x0, причем этот потенциал
равен нулю на ∂Ω.
Найти функцию Грина для области Ω означает найти такое распре-

деление электрических зарядов вне Ω, чтобы эти заряды и заряд, поме-
щенный в точку x0, принадлежащую Ω, создавали электростатическое
поле с потенциалом, равным нулю на ∂Ω.
Формула (3.41) позволяет получить явную формулу для решения за-

дачи Дирихле в области Ω в тех случаях, когда удается построить функ-
цию Грина. Таким случаем, например, является шар в пространстве Rn

x.
Итак, пусть Q0

R —шар радиуса R с центром в начале координат. Нуж-
но подобрать заряд в точке x1, лежащей вне шара Q0

R, так, чтобы потен-
циал, соответствующий электростатическому полю с точечными элек-
трическими зарядами в точках x0 и x1, равнялся нулю на сфере S0

R.
Оказывается, что за x1 нужно взять точку, симметричную x0 относи-
тельно сферы S0

R.
Обозначим ρ = |x0|, ρ1 = |x1|, r = |x − x0|, r1 = |x − x1|. Точка x1

лежит на луче, выходящем из начала координат и проходящем через
точку x0, и ρρ1 = R2. Проверим, что для шара Q0

R

G(x, x0) = E(|x− x0|)− E
( ρ
R
|x− x1|

)
,

где, как и выше, E(x, x0) ≡ E(|x − x0|). Очевидно, E( ρ
R |x − x1|) ≡

E( ρ
Rx,

ρ
Rx

1) является гармонической функцией точки x при x �= x1. По-

этому нужно только проверить, что G(x, x0)
∣∣∣
∂Ω

= 0 при любом x0 ∈ Ω.

Пусть точка O—начало координат и x ∈ S0
R. Рассмотрим треуголь-

ники x0Ox и x1Ox, когда x ∈ S0
R. Легко видеть, что эти треугольники

подобны (см. рис. 3.1), так как они имеют общий угол x1Ox, а сторо-
ны, образующие этот угол, пропорциональны в силу выбора точки x1 из
условия ρρ1 = R2
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ρ1

r1ρ r
R

x1

x

O

x0

Рис. 3.1

и поэтому
ρ

R
=
R

ρ1
.

Из подобия указанных треугольников вытекает, что

ρ

R
=
R

ρ1
=

r

r1
.

Отсюда следует, что r = ρ
Rr1, когда x ∈ Sx0

R и

G(x, x0) = E(r)− E
( ρ
R
r1

)
= 0

при x ∈ S0
R.

Согласно формуле (3.41) для гармонической функции u(x) из класса
C2(Q0

R) такой, что u = ψ на S0
R, при x ∈ Q0

R имеем

u(x0) =
∫
S0

R

∂G(x, x0)
∂ν

ψ(x)ds. (3.43)

Вычислим ∂G
∂ν при x ∈ S0

R и x
0 ∈ Q0

R. Имеем

∂G(x, x0)
∂ν

∣∣∣∣
S0

R

= E ′(|x− x0|)∂|x− x
0|

∂ν
− E ′

( ρ
R
|x− x1|

) ρ
R

∂|x− x1|
∂ν

.

Так как r = ρ
Rr1 при x ∈ S0

R, то E ′(|x − x0|) = E ′( ρ
R |x − x1|) и поэтому

на S0
R

∂G(x, x0)
∂ν

= E ′(|x− x0|)
[
∂|x− x0|

∂ν
− ρ

R

∂|x− x1|
∂ν

]
.

Очевидно, производная ∂|x−x0|
∂ν в точке x равна косинусу угла β0 между

направлением внешней нормали ν к S0
R в точке x и направлением x0x,

так как производная от |x− x0| в точке x по направлению, ортогональ-
ному к x0x, равна нулю. Точно так же получаем, что ∂|x−x1|

∂ν равна ко-



86 Глава 3. Уравнение Лапласа

синусу угла β1 между направлением внешней нормали ν к S0
R в точке x

и направлением x1x. Из треугольников x0Ox и x1Ox находим, что

ρ2 = R2 + r2 − 2Rr cos β0,

ρ2
1 = R2 + r21 − 2Rr1 cos β1.

Поэтому при x ∈ S0
R

∂G(x, x0)
∂ν

= E ′(r)
[
R2 + r2 − ρ2

2Rr
− ρ(R2 + r21 − ρ2

1)
2R2r1

]
.

Подставляя в эту формулу r1 = R
ρ r, ρ1 = R2

ρ , получим

∂G(x, x0)
∂ν

∣∣∣∣
S0

R

= E ′(r)
(R2 − ρ2)

Rr
.

Легко видеть, что E ′(r) = 1
ωnRr

1−n. Поэтому при x ∈ S0
R

∂G(x, x0)
∂ν

∣∣∣∣
S0

R

=
1

ωnR

R2 − ρ2

rn
.

Итак, формулу (3.43) можно записать в виде

u(x0) =
1

ωnR

∫
S0

R

R2 − ρ2

rn
ψ(x)ds. (3.44)

Обозначим через γ угол между направлениями Ox0 и Ox. Тогда форму-
лу (3.44) можно представить в виде

u(x0) =
R2 − ρ2

ωnR

∫
S0

R

1
(R2 + ρ2 − 2Rρ cos γ)

n
2

ψ(x)ds. (3.45)

Выражение, стоящее в правой части равенства (3.45), называется инте-
гралом Пуассона. Мы получили представление решения задачи Ди-
рихле

Δu = 0 в Q0
R, u

∣∣∣
S0

R

= ψ (3.46)

через интеграл Пуассона, предполагая, что это решение u(x) существует
и принадлежит классу C2(Q0

R).
Покажем теперь, что формула (3.45) дает решение в Q0

R задачи Ди-
рихле (3.46) при любой функции ψ, непрерывной на S0

R. Для этого нуж-
но проверить, что функция u(x0), заданная формулой (3.45), является
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гармонической в Q0
R, и u(x

0) имеет предельные значения в точках S0
R,

совпадающие с функцией ψ.
Так как в силу симметрии функции Грина G(x, x0) = G(x0, x) при

x ∈ Ω, x0 ∈ Ω, x0 �= x, и для G(x, x0) как функции x по определению
ΔG = 0 при фиксированном x0 и x �= x0, то Δx0G = 0 при x0 �= x,
если G(x, x0) рассматривать как функцию x0. (Через Δx0 мы обозначили
оператор Лапласа по переменным x0

1, . . . , x
0
n.) При x0 ∈ Q0

R интеграл
в равенстве (3.43) можно дифференцировать под знаком интеграла по
координатам точки x0. Поэтому при x0 ∈ Q0

R имеем

Δx0u(x0) =
∫
S0

R

∂Δx0G(x, x0)
∂ν

ψ(x)ds = 0.

Докажем теперь, что u(x0) → ψ(x̂) при x0 → x̂ ∈ S0
R. Для этого заметим,

что решение u(x) ≡ 1 задачи Дирихле (3.46), очевидно, существует при
ψ ≡ 1. Так как функция u(x) ≡ 1 принадлежит классу C2(Q0

R), то из
формулы (3.44) имеем

1 =
1

ωnR

∫
S0

R

R2 − ρ2

rn
ds, ψ(x̂) =

1
ωnR

∫
S0

R

R2 − ρ2

rn
ψ(x̂)ds. (3.47)

Поэтому

|u(x0)− ψ(x̂)| � R2 − ρ2

ωnR

∫
S0

R

|ψ(x) − ψ(x̂)|
rn

ds.

Покажем, что |u(x0) − ψ(x̂)| < ε, если |x0 − x̂| < δ и δ—достаточно
мало. Так как ψ(x)—непрерывная функция на S0

R, то |ψ(x)−ψ(x̂)| � ε
2 ,

если |x − x̂| � δ1. Обозначим через σδ1 пересечение сферы S0
R и шара

|x− x̂| < δ1 в Rn
x. Имеем

|u(x0)−ψ(x̂)|� R2−ρ2

ωnR

∫
S0

R\σδ1

|ψ(x)−ψ(x̂)|
rn

ds+
R2−ρ2

ωnR

∫
σδ1

|ψ(x)−ψ(x̂)|
rn

ds.

(3.48)
Если |x0 − x̂| < δ и δ достаточно мало, то rn > a = const > 0, когда
x ∈ S0

R\σδ1 . Так как R2 − ρ2 → 0 при x0 → x̂, то первое слагаемое в
правой части (3.48) меньше ε

2 , если δ достаточно мало. Далее, в силу
первого равенства (3.47)

R2 − ρ2

ωnR

∫
σδ1

|ψ(x)− ψ(x̂)|
rn

ds � max
σδ1

|ψ(x) − ψ(x̂)|
∫
S0

R

(R2 − ρ2)
ωnRrn

ds � ε

2
.
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Следовательно, |u(x0) − ψ(x̂)| � ε, если |x0 − x̂| < δ для любого ε > 0.
Итак, мы доказали, что функция u(x), заданная формулой (3.44) в Q0

R,
равна ψ на S0

R и дает решение задачи Дирихле (3.46).
Как следствие из формулы Пуассона (3.44) получим следующую тео-

рему:

Теорема 23 (неравенство Харнака). Пусть гармоническая в шаре Q0
R

функция u(x) принадлежит классу C0(Q0
R) и u(x) � 0 в Q0

R. Тогда для
любой точки x0 ∈ Q0

R справедливы неравенства:

Rn−2(R− ρ)
(R+ ρ)n−1

u(0) � u(x0) � Rn−2(R+ ρ)
(R− ρ)n−1

u(0), (3.49)

где u(0) — значение u(x) в центре шара Q0
R, ρ = |x0|.

Доказательство. В силу единственности решения задачи Дирихле
функция u(x) по доказанному выше представляется в виде интеграла
Пуассона (3.44):

u(x0) =
1

ωnR

∫
S0

R

R2 − ρ2

rn
ψds, x0 ∈ Q0

R.

Из треугольника xOx0 (рис. 3.1) получаем, что

R− ρ � r � R+ ρ,

и, следовательно,

R2 − ρ2

(R+ ρ)n
� R2 − ρ2

rn
� R2 − ρ2

(R − ρ)n .

Поэтому при u � 0

1
ωnR

(R− ρ)
(R + ρ)n−1

∫
S0

R

u ds � u(x0) � 1
ωnR

(R+ ρ)
(R − ρ)n−1

∫
S0

R

u ds.

Применяя теорему 15 из § 3.5 о среднем значении по сфере, получим
неравенства (3.49).
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3.7. Единственность и непрерывная зависимость решений
краевых задач от граничных условий

В этом параграфе мы будем рассматривать классические решения основ-
ных краевых задач, которые были сформулированы в § 3.4. Мы получим
оценки решений краевых задач, из которых следует единственность ре-
шения и непрерывная зависимость решения от граничной функции.
Непосредственно из принципа максимума вытекает следующая тео-

рема о единственности и непрерывной зависимости от граничной функ-
ции решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа.

Теорема 24. Пусть u(x)— гармоническая функция в Ω из класса C0(Ω)
и пусть u

∣∣∣
∂Ω

= ψ. Тогда для любой точки x ∈ Ω

|u(x)| � max
∂Ω

|ψ|. (3.50)

Доказательство. Так как u(x)— гармоническая функция в Ω из класса
C0(Ω), то, согласно теореме 21 из § 3.5, для любой точки x ∈ Ω

min
∂Ω

ψ � u(x) � max
∂Ω

ψ.

Из этих неравенств, очевидно, следует оценка (3.50).

Если u1(x) и u2(x)— гармонические функции в Ω из класса C0(Ω)
и u1

∣∣∣
∂Ω

= ψ1, u2

∣∣∣
∂Ω

= ψ2, то, применяя теорему 24 для их разности
u = u1 − u2, получим, что в Ω

|u1(x)− u2(x)| � max
∂Ω

|ψ1 − ψ2|.

Из этого неравенства следует единственность решения задачи Дирих-
ле: если ψ1 = ψ2, то u1 ≡ u2, и непрерывная зависимость решения от
граничной функции ψ: если |ψ1 − ψ2| < ε на ∂Ω, то |u1(x) − u2(x)| < ε
в Ω.
Следующая теорема устанавливает непрерывную зависимость реше-

ния уравнения Пуассона Δu = f от его правой части f(x) и значений u
на ∂Ω.

Теорема 25. Пусть u(x)— решение уравнения Δu = f в Ω, принадле-
жащее классу C2(Ω) ∩ C0(Ω). Тогда для любой точки x ∈ Ω

min
∂Ω

u−M1 sup
Ω
|f | � u(x) � max

∂Ω
u+M1 sup

Ω
|f |, (3.51)

где M1 —постоянная, зависящая только от области Ω.
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Доказательство. Пусть l = supΩ |x|, M = supΩ |f |. Рассмотрим функ-
цию v(x) = l2

2n − |x|2
2n . Очевидно, Δv = −1 и v � 0 в Ω. Рассмотрим

далее функции v1(x) = u(x) −Mv(x) и v2(x) = u(x) + Mv(x). Так как
Δv1 = Δu −MΔv = f +M � 0 в Ω, то, согласно лемме 4 из § 3.5, для
любой точки x ∈ Ω

v1(x) � max
∂Ω

v1(x), u(x)−Mv(x) � max
∂Ω

(u−Mv).

В силу того что Mv � 0 в Ω, отсюда получаем, что

u(x) � max
∂Ω

u+Mv(x) � max
∂Ω

u+
l2

2n
sup
Ω
|f |.

Точно так же имеем Δv2 = Δu +MΔv = f −M � 0 в Ω и по лемме 4
из § 3.5

v2(x) � min
∂Ω

v2, u(x) � min
∂Ω

u−Mv(x) � min
∂Ω

u− l2

2n
sup
Ω
|f |

для любой точки x ∈ Ω. Таким образом, за постоянную M1 в неравен-
ствах (3.51) можно взять l2

2n .

Из соотношений (3.51) непосредственно следует, что для функции
u(x), удовлетворяющей условиям теоремы 25, справедливо неравенство

|u(x)| � max
∂Ω

|u|+ l2

2n
sup
Ω
|f |, (3.52)

из которого вытекает единственность решения задачи Дирихле для
уравнения Пуассона и его непрерывная зависимость от функций f и ψ.
Оценки вида (3.50), (3.51), (3.52) часто называют априорными оцен-

ками решения первой краевой задачи, так как они получены в предпо-
ложении, что решение задачи существует.

Теорема 26. Пусть u(x) ∈ C2(Ω), Δu = f в Ω и u
∣∣∣
∂Ω

= 0. Тогда

∫
Ω

⎛⎝ n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

+ u2

⎞⎠ � M2

∫
Ω

f2(x)dx, (3.53)

где постоянная M2 зависит только от области Ω.



3.7. Единственность решений 91

Доказательство. Умножим уравнение Δu = f на u и проинтегрируем
его по области Ω. Получим∫

Ω

uΔudx =
∫
Ω

fudx.

Преобразуем полученное равенство интегрированием по частям:∫
Ω

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx−
∫
∂Ω

n∑
j=1

u
∂u

∂xj
νjds = −

∫
Ω

fudx. (3.54)

Так как u
∣∣∣
∂Ω

= 0, то для u(x) справедливо неравенство Фридрихса,
доказанное в § 1.1, ∫

Ω

u2dx � C

∫
Ω

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx, (3.55)

где постоянная C зависит только от области Ω. Далее, применяя нера-
венство Коши—Буняковского к правой части равенства (3.54) и пользу-
ясь неравенством Фридрихса, получим

∫
Ω

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx �
( ∫

Ω

f2dx

) 1
2
(∫

Ω

u2dx

) 1
2

�

�
√
C

( ∫
Ω

f2dx

) 1
2
( ∫

Ω

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx

) 1
2

.

Отсюда вытекает, что∫
Ω

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx � C

∫
Ω

f2dx. (3.56)

Из этого неравенства и неравенства Фридрихса (3.55) следует, что∫
Ω

u2dx � C2

∫
Ω

f2dx. (3.57)

Складывая неравенства (3.56) и (3.57), получим оценку (3.53), при этом
M2 = C + C2, где C —постоянная, входящая в неравенство Фрид-
рихса.
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Оценка (3.53) характеризует изменение решения задачи Дирихле для
уравнения Пуассона в норме H1(Ω) при изменении его правой части f(x)
в норме L2(Ω).
Рассмотрим теперь вторую краевую задачу, или задачу Неймана.

Теорема 27. Пусть область Ω такова, что для каждой точки x1 ∈ ∂Ω
существует шар Qδ радиуса δ, граница которого содержит точку x1, а
все точки этого шара лежат в Ω. Тогда разность двух решений второй
краевой задачи (3.1), (3.22) равна постоянной.

Доказательство. Пусть u1(x) и u2(x)— гармонические функции в Ω
из класса C1(Ω), удовлетворяющие граничному условию (3.22). Тогда
u(x) = u1(x)−u2(x) принадлежит классу C1(Ω), Δu = 0 в Ω и ∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= 0.

Пусть x1 точка ∂Ω, где u(x) принимает наименьшее значение. Если u(x)
не равна постоянной, то к шару Qδ радиуса δ, лежащему в Ω и содер-
жащему на своей границе точку x1, применима лемма 5 из § 3.5. Со-
гласно этой лемме ∂u(x1)

∂ν < 0. Полученное противоречие показывает, что
u ≡ const, что и требовалось доказать.

Таким образом, решение второй краевой задачи для уравнения Ла-
пласа определяется с точностью до постоянного слагаемого.
Докажем теперь теорему о непрерывной зависимости решения за-

дачи Неймана от граничной функции ψ. Сначала докажем априорную
оценку для решения задачи Неймана.

Теорема 28. Пусть область Ω удовлетворяет условиям, сформули-
рованным в теореме 27. Пусть u(x)— гармоническая в Ω функция из
класса C1(Ω) и ∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= ψ. Тогда существует постоянная C1 и такая
постоянная M1, зависящая только от области Ω, что для любой точ-
ки x ∈ Ω

|u(x)− C1| � M1 max
∂Ω

|ψ|. (3.58)

Доказательство. Пусть max∂Ω |ψ| �= 0. Если ψ ≡ 0, то по теореме 27
u = const в Ω и неравенство (3.58) очевидно. Рассмотрим функцию

v(x) =
u(x)

max∂Ω |ψ| .

Очевидно, Δv = 0 в Ω, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), |∂v
∂ν | � 1 на ∂Ω. Для доказа-

тельства теоремы 28 нам достаточно показать, что найдется постоянная
C2 такая, что |v − C2| � M1, и постоянная M1 зависит только от Ω.
Возьмем C2 = minΩ v и положим w = v − C2. Очевидно, что w � 0 и
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g

x0O1 P0

Ω1

Ω δ
2

Ωδ

Ω

Рис. 3.2

Δw = 0 в Ω, |∂w
∂ν | � 1 на ∂Ω. Оценим теперь w. Пусть P0 — точка ∂Ω, где

w принимает наименьшее значение. Очевидно, w(P0) = 0 (см. рис. 3.2).
Покажем, что в области Ω найдется точка P1, отстоящая от границы

больше чем на a, и такая, что w(P1) < δM2, где постоянная M2 зависит
только от размерности n пространства Rn

x, а постоянная a > 0 зависит
только от δ. По условию теоремы для точки P0 существует шар Qδ с
центром в точке O1, лежащий в Ω, граница которого содержит точку P0.
Рассмотрим шар Q δ

2
радиуса δ

2 , центр которого x
0 находится в середине

отрезка, соединяющего точки O1 и P0. Обозначим через g пересечение
шара Q δ

2
с плоскостью, перпендикулярной отрезку x0P0 и проходящей

через его середину. В области Ω1, ограниченной g и той частью границы
шара Q δ

2
, которая содержит точку P0, рассмотрим функцию

V (x) =
2

n− 2

(
δ

2

)n−1
(
|x− x0|2−n −

(
δ

2

)2−n
)

при n > 2,

V (x) = δ

(
− ln |x− x0|+ ln

δ

2

)
при n = 2.

Как было показано в § 3.2, ΔV = 0 в Ω1 и V ∈ C2(Ω1). Так как w � 0
в Ω1, V = 0 на ∂Ω1 \ γ, то w − V � 0 на ∂Ω1 \ γ. Утверждается, что
на g найдется точка P1 такая, что w(P1) − V (P1) < 0. Действительно,
если во всех точках g выполнено неравенство w − V � 0, то, согласно
принципу максимума для гармонических функций (теорема 8 из § 3.5),
w − V � 0 в Ω1. Так как w(P0) = 0, V (P0) = 0, то из неравенства
w − V � 0 в Ω1 следует, что

∂(w−V )
∂ν � 0 в точке P0. Отсюда вытекает,

что ∂w(P0)
∂ν � ∂V (P0)

∂ν = −2, а это противоречит условию, что |∂w
∂ν | � 1 на

∂Ω.
Итак, на g найдется точка P1 такая, что

w(P1) < V (P1) � sup
g
V = δM2, (3.59)
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где M2 = 2n−2−1
n−2 при n > 2 и M2 = ln 2 при n = 2. За постоянную a

можно взять расстояние от g до границы шара Qδ. Очевидно, a зависит
только от δ.

Обозначим через M наибольшее значение w в Ω и пусть w(P ′
0) = M .

Функция M − w(x) � 0 в Ω, M − w = 0 в точке P ′
0, Δ(M − w) = 0 в Ω,

|∂(M−w)
∂ν | � 1 на ∂Ω. Поэтому так же, как и для функции w, докажем,

что найдется точка P ′
1, принадлежащая Ω и отстоящая от ∂Ω больше

чем на a, для которой

M − w(P ′
1) � δM2.

Отсюда следует, что
M − δM2 � w(P ′

1). (3.60)
Обозначим через Ωε множество точек Ω, отстоящих от ∂Ω больше чем
на ε. Легко видеть, что для любого a > 0 найдется такое ε0 > 0, что лю-
бые две точки из Ωa можно соединить ломаной, лежащей в Ωε0 , a � ε0.
Покроем множество Ωa шарами Qj (j = 1, . . . , N) радиуса a − ε0 с цен-
трами в точках Ωa. Очевидно, все Qj (j = 1, . . . , N) принадлежат Ωε0 .
Согласно выбору ε0 все центры этих шаров можно соединить ломаной L,
лежащей в Ωε0 . Пусть K —длина этой ломаной. Тогда точки P1 и P ′

1 из
Ωa можно соединить ломаной, лежащей в Ωε0 , длина которой не пре-
восходит K + 2(a − ε0), так как точку P1, а также P ′

1 можно соединить
с центром содержащего ее шара Qj0 из системы Qj (j = 1, . . . , N), а
значит, и с ломаной L, отрезком, длина которого не превосходит a − ε0
(см. рис. 3.3).

P ′
1

P1

Ω
Ωε

Ωα

Рис. 3.3

Покроем ломаную L′, соединяющую точки P1 и P ′
1, шарами

Q′
1, Q

′
2, . . . , Q

′
N ′ , радиусы которых равны ε0

2 , а центры находятся на L
′.

При этом центром шара Q′
1 возьмем точку P1, а центром Q′

j при
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1 < j � N ′ возьмем точку пересечения границы шара Q′
j−1 с ломаной

L′, ближайшую к центру Pj−1 шара Q′
j−1, если двигаться вдоль лома-

ной L′ от Pj−1 до P ′
1. Предполагается, что Q

′
N ′ содержит точку P ′

1. Легко
видеть, что N ′ � 1

ε0
2(K + 2(a− ε0)) + 1.

Согласно неравенству Харнака, доказанному в § 3.6, функция w(x),
гармоническая в шаре радиуса ε0, в любой точке x шара радиуса ε0

2 с
тем же центром P допускает оценку

w(x) < K1w(P ), (3.61)

где K1 зависит только от размерности n пространства Rn
x. Применяя

последовательно оценку (3.61) к шарам Q′
1, Q

′
2, . . . , Q

′
N ′ , получим, что

w(P ′
1) � KN ′

1 w(P1). (3.62)

Учитывая полученные неравенства (3.59) и (3.60), из оценки (3.62) вы-
водим, что

M − δM2 � KN ′
1 w(P1),

и, следовательно,
max

Ω
w = M � δM2(1 +KN ′

1 ).

Как показано выше, постоянная M1 = δM2(1 +KN ′
1 ) зависит только от

области Ω. Теорема доказана.

Докажем теперь единственность решения третьей краевой задачи
(3.1), (3.23) и его непрерывную зависимость от граничной функции.

Теорема 29. Пусть u(x)— гармоническая функция в Ω, ∂Ω ∈ A1,
u(x) ∈ C1(Ω) и (∂u

∂ν + au)
∣∣∣
∂Ω

= ψ, где a � a0 = const > 0. Тогда в Ω

|u(x)| � 1
a0

max
∂Ω

|ψ|. (3.63)

Доказательство. Рассмотрим точку P на ∂Ω, где |u(x)| принимает наи-
большее значение. В точке P функция u(x) либо принимает наибольшее
положительное значение, либо наименьшее отрицательное значение, ес-
ли u �≡ 0. В первом случае ∂u

∂ν � 0 в точке P и поэтому a(P )u(P ) � ψ(P ),
u(P ) � 1

a0
max∂Ω |ψ|. В случае, когда u(P ) равно наименьшему отрица-

тельному значению,
∂u

∂ν
(P ) � 0, a(P )u(P ) � ψ(P ), |u(P )| � −ψ(P )

a(P )
� 1
a0

max
∂Ω

|ψ|.

Неравенство (3.63) доказано.

Очевидно, при ψ = 0 из неравенства (3.63) получаем u ≡ 0, что
доказывает единственность решения третьей краевой задачи.
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3.8. Априорные оценки производных.
Аналитичность

Бесконечная дифференцируемость гармонической в Ω функции u(x) бы-
ла доказана в § 3.5. Оказывается, что гармоническую в Ω функцию мож-
но в окрестности любой точки x0 ∈ Ω представить в виде степенного
ряда по степеням x1 − x0

1, . . . , xn − x0
n, т. е. u(x) является аналитиче-

ской функцией переменных x1, . . . , xn в Ω. Это замечательное свойство
гармонических функций справедливо для всего класса эллиптических
уравнений с аналитическими коэффициентами. Это утверждение было
доказано для различных классов эллиптических уравнений в работах
С. Н. Бернштейна, Г. Леви, И. Г. Петровского и явилось ответом на во-
прос, поставленный Д. Гильбертом в его XIX-й проблеме. Д. Гильберт,
формулируя девятнадцатую проблему, писал: «Одним из наиболее за-
мечательных обстоятельств в основах теории аналитических функций
я считаю то, что существуют дифференциальные уравнения с частны-
ми производными, все интегралы которых необходимо являются ана-
литическими функциями своих независимых переменных: короче гово-
ря, эти уравнения допускают только аналитические решения» (см. [17,
с. 53]).
Здесь мы покажем, что ряд Тейлора относительно точки x0 ∈ Ω

гармонической в Ω функции u(x) сходится к u(x) в некоторой окрест-
ности точки x0. Сначала получим оценки производных гармонической
функции.

Теорема 30 (априорная оценка производных). Пусть u(x)— гармони-
ческая функция в Ω из класса C0(Ω). Пусть область Ω1 ⊂ Ω и d равно
расстоянию между Ω1 и ∂Ω, причем d �= 0. Тогда в точках x ∈ Ω1 при
|α| = k

|Dαu(x)| �
(
nk

d

)k

max
∂Ω

|u|, (3.64)

где α = (α1, . . . , αn), Dxj = ∂
∂xj

, Dα = Dα1
x1
. . .Dαn

xn
, |α| = α1 + . . . + αn,

k—любое целое положительное число.

Доказательство. В § 3.5 доказано, что u(x)— бесконечно дифференци-
руемая функция в Ω Так как ΔDαu = DαΔu = 0, то Dαu при любом
α является гармонической функцией в Ω. Докажем сначала, что если
Qx0

R ⊂ Ω, то

|Dxju(x
0)| � n

R
max
Q

x0
R

|u|, j = 1, . . . , n. (3.65)
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Действительно, так как Dxju также является гармонической функцией

в Qx0

R , непрерывной в Q
x0

R , то по теореме о среднем по шару (см. § 3.5)

Dxju(x
0) =

1
κnRn

∫
Qx0

R

Dxju(x)dx,

где κnR
n равно объему шара Qx0

R . По формуле Гаусса—Остроградского
получаем

Dxju(x
0) =

1
κnRn

∫
Sx0

R

uνjds,

где ν = (ν1, . . . , νn)— единичный вектор внешней нормали к Sx0

R . Из по-
лученных равенств вытекает, что

|Dxju(x
0)| � ωnR

n−1

κnRn
max
Q

x0

R

|u| = n

R
max
Q

x0

R

|u|,

так как

κnR
n =

R∫
0

ωnρ
n−1dρ = ωn

Rn

n
.

Для доказательства теоремы 30 построим последовательность обла-
стей Ω1, . . . ,Ωk+1, такую, что Ωk+1 = Ω, Ωj ⊂ Ωj+1, расстояние между
Ωj и ∂Ωj+1 равно d

k , j = 1, . . . , k. Для любой точки x0, принадлежащей

области Ωj, шар Qx0

d
k

содержится в Ωj+1 и поэтому, согласно неравенству

(3.65),
max
Ωj

|Dαu| � nk

d
max
Ωj+1

|Dα′
u|,

где |α| = k − j + 1, |α′| = k − j, j = 1, . . . , k, и Dαu = ∂
∂xl
Dα′

u при
некотором l, 1 � l � n. Рассматривая последовательно эти неравенства
при j = 1, . . . , k и используя (j − 1)-е неравенство для оценки правой
части j-го неравенства, получим при |α| = k

max
Ωj

|Dαu| �
(
nk

d

)k

max
Ωk+1

|u|,

что и требовалось доказать.
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Теорема 31 (интегральная априорная оценка производных). Пусть
u(x) ∈ C2(Ω)∩L2(Ω), Δu = f в Ω, f ∈ L2(Ω). Пусть область Ω1 такова,
что Ω1 ⊂ Ω. Тогда∫

Ω1

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx � C

∫
Ω

u2dx+
∫
Ω

f2dx, (3.66)

где постоянная C зависит лишь от областей Ω и Ω1.

Доказательство. Построим функцию ϕ(x) такую, что ϕ(x) = 1 в Ω1,
1 � ϕ � 0 в Ω и ϕ ∈ C∞

0 (Ω) (см. § 1.2). Умножим уравнение Δu = f на
uϕ и проинтегрируем его по области Ω. Получим∫

Ω

ϕuΔudx =
∫
Ω

ϕufdx.

Преобразуем левую часть этого равенства интегрированием по частям.
Так как ϕ = 0 на ∂Ω, то

−
∫
Ω

ϕ
n∑

j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx−
∫
Ω

u
n∑

j=1

∂ϕ

∂xj

∂u

∂xj
=
∫
Ω

ϕufdx.

Применяя элементарное неравенство ab � ε
2a

2 + 1
2εb

2, ε > 0, и нера-

венство
(

∂ϕ
∂xj

)2
� C1ϕ (см. (1.10)), получим∫

Ω

ϕ

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx�

� ε

2

∫
Ω

n∑
j=1

(
∂ϕ

∂xj

)2( ∂u

∂xj

)2

dx+
1
2ε

∫
Ω

nu2dx+
1
2

∫
Ω

ϕ2u2dx+
1
2

∫
Ω

f2dx�

� εC1

2

∫
Ω

ϕ

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx+
∫
Ω

(
n

2ε
+
ϕ2

2

)
u2dx+

1
2

∫
Ω

f2dx.

Пусть ε = 1
C1
Тогда, так как 1 � ϕ � 0 в Ω и ϕ = 1 в Ω1, то∫

Ω1

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx � C

∫
Ω

u2dx+
∫
Ω

f2dx,

где C = C1n+ 1. Теорема доказана.
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Очевидно, что с помощью неравенства (3.66) можно вывести априор-
ные оценки производных любого порядка решения u(x) уравнения Пуас-
сона Δu = f в норме L2 в замкнутой подобласти Ω1 области Ω, так как
ΔDαu = DαΔu = Dαf в Ω Аналогично тому, как доказана теорема 1,
получаем∫

Ω1

∑
|α|=k

|Dαu|2dx � Ck

⎡⎣∫
Ω

u2dx+
∫
Ω

∑
|α′|�k−1

|Dα′
f |2dx

⎤⎦
для любого k � 1, если u ∈ Ck+2(Ω) ∩L2(Ω) и f ∈ Hk−1(Ω). Постоянная
Ck зависит от k и областей Ω и Ω1; Ω1 ⊂ Ω.

Теорема 32 (аналитичность гармонических функций). Гармоническая
в области Ω функция u(x) является аналитической функцией в Ω, т. е.
в некоторой окрестности любой точки x0 ∈ Ω функция u(x) предста-
вима в виде сходящегося степенного ряда.

Доказательство. Так как функция u(x)— бесконечно дифференцируе-
ма (см. § 3.5) в Ω то по формуле Тейлора

u(x) =
∑

|α|<m

Dαu(x0)
α!

(x− x0)α +
∑

|α|=m

Dαu(x̃)
α!

(x− x0)α ,

где α = (α1, . . . , αn), α! ≡ α1! · · ·αn!, |α| = α1 + · · · + αn,

(x− x0)α ≡ (x1 − x0
1)

α
1 · · · (xn − x0

n)αn ,

m—произвольное целое положительное число, x ∈ Qx0

ρ , x̃ ∈ Qx0

ρ , ρ > 0
и настолько мало, что Qx0

2ρ ⊂ Ω. Покажем, что функция

γm(x, x̃) ≡
∑

|α|=m

Dαu(x̃)
α!

(x− x0)α

стремится к нулю при m → ∞, если x̃ ∈ Qx0

ρ , |x— x0| < ε, причем ε < ρ
можно выбрать не зависящим от m. Согласно формуле Тейлора имеем

(x1 + · · · + xn)m =
∑

|α|=m

m!xα

α!
.

Полагая в этом равенстве x1 = · · · = xn = 1, получим

nm = m!
∑

|α|=m

1
α!
. (3.67)



100 Глава 3. Уравнение Лапласа

Для оценки γm(x, x̃) воспользуемся оценками производных гармониче-
ской функции, полученными в теореме 30. Согласно этой теореме

|Dαu(x̃)| �
(
nm

ρ

)m

max
Q

x0

2ρ

|u|

при α = m и x̃ ∈ Qx0

ρ . Поэтому, принимая во внимание равенство (3.67),
получаем

|γm(x, x̃)|�
(
nm

ρ

)m

|x−x0|m max
Q

x0

2ρ

|u|
∑

|α|=m

1
α!

�
(
n2|x−x0|

ρ

)m
mm

m!
max
Q

x0

2ρ

|u|.

По формуле Стирлинга (см. [18], с. 422)

mm � m!em.

Следовательно,
|γm(x, x̃)| � (n2|x− x0|eρ−1)m max

Q
x0

2ρ

|u|.

Если |x − x0| < ε и число ε > 0 выбрано так, что n2εeρ−1 < 1, то, как
легко видеть, |γm(x, x̃)| → 0 при m → ∞ и |x − x0| < ε. Поэтому в
окрестности Qx0

ε точки x0 при ε < ρ(n2e)−1 функция u(x) представима
рядом Тейлора по степеням (x− x0), так как∣∣∣∣∣∣u(x)−

∑
|α|<m

Dαu(x0)
α!

(x− x0)α

∣∣∣∣∣∣ = |γm(x, x̃)|

и γm(x, x̃) стремится к нулю при m → ∞ равномерно по x и x̃, когда
|x− x0| < ε, x̃ ∈ Qx0

δ .

Теорема 33 (об аналитическом продолжении). Пусть u(x)— гармони-
ческая в области Ω, u(x) ∈ C0(Ω) и пусть Ω1 ⊂ Ω, расстояние между
Ω1 и ∂Ω не меньше 2ρ, где ρ = const > 0. Тогда u(x) можно продол-
жить аналитически для комплексных значений xj + iyj, j = 1, . . . , n,
x ∈ Rn

x, y ∈ Rn
y , в область вида Qδ(Ω1) = {x + iy;x ∈ Ω1, |y| < δ}, где

δ = ρ
2n2e

, и для продолжения u(x+ iy) справедлива оценка

sup
Qδ(Ω1)

|u| � 2 sup
Ω
|u|. (3.68)
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Доказательство. При доказательстве теоремы 32 мы показали, что
функция u(x) в окрестности точки x0 ∈ Ω представима в виде степенного
ряда, радиус сходимости которого не меньше ρ(2n2e)−1, если расстояние
от точки x0 до границы области Ω не меньше 2ρ. Из полученной оценки
для γm(x, x̃) следует, что ряд Тейлора

u(x) =
∑

|α|<m

Dαu(x0)
α!

(x− x0)α (3.69)

мажорируется степенным рядом вида

max
Q

x0

2ρ

|u|
∞∑

m=0

(n2eρ−1|x− x0|)m.

Поэтому при |x− x0| � ρ(2n2e)−1

|u(x)| � 2max
Q

x0

2ρ

|u|. (3.70)

Очевидно, ряд (3.69) определен также и для комплексных значений

x = (x1, . . . , xn) при

(
n∑

j=1
|xj − x0

j |2
) 1

2

� ρ(2n2e)−1 = δ, и для таких ком-

плексных значений x справедлива оценка (3.70). В области Qδ(Ω1) ряд
(3.69) задает аналитическую функцию комплексных переменных xj+iyj ,
j = 1, . . . , n, x ∈ Rn

x , y ∈ Rn
y .

Из теоремы 33 можно вывести ряд интересных следствий. Здесь мы
приведем одно из них.

Следствие 3 (следствие из теоремы 33). Пусть в области определено
решение uμ(x) уравнения

Δuμ − μ2uμ = 0, (3.71)

где μ = const > 0, uμ ∈ C0(Ω) ∩ C2(Ω). Пусть область Ω1 такова, что
Ω1 ⊂ Ω и расстояние от Ω1 до ∂Ω не меньше 2ρ. Тогда

sup
Ω1

|uμ| � 2e−δμ sup
Ω
|uμ|, где δ = ρ(2(n + 1)2e)−1.

Доказательство. Заметим, что теорема 33 справедлива и для ком-
плекснозначного решения уравнения Лапласа в Ω, так как действитель-
ная и мнимая части такого решения являются гармоническими функ-
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циями в Ω. Если uμ —решение уравнения (3.71) в Ω, то v(x0, x) =
exp{iμx0}uμ(x) является решением уравнения Лапласа

n∑
j=0

∂2v

∂x2
j

= 0

в области g = Ω× {|x0| < 4ρ}, принадлежащей пространству Rn+1
x0,x. Вве-

дем обозначение:
g1 = Ω1 × {|x0| < 2ρ}.

Согласно теореме 33

eδμ sup
Ω1

|uμ| � sup
Qδ(g1)

|v| � 2 sup
g
|v|, δ =

ρ

2(n+ 1)2e
.

Отсюда следует, что

sup
Ω1

|uμ| � 2e−δμ sup
Ω
|uμ|.

Эта оценка указывает характер убывания при μ→∞ в Ω1 ограниченных
равномерно по μ в Ω решений уравнения (3.71).

3.9. Теоремы Лиувилля и Фрагмена—Линделёфа

В теории функций комплексного переменного хорошо известна класси-
ческая теорема Лиувилля о том, что заданная во всех точках плоскости z
ограниченная по модулю аналитическая функция w(z) равна констан-
те (см. [19]). Аналогичное утверждение имеет место для гармонических
функций в пространстве Rn

x.

Теорема 34 (Лиувилля). Пусть для гармонической во всем простран-
стве Rn

x функции u(x) при любом x ∈ Rn
x выполнено неравенство

|u(x)| � C1(1 + |x|m), (3.72)

где C1 и m—некоторые неотрицательные постоянные. Тогда u(x) яв-
ляется многочленом относительно x1, . . . , xn степени, не превосходя-
щей целой части m.

Доказательство. Воспользуемся оценками производных гармонической
функции, полученными в теореме 30 из § 3.8. В качестве области Ω возь-
мем шар Q0

R+ρ с центром в начале координат и радиусом R+ ρ, а в ка-
честве Ω1—шар Q0

R. Пусть k = [m]+1, где [m] означает целую часть m.
Согласно оценке (3.64) при |α| = k и любом ρ > 0 имеем

max
Q

0
R

|Dαu| �
(
nk

ρ

)k

max
Q

0
R+ρ

|u| � (nk)kρ−kC1(1 + (R + ρ)m). (3.73)
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Так как k > m, то при ρ→∞ и любом фиксированном R правая часть
в последнем неравенстве (3.73) стремится к нулю. Следовательно, при
любом R > 0 и |α| = [m] + 1

max
Q

0
R

|Dαu| = 0 ,

И, значит, Dαu ≡ 0 в Rn
x при |α| = [m]+1. Таким образом, u(x) является

многочленом степени, не превосходящей [m]. Теорема доказана.

Следствие 4. Ограниченная по модулю гармоническая во всем про-
странстве Rn

x функция u(x) равна постоянной.

Действительно, в этом случае условие (3.72) выполнено при m = 0 и
поэтому, согласно теореме 34, u ≡ const в Rn

x.

Замечание 2. Точно так же, как была доказана теорема 34, получаем
следующее утверждение:
Если для гармонической во всем пространстве Rn

x функции u(x) при
достаточно больших ρ выполнено условие

sup
Q0

ρ

|u(x)| � C1(1 + ρm)a(ρ),

где C1 = const, m—целое положительное число, функция a(ρ) стре-
мится к нулю при ρ → ∞, то u(x) является многочленом степени, не
превосходящей m− 1.

Теорема Лиувилля допускает следующее обобщение в направлении
ослабления условия (3.72).

Теорема 35. Пусть для гармонической во всем пространстве Rn
x функ-

ции u(x) при любом x ∈ Rn
x выполнено неравенство

u(x) � −C1(1 + |x|m), (3.74)

где C1 и m—неотрицательные постоянные. Тогда u(x) является мно-
гочленом относительно x1, . . . , xn степени, не превосходящей целой ча-
сти m.

Доказательство. Докажем сначала теорему для m = 0. В этом случае
получаем классическую теорему Лиувилля: неотрицательная гармони-
ческая функция u(x), определенная во всем пространстве Rn

x, равна по-
стоянной. Если u(x) > −C1 = const, то v(x) = u(x) + C1 > 0, и v(x)
является гармонической функцией в Rn

x. Согласно теореме о среднем
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значении по шару для гармонической функции ∂v
∂xj
при любом ρ > 0 и

для любой точки x0 ∈ Rn
x имеем:

Dxjv(x
0) =

1
κnρn

∫
Qx0

ρ

∂v

∂xj
dx =

1
κnρn

∫
Sx0

ρ

vνjds, j = 1, . . . , n. (3.75)

Так как v(x)—положительная функция, то по известной теореме о сред-
нем значении для интеграла имеем∫

Sx0
ρ

vνjds = νj(θ)
∫

Sx0
ρ

vds, (3.76)

где θ—некоторая точка на сфере Sx0

ρ . Поэтому, применяя теорему о
среднем значении по сфере для гармонической функции v(x) и пользуясь
равенствами (3.75) и (3.76), получаем

Dxjv(x
0) =

1
κnρn

∫
Sx0

ρ

vνjds =
νj(θ)n
ρ

v(x0).

Таким образом, при любом ρ > 0 и x0 ∈ Rn
x

Dxjv(x
0) =

νj(θ)n
ρ

v(x0), j = 1, . . . , n.

Устремляя ρ к бесконечности, получим, что Dxjv(x
0) = 0, j = 1, . . . , n,

и, следовательно, u ≡ const в Rn
x.

Далее мы приведем доказательство теоремы 35 в случае [m] = 1.
Случай любого m > 0 рассматривается совершенно аналогично. Приме-
няя теорему о среднем значении по шару для гармонической функции
Dαu при |α| = 2 и формулу Гаусса—Остроградского, получаем

Dαu(x0) =
1

κnρn

∫
Qx0

ρ

Dαudx =
1

κnρn

∫
Sx0

ρ

∂u(x′)
∂xj

νl(x′)ds′,

если Dαu = ∂2u
∂xl∂xj

. Далее воспользуемся представлением для ∂u(x′)
∂xj

, ана-
логичным формуле (3.75). Имеем

Dαu(x0) =
1

κnρn

∫
Sx0

ρ

⎛⎜⎜⎝ 1
κnρn

∫
Sx′

ρ

u(x′′)νj(x′′)ds′′

⎞⎟⎟⎠ νl(x′)ds′. (3.77)
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Равенство (3.77) запишем в виде

Dαu(x0) =
1

(κnρn)2

∫
Sx0

ρ

∫
Sx′

ρ

u(x′′)νj(x′′)νl(x′)ds′′ds′ =

=
1

(κnρn)2

⎡⎢⎢⎣ ∫
Sx0

ρ

∫
Sx′

ρ

[
u(x′′) + C1(1 + |x′′|m)

]
νj(x′′)νl(x′)ds′′ds′−

−
∫

Sx0
ρ

∫
Sx′

ρ

C1(1 + |x′′|m)νj(x′′)νl(x′)ds′′ds′

⎤⎥⎥⎦ .
Так как по предположению u(x)+C1(1+|x|m) � 0, то, воспользовавшись
теоремой о среднем значении для интеграла, получим

Dαu(x0) =
1

(κnρn)2
νj(θ′′)νl(θ′)

∫
Sx0

ρ

∫
Sx′

ρ

[
u(x′′) + C1(1 + |x′′|m)

]
ds′′ds′−

− 1
(κnρn)2

∫
Sx0

ρ

∫
Sx′

ρ

C1(1 + |x′′|m)νj(x′′)νl(x′)ds′′ds′,

θ′′ ∈ Sx′
ρ , θ′ ∈ Sx0

ρ . (3.78)

Применяя теорему о среднем значении по сфере для гармонической
функции u(x), из соотношения (3.78) выводим, что

Dαu(x0) =
1

(κnρn)2
νj(θ′′)νl(θ′)ω2

nρ
2n−2u(x0)+

+
1

(κnρn)2

∫
Sx0

ρ

∫
Sx′

ρ

C1(1 + |x′′|m)
[
νj(θ′′)νl(θ′)− νj(x′′)νl(x′)

]
ds′′ds′.

Отсюда следует, что при |α| = 2 и при любом ρ > 0

|Dαu(x0)| � n2

ρ2
|u(x0)|+ 2

n2

ρ2
C1

(
1 + (|x0|+ 2ρ)m

)
.

Так какm < 2, то при ρ→∞ и фиксированном x0 правая часть неравен-
ства стремится к нулю. Следовательно, Dαu(x0) = 0 при любом x0 ∈ Rn

x

и любом α, если |α| = 2. Это означает, что u(x) является многочленом
не выше чем первой степени относительно x1, . . . , xn.

Для гармонических функций имеет место теорема, аналогичная тео-
реме Фрагмена—Линделёфа для аналитической функции w(z) комплекс-
ного переменного z (см. [16]). Эту теорему для гармонических функций
мы также будем называть теоремой Фрагмена—Линделёфа.
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Теорема 36. Пусть в слое Ω∞ = {x; 0 < xn < πh} определена гармони-
ческая функция u(x) из класса C0(Ω∞), причем

u(x)
∣∣∣
xn=0

� 0, u(x)
∣∣∣
xn=πh

� 0, (3.79)

и для всех точек Ω∞

u(x) � C1 exp

⎧⎨⎩1
h

n−1∑
j=1

aj |xj|
⎫⎬⎭ , (3.80)

где h = const > 0, aj = const > 0, j = 1, . . . , n − 1,
n−1∑
j=1

a2
j < 1,

C1 = const > 0. Тогда u � 0 во всех точках Ω∞.

Доказательство. Пусть 1 −
n−1∑
j=1

a2
j = 2ε > 0, bj = const, bj > aj ,

j = 1, . . . , n − 1, и 1 −
n−1∑
j=1

b2j = ε. Рассмотрим в Ω∞ гармоническую

функцию

v(x) = δ sin
(√

1− ε
(xn

h
+ ε1

))∑
β

exp

⎧⎨⎩1
h

n−1∑
j=1

βjxj

⎫⎬⎭ ,

где δ = const > 0, ε1 = const > 0, β = (β1, . . . , βn−1) и суммирование∑
β

проводится по всем таким β, для которых |βj | = bj , j = 1, . . . , n − 1.

Легко видеть, что

Δv = δ

⎡⎣− 1
h2

(1− ε) +
1
h2

n−1∑
j=1

β2
j

⎤⎦ v = 0,
∑
β

exp

⎧⎨⎩1
h

n−1∑
j=1

βjxj

⎫⎬⎭ � 1 в Ω∞.

Покажем, что при любом δ > 0 в любой конечной области Ω̃ ⊂ Ω∞

u(x) � v(x). (3.81)

Заметим, что функция v(x) � δa0 = const > 0 в Ω∞, если ε1 достаточно
мало. Действительно,

v|xn=0 � δ sin(
√

1− ε · ε1), v|xn=πh � δ sin(
√

1− ε(π + ε1)),

если ε1 выбираем так, что
√

1− ε(π+ε1) < π. Тогда в качестве a0 можно
взять

a0 = min{sin(
√

1− ε · ε1), sin(
√

1− ε(π + ε1))},

так как v(x) � δ sin(
√

1− ε(xn
h + ε1)). Поэтому в силу условий (3.79)

u(x) � v(x) при xn = 0 и при xn = πh. Рассмотрим область ΩR =
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Ω∞ ∩ {|x| < R}. Покажем, что неравенство (3.81) выполнено на гра-
нице области ΩR, если R достаточно велико. Действительно, согласно
условию (3.80), имеем

u(x)�C1 exp

{
1
h

n−1∑
j=1

aj|xj |
}

=C1 exp

{
1
h

n−1∑
j=1

(aj−bj)|xj |
}

exp

{
1
h

n−1∑
j=1

bj |xj|
}

�

�C1 exp

{
1
h

n−1∑
j=1

(aj−bj)|xj |
}∑

β

exp

{
1
h

n−1∑
j=1

βjxj

}
,

так как по крайней мере одно слагаемое в сумме
∑
β

exp

{
1
h

n−1∑
j=1

βjxj

}
не меньше, чем exp

{
1
h

n−1∑
j=1

bj |xj|
}
. Такое слагаемое соответствует

β = (b1 sign x1, . . . , bn−1 sign xn−1). Поэтому имеем

u(x) � C1 exp

{
1
h

n−1∑
j=1

(aj − bj)|xj |
}(

δ sin
(√

1− ε
(1
h
xn + ε1

)))−1

v(x) �

� C1(δa0)−1 exp

{
1
h

n−1∑
j=1

(aj − bj)|xj |
}
v(x).

Так как aj < bj , то

C1(δa0)−1 exp

{
1
h

n−1∑
j=1

(aj − bj)|xj |
}
< 1

при |x| � R, если R достаточно велико. Следовательно, при таких R на
границе области ΩR где |x| = R, выполнено неравенство u(x) � v(x).
Таким образом, мы показали, что u(x)− v(x) � 0 на границе ΩR, если R
достаточно велико. Поэтому, согласно принципу максимума для гармо-
нических функций в ΩR, справедливо неравенство (3.81). Следователь-
но, неравенство (3.81) справедливо при любом δ > 0 в любой конечной
части области Ω∞. Переходя в неравенстве (3.81) к пределу при δ → 0,
получим u(x) � 0 в Ω∞, что и требовалось показать.

Из теоремы 36 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Теорема 37. Пусть для гармонической в слое Ω∞ = {x; 0 < xn < πh}
функции u(x) из класса C0(Ω∞) выполнены условия

u(x)
∣∣∣
xn=0

= 0, u(x)
∣∣∣
xn=πh

= 0,

|u(x)| � C1 exp

{
1
h

n−1∑
j=1

aj|xj |
}

в Ω∞,
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где aj = const > 0, j = 1, . . . , n − 1,
n−1∑
j=1

a2
j < 1, C1 = const > 0, h =

const > 0. Тогда u ≡ 0 в Ω∞.

Доказательство. Действительно, если u(x) удовлетворяет условиям тео-
ремы 37, то для u(x) и для −u(x) выполнены условия теоремы 36. Поэто-
му имеем u(x)�0 и −u(x)�0 в Ω∞, откуда вытекает, что u≡0 в Ω∞.

Заметим, что условие
n−1∑
j=1

a2
j < 1 в теоремах 36 и 37 нельзя заменить

условием
n−1∑
j=1

a2
j = 1, так как при

n−1∑
j=1

a2
j = 1 существует в Ω∞ гармони-

ческая функция

u(x) = sin
xn

h
exp

{
1
h

n−1∑
j=1

ajxj

}
�≡ 0,

равная нулю при xn = 0 и xn = πh.
Другим обобщением классической теоремы Фрагмена—Линделёфа

является следующая теорема. В ней условие на поведение решения при
больших значениях |x| задается в интегральной форме.
Теорема 38. Пусть в бесконечном цилиндре

Ω∞ = {x;x′ ∈ Ω′,−∞ < xn < +∞},
где x′ = (x1, . . . , xn−1), Ω′ — ограниченная область в пространстве
Rn−1

x , определена гармоническая функция u(x) из класса C1(Ω∞). Пред-
положим, что

u
∣∣∣
∂Ω∞

= 0

и при любом R > 0 выполнено условие∫
ΩR

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx � a(R) exp
{

2π
d
R

}
, (3.82)

где ΩR = Ω∞ ∩ {x; |xn| < R}, функция a(R) → 0 при R → ∞, d равно
наименьшему ребру параллелепипеда в Rn−1

x′ , в который можно заклю-
чить Ω′. Тогда u ≡ 0 в Ω∞.

Доказательство. Обозначим

Ω′
R+ =Ω∞∩{x;xn =R}, Ω′

R− =Ω∞∩{x;xn =−R} , Ω′
R =Ω′

R+ ∪Ω′
R− .

Согласно формуле Грина (1.5) при любом R > 0 имеем

0 =
∫

ΩR

uΔudx = −
∫

ΩR

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx+
∫

Ω′
R+

u
∂u

∂xn
dx′ −

∫
Ω′

R−

u
∂u

∂xn
dx′.
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Отсюда следует, что∫
ΩR

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx �
∫

Ω′
R

|u|
∣∣∣ ∂u
∂xn

∣∣∣ dx′ �

⎛⎝ ∫
Ω′

R

u2dx′

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∫

Ω′
R

∣∣∣ ∂u
∂xn

∣∣∣2 dx′

⎞⎠ 1
2

.

Ниже мы покажем, что справедлива оценка∫
Ω′

R

u2dx′ � d2

π2

∫
Ω′

R

n−1∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx′.

Поэтому имеем

∫
ΩR

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx � d

π

⎛⎜⎝ ∫
Ω′

R

n−1∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx′

⎞⎟⎠
1
2
⎛⎜⎝ ∫

Ω′
R

∣∣∣∣ ∂u∂xn

∣∣∣∣2 dx′

⎞⎟⎠
1
2

�

� d

2π

⎡⎢⎣∫
Ω′

R

n−1∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx′ +
∫

Ω′
R

∣∣∣∣ ∂u∂xn

∣∣∣∣2 dx′

⎤⎥⎦ =
d

2π

∫
Ω′

R

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx′.

Обозначим F(R) =
∫

ΩR

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx. Тогда из последних неравенств

вытекает, что F(R) � d

2π
∂F
∂R
, ∂ lnF

∂R
� 2π

d
. Интегрируя последнее нера-

венство по R от R0 до R, получаем оценки, если u �≡ 0,

lnF(R)− lnF(R0) � d

2π
(R −R0), F(R0) � exp

{
−2π
d

(R −R0)
}
F(R)

или ∫
ΩR0

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx � exp
{
−2π
d

(R−R0)
} ∫

ΩR

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx.

Из этого неравенства и условия (3.82) вытекает, что∫
ΩR0

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx � exp
{
−2π
d

(R−R0)
}
a(R) exp

{
2π
d
R

}
.

Правая часть последнего неравенства стремится к нулю при R → ∞.
Отсюда следует, что F(R0) = 0 при любом R0 > 0. Поэтому ∂u

∂xj
= 0 при
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j = 1, . . . , n в ΩR0 и, следовательно, u ≡ const в ΩR0 . Так как u = 0 на
∂Ω∞, то u ≡ 0 в Ω∞.
Покажем теперь, что∫

Ω′
R

u2dx′ � d2

π2

∫
Ω′

R

n−1∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx′.

Рассмотрим область Ω′
R+ . Не ограничивая общности, можно предполо-

жить, что наименьшее ребро параллелепипеда в Rn−1
x′ , в который можно

заключить Ω′
R+ , направлено вдоль оси x и совпадает с отрезком [0, d].

Доопределим u(x) в этом параллелепипеде, полагая u = 0 вне Ω′
R+ .

Представим u(x) на Ω′
R+ в виде ряда Фурье

u(x) =
∞∑

k=1

ck(x2, . . . , xn−1, R) sin
kπx1

d
.

Согласно равенству Парсеваля

2

d∫
0

u2dx1 = d

∞∑
k=1

c2k, 2

d∫
0

(
∂u

∂x1

)2

dx1 = d

∞∑
k=1

(
kπ

d

)2

c2k.

Поэтому

2d
∫

Ω′
R+

u2dx′ =
∫

Ω′
R+

d

∞∑
k=1

c2kdx
′ =
(
d

π

)2 ∫
Ω′

R+

d

∞∑
k=1

(
kπ

d

)2

c2kdx
′ �

� 2d
(
d

π

)2 ∫
Ω′

R+

n−1∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx′,

что и требовалось показать. Аналогичная оценка имеет место для Ω′
R− .

Теорема доказана.

Замечание 3. Условие (3.82) теоремы 38 можно заменить условием∫
ΩR

u2dx � a(R) exp{2π
d
R}.

Это следует из того, что, согласно теореме 30 из § 3.8, имеет место
оценка ∫

ΩR

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx � C

∫
ΩR

u2dx,

где постоянная C, как легко видеть из доказательства теоремы, может
быть выбрана не зависящей от R.
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Замечание 4. На плоскости {x1, x2} в полосе
Ω∞ = {x; 0 � x1 � d,−∞ � x2 � +∞}

для решения u(x) = sin πx1
d e

π
d

x2 , Δu = 0, выполнены оценки∫
ΩR

[(
∂u

∂x1

)2

+
(
∂u

∂x2

)2
]
dx � C1e

2π
d

R,

∫
ΩR

u2dx � C2e
2π
d

R, C1, C2 = const .

Это показывает, что условие роста (3.82) функции u(x) в теореме 38 в
этом случае является точным.

Правую часть в неравенстве (3.82) можно заменить на функцию
a(R)e2

√
λR, где

λ = inf

∫
Ω′

R+

n−1∑
j=1

(
∂u
∂xj

)2
dx′

∫
Ω′

R+

u2dx′

и нижняя грань берется по всем функциям u ∈ C1(Ω′
R+), равным нулю

на границе Ω′
R+ . Как известно, λ является первым собственным значе-

нием задачи (см. гл. 6)

Δu = −λu в Ω′
R+ , u

∣∣∣
∂Ω′

R+

= 0.

Такое же исследование можно провести и для задачи Неймана и полу-
чить аналог известного в теории упругости принципа Сен-Венана.

3.10. Изолированные особенности
гармонических функций.
Поведение в окрестности бесконечности.
Задача Дирихле в неограниченной области

Фундаментальное решение E(x, x0) уравнения Лапласа является при-
мером гармонической в Rn

x\x0 функции с изолированной особенностью
в точке x0. Легко видеть, что |E(x, x0)| неограниченно растет при
|x−x0| → 0, так как |E(x, x0)| ≡ |E(|x−x0|)| = Cn|x−x0|2−n при n > 2 и
|E(x, x0)| ≡ |E(|x−x0|)| = C2 ln(|x−x0|−1) при n = 2, Cn = (ωn(n−2))−1

при n > 2, C2 = 1
2π .

Доказанные ниже теоремы показывают, что такая изолированная
особенность гармонической функции является в определенном смысле
минимальной.
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Теорема 39 (об устранимой особенности). Пусть u(x)— гармоническая
функция в Ω\{x0}, x0 ∈ Ω. Пусть

m(ρ) = sup
Ω\Qx0

ρ

|u|.

Предположим, что
m(ρ) � |E(ρ)|a(ρ), (3.83)

где a(ρ) > 0 и a(ρ) → 0 при ρ → 0. Тогда особенность функции u(x) в
точке x0 устранима, т. е. u(x0) можно доопределить так, что функ-
ция u(x) будет гармонической функцией в Ω. Если же

m(ρ) � |E(ρ)|ρ−1a(ρ) при n > 2, (3.84)

m(ρ) � ρ−1a(ρ) при n = 2, (3.85)
в некоторой окрестности Qx0

ρ1
точки x0, ρ1 = const > 0, то для u(x)

справедливо равенство

u(x) = M1E(x, x0) + u1(x) в Qx0

ρ1
, (3.86)

где M1 = const, u1(x)— гармоническая функция в Qx0

ρ1
.

Доказательство. Применим формулу (1.16) к функции u(x) и области
Qx0

ρ1
\Qx0

ρ , где ρ < ρ1 и ρ1 выбрано так, что Q
x0

ρ1
⊂ Ω. Для любой точки x̂

из Qx0

ρ1
\Qx0

ρ имеем

u(x) =
∫

Sx0
ρ1

(
u(x)

∂E(x, x̂)
∂ν

− E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

)
ds−

−
∫

Sx0
ρ

(
u(x)

∂E(x, x̂)
∂ν

− E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

)
ds, (3.87)

где ν = (ν1, . . . , νn)—направление радиус-вектора x− x0. Покажем, что
в случае выполнения условия (3.83) второй интеграл в равенстве (3.87)
стремится к нулю при ρ→ 0. Тогда, доопределив функцию u(x) в точке
x0 по непрерывности, а именно, положив ее равной значению в точке
x0 первого интеграла правой части равенства (3.87), получим функцию,
гармоническую в Ω и совпадающую с u(x) в Ω\{x0}.
Рассмотрим интеграл

J1 =
∫

Sx0
ρ

u(x)
∂E(x, x̂)

∂ν
ds. (3.88)
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Докажем, что этот интеграл стремится к нулю при ρ → 0 как в случае
выполнения условия (3.83), так и в случае выполнения условий (3.84),
(3.85). Заметим, что |∂E(x,x̂)

∂ν | � M2 при x ∈ Sx0

ρ , при фиксированном x̂ и
достаточно малых ρ, где M2 = const. Легко видеть, что при достаточно
малых ρ

|J1| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

Sx0
ρ

u(x)
∂E(x, x̂)

∂ν
ds

∣∣∣∣∣∣∣∣ � M2m(ρ)ωnρ
n−1 � M3a(ρ),

где M3 = const. Следовательно, интеграл (3.88) стремится к нулю при
ρ→ 0, так как по условию a(ρ) → 0 при ρ→ 0.
Рассмотрим интеграл

J2 =
∫

Sx0
ρ

E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

ds. (3.89)

Заметим, что в силу теоремы 14 из § 3.5 имеем∫
Sx0

ρ

∂u(x)
∂ν

ds =
∫

Sx0

ρ′

∂u(x)
∂ν

ds

при любых ρ и ρ′, не превосходящих ρ1. Поэтому∫
Sx0

ρ

∂u(x)
∂ν

ds = C0, (3.90)

где постоянная C0 не зависит от ρ при ρ � ρ1. Интеграл (3.89) запишем
в виде

J2 =
∫

Sx0
ρ

E(x0, x̂)
∂u(x)
∂ν

ds+
∫

Sx0
ρ

[
E(x, x̂)− E(x0, x̂)

] ∂u(x)
∂ν

ds. (3.91)

Покажем, что второй интеграл в правой части равенства (3.91) стре-
мится к нулю при ρ→ 0. Согласно теореме 30 из § 3.8 имеем

max
Sx0

ρ

∣∣∣∣ ∂u∂xj

∣∣∣∣ � 2n
ρ
m
(ρ

2

)
.

Кроме того, по формуле Лагранжа |E(x, x̂)−E(x0, x̂)| � M4|x− x0|, где
M4 = const, если x̂ фиксировано, а |x−x0| = ρ достаточно мало. Поэтому
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как и в случае выполнения условия (1.83), так и в случае условий (3.84),
(3.85) имеем∫
Sx0

ρ

|E(x, x̂)−E(x0, x̂)|
∣∣∣∣∂u(x)∂ν

∣∣∣∣ ds�M4ρ ·2n2ρ−1m
(ρ

2

)
ωnρ

n−1 �M5a
(ρ

2

)
,

где постоянные M4 и M5 не зависят от ρ. Следовательно, второй ин-
теграл в правой части равенства (3.91) стремится к нулю при ρ → 0.
Первый интеграл в правой части равенства (3.91) не зависит от ρ, так
как ∫

Sx0
ρ

E(x0, x̂)
∂u(x)
∂ν

ds = E(x0, x̂)
∫

Sx0
ρ

∂u(x)
∂ν

ds = C0E(x0, x̂).

Поэтому получаем, что при ρ → 0 интеграл J2 стремится к C0E(x0, x̂)
и равенство (3.87) в пределе при ρ→ 0 переходит в равенство

u(x̂) =
∫

Sx0
ρ1

(
u(x)

∂E(x, x̂)
∂ν

−E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

)
ds+ C0E(x0, x̂). (3.92)

Легко видеть, что C0 = 0 в случае выполнения условия (3.83), так как
интеграл в равенстве (3.92) ограничен при |x̂−x0| < ρ

2 , последнее слага-
емое равно C0E(|x0 − x̂|), что противоречит условию (3.83), если C0 �= 0.
В случае выполнения условий (3.84), (3.85) за u1(x) в Qx0

ρ1
можно взять

гармоническую функцию, равную интегралу по Sx0

ρ1
, стоящему в правой

части равенства (3.92). Теорема доказана.

Теорему 39 при выполнении условия (3.83) можно доказать несколь-
ко короче, если воспользоваться тем, что для шара решение задачи Ди-
рихле для уравнения Лапласа существует при любой непрерывной функ-
ции ψ, заданной на границе шара (см. § 3.6). Действительно, пусть v(x)—
гармоническая функция в Qx0

ρ1
, равная u(x) на границе этого шара, и

w(x) = u(x)− v(x). Тогда для любого ε > 0 в силу принципа максимума
для гармонической функции w ± ε|E(x, x0)| имеем

|w| � ε|E(x, x0)| (3.93)

в Qx0

ρ1
\Qx0

ρ , если ρ достаточно мало, так как w = 0 на Sx0

ρ1
и −ε|E(ρ)| �

w � ε|E(ρ)| на Sx0

ρ в силу условия (3.83). Переходя к пределу при ε→ 0 и
фиксированном x в соотношении (3.93), получаем, что w ≡ 0 в Qε

ρ1
\{x0}.

Полагая u(x0) равным v(x0), получим, что u(x) совпадает с гармониче-
ской функцией v(x) в Qx0

ρ1
, что и требовалось доказать.
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xr

h

x̂
γ
ρ

O

R+ 1

Рис. 3.4

Теорема 39 об устранимой особенности для гармонических функций
также является аналогом известной теоремы об устранимой особенности
для аналитической функции w(z) комплексного переменного z (см. [19]).
Аналогичным путем можно доказать теоремы об устранимой особен-

ности на многообразиях большей размерности. Изучим теперь поведение
гармонической функции в окрестности бесконечно удаленной точки.

Теорема 40 (о поведении на бесконечности). Ограниченная в Rn
x\Q0

R

гармоническая функция u(x) стремится к пределу при |x| → ∞, т. е.
|u(x) −M | � ε при |x| > ρ, если ρ = ρ(ε) достаточно велико; ε > 0—
произвольное число, M —некоторая постоянная.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 39, воспользуемся
представлением (3.16) гармонической в Q0

ρ\Q0
R+1 функции u(x), полу-

ченным в § 3.3. Здесь ρ > R+ 1. Для любой точки x̂ ∈ Q0
ρ\Q0

R+1 имеем

u(x̂) = −
∫

S0
R+1

(
u(x)

∂E(x, x̂)
∂ν

− E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

)
ds+

+
∫
S0

ρ

(
u(x)

∂E(x, x̂)
∂ν

− E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

)
ds. (3.94)

Так как первый интеграл в правой части равенства (3.94) не зави-
сит от ρ, то и второй интеграл также не зависит от ρ. Покажем, что
для ограниченной в Rn

x\Q0
R гармонической функции u(x) этот интеграл

также не зависит и от x̂ и равен постоянной. Обозначим (см. рис. 3.4)

J1 =
∫
S0

ρ

u(x)
∂E(x, x̂)

∂ν
ds, J2 = −

∫
S0

ρ

E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

ds ,
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и вычислим пределы этих интегралов при ρ→∞. Обозначим |x− x̂| = r,
|x| = ρ, |x̂| = h. Так как r+ h � ρ, r− h � ρ, то | rρ − 1| � h

ρ и |ρr − 1| � h
r .

Далее, ∂E(x,x̂)
∂ν = 1

ωn
r1−n cos γ, где γ — угол между векторами x− x̂ и x.

Легко видеть, что

cos γ
ρ2 + r2 − h2

2rρ
=

1
2
ρ

r
+

1
2
h2

rρ
> 0.

Вычислим предел J1 при ρ→∞. Имеем

J1 =
∫
S0

ρ

u(x)
∂E(x, x̂)

∂ν
ds =

∫
S0

ρ

u(x)
1
ωn
r1−n cos γds =

=
1

ωnρn−1

∫
S0

ρ

u(x)ds+
∫
S0

ρ

u(x)
ωnρn−1

(
ρn−1 cos γ
rn−1

− 1
)
ds.

Покажем, что последний интеграл, который мы обозначим через J3,
стремится к нулю при ρ→∞. Действительно,

|J3|�max
Q

0
ρ

|u|max
S0

ρ

∣∣∣∣ρn−1 cos γ
rn−1

−1
∣∣∣∣�C1

∣∣∣∣12
(
ρn

rn
−1
)

+
1
2

(
ρn−2

rn−2
−1
)
− h2

2ρ2

ρn

rn

∣∣∣∣ ,
где C1 = const. Так как ρ

r → 1 при ρ → ∞ и фиксированном x̂, то
очевидно J3 → 0 при ρ→∞. Заметим, что интеграл

1
ωnρn−1

∫
S0

ρ

u ds

ограничен равномерно по ρ, так как функция u(x) ограничена в Rn
x\Q0

R.
Рассмотрим интеграл J2. Заметим, что в силу теоремы 14 из § 3.5 при
ρ1 � R+ 1 и ρ2 � R+ 1∫

S0
ρ1

∂u(x)
∂ν

ds =
∫

S0
ρ2

∂u(x)
∂ν

ds = C2 = const . (3.95)

Имеем

J2 =−
∫
S0

ρ

∂u(x)
∂ν

E(x, x̂)ds=
∫
S0

ρ

∂u(x)
∂ν

|E(ρ)|ds+
∫
S0

ρ

∂u(x)
∂ν

[E(ρ)−E(r)] ds=

=C2|E(ρ)|+J4.
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Покажем, что интеграл J4 стремится к нулю при ρ→∞. Воспользу-
емся оценками производных, доказанными в § 3.8. При достаточно боль-
ших ρ, согласно теореме 30 из § 3.8, имеем

max
S0

ρ

∣∣∣∣ ∂u∂xj

∣∣∣∣ � Kρ−1,

где K = const, при этом за область Ω1 в теореме 30 возьмем область
Q0

3ρ
2

\Q0
ρ
2
, а за Ω— область Q0

2ρ\Q0
R+1, предполагая, что ρ > 4(R + 1) .

Легко видеть, что

|J4| � max
S0

ρ

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣ωwρ

n−1 ·max
S0

ρ

|E(ρ)− E(r)| � C3ρ
n−2 max

S0
ρ

|E(ρ)− E(r)| .

Так как |1 − ρ
r | � h

r , то |J4| → 0 при ρ → ∞. Заметим, что при n = 2
постоянная C2, определяемая равенствами (3.95), равна нулю. Это выте-
кает из того, что сумма J1+J2, а также J3 и J4 ограничены равномерно
по ρ при ρ > 4(R + 1) и поэтому C2|E(ρ)| должно быть ограниченным
по ρ при больших ρ. При n > 2, очевидно, C2|E(ρ)| → 0 при ρ → ∞, и
поэтому J2 → 0 при ρ→∞ . Итак, мы получили

u(x̂) = −
∫

S0
R+1

(
u(x)

∂E(x, x̂)
∂ν

− E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

)
ds+ lim

ρ→∞
1

ωnρn−1

∫
S0

ρ

u ds,

(3.96)
причем мы показали, что последний предел существует и, очевидно, не
зависит от точки x̂. Если n > 2, то интеграл по S0

R+1 в правой части
равенства (3.96) стремится к нулю при |x̂| → ∞, так как max

x∈S0
R+1

|E(x, x̂)|

и max
x∈S0

R+1

|∂E(x,x̂)
∂ν | стремятся к нулю при |x̂| → ∞. Если n = 2, то этот

интеграл также стремится к нулю при |x̂| → ∞. Это следует из того,
что max

x∈S0
R+1

|∂E(x,x̂)
∂ν | → 0 при |x̂| → ∞ и

∫
S0

R+1

E(x, x̂)
∂u(x)
∂ν

ds= E(|x̂|)
∫

S0
R+1

∂u

∂ν
ds+

∫
S0

R+1

[E(x, x̂)−E(0, x̂)]
∂u(x)
∂ν

ds=

=C2E(|x̂|)+
1
2π

∫
S0

R+1

ln
|x− x̂|
|x̂|

∂u(x)
∂ν

ds→ 0

при |x̂| → ∞, так как C2 = 0, |x−x̂|
|x̂| → 1 при |x̂| → ∞ равномерно по

x ∈ S0
R+1 и, следовательно, ln |x−x̂|

|x̂| → 0 при |x̂| → ∞ равномерно по
x ∈ S0

R+1 Итак, теорема 40 доказана.
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Подробное исследование поведения гармонических функций в
окрестности изолированной особой точки, а также при |x| → ∞ при-
ведено в книге С. Л. Соболева [11].
При доказательстве теоремы 40 мы показали, что в случае n = 2

у гармонической ограниченной в Rn
x\Q0

R функции u(x) постоянная C2,
определяемая равенством (3.95), равна нулю. При n > 2 это утвержде-
ние не верно, как показывает пример гармонической в Rn

x\Q0
R функции

u(x) = |x|2−n.
Задачу Дирихле можно рассматривать и в неограниченной области

Ω∞. Если область Ω∞ = Rn
x\Ω, где Ω—некоторая ограниченная область

в Rn
x, то задача Дирихле для такой области Ω∞ называется внешней

задачей Дирихле.
Внешняя задача Дирихле в случае n > 2 состоит в том, чтобы

найти гармоническую функцию u(x) в Ω∞ такую, что u(x) ∈ C0(Ω∞) и
u|∂Ω∞ = ψ, lim

|x|→∞
u(x) = a, где a— заданная постоянная, ψ— заданная

функция на ∂Ω∞.
Внешняя задача Дирихле в случае n = 2 состоит в том, чтобы

найти гармоническую функцию u(x) в Ω∞ такую, что u(x) ∈ C0(Ω∞),
u|∂Ω∞ = ψ и |u(x)| < K в Ω∞, где K —некоторая постоянная, ψ— задан-
ная функция на ∂Ω∞.

Теорема 41. Внешняя задача Дирихле для уравнения Лапласа в обла-
сти Ω∞ = Rn

x\Ω не может иметь более одного решения.

Доказательство. В случае n > 2 достаточно показать, что гармониче-
ская в Ω∞ функция u(x) ∈ C0(Ω∞), равная нулю на ∂Ω∞ и стремящаяся
к нулю при |x| → ∞, равна тождественно нулю в Ω∞. Для этого рас-
смотрим область Q0

ρ\Ω при больших ρ. Так как u(x) → 0 при |x| → ∞, то
|u(x)| < ε на S0

ρ , если ρ достаточно велико. Применяя принцип максиму-
ма к функции u(x) в области Q0

ρ\Ω, получаем, что |u(x)| < ε в Q0
ρ\Ω. Так

как ε—произвольное число, то u ≡ 0 в Ω∞. В случае n = 2 достаточ-
но показать, что ограниченная гармоническая функция u(x) ∈ C0(Ω∞),
равная нулю на ∂Ω∞, равна тождественно нулю в Ω∞. Рассмотрим в
Q0

ρ\Ω функции δ ln(R|x−x0|)±u, где δ = const > 0, x0 ∈ Ω, а постоянная
R выбрана так, что R|x− x0| > 1 в Ω∞. Тогда δ ln(R|x− x0|) > 0 в Ω∞ и
гармонические функции δ ln(R|x−x0|)+u(x) и δ ln(R|x−x0|)−u(x) неот-
рицательны на ∂Ω∞ и на S0

ρ при достаточно большом ρ. Поэтому в силу
принципа максимума δ ln(R|x−x0|)+u(x) � 0 и δ ln(R|x−x0|)−u(x) � 0
в Q0

ρ\Ω. Следовательно, в любой ограниченной части Ω∞

|u(x)| � δ ln(R|x− x0|)
при любом δ = const > 0. Поэтому u ≡ 0 в Ω∞. Теорема доказана.
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Заметим, что внешняя задача Дирихле для области Ω∞ = Rn
x\Q0

R

при ψ = 1 в случае n > 2 имеет решение вида

u(x) = a+ (1− a)Rn−2|x|2−n,

а в случае n = 2
u(x) = 1.

Если рассматривать задачу Дирихле в неограниченной области
Ω∞ = {x; 0 < xn < hπ}, то, как показывает теорема Фрагмена —Лин-
делёфа (см. § 3.9), эти задачи имеют не более одного решения в клас-
се растущих функций, определяемом условием (3.82). Таким образом,
постановка задачи Дирихле для уравнения Лапласа в неограниченной
области, обеспечивающая существование и единственность решения, за-
висят от характера неограниченной области Ω∞.

3.11. О последовательностях гармонических функций.
Обобщенное решение уравнения Лапласа.
Лемма Вейля

Обобщенной гармонической функцией, или обобщенным реше-
нием уравнения Лапласа, в области Ω называется обобщенная функ-
ция из пространства D′(Ω), которая удовлетворяет уравнению Лапласа
в смысле обобщенных функций, т. е.

〈Δu, ϕ〉 ≡ 〈u,Δϕ〉 = 0

для любой функции ϕ из D(Ω).
Имеет место следующая важная теорема.

Теорема 42. Всякая обобщенная гармоническая функция u(x) в Ω яв-
ляется также гармонической функцией в Ω.

Доказательство. Пусть u(x) ∈ D′(Ω) и 〈Δu, ϕ〉 = 〈u,Δϕ〉 = 0 для ϕ ∈
D(Ω). Рассмотрим средние функции uh(x) от обобщенной функции u(x),
т. е.

uh(x0) =
〈
u,wh(x0 − x)〉

при x0 ∈ Ω1, h � h0, причем расстояние от области Ω1 до ∂Ω больше h0.
Известно (см. § 1.3), что uh(x), как обобщенные функции из D′(Ω1), схо-
дятся при h → 0 к u(x) в смысле сходимости обобщенных функций из
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D′(Ω1). Легко видеть, что uh(x) при h < h0 являются гармоническими
функциями в Ω1, так как

Δxwh =Δx0wh,

Δx0uh(x0)=
〈
u,Δx0wh(x0−x)〉= 〈u,Δxwh(x0−x)〉=0,

где Δx =
n∑

j=1

∂2

∂xj
2 , Δx0 =

n∑
j=1

∂2

∂x0
j
2 . Согласно теореме 17 из § 3.5 для гар-

монических в Ω1 функций uh(x) имеет место равенство

uh(x0) =

⎛⎝ ∫
Qx0

ρ

ϕ(|x− x0|)dx
⎞⎠−1 ∫

Qx0
ρ

uh(x)ϕ(|x− x0|)dx, (3.97)

где ϕ ∈ D(Qx0

ρ ), A ≡ ∫
Qx0

ρ

ϕ(|x − x0|)dx �= 0, Qx0

ρ ⊂ Ω1. Так как uh(x)

сходятся при h→ 0 в смысле сходимости обобщенных функций в D′(Ω1)
к u(x), то, переходя к пределу при h→ 0 в равенстве (3.97), получим

lim
h→0

uh(x0) = A−1 〈u, ϕ〉 (3.98)

для любой функции ϕ, для которой имеет место равенство (3.97). Пола-
гая в равенстве (3.98) ϕ = wh1(|x − x0|) и ϕ = wh2(|x − x0|), получаем,
что при h1 < ρ и h2 < ρ

uh1(x0) = uh2(x0),

так как
∫

Qx0
ρ

wh(|x − x0|)dx = 1, и левая часть равенства (3.98) не зави-

сит от ϕ. Таким образом, в области Ωρ, принадлежащей Ω1 и такой, что
расстояние от Ωρ до ∂Ω1 не меньше ρ, средние функции uh(x) от обоб-
щенной функции u(x) совпадают между собой при достаточно малых
h. Следовательно, они совпадают в Ωρ с u(x), и поэтому u(x) является
гармонической функцией в Ωρ при любом ρ > 0. Так как в качестве Ω1

можно взять любую подобласть области Ω, то u(x) является гармониче-
ской функцией в Ω.

Следующая теорема является частным случаем теоремы 42, но мы
проведем ее доказательство независимо, не используя при этом теории
обобщенных функций. Эта теорема в литературе известна под названием
леммы Вейля.
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Теорема 43. Пусть u(x) ∈ Lp(Ω), p � 1, и для любой функции ϕ из
D(Ω) имеет место интегральное тождество∫

Ω

u(x)Δϕ(x)dx = 0. (3.99)

Тогда u(x) является гармонической функцией в Ω.

Доказательство. Теорема 43 является следствием теоремы 42, так как
функция u(x), удовлетворяющая условиям теоремы 43, является обоб-
щенной гармонической функцией. Докажем теорему 43, не используя
теории обобщенных функций. Рассмотрим средние функции uh(x) в об-
ласти Ω1 при h < h0, причем расстояние от Ω1 до ∂Ω больше h0. Как
показано в § 1.2, uh(x) сходятся в норме Lp(Ω1) к u(x) при h → 0. По-
кажем, что uh(x) совпадают между собой в окрестности любой точки
x0 ∈ Ω1 при достаточно малых h. Функции uh(x)— гармонические в Ω1,
так как

Δx0uh =
∫
Ω

u(x)Δx0w(x0 − x)dx =
∫
Ω

uΔxwdx,

а
∫
Ω

uΔxwdx = 0 в силу условия (3.99). Для uh(x) при x ∈ Ω1 справед-

ливо равенство (3.97). Переходя в нем к пределу при h → 0, получим
равенство

lim
h→0

uh(x0) =

⎛⎝ ∫
Qx0

ρ

ϕ(|x− x0|)dx
⎞⎠−1 ∫

Qx0
ρ

u(x)ϕ(|x − x0|)dx, (3.100)

так как∫
Qx0

ρ

|uh(x)− u(x)|ϕ(|x − x0|)dx � max
Q

x0

ρ

|ϕ|
∫

Qx0
ρ

|uh(x)− u(x)|dx

при p = 1, а при p > 1∫
Qx0

ρ

|uh(x)− u(x)|ϕ(|x − x0|)dx �

�

⎛⎝ ∫
Qx0

ρ

|uh(x)− u(x)|pdx
⎞⎠ 1

p
⎛⎝ ∫

Qx0
ρ

(ϕ(|x − x0|))qdx
⎞⎠ 1

q

, q =
p

p− 1
.

Здесь мы воспользовались неравенством Гёльдера (см. § 1.1). Пола-
гая в равенстве (3.100) ϕ = wh1(|x−x0|) и затем ϕ = wh2(|x−x0|), полу-
чим, что uh1(x0) = uh2(x0) для любой точки x0 ∈ Ωρ, где Ωρ — область,



122 Глава 3. Уравнение Лапласа

принадлежащая Ω1 и такая, что расстояние от Ωρ до ∂Ω1 не меньше ρ,
ρ = const > 0, h1 < ρ, h2 < ρ. Следовательно, u(x) = uh(x) в Ωρ при
любом ρ > 0, и поэтому u(x) является гармонической функцией в Ωρ, а
значит, и в Ω. Теорема доказана.

Таким образом, введение обобщенных гармонических функций в Ω
не расширяет класса гармонических функций в Ω.
Следствием теоремы 43 является следующее утверждение о неразре-

шимости задачи Коши для уравнения Лапласа.

Следствие 5. Задача Коши для уравнения Лапласа с начальными усло-
виями

u
∣∣∣
xn=0

= ψ,
∂u

∂xn

∣∣∣∣
xn=0

= 0 (3.101)

разрешима в окрестности точки x0 = (x0
1, . . . , x

0
n−1, 0) тогда и только

тогда, когда ψ—аналитическая функция в окрестности точки x0.

Разрешимость указанной задачи Коши для аналитической функции
ψ следует из теоремы Ковалевской I (см. § 2.2). Покажем, что эта задача
неразрешима, если ψ не является аналитической функцией в окрестно-
сти x0.
Предположим противное. Пусть в некоторой области Ω+, для то-

чек которой xn > 0 и граница которой содержит область G0 на ги-
перплоскости xn = 0, существует решение уравнения Лапласа, удо-
влетворяющее условиям (3.101). Доопределим функцию u(x) в области
Ω− = {x; (x1, . . . , xn−1,−xn) ∈ Ω+}, полагая для x ∈ Ω−

u(x1, . . . , xn) = u(x1, . . . , xn−1,−xn).

Очевидно, построенная функция u(x) непрерывна в G0∪Ω+∪Ω− и имеет
непрерывные производные первого порядка. Легко проверить, что∫
Ω+∪Ω−

uΔϕdx =
∫

Ω+∪Ω−

ϕΔudx = 0 для ϕ ∈ D(Ω), Ω = G0 ∪ Ω+ ∪ Ω−.

Следовательно, u(x) является обобщенной гармонической функцией в
Ω и, согласно теореме 43 из § 3.11 и теореме 32 из § 3.8, u(x) является
аналитической функцией в Ω. Это означает, что ψ должна быть анали-
тической функцией, и задача Коши с условиями (3.101) неразрешима,
если ψ не является аналитической функцией.
Докажем теперь теоремы о последовательностях гармонических

функций.
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Теорема 44. Пусть последовательность гармонических в Ω функций
um сходится в пространстве D′(Ω) при m → ∞ к обобщенной функ-
ции u. Тогда последовательность um(x) сходится в каждой точке Ω
к u(x) и u(x) является гармонической функцией в Ω. Кроме того,
Dαum сходится при m → ∞ к Dαum(x) в любой точке Ω для любого
α = (α1, . . . , αn).

Доказательство. Так как um является гармонической функцией в Ω,
то

〈um,Δϕ〉 =
∫
Ω

um(x)Δϕdx = 0 (3.102)

для любой функции ϕ из пространства D(Ω). Переходя к пределу при
m → ∞ в равенстве (3.102), получим, что 〈u,Δϕ〉 = 0 при ϕ ∈ D(Ω).
Это означает, что u является обобщенной гармонической функцией в
Ω. По теореме 42 u(x)— гармоническая функция в Ω Далее, согласно
теореме 17 из § 3.5, имеем

um(x0) =

⎛⎝ ∫
Qx0

ρ

ϕ(|x− x0|)dx
⎞⎠−1 ∫

Qx0
ρ

um(x)ϕ(|x − x0|)dx (3.103)

для ϕ ∈ D(Qx0

ρ ) при Qx0

ρ ⊂ Ω. Так как существует предел при m → ∞
для правой части равенства (3.103), то существует и предел um(x0) при
m → ∞. В силу того что предельная функция u(x) является гармони-
ческой функцией в Ω, для нее также справедливо равенство

u(x0) =

⎛⎝ ∫
Qx0

ρ

ϕ(|x − x0|)dx
⎞⎠−1 ∫

Qx0
ρ

u(x)ϕ(|x − x0|)dx. (3.104)

Так как предел правой части равенства (3.103) при m → ∞ равен пра-
вой части (3.104), то lim

m→∞um(x0) = u(x0). Если последовательность
um сходится в пространстве D′(Ω) при m → ∞ к u(x), то Dαum при
m → ∞ сходятся в D′(Ω) к Dαu (см. § 1.3). Так как Dαum также обра-
зуют последовательность гармонических функций, то по доказанному
выше Dαum(x0) → Dαu(x0) при m → ∞ для любого x0 ∈ Ω. Теорема
доказана.

Теорема 45. Пусть последовательность гармонических в Ω функций
um сходится в норме Lp(Ω), p � 1, при m → ∞ к функции u(x). Тогда
последовательность um при m→∞ сходится равномерно к u(x) в лю-
бой подобласти Ω1, если Ω1 ⊂ Ω, причем u(x) является гармонической
функцией в Ω.
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Доказательство. Пусть R равно расстоянию между Ω1 и ∂Ω. Пусть
x0 ∈ Ω1. Согласно теореме о среднем значении по шару, имеем

um1(x
0)− um2(x

0) =
1

κnRn

∫
Qx0

R

(um1(x)− um2(x))dx,

а поэтому при x0 ∈ Ω1∣∣um1(x
0)−um2(x

0)
∣∣� 1

κnRn

∫
Qx0

R

|um1(x)−um2(x)|dx при p=1,

∣∣um1(x
0)−um2(x

0)
∣∣� 1

κnRn

∫
Qx0

R

|um1(x)−um2(x)|dx�

� 1
κnRn

⎛⎜⎜⎝ ∫
Qx0

R

|um1(x)−um2(x)|pdx

⎞⎟⎟⎠
1
p
⎛⎜⎜⎝ ∫

Qx0
R

dx

⎞⎟⎟⎠
1
q

,

(3.105)

где 1
p + 1

q = 1, p > 1. Здесь мы воспользовались неравенством Гёль-
дера (см. § 1.1). Так как последовательность um(x) сходится в норме
Lp(Ω) при m → ∞, то из соотношений (3.105) вытекает, что |um1(x

0) −
um2(x

0)| � ε приm1 > m0 иm2 > m0, еслиm0 достаточно большое число
и x0 ∈ Ω1. Следовательно, последовательность um сходится равномерно
в Ω1 при m→∞.
Так как при любых m и ϕ ∈ D(Ω1)∫

Ω1

um(x)Δϕ(x)dx = 0,

то, переходя в этом равенстве к пределу при m→∞, получим, что∫
Ω1

u(x)Δϕ(x)dx = 0.

Согласно теореме 43 это означает, что u(x)— гармоническая функция
в Ω1.

Теорема 46. Если последовательность гармонических в Ω функций um

из класса C0(Ω) при m→∞ сходится равномерно на ∂Ω, то um(x) при
m→∞ сходится равномерно в Ω к гармонической функции u(x) в Ω.
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Доказательство. Если um(x) при m → ∞ сходится равномерно на ∂Ω,
то |um1(x)−um2(x)| < ε, если x ∈ ∂Ω,m1 > m0,m2 > m0 иm0 достаточно
велико, а ε > 0—произвольно заданное число. Согласно теореме 21 из
§ 3.5

|um1(x)− um2(x)| < ε

во всех точках Ω. Следовательно, um сходится равномерно в Ω при
m → ∞. Из теоремы 45 следует, что предел равномерно сходящейся
в Ω последовательности гармонических функций является функцией,
гармонической в Ω.

Докажем теперь теорему о компактности семейства гармонических
функций.

Теорема 47. Пусть гармонические в Ω функции um, m = 1, 2, . . ., рав-
номерно ограничены в норме Lp(Ω), p � 1, т. е.

(∫
Ω

|um|ρdx
) 1

p

� M,

где постоянная M не зависит от m. Тогда из последовательности
um(x) можно выбрать подпоследовательность, равномерно сходящую-
ся в любой подобласти Ω1 такой, что Ω1 ⊂ Ω. Пределом выбранной
подпоследовательности является гармоническая функция u(x) в Ω.

Доказательство. Пусть QR —шар радиуса R такой, что QR ⊂ Ω и рас-
стояние от QR до ∂Ω, больше 2δ, δ = const > 0. Покажем, что в кон-
центрическом шаре QR+δ радиуса R + δ функции um равномерно по m
ограничены. Действительно, применяя теорему о среднем значении и
неравенство Гёльдера, получаем для x0 ∈ QR+δ

|um(x0)| � 1
κnδn

∫
Qx0

δ

|um(x)|dx � M̃ при p = 1,

|um(x0)| � 1
κnδn

∫
Qx0

δ

|um(x)|dx �

� 1
κnδn

⎛⎝ ∫
Qx0

δ

|um|pdx
⎞⎠ 1

p
⎛⎝ ∫

Qx0
δ

dx

⎞⎠ 1
q

� M̃, p > 1,
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где M̃ —постоянная, зависящая от δ, но не зависящая от x0, а 1
p + 1

q = 1.
По теореме об оценках производных гармонических функций имеем для
любой точки x ∈ QR ∣∣∣∣∂um(x)

∂xj

∣∣∣∣ � n

δ
max
QR+δ

|um| � M1, (3.106)

где постоянная M1 не зависит от m. Из неравенства (3.106) следует рав-
ностепенная непрерывность семейства функций um в QR, так как для
x ∈ QR и x′ ∈ QR

|um(x)− um(x′)| =
∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

∂u(θ)
∂xj

(xj − x′
j)

∣∣∣∣∣∣ � M1 · n|x− x′|, θ ∈ QR.

По теореме Арцела из § 1.1 из последовательности um можно выбрать
равномерно в QR сходящуюся подпоследовательность. Пусть Ωδ обозна-
чает множество точек Ω, расстояние от которых до границы ∂Ω не мень-
ше чем 3δ. Пусть последовательность δk → 0 при k → ∞. Очевидно,
множество Ωδ1 замкнуто и его можно покрыть конечным числом шаров
Q1, . . . , QN , расстояние от которых до ∂Ω не меньше 2δ. По доказан-
ному из последовательности um можно выбрать подпоследовательность
um

′, сходящуюся равномерно в шаре Q1; далее, из последовательности
um

′ можно выбрать подпоследовательность um
′′, сходящуюся равномер-

но в Q2 и т. д. Это означает, что существует подпоследовательность u1
m,

равномерно сходящаяся в Ωδ1 . Очевидно, таким же путем из этой по-
следовательности можно выбрать подпоследовательность, равномерно
сходящуюся в Ωδ2 , затем из нее можно выбрать подпоследовательность,
равномерно сходящуюся в Ωδ3 , и т. д. Диагональным процессом выбира-
ем из um(x), m = 1, 2, . . . подпоследовательность, равномерно сходящу-
юся на любом множестве Ωδk

. Очевидно, любая область Ω′ такая, что
Ω′ ⊂ Ω, содержится в Ωδk

, если δk достаточно мало. В силу теоремы 45
пределом выбранной подпоследовательности является гармоническая в
Ω функция. Теорема доказана.

3.12. Ньютонов потенциал.
Гипоэллиптичность оператора Лапласа

Линейный дифференциальный оператор L с постоянными коэффициен-
тами называется гипоэллиптическим, если для любой области Ω ⊂ Rn

x

обобщенная функция u из D′(Ω) является функцией класса C∞(Ω) при
условии, что Lu = f в Ω и f ∈ C∞(Ω). В этом параграфе мы докажем
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гипоэллиптичность оператора Лапласа. Изучим сначала свойства нью-
тоновых потенциалов. В случае n = 2 такие потенциалы называются
еще логарифмическими.

Теорема 48. Пусть f(x) ∈ Ck(Ω), k � 0, и |f | � M в Ω, M = const.
Тогда ньютонов потенциал

v(x) =
∫
Ω

f(y)|x− y|2−ndy при n > 2,

v(x) =
∫
Ω

f(y) ln
1

|x− y|dy при n = 2,
(3.107)

является функцией из класса Ck+1(Ω).

Доказательство. Пусть x0 ∈ Ω, Qx0

2R ⊂ Ω, R = const > 0, функция
ψ(x) ∈ C∞

0 (Qx0

R ), ψ = 1 в Qx0

R
2

, x0 = (x0
1, . . . , x

0
n). Согласно формулам

(3.107) имеем

v(x)=
∫
Ω

[f(y)ψ(y)+f(y)(1−ψ(y))]CnE(x, y)dy= v1(x)+v2(x), (3.108)

где Cn = −(n − 2)ωn при n > 2 и Cn = −2π при n = 2, E(x, y)—
фундаментальное решения уравнения Лапласа,

v1(x)=
∫

Qx0
2R

f(y)ψ(y)CnE(x, y)dy, v2(x)=
∫

Ω\Qx0

R/2

f(y)(1−ψ(y))CnE(x, y)dy.

Легко видеть, что v2(x) является бесконечно дифференцируемой функ-
цией x в окрестности Qx0

R/4 точки x
0, так как E(x, y)— бесконечно диф-

ференцируемая функция x и y, когда x ∈ Qx0

R/4, y ∈ Ω\Qx0

R/2, и инте-
грал v2 можно дифференцировать под знаком интеграла. Покажем, что
в Qx0

R/4 существуют непрерывные производные Dαv1 при |α| � k + 1.
Пусть α = (α1, . . . , αn), |α| � K+1, αj > 0 при некотором j. С помощью
формулы интегрирования по частям функцию v1(x) можно представить
в виде

v1(x) =
∫

Qx0
2R

Φj(y1, . . . , yn)
∂

∂yj
(ψ(y)CnE(x, y)) dy, (3.109)
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где

Φj(y) = −
yj∫

x0
j

f(y1, . . . , yj−1, s, yj+1, . . . , yn)ds.

Будем рассматривать x ∈ Qx0

R/4. Сделаем в интеграле (3.109) замену
переменных интегрирования η = y−x. Тогда при |x−x0| < R

4 , учитывая,
что ψ(x) ∈ C∞

0 (Qx0

R ), получим

v1(x) =
∫

Q0
5
4 R

Φj(η + x)
∂

∂ηj
(ψ(η + x)CnE(0, η)) dη. (3.110)

Легко видеть, что несобственные интегралы∫
Q0

R

∣∣∣∣∂E(0, η)
∂ηj

∣∣∣∣ dη, j = 1, . . . , n,
∫

Q0
R

|E(0, η)|dη

сходятся, функция Φj(y) имеет любые непрерывные производные до по-
рядка k включительно и непрерывные производные порядка k + 1, со-
держащие по крайней мере одно дифференцирование по yj. Поэтому су-
ществует непрерывная производная Dαv1, α = (α1, . . . , αn), |α| � k + 1,
αj > 0, при x ∈ Qx0

R/4. Эта производная может быть получена диффе-
ренцированием интеграла (3.110) для v1(x) по x под знаком интеграла:

Dαv1 =
∫

Q0
5
4 R

Dα

[
Φj(η + x)

∂

∂ηj
(ψ(η + x)CnE(0, η))

]
dη.

Действительно, при x = (x1, . . . , xn) ∈ Qx0

R/4 и x
′ = (x1, . . . , xl−1, xl +

Δxl, xl+1, . . . , xn) имеем при l = j, если k = 0, и любом l, если k � 1,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v1(x)− v1(x′)

Δxl
−
∫

Q0
5
4 R

Dxl

[
Φj(η + x)

∂

∂ηj
(ψ(η + x)CnE(0, η))

]
dη

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ �
� ε(x, x′)

∫
Q0

5
4 R

|Cn|
(
|E(0, η)| +

∣∣∣∣∂E(0, η)
∂η

∣∣∣∣) dη, где ε(x, x′)→ 0 при x′ → x,

и правая часть этого неравенства стремится к нулю при x′ → x. Анало-
гично доказывается существование производных от v1(x) более высокого
порядка при k � 1 Теорема доказана.
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Функция f(y) в интеграле (3.107) называется плотностью ньютонова
потенциала.

Теорема 49. Ньютонов потенциал (3.107) при f(x) ∈ Ck(Ω),
|f(x)| � M в Ω, M = const, k = 1, удовлетворяет в Ω уравнению

Δv = −(n− 2)ωnf при n > 2, (3.111)

Δv = −2πf при n = 2. (3.112)

Доказательство. Представим v(x) = v1(x) + v2(x) по формуле (3.108).
Очевидно, Δv2 = 0 в Qx0

R/4, так как ΔxE(x, y) = 0 при x ∈ Qx0

R/4,

y ∈ Ω\Qx0

R/4 и интеграл v2(x) можно дифференцировать под знаком ин-

теграла. Для вычисления Δv1 при x ∈ Qx0

R/4 сделаем замену переменных

интегрирования y = η + x в интеграле для v1(x). Имеем при x ∈ Qx0

R/4

v1(x) =
∫

Q0
5
4 R

Cnf(x+ η)ψ(x+ η)E(0, η)dη.

Применяя формулу интегрирования по частям и пользуясь тем, что
ψ(x + η) как функция η принадлежит классу D(Q0

5
4
R
) при x ∈ Qx0

R/4,
получим

∂v1(x)
∂xj

=
∫

Q0
5
4R

Cn
∂

∂xj
(fψ)E(0, η)dη=lim

ε→0

∫
Q0

5
4R

\Q0
ε

Cn
∂(fψ)
∂ηj

E(0, η)dη=

=lim
ε→0

⎡⎢⎢⎢⎣−
∫

Q0
5
4R

\Q0
ε

Cnf(x+η)ψ(x+η)
∂E

∂ηj
dη−
∫
S0

ε

Cnf(x+η)ψ(x+η)E(0, η)νjds

⎤⎥⎥⎥⎦=

=−
∫

Q0
5
4R

Cnfψ
∂E

∂ηj
dη.

Поэтому, учитывая, что ΔE(0, η) = 0 в Q0
5
4
R
\Q0

ε, с помощью интегриро-
вания по частям получаем
n∑

j=1

∂2v1
∂xj

2
= −

∫
Q0

5
4 R

Cn

n∑
j=1

∂(fψ)
∂xj

∂E

∂ηj
dη = lim

ε→0
Cn

∫
Q0

5
4 R\Q0

ε

−
n∑

j=1

∂(fψ)
∂xj

∂E

∂ηj
dη =

= lim
ε→0

Cn

∫
S0

ε

f(x+ η)ψ(x + η)
∂E(0, η)
∂ν

ds.
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Функция ψ(x + η) = 1 при η ∈ Q0
ε, x ∈ Qx0

R/4, если ε достаточно мало.

Поэтому при x ∈ Qx0

R/4 и n > 2

Δv1(x) = lim
ε→0

Cn

∫
S0

ε

∂E(0, η)
∂ν

f(x+ η)ds =

= lim
ε→0

(2− n)ε1−n

∫
S0

ε

f(x+ η)ds = (2 − n)ωnf(x).

При n = 2 имеем

Δv1(x) = lim
ε→0

⎛⎜⎝−1
ε

∫
S0

ε

f(x+ η)ds

⎞⎟⎠ = −2πf(x).

Таким образом, теорема доказана.

Теорема 50. Оператор Лапласа является гипоэллиптическим опера-
тором в Rn

x.

Доказательство. Пусть u ∈ D′(Ω), Δu = f в Ω и f ∈ C∞(Ω). Покажем,
что u ∈ C∞(Ω). Пусть x0 ∈ Ω, Qx0

2R ⊂ Ω, ψ ∈ C∞
0 (Qx0

2R) и ψ(x) = 1 в Qx0

R .
Рассмотрим ньютонов потенциал

w(x) =
∫
Ω

f(y)ψ(y)E(x, y)dy

с плотностью fψC−1
n .

Согласно теореме 48 функция w(x) бесконечно дифференцируема
в Ω, Δw = −(n − 2)ωnf(x)ψ(x)C−1

n = f(x)ψ(x) в Ω, и u − w из D′(Ω)
является обобщенной гармонической функцией в Qx0

R . По теореме 42 из
§ 3.11 u− w является гармонической функцией в Qx0

R и, следовательно,
как доказано в § 3.3, функция u−w принадлежит классу C∞(Qx0

R ). Так
как x0 —произвольная точка Ω, то u ∈ C∞(Ω). Теорема доказана.

В § 3.2 мы определили фундаментальное решение уравнения Лапласа
как обобщенную функцию V (x, x0) из D′(Rn

x), удовлетворяющую в Rn
x

уравнению
ΔxV = δ(x − x0). (3.113)

Очевидно, что при таком определении фундаментальное решение опре-
деляется с точностью до гармонической в Rn

x функции. Если на V (x, x0)
наложить условие: V (x, x0) → 0 при |x| → ∞ для n > 2, и |V | �
K1 + K2|x|p при |x − x0| > 1, где K1, K2, p = const, 0 < p < 1,∫
Sx0

1

V (x, x0)ds = 0 для n = 2, то фундаментальное решение уравне-

ния Лапласа определяется однозначно и задается формулами (3.8), (3.9).
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Действительно, при таких предположениях разность V1(x, x0)−V2(x, x0)
двух решений уравнения (3.113) в Rn

x является гармонической функцией
в Rn

x, стремящейся к нулю при |x| → ∞, если n > 2, и не превосходящей
K ′

1 +K ′
2|x|p в Rn

x, K ′
1, K

′
2 = const, p < 1, если n = 2. По теореме Лиувил-

ля (см. § 3.9) V1(x, x0)−V2(x, x0) = const. В случае n > 2 эта постоянная
равна нулю, так как V1−V2 → 0 при |x| → ∞. В случае n = 2 из условия∫
Sx0

1

V (x, x0)ds = 0 следует, что V1 − V2 = 0. Поэтому фундаментальное

решение уравнения Лапласа при указанных дополнительных условиях
должно совпадать с функцией E(x, x0), заданной формулами (3.8), (3.9).
Рассмотрим теперь обобщенные решения уравнения Пуассона

Δu = f . Пусть f — обобщенная функция из D′(Rn
x) с носителем в Ω, где

Ω— ограниченная область в Rn
x. Тогда определена свертка f и CnE(0, x)

как обобщенная функция из D′(Rn
x) вида

v = f ∗ CnE(0, x), Cn = −ωn(n− 2) при n > 2, Cn = −2π при n = 2,

которую будем называть обобщенным ньютоновым потенциалом. Со-
гласно правилам дифференцирования свертки (см. § 1.3) имеем

Δv = Δ(f ∗ CnE(0, x)) = f ∗ CnΔE = f ∗ Cnδ = Cnf.

Если f(x)—финитная и интегрируемая в Rn
x функция, то обобщенный

ньютонов потенциал имеет вид

v(x) = Cn

∫
Rn

f(y)E(x, y)dy ,

и функция w = 1
Cn
v является обобщенным решением уравнения Пуассо-

на Δw = f .

3.13. Обобщенные решения задачи Дирихле

В настоящем параграфе мы сформулируем постановку и исследуем свой-
ства так называемой обобщенной задачи Дирихле в ограниченной обла-
сти Ω ⊂ Rn. Решения таких задач ищутся в пространствах Соболева

H1(Ω) и
◦
H1(Ω).

Напомним (см. гл. 1), что гильбертово пространство L2(Ω) — это про-
странство функций, интегрируемых в квадрате в области Ω; скалярное
произведение и норма в L2(Ω) задаются следующим образом:

(u, v) =
∫
Ω

uv dx, ‖u‖20 = (u, u) =
∫
Ω

u2 dx, u, v ∈ L2(Ω).
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Пространство H1(Ω) включает в себя те функции u(x) из L2(Ω), для
которых все их производные первого порядка ∂u/∂xi также являют-
ся элементами пространства L2(Ω). (Производные понимаются в смыс-
ле теории обобщенных функций.) Пространство H1(Ω) также является
гильбертовым пространством относительно скалярного произведения

[u, v]H1(Ω) =
∫
Ω

uv dx+
∫
Ω

n∑
k=1

∂u

∂xk

∂v

∂xk
dx, u, v ∈ H1(Ω). (3.114)

Норма в пространстве H1(Ω) задается, в соответствии со скалярным
произведением, следующим образом:

‖u‖2H1(Ω) = [u, u]H1(Ω) =
∫
Ω

u2 dx+
∫
Ω

n∑
k=1

(
∂u

∂xk

)2

dx = ‖u‖20 + ‖∇u‖20 ,

(3.115)
где под ‖∇u‖0 мы понимаем норму вектор-функции ∇u(x) =
(∂u/∂x1, . . . , ∂u/∂xn) в пространстве (L2(Ω))n.

Наконец, пространством
◦
H1(Ω) называется пополнение C∞

0 (Ω) по
норме пространства H1(Ω). Из определений этих пространств следует

C∞
0 (Ω) ⊂

◦
H1(Ω) ⊂ H1(Ω) ⊂ L2(Ω).

Скалярное произведение и норма в пространстве
◦
H1(Ω) индуцируют-

ся из H1(Ω) и также задаются формулами (3.114) и (3.115). Однако,
как мы увидим чуть ниже, неравенство Фридрихса позволяет ввести в
◦
H1(Ω) другую, эквивалентную, норму и соответствующее ей скалярное
произведение:

‖u‖21 = [u, u] =
∫
Ω

n∑
k=1

(
∂u

∂xk

)2

dx = ‖∇u‖20 , u ∈
◦
H1(Ω), (3.116)

[u, v] =
∫
Ω

n∑
k=1

∂u

∂xk

∂v

∂xk
dx = (∇u,∇v)(L2(Ω))n , u, v ∈

◦
H1(Ω). (3.117)

В этих обозначениях соотношения (3.114)–(3.115) переписываются как

‖u‖2H1(Ω) = ‖u‖20 + ‖u‖21 , [u, v]H1(Ω) = (u, v) + [u, v].

Отметим, что неравенство Фридрихса (1.9) в наших обозначениях при-
нимает вид

‖u‖20 � C(Ω) ‖u‖21 ∀u ∈
◦
H1(Ω). (3.118)
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Теорема 51. В пространстве
◦
H1(Ω) нормы ‖·‖H1(Ω) и ‖·‖1 эквива-

лентны.

Доказательство. Оценка ‖u‖1 сверху через ‖u‖H1(Ω) очевидна:

‖u‖21 � ‖u‖20 + ‖u‖21 = ‖u‖2H1(Ω) .

Обратная оценка прямо следует из неравенства Фридрихса (3.118):

‖u‖2H1(Ω) = ‖u‖20 + ‖u‖21 � (C(Ω) + 1) ‖u‖21 .
Везде ниже будем использовать норму и скалярное произведение в

◦
H1(Ω), задаваемые (3.116)–(3.117).

3.13.1.След функций из
◦
H1(Ω)

В основе определений пространств Соболева лежит интеграл Лебега,
поэтому функции, совпадающие почти всюду (т. е. отличающиеся на
множестве меры нуль), задают один и тот же элемент каждого из про-

странств L2(Ω), H1(Ω),
◦
H1(Ω). Следовательно, изменение функции u(x),

как отображения из Ω или Ω в R, на какой-либо гиперповерхности (а ги-
перповерхность имеет, естественно, меру нуль в объемлющем простран-
стве) не меняет эту функцию как элемент функционального простран-

ства L2(Ω), H1(Ω),
◦
H1(Ω). Отсюда, казалось бы, следует, что само поня-

тие «значение функции из L2(Ω),H1(Ω),
◦
H1(Ω) на гиперповерхности» не

имеет смысла. Тем не менее, этому понятию, оказывается, можно при-
дать вполне определенный смысл, а в случае пространств H1(Ω) или
◦
H1(Ω) (но не L2(Ω)), даже не выходя за пределы класса обычных (а не
обобщенных) функций.

Для простоты ограничимся более узким пространством
◦
H1(Ω). По

определению, пространство C∞
0 (Ω) бесконечно дифференцируемых фи-

нитных функций всюду плотно в
◦
H1(Ω). Мы можем считать, что функ-

ции u ∈ C∞
0 (Ω) заданы во всем пространстве Rn, доопределяя их нулем

вне Ω. У любой функции u ∈ C∞
0 (Rn) определен ее след γ(u) на гипер-

плоскости xj = const, являющийся элементом пространства C∞
0 (Rn−1).

Тем самым, имеется отображение

γ: C∞
0 (Rn) → C∞

0 (Rn−1).

Покажем, что это отображение γ продолжается как непрерывное отоб-

ражение из
◦
H1(Ω) в L2(Ω′), где Ω′ — сечение области Ω гиперплоскостью

xj = const, Ω′ = Ω ∩ {xj = const}.
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Теорема 52. Если последовательность un(x) ∈ C∞
0 (Ω) фундаменталь-

на по норме
◦
H1(Ω), то она фундаментальна по норме L2(Ω′) на гипер-

плоскости xj = const.

Доказательство. Пусть, для определенности, j = 1, x1 = const = x0
1.

Считаем, что Ω ⊂ {x; |xi| � A, i = 1, . . . , n}. Полагая, как и раньше, u =
0 вне Ω, имеем

u(x0
1, x2, . . . , xn) =

x0
1∫

−A

∂u

∂x1
dx1.

По неравенству Коши—Буняковского

u2(x0
1, x2, . . . , xn) =

⎛⎝ x0
1∫

−A

∂u

∂x1
dx1

⎞⎠
2

�
x0
1∫

−A

dx1 ·
x0
1∫

−A

( ∂u
∂x1

)2

dx1 �

� 2A

A∫
−A

( ∂u
∂x1

)2

dx1

Проинтегрируем это неравенство по гиперплоскости x1 = x0
1. Имеем∫

(x1=x0
1)∩Ω

u2(x0
1, x2, . . . , xn) dx2 . . . dxn � 2A

∫
Ω

(
∂u

∂x1

)2

dx =

= 2A
∥∥∥∥ ∂u∂x1

∥∥∥∥2

0

� 2A ‖u‖21 .

Напишем это неравенство для разности u = um − uk. Получим

‖um − uk‖L2(Ω′) =
∫
Ω′

(um − uk)2 dx2 . . . dxn � 2A ‖um − uk‖1 . (3.119)

Таким образом, сходящаяся по норме
◦
H1(Ω) последовательность функ-

ций un ∈ C∞
0 (Ω) сходится при n→∞ на плоскости xj = const по норме

L2(Ω′).

Доказанная теорема позволяет отображение следа γ, определенное

на всюду плотном в пространстве
◦
H1(Ω) множестве C∞

0 (Ω), продолжить

по непрерывности до отображения на всем пространстве
◦
H1(Ω):

γ:
◦
H1(Ω)→ L2(Ω′).
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Это отображение, естественно, получается непрерывным и даже Липши-
цевым (см. (3.119)). Тем самым, определено понятие следа γ(u) функции

u(x) ∈
◦
H1(Ω) как элемента пространства L2(Ω′).

Теорема 53. След функции u(x) ∈
◦
H1(Ω) на гиперплоскости xj = x0

j

зависит непрерывно от x0
j .

Доказательство. Выбeрем последовательность un ∈ C∞
0 (Ω),

‖un − u‖21 → 0. В этом случае следы функций un(x) на гиперплоско-
стях x1 = x0

1 и x1 = x0
1 + Δx0

1 сходятся (по определению) к следам
u(x0

1, x
′) и u(x0

1 + Δx0
1, x

′) функции u = u(x1, x
′), x′ = (x2, . . . , xn), по

норме L2(Rn−1).
Имеем

un(x0
1, x

′)− un(x0
1 + Δx0

1, x
′) =

x0
1+Δx0

1∫
x0
1

∂un

∂x1
dx1.

Аналогично доказательству теоремы 52,

(
un(x0

1, x
′)− un(x0

1 + Δx0
1, x

′)2 � Δx0
1

x0
1+Δx0

1∫
x0
1

(
∂un

∂x1

)2

dx1 �

� Δx0
1

A∫
−A

(
∂un

∂x1

)2

dx1,

∫
x1=x0

1

(
un(x0

1, x
′)− un(x0

1 + Δx0
1, x

′)
)2
dx′ � Δx0

1

∫
Ω

(
∂un

∂x1

)2

dx �

� ‖un‖21 Δx0
1.

Переходя к пределу при n→∞, получим∫
x1=x0

1

(
u(x0

1, x
′)− u(x0

1 + Δx0
1, x

′)
)2
dx′ � KΔx0

1 → 0

при Δx0
1 → 0, где K = supn ‖un‖21 (напомним, что последовательность

un(x) сходится в
◦
H1(Ω), а, значит, ограничена в этом пространстве).

Таким образом, функция u(x) ∈
◦
H1(Ω) определяет на любой коорди-

натной гиперплоскости функцию из L2, причем эта функция непрерыв-
но зависит от гиперплоскости (или линии в случае n = 2). То же самое
верно для любой гладкой гиперповерхности размерности n− 1.
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Действительно, если гиперповерхность задается уравнением
F (x1, . . . , xn) = C, F ∈ C1, ∂F

∂x1
�= 0, то, делая замену координат

y1 = F (x1, . . . , xn), y2 = x2, . . . , yn = xn, (3.120)

мы переводим гиперповерхность F (x1, . . . , xn) = C в гиперплоскость
y1 = C. В случае гладкой (класса C1(Ω)) замены переменных норма

пространства
◦
H1(Ω), определенная в переменных x, эквивалентна нор-

ме этого же пространства, определенной в переменных y. Свойство же
последовательности быть фундаментальной инвариантно относительно
замены нормы на эквивалентную.

Замечание 5. [о граничных значениях функций из
◦
H1(Ω)] В смысле

данного выше определения следа, значение функции u ∈
◦
H1(Ω) на гра-

нице ∂Ω области Ω равно нулю (так как на ∂Ω равны нулю все функции
из C∞

0 (Ω)), т. е.

u
∣∣∣
x∈∂Ω

= 0 ∀u ∈
◦
H1(Ω).

Равенство нулю функции u ∈
◦
H1(Ω) на границе области Ω можно

понимать и в смысле стремления к нулю интегралов от квадрата этой
функции по гиперповерхностям Γc ⊂ Ω, сходящимся к ∂Ω = Γ0 при
c→ +0. Точнее, пусть существует семейство гиперповерхностей {Γc; 0 �
c � c0}, задаваемых уравнением F (x1, . . . , xn) = c, причем функция F
принадлежит классу C1 в окрестности ∂Ω, ∇F �= 0, при этом Γc ⊂ Ω
при 0 < c � c0, и Γ0 = ∂Ω.
Тогда, делая замену координат (в окрестности произвольной точки

P ∈ ∂Ω) вида (3.120), из теоремы 53 заключаем:∫
Γc

u2(x)dSx → 0 =
∫
∂Ω

u2(x)dSx при c→ +0 (3.121)

для любой функции u ∈
◦
H1(Ω).

3.13.2.Задача Дирихле с однородными граничными условиями

Прежде чем определить обобщенное решение задачи

Δu = f, x ∈ Ω, (3.122)

u
∣∣∣
∂Ω

= 0 (3.123)

приведем некие наводящие соображения. Напомним, что классическим
решением этой задачи называется функция u(x) класса C2(Ω) ∩ C(Ω),
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которая равна нулю на границе области Ω и, будучи подставленной в
уравнение, дает верное равенство. Функция f(x) при этом предполага-
ется непрерывной в Ω.

Предложение 1. Пусть функция u ∈ C2(Ω) удовлетворяет уравне-
нию (3.122) с f ∈ C(Ω). Тогда

[u, ϕ] + (f, ϕ) = 0 ∀ϕ ∈
◦
H1(Ω).

Доказательство. Для любой функции ϕ ∈ C∞
0 (Ω) из (3.122) следует∫

Ω

ϕΔu dx =
∫
Ω

fϕdx.

Интегрируя выражение слева по частям (а это законно без каких-либо
условий на гладкость u вплоть до границы в силу того, что реально мы
интегрируем по некоторой подобласти Ω1, Ω1 ⊂ Ω, вне которой ϕ ≡ 0),
получим

−
∫
Ω

n∑
j=1

∂u

∂xj

∂ϕ

∂xj
dx =

∫
Ω

fϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

или, вспоминая формулу (3.117) для скалярного произведения в
◦
H1(Ω),

−[u, ϕ] = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω). (3.124)

Скалярное произведение [u, ϕ] в смысле
◦
H1(Ω) и скалярное произведе-

ние (f, ϕ) в смысле L2(Ω) непрерывно зависят от ϕ как элемента про-
странства H1(Ω). Таким образом, тождество (3.124) продолжается на

все пространство
◦
H1(Ω).

Теперь в задаче (3.122)–(3.123) заменим уравнение (3.122) на дока-
занное в предложении 1 тождество, а граничное условие (3.123) заменим

на условие принадлежности функции u(x) пространству
◦
H1(Ω) (см. за-

мечание 5). Мы получим следующее определение.

Определение 2. Функция u(x) ∈
◦
H1(Ω) называется обобщенным реше-

нием задачи Дирихле (3.122)–(3.123), где f ∈ L2(Ω), если

[u, ϕ] + (f, ϕ) = 0 ∀ϕ ∈
◦
H1(Ω). (3.125)
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Предложение 2. Пусть функция u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) является обоб-
щенным решением задачи Дирихле (3.122)–(3.123), f ∈ C(Ω). Тогда u —
классическое решение этой задачи.

Доказательство. Действительно, при u ∈ C2(Ω) и ϕ ∈ C∞
0 (Ω) все вы-

кладки, проведенные при доказательстве предложения 1, проводятся и
в обратную сторону, а из тождества∫

Ω

(Δu− f)ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

вытекает тождественное равенство нулю непрерывной в области Ωфунк-
ции (Δu − f). Значит, уравнение (3.122) выполнено в классическом
смысле.
Что касается граничного условия, то для непрерывной в Ω функции

u(x) из (3.121) следует (3.123).

Теорема 54. Обобщенное решение задачи Дирихле (3.122)–(3.123) су-
ществует и единственно.

Доказательство. При f ∈ L2(Ω) линейный функционал l(ϕ) = −(f, ϕ)

непрерывен по ϕ в пространстве
◦
H1(Ω). Действительно, в силу неравен-

ства Коши–Буняковского и неравенства Фридрихса (3.118),

|l(ϕ)| = |(f, ϕ)| � ‖f‖0 · ‖ϕ‖0 � ‖f‖0 ·
√
C(Ω) ‖ϕ‖1 � K ‖ϕ‖1 ∀ϕ ∈

◦
H1(Ω).

Из теоремы Рисса об общем виде линейных непрерывных функциона-
лов в гильбертовом пространстве следует существование единственного

вектора u ∈
◦
H1(Ω) такого, что

[u, ϕ]1 = l(ϕ) = −(f, ϕ) ∀ϕ ∈
◦
H1(Ω).

Осталось только заметить, что полученное тождество в точности явля-
ется определением обобщенного решения задачи Дирихле.

Замечание 6. Единственность обобщенного решения задачи Дирихле
легко доказать и без ссылки на теорему Рисса. (Или, другими словами,
доказательство единственности в теореме Рисса настолько просто, что не

жалко и повторить.) Действительно, пусть две функции u1, u2 ∈
◦
H1(Ω)

являются обобщенными решениями задачи (3.122)–(3.123). Тогда, по
определению,

[u1, ϕ] = [u2, ϕ] = −(f, ϕ) ∀ϕ ∈
◦
H1(Ω).



3.13. Обобщенные решения задачи Дирихле 139

Следовательно,
[u1 − u2, ϕ] = 0 ∀ϕ ∈

◦
H1(Ω).

Полагая в этом равенстве ϕ = u1 − u2 ∈
◦
H1(Ω), получим

[u1 − u2, u1 − u2] = ‖u1 − u2‖21 = 0.

Последнее означает, что u1 − u2 = 0 как элемент пространства
◦
H1(Ω),

или u1 = u2 почти всюду.

Замечание 7. Пусть ϕ1, . . . , ϕk, . . . — полная ортогональная система в

сепарабельном пространстве
◦
H1(Ω),

‖ϕk‖1 = 1, [ϕk, ϕj ] = 0 при k �= j.

Подставляя ϕk в интегральное тождество (3.125), определяющее обоб-
щенное решение задачи (3.122)–(3.123), получим [u0, ϕk] = −(f, ϕk). Та-
ким образом, найдены коэффициенты Фурье разложения обобщенного
решения u0 по системе функций {ϕk}:

u0 = −
∞∑

k=1

(f, ϕk)ϕk.

3.13.3.Вариационный метод

Докажем существование и единственность обобщенного решения зада-
чи Дирихле (3.122)–(3.123) другим, так называемым вариационным, ме-
тодом.
При фиксированной функции f ∈ L2(Ω) в пространстве

◦
H1(Ω) рас-

смотрим функционал

Φ(u) =
1
2
[u, u] + (f, u) =

1
2
‖u‖21 + (f, u), u ∈

◦
H1(Ω).

Нас будет интересовать вопрос его минимизации:

Φ(u)→ inf
u∈

◦
H1(Ω)

. (3.126)

Докажем ряд несложных утверждений о свойствах этого функционала.

Предложение 3. Функционал Φ(u) непрерывен в
◦
H1(Ω).

Доказательство. Норма ‖u‖1 является (по определению непрерывно-
сти) непрерывной функцией в нормированном пространстве

◦
H1(Ω).

Непрерывность слагаемого (f, u) как функции u ∈
◦
H1(Ω) при фикси-

рованной функции f ∈ L2(Ω) мы устанавливали при доказательстве
теоремы 54.
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Предложение 4. Функционал Φ(u) ограничен снизу в пространстве
◦
H1(Ω).

Доказательство. Из элементарного неравенства ab � ε
2a

2 + 1
2εb

2, ε > 0,
следует

Φ(u) =
1
2
‖u‖21 + (f, u) � 1

2
‖u‖21 − ‖f‖0 ‖u‖0 � 1

2
‖u‖21 −

ε

2
‖u‖20 −

1
2ε
‖f‖20 .

Применяя неравенство Фридрихса (3.118), получаем

Φ(u) � 1
2
‖u‖21 −

εC(Ω)
2

‖u‖21 −
1
2ε
‖f‖20

Выберем ε так, чтобы εC(Ω) � 1. Тогда

Φ(u) � − 1
2ε
‖f‖20 ,

и функционал Φ(u) ограничен снизу.

Следовательно, у функционала Φ(u) существует точная нижняя
грань

inf
u∈

◦
H1(Ω)

Φ(u) = μ.

Предложение 5. Если функция u0 ∈
◦
H1(Ω) является точкой мини-

мума функционала Φ(u), т. е. Φ(u0) = μ, то u0 — обобщенное решение
задачи Дирихле (3.122)–(3.123).

Доказательство. Пусть Φ(u0) = μ. Тогда для любого элемента ϕ ∈
◦
H1(Ω) и ε = const выполнено

Φ(u0 + εϕ) � μ = Φ(u0)

Имеем
Φ(u0 + εη) =

1
2
[u0 + εϕ, u0 + εϕ] + (f, u0 + εϕ) =

=
1
2
[u0, u0] + ε[u0, ϕ] +

ε2

2
[ϕ,ϕ] + (f, u0) + ε(f, ϕ)

=
1
2
[u0, u0] + (f, u0) + ε ([u0, ϕ] + (f, ϕ)) +

ε2

2
[ϕ,ϕ].

Следовательно, квадратный трехчлен от ε

ε2

2
[ϕ,ϕ] + ε ([u0, ϕ] + (f, ϕ)) = Φ(u0 + εϕ)− Φ(u0)

неотрицателен при всех значениях ε. Это влечет за собой равенство нулю
коэффициента при ε, то есть выполнено (3.125).
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Предложение 6. Если функция u0 ∈
◦
H1(Ω) является обобщенным ре-

шением задачи Дирихле (3.122)–(3.123), то в точке u0 достигается ми-
нимум функционала Φ(u), то есть Φ(u0) = μ.

Доказательство. Пусть u0 ∈
◦
H1(Ω) — обобщенное решение задачи Ди-

рихле (3.122)–(3.123), а u — произвольный элемент
◦
H1(Ω). Полагая

в (3.125) ϕ = u− u0 ∈
◦
H1, имеем

[u0, u− u0] + (f, u− u0) = 0 ∀u ∈
◦
H1(Ω). (3.127)

Аналогично доказательству предыдущего утверждения, получим:

Φ(u) = Φ(u0 + (u− u0)) =

=
1
2
[u0, u0] + [u0, u− u0] +

1
2
[u− u0, u− u0] + (f, u0) + (f, u− u0) =

= Φ(u0) +
1
2
‖u− u0‖21 + [u0, u− u0] + (f, u− u0).

В силу (3.127)

Φ(u)− Φ(u0) =
1
2
[u− u0, u− u0] � 0 ∀u ∈

◦
H1(Ω).

Это и означает, что в точке u0 достигается минимум функционала Φ(u).

Предложения 5 и 6 показывают эквивалентность задачи Дирих-
ле (3.122)–(3.123) (понимаемой в смысле определения 2) и вариационной
задачи (3.126). Хотя существование и единственность решения обобщен-
ной задачи Дирихле нами уже установлена при помощи теоремы Рисса,
докажем существование и единственность решения вариационной зада-
чи независимо.
Назовем последовательность un ∈

◦
H1(Ω) минимизирующей, если

lim
n→∞ Φ(un) = μ = inf

u∈
◦

H1(Ω)

Φ(u).

Очевидно, минимизирующие последовательности существуют (вспом-
ним определение точной нижней грани).

Предложение 7. Любая минимизирующая последовательность {un}
сходится в

◦
H1(Ω).
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Доказательство. Докажем, что минимизирующая последовательность

{un} фундаментальна в
◦
H1(Ω). Имеет место соотношение

1
2
‖un‖21 +

1
2
‖um‖21 =

∥∥∥∥un + um

2

∥∥∥∥2

1

+
∥∥∥∥un − um

2

∥∥∥∥2

1

,

аналогичное элементарному арифметическому равенству a2

2 + b2

2 =
(a+b

2 )2 + (a−b
2 )2 (и так же доказываемое). Отсюда

Φ(un) + Φ(um) =
1
2
‖un‖21 + (f, un) +

1
2
‖um‖21 + (f, um) =

=
∥∥∥∥un + um

2

∥∥∥∥2

1

+
∥∥∥∥un − um

2

∥∥∥∥2

1

+ (f, un + um) =

= 2Φ
(
un + um

2

)
+
∥∥∥∥un − um

2

∥∥∥∥2

1

Так как Φ(un) → μ, то для любого ε > 0 выполнено Φ(un) < μ + ε,
Φ(um) < μ + ε, если n и m достаточно велики. С другой стороны,
Φ
(

un+um
2

)
� μ, так как μ — точная нижняя грань функционала Φ(u).

Значит,

2μ+2ε>Φ(un)+Φ(um)=2Φ
(
un +um

2

)
+
∥∥∥∥un−um

2

∥∥∥∥2

1

�2μ+
∥∥∥∥un−um

2

∥∥∥∥2

1

.

Итак, при достаточно больших n и m имеет место∥∥∥∥un − um

2

∥∥∥∥2

1

< 2ε,

т. е. последовательность {un} фундаментальна в
◦
H1(Ω).

Предложение 8. Предел u минимизирующей последовательности
{un} является решением вариационной задачи.

Доказательство. В силу непрерывности функционала Φ(u), имеем

Φ(u) = Φ
(

lim
n→∞un

)
= lim

n→∞ Φ(un) = μ = inf
u∈

◦
H1(Ω)

Φ(u),

и в точке u ∈
◦
H1(Ω) достигается минимум функционала Φ(u).

Предложение 9. Пределы u и v двух любых минимизирующих последо-
вательностей {un} и {vn} совпадают. (Эквивалентная формулировка:
решение вариационной задачи единственно.)
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Доказательство. Действительно, последовательность u, v, u, v, . . . явля-
ется минимизирующей (так как Φ(u) = Φ(v) = μ). Значит, в силу пред-
ложения 7, она имеет предел, что возможно лишь в случае u = v.

Подытожим все доказанное выше в предложениях 5–9. Имеет место
следующая теорема.

Теорема 55. Решение u(x) вариационной задачи (3.126) существует,
единственно, оно совпадает с обобщенным решением задачи Дирих-

ле (3.122)–(3.123), и к нему сходится по норме
◦
H1(Ω) любая миними-

зирующая последовательность.

3.13.4.Задача Дирихле с неоднородными граничными условиями

Общий подход к определению обобщенного решения задачи Дирихле

Δu = f, x ∈ Ω, (3.128)

u
∣∣∣
∂Ω

= ψ. (3.129)

остается таким же, как и в случае однородного краевого условия (3.123).
Интегрированием по частям выводится интегральное тождество, кото-
рое и берется за определение обобщенного решения. При этом, конечно

же, решение будет отыскиваться не в пространстве
◦
H1(Ω), а в простран-

стве H1(Ω). Но тогда сразу же возникает вопрос: «А вообще можно ли
функцию ψ, заданную на границе ∂Ω продолжить внутрь области Ω как
функцию изH1(Ω)?» Оказывается, этот вопрос не такой простой и, вооб-
ще говоря, имеет отрицательный ответ, если, скажем, мы имеем только
ψ ∈ C(∂Ω).
Поэтому мы изначально будем требовать, что ψ(x) — это функция

заданная не на границе ∂Ω, а во всей области Ω, причем ψ принадлежит
классу H1(Ω), а краевое условие (3.129) будем понимать как принадлеж-

ность пространству
◦
H1(Ω) разности функций u и ψ, или, эквивалентно,

как равенство следов этих функций на ∂Ω, если предварительно акку-
ратно определить понятие следа функции из H1(Ω). Итак, мы приходим
к следующему определению.

Определение 3. Функция u(x) ∈ H1(Ω) называется обобщенным реше-
нием задачи Дирихле (3.128)–(3.129), где ψ ∈ H1(Ω), f ∈ L2(Ω), если

1) u− ψ ∈
◦
H1(Ω);

2) выполнено тождество

[u, ϕ] + (f, ϕ) = 0 ∀ϕ ∈
◦
H1(Ω). (3.130)
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Вводя обозначения: u− ψ = v ∈
◦
H1(Ω), u = ψ + v, равенство (3.130)

можно переписать в терминах v:

[v, ϕ] = −[ψ,ϕ]− (f, ϕ) ∀ϕ ∈
◦
H1(Ω). (3.131)

И под обобщенным решением задачи Дирихле (3.128)–(3.129) мы можем

понимать сумму функции ψ ∈ H1(Ω) и функции v ∈
◦
H1(Ω), для которой

имеет место (3.131). Тогда из теоремы Рисса мы снова легко получаем
существование и единственность обобщенного решения. Действительно,
линейный функционал

l(ϕ) = −[ψ,ϕ] − (f, ϕ)

является непрерывным по ϕ в пространстве
◦
H1(Ω) при фиксированных

ψ ∈ H1(Ω) и f ∈ L2(Ω), так как

|l(ϕ)| � ‖∇ψ‖0 · ‖ϕ‖1 + ‖f‖0 · ‖ϕ‖0 �
(
‖ψ‖H1(Ω) +

√
C(Ω) ‖f‖0

)
‖ϕ‖1 ,

где C(Ω)— константа из неравенства Фридрихса (3.118). Следовательно,

существует, и при том единственный, элемент v из пространства
◦
H1(Ω),

для которого имеет место (3.131).

Решение задачи Дирихле (3.128)–(3.129) можно получить и вариаци-
онным методом. Ограничимся уравнением Лапласа, т. е. считаем f ≡ 0.
У нас возникает задача о минимизации функционала Φ(u) = 1

2 ‖∇u‖20
на замкнутом аффинном подпространстве Hψ = {u ∈ H1(Ω);u − ψ ∈
◦
H1(Ω)}:

Φ(u) =
1
2
‖∇u‖20 → inf

u∈Hψ

Φ(u) = μ.

Замечание 8. Полученный функционал

Φ(u) =
1
2
‖∇u‖20 =

1
2

∫
Ω

n∑
k=1

(
∂u

∂xk

)2

dx,

называется интегралом Дирихле и имеет физический смысл (с точно-
стью до умножения на константу) потенциальной энергии колеблющейся
среды. Таким образом, мы решаем задачу о минимизации потенциаль-
ной энергии, например (в случае n = 2) мембраны, закрепленной по
краю.

Эта задача обладает теми же свойствами (см. теорему 55), какие
мы устанавливали в случае однородных краевых условий. Например,
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непрерывность в норме H1(Ω) и ограниченность снизу (нулем) функ-
ционала Φ не вызывают сомнений. Проверим, что вариационная задача
эквивалентна задаче Дирихле.
Если точка u0 ∈ Hψ — точка минимума функционала Φ(u) на Hψ, то

для любого элемента ϕ ∈
◦
H1(Ω) и ε = const выполнено

1
2
[u0, u0] + ε[u0, ϕ] +

ε2

2
[ϕ,ϕ] = Φ(u0 + εϕ) � Φ(u0) =

1
2
[u0, u0],

т. е.
ε[u0, ϕ] +

ε2

2
[ϕ,ϕ] � 0 ∀ε ∈ R, ∀ϕ ∈

◦
H1(Ω).

Это возможно лишь в случае, если

[u0, ϕ] = 0 ∀ϕ ∈
◦
H1(Ω), (3.132)

что и является интегральным тождеством для определением обобщен-
ного решения в случае уравнения Лапласа.
Обратно, если u0 ∈ Hψ удовлетворяет тождеству (3.132), а u—про-

извольный элемент Hψ, то u − u0 = (u − ψ) − (u0 − ψ) ∈
◦
H1(Ω) по

определению Hψ. Полагая в (3.132) ϕ = u−u0, имеем [u0, ϕ] = 0, и тогда

Φ(u) = Φ(u0 + ϕ) =
1
2
[u0, u0] + [u0, ϕ] +

1
2
[ϕ,ϕ] � 1

2
[u0, u0] = Φ(u0),

(3.133)
т. е. в точке u0 функционал Φ(u) принимает минимальное значение на
Hψ. При этом u0 — единственная точка минимума, так как равенство
в (3.133) достигается лишь при ϕ = 0, т. е. когда u = u0 почти всюду.
Для полноты картины сталось только доказать сходимость в H1(Ω)

любой минимизирующей последовательности {un}, un ∈ Hψ, Φ(un) →
μ = inf

u∈Hψ

Φ(u).

Как и выше, имеем

Φ(un) + Φ(um) =
1
2
‖un‖21 +

1
2
‖um‖21 =

∥∥∥∥un + um

2

∥∥∥∥2

1

+
∥∥∥∥un − um

2

∥∥∥∥2

1

=

= 2Φ
(
un + um

2

)
+
∥∥∥∥un − um

2

∥∥∥∥2

1

Для любого ε > 0 выполнено Φ(un) < μ+ ε, Φ(um) < μ+ ε, если n и m
достаточно велики. С другой стороны, un+um

2 ∈ Hψ, так как un+um
2 −ψ =
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1
2((un−ψ)−(um−ψ)) ∈

◦
H1(Ω), а, значит, Φ

(
un+um

2

)
� μ. Следовательно,

2μ+ 2ε > Φ(un) + Φ(um) = 2Φ
(
un + um

2

)
+
∥∥∥∥un − um

2

∥∥∥∥2

1

�

� 2μ+
1
4
‖un − um‖21 .

Итак, при достаточно больших n и m имеет место неравенство

‖un − um‖21 < 8ε.

Заметим, что un − um = (un − ψ) − (um − ψ) ∈
◦
H1(Ω), и воспользуемся

неравенством Фридрихса для функции un − um. Имеем

‖un − um‖20 � C(Ω) ‖un − um‖21 < 8C(Ω)ε,

а, значит,

‖un − um‖2H1(Ω) = ‖un − um‖21 + ‖un − um‖20 � Kε,

и последовательность {un} фундаментальна в H1(Ω). Предел этой по-
следовательности также будет принадлежать замкнутому в H1(Ω) мно-
жеству Hψ, а в силу непрерывности функционала, в этой точке будет
достигаться infu∈Hψ

Φ(u).



Глава 4

Уравнение теплопроводности

Так же как и уравнение Лапласа, важное место в теории уравнений с
частными производными и ее приложениях занимает уравнение тепло-
проводности

∂u

∂t
−

n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

= 0.

Уравнение теплопроводности встречается в теории теплопередачи, в тео-
рии диффузии и многих других разделах физики, а также играет важ-
ную роль в теории вероятностей. Оно является наиболее простым пред-
ставителем класса параболических уравнений. В настоящей главе бу-
дут изложены основные свойства решений уравнения теплопроводности.
Многие из этих свойств в том или ином виде справедливы для реше-
ний различных классов параболических уравнений и систем. Некоторые
свойства решений уравнения теплопроводности напоминают свойства
решений уравнения Лапласа, что находится в соответствии с их физиче-
ским смыслом. Уравнение теплопроводности было выведено и впервые
исследовано в 1822 г. в знаменитой работе Ж. Фурье «Аналитическая
теория тепла», которая сыграла важную роль в развитии методов мате-
матической физики и теории тригонометрических рядов.

4.1. Формулы Грина. Фундаментальное решение

Введем обозначения

Tu ≡ ∂u

∂t
−

n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

, (4.1)

T ∗v ≡ −∂v
∂t
−

n∑
j=1

∂2v

∂x2
j

. (4.2)

Оператор T будем называть оператором теплопроводности, а опера-
тор T ∗ будем называть оператором, формально сопряженным к T.
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В дальнейшем через ωτ будем обозначать цилиндр ωτ = {x, t; x ∈
Ω, 0 < t � τ}, принадлежащий пространству R

n+1
x,t , x = (x1, . . . , xn), где

Ω— ограниченная область в Rn
x. (Заметим, что ωτ включает верхнее ос-

нование цилиндра и поэтому не является областью, т. е. открытым связ-
ным множеством, в обычном смысле. Такое обозначение будет удобно в
дальнейшем.) Будем предполагать, что граница ∂Ω области Ω принад-
лежит классу B1. Боковую поверхность цилиндра ωτ обозначим через
Sτ = ∂Ω× [0, τ ].
Пусть u(x, t) и v(x, t)—функции из класса C2,1(ωτ ). Применяя фор-

мулу интегрирования по частям, получим∫
ωτ

v Tu dx dt =
∫
ωτ

⎛⎝ n∑
j=1

∂u

∂xj

∂v

∂xj
− u ∂v

∂t

⎞⎠ dx dt−

−
∫
Sτ

v
∂u

∂ν
ds+

∫
Ωτ

v(x, τ)u(x, τ) dx −
∫
Ω

v(x, 0)u(x, 0) dx. (4.3)

Здесь ν = (ν1, . . . , νn, 0)— единичный вектор внешней нормали к Sτ ,
Ωτ = {x, t; x ∈ Ω, t = τ}, ds— элемент площади поверхности Sτ . Ра-
венство (4.3) будем называть первой формулой Грина для оператора
T. Точно так же получаем, что

−
∫
ωτ

uΔv dx dt =
∫
ωτ

n∑
j=1

∂u

∂xj

∂v

∂xj
dx dt−

∫
Sτ

u
∂v

∂ν
ds. (4.4)

Вычитая равенство (4.3) из равенства (4.4), получим вторую формулу
Грина для оператора теплопроводности T :∫

ωτ

(v Tu− uT ∗v) dx dt =
∫
Sτ

(
∂v

∂ν
u− ∂u

∂ν
v

)
ds+

+
∫
Ωτ

v(x, τ)u(x, τ) dx −
∫
Ω

v(x, 0)u(x, 0) dx. (4.5)

Формулы Грина для оператора T, так же как и в случае оператора Ла-
пласа, мы используем для исследования свойств решений уравнения теп-
лопроводности.
Важную роль в изучении уравнения теплопроводности играет фун-

даментальное решение. Обозначим через θ(t) функцию, равную нулю
при t � 0 и равную единице при t > 0. Рассмотрим функцию

Γ (x, x0, t, t0) =
θ(t− t0)(

2
√
π(t− t0)

)n exp
{
−|x− x

0|2
4(t− t0)

}
, (4.6)
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определенную для (x, t) ∈ R
n+1
x,t . Точка (x0, t0) в формуле (4.6) рассмат-

ривается как параметр, (x0, t0) ∈ Rn+1
x0,t0

. Легко проверить, что при t > t0

TΓ ≡ ∂Γ
∂t
−

n∑
j=1

∂2Γ
∂x2

j

= 0, T ∗
x0t0Γ ≡ −

∂Γ
∂t0

−
n∑

j=1

∂2Γ

∂x0
j
2 = 0.

Если оператор T или T ∗ применяются к функции точки (x0, t0), то мы
будем в дальнейшем в тех случаях, когда это не очевидно, обозначать
их соответственно Tx0t0 , T

∗
x0t0 .

Функция Γ (x, x0, t, t0) является локально суммируемой функцией в
Rn+1

x,t . Действительно, при любом R > 0

∫
|x−x0|<R
|t−t0|<R

Γ (x, x0, t, t0)dx dt � 1
π

n
2

t0+R∫
t0

∫
R

n
ξ

θ(t− t0)e−|ξ|2dξ dt <∞.

(В стоящем в левой части этого равенства интеграле мы сделали замену
переменных интегрирования: xj − x0

j = 2
√
t− t0 ξj, j = 1, . . . , n, t = t.)

Поэтому Γ (x, x0, t, t0) можно рассматривать как обобщенную функцию
из D′(Rn+1

x,t ).
Докажем, что

TΓ = δ(x− x0, t− t0), (4.7)
где δ(x, t)—функция Дирака, т. е. обобщенная функция из
D′(Rn+1

x,t ) такая, что
〈δ, ϕ〉 = ϕ(0, 0)

для любой функции ϕ(x, t) из D(Rn+1
x,t ). Обобщенная функция из

D′(Rn+1
x,t ), удовлетворяющая уравнению (4.7), называется фундамен-

тальным решением уравнения теплопроводности.
Очевидно, что фундаментальное решение уравнения теплопроводно-

сти не единственно и определяется с точностью до решения u(x, t) урав-
нения Tu = 0, заданного на всем пространстве R

n+1
x,t . В § 4.9 мы укажем

дополнительные условия на фундаментальное решение, при которых оно
определяется однозначно и совпадает с функцией Γ (x, x0, t, t0).
Равенство (4.7) означает, что для любой функции ϕ из D(Rn+1

x,t )

〈TΓ , ϕ〉 = ϕ(x0, t0).

Согласно определению производных обобщенной функции

〈TΓ , ϕ〉 = 〈Γ , T ∗ϕ〉 .
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Поэтому нужно показать, что

〈Γ , T ∗ϕ〉 = ϕ(x0, t0).

Так как Γ (x, x0, t, t0) является локально суммируемой функцией x, t в
R

n+1
x,t , то

〈Γ , T ∗ϕ〉 =
∫

R
n+1
x,t

Γ (x, x0, t, t0)T ∗ϕ(x, t)dx dt = lim
ε→0

∫
t>t0+ε

ΓT ∗ϕdx dt,

где ε = const > 0. Преобразуем последний интеграл, пользуясь фор-
мулой Грина (4.5) и учитывая, что ϕ(x, t) принадлежит пространству
D(Rn+1

x,t ). Имеем∫
t>t0+ε

ΓT ∗ϕdx dt =
∫

t>t0+ε

ϕTΓ dx dt +
∫

t=t0+ε

Γϕdx.

Так как TΓ = 0 при t > t0 + ε, то

〈Γ , T ∗ϕ〉 = lim
ε→0

∫
Rn

x

Γ (x, x0, t0 + ε, t0)ϕ(x, t0 + ε) dx.

Покажем, что

lim
ε→0

∫
Rn

x

Γ (x, x0, t0 + ε, t0)ϕ(x, t0 + ε) dx = ϕ(x0, t0). (4.8)

Легко видеть, что∫
Rn

x

Γ (x, x0, t0 + ε, t0)ϕ(x, t0 + ε) dx =

=
∫

Rn
x

(
2
√
πε
)−n exp

{
−|x− x

0|2
4ε

}
ϕ(x, t0 + ε) dx =

= ϕ(x0, t0)
∫

Rn
x

(
2
√
πε
)−n exp

{
−|x− x

0|2
4ε

}
dx+

+
∫

Rn
x

(
2
√
πε
)−n exp

{
−|x− x

0|2
4ε

}[
ϕ(x, t0 + ε)− ϕ(x0, t0)

]
dx. (4.9)

Покажем, что при любом ε > 0∫
Rn

x

Γ (x, x0, t0 + ε, t0) dx =
∫

Rn
x

(
2
√
πε
)−n exp

{
−|x− x

0|2
4ε

}
dx = 1. (4.10)
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Действительно,∫
Rn

x

(
2
√
πε
)−n exp

{
−|x− x

0|2
4ε

}
dx =

=
n∏

j=1

∫
R1

xj

(
2
√
πε
)−1 exp

{
−|xj − x0

j |2
4ε

}
dxj = π− n

2

⎛⎜⎝ ∫
R1

η

e−η2
dη

⎞⎟⎠
n

= 1.

Здесь для вычисления интеграла по R1
xj
мы сделали замену переменной

интегрирования xj − x0
j = 2η

√
ε. Очевидно, что∣∣∣∣∣∣∣

∫
Rn

x

(
2
√
πε
)−n exp

{
−|x− x

0|2
4ε

}[
ϕ(x, t0 + ε)− ϕ(x0, t0)

]
dx

∣∣∣∣∣∣∣ �
�
(√
π
)−n
∫

Rn
x

e−|ξ|2
∣∣∣ϕ (2ξ√ε+ x0, t0 + ε

)− ϕ (x0, t0
) ∣∣∣dξ. (4.11)

Так как функция ϕ(x, t) непрерывна и финитна в Rn
x, то правая часть

неравенства (4.11) стремится к нулю при ε→ 0. Следовательно,

〈Γ , T ∗ϕ〉 = ϕ(x0, t0) =
〈
δ(x − x0, t− t0), ϕ〉 ,

что означает выполнение равенства (4.7).
Таким образом, функцию Γ (x, x0, t, t0) можно интерпретировать как

распределение температуры в пространстве Rn
x в момент времени t > t0

при наличии в момент времени t0 точечного источника тепла, помещен-
ного в точку x0. Интеграл ∫

Rn
x

Γ (x, x0, t, t0)dx

при соответствующем выборе единиц измерения определяет количество
тепла в Rn

x в момент времени t, когда температура в Rn
x задается функ-

цией Γ (x, x0, t, t0). Из равенства (4.10) следует, что это количество тепла
не зависит от t > t0 и равно единице.
Из равенства (4.9) и приведенных выше оценок вытекает, что при

ε→ 0
Γ (x, x0, t0 + ε, t0) → δ(x− x0)

в смысле сходимости обобщенных функций в D′(Rn
x), т. е. при ε→ 0∫

Rn
x

Γ (x, x0, t0 + ε, t0)ϕ(x)dx→ ϕ(x0) (4.12)
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для любой функции ϕ(x) ∈ D(Rn
x). Это означает, что функции

Γ (x, x0, t0 + εm, t
0) образуют в D′(Rn

x) δ–образную последовательность
при εm → 0.

Замечание 9. Легко проверить, что Γ (x, x0, t, t0) как функция точ-
ки (x0, t0) при фиксированной точке (x, t) является фундаментальным
решением уравнения T ∗v = 0. Действительно, для любой функции
ϕ(x0, t0) из D(Rn+1

x0,t0
), пользуясь формулой Грина (4.5) и учитывая, что

ϕ(x0, t0) ∈ D(Rn+1
x0,t0

), получаем

〈
T ∗

x0,t0Γ , ϕ
〉

= 〈Γ , Tϕ〉 = lim
ε→0

t−ε∫
−∞

∫
R

n
xo

Γ (x, x0, t, t0)Tϕ(x0, t0) dx0dt0 =

= lim
ε→0

⎡⎢⎣ t−ε∫
−∞

∫
Rn

xo

ϕ(x0, t0)T ∗
x0,t0Γ (x, x0, t, t0) dx0dt0 +

+
∫

Rn
xo

Γ (x, x0, t, t− ε)ϕ(x0, t− ε) dx0

⎤⎥⎦ = ϕ(x, t),

так как T ∗
x0,t0Γ = 0 при t0 < t и имеет место соотношение (4.8). Следо-

вательно,
T ∗

x0,t0Γ = δ(x0 − x, t0 − t).

Укажем на интересную связь между фундаментальным решением урав-
нения теплопроводности и фундаментальным решением уравнения Ла-
пласа. Покажем, что при n > 2

E(x, x0) = −
∞∫
0

Γ (x, x0, t, 0) dt, (4.13)

где E(x, x0)—фундаментальное решение уравнения Лапласа. Действи-
тельно, при x �= x0 и n > 2

V (x, x0) ≡
∞∫
0

Γ (x, x0, t, 0) dt =

∞∫
0

(
2
√
πt
)−n

exp
{
−|x− x

0|2
4t

}
dt =

=
∣∣∣x− x0

∣∣∣2−n
∞∫
0

1
4
(√
πs
)−n

e
−1

s ds.
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Это означает, что V (x, x0) = CE(x, x0), где C = const . Покажем, что
C = −1. Пусть ϕ(x) ∈ D(Rn

x). Тогда, согласно определению производной
обобщенной функции,

〈ΔV,ϕ〉 = 〈V,Δϕ〉 = lim
N→∞
ε→0

N∫
ε

∫
Rn

x

ΓΔϕdx dt =

= lim
N→∞
ε→0

N∫
ε

∫
Rn

x

ϕΔΓ dx dt = lim
N→∞
ε→0

N∫
ε

∫
Rn

x

ϕ
∂Γ
∂t

dx dt =

= lim
N→∞
ε→0

⎡⎣ ∫
Rn

x

ϕ(x)Γ (x, x0, N, 0) dx −
∫

Rn
x

ϕ(x)Γ (x, x0, ε, 0) dx

⎤⎦ = −ϕ(x0).

Здесь мы учли соотношение (4.12) и то, что Γ (x, x0, N, 0) → 0 при N →
∞. Следовательно,

〈ΔV,ϕ〉 = −ϕ(x0),
〈
Δ(−V ), ϕ

〉
=
〈
δ(x− x0), ϕ(x)

〉
.

Так как, кроме того, −V → 0 при |x| → ∞, то в силу доказанной в
§ 3.12 единственности фундаментального решения уравнения Лапласа,
стремящегося к нулю при |x| → ∞, имеет место равенство −V (x, x0) =
E(x, x0).

В случае n = 2 интеграл, стоящий справа в равенстве (4.13), расхо-
дится. Поэтому при n = 2 и x �= x0 рассмотрим интеграл

V (x, x0) =

∞∫
0

(
Γ (x, x0, t, 0)− ψ(t)

)
dt, (4.14)

где ψ(t) =
1

4πt
при t � 1, ψ(t) = 0 при t � 1

2
, ψ(t) ∈ C∞(R1

t ). Инте-

грал (4.14) сходится при x �= x0, так как при t � 1

Γ (x, x0, t, 0) − 1
4πt

=
1

4πt

(
e
−|x−x0|2

4t − 1
)

=

= −|x− x
0|2

16πt2
e
− θ|x−x0|2

4t , 0 < θ < 1.

Интеграл (4.14) можно дифференцировать по xj (j = 1, 2) под знаком
интеграла, так как полученные интегралы сходятся равномерно по xj .
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Имеем
∂V

∂xj
=

∞∫
0

∂Γ
∂xj

dt = −
∞∫
0

2(xj − x0
j)

16πt2
e
−|x−x0|2

4t dt =

= − (xj − x0
j)

2π|x− x0|2
∞∫
0

1
s2
e
−1

s ds.

Очевидно, ∞∫
0

1
s2
e
−1

s ds =

∞∫
0

e−ydy = 1.

Поэтому
∂V

∂xj
= − 1

2π
∂ ln |x− x0|

∂xj
, j = 1, 2.

Следовательно,

V (x, x0) = − 1
2π

ln |x− x0|+ C1,

V (x, x0) = −E(x, x0) + C1.

Легко видеть, что за ψ(t) в интеграле (4.14) можно взять любую непре-
рывную функцию ψ(t) такую, что интеграл (4.14) сходится. Постоянная
C1 зависит от выбора ψ(t). Заметим, что в случае n > 2 постоянную C в
соотношении V (x, x0) = CE(x, x0) можно определить и непосредствен-
но, вычисляя интеграл

∞∫
0

1
4
π

−n
2 s

−n
e
−1

s ds.

Действительно,
∞∫
0

1
4
π

−n
2 s

−n
e
−1

s ds =
1

4π
n
2

∞∫
0

y
n
2 −2

e
−y
dy =

1
4π

n
2

Γ
(n

2
− 1
)

=
1

(n− 2)ωn
.

4.2. Представление решений с помощью потенциалов.
Бесконечная дифференцируемость решений

Пусть в цилиндре ωτ = {x, t; x ∈ Ω, 0 < t � τ} функция u(x, t)
принадлежит классу C2,1(ωτ ) и в ωτ

Tu = f(x, t), (4.15)

где f(x, t)— ограниченная, непрерывная в ωτ функция. Пусть
(x0, t0) ∈ ωτ . Применим вторую формулу Грина (4.5) к цилиндру
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ωτ ∩ {t � t0 − ε} = ωt0−ε, ε > 0, пространства R
n+1
x,t , функции u(x, t) и

функции v(x, t) = Γ (x0, x, t0, t). Заметим, что

T ∗v = −∂Γ
∂t
−

n∑
j=1

∂2Γ
∂x2

j

= 0 при t < t0.

Имеем∫
ωt0−ε

(vTu− uT ∗v)dx dt =

=
∫

St0−ε

(
∂v

∂ν
u− v ∂u

∂ν

)
ds+

∫
Ωt0−ε

uv dx−
∫
Ω

uv dx, (4.16)

где St0−ε = ∂Ω × [0, t0 − ε], Ωt0−ε = {x, t; x ∈ Ω, t = t0 − ε}. Учитывая,
что T ∗v = 0 в ωt0−ε, Tu = f в ωτ ,∫

Ωt0−ε

Γ (x0, x, t0, t0 − ε)u(x, t0 − ε) dx→ u(x0, t0) (4.17)

при ε→ 0, и переходя к пределу в равенстве (4.16) при ε→ 0, получим

u(x0, t0) =
∫
ωt0

Γ (x0, x, t0, t)f(x, t)dx dt+

+
∫
St0

(
Γ
∂u

∂ν
− u ∂Γ

∂ν

)
ds +

∫
Ω

u(x, 0)Γ (x0, x, t0, 0)dx. (4.18)

Соотношение (4.17) доказывается точно так же, как доказано (4.8).
Интеграл вида ∫

ωt

Γ (x, x′, t, t′)f(x′, t′)dx′ dt′

называется объемным тепловым потенциалом с плотностью f(x, t)
(по аналогии с уравнением Лапласа). Интегралы вида∫

St

Γ (x, x′, t, t′)a(x′, t′)ds′,
∫
St

∂Γ (x, x′, t, t′)
∂ν

b(x′, t′)ds′

называются соответственно тепловым потенциалом простого слоя
с плотностью a(x, t) на Sτ и тепловым потенциалом двойного слоя
с плотностью b(x, t) на Sτ . Таким образом, формула (4.18) дает пред-
ставление решения u(x, t) уравнения (4.15) в ωτ с помощью объемного
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теплового потенциала, тепловых потенциалов простого и двойного слоев
и интеграла, взятого по области Ω, лежащей в плоскости t = 0, который
также будем называть тепловым потенциалом простого слоя.
Формулу (4.18) мы используем для доказательства бесконечной диф-

ференцируемости решений уравнения теплопроводности.

Теорема 56. Функция u(x, t) из класса C2,1(ωτ ), удовлетворяющая
уравнению Tu = 0 в ωτ , является бесконечно дифференцируемой функ-
цией x, t в ωτ .

Доказательство. Представим функцию u(x, t) в ωτ с помощью форму-
лы (4.18). Имеем для (x0, t0) ∈ ωτ

u(x0, t0) =
∫
St0

[
Γ (x0, x, t0, t)

∂u(x, t)
∂ν

− u(x, t) ∂Γ (x0, x, t0, t)
∂ν

]
ds+

+
∫
Ω

u(x, 0)Γ (x0, x, t0, 0)dx. (4.19)

Последний интеграл является бесконечно дифференцируемой функцией
x0, t0 при t0 > 0, и его производные можно вычислять дифференцирова-
нием под знаком интеграла, так как Γ (x0, x, t0, 0) является бесконечно
дифференцируемой функцией x0, x, t0 при t0 > 0. Интеграл по St0 в
равенстве (4.19) можно записать как интеграл по Sτ в силу того, что
Γ (x0, x, t0, t) = 0 при t > t0. Этот интеграл можно дифференцировать
под знаком интеграла по x0 и t0 любое число раз, так как производные
по x0 и t0 подынтегральной функции непрерывны на Sτ , если расстояние
от (x0, t0) до Sτ положительно.
Из теоремы 56 вытекает, что любое решение u(x, t) уравнения Tu = 0

из класса C2,1(ω) является функцией из класса C∞(ω), где ω—произ-
вольная область пространства Rn+1

x,t .

4.3. Постановки краевых задач и задачи Коши

Основные краевые задачи для уравнения теплопроводности соответству-
ют простейшим физическим задачам, связанным с определением темпе-
ратуры внутри тела по заданным дополнительным условиям, относя-
щимся к тепловому режиму на границе тела и распределению темпера-
туры в начальный момент времени. В этом параграфе основные краевые
задачи и задача Коши приводятся в их классической постановке.
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Первая краевая задача для уравнения теплопроводности состоит
в следующем: найти функцию u(x, t) в ωτ = {x, t; x ∈ Ω, 0 < t � τ} из
класса C2,1(ωτ ) ∩ C0(ωτ ), удовлетворяющую уравнению

Tu = 0 (4.20)

в ωτ , начальному условию

u
∣∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ Ω, (4.21)

и граничному условию

u
∣∣∣
Sτ

= ψ1, (4.22)

где u0, ψ1 — заданные непрерывные функции.
Первую краевую задачу (4.20)—(4.22) иногда называют смешанной

задачей. Она соответствует нахождению температуры внутри тела Ω
по заданному распределению температуры на границе тела и в момент
времени t = 0.
Вторая краевая задача для уравнения теплопроводности состоит

в следующем: найти функцию v(x, t) в ωτ из класса C2,1(ωτ ) ∩ C1(ωτ ),
удовлетворяющую уравнению (4.20) в ωτ , начальному условию (4.21)
при x ∈ Ω и граничному условию

∂u

∂ν

∣∣∣∣
Sτ

= ψ2, (4.23)

где u0, ψ2 — заданные функции. Здесь мы предполагаем, что область Ω
принадлежит классу A1. Граничное условие (4.23) означает, что в любой
момент времени t � 0 известен поток тепла через границу тела.
Если при t > 0 известна температура внешней среды, то вместо гра-

ничного условия (4.23) имеем граничное условие вида(
∂u

∂ν
+ au

)∣∣∣∣
Sτ

= ψ3, (4.24)

где ψ3 — заданная функция на Sτ . Краевая задача (4.20), (4.21), (4.24)
называется третьей краевой задачей для уравнения теплопроводно-
сти.
Задача Коши для уравнения теплопроводности состоит в следую-

щем: найти функцию u(x, t) в слое Gτ = {x, t; x ∈ Rn
x, 0 < t � τ} из

класса C2,1(Gτ ) ∩ C0(Gτ ), удовлетворяющую в Gτ уравнению Tu = 0 и
начальному условию

u
∣∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ Rn
x. (4.25)
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Задача Коши соответствует определению температуры внутри столь
большого тела, что приближенно его можно принять за все простран-
ство Rn

x, по начальному распределению температуры. Заметим, что ги-
перплоскость t = 0 является характеристикой для уравнения Tu = 0.
Таким образом, в сформулированной выше задаче Коши для уравнения
теплопроводности, имеющей определенный физический смысл, началь-
ное условие задано на всей характеристике t = 0.
Если внутри тела Ω имеются источники тепла, то распределение тем-

пературы u(x, t) внутри Ω удовлетворяет уравнению вида

Tu = f.

Так же как и для уравнения теплопроводности, для этого уравнения
ставятся первая краевая задача с условиями (4.21), (4.22), вторая крае-
вая задача с условиями (4.21), (4.23), краевая задача с условиями (4.21),
(4.24) и задача Коши с условием (4.25). Указанные краевые задачи мож-
но ставить и для областей более общего вида, чем ωτ , в частности, для
«криволинейного цилиндра» ω̃, определенного ниже в § 4.4 и удовлетво-
ряющего некоторым дополнительным условиям.
Сформулированные здесь краевые задачи и задача Коши рассмат-

риваются в настоящей главе.

4.4. Принцип максимума
в ограниченной и неограниченной областях

Принцип максимума является одним из важнейших свойств уравнения
теплопроводности и всего класса параболических уравнений второго по-
рядка.
В дальнейшем через ω будем обозначать ограниченную область про-

странства Rn+1
x,t , лежащую в слое {x, t; t′ < t < t′′}. Через S обозначим

граничные точки ω, лежащие в слое {x, t; t′ < t < t′′}, через Ω′ обозна-
чим ω ∩ {x, t; t = t′}, а через Ω′′ обозначим множество точек, которые
принадлежат ω ∩ {x, t; t = t′′} и являются внутренними точками этого
множества в гиперплоскости t = t′′. Обозначим через σ множество S∪Ω′,
а через ω̃ множество ω ∪ Ω′′, которое будем называть «криволинейным
цилиндром».

Теорема 57 (принцип максимума в ограниченной области). Пусть
u(x, t)— решение уравнения Tu = 0 в ограниченной области ω, при-
надлежащее классу C2,1(ω̃) ∩ C0(ω). Тогда для любой точки (x, t) ∈ ω̃
справедливы неравенства

min
σ
u � u(x, t) � max

σ
u. (4.26)
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Утверждение этой теоремы непосредственно вытекает из следующей
леммы.

Лемма 6. Пусть функция u(x, t) принадлежит классу C2,1(ω̃)∩C0(ω)
и в точках ω̃ удовлетворяет неравенству

Tu � 0. (4.27)

Тогда для любой точки (x, t) из ω̃

min
σ
u � u(x, t). (4.28)

Если же в точках ω̃ выполнено неравенство

Tu � 0, (4.29)

то для любой точки (x, t) из ω̃

u(x, t) � max
σ

u. (4.30)

Доказательство. Пусть выполнено неравенство (4.27). Так как функ-
ция u(x, t) ограничена в ω̃, то v ≡ u −M < 0 в ω̃ при достаточно боль-
шой постоянной M. Кроме того, Tv � 0 в ω̃, если для u(x, t) выполнено
условие (4.27). Положим v = eγ tw, γ = const > 0. Очевидно, имеем

Tv ≡ eγ t

(
∂w

∂t
−Δw + γw

)
= eγ t(Tw + γw) � 0 (4.31)

в ω̃. Функция w(x, t) не может принимать отрицательный минимум в ω̃,
так как в точках отрицательного минимума, лежащих в ω̃, выполняются
соотношения

∂w

∂t
� 0,

∂2w

∂x2
j

� 0; j = 1, . . . , n, w < 0,

и, следовательно, Tw + γw < 0, что противоречит неравенству (4.31).
Поэтому отрицательный минимум функция w(x, t) принимает на σ и,
значит, для (x, t) ∈ ω

min
σ
w � w(x, t), min

σ
e−γ tv � e−γ tv(x, t).

Последнее неравенство справедливо при любом γ > 0. При γ → 0 из
этого неравенства получаем, что для (x, t) ∈ ω

min
σ
v � v(x, t),
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так как lim min
σ
e−γ tv при γ → 0 равен min

σ
v. Отсюда вытекает, что в ω

min
σ

(u−M) � u(x, t)−M, min
σ
u � u(x, t).

Для доказательства неравенства (4.30) при условии, что выполнено
соотношение (4.29), рассмотрим функцию −u(x, t). Тогда T (−u) � 0 и
по доказанному выше для (x, t) ∈ ω

min
σ

(−u) � −u(x, t), −min
σ

(−u) � u(x, t).

Так как −min
σ

(−u) = max
σ

u, то получаем, что max
σ

u � u(x, t). Лемма
доказана.

Теорема 58 (принцип максимума в неограниченной области). Пусть
u(x, t)— решение уравнения Tu = 0 в слое Gτ = {x, t; x ∈ Rn

x, 0 < t �
τ}, принадлежащее классу C2,1(Gτ )∩C0(Gτ ). Пусть для всех (x, t) ∈ Gτ∣∣∣u(x, t)∣∣∣ � M, (4.32)

где M —постоянная. Тогда для всех (x, t) ∈ Gτ

inf
Rn

x

u(x, 0) � u(x, t) � sup
Rn

x

u(x, 0). (4.33)

Доказательство. Пусть supu(x, 0) = M1, inf u(x, 0) = M2. Тогда
u(x, t) −M1 � 0, u(x, t)−M2 � 0 при t = 0. Легко видеть, что функция
v(x, t) = |x|2 + 2nt удовлетворяет уравнению Tv = 0 в Gτ . Пусть ε—
произвольное положительное число. Тогда в Gτ

v1(x, t) = u(x, t)−M1 − εv(x, t) � 0,
v2(x, t) = u(x, t)−M2 + εv(x, t) � 0.

(4.34)

Действительно, пусть постоянная R0 настолько велика, что при |x| � R0

имеем εv � 2M. Тогда для любого цилиндра {x, t; |x| < R, 0 < t � τ}
при R � R0 на его нижнем основании и боковой поверхности выполнены
неравенства

v1 � 0, v2 � 0.

Так как Tv1 = 0, T v2 = 0 в Gτ , то, согласно теореме 57, v1(x, t) � 0,
v2(x, t) � 0 в цилиндре {x, t; |x| < R, 0 < t � τ} и, значит, в обла-
сти Gτ в силу того, что того, что R—любое достаточно большое число.
В неравенствах (4.34) ε—произвольное положительное число. Поэтому
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эти неравенства должны выполняться в пределе при ε → 0 в любой
точке (x, t). Из (4.34) при ε→ 0 получаем, что при (x, t) ∈ Gτ

u(x, t)−M1 � 0, u(x, t) −M2 � 0,

что и требовалось показать.

Теорема 57 является аналогом теоремы о принципе максимума для
гармонических функций. В главе 3 доказана теорема о строгом принци-
пе максимума для гармонических функций: если гармоническая в огра-
ниченной области Ω и непрерывная в Ω функция u(x) принимает наи-
большее или наименьшее значение во внутренней точке области Ω, то
u(x) = const в Ω. Легко видеть, что решения уравнения теплопровод-
ности могут принимать наименьшее или наибольшее значения внутри
области и не совпадать с постоянной. Так, например, функция

u(x, t) = 0 при 0 � t � t0, |x| � 1,

u(x, t) = Γ (x, x0, t, t0) при t0 < t � τ, |x| < 1, |x0| = 2,

принимает наименьшее значение u = 0 во внутренних точках цилиндра
ωτ = {x, t; |x| < 1, 0 < t � τ}, Tu = 0 в ωτ и u �≡ 0 в ωτ . Для решений
уравнения теплопроводности имеет место строгий принцип максимума
в следующей форме.

Теорема 59 (строгий принцип максимума). Если функция u(x, t) в ци-
линдре ωτ = {x, t; x ∈ Ω, 0 < t � τ} удовлетворяет уравнению Tu = 0,
принадлежит классу C2,1(ωτ ) ∩ C0(ωτ ) и принимает в точке (x0, t0) ∈
ωτ наибольшее или наименьшее значение, то u(x, t) ≡ u(x0, t0) = const
в цилиндре ωt0 = ωτ ∩ {t � t0}.
Доказательство. Пусть u(x0, t0) = max

ωτ

u(x, t) = M и (x0, t0) ∈ ωτ .

Покажем, что u = M в ωτ при t � t0. Предположим противное.
Пусть в некоторой точке (x1, t1) при t1 < t0 выполняется неравенство
u(x1, t1) < M − ε, где ε = const > 0. Докажем, что из этого предпо-
ложения вытекает, что u(x0, t0) < M. Соединим точки (x0, t0) и (x1, t1)
ломаной, содержащейся в ωt0, с вершинами в точках (x1, t1), (x2, t2),
. . . , (xk, tk), (x0, t0), причем t1 < t2 < · · · < tk < t0; xk+1 = x0,
tk+1 = t0. Если мы докажем, что из неравенства u(xs, ts) < M следу-
ет, что u(xs+1, ts+1) < M, s = 1, 2, . . . , k, то, переходя последовательно
от вершины (xs, ts) к вершине (xs+1, ts+1), установим, что u(x0, t0) < M.
Полученное противоречие свидетельствует о справедливости теоремы.
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Итак, предположим, что u(xs, ts) < M, и докажем, что тогда
u(xs+1, ts+1) < M. Точки (xs, ts) и (xs+1, ts+1) лежат на прямой

xj = kjt+ aj, j = 1, . . . , n,

где kj =
xs+1

j − xs
j

ts+1 − ts , aj = xs+1
j − kjt

s+1. Положим P (x, t) =
n∑

j=1

(xj − kjt−

aj)2 и рассмотрим функцию

v(x, t) =
(
ρ2 − P (x, t)

)2
e−γ t,

где γ = const > 0 и ρ = const > 0. Постоянную ρ выберем настолько
малой, чтобы в шаре P (x, ts) � ρ2, лежащем в плоскости t = ts, выпол-
нялось неравенство u(x, t) < M − ε1, где ε1 = const > 0. Постоянную
γ можно выбрать так, чтобы в области ω, ограниченной плоскостями
t = ts, t = ts+1 и поверхностью P (x, t) = ρ2, выполнялось неравенство
Tv < 0. Действительно,

Tv =
∂v

∂t
−Δv = e−γ t

[
− γ (ρ2 − P (x, t)

)2 − 2
(
ρ2 − P (x, t)

) ∂P
∂t

+

+ 4n
(
ρ2 − P (x, t)

)− 8P (x, t)
]
. (4.35)

Легко видеть, что в некоторой окрестности поверхности P (x, t) = ρ2

выполнено неравенство Tv < 0, так как при P (x, t) = ρ2 все члены в
квадратных скобках равенства (4.35), кроме последнего, равны нулю.
Пусть δ > 0 выбрано так, что Tv < 0 в ω при P (x, t) � ρ2 − δ. Если
же P (x, t) < ρ2 − δ, то ρ2 − P (x, t) > δ и постоянную γ можно выбрать
настолько большой, что первый член в квадратных скобках по модулю
будет превосходить сумму модулей всех остальных членов. При таком
выборе γ получим Tv < 0 при ρ2−P (x, t) > δ. Рассмотрим в ω функцию

V (x, t) = M − ε2v − u, ε2 = const > 0.

Легко видеть, что TV = −ε2Tv > 0 в ω. Согласно лемме 6 для (x, t) ∈ ω

V (x, t) � min
σ
V, (4.36)

где σ состоит из тех точек границы ω, которые лежат на плоскости t = ts

и на поверхности P (x, t) = ρ2. Покажем, что V � 0 на σ при подходящем
выборе ε2. Действительно, на поверхности P (x, t) = ρ2 имеем V = M −
u � 0. Постоянную ε2 выберем так, что ε2v < ε1 в ω. Тогда при t = ts
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имеем V = M−ε2v−u > M−ε1−u > 0 в силу выбора ρ. Следовательно,
в силу (4.36)

M − ε2v − u � 0

в ω и поэтому u(xs+1, ts+1) � M − ε2v(xs+1, ts+1) < M. Если же в
точке (x0, t0) ∈ ωτ функция u(x, t) принимает наименьшее значение,
то −u(x, t) принимает в этой точке наибольшее значение и поэтому
−u(x, t) = −u(x0, t0) в ωτ при t � t0. Теорема доказана.

Строгий принцип максимума имеет место также для некоторых клас-
сов уравнений второго порядка с неотрицательной характеристической
формой. Результаты, относящиеся к этому вопросу, изложены в кни-
ге [20]. Для решений неоднородного уравнения теплопроводности спра-
ведливы оценки, аналогичные принципу максимума. Пусть для области
ω, определенной в начале этого параграфа, имеем t′ = 0, t′′ = τ.

Теорема 60. Пусть u(x, t) —решение уравнения

Tu =
∂u

∂t
−Δu = f(x, t) (4.37)

в «криволинейном цилиндре» ω̃ из класса C2,1(ω̃)∩C0(ω). Тогда для лю-
бой точки (x, t) из ω

min
σ
u− τ sup

ω
|f | � u(x, t) � max

σ
u+ τ sup

ω
|f |. (4.38)

Доказательство. Рассмотрим в ω̃ функции

v1(x, t) = u(x, t) + tK и v2(x, t) = u(x, t) − tK,

где K = sup
ω
|f |. Легко видеть, что в точках ω̃

T v1 = f +K � 0, T v2 = f −K � 0.

Поэтому, согласно лемме 6 для (x, t) ∈ ω, справедливы неравенства

min
σ
v1 � v1(x, t), max

σ
v2 � v2(x, t).

Из этих неравенств вытекает, что в точках ω̃

min
σ
u � u(x, t) + tK, max

σ
u � u(x, t)− tK,
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и, следовательно,
min

σ
u− τK � u(x, t) � max

σ
u+ τK.

Отметим, что из неравенств (4.38) вытекает следующая оценка для ре-
шения уравнения (4.37)∣∣∣u(x, t)∣∣∣ � max

σ
|u|+ τ sup

ω
|f |. (4.39)

Теорема 61. Пусть u(x, t) —решение уравнения (4.37) в слое Gτ =
{x, t; x ∈ Rn

x, 0 < t � τ} из класса C2,1(Gτ ) ∩ C0(Gτ ) и пусть в Gτ∣∣∣u(x, t)∣∣∣ � M,

где M —некоторая постоянная. Тогда для (x, t) ∈ Gτ

inf
Rn

x

u(x, 0) − τ sup
Gτ

|f | � u(x, t) � sup
Rn

x

u(x, 0) + τ sup
Gτ

|f |. (4.40)

Доказательство. Рассмотрим в Gτ функции

w1 = u(x, t)−M1 − tK − εv, w2 = u(x, t)−M2 + tK + εv,

где M1 = sup
Rn

x

u(x, 0), M2 = inf
Rn

x

u(x, 0), K = sup
Gτ

|f |, v = |x|2 + 2nt, ε =

const > 0. Легко видеть, что в Gτ

Tw1 = f −K = f − sup
Gτ

|f | � 0, Tw2 = f +K = f + sup
Gτ

|f | � 0.

Поэтому для точек (x, t) любого цилиндра GR = {x, t; |x| < R, 0 < t �
τ}, R = const > 0, согласно лемме 6 справедливы неравенства

w1(x, t) � max
σR

w1, w2(x, t) � min
σR

w2,

где σR состоит из боковой поверхности цилиндра GR и его нижнего ос-
нования. Легко видеть, что w2 � 0, w1 � 0 на σR, если R � R0 и R0—
достаточно велико. Следовательно, в GR при R � R0

w1(x, t) � 0, w2(x, t) � 0

и поэтому для (x, t) ∈ Gτ

u(x, t)−M1 − tK − εv � 0, u(x, t)−M2 + tK + εv � 0. (4.41)

Так как неравенства (4.41) справедливы при любом ε > 0, то при ε→ 0
из неравенств (4.41) получаем, что в Gτ

u(x, t) � M1 + tK, u(x, t) � M2 − tK.
Отсюда вытекают неравенства (4.40). Теорема доказана.
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4.5. Априорные оценки решений
краевых задач и задачи Коши.
Теоремы единственности. Стабилизация решений

В этом параграфе мы установим оценки решений краевых задач и задачи
Коши. Из этих оценок и теорем, доказанных в § 4.4, вытекают теоремы
единственности и теоремы о характере зависимости решения задачи от
заданных функций.

Теорема 62. Пусть функция u(x, t) удовлетворяет уравнению (4.37) в
ωτ , принадлежит классу C2,1(ωτ ) и удовлетворяет граничному условию

u
∣∣∣
Sτ

= 0 (4.42)

либо граничному условию
∂u

∂ν

∣∣∣∣
Sτ

= 0, (4.43)

где ν = (ν1, . . . , νn, 0)—направление внешней нормали к Sτ . Тогда су-
ществует такая постоянная K, зависящая лишь от τ, что при любом
t0 из отрезка [0, τ ] справедлива оценка

∫
ωt0

[
n∑

j=1

(
∂u

∂xj

)2

+ u2

]
dx dt+

∫
Ωt0

u2dx �

� K(τ)

[ ∫
Ω

u2(x, 0) dx +
∫
ωt0

f2(x, t) dx dt

]
. (4.44)

Доказательство. Напишем формулу Грина (4.3) для области ωτ1 и
функций u = u(x, t) и v = u(x, t), 0 � t1 � t0. Имеем∫
ωt1

uf dx dt =

=
∫
ωt1

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx dt +
1
2

∫
Ωt1

u2(x, t1) dx− 1
2

∫
Ω

u2(x, 0) dx. (4.45)

Из этого равенства вытекает, что∫
Ωt1

u2(x, t1) dx �
∫
Ω

u2(x, 0) dx + 2
∫
ωt0

|u| |f | dx dt.
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Интегрируя это неравенство по t1 от нуля до t0 и применяя элементарное
неравенство 2ab � εa2 + ε−1b2, получим∫
ωt0

u2(x, t) dx dt �

� t0

[ ∫
Ω

u2(x, 0) dx +
1

2t0

∫
ωt0

u2(x, t) dx dt + 2t0
∫
ωt0

|f |2dx dt
]
. (4.46)

Из неравенств (4.46) и (4.45) получаем неравенства∫
ωt0

u2(x, t) dx dt � 2t0
∫
Ω

u2(x, 0) dx + 4
(
t0
)2 ∫
ωt0

|f |2dx dt, (4.47)

∫
ωt0

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

dx dt+
1
2

∫
Ωt0

u2(x, t0) dx �

� 1
2

∫
Ω

u2(x, 0) dx +
∫
ωt0

|f | |u| dx dt �

� 1
2

∫
Ω

u2(x, 0) dx +
1
2

∫
ωt0

|f |2dx dt + t0
∫
Ω

u2(x, 0) dx+

+ 2
(
t0
)2 ∫
ωt0

|f |2dx dt. (4.48)

Складывая неравенства (4.47) и (4.48), получим требуемое неравен-
ство (4.44).

Следствие 6. Пусть функция u(x, t) удовлетворяет условиям теоре-
мы 62 и пусть f ≡ 0. Тогда из равенства (4.45) вытекает, что∫

Ωt0

u2(x, t0) dx �
∫
Ω

u2(x, 0) dx

для любого t0 < τ.

Следствие 7. Решение первой краевой задачи для уравнения Tu = f из
класса C2,1(ωτ ) единственно.

Доказательство. Действительно, разность двух решений u(x, t) этой
задачи удовлетворяет уравнению Tu = 0 в ωτ , принадлежит классу
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C2,1(ωτ ) и u|Sτ = 0, u|t=0 = 0. Поэтому из теоремы 62 следует, что∫
ωτ

u2(x, t) dx dt = 0

и, значит, u ≡ 0 в ωτ .

Следствие 8. Решение второй краевой задачи для уравнения Tu = f в
ωτ из класса C2,1(ωτ ) единственно.

Это утверждение получаем точно так же, как и следствие 7.

Отметим здесь еще одно следствие формулы Грина (4.3).
Пусть u(x, t)—решение уравнения теплопроводности Tu = 0 из клас-

са C2,1(ωτ ), удовлетворяющее граничному условию

∂u

∂ν

∣∣∣∣
Sτ

= 0.

Тогда для любого t0 � τ справедливо равенство∫
Ωt0

u(x, t0) dx =
∫
Ω

u(x, 0) dx.

Это равенство имеет следующий физический смысл. Граничное усло-

вие
∂u

∂ν

∣∣∣∣
Sτ

= 0 означает, что поток тепла через границу тела в любой

момент времени t0 � τ равен нулю. Поэтому количество тепла внутри
тела сохраняется постоянным в любой рассматриваемый момент време-
ни 0 � t0 � τ .
С помощью принципа максимума докажем теорему единственности

решения первой краевой задачи в более широком классе функций.

Теорема 63. Решение первой краевой задачи в цилиндре ωτ для уравне-
ния Tu = f с условиями (4.21), (4.22) единственно в классе C2,1(ωτ ) ∩
C0(ωτ ).

Доказательство. Пусть u1(x, t) и u2(x, t)—два решения первой краевой
задачи для уравнения Tu = f с условиями (4.21) и (4.22). Тогда их
разность u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t) удовлетворяет уравнению Tu = 0 в
ωτ и условиям

u
∣∣∣
t=0

= 0, u
∣∣∣
Sτ

= 0.
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Согласно теореме 57 § 4.4 для любой точки ωτ

min
στ

u � u(x, t) � max
στ

u, στ = Ω ∪ Sτ .

Поэтому u ≡ 0 в ωτ .

Следующие теоремы устанавливают непрерывную зависимость ре-
шения первой краевой задачи от начальных функций, функций, задан-
ных на Sτ , и от правой части уравнения f(x, t), а также характер зависи-
мости решения задачи Коши от начальной функции и функции f(x, t).

Теорема 64. Пусть u1(x, t) —решение уравнения Tu = f1 в ωτ c
условиями u1|t=0 = u01(x), u1|Sτ = ψ1 и u2(x, t)— решение уравне-
ния Tu = f2 в ωτ c условиями u2|t=0 = u02(x), u2|Sτ = ψ2. Пусть
u1, u2 ∈ C2,1(ωτ ) ∩ C0(ωτ ). Тогда для (x, t) ∈ ωτ справедлива оценка∣∣∣u1(x, t)− u2(x, t)

∣∣∣ � sup
Ω

∣∣∣u01 − u02

∣∣∣+ τ sup
ωτ

∣∣∣f1 − f2

∣∣∣+ sup
Sτ

∣∣∣ψ1 − ψ2

∣∣∣.
Утверждение теоремы 64 непосредственно следует из оценки (4.39),

примененной к u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t).

Теорема 65. Пусть u1(x, t) —решение задачи Коши для уравнения
Tu = f1 в Gτ c начальным условием u1|t=0 = u01(x) и u2(x, t) —ре-
шение задачи Коши для уравнения Tu = f2 в Gτ c начальным условием
u2|t=0 = u02(x). Предположим, что в Gτ∣∣∣u1(x, t)

∣∣∣ � M1,
∣∣∣u2(x, t)

∣∣∣ � M2,

где M1, M2 —некоторые постоянные. Пусть u1(x, t) и u2(x, t) принад-
лежат классу C2,1(Gτ )∩C0(Gτ ). Тогда имеет место априорная оценка:
для любой точки (x, t) ∈ Gτ∣∣∣u1(x, t)− u2(x, t)

∣∣∣ � sup
Rn

x

∣∣∣u01 − u02

∣∣∣+ τ sup
Gτ

∣∣∣f1 − f2

∣∣∣. (4.49)

Неравенство (4.49) является следствием теоремы 61 § 4.4 и нера-
венств (4.40), примененных к функции u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t). Из
оценки (4.49) вытекает следующая теорема единственности решения за-
дачи Коши в классе ограниченных в Gτ функций.

Теорема 66. Ограниченное в Gτ решение u(x, t) задачи Коши для урав-
нения Tu = f с начальным условием (4.25) единственно в классе
C2,1(Gτ ) ∩ C0(Gτ ).
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Отметим, что условие ограниченности в Gτ решения u(x, t) задачи
Коши является существенным условием для справедливости теоремы
единственности. Это условие можно ослабить (см. ниже § 4.6), однако его
нельзя опустить. А. Н. Тихоновым [21] построен пример решения u(x, t)
уравнения теплопроводности Tu = 0 из класса C2,1(Gτ )∩C0(Gτ ), удовле-
творяющего начальному условию u|t=0 = 0 и не равного тождественно
нулю в Gτ . Это решение неограниченно растет при |x| → ∞. Неогра-
ниченные в Gτ решения задачи Коши для уравнения теплопроводности
рассмотрены в § 4.6.
Для многих физических задач представляет интерес исследование

поведения решения уравнения Tu = 0 при t → ∞. Здесь мы приведем
простейшие теоремы такого рода.

Теорема 67. Пусть функция u(x, t) удовлетворяет уравнению Tu = 0
в области ω∞ = {x, t; x ∈ Ω, 0 < t <∞} и граничному условию

u
∣∣∣
S∞

= 0,

где S∞ = ∂Ω × {0 < t < ∞}, u ∈ C2,1(ω∞) ∩ C0(ω∞). Тогда u(x, t) → 0
при t→∞ равномерно по x в Ω.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что Ω со-
держит точку x = 0. Очевидно, что уравнение Tu = 0 имеет решение
вида

v(x, t) = e−at
n∏

j=1

cos bxj ,

где постоянная b > 0 и a = nb2. Выберем b настолько малым, чтобы
область Ω лежала внутри параллелепипеда {x; |xj| < π

4b
, j = 1, . . . , n}.

Очевидно, внутри этого параллелепипеда функция v(x, 0) строго по-
ложительна, и поэтому постоянную M > 0 можно выбрать так, что
Mv(x, 0) � |u(x, 0)| в Ω. Очевидно, v|S∞ > 0. Применяя принцип макси-
мума к функциям w1(x, t) = Mv − u и w2(x, t) = Mv + u, получим, что
в ω∞

Mv + u � 0, Mv − u � 0.

Следовательно, |u| � Mv в ω∞. Так как v(x, t) → 0 при t → ∞ равно-
мерно по x в Ω, то u(x, t) → 0 при t→∞ равномерно по x в Ω.

Теорема 68. Пусть u(x, t)— решение уравнения Tu = 0 в области
G∞ = {x, t; x ∈ Rn

x, 0 < t < ∞}, u ∈ C2,1(G∞) ∩ C0(G∞). Предполо-
жим, что |u(x, t)| � M в G∞ и u(x, 0) → 0 при |x| → ∞, т. е. для
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любого ε найдется такое R(ε), что |u(x, t)| � ε, если |x| > R(ε). Тогда
u(x, t) → 0 при t→∞ равномерно по x в Rn

x.

Доказательство. Рассмотрим в G∞ фундаментальное решение
Γ (x, 0, t,−δ) уравнения Tu = 0, где δ = const > 0. Функция
Γ (x, 0, t,−δ) > 0 при t = 0 и Γ (x, 0, t,−δ) → 0 при t → ∞ равно-
мерно в Rn

x. Пусть ε > 0—произвольное число. В силу условия, что
u(x, 0) → 0 при |x| → ∞, существует такое число M(ε) > 0, что при
x ∈ Rn

x

ε+M(ε)Γ (x, 0, 0,−δ) > u(x, 0) > −ε−M(ε)Γ (x, 0, 0,−δ).

Согласно принципу максимума для неограниченной области (см. теоре-
му 58) в G∞ справедливо неравенство∣∣∣u(x, t)∣∣∣ � ε+M(ε)Γ (x, 0, t,−δ).

Так как ε > 0—произвольное число, то последнее неравенство означает,
что u(x, t) → 0 при t→∞ равномерно по x в Rn

x. Теорема доказана.

4.6. Оценки производных.
Аналитичность решений по переменным x. Приложения

Оценки производных решений уравнения Лапласа (см. § 3.8) мы получи-
ли, используя теоремы о среднем арифметическом для гармонических
функций, т. е. используя специфические свойства гармонических функ-
ций. Для уравнения теплопроводности мы вынуждены идти по другому
пути, используя более сложный, но вместе с тем и более общий прием.
Этот прием применялся С. H. Бернштейном для оценки производных
решений эллиптических и параболических уравнений и нашел много-
численные применения в различных исследованиях уравнений второго
порядка (см., например, [22], [23]).

Теорема 69. Пусть u(x, t) удовлетворяет уравнению Tu = 0 в обла-
сти ωR+ρ = {x, t; |x|2 + |t| < (R + ρ)2, t < 0} и принадлежит классу
C2,1(ωR+ρ). Тогда для (x, t) из области ωR = {x, t; |x|2 + |t| < R2, t < 0}
справедлива оценка

n∑
j=1

(
∂u(x, t)
∂xj

)2

� C

ρ2
max
ω R+ρ

|u|2, (4.50)

где C = 2n+ 10.
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Доказательство. В области ωR+ρ рассмотрим функцию

v(x, t) =
[
(R+ ρ)2 − |x|2 − |t|]2 n∑

j=1

(
∂u

∂xj

)2

+ C1u
2,

где C1 —положительная постоянная. Покажем, что постоянную C1 мож-
но выбрать так, что Tv � 0 в ωR+ρ. Тогда из леммы 6 из § 4.4 следует,
что в ωR+ρ

v(x, t) � max
σ

v, (4.51)

где σ—часть границы ωR+ρ, лежащая на поверхности |x|2+|t| = (R+ρ)2.
Легко видеть, что

max
σ

v = C1 max
σ

u2 = C1 max
ω R+ρ

u2.

Таким образом, из оценки (4.51) вытекает, что в ωR+ρ

[
(R+ ρ)2 − |x|2 − |t|]2 n∑

j=1

(
∂u

∂xj

)2

+ C1u
2 � C1 max

ω R+ρ
|u|2,

и поэтому

max
ωR

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

� C1

[ρ(2R + ρ)]2
max
ω R+ρ

|u|2. (4.52)

Следовательно, для доказательства неравенства (4.50) достаточно пока-
зать, что Tv � 0 в ωR+ρ при подходящем выборе C1. Для вычисления
Tv заметим, что

T (wz) = wTz + zTw − 2
n∑

j=1

∂w

∂xj

∂z

∂xj

для любых двух функций z и w. Поэтому легко видеть, что

T
(
u2
)

= −2
n∑

l=1

(
∂u

∂xl

)2

, T

((
∂u

∂xj

)2
)

= −2
n∑

k=1

(
∂2u

∂xk∂xj

)2

,

T
([

(R + ρ)2 − |x|2 − |t|]2) =

= 2(2n + 1)
[
(R + ρ)2 − |x|2 − |t|]− 8|x|2 ≡ q(x, t).

Имеем

Tv = −2
[
(R + ρ)2 − |x|2 − |t|]2 n∑

k, j=1

(
∂2u

∂xk∂xj

)2

+ q(x, t)
n∑

j=1

(
∂u

∂xj

)2

+

+ 8
[
(R+ ρ)2 − |x|2 − |t|] n∑

k, j=1

2xk
∂2u

∂xk∂xj

∂u

∂xj
− 2C1

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

.
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Применяя для оценки третьей суммы в правой части последнего равен-
ства оценку 2ab � a2 + b2, получим

Tv � −2
[
(R + ρ)2 − |x|2 − |t|]2 n∑

k, j=1

(
∂2u

∂xk∂xj

)2

+

+ q(x, t)
n∑

j=1

(
∂u

∂xj

)2

+ 2
[
(R+ ρ)2 − |x|2 − |t|]2 n∑

k, j=1

(
∂2u

∂xk∂xj

)2

+

+ 32|x|2
n∑

j=1

(
∂u

∂xj

)2

− 2C1

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

,

так как в ωR+ρ

32|x|2 + q(x, t) � (4n+ 20)(R + ρ)2,

то, положив C1 = (2n+10)(R+ρ)2, получим Tv � 0 в ωR+ρ. Подставляя
так выбранную постоянную C1 в соотношение (4.52), получим неравен-
ство (4.50). Теорема доказана.

Пользуясь неравенством (4.50), установим оценки производных лю-
бого порядка от решений уравнения теплопроводности.

Теорема 70. Пусть u(t, x) удовлетворяет уравнению Tu = 0 в обла-
сти ωR+ρ = {x, t; |x|2 + |t| < (R + ρ)2, t < 0} и принадлежит классу
C2,1(ωR+ρ). Тогда для (x, t) из области ωR при |α| = k справедлива оцен-
ка ∣∣∣Dα

xu(x, t)
∣∣∣2 �

(
Ck2

ρ2

)k

max
ω R+ρ

|u|2, (4.53)

где Dα
x = Dα1

x1
. . .Dαn

xn
, α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + · · ·+ αn, C = 2n+ 10.

Доказательство. Рассмотрим последовательность вложенных обла-
стей:

ωR+ j
k
ρ =

{
x, t; |x|2 + |t| <

(
R+

j

k
ρ

)2

, t < 0

}
, j = 0, 1, . . . , k.

На основании теоремы 69 имеем при |α′| = k − j, |α′′| = k − j − 1

max
ω R+

j
k

ρ

∣∣∣Dα′
u
∣∣∣2 � Ck2

ρ2
max

ω R+
(j+1)ρ

k

∣∣∣Dα′′
u
∣∣∣2, (4.54)

если Dα′
u =

∂

∂xl
Dα′′

u при некотором l. Полагая в этом неравенстве

j = 0, а затем, используя последовательно неравенства (4.54) при



4.6. Оценки производных, аналитичность 173

j = 1, 2, . . . , k − 1 для оценки правой части полученного неравенства,
выводим оценку (4.53). Заметим, что здесь мы воспользовались беско-
нечной дифференцируемостью u(x, t) в ωR+ρ, доказанной в § 4.2, и тем,
что Dαu является решением уравнения теплопроводности, если Tu = 0
в ωR+ρ.

Теорема 71. Пусть u(t, x) удовлетворяет уравнению Tu = 0 в ωR+ρ

и принадлежит классу C2,1(ωR+ρ). Тогда для (x, t) ∈ ωR при |α| = k и
любом целом p � 0 справедлива оценка∣∣∣∣ ∂ p

∂tp
Dα

xu

∣∣∣∣2 � n2p

(
C(k + 2p)2

ρ2

)k+2p

max
ω R+ρ

|u|2, (4.55)

где Dα
x = Dα1

x1
. . .Dαn

xn
, |α| = α1 + · · ·+ αn, C = 2n+ 10.

Доказательство. Из уравнения Tu = 0 следует, что∣∣∣∣ ∂ p

∂tp
Dαu

∣∣∣∣ = ∣∣∣DαΔpu
∣∣∣ � np max

β

∣∣∣Dβu
∣∣∣, где |β| = 2p + |α|.

Поэтому на основании теоремы 70

max
ωR

∣∣∣∣ ∂ p

∂tp
Dαu

∣∣∣∣2 � n2p max
|β|=2p+|α|

max
ω R+ρ

∣∣∣Dβ
xu
∣∣∣2 �

� n2p
(
C(k + 2p)2ρ−2

)k+2p max
ω R+ρ

u2.

Отсюда вытекает требуемое неравенство.

Теорема 72 (об аналитичности решений по пространственным перемен-
ным). Решение u(x, t) уравнения Tu = 0 в области ω из класса C2,1(ω)
является аналитической функцией переменных x1, . . . , xn, т.е. для лю-
бой точки (x0, t0) ∈ ω функция u(x, t0) представима в виде сходящегося
степенного ряда по степеням xj − x0

j , j = 1, . . . , n, при |x− x0| < ε, где
ε(x0, t0) > 0.

Доказательство. Так как, согласно теореме 56 из § 4.2, функция u(x, t)
является бесконечно дифференцируемой функцией x и t в ω, то по фор-
муле Тейлора

u(x, t0) =
∑

|α|�m

Dαu(x0, t0)
α!

(
x− x0

)α +
∑

|α|=m

Dαu(x̃, t0)
α!

(
x− x0

)α
,

где α = (α1, . . . , αn), α! = α1! . . . αn!, (x − x0)α = (x1 − x0
1)

α1 . . . (xn −
x0

n)αn , m—произвольное целое число, x ∈ Qx0

R = {x; |x − x0| < R},
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x̃ ∈ Qx0

R , множество {x, t; |x−x0| < R+ρ, t = t0} принадлежит ω, R, ρ—
некоторые положительные постоянные. Покажем, что

γm

(
x, t0, x̃

) ≡ ∑
|α|=m

Dαu(x̃, t0)
α!

(
x− x0

)α
стремится к нулю при m→∞, если x̃ ∈ Qx0

R и |x−x0| < ε, причем ε вы-
брано достаточно малым. Воспользуемся оценками производных u(x, t),
полученными в теореме 70. Пусть число R + ρ настолько мало, что об-
ласть ωR+ρ = {x, t; |x − x0|2 + |t − t0| < (R + ρ)2, t < t0} принадлежит
ω. Тогда, согласно теореме 70 при |α| = k, имеем

max
ωR

∣∣∣Dα
xu
∣∣∣2 �

(
Ck2

ρ2

)k

max
ω R+ρ

|u|2, C = 2n+ 10.

Поэтому ∣∣∣γm

(
x, t0, x̃

) ∣∣∣ � (√Cm
ρ

)m ∣∣x− x0
∣∣m max

ω R+ρ
|u|
∑

|α|=m

1
α!
.

Как было доказано в § 3.8, ∑
|α|=m

1
α!

=
nm

m!
.

Согласно формуле Стирлинга (см. [18, с. 422]) mm � m!em. Поэтому
при (x, t0) ∈ ωR∣∣∣γm

(
x, t0, x̃

) ∣∣∣ � (√C ∣∣x− x0
∣∣ e n ρ−1

)m
max
ωR+ρ

|u|.

Если |x− x0| < ε, x̃ ∈ Qx0

R и√
Cε en ρ−1 < 1,

то
∣∣∣γm(x, t0, x̃)

∣∣∣ равномерно по x и x̃ стремится к нулю при m → ∞.
Следовательно, ряд Тейлора функции u(x, t0) сходится к этой функции
при |x− x0| < ε. Теорема доказана.

Замечание 10. Функция u(x, t), удовлетворяющая уравнению
Tu = 0 в ω, может быть неаналитической функцией переменной t. Так,
функция u(x, t) = Γ (x, x0, t, t0) в окрестности точки (x1, t0) при x1 �= x0

является бесконечно дифференцируемой функцией, удовлетворяющей
уравнению Tu = 0, однако эта функция не может быть разложена в
степенной ряд по степеням t− t0 при x = x1, так как Γ (x1, x0, t, t0) = 0
при всех t � t0.
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Теорема 73 (оценка аналитического продолжения решения). Пусть
область ω0 ⊂ ω и для каждой точки (x0, t0) ∈ ω0 область ωR+ρ

x0,t0
=

{x, t; |x− x0|2 + |t− t0| < (R+ ρ)2, t− t0 < 0} принадлежит ω, где R и
ρ—некоторые постоянные. Тогда решение u(x, t) уравнения Tu = 0 в ω
можно аналитически продолжить для комплексных значений x+ iy в

область Qδ(ω0) = {x, t, y; (x, t) ∈ ω0, |y| < δ}, где δ =
(
ρ−12e n

√
C
)−1

,

C = 2n + 10, и для аналитического продолжения u(x, t) справедлива
оценка

sup
Qδ(ω0)

∣∣∣u(x+ iy, t)
∣∣∣ � 2max

ω
|u|. (4.56)

Доказательство. При доказательстве теоремы 72 мы показали, что
функция u(x, t) для любой точки (x0, t0) ∈ ω0 при |x − x0| < δ пред-
ставима рядом Тейлора

u(x, t0) =
∑
α

Dαu(x0, t0)
α!

(
x− x0

)α
, (4.57)

причем этот ряд мажорируется геометрической прогрессией вида

v(x, t) =
∞∑

m=1

(√
C
∣∣x− x0

∣∣ e n ρ−1
)m

max
ω

|u|, C = 2n+ 10.

Так как |u(x, t)| � v(x, t), то, полагая δ = ρ
(
2e n

√
C
)−1

и учитывая,
что ряд (4.57) определен и для комплексных значений x и задает анали-
тическое продолжение функции u(x, t) при |x + iy − x0| < δ, получаем,
что

sup
Qδ(ω0)

∣∣∣u(x+ iy, t)
∣∣∣ � 2 sup

ω
|u|.

Оценки вида (4.56) можно применить для исследования поведе-
ния решений параболических уравнений в неограниченных областях
(см. [24]). Одним из таких применений является доказательство тео-
ремы единственности решения задачи Коши для уравнения Tu = f в
классе растущих функций. Для уравнений Tu = f эту теорему можно
доказать и другим путем, используя, например, принцип максимума и
вспомогательные функции, аналогично тому, как доказана теорема 58
§ 4.4. Используемый здесь прием обладает большой общностью и при-
меним для любых параболических уравнений и систем.

Теорема 74. Решение уравнения Tu = 0 в области Gτ = {x, t; x ∈
Rn

x, 0 < t � τ} из класса C2,1(Gτ ), удовлетворяющее начальному усло-
вию

u
∣∣∣
t=0

= 0
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и такое, что для всех (x, t) ∈ Gτ∣∣∣u(x, t)∣∣∣ � C1 e
a|x|2, (4.58)

где C1, a—некоторые положительные постоянные, равно тожде-
ственно нулю в Gτ .

Доказательство. Так как по предположению u(x, t) ∈ C2,1(Gτ ), u|t=0 =

0, Tu = 0 в Gτ , a значит, и
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0,
∂u

∂xj

∣∣∣∣
t=0

= 0,
∂2u

∂x2
j

∣∣∣∣∣
t=0

= 0,

j = 1, . . . , n, то, полагая u(x, t) = 0 при t < 0, получим функцию
u(x, t) из класса C2,1(Rn+1

x,t ). Введем дополнительную независимую пе-
ременную xn+1. Если функция u(x, t) удовлетворяет в Rn+1

x,t уравнению
∂u

∂t
−

n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

= 0, то функция v(x, xn+1, t) = cosμxn+1 exp{−μ2t}u(x, t)

удовлетворяет в Rn+2
x,xn+1,t уравнению

∂v

∂t
−

n+1∑
j=1

∂2v

∂x2
j

= 0 при любой посто-

янной μ > 0.
Рассмотрим последовательность областей Gs = {x, xn+1, t; |x| <

s, |xn+1| < s, −s < t < τ1} в пространстве Rn+2
x,xn+1,t = (x1, . . . , xn,

xn+1, t) и последовательность областей Gs
0 = {x, t; |x| < s, 0 < t < τ1} в

пространстве Rn+1
x,t , причем постоянную τ1 мы выберем ниже.

Применим теорему 73 к областям Gs, Gs+1 и функции v(x, xn+1, t).
Очевидно, при любом s можно взять R + ρ = 1, R = 1

2 , ρ = 1
2 . Поэтому

число δ в теореме 73 не зависит от s, а зависит только от n. Согласно
теореме 73 имеем

sup
Qδ(Gs)

∣∣∣v(x+ iy, xn+1 + iyn+1, t)
∣∣∣ � 2 sup

Gs+1

∣∣∣v(x, xn+1, t)
∣∣∣.

Легко видеть, что

2 sup
Gs+1

∣∣∣e−μ2tu(x, t)
∣∣∣ � sup

Qδ(Gs)
|v| �

� sup
(x,xn+1,t)∈Gs

|yn+1|<δ

∣∣∣∣12 (eiμ(xn+1+iyn+1) + e−iμ(xn+1+iyn+1)
)
e−μ2tu(x, t)

∣∣∣∣ �
� 1

2

(
eμδ + e−μδ

)
sup
Gs

∣∣∣e−μ2tu(x, t)
∣∣∣ . (4.59)

Так как u(x, t) = 0 при t < 0, то из соотношений (4.59) вытекает, что

sup
Gs

0

∣∣∣e−μ2tu(x, t)
∣∣∣ � sup

Gs+1
0

∣∣∣e−μ2tu(x, t)
∣∣∣ · 4e−μδ . (4.60)
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Рассмотрим неравенство (4.60) при s = s0 и затем для оценки правой
части этого неравенства используем последовательно неравенства (4.60)
при s = s0 + 1, s0 + 2, . . . , s0 + k. Получаем

sup
G

s0
0

∣∣∣e−μ2tu(x, t)
∣∣∣ � (4e−μδ

)k
sup

G
s0+k
0

∣∣∣e−μ2tu(x, t)
∣∣∣ , k = 1, 2, . . . ,

или
sup
G

s0
0

∣∣∣u(x, t)∣∣∣ � exp
{
k ln 4− μδk + μ2τ1

}
sup

G
s0+k
0

∣∣∣u(x, t)∣∣∣. (4.61)

Пусть постоянные d > 0 и τ1 > 0 выбраны так, что −dδ+d2τ1+a < 0.
Для оценки правой части неравенства (4.61) воспользуемся условием
(4.58) и положим μ = dk. Получим

sup
G

s0
0

∣∣∣u(x, t)∣∣∣ � C1 exp
{
k ln 4− δdk2 + τ1d

2k2 + a(s0 + k)2
}
. (4.62)

Так как
−δd+ τ1d

2 + a < 0,

то правая часть неравенства (4.62) стремится к нулю при k → ∞. По-
этому u ≡ 0 в Gs0

0 и, так как s0 — произвольное число, то u ≡ 0 в
Gτ ∩ {x, t; x ∈ Rn

x, 0 < t < τ1}.
Применяя предыдущие рассуждения к функции u(x, t) и к слою τ1 �

t � 2τ1, затем к слою 2τ1 � t � 3τ1, и так далее, получим, что u ≡ 0 в
Gτ . Теорема доказана.

Замечание 11. В теореме 74 мы предполагали, что u(x, t) ∈
C2,1(Gτ ). Это предположение можно ослабить. Теорема 74 остается спра-
ведливой в предположении, что u ∈ C2,1(Gτ ) ∩ C0(Gτ ). В § 4.9 будет
доказано, что если u ∈ C2,1(Gτ ) ∩ C0(Gτ ), u|t=0 = 0, Tu = 0 в Gτ , то
u ∈ C2,1(Gτ ).

Очевидно, из теоремы 74 следует теорема единственности решения
задачи Коши для уравнения Tu = f в классе функций, удовлетворяю-
щих условию (4.58).

4.7. Теорема Лиувилля. Теоремы об устранимой особенности.
Компактность семейства решений

Теоремы Лиувилля для уравнения Лапласа были доказаны в § 3.9. Под
теоремами Лиувилля обычно понимают утверждения о характере реше-
ния, определенного во всем пространстве или полупространстве и удо-
влетворяющего некоторым условиям на бесконечности. Теорема такого
типа имеют место и для уравнения теплопроводности.
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Теорема 75 (Лиувилля). Пусть в полупространстве G0 = {x, t; x ∈
Rn

x, t � t0} определено решение u(x, t) уравнения Tu = 0 из класса
C2,1(G0) и пусть ∣∣∣u(x, t)∣∣∣ � C1

(
1 + |x|2 + |t|) q

2 , (4.63)

где C1 = const > 0, q = const � 0. Тогда u(x, t) является многочленом
относительно x и t в G0 степени не выше чем [q]. Точнее, в G0

u(x, t) =
∑

|α|+2p�[q]

Cα, p x
α tp, (4.64)

где xα = xα1
1 . . . xαn

n , |α| = α1 + · · · + αn, [q] означает целую часть q,
Cα, p = const, αj (j = 1, . . . , n), p—целые неотрицательные числа.

Доказательство. Для доказательства равенства (4.64) достаточно по-
казать, что все производные от u(x, t) вида

∂ p

∂tp
Dα

xu при |α| + 2p � [q] + 1 (4.65)

равны тождественно нулю в G0. Пусть ωs = {x, t; |x|2 + |t− t0| < s2, t �
t0}. Тогда, согласно теореме 71 из § 4.6, при любом p � 0 и |α| = k
справедлива оценка

max
ωR

∣∣∣∣ ∂ p

∂tp
Dα

xu

∣∣∣∣ � np
(√

C(k + 2p)ρ−1
)k+2p

max
ω R+ρ

|u|, C = 2n+ 10.

Из этой оценки, используя условие (4.63), получаем, что при |α| = k

max
ωR

∣∣∣∣ ∂ p

∂tp
Dα

xu

∣∣∣∣ � C2 ρ
−(k+2p)

(
1 + 2(R + ρ)2 + |t0|) q

2 , (4.66)

где постоянная C2 не зависит от ρ. Очевидно, что при k+ 2p > q правая
часть неравенства (4.66) стремится к нулю при ρ→∞. Если |α|+ 2p �
[q] + 1, то |α| + 2p > q, и поэтому все производные вида (4.65) равны
нулю в ωR. Так как R—произвольное число, то эти производные равны
нулю в G0. Теорема доказана.

Из доказанной теоремы 75, в частности, вытекает, что решение урав-
нения Tu = 0, ограниченное в полупространстве t � t0, является посто-
янной в этом полупространстве.
Так же как и для уравнения Лапласа, представляет интерес выяс-

нить, какого рода изолированные особенности допускают решения урав-
нения теплопроводности. В § 4.1 было рассмотрено фундаментальное ре-
шение уравнения теплопроводности Γ (x, x0, t, t0), которое всюду в Rn+1

x,t ,
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кроме точки (x0, t0), является бесконечно дифференцируемой функцией
x и t. Легко видеть, что при t > t0

J1 =
∫

|x−x0|<ρ

Γ (x, x0, t, t0) dx =

= 2−n
(
π(t− t0))−n

2

∫
|x−x0|<ρ

exp
{
−|x− x

0|2
4(t− t0)

}
dx =

= π−n
2

∫
|ξ|<ρ

(
2
√

(t−t0)
)−1

e−|ξ|2dξ.

Поэтому при любом сколь угодно малом ρ > 0 интеграл J1 стремится
к единице при t → t0. Очевидно, особенность функции Γ (x, x0, t, t0) в
точке (x0, t0) неустранима: Γ (x, x0, t, t0) →∞ при t→ t0 и t > t0. Отме-
тим также следующее свойство особой точки (x0, t0) этой функции: при
любом t1 > t0

t1∫
t0

Γ (x, x0, t, t0) dt =
∣∣x− x0

∣∣2−n

4(t1−t0)|x−x0|−2∫
0

1
4
(√
πs
)−n

e
−1

s ds.

Поэтому при n > 2 и любом t1 > t0, x �= x0

t1∫
t0

Γ (x, x0, t, t0) dt � C
∣∣x− x0

∣∣2−n
, C = const,

а при n = 2

t1∫
t0

Γ (x, x0, t, t0) dt � C1 + C2

4(t1−t0)
|x−x0|2∫

1

1
s
ds =

= C1 + C2 ln
4(t1 − t0)
|x− x0|2 , C1, C2 = const .

Следующая теорема характеризует устранимые особые точки реше-
ний уравнения теплопроводности.

Теорема 76 (об устранимой особой точке). Пусть функция u(x, t) опре-
делена в ωτ \ (x0, t0), где ωτ = {x, t; x ∈ Ω, 0 < t � τ} и (x0, t0) ∈ ωτ .
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Пусть u(x, t) удовлетворяет уравнению Tu = 0 в ωτ \ (x0, t0) и принад-
лежит классу C2,1

(
ωτ \ (x0, t0)

)
. Предположим, что для любого ε > 0

найдется такое ρ > 0, что∫
|x−x0|<ρ

∣∣∣u(x, t)∣∣∣ dx < ε (4.67)

для всех t > t0. Тогда особенность функции u(x, t) в точке (x0, t0)
устранима, т. е. функцию u(x, t) можно доопределить в точке (x0, t0)
так, что u(x, t) будет принадлежать классу C2,1(ωτ ) и удовлетворять
уравнению Tu = 0 в ωτ .

При любой изолированной особой точке (x0, t0), т. е. без предполо-
жения (4.67), функция u(x, t) при t < t0 совпадает с функцией, которая
принадлежит классу C2,1(ωt0), где ωt0 = {x, t; x ∈ Ω, 0 < t � t0}.

Доказательство. Докажем сначала последнее утверждение теоремы.
Для любой точки (x1, t1) ∈ ωτ при t1 < t0 имеет место представле-
ние функции u(x, t) с помощью потенциалов, которое задается форму-
лой (4.18), полученной в § 4.2. По формуле (4.18) имеем при t1 < t0

u(x1, t1) =
∫
St1

(
Γ (x1, x, t1, t)

∂u(x, t)
∂ν

− u(x, t) ∂Γ (x1, x, t1, t)
∂ν

)
ds+

+
∫
Ω

Γ (x1, x, t1, 0)u(x, 0) dx. (4.68)

Правая часть равенства (4.68) имеет смысл и при t1 = t0 и задает в
ωt0 функцию из класса C2,1(ωt0), совпадающую с u(x, t) при t � t0 и
(x, t) �= (x0, t0).
Докажем теперь первое утверждение теоремы. Заметим, что правая

часть равенства (4.68) определена при любых (x1, t1) ∈ ωτ и задает в ωτ

некоторую функцию v(x1, t1), которая, как мы доказали выше, совпада-
ет с u(x1, t1) при t1 � t0, если (x1, t1) �= (x0, t0), и принадлежит классу
C2,1(ωτ ).
Покажем, что w = u − v принадлежит классу C2,1(ωτ ). Для этого

рассмотрим область

gδ =
{
x, t; x ∈ Ω1, t

0 − δ < t < τ
}
,

где δ = const > 0, а область Ω1 такова, что Ω1 ⊂ Ω и (x0, t0) ∈ Ω1. Так
как функция w(x, t) принадлежит классу C2,1(gδ), то по формуле (4.18)
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имеем для t1 > t0 + δ

w(x1, t1) =

=
∫

∂Ω1×[t0+δ,t1]

(
Γ (x1, x, t1, t)

∂w(x, t)
∂ν

− w(x, t)
∂Γ (x1, x, t1, t)

∂ν

)
ds+

+
∫
Ω1

Γ (x1, x, t1, t0 + δ)w(x, t0 + δ) dx. (4.69)

В силу условия (4.67) для функции u(x, t) и непрерывности функции
v(x, t) в Ω1 × [0, τ ]∫

Ω1

Γ (x1, x, t1, t0 + δ)w(x, t0 + δ) dx→ 0 (4.70)

при δ → 0 для любой фиксированной точки (x1, t1) при t1 > t0, x1 ∈ Ω1,
так как w(x, t) → 0 при t→ t0 равномерно по x в области Ω\{x; |x−x0| <
ρ} при любом ρ = const > 0. Переходя к пределу при δ → 0 в равенстве
(4.69) и учитывая (4.70), получим для (x1, t1) ∈ ωτ при t1 > t0, x1 ∈ Ω1,
что

w(x1, t1) =

=
∫

∂Ω1×[t0,t1]

(
Γ (x1, x, t1, t)

∂w(x, t)
∂ν

− w(x, t)
∂Γ (x1, x, t1, t)

∂ν

)
ds. (4.71)

Из представления (4.71) для функции w(x1, t1) следует, что существуют
пределы для всех производных w(x1, t1) по x1 и t1 при t1 → t0, равные
нулю, так как правую часть равенства (4.71) можно дифференцировать
по x1 и t1 под знаком интеграла любое число раз, когда t1 > t0 и x1 ∈
Ω1. Следовательно, функция w(x, t) в окрестности (x0, t0) непрерывна и
имеет непрерывные производные

∂w

∂t
,

∂w

∂xj
,

∂2w

∂x2
j

, j = 1, . . . , n.

Отсюда вытекает, что u(x, t) = w(x, t) + v(x, t) принадлежит классу

C2,1(ωτ ). Из непрерывности производных u следует, что
∂u

∂t
= Δu в

точке (x0, t0). Теорема доказана.

Докажем теперь теорему об устранимых особенностях, лежащих на
отрезке.
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Теорема 77. Пусть функция u(x, t) определена в ωτ \l, где l = {x, t; x =
x0, t0 � t � τ}, (x0, t0) ∈ ωτ . Пусть u(x, t) удовлетворяет уравнению
Tu = 0 в ωτ \ l и принадлежит классу C2,1(ωτ \ l). Предположим, что
при n � 2 при любом t > 0 и x ∈ Ω \ x0

t∫
0

∣∣∣u(x, t)∣∣∣ dt �
∣∣x− x0

∣∣1−n
a
(∣∣x− x0

∣∣) ,
t∫

0

∣∣∣∣∂u(x, t)∂xj

∣∣∣∣ dt �
∣∣x− x0

∣∣1−n
a
(∣∣x− x0

∣∣) , j = 1, . . . , n, (4.72)

где функция a(s) → 0 при s → 0 и a(s) > 0 при s > 0. Тогда функ-
цию u(x, t) можно доопределить на отрезке l так, что u(x, t) будет
принадлежать классу C2,1(ωτ ) и удовлетворять уравнению Tu = 0 в
ωτ .

Доказательство. Точно так же, как и при доказательстве теоремы 76,
показываем, что при t < t0 функция u(x, t) совпадает с функцией, при-
надлежащей классу C2,1(ωt0). Пусть ωε

τ = {x, t; |x− x0| < ε, 0 < t � τ}.
Для любой точки (x1, t1) ∈ ωτ \ ωε

τ имеет место представление решения
u(x, t) с помощью формулы (4.18), полученной в § 4.2. Имеем

u(x1, t1) =

=
∫

St1 ∪ Sε
t1

(
Γ (x1, x, t1, t)

∂u(x, t)
∂ν

− u(x, t) ∂Γ (x1, x, t1, t)
∂ν

)
ds+

+
∫

Ω\{|x−x0|<ε}

Γ (x1, x, t1, 0)u(x, 0) dx, (4.73)

где Sε
t1 = {x, t; |x−x0| = ε, 0 < t < t1}.Покажем, что при ε→ 0 интеграл

в равенстве (4.73), взятый по Sε
t1 , стремится к нулю. Действительно,∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
Sε

t1

Γ (x1, x, t1, t)
∂u(x, t)
∂ν

ds

∣∣∣∣∣∣∣∣ � C1

∫
|x−x0|=ε

t1∫
0

∣∣∣∣∂u(x, t)∂ν

∣∣∣∣ dt dσ �

� C2

∫
|x−x0|=ε

∣∣x− x0
∣∣1−n

a
(∣∣x− x0

∣∣) dσ = C3 a(ε),
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где ds = dσ dt, C1, C2, C3 —постоянные, не зависящие от ε. Точно так же
получаем∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Sε

t1

u(x, t)
∂Γ (x1, x, t1, t)

∂ν
ds

∣∣∣∣∣∣∣∣ � C4

∫
|x−x0|=ε

t1∫
0

∣∣∣u(x, t)∣∣∣dt dσ = C5 a(ε).

Поэтому, переходя к пределу при ε→ 0 в равенстве (4.73), получаем

u(x1, t1) =
∫
St1

(
Γ (x1, x, t1, t)

∂u(x, t)
∂ν

− u(x, t) ∂Γ (x1, x, t1, t)
∂ν

)
ds+

+
∫
Ω

Γ (x1, x, t1, 0)u(x, 0) dx . (4.74)

Правая часть равенства (4.74) задает функцию также и при (x1, t1) ∈ l.
Эта функция принадлежит классу C2,1(ωτ ) и совпадает с u(x, t) в ωτ \ l.
Теорема доказана.

Заметим, что при n = 1 особенность решения u(x, t) уравнения
Tu = 0 на отрезке l не устранима, даже если u(x, t) непрерывна в ωτ .
Достаточным условием того, что особенность на отрезке l решения урав-
нения теплопроводности в ωτ \ l при n = 1 устранима, является непре-

рывность u(x, t) и
∂u

∂x1
на l. Это доказывается точно так же, как доказана

теорема 77.
Условие (4.72) теоремы 77 можно ослабить. Теорема 77 остается спра-

ведливой, если при n > 2 условие (4.72) заменить условием∣∣∣∣∣∣
t∫

0

u(x, t) dt

∣∣∣∣∣∣ � ∣∣x− x0
∣∣2−n

a
(∣∣x− x0

∣∣) , n > 2, (4.75)

при любом t > 0 и x ∈ Ω \ x0.
Пример функции Γ (x, x0, t, t0) показывает, насколько условие (4.75)

является точным, так как при n > 2∣∣∣∣∣∣
t∫

0

Γ (x, x0, t, t0) dt

∣∣∣∣∣∣ � C1

∣∣x− x0
∣∣2−n

, C1 = const,

и особенность этой функции в точке (x0, t0) не устранима.
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Доказательство теоремы 77 при условии (4.75) вместо условий (4.72)
проводится также с помощью формулы (4.18). При этом для оценки
интеграла по Sε

t1 в равенстве (4.73) нужно преобразовать этот интеграл
интегрированием по частям по t и для оценки∣∣∣∣∣∣

t∫
0

∂u(x, t)
∂ν

dt

∣∣∣∣∣∣
воспользоваться теоремой 69 из § 4.6 об оценках производных реше-
ний уравнения Tu = 0. Не ограничивая общности, можно считать, что

u|t=0 = 0, и поэтому w(x, t) =
t∫
0

u(x, t) dt в этом случае также является

решением уравнения Tu = 0. Проведение детального доказательства мы
предоставляем читателю.
Для уравнения теплопроводности так же, как и для уравнения Ла-

пласа, возникает вопрос, какие особенности решений на многообразиях
положительной размерности являются устранимыми. Ответом на этот
вопрос является, в частности, теорема о гладкости обобщенных решений
уравнения теплопроводности, доказанная в § 4.9. Здесь мы приводим
достаточные условия устранимости особенностей на k–мерной поверх-
ности в n–мерном пространстве для решения u(x) уравнения Лапласа и
решения u(x, t) уравнения теплопроводности. Мы их формулируем в ви-
де задач, решения которых могут быть получены так же, как доказана
теорема 39, § 3.10 и теорема 71, § 4.7.

Задача 1. Пусть решение u(x) уравнения Лапласа определено в Ω \M,
где M — гладкое k–мерное замкнутое многообразие, принадлежащее Ω,
и пусть

sup
x∈Ω\Mρ

∣∣∣u(x)∣∣∣ � ρ−n+k+2 a(ρ), −n+ k + 2 < 0,

где a(ρ) → 0 при ρ→ 0 и Mρ —множество точек Ω, отстоящих от M не
больше чем на ρ. Тогда u(x) можно доопределить на M так, что u(x)
будет гармонической функцией в Ω.

Задача 2. Пусть решение u(x, t) уравнения теплопроводности Tu = 0
определено в ωτ \

{
M × [t0 � t � τ ]

}
, где M — гладкое k–мерное много-

образие, принадлежащее Ω, и пусть

sup
x∈Ω\Mρ

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

u(x, t) dt

∣∣∣∣∣∣ � ρ−n+k+2 a(ρ), −n+ k + 2 < 0.
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Тогда u(x, t) можно доопределить на M × {t0 � t � τ} так, что u(x, t)
будет из класса C2,1(ωτ ) и Tu = 0 в ωτ .

Докажем теперь теорему о сходимости последовательности решений
уравнения теплопроводности.

Теорема 78. Пусть последовательность решений um(x, t), m =
1, 2, . . . , уравнения Tu = 0 из класса C2,1(ω̃) ∩ C0(ω), (см. обозначения
в § 4), сходится равномерно на σ при m → ∞. Тогда последователь-
ность um(x, t) сходится при m → ∞ равномерно в ω и пределом этой
последовательности является решение u(x, t) уравнения Tu = 0 в ω̃.

Доказательство. Если последовательность um(x, t) сходится при m →
∞ равномерно на σ, то при любом ε = const > 0 |um(x, t)−um1(x, t)| < ε
на σ, если m,m1—достаточно велики. Согласно теореме 57 из § 4.4 о
принципе максимума отсюда вытекает, что |um(x, t)− um1(x, t)| < ε в ω
и, значит, um(x, t) сходятся равномерно в ω при m → ∞. В некоторой
окрестности {x, t; |x − x0| < ρ, |t − t0| < ρ} любой внутренней точ-
ки (x0, t0) ∈ ω либо в области вида {x, t; |x − x0| < ρ, t0 − t < ρ},
если (x0, t0) ∈ Ω′′, согласно теореме 71 из § 4.6 равномерно по m ограни-
чены все производные um(x, t) до третьего порядка включительно Это
означает, что последовательность um(x, t) и последовательности произ-
водных um(x, t) до второго порядка включительно равномерно ограни-
чены и равностепенно непрерывны в этих областях. Поэтому по теореме
Арцела из последовательности um(x, t) можно выбрать подпоследова-
тельность, равномерно сходящуюся в рассматриваемой области вместе
с последовательностями производных um(x, t) первого и второго поряд-
ков. Переходя к пределу по этой подпоследовательности в уравнении
Tum = 0, получим требуемое утверждение.

Теорема 79 (о компактности). Из ограниченного в ωτ семейства реше-
ний {um(x, t)} уравнения Tu = 0 можно выбрать последовательность
um′(x, t), равномерно сходящуюся при m′ → ∞ в любом цилиндре вида
{x, t; x ∈ Ω1, ε1 � t � τ}, где ε1 = const > 0, Ω1 ⊂ Ω.

Доказательство. На основании теоремы 71 из § 4.6 в цилиндре Ω̃×[ε, τ ],
ε > 0, Ω̃ ⊂ Ω, ограничены равномерно по m все производные первого по-
рядка функций um(x, t). Поэтому, используя теорему Арцела, получаем,
что из семейства {um(x, t)} можно выбрать равномерно сходящуюся в
этом цилиндре последовательность um′(x, t).
Согласно теореме 78, пределом равномерно сходящейся последова-

тельности um′(x, t) является функция u(x, t), удовлетворяющая урав-
нению Tu = 0 в рассматриваемом цилиндре. Используя диагональный
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процесс, как это было сделано при доказательстве аналогичной теоре-
мы для уравнения Лапласа, и рассматривая совокупность цилиндров
{x, t; x ∈ Ωk, εk � t � τ}, k = 1, 2, . . . , где Ωk ⊂ Ωk+1, Ωk ⊂ Ω, ∪Ωk = Ω,
εk → 0 при k → ∞, можно построить последовательность um(x, t), схо-
дящуюся равномерно в любом из этих цилиндров при m→∞, а значит,
и в цилиндре {x, t; x ∈ Ω1, ε1 � t � τ}.

4.8. Решение задачи Коши
с помощью преобразования Фурье.
Гладкость объемных тепловых потенциалов

Решение задачи Коши для уравнения Tu = f с начальным условием на
гиперплоскости t = 0 может быть записано в явном виде с помощью
фундаментального решения. Здесь мы получим эти формулы независи-
мо, пользуясь преобразованием Фурье, и, в частности, получим фунда-
ментальное решение уравнения теплопроводности.
Итак, будем искать в слое Gτ = {x, t; x ∈ Rn

x, 0 < t � τ} ограничен-
ное решение уравнения

Tu ≡ ∂u

∂t
−

n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

= f(x, t), (4.76)

удовлетворяющее начальному условию

u
∣∣∣
t=0

= ψ(x). (4.77)

Предположим сначала, что решение u(x, t) задачи (4.76), (4.77) суще-

ствует и u,
∂u

∂t
, f при каждом t принадлежат классу S(Rn

x), причем

постоянные Cα, p в оценках для u,
∂u

∂t
, f и их производных по x не за-

висят от t при 0 � t � τ, (см. § 1.3). Рассмотрим преобразование Фурье
функции u(x, t). Введем обозначение

v̂(ξ) =
∫

Rn
x

v(x)ei(x,ξ) dx,

где (x, ξ) =
n∑

j=1

xjξj. Если функция v(x) принадлежит классу S(Rn
x), то

преобразование Фурье v̂(ξ) функции v(x) также принадлежит классу
S(Rn

ξ ) и имеет место формула (см. § 1.3)

v(x) = (2π)−n

∫
R

n
ξ

v̂(ξ)e−i(x,ξ) dξ.
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Применив преобразование Фурье к правой и левой частям уравнения
(4.76), получим для û(ξ, t) уравнение

∂û(ξ, t)
∂t

+ |ξ|2 û(ξ, t) = f̂(ξ, t), (4.78)

так как
∂̂u

∂t
=
∂û

∂t
, Δ̂u = −|ξ|2 û(ξ, t), |ξ|2 =

n∑
j=1

ξ2j . Условию (4.77) соот-

ветствует начальное условие для û(ξ, t) вида

û
∣∣∣
t=0

= ψ̂(ξ). (4.79)

Решение задачи (4.78), (4.79) можно записать в виде

û(ξ, t) = ψ̂(ξ)e−|ξ|2t + e−|ξ|2t

t∫
0

f̂(ξ, s)e|ξ|2s ds. (4.80)

Так как по предположению u(x, t) при любом t принадлежит классу
S(Rn

x), то имеет место формула

u(x, t)= (2π)−n

∫
R

n
ξ

[
ψ̂(ξ)e−|ξ|2t +e−|ξ|2t

t∫
0

f̂(ξ, s)e|ξ|2s ds

]
e−i(x,ξ) dξ.

(4.81)

Легко проверить, что формула (4.81) дает решение задачи Коши (4.76),
(4.77) при любой функции ψ(x) из класса S(Rn

x), и функции f(x, t) из
класса S(Rn

x) c постоянными Cα, p, не зависящими от t. Действитель-
но, функция u, представленная интегралом, стоящим в правой части
равенства (4.81), непрерывна по x и t, так как этот интеграл сходится
равномерно по x и t в силу того, что ψ̂ ∈ S(Rn

ξ ) и f̂(ξ, t) ∈ S(Rn
ξ ) при

любом t � 0 с постоянными Cα, p, не зависящими от t. Производные
∂u

∂t

и
∂2u

∂x2
j

также непрерывны по x и t и их можно получить дифференциро-

ванием интеграла (4.81) под знаком интеграла. Поэтому при (x, t) ∈ Gτ

имеем

Tu = (2π)−n

∫
R

n
ξ

T

[(
ψ̂e−|ξ|2t + e−|ξ|2t

t∫
0

f̂(ξ, s)e|ξ|2s ds

)
e−i(x,ξ)

]
dξ =

= (2π)−n

∫
R

n
ξ

f̂(ξ, t) e−i(x,ξ) dξ = f(x, t).
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Полагая t = 0 в формуле (4.81), получим

u(x, 0) = (2π)−n

∫
R

n
ξ

ψ̂(ξ) e−i(x,ξ) dξ = ψ(x).

Таким образом, непосредственной проверкой установлено, что при ука-
занных предположениях о функциях ψ(x) и f(x, t) ограниченное реше-
ние задачи Коши (4.76), (4.77) существует и представляется формулой
(4.81).
Далее мы установим, что формула (4.81) задает решение задачи Ко-

ши (4.76),(4.77) для значительно более широких классов функций ψ(x)
и f(x, t). Для этого преобразуем интеграл (4.81) при t > 0.
Найдем функцию v(x, t), для которой e−|ξ|2t при t > 0 является пре-

образованием Фурье. Это означает, что

v(x, t) = (2π)−n

∫
R

n
ξ

e−|ξ|2t e−i(x,ξ) dξ =

= (2π)−n
n∏

j=1

∫
R

1
ξj

e−ξ2
j t e−ixjξj dξj . (4.82)

Вычислим интеграл
+∞∫

−∞
e
−s2t−isxj

ds =

+∞∫
−∞

e
−t

(
s+

ixj

2t

)2

−x2
j

4t ds = e
−|xj |2

4t

+∞∫
−∞

e
−t

(
s+

ixj

2t

)2

ds.

Так как e−tz2 является аналитической функцией z, то по теореме Коши

+∞∫
−∞

e
−t

(
s+

ixj

2t

)2

ds =

= lim
N→∞

⎡⎢⎣ N∫
−N

e−ts2
ds+

xj/2t∫
0

e−t(N+iγ)2 dγ −
xj/2t∫
0

e−t(−N+iγ)2 dγ

⎤⎥⎦ .
Последние два интеграла стремятся к нулю при N →∞ в силу того, что∣∣∣∣∣∣∣

xj/2t∫
0

e−tN2±2tiNγ+tγ2
dγ

∣∣∣∣∣∣∣ � e−tN2

xj/2t∫
0

etγ
2
dγ = C1 e

−tN2
,
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где C1 не зависит от N. Поэтому

+∞∫
−∞

e
−t

(
s+

ixj

2t

)2

ds =

+∞∫
−∞

e−ts2
ds =

1√
t

+∞∫
−∞

e−η2
dη =

√
π√
t
.

Итак, для функции v(x, t), заданной равенством (4.82), получаем выра-
жение

v(x, t) = (2π)−n

(√
π√
t

)n

e
−|x|2

4t =
1

(2
√
πt)n

e
−|x|2

4t ≡ Γ (x, 0, t, 0), t > 0.

В § 1.3 доказано, что для любых функций v1 и v2 из S(Rn
x) справедливо

равенство

v̂1 · v̂2 =
����

v1 ∗ v2,

где v1 ∗v2 — свертка функций v1(x) и v2(x). Поэтому интеграл (4.81) при
t > 0 можно записать в виде

u(x, t) = (2π)−n

∫
R

n
ξ

����
ψ ∗ v e−i(x,ξ) dξ +

+ (2π)−n

t∫
0

∫
R

n
ξ

�����
�����

f(x, s) ∗ v(x, t− s) e−i(x,ξ) dξ.

Это означает, что

u(x, t) = ψ(x) ∗ Γ (x, 0, t, 0) +

t∫
0

f(x, s) ∗ Γ (x, 0, t, s) ds.

Итак, для решения u(x, t) задачи Коши (4.76), (4.77) при указанных
выше предположениях о функциях ψ(x) и f(x, t) мы получили при t > 0
формулу

u(x, t) = (2
√
πt)−n

∫
Rn

y

ψ(y)e−
|x−y|2

4t dy+

+

t∫
0

∫
Rn

y

f(y, s)e
−|x−y|2

4(t−s)
(
2
√
π(t− s)

)−n
dy ds. (4.83)
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Теорема 80. Ограниченное решение u(x, t) задачи Коши (4.76), (4.77)
из класса C2,1(Gτ ) ∩ C0(Gτ ) существует для ограниченной в Rn

x функ-

ции ψ(x) из класса C0(Rn
x) и функции f(x, t) такой, что f и

∂f

∂xj
,

j = 1, . . . , n, ограничены в Gτ и принадлежат классу C0(Gτ ). Это ре-
шение u(x, t) представляется при t > 0 формулой (4.83).

Доказательство. Рассмотрим функцию

u1(x, t) =
∫

Rn
y

1(
2
√
πt
)n e−|x−y|2

4t ψ(y) dy. (4.84)

Легко видеть, что если ψ(x) непрерывна и ограничена в Rn
x, то на вся-

ком компактном подмножестве, принадлежащем Gτ , интеграл (4.84), а
также интегралы, полученные его дифференцированием под знаком ин-
теграла по x и t любое число раз, сходятся равномерно относительно x
и t. Поэтому

T (u1) =
∫

Rn
y

ψ(y)T
(
Γ (x, y, t, 0)

)
dy = 0 при t > 0.

Очевидно, что

∣∣∣u1(x, t)− ψ(x0)
∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1
(
√
π)n

∫
Rn

η

e−|η|2
[
ψ
(
x+ 2η

√
t
)
− ψ (x0

) ]
dη

∣∣∣∣∣∣∣ �
� 2M

(√
π
)−n

∫
|η|>N

e−|η|2dη +

+
(√
π
)−n

∫
|η|<N

∣∣∣ψ (x+ 2η
√
t
)
− ψ (x0

) ∣∣∣dη, (4.85)

где N —произвольное положительное число, M = sup
Rn

x

ψ. Поэтому для

любого ε > 0 первое слагаемое правой части неравенства (4.85) меньше
ε

2
, если N > 0 достаточно велико, а второе слагаемое при фиксирован-

ном N меньше
ε

2
при |x − x0| < δ и |t| < δ, если δ достаточно мало, в

силу непрерывности функции ψ(x) в Rn
x. Поэтому u1(x, t) → ψ(x0) при
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(x, t) → (x0, 0). Следовательно, формула (4.84) задает при t > 0 решение
задачи Коши

Tu1 = 0 в Gτ , (4.86)

u1

∣∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Rn
x. (4.87)

Рассмотрим теперь объемный тепловой потенциал

u2(x, t) =

t∫
0

∫
Rn

y

(
2
√
π(t− s)

)−n
e
−|x−y|2

4(t−s) f(y, s) dy ds. (4.88)

Очевидно, равенство (4.83) записывается в виде u(x, t) = u1(x, t) +
u2(x, t). Несобственный интеграл (4.88) преобразуем, сделав замену пе-
ременных интегрирования

yj − xj

2
√
t− s = ηj , j = 1, . . . , n, s = s.

Имеем

u2(x, t) =
∫

Rn
η

t∫
0

(√
π
)−n

e
−|η|2

f
(
2η
√
t− s+ x, s

)
ds dη. (4.89)

Из равенства (4.89) легко вытекает, что u2(x, t) — непрерывная функция
в Gτ , так как f(x, t) ограничена и непрерывна в Gτ и интеграл (4.89)
сходится равномерно по x и t. Из равенства (4.89) следует, что u2(x, t) →
0 при (x, t) → (x0, 0), т. е.

u2

∣∣∣
t=0

= 0. (4.90)

Интеграл (4.89) можно дифференцировать по xj под знаком интеграла,
так как полученный интеграл равномерно сходится по x и t. Имеем

∂u2(x, t)
∂xj

=

t∫
0

∫
Rn

η

(√
π
)−n

e
−|η|2 ∂f(x+ 2η

√
t− s, s)

∂xj
dη ds =

=

t∫
0

∫
Rn

η

e−|η|2

2 (
√
π)n√

t− s
∂f(x+ 2η

√
t− s, s)

∂ηj
dη ds.

Преобразуя последний интеграл интегрированием по частям, получим

∂u2(x, t)
∂xj

=

t∫
0

(√
π
)−n
∫

Rn
η

e−|η|2 ηj√
t− s f

(
x+ 2η

√
t− s, s) dη ds. (4.91)
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Легко видеть, что производные
∂2u2

∂xk∂xj
, k, j = 1, . . . , n, непрерывны в

Gτ , так как

∂2u2(x, t)
∂xk∂xj

=

t∫
0

(√
π
)−n
∫

Rn
η

e−|η|2 ηj√
t− s

∂f(x+ 2η
√
t− s, s)

∂xk
dη ds, (4.92)

и последний интеграл сходится равномерно по x и t в Gτ . Далее, диф-
ференцируя по t равенство (4.89), получим

∂u2(x, t)
∂t

=
(√
π
)−n
∫

Rn
η

e−|η|2f(x, t) dη +

+

t∫
0

(√
π
)−n
∫

Rn
η

e−|η|2
n∑

j=1

∂f(x+ 2η
√
t− s, s)

∂xj

ηj√
t− s dη ds. (4.93)

Такое дифференцирование законно, так как полученные интегралы рав-
номерно сходятся по x и t в Gτ . Учитывая равенства (4.92), соотношение
(4.93) можно записать в виде

∂u2

∂t
= f(x, t) +

n∑
j=1

∂2u2

∂x2
j

.

Это означает, что в Gτ

Tu2 = f (4.94)
и функция u2(x, t), заданная равенством (4.89), является решением за-
дачи Коши (4.94), (4.90), a u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) дает ограниченное
решение задачи Коши (4.76), (4.77). Теорема доказана.

Замечание 12. Функцию u2(x, t) можно представить в виде

u2(x, t) =

t∫
0

U(x, t, s) ds, (4.95)

где при t > s � 0

U(x, t, s) =
∫

Rn
y

(
2
√
π(t− s)

)−n
e
−|x−y|2

4(t−s) f(y, s) dy,

и, как доказано выше, при t > s

TU = 0, U(x, t, s)
∣∣∣
t=s

= f(x, s).

Интеграл (4.95) называется интегралом Дюамеля.
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Теорема 81. (О гладкости объемных тепловых потенциалов).
Пусть в Gτ ограничены и непрерывны производные функции f(x, t) вида

Dα′
x f,

∂ p

∂tp
Dα

xf, (4.96)

где |α′| � k, |α|+ 2p � k− 1, p � 0, k—целое число и k � 1. Тогда функ-
ция u2(x, t), заданная равенством (4.88), удовлетворяет в Gτ уравне-
нию Tu2 = f и имеет в Gτ непрерывные и ограниченные производные
вида

∂ q

∂tq
Dβ

xu2, (4.97)

где |β|+ 2q � k + 1.

Доказательство. Докажем утверждение теоремы индукцией по q. При
q = 0 производные функции u2(x, t) вида (4.97) существуют в Gτ и явля-
ются ограниченными и непрерывными функциями в Gτ , так как инте-
грал (4.91) можно k раз дифференцировать по переменным x под знаком
интеграла. Полученные интегралы сходятся равномерно по x и t из Gτ в
силу предположений о функции f(x, t). Предположим, что утверждение
теоремы верно при всех q � q0. Покажем, что оно верно и при q = q0 +1,
если 2(q0 + 1) � k + 1. Как показано при доказательстве теоремы 80, в
Gτ имеет место равенство

∂u2

∂t
= Δu2 + f(x, t). (4.98)

Пусть |β| + 2(q0 + 1) � k + 1. Тогда в силу предположения индукции
и условий (4.96) на производные функции f к правой части равенства

(4.98) можно применить оператор Dβ
x

∂ qo

∂tqo
. Следовательно, существует

ограниченная и непрерывная в Gτ производная вида

Dβ
x

∂ qo+1u2

∂tqo+1
,

которая получается применением оператора Dβ
x

∂ qo

∂tqo
к левой части ра-

венства (4.98). Теорема доказана.

Следствие 9. Если f(x, t)— бесконечно дифференцируема в Gτ и лю-
бая ее производная ограничена в Gτ , то объемный тепловой потенциал
u2(x, t), заданный формулой (4.88), является бесконечно дифференциру-
емой в Gτ функцией и его производные ограничены в Gτ .

Задача 3. Проверить, что если финитные функции fm(x, t) при m →
∞ сходятся в смысле сходимости обобщенных функций в D′(Rn+1

x,t ) к
δ(x − x0, t − t0), где (x0, t0) ∈ G∞, то um

2 (x, t) сходятся в D′(Rn+1
x,t ) к

Γ (x, x0, t, t0), если положить um
2 (x, t) = 0 при t < 0.
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4.9. Обобщенные решения.
Гипоэллиптичность оператора теплопроводности

Обобщенным решением уравнения Tu = f в области ω ⊂ Rn+1
x,t будем

называть такую обобщенную функцию u из пространства D′(ω), что при
любой функции ϕ ∈ D(ω) справедливо равенство

〈u, T ∗ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 . (4.99)

В частности, обобщенным решением уравнения Tu = f в ω являет-
ся ограниченная измеримая в ω функция u(x, t) такая, что при любой
функции ϕ(x, t) из D(ω) справедливо равенство∫

ω

uT ∗ϕdx dt =
∫
ω

f ϕdx dt. (4.100)

Равенство (4.100) обычно называют интегральным тождеством.
Функция f(x, t) предполагается локально суммируемой функцией в
ω. Легко показать, что такое обобщенное решение уравнения теплопро-
водности Tu = 0 в ω является функцией из класса C∞(ω). Аналогичное
утверждение (лемма Вейля) было доказано для обобщенных решений
уравнения Лапласа в § 3.11.

Теорема 82. Обобщенное решение u(x, t) уравнения Tu = 0 в области
ω, которое является ограниченной измеримой функцией в ω, принадле-
жит классу C∞(ω).

Доказательство. Положим Txoto ≡ ∂

∂t0
−

n∑
j=1

∂2

∂xo 2
j

, T ∗
xoto ≡ − ∂

∂t0
−

n∑
j=1

∂2

∂xo 2
j

. Пусть (x0, t0) ∈ ω, ε—достаточно малое положительное число.

Возьмем за функцию ϕ(x, t) в равенстве (4.100) ядро усреднения wh(x−
x0, t− t0), построенное в § 1.2. Получим

0 =
∫
ω

u(x, t)T ∗
x,twh(x− x0, t− t0) dx dt =

=
∫
ω

u(x, t)Txotowh(x− x0, t− t0) dx dt =

= Txoto

∫
ω

u(x, t)wh(x− x0, t− t0) dx dt = Tuh. (4.101)
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Так как |u(x, t)| < M в ω, то, очевидно, |uh(x, t)| < M в любой области
ω′ такой, что ω ′ ⊂ ω, если h < h0 и h0 достаточно мало. Из соотношений
(4.101) следует, что Tuh = 0 в ω′ при h < h0. По теореме 79, доказанной в
§ 4.7, из последовательности uh можно выбрать подпоследовательность
uhk , равномерно сходящуюся в ω′′ при hk → 0 к функции ũ(x, t) из клас-
са C2,1(ω′′), удовлетворяющей уравнению T ũ = 0 в ω′′, где ω′′ —любая
область такая, что ω ′′ ⊂ ω′. Согласно теореме 56 § 4.2 функция ũ(x, t)
принадлежит классу C∞(ω′′). В § 1.2 доказано, что uh(x, t) → u(x, t) при
h→ 0 в норме L2(ω). Поэтому u(x, t) совпадает с ũ(x, t) в ω′′ и, следова-
тельно, u(x, t) принадлежит классу C∞(ω). Теорема доказана.

Из теоремы 82 легко вытекает утверждение, сформулированное в за-
мечании 9 из § 4.6: если u ∈ C2,1(Gτ ) ∩ C0(Gτ ), Gτ = {x, t; x ∈ Rn

x, 0 <
t � τ}, u|t=0 = 0, Tu = 0 в Gτ , то u ∈ C2,1(Gτ ). Действительно, рассмот-
рим область ωδ

τ = {x, t; |x| < R, −δ < t < τ}, где R, δ = const > 0, и до-
определим функцию u(x, t) в этой области при t < 0, полагая u(x, t) = 0
при −δ < t < 0. Нетрудно показать, что так построенная функция u(x, t)
является обобщенным решением уравнения Tu = 0 в ωδ

τ , так как для лю-
бой функции ϕ(x, t) из класса D(ωδ

τ ) справедливо равенство∫
ωδ

τ

uT ∗ϕdx dt =
∫

ωδ
τ∩{t>0}

uT ∗ϕdx dt = 0,

которое мы получим, применяя формулу Грина (4.5) в области ωδ
τ ∩{ε <

t < τ} к функциям u(x, t) и ϕ(x, t) и устремляя ε к нулю в полученном
равенстве ∫

ωδ
τ ∩{ε<t<τ}

uT ∗ϕdx dt =
∫

|x|<R

u(x, ε)ϕ(x, ε) dx.

По теореме 82 функция u(x, t) ∈ C∞(ωδ
τ ) и, следовательно, u(x, t) ∈

C∞(Gτ ), так как R—произвольное положительное число.
Докажем теперь теорему о гладкости любого обобщенного решения

уравнения теплопроводности, частным случаем которой является теоре-
ма 82. Это доказательство использует некоторые теоремы теории обоб-
щенных функций, доказанные в гл. 1, и свойства фундаментального ре-
шения уравнения теплопроводности. Аналогичный метод применим для
доказательства гладкости обобщенных решений любых эллиптических
и параболических уравнений с постоянными коэффициентами.

Теорема 83. Обобщенное решение u(x, t) уравнения Tu = 0 в ω явля-
ется функцией из класса C∞(ω).
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Доказательство. Достаточно показать, что обобщенная функция u яв-
ляется бесконечно дифференцируемой функцией в любом шаре Qxoto

ρ в
предположении, что Qxoto

4ρ ⊂ ω, ρ = const > 0. Пусть η(x, t) ∈ D(Qxoto
3ρ )

и η = 1 в Qxoto
2ρ . Рассмотрим в D′(Qxoto

4ρ ) обобщенную функцию v = uη.

Очевидно, v = u в Qxoto
2ρ , так как для любой ϕ ∈ D(Qxoto

2ρ ) имеем

〈v, ϕ〉 = 〈uη, ϕ〉 = 〈u, ηϕ〉 = 〈u, ϕ〉 .

Кроме того, v можно рассматривать как обобщенную функцию из
D′ (Rn+1

x,t

)
, полагая для ϕ ∈ D (Rn+1

x,t

)
〈v, ϕ〉 = 〈u, ηϕ〉 .

Очевидно, что v = 0 в Rn+1
x,t \ Qxoto

3ρ . Заметим, что Tv = T (uη) = 0 в
Qxoto

ρ . Действительно, при ϕ ∈ D(Qxoto

ρ )

〈Tv, ϕ〉 = 〈T (uη), ϕ〉 = 〈uη, T ∗ϕ〉 = 〈u, η T ∗ϕ〉 = 〈u, T ∗ϕ〉 = 0

в силу условия 〈u, T ∗ϕ〉 = 0. Если ϕ ∈ D (Rn+1
x,t \Qxoto

3ρ

)
, то 〈Tv, ϕ〉 = 0,

так как supp v ∩ suppϕ = ∅. Обозначим T (uη) = F. Имеем

Tv = F (4.102)

и suppF ⊂ Qxoto
3ρ \Q xoto

ρ .
Пусть Γ 1 = Γ (x, 0, t, 0). Из равенства (4.102) вытекает равенство для

сверток

Tv ∗ Γ 1 = F ∗ Γ 1. (4.103)

Эти свертки существуют, так как Γ 1 —локально суммируемая функция
x, t а F —финитная обобщенная функция в D′ (Rn+1

x,t

)
. Так как согласно

свойствам свертки Tv ∗ Γ 1 = v ∗ TΓ 1 = v ∗ δ = v, то из равенства (4.103)
получаем

v = F ∗ Γ 1.

Пусть ϕ ∈ D(Qxoto
ρ ). Согласно определению свертки имеем

〈
F ∗ Γ 1, ϕ

〉
=
〈
F (y, s)Γ (ξ, 0, τ, 0), ψ(y, s)ϕ(y + ξ, s+ τ)

〉
,
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где ψ(y, s) ∈ D (Rn+1
y,s

)
и ψ = 1 в окрестности носителя F. Пусть ψ(y, s) =

0 в Qxoto
ρ . Тогда〈

F ∗ Γ 1, ϕ
〉

=
〈
F (y, s), ψ(y, s)

∫
R

n+1
ξ,τ

Γ (ξ, 0, τ, 0)ϕ(y + ξ, s+ τ) dξ dτ
〉

=

=
〈
F (y, s), ψ(y, s)

∫
R

n+1
x,t

Γ (x, y, t, s)ϕ(x, t) dx dt
〉
.

Так как носители функций ψ(x, t) и ϕ(x, t) не пересекаются, то
ψ(y, s)Γ (x, y, t, s)ϕ(x, t) является функцией из D

(
R2n+2

x,y,s,t

)
. Поэтому по

лемме 2 § 1.3 имеем

〈v, ϕ〉 =
〈
F ∗ Γ 1, ϕ

〉
=
∫

R
n+1
x,t

〈
F (y, s), ψ(y, s)Γ (x, y, t, s)

〉
ϕ(x, t) dx dt.

Отсюда следует, что v является обычной функцией и

v(x, t) =
〈
F (y, s), ψ(y, s)Γ (x, y, t, s)

〉
.

Если (x, t) ∈ Qxoto
ρ , то ψ(y, s)Γ (x, y, t, s)— бесконечно дифференцируе-

мая функция x, y, t, s при y, s ∈ Rn+1
y,s . Это следует из того, что функция

Γ (x, y, t, s)— бесконечно дифференцируема при (y, s) �= (x, t). Поэтому
на основе леммы 1 § 1.3, v(x, t) ∈ C∞(Qxoto

ρ ). Теорема доказана.

Доказанные ниже теоремы являются следствием основной теоре-
мы 83.
Докажем гипоэллиптичность оператора теплопроводности T.
Напомним, что линейный оператор называется гипоэллиптическим,

если для любой области ω ∈ Rn+1
x,t из того, что ?u = f в ω для любой

функции u ∈ D′(ω) и f ∈ C∞(ω), следует, что u ∈ C∞(ω).

Теорема 84. Оператор T ≡ ∂
∂t −

n∑
j=1

∂2

∂x2
j
является гипоэллиптическим,

т. е. для любой области ω ⊂ Rn+1
x,t , если Tu = f в ω, u ∈ D′(ω), f ∈

C∞(ω), то u ∈ C∞(ω).

Доказательство. Будем считать, что ω лежит в полупространстве t > 0.
Пусть η(x, t) ∈ D(ω), η ≡ 1 в области ω1, причем ω 1 ⊂ ω. В теореме 81
из § 4.8 доказано, что функция

v(x, t) =

t∫
0

∫
R

n
ξ

Γ (x, x0, t, t0)f(x0, t0)η(x0, t0) dx0 dt0
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является бесконечно дифференцируемой функцией при t � 0 и Tv = fη.
Поэтому u(x, t) − v(x, t) = w(x, t) удовлетворяет уравнению Tw = 0 в
ω1 и по теореме 83 функция w(x, t) принадлежит классу C∞(ω1). Так
как u = v + w, то u(x, t) также принадлежит классу C∞(ω1). Область
ω1, лежащая внутри ω, может быть выбрана произвольно. Поэтому u ∈
C∞(ω).

Примером обобщенного решения уравнения Tu = f для ограничен-
ной измеримой и финитной функции f(x, t) является обобщенная функ-
ция

u = f ∗ Γ (x, 0, t, 0).

Согласно свойствам свертки

Tu = f ∗ TΓ = f ∗ δ = f.

Теорема 85. Обобщенное решение уравнения TV = δ(x − x0, t − t0)
единственно в классе обобщенных функций, равных нулю при t � t0 и
таких, что при |x− x0| > 1∣∣∣V (x, t, x0, t0)

∣∣∣ � C1 exp
{
C2 |x|2

}
,

где C1, C2 = const > 0. Это решение совпадает с фундаментальным
решением Γ (x, x0, t, t0), рассмотренным в § 4.1.

Доказательство. Рассмотрим обобщенную функцию u(x, t) =
V (x, t, x0, t0) − Γ (x, x0, t, t0). Очевидно, Tu = 0 в Rn+1

x,t , и поэтому из
теоремы 83 вытекает, что u ∈ C∞ (Rn+1

x,t

)
. Так как u = 0 при t = t0, а

при |x− x0| > 1
|u| � C ′

1 exp
{
C ′

2 |x|2
}
,

то, согласно теореме единственности решения задачи Коши, доказанной
в § 4.6, u ≡ 0 в R

n+1
x,t . Таким образом,

V (x, t, x0, t0) = Γ (x, x0, t, t0).



Глава 5

Гиперболические уравнения
и системы

5.1. Волновое уравнение

Волновое уравнение — это уравнение вида
∂2u

∂t2
= a2Δxu(t, x) + f(t, x) (5.1)

на функцию u(t, x) двух переменных — переменной времени t ∈ R1 и про-
странственной переменной x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Индекс x у оператора
Лапласа Δx = ∂2

∂x2
1

+ . . .+ ∂2

∂x2
n
подчеркивает, что он действует только по

пространственным переменным.
Это уравнение описывает распространение колебаний в упругой сре-

де для многих простейших моделей различных физических процессов.
Например, в одномерном случае (n = 1) это уравнение описывает ко-
лебания струны или упругие продольные колебания стержня; в слу-
чае двух пространственных переменных — колебания мембраны (здесь
u(t, x) есть вертикальное смещение точек мембраны); при n = 3 урав-
нением (5.1) описывается распространение звуковых или электромаг-
нитных волн. Функция f(t, x) в (5.1) имеет физический смысл внешних
сил, положительная константа a, имеющая, как легко видеть, размер-
ность скорости (x/t), как мы увидим в дальнейшем, действительно есть
скорость распространения волн в данной конкретной задаче.
Волновое уравнение — типичный представитель линейных уравнений

второго порядка гиперболического типа.

Замечание 13. Волновое уравнение не меняется при замене времени
t → −t. Таким образом, оно одинаково решается в обе стороны по вре-
мени (что означает обратимость механических волновых процессов). Но
традиционно ищутся решения этого уравнения при t > 0 (т.е. в будущем)
в зависимости от того, что было в начальный момент времени t = 0.

5.1.1. Задача Коши. Энергетическое неравенство

Изучим однородное волновое уравнение, т. е. f(t, x) ≡ 0 в (5.1):

utt = a2Δu(t, x), (t, x) ∈ K ⊂ Rn+1. (5.2)



200 Глава 5. Гиперболические уравнения и системы

Область K, в которой мы будем рассматривать уравнение, лежит в по-
лупространстве t > 0 и примыкает к гиперплоскости t = 0. Более точ-
но, ∂K = ({t = 0} × Ω0) ∪ S, где Ω0 ⊂ Rn — ограниченная область в
пространстве x-в. Кусочно-гладкая гиперповерхность S является «до-
статочно плоской», а именно в любой точке (t, x) ∈ S внешняя нормаль
ν = (νt, νx), νt = cos(ν, t) ∈ R1, νx = (cos(ν, x1), . . . , cos(ν, xn)) ∈ Rn, к
этой поверхности удовлетворяет неравенству

νt � a|νx|, (5.3)

или, по-другому, cos2(ν, t) � a2
(
cos2(ν, x1) + · · · + cos2(ν, xn)

)
.

Замечание 14. Такой поверхностью S, нормаль к которой удовлетво-
ряет (5.3), причем с заменой нестрогих неравенств в них на равенства,
является так называемый характеристический конус St0,x0 с вершиной
в произвольной точке (t0, x0), t0 > 0, т. е. множество точек (t, x) таких,
что

|x− x0|2 = a2(t− t0)2, t � t0. (5.4)
Действительно, нормалью (правда, неединичной, как выше) к St0,x0 в
точке (t, x) ∈ St0,x0 является вектор

ν = (νt, νx), νt = a2(t− t0), νx =
1
2
∇x

(|x− x0|2
)

= x− x0.

Следовательно, ввиду (5.4),

ν2
t = a4(t− t0)2 = a2|x− x0|2 = a2|νx|2.

Замечание 15. В случае одной пространственной переменной обра-
зующими характеристического конуса St0,x0 (в этом случае St0,x0 есть
угол на плоскости) являются характеристики уравнения струны— пря-
мые x± at = const = x0 ± at0.
Введем еще некоторые обозначения. Пусть Ωτ = K ∩ {t = τ}—

сечение области K плоскостью {t = τ}; Kτ = K ∩ {0 < t < τ};
Sτ = S∩{0 < t < τ}. Границей области Kτ является ∂Kτ = Ω0∪Ωτ ∪Sτ .
Обозначим

E(τ) =
1
2
‖ut(τ, ·)‖2L2(Ωτ ) +

a2

2
‖∇xu(τ, ·)‖2(L2(Ωτ ))n ≡

≡
∫
Ωτ

[
1
2

(
∂u

∂t

)2

+
a2

2

n∑
k=1

(
∂u

∂xk

)2
]
dx

— значение функционала энергии в момент времени τ . Первое слагаемое
в этой сумме имеет физический смысл кинетической энергии колебаний,
а второе — потенциальной.
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Теорема 86. Пусть функция u(t, x) ∈ C2(K) ∩ C1(K) удовлетворяет
в K волновому уравнению (5.2). Тогда для любого τ � 0 имеет место
энергетическое неравенство

E(τ) � E(0).

Доказательство. Умножим уравнение (5.2) на ut и проинтегрируем по
области Kτ . Имеем:

0 =
∫

Kτ

(
utt − a2Δu

)
utdtdx =

=
∫

Kτ

[
1
2
∂

∂t

(
u2

t + a2
n∑

k=1

u2
xk

)
− a2

n∑
k=1

∂

∂xk
(utuxk

)

]
dt dx.

Здесь мы воспользовались тем, что

uttut =
1
2
∂

∂t
(ut)2,

uxkxk
ut =

∂

∂xk
(utuxk

)− utxk
uxk

=
∂

∂xk
(utuxk

)− 1
2
∂

∂t
(uxk

)2.

Применим формулу Гаусса—Остроградского, сведя интегрирование раз-
личных производных по области Kτ к интегрированию по ее границе
∂Kτ = Ω0 ∪Ωτ ∪Sτ . Учитывая, что внешняя нормаль ν = (νt, νx) к этой
области на Ωτ имеет вид (1, 0, . . . , 0), а на Ω0 — (−1, 0, . . . , 0), получим:

0 =
1
2

∫
Ωτ

(
u2

t + a2
n∑

k=1

u2
xk

)
dx− 1

2

∫
Ω0

(
u2

t + a2
n∑

k=1

u2
xk

)
dx

+
∫
Sτ

[
1
2

(
u2

t + a2
n∑

k=1

u2
xk

)
cos(ν, t)− a2

n∑
k=1

utuxk
cos(ν, xk)

]
dS

= E(τ) − E(0) +
∫
Sτ

[(
u2

t

2
+
a2|∇u|2

2

)
νt − a2ut(∇u, νx)

]
dS, (5.5)

где (∇u, νx) =
n∑

k=1

uxk
cos(ν, xk)— скалярное произведение вектора ∇u ≡

(ux1 , . . . , uxn) и проекции νx вектора единичной нормали ν = (νt, νx). Так
как в силу(5.3)∣∣a2ut(∇u, νx)

∣∣ � a2|ut||∇u||νx| �

� a|νx|
( |ut|2

2
+
a2|∇u|2

2

)
�
(
u2

t

2
+
a2|∇u|2

2

)
νt,
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то последний интеграл в (5.5) неотрицателен, и E(τ)−E(0) � 0. Теорема
доказана.

Следствие 10. Решение задачи Коши{
utt = a2Δu(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ K ⊂ Rn+1,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ Ω0.
(5.6)

единственно.

Доказательство. Пусть u1(t, x) и u2(t, x)—два решения задачи (5.6).
Тогда функция v(t, x) = u1(t, x) − u2(t, x) является решением задачи
Коши {

vtt = a2Δv(t, x), (t, x) ∈ K ⊂ Rn+1,

v|t=0 = vt|t=0 = 0, x ∈ Ω0.

Энергия E(0) в начальный момент t = 0 для этого решения равна нулю.
С учетом того что функционал E(t) неотрицательный, из доказанной
теоремы следует, что E(t) ≡ 0. Следовательно, vt, vxk

≡ 0, и v(t, x) ≡
const. С учетом v(0, x) = 0 имеем v(t, x) ≡ 0, и u1(t, x) ≡ u2(t, x).

Выше мы рассматривали задачу Коши в некоторой области K ⊂
Rn+1, задавая начальные условия только в ограниченной области Ω0 ⊂
Rn. Если же начальные функции ϕ(x) и ψ(x) заданы при всех x ∈ Rn,
то и решение можно искать во всем полупространстве t > 0. Таким
образом, мы имеем следующую задачу Коши:{

utt = a2Δu(t, x), t > 0, x ∈ Rn,

u|t=0 = ϕ(x) ∈ C2(Rn), ut|t=0 = ψ(x) ∈ C1(Rn).
(5.7)

При этом решение ищется в классе функций u(t, x) ∈ C2
(
R+ × Rn

)
.

Замечание 16. Из сказанного выше следует единственность реше-
ния u(t, x) задачи (5.7). Действительно, любая точка полупростран-
ства (t, x) ∈ R+ × Rn попадает в некоторый характеристический конус
|x− x0|2 � a2(t− t0)2, 0 � t � t0, внутри которого единственность реше-
ния задачи Коши доказана. Заметим также, что решение u(t, x) внутри
конуса зависит от значений начальных функций ϕ(x) и ψ(x) лишь на
его основании —множестве |x− x0|2 � a2t20 (шаре радиуса at0 с центром
в x0).
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5.1.2. Решение задачи Коши в случае n = 3. Формула Кирхгофа

По произвольной функции g(x) ∈ C2(R3) построим функцию Mg(t, x),
t > 0, по следующему правилу:

Mg(t, x) =
1

4πa2t

∫
|ξ−x|=at

g(ξ)dSξ , (5.8)

dSξ — элемент площади на сфере радиуса at (с центром в x). Или, де-
лая замену переменных в (5.8) ξ = x + atη, dSξ = (at)2dSη, где dSη —
элемент площади на единичной сфере (с центром в 0), получаем другой
вид оператора Mg(t, x) :

Mg(t, x) =
t

4π

∫
|η|=1

g(x+ atη)dSη . (5.9)

Из этого представления, в частности, видно, что гладкость функции
Mg(t, x) совпадает с гладкостью функции g(x).

Предложение 10. Для любой функции g(x) ∈ C2(R3) имеем:

∂2

∂t2
Mg(t, x) = a2ΔMg(t, x), t > 0, x ∈ R3, (5.10)

Mg(t, x)
∣∣∣
t=0

= 0, (5.11)

∂Mg(t, x)
∂t

∣∣∣
t=0

= g(x). (5.12)

Доказательство. Начальное условие (5.11) — очевидное следствие (5.9).
Из (5.9) также находим:

∂

∂t
Mg(t, x) =

1
4π

∫
|η|=1

g(x+atη)dSη+
t

4π

∫
|η|=1

(∇g(x+ atη), aη) dSη. (5.13)

Учитывая то, что g(x)— гладкая функция, имеем

∂Mg(t, x)
∂t

∣∣∣
t=0

=
1
4π

∫
|η|=1

g(x)dSη = g(x),

и начальное условие (5.12) также имеет место.
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Для доказательства (5.10) преобразуем равенство (5.13) к виду:

∂

∂t
Mg(t, x) =

Mg

t
+
at

4π

∫
|η|=1

(∇g(x+ atη), η) dSη (5.14)

=
Mg

t
+

1
4πat

∫
|ξ−x|=at

(∇g(ξ), η) dSξ =
Mg

t
+

1
4πat

∫
|ξ−x|<at

Δg(ξ)dξ.

Здесь мы вновь вернулись к переменным ξ = x+ atη, а затем поток век-
торного поля ∇g(ξ) через поверхность сферы |ξ − x| = at (η— в точно-
сти вектор единичной нормали к этой сфере) преобразовали, в соответ-
ствии с формулой Гаусса—Остроградского, к интегралу от дивергенции
div (∇g(ξ)) = Δg(ξ) по шару |ξ − x| < at. Далее, дифференцируя (5.14)
по t еще раз, имеем

∂2

∂t2
Mg(t, x) =

1
4πat

∂

∂t

⎛⎜⎝ ∫
|ξ−x|<at

Δg(ξ)dξ

⎞⎟⎠ , (5.15)

так как
∂

∂t

(
Mg

t

)
=

1
t

∂

∂t
Mg−Mg

t2
=
Mg

t2
+

1
4πat2

∫
|ξ−x|<at

Δg(ξ)dξ−Mg

t2
=

=
1

4πat2

∫
|ξ−x|<at

Δg(ξ)dξ;

∂

∂t

⎛⎜⎝ 1
4πat

∫
|ξ−x|<at

Δg(ξ)dξ

⎞⎟⎠=− 1
4πat2

∫
|ξ−x|<at

Δg(ξ)dξ+
1

4πat
∂

∂t

⎛⎜⎝ ∫
|ξ−x|<at

Δg(ξ)dξ

⎞⎟⎠.
Производная в правой части (5.15) легко считается, если перейти к сфе-
рическим координатам:

∂

∂t

⎛⎜⎝ ∫
|ξ−x|<at

Δg(ξ)dξ

⎞⎟⎠ =
∂

∂t

⎛⎜⎝ at∫
0

∫
|η|=1

Δg(x+ rη)r2dSηdr

⎞⎟⎠ =

= a

∫
|η|=1

Δg(x+ atη)(at)2dSη

= a(at)2
∫

|η|=1

Δg(x+ atη)dSη .
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Отсюда
∂2

∂t2
Mg(t, x) =

a2t

4π

∫
|η|=1

Δg(x+ atη)dSη.

С другой стороны, из (5.9) имеем:

ΔMg(t, x) =
t

4π

∫
|η|=1

Δg(x+ atη)dSη ,

и (5.10) доказано.

Теорема 87. Пусть ϕ(x) ∈ C3(R3), ψ(x) ∈ C2(R3). Тогда решение за-
дачи Коши {

utt = a2Δu(t, x), t > 0, x ∈ R3,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x)
(5.16)

задается формулой Кирхгофа

u(t, x) =
∂

∂t
Mϕ(t, x) +Mψ(t, x), (5.17)

где оператор M определен в (5.8)–(5.9).

Доказательство. Действительно, как доказано в Предложении 10,
функция uII(t, x) ≡Mψ(t, x) является решением задачи Коши

uII
tt = a2ΔuII(t, x), uII

∣∣∣
t=0

= 0, uII
t

∣∣∣
t=0

= ψ(x). (5.18)

Покажем, что функция uI(t, x) ≡ ∂Mϕ(t, x)/∂t является решением сле-
дующей задачи:

uI
tt = a2ΔuI(t, x), uI

∣∣
t=0

= ϕ(x), uII
t

∣∣
t=0

= 0. (5.19)

Действительно, так как ϕ(x) ∈ C3(R3), то Mϕ(t, x) ∈ C3(R+ × R3),
и поскольку функция Mϕ(t, x) удовлетворяет волновому уравнению, то
и uI , как производная Mϕ(t, x), также удовлетворяют этому уравнению.
В силу (5.12) получаем

uI
∣∣∣
t=0

=
∂

∂t
Mϕ(t, x)

∣∣∣
t=0

= ϕ(x),

а ввиду (5.10) и (5.11) имеем:

∂uI

∂t

∣∣∣
t=0

=
∂2

∂t2
Mϕ(t, x)

∣∣∣
t=0

= a2ΔMϕ(t, x)
∣∣∣
t=0

= 0.

Из (5.18) и (5.19) следует, что функция u(t, x) = uI(t, x) + uII(t, x)
удовлетворяет (5.16).
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5.1.3. Метод спуска. Решение задачи Коши в случае n = 2.
Формула Пуассона

Решим теперь задачу Коши в случае двух пространственных перемен-
ных, т. е. x ∈ R2. Здравый смысл подсказывает, что, уменьшив количе-
ство переменных, мы не должны получить более сложную задачу. И дело
действительно обстоит так. Метод, позволяющий свести задачу меньшей
размерности к задаче большей размерности, называется метод спуска.
Изложим его.
Пусть u(t, x) = u(t, x1, x2, x3)—решение трехмерной по простран-

ственным переменным задачи Коши (5.16) для волнового уравнения

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

)
,

и пусть начальные функции ϕ и ψ не зависят от третьей пространствен-
ной переменной x3, т. е. ϕ = ϕ(x1, x2), ψ = ψ(x1, x2). Заметим, что реше-
ние этой задачи мы знаем, и оно задается формулой Кирхгофа (5.17),
где интегрирование функций ϕ и ψ идет по сферам в пространстве R3.
Сделаем сдвиг по оси x3 на произвольное число x0

3 ∈ R. С одной
стороны, функция u(t, x) перейдет в ũ(t, x) = u(t, x1, x2, x3 + x0

3). С дру-
гой стороны, волновое уравнение от сдвига по одной из осей не меняет-
ся, как и не меняются при сдвиге по оси x3 начальные условия ϕ и ψ.
Это означает, что ũ(t, x) является решением той же самой задачи Ко-
ши (5.16), что и функция u(t, x). В силу единственности решения этой
задачи, ũ(t, x) ≡ u(t, x), т. е.

u(t, x1, x2, x3 + x0
3) = u(t, x1, x2, x3) ∀x0

3 ∈ R.

Последнее в точности означает, что функция u(t, x) не зависит от x3; u =
u(t, x1, x2). Значит, ∂2u/∂x2

3 = 0, и функция u(t, x) является решением
уравнения

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

)
.

Таким образом мы получаем, что функция u(t, x), задаваемая фор-
мулой Кирхгофа (5.17), является и решением двумерной по простран-
ственным переменным задачи Коши (5.16) для волнового уравнения, ес-
ли начальные функции ϕ(x1, x2) и ψ(x1, x2) считать заданными в R3, но
не зависящими от x3. Правда, в этом случае интегрирование по сфере
в R3, через которое задаются Mϕ и Mψ (см. (5.8)), разумно свести к
интегрированию по пространству R2. Проделаем это сведение.
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Сфера радиуса R с центром в точке x = (x1, x2, x3) проецируется в
круг того же радиуса с центром в (x1, x2). Элемент площади на сфе-
ре dS и элемент площади на круге dξ = dξ1dξ2 связаны соотношением
dξ = dS cos γ, где γ —угол между плоскостью, касательной к сфере, и
плоскостью (x1, x2), или, что то же самое, угол между нормалью к сфере
и осью x3 (являющейся нормалью к плоскости (x1, x2)). Легко видеть,
что sin γ равен отношению проекции радиуса сферы на плоскость (x1, x2)
к самому радиусу R, т. е.

sin γ =
|ξ − x|
R

=

√
(ξ1 − x1)2 + (ξ2 − x2)2

R
, cos γ =

√
R2 − |ξ − x|2

R
.

Еще учтем, что R = at, а также то, что в каждую точку круга про-
ецируются две точки сферы (с «верхней» и «нижней» половинок), и
получаем окончательно, что формула (5.8) переписывается в двумерном
случае так:

Mg(t, x) =
1

4πa2t

∫
|ξ−x|�at

g(ξ)
2dξ1dξ2
cos γ

=
2at

4πa2t

∫
|ξ−x|�at

g(ξ)dξ1dξ2√
(at)2 − |ξ − x|2 .

Окончательно имеем

Mg(t, x) =
1

2πa

∫
|ξ−x|�at

g(ξ)dξ1dξ2√
(at)2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

. (5.20)

Итак, нами доказана следующая теорема.

Теорема 88. Пусть ϕ(x) ∈ C3(R2), ψ(x) ∈ C2(R2). Тогда решение за-
дачи Коши {

utt = a2Δu(t, x), t > 0, x ∈ R2,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x)

задается формулой Пуассона

u(t, x) =
∂

∂t
Mϕ(t, x) +Mψ(t, x),

где оператор M определен в (5.20).

5.1.4. Формула Даламбера для уравнения струны

Естественно, из трехмерного пространства можно «спуститься» не толь-
ко в двумерное, но и в одномерное пространство, получив формулу Да-
ламбера (см. (5.24) ниже) решения задачи Коши для уравнения струны
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(напомним, что уравнение струны— это одномерное по пространствен-
ным переменным волновое уравнение). Сразу оговоримся, что эту фор-
мулу легко получить элементарными методами (перейдя к характери-
стикам и найдя общее решение уравнения струны), да и классическое
решение задачи Коши выражается формулой Даламбера не только для
начальных условий ϕ(x) и ψ(x) из пространств C3(R) и C2(R) соответ-
ственно (как в трехмерном и двумерном случаях), но и при ϕ ∈ C2(R) и
ψ ∈ C1(R), что легко проверяется непосредственным вычислением. Тем
не менее проделаем вывод формулы Даламбера из формулы Кирхгофа
все тем же методом спуска.
Итак, как и в предыдущем разделе, мы рассмотрим решение u(t, x) —

решение задачи Коши для волнового уравнения в случае, когда x ∈ R3,
но начальные функции зависят только от одной переменной x1: ϕ =
ϕ(x1), ψ = ψ(x1). Тогда задача не меняется при сдвигах по осям x2 и x3,
и, в силу единственности решения, функция u(t, x) также не меняется
при этих сдвигах, т. е. u = u(t, x1). Значит, вторые производные решения
по x2 и x3 равны 0, и u(t, x1) является решением задачи

∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
1

, u
∣∣∣
t=0

= ϕ(x1), ut

∣∣∣
t=0

= ψ(x1). (5.21)

Остается только свести интегрирование по сфере в формуле (5.8) к ин-
тегрированию по отрезку [x1 − at, x1 + at], который является проекцией
этой сферы на ось x1.
В элемент длины dξ1 на этом отрезке проецируется сферический

слой. Площадь dS этого слоя в 1/ cos γ раз больше, чем 2πrdξ1 —пло-
щадь боковой поверхности цилиндра с той же высотой и радиусом ос-
нования, где γ —угол между нормалями к слою и цилиндру (γ — тот же
угол, что и в предыдущем разделе). Здесь r = R cos γ —радиус основа-
ния слоя и цилиндра, dξ1 —их высота, R = at—радиус сферы. Итак,

dS =
2πrdξ1
cos γ

= 2πRdξ1 = 2πatdξ1. (5.22)

Замечание 17. Формула площади сферического слоя S = 2πRh, ко-
торая получается из (5.22) интегрированием по ξ1, есть в любом мате-
матическом справочнике. Отметим, что эта площадь зависит только от
радиуса сферы R и высоты слоя h и не зависит от того, где этот слой
находится на сфере — «посередине» или «с краю». Это означает, что,
нарезав тонкокожий апельсин «кружочками» одинаковой толщины, в
каждом кусочке получаем одинаковое количество кожуры, тогда как
мякоти, как мы понимаем, больше в средних дольках, чем в крайних.
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В частном случае h = 2R, имеем всем известную формулу площади
полной поверхности сферы S = 4πR2.

Подставляя (5.22) в (5.8), имеем

Mg(t, x1) =
1

4πa2t

x1+at∫
x1−at

g(ξ1) · 2πatdξ1 =
1
2a

x1+at∫
x1−at

g(ξ1)dξ1. (5.23)

Заметим, что в рассматриваемом одномерном случае

∂

∂t
Mg(t, x1) =

1
2a

(ag(x1 + at)− (−a)g(x1 − at)) =
g(x1 − at) + g(x1 + at)

2
.

Следовательно, решением задачи Коши (5.21) является следующая
функция u(t, x) (уже не нужный индекс 1 опускаем):

u(t, x) =
∂

∂t
Mϕ(t, x) +Mψ(t, x) =

ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)
2

+
1
2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ.

(5.24)
Это и есть формула Даламбера.

5.1.5. Качественное исследование формул
Кирхгофа, Пуассона, Даламбера.
Распространение волн в пространствах разной размерности

Уже отмечалось, что (см. Замечание 16) значение решения u(t, x) задачи
Коши (5.7) для волнового уравнения в некоторой точке (t0, x0), t0 > 0, в
пространстве любой размерности зависит от значения начальных функ-
ций ϕ(x) и ψ(x) только на основании характеристического конуса, т. е.
на шаре (или же круге в R2, или отрезке в R1) |x − x0| � at0. Это же
видно и из формулы Пуассона, где интегрирование в (5.20) идет как
раз по этому кругу. Что же касается формулы Кирхгофа, то там, как
мы видим из (5.8), нам важны значения ϕ(x) и ψ(x) только в окрест-
ности границы шара |x − x0| � at0, т. е. сферы |x − x0| = at0. Точнее,
для нахождения значения u(t0, x0) нам нужно знать значение начальной
скорости ψ(x) на этой сфере, а также значения на ней начального смеще-
ния ϕ(x) и его производных (так какMϕ(t, x) входит в решение через его
частную производную по t). Это, на первый взгляд небольшое, различие
между формулами Кирхгофа и Пуассона, заключающееся в разных зна-
ках («=» и «�» соответственно) в определении множества, по которому
идет интегрирование, приводит к качественно различным эффектам в
процессе распространения волн в пространствах разной размерности.
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Важной характеристикой распространения волн является так назы-
ваемое множество зависимости решения от начальных условий. Пояс-
ним, что это такое. Предположим, что мы знаем решение u(t, x) задачи
Коши для волнового уравнения с некими начальными данными ϕ(x) и
ψ(x). Изменим теперь начальные данные, но не на всем пространстве,
а лишь на каком-то (например, ограниченном) множестве B, т. е. рас-
смотрим задачу Коши для нашего уравнения с другими начальными
данными, ϕ̃(x) и ψ̃(x), причем ϕ̃(x) = ϕ(x) и ψ̃(x) = ψ(x) при x /∈ B.
Решение этой новой задачи обозначим ũ(t, x). Возникает вопрос: где ре-
шение не изменилось? Точнее, в каких точках (t, x) ∈ R+×Rn мы можем
заведомо утверждать, что u(t, x) = ũ(t, x)? Так вот, множество тех то-
чек (t, x), где решение может измениться при изменении начальных
условий только на неком множестве B, и называется множеством за-
висимости решения от значения начальных условий на B.
В силу линейности задачи, можно считать, что ϕ(x) ≡ ψ(x) ≡ 0, и,

соответственно, решение u(t, x)— также нулевое, u(t, x) ≡ 0. Положим
ϕ̃(x) = ψ̃(x) = 0 при x /∈ B и попытаемся ответить на вопрос: где за-
ведомо ũ(t, x) = 0, а в каких точках мы этого утверждать не можем?
Ответ, оказывается, зависит от количества пространственных перемен-
ных (n = 1, 2 или 3).

Трехмерное пространство. Положим, для определенности, B =
{x ∈ R3 | |x| < 1}— единичный шар, и пусть лишь в нем начальные
условия ϕ и ψ, возможно, отличны от нуля. Это означает, что в нуле-
вой момент времени в окрестности 0 произошли какие-то возмущения
(взрыв). Пусть мы находимся в точке x0, |x0| > 1. Попробуем понять,
когда (по времени) мы почувствуем эти возмущения (услышим взрыв),
т. е. при каких t, возможно, u(t, x0) �= 0?
В соответствии с формулой Кирхгофа (5.17), (5.8), для определения

значения u(t, x0), мы должны интегрировать начальные условия по сфе-
ре Sat

x0
с центром в точке x0 и радиусом at. Ненулевой результат мы мо-

жем получить лишь тогда, когда эта сфера имеет непустое пересечение
с единичным шаром B. Значит, если at � |x0| − 1, то шар B лежит вне
сферы Sat

x0
, и u(t, x0) = 0. Это означает, что возмущения еще не дошли

до точки x0. Вообще, при произвольном множестве B, в точках (t, x),
таких, что x удалено от B более чем на at, значение u(t, x) будет заведо-
мо нулевым. Следовательно, распространение колебаний в пространстве
идет со скоростью a.
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Если же at � |x0|+1, то шар B попадает целиком внутрь сферы Sat
x0
,

интегрирование идет по множеству, где ϕ = ψ = 0, а, следовательно,
снова u(t, x0) = 0 (волна прошла точку x0).
Подытоживая сказанное, мы получаем, что в произвольный момент

времени t > 0 ненулевое значение решение может принимать лишь в
точках x, лежащих в шаровом слое

at− 1 < |x| < at+ 1, t > 0, (5.25)

(при t < 1/a— в шаре |x| < at+1). В этом случае множество точек (t, x)
таких, что |x| = at+ 1 (т. е. удаленных от B на расстояние at) называется
передним фронтом волны, а множество точек, в которых |x| = at− 1, —
задним фронтом волны. Волновые фронты в пространстве распростра-
няются со скоростью a. Область зависимости решения от значения на-
чальных условий в B есть множество точек между передним и задним
фронтами; в нашем случае область зависимости задается (5.25).

Двумерное пространство. Принципиальное отличие двумерного
случая от трехмерного заключается в том, что интегрирование в (5.20)
идет по всему двумерному кругу Bat

x0
с центром в точке x0 и радиуса at,

а не по его границе (окружности). Поэтому мы заведомо будем иметь
u(t, x0) = 0 лишь при at � |x0| − 1, когда единичный шар B лежит вне
Bat

x0
, а при at � |x0|+ 1 (т. е. B ⊂ Bat

x0
), значение u(t, x0) не обязано быть

нулевым. Следовательно, решение u(t, x) может принимать ненулевое
значение лишь в точках, удовлетворяющих

|x| < at+ 1, t > 0. (5.26)

Итак, при распространении колебаний в двумерном пространстве,
имеется передний фронт волны, состоящий, как и в R3, из точек, уда-
ленных от множества B ровно на расстояние at, и нет заднего фронта.
Множество зависимости решения от начальных условий — область внут-
ри переднего фронта волны, куда попадают точки x ∈ R2, удаленные от
B менее, чем на at.
Пусть колебания, вызванные возмущением начальных условий в

некотором ограниченном множестве B, дошли в какой-то момент вре-
мени до точки x0. Далее по времени в точке x0 эти возмущения будут
постоянно ощущаться, правда, все в меньшей степени. Это обусловлено
тем, что в знаменателе подынтегрального выражения в (5.20) стоит рас-
тущая по t величина

√
(at)2 − |x0 − ξ|2 (x0 фиксировано, а ξ пробегает

ограниченное множество B). Как мы видим, наибольшее влияние на ве-
личину u(t, x0) оказывают значения начальных условий ϕ(ξ) и ψ(ξ) в тех
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точках ξ, которые удалены от x0 на расстояния, близкие к at, так как
именно там знаменатель в (5.20) мал. Для того чтобы подчеркнуть, что
колебания со временем затухают, говорят о размытом заднем фронте
волны в R2 (а не о его отсутствии).

Замечание 18. Проиллюстрируем наши математические выводы фи-
зическими примерами. Звуковые волны в трехмерном пространстве рас-
пространяются, безусловно, с наличием заднего фронта, иначе любой
звук мы бы слышали с долгим (хоть и постепенно затухающим) «эхом».
Ну а расходящиеся на поверхности воды круги (а не один круг) от бро-
шенного камня (это и есть сильно локализованное возмущение началь-
ных данных) прекрасно демонстрируют четкий передний и размытый
задний фронт волны, распространяющейся в двумерном пространстве.

Одномерное пространство. Как мы видим из формулы Даламбера
(5.24), значение решения u(t, x0) задачи Коши для уравнения струны
зависит от начального смещения струны ϕ в точках x0± at и начальной
скорости ψ на отрезке [x0− at, x0 + at]. Отрезок здесь — это одномерный
шар, а точки x0±at— сфера в одномерном пространстве (граница шара).
Таким образом, решение принципиально по-разному зависит от ϕ и от ψ:
зависимость от ϕ аналогична трехмерному случаю, а от ψ—двумерному.
Например, если ψ ≡ 0, а ϕ(x) = 0 при |x| � 1, и ϕ(x) > 0 при

x ∈ (−1, 1), то

u(t, x) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
,

и u(t, x) > 0, если хотя бы одно из чисел x± at принадлежит интервалу
(−1, 1), и u(t, x) = 0 в остальных точках. Множество зависимости реше-
ния от значения начального смещения ϕ на интервале (−1, 1) задается,
как и в трехмерном случае, неравенствами (5.25).
Если же, наоборот, ϕ ≡ 0, ψ(x) = 0 при |x| � 1, и ψ(x) > 0 при

|x| < 1, то

u(t, x) =
1
2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ,

и u(t, x) > 0 при (−1, 1)∩ (x0− at, x0 + at) �= ∅, и u(t, x) = 0 в остальных
точках, т. е. при x0 − at � 1 или x0 + at � −1. Множество зависимости
решения от значения начальной скорости ψ на интервале (−1, 1) зада-
ется, как и в двумерном случае, соотношением (5.26). Заметим также,
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что при рассматриваемых финитных начальных условиях мы не имеем
стремления u(t, x0) к 0 при t→ +∞:

lim
t→+∞u(t, x0) =

1
2a

∫
R

ψ(ξ)dξ =
1
2a

1∫
−1

ψ(ξ)dξ > 0 ∀x0 ∈ R.

Это отличает нашу одномерную задачу не только от трехмерной, но и
от двумерной.

Пространство произвольной размерности. Возникает естествен-
ный вопрос: что же качественно происходит с распространением волн
в случае n пространственных переменных? Или по-другому: по какому
множеству, сфере Sat

x или шару Bat
x , идет интегрирование в определе-

нии оператора Mg(t, x), если x ∈ Rn? Формулы, которыми дается реше-
ние задачи Коши в случае n пространственных переменных, называются
формулами Герглотца—Петровского, и мы их здесь не приводим, давая
лишь принципиальный ответ. Интересующимся посоветуем обратиться,
например, к [16].
В пространствах нечетной размерности n (за исключением n = 1),

интегрирование в определении оператора Mg идет по поверхности сфе-
ры Sat

x , следовательно, как в рассмотренном нами трехмерном случае,
распространение волн идет с наличием переднего и заднего фронта.
В пространствах четной размерности, интегрирование в определении

оператораMg идет по шару Bat
x , следовательно, как в двумерном случае,

у волн есть только передний фронт, а задний — размыт.
Пространство размерности один стоит особняком.

5.1.6. Неоднородное уравнение. Принцип Дюамеля

Принцип Дюамеля, по существу, утверждает, что, умея решать задачу
Коши для однородного волнового уравнения, мы можем решить и неод-
нородное уравнение

utt = a2Δxu(t, x) + f(t, x), t > 0, x ∈ Rn, (5.27)

например, с нулевыми начальными условиями

u
∣∣∣
t=0

= ut

∣∣∣
t=0

= 0. (5.28)

Теорема 89. Пусть U(t, τ, x) —решение задачи Коши для однородного
волнового уравнения

Utt = a2ΔxU(t, τ, x), t > τ, x ∈ Rn, (5.29)
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с начальными условиями, заданными при t = τ :

U
∣∣∣
t=τ

= U(τ, τ, x) = 0, Ut

∣∣∣
t=τ

= Ut(τ, τ, x) = f(τ, x). (5.30)

Тогда функция

u(t, x) :=

t∫
0

U(t, τ, x)dτ (5.31)

является решением неоднородной задачи (5.27)–(5.28).

Замечание 19. Постановка начальных условий в задаче (5.29)–(5.30)
не в момент времени t = 0, а при t = τ > 0, влечет только то, что в со-
ответствующей формуле (Кирхгофа, Пуассона, Даламбера) надо везде
заменить t на t− τ .
Замечание 20. Существование решения однородной задачи Коши в
двумерном и трехмерном случаях мы доказали при гладкости начальной
скорости ψ ∈ C2, следовательно, и решение неоднородной задачи мы
получим лишь в предположении f(t, x) ∈ C2.

Доказательство. Будем дифференцировать функцию u(t, x), задан-
ную (5.29). Все дифференцирования ниже законны, так как функ-
ция U(t, τ, x), как решение однородной задачи Коши, является дважды
непрерывно-дифференцируемой по t и по x. Для нахождения производ-
ных по x просто дифференцируем по параметру под знаком интеграла:

Δxu(t, x) =

t∫
0

ΔxU(t, τ, x)dτ.

Для нахождения производных функции u(t, x) по переменной t диффе-
ренцировать приходится как по параметру, так и по верхнему пределу:

ut(t, x)=
∂

∂t

t∫
0

U(t, τ, x)dτ =U(t, t, x)+

t∫
0

Ut(t, τ, x)dτ =

t∫
0

Ut(t, τ, x)dτ,

utt(t, x)=
∂

∂t

t∫
0

Ut(t, τ, x)dτ =Ut(t, t, x)+

t∫
0

Utt(t, τ, x)dτ =

=f(t, x)+

t∫
0

Utt(t, τ, x)dτ.
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Здесь мы воспользовались тем, что в силу начальных условий (5.30),
U(t, t, x) = 0, Ut(t, t, x) = f(t, x). С учетом того что Utt = a2ΔxU
(см. (5.29)), получаем (5.27). Начальные условия (5.28) также, очевидно,
выполнены.

Решение уравнения (5.27) с произвольными начальными условиями

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x),

в силу линейности задачи, будет выражаться так:

u(t, x) =
∂

∂t
Mϕ(x)(t, x) +Mψ(x)(t, x) +

t∫
0

Mf(τ,x)(t− τ, x)dτ,

где оператор Mg задается (5.8), (5.20) или (5.23) в зависимости от раз-
мерности пространства. Например, при n = 1, формула Даламбера
(5.24) перепишется в виде:

u(t, x)=
ϕ(x−at)+ϕ(x+at)

2
+

1
2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ+
1
2a

t∫
0

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(τ, ξ)dξdτ.

5.2. Смешанная задача для уравнения колебаний струны

Одной из основных задач для гиперболического уравнения является сме-
шанная задача. Смешанная задача для уравнения мембраны ставится
следующим образом: найти решение u(t, x, y) уравнения utt −Δu = 0 в
области G = {0 < t < T, (x, y) ∈ Ω}, удовлетворяющее условиям⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

u
∣∣∣
t=0

= ϕ0

ut

∣∣∣
t=0

= ϕ1

u
∣∣∣
S

= 0 или ∂u
∂n

∣∣∣
S

= 0,

где S = {0 < t < T, (x, y) ∈ σ}, σ— граница области Ω. Мы пока не
уточняем, к какому классу функций должно принадлежать решение
u(t, x, y).
Рассмотрим теперь одномерный случай, а именно, уравнение коле-

баний струны.
Пусть p—плотность струны, колеблющейся в вязкой среде, вязкость

обозначим через q. Тогда уравнение колебаний такой струны имеет вид

(p(x)ux)x − q(x)u = utt. (5.32)
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Это уравнение гиперболического типа. По физическому смыслу задачи
p(x) � p0 = const > 0, q(x) � 0. Задаче о колебаниях закрепленной на
концах струны длины l соответствуют граничные условия

u
∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
x=l

= 0 (5.33)

и начальные условия

u
∣∣∣
t=0

= ϕ0(x), ut

∣∣∣
t=0

= ϕ1(x). (5.34)

Мы изучим подробно смешанную задачу (5.32)–(5.34). Сначала докажем
единственность решения этой задачи.
Введем обозначения:

QT = {0 < t < T, 0 < x < l}, Qτ = {0 < t < τ, 0 < x < l}.

Будем предполагать, что p ∈ C1([0, l]).

Теорема 90 (единственности). Решение задачи (5.32)–(5.34) един-
ственно.

Доказательство. Для доказательства умножим уравнение (5.32) на 2ut

и интегрируем по Qτ . Легко видеть, что уравнение

2ut (utt − (pux)x + qu) = 0

можно записать в виде:

(u2
t )t + (pu2

x)t − 2(puxut)x + q(u2)t = 0.

Поэтому имеем∫
Qτ

{
(u2

t )t + (pu2
x)t − 2(puxut)x + q(u2)t

}
dxdt = 0.

Применяя формулу Гаусса—Остроградского, получим

0 =
∫

t=τ

(
u2

t + pu2
x + qu2

)
dx−

∫
t=0

(
u2

t + pu2
x + qu2

)
dx+

+
∫

x=0

2puxutdt−
∫

x=l

2puxutdt.
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Два последних интеграла равны нулю в силу граничных условий (5.33).
Получаем энергетическое равенство в случае свободных ( ∂u

∂x

∣∣∣
x=0
x=l

= 0) или

закрепленных концов (u
∣∣∣

x=0
x=l

= 0):

∫
t=τ

(
u2

t + p(x)u2
x + qu2

)
dx =

∫
t=0

(
u2

t + p(x)u2
x + qu2

)
dx

или ∫
t=τ

(
u2

t + p(x)u2
x + qu2

)
dx =

∫
t=0

(
ϕ2

1 + p(ϕ′
0)

2 + qϕ2
0

)
dx (5.35)

при любом τ � 0, т. е. у закрепленной струны энергия сохраняется (так
как интеграл, для которого мы доказали, что он не зависит от времени,
имеет физический смысл и выражает собою энергию струны).
Теперь из энергетического равенства (5.35) получим единственность

решения смешанной задачи (5.32)–(5.34). Пусть задача имеет два реше-
ния u1 и u2.
Обозначим v = u1 − u2. Имеем

vtt − (pvx)x + qv = 0, v
∣∣∣
t=0

= 0, vt

∣∣∣
t=0

= 0, v
∣∣∣

x=0
x=l

= 0.

Согласно энергетическому неравенству (5.35)∫
t=τ

(
v2
t + pv2

x + qv2
)
dx = 0.

По предположению p(x) � p0 = const > 0, q(x) � 0. Поэтому при любом
t vt ≡ 0, vx ≡ 0. Значит, v = const, но так как v

∣∣∣
t=0

= 0, то v ≡ 0 и
u1 = u2. Теорема доказана.

Рассмотрим теперь изменения величины решения смешанной зада-
чи (5.32)–(5.34) при изменении начальных данных. Пусть u и u—два
решения, соответствующие следующим условиям:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u
∣∣∣
t=0

= ϕ0

ut

∣∣∣
t=0

= ϕ1

u
∣∣∣
x=0

= u
∣∣∣
x=l

= 0,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
u
∣∣∣
t=0

= ϕ0

ut

∣∣∣
t=0

= ϕ1

u
∣∣∣
x=0

= u
∣∣∣
x=l

= 0.
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Для решения u− u справедливо энергетическое равенство∫
t=τ

((
u− u)2

t
+ p(x)

(
u− u)2

x
+ q
(
u− u)2) dx =

=
∫

t=0

((
ϕ1 − ϕ1

)2 + p(x)
(
ϕ′

0 − ϕ′′
0

)
(ϕ′

0)
2 + q

(
ϕ0 − ϕ0

)2)
dx.

Это означает, что малым изменениям начальных функций соответству-
ют малые изменения решения в норме, квадрат которой определяется
интегралом энергии (5.35).
Существование решения смешанной задачи (5.32)–(5.34) докажем ме-

тодом Фурье, который состоит в следующем.
Сначала ищем частное решение уравнения (5.32) вида

u(t, x) = T (t)X(x).

Имеем
T ′′X − T (pXx)x + qTX = 0

или
T ′′

T
=

(pXx)x − qX
X

= −λ = const,

откуда
T ′′ + λT = 0 (5.36)

и
−(pXx)x + qX = λX. (5.37)

Для того чтобы функция T (t)X(x) удовлетворяла граничным усло-
виям (5.33), необходимо, чтобы

X(0) = X(l) = 0. (5.38)

Определение 4. Значения величины λ, при которых существует нетри-
виальное решение X(x) уравнения (5.37), удовлетворяющее граничным
условиям (5.38), называются собственными значениями, а соответству-
ющие им решения X(x) называются собственными функциями.

Далее мы докажем, что существует счетная последовательность по-
ложительных собственных значений

λ1, . . . , λn, · · · → ∞
и соответственно последовательность собственных функций
X1 . . . ,Xn, . . . , при этом {Xn}— есть полная ортонормированная си-
стема в L2(0, l). Мы будем предполагать, что

l∫
0

X2
kdx = 1.
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Итак, имеем

−(pX ′
k)

′ + qXk = λkXk, Xk(0) = Xk(l) = 0,
T ′′ = −λkT

Следовательно,

Tk(t) = Ak cos
√
λkt+Bk sin

√
λkt, uk(t, x) = Tk(t)Xk(x).

Решение задачи (5.32)–(5.34) будем искать в виде

u(t, x) =
∞∑

k=1

Tk(t)Xk(x) . (5.39)

Допустим, что решение задачи (5.32)–(5.34) существует и представляет-
ся в виде ряда (5.39). Тогда

u
∣∣∣
t=0

≡ ϕ0 =
∞∑

k=1

AkXk(x); ut

∣∣∣
t=0

≡ ϕ1 =
∞∑

k=1

√
λkBkXk(x).

Умножим эти равенства на Xk и интегрируем по x от 0 до l. Вводя
обозначение

l∫
0

ψϕdx = (ψ,ϕ)

и учитывая, что (Xk,Xm) = δkm, получим, что (ϕ0,Xk) = Ak и
(ϕ1,Xk) =

√
λkBk. Таким образом, получаем, что

u(t, x) =
∞∑

k=1

Xk(x)
(
Ak cos

√
λkt+

Ck√
λk

sin
√
λkt
)
,

где Ck = (ϕ1,Xk), Ak = (ϕ0,Xk).
Докажем, что при определенных ограничениях на ϕ0 и ϕ1 этот ряд

дает решение смешанной задачи (5.32)–(5.34) из класса C2(QT ).
Займемся для этого сначала задачей Штурма—Лиувилля, т. е. зада-

чей о нахождении собственных функций и собственных значений урав-
нения

−(pXx)x + qX = λX

при граничных условиях X(0) = 0, X(l) = 0. Обозначим L(X) ≡
−(pXx)x + qX.
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Лемма 7. Пусть ϕ(x), ψ(x) ∈ C2([0, l]) и ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) =
0. Тогда

(Lϕ,ψ) = (ϕ,Lψ) (5.40)
(т.е. L— симметрический оператор на функциях из указанного
класса).

Доказательство. Имеем

(Lϕ,ψ)=

l∫
0

(
(−pϕ′)′ψ+qϕψ

)
dx=

l∫
0

(
ϕ(−pψ′)′ +qϕψ

)
dx=(ϕ,Lψ).

Докажем некоторые свойства собственных функций и собственных
значений задачи Штурма—Лиувилля (5.37), (5.38).
1◦ Все собственные значения λk положительны.
Имеем

(L(Xk),Xk) = λk

l∫
0

X2
kdx = λk,

где L(Xk) = λkXk. Интегрируя по частям, получим

(L(Xk),Xk) =

l∫
0

(
p(X ′

k)
2 + qX2

k

)
dx.

Таким образом,

λk = (L(Xk),Xk) =

l∫
0

(
p(X ′

k)
2 + qX2

k

)
dx > 0,

так как Xk �≡ 0, p � p0 > 0, q � 0, Xk(0) = Xk(l) = 0.
2◦ (Xk,Xm) = 0 при λk �= λm.
Согласно равенству (5.39) (L(Xk),Xm) = (Xk,L(Xm)) и, следова-

тельно, λk(Xk,Xm) = λm(Xk,Xm). Так как λk �= λm, то (Xk,Xm) = 0;
т. е. собственные функции, соответствующие различным собственным
значениям, ортогональны.
3◦ Каждому собственному значению λk соответствует единственная

(с точностью до знака) собственная функция Xk такая, что (Xk,Xk) = 1.
Пусть некоторому значению λ отвечают две линейно независимые

собственные функции X1 и X2.
Рассмотрим определитель Вронского для этих функций в точке

x = 0. Он имеет вид ∣∣∣∣ X1(0) X2(0)
(X1)′(0) (X2)′(0)

∣∣∣∣ .
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Этот определитель равен нулю, так как X1 и X2 удовлетворяют кра-
евым условиям и, следовательно, они линейно зависимы. Полученное
противоречие доказывает наше утверждение.
4◦ Система собственных функций {Xk} полна в L2(0, l). Это означает,

что для любой функции ϕ(x) ∈ L2 имеем

ϕ =
∞∑

k=1

CkXk(x), где Ck = (ϕ,Xk),

и этот ряд сходится в среднем, т. е.∥∥∥ϕ− N∑
k=1

CkXk

∥∥∥ L2(0,l)−→ 0 при N →∞.

Доказательство. Докажем последнее утверждение с помощью извест-
ной теоремы Гильберта о самосопряженных компактных операторах.
Рассмотрим сначала краевую задачу для обыкновенного дифференци-
ального уравнения

L(u) ≡ (p(x)u′)′ − q(x)u = f(x), u(0) = u(l) = 0, (5.41)

где f(x)—некоторая непрерывная функция.
Пусть u1 и u2 —два решения однородного уравнения L(u) = 0. Будем

искать решение задачи (5.41) методом вариации постоянных, а именно,
представим решение задачи (5.41) в виде

u(x) = C1(x)u1(x) + C2(x)u2(x),

где C1(x), C2(x)—неизвестные функции, а u1(x), u2(x) — линейно неза-
висимые решения L(u) = 0, удовлетворяющие условиям u1

∣∣∣
x=0

= 0,

u2

∣∣∣
x=l

= 0.
Такие решения существуют, так как λ = 0 не является собственным

значением, ибо если u1 = Cu2, то u1 является собственной функцией при
λ = 0.
Положим

C1(l) = 0, C2(0) = 0, C ′
1u1 +C ′

2u2 = 0, C ′
1u

′
1 + C ′

2u
′
2 =

f

p
.

Тогда

C ′
1 =

− f
pu2

Δ
, C ′

2 =
f
pu1

Δ
, где Δ =

∣∣∣∣ u1 u2

u′
1 u′

2

∣∣∣∣ .
Отсюда

C2(x) =

x∫
0

f(s)u1(s)
p(s)Δ(s)

ds, C1(x) =

l∫
x

f(s)u2(s)
p(s)Δ(s)

ds.
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Мы нашли решение u(x) задачи (5.41) в явном виде

u(x) =

x∫
0

f(s)u1(s)u2(x)
p(s)Δ(s)

ds+

l∫
x

f(s)u2(s)u1(x)
p(s)Δ(s)

ds.

Согласно теореме Лиувилля, известной из теории обыкновенных
дифференциальных уравнений, имеем

Δ(x) = Δ(0) exp

⎛⎝− x∫
0

p′(x)
p(x)

dx

⎞⎠ =
Δ(0)p(0)
p(x)

.

Таким образом, получаем

u(x) =

x∫
0

f(s)u1(s)u2(x)
Δ(0)p(0)

ds+

l∫
x

f(s)u2(s)u1(x)
Δ(0)p(0)

ds.

Определим функцию Грина равенствами

G(x, s) =
u2(s)u1(x)
Δ(0)p(0)

при 0 < x < s,

G(x, s) =
u1(s)u2(x)
Δ(0)p(0)

при x < s < l.

Окончательно имеем формулу для решения задачи (5.41)

u(x) =

l∫
0

G(x, s)f(s)ds.

Решение этой задачи единственно. Действительно, если u и u—два ре-
шения этой задачи, то для v = u− u имеем

L(v) = 0, v(0) = v(l) = 0.

Это означает, что v является собственной функцией, соответствующей
λ = 0, но мы доказали, что собственные значения положительны, и по-
этому v ≡ 0, u = u.
Легко проверить, что если f(x) непрерывна и

u(x) =

l∫
0

G(x, s)f(s)ds,

то L(u) = f и u(0) = u(l) = 0. Это легко получить, если принять во
внимание вид G(x, s).
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Отметим следующие свойства функции Грина:
1. G(x, s) = G(s, x).
2. G(x, s)—непрерывна как функция x и s, G(x, s) дважды непре-

рывно дифференцируема по x при x �= s.
3.

G′
x(s− 0, s) =

u2(s)u′
1(s)

Δ(0)p(0)
, G′

x(s+ 0, s) =
u1(s)u′

2(s)
Δ(0)p(0)

,

G′
x(s+ 0, s)−G′

x(s− 0, s) =
Δ(s)

Δ(0)p(0)
=

1
p(s)

.

4. Как функция x, G(x, s) удовлетворяет уравнению L(G) = 0 при
x �= s.
5. G

∣∣∣
x=0

= G
∣∣∣
x=l

= 0.

Задача 4. Доказать, что −L(G) = δ(x − s).
Теперь мы можем доказать. что задача Штурма—Лиувилля экви-

валентна нахождению собственных функций некоторого интегрального
оператора с непрерывным симметрическим ядром.
Действительно, пусть при λ = λk существует собственная функция

задачи Штурма—Лиувилля:

−L(Xk) = λkXk; Xk(0) = Xk(l) = 0.

Тогда, обозначив −λkXk через f(x), получим

Xk(x) = −
l∫

0

G(x, s)λkXk(s)ds.

Введем оператор

A(u) ≡
l∫

0

G(x, s)u(s)ds.

Тогда
A(Xk) = − 1

λk
Xk, μk = − 1

λk
,

A(Xk) = μkXk.

Это означает, что Xk является собственной функцией оператора A, от-
вечает собственному значению μk = −1/λk.
Обратно, пусть A(Xl) = μlXl или

l∫
0

G(x, s)Xl(s)ds = μlXl(x).
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Тогда, применяя к правой и левой частям этого равенства оператор L,
получаем

−L(μlXl) = Xl или L(Xl) = − 1
μl
Xl.

Это означает, что всякая собственная функция оператора A является
собственной функцией задачи Штурма—Лиувилля (5.37), (5.38).

Наша задача — доказать существование решения смешанной задачи

utt − (p(x)ux)x + q(x)u = 0,

u
∣∣∣
x=0

= u
∣∣∣
x=l

= 0, u
∣∣∣
t=0

= ϕ0(x), ut

∣∣∣
t=0

= ϕ1(x).

Решение ищется в области QT = {0 � t � T, 0 � x � l}. Ранее мы
получили формальный ряд

u(t, x) =
∞∑

k=1

(
AkXk(x) cos

√
λkt+

Bk√
λk
Xk(x) sin

√
λkt
)
, (5.42)

где Ak = (ϕ0,Xk), Bk = (ϕ1,Xk).
Докажем, что при определенных предположениях относительно ϕ0

и ϕ1 ряд сходится абсолютно и равномерно, и его можно почленно диф-
ференцировать два раза по t и x.
Ряды

∞∑
k=1

|Xk(x)|
(
|Ak|+ |Bk|√

λk

)
и

∞∑
k=1

|Xk|
(
|Ak|λk + |Bk|

√
λk

)
являются мажорантами для ряда (5.42) и ряда, полученного из него
почленным дифференцированием два раза по t.
Ряд ∑∣∣X ′

k(x)
∣∣ (|Ak|+ |Bk|√

λk

)
мажорирует ряд для ux, а ряд

uxx ∼
∑∣∣X ′′

k (x)
∣∣ (|Ak|+ |Bk|√

λk

)
мажорирует ряд для uxx. Таким образом, нам достаточно доказать схо-
димость указанных выше рядов.

Теорема 91. Решение u(t, x) смешанной задачи (5.32)–(5.34) в обла-
сти QT = {0 � t � T, 0 � x � l} из класса C2(QT ) существует, если
p(x), px(x), q(x) —непрерывны на отрезке [0, l] и если
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1. ϕ0,L(ϕ0) ∈ H,
2. ϕ1,L(ϕ1) ∈ L2(0, l),
где пространство H состоит из непрерывных на отрезке [0, l] функ-
ций, равных нулю при x = 0 и x = l, у которых обобщенная первая
производная принадлежит L2(0, l).

Доказательство. Заметим, что для любой функции f ∈ H существует
интеграл

l∫
0

(
p(f ′)2 + qf2

)
dx.

Кроме того, для любых функций f1 и f2 из H интегрированием по ча-
стям получаем

(L(f1), f2) =

l∫
0

(
pf ′

1f
′
2 + qf1f2

)
dx ≡ [f1, f2] = (L(f2), f1) .

В пространстве L2(0, l) справедливо неравенство Бесселя: f =∑
CkXk,

∑
C2

k � (f, f).

Лемма 8. Пусть f ∈ H, тогда
∑
λkC

2
k � [f, f ], где Ck = (f,Xk) (это

неравенство аналогично неравенству Бесселя для пространства H).

Доказательство. Рассмотрим неравенство

0�
[
f−

N∑
k=1

CkXk, f−
N∑

k=1

CkXk

]
=

=[f, f ]+
[ N∑

k=1

CkXk,
N∑

k=1

CkXk

]
−2
[
f,

N∑
k=1

CkXk

]
=

=[f, f ]−
N∑

k=1

λkC
2
k .

Здесь мы воспользовались следующими равенствами.
Легко видеть, что

[Xk,Xl] =

{
λk, если k = l

0, если k �= l.

Так как [Xk,Xl] = (L(Xk),Xl) = λk(Xk,Xl), то
N∑

k=1

Ck[f,Xk] =
N∑

k=1

Ck (f,L(Xk)) =
N∑

k=1

λkC
2
k .

Таким образом, лемма 8 доказана.
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Лемма 9. Справедливы неравенства

∞∑
k=1

X2
k(x)
λk

� [G,G] (5.43)

∞∑
k=1

(X ′
k(x))

2

λ2
k

� (Gx, Gx) (5.44)

(интегралы в правых частях берутся по s).

Доказательство. В силу уравнения L(Xk) = λkXk имеем
l∫

0

G(x, s)Xk(s)ds = − 1
λk
Xk(x). (5.45)

Последнее равенство означает, что −Xk(x)/λk является коэффициентом
Фурье функции G(x, s) как функции s. Так как G(x, s) ∈ H, то по лем-
ме 8 имеем ∞∑

k=1

λk
X2

k(x)
λ2

k

� [G,G].

Продифференцируем равенство (5.45) по x. Имеем
l∫

0

Gx(x, s)Xk(s)ds = − 1
λk
X ′

k(x).

Это означает, что −X ′
k(x)/λk является коэффициентом Фурье функции

Gx(x, s). Так как Gx(x, s) ∈ L2(0, l), то, согласно неравенству Бесселя,
имеем (5.44).

Будем доказывать теперь равномерную сходимость ряда

u(t, x) =
∞∑

k=1

Xk(x)
[
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

sin
√
λkt
]
,

где Ak = (ϕ0,Xk), Bk = (ϕ1,Xk) и рядов, полученным из него почлен-
ным дифференцированием по t и x два раза.
Для доказательства их сходимости рассматриваем «мажорирующие»

ряды:

I)
∞∑

k=1

|Xk(x)|
[
|Ak|λk + |Bk|

√
λk

]
,

II)
∞∑

k=1

∣∣X ′
k(x)

∣∣ [|Ak|+ |Bk|√
λk

]
.
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Чтобы установить сходимость этих рядов, будем пользоваться следу-
ющими соотношениями. Мы докажем, что при наших предположениях
на ϕ0 и ϕ1 справедливы неравенства:

1.
∞∑

k=1

λ3
kA

2
k <∞;

2.
∞∑

k=1

λ2
kA

2
k <∞;

3.
∞∑

k=1

λ2
kB

2
k <∞;

4.
∞∑

k=1

λkB
2
k <∞.

Согласно определению Ak имеем

Ak = (ϕ0,Xk) =
1
λk

(ϕ0,L(Xk)) =
1
λk

(L(ϕ0),Xk) ,

т. е. λkAk = (L(ϕ0),Xk) является коэффициентом Фурье функции
L(ϕ0) ∈ H. Согласно лемме 8

∞∑
k=1

λk(λ2
kA

2
k) � [L(ϕ0),L(ϕ0)] <∞.

Таким образом, неравенство 1) доказано.
Из неравенства Бесселя следует, что

∞∑
k=1

λ2
kA

2
k � (L(ϕ0),L(ϕ0)) <∞.

Для L(ϕ1) аналогично имеем

Bk = (ϕ1,Xk) =
1
λk

(ϕ1,L(Xk)) =
1
λk

(L(ϕ1),Xk) .

Поэтому по неравенству Бесселя получаем

∞∑
k=1

(λkBk)2 � (L(ϕ1),L(ϕ1)) <∞.
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Так как ϕ1 ∈ H, то по лемме 8
∞∑

k=1

λkB
2
k � [ϕ1, ϕ1] <∞.

В лемме 9 было доказано, что

5.
∞∑

k=1

X2
k(x)
λk

� [G,G] � M ;

6.
∞∑

k=1

(X ′
k(x))

2

λ2
k

� (Gx, Gx) � M1, где M,M1 = const.

Докажем сходимость рядов I) и II), пользуясь оценками 1)–6). Имеем,
используя неравенство Коши—Буняковского,

n∑
k=m

|Xk(x)|
[
|Ak|λk + |Bk|

√
λk

]
=

n∑
k=m

|Xk(x)|√
λk

[
|Ak|λk + |Bk|

√
λk

]√
λk

�

√√√√ n∑
k=m

|Xk(x)|2
λk

⎧⎨⎩
√√√√ n∑

k=m

λ3
kA

2
k +

√√√√ n∑
k=m

λ2
kB

2
k

⎫⎬⎭�
√
M ·2ε,

если m и n достаточно велики. Это означает, что ряд I) сходится равно-
мерно.
Докажем сходимость ряда II). Имеем

n∑
k=m

|X ′
k(x)|
λk

[
|Ak|λk +

|Bk|λk√
λk

]
�

�

√√√√ n∑
k=m

∣∣X ′
k(x)

∣∣2
λ2

k

⎧⎨⎩
√√√√ n∑

k=m

λ2
kA

2
k +

√√√√ n∑
k=m

λkB
2
k

⎫⎬⎭ �
√
M1ε,

если m и n достаточно большие, и, значит, ряд II) сходится равномерно.
Абсолютная и равномерная сходимость ряда, полученного дифференци-
рованием ряда для u(t, x) два раза по x

∞∑
k=1

X ′′
k (x)

[
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

sin
√
λkt

]
,

следует из равномерной сходимости рядов I) и II), так как из уравнения
Штурма—Лиувилля следует, что

X ′′
k =

1
p
(qXk − p′X ′

k − λkXk)

и поэтому ряд для uxx мажорируется рядами вида I) и II).
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Теперь покажем, что для существования решения смешанной крае-
вой задачи из класса C2(QT ) некоторые из наложенных нами ограниче-
ний на ϕ0 и ϕ1 являются необходимыми.
Перепишем уравнение (5.32) в виде:

utt + L(u) = 0. (5.46)

Имеем
u
∣∣∣
t=0

= ϕ0, ut

∣∣∣
t=0

= ϕ1, u
∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
x=l

= 0.

Так как функция u(t, x) непрерывна в QT , то

ϕ0(0) = u
∣∣∣

x=0
t=0

= 0, ϕ0(l) = u
∣∣∣

x=l
t=0

= 0.

Кроме того, ввиду непрерывности производной ut, имеем

ϕ1(0) = ut

∣∣∣
x=0
t=0

= 0, ϕ1(l) = ut

∣∣∣
x=l
t=0

= 0.

Так как в точках (0, 0) и (0, l) utt = 0, то из уравнения (5.46) следует,
что

L(ϕ0)
∣∣∣
x=0

= 0, L(ϕ0)
∣∣∣
x=l

= 0,

если u ∈ C2(QT ).

5.3. Задача Коши для гиперболических систем уравнений
с частными производными

В этой главе мы остановимся на исследовании одной из основных задач
математической физики — задаче Коши для систем уравнений с частны-
ми производными.

5.4. Теорема Коши

Первое доказательство существования и единственности решения зада-
чи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения первого по-
рядка

du

dt
= f(t, u), t > t0, u(t0) = u0, (5.47)

было получено Коши при условии голоморфности функции f в окрест-
ности точки (t0, u0). В этом случае им было доказано существование,
притом только одного, решения u(t), голоморфного в окрестности точки
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t0. Идея доказательства проста. Приведем (5.47) к однородным данным
Коши, положив u = v + u0. Тогда

d v

dt
= f(v, t), v|t=0 = 0, (5.48)

где f(v, t) ∈ Aloc —локально вещественно аналитическая по переменным
(v, t) функция.

Доказательство теоремы Коши. Решение ищем в классе A1
loc локально

аналитических функций v(t), представимых в окрестности t = t0 в виде
степенного ряда

v(t) =
∞∑

j=0

aj(t− t0)j , aj ∈ C, t ∈ R.

Напомним некоторые общие свойства аналитических Am
loc вектор-функ-

ций f(t, x, u) ∈ Am
loc, t ∈ R1, u, f ∈ Rm, x ∈ Rn,

f(t, u) =
∑

k,|α|,|β|�0

fk,,β,α(t− t0)k(x− x0)β(u− u0)α, (5.49)

α = (α1, . . . , αm), β = (β1, . . . , βn), fk,α ∈ Cm.

Определение 5 (мажоранты). Вещественнозначную аналитическую в
точке (t0, x0, u0) функцию

g(t, x, u) =
∑

k,|α|,|β|�0

gk,β,α(t− t0)k(x− x0)β(u− u0)α

будем называть мажорантой g � f вектор-функции f(t, x, u) в этой точ-
ке, если для всех k, αj � 0, βl � 0, j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . , n, справедливы
неравенства

|fk,β,α| � gk,β,α.

Очевидно, что для любой аналитической в окрестности (t0, x0, u0) функ-
ции f(t, x, u) существует мажоранта в этой точке. В качестве мажоран-
ты, например, можно взять

g =
∑

k,|β|,|α|�0

|fk,β,α|(t− t0)k(x− x0)β(u− u0)α.

Мажоранту можно построить также следующим образом. Пусть ряд
(5.49) абсолютно сходится в кубе K�(t0, x0, u0) = {|t− t0| � �, |x− x0| �
�, |u− u0| � �}. Тогда существует такое положительное Mf , что

|fk,β,α| � Mf�
−(k+|β|+|α|) ∀ k, |β| � 0, |α| � 0.
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Это значит, что мажорантой этой функции являются функции:

g=
∑

k,|β|,|α|�0

Mf (t−t0)k(x−x0)β(u−u0)α

�k+|β|+|α| =

=Mf

{(
1−t−t0

�

)(
1−u1−u0

1

�

)
. . .
(
1−um−u0

m

�

)(
1−x1−x0

1

�

)
. . .
(
1−xn−x0

n

�

)}−1

,

а также

g=Mf

{
1−(u1−u0

1)+· · ·+(um−u0
m)+(x1−x0

1)+· · ·+(xn−x0
n)+N(t−t0)

�

}−1

∀N�1.

Здесь мы воспользовались тем, что

MfN
k(|α|+ |β|)!

�k+|β|+|α|α!β!
� |fk,α|, ∀ k, |α| � 0.

Сформулируем свойства мажорант, как ряд утверждений леммы:

Лемма 10. Имеют место следующие утверждения:

g � f =⇒ ∂k
t ∂

α
x ∂

β
u g � ∂k

t ∂
α
x∂

β
u f,

∀ k � 0, |α| � 0, |β| � 0.
(5.50)

g � f, g1 � f1 =⇒ γ1g+γ2g2 � γ1f1 +γ2f2,

∀ γ1, γ2∈ R, γ1, γ2>0.
(5.51)

g � f =⇒
t∫

t0

x∫
x0

u∫
u0

g(τ, y)dτ dy �
t∫

t0

x∫
x0

u∫
u0

f(τ, y)dτ dy. (5.52)

g � f, g1 � f1 =⇒ g g1 � f f1. (5.53)

g(t, x, u) � f(t, x, u), U(t, x) � u(t, x) =⇒
=⇒ g(t, x, U(t, x)) � f(t, x, u(t, x)). (5.54)

Перейдем к доказательству теоремы Коши для уравнения (5.47). Рас-
смотрим правую часть f(t, v) в классе локально аналитических функ-
ций f ∈ A2

loc, т. е. функций представимых в некоторой окрестности
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Q0 = Q0 × (t0 − δ, t0 + δ) точки (t0, 0), Q0 ∈ R1− окрестность v = 0,
в виде абсолютно сходящегося степенного ряда

f(t, v) =
∞∑

k,α�0

fk,αv
α(t− t0)k. (5.55)

Решение ищем в виде ряда

v(t) =
∞∑

j=0

aj(t− t0)j . (5.56)

Подставляя (5.56) в (5.55), найдем коэффициенты aj

a0 = 0, a1 = f(t0, u0), a2 =
1
2

(
∂tf(t, v) + ∂vf(t, v)

)∣∣∣
t=t0,v=0

, . . . .

Все последующие коэффициенты находятся дифференцированием обеих
частей уравнения (5.47) и подстановкой в них t = t0 и коэффициентов,
полученных на предыдущих шагах. Таким образом, коэффициенты aj

однозначно определяются из уравнения и начальных данных. Для дока-
зательства существования решения достаточно показать, что степенной
ряд (5.56) сходится в некоторой окрестности точки t0. Здесь применим
метод мажорант. Из свойств Леммы (10) следует, что мажорирующей
задачей Коши будет следующая

dm

dt
=

Mf(
1− t−t0

�

)(
1− m

�

) , t > t0, m(t0) = 0, (5.57)

которая решается методом разделения переменных:

m(t) =
1
2�
m(t)2 − �Mf ln

(
1− t− t0

�

)
, (5.58)

т. е.

m(t) = �
(
1−
√

1 + 2Mf ln
(
1− t− t0

�

))
.

Из (5.50)—(5.54) следует, что при достаточно малом � > 0 ряд в правой
части (5.58) мажорирует ряд (5.56), т. е.

|aj | � mj ∀j � 0,

если mj � 0, j � 1, m0 = 0. Осталось показать, что

mj > 0, j � 1. (5.59)

Первым делом заметим, что ряд

− ln
(
1− t− t0

�

)
=
∑
j�1

1
j

(t− t0
�

)j
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имеет положительные коэффициенты. Например,

m1 = Mf > 0, m2 =
1
2�
m2

1 +
Mf

2�
> 0, m3 =

1
�
m1m2 +

Mf

3�2
> 0.

Тогда из (5.58) последовательно можно показать справедливость (5.59).
Отсюда следует сходимость ряда для v(t) и существование решения за-
дачи Коши (5.47).

5.5. Теорема Ковалевской и ее обобщения

Теорема Коши была обобщена С. В. Ковалевской на дифференциальные
уравнения с частными производными. Эта теорема относится к классу
уравнений, которые теперь называются уравнениями типа Ковалевской

∂ni
t ui = fi(t, x, u, ∂tu, ∂xu, . . . ), i = 1, . . . ,m. (5.60)

Здесь ∂t и ∂xk
производные по t и пространственным переменным x =

(x1, . . . , xn−1), u = (u1, . . . , um), функции fi при каждом i = 1, . . . ,m, за-
висят от производных ∂α0

t ∂α
x uj функций uj , j = 1, . . . ,m, только до по-

рядка nj, не зависит от ∂
nj

t uj и являются вещественно аналитическими
от всех своих аргументов. Задача Коши для (5.60) состоит в построении
решения этой системы, которое при t = 0 принимает заданные началь-
ные значения

∂k
t ui(0, x) = ϕi,k(x), k = 0, 1, . . . , ni − 1, i = 1, . . . ,m. (5.61)

Предполагается, что начальные данные ϕi,k(x) являются вещественно
аналитическими функциями переменных x в некоторой окрестности Q0

точки x = 0. Очевидно, что так же как выше, начальные условия поз-
воляют вычислить значения всех аргументов функций fi в окрестности
точки x = 0 при t = 0. Фиксируя значения этих производных, допол-
нительно будем считать, что функции fi — вещественно аналитические
в окрестности этих фиксированных значений.

Теорема 92 (Ковалевская). Задача Коши (5.60), (5.61) при сделанных
предположениях имеет одно и только одно решение u(t, x), веществен-
но аналитическое в окрестности точки t = 0, x = 0.

Содержание этой теоремы является достаточно простым. Если ана-
литическая функция u(t, x) удовлетворяет уравнению (5.60) и условиям
(5.61), то ее производные любого порядка в точке t = 0, x = 0 определя-
ются однозначно. При этом, если порядок дифференцирования функции
ui по переменной t не превосходит ni − 1, то эти производные находят-
ся из условий (5.61). Остальные производные определяются с помощью
дифференцирования уравнения (5.60).
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Таким образом, мы можем найти все коэффициенты ряда Тейлора
искомого решения в точке (0, 0), откуда следует единственность анали-
тического решения. Для доказательства существования решения тре-
буется доказать сходимость построенных степенных рядов для функций
ui, коэффициенты которых определяются по указанной выше схеме. Это
технически сложное доказательство, основанное на методе мажорант. В
упрощенном варианте доказательство мы приведем ниже.

5.5.1. Доказательство теоремы Ковалевской

Если принять производные решения vj,α0,α = ∂α0
t ∂α

x uj, α0 + |α| < nj ,
за новые неизвестные функции, то можно свести задачу (5.60), (5.61) к
системе квазилинейных дифференциальных уравнений первого порядка

∂tvi =
K∑

s=1

n∑
j=1

aijs(t, x, v1, . . . , vN )∂xjvs + fi(t, x, v1, . . . , vN ), i = 1, . . . ,K;

vi(0, x) = ϕi(x), i = 1, . . . ,K.

Для простоты рассмотрим линейную систему, для которой

aijs(t, x, v1, . . . , vN )=aijs(x, t), fi(t, x, v1, . . . , vN )=
K∑

s=1

bis(x, t)vs +fi(x, t).

Прежде всего сделаем замену функций vi(t, x) = ϕi(x)+wi(t, x). Отсюда
получим

∂twi =
K∑

s=1

n∑
j=1

aijs(t, x)∂xjws +
K∑

s=1

bis(x, t)ws + gi(t, x), (5.62)

wi(0, x) = 0, i = 1, . . . ,K. (5.63)

gi = fi +
K∑

s=1

n∑
j=1

aijs(t, x)∂xjϕs +
K∑

s=1

bis(x, t)ϕs i = 1, . . . ,K.

В силу (5.50)—(5.54), для достаточно большого M > 0 ∀N � 1, до-
статочно малого � > 0, мажорирующая задача Коши для (5.62), (5.63)
определяется следующей системой

∂tWi=M
(
1−(x1−x0

1)+· · ·+(xn−x0
n)+N(t−t0)

�

)−1
[ K∑

j=1

( n∑
l=1

∂xl
+1
)
Wj+1

]
,

i=1, . . . ,K; (5.64)

с начальными данными вида:

Wi(0, x) = 0, i = 1, . . . ,K. (5.65)
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Наша задача — доказать существование аналитичного в точке (t0, x0) ма-
жорантного решения, коэффициенты степенного ряда которого неотри-
цательны.
Решение задачи будем искать в виде

Wj =Vj(η), j=1, . . . ,K, η=
(
(x1−x0

1)+ · · ·+(xn−x0
n)+N(t− t0)

)
/�.

Тогда получим(
N

�
− Mn

�(1− η)
)
d

dη
Vj =

1
1− η

⎛⎝Mn

�

∑
i=1, ...,K, i �=j

d

dη
Vi +M

(
K∑

i=1

Vi + 1

)⎞⎠ ,

j = 1, . . . ,K.

Разделив на
N

�
− Mn

�(1− η) =
N(a− η)
�(1− η) , где a =

N −Mn

N
,

получим

d

dη
Vj =

1
a− η

(
b

∑
i=1, ...,K, i �=j

d

dη
Vi + c�

(
K∑

i=1

Vi + 1

))
, j = 1, . . . ,K.

(5.66)
Здесь a = (N−Mn)/N, b = Mn/N, c = M/N , достаточно большое N � 1
и достаточно малое � � 1 выбираются из условий a > 0 и

N

�
(a− η) = N

(
1− (x1 − x0

1) + · · ·+ (xn − x0
n) +N(t− t0)

�

)
−Mn � 1

2
N,

|t− t0| � 1
4N

�, |xj − x0
j | �

1
4n
�, j = 1, . . . , n.

Положим W =
N∑

i=1
Vi. Суммируя уравнения (5.66), сведем эту систему к

обыкновенному уравнению
d

dη
W =

cK�

a− (K − 1)b− η (W + 1), (5.67)

решая которое, получим

W =
(a− (K − 1)b)cK�

(a− (K − 1)b− η)cK�
− 1.

Здесь мы воспользовались тем, что для достаточно большого N

a− (K − 1)b > 0, a− (K − 1)b− η > 1
2
,
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если
|t− t0| � 1

4N
�, |xj − x0

j | �
1
4n
�, j = 1, . . . , n.

Так как 0 < a − (K − 1)b < 1, то степенной ряд функции
(
a − (K −

1)b−η)−1 в нуле имеет неотрицательные коэффициенты. Отсюда, в силу
(5.67), степенной ряд в нуле функции W также имеет неотрицательные
коэффициенты. Подставляя (5.67) в (5.66), получим

d

dη
Vj+

b

a− ηVj = Gj ≡ 1
a− η

(
b
d

dη
W+c�W+1

)
, Vj(0) = 0, j = 1, . . . , N.

(5.68)
Следовательно, коэффициенты степенного ряда в нуле правой части это-
го уравнения неотрицательны. Положим

Vj =
∑
k�1

vjk η
k, Gj =

∑
k�0

gjk η
k.

Умножим (5.68) на (a−η) и подставим в (5.68) степенные ряды в нуле для
функций Vj и правой части Gj . Получим систему для коэффициентов

a k vj,k = (k − 1− b)vj,k−1 + gj,k−1, j � 2, vj,0 = 0, vj,1 = gj,0/a.

Так как 0 < b < 1, то все коэффициенты vj � 0. Отсюда следует, что
функции

Vj

((
(x1 − x0

1) + · · · + (xn − x0
n) +N(t− t0)

)
/�

)
, j = 1, . . . , N

мажорируют функции wj(t, x), j = 1, . . . , N , в силу единственности
определения коэффициентов разложения в ряд Тейлора. Это завершает
доказательство теоремы Ковалевской для системы (5.62).

5.5.2. Некоторые обобщения

Рассмотрим случай, когда система уравнений не приведена к нормаль-
ному виду, т. е. не разрешена относительно старшей производной

Fi(x, u, ∂xu, . . . , ∂
α
x u, . . . ) = 0, i = 1, . . . ,m, (5.69)

где u = (u1, . . . , um), ∂β
x u = ∂β

∂ xβ u. Предположим, что функции Fi яв-
ляются аналитическими и зависят от производных функций uj порядка
� nj. Начальные условия рассмотрим на гладкой аналитической гипер-
поверхности Γ

∂k
νui(x) = ϕi,k(x), x ∈ Γ, k = 0, 1, . . . , ni − 1; i = 1, . . . ,m. (5.70)

Здесь ∂ν —производная по нормали к Γ.
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Сначала сведем эту задачу к задаче вида (5.60), (5.61). Сделать это
можно при дополнительных условиях. Введем в окрестности некоторой
точки P0 ∈ Γ локальную систему координат (t, y1, . . . , yn−1) так, чтобы
эти координаты выражались через x аналитически и чтобы переменная
t менялась в направлении нормали к Γ так, что поверхность Γ опреде-
ляется равенством t = 0, а координаты y1, . . . , yn−1 при t = 0 были бы
локальными координатами на Γ. Условие (5.70) позволяет вычислить все
производные функции uj при t = 0 до порядка nj − 1, так что в новых
координатах начальные условия приобретают форму (5.61). Более того,
дифференцирование начальных условий позволяет найти при t = 0 все
производные ∂k

t ∂
α
y uj , которые имеют по t порядок � nj − 1 ( любого

порядка по y). Таким образом, при t = 0 из начальных условий можно
найти значения всех аргументов функций Fi, исключая производные по
направлению нормали ν максимального порядка nj для uj , так что эти
уравнения при t = 0 можно записать в виде уравнений

Φi(y, ∂n1
ν u1, . . . , ∂

nm
ν um) = 0, i = 1, . . . ,m , (5.71)

относительно нормальных производных. Если потребовать, чтобы яко-
биан ∂(Φ1, . . . ,Φm)

∂(∂ν yn1u1, . . . , ∂ν ynmum)
�= 0

был отличен от нуля при t = 0, систему (5.69) можно привести к виду
(5.60).
Если поверхность Γ задается уравнением S(x) = 0, |∇xS| �= 0, то это

условие можно записать в виде

det
∣∣∣∣∣∣ ∑

|α|=nj

∂ Fi

∂(∂α
x uj)

(∂xS)α
∣∣∣∣∣∣

i,j=1,...,m
�= 0, t = 0. (5.72)

Условие нехарактеристичности (5.77) имеет особенно простой смысл, ко-
гда Fi линейно зависят от производных. Например∑

|α|�m

aα(x)∂α
x u+ f(x) = 0, (5.73)

тогда условие (5.77) примет вид∑
|α|=m

aα(x)(∂xS)α �= 0, S(x) = 0.

В точках, в которых (5.77) равен нулю, говорят что нормаль к Γ
в таких точках имеет характеристическое направление. Если в любой
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точке Γ определитель в (5.77) равен нулю, поверхность Γ называется
характеристической. В этом случае система (5.69) порождает при t = 0
нетривиальное соотношение для начальных данных

R(ϕ1,0, . . . , ϕm,0, . . . , ∂xϕi,j, . . . ) = 0.

Например, для (5.73) при S(t, y) = t, x = (t, y) получим соотношение∑
k n−1,k+|β|=m

ak,β(0, y)∂β
y ϕk(y) + f(y, 0)) = 0.

5.5.3. Пример несуществования аналитического решения

Что же будет в характеристическом случае? Рассуждения, которые были
использованы выше при доказательстве единственности аналитическо-
го решения задачи Коши, применимы к системам вида (5.60) и в том
случае, когда правые части могут содержать, например, производные
∂k

t ∂
α
x uj с k + α > nj, k < nj (для системы типа Ковалевской требует-

ся, чтобы k + α � nj, k < nj). Однако в этом случае аналитическое
решение, вообще говоря, существует не для всех начальных данных.
Рассмотрим задачу Коши для уравнения теплопроводности

∂tu = ∂2
xu, x ∈ R1, t > 0; u(0, x) =

1
1 + x2

. (5.74)

В этом случае S(x, t) = t ⇒ ∇S = (0, 1) и∑
|α|=2

aα(∂xS)α1(∂tS)α2 ≡ 0.

Таким образом, задача (5.74) — характеристическая. Докажем, что в
этом случае нет аналитического решения в окрестности начала коор-
динат (0, 0).
Будем доказывать от противного. Предположим существование ре-

шения, аналитического в начале координат:

u(t, x) =
∑
|α|�0

uα1,α2t
α1xα2 .

Тогда коэффициенты uα1,α2 имеют следующий вид

u2s,k =
(2s + 2k)!

(2s)!k!
(−1)k+s, u2s+1,k = 0, s � 0, k � 0.

Но тогда этот ряд не сходится ни в какой окрестности начала координат,
поскольку он расходится, например, в любой точке (0, x), x �= 0.
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Большинство базовых систем уравнений математических физики может
быть записано в виде так называемых систем законов сохранения вида

∂tu
j +

n∑
k=1

∂xk
f j,k = 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ Rn. (5.75)

Здесь f j,k функции величин u = (u1, . . . , um). Из (5.75) следует, что для
гладких решений, стабилизирующихся на бесконечности (u → 0, если
|x| → ∞), средние ∫

uj(t, x) dx = const,

т. е. uj сохраняют при эволюции свои пространственные средние (явля-
ются консервативными величинами).
В этом параграфе мы приведем необходимые и достаточные условия

симметризуемости системы закон сохранения (5.75). Покажем, что эта
задача связана с существованием так называемого выпуклого (по Году-
нову [25],[28]) расширения системы (5.75), т. е. дополнительного закона
сохранения

∂tΦ(u) +
n∑

k+1

∂xk
Ψk(u) = 0, (5.76)

который является следствием системы (5.75) (это уравнение спра-
ведливо для всех гладких решений (5.75)). Гладкие функции (Φ(u),
(Ψ1, . . . ,Ψn(u)) называются энтропией и потоком энтропии соответ-
ственно. Энтропия называется строго выпуклой, если матрица вторых
производных (

∂uk
∂ujΦ(u)

)
> 0 (5.77)

положительно определена.

Лемма 11. Система (5.75)— симметризуема, если существует ее
строго выпуклое расширение.

Достаточность. Пусть существует дополнительный закон сохране-
ния с любыми гладкими функциями (Φ(u), (Ψ1, . . . ,Ψn(u)). Следуя [6],
положим Φj = ∂ujΦ, f

j,k
l = ∂ul

f j,k, Fl = ∂ul
Ψ. Очевидно, (5.76) является

следствием (5.75) тогда и только тогда, когда

Φjf
j,k
l = Ψk

l , j, l = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n. (5.78)

Дифференцируя (5.81) по us, получим

Φj,sf
j,k
l = Ψk

l,s − Φk
j f

j,k
l,s . (5.79)
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Из симметричности правой части (5.79) следует симметричность ее ле-
вой части. Отсюда, умножая уравнения системы (5.75) на Φj,h и сумми-
руя по j, получим систему уравнений

Φjh∂tu
j + Φj,hf

j,k
l ∂xk

ul = 0, h = 1, . . . ,m, (5.80)

с симметричными, в силу (5.79), матрицами ∂2Φ = (Φj,h), Fk
hl =

(Φj,hf
j,k
l ). Таким образом, существование расширения (5.76) является

достаточным условием симметризуемости системы законов сохранения
(5.75). Остался открытым вопрос о приводимости системы (??) к нор-
мальному виду с единичной матрицей при производной ∂t (см. [25] ин-
варианты Римана). В простейшем случае системы (5.75) с линейным
потоком (матрица (f j,k

l )− матрица с постоянными коэффициентами, эн-
тропия Φ(u) =

∑
ajku

juk —квадратичная функция) достаточно потре-
бовать строгую выпуклость энтропии. Тогда существует замена пере-
менных u = Ov, приводящая систему (5.80) к нормальному виду

∂tvj + λ−1
j Gj,k

l ∂xk
vl = 0, (Gj,k

l ) = O−1FkO,

λj > 0— собственные значения матрицы ∂2Φ.
Необходимость. Заметим, что если система (5.75) симметрична

f j,k
l = f l,k

j , (5.81)

функции

Φ =
1
2

m∑
j=1

(uj)2, Ψk = ujf j,k − gk,

∇xjg
k = f j,k (5.82)

определяют строго выпуклое расширение при условии разрешимости си-
стемы уравнений (5.82). Условия симметричности (5.81) гарантирует су-
ществование гладкого решения системы

∇xjg
k = f j,k.

Пример. Приведем пример симметризуемой системы. Рассмотрим
одномерную систему первого порядка

∂tu+ ∂xv = 0, (5.83)
∂tv − ∂xu− ∂xσ = 0,

∂tσ − 3∂xv = 0.
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Нетрудно проверить, что эта система имеет строго выпуклое расширение

∂t

[
u2 + v2 + (σ + 2u)2

]
− 2∂x

[
vσ + uv

]
= 0,

для энтропийной пары

Φ = u2 + v2 + (σ + 2u)2, Ψ = −2
[
vσ + uv

]
.

Здесь матрица вторых производных

∂2Φ =

⎛⎝ 10 0 4
0 2 0
4 0 2

⎞⎠ ; det
(
∂2Φ
)
�= 0.

Применяя эту матрицу к системе (5.83), получим симметризованную си-
стему⎛⎝ 0 −2 0

−2 0 −2
0 −2 0

⎞⎠ ∂tU +

⎛⎝ 10 0 4
0 2 0
4 0 2

⎞⎠ ∂xU = 0, U = (u, v, σ)ᵀ,

которую можно привести к симметричному нормальному виду системы
типа Ковалевской

∂tU +A ∂xU = 0.

5.7. Решение задачи Коши для симметричной системы

В этом параграфе мы продолжим исследование задачи Коши для си-
стем первого порядка, но для простоты ограничимся линейным случаем.
Пусть в полосе QT = {0 � t � T, x ∈ Rn} задана система N уравнений

L(u) = ut +
n∑

j=1

Aj(t, x)uxj +Bu = f(t, x), (5.84)

где u(t, x) = (u1(t, x), . . . , uN (t, x)), f(t, x) = (f1(t, x), . . . , fN (t, x)). Мат-
рицы Aj (j = 1, . . . , n) предполагаются симметрическими: Aj = (Aj)∗.
Приедем ряд определений:

Определение 6. Система (5.84) называется гиперболической по направ-

лению оси t, если уравнение det

∥∥∥∥∥ n∑
j=1

Ajξj + λE

∥∥∥∥∥ = 0 относительно λ

при всех действительных ξ �= 0 имеет ровно N действительных корней
λ1, . . . , λN , возможно, кратных.
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Определение 7. Система (5.84) называется строго гиперболической,
если эти корни действительны и различны для любого ξ=(ξ1, . . . , ξn) �=0.

Если Aj — симметрические матрицы, Aj = (Aj)∗, тогда система ав-
томатически гиперболична.

Определение 8. Матрица B называется положительно определенной,
если (Bu, u) > 0 для любого u �= 0.

Определение 9. Вектор ξ = (ξ0, . . . , ξn) называется характеристиче-
ским, если

det
∥∥∥ξ0E +

n∑
j=1

ξjA
j
∥∥∥ = 0.

Определение 10. Поверхность S ⊂ Rn+1 называется поверхностью
пространственного типа, если для любого вектора ν = (ν0, . . . , νn)
внешней нормали к S матрица

ν0E +
n∑

j=1

νjA
j

является положительно определенной.

Очевидно, поверхность t = const является поверхностью простран-
ственного типа. Значит, такие поверхности существуют.
В дальнейшем будем называть задачу Коши для (5.75) корректной,

если для любых гладких начальных данных существует единственное
гладкое решение, по крайней мере в достаточно малой окрестности ги-
перплоскости t = const или нехарактеристической гиперповерхности для
которого справедлива априорная оценка (например, в L2). Целью этого
параграфа является исследование условий корректности задачи Коши
для системы (5.84).

5.7.1. Теорема единственности

Рассмотрим на плоскости t = 0 область G и пусть Ω — область в Rn+1,
ограниченная областью G ⊂ Rn и поверхностью S пространственного
типа по отношению к своей внешней нормали. Пусть для решения си-
стемы (5.84) заданы начальные условия в области G:

u
∣∣∣
t=0

= ψ(x), (5.85)

т. е. поставлена задача Коши.
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Теорема 93. C1− решение системы (5.84) в G однозначно определяет-
ся заданными начальными данными (5.85) в любой точке области Ω.

Доказательство. Рассмотрим сечение области Ω гиперплоскостью
t = τ :

Gτ = Ω ∩ {t = τ}.
Введем обозначения

Qτ = {0 � t � τ, x ∈ Rn}, Ωτ = Ω ∩Qτ , Sτ = S ∩Qτ .

Умножим векторное равенство (5.84) скалярно на вектор 2u. Получим

(2u, ut) + 2
n∑

j=1

(
Ajuxj , u

)
+ 2 (Bu, u) = (2u, f) . (5.86)

Преобразуем отдельные члены

(2u, ut) = (u, u)t ,
(
Aju, u

)
xj

=
(
Aju, uxj

)
+
(
Ajuxj , u

)
+
(
Aj

xj
u, u
)
,

откуда в силу симметричности матриц Aj

2
(
Ajuxj , u

)
=
(
Aju, u

)
xj
−
(
Aj

xj
u, u
)
.

Подставим полученное выражение в равенство (5.86). Получим

(u, u)t +
n∑

j=1

(
Aju, u

)
xj

+
(
B̃u, u

)
= 2 (u, f) , (5.87)

где B̃ = 2B −
n∑

j=1
Aj

xj . Будем считать, что матрица B̃ удовлетворяет

условию (
B̃u, u

)
� (u, u).

Ниже мы покажем, что на конечном временном интервале (0, T ) суще-
ствования решения это дополнительное условие не ограничивает общно-
сти.
Проинтегрируем (5.87) по Ωτ и воспользуемся теоремой Гаусса—

Остроградского для преобразования объемного интеграла в поверхност-
ный. (�n везде обозначает единичный вектор внешней нормали к поверх-
ности, ограничивающей Ωτ ). Получим:∫

Ωτ

{
(u, u)t +

n∑
j=1

(
Aju, u

)
xj

+
(
B̃u, u

)}
dx dt = 2

∫
Ωτ

(u, f)dx dt
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или ∫
∂Ωτ=G∪Gτ ∪Sτ

{
(u, u) cos(�n, t) +

n∑
j=1

(
Aju, u

)
cos(�n, xj)

}
dσ+

+
∫
Ωτ

(
B̃u, u

)
dx dt = 2

∫
Ωτ

(u, f)dx dt.

На Gτ имеем cos(�n, t) = 1, cos(�n, xj) = 0, в то же время на G выполнено
cos(�n, t) = −1, cos(�n, xj) = 0. Отсюда∫

Gτ

(u, u)dx −
∫
G

(u, u)dx+
∫
Sτ

([
E cos(�n, t) +

n∑
j=1

Aj cos(�n, xj)
]
u, u
)
dσ

+
∫
Ωτ

(
B̃u, u

)
dx dt = 2

∫
Ωτ

(u, f) dx dt.

Так как S —поверхность пространственного типа, нормаль

�n = (cos(�n, t), cos(�n, x1), . . . , cos(�n, xn)),

то ∫
Sτ

([
E cos(�n, t) +

n∑
j=1

Aj cos(�n, xj)
]
u, u
)

� 0.

Учитывая, что
(
B̃u, u

)
� (u, u), получим неравенство∫

Gτ

(u, u) dx+
∫
Ωτ

(u, u)dxdt �
∫
G

(u, u) dx+ 2
∫
Ωτ

(u, f) dxdt. (5.88)

Для любых векторов v,w справедливо 2(v,w) � (v, v) + (w,w), откуда

2
∫
Ωτ

(u, f) dxdt �
∫
Ωτ

(u, u) dx dt +
∫
Ωτ

(f, f)dx dt.

С учетом начальных условий неравенство (5.88) запишется в виде∫
Gτ

(u, u) dx �
∫
G

(ψ,ψ) dx+
∫
Ωτ

(f, f) dxdt. (5.89)

Это неравенство носит название энергетического неравенства или апри-
орной оценки C1− решения задачи Коши.
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Пусть теперь u′(t, x) и u′′(t, x) —два решения системы (5.84), удо-
влетворяющие начальному условию (5.85). Тогда v = u′ − u′′ есть ре-
шение однородной системы, соответствующей системе (5.84), т. е. при
f(t, x) = 0, с начальным условием v

∣∣∣
t=0

= 0. Из энергетического нера-
венства для v следует, что v(t, x) ≡ 0, т. е. u′ ≡ u′′.
Из априорной оценки (5.89) следует также теорема о непрерывной

зависимости решения (5.84) от начальных данных и правой части f . В
самом деле, если f мало в норме пространства L2(Ω) и ψ мало в норме
L2(G), то и u мало в норме L2(Ω).
Покажем теперь, что условие

(
B̃u, u

)
� (u, u) не ограничивает общ-

ности наших рассмотрений.
Пусть оно не выполнено. Сделаем замену искомой функции v =

ue−μt, где μ—некоторая константа, которую и выберем ниже. Новый
вектор v удовлетворяет системе

vt +
n∑

j=1

Ajvxj +Bv + μEv = fe−μt.

Константу μ > 0 выберем достаточно большой, чтобы для новой системы
матрица

B̃ = 2B + 2μE −
n∑

j=1

Aj
xj

удовлетворяла условию
(
B̃u, u

)
� (u, u).

Так как v
∣∣∣
t=0

= u
∣∣∣
t=0

= ψ(x), то энергетическое неравенство для v
примет вид∫

Gτ

(
ue−μt, ue−μt

)
dx �

∫
G

(ψ,ψ) dx+
∫
Ωτ

(
fe−μt, fe−μt

)
dx dt

или ∫
Gτ

(u, u)dx � e−μT

[ ∫
G

(ψ,ψ)dx +
∫
Ωτ

(f, f)dxdt
]
.

Так как μ, при фиксированном T , зависит только от коэффициентов
системы (5.84) и не зависит от правой части, то из этого неравенства
сразу следуют теоремы о единственности и непрерывной зависимости
решения задачи Коши от начальных данных и правой части.
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5.7.2. Теоремы вложения

Теперь ослабим условия гладкости решений (5.84). Для этого сфор-
мулируем необходимые в дальнейшем понятия и утверждения. Пусть
C∞(Rn)—пространство бесконечно дифференцируемых в Rn функций.
Определим класс S функций Шварца: функция u(x) принадлежит S,
если выполнены условия:
1. u(x) ∈ C∞(Rn);
2. для любых мультииндексов α, β существует константа Mα,β такая,
что ∣∣∣xβDαu

∣∣∣ � Mα,β .

В классе S определено преобразование Фурье, переводящее S в S по
формуле:

û(ξ) =
∫

Rn

e−i(x,ξ)u(x)dx.

Норму в S можно ввести следующим образом:

‖u‖2s =
∫

Rn

∑
|α|�s

|Dαu|2 dx, s = 0, 1, 2, . . .

(для функций u(x) ∈ S такие интегралы абсолютно сходятся).
Определение 11. Пространством Hs называется пространство, полу-
ченное замыканием S по норме ‖u‖s.

При s = 0 получим H0 = L2(Rn). Как задачу можно предложить
следующие утверждения.

Предложение 11. Пусть последовательность {um(x)}, um(x) ∈ S,
фундаментальна в норме ‖u‖s. Тогда из ограниченности ‖um‖s следу-
ет существование у предельной функции обобщенных производных до
порядка s включительно, суммируемых в квадрате.

Предложение 12. Пространство Hs содержит все функции, у кото-
рых существуют обобщенные производные до порядка s, суммируемые
в квадрате.

Теперь введем в Hs эквивалентную норму. Пусть u, v ∈ S, тогда из
равенства Парсеваля

(2π)n
∫

Rn

uvdx =
∫

Rn

û(ξ)v̂(ξ)dξ.
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Если положить u = u, получим

(2π)n
∫

Rn

|u|2dx =
∫

Rn

|û(ξ)|2dξ ,

где v —функцию, комплексно сопряженную к u. Для преобразования
Фурье функции u(x) справедлива формула D̂αu = (iξ)αû(ξ). Поэтому
‖u‖s можно записать в виде

‖u‖2s = (2π)−n

∫
Rn

∑
|α|�s

∣∣∣D̂αu
∣∣∣2 dξ = (2π)−n

∫
Rn

∑
|α|�s

ξ2α |û(ξ)|2 dξ ,

т. е. ‖u‖s эквивалентна норме, задаваемой формулой:
‖u‖2s = (2π)−n

∫
Rn

(
1 + |ξ|2)s |û(ξ)|2 dξ.

Теорема 94 (Соболев). Пусть u ∈ Hl+k (l, k � 0—целые). Тогда,
если 2l > n, то функция u(x) имеет непрерывные производные во
всем пространстве Rn до порядка k включительно. Другими словами,
Hl+k ⊂ Ck(Rn) при n < 2l.

Более того, если последовательность {um}, um ∈ Hl+k, сходится в
норме пространства Hl+k, то она сходится и в норме пространства
Ck(Rn).

Здесь
‖u‖Ck = sup

x∈Rn

( ∑
|α|�k

|Dαu|
)
.

Доказательство. Для u(x) ∈ S имеем

Dαu = (2π)−n

∫
Rn

ei(x,ξ)D̂αudξ = (2π)−n

∫
Rn

(iξ)αû(ξ)dξ.

Отсюда∑
|α|�k

|Dαu| =
∑

|α|�k

(2π)−n

∣∣∣∣∣∣
∫

Rn

(iξ)αû(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ � (2π)−n

∫
Rn

∑
|α|�k

|ξ|α|û(ξ)|dξ

� C1

∫
Rn

(
1 + |ξ|2)k/2 |û(ξ)| dξ = C1

∫
Rn

(
1 + |ξ|2)(k+l)/2 (1 + |ξ|2)−l/2 |û(ξ)| dξ.

Здесь константа C1 зависит только от k. Применяя неравенство Коши—
Буняковского, получим∑

|α|�k

|Dαu| � C1

√√√√∫
Rn

(1 + |ξ|2)k+l |û(ξ)| dξ ·
√√√√∫

Rn

(1 + |ξ|2)−l dξ.
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Так как 2l > n, то ∫
Rn

(
1 + |ξ|2)−l

dξ <∞.

C учетом эквивалентности введенных в Hl+k норм имеем∑
|α|�k

|Dαu(x)| � C‖u‖l+k.

Эта оценка равномерна по x ∈ Rn, поэтому для всех u ∈ S
‖u‖Ck � C ‖u‖l+k . (5.90)

Теперь пусть um ∈ S, m = 1, 2, . . . , и um → u ∈ Hl+k в норме про-
странства Hl+k. Если мы докажем, что последовательность {um} фунда-
ментальна в норме Ck(Rn), то в силу полноты последнего пространства
теорема будет полностью доказана. Из неравенства (5.90) следует, что

‖um1 − um2‖Ck � C ‖um1 − um2‖l+k .

Последовательность {um}фундаментальна вHl+k, т.е. ‖um1 − um2‖l+k →
0 при m1,m2 → ∞. Поэтому ‖um1 − um2‖Ck → 0 при m1,m2 → ∞. Зна-
чит, {um} фундаментальна в Ck(Rn). Теорема доказана.

5.7.3. Априорная оценка

Как приложение результатов предыдущего параграфа получим априор-
ную оценку Hk–решений (5.84), k � 1. Рассмотрим систему (5.84) Rn+1.
Пусть f(t, x) финитна в Rn+1, а ψ(x) — финитна в Rn. Пусть далее f(t, x)
имеет в QT производные с суммируемым квадратом до порядка k вклю-
чительно, элементы матрицы B имеют ограниченные в QT производные
до порядка k включительно, а элементы Aj имеют ограниченные в QT

производные до порядка k+1 включительно. Тогда справедлива оценка∫
Gτ

∑
|α|�k

(Dαu,Dαu) dx � C

[∫
G

∑
|α|�k

(Dαu,Dαu) dx

+
∫
Ωτ

∑
|α|�k

(Dαf,Dαf) dxdt
]
, (5.91)

где C зависит только от матриц Aj , B и их производных.
Докажем это для постоянных Aj , B. Применим Dα к системе (5.84)

и обозначим w = Dαu. Тогда

wt +
n∑

j=1

Ajwxj +Bw = Dαf
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и из энергетического неравенства (5.89) для w получаем∫
Gτ

(Dαu,Dαu) dx � C1

[ ∫
G

(Dαu,Dαu) dx+
∫
Ωτ

(Dαf,Dαf) dxdt
]
.

Суммируем по |α| от 0 до k, получаем искомую оценку.

5.7.4. Существование решения задачи Коши
системы с постоянными коэффициентами

Теперь рассмотрим в полосе QT = {0 � t � T, x ∈ Rn} систему (5.84) с
постоянными коэффициентами

ut +
n∑

j=1

Ajuxj +Bu = f(t, x),

где Aj, B —матрицы с постоянными элементами, Aj — симметрические,
а B удовлетворяет условию (Bu, u) � (u, u). Ищем решение задачи Коши
с начальным условием

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(x), ϕ ∈ Sx. (5.92)

В дальнейшем мы исследуем две задачи:
I) L(u) = 0, u

∣∣∣
t=0

= ϕ0(x).

II) L(u) = f, u
∣∣∣
t=0

= 0.
Сумма их решений дает решение общей задачи (5.84), (5.92). Рассмотрим
сначала случай f ≡ 0. Предположим существование решения u(t, x) ∈ Sx

для всех t. Применим к обеим частям равенства (5.84) в этом случае
преобразование Фурье по x:

û(t, ξ) =
∫

Rn

e−i(x,ξ)u(t, x)dx.

Тогда задача Коши (5.84), (5.85) примет вид:

ût +
n∑

j=1

iAjξjû+Bû = 0, (5.93)

û(0, ξ) = ϕ̂(ξ). (5.94)

Мы получили систему обыкновенных линейных дифференциальных
уравнений первого порядка с параметрами ξ1, . . . , ξn. Для такой системы
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задача Коши имеет решение. Таким образом в QT существует û(t, ξ)—
решение системы (5.93) с начальным условием (5.94). Рассмотрим инте-
грал

u(t, x) = (2π)−n

∫
Rn

ei(x,ξ)û(t, ξ)dξ. (5.95)

Предложение 13. Интеграл (5.95) дает решение задачи Коши I для
системы (5.84) с постоянными коэффициентами, с начальным услови-
ем (5.92).

Выведем оценку для |û(t, ξ)|. Для этого запишем систему, комплексно
сопряженную к (5.84):

ût −
n∑

j=1

iAjξjû+Bû = 0. (5.96)

Умножим систему (5.93) на вектор û, а (5.96) на û и сложим их с учетом
того, что

ûtû+ ûtû = |û|2t ,
(
iAjξjû, û

)
=
(
û, iAjξjû

)
.

Получим
|û|2t +

(
Bû, û

)
+
(
Bû, û

)
= 0. (5.97)

Здесь выражения
(
Bû, û

)
и
(
Bû, û

)
представляют собой билинейные

формы относительно û и û. Поэтому из (5.97) следует оценка |û|2t �
M · |û|2. Обозначим v = |û|2. Тогда vt � Mv. Умножим последнее нера-
венство на e−Mt. Получим

d

dt

(
e−Mtv

)
� 0.

Интегрируя это неравенство по t от нуля до t, получаем e−Mtv(t)−v(0) �
0. Отсюда v(t) � eMtv(0). Это означает, что

|û(t, ξ)|2 � eMT
(|ϕ̂(ξ)|2) ∀ t ∈ [0, T ]. (5.98)

Теперь оценим старшие производные функции (5.95). Покажем, что

û(t, ξ) ∈ S ∀ t ∈ [0, T ],

т. е. для любого полинома P (ξ) и любого α

|P (ξ)Dαû| � MP,α = const . (5.99)
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Умножая (5.98) на любой полином и, учитывая, что ϕ̂0 ∈ S, получим
оценку (5.99) при α = 0. Теперь заметим, что систему обыкновенных
дифференциальных уравнений можно дифференцировать по параметру
ξ (т.к. решение гладко зависит от параметра). Получим аналогичную
систему для совокупности Dαû = vα, |α| � M (изменится только B) и
vα(0, ξ) = Dαϕ̂0(ξ). Поэтому∑

|α|�M

|vα| < CM

∑
|α|�M

|Dαϕ̂0(ξ)| ,

откуда и следует (5.99) для |α| > 0.
Таким образом, интеграл

u(t, x) = (2π)−n

∫
Rn

ei(x,ξ)û(t, ξ)dξ

сходится и определяет некоторую функцию u(t, x) ∈ S. Проверим, что
u(t, x) дает решение задачи I). Заметим, что

Dαu(t, x) = (2π)−n

∫
Rn

ei(x,ξ)(iξ)αû(t, ξ)dξ

в силу равномерной сходимости интеграла. Функцию u(t, x) можно то-
же дифференцировать по t под знаком интеграла, так как ût(t, ξ) из
(5.96) линейно выражается через û с коэффициентами, зависящими от
ξj. Подставим u(t, x) в систему I), получим, что u(t, x) есть решение I).
Чтобы построить решение u ∈ Hk из пространств Соболева, сначала

получим равномерные оценки решений u(t, x) ∈ S, построенных выше.
Из равенства Парсеваля, в силу неравенства (5.99), следует∫

Rn

|u(t, x)|2 dx � C

∫
Rn

|ϕ0|2dx.

Далее, из D̂αu = (iξ)αû(ξ) и (5.98) получаем, что

|(iξ)α|2 |û(ξ)|2 � |(iξ)α|2 |ϕ̂(ξ)|2,

откуда из равенства Парсеваля также получаем, что∫
Rn

∑
|α|�M

|Dα
xu|2 dx � C

∫
Rn

∑
|α|�M

|Dα
xϕ|2 dx . (5.100)



252 Глава 5. Гиперболические уравнения и системы

Решим теперь задачу I), если ϕ0 ∈ Hm. В пространстве Hm введена
норма

‖u‖2m =
∫

Rn

∑
|α|�M

|Dαu|2 dx.

Если ϕ0 ∈ Hm, то это означает, что существует последовательность
ϕk

0
k→+∞−→ ϕ0 в норме Hm и ϕk

0 ∈ S для любых k = 1, 2, . . . Для на-
чальных условий u

∣∣∣
t=0

= ϕk
0 , k = 1, 2, . . . , мы уже построили решение

uk(t, x) задачи Коши (5.84), (5.92). Покажем, что

Лемма 12. Решения uk → u задачи Коши (5.84), (5.92) ( uk(0, x) =
ϕk

0) при k → ∞ в норме Hm равномерно по t. Предельная функция u
является решением задачи I) с начальной функцией ϕ0.

Последовательность ϕk
0 фундаментальна в Hm. Следовательно,∫

Rn

∑
|α|�M

∣∣∣Dαϕk
0 −Dαϕl

0

∣∣∣ dx =
∥∥∥ϕk

0 − ϕl
0

∥∥∥2

m
→ 0, при k, l →∞.

Из неравенства (5.100) следует, что∫
Rn

∑
|α|�M

∣∣∣Dαuk −Dαul
∣∣∣ dx � C

∫
Rn

∑
|α|�M

∣∣∣Dαϕk
0 −Dαϕl

0

∣∣∣ dx,
или ∥∥∥uk − ul

∥∥∥
m

� C
∥∥∥ϕk

0 − ϕl
0

∥∥∥
m

для любого t. Значит, последовательность uk фундаментальна в Hm,
причем сходимость равномерна по t. Воспользуемся теоремой вложения:
если u ∈ Hs+r и 2r > n, то u ∈ Cs(Rn). Кроме того, если последователь-
ность um сходится в Hs+r, то она сходится в Cs(Rn). Было доказано,
что

‖u‖Cs � M ‖u‖Hs+r
.

Представим m = s+ r и предположим, что s � 0 и 2r > n. Тогда∥∥∥uk − ul
∥∥∥

Cs
� C̃

∥∥∥uk − ul
∥∥∥

m
� C

∥∥∥ϕk
0 − ϕl

0

∥∥∥
m
.

Это означает, что uk → u равномерно по t, x вместе со всеми производны-
ми по x до s-го порядка включительно. Функции uk(t, x) и производные
по x до порядка s включительно от uk(t, x) сходятся равномерно по t
и x, но производные по t от uk(t, x) выражаются через производные по x
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из системы I) и систем, полученных из нее дифференцированием по t
и x. Поэтому любые производные по t, x до порядка s включительно от
uk(t, x) сходятся равномерно в Rn+1 при k →∞. Переходя к пределу при
k → ∞ в системе I), получим, что предельная функция u ∈ Cs, s � 1,
есть решение системы I) с начальным условием u

∣∣∣
t=0

= ϕ0, ϕ0 ∈ Hm.

Для того чтобы s � 1, нужно брать m �
[

n
2

]
+ 2.

Пример. Рассмотрим волновое уравнение

utt −Δu = 0, Δu =
n∑

j=1

uxjxj .

Задача Коши:
utt −Δu = 0, (5.101)

u
∣∣∣
t=0

= ϕ0, ut

∣∣∣
t=0

= ϕ1

сводится к задаче Коши для симметрической системы первого по-
рядка с постоянными коэффициентами. Рассмотрим вектор-функцию
(u, ut, ux1 , . . . , uxn), число компонент N = n+2. Переобозначим их следу-
ющим образом

(
u, u0, u1, . . . , un

)
. Решение задачи Коши (5.101) очевидно

удовлетворяет системе⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ut − u0 = 0

u0
t −

n∑
j=1

uj
xj = 0

uj
t − u0

xj
= 0, j = 1, . . . , n

(5.102)

с начальными условиями ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
u
∣∣∣
t=0

= ϕ0

u0
∣∣∣
t=0

= ϕ1

uj
∣∣∣
t=0

= ∂ϕ0

∂xj
.

Итак, решение задачи Коши для волнового уравнения является реше-
нием задачи Коши для симметричной системы. Обратно, пусть имеется
решение задачи Коши (5.102). Покажем, что u есть решение волнового
уравнения с условиями (5.101). Для этого нужно доказать, что

uj = uxj , j = 1, . . . , N.
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Последние n уравнений системы можно записать в виде

∂

∂t

(
uj − uxj

)
= 0, j = 1, . . . , n.

Следовательно, uj − uxj не зависит от t. Но при t = 0 имеем uj = uxj .
Значит, это верно и для любого t.

5.7.5. Принцип Дюамеля

Рассмотрим теперь задачу II⎧⎪⎨⎪⎩
ut +

n∑
j=1

Ajuxj +Bu = f(t, x),

u
∣∣∣
t=0

= 0

для системы с постоянными коэффициентами. Решение этой задачи по-
лучим с помощью интеграла Дюамеля. Для этого рассмотрим решение
v(t, x, τ) задачи I вида⎧⎪⎨⎪⎩

ut +
n∑

j=1
Ajuxj +Bu = 0

u
∣∣∣
t=τ

= f(τ, x).

Будем предполагать, что
1. f ∈ C∞(Q),
2. f ∈ Sx для любого t, причем постоянные не зависят от t.
Здесь Q = {0 � t � T ;x ∈ Rn}. Мы показали, что v(t, x, τ)— бесконечно
дифференцируемая функция t и x. Рассмотрим интеграл Дюамеля

u(t, x) =

t∫
0

v(t, x, τ)dτ.

Докажем, что этот интеграл дает решение задачи II.
Легко видеть, что u

∣∣∣
t=0

= 0. Далее, из представления v(t, x, τ) с помо-
щью интеграла Фурье, учитывая свойства функции f(t, x), выводим, что
v(t, x, τ), vt(t, x, τ) и vxj (t, x, τ) непрерывно зависят от τ . Далее имеем

ut(t, x) =

t∫
0

∂v

∂t
dτ + v(t, x, t).
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Так как v(τ, x, τ) = f(τ, x), то

ut(t, x) =

t∫
0

∂v

∂t
dτ + f(t, x), uxj(t, x) =

t∫
0

∂v

∂xj
dτ.

Следовательно,

ut +
n∑

j=1

Ajuxj +Bu =

t∫
0

(
vt +

n∑
j=1

Ajvxj +Bv
)
dτ + f(t, x) = f(t, x),

так как
vt +

n∑
j=1

Ajvxj +Bv = 0.

Задача 5. Докажите, что полученное решение задачи II является бес-
конечно дифференцируемой функцией от x и t. Какую гладкость имеет
решение задачи II, если f(t, x) имеет лишь конечное число производных
по t?

Задача 6. Доказать, что для любого гиперболического уравнения вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами задача Коши сводится к
задаче Коши для симметрической системы первого порядка.

5.8. Обобщенное решение задачи Коши

Рассмотрим задачу Коши для системы с постоянными коэффициентами:

L(u) = ut +
n∑

j=1

Ajuxj +Bu = 0, (5.103)

с начальным условием

u
∣∣∣
t=0

= ϕ0(x), ϕ0 ∈ L2(Rn).

Ранее мы построили решение u(t, x) этой задачи Коши при ϕ0 ∈ S. Опре-
делим слабое решение задачи Коши (5.103). Для этого выведем инте-
гральное тождество, которому это решение удовлетворяет. Пусть вектор-
функция Φ(t, x) непрерывна и ограничена в Q = {0 � t � T ;x ∈ Rn}
вместе с производными первого порядка, т. е. Φ ∈ C1(Q), и пусть
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Φ
∣∣∣
t=T

= 0. Умножая уравнения системы на вектор Φ, интегрируя по
области QM = {0 � t � T ; |x| � M}, получим∫
QM

(
ut+

n∑
j=1

Ajuxj +Bu,Φ
)
dx dt=−

∫
QM

[
(u,Φt)+

n∑
j=1

(u,AjΦxj)−(u,B∗Φ)
]
dx dt

+
∫

|x|=M

n∑
j=1

(Φ, Aju) cos(n, xj)dS +
∫

t=T
|x|�M

(u,Φ)dx−
∫

t=0
|x|�M

(ϕ0,Φ)dx = 0.

Перейдем теперь в этом равенстве к пределу при M → ∞. Очевидно,
что ∫

|x|=M

n∑
j=1

(Φ, Aju) cos(n, xj)dS → 0

при M → ∞, так как u ∈ S равномерно по t, а Φ — ограничена в Q.
Поэтому получаем интегральное тождество:∫

Q

[
(u,Φt) +

n∑
j=1

(u,AjΦxj )− (u,B∗Φ)
]
dx dt+

∫
t=0

(ϕ0,Φ)dx = 0.

Это интегральное тождество и положим в основу определения обобщен-
ного решения задачи Коши (5.103).

Определение 12. Вектор-функция u ∈ L2(Q) называется обобщенным
решением задачи Коши (5.103), если для любой вектор функции Φ(t, x)
такой, что
1. Φ ∈ C1(Q), Φ,Φt,Φxj ∈ L2(Q);

2. Φ
∣∣∣
t=T

= 0, Φ
∣∣∣
t=0

∈ L2(Q);
выполняется равенство:∫

Q

[
(u,Φt) +

n∑
j=1

(u,AjΦxj )− (u,B∗Φ)
]
dx dt+

∫
t=0

(ϕ0,Φ)dx = 0,

или ∫
Q

(u,L∗(Φ)) dx dt +
∫

t=0

(ϕ0,Φ)dx = 0,

где L∗(Φ) = Φt +
n∑

j=1
AjΦxj −B∗Φ.
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Предложение 14. Для любой начальной вектор-функции ϕ0 ∈ H0 су-
ществует единственное обобщенное решение задачи Коши (5.103).

Задача 7. Доказать, что если обобщенное решение задачи Коши име-
ет непрерывные производные по t и по x, удовлетворяет начальному
условию u

∣∣∣
t=0

= ϕ0, то u(t, x) удовлетворяет системе (5.103) в обычном
смысле.

Докажем существование обобщенного решения задачи (5.103) при
условии, что ϕ0 ∈ H0. Приблизим ϕ0(x) ∈ H0 функциями ϕk

0(x) ∈ S

так, что ϕk
0(x)

H0−→ ϕ0(x) при k → ∞. Пусть uk(t, x)— соответствующее
решение задачи Коши:

L(uk) = 0, uk
∣∣∣
t=0

= ϕk
0 .

Очевидно, uk(t, x) является также и обобщенным решением этой задачи
Коши. Используя доказанную ранее энергетическую оценку∫

Q

u2 dx dt � C

∫
Rn

ϕ2dx,

для разности решений uk1 − uk2 , получим∫
Q

∣∣∣uk1 − uk2

∣∣∣2 dxdt � C

∫
Rn

∣∣∣ϕk1
0 − ϕk2

0

∣∣∣2 dx.
Отсюда следует, что uk —фундаментальная последовательность в H0, и,
следовательно, uk(t, x) → u(t, x) при k →∞ в норме L2(Q). Так как для
uk выполнено интегральное тождество∫

Q

(
uk, L∗(Φ)

)
dx dt +

∫
t=0

(ϕk
0 ,Φ)dx = 0,

то, переходя к пределу при k →∞, получим∫
Q

(u,L∗(Φ)) dx dt +
∫

t=0

(ϕ0,Φ)dx = 0,

т. е. u(t, x) является обобщенным решением задачи Коши. Таким образом
доказана теорема существования.
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Для доказательство единственности применим принцип Хольмгре-
на. Пусть u1, u2 ∈ L2(Q) являются обобщенными решениями задачи Ко-
ши (5.103). Тогда ϕ = u1 − u2 удовлетворяет интегральному тождеству:∫

Q

(ϕ,L∗(Φ)) dxdt = 0

при любой вектор-функции Φ с указанными выше свойствами. Подста-
вим в это равенство функцию Φ, которая в Q является решением задачи
Коши

L∗(Φ) = Φt +
n∑

j=1

AjΦxj −B∗Φ = F, Φ
∣∣∣
t=T

= 0,

где F ∈ C∞
0 (Q). Решение Φ этой задачи существует, как доказано выше,

и удовлетворяет требуемым условиям. Отсюда имеем∫
Q

(ϕ,F ) dxdt = 0

для любого F ∈ C∞
0 (Q), но это значит, что ϕ = 0 почти всюду, и u1 = u2

в Q. Что требовалось доказать.

Замечание 21. При построении решения задачи Коши для системы
первого порядка, мы существенно использовали тот факт, что на конеч-
ном временно́м интервале влияние младших членов в системе не суще-
ственно. Экспоненциальный рост константы в оценке (5.98) при t → ∞
не случаен. Приведем пример так называемого телеграфного уравнения

∂2
t u = Δu+ 2b∂tu, x ∈ Rn, t > 0.

В неустойчивом, относительно младшего члена, случае b > 0 это
уравнение имеет решение

u(x, t) = cos(kx+
√
|k|2 − b2) ebt, k ∈ Rn, |k| > b,

ограниченное при t = 0 и экспоненциально растущее при t → ∞, в то
время как решение волнового уравнения с теми же начальными данными
будет ограниченным.
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