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1. МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

§ 1.1. Метрика. 

Как возникает понятие метрического пространства? Напомним; чtо определения предела 
·числовой последовательности и числовой функции числоsоrо аргумента основа.ны на поня­

_тии расстояния меЖду точками числовой прямой. Естественно попытаться ввести расстояние 
между элементами произвольного множества, чтобы распространить основную операцию 
математического анализа - предельный переход - на отображения множестs различ1:1ой при­
роды, а также, по возможности, перенести на этот более общий случай основные свойства 

числовых множеств и числовых функций, сsязанные с понятю1ми расстояния и предела. Эти 
соображения и очевидные свойстsа расстояния на числовой прямой приводят к общеприня­

тому теперь определению метрического пространства, впервые сформулироsанному в 1906 
году французским математиком М. Фреше (М. Frechet). 

Определение. Пусть Х - произвольное неnустое миожестsо. Функция р : Х х Х ➔ II 
называется метрикой (или расстоянием) на (или в) Х, если выполнены условия (аксиомы): 

(1) 'rlx е Х 'rly е Х: р(х,у) ~ О, причём (р(х,у) =О)~ (х = у) (аксиома положительной 
определённости метрики); 

(2) 'rlx е Х 'rly е Х: р(х,у) = р(у,х) (аксиома симметрии); 

(3) 'rlx е Х 'rly е Х 'rlz е Х: р(х,у) ~ p(x,z) + p(z,y) (аксиома треугольнИ1<а). 
Пара (Х,р) называется метрическим пространстsом (дnя удобства будем пользоваться также 

аббревиатурой МП). Если понятно, о какой метрике идёт речь, то говорят о МП Х sместо ( Х, р ). 

&:ли в определении МП аксиому(\) заменить условием: 

(!а) 'rlxeX'rlyeX: р(х,у)~О, причём (х=у)⇒ (р(х,у)=О) (аксиома неотрицатель­
ной определённости метрики), 

то в этом случае р называется псевд,,метрикой, или полуметрикой, а пара (Х,р) -
псевдометрическим, или полуметрическим, пространством. Если псевдометрика р не 

является метрикой, то II этом случае р называют также выроЖденной метрикой, а термин 

"метрика" замеt~яют на термин "невырожденная метрика". · 
Замечание. Обращаем вt~имание tia то, что две различные метрики (псевдометрики) 

Р1 : Х х Х ➔ IR и Р2 : Х х Х ➔ ~ (tia о.nном и том же множестве Х) порождают два разных 

метрических (пссвдометрических) пространства (Х,р1) и (Х,р2). 
Пусть (Х, р) - псевдометрическое простраt1ст110. Назовём элемеt~т хе Х эквивалентным 

элементу у е Х, если р(х,у) = О, вводя тем самым отношение эквивалентности в Х. 

(Проверьте это!) Пусть х - обозначение класса эквивалентности, который порождается эле­

ментом х е Х , и пусть Х - множество классов эквиsалентностн, отвечающих рассматривае­
мому отношению эквивалентности. Тогда на .Х можно ввести метрику р посредством 
формулы 

р(х,у)=р(х,у), хех, уеу. (1.1) 

Полученное с помощью оuисанной процедуры из псевдометрического пространства (Х,р) 

метрическое пространство (Х, р) называют фактор-пространством, отвечающим данной 

псевдометрике р, и говорят, что переход от псевдометрики р к метрике р осуществляется 

путём отождествления тех элементов х иу вХ, для которых р(х,у) =О . 

Упражнения. 1.1.1. Проверьте корректность определения функции р: Х х Х ➔ ~. зада­

ваемой формулой (1.1), и докажите, что она является метрикой в Х. 
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1.1.2. Пусть (Х ,р) - МП. ДокажJ,Jте неравенства: 
(а) '<:/хе Х 'vy е Х 'rlz е Х: р(х,у) :2: lp(x,z)- p(z,y)I ; 
(б) 'rlx е Х 'rly е Х 'rlz е X 'rlw е Х: lp(x,y)- p(z, w)I:<; p(x,z) + р(у, 1v) 

(неравенство четырёхугольника); 
(в) 'rl{xpx, , ... ,х.} с Х : р(х1 , х.)$ р(Хр х2 ) + р(х,, х3)+ ·· · + p(x,,_i,·x, ). 

1.1.3. Покажите, что система аксиом (1) - (3) равносильна следующей системе аксиом: 
(!') 'rl(x, у) е ХхХ: (р(х,у) =О)~ (х= у); 
(2') V(x, y,z) е Х х ХхХ: р(х,у) $ p(x,z)+ p(y,z). 

(В этой новой системе аксиом порядок записи элементоs существен, так как здесь изна­

чально не предполагается симметрия.) 
1.1.4. Проверьте, что для любого непустоrо множества Х является метрикой функция 

{о, х=у, Х) 
р( х, у) = (дискретная метрика на . 

1, X'FY, 
Замечание. Как видно из упр.1.1.4, любое непустое множество можно превратить в МП, 

задав на нём некоторую метрику. 

(Кл . """) П 1m"= {x=(x1,x2 , .. • ,x,)l 'vie {1,2, ... ,1:1}:х; e!R} 
1.1.5. ассические метрики в "" . усть "" • 

Проверьте, что (Х, р) -МП, если: 

(а) Х = l!t, р(х,у) =lx- yl (естественная метрика на прямой); 
п 

(б) X=i!t", р2(х,у)= ~)х1 -у1 ) 2 , х=(х1 ,х2 , ... ,х, ), у=(у1 ,у2 , ••• ,у,) (евклидова 
i=I 

метрика в~•. арrументацию выбора индексов у р в пунктах (б), (в) и (г) см. 8 пункrе (д)); 

(в) X=ot", p.,,(x,y)=max l x1 -y1 1,x=(x1,x2 , ... ,x,), у=(у1 ,у2 , ... ,у.) (чебышёвская 
ISi:Sn 

метрика в 11° ); 

(г) Х=~•. p,(x,y)=fJx;-Yil, х = (х1 ,х2 ,.· .. ,хп), у=(у1 ,у2 , . .. ,уп) ("уличная"мет-
i=t 

рика в IR", при п = 2 такая метрика естественно возникает 8 городах с nрямоуrольной 
планировкой, где расстояние между объектами измеряется еsклидовой дnиной кратчайшего 
пути, соединяющего их при движении по улицам); 

1 

(д)' X=IR", Pp(x,y)=(i: IX;-Y;IP )-;;• х=(х1,Х2,···•Хп), у=(У, ,У2,···•Уп), 1Sp< 00 

1=1 

(р-метрика Минковскоrо в IR" ). В частности, при р = 1 получается "уличная" метрика, а при 

р = 2 - евклидова. Докажите, что 'rlx е IR1." 'rly е ~• 'rlp е (!, + оо) 'rlq е [!, +оо): 
(р < q) ⇒ (р,.(х,у):,; р /х,у) ~ р р(х,у) $ р 1 (х,у) $ пр,. (х,у) ) . (1.2) 

Покажите, что Hm р р(х,у) = р.,(х,у); 
p-► QO 

п 

(е)' X=IR1.", Pp(x,y)=Llx1 - y1 jP, х=(х"х2 , ... ,хп ), у=(У,,У2, ... , у.), 0<р$1. 
i=I 

Докажите, что 'rlx е IR1." 'rly е IR" 'rlp е (О, J] 'rlq е (О, 1]: 
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(р < q) =:> ( P,pq (х,у) 5. р;(х,у) S р;(х,у) S п • р ;"(х,у)). 

1.1.6. (Классические метрик.и в семействе неnрерывных функций C(a,bJ.) Проверьте, что 
(Х,р) - МП, если: 

(а)Х = C[a,bJ, р., (х,у) = max I x(t) - y(t) 1, х = x(t), у= y(t) (чебыщёвская М"'"'ика в 
aS.IS.b t ....- .. у 

С[а,Ь], аргументацию выбора индексов у р в nунктах (а), (б) и (е) см. в пункте (г)); 
ь 

(б) Х=С[а,Ь), Р, (х,у) = f i x(t) - y(t)ldt, x=x(t),y=y(t) (интегральная 1-метрика 
о 

Мииковского в С[а,Ь)); 

ь 

(е) Х = С[а,Ь], Р, (х,у) = f (x(t)- y(t))2 dt, х = x(t), у= y(t) (интегральная 2-метрика 

.Минковского в C[a,bJ); 

1 

и· х = с, .. ь~. р' (х,у) = и I х(,)-уС,) 1' "'у. х = ,(<).у = у(,), 1 < р < ~ '"><=t>"'~ 

ная р-метрика Минковского в C[a,bJ). Докажите, что 

'r/x е С[а,Ь] 'r/y е С[а,Ь] 'vp е [l, + ао) 'r/q е [1, + ао): 
1 1 

(1.3) 

Pp(x,y)S(b-a)P р.,(х,у). (1.4) 
Покажите, что lim р Р (х,у) = р., (х,у). 

р➔«> 

ь 

(д)' X=C[a,bJ,pp(x,y)= f lx(t ) - y(t)IPdt, x=x(t), y=y(t), O<pSI. 

Докажите, что 'vx е С[а,Ь] 'r/y е С[а,Ь) 'r/p е (О, 1] 'vq е (О, 1]: 

(р < q) ⇒ (р; (х,у) S (Ь-а)' ·р р;(х,у)). 

1.1.7. (Классические метрики в семействах числовь1х последовательностей.) Проверьте 
что (Х,р) - МП, если: ' 

(а) Х = l.,, где 1,,, = {х= {х. };. , l('rln е N:x. е IRt)л(sup l x. l<ao)}, р., (х,у) = sup I хп - Уп i , 
n e N nc;N 

х = {х.};а,, У= {у.};_ , ; (МП ограниченных последовательностей.) 

(Аргументацию выбора индексов у l и р в пунктах (а), (б) и (в) см. в пункте (г).) 

(б) Х = 11, где /1 = {х ~ {х. };.1 l('r/n е N: х. е IRt)л <f lхп 1 < ао)}, р 1 (х,у) = f I х1 - у1 1, 
n 1111 I ;:;;;J 
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., ., 
(е)Х = /2 ,где/2 = {х = {х.};_ 1 l(Vn е N:x. е IRt)л (L х; <. ао)} ,р2 (х,у) = L (х1 - у;)2 , 

i.:I 

"' 
(;)• Х = /Р, где /Р = {х = {х.};~ 1 l(Vn eN: х. е IRt)л(L I х. IP < ао)}, 

1 

р р(х,у) =(f I х1 - у1 IP ); , х = {х.};.1> у= {у.};. 1 , 1 S р < ао. 
1- 1 

В частности, при р = 1 получается пространство (11, р1 ), а при р = 2 - пространство (12 , р2 ). 
Докажите, что при I s р < q 5. оо имеет место включение l Р с lq и для 'v'x е /1 'r/y е /1 справед-

ливы неравенства: 

р., (х,у) S р q (х,у) 5. р Р (х,у) 5. Р1 (х,у) . (1.5) 

Покажите, что lim р р(х,у) = р.,(х,у). 
р➔«> 

., 
(д)' X=lp,гдelp={x={x.};_ , l ('vneN:x.elRt)л(L l x. lP <оо)}, 

п-1 

., 
Рр(х,у) = L I х1 - у1 IP, х = {х.};:'. 1 , у= {у.};:'_ 1 , О< р 5.1.Докажите, что при О< р < q s l 

i=I 

имщ место включение / Р с lq и для 'v'x е / Р 'rly е / Р справедливы неравенства: 

p,pq (х,у) 5. р: (х,у) 5. р; (х,у). 

(е) Х ,,; s, где s = IRtN - семейство всех числовых последовательностей, 

( ) ~ 1 lхп - Упl { }"' {у}"' 
Р, х,у = L., 1 1 ,.х= х. n= I • у= п n = I · 

••I 2" + х. - Уп 

1.1.8'. Проверьте, что (Х р•Рр) - псевдометрическое пространство, если Х Р - ~мейство 

вещественных функций х = x(t), определ/!lfRЪIХ на [а,Ь], за исключением, возможно, 

конечного множества точек, и 

ь f I x(t) lp dt < оо, 
а 

где интеграл nонимается в смысле Римана, но может быть и несобственным, а 
1 

р,(х,у) •UI х(,) - у(,) 1' d,)', х = <{,).у = у(<), 1 < р < ro. 

Переходя с помощью оnисанной выше процедуры к фактор-пространству, отвечающему 
р 

псевдометрике Рр, получаем метрическое пространство, которое обозначается($., [а,Ь], Рр) или 

просто fR,P[a,b] (для соответствующей не1Jырожденной метрики сохраняем обозначение Рр). 
• Р т• Докажите, что при 15. р < q < оо имеет место включение fR, (а,Ь] с:Я [а,Ь] и для 'rlx е"" [а,Ь] 

'rly е :Я'[а,Ь] справедливо неравенство 
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' 1 

(1.6) 

Замечания. 1) Таким же образом определяются при pe(I,+oo) МП <'RP[a,+oo), 

<'RP (-«>,а] к <'RP (-«>, + оо), но в этом случае аналогичные включения, равно как и включения 
в друrую сторону, а также неравенства типа (1.6) не имеют места,_ (дайте соответствующую 
арrументацию!) 

р 

2) Ничем принципиально не отличается построение МП (<'R [а,ЬJ, р Р) при О < р $1, если 

определить р Р следующим образом: 

ь 

Рр(х,у)= fix(t)-y(t)IPdt, x=x(t), J! ,=y(t). 

р . 

3) Можно ввести понятие МП (<'R [а,Ь], р Р) и при р = оо, но мы не будем этого делать из-за 
необходимости существенного усложнения определений множества Х"и метрики р.,. Такие 

и даже более общие пОСiрОения (как и при дpyrnx ре[!, + оо)) традиционно проводятся в курсе 
функционального анализа с использованием понятий измеримой функции и интеrрала 

Лебега. Оrметим также, что если <'R(a,h] - семейство собственно интеrрируемых по Риману 

функций на отрезке (а,Ь] (не путать с Ж'[а,Ь]!), то <'R(a,b] содержится в пересечении всех 
р 1 р 

<'R [а,Ь] при I S. р < оо, но не совпадает с ним, так как, например, функция x0(t) = ln- e<'R (0,1] 
. t 

при всех ре [1,+оо), но x 0 (t) ~<'R[O,IJ. 

4) О связи между МП (С[а,ЬJ,Рр) и (<'R'[a,b], Рр) речь пойд~т ниже (см. з.u.~ечание об 
изометрической экв1•валентности в § 1. 7). 

1.1.9. Проверьте,-,ято (В,р8) - МП, если В = В(Х) - семейство оrраниченных числовЫл 

функций на произвольном нелустом множесл~е Х, а p 8 (f,g) = sup 1 /(х)- g(x) 1, / = f(x), 
хеХ 

g=g(x) . 

Это МП является частным случаем МП, рассмотренного в следующем упражнении. 
1.1.10. Пусть Х- непустое множество и (Y,Pr) - МП. Рассмотрим семейство 

В= В(Х,У) = {/ = /(х) 1 (/: Х ➔ У) л(sup {p(f(xi),f(x, )) 1 х1 е Х (i = 1,2)} < +«>))} 
оrраниченНЬ1х отображений из Хв У. Докажите, что функция p 8 (f,g) = sup Pr (/(x),g(x)), 

хоХ 

f = f(x), g = g(x), является метрикой на В. 

1.1.11. (Угловые метрики на прямой.) Проверьте, что (IR, р) -МП, если: 

(а) p(x,y);/arctgx-arctgy/. (В этом пространс-rве расстояние между точками xelR н 
' . у е R. измеряется величиной угла, под которым из точки (0,1) плоскости IR виден отрезок, 

соединяющий эти точки, если IR отождествить с осью абсцисс.) 
(б)' р(х,у) = arctg I х-у/. (В этом пространстве расстояние между точками х е IR и у е IR 

измеряется величиной угла, под которым из точки (х,1) (или из точки (у,1)) плоскости R.2 
виден отрезок, соединяющий эти точки, если IR отождествить с осью абсцисс.) 

Следующее упражнение, как обобщение предыдущего, да~ возможность по одной мет­
рике строить на том же множестве другие метрики, обладающие при этом какими-нибудь 
дополнительными свойствами, например. оrраниченностью. 
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1.1.12.* Пусть (Х,р) - МП и ~: [О,+ оо) ➔ [О,+оо) - функция, удовлетворяющая следую­
щим условиям: (а) (91(и) =О)<::> (и = О); (6) ~(и) не убывает на [О,+оо); (в) 91(и) вогнута на 
[0,+оо). Докажите, что р(х,у) = 91(р(х,у)) - метрика вХ. 

1.1.13. Пусть (Х,р) - МП. Покажите, что Р; ,1 S.i,.,; 3, являются метриками на Х, а Р;, 

4 :s; i $ 7, вообще говоря, - нет. В случае 4 :s; i :s; 7 приведите примеры конкретных МП 

( Х, р) таких, что Р; не являются метриками на Х. 

р1 (х,у) 1 
р(х(,у) ); р2 (х,у) =min{p(x,y),I}; р3(х,у) =.Jp(x,y); 
+ р х,у 

Р 4(х,у) = р'(х,у); р5 (х,у) 1 
1( ) ; р6(х,у) =2р(х,у) - 1; р,(х,у) =✓~l_+_p_2 _(x-,y-)-1. 

+р х,у 

В качестве пр11мера решения подобных упражнений рассмотрим р6(х,у) для естественной 

метрики р (х,у) = jx-у/ на числовой оси. Эта функция не является метрикоii на IR, так как, 
хотя она, очевидно, удовлетворяет аксиомам (1) и (2), но не удовлетворяет аксиоме (3). В 
самом деле, для р 6 (х,у) аксиома треугольника принимает вид: 

Vx е IR Vy е IR Vz е IR : 2 lx-yl -1 s; (21x-z! -1) + (21z-yl -1), 

что неверно, например, при х = О, у = 2, z = 1 . 

Замечание. Обращаем внимание на оrраничеиность метрик р1 (х,у) и р2 (х,у) незави­
симо от ограниченности или иеоrраниченностн метрики р(х,у) . 

§ 1.2. Шары и сферы в МП. Ограниченные множества в МП. 
Подпространства в МП. 

В метрических пространствах можно ввести некоторые простейшие rеш .етрические ПОНЯ111Я. 
Определение. Пусть ( Х, р) - МП. Оrкрытым шаром радиуса r > О с центром в точке 

а е Х называется множество 

Ur(a) ={хе Х: р(х,а) < r} . 
Замкнутым шаром радиуса;- с центром в точке а е Х называется множество 

Кг(а) = {хе Х: р(х,а) S.r}. 
Сферой радиуса r с центром в точке а е Х называется множес-rво 

S, (а)= {хе Х: р(х,а) = r}. 
Замечание. Отметим, что введение такой терминологии мотивируется, очевидно, тем, 

что в МП (IR3
, р2 ) из упр.1.1.5(6) определённые выше шары и сферы, без существенной 

потери общности, можно рассматривать как обычные шары и сферы в трёхмерном евклидо­
вом пространстве. 

Определение. Пусть (Х,р) - МП, А с Х. Диаметром множества А в МП (Х,р) назы­
вается 

d(A)=diamA = sup р(х,у), 
Х@А,уЕА 

прнч!!м d(A) е(О,+оо]. Множество А называется оrраниченным, если diamA < +оо, и неоrраии­

ченным, если diam А = +оо. Пустое множество 0 принято считать оrраниченным с diam0= О. 

Ясно, что в случае оrраниченной метрики р все подмножества (в том числе и всt про­
странство Х) вМП (Х,р) оrраничены. 

Определение. Пусть (Х,Рх ) - МП, У с Х и Pr = Рх lr• (сужение функции Рх на Ух У). 
Пара (У, Pr) называется подпространством метрического пространства ( Х, р х ) . 

9 



Замечан1tе. Очевидно, что Pr - метрика на множестве У, и, следовательно, (У,р,) - МП. 
При этом говорят, что метрика Pr индуцируется метрикой Рх на подnространстве У. Отме­
тим также, что шары и сферы в nодпространстве (У, Pr) являются пересечениями с У соответ­
ственно шаров и сфер в (Х, р х) с теми же центрами и радиусами. 

Ясно, что МП (С[а,Ь], р.,) становится подпространством МП из упр. l.1.9, если положить 
Х =[а,Ь]. 

Упражнения. 1.2.1. Пусть (Х,р) - МП, А с Х. Докажите, что следующие утверждения 
эквивалентны: 

(а) Множество А оrраничено в МП (Х,р); (6) Зае Х Зr >О: А с U,(a); 
(в) 'v'aeX3r>0:AcU,(a). 

Докажите также эквивалентность следующих утверждений: 
(г) Множество А не оrраничеио в МП (Х,р); 

(д) 3aeX3{x.};al сА: lim р(х.,а)=+оо; 

(е) 'v'аеХЗ{х.};~1 сА: lim р(х,,а)=+«>. 

1.2.2. Пусть (Х,р) - МП. 

(а) Докажите, что диаметры шаров и сфер не превосходят их удвоенных радиусов, то есть 
diamU,(a) S 2r, diamK,(a) S 2r и diamS, (а) S 2r. Могут ли эти неравенства быть строги­
ми? Могут ли перечисленные диаметры равняться нулю? 

(6) Пусть А с Х, В с Х. Докажите, что в случае А n В 'F 0 имеет место неравенство 
d(A U В) S d(A) + d(B). 

(в)• Покажите, что в случае А n В = 0 предыдущая оценка неверна, и докажите нера-
венство 

d(AUB) ~ d(A)+d(B)+ р(А,В), 
где р(А,В) = inf р(х,у) - расстояние между множествами А и В (см.§ 1.4). 

z • A,y• B 

1.2.3. (а) Покажите, что в МП (IR.3, р.,) шары имеют форму куба, то есть 
И, (а)= {х = (х1 ,х2 ,х3 ) 1 'v' i е {1,2,3} : а, - r < Х; < а1 + r}. ( l .7) 

(6) Убедитесь в том, что в МП (IR.',p,) шары имеют форму правильных октаэдров, 
записав эти множества в виде, аналогичном (1 .7). 

(в) Что представляют собой шары и сферы в МП (IR.2, р, ), (IR2
, р2 ) и (IR', р., )? Дайте соот­

ветствующие илmоетрации. 

1.2.4. Как от радиуса и положения центра зависит форма шаров и сфер в метрических 

пространствах на IR, порождаемых угловыми метриками из улр. l .1.11? Дайте соответствую­
щие иллюстрации. 

1.2.5. Дайте описание шаров и сфер различных радиусов в МП с дискретной метрикой 
(упр.1.1.4). Какие из этих множеств всегда непустые, а какие могут оказаться пустыми? Как 
от радиуса r зависит справедливость строгого включения U,(a) с К, (а)? 

1.2.6. (а) Могут ли в МП совпасть шар и сфера (не обязательно с общим центром и оди­
наковых радиусов)? 

(6) Можно ли в некотором МП в шар меньшего радиуса поместить целиком шар 
большего радиуса, причём так, чтобы он не заполнял весь шар меньшего радиуса? 
(См. Я.Гашек, "Похождения бравого солдата Швейка", ч.I, rл.4: " ... внутри земного шара 
находится другой шар, значительно больше наружного ... ".) 

Используя понятие индуцированной метрики можно построить немало поучительных 
примеров МП, с помощью которых легко получить ответы на вопросы ynp.1.2.5, а также 
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увидеть как непривычно могут выглядеть шары в этих МП, реализованных на плоскости 

(ynp.1.2.7), по сравнению с МП (IR.2
, р2 ). Кроме того, обратите внимание на ещё один способ 

введения метрики посредством объявления оrраничений на "движение", то есть введением "за­
претных зон" (ynp.1.2.7 (г), (д)). 

1.2.7. Пусть (Y,Pr) - МП, где У с IR.
2 
и Pr - метрика, индуцированная на 1,: евкл~mовой 

метрикой р2 на плоскости. 

(а) У= {х = (х, ,х,) : х2 ;:: О} (верхняя полуплоскость). Убедитесь, что формы шаров и сфер 
зависят от положения их центров и радиусов. При перемещении шары и сферы могут менять 
с~оюформу. 

(6) У= ?l 2 (целочисленная реwётка). Изобразите шары (открытые и замкнутые) и сферы 
при О< r < 1, r = 1, r > 1 . Найдите зависимость их диаметров от радИ)'са. 

(в) У= {х = (х1 , х2 ): xi • xJ :, 1} (единичный евклидов круг или "пространство Швейка"). 

Рассмотрите в этом МП шары и сферы с радиусами r > 1- ✓ а12 + а: , где а= (а" а2) е У - их 
центры. Дайте иллюстрацию в этом МП к утвердJ!тельному ответу на вопрос упр.1.2.6(6). 

(г)' (Плоскость с "таможней".) Пусть Х = li2 и сообщение между (замкнутой) верхней 
полуплоскостью У (см. пункт (а)) и (открытой) нижней полуплоскостью Х \ У возможно 
только через начало координат (точку 0 = (0,0) ), то есть наХзадана следующая метрика 

i
p,(x,y), {х,у} с У, 

р(х,у) = р2 (х,у), {х,у} с Х\У, 

р2 (х,0)+р2 (0,у), (хе У, yeX\Y)v(xeX\Y, уеУ), 

х = (х,, х2 ), у= (у1 , у2 ). (Проверьте, что это действительно метрика на Х !) Изобразите шары 
и сферы в МП (Х,р) с центром в точке а= (а" а2 ) и радиуса r, если: 
1) а · = 0; 2) а2 'F О, О < r <1 а2 1; 3) а2 > О, r = а2 ; 4) а, 'F О, а2 < О, r = -а2 ; 5' а, 'F О, а2 " О, 

la, l<r< ✓a~+aJ; 6) а, CF0,a2 =0,0<rSla1 1; 7) а, CF0,a2 =0,r>la1 1; 8) а1 =0, а, ;ie0, 

r>la,I; 9)а1 о0О, a2 ;ie0,r> ✓a12 +a:. 
(д)' ("Лесная" метрика на полуплоскости.) Пусть Х={х=(х1,х2):х, ;::О} - верхняя 

полуплоскость и пусть прямая У= {х = (х"х2): х2 = О} с Х - это "земля", а все вертикаль­

ные лучи вида Z, ={х=(х"х2 ):(х, = с)л(х2 ~О)}сХ, се~, - "деревья", так что пере­

браться с одного "дерева" на другое можно, лишь спустившись на "землю". Иначе говоря, на 
Х задана следующая метрика: 

р(х,у) = {1 х, - У, 1, 
1 х, - У1 1+ х, +У,' х, 'F У1' 

х=(х1 ,х2 ),у=(у,,у2 ). Изобразите шары и сферы в МП (Х,р) с центром в точке 
a=(ai,a2 ) ирадиусаr,если: 1) а2 = 0; 2) 0<rSa2 ; 3) 0<а2 <r. 

В заключение этого пункта приведём ещё один пример весьма необычного МП. 

1.2.8*. (Метрика шахматного коня.) Под рассто,~нием от клетки А до клетки В шахматной 
доски будем понимать минимальное число ходов шахматного коня, необходимых для 

перехода из А в В. Можно доказать, что это действительно метрика на подмножестве 

множества '11. 
2
, образованном парами чисел - координат центров клеток шахматной доски. 

(Метрика шахматного коня подробно исследуется в журнале "Квант", №10, 1981, с.13-16.) 
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§ 1.3. Сходимость последовательностей в МП. Сравнение метрик. 

·введём в МП понятие ~редельноrо перехода -основной операции математического анализа. 
Определение. Пусть (Х,р) - МП, (х.}:'., - последовател1,ност1, точек в Х, а Е Х. Точ-

ка а называется пределом последовательности (х.}:'= 1 в МП (Х,р), если lim p(x.,d);,,O. 
n➔CO 

При этом последовательност~. (хп}:'= 1 называется сходящейся к а в МП (Х, р). Для сходящей­

ся к а последовательиости {хп}:'. , используютобозначения limx. =а или х,, ➔ a(n ➔ oo), 

добавляя, если необходимо, в скобках метрику р, относительно которой имеет место сходи­

мость последовательности. 

Таким образом, 

(Iimx, =a)(:,:>('v'c>OЗN, eNVn>N, :р(х.,а)<с)(:,:> 

(:,:>('v'U,(a)ЗN, eN'lfn>N, :х. еИ,(а)). {1.8) 

Обращаем внимание на то, что последний вариант определения ничем не отличается от соот­
ветствующего определения предела числовой последовательности, если под с -окрестностью 

точки а в МП (Х,р) понимать открытый шар И,(а). Если ввести более общее понятие 

окрестности U(a) точки а в МП (Х,р), как произвольное множество, содержащее некото­
рую с-окрестность точки а, то определение (1.8), очевидно, будет равносильно следующему 

'v'U(a) ЗN, е N Vn > N•: х. е: U(a), 

то есть nоследовательност~. точек {х.}:'= 1 сходится к точке а в МП (Х,р), если для любой 

окрестности U(a) точки а все члены последовательности попадают в U(a), исключая, 
возмпжно, конечное число её членов. 

)1.д.я дальнейшего изложения нам понадобится также понятие проколот JЙ окреспюсти 

точки а е: Х, которую будем обозначать U(a) (= U(a) \{а}). 

Определение. Пусть р, и р2 - две метрики на множестве Х Говорят, что метрика р, не 

слабее метрики р2 (или метрика р2 не сильнее метрики р,, или метрика р2 подчинена 
метрике р, ), если 

'v'{хп}:' =• сХ: (limx. =a(p,)) ⇒ (limx. =а(р2 )), 
n➔oo 

то есть, если из сходимости любой последовательности в МП (Х,р,) вытекает её сходимость 

в МП (Х,р,), причём к тому же пределу. Если при этом и р2 не слабее р,, то метрики р, и 
р2 называются эквивалентными. Если же р, не слабее р2 , но эти метрики не эквивалентны, 

то говорят, что р, сильнее р2 (или р2 слабее р, ). 
Таким образом, эквивалентные метрики порождают в соответствующих МП одно и то же 

семейство сходящихся последовательностей. 

Тем самым в сеыействе метрик на множестве Х вводится бинарное отношение, которое 
называется отношением сравнения метрик, а метрики р, и р2 , из которых одна не слабее 
другой, называются сравнимыми. 

Упражнения. 1.3.1. Пусть (Х,р) - МП. Докажите следующие свойства сходящихся 

последовательностей: 

limx. =а} 
(а) i~x. = Ь ⇒ (а= Ь) (единственность предела); 

n➔,o 
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(б) (Зае: Х: limx,. =a) ⇒ (diam(x. :п e:N} < +о:>) (ограниченность сходящейся последо-_ 
n➔oo 

вательности); 

limx. = a} 
(в)":-'"' ⇒ (lim р(х.,у.)=р(а,Ь)) (непрерывность метрики). 

\,m Уп = ь ..... ., 
n➔Ф 

1.3.2*. (а) Проверьте, что: 
( J) отношение сравнения метрик на множестве Х рефлексивно и транзитивно; 
(2) отношение эквивалентности метрик на множестве Х является отношением эквива­

лентности. 

(б) Введя отношение сравнения классов эквивалентности посредством сравнения их про­

извольных сравнимых представителей (если такие существуют), проверьте корректность 
такого определения и антисимметричностъ построенного тем самым отношения частичного 

порядка в семействе классов эквивалентности. 

(в) Приведите пример множества Х и метрик р, и р2 на Х, которые не являются сравни-
мыми. 

1.3.3. Покажите, что на R эквивалентными между собой являются естественная и угловые 
метрики (упр.1.1.11 ). · 

J.3.4. Покажите, что для любой метрики на произвольном непустом множестве сущест­
вует эквивалентная ей ограничею1ая метрика. 

1.з.s•. Покажите, что если в упр.1.1.12 дополнительно потребовать непрерывности справа 

в точке и = О функции 91( и) , то определенная там ыетрика р будет эквивалентна исходной мет­
рике р. В частности, если (Х, р) - МП, то эквивалентными метрике р являются метрики 

1 

р,(х,у) р(х,у) ; p2(x,y)=min{p(x,y),I}; Рр(х,у)=(р(х,у))--; (1$р<+о:>). 
!+ р(х,у) 

1.3.6. Пусть р, и р2 - две метрики на множестве Х. Докажите, чтr если 

Зс > О 3С > О 'ltx е Х Vy е Х: ср,(х,у) $ р2 (х,у) $ Ср,(х,у), 

то метрики р, и р2 являются эквивалентными. Используя упр.1.3.3, покажите, что обратное 
утверждение негерно. _ 

1.3.7 .. (Геометрический критерий сравнимости метрик:) Пусть р, и Р2 - две метрики на 

множестве Х. Докажите, что 

( р, не слабее р2 )~ (vu::>(a) зи::>(а): U~:>(a) с И;:>(а)), 

где U(l)(a) -шар в,МП (Х,р,) (i = 1,2). 
с, 

1.3.8. (Сходимость в МП (IW.
0
,pP).) Покажите; что при любом ре(О,+оо] сходимость в 

МП (R
0
,pP) (см. ynp.1.1.5) покоордииатная, то есть 

\/{х<'">}"' сR.0,где х<"'> =(xi'">,x~'">, ... ,x~'">), 'v'ae!R": 
,. -' 

(lim х<'"> =а)(:,:> ('lti е: (1,2, ... ,п}: lim х}'"> =а;). ,. .... ., 
(Слева - сходимость относительно метрики ·р Р, а справа - сходимость числовых после­

довательностей относительно естественной метрики.) 

1.3.9. (Сходимость в МП (С[а,Ь],р.,).) Покажите, чrо сходимость в МП (С[а,Ь],р.,) (см. 

упр.1. 1.б(а)) равномерная, то есть V {х,, }; ~ 1 с С[а,Ь], где х~ = х. (t), 'lta = a(t) е С(а,Ь]: 

(limx. =а)(:,:> ('v'e > О ЗN, е N 'ltn > N,'v't Е [а,Ь]: 1 x(l)-a(t) 1< с). 

(Слева - сходимость относительно метрики р.,, а справа - при каждом t е [ а, Ь] сходимость 
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числовой последовательности {х.(1)}; =I относительно естественной метрики, но при любом 

& > О выбор N. не зависит от t е [а,Ь] .) 

1.3.J0'. (Сравнение классических метрик в С[а,Ь].) Покажите, что на С[а,Ь) метрика р9 
сильнее метрики р,, если 1 $ р < q s w. (См. упр. 1.1.6.(г).) 

Замечание. С учётом упр. 1 .1.8 аналогичный результат получается для 1 $ р < q < оо на 

множестве интегрируемых (в собственном смысле) по Риману функций c'R.[a,b] и даже на 
пересечении всех c'R.'[a,b] при 1 $ р < w. 

l .З.11•. Покажите, что на /1 метрика Р, сильнее метрики Р,, если 1 $ р < q $ «>. 

(См.упр.1 . 1 .7(гГ). 
В следующем упражнении даётся nредставление о декартовом произведении метриче­

ских пространств. 

1.3.12. Пусть (X,,p,)(i = 1,2) -МП и Х = Х, х Х2 • Докажите, что следующие функции 

являются метриками на Х, если х = (х, , х1 ), у= (у, ,у2) : 
~--------

(а) р(х,у) = р, (х"у,) + р, (х2 ,у,); (б) р(х,у) = ✓ р~ (х"у,) + Pi (х, ,у2 ); 

(в) р(х,у) = max{p1 (х"у, ), р2 (х2 ,у2)} . 

Докажите, что эти метрики эквивалентны между собой и что сходимость относительно 
любой из этих метрик покоординатная, то есть 

'<t{x("J}:., = {(x~"!,x:•J)};., с Х '<:/а = (а , ,а , ) е Х: 

( lim х<•! = а (р, р или ,о))<=> (( lim х)•> = а, (р,)) л ( !im x:•J = а, (р, ) )). 

Замечание. Несложно увидеть, что именно таким образом получаются метрики р,(х,у), 

р2 (х,у), р,.(х,у)в~'изестественнойметрvки р в~. 

§ 1.4. Внутренность и замыкание множеств в МП. 
Граница множеств в МП. 

В МП можно ввести обобщения многих понятий, хорошо известных на вещественной прямой. 
Определение. Пусть (Х,р) - МП и множество А с Х. 

(а) Точха а е Х называется nределыюй точкой множества А, если для любой прохолотой 

окрестности U(а)точки а выполняется условие U(a)nA cfc 0. Множество предельных точек 
множества А называется производным множеством ( множества А) и обозначается А'. 

(б) Точка а е А называется изолированной точкой множества А, если она не является 
предельной точкой множества А, то есть существует такая окрес,ность U(a), что 

U(a)n А = {а} . Следовательно, множество изолированных точек множества А есть множе­
ство А\ А'. Общее назвакие предельных и изолированных точек - точки прикосновения 
множества А. 

(в) Точка а е А называется внутренней точхой множества А, если существует такая ок­
рестность U(a), что U(a) с А. Множество внутренн»х точек множества А называется 
внутренностью множества А и обозначается lnt А (фр. interieur, анг. interior - в1-1утренность). 

(другое встречаIОщееся обозначе~ие - А.) 
(г) Точка а е А называется внешней точкой множества А, если она является внутренней 

точкой его дополнения А', то есть существует такая окрестнос1ъ U(a), что U(a) с А'. 
Множество внешних точек множества А называется внешностыо множества А и обоз­
начае-rся Ext А (фр. exterieur, анr. exterior - внешность). 
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(д) Точка а е Х назыеается граничной точкой множества А, если она не являе-rся ни 
внутренней, ни внешней точкой множества А, то есть для любой окрестности U(а)точки а 
ВЫПОЛНЯIОТСЯ УСЛОВИЯ: 

U(а)ПА#0 л U(а)ПА'*0. 
Множество граничных точек множества А называется' границей множества А и обозначается FrA 
( фр. frontiere, анr. trontier - граница). (другое встречающееся обозначение - дА.) 

При замене окрестностей на & -окрестности все новые определения остаются равносиль­

ными прежним. (Проверьте это!) Непосредственно из определений вытекает, что 

(lntA) П (ExtA) = 0,(lntA)n(Fr А) = 0,(Fr А)П (ExtA) = 0, 
(lntA)U(Fr А) u (ExtA) = Х. · (1.9) 

Определение. Пусть (Х, р) - МП и множество А с Х. Множество точек прикосновения 

множества А обозначается А и 'называется замыканием множества А. (Друтое встречаю­
щееся обозначение - с! А, яw1яющееся сокращением от анг. c!osure - замыкание.) 

Введём ещё некоторые полезные понятия. 
Оnределе,ше. Пусть (Х,р) - МП, А с Х, В с Х. Расстоянием от множества А до 

множества В называется вел1-1чина р(А,В) = inf р(х,у). 
xf!A,yeB 

В частности, величина р(а,А) = inf р(х,а) назьmается расстоянием от точки а е Х до 
,м 

множества А с Х. (В этом частном случае В= {а} . ) 

Очевидно, что р(А,В) = р(В,А). 
Замечание. Не следует думать, что тем самым вводится метриха на семействе непустых 

подмножеств пространства Х. Легко убедиться в том, что, в отличие от аксиомы симметрии, 

две другие аксиомы метрики, вообще говоря, не выполняются. (См. также ynp. 1.4. \ l(б).) 
Упражнения. 1.4.1. Пусть (~, р) - МП, где р - естественная метрика. Найдите А', А\ А', 

Int А, Ext А, Fr А, А для множества А с !Rt, если: 
(a)A=IR; (б)А=0; (в)А= {а1 ,а2 , ... а"}; (г)А=N; (д) А =Q;(е) А=[О, 1]; (ж) А=(О,1]; 

(з)А =(О, l)ПQ; (u)A=[0,l)U(l,2)U{3}; (к)•A = {lnn-[lnn]:nel',I}; 
(л)' A={na+m:(neli:)л(meli:)}, где aelR\Q; (м)• A={sinn:nel',I}. 

(н) Выполните то же упражнение для множества А в МП, представляющем собой идеали­
зированную земную евклидову сферическую поверхность с так называемой сферической 
метрикой, измеряющей расстояние между двумя точками по кратчайшей дуге большой 
окружности. (Проверьте, что это метрика!) Множество А состоит из точек, которые описы­
ваются следующим образом: проЙдя из такой точки 10 км на север, затем 10 км на заnад И_: 
!:fаконец, 10 км на юг, окажешься снова в той же точке. (Здесь длина пути измеряется длинои 
пройденных дуг параллелей и меридианов.) 

1.4.2. Пусть (Х,р) - МП, А с Х, а е Х. 
(а) Докажите эквивалентность СJJедующих утверждений: 
(\) Точка а является предельной точкой множества А. (2) '<:IU(a): U(a)n А - бесконеч-

ное множество. (3) З{хп}~ . , с А\ {а}: limx, = а. (4) р(а, А\ {а})= О. 
-~" 

(б) Докажите утверждение: (а е А') ⇒ (р(а,А) = О). Покажите, что обратное утвержде­

ние неверно. 

1.4.3. (а) Приведите примеры МП (Х, р), множеств А с Х и точек а е А' таких, что: 
1) а е А; 2) а· rf. А; З) А' с А; 4) А с А'; 5) (А' <t А) л (А <t А'). 

Пусть (Х,р) - МП. В следующих пункт-ах рассматриваются ещё некоторые свойства 

производных множеств для подмножеств пространства Х. 
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(6) Докажите, ч,о верно равенство (А U В)'= A'U В'. Покажите, что, вообще говоря, 

неверно равенство (А n В)' = А' n В'. 
(в) Покажите, что, вообще говоря, неверно равенство 

( lJ A"J' = lJA:. 
n • I na. l 

(г) Докажите; что множество А'= 0, если множество А конечно. Покажите, что обратное 
утверждение неверно. 

(д) Определим А' как (А')'. Докажите, что А" с: А'. 

· (е) Покажите, что, вообще говоря, неверны как включение А' с Fr А, так и включеt~ие 
FrAc-A' . 

Пусть (IRt,p) - МП, где р - естественная метрика. Докажите, что справедливы 

следующие,утверждения: 

(ж) VA с: !Rt: IntA с А'; (з) '<IA с:~: А\ А' с: Fr А, 
и покажите; что обратные включения могут не иметь места. Покажите, что в производьном 

МП утверждения (ж) и (з), вообще говоря, неверны. 

1.4.4. Пусть (Х,р) - МП. Докажите следующие свойства внутренности множеств в МП: 

(a)lnt0=0, lntX=X; (б)'<tAcX:lntAc:A; 

(в) '</А с Х '<1В с Х :(А с: В) ⇒ (IntA с IntB); 
(г) '<tA с: Х '<18 с: Х: Int(A n В)= (lntA)n (IntB); 

(д) '<IA с: Х '<t В с: Х: lnt(A \В)= (lnt А) n (Int(B< )); (е) '<IA с: Х: Int(lnt А)= Int А; 

(ж) '<IA с Х: IntA ={хе Х: р(х,А<) > О}. 

Покажите, чrо, вообще говоря, неверны утверждения: 

(з) '<IA с Х '<1В с Х: Int(A U В)= (lntA) 'J(IntB); 
(и) '<IA с: Х '<1В с Х: Int(A \В) = (IntA) \ (IntB). 

Замените в (з) и (и) знаки равенства на правильные знаки включения и докажите их спра­
ведливость. 

(к) Покажите, что для произвольного семейства {А,};. , подмножеств пространства Х, 

вообще говоря, неверно равенство: 
00 00 

Int nA. = n IntA,. 

Замените знак равенства на правильный знак включения и докажите его справедливость. 

1.4.5. Исходя ю свойств ВН)'!реННОСТИ множеств в l\,ffi (упр.1.4.4) и того, что Ext А = Int (А<), 
докажите следующие свойства внешности множеств в МП: 

(а) Ext 0 =Х, ExtX = 0; (б) '<IA с: Х: ExtA с: А\ 

(в) '<IA с Х '</В с: Х :(А с: В) ⇒ (ExtA:::, ExtB); 
(г) '<IA с: Х '<1В с Х: Ext(A U В)= (Ext A)n (ExtB); 

(д) '<IA с Х: Ext((ExtA)<) = ExtA; (е) '<IA с Х: ExtA ={хе Х: р(х,А) > О}. 

Покажите, что вообще говоря, неверны утверждения: 
(ж) '<IA с: Х : Ext(Ext А)= IntA; (з) VA с Х: Ext(lntA) = ExtA; 
(и) '<IA с Х '<tB c Х: Ext(AnB) =(ExtA)U(ExtB); 
(к) '<IA с Х '<1В с Х: Ext(A\ В)= (Ext A)U(IntB). 

Замените в (ж) - (к) знаки равенства на правильные знаки включения и докажите их 
справедливость. 
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(л) Покажите, что для произвольного семейства {А.}::'. , подмножеств пространства Х, 
вообще говоря, неверно равенство 

00 00 

Ext uл. = n Ext A,. 

Замените знак равенства на правильный знак включения и докажите его справедливость. 
1.4.6. Пусть (Х, р) - МП. Докажите следующие свойства границы множеств в МП: 

(а) Fr0 = 0, Fr Х = 0; (6) '<IA с: Х: Fr А= Fr(A<); (в) '<IA с Х: Fr(Fr А) с Fr А; 
(г)· '<IA с: Х :Fr(Fr(Fr А))= Fr(Fr А); (д) VA с Х : Fr(IntA) с Fr А; 
(е) '<IA с: Х: Fr(ExtA) с Fr А; (ж) '<IA с: Х '<IB с Х: Fr(AU В) с (Fr A)U(FrB); 

(з) '<IA с: Х '11'В с: Х: Fr(A nв) с (Fr A)U(Fr В); 
(и) '<IA с: Х '<18 с Х: Fr(A \В) с: (Fr A)U(Fr В); 

(к) VA с Х: Fr А= {хе Х: р(х,А) = р(х,А<) = О}. 
Приведите примеры, показывающие, что все перечисленные включения могут быть строгими. 

(л) Покажите, что, вообще говоря, неверно утверждение: 
'<IA с Х '<tBc Х :(Ас В) ⇒ (Fr А c:FrB). 

1.4.7. Пусть (~,р) - МП, где ·р - естественная метрика. Докажите следующее утвержде­

нис:'<IА с IR:(Fr А= 0)⇒ ((А = 0)v(A = !Rt)). Покажите, что в произвольном МП аналогичное 
утверждение, вообще гщ1оря, неверно. 

1.4.8. Пусть ( Х, р) - МП, множество А с: Х и точка а е Х. Докажите эквивадентность 
следующих утверждений: 

(а) Точка а является точкой прикосновения множества А. (6) VU(a): U(a)nA а<0. · 

(в) 3{х"}; =I с: А: !~~х" =а. (г) р(а,А)=О. (д) aeAU(FrA). (е) ae(IntA)U(FrA). 

Сравните утверждения (а)- (г) с соответствующими утверждениями упр.1.4.2. 
Таким образом, из равенств ( 1.9) и ynp.1.4.8 вытекает, что замыкание А множества А в МП 
(Х,р) допускает следующие представления: 

А= AU А'= AU(Fr А)= (IntA)U(Fr А)= (ExtAY ={хе Х: р(х,А) = О}. ( 1 .1 О) 

1.4.9. Пользуясь равенствами Ext А = lnt (А<) и А= (Ext А)°, получите соотношения 
двойственности между операциями замыкания и перехода к внутренности множеств в МП: 

(а) '<tAc:X: А = (Int(A<))°; (б) '<tAc:X: IntA = (A')°. (1.11) 
Таким образом, следующие упражнения могут выполнятся либо непосредственным исполь­
зованием определения операции замыкания, либо сведением посредством соотношений 
двойственности (1.11) доказываемых свойств замыкания к соответствующим свойствам 
внутренности множеств (упр 1.4.4). 

1.4.10. Пусть (Х, р) - МП. Докажите следующие свойства замыкания множеств в МП: 

(а) 0=0, Х = Х; (б) '<IA с Х: А с: А; (в) '<!А с: Х V'Bc Х:(А с:В)⇒ (А с В); 
(г) '<tAc: Х VBc:X: AUB = AUB; (д) '<tAc: Х: А =А; 
Покажите, что, вообще говоря, неверны утверждения: 

(e)'<tAc:XVBcX:Anв = AnB;(ж)VAcX'<tBcX : А\В =А nв•. 
Замените в (е) и (ж-) знаки равенства на правильные знаки включения и докажите их спра­
вед;щвость. 

(з) Пока~ите, что для произвольного семейства {А.}::'. , подмножеств пространства Х, 
вообще говоря, неверно равенство 
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п,..1 11 = 1 

Замените знак равенства на правильный знак включения и докажите его справедливость. 

(и) Докажите, что '<tA с Х: Fr А= А ПА'. 
Докажите, что справедливы следующие утверждения: 

(к) '<tA с Х: Fr А cFrA; (л) '<tA сХ '<tBc Х: А\В с A\(lntB), 
и приведите примеры, показывающие, что включения могут быть строгими. 

(.м)• Докажите, что 

'<tA с Х '<tBc Х:((АПВ=0)л(АПВ = 0))⇒ (Fr(AUB) = (FrA)U(FrB)). 

{н) Проверьте, что в МП (li
2
, р,) справедливы утверждения: 

!) '<ta е Х\:/& >О: И,(а) = К,(а); 2) '<ta е X'v& >О: Int U,(a) = И, (а); 

3) '<ta е X'v& >О: FrU,.{a) = Fr К, (а)= S, (a). 

Покажите, что в произвольном МП эти утверждения, вообще говоря, неверны. 
1.4.11 •. Пусть (Х, р) - МП. Докажите следующие неравенства: 
(а) \:/А с X'<tx е X'<ty е Х: 1 р(х,А)- p(y,A)IS р(х,у); 

(б) '<tA с Х\:/В с X'<tC сХ: р(А,С) s р(А,В)+ p(B,C) + diamB; 

(6) '<tA с X'<tB с X'<tC с Х: р(А,С) s р(А,В)+ p(AUB,C)+diamB. 

§ 1.5. Топология в МП. 

Метрические пространства являются частным случаем так называемых топологических 
пространств (ТП). Многие из уже рассмотренных понятий ( окрестность, вн.утренность, 
внешность, граница и замыкание множеств) являются топологическими, то есть появляются: 
и в более общем случае ТГ. Не углубляясь в теорию таких пространств, введём ещё некото­
рые из основных топологических понятий в МП, попутно заметив, что не все из сформулиро­
ванных ниже утверждений справедливы в спучае ТП. 

Определение. Пусть ( Х, р) - МЛ. 
(а) Множество G с Х называется открытым, если lntG = G. Семейство открытых мно­

жеств в nространствеХназывается топологией в МП (Х ,р) и обозначается:®, или, более под­

робно, ®р=®р(Х). (®- готический вариант написания первой буквы G нем. Gebiet - область.) 

(6) Множество F с Х называется замкнутым, если F = F. Семейство замкнутых 
множеств в пространстве Х обозначается \j', или, более подробно, \j'p=\j'p(X). (\j' - готический 
вариант написания буквы F, с которой начинается фр. ferme - замкнутый.) 

Множество А с Х называется открьтто-замкнутым, если оно и открыто, и замкнуто, то 
есть А е GJП \у. 

Замечание. Иногда семейство \j' называют замкнутой топологией в МЛ (Х,р), называя 
при этом ® открытой топологией, однако такая терминология не является оt}щепринятой. 
Впрочем, также не являются общеупотребительными и обозначения ®, \j'. К сожалению, за 
почти столетний период создания и разви·rия этой теории единые терминология и обозначе­
ния всё ещё не сформированы в окончательном виде. 

Если МП (У,р,) является подпространством МП (Х,рх) , то тополоrия ®р,(У) называ­

ется топологией, индуцированной на У топологией ®р (Х). (Аргументацию этой 
терминологии см. в ynp.1.5.11.) ·' 

Определение. Пусть (Х,р) - МП, А с Х. Множество Ис(А) = {хе Х: р(х,А) < &} на­
зывается &-окрестностью множества А 1.1 МП ( Х, р ). Окрестностью множества А называется 
произвольное множест1.1O И= U(А)такое, что А с IпtU, причём в случае И е® говорят об 
открытой окрестности множества А . 
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Ниже мы увидим (ynp. 1.5.8(6)), что в-окрестность U,(A) является частным спучаем ок­

рестности U(A) множества А. Оrметим также, что в случае А = {а} отсюда получаются в1.1е­

дённые ранее понятия в-окрестности U,(a} и окрестности U(a) точки а е Х в МП (Х,р). 

Упражнения. 1.5.1. Пусть (Х,р) - МП. Докажите, что справедливы следующие утверж­

дения: 

(ti)'<tA с Х : IntA е®; (б}'<tА с Х: А е\У; 
(г) \:/А с Х 1:/F e\j':(A с F) ⇒(Ас F). 

(в) 1:/G е ®'v'A с Х :(G с А)⇒ (G с intA); 

(Утверждения (а) - (г) можно трактовать следующим образом: внутренность множества А 
является наибольшим открьrrым множеством, содержащимся в А, и, двойственным образом, 
замыкание множества А является наименьшим замкнутым множеством, содержаnщм А.) 

(д)'<tа е Xl:I& >О: U,(a) е ®; (e)'<ta е X'<t& >О: К,(а) e\j'; (ж)'<tа е X'v& >О: S,(a) e\j'. 

(Тем самым оправданы названия: И ,(а) - открытый, а К,(а) - замкнутый шар.) 

1.5.2. Пусть (Х, р) - МП. Докажите следующие основные свойства открытых множеств: . 
(а) 0eGS,X е®; (6) '<t{Ga}aeA с®: u Ga е®; (6) l:/{G;}7., с®: n G, е®. 

а•А 

(Говорят, что топология ® замкнута относительно операций объединения произвольных и 
пересечения конечных подсемейств семейства открытых множеств. Здесь термин "замкнута" 
не совсем удачный и употребляется в ином, чем определялось выше, смысле.) 

Двойственность операций замыкания и перехода к внутренности множества порождает 

аналогичные взаимосвязи между® и W, что сформулировано в упражнении 1.5.3. 
1.5.З. Пусть (Х,р) - МП. Докажите утверждение: 

(а) '<tG с Х : (G еQ.!)Ф (G• е\У), или, что то же самое, но в других обозначени11х: 

(6) '<tFcX:(Fe\Y)Ф(F•e GJ). 

Теперь легко вывести свойства замкнутых множеств из соответствующих свойств откры­
тых множеств. 

J .5.4. Пусть ( Х, р) - МЛ. Докажите следующие основные свойства замкнутых множеств: . 
(а) 0е\;',Хе\,'; (б} '<t{Fa}a•A с\У: n Fa e\j'; (6) 'v'{F,}7., c\j': u F, е\,'. 

l • I 

1.5.5. Пусть (Х,р) - МЛ с дискретной метрикой (упр.1.1 .4). Покажите, что в этом МП 

® = W= Ехр Х, где Ехр Х - семейство всех подмножеств множества Х 
1.5.6". Докажите, что вс11кое непустое открытое 1,1Ножество на прямой с естественной мет­

рикой представляет собой объединение не более чем счётного семейства попарно не пересе­
кающихся интервалов, среди которых возможны и неограниченные. 

1.5.7. Пусть (Х,р) -МП, G с Х, F с Х, А с Х. Докажите следующие критерии: 

(а) ( G е ®) (:) (Fr G = G \ G) ~ ( G П Fr G = 0); 

(б) (F e\j') ~ (Fr F = F \(IntF)) Q ((F.)ПFr F = 0); 

(в) ( А е®ПW)Ф (Fr А= 0). 

(г) Докажите, что в МП (~, р), где р - естественная метрика, открыто-замкнутыми мно-

жествами являются лишь 0 и ~ - Приведите пример такого подмножества У с ~. что в соот­
ветствующем подпространстве (Y,Pr) МП (IJR,p) , кроме 0 и У, существуют другие открыто­

замкнутые множества. 

(д) Докажите справедливость следующего утверждения: '<tF e\j': Fr(Fr F) = Fr F. (Ср. с 

упр.1.4.б(в).) 
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1.5.8. !1усть ( Х, р) - МП. Докажите следующие утвержде,шя: 

(а) 'v'A,cX'v'c>O:U,{A )=UU,(x); (б) VAcX'v'c>O:U,(A)e®; 

(в)VА с Х: А= n U,(A) = n и.!. (А);(г)VА с Х: intA = u (U, (A'))0 = Оси.!. (А" ))° . 
&>0 n • l " &>0 n • ( 

1.5.9*. (Топологический критерий сравнимости метрик.) Пус,ь р, и р, - две ме.рики на 

множестве Х. Докажите, что справедливо следующее у;верждение: 

(р, не слабее pJ <:=> ( ®Р, ::> ®р,). 
В час-rности, метрики на множестве Х эквивалентны в ,ом и ~олько в том случае, если они 
порождают одну и ту же топологию в соответствующих МП. 

1.S.10. Пусть (Х, р) - МП. Докажите, что справедливы следующие у,верждения: 
(а) VGe@}: lntG::>G; (б) 'v'Fef{j: IntF cF. 
Покажите, что включения в (а) и (б) мoryr быть строгими. 

(в)• 'v'G е ®: (lntG = G) <::> (3F ef{J: G = IntF); 

(г)' 'v'F eVj: ( lnt F = F) <:=> (3 G е®: F = G ). 
1.5.11. Пусть МП (У,р,) является подпространством МП (Х,Рх )- Докажите следующие 

утверждения: 

(а) VGcY: (Ge®p,)~(3Ge®p_,: G=GnY); 

(б) VF с У: (F eVfp,) ~ (3.F е iYp, : F = frnY); 

(в) 'v'G, е ®р, 'v'G, е ®p, :(G, nc, = 0)⇒ (3{G, ,д, } с ®р,: (G, = д, n Y(i = 1,2))л 

л < д, n д, = 0)). 
1.5.12*. (а) (Свойство нормальной отделимости МП.) Пусть (Х,р) - МП и F, (i = 1,2) -

непересекающиеся замкнутые множества в Х. Докажите, что существуют непересекающиеся 
окрестн• ,сти И,= U,(F,) множеств F, (i = 1,2). 

(б) Докажите, что свойство нормальной отделимости равносильно следующему у.вер­
ждению: 

'v'F eVj 'v'G е®: (F с G)⇒ (3G, е ®: F с G1 с G, с G). 
1.5.13*. (Свойство совершенной нормальности МП.) Пусть (Х,р) -МП и пусть 

., ., 
®ъ={Ac X13{G.};.,c®:A =nG. }, б'.= {В с Х 13{F.};. , с\)': В =U F. }. 

Докажите, что справедливо следующие включение: ®Uб'с ® 6 nw •. Приведите пример МП, 
для которого это включение строгое. 

1.5.14*. (Метрика Хаусдорфа.) Пусть (Х,р) -МП и W.- семейство непустых ограниченных 

ззм1<нутых множеств в э,ом МП. До1<ажите, что (б',, d) - МП, rде 

d(F, ,F,) = max{ sup р(х, F, ), sup р(у, F, )}, F, е Wь (i = 1, 2). , 
xeF, yeF2 

§ 1.6. Плотные, всюду плотные и нигде не плотные множества в МП. 
Сепарабельные МП. Множества первой и второй категории в МП. 

Определение. Пусть ( Х, р) - МП, А с В с Х. Множество А называется плотным в мно­

жестве В, если А ::> В. В частности, множество А называется всюду пло.ным (в пространстве 

Х), если В= Х, ,о есть в случае в1,1полнения равенства А = Х. 
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Определение. МЛ (Х,р) называется сепарабельным, если существует не более чем счё,­

ное вс1оду плотное nодм ножество в пространстве Х. 
Определение. Пусть (Х,р) - МП, А с Х. Множество А называется нигде не плотным 

(в пространстве Х), если оно не является плотным ю-1 в одном шаре МП (Х,р), то ~сть при 

выполнении условия: 

VU,(x)3U
6
(y)cU,(x): U

6
(y)nA=0. 

Следующие понятия, иrрающие важную роль в современном математическом анализе, 

были введены французским математиком Р. Бэром (R. Baire). 
Определение. Пусть (Х,р) - МП и А с Х. Множество А называется множеством 

первой 1<атеrории, или тощим множеством, в МП (Х,р), если оно представимо в виде объе­

динения не более чем счётноrо семейства нигде не плотных в этом пространстве множеств. 

Множество, не являющееся множеством первой категории, называется множеством второй 
категории. 

Упражиения.1.6.1. Пусть (Х,р) - МП, А с В с Х. Докажите, что у;верждения (а)-(д) 
эквивален,ны: 

(а)А плотно вВ; (б) 'v'b е B\tc > 03а е А: а е U,(Ь); (в) Vb е В3{а.};. , с А: lim а.= Ь; 
п .,.., 

(г) 'v'b ЕВ: р(Ь,А) = О; (д) А всюду плотно в подпространстве (В, р8 ) МП (Х,р). 
(е) Пусть А с В с С с Х, и А плотно в В, а В плотно в С. Докажите, что А плотно в С. 
1.6.2. Пусть (Х,р) -МП, А с Х. Докажите, что следующие утверждения жвивалентны: 

(а)А всюду плотно вХ; (б) ExtA =0; (в) 'v'x е ХЗ{а.};. , с А : lim а.= х; 

(г) 'v'x Е Х : р(х,А) = О. 
1.6.3. ПусТh (Х,р) -МП, А с Х. Докажите, что следующие утверждения эквивалентны: 

(а)А нигде не плотно вХ; (б) А нигде не плотно вХ; (в) ExtA = Х (г) lntA = 0. 
1.6.4. (а) Докажите, что в МП (Х,р) с дискретной метрикой единственным всюду плот-

ным множеством являетсяХ, а единственным нигде не плотным множеством является 0. 
(б) Докажите, что в МП одноэлемен,ное множество А= {а} .является нигде не пло.ным в 

,ом и толь1<0 в том случае, если а не является изолированной точкой этого МП . 
1.6.5. (а) Докажите, что дополнение нигде не плотного в МП множества всюду плотно в 

этом МП. Покажите, что обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Более того, при­
ведите пример всюду плотного в МП множества, дополнение которого тоже является всюду 

плотным в этом мп. 

( б) Приведите пример последовательности всюду плотных в МП множеств { А • } ; • 1 

., 
.аких, что при всех п е 1":/ выполняется включение А. ::> А •• , и . n А, = 0. .. , 

(в) Докажите, что дополнение I< открытому всюду плотному в МП множеству является 
нигде не плотным в этом МП. 

(г) Докажи-rе, что конечное объединение нигде не пло111ых в МП множеств является 
нигде не плотным,множеством в этом МП. Покажите, что утверждение теряет силу для объе­
динения счётноrо семейства нигде не плотных множеств. 

(д) Покажите, что множество первой категории в МП может быть всюду плотным мно­

жеством в этом МП. 
(е) Докажите. что объединение счётного семейства множеств первой категории в МП есть 

снова множество первой категории в этом МП. 
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(.ж) Приведите лримср с•1ёт11ого семейства 11опарно не пересекаюшихся осюду плотных 6 
МП множеств. Существуют ли несчётные семейства с такими свойствами? 

1.6.6'. (Канторов дискоrпинуум.) Пусть (IR\, р) - МП с естественной метрикой и 11усть С_ 
множе.ство тех точек отрезка [0,l ), которые в троичной системе счисления до11ускают пред­
ставление в виде бесконечной дроби, не содержащей единицы среди своих цифр. 

(а) Дайте описание геометрической структуры множества С, то есть дайте описание 
построения С путём последовательного удаления нз [О, l) сначала интервала, содержащего 
числа с обязательной единицей на первой позиции 11осле запятой в троичной записи, затем 
интервалов, состоящих из чисел с обязательной единицей на второй позиции, ,юс нулём или 
двойкой на первой позиции, и т. д. 

Докажите, что: 

(б)'С''-'замкнутое множество, и, более ~ого, оно совершенно, то есть С' = С; ·(8) С - нигде 
не плотное множество на прямой; (г) С - множество мощности континуума. 

1.6.7'. Пусть (ll,p) - МП с естественной метрикой. Докажите, что множест1щми второй 
категории в этом МП являются: 

(а) IR:; (б)любой невырожденный (т.е. с непустой внутренностью) промежуток; (в) IR\\ IQ); 
(г) дополнение любого множества первой категории. 

Докажите, что всюду плотными в этом МП являются: 
(д) дополнение любого множества первой категории; 
(е) пересечение любого счётного семейства открытых всюду плотных множеств в этом МП. 
1.6.8. Докажите, что сепарабельными являются следующие МП: 

(а) (IR\, р), где р -естественная метрика; (б) (IR\
0
,pP), О< р s оо, (см. упр.1.1.5); 

(8)" (C[a,b],Pp), O<pSoo, (см.упр. 1 .1.6); (г)' (lp,Pp),O<p<oo, (см.упр.!.1.7); 
(д)'(J([а,Ь],рр ), ISp<oo, (см.упр.1.1.8); (е)" (s,p,) (см.упр.1.1 .7(е)). 

Докажите, что несепарабельными являются следующие МП: 

(ж) (Х,р), где Х - несчётное множество и р - дискретна I метрика; (з)• (l.,,p.,) (см. 
упр.1.1.7(а)). 

Докажите, что, хотя МП (l.,,p.,) несеnарабельно, следующие его классические подпростран­
ства являются сепарабельными: 

(и)' (с,р,), где с= {х = {хп}::'~ 1 13а е ll: }~ х. = а}, Р. - метрика, индуцированная на с 

метрикой р., ; (МП сходящихся последовательностей.) 

(к)' (с0,Рс, ), где с0 ={х={х"};:'= 1 ! limx.=0}, Ре -метрика, индуцированная на с0 
lt ➔~ О 

метрикой р.,. (МП бесконечl!о малых последовательностей.) 

1.6.9'. Пусть (Х,р) - сепарабельное МП. Докажите, что: 
(а) любое подпространство МП (Х,р) сепарабельно; 

(6) любое множество А с Х, все точки которого изолированы, не более ч'ем счётно. 
. (8) Покажите, что требование сепарабельности (Х,р) в утвержденю, (6) существенно. 

§ J.7. Полные МП. 

Понятие полного МП, введённое в 1906 году М. Фреше, является одним из важнейших 
понятий математического анализа. В его основе лежит обобщённый аналог свойства пол­
ноты множества действительных чисел , на которое существенно опирается теория пределов, 
а, следовательно, и классическое дифференциальное и интегральное исчисление действи­

тельных функций одной действительной переменной. Как известно, сnойство полноты мно-
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жества IR\ может быт~ сформулировано в раз.личных эквивалентных формах. ([1). с.82.) При 
этом, чаще всего, при построении теории какое-то из этих утверждений аксиоматизируется, а 

вес остальные становятся теоре~1ами, хотя в силу исторических причин за каждым из них 
сохраняется своё традиционное название. Такими утверждениями являются: 

(а) теорема о существовании точной верхней (нижней) грани у непустого ограниченного 
сверху (снизу) числового множества; 

(б) лемма Больцано-Вейерштрасса о ·существовании предельной точки у бесконечного 
ограниче~rного числового множества; 

(в) принцип Коши-Кантора о непустоте n:ересечения стягивающейся системы вложенных 
отрезков; 

(г) лемма Гейне-Бореля-Лебега о существовании конечного подпокрытия у произволь­
ного открытого покрытия ограниченного замкнутого числового множества; 

. (д) критерий Коши существования конечного предела числовой последовательности. 
Наиболее удобным для обобщения о.казалось последнее утверждение, положеиное в основу 
определения полного МП .. 

Олределе1ше. Пусть (Х,р) - МП. Последовательность {х,};. , сХ называется фунда­

ментальной последовательностью; или последовательностью Коши, в МП ( Х, р), если 

'<1& > О 3N, е N '<ln > N, '<lm > N,; р(х.,хт) < &. 

Олределе11ие. МП (Х,р) называется полным, если любая фундаментальная в (Х,р) по­

следовательность является сходящейся последовательностью в (Х,р). 

Легко проверяется (упр.1.7.1), что всякая сходящаяся в произвольном МП последователь­

ность фундаментальна в этом МП. Таким образом, полное МП - это МП, в котором 
справедлив критерий Коши. 

Как отмечалось выше, именно строгое построение теории дейС1'Вительных чисел, осу­
щсствлённое во второй половине XIX века различными способами и независимо друг от 
друга разными математиками позволило стро :~ть математический анализ на прочном фунда­

менте и освободило его·от наивной геометрической интуиции и механических соображений. 

Один из подходов при таком построении, впервые прешюженный иезависи~ю немецким 
математиком Г. Кантором (G. Cantor) и французским математиком Ш. Мерз (Ch. Meray), 
говоря современным языком, фактическ.и состоял в создании конкретной процедуры ·пере-

хода от неполного МП iQ) к полному МП IR\, причём включение Q с 12. трактуется не бук­
вально, а посредством отождествления iQ) с некоторым всюду плотным под.множеством в llt 
Заме<rателыю то, что, как впоследствии установил немецкий математик Ф. Хаусдорф 
(F. Hausdorff), эта конструкция применима и к произвольному МП, что позволяет в случае 
неполного МЛ строить для него так называемое пополнение. 

Переходим к строгим формулировкам. 

Определение. Пусть (Х,рх ) и (У,р,. ) -МП и f:X➔ Y. Отображение/называется 

изометрическим, или, коротко, изометрией, если 

'<lx, e X'<lx2 eX:p,,(f(x,),f(x2 ))=px(x"x2 ) • 

Если, кроме тоrо, изометрия/является биекцией Хна У, то МП (Х,Рх ) и (У,р, ) называ­

ются изометрически эквивалентными. 

Замечание. Легко проверяется, что в проювольном семействе метрнческ.их пространств 

изометрическая эквивалентность является отношением эквивалентности. При этом какое­
либо утверждение, сформулированное в терминах теории множеств и метрики и справедли­
вое в одном МП, автоматически верно в любом другом изометрически эквивалентном ему 

МП. По этой причине часто при тех или иных рассмотрениях, когда изучаются лишь 

свойства МП, а не их конкретная природа, изометрическ11 эквивалентные МП не различают, 

или , как говорят в таких случаях, отождествляют. Так, например, МП (У, Pr ) часто называют 

подпространством МП (Х, Рх ), имея в виду не буквальное включение У с Х н метрику р, , 
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индуцированную метрикой Рх, а наличие в МП (Х, Рх) подпросtранства (Z,p2 ), которое изо­

метрически эквивалентно (Y,Pr)- Именно в этом смысле следует понимать утверждение о 

том, что МП (С[а,Ь],Рр) из упр.1.1.6 ямяется подпространством МП (.'R-'[a,b], Рр) 113 

упр_.1. 1.8. (Проверьте справедливость этого утверждения!) 

Определение. Пусть (Х,р) - МП. Метрическое пространство (Х,р) называется 
пополнением МП (Х,р), если выполнены следующие условия: 

1) (Х,р) - полное МП; 2) существует подпространство (У,р,) в МП (Х,р), которое 
изометрически эквивалентно МП (Х,р); 3) У всюду плотно в МП (Х,р). 

Ясно, что пополнением (Х,р) полного МП (Х,р) тривиально может служить само МП 

(Х,р), при этом в качестве У можно взять Х = Х. 
Замечание. Как уже отмечалось выше, с точностью до изометрической эквивалентнос,и 

МП (Х,р) можно считать подпространством своего пополнения (Х,р). 
Теперь мы можем сформулировать уже упоминавшийся принципиально важный резуль­

та, Хаусдорфа. 
Теорема Хаусдорфа о пополнении. ((2), с.36; [4), с.107; [7), с.225; (8], с.69; (10], с.35-39.) 

У любого МП существует пополнение, которое единственно с точностью до изометрической 

эквивалентности. 

Оказывается, что переформулированный в обобщённой форме принцип Коши-Кантора 
для стягивающейся системы вложенных отрезков может быть использован в качестве 

критерия полноты произвольного МП. 

Определение. Пусть (Х,р) - МП. Последовательность замкиу,:ых шаров {К,. (а.)};_ , в 

этом МП называют стягивающейся системой вложенных замкну,:ых шаров, если: 

1) v'n е N : К,. (а.)=> К, •• , (а •• ,); 2) lim r. = О. 

Принцип вложенны.х шаров. ([4), с.103-105; [8], с.67.) МП является полным тогда и 

· только тогда, когда любая с,нrивающаяся система вложенных заыкну,:ых шаров имеет не­
пустое пересечение. 

Замечание. Критерий полноты МП сохраняет силу, если вместо систем шаров {К,. (а.)};. , 

рассматривать системы замкнутых множеств {F.};. , таких, что lim(diamF.) = О. ((7), с.229.) 

Ещё одно важное свойство полных МП выражается следующей теоремой. (Ср. с упр.1.6.7 .) 
Теорема Бэра о категор1111. ((4), с.105-106; (8), с.69; (10), с.41.) Полное МП является 

множеством второй категории. 

В заключение сформулируем одно замечательное утверждение, существенно использую­

щее полноту МП и широко применяемое в различных областях математики. Для этоr'О нам 
понадобятся определения ещё некоторых понятий. 

Определение. Пусть (Х,Рх) и (У,р,. ) - МП и / :Х ➔ У.Говорят, что 'отображение/ 
удовлетворяет условию Липшица, если 

3L~0v'x, e Xv'x, e X:p,(f(x1),f(x2 ))SLpx(x1,x2 ) , 

при этом число L называют константой Липшица. Если L s 1, то f называе,ся сжимающим 
отображением, или, коротко, сжатием. Если при всех х, * х2 выполняется неравенс,во 

р, (/(х,),/(х2 )) <рх(х, ,х,), то/называется строгим сжатием. 
Замечания. 1) Если отображение удовлетворяет условию Линшица, то у него существует 

наименьшая константа Липшица L,, причём L, = О тогда и только тогда, когда отображение 
является постоянным. (докажите это утверждение!) О~:метим также, что для строгого сжатия 
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необязател~но существуе~: строго меньшая единицы константа Липшица. (Приведите 
соответствующий пример!) 

2) Широко распространена терминология, согласно которой сжимаюШJiМII называют 
только липшицевы отображения со строго меньшей единицы константой Лиnшица. Мы 
предпочитаем придерживаться более точной терминологии. 

Изометрию можно рассматривать как частный случай сжатия, но она не является строгим 

сжат11ем. 

Определение. Пусть Х - непустое множество и /: Х ➔ Х. (В этом случае говорят, что/ 
действует из множества Х в себя.) Элемент а е Х называется неподвижной точкой отобра­

жения/, если f(a) = а. 
О~:метим, что не всякое отображение множества Х в себя имеет неподвижную точку, а, 

с другой стороны, существуют отображения с любым наперёд заданным числом неподвиж­
ных точек, в частности, неподвижными могу,: оказаться все точки множества Х. (Приведите 
соответствующие примеры!) Вопрос о существовании неподвижных точек отображений 
множеств в себя является исключительно важным в различных исследованиях. Достаточное 
условие существования и единственности такой точки даёт следующее утверждение, дока­
занное в 1922 году польским математиком С. Банахом (S. Banach). 

Теорема Банаха о неподвижной точке. (Принцип сжимающ11х отображений.) ([2], с.44-
-45; (8), с.72-73.) Липшицево отображение полного МП в себя со строго меньшей единицы 
константой Липшица имеет единственную неподвижную точку. 

Замечания. 1) О~:метим, что доказательство теоремы Банаха ([6], с.40; (10], с.42; [13], 
с.108.) не только гараншрует существование неподвижной точки, но и предлагает конструк­

тивный процесс построения сколь угодно близких последовательных приближений лой 
точки. Для этого в рассматриваемом полном МП (Х,р) выбирается произвольная точка 

х, е Х и с помощью рассматриваемого отображения /: Х ➔ Х строится последователь­

ность и,ераций х. = f (х._, ), пе N. Тогда для неподвижной точки а е Х отображения/ 

имеем: а= lim х • . 
n➔ o> 

2) О~:метим также. что полнота МП в теореме Банаха используется только для дока­
зательства сушествования неподвижной точк11. Если из других соображений существование 
неподвижной точки известно, то доказательство её единственности и построение последо­

вательных приближений в неполном МП ничем не отличаются от случая полного МП. 
3) Наиболее известны применения теореыы Банаха для доказательства теорем суще­

ствования и единственности решений систем лиJ1ейных алгебраических, дифференциальных 
и интегральных уравнений, а также для доказательства теоремы о неявJ1ой функции. ((8), с.74-
-82; (10], с.43-46; (13], с.294-297; (15], с.117-122.) 

Упражнения. 1.7.1. Пусть (Х, р) - МП, {х.};., с Х. Докажите следующие у,:верждения: 

(а) если последовательность {х.};. , сходится, то она фундаментальна; 

(б) если последовательность {х.};. 1 фундаментальна, то она ограничена; 

(в) если фундаментальная последовательность {х.};., содержит сходящуюся к а е Х подпос­

ледова,ельность, то она сходится к точке а. 

1.7.2. Пусть (Х,р) -МП, {х. };. , с Х, {у.};. , с Х. Докажите следующие утверждения: 

(а) (( {х.};. , фундаментальна) л ( {у.};_ , фундаментальна)) ⇒ (3 Jim р(х. ,У.) е IRI); 
•➔о> 

(б) (( {х.};. , фундаментальна) л (lim р(х.,у.) =О)) ⇒ ({у. };_ ,фундаментальна); 

(в) ((lim х. =а)/\( lim р(х.,у.) = 0)) ⇒ (lim У. = а). 
n➔ o:) л-)Q() 
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1.7.3. Пусть Р, и Pi - две эквивалентные метрики на множестве Хи МП (Х,р, ) полно. 

(а) Верно ~и, что МП (Х,р2) тоже полно? Рассмотрите на IR естественную метрику н 
угловую метрику из упр.1.1.1 l(a). 

(6) Ответьте на тот же вопрос, если метрики р, и р2 удовлетворяют более сильному тре­
бованию: 

3е, > 03с > О 3С > О 'v'x е Х 'v'y ее Х: (р, (х,у) < е,) ⇒ ( ер, (х,у) S р2 (х,у) s Ср, (х,у)). 

Провеrьте, что этому условию удовлетворяют на IR естественная метрика и утловая метрика 
из упр.1.1.11(6). Получите отсюда полноту МП, порождаемого этой угловой метрикой. 

1.7.4. (а) Пусть (Х,р) - полное МП. Докажите, что подпространство (Y,Pr) простран­
ства (Х,р) является полным МП в том и только в том случае, если У- замкиуrое множество 

вМП (Х,р). 

(6) Канторово множество (ynp.1.6.6) замкнуто в МЛ · ~ с естественной ме1рикой и 
( ) ' ' ' 

следовательно, согласно а представляет собой полное МП с индуцированной метрикой. в 

то же 13ремя, оно нигде не плотно. Не противоречит ли это теореме Бэра? 
1.7.5. Докажите полноту следующих МП: 

(а)(\2.
0

,Рр), O<pSoo, (упр.1.1 .5); (6)' (С[а,ЬJ,р.,) (упр.1.1.б(а)); (в)' (lp',Pp);O<pSoo, 

(упр.1.1 .7(а)-(д)); (г)' (s,p,) (упр.1.1.7(е)); (д)' (с,р,) (упр.1.6.8(и)). (е)' (с,,рс ) (упр.1.6.8(к)). 
(ж)' Докажите, что МП (С[а,ЬJ,Рр), О< р < оо, являются неполными. • 

За~1ечание. Можно показать, что не толмсо МП (С[а,ЬJ,Рр),-0 < р < оо, но и более широкие 

МП (.:'J([a,b], Рр), О< р < оо, (упр.1.1.8) являются неполными. Одна из ко~сч,у~ций поп~лне­
ний эч1х пространств традиционно осуществляется в фуикциональщ>м. анализе посредством 
испощ,зованця уже упомющвwихся измеримых функций и интеграла Лебега, яnляющегося 

обобщением интеграла Римана. Эти пополнения обозначаются (У [а,ЬJ,рр), О< р < со, и на­
зываются пространСТВЗW¾ Лебега. 

1.7.6'. Д;жажите, что МIТ (В,р8) из ynp.1.1.10 является полным тогда и только тогда, когда 
являец:я .полным МП (Y,Pr ). В частности, полным является МП ограниченных числовых 
функций на непустом множестве Х с равномерной метрикой (упр.1.1.9). 

1.7,7. Пусть (IR,p) - МП, где р - утловая метрика из yпp.1.1.l l(a). 

(а) !Iродолжите метрику р до метрики ;, на расширенном множестве вещественных 

чисел ii так, чтобы МП (i ,р) являлось пополнением МП (12.,р). 

(6) Докажцте, что nополнением МП (IR,p) является также МП ([-!:.,!:.],,о). где ,о 
2 2· 

метр1ч<а, индуцированная на [-!:., !:_] естественной метрикой на в'ещественной ос~. 
2 2 • 

1.7.8. Покаж11те, что .в принципе вложенных шаров существенны условия полноты МЛ, 
замхнуr~стн /llapoв и их после.q.овательноrо вложения друг в друга. -

1.'[,9-. ·_Приведите [IРИМер П(?лноrо МП и последовательности вложенных замкнутых 
шаров в нем, не 11меющих общей точки. (Тем самым будет показано что требование стя­

rивае111о~и системы замкнутых шар~в в принципе вложенных шаров с;щественно.) 
1.7.1~ • Докажите, что в МП (IR ,р р), О< р :s; со, (упр.1.\.5) условие сходимости всякой 

фундаменталf,ной по:ледовательности является эквивалентным следующему утверждению: у 
всякоfj ограниченнои последовательности точек существует сходящаяся подпоследователь­
ность. (Лемма Больцано-Вейерцпрасса.) 
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1.7.ll. Докажите, что если полное МП представлено в виде счётного объединения 
замкнутых множеств, то по меньшей мере одно из них содержит целиком некоторый шар 
этого пространства. 

1.7.12. Пусть (Х,р) - полное МП. Докажите, что множествами второй категории в этом 

мп являются: 
(а) любое подмножество в Х с непустой внутренностью; (6) дополнение любого множе-

ства первой категории. 

Докажите, что всюду плотными в этом МП являются: 
(в) дополнение любого множества первой категории; (г) пересечение любого счётноrо 

семейства открытых всюду плотных множеств. (Ср. с упр.1.6.7.) 
1.7.13' . Пусть (Х,р) - пол.ное МП без изолированных точек. Докажите, ч,:о Хнесчётно. 
1.7.14. Пусть (Х,р) - МП, /: Х ➔ Х - отображение, удов.летворяющее условию 

Липшица с конста.нтой L< I , аеХ - неподвиж.ная точка отображения/ и {х.}:.0 -

некоторая последовательность итераций, построенных с помощью отображения/ (см. заме­
чания к теореме Банаха). Докажите, что погрешность п - ro приближения х. неподвижной 
точки а допускает следующую оценку сверху посредством геометрической прогрессии: 

L" 
р(х.,а)$ \ - L р(х,,х, ). 

1.7.15. (а) Покажите, что строгое сжатие полного МП в себя не обязательно имеет 
неподвижную точку. (Отсюда, в частности, следует существенность требования L < 1 для 
константы Лнпшица в теореме Банаха.) 

(6) Покажите существенность остальных условий теоремы Банаха. 

1.7.16. Докажиrе, что для отображения C[o,.!.J эх~ у е cio.2-J, где х = x(t) е c10.-!--J, а 
3 3 3 

у = y(t) - функция, сопоставленная функции x(t) посредством формулы 

y(t) = \ + f x(u)du, 

(а) имеет место включение /(K1(l))cK1(1), где К1 (1) - замкнутыl! шар единичного 
1 

радиуса с центром в точке а = a(t) "' 1 в метрическом пространстве ( С[о, - ], р ); 
3 " 

(б) согласно теореме Банаха существует единственная в К,(\) неподвижная точка х0 ото-

бражения/ 
Найдите эту точку, непосредственной проверкой убедитесь в её·неподвижности и справедли-

вости включения х0 е К,(\). 
1.7.17. Пусть (Х,р) - полное МП, /: Х ➔ Х, g: Х ➔ Х, причём отображение/ 

удо,влетворяет условию Липшица со строго меньшей единицы константой. Если 
f о g = g о f, то неподвижная точка отображения/является неподвяжной и для отображения g. 

Покажите, что при этом g может иметь другие неподвижные точки. 
1.7.18. Пусть (Х,р) - полное МП и /: К,(а) ➔ Х - отображение замкнутого шара 

К, (а) с Х в пространство %, удовлетворяющее при некотором L е [О, \)условиям: 

\) 'ifx, е K,(a)'v'x
2 
е К, (а) :p(f(x,),f(x, )) S L р(х"х2); 2) p(f(a),a)) S (1 - L)r. 

Докажите, что отображение/ имеет единственную неподвижную точку в шаре К, (а). 
1.7.19. Пусть f(x) - дифференцируемая на [а,Ь] функция, отображающая отрезок [а,Ь] в 

себя и удовлетворяющая условию: sup 1/'(x)J< 1. Докажите, что / имеет единственную 
:i-E(CJ,b) 

неподвижную точку. 
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1.7.20. Пусть /(х) е С[а,Ь) и /((а,Ь]) с (а,Ь]. Тогда/ ,имеет по ' крайней мере одну 

неподвижную точку. 

Замечание. Упр.1.7.20 является чаС'П!ЫМ случаем ещё одной замечательной теоремы о непод­
вижной точке, доказанной в 191 О году голландским математиком Л.- Брауэром (L. Brouwer). 

Теорема Брауэра о неподвижной точке. (См. [2], с.240; (10], с.263-265; (17], с.506-508; 

[20), с.602-611.) Неnрерывное отображение замкнутого евклидова шара пространства ~n 8 
себя имеет по крайней мере одну неподвижную точку. 

§ 1.8. Компактные МП. 

Хорошо известна важная роль, которую играют в классическом анализе теоремы ·Вейер­
штрасса и Кантора о свойствах непрерывных на отрезке функций. Анализ их доказательств 
показывает, что ключевым является свойство отрезка, выражаемое леммой Гейне-Боре.'IЯ­

Лебега или любым другим эквивалентным ей утверждением. Обобщение этого свойства 
приводит к особо важному классу так ,называемых компактных МП, 1р,1аиболее общей форме 
введённому в 1923 году московскими математиками П.С. Александровым и П.С. Урысоном. 

Определение. Пусть Х - множество и · У с Х. Семейство ~= {А,} ,.'г подмножеств мно-

жества Х называется покрытием множества У, если У с U А,· ('l! - готический вариант 
, . г 

написания буквы А.) Если п~дсемейство SU-,c~ т9же являф, покрьпием множества У, то~. 
называется подпокрытием покрытия~- Если (Х,р) - МП и все множества А, открытые 

(замкнутые), то покрытие~ называется открытым (замкнутым). 
Определение. МП (Х,р) называется компактным, если. у всякого открытого покрытия 

пространства Х существует конечное подпокрытие. 

Определение. Пусть (Х, р) - МП. Множество К с Х называется компактным множест­

вом, или компактом, в Wд (Х,р), если подпространство (К,рк) является компактным МП. 

Очевидно (см упр.1.5.11), что множество К с Х является компактом в МП (Х,р) тогда 

и только тогда, когда у всякого открытого 1.1 топологии ®р(Х) покрытия множест1.1а К суще­
ствует конечное подпокрытие. 

Определение. Пусть (Х,р) - МП. Множество К с Х называется относительно ком-

пактным в МП ( Х, р) , если К является компактом в этом МП. 
Ясно, что для замкнуть1х множеств (в частности, ддs:1 всего пространства) поюпия ком­

пактности и относительной компактности совпадают. 

Определение. МП (Х, р) называется предкомпактным, если его пополнение является 
компактным МП. 

Определение. Пусть (Х,р) -МП. Множество К с Х называется предкомпактным мно­

жеством в МП (Х,р), если подпространство (К,рк) является предкомnактным МП. 

В полном МП понятия относительной компактности и предкомnактности совпадают 
(упр.1.7.4). 

Замечание. Возвращаясь к уже упоминавшейся выше проблеме единой терминологии, 
отметим; что сформулированное выше понятие компактного МП было введено П.С. Алек­
сандров~,1м и П.С. Урысоном в более общем случае ТП под названием бикомпактное ТП, 
чтобь~ отличать его от уже существовавшего в то время более слабого понятия компактного 
ТП, введённого М. Фреше. (Этот вид компактности сейчас называется счёпiой ·компактно­
стьк~'.' C~i. [7], с.238; [8], с.98-99; [19], с.55; [20], с.304; [21], с.235-236.) С другой стороны, в 
русскоязычной литературе в случае МП вместо термина "относительно компактное 
множество" часто употреблялся термин "компактное множество", а вместо введённого выше 
терм!iна "компактное множество" использовался термин "компактное в себе множество ", 
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причём определения давались посредством .аксиоматизации свойств, выражаемых леммой 
Больцано-Вейерштрасса, а не леммой Гейне-Бореля-Лебега. (Этот вид компактности теперь 
называется секвенциальной компактностью. (См.[7], с. 1 88; (20], с.З 14; (21], с.237-238.) При 
этом оказалось, что в МП (но не в ТП!) понятия бикомnактности, счётной компактности и 
секвенциальной компактности совпадают.(См. ниже критерий Больцано-Вейерштрасса и 
упр.1.8.12.) Всё это не согласовывалось с общеупотребительной зарубежной терминологией 
и создавало сложности при пользовании литературой. По э-rим причинам, а также с учётом 
того, что нас интересует только случай МП, мы не употребляем термин "бикомпактность". 
Отметим также, что компакты в МП называют метрическими компактами, чтобы отличать 
их от компактов в более общем случае ТП, где имеют место уже не все свойства метрических 

компактов. 

Несложно проверяется, что на прямой IR с естественной метрикой семейство компактов 
состоит из тех и только тех множеств, которые являются ограниченными и замкнутыми. 

(Проверьте это!) Оказывается, что в общем случае эти свойства являются уже только необхо­
димыми (см. упр.1.8.4(6)), но не достаточными для компактности. Поэтому для формули­
ровки аналогичного критерия компактности нам понадобятся новые понятия. 

Определение. Пусть (Х,р) - МП, У с Х и s > О. Множество А с Х назы1.1ается &-сетью 

для множества У, если У с U Ue(a). Если при этом А конечно, то А называется конечной &-

••А 

сетью для множества У. 

Ясно, что А является ~:-сетью для У в том и только в том случае, если множество У содер­
жится в ~:-окрестности множества А (упр.1.5.8(а)). 

Определение. Пусть (Х,р) - МП. Множество У с Х называется вполне оrра1:1иченным 

множеством в МП (Х, р ), если для каждого s > О существует конечная &-сеть для У. 
Другими словами, У называется вполне оll)аниченным, если для каждого s > О сущест­

вует конечное покрытие множества У шарами радиуса Е. 
Отм .:тим, что вполне ограниченное множество ограничено, но обратное утв, .рждение не­

верно (см., например, упр.\.8.7). 
Теперь можно сформулировать критерии компактности в полных МП. 
Критерий Хаусдорфа компактности множества в полном МП. ([4), с.114-118; [7], с.230-

-231; [8], с.104-105.) Пусть (Х,р) - полное МП. Множество К с Х является компактом в 

МП ( Х, р) в том и только в том случае, если оно вполне ограничено и замкнуто. 

Частным случаем этого утверждения является следующее: полное МП является компакт­
ным тогда н только тогда, когда оно вполне ограничено. 

ОчевиД110, что критерий Хаусдорфа nереформулируется на случай относительно компакт­
ных множеств следующим образом. (Дайте соответствующую аргументацию!) 

Теорема. Пуеп, (Х,р) - полное МП. Множество К с Х является относительно компакт­

ным в МП (Х, р) в том и только в том случае, если оно вполне оrраничепо. 

'Замечание. В случае неполных МП условия компактности (отностительной компактности) в 
перечисленных вариантах критерия Хаусдорфа остаются 11еобходимыми, по перестают быть 
достаточными. (Покажите это!) 

В случае произволь11оrо МП критерий Хаусдорфа легко переформулируется для компакт­
ных и предкомnакrnых множеств следующим образом. (дайте соответствующую аргументацию!) 

Теорема.Пусть (Х,р) -МП.М11ожество КсХ являетсякомпактомвМП (Х,р) втом 

и только в том случае, если оно вполне ограничено и МП (К,Рх) является полным. 

Теорема. Пусть (Х,р) -МП. Множество К сХ является предкомпактным вМП (Х,р) 

в том и только в том случае, если оно вполне ограничено. 

Как уже отмечалось выше, понятие метрического компакта можно переформулировать в 
терминах последовательностей, что отражено в следующем критерии. (С исторической точки 
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зрения справедливо назвать его критерием Больцано-Вейерштрасса, хотя в общей форме он 
доказан совместными усилиями Фреше и Хаусдорфа.) 

Кр~терий Больцано-Вейерштрасса компактнос,·и множества в МП. ([2], с.27-28; (6], 
с.27-33, [13], с.76-77.) Пусть (Х,р) - МП. Множество К с Х является компактом в МП 

(Х,р) в том и только в том случае, если у всякой последовательности {х.};. , с К существует 

подпоСJJедовательность {хп, };. ,, сходящаяся к некоторой точке а е К . . 

Частным случаем Э1'0ГО утверждения является следующее: МП является компактным тогда 
и только тогда, когда у всякой последовательности точек в этом пространстве существует 
сходящаяся подпоследовательность. 

Переформулируем критерий Больцано-Вейерштрасса для относительно компактных 11 
предкомпактных множеств. (Дайте соответствующую арrуме1mщию!) · 

Теорема. Пусть (Х,р) - МП. Множество К с Х является относительно компактным в 
МП ( Х, р) в том и только в том случае, ,если у всякой последовательности точек и., множества к 
существует сходящаяся подпоследовательность. 

Теорема. Пусть (Х,р) -МП. Множество К с Х является nредкомпактным в МП (Х,р) 
в том и только в том случае, если у всякой nоследовательнОС'rn точек ю множества К существует 
фундаментальная подпоследовательность. 

Задача описания семейства компактных множеств в МП является одной из на11более 
важных ~роблем в теории МП. Приведём в заключение формулировки критериев отно­
сительнои компактности для некоторых из уже рассмотренных МП. (См. также упр.2А. 7.) 

Для формулировки критерия относительной компактности в МЛ (C[a, ЬJ • .q,..) ,.,~~,оказан­
ного италь~_нскими математиками Ч. Арцела (С. Arzela) и Дж. Асколи (G. Ascoli), нам по,fа­
добятся еще некоторые понятия. 

Определение. Семейство числовых функций {xa(t)}a••• определённых на числовом мно-

жестве Х с li, называется равностепенно непрерывны:" ·на·х, ·~~~~ : '. •• . · · . 

'✓е > о 3о, > о 'f a е А 'vt' е [а,Ь] 'ft' е [а,Ь] : (lt' - t'I< б,) ⇒ (1 ха (t'} "-x,,(t')I< &). 

Семейство числовых функций {xa(t)}a.,, определённых на произв'ольном м~ожестве ·.х, на­
зывается равномерно ограниченным наХ, если :3М > О 'fa е А 'rl~ е (а,Ь] :lxa(t)IS М. 

Отметим, что равномерная ограниченность на Х семейства числовых функций есть 
оrраниченпость этого семейства в МП (В,р8 ) из упр.1.1 .9. (Проверьте это!) 

Теорема Арцела-Асколи. ([2], с.391-393; [6], с.34-36; [8], с.105-108.) Для того чтобы 
семейство {ха (t)}a•• с C[a,bJ являлось относительно компактным в МП (С[а,Ь],р,. ), необ­
ходимо и достаточно, чтобы оно было равномерно ограниченным и равностепенно непре­
рывным на [а,Ь]. 

Критерий относительной компактноСТ1t в МП (l,,P,),1::.p<oo. ([10], с.77.) Для того 

чтобы множество К= {х<а> = {х~а>};. , е/Р I а е А} являлос1, относительно компактным в 

МП (/р • Р,), 1 $ р < оо, необходимо и достаточно, чтобы К было оrраниченю,1м в этом МП и 
ф 

последовательность остатков r"1a> = ..._-, lx.<a> 1' <а> L..., удовлетворяла условию: rm =: О на А при 

m ➔ 00, 

Замечание. Условие на остатки в последней теореме означает равномерное относительно 
параметра а е А стремление к нулю последовательности r;,a> при т ➔ оо, то есть: 

've >03М, ef\:l 'rlm > м,vа е А : jr,~a) I< & . 
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Критерцй относ11тельной компактности в МЛ (s,p,). Для того чтобы множество 

К= {х<а> = {x~aJ};. , esl ае А} являлось относительно компактным в МП (s,p,), необхо­

димо и достаточно, чтобы К было покоординатно ограничено, то есть: 

'vne/>:J 3М. >O'fa eA:jx),a> l::.M •. 

(Докажите этот критерий самостоятельно!) 
Упражнения. 1.8.1. Семейство подмножеств некоторого множества называется центри­

рованным, если л1обое конечное подсемейство этого семейства имеет непустое пересечепие. До­
кажите, что следующие утверждения эквивалентны: 

(а) МП (Х,р) компактно; 

(б) любое семейство замкнутых в МП (Х,р) множеств с пустым пересечением содержит 

конечное подсемейство с пустым пересечением; 

(в) любое центрированное семейство замкнутых в МП (Х,р) множеств имеет пустое пе-

ресечение. 

J.8.2. Пусть(~. р ) - МП, где р - естественная метрика. 

(а) Докажите, что в этом МП являются компактными следующие числовые множества: 

1) QJ; 2) конечное множество; 3) [а,Ь]; 4) [0,l]U {2}; 5) канторовдискон-гинуум (упр. _1.6.6). 
( 6) Докажите, что в этом МП не являются компактными следующие числовые множества: 

1) ~;2) "'1;3) [а,+оо); 4) li\Q; 5) [а,Ь); 6) [0,l)U(l,2]; 7)Q П[О,1]; 
(в) Какие из множеств пункта (б) являются относительно компактными в этом МП? 
(г) Пусть ((О,+ оо),р) -МП, где р -метрика, нндуцированная естесrвенной метрикой на li. 

Какие из следующих числовых множеств: 

1) (1,2]; 2) (0,1];3) Q П(2,З); 4) (0,2]\Q; 5) (О,+оо) 
являются относительно компактными в э,-ом МП? Предкомпактнымн в этом МП? 

1.8.3. Дайте описание компактных, относительно компактных и П'1Сдкомпактных множеств в 
дискреnюм МП (упр.1.1.4). 

1.8.4. Пусть (Х, р) - МП. Докажите следующие свойства компактов: 
(а) Пусть К с У с Х. Множество К является компактом в подпространстве (У,р,) тогда 

и только тогда, когда К - компакт в МП (Х, р). (Иными словами, компактность множества (в 

отличие от замкнутости!) не зависит от выбора объемлющего его МП, если метрики этих МП 
согласованы, то есть когда одно из них есть подпространство другого.) 

(б) Если К- компакт в МП (Х,р), то К ограниченное н замхнутое множество в этом МП. 
Прнведите пример МП и оrраииче1Jного замкнутого множества в нём, которое не является 

компактом в этом МП. 
(в)ЕслиК-компактвМП (Х,р), F c K и FеiУр(Х),тоF-компактвМП (Х,р). 

п 

(,г) Если {К"К,, ... ,К.} - конечное семейство компактов МП (Х,р), то U К; - компакт ,_, 
в МП (Х, р ). Покажите, что для счётного семейства компактов утверждение неверно. 

(д) Если {K,},.r - произвольное семейство компактов в МП (Х,р), то n К, - компакт 
r • r· 

вМП (Х,р). 

(е) Пусть (X"p,}(i = 1,2) - МП, Х = Х, хХ2 и (Х,р) - декартово произведение МП 

(Х"р,) и (Х"р, ) (см. упр.1.3.12(а)). Если К, - компакт в МП (X,,p,)(i=l,2), то 

К= К, х К, - компакт в МП (Х, р). 
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(ж) Пусть {К.};., - система вложенных компактов в МП (Х,р), то есть при всех' п е N 
.. 

имеет место включение к. => К •• ,. ТОГJ!.В п к. ;,; 0. (Ср. с ynp.1.7.9.) .. , 
1.8.S. Докююпе, что компактное МП полно. Покажите, что обратное утверждение неверно. 
1.8.6. Докажите следующий критерий некомпактности МП: дпя того чтобы МП (Х.р_) не 

являлось компактным МП, достаточно, а в случае полного МП и необходимо, чтобы . в ~.П 

существовала "растопыренная" последовательщх:тъ {х.};.,, то есть такая, .'!·тР 

inf р(х,,х,.)>0, или подробнее: 

3s>0'v'n eN VmeN: (n;t,т) ⇒ (p(x.,x .. )>s). 

1.8.7. Пусть (Х,р) -МП из упр.1.2.7(д) и пусть 

К= {х=(х"х2 ):{-1 Sx1 51)л(х2 = 0)}, L = {х ={х1 ,х2 ) :(-1 Sx, 5l)л(х2 = !)}. 
Покажите, что множество К яw~яется компактом в МП (Х, р ), а множество L не яw~яется ком• 

пактом в МП (Х, р). 

1.8.8. Пусть (Х,р) - МП. Докажите, что множество У с Х вполне ограничено тогда и 

только тогда, когда для любого s > О существует разбиение множества У на конечное число 
частей диаметра меньше е. 

1.8.9. Гильбертовым параллелепипедом ("кирnИ'lом") в МЛ (l,,p,) (см. упр.1.1.7(в)) на-

зывается множество 

Докажите, что К -компакт в МП (/,,р,). 

1.8.10. Докажите, что вполне оrраниченное МП cenapi бельно. Покажите, что обратное 
утверждение неверно. 

l.8.11•. Докажите, что некомпактным является любой зам1<Нутый шар в следую!Цl!Х МП: 
(а) (С[а,ЬJ,р,.) (см. ynp.1.1.6(a)); (6) (/р,Рр), О< р s; <Х>, (см. упр.1.1.7). 

1.8.12. Докажите, что критерий Больцано-Вейершrрасса может быть сформулирован 8 

следующей равносильной форме: МП является компактным тогда и только тогда, когда у 

всякого бесконечного множСС111а точек в этом пространстве существует предельная точка. 
1.8.13•. МП называется счетно-компактным, если у всякого сч/:"rноrо 'открытоrо покрытия 

пространства Х существует конечное nодпокрытис. Докажите, что счётн.ая компактность МП 
равносильна его компактности. 

1.8.14. (Критерий компактности в IR
0
.) Докажите следую!Цl!е критерии компактности и 

относительной компаК11JОСТИ в МП (IR", р Р ), О < р $ <Х> : 
n n 

(а) для того чтобы множество К с IR являлось компактом в МП (IR ,рР), необходимо и 

достаточно, чтобы К было оrраничекным и замкнутым; 

(6) для того чтобы множество К с IR" являлось относительно компактным в МП 
n 

(R , р Р), необходимо и достаточно, чтобы К было ограниченным. 
1.8.15. Докажите, что семейство липwицевых числовых функций, определl:иных на мно­

жестве Х с 1R и имеющих общую константу Липшица, равностепенно непрерывно на Х. 
1.8.16'. Пользуясь теоремой Арцела-Асколи, проверьте, что семейство {sin kt I k е N} не 

является относительно компактным в МЛ С[О,п-]. 
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§ 1.9. Предел и непрерывность отображения в МЛ . 

Как и для числовой функции числового аргумента понятия предела и непрерывнОС111 
отображения, действующего из одного МП в другое МП, можно формулировать как в терми­
нах окрестностей, так и в терминах последовательностей. 

Определение(поКоwн).Пусть (Х,рх) и (У,р,) -МП, DcX, D'1'0, f : D ➔ Y и 
а е D'. Точка Ь е У называется пределом отображения/ в точке а, если 

'v'& > О 3о, > О 'v'x е D: (О< р_.(х,а) <о,)⇒ (р,(/(х),Ь) < s). 

При этом используются привычные обозначения lim/(x) = Ь или f(x) ➔ Ь (х ➔ а). 
х➔• 

Это определение равносильным образом переписывается в терминах е-окресn1остей или 
произвольных о~..'J)естностей: 

(lim/(x):: Ь) ~ {VU,(b) 3 И,, (а): /(И., (a)nD) с U,(b)) ~ 
о о 

.~ (VU(b) 3 U(a) :/(U(a)nD) с: U(b)). 

Определение (по Гейне). Пусть (Х,Рх ) и (У,р,) - МП, DcX, D'1'(Z), f:D ➔ Y и 
а е D'. Точка Ь е У называется пределом отображения/в точке а, если 

lf{x.}:. , cD\{a}:( lim х. =а)⇒( lim /(х.)=Ь). 
,,.... 11 ➔ «1 

Теорема. Опред~ения по' Коши и по Гейне предепа отображения, действующего из од­
ного МП в другое МП, эквивалентны. (докажите это утверждение!) 

Аналогично переносятся на общий случай определения непрерывности фующни. 
Определенне(поКоши). Пусть (Х,Рх) и (У,р,) -МП, DcX, D;,;(Z), f:D ➔ Y и 

а е D. Отображение/называется непрерывным в точке а, если 
'v'& > О 3о, > O'v'x е D: (рх(: ;,а) <о,)⇒ (р,(/(х),/(а)) < s). 

В терминах &-окрестностей или произвольных окрестностей определение непрерывности/в 
точке а может быть переписано в следующей форме: 

(f непрерывно в точке а)~ (VU, (f(a)) 3 U6, (а): /(U 6, (a)nD) с U,(/(a))) ~ 
~ (VU(/(a)) 3 U(a): f(U(a)nD) с U(/(a))). 

Определение (по Гейне). Пусть (Х,Рх) н (У,р,) -МП, D cX, D'1'0, f:D➔ Y и 
а е D. Отображение/ называетси непрерывным в точке а, если 

V{x.};., с D: ( lim х. "'а) ⇒ ( lim f(x.) = f(a)). 
• ➔ .. 

Теорема. Определения по Коши и по Гейне непрерывности в точке отображения, дей-
ствующего из одного МП в другое МП, эквивалентны. (докажите это утверждение!) V 

Замечание. Отметим, что непрерывность отображения / в точхе а е D, являющеися 
предельной точкой области определе1шя (aeDnD'), имеет место в том и только в том 
случае, если существует предел/в точке ан при этом совпадает со значением/в точке а, то 
есть при выполнен.ни условия: \im/(x) = /(а). Непрерывность же в точке а е D, являю-

, .. , 
щейся изолированной точкой области определения (а е D \ D'), имеет место для отображе­
ния [всегда. (дайте соответствующую аргументацию!) 
Определен11е.Пусть (Х,Рх) и (У,р,.) - МП, /:Х➔ У и АсХ.Оrображенис/называ­

ется непрерывным на множестве А, если оно непрерывно в каждой точке множества А. 
Семейстnо непрерывных на Х отображений из Х в У обозначается С(Х, У), причi!м в случае 

У = R с естественной метрикой используется уnрощl!нное обозначение С(Х). 
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Оrображение / е С(Х, У) называется гомеоморфизмом МП Хна МП У, если/биект11в110 

и обратное отображение Г' 11еnрерывно ва У, то есть 1 -• е С(У,Х). 
Определение. Пусть (Х,Рх) и (У,р, ) - МП, /: Х ➔ У. Оrображевие/называется рав­

номерно непрерыв11ым на Х, если 

'v'& > 0 3о, > 0 'v'x, € Х 'v'x2 € Х: (р_,. (х, ,Х2) <о,) ⇒ (р,(/(х,),/(х2)) < ё). 
Из равномерной непрерывности на Х отображения / вытекает его непрерывность 11а Х, но 
обратное утверждение неверно. (Приведите соответствующий пример!) 

Сформулируем обобщения некоторых классических теорем о свойствах непрерывных 
функцтi. 
Теорема о непрерывном образе компакта. ([2], с.42; [4], с.158; [6], с.36.) Пусть 

/ е С(Х,У), где (Х,Рх) и (У,р,) - МП, и К - компакт в МП (Х,Рх)- Тогда /(К) -
компактвМП (У,р,). 

Следствиями этой теоремы с учётом свойств компактов в IR с естественной метрикой яв­
ляются следующие утверждения дnя непрерывных чясловых функций, определ!нных на МП. 

Обобщение первой теоремы Вейерштрасса. Пусть / е С(Х), где (Х,Рх) -МП, и К -

компакт в МП (Х, р., ). TorJJJ!/ ограничена на множестве К. 

Обобщение второй теоремы Вейерштрасса. Пусть/ е С(Х), где (Х,Рх) - МП, и К -
компакт в МП (Х, р х ). Тогда/ достигает на К своих точных граней. 

Теорема о непрерывности обратного отображения в МЛ. ([6], с.37.) Пусть 

/ еС(Х,У) - ннъективное отображение, где (Х,рх ) - компаКП1ое МП и (У,р,) - МЛ. 

Тогда Г' е C(Z,X), где Z = f(X) и (Z,Pz) -nодnространство МП (У,р,). 

Обобщение теоремы Кантора о равномерной непрерывности отображений в МП. 

((2), с.43; (4). с.159; [6], с.37.) Пусть / е С(Х,У), где (Х,Рх) - компактное МЛ и (У,р,) -
МЛ. Тогда/равномерно непрерывно наХ 

Упражнения. 1.9.1.Пусть (Х,р., ) и (У,р, ) - МЛ, DcX, D*e>, f:D➔ Y и aeD'. 

Докажите следующие свойства предела отображения/. 
(а) если у отображения/ существует предел в точке а, то он единственый; 
(б) если у отображения/ существует предел в точке а, то/ асимптотически огра11ичено 

при х ➔ а, тоесть 3U(a) такая,что /(U{а)nD) -ограниченноемножествовМП (У,р,). 
Арифметические свойства пределов н утверждения о предельном переходе в неравенст­

вах мя числовых функций формулируются в привычной форме. 

1.9.2. Пусть (Х,рх) н (IR,p)- МП. где р - естественная метрика, DcX, D*(Z), 

f: D ➔ IR, g : D ➔ R, h : D ➔ R, и а е D'. Докажите следующие свойства предела функции: 

(а) Пусть 3 lim/(x) = Ь е IR. и 3 limg(x) =се IR.. Тогда (31im(/(x)± g(x)) = Ь ±с) л , .... 
л(3lim(/(x)g(x))=bc), а если с*О, то 3lim/((x)) =!!_, 

Ж➔Q X➔agX С 

(Корректность выражен.ия lim /((х)) при с.- О обеспечивается тем, что 3U(a) 
ll➔fl g Х 

'v'x е U(a)nD: g(x) * О, при этом множе(,'ТВО D, ={хе D lg(x) * О} с D является областью 

определения функции ~~;~ и а е D;. Дайте соответствующую аргументацию!) 
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(б) Пусть 3U(a)'v'x e U(a)nD:/(x)~h(x)~g(x) и 3~~/(x) = limg(x) = beR. Тогда 

3 liшh(x) = Ь. 
, .... . 

(с) Пусr6 3 limf(x) = Ь е i:, 3 lim g(x) =се IR и Ь < с. Тогда 3 U(a)'v'x е U(a)n D: 
~ • X➔tl 

/(х) < g(x). 
1.9.3. Пусть (Х, р х) и (li, р )-МП, где р - естественная метрика, / : Х ➔ R, g : Х ➔ R, 

0 
е Х. Докажите, что если функции f(x) и g(x) непрерывны в точке а, vто функции 

f(x)±g(x), f(x)g(x) непрерывны в точке а, а при g(a)*O непрерывнои в точке а 

. /(х) 
.11вляется и функция g(x) • 

1.9.4. Пусть (Х,Рх ), (У,р,) н (Z,p,) - МП, /: Х ➔ У, g: У ➔ Z, а е Х, Ь = f<a)(e У). 
Докажите, что если / непрерывно 8 точке а, а g непрерывно в точке Ь, то композиция g O 

/ 

непрерывна в то•1ке а. 
l .9.s•. Пусть (Х,Рх ) и (У,р,) -МП, /: Х ➔ У.Докажите, что следующие утверждения 

эквивалентны: 

(а)/ е С(Х,У); (6) 'v'G eQSp,(Y): Г '(G) eQSpx(X); (в) 'v'U,(a) с У: Г' (U,(a)) Е~Рх~Х); 

(г) 'v'F е\Ур,(У): Г'(F) e\Jp/X); (д) 'v'A с Х: /(А)с /(А); (е) 'v'B с У: Г'(В) с Г'(В ). 
1.9.6. Пусть (Х,р) _ мп, А с Х, А" е>, а е Х. Докажите сnраведnивость следующих 

утверждений: 
(а) J е С(Х) где /(х) = р(х,а); (б) g е С(Х), где g (x) = р(х, А). 
1.9.7. Пусть (•Х,р, ) (i = 1,2). Докажиrе, что метрика р, 11е слабее метрики Р, тогда и rоль-

отоб ажение id · Х ➔ Х как отображе-
ко тогда когда является непрерывным тождественное Р · 
ние, дей::.ГВующее из мл (Х,р,) в мл (Х,р,). При этом метрики являются эквивалеНПiЬIМИ 

8 том и только в том случае, если это отображение является гомеоморфизмом. . 
1.9.8. Пусть (Х,р) _ мп. Докажите справедnивость следующих утверждений. 
(а) Любое замкнутое множество F е\У является функционально замкнутым, то есть 

3/ е С(Х) :/"'(О)= F. 
(б) Любое открьrrос м~~ожество G е QS является функционально открьпым, то есть 

3/ е С(Х): Г' ( IR.\{O})= G. 
Пользуясь утверждениями (а) н (б), получите свойство совершенной нор_мальности МП. 

(См. ynp.\ .5.13.) v ф / С(Х) 
(в) Пусть F, e\Y(i= \,2) и F, nF, =0. Докажите существованиетакои ункции е , 

что/(Х)с[О,1], Г ' (О) = F, и Г'(l)=F,. 
1.9.9. Пусть (Х,р.,) и (У,р, ) _ МП, /: Х ➔ У.Докажите, что следующие утверждения 

эквивалентны: 

(а)/ равномерно непрерывна на Х; 

(б) 1,./{ '}" с Х 'v'{х'}ф с Х: (limpx(x:,x:) = О) ⇒ ( limp,(/(x:).J(x;)) = О). 
V Х11 ,..1 ,r .tf ■ I ~ ,,--» 

1 .9.1O.Пусть (Х,Рх), (У,р,) и (Z,p, ) -f-1-П, f:X ➔ Y,g:Y ➔ Z. Докажите,чтоиз 
f х v еnрерывности g на У вытекает рав-

равномерной непрерывности на и равномернои н 

но:-~ерная непрерывность композиции g O f иа Х. 
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Оnределен11е. МП (Х,рх) называется линейно связным, если любые его две точки 
соединимы некоторым nутём в ( Х, P.r ). Множество У с Х называется линейно связ11ым 

8 
МП (Х,рх ), если подпространство (У,р,. ) этого МП явля~ся линейно связным МП. 

Ясно, что множество У с Х является линейно связным в МП (Х, р х ) тогда и только тоrда, 
когда любые две его точки соединимы некоторым путём в МП (Х,Рх ), носитель которого 
содержится в У. Всякое линейно связное множество в МП (Х, р_,. ) явпяется связн1,1м в этом 
МП, но обратное утверждение неверно. (См. упр.1.10. 10 и упр.1.10.12.) 

_ Упражнения. 1.10.1. (а) Докажите, что на действительной прямой с естественной метри­
кои непустыми связными множествами являются промежутки и топько они, лри этом одното­
чечные множества тоже считаются (вырожденными) промежутками. 

( б) Дайте описание связных множеств в дискретном МП (упр.1.1.4). 
Какие множества являются обпастями в МЛ из пунктов (а) и (б)? 

l.10.7. Пусть (Х,р) - МП. Множества У с Х и Z с Х называются отделёнными в МП 
(Х,р), еспи ·УПZ=0и УПZ=0. 

(а) Докажите, что отдепённость как пары открытых множеств, так и пары замкнутых мно­
жеств равносильна их неnересекаемости. 

(6) Докажите эквивалентность спедующих утверждений: 
(1) Множества У с Х и Z с Х отделены в МП (Х,р). 

(2) 3G, е ~р(Х) 3G2 е ~р(Х): (G, => У) л (G, => Z) л (G, П G, = 0). 
(в) Докажите эквивалентность следующих утверждений: . 

(3) МП (Х,р) связно. 

( 4) Если Х = У U Z и множества У и Z отделены, то одно из них пусто. 
1.10.3. Пусть (Х,р) - МП и У с Х -связное множесrво в МП (Х,р). Докажите, что ДJJя 

любой пары А и В отделённых множеств в МП (Х,р) (см. ynp.1.10.2) из включения 
У с А u В вытекает одно из включений У с А или У с В. 

1.10.4'. Докажите следующие утверждения: 
(а) МП является связным в том и только в том случае, если любая пара его точек содер-

жится в некотором связном мsожестве этого МП. 

{б) Если в МП содержится всюду 1IЛоп1ое связное множесrво, то МП связно. 
(в) Замыкание связного в МП множества тоже связное множество в этом МП. 
(г) Пусть (Х,р) - МП и {А, },. г - семейство связных множеств в МП (Х,р), причём 

n А, ·* 0. Тогда множество А= U А, связно в МП (Х,р). 
1е r ус; Г 

l.lo.s•. Докажите, что МП (Х,р) связно тогда и только тогда, когда множеством значе­
ний пюбой функции / е С(Х) является проме,...-уток (возможно вырожденный). 

1.10.6. Пусть (X,,p,)(i = 1,2) - МП, Х = Х, х Х2 и (Х,р) -декартово произведение МП 
(Х,,р,) и (Х, ,р,) (см. ynp.l .3.12(a)). Докажите, что если А , - связное множест110 в МП 
(X,,p,)(i= 1,2), то А= А , хА 2 - связное множество в МП (Х,р). 

1.10.7'. Пусть (Х,р) - МП и а е Х. Связной компонентой точки а называется наибольшее 
связное множество, содержащее точку а. Докажите спедующие утверждения: 

(а) У каждой точки. а е Х существует непустая связная компонента, которая яВJJяется замк­
нутым множеством. 

(б) Д,'lЯ любых двух точек пространства Х связные компоненты либо совпадают, пибо не 
пересекаются. 

(в) Компонента связности МП является связной компонентой каждой своей точки. 
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т бразом МП явпяется объединением попарно не пересекающихся компонент связности акимо , еХ ЬЕХ 
и тем самым в МП имеет место следующее отношение эквивалентности: точки а и 

эквивалентны, если у них общая связная компонента. 

1.10.8. Найдите компоненты связности следующих числовых множеств в МЛ (IR, Р), где Р 
- естественная метрика: 

(а) IR; (б) {а, ,а, , ... а.}; (в) (0,1) U {2}; (г) (О, 1) U (1,2]; (д) ~; (е) Q; (ж) канторово множество. 

1.10.9. Докажите, что линейно связное множество в МП является связным множеством в МП. 

1.10.10. Докажите, что в МП (IR,p), где р - естестве1шая метрика, понятия сязиости и 

линейной связности совпадают. 

1.10.11. Пусть/ е С(Х,У), где (Х,рх) и (У,р,) - МП, У -линейно св,~зное множество 

в МП (Х,Рх ). Докажите, что /(У) -пинейно связное множество в МП (У,р, ). 

1.10.1:z•. Покажите, что множество 

А= {(х"х, ) е IR' 1 (х, > О) л (х, = sin; )} U {(х"х, ) е IR!.
2 1 (х, = О) л (-1 $ х, $ !)} 

1 

является связным в МП (IR\ р, ), но не является линейно связным множеством в этом МП. 

11. ЛИНЕЙНЫЕ НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

§ 2.1. Норма в линейных пространствах. 

Отметим, что, в отличие от общего спучая МП, естественная метрика р(х,у) =lx-YI на 

множестве IR, введённая с использованием понятия модуля действительного числа, обладает, 
кроме свойств (1) - (3), дополнительными свойствами, связанными с наличием в IR алгеб­
раических операций сложения и умножения, а именно: 

(4) v'xe(R v'yelR v'zelR: p(x+z,y+z)=p(x,y); 

(5) Va е IR v'x е IR v'y Е IR: р(ш,ау) =la I р(х,у). 
Анапиз этих свойств приводит к понятию линейного нормированного пространства, впервые 

в современном виде сформулированном в 1922 году независимо друг от друга С. Банахом, 
N W. ) -ским математиком Г Ханом американским математиком Н. Винером ( . 1ener и австрии · 

(Н.Hahn). 

Определение. Пусть Х- пинейное пространство (ЛП) над полем 1Р' {IP = R или 1Р' = С). 
Функция 11 . 11: Х➔ IR (Х эх нll х lle IR) называется нормой на (или в) Ш1 Х, если выполнены 
условия (аксиомы): _ 

(!) v'x е Х :11 х IJ:2: О, причём (11 х 11= О) <=>(х = О) (аксиома положительнои определённо­
сти нормы); 

(2) v' а е 1Р' v'x е Х: 11 ах 11 =1 а 111 х 11 (аксиома абсолютной однородности); 

(3) Vx е Х v'y е Х: 11 х + у IISII х 11+11 у 11 (аксиома треугольника). 
Пара (Х 11 .11) называется шt.нейным нормированным пространствоы (для удобства будем поль­
зоватьс; также аббревиатурой ЛНП). Еспи понятно о какой норме ид!т речь, то говорят 0 

ЛНП Х вместо (Х, 11 -11).В спучае 1Р = IR ЛНП называется вещественным, а в случае 1Р = С 
- комплексным. 

Если в определении аксиому ( 1) заменить условием: _ . 
()а) Vx е Х: 11 х 11 :2: О, причём (х = О) ⇒ (11 х 11= О) (аксиома неотрицательнои определён­

ности нормы), 
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то в этом случае 11 . 11 называется rюлунормой, а пара (Х, 11 . 11) - линейным полунормирован­
ным пространством.· 

Замечання. 1) Как и в случае МП, несложно предложить процедуру перехода от полу. 

нормированного пространства к нормированному. Пусть L - подпространство тех хе Х, дпя 

которык выполняется 11 х 11= О. Воедём от1юшеш1е эквивалентности в Х, полагая векторы 
хе Х и у е Х эквивалентными, если существует такой вектор z е L, что х - у= z. Пусть i 

- обозначение класса эквнвапентности, который порождается элементом х е Х. и пусть Х -
множество классов эквивалентности, отвечающих рассматр11ваемому отношению эквива­

лентности. Тогда на .Х можно ввести операции сложения векторов и умножения скаляра на 
вектор: 

'vxeX'vj,ei:x+j,=z, где z=x+y,xex,yej,; 

'vaeP 'r:fxeX:ax=iv, где w =ax,xex, 

а также норму 11 -1( посредством формулы: 

· 11 х 1( = 11 х 11, хе х. 
Полученное JПП1 ( .Х, 11, 1( ) назыоаеrся фактор-пространсrвом, nорожд11емым полунормой 11 -11-

2) Понятие нормы в ЛП является обобщением понятия модуля числа, а также ш1ины 
вектора на плоскости или в трt!хмерном пространстве. 

Определение. Пусть (Х, 11-11) -ЛНП. Метрическим пространством, nорожn.ёt1ным нормой 
11 - 11, называетсяМП (Х,р), где p(x,y) =llx-yll, 

Метрика на ЛП, порождённая нормой, очевидно, обладае1· дополнительными свойствами: 

(4) 'vx е Х 'vy е Х 'vz е Х: р(х + z,y + z) = р(х,у) (инвариантность метрики относи­
тельно сдвига); 

(5) 'v а е 1Р 'vx е Х 'vy е Х: р(т,ау) = 1 а I р(х,у) (абсолютная однородность метрики). 
Упражнения. 2.1.1. Докажите, что в соответствии с оп ,санной в Замечании 1) процеду­

рой справедпнвы следующие утверждения: 

(а) L является линейным подпространством ЛП Хнад лолем IP; (б) введl!нное отношение 
является отношением эквнвале1m1ости; (8) операции сложения векторов и умножеННJ1 скаляра 

на вектор на Х корреtmю определены; (г) Х .11ВЛJ1ется ЛП над полем 8J; (д) фym<UIIJI 11 -1( кор­
ректно определена на Х; (е) 11-1( является нормой на .Х. 

2.1.2. ПустьХ-ЛЛ над полем IP, (Х,р) -МП и метрl!Ка р удовле'П!Оряетусловням (1) -(5). 
Докажите, что функция 1! х 11 = р(х,О), хе Х, является нормой на ЛП Х, и метрика р по­

рождается этой нормой. 

2.1.3. Докажите, что метрика, порождённаа нормой на нетривиальном ЛЛ (трив1-шлы1ым 
называется ЛП Х = {О}), неограннчена. 

Приведите пример метрики на ЛП, которая не порождается никакой нормой на этом ЛП. 

2.1.4. Пусть (Х, 11-11) -ЛНП над полем IP. Докажите следующие неравенства: . . 
(а) '<lx е Х 'vy е Х : 111 х 11-11 У 11 l:S:11 х± YII; (б) 'v{x"x,, ... x.} с Х: 11 ~:>, 11 S ~ ) х, 11-

Докажите, что норма - равномерно непрерывная фунКЦ11J1 на Х. 

2.1.S. (Классические нормы в ЛП IR
0

.) (а) Проверьте, что метрика р" нз упр.1 . 1 .S(в) порожда-

ется следующей нормой в !Rt": 
11 х/1,.= max I х1 1, х = (х1 ,.т2 , ... ,х.), (чебышi!вскаа норма в IR

0 

). 

ISi$.,, 
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t 

(6) Проверьте, что метрики р Р, 1 :s: р < ао, нз упр.1.1.5(д) порождаются следу,ощимн нор­

мами в tя.": 
1 

( 

,, \р 

llxll,, = f I Х; 'р j , (р-норма Минковскоrо в IR.
0 

). В частности, при 

р = J получается ''уличная" норма, а при р = 2 - евклидова. 

Покажите, что 11еравенства ( 1.2) в терминах норм принимают следующую форму: 
'vx е 111t" 'vp e[I, + оо) 'vq е[\, но): (р < q) => ( 11 х i100SII х 11 9 :S: 11 xll PSII х 11,:S:n 11 х 11 .. ). (2.1) 

Покаж11те, что lim 11 х 11 Р = 11 х 11 ... 
р➔«> 

(в) Покажите, что метрl!КН р,., О< р < 1, из упр.1 . 1.S(е) не порождаются ин.какими норма-

мн в lR0. 
2.1.6. (Класс11ческ11е нормы в ЛП числовых последовательностей.) (а) Проверьте, что мет­

р11Ка р"из ynp.l.l.7(a) порожп.ается следующей нормой в/.,,: 

11 х 11 .. = s11p I х. 1, х = {х.} ;а,, (ЛИП ограниченных последовательностей). 

(б) Проверьте, чrо метрики р,., 1 s р < ао, из улр.1.1.7(г) пороЖдЗЮТСЯ следующими нор­

мами в 1,.: 
1 

llx llP=(f lx, IP ); , х= {х.};;'. 1 elP, (р-норма Минковскоrо). 
l • I 

Покажите, что нсравенстuа ( 1.5) в терминах норм принимают следующую форму: 
'<lx е /1 : 11 х 11" SII xll q :S:11 х 11 Р S 11 х 11, • (:..2) 

Покажите, что lim 11 х 11 Р =11 х 11 .. • 
Р➔"' 

(8) Покажите, что метрн.ки рР, О< р < 1, из уnр. 1 .1.7(д) не порожда.ются нн.кЗК11мн норма-

ми вЛП I,.. 

(г) Покажите, что метрика Р, ю упр.1.1.7(е) не порождается никакой нормой в ЛП s. 

2.1.7. (Класс11чесК11е нормы в ЛП С[а,Ь).) (а) Проверьте, что метрика Р" нз упр.1.1.6(а) 
порождается следующей нормой в С[а,Ь]: 

11 х 11 .. = max I x(t)I, х = x(t), (чебышt!ВСI<ЗЯ норма в C[a,bJ). 
aSISЬ 

(б) Проверьте, что метрики р,., 1 s р < ао, из упр.1 . 1 .б(г) порождаются следующнмн нор-

мами вС[а,ЬJ: 

1 

11 , 11, • U 1 ,(1) 1' dт, 1 s р < Ф, , • ,(1), (•=•1""'•и Р-"'Р"' м,,.,ао,оrо • С[,,Ь 1 ). 

Покажите, что в терминах норм неравенства ( 1.3) и. ( 1.4) принимают соответствен110 форму: 
1 1 

'vxe C[a,b]'vpe [\,+oo)'vq e [J,+oo): (p<q) =>(ll x llp~(b - a)P qll x ll 9 ), 
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(2.3) 

(2.4) 



Покажите, что lin, 11 х II Р = 11 х 11'° . 
р-+«> 

(в) Покажите, что метрики Р,, О< р < 1, из ynp. l.l.б(д) не порождаются никакими нор-

мами в ЛП С[а,Ь]. 

2. 1.8. Проверьте, что nолуметрики р Р, 1 ::; р < оо, из ynp. l .1.8 порождаются следу1ощ11ми 

nолунормами на ЛП Х, : 
1 

11 х 11," (J 1 ,(<) 1' d,y, хе х(,). 
Переходя с помощью описанной выше в Замечании I) процедуры к фактор-пространству, 

р р 

отвечающему полунорме 11 -11 Р, получаем ЛНП (:Я, [а,Ь1 11 -11,) или просто :Я, [а,Ь]. Покаж11tе, 
• р • 

что при 1::; р < q < оо имеет место включение :Я, [a,b]c!R, [а,Ь] и дпя Vx е :Я, [а,Ь] справедливо 

неравенство (2.3). 
2.1.9. Проверьте, что метр11ка р8 11з ynp. 1.1.9 порождается следующей нормой на ЛП 

8 = В(Х): 
11 / llв= sup I f(x)I, f = f(x). 

ХЕХ 

Покажите, что в случае компактного МП (Х,Рх) норма 11 -118 на линейном подпространстве 

С(Х) ЛП В(Х) принимает форму 

11 / 11'°= max I f(x)I, / = f(x), 
хеХ 

и порождает метрику рф на С(.Х) 113 ynp.1.9.15. 
2.1.10. Докажите, что функция 11-11 является полунормой в ЛП Х и дайте описание 

подпространства, на котором она вырождается, если: 

(а) Х = BV[a,b) (ЛП функций ограниченной вариации на отрезке [а,Ь }), 

• 
11 /11= V /, / = f(t); 

D 

(б) Х = Lip[a,b] (ЛП лиnш11цевых функций на отрезке [а,Ь}), 

11/ !l= sup{lf(?- ~(s)I :(a$ t $Ь)л(а$s $Ь)л(I o0s)}, f = f(t). 
t - s 

Замечание. ЛП в ynp.2.1.6-2.1.1 О рассматрива1отся над полем IR, но могут рассматривать­

ся и над полем (. В первом случае функции (последовательности) являются вещественно­
значными, а во в1·ором - комплекснозначными. 

В следующем уnражнен11и да!!тся представление о декартовом произведении ЛНП. 
2.1.11. Пусть (X;,11-11,)(i = 1,2) - ЛНП над полем 1Р' и Х = Х, х Х, . Определим операции 

сложения векторов и умножения скаляра на вектор следующим образом: 
Vx = (х"х2) е Х Vy = (у, ,у2 ) е Х: х+ у = (х, + у"х, + у, ); 

'</а е 1Р '<lx = (х"х,) е Х: ах= (ах,,ах, ). 

Докажите, что Х становится ЛП над полем 1Р, а следующие функции являются нормами в 
этом ЛП, порождающими соответствующие метрики из ynp. 1.3 .12: 

(а) 11 х 11 = 11 х, 11, + 11 х, 112; (б) 11 х 1( = J 11 х, 11~ + 11 х, 11~; (в) 11 х iГ = max{II х, 11"11 х, 11,}. 
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§ 2.2. Шары и сферы в ЛНП. Подпространства в ЛИП. 

Топология в ЛНП. 

Форма шара в произволы1ом МП, вообще roRopя, зависит от положения е,·о центра и 

uе:~ичины его радиуса (см., например, ynp.1.2.7). Иное дело в ЛНП - здесь все открытые 
щары подобны друг другу, то есть справеддивы следующие утверждения: 

Теорема. Пусть (Х, IJ . /1)-ЛНП. 

(а) Для любого открI,Iтого wapa И, (а) с Х и любого отображения f: Х ➔ Х вида 
f(x) = ах+Ь, хе Х, множество /(U,(а))является открьпым wаром в ЛНПХ. 

(б) Для любых открытых шаров И,, (а,) с Х и И,, (а, ) с Х существует такое отображе-

ние f : Х ➔ Х вида f(x) = ах+Ь, хе Х, что И,, (а,) = f(Ur, (а, )). 

(докажите эти простые утверждения!) 

Другими словами, любой открытый шар в ЛНП может бьпь получен из любого другого 
о,·крытоrо щара последовательным выполнением сдвига и гомотетии. 

Аналогичные утверждения имеют место дпя замкнуrых шаров и сфер. 
В сра~щении с МП шары в нетривиальных ЛНП обладают ещё некоторыми дополнитель­

ньши свойствами. (См., например, упр.2.2.1.) Для их формулировки нам понадобятся новые 
определения. 

Оnреде.11е11ие. Пусть Х - ЛП над полем 1Р. Прямой (действительной при 1Р = !R или ком­
плексной при 1Р =(), проходящей через точки а е Х и Ь е Х (а оО Ь), называется множество 

L = {xeXI За elP':x = ab+(l -a)a}cX. 
Лучом с началом в точке а е Х, проходящим через точку Ь е Х (а "F' Ь ), называется множество 

L , = {xeXI За е[О,+оо) :х =аЬ+(\ -а)а} с Х. 

Отрезко~1 с концами в точках а е Х и Ь е Х называется множество 

[а,Ь] = {хе Х I Зае (0,1) :х =аЬ+(\-а)а} с Х. 
(При а = Ь отрезок вырождается в точку.) 

Оnределеt1ие. Пусть Х - ЛП над полем 1Р' и А с Х. Множество А называется выпуклым в 

ЛПХ, если 

'<la е А '<lb е А : [а,Ь] с А, 
то есть для любых двух точек множества А соединяющий их О1J>езок целиком лежит в 

множестве А. 

Пересечение любого семейства выпуклых множеств в ЛП является выпуклым множест­
вом (пустое множество тоже с,штается выпуклым). (докажите это утверждение!) 

Определение. Пусть Х - ЛП над полем 1Р' и А с Х. Выпуклой оболочкой множества А 

называется наименьwее выпуклое множество, содержащее А. (Проверьте корректность этого 

определения!) Выпуклая оболочка множества обозначается со А или conv А ( фр. сопvехе, анг. 

convex - выпуклый). 

Определение. Пусть Х - ЛП над полем 1Р' и А с Х. Множество А называется центрально­
симметри,щым ( относительно точки х = О) в ЛП Х, если 

'</хеХ: (х е А)~(-хеА). 

Множество А называется уравновешенным в ЛП Х, если 

'<lxeA'v'aelP' : (lal~l) ⇒ (axeA). 

Определение. Пусть (Х, 11-11) - ЛНП, У - линейное подпространство в Х и 11-11, -
сужение нормы 11-Н на У. ЛНП (У, 11-11,· ) называется- подпространством ЛНП (Х, 11 -11 ). 

У111)ажнею1я. 2.2.1. Пусть (Х, !1-11) - нетривиальное ЛНП. Докажите, что для шаров и 

сфер в ЛНП Х имеют место свойства: 
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(а) v'a е Х v'r >О: S, (а);,, 0; (6) v'a е Х v'r >О: И, (а)= К, (а); 

(в) v'a е Х Vr >О: К, (а)= co(S, (а)). 

2.2.2. Пусть Х - ЛП над полем 1Р', А с Х, А ;,, 0. Докажите, что 

со А= {хе Х 1 3{х, ,х, , .. . хп} с А 3{а"а,, ... а.} с (0,1): (i:a 1 = 1) А (х се t а 1х1 )}. 
i • I ,_, 

2.2.3. (а) Докажите, что в ЛНП любой открытый (замкнутый) 1щ1р с центром в нуле 
является выпуклым уравновешенным множеством. В частности, он является_ центрально• 
симметричным множеством в этом пространстве. Покажите, что любая сфера с центром в 

нуле является центрально-симметричным, но не является ни выпуклым, ни уравновешенным 

множеством . 

(6) Докажи,:е, что в нетривиальном ЛНП тобой замкнутый шар пересекается с любым 
лучом, начинающимся в его цен,:ре, по невырожденному отрезку. 

(в) Покажите, что если 11 -11 - полунорма в ЛП Х, то множество В = {хе Х: 11 х 11:s 1} может 
содержать прямую. 

Свойство выпуклости шара в ЛНП оказывается может равносильным образом заменить 
аксиому треугольника в определении нормы, что вытекает из следующего упражнения. 

2.2.4•. (а) Пусть Х - линейное пространство (ЛП) над полем 1Р' и пусть функция 11- 11: Х ➔ ~ 
(Х эх ~ 11 х lle IR) удовлетворяет условиям (l) - (2) из определения нормы. Если множество 
В = {хе Х: 11 х IIS 1} выпукло в ЛП Х, то функция 11-11 удовлетворяет аксиоме треугольника и, 
следовательно, является нормой. 

(б) Покажите, что не являются выпуклыми в ЛП Х множества В = {хе Х: 11 х IIP $ \ }, 

О< р < !,если: 
1 

n ( " )р l)X=~ (n> I), llxllP= L IX; IP , х=(х1 ,х~ ,···•хп). (Дайтеиллюстрациюпри n = 2.) 
,~1 

1 

ха {x.J:.,. 3) Х "CJ•.•J. 11 х 11," [j1 х(<) 1' dJ, х = x(t). 

2.2.s•. Пусть Х - ЛП над понем 1Р' и В с Х - выпуклое уравновешенное множество, 
пересекающее каждый луч с началом в точке х = О ло невырожденному отрезку. Определим 

функцию: 

11 х 11 = inf {а е (О, + ех>) l 3y е В :х = ау}, хе Х (функционал Минковского). 

Докажите, что 11- il - норма на Х и В = К, (О). 

2.2.6. Докажите, что ЛП сходящихся последовательностей с из ynp. l .6.8(11) и ЛП беско· 

нечно малых последовательностей с0 из улр.1.6.8(к) с нормами, индуцированными нормой 

11-11., , являются замкнутыми подпространствами в ЛНП (/., ,11-11 .. ). 

2.2.7. (а) Покажите, что подDространство в ЛНП может не являться замкнутым множеством, 
рассмотрев линейное подпространство так называемых конечных лос.ледовательностей 

У= {х = {хп};. 1 е/Р 1 3N е ~ Vn>N:x. = 0} 

в ЛНП (/ Р , 11 -11 Р), l s р < оо. (См.уnр.2.1.6.) Покажите, что У всюду плотно в / Р . 

(6)' Докажите, что подпространство конечномерноrо ЛНП, 01:личное от всего простран­
ства, является ниrде не плоп1ым множеством в ЛНП. 
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2.2.8. Пусть (Х, 11 - 11 ) - ЛНП над полем 1Р', А с Х, В с Х, Л с IP'-Суммой множес1·в А и В 

называется множество 
A+B={xeX J 3yeЛ3zeB : x = y+z}. 

Произведением множеств Л и В называется множество 
ЛВ = {хе Х l 3л е Л3zе В:х = л.z} . 

в частности, сумму {а}+ В обозначают а+ В, а произведение {л}В обозначают лВ. 

(а) Пусть А с Х, G е ®· Докажите, что А+ G е @\. В частности, при любом а е Х открыто 

м11оже<--ТВО а+ G. 
(б) Пусть а е Х, F е\5'. Докажите, что а+ F е \5'. 

(в) Опровергните в ЛНП IR\ с естественной нормой утверждение: 
((F, е\5')л(F, е\5'))⇒ (F, + F, e\r)). 

(г) Пусть Ge@I, Fe\5'. Докажите, что при всех ле!Р'\{О}: J.Ge@I и при всех л.еlР': 

?..Fe\'i. 
(д) Верно ли, что сумма двух нигде не плотных множеств является нигде не плотным 

~шожеством? Найдите сумму С+ С, где С - канторово множество из упр.1.6.6. 

§ 2.3. Сравнение норм в ЛП. 

Определение сходимости в ЛНП (Х, 11- 11) последовательности точек {х"};:'., с Х к точке 

а е Х (см. соответству10щее определение (1.8) для случая МП) принимает вм: 

(limx, = а)~ (lim 11 х,, -а 11 =О)~(\/&> О 3N, е ~ Vn > N,: 11 х" -а 11 < &). 
n➔IIIO n-,x, 

Пр.и :пом сравнение норм на одном и том же ЛП Х определяется через сравнение порождае­

мых ими метрик. 

Определение. Пусть (Х,11 - 11,) и (Х,11-11 ,) - j(НП над полем IP'. Говорят, что норма 

11 -11, не слабее нормы 11- 11, (или норма 11-11, не сильнее нормы 11 -11,, wш норма 11- 11, подчине• 
на норме 11 -11, ), если метрика р" порождаемая 11 -11,, не слабее метрики Р,, порождаемой 11 -11, ­

Аналогично определяются эквивалентные нормы на Х Отметим, что сформул.ированное в 
упр.1.3.6 для метрик достаточное условие их эквивалентности в случае ЛЮl становится также 

необходимым (см. упр.2.3.1). 

Оrметим специфику конечномерных ЛП, для которых имеет место следующее важное 

утверждение. 

Теорема. ((5), с.56.) В конечномерном ЛЛ все нормы эквивалентны между собой. 
(См. также упр.2.3.2.) 

Упражнения. 2.3.1 •. ПусТh (Х, 11-11, ) и (Х, 11- 11,) - ЛНП над полем IP'. Докаж.ите, что 
норма 11- 11, не слабее нормы 11-11, тогда и только тогда, когда 

3C>0VxeX:ll x ll, SCll xll, • 
В частности, эп1 нормы эквивалентны в том и тол&ко в том случае, если 

3с > 03С > О Vxe Х: cllxll, S llx 11, S C llx 11, . 
2.3.2. Докажите теорему об эквивалентности норм в конечномерном ЛП, придерживаясь 

следующих указаний: 

1) Выбрав какой-нибудь базис {е"е,, ... еп} с Х в ЛП Х, введите функцию 

llx ll00 = max l x; I, х = ~х,е,е Х, 
1 s1iп 
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и докажите, что эта функция является нормой на Х (эту норму естественно называть чебы­
шёвской относительно заданного базиса). 

2) Если 11-11 - tюрма вХ, то пользуясь представлением вектора хе Х в заданном базисе и 

свойствами нормы, докажите, что она не силь.нее чебыш!:вской нормы 11 -11.,. 
3) Для доказательства тоrо, что 11- 11" не сильнее 11-11, предположите противное и найдите 

такую последовательность вектороа {хп}:~ 1 с Х, что 'ltn е N: 11 х.1!., > п II х. 11 -
4) Пронормировав последовательность по норме 11 -11.,; то есть перейдя к последователь-

х 
ности единичных векторов У. = II x:II .. , пе N, и воспользовавшись тем, что сходимость по 

норме 11 -11" покоординатная, выделите из {Уп };;1 подпоследовательность, сходящуюся по 

этой норме к некоторому а е Х, 11 а 11., = 1. 
5) Пользуясь подчинённостью нормы 11-11 норме 11-11 .. , сделайте вывод о сходимости 

выделенной подпоследовательности к а 'F- О по норме 11-11 и получите противоречие с нера~ 
11 х. 11 1 

веиствами II У. 11 = - - <-, пе N. 
11 х. 11" п 

2.3.3. (а) С учётом утверЖдений упр.2.3.1 дайте геометрическую трактовку сравнимости 
норм в ЛНП в терминах шаров. 

( б) Докажите, что в конечномерном ЛНП Х топология пс зависит от выбора нормы в Х. 
2.3.4•. Покажите, что в ЛП /1 (см. упр.1.1.7) норма 11-llp сильнее нормы 11-llq, если 

l$p < q $00. (См. такжеуnр.1.3.11 иуnр.2.1.6.) 

2.з.s•. ПоЮDКИТе,чтовШI С[а,Ь] норма 11 -llq сильнее нормы 11 -llp, если l$p<qioo . 

(См. также упр.1.3.10 и 2.1.7.) 

2.3.6. Докажите эквивалентность норм 11- 11, 11-\( и 11- IГ из : пр.2.1.11, установив непо­
средственно неравенства, аыписанные в критерии из упр.2.3 .1. 

§ 2.4. Полнота, компактность и связность в ЛИП. 

Определение. ЛНП ( Х, 11 -11 ) называется банаховым (БП), если МП, пороЖдаемое нормой 
11- 11, является полным. 

Замечание. Эти ЛП названы так в честь С. Банаха, виёсшеrо огромный вклад в создание 

и разработку теории ЛНП. 
Все конечномерные ЛНП являются полными, то есть являются БП. (См. упр.2.4.2.) 

Определение. Два ЛНП над одним и тем же полем 1Р' называются изометрически изомор­

фными или просто изоморфными, если существует линейное биективное изометрическое 

отображение одного пространства на другое. , 
Оказывается, что в случае неполного ЛНП пополнение соответствующего МП может 

быть превращено в БП посредством введения в нём подходящим образом алгебраических 
операций, что отражено в следующем утверждении. 

Уточнённая теорема Хаусдорфа о пополнении лнn. ([5], с.62-64.) Всякое ЛНП может 
быть пополнено до БП, которое единственно с точностью до изоморфизма. При этом исход­

ное ЛНП с точностью до изоморфизма является всюду плотным подпространством своего 

пополнения. · 
Принципиальное различие меЖду конечномерными и бесконечномерными ЛНП уста­

навливает теорема, доказанная в 1918 году венгерским математиком Ф. Риссом (F. Riesz). 
Теорема Рисса. ((5), с.59; (12], с. 133; (17), с.266.) Для того чтобы замкнутый шар в ЛНП 

являлся компактом , необходимо и достаточно, чтобы ЛНП было конечномерным. 
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Замечание. Риссом была доказана необходимость этого условия, доказательство доста­

точности является несложным упражнением. (См. упр.2.4.5.) 
Оказывается, что для открытых множеств в ЛНП понятия связности и линейной связно-

сти совпадают. 

Теорема. ([13], с.95-96.) Открытое множество в ЛНП связно в том и только в том случае, 

если оно линейно связно. 
Таким образом, в ЛНП область может быть определена как открытое и линейно связное 

множество. 

Упраж11ения. 2.4.1. Пусть (Х, 11-11,) и (Х, 11-11,) - ЛНП над полем 1Р' и пусть нормы 11 -11, 
и 11-11 , эквивалентны. Докажите, что (Х, 11 -11,) - БПтоrда и только тогда, когда (Х, 11-11,) -
БП. (Ср. с ynp.1.7.3.) 

2.4.2. Докажите полноту конечномерного ЛНП, придерживаясь следующих указаний: 
!) С учётом эквивалентности норм в конечномерном ЛНП (упр.2.3.2) аргументируйте 

достаточность доказательства полноты в случае чебышёвской (относительно какого-нибудь 
базиса) нормы. 

2) Убедившись, что фундаментальность и сходимость относительно чебышёвской нормы 
покоординатные (относительно выбранного базиса), воспользуйтесь леммой Больцано-Вей-
ерштрасса. . 

2.4.3. Пусть (Х, 11-11) - БП. Докажите, что подпространство (У, 11 -11,) в mrn (Х, 11-11) 
является БП тогда и только тогда, когда У замкнуто. 

2.4.4*. Докажите, что .является полнъ1м JПШ (В(~), 11-11 8 ), где 11-11 8 - норма из упр.2.1.9 при 

Х = ~-(См. также упр.1.1.9 и упр.1.7.6.) Являются ли БП следующие подпространства этого 

пространства(~ рассма;ривается с естественной метрикой): 

(а) Сь( ~)= {/ е С( 11): /(х) ограничена на~}; (6) С0( ~)= {/ е С( 11): lim/(x) = О}; 

(в) С,(~)={/ е С( ~):supp/ - компакт}, где s11pp/ ={хе~: /(х);, О} -носитель функ­

ции/ (Анг. и фр. support -носитель.) 
2.4.5. Докажите, что в конечномерном ЛНП множество является компактом в том и только 

8 том cлriae, если оно ограничено и замкнуто. 

2.4.6 . Получите из теоремы Рисса утверЖдение о том, что сфера в ЛНП компактна тогда и 
только тогда, когда пространство конечномерно. 

2.4.7•. Докажите следующий критерий _относительной компактности в БП (с, 11 -11,) и 
(с., ll -llc

0
) (см. упр.1.6.8.(и-к) и упр .. J.7.5(д-е)), где 11- 11, и 11-llc. - нормы, индуцированные 

нормой 11-11., (см. упр.2. ! .7(а)) на подпространствах с и с0 соответственно: 
Для того чтобы множество К= {x!aJ = {х~а>};., 1 а е А} с с (соответственно с с0) явля­

лось относительно компактным в БП (с, 11-11,) ( соответственно 8 БП (с0 , 11- llco)) необхо­

димо и достаточно, чтобы К было ограниченным в этом БП и чтобы х~а> ~ a<aJ е ~ (соответ­

ственно х~"1 ~о) на А при п ➔ оо. 

Замечание. Последнее условие означает равномерное относительно параме;ра а е А 

стремление к пределу а'"1 ( соответственно к пределу О) последовательности х~"'> при п ➔ оо, 
то есть: 

';/е > О 3N, е N ':/а е А ':/п > N, :lx~"'1 -а(« > 1< е (Vc > О 3N, е t"d'll'a е А ':/п > N, lx~"> 1< &). 

2.4.8. (а) Докажите, что все непустые выпуклые множества в ЛНП линейно связны. В 
частности, все подпространства в ЛНП являются линейно связными множествами. 
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(б) Докажите, что открытый и замкнутый шары в ЛНП являются линейно связными мно­
жествами. Верно ли это утверждение д)IЯ сфер в ЛНП? ( А если размерность ЛНП больше 
единицы?) Являются ли связными шары и сферы в МП? 

§ 2.5. Линейные отображения в ЛНП. 

Особую роль среди отображений /: Х ➔ У, действующих из одного ЛНП (Х, 11 -llx) в 
другое ЛНП (У, 11-11, )(оба над одним и тем же полем IP'), играют линейные отображения 
(операторы), то есть отображения, удовлетворяющие следующему условию: 

Vx, е Х Vx, е Х '</ а, е IJI' Va, е 1Р' : f(a,x, + а,х, ) = a,f (x, ) + a , f (х,). 

Традицион.но такие операторы обозначают большими латинскими буквами, например, А, и 

вместо А(х) пиuiут Ах. Семейство линейных операторов, действующих из ЛП Х в ЛП У, 

будем обозначать .:С(Х,У), или .:С(Х) при У= Х . (;f,- первая буква анг. linear, фр. linеаirе ­

линейный.) Ясно, что это семейство становится ЛП (над тем же полем IP'), если ввести 
операции сложения операторов и умножения скаляра на оператор поточечно, то есть 

положив: 

'</А е.:С(Х,У) VB е.:С(Х,У) Va е IJI' vp elP' Vx е Х: (аА + РВ)х =а Ах+ РВх. 

При У= IJI' (с естественной нормой) линейный оператор называется линейным функциона­

лом на Х (при 1Р' = IR - вещественным, а при 1Р' = ( - комплексным) и обозначается, как и 

друтие числовые функции, малыми латинскими буквами. 
В общем случае ЛИП линейные операторы и функционалы могут быть как непрерыв­

ными, так и разрывными отображениями, но при этом непрерывность хотя бы в одной точке 

влечёт за собой непрерывность на всём пространстве. (См. упр.2.5.2.) Более того, оказыва­
ется, что непрерывность линейного оператора равносильна его липшицевости. (См. упр.2.5.1.) 
Впрочем, в тео,Nш линейных операторов исторически сложилась иная терминология. 

Определение. Пусть (X, 11 -llx) и (У,11 , 11,) - ЛНП над полем IJI' и Ae;f,(X,Y). Линей­
ный оператор А называется ограниченным, если 

3М > о Vx е Х: IIAxll::; Mllxll. 
Замечание. Ограниченность линейного оператора не следует путать с его ограниченно­

стью как отображения, действующего из одного ЛНП в другое ( см. определение для случая 
МП в упр.1.1.1 О), которая для линейных отображенJtй имеет место лишь в тривиальном 
случае нулевого оператора. (Почему?) Здесь снова приходится говорить о неудобствах, 
связаннъ1х с наличием в математике несогласованных обозначений и терминолоrnи. 

Множество ограниченных линейных операторов, действующих из ЛНП Х в ЛНП У, бу-

дем обозначать :В(Х, 1', или :В(Х) при Х = У. (:В - первая буква анr. bounded - ограничен­

ный.) Если ЛИП Хконечномерно, то :В(Х, У)=.:С(Х, У). (См. упр.2.5.3.) 

Определение. Пусть (Х, 11- llx) н (У, 11-11,) - ЛНП над полем IJI' и А е:В(•Х,У). Нормой 
оператора А называется число 

11 А 11 = sup{
1
\
1
~

11
~r : (хе Х) л (н О)}. 

Таким образом, норма ограниченного оператора есть наименьшая константа Липшица для 

отображения А, которая может быть выражена также следующими формулами: 

11 А 11 = sup{II Ах 11, : хе К,(О)} = sup{II Ах 11, : х е S, (О)}. 

(Аргументируйте эти утверждения!) Из определения нормы оператора вытекает неравенство 

· Vx е Х: 11 Ах II S II А 1111 х 11-
Сформулируем теперь упомянутый выше критерий непрерывности линейного оператора. 

48 

Теорема. ([5], с.97-98; [8], с.221-222; (1 О], с.106-I 07.) Для того чтобы линейный оператор, 
действу1ощий из одного ЛНП в другое ЛНП, являлся непрерывным, необходJ1мо и достаточ-
но, •1тобы он был ограниченным. . 

Если Ае:В(Х, У) и Ве:В(У,Z), где Х, У и Z - ЛНП над полем IJI>, то композиция 

(произведение) ВА е .:В(Х,Z) и II ВА II S 11 В 11 11 А 11 -Сдокажите это неравенство!) 

Упражнения. 2.5.1. Пусть (Х,11 - 1 1 ,.. ) и (У,11. 11, ) - ЛИП над полем IJI> и А е.:С(Х,У). 
Докажите сформулированный выше критерий о том, что 

А е С(Х,У) ~ А е:Б(Х, У), 
воспользовавшись следующими указаниями: 

1) Достаточность ( <=) доказывается тривиально. 
2) Для доказательства необходимост11 (~) запишите на языке неравенств непрерывность 

оператора в точке х = О и воспользуйтесь тем, что ограниченность оператора А равносильна 
1 

ограниченности 8 11 Ах 11 на шаре К O (О). 

2.5.2. Пусть (Х, 11 - llx) и (У, 11-11,) - ЛНП над полем 1Р" н А e:l,(X,Y). Докажите, что 
следующие утверждения эквивалентны: 

(а) А непрерывен в точкех = О; (б) А е С(Х,У);(в) А равномерно непрерывен наХ. 

2.5.3. Пусть (Х, 11- llx) И' (У, 11- 11, ) -ЛНП над полем IJI', dim Х < оо. ДокаЖ!fТе, что :Б(Х,У) = 
= .t(X,Y). 

2.5.4°. Пусть (Х, 11- llх ) ·- ЛНП и (У, 11 -11,) - БП над одним и тем же полем IP'. Докажите, 
что (:В(Х, У), 11-11 ), где 11- 11 - норма оператора, является БП над полем !Р'. 

Замечание. Пр« У= 1Р' (с естественной нормой) БП (.:В(Х, IP'), 11 - 11 ) над 1Р' называется 
сопряжённым пространством по отношен«ю к ЛИП (Х, 11 , 1/) и обозначается Х* . 

2.5.5. (а) Докажите непрерывность линейного функционала 
ь 

f(x) = f x(t)dt, х = x(t) е С[а,Ь], . 
на ЛНП (С[а,Ь], 11- llp), 1 :s; р s оо, и найдите его норму. (См. также упр.1.9.12.) 

(б) Пусть Х = С' [а, Ь], У= С[а,Ь], 11 -11, = 11 -11., , 11 - llx -норма, индуцированная на С' [а,Ь] 
нормой 11 -11., . Докажнте, что оператор днфференцирования D е.:С(Х,У).заданный посредст-

вом формулы у= Dx, где у= x'(t), х = x(t) е С' (а,Ь], является неограниченным. 

2.5.6. Пусть (Х, 11,11 , ) Jt (Х, 11- 1 1 , ) - ЛНП над полем 1)1>. Докажите, что норма 11- 11, не 

слабее нормы 11 -11, тогда и только тогда, когда единичный (тождественю,1й) оператор 

1 е L(X) ограничен как оператор, действующий из ЛИП (Х, 11-11, ) в ЛНП (Х, 11 -11, ). 
Получите отсюда утверждение упр.2.3.1. (Ср.с упр.1 .9.7.) 

2.5.7•. Пусть А е:Б(Х, У), где (Х, 11 - 11 ... ) - ЛНП и (У, 11- 11, ) - БП над полем IJI>, причём 
(Х, 11 . llx) является всюду плотным подпространством в ЛНП (Х, 11 - llx ). Докажите, что су­
ществует единственное продолжение Ае:В(Х, У) оператора Л. (Это так называемое продол­
жение по непрерывности.) 

§ 2.6. ЛП со скалярным произведением. 

Напомним, что характерной чертой евклидовой плоскости и евклидового трёхмерного 
nространства является наличие в них скалярного произведения, которое позволяет ввест« не 
только длину вектора, но и угол между векторами, в частности, понятие ортогональности. 
Э.::и соображения пр«водят к необходимости ввести соответствующ«е обобщения, впервые в 
аострактной форме сформулированные в 1927 году венгерск«м (американским) математиком 
Дж. фон Нейманом (J. von Neumann). 
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Определение. Пусть Х - ЛП над полем 1Р' (IP' = 1Ж или 1Р' = С). Функция < . , . > : Х х Х ➔ 1Р' 

( Х х Х э (х,у) ~ < х, у > е IP') называется скалярным (внутренним) произведением в ЛП Х, 

если выполнены условия (аксиомы): 
(\) \:/хе Х: < х, х > 2: О, причём (< х, х >=О)<=> (х = О)(аксиома положительной опреде-

лённости); 

(2) \:/хе Х \:/уе X'tz е Х\:/а е 1Р' \:/fJ elP': <ах+ f]y, z >=а< х, z > +Р <у, z > (аксио­

ма линейности по первому арrументу); 

(3) \:/хе Х \:/у е Х: < х, у> = < у, х > (аксиома эрмитовости). 

Пара (Х, <.,. >)называется ЛП со скалярным произведением. 

Замечания. 1) При 1Р = 1Ж условие (3) принимает вид: 
(За) \:/хе Х \:/у е Х: < х, у> = < у, х > (аксиома симметричности). 

2) Из (2) и (3) при IJI' = С получаем: 

(2а) \:/хе Х \:/у е Х 'tz е Х\:/а е 1Р' \:/ fJ е IP':· < z, ах+ f]y >=а< z, х > +Р < z, у> (свой­
ство антилинейности по второму арrументу). 

Функции, действующие из Х х Х в С и обладающие свойствами (2) и (2а), называются 

полуторалинейными формами. При 1Р = 1Ж по второму арrументу также имеет место линей­
ность. Функции, линейные по каждому арrумен,:у, называются билинейными. Таким обра-

зом, при 1Р' = С скалярное произведение является полугоралинейной, а при 1Р' = 1Ж - били­
нейной формой. 

Если ЛП Хконечномерно, то при 1Р' = 1Ж пара (Х,<.,. >)называется евктщовым прост-
ранством, а при 1Р = С - ушпаряым. 

Важную роль при изучении ЛП со скалярным произведением иrрает неравенство Коши­
Буняковекоrо-Шварца (КБШ): 

\:/хеХ 'tyEX: l<x, y>l$-J<x, x>-J <у, у>, 
причём равенство в неравенстве КБШ имеет место тогда и только тогда, когда векторы х и у 
линейно зависимы. (См., например, (2], с.55; (18], с.13; (26], с.111 .) 

За~tечанне. Неравенство КБШ было доказано французским математиком О. Коши 
(А. Cauchy) для конечных сумм, а для интеrралов - петербургским математиком В.Я. Буня­
ковским и немецким математиком Г. ill!!apцeм (Н. Schwarz). 

Определение Пусть (Х, < . , . >) - ЛП со скалярным произведением над полем IP. Нор­
мой, порождённой скалярным произведением < . , . > , называется функция, заданная на Х 

посредством формулы: 11 х 11 = ,J < х, х >, х е Х. 
Легко проверяется, что 11- 11 - действительно норма на Х. (Проверьте это!) Соответствую­

щие ЛНП и МП называются порождёнными скалярным произведением < . , . > . 

Определение. Пусть (Х,<.,. >) - ЛП со скалярным произведением над полем IP. Если 
МП, порождённое скалярным произведением <. , . > полно, то (Х, < . , . >) называется гиль-

бертовым пространством (ГП), вещественным при 1Р' = 1Ж и комплексным при 1Р' = С. Если 
МП не обязательно полное, то пространство (Х,<.,. >) называют предrильбертовым. 

Замечание. Эти ЛП названы так в честь немецкого математика Д. ГИльберта (D. Hilbert), 
положившего своими исследованиями начало построению современной теории линейных 
операторов в бесконечномерных ЛП. 

Таким образом, в силу полноты конечномерных ЛНП евклидово и унитарное ЛП 
являются частш,1ми случаями ГП. В свою очередь, ГП есть частный случай БП. 

Если аксиому (1) в определении скалярного произведения заменить аксиомой неотри­
цательной оnредел!!нности: 
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(la) \:/хеХ:<х,х>2:0, причём (х = О) ⇒(<х,х>=О), 
то в этом случае функция < . , . > на.1ывается псевдоскалярным (или nолускалярным) произ­

ведением, а пара (Х,<.,. >) - ЛП с псевдоскалярным произведением. Аналогично уже рас­
смотренным ранее случаям полуметрики и полунормы здесь тоже можно предложить оче­

видную процедуру перехода от полускалярноrо к скалярному произведению. (Дайте описа­
ние и аргументацию такщ построений самостоятельно!) 

Определение. Пусть (Х,<.,. >., ) и (У,<.,.>,) - ЛП со скалярным произведением над 

пoJJeM IP. Линейный оператор U е.:ЦХ,У) называется унитарным, если он биективен и 
\:/хеХ\:/уеХ: <Ux,Uy>,=<x,y>x. 

При этом сами пространства (Х,<.,. >х) и (У,<.,.>,) называются унитарно изоморфны­

ми или просто изоморфными. 

Отметим, что линейный оператор, действующий из одного ЛП со скалярным произведе­
нием в другое, унитарен тогда и только тогда, когда он биективен и изометричен, то есть 

устанавливает изоморфизм ЛНП (Х, 11- llx) и (У, 11-11, ) .(См. упр.2.6.4(в).) 
Замечание. Традиционно унитарные операторы определяют для ГП, но это не принци­

пиально в силу сформулированной ниже теоремы о пополнении и возможности nрод0лжепия 

ограниченных линейных операторов по непрерывности. (См. упр.2.5.7.) 
В случае nрсдгильбертовоrо ЛП пополнение соответствующего МП может быть превра­

щено в ГП посредством введения в нfм подходящим образом алгебраических операций и 
скалярного произведения, что отражено в следующем утверждеНИ!f. 

Уточнёт1ая теорема Хаусдорфа о пополнении предrилъбертвых ЛП. ((5], с.152-154.) 
Всякое nредгильбертово ЛП может быть пополнено до ГП, которое единственно с точностью 
до изоморфизма. При этом исходное nредrильбертово пространство с точностью до изомор­

физма является всюду плотным подпространством своего пополнения. 

Следующее важное угверждение об пбщем виде линейных непрерьmных функционалов в 
ГП доказано Ф. Риссом в 1934 году, хотя в частном случае оно было известно и раньше. 

Теорема Рисса об общем виде лннейного непрерывного функционала в ГП. ((10], с.154-
-155; [17], е.271; (18], с.65.) Всякий линейный непрерывный функционал / еХ* в ГП 
(Х, <., . >)имеет вид 

f(x)=<x,a>, хеХ, 

где вектор а "' а I е Х определяется функционалом/ одНозначно, при этом 11 / 11 = 11 а II -

Оnределен11е. Пусть (Х, < . , . >) - ЛП со скалярным произведением над полем IP'. Векторы 
хе Х и у е Х называются ортогональными ( х .L у), если < х, у>= О. Множества У с Х и 
Z с Х называются ортогональными ( У .L Z ), если \:/у е У \:/z е Z : у .L z. В частности, век­

тор хе Х называется ортогональным множеству У с Х (х .l У), если \:/у е У: х .L у. Если 

У с Х, У~ 0, то множество y J. ={хе Х I х .l У} называется ортогональным до11олнением к 
множеству Ув ЛП (Х, <.,. >). 

Определение. Пусть (Х, < . , . >) - ЛП со скалярным произведением над полем IP. Система 
ненулевых векторов {ха Jae, с Х назьшается ортогональной системой вХ, если 

'ta, е А \:/а, е А: (а, ,. а,) ⇒ (ха, .L ха,). 

Если, кроме того, 'v а е А : 11 ха 11 = 1, то система называется ортонормированной (ОНС). 

Всякая ортогональная система является линейно независимой в ЛП Х (т. е. любая конеч­
ная подсистема линейно независима в Х). (См. ynp.2.6.13.) 

В ЛП со скалярным произведением справедлива 
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Теорема Пифагора. ([2], с.495.) Пусть (Х, <., . >) -ЛП со с~'ЭJIJ!рным произведением над 

полем IP'. Тогда 

'<lxeX '<lyeX: (х .Ly)=> ( llx+ Yll2=llx 11' +IIY 112 ). 

Отсюда д11я любой конечной ортогональной системы {х, }7., в ЛП (Х, <. , . >) и её суммы 

х = I>, имеет место равенство II х 112 = f II х, 112 • 

1•1 1-1 

Теорема. ((5), с.148-149; (15], с.35-39.) Пусть (Х, <.,. >) - евклидово или унитарное 

пространство. Тогда в Х существуют ортонормированные базисы, то есть такие ОНС {е, };.,. 

что п = dimX. 

Очевидно, что в этом случае ОНС {е,};., является базисом в Х тогда и только тогда, 

когда справедливо любое из следующих эквивалентных утверждений: 

(a)'<lxeX: x =I <x, e1 >e1 ; 

. 
(6) '<lx е Х: 11 х 11' = LI< х, е; >1' ; 

,_, ,_, 

(в) Lin{e, : 1 :S i :S п} = Х, где LinA - линейная оболочка множества А с Х, то сеть 

множество линейных комбимаций векторов нз А. (Проверьте это!) 
Аналоrи'!11ые утверждения в бесконечномерных ЛП со Сl(аllярным произведением мы .. 

сформулируем лишь для счётных ортогональных систем. Ряд из векторов Lx, в т1п назы-
,., 

вается сходящимся к векrору х (х = :f>, ), если х = lim f x,, при этом х называется суммой ..... 
i•I /•1 

ряда. 

Как обобщение теоремы Пифагора можно рассматривать следующее утверждение. 

Теорема. ([15], с.155.) Пусть (Х, <.,. >) - ЛП со скалярным произведением над поле~~ IP', 

{х,}7., -ортогональная система в Хн х= i:X,. Тогда llxll'= f ll x, 11'. 
1•1 ,_, 

В случае полноты пространства имеет место следующий критерий сходимости рядов с по­
парно ортогональными членами. 

Теорема. ([15], с.155-156.) Пусть (Х, <.,. >) - ГП над полем 1Р' и {х, }7., - ортогональная .. 
система в Х. Для того чтобы ряд Lx, сходился в Х, необходимо и достаточно, чтобы 

,, 
сходился числовой р11д z: 11 х, 11' . 

,_, 
Определение. Пусть (Х, < . , . >) - ЛП со скэлярным произведением над полем 1Р' и {е, } ~-, 

- ОНС в Х, хе Х. Числа с, = с, (х) =< х, е, >, i е N, называются коэффициентами Фурье, а 

ряд f c,e, - рядом Фурье векторах по ОНС {е, }7., . 

Тот факт, что вектору х сопоставляется его ряд Фурье по ОНС {е, )7.,, традициош10 обо-.. 
значают следующим образом: х ~ Z:c,e1• 

,_, 
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Замсчан11е. Идеи рассмотрения таких рядов в частном случае тригонометрических 

с11стсм (см. ynp.2.6.18) восходят к французскому математику Ж. Фурье (J. Fourier). 
Тсор~~1а~ ((2], с.496; [5], с.209; [8], с.149-150.) Пусть (Х, <., . >) -ЛП со скал.11р11ым про-

изоедением над поле.,t 1Р' и {е, };"., - ОНС в Х. Тогда для всех хе Х справед11иво неравенство 
.. 
L lc, (x)I' :S II х 11' (неравенство Бесселя). 
1• 1 

Это неравенство в частном случае впервые рассматривалось немецким математиком 
Ф. Бесселем (F. Bessel). 

Следствие 1. '<lx е Х: limc1(x) = О. 
;-,~ 

Следствие 2. Для любого .вектора в ГП его ряд Фурье по любой ОНС сходится. 
С другой стороны, имеет место уrверждение, являющееся абс-Iракпюй формой-теоремы, до­

казанной в частном случае независимо Ф. Риссом и немецким математиком Е. Фишером 
(Е. Fischer) в 1907 году . 

Теорема Рисса-Фишера. ([8), с.151-152.) Пусть (Х, <., . >) - ГП над полем Р, {е, };°., -
.. 

ОНС в Х, {с,}7. 1 с 1Р и L-lc, 1' < +оо. Тогда существует такой вектор х е Х, что {с,}7. , -,., .. 
последовательность ero коэффиw,ентов Фурье и х = L с,е, . 

Для форыулирооания условий, при которых каждый вектор в ЛП .11вляется суммой своего 
ряда Фурье по заданной ОНС, используют следующие свойства ОНС. 

Определение. Пусть (Х, <.,. >) - JDl со скалярным произведением над полем IJ) и{е,}~., 

-ОНС вХ. 

(а)ОНС {е,}~. , 11азывается11олнойвХ,если Lin{e,: l :Si<OC)} =X; 

(б) ОНС {е,}7., назы.вается ортоиормирова1шым базисом вХ, если 

'<lхеХЭ{а,}7.,сР: x=fa,e, ; 
1• 1 .. 

(в) ОНС {е,};'. , называется замкнутой вХ, есл1t '<lx е Х: 11 х 11' = LI< х,е, >1' ; 

(г) ОНС {е, };°., назы.вается максимальной в Х, если '<lx е Х: ('<li е N: х .L е,) ·⇒ ~х =О). 

Замеча11ия. 1) Равенство в пункте (в) наз1,1вается уравнением (условием) з~мкнутостн 
([15], с.163; [18], с.30) или равенством Парсеваля ([2], с.502; (5), с.209). В частном случае (для 
системы 1риrонометрических функций) уравнение замкнутости впервые было доказано в 1896 
ro~, А.М. Ляпуновым, работавшем в то время в Харьковском университете. Французский 
математик М. Парсеваль (М. Parseval) без обоснования рассматривал его ещ~ в 1799 году. 

2) Из равенства в пункте (6) вытекает, что а,= с, (х), i е N, то есть в случае, когда ОНС 
является базисом, каждый вектор в ЛП является суммой своего ряда Фурье. (Проверьте это!) 

3) К сожалению, в теории рядов Фурье тоже не всеrда придерживаются единой 
терминологии. Например, максимальность ОНС иногда называют полнотой ((10], с.83; (26], 
с. 11 5), что в лредrильбертовых пространствах, вообще говоря, не является равносильным. 
(См. замечание к сдедующей теореме и ynp. 2.6.1 6.) 
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Теорема. ([2], с.502-505; [15], с.163-165.) Пусть (Х, <.,. >) - ГП над полем 1Р н {е,}7., -

ОНС в Х. Следующие свойства эквивалентны: 

(а) система {е,}7., полна; (б) система {е,}7., является ортонормированным базисом; 

(в) система {е, }7., замкнута; (г) система {е, }~., максимальна. 

Замечание. В предгильбертовых пространствах свойства (а) - (в) также являются эквива­
лентными, в то время как максимальность таких ОНС необходима, но, вообще rоооря, уже не 
достаточна для справедливости свойств (а)-(в). (См. (2), с.502-506.) 

Следствие. (Теорема единственности.) Пусть (Х, < . , . >) -JП1 со скалярным произведе-

нием над полем 1Р' и {е,}7. , -полиая ОНС вХ, хе Х, уеХ. Если c,(x) = c,(y),ieN, то 

х = у. (Докажите зто утверждеиие самостоятельно!) 
На.конец, сформулируем критерий существоваНИJ1 не более чем счtrного ортонормиро­

ванного базиса о JП1. 
Теорема. ([10], с.84-85; [15], с.168.) Пусть (Х, <. ,. >) -ЛП со скалярным произведением 

над полем IP. Для того чтобы в Х существовал не более чем сч!Тный ортонормированный базис, 
необходимо и досrаточно, чтобы пространство Х ЯWlJIJIOCЪ сепарабельным. 

В случае вещественного ЛП со скалярным произведением можно ввестн понятие угла 

между векторами. 

Определе1111е. Пусть (Х, <. , . >) - вещественное ЛП со скалярным произведением, хе Х, 

у е Х, х #с О, у ;е О. Углом между векторами х и у называется величина 

л < х, у> 
(х ,У)= arccos II х II II у II е [0,,r ]. 

л 11' 
В частности, векторы х ~ О и у~ О ортогональны тогда и только тогда, коrда (х ,У)= 2. 

Упражнения. 2.6.1. Пусть (Х, <. , . >) -ЛП со с~..-аляриым произведением над полем IP'. 
(а) Докажите неравенство КБШ, пользуясь следующими у1<азаниями: 
1) Для произвольного вектора вида ах+ /3 у, пользуясь свойе1 вами скалярного произве­

де1111Я, распишите неравенство <ах+ /3 у, ах+ /3 у> ~ О. 
2) Подберите скаляры а и /3 так, чтобы в левой части неравенства появился квадратный 

трj:хчлен от вещественной переменной II воспользуйтесь свойствами его дискриминанта. 

(б) Выясните при каких х и у в неравенстве КБШ дос111rается равенство. 

(в) При каких хну имеет место равенство < х, у> =11 х 1111 у 11? 
(г) Убедитесь, что неравенство КБШ справедливо для псевдоскаляриоrо произведения, и 

докажите, что равенство в этом с1rучас имеет место в том и только в том случае, если 

З(а,/3) ;1: (0,0): <ах+ /Зу, ах+ /3 у>= О. 
2.6.2. Пусть ( Х, < . , . >) - ЛП со скалярным произведением над полем 1Р', х е Х, у е Х. 
(а) Докажите, что 

( ll x+ YII = ll xll+IIY II ) ~ (За ~О : (х =ay)v(y=ax) ). 

(б) Покажите, что в ЛИП утверждение (⇒) из (а), вообще говоря, неверно., 
2.6.3. Докажите. что скалярное произведение непрерывно по своим аргументам, то есть 

v'{x.};., с Х v'{y.}:"., cXVa Е Х'т/Ь е Х:(( lim х, = а)л( lim У. =Ь))⇒ 

2.6.4. (а) Пусть (Х,<.,. >) - ЛП со скалярным произведением над полем Р. Докажите, 
4ТО для nорождl!нной скалярным произведением нормы имеет место "тоЖдество параллело­

грамма": 

Vx е Х \/уе Х :llx+ у 112 +llx-y 112 = 2(11х 112 +IIY 112
). 

54 

(б)' Докажи-те, 4ro справедливо обратное утверждение: если норма в ЛНЛ (Х, 11-11) удов­
летворяет "тождеству nараJiлслограмма", то норма 11-11 порождается некоторым скалярным 

произведением, которое может быть восстановлено по норме следу1ощим образом: 

' 
1) если 1? = С, то 'rlx е Х \/у е Х : < х, у > = ¼ L ;• 11 х +;•у 112 (поляризационное тождест-

•-о 

во), где i - чисто мнимая единица, то есть i 2 = - 1; 
1 

2)если Р= R, то \/хе Х 'vye Х: <х, у> =4(11х+ у\12 - llx- у112 ). 

(в) Докажите, что линейный оператор, действующий из одного ЛП со скалярным произве­
дением в другое, унитарен тоrда и только тогда, 1<оrда он биектнвен и изометричен. 

2.6.5. (а) Проверьте, что (11°, <.,.>) является евкпидовьrм ЛП, где . 
<х,у >= L х1у1 , х = (х1 ,х2 , • .. ,х.) е R,

0
, у= (у1 ,у2 , ... ,у.) е R,

0
• 

i • I 
Запиwнте неравенство КБШ и дайте общий вид линейного функционала в этом пространстве. 

Покаж11те, что норма 11 - 112 в ЛП l!t
0 
(см . упр.2.1.5(6)) порождается этим скалярным произве­

дением. 

(б) Проuерьте, что ((
0

,<.,.>) является унитарным ЛП, где 

<х,у>= i: x1Y1, х=(Х1,Х2, ... ,х.) ес", у=(У1,У2, .. ,,у.)ес". 
l • I 

Запишите неравенство КБШ и дайте общий вид линейt1оrо фунютонала в этQм пространстве. 
(в) Проверьте, что(/,,< .,.>) является гильбертовым лn над полем l!t, где 

"" 
<х,у >= L х1у1 , х = (х,};. , е 12 , у= {у.};_ , е /2 • 

1•1 
Запишите неравенст110 КБШ и дайте общий вид линейного функционала в этом пространстве. 
Покажите, что норма 11-1/2 в ЛП 1, (см. ynp.2.1.6(6)) порождается этим скалярным произве­
дением. 

(г) Проверьте, что (С[а,Ь],<.,.>) является предrильбертовым ЛП над полем !Я., где 
ь 

<х,у>= J x(t )y(t)dt, x=x(t)e C(a,bJ, y=y(t)e C[a,bJ. 
D 

Запишите нера13енстоо КБШ и покажите, что норма 11- 112 в ЛП С[а,Ь] (см. yqp.2.1.7(/5)) 110-
рожда~я этим скалярным произведением. 

(д) Проверьте, что функция < . , . > является псевдоскалярным произведеffИем в ЛП Х, 
( см. упр.1.1.8), rде 

ь 

< х, у> = J x(t)y(r)dr, х = x(r) е Х,, у= y(t) е Х,. 

Переходя к фактор-пространству, отвечающему псевдос~..-алярному npoJfЗвeдefl}IIO <.,. >, 
получите nредrильбертово ЛП (,1?,'[а, Ь ], < . , . > ) или просто ,п'[а, Ь ]. Запишите нераuеист1ю 
КЬШ, и покажите, что норма 11-11, в ЛП ,п'[а, Ь] (см. ynp.2.1.8) порождается скалярным 
произведением в ЛП ,1?,'[a,bJ. Проверьте, что nредгильбертово ЛП (C[a,bJ,<.,.>) нз пунк­
та {г) с точностью до унитарного изоморфизма является всюду плотным подпространством в 
(,7?, [а, Ь ], < . , . > ). 

2.6.6. Покажите, что норма в БП (C[a,bJ, 11 .11 .. ) не пороЖдается 1tикаким скалярным про­
изведение.\,. 
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2.6.7. Докажите, ч-rо утверждение, обратное к теореме Пифагора, справедливо np11 1Р = IR, 
и покажите, что nри 1Р' = С оно неверно. Докажите, что пр11 1Р' = 1( справедливо следующее 

утверждение: 

'<lx е Х '</у е Х: (( 11 х + У 112 =11 х 112 + 11 У 111
) л ( 11 х + iy 112 =11 х 112 + 11 У 112 

)) ⇒ (х 1. У), 

где i - чисто мнимая единица, то есть i2 = -1. 

2.6.8. Пусть (Х, < . , . >) - ЛП со скалярным произведением над полем !Р. 

(а) Докажите, что {О}.1. = Х и Х.1. = {О}. 

(б) Пусть У с Х, У ,.. 0. Докажите, ч-rо множество у.1. является замю~утым подпро-
странством вЛП (Х, <.,. >). 

(в) Пусть У с Х, Z с Х, У,.. 0 и Z,.. 0. Докажите следующие утверждения: 
1) (У с Z) ⇒ (Z.I. с у.1. ); 2) у.1. = (Y).l. 
2.6.9._ Пусть (Х, <.,. >) - rn над полем (1), У с Х - непустое замкнутое выпуклое 

множество. Докажите, что для любой точки а е Х достигается расстояние р(а, У), то есть 

существует такая точка Ь е У, что р( а, У) = 11 а -Ь 11 -

2.6.10*. Пусть (Х, <.,. >) - ГП над полем IP', У - замю1утос подпространство в Х. 
Докажите, что справедливы следующие утверждения: 

(а) '<lx е Х 3 !у е У 3 !z е у.1. : х =у+ z (у н z - ортогональные проекции векторах на под­
пространства У и у.1. соответственно); 

(б) (Y.l ).1. = У. 
2.6.11. Пусть (Х, < . , . >) - m над полем IP, У н Z - подпространства в .Х, У 1. Z. Пусть 

У ФZ ={хе Х l 3y е У 3z е Z: х = y+z} (ортогональная сумма подnространств У и Z). 

(а) Докажите, что ортогональная сумма УФ Z является прямой суммrй У+ Z подпро­

странств У и Z, то есть для '</хе У ФZ 3!у е У 3!z eZ: х= y+z. 
(б) Докажите, что подпространство У ЕВ Z замкнуто тогда н только тогда, когда замю~уты 

подпространства У и Z. 
(в) Пусть У и W - замкнутые подпространства в Х, У с W. Докажите, что существует 

единственное замкнутое подnростраиство Z с W такое, что W = У ФZ. (Подпространство Z 
называется ортогональной разностью подпространств W и У и обозначается W е У.) 

2.6.12. Пользуясь теоремой Рисса, докажите, что: 

(а) rп над полем llt изоморфно своему сопряжi!нному; 
(б) ГП над полем С изоморфно пространству непрерывных антилиней.ных функционалов. 

(Функционал/: Х ➔ С называется антилннейным, если '<lx, е Х '<lx, е Х '<la, еС '<la, еС: 

/(а,х, + а,х,) = aJ(x,) + aif(x, ). ) 
2.6.13. Докажите, что в пространстве со скалярным произведением любая ОНС является 

линейно независимой системой. 

2.6.14. Пусть (Х, <.,. >) -ЛП со скалярным произведением над полем Р и {е,}~., - ОНС 

в Х. Докажите, что при любом 11 е N справедливы следующие соотношения: 

. 
(а) х -L < х,е, > е, .L Liл{e1 : 1 S i S п}; 

l • I 

(б) 1 х- 'I, < х,е, > е,11 = 11 х 11' - °I,I< х,е, >12; 
i • I ~ I • 1 
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(•)' 1, -t. «, ,, ,., , а m;,j ~ -t.••+ \а"а,. .. .,а,) с Р ] ("""'"= =•= 
сумм рЯда Фурье). 

2.6.15. (Ортоrо11ализацня по Граму-Сонину-Шмидту.) Пусть (Х,<.,. >) -ЛП со скаляр-

нь~м произведением над полем IP', {х, }~. , - линейно независимая система векторов в Х. Дока­

жите, '!То: 

(а) система векторов {е, }~.,, где 

е, = II :• II' е,., =(х,., - I < х,.,,е, > e•J :lf х,., - I < х, .. ,е, > е,1, 
1 ·-· 1 .... , 

является ОНС в Х; 

(б) '</п е N: Lin{e, : 1 S i S п} = Lin{x1 : 1 S i S п}; (в) Lin{e1 : 1 S i <со}= Lin{x, : 1 S i < со}. 

Замеqа1111е. Процесс ортоrонализации системы векторов был независимо предложен 
датским математиком Й. Грамом (J. Gram), петербургским математиком Н.Я. Сониным и 
немецким математиком Э. Шмидтом (Е. Schmidt). 

2.6.16. Пусть (Х, <., . >) - ЛП со скалярным произведением над полем llt, гдеХ-лннсйная 

оболочка в (/,,<.,.>) системы векторов {е,}~.2 • дополненной вектором х. При этом 

е, = {б,• };., (2 S i < со) и х = {Г'};. ,. Покажите, что ОНС {е,}~.2 максимальна, но не явля­
ется nолной в (Х, < .,. >). 

2.6.17. (а) Докажите, что в сепарабельном JП1 со скалярным произведением над полем Р 
люб?я конечная ОНС является частью некоторого ортонормированного базиеl'. 

(о')• Докажите, что утверждение (а) справедливо для счё-rnых ОНС в сепа1,абельном ГП, и 

покажите, что для сепарабельных предгильбертовых пространств оно, вообще говоря, неверно. 

2.6.18. В преШWiьбертово~t ЛП (C[-,r, ,rJ, <.,.>) нз упр.2.6.5(г) проверьте, что система функ-
ций А= {sin kl I k е N} U {cos mt I те N U {О}} является ортогональной. 

1 d" 
2.6.19.Докажите, чтосисrема полиномов Лежандра {Р. (х)}:.0 , где Р.(х) = ----{1-х1 )", 

2"n!dx" 
является ортогональной системой в nредmльбер,:овом ЛП (С[-1, !],<.,.>) нз упр.2.6.5(г). 
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Указания к упражнениям 

1. Метр11ческ1tе пространства. 

1.1. 1. (18], с.214. (21), с.9. Покажите, что выполняется равенство р(х"у,) = р(х,,у,) для 

любых х, е х, У; е у (i = !, 2). 

1.1.2. (4], с.71; (6), с.8 . 
1.1.3. (18], с.213. Положите в (2') поочерёдно х= у, х = z,y= z. 
1 .1.5. в пункте (д) воспользуйтесь неравенством Минковского. ( 1 ], с.247-248; [5], с.50-51; [9], 

с.21, 23-25. В пункте (е) воспользуйтесь вогнутостью функции f(t) = 1Р, О< р $ 1, 1ia 

[О,-ко). 

1.6. В пункте (г) воспользуйтесь интегральным неравенством Минковскоrо. [2], с.13-14; (8], 

с.52; [9], с.26-28. В пункте (д) воспользуйтесь вогнутостью функции /(t) = tP, 

О< р::. !, на [О,+«>). 
1.1.7. В nункте (г) воспользуйтесь неравенством Минковского для рядов. (8), с.53; (10], с.31 -32; 

(14], с.20-21, 27. В пункте (д) воспользуйтесь вогнутостью функции /(t) = rP, О< р $1, 
t 

на [0,+со). В пункте (е) воспользуйтесь вогнутостью функции /(t) = 1-tt' t е (О,+<о). 

1.1.8. (2), с. 14. 

l. 1.9-1.1.10. (7], с.223; [13], с.146- 147. 
1. 1.1 1(6). Воспользуйтесь вогнутостью функции /(t) = arctgl, 1 е [О,+оо). 
1.1.12. Докажите полуадцитивность функции rp(t), то есть докажите, что при всех неотрица-

тельных а и Ь выполняется неравенство rp(a +Ь) _5. q>(a) + rp(b). 
1.2.1. Воспользуйтесь определением ограниченности множества и неравенством треутолъника. 
1.2.2. Отвечая на вопросы, поставленные в пункте (а), рассмотрите МП с дискретной метрикой. 
1.2.6. Рассмотрите, иanr имер, конечные множества на евклидовой плоскости как МП с инду-

цированной метрикой. По поводу вопроса пункта (6) см. также упр.1.2.7(в). 
1 .3.1 . Утверждения (а) и (6) доказываются аJJwюгично классическому случаю числовых после­

довательностей. В пункте (в) используйте неравенство четырёхуrольника. 

1.3.2. В пункте (в) рассмотрите, например, МП из упр.1 .2.7(г) и МП, построенное на плоскости 
аналогично МП из упр. 1.2.7(д). 

1.3.3. Воспользуйтесь JJеnрерывностью арктангенса и обратной к нему функции. 
1.3.4. Воспользуйтесь, например, метрикой р, или р, из ynp. l . 1.13. 

1.3.5. Докажите, что при данных условиях на функцию v"' .;о(и) существует промежуток 
(О,б), JJa котором rp возрастает и непрерывна. 

1.3.б. Нельзя неограниченную метрику оценить сверху ограничен.ной. 
1.3.7. В одну сторону утверждение вытекает из определе1Jия предела и условия в правой 

части. В другую, исходя из того, что _р, не слабее р, , допустите противное и тогда 

3Um(a) такой, что для v'ne~ при r =.! 3х eUf'1(a): х. ЕИ(21(а). Покажите, что 
&о п n л r,. &о 

{х,}:., сходится к а относительно р" но не сходится к а относительно р2 , что проти­

воречит предположению. 

l.3.8. С учётом неравенств (1.2) утверждение (и в одну, и в другую сторону) достаточно 
доказать для какой-нибудь одной метрики. (4], с.83-84. 

13.9. [10], с.27-28. 
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1.3.10. Достаточно рассмотреть случай [а,Ь]=(О, 1] . Воспользуйтесь неравенствами (1 .3)­

-( 1.4) и рассмо·tрите последовательности функций х., (1) = I" при 1 :S: р < q = оо и 

р - , 
у" (1) = = nq t" при 1 :S: р < q < оо. 

1.3.11. Воспользуйтесь неравенствами ( 1.5) и при 1 :S: р < q :S: «> рассмотрите после-

довательность точек {х<т) }:., с 1" rде х1"'1 = {х~"'1 };_ , , т eN, при этом 

х~"'1 = т Р (1 :S: п S: т), х~т) = О (п > т). 

1.3.12. (4), с.78. 
1.4.1. (к) Воспользуйтесьтем, что lnn t оо и ln(n + 1) - lnn -1, О (п ➔ «>). (л)[22), № 285, с.34, 139. 

(м) Воспользуйтесь результатами пункта (л) при а= 2,r. (11) (22), № 164, с.24-25, 115. 
1.4.2. Эквивалентность утверждений в пункте (а) доказывается непосредственным сравне­

нием их формализовавных записей. Аналогичные указания и в пункте (6), где для опро­
вержения обратного утверждения рассмотрите изолированную точку. 

1.4.3. (б) Для опровержения утверждения о предельных точках пересечения множеств, 

рассмотрите А = [0,1) и В = (1,2). (в) Пусть Q ={а": пе N}. Рассмотрите семейство 

{А"}:.,, где А"= {а.}. (z) В качестве контрпримера рассмотрите А= N. (д) [22], № 159, 

с.24, 114. (е) Рассмотрите А = (О, l)U {2}. (ж)-(з) Дllя опровержения обратного вклю­

чения в IR рассмотрите А= (0, 1) U {2}. Для опровержения прямого включения рассмот­

рите МП с дискретной метрикой. 
J .4.4. (z) (22), № 152, с.24, 113. (д) Запишите разность в виде пересеченця. (е) Покажите, что 

справедливо утверждение: (U,(a) с А) ⇒ (Vx е U,(a): хе IntA). (з) [22), № 153, с.24, 

113. (и) Рассмотрите А == (0,2), В = (1,3). (к) [22), № 152, с.24, 113. 

1.4.6. (в) Покажите, что (Fr А)<= Ext(Fr А). [22), № 170, с.25, 116. (г) Воспользуйтесь (в) для 

А, = Fr А и докажите, что в силу Fr А, с А, выполняется Int (Fr А,) = Q}. [22], № 170, 

с.25, 116. (д) Воспользуйтесь тем, что Int(lntA) = lntA и Ext(IntA) :::> ExtA. (е) Вос­

пользуйтесь (б) и (г). (ж) Покажите, что из х 1!ё Fr А и х 1!ё Fr В вытекает х 1!ё Fr(A U В). 
(22), № 157, с.24, 113. (з) Воспользуйтесь (б) и (ж). (и) Воспользуйтесь (б) и (з). (к) Ис­
пользуйте определения rраничной точки множества и расстояния от точки до множе-

ства. (л) Рассмотрите А= Q и В= IR. 

1.4.7. От противного: если А ;t Q} и А' ;t 0, то для а е А и Ь е Ас покажите, что из а< Ь 
вытекает с= sup{x е А I а s; х < Ь} е Fr А. Аналогичные рассуждения при Ь < а. 

1.4.11. (а) (12), с.45-46; (6)-(в) (19), с.2 1 8-219. 
1.5.1. (а) Воспользуйтесь упр.!.4.4(е). (6) Воспользуйтесь упр. 1.4.!О(д). (в) Воспользуйтесь 

уnр.1.4.4(в). (z) Воспользуйтесь упр.1.4.10 (в). (д) Покажите, что для VЬеИ,(а) 

выполняется U
6
(b) с И,(а), rде о= &- р(а,Ь). (е) Покажите, что V b 1!ё К,(а) выпол-

няется U6 (b)c(K,(a))', где о=р(а,Ь)-&, то есть Ext(K,(a)) = (K,(a))'. (ж)Пока­

жите, что Ext(S,(a)) =(S, (a))'. 

1.5.2. [2], с. 16; [4), с. 79; [6], с.13-14. 
1.5.3. Воспользуйтесь определениями открытых и замкнутых множеств и формулами (1. J 1 ). 
1.5.4. Воспользуйтесь упр. 1 .5.2 и упр.1 .5.3. 
1.5.6. [4), с.79-80; (6), с.14-15. 
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1 _5_7_ (а)-(в) Воспользуйтесь определениями открытых и замкнутых множеств и формулами 
(1 .9)-(1 .10). (г) Воспользуйтесь (в) и упр.1.4.7. ~ качестве примера МП (У,Рr)можно 

взять, например, У = {О, 1}. (е) См. указание к упр.1.4.б(в) и докажищ что в силу Fr А с: А 

выполняется Int (Fr А ) = 0. (22), № 170, с.25, l 16. 

l .5.8. (а) Покажите, что (р(х,А) < е) ~(За е А: хе U, (а)). (б) Воспользуйтесь упр.1 .5.l(д) н 
упр. \ .5.2(6). (в) Воспользуйтесь упр.1.4.8(г). (г) Воспользуйтесь (в) и формулами (1.11). 

1.5.9. Воспользуйтесь геометрическим критерием сравнимости метрик (упр.1.3. 7). 
1.5.10. (а) Воспользуйтесь упр.1.4.10(6) и упр.1.4.4(в). (6) Воспользуйтесь ynp.1.4.4(6) и 

упр.J .4. IО(в). Строгие включения в (а) и (6) имеют место. например, для G = (0,l)U (1,2) 

и F= [0,l)U{2}. (в)-(г) [7),с.105-106;(21),с.33 . 

1.5.11. (а)-(6) (2], с.17; [22), № ]93, с.27, ]18. (в) В случае G, ;tQ} и G,,eQ} положите 

д = Uи (у) и д, = Uи, (z), где при Vy€G, и при VzeG, шары U, (у) и 
1 ,:}' ~ , у 

И,, (z) рассматриваются в МП (Х,р), а радиусы этих шаров выбраны следующим 

образом:;, ~ min{p,.(y,G,0 ), ½p1 (y,G, )}, о, = min{p,.(z,G; ), ½p,(z,G, )}. 

1.5.12. (а) [22),№203, с.27, 120. (б)Воспользуйтесьтем, что ас е\уи G' nF =0. _ 
1.5.13. (7), с.107-1 08; [21), с.218; (22), № 205, с.27, 120. 
1.5.14. [J 9), с.223-224. 
1.6. 1. (а)-(д) Эквивалентность утверждений (a)-(z) вытекает из эквивалентности соответ­

ствующих утверждщщй в упр.1 .4.8. Эквивалентность (а) и (д) следует непосредственно 
из определе1:1ий. (е) Воспользуйтесь, например, (г). 

J .6.2. См. ynp.1.6. 1 и упр. 1.4.5(е). 

1.6.3. (а) ⇒ (б) Если U6(y)nA=0,тo U
6
(y)nA =Q}. (б) ⇒ (в) Проверьте,что VUe(x) 

ЭуеЕхtА: yeU,(x). (в)⇒ (г) dоспользуйтесьтем,что lntA =Ext(ExtA). (z) ⇒ (a) 
Покажите, что VUe(x)Эy е ExtA: у е Uc(x), и у<Пите, что р(у,А) > О. 

1.6.5. (а) В качестве контрпримера к обратному утверждению рассмотрите, например, А= Q 
в МП li с естественной метрикой. (22), № 264, с.32, 136. (6) Пусть Q= {х" ln е N}. 

Рассмотрите множества А" =Q\{x"x,, ... xn}, neN. [22], №255, с.32, 135. (в) Если G eG5, 

то G = Ext (G'). Воспользуйтесь пунктом (в) ynp.1.6.3. [22), № 265, с.32, 136. (z) (22), 

№ 266, с.33, 136. Счётным семейством с требуемыми свойствам.и является {А"}:.,, rде 

А. = {х"}, Q= {х, lne ~}. (В:М:П ~с естественной метрикой.) (д)См. пункr(г). (ж) (22], 

№ 256, с.32, 135. Искомые несчётные семейства существуют, например, в МП ~ с естест­
венной ~1етрикой. Введите оmошение эквивалентности: (х ~у)~ (х - у е Q), после чеrо 
докажите, что семеЙСТl)О классов эквивалентностей удовлетворяет требуемым свойствам. 

1.6.б. (22), №№ J 07, 224, 225, с. 15, 29, 105, 125. 
., 

1.6.7. (а) Если ~= U А., где А" - нигде не плотные множества, то постройте такую сие-

тему вложенных отрезков {[а, , ,В.,]};. ,, что А , n [а", ,В" ) = Q} nри 1 $ i :S: п, и найдите 

точку, не приналлежащую ни одному множеству А" что противоречит предположению. 

(б) См. указания к пункту (а). (в)-(г) Явля1отся следствиями (а). (д) Докажите, что у 
множества первой категории пус1·ая внутренность. (е) Перейдите к дополнениям и вос­

пользуйтесь утверждениями ynp.1.6. S(в) и упр. 1.6.7(6). 
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1.6.8. (б) Учитывая nокоординатный характер сходимости в любой из расс.чатриваемых 

метрик (ynp.1.3.8), докажите, что Q" всюду плотно в~"- (в) Учитывая, что р" несла­
бее любой другой метрики рР (О< р < оо) в С[а,Ь) (см. неравенства в уnр.1.1.6(г)~(д)), 

достаточно доказать сеnарабельность МП (С[а,Ь), р.,), при этом достаточно рассмот­

реть случай [а,Ь] = [0,1]. Пользуясь равномерной непрерывностью f е C[O,IJ, покажите, 
что всюду плотно множество кусочно-штейных функций, определённых на (O,J],j 
которых рациональны координаты начала, конца и вершин ломаных, являющихря 

графиками этих функций. [7], с.152-154; [22], № 346, с.41, 152-153. (г) Докажите, что 
всюду плотным в каждом (/ Р, р Р ), О < р < оо, является множество последовательностей 

с конечным числом отличных от нуля членов, которые при этом рациональны. [22], 
р 

№ 347, с.41, 153; [3), с.495. (д) Докажите, что всюду плотным в МП (:R, (а,Ь], рР), 

1 $ р < оо, является множество С[а,Ь) ([2], с.536-537), и воспользуйтесь (в) и упр.1.6.l(е). 

(е) Докажите, что всюду плотным в МП (s,p,) является множество последовательнос­

тей, описанное в указании к пункту (г). (10], с.47, (ж) См упр.1.6.4(а). (з) Рассмотрите 
в этом МП множество последовательностей, все члены которых равны нулю или 

единице, покажите его несчётность и докажите, что расстояние между любыми двумя 

различными элементами множества равно единице. [10], с.47; [8], с.58. (и) Докажите, 

что всюду плотным в МП (с, р,) явдяется мн·ожество последовательностей с рациональ­

ными членами, являющихся стационарными с некоторого номера. (к) Докажите, что 

всюду плотным в МП (с0,Рс, ), является множество бесконечно малых последователь-

ностей с рациональными членами, являющихся стационарными с некоторого номера. 
См. также упр. \.6.8(и) и упр.1.6.9(а). 

1.6.9. (а) [22], № 352, с.41, 154. (б) Это утверждение есть следствие утверждения (а). [22], 
№ 372, с.42, 160. (8) Воспользуйтесь упр.1.6.4(а). [22], № 372, с.42, 160. 

1.7.1. (а) (4], с.100. (б) [4], с.100. (8) [7], с.220. 
1.7.2. (а) Воспользуйтесь определениями фундаментальности и неравенством четырёхуголь­

ника из ynp.1.1.2( б). ( б) Воспользуйтесь определениями фундаментальности, сходимос­
ти числовой последовательности и неравенством нз упр.1. l .2(в). (в) Воспользуйтесь (б). 

1.7.3. (б) Для оценки угловой метрики из ynp.1.1.ll(б) используйте свойства вогнутой 
функции arctgu на [О,&0 ]. 

1.7.4. (а) (4], с.103; [22), №№ 171-172, с.25, 116. (б) № 269, с.33, 137. 
1.7.5. Воспользуйтесь nокоординатным характером фундаментальности и сходимости в МП 

(~
0

,р Р), О< р Soo, и полнотой~ с естественной метрикой. [4], с.102; (7), с.220-221; [8], 

с.64-65. (б) [2), с.32; (8), с.65. (в) Для МП (/2,р,) см. [7), с.221-223; [8], с.65-66. Для МП 

(lp,Pp), О< р < оо, рассуждения аналогичны. Для МП (/,,,,р,,.) см. (10], с.34-35. См. так­

же упр.1.7.6. (г) Руководствуйтесь идеями пункта (в) для (1,,р,). (д)-(е) Докажите, что 

(с,р,) и (с0 , Ре,) замКf!утые подпространства в МП (/.,,р.,), и воспользуйтесь ynp.1.7.4. 

[10], с.35. (ж) [2], с.33-34; (5], с.45-47; [8], с.66-67; (15), с.89-90. 
1.7.6. (13], с.146-149, 150-152. 

1.7.7. (а)Положите ,o(x,+oo)=f, р(х, -Ф) ={ при хе~, ,O(-<:fJ,+oo)=tr ипроверьте,что 

тем самым построено пополнение МП (~,р). (б) Установите изометрическую 

эквивалентность МП, построенного в (а), и МП ([-!!:.,!!:. ),р). 
2 2 

1.7.9. [3], с.507; (27], с.201. 
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l .?. I о. Докажите, что оба условия носят покоординатный характер и установите их эквива­
лентность при п = 1. 

l.7.11. [4], с. 105-106. 
1 7 12. (а) Or r~ротивного. Примените теорему Бэра к замкнутому шару, содержащемуся в 
· · рассматриваемом множестве. (б) (22], № 272, с.33, 137-138. (в) [21), с.248. (г) (22), 

№ 249, с.32, 132. 
1.7.13. Воспользуйтесь упр. 1 .6.4(6) и теоремой Бэра. [8], с.69. 
1.7. 14. [2], с.44-45; (6), с.40-41; [8), с.73; [ 10], с.42-43. 
1.7.15. (а) Рассмотрите / (х) = х + arcctgx как отображение в себя МП ~ с естественной 

метрикой. (б) Рассмотрите g(x) = О,5х в МП Х =(О, + оо) с естественной метрикой и 

h(x) = О,5х как отображение Х = [2, 6] на У= [1,3] (оба МП с естественной метрикой). 

1 1 
1.7.16. (а)Покажите, что при 'vt е[О,3) выполняется I y(t)-I 1 Sl для 'ix= x(t)e С[О,3). 

(б) Воспользуйтесь тем, что К, (1) - полное МП с индуцированной метрикой. 

Продифференцируйте обе части равенства х0 (1) = 1 + J x0 (u)du и решите полученное 

дифференциальное уравнение. 

t .7.17. Воспользуйтесь единственностью точки хе Х, удовлетворяющей уравнению 

f (х) = х, в равенстве f(g(x)) = g(f (x)). Единственность неподвижной точки нару­

шается, например, для тождественного отображения g. 
1.7.18. Покажите, что f(K, (а)) с К,(а), и примените теорему Баках.а. 
1.7. 19. С помощью теоремы Лагранжа покажите, что/ удовлетворяет условию Липwица с 

константой L е [О, 1). 

1.7.20. Примените теорему Больцано-Коши к функции g(x) = f(x)-x на отрезке [а,Ь]. 

1.8.1. Переформулируйте определение компактного МП, используя двойственные свойства 
открьпых и замкнутых множеств. 

1.8.4. (а) Воспользуйтесь y11p. l .S. I I. (б) (4], с.113- 114; [6], с.28-29; [22), № 303, с.37, 144. В 
качестве некомIJактного ограниченного и замкнутого множества рассмотрите, напри­

мер, любое бесконечное множество в дискретном МП. (8) [6], с.29; [22], № 305, с.37, 

144. (г) [22], № 312, с.38, 145. Рассмотрите счётное семейство компактов {[-п,п]};., 

в МП ~ с естественной метрикой. (д) [22), № 313, с.38, 145. (е) [22], № 314, с.38, 145-
146. (ж) (2], с.26; [10], с.49; [22], № 317, с.38, 146. 

1.8.5. [4], с.113; [7], с.220-221; (22], № 316, с.38, 146. 
1.8.6. Переформулируйте критерий Хаусдорфа в терминах некомпактности МП. 
1.8.7. Убедитесь, что на У= {х = (х"х,): х2 = О} с Х индуцируется естественная метрика, а к 

L примените критерий некомnактности из ynp.1.8.6. 
1.8.9. Примените критерий Хаусдорфа. [7], с.232; [8], с.102-103. 
1.8.10. [7], с.192; [10], с.53; [22], № 350, с.41, 154. 
1.8.11. (а) Достаточно доказать некомпактность К, (О) в (С[О, 1), р., ) . Для этого воспользуй-

тесь упр.1.8.6 и рассмотрите последовательность х. (t) = sin(2" 1r t). (б) Достаточно 

доказать некомnактность К, (О) в (/ Р, р Р ), О < р s оо, где О (центр шара) - нулевая 

последователr,ность. Для этого воспользуйтесь упр.1.8.6 и рассмотрите последова­

тельность {х<•>};_ , с К,(0), где х<"> = {х:•}}::;." п Е N, х~•> = 1 при n = т и х~> = О 

11ри п;,. т. (22], №№ 309-31 О, с.38, 145. 
1.8.J 2. (7], с. 189-190; [21 ], с.236-237. 
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1.8.13. Из компактности, очевидно, следует счёп1ая компактность. В другую сторону дока­
жите сначала, что счётно-компактное МП вполне ограничено, а, значит, сеnарабельно. 
После этого докажите, что из любого открытого покрытия можно выделить не более 
чем счётное подnокрытие. [8], с.103; [21], с.238-239. 

1.8. 14. (а) Воспользуйтесь критерием Больцано-Вейерштрасса и покоординатным характером 
п 

ограниченности и сходимости nоследователыюстей в МП (~ ,рр ). (6) вытекает из 
(а). 

1.8.16. Покажите, что семейство не является равностепенно непрерывным. 
1.9. 1 - 1.9.4. Доказательства этих утверждений ничем принципиально не отличается от дока­

зательств в частном случае числовых функций числового аргумента. 
1.9.5. (20], с.57-59; (21], с.58-60. 
1.9.6. (а) Воспользуйтесь неравенством (а) из упр. 1. 1 .2. (6) Воспользуйтесь неравенством (а) 

из упр.1.4.11. 

1.9.7. Утверждения непосредственно вьrrекают из определений сравнени:я метрик и непрерыв­
ности в смысле Гейне отображений, действующих из одного МП в другое МП. 

1.9.8. (а) Рассмотрите функцию /(х) = p(x,F). (б) Рассмотрите функцию /(х) = p(x,G0
). 

~ 1 1 х 1 1 
Воспользуйтесь тем, что {О}= n (--,-), IR\{0} = U ((-oo,--]U(-,+co)), и упр.1.9.5. 

n • I n n n "' I n n 

p(x,F,) 
(в) Рассмотрите функцию /(х): ------'c.;__-

p(x,F, ) + p(x,F,) 

1 .9.9. (а)⇒(б) Вытекает непосредственно из определений равномерной непрерывносrn / и 
предела числовой последовательности. (б)⇒ (а) От npornвнoro. Запишите отрицание 

свойства равномерной непрерывности/в терминах "в-о" и, взяв о=.:, выделите две 
п 

последовательносrn {х:};. , с: Х, {х;};_ , с Хтакие, что limpx(X:,X:) = О. Покажите, 

что невозможно вьmолнение равенства lim р,(/(х:)./(х:)) = О. 

1.9.11. (б) См. указания к упр.1.9.6. 

1.9.12. При р = 1 или р = оо воспользуйтесь простейшими оценками модуля интеграла, а при 
1 < р < оо используйте интегральное неравенство Гёльдера для получения условия 

Лиnшица на функционал/ (См. ynp.1.9. 1 l(a).) 
1.9.13. В одну сторону утверждения (а) и (б) - первая и вторая теоремы Вейерштрасса. В 

друrую-<>т противного. Если (Х,р) - не компактное и не полное МП, то, не нарушая 

общности, можем считать (Х,р) собственным подпространством своего пополнения 

(Х,р). Но тогда существует такая точка а Е Х\Х. что аЕ Х', и, значит, функция 

/(х) = - -
1
- Е С(Х) не ограничена сверху. Если же (Х,р) - не комnактiюе, но полное 

р(х,а) 

МП, то в нём найдётся "растопыренная" последовате.1ьность {х.};_ , с Х. ( Упр.1.8.6.) 

Воспользуйтесь упр. 1 .9.8(в) и постройте 1акую / Е С(Х), что /(х.) = п, пе N. [23], 
см. указание к задаче № 15.23. 

1.9.14. Примените теорему о непрерывности обратного отображения в МП. 
1.9.15. (а) - частный случай (б). Доказав замкнутость С(Х. У) в МП (В, р, ), воспользуйтесь 

упр. 1.7.4(а) и упр.1.7.6. 
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9 16. (а) Воспользуйтесь ynp. l .9.6(a) и второй теоремой Вейерштрасса. [22), № 520, с.60, 1 
· · 192. (б) Докажите, что р(К, ,К,)= inf р(х,К, ), и воспользуйтесь упр.1.9.6(§) и вто-

х•К2 

рой теоремой Вейерштрасса. (22], № 524, с.61, 193. (в) Воспользуйтесь упр.1.3.l(в), 
1.3.12, 1 .8.4(е) и второй теоремой Вейерштрасса. 

l .9.17. Докажите. что функция g(x) = p(x.f(x)) еС(Х) и в единственной точке минимума 
на Хпринимает нулевое значение. (24), № Х.5.11, с. 194,375. 

1 _9. 18. Поскольку неподвижная точка, если, конечно, она существует, принадлежит /(Х), то 

с учётом того, что /(/(Х)) с /(Х), воспользуйтесь упр. 1 .9.17 для сужения/ на /(Х). 

1 .9.19. Пусть а Е Х, Ь е Х и {а.};.о и {ь.};.о, где а.= а, ь. = ь, а. =/(а._,), ь. =ль._,), 

п е N, - последовательности соответствующих итераций. В силу компакrности МП су­

ществу1от с е Х, d е Х и подпоследовательности {ап, };., и {Ь., };. , та1<Ие, что 

lim ап, = с и lim Ьп, = d. Тогда с учётом неубывания последовательности 
k-oc J:_.Q) 

{р(а. ,ь.)};. 0 имеем lim р(а. ,Ь.) = p(c,d). Не наруwая общности, можно считать, что 
-➔~ 

Jim (п,., -п,) = +оо. Из lim р(ап,., ,а,., )= О в силу сжимаемости обратного о,тобра-
.t➔ ао ,t ....,oo 

жения / - ' вытекает,что \imp(aп - п ,а) = О, то есть \iman -п, =а. Ананогично 
k-oo A• I А- k➔ ao k+ I 

lim Ьп - п = Ь. Следовательно, lim р(а,,Ь.) = р(а,Ь), откуда следует стационар-
•➔"° А:+ 1 • ,, ... ~ 

кость 11оследовательности {р(а.,ь.)};_0 , а, значит, изометричность /. Д11я доказа­

тельства сюръекrnвности / предположите противное и докажите, что для любого 

a e X \ f(X) последовательность итераций {х.};.,, где х,=а, х,=/(х._,), neN, 

является "растопыренной", что-противоречит :компактности. 
1.10.1. (а) [7], с.12 1 ; [13], с.88-89;[22], №№ 394-395, с.43-44, 163. (б) Воспользуйтесь тем, что в 

дискретном МП все множества открыто-замкнутые. 
1.10.2. (а) Воспользуйтесь тем, что дополнение открытого (замкнутого) множества замкнуто 

(открыто). [22], № 378, с.42, 160. (6) (1)⇒(2). Рассмотрите сначала случай Х = YUZ, 

обозначьте G,=(Z)°, G,=(Y)• идокажите,что G, nG,:12).Bcлyчae X;,YUZ, 

выбрав таким же образом открытые множества д, и G, в подпространстве 
W = YUZ, постройте G, и G, с требуемыми свойствами в МП (Х,р). (См. 

упр.1.5.1 l(в).) (2)⇒ (1) вьrrекает из замкнутости дополнения открытого множества. 

(в) Вытекает из (6). 
1.10.З. Переформулируйте определение связного подпространства в терминах отделённых 

множеств. [20], с.519. 

1.10.4. (а) Если (Х, р) несвязн.о и X = G,UG, ,G, ПG, =0, 'G,;,012), G, ;t0, где 

G, (i = 1,2) - открытые множества, то докажите, что для точек а е G, и Ь е G, не 

существует содержащего их связного множества в этом МП. В другую сторону утверж­

дение тривиально. [21], с.285. (б) [21], с.285. (в) [21], с.285; [22], № 383, с.43, 161. (г) 

[21], с.285-286; [22], № 401, с.44, 165. 
1.10.5. В одну сторону - это теорема Больцано-Коши. Для доказательства в другую сторону 

постройте на несвязном МП функцию / Е С(Х), принимающую только два значения. 
1.10.6. [22], № 399, с.44, 164. 
1-1 0.7. (а) Воспользуйтесь упр. !. 1 О.4(в)- (г). (б) [21], с.287. 
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1. 10.9. Воспользуйтесь упр.1. 10.4(а). [21 ], с.292. 
1.10.10. См. ynp. 1.10.1. 
1.10. 11 . Композиция пути в МПХи отображения/есть путь в МП У. 
1.10. 12. (21 ], с.292; (22], № 581, с.68, 206. · 

11. Линейные нор~1ирова11иые r,ространства. 

2.1.1. ( 15), с.355-356; [ 16], с.172-173. 
2.1.5. (в) Метрики р,, О< р < 1, не обладают свойством абсолютной однородности. 

2.1.6. (в) Метрики р,,, О < р < 1, не обладают свойством абсолютной однородности. (z) Метрика 

р, оrраничена. (См. ynp.2.1.3.) 

2.1 .7. (в) Метрики рР, О< р < 1, не обладают свойством абсолютной однородности. 

2.1.8. Воспользуйтесь упр.2.1.1 и результатами из упр.1.1.8. 
2.1.1 О. (а) - (б) Докажите, что подпространством, на котором вырождаются эти по;тунормы, 

является подпространство постоюшых функций. 

2.2.1 . (в) K,(a)::::>co(S,(a)) в силу выпуклости шара К,(а). Включение K,(a) c co(S,(a)) 
вытекает того, что каждая точка шара лежит на О'Iрезке с концами в противополож­

ных точках сферы. 

2.2.2. Проверьте выпуклость множества в праsой части равенстsа и его включение в любое 
sыnуклое множестsо, содержащее А. (5], с.88-89. 

2.2.3. (в) Если 11 а 11 = О и а ,t О, то 8 В лежит nрямая, проходящая через а и точку х = О. 
2.2.4. (а) [5], с.52-53. (б) Покажите, что не выполняется аксиома 'Iреугольника. Для этого 

покажите, что llxll,+ IIYIIP<llx+yll,, если:!) х=(!,О, ... ,О),у=(О,1,0, .. . ,0); 2) 

х = {хп}:'~., у= {Уп};:'. 1 , где х, =у,= 1, х" = О (п st !), Уп = О (п st 2); 3) (дл.я [а,Ь] = 

1 1 
=(-1,l]) .:=x(t), y=y(t), где x(t)= - (itl+t), y(t)=-( ltl- t). 

2 2 
2.2.5. (5), с.55-56; [8], с.132- 133; [26], с.53. 

2.2.6. Докажите, что из lim x(")=x в лнп (/
00

,11-11
00

), где {х(11>};_ 1 сс, х<">={х~п>}: ... 1, 

lim х~•> = а<•> (пе N), х = {хт}:., . вытекает, что 3 lim а<пJ = а е iRI и lim хт = а. 
n ➔ ,:a:;i т ➔щ 

2.2.7. (б) Покажите замкнутость любого подпроС'Iранства в конечномерном ЛИП и невоз­
можность включения s собственное подпроС'Iранство шара с цеН'IрОМ в точке х = О. 

2.2.8. (а) (26), № 259(а), с.208, 313. (б) (26], № 259(6), с.208, 313. (в) Рассмо'Iрите множества 

1 F, = {п + -- : пе~} и F, = "11.. (г) Докажите rомеоморфность отображения f(x) = лх, 
n+l 

хе Х. (д) Рассмотрите декартов кsадрат С' = С х С с IR\
2 и докажите, что С2 пересе­

кается с каждой прямой sида х +у= а (О$ а $ 2). 

2.3.1. Если выполнена предлагаемая оценка, то, очевидно, норма 11 -11, не слабее нормы 11-11,­

Обратно, если норма 11-11, не слабее нормы 11 -11" то 

'v'e > о зо, > о :(11 х 11,s о, ) ⇒ (11 х 11, < е). 
(доказательстsо этого утверждения несложно провести от проти8ного.) Но тогда в силу 

Е 

абсолютной однородности нормы при scex хе Х выполняется оценка: 11 х 11, < -11 х 11, . 
о, 

2.3.3. (а) Утверждение ЗС > О 'vx е Х :11 х 11, ::; С II х 11, равносильно утверждению 
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3С > О 'v'r >О: u;"(O) с И)!)(О), 

где U~') (О) - шар в ЛНП (Х ,11-11,) (i = 1, 2). (б) Вытекает из {а) и эквивалентности норм 

в конечномерном ЛИП. 

2.з.6. 'v'x e X: 11 х11~::; 11 x l(SllxllS 2 llxlГ 
2.4.J. Воспользуйтесь упр.1 .3.1 и докажите, что в этих ЛНП один и тот же класс фундамен­

тальных nоследовательностей. 

2.4.3. Вытекает из упр. \.7.4(а). 

2.4.4. Докажите, что для Сь ( IR?.) и С, ( IR?.) это так, а для С, ( ~) - нет, рассмо'Iрев последова-

тельность функций {x.(t)};., сС,(~). где x"(t)=rp(t) при -n;c5.t5.mr и х.(1)=0 

sint 
при I t 1?. ntr, а rp(I) = -

1
- при t st О и rp(0) = 1. 

2.4.6. В конечномерном случае сфера - замкнутое 1юдмножестsо компакта (замкнутого шара). 
В бесконечномерном случае, рассуждая от противного, покажите с помощью критерия 

Больцано-Вейерш1расса компактность замкнутого шара, что противоречит теореме 

Рисса. 

2.4.7. Учитывая, что ЛНП (с, 11 - 11, ) и (с" 11- llc,) банахоsы (упр.2.2.6 и упр.2.4.3), докажите, 

что сформулированные условия раsносильны полной ограниченности множества К. 

Для этого, в одну сторону, используйте относительну10 компактность множестsа 

Е = {a(<>J :а е А} 8 iRI с естественной нормой и при каждом & > О ищите конечиу10 Е-сеть, 
состоящую из последоsательностей, стационарных с некоторого номера. В . другую 
сторону, исходя из относительной компактности К и предположиs противное, С'IрОйте 

"растопыренную" последовательность. (См. упр.1.8.6.) · · 
2.4.8. (а) Любые две точки неnустоrо sыnуклого множества в ЛИП соединимы О1])езком с 

концами 8 этих точках. Покажите, что О'Iрезок - носитель некоторого пути. (б) От­

крытые и замкнутые шары - неnустые sыпуклые множества (упр.2.2.3). В одномерном 

ЛИП сфера несsязна, а если размерность ЛИП больше единицы , то ш~я любых двух 
точек сферы рассмо'Iрите двумерное подпрос'Iранство, в котором они содержатся, и 
воспользуйтесь nыпуклостью двумерного замкнутого шара и непрерывностью нормы. 
Для МП рассмо1])ите случай дискретного МП. 

2.5.2. Воспользуйтесь эквивалентностью непрерьmности и ограниченности линейного опе­
ратора. 

2.5.3. Докажите оrраниченность линейного оператора А e.:f(X,Y), sыбрав какой-нибудь 

базис в Х и используя эквивалентность нормы 11 . llx и чебышёsской нормы относительно 
выбранного базиса. (См. упр.2.3.2 (1).) 

2.5.4. [ 15], с.216-219; [16], с.247. 
2.5.5. (а) Для доказательства ограниченности фуикционала воспользуйтесь интегральным 

неравенстsом Гёльдера при 1 < р < со и простейшими оценками модуля интеграла при 

Р = J и р = со. При вычислении нормы учтите, что раsенства в этих оценках достигаются 
на постоянных функциях. ( 6) Достаточно рассмо'Iреть [а, Ь] = [ О, 1] и последовательность 

функций х" = t", пе N. 

2.5.7. Для всякого хе Х и любой последовательности {х.};. , с Хтакой, что lim х" = х, оп-

ределите Ах посредством равенства lim Ах" = Ах, докажите корректность этого onpe-
n➔~ 

деления, линейность и ограниченность ПОС'Iроенного оператора и единственность этого 

продолже,шя оператора А. [15), с.211 -212. 
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2.6.2. (а) Воспользуйтесь упр.2.6. l(г). (6) Рассмотрите, например, ЛНП ( ~ ' . 11 -11,) и веh,оры 
х = (О,1), y=(l,0). 

2.6.3. При а = Ь = О утверждение следует из неравенства КБШ. Общий слу'1ай сводится к 
рассмотренному заменой переменных х = а+ и, у = Ь + v. [9], с.46; [ 1 О], с.80. 

2.6.4. (а) Проверяется непосредственным вычислением. (6) [8], с.160-161. (е) Воспользуйтесь 
''тождеством параллелоrрамма". 

2.6.5. Полнота ЛНП из (а)-(в) и неполнота (г) рассматривались в упр.1 .7.5. По поводу непол­
ноты ЛНП из (д) см. замечание к упр.1.7.5. По поводу плотности ЛП (С[с,Ь],<.,.>) в ЛП 

(<'R-
2
(a,b ), <.,.>)см. указания к ynp.l.6.8(д). 

2.6.6. Достаточно рассмотреть [ а,Ь] = (О, f ). Проверьте, что ''тождество параллелоrрамма" не 
выполняется для векторов (функций) x(t) = sint, y(t) = cost. (8), с.162. 

2.6.7. Утверждение при 1Р' = ~ проверяется непосредственным расписыванием скалярного 
произведения < х + у, х +у>. При 1Р' = С аналогичную процедуру ощ~овременно проде­
лайте для <x+iy,x+iy>. 

2.6.8. [5),с.1 46; [8),с.156; [15),с.154-155. 
2.6.9. [18), с.20-22. 
2.6.10. [10], с.80-81; [15), с.156-159; (18), с.22-23. 
2.6.11. (а) Воспользуйтесь 2.6.IO(a). (6) Найдите связь между сходимостью последовательно-

сти в У ЕВ Z и сходимостями последовательностей её проекций на У и Z. (е) Покажите, 

чтoW0Y=WnY.l. 
2.6.13. [15), с.35-36, 161. 
2.6.14. [2), с.494-495;[5], с.206-207;[8], с.148-149;[15], с.167-168. 
2.6.15. [2), с.492-493; [8], с.146-147; [15], с.165-166; [18], с.26-27. 
2.6. 16. [2], с.505-506. 
2.6.17. (а) Сначала заданную ОНС расширьте до не более чем счi:тной всюду плотной в про­

странстве системы векторов, затем выделите из неё линейно независимую подсистему 

со всюду плотной в пространстве линейной оболочкой (сохранив в её составе нсходную 
ОНС) и, наконец, воспользуйтесь процессом ортогонализации. (6) Для ГП постройте 
ортонормированный базис в ортогональном дополнении к заданной ОНС и объедините 
его с исходной ОНС. Для случая предгильбертового uространст1.1а воспользуйтесь 2.6. 16. 

2.6.19. [2], с.493. 
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Для успешного выполнения зачё'!"ного задания необходимо ознакомиться с соответствую-

ши~! теоrетическим материалом. . . 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗА ЧЁТНЫЕ ЗАДАНИЯ 

в каждом uарианте выполняются следующие упражнения: 

1) Является ли метрикой на множестве Х функция р(х,у)? Если это так, то проверить 

пол11оту порождаемого ею метрического пространства. 

2) Ямяется ли данная последовательность в метрических пространствах (Х,р), (Х,р), 

(Х,р) фундаментальной? Сходящейся? (В тех вариантах, где в качестве Х, Х или Х 
встречаются С[а,Р], С ь [а,+ оо), Сь (-оо,р], С ь (-oo,-t<JO) или их подмножества без указания 

соответствующей метрики, рассмотреть пространства непрерывных и оrраниченных 

функцtfй, определённых на соответствующем промежутке, с равномерной метрикой 

р., (х,у) = sup I x(t)- y(t) 1 в качестве р, р или р соответственно.) , 
3) Верно ли, что хеИ,(у)? (Если заданы [a,p],x(t)иy(t), то рассмотреть nростран-

Р • 

сТ80(С[а,Р], р1 )сметрикой р,(х,у)= Jiх(t) - у(t)ldt;еслижезадаиы {xn};.1, {у.};. 1 ,то 
а 

рассмотреть пространство оrраниченны:х числовых последовательностей (/.,,р,,) с метри­

кой р.,(х,у)=sир lx. - у. 1 .) 
neN 

4) Является ли оrра.ниченным множество А в соответствующем МП из формулирозк.и 
упраж11сния 3)? 

5) Доказать, что для отображе1щя С[а,Р] Эх--4уе С(а,Р], где x=x(t)e С[а,Р], а 
у = y(t) - функция, сопоста.в,1енная функции x(t) посредством данной формулы: 

(а) имеет место включение /(К1 (с)) с К1 (с), где К, (с) - замкнутый шар единичного 

радиуса в метрическом пространстве (С[а,р],Р., ), а с= c(t) -постоs~нная на [а,Ь] функция; 

(б) согласно теореме Банаха существует единственная в К, (с) неподвижная точка х0 ото­
бражения/ 

Найти эту точку, непосредственной проверкой убедиться в е1: неподвижности и справедливо­
сти включения х0 еК,(с). Дать иллюстрацию этого включения, uыбрав подходяшие мас­
штабы на осях координат. 

№1 
1 

I) Х = ~ . р(х,у) = .J lx- yl. 2) х. (t) = t"; Х = С[О,1]; Х = С[О,1] , р(х,у) = f I x(t)- y(t) 1 dt; 

X = (x=x(t)l\it: x(t)>O}cCr.!.,.!.J. З)[О.~2 ], x(t) = cost, y(t)=siпt, r = I . 
) 2 

1 

4) А = {{х;,'1 };. 1 :(х~•> = n'e-'")A(ke[0, +oo)}. 5) а = О, P = f,c = l, y(t)=I + Jx 2 (s)ds. 
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№2 • 
1) х _ множество прямых на плоскости 1Rt

2
, не проходящих через точку (0,0). Если прямые 1, и 

/
2 

задать уравнениями xcosa, + ysina1 - р, = О, xcosa2 + ysina, - Р2 = О (р, > О, Р, > О) 

соответственно, то p(l,, 1,) = (р, - р2 )' +(sina, -sina,)2 +(cosa, -cosa2 )
2 

• 

2) х (t) = cos.:., Х = С /IR), Х = С[О,1], Х = {х = x(t)i 'v't: x(t) < l} с C[l,2). 
" п 

. 2t . 3 ) {{ (k)}"' •( <•J_ln(kn))л(ke(l+oo)}. 
3) [O,.ir], x(t)=-;--, y(t)=sint, r=2 . 4 А= х. n=I · х. - kn ' 

1 

1 3.ir 3.ir f . , ( ) d 5)а = 0, /3= r:; • с=т,у(t)=т- S\ПХ s s. 
vЗ о 

№3 

\)Х =IR, р(х,у) =le' -еУ \ . 2) х. = (l+;J ;Х = !Rt., p(x,y)=sgnlx-yl; Х = 11, р(х,у) = 

{ }
., 

., ( !)" _ ., n+5 ., _ \+--- r= I . 
=l x-y\; X=Q, p(x,y)=lx-yJ. 3){х.} • • , = {2п+1} , {у.} • • , - 2 , 

n: J лz::I 

4) [a,/JJ = (2,3], А= {х, (/): (х, (1) = ln~)) л (k е (1,2])}. 5) а=-½, /J = О, с= О, y(t) = r.-

1 

-4 f sinx2 (s)ds. 

№4 

\) х = IП., р(х,у) =arshlx - у\ . 2) х" (1) = 1" -12"; Х = С[О, 1); .Х = С(О,1), р(х,у) = 

1 1 3 l 4 lnl _ 5 
= j l x(I)- y(I) 1 dt; Х = {х = x(t)J 'v't :x(t) > О} с С[4,4 J.3)[-;,e], x(t) = lnt, y(t) = -

1
-, r - 2· 

о 

4) A={{x<'I}"'- : (х<•> =~) л (ke(O,+oo)}. 5) a = .ir,/3=2.fз, с=О, y(t)= 
" п-1 " k'п' +\ 

№5 

l) Х=(О,%), p(x,y)=sin lx - yJ. 2)x.(t)=Vt'+e-"; Х=С[-1,1), р(х,у)о= 

= sgn max l x{t) - y(t)I; .Х=С[-1,1); X = {x=x(t)l'v't:3x'(t) elП.}c C[- l,1]. 
- 1 S t :S 1 

со · п «i - -+-sш- , r=-. 
{ }

.. { 1 . 1 . 2mi}"' 4 
3) {х.}п= I = SШ n+\ n=I• {У.}п=I - 4 2✓3 3 n• I 5 

4) [а, /JJ = (О, l), 
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№6 

t' • 
\) Х = IП., p(x,y) =lthx - thyJ. 2)х (t)=--, Х = Сь(IП.), Х=С[-1,1), 

" п' + 12 

_ 23 4 4 3 
X={x=x(t)l 3t:x(l) .= O}cC[0,2). 3) (-,-], x(l)=--

2
, y(t)=-

3
, r=ln-

2
. 

3 2 4-t t 

21.ir . 
5) a"".ir, /3= 10, с=О, y(t)=4(1 - .ir)+ 

№7 
1 

\) Х = IП., р(х,у) =lf(x)- /(y)I, где f(t) = -. 2) 
1 +е' 

t • 
х (t) = sin-, Х = С (IП.), Х = С[О,1], 
п п ь 

- 1 ., {( !)"}"' ., {7 (-1)" +1}"' X={x=x(t)j'v't:x(t),eO}cC[2,IJ. 3) {xп}n•I = 1+-;; ,{У.}п=I = 3+~ • 
n=I n=I 

r =¾· 4)(a,/J]= (O,2], А= {xk(t):xk(t) = t•е-м, ke(O,+oo)}. 5)а =0,/J=¾, c=.ir, 

1 

y(t)=.ir+ f cosx2(s)~. 
о 

№8 

1) Х - множество прямых на nлоскосrи 11
2
, не проходящих через точку (0,0). Если прямые 1, и 

1, задать уравнениями xcosa, + ysina, - р, = О, xcosa, + ysina2 - р, = О (р1 > О, р2 > О) 
соответсrвенно,то р(/1 , /2 ) =1 р, - р2 l+Jsina, -sina2 l + lcosa, - cosa2 J. 

1 

2)x.(t) = е-" 1'1;Х = С[-1, 1); Х = С[-1, 1], р(х,у) = jl x(t)- y(t) 1 dt; Х = {х = x(t)\ 3t :x(t) > О}с 
_, 

с С [1,+со). З) [O, .ir], x(t)=~t2, y(t)=sint, r=З. 
Ь 2 .ir 

4)А = {{х<'>}"°_ : (хщ = (nk+l)"'''(nk+2)"''') л (ke(O,+«>))}. 
п n - 1 п (пk+З)'""з 
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1 

5)а " о, Р=½, с = ¾, y(t)=¾ - f✓9-x1 (s)ds. 
о 

№9 

1) Х - R
1
, р(х,у) = Vlx, - у, 1 +lx2 - у2 1, где х = (х"х,), у= (у, ,У2 ). 2) х. = п(...r;;;:-:;i - п); 

X=IR, p(x,y)=sgnlx - yl; X=IR, p(x,y)=lx - yl; X=IR\Q, ,o(x,y)=lx - y l . 

3) {х.}::. 1 ={3
:,

2

:
1

5
}'", {у.};:. 1 ={3+(-1/ ";"'' }.,, r=~-

,..1 п-•1 

,r 2,da 10 ( 
4)[a, P] = [0,2J,A = {x,(1):(x,(1)=cos• t+l)л( keN)}. 5) a=l, Р =9, c=I, у t)= 

, 

=1+4 J x(s)~. 

№10 

1) х = at, р(х,у) = lx - YI . 2) х (t) = 1• -11•, Х = С(О, 1), Х = С(О,½), 
1+21x-yl • 

- 1 ,r 2,r 1 1 2 
Х = {х = x(1)13t: x(I) ~ О} с C[O,- J. 3) [-

3 
,-

3 
], x(I) = -.-

1
-, y(t) = - -

1 
• r = s· 

2 sш 1 2cos2 -

2 
k1 2 12 

4) А= { {х~"' }:'. 1 : (x~• I = l + ;,п3 ) л (k е (0,+<о))}.5) а = -1, р = - 13, с = -1, y(I) = - 1-

№11 

I) Х = [е,+оо), p(x,y)=l ':x _ l~l-2) х. ,.. .. lfi.; X=(l,2],p(x,y) =l log,2 -log,2 1; 

X=[l,2),p(x,y) =lx - y l; X=[l,2]\ Q, ,o(x,y) =lx-yl. З) {х.}:'. , ={~ }"", 
n ,r::l 

, 
л(ke[0,IJ)}. 5) a = f, Р= 4;, с=О, y(l) z 2 J .Jr-4---x-2 (-s)ds. 

" 
№12 

l)X = (- ~~) ( ) sinlx - y l 
2' 2 ' р х,у = cosxcosy · 

Х = {х = x(r)I V1: x(r) < 1} с C[1, 2J. 
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№13 

t RI 1) Х=~. р(х,у) =lf(х)-/(у) ·,где/(1)=--. 2) х (t)= t +-; Х:С(-1,1), р(х,у) = 
l+ lt l • п 

= sgn max I x(t)- y(r)I; Х = С[- 1, 1); Х = {х = x(t)I Vt : 3x'(t) е R} с С[- 1, 1]. 

3) {х.}::. 1 ={(l+ni-
1>'-•}"' , {у.};. 1 = {½cos 

3
;" }"' , r=%· 4) [а,Р]=[О,1], 

-• 4n +2 ,..1 

1 г:; tr tr А = {х,(1) :(х,(t)=---)л( k е (О,+оо))}. 5)а = 1,Р = v.J, с=-4 , y(t)=-
4 

+ 
(1 - k)1 +1 

№ 14 

l) X = Lt, р(х,у) = ln(I +1 х- y l). 2) x.(t) = arctg(t -п); Х = с. ( R), Х =С• (-<><>,О], 

,r 1 1 т 3 Х = {х" x(t) l 3t :x(r) > --}с C(O,IJ. 3) (-,2], x(t) = г:;, у(1) = ctg-, r =-ln3. 
2 2 NЗ 3 7 

а 

№15 

1) Х - множесnю прямых на плоскости R', не проходящих через точку (0,0). Если прl!МЪlе /
1 
н 

/ 1 задать уравнениями xcosa, + ysina, - р, = О, xcosa 1 + ysina
1 

- р2 = О (р, > О, р1 > О) 
соответс·mснно, то p(I,, 11 ) = 1 р, - р1 1 + 1 sin а, - sin а1 1. 

l 2 ,. _ 

2) х.(1) = е-• ' ; Х = с. ( а), Х = с. (1, +оо), Х = {х = x(1) j 'tft : x(I) > О} с C[l,2]. 

3) [0, ln3), x(t)=8e"
2
' , y (t) = e', r = 2. 4) А={{х~'' }:'. 1 : (х~•> = sin ~ )л (ke(0,+oo))}. 

, 
5) р I Зtr ( ) Зtr J . 1 а =-1 , = - ,/з' с= т· у t =т- smx (s)ds. 

-1 

№16 

X = R\Q, p(x, y ) =lx-yf. 

4) [а,р] = [О, 1), 
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kt + (kt)' } ,r ,r 3 3 
A={x,(t):(x,(t)= kt+ l )л(ke[l,20)). 5) а = 6, fJ= 4, с = 2, y(t)= 2+ 

+ fJ9 -x2 (s)ds. 

№ 17 

1) X=IR, p(x,y) = 1/Jx - y l, 2)x.(t)=arcctg(nt); X=Cь(IR), Х=Сь(l,+а:,), 
1 1 · 

X={x=x(t)l 'v't: x(t)o<:1r}cC
6
(...a:,,-l]. 3) [0,2], x(t)=t-2, y(t)=t+l, r =I. 

1 

4)А= {{x~'>};=t: (х~•> = <~;2

) л (k е(О,+«>))}. S)a = l,f} = ½,с= 0,y(t) = f .J l+x
2
(s) ds. 

1 

№ 18 

п I arccosxl 1) Х = (-2,2], р(х,у) = lx3 
- y 3 I. 2) х = cos-; Х = [0,1), р(х,у) = log2 - - ; 

• 2"' arccosy 

Х=[О,1], p(x,y)=\x-yl; X = [O,l]\Q, p(x,y)=lx-yl, 3){х.}:с1={~}:=1' 

{
8 4 пп}"" { vsin kt [ 2])} {y.};=t= 5+5sin2 •. /r=l.4)[a,(J]=[8,IO],A= x,(t):(x,(t)= kt)л(ke 1, . 

1 ' 

5)a=lfi, fJ={, с=2, y(t)=2+3 f x ; (s)ds. 

№ 19 

1) X=IR, p(x,y)=th\x-yl, 2) x.(t)=sin(21r1"), Х=С[О,1], X=C[O,½J, 

Х = {х = x(t)\ 3t: x(t) о<: О} с C[O,½J, З) (0,2], x(t) = 21 + 1
2

, y(t) = З✓t, r = i· 
п 1 1 

4) А={{х<*)}""= : (хщ = " --) л (kef'::I)}. 5) a=0,/3= -
3
,c =l, y(t)=I+ 

" " t • L., (mk)2 
т _ , 

№20 
' 

l)X=[!!,_Зn) 
2' 2 ' 

p(x,y)= lsinx-siny\. 2) х = ~ J__; X=IR, p(x,y) = sgnlx-y\ ; X = IR, 
п ~ т! 

m • O 

р(х,у) =lx-yl; p(x,y)=lx-y\ . 
00 {Зlnn}"" 3) {х.}п= I = -- , 

п _ , 

е''
2 

+ 1 
4) [а,(}] = [3,4), A={x,(t):(x,(t):a-,-)л 

е'' - 1 
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л(ke[l,2])}. 5) а=¾, (}=И, с=О, y(t)=-2 js.J9-x'(s)ds. 
р 

№21 

J) Х- множество прямых на плоскости 1R2
, не проходящих через точку (0,0). Если прямые z, и 

/ 2 задать уравнениями xcosa,+ysina,-p,=0, xcosa2 +ysina2 - p 2 = 0 C- f<a, sf, 

; = 1, 2) соответственно, то р(/1 , 12 ) = 1 р1 - р2 1 + 1 sin а, -sin а2 1-

( ) - - я 2) x.(t) = arctg nt ; Х = Сь[О,+ ос,), Х = С6 [1,+а:,) , Х = {х = x(t)i 'v't :x(t) > - 2} с С /-оо,-1). 

3) (0,2], x(t) =4t - 1, y(t)=3✓t, r=e. 4)А = {{х~')};.,: (х~•> =;, cos;) л (ke(O,+«>))}. 

5) а= 0, Р = ½, с=2, y(t) = 2 - t 2 + 2 fsx(s)ds. 

№22 

1) Х = (О,л], p(x,y)=lcosx- cosy\ . 2) х. =п(✓е-1); X=IR, p(x,y)=sgn lx-yl; X=IR, 

p(x,y)=lx-y/; X = IR\Q, p(x,y) =lx - y l. 3) {х.};=, ={-:-}"" , {у.};. 1 = 
4 n• I 

{

(- 1)" 1 n(n-l)}"" 2 1 
= - 8- + 8(-1) 2 ,r=7. 4)[a,fJ]=[1,2],A={x,(t):(x,(t)= ~)л(k1:[0,l])}. 

n=I ,--- - \+{kt)
3 

5) а=О, Р= Js, с = О, y(t) = 2 j.r.J4 -x2 (s)ds. 
о 

№23 

1) X = IR, р(х,у) = 2
lx - yl . 2) x.(t)=cos(2nt"), Х=С[О,1], X=C(o,.!.J, 

3+4lx-yl 4 

Х = {х = x(t)l 3t: x(t) o<: l} с C[o,.!.J. · 3) [О,✓3], x(t) =--2_, y(t) = J 3 , r = 1. 
2 l+t 2 4-t2 

k'п' 6 
4) А = { {х~*> };. 1 : (х~•> = - --) л (k е (0,+«>))} . 5) а= 1, f} = -

5
, с = 1, y(t) = 1 + 

Зk'п' + 1 

+ f x2(s) ds. 

№24 

1) X = {x=(x1,x2 )e!Rt
2
:(x1 >0)л(х2 >0)л(О<х1 +х2 sf)}, 

P(x,y)= ✓(cosx, -cosy,)2 + (cosx, - cosy,)2
, гдех=(х,,х, ),у=(у, ,у,). 

2) x.(t)=arcctg(t + n); X=C.(IR), Х=С6 [0,+«>), X={x = x(t)/'v't: x(t)>O}cC[0,1]. 
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3) {х,,}::'. 1 = {:э}"'_, {Уп}::'= 1 ={
1
; +½cos

2;'7}"', r=I· 4) [a,PJ=[O,!:.J, 
~ ~ 9 

А= {x,(1):(x,(t)=tg..jki) л(kе[½,я])}. 5)а =i,P=l,c=¾, y(t)=¾-2 j ssin2 x(s)ds. 

№ 25 

l)X=(O,+co), p(x,y)= lln!I. 2)x(t)=e-l1-nl.X=C(IR) Х = С (-«>О] 
у п ' ь ' ь ' ' 

Х = {х = x(t)I V /: x(t) > О} с С [0,1). 3) [-я,О], x(t) = sint, y(t) = sin 2t, г = 2;. 

4) А= { {х~'1 };:'= 1 : (х~' 1 = f, e-km) л (k е N)}. 5) а= и. /J = f, с= О, y(t) = 1-12 
-

т . , 

1 

-2 f sx2 (s)ds. 
а 

№26 

l )X = IR, р(х,у) = 1-e- lr-yl. 2)х. = tg..!:....; Х = (О,+со), р(х,у) = l log, arctgxl; Х = [О +оо) 
2••2 

• arctgy ' ' 

p(x,y)=lx - yl; X=[O,+oo)\Q, p(x,y) =lx-yl. 3) {х.};:'= 1 ={arcctg✓п=-i"}:=P 

{Уп}::'а 1 = {¾+ ~ cos ;}"° , r = 1. 4) [а,,8] = [- ¾,OJ, А= {x, (t): (x,(t) = tg(kt) + 
1 

) л 
n• I 1- tg(kt) 

7 , 
л(kе[О,1])} . 5) а=-6, /J=-1, с=О, y(t)= - 31njt 1+3 f x(s) ': · 

-1 

№27 

1) Х - множесrво прямых на плоскости ot', не проходящих через точку (0,0). Если пря..мые /
1 
и 

/ 2 задать уравнениями xcos~, + ysin a, - р, = О, xcosa2 + ysina, - р2 = О (р, > О, р2 > О) 

соответственно, то p (l,, l,) = max { 1 р1 - р2 1, 1 sina1 -sina2 / , / cosa1 -cosa
2 

/ } . 

2) x.(t)=th;; Х=С0 (~), Х = С[-1,0), X = {x=x(t)/ Vt: x(t)o<O} cC[l,2). 

1Z" 1Z" 1Z" r.::: 
3) [6 ,3 ],x(t)= tgt,y(t) = ctgt, r = ln3. 4)А={{х~'>};:'= 1 :(x~•J =kпГ"kп) л (ke(O,+co))}. 

а 

№28 
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3я] { . , kt } 2 я 4)[а, Р] =[я,-2 ,А= x, (t):(x,(t) = sin --)л(keN). 5)a=-1,/J= r -
3

,_c = -4 , 
t 2 +k 

1 

y(t) = ¾ + 2 f s_cosx
2
(s) ds. 

- 1 

№29 

sinlx - y l -''i ... 
1) X = (0,1r), р(х,у) = . . . 2)х (t)=e •; Х=С (~). X= C[O,IJ, 

sin xsiny • ь 

.X=(C[-1, 1 ]) \ {x=x(t)/ Vt:Зx'(/)e~}.3)[ ~.✓3], x(I)=~. y(t)=-
2
-, r = .!... 

-v3 \ +t 2 l+t' 4 

4)А={{х~'1 };:'. 1 : (х~•) =1/l + п'-п) л (keN)}. 5) а=О, .В=¼, c=I, y(t)=I+ 

1 

+2 f sx2 (s)ds. 

о 

№30 

1) Х = (-1,1), p(x,y)=lf(x)-/(y)j,rдe/(t)=-1-. 2)х =sin.!:-; Х=(О,1], 
1- t ' " 3" 

p(x,y)=llog
3 

arcsinxl; Х=[О,1], р(х,у)сф-уj; X=[O,l]\Q, p(x,y)=lx-yj. 
arcsiny 

3) {х.};. 1 = {arctg✓2n- 1 }:.р {у.};., = { 
1
: tg я(2~ -!) + ~~ [,, r = ¾- 4) [а,.8] = [2,3], 

r' 1 
1 

А = {х,(/):(х,(t)=-)л( ke[O,+oo))} . 5)a= --
5

,f)=0, с= -1, y(t)= - 1+ f x'(s)ds. 
In't о 

№31 

I)X = ~, p(x,y) =arctg.J jx-y/.2)x. =~ - п; Х=(О,+оо), р(х,у)=IФ(х) - Ф(У)l,rде 
1 • - г.:; 

Ф(t)= 1-t; Х = [О,+со), p(x,y)=lx -yl; X=[O,+co)\Q, р(х,у)=/х-у/ . 3) [O,--v3], 

x(t) = arcctgt, y(t) = arctg/, r = ¾· 4) А = { {x~'J};:'. 1: (х~•> "'knsin ~) л (k е (О,+со))} . 

101 f 5) а=2, P =so· c = l, y(t) = \+3 s 2 x 2 (s)ds . 

№32 

\) Х = (-1,1), р(х,у) =/f(x) - /(y)I, где f(t) = ln~. 2) х (1) = {nt" lnt, t > О, 
1-t • о, t = о, 

1 

• 1 f - 1 Х = C[O,l]; Х = С[О,-) , р(х,у)"' 1 x(t)- y(t) 1 dt; Х = {х = x(t)\ Зt : x(t) < О} с С[О,-]. 
4 2 

о 

77 



З) {х.};2 1 ,. {1g п: 
2

}" , {у.};., = { 
1г.;- -

5г.;-соs m2 }" , r = -3
5

. 4) [а,Р] = [!:.6 ,!:.3 ], •• , 2v3 2v3 •• , 

A ={r,(t) :(x,(t)= t•ctg•t )л(keN)}.S)a=-½, Р=О, с=О, y(t) = t+ J x
1
(s)ds. 

о 
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