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Фундаментальное руководство по прикладной математике, 
иаписанное известным геофизиком Г. Д ж ефф рисом и его супру­
гой Бертой Свирлс, представляет собой выдающ ееся явление 
в мировой литературе, с которым можно сравнить лишь такие 
труды , как «М етоды математической физики» Куранта и Гиль- 
берта или «М етоды  теоретической физики» Морса и Фешбаха, 
выпушенные издательством «М ир» в русском переводе.

В третий, последний выпуск вошли главы 16—25, посвящен­
ные линейным дифференциальным уравнениям, теории потен­
циала, уравнению теплопроводности, волновому уравнению, а 
также бесселевым и другим специальным функциям и их при­
ложениям.

Книга Г. Джеффриса и Б. Свирлс привлечет внимание физи­
ков, геофизиков и астрономов, имеющих дело с той областью 
прикладной математики, где наряду с чисто рецептурной вы­
числительной техникой необходимо строгое понимание методов 
математической физики. Книга окажет также больш ую  помощь 
аспирантам и студентам старших курсов.

Редакция космических, исследований, астрономии и геофизики
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от Р Е Д А К Т О Р А  П Е Р Е В О Д А

В третий, последний выпуск вошли главы 16 — 25, посвя­
щенные линейным дифференциальным уравнениям, теории по­
тенциала, уравнению теплопроводности, волновому уравнению, 
а также бесселевым и другим специальным функциям и их 
приложениям.

Гл. 16 перевел М. Л. Гервер, гл. 17, 18, 24 —С. Я. Коган, 
гл. 19—А. Л. Левшин, гл. 20 — 23, 25 и замечания об обозна­
чениях перевели Л. В. Никитин, А. А. Гвоздев и Б. В. Костров.

В. Н . Ж арков
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РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Курчавый путь, кудрявый путь 
он согнут колесом, 

Однажды ночью в Бирмингем 
неслись мы тем путем.

Г. К- Честертон. “Перелетный 
кабак" *)

16.01. Если дифференциальное уравнение имеет переменные 
коэффициенты, то основные методы его решения следующие.

1. Прямое численное решение (гл. 9). Это часто стоит боль­
шого труда, но во многих случаях другого выхода нет.

2. Решение с помощью степенных рядов.
3. Решение путем подстановки определенных или контурных 

интегралов.
4. Асимпт®тические решения (гл. 17). Они могут быть полу­

чены несколькими методами. Часто непосредственное преобра­
зование дифференциального уравнения дает решения в виде 
асимптотических рядов; кроме того, решение в виде определен­
ного или контурного интеграла можно аппроксимировать мето­

дом наискорейшего спуска (метод перевала).

16.02. О собы е точки дифференциального уравнения. Всякое 
линейное уравнение второго порядка можно записать так:

(Ру
dx̂

Если у  и dyldx  заданы при х  =  Xq, то дифференциальное урав­
нение, вообще говоря, определяет значение d^yldx^ при х  — Xq. 
Продифференцировав наше уравнение, мы сможем найти d^y/dx^ 
при л: =  Хо, и т. д. Таким образом, мы будем получать один 
за другим члены ряда Тейлора для у, и если этот ряд имеет 
ненулевой радиус сходимости, то решение существует. Если для 
любой пары значений у  и dyjdx  при х  =  х  ̂ d^y/dx^ тоже полу­
чает конечное значение, то Xq называется обыкновенной точкой 
Уравнения; в противном случае х^ называется особой  точкой. 
Например, пусть

d ŷ

*)  П еревод Н. Ч уковского.—Яриж. ред.



И при x  =  Xq У =  Уо, dyldx =  i/i. Тогда решение 

У =  Уо COS {х  -  лго) +  Z/1 sin (л; -  Xq)

годится для любых лго, уо. г/Г> следовательно, для этого уравне­
ния все значения л: —обыкновенные точки. Н о уже для уравне­
ния первого порядка

dy

нельзя выбрать значение у  при х  =  0 произвольно; если при­
дать у  любое значение, не равное нулю, то dyjclx обратится 
в бесконечность и образовать ряд Тейлора не удастся. Точно 
так же, если дано

И г/ не равен нулю при л: =  О, то либо dyldx, либо d^lyldx^ 
бесконечна и образовать ряд Тейлора нельзя. Значение л: =  О 
для двух уравнений является особой  точкой.
’ Линейные уравнения обладаю т одним важным свойством: 
их особые точки постоянны. Д аж е для такого простого уравне­
ния, как

dy 1 
dx ~  1 -  г/2 '

dyldx  обращается в бесконечность при г / = ± 1, и значение х  
при этом непостоянно, если придавать разные значения у  при 
X =  0. Решение на самом деле таково:

у - ^ у ^ = х  +  а и г/ = 1

п р и  X =  у  -  а  =  у  -  г/ (0 )  +  у  [у  (0 )]з .

Именно это непостоянство особы х точек порождает наиболь­
шие дополнительные трудности в общей теории нелинейных 
дифференциальных уравнений.

16.03. Сущ ествование решения в окрестности обыкновенной
точки. Рассмотрим уравнение

где f { x )  и g  (л:) —аналитические функции от х  (который мы мо­
жем для большей общности считать комплексным) в некоторой 
области, содержащей точку л: =  0. При х  =  0 положим у  =  г/д,



dyldx =  y\. Чтобы их можно было выбрать произвольными, f (х) 
и g { x )  должны быть ограничены в окрестности нуля. Положим 
по определению

X

дф (;с) =  [ ф (t) dt. (2)
о

Применим оператор Q к нашему дифференциальному уравне­
нию (предполагая, что это возможно) и проинтегрируем второй 
член по частям. Получим

-g -  -  г/1 +  г/f (х) -  Уо! (0) -  Q [ уГ (х)] +  Q [ g  (х) у] =  0. (3)

что можно записать так:

^  =  y ^ + y , f { 0 ) - y f { x )  +  Q [ h { x ) y ] .  (4)

Проинтегрировав снова, получим

У =  Уо +  У1Х +  Уо! { 0 ) x - Q  [yf (х)] +  Q2 [h (х) у]. (5)

Положим
Уо +  У^х +  г/of (0) =  «1. (6)

- Q [ f  (х) щ] +  Q2 [h {х) щ]  =  « 2. (7)
- Q \ t { x ) u A  +  Q 4 h { x ) u r ] = U r ^ ,  (8 )

и соединим отрезком точки О и х.  Пусть на этом отрезке 

\ f { x ) \ < S ,  \ h { x ) \ < T ,  \ щ \ < С .

Если на таком отрезке 1ф (л:)| <  Л1л:|'', то на нем же

| С ф (х )| < |  A\x\^\dx\ < у ^ \ х Г ^ ;  (9)
о

кроме того, существует такое число U,  что на всем отрезке 
5  +  -^Г|л:1 <  и .  Тогда

Ы  =  \-Q[f{x)u,]  +  Q4h{x)u^]\ < C S |;c l  + ^ С Т \ х \ ^  <CU\x\ ,
(10)

\ щ \ < с [-^ 3 и \ х \ ^  +  -^ т и \ х \ ^ )< -^ с и ^ \ х \ \  ( 11)

и вообщ е
\ и ,^ ,\ < -^ С и ^ \ х \ \  ( 12)



Следовательно, ряд

« , +  «2 +  “ 3 +  ••• (13)
абсолютно сходится. И если эти неравенства выполняются при 
|л:| <  R и a r g x ,  заключенном в некотором промежутке, то ряд, 
кроме того, равномерно сходится по М-признаку. Все его члены 
Ur по отдельности —аналитические функции х,  поскольку функ­
ция «1 аналитическая, и каждый следующий член есть по опре­
делению интеграл от аналитической функции. Но сумма равно­
мерно сходящегося ряда из аналитических функций — тоже 
аналитическая функция; значит, этот ряд сходится к аналити­
ческой функции. Непосредственной подстановкой можно дока­
зать, что она удовлетворяет исходному дифференциальному 
уравнению и условиям при л: =  0 .

Таким образом, доказано существование решения для пря­
молинейных путей интегрирования. По теореме Коши оно го­
дится и для любого другого пути, если только этот путь мож но 
непрерывно деформировать в прямолинейный отрезок так, что он 
ни разу не пройдет через о соб ую  точку подынтегральной функции. 
Но функции Uf могут иметь только те же особые точки, что и 
функции f  {х)  и g { x ) .  Следовательно, решение аналитично на всей 
плоскости, кроме, быть может, особы х точек уравнения.

Это по существу метод Пикара, намеченный еще раньше 
в одной неопубликованной работе Коши и в работе Каке, уж е 
упоминавшейся в гл. 7*).

Для полученного решения можно искать последовательные 
аналитические продолжения, обходя при этом особые точки. 
Пусть, например, х =  1—единственная особая точка. Тогда мы 
можем продвинуться от х  =  О к х  =  2 -Ь г, принять 2 -Ь г за новое 
начало координат и определить значение у  при х  =  2, куда 
прямо из нуля мы добраться не могли. Однако при этом мы 
вовсе не обязательно получим такое же значение у,  как дви­
гаясь через точку 2 —г. В ообщ е может быть так, что f ( x )  и 
g ( x )  имеют полюса в какой-то точке и, следовательно, одно­
значны в ее окрестности, но у  и его первую производную 
нельзя задать произвольно, и решения, вообщ е говоря, будут  
иметь точки ветвления.

16,04. Степенные ряды. Такое рассуждение доказывает сущ е­
ствование решения. Получить решение в явном виде этим пу­
тем удается редко, хотя иногда его можно с пользой сочетать 
с численным интегрированием. Но он все-таки показывает, что 
решение выражается степенным рядом внутри круга, достигаю­

*) И сторическую  справку можно найти в [1].



щего ближайшей особой  точки. Поскольку / (х) и g  {х) тоже 
представимы в виде степенных рядов, сходящихся в этом же 
круге, мы можем все эти ряды прямо подставить в уравнение 
и приравнять коэффициенты. Тогда мы сможем найти посте­
пенно все коэффициенты решения.

Возьмем, например, уравнение, решением которого является 
интеграл Эйри,

= (1)
и положим

(/ =  До +  aiX +  +  . . .  .
Тогда после подстановки
2 й 2 +  3 • 2 а з л :  +  4  • 804^̂  +  г  (г  — 1)агХ'~^ +  . . .  =

=  UqX +  а^х  ̂+  . . .  +  аг-зх''~^ +  . . . ,
откуда

^ Q.Q Д] Uf 3
« 2=  и, ^3 = ^ ,  04 =  - ^ , . . . ,  а. =  г (г -  1) '

Итак,

x / = a o ( l  +  2 Т з '^  2 - 3 - 5 - 6  . . . )  +  a i ( A : +  +  3 . 4 . 5 . 7  +  •••)•

(2)
Это, очевидно, целая функция, чего и следовало ожидать, так 
как уравнение не имеет особых точек.

Возьмем теперь уравнение Лежандра

( l - x ^ ) - g - -  2x - | -  +  n ( n + l ) r /  =  0 .  (3)

Особы е точки у него при х =  ±  1. Пусть
у =  «о +  aiJc +  . . .  +  а^х  ̂+  . . .  .

Равенство постоянных и линейных членов дает
2  • \ a 2  +  n { n +  1 ) а о  =  0 ,

3 • 2аз +  (и +  2) {п — 1) а, =  О,
и вообще

(г +  1) (г +  2) йг+2 =  -  ( «  -  г) ( «  +  г +  1) а,. (4)
О тсю да

( « - 4 ) ( « - 2 ) r t ( f t + 1) ( п +  3 ) ( «  +  5) в \ ,
------------------------------ш---------------------------*  +  • ■ ■ ]+



Из (4) видно, что радиусы сходимости обоих рядов равны, 
вообще говоря, 1. Но если /г —четное натуральное число, то ряд 
из четных степеней вырождается в многочлен, а если «  — нечет­
ное натуральное, то ряд из нечетных степеней обрывается и 
снова получается многочлен.

В любом случае второе решение по-прежнему является бе­
сконечным рядом и должно иметь особенности при \х\ =  1;

Если же п не целое, то не будет ни одного решения, ана­
литического одновременно в точках -И  и — 1.

В обоих этих примерах получилось двучленное рекуррентное 
соотношение между коэффициентами. То же самое, к счастью, 
верно для многих дифференциальных уравнений физики, и по­
этому их легко решать с помощ ью рядов. Если рекуррентное 
соотношение содержит три члена, то дело обстоит сложнее, 
а если четыре или больше, то практически удается получить 
в явном виде только несколько членов ряда.

16.05. Решение вблизи изолированной особой  точки. Пусть 
в уравнении 16.03(1) f { x )  и g  (л;) имеют о соб ую  точку при х =  О, 
но однозначны в некоторой ее окрестности S и не имеют в S 
других особы х точек.

Пусть л; =  а —обыкновенная точка в S. Тогда уравнение 
имеет два линейно независимых аналитических решения в окрест­
ности точки а, и можно считать, что их разложения в ряд начи­
наются с I и X — а соответственно; обозначим их Yi {x)  и 
Их мож но аналитически продолжить на всю область S,  кроме 
точки 0. Проследим такое продолжение вдоль замкнутого пути, 
выходящего из а, обходящего О и возвращающегося в а. О б о ­
значим продолжения Fj и через Z] и Zg. Они, вообщ е говоря, 
не равны Vi и V2 при одном и том же х,  так как точка О 
может быть их точкой ветвления. Н о Zi и Z 2 суть решения 
нашего уравнения и, следовательно, должны линейно выра­
жаться через Yi и ¥ 2', таким образом, для всех л: из S

Z] =  а ц ^ 1-Ь 012^2,
Z 2 =  Й21 Y1 <3!22̂ 2-

Матрица невырожденная, так как если бы она была 
вырожденной, то существовала бы тождественно равная нулю 
линейная форма aZj-bpZa , где а и р  оба не равны нулю; про­
должив эти решения назад, мы получили бы, что aFi +  pFa 
тождественно равно нулю, что невозможно. Итак, а,*, имеет не 
равные нулю собственные значения А,|, Лг.

Сначала пусть они различны. Тогда найдутся две линейные 
комбинации Г, и ¥ 2 , назовем их Wi  и W 2 , такие, что их про-



должения равны KiWi  и Но продолжение есть
Поэтому если Si и $2  таковы, что

2 jxiSi =  In Л], 2яг«2 =  In ^2. (2 )
то функции

x -^^W2 (3)
однозначны в S. Следовательно, они разлагаются в ряды Л о ­
рана, сходящиеся в 5 , иными словами, и внутри круга с центром 
в нуле, доходящего до  ближайшей особенности f  (х) или g ( x ) .

Если собственные значения матрицы равны, то ее мсл^по 
привести к треугольному виду (но, вообщ е говоря, не к д и а ­
гональному). Тогда найдется такое решение IVi, что его продол­
жение равно XW[,  а для любого другого решения W 2 продол­
жение будет иметь вид KW2 +  v^Wi. Тогда существует решение
W i, такое, что x~^Wi однозначно в S.

Что касается второго решения, то если

2nis =  InA, 2nit =  Y >  (4)

то W 2 ~ W x t \ n x  будет иметь продолжение Л(IF2 — IFi^ln х), и, 
следовательно, вообщ е говоря, найдется второе решение, такое, 
что

x - ^ { W 2 - W ^ t \ n x )  (5)
разлагается в ряд Лорана, сходящийся в той же области. Правда, 
W 2 может оказаться тождественно равным Wxt\nx.  Нам могло, 
например, встретиться дифференциальное уравнение, решения 
которого были л; и л:1пл:. Но в лю бом  случае решением служит 
одна из трех пар

x^̂ Z2 , x^Zi, (22—Zji In л:);
x^Zi, x^Zi\nx, (6)

где Zi и Z2 однозначны и аналитичны в 5 ,  кроме, быть может, 
точки О, и потому разлагаются в ряды Лорана, сходящиеся 
внутри круга с центром в нуле, достигающего ближайшей осо ­
бенности f { x )  или g { x ) .  Третий случай можно рассматривать
как частный случай второго при Z2 =  0, /  =  — 1.

Может случиться, что даже при равных собственных значе­
ниях матрицы a,-fe она приводится к диагональному виду. В этом 
случае ц =  0 и существуют такие решения Wi, W 2, что x~^Wi, 
x~^W 2 однозначны в той же области.

Для этого рассуждения необходимо условие однозначности 
f { x )  и §(л:) в 5 ,  так как, если хоть одно из них не вернется 
к прежнему значению при обходе вокруг нуля, мы не получим 
соотношения ( 1).

Это рассуждение показывает, что решения указанных типов 
существуют в окрестности полюса или изолированной сущ ест­



венной особенности / ( х )  или g (x ) .  При этом z, сами могут 
иметь особенности при л; =  О, возможно, суп „ственные, даже 
если f ( x )  и g ( x )  имеют в нуле всего лишь полюса. Последний 
вопрос в данном анализе остается открытым.

16.051. Регулярные особенности. М ож ет случит.ся так, что 
ряды Лорана обеих функций Zj и Z2 из 16.05 содержат лишь 
конечное число отрицательных степеней х;  тогда каждая из этих 
функций имеет при х  =  0 полюс или обыкновенную точку. В та­
ком случае эта особая точка называется регулярной. Тогда, 
поскольку изменение S[, Sg или s из 16.05 на целое число не 
меняет соответствующего мы можем переписать решения 
в виде

У\ =  х^'^ь. =  ( 1)
или

yi =  x^Zi, У2 =  x^+‘=Z2+ty^lnx,  (2)

где Zi, 22 должны быть теперь аналитическими и не равными
нулю при х =  0. В выражении (2) с долж но быть целым.

Если в (1) S, =  S2, то  из У2 можно вычесть кратное у^, чтобы 
сделать первый член разложения у 2 в ряд равным нулю. Оста­
ток  не будет тождественно равен нулю, поскольку уу ке про­
порционально г/i; решение будет линейно независимо от у, и 
разложение его в ряд будет теперь начинаться со  степени, отлич­
ной от « 1. Итак, без потери общности можно считать Si Ф  S2. 
Точно так же в (2), если с =  0, мы можем вычитать из у 2 крат­
ное г/i, чтобы сделать равным нулю первый член в Л г ;  зна­
чит, существует решение, в котором с —целое положительное. 
При этом 22 может целиком исчезнуть, и мы будем иметь част­
ный случай, при котором у 2 =  у^\пх. Итак, в (2) можно счи­
тать с 7  ̂ О, если только 22 ф  0.

Если f (д;) или g  {х) имеет при л; =  О изолированную особен ­
ность, не являю щ ую ся точкой ветвления, то точка х  =  0 будет 
регулярной особенностью уравнения у "  +  f { x ) y '  +  g { x ) у  =  Q тогда 
и только тогда, если x f (х) и x^g{x)  аналитичны при д: =  0 .

Д окаж ем сначала необходимость этого условия. П оскольку 
у  =  Aiy^ +  А 2У2 удовлетворяет уравнению при любых А^, Л2, то 
должны выполняться равенства

(3 )
У \У 2 ~У \У 2  У {У2 - У^ У2

и, кроме того, поскольку г/, — решение, то

ё { х ) = ----------- ----------• (4)



(5)

Из (1) МЫ находим прямой подстановкой

f ( ^ ) = - . £ L + 3 .- l  + 0 ( 1 ) ;
Л

Из (2), если с > 0  или ^2 =  0,

f W = - ^  +  0 (l);

« W - F + о Ш -
Если же с < 0 ,  то  из (2)

- - ± | ~ - - +  о ( 1 ) ;

(6)

(7)

Во всех случаях f ( x )  и g ( x )  логарифма не содержат. Н еобхо­
димость условия доказана.

Теперь докажем его достаточность. Пусть x f ( x ) ,  x^g(x)  ана- 
литичны при х  =  0 и не имеют особенностей при

I л; I <  I л:о I =  Го-

Сделаем разрез от О до — оо sgn Xq. Тогда любой точки х  =  ге‘ “ 
(г, а действительны), лежащей внутри круга | л: I =  Гц и не на 
разрезе, можно достичь из Xq п о  двум путям; по прямой от Xq 
до  Xi =  Гоб'“ , а затем по прямой от Гоб'“ до  х,  или прямо по 
отрезку от Хо до х;  как доказано в 16.03, мы получим одно и 
то же. Далее, у  и dyldx  ограничены на окружности | лс | =  Tq. 
(Если argA: — argJCo>^/2, то можно пройти от Xq д о  и
затем д о  х  п о  двум отрезкам прямых, на которых г ^ г ^ У ~ 2 )  
Положим по определению

Г

д ф (г ) =  J ф(р)йр. (8 )
Го

Поскольку г < Г о ,  это выражение отрицательно для положитель­
ного ф, но тогда Р^ф(г) положительно. Теперь, если | f(A :)| ^ ^ /r ,  
\ g { x ) \ ^ B / r ^  при г ^ Г о ,  то можно применить метод из 16.03, 
интегрируя от Го до  г; модули членов ряда будут  не больше, 
чем модули членов разложения в ряд решения уравнения

- f ^  +  — - ^ - 4 - 2  =  0 (9)dr^  ̂ г dr  ̂ '



при условии, что при Х =  Х], Z и dzjdr равны соответственно у  
и — 1 dyjdz  |. Но решением (9) служит

2 =  Сг -̂ +  £)гЧ ( 10)

где ti, 2̂ — корни уравнения
t { t - \ )  +  A t - B  =  Q. (11)

Поскольку В > 0 ,  и 2̂ действительны и различны; значит,
решение (9) непременно имеет вид (10), и если — меньший из
корней, то r~ '̂Z ограничено *) при О <  г <  Гд. Но \z\^\y\  и С, D,  
очевидно, ограничены, каким бы ни было а (включая разрез, 
с какой бы стороны мы к нему ни подходили). Следовательно,
х~*'у ограничено при \х\<г^.  Но тогда функции Zj, Z2 из (1), (2)
не имеют существенных особенностей в нуле. Итак, наше диф­
ференциальное уравнение имеет при х =  О регулярную особен­
ность. Если у  =  А х  +  Ве^'^, то

- » )  =  »■

Причем x f { x )  и x^g{x)  неаналитичны при х  =  0.
Если у  =  +  Ве~'ч^, то

I 2  dy У
X dx л:"* ’

в этом случае xf (х) аналитично, а x^g(x)  нет.

16.052. Особенности в бесконечности. Если в уравнении

+  ^  +  s ( x ) y  =  0 ( 1)

мы положим х = 1/|, то  получим

2 | 3 - | 2 / ( л : ) ] ^  +  ё^(х)г/ =  0 . (2)

Назовем бесконечность обыкновенной точкой (1), если функции

^ ^ ^ ^  =  2 x - x ^ f ( x ) ,  l ^ = . x ^ g ( x )  (3)

обе  аналитичны при | =  0, т. е. при х = о о .  Она называется 
регулярной особой  точкой, если они составляют соответственно 
0 (1 /? )  =  О (л:) и 0(1/^2) =  0(л;2).

Все точки, включая бесконечность, не могут одновременно 
быть обыкновенными для (1). Действительно, в таком случае f { x )

*) Разумеется, не аналитично; оно определено только на некотором отрезке, 
выходящем из точки 0.



И g { x )  ДОЛЖНЫ быть аналитическими на всей плоскости, следо­
вательно, целыми, и для больших | х  \ должно быть

2 x - x ^ f { x )  =  0 { l ) ,  x ^ g { x ) = = 0 { l ) .

Эти функции ограничены на всей плоскости, следовательно, 
они константы; назовем ях а и Ь. Тогда

и х  =  0 не будет обыкновенной точкой уравнения ( 1) даже при 
а  =  Ь =  0 .

Но может быть, например, так, что все точки, кроме оо и О, 
для (1) обыкновенные, а О и оо — регулярные особенности. Тогда 
для малых I X I

f(A:) =  O ^ Y ) ,  §(л:) =  0 ^ ^

а для больших | х  1

2х  — x^f (х)  =  О (л:), x'^g {х)  =  О (л:*).

Но тогда x f [ x )  и x^g(x)  ограничены на всей плоскости и потому 
являются константами. Тогда (1) принимает вид

d x ^ ^  X d x ^  х̂  У 

и решается в элементарных функциях.

16.06. Решение вблизи регулярной особенности. В форму­
лах (1) и (2| в 16,051 функции 2 |, Z2 аналитичны в окрестности 
нуля. П оэтом у все функции, входящие в дифференциальное 
уравнение^ выражаются сходящимися степенными рядами; 
тогда можно подставить у  в виде ряда в уравнение и, при­
равнивая коэффициенты при одинаковых степенях, определить 
решение.

Перепишем наше дифференциальное уравнение в виде 

D y - -  ^  +  {Рй +  Р\Х+ • • - ^  +  (<70 +  ^ 1̂ :+  . . . ) ^  =  0 . ( 1)

Положим
у  =  х^{аа +  а^ х +  . . . )  (2 )

и, приравняв коэффициенты при получим

[{s +  r ) { s  +  r -  U +  PoCs +  O +  ^o] ar==
=  Выражение, зависящее от Cq . . .  a^_i. (3)

2 Зак. 523

1



В частности, при г =  О, учитывая, что «о ^  0. получаем

s ( s - l )  +  pos +  <7o =  0- (4)

Это равенство называется определяющ им уравнением.
Обозначим его корни S], S9. Для каждого корня, если только 

коэффициент в (3) не обращается в нуль при г > 0 ,  мы можем 
найти по очереди все а,, кроме а ,̂ который выбирается произ­
вольно. Полученный ряд будет сходиться внутри круга, дости­
гающего ближайшей особой  точки уравнения, не считая точку 
JC =  О *), и линейные комбинации этих двух решений дадут все 
множество решений. Исключением, очевидно, является случай 
Si =  $2 . Кроме того, может случиться неприятность, если раз­
ность корней — целое число; если они равны а и а — /г ( f e > 0 ), 
то больший корень, как обычно, дает решение в виде ряда. 
Для меньшего же коэффициент при в (3) обращается в нуль 
при г =  k, и если выбрать ао Ф  О, то и следующие члены 
обратятся, вообщ е говоря, в бесконечность. В таком случае 
ряд получается, если выбрать Uk конечным, а все предыдущие 
коэффициенты положить равными нулю. Но тогда ряд сводится 
к тому, что уже дал корень а, и тем самым мы нашли пока 
только одно решение.

М ожет случиться, правда, что при лю бом  ао правая часть 
равенства для тоже.обращ ается в нуль. Тогда оно справед­
ливо при любом Cfe, и решение, начинающееся с можно
взять с любым коэффициентом независимо от коэффициента 
при решении, начинающемся с Л

В этом случае мы получаем два независимых решения в виде 
степенных рядов. Это соответствует тому случаю в 16.05, когда 
матрица приводится к диагональному виду, хотя у нее равны 
собственные значения.

Остается исследовать, каково второе решение для тех слу­
чаев, когда в виде ряда можно найти только одно решение.
Обозначим его

W (х) =  +  aiX +  . . . )  (5)
и положим

y = w { x )  Z. (6)

Подставим (6) вместо у  в (I) и, учитывая, что w (х) — решение, 
получим

2" _  2w' ро
г '  W X Pi  P i X  ( П

*) См. прямое доказательство в [2], стр. 193.



откуда

\п z ' =  С — 2 \п W — PqIh X ■ 
АZ = Ф (л;), (8)

z =  А д;-Рода-2ф [ х )  d X ,

где С, А  произвольны, а ф(л:) аналитична и равна 1 при х  =  0. 
Первый член в разложении x ~'P̂ w ~'̂  есть л;-р»-2“ . Н о  если другой 
корень определяющего уравнения равен а — й, то

2а — й =  — Ро +  1. (9)

откуда  — ро — 2 а =  — 1. Если — не целое положительное и 
не нуль, то после интегрирования мы получим степенной ряд, 
начинающийся с х~^. Если /г =  О, то

Z == А j - ^ { 1 + Г 1Х +  Г2Х^+ . . . ) d x  =

=  А (̂ 1п X +  rix +  +  . . . j  + c o n s t

У = А [ \ п х  +  Г1Х +  17Г2х '^+ . . .  + В  ш(л:),

(10)

(П )

так что решение превращается в частный случай 16.051 (2) при 
£ > 0 , если только при этом не все г,, г ,̂ . . .  равны нулю; 
если же г,, г ,̂ . . .  равны нулю, то получается частный слу­
чай 16.051 (2) при 22 =  0.

Если k — целое положительное, то

z =  А х - ’̂ -\ \ + г^ х-\ -Г 2х ‘̂ +  . . . ) d x  

1В +  А  ••• г t(\n X +  . . . (12)

Итак, второе решение содержит член w (д:) in х, если только 
г* ^  0. Кроме этого члена, оно содержит степенной ряд, начи­
нающийся с члена где а — & — второй корень определяю­
щего уравнения.

Тогда решение имеет вид 16.051 (2) при yi =  w { x )  и с =  — k, 
где k > 0 .

Если определяющее уравнение имеет вид 16.051 (5), (6 ), (7), 
то надо брать пары Si, S2; s, s; s, s +  c соответственно. Итак[



между двумя способами решения можно установить следующие 
соответствия:

16.051 (1). Корни определяющего уравнения различны; если 
они отличаются на целое число, то вторым решением служит 
16.06(12), причем Гй =  0 .

16.051 (2) при с > 0  шл\ Корни определяющего урав­
нения равны. Одно решение с держит логарифм. Случай Z2 =  
=  0 соответствует тому, что все г ,̂ rj, . . .  в 16.06 ( 11) равны 
нулю.

16.051 (2) при с < 0 .  Корни определяющего уравнения отли­
чаются на целое число; вторым решением служит 16.06 ( 12), 
в котором г^ ^ О . Одно решение содержит логарифм.

Обычно определяющее уравнение имеет действительные кор­
ни. Дело в том, что если s =  u +  iv, то

=  ехр [(«  +  iv) in х] =  х “ [cos (у 1п х) +  i sin {v in л:)],

и из физических соображений чаще всего можно исключить 
сложное поведение последнего множителя вблизи точки 
л: =  0 .

Случай, когда корни определяющего уравнения разнятся 
на целое число, а решения не содержат логарифма, гораздо 
более важен, чем можно было бы ожидать, учитывая, что он
требует двух совпадений {k — целое положительное и =  0).
Причина в том, что только в этом случае, а также если Si, 
«2 целые, решения дифференциального уравненйя не имеют 
точки ветвления при х  =  0.

16.07. Поскольку мы знаем тип второго решения, то его
можно получить в явном виде любым из следующих двух ме­
тодов. М ож н о записать

оо

у  =  W { х ) \ п х + ' ^  (13)
г=0

и, подставив в уравнение, найти коэффициенты, или мож но 
применить метод Фробениуса.

Он заключается в том, чтобы подставить в дифференци­
альное уравнение вместо у  ряд

y  =  x ' ( \ + a i x  +  a2x^+ . . . )  (14)

и, как и прежде, приравнять все коэффициенты, кроме коэф ­
фициентов при х  в самой низкой степени.

Тогда для любого s, такого, что s +  r ни при каком целом 
неотрицательном г не является корнем определяющего уравне­
ния, все коэффициенты будут  выражены через ао и s точно



так же, как и прежде. Но у  теперь уже не удовлетворяет 
уравнению. Действительно,

Z)«/ =  [ s ( s - 1) +  ро5 +  <7о]л:''. (15)

Теперь если корни определяющего уравнения различны и отли­
чаются не на целое число, то при s, стремящемся к лю бом у 
из них, коэффициент при в (15) стремится к нулю и у  стре­
мится к решению дифференциального уравнения. Так мы 
снова получаем все те же решения.

Если оба корня равны а, то  коэффициент при равен 
(s — а)^. Тогда при s - > a

D y - > 0 ,  i ^ D y - > 0 .  (16)

Но s не входит явно в D; следовательно,

(17)

тогда и ^ и dyjds  стремятся к решениям уравнения, и мы по­
лучаем два независимых решения.

Если корни равны а и а — fe, то коэффициент в (15) равен 
(s — а) (s — а-Ь/г) и

D y =  ( s - a ) { s - a  +  k )x \  (18)

Если 5 -> а ,  то у  стремится к прежнему решению. Но d/ds{Dy)  
не стремится к О, к какому бы корню s ни стремилось. Тогда 
мы это можем исправить, предварительно умножив г/ на s —
— а +  k, и получим второе решение

(l^ )

Множитель s — a +  k сокращается при r~ ^ k  с множителем 
в знаменателе, и мы, вообщ е говоря, получаем бесконечный 
ряд.

М ож ет показаться, что тем же способом  получается третье 
решение

{ -^ [ (5- а ) г / ] Ц *

Н о ни в одном члене ряда для у  знаменатель не стремится 
к нулю при 5 - > а ,  и это выражение равно просто [y]s=a, т. е. 
мы получаем наше первое решение.

Несмотря на свою кажущ уюся простоту, метод Фробениуса 
употребляется редко по следуют,ей причине. Мы ищем, вообщ е



говоря, такие решения дифференциальных уравнений, которые 
удовлетворяют каким-либо ограничениям, например однознач­
ные и непрерывные в некоторой области или стремящиеся 
к нулю при х - ^ о о .  Решение, содержащее логарифм, обычно 
не удовлетворяет первому из двух названных условий, и 
поэтому нужно искать только решение с более высоким пока­
зателем степени, представляющее собой  просто ряд.

С другой стороны, даже если оба решения — степенные 
ряды, они обычно стремятся к бесконечности вместе с х, и 
только некоторая их комбинация стремится при этом к нулю. 
Метод Фробениуса обычно прямо эту комбинацию но дает, и 
ее приходится искать другими методами, которые попутно 
позволяют найти коэффициенты. Опишем теперь такие методы 
для функций Бесселя и Лежандра и объединяющей их в ка­
честве своих частных случаев гипергеометрической функции. 

Положим в уравнении Л елон дра  x = \ + z .  Тогда

(2 2 -Ь 2^)- g - +  2 (1 +  2 ) - | - -  п ( « -f  1) у =  0.

Определяющее уравнение имеет вид
2s (s -  I) +  2s =  О, 

и оба  его корня равны нулю. Положим

i/c =  (1 +  1̂̂  ̂+  ••• + ат ^ '+  . . . )
и приравняем коэффициенты по методу Фробениуса. Самая 
низкая степень 2 дает снова просто определяющее уравнение. 
Равенство коэффициентов при z ’’ дает

2 { г + 1 +  сУ̂ аг+\ =  [(г 4- с) (г 1 -t- с) — п ( « -f 1)] «г =
-  (г +  с - п ) { г  +  с +  п + 1 ) а г

. _  ( с - п ) { с  + п + 1 )  _г I 
 ̂ (с -Ы )2 2

{с - ^ )  ( с - п  +  1) (с +  п + 1 ) ( с  +  га +  2) J2
^  (С+ 1)2(с-1-2)2

п ри  с ^ О  мы получаем решение
_  1 , п { п + \ )  z_ , {п -  I) п (п +  \) (п +  2) ^ \ 2

W \Z) — i - r  j2 2 \ 2 /  *

которое можно было найти и непосредственно. Его радиус схо­
димости равен 2. Обозначим это решение через Р„(л:). Если п 
целое, то ряд обрывается и, следовательно, кратен уже 
найденному в 16.04.



В качестве другого решения можно взять предел dyjdc  при. 
с - » 0 .  Получается

=  г" [ехр (с In 2 )] -> z ''\ n z,дс ^ ^ дс

и потому разложение второго решения начинается так:
г  ,, м  ( - п )  (r t+  1) /  1 , 1 2 ]

Pn(x)\nZ р  ( _ „ + „  + 1 1

, ( - / г ) ( - « + 1 ) . ( / г + 1 ) -(« +  2)

2

1 1 2 . 2 2  

X  ( - L  +  _ 1 _  +  _ 1 _  : _ 1 _  _  1  _  л  ( . и
^ \ - п ^ - п + \ ^  п + \  ^  п +  2 1 2 j \ 2 j

Если п — целое положительное, то обрывающийся ряд ана- 
литичен также и при х  =  — I, но второе решение содержит 
1п(л:+1). М ожно показать, что оно представляется в виде

<7« (х)  {х )  In  -  fn -l  (х),

где fn_i — это сумма членов с л: в положительных и нулевой
I JC +  1степенях в разложении — Р п { х )  j по у б ы в а ю щ и м  степе­

ням X.
Впрочем, даже не получив точного вида второго решения,, 

можно увидеть, что оно не имеет физического смысла в ши­
роком классе задач. Приложения этого уравнения связаны 
с задачами на сфере, в которых х есть синус широты. В таких 
случаях обычно заранее известно, что решение или его произ­
водная конечны на полюсах. Но если оба корня определяю- 
ш,его уравнения на полюсах равны нулю, то второе решение, 
очевидно, не удовлетворяет условию. Тогда единственным до­
пустимым решением остается первое, и оно долж но быть ана- 
литично при л :=  ±  1.

Других особых точек уравнение не имеет, и потому допу­
стимое решение должно быть целой функцией. Следовательно,, 
из решений, найденных в 16.04, годится то, ряд которого 
обрывается, а другое — бесконечный ряд с радиусом сходимо­
сти 1 — не годится. Так мы сразу видим, какое решение го­
дится. Д аж е в тех случаях, когда уравнение имеет другие осо­
бые точки, часто можно понять, какое решение имеет физи­
ческий смысл, зная только определяющее уравнение и радиусы 
сходимости.

16.08. Трехчленные рекуррентные соотнош ения. Следую­
щий пример, взятый из теории морских приливов, иллюстри­
рует эти рассуждения и в то же время демонстрирует способ



получать решение, когда рекуррентное соотношение содержит 
три коэффициента. При свободных симметричных колебаниях 
воды на поверхности вращающегося шара поднятие воды g 
в данной точке поверхности удовлетворяет уравнению

d / 1 -  di\
+  PS =  0 ,

где |л — синус широты, р — положительная константа, зави­
сящая от глубины, скорости вращения и радиуса, а f  пропор­
ционально частоте колебаний, которую и надо найти. 4 и
'р  ^  должны быть конечны на всех широтах. Особыми
точками уравнения являются [ л = ± 1  и [ i = ± f .  Допустим, 
что g разложено по степеням 1 — р., начиная с ( 1 — |д.)'*. Тогда
первый член равен  ̂ (1 — и определяющее уравнение

=  0. Следовательно, вообщ е говоря, одно решение содержит 
1п(1— |а) и не годится, так как у него d^/ ф  бесконечна на се­
верном полюсе. Аналогично этому какое-то решение должна 
содержать 1п(1— [х) и тоже не годится, так как у  него 
бесконечна на южном полюсе. Итак, чтобы определить периоды, 
надо найти значения f, при которых существует решение, при­
годное на обоих полюсах.

Легко показать, что если f ^ O ,  то корни определяющего 
уравнения при ц =  ±  f (т. е. при разложении по степеням

±  f) равны О и 2; если f =  О, то корни равны О и 3. Прямое 
исследование, правда, показывает, что второе решение при 
разложении по степеням М'” /  не содержит логарифма, и 
поэтому оба решения аналитичны при î =  f. Тогда, если мы 
разложим решение по степеням ц, оно должно быть анали- 
тично во всех особых точках дифференциального уравнения и 
поэтому должно быть целой функцией. Следовательно, отно­
шение коэффициентов последовательных членов стремится 
к нулю. Если бы оно стремилось к ±  1, мы бы сразу знали, 
что на полюсах оно расходится логарифмически. Строго го ­
воря, даже нет необходимости исследовать точки =  ±  f. 
Действительно, если | f | < l  и решение не аналитично в какой- 
то из точек ±  f, то радиус сходимости его ряда (по степеням ц) 
был бы равен | /| < 1 ,  и, если бы мы каким-то образом узна­
ли, что оба  решения имеют радиусы сходимости ^  1, отсюда 
бы сразу следовало, что они аналитичны при [д. =  ±  f.

Лаплас и многие после него применяли в этом случае та­
кой способ решения. Они полагали

■^2_ f2 <̂0 +  +  « 21̂  ̂+  •••) ( i )



откуда после интегрирования
оо

1 =  А -  РаоЦ -  Y  2  (а .-г  -  f % )  (2>
г=2

а, кроме того

-  « о - a i M . - 2 ^ ( a r - a r - 2 ) t i  . (3>
г=2

Отсюда
оо

-^ 1  -  2 ] -  «<--2) 1̂ '“ ' +  Р [ ^  -  /Ч .и  -  +
г=2

оо

г=2

Приравняем коэффициенты; члены с при г ^ 2  дадут

-  (г +  2) {аг+2 -  аг) +  7 ^  (а,_2 -  Ра,) =  О, (5)

и если обозначить ■

^  =  N r ,  (6>
“ г

ТО

 ̂ (г + 1) (л +  2) +  (г + 1) (г +  2) Мг- 2  •

Получилось трехчленное соотношение между коэффициен­
тами. Если г большое, а iVr_2 не убывает как г~^ (см. (7)), то N̂ . 
близко к 1; тогда Nr+ 2  будет еще ближе к 1 и т. д. Следова­
тельно, радиус сходимости ряда (1), а тогда и ряда (2), будет 
равен 1, чего мы должны избежать. Это может быть не так
только в случае, если N ^ - 2  стремится к нулю и имеет порядок г~^\
в этом случае решение — целая функция. Попутно доказана ана­
литичность при JJ, =  ± f .  Остается только выяснить, существует ли 
последовательность Nr, каждый член которой имеет порядок г~^. 
Перепишем (7) в виде

(̂  +  1) (̂  +  2)
N r - 2 — > (о)

1 --------------^ ---------------- Nr( /■ + 1 )(л  +  2)

откуда видно, что если Nr имеет нужный порядок, то и Л/^-г 
тоже. П оэтом у Nr~ 2  представляется сходящейся непрерывной



дробью : тот факт, что  ̂— целая функция, эквивалентен утвер­
ждению, что все Nr достаточно малы для того, чтобы непре­
рывные дроби, выражающие отношения последовательных коэф­
фициентов, сходились.

Одно из решений — четная, другое — нечетная функция ц. 
Займемся четной. Равенство членов с в (4) дает

-  3 (аз -  ai) -  Y  рРа, =  О, (9)
откуда

" . - ‘ - й -  (10)
Но, с другой стороны, из (8)

N, = -------- 4-5

. РР , бТ У
4-5 + ~  В (И )

+  .

8-9  ^

Приравняв эти два выражения, мы получаем то, что хотели — 
уравнение для р .  Решать его можно методом последовательных 
приближений: очередное приближенное значение Р подста­
вляется в (11), причем дробь выписывается до тех пор, пока 
коэффициент при Р  не станет достаточно мал; получается какое-то 
значение для N^. Тогда из (10) по этому вычисляется сле­
дующее значение Р  и все повторяется. Для проверки можно вы­
писать дробь на один шаг дальше, и если результат совпа­
дает с прежним с нужной точностью, то его можно считать 
верным.

16.09. Так обращаться с трехчленными рекуррентными соот- 
нощениями можно и не только в случае степенных рядов. В а ж ­
ным примером является уравнение Матье

- 0 + ( 4 а - 1 6 ^ с о 5  2л:)г/ =  0, (1)

где q действительно, а а выбрано в зависимости от q так, чтобы 
одно решение имело период 2я. Это уравнение впервые было 
рассмотрено при изучении колебаний эллиптической мембраны; 
оно появляется также при изучении колебаний воды в эллипти­
ческом озере и может быть обобщ ено на случай колебаний 
в произвольной периодической структуре, например в кристалле. 
При описании движения Луны по способу Хилла и при движе-



НИИ маятника, точка закрепления которого вибрирует, тоже по­
являются периодические коэффициенты, но в этих случаях ре­
шения не обязательно имеют тот же период, что коэффициенты.

Все периодические решения уравнения Матье симметричны 
или антисимметричны относительно точек О и я/2, т. е. они 
обладают теми же свойствами периодичности, что cos л:, cos 2л:, 
sin л;, sin2x, к которым они приводятся при и 4а = 1
или 4. Допустим, что они представимы сходящимися рядами 
Фурье. Пусть, например,

г/ = Ло + 2 ^2г cos 2га;. (2)
Тогда

оо
— 2 (2г)^  Air cos 2 r x  -t- 4а 2 Л г cos 2 r x  —

r=0

— 8̂ 7 2 ^ 2r cos (2r — 2) л; — 8̂ 7 2 cos (2r +  2) л: =  0. (3) 

Приравняв коэффициенты, мы получаем при г ^ 2

2qA2r-2 +  {г  ̂ -  а) Ао_г 2qA2r+2 =  О, (4>
и если ввести

Nr =  ^ ,  (5)Я2Г
ТО

2 q N r ^ - { r ^ - a ) - j ^ .  (6 )

Отсюда если не равно приблизительно — 2<//г^ то Nr будет 
большим, порядка г ,̂ и ряд будет расходиться, что противо­
речит нашему предположению. П оэтом у перепишем (6) в виде

И дальше будем действовать, как в 16.08.
Из равенства свободных членов следует

а Л о -2 д Л 2  =  0, (8>

а из равенства членов с cos 2а:
4^Ло +  ( 1 - а ) Л з  +  2(7Л4 =  0. (9>

Исключив A q, мы получаем

^— h 1 — а j Лг +  2<7Л4 =  О, (10)
откуда



Кроме того, из (7)

=  Н----------- • *12)
2q 9 -  а  1

2q 16 —а
~ T q  •••

Приравнивая эти два выражения, мы получаем уравнение 
для нахождения а при заданном q. Тем же методом можно 
получить решения в виде рядов по с о з (2 г + 1 )л : ,  s i n ( 2 r + l ) x  и 
sin 2га: [3].

16.091. Трехчленное рекуррентное соотношение получается и 
при решении уравнений, которые возникают при решении урав­
нения Шредингера для иона молекулы водорода.

В сферических координатах оно разделяется (ср. 18.063), и 
для 2-состояния получаются уравнения

(v2 -  1) ^ 1  +  [Л  +  2 R V  -  Z  =  Оrfv

d
d\\.

где А, R Vi р — константы.
Этим уравнениям посвящена обширная литература. Чита­

тель может обратиться к [4], где он найдет другие ссылки.

16.092. Бесконечные определители. При решении дифферен­
циальных уравнений, особенно с периодическими коэффициен­
тами, часто помогает метод изучения движения Луны, который 
был введен Хиллом и Брауном. Мы проиллюстрируем его на 
одном примере. Легкий стержень длины I стоит на опоре, 
а на верхнем конце находится масса т. Точка опоры стерж­
ня испытывает вертикальные колебания; ее смещение равно 
а cos nt. Величина ajl очень мала, но an^lg не обязательно 
мало, так что велико по сравнению с g jl  *). Обозначив 
через 0 угол отклонения стержня от оси, направленной вверх, 
мы легко получаем уравнение движения первого порядка по а

lQ =  {g  — ап  ̂cos nt) В. (1)

Это уравнение типа Матье, но мы теперь не будем пред­
полагать, что движение имеет период 2я/п. Н аоборот, пред-

*) 8  — ускорение силы тяж ести. — Прим. ред.



ПОЛОЖИМ, ЧТО
оо

0 =  2
— оо

б =  —  S  (Y + ’n n f  (v+m«) (2)

(g--  cos nO 0 =  ^  у  а«2 (&„+! + й „_ ,)  (3)

и мы удовлетворим (1), если потребуем, чтобы для всех целых т 
было

[(Y +  m n f l +  g ] b „  =  ^  ап  ̂ (6„ + i  +  (4)

Теперь можно написать уравнение для у:

^ ап̂  (Y — 2я)  ̂I + g — ^ ап} О
2 ^

о  -  у  а « 2  ( y  -  « )2  /  +  g  — Y  а д 2  О О

О О -  +  g  — 4 -  О

=  0.

2 2  

О О О — - ^ a n ^ i y  +  n y i  +  g - - ^ a n ^

(5)
Подобный бесконечный определитель, конечно, не обязан 

сходиться (ср. [2, стр. 36, 407— 410] и [5]), но часто это и не 
важно, потому что, даж е если он не сходится, то можно умно­
жить строчки и столбцы на такие числа, не равные нулю, что 
он  станет сходиться; ни корни, ни метод решения при этом не 
изменяются. Очевидно, если корень, то у +  гп — тоже корень 
при любом целом г. Впрочем, это тоже не важно; при такой 
замене диагональный элемент с наименьшим коэффициентом 
при I просто сместится на место, где т  =  —  г.  Метод непрерыв­
ных дробей позволяет здесь найти решение; надо ввести Мт ~  

при т > 0  и N ^ = b j b ^ + i  при т < 0 .
В случае «  =  О, как мы знаем, у  чисто мнимое. Посмотрим, 

может ли оно стать действительным при большом an^lg] если 
станет, то система будет устойчива. Переход произойдет при 
"У =  О, и тогда, полагая по очереди m =  О, 1, — 1, мы получим из (4)

= + (6) 

(п?1 +  g ) b i  =  Y  ап^ (6о +
:  (7)

{пЧ +  g)  й_1 =  ^  arî  (Ьа +  Ь^^).



М ожно добиться, чтобы было 6о > ^ 1> ^ 2>  ••• и b o > b - i >  
>  Ь- 2 >  • • •. если I достаточно велико по сравнению с а; тогда, 
пренебрегая 62 и Ь- 2> получим

т. е.

, _ 4 М
g { n 4  +  g)  ’ 

â rt'‘ - 2g r̂t2 - 2g^ =  0 . 

Положительное значение определяется равенством

(8)

(9)

(10)
так что наибольшая скорость точки опоры ап равна скорости, 
приобретаемой при свободном падении ( высоты I. Как мы и 
ожидали, an^lg велико, и мы получаем

Й) — 6_1 Y T "  о̂> 2̂ — Ь-2 ^  Y T (И)

Коэффициенты быстро убываю.т с ростом \ т\. Таким образом, 
обращенный маятник можно сделать устойчивым, если точку 
его опоры привести в достаточно быстрое вертикальное колеба ­
тельное движение с малой амплитудой.

16,10. Решение с помощ ью  комплексных интегралов. Этот 
метод состоит в том, чтобы подставить в уравнение вместо у
интеграл вида Te’‘ ‘ dt, где Г — некоторая функция комплекс­
ной переменной t, а пределы интегрирования фиксированы. 
Тогда, интегрируя по частям, можно получить дифференциаль­
ное уравнение для Т. Возьмем, например, уравнение Бесселя

X dx X
dy
dx

Указанная подстановка дает
в

d I d \
dx dx

+  (x2 - n ^ ) y  =  0 .

+  {x'^-n^) e^‘ dt =  0.

T.  e .

T {x4^ +  xt +  x ^ ~  fî ) e*' dt =  0.

( 1)

(2)

(3)

Теперь нужно подобрать такое Г, чтобы это равенетво соблю ­
далось для всех х , хотя бы в некоторой области. Мы здесь



считаем, что х  действительно и положительно. Проинтегрируем 
два раза по частям, используя

х е ’^̂ dt =  d (4)
и получим

[е*' ( x t 4  -  f r  - t T  +  x T -  Г')1л +
В

+  J  е^‘ [{t^ +  1) Т "  +  3 t r  +  (1 -  п?) Т] dt =  0 . (5)
А

Это равенство выполняется, если: 1) интегральная часть исче­
зает, что справедливо, например, если функция Т однозначна 
и путь интегрирования замкнут (т. е. Л =  В); Л и В могут 
быть не равны, но находиться в бесконечности, причем дей­
ствительные части их равны — оо; кроме того, множители, 
содержащие Т, должны расти не слишком быстро п р и | /| ^ о о ,  
например как степень t\ далее, 2 ) должно быть

П оложим 

Тогда 

и если 

то получим 

Тогда

{ ^ + \ ) Т ' '  +  Ш '  +  Т =  п?Т. 

Т =  -

dt
du

dt y t ^  +  i

dt
/ / 2 + 1

d^u

=  dxb,

=  r e u .dv^

v =  \n{t +  V i ^ ) .  

u =  (t +  V i ^ ^ \

(6)

(7)

(8) 

(9)

(10)

(11)
(12)

и у  может быть равен 
в

е^‘  dt

+ 1 {t +  Y t ^ + ^ T  ’

е^‘  dt___________

У ¥ Т Т  (< +  | / 'F + T ) " "

(13)



где Л и В находятся в бесконечности, в третьей и второй четвер­
тях соответственно. Этому условию удовлетворяет, например, 
путь М  из 12.126.

Решение с помощью степенных рядов дает, исключая слу­
чай /г =  0 и вообщ е целого « > 0 , два решения:

h  { х )  =  ^  ( -  1 /  г \ {п  +  г)\ ’ 
г=0

/ J %-п+2г (14)

} - п  (Х) =  ^  ( -  I /  н  ( -  П +  г)\ •
г=0

Они независимы, даже если п полуцелое, хотя корни опреде­
ляющего уравнения и отличаются в этом случае на целое число. 
Мы сравним их с решениями в виде комплексных интегралов, 
разлагая по убывающ им степеням t. У первого интеграла 
первый член равен

м
2"п\

а у  второго, соответственно, 2л/  ̂ . Оба интеграла разла­
гаются в ряды по возрастающим степеням х.  Итак,

М

" '  '  2Я( J  / / 2  + 1  '  ^

Следовательно, если «  ^  О и .V >  О, то / „  {х) Н  (х) представляется 
в операторном виде так **):

Однако 1-п{х)  не представимо в операторном виде при п > 1 ,  
так как разложение соответствующего оператора должно было бы 
начинаться с р", что не поддается истолкованию; если же мы 
применим интеграл Бромвича, то он получится расходящимся.

Чтобы заставить интегральное выражение для J-n{x)  схо­
диться, приходится использовать модификацию пути интегри­
рования Бромвича, при которой R e ( 0 - ^ ° o  на концах.

*) в  оригинале множитель 2"  в обоих знаменателях и в следующ ей 
строчке пропущен. —  Прим. перев.

**) Первоначально это представление получено способом  21.01 (см. [6]).



Ван дер Поль [7] нашел много интересных применений подоб­
ному методу и, в частности, вывел (15) и (16). Он, правда, 
предполагал с самого начала, что искомая функция имеет изб* 
бражение, определяемое уравнением

оо

F ( z ) =  [ г\ {х )е -^ Ы х ,

которое не имеет смысла, если условия сходимости не выпол­
няются. Оно имеет смысл при f (л:) =  / „  (х), но не при /  (х) =  (х),
если п >  I. Кроме того, его способ дает написанное выше диф­
ференциальное уравнение для Т, и он находит оба  решения; 
одно из них не представимо интегралом Бромвича, который, 
как он объявляет вначале, он использует. Далее он некстати 
использует термин „операторное решение". Метод, который он 
использует, не операторный, так как он определяет р как ком­
плексную переменную, а не как оператор. Дело в том, что, 
несмотря на формальное сходство методов контурного инте­
грала и операторного, области, в которых они применимы, все же 
не совпадают, а только пересекаются, и один метод не всегда 
можно заменить другим. Чтобы придать смысл интегральному 
выражению для / _ „ ( х ) ,  необходимо изменить путь интегриро­
вания Бромвича на такой, у  которого концы уходят в бесконеч­
ность между мнимой осью и отрицательным направлением 
действительной оси. Н о в задачах на малые колебания такое 
изменение приведет к ошибке всегда, когда есть бесконечно 
много действительных периодов, стремящихся к нулю. На самом 
деле Ван дер Поль, вычисляя /_„(л:), не располагал необхо­
димыми средствами для того, чтобы поймать рыбу; она сама 
выпрыгнула из воды на берег к нему в руки.

Для комплексных л: решения в виде рядов однозначны при 
— я < а г § х ^ я .  При целом п можно не налагать ограничений 
на a rg x ,  но в гл. 21 мы увидим, что в этом случае /_„(л :)  
и Jn{x)  не независимы. Тем не менее нет нужды изменять ком­
плексные интегралы так, что R e ( x O - ^ — °°  на обоих концах 
пути интегрирования. Можно обеспечить непрерывность тем, 
что заставить arg  ̂ непрерывно изменяться на концах вместе 
с arg л:, и при этом интегралы будут тождественно равны рядам.

Подынтегральные выражения имеют точки ветвления t = ± i .  
Интеграл по любой петле, обходящей одну из них и уходящей 
в бесконечность так, что при этом R e ( x O - > — °о, является 
решением уравнения. Таким же способом получаются и два 
других важных решения — функции Ханкеля. Они, разумеется, 
зависели от /„(л:) и J-n{x) ,  которые, если понадобится, можно 
выразить через них (см. 21 .02).

3  Зак, 523



16.11. Преобразование рядов в интегралы. Иногда ряд 
преобразуется в интеграл прямым применением формулы

1 Г е’’-* .
2 ш }  2^+' г\ 'М

где для действительных положительных х  надо брать путь 
интегрирования М  пересекающим положительную часть действи­
тельной оси и с концами, уходящими в бесконечность в третьей и 
второй четвертях. Применение этого правила к ряду для W  Дает

77^7+л)12л(
М г=0

это выражение должно быть тождественно равно (15); в при­
мере 9 (стр. 41) дается прямой способ суммирования этого 
ряда. М ож но поступить иначе, положив в операторной форме

\2п + 2г

(W )

Н о мы знаем, что

z l ( z - j ) l  =  2 -^ ^ V n (2 z r .,  (20 )

откуда

--  ' Ш  Е я (л:)
Г п  (р^ -ы Г+ ‘/‘ ^

1 ( « - ‘ / 2)1 ___________
2я /  / я  J 4- ! )"+■ /=  м

dt. (21 )

В  частности,

( i f  A . ( x ) » W  =  p ^ ^ / / W  =  f f « W .

Продолл^ая обе части, получаем

=  (22)



Для вычисления этот способ не годится, так как (я —’ /г)!
тогда бесконечно, и (21) принимает вид оо х  0. Однако, иссле­
д о в а в  соответствующий ряд, можно убедиться, что

/-V. M  =  cos л:. (23)

16.12. Вронскиан. Пусть у -2 у^ — функции от х , опре­
деленные на каком-то промежутке и имеюш,ие на нем п — 1 
производную . Определитель

У\ У2 • ■ Уп

w  = ( 1)

уГ^^ .

называется их вронскианом. Если существуют константы A i Л„,
П

не все равные нулю п такие, что S  Л^Уг =  О при всех значе-
Г=1

н и я х  X из этого интервала, то при тех же значениях х  вронскиан 
равен нулю. Это сразу станет видно, если продифференциро­
вать равенство п — 1 раз и исключить из получающихся 
соотношений.

Обратно, если =  О тождественно на некотором интервале 
и минор, соответствующий хотя бы одном у yf~^K не обращается 
нигде на этом интервале в нуль, то найдутся такие константы

П
не все равные нулю, что будет 2  ^тУг — О тождественно на этом

Г=1
интервале. Пусть не обращается в нуль минор, соответствую­
щий Тогда система из « — 1 уравнения

уZ j В,у̂ ^̂  +  у̂ '> =  ^ (5 =  0 , 1, . . . .  я - 2 ) (2)
Г = 1

при каждом фиксированном х  определяет набор величин В^.  
Поскольку W  =  О, эти удовлетворяют и аналогичному урав­
нению при s =  « — Ь  Далее, функции B^ix) дифференцируемы, 
так как все y f\  k ^ n  — 2, дифференцируемы.

Продифференцировав каждое уравнение из (2) и вычтя сле­
дующее за ним уравнение, мы получим

2 в ; ? / ^  =  о (5 =  0, 1, . . . .  п - 2 ) .  (3)
Г=1

Поскольку определитель этой системы по условию нигде не 
равен нулю, все В'г равны нулю тождественно.



Нельзя избавиться от условия, что вронскиан каких-то п — \ 
функций нигде не равен нулю. Это показывает следующий 
пример:

=  О ( -  К  л: <  0), =  ехр ( -  Ijx^) (О <  л: <  1),
г/2 =  е х р ( -  1/х^) ( -  1 < л ; < 0), г/г =  0 (0 < л : <  1). ^

Здесь у̂ у'̂  — у[у^ =  О тождественно на всем интервале — 1 <  л: <  1, 
но нет таких констант А^, А.2, чтобы на нём было всюду 
Л ,?/, +  Лгг/2 =  0 .

Если известно, что Уг аналитичны и есть область, в которой 
минор какого-то из не обращается в нуль, то линейная
зависимость между у,, . . . ,  г/„, которая отсюда следует, может 
быть продолжена на всю ту область, где определены г / , ,  . . . ,

16.13. Если ^1, г/2. •••. Уп суть рещения дифференциального 
уравнения

П

= (1)
Г=1

никакая линейная комбинация которых не равна нулю, то произ­
водная их вронскиана, как легко заметить, получается из W  
заменой всех на y f\  Выразив yf^ из самого уравне­
ния ( 1) и вычтя из последней строчки определителя остальные 
с  подходящими коэффициентами, получаем

(2)dx 
откуда

W  =  А  ехр -  f n - x { u ) d u (3)

где Л — константа. Отсюда, если хотя бы при одном значении х  
W  ^ 0 ,  то W  не обращается в нуль нигде. Если f n- i ( x )  =  0, то 
W  — константа. Для того случая, когда в уравнении второго 
порядка известно одно решение у ,̂ это дает легко разрешимое 
уравнение первого порядка для г/г и эквивалентно элементар­
ному способу решения путем подстановки у  =  ууХ.

16.14. М етод вариации постоянных. Пусть наше уравнение 
имеет вид

^  +  n x ) ^  +  g { x ) y  =  S ,  (1 )

и пусть для 5  =  0 нам известны два независимых решения у\ 
и г/2. Тогда общий интеграл однородного уравнения имеет вид 
А у 1 +Ву - 2, где Л, В — постоянные. М етод вариации постоянных



СОСТОИТ в ТОМ, что л  и в  считают переменными, т. е. функ­
циями от X, причем подбирают их так, чтооы удовлетворить 
уравнению при произвольном S. Итак, пусть

г/ =  Р  (х )  г/, +  Q  (л:) у ,̂ (2)
тогда

y' =  P'yi +  Q 'y, +  Pij\ +  Qy'̂ . (3)

Раз мы ввели две новые функции, мы вправе наложить на них 
одно ограничение: потребуем, чтобы было

P V i +  Q ' /̂2 =  0. (4)
Тогда

y "  =  Py'( +  Qy'  ̂+  P 'y\ +  Q'y'„ (5)

и, подставив это все в ( 1), мы получаем 

[Р у "  +  f  ix) Ру\  +  g  {х) Р г /i] +

+  [Qy'i +  f  {х) Qy' +  Я  ix) Qy,] +  P 'y[  +  Q 't / ' =  5 . (6)

Выражения, стоящие в скобках, равны нулю, так как у̂  
и У2 ~рбш^ния (1) при S =  0. Тогда из (4) и (6) мы легко выра­
жаем Р '  и Q':

-Sj/2 

у\у2 -  У2У1 '

У1У2-У2У1

Знаменатель нигде не обращается в нуль, поскольку г/, и г/2 
независимы. Итак,

y - c s , + D i h + /  ; у ^ (d (8>
j  У1И)У2Ш-У2(1 )У1Ш

где С и D — константы; а мож но выбирать произвольно, его 
изменение лишь прибавляет к у  линейную комбинацию г/, (л:) 
и У2{х), т. е. эквивалентно изменению С и D.

Легко проверить, что (8) удовлетворяет (1). Продифферен­
цируем (8 ):

,  ^  , .л ,  . Г У\(х) у2( 1 ) -У2{ х) уу(%)
У =  Су[ +  Dy:̂  +  —7— — — — 1— — S  ( I  d l  (9)

i  У1 (1 )У2И)-У2^1)У\Щ



(так как подынтегральное выражение равно нулю при \ =  х)\ 
далее

- с „ г +  J ^ й ) " W  (10)

(в (9) подынтегральное выражение при | =  л: равно 5  ( х ) ). П од­
ставив то и другое в (1), получаем тождество. Так как 
г/,^2 ~  константы С и ! )  можно выбрать так, чтобы у
и у'  приняли при х  =  а любые наперед заданные значения, и, 
следовательно, (8) — общее решение. В случае уравнения вто­
рого порядка, одно решение которого известно, решение этим 
методом обычно гораздо проще, чем с помощью подстановки
y  =  tjiu.

Возьмем, например, уравнение
у "  +  nhj =  S.

Здесь ŷ  =  QO?, пх,  ^2 =  sin«A:. Тогда

У[У2 -  У'гУх == -  « .
д: X.

г/ == -  -^ cos «л: J  S Ц) sin п| sin пх j  S ( )̂ cos п1 dg =
д:

=  — — j 5  (^) sin п Ц -  x ) d l  +  А  cos пх +  В sin пх.
о

Легко проверить, что это общ ее решение.
Обобщение этого метода лежит в основе расчета движения 

планет. Если пренебречь влиянием других планет, то каждая 
планета движется по эллипсу, который определяется шестью 
числами, задающими положение и скорость планеты в какой-то 
момент времени. Чтобы учесть возмущения, эти числа надо 
представить переменными, т. е. каждому моменту времени ста­
вится в соответствие свой мгновенный эллипс, по которому эта 
планета двигалась бы, если бы с этого момента влияние других 
планет вдруг исчезло бы, а осталось бы только солнечное при­
тяжение. Возмущения все время медленно меняют этот эллипс, 
определяя тем самым истинное движение планеты.

М етод сохраняет силу и в том случае, если S — изгеггная 
функция не только от л:, но и содержит у. Тогда формула (8 ) 
эсе равно будет верной, хотя и не даст готового решения. 
Она превратится в интегральное уравнение, так как у  будет 
стоять под знаком интеграла. Давайте рассмотрим уравнение

^  +  g { x ) y  =  h { x ) y ,  ( И )



И пусть г/i и ^2— решения уравнения у "  +  g { x ) y  ^^0, такие, что 
У\У2-У2Уу=^^- Тогда

у  =  А 1У1 +  А 2У2 +  J [г/1 (^) г/2 (I) -  г/2 (х) У1 (I)] h Ц) у  (|) =
а

X

=  П х ) +  \ K { x , l ) y i l ) d l ,  ( 12) «/ 
а

где
К { х ,  I) =  {ух{х) У2 Ц) -  У2 {х) у ^ Ш к Ц ) .  (13)

Полученное уравнение можно решать методом итераций. 
Предположим, что К {х,  |) ограничено при \ К \ < М .
При тех же х,  Ъ, пусть | /  (х) | ^  Л/'. Подставим под знак инте­
грала в (12) f(£) вместо г/(|). Тогда, обозначив этот интеграл 
через f i {x) ,  получим

!Г ,( ;с )| < М Л ^ (л '-а ) .  (14)

Теперь подставим f , ( x )  под знак интеграла; новый и нт е г ра л ( л : )  
имеет

l h ( x ) l < M ^ N - ^ ^ ^  (15)

и так далее. Тогда
y  =  f ( x )  +  f , ( x )  +  f 2 ( x ) +  (16)

причем ряд абсолютно сходится: его члены соответственно меньше 
членов разложения Подстановкой легко убедиться, что
этот ряд есть решение. Этим методом можно на практике вычи­
слять у, если известны г/i и у , и h(x )  мало.

Если г/i, У2, h аналитичны в какой-то ограниченной области, 
содержащей точку л: =  а, и для любого х  из этой области 
имеется прямая, соединяющая а с. х, то, интегрируя по ней, мы 
получим решение во всей этой области. Оно будет аналитично, 
так как представляет собой равномерно сходящийся ряд анали­
тических функций.

Этот метод годится и в том случае, если требуется, чтобы 
функция у  имела заданные значения при двух фиксированных 
значениях х;  для этого надо после каждого шага итерации 
переопределять Л) и так, чтобы очередное приближение удо ­
влетворяло этим условиям. Получается, вообще говоря, сходя­
щийся ряд; при этом есть некоторая свобода выбора, в какой 
момент перейти к вычислениям. Правда, такое решение обычно 
более трудоемко, чем прямое численное решение с помощью 
конечных разностей.



16.15, Функция Грина, Этот метод тесно связан с преды­
дущим, однако он применим непосредственно к тем случаям, 
когда решение должно принимать в двух точках заданные 
значения. Он обобщается на случай двух и более измерений, 
но имеет слишком много модификаций, чтобы их здесь обсуждать. 
Указанный метод имеет большое теоретическое значение потому, 
что превращает дифференциальное уравнение с подходящими 
граничными условиями в интегральное. За изложением этого 
метода отсылаем читателя к [8 , 9, 10]. Задачи, которые мы 
решали в 6,091— 6,093 и 14,05, были его частными случаями.

ПРИМ ЕРЫ
1, Найдите в виде ряда общ ее решение уравнения 

y " -x u '  + 2y = Q.
П окаж ите, что одно решение есть многочлен, и выведите отсю да формулу
для втор ого решения.

2. П усть
(I. С., 1942.У

</ = -
sin и0

Д окаж ите, что

а отсю да, что

и =  2п

и
cos «9

1 , 
cos-g (

д; =  sin — 0.

3! 5!

1
,   ̂ P -4 « ^   ̂ (1^-4п^ИУ-4я^) ^

2 ! 4!

Объясните, почему эти ряды имеют радиус сходим ости  1, если 2п не 
целое.

3. Дано

(Ь dx

и при л' =  0 г /= 1 , у' =  0. Найдите у  в виде ряда. П росумм ируйте р я д и  
проверьте, что сумма удовлетворяет уравнению. (I. С., 1936.)

4. Д окаж ите, что если л: =  sin 9. </ =  cos л0, то

(1 у " - х у '  +  4п^у =  0.

П осле этого  докажите, что

cos я0 =  1 -  2 sin —  0
\2

sin пВ 

c o s y  0

2 !

= 2 «s in y  (

2 ) ' 
п{п^-  F) 

3 !

4!

2 sin —  ( +



5. За какое наименьшее число ш агов (т. е. перемен начала координат) 
м ож н о  продолжить функцию так, как это делается в 16.05, если пользо­
ваться 1) степенными рядами, 2) методом 16.03, считая, что все точки по- 
■следовательных разложений равноудалены от особой  точки?

6. Покажите, что линеиноз дифференциальное уравнение второго по­
рядка, имеющее регулярные особенности в точках О, 1, оо и не имеющее 
других особы х точек, мож но представить в виде

х ( 1 - х )  у "  -К а  -Ь Ьх) у' +  У =  О-

Кроме того, покажите, что если одно решение имеет в точках О и 1 индекс 
^степень первого члена) О, то последний член этого уравнения равен — еу.

7. Найдите все решения уравнения
х ^ ( \ +  х^) у "  - 2 у  =  2х\ (h\. Т., 1936.)

8. Дано уравнение
у "  +  Ру'  +  Q(/ =  О,

где Р  и Q — q J x  (q\¥=Q) аналитичны в точке х  — 0. Д окаж ите, что одно 
из решений всегда содерж ит логарифм.

9. П усть
_ ^

{х +

и х = 1 / 1 .  Д окаж ите, используя замену x  =  ch u ,  что

+ 4V) -  (2|̂  +  « )̂ !/ =  0.

Далее докажите, что

V  (га +  2 г )! / 1  '"+ 2 '' 
г\ (п  +  г)\ \2х

г=о
( U l >  1).

10. Д окаж ите м етодом  Фробениуса, что решениями 

служ ат
, хЗ , { -1Гх ' "+^

 ̂ 1 -2  1 -2 2 -3  • • 1 - 2 2 - 3 . . .  (от- 1 ) 2  от

, ,  ж ( -1 )™ х ™
‘  12 ••• 12 -22 . . .  (от -  1)2/71

Х ' М  — -  г/1 1плг.

И . Покажите, что решениями

_ _ d y _ ^ y _ ^ Q
dx^ dx X 

служ ат X и
л:2 л:™

1 — л: In л: — — . . .  — -7-------- п — г - . . .  .21 (m- l )OTl



12. П усть
V" +  X (-«) г/ =  О,

где X (^) ~  интегрируемая функция с периодом 2я. Докажите, что в общ ем 
случае решение имеет вид

у  =  C ie % |  (л:) +  С 2б “ ^^ф2 {х),

где ф1 (д;) и фг (-<) имеют период 2я, а в особом  случае

^ /=  А Ф 1 ( Х ) + Х 0 2 ^ 1 2  (х),

где i|)i (х)  и i|)2 {х)  имеют период 2я.
13. П усть

d (  f i x )  di/\
dx \ x  — Xq dx g{x) i j  =  0,

где /(л :), ^(л:) аналитичны в окрестности точки лг„, причем f (ха)фО.  Д ока­
жите, что корни определяющ его уравнения в точке х^ отличаются на целое 
число и тем не менее ни одно решение не содерж ит логарифма.

14. П усть Vi7 — вронскиан решений у^, у  ̂ линейного дифференциального 
уравнения второго порядка. П реобразовав решение

2/3 =  +  А 2У2)
W d x  

(Л,(/1 +  Лг/г)  ̂ ’

покажите, что оно является линейной комбинацией г/, и г/2.
i + e

П усть теперь W = 1  и \У\ \ велик по сравнению с л  ̂ при больших х  
( е > 0 ) .  Покажите, что тогда есть решение у 2, растущ ее при больших х  
не быстрее и что если положить Л[ =  1, с =  оо в выражении для г/з,
то буд ет  г/з =  — 2/2 для лю бого А 2 .
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ

Вверх к вершинам светлым 
Вниз к глухим долам.

Уильям Аллингхэм

17.01. П рирода асимптотических разложений: неполный
ф а к тор и а л *). Неполный факториал определяется интегралом

оо

(1)

где X и «  — положительные числа. Интегрируя выражение (1) 
по частям, получаем

оо

/ = -  п J  dt =

=  +  п { п +  1) . . .  +  { — \У п { п  +  \) . . .
оо

. . .  {n +  r - l ) x ~ ' ^ - ^ } - { - l Y n { n + \ )  . . .  (rt + r ) J  (2)
X

Это точное значение I. Интеграл в последнем члене соотноше­
ния (2) всегда положителен, но коэффициент при нем меняет 
знак для последовательных значений г. Следовательно, ошибка, 
которая получится, если этот член отбросить, также последо­
вательно меняет знак, и поэтому точное значение интеграла ( 1) 
всегда находится между суммами из г и г +  1 членов ряда. 
Отношение члена с х ~ ”-~'‘ к предыдущему равно — {п +  г — 1)/х. 
Если л: достаточно велико по сравнению с п, последовательные 
члены ряда будут  уменьшаться до минимума, а затем снова 
возрастать. Если оборвать ряд (2) на члене, предшествуюш,ем 
наименьшему члену суммы, то ошибка будет меньше наимень­
шего члена, составляющего лишь малую часть всей суммы. 
Таким способом мы можем получить хорошее приближение 
к значению интеграла. Тем не менее члены ряда (2) для произ* 
вольного г являются членами расходящегося знакопеременного

*) Incom pleie factorial function (см. гл. 15). — Прим. перев.



ряда. Эти свойства ряда (2) аналогичны тем, какие мы обна­
ружили ранее для некоторых приближений, основанных на раз­
ложении Эйлера — Маклорена.

Ряд, подобный (2), называется асимптотическим разложе­
нием *). В действительности это разложение нельзя рассматри­
вать как бесконечный ряд; выражение „использование расхо­
дящихся рядов" может вызвать недоразумение. Будем рас­
сматривать разложение как сумму с конечным числом слагаемых, 
останавливаясь всякий раз или на члене, предшествующем наи­
меньшему, или несколько раньше, — если мы уже достигли 
желаемой точности. При подходящих условиях точность может 
быть очень велика. Но в отличие от сходящегося ряда, кото­
рый в принципе дает л ю бую  точность, если взять достаточное 
число членов, точность асимптотического ряда определенным 
образом ограничена: взяв больше некоторого числа членов, мы 
снова увеличим ошибку. Члены сходящихся рядов часто умень­
шаются с самого начала, как, например, в случае рядов

3 1 9 I 27 ' - • ••> 3 I 9 27 -------

Для второго из этих рядов ошибка, которая получится, если 
остановиться на любом члене, меньше по абсолютной величине, 
чем первый отброшенный член; для первого она меньше, чем 
последний учитываемый член. В случае ряда

1 - и о о  +  4^ + - ‘ ° “ '2! ' 3! ‘ • • •’

который ХОТЯ и сходится и, следовательно, определяет абсо­
лю тноточно некоторое число, члены возрастают до сотого номера; 
чтобы найти сумму прямыми вычислениями, необходимо за­
тратить колоссальный труд **). Для вычислений особенно важно 
такое свойство ряда, как быстрое убывание уже первых его 
членов, ибо тогда последовательные суммы можно рассматривать 
как последовательные приближения. Этим свойством может 
не обладать сходящийся ряд, и его может иметь ряд расхо­
дящийся. Однако вычисление с помощью последовательных 
приближений является характерной чертой научной работы 
в тех случаях, когда результаты должны быть доведены до чи-

*) Вопросы, изложенные в этой главе, более подробно рассмотрены 
в книге: Н. J e f f r e y s ,  A sym ptotic A pproxim ations, 1962.

**) В действительности мы должны вычислить с помощ ью таблиц деся ­
тичных логарифмов 100 Ige . Если в нашем распоряжении имеется арифмо­
метр, то можно двояко использовать десятичные логарифмы; для нахождения 
больших степеней чисел и для определения натуральных логарифмов боль­
ших чисел.



сла. Точное решение удается получить довольно редко; жела­
тельно тем не менее уметь оценивать точность приближенных
выражений, и это в наиболее удобной форме дается такими
рядами, как (2 ).

Формула Эйлера — Маклорена в общем случае есть асимпто­
тическое разложение. Если рассматриваемая функция является 
полиномом, то ряд обрывается и вопрос исчерпан. Но если 
функция содержит дробные или отрицательные степени аргу­
мента, то высшие производные на каждом шагу приобретают 
пару сомножителей вида {п — 2г) {п — 2 г — 1)1х ,̂ а коэффи­
циенты &2Г уменьшаются в то же время лишь как (2я)“ '̂̂ . Зна­
чит, какой бы маленький интервал мы ни взяли, члены в конце 
концов будут неограниченно возрастать за счет накопления 
сомножителей в числителе. Следовательно, этот ряд, если его 
рассматривать как бесконечный, будет расходящимся. Тем 
не менее методом 9.08 нетрудно проверить, какая высокая 
точность может быть достигнута при использовании таких 
рядов.

17.02, Определение Пуанкаре. Обычное определение асим­
птотического разложения, принадлежащее Пуанкаре, состоит 
в следующем. Пусть f (z) — аналитическая функция, (2) — 
частичная сумма членов ряда до

5 ( г )  =  Ло +  4 ^ +  . . . + ^ +  . . .  (1 )

и R^{z)  =  f {z )  — Sn{z).  Тогда ряд (1) называется асимптотичным 
разложением f (z) в пределах заданного интервала изменения 
a r g 2 , если для каждого п

lim 2"Т?„(г) =  0 . (2)
|z|->oo

В этом случае мы пишем
f ( z ) - S { z ) .  (3)

Степенной по 1/z ряд, сходящийся при l z | > / ? ,  удовлетворяет 
этому определению асимптотического разложения. Действи­
тельно, существует такая константа М,  что остаточный член 
будет по модулю меньше, чем M\z\~'^l{\z\IR— \) для всех 
значений a r g 2 .

17.021. Асимптотические ряды можно почленно перемножать. 
Действительно, если

Sn (2) =  A q +  -^ -\ -  . . .  , ( 1)

r „ ( ^ )  =  S o  +  4 ^ + ' . . . + | ^  (2 )



асимптотические представления функций f { z )  и g  {z), то мы м о ­
жем выбрать Z таким, что обе  величины

\z'‘ [ f { z ) - S A z ) ] \ ,  \z ' ^[ g{ z) - TAz)]\

будут сколь угодно малы.
П оэтом у имеем

5 „ (2 )7 ’„ ( г )  =  Со +  - ^ +  . . . - ^  +  o ( 2 - " )  =  f / „ ( 2 ) +  o ( 2 -« ) ,  (3)
где

Cm — +  Л ,В т _1 +  . . .  +  Л^Во, (4)
величина z"'[f {z) g  (z) — Uп {z)] есть сумма трех членов, стремя­
щихся к нулю одновременно с 1/ г  для всех п.

17.022. Асимптотические ряды можно почленно интегриро­
вать. Действительно, если в области a ^ a r g z ^ P ,  | z | > /?  
функция f { z )  аналитическая и

IZ" [/ (z) -  Sn (2 )] I <  со

и если Zi удовлетворяет написанному выше неравенству, возь­
мем путь интегрирования от z, до бесконечности при постоян­
ном значении argz .  Тогда

[ f { z ) - S A z ) ] d z < dr =  -
I I (я - 1)1 г, in-l >

ИЛИ

уП-1 <
(О

п - 1  ’f { z ) d z - \  S A z ) d z
*-г, zi

И таким образом, интегрируя почленно 5 „ (г ) ,  мы получим
оо

асимптотическое разложение функции J f (2) dz.
Z l

Пусть 2 , И 22 имеют одинаковые модули; соединим их дугой 
окружности с центром в начале координат; длина этой дуги 
Z, <  2я I 2 , I,

[ f { z ) - S A z ) ]  dz
|г,Г

2ла>
\П — 1 ’

и, следовательно, получается тот же результат. Поскольку и 
f (2), и Sn (2 ) в нашей области не имеют особенностей, мы мо­
жем, не изменяя значение интеграла, взять путь интегрирования



между двумя произвольными точками области, состоящим из 
кусков с постоянными значениями ar g z  модуля z.  Отсюда и 
следует наше утверждение.

17.023. Асимптотические разложения единственны. Действи­
тельно, если для всех |2 | > ^ ,  a < a r g 2 < p

lim z'^
г -»  00

lim
Z->  со

(1)

TO
1 | т 2 « ( Л о - В о  +  ^ ^ ^ +  . . .  + ^ " ^ )  =  0  (2 )

И, следовательно,

•̂ 0 =  ^Oi — . . . »  -^n~ ^n‘ (3)
Отсюда следует, что f (г) мооюет иметь асимптотическое разло­
жение вида  17.02(1) одновременно для всех значений a r g z  лишь 
при условии, что соответствующий ряд будет сходящ им ся. Дей­
ствительно, если условие 17.02(2) выполняется для всех значе­
ний argz , мы можем выбрать такие постоянные М vi R, что 
\z'^Rn(z)\<M  для всех | z| > /? ;  и тогда, согласно неравенству 
ко ш и , z "R n{ z )  имеет сходящееся разложение по степеням 1/г. 
Следовательно, f { z )  будет обладать сходящимся разложением 
с асимптотическим свойством. Н о тогда из предыдущего сле­
дует, что единственное асимптотическое разложение f (z )  — это 
сходящийся ряд.

17.024. Обратное неверно; различные функции в данной 
области могут иметь одно и то же асимптотическое разложе­
ние, если только их разность f ( 2 ) - g ( z )  для каждого п удо ­
влетворяет условию

\\ mz ' 4 f { z ) - g { z ) ] - = Q .

Например, это имеет место, если a r g 2 меняется от до
’Д я , а f ( z ) - g ( z )  =  e - .̂

Определение Пуанкаре, таким образом, не ограничивает для 
данного z: пределы ошибки, и обычно эти пределы находятся 
специальными методами.

17.03. Лемма Ватсона. Два наиболее важных метода полу­
чения асимптотических разложений — это метод наискорейшего 
спуска, принадлежащий Д ебаю, и метод стационарной фазы, 
принадлежащий Кельвину. Оба эти метода в значитель­
ной мере, но не полностью, эквивалентны. Прежде всего нам



понадобится одна форма леммы Ватсона [1, 2]. Рассмотрим 
интеграл вдоль действительной оси

Z

1 =  j  (z) dz,  ( 1)

о

где функция f ( z )  аналитическая и f ( 0 ) ^ 0 ;  Z  не зависит от а 
и может быть бесконечным; а — достаточно большое действи­
тельное положительное число; и, наконец, для некоторого а 
(например, а =  а) интеграл I сходится. Отсюда следует, что 
т > — \. Разложение в ряд f { z )  внутри круга сходимости 
имеет вид

f ( 2) =  ao +  a , z +  . . .  +  / ? „ ( 2), (2 )

где R n{z)lz" стремится к конечному пределу, когда z - > 0 .  За­
фиксируем в интервале (О, Z) какую-нибудь точку А, лежащую 
внутри круга сходимости; тогда

■ А Z-

/  =  +  e~°^z"'f {z) dz. (3)
- о  л  -

в  интервале (О, А) функция
g { z )  =  [ f { z ) - { a o  +  a^z+  . . .  +  a „_ i2"->)] z ” " (4)

ограничена. Пусть М  — верхняя грань ее модуля. Тогда
А А

1 а  =  f  e ~ ‘’ ^ z ''i  ( г )  d z = -  \ e ~ “^z'" ( со  +  +  . . .  -t- d z  +

e  z
^m+r+l^-Aa-aAu^^m+r)u^^^

+  e - ‘‘ ^z'"QMz'^ dz, (5)
0

где | 0 | < 1 .  Положим z  =  A ( \ + u ) ,  тогда ( I - f  ы)'” '*"'’ ^  
и ( l + « r + ^ < l ( m - b r < 0 ), a

oo

0

^ д ’п+ r + i ^ - A a i ^ A a - m - r )  (m +  r ) > 0 , (6 )
oo

N

^  У  „  im +  r)\ , , Q M ( m  +  n)\
Jjxi 
r=Q

/П +  r <  0 ,

a (7)



Для а =  а обозначим через N  верхнюю грань g-az^mf (2;) dz

ДЛЯ всех X  из интервала (Л, Z). Тогда из леммы Абеля для 
интегралов (поскольку положительная убывающ ая функ­
ция от г) следует, что

поэтому

( 2 ) d z

А

n-1

^w+r + 1
r=0

М{т + п)\ , j .  aA
"  „т+ге+1 ^  >

(8)

(9)

где /С — не зависящая от а постоянная. Если мы помножим 
обе  части неравенства на и затем устремим а к оо, то
правая часть будет стремиться к 0. Следовательно,

г= 0
аг71-Ьг + 1 ( 10)

Ничто не мешает взять верхний предел Z  бесконечным, по­
скольку лемма Абеля остается в силе, если только соответ­
ствующий интеграл сходится для некоторого а. Кроме того, 
f  (г) может быть неограничена в окрестности одной или не­
скольких точек при условии, что несобственный интеграл схо­
дится.

У Ватсона функция f {z) ограничена на всей действительной 
оси, а 2 = 00 . Эти условия часто (однако не всегда) выпол­
няются, и то незначительное обобщение, которое мы сделали, 
в дальнейшем может оказаться полезным.

Ряд (10) расходится, если f {z) имеет особенность на конеч­
ном расстоянии R от начала координат. Действительно, для 
любого R ' > R  существует такое k, что неравенство \ar\>k/R' 
справедливо для бесконечного числа значений г, и, значит, для 
лю бого  заданного а члены ( 10) не ограничены по г.

Лемма доказывает существование асимптотического разло­
жения в смысле Пуанкаре и определяет соответствующие ко­
эффициенты. Она не дает, однако, для данного а оценку 
ошибки, которая получится, если остановиться на заданном 
члене разложения, поскольку мы не оценили значения М . 
Оценка точности, которую дает сумма до наименьшего члена, 
может быть получена методом „использования множителей

4 Зак. 523



сходимости" *), как назвал его Эйри [3]. Наиболее просто этот 
принцип иллюстрируется на нашем первом примере. Интеграл 
в остаточном члене был равен

со

e - t f n - r - ^ d t ,

и если п +  г =  х , следующий член ряда численно равен послед­
нему учитываемому члену.

Н о если мы возьмем логарифмическую производную от 
подынтегральной функции, то получим

и два члена справа приблизительно равны при t =  x . Следова­
тельно, интеграл приблизительно равен

оо

о

а остаточный член приблизительно равен

( -  1) . . .  {п +  г )е -^ х - '^ - ' -\

что составляет ровно половину следующего члена разложения. 
Таким образом, можно весьма простым путем значительно улуч­
шить точность, если асимптотический ряд суммировать до 
наименьшего члена, а затем прибавлять половину след'/ющего 
члена. Еще большая точность получается, если разлолсить 
[̂  +  ( «  +  г +  1) 1п i] до более высоких степеней {t — x )lx .  Мы еще 
вернемся к этому вопросу в гл. 23.

Наиболее интересен для нас случай, когда
в
\ e - W f { z ) d z ,  ( II)

- А

где Л И 5  больше нуля и не зависят от Ь, а f { z )  разлагается 
в ряд в окрестности нуля по формуле (2), Полож им 
Тогда

,  _  j  f V ' ' .  *■!/ ( -  а  г ' ' -  + 4  f (?■'■) г ' ‘  И .  (12)2
6

*) Use of convergence factors. -  перев.



Нечетные степени взаимно уни чтож аю тся, и поэтому 

/ ^ / ^ ( ^  +  ^ + 1 - 3 - ^ +  . . .  + 1 . 3 . . . ( 2 п - 1 ) ^ ] .  (13)
\ ь  ь

17.04. М етод наискорейш его спуска. Этот метод принад­
лежит Д ебаю  и применяется для приближенного вычисления 
интегралов вида

в

/= J  (1)
А

где t — достаточно большое действительно положительное число, 
а f (г) — аналитическая функция.

Представим /  (г) в виде
f (2) =  ф +  гг|1, (2 )

отделяя действительную и мнимую части. Обе функции ф и г]) 
удовлетворяют уравнению Лапласа, и подынтегральное выра­
жение будет велико там, где алгебраически велико ф. Преоб­
разование от X , у  к  ф, iji является неособенным в области, не 
содержащей нулей или особенностей f ' (z) .  В такой области мы 
можем перейти за конечное число шагов от Л к В, двигаясь 
вдоль линий, где ф или ф постоянны. Положим f { z )  =  Z‘ Тогда 

в  в

/ =  j  (3)
г = А  г=Л

Предположим вначале, что функция в рассматриваемой
области аналитическая. Тогда g{^)  имеет там ограниченную 
производную, и ее действительная и мнимая части имеют огра­
ниченную вариацию на конечных участках линии, где ф или iji 
постоянны. Мы можем применить здесь неравенство, полученное 
для интегралов в 1.134а. Если на пути от Л к В функция г1> 
постоянна и Ф д > Ф в ,  т о  такой путь называется одним из путей 
н а и с к о р е й ш е г о  с п у с к а .  В этом случае

в

/ =  Г (С) ^Ф. (4)
г=Л

Если путь таков, что постоянно ф , то
в

(5)
Z =  A

\ e - ' 4 \ < 2 V 2 [ \ g { B ) \  +  V т а ,  (6 )



где V {В) большее из двух полных вариаций функций Reg'(g), 
на этом пути. В любом случае

(7)

при условии, что Ф л ^ Ф д . Для бесконечных путей необхо­
димо еще непосредственно проверить, будет ли конечной вели­
чина V {В).

Поскольку величина ф л ~ ф  действительна, а функция g { 0  
аналитическая, мы можем написать, пользуясь леммой Ватсона, 
асимптотическое разложение для интеграла (4)

I -------
' 2 =  А

(8)

Если точки А и В соединяют путь, на котором постоянно ф, 
мы можем найти путь с постоянным ф от точки А ' к В', такой, 
что ф^, =  фд ,<ф^ и =  Тогда /  будет равняться
сумме интегралов вдоль путей А А ', А 'В ', В 'В, причем ф по­
стоянно на участке А 'В ', а ф постоянно на участках А А ' и В'В. 
Согласно (7), интеграл вдоль пути А 'В ' есть величина порядка
o { e ^ ^ 'l t ) .  Интегралы вдоль А А ' и В'В  могут быть аппрокси­
мированы при помощи (8 ), и для всех г

(9)

когда t - ^ o o .  Следовательно, интеграл вдоль А 'В ' не вносит 
никакого вклада в асимптотическое разложение I  (при условии, 
что, как и прежде, R e g ' (^  и Img-(g) имеют на А 'В ' ограни­
ченную вариацию).

Отсюда следует, что точное определение тех участков пути 
интегрирования, где постоянно, редко является необходимым; 
асимптотическое разложение полностью определяется поведе­
нием подынтегральной функции вблизи тех точек, где ф д о ­
стигает наибольшего значения.

Часто случается, что на некотором пути, соединяющем 
точки Л и В (в 2 -плоскости), имеются точки, где ф превосходит 
по величине как ф^, так и ф^. В этом случае ф достигает 
максимума во внутренней точке пути. Предположим, что на 
участке пути, который проходит через такую точку, -ф постоянно 
(ф не может быть на нем постоянно). Тогда, если ds п dii — 
элементы длины по направлениям касательной и нормали 
к пути, мы будем иметь в точке максимума 6)113/55 =  0 , dq>/ds =  0\ 
из соотношения Коши — Римана будет следовать, что дц>/дп =  О, 
д^^1дп =  0. Следовательно, в этой точке f ' { z )  =  0 и функция g(g),



определенная равенством (3), перестает быть аналитической. 
Такие точки известны под названием седловы х точек, или точек 
перевала.

Другой подход состоит в том, чтобы рассматривать макси­
мумы ф на всех путях, соединяющих Л и В. Если максимум ф 
для некоторого пути принимает минимальное значение, то в со ­
ответствующей точке выполнено условие dffjdn =  0 ; с другой 
стороны, в той же точке df^jds =  О, поскольку ф достигает здесь 
максимума; следовательно, f ' ( z ) = = 0 .

Линии, где ф постоянно, называются линиями наискорей­
ш его спуска, так как в любой точке этого пути направление 
таково, что величина | д(р/дз \ принимает наибольщее значение. 
Если 0 есть угол наклона пути относительно оси л:, то

i - c o s e A + s i n e f - ,  ( 10)

И если d((>/ds долж но быть стационарным при изменении 0, то

o = - - e | ^ + c o s e f  = - s i „ e f - c o s e | i  = - f ,  („)

а это выполняется на тех путях, где г)? постоянно.
П оэтому для таких случаев удобно выбрать часть пути 

интегрирования так, чтобы он содержал линию наискорейшего 
спуска, проходящую через седловую точку, поскольку при этом 
большие значения ф будут сосредоточены на максимально ко­
ротком интервале пути.

Ф не может быть максимально для всех изменений х, у  
в окрестности какой-либо точки. Через седловую точку Zq будут 
проходить по меньшей мере две кривые с постоянными значе­
ниями ф, разделяя окрестность точки на сектора. Те сектора, 
где значения ф меньше, чем в точке Zq, называются долинами, 
те, где оно больше, чем в 2q, называются холмами.

Если А II В находятся в разных долинах относительно сед- 
ловой точки Zq, наилучший путь интегрирования будет A C zq DB, 
где фс =  фл> Фд =  Фв. а C^qD — путь с постоянным проходящий 
через Zq. в  этом случае приближенное выражение (8 ) не го­
дится, поскольку значение gizo)  может оказаться бесконечным, 
однако эту трудность можно преодолеть методом, который 
описан ниже.

Вклад от участков АС  и DB  пренебрежимо мал по сравне­
нию с тем, что дает путь CzqD, и это есть наиболее замеча­
тельная особенность этого метода.

Изолированные особенности функции не лежащие на
пути интегрирования, в общем случае не влияют на прибли- 
:кенное выражение, поскольку все определяется тем, какие



значения принимает верхняя грань модуля g(^)  или полная вариа­
ция действительной и мнимой частей этой функции на рассма­
триваемом пути интегрирования. Если путь от Л к S , вдоль 
которого ф или ф не постоянны, заменен на путь, состоящий 
из участков, где ф или ф постоянны, то между первоначальным 
путем и новым может оказаться особенность функции s ' ®  — 
точка 2 ]. Однако интеграл, получающийся при обходе вокруг 
точки 2 ], содержит множитель вида ехр^ф(21), который экспо­
ненциально мал по сравнению с величиной е х р / ф( 2:о).

Линии наискорейщего спуска оканчиваются лишь в тех точ­
ках, где функция f ( z )  имеет особенность, или они уходят 
в бесконечность.

Если Zq — седловая точка и f "  (zq) ^ 0 ,  то в окрестности Zq 
функция f ( z )  может быть представлена в виде

f  (г) =  f (Zo) +  J  (z -  Zo f  Г  (Zo) +  (12)

и направление пути интегрирования должно быть таким, чтобы 
величина (z — Zoyf" (zo)  была действительной и отрицательной. 
Если мы теперь положим

f ( z ) - f ( z o )  =  - ^ C ^  (13)

и будем рассматривать g как новое независимое переменное, то 
получим интеграл того же вида, что и в лемме Ватсона. От­
сюда можно заключить о существовании асимптотического раз­
ложения интеграла (1) по отрицательным степеням На прак­
тике, однако, непосредственное обращение рядов во многих 
случаях затруднительно; если требуется найти члены разложе­
ния, следующие за первым, для обратной функции, то  приме­
няют некоторые другие способы. Тем не менее для многих целей 
достаточно найти только первый член асимптотического разло­
жения (1), и это довольно легко сделать. Имеем

/=е<Г(го) =  dl̂ . (14)
J J

Если значение 2 на пути интегрирования вблизи седловой 
точки 2о представить в виде

2 - 2о =  ге<Л (15)

где г принимает действительные, малые по величине значения, 
то

^ 2 = - f " ( 2 o ) r V ‘ “ ,

С = ± Г | Г ( 2 о )
(16)

поскольку f "  (2о) — действительное отрицательное число.



Отсюда следует, что

■ | - = ± е - - | Г ' ( 2о)Г". (17)

В интервале ( — я, я) для выбора значения а есть две воз­
можности; оба  эти значения отличаются между собой на я. 
Всякий раз, применяя данный метод, необходимо рассмотреть 
поведение функций ф и ф на всей комплексной плоскости, для 
того чтобы установить, каким образом путь интегрирования 
проходит через седловую точку. Если значение а выбрано так, 
что величина г после прохождения через Zq становится поло­
жительной, то в выражении (16) нужно взять знак плюс, когда g 
меняется от — оо до +  оо на всем пути интегрирования. Тогда 
из леммы Ватсона следует, что интеграл (1) асимптотически 
представляется в виде:

X (г„) ê^̂
I t f "  (z,)I ,r// / ч jl/2 •'

Поскольку для всех п величина t ” exp [<f (zq)] велика (если 
только действительная часть f (2q) больше нуля), то для стро­
гости нам следовало бы переписать (18) в виде

(19),

с тем, чтобы было применимо определение Пуанкаре. Однако 
в дальнейшем удобнее пользоваться выражением типа (18), имея 
в виду при этом, что экспоненциальные сомножители, встречаю­
щиеся в таких выражениях, необходимо перенести в левую часть, 
как это сделано в (19). Лишь после этого определение Пуанкаре 
становится применимым.

Этот метод ограничивает нас путями наискорейшего спуска', 
которые проходят вдоль линии постоянного ф; если же пределы 
интегрирования таковы, что максимум ф находится в какой-либо 
внутренней точке, то путь наискорейшего спуска, проходящий 
через седловую точку, выбирается так, чтобы пройти через воз­
можно меньший максимум. М ож ет случиться так, что при этих 
ограничениях любой путь, который может быть деформирован 
в путь А В , проходит по крайней мере через две седловые точки. 
Если это так, то тогда каждая из этих точек дает свой вклад 
в разложение интеграла; наибольший вклад при этом дает та 
седловая точка, где ф достигает наибольшего значения.

Путь, проходящий через седловую точку Zq при постоянном 
значении -ф, может также проходить и через вторую седловую 
точку г , .  Если значение ф в точке Zq достигло максимума, то го 
будет иметь минимум в точке г,, а затем, минуя Zi, будет снова



увеличиваться по мере продвижения вдоль пути. Следовательно, 
в этом случае линия наискорейшего спуска скачком повернет 
на прямой угол в точке Z;.

Вклад, который дает окрестность точки Zi, будет экспонен 
циально мал по сравнению с тем, что дает окрестность точки Zq 
однако этот случай интересен в связи с явлением Стокса, ко 
торое мы рассмотрим несколько позже. Ранее мы предполагали 
что 1 " ( г о ) ф О .  Если первой не обращающейся в нуль произ 
водной является f<">(zo) = ^ 0  (га > 2), то в точке Zq встречаются 
три или больще долины и необходимо установить, через какую 
пару из них проходит путь интегрирования. При этом все рас­
суждения, основанные на лемме Ватсона, нуждаются в очевид­
ных обобщениях.

17.05. Пути постоянного ср; метод стационарной фазы. Если 
на пути ЛВ,  вдоль которого берется интеграл 17.04(1), ф по­
стоянно, а функция имеет ограниченную вариацию, то, как 
мы уже видели, интеграл имеет величину порядка О {e*yt), и 
соответствующ ую аппроксимацию можно получить, если поль­
зоваться путем А А 'В 'А . В случае, когда между Л и В лежит 
одна седловая точка, это рассуждение не годится, поскольку 
если d'\)p/ds меняет знак в седловой точке, то и дср/дп также 
меняет там знак; поэтому если ф^,<ф^ и фд/<фд, то точки А' 
и В' лежат на противоположных сторонах от АВ, значит, ве­
личина ф на пути А 'В ' не может принимать значения равно­
мерно меньще тех, которые она принимает на АВ.

Однако мы можем действовать следующим образом. Пред­
положим, что путь постоянного ф проходит вдоль действительной 
оси л: в положительном направлении; седловая точка располо­
жена в Xq-, г!)' (Хо) =  О, г])" (Хц) ф  0. Тогда для всех точек АВ, 
достаточно близких к лтд,

/  (г) =  f (лго) +  -^ (хо) (х -  Хо)2 +  О (х -  x^f, (1)

и поскольку по предположению функция f ( z )  аналитическая, то

f (г) =  /  (Хо) -t- Y  i V  (Хо) (z -  z^f  +  О { z -  z^f. (2)

Если -ф "(хо )> 0 , то а из 17.04(15) равно + если же 
•ф^''(^о)<0. то а =  — ’Дл:- Тогда интеграл 17.04(1), взятый вдоль 
линии наискорейщего спуска, равен

5С (^о) ] / "  1 1 I ехр (Хо) +  (Xq) +  лг sgn  (xq)

1

+

- f  О ехр /ф (хо)) .  (3)



Если В области интегрирования находится вторая седловая 
точка Xi, то будет иметь знак, противоположный зн аку
ф"(хо); поскольку ф здесь постоянно, точка Xi будет д авать 
вклад  в асимптотическое разлол{ение того ж е  порядка, что и 
точка Xq.

В том случае, когда функция ф не задана как мнимая часть 
некоторой аналитической функции, аппроксимацию интеграла

' e ‘* \ ( x )d x  можно все-таки найти методами, подобными тем,
которые применялись для доказательства теоремы Фурье. В лю­
бом интервале, где функция х/ф' имеет ограниченную вариацию, 
справедлива, как и в предыдущем случае, оценка /  =  0 ( 1/ 0 . 
Если =  0 и г1з"(л^о)>0. то в достаточно малой окрестности
точки Xq положим

1̂з (х) -  г|з (хо) =  у  «2 == у  al5"  (хо) {х  -  x^f. (4)

Будем считать, что « > 0 ,  когда x > X q .  Е с л и  б — фиксированное, 
положительное число и

Хо +  6

Iб —
Х = Х о - 0

ф Щ - ex p i t  г!)(хо) +  у г / и du,

то имеем

Поэтому
ф ' {х) =  г1з" {Хо) {х -  л:о) =  [iIj" (Xq)] “ “ •

Х ( х ) и

(х)
=  ао +  6« ; Оо = X (^о)

i r W l '

(5)

(6) 

(7)

где 0и -> О , когда и -^ 0 .  Далее, если величина 0 имеет ограни­
ченную вариацию в интервале ( — 6 , 6), то

Хо + б
0 «е хр  itu? d u =  О

Отсюда 

/ - / .  +  0 (1 ) .

X = Xt,-6

X (Хо)

е х р ^ л г .

(8)

(9)

I гр " (.Vo) / 2я- е х р г/ib (л:о) Ч—  лг 
4

+ 0

Если же \1)"(л:о)<0, мы должны в равенстве (4) заменить 
на — и .̂ Это приведет к тому, что в выражении (5) вместо 

будет стоять — г|з'(л:), а и'̂  заменится па — tî ; в ( 10) мы



будем иметь — вместо Результат, таким образом,
полностью согласуется с выражением (3) в случае, когда ф =  0.

Идея этого метода принадлежит Стоксу и Кельвину, которые 
заметили, что в задаче о распространении волн вклады от 
участков интегрирования вблизи точки стационарной фазы имеют 
приблизительно одинаковую фазу и складываются, в то время 
как вклады от остальных участков интерферируют. Однако 
далеко не просто найти этим методом дальнейшие члены асимп­
тотического разложения.

17.06. В ы вод формулы  Стирлинга м етодом  наискорейшего 
спуска. Наиболее простое применение леммы Ватсона можно 
показать на примере факториала

z\ =
«
о

u^e-“ du (Re(2) > - 1). ( l)

Положим u =  zv .  Тогда, поскольку г"' мож но представить как 
е х р ( г 1п 2) с I a r g z  | < я ,

оо

z! =  2^+‘ exp [2 (In W — и)] rfy. (2)
о

Возьмем
2 - ге‘®,

где 0 — фиксированное число, и попытаемся найти аппроксима­
цию (2) для заданного 0 и большого г. Перепишем (2 ) в виде

оо

z! = J  exp {г [e‘® (In v — v) ] } dv ,  (3)
0

так что

f { v ) ^ e ‘4 \ n v - v ) ,  =  (4)

Если мы сделаем разрез от О до  — о о ,  то функция In и — а  
будет аналитической. Единственная седловая точка — это точка 
v =  1, где f (у) =  — Г  ( v ) =  —

Если V действительное и положительное, то функция R ef (и) =  
=  cos 0 (In t) — v) никогда не превышает своего значения в точке 
v = l ,  если только c o s 0 > O .  Следовательно, на действительной 
оси по обе стороны от точки v =  1 лежат ровно две долины, 
ограниченные соответственно О и оо. Функция I m f (o )  на дей­
ствительной оси нигде не постоянна, кроме случая, когда 0 =  0 . 
Направление линии наискорейшего спуска, которое проходит



через точку v = l ,  определяется аргументом числа w==v — l, 
при котором величина — f "  ( 1) действительна и поло­
жительна, так что arg ш =  — V20 или я — '/гб- Какое из этих 
двух значений нам нужно выбрать, видно из следующих сообра­
жений.

Пусть б > 0 .  Обозначим
== 1 — И2 =  1

тогда путь, состоящий из отрезков прямых от О до t)j, 1, v-,, °о, 
за исключением седловой точки, целиком лежит в долинах, 
поэтому направление линии наискорейщего спуска должно быть 
всегда слева направо через седловую точку.

Для больших г

2 ! ехр ( — ге'®) =  (5)

=  c o s 0 > O ,  (6 )

где должно быть взято то значение z' \̂ у  которого вещественная 
часть положительна.

Это и есть первый член разложе­
ния Стирлинга. Заметим еще, что если 
cos 9 >  О, то условие R e z >  — 1 всегда 
выполняется, и в этом случае оно ста ­
новится ненужным.

17.07. Интеграл Эйри. Рассмотрим 
интеграл вида

1
(I)

по каж дом у из трех путей, показан­
ных на рис. 61. Эти интегралы схо­
дятся экспоненциально при условии, Рис. 61.
что действительная часть Р  стремится
к -Ь оо на концах путей интегрирования, которые удобно запи­
сать в в и д е - I - оо, с х )ехр (^ /з я г ), о о е х р (—^ /з л /) .  Имеем

dẑ f (г) -  zf (z) = 2ni

2ni etz-'ki^d i tz  “  - f  =  0 . (2 )

поскольку в каждом случае exp (te — 7 з̂ )̂ О на обоих преде­
лах. Следовательно, все три интеграла являются решениями 
дифференциального уравнения

- g - - 2Z  =  o. (3)



Поскольку это уравнение второго порядка, оно может иметь 
только два линейно независимых решения, и, значит, между 
интегралами существует линейное соотношение. Заметим, что 
интеграл ( 1), взятый в положительном направлении по лю бом у 
контуру, охватываюилему начало координат, равен нулю, так 
как подынтегральная функция не имеет особенностей на ко­
нечном расстоянии от точки 0. Следовательно, сумма этих трех 
интегралов, взятых по направлениям, указанным на рисунке, 
равна нулю.

Возьмем сначала путь L] и определим функцию Ai (z) ра­
венством

=  Ш  (4)

Эта функция называется интегралом Эйри. Он первый изучил 
одну из форм такого интеграла в связи с задачей о дифракции 
волн вблизи каустики. М ож но показать (ср. 1.123), что этот 
интеграл останется сходящимся, если z — действительное число, 
а путь L[ заменен на мнимую ось. Если положить t =  is, функ­
ция Ai (г) представится в виде

А1(г) = 2я COS (S 2  +  V3S®) ds, (5)

что с точностью до постоянных множителей и есть та форма, 
которой пользовался Эйри.

С другой стороны рассмотрим интегралы по полупрямым
о т  О до оо, о о е х р у л г ,  сюехр 
ственно через / ; ,  / 2, / 2. Тогда

оо ехр

- и обозначим их соответ-

etz-'kt^dt =  ^  ехр ш ехр — -7гиЛс1и =

(̂ 2 ехр -д лг

2

=  ехр (|-яг ) /1  (

/з (г )  =  ехр(^- 

k\{z) =  l 2 ( г ) - / 3 (2). 

Точно так же

i  | - - Л И  +  ; з И ,
и

/1 z e x p ^ — -|яг'

2яг =  - / 2  (2) + / 1 (2).

(6)

(7)

(8)

(9)



Все три решения выражены, таким образом, через единствен­
ную функцию /[  (z). Теперь

/ ,  (г) - —  f =  —
2то . ^ ~2ш

о

ЦгУ
г\ dt =

1
2я( .

о
г!

г=0

dv  =

1 o - V s V  М=  Ч-'з V
2Я1  ̂ 2и П

г=0
( 10)

Следовательно,

.  • /  \  1 /' 2 Л  о - %  " V  ( з ' М ' "  ( I 2  \  , 2 .

<=0

1 ( 2 Л „ - V j ’V  (З '^’ г ) ' '  / 1  2 \  1 ( 2  .

г=0

2 - 3 - 5 - 6  ' 2 - 3 - 5 - 6 - 8 - 9

+ i  3 - ' S i n | - n ( - ^ ) ! x

X  ( 2  +
3 . 4  I 3 - 4 - 6 - 7  ' 3 - 4 - 6 - 7 - 9 - 1 0 +

+

(11)

A i ( 2) представлена, таким образом, в виде суммы двух рядов, 
сходящихся при всех 2 ; при действительных z  эта функция 
принимает действительные значения. Каждый из этих двух 
рядов удовлетворяет дифференциальному уравнению (3).

Обозначим числовые коэффициенты, стоящие перед скобками, 
через а и — р и запищем Ai (2) в виде

Ai (2) =  a:/i (2 ) -  р:/2 (2). 

Используя соотнощение

2 ! ( — 2)!
находим

TCZ

sin яг



Для второго решения (3), действительного для действитель­
ных Z,  возьмем

В1(г) = 1 / •
2я

12 /
=  -  i l2 ~  ih  +  2ily =

=  . 1 _ з - - / з У  f l r - Г  ( V
2л  ̂ г\ 1.3 3 j • ^

X  |2 — е х р | - ( г + 1 ) / я - е х р  — ~ { г + 1 ) т  | =

1 О-У. V  (з 'М " (1  ,
я I j г\ I 3 3

=  У з  а  г/, +  / з  |Зг/2 .

2
1 — cos-„-(r +  1) л

(13)

Сведя /2  и /з к интегралам вдоль мнимой оси, мы будем иметь 
для действительных г

оо

dt. (14)

Ряды, входящие в разложение функций Ai (z), B i (2 ), для |2;|>3 
сходятся слишком медленно, чтобы быть удобными для при­
ближенных вычислений. Постараемся получить асимптотическое 
разложение этих функций методом наискорейшего спуска.

Изучим поведение путей наискорейшего спуска, проходящих 
через седловую точку, когда z  комплексно. Положим z  =  rexp(z0),
tz — =  f{t ) .  Тогда седловые точки —это Р, =  ii =  r ‘''^exp^Y *э)|

и Р 2 ^  =  t2 =  — r ’'2exp(^Y^'9 j|. При этом имеет положительную,
а 2̂ — отрицательную действительную часть, если — я < 0 < л .  
Сначала рассмотрим случай, когда 0 ^ 0 .  Имеем

Re f ( /2) =  -  -J cos -2 0, Im /  ( /2) =  -  y  sin у  0.

Путь наискорейшего спуска Si, проходящий через точку Р,,
имеет угол наклона я —-jG , а путь наискорейшего спуска S 2,
проходящий через Р 2 , — угол '/гл — '/46 к оси х.

Прежде всего найдем асимптотику функции Ai (z), которой 
соответствует путь интегрирования Lj. Возможны следующие 
случаи:



I;, 1 / 2 \
1) О <  0 <  -д я. Путь S 2 идет из оо ехр ( — у  лг j через точку Рг

и далее по направлению к оо ехр ( лгj , оставляя точку Р, все
время с правой стороны; по форме S 2 аналогичен Lj, и, по­
скольку R e f (^ 2) < 0 , в этом случае Ai (z) — экспоненциально 
убывающая  функция.

2) 6 =  у я .  Путь S2 по-прежнему имеет форму Li, но R e f ( / 2) =  0,
и поэтому функция Ai (z) становится осциллирующей.

1 2  / 2 \3) у я < 0 < - д  л. Путь ^2 идет из ооехр( — яЛ через точку Р 2,

пересекает гсимптоту, идущ ую к оо ехр , а затем уходит
в этом же направлении, приближаясь к асимптоте сверху. Как 
и в первом случае, 5г оставляет точку Pi все время справа и 
имеет форму Lj. Число R e f  ((2) положительно, и поэтому A i{z )  
экспоненциально возрастает.

2 / 2 \4) 0 = -д -я .  Путь S 2 — прямая линия, идущая из ооехр (  — яг

через точки Р[ и Р 2 и далее к оо ехр ( -^ я г| . Путь L, до точки Р,
совпадает с So, далее поворачивает на прямой угол вдоль Sj
и уходит по направлению о о е х р ^ у я г^ .  R e f  ( Q  — отрицательное
число, и поэтому вклад в разложение от  участка пути вблизи Pj 
мал по сравнению с тем, что дает окрестность точки Р2. Функ­
ция Ai (2) экспоненциально возрастает.

2 / 2 \5) - ^ я < 0 < я .  Путь Si в этом случае идет от o o e x p l — ^яг
к о о ,  и, чтобы дополнить его до пути, эквивалентного L[, мы
долж ны прибавить путь Si, идущий от оо к ооехр(-|-яг^ через
точку Р[. Вклад в разложение от  окрестности точки Р, экспо­
ненциально убывает, в то время как вклад от окрестности Рг 
экспоненциально возрастает; последний и определяет поведе­
ние Ai (z).

6) 0 =  я. Путь может быть составлен из таких же двух 
частей, как в (5), но в этом случае R e f  =  Re f (^2) =  О, и 
поэтому обе седловые точки даю т сравнимые по величине вклады 
в разложение. Функция Ai (z) становится осциллирующей.

Несколько первых членов асимптотического разложения, 
полученных таким способом для — я < а г д 2 < я  и a r g z  =  jT, 
даются формулами (20) и (22).

Изучение интеграла B i(z )  аналогичным способом несколько 
более сложно, поскольку здесь приходится рассматривать лва



пути La И L3. Полагая, однако,  ̂=  техр  , мы получим

2ш ехр 2 .-
тгехр(->/зяг)-^ т*

L,

=  ехр — ^  лг Ai [̂ 2 ехр ^— |-лг

Аналогично

2л( zexpl-g  лг

dx =

(15)

(16)

Формула (20) даст правильную аппроксимацию как для (15), 
так и для (16) при условии, что a r g 2 меняется в пределах

— ^  л < a r g 2 < - 5 r n .

в  этой области разложение дается формулой (2 1 ).
Если бы это разложение было справедливо и вне данной 

области изменения a rg z ,  то отсюда следовало бы, что для 
некоторых значений a r g z  функция В1(г;) экспоненциально мала. 
Это, однако, не так; в действительности В1(г) экспоненциально 
велика для всех значений a rg z ,  кроме таких, при которых она 
становится осциллирующей. Чтобы убедиться в этом и получить 
асимптотическое разложение для остальных значений argz ,  вос­
пользуемся следующими тождествами:

COS — йл Ai (г) —- ^ s i n  — /гл Bi (2) ] ,  (17) 
3 ^ 3 3  /

Bi  ̂ г sin /гл Ai (2) +  cos j  /гл Bi (2) j ,

(18)

sin — /гя Bi (2) =  e ' A i  — cos — kn Ai (2), (19)
3 3 3

где k “  положительное или отрицательное целое число.
Из последнего тождества при k =  ±  I следует, что если

|arg2 | =  ^ n  или л, то B i (2) функция осциллирующая, а при
всех других значениях a r g 2 один из членов правой части (19) 
экспоненциально возрастает. В частности, если a r g 2 =  л и 2 =  ge‘ ", 
то мы имеем разложения (22), (23).



Итак, суммируем результаты:

Ai {z)

если ■ 

B i{z)

2 / я <ехр 2 S,'---
1 -Z-S- 11

• j t < a r g z -

2! 482 

:я;

- 3 _

1!48
1 • 7 - 13- 5  • 11 • 17

31483 ' + (20)

/ я  ^ \ 3  1\  1!48
1 ■ 7 - 5 - И

2! 482

если — - ^ n < a r g z < - j n .

,-3 +
1 - 7 -  1 3 - 5 -  11 • 17

3!483 2-%  + (21)

В случае, когда a x g z  =  n, полагая z =  получим

А И г ) . ^ У

Б 1 И - р = ?

где

Р { 0 -  1 - 

Q(?)

-'Л

Р  (S) sin 

P (^ )cos

( I  gv, +  1  _  Q (g) cos ( I  +  1  я ) ] ,  (22)

( I  +  1  я) +  Q (?) sin ( I  +  -J л )]  , (23)

1 . 7 - 5 - 11 5 .-3  , 1 - Z - 1 3 - 1 9 - 5 - 11 • 17- 23  . - 6
+ ---------------17755--------------- £ -  •••. (24)

I ■ 5 ,-V:
II 4Я =

2! 482 b -Г 4g4
1 - 7 -  1 3 - 5 -  11 ■ 17 - v „

3! 48^ ■ r ' ” + (25)

Вторые члены здесь составляют приблизительно 7ш от первых 
даж е при | 2 | =  1.

Рассмотренные выше специальные функции Ai (z) и Bi (2) 
были выбраны как фундаментальные решения уравнения (3), 
одно из которых экспоненциально убывает вдоль положительной 
действительной оси; на отрицательной действительной оси они 
имеют для больших z одинаковые амплитуды, отличаясь на Vsit 
по фазе.

Линейная комбинация рядов, стоящих в правых частях (20) 
и (21), представляет собой асимптотическое разложение некото­
рого уравнения (3), однако оно не является асимптотикой 
этого же решения при всех значениях a rg z .  Это явление, 
открытое Стоксом, известно как разрывность произвольных 
постоянных в асимптотических разложениях. Оно является иллю­
страцией к теореме 17.023, согласно которой асимптотическое 
разложение, не будучи сходящимся рядом, не может быть спра­
ведливо одновременно для всех значений a rg z .

5 Зак. 523



17.08. Дисперсия: фазовая и групповая скорости . Рассмотрим 
непрерывную динамическую систему (сплошную среду), в которой 
вдоль оси X распространяются волны; пусть длина волны 2я/к 
соответствует периоду 2л/\. Если начальное возмущение равно
единице при — h < x < h  и нулю для всех остальных х, то мы
можем представить его в виде Н (х +  h) — Н {х  — И), или в форме 
интеграла Фурье:

оо
2 * dye

^ о = — sinx/icosxA: — . (1)JX J к

Начальную скорость возмущения также можно было бы 
выразить через интеграл Фурье; пусть, однако, она будет равна 
нулю. Таким образом, мы имеем задачу о распространении волн 
от первоначально возмущенной области. Например, наша система 
может быть длинным каналом, наполненным водой, а началь­
ное возмущение — повышением или понижением поверхности воды 
в результате удара твердым телом.

Изменение уровня для последующих моментов времени будет 
равно

2 ̂=  — s in x / icosK x cos  — . (2)
о

Мы пренебрегаем здесь дополнительными осложнениями, 
возникающими за счет влияния концов; таким образом, будем 
изучать задачу, где все определяется лишь начальным возму­
щением. Подынтегральную функцию в (2) можно разбить на 
несколько слагаемых следующим образом:

00

 ̂ [sin {yt — KX +  xh) — sin (y  ̂— kx — xh) +
0

+  sin {yt +  KX +  xh) — sin {yt +  x x  — xh)] — . (3)

Если бы Y было пропорционально x,  мы имели бы систему, 
в которой волны любой длины распространяются с одинаковой 
скоростью, и тогда первый и второй члены (3) представляли бы 
собой  волны, идущие в положительном направлении оси х, 
а третий и четвертый — в отрицательном. Волны, представлен­
ные первым и четвертым членами, как бы начинают движение 
•от точки л: =  /г, остальные — от точки х  =  — h. Мы рассмотрим 
здесь случай, когда у  не пропорционально х; иными словами, 
фазовая скорость зависит от длины волны. Пусть у  будет 
нечетной функцией от к, действительной для действительных



значений х. Изучение всех четырех членов (3) проводится оди­
наково, и поэтому мы можем сосредоточить наше внимание 
лишь на первом из них. Возьмем

1
4ni

( y t - ' x x + n h )  _  g - i  ( Y < - x x :+ x f t ) J  _

=  _L_ р  gi{yt-v.x+m —  ш

U':

в  этой формуле h входит лишь в комбинации x  — h\ в даль­
нейшем мы можем h опустить, считая, что волны начинают 
движение из точки х =  0, а когда понадобится — вновь восста­
новить его. Мы можем также временно опустить индекс у 
В приложениях оба  числа х и t бывают достаточно велики; мы 
найдем аппроксимацию для больших t, считая, что отноше­
ние xjt  фиксировано. Тогда

f (x ) =  / ( y - x . v / 0 ,  (5)

и в седловои точке
(6)

_где штрих означает дифференцирование по к. Отсюда видно, 
что главную роль в этом методе играет производная dyjdx, 
которая называется групповой скоростью. Фазовая скорость, 
с  которой движутся волны, если все они имеют одинаковую 
длину, равна у/к; но мы уже видели, что представление локаль­
ного возмущения интегралом Фурье автоматически вводит все 
возможные длины волн и, значит, остается только посмотреть, 
появится ли в явном виде фазовая скорость. Ниже мы увидим, 
что это действительно имеет место. Соотношения между груп­
повой и фазовой скоростями можно получить, если положить 
у1х =  с, с1у1йк =  С. Тогда

dX ' (7)

где вместо к вводится длина волны Я =  2я/к; результат, правда, 
гораздо проще выразить через к. Приравнивая правую часть 
равенства (5) нулю, получаем уравнение, определяющее н как 
функцию от xjt.  Пусть это значение будет Xq; здесь мы пред­
полагаем, что оно действительно. Поскольку у' есть четная 
функция от и, то если Хц ~  один (положительный) корень, 
то  — Xq — другой корень. Мы также предполагаем, что у  не при­
нимает бесконечных значений, если х — любое действительное 
число, так что подынтегральная функция в (4) не имеет на

5*



действительной оси других особенностей, кроме полюса в точке 
X =  0. Этот полюс не влияет на значение поскольку осталь­
ные три части подынтегральной функции (3) также имеют полюса 
в нуле с вычетами ± 1 ,  и поэтому суммарный эффект равен 
нулю, какой бы путь интегрирования мы ни взяли.

Заметим, что f"(xo) — чисто мнимое число и у "  имеет про­
тивоположные знаки в точках Хд и — щ. Если у "  в точке Kq 
положительно, путь наискорейшего спуска, проходящий через Kq, 
пересечет действительную ось в направлении ‘Д путь, прохо­
дящий через — Хо, — в направлении —V # -  Если же у "  отрица­
тельно, то эти направления нужно поменять местами. Тогда 
в первом случае вклад, который дает путь, проходящий через Xq, 
в первый член асимптотического разложения, будет равен

I V 2 л  e x p n y o t - x g x )

4ni Ко W

Путь через — щ  дает
1 / " ^  г ; t .. „ \ 1

(9)\__ / 2 я ехр [ -  i (yo^ -X q^ )] - 7 ,лг

Ко [Y'(Xo)]'^^
Здесь знак изменен на обратный, кроме того, следует помнить, 
что именно Iy" ( “ >̂o)I должен быть в знаменателе; значение 
аргумента обеспечивается последним сомножителем.

Объединяя оба результата, получим:

g ^  ' — sin (Yo /-K oX  +  - ^ n ) .  (10)

Если Yô  отрицательно, мы берем в знаменателе опять вели­
чину I у1 , но меняем знаки на противоположные у  экспонент 
с показателями Тогда в обоих случаях

t ---------= - —  ̂ —
V2n V\ty''\K,

Разность фаз в этих двух случаях равна в соответствии 
с тем, возрастает или убывает групповая скорость при увели­
чении X.

Возьмем теперь угол
% =  Уо1-к^х  (12)

и посмотрим, как он меняется при изменении х п t, помня, 
что Хо и, следовательно, Уо являются функциями от хЦ, опре­
деленными при помощи (5);

• sin Yô  -  K o ^ c - ^ n s g n  у"(5<о)]- ( И )



Н о согласно (6 ), t — х  =  0; поэтому члены, содержащие
■д%о!дх, взаимно уничтожаются и 50 /(5х=  — Kq.

На отрезке 2я/хд фаза меняется на 2я; значит, 2я/хо есть 
длина тех волн, которые проходят точку, находящ ую ся на рас- 
стоянии X в момент времени t. Аналогично

+  (14)

Следовательно, 2л/уо есть период волн, проходящ их через 
точку, находящ ую ся на расстоянии х  в момент времени t. 
f i  тогда у^/щ есть скорость волн, проходящ их через точку, на­
ходящ ую ся  на расстоянии х  в момент времени t в том смысле, 
что если мы будем и дальше двигаться с той же скоростью, 
то  относительно ближайшего гребня или впадины наше поло­
жение будет одним и тем же. Таким образом, скорость инди­
видуальной волны — это фазовая скорость, соответствующая 
ее длине.

Однако мы не можем отсюда заключить, что каждая волна 
движется с постоянной скоростью. Действительно, если у не 
пропорционально и, то С не равно у/к; поэтому если мы возь­
мем точку, которая движется со скоростью с, то там, где она 
будет через некоторое время, отношение хЦ  будет другим, 
нежели в том месте и в тот момент времени, когда точка начала 
свое движение; различными будут  значения С, следовательно, 
локальные значения у, к м с также будут различными.

Мы можем рассматривать отдельную волну, которая дви­
жется со скоростью с, зависящей от ее длины в данный мо­
мент времени; но по мере движения период, длина волны и 
■ее скорость будут изменяться. С другой стороны, если мы дви­
жемся так, что отношение хЦ постоянно, мы всегда сохраним 
постоянной величину С и, следовательно, величины к, у и с; 
но волна не будет уже одна и та же, поскольку с ф  С.

Таким образом, периоды, длины волн, фазовые скорости 
распространяются с групповой скоростью-, отдельные волны, дви­
жутся с локальной фазовой скоростью, но их периоды, длины  
и фазовые скорости изменяются во время движения.

Энергия, в определенном смысле, также распространяется 
•с групповой скоростью. Рассмотрим две точки, которые начи­
нают двигаться от л: =  О в момент  ̂=  О со скоростями С,, Сг- 
Энергия, соответствующая смещениям между этими точками 
в  момент времени t, пропорциональна 

c,t c,t
i ^ d x ^  — 7- 77— 5- sin^/vo^-KoX ± - - л )  dx (15) 

Jt c t  4 /



При условии, что между х  =  и x ^ C ^ t  находятся несколько 
волн. Но для каждой волны мы можем взять среднее значе­
ние sin^ “ ■ — X  ^) ’ поскольку отдельные волны близки
к гармоническим. Тогда выражение (15) приблизительно равно 

c,t с,

если положить здесь x  =  Ct. Но Yo' и К  являются функциями 
только одного С; следовательно, энергия, заключенная между  
двумя точками волны, движущимися с постоянными скоростями, 
начиная от начала координат, не зависит от времени', скорости 
движения этих точек являются локальными групповыми ско­
ростями.

Все эти результаты могут служить аппроксимацией к истин­
ному решению лишь при условии, что мы можем ограничиться 
первым членом асимптотического разложения Обычно »то  
выполняется: позже мы увидим, что если это не так, то ло­
кальное движение в окрестности какой-либо точки даже при­
ближенно не является простым гармоническим колебанием. 
Поскольку разложение производилось по отрицательным сте­
пеням t, точность аппроксимации увеличивается по мере про­
движения вперед цуга волн.

В формуле (15) длины волн, содержащихся между точками 
x  =  C\t и Сг^ остаются все время постоянными, а расстояние 
между точками увеличивается, следовательно, число волн растет 
пропорционально t. Первоначальное возмущение может сначала 
дать одну волну, но по мере продвижения вперед эта волна 
превращается в цуг волн, который становится длиннее и длиннее.

Может случиться так, что для некоторых значений хЦ  не 
существует действительных к, удовлетворяющих (6). В этом 
случае наилучший образ действий — это искать седловую точку 
вне действительной оси. Тогда экспонента, входящая в выра­
жение (4), будет иметь действительную часть, которая со вре­
менем численно возрастает.

Если эта действительная часть положительна, то в физи­
ческой системе это соответствует постоянно увеличивающейся 
энергии. Поскольку это невозможно, экспонента должна иметь 
отрицательную действительную часть. Комплексные корни урав­
нения (6) соответствуют тем местам, где имеется небольшое 
возмущение, которое не аппроксимируется простыми гармони­
ками. Действительная групповая скорость может иметь минимум 
или максимум; в первом случае внутри некоторого интервала 
ок»ло  начала будет небольшое движение, увеличивающееся



СО временем, во втором случае это движение будет наблюдаться 
вне соответствующего интервала. Поскольку существование 
минимума или максимума групповой скорости влечет за собой 
обращение в нуль у "  и, следовательно, знаменателя нашего 
приближенного решения, мы можем заключить, что вблизи 
начала или конца такого цуга амплитуда будет большой. П о­
близости от  начала {t =  0) нельзя применять метод в его на­
стоящем виде, поскольку справедливость его существенно зави­
сит от  того, так ли велико значение чтобы можно было 
отбросить последующие члены разложения. Для дальнейшего 
рассмотрения этого вопроса потребуются члены, содержащие 
третью степень в экспоненте, что приводит к интегралу Эйри.

17.09. Дисперсия волн на воде. Все рассуждения разд. 17.07 
и 17.08 можно применить к теории распространения волн на 
воде с учетом капиллярности и силы тяжести. Фазовая ско­
рость как функция от  к имеет вид

ĉ  =  ( f +  r> c ) th к Я ,  (1)

где Г'р — поверхностное натяжение (р — плотность), а Я  — глубина 
бассейна. Если мы выберем такое решение, которое переходит 
при малом X в то с будет однозначной функцией от к.
Тогда

y'̂  =  {gy. +  T'x?)ih%H, (2)

где Y ведет себя как {дН)'^"х при малых х  и как при
больших X. Групповая скорость С стремится, следовательно,
к при малых X и к  -Ь о о  при больших к .

Удерживая члены второго порядка малости для малых х, 
имеем

у =  ( я Я ) 'Ч ( 1 - - 1 х 2 Я 2  +  | ^ ) ,

Если T'lg Н^, то С будет меньше для малых х.
Это будет выполняться, если глубина больше 0,5 см', для 
Меньших глубин необходимо принять во внимание вязкость.

Будем предполагать, что Я  значительно бвльше 1 см. Когда х 
начинает увеличиваться от нуля, С будет сначала уменьшаться, 
но для достаточно больших х оно снова растет и, следввательне, 
при некотором промежуточном значении х будет иметь минимум. 
Существование минимума фазовой скорости распространения



капиллярно-гравитирующих волн хорош о известно, несколько 
менее известно существование минимума групповой скорости; 
этот минимум оказывает влияние на дисперсию волн. В задан­
ный момент времени вблизи начала имеется зона спокойной 
воды, простирающаяся до расстояния, куда могут прийти волны, 
двигающиеся с минимальной групповой скоростью. На больших 
расстояниях будут волны, двигающиеся с некоторой групповой 
скоростью и имеющие две характерные длины: более короткие, 
определяемые преимущественно капиллярностью, и более длин­
ные, определяемые силой тяжести. На расстоянии, большем 
{дН)'^Ч, гравитационных волн уже не будет, но, возможно, 
будут  капиллярные волны.

Если глубина достаточно велика, мы можем положить. 
1 Ь х Я = 1  для всех волн, кроме самых длинных; тогда

y =  {gK +  T'H^)\ (4)
С =  8 +  Т̂'к̂  /.ч

2 (g« +
dC З Г к  {g  +  ЗГх2)

(6>
dy. (gK +  Т'к^) 4 (gK +  ’

И минимум групповой скорости соответствует
2 _ Л

г  [у^З /

Если ввести минимум фазовой скорости Cq, который опре­
деляется из условия

с 1 ^ 2 ( д Г ) \  (8)

и соответствующ ую длину волны, которая определяется из 
условия

< Т '  =  g , (9)

то для минимума групповой скорости мы получим следующие 
соотношения:

х =  0,393хо, С =  0,767cq, с = 1 ,2 1 2 со, (10)
d̂ C
^  =  0 . 3 7 1 ^ .  (И )

Наименьшая фазовая скорость распространения волн на 
всде равна 23 см1сек; соответствующая длина волны 1,8 см. 
Следовательно, минимум групповой скорости равен 18 см1сек, 
соответствующ ая фазовая скорость равна 28 cujceK,  а длина 
волны 4,6 см.



Приближение ih.%H =  1 справедливо поэтому для волн, обла­
дающ их минимальной групповой скоростью, или для более 
коротких волн при условии, что глубина больше 5 см.

Рассмотрим сначала случай, когда глубина очень большая, 
а xjt  мало по сравнению с но велико по сравнению
с  минимумом групповой скорости.

Тогда мы можем написать

y =  (gx)'K c =  {g/K f,  C =  \ { g l y ) ' ’\ ^  =  (12)

и, согласно 17.08(11) (kq определяется так же, как в 17.08),

(13)

где

Таким образом.

f (g/«o)''- "о

T  =  C =  M t r -  0 4 )

(15)

и амплитуда уменьшается к концу цуга как х''\
Этот результат должен быть видоизменен, если мы вер­

немся к 17.08(3), так как волновой цуг, который мы только 
что рассмотрели, одиночен и начинает свое движение из 
точки х  =  0. На самом деле будет происходить наложение двух 
дугов волн, один из которых начинает движение из точки x  =  h, 
а другой из точки х  =  — h. Если длина волны превышает 2h, 
т о  мы можем только ими и ограничиться, и тогда полное ре­
шение составляет приблизительно —2hdjdx от только что най­
денного. По этому решению амплитуда будет возрастать к концу 
цуга как x~ î\ Таким образом, поведение цуга волн сильно 
зависит от вида начального возмушения. Например, всплеск 
о т  брошенного в воду камня соответствует величине 2/i по­
рядка 10 см. Амплитуды волн небольшой длины ( <  2h) будут  
убывать к концу цуга, а амплитуды более длинных волн будут 
возрастать. Следовательно, найдется длина волны, соответст­
вую щ ая максимальной амплитуде, которая определяется глав­
ным образом размером начального возмущения. С другой сто­
роны, дождевая капля или выпрыгивающая из воды рыба 
д а д ут  начальное возмущение, размер которого порядка 1 см, 
н поэтому амплитуда гравитационных волн будет всегда воз­
растать к концу цуга.



Рассмотрим теперь капиллярные волны. В этом случае мы 
будем иметь

Y =  ( r V ) ' \  с =  {Т'у)''\ С =  | ( Г х ) ^  ^  =  1 ( Г / х ) ^  (16)

где

(Г/хо)‘ '̂>Со 

| Г К ) ' ' ^  =  Т .

(17)

(18)

В заданный момент времени амплитуда, грубо говоря, пропор­
циональна

Таким образом, даже без учета эффекта вязкости, кото­
рый для таких коротких волн значителен, амплитуды »тих 
волн будут  очень быстро затухать в направлении фронта цуга.

Остаются два исключения: именно, когда групповая скорость 
близка к или к своему минимуму. Обычная формула,
найденная методом наискорейшего спуска, зависит от того, 
достаточно ли велико значение f "  (z), чтобы можно было заме­
нить выражение ехр ^ /(2:) на exp /f (zo )exp  - j  i f "  (zq) (z — ;
это  возможно, пока f ( z )  мало по сравнению с его значением 
в седловой точке. Если / "  (zq) ф  О, то для этого необходимо 
взять t достаточно большим. Если же f" {zo)  =  0, поведение 
подынтегральной функции зависит от  членов f ' "  {zo) { z — KqY, 
и метод в своем простейшем виде не проходит. Вблизи тех 
значений z, где f " ( z )  =  0, аппроксимация не будет хорошей, 
если только t немного больше таких значений, которые обес­
печивают хорош ую  аппроксимацию уж е повсюду. Мы можем 
тем не менее получить полезные решения, используя интеграл 
Эйри.

Рассмотрим сначала самые длинные волны. Поскольку при 
этом  определяющее значение имеют горизонтальные размеры, 
мы можем (для волн конца цуга) применить оператор —2hdldx  
к 17.08(4). Тогда из формулы 17.09(3) следует, что

оо

J  COS (gH )''"Kt {̂ l —  —  кх йк —

л
о

COS (19)



I (»- + T  Ш ' '  Ai ■ <21)
0

в  точках, где x  =  at, амплитуда уменьшается со временем 
как а не как как это происходит там, где групповая 
скорость ведет себя обычным образом. Фронт гравитационной 
волны поэтому приобретает постепенно наиболее характерные 
черты первоначального возмущения.

Интеграл Эйри уменьшается в направлении положительного 
значения аргумента, и поэтому возмуш,ение при значениях х  
больше at быстро затухает и сглаживается.

Наибольшее поднятие уровня воды наблюдается немного 
позади того места, где x  =  at, и сопровождается цугом волн, 
становящихся все меньше и короче.

Если отношение x/t близко к минимуму групповой скоро­
сти, а h много меньше соответствующей длины волны, то

g===-^ е ‘ = -  ̂ cos { y t — Kx)dx. (22)h
П

— oo о

Пусть величина с индексом т соответствует стационарному 
значению групповой скорости. Для положительных значений 
Хт положим

Тогда

K =  Km +  >Cl, уФКтСт +СтУ,1+^С'тУл. (23)

yt — KX =  •У.т {Cmt — х) +  Х.\ {Cmt “  (24)

Седловые точки находятся вблизи х, =  ±[2(д;/^ — Cm)/Cm] 
Пусть xlt  таково, что к, мало; возьмем круг радиуса | К; | =  
=  const, такой, что обе седловые точки лежат внутри него. 

Если пренебречь интегралом по пути, лежащему вне круга, то 
ош ибка будет порядка 0 ( 1 /0 ,  а путь, лежащий внутри круга, 
мы можем изменить так, чтобы он прошел Через точку х, =  0.



Тогда

cos Кт (C m t-x ) COS dxi —

sin Km {cmt — x) S in X-l {Cmt — x)  +  "^ ЩСт( йщ. (25)

Второй интеграл равен нулю; следовательно,

l ^ 2 h
О /

7з
COS { c j  -  х) Ai (26>

Легко показать, что ошибка от пренебрежения величинами 
Cm и Cm на дуге Иь на которой величина к? Cmt становится 
большой, порядка от главного члена; следовательно, в раз­
ложении (26) ошибка будет порядк-а Ijt. Для больших t по­
следний сомножитель в (26) из-за присутствия малого множи­
теля t~'!^  В его аргументе меняется с изменением л: гораздо' 
медленнее косинуса.

Следовательно, общ ую  картину можно представить себе 
как ряд волн с длинами 2я /к „  и периодами 2л1кщСт, но- 
с  амплитудами, затухающими экспоненциально при x K C ^ t  и 
медленно осциллирующими при x > C ^ t .

Наиболее характерная особенность — это кольцо волн, опре­
деляющее область спокойной воды, с длинами, соответствую­
щими минимуму групповой скорости.

17,10. Гармонический цуг волн конечной продолжительно­
сти. В прямых измерениях скорости света или звука непре­
рывный цуг волн, который мож но считать гармоническим, 
разбивается на одинаковые отрезки при помощи зубчатого ко ­
леса или вращающегося зеркала, в результате чего получается 
ряд вспышек. При этом необходимо измерить время, в течение 
которого вспышка, отразившись, вернется назад и зафикси­
руется вращающимся механизмом вблизи нашего глаза или 
уха. На этот эксперимент не влияет время движения какой- 
либо отдельной волны; все зависит лишь от изменения интен­
сивности. Для простейшего описания этого явления нужно рас­
смотреть цуг волн с биениями, так что возмущение может 
быть выражено в виде

g =  cos yat cos ^  nt/k =  Y  ^0^ (vo -  )  ̂+  Y  cos (yo +  t. (1>



Возмущение имеет период 2л/уо, но амплитуда его обра­
щается в нуль во всех случаях, когда t равно нечетному 
числу, умноженному на k. В следующем биении фаза меняется 
на обратную. Предположим теперь, что Xq =  Yo/^o Для длины 
волны 2л/Хр с периодом 2я/Уо, а для близлежащих периодов Xq 
удовлетворяет уравнению

I (Эн , 1 s

Тогда возмущение на расстоянии х  будет равно
1 и л;\,  / я \ ‘1 , 1  Г/ . я А .

 ̂=  yCOS [(Yo- ^ J ^ - ( > ^ o- ^ ) ^ J  +  YCOS [ ( Y o + 2 ^ j ^ -

~ ( ^ 0  +  - ^ ]  А  =  (yo  ̂-  щх) z o s - ^ ( t - ~ ] .  (2)2k

Поскольку Yo =  >̂0̂ 0. первый сомножитель показывает, что 
фазы движутся с волновой скоростью Cq, а второй сомножи­
тель показывает, что биения движутся с групповой скоростью 
dyjdK =  C. Следовательно, подобные эксперименты определяют 
лишь групповую скорость, связанную с периодом 2я/уо, но не 
фазовую скорость.

17.11. Преломление импульса. Предположим, что в точке О 
в одной среде возникло мгновенное возмущение, которое ча­
стично передается во вторую среду, где скорость распростра­
нения волн отлична от первой. Обе среды будем считать дис­
пергирующими, т. е. скорость распространения в них зависит 
от длины волны. Допустим, что возмущение во второй среде 
наблюдается в точке Р\ его можно рассматривать как результат 
отдельных возмущений, приходящих из разных точек Q гра­
ницы между обеими средами. Тогда множитель, содержащий 
время, в выражении для возмущения в точке Р  равен

ехр г (y  ̂-  ><iSi -  K2S2), (1)

где S, и Sj — расстояния от точек О и Р до Q, а х, и Хг соот­
ветствуют значениям y в обеих средах. Пусть точка Q нахо­
дится на расстоянии s по границе от некоторой фиксирован­
ной точки. Тогда главная часть возмущения в точке Р  при 
переменных у и s может быть найдена из условия, что мно­
житель (1) стационарен по Y и s, если фиксировать как t, так 
и положение Р. Это дает следующие соотношения:



Вводя для каждой среды фазовую и групповую скорости, 
мы получаем, что эти соотношения эквивалентны следующим:

I dsi I 1 ds2
Cl ds Сг ds

*1 I 2̂   j
c .  +  c ,  -

= 0, (4)

(5)

Первое из этих соотношений — обычный закон преломления, 
эффективные значения s располагаются вокруг такого значе­
ния, при котором время прохождения от точки О до точки Р  
стационарно для волн, движуш,ихся с фазовой скоростью. Та­
ким образом, направления движения волн определяются фа­
зовой скоростью. Второе соотношение показывает, что преоб­
ладающий период определяется групповой скоростью; действи­
тельно, это уравнение соответствует хЦ — С, из которого 
определяется преобладающий период при простой дисперсии. 
Таким образом, преломление волн в диспергирующих средах 
является довольно сложным явлением, при котором линии по­
стоянной фазы, вообщ е говоря, наклонены под некоторым 
углом к линиям постоянного периода [4].

17.12. Асимптотические решения дифференциальных ур ав ­
нений. Имеется несколько типов решений. Пусть дано уравне­
ние

S  +  f M - f -  +  ( r W 9 - 0 .  (1)

Если функции f {x ) ,  g { x )  аналитические и ограничены на ве­
щественной оси при х - > о о ,  то можно переписать это уравне­
ние в виде

- Ц  +  (ао +  ^ +  +  +  . . . ) г /  =  0.

Функции

удовлетворяют дифференциальному уравнению 
CTi+JT̂  I cn-tT2 W +

(2)

(3)

Z" — I +  Л.2 +  ■

Cfl A.0 + СГ2 A'IO’2 “f~ \ } z  =  0. (4)

Коэффициенты этого уравнения совпадают до членов порядка 
1/х с коэффициентами уравнения (2) при условии, что

1̂ +  Я-2— Од, — Ьц, K'l Я] =7̂ 0,
ĉ i +  (Гг =  — fli, <̂102 +  2̂ 1̂ ~  bi.

(5)
(6)



Первые два из этих уравнений определяют Я] и Яг, которые
совпадают лишь при 6о =  -|-ао. Во всех случаях, кроме этого,
мы можем определить а, и Оу.

Решение в виде сходящегЬся ряда может быть найдено ме­
тодом вариации постоянных, но оно будет содержать непол­
ные факториалы. Подставляя асимптотические разложения этих 
функций, мы получим выражения для t/i, г/2, такие, при ко­
торых y j z i  и «/2/22 представятся в виде асимптотических рядов 
по нисходящим степеням х. Этот результат получил Айне [5] 
методом, несколько отличным от нашего. Он не рассматривал 
случай, при котором Я] =  Я2. Решение тогда имеет другой вид.

Для простоты мы можем предположить, что множитель 
в решении отсутствует, так что Uq и  Ьд в  уравнении (2) равны 
нулю. В этом случае функции

=  (7)

удовлетворяют уравнению

\ 4 х 2 = 0, (8)

коэффициенты которого совпадают с коэффициентами уравне­
ния (2) до  членов порядка 1/х, если только

2 ( c T - | ) = - a i ,  (9)

Уравнение (2) имеет решения, асимптотически равные функ­
циям Zi, Z2, умноженным на ряды по нисходяш,им степеням 

при условии, что
Далее, если Ь, =  О, то уравнение (2) имеет особенность на 

бесконечности, и тогда имеются два решения в виде сходя­
щихся рядов, если только индексы не равны или не отлича­
ются на целое число. В последнем случае одно из решений 
может содержать логарифм.

Следовательно, если функции f (х), g  (х) стремятся соответ­
ственно к Uq, b(j, когда х —>оо, то мы можем вместо у  подста­
вить ряд

+  . . . )  (10)

и определить последовательно Я, а и коэффициенты этого ряда; 
полученный таким образом ряд будет сходящимся либо асимп­
тотическим для двух решений дифференциального уравнения. 
В особом  случае, когда уравнение, определяющее Я, имеет



равные корни, решения будут  иметь вид
V2

(И )

с аналогичными свойствами. Мы будем относить такие реше­
ния (т. е. ряды по убывающ им степеням х) к типу решений 
Стокса, хотя, вероятно, впервые разложения такого ряда дал 
Якоби для бесселевых функций.

1 - ^ Ь /  =  о

17.121. Уравнение Бесселя 
d̂ y ,

d x ‘  X d x "

имеет рассмотренную выше форму с Х =  ±  i. Положим
у  =  е'^и.

Тогда
и" +  (2 /  +  у )  « '  +  ( y  -  ^ )  «  =  0.

Теперь положим
и =  x"v

и возьмем такое а, чтобы член при vjx  обратился в нуль. На­
ходим, что (т=  — ‘/г. и

Подставляя
и" +  2iv' -  -  1 )  ^  =  0.

мы получаем следующее рекуррентное соотношение: 

г (г +  1) -  Ur =  2i {г +  1) ar+i.

Следовательно,

( I - ( f
2ix

1

^  {2iy 2! (20=' 3! x^

2! (2x)2

-f
14

25 -  n2 49
4

— I

4! {2 x y

I -
|'_25 
, 4

2x 3! (2.v)^ • + =  U -  iV .



Таким образом, мы нашли асимптотическое решение сле- 
дуюш,его вида:

(U — iV) =  { и  cos X +  7  sin х) +
+  ix~'l  ̂{U  sin л: — F cos x).

Действительная и мнимая части, каждая в отдельности, бу ­
дут также асимптотическими решениями.

Выбор коэффициентов, при которых это решение отвечает 
функции / „ ( х ) ,  может быть сделан на основании рассмотрения 
первого члена асимптотического разложения, найденного из 
решения в виде комплексного интеграла. Мы отложим это до 
тех пор, пока не найдем наиболее удобную  парную функцию 
для ]п{х)-

Если п мало, а х велико, члены нашего разложения начи­
нают быстро убывать. Например, для и =  0 и л: =  10 члены при

16-2-(20)2 12 800

ОТ первого члена. Члены же ряда по возрастающим степеням 
начинают уменьшаться только с пятого члена, и для получе­
ния точности, скажем 0,001, надо брать очень много членов 
ряда. П оэтом у асимптотические ряды чрезвычайно полезны. 
Нет смысла применять их лишь в том случае, когда 2х  не 
больше, чем п .̂ Если п составляет половину нечетного числа, 
то оба ряда обрываются и решения выражаются конечной
суммой членов. В частности, при «  =  ‘ /2 U =  \, V =  0 и реше­
ния имеют вид х~'^^со5х и x~'l‘ s\nx.

17.122, В некоторых случаях функции [ (х) и g  (л;) не выра­
жаются удобно  в виде степенных рядов. Тогда полезен сле- 
дуюш,ий метод. Положим

y =  uv (1)

и определим v так, чтобы коэффициелт при и' обращался 
в нуль. Это дает соотношения

^  +  f =  0, (2)

V =  exp '  ̂ f (х) dx2 (3)

где постоянный сомножитель не влияет на существо дела. 
Тогда уравнение, из которого определяется и, принимает вид

и" =  х ( х )и .  (4)

6  Зак. 523



Допустим, что в рассматриваемом интервале %{х) велико, 
а х7х  мало. Положим

и =  ехр
Тогда

y\dx (5)

T)2 +  T,' =  X W .  (6)
Это уравнение выглядит очень просто, однако оно нели­

нейно. Тем не менее если функция %{х) меняется медленно, то
мы можем приближенно принять

Ц =  %'Нх) (7)
и во втором приближении т)' будет мало. Тогда

dx (8)

Проще всего оценить точность — это попытаться найти 
третье приближение; определяя т]' из уравнения (8) и подстав­
ляя его в (6), мы находим

4 X 8 /V . d x % • (9)

Если А  равно наименьшему значению в рассматрншае- 
мой области, то интеграл в последнем члене будет порядка

.П оэтом у , если в рассматриваемой области %'1% медленно
меняется, ошибка будет накапливаться, если только функция % 
не будет всюду велика [6,7].

17.123. Этот метод часто используется для нахождения пер­
вого члена асимптотического разложения. Рассматривая уравне­
ние, определяющее интеграл Эйри,

d̂ y
dx̂

2мы сразу же видим, что X =  л:, dx — и, значит, име-
0

ются асимптотические решения, начинающиеся с

л:“ '''<ехр



Показатель экспоненты не кратен х,  так что решение имеет 
вид, отличный от  рассмотренного в 17.12, но мож но взять
^  за новую переменную и затем действовать, как и в пре-
3

д ы д у щ е м  случае.

17.13. М ож но получить аналогичное решение, если %{х) за­
висит как от X,  так и от  дополнительного параметра h, при­
чем

y "  =  % {x )y  =  {ĥ %o +  h x i+ % 2)y ,  (1)

где А велико. Для любого h уравнение будет иметь два ре­
шения, определенных в любой области, а не только если х  
велико. Мы хотим знать, как ведут себя эти решения, когда h 
велико. Для этого необходимо получить разложения этих ре­
шений по нисходящим степеням Л. Положим

Тогда дифференциальное уравнение примет вид

Возьмем

где i1j2 до некоторой степени произвольно. Тогда дифферен­
циальное уравнение примет следующий вид:

1г̂ у =  g i l ,  h )z ,  (5)

где g  можно разложить по нисходящим степеням h. П одстав­
ляя

2 =  e ' ' ^ ( l + - ^  +  - ^ +  . . . )  (6)

и приравнивая коэффициенты при h ,̂ h. I, . . . ,  мы можем
последовательно найти функции f,, / 2, . . . .  П одобным образом
находим формальное решение, начинающееся с е х р ( — /г|). Функ­
цию 11)2 удобно выбрать так, чтобы величина | g  ( ,̂ К) \ была 
как можно меньше.

На практике мы обычно имеем дело лишь с первым при­
ближением. Возьмем h действительным и положительным. Чтобы 
доказать, что решение является асимптотическим даже для 
этого  случая, требуются ограничения на функцию g  (|, h) и на

к*



рассматриваемую область. В частности, область может быть 
неограниченной, и тогда желательно иметь условия, при кото­
рых существуют решения Z,, Z ,̂ удовлетворяющие соотноше­
ниям

Z, е х р ( - / г ^ ) =  1 +  Л̂ |//г; Z 2 ехр (/г|) =  1 +  Mj/A, (7)

где Ml, М 2 ограничены при всех | из области, а также для 
всех л ^ / г о > 0 .  Условия, налагаемые на область Е, следую­
щие: 1) Е содержит по крайней мере одну точку действитель­
ной оси; 2) если точка  ̂ принадлежит Е, то точки вида г] =  
=  Re (I) +  /9 Im (^), О ^  0 ^  1 также принадлежат Е (и, следо­
вательно, верхняя и нижняя грани значений Re(^), которые 
могут быть бесконечными, являются точками действительной 
оси). Функция g { \ ,h )  должна удовлетворять условию: 3) на 
лю бом пути вдоль действительной оси или параллельно мни­
мой оси для всех /г ^  Лд

|^(^, h ) \ d t < M ,

где М  не зависит от 2̂- Применяя этот метод, нужно учесть, 
что искомые решения являются решениями интегральных урав­
нений

=  (8)
А

2h 

в
h )Z A t )d t ,  (9)

где А, В — нижняя и верхняя грани значений Re(g), а путь 
интегрирования в (8) состоит из отрезков от А до  Re ( )̂ вдоль 
действительной оси и от Re(^) д о  | параллельно мнимой оси; 
для (9) это соответственно от | до Re(|) и затем до В. М ож но 
показать, что метод последовательных приближений реше­
ний (8) и (9) дает поправки, равные k r { l ,h ) ,  умноженные на 
величину первого члена, причем | К  Таким образом,
этот метод приводит к абсолютно сходящимся решениям, и 
погрешность, которая получится, если ограничиться лишь пер­
вым членом, не превосходит всюду 4M/h величины первого 
члена для h '^ A M .  Более внимательное рассмотрение свойств 
показывает, что оно имеет асимптотическое разложение по 
степеням 1//г, и Z,, Z j могут быть вновь разложены в ряды 
по обратным степеням 1//г, как (6).



Условие (2) важно потому, что в доказательстве предпола­
гается, что верхняя грань значений | | на пути интегриро­
вания (8) и, соответственно, | \ в (9) достигается в точке
области t =  \. Это было бы неверно, если условие (2) не вы­
полняется. Функция 1)32 должна быть выбрана, если возмож но, 
так, чтобы выполнялось условие (3). Например, если

y"==(h ’̂  +  a )y ,  (10)

то точными решениями этого уравнения являются e x p [ ± ( / j 2 -b  
+  а)'!  ̂ х].

Если в (4) мы возьмем i|)2 =  a, то первые члены асимптоти­
ческого решения совпадают с точными решениями. Если же мы 
возьмем г1)2 =  0, первые члены будут  равны е х р (± /г х ) .  Отноше­
ния этих членов к точным решениям приближенно равны
ехр ( ±  ал:/2А), где показатель экспоненты неограниченно растет, 
когда x ' -> o o .  Это именно тот случай, когда самое лучшее — это 
взять 'Ф2 =  Х2-

С другой стороны, рассмотрим уравнение, впервые предло­
женное Харди,

у "  +  Ш " )у  =  ^. (11)^

Точные решения его
оо

г/, =  ехр/г6; г/з =  2Ле'‘® =

в -* - - 5 : г = х р ( - а д  +  0 ( ^ ) ,  (12)

ЧТО получается интегрированием по частям.
Если мы возьмем 0 =  (1пх)^, а il32 =  X2 =  0. то найдем, что

л  а: Ah (\nxY  32А2 (In л :)^  ^

Первые два члена приводят к функциям
r/i =  ехр/г (1п х)2, (14)

=  Ь /г (1 п х )2 ] ,  (15)

совпадаюшим с первыми членами точного решения. Н о
в третьем члене появляются сомножители вида

д.±(1пх-4)/32Л(1пд;)-'/.бЛ, (16)

которые становятся неограниченно большими в бесконечной
области изменения х; это означает, что аппроксимация, д а ­
ваемая первыми тремя членами, не будет равномерной.



Более детальное исследование уравнения (5) показывает,
оо

что g  (I, h) d l  расходится при г|)2 =  Хг- Но если мы возьмемJ

hl'l‘ =  hQ' +  - ^ .  (17)
что соответствует

Q"2
=  (18)

то  интеграл сходится абсолютно и равномерно, и аппроксимация 
не содержит нежелательных сомножителей, которые появляются 
в третьем члене (13).

Аппроксимации этого типа имеют свою  длинную историю.
К произвольному виду Хо их, вероятно, впервые применил
Грин [8 ,9 ] .  Пользуясь аналогичными построениями, он пока­
зал, что энергия приливных волн в канале с медленно меняю­
щимся сечением переносится без потерь за счет отражения. 
Мы будем называть такие приближения приближениями гри- 
новского типа. Одновременно аппроксимации для отрицатель­
ных были получены Лиувиллем [10], который и установил 
для них границы применимости. Переход от задач физической 
оптики, описываемых дифференциальными уравнениями в ча­
стных производных второго порядка в трехмерном простран­
стве, к задачам геометрической оптики, где используется урав­
нение в частных производных лишь первого порядка, по сущ е­
ству включает в себя тот же метод. Специальные применения 
метода к функциям Бесселя были даны еще раньше Карли­
ки [2] в 1817 г. Имеются также многочисленные применения 
к волновэй механике, главное из которых состоит в доказа­
тельстве того, что классическая механика — предельный случай 
квантойой механики при переходе к большим энергиям. В изло­
женной выше форме метод принадлежит Джеффрису [11, 12].

17.131. Если функция Хо имеет з рассматриваемой области 
нуль, то I', определенная при помощи 17.13(4), стремится 
к кулю, когда Л -^ о о ,  так что аппроксимация перестает быть 
верной. В случае простого нуля можно выбрать | так, чтобы 
дифференциальное уравнение приближенно свелось к уравнению

^  =  h%z, (1)

решениями которого являются 2 , =  Bi (/г'/=|), =■ Ai (/г”'>|). Д о ­
пустим, что X =  Хо +  X i// i -Н-фг/Л̂  обращается в нуль в точке 
л: =  — а (где а — величина порядка l/h), и возьмем Х о (0 )> 0 .



Мы можем положить

Л - к  | Г ' - -  + (2>

и это преобразование в точке | =  0 будет неособенным. Тогда 
дифференциальное уравнение принимает вид

d̂ zу  -  =  g  (I, Л) 2, (3>

и решения можно получить из интегральных уравнений так 
же, как и в простейшем случае 17.13, причем последователь­
ные приближения будут  убывать столь же быстро, как члены 
геометрической прогрессии со знаменателем 1/Л. На область Е  
необходимо наложить некоторые ограничения. Наиболее упо­
требительные состоят в том, что область Е  должна содержать 
отрезок действительной оси от О до В и отрезки прямых от
0 до и от  О до л ю бую  точку |, не лежащ ую
на этих линиях, можно соединить с точкой |о. принадлежащей
одному из отрезков, дугой cos 9 =  const, где t =  ре‘®; путь
интегрирования состоит из участков этих трех линий и одной 
из дуг; на лю бом  пути от О до В, от О до go и от  До I
интеграл Г (/, Л)|| равномерно ограничен *).

Когда величина | 1 достаточно велика, мы можем исполь­
зовать первые члены асимптотических разложений функций 
Ai и Bi с ошибками порядка

Мы пользуемся функциями Ai и Bi для того, чтобы свя­
зать решения вида 17.13, справедливые по обеим сторонам о т
1 =  0. Имеем

y =  =  (4>
Для | > 0  положим

X
j  h%'/̂  dx ^  ^

тогда оба  решения будут  вида

у, =  Bi ( h 4 )  [ 1 + 0  (1/Л)] =  х- '/<ехрМ  [1 -Н О (1/Л)], (5)

у , = / л  Ai { h \ )  [ 1 + О (1/Л)] = у  exp ( -  М) [ 1 +  О (1 /Л)].

(6)

*) О б этих условиях и тех, которые налагались на Е  в 17.13, см. [13].



Если | < 0 ,  то положим

Тогда

г/2 =  I X  1

cos|^L +  -^ n  + 0 ( 1 / / г )  

s in fL  +  | n ]  +  0 ( l M )

(7)

(8)

где X может быть заменено на %о с ошибкой порядка Ijh.
При использовании (5) — (8), как на это обратил внимание 

Лангер [14, 15], необходимо соблюдать известную осторож ­
ность, чтобы установить соответствие между решениями по 
обе  стороны от нуля функции Хо- Если Л и В постоянны, то 
общее решение Аух +  Ву2 имеет асимптотические разложения 
вида

А г-""  ехр М  [ 1 +  О ( 1М)] +  4  exp ( -  М) [ 1 +  О (1//г)], (9)

cos L +  ^ я  + 0 ( 1 / / г ) +

+  В\х\-'^' sin L +  + 0 ( 1 / / г )  .(10)

Если для ^ > 0  решение экспоненциально мало, то отсюда 
следует, что А =  0 и, значит, решение должно быть с точно­
стью до 0 {\ lh )  равно ~  Вх~'1*ехр{— М)  и В|х 1“ '̂ ’ sin - f n j
на соответствующих сторонах от  ̂=  0. Однако если неизве­
стно, равно ли А  нулю, а можно лишь предположить, что А  
имеет порядок Bjh, то это не окажет влияния на справедли­
вость асимптотического разложения на осциллирующей сто­
роне (| < 0 ) ;  но для больших М член с А  будет намного пре­
восходить член с В на экспоненциальной стороне (^ > 0 ) ,  и 
асимптотическое разложение перестает существовать.

Подобным образом, если на осциллирующей стороне асимп-
( I \
L +  то на экспо­

ненциальной оно должно быть равно х~'^’ ехрМ ; обратное 
утверждение отсюда не следует. М ож но избежать этих не­
приятностей при использовании формул (9) и (10), если все 
время обращ ать внимание на члены, определяющие ошибку 
приближения [16].

Идею пересечения нуля х впервые выдвинул Релей [17] и 
развил затем Ганс [18]. П озж е это было вновь открыто мно­



гими авторами. Лангер указал на то, что если % имеет два 
нуля, то уравнение может быть преобразовано к виду

d'̂ ij = ±[A4^2-l) + g( ,̂ h)]y.

Это уравнение имеет асимптотические решения, исследованные 
в 23.08, которые могут быть использованы так же, как реше­
ния уравнения у "  ^  h%y, в случае одного нуля.

17.132. Для иллюстрации этого метода рассмотрим уравне­
ние Бесселя высокого порядка

dx
dy +  {х̂  — п̂ ) у =  0

и положим 

Тогда

dx  .

X =  пе~^

(1)

(2)

(3>

Осциллирующая сторона расположена при х > п  или при 2 < 0 .  
Для х < п

где

Для х > п

М =  п I (1 -  е-'^^уЫг =  и (0 -  th 0), 
6

л: =  п 5с Ь 0.

X,
L =  n \  -  1)'/̂  =  rt (tg ы — и).

(4)

(5)

(6)

где x =  n s e c u .  Следовательно, имеется решение, равное для 
х > п

2 t g “ '/2H|sin n { tg  и — и) + + 0 ( 1 / п ) | ,

а для х < п  равное
t h - ‘/ ^ 0 e x p [ -  t t ( 0 - t h 0 ) ] [ l  +  0 ( l / n ) ]  =

=  л : " ( - ^ ^ ^ ) “ ‘' '[п  +  («2 -х7 '^ ]-«ехр (га2_л ;2у /.[1  +  0 (I /n ) ] .  (7)

Когда л: мало, это приблизительно равно
{2п)-'^е\ (8)

С другой стороны, первый член разложения в ряд /„(л:) равен 
1 / 1—  1-^-'^) > и ^сли мы возьмем для факториала п! приближе­

ние по формуле Стирлинга, то получим, что наше решение 
есть не что иное, как представление (2яп)'^" (.v).



Другое решение, справедливое для х > п ,  равно

2 t g - ' / a « | c o s  n { i g u - u )  +  ^ n  + 0 ( 1 / л ) | ,  
а  для х < п
2 th-'Л 0 ехр [tt(0 -  th 0)] [1 +  О (1/п)] =

=  2 ;с-«  [п +  (г? -  х^У'^Т ехр [ -  (п  ̂-  [1 +  0  (1/«)],

(9)
что является представлением второго решения уравнения Бес­
селя, которое обозначается — (2nri)'^ Yп{х)  (21 .02).

Ошибки этих приближений порядка 1/л. Эти приближения 
имеют одно большое преимущество по сравнению с рядами по 
убывающим степеням, состоящее в том, что их можно исполь­
зовать для выбора подходящих постоянных, таких, что решение 
будет представлять ту же функцию, что и ряд по возрастающим 
степеням х  (значения вблизи нуля функции хо вычисляются, 
если необходимо, путем прямого применения интеграла Эйри). 
Соответствующая модификация для рядов с убывающими сте­
пенями обычно требует привлечения косвенных методов, связан­
ных с представлением в виде комплексного интеграла, если 
такое представление существует. Если же такого представления 
нет, то следует свести задачу к численному сравнению в неко­
торой области, где как сходящиеся, так и асимптотические ряды 
могут быть вычислены непосредственно.

Применения этого метода к функциям Матье были даны 
Джеффрисом [19], а к определению коэффициента прохождения 
через потенциальный барьер в волновой механике Б. Д ж еф ­
фрис [20]. Другой метод для исследования этих задач может 
быть основан на решении дифференциальных уравнений, полу­
ченных в 23.08а.

Обобщение на случай, когда % имеет нуль порядка выше 
первого, было получено Гольдштейном [21].

Метод, основанный на подходящей замене независимой пере­
менной в нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне­
ниях и уравнениях в частных производных, был предложен 
Лайтхиллом [22].

ПРИМЕРЫ

1. Д оказать, что при п =  х  — h { 0 < h < l ,  х > 0 )

“  , Г /  ,.\-x+h

О



и показать применение такого разложения для улучшения аппроксимации 
неполного факториала, данное в виде асимптотического разложения в 17.01.

(Бикли и Миллер)
2. Решение уравнения

у "  +  256г/е‘’ ^ -  О

обращ ается в О при х = 0 .  Определить приближенно, где находятся другие 
нули. Положив дополнительно г/' =  1 при л: =  О, найти полож ение и величину 
первого максимума. (I. С., 1936.)-

3. Показать, как получить приближенное решение уравнения

dx^ X*
= 0, (1>

где X  — функция от  х ,  такая, что X "  мало по сравнению с \/Х .̂ Пвлучитк 
отсю да точное решение для случая X "  =  0.

Сравнить это  решение с решением уравнения

dx  ̂ ^  X*

4. П оказать, что решение уравнения 

d

(2>
(I. С., 1937.)

dx
+  {п^ — х ‘ ) у  =  0

для больших п, обращ ающ ееся в О при л:->  оо, кратно функции, асим птоти ' 
ческое представление которой  имеет вид

\ - ’/- (  х^
j  exp

\
1 п arcsec —
/  n j

' ( ' - Й
-V .

1п

{ х >  п).

где cos ф =  xjn.
5. Показать, что решение уравнения

dx

для больших п приближенно представляется в виде

\-'U,

где
V =  arctg

6 . Доказать, что если лг > 0  и велико, то 

*
Ai (д:) dx

1 -V .
:=■ X е  ,

2 / я



а  если дг= — I и ^ > 0  велико, то

Ai ( x ) d x  — ^  cos ( —  +  —  л ) .
У 3 V n  \ 3  4 /о

7. Доказать, что

A i (2 ) ВГ ( г ) - А Г  (г) Bi (г) =  — ,л
причем постоянная сохраняется для случаев 2  малого, 2  больш ого, или 

— 2 > 0  и больш ого.

8 . Показать, что, если я >  | arg г  | >  б >  О, формула Стирлинга справед­

лива и для ( — 2 )! (И спользовать равенство 2 ! ( — г)! =  Л2  cosec Я2 .)
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УРАВНЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА, 
ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ 

И УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Разделяй и властвуй.

Людовик XI

18.01. Гравитационный потенциал в свободном пространстне 
удовлетворяет уравнению Лапласа

С)
Этому же уравнению удовлетворяют электрический и магнит­
ный потенциалы в стационарном поле и потенциал поля 
скоростей несжимаемой жидкости. В однородной сжимаемой 
жидкости потенциал скоростей удовлетворяет уравнению

(2)а/2

(с — скорость звука) в предположении, что скорость жидкости 
мала. Упругие волны в однородном твердом теле также удо ­
влетворяют уравнениям вида (2) для скалярного и векторного 
потенциалов. Эти уравнения дают соответственно продольные 
и поперечные волны, распространяющиеся с двумя различными 
значениями скорости с. Уравнение (2) описывает также рас­
пространение электромагнитных волн, при этом с — скорость 
света. В однородной покоящейся среде распределение темпера­
туры удовлетворяет уравнению

где hr — коэффициент температуропроводности, определяемый 
как частное от деления коэффициента теплопроводности на 
теплоемкость единицы объема. Уравнение вида (3) описывает 
процесс диффузии, если в качестве ф взять концентрацию диф­
фундирующего вещества.

Очевидно, что в стационарном случае оба уравнения (2) 
и (3) переходят в уравнение Лапласа. Уравнения колебаний 
воды в озере или в канале постоянной глубины, уравнение 
колебаний мембраны являются волновыми уравнениями, в ко ­
торых отсутствует член



Эти три уравнения (1) — (3) так широко применяются, что 
их часто называют «дифференциальными уравнениями физики». 
Они не содержат волнового уравнения квантовой механики,, 
но даже для исследования этого более сложного уравнения 
необходимо прежде всего изучить уравнения (1) — (3).

В озможность решения этих уравнений связана главным 
образом с тем, что во многих системах координат у них раз­
деляются переменные. Это означает, что решение представляется 
в виде произведения, причем каждый множитель является функ­
цией только одной координаты или /. Мы попытаемся выбрать 
такую систему координат, в которой одна переменная прини­
мала бы постоянные значения на поверхности, где функция ф 
должна удовлетворять заданным граничным условиям. Беря, 
например, волновое уравнение в прямоугольных координатах^ 
будем искать решение в виде

tf =  X YZT,  (4)

где X  — функция только от д: и т. д. Подставим это значе­
ние ф в уравнение (2) и разделим на X YZT.  Тогда получим

\ d^X . \ d̂ Y . \ d̂ Z _ \ d̂ T
X  Y d i f  Z  dz^ с Ч  dt^ •

Каждый член этого уравнения является функцией только одной 
независимой переменной. Поскольку уравнение справедливо 
для всех значений х, у, z, t, то  каждый член его должен быть 
постоянен, а, значит, всякое выражение вида

A e x p [ i { l x  +  ту +  n z — yt)], (6)

где А, I, т, п, у — постоянные и

Р +  +  (7)

лвляется решением; решением будет также любая сумма таких 
[зыражений. Экспоненту с мнимым аргументом можно, конечно, 
заменить косинусом и синусом. Из теоремы Фурье мы знаем^ 
что в ограниченной области значения ф и d(p/dt при t =  О могут  
быть представлены в виде рядов произведений синусов и коси­
нусов от  1х, ту, nz\ следовательно, мы получим полное реше­
ние, если умножим каждый член ряда на соответствующий 
множитель от  yt. В качестве примера рассмотрим прямоугольнук> 
мембрану, углы которой закреплены в точках (О, 0), (а, 0), 
(О, Ь), (а, Ь). Поскольку края мембраны при этом фиквируются, 
решение долж но обращаться в О при л: =  0 или а, у =  0 или й.



Цри ЭТОМ в решении допустимы члены, содержащие sin X  

X s in -^ ^ ^ ,  где I и т  — целые числа; косинусы не обращ аются 

' в О на краях. В этом случае решение будет иметь вид
оо оо

ф =  ^  ^  s i n - ^ s i n - ^ H , , „ c o s Y ^ +  B/,mSinY<),

где

Отсюда (предполагая возможность почленного дифференцирова­
ния ряда) получим

т к уV  V  л . 1пх .
‘Pf=o =  2 j ■

т я у
Ь

Если нам известны начальные значения ф и dfpjdt, то, разлагая 
их в двойной ряд Фурье по синусам и сравнивая коэффициенты, 
мы определим и Таким образом, решение найдено.

В случае колебания воды в мелком прямоугольном озере 
постоянной глубины смещение свободной поверхности Z УДО" 
влетворяет тому же дифференциальному ^уравнению. Но при 
этом граничные условия другие. В этом случае на границе 
должна обращаться в нуль нормальная составляющая скорости, 
которая пропорциональна дЦдп.  Следовательно, при л: =  О и 
х  =  а д^/дх =  0, а при у  =  0 и у  =  Ь д^/ду =  0. Решение, уд о ­
влетворяющее граничным условиям, будет теперь произведением 
косинусов, а не синусов; и значит,  ̂ и d^/dt для t =  0 надо 
разлагать в двойной ряд Фурье по косинусам, а не по синусам. 
После этого члены ряда должны быть умножены на тот же 
временной фактор, что и в предыдущем случае. Если коэффи­
циент Ло,о отличен от нуля, то это значит, что величина g 
колеблется около своего среднего значения, не равного нулю, 
или, иными словами, что начало отсчета  ̂ не совпадает с уровнем 
невозмущенной свободной поверхности.

Среднее значение производной прямоуголь­
ной области равно нулю, в противном случае общее количество 
жидкости менялось бы со временем. П оэтому Вц.о =  О- Условиям 
разложения начальных значений ф и d(p/dt в ряды Фурье (по 
одной, двум или трем переменным в зависимости от  того.



является ли область одно-, дву- или трехмерной) удовлетворяет 
большинство функций, встречающихся на практике.

18.011. Уравнения эллиптического, параболического и гипер­
болического типа. Мы видим, что уже в случае распростране­
ния одномерной волны можно построить не равные тождественно 
нулю решения уравнения

(Э̂ф

которые обращаются в нуль для всех значений времени при 
х  =  а, Ь, причем такие решения могут обращаться в нуль такл<е 
для а < л : < 6  при / =  0 или 2 {b  — a)jc. Указанное свойство 
решений противоположно свойству решений двумерного уравне­
ния Лапласа

-  п
дх  ̂ "Г ду^

В последнем случае решение, исчезающее для всех значений у  
при х  =  0 и х  =  а и для всех значений х  при у =  0 и у  =  Ь, 
с необходимостью обращается в нуль для всех х, у, лежащих 
внутри прямоугольника. Это отличие связано с тем, что, пере­
нося все члены уравнения в одну сторону, мы получим одина­
ковые знаки перед этими членами в случае уравнения Лапласа 
и противоположные знаки в случае волнового уравнения. 
В более общей форме это можно выразить следующим образом: 
пусть члены уравнения, содержащие вторые производные, имеют 
вид

тогда граничные условия, которые можно наложить на решение 
этого уравнения, имеют совершенно разный характер в зави­
симости от того, будет ли величина ab — ĥ  положительна или 
отрицательна. В первом случае, если ф задана на замкнутой 
кривой, это определяет решение уравнения всюду внутри области, 
ограниченной этой кривой, а соответствующее уравнение назы­
вается уравнением эллиптического типа. Во втором случае урав­
нение называется уравнением гиперболического типа, и его реше­
ния не обладают указанным свойством. Мы не будем зани­
маться общей теорией, которая в полном виде изложена в книге 
Вебстера [1], Величины а, 6 и /г не обязательно постоянны, 
однако при этом выражение аЬ — /г̂  может менять знак внутри 
рассматриваемой области. Так обстоит дело при описании движе­
ния снаряда со сверхзвуковой скоростью, и это связано с фор­
мированием ударной волны [2].



18.012. Уравнение теплопроводности в одномерном случае 
имеет промежуточный характер {ab — ĥ  =  0) и называется урав­
нением параболического типа. Ввиду того что это уравнение 
первого порядка по t, для него нельзя независимо задать 
начальные значения ф и d(fjdt при t =  0. Обобщение на случай 
большей размерности можно легко сделать, но мы ограничимся 
иллюстрацией только одномерного случая. Если

_  U2
dt дх^ ’

причем ф =  0 при х  =  0 и х  =  а, то частное решение имеет вид

ппх (  h^n^nHФ =  Sin—^  ехр / _
\

П оэтом у если функция ф при t =  0 разложена в ряд Фурье, 
то мы получим решение уравнения в виде

S . . ппхЛ„ sin — ехр

Характерная особенность этого решения заключается в том, 
что все показатели, содержащие t, отрицательны. П оэтом у если 
температура постоянно равна нулю в двух точках отрезка, 
то она будет всюду стремиться к нулю с возрастанием времени. 
Если ряд сходится при  ̂=  О, то функция ф и ее производные 
любого порядка по л: и по  ̂ существуют и представляются 
в виде сходящихся рядов при любом положительном значении t. 
Общ ая тенденция явления теплопроводности заключается в сгла­
живании разностей температур. Это является, конечно, другим 
проявлением второго закона термодинамики, однако уравнение 
теплопроводности определяет еще и временной масштаб этого 
сглаживания, тогда как из второго закона термодинамики этого 
получить нельзя. Когда функция ф удовлетворяет волновому 
уравнению, можно показать, что неравномерности функции ф 
с изменением времени не уменьшаются, а только перемещаются 
в другое место.

Периодические решения уравнения теплопроводности могут 
существовать лишь в тех случаях, когда имеется периодический 
источник тепла либо внутри интервала, либо на его границе.

Другая особенность уравнения теплопроводности заключается 
в том, что существуют жесткие ограничения на распределение 
температуры, которое можно получить из некоторого началь­
ного распределения в последующие моменты времени. Мы

7 Зак. 523



видели, что ряды Фурье, встречающиеся на практике, сходятся 
обычн® как где s — небольшое целое число. В благо­
приятных случаях ряды, например, рассмотренные в 14.05, 
сходятся как при г < а .  Предположим теперь, что
функция ф в момент времени — т ( т > 0 )  представлена в виде 
медленно сходящегося ряда Фурье. Тогда соответствующие члены 
ряда в момент времени О будут  убывать как ехр ( —/г r̂t^л;Ч/a )̂, 
т. е. быстрее любой геометрической прогрессии. Таким образом, 
если ряд Фурье для функции ф в момент f = 0  не удовлетво­
ряет этому условию для т > 0 ,  то распределение ф не может быть 
пелучено из некоторого предшествующего распределения бла­
годаря лишь процессу теплопроводности без каких-либо внешних 
возмущений.

18.013. О бщ ее решение Уиттекера, Вопрос о том, является ли 
решение уравнения в частных производных наиболее общим, 
не сводится к подсчету числа произвольных постоянных, как 
это имеет место в случае обыкновенных дифференциальных 
уравнений.

Мы ограничимся лишь указанием типов общих решений, 
полученных Уиттекером. Общее решение уравнения Лапласа 
имеет вид

Я

Ф = f {z +  ix  cos V -Ь iy sin и, и) du,
— Я

где f ( t ,  «)  — произвольная функция. Общее решение волнового 
уравнения имеет вид

Л  Я

Ф =  f (л: sin м cos о - f  г/ sin «  sin о -Ь 2 cos и +  ct, и, и) du dv. 
- i  -я

Эти решения могут быть преобразованы к другому виду большим 
числом различных способов. Их многочисленные применения 
даны в книге Уиттекера и Ватсона [3].

18.02. Криволинейные координаты. Для других форм гра­
ницы решение вида 18.01 (4) применимо в редких случаях, 
тогда как общее решение Уиттекера может быть использовано 
после соответствующего преобразования координат. С другой 
стороны, представляя функцию ф в виде

Ф =  / ( х ,  г/, г )Г ,  (1)
мы получим

(о  _ L i ! Z :  (2)
I с Ч  dfi ’ T dt )



В зависимости от того, рассматриваем ли мы уравнение Лапласа, 
волновое уравнение или уравнение теплопроводности. О бе части 
равенства (2) должны быть постоянными, и уравнение приво­
дится к виду

V 2 / = - x 2 f .  (3)

Это уравнение должно быть решено для заданных граничных 
условий. Заметим теперь, что волновое уравнение для непре­
рывной среды можно рассматривать как предельный случай 
уравнений движения системы близких друг к другу частиц, 
образующ их устойчивую решетку. П оэтому, полагая Т =  
мы заключаем, что все возможные значения для нормальных 
колебаний являются действительными отрицательными чнслами.

При тех же граничных значениях функции f { x ,  у, z) все 
значения у ДЛя свободного потока тепла будут  действительны 
и отрицательны. Определение решения при данных начальных 
условиях сводится, таким образом, к представлению общей 
функции f через собственные функции уравнения (3). Временной 
фактор во всех случаях может быть выделен в виде мнол<и- 
теля, и мы просто должны рассматривать уравнение (3), пола­
гая >с̂  =  0 для задач теории потенциала. В связи с этим вре­
менной фактор не будет явно выписываться, поскольку он может 
быть введен в конце вычисления.

Уравнение (3) допускает разделение переменных для несколь­
ких систем координат, отличных от  декартовых. В общем случае 
ортогональных криволинейных координат g,, 1з элементы 
длины dsi, ds2, ds3, соответствующие малым приращениям dh ,  
d%2, dl3, равны h id h ,  h^dl^, h d l^ .

Согласно лемме Грина,

S^^dx-- dS. (4)

Применим это соотношение для малого объема, ограниченного 
поверхностями

=  ?20 ±  3̂ =  1з0 ±  4" Е̂з*

(5)

На поверхности, где постоянно, выполняется соотношение
(5ф _  Зф ,

здесь /г — направление возрастания |i. Элемент площади этой 
поверхности равен tuhidlidl^.  Отсюда по такому

элементу равен f Г Г 4 ^  d^2 dl^. Две поверхности, заданныеJ J J п\



уравнениями |1 =  ^ ю ± у б ^ 1, дадут в этот интеграл вклад

поскольку для поверхности с большим значением внешняя 
нормаль направлена в сторону возрастания |i, тогда как для 
меньшего значения она направлена в сторону убывания 
Интеграл в правой части равенства (4) является суммой таких 
выражений для трех пар противоположных граней. Элемент 
объема равен /г1/г2Лз +  о № i П оэтом у

и V72 д ( Л2Л3 <3ф \ I д ( hihi (Зф \ I д ( <Эф
+  +  (6)

Равенство (6 ) справедливо почти везде, а если обе части его 
непрерывны, то оно справедливо везде. Последнее условие будет, 
как правило, выполняться для полученных далее решений. 
Уравнение, которое необходимо решить, имеет вид (см. 18.02а)

1 д ( hjhi  (Зф \ I д  I hjhi <Эф \ 1 д  ! (Зф \ 1  _  g (п\
hihihi L dh \ hi dl

Преобразование принимает особо  простой вид, если |з =  г. 
Такой выбор 3̂ удобен, когда границей является цилиндр 
с  сечением произвольной формы. При этом /13=  1, а |i и I2 
являются функциями только от  X, у.  Полагая далее

El +  i%,2 =  f (^ +  iy), (8)
мы видим, что соотношения ортогональности выполняются вслед­
ствие справедливости условий Коши — Римана и, кроме того,

(9 )
/2 ,2 «1 =  Л2 = d (I, +  ih) 

Тогда уравнение принимает вид
+  + А / г 2 ^ Ф \ _  _ ^ 2  ..Q V

или
I I L2

d t  dll dz-

в  частности, если функция ф не зависит от z и уравнение 
сводится к уравнению Лапласа относительно переменных и Ij*

18.02а. Градиент скалярной функции ф в общем случае 
ортогональных криволинейных координат имеет компоненты, 
растущие в направлениях |i,

п -  ,, -  ‘̂ Ф „  _  Ф̂
-  А, d l ,  ' “ 2 й , d l ,  ’ “ 3 Лз 5|з •



Дивергенция векторной функции и может быть определена по 
потоку, исходящему из элемента согласно 18.02, в виде

[ ж  +  ̂  {h,h,u,) +  ̂  (Л1М 3) •

Ротор  вектора оценивается по интегралу от его нормальной 
компоненты по поверхности, на которой постоянно, I2 по­
стоянно у одной пары углов, а |з постоянно для другой пары; 
значения I2. Ез У противоположных углов различаются на 6I2, ^1з-
По теореме Стокса этот интеграл равен щ й х 1 . Подставляя
в  интеграл значения Ui и принимая, что 6 2̂. б^з малы, находим

('•0  ̂ ^  [ ж  ~  •
В  цилиндрических координатах (ш, X, z):

,  (  d w  5 ф  5 ф  \

= а>дк ’  dz
д и .

м дХ д г
/ I \ 1 duz dux

dz

(rot и)я, =
(5«й _  ди^

д(£>dz
, ,  .  ̂ д  ди^

В сферических полярных координатах (г, 0, Я):
J 5ф 5ф дтдгас1ф =  - ^ ,  ^--------------------

1
div U =

г sin 0  дХ

(rotu ), =  ^ sin 0

(г2 sin Qur +  - ^ { r  sin 0Ые) +  (r «J  

W ( s i n 0 « x ) - ^
dur

(rot m);̂  =  у dr

Компоненты напряжений в этих координатах даны в книге 
Л ява [7, стр. 56], но его hi равны нашим 1//г,-; а его компо­
ненты б23> ^31. 1̂2 равны нашим удвоенным.

18.03. Цилиндрические координаты. Пусть 
ŵ  =  x  ̂+  / ,  % =  arctg {yjx). 

In й -h i% =  In (л: +  iy).
(1)
(2)



Положим
I i = l n w ,  |г =  ^. x  +  iy =  e '̂+^^\ =  | х +  гг/Р =

Тогда

или

Полагая

А  <5ф L =  _  й2
д In со (3 In ш дк'‘

_ д  0 д<Ь ( “  И - ) + 1 5 + ( 4 5 - + = 0 .

Ф =  PAZ,

где Р, Л, Z — функции соответственно от бз, К, z, получим
I

л  dX - f  COгл2 г  dẑ

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Здесь второй член зависит только от Я, а другие члены от К
не зависят. Приравнивая сумму этих членов 
уравнение

1
da \и Р  d(£> da>,

dP\ 1 d̂ Z
Z dz^ +  K - 4 ^  =  0, 0)2 ’

■ получим

(8)

второй член которого зависит только от 2 , а остальные члены 
от Z не зависят. Приравнивая сумму этих членов — полу­
чаем уравнение

" =  (9)0 0 - 7 ^  (Оd® d(o .
Наконец, с помощью подстановки (х  ̂— й =  | мы приходим 
к уравнению Бесселя

d dP
t l ( S T r ) + (10)

приведенные здесь преобразования имеют особенность в на­
чале координат. Поэтому К не будет однозначной функцией 
от X, г/, если возможен обх од  вокруг начала. Однако функ­
ция ф и, следовательно, функция Л обязаны быть однознач­
ными. Это может быть достигнуто, если и — целое число, по­
скольку cosnX  и sinn^ будут в этом случае однозначными 
функциями от X и у. Для других значений п это будет не так> 
Если решение должно существовать внутри полного круга 
с центром в начале координат, то число п обязано быть целым, 
причем без ограничения общности его можно считать полож и­
тельным. Однако если решение должно существовать лишь 
в секторе а ^  А, ^  р, то должны быть, вообщ е говоря, заданы 
дополнительные граничные условия при Л =  а и Я =  р. Д опу­



стим, например, что функция ф =  О во всех точках границы. 
В этом случае мы приходим к решениям вида

Л =  sin ге (^ — а), 

причем п подчинено условию
sin — а) =  О,

откуда снова следует, что допустима лишь дискретная последо­
вательность значений п. Общая природа преобразований коор­
динат, содержащих особенность внутри рассматриваемой области, 
такова, что требование однозначности решения является в изве­
стном смысле дополнительным граничным условием.

Аналогично, если потребовать, чтобы решение ф было ко­
нечно в начале координат, мы ограничим допустимые решения 
только функциями Jnil), поскольку второе решение уравнения 
Бесселя ¥„(1)  бесконечно в начале координат. Если далее 
функция ф обращается в нуль на окружности а  =  а, то должно 
выполняться условие [(х  ̂— а] =  0. Функция обращается 
в нуль для бесконечной последовательности значений аргу­
мента, тем самым граничные условия определяют допустимый 
набор значений —

Далее, если решение определяется внутри цилиндра конеч­
ной длины, то накладываются ограничения на допустимые зна­
чения JX. Если решение ищется только в кольце, ограниченном 
двумя окружностями, то для удовлетворения граничных усло­
вий потребуются и другие решения уравнения Бесселя, сингу­
лярные в нуле, и новые граничные условия определят отно­
шение коэффициентов при общих типах решений.

18.04. П араболические цилиндрические координаты . П оло­
жим

I. +  ih  =  (^ +  i y t ,  x - f i -  l i  У =  (1)
Исключая go, мы получаем при постоянном соотношение

t.
4|‘.

Уравнение (2) описывает семейство парабол с общ им фокусом 
в начале координат, оси которых направлены вдоль отрица­
тельных значений х. Аналогично для постоянного значения 
мы получим

t
4?2

Т . е. семейство софокусных парабол с осью в д о л ь  х —> + о о .



Тогда

Если функция ф удовлетворяет условию
_

дг^

то существует решение вида

Ф =  ^ . а д
если

д1\
д^Х2
dll

4{к^-11^)11 +  а]Х2 =  0,

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

где а — постоянная. Подстановка |i =  /т] переводит уравнение (7) 
в уравнение (8). Таким образом, для решения задачи с парабо­
лическими границами нужны решения одного и того же урав­
нения для действительного и чисто мнимого аргумента. Если 

то решения будут  осциллирующими как по так и 
по при достаточно больших значениях этих величин.

Такие уравнения возникают в теории приливных волн в за­
ливе параболической формы. Те же уравнения описывают гар­
монический осциллятор в квантовой механике. Мы можем счи­
тать I, и 2̂ однозначными функциями координат, если мы не 
пересекаем осей парабол по одну сторону от начала координат.

18.05. Эллиптические параболические координаты. Положим 

X-Н гг/=  с ch (I +  гт]), л; =  с ch | cos п,, г/=  с sh | sin т]. (1)

Кривые постоянного | являются эллипсами

=  1,

а кривые постоянного т] — софокусными гиперболами

COŜ Г| ■= I.

(2)

(3)

Если считать, что | ^  О, мы опишем полный софокусный эл­
липс при изменении от О до 2я. В этом случае имеем

/г^  = 1 с s h  ( I -Ь гт ])  р = ( s h ^  | c o s ^  т] + c h ^  | s i r f  т]) =
=  -^ c2 (ch 2 | -co s2 T i) .  (4>



Если выполнены условия
1
Ф  д г ^

т о  можно искать стандартное решение в виде

V =  XYZ,

где функции X  и Y удовлетворяют уравнениям
d̂ X
dl^
d 4

Обозначим

R  — -5- COS 2t)

— (X̂ ) =  16 '̂.

F =  0.

(5)

(6)

(7)

(8) 

(9)

(10)

Уравнение (9) является уравнением Матье. Постоянная R  опре­
деляется из условия, чтобы решение этого уравнения имело 
период 2я. Очевидно, если 17 =  О, то 7? должно быть равно квад­
рату целого числа. Поскольку коэффициент при Y является 
четной функцией, существует одно четное и одно нечетное реше­
ние для каждой пары значений величин R и q. Как было по­
казано Айнсом и другими авторами, только одно из этих реше­
ний может быть периодическим, кроме случая q =  0, и требо­
вание периодичности одного из решений определяет дискретную 
последовательность значений величины R. Четное решение о б о ­
значается символом се„ (т], q), нечетное решение — символом 
se„(ii , q). Заменяя в уравнении (8 ) | на i9, мы получаем урав­
нение (9).

Поскольку мы всегда считаем | положительным, единствен­
ный способ сравнения величин для точек, лежащих на проти­
воположных сторонах относительно линии, соединяющей фо­
кусы, состоит в замене т) на 2я — т]. Величины д(р1дх и d(f/dy 
долж ны  быть непрерывны вдоль этой линии. Но при | =  0

dX dtp 
dl

-"‘̂ ^  +  - f f #  =  | j c s h E c o s r , +
d l  dx d l  ' dy d\

+  - ^  С ch I  Sin T] =  — с sin T]

dY
an

dy

_  ^  +  С ch£ sin +dTi dx  d l ]   ̂ dy дц  dx  ь  Л

+  с sh i  cos T) =  -  с sin Л dx

(11)

(12)



тт п \ V  ̂ V  dYП оэтом у  При 1 = 0 величины — Г - п - и  — Х - г -  йе ме- ^  ̂ sin т) а| sin t) dr\
няются при замене г) на 2я — г|. Если К — четная функция г|,
то F/sioTi меняет знак, и, следовательно, должно выполняться
условие dX/dl =  0. П оэтом у X  есть четная функция I. Если же
y  =  se„(-n, ^) — нечетная функция, то с1У/с1ц не меняет знака,
откуда следует, что Х  =  0. Значит, X  будет нечетной функцией.

Таким образом, возможными типами решений (в действи­
тельной форме) являются функции вида

Х Г  =  се„(/|, ^)се„(т1, <?), Х Г  =  -  г se„ (г ,̂ </) se„ К  <7). (13)

Уравнение Матье интересно с математической точки зрения, 
поскольку это простейшее уравнение второго порядка с периоди­
ческими коэффициентами. Условие, чтобы его решение имело 
период 2л, вытекает из физических соображений при решении 
задач о колебаниях мембран и о приливных волнах. Кроме 
того, существует большое число задач о колебаниях, в которых 
восстанавливающая сила содержит периодический коэффициент. 
К этим задачам применимы методы решения, аналогичные ме­
тодам, развитым для решения уравнения Матье.

18.05а. Имеется много статей об  уравнении Матье и связан­
ных с ним уравнениях, из которых особенно существенные — 
Айнса и Гольдштейна, впервые предложивших хорошие общие 
методы вычислений. Ссылки имеются у Бикли [8 ], а подробное 
описание —  у Мак-Лахлан [9].

18.06. Сферические и сфероидальные координаты. Характер­
ная особенность этого случая состоит в том, что одна из коор­
динат принимает постоянные значения на поверхности сферы 
или соответственно эллипсоида вращения. В обоих случаях 
существует ось симметрии (в случае сферы, разумеется, таких 
осей бесконечное множество), и в качестве одной из координат 
3̂ =  можно взять азимутальный угол относительно этой оси, 

тогда как две другие координаты образую т ортогональную си­
стему в плоскостях Я =  const. Для цилиндрических координат 
ю. А,, 2 также можно упростить вычисления, используя тот 
факт, что выражение

й'' (cos sA, +  г sin s i )  =  (х +  iyY ( 1)

дает два решения уравнения Лапласа. Для сферических коор­
динат мы знаем, что существует семейство решений вида 
г'* sin" '6 (cos sA,, sinsA). Если теперь обозначить одно из этих ре­
шений через Ж, то можно рассмотреть другие решения вида FM,.



содержащие М  в качестве множителя, где функция F  предпо­
лагается не зависящей от К. В равенстве

V2 (FM) =  +  2 I f  - ^  +  f  V^M (2)

последний член обращается в нуль, второй же член инвариан­
тен относительно вращения осей. П оэтому

дР  дМ. 
дх .  дх .

д Р  дМ  дР  дМ
I Л о  Л  г> «dSj (Э«|

Но ds3 =  (£)dk и dF/ds3 =  0. Следовательно,
д Р  д М
dŝ  (5S| +

д Р  д М '

(3)

(4)

18.061. Сферические полярные координаты.

dsi =  dr, ds2 =  rdQ, rfs3 =  r s in 0 d X
и

У2ф =

(5)

/■2 sin 0 - i ('■' sin 01 7 )+ ^  Н  ® ж ) + ж Ь
(Эф

д  f . п дер \Sine —

sin QdX)  
d (̂f'

sin̂  0 dk̂  ' (6)=  2 ^Ф \ I I
dr \ dr ) '  sin 0  (30 ^

Поскольку уравнение Лапласа однородно относительно г, 
мы ищем рещение вида

(f =  FM, f  =  r « -* e ,  (7)

где функция 0  зависит только от 0. Теперь

у 2р  =  (д _  S) ( „  _  S +■ 1) г -  ^-20 +  (sin 0 - f - ) , (8)

дР дМ дР дМ
дг дг гд% гдй s {n  — s) 0 М  +  sM Ctg 0 dQ

dQ У (9)

Отсюда получаем для сферических координат выражение

V2 {F M )  =  М г " - " - 2 sin 0  dQ
sin 0 d&\

dQ +
dS4 - 2 s c t g 0 - ^ - f ( r t - s ) ( r t  +  s - f - l ) 0 j .  (10)

Условие У2ф =  О приводит к дифференциальному уравнению для 
функции 0  (мы положили здесь co s 0  =  p,)

- 2 s i i ^  +  ( n - s ) { n  +  s + l ) e  =  0. (11)(1 -
24 dQ

п ри  s =  0 это уравнение переходит в уравнение Лежандра.



Обозначая решения уравнения (11) через 0i и 02, мы получим 
решения уравнения Лапласа в сферических координатах в виде

ci®(coss>., sinsA,)r'*~® (0,, ©2) =  г'* sin® 9 (0,, ©2) (cos s^, sin sA,). (12)

Мы не предполагали, что число п положительно. Уравнение (11) 
остается неизменным при замене п на —/г— 1, откуда следует 
существование еще одной системы решений уравнения Лапласа, 
которая получается, если в выражении (12) заменить г'̂  на 

оставляя без изменения остальные множители. Выражая 
функцию 0  в виде ряда по степеням ц, мы получим два реше­
ния: одно из них будет четной, а второе — нечетной функцией 

Если п и S  — целые числа, причем число n ~ s  четное, то, как 
мы увидим, четный ряд обрывается; если же n — s — число не­
четное, то обрывается нечетный ряд. Эти обрывающиеся ряды, 
умноженные на соответствующ ую постоянную, обозначаем 
через

s in ® 0 .0 j  =  /7®(^), (13)

sin"0 •02 =  <7®(ц). (14>

Исключение возникает при s =  0. Поскольку

общее решение имеет вид

А = = А  +  ВК. (15>

Однако поскольку функция ф должна принимать равные 
значения при возрастании X на 2л, то В =  0. П оэтому при 
5 =  0 множитель, зависящий от к, сводится к постоянной. Урав­
нение (11) при этом будет иметь вид

( l - t x 2 ) 0 " - 2 ( s - b l ) n 0 ' - f ( n - s ) ( n  +  s - b l ) 0  =  O. (16)

Дифференцируя (16), получим уравнение
(1 - 1̂ 2) 0 ' "  -  2 (s -Ь 2) ф "  -Ь ( «  -  S -  1) (п +  S +  2 ) 0 '  =  О, (17)

которое совпадает с уравнением (16), если заменить 0  на 0 '  и 
S на s - f l .  При этом не предполагается, что s положительно. 
Определив функцию G как решение уравнения

{ l - l i ^ ) G "  +  2niiG' =  0, (18>

получающегося из (16) при s +  1 =  —п, мы видим, что
jfl-hS+ I

e  =  (19)



удовлетворяет уравнению (16). Из (18) находим
С " ^ ( ц 2 - 1 ) « ,

И поэтому

n+s

(20)

(21)

Таким образом, мы получаем семейство решений уравнения 
Лапласа в сферических полярных координатах в виде

или, что то же самое,

г "  silT* 6  ( c o s  5ф, s i n  5ф)
jni-S

dn"

(22)

(23)

Мы получили пока лишь одно решение уравнения (16). Второе 
решение можно получить, полагая s =  п. При этом полученное 
ранее решение сводится к постоянной, а вторым решением 
будет

0 ' -  ( ц 2 - 1 ) ~ (24)

Интеграл (п — s + l ) - r o  порядка от этой функции при 
I  в точках (Д. =  ±  1 обращается в бесконечность, как sin“ ^''0, и 

содержит логарифм. П оэтом у такое решение неприемлемо на 
всей сфере. Оно находит, однако, другие применения и будет 
рассмотрено далее в главе о функциях Лежандра.

Не вычисляя пока постоянных множителей для s ф  О, обо-  
I значим полученные решения через г"р®(ц) (cos s^, sinsA,), 

((л) (cos sA,, sinsA). При s =  0 постоянная выбирается так, 
I  чтобы ( 1 ) =  1.

Вернемся теперь к уравнению
У2ф =  -  х^ф (25)

и положим
Ф =  /? 5 „ (е ,  А), (26)

где функция г "5 „ (0 .  А.) является решением уравнения У^ф =  0. 
Мы получим

dR

Подставляя

получим

dr

dm

dr - п { п + \ ) ~ ^ =  -  y.^R.

dr̂

(27)

(28) 

(29)



(30)
откуда следует, что

К  =  AJn+'k +  BYn+^u 
П оэтому искомым решением будет 

=  (хг), (кг)] [р% (cos 0), q% (cos 6)] (cos sX, sin sX). (31)

Функции Бесселя, порядок которых равен половине нечетного 
целого числа, могут быть выражены через элементарные функции.

18.062. Сфероидальные координаты — случай сж атого  сф е­
роида.

Выразим координаты ш, z  через £, т) при помощи соотношений
ю =  с ch I cos Г1, z =  csh|sinTi 

и снова будем искать решение в виде
Ф =  FM  =  F {I, т]) (cos sX, sin sX).

При этом
d$i =  h dl,  ds2 =  h dri, ds^ — м dX,

где
h? =  (ch^ I — cos^ ii).

Мы получим

V >  = Id i dl 

Л2 \ ^

- M -
dF дМ

di
d̂ F

  1 gm g f  . I dot dF
w (5g 6) <9ti 5t)

d^F , OF  ̂ dF\

dF дМ  sM  L ,   ̂ dF  ,  dF\

)•

ds\ dsi
sM  / , ,  .  dF =  - ^ r g - ^ - t g r i ari

У2ф M ■ d^F
ds2 ds2

' ( 2 s + l ) t h | 4 f - ( 2 s +

Если

TO

л:

L dl^ ' ati^ ' d l

F =  X { l )Y{y ] ) ,  У 2 ф = -к 2 ф ,

d̂ Y

(?T1

d l  J - - ( 2 s  +  l)tgTi dY

откуда следует 
d'̂ X ,

Y dц^ ‘ S ■' dTi J
=  —  (ch ^  I  —  c o s ^  T]),

( 2 s +  I ) t h | ^ + ( x 2 c 2 c h 2 | - i ? ) j  =  0,

^  -  (2s +  1) tg -  (X̂ 'ĉ  cos'̂  .1 - R ) Y  =  0,

dV

где R — постоянная.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8) 

(9)

(10)

( И )

(12)

(13)



Полагая в уравнении (13) sinii =  n, получим уравнение

которое с точностью до члена, пропорционального к̂ , совпадает 
с уравнением для функции 0  в сферических полярных коорди­
натах при R = = { n  —  s ) { n  +  s + l ) .  Аналогично, полагая в урав­
нении (13) i s h g  =  v, получим уравнение

( l - v 2 ) ^ - 2 ( s  +  l ) v 4 f  +  [ ^ - x ' c 4 1 - v 2 ) ] X  =  0, (15)

совпадающее с уравнением (14). П оэтом у при к̂  =  0

X  ch" I =  Лр^ (г sh I) +  {i sh |), (16)

F cos^ T] =  Cp* (sin Ti) +  (sin Ti). (17)

и мы получаем решение уравнения Лапласа. Наличие члена 
с у? существенно усложняет решение других уравнений.

18.063. Сфероидальные координаты — случай вытянутого 
сф ероида. Полагая

ca =  csh|sinT], z =  c c h | c o s i i  (1)

и проводя такие же вычисления, как в предыдущем случае, 
получим

' ( 2 s - b l ) c t h | 4 f  +  ( » < ' c 2 s h H - / ? ) ^  =  0,dl

(2s +  1) ctgTi - ^  +  (kV  sin2Ti -f  /?) F =  0.

(2)

(3)I ‘ I

В уравнении (3) сделаем замену переменного созт1 =  ц. Тогда 

(1 -  ^̂ )̂ -  2 (S - Ы ) - ^  +  [к̂ с  ̂( l - i i ^ )  +  /^]V =  0. (4)

Уравнение (2) после замены переменного ch  ̂=  v примет вид 

(v^-~ 1 ) ^  + 2  ( S +  1) v ^  +  [ x V  (v  ̂-  1) -  /?] X  =  0. (5)

В этом случае величины v и ц могут быть представлены в виде

V = /•1+^2
2с ’ 2с ’

где fj  и 2̂ ~  расстояния до фокусов (О, О, ±  с). При 

Ĵ  =  ( n - s ) ( n  +  s + 1), к =  0.

г, -Г2 (6)



Решения уравнений (4) и (5) могут быть записаны в виде
X  sh^ Е =  A p l  (ch I) +  Bqf  ̂ (ch |), (8)
Y sin® T] =  Cp® (cos T]) +  Dqf  ̂ (cos ti). (9)

Так же как и для случая, рассмотренного в 18.062, реше­
ние <7® недопустимо внутри эллипсоида, если значение g =  О
лежит в рассматриваемой области. В обоих случаях h? =  0 при 
| =  г] =  0, и можно установить, что при этих значениях градиент 
функции стремится к бесконечности *). Таким образом,
внутри сплюснутого эллипсоида враш,ения решение имеет вид 
р® (ish|)p®(sim i), а внутри вытянутого эллипсоида вращения ре­
шение имеет вид р ’ ( ch | )p ’ (cos т]). Однако в тех задачах, где рас­
сматривается область, внешняя относительно эллипсоида, коорди­
ната  ̂ может быть бесконечно велика. Если решение задачи не 
стремится к бесконечности на больших расстояниях, то решения р® 
недопустимы, а становятся допустимыми, поскольку | не обр а ­
щается в О в рассматриваемой области и функция ^®(v) может 
быть определена всюду, кроме интервала — 1 < v <  1, так, чтобы 
она стремилась к О при больших значениях | v |. Во внешней 
области решения будут иметь вид <7® (г sh |) p ’̂ s in  т]) и (ch |)Х 
Xp®(cosTi) соответственно.

18.07. Переменные разделяются также в случае общ их эл­
липсоидальных координат. В этом случае решение сводится 
к функциям Ляме, являющимся обобщением функций Матье [1].

18.08. Соотношения ортогональности. Для двух функций ф 
и ф', имеющих непрерывные вторые производные в некоторой 
области, справедливо соотношение

■ I  (фУУ -  Ф ' V ^ Ф ) =  J  J  (ф ж  - ф 'ж )  (1)

Первый интеграл берется по области, а в т о р о й — по ее 
границе; — направление внешней нормали к области. Если
функции ф и ф' удовлетворяют уравнению Лапласа внутри
области, то из соотношения (1) следует

f <2)дп

Возьмем в качестве поверхности S сферу и положим
Ф =  г ' "5 „ (0 ,Л ) ,  ф' =  г " 5 „ (0 ,^ ) .  (3)

*) Это детально показано в [4].



Тогда соотношение (3) примет вид

т r"^+'^-^S^SndS =  n r'"+'^-iS^S^dS, (4)

причем г сохраняет постоянное значение на поверхности. П о ­
этому при т ф  п справедливо соотношение

S^Sn sin 0 d0 =  0. (5)

Смысл соотношения (5) можно выразить, сказав, что любые 
д в е  поверхностные гармоники, степени которых различны, орто­
гональны. Это является аналогией на сфере соотношений типа
2я

COS /п0 COS и0 d0 =  о и других подобных соотношений, которые

справедливы при т Ф  п.
Если функции ф и ф' вместо уравнения Лапласа удовлетво­

ряют уравнениям

У^ф =  — х^ф, V V  =  — (6)
и обе функции удовлетворяют на поверхности области 5  гра­
ничным условиям вида

а д(р
дп +  >̂Ф =  0, (7)

где постоянные а и Ь одни и те же для обоих решений, то 
в случае, когда а или Ь равно нулю, оба  интеграла ф

и J  обращ аются в нуль. Если ни а, ни Ь не равны
нулю, то выполняется соотношение

г
\ ( ‘р 4 ^ - ф ' ж ) ^ ' 5  =  - | | | ( ф ф ' - ф ' ф ) й 5  =  о.

П оэтому

или
(фУ^ф' — ф'у2ф) с?т =  О

— >с'̂ ) фф' dx =  О,

и поэтому либо либо

J  фф' dx  =  0.

(8)

(9)

(10)

(11)
Эти соотношения представляют собой еще одну систему соот ­
ношений ортогональности. Типичные для кругового цилиндра

8 Зак. 523



решения имеют вид / „ ( н ю ) с о з т Я ,  (и'ш) cos пЯ, причем числа 
X и к' могут быть выбраны так, чтобы на границе ш =  а вы­
полнялись условия

1т (5<«) =  О, In (х 'а)  =  о, 
или (12)

j'm (ха) =  0, j'n (у.'а) =  0.

Тогда при к ф  х'  справедливо соотношение
а 2л

(к 'й) COS тХ COSпХа da  с/Я =  0. (13)
о о

Оно заведомо справедливо при т ф  п. При т =  п из (13) вы­
текает соотношение

(Ы̂ п (хсо) (к'ю) d(b =  0, (14)

если числа х и к являются различными корнями уравнений 
1т{аа) =  0, /от (ха) =  О, или же некоторого уравнения вида 
а / т  (ка) +  рх/от (ха) =  0.

Аналогичные соображения для случая сферической области, 
внутри которой типичное решение имеет вид г~'^Чп+'к (к/") Рп X  
X  (cos 0) cos приводят к соотношению

rJm + Ъ dr =  О, (15)

где к и х ' являются различными корнями уравнений Jm+'k (5<«) =  0, 
/m+Vj (ка) =  О или

■’ т + 42 (ка)

а 'к +  Р
д  Jт  +  '/г (■на)

да а42 =  0 .

С помощью соотношений ортогональности немедленно опре­
деляются коэффициенты разложения в ряд по характеристи­
ческим решениям в предположении, что такой ряд сходится. 
Пусть фо, ф|, . . . ,  ф„, . . . — характеристические решения (обра ­
зующие в общем случае трехмерную систему). Предположим, 
что функция f ( x ,  у, z) допускает разложение в ряд вида

f i x ,  у, г) =  ^а„гЦ>т- (16)
Тогда из соотношений ортогональности вытекает 

J J f (л;, г/, г)ф„с?т =  J J J а^Ф^] Ф„ dx =  а„ j J j (fldx,  (17)



откуда определяется коэффициент а„. Однако доказательство 
существования разложения типа (16) длинное и довольно слож ­
ное. Для этого могут быть использованы два метода: метод 
Ш турма — Лиувилля, основанный на непосредственном изуче­
нии свойств дифференциального уравнения [5], и метод функ­
ций Грина, использующий теорию интегральных уравнений [6]. 
При этом требования, налагаемые на функцию f, аналогичны 
тем, которые используются в теоремах о рядах Фурье. Метод 
интегральных уравнений весьма красив, но, к сожалению, он 
слишком длинен, чтобы изложить его в этой книге.

18.09. Потенциал во внешних точках: ф ормула М ак-К улло
Возьмем начало отсчета О внутри некоторой области распре 
деления плотности; точка P{ x i  =  rli) является внешней относи 
тельно этого распределения, а точка Q(a:^ =  r'/Q — внутренней 
Положим PQ — R.  Потенциал в точке Р, вызванный распреде 
лением плотности электрического заряда, равен

Ф =  Y
dx  I 

P - ^  +  Y
dS
R (1)

При г' < r ,  обозначая через 0 угол POQ, разлагаем величину 1/R 
в ряд
_1_
R

1    1 . r 'cosQ

Y r ^ - 2 r r ' c o s Q  +  r'^

г' (3 cos^ 6 — 1)
+ (2)

Будем рассматривать только объемный интеграл, поскольку 
вычисления для поверхностного интеграла проводятся совер­
шенно аналогично. Поскольку

cos 9 =  lil'i, (3)
то

dT . г г г I'ih
<Р= Y - +  Y Р'’ ■dx +

С г с ,2 ^
+  v | l j p ' - '  - 2 ?-  ■■■■

В этой формуле величина
Г 'Г Г рйт =  МJ J J

(4)

(5)

представляет собой полную массу или заряд. Коэффициент 
при Y^i/г^ равный

рх'. dx — MXi,  (6)

может быть обращен в нуль, если выбрать начало координат 
в центре масс или в центре зарядов, для случая, когда М ф О .

а*



(Как правило, не отмечается то обстоятельство, что в электро­
статике существует центр заряда для системы заряженных 
тел, являющийся полным аналогом центра масс.) Коэффициент 
при равен

. J 1 ^  Р =  ^  I  J  J  Р ( 3 < 4  -  dx. (7)

Определяя тензор моментов инерции (или тензор инерции) 
относительно точки О равенством

(8)
мы можем соотношение (7) записать в виде

3

Но величина likldk является моментом инерции относительно 
оси ОР.  Обозначая его через I, а главные значения момента 
инерции относительно точки О через А, В, С, мы получаем 
известную формулу Мак-Кулло

Ч - У - ^  +  ^ ( Л  +  В +  С - 3 1 )  +  о Ш .  (9)

( я )

О бобщ ая очевидным образом  рассуждение, мы получим 
силовую функцию двух гравитирующих тел, центры масс кото­
рых находятся на расстоянии г друг от друга, в виде

^  +  - § г { Л  +  В +  С - 3 1 )  +  ^ { А '  +  В' +  С ' - 3 1 ' ) ] - ^ 0

(10)
Формула Мак-Кулло оказывается справедливой вплоть до 

поверхности гравитирующего тела, в том случае когда эта 
поверхность является эллипсоидом, причем квадратом сжатия 
этого эллипсоида можно пренебречь. Однако обоснование этого 
утверждения проводится соверщенно другим способом, чем это 
было сделано выше, и требует теории разложения по сфери­
ческим гармоникам на сфере (24.06).

В случае М =  О очевидно, что первый член формулы (4) 
обращается в нуль и выбор начала отсчета не влияет на вели­
чину второго члена, поскольку члены, появляющиеся при изме­
нении начала отсчета, умножаются на величину М,  равную 
нулю. Этот случай возникает в теории магнетизма и в неко­
торых задачах о диэлектриках. В сферических полярных коор­
динатах член, пропорциональный 1/г ,̂ равен

рг' [cos 0 cos 0' -+- sin 0 sin 0' cos (ф — ф')] dx.



|а член, пропорциональный 1/г ,̂ имеет тот же вид, что и ранее, 
(однако моменты следует взять относительно той же точки, ко­
торая была принята в качестве начала отсчета для члена, 
пропорционального 1/г .̂

ПРИМЕРЫ

1. П усть /  (g) — аналитическая функция  ̂ в области _/?, содерж ащ ей 
начало координат и отрезок вещественной оси, и пусть z, о), Я — цилиндри­
ческие координаты. Д рказать, что интеграл

2л

f  (z +  гсо cos а) da

является потенциальной функцией в соответствую щ ей области изменения 
переменных z и ш.

Полагая функцию /  (g) =  arctg (a /g ) или каким-либо иным способом , 
проверить, что распределение свободного заряда на проводящ ем круговом  
диске 2  =  0 , ш <  а имеет поверхностную плотность, пропорциональную 
(а^ — и показать, что емкость этого  диска равна 2а /я . (М. Т., 1935.)

2. Ш есть равных точечных зарядов е  расположены на осях координат 
на одинаковых расстояниях а от начала, в точках, являющихся вершинами 
правильного октаэдра. Т ребуется разложить созданный ими потенциал вблизи 
начала координат.

Д оказать, что а) разложение потенциала долж но быть инвариантно 
относительно изменения знака и перестановок координат (х, у, г ) ;  б) первые 
члены разложения могут быть записаны в виде А  +  Вг^ +  Сг^ +  D  (х^ +  у'* +  
-t- Z*), где г  ̂=  х^ +  у^ +  z^; в) из того, что потенциал удовлетворяет урав­
нению Лапласа, следует В =  О, С =  — ^I^D. Вычисляя потенциал в точке 
(х ,  О, 0) для X <к.а, показать, что коэффициент D  положителен, и найти его 
значение. Получить разложение потенциала, если вместо ш ести равных 
зарядов имеется восемь зарядов, расположенных в вершинах куба с  реб­
рами 2 &, центр которого находится в начале координат, а ребра параллельны 
осям координат. Показать, что в этом случае коэффициент D  отрицателен.

(М /с, П, 1938.)
3. Показать, что энергия взаимодействия двух малых магнитов с  маг­

нитными моментами Ць Цг> Центры которы х расположены в точках Г] и Гг, 
равна

Hi -Иг 3[Ц1-(Г1-Г2)] [Ц2-(Г1-Г2)]
|г,-ГгР 1г,-Г2|=

4. П оказать, что решение уравнения теплопроводности, удовлетворяю щ ее 
условиям

F  =  О (х  =  О, л: =  а),
V = x^(a‘̂ -x^)  (0 < л :< а ,  / =  0),
V->0 (t-^oo),

имеет вид

плл
sin-

(I. С „ 1944.)



5. Получить решение уравнения
d̂ z д г̂
дх  ̂ ду  ̂ "

вида z =  f { x ) g  (у)  при условиях г  =  О при д: =  О, г/ =  О и dzjdx  =  О при х  =  п.
6 . П рямоугольник имеет стороны  а и 6 , На этих сторонах задана тем ­

пература О и 1 соответственно. Найти установивш ееся значение температуры 
в любой точке и показать, что в центре прямоугольника значение темпе­
ратуры равно

^ S ^ s c h ( 2 « + 1 )  -
п=й

2п+\ 2Ь •
(I. С., 1944.)

7. Круговая мембрана радиуса а закреплена по краям и подвержена 
одн ородн ом у напряжению Р.  Показать, что потенциальная энергия, выра­
женная через симметрично распределенное нормальное смещение, имеет вид

2пг dr.

Полагая

z  =  C

и подбирая р, оценить максимально возможный период колебаний.
(I. С., 1940.)

8 . Плоский кусок теплопроводящ его материала ограничен дугой эллипса 
и его большой осью . Криволинейная граница поддерж ивается при темпера­
туре У], а прямолинейная — при температуре Уг. Найти установивш ееся 
значение температуры в любой точке материала. (I. С., 1940.)

9. П усть на поверхности заряженного проводника потенциал равен q>̂ . 
Д оказать, что в теле сущ ествует такая точка, что на больш их расстояниях г 
о т  этой  точки потенциал имеет вид

Ф - ^  + о ( ^ )
где с — электростатическая емкость тела.

Д ва проводника с емкостями ci, Сг, находящиеся на боль,щом расстоянии 
друг от друга, имеют заряды ei, бг и потенциалы фь фг- Доказать, что по­
тенциальная энергия V имеет вид

2 V = ~  + —  + —^  +  0  с, С2 г = 1 +

где г — расстояние м еж ду центрами зарядов проводников.
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ВОЛНЫ в одном ИЗМЕРЕНИИ И ВОЛНЫ 
со СФЕРИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ

19.01. К олеблю щ аяся струна: решение Д алам бера. Обшир­
ный класс физических задач связан с дифференциальным урав­
нением

5/2  ̂ дх  ̂ ’

где t — время, х  — расстояние от данной точки или плоскости 
и с — известная скорость. Общ ее решение этого уравнения было 
получено Даламбером. Введем новые переменные

u =  x  — c t , v  =  x  +  ct (2)

и, преобразовав дифференциальное уравнение, получим

=  О ГЗ)d u d v  W

Из этого следует, что dy/dv не зависит от  и и, следовательно, 
есть функция только v; интегрируя снова, мы приходим к тому, 
что у  долж но иметь вид

y  =  f {u )  +  g { v ) ^ f { x - c t )  +  g ( x  +  ct). (4)

Далее, любые функции f a g ,  подставленные в это уравнение, 
будут  решениями (1) при условии, что они дважды дифферен­
цируемы.

Рассмотрим однородную струну под натяжением Р  с мас­
сой р на единицу длины и положим, что она смещена в попе­
речном направлении так, что смещение у  и его градиент dyjdx  
малы во всех точках. Тогда с точностью до малых первого 
порядка поперечная компонента натяжения равна Р dyjdx  и 
передает поперечный импульс к части струны слева от х  со 
скоростью Р dyjdx.  Отсюда

4 t U y d ^  =  P [ ^ \  (5)
о



И, дифференцируя по х  (мы считаем это допустимым), получим
д^у _  п
dt̂ дх^ (6)

что имеет тот же вид, что (1), при с ‘̂  =  Р1р. Однако уравне­
ние (5), имеющее для физики более важное значение, требует 
только предположения, что у  дифференцируемо по д: и ^

Р и с .  62.

а у dx  — no t. Подставим теперь у  =  f { x  — ct) в (5), предпо­
лагая, что f { x  — ct) имеет интегрируемую производную. Мы 
получим

X X

Ж  J P W   ̂ ~  ~  Ж  J ^

=  -  i -  рс [/ (^ -  -  /  ( -  ct)] =  [ / '  (X ct)] =

=  р дх
f { x - c t )

о (7)

Отсюда выражению (5) может удовлетворить однократно диф­
ференцируемая функция f {х — ct)  или точно так же g  (л: +  ct); 
следовательно, (4) удовлетворяет физическим условиям и без 
обязательного предположения о том, что у  дважды дифферен­
цируемо. Это имеет некоторое значение, так как (4) обычно 
принимается как решение волновых задач и в случаях, где 
вторые производные, требуемые в (1), не сущ ествуют. Диффе­
ренцирование по х, необходимое для получения (1) или (6), — 
просто математическое средство представления задачи в уд об ­
ной форме, подсказывающее рещение, но не доказывающее, 
что оно правильно во всех интересующих нас случаях. Д ока ­
зательство, что предложенное решение удовлетворяет механи­
ческим условиям и в случае, когда существуют только первые 
производные, требует дальнейшей аргументации, приводящей 
к (7).

М ож но отметить, что для такого ограничения, требующего 
существования первой производной во всех точках, нет осно­
ваний. Производные могут иметь конечные разрывы при



некоторых л: или t. Просмотрев опять вывод (7), мы замечаем, что 
он остается правильным, если ни x  — ct, ни — ct не являются 
точками разрыва f { x  — ct). Д аж е в точках, где производная 
разрывна, значение f {х — ct) может быть получено, исходя из 
того, что f { x  — ct) непрерывно. Следовательно, решение в форме (4) 
существует, если, например, струна возмущена так, что имеет 
вид нескольких прямых отрезков. В этом случае вторые про­
изводные в (1) равны нулю всюду, кроме точек, где наклон 
разрывно изменялся, и вторая производная не существует, так 
что (4) теряет смысл, но механическая задача тем не менее 
имеет определенное решение.

Мы определяем функции f (х — ct) и §■ (л: +  ct) так, чтобы 
они соответствовали заданным значениям у  и у,  когда  ̂=  0. 
Если в начальный момент г/ =  ф(х), то, очевидно, что

] -[ф  { x - c t )  +  (f,ix +  ct)]

равно ф(х) при  ̂=  0 для всех х, и ее первая производная по t 
равна нулю. Кроме того, г): (л: +  с/) — ф (х — с )̂ =  О при  ̂=  0:

■ j - ^ [ ^ ( x  +  c t ) - ^ { x -  ct)] = j c W { x  +  ct) +  aj)' (x -  c/)] сф' {x).

Отсюда, если y  =  %(x) при  ̂=  0 и мы примем
д;

V  W  == 7  X (^). Ф W  =  7  J  X (х) dx,

то у  [ij: (л; +  ct) — г|) (х — ct)\ не даст вклада в у  при  ̂=  О и даст 
правильное значение у.  Далее,

x + c t

я1) (л: +  сО -  гр (л: -  сО = [  % {x )dx .
x-ct

Следовательно, решение, которое обеспечивает г/ =  ф(л;), у  =  %{х), 
при / =  О имеет вид

x + c t

y  =  ^ V f { x - c t )  +  (f{x +  c t ) \ + ~  %{x)dx .  (8)
2 с x-ct

Это решение Даламбера. Оно является наиболее общим из воз­
можных решений, но в предложенной форме пригодно при бес­
конечно больших t только для струны, уходящей в обе стороны 
в бесконечность и не подвергаемой внешним воздействиям.

Если струна заключена между х  =  0 и х  =  I, то мы распо­
лагаем данными о значениях у  п у  в момент времени  ̂=  0 для 
точек между х =  О и х  =  I; для любого положительного t, ка-



КИМ бы малым оно ни было, найдутся такие значения л: между О 
и I, для которых x  — c t < 0 ,  а также такие, для которых 
x  +  c t > t .  Но у струны конечной длины в общем случае будут  
существовать силы на концах, например когда концы закреп­
лены. Проблема, следовательно, заключается в следующем; 
чтобы найти положение струны при положительных t, необхо­
димы значения функций ф и х вне первоначальной области опре­
деления; однако мы вместо этого располагаем данными о смеще­
ниях концов в любой момент времени. Для точной постановки 
задачи примем, что концы закреплены; тогда если мы выберем ф 
и i]) вне заданного диапазона так, что у,  определенное в (8), 
исчезает при х =  0 и /  для всех г, то удовлетворим уравнению 
движения струны и условиям на концах и, следовательно, по­
лучим решение задачи. Математически это означает, что функ­
ции ф и ij5 произвольны вне интервала и их выбирают
таким образом, чтобы решение удовлетворяло условиям на кон­
цах. С физической точки зрения можно представить конечную 
струну бесконечной и выбрать начальные смещения и скорости 
последней так, чтобы концы не двигались. Мы ожидаем, что 
внутри интервала О ^ л ; ^ /  решение останется те*м же, что и 
для конечной струны, ограниченной силами на концах так, 
чтобы они были неподвижны. В одном случае силы возникают 
из-за реакций в опорах, во втором — из-за натяжений во внеш­
них частях струны. Условия, налагаемые на ф и х, видны из (8): 
обе они должны быть антисимметричными относительно Л'=  О 
и д: =  /, т. е.

Ф ( - х ) = - ф ( . г ) ,  ф ( 2 / -  х) =  -  ф (х),
x ( - ^ ) = - x W ,  % { 2 1 - х ) = - х { х ) .

Для закрепленных концов эти уравнения дают сразу полное 
решение. Когда концы не закреплены, например когда один 
из них имеет точечную массу и свободен, экстраполяции менее 
очевидны, и простейшим методом решения является операцион­
ный метод.

Если мы рассмотрим отдельно f { x  — ct), то увидим, что зна­
чение функции не изменится, если увеличить / на т и .v на ст. 
Следовательно, часть смещения, описываемая этим членом, 
может рассматриваться как волна, движущаяся с постоянной 
скоростью с в направлении д;. Можно считать, что этот член 
описывает бегущ ую волну. Аналогично можно считать, что член 
g { x  +  ct) описывает волну, бегущую со скоростью с в напра­
влении убывающ их л:.

19.02. Операторное решение для струны с закрепленными
концами. Рассмотрим подробнее случаи, когда струна длиной /



первоначально оттянута в сторону на расстояние г| в точке 
X =  6 так, что образуются два прямолинейных отрезка, а затем 
освобож дена. Тогда если г/о — начальное смещение, то

v̂ x

У о -  (о

(О <  X <  Ь),

JC</)
(1)

и начальная скорость равна 0. Отсюда вспомогательное урав­
нение будет

rfif! __  ̂У —-Р У ^̂ 2 — Р Уо> (2)

и мы решаем его, как если бы р было константой при условии, 
что у  =  0 при X =  О и х  =  1. Будем полагать, что операции вы­
полняются над Я  (О, если не утверждается противное. Решение 
имеет вид

y  =  n ^  +  A s h - ^ s h ^ { l - b )  ( 0 < х < 6 ) ,
(3)

y  =  4 ] ^ + A s h ^ s h ^ { l ~ x )

Константа А  должна быть одинаковой в обоих выражениях 
для того, чтобы у  было непрерывным в точке х  =  Ь. Разрыв 
д у ! д х  в этой точке означал бы бесконечное ускорение, что не­
возмож но из физических соображений. В особые моменты вре­
мени разрывы dyjdx  возможны, но они вызывают импульсные 
изменения скорости. Следовательно, мы выбираем А  так, чтобы 
dyjdx  было в общем непрерывно в точке х  =  Ь. Это дает

■ц 1 - Ь
- f [ c h  sh -?-(/ -  &) +  sh ^ c h  ^ ( /  -  b)] =  О, (4)

откуда

Тогда

А = А  i t i c s c h ^
р b ( l - b )  с •

г/ =

У =

ц1 1 - Ь с sh p x jc  sh р {I — b)jc
b ( l - b )

b ( l - b )

p sh pile  
с sh pbjc  sh p ( l  — x)lc

sh pile

(5)

(6)

Эти формулы сразу могут быть интерпретированы с помощью 
операционного правила разложения на элементарные дроби. 
Рассматривая первое выражение, мы видим, что если заменить р 
константой Z и затем устремить z  к нулю, то второй член со­
кратится с первым. П оэтому в выражении не остается ела-



гаемых, не зависящих от t. В точках zllc =  nni, где /г — любое 
положительное или отрицательное целое число, не равное нулю, 
имеются полюса, и правило элементарных дробей для 
дает

„  . . плх  . . пп(1 — Ь)
^  i s m — 7— г sin- L  у  л i i =

^ b {l — b) ^  nni nitic I
~ lrt=-oo — :------- c h n m

2r\P V '  1 • . rmb nnct

1
Решение для приводит к тому же выражению.

Каждый член суммы удовлетворяет дифференциальному 
уравнению

(8)
П оэтому можно считать, что отдельные слагаемые описывают 
колебания с периодами 21/пс, с пропорциональным изменением 
смещений для всех значений х.  Как и для систем с ограничен­
ным числом степеней свободы, правило элементарных дробей 
приводит к разложению движения на нормальные колебания. 
Движение, соответствующее данному гармоническому по вре­
мени множителю, называется стоячей волной.  Л ю бая стоячая 
волна может быть заменена парой бегущих волн, так как

„  . ППХ nnct . ПЛ пп , .42 sin -J -C O S — —  =  sin — (л: +  ct) +  sin —  (л: — ct). (9)

Аналогично любая бегущая волна может быть представлена 
как пара стоячих волн с фазами, сдвинутыми на т. е.

ДЛ , , . ППХ nnct I ППХ . nnct I .8Ш —  (л: +  ct) =  sin —J— COS — J— COS - j -  sin —p - . (10)

Естественный способ доказать, что найденное решение удо ­
влетворяет всем необходимым условиям, заключается в почлен­
ном дифференцировании решения и подстановке в (8). Но в дан­
ном случае этот метод не проходит, так как при двукратном 
дифференцировании мы получаем ряд, чьи члены осциллируют 
с  конечным размахом с ростом п. Но если мы продифферен­
цируем только раз, то получим сходящийся ряд, который можно 
поставить в 19.01(5); не составляет особого труда показать, что 
19.01(5) справедливо. М ож но поступить и иначе: разложить 
каждый член, как в (9); в этом случае ряды превращаются 
в сумму функций от x  — ct я от х  +  ct, каждая из которых одно­
кратно дифференцируема и, следовательно, удовлетворяет урав­
нению движения. При этом выполняются и условия на концах.



Поскольку каждый член исчезает при х  =  0 и х  =  1, ряд равно­
мерно сходится, так как модуль его произвольного члена 
а сумма стремится к О при х - * 0  или I.

Ряд (7) сходится слишком медленно, чтобы его можно было 
использовать при фактическом расчете смещений. Другой метод 
вычислений заключается в следующем. Мы начинаем с инте­
грала Бромвича

с sh p x jc  sh р (/ -  6 ) /с  ц.  с f  shz-y /c s h z  ( г - 6 ) /с  zt ^  / , , ч
р sh p H c  2ni z ^ s h z l l c  ^

где Re(z)  =  f e > 0  на контуре L.  Но тогда \ < \  на L и
во всех точках справа от него, и мы можем разложить csch z / /c

оо

в сходящийся ряд геометрической прогрессии
п=0

Порядок интегрирования и суммирования можно изменить, и 
мы имеем

оо

2  ’ gz(x-b)lc(^l _^-2гл:/с)(| _  g-2z (/-6)/с) g -2«/г/с^г  ̂̂  =
4ni

п=о L 
оо

=  -  с ^  eP U -b )/c  ( 1  _  е - 2р;с/с) ( 1  _  g2p ( / -м /с )  е - 2 рп1/с1  ^  ( 1 2 )

п = 0  ^

а это результат разложения (11) при условии, что р — кон­
станта с положительной действительной частью. Поскольку

О ( / < 0 ) ,
ct i t > 0 ) ,

первый член у  в (3) равен цх/Ь при х ^ Ь .  Все члены (12) — 
нули до тех пор, пока не выполняется ct =  Ь — х,  так что

{ 0 < c t < b - x ) .  (15)

Когда ct =  b — x,  первый член в (12) начинает отличаться от 
нуля; он равен

2- \ - e - P ( b - x ) i c c t H { t ) = -  l { c t - b  +  x), (16)

^  ЬЦ-Ь)  . ( т



На этом этапе движения dyjdx  есть среднее из т]/6 и 
— г)/(/— Ь) — первоначальных наклонов двух частей струны. Сам 
этап начинается, когда волна, бегущая со скоростью с от Ь, 
достигает х,  и продолжается до тех пор, пока член с 2рх/с 
или 2p{ l  — b)lc перестает быть нулем. Первый член дает выра­
жение

■х) {b +  x < c t ) , (18)

и, прибавляя его к предыдущему вкладу, мы находим

Ш (19)

Начало этого этапа соответствует времени, необходимому, чтоты 
волна пробежала от & до  О и, отразившись, вернулась к лг. 
Часть струны, которую эта отраженная 
волна достигла, параллельна первона­
чальной позиции струны в интервале 
Ь < х < 1 .

Когда ct =  (Ь — х) +  2{1 — Ь), приходит 
волна, отраженная от конца х = / ,  и это 
дает

Ь ( 1 - Ь )

(20)

Э то продолжается до тех пор, пока не 
выполнится условие ct =  Ь +  х +  2{1 — Ь)\ 
на последующем этапе

У =
т,/

b { l - b ) ' - h
Г]Х (21)

Когда ct =  21, вся струна возвращается 
в первоначальное положение; член 
с  начинает влиять на движение,
и весь процесс повторится. Мы видим, 
что в любой момент струна имеет вид 
ломаной с тремя звеньями.

Два концевых звена параллельны двум участкам струны 
в их начальном положении и находятся в покое. Для среднего 
звена градиент (Зг//(9л; — среднее из градиентов для концевых

1 г\1с

Р и с .  63.

звеньев, а поперечная скорость равна ± Средняя



часть всегда или увеличивается, или уменьшается на каждом 
конце со скоростью с.

Операционное правило элементарных дробей или разложе­
ние по экспонентам с отрицательными показателями являются 
альтернативными способами вычисления интеграла Бромвича. 
Первый разлагает движение на нормальные колебания, второй — 
на бегущие волны. В рассмотренной здесь задаче строгая 
периодичность позволяет с помощью разложения на волны 
выразить решение в виде конечной суммы для любого момента 
времени и поэтому явно более удобно. Однако в общем случае 
решение задачи о малых колебаниях может и не быть строго 
периодическим; тогда расчет с помощью бегущих волн станет 
более трудоемким, чем метод нормальных колебаний, если 
интересоваться движением лишь спустя значительное время 
после начала.

19.03. Решение для начального возмущения общ его вида.
Примем у  =  (р{х), у  =  0 при  ̂=  0. Тогда вспомогательное урав­
нение примет вид

- 0 - =  р2ф W ,  (1)

и мы будем искать решение, обращающееся в нуль при л: =  О и 
л: =  /. Используя метод вариации постоянных, ищем решение в виде

y  =  A c h - ^  +  B s h - ^ ,  (2)

где А и В — функции х,  подчиняющиеся соотношению

А' c h - ^  +  B' s h - ^ ^ 0 .  (3)

П одставляя в (1), находим

A ' s h J ^  +  B ' c h ^ = - ^ c p { x ) .  (4)

Следовательно,

Л ' =  ^ ( f { x ) s h - ^ ,  В ' =  -  (5)

При л: =  0 ^ =  Л(0); следовательно, так как г/ =  0 при л: =  0, то

Л =
о

Кроме того, так как у  =  0 при х  =  1,

5 ( 0 s h 4 = - ^ ( 0 c h 4 ,



что определяет В  (/) и тем самым В (х), так как мы знаем В'  
I' из (5). Имеем

В { х ) =  -  c t h - ^  I  - ^ ( p ( | ) s h - ^ d g +  J - ^ c p i D c h - ^ d ^ .  
о X

Подставляя выражения для Л и S  в (2), имеем

У =

+ (6)

1=0 I=JC
С помощью правила элементарных дробей получаем

sh р (/ -  х)1с ch р Ц с _ 1 - х  „  V  J - s i n - ^ c o s - ^ c o s
sh pile 1 nn

rt=I

S ' l  px/c c h p { l - l ) l c  ^  £ ._ i_ o  V  
sh pljc I ^

1 . nnx ППЁ nnct /
 Sin — 7—  COS — 7 ^  COS — .nn I I I

n =  l

(8)

(9)

Первые члены не зависят от g и не дают вклад в интегралы; 
отсюда

1 / 0 0  \ 
г> Г N J / V '  1 • ПЛХ nnct nnt ,, п\

у  = - 2  ф (I) d I s in - у - c o s - у - c o s . (10)
Е=0 \n=l /

Ряд представляет собой  функцию с конечными разрывами, 
поэтому необходимо использовать интеграл Стилтьеса.

Если мы переменим порядок интегрирования и суммирова­
ния, а затем продифференцируем cos nnl/l в отдельных слагае­
мых суммы, то получим

J » ( E ) s i n ^ s m i f c o s = " < / | .  ( I I )
л=1 о

Это — решение Фурье; приняв  ̂=  0, получим ряд по синусам
ОО I

J  ф(1)|81П-р-Sin-^^d|. (12)
О

9 Зак. 523



Ч тобы  получить разложение на волны, используем 
sh р (< — х)/с ch р | /с _  

sh pljc  ~
оо

=  Y  е - ” (1 -е -2 Р  (1 +  в-2р1/«) 2  е-2«р//с (| <  х), (13)
п«=0

sh рх/с c h p ( / - | ) / c  _ 
sh phjc

ОО

=  j  е-Р  (1 +  е-2р*/с) (1 - е -2 р  (i-D/c) ^  e-2M /c (| >  х), (14)
ге=0

В о всех показателях в лю бом  случае знак перед р отрицате­
лен. Кроме того,
^-р (x-DIc  (1 _  g - 2p (t-x)lc)  (1 +  е-2р5/с) / /  =

+  (15)

Э то выражение постоянно, если не считать скачков на ± 1 ,  
когда аргументы единичных функций проходят через 0. Члены, 
соответствую щ ие п =  0, даю т

5=0
+ Я  ( /  -  - h U -  М ] +

V с / \  ̂ ]1

\=Х
- H ( t - 21 ~ х ~ 1 \ +  H ( t - 21 + х - 1 \

=  ^[<^{х  — ct) — (f{2l — X -  ct) — ф(с^ — x) +  Ф(с/ +  д: — 2/)] +

+  Y  [ф (с^ +  д;) — ф {ct — х) — (^{21 — X — ct) +  (f{2l +  X — ct)]y (16)

где должны быть учтены только такие члены, у  которых зна­
чения I, обращ ающ ие аргументы единичных функций в О, лежат 
в пределах интегрирования. Первый член в первой строке, оче­
видно, представляет собой прямую волну из точек между О и л:, 
третий, который равен нулю до момента xjc, — волну, отражен­
ную в точке л: =  О, и два других — отражения этих волн в точке 
х  =  1. Аналогичный смысл имеют члены второй строки, если



учесть, что они описывают волны, возникшие на участке 
между X я I.  Мы увидим, что это решение сохраняет свой вид 
до  момента 2ljc\ с этого момента все члены исчезнут, так как 
их аргументы выйдут из допустимого диапазона, но сразу же 
появятся члены с п =  1 из (13) и повторят все движение. В мо­
мент времени 4 //с  они также исчезнут, но появятся члены 
с п =  2 и т. д. до бесконечности.

В рассмотренных случаях движение точно повторяется через 
регулярные интервалы времени. В случаях, которые будут рас­
смотрены ниже, это не выполняется.

19.04. Однородная тяжелая струна длиной 21 закреплена на 
концах. Частица массы т прикреплена к середине струны. 
Первоначально струна прямая и находится под натяжением Р.  
Частице дан поперечный импульс J. Найти последующее движе­
ние частицы [1, стр. 204].

Будем считать л: =  О в середине струны. Благодаря симметрии 
мы должны рассмотреть только диапазон О ^  л: ^  /. Обозначим 
смеш,ение частицы через Т1. Когда  ̂=  О, у  и dy/dt будут  равны 
нулю всюду, исключая х  — 0. Вспомогательное уравнение для 
струны не требует, следовательно, дополнительных членов, свя­
занных с начальными условиями. Условия у  =  ц при х  =  0 я 
у  =  0  при X =  I дают

г/ =  11
sh р ( 1 - х ) / с  

sh р1/с (1)

Уравнение движения частицы с учетом равного натяжения 
в струне по обе стороны от нее имеет вид

(2)dt^

При  ̂=  О, т) =  О тц  =  J. Следовательно, вспомогательное урав­
нение для т) будет

т р \  =  2Р +  p f = -  2Рт1 cth р1/с +  pJ, (3)
и ^

^  трс +  2Р  cth pile '

Если р — линейная плотность струны, то Р =  рс  ̂ и масса стру­
ны равна 2р/. Обозначим

2Р =  - ^
Тогда

m

Ш т с
(р //с )  +  ft cth р //с  •

(5)

(6)



Пользуясь При интерпретации правилом элементарных дро­
бей, мы учитываем, что система стабильна и не диссипативна, 
и, следовательно, все нули знаменателя чисто мнимые. Если 
р //с  =  ш , то (О удовлетворяет уравнению

(o =  /jctgco. (7)

М еж ду двумя последовательными положительными или от­
рицательными величинами, кратными л, всегда лежит корень, 
причем имеются пары корней с одинаковым модулем. Тогда

У1 _  i L  V __________ I__________  giact/l —
' т с ^  ш с  {I +  k cosec^w) {l/c)

тс  (О (1 +  cosec^a) I ’  ̂ '

второе суммирование производится только по положительным со. 
Если корень (7) равен пя +  Я, где А ,<л , то

(пл -Ь А,) tg  А, =  (9)

и X =  klnn. Тогда ряд сходится как Четырех или пяти
членов достаточно для получения точности выше 1%. Для б о ­
лее высокой точности необходима большая работа.

Если t не слишком велико, точное решение легко найти 
разложением на волны. У добно  считать единицей времени Ijc 
время, необходимое для пробега волны вдоль половины стру­
ны. Обозначим также Jim =  V . Тогда

_  V К ( 1 - е - 2 р )  _

^ р +  к<Л\\р (р +  к) — (р — к) е~^Р

=  V p+.k
V 1 -

p + k  \ p + k
2k ( р - к ) (10)р + к 1 р + к (р + кУ

Первый член равен нулю при ^ < 0 ;  при ^ > 0  он равен

- ^ ( 1 - е - ^ О  (^ > 0 ) .  (11)

После t =  2 второй член уж е не равен нулю. Мы имеем

 =  J______ Р_________ Р ___1____ L p - k t ^ f p - k t  по\
(р + к Г  к к(р  + к) {р + к У ~  к

и вклад второго члена будет

- ^ [ l - e - ^ ( ^ - 2 ) - f e ( ^ - 2 ) e - ^ < ' - 2 ) ]  ( ^ > 2 ) .  (13)



Третий член равен О при t < 4 ;  для ^ > 4 ,  как легко видеть, 
он дает

2V (14)

П роцесс может быть продолжен так, чтобы определить дви­
жение в любой интересующий нас момент времени. Появление 
нового члена соответствует вступлению новой пары волн, отра­
женных на концах.

19.05. Однородный тяжелый стержень подвешен верти­
кально за один конец, к нижнему концу внезапно прикреплена 
масса т. Найти, как изменяется во времени натяжение на 
верхнем конце  [2].

В случае легкого стержня очевидно, что дополнительная 
масса будет совершать гармонические колебания относительно 
положения равновесия; когда она достигнет своей нижней по­
зиции, приращение напряжения будет равно удвоенному весу. 
Это объясняет опасность внезапного приложения нагрузки, 
которую система вполне может выдержать, если бы нагрузка 
увеличивалась постепенно.

В случае тяжелого стержня, если обозначить расстояние от 
верхнего конца через х,  а продольное смещение через у,  сме­
щение у  удовлетворяет уравнению

дХ̂ (1)

где р — плотность, £  — модуль Юнга, f  — внещняя сила на 
единицу объема, в рассматриваемом случае равная pg'. Пусть 
Е/р =  и смещение частицы под натяжением до момента при­
крепления груза будет у^. Тогда

(2) ̂ дх^

При х  =  0, =  при х  =  1 (длина стержня) dyJ dx  =  Q. Отсюда
glx

г/о =  - 1 — —2/

После прикрепления груза еще справедливо уравнение
д' у̂
I F ' — С‘

(3)

(4)

и когда  ̂=  О, у  =  уа, у  =  0. Отсюда вспомогательное уравне­
ние будет иметь вид

Г.2 ,, /^2 _  „ 2 ,, „2Р у- дх^ (5)



И решение, исчезающее при л; =  О, будет

\

А sh рх
У -  г/о = ----- (6)

где А  не зависит от х.
Если Q — площадь поперечного сечения стержня, то уравне­

ние движения массы т имеет вид

т д^у
dt^

ду
дх (7)

где производные вычисляются в точке х  =  1. Вспомогательное 
уравнение будет

тр^у =  m g  +  тр'^уа -  £(о ;

подставляя сюда у  из (6), имеем 

(p^ sh -^ р1\
тс A  =  g .

Растягивающее напряжение на верхнем конце равно

gp'+ -¥■ -  SP‘ +  л  pllf+Lp,h pi,с ■

Если k — отношение массы груза к массе стержня без груза 

k =  mipal, mcjEdi =  kljc, 

то напряжение равно
gm

(8)

(9)

(10)

i

(11)

1 1
k ch pl/c +  k (pljc)  sh pile (12)

Мы видим, что g m ja k  — напряжение, вызванное весом стержня 
без груза, и gm/co — статическое напряжение благодаря допол­
нительному грузу. Для оценки истинного напряжения мы 
должны разложить оператор по степеням Примем / /с  за
новую единицу времени; тогда

1 2е - Р
k p s h p  +  c h p  (kp +  I) -  (kp — I) е -2 р

2е-Р
kp +  1

1 4. ^  L  g -2p 1
k p + l  ^ ^

k p — \\
[ kp+\ (13)

Первый член равен нулю до ^ = 1 ,  а при больших t равен

2 ( 1 - е - ('-»/*). (14)



Он МОНОТОННО растет, пока t не становится равнцм 3, когда 
появляется новое слагаемое. Опять

=  -  1 + kp 2kpkp — 1

(kp +1)2; " ^  j p ^ i  ^  j k p + 1)“
и первые два члена (13) для ^ > 3  равны

+  (15)

1 + ^ ( ^ - 3 ) - е - 2 / ^

Максимум достигается при

1+ е-2 /^  =  1 ( / - 3 ) .

(16)

(17)

Уравнение (17) имеет корень при ^ < 5 ,  если

^ > l + e - 2 / f e . (18)

Это неравенство обращается в равенство, если k =  2,7. Таким 
образом, если k =  или 2, максимальное напряжение возни­
кает до того, как  ̂=  5. Если k = \ ,  максимум наступает при 
/  =  3,568 и равен 3,266 gml&,  т. е. в 1,653 раза больше стати­
ческого напряжения. Если k =  2, то соответствующее значение 
/ =  4,368, и напряжение составит 2,520 gmja,  т. е. в 1,680 раза 
больше статического.

Третий член вступает в действие при / =  5, и при больших t 
он будет равен

t-b)!k (19)

Если /е =  4, то максимум напряжения будет в момент / =  6,183 
и составит 2,29gm/(o. Статическое напряжение равно l,25^m/(o, 
так что их отношение равно 1,83.

Решения этого раздела и 19.04 получены Бромвичем.

19.06. Периодическое возмущение во внутренней точке.
Иногда рассуждают так: если внутренней точке системы ко­
нечных размеров сообщается периодическое движение, то это 
обеспечивает непрерывное поступление энергии и приводит 
в конце концов к неограниченному возрастанию возмущения 
независимо от того, имеется резонанс или нет (см. [3]). Инте­
ресно рассмотреть, что действительно произойдет в простом 
случае при выполнении всех этих условий. Рассмотрим сна­
чала струну длиной 2/, первоначально покоящуюся, и поло-



Ж И М , что при ^ > 0  средняя точка вынуждена гармонически 
колебаться со смещением, равным sin и/. Операторное решение, 
дающее такое смещение при х =  О и нулевое смещение при 
х  =  1, будет

пр sh р { 1 - х ) 1 с  
У р  ̂+  п^ sh рЦс ’

у  =  е-р;с/с(1 _  е - 2р(/-^)/с) (1 +  g - 2p//c +  g-4p//c . . .) sin ntH (t) =

=  sin n с
/, 21 + x \  41 — x\  ,+ s m r t U -—— j - s i n n u   —  +  •••, (2)

куда мы включили только члены с положительными аргумен­
тами. В любой момент движение состоит из множества нало­
женных друг на друга гармонических волн одинакового пе­
риода, число которых непрерывно увеличивается со временем. 
На первый взгляд это означает, что возмущение неограни­
ченно растет; с другой стороны, возможно, этого не происхо­
дит из-за интерференции следующих друг за другом волн. 
Оценить это можно, применив к (1) операционное правило 
элементарных дробей. Полюса в точках in дают 

'1  ̂ sin п{1 — х)1с _______ 1 . sin п (1 — х)1с
(3)in ■ 2in sin nljc  2  sin nl/c

и В точках — in дают
s m n ( l  — x) lc  . , . ■ - S i n n t . (4)sin пЦс '  '

Полю с В pljc =  rin (r целое) дает 
nrmcjl  i sin rn (I -  x) j l  ^

« 2  —  r'^n^C ĵp rin CO S rn

=  ; ( 5 )
и  В целом

sin п{1 — x)lc  . ,
и ==------------■ Sin nt —^ sm Ш/С

OO
n V  /  >\r ncjl . r n ( l  — x) . m e t- 2 2 j ( - 1) S in  \  ^-s m — . (6)

r= l

Ряд абсолютно сходится до тех пор, пока п не точно кратно 
ncjl,  и эта сумма для любых д: и t меньще, чем результат за­
мены синусов на 1 и всех членов их модулями. Следова­
тельно, у  не увеличивается беспредельно. Если мы оценим ки­
нетическую или потенциальную энергию, то окажется, что ряд



сходится как а энергия никогда не превысит некоторого
предела.

Скорость поступления энергии пропорциональна произведе­
нию (■§!') ’ вычисляемому при л; =  0; один множитель со ­
стоит из синусов, другой — из косинусов с аргументами, крат­
ными времени. Скорость поступления энергии в одни моменты 
времени положительна, в другие — отрицательна и в среднем 
для большого интервала времени стремится к нулю.

В рассмотренной задаче мы требовали ограниченных изме­
нений смещений в одной точке; можно подумать, что это 
условие не допускает неограниченного роста смещения в лю­
бой точке. Рассмотрим поэтому также случай, когда периоди­
ческой функцией вида sin nt для ^ > 0  является не смещение, 
а поперечная сила.

Обозначая через г/о смещение в л: =  О, мы получим

У =  Уо
sh р \ 1 - х ) 1 с

sin nt

sh pljc  ’
np

И

у  =

(7)

(8)

2 P  (p2 +  n^) ch pljc  ~
^  e-pxlc[\ _ e - 2p a - x ) / c ) ( i  _  g - 2p;/c +  g - 4 p ; / c _ - _  _ _ ) ( i  -  cos nt) =

nc

p̂  +  n 

sh p {l — x ) lc

2Pn
с

{ [ ■ --гРп

1 — COS n\t —

COS n y t  —

21 + X \
1 — COS n\t — 2 1 - x\

(10)

где опять должны быть учтены только члены с положительными 
аргументами. Если мы вычислим (9) с помощью правила эл е­
ментарных дробей, то получим

с . , sin п (1  — х)1с  ,
cos п1/с

ПС
c o s ( r - | - ^ ) - ^ s i n ( r - b Y

net

(И )
В этом случае ряд также сходится как и опять суще­
ствует верхняя грань для смещения. Сила в точке л: =  О теперь 
равна s in /г̂ , а скорость представляется рядом из косинусов, 
так что спустя продолжительное время в систему поступает 
такое же количество энергии, какое отбирается.



Мы предполагали, что система имеет конечные размеры. 
Если предположить, что / - > о о ,  то получим бесконечно длин­
ную струну, что вряд ли имеет практический смысл; однако 
тот же анализ вполне применим к газу в длинной трубе, от­
крытой на обоих концах. Принимая, что I растет, мы видим, 
что волны, связанные с членами, аргументы которых содер­
ж ат /, возвращаются все позже и позже, и решение для лю бого  
данного X сводится к первому члену до тех пор, пока 21 — х  <  
<  ct, т. е. чем больше I, тем больше интервал времени. Пере­
ходя к пределу, мы видим, что возмущение состоит из волны 
фиксированной амплитуды, захватывающей все большие рас­
стояния от начала координат; следовательно, энергия неогра­
ниченно растет. Таким образом, конечная сила при условии, что 
она действует достаточно долго, может передать неограничен­
ной системе безгранично большое количество энергии. Следуе-р 
заметить, что в этом случае операторное решение сводится 
к первому члену в разложении на волны и может быть найдено 
из вспомогательного уравнения, записанного в виде

А - с ^ - 0 - = о .

Мы берем решение в виде пренебрегая решением
описывающим волну, идущ ую из бесконечности.
• Мы полагали в (6), что п не точно кратно пс/1, и в (11),

что п не равно (s  +  где s — целое число. В специальных
случаях, когда это ограничение не выполняется, мы имеем ре­
зонанс, и возмущение будет расти. Модификация решения, 
позволяющая учесть кратные полюса, весьма проста, но мало 
интересна, так как неограниченное возрастание возмущения 
в случае резонанса формально возмож но даже для системы 
с одной степенью свободы. Главный вывод заключается в том, 
что гармоническая сила, как бы долго она ни действовала, 
никогда не передает системе больше определенного количества 
энергии, за исключением случаев, когда система не ограничена 
или период силы точно равен собственному периоду системы. 
В последнем случае необходимо изменить решение, учтя отбро­
шенные высшие степени смещения.

19.07. Задачи со  сферической симметрией. Уравнение рас­
пространения звука в трехмерном пространстве имеет вид

(1)

где ф — потенциал скорости, а компоненты скорости равны



И давление
(3)

(Мы используем Р,  так как хотим сохранить р как опера­
тор Хевисайда.) Теперь если ф — функция только . г и t, где 
г — расстояние от  заданной точки, то

Отсюда

=  (5)

и форма уравнения такая же, как для уравнения колебаний 
струны и распространения звука в одном измерении, где зави­
симая переменная теперь равна гф. Отсюда общее решение 
имеет вид

r(p =  f { r - c t )  +  g { r  +  ct). (6)

Первый член представляет собой расходящуюся волну, а вто­
рой — сходящуюся волну.

19,08. Взрывная волна. Рассмотрим сферическую область 
высокого давления, окруженную бесконечной областью одно­
родного давления. Границей между ними служ ит твердая 
стенка, и система покоится. Пусть граница мгновенно исчезает; 
найти последующее движение. Предположим, что массовые 
скорости достаточно малы, чтобы можно было пренебречь квад­
ратами смещений. Во всех точках при  ̂>  О выполняется. 19.07 (1). 
Обозначим через Р  избыточное давление по сравнению с не­
возмущенным давлением вне сферы. Поскольку вначале было 
состояние покоя, ф постоянно всюду и может быть принято 
равным нулю. Избыточное давление тогда составит

Р =  - - ^ .  (1)

В начальный момент оно равно положительной константе P q 
при г < а  и нулю при г > а .  Мы можем придать вспомогатель­
ному уравнению вид

рг { г < а ) ,рс̂  ' (2)
О ( г > а ) .



Давление долж но оставаться ограниченным в центре, и возму­
щение при г > а  не долж но содержать сходящихся волн. Тогда

Гф = (3)
( r > a ) .

Давление и радиальная компонента скорости должны быть не­
прерывны при г =  а. Отсюда ф и дц>!дг также непрерывны. Это 
дает

Р̂ а +  Л sh - ^  =
9Р с

+  c h - ^  =  -
рр с с  с

откуда

Л =  -рр- - (с +  ар)

(4)

(5)

(6)

В = Ро2 р ^  (с -  ар) ~ - ф { с  +  ар)

Таким образом, вне начальной сферы

(с -  ар) ^  +  “ Р) e-P('-+«Vc] H { t ) . (7)
О

■ V
Соответствующее изменение давления имеет вид

Р =  -
2л

g - p ( r - a ) / c  _  £_  _|_ Q j g - p ( r + c ) / c я ( 0  =

=  -  [ е - Р  И  - а ) - е - Р  ( d  +  а ) ]  Н (t) =

cU  —

Ро

г +  а +  а Н t -

H [ t -

r +  a\
}  =

2r { c t - r ) H  t - r +  a\
(8>

Для данного r > a  давление равно О до момента времени 
(г — а)/с, когда приб151вает первая волна из сжатой области, и 
после момента {r +  a)jc, когда проходит волна от наиболее уда­
ленной точки. В промежуточные моменты времени оно равно 
Ро(г — ct)l2r, т. е. Роа12г в момент вступления первой волны> 
— Роа12г в момент прохождения последней, и линейно изме­
няется в промежутке. Сжатию на переднем фронте волны со­
ответствует равное разрежение на заднем фронте [4].



Внутри Qфepы давление равно
РоР ра/с

1Р

1 -  +  aj (е-Р (9)

Оно равно Ро до момента (а — г)/с, после чего мгновенно спа­
дает до P q{\ — а!2г), линейно уменьшается во времени до тех 
пор, пока не достигнет — Р^а[2г в момент {a +  r)jc, и затем 
мгновенно возрастает до 0.

Бесконечное давление в центре существует только мгновенно, 
так как время существования такого возмущения в данной 
точке равно 2г/с и стремится к О в центре. Оно вызвано одно­
временным вступлением элементарных волн со всех точек поверх­
ности; в других точках волны от различных участков приходят 
в разное время, что приводит к конечному возмущению давле­
ния в конечном интервале времени. Если г < ^ а ,  давление ста­
новится отрицательным, как только приходит возмущение. 
Строго говоря, появление бесконечности в решении означает, 
что нельзя пренебрегать квадратами возмущений внутри опре­
деленного диапазона г п t\ однако этот диапазон тем меньше,
чем меньше Р^.

Поведение скорости в удаленных точках сходно с поведением 
давления. Если и — радиальная составляющая скорости, то

.. <̂ Ф _  РФ Ф
дг ~  с г •

Если г велико, первый член равен просто рР/с, и его поведение 
очевидно. Он пропорционален 1/г, второй член пропорциона­
лен 1/г^. Первый член не дает интегрального смещения по 
направлению от центра, так как движение от центра на этапе 
роста давления сразу не компенсируется обратными смещениями 
на этапе спада давления. Однако второй член описывает малые 
скорости, которые исчезают в начале и конце волны и дости­
гают положительного максимума в момент г/с. Он дает резуль­
тирующее радиальное смещение порядка а/г от  максимальной 
амплитуды первого члена; это отражает тот факт, что перво­
начально сжатое вещество расширяется до тех пор, пока не 
достигнет нормального давления, и окружающ ее вещество ото ­
двигается, чтобы освободить ему место.

Соответствующая одномерная задача заключалась бы в сле­
дующем: внутри отрезка длиной 2а в бесконечной трубе су­
ществует избыточное давление Pq. внезапно освобождаемое.
Д ве волны избыточного д а в л е н и я Р о  будут распространяться



В противоположных направлениях. Уменьшение давления на зад­
нем фронте волны для трехмерного случая не имеет аналогии 
в одномерной среде. Когда мы будем иметь дело с применением 
функций Бесселя, то увидим, что в двумерном случае имеется 
поразительная аналогия.

Возмущения, которые не влияют на данную точку до опре­
деленного момента времени, • принято называть импульсами.  
Примером таких возмущений является звуковая волна от взрыва, 
а также вспышки света от вращающегося зеркала и упругие 
волны, возбуждаемые землетрясением.

19.09. Расходящ иеся волны, возбуж даем ы е радиально осцил­
лирующ им ш аром [5, 6]. П оложим, что шар радиуса а в момент 
времени О начинает радиально осциллировать с периодом 2я//г. 
Н еобходимо найти движение воздуха вне шара.

Вначале все находится в покое; следовательно,

гф = (1)

При г =  а для ^ > 0  смещение, направленное от шара, положим 
равным (l/rt)sinrt^; скорость смещения будет равна cos nt. Отсюда

Гф = (р2 + д2) (1 ^
с̂ а̂

-  -  -Ь ехр
2 „ 2

L5/-\,r + (2)

ехр

— j { r ~ a )  co snt  + - ^  sin nt — ехр =

c o s n ( / - ^ )  +

+  ̂ s i n « ( ^  - ^ ) - е х р ( - c t - r  +  a\
(3)

когда c t > r  — а.
Решение имеет периодическую часть с периодом, равным 

периоду возмущения, а также член, затухающий со временем 
со скоростью, не зависящей от частоты и определяемой радиу­
сом шара.

Поскольку в задаче со взрывом нет затухающей со временем 
части, то мы можем считать, что она обусловлена ограниче­
ниями, наложенными на движение шара. Отношение связанных 
с ней скорости или давления к скорости или давлению, обус­
ловленным вторым членом в (3), близко к { cjnaf .
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ПРИ М ЕРЫ

1. Струна длиной 3/ с линейной плотностью  р находится под натяжением 
Р  =  рс^ и закреплена на концах. Д ве частицы массы т прикреплены в точ­
ках, делящих струну на три части. Одной из частиц сообщ ен поперечный 
импульс / .  Показать, что операторное решение для смещения другой частицы 
имеет вид ~

PJ  ________________ sh pi! с________________
с (тр sh pile  +  2 Р /с  ch plIcY  — P^lc^'

и найти явное решение до момента времени 3 //с.
2 . Тяжелая однородная струна длиной 3/ с  линейной плотностью  р 

закреплена на концах» и частица массы т  прикреплена на расстоянии I от 
одного из концов. Натяжение равно рс^. Частице придана поперечная ско­
рость V .  Показать, что смещение частицы равно

 ________ ту  sh р1/с sh 2р11с________
~  тр sh pile  sh ip l j c  +  pc sh Zpljc  ’

и вычислить 11 до момента времени 4 //с . (М. Т., Sched. В, 1927.)
\ 3. Закрытая труба длиной I содерж ит воздух, плотность которого больше
плотности воздуха вне трубы в отношении (1 + S o ) : !• Все находилось в покое 
до тех пор, пока диск, закрывающий один из концов трубы, не был мгно­
венно устранен. Показать, что спустя время t потенциал скорости равен

8 /cSo V  ( - ! ) '■  { 2 г + \ ) п х  . { 2 r + \ ) n c t
— 21— — ш—

г= 0

(начало координат взято на постоянно закрытом конце трубы ; с  — скорость 
звука). (М /с, Part П1, 1932.)

4. Найти движение, возникающее в задаче, аналогичной 3, но с  трубой, 
имеющей форму узкого конуса, а не цилиндра.
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ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ в о д н о м  
и  ТРЕХ ИЗМЕРЕНИЯХ

Ж ара и хлад, и сушь и влага 
Чредой идут к своим местам.

Джон Драйден, „Песнь в день  
святой Цецилии“

20.01. Уравнение теплопроводности. Скорость передачи тепла 
через единицу поверхности путем теплопроводности равна 
— kdVldn,  где F  — температура, fe — постоянная материала, 
называемая коэффициентом теплопроводности, и с/п — элемент 
нормали к поверхности. Отсюда легко вывести, что в однород­
ном материале скорость поступления тепла в элемент объема 
d x d y d z  равна k V ^ V d x d y d z .  Но чтобы повысить температуру 
единицы массы на dV,  требуется количество тепла c d V ,  где 
с — удельная теплоемкость; и, следовательно, тепло, необходимое 
для повышения на dV  температуры единицы объема, будет 
равно pcdV,  где р — плотность *). Таким образом , V удовлетво­
ряет уравнению

^ { p c V )  =  kV^V. (1)

Введем коэффициент температуропроводности ĥ , определяемый 
соотношением

—  = h \  (2)рс '  '

Тогда уравнение (1) примет вид ,
ai/
dt =  /i2VV. (3)

Кроме того, существуют внутренние источники тепла. Если 
тепло, производимое такими источниками, оставаясь там, где 
оно возникло, повышало бы температуру на Р  в единицу вре­
мени, то к правой части уравнения (3) нужно добавить член, 
равный Р.  Основными источниками тепла во внутренних точках 
среды являются химические и радиоактивные превращения.

*) Термодинамические соображения требуют некоторого изменения этого  
утверждения, так как, вообщ е говоря, происходит тепловое расширение и 
часть тепла расходуется на совершение работы против давления окруж аю ­
щего материала. Соответствую щ ая поправка значительна для газов, по н есу ­
щественна для твердых тел и жидкостей. Ср. [1] или [2].



При применении операционных методов для решения урав­
нения теплопроводности обычно удобнее писать ĥ q'  ̂ вместо р. 
Тогда изображение решения будет функцией q.  Однако перед 
интерпретацией нужно снова перейти от q к р.

20,02. Стержень, охлаждаемый с одного конца. Рассмотрим 
прежде всего однородный стержень с теплоизолированной бок о ­
вой поверхностью, находящийся в начальный момент времени 
при температуре S. В момент t =  0 конец стержня л: =  0 охла­
ждается до нулевой температуры и поддерживается при этой 
температуре в дальнейшем. Конец х  — 1 поддерживается при 
температуре S. Найти распределение температуры в остальных 
точках стержня.

Поскольку эта задача одномерная, уравнение теплопровод­
ности принимает вид

(1)dt дх^

а начальное условие при t =  О будет 1̂  =  S. Отсюда вспомога­
тельное уравнение получается в виде

или
d' V̂
дх^ - q ^ V = -  q^S.

(2)

(3)

Краевые условия состоят в том, чтобы F =  0 при x  =  Q, t > 0  
и =  5  при х  =  1. Отсюда

sh д(1  — х)  
sh ql1 - (4)

Этот оператор является четной функцией q и, следовательно, 
однозначной функцией р. Полюсы расположены при q l =  ±  inn, 
т. е. р =  — где п — лю бое целое число. Но отрицатель­
ные значения Im q соответствуют тем же значениям р, что и 
положительные, поэтому при применении операционного правила 
элементарных дробей нужно учитывать только положительные 
значения и нуль. Слагаемое, соответствующее полюсу р =  0, 
равно

<5)
Общий член имеет вид
_  ^  sh inn (I — x)ll

( -  (ch inn) (l^!2h4nn)

П К



а полное решение получается в виде

У =  5 I пл
2 g-nWhH/P

n=l

Если использовать интеграл Бромвича, то получим 
у  =  ^  Г -  s h g ( f - A ^ ) \ dz

2я/ J  ̂ Г  shS/ j г ’

(7)

(8)

где h\^ =  z.  Подынтегральное выражение является однозначной 
функцией Z с  полюсами в точках z =  О и z  =  — Не­
важно, выберем ли мы g действительным и положительным или

действительным и отрицательным при положительном действи­
тельном Z.  Мы выберем его положительным. Путь интегриро­
вания можно деформировать, как показано на рис. 64, а затем 
превратить его в петлю вокруг точки 2 =  О и вокруг всех отри­
цательных полюсов. Вычет в нуле равен хЦ.  В отрицательных 
полюсах g =  -}- innjl, и

- s h s /  =  | s ^ s h s /  =  l ? z c h ^ /  =  | m n ( - i r .dz  ^ 2  ^ dg 2

Следовательно, вычеты равны 

_  g-nWnHIl^ sh inn (I -  х)Ц
пл

Значения S =  — innjl не появляются, так как в отрицательных 
полюсах arg^ =  Y a r g 2 =  - j лг при указанном выборе контура
интегрирования. Отсюда мы вновь получаем (7). Путь интегри- 
рбвания можно было бы деформировать любым из двух спо­
собов, показанных на рис. 65. Легко видеть, что каждый из 
них привел бы к тому же результату.

При умеренных значениях nht'^'ll ряд (7) быстро сходится. 
Если эта величина равна 1, то  экспонента во втором члене



равна е~'‘ =  0,0№, а в следующем =  0,0001. Очевидно, что 
на этом этапе происходит заметное охлаждение половины длины 
стержня.

При малых ряд сходится медленно. В этом случае
мы можем воспользоваться разновидностью метода разложения, 

применявшейся при изучении волн [3]. Запишем (4) в виде

V =  +  . . . ) ] .  (9)

Если интерпретировать это выражение как интеграл по 
пути L, то аргумент g во всех точках пути интегрирования

Р и с. 65.

лежит между ± - ^ я ,  и этот ряд сходится равномерно и абсо-
лютно. Поэтому почленное интегрирование допустимо, и можно 
интерпретировать каждый член в отдельности. Имеем

qx = хр,'/2

и по 12.126(19)
(^ )=  1 -  erf

2М'!'
а > о ) .

Отсюда 

У =  5 erf ■ 1 — erf 2 1 - х
2ht

+

(10)

( И )

(12)

При больших W функция 1 — erf гг» мала по сравнению с ё 
П оэтом у для умеренных значений xj2ht''\ но больших lj2ht^* 
этот ряд быстро сходится и в большинстве случаев в нем можно 
ограничиться первым членом. Следовательно, это решение при­
годно в тех случаях, когда ряд (7) неудобен для вычислений.

Отдельные члены ряда (9) оказались зависящими от того, 
какой знак мы выберем для  ̂ при действительном положитель­
ном Z,  тогда как исходный интеграл от этого не зависел. Но 
если бы мы взяли отрицательный знак, ряд расходился бы на L. 
Однако можно было бы получить сходящееся на L разложение 
с  положительными знаками у показателей экспонент. Но так 
как теперь Re^ на L отрицательно, мы пришли бы в точности 
к тому же самому ряду. Выбор положительного знака удобен.



но и отрицательный знак при правильном обращении привел бы 
к тому же ответу.

При больших I градиент температуры при х  =  0 равен

дх
=  S q = - 4 = .  (13)

Это выражение сыграло важную роль в оценке возраста Земли 
Кельвином. Пренебрегая кривизной Земли, он рассматривал 
задачу об остывании Земли как одномерную задачу теплопро­
водности, принимая величину S равной точке плавления. Тогда 
измерения градиента температуры на поверхности позволяют 
на основании (13) оценить t. Неизвестные во времена Кельвина 
данные привели в дальнейшем к значительному изменению его 
результата.

20.03. О дномерная теплопроводность в бесконечной области .
Примем сначала, что распределение температуры в момент t =  О 
имеет вид

V =  H {x ) .  (1)
Мы видели, что функция

е - . . Я ( 0 = 1 - е г ! ^  (^ > 0 )  (2)

удовлетворяет дифференциальному уравнению

^  _  /,2 ^  _  О 
dt дх^ ^

при положительных значениях х. Она будет удовлетворять этому 
уравнению и при отрицательных х,  так как оба члена в (3) 
являются нечетными функциями л:. Кроме того, при ^ -^ 0  эта 
функция стремится к О для всех положительных значений х  и 
к 2 при всех отрицательных значениях. Отсюда следует, что 
функция

- ( 2 - е - ‘?̂ ) =  -  
2  ̂ '  2

1 +erf (4)

удовлетворяет дифференциальному уравнению (3) для всех л: 
и для всех положительных значений t, а при ^ -> 0  она стре­
мится к О при отрицательных л; и к 1 при положительных х, 
т. е. к Н {х ) .  Следовательно, эта функция дает решения для 
положительных t, если V =  Н [х) при t =  0.

Положим теперь, что начальное распределение температуры 
имеет вид

со

=  f f { l ) d H ( l - x ) .  (5)J ̂=-00



Решение, которое превращается в Н Ц — х)  при / =  О, есть

(6)1 +  erf

Следовательно, по принципу суперпозиции решением общей за­
дачи будет

К =  I  \ f { l ) d
1 = -оа

1 +  erf
2hf

(7>

Положим теперь
l  =  x  +  2 h t 4 .  (8>

Тогда
оо

1 { f { x  +  2 h t 4 ) e ~ ^ ' d l .  (9>
Уп  J

—  ОО

Это общее решение, полученное Фурье.

20.04. Неидеальное охлаждение одного конца стержня. При
том же начальном условии, что и в 20.02, предположим, что
конец X =  / поддерживается, как и прежде, при температуре S,
но конец X == О не охлаждается сразу до нулевой температуры. 
Вместо этого допустим, что он излучает тепло со скоростью,, 
пропорциональной его температуре. В то же время к этому 
концу подводится тепло путем теплопроводности со скоростью 
k d V j d x  на единицу площади. Эти два процесса должны быть 
уравновешены, если температура у  этого конца меняется непре­
рывно, так что здесь вместо условия У =  О мы получим соотно­
шение вида

^  — aV =  0 при х  =  0. '  (1)

Снова получаем операционное решение
У =  S [ 1  -  Л з Ь < 7 ( / - х ) ] Я ( 0 ,  (2)

где постоянная А  должна теперь определяться так, чтобы удо ­
влетворялось условие (1). П оэтому

ch<7/ — а (1 — Л sh ^/) =  О (3)

Корни знаменателя соответствуют действительным отрицатель­
ным р, и мы можем интерпретировать это выражение, как



обычно, С ПОМОЩЬЮ операционного правила'элементарных дро­
бей. Иначе, используя разложение на „волны “ , имеем

V =  s [ l - - ^ ^ ( 1 +  . . . ]  .
<? +  « '  q +  a (5)

Если длина I достаточно велика, чтобы можно было пренебречь 
членами, содержащими то в этом разложении можно
ограничиться первыми двумя членами, так что

(6)

При больших а это решение сводится к полученному в 20.02, 
что можно было ожидать, так как при йтом условие (1) озна­
чает, что =  О при X =  О, и совпадает с граничным условием, 
принятым в 20.02. При малых а получаем F  =  S. В данном 
случае нет потери тепла на этом конце, и, следовательно, тем­
пература не изменяется ни в одной точке. При промежуточ­
ных значениях а поступаем следующим образом. Если

У =

то  интеграл Бромвича дает

ае - q x

q +  a H { t ) ,

У- 2ni

ah

' + a h
exp

(7)

(8)

Положим z  =  Путь интегрирования для g представляет собой 
кривую, проходящ ую от Re"'/*"' до  Re'/*"*', где R велико, и о б ­
ходящ ую  начало координат с положительной стороны. О бозна­
чим этот путь через N.  Тогда

У
ah

т  J N

(9)

Но

1
лг ,

=  (О =  1 -  erf (^ > 0 ) .  (10)



Во втором интеграле в (9) полагаем $ +  а/г =  и получаем для 
этой части у

— ^  —  exp|^г^^ — ц +  -^j|exp(a^/i^ /+  a^ )dn  =
N

=  -exp(a2/z2^ +  a x ) ( l - e r f - ^ ± ^ ^ j .  (11)

Отсюда
г/ =  1 -  erf I -  exp (y  ̂+  ax)  {1 -  erf (| +  y)}, (12)

где l==x!2ht '\  y =  aht''\ и

I/ =  5  [erf I +  exp (y  ̂+  ax)  {1 — erf (| +  y)}]* (13)

Это совпадает с решением, полученным Риманом [4].
Температура при х= =0  равна 5ex p Y ^ (l  — erf y), откуда гра­

диент у этого конца получается с помощ ью (1). При малых t 
это выражение разлагается в сходящийся ряд по степеням t 
и, следовательно, убывает непрерывно. В отличие от 20.02 па­
дение температуры не происходит мгновенно, а градиент не 
становится сразу же бесконечным. Для больших значений t 
использовалось асимптотическое разложение для erf у:

х=0 ah УяГ 2 аЧЧ 2•2
(14)

Это решение эквивалентно найденному Хевисайдом [3, стр. 15]..

20.05. Конец х  =  0 длинного стержня закреплен, а второй 
конец л: =  I свободен. Первоначально стержень находится при 
нулевой температуре, а в момент /  =  О закрепленный конец, 
нагревается до температуры 5  и затем поддерживается при 
этой температуре. К аж дая часть стержня теряет тепло за счет 
излучения и конвекции со скоростью, пропорциональной тем" 
пературе (опыт Ингена — Хауща [5]).

В этом случае дифференциальное уравнение имеет вид

dV ,п dW  2т/ n v
dt ‘ дх  ̂

где а — постоянная. Положим

p +  =  (2)

и запишем уравнение



Для длинного стержня решение имеет вид

2ni
expi г( (г +  X ! dz

(4)

Положим z +  a  ̂=  ^̂ . Тогда

^  "ST /   ̂ “  V -  ~

2ni

Но подстановка
? =  a +  ti 

приводит член с 1/(^ — а) к виду

(5)

(6)

2я( ехр-{ ц 2 ^ - ц ( ^ - 2 а ^ ) } е х р ( - ах \ d\i
h ,

=  - S e x p ( -
h

1 — erf X -  2aht <7)

как и в 20.04 (11). Полное решение получается в виде
а х '

v - t s ехр -
h

+  ехр 1 -  erf - 2aht

2ht'!̂ (8)

При малых at \ но больших xj2ht  ' функции ошибок практи­
чески равны единице и V очень мало. Величина V может быть 
сравнима с S для малых значений времени только при умерен­
ных значениях х!2Ы^\ т. е. при малых axjh.  В этом случае

, т. е. с реше-решение практически совпадает с S (1 — erf
2ht'!̂

нием в отсутствие потерь через боковую  поверхность стержня.
При больших at'^ и умеренных xl2ht^' первая функция оши­

бок близка к — 1, а вторая — к + 1 ,  так что V Ф  Это
рэшение для установившегося состояния. Оно будет справедливо 
даже для больших значений xj2ht'\  если только величина 

— xj2ht''‘ большая и положительная. Следовательно, уста­
новившееся состояние приблизительно достигается, если одно­
временно t > a ^ ^  и t > x l 2 a h .

Если имеется несколько стержней с различной температуро­
проводностью, но одинаковыми поверхностями, так что а для 
всех стержней одно и то же, то значения х,  при которых Y



достигает заданного установившегося значения, будут  пропор­
циональны h.

20.06. Охлаждение Земли. За время, протекшее с тех пор 
как Земля стала твердой, она могла заметно охладиться только 
на глубинах, малых по сравнепик? с ее радиусом *). П оэтому 
можно пренебречь кривизной поверхности Земли и рассматри­
вать эту задачу как одномерную. За счет излучения поверх­
ность Земли должна была быстро охладиться до температуры, 
поддерживаемой солнечной радиацией, так что мы можем счи­
тать температуру поверхности постоянной и принять ее за нуль. 
Главное отличие от рассмотренной в 20.02 задачи состоит в том, 
что теперь мы должны принять во внимание влияние разогрева 
верхних слоев за счет радиоактивности. Положим величину Р,  
введенную в 20.01, равной постоянной А  до глубины Я  и нулю 
ниже этой глубины. Примем начальное распределение темпе­
ратуры в виде S +  т х  (л :>0), где m — постоянная. Тогда вспо­
могательное уравнение примет вид

^ - q 2 y  ^  +  (1)

при 0 < л ; < Я  и

~ ~ q ^ V = . - q 4 S  +  tnx) (2)

при Н < х .  Решения этих уравнений суть

V = - ^  +  S +  m x  +  В е - ‘>=‘ +  (3)

при 0 < л : < Я  и
I/ =  S -Ь т х +  (4)

при Н < х .  Член с не требуется в решении для больших
глубин, так как его присутствие привело бы к мгновенному
падению температуры на конечную величину вследствие поверх­
ностного возмущения. При х  =  0 температура V должна обра- 
ш,аться в нуль, и, кроме того, V и dV/dx должны быть непре­
рывны при л; =  Я .  Отсюда

В +  С S +  Ajp  =  О,
Be -  -Ь +  А!р =  De~ ч» , (5)

-Ceo f^  = D e - 4 ^ .

*) Современные теории приводят к. заключению, что первоначально Земля 
была в твердом состоянии. — Прим. ред.



Решая эти уравнения и подставляя в (3) и (4), находим

V - = S { l - e - < » ‘) +  m x  +  ^ { l - e - ‘” ‘ - e - ‘’ " s h q x }  { 0 < х < Н ) ,  (6)

V =  S { l - e - ‘» ‘) +  m x f y { c h q H - l ) e - ‘i’‘  ( Н < х ) .  (7)

Эти решения и их производные по х  содержат операторы вида 
q-ig-Qx  л q - 2g~qx  ̂ Они вычисляются при помощи интеграла 
Бромвича и интегрирования по частям. Мы можем также 
исходить из соотношения

если положить
ОО 00

Ф 1(«)  =  J  ( 1 - e r f  у) du, ® 2 (m)= I  Ф [(и )йи , (9)
Ы и

ТО

Явные выражения Ф( и Фа имеют вид

Ф 1(«)  =  г р ^ е “ “' - ы ( 1 - e r f  и), (11)

Oiiu)  =  +  j u ^ y i  -  erf и) -  ue-^^\ (12)

Эти функции' были частично протабулированы Джеффрисом 
и Хартри (см. 23.08). Однако- они тесно связаны с рассматри­
ваемыми ниже функциями ЯЛ, и ЯЛг, которые протабулиро­
ваны в Таблицах Британской ассоциации. Было бы полезно 
иметь таблицы этих последних функций с четырьмя десятичными 
знаками и шагом, достаточно малым для линейной интерполяции.

В реальной задаче возникает существенное упрощение, свя­
занное с тем, что Н  мало по сравнению с 2М' ‘̂ . На этом осно­
вании мы можем сохранить только несколько первых членов 
в разложении решения по степеням Н  (предварительно дефор­
мировав путь интегрирования в интеграле Бромвича в контур Af). 
Тогда градиент температуры у поверхности выразится в виде

+  . . .  = S q  +  m +  ^ \  ~ \ q H ) +  . . .



а ДЛЯ температуры на глубинах больше Я  получится выражение

у  =  S (1 _  ф

, / „  \ Ат\ , X , АН̂
ф т х  +  l S  ^  e r f — п— ------------------------------(И>\ 2 I 2М '̂  2ĥ  S  ̂ '

В настоящее время известно, что возраст Земли порядка 
2 -  10® лет*).  При этом значении t член AHjh^ составляет при­
мерно наблюдаемого градиента температуры.

М ож но также предположить, что вместо однородного рас­
пределения радиоактивных источников тепла в поверхностном 
слое их плотность экспоненциально убывает с глубиной. В этом 
случае вспомогательное уравнение принимает вид

 ̂ ^ — q^V =  — ^  — <7̂ (S 4 - mx) (15)
дх^ ^ hP-

для любых глубин. Часть решения, связанная с S +  mx,  уж е 
известна. Вторая часть получается в виде

w  =  (16)

1
Но

*2 ( 2̂ _  а=) р -
g - a x (g f t W _ i )  (17),

или
<?2-а2 2 \ 9  +  а q - a ) ^  ’

=  у  { е " ’ * -  ехр (y  ̂+  ад:) [1 -  erf (| +  у)]} +

где
+  Y { e - ' ? ^ - e x p ( Y ^ - a л : ) [ l  -  erf ( g - Y ) ] } ,  (19>

1 =  V =  (20)

Складывая эти выражения, получим

Ŵ  =  : ^ { l - e r f  E - e - “^ - - | - e x p ( Y '  +  a A : ) [ l - e r f  (| +  y )] +

+ | e x p ( f - a x ) [ l - e r f ( | - Y ) ] } ,  (21>

что совпадает с решением, полученным Ингерсолом и Зобелем [6J.

*) Более точно 4 , 5 - 10® лет.— Прим. ред.



Вклад радиоактивности в градиент температуры у поверх­
ности получается равным

( т ) „ .  -  т Ь г  =  W 1'  -  “ Р v 4 1 -  e r f V ) !. (22)

Если, как это фактически и есть, у  велико, то

(ЁК.)   U V = ^ / l _______ (23)
. д х  / ^ ^ 0  h^a \ I К^а a h Y ^ t  I

Чтобы согласовать различного рода данные, необходимо при­
нять, что радиоактивность сосредоточена в верхнем слое толщи­
ной самое большее 20 км*).

20.07. Шарик термометра имеет первоначально однородную  
■температуру, равную температуре окружающей среды. Темпе­
ратура воздуха убывает с высотой, а термометр поднимается 
на воздушном шаре с такой скоростью, что температура воздуха  
вокруг него изменяется со временем линейно. Определить, как 
изменяется средняя температура ртути [7, 8].

Температура внутри шарика удовлетворяет уравнению

- f -  =  A W = ^ ^ ( r n  (1)

и вспомогательное уравнение получается в виде

(2)

Решение этого уравнения, ограниченное в центре шарика, есть 
V =  (Л/г)зЬ^г, где Л — функция времени. Температура на внешней 
поверхности стекла равна Gt, где G — постоянная. Но стекло 
имеет лишь конечную температуропроводность, так что прибли-' 
женное граничное условие на поверхности ртути получается 
в виде

- ^ ^ K { G t - V ) ,  (3)

где К  зависит от отношения температуропроводности стекла 
и ртути и толщины стекла. Тогда

Л = ________________    (4)
K a s h q a  +  q a c h q a  — sh q a  ' '  ’

где а — внутренний радиус стеклянного шарика.

*) Вопрос о распределении радиоактивных элементов в недрах Земли 
в настоящее время исследован более подробно. Приведенные результаты 
представляю т лишь методический интерес. — Прим. ред.



Средняя температура ртути равна

V - А  У п — —
а

а r^V dr =  ~  j  Г sh qr dr  =
о о

_  ZKG________да  ch да — sh да______
ард^ Ka%\iga +  g a d a g a  — s\\ga ’ '■ '

Применяя правило разложения на элементарные дроби, 
замечаем, что около р =  О

У  3KG

д а [ к а ^ К д ^ а ^ +  ^д'^а^\

=  g \ L  п  1 . 1  Л и
1 Р I 15 Л2 3 Л2/С j j

- ° { ' - | ^ к + з з ? ) } -  (6)
Таким образом, имеется систематическое отставание темпера­
туры  ртути от температуры воздуха, что долж но учитываться 
при измерениях температуры на больших высотах.

Остальные нули знаменателя (5) дают экспоненциально убы ­
вающие слагаемые, которые были вычислены в работе Бромвича.

20.08. Периодический источник тепла. В 18.012 указывалось, 
что уравнение теплопроводности может иметь периодические 
решения при наличии периодического источника- тепла. В ка­
честве примера рассмотрим одномерную задачу, в которой 
температура при х  =  0 задается в виде S c o s y t .  Будем рассма­
тривать это как действительную часть от Sexp{ i\ t ) .  Тогда

, 2  d W  dV  . „

Решение этого уравнения, стремящееся к нулю при больших х,  
имеет вид

у  =  5e-A.*+<-v<, 
где ____

h'̂ X̂  =  iy, Я Y = ( 1  +  г) х-
Тогда

F =  5  ехр'[гу^ — (1 +  г) кх] 
и, отделяя действительную часть, находим 

7  =  cos — хл;).

Э то  решение периодически зависит от  времени, но его ампли­
туд а  экспоненциально убывает с глубиной, а фаза все время



запаздывает. На глубине х  =  я /х  фаза становится противопо­
ложной фазе температуры на поверхности, а амплитуда умень­
шается в отношении 1 : Эти изменения с глубиной тем
быстрее, чем короче период колебаний.

Такое поведение наблюдается в суточных и годовых колеба­
ниях температуры почвы, причем первые становятся неощути­
мыми на глубине в I м, а вторые — на глубине в 18 м. Это 
играет важ ную  роль в метеорологии, так как в океане за счет 
перемешивания воды тепло проникает на значительно большие 
глубины. Это обстоятельство даже в большей степени, чем раз­
ница теплоемкостей, объясняет большую (по сравнению с сушей) 
способность моря накапливать тепло, получаемое в течение лета, 
и согревать зимой проходящие над ним массы воздуха.

ПРИМ ЕРЫ

1. Однородный шар радиуса а с  температуропроводностью  h? находится 
при нулевой начальной температуре. Источники тепла равномерно распреде­
лены в шаре и таковы, что в отсутствие теплопроводности температура п о­
вышалась бы со скоростью  Р.  Вне шара температура поддерж ивается рав­
ной нулю. П окажите, что в последующ ие моменты времени температура 
в произвольной точке шара равна

1 Я  , 2 Y '  2 Р  / а \3 ппг

Покажите, что при малых t градиент температуры — dVIdr  у  поверхности 
приблизительно равен

“ т ) -

2. Однородный шар имеет начальную температуру S  и охлаж дается 
с  поверхности. Градиент температуры на поверхности равен температуре 
поверхности, умноженной на —и. Докажите, что для больших времен тем ­
пература поверхности приблизительно равна

(М- Т. Sched. В, 1928.)Sexp||

3. Натяжение длинной однородной струны таково, что скорость распро­
странения волн в ней равна с. Сопротивление поперечному движению про­
порционально скорости с коэффициентом пропорциональности Я. О дном у 
концу струны мгновенно сообщ ается поперечное смещение г/о. Д окаж ите, что
1) на расстоянии х  движение отсутствует до момента времени t =  x l i H

2 ) наклон у  возмущ енного конца струны асимптотически равен

i m ,

4. Ш ар радиуса а с начальной температурой Fq окруж ен безграничной 
средой  из того ж е материала с начальной температурой, равной нулю. П о­



кажите, что в момент времени t температура на расстоянии г >  а от центра 
шара равна ь

v ' ”  \ !
- ‘f )

где

Ъ =  ( I .e . ,  1942.)
2hYt 2hVt

5. В области 0 < х  < л ,  t >  О найдите решение уравнения
д г  д^г
Tt d F ’

удовлетворяю щ ее условиям г  =  О при *  =  0; х  — п  и z  =  x  при t =  0.
(I.e ., 1941.)
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ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ

„ у  меня позади длинная и печаль­
ная история", — сказала Мышь, пово­
рачиваясь к Алисе со вздохом. 
„Конечно, хвост длинный, — сказала 
Алиса, глядя на мышкин хвост с  уди­
влением, — но почему ты называешь 
его печальным?"

Л ью и сЖ а рр ол ,  „Алиса в стране
чудес"

21.01. Определение функций / ± «  ( а- )  и  / ± „ ( дс) .  М ы  уж е
встречались (16.10. 18.03) с функциями

J ч/г+2г , J >-га+2г

h { x )  = ^ ( - 1 ) r \ {n  +  r ) \ '
г=0 г=0

Те же ряды, в которых все знаки взяты положительными,-.
даю т

=  ^  r\(n +  r)\ ’ =  + ■ (2)
r-=0 r=0

Ясно, что

-n + 2 r

In{x)  =  e~'I^^^^Чn{xel^^ )̂ =  (3)
/_ „  {x) =  {xe'l '̂^̂ ) =  e~ {xe~'l^^ )̂.  ̂ (4)

Дифференциальное уравнение, которому удовлетворяют / „  и 
имеет вид

а уравнение, которому удовлетворяют / „  и

-  (х2 +  г е )у  =  0. (6)dx \ dx _

Функции In и / _ „  часто называются бесселевыми функциями 
мнимого аргумента.

21.011. Контурные интегралы, операционные представления.
Удобные контурные интегралы для этих функций можно пол^ -



чить, исходя из следующего оператора для действительного и 
положительного t:

/у >
р -^  ехр {ар-^) Н  (О =  ^  —

\р̂  ^  П р ‘
г =  0

(7)

г=0
\{п +  г)

а
'ка

H { t )  =

/ Л 2 / ^ ) Я ( 0 .

Следовательно, при п > — 1, ^ > 0
'кп

/ „ ( 2 / ^ )  =  ^ J e x p ( e ^  +  f )а\  dz

(8)

(9)

Если теперь перейти к пути интегрирования М,  который охва ­
тывает отрицательную действительную полуось и пересекает 
действительную положительную полуось, то интеграл будет 
иметь смысл для всех п и можех быть также использован для 
представления / _ „ ( 2 У ^ а / ) .  М ож но положить

( 10) 

( И )  

(12)

zt =  и.
Тогда (9) принимает вид

о Ь - ' "  J “ p ( “ + t )

И

du
, п+1

М

и  (2 / « О  =  ^  (а )̂''^" J ехр ( «  +  4 )  ^ .
м

что справедливо без ограничений на / и п.
Если теперь положим t =  ^ x ^ ,  а = \ ,  то получим

1 п { х ) = - 4 - г { ^  X
1 л;2exp^« +  - ĵ-— J du

,.n+i >2яг \2

а при а =  — 1, как видно из сравнения рядов (1) и (2),

(13)

Другая интересная форма получится, если положить



Тогда

/ „ U )  =

h  (х) =
2ni exp dX

M

2m exp
M

Я«+1

dk
Я«+>

(16)

(17)

что справедливо, если концы контура М  находятся при 
Н е (л :Я )= — оо. Это интегралы Шлефли. Положим теперь в (16)

Тогда
(18)

(19)

причем при |:г, действительном и большем 1, знак корня выби­
рается положительным. Тогда

2ni
g\).X d\i

м
(ц2- 1)V2 +

И аналогично

W  2я/ 1^""" (̂ *2 +  ,)V. +  (J.2 +  ])■/.]« •
м

(20)

(21)

Таким образом, имеем для /„(л:) и / „  (х) при п >  — \ следую ­
щие операционные представления:

Р/ „ (А - )Я (х ) :  

J A x ) H { x )  =

(р2 -1 ) ' /^ Р + (р 2+ 1) ‘/2]

Р
(р^+\)'1Лр +  (р^+\)Ц

п Н { х ) ,

п Н { х ) .

(22)

(23)

21.02. Функции Ханкеля Н5я(л:), H i „ ( x ) ,  Y „ ( x ) .  Интегралы 
вида (13), (14) будут  также удовлетворять дифференциальным 
уравнениям, если один предел берется при н =  О, когда стрем­

ойление к нулю происходит в таком направлении, что — оо
для /„(л;) и к +  оодля 1п(х)- Это можно проверить непосред­
ственно методом из 16.10. Удобно снова взять л: действитель­
ным н применить (16) и (17). Тогда А. +  (1/Я) стационарно при 
Х =  ±  1, а Я — (1Д) — при Я =  ± г .  Это седловые точки, и можно 
выбрать проходящие через них контуры следующим образом: 
для /„(л:) — рис. 66 (верх) и для /„(л;) — рис. 66 (низ). В каждом 
случае сумма интегралов вдоль двух путей интегрирования 
в указанных направлениях равна / „ ( х )  или /„{х)  соответственно, 
поскольку пути интегрирования в совокупности деформи­
рую тся  в М.



Для последнего контура интеграл вдоль верхнего пути о б о ­
значим через ~  Hs„ (л:), а интеграл вдоль нижнего пути — через

*). Тогда

2 /„ (^ )  =  H s „ W  +  H i „ W .  (24)
Поскольку доминирующие части подынтегральных выражений 
вблизи соответствующих седловых точек равны e x p (± / .v ) ,  ви­

дим, что три функции в какой-то мере аналогичны cos х, 
ехргх и е х р (— ix)\ и если еще взять

2 / F „ W  =  H s „ W - H i „ W ,  (25)
то функция Yn{x) будет аналогична sin л:. Кроме того,

H s„(^) =  - exp
о, i

dX

exp
— OO, — i

— X 
2

X - - dX
1 n+l •

(26)

(27)

*) Эти функции ввел Нильсен и обозначил через Н'} (х), (х).  В ат­
сон обозначает их через н'-̂  ̂(х )  и Я ®  (х). Первое обозначение имеет тот 
недостаток, что то ж е самое п является нижним индексом в Jn{x)\  второе 
неудобно для набора и написания и почти недоступно для печатания на 
машинке. Мы используем Hs^ (jc) и H i„(.t ) , причем s и i означают „в ер х ­
ний" (superior) и „нижний" (inferior) в соответствии с выбором путей инте­
грирования в интегралах Шлефли. И спользуются и другие обозначения.



Запись пределов интегрирования в (26) означает, что путь инте­
грирования идет от О до — оо, проходя через г. Эти интегралы, 
являющиеся аналитическими функциями л:, будут  также реше­
ниями дифференциального уравнения для комплексных х, 
у  которых Н е(л :)> 0 .

Эти пути интегрирования преобразуются сами в себя под­
становкой

Я,= - | .  (28)

Н о если установить правило, что аргументы принимаются рав­
ными О (а не 2л) для величин на положительной действитель­
ной оси, то нужно взять соответственно

для (26): Л =  для (27): К =  е ~ ‘^1и, (29)

и тогда
“ ОО

IH s„(x )  = ехр- ^л:  « — du =  (30)
J Z \ II /

0. i
Н1„(л:) =  е "" ‘ Н1_„(д;). (31)

Ho, кроме того, имеем

2J_^(x) =  H s_„  (X) +  H i_ „  (X) =  e"" '  Hs„ (x) +  Hi„ {x), (32)

и поэтому

i sin /1Я Hs„ (x) =  {x) -  (x),
i sin nn Hi„ {x) =  {x)

e - ' '^ ЧАх) ,  1 
- J ~ n i x ) .  J

(33)

Bee функции в последних двух соотношениях являются анали­
тическими как по X, так и по п. Их можно взять в качестве 
определений H s„(x )  и Н1„(л;), за исключением случая, когда 
s innn  =  0. Они всегда будут  равны интегралам, получаемым 
из (26) и (27) путем непрерывного деформирования пути инте­
грирования таким образом , чтобы Ке(л:Я)-> — оо на одном из 
концов. Кроме того, из (25)

V  Jn{x) cos п л - J ^ n i x )  , п л \

----------------

Когда п — положительное целое число, функция / _ „ ( х )  сводится 
к ( — ! ) " / „  (л:); но когда п стремится к положительному целому 
числу, это выражение для стремится к конечному пределу, 
который можно взять тогда в качестве определения для У„(л;).



Итак, возьмем *)

у  (;,) =  И т  W W c o s ( n + e ) n - _y__ „ - e W  ^  
 ̂ Е^о s in («  +  e )it

_  ^п+г (х) — ( — 0'  ̂J-n-г  _  
яе

.п  д
дп (35)

Члены в (1) распадаются на два класса, в зависимости от  того, 
имеется ли в знаменателе бесконечный факториал или нет. 
Общий член J„{x)  равен

/ J \п+2г

/•1 (я +  л)1 (36)

дп Un.r{x) =  ( - l Y

1 п+2г

г! (п +  г)1 L 2
(37)

где ^  — дигамма-функция. Аналогичный результат остается 
в силе для членов разложения J-n {x )  при г ^ п .  Однако для 
членов разложения при г < п  имеем

, —п—г+2г

„  ________-̂п-е.г \ Ч {-п-е + г)1
1 -П-Е + 2Г

г\ { -  е)!

-п+2г
du—fi, г _  ^ \  2 }

дп г\ О!

=  ( - 1 )
-п+2г

. (39)

*) В различных пособиях по функциям Бесселя сущ ествует поразитель­
ное многообразие обозначений. Функция Y^, как Ватсона, так и наша, о б о ­
значена Янке и Эмде через Л?„, Хевисайдом через — Gn и через ±  2Кп!'^ 
различными другими авторами. У Грея, М етыоза и М акроберта О п { х ) —

=  in H s„ {х), причем G „ употребляется также в других смыслах. П одроб­
ности об  обозначениях для этой и других функций Бесселя см. в [1].



Следовательно,
( 1 \

-  V ,

г= 0
/ j ч-n+2r

r~n
1 ^  ( r a - r -  1)! / ' I  \ - " + 2 ' ’
ji Assd r! I 2r=0

Положим BO второй строке r =  n +  s. Он примет вид
I 1«+2S

(40)

S“ 0
(41)

1

F n  (^) =  I  (X )  I f  [ЗГ (r) +  g - ( n  +  r ) J -
r=0

jt .-4̂
r=0

/•!
-tt+ 2 r

(42)

при n положительном целом или равном 0. Функция F„ всегда 
имеет особенность в начале координат и поэтому не может 
фигурировать ни в каком решении, которое долж но иметь

- /  (У

Р и с .  67.

смысл в центре круга. Однако она может появляться в реше­
ниях, которые справедливы между двумя концентрическими 
окружностями.

21.021. Интегралы для J n { x )  и Y „ { x )  вдоль действительных 
путей. Д ругое интегральное представление для Нз„(л:) можно 
получить, выбирая путь интегрирования в (26), показанный на 
рис, 67. На отрезке от О до 1 положим X==e~^^. Тогда эта часть



интеграла будет равна
сю

ехр — e^^^du =  ~ ^  ехр { — л: sh «  +  п«) (43)
и о

На полуокружности от  + 1  до — 1 положим Я =  ехр (/0). Тогда 
имеем

т

ехр {ix sin 0) ехр ( — niQ) dQ.

От — 1 до — оо полагаем к =  ехр {и +  in). Эта часть равна
оо

1 ехр ( — л: sh ы) ехр { — пи — nni) du,

(44)

(45)

и в целом

HSrt (л:) =  "7 f ехр (гх sin 0 — niQ) dQ +
Jt  J

1 Г+  - ^  J e x p { — X ah u) [exp nu + e x p  { — nu — nni)] du. (46) 
0

Поскольку при действительном x функции Hs„ и Hi„ ком­
плексно сопряженные, то

Я
Н 1 „ (л : )= — Г е х р (— w  sin0 +  гег'0) с/0 —71 J

о

ехр ( — X sh и) [ехр пи +  ехр ( — пи +  nni)\ du (47)

Jn W  =  — cos (л: sin 0 — П0) a'9 —Jt J
0

oo
1 e x p { — x a h u  — nu) sin nndu,  (48)

Уп(х) =  — sin (x sin 0 — n0)flf0 —Д J

я .
0

exp ( — л: sh m) [exp nu +  exp ( — nu) cos nn] du. (49)



Эти представления справедливы при Н е(л :)>0 , причем первая 
формула (47) справедлива также при Re(x) =  0, если R e (n ) > 0 .  
Если п — положительное целое, / „ ( х )  сводится к первому инте­
гралу, который известен как интеграл Бесселя. Он фигурирует 
в выражении для радиуса-вектора движущейся планеты в за­
висимости от угла.

21.022. Интегралы для 1 п { х )  по действительным путям 
интегрирования; второе решение Kh„ (дс). Можно получить 
аналогичные выражения для контурных интегралов, предста­
вляющих / „ ( х ) ,  при этом примем х  комплексным с положитель­
ной действительной частью и выберем соответствующий путь 
интегрирования; мож но также действовать непосредственно

следующим образом. Используя (16), выберем контур в пло­
скости К в виде, показанном на рис. 68. На окружности по­
лагаем

% =  е ‘9. (50)
Тогда вклад в / „  (л:) от этой части контура равен

л п
1

2 л ехр (х COS 0 — и/0) d0 =  — exp (х cos 0) cos «0  of0. (51)

На участке от — с» до — 1 и о т  — 1 до — оо положим
К =  ехр {и — ш), I  =  ехр («  +  in). (52)

Вклады от этих участков равны

ехр { — x c h u  — пи) du -Ь

оо
, 1 ехр ( — л: ch И — пи) du =

ехр ( — л- ch U — пи) du. (53)



Отсюда

=  ^  fexp(A :cos0)c o s n 0d0 —ji J  ЗХ

Кроме того,
Я

(х) =  — ехр (х cos 0) cos п0 dd +

е х р ( —x ch  и —пи) du. (54)

sin пп е х р (— X ch и +  пи) du

/ _ Л х ) - / Л х )  =  

Введем обозначение *)

2  sin пл 
я

ехр ( — л: ch ы) ch пи du.

КЬ„(л:) =  — ехр ( — л: ch и) ch пн
ЗХ J  

О

(55)

(56)

(57)

Тогда K h„(x ) имеет смысл даже для целых п при условии, что 
R e(x ) > 0 .

Рассмотрим отдельно интеграл от — оо до О при argA,= — я.
Тогда часть от — оо до — 1 дает, как прежде,

2 л/ X

X е х р( — лгсЬм — В интервале от — 1 до О положим 

X =  ехр ( — и — in).
Это дает

2яг ^ ехр ( — X ch «  +  пи) du.

*) Эта функция использовалась Хевисайдом; Ватсон, следуя М акдо­

нальду, принимает Кп (х) — (х),  хотя он явно признает, что этот

множитель усложняет связь с Hs^ {х) и H i« (х). Кроме того, услож няется 
связь с функцией Лежандра (р,). Опубликованные таблицы содерж ат 
функции М акдональда, однако соотнош ения меж ду Кт Hsrj и Hi^ исполь­
зуются столь часто, что наиболее удобным будет деление табличных значе­
ний на я/2. В отличие от функции Макдональда мы обозначаем функцию 
Хевисайда через Khn (х).



И и н т е г р а л  в ц е л о м  ра ве н
оо

1 L_ рпт
пг

„п1л

о

Функцию K h„(x )  можно обратно преобразовать к виду Шлефли. 
Имеем

Kh„(A-) =  — е х р (— A;chw)ch«uc?y =ЗХ J
о

я ехр ( - x ch  у +  (К е л :> 0 ) .  (59)

Положим е"̂  =  К. Тогда

exp (R 6 a; > 0 ) ;  (60)

и если Y  xh =  и, то

K h,(^) =  -
1

e x p ( - w - ^ ^ ) « ' » - < < i ^ / ,  l a r g x K - ^ r t .  (61)

Ясно, что Kh„(.v) =  КЬ_„(л:), так что мож но всегда считать 
/ г ^ О .  По непрерывности те же представления будут  справед­
ливы при Re(A:) =  0 или Re(x^) =  0 при условии, что интегралы 
сходятся. В частности, (61) верно, если Не(л;^) =  0 и п > 0 .

Функцию Kh„ можно непосредственно выразить через Hs„ 
или Hi„. Так, используя исходные соотношения между функ­
циями /  и / ,  имеем

sin пл Kh„ (х) =  / _ „  {х) — / „  (л:) =  (62)
=  {хе'!^ ‘̂ ) =  (63)
== i sin Hs,t {хе'^̂ ‘̂ ), (64)

sin im Khn (-v) =  {xe~'/‘ ‘̂ ) — e'i^"'^4n {xe~'!^^ )̂ =  (65)
=  — i sin Hi„ {xe~'^ ”̂ ‘ ). (66)

Откуда

Kh„ (x)  =  Hs„ (xe'/^"0 =  “  Hi„ (xe-V^"0- (67)
Эти соотношения показывают, что все функции Бесселя при 

заданном п можно выразить через единственную функцию Kh„ (л:).



При п, равном положительному целому числу или нулю, Kh„ {х) 
мол<но представить как

Kh, W  =  l™  ±  ( -  1)- (,,) _  .

^ / 1 \'* + 2''

- ( - 1 ) ” ' | - / . ( а : ) 1п ( | * )  +  ( - 1 ) " 1 | ;  ( Г  (г )  +  5 Г ( „  +  ,)|  +
г =  0

и, в частности,

Kho (^) =  - 1  /о W  In (y  ^) + 1  5 ]  H i T T -  ^
r= 0

21.03. Другие контурные интегралы для / „ ( л ; ) .  Другие инте­
гральные представления функций Бесселя можно получить, 
положив в уравнении для / „  {х)

y  =  x -Hi .   ̂ (71)
Тогда

х и "  ~ { 2 п — \)и' +  xu =  Q. (72)
Сделаем подстановку

« = f e " ^ Z d z ,  (73)

где путь интегрирования будет определен позже. Тогда

х и "  — {2п — 1)и' +  х и =  f [xz" — { 2 n — l ) z  +  x] Ze'"’' dz  =
«/

= [{z  ̂+  1) -  J  [(2  ̂+ l ) Z '  +  { 2 n + l ) z Z ]  dz, (74)

и если подинтегральное выражение справа должно обращаться 
в нуль, т. е.

Z ' _  { 2 n + \ ) z
Z -  22+1 .

то
/ с х ( г 2 + 1 ) - < ' ‘ +'''=\ (76)

Тогда решение будет
1 г е̂ ^

где R e (z x ) ->  оо на концах пути интегрирования. Если п >  ~  4-, то 
этот интеграл будет сходиться на стандартном контуре Бромвича,



И МЫ получаем операционное представление р/{р^+ 
Первый член разложения этого выражения равен р “ 2"=л:2"/(2л)! 
Это определяет решение как произведение постоянной на

2 '‘ п\ п J / \и в действительности оно равно ^ ■>nW, что можно про­
верить непосредственным разложением знаменателя по нисхо­
дящим степеням 2 . Затем, используя формулу удвоения для (2п)\, 
получим

Этот результат таким же путем был найден Ван дер Полем. 
Очевидно, что, хотя уравнение (72) второго порядка п должно 
иметь другое решение мы нашли только одно реше­
ние. Однако подынтегральное выражение в (77) имеет точки 
ветвления ±  L Если окружить их контуром в виде восьмерки 
или в виде петли, уходящей в — оо и охватывающей одну из 
точек ветвления, то мы получим другие решения. Аналогичные 
интегралы использовались Ватсоном в гл. 6 его книги.

Если /г +  у  — целое число, то подынтегральное выражение
однозначно и решения выразятся конечным числом членов, как 
мы уже видели при рассмотрении асимптотических разложений 
для этого случая. Настоящая форма имеет одно преимущество 
по сравнению с формой, использованной Ватсоном: у него 
подынтегральное выражение содержит множитель, который
в наших обозначениях имел бы вид {z^ и если «  — у
будет положительным целым или нулем, то интегралы будут  
обращаться в нуль. Это осложнение устраняется тем, что мы 
имеем сомножитель С другой стороны, его выра­
жение более удобно в обращении, когда путь интегрирования 
сводится к петле, охватывающей точку ветвления.

21.04. Рекуррентные формулы. Возвращаясь к выражению 
Т I \ 1 / 1 г / \ х^\ du ...

М

и дифференцируя его, получим
1 1  /1  / \ х^\ du

м

2т 12

е х р ( « - -  ^

exp lu - -^  = Jnix)-  Jn+ii )̂- (2)



Дифференцирование выражения
1

2ni
exp

м
- л :  ( л - - I  
,2 I к)

dk

дает

2яг
ехр

м 2 l«  + 2

(3)

=  (4)

Вычитая (2) из (4), получим

Кроме того, (4) и (5) дают

J'n(х) =  J n - i { x ) - - ^  Jn(x).

(5)

(6)

Здесь дифференцировались интегралы по контуру М,  кото­
рые дают Jn{x). Однако совершенно также можно было бы 
дифференцировать интегралы по контурам, приводящим к 
Hs„ (л:) и Hi„ (х), которые, следовательно, удовлетворяют тем же 
самым рекуррентным соотношениям, и тогда в силу определе­
ния функции Yn(x)  она также будет удовлетворять этим соот­
ношениям.

Соответствующие соотношения для / „ ( х )  и КЬ„(л:) несколько 
отличаются за счет различия знаков у 1/и и 1/Х в показателе 
экспоненты. Они имеют вид

2п
^n-l {x)  In + \ { x )—  ̂ / „  (х),

Kh'n (х) =  Kh„ (X) -  Kh„+, (X) =  -  - f  Kh„ ( x )  -  K h„_, ( x )  =

K h„_, ix) -  Kh„+, (X) =  -  ^  Kh„ (x ) .

(8)

(9)

(10)

Используя эти соотношения, можно по заданным функциям 
Бесселя при п =  0 и п =  1 построить одноименные функции для 
лю бого  целого п.



Особенно важными являются соотношения
d

dx
d

J o {x ) =  -  Ji{x), 

lo{x)  =  h i x ) ,

Kho (x) =  -  Kh, {x), [X  Kh, (x)] = - x K h ,  (x).

[ л : / ,  (x)]  =  xJo {x) ;  

[xli ( x ) ]  =  xIq (x);
( 11)

(12)

(13)

Эти соотношения используются в гидродинамических задачах 
для цилиндра, если радиальная скорость пропорциональна Jq, 
а азимутальная скорость пропорциональна / [ ,  и наоборот.

21.05. Асимптотические формулы стоксозского  типа. Эти ф ор­
мулы наиболее просто получаются для H s„(x ) , Hi„(A') и Kh„(x), 
потому что естественные пути интегрирования для этих функ­
ций проходят только через одну седловую точку. Представле­
ния (26) и (27) из 21.02, по-видимому, наиболее удобны для 
получения первого члена разложения, поскольку в них поло­
жение седловых точек не зависит от х. Вводя

f (Я) =  -^ X (а, -  , f "  (i) =  -  х/гз =  -  ix, (1)

находим, что подынтегральное выражение для H s„(x )  при Я, =  г 
равно

^ е х р  (гх) ехр -  - ^ { п +  I) ni
ni (2)

и линия наискорейшего спуска при х действительном и поло­
жительном проходит под углом к положительной действи­
тельной оси. Тогда 

1Hs„ ( х ) - - ^ е х р / Г 1 ' 1 2 л ) 'к f 3 ,\х - ^ п л - - ^ п X ехр -т-ягU
2 \-/2

лх
' ехр М X — пя

и аналогично

H i„(x )  -

Откуда
Jnix)

Ynix)'

2 \'h

пх
' ехр — I

2  \ ' / 2  ( 1 1
COS I X — ^ п л  — ^  п

2 \'/2 . / 1 1
—  sin X — т г п л : — 7-я  
пх ! \ 2 4

(3)

(4)

(5)

(6)

Эти соотношения определяют коэффициенты при соответствую­
щих первых членах разложения. Остальная часть разложений



также может быть определена из самих интегралов, однако 
наиболее просто она находится из дифференциального уравне­
ния, как в 17.121. Имеем

H s„W = =  

Hi„ (х) =  

Jnix) =

Ynix) =

exp i\x — -Irпл — ■ It

nx

{U -  iV), (7)

{U +  iV), (8)

U cos — у п я  — j +  7  sin — Y  я/г — ^

2 '̂к [ . (  1 I ^-
пх

ехр — г1 X — у / г я  — я

■ n

(9)
2 \'/2Гf /  sin X — -^пя — ^  n] — V cos[ X — ]r nn — r я]

где
1 -

(1 - 4 « 2 )  ( 9 - 4 « 2 )
2 ! (8a:)2

(1 -  An}) (9 -  4«2) (25 -  4«2) (49 -  An?) 
4! (8 x)*

1 -4«2  
8 л:

(I - 4 « 2 )  ( 9 - 4 « 2 )  (25-4ft2)  
3! (8x)3

(10)

I • t )

(11)
(12)

Это стоксовские разложения. Мы брали х действительным и 
положительным, но легко видеть, что это условие может быть 
ослаблено. В самом деле, при комплексном л; мы по-прежнему 
получим правильное значение подынтегрального выражения 
при А, =  г, в чем легко убедиться непосредственной подстановкой.
Направление пути интегрирования изменяется на — y a r g x ,  и
это учитывается сомножителем x ~ ‘i'̂ . Существует, однако, пре­
дел для допустимых значений a r g x .  В самом деле, допустим, 
что аргумент непрерывно увеличился на 2я. Функция /п (х )  
умножается на ехр (2пгя) и возвращается к своему исходному 
значению, если п — положительное целое. Но в (9) все члены 
умножаются на е х р ( — ш). Мы уж е знаем, что асимптотическое 
разложение не может быть верно для всех значений a rg x ,  если 
оно не сходится. Здесь мы видим, что неограниченная свобода 
изменения a r g x  привела бы к совершенно неверным резуль­
татам. Чтобы проследить причину происходящих изменений, 
заметим, что с ростом a rg x ,  если мы придерживаемся путей 
наискорейшего спуска, путь вблизи каждой седловой точки по­
вернется в отрицательном направлении на половину прираще­
ния a rg x ,  и в дальнейшем argA  должен уменьшаться при 
IЯ i =  оо и возрастать при малых | А, | на ту же величину, 
на которую возрастает a rg x .

Пусть a r g x  увеличился от О до 2я. Тогда линии наиско­
рейшего спуска совершенно те же, что и вначале, однако



Р и с .  69.

направления прохождения через седловые точки меняются на о б ­
ратные, и поэтому'они проходятся в направлениях, противопо­
ложных начальным,  если мы пытаемся сохранить непрерывность 
аппроксимации. Ясно, однако, что это приводит к неправиль­
ному результату. В самом деле, при п положительном целом 
мы должны прийти обратно к тому же значению / „ ( х ) ,  а H s„(x )  
всегда есть интеграл от О до оо ехр (гл — г arg х) и — ин­

теграл от оо ехр ( — от — / arg л:) до О, 
причем в сумме эти два пути инте­
грирования образую т петлю с поло­
жительным обходом  начала координат. 
Перемена знака происходит оттого, что 
асимптотические выражения перестают 
представлять Нз„(л:) и Н1„(л:) в интер­
вале 0 ^ a r g A : ^ 2 n ,  и причина этого 
заключается в том, что при некотором 
значении a r g x  непрерывное деформи­
рование пути наискорейшего спуска 
вблизи седловой точки приводит к тому, 
что путь начинает идти из начала 
координат в бесконечность, вместо того 
чтобы идти из бесконечности в начало

координат. Положим a r g x  =  j n .  Путь для Hs„ (л:) идет
прямо по мнимой оси, и затруднений не возникает. Однако путь 
для Н1„(л:) пойдет, как показано на рис. 69, где штриховой

линией указан путь для arg л: немного меньше, чем п. Если 

a r g  X  несколько больше, чем -^я, то мы могли бы выбрать путь

в подходящем направлении из бесконечности до /, затем по пол­
ной окружности и от г в начало координат снова в подходя­
щем направлении, и тогда H i„ (x )  было бы получено правильно. 
Но это не был бы путь наискорейшего спуска (другая штрихо­
вая линия), ибо если бы он проходил слева направо вблизи — г, 
то пересекал бы окружность изнутри и шел бы от О до беско­
нечности. Мы можем видеть, что разница интегралов вдоль 
этих двух путей равна 2Нз„(л:). Это не имеет значения для 
определения асимптотического разложения, так как каждый 
член Hs„ (л:) содержит экспоненциально малый множитель, когда 
0 < a r g j c < j t ,  и весь ряд при | л: 1 достаточно большом будет 
мал по сравнению с любым членом ряда Н1„(л:). П оэтому эти 
разложения справедливы при О ^  arg х < п ,  однако при arg х  =  л 
модули первых членов становятся равными и новая часть Hi„ 
станет больше. Следовательно, асимптотическое разложение



для Н1„(л:) не справедливо при a r g x > n .  Аналогичным образом 
разложение H s„(x )  при а г д х  =  у я  станет представлять функ­
цию, содержащ ую кратное H i„(x ) ,  и новая часть станет боль­
шей при a r g x  =  2n. Некоторые дальнейшие рассмотрения пока­
зывают, что интервалы справедливости асимптотических разло­
жений есть — n < a r g x < 2 n  для Hs„ (л:) и — 2 я < а г § л : < л ;  
для ]Л\п{х). Основываюшиеся на них разложения для / „ ( х )  и 
Yn{x) будут поэтому справедливы при — n < a x g  х  < п ,  но, ко ­
нечно, не справедливы при a r g x =  ±  л.

25.051, Асимптотические формулы для / „ ( х )  и K h„(x )  могут 
быть получены из рассмотренных заменой аргумента в (3), (4) 
или непосредственно из интегралов 21.022(51), (60). После­
дующие члены находятся из дифференциального уравнения.

In {^) ■ / 2 я
J I (1 -  4п2) (9 -  4«2)

(13)
1 ! 8 л: 2 Ц 8 хУ

у  „ X   ̂ L 1!8л: ^  2 ! ( 8 х У  • • • ]■   ̂ ^

М ожно показать, что для действительного аргумента ошибка 
при остановке на каком-либо члене ряда U и V имеет тот же 
знак, что и первый отброшенный член, и поэтому функция за­
ключена между суммами г и г +  1 членов ряда, если число 
оставленных членов столь велико, что последовательные члены 
чередуют знак [2]. То же справедливо для Kh„(x) ,  но соответ­
ствующее неравенство для In (j )̂ более сложно.

21.052. Интерпретация функций Kho(pco/c), рК Ьо(рш /с), 
Kho(^co). Физические приложения этих функций определяются 
экспоненциальными множителями в их асимптотических раз­
ложениях. Там, где для одномерной волны, распространяющейся 
в положительном направлении оси,

cos X {ct — л:) =  Re exp Ы {ct — х),

для симметричной волны в двух измерениях мы должны писать 
j^egiKc< Н1д(кш), причем фаза волны при больших кш будет рас­
пространяться наружу со скоростью с. Функция D q{x ), исполь­
зуемая в „Гидродинамике" Л амба (3), совпадает с — /H io (x ) .  
Функция Н1„(л:) является поэтому особенно удобной для изу­
чения распространения гармонических волн.

Конечность /„(л:) в начале координат делает ее подходящей 
функцией для использования в задачах, относящихся к внут­
ренности круга, но так как / „  {х) стремится к бесконечности



вместе с х,  подходящей функцией мнимого аргумента для ис­
пользования во внешности круга является K h „(x ) .  Функция 
Kho(pa), где р — оператор Хевисайда, постоянно встречается 
в задачах о распространении цилиндрических возмущений и 
играет роль, аналогичную е х р ( — /j/г) в одном измерении.

Простейшее представление этой функции имеет вид

К Ьо(л :)=—  е х р ( — x c h « ) d « .
JX J (1)

Тогда

exp [zt  — —  c h  u )  dll—  =
0 L

H [ t  - ^ c h u \ d u , (2)

Kho

0

Arch ctja
' < t I.

И п о э т о м у  в о б щ е м  с л у ч а е

Khc /7 со Я ( 0  =  - А г с Ь - ^ я ( ^  -  ^ ̂ ' Л со \ с (3)

Оператор Kho(jC»aj/c) дает поэтому возмущение, возникающее 
в момент времени ш/с и распространяющееся со скоростью с; 
его величина в фиксированной точке будет неограниченно воз ­
растать со временем. Однако дифференцированием мы получим 
более обычный оператор

р К Ь о (р ш /с )Я (0  =  - Я (4)

Здесь сразу обнаруживается характерная черта волн в двух 
измерениях; в противоположность одному и трем измерениям 
возмущения в двух измерениях не имеют заднего фронта, 
а оставляют бесконечно растянутый след.

Теперь если
Л > 0, p =  h Y ,  (5)



ТО

К Ь о(^ ш )Я (0  =  ^ |  е х р ( - м - 1 - ^ ^ ^ ) ^ Я ( 0  =
о

оо

1  рш ^ \  du_1_
л схр

= -  г —  яя  J и

— и ■ 4 h^u

t - 4fî u ^du =

G,̂ /4h4
Дифференцируя no t, получим при ^ > 0

p K K { q i b ) H { t )  =  
и, кроме того,

1  е-S>4ih4
Я (й̂ 1АкЧ

„-Q,4ih4
nt

q(o Khi (да)  Н {t) =  —  qw Kho {qib) =  -  © Kho (qa) =

________________ . _  p-6i^HhH
Л aV A hH  Ah4 n

(6)

(7)

(8)

Эти операторы, которые встречаются в задачах о диффузии 
Б круговых цилиндрах, являются частными случаями некоторых 
операторов, приводящих к вырожденным гипергеометрическим 
функциям.

21.06. Функции высшего порядка, асимптотические формулы 
гриновского типа. Асимптотические приближения для больших п 
были найдены (17.132) с точностью до постоянных множителей 
из непосредственного исследования дифференциальных уравне­
ний. Постоянные множители можно определить путем сравнения 
со стоксовскими разложениями при х, много большем п. Эти 
асимптотические формулы могут быть найдены методом наиско­
рейшего спуска, как это было сделано Дебаем. Мы проиллю­
стрируем это на функциях / „ ( х )  и КЬ„(л:) при л: действительном 
и положительном. Из 21.022(57) имеем

Kh„(x)  =  —  exp ( — X ch и) ch пи du Ф
ЗХ J  

О

я J 
о

е х р (— A:ch и +  п«) expU(u)Jdu,  (1)
о



так как член с ехр(—пи) монотонно убывает с ростом н и, 
как легко показать, пренебрежимо мал при больших п по срав­
нению с членом, содержащим exp(nu). Путь наискорейшего 
спуска совпадает с действительной осью. Подынтегральное 
выражение максимально при

Г  { u ) ^ n - x s h u  =  0. (2)
и при

s h «  =  -^, f " { u ) =  — x c h u ,  f (u) =  a A r s h  — -~{x^ +

n j / "^  x-’̂ {rî  + [ к + ( п Н л : 2 ) ' / г ] « е х р  [ — ( /г ^  +  л :^ )'''^ ].Kh

Для /„(л:) можно использовать 21,011(20):
1

(3)

In (х) = exp[ f (n) ]

где

1)'А

откуда
1 +

«2 у/2

/  (ц) =  (л;̂  +  — п\п I +

d\i

((i^-1)'/^’
(4)

- 1 ) 4 (5)
уравнением

=  0, (6)

=  С"]  +  l ) ' \
п \п^ /
\Ъ п 

х ^ )  х \ -

(7)

Так как f "  (ц) положительно, линия наискорейшего спуска 
параллельна мнимой оси, и мы находим

V  2п
х' {̂п  ̂+  х )̂ [rt +  («2 +  " ехр (rt̂  +  (8)

Соответствующие асимптотические выражения для / „ ( х )  и F„(x )  
при х < п  имеют вид

/ „ W  ~  у =  +  "exp  (9)

У п { х )  1 / " | -л :-" (п2 -л :2 )~ ' ' ' [ /г+ (п 2 -х2 ) ‘'='Гехр (10)
а при х > п

Jn (х) ~  l / " - ^  " [ «  (tg У -  и) +  I  я

Уп{х)  ^  (х  ̂ -  cos rt (tg и -  и) +  J  л
где sec v =  xjn.

(И )



Были получены и дальнейшие члены этих разложений, кото­
рые приводятся Бикли [4] до однако рекуррентное соотно­
шение является более сложным, чем для стоксовских разложе­
ний. Первый член при х > п  дает фактически вполне хорош ее 
приближение правее первого нуля / „ U ) .

21.07, Применение вронскиана. Запишем уравнение Бесселя 
в виде

Тогда, если взять вронскиан для любых двух решений г/,, у 2,. 
получим

/  X  \

W  (f/i. г/2) =  Л ехр j  , (2)

в частности,
J ' J x ) J _ J x ) - J ' _ J x ) J J x )  =  ^ .  (3)

Постоянную можно определить, рассматривая первые члены

(1 «У
=  +  . . . .  {х) =  -ь

1 (1 1 /1
Т  2"  ̂ Т У

• '„ W  ( п - \ )1  ^  { - r t - D !

. 1 I _ 2rt 2 sin гал ,
{ п - \ ) \ ( - п ) \  ( - п - 1 ) \ п \  ~  п \ ( -п )\  ~  к ' W

Отсюда сразу следует, что если п нецелое, то /„(л:) и 1~п(х)  
являются двумя независимыми решениями, а при п целом они 
пропорциональны друг другу. Кроме того,

J n i x ) Y n ( x ) - j ' n { x ) Y n { x ) ^ ^ ,  (5)

[ n { x ) K h n { x ) - f n { x ) K h ' n { x )  =  ^ .  (6>

Числовые множители в (5) и (6) также легко получаются из 
рассмотрения асимптотических приближений для больших л: 
(21 .051 ). (Существование асимптотических разложений для 
производных сразу следует из рекуррентных соотношений.)

21.08. Функции полуцелого порядка. Из асимптотических 
разложений (17.121) мы видели, что такие функции мож но



выразить конечным числом членов. Компактно это можно сде­
лать с помощью рекуррентных соотношений. В каждом случае 
мы возьмем соотношение, которое содержит функцию порядка 
п + 1 ,  порядка п и производную последней. Тогда, умножая 
соотношение для Jn+i{x)  [21.04(2)] на л""", получим

x - V n + i  {х) =  -  {х) +  tix-'^-'Jn [х-'Чп (х)], (1)

(л:)= - X с1х
и по индукции

d

В частности,
/./, {х) =

X dx 

'h

\х-ЧЛ>с)]

[х-ЧАх)\.

пх sm X,

и поэтому

(^)

(3)

(4)

(5)

Поскольку нам известен экспоненциальный множитель для 
функций Ханкеля, мы сразу догады ваем ся, что

d ‘.т / ;Jx '

дг dx п - ^ ]

X dx

(6)

(7)

(8)

Так как ряд для Ь/,{х) получается из ряда для J>/,{x), если все 
члены взять с положительными знаками, то немедленно полу­
чаем

и из рекуррентных соотношений [21.04(7)]

(9)

(л;)= [ ^ - " / „ ( а:)], (10)
откуда

г / \ /' 2 \'/2 1 d &\ix
(11)

Кроме того.

K h , . w = (12)

K h „ „ . w = ( n ' - (  %  • (13)



21.09. Функции Ьег, bei, kher, khei [5 — 7 ].  Эти функции 
определяются следующим образом;

Ьег„ {%) ±  i bei„ {х) =  (xe± ’ <̂̂ 0 =  е* (хе^ 

kher„ (л:) ±  i khei„ (х) =  К К  {хе^ '^'"0 =  « H s„ {хе^ ^<«0-

Они, в частности, встречаются в задачах о периодическом 
тепловом потоке и медленном периодическом движении вязкой 
жидкости при наличии цилиндрических границ. Функции кЬег„(л:) 
и кЬе!„(л:) равны табулированным функциям кег„(л:), kei„(x), 
умноженным на 2/п. Свойства этих функций легко вывести из 
свойств функций /„(л:) и K h„(x ) при комплексном аргументе.

Если I X I мало, то

Kho(x) =  - f  1 п ( ^ х

откуда

к Ь е Г о  ( х )  == -  — 1п -5 - {х), k h e io  (л :) ф
Y  ( ^ < 0 ) ,

■4- { х >  0).

Если p~^f {t) обозначает f { t ) d t ,  то
о

p-nei/PH (О = (Ьег„ 2 У Т  + i bei„ 2 У Т ) Н  (t).

21.10. Ряды и определенные интегралы. Из интегралов 
Шлефли и теоремы Лорана сразу следует, что если п целое, 
положительное или отрицательное, то /„(л:) есть коэффициент

I  / i  \при к"' разложения е х р л :  ( — у j по положительным и отри­

цательным степеням X. Это можно легко показать непосред­
ственным перемножением рядов. По этой причине функции 
Бесселя целого порядка часто называют коэффициентами Бес­
селя. П оэтом у имеем

ехр Y  л: [а -  ^  (л:) Г
П= —оо

без ограничений на л: и Я. Положим Я =  ехрг6. Тогда
оо

ехр {ix sin 0) =  2  ^п{х) е'*‘в.

(1)

(2)



Умножим на е х р (— ш0) и проинтегрируем от — я до я; тогда
С
ехр г {х sin 0 — пд) dQ =  2 я /„  (х) (3)

Я

I Гh  W  =  I cos (х  sin 0 — «0) dQ,
о

(4)

что представляет собой частный случай результата для произ­
вольного п.

Если п =  0, то в (4) можно 0 заменить на 6 — у  я и
Я  Я

1 Г I Г
J q { x ) = = - ^  J cos (л: cos 0) rf0 =  —  exp (гл: cos 0) с?0.

-JT - л

Рассмотрим теперь интеграл

(5)

/  = e~° ’̂ Ja{bx)dx =  - ^  е ~ “’‘ dx  ехр(гбл; sin 0) с?0 (6)
о

( а > 0 ;  а, Ь действительные). 

Проинтегрируем сначала по х, тогда

Г 0̂___ = J_
2л .1 а — ib sin 0  2 я  .

dz
й г 2 -2 а г -6  ’ (7) •

где последний интеграл берется по единичной окружности. П о­
люсы подынтегрального выражения расположены в точках

bz =  а ±  V  -Ь .

При действительных а и 6 они действительны, причем один рас­
положен внутри, а другой — вне круга. Тогда интеграл равен 
(а" +  Изменяя обозначения, получим

1
(со2 + г2)/2 (8)

2 , ш действительны при z > 0 .  М ож но рассматривать й и z как 
цилиндрические координаты. Тогда правая часть есть просто г~\  
и мы выразили фундаментальное решение уравнения Лапласа



через решения уравнения в цилиндрических координатах. Это 
справедливо при z > 0 .  При 2 < 0  показатель экспоненты, оче­
видно, нужно взять равным +  x z .

Теперь следует ожидать, что решение уравнения Лапласа 
в цилиндрических координатах ( а ,  Я, z )  можно выразить в др у ­
гом виде. В самом деле, если ш и А считать постоянными, то 
решение ф можно выразить через соза г  и sinaz, как интегралы
Фурье f (а, ю, X) cos аг flfa +  g  (а,  ы,  ?i) s i n a z  d a  при условии,J J
что они сходятся, и то же самое применимо к Н о если 
У̂ Ф =  О для всех Z, то f  и g  должны удовлетворять уравнению

1 д
(О да>

( -  df со - а 2 /  =  0

и поэтому иметь вид [Л/„ (аш) +  В Kh„ (ай)] (cos пА,, sinnA). Такое 
выражение имеет очевидный недостаток, заключающийся в том, 
что / „ ( а с о ) - » о о  при ш -> о о ,  а K h „ ( a « ) - ^ o o  при ш -> 0 .  Однако 
для распределения с особенностью при ш =  О, стремящегося к О 
на бесконечности, можно ожидать, что решение Kh„ является 
допустимым. Оно может быть получено следующим образом. 
М ож но рассматривать эту задачу как задачу о распределении 
потенциала от источников вдоль оси z  с линейной плотностью, 
пропорциональной соза г .  Тогда потенциал такого распределения 
при 2 =  0 будет

/ 00

COS aj
у  ĝ  +  co

=  rfS =  2R e (9)

с обходом  полюса при $ =  Положим g = /к и затем к =  й сН о . 
Тогда с учетом того, что интеграл до >с =  ю является чисто 
мнимым, имеем в силу 21.022(59)

2 Re dK =  2 dx

=  2  =  л  K h o ( a w ) . ( 10)

В свою очередь потенциал вблизи оси должен быть равен 
произведению линейной плотности на — 21пш. Но при малых о>

2 , ( 1функция Kho(aco) ведет себя и поэтомукак — ~  In “ w
я Kho(абз) c o s будет вести себя как — 2 In й cosag. Тогда по­
тенциал от  линейной плотности co sa z  будет

я Kho (аш )соза2 .



Возьмем теперь плотность равной ' / 2̂  на отрезке от z =  — h 
д о  z  =  h,  а в остальной части равной нулю. Тогда мы можем

выразить это как интеграл Фурье f  (a )cosaz da ,  причем
о

f(a )  = 2лА cosa^dg =  - ^ ^ s i n a /г. ( И )
-!г

Следовательно, (И )  есть множитель при cosa z  в выражении, 
соответствующем линейной плотности, равномерной при 
— h < z < h ,  и предельная функция равна 1/я, когда h мало и 
распределение сводится к сосредоточенной единичной массе или 
заряду. Тогда имеем

Kho(ao>)cosa2rfa (ш > 0 ) . (12)

Интеграл сходится на обоих пределах, за исключением случая, 
когда й =  0.

Поучительно видеть, как совершенно различные на вид вы­
ражения (8) и (12) можно связать между собой непосредственно. 
Исходим из (8), записав его в гиде

J1

2 J 
о

g - и г  (ксо)] dx. (13)

К аж дую  часть этого выражения нужно рассматривать отдельно, 
так как H sq (x ) -^ 0  при x - > i o o ,  а H io ( j : ) -> 0  при x - >  — i o o .  
Тогда

i  ОО —  I  00

2 .
о

е “ ^^Нзо(исй)с/н +  -5- е~' ~̂ H iq (ха)  dK =Z J

‘ Y  J H s q  (ш с о )  da — ^  е ‘ “ ^г HIq ( —  ю с о )  da =

2
о

е ~ ‘ “ ^ K h o  (а с о ) d a  +  Y  К Ц  ( а ш )  d a  =
о

Kho(aco) cosa z  da, (14)

где использованы соотношения 21.022(67) между Kho и функ­
циями Ханкеля. Такой тип преобразования часто используется



При рассмотрении волн около плоских границ, и мы проиллю­
стрировали его на самом простом примере. Небольшое изменение 
этого метода для сферических границ лежит в основе многих 

I 'р а б о т  по распространению электромагнитных волн около шара.

21.101. Интеграл Фурье — Бесселя. При таких же условиях, 
как в интегральной теореме Фурье, функция точки над пло- 

, I; скостью может быть выражена через функции Бесселя. Если 
Ш' ф(р. Х) есть потенциал в точке Q, цилиндрические координаты 
Р; которой суть (р, X, 0). а координаты точки Р — (й. Я, г), где 
ь  2 > 0 , то

Фр = 2я Ф(Р,

I 1
2я д г  J ф(Р, (I)

где q — проекция QP  на плоскость z =  О, и поэтому 

^2 =  р2 _|_ _  2рй cos (х — Я). (2)

Мы хотим иметь выражение через типичные решения уравнения 
Лапласа в цилиндрических координатах e “ ’^'^/„(xw)(cosrti, sinnX). 
Получить такое представление J^{Kq) оказывается неол<иданно 
трудно. По-видимому, оно впервые было найдено Нейманом и 
и Гейне как предельный случай соответствующих результатов 
в сферических координатах. Искомое разложение имеет вид

/о {щ)  =  /о h  (^Р) +  2 S  4  (>̂ “ ) 4  (>«Р) cos п (х -  X). (3)П=\

Чтобы проверить это выражение, подставим для функций Бес­
селя интегралы Шлефли и выберем пути интегрирования так, 
чтобы переменные интегрирования имели модули больше 1 
во всех точках путей. Тогда

/ „  (jcw) (кр) cos rt (х -  Я) =

е 'Лкй(а-1/а )_^  [ е ' /^ х р (Э -1 /Р )^ С 0 3 и (х -Я )  (4)п+1
м и

C O S  /1 (х  — Я)
« 2^2 _  2 ар cos (х — Я) + 1 ■ (5)



Тогда ряд равен

4я̂ J е х р у [к (о  (а - - ^ )  +  >ср ( | 3 - у

а262 -  I

X
м м

X
da

-  2аР cos (х  -  Л) +  I аР (6)

И так как подынтегральное выражение однозначно, мы можем 
заменить пути интегрирования любыми замкнутыми контурами, 
такими, что | а | > 1 , | р ]> 1 .  Запишем

=  а =  у ,

где |а| =  |ар|>1. Тогда показатель экспоненты равен
_ / ст Р 
“ (р  О! +  р ( р - - Г Р -  — ) Р - ( р - С О 0 )-

1 гТ.2р̂  —рй (а +  — ) +  со

5 =  -

р — о)/а  \
L\ р — соа р -

'U 1
р — Сй/0 Р .

=  ф

.
С С

, , — \ da d^
( е х р ф ) ^ -_-2^соз&+1 ^

Теперь можно проинтегрировать по р, что дает

(7)

(8)

(9)

5  = 2ni ,
С

/о | к  р 2 -р с о (с т + ^ |  +  б2 '̂1
а — •

da

ст — 2  cos ■б' +  — а

( 10)

В качестве пути интегрирования можно взять лю бую  окружность ■ 
радиуса больше 1, так чтобы она охватывала полюсы при 
0  =  е х р (± г 'д ) .  Теперь если положить о — 11а' и исследовать 
изменения знака, то вид этого интеграла не изменится, а новый 
путь интегрирования будет окружность с радиуса меньше 1, 
которая обходится в отрицательном направлении. Таким обра­
зом, мы имеем также, проходя теперь С в положительном на­
правлении,

1

5  =  - 2яг /о IК р̂  -  рй (о- +  -^) +  I
а --------а d<3

( И )

и после сложения получаем 2S просто в виде суммы вычетов 
в двух полюсах. Она вычисляется немедленно и дает

5  =  /о [и (р2 — 2йр cos д  +  =  /о {кд). (12)



ЧТО И нужно было показать. Следовательно, 
1 д

2п дг . ф(Р. X

X /о (хсо) Jo(хр) +  2 ^  (хй) (хр)c o s п { х - К )
п=\

pdpd%dx .  (13)

Дифференцирование по z  можно внести под знак интеграла, и 
мы получим требуемое разложение. Перемена порядков сумми­
рования и интегрирования допустима при условиях такого же 
типа, как в интегральной теореме Фурье (конечно, для случая 
двух  измерений). Доказательство сходимости предельного инте­
грала по поверхности получается сразу, если положить 2 =  0, но 
требует дополнительных условий, как и для теорем Фурье; если 
он сходится, то равен ф(ш, Я, 0). Таким образом, получаем 
разложение

оо 2 л  оо

< р (ш , А,) =  I I ф ( р ,  %) / о  / о  W )  d% йк +2л: J J .
О О О

ОО 2Я СО
Ф (р, х) h  (><ш) (%р) cos п (х -  Я) хр dp (14)

п=\ О О О

называемое интегралом Фурье — Бесселя. Следует отметить, что, 
когда р велико, /„ (к р )  порядка и для абсолютной сходи­
мости интегралов нужно, чтобы ф(р, быстрее р~“''».

21.102. Разлож ение м еж ду концентрическими окруж ностям и.
Если U и а — функции л:, удовлетворяющие уравнениям

х^и" +  хи' +  — Р) и =  О, (1)
x'^v" +  xv'  4- (ц^х  ̂— m^)v =  О, (2)

т о  после умножения на vjx  и ujx соответственно и вычитания 
получим

X {u"v  — uv")  +  {u'v ~ u v ' )  +  \(A,2 — yi?)x — ^ uv

Интегрируя, имеем
/ 2  -  т П

u v d x =  — [x {u'v — uv')].

■0. (3)

(4)

Граничные условия обычно таковы, что члены в правой части 
обращ аю тся  в нуль. Тогда если Х =  ц, I ф  т,  то



а если X ^  .и, 1 =  т, то

XUV dx =  О, (6)

где пределы интегрирования являются любыми значениями х, 
при которых правая часть (4) обращается в нуль. В частности, 
если пределы для х равны О и а, а Л и ^ г  — два различных 
числа, таких, что

(Яа) =  (fia) =  О или ]'т {Ка\ =  j'm (м-а) =  О,
то

xJ^iXx)  J„iix.x)dx =  0. (7)

Этого следовало ожидать, если вспомнить общие условия орто­
гональности, вытекающие из теоремы Грина. Для определения 
коэффициентов разложения заданной функции нам необходим 
также интеграл от xv^, где v — какое-либо решение уравне­
ния (2). Умножая это уравнение на v', имеем

О =  x'^v'v" +  xv'^ +  iii x̂  ̂— т^) vv'  =

dx

и поэтому В любых Пределах

х и Ч х  =  ^  \x^v'" +  ( [xV  -  t)2 (8)

1. Если
ПРИМ ЕРЫ

докажите, что

где

2. Если

докажите, что

с Ч
т +  BJ - т

ц2щ2 =  _  _  1)2 _

■ 0 -

!/ =  х' Л/Ч,т + В!

(Л оммель)



t

и покажите отсю да, что интеграл Эйри пропорционален

(Никольсен)

3. Выразите Bi {х )  через функции Бесселя порядка ±  — . (Миллер)О
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ПРИЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ

22.01. Большинство приложений функций Бесселя относится 
к колебаниям систем, обладающ их осевой симметрией. Обычно 
координата z  изменяется мало, как в случае приливных коле­
баний воды в круглом бассейне, или искомая функция не за­
висит от Z.  Даж е в случаях, когда зависимость от 2 суще­
ственна, функции Бесселя дают наилучший метод решения, 
если границы представляют собой  плоскости постоянных г. 
В задачах о колебаниях областей со сферическими границами 
появляются функции Бесселя полуцелого порядка в комбина­
ции с функциями Лежандра. Они встречаются также в раз­
личных одномерных задачах, особенно в задачах о колебаниях 
невесомой струны, нагруженной через равные интервалы тяж е­
лыми частицами, и о распространении электрических волн по 
подводному кабелю.

22.02. Цилиндрический импульс. Рассмотрим задачу о взрыве 
из 19.08 с тем изменением, что прежнее избыточное давление Pq 
возникает не внутри сферы, а внутри цилиндра радиуса а. 
При аналогичных начальных условиях вспомогательное уравне-, 
ние будет иметь вид

• =  (1)
(В да  (Зш

О ( с о > а ) .

Решениями соответствующ его однородного уравнения являются 
функции Бесселя нулевого порядка: lo ipalc )  и Kho(pco/c). В то­
рая функция непригодна внутри цилиндра, так как она обра­
щается в бесконечность при й =  0. Первая из них непригодна 
вне цилиндра. Действительно, при интерпретации операционного 
решения интегрирование производится по значениям z, имею­
щим положительную действительную часть, и асимптотическое 
разложение I^{z(blc) при больших m содержит множителем 
ехр (гш/с). П оэтом у  это решение давало бы сходящийся импульс.



Следовательно, решение уравнения (1) нужно взять в виде
, . .  !vib\

Ф =
РР 

BKho рсо (а ^  ш).
(2)

Кроме того, (5ф/<9/ и с?ф/(Зсо должны быть непрерывны при со =  а. 
Отсюда

А/о
ра \ - - ^  =  fiKho 

РР °

ра
с

ра
А 1 [ [ - ^ ]  =  В К К

Из 21.07 (6) имеем тождество
/; (X ) K h o  (X )  -  /о (х )  к ь ;  (л:) =  2/ял:. 

Отсюда при получаем
РФ п а jr ( р а \  /  рш

1 \ - ~  У 7^ 0
Но

/о(х)  =  — ехр(л:со5 0)^0.

Kho(x) =  — exp ( — x c h  u)cfy,
Я J

( 3 )

( 4 )

( 5 )

(6)

( 7 )

(8)

И, с л е д о в а т е л ь н о ,

Поскольку

я с

— 
я  с

о о
л оо

COS 0 exp c o s 0 — chv\dQ dv =  

cos 0 / / +  — COS0  — —  ch u ] d 0  (9)
0 0

/  +  —  COS0  
С

CO t ^ 1 x 0 ,  0)■ —  c h o < / - ^ -------------- ,с ^  ' с с ’ (10)
и если интегрировать сна-Ф обращается в нуль при ^

чала по и, можно заменить верхний предел интегрирования
c t  Н~ CL COS  0на A rc h   --------, а единичную функцию — на единицу при

условии, что ct +  а cos 0 >  ю. Это условие выполняется по край­
ней мере при 0 =  0, если только c t > i b  — a. Отсюда

а
П С

cos 0 Arch ( ct  +  а cos 0
dQ



Если c t >  а  +  а, то (ct +  а cos 0)/оз >  1 для всех 0, и верхний 
предел интегрирования равен я.  Если (Ь — а < c t  <(Ь +  а, то
верхний предел будет равен arccos “   ̂ . П оэтому возмущение
можно разбить на три стадии, определяемые неравенствами 
c t < ( b  — a, ti) — a < c t < ( b  +  a и m +  a < c t .  На первой стадии 
Ф =  0, и мы получаем цилиндрический импульс, распространяю­
щийся со скоростью с.

Основной интерес представляет для нас давление, которое 
выражается в виде

c o s 0 d 0—
п {{ct +  а cos 0 )  ̂—

Положим при (Ь — a < c t  <()> +  а
ct +  а — (Ь =  2Ь, +  а cos 0 — W =  26 cos^il) (13)

и будем считать Ь малым. Тогда сразу после момента вступле­
ния импульса имеем

Р ^  3 6 1 6 \ ,
Ра ■ 2 V  (Ь у  4 а  4 ( о ) '

Скачок давления на фронте импульса равен поэтому

тогда как в одномерном случае он равен ^ P q, г. ъ трехмерном

случае ^Рй {а1 а ) .  Убывание давления со временем оказывается
сначала сравнительно более медленным, чем в трехмерном 
случае, и при ct =  а  давление остается все еще положительным. 
Однако оно стремится к  — оо при ct =  (b +  a и возвращается 
к конечному отрицательному значению при больших t. При­
ближенное значение при ct =  а  +  а равно [1]

Р . 1
Ро ■ 2п

а при больших по сравнению с а значениях ct — а  оно равно
Р  1 a^ct

Л - 05)

авно

 (16)

Этот бесконечный импульс давления не несет бесконечной 
энергии, так как бесконечность здесь только логарифмическая. 
Кроме того, выражение для импульса должно, во всяком слу­
чае, измениться при учете членов второго порядка в уравне­
ниях гидродинамики. Мгновенное нагружение всей поверхности 
бесконечного цилиндра было бы трудно осуществить физически, 
но приближение к этому случаю возможно, если внутренность



цилиндра заполнена взрывчатым веществом, скорость волны 
детонации в котором в несколько раз превышает скорость 
звука в холодном воздухе. Бесконечный „хв ост “ возмущения 
характерен для распространения волн в двух измерениях. Он 
возникает также в случае точечного источника между двумя 
параллельными пластинками и при формировании упругих воля 
в твердом теле [2]. В последнем случае благодаря дифракции 
на границе тела возникают поверхностные волны, распростра­
няющиеся в двух измерениях, так что каждая частица только 
асимптотически возвращается к исходному положению, несмотря 
на то что начальное возмущение имеет конечную протяженность 
во всех трех направлениях.

22.03. Невесомая струна с сосредоточенными массами. Мы
видели, что операционный метод всегда применим при решении 
соответствующим образом заданных конечных систем линейных 
уравнений и не требует использования интеграла Бромвича. 
Мы предполагали, что непрерывные системы физически лучше 
всего рассматривать как получающиеся из дискретных систем 
посредством предельного перехода, и решения для них являются 
пределами решений для дискретных систем. П оэтом у жела­
тельно иметь конкретный пример, который показывал бы, 
каким образом оператор типа, возникающего для непрерывных 
систем, может быть получен как предел последовательности 
операторов, применимых к дискретным системам. Один такой 
пример представляет однородная струна, растягиваемая натя­
жением Р  =  рс  ̂ и имеющая массу р на единицу дли ты. Если 
заменить ее невесомой струной под натяжением Р с тяжелыми 
частицами массы р/, расположенными на расстояниях I, то мы 
получим дискретную систему с такой же средней массой на
единицу длины и можем приближаться к однородной струне
как к пределу, делая I бесконечно малым. Уравнение движения 
произвольной частицы есть

У г =  -  ^ ( ^ У г - У г - \ - У г + \ ) -  (О

Если положить х  =  г1 и перейти к пределу / - > 0 ,  это уравнение 
превращается в

а/2  ̂ дх  ̂ '  ̂ ’
Положим, что система начинает движение из состояния покоя, 
причем частица с г = /п закреплена, а Уо долж но изменяться 
заданным образом . Тогда вспомогательные уравнения будут 
иметь вид

(р^ +  ̂ ) ' / г  =  -7Г (1/ -̂1 + i/r+i) ( 0 < / - < m ) ,  (3)



Формальное решение этих уравнений получим, полагая
у  г =  Ае^^. (4)

Тогда
рЧ̂

- 8  =  й - ^  +  е ^  =  2 с Ь Я ,  ( 5 )

и при действительном р имеется два равных по вел:’ ’гине и 
противоположных по знаку действительных значения Я. 

Уравнение (5) удовлетворяется при

s h - i x - f ;  (6)

если теперь выбрать положительный корень и положить
sh (m — г) Я 

shm X

то все условия будут удовлетворены. Но shsVshA, является
полиномом от sh yA , степени 2 ( s — 1). П оэтом у  оператор в (7)
представляет собой рациональную функцию от р, причем его 
разложение по убывающим степеням р начинается с { c j lpf ' .  
Отсюда следует, что чем дальше от возмущенного конца нахо­
дится частица, тем более плавно она начинает двигаться. Однако 
можно получить разложение и по степеням в виде

=  +y-2mx +  e-4mx+ _ (g)

Действительно, если заменить р на z, а Я, на g, причем R e 2 > 0 ,  
то  и R e ^ > 0 ,  так что |е“ ^ 1 < 1 .  Тогда первый член разложе­
ния уг будет

Wr =

Это выражение снова может быть разложено по отрицатель­
ным степеням р и удовлетворяет нашим основным правилам. 
Далее, если 1г =  х  и 1 -> 0 ,  то этот оператор формально стре­
мится к т. е. переходит в оператор, характерный для
волн в однородной струне. Предельный переход не приведет 
к выражению поскольку при изменении знака р или г
получается выражение, неразложимое по отрицательным сте­
пеням р.

Однако физическая струна имеет молекулярную структуру, 
и нас интересует, насколько хорош о решение для однородной 
струны аппроксимирует решение для реальной струны. Для этой

цели возьмем Уа =  Н {t) и посмотрим, будет ли — —
\  С J



при фиксированном 1г =  х  и малом I. Тогда

,zt 1 +
г2/2 у/г zl
4с2 j 2 с

- 2 г

( 10)

и мы можем использовать метод наискорейшего спуска 
Положим

Ф(2) =  2 / - 2 г 1п [(1

тогда
4с2

г/

2 с ( И )

с/1+г2/2/4с2 ’ 
rzP

4с=*(1+22/2/4с2) '/2 •

( 12)

(13)

'/аЕсли г1 =  х, x l c t = l „  то седловые точки суть 2 =  ± (2 с / / ) (| ^ — 1) 
и расположены, следовательно, на действительной или мнимой 
оси при I, большем или меньшем единицы соответственно.

При | > 1  находим, что
I \'А

W r -------- ,
2  V net

2ct

I A r c h E - ( | ^ - l ) ' '^ ] j  (14)

и экспоненциально стремится к нулю при заданном I и /-> -0 . 
Если I — 1 мало, положим | =  ch м, и =  ctu^/l и рассмотрим также 
значения |, при которых v велико. Находим, что при

=  =  0,0021 и g = l + l ( - g - y \

Следовательно, при больших ctjl  величина Wj будет пренебре­
жимо мала, если только л: превосходит ct на величину, возра­
стаю щ ую  с t только как и стремящуюся к нулю вместе с I. 
При 1 = \ 0 ~ ^ с м ,  ct =  \ Q c M ,  и =  6 получим ^ - 1  =  1 ,7 -1 0 “ ®. 
Таким образом, при обычных значениях параметров движение 
становится пренебрежимо малым на столь малых расстояниях 
впереди идеального импульса, что непрерывная система дает 
весьма хорошее приближение, уточнять которое не потребуется 
ни в каком случае.

При x < c t  линии наискорейшего спуска, проходящие через 
седловые точки, начинаются и заканчиваются в — оо. Очевидно, 
что мы не можем приближаться к Ч- оо, так как там подынте­
гральное выражение стремится к бесконечности. Следовательно, 
пути наискорейшего спуска вместе не эквивалентны пути L, 
так  как между ними лежит полюс z>=0. П оэтом у нужно



добавить петлю из — оо вокруг начала координат, что дает 
вклад в w^, равный единице. Тогда при x < c t  находим

| ^ [ ( 1 - | 2 ) ' ' ' ’“- | а г с с о з ^ ]  +  ̂ л J. (15)

При / -^ -0  это выражение стремится к единице, как и следовало 
ожидать. Однако поправочный член стремится к нулю уж е 
не экспоненциально, а лишь как причем его длина волны стре­
мится к нулю вместе с I. Однако при llct =  lO~^, (I — 1 ) ^ 5  • 10“ ® 
этот член никогда не превосходит 1,7 • 10“  ̂ и убывает при 
уменьшении Таким образом, резкий фронт, за которым сме­
щение постоянно, дает хорошее приближение к истине.

Изменение фазы поправочного члена от частицы к частице 
мало при I, немного меньшем 1, но достигает л при малых g. 
Таким образом , имеется дисперсия. Возмущение можно рас­
сматривать как содержащее всевозможные длины волн, большие 
или равные 21. Групповая скорость самых длинных волн равна с, 
а самых коротких —нулю. Это можно видеть, если вернуться к (10) 
и записать первые два сомножителя в виде ехр г {yt — кх), где

z =  iy, rl =  x,  - ^ = s i n 0 ,  5< =  —  . (16)

Тогда фазовая скорость равна

7  =  ^ -  (17)

причем допустимы значения 0 от О до у  я. (Большие значения 9

при X,  кратном / ,  дали бы такое же смещение и поэтому не­
существенны.) Следовательно, фазовая скорость изменяется от с 
до 2с/л, а групповая скорость равна

- g -  =  c s in 0  (18)

и изменяется от с до 0.
Допустим теперь, что струна простирается в обе стороны 

от частицы, соответствующей г =  О, и что вместо задания этой 
частице движения ей сообщается начальное смещение и, а затем 
она освобождается. Вспомогательное уравнение для этой частицы 
имеет вид

(p^ +  - ^ ) ^ / o - - ^ ( 2 / l  +  ^/-l) =  p^м; (19)



ДЛЯ времен, достаточно малых, чтобы не успели прийти волны, 
отраженные от концов.

1 pull2cУ1=У-1 =  е - \ ,  г / о = -----

ри112с
W r  —

(20)

2 с(\+рЧУ4с^)'1‘

Т. е. по  21.01 (23)

Vr =  u J , r ( - ^ ) .  (21)W r

функция Бесселя принимает наибольшее значение, когда ее 
аргумент несколько превосходит порядок, так что мы сразу 
видим, что наибольшее смещение распространяется со ско­
ростью с, а из 21.05 (5) заключаем, что при больших по срав­
нению с г1 значениях ct  движение частиц становится колеба­
тельным, причем сдвиг фазы между соседними частицами 
приближается к л. Быстрое изменение фазы движения подска­
зывает аналогию с теплопроводностью, но в случае струны 
изменение фазы систематическое, тогда как существенным свой­
ством теплопроводности являются беспорядочные изменения. 
При этом движения соседних частиц могут с такой же вероятно­
стью оказаться как в фазе, так и в противофазе. Более глубокое 
исследование показывает, что эта аналогия нарушается и в дру­
гом отношении [3]. Если рассмотреть случайные начальные 
смещения и скорости, заданные для всех частиц на конечном 
участке струны, то оказывается, что энергия распространяется 
таким образом, что длина отрезка струны, содержащего задан­
ную  долю  начальной энергии, возрастает пропорционально t .  
При теплопроводности эта длина возрастала бы как

Картина существенно меняется, если имеется какая-либо 
неоднородность в структуре самой системы. Допустим, что 
гармоническая волна приходит со стороны отрицательных х,  
но частица с номером О имеет массу р/(1 - f a )  вместо р/, причем а 
может быть мало. Тогда появится отраженная волна. П оэтому 
мы полагаем

у  =  ехр i {yt — ил:) - f  Л exp i {yt +  кх)  ( у  <  О 

lJ =  BQX^i{yt  — KX)

Тогда

(22)



Кроме ТОГО, уравнение движения для этой частицы имеет вид,

- ( 1  +  а) Ŷ  +  ^ ]  г/о =  - ^ ( г / _ , +  ?/+,). (24)

и, подставляя (22) и (23), находим

f i - T + i i i e .  <25)
где положено х/ =  20.

Если 0 мало, что соответствует длинным волнам, то В прак­
тически равно единице и имеет место почти полное прохождение 
волн. Н о если 0 близко к я/2, что соответствует наиболее 
коротким волнам, возможным в этой системе, то будет иметь 
место почти полное отражение даже при малом а. Таким обра ­
зом, даже незначительная нерегулярность структуры практи­
чески полностью исказит хвост волны. Если возмущение возни­
кает между двумя такими неоднородностями, то значительная 
доля энергии много раз отразится, прежде чем пройти через 
какую-то из них, а некоторое число слабых неоднородностей 
даст хаотическое движение, сильно напоминающее тепловое 
возбуждение, со слабой утечкой энергии, напоминающей тепло­
проводность. В реальном твердом теле мы встречаемся с трех­
мерным вариантом этой же задачи, причем неоднородности 
создаются хаотическим движением электронов (атомов и ионов) 
даже в кристалле или флуктуациями плотности в стекле.

22.04. Теплопроводность в сплошной среде как предел тепло­
проводности в дискретной системе. Совершенно бессмысленно 
говорить о температуре в некоторой точке, так как температура 
выражает среднюю энергию хаотического движения некоторого 
числа частиц; если мы говорим об  абсолютной температуре, 
заданной с относительной точностью в 10~^, то мы должны 
рассматривать что-то около 10® частиц. П оэтом у пространствен­
ные производные температуры в строгом математическом смысле 
не существуют. Но если / достаточно велико, чтобы разница 
температур между двумя местами, расположенными на рас­
стоянии I, была значительно больше ее неопределенности, мож но 
превратить уравнение теплопроводности в уравнение в конечных 
разностях, которое для одномерного случая имеет вид

Щ г  =  ^ { У г - \ - ‘2.Ут +  Уг+\)- (1)

Положим =  Н [t) и решим это уравнение операционным ме­
тодом . Процесс решения аналогичен тому, который применялся 
в начале предыдущего раздела, но заменяется на р, и мы



получаем в качестве решения для диффузии вперед следующее 
выражение, соответствующее (9) из 22.03:

Wr = 1 +
n'/i

4/г2
о''Ч
2h

- 2 г

=  Р ‘ \{ —  Л 4А2 + 7 . + 2/г

- 2 г

(2)

которое разлагается по степеням р~'.  Если I устремить к нулю 
при условии, что г 1 -^ х ,  то это выражение формально стремится 
к т. е. к нашему Таким образом, мы получили
этот последний оператор как предел оператора, разложимого 
в степенной ряд по Разность дает выражение
для р'‘\ именно

= /г litn у  I  1 — (1 + -L
1^0 ‘ I L\ ) ■ (3)

Далее

Wr = 2Л1 1 + 4/г̂
Чг г'1ч

2/г

-2г dz
(4)

П о  теореме Далзелла (12.101) можно поменять порядок интег­
рирования и предельного перехода. Тогда по 12.126

lim W =  •—  
г-»о 2ш У

ехр zt dz =  1 -  erf (5)

При малом, но не равном нулю I седловая точка несколько 
смещается, но мы можем взять в качестве пути интегрирова­
ния путь наискорейшего спуска для интеграла в (5). На этом 
пути мы можем разложить подынтегральное выражение по воз­
растающим степеням I, поскольку основной вклад дает окрест­
ность седловой точки и разложение имеет смысл при малых I. 
Тогда

W
2яг

1 Н ^  ехр,
24/г̂  ' [

\ (  , г'̂ х̂ \  dz( е х р ^ г / - — ) -  =

-  I -

=  1 -  erf

24 дх^

X

1 — erf

При большом

х/2
48/г'̂ 2!{Н

ехр
4Г/ (6)

оба  члена малы независимо от I. Суще­
ственны значения л: порядка 2ht''" или меньше. При этих зна­
чениях последний член составляет долю от первого, так
что им молено пренебречь при t ^  I' ĵASh?.

Если взять /=10~ '^  см, /г =  0,1 CGS (значение, соответст­
вующее плохому проводнику тепла), то критическое значение t



равно 2 - 1 0  сек.  Таким образом, расчет температуры по 
обычному решению для короткого времени после начального 
возмущения приводит к неверному результату, поскольку поня­
тие температуры при этом не имеет смысла; но это время очень 
мало и тем меньше, чем лучший проводник тепла мы рассмат­
риваем. П оэтому приближение при помощи дискретной системы 
оправдывает результаты, полученные путем прямого рассмот­
рения непрерывного случая, и снимает логические возражения 
против этого метода.

22.05. Трансокеанский кабель представляет собой однород­
ный проводник с самоиндукцией, емкостью, сопротивлением и 
утечкой. Положим, что на расстоянии л: от  конца заряд на 
единицу длины равен у, потенциал ф и ток / .  Тогда справед­
ливы следующие уравнения:

г/ =  ^ф, (1)

dt д х ’

дц  dJ
ж  =  (3)

где I, k и г суть самоиндукция, емкость и сопротивление на 
единицу длины. Утечка такова, что потенциал ф вызывает ток «ф, 
вытекающий через изоляцию. Д о момента  ̂=  0 величины у, J 
и ф равны нулю. Затем в точке х  =  0 потенциал ф повышается 
до значения фц, возможно, зависящего от времени. Тогда вспо­
могательные уравнения принимают вид

(lp +  r )J  =  {kp +  s ) ( f =  -  (4)

- 0  =  (/р +  г) {kp +  s) ф. (5)
Отсюда

Положим
(1р +  г) {kp -Ь s) =  <7  ̂=  /й {{р +  р)2 -  оЦ. (6)

Тогда, если пренебречь отражением от дальнего конца, опера­
ционное решение получается в виде

Ф =  е - ^ ^ Фо .  (7)

Если самоиндукция и утечка пренебрежимо малы, то имеем 
/ =  О, 5 =  0, q̂  =  krp.  Тогда это решение имеет такой же вид, 
как и в случае теплопроводности. Это условие выполняется для 
обычных телеграфных линий. В этом случае, если фо =  Я ( 0 ,  то



При фиксированном х и больших t потенциал ф -> 1  и тем бы­
стрее, чем меньше kr.  Для достаточно коротких линий соответ­
ствующ ее время достаточно мало, чтобы последовательные сиг­
налы передавались, не накладываясь друг на друга. Но для 
длинных линий и особенно для трансокеанских кабелей время, 
необходимое для достижения потенциалом на приемном конце 
требуемой величины, оказывается достаточно большим, чтобы 
вызвать серьезные помс:п1 за счет налол^ения сигналов при 
практически осуществимой скорости передачи. Для уменьшения 
kr  требуются более толстые проводники, что влечет за собой 
нелепустимые затраты. Предложенное Хевисайдом усовершен- 
ствование было вынухкденной попыткой ввести самоиндукцию и 
утечку, гораздо большие, чем для простого кабеля. Основание 
для увеличения самоиндукции можно усмотреть из грубой ана­
логии с полетом снаряда в воздухе. Если снаряд имеет прене­
брежимо малую массу, то сопротивление воздуха быстро гасит 
скорость, и он не может улететь далеко. Но более тяжелый 
снаряд, хотя ему и труднее сообщить такую же начальную 
скорость, лучше сохраняет скорость и летит дальше. Самоин­
дукция действует в значительной степени так же, как инерция. 
Влияние утечки, которое мы сейчас выясним, менее очевидно.

Положим
lk =  \ . ( 9 )

Поскольку как р +  ст =  г//, так и р — ст =  sjk положительны, то р 
положительно. Тогда О < | 0 | < р .

При 0  =  0 имеем просто

Ф == ехр -  ( Р +  р ) -7  Фо =  е-Р*/'^Фо ( ' - f ) (10)

Следовательно, изменение ф со временем на расстоянии х  
в точности повторяет изменение на предыдущем конце, если не 
считать запаздывания на xjc  и постоянного множителя затуха­
ния Скорость с очень велика, а затухание можно ском­
пенсировать, вводя усилители на приемном конце. При этом 
получается кабель без искажений, что достигается при ls =  kr.

Если G не равно нулю, то полагаем Фо =  Я  (О, и решение при­
нимает вид

<р =  ехр | -  у  \{р +  р)2 -  }  =  ^  J e x p {2  ̂ -  у  [(2 +  p)2- 02] ' ^ j f .
L i

(И )



Выражение для тока имеет вид 

1 (5ф 1 р +  р -J =  - ■
/ ( р  +  р +  0 ) д х  1с [(р +  р)2

t ^ e x p { - ^ [ ( p  +  p)2-(T2]''

( 12)

Опустим сначала член р — ст в первом множителе. Остав­
шаяся часть будет

 ̂ е х р | - - ^  [ ( г + р ) 2 - а 2]'̂  ̂ +  г / dz

1с 2 яг . 
L [{z + pY-a^'l^

1 л ехр
2nilc

Положим  ̂=  Y  <7 ( «  + •  Тогда

/  = 2nilc
o -p t

(g2 _Сг2)‘/2

f  I j .  ,  I XU , X \ duexp -^a \ut -----------------  —^ 2  \ и с ' uc I и

■ (13)

Опущенный член получается путем интегрирования. Имеем

dt
X lc

(15)

Чтобы исследовать решение для ф, заметим прежде всего, что-

ехр I  — у  [(р +  р)  ̂— сг̂ ]' '̂ |- =  е-(р+р)-«/‘; ехр . 2  (р +  р) с , (16)

где вторая экспонента разлагается по отрицательным степеням 
р +  р. Следовательно, ф равно нулю вплоть до момента вре­
мени xjc,  затем испытывает скачок на после чего изме­
няется непрерывно. Далее, мы можем выбрать пределы инте­
грирования, имеющие действительную часть, равную — оо, и



затем продифференцировать по t .  Тог^.а

^  =  i  J e x p { 2 ^ - ^ [ ( 2  +  p )2 -a ^ ] ’'=}rf2 =
м

2я/ е х р

-pi j  е х р  ~  ст

М

м
и \ с /] 2 г - л =

f t +  x/c ]
\ t - x i c  

t - x l c \ ' ’^
t +  x jc

0 e~P ' x lc

it^-хУс^)

Ho МЫ уже знаем ф сразу же после t  =  xjc.  Отсюда 

a x leф =  +
xlc {t^-xVc^) 'k d t t > -

(17)

(18)

22.06. Линейный источник тепла; вихревая линия. Уравне­
ние теплопроводности в случае осевой симметрии имеет вид

dV
dt ш дй> (О дч> =  0. (1)

Такому же уравнению удовлетворяет вихрь скорости вязкой 
жидкости, когда движение происходит по окружностям вокруг 
оси [4], причем h? нужно заменить на кинематическую вязкость v. 
Возьмем сначала концентрацию тепла на единицу длины оси 
равной к  при t =  0 .  Тогда операционное решение будет иметь 
вид

У =  ЛКЬо(?ш), (2)

где Л — функция от t .  Если рс — теплоемкость единицы объема, 
то избыточное тепло в цилиндре радиуса со на единицу длины 
вдоль оси равно

QcV(£> йш =  2пА  рссо K h o  (</со) t f o j  =  2 я Л р с ^ /  ^ [^ с о  K h ,  (^/cй> ]('^
О



При / - ^ 0  оно долж но стремиться к к для всех с о > 0 .  Но 

lim  -V  [ qa  Kh , (^ш)] =  lim [^ю Kh , (^ш)] = О (4)
/ - ^ 0  т q~^oo Ч

- 2
l i m  (?со K h i  ( ^ с о )  =  — . (5 )

:< =  4ЛрС(7''^ (6)
и

=  (7)

Аналогично, если х — начальная циркуляция относительно оси, 
то, полагая p =  vq^, мы получим выражение (2) для g вместо F,

СО

Отсюда

причем циркуляция будет равна 2я dco. Поступая анало­

гично, находим [5]
о

г =  _?L_p-mV4v<
^ Anvt

Циркуляция равна н (1 — и для ско;'ссти находим вы­
ражение

ПРИМ ЕРЬ!
1. М ож но показать, что для весьма вязкой ж идкости поднятие поверх­

ности вида sinxA; убывает со временем как ехр (Л g //vx ). Покажите, что если 
начальное поднятие равно ±  1/2 при д; ^  О, то в лю бой последующ ий м о­
мент времени оно будет равно

( -1 я,- _̂____
IniK ho\2e  ̂ Y A g x t l v j ,

и что разрыв при л: =  О не исчезает.
2. Единичная э. д. с. прикладывается при  ̂=  0 к передающ ему концу 

неиндуктивной линии с сопротивлением R, емкостью  С и утечкой G на еди­
ницу длины. Покажите, что в момент t ток у  передающ его конца дается вы ­
ражением

nR

'  - и  /  „ - Я Т  \

+ Я
о ' - /

T K ik  =  GIC. (I .C , 1943.)
3. Боковая поверхность и основание (г  =  0) цилиндра ш — а поддерж и­

ваю тся при пулевой температуре. В торое основание г  =  & поддерж ивается



i

при температуре Т. Докажите, что установивш ееся распределение темпера­
туры имеет вид

ОО

f ;  V == i L  ^  _L  sh 1х_„г /о (йпм)
«=1

J i .  где Hi, Ц2 •••-н у л и  У о (М -  (I.C., 1939.)

4. Однородная цепь длины I и веса w свободно подвеш ена за один ко- 
нец и совершает малые колебания. Рассчитайте длину математического маят­
ника, эквивалентного колебанию с наименьшим периодом. (1-С., 1938.)
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ВЫРОЖДЕННАЯ 
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

. . .  Тогда он
Разные виды начнет принимать и являться вам станет 
Всем, что ползет по земле, и водою , и пламенем жгучим; 
Вы ж , не робея, тем крепче его, тем сильнее держите.

Гомер, „О д и ссея " , кн. 4 (п ер ев о д  В. А. Ж ук ов ск ого )

23.01. Гипергеометрическая функция в общем случае опреде­
ляется рядом

F[a ,  Ь-, с; z) ^  1 +  ^  z + +

, a ( g +  l ) (g  +  2)6(& +  l)(& +  2) ,
3 ! c ( c +  i ) (c +  2) z  - t - . . .  . u ;

Она удовлетворяет дифференциальному уравнению

+  [с -  {а +  b +  1)2] ~ - а Ь и  =  0. (2)

Второе решение уравнения —

z '~ ‘" F {а — с +  I, Ь ~  с +  \; 2 -  с, z). (3)

Непосредственным преобразованием молено показать, что любое 
дифференциальное уравнение второго порядка, имеющее три 
регулярные особые точки (одна из них может быть на беско­
нечности) и не имеющее других особых точек, можно привести 
к виду (2), и что все решения таких уравнений можно выра­
зить через гипергеометрическую функцию. Этой функции посвя­
щена обширная литература. Многие хорошо известные функции 
можно выразить через гипергеометрическую функцию. Отметим 
сразу, что при Ь =  с гипергеометрическая функция сводится к би­
номиальному ряду, а при а =  Ь =  1 и с =  2 — к ряду, представ­
ляющему функцию — 2 “ ‘ 1п(1 — z). Разложение функций 
Лежандра в ряд по степеням 1 — л: также относится к этому типу.

При нецелом с для |г|<1  пригодны оба ряда. При с целом, 
положительном, равном нулю или отрицательном возникают 
осложнения, которые были разобраны в гл. 16.

Если положить



ТО особые точки преобразованного уравнения будут оо, 1, 0. 
Если же положить

x = \ — z,

то  особые точки будут  1, О, оо. Используя последовательно та­
кие преобразования, в уравнение можно ввести любое из сле­
дую щ их независимых переменных:

1 , 1 2 - 1  г2, -  , \ - z .2 ’ 1 - 2  ’ 2 ’ 2 -  1 ’

Причем в каждом из случаев уравнение сохраняет вид гипер- 
геометри-ческого, а имеющиеся два решения выражаются через 
гипергеометрическую функцию соответствующего аргумента. П о­
этому рассматриваемое уравнение имеет 12 решений вида (1), (3), 
каждое из которых можно выразить через два решения, обра ­
зующие фундаментальную систему. Все решения имеют радиус 
сходимости, равный единице. М ожно получить еще 12 решений 
вида (1 F { c - a ,  с — b\ с; г) и 2 ' “ ‘'(1 F -  а,
\ — Ь\ 2 — с; z). Каждое из них совпадает с одним из 12 перво­
начальных решений.

23.02. Ряд и дифференциальное уравнение для вырожденной 
гипергеометрической функции. Если положить bz =  х  и затем 
устремить Ь к бесконечности, то получится ряд

ы, =  ,F i(a , Y, х) =  М{а ,  у, х) =  1 +  у  л: +  1) ‘

В этих обозначениях первоначальный гипергеометрический ряд 
запишется в виде 2^i (а, Ь; с; 2г). Первый индекс указывает 
число факториалов в числителе общего члена ряда, а второй — 
число факториалов в знаменателе, причем п\ не учитывается. 
Эти обозначения можно распространить на ряды, содержащие 
в общем члене любое число факториалов. Такие ряды назы­
ваются обобщенными гипергеометрическими функциями. Функ­
ции Бесселя относятся к типу oF ;̂ очевидно, их можно получить, 
если принять ах =  у  и затем устремить а к бесконечности.

Очевидно, 1^1 (а, у, х) — целая функция. Она удовлетворяет 
дифференциальному уравнению

"S '  “



Вторым решением этого уравнения, кроме, быть может, случая, 
когда Y — целое число, является

=  + а - Y, 2 - Y ,  x) =  x ' - v  +

, V  ( 1 + g - v )  . . . ( r  +  a - v )  , , .
^  ^  r l ( 2 - y )  . . .  (л +  1 - Y )  •

Г = 1

Следовательно, два независимых решения в виде рядов име­
ются всегда, кроме, быть может, случая, когда Y “  Целое (по­
ложительное, равное нулю или отрицательное). Если Y = U  
то (1) и (3) совпадают.

При целом y ^ 2  в (3) все члены, начиная с члена с номе­
ром г =  у — 1, содержат в знаменателе множитель, равный нулю, 
и решение нельзя представить в виде (3), если только не ока­
жется, что числитель содержит множитель равный нулю, т. е̂  
если а не является таким целым числом, что 1 ^ a ^ Y ~  1*

Если Y равно нулю или отрицательному целому числу,, 
а г = 1 — Y, то знаменатели всех членов (1), начиная с члена 
с л:  ̂ обращ аются в нуль и выражение (1) становится непригод­
ным, если только а не является таким целым числом, чта 
Y ^  а ^  0.

Следовательно, при некоторых специальных значениях а име­
ются два решения в виде рядов даже тогда, когда у — Целое 
число, отличное от единицы. В каждом из этих случаев мож на 
показать, что ряд обрывается.

Если Y не целое, а а — отрицательное целое число или нуль, 
то ряд (1) обрывается. Если а — у целое отрицательное, то обры­
вается ряд (3).

Если Y >0> то ряд (1) пригоден всегда. Мы увидим, что ряд (1) 
можно представить в виде интеграла в комплексной плоскости, 
и все решения уравнения (2) при соответствуюш,ем выборе кон­
цов пути интегрирования можно выразить через интегралы та­
кого вида совершенно таким же образом, как все решения урав­
нения Бесселя можно получить изменением концов пути интег­
рирования в интеграле для J„{x)  при R e n ^ O .

Вырожденная гипергеометрическая функция зависит от трех 
независимых переменных, н поэтому составить ее полные таблицы 
невозможно. Если для табулирования функции одного перемен­
ного достаточна страница, то функция двух переменных тре­
бует книгу, функция трех переменных — комнату обычных раз­
меров, заставленную книжными шкафами, а функция четырех 
переменных — большую библиотеку. Следовательно, теория вы­
рожденной гипергеометрнческой функции и тем более гипергео- 
метрической функции состоит главным образом из общ их пред­



ложений с подробными приложениями к некоторым частным 
случаям.

23.03. Представление в виде контурных интегралов. Интег­
ралы в комплексной плоскости, выражающие вырожденные ги- 
пергеометрические функции, можно сразу получить операцион­
ным методом. Напишем

X У,  Л) ^  +  1), -
Г = 0

=  ( ^  _  1 ) !  ^  «  ( «  +  1.L  у  J «  +  ^ -  П  р -  ( v + r - i )  ^

- ( Y - 1 ) !  (4)

(Y -1 )
2ni

e^^dz

1 - ir
( У - 1 ) !

2ni

Аналогично

x ' - V j f , ( l + a - Y ,  2 - y , a:) =  ( 1 - y) ! ( i - y )
1 ,-(l+a-Y)

pV-., (6)

e^^z^-'dz 
( z - l ) ‘+“ -v  • (7)

Эти формулы нужно считать пригодными в первую очередь для 
действительных положительных х;  затем при помощи аналити­
ческого продолжения, полагая z x  =  к, можно получить

( у - 1 ) !  г e H “ -Y
i f ,  ( а ,  Y . х) =

2я/
dl,

м ( l - x f

^ а - 1

(8)

, F , ( l + a - v .  2 - V ,  (9)
Л'1

пригодные для всех л:. Если опустить факториалы, то эти две 
формулы будут  иметь смысл и при целых у.  Если в (8) поло­
жить ?, =  к +  х, то получится

м
dx =

■ e \ F i { y - a ,  у , - х )  (10)

и*



И аналогично

«2 =  (1 +  а  -  Y, 2  -  Y, л:) =  x^-'^ — а , 2 — y , - л : ) .  ( 11)

Формула (10) весьма полезна при целых у ~ а ^ О ,  так как 
в этом случае второй сомножитель — многочлен. Аналогично 
формула (11) полезна при целых 1 — а ^ О .  Следовательно^ 
если у — а или а — целое число, то независимо от его знака 
одно из решений сводится к элементарной функции. Сущ ест­
вует много рекуррентных соотношений, аналогичных рекуррент­
ным соотношениям для функций Бесселя *)

Далее, имеем

м

=  ^ -^ ^ ^ ^ 1Л ( а  +  1. Y + 1 ,  х) =  : ^ , Л ( а + 1 ,  Y + I ,  х), (12)

Эти формулы также легко получаются дифференцированием 
рядов.

Если положить ах =  у  и устремить а к бесконечности, то 
полученные интегралы с точностью до некоторых простых мно­
жителей превращаются в интегралы Шлефли для функций Бес­
селя.

23.04. Асимптотические формулы стоксовского  типа. Фор­
мула 23.03(8) определяет функцию, аналитическую при всех 
действительных и комплексных х\ однако при нецелых а и y 
необходимо провести соответствующие разрезы. Если 1т х  по­
ложительна, то путь интегрирования А! можно заменить двумя 
петлями, охватывающими точки ветвления. М ож но показать, 
что интеграл по каждой из петель дает решение дифферен­
циального уравнения 23.02 (2). Рассмотрим интеграл вида

'■>

в котором пределы интегрирования не зависят от л:. Тогда имеем 

dV , , . dl ,
^ ^  +  ( Y - x ) ^ - a /  =

 ̂ dX. (2)' а  (а  4- 1) X . а (Y -  х ) а
. ( Л - х ) “ + 2

*) См. [1]. Таблицы имеются также в [2].



Заменим в числителе х  на Я, — (А, — л) и расположим выражение 
в фигурных скобках по степеням Х — х.  Имеем

X X 1

а ( а  +  1) X , а  ( у  -  л:)__________а  ^
( Я - л : ) “ + ‘ ( Л - л : ) "

а(а+1)Я. а (а + 1) аХ
+ «V

(Я - х ) “ +2 (Я -;с )“ + ‘ ^  ( Я - х ) “ + ‘ ’
t

(3)

(4)

X. а-у+1 а (а +  1) ,, Я. а- Y+I  Jе X ’ аа
(Я -х ) “ + ‘

аХ'a-Y+l
(Я - х ) “ +Ч +

ае
(Я-хУ,а + 1

, a-Y+l +  ( a - Y + (5)

Последний интеграл и интегралы, содержащие три последних 
члена из (4), взаимно уничтожаются. Следовательно, (1) является

решением дифференциального уравнения при условии, что- 
внеинтегральная часть (5) равна нулю, а это выполняется для 
любого пути интегрирования, на концах которого ReA.= — оо. 
Следовательно, интегралы по путям М,  и М 2, показанным на 
рис. 70, дают отдельные решения дифференциального уравнения.

На пути М,  нужно обратить особое  внимание на фазу Х — х. 
На действительной положительной полуоси функция выбрана 
действительной и положительной. Следовательно, и {X — xf '  дей­
ствительна и положительна при действительных и положитель­
ных Х — х.  Если л: стремится к некоторому действительному 
положительному значению и контуры при деформировании не 
пересекаются, то от действительных X, больших R ex , можно 
пройти к точкам вблизи от начала координат, только обойдя 
на угол — л вокруг х.  Следовательно, на контуре



Теперь интеграл по Af, можно разложить по обратным степе­
ням х:

e V - v

м, м,

Л1,

=  л:-“е '“ ’'2лг

a^“ -v + ‘ , a ( a + l ) X “ -v+2
2!л;2

а (а +  1)

( Y - a -  1)1

L ( Y - a - l ) l  ' ( v - a - 2 ) U  ' (y -  а -  3)! 2!

1 I а ( у - « - 0  I a ( g + 1) (y - « - 1) ( y - « - 2 . )  ,
X  2  1 x ^

+  . .

(6)

Ha Mo положим ?i =  x  +  k . Тогда

(x + x f - ^ d.K'
— 00, 0-b

— 00, 0-b
. (g - Y) X I (g-y) (g-Y -  ,

 ̂ 2\x^

=  2nie^x^-y V

X

a-Y ( g -Y )  ( g - Y -  1)
L ( g - l ) !  ' ( g - 2 ) ! * (д-3)!2!л:2 +  . .

(a -  1)!
, , ( g - O ( g - Y )  I ( g - 1 )  ( g - 2 )  ( a - Y )  ( g - Y - > )  ,
 ̂ X 2\x^

dx =

• (7)

При больших положительных R e x  каждый член (7) намного 
больше / [ ,  и в смысле Пуанкаре /[ можно пренебречь. Однако 
при фактически встречающихся значениях R e x  величина /j 
может оказаться сравнимой с величиной некоторых членов 
ряда /д, и поэтому /[ стоит сохранять. Тогда при l m x > 0  по- 
■Лучим

1̂ 1 («. Y, 1 +  +( g -  1)!
( g -  1) ( g - 2 )  ( g - у) ( g - Y  -  1) 

2! л;2

X

+  . . . ( y - g  -  1)! X

X , g  ( y - g -  I) , g ( g +  1) ( y - g  -  1) ( y - g - 2 )  
 ̂ jc ’ 2! (8)

Если l m x < 0 ,  T O  эта формула остается справедливой при усло­
вии, что контур М 2 по-прежнему расположен выше контура A'/j. 
Но если располон<ить М 2 ниже Mi,  что было бы естественнее, 
то  множитель е“ ‘  ̂ нужно заменить на Это еще один
пример разрывности коэффициентов в асимптотическом разло­
жении.



Для 1 т л : > 0  получается также 
+  a - Y ,  2 - y , л:) =

=  / 2 +  Л 

, (1 -у ) !
(a-Y)I

j ( g - y )  ( g -  1) ^
+

( -g ) t . g ( l+ a - Y )  î x~̂ j (1 + q - v ) ( - g )
(9)

Ряды в формулах (8 ) и (9) одинаковы, а коэффициенты их 
различны. Однако при больших R e x  часть, появляющаяся при 
интегрировании по М^, пренебрежимо мала по сравнению 
с частью, появляющейся при интегрировании по М 2 . Поэтому 
решения почти пропорциональны. При малых R ex ,  особенно 
при чисто мнимых X,  приходится сохранять оба  ряда. (Для 
1т л ; < 0  следует переменить i на — /.)

Получается, что при переменном х  функции и /г  отли­
чаются от /] и /2 только постоянными множителями, если 
только те же самые разложения остаются пригодными. Дей­
ствительно, все четыре функции — решения одного и того же 
дифференциального уравнения, а 1\ не пропорционально 1 2 - 
Следовательно, / ,  и /2  можно линейно выразить через / ,  и / 2. 
Н о если /] =  All  +  -6 /2  и В =7̂  О, то  7i долж но возрастать как е' 
при R e x - ^  оо.

Но это не имеет места. Следовательно, 5  =  0. Аналогично, 
полагая R e x - >  — оо, можно показать, что /2 равно произведе­
нию постоянной на / 2.

Этот результат позволяет выразить / , ,  /г, /|, /2  через ряды 
Ы[ и «2 при условии, что они существуют. В самом деле, если 
написать

(JLnill.
2Я1 м, { X - x f  ‘ 2 т 2 у

2Я!

(1 -у ) !
2ш

еЧ “- '

Л1,

d'K — I

то получим

+  ( - a )
( Y Lg(i -v)  ins. +  S.,

откуда
( v - g -  1)! ( « -  I)

( - a )  I ( a - Y ) l - s . =
(У -1 ) !

(a -  y ) !

(g -  1)!
— ^ « 2  +  77—( 1 - У ) ! ( a - y ) ! И,.

(10)

( i n

( 12)

(13)

(И)



Используем дважды тождество

=  (15)

(16)

( а - 1 ) ! ( - а ) !  '

Тогда коэффициент при S, в левой части (14) равен
я  sin yne~^^”

( — а ) ! (а  — y) ! sin ая  sin {у  — а) к

Далее, если Х =  — \i, то
оо

S, =  - - l X l l i l l s i n ( a - Y ) n e ' “ " f ^ J  dii (Re (а -  y) >  -  1),
П Q +  1̂ )

(17)
оо ^  ^

7, =  -  x ' - v  sinane(“ -v><»̂  f — ( Re a >0 ) .  (18)
я  J ( «  +  ц)

Из последней формулы следует

S , = — ® ' - - d l l  ( R e a > 0 ) .  (19)
( Y - a - 1 ) ! ( а - 1) !  (^ +  ^ ) « - Y + i

Запишем

5i =  ^  («- Y, X). (20)

Тогда при O s;C argA ;<n  (при — я < а г д л : ^ 0  нужно i заменить 
на — г) получаем из (20)

- ( 'а я  .
и  {а , у ,  х) =  - ^ — { у - а - \ ) \  \ —--------   йК, (21)

из (11), (13) и (20)

^ ( а ,  Y, x ) ^ - ^ - .̂ - . - . . ( - a ) ! x - v J  (22)
М\

1.3 (17)

‘ ' < “ ■ ^ ' " > - 1 ^ : : ^ / ^ ^ ! ^ ' ' ^ *  № е ( а - Т ) > - 1 ) .  (23)

из (19)



Вырожденная гипергеометрическая функция 2 !7

И И З ( 6 )

и  (а, Y, х ) ' 1 + а  ( у - а -  I) а ( а +  1) ( у - а - 1 )  ( у - а - 2 )  
2!х^

(26)

При целых отрицательных а — 1 или а — y ряд в формуле (26) 
обрывается, и в этом случае конечная сумма является точным 
решением уравнения. В каждом из этих случаев одно из реше­
ний в виде ряда в формуле (25) умножается на нуль, и по­
этому и  становится пропорциональной остающемуся решению.

Если Y — 1 или — а — целое отрицательное число, то соот­
ветственно (21) или (22) определяется по непрерывности.

Первое полное исследование этих функций было дано Берн­
сом, который преобразовал ряды в контурные интегралы, со­
держащие Z !, где 2 — комплексное переменное, по которому 
производится интегрирование. Члены ряда представляют собой 
вычеты функции в полюсах факториала. Приведем теперь дру­
гой способ получения асимптотических формул, принадлежащий 
Гольдштейну.

23.05. Операционная формула Гольдштейна [3]. Рассмотрим 
теперь другой подход, в котором операционная форма выро­
жденной гипергеометрической функции выражается через функ­
ции Бесселя и снова выводится формула 23.04(23). Приводя 
ряды к операционному виду, мы вводили такие степени л:, 
что оператор принимал алгебраический вид, причем множи­
тели у устранялись из знаменателей. М ожно было бы, однако, 
убрать а из числителей. Сначала заменим л; на — d ĵAt. Если 
теперь ввести оператор р, соответствующий t, то получим

t-n-l nt - п - 1

( -  «) !  ’

(« .  Y, - ^ ) = 1 + р Г ^
( -  а)!

1)! 1 ! Y 4/ '
( -  а)1

( -  а - 2 ) ! 2 !  y (y +  I) 

а Г I / „2 \а
( - 1  \ At +

(1)

(2>

( -  а -  1 ) ! 1 1 y

а̂ р \“ 1 / а̂ р а+1
4- . . .' 1!Y \ 4 .

=  ( -  а ) ! (Y  -  1)! ( I  а ) ' - '  {ар'^)-



Эта формула справедлива для всех t с положительной дей­
ствительной частью. В самом деле, если представить 1у~\ {ар'! )̂ 
Б виде интеграла по контуру М,  то он дает множитель порядка 
ехр(аг'/^), который при z — > —  оо подавляется множителем exp(^z:), 
если действительная часть t положительна. Тогда, используя 
23.03(10) и (3), находим

1̂ 1 (« .  Y. -J-) == 1 ( y -  «> Y. -  - J )  =

=  eaw  ( „  _  y) ! (y -  1)! ( 1  a ) ' “ " ( a p ’‘ ). (4)

Аналогично, используя 23.03(11), получаем

=  (a -  1)! (1 _  Y ) ! ( 1  a ) ‘ {ap'%  (5)

Постоянные множители в формулах (4) и (5) относятся как 
коэффициенты в формуле 23.04(14). Кроме того, при больших а 
функции /у -1 (аг'^0 и / i_v  {az'! )̂ почти совпадают, и в качестве 
подходящего второго решения, имеющего другое поведение на 
бесконечности, можно выбрать

I  г (  1и  =  пе ' 1-2 а
I - Y ^V-ap.AV-a+V. {ap'^ l̂ (6)

Для его исследования используем представление

Kh„(x) д:) J  ехр 4и u'^-Чu \ a r g x \ < - y n .  (7)

Если обращать (6), используя путь интегрирования L,  то U 
■сходится, так как (г) =  О ( г - ' / . . - ) ,

и на этом пути удовлетворяется условие R e (a ^ z )> 0 .  Тогда 
имеем оо

=  I  е х р ( - « -  ^ ) ^ u ~ ' i d u  =
О

e - u u - y n i t  - 4и du =

Y - 1
e - ' ‘ u~'<du,

Y - l

jtp‘/2V-«+‘/. Khi-Y (ap'/^) =  ( ^  a) p ‘̂ -°- j e - “ u-^'du.

(8)

(9)



F T

Но

Вырожденная гипергеометрическая фцнкция

j F { p ) g { t )  =  \ f i t - - t ) g  (т) dx
О

p V -« + ■ Я (0 =  ( / 7 - 1 ) !  ( R e ( a - Y ) > - 1 ) .  d D

Следовательно, (9) равно

219

(10)

-S Y -1
dr e - “u -^ d u . ( 12)

â /4r
Интегрирование производится по области, заштрихованной на 
рис. 71. Меняя порядок интегрирования, приходим к интегри-

Р и с .  71.

рованию в пределах а^14и<х < t  и a^jAt < и < о о .  Получим

1 \Y->
( i “ ) dti

aV4u ( а - Y - l ) !
dx

: \v-' 
1-2 “ )

( a - Y ) !
e - » M - v  U -

â Ht
4u

a-Y

Y -1

(a-Y)1
\Y-1

■ “̂ -v
a‘‘Ht

( M ’

Следовательно,

oo

a“/4 i
•

e ~
O'

1 , «2
( . + At )

, a-Y

n.2 \-a
(13)

dv (Re(a — -v)> — 1) (14)



и есть искомое решение. Кроме того, используя связь функции 
Kh„ с / _ „  и / „ ,  получим

Y, х ) =  J e -^v^~H v  +  x) “ rfy,
О

1

(15)

и  (а, у, х) =  — л cosec ул (а-1)!(1-у)! “ 2 (a-Y)!(Y-l)! “ ‘J
( -V ) !  , (V -2 )!

L (a -v ) !  ' ( а -1 ) ! (16)

Числовые множители можно проверить, полагая х  =  0. П олу­
ченный результат совпадает с 23.04 (25).

Далее
K h_„(2 )  =  Kh„(2), (17)

и поэтому подобным способом получается также

и  а, у,

Тогда

4/ ( у  a j ’ /v-apViV-a+VzKhY-i {арЦ  =

aVit

и  {а, Y, х)== ( а _  (и -  л:)“ Ыи =

=  +  ( R e a > 0 ) .  (19)
о

Представления в виде (15) и (19) были получены в 23.04 при 
помощ и контурных интегралов / ,  и / 1.

Выражения 23.04 (21), (22) можно принять за определения 
функции и  для всех а и у без ограничени?!, так как эти выра­
жения задают аналитическую функцию а и у при всех их зна­
чениях. Тогда формула (16), справедливая в некоторых интер­
валах непрерывного изменения а и у, становится пригодной 
для всех а, у, причем при целых у правая часть определяется 
по непрерывности. При действительных отрицательных х  фор­
мулы теряют однозначность, и поэтому в плоскости л: требуется 
произвести разрез вдоль отрицательной действительной полу­
оси. По подобные разрезы необходимы для определения 
при нецелых у, так что при этом не происходит потери общ ­
ности.

Для непосредственного получения сходящихся разложений 
в ряды интегралы неудобны. Действительно, если пытаться



разложить и — х  по убывающим степеням х, то при |м|<|л:| 
ряд будет расходиться и поэтому нельзя выбрать такого пути 
интегрирования, проходящего между особыми точками, чтобы 
в каждой его точке ряд сходился.

Если взять любой из интегралов по петле М 2, то без осо- 
■бого труда можно найти, что он пропорционален e^U{y  — a, 
у, z), где z =  xe - ' - ‘ .̂ Имея в виду ограничение | a rg 2 | < n  [см. 
23.04(21)], возьмем нижний знак при 1 т л ; > 0  и верхний при 
1 т л : < 0 .  При l m x > 0  располагаем полностью выше действи­
тельной оси и находим решение

— оо

V (а, у, х) =  е* J  е^{хЛ-  й'х =
— оо,  0  +

— со 

— оо,  0  +

~  (20 )

причем

V, ^) =  J ^ V +  ( l m x > 0 ) ,  (21)

U2 =  ( 1 +  a -  Y, 2 -  Y, x) =

=  +  ( l m x > 0 ) ,  (22)

откуда
Л r e“ ‘ " e(a-y)in

V ^a, Y. X) L ( Y - a  -  1)! (1 - Y ) !  “ 2 +  ( _  « ) ,  _  1)! (23)

При 1 т л ; < 0  помещаем М 2 полностью под действительной 
осью. В результате получим другое решение W  (а, у. )̂> рав­
ное правой части (23), в которой i заменено на — г. При 
1 т д : < 0  функция W ~  е х̂°-~' ,̂ и аналитическим продолжением 
V (а, у, х)  служит

\ 2л(С/ (а , V, л:)
W  (а, Y, л:) — — Ч т  •(Y —а — 1)! (— а)!( Y - a - l ) ! ( - a ) !

Функция V,  кроме простого асимптотического представления, 
обладает интересным свойством; при R e x - »  — оо она экспонен­
циально стремится к нулю. Кроме того, функция V,  опреде­
ленная одним из интегралов (20), представляет собой решение 
дифференциального уравнения, независимое от U, даже при 
целых Y и когда решения в виде рядов совпадают.

Из 23.03 (10) и (11) мы видели, что при целом у —а или 
1 — а одно из решений выражается в виде конечной суммы.



В частности,

1^1 (а, а, х) =  е^, ,F i(0 , у, х) =  1, Y, х ) = \ - ^ .

23.051. Сходящееся разложение функции U (а, х )  при 
положительных целых у. Положим у =  т +  с, где т — целое 
положительное, и устремим с к нулю:

и { а , т  +  с, х ) =  i fi (ct ,  т +  с, х) +

+  { l + a - n i - c ,  2 - т - с ,  х).

При с - > 0  члены второго ряда вплоть до члена с х" ‘ ~̂  дают 
слагаемые с отрицательными степенями х. Первый ряд таких 
членов не содержит. Соответствующие члены в U стремятся к

и  — I'M — 2) ! i_m ^
~  ( а -  1)1 ^  ^

где G (х) представляет собой разложение ,^1 (1 +  а — т ,  2 — т ,  х) 
до члена с Далее, возьмем из первого ряда член с л;'' и
из второго ряда член с С учетом соответствующих коэф ­
фициентов они дают

{ —  т ~ с ) \  а (а +  1) . . .  (а 4 - г — 1) г
“ '■“ ( а - ш - с ) !  г \ { т  +  с) . . .  {т +  с +  г - 1 )

I ( т  +  с - 2 ) !  (1 +  а — m -  с) . . .  (г +  а -  1 -  с) г-сЛ
(а — 1)! (г +  т  —  I) I {2 —  т  —  с) . . .  {г —  с)

( —  т  —  с)\ (а +  г — 1)! ( т  +  с — 1)
Х̂  +( а - т ~ с ) \  ( а - 1 ) ! / - !  (m +  c +  r - 1 )

(m +  с — 2) !  (г +  а — 1 — с ) ! (1 — W — с ) !
(а — 1) ! (а —  т  —  с) \ (г +  т. —  \ ) \ (г —  с) \

я 1 (а +  г - 1 ) !  ,
Л-sin (п1 +  с)л  (а — 1)! (а — от — с ) ! I  ( т  +  г —  I +  с) \ г \

_  г»- (а +  г -  1 -  с ) ! г-с 
^ {т + г - 1)1 ( г - с ) !  ^ . •

Из 15.04 следует, что

'■  ̂ ( а - 1 ) ! ( а - т ) !  |(от +  г - 1 ) ! г !  (от +  г - П !

X  [ - 5 ^ ( т  +  г - 1 )  +  Г ( а  +  г - 1 ) - ' Г ( г ) ] }  =  

( - 1 ) " '  а ( а + 1 ) . . . ( а  +  г - 1 )  ^
(от -  1)! (а -  от)! г ! от (от +  1) . . .  (от +  л -  1)

X  х ' [\пх  —  ^  {т +  Г —  I) — ^  (г) +  ^  {а + Г  —  1)].



Но
{т +  г ~ \ ) ~ ^  {г) +  Т  {а +  г - \ )  =

m +  Г -  I 
1

а+ 1 а +  г — 1 ■
Следовательно,

X(m — 1)! (а — m ) ! 
л=в

X  1Л ( а ,  т ,  x ) [ l n x - ^ ( m - l ) - ^ ( 0 )  +  ^ ( a - l ) ]  +  t/3, 

где

^̂ 3 =  1
Г=1

( -1 ) " а (а +  1) . . .  (а +  /• — 1), =  V ____________________
 ̂ (от — 1)! (а — т ) ! г \ т  ( т  +  \) . . .  { т  +  г —  \) х ’’ X

X

т т  +  1

и  =  {а, т, x ) = U i  +  U 2 ‘

т  +

Это решение было получено Стоунли [4]*). В функции U, ча­
стично затабулированной Веббом и Эйри [6], опущен член J7,. 

При т = 1  член Ui  отсутствует.
Если а — положительное целое число, меньшее т, то функ­

ция и  сводится к {/[ . В этом случае, а также при а целом от ­
рицательном или равном нулю функция U точно определяется 
формулой 23.04 (26).

При целом отрицательном y или \ =  О сходящийся ряд
для и  можно получить аналогичным способом, но основной
случай, встречающийся в практике, будет рассмотрен в 23.07.

23.06. Преобразование Уиттекера. Если в исходном диффе­
ренциальном уравнении

х и " +  {у — х ) и ' — аи=-=0 (1)
положить

и =  (2)
то  получим

+  =  (3)2х

*) Соответствующее разложение функции Уиттекера см. в [5].



Дальнейшая подстановка
V =

дает

Полагая
w "  +

1 , ( 4 v - “ ) 1 Y ( 2 - Y )
L 4 л: 4.^2 J W = 0.

W =  х'/̂ у,

получаем уравнение в виде

у =  0.

( 4 )

( 5 )

(6)

( 7 )

Уравнение (7) интересно тем, что при а =  - ^ у  оно сводится 

к уравнению тина Бесселя и его решениями служат функции 
1±Ч2(у~^){\ А -  Следовательно,

, f ,  (а, 2а, х) =  (а - - I I 4 Y ~ 'U  .
Ь ] (8)

Если же член с л: в уравнении (7) отличен от нуля, то это мо­
жет привести к коренному изменению характера решений. Оче­
видно, что при условии a =  y Y  функция Khi/  ̂ ( у  д: 1 будет
другим решением уравнения (7), соответствуюшим решению U. 
Но если это условие не выполняется, то можно найти такие а 
и у, что и  будет кратным одному из решений t/, или [Уг- Ана­
логичное утверждение для функций Бесселя состоит в том, что 
функция Kh„ может быть пропорциональной / „  или

Уравнение (5) имеет вид уравнения Уиттекера, которое он 
сам записал в форме

\
■m2

W" +
У

ш) =  О,

так что
k =  ^ y - a ,  т =  ^ { 1 - у ) .

( 9 )

(10)

Эти обозначения несколько упрощ ают запись дифференциаль­
ного уравнения. Если пытаться найти решение (3), (5) или (7) 
при произвольных у и а в виде ряда, то получатся соотноше­
ния, связываюш,ие по три коэффициента, и для любого подхо- 
дяшего ряда окажется, что а и у явно входят в решение. П о­
этому решения уравнения (5) будем записывать в виде

У, хУ, х '~у^Р,(1 + а - у ,  2 - у ,  х); U {а, у, х)]. (И )



Решения уравнения (7) содержат дополнительный множитель 
и поэтому, если исключить случай один из рядов дает
решение, стремящееся к бесконечности при л :->0.

Другой вид уравнения (5) получается, если положить д; =  2(хг. 
В этом случае имеем

+  (Y -  2а) 4 - +  ш =  0. (12)

Во многих приложениях [г равно ± 1  или ± г .
Особый интерес представляет случай, когда требуется найти 

решение уравнения (5), стремящееся к нулю при л: =  +  оо и, 
кроме того, малое по сравнению с х'!̂  при малых х. В силу 
первого условия искомым решением долж но быть то, которс .* 
выражается через V . Но функция [ /  — линейная комбинация 
двух решений уравнения (1), одно из которых в окрестности 
х  =  0 ограничено и отлично от нуля, а другое ведет себя как 
Исключение представляет случай y = 1 .  когда второе решение 
ведет себя как In л:. Соответствующие решения уравнения (5) ве­
дут себя как и или как х'1̂  In х.  Следовательно, при у  ^  1 
пригодно только то решение уравнения (1), которое принимает 
при л: =  0 конечное значение, а при у <  1 — решение, которое ве­
дет себя как В первом случае i f  i (а, у, л:) — подходящее
решение. Но при больших х  оно возрастает как е*, причем исклю­
чение представляет случай, когда а — 1 целое отрицательное, 
т. е. когда ряд обрывается на члене с х~°-. Во втором случае 
имеем решение [Fi ( 1 + а  — у, 2 — у, х), которое возрастает 
как е*, если только не оказывается, что а — у целое отрицатель­
ное и ряд обрывается на члене с В любом случае д о ­
пустимое решение уравнения (5) представляет собой обры ваю ­
щийся ряд, умноженный на

П оэтому функция и  имеет большое значение в физических 
задачах. Решение Уиттекера имеет вид

„  —rW + Vz о — */2-̂  Л
Га. „  (х) =  J  ^YYj- J е - '  {t +  x)>^+k-'h dt  =

\ m - k - - ^ y .  0

=  e-V.xjcV.Yt/(a, Y, x), (13)

-  m — I 

Мы будем писать
Mk.m{x)  =  W  (a, Y, x), (15)

где для a и Y обозначения прежние. Дифференциальное уравне­
ние Уиттекера не меняется, если х  н k заменить на —х  и —к.

a =  - j  — tn — k, Y = l — 2/п,  a — y  =  m  — k — Y -  (14)



Следовательно, его вторым решением служит W-k, т{х). Асимпто­
тическое разложение Wk. т{х)  имеет вид

/ I \2

1 ! JC ■ +
- 1 \21 Г / 3  1 2-
т ^ - m 2 -

2 }  \ \ 2 } .

Причем при неотрицательных целых m +  ^ — у  и отрицательных 

целых m - k  +  -^ ряд обрывается. Для второго решения имеем

т - ( - Я
U

т ^ - I

2\х^ • • • J • (17)

Здесь ряд обрывается при целых т +  k +  - ^ ^ 0  и целых 

т - к - ^ > 0 .

23.07, Уравнение Ш редингера для водор од оп од обн ого  
атом а * ) .  Радиальная волновая функция R удовлетворяет диф­
ференциальному уравнению, которое можно свести к виду

+  0 )

где I положительное целое, а Z  положительно. Функция R 
должна быть ограничена при 0 ^ г < о о .  Если положить

то  получим
d^p
dr̂ ^ ( 2 £ +  =

(2)

(3)

Если Е  отрицательно (связанный электрон), то положим 
2Е =  — w  =  p. Тогда получим

d̂ P 1 I 22
I 4 ^  кр P =  0. (4)

*) Ситон [7] дал сводку обычно используемых решений этого уравнения 
и их асимптотических разложений. Соответствую щ ие таблицы имеются 
в  [8 , 9].



Вырож денная гипергеометрическая функция 227

Это уравнение Уиттекера с параметрами 

Y =  - 2 / ,  а = (5)

При р =  0  показатели равны / +  I и — I. Второе решение исклю- 
чается как непригодное, и, следовательно, искомое решение 
имеет вид

p  =  e - ' / . P p ! + { F , ( l + / - ^ ,  21 +  2, р ) .  (6)

^  / 1 \ >
Г При больших р оно растет как ехр Р)> ®сли ряд не обрывается

^  [ср. 23.04 (9)], т. е. если 1 + /  — 2Z/x  не равно нулю или отрица­
тельному целому числу. Отсюда следует, что

22 2Z (7)% =  ■
/ + S + 1 п

где S — неотрицательное целое число. Величина п называется 
главным квантовым числом. Тогда

1 Z2

i F i { —  S, 21 +  2, р).
(8)

(9)
В этом случае операционное выражение многочленов имеет 

компактный вид. При целых из 23.03(4) имеем

i f  1 ( -  S, Y. л:) =  (Y -  1)! ( l  -  7 V =  (Y -  1)! (р -  1Г
(10)

Но
F { р — а) I — (11)

и поэтому получаем 
xV -> ,F i(— S, Y. л:) =  ( у -  1)!е-

S + 1
Р___=  ( у - 1 ) ! е  

Многочлены
(р + 1 )^ + *  '■ \ d x l  (Y +  S - 1 )

L A x)  =  e ^ ( ^ ) \ x ^ e - ^ )  

называются многочленами Лагерра  [10, 11]. Далее имеем
/ /1 2̂Z + s+l

Р, f . ( - 5,2 /  +  2, р) =  р ' е - ‘/ ^ Р (2/ +  1)! е р ( ^ )

(12)

(13)

>-р —

 ̂ „2i+s + l
------------- е -Р .  (14)

Записывая получимdp
L M ^ { D - \ r p \ (15)



И тогда (14) равно

_ g ± ^ p _ ; _ , ^ _ V , p ( ^ _ l ) . p 2 /  + . + I. (16)

Если Ll\XU, обозначает (2/ +  1)-ю производную (2/ +  s +  1)-го 
многочлена Лагерра, то

=  (17)
Сравнение коэффициентов показывает, что выражение (16) равно

si ( ? ; + ! ) !  ^г^-1/,р,2г+1
[ ( 2 /  +  S + 1 ) ! ] 2  ^ 2 i + s + i .  (18)

Если Е положительно (свободный электрон), то мы должны 
заменить х на м.  Но теперь при больших г экспоненциальный 
множитель принимает вид ехр(гхг) и перестает неограниченно 
возрастать при больших действительных г. Дифференциальное
уравнение теперь при E =  и /кг =  р имеет вид

=  о » )
И скомое решение теперь можно записать как

р  =  е-'Л гкг (j,r)'+i ^ Р у ( \ + 1  +  Щ - ,  21 +  2, гкг). (20)

Здесь а — комплексное, а /кг — чисто мнимое. Следовательно, 
в асимптотическом разложении для больших г нужно сохра­
нять оба ряда в формуле 23.04 (8). Имеем

Р  ~  .-V. «•-(хг)'+> [ ( Т Т Й Й Т  +

+  (/+.+2,-z/x)]. (21)

Величину /кг нужно рассматривать как к г е х р ( у я /| .  Тогда 

Р ~ ( 2 / + 1 ) ! е - " 2 / > ‘ - .. . p'UiKr-'unm+\) I
L(/ +  2 / Z / x )!^  +

,— (КП-------_„-<hiw+'hni (t+l)
^  (l-2iZlK)\ ^

r, 2 ( 2 Z + 1)1P  COS „  2

(22)

(/ + 2i2/H)!| КГ -  я ( / +  1) +

+  ̂  In (к г ) - a r g ( /  +  2 /Z /K )!l ,  (23)

где коэффициент не зависит от г *).

*) См. [12], где к соответствует в принятых здесь обозначениях.



Решение (20) можно преобразовать к другому виду. Оно 
эквивалентно

g-'Uiw
2ш

y2iZlv.-l~\

М
d%. (24)

Далее, уравнение (19) не изменится, если вместо /  подставить 
— / — 1. Этот факт наводит на мысль рассмотреть выражение

о-ЧгШ Ыг) -I  (2/+ 1)!
2я(

-2iZln+l d l . (25)
м

Разлагая подынтегральное выражение по убывающим степеням X 
и интегрируя, находим, что выражение (25) равно

< -  i) (кгУ,г+1
+ I

'• (26)

Следовательно, (20) отличается от (25) на постоянный действи­
тельный множитель. Следует отметить, что решение (20) дей­
ствительно.

23.08. П араболическая цилиндрическая функция, функция 
Эрмита и функция Hh. Рассмотрим уравнение

d̂ y
dx^ +  { А - В х ' ^ ) у ^ О , (О

в котором А VI в  действительны. Очевидно, что все его реше­
ния — целые функции х.  Положим | =  у  =  Тогда полу­
чим уравнение

d^z , I 1 „  , Л , 3- + - ^  4 4| г =  0. (2 )^  \ 4 ' ‘ 16|2

совпадающее с обобщенным уравнением Уиттекера 23.06(12), 
параметры которого ^

А \
v - i ,  « - 1 ( 1 V b

(3)

Решениями уравнения (1) служат 

e x p ( - | f i ‘% 2 ) [ , f ,  ( а ,  B'l^x^Y х , р \ \  +  а, | ,

и [ а , \ ,  B'l^x^)]. (4)



Три других решения получаются из них переменой знака у  У~В. 
Естественно, что только два из этих шести решений могут быть 
независимыми. В частности, если выбрать положительный знак 
У V B  и положить

а =  — 
4

то

ехр ( -  J  i f i  (а, ^ =

=  ехр ( i -  , f , (а ', 1 ,  (6)

x e x p ( - =

=  A :exp(i-BV .x2),F , ( ^ + a ' ,  -  B'l^x^). (7)

Действительно, выражения в обеих частях (6) четные решения, 
а в (7) нечетные. Кроме того, при х - * 0  отношение правой 
и левой частей каждого уравнения стремится к единице. Фор­
мулы (6) и (7) следуют также из формулы 23.03(10).

Три особенно важных случая различаются знаками А и В. 
Во-первых, уравнения 18.04 (7), (8), которым удовлетворяют 
параболические цилиндрические функции, имеют вид (1). Чтобы их 
решения при больших или |г были осциллирующими, как 
было установлено в 18.04, долж но б ъ п ъ у ? > \ 1  ̂ и, следовательно, 
В долж но быть отрицательным. В теории приливов этому слу­
чаю соответствует задача о гармоническом движении, заданном 
на большом расстоянии от  мыса параболической формы или 
у  входа в длинный залив параболического очертания. Следова­
тельно, параболические цилиндрические функции можно выразить 
через вырожденные гипергеометрические функции мнимого аргу­
мента. При А  действительных а комплексные. Но само решение, 
как и в случае волнового уравнения для свободных электронов 
в поле ядра, действительно. То же самое дифференциальное 
уравнение возникает в квантовой механике при силах отталки­
вания, линейно возрастающих с расстоянием.

Постоянная В положительна в квантовомеханической задаче 
о линейном осцилляторе. В теории приливов и в акустике В 
положительно в случае локальных возмущений, вызываемых 
выступом параболического очертания. В этих задачах в качестве 
предельного случая получается задача о дифракции на полу- 
бесконечном экране — одна из немногих дифракционных задач, 
для которых найдено точное решение [13]. Если требуется найти 
решение, стремящееся к нулю при л:—> ±  о о , то линейная ком­
бинация четного и нечетного решений может удовлетворять



этом у  условию только в том случае, когда один из коэффи­
циентов равен нулю. Тогда решение с коэффициентом, отлич­
ным от нуля, должно сводиться к многочлену, умноженному 
на экспоненциальную функцию. Следовательно, 2а должно 
быть целым неположительным. Именно к этому случаю отно­
сится уравнение Шредингера для линейного осциллятора.

При положительных целых 2а одно из решений также сво­
дится к элементарной функции. Действительно, а - f a ' =  ‘ /21 
и тогда один из рядов в правой части (6), (7) сводится к много­

члену. Но в данном случае многочлен умножается на ехр

и это элементарное решение обычно оказывается непригодным. 
Однако при помощи функции U можно найти решение, стре­
мящееся к нулю при л : -> -+ о о .  Это не будет элементарная 
функция. Но к такому же типу относятся функции, возникаю­
щие в одномерных и трехмерных задачах теплопроводности, • 
и функции Hh„ при п ^ О ,  которые играют важную роль 
в статистике.

Эти решения легко получаются при помощи функции U и 
ее операционного выражения. Поскольку

р'/» ехр ( — ар'<‘ ) =  (8)
Y  At

и из 21.08 (13)

имеем

КН./. {арЦ  =
пар  /

Но
_Ё_ p-ap'li — _  рЧге-ор'^̂
да

(9)

( 10)

( И )

(12)

и поэтому если 2т — неотрицательное целое число, то

=  ( - ! )■ 2т д 2т

,д а  У ш

а если 2т — целое отрицательное число или нуль, то
/ оо] N —2т

-ар'/з da
\а

1

Y  Tit
,g-aV4*.

(13)

(14)



Далее из 23.05 (6) имеем

^ Y > ж )  = (у к н  {арЦ =
=  я ‘/̂ е“^/«^'/.-ар'Л-ае-ар'/._ ( 15)

П олож им а =  — т. Тогда если 2а — целое отрицательное или 
нуль, то имеем

А.'
да I

-2а

-2а
Vnt

u l a , - , — ) =  ( _  ly
\ 2 At j

= (16)

(a, у , = ( _  i )2a^2B V f “ eB'/.x̂  - в (17̂

Эти решения называются многочленами Эрмита. Если их умно­
жить на ехр , то они станут решениями уравнения (1).
При заданном а, где 2а — целое отрицательное или нуль, функ­
ция (17) —единственное решение, которое стремится к нулю при 
д : - > + о о  и х - *  — оо. Если 2а не является целым отрицатель­
ным или нулем, то нет решений, которые стремятся к нулю 
и при д :->  -Ь оо, и при х - >  — оо.

Если 2а — целое положительное, то имеем

t /(a .  =
\

t / ( a ,  =

/ оо V 2а

da
Y  nt.

2а

dx
\х

(18)

(19)

Таким образом , в зависимости от знака а решения могут 
быть построены последовательным интегрированием или диф­
ференцированием. Решения непосредственно в виде (16) и (18) 
удобны  в задачах диффузии (включая и задачи теплопровод­
ности). Для других целей, вероятно, лучше пользоваться табли­
цами, имеющимися в [14]. Однако дополнительная таблица 
более элементарных функций с меньшим шагом и с четырьмя 
или пятью знаками была бы весьма полезна.

Четырехзначная таблица родственных функций i erf х =
ОО оо

=  1 (1 — erf гг») и ii erf л: =  i e r l w d w  дана Хартри [15] [см. 

2о!о6(9 )].



23.08а. Волновые задачи. П рохож дение и отраж ение волн.
Решениями уравнения

служ ат
ехр ( -  у  {U, V)  (а, - J , ihz '̂ ,̂ а =  -^ (1 -  ihc^).

(1)

(2)

Если при v > 0  временной множитель имеет вид то при 
z > 0  функция Ue xp i^ iy t— -^ihz^^ описывает бегущ ую  волну. 
При z < 0  это решение принимает вид

(3)

И з 23.04(25) и 23.05(23) мож но найти, что при | а г§л ;| < л  
имеет место

^  =  ( а ^ ц Г - v ) !  ^  ^
О тсю да следует, что выражение (3) равно

ехр 2п£е- 'Ш
V (а, j ,  ihz^  ̂ -

( а -  1)!
. V  +

(5)

(6)

М одули коэффициентов равны ( 1 + е '“='") , Член, содер­
жащий V, описывает при z < 0  падаю щ ую  волну, так как его 
фаза убывает при увеличении \ z \ .  Таким образом , амплитуды 
падающ ей, отраженной и проходящ ей волн относятся как *)

(1+е'>^ '")'^  1.

23.081. При целом п ' ^ 0

H h„(^ ) =
г t"

п\ ехр f ( и - х ) "
п\

*) Этот результат нам сообщил Хединг, который получил его другим 
способом.



а при отрицательном целом п
dHh„(A:) =  ( - i r ' ( - ^ ) “  "  (2)

В частности,

НЬо(а: ) =  J H h o ( -  оо) =  / 2 я ,  (3)
/  X

H h _ iW  =  e-'/^^  (4)

Очевидно, что для всех п

^ H h „ W = - H h „ _ , W ,  (5)

и легко показать, что функция Hh„ (л:) удовлетворяет уравнению

- § -  +  Д ^ -| --«г / =  0. (6)

Эти функции удовлетворяю т рекуррентному соотнош ению

{п +  1) H h„+. ( а;) +  X H h„ (X ) -  H h„_ , ix) =  0. (7)

Если положить
У =  (8)

то для всех целых п, положительных или отрицательных, найдем 

^ - ( n  +  Y  +  i x ^ ) z  =  0. (9)

Это уравнение мож но свести к виду 23.08(1) подстановкой

x =  ( 4 S ) - 'S .  (10)

Тогда решение уравнения 23.08(1), интересовавшее нас в рас­
смотренных случаях, мож но написать в компактном виде

e'/'’ '’ Hh„(Ti) (11)
при лю бом целом п, положительном или отрицательном, и

А =  -  { 2 п + 1 ) У в .  (12)

Функция Dn (х) для положительных п определяется равенством

D „ (х) =  (х) =  (13)

Очевидно, что она имеет п действительных нулей. К роме того, 
она удовлетворяет условию ортогональности, что и следовало



^ожидать, так как эта функция появляется как решение вол­
нового уравнения. Действительно,

00

D ^ i x ) D A x ) d x =  J  =
—  оо

ОС

=  ( _  1)« J ^  ^  j  dx. (14)
—  00

р- Если т ф  п, то мож но принять, что т больше п. Тогда функ­
ция, которую  нужно дифференцировать т раз, — многочлен сте­
пени п, и производная равна нулю. Следовательно, интеграл 
равен нулю, если только т не равно п. Если tn =  n, то членом 
высшей степени является ( — 1)” л:", и

[ D ^ { x ) f d x =  \ п \ е- ' !^ = ^ Ч х = У ^ п \ . (15)

р- При f i ^ O  все функции H h„ положительны и вопрос об  орто­
гональности не возникает.

Функция H h „(x ) выражается через решения уравнения (6) 
в виде рядов

- j n  2 - ’'’ " 2 ( - 1 >  

/ 1 "

m = 0

/  У ”

2'/ "̂ ( - i n

m!

nx  ̂ I n{n — 2)x*
2! 4! +  . . .

, . { n - l ) x ‘  , ( n -  l ) ( « - 3 )  X* , 
3! 5! (16)

23.082. Асимптотическое разложение для H h„ ( x )  при боль 
ших X и п > 0 .  Из 23.081(1) следую т формулы

Н К (Х )  =  ^

2т+п
dt

H h„ (л:)̂
nl £ ( - 1 ) ”

2'"m!

{2т  +  га)1 1
2"*m! x'^m+n+l .

(1)

( R e x > 0 ) ,  (2)

(3)



п\

H h„ ( -  х) +  ( -  1Г Hh„ U ) =  ^  J +  ( -  1Г е~'^̂  '"+^0 dt=-
О

оо оо

=  ^  J  (х +  и Г е - ' /^ '^ Ч и ^
— со — оо

^  тЦп~т)1т=6
причем суммирование производится по четным т ^ п .  П ослед­
нее соотношение — точное, но оно приводится вместе с асимпто­
тической формулой, так как правая часть расположена по убы ­
вающ им степеням х. Оно полезно для оценки H h „ (— л:) при боль­
ших X,  так как в этом  случае функция НЬ„(л:) мала.

23.083. Асимптотическое разложение для НН„(дс) при боль­
ших положительных п и умеренных х .  Функция НЬ„(д;) очень 
мала при х, превыш ающих примерно 3, причем п мож ет быть 
больш им. Тогда если

(5 )

то
ff' { )̂ =  J L -  x - t ,  (6)

ф " ( ^ ) = - - ^ - 1 .  (7)

Тогда при больш их п и умеренных х  условие ф' [t) =  О дает 
в качестве первого приближения t =  п'!̂  — х  и ф" {t) =  —2. Отсюда

ф(ге'/.) =  1 „ 1 п п - и ‘/ .л ; - 1 г е  +  -1л:2 (8)
И _1Д_̂2 _ _

Hhn{x) ^  (9)

П олагая х =  0 и применяя формулу Стирлинга, мы восстанавли­
ваем первый член разложения по обратным степеням п. Таким 
образом , осущ ествляется проверка асимптотической формулы.

23.084. Асимптотическое разложение для D „ (дс) при боль­
ших п. П рощ е всего его мож но найти из дифференциального
уравнения 23.081 (9), в котором п заменено на — п — 1, т. е.
из уравнения

d'̂ z I /  I 1 1 9\ А /IV- ^  +  (n +  Y - l - x ^ U  =  0. (1)



Положим

(
Тогда получим уравнение 

d̂ z

п +  ^  =  т, х  =  2 У т 1 .  

[е

+  4/п2(1 - Е ' ) 2  =  0.

(2>

(3>

Его решения имеют экспоненциальный характер при | >  1 и 
g < “  1 И осциллируют при 6 ^ < 1 . Имеем

1
2т =  (g =  sin6), (4)

2т — I d^ =  m (^ j sh2u  — uj (g =  ch « ) . (5)

Тогда решение, экспоненциально убывающ,ее при +  °о , имеет 
вид

ехр [ -  -  1)’'̂ ] (I +  V F ^ r

^  (1 _  |2)'/.■ sin [ т  (j  я -  е -  j  sin 2б) +  ^  п ] . (6>

Постоянный множитель определяется из того, что при больш их х  
функция Dn(x)  асимптотически равна л;" ехр , Отсю да
видно, что он равен

=  2 ~ ‘^п^е- (7)
Проверка получается, если полож ить л: =  О и, следовательно, 
6 =  0. Очевидно, что D „ (0) =  О для нечетных п. Для четных п 
правая часть (6) равна ± 2 .  Но для четных п имеем

A i ‘ T  ( 1 Г± 0 , ( 0 ) -
п\

dx^
№ « ) '  ( i ” )

V 2 n 'kn-'kn
(8)

Следовательно, для получения асимптотической формулы для 
Dn{x)  с точностью до 0{11п)  обе части (6) нужно умнож ить на

Ч2П
(9)

23.09. Точность ф ормул, полученных м етодом  наискорейш его 
спуска. Асимптотическая формула для НЬ„(л:) при больш их я



открывает путь для оценки ош ибки, допускаемой при асимпто­
тическом разложении, получаемом методом наискорейшего 
спуска, если обрывать ряд на наименьшем члене. В формуле

оо

/ =  J (1)
— оо

положим f ( 2 ) +  f ( - 2:) =  ^ ( 2 ). Тогда g ^ ( z ) - четная функция и
оо

/ =  (2)
о

Проинтегрируем по частям 2п раз. Тогда, учитывая, что нечет­
ные (z) при 2 =  0 обращ аю тся в нуль, получим

/  =  ^ (0) Hho (0) +  НЪ, (0) +  . . .  -Ь (0) +  (3)
а а

где

1
д2п+2

О

Hh2„+ , (az) (z) dz. (4)

Далее, пусть re ‘“ — особая точка функции f (z) с наименьшим 
модулем. Тогда функция g { z )  имеет особы е точки ± П р е д ­
положим, что вблизи этих точек g ( z )  ведет себя как отрица­
тельная степень или логарифм. Вклад в ^ (z )  от  этих точек 
должен иметь вид

А А

{ г е ' ^ - г Г  +  +
ИЛИ

^ l n ( r V '“ - z 2 ) ,  (5)

где т  не зависит от а и п. П редположим, что а настолько 
велико, что наименьший член разложения соответствует боль­
ш ому п. Тогда для малых z  получим формулу

g (2fi) . (m +  2 n - l ) t  . Г 1 I ^ .
(7 П -1 ) ! (г е ‘ -  +  г Г ^ ^ \

•

2n<a , „ i a  > ( o )re

верную в том смысле, что можно так выбрать М,  что отнош е­
ние ĝ '̂‘^ z )  к выражению в правой части (6) стремится к 1 при



г  (7)

больш их п. кром е того, если « 2ге ~  общ ий член (3), то 
« 2П+ 2  . ( 0 ) (0 ) . 1 (2 / г + 1) ( 2 я  +  2 ) 1 . 2п

U2 n ' a V '" M 0 )  H h ,n (0 ) - r V ' “  2 (п +  I) ' a W ^ ^ ^ '

П оэтом у наименьший член определяется условием

2п =  [ r V ] ,  (8)

R2п-
. й2п(2п+1) (2« +  2)

г а̂ Hh2„ (0) е',2ia
2пгH h 2 „+ i(a 2 )ch — =

=  U2na {2п)' ‘̂ е  ехр^ — V^2« az — ja V jc h ( V ^ 2 n a z e ~ ‘“)rf2:.
О

(9)

Если п велико и а не мало, то подынтегральное выражение 
становится малым до  того, как член с a ẑ  ̂ станет существенным. 
Тогда /?2п сводится (см. [16]) к выражению

Я2п Ф  Ы2пе-2‘“ U2ne- 2 / a

1 — e ~2/a » (10)

U2n +  R2n ^  ■■ =  ( i  -  7  « )  (11)

П оэтом у простое правило, найденное для неполного факториала, 
по котором у требовалось брать половину наименьшего члена, 
пригодно для разложений по методу наискорейшего спуска
только, если а =  ± у л .  М ож но убедиться в этом , показав, что 
последовательные члены имеют точно противоположные фазы. 
Если l c t g a | > l / 3 ,  то превосходит « 2« по модулю .

Эти рассуждения весьма грубы, но они служ ат двум целям. 
В большинстве случаев оценка ош ибки, допущенной при 
обрывании асимптотического ряда на заданном члене, связана 
с разложениями специальных функций, причем берется общий 
член разложения. Изложенный метод имеет больш ую  общ ность 
и должен быть пригоден для более общ его случая. Видно, 
что бы строе убывание ошибки при небольш ом числе членов 
получается благодаря бы строму убыванию первых членов раз­
ложения H h „(a 2 ) при возрастании п или az при больш ом а. 
В интервале, где множитель Hh„ имеет сущ ественную величину, 
производные функции g  (z) низких порядков мож но приближенно 
считать постоянными. Н о при многократном использовании



интегрирования по частям производные (2) все быстрее 
изменяются при изменении z, хотя множитель Hh„ убывает, и, 
наконец, при 2п =  их изменение становится таким же сущ е­
ственным). как и изменение Hh2„ (a 2 ). При дальнейших попытках 
получать приближения тем же способом ' ничего выиграть не 
удается. Это объяснение, вероятно, хорош о известно многим 
математикам. Но, возмож но, они не смогли его сформулировать 
с  той точностью, с какой бы  им хотелось. Физики же удовле­
творяю тся даже грубыми рассуждениями, если они приводят 
к результату.

Приближенная формула (11) позволяет оценить остаточный 
член просто путем рассмотрения членов, близких к наименьшему, 
причем а определяется непосредственно из сравнения фаз. Ф ор­
мула непригодна при а =  О, т. е. когда все члены одного знака. 
Этого и следовало ож идать, поскольку такой случай означает, 
что путь интегрирования проходит через особую  точку. Труд­
ности встречаются, например, при оценке остатка для функ­
ции 1п{х) при действительных х .  П уть наискорейшего спуска 
дваж ды приходит через дополнительную седловую  точку — 1, 
а в ней подынтегральное выражение обращ ается в бесконеч­
ность. Положение удается отчасти спасти благодаря сущ ество­
ванию несобственного интеграла, но при этом  для интегрирова­
ния по частям приходится разбивать интервал интегрирования. 
В этом  случае наше приближение (9) чрезвычайно грубо, но 
если положить а =  О, то получится

оо
R 2 n ^ ^ U 2 n { M ' ‘ \ ехр (--^ л ;2 )сгл : =  у  У га к 2 „ , (12)

О

где множитель У п  служит предупреждением, что в этом слу­
чае величина наименьшего члена не дает надежной оценки 
точности.

Аналогичные соображ ения п-рименимы к интегралу

1 = е— /( г )й г  =  2 (13)

Используется тот же способ лишь с той разницей, что t,f (Ŝ ) ~  
нечетная функция и в нуль обращ аю тся члены с четными 
производными. Формула (11) остается верной, если 2п заменить 
на 2 п — \.

Более полное изложение предмета настоящей главы чита­
тель найдет в книге Слетера [17].



П РИ М ЕРЫ

1. Д окаж ите рекуррентные соотнош ения:

XiFi  (а +  1, Y +  1. ■*) =  Y [i^i («  +  1. Y. х)  -  i f j  (а, у, д:)],
O if  1 (а +  1, Y +  1, Jc) =  (а -  y) i/='i (а, Y +  1, JJ) +  Yi^^i («. Y. x),

(a +  л) i f  1 (a +  1, Y +  1. Jc) =  (a -  y) i^i (a, Y +  1, •*) +  Yi/"i ( «  +  1, Y. x),
i O Yif 1 (a +  1, Y. ^) =  Y («  +  x)  iFi (a, y. x ) -  x (y -  a)  i f ,  (a, y +  1. x).

a,Fi  (a +  1, Y. * )  =  (Jc +  2a -  y) iFi (a, y,  x) +  (y -  a) ^Fi (a -  1, y, x ), 
( y - a ) x i F i  ( a , y + l , x )  =  y { x  +  y - l )  , f i  (a, y. Jf) + y ( 1  -  Y) i^ i (« . V -  >. x).

(B . A. Report, 1926)
2. Д окаж ите, что

/ I  1 \ VTexp  ̂ — л;2 +  -  - /2 j =  2 ^  _  £)„ (д̂ ).

О тсю да получите, что
оо

” (л:) dx =  2 ^ D n  (2и).
>

Ь ' 3. Докажите, что при действительных а, Ь, с гипергеометрический ряд
при 2 =  1 сходится, если с > а  +  Ь, и расходится если с < а  +  Ь, а при г =  — 1 

/_ сходится, если с +  I >  а +  ft.
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ФУНКЦИИ ЛЕЖ АНДРА 
И ПРИСОЕДИНЕННЫЕ ФУНКЦИИ

Вы варите его в опилках, солите его 
клеем, сгущ аете его белой акацией 
и тесьмой, имея в виду только одно — 
сохранить его симметричную ф орму 

Льюис Кэррол, „Охота на Снарка'^

24.01. Присоединенные функции Л еж андра. Мы уж е видели 
ранее, что решения уравнения потенциала, волнового уравне­
ния и уравнения распространения звука в случае сферических 
границ зависят от  решения уравнения

( l - t i 2 ) ^ - 2 ( s + l ) ^ - ^  +  ( « - s ) ( «  +  s + 1 )0  =  0, (1)

в котором — в  задачах теории потенциала для о б ­
ласти, внешней по отнош ению к эллипсоиду вращения, мы 
имеем дело с этим же дифференциальным уравнением, причем 
для вытянутого эллипсоида враш,ения >  1, а для сплюснутого 
ц — число чисто мнимое. В этих задачах нам необходимо полу­
чить такое решение, которое стремится к О, когда ц -^ о о .  Б у­
дем считать п, S целыми числами, если обратное не оговорено, 
и п >  S >  0; тогда при ц =  ±  1 одно решение будет иметь ин­
декс О, а другое — s. Последнее решение мож ет содерж ать ло­
гарифм и будет обращ аться в бесконечность. Ввиду того что 
одно решение — нечетная функция от ц. а другое четная функ­
ция, решение с индексом О при ц =  1 будет иметь индеко О и 
при fi =  — 1 и будет как раз тем решением, которое получается 
в задачах со сферическими границами. Это решение не имеет 
других особенностей и поэтом у является целой функцией. М ож но 
легко получить решения в виде рядов. В 16.04 они выписаны 
явно ДЛЯ случая s =  0. М етодом из 18.061 мож но получить ре­
шения, аналитические в точке |д,= ± 1 ;  они имеют вид

(2)

Решения, имеющие особенности при ц. =  ±  1, получаются из урав­
нения (1), если в нем положить s =  « .  При этом будем иметь

( 1 - ц^ ) ^ 0 " - 2 ( п - Ы ) ц -|^0;5 =  О. (3)



Одним решением этого уравнения является постоянная, а с по­
мощью последовательного интегрирования мож но построить ре­
шение в виде полинома для меньших значений s. Но такое ре­
шение уж е дано в (2) без специального определения постоян­
ных интегрирования. Другое решение имеет вид

rf(j,

Если мы выберем постоянные интегрирования так, чтобы реше­
ние стремилось к О, когда (х->_оо, то оно будет иметь вид

(5)
(и2- 1)"+‘

причем путь интегрирования не пересекает действительную ось 
между точками — 1 и -1-1.

Определяющее уравнение для больш их М' имеет корни, рав­
ные n — s и — п — S — 1; первый корень соответствует реше­
нию (2), а второй оправдывает предположение о том , что для 
каж дого S сущ ествует решение, обращ ающ ееся в нуль на бес­
конечности. Л егко проверить, что (5) удовлетворяет соотно­
шению

^ 0 «  =  0 Г ‘ . (6)

поэтому оно является вторым искомым решением.
Если мы полож им п — 8 =  0, то получим

Здесь имеется логарифмическая особенность при | х = ± 1 , и не­
обходим о специальное условие для того, чтобы  определить зна­
чения функции в интервале —

Опуская этот случай, мы можем взять выражение (5) для 
ц действительных и больш их 1 и определить значения функции 
по непрерывности, исключая из рассмотрения действительные 
значения ц меж ду — 1 и 1 с помощ ью  разреза. П окаж ем, 
что для интервала — 1 < ц < 1  мож но видоизменить определение 
решения, но во всех случаях второе решение будет бесконечным 
при ц =  ±  1.

24.02. Решения уравнения Л апласа в сферических полярных 
координатах имеют вид

Ф =  ( г " ,  sin^ 0 • 0  • (cos s%, sin sX), (8 )



где 0  выражено через (2) или (5) с соответствующ им постоян­
ным множителем. На полной сфере для однозначности функции ф 
необходимо, чтобы при s =  О не присутствовал член с %, кото­
рый в этом случае заменяет sinsX. Чтобы функция ф была 
конечна при 6 =  0 или л, необходимо исключить решение (5), 
Мы увидим, что любая функция, удовлетворяю щ ая уравнению 
Лапласа внутри или вне сферы, мож ет быть выражена через 
сферические гармоники; при этом 0  берется в виде (2).

24.03. Потенциал в полости. Рассмотрим замкнутую поверх­
ность, ограничивающ ую полость. Внутри нее сущ ествует потен­
циал, удовлетворяющ ий уравнению Лапласа. Около любой точки 
этой области мож но построить сферу, лежащ ую целиком внутри 
области, тогда внутри каж дой такой сферы потенциал выра­
жается с помощ ью  интеграла Грина 6.092(8) через свои значе­
ния на поверхности сферы. П усть г < а ,  тогда

а ^ - г ^   ________ ________________
/J3 ~  (ц2 _  2аг cos +  г2) ’ /г '

Если МЫ будем рассматривать г  как комплексное перемен* 
ное, то эта функция и любая ее производная будут иметь 
особенности только при г =  ае~ ‘  ̂ и могут быть разложены 
в степенные ряды по г, равномерно и абсолютно сходящ иеся 
для | г | < с < а .  Но коэффициентами при г" являются суммы 
членов вида (г cos ■0')"“ '̂” , а г cos ■в'— линейная функция 
от X, у ,  Z.  Следовательно, для любой функции ф, интегрируе­
мой на сфере г =  а, коэффициенты при г" могут быть выражены 
в виде однородных полиномов от х ,  у ,  Z. Ряд будет равномерно 
сходящ имся по О для |г |«^с. Следовательно, функция ф внутри 
полости мож ет быть выражена в виде суммы ряда однородных 
полиномов от X, у ,  Z, сходящ егося при г < а .  Производная 
лю бого порядка от ф по х ,  у ,  г  мож ет быть выраж ена в таком 
же виде.

И так, сколь угодно близко от центра мы мож ем записать ф 
в виде суммы ряда однородных полиномов от х ,  у ,  z :

Ф =  Ф 0+Ф 1+Ф 2+ ••• + Ф « +  (1)

где ф„ — полином п-й степени. П оскольку во всех точках внутри 
сферы У2ф =  О, то, собирая члены одинаковой степени, мож но 
показать, что и У^ф„ =  0. Таким образом , функция ф мож ет 
быть выражена в виде ряда полиномов, каждый из которы х 
удовлетворяет уравнению Л апласа. Очевидными решениями 
этого уравнения являются

Фо =  1; ф, =  X , г/, z ;  фг =  х у ,  yz ,  z x ,  х^ -  у' ,̂ 2z^ - х ^ -  у^.



П р и  2  =  0  ПОЛОЖИМ

Ф« =  {х, у), ^  =  /г {х, у). (2>

функцию ф„ мож но представить в виде обры вающ егося ряда 
Тейлора по степеням z .  Но

д̂  ̂ д  ̂ . д̂  V
Фл>

(3>
д г  '̂  \ д х  д  у

( л у (  I V  Ф̂п

Т. е. все производные по z  при z =  0 могут быть определены 
дифференцированием функций g { x ,  у)  и h {x ,  у).

Обозначим
= V l  (4)дх^ ' ду  

Тогда

Отсюда видно, что функция ф„ полностью определяется зада­
нием функций g { x ,  у) и h {x ,  у). Функция g { x ,  у) является 
полиномом п-й степени и содерж ит поэтом у п + 1  член, функ­
ция Л(х, г/) — полином степени п — 1, содержащ ий п членов. 
Если мы подставим (5) в V^ф„, причем коэффициенты полино­
мов ^(л:, у) и h {x ,  у) произвольные, получим, что У2ф„ =  0. 
Следовательно, эти 2п +  1 коэффициента можно задавать произ­
вольно, и функцию ф„ мож но выразить через 2п +  1 линейно 
независимых полиномов.

Если в выражении

/•" sin^ 6 - - 'п ^  (М'̂  — 1)" (cos sX, sin sX) (6)

мы положим - s =  О, 1 п, то получим 2 п + 1  независимых
решения, так как ни один cos sX или sin sX не мож ет быть выра­
жен как функция от множителей X при других значениях s. 
Эти решения мож но выразить в виде полиномов от х, у, z, 
ибо sin ''0 (cos sin 5Я.) равны действительной и мнимой 
частям от (л: 1уУ и поэтом у являются полиномами. Н о

ffi + S
n+s (М'̂  ~  1)” — такж е полином по jx степени n — s вида

2  и кроме того справедливы равенства
rn-s^in-s-2m =  {х^ +  у'̂  +  z'^f.



Следовательно, решения (6) являются 2 /г + 1  линейно независи­
мыми полиномами. Л ю бой полином степени п о т ,х , у, z, уд о­
влетворяющ ий уравнению =  О, может быть выражен в виде 
линейной комбинации этих решений.

24.04. Объемные и поверхностные гармоники: явный вид
для Уравнение Лапласа мож но записать в виде

дг sin 0 (50 sin 0 50 ' Sin2 0 =  0.

Если подставить ф =  г "5 „ (0 , Я), то первый член уравнения даст 
n(rt-t- 1)ф и коэффициент при ф не изменится, если заменить п 
на — п — \. Следовательно, если г "5 „ (0 , Я,) — решение уравне­
ния, то и r - " - 'S „ ( 0 ,  Я) будет решением, и наоборот. Такие 
решения называются объемными гармониками степени п или 
— п — 1, а 5 „  называются поверхностными гармониками.

Эти понятия позволяю т несколько иначе представить стан­
дартные решения. Действительно, 1/г есть решение уравнения

Q l+m +n  1
Лапласа степени — 1, любая производная — —   является

дx^дy'^дг'^ г
другим решением степени —I — т — п — I. Если умнож ить эту
производную на г21 + 2т+2п +  1

1 +  т +  п. Следовательно, функции
^ 1 + т + п

, то мы получим решение степени

г21+2т + 2п +  1
дх^ д у '"  д г " (7 ) (1)

образую т набор объемных гармоник степени^/-f  m - f  п. Гармо­
ники одной и той же степени связаны между собой , например

+  =  =  (2)дх  ̂ г ду^

Однако легко получить из этой последовательности независи­
мый набор функций. Обозначим

(3)
Эта объемная гармоника является линейной комбинацией произ­
водных от 1/г . П усть z^ > x ^  +  y^. Тогда

2 „2 \ -Vs I _t_ V  ( 2 ‘ 2 ••• i'" 2 ) (х^+у‘Г
Ч 22/71+1



Но

{ ж  ‘ (* + '» ) - « ' ( *  + ‘V) = 0.

т. е. последовательное применение оператора
степени л: +  iy, а последующ ее дифференцирование ничего не 
добавляет. Отсюда

=

/V
''̂ 7̂

т = 1

/ а  , . д \ Ч  д 1 V  / I V

(ал:  а у )  \д г  )  г

1 - 3 . . . ( 2 т ^ 1 )  (2от +  п) I +  у‘ Г  

n-s+m  1 • 3 . . .  (2m -  1) 2^т

1 V  / ,4m+ft Ь 3 . . . ( 2 т ^ 1 )  (2ОТ + П)! {х̂  + у‘ у- /уу
+  ^   ̂ 2 ' " т !  ( 2 т ) !  г '"+ >  ’

2”* т ! (т  -  S) X

(2m +  w -s ) l  (х +  iyy (х^ +  (8)
А  ( 2 т ) !  ^2m + n - s + i  \ /

Каждый член содерж ит множитель {х +  iyY, т . е. Для 
первого не обращ аю щ егося в нуль члена m =  s, и он имеет вид

/  1ЧП (д +  s)! {х +  1уУ 
'  ■' 2^s! 2"+^+' ■ (9>

Следовательно,

Но это есть объемная гармоника степени — и — 1, пропор­
циональная порядка sin® 9 для малых 9; поэтому
г''“'‘ ‘ /с 1 ге_1 долж но отличаться только постоянным множителем

rin-\-S
от 5ш*9е‘ ‘'*--^^;;я+г(ц^- 1Г-

Дифференцируя по формуле Лейбница и удерж ивая те члены, 
которые не обращ аю тся в нуль при ц =  1, получаем

=  . . .  =
rt!s! (/г —s)I

=  4 ~ ^ ^  +  0 ( s i n 4 ) (11)

J r t  +  S

■sin®0e‘ *̂  
2 "n l



Это соотношение указывает наиболее удобный вы бор нор­
мирующего множителя в стандартных решениях. Мы положим

Обычно постоянный множитель выбирают равным 1/2" п ! и 
получающиеся при этом функции обозначаю т символом Яп(ц)- 
Выбор решения в виде (13) приводит к более симметричной 
записи различных соотношений. Рассмотрим, как преобразую тся 
наши функции при замене s на —  s. Используя соотнош ение

<?2 / 1 \ I д  ̂ . д \( д . 5 \ 1 
д г Л г ]   ̂ д у )  г ’

получаем

\дх ду1 дz'^+  ̂ [ r j

где звездочка означает замену iK на — iX. П осмотрим теперь, 
получится ли то же соотнош ение при замене « н а  — s в фор­
муле (13). Согласно этой формуле,

2" {п I f  р-^  (jx) =  (д +  S )! (1 -  [(JX -  1) (ц +  1)]" =

=  4- О  I П  -  " Уу п - г ь ) . \ 1  ц ;  Z u  m ] ( n . - s - m ) \  ( п - т ) \  ( s + m) !
m=0

где члены с m > n  — s обращ аю тся в нуль. П оэтом у все члены 
содерж ат множитель (ц^— 1)^ и их сумма равна

( 1 Г (Я | Г ) '(1  У  ( ^ - « ) ! п 1 п ! ( ц - 1 Г - " - М ц + 1 Г
( +  й )  2ш1 m l ( n - s - n t ) \ ( n - m ) l ( s  + m)l '

т—0
Но

2 " (п !) 'р *  (ti) =  ( « - s ) ! ( l - f i 2 ) ' / ' * X
n  +  S
V  (д + s)! > г !(ц -1 )^ -'” n !(n + l) -^ + '"

m l ( n  +  s — m ) l  (n — m ) l  ( - s  + m ) l  ’  ̂ '



Здесь члены с m < s  обращ аю тся в нуль. Полагая т =  s +  u, 
получаем выражение

Щ S J .U  {s +  u ) \ ( n - u ) \  { n - s - u ) \  ul ’
u = 0

совпадающ ее с суммой, определенной формулой (16). Члены 
с u > n  — s обращ аю тся в нуль. Отсюда

=  (19)

В нашем исходном определении не фигурировали отрица­
тельные значения параметра s. Однако естественно считать, что 
функции р® ехр г {yt — sX) и ехр i {yt +  sX) представляют две 
волны одинаковой амплитуды, распространяющиеся на сфере в 
противоположных направлениях. Нормируя функции согласно(13), 
мы удовлетворяем этому условию. При других условиях нор­
мировки вообщ е не имело бы смысла рассматривать отрица­
тельные значения параметра s . При обычном определении, от­
личающемся от нашего множителем {n — s)\/n\, амплитуды волн, 
выраженных через обычные решения, отличались бы друг от 
друга весьма сущ ественно. Для n =  s =  4 их отношение было бы 
равно 8! = 4 0  320. М ножитель ( — O'* несколько нарушает симме­
тричную запись и мог бы быть исключен, если ввести в опре­
деление функций множитель f .  Однако при этом функции 
с нечетными значениями s были бы мнимыми, и это нецелесо­
образно. Множитель {n — s)l был введен в определение функций 
из соображения симметрии уж е Дарвином [1], однако нам ка­
жется, что лучше ввести множитель (п — s)!/n !, поскольку при 
этом  мы сохраняем стандартную форму решений для s =  0.

Гобсон приписывает множитель ( — O'* функции Рп{\л), а не 
функции Prt*(li). В этом  он следует Кондону и Ш ортли [2], 
которые пользуются нормированными функциями.

Общепринятый современный способ нормировки функций 
состоит в подборе такого постоянного множителя, что интеграл 
от квадрата функции в рассматриваемой области становится 
равным единице. При этом  упрощ ается запись некоторых общ их 
соотношений, например в теории интегральных уравнений. 
Однако в простейших приложениях это означало бы, что вместо 
функций cos л: и sin л: мы долж ны были бы пользоваться функ­
циями ( 2 / л ) cos л: и (2/я)''^“ sin л: для интервала длины л и функ­
циями л~'/2созл:, n~'/2sinA: для интервала длины 2я. П отребо­
вались бы существенно различные таблицы для этих двух слу­
чаев. Для более сложных функций введение нормировочного 
множителя приводит к появлению квадратных корней во многих



соотнош ениях и, в частности, к излишнему усложнению рекур­
рентных формул. Если функции заданы на бесконечном интер­
вале, нормирующий интеграл может расходиться (например.

xfn (x )d x В этом случае необходим другой способ норми-

, ровки. П оэтом у мы примем в качестве стандартных функций 
первого рода (которые при значениях_0 вблизи О и я ведут себя 
как sin ''0) выражение

Соответствующ ие решения уравнения Лапласа будут 
( г " ,  р 1 (|х) ( c o s  s%, sin sA,). (21)

Эти решения связаны с объемными гармониками степени — п — 1 
соотношением

д
1 ^ - - '  “  ( ^  +  ‘  v )  ( т )  "I  <>■> (22)

Функции p^((i) обычно называются функциями или полино­
мами Лежандра, или зональными гармониками', при s =  0 
индекс S обычно не пишут. Функции называются присоеди­
ненными функциями Лежандра, а функции р® (cos sA,, sin хЯ )— 
тессеральными гармониками, по-видимому, по названию одного 
йз видов игры в кости, известного в древнем Риме. При s =  n 
тессеральные гармоники называются секториальными гармони­
ками.

Важ но иметь общ ее представление о характере поведения 
рассматриваемых здесь функций. Будем исходить из общ его 
положения о том, что нули производной от непрерывной функ­
ции разделяют нули исходной функции. П оскольку функция 
(fi^— 1)" имеет /г-кратные нули в точках ± 1 ,  ее первая произ­
водная будет иметь {п — 1)-кратные нули в этих точках и один 
нуль, лежащий между ними, вторая производная будет иметь 
два нуля между точками — 1 и + 1 , а функция будет иметь п 
действительных нулей, лежащ их между точками — i и + 1 .  
Степени sin0  обращ аю тся в нуль в рассматриваемом интервале 
только при [ i =  ±  1, поэтом у при 5 > 0  функция р®, кроме нулей 
при 6 =  0 и я, будет иметь еще n — s действительных нулей;

Таким образом , зональные гармоники сохраняют знак 
в каж дом из rt +  1 поясов, заключенных между двумя парал­
лелями; области, содерж ащ ие полюса, такж е считаются поясами. 
П ри увеличений s на 1 уменьшается на 1 число параллелей.



НО зато увеличивается на 2 число меридианов, где соответ­
ствующ ая гармоника обращ ается в нуль. Из вида функции

(ц) =  { - 1 ) "  +  1 П } ,

применяя формулу Лейбница, легко установить, что все члены, 
кроме одного, обратятся в нуль при ±  1. и мы получим,

р „ ( - 1 )  =  ( - 1 Г .  (23)
В действительности функция | (jx) | по абсолютной величине 

не превосходит 1. Если значение близко к 1, мы получим 
основной член в р®, полагая в формуле (18) ы =  л — s, в виде

Pf̂  -  ^[1 +  0  {sin''Q)]. (24)

24.05. Разложение ( r^— 2 rh cosQ  +  функция Грина
для сферы. О собое значение имеют гармоники при s =  О, по­
скольку во многих случаях возмущения обладаю т аксиальной 
симметрией. Воспользуемся соотношением

(2)

и рассмотрим функцию 
1 '1

[х2 +  у2 +  (z -  hY]'/‘  ( г 2 - 2 г Л с О 5  0 +  Л2)'А

Эта функция разлагается в ряд по отрицательным степеням г, 
сходящийся при h < r .  П оскольку Z я h входят в выражение 
для R только в комбинации z — h, справедливо соотношение

\dh)  R [ д г )  R ’

откуда с помощ ью формулы Тейлора получаем
-  г /  5 1 1 h" , ,

=  2 j -7JTTP«(^). (4)rti d z )  R л=о
Разложение (4) часто используют для определения полино­

мов Р „(ц ) [=Рп(М ')]- Из него легко найти явный вид полино­
мов Рп(ц) при помощ и формулы Л агранжа [3]. О днако на 
практике редко удается без больш их трудностей получить из 
этого разложения явный вид общ его члена, и мы предпочитаем 
его рассматривать как теорему сущ ествования. Ввиду боль­
ш ого практического значения присоединенных функций пред­
ставляется целесообразным иметь их определение с самого на­
чала.



При О < а <  1

<1 - 2 a c o s 0 + a 2 ) - ' / “ =  (l -а е '0 )~ ''Ч 1  =

1 +  у а е ‘ 9-

X

2!
1

„2g2i9 . X

1 +  4-  ̂ а^е-2‘9 + (5)

Коэффициент при а” в разложении (5) представляет собой сумму 
косинусов с положительными коэффициентами. П оэтом у он д о ­
стигает максимального значения, когда все косинусы равны ± 1 .  
Отсюда вытекает, что

|p„(cos 0 ) | < р „ ( 1 ) =  1. 

Часто встречаются ряды вида
(6)

(7)
rt=0

Дифференцируя ряд (4) и умнож ая результат на h, находим

[ h < r ) .

О тсюда мы получаем сумму ряда (7) в виде
1 г2 -  /г2S = ( 2 / г ^ + 1  

dh (г2 -  2rh cos 0 +  (г2 -  2rh cos 9 +  ‘ (8)

Эта функция возникает при определении потенциала по его 
г)аничным значениям, заданным на сфере. При h > r  справед­
лива та же формула, если только поменять местами г и h.

24.06. Потенциал вне области тяготею щ их масс. Теореме 
о разлож имости потенциальной функции внутри сферической 
полости соответствует аналогичная теорема о разлож имости 
потенциала вне тяготеющей сферы, создающ ей этот потенциал. 
П усть Р (л:,) — точка вне сферы с центром в начале координат, 
<?(|()— точка, в которой находится элемент массы dm. Потен-

drnjR,циал выражается в виде у

=  9̂  =  11

i  =  S T £ r P « ( c o s d ) .

(1)

(2)



Ряд (2) равномерно сходится вне сферы и на ее поверхности, 
и поэтом у его мож но умнож ить на dm и почленно интегриро­
вать. Мы получаем разложение потенциала по отрицательным 
•степеням г; это разложение мож но почленно дифференцировать 
л ю бое число раз при г > р .  Отсюда следует, что величина У̂ ф 

f представляется в виде сходящ егося ряда, тождественно равного 
нулю, и поэтом у каждый член разложения ф в ряд должен 
удовлетворять условию  У̂ ф =  0. Но если функция 
удовлетворяет уравнению Лапласа, то то же самое справедливо 
для функции r " f(0 , %), и поэтом у f (9 , Я) является линейной 
комбинацией найденных нами решений.

Таким образом , потенциал ф выражается в виде ряда
оо П

ф =  - ^  +  2  S  7 П Т  Р% м  K s  cos sX +  sin s?.). (3)
n =  l s=0

Условие r > p  является достаточным, но не необходимым 
условием сущ ествования этого разложения. Рассмотрим неко­
торое  распределение масс внутри поверхности S, на которой р 
достигает максимального значения, равного с. Рассмотрим не­
которую  другую  поверхность S' вне поверхности S . Согласно 
теореме об эквивалентных слоях, поле вне поверхности S' будет 
таким же, как и исходное, если задать соответствую щ ее рас­
пределение источников и диполей на поверхности S', которая 
мож ет и не быть сферой. П усть а и 6 — максимальное и мини­
мальное значения р на поверхности S '. Если бы условие г > р  

• бы ло необходимым для сущ ествования разложения вида (3), 
то разложение потенциала, соответствую щ его распределению на 
поверхности S', сущ ествовало бы только при г > а .  Однако этот 
потенциал совпадает с потенциалом, порожденным распределе­
нием масс внутри поверхности 5 , и, следовательно, его разло­
жение сущ ествует при г > с .  Если при этом Ь > с ,  то разлож е­
ние будет сущ ествовать и внутри поверхности S', даж е если S' 
не является сферой. Таким образом , возмож но, что потенциал 
вне некоторой не обязательно сферической поверхности, на ко­
торой  распределена тяготеющ ая масса, допускает разложение 
по отрицательным степеням г, сходящееся и там, где значе­
ния г меньше наибольшего значения р.

Этот факт теории потенциала аналогичен аналитическому 
продолж ению в теории функций комплексного переменного. 
Разложение будет справедливо, если потенциал вне поверх­
ности S' совпадет с потенциалом, порожденным распределением 
масс внутри некоторой поверхности, на которой наиболь­
шее значение р меньше, чем наименьшее значение р на поверх­
ности S'. Это особенно важ но для задач, в которы х поверх­



ности не являются в точности сферами, и в частности для 
теории фигуры Земли. Внешний потенциал часто мож ет быть 
продолжен внутрь создающ его его тела, однако в результате 
такого продолжения мы не получим истинное значение потен­
циала внутри тела, поскольку продолженный потенциал, если 
он сущ ествует, удовлетворяет уравнению Лапласа, тогда как 
потенциал внутри тела этом у уравнению не удовлетворяет.

Сущ ествует также аналог сингулярностей. Так, на заряженной 
сфере с точечным выступом, вообщ е говоря, будет локальная 
концентрация заряда на этом выступе, и потенциал, вызван­
ный таким распределением заряда, не может быть представлен 
в виде потенциала, соответствую щ его некоторому распределе­
нию заряда внутри поверхности.

24.07. Соотношения ортогональности; теорем а о разлож е­
нии. Если предположить, что разложение сущ ествует, то  его 
мож но определить, рассматривая значения функции на сфере. 
Все наши стандартные решения взаимно ортогональны в том 
смысле, что произведение любых д в у х  из них, умноженное на 
элемент поверхности dS и проинтегрированное по сфере, равно  
нулю. П усть Sm и S „ — две поверхностные гармоники различ­
ных степеней. Тогда функции =  и ф„ =  г "5 „  удовлетво­
ряют уравнению Лапласа. Если мы применим теорему Грина 
к сфере радиуса а, то получим

Л ( Ф „ ^ - Ф . ^ ) ^ 5  =  0. X (1)

Но это то же самое, что

( т - п )  f f  S ^ S „d S . (2)

Первый множитель не обращ ается в нуль, если т ф  п. Сле­
довательно, если т ф  п, то

S^SndS =  Q. (3)

То же справедливо для гармоник одинаковой степени, любая 
пара р® cos sX, р® sin s%, р\ cos tX, sin tX ортогональна, так как 
интеграл от произведения их по X обращ ается в нуль, за исклю­
чением S =  /,  когда мы интегрируем квадрат гармоники, беря 
в обоих множителях либо косинус, либо синус.

П оскольку мы можем полож ить =  Р „  cos sX, S„ =  р® cos sX, 
для т ф  n получаем

р%р% cos^ sX sin 6 d0 =  О, (4)



И отсю да

РтР«^И' =  0 { т ф п ) . (5)
- I

¥

S.
':Г

Линейная независимость стандартных гармоник следует о т ­
сю да непосредственно, хотя мы ее уж е проверяли другим мето­
дом . Действительно, обозначим через Yp некоторую гармонику. 
Тогда при сущ ествовании соотнош ения

мы могли бы его умнож ить на произвольное и проинтегри­
ровать по сфере. В результате получили бы, что сумма равна 
нулю . Но каждый член этой суммы в отдельности обращ ается 
в нуль в силу условия ортогональности, за исключением члена
с  Yg, который имеет вид YgdS  и не мож ет обратиться

в нуль из-за предположения, что а , =7^0. Следовательно, предпо­
ложение о линейной зависимости гармоник приводит к проти­
воречию.

Легко показать, что каждая зональная гармоника рп орто­
гональна полиному от ц более низкой степени. Действительно, 
пусть f (ti) — полином от ц степени т < п  со  старшим членом 
Ум нож ая рт на а,п и вычитая из f(fi), получим полином сте­
пени т — 1. Умнож ая р т -1  на соответствую щ ий коэффициент и 
вычитая, получим полином на 1 меньшей степени и т. д. Этот 
процесс закончится на m +  1 шаге. Таким образом , мы получаем 
сум м у кратных зональных гармоник степени ^ т ,  тож дественно 
равную f(n ). Но каж дая из этих гармоник имеет степень, о т ­
личную от л , и поэтом у ортогональна р „. Следовательно,

/  (ц) Рп (М̂) Ф  =  0.
-1

Теперь предположим, что функция f (9, X) м ож ет быть раз­
лож ена в ряд по сферическим гармоникам так, что

f (0, А,) = 2  2  i^nsPn cos sX +  b„sP% sin sX),
n = 0  s = 0

(6)

Причем функция f (0 , Я,) известна и требуется определить коэф ­
фициенты ans, bns в предположении, что разложение сущ ествует. 
У м нож ая на соответствую щ ие гармоники и интегрируя по



sin0d0t?A, и учитывая условия ортогональности, получим
1 2Л I 2П

- 1 0

I  ( p „ f d ^ i d x =  Л  f(9 , (7)
- 1 0

1 2п ' I 2я

(p*)^ cos^ sA, ф  dA, =  f {Q, X) cossX dndX ,  (8) 
- 1  0 

I 2 Я

- 1  0 

1 2П

(p^)  ̂sin^ sA Ф  dA, =  f {Q, I )  pf^sin sld\idX. (9)
- 1  0 -1  0

О тсю да видно, что коэффициенты вы раж аю тся через определен­
ные интегралы. Для интегралов, стоящ их слева, интегрирова­
ние по Л дает 2я или я, а

(р„)2 dll = 1

- I
2^'4nlf . d\i

ф . ( 10)

Интегрируя по частям п раз и учитывая, что подынтегральное 
выражение обращ ается в нуль на обои х пределах, получим

1 1/2Л
Г л . 2  (2п)\

22"  (п ! f2 -(«1 )2  =  . s i n - « e r f 0  =

2(2rt) 2 п - {2 п -2 )  . . .  2
2^"(rt!)^ (2« + 1) • (2n-.1) . . .  1 2 n + l . ( И )

С оответствую щ ий интеграл от (p^f  мож ет быть немного упро­
щен, если использовать функцию р~®. Будем иметь

1 1 1 
{Pfif d i i ^ { - i y  J р* р Г  Ф  =  4цп\)^  ,

- 1  - I  - I

^n+s
( n - s ) !

-  1)" in +  s)! sin -* 0 i r  dll =

( - 1)  ̂ ( «  -  s ) ! ( «  +  s ) ! 
22" («1)^

xrt d



Интегрируя по частям s раз, получим

(я —  s ) ! («  +  s ) ! 
' 22" (я !)<

1

.  d]x
- 1

(га -  s ) ! (я  +  s) I 

(n !)2 ipn f  Ф '
(w -  s) I (ra +  s ) !

r  Отсюда
-1

я 2я

2п +  1

4я

(« !) '

я 2я
О О

{рпУ sin QdQdX =  ,

J  (p®)̂  (coŝ  «я, sin̂  sX )  sin Q dQ dK — — ——  ! («^ s ) !2n +  \ («1)2

(12) 

(13)

 ..............................................(14)
0 0 I \ ;

Теперь коэффициенты мож но определить с помощ ью  равенств 
(7), (8). (9).

Н еобходимо заметить, что это разложение обладает свойст­
вом , аналогичным свойству разложения Фурье или лю бого дру­
гого разложения по ортогональным функциям. Именно, если 

сумма конечного числа членов ряда гармоник с произ­
вольными коэффициентами и мы подбираем коэффициенты так, 
чтобы [f (0, Л) — 2 Г Ф  был минимальным, то определен­
ные таким образом  коэффициенты будут равны а„^, Имеется 
такж е аналог теоремы Парсеваля

оо п

[f(0 . Л)РФЙЛ =
(1=0  s = 0

+  S  S  П  {Pnf SK d\i dX,
n=0 i=0

означающ ий, что среднее значение квадрата f  на сфере равно 
сумме средних значений квадратов составляю щ их гармоник.

24.071. В предыдущих утверждениях предполагалось, что разг 
ложение сущ ествует. Ранее мы доказали это только для потен­
циала на сфере, когда вещ ество находится либо целиком вне сфе­
ры, либо целиком внутри нее. Обобщ ение на случай функции f (0, Л.) 
более общ его вида мож но сделать, как и для рядов Фурье, раз­
личными путями. Для случая, когда функция f (0, X) имеет не­
прерывные вторые производные, доказательство дано Курантом 
и Гильбертом [4]. Если ж е функция / ( 0 ,  Я) не удовлетворяет



этом у условию, но мож ет быть равномерно приближена всюду 
на сфере (за исключением, мож ет быть, множества точек, за­
ключенных в сколь угодно малой области) функциями, удовлет­
воряющ ими этом у условию , то ряд вида (6) сущ ествует и сов­
падает с f (0, X) с любой заданной точностью везде, кроме исклю­
ченной области. Аппроксимирующие функции можно выбрать 
различным путем; один из них —это обобщ ение утверждения 14.08. 
Наиболее простой сп особ  заключается в том , что, если 
f  (0, А) — потенциал на сфере радиуса а и интеграл

/  (0, X) sin 0 dQ dh на сфере сущ ествует, мож но взять последо-

вательность таких внутренних концентрических сфер радиуса 
а — Ьп, где б „ -> 0 ,  что потенциалы на этих сферах имеют про­
изводные лю бого порядка. Далее, так же как в 14.05, можно 
доказать, что когда б „ -> 0 ,  потенциалы на этих сферах равно­
мерно стремятся к f (0, Я,) в лю бой замкнутой области (0, Я,), 
в которой / (0 ,  Я) непрерывна. Следовательно, для того чтобы 
f (0, К) могла быть аппроксимирована почти всюду рядом по­
верхностных гармоник, достаточно, чтобы она была интегри­
руема на сфере.

Так же как для рядов Фурье, такой вид приближения воз­
можен и в некоторых случаях, когда не сущ ествует разложения 
вида 24.07(6). Если функция f (0 , Я) имеет разрывы, то  условия 
сходимости ряда 24.07 (6) с коэффициентами по (7), (8), (9) 
сформулировать гораздо труднее, чем для рядов Фурьё.

24.08. На стр . 259 приведены выражения для функций р* до 
п =  4. Кроме того, в этой же таблице приведены выражения для 
полиномов, полученных умножением на r"(cossA ,, sinsA,), и сред­
неквадратические значения после умножения на cos s i  или sin sX 
и усреднения по X на сфере.

В среднеквадратических значениях при з ф О  принят во вни­
мание множитель ‘/ 2. получающ ийся при осреднении cos^sA или 
sin^ sX.

24.09. Аналог теорем ы  Л орана. Теоремы 24.03 и 24.06, от ­
носящиеся к разложению в ряд потенциала внутри сферической 
полости или вне сферы, немедленно обобщ аю тся на случай, 
когда ф удовлетворяет уравнению Лапласа в области, ограни­
ченной двумя сферами, находящимися одна внутри другой. 
Действительно, можно применить теорему об эквивалентных 
слоях к рассматриваемой области; тогда потенциал будет сум ­
мой потенциалов внутренней и внешней сфер и мож ет быть 
представлен в виде ряда по объемным гармоникам, но этот ряд 
будет содерж ать как положительные, так и отрицательные сте-
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пени г. Это и есть сферический аналог теоремы Л орана. Он 
ш ироко применяется в теории земного магнетизма. Часть пере­
менной составляющ ей магнитного поля на поверхности Земли 
возникает за счет электрических (из-за ионизации) токов в верх­
ней атмосфере, часть — за счет токов в Земле. Первая дает по­
тенциал на поверхности, который представляется в виде ряда 
объем ны х гармоник положительных степеней, а последняя — 
в виде ряда по отрицательным степеням. Изменение потенциала 
на поверхности мож но определить, интегрируя горизонтальную 
составляю щ ую  магнитного поля, а вертикальную составляю щ ую  
мож но измерить непосредственно. Если потенциал равен

то вертикальная составляю щ ая поля равна

-  =  S  [ -  +  ( « + ! )  5 „.

Члены каждой гармоники при г, равном радиусу Земли, на­
ходятся из наблюдений; полученные значения коэффициентов 
даю т пару уравнений для определения Л„ и В„, по которым 
мож но судить, насколько общ ее поле определяется внешними, 
а насколько внутренними токами.

24.10. Рекуррентные ф ормулы . И з равенства

{ 1 - 2 ц а  +  а Г ‘'’ =  2 р „ ( ц ) а « ,  (1)

дифференцируя по а, находим
ц - д

(1-2ца-Ьа2)

Умножим (1) на (ц — а), а (2) на 1 — 2ца4-а^ и сравним коэф ­
фициенты при а". Тогда получим

{п +  1) Рп+ 1  -  (2п +  1) цр„ +  прп- 1  =  О, (3)

рекуррентное соотношение, связывающ ее три последовательные 
зональные гармоники.

Дифференцируя (1) по ц, получим

(1 — 2ца +  ^  d\jL

а сравнение с (2) приводит к уравнению

dpn dpn-г

=  S f r “ ” . И)



I- Если теперь мы продифференцируем (3) и исключим [ndpjd[i,  
т о  получим

и  отсю да

(2/г+1) р „ф  = р „+ ,-р „_ 1. 
1

(6)

(7)

Дифференцируя s раз это выражение, мож но получить рекур­
рентное соотнош ение меж ду s-ми производными, а значит, и 
м еж ду р 1 [5]:

(2 п + 1 )
jS -I_
д Рп 

,.•5-1
d^Pn+i d^Pn-i 

.S * (8)dll'* ‘ dn'' rfn

П рямые соотнош ения меж ду p®, возм ож но, менее удобны , по­
то м у  что в них множитель sin ''0  стоит под знаком дифферен­
цирования. Следующ ие формулы легко следую т из 24.04(3) и 
им ею т ту особенность, что s не’ появляется в коэффициентах:

1 — ц dp®
Pn+i =  ~  "?Г Г Г  "d iT  • (10)

Д ругие рекуррентные соотнош ения, доказательство которы х не. 
представляет трудностей, имеют вид

n { n + l ) p , d i i -  (р ,.|  - р .+ | )•

=  (п 4- I) (цр„ -  р „+ ,) =  п (р „_ , -  цр„). 

Если f(ji)  =  0 для ц < а  и равно 1 для ц > а ,  где | а | < 1 , то

f Ы  Рп W  Ф  =  2 ;г т г  ‘ ~  Р«+1 («  >  о ,

1
»

f (ц) ф  =  1 -  а,
-1

а  разложение f{\i) в ряд по полиномам Лежандра есть
оо

J  (1 -  а) +  J  5 ]  [рп- 1  (а) -  Рп+ 1  (а)] Рп 0 )̂*



Теперь мы можем привести несколько примеров применения 
сферических гармоник *).

24.11. ГГотенциал однородного круглого диска. Мы уж е ви­
дели (6.032), что потенциал на оси диска равен

Ф =  2щ а[уЬ '^  +  — I л: (1)
где 6-• радиус диска, а х — расстояние от плоскости диска. За­
меним л: на г и разложим ф по убываю щ им степеням г в пред­
положении, что г > Ь :

Ф =  2 щ а г 2 /-2
( - т )

2\г*
\_
2 62

т ! ■ +

21
+ +

т \ ,2т-1 (2)

П усть теперь г — расстояние от центра диска; введем полярные 
координаты, в которы х 0 отсчитывается от оси диска. Выра­
жение (2) справедливо лишь для 0 =  0. Но мы знаем, что для 
г > Ь  потенциал мож ет быть разложен в ряд вида 2  
а из-за симметрии он долж ен зависеть только от г, 0. Отсюда 
следует, что для каж дого значения г выражение мож ет со­
держать только р ^ :  Далее, для  0 =  0, поэтому един­
ственным видом функции ф, который бы 1) удовлетворял ур ав­
нению Лапласа, 2) был бы симметричен относительно оси, 
3) равнялся бы (2) на оси, является

J____1_ J _ ^
г 2 ■ 2! Н +  • • •

• • •  т  : 2т-1 Р2т-2 'Гт \ (3)

Если г < Ь ,  то сущ ествует разложение в ряд по возрастающим 
степеням г.

24.111. Потенциал от поверхностной плотности на сф ере.
На основании теоремы о разложении мы мож ем выразить а 
в виде ряда по сферическим гармоникам

а = 2  2 a „ X c o s s A + S  2  sin «Я,
га=0 s = 0 п = 0  s = l

(1)

*) Интеграл от произведения трех сферических гармоник дан в [5, 6 ].



который мы будем записывать коротко как 2 c „ s 5 „ j .  П отен­
циал внутри и вне сферы выражается в виде рядов

-ге-1
Ф1 =  S  ( j f  Sns, Фа= S  5, (2)

П отенциал непрерывен при пересечении поверхности сферы. 
Следовательно, при г  =  а оба потенциала Фо и ф[ долж ны пере­
ходить в потенциал на сфере, а на основании теоремы о раз­
ложении долж но быть Ans =  Bns- Скачок производной dcfldn на 
сфере равен — 4яуст, т. е.

/ с1фо \   Дф1
I д г  дг =  —

Применяя теорему о разложении, мы можем приравнять коэф - 
■фициенты при всех гармониках и тогда

- ( 2 / г + 1 ) ^ = - 4 я у с „ „

. _  д  4n\acns
2я+1 •

Таким образом , полностью определяются фо и ф]. Рассмо­
трение всех гармоник с одним и тем же п в точности такое же, 
поэтом у Sns обычно заменяется просто на Но если нам 
заданы значения а на сфере, то в некоторых случаях, прежде 
чем получить ответ, мы должны произвести разложение как 
по S, так и по п.

24.112. Потенциал от заданного распределения м асс внутри 
сф еры . Пусть

Р =  2  PnsSns>
где p„j — функция от г', расстояния от центра. Потенциалы ф, 
и Фо возьмем в виде

Ф. =  S  ( т ) "  4)0 =  S  ( т Г '

где Ans — функция от г, а B^s постоянно, так как Фо долж но 
удовлетворять уравнению Л апласа. М ож но применить два ме­
тод а . С одной стороны, использовать условия, что ф| долж но 
удовлетворять уравнению П уассона, а ф и 5ф/5г долж ны быть 
непрерывны при г =  а. С другой стороны, слой меж ду г' и 
г' +  dr' мож но рассматривать как поверхностное распределение 
плотности g d r ' .  Потенциал такого слоя для г < г '  равен

4лу
2rt+ 1 PnsSnsr'dr ' W " .



n+i
а для r > r '  равен

' I i ^ ^ P n s S n s r ' d r ' [ - ^ )

Складывая потенциалы всех слоев, получим

Фо’

и__
Ф1 = 4nv J  5 ] Ptisan

о

.,п+2

2п+\ г'п+1 dr',

2п+1
Pns^n г"
2п +  1 г,гП-\ dr'.

24.113. Потенциал '^почти сф ерического проводника. П усть  
уравнение проводника дано в виде

г =  а
п = 1  s = 0

(1>

где e„s — постоянные малые величины, квадратами которы х 
мож но пренебречь. Предположим такж е, что

Фо (2)

Величина q>i будет, конечно, постоянной, так как по предполо­
жению на поверхности потенциал имеет одинаковое значение 
и равен V.  При e „ j  =  0 потенциал' ф о  равен своему первому 
члену, поэтом у мож но предположить, что все коэффициенты Ans 
{ п > 0 )  того ж е порядка малости, что и 8„j. При прямой под­
становке выражения (1) в (2) возникаю т трудности, связанные 
с тем, что (2) не обязательно справедливо, если г меньше не­
которого значения г на проводнике. Н о мож но взять сф еру 
радиуса r =  a +  h, где / г > 0  и достаточно велико, так что про­
водник целиком помещается вк’^три сферы; тогда вне сферы 
разложение (2) справедливо. Вне проводника ф и все его произ­
водные непрерывны. Следовательно, на поверхности проводника

Ф =

Ф =  (ф о и „ н .й - (

а \ " + ’
\а +  Л,

дг r=a+h
(а  +  h - r )  +  o {К),

1
(а +  Л)"+2

+  h  — г) S„s +  o {h )  -

= 2  .(■7 ) °



м МЫ можем применить разложение (2) с небольш ой ош ибкой 
на проводнике. Тогда

=  2  ^«5 [1 -  2  ("г +  1) ^mlSmt] Sns =

=  Лоо [ 1 -  S  ( «  +  1) +  2  +  о ( 2  е )̂ (5)

для всех 6, К. О тсю да

^s= = («+ 1)е„Иоо. Ло = «,

Фо = 4 7 “+ S  (« +

с  точностью до членов первого порядка отклонения от сферы.

24.114. Ф игура Земли. В задачах, рассмотренных выше, для 
определения ф во внешних точках было достаточно задать форму 
поверхности и значения ф или д(р/дг на ней. Сейчас мы перейдем 
к задаче, когда требуется определить форму поверхности, а д о ­
статочно подробно известны значения ф и дц>/дг на ней. Земля 
не имеет в точности форму сферы; наибольшие отклонения от 
сф еры  связаны с ее эллиптичностью и возвышением и пониже­
нием твердой поверхности относительно уровня моря. Распре­
деление плотности внутри Земли точно не известно, но много 
м ож но извлечь из данных о гравитационном поле вне Земли 
и из сведений о форме ее поверхности на основании наблюдений 
силы тяжести на суш е. Отклонения поверхности, силы тяжести 
и гравитационного потенциала от симметричного распределения 
относительно центра Земли достаточно малы для того, чтобы 
в первом приближении мож но было пренебречь их квадратами; 
величина каж дого отклонения порядка V200 или 7зоо от среднего 
■значения.

Гравитационный потенциал вне Земли мож но записать в виде

(1)

где f — постоянная тяготения, М  — масса Земли, U '  удовлетво­
ряет уравнению Лапласа и стремится к нулю, как г~^, для 
больш их г при условии, что центр масс взят за начало коор­
динат. Ускорение свободной частицы равно grad U. Н о твердая 
Земля вращается с угловой скоростью  ю, поэтом у каждая ее 
частица будет иметь составляю щ ую  ускорения относительно 
невращ ающ ихся осей, равную

•(— а'^х, — (о^у, 0) =  — grad -5- {х^ +  У^)= — grad coV  ̂sin^ 0 . (2 )



Следовательно, разность ускорений свободной частицы и частицы 
поверхности равна grad^ '', где

+  (3)

Функция ^  называется геопотенциалом. П оверхности по­
стоянного Ч*" являются уровенными поверхностями, а градиент Ч*' 
есть наблюдаемое ускорение силы тяжести. На поверхности 
океанов Y  постоянно, и эту  постоянную мы обозначим через С. 
Возьмем некоторое стандартное значение г, которое мы точно 
определим позднее, и обозначим его через а. Сейчас нам доста­
точно только сказать, что лю бое значение г на поверхности 
Земли отличается от этого стандартного значения на величину 
первого порядка малости. П оскольку 'F — fM /r есть величина 
первого порядка малости, то  она и ее производные изменятся 
только на величину второго порядка малости, если мы заменим 
г =  а на r =  a -b r ',  где г ' — величина первого порядка малости.

Если
^  =  - ^  +  Y ® 2 r2 s in 2 0 -h t / ' =  C - g A ,  (4)

где h мало, и мы выберем а и g'o такими, чтобы

-  а . . (5)

то с точностью до величины первого порядка

Ж  =  С - д о г '  (6)
и

r' =  h +  j ^ [ - ^ ( ^ h 4 i n 4  +  U ' ) .  (7)

Мы покажем, что с точностью до величины первого порядка h 
есть измеряемая высота над уровнем моря. Обозначим второй 
член через /г'; он представляет отклонение уроненной поверх­
ности от сферы из-за вращения и присутствия высших гармоник 
в разложении потенциала.

В геодезии разность уровней dh измеряется по направлению 
внешней нормали к уровенной поверхности в точках наблюдения,

поэтом у вдоль профиля наблюдения изменение равно — J g d h
(знак минус появляется из-за того, что g  — градиент '‘F, напра­
вленный вниз). Ч?' является однозначной функцией точки по­
верхности, но поскольку g  изменяется, измеряемая высота 
данного места над уровнем моря будет слегка зависеть от пути



наблюдения, начинающегося на уровне моря. Однако для разных 
путей отклонения будут второго порядка по сравнению с откло­
нением от сферичности, и мы будем ими пренебрегать. Следо­
вательно, на поверхности

(8)

где g  — местное значение ускорения силы тяжести, a h  — изме­
ряемая высота.

Ускорение силы тяжести на внешней поверхности равно
2  /  Й'Р \2 , / \2 , /  \2

^  1 dr )  + 1 г а 0 )  + \ / - s i n 0 dA,) •

Здесь второй и третий члены — малые второго порядка. Сле­
довательно, с точностью до малых первого порядка

дЧ̂  т  dU'
дг (10)

Н иже будет найдено соотнош ение между go и средним значе­
нием ускорения силы тяжести и меж ду а и средним радиусом . 
Из (4)

fM
=  go ( а -  — ) - J  сй̂ а̂  sin2 0, (11)

а из (10) и (11)
1 / /М \2 dU'

S ~  fM \ г ) dr — (и̂ а sin^ 0 =

ago ,

dU'
dr

2U' — 2co^asin^0, (12)

dU’
dr-  +  ^  =  ё й - ё [ ^  (13)

В уравнении (13) левая часть выражена через значения g  
на внешней поверхности; но поскольку сама левая часть мала 
и внешняя поверхность близка к сфере, то ош ибка из-за пред- 

- положения, что (13) справедливо при г =  а,-будет второго порядка. 
П оправки первого порядка учтены в членах, содерж ащ их h и 

Н аблюдаемое значение ускорения силы тяжести выражается 
в виде g  ( 1 -Ь 2/г/а), что практически сводится к введению мно­
жителя (а +  Kfla^, представляющ его собою  поправку на то, что 
измерение проведено на некоторой высоте h над уровнем моря. 
О тсю да по закону обратных квадратов вычисляется значение g  
на уровне моря. Это правило, установленное Стоксом  и позднее 
Гелмертом, называется редукцией в свободном  воздухе.



Ч тобы  решить уравнение (13), рассмотрим вначале последний 
член. Если

f / ;  =  ^ ( | - c o s 2 e ) .  (14)

-  2(o2fli ( у  -  cos^ е j  (г =  а), (15>дг ‘ а 
а так как

± _ c o s ’ e - - | ( | c o s > e - i - )  =  - | p „  (1б>

ТО и'\ является решением уравнения Лапласа.
П олож им теперь

U '= U ' i  +  U2, -  (17>
оо

=  +  (18)
П=2

=  (19>
П=2

Приравнивая коэффициенты, получим

ёГо =  Vo+|-® ^a, (20)
„ п + 2

A n s - = ^ g n s ,  (21)

=  ,22>

Таким образом , U' определено. Высота уровня моря над 
стандартной сферой равна к'. Если на материке взять точку, 
леж ащ ую  под видимой поверхностью суши на глубине Л, равной 
измеренной высоте точки наблюдения, то  превышение этой точки 
над стандартной сферой будет равно Л'. Геометрическое место 
таких точек называется геоидом.

О собый интерес представляет основной член, описывающий 
эллиптичность. Согласно уравнению (4), на геоиде выполняется 
соотношение

• ^  +  -|-co2a2 +  Y ( o V ( ^ - c o s 2  0 ) + C / '  =  goa, (23>
откуда

г — а
Yo ' 2 Yo .



П остоянные члены в формуле для г даю т средний радиус, че­
рез который выражается величина а. Обозначим его через 
и пренебрежем всеми членами, кроме рг- Обозначим эк в а то ­
риальный и полярный радиусы через ао(1 -1 -‘/з^) и 
тогда для произвольной широты

г =  fl!o (1 +  0 -Ь ао (1 — -| е j cos^ 0 -f  О {е^) =

1 +  е ( i - C0S2 0 +  0 (е 2 ).

Здесь е — эллиптичность. Сравнивая члены при - д — cos^0, 
лучим

2 Yo - +  ■Yo

(25)

по-

(26)

а ускорение силы тяжести, включая главный член с эллиптич­
ностью, с точностью  до первого порядка равно

Yo 1 у  -  COŜ  0 (27)

где т =  cô flo/Vo ^сть с той же точностью отношение центробеж ­
ного ускорения на экваторе вследствие вращения Земли к уско­
рению силы тяжести. Это формула Клеро. Анализ гравиметри­
ческих измерений дает более точное значение величины е, чем 
из геодезических наблюдений. Распространение на случай б о ­
лее высоких гармоник принадлежит Стоксу.

М ож но получить соотнош ение для разности меж ду осн ов­
ными моментами инерции Земли. Мы знаем, что в формуле 
М ак-К улло (18.09) отброшенные члены порядка r - ‘̂ , и поэтому 
они не могут содерж аться ни в одном члене из S jj. С ледова­
тельно, член с — cos^ 0 в <7' прямо связан с моментом инер­

ции. Если мы положим Л =  В и

/  =  А sin^ е  +  С cos2 0, Л +  В +  С -  3 /  =  (С -  Л) (1 -  3 cos= 0), (28)

то член, о котором  идет речь, будет

/ / ^ ( i - c o s 2  0

где
3 С - А
J  Ма̂

Н о по (22) он равен

-§20 ■J — cos^ 0 j .

(29)

(30)

(31)



Следовательно,

Величина /  приблизительно равна 1/600. Из теории прецессии 
точек равноденствия известно, что (С — Л)/С имеет величину 
порядка 1/300, откуда CjMa?  порядка 1/3. Полученное значе­
ние этого отношения указывает на увеличение плотности Земли 
по направлению к центру.

Пренебрежение членами второго порядка, по-видимому, 
приводит к том у, что величины, рассчитанные по теории пер­
вого порядка, содерж ат ош ибку порядка 7зоо- Современные 
наблюдения могут дать эти величины с' большей точностью, и 
это заставляет ввести в теорию величины второго порядка ма­
лости.

24.12. Значение интеграла | р „  (co s  0) S „  (0 , X) dco на сф е­

ре. Мы знаем, что сущ ествует разложение
П

Sn =  апоРп + 2  (ans cos sX +  bns sin sk), (1)
5 = 1

И п о э т о м у

p„(cos0)5„rfco =  a„o JJ(p„)^rfco =  - g 5 ^ .  (2)

Так как все p® обращ аю тся в нуль при 0 =  0 для 1, то
Sn (О, А) =  а„о для всех К, т . е. а„о есть значение 5 „  (0, Я) на
оси 0 =  0.

24.13. П реобразование координат зональной гармоники.
П усть — угловое расстояние от  фиксированного направления 
О Р (0 , А,). Угловые координаты точки на сфере (в ', к '). На 
основании формул сферической тригонометрии имеем

cos ■& =  cos 0 cos 0 ' +  sin 0 sin 0 ' cos (k ' — k). (1)

Рассмотрим p„(cos '& ). Это сферическая гармоника степени п 
относительно оси ОР.  Ее мож но выразить через гармоники 
п-й степени от 0 ', Л'. Возвмем

П
Рп (cos '0') =  QoPn (cos 0 ') +  2  Рл (cos 0') (а  ̂COS s i '  4- bs sin sK'), (2)



Интегрируя по единичной сфере, получим
4яяоРп (cos Р „  (cos 0 ') С?(0 =  2^  > 

I f [  р„ (cos О) р® (cos 9 ') (cos sK', sin s%') da  =

(3)

2 n + l  n\n\ W

Если в последней формуле предыдущего раздела мы заменим 
5 „ (0 , Я) на р® (cos 0 ') cos и 0 на •9-, то получим

4яJ J р„ (cos '0') р® (cos 0 ') COS s i '  da  =  p ’  (cos 0) cos sK (5)

(6>

с теми же следствиями, откуда

{а „  Ъ,) =  2 Р% (cos 0) (cos s%, sin sX),

за исключением a ,̂ у  которого нет множителя 2. Теперь 

р„ (cos 1&) =  Рп (cos 0) Рп (cos 0 ') +

+  2 S ^ n - i f i n  +  s)! Рп 0) Рп (cos е о  cos S ( Г  -  Л).
S=1

Этот результат принадлежит Л ежандру и часто называется 
теоремой сложения для сферических гармоник; p„(cos<^) назы­
вается двухосной {биаксиальной) гармоникой.

24.131. Следствие, полученное из преобразования в двухмерном прост­
ранстве. В задачах волновой механики о слож ных атомах необходимо изу­
чить свойства преобразования выражения р® (cos 0) при вращении. Это 
мож но сделать с  помощ ью метода 4.102, связывающ его вращение в 3-м ер­
ном пространстве с  унитарным преобразованием двух переменных.

П оскольку
al+m+n 1

Преобразуется как а где а, Ь, с — ком-
дx^дy’"дг'^ г

поненты некоторогсг вектора и у 2 ( 1/г )  =  0 , мы можем наложить на вектор 
(а, Ь, с)  ограничение, считая, что он комплексный нуль-вектор. Тогда мы 
будем иметь следующ ую аналогию свойств преобразования для полож итель­
ного или равного нулю s:

,дх д у ,
( д \n-s 1 
\ 5 г  j  г как {a +  i b f c " как х ; (1)

( ) д у )  \dz) г '

как ( a - i ' 6 ) V “ *, как (— (2 )



Таким образом, для всех  s независимо от  их знака функции 
преобразую тся как Выражение +  Х2Х2  инвариантно, значит
инвариантно и {х^х^ +  х ^ х ^ ”', и

s = —n 

Если мы обозначим

~ [ ( « - s ) ! ( «  +  s)!]Yi’
то  инвариантно относительно унитарного преобразования Xj^ Х2 и
преобразование также является унитарным. О тсю да следует, что выра­
жение

, у

инвариантно. Если мы повернем оси так, чтобы 0 ' стало равным нулю, 
0  =  ©, все обратятся в нуль для зф О ,  а р « ( ц ' ) = 1. то  мы снова
получим

Рп (cos Ф) =  Рп (cos 0) Рп (cos 0') +  
п

 ̂S  ''(n -  S\\n +  5)! 
s = l

24.14. Связь С функциями Бесселя. Рассмотрим окрестность 
полюса сферы больш ого радиуса а. П оскольку кривизна по­
верхности сферы мала, мож но надеяться, что соответствую щ ие 
потенциальные функции будут хорош о аппроксимироваться 
функциями в цилиндрических координатах, в которых z  соот ­
ветствует г — а, ю соответствует а sin 9 и М нож ите;^ ,
содерж ащ ий г, для малых {г — а)1а мож но записать прибли­
женно в виде

- п - 1
Фе-"^1а =  е-кг^ (1)

где п =  ха. Пренебрегая разницей меж ду 0 и s in 0 , для мно­
жителя, содерж ащ его 0, на основании 18.06 (6) будем иметь 
уравнение

+  (2)_  d 
® da>

*) Формула преобразования присоединенных функций Лежандра при 
повороте, заданном углами Эйлера, получена Б. Д ж ефф рис [7].



решением которого, конечным при ш =  О, является 1д{кт). Сле­
довательно, решению (cos sA,, sin «Я,) соответствует в ци­
линдрических координатах решение (иш) (cos sX, sin s i ) .
Употребляемый для бесселевых функций индекс п соответст­
вует индексу S для функций Л еж андра. Значительная ош ибка 
мож ет появиться в том случае, когда 0 достаточно велико и 
нельзя пренебречь разницей между sin 0  и 0. Постоянный мно­
житель можно получить с помощ ью  24.04 (21); действительно, 
первый член в р® равен

si

если n велико по сравнению с s, а это есть первый член ф унк­
ции JsinsinQ). Следовательно, для данного п0, когда /г -> о о ,

(4)

В том ж е приближении множитель {n[f/{n — s)\ {n  +  s)\ в фор­
муле преобразования координат стремится к 1, а a s in d  — к 
где — расстояние меж ду двумя точками на плоскости. Тогда

/о [к -Ь — 2шр cos { I  — Я,') ] =
00

=  / о  ( к й )  /о  (хр) -Ь S  / s  (х ® )  л  (>^р) COS S {к  — К ') .  (5 )
s= l

Эта теорема сложения для функций Бесселя, впервые най­
денная Гейне с помощ ью  описанного предельного перехода. 
Заметим еще, что из 24.04 (19) получается

/_ Л и й ) =  ( - 1 ) ^ Л н й ) .  (6)

Это соотношение для функций Бесселя ранее уж е было найдено 
для случая целого s.

24.15. Асимптотическая ф орм ула для больш ого и и не м а­
лого 0. В дифференциальном уравнении для р®

d̂ y- ^  +  c t g 0 - ^ - s 2  cosec^ 0 г / +  n  (га +  1 )г /  =  0

м ож но исключить член с у ' с  помощ ью  подстановки

у  =  sin~'/“ 02 .
Тогда получим

Ж + [ ( «  +  у Г -  -  т ) ^

(1)

(2)



Если п велико, а s не велико, то асимптотическим решением 
будет

z / -~ s in - ' /= 0 e ± < «+ '« ‘-e. , (3)

Здесь связь с функцией П +  -2 еще более тесная, чем

с /^(rtsinG) в случае малых 0. Постоянные легко опре­
деляются, поскольку мож но выбрать 0 так, чтобы  /гЭ было 
большим, а и0® малым. Сравнивая затем со стоксовы м асимп­
тотическим разложением функции /^ [см . 21.05(5)] в этой 
области, получим

[ Ы И

О тсю да

п  sin 0

COS [('■ +  ! ) 0 - ^ 5 Я - j n (5)

где 0 не близко к нулю или л. П олное разложение такого 
рода дал Гобсон, конечно, с другими коэффициентами, так 
как он исходил из своего определения функций. К сожалению, 
на практике индекс s, если он не равен нулю, как правило, 
сравним с п, а так как разложение стоксовского типа идет по 
степеням s^/n, его поэтом у употребляю т не часто. В действи­
тельности приближение полностью перестает быть верным при 
s =  n, когда функция не имеет нулей меж ду О и л.

24.16. Представление в виде определенного интеграла. Если 
функция f { t )  аналитическая внутри С и точка z  внутри С, то

п1
2ni

f ( t ) dt. (1)

Отсюда

„ s  (•„') =  ( 1  _  ц 2\^^ / 2  _  n ft _

{ n - s ) l  (n +  s)] (1 ^
2 " ( n ! )2 2ni j d t  (2)

при условии, что (X лежит внутри С. П оскольку п до сих пор 
считалось целым положительным числом, то в точках i =  ±  1 
нет особенности и можно взять путь С как угодно больш им.



Но даже в случае, когда и и s не целые, легко проверить, что 
выражение (2) удовлетворяет дифференциальному уравнению 
для Оно такж е справедливо для неограниченных значе­
ний fi, если путь интегрирования С  таков, что подынтеграль­
ная функция возвращ ается к своему исходному значению, 
описав путь С.

Интеграл (2) выведен Шлефли и связан с интегралом 
Ш лефли для функций Бесселя. Действительно, если мы поло­
жим t — ц =  Х, то

ns лл _  (я -  s)! (n +  s)! (1 ^
Рп 2"п\ п\ 2п1 ■(2|х +  А,+ (3)

а полож ив Я. =  (1 — получим
(п — s)! (га -Ь s)! 1

2" « !  п\ 2ni
du

us+i (4)

Если ( 1 — мало,  контур интегрирования фиксирован, а п 
велико, то последний интеграл приближенно равен

2я1 ехр du
, jS  +  l t (5)

a это и есть интеграл Шлефли для /^ (n s in 0 ). Здесь множи­
тель заменен на 1 и в этом  приближении принято, что
п9 невелико, а пв^ мало.

Если м и S целые, а ц комплексное, мож но взять в каче­
стве С  окруж ность в плоскости t с центром в точке [х и ра­
диусом , равным |(ц^— l)Г/^ В ообщ е говоря, одна из точек t =  
=  ±  1 находится внутри, а другая вне С. Полагая

получим

2” («!)2 2п
п

X

X

[ц -  1 +  -  1)'̂ е̂‘Т  [ц +  1 +  (М.̂  -  1)'̂  ̂е‘Т

Но

-((х-

—  (П.+ 5) (rt +  s)iq>

1)е
■А V  >'Ф ,  .-г ,

+  ( ц 2 -1 )  е "  J U t A + l )e  " е "
=  ([х2 -  1) (e-'f +  +  2ti -  1)'/̂  =

>= 2 — 1)'''* [ц. +  (ц.2 — 1)'̂ " cos ф]-

1-ф

(6)

(7)

(8)



П оэтом у

Pti ■£ J  “  1)''“ ф]" e-̂ ^̂f йф =
— Я

( r t - s ) ! ( «  +  s)l i± s
(«0^ п

о
[ц +  (ц  ̂— 1)'/2 COS ф ]" COS 5ф С?ф. (9)

Степени созф  до ( s — 1)-й после интегрирования дадут нуль, 
а если мы заменим (ц^— 1)'/̂  на г ( 1— то выйдет за 
знак интеграла. Это — интеграл Лапласа. Н еобходимо за­
метить, что подынтегральное выражение по модулю ^  1 для 
— и поэтом у | р „ Ы 1 < 1 .  Э тот интеграл дает только
одно решение дифференциального уравнения. Если мы поме­
няем знак у i на обратный и положим ф =  л — ij), то получим 
тот же сдмый интеграл, за исключением, мож ет быть, знака. 
Аналогично для (2): если путь С содерж ит внутри себя |л, 
то получается р*, а если С не содерж ит ц, то интеграл равен 
нулю для п и S целых. Нет смысла брать путь интегрирова­
ния, уходящ ий на бесконечность, так как при этом  интеграл 
расходится. Д ругое решение м ож ет быть получено, если п не 
является положительным целым числом, но при этом возни­
кает трудность выбора такого пути интегрирования, чтобы по­
дынтегральное выражение было однозначной функцией. Полное 
исследование этого случая дано Гобсон ом . Независимо от того, 
что происходит во многих других случаях, мы не можем по­
лучить' новое фундаментальное решение варьированием пути 
интегрирования, когда п, s  целые и положительные.

24.161. Д ругой метод состоит в следующ ем. Рассмотрим

(1 -2 Л ц  +  /г2)-'/^ =  2 / г > „  (й < 1 ) ,  (10)

^  (1 -  2hii +  Рп =  (И )

=  . . • ( s - y ) ( l - 2 / г ^ г  +  /г^)“ ' " ’̂  (12)

(13)
(1-2ЛЦ + Л2) 2

/гп- i+ i  (1 _ 2 йц +  л2)'

S  +  —  —  { n - s ) \ P n ’
(1-2ЛЦ + Л2) 2

■ 5
P  ̂ =  ^ b 3 . . . ( 2 s - l ) V - — X

X  / ----------------------^ Р , (14)
о J .  *с  fcn-i+i/I _  ОА.. ^ 2



где путь с  окруж ает начало координат, но не включает точки 
=  Ч тобы  проверить, что (14) удовлетворяет дифферен­

циальному уравнению, положим

р* =  Л (1 -| х2)^  0 ,

где А  — постоянный множитель, а
l - 2 h i i  +  ĥ  =  X,

тогда
( 1 - ц 2 ) 0 " - 2 ( « +  l)(i© ' +  { « - s ) ( n  +  s +  1 )0  =

• (2s +  1) (2s +  3) (1 -  |Х») 2 (s +  1) (25 +  1) ц

I ( /г - s )  («  +  S + 1)

Теперь

(15)

(16)

с

n - s + l  s +  —  
h X  2

ал-

dh. (17) 

(18)^ = - 2 ( t x - A ) .

Исключим H'. интегрируя no частям. Д ля этого представим (17> 
в виде

1 (ц-Л)2
(2s +  l ) (2 s  +  3)

- 2 ( s +  l ) ( 2 s +  1) Ц - Л

S + -?-
h’'-^Х 2

(ra-s) (yt +  s +  1)

+

dh. (19>

Товда
_  I  |~( 2 s + 1) (2s +  3) (n - /i ) ^  , 2 ( s + 1) ( 2 s + 1) ( u - / i )

( 2 s + l ) (n - f t )

dh =

- { 2 s + D^n-s-ixs+V,

1 , 2 ( s + l ) ( | i - A )

^n-S^S + >h

(n -  s -  1) (n -  Л)

с

-  (2s +  1 ) / '■ - ( «  +

dh =

1

■ rt +  s +  I

h n -s x ^ + y . f^ n - s - l x s + ‘ l,

—  (rt +  S +  l )(n  — s) X

X dh i n f
f^n-s+\xs+4r ~  J ^n-s-txs+’h '

dh

(20>



Первый ИЗ оставш ихся интегралов сокращ ается с последним 
членом (19); второй интеграл вместе с оставш имися членами 
(19) дает выражение, содержаш;ее множитель

(2S +  l) (2 s  +  3 ) - 2 ( s +  l ) ( 2 s +  l ) - ( 2 s +  1) =  0. 
Следовательно,
(1 - t i 2 ) 0 " - 2 ( s +  l ) ^0 '  +  ( t t - s ) ( n  +  s +  l )0  =

(2s +  1) (ц -  /г) I «  +  s +  1

И интеграл будет удовлетворять дифференциальному уравне­
нию при условии, что выражение в квадратных скобках при­
нимает первоначальное значение при обходе контура интегриро­
вания. Это справедливо не только для целых значений h a s .  
В частности, контур С мож ет быть петлей, идуш,ей из беско­
нечности вокруг одной из особенностей при /г =  О или для 
/г +  S +  1 >  0. Если п  —  S — целое число, то (21) обратится в нуль, 
если С — замкнутый контур около начала координат, не со ­
держащ ий других особенностей, а подынтегральное выраж е­
ние будет однозначной функцией, если разорвать контур и 
дополнить его двумя линиями, уходящ ими на бесконечность, 
такими, что интегралы по ним взаимно уничтож аю тся. Следо­
вательно, если взять контур интегрирования в виДе петли, 
идущей из бесконечности вокруг О, то  это позволит опреде­
лить р®, когда п  и S — дробные числа ( r t - f s - b l > 0 ) ;  в случае 
целых п ,  S это приводит к предыдущ ему определению.

Если п  и S целые, то интегра*л по больш ом у кругу будет
равен нулю, и мы см ож ем заменить С на путь, обходящ ий
точки /г =  е х р ( ± г ’0). Обычно всегда заменяют путь на дугу
окруж ности I /г I =  1 около начала координат, соединяющ ую
точки /г =  е х р (± г 6 ) .  В результате получается интеграл Мелера',
очевидно, он расходится для s ^ l / 2 .  С другой стороны, мы
можем заменить s на — s, но тогда множитель вне интеграла

 1_< ^
будет пропорционален ( 1 — ц )̂  ̂ , что неудобно для функции,

_1_ ^
которая ведет себя как ( 1 — для ц, близких к ±  1. 
Интегралы этого вида могут быть полезны на практике только 
при S =  О, и тогда д / 1 \

2 гРп (cos 0) =  -

р„ (cos 0) =  - _

[2 (cos ij) — cos 0)]'^  ̂

sin(re +  у )

d\l).

[2 (cos 6 — cos i|))]'

(22)

Эти формулы принадлежат Мелеру.



24.162. Интеграл Бейтмана. Д ругой вид решения в форме 
определенного интеграла дал Бейтман. Изменим несколько его 
метод, положив

+  a f .  (24)

Если а и Ь — малые постоянные, то

j_
R

J_
я

dw
+  {z  — а )2 +  {w — bY (25)

I ду
д  . д  1 

д а  д ь )  R

=  ( -  !)■

дЬ,

.S  Г п \

п
(K +  iyY [ z - a  + i jw -b ) ] ' ' -^  

[x̂  +  ŷ  +  ( z - a Y  +  {w -b )T + '^
■dw. (26)

f  H o 1//? — функция от z  — a и не зависит от b. П оэтом у опера­
тор  djdb  дает О, а djda эквивалентно — djdz', если мы устре­
мим а и 6 к О, то  получим

\ йа:  ̂ д у  ) \ д г  )  г

=  ( -  1) 

Л евая часть равна

„ 2"«! dw.  (27)(х;2 +  ^  2̂  +  йу2)«+1 '  ’

( -  \ f n \ П̂+1
поэтому

С)П
р* =  —  sin" 0 я

(Ji +  iw/r)" dw
(1 +  а>Уг‘ )"+' г

2" Sin" 0 (14-^2)л+1 dt. (2о)

Этот интеграл сходится для s > 0 ,  если (tt +  s ) > 0  и ц не 
чисто мнимое. Но если даж е М' чисто мнимое, то при n > s — \ 
точка t =  — щ  не приведет к расходимобти. Это позволяет 
определить функцию для всех практических случаев. П олож ив 
Л =  г7, получим

0/1
р" =  ^  sin" 0

— io o

(Я +  |х)"-^
(1 - я т + ‘



Если мы используем другой путь интегрирования, то  интег­
рал еще может удовлетворять дифференциальному уравне­
нию. Действительно, положим

0  = (ц +  It) t l - S

■dt, (30)(1 +^2)« + l

<1 - t i 2 ) 0 " - 2 ( s +  l )n 0 ' +  ( « - s ) ( «  +  s +  l ) 0  =

( n - s )  { n - s - D  +  ( s + l ) n ( n  +  « ) ' '“ ® " ' +
+ (ra -  +  ̂+ 1) (n + dt.

— i {n  — s) (32)

( 1 + ^ 2) « + l

(31)
n — s — общий множитель, a
( «  — s — 1) (1 — ц2) — 2 (s +  1) Ц (n +  it) +  (tt +  s +  1) (n +  i ty  =

=  n — s — I + 2 n \ i i t— {n + s  +  l)t^ =
=  n — s — 1 +  2int (ji +  it) +  2nt^ — (rt +  s +  1) =
=  (rt — s — 1) (1 +  i )̂ +  2int (|j, +  it),

[(Д -  s -  1) (1 +  /^) +  2int (|x +  it)] (n  +  _  . d  (n +  f7 ) '^ -^ - ‘
( l + / 2) « + l   ̂ dt *

Следовательно,

(1 -  ti2) 0 "  -  2 (s +  1) Ц0' +  ( «  -  s) (/г +  s +  1) 0  =

(1 +  O "
П равая часть обращ ается в нуль для лю бого пути с беско­

нечными пределами, если только /г - f  s +  1 >  0. Выбранный 
путь интегрирования для р* проходит меж ду двумя особен ­
ностями в точках t = ± i \  мы могли бы получить другое ре­
шение, если бы взяли путь от /  == i\x, до бесконечности. Члены, 
получающ иеся при дифференцировании по пределам интегри­
рования, обращ аю тся в нуль, если s < n — \. Для s =  n они 
обращ аю тся в нуль, для s =  rt— 1 они сокращ аю тся с правой 
частью (32). Следовательно, (30) с пределами tfx, оо является 
решением для n - t - s + l < 0 ,  п — s + l > 0 .

24.17, Случай недействительного Ц вне [— 1 ,1 ] . В большинстве при­
ложений уравнения Лежандра требуются только решения р®. Другое ре­
шение, возможно с нецелыми значениями п, может встретиться в задачах 
■со сферической границей, когда полюса уже исключены, а также во внеш­
них задачах для сфероидальных областей, ц принимает действительные зна­
чения больше 1 RJfH области, внешней к вытянутому сфероиду, и чисто мни­
мые значения в области, внешней относительно сплюснутого сфероида. При 
этом абсолютная величина ц может быть произвольно велика. Поэтому



1 1 

. 2 *  л .2 п 2удобно заменить множитель ( 1 — на (ц ^ — 1) и взять первое ре­
шение в виде

( « - s ) l  , „ d'̂ +̂
2" (я1) rt + S (1)

Э то решение принимает действительные положительные значения при 
всех ц >  1. С пoмoш^)Ю соотношения 24.162(29) мы находим выражение

1 1со

— l o o
(1_Я2)«+1

dK (2)

 ̂ ^которое мож ет быть продолжено на все значения п, s, удовлетворяющ ие 
неравенству и +  s +  1 > 0 .

П роизводя замены переменных Я =  — ц — с, 0 =  — (ц,^— 1)''̂ “ w, мы пре­
образуем  выражение ( 2 ) к виду

1 i o o
2" Т®

— jcX) 
too

(1 -р ,2 -с )2 _2 ц а )«+ '

2ni

2п£

(-V) - s - l
2v

— ioo

-(n+l)
dv •

i o o

Ц — 4 - (ay +  — ')! dw.  . 2  \ w j .
(3)

Используя соотнош ение 21.01 (6 ), находим так же, как и при вы воде 
формулы 24.16(6), что при действительном ц > 1  полученное выражение 
стремится к /^ [ «  (ц^ — 1 )"̂ ’ ] при фиксированном значении величины п ( ц ^  — 
— 1)’ “̂ и п - > о о .  П уть интегрирования всегда долж ен выбираться таким 
образом , чтобы он проходил меж ду полюсами подынтегральной функции, 
которы е в нашем случае стремятся к О и +  оо.

В торое решение при положительных «  — s + 1  и re +  s + 1  наиболее 
удобн о взять в виде

(« -  
(«2 -1 )"+ '

du, (4>

причем путь интегрирования не долж ен пересекать действительную ось 
в интервале от — 1 д о  + 1.

В плоскости переменного ц с  разрезом  от — 1 д о  + 1  (ц ) будет
однозначной аналитической функцией всю ду, за исключением точки на 
разрезе. Полагая ы — ц =  Я, получим

1 ОО



Обозначая п{\х} — — х,  мы так же, как при вы воде соотношения
24.16(5), используя соотнош ение 21.022 (60), находим при « - > о о ,  ц ->  1 +■

<7* ([X) - >  K h _ ,  {X) =  K h ,  (х). (6)
Таким образом , функция </^(ц), определенная соотнош ением (4), свя ­

зана с функцией l )  так же, как с  функцией 1 ,̂ а с  фyн^^-
цией Jg.

Полагая в выражении (4)

получим
+1 -~

■ J - - "
о

1 - 0  ’

1 - ( i - v Y -rt-1
dv.

Разлагая подынтегральную функцию по степеням и почленно интегри­
руя полученный ряд, находим 

10^+ 1
п (ц 2 - 1)' nl s

m=0
m! (2rt+ l+ 2m )r

(7)
Э тот ряд сходится при I I >  1.

ф ункцию <7® мож но представить конечным числом членов. Рассмотрим 
сначала случай s =  0 ; при этом  (ц ) =  Рл (ц)- Оба корня определяющ его 
уравнения при ц =  ±  I равны нулю, и дифференциальное уравнение не 
имеет других особы х точек. П оэтом у решение уравнения Л еж андра имеет 
вид

0  =  Atn (и.) 1п (ц -  I) +  Btn (и ) In (ц  +  1) +  Ctn (ц ) -  fn (ц ), (8 )
где fn (ц ) — аналитическая в точках ц =  ±  1 и, следовательно, целая функ­
ция. Но функции <п(ц) и <7п( ц)  однозначны при | ц [ >  1, и, следовательно, 
А =  — В. Если 0  =  (7„ ( ( i ) ,  то 0  =  О ( ц - ' » - 1 )  при больших значениях 1 ц |, 
^ (п (М') ~  полином степени п. Тогда сумм а двух первых членов будет вели­
чиной порядка ц™-1. Положим С =  0. Значит, 0  будет стрем иться к нулю 
при I |х I ->  оо тогда и только тогда , если

tn (ц ) In 1̂ - f  -  fn  (M-) (9)

где /п (ц )  совпадает с  разложением первого члена в квадратных скобках 
по убы ваю щ им степеням ц вплоть до постоянного члена. О чевидно, что 
/п (ц) — полином степени ге— 1 (коэффициенты при степенях от д о  ц - « ,  
очевидно, обратятся в нуль).

Д ля определения постоянной В  вернемся к соотнош ению  (7) при s =  О 
и заметим, что при больших т

2 " + ‘ (r t -f  т ) !  
я ml

 {п +  2 т ) ! —  2 т  =  J -  а~2т
( 2 п + \+ 2 т ) \ '^  я ^ f - 1+ о Ш Ь. т  \rnrj.

и поэтом у при

2= — ц - 2т
я

1
12т+1 +  0 №

Vi+l-  in я ц — 1

(10)



Сравнивая с выражением (9) и учитывая, что tn { ,\ )= \ ,  находим В 
Xfn. Окончательно

1
Qn ((i) =  —  Я ц - 1

^Отсюда с помощ ью соотнош ения

(12)

(13)

; мож но выразить в конечном виде функцию ((х).
Следует отметить, что при дифференцировании возникнут члены

—  S
( [ i — 1)“ ® и ( ц + 1 ) “ ® и результат ум нож ается на величину ( ц^— 1)^

 1_ ^
; П оэтом у вблизи значений ц =  ±  1 (|j,)->  оо как ( ц^— 1) ^

Д ругое выражение для </п (ц) в виде определенного интеграла м ож ет 
' быть получено следующ им образом . И сходным пунктом служ ит соотнош е­

ние

п=0

2« (и -  ц)« h'̂  
( « 2 -

  du__________
-  1 -  2и/г +  2[1л

rf« =

_2
я

du
( « -й )2 - (1 -2 ц Л  +  /г2)’

получающ ееся путем суммирования ряда под знаком интеграла, что воз­
м ож но при всех действительных значениях переменных, удовлетворяю щ их 
неравенству и >  ц >  1, при | Л | >  1. О тсю да получаем производящ ую  функ­
цию для (ц ) в виде

5  =
1____________________  ̂  ̂ ц - / г +  ( 1 - 2 ц / г +

я ( 1 ц - / г _ ( 1  _ 2 цЛЧ-Л2)‘А ‘In

Д алее рассмотрим ряд

(14)

г  = у , «  r ^ - J - r f v =  Г —
^  J n - v  J n -/1-0 -1 -1 ^

f -pi который при помощ и подстановки 
I 1 -  2vA +  =  с|2
if преобразуется  к виду 
I; 1+ft

dv

dv

r =  -  2
1 -Л

1 -  2цЛ +  Л2 -

1
(1 -2цЛ + й2)‘''̂

In {I -  2̂ i.h +  +  V i+ft

\~h

(1 -2цЛ +  Л2)/» ц -Л - (1 -2 ц Л  + Л2)/̂

(15)

(16)



О тсю да, приравнивая коэффициенты при Л", находим
1

1 Рп (у )
4 n {v )  =  -  (18)я

- 1

Заметим, что при четном п  функция tn (ц ) четная, а qn (ц ) нечетная; при 
нечетном п соотнош ение обратное. Приведем явный вид нескольких про­
стейших функций qn-

1 , М+1<7о= —  In-л Ц — 1 ’
ц U + 1  2

Q{ — —  I n  -----— ,

(19)
р2 И +  1 ЗцCf2~  \---------- 1Я Ц — 1 Я

24.171. Асимптотика при больш их п. Ряды 24.17(7) сходятся, и поэтом у 
не возникает необходим ости в аппроксимациях стоксовского типа при за­
данных л и S и больш их значениях | (х |. Чтобы выяснить поведение функ­
ций при заданном ц и возрастаю щ их значениях параметров г а и ® , мож но 
применить м етод наискорейшего спуска к интегралу 24.17 (4).

Введем функции
ф (й) =  (га -  s) In (и -  ц) -  «  In (и“ — 1),

, ,  , га — S 2пи

( « -ц )2  1 1)2-
Условие для седловой точки имеет вид

(га +  s) и =  гац +  [ « 2  (ц 2 — 1) +  s^] =  гац +  Af,
поскольку нам требуется  корень, больший чем ц при ц действительном
и >  1. П олучаем соотнош ение

справедливое, если величина «  — ц в седловой точке в несколько раз пре­
восходит \ ( и ) . Это условие выполняется, если

п п\л-^ т

Легко проверить, что когда велико только л, полученное приближение 
сводится к

При
и (ц2-!) '/•  =  J( (23)



это выражение приблизительно равно (2|nx)'^‘  е~^,  что совпадает с первым 
членом разложения Kh^ {х).

Для функции (ц ) условие в седловой точке имеет вид 
(«  +  s) ы =  пц — М,

И мы находим

 ̂ [ п I (sn + МУ  ̂ ’
Соотношения (20) и (24) выполняются при всех значениях arg ц, если 

величина М  определена по непрерывности.

24.18. Второе решение при —1 < Ц < 1 .  Из соотношения 21.022(67) на­
ходим

Hs^ (пи) =  {nue-'l^^^), ( 1 )
Hi^ (пи) =  {пие '>̂” 4  (2 )

2Ys (пи)  =  K hj {пи е~  -  e'^^®"‘ Kh^ {пие  (3)
Здесь и — положительное число.

Из соотнош ений 21.02(42) и 21.022(69) мы видим, что коэффициенты 
разложений функций и Kh^ равны по абсолютной величине. Но когда 
х - > 0 , принимая положительные значения, (д :)-> < » ,  ( д ^ ) п о э т о м у
удобно взять наше решение в виде — (пи) вм есто (пи). Мы знаем, что 
при больш их значениях п функция (ц ) ведет себя  подобно Kh^ \п (ц^ —
Если |i, движ ется по часовой стрелке вокруг точки + 1 ,  приближаясь к точке, 
лежащей м еж ду — 1 и + 1, имеет место соотнош ение

2̂ 1+1 (^2-i)V ,s
fi+i du -

ii, l - i
Если n приближается к той же точке против часовой стрелки, то

J  J ^ _ J f ^ r f „  = ̂ *(^ + 0/). (5)
ц , 1 +  /

М ы мож ем определить второе решение, действительное в интервале ( — 1,1) 
и соответствую щ ее функции — [ «  (1 — Ц^)'' '̂], полагая

J s n (u - l i ) "

й. 1+i
(«2 -1 )"+ ' du +

+  е — Isn (u-v^)'^-^

Чп (1̂ ) ( ‘  -  Яп (»*)•

(„2 _  1)П+1 ■du (6)

(7)



Итак.ч

9^ (М) =  I  (ц +  00 + 1  q% (ц -  О/). (8)

При четных п функция qn (ц ) нечетная, если точка ц не лежит на раз­
резе. Из формулы (8 ) следует, что она остается нечетной функцией и в точ ­
ках разреза, если принять определение (6 ). Аналогично при нечетных п функ­
ция (?«(ц ) будет четной функцией в точках разреза. П оэтом у функция (ц ) 
с  точностью  до постоянного множителя совпадает с  найденным в 16.04 ре­
шением в виде необрывающ егося ряда.

Для определения этого  численного множителя заметим, что из 24.17(12) 
следует

Qn (Ц - f  О/) =  \
ЗХ

Яп (м. -  Ог) =  —

Рп (fi) In

Рп (|i) In J 3 ~  +  i 'Pn  (ti) -  fn ((a)

и поэтом у

< 7 „ Ы  =  - Pn (ц ) In -  fn (n )

(9)

( 10)

( 11)

здесь / и ( й )  тот ж е полином, что и в формулг х 24.17(9) и (12). Теперь при 
четных п нечетное решение 16.04 (5) равно

02 =  р ,- ( «  -  1) (/г -Ь 2) . 3 , { п - 3 ) ( п - 1 ) { п  +  2) '
3!

ц̂  +  - 5!

2Г-1- 1
- b O ( l )  =  A r t h n - f  0 ( 1 ) .

При нечетных п четное решение с йзмененным знаком равно 

0 2  =  _  1 +  " ( ” + * )  ц 2 _  { п - 2 )  п ( п +  1 )(п  +  3) ^
2!

=  -^Arthn-f 0(1).

П оэтом у в общ ем случае

в2 =  у Р «  (li) I n - j - ^ - f O ( l )

( 12)

(13)

(14)

Яп (Ц) — — 02-Л (15)

Интеграл 24.17(18) также мож ет быть использован для определения вида 
функции qn (ц ) на разрезе. При ц->Цо, где Цо — точка, лежащая на разрезе, мы 
мож ем деформировать путь от — 1 до -Ь 1, обходя точку Цо по маленькому 
полукругу в нижней полуплоскости. При этом

Чп (I» + 0() =  — Рп(у)
Ц-.Ч dv (16)



и аналогично

Л

Pn( v)
( X - V

dv.

Яп (Ц) =  — -P

где Р  — главное значение.
М ы находим также при малых h

S W -  „ у , , L +

-1

Рп (у ) 
( i - V

dv,

In
V l-2 i) .h  +  ĥ  + H - h

iY\-2\ih  +  ĥ  / 1 -2ЦЙ + Л2 - n  +  ft ' 
F.О тсю да, полагая

r =  Vx'^ +  y^ +  z^, h =  alr, z  =  \ir, R +  (z  — a)^,

находим
1 V  /  a , , 1 , R +  z - a

И, з н а ч и т ,
1

г - ' ' - Ч « Ы = =  lim —  ^
1

In\ R  R - z + a  
(_1 )«  a" / 1 , г +  г\ 

nn\ ,(?a "  \ r  " r  — г ) '

(17)

(18)

(19)

(20) 

(21)

(22)

(23)

r +  z
Сравнивая члены, содержащ ие In ~ и учитывая соотнош ение 24.04 (22), 

находим

пп\ \ д х д у )
(24)

24.19. Асимптотика функций (ц ), когда оба  п арам етр а /! и s велики*).
Используя соотнош ение .24.162 (29), м етодом  наискорейшего спуска находим 
при О <  U <  1

1 . s a ( n - s Y + ' / ‘  (/t +  s)"+*+'%-'>'*

где M  =  sin^ 0 >  0.
Если M “ < 0 .  положим

Тогда

P n W

Ы =  V sin^ 0 — >  0, arg (s(i +  IN) =  a,

arg (ran -  iN) =  -  p.

V ~f jt
X

X N  '̂ ŝin 4 - y j  P -  sa  +  -^  я  . (2)

*) Другие асимптотические приближения приведены у Ватсона [8 ].



24.20i Другие решения уравнения Л апласа в сферических полярных 
координатах. В наиболее простом  случае и =  s =  О решение уравнения Л е­
жандра имеет вид

0 = Л  +  В 1 п 4 ^  =  Л +  В1 — ц г — г

Член А  представляет функцию Ро, которая сводится  к постоянной. В торой 
член имеет точки ветвления при |х =  ±  1 и пропорционален Qq (ц).

Мы уж е встречали в неявном виде другие гармоники нулевой степени. 
Так, ф =  Я является очевидным решением уравнения Лапласа в сферических 
полярных координатах в области, не являющейся полной сферой, поскольку 
решение долж но быть однозначной функцией координат х, у ,  г.  Другие 
решения буд ут  вида In со, и поскольку функции z  +  ix  и z  +  iy удовл етво­
ряют уравнению Лапласа, мы получим гармоники нулевой степени, взяв 
действительную и мнимую части от  их логарифмов, а именно

* m u — sin‘  о  s m “ A),

(1)
In (г^ +  =  In г +  Y  In (1 -  sin^ 0 sin^ Я),

In (г^ +  =  In г +  у  In ( I -  sin r̂G cos" A),

a r c tg (tg 0 c o s A ) , arctg (tg 0 sin Я). (2)

Действительно, для случая, когда решение уравнения Лапласа зависит 
только от  0 и Л, это  уравнение принимает вид

sin 8 ■а0 V dQ = 0, (3)

и ему удовл етворяю т действительная и мнимая части от  некоторой функ­

ции, зависящей от  In tg у  6 +  или, что то ж е, от  ig  - j  0е^^. Э тот класс

решений не включает в себя  решения, содерж ащ ие In г.
Таким образом , разнообразие решений уравнения Лапласа в сфериче­

ских полярных координатах бесконечно. Однако, кроме решения, сводящ е­
гося  к постоянной, эти новые решения или обращ аются в бесконечность 
в начале координат, как In г, или бесконечны при некоторы х значениях 0 
и Я, или ж е не возвращ аются к своем у исходном у значению, когда 0 или Я 
непрерывно возрастает на 2я. Дифференцируя по х,  у, г  ц умножая на со о т ­
ветствую щ ую  степень г, мы мож ем построить гармоники разных степеней, 
подобно том у как мы строили функции первого рода из производных от 1/г. 
Н о ни одно из этих решений не удовлетворяет нашему основному требова­
нию разложимости на сфере в тройной ряд Тейлора по х ,  у, г ,  и поэтом у 
их исклю чаю т из физических соображ ений, когда ..требуется получить реше­
ние, справедливое внутри или вне полной сферы. Если потребовать, чтобы 
решение было конечным и периодическим по Я, то класс допустимых реше­
ний сведется  к решениям уравнения для присоединенных функций Лежандра.

Эти условия возникают в задачах, связанных со сфероидами. Для вытя­
нутого сфероида из требования, чтобы на поверхности постоянного | функ­
ция ф была конечной и непрерывной, следует разложимость ф в ряд по 
р® (cos Ti) (cos sX, sin sX) с  коэффициентами, зависящими от |. Н о тогда из 
условия, что члены этого ряда удовлетворяю т уравнению Лапласа, следует, 
что множители, зависящие от |, должны быть вида р® (ch |) и (ch  |). 
Изменения для случая сплюснутого сфероида очевидны. Таким образом, 
физические требования показывают, что нами были получены именно те реше­
ния, которые нужны на деле. Практически ch | принимает действительные



и большие 1 значения на поверхности вытянутого сфероида и во всех внеш­
них точках, поэтому особенности функций лежат вне рассматриваемой 
области и решения <7® допустимы. Для сплюснутого сфероида соответствую ­
щими функциями будут р® (г sh |), (i sh g) при действительных значениях 
Величина г sh | не принимает значений ± 1 ,  так что решение снова 
является допустимым во внешних задачах. (Мы видели, что эти решения по 
различным соображ ениям не допустимы в случае внутренних задач.)

24.21. Разложение Во многих приложениях волно­
вой механики необходимо получить разложение этой функции, 
аналогичное разложению 1/^ в теории потенциала. Здесь 

=  (̂ х. — x'^f, и разложение ведется по функциям p ^ (cos# ), 
умноженным на произведение двух функций, одна из которых 
зависит от  г, а другая от г '. Разложение строится следующим 
образом . Функция удовлетворяет уравнению

= (1)
и поэтому при г < г '  мож ет быть разложена в ряд вида

=  S  {г') (2)R
Положим

При постоянных г и г '
R d R ^ -  r r 'd ix ,

д д

П оэтом у 
д

k R д  {kR} K^rr'дц ■ 

(кг) /
2 ' \К ГГ

( _______________£ Г ! : - у л  i r ' ) ^
I  K R d i K R ) )  R 

Но d”‘pniii)/dix"' =  О при т > п .  Если т < п ,  то

, IIdll

(3)
(4)

(5)

(6)

(7)

limr->0
(кг)

m+'U = 0, (8)
и, следовательно, в пределе при г - > 0  сумма в правой части 
равенства (7) сведется к пределу члена, соответствую щ его т =  п, 
а именно

Uni л11m \Г ) / 2, / 4т  , -
л (2т) \

г-»0
Но

r - i x W r  г'̂ ш! {кгТ 2"'+'Мш Н-V.) 1

{2 т ) ! =  2 -" 'т  ! j ! /  ,

2 ml (9)



И выражение (9) приводится к виду
Ат (г')
(у.г')'" (т + Va) V  2я ' ( 11)

Поэтому, полагая в левой части равенства (7) л =  О, мы полу­
чаем

Но

/ ______
I кг'д {ш') I г' (к гТ  (т +  '/з) V  2я '

X дх j X ’
откуда находим

Лт ( П  = - ( " *  +  7 )  •

Таким образом, при г < г '
-ы п  ~ , Ч pji

—  =  -  g  ( "  +  i )  — -  v V  “ 2 )
/г=0

При к =  0 это совпадает с равенством 24.05(4). При г > г '  мы 
должны поменять места1ми г и г'.

24.22. Классификация мультипольного излучения. Известное 
решение уравнения распространения электромагнитных волн 
соответствует излучению осциллирующего диполя. Однако для 
физических приложений важны и другие решения, и мы рас­
смотрим здесь, каким' образом их можно классифицировать.

Мы видели, что 2rt-Ь 1 величин/( ir t - i  (s = —и, — « - Ь 1, . . . , п )  
преобразуются подобно величинам когда х,, под­
вергаются унитарному преобразованию с детерминантом, рав­
ным 1. Мы будем говорить, что такая система величин пре­
образуется по /^„-представлению порядка п группы веществен­
ных вращений. Три величины ib  — a =  x\, с =  х^х ,̂ ib  +  a =  x\, 
где а, Ь, с — компоненты трехмерного нуль-вектора, преобра­
зуются по представлению

Обозначим, как это принято в электродинамике, электро­
магнитный вектор-потенциал через А (Л,, А 2, ^з) и скаляр­
ный потенциал через ф. В пустом пространстве эти величины 
удовлетворяют уравнениям

У2Д L i ! A _ n



Удобно выбрать в качестве компонент вектора А не А,, 
Л2, Лз, а величины { 1 А 2 — А^, Л3, гЛг +  Л,), преобразующиеся по 
представлению Ri. Обозначим их через ( t i=  — 1, О, 1). Они 
удовлетворяют уравнениям

V 4 - - ^ ^  =  0. (2)

Эти уравнения, согласно 24.04(22), допускают решения вида

=   ̂ 1пЛ^Пр^,е = - ; т 1 — е f„,(Kr)r Д (3)

где (хг)’'" (кг) — функция Бесселя порядка « '  +  '/2 от аргу­
мента хг. Рассмотрим случай, когда функциями Бесселя являются 
функции Hi. Тогда

Пусть с® — система величин, преобразующихся по предста­
влению Rn- Можно показать [9], что в том и только в том слу­
чае, когда п' принимает одно из значений п, п ± \ ,  могут быть
построены три линейные комбинации величин преобра­
зующиеся по представлению Ry. Запишем эти комбинации
в виде

r f =  S
s + s ' - S  \ S

Причем коэффициенты

п' 1 '
S'

In п' 1 \

U S'

( 5 = —1, о, 1),

могут быть определены.
tS

(5)

Три компоненты А^ преобразуются, как Wi.  Мы должны 
рассмотреть три случая. Чтобы их отличить друг от друга, 
будем вместо с писать h, а и Ь:

.4 , л v / ' *  1''1) tt =  м. \  =

2) /г' =  п +  1. Лд =  ^
5

2) п' =  п - \ .  Л̂  ̂ =  У

S [г — S 
п п +  \ 
S —  S

/п п - 1  
\s H - S

S U - S

(А/

tl/
п

Ь1К~Л-

(6)

(7)

(8)

При инверсии относительно начала координат решение hi. 
преобразуется иначе, чем остальные два решения. Это преоб­
разование изменяет знак у всех координат на обратный и 
означает переход от правой системы координат к левой. Не­
которые векторы, как, например, смещение, при таком



П р е о б р а з о в а н и и  м е н я ю т  знак своих компонент и называются 
полярными векторами. Другие векторы, такие, как векторное 
произведение полярных векторов, не изменяются и называются 
аксиальными векторами. Мы можем назвать п-вектором сово­
купность с® и при этом будем иметь два типа таких векторов. 
Те, что при отражении умножаются на ( — 1)", назовем по­
лярными п-векторами, а те, что умножаются на ( — 1)'*'*'', на­
зовем аксиальными «-векторами. и будут полярными 
«-векторами, и, следовательно, /г® будет аксиальным «-векто­
ром, а «-векторы а® и — полярными.

Удобно определить (6) как вектор-потенциал электромаг­
нитного поля от магнитного 2"-поля, а (7) или (8) как вектор- 
потенциал электромагнитного поля от электрического 2"-поля.

Скалярный потенциал ф удовлетворяет уравнениям

У2ф- d lv A  +  i ^ - Odt̂ (9)
и является истинным скаляром, так как он не меняет знака 
при отражении относительно начала. Он имеет вид

П П i (10)S \ о  о

где с® — компоненты полярного «-вектора. Отсюда следует, что 
скалярный потенциал, соответствующий (6), должен быть ну­
левым вектором, в то время как /г* — аксиальный «-вектор, 
а с® для случаев (7) и (8) связан соответственно с а® и 6®.

Из соотношений
H =  rotA , Е =  -  д г а с 1 ф - - | - - ^

можно вывести свойства Е и Н для трех случаев. Эти свой­
ства приведены в таблице, из которой видно, какая линейная 
комбинация введенных величин соответствует потенциалам и 
полям.

Электрический 2"-поль

Магнитный 2” -поль

А Ф Е н

'Уп+1 аУп
“ rt-I

'Уп-1 ьУп
“ «-1

Ь>а

0 к <
“ п-1



Н еобходимо заметить, что при лю бом  виде выражения для 
потенциала электрического 2"-поля вид Е и Н остается одним 
и тем же, как и должно быть. Сравнивая поля для магнит­
ного и электрического мультиполей одного порядка, мы ви­
дим, что в них роли величин Е и Н меняются.

Рассмотрим несколько простых случаев.
Электрический диполь] п = 1 ,  п ' =  0:

A^|,= biUQ= bie  j  — -—  =  ixdi
J -л (ct~r)

В частном случае d ' i = l ,  ^ Г ’ =  0

ф =  -
dz

При х =  0 получается скалярный потенциал диполя единичной 
напряженности с осью, направленной вдоль оси z. 
Электрический квадруполь; п =  2, п' = 1 .

Предположим, что Ь1 =  0, если з ф О .  Тогда получим реше­
ние

л

Лг =  ----- ̂ \ КГ ) . '
P2(COS0) 3/

~ г V  нг “

Магнитный диполь-, п = 1 ,  и ' = 1 .
Предположим, что /i i=t̂ O, /гГ'=  0. Тогда получим решение

Лг =  ф =  0.

Более подробно см. [10 — 14].

g ix  {c t - r )

24.23. М ультипольное разложение скалярного и векторного 
потенциалов. В теории электромагнитного излучения бывает 
удобно иметь такое разложение, в котором собраны вместе члены, 
содержащие одинаковую степень кг'. Такое разложение можно 
получить из 24.21(12), а можно непосредственно следующим 
образом . Предположим, что имеются конечные распреде-



лен и я  п л о т н о с т и  з а р я д а  р (л:') и п л о т н о с т и  т о к а  j  (л:'), с о д е р ­
жащие множитель е 
неразрывности

или

met И у д о в л е т в о р я ю щ и е  у р а в н е н и ю

(1)dji I 1 Эр _ гх 
д х 'Г  с dt

д'п
д х

-  +  гкр =  0. (2)

Тогда скалярный и векторный потенциалы (ф, А) в точке Р{х^) 
имеют вид

Ф = d x' d x ' dxL~R 
„-iv-R
—^ d x [ d x ' ^ d x l . (3)

Здесь p и ii считаются функциями точки Q(x'^. Функции ф 
и Ai удовлетворяют уравнению

dAj . 1 5ф _
дх1 с dt =  0 . (4)

Действительно, пусть f  — некоторая функция от х., х'.. Обозна­
чим dx[dx'^dx'^ =  dx, тогда

т p f d x = - Г dji
д х

- , fd x  =

д х
r i f i i ) d x  + ! i - f~ ,d x .

dxi
(5)

Мы можем найти такую граничную поверхность, чтобы в каж ­
дой ее точке /( =  0; тогда на основании леммы Грина первый 
интеграл обратится в нуль. Если же f зависит только от  раз­
ности х  ̂— л:', то

(6)дх,
И если, в частности,

д х ,

.-iKR

то

fIJ R

откуда следует, что

■dx +  

_L
с dt

dAj
dXi = 0 .

(7)

(8)

(9)



П олож им  В (5) последовательно f = l ,  лг'л: ;̂ тогда для
:Х=#0

" \ d x  =  0 , .  (10)

1У.

IX,

px'^x'^dr

p x ' d x  = f f f f f / / t, (11)
J  J  J  J  J  J

(12)
Теперь разложение ф в ряд Тейлора для г ' < г  может быть за­
писано в виде

- / и р е х р ( - < 5 ^ ) ( - ^ ) л  =

=  S
п=0

( -
п\ рх; (• • •) («-кратный оператор) X

X ( ^ ) dT =  0 - +

О бозначим

XlXk

(13)

рх'. dr.

(14)

Р = р х 'х '  dr.

Вектор Pi можно выразить в виде линейной комбинации 
трех Ьь Рц  =  0, а тензор Р,^ имеет 5 независимых компо­
нент, которые можно выразить в виде линейной комбинации 
пяти Ь2 ( Р - с к а л я р ) .  Тогда

+ 4 - к “р «
XiXk

1 К̂ Р 
6



Член, содержащий Р,, равен скалярному потенциалу электри* 
ческого диполя, член, содержащий равен потенциалу элек­
трического квадруполя, а член, содержащий Р, равен потен­
циалу точечного заряда, равного полному заряду системы. 
Соответствующее разложение для Л,- на основании (11) и (14)- 
имеет вид

= гк- 
_

2 (17>

Но по (12) второй член равен
1 IX г, d
2 г d r

' X  Р  X I d
& г dr ( М -

Эти два члена равны соответственно векторному потенциалу 
электрического квадруполя и точечного заряда, подобно чле­
нам в разложении скалярного потенциала. Поле (Е, Н) для 
точечного заряда обращается в нуль. (Условия, сформулиро­
ванные после (5), исключают существование осциллирующего* 
единичного заряда.)

В последнем члене (17) обозначим

(19>

Это антисимметричный тензор, который может быть связан 
с аксиальным вектором Af. Член, содержащий его, является, 
вектор-потенциалом магнитного диполя. С точностью до чле­
нов, содержащих (хг')^.

Ai =  e м Pi
/-2 \  ИГ j

На основании 24.21 (12) можно записать в виде
оо П Jn+4,i^r')

v r - ^r r

X  р® (cos 0 ') /7® (cos 0) e'® dr, (21 >



где С„, S — постоянные. М ож но показать, что член

- - - pŝ (cos 0') dr (22)

м о ж н о  выразить в виде линейных комбинаций величин с®'. 
Последовательности линейных комбинаций произведений этих 
величин на p * (co s0 )  дают полярный 1-вектор, причем его 
м ож н о  образовать следующим образом:

(cos 0 ) ^п+ 1  полярный электрический 2 "" '''-пол ь

(cos 0 ) с®"_[ полярный электрический 2 ” ~ '-п ол ь

(cos 0 ) аксиальный магнитный г^-поль

1 , о о п е п ж я ш и е  ^Члены В  ф И Л;, содержащие
5" - in r

dxi дх/г . . .

д а ю т  смешанное мультипольное излучение, как мы уж е это  
видели В случае

{ д У д х , д х , ) { е - ‘^г/г),

ПРИМЕРЫ

1. Электрический диполь с моментом М  находится на расстоянии а 
■от центра сферы, имеющей диэлектрическую постоянную К  и радиус Ь {Ь <  а). 
Ц ентр сферы находится на оси диполя. Доказать, что сила притяжения 
сф еры  к диполю равна

К-1  m V
а* ^  ^  К п  +  п + 1  ■ [ а )  •

о
(М. Т., 1939.)

2. Определить потенциал силы тяж ести тонкого гравитирующего сфериче 
ск о г о  слоя, поверхностная плотность которого имеет осевую  симметрию.

Однородное, почти сферическое тело плотности р ограничено поверх--

иостью  г =  а (1  +  еР^). Оно окруж ено ж идкостью  объем ом  п(Ь^ — а^) с  одно­

родной плотностью а.  Показать, что если тело целиком покрыто ж идкостью , 
Tto ббободная поверхность ж идкости есть г =  6  (1  +  T1P 2). где

3 (р — а ) а^е '
6 4 5 (р -а )а 3  +  2а63] ‘

(М. Т., 1936.)
3. Почти сферический проводник ограничен поверхностью

г =  а [ 1 + е Р „ (cos 0)] ( л > 1 ) ,
гд е  е мало. Он изолирован и помещен в однородное поле F, направление 
которого совпадает с  осью  проводника. Найти возмущение поля, вызванное



присутствием проводника, и показать, что поверхностная плотность наведен­
ного заряда на проводнике равна

ЪР 3F  /1
+  — е [ ( п - 2 ) Р п - 1  ( c o s 6 ) - t ( / z +  1) Р „ + ,  (cos 0 )].

(М. Т., 1939.)
4. Маленький магнит помещен в центр сферической оболочки из ж елеза 

с  радиусами а и й и с магнитной проницаемостью ц. Показать, что поле 
Вне оболочки благодаря присутствию железа уменьшается в отношении

2 ( ц -  1)2 '1+ - ( - Я ]
5. Конденсатор рбразован двумя проводящ ими сферами радиусами а, fr 

( а < Ь )  с центрами в А, В. Длина АВ  равна с, и величиной (с/а)^ м ож но 
пренебречь. Определить емкость конденсатора, если внешняя сфера зазем­
лена, и показать, что если Q — заряд на внутренней сфере, то п оверхност­
ная плотность в точке Р  этой сферы равна

Q
4па̂ 1 -

За^с cos РА В  
Ь^-а^ (Prelim ., 1936.>

6 . Электрический заряд е равномерно распределен на отрезке В С  пря­
мой ОВС. Р  — произвольная точка, причем О Р  <  ОВ. П оложив

О Р  — г, ОВ — Ь, ОС — с, cos В О Р  =  |х,
получить выражение потенциала в точке Р  через г, Рд, P j  Заземленная
проводящ ая сфера радиуса а ( < Ь )  имеет центр в О. Получить выражение 
для потенциала в точке Р  области а ^  г <  6  и показать, что заряд, наведен­
ный на сферу, равен

1п с — In 6
— е а --------------г— .

с - Ь

7. Если /С/г — объемная гармоника степени п, показать, что

{г"'Кп) =  ш  ( т  +  2 «  +  1) / ■ ' " - 2  Кп.
Если и  — однородный полином от X, у, Z степени 2и, показать, что

и  dS = (2я+ 1)1 (V T  U-

Интеграл берется по сфере г — а.
8 . П ользуясь определением интеграла, доказать, что

(я +  1) ^ „ + 1  (ц) -  (2/г +  1) (ц) +  nqn-i (ц) =  0.

Интегрированием получить <?о (l^). Я\ (ц). затем доказать 24.17 (9) и 24.17(18).

рп (v) dv
9. Доказать непосредственно, что интеграл ----------------

- I
[г - v является реш е­

нием уравнения Лапласа, и, следовательно, он является множителем у  (ц ).
10. Доказать, что если ц не действительное и заключено м еж ду — 1 

и 1, то

( 1 - уУ
( n - v ) " + ‘



11. Доказать, что если ц не действительное и находится в интервале 
— 1, 1, а V также лежит в этом  интервале, то

M.-V = ^  Я 2  (2/г +  1) рп (V) Qn ([х).
п=0

(Гейне)

12. Выразить s in ^  0 ( 1 + C O S  0) sin3X в виде суммы тессеральных гармоник.
13. Тороидальные координаты а, ij), Л связаны с цилиндрическими коор­

динатами ш, Z, Я соотнош ением

Z +  ш  =  а ctg  у  ('Ф +  W).

Д оказать, что

dŝ  = (da  ̂+  а dX̂ )
(ch  а  — cos ij))  ̂ ’

и на основании этого  выразить уравнение Лапласа через 0 , i|), X.
П оказать, что сущ ествует простая тороидальная гармоника вида

(ch 0  — cos cos «я]) cos mXf (ch a),

и определить f.
( I .e . ,  1937.)

14. Доказать, что

„-iv-z

15. Если u ^ ^ ( x  +  iy), x  +  iy), a +  b +  c — n, a ~ b  =  s, где

a, b, с — целые положительные числа или нули, показать, что

V  «“ w V
Z d  a l b \ c [  
с

удовл етворяет уравнению Лапласа.
Если п  —  S — четное число, показать, что все с  долж ны быть четными и 

что (24.03) (5) при
'h(n+s) 'k {n -s)

й(^,г/) =  о
у  (« +  S) ( n - s )

имеют заданный вид. Найти соответствую щ ее решение, когда n — s — нечет­
ное число.
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ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

М нож ьтесь, множьтесь, 
труд и муки.

Шекспир, „Макбет"

25.01. Определение: примеры. Эллиптические функции ха ­
рактеризуются следующими свойствами: 1) они являются одно­
значными аналитическими функциями во всей плоскости, 
за исключением изолированных точек, где они имеют полюсы;
2) существуют два числа со и со', отношение которых не яв­
ляется действительным, такие, что для всех значений z

f { z  +  a) =  f { z  +  (n') =  f iz )
и поэтому

f i z  +  m a +  п(л') =  f  (г)

для всех положительных и отрицательных целых значений т и п .
Название „эллиптические функции" возникло впервые из-за 

того, что эти функции связаны с интегралом, который появ­
ляется при определении периметра эллипса. Они имеют много­
численные приложения в физике. Для них существует обш ир­
ная, чисто математическая теория, по-видимому, более обш ир­
ная, чем для каких-либо других трансцендентных функций, 
которая умещается в основном в трехтомных работах *). В про­
тивоположность большинству рассмотренных в этой книге функ­
ций они не являются решениями линейного дифференциального 
уравнения; они удовлетворяют нелинейным дифференциальным 
уравнениям первого порядка. В то время как большинство 
функций математической физики так или иначе появляются 
из уравнений, описывающих распространение волн или тепла, 
эллиптические функции возникают во всех видах задач и обычно 
неожиданно.

Естественно, они появляются в задачах о потенциале, свя­
занных с внутренностью прямоугольника, где потенциал на гра­
нице поддерживается равным нулю, а внутри могут находиться 
заряды. Граничные условия будут  удовлетворены, если путем

*) Образцами таких работ являются работы Тэннери, Молка и Эннепери 
и Халфена. В недавней работе Невиля (в одном томе) достигнута большая 
симметрия в изложении.



последовательного отражения через стороны расположить под­
ходящим образом двойной ряд воображаемы х зарядов. Сум­
марный сложный потенциал, как легко видеть, будет обладать 
свойствами, присущими эллиптическим функциям. Важный круг 
задач, относящихся к линиям равноотстоящих вихрей меж ду 
жесткими стенками, был решен таким путем Розенхейдом [1]. 
Он имеет приложения к сопротивлению тел в аэродинамиче­
ских трубах.

25.02. П ериодичность решений одного типа дифференциаль­
ного уравнения: маятник и центральные орбиты . Обычно по­
явление периодичности связано с рассмотрением дифферен­
циального уравнения вида

которое следует рассматривать как первый интеграл уравнения
второго порядка х =  j f '  (х), где х  действительно и отлично от
нуля при x  =  Xq, а f ( x )  имеет простые нули при х  =  а и х  — Ь, 
причем а <  Xq <  Ь. Решение этого уравнения есть

Xq

Если X положительно при t =  о̂, то оно остается положитель­
ным, пока л: не достигнет Ь. Формально возможным решением 
должно быть, следовательно, постоянное х  =  Ь, однако тогда мы 
должны иметь х =  0 и f (х) =  f (Ь) =  О'). Однако это решение про­

тиворечит условию ^ =  у Г ( & ) ,  в котором f ' (Ь) не равно нулю,
так как по предположению Ь есть простой нуль f ( x ) .  (Эквива­
лентным условием в случае, когда допускаются комплексные 
значения, является аналитичность функции х  относительно i.) 
Следовательно, х  должно переменить знак, и х  будет монотонно 
уменьшаться до а, где знак х  снова переменится. Отсюда сле­
дует, что при сделанных предположениях х  — периодическая функ­
ция t с действительным периодом

ь
Г  И  Y

*) П рофессор Хартри сообщ ил нам, что это решение действительно часто 
выдается механическими интегрирующими машинами, если не предприни­
маются специальные меры предосторож ности.



Одна из простейших форм уравнения этого типа воз­
никает при исследовании движения простого маятника с началь­
ными условиями: при  ̂=  О, 6 =  0о, 6 =  6q. Уравнение энергии есть

02 =  02 +  - ^  (cos 6 -  COS %) =  62 +  i f -  (sin2 Sin2 1  I

Это выражение положительно при 0 =  0о и 0 =  0 и не имеет ну­
лей при O < 0 < 0 Q .  Оно отрицательно для 0 =  л при условии, что

02 < 2 ^ ( 1  + cos 0о),

и тогда оно имеет простой корень между 0 =  0q и 0 =  л. А на­
логичным образом  оно имеет нуль между — 0ц и —я. Следова­
тельно, 0 есть функция t с действительным периодом.

Рассмотрим далее движение по центральной орбите с уско­
рением Аг'^, направленным к центру. Силовая функция на еди­
ницу массы равна

Уравнения сохранения энергии и момента количества движения 
имеют вид

= . f l  +  М  +  2 {U  - U , )  =  V^ +  2 {U  ~  и  о),
г^д =  г1%, 

откуда 4 -2
^ 2 ^ y 2 _ _ ^  +  2 ( t / - t / o )  =  f (r ).

М ож но видеть, что знак / ( г )  изменяется следующим о б р а ­
зом ( / (го) =  Го >  о):

/ ■ - > 0  г  =  Г о  г - > о о

ш < —3 + 0 0  +  V^ — 2Uo
- 3 < т < - 1  - о о  -ь V ^ - 2 U o

— \ < т  — оо +  — оо

Следовательно, / ( г )  всегда имеет пару нулей, расположенных
по разные стороны от Го, если т >  — 1 и если — 3 < m <  — 1 при 
условии, что V ^ < 2 U q. Легко видеть, что они являются про­
стыми. Следовательно, при движении под действием центростре­
мительного ускорения г является всегда периодической, если 
m >  — 1 (включая важный частный случай, когда силы пропорцио­
нальны расстоянию от центра) и если —3 < m < — 1 при усло­
вии, что V '^ < 2U q. Последнее условие охватывает частный слу­
чай закона обратных квадратов т =  —2 и критический случай 
параболического движен»я ¥"̂  =  211 .̂

25.03. Дифференциальное уравнение для s n / ;  обращ ение 
интеграла. Вышеприведенные рассуждения являются весьма



действенными, поскольку они позволяют нам при соответствующих 
условиях убедительно продемонстрировать периодичность только 
путем исследования дифференциального уравнения без необхо­
димости предварительного его решения. Применим их к диффе­
ренциальному уравнению

= = .  (1)
где  й — действительное число, меньшее 1, а х  предполагается 
всегда существующим. При л: =  0 принимаем dx/dt =  + 1 .  П ра­
вая  часть имеет простые корни при л :=  ± 1 ,  следовательно, 
d̂ x I гг

~ ^  =  '2 ~ d jr ‘ П оэтом у  существует период
I

со =  4 f =  4К. (2)

Кроме того, если /  =  О при х  =  0, то

dx

У (I - х‘ ) (I - (3)
Это выражение известно как эллиптический интеграл первого 
рода, а К  — как полный эллиптический интеграл первого рода. 
Интегралы этих видов затабулированы и много изучались 
Эйлером и Лежандром, однако вся теория претерпела значи­
тельное изменение в связи с замечанием Абеля. Ясно, что если 
й =  О, то ( =  arcsin х; таким образом  изучение этих интегралов 
аналогично изучению arcsin х  вместо значительно более удобной 
в обращении функции sinA;. Метод, предложенный Абелем и раз­
витый Якоби, заключается в том, чтобы записать sn (/; k) вместо 
верхнего предела х  в (3) и рассматривать это  выражение как 
уравнение для определения верхнего предела в функции t, ко­
торая будет иметь период 4/С, аналогичный периоду 2я для 
круговых функций. Тогда sn(^; k) следует рассматривать как 
обобщ ение sin t. Принято опускать явное представление k в слу­
чае, когда всю ду имеется в виду одно и то же его значение.

Величина К  может быть выражена в виде степенного ряда 
по k, если положить AJ =  s in 9 . Тогда

■Ля 1/гЛ
/с  = d(p

sin“ ф
1 - З -5 . . .  (2/1- 1)

п—I 2"я!
dtp ■

" У "

Это гипергеометрический ряд с радиусом сходимости 1.



Очевидно,
s n 0  =  0, sn/C= l; (5>

sn (  —^ ) = —sn^, sn (2/С — )̂ =  s n /; 
sn {2К +  t ) =  — sn t .

- ^ s n ( 2 / C - 0 =  - - ^ s n /  =  -^ s n (2 /C  +  0 -

(6>

Д о сих пор мы рассматривали только действительные зна­
чения X VL t. Но если sn t обладает аналитическим продолже­
нием на комплексные значения t, то  его можно принять в ка­
честве дополнения к определению sn t. Далее, поскольку равен­
ства (6) справедливы для всех действительных значений в неко­
торых интервалах, то они ^удут также справедливы для всех 
значений, достижимых путем аналитического продолжения.

25.031. П оэтом у  мы должны установить, определяет ли при 
комплексных х  уравнение (3) х  как аналитическую функцию t  
и будет ли эта функция однозначной. По-прежнему принимаем k 
действительным и таким, что 0 < ^ < 1 .  Другие значения k бу­
дут рассмотрены позже. Дифференциальное уравнение показы­
вает, что t как функция х  является аналитической в области,, 
не содержащей точки ветвления X,  где

Х2 =  (1_л;2)(1_/г2д;2). (1),
кром е того,

d^x 1 d /d x \ 2 _  1 dX^ 
dt^ ~  2 d x \  dt ]  ~  2 dx ’

так что обобщение на комплексные значения сразу дает допол­
нительное условие, что это дифференциальное уравнение есть^

первый интеграл уравнения второго порядка вида х  =  ~  f '  (z)..

Интеграл для t сходится при х - * о о ,  так что мы должны рас­
смотреть его поведение вблизи соответствующих значений t (ко­
торые будут зависеть от выбранного пути интегрирования), и х  
как функция t будет обращаться в бесконечность в этих точках.

Если а ф а ,  где а — одно из чисел ± 1 ,  ± \ jk ,  то  разложение 
t {x )  — t (а) будет начинаться с линейного члена и ряд для t мо­
жет быть обращен, что даст х  как однозначную аналитическую 
функцию t внутри любого круга с центром в t (а), такого, что 
ни одна из точек х =  а не лежит внутри него и л: не обра­
щается в бесконечность. Вблизи любой из точек х  =  а имеем

t — t (a )  =  (x — а)' "̂ ф (х), (3>



где функция ф(х) аналитическая и не равна нулю при х  =  а. Это 
выражение вида, рассмотренного в 12.052, причем х  однозначен 
вблизи t =  t(a),  хотя dxldt =  0 в этих точках.

Для больших X на любом пути, уходящ ем в бесконечность.

t = dx dx

=  M ± ^ ( 1 + 5 C ) ,  (4)

где M  конечно, a if) и x — аналитические функции порядка l/x. 
Следовательно,

^ =  -  k ( t - M )  s i t ) ,  (5)

где — аналитическая функция при t =  M. Точки t =  M  яв­
ляются поэтому простыми полюсами х  с вычетами ± k .

Следовательно, х  есть однозначная аналитическая функция t 
на множестве значений t, принимаемых интегралом при всевоз­
можных путях интегрирования, имеющая только простые полюсы.

Если бы было полиномом пятой степени относительно х  
или выше, не имеющим нулей кратности три или выше, то х  
как функция t было бы по-прежнему аналитическим при зна­
чениях t, обращ ающ их в нуль. Но при больших л: член вида 1/х 
3  (4) заменился бы на член вида где у >  1 • Следовательно, 
каждая точка, где х  обращается в бесконечность, была бы точ ­
кой ветвления и л; не было бы однозначным. Другими словами, 
мы могли бы изменять л: вдоль незамкнутой дуги большого ра­
диуса и прийти к тому же значению t, с которого начали.

Если бы было кубическим многочленом, то мы получили бы 
-член с вместо \/х и х  было бы по-прежнему однозначной 
функцией t, но с полюсами второго порядка вместо простых по­
люсов. Читатель может сам исследовать, что будет, если Х'  ̂ яв­
ляется многочленом первой или второй степени. Мы приходим 
к выводу, что этот интеграл определяет х  как однозначную 
функцию t при условии, что Х^ есть полином не выше четвер­
той степени.

Отсюда сразу следует, что соотношения 25.03(6) мож но рас­
пространить на все дополнительные значения t, т. е. период sn t 
-равен Щ .

Рассмотрим теперь аналитическое продолжение при 1 <  д: <  1/й. 
Чтобы придать X  определенный знак, будем считать, что х  о б х о ­

д и т  1 по полуокружности сверху так, что

=  _  I (6)



Тогда

и при X-  

где

t= ^ K  +  i
dx

\/k
t - > K  +  iK',

dx

=^K +  iv.

m

V(x^ - 1) {I - ■

(7)

(8) 

(9)

Многочлен четвертой степени в знаменателе действителен и по­
ложителен в рассматриваемой области и имеет простые нули 
при л ;=  1 и х =  Ilk. Тогда х  есть функция v с  периодом 2/С'. 
Следовательно, по (7) это есть функция t с периодом 2Щ', и 
поэтому

sn ( / +  2 ;Х ')  =  sn  ̂ (10)

для всех t. Кроме того,
sn (2г/С'-  О =  -  s n (11)

Возьмем теперь х  чисто мнимым, а путь интегрирования 
вдоль мнимой оси. Тогда если x  =  iy, то

t =  i dy

Положим

1 +  k̂ y
И возьмем в качестве верхнего предела x  — ioo. Тогда

1/А
t =  i dz

■■ iK'.

(12)

(13)

(14)

Следовательно, iK' есть полюс д:, рассматриваемого как функ­
ция t. Кроме того, для больших у

t =  iK' -  i
у

х  =  гг/=

k y  ’

1
k { t -  iK')

(15)

(16)

и вычет s n i  при iK' равен +  \ jk.  Так как 2г/С'есть период, су ­
ществует другой полюс при —1К' с вычетом 1/fe. Поскольку 
sn {2К  -Ь О =  — sn /,  имеются полюсы при 2/С +  г/С'с вычетами — 1/й.



Величину К '  можно представить в другом виде. Положим в (9),

(П )

так что К '  есть та же самая функция от k', что п К  o t  k.
Если воспользоваться только путями, исходящими из х  =  0, 

такими, что l m ( o o ) ^ 0  при Кед:, заключенном между ± j / f e ,  
то t будет стремиться к iK' при стремлении х  к бесконечности 
по лю бом у направлению. На действительной оси  ̂ возрастает 
от О до К, когда х пробегает значения от О до 1; при даль­
нейшем росте X до значения l / k  действительная часть t  остается 
постоянной, а мнимая часть растет до К'; при д:->сх) мнимая 
часть остается постоянной, а действительная часть уменьшается 
до 0. Когда X идет от  О к — 1, — l / k ,  —  о о  (обходя —  I и —  l / k  
с положительной стороны), t проходит через — / ( , — / (  +  iK', iK ' . 
Таким образом, t ограничено в полуплоскости х, и его действи­
тельная и мнимая части должны принимать наибольшее и наи­
меньшее значения на границе. Следовательно, для всех х  
в верхней полуплоскости

-  /С <  Re /  <  О <  Im  /  <  /С '.
Если взять пути интегрирования в нижней полуплоскости, то 
получим аналогичные результаты, за исключением того, что 
поменяются знаки мнимых частей. Следовательно, по лю бому t, 
удовлетворяющ ему этим неравенствам, можно найти значение х, 
и оно будет единственным, так как в области не содержится 
точек ветвления t. Однако этот интеграл не дает возможности 
определить t при | 1 т / 1 > / ( ' ,  если путь интегрирования не пере­
секает действительную ось при Re л: >  1 или Re х <  — 1. Тем не 
менее можно сделать действительную и мнимую части t сколь 
угодно большими путем включения контуров, охватывающих 
обе  точки ветвления. Интегралы по контурам С и С ' в напра­
влениях, показанных на рис. 72, равны АК и 2 iK ', и, включая 
достаточное число контуров любого типа перед тем, как пере­
ходить от О к л:, можно сделать действительную и мнимую 
части интеграла сколь угодно большими, положительными или 
отрицательными, не меняя dx/dt. С помощью изменения кон­
тура можно получить простое доказательство эквивалентности 
наших выражений (9) и (12) для / ( ' .  Действительно, L можно 
деформировать в М, не пересекая точку ветвления, и уйти в —/оо 
таким образом, как показано на рисунке. Петля вок р у г  части 
действительной оси дает в силу (9) 2гХ', два интеграла от О



до 1 сократятся, а интеграл от О до — /оо даст вклад, рав­
ный, но противоположный по знаку интегралу вдоль L. П о­
скольку интегралы вдоль L vi М  должны быть равны, то (9) 
и (12) эквивалентны.

Когда л: меняется от — 1 до 1 по лю бом у пути в верхней полу­
плоскости, Re^ проходит от — /(  до К', следовательно, каждое 
значение R e /  в этом интервале определяет кривую, идущую 
из точки между — 1 и 1 на действительной оси к границе; 
на этой кривой Im t пробегает от О до К'- Следовательно, 
для любого t, удовлетворяющего условиям — / C < R e / ^ / C ,

-//л

я

Р и с .  72.

(за исключением R e /  =  0, \mt =  K', где х  имеет 
полюс), существует значение х, определяемое путем интегриро­
вания, выходящим из О при I m x ^ O .  Аналогично, если

~ A ' < R e / < K ;
то существует подходящий путь с I m x ^ O .  Следовательно, 
добавляя нужное число обходов по контурам С и С', можно 
придать t любое заданное конечное значение. Таким образом, 
интеграл обладает важным свойством: он может принимать 
любое значение t и, следовательно, его обращение определяет х  
на всей плоскости.

Можно взять путь интегрирования с одной только петлей 
около л:= -f 1. Это даст 2К, но л: поменяет знак, когда пойдем 
обратно к 0. Взяв интеграл до — х, получим

sn (2K  +  t ) ^ sn t.  ̂ sn {2К +  t) =  — -y r s n t .dt dt (19)

Если брать интеграл до х, получим
sn {2К -  О =  sn t. (20)

Путем подходящей комбинации контуров С и С ' с тем или 
иным направлением обхода и с петлей около +  1 или без нее 
можно придать смысл sn t обращением интеграла для любого 
значения t. Следовательно, функция sn t, определенная своим 
продолжением, является однозначной аналитической функцией



ВО всей плоскости t и имеет простые полюсы с вычетом Ijk 
во всех точках 4тК +  {2п +  I) iK' и простые полюсы с выче­
том — \/k во всех точках ( 4 т  + 2) /< + (2/г.+ l)iK', где т и п  суть 
положительные или отрицательные целые числа. Эта функция 
является двоякопериодической с периодами 4/( и 2iK'-

25.04. Невозможность трех независимых периодов. Если 
аналитическая функция /  (z) отлична от постоянной и имеет 
набор периодов (о,, со2> то среди них должен существовать 
один с наименьшим модулем. Предположим, что это не так, и 
возьмем некоторую регулярную точку г.  Тогда /  (г) =  /  (г +  со̂ ) 
для всех г. Если не существует наименьшего | со̂  |, то имеется бес­
конечно много точек t =  ©г, для которых О является предельной 

точкой, так что f { z  +  t) =  f {z ) .  Следователь­
но, f { z  +  t) — f { z ) - = 0  для всех t, и поэтому, 
вопреки предположению, / ( г )  — константа. 
Обозначим ©г с наименьшим модулем че­
рез со. Пусть Q будет период, если таковой 
существует, с таким же аргументом, как 
у ®, но не кратный ©. Пусть т  — такое
целое число, что m | со | <  | Q | <  ( т  +  1)| со |.
Тогда й  — тсо есть период с модулем 

меньше, чем у со, и мы пришли к противоречию. Следовательно, 
все периоды с тем же аргументом, что у со, являются целыми 
кратными со. Пусть со '— период с наименьшим модулем, не 
являющийся целым кратным со. Рассмотрим плоскость, образо­
ванную параллелограммами с вершинами в точках mco-f лсо',
где т и «  — целые числа. Пусть со" будет третий период, если 
таковой существует, не выражающийся в виде тт +  па'.  Тогда 
любое выражение вида со" — тсо — па»' также является периодом, 
и можно выбрать т и п  так, чтобы он лежал внутри парал­
лелограмма с вершинами О, со, со', co-fco '. Обозначим такой 
период через Q и проведем диагональ АС, соединяющую вер­
шины тупых углов. Тогда если Q лежит внутри треуголь­
ника ОАС,  то длина 0 Q  меньше, чем ббльшая из .величин 
I со I и I со' I . П оэтому вопреки нашему предположению о том, 
что со' — период с наименьшим модулем не кратный со, длина ОЙ 
меньше | со' |. Аналогично, если й  лежит внутри ABC,  то длина BQ 
меньше, чем | со' |. Следовательно, аналитическая функция, 
отличная от постоянной, не может иметь более двух незави­
симых периодов.

»
Э тот результат интересен в связи с обращением интеграла вида dxfX,

где — полином выше четвертой степени. Действительно, интеграл по кон­
туру вокруг любых двух простых нулей должен определять период. Для



не выше 4-й степени можно показать, что интегралы по таким контурам 
связаны соотношениями вида еш +  е'со' +  е"о )" =  О, где е, е ' и е "  равны О 
или ±  1 и определяют не более двух независимых периодов. Для более 
высоких степеней сущ ествует больше независимых периодов, что возмож но 
только потому, что функция уже не является однозначной. Такие функции 
называются 'абелевыми.

Назовем пару периодов со и ю', определенных выше, основ­
ными периодами. Всякий параллелограмм с вершинами в точ­
ках Zq, Zq +  и, Zq +  и ' ,  Zq +  со +  са' будем называть основным 
параллелограммом. Обычно Zq будет выбираться так, чтобы 
ни на одной стороне параллелограмма не было полюса. Боль­
шая часть теории эллиптических функций основывается на сле­
дующих двух простых теоремах:

25.05. Интеграл от эллиптической функции по периметру 
основного параллелограмма равен нулю. Действительно, если 
ЛВСО — основной параллелограмм, то интегралы вдоль проти­
воположных сторон АВ  и DC  равны и противоположны по 
знаку в силу свойства периодичности и того факта, что сто­
роны проходятся в противоположных направлениях. Аналогично 
этому взаимно уничтожаются интегралы вдоль ВС  и DA.

Эллиптическая функция, не имеющая особенностей в основ­
ном параллелограмме, равна постоянной. Действительно, если 
она ограничена в основном параллелограмме, то она ограничена 
во всей плоскости в силу периодичности и поэтому постоянна 
по теореме Лиувилля.

Если / ( г )  — эллиптическая функция, то / ' (z)/f (г) — также 
эллиптическая функция. Применяя первую теорему к f{z) ,  видим, 
что сумма вычетов во всех полюсах внутри основного паралле­
лограмма равна нулю. Применяя теорему к f ' {z ) l f { z ) ,  видим, 
что число полюсов f (z) равно числу ее нулей, причем учиты­
вается кратность полюсов и нулей. То же самое справедливо 
для f  {z)l[f {z) — с], где с — любая постоянная. Но полюсы f {z )  — c 
те же, что у / ( г ) ;  следовательно, f ( z )  — c имеет то же число 
нулей в основном параллелограмме, что и f {z ) ,  независимо от 
величины с.

Рассмотрим теперь следующий интеграл по периметру основ­
ного параллелограмма:

г Г ( г ) dz.2ш  J f { z )

Если полюсы f (2) находятся в точках а ,̂ а нули — в то этот 
интеграл равен причем учитывается кратность по­
люсов и нулей. Но

го+о> Zo + Oi
+

го+со +  (о ' J

гПг)
П г )

?0 + »
dz  = © dz =  2п1р'(л'



где р ' — целое число. Аналогично интегралы вдоль двух других 
сторон дают кратное 2пш . Следовательно, суммы значений z 
в нулях и полюсах f (z) в основном параллелограмме отличаются 
на величину вида  рсо +  р 'с о ',  где  р и р' — целые числа {возможно, 
нули).

25,06. Другие эллиптические функции Якоби: сп, dn и т. д.
Функция s n z  имеет полюсы в каждом основном параллело­
грамме. Это удивительно для обобщения sin г, но мы напом­
ним, что sin 2 имеет существенную особенность на бесконеч­
ности. При /г -> 0  мнимый период sn z  стремится к бесконечности, 
и полюсы превращаются в существенную особенность на бес­
конечности.

В параллелограмме со сторонами Щ, 4iK' имеется четыре 
полюса; следовательно, функция принимает каждое значение 
четыре раза в каждом параллелограмме.

Родственной sn t являются функции, соответствующие другим 
тригонометрическим функциям. Две первые определены следую­
щим образом:

СП  ̂=  У  1 — 8п2 ^; СП 0 = 1 ,

dn / =  ] / l  ~  ^ ^ s n 4 ;  d n O = l .

Нули и полюсы 1 — sn^^ и являются двукратными,
если эти функции рассматриваются в зависимости от t; следо­
вательно, СП  ̂ и dn  ̂ однозначны при аналитическом продолже­
нии. Другие функции определяются с помощью деления:

SC  ̂ =  sn ticn t, cs /  =  СП t/&n t,
s d t  =--sn t/dnt, d s t  =  dnt/snt,
cd t  =  c n t ld n t ,  dct  =  dn t cn t ,

n s t = l / s n t ,  n c t = l l c n t .
nd  ̂=  1/dn t,

Тогда основное дифференциальное уравнение можно записать 
в виде

sn  ̂=  СП  ̂ dn (1)
Отсюда

сп^ / =  — ^  s n 4  =  — 2 sn  ̂СП / dndt dt
СП / =  — sn  ̂dn (2)

и аналогично
dt

d
dt dn / =  -  k'^sntcn t. (3)



П оскольку
s n K ^ l ,  С П / с - о ,  d n K - k ' ,  ( 4 )

то
s n {K  +  i K ' ) = l l k ,  c n {K  +  iK')=-ih'lh, й п {К  +  Щ') =  ^. (5)

Чтобы достичь значений t между К  и +  iK ', х  должно пройти 
+  1 по верхней стороне; тогда ] /1  — становится равным 
— i Y  и функция СП / отрицательная и мнимая в этих
пределах. При fe =  0 функция сп  ̂ сводится к с о з / ,  dn / — к 1, 
sc^ — к i g t  и т. д. Эти функции, кроме того, сводятся к эле­
ментарным в другом предельном случае 1; тогда

s n /  =  th^; СП  ̂=  dn i =  se ch / .

25.07. Дифференцирование. Путем непосредственных преоб­
разований находим следующие дифференциальные уравнения, 
которым удовлетворяют рассматриваемые функции:

У-

y = A n t

- ^ =  l)(l

y  =  s c t  - ^  =  +  г/^)(1+ f e ' V ) ,

y  =  n s t  -  V { y ^ - i ) { y ^ ~ k ^ ) ,

y  =  c s t  4 f - = -  + ! ) ( /  + A>'0,dt

y = c d t  - ^  =  - 1 / ( 1 - / ) ( 1 - а д , '

у  =  ш  ^  =  V { \ - k ' " y ^ ) { i  +  k Y ) ,

y ^ A z t  =

r / = d s /  ■ % = - V { y ‘̂ - k ' ^ W  +  k^).

Корни берутся положительными при О ^  ^  Д".
Заметим, что функции ns t, c s t  и ds /  имеют полюсы с вы­

четом 1 в начале координат и что знаки коэффициентов при



главных частях в окрестностях нулей соответственно оба отри­
цательны, оба  положительны и различны. Невиль счел удобным 
взять эти функции в качестве основных.

25.08. Вычеты в полюсах. Мы видели, что все полюсы sn^ 
являются простыми с вычетами ±  l/k; следовательно, все по­
люсы СП t простые с вычетами ±  i/k, а dn  ̂ с вычетами ±  г. 
При x  =  s n t - >  +  oo, проходя + 1  и +  l/k по положительной 
стороне, t ^ i K ' ,  c n t  ведет себя как — г з п / ,  d n /  — как — ik&nt. 
Но вычет sn^ в Щ' равен Ijk, и поэтому вычеты c n t  и dn^ 
равны — ijk и — г. Так как с п /  и dn^ — функции четные, их 
вычеты в — iK' равны ik и /; действительно,

А А 2Л Р  
i - P  / +  р “  >

что является четной функцией t.
С точностью до  знака, cd^ и sn  ̂ удовлетворяют одному и 

том у же дифференциальному уравнению. Но если K < t  < 2 К ,  
то sn  ̂— убывающ ая функция. Так как это уравнение первого 
порядка и не содержит явно t, то, следовательно,

sn {t +  v) =  cd^,
где Y — некоторая постоянная. При у =  К  это соотношение спра­
ведливо для  ̂=  0 и поэтому универсально. Отсюда

s n (^ +  /<■) =  СП/ /d n f .  (1)
Путем преобразований, принимая во внимание знаки функций 
между К  и 2/С, получим

m { t  +  K ) = - k ' s n t l A n t ,  dn{t  +  K) =  k 'IAnt.  (2)
Отсюда следует, что
sn ( / Ч-2/С) =  — s n /, СП ( / +  2 /0  =  — СП dn Н-2/С) =  dn (3)

Следовательно, sn  ̂ и сп^ имеют период 4/С, а dn^ имеет пе­
риод 2/С. Это позволяет нам сказать, что вычеты сп^ в 2 К + 1 К '  
и 2/С — г/С' равны +  ijk и — ijk, а вычеты d n  ̂ равны — ги  + г .  

В результате имеем следующ ую систему вычетов:
iK ' - I K '  2K  +  iK' 2 K - i K '

s n t  \/k l/k - l / k  - l / k
cn t —i/k +i/k +i/k —i/k
dn< —i +{■ —i + t

Если положить n s t  =  kz, TO z, за исключением знака, у д о ­
влетворяет дифференциальному уравнению для sn^. Следова­
тельно, существует такое Y i ч т о

sn (̂  +  y) =  ±  ^ksnt



Чтобы осуществить соответствие полюсов, возьмеМ у  =  Щ' и
при t малом принимаем знак положительным, так как вычет
sn t равен +  1/fe при t — iK'-  Следовательно,

sn {t +  iK') =  Y h u '  s n ( /  +  2 / r )  =  s n / .  (4>

Далее, выбирая соответствующие постоянные, получаем

+  (5)

dn(^ +  / r ) = - - ^ .  (6>
и поэтому

СП {t +  2 /Х ')  =  -  СП /,  dn {t +  2iK')  =  -  dn (7)^

Кроме того,

sn { t  +  K  +  iK') =  ^ ,  cn { t  +  K  +  i K ' ) - ^ - j § ^ ,

dn{t +  K  +  iK') =  i k ' - ^ ^ .  (8)

sn {t +  2K  +  2iK')  =  -  sn cn (t +  2K +  2iK') =  cn t,
d n ( /  +  2/C +  2 / r ) =  -  d n / .  (9)

П оэтом у для каждой из этих функций площадь параллело­
граммов периодов равна половине  площади параллелограммов 
периодов со сторонами 4/С и AiK'- Последний параллелограмм 
является параллелограммом периодов для всех этих функций. 
П о этой причине обычно удобно использовать параллелограмм 
со сторонами 4 /(  и 4г/С'.

25.09. Разложения на простейш ие дроби  и тригонометриче­
ские представления. Одним из наиболее плодотворных источ­
ников формул для эллиптических функций является сравнение 
главных частей в полюсах. Этот метод наиболее просто иллю­
стрируется на функциях n st ,  c s t  и d s t .  Эти функции нечетные 
с вычетами 1 при t =  0. Результат прибавления 2 /( ,  2iK' и 
2/С +  2 /К ' к t показан в следующей таблице знаков:

2К 2iK' 2/С +  2 /К ' 
sn — +  —
СП — — +
dn +  — —
ns — +  —
cs +  — —
ds — — +



Следовательно, по теореме Миттаг-Леффлера (функции ограни­
чены на подходяще выбранной последовательности параллело­
граммов, уходящ их в бесконечность)

n s t =  2 ]
т= ~оо п= —оо

1 1
. t -  4тК  -  4niK'  

1
t -  (4т +  2 ) К -  4niK' 

1
t ~  4mK  -  (4n  -b 2) iK' ~  t - ( 4 m  +  2 ) K - ( 4 n  +  2) iK'  
1 , 1

t -  4m K -  4niK' ^  t - ( 4 m  +  2 ) K -  4niK' 
1 1

t -  4m K  -  [4n +  2 ) iK' t - ( 4 m  +  2 ) K -  {4n +  2).iK' ’ 
1 1

, t — 4m K -  4niK' t -  (4m +  2 ) K -  4niK' 
1

/  -  4mK -  (4n +  2 ) iK'  ^  t - ( 4 m  +  2) K -  ( 4 n ^  2 ) IK' '

Интегралы 25.03 (2), 25.031 (9) или (14) могут определять 
/С и и при k комплексном {К  имеет особенность при й =  ± 1 ,  
а К'  при k =  0). В этом случае только что приведенные ряды 
будут  по-прежнему сходиться и определять аналитические по t 
и k функции. Следовательно, они приводят к определениям 
эллиптических функций, удовлетворяющ их тем ж е  самым диф­
ференциальным уравнениям даже при k комплексном, что 
позволяет снять требование действительности.

Тогда
я ЯО _  1 I 1 1 1 \
2К^^^ 2К \ v - 2 i i K '^  2 п к ) ’

я яо 1 I V ' ' ' /  .^п1 1 I 1
^ c o s e c ^  =  -  +  2 j  ( - i r l i r r ;

и поэтому
■2пК ' 2пК -)■

~2К c o s e c ^ i t  — 2ntK') +  cos& c^{t-\-2nlK '

2К
Atсозес - щ + S

'2 /С '

. . nt , ппК' \ 4s.n c h - ^
, MiiK̂  я7 e o s ^ y

c s t  =
2K I ch

sin f sin nt
к

d st  =
2K

4ппК' nt
К

cos ^

nt Л
cosec

2K

, ( 4 n  +  2 ) nK' nt  
° c h — ^ ------------- C O S ^ J

, . nt , rmK' - 
4 3 i n ^ c h  —

. 2nnK' ntch -----  CO Sк



Ряды быстро сходятся, если К'/К не очень мало. Физическую 
иллюстрацию дает решетка из заряженных проводников, ре­
гулярно расположенных в плоскостях таким образом, что каж­
дая четверка проводников, сходящихся в углах ячейки, содер­
жит два положительно и два отрицательно заряженных про­
водника. В таких условиях потенциал в точке определяется 
главным образом зарядами в соседних плоскостях, а вклады 
от более отдаленных зарядов почти уничтожаются.

25.10. Формулы сложения. Если о — постоянная, то sn(M +  i)) — 
эллиптическая функция и с теми же периодами, что и sn и. 
При k =  0 и k =  \ эту  функцию можно выразить через функции 
переменных и и v следующим образом;

sin («  -Ь о) =  sin и cos V -Ь cos и sin v,
,, , , ■. th и - f  th о
t h ( «  +  ^) =  T + t h « t 'h . -

s
М еж д у  этими двумя формулами не видно такого сходства, 
которое помогло бы найти аналогичные формулы для произ­
вольного k. Однако для малых v при любом k имеем

sn ( «  -1- и) =  sn и +  СП ы dn ы sn у +  О (о^).

В силу симметрии долж но быть

sn (м +  у) =  sn м СП и dn о +  СП «  dn м sn а -Ь О

При fe =  О остаточный член пропадает. При k =  1 правая часть 
равна

Ih ы sech^ V +  th v  sech^ и +  О {u^v )̂ =
=  (th M -bth t) ) ( l  — t h « t h w ) +  0(u2u2) =

=  (1 — th  ̂Ы th  ̂v) th (m +  u) +  О (u^v^).

Таким образом, оба  крайних случая охватываются формулой

sn «  СП и dn а +  СП U dn U sn иsn {u +  v) - l —f(k) sn ^  и sn ^  V

где / (0 )  =  0 и / ( 1 ) =  1. Для произвольного k эта формула верна 
с  точностью до

Далее, sn (u  +  v) как функция и имеет полюс в точке iK' — v. 
Н о  числитель может обращаться в бесконечность только тогда.



когда сами и или v имеют вид iK '  +  2т К  +  2niK'-  Следова­
тельно, полюс может появиться только при обращении в нуль 
знаменателя. Но

sn {iK' — и) =  — — ,'  ' ksnv ’

и поэтому знаменатель мож ет обращаться в нуль при всех v 
тогда и только тогда, когда

f {k)  =  k\
Тогда

 , ч sn ы СП о d n  о +  СП U dn и sn у  , , ,
8 П Ш  +  0 )  = ------------;--------^ -3-------5----------- .

'  ’  1 — sn^ U sn^ и

П оэтому, если существует формула, выражающая s n ( «  +  y) 
через эллиптические функции переменных ы и у, то она должна 
иметь вид (1). Остается показать, что формула (1) верна.

Простейший способ состоит в сравнении вычетов. Левая 
часть имеет полюсы u =  — v ± i K '  с вычетами \jk и полюс 
u =  — v +  2K +  iK' с вычетом — Ilk. Прибавление 2/С к ы изме­
няет знак обеих частей (1). Обе части имеют период 2iK'. 
П оэтом у нужно рассматривать только и =  — и +  Щ'-

В каждом из полюсов функции sn и правая часть анали- 
тична. Следовательно, полюсы правой части могут появляться 
только при обращении в нуль знаменателя и должны быть
простыми. Знаменатель обращается в нуль при и =  — v ±  iK',
а также при ы =  у ±  iK '.  П оэтом у нужно также рассматривать 
u =  v +  iK'. Но

sn (у +  iK') СП у dn u +  sn и СП (и +  iK')  dn (о +  iK')  =
1 j  , (  г dn V \ / . СП V \ п=  -т c n y d n t )  +  s nu  — г   — г  =  О,

fe sn и \ k s n v  ) \  s n v  I '

И поэтому V +  iK '  не является полюсом правой части. Следо­
вательно, левая и правая части имеют одни и те же полюсы. 
Кроме того, если u +  v — iK' мало и равно, скажем, 0, то

1 • I 2 c n o d n i ; „  , ^ /q2\
sn {iK  У +  Э) -  2̂ ^̂ 2 _  0) -  2̂ „ Э +  о  (0 ),

и правая часть (1) равна

СП о dn t) /  2 СП t) dn о g  I_
k sn V I sn  a  ^0 '

Следовательно, обе функции имеют одни и те же полюсы 
с одинаковыми вычетами и поэтому могут различаться только



на постоянную, которая, как можно показать, полагая ы =  0, 
равна 0.

С другой стороны, зная, что обе части (1) имеют одни и 
те же полюсы и нули, мы заключаем, что их отношение равно 
постоянной. Полагая и малым, можно доказать, что эта по­
стоянная равна 1.

Соответствующие формулы для сп ( «  +  а) и dn (м +  к) имеют 
вид

,  , V СП « С П  t) — sn и sn  I) dn м dn о
+  = ’ (2)

, , , , dn и dn и — sn и sn t) СП и СП ц
+  = ------------ \-k^sn^usn^v------------•

Их легко проверить непосредственно.
Нам представлялось интересным показать, как эти формулы 

можно было бы найти, зная крайние случаи. На самом деле 
они были найдены совершенно другим способом. Эйлер нашел 
Сложное равенство для эллиптических интегралов, которое, 
если его переписать в обозначениях Якоби, переходит в (1).

Другой способ проверки, совершенно непосредственный, но 
скорее пригодный для скрашивания долгого пребывания в зале 
ожидания вокзала, состоит в том, чтобы продифференцировать 
правые части равенств и показать, что для каждого из них 
производные по и и по о одинаковы. П оэтому правые части — 
функции и +  у, а их равенство устанавливается, если положить 
ы =  0. -

25.11. Представление функций sn^, сп^ и dn^ в виде бес ­
конечных произведений. Функция d (In sn t)ldt имеет простые 
полюсы с  вычетами + 1  в нулях функции sn  ̂ и простые полюсы 
с  вычетами — 1 в полюсах sn t.  П оэтом у по теореме Миттаг- 
Леффлера имеем

^ - i n s n ^ - i = | ; 2 : ' ( 7  ‘ ' '^ ^ 1 1 1  он  »  ̂ \ t - 2 n i K ' - 2 т К  ^ 2 n i K '  +  2m K
— оо

 ! ! _ _ _ _ \
< -  (2га + 1) iK' -  2тК (2« +  1) iK' +  2тК ) ’

причем в первых двух членах значения т =  О, п =  О исключаются. 
Если взять одинаковое число членов с положительными и отрица­
тельными значениями m и п, то  постоянные члены уничтожатся.



Следовательно, 
d
dt In sn /  =

sn  ̂=  Л sin nt -00
2K

=  A  sin nt i

II
— oo 

oo

П(

2K

2плК' nt
c h  ^--------- cosX К

2K

П , { 2 n - l ) n K '  nt  
ch   гИ cosК К

Положим i K '  =  K t ,  q  =  e '" ' '  =  Примем, что Re { К ' I K )  >  0.
Тогда I 9 К  1 и

nt“  1_2<72«cos- ^  +  <7̂ «
s n /  =  ^ ' s i n ^ J J

2K  . nt =  — ^ sin 2K П
nt

(1
- i  (1 -  1 _ cos -^  +  q*'̂ ~̂  Л

Причем значение постоянной устанавливается из требования, 
чтобы получалось правильное значение производной при  ̂=  0. 
Все произведения абсолютно сходятся, так как | ^ | < 1 . Анало­
гично

i > n - < = S S
1 1

— 00 — оо

=  - ж

. t - { 2 m + l ) K -  2niK' t - ( 2 n +  1) iK'  -  2 mK .

2K
n [ t - ( 2 n + l )  iK'] 

2K

откуда

c n , - c o s f n  ^



Кроме того,

d n /  =  I J

25,111. Тэта-функции. В приведенных формулах эллиптиче­
ские функции представлены в виде отношений четырех целых 
функций, каждая из которых имеет период Щ .  Эти функции 
можно представить в виде рядов. У добно положить

( 1)2 = 2К •
Тогда период становится равным 2я. К аж дую  из четырех целых 
функций при постоянной мнимой части Z можно представить 
в виде ряда Фурье, который мож но продолжить на другие зна­
чения мнимой части z  (если ряд остается сходящимся). Возьмем 
сначала

оо

Ф (г) == I I  (1 “  cos 2z +  ==
1

оо

= II (1 “  q =
Тогда

Ф (2  -I- я т )  =  Д  (1 -  (1  -  =

1 — qe',2iz ф(г) (2)
Далее, если

Ф (г) =  Ло -Ь 2Ла cos 2z +  2Л4 cos 4г -Ь . . .  =
=  А о +  А2 (е2‘  ̂-Ь е-2'г) Ч- A^ (е«^ -1- -Ь . .

то
Ф ( z  +  л т )  =  Л о +  Л 2 +  q -^e~^^^)  -Ь Л 4  +  q - * e ~ ‘' ‘ ^) +

С другой стороны,
ф(г +  ят) =  — +  ЛгСе-'^ +  4- . . . ] .

Приравнивая коэффициенты, находим
оо

м - 2  2 ( - i r < 7 « 4 o s 2 r t 2  ,Ф (2) =  Ло 

полагая по определению
Ф(г) =  Ло^о(2).

(3)

(4)



Далее, подставляя последовательно значения аргумента 2 +

2 +  у л т ,  г  +  у я  +  у я т ,  находим
00

ф ( z  +  Y  n j  =  (1  +  2 < 7 2 « -i  c o s  2z  +  ( 5 )

1
00

Ф (2 +  J J  (I — cos 2z +  (6)
1 00

Ф ^2 +  Y  я +  Y  =  2e~^^ cos z  J J  (1 +  2 (72" cos 2z +  (7)
1

Три функции ■fl’i (2), ■в‘2 (г), ■0-3 (2) определяются ч§рез функцию #о (2 ) 
и представляются в виде рядов следующим образом:

■&0 (2  +  я j =  ■в'з (г), йз (2) =  1 +  2 ^  q'̂ " cos 2nz,
I

■в'о (2 +  у  ЯТ  ̂=  (2),
00

*1 (2) =  2 2  ( -  I f  sin (2n + 1 ) 2 ,
/1= 0

do (2 +  Y  я +  Y  =  ^~'^'e-‘% (2 ),
00

Щ (2) =  2 2  cos (2«  +  1 ) 2 .
n = 0

(8)

(9)

(10)

Четыре функции Oq, 'fl'i, ■&2> 'б'з называются тэта-функциями 
Якоби [2] *). Они непосредственно связаны с четырьмя беско­
нечными произведениями, через которые, как мы показали, 
выражаются функции sn, сп, dn. В самом деле, бели положить 
1/ Л о = С ,  то

0̂ = G П (1 -  2̂ 2«-1 cos 22 + <7̂ "-2),
1

оо

#1 =2Gq'^*s\nzlil  (1 c o s 2 z  +  q̂ '̂ )y
1
00

^2 =  cos г  Ц  (1 +  2-f^ cos 2z +  7^"),
i00

^3 =  G n  (1 +  2^2« - l  cos 22 +  7^«-2),

(11)

(12)

(13)

(14)

*) Уиттекер и Ватсон обозначаю т функцию 'ггргз ^ 4. И х (лг) соот ­
ветствую т нашим д ,  (г).



И тогда
„  2Kz К  ^ 1 (г) Т Г  м г ч

2Kz _  I О2 (г) Т Т  _  fl'o (0) ©2 (2)
я  ~  2 ^  до (2) 1 1  (1 +  9“ )2 д 2{0) д „ ( 2) ’

2 K Z  _  # з (2 )  Т Т  ( \ - q ^ " - ^ Y  0о (0 )  д з ( г )  ,
я  ”  Оо(г) 11 ( 1 + 9“ - 1)2 -  ^з (О ) # „ ( г )  '

М ож но легко проверить, что каждая из тэта-функций удовле­
творяет уравнению теплопроводности в виде

дг^ ~  п д х  •

Ввиду того что c n O = d n O = l ,  имеем

^2 (0 )  ^з (О ) ^о(О) ^  /щ ч

При 2 =  у я  функция d n 2K z!n  =  k ' . Отсюда

V F - ^ /  (2 0 )

Далее при z =  +  функция сп2/С2г/я =  — й ' /^ -  Тогда
F  Ор (0)

/ ? = .(0) ■

1^  =  ^  (2 0

Причем постоянный множитель выбран так, что sn 2Kzjn — Ijk 

при 2 =  -^ я  +  у л т .  Следовательно, имеем также

я  U  j до (г) ’ я  ^  до (г) •

Формулу (22) мож но переписать в виде

b , { z ) = V k \ { z ) s n ^ ,  (24)

откуда
b [ { , z ) = Y k  ^ o ( 2 ) s n - ^  +  - ^ ' & o ( z ) c n - ^ d n ^ ]  (25)



^ Г ( 0 ) = - 1 Л й [ ^ < ( 0 ) -

(0) 3<  (0)

2К\

(0) до (0)

Но из (23) следует
д ^ ( 0 ) _ < ( 0 )  /2 iC f  < ( 0 )  &"(0)

(26)

^2 (0 )
откуда

,(0) [ л  /

(0) (0)

3̂ (0)

<  (0)

^0 (0)

, < ( 0 )

2 К  V
Ы >  (27>

(28>д;(о) до(о) #2(0) #з(о)

Из уравнения в частных производных (18) следует, что (28) 
равносильно соотношению

1п^и0) =  -^ 1 п [0 о (0 )^ 2 (0 )0 з (0 ) ] ,dr
И, следовательно,

( 0 )  =  с ^ о ( 0 ) д 2 ( 0 ) д з ( 0 ) ,

где с не зависит от т и г. Рассматривая в каждом предста­
влении в виде ряда низшую степень q, находим, что

с = 1 ,
откуда

oUO) =  '&o(0)^2(0)#3(0). (29)
Далее

-sn- 2Кг] 2К
г = 0\dz  я

Отсюда и из (13), (14), (15) имеем 

(0)
1 = (30)

Бесконечное произведение в знаменателе равно единице. В са­
мом деле

I I  (1 +  9^") (1 +  (1 -  9^"- ')  =  I I  (1 +  <?")(! -  =

П =  1.

Следовательно,

G =  П  (1 -  
1

(31)

(32)



Кроме того, из (22) получаем
2/С 1 (0)

=  ^ # 2 ( 0 ) ^ 3 ( 0 )  =  01(0) (33)
я  / f e  до (0 ) V k  

И

iK' =  %K =  j  Jtx^i (0). (34)

Тэта-функции имеют один период, равный я или 2л, что 
удобно при решении задач, связанных с фиксированными гра­
ницами. Ряды для тэта-функций сходятся чрезвычайно быстро. 
Если К ' / К = и  то q =  e~^ и-практически всегда можно прене­
брегать (Мы всегда можем сделать такое преобразование, 
что будет выполняться неравенство К '!К  ^  1 • Действительно, 
из дифференциальных уравнений видно, что если положить t =  ш, 
то дифференциальное уравнение для s e t  переходит в уравнение 
для sn^ с модулем k '. Такое преобразование называется мнимым 
преобразованием Якоби.) С другой стороны, часто k бывает 
задано, а требуется найти оба  периода. Тогда более удобно 
пользоваться sn, сп и dn.

Это преобразование тэта-функций тесно связано с тождест­
вом, которое было получено в связи с задачами теплопровод­
ности. Из 20.02(7), (12) при всех положительных t и при Q < x < l  
имеем

X I V  2  . ппх (  \

П=1

=  1 _  У  /1 _  erf - f  У  [1 -  erf .
^  I 2ht >̂ . ^  2ht ‘̂
r = 0 ^  ' r =o ' -

Это соотношение можно продолжить на все х .  Продифферен­
цируем по л: и умножим на I. Тогда

_  jeL
l + 2 l c o s — е х р ( - - ^ ) = ^ у ^ в  X

V

X

!  оо
йч' ■ rlx1 + 2 ^ е  ch- hH

r=l
П олож им

лх  „  лЬ^( . К'
- r  =  2z, or =  - 7Г -  =  -  f t  = к ’

тогда
оо / оо >

1 +  2 ^  COS 2nz exp ( — Itn^o) =   ̂ ^



с^^едовательно,
■&3 {z; а) =  .

Обычно эта формула записывается через т. Н о пользоваться а 
удобнее, так как в большинстве приложений а  действительно. 
Принятые здесь обозначения позволяют использовать а явно. 
При малых а начальные члены ряда в левой части равенства 
убы ваю т медленно, а в правой части при Re z <  я — быстро. 
П равая часть такова, что периодичность по Re z  не указана 
в явном виде. Однако при значениях R e 5 :> n  значения фун­
кции можно получить из условия периодичности.

Используя соотношения (8), (9), (10), можно вывести соот- 
ветствуюш,ие формулы для других тэта-функций:

■&0 {z; о) =  .

•e-i (2 ; а) =  -  - i ) .

25.112. Сдвиг аргумента. Если аргумент тэта-функции уве­
личить на или у  я +  у я т ,  то получится другая тэ­
та-функция, умноженная на простой множитель. Следующая 
таблица содержит получающиеся результаты; некоторыми из 
них мы уж е пользовались; при этом

М = M ' =  q

z 2 +  -^n 2 + -^ ят г + 1 , 1 ЯТ 2 +  я 2 +  ЯТ г + п +  пх

Шд, Оо -М'&о
Шдо Мдз -<>1 -Л1'д, M'di

- д . м ь. — Шд'о - ^ 2 М'&2 • -  Al'dj
^3 «0 AfO'2 Ш&, 3̂ М'&з Л1'дз

25.113. Выражение эллиптической функции с  заданными 
периодами через тэта-функции. Поскольку

(z +  я) =  — ■б’! (z), О , {z +  ят) =  — (2 ),

д ' ( г  +  я) д|(г) д|(2 +  лт)
имеем

■&1 (г +  п) fl'i (г) ’ (г +  лт)



Следовательно, функция ■&! (г )/#1 (z) имеет период я. При z =  О, 
пт, л +  ят, . . .  она имеет простые полюсы с вычетами 1. Ее 
производная имеет также период ят.

Это свойство можно использовать для того, чтобы выразить 
эллиптическую функцию ф(и) с периодами со и (о через ■fl’i/'fl'i. 
Положим

Ф (м) =  f ( - ^ )  =  /  (т), ю'/со =  т,

где со' и со выбраны так, что Im (co7co )>0 .
Тогда функция f {г) имеет периоды я, ят. Пусть полюсы f {z )  

в основном параллелограмме — простые полюсы в точках О], 
02, . .  . с  вычетами А^, Лз, . . . .  Тогда

может отличаться от f { z )  лишь на целую функцию. Далее 
F {z  +  n) =  F {z),

f  (2 +  ят) =  ^  Л, 1 ■ I  j - 2 i J ^ A ,  =  F {z ) ,

так как является суммой вычетов функции f { z )  в основ­
ном параллелограмме и поэтому равна нулю. Следовательно,

f { z )  — F (z) =  const.
Отсюда следует, что

J f ( z ) d z  =  ^  Ai In ■&, (z — щ) +  Cz.

Таким образом, интеграл от любой эллиптической функции,, 
имеющей только простые полюсы, выражается через '&I.

Это утверждение можно сразу распространить на функции 
с  кратными полюсами, если использовать производную функ­
ции •Ь\1'Ь\.

Далее, если функция f { z )  имеет п полюсов а,- и п нулей р̂ ,. 
то  можно выбрать функцию

II д. (2-Р/)
G {z )  =

в которой для кратных нулей и полюсов сомножители повто­
ряются соответствующ ее число раз. Тогда

G {z  +  n) =  G {z ),



так как число полюсов и число нулей одинаково. Кроме того,

G (г +  ят) =  G (z).
exp (2i 2 j « /)

Н о S P (  — имеет вид pn +  qnr, где р и «/ — целые числа. 
Эту разность можно сделать равной нулю подходящим вы бо­
ром Рг и а,-, выходя, если это необходимо, за пределы исход­
ного параллелограмма. Тогда /  (г)/С  (г) — постоянная.

25.12. Приведение эллиптических интегралов к стандарт­
ному виду. Пусть R (л:) — многочлен четвертой степени с дей­
ствительными коэффициентами, не имеющий кратных корней. 
Если сделать дробно-линейное преобразование

at  +_р , .
^  yt +  6 ’

то R {x )  принимает вид Ri(t)/{yt +  ЬУ, где 7?, (О — новый много­
член четвертой степени, а dxjdt  пропорциональна {yt +  6)“ .̂ 
Следовательно, d x j Y R { x )  преобразуется к виду d tlY R \ {t ) -
Мы хотим выбрать такое преобразование, чтобы функция R i{t)  
была четной. Пусть корнями R {x )  с^^жат а, Ь, с, d, а корни 
R i(t )  будут — Л, — g, g , h. Испробуем преобразование

^  =  1 ^ .  (2) 
х ~ с  t - g  ' ^

Тогда Ь переходит в — g , а с  переходит в -bg-. Для соответ­
ствия остальных корней должно быть

а - Ь  - h  +  g  _ .  h - g  d ~ b  h +  g
a - с - h ~ g  g  +  h ' d - c  h - g  ’

откуда

Далее

g  +  h \
■h

 ̂ _  d ~ b  a — с 
d ~  с a — b (4)

■c h - g

Тогда, если произвольно выбрать g, то h определится из (4), 
а / — из (5).

Случай 1. Пусть все корни действительны и а <  Ь < с  < d .  
Тогда при действительном g  оказывается, что h действительно. 
Положим g = l .  Выбирая положительный знак корня, имеем

| ^ > 1 ,  1г>1 ,  (6)

it) =  С (̂ 2 -  1) (̂ 2 -  Л2) =  С ' (1 -  (1 -  (7)
Это преобразование приводит к t =  A s n u  при k =  1/п< I.



Случай 2. Пусть Ь и с — действительные, а а и d — комплекс­
ные сопряженные числа. Положим §•= 1. Тогда

e  +  h
g - h = 1,

и /г =  г/ — чисто мнимая величина. При этом

(8)

(9)

и интегрирование можно провести, используя подстановку / =  сп ы, 
sdw или dsM.

Случай 3. Пусть а и d, Ь и с — попарно комплексно сопря­
женные числа. Выберем g  =  i. Тогда h — число мнимое, так как (4) 
по-прежнему действительно. П оэтом у

R, (0  =  С(1 -f  ;2)(1 +v2^2). ( 10)

Интегрирование можно произвести при помощи подстановки
t =  SC и и CS и.

Интегралы вида ^ d t j  Y R ^{t)  называются эллиптическими
интегралами первого рода и их можно выразить через функции 
sn, СП, dn. Более сложные интегралы, содержащие квадратный 
корень из многочлена четвертой степени, можно свести к виду

Г tfx +  
VRi W

dt. ( 11)

где f| и /з ~  рациональные функции. Далее такие интегралы 
путем разложения на простейшие дроби можно свести к сла­
гаемым вида

t̂ P dt dttf (/2) dt
к т а  ’ / / ? . ( < ) ’ (\+nt^)PYR A t)'

(12)

Слагаемые первого вида даю т элементарную функцию. Для 
определенности остановимся на случае, когда Ri [t) =  { \ — t'^)X 
У, { \ Второй интеграл при помощи подстановки / =  sn  «
сводится к

« р =  и du.

Но

СП м dn ы) =  {2р — 3) м с п ^ «  dn^M — и dn^ и —

— исп^и =  а sn^'’ w -I- Р «  +  Y sn'̂2P-4 u,



где а, р, Y “  постоянные. П оэтом у последовательным приведем 
нием Up можно свести к ы и sri^udu. Интеграл в стандарт­
ном виде

и snu  ________

£(м)= f dti2udM= f (13)
о*" 0-̂ ^

называется эллиптическим интегралом второго  рода.
Полный эллиптический интеграл второго рода имеет вид

к
Е Е (К) ^  j  dn^ и du. (14)

о

Функция Е {и )  не периодическая. Однако функция

Z {u )  =  Е {и )  — ^ п  (15)

имеет период 2/С. Она называется эллиптической дзета-функцией. 
Ее не следует путать с дзета-функцией Римана

? (s) =  2

Интегралы третьего вида в (12) называются эллиптическими 
интегралами третьего рода. Ценой длинных алгебраических пре­
образований их можно выразить через тэта-функции. Вероятно, 
как правило, численное интегрирование является лучшим спо­
собом  их вычисления.

Интегралы от эллиптических функций всегда могут быть вы­
ражены через тэта-функции. П о поводу необходимых преобра­
зований следует обращаться к специальным руководствам.

25.13. Полные эллиптические интегралы. Полные эллипти­
ческие интегралы часто появляются при рассмотрении опреде­
ленных интегралов. Они полностью табулированы, но при поль­
зовании таблицами нужна осторожность: иногда k обозначается
через sin а, а иногда через sin-|-. Последнее обозначение — пе­
режиток тех времен, когда маятник был единственным прило- 
жением К- Величина х  часто обозначается через sin ф, а ] / l  — 
через Аф. Представляют интерес приближенные выражения для/<С' 
и Е '  прй малых k. Имеем

^  Д'(Ф) ’



■ где М  =  { \ — k'^ sin^

„ /  г 1 — й ' з ш ф  , , г Й'з1Пф , т , I

^  = .  ■ д-(Ф) ^ Ф + .  =
о о

2*

где
‘Дл _---------------- ‘/гЛ  -------------

/ , =  Г т / | ^ 4£Ф dcp =  ln2.‘ J у  1+/г5Шф ^ J г 1 + 5 т ф  ^

Интеграл /г можно проинтегрировать точно:
'Ад

/ , =  - =  _  [In ik' COS ф +  V/e^ +  k'^ cos^ фЖ^" =

=  l n - i ± ^  =  l n 4 + 0 ( f e )

r  =  l n |  +  0(fe). 

Аналогично при малых k
1/2П ‘Ап

E' =  A ' (ф) с?ф == cos ф i/ф =  1
о о

и
■Ап

£  = Д (ф) с?ф = -5-я  +  О (^2).

25.14. Приведение интегралов, содерж ащ и х многочлен третьей 
степени. Если

X

t- Х^ =  { х - а ) { Ь - х ) { с - х ) ,

то при помощи подстановки л: — а =  приходим к интегралу
2d|

[ ( 6 - а - | 2 ) ( с _ а _ | 2 ) ] ' А  •

в  зависимости от  знаков Ь — а и с — а интеграл имеет тот или 
иной стандартный вид. Такой вид интегралов более полезен 
в общем случае, чем вид, принятый Вейерштрассом, который 
брал в качестве стандартной функции

1
. (и —  m(D —  «ш')2 (/п(0 +  пш')‘  ’



Она удовлетворяет уравнению
 ̂ {и) =  4̂ 33 (и) -  2̂̂ 3 (и) -  g-g,

где g 2 и §3 — известные функции со и м'. Эта функция обладает 
тем свойством, что при малых и

F ( « ) - ^  =  0(гг^).

Если бы Абель был жив, то он, вероятно, отметил бы, что это 
свойство соответствует выбору в качестве основной тригономет­
рической функции cosec^ х — .

Квадраты каждой из функций sn, сп и dn, их обратные ве­
личины, а также отношения функций представляют собой функ­
ции, имеющие только полюсы второго порядка; их периоды 2К  
и 2iK'- Следовательно, эти функции можно использовать так же, 
как и функцию р(ы) в методе Вейерштрасса.

25.15. Изменение м одуля ; преобразование Ландена. Это важ ­
ное преобразование выражается наиболее симметрично, если 
рассмотреть интеграл

Ф и
d(f _  Г du/  =

coŝ  ф + 6̂  sin̂  V (I + и̂ ) (а“ +

где а ^  Ь >  0. Положим
и

V

A -B v^

(u =  tg(p), (1>

(2)
Тогда

/  = (A +  Bv^) dv
(3)

Соответствующим выбором А и В можно добиться того, что 
второй квадратный корень в знаменателе будет пропорционален 
числителю. Указанное преобразование накладывает только 
одно условие и можно добавить другое условие: первый мно­
житель знаменателя обращается в нуль при — 1. В резуль­
тате получится новый интеграл такого же вида, как интеграл 
по и. Условия имеют вид

{A +  B f = \ ,  4AB =  b^la\ (4)

и в качестве А п В нужно принять ±  1 — Тогда

dv
[(1+1.2) (dM2 + ’



Таким образом,
а̂  =  {А +  B fa \  =  4ЛВа2.

Г dv _  I du
J [(l  +  t.^ )(a2 +  p V )] '/^  “  2  J (а +  Р)2  +  ар«2

при

или

при

V =
а +  |
2ри 1 +

4ар«2
(a + P) Ĵ

Ф

-  1

(а“ coŝ  i|) +  sin̂
d(f

1 (а  +  cos^ ф +  а .8 sin^ ф

t i a ± l l i g i
a_ptg2tl )  •

(6)

(7)

(8). 

(9)

Если =  Ф =  л и получается простая связь между пол­
ными эллиптическими интегралами. Если обозначить интегралы 
через t, то получим

sinil3 =  s n | a / ( l  - ^ 2-)^ '} .  5Шф =  8 п ( у ( а  +  р ) /  (10)

и формулу (9) для соответствующих функций sc.
В (8) постоянные а и р  заменяются арифметическими и гео­

метрическими средними. Так, при а =  0,9 и Р =  0,1 арифметиче­
ское и геометрическое средние соответственно равны 0,5 и 0,3. 
Повторяя преобразование, получаем 0,40 и 0,387. П оэтому при 
последовательном использовании таких преобразований мы мо­
жем сколь угодно приблизить эллиптический интеграл линейной 
функцией нового аргумента.

Полные интегралы вида (8) симметричны по а и р. Но имеем

(а^ cos‘  ф +  sin^ J [а^ — (а^ — 5 ^ 2  ^ ] ‘/з

=^м('-я'г ( И )

где симметрия уже не очевидна. Однако выражение (И )  равно 
также

где симметрия очевидна, так как / ( — четная функция /г.



Аналогично можно рассмотреть эллийтический интеграл вто­
рого рода. При помощи того же преобразования получим

ф
/ = J  (а + р)2 coŝ  ф + ар sin̂  ф d(p =

=  т ( а  +  Р)2
Имеем

ф
■ ( а  cos^ 1]; +  Р  sin^ г!))  ̂

(а= cos^ 1|з +  s in^  ij)) ' (13)

COS i|) s in  i|) _  cos'* 1{) — sin'* \1)
d'  ̂ (a2 cos2 ф +  sin2 (ô  cos2 ф +  p2 sin2 ’

(acos '̂it> +  Psin^il5)2= — ^-qjj(a^cos^i|5 — p2sin'‘ i|3) +

+  ~(a? p y  гр +  p2 sin2 г!;) +  ■ (a  ̂cos^ oj) +  p̂  sin2

Простейший путь определения коэффициентов состоит в том, 
чтобы подставить cos^ iji +  sin^ ф во второй член правой части 
и приравнять коэффициенты. Тогда имеем

1 (а2_р2) cos г|) sin  г|)

+  ар

.  (а̂  соз  ̂ij) +  sin )̂‘‘̂“ .

Ф
di|3

+

(а̂  cos‘  ф + Р̂  sin̂
(a  ̂cos^ ij) +  sin^ г1з)'/2 rfi]). (14)

Э ту  формулу можно переписать в виде
1J) Ф

(а2 cos^ i|) +  sin^ d\t>=  ̂ ^ (a + p)2 coŝ  Ф + ap sin̂  Ф dq> — 

dq>
Ф

( a  +  P)2 cos^ Ф  +  ap  sin^ ф
Vj +

cosT|)sini|)
2 (â  coŝ  г]) +  P̂  sin̂   ̂ ^

Эквивалентные соотношения были найдены Ланденом в 1775 г.
Для полных интегралов имеем 

J/,n 'Ал
I  (а  ̂cos^ it +  р2 sin^ 1];)'̂ “ dij) =  2 J (a +  p)  ̂cos^ ф +  ap sin^ ф dq>—

0 0
■ЛЯ

dq>
 1^  (16)- a p

( a  +  P)2 cos* Ф +  ap  s in ’* ф

Эти соотношения использовал Лежандр при вычислении эллип­
тических интегралов.



П РИ М ЕРЫ

1. Д окаж ите, что sn (К/2) =  ( У l + k  — V l  — k)/k\^2 , и найдите, при каких 
значениях г  функция sn z  равна выражениям, получающимся из правой части 
переменой знака корней (воспользуйтесь тем, что сп К  =  0 ).

2. Док£_жите, что sn =  i l V T ,  и найдите, при каких значениях г-
sn 2 =  \ IV К  •

X
dx

3. Полагая « =  выразите л как однозначную функцию м.У х^~ 7х  ̂+  10и
4. Выразите решение уравнения движения маятника 

=  00  +  ^sin2 - J  0 Q -  sin2 Y  0

через эллиптические функции.
5. Д окаж ите, что

т  п

k s n t =  lim lim V  V
m>oo Л-Уоо

U = - r t V = — rt

I
[ t  +  4 n K + ( 2 v - \ ) i K '

1
/  +  {4n +  2 )/C  +  ( 2 v -  O i/C ']* -

m ” /•
f t c n / =  lim lim V  '

m > o o  rt-> oo

2K'

H = - m  v = —n

m  n

it +  4iiK +  4viK'Y.+ K'^

[ / +  (4ц +  2) iC+
2K'_____________ ]
K +  4viK'Y +  K'  ̂ Г

S  S {
2/C'd п ^ =  lim lim

m->oo n>oo J~d ^  +  AviKV +  K'‘‘
H = - m  v = - n  '  '

+

+ ■ 2K'  \

K +  4viKT + K'^ f[t +  (4[i +  2) /С +  4viK']

и представьте двойные ряды в виде рядов по тригонометрическим функциям 
о т  2Ktl^  и гиперболическим функциям от  2 /(7 /я .

6 . Д окаж ите, что

s n « d « = l n ^  - ^ ( u - i K ' )  + l n ^  - ^ ( u  +  iK')

1 , dn u — СП tt ,
=  d n «  +  fe c n «  +
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ЗАМ ЕЧАНИ Я ОБ О Б О ЗН А Ч Е Н И Я Х

Изучение математической физики сильно затрудняется пута­
ницей в обозначениях, в особенности перегрузкой некоторых 
букв и введением неудобных условий выбора знака. Единствен­
ный принцип, которому обычно следуют, заключается в согла­
сии с „обычным употреблением". К сожалению, обычное упо­
требление отнюдь не единообразно, и учащемуся приходится испы­
тывать излишние трудности, чтобы привыкнуть к переходу от 
одних обозначений к другим в быстрой последовательности. 
Исследователи, работающие в смежных областях, также испы- 
ты ваю у неудобства, обнаруживая, что обозначение, общеприня­
тое в одной области, перегружено различными значениями 
в другой.

При выборе обозначений важно придерживаться следующих 
принципов:

1) Усложнения должны быть сведены к минимуму. Не сле­
дует вводить отрицательных знаков без особых на то оснований.

2) Физически разные случаи следует различать как таковые, 
а не маскировать в качестве условий. Попытки такой маски­
ровки всегда приводят к добавочным трудностям, которых сле­
довало бы избегать.

3) Если математическая теория находит приложения в не­
скольких областях, то следует выбирать такие обозначения, 
чтобы их можно было употреблять в этих областях без изме­
нения, по возможности избегая употребления символов, уже 
использованных в другом смысле.

Особая трудность в обозначениях состоит в настоящее время 
в двусмысленном употреблении символов У и ф. Буква V исполь­
зуется не только для обозначения потенциальной энергии, кото­
рая является характеристикой системы в целом, но и для о б о ­
значения различных потенциальных функций, которые зависят 
от положения точки в системе. Эта буква употребляется также 
для обозначения характеристической функции Гамильтона, 
а в гидродинамике — компоненты скорости на большом расстоя­
нии. В последнее время имеется тенденция обозначать потен­
циальные функции через ф, как это уже давно принято в гид­
родинамике. Это устранило бы больш ую часть затруднений.



Характеристическую функцию, имеющую довольно узкую^ 
область применения, можно было бы обозначить через Л, а ком­
поненту скорости, если принять тензорные обозначения, — че­
рез U2- Тогда было бы легко избежать многозначного употребле­
ния V. Но теперь возникает то затруднение, что через ф о б о ­
значают также сферическую координату, соответствующ ую дол­
готе, и имеется много задач о потенциалах, в которых тре­
буется эта координата. Один из возможных выходов состоит 
в использовании большой буквы Ф для обозначения потенциала 
в таких задачах, но ее трудно писать. Другой выход состоит 
в том, чтобы найти иное обозначение для долготы и для вто­
рого угла Эйлера. Л амб использовал для этого обозначение с» 
в тех задачах, где существует потенциал скоростей, и ф — в про­
тивном случае. Неудобство со как постоянного символа для этой 
цели очевидно. В свою  очередь употребление ф неудобно тем, 
что в геодезии, использующей в значительной мере теорию гра­
витационного потенциала, ф используется для обозначения ши­
роты, тогда как долгота обозначается через Я. Такие же о б о ­
значения приняты и в метеорологии.

Кроме того, в классической гидродинамике часто приходится 
рассматривать потенциал скоростей и гравитационный потенциал 
в одной и той же задаче; следовательно, невозможно обозна­
чить оба  через ф. Если мы сохраним ЗЗ' ф его первоначальный 
смысл как потенциала скоростей, то уж е по одной этой причине 
приходится искать другое обозначение для гравитационного по­
тенциала. Общее правило, что потенциальные функции следует 
обозначать буквой ф, не вызывает сомнений. Особое  обозначе­
ние гравитационного потенциала устранило бы затруднения в гео­
дезии и динамической метеорологии, в которых не встречаются 
потенциалы скоростей, но не в задачах для электрических и 
гидродинамических систем с осевой симметрией, где все-таки тре­
буется иное обозначение для азимутальной координаты. Геоде­
зическая практика подсказывает в качестве подходящего сим­
вола к. Есть некоторые соображения в пользу ajj; использование 
этого  символа для функции, сопряженной с ф в двумерных за­
дачах, не может привести к путанице, так как в этом случае 
соответствующий угол обычно обозначается через 6, а ijj исполь­
зовалось в работах Рауса для обозначения второго угла Эйлера 
(для третьего можно было бы использовать %). Замена ij) на ф 
была сделана только в работах последнего времени. Л амб в книге 
„Высшая механика” пользовался обозначениями 0, ■ф, Л ю бое  
изменение привело бы к изменению обозначений сферических ко­
ординат, но тут, по-видимому, нет другого выхода, и факти­
чески обозначения, принятые в математических руководствах, 
не используются во многих, а может быть, и в боль-



шинстве задач, где требуется задание положения точки на 
сфере.

В динамике обычно удобно пользоваться силовой функцией, 
равной работе, проведенной над системой при переводе ее из не­
которого стандартного состояния в состояние в момент времени t. 
При этом устраняется отрицательный знак в выражениях для 
компонент обобщенной силы. Потенциальная энергия, равная 
силовой функции, взятой с обратным знаком, удобна в общей 
теории малых колебаний относительно положения равновесия, 
так как тогда она выражается положительно определенной квад­
ратичной формой. В этом случае небольшое усложнение о б о ­
значений оправдано. Потенциальная энергия как таковая пред­
ставляет интерес в связи с устойчивыми системами и приобретает 
решающее значение в теории электричества и термодина­
мике. При рассмотрении больших перемещений использование 
потенциальной энергии неудобно.

П оэтом у определенные преимущества представляет использо­
вание как силовой функции, так и потенциальной энергии в на- 
борэ наших обозначений. В задачах теории электричества по­
тенциальную энергию часто обозначают через W, тогда как V 
резервируется для обозначения потенциала. Н о если этот послед­
ний обозначить через ф, то можно использовать V  для обозна­
чения потенциальной энергии и освободить W .  Следовательно, 
положение таково, что нам требуются два символа для обозна­
чения силовой функции и гравитационного потенциала, и в нашем 
распоряжении находятся U п W. ^  настоящее время для о б о ­
значения обеих этих величин широко используется U. Условимся 
обозначать через W  силовую функцию, а через U — гравита­
ционный потенциал.

Что касается выбора знаков, то из соображений формальной 
простоты стали общеприняты следующие соотношения: 
Обобщенная сила

(1)
Напряженность электрического поля

Скорость жидкости 

Ускорение силы тяжести
<з)



Первое соотношение возникает, если пользоваться потенциаль­
ной энергией. При использовании силовой функции знак будет 
обратным, что наиболее удобно, например, во всех задачах не­
бесной механики. Есть определенные соображения в пользу вто­
рого подхода. В электростатике потенднальрая энергия ми­
нимальна, и ее удобно выйисывать, так как для двух зарядов 
она равна ee'jr  в электростатических единицах. Приходится 
либо иметь отрицательный знак перед дифференцируемой функ­
цией, либо вводить его после дифференцирования. Обычный по­
тенциал равен изменению потенциальной энергии на единицу из­
менения заряда в рассматриваемой точке. Если бы мы вместо 
этого использовали силовую функцию на единицу заряда, то 
следовало бы ввести отрицательный знак в определение ф, что 
привело бы к изменению знаков всех измеренных разностей по­
тенциалов. П оэтому запись (2) следует сохранить. Соотноше­
ние (4) было введено Л амбом по аналогии с (2). Но это ложная 
аналогия. М еж ду гравитацией и электростатикой имеется глу­
бокое физическое различие: две массы притягиваются, два одно­
именных заряда отталкиваются, и различие знаков в некоторых 
местах неизбежно. Принятая Л амбом запись приводит к тому, 
что гравитационный потенциал оказывается всегда отрицатель­
ным и меняется знак в уравнении Пуассона, — слишком дорогая 
цена, которую приходится платить за столь легкую аналогию. 
Очевидный путь состоит здесь в том, чтобы обозначить силовую 
функцию на единицу массы через U и заменить (4) соотношением, 
принятым до  предложения Ламба

, ди
X i=  + дх1 ■

Отрицательный знак в (3) также был введен Л амбом. Эта форма 
никогда не употреблялась за пределами Англии, но некоторые 
английские авторы скопировали ее, основываясь как на авто­
ритете Ламба, так и на уверенности, что эта форма принята 
во всей стране. Эта уверенность ошибочна. В Англии потенциал 
скоростей используют в основном исследователи, занимающиеся 
теорией крыла самолета, которые продолжали употреблять по­
ложительный знак, как в книге Глаубрта.

Далее, книга Л амба рассматривается обычно как основное 
руководство также и за границей, но его выбор знака не при­
нимается. В „Теории упругости** Лява — столь же авторитетном 
руководстве — выбирается положительный знак в выражении для 
безвихревой части смещения. П оэтом у отрицательный знак в (3) 
мож но рассматривать как досадное и бесполезное усложнение. 
В результате все эти рассуждения о наиболее удобных выраже-



ниях показывают, что лучше всего принять соотношения в сле­
дую щ ем виде:

Qr = ( общий случай) = ( малые колебания), (Г )

(20

=  (30

=  (40
Различие знаков в (2') и (3') мало существенно, так как электро­
статический и тидродинамический аспекты редко встречаются 
в одной и той же задаче. Тяготение же часто играет важную 
роль в гидродинамике, и удобно иметь одинаковые знаки в (3') 
и (4').

Следует также сказать несколько слов о постоянной у. Она 
имеет различные значения в разных областях, и можно ввести 
специальные обозначения. Желательно не опускать ее в электро­
статике и магнетизме, даже если выбором единиц измерения 
ее численное значение сделано равным единице. Выбор единиц 
измерения не превращает ее в число, и неправильный анализ 
природы физических измерений приводит к утверждению, кото­
рое до сих пор встречается в учебниках для математиков, что 
отношение электростатических и электромагнитных единиц 
равно скорости света. Кроме того, теоретическая абсолютная 
электромагнитная система единиц никогда не употребляется, 
а в практических системах единиц численные значения этих по­
стоянных весьма далеки от единицы. Эти постоянные можно 
опускать только в том случае, когда обучение электромагнитной 
теории совершенно не связано с приложениями к конкретным 
системам.

В „Небесной механике" Тиссерана и во многих других кни­
гах на ту же тему, где большей частью используется закон тя­
готения, постоянная обозначается через f (прямое или курсивное). 
По-видимому, против этого обозначения нечего возразить. Вы­
сказывалось опасение, что его можно принять за обозначенге 
функции, но один из авторов пользуется этим обозначением на­
чиная с 1914 г. и ни разу не встретил случая, когда любую 
из рассматриваемых функций нельзя было обозначить той или 
иной буквой, к р ом е 'f. Предлагавшееся обозначение G, по-види­
мому, привело бы к большим затруднениям в устранении дву­
смысленности.

М ож но сказать одинаково много как за, так и против пред­
ложенного Лоренцом и Хевисайдом выбора системы единиц,



имеющего целью включить множитель 4я в уравнении Пуассона 
в постоянную Y- Теорема Грина об  эквивалентном слое устана­
вливает не что иное, как соотношение между значениями ф, и 
содержит 4я, так что нет способа устранить этот множитель 
в одном месте без того, чтобы он не появился в другом.

Принято несколько различных символов для обозначения 
того, что две величины различаются не очень сильно: О, —  
и = .  Первые два имеют точно определенный математический 
смысл. Но в физике часто нужно сказать без подробных вычис­
лений, что две величины, по-видимому, различаются не более 
чем в 10 раз или, скажем, не более чем на 10 процентов. Для 
первого утверждения, которое обычно начинается как „а  и Ь 
одного порядка величины", мы предлагаем обозначение „а  —  Ь“ , 
а для второго, которое можно выразить как „а  есть грубая 
оценка для Ь“ или „а  приблизительно равно обозначение 
„ а = Ь “ , выражающее несколько более точную оценку, чем lib, 
но менее точную, чем указание наибольших возможных преде­
лов для разности между а и 6. Интересующая нас точность 
приближений, естественно, зависит от  задачи. Статистическая 
оценка а =  Ь ± а  имеет смысл, определяемый в работах по тео­
рии вероятности, и не нуждается в изменениях.
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