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ПРЕДИСЛОВИЕ

В основу учебника положены лекции по курсу «Алгебра», читавшиеся авторами
на протяжении ряда лет в Институте криптографии, связи и информатики для слуша-
телей специальностей «Криптография» и «Компьютерная безопасность». В учебнике
авторам удалось реализовать ряд оригинальных методических подходов к изложе-
нию материала. Вместе с тем, при подготовке учебника авторы использовали опыт
изложения алгебраического материала другими авторами, а также свой опыт научно-
исследовательской работы над математическими проблемами криптографии.

Современная криптография является одной из наиболее наукоемких областей есте-
ствознания. В частности, в ней находят применение практически все разделы совре-
менной алгебры. Именно этим объясняется тот факт, что «Алгебра» является одной
из базовых дисциплин, широко используемых при изучении других дисциплин из фе-
деральных государственных образовательных стандартов в области информационной
безопасности.

Учитывая, что подлежащая криптографической защите информация обрабатыва-
ется, как правило, в дискретном виде, наиболее востребованными в криптографии
являются знания по конечным алгебраическим объектам — конечным группам, по-
лугруппам, кольцам, полям, векторным пространствам, функциям и многочленам над
конечными полями и кольцами, группам подстановок и др. Авторы по возможности
учитывали это при подготовке данного учебника. Усиленное внимание к конечным
алгебраическим объектам является одной из особенностей предлагаемого учебника.
Еще одна его особенность, также обусловленная практическими потребностями, за-
ключается в алгоритмичности изложения материала, в стремлении к упрощению и
четкому описанию алгоритмов решения рассматриваемых задач.

Первые двенадцать глав учебника содержат, главным образом, традиционный для
математических специальностей алгебраический материал, который вполне может ис-
пользоваться студентами математических факультетов университетов и педагогиче-
ских вузов. В последующих главах продолжается изложение основных классических
разделов курса: линейных пространств и их преобразований, квадратичных форм,
групп, колец, полей. При этом изложение материала ориентируется на профессио-
нальную деятельность специалистов в области защиты информации. Накопленная
теоретическая база позволяет (в ряде случаев впервые) рассмотреть в рамках учеб-
ника такие специфические разделы из утвержденных программ по указанным выше
специальностям, как линейные неравенства, стохастические матрицы, транзитивные,
примитивные и кратно транзитивные группы подстановок, задание групп образую-
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щими элементами и определяющими соотношениями, неприводимые многочлены над
конечными полями, линейные рекуррентные последовательности над конечными по-
лями и кольцами, графы линейных преобразований конечных пространств.

В учебнике авторы стремились выделять наиболее важные и законченные алгеб-
раические результаты. Эти результаты оформлялись в виде теорем. Все остальные,
более мелкие и вспомогательные факты, формулировались в виде лемм и утвержде-
ний.

Большинство рассматриваемых в учебном издании понятий и результатов иллю-
стрируется примерами. После каждой главы приводятся задачи для самоконтроля и
на закрепление и углубление соответствующего материала.

Содержащиеся в учебнике параграфы, определения, теоремы, утверждения, лем-
мы, примеры, замечания и формулы нумеруются по главам. В конце книги предла-
гаются списки использованной учебной и монографической литературы, а также пе-
речень сборников задач по алгебре. Для удобства пользования учебником приведены
именной и предметный указатели.

Данный учебник с определенным избытком охватывает также весь алгебраиче-
ский материал по направлениям подготовки и специальностям укрупненной группы
10.00.00 «Информационная безопасность» и направлен на формирование соответству-
ющих общепрофессиональных компетенций.

Предлагаемое второе издание учебника отличается от первого издания лишь ис-
правлением опечаток, допущенных в первом издании, и добавлением двух новых
параграфов, посвященных характерам конечных полей и их применению к распреде-
лению элементов на циклах линейных рекуррент.

Авторы выражают признательность В.Л. Куракину за качественное научное ре-
дактирование и подготовку электронной верстки учебника, О.В. Камловскому за
предоставление материала по распределению элементов на циклах линейных рекур-
рент и Р. В. Богонатову за окончательную подготовку рукописи к печати.



Глава 1

ВВЕДЕНИЕ

§ 1. ПРЕДМЕТ АЛГЕБРЫ

Предмет и содержание алгебры претерпевали существенные изменения в ходе
ее развития. До середины XIX века алгебраические исследования были связаны, в
основном, с задачей нахождения корней многочленов, то есть решения уравнений
вида

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0,

называемых теперь алгебраическими уравнениями. Также рассматривались уравне-
ния и системы уравнений со многими неизвестными.

Термин «алгебра» происходит от названия сочинения узбекского математика IX ве-
ка Мухаммеда ал-Хорезми «Альджебр аль-Мукабала», в котором были систематизи-
рованы сведения о правилах действий с числами и общих приемах решения задач,
сводящихся к алгебраическим уравнениям 1-й и 2-й степеней. До XVI в. для запи-
си уравнений применялись громоздкие словесные описания, что существенно сдер-
живало развитие алгебры. В XVI веке в алгебру постепенно проникает символиче-
ский язык. Решающий вклад в его развитие внес французский математик Ф.Виет
(1540–1603). Он первым стал обозначать буквами не только неизвестные, но и ко-
эффициенты уравнений. Это позволило свойства уравнений и их корней записывать
общими формулами. В частности, Виет вывел формулы, связывающие корни алгеб-
раического уравнения с его коэффициентами. В XVII–XVIII в. исследованию алгеб-
раических уравнений и их приложениям большое внимание уделяли такие крупные
ученые, как французские математики Р. Декарт (1596–1650), П. Ферма (1601–1665),
Ж.Л. Лагранж (1736–1813), английский физик и математик И. Ньютон (1643–1727),
немецкий математик К.Ф. Гаусс (1777–1855) и др. Ферма и Декарт являются осново-
положниками аналитической геометрии. Они внесли значительный вклад в дальней-
шее совершенствование алгебраического языка и в разработку алгебраических мето-
дов решения геометрических задач. Декарт широко применял алгебраические урав-
нения к классификации и изучению кривых на плоскости, разработал метод оценки
числа действительных корней многочлена. Ферма занимался также решением урав-
нений в целых числах. В частности, он сформулировал утверждение о том, что урав-
нение xn + yn = zn не имеет целых (нетривиальных) решений при целом n > 2. Это
утверждение, называемое большой (или великой) теоремой Ферма, удалось доказать
лишь в 1993 г. Последний рубеж на пути к этому результату преодолели математики
из США Э. Уайлс (А.Wiles) и Р. Тейлор (R. Taylor), однако основной вклад сделал
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Э. Уайлс. Лагранж построил теорию исключения неизвестных из систем алгебраи-
ческих уравнений, указал формулу для нахождения многочлена степени n по его
значению в n + 1 точках, разработал метод отделения действительных корней мно-
гочлена. Ньютон, основываясь на связи алгебраических уравнений с кривыми плос-
кости, указал метод приближенного вычисления корней уравнения. Гаусс установил
связь между решением уравнения вида xn − 1 = 0 и построением n-угольников с
помощью циркуля и линейки. В частности, на этом пути ему удалось описать все
значения n, при которых правильный n-угольник может быть построен с помощью
циркуля и линейки. Оказалось, что такими являются все числа 2m и 2mp1 . . . pr, где
m — натуральное число, p1, . . . , pr — различные простые числа вида 22

k

+1. В 1799 г.
он впервые строго доказал, что любой многочлен с комплексными коэффициентами
имеет хотя бы один корень. До сих пор эта теорема по традиции называется основной
теоремой алгебры.

Среди различных задач об уравнениях центральной долгое время оставалась за-
дача нахождения формул, выражающих корни уравнений через их коэффициенты
с помощью основных арифметических операций и извлечения корней, по аналогии с
известной из древности формулой для корней квадратных уравнений (проблема разре-
шимости уравнений в радикалах). Для уравнений 3-й и 4-й степеней эта задача была
решена итальянскими математиками Н. Тарталья (1500–1557), Д. Кардано (1501–
1576), Л.Феррари (1522–1565). Вот, к примеру, как выглядит формула для корней
кубического уравнения вида x3 + px+ q = 0, называемая формулой Кардано:

x =
3

√
− q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
− q
2
−
√
q2

4
+
p3

27
.

Много усилий было затрачено математиками на отыскание формул для корней
уравнения 5-й степени и более высоких степеней. В 1799 г. итальянский мате-
матик П. Руффини (1765–1822) опубликовал теорему, утверждающую отсутствие
общей формулы для корней уравнений степени n � 5. Однако доказательство Руф-
фини содержало пробел. Впервые полное доказательство указанной теоремы было
предложено в 1824 г. норвежским математиком Н.Х. Абелем (1802–1829). Теорема
Руффини—Абеля и другие имеющиеся к тому времени результаты по теории уравне-
ний помогли молодому французскому математику Э. Галуа (1811–1832) сформулиро-
вать более общую задачу — о разрешимости в радикалах произвольного конкретного
алгебраического уравнения. Им же был найден и доказан критерий разрешимости.
Этот результат Галуа имеет принципиальное значение не столько потому, что закрыл
проблему о разрешимости уравнений в радикалах, сколько потому, что положил нача-
ло новому этапу развития алгебры. Дело в том, что для решения указанной проблемы
Галуа развил зарождавшиеся к тому времени теорию групп и теорию полей. Позднее
эти теории нашли глубокие приложения как в самой алгебре, так и в других областях
науки (в геометрии, кристаллографии, физике, химии и др.). Так, например, в 1872 г.
немецкий математик Ф.Х. Клейн (1849–1925) в работе, известной под названием
«Эрлангенская программа», предложил новый подход к классификации и изуче-
нию геометрий, основанный на инвариантах групп, рассматриваемых в геометриях
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преобразований пространств. В 1890 г. русский кристаллограф и геометр Е. С.Федоров
(1853–1919), основываясь на свойствах групп преобразований, дал полную класси-
фикацию пространственных решеток кристаллов.

С современной точки зрения группы и поля являются типичными примерами мно-
жеств с операциями, или, как говорят, алгебраических структур. Общее определение
операции сформировалось путем абстрагирования от известных операций сложения
и умножения чисел. В соответствии с этим, под операцией f на произвольном мно-
жестве A понимают правило, по которому любым двум элементам из A, взятым в
определенном порядке, сопоставляется элемент того же множества A. Точнее, так
определенные операции называются бинарными операциями. Примерами бинарных
операций являются операции сложения и умножения действительных чисел, операция
сложения векторов плоскости (или пространства), операции сложения и умножения
многочленов, операция композиции геометрических преобразований и др. По анало-
гии с бинарной операцией можно определить n-арную операцию на множестве A
при любом натуральном n, как правило, сопоставляющее каждому упорядоченному
набору (a1, a2, . . . , an) элементов из A вполне определенный элемент множества A.
При n = 1 такие операции называются унарными. Задача исследования множеств с
операциями остается главной задачей алгебры с XIX в. по настоящее время. В связи
с этим современную алгебру называют наукой о множествах с операциями.

К развитию алгебры как науки о множествах с операциями привела также и зада-
ча исследования и решения систем линейныx уравнений со многими неизвестными.
А именно, построение общей теории систем линейных уравнений потребовало изу-
чения таких алгебраических структур, как многомерные векторные пространства и
кольца матриц.

В настоящее время основные алгебраические структуры — группы, полугруппы,
квазигруппы, кольца, поля, модули, линейные алгебры, линейные пространства и др.
используются и в таких сравнительно новых прикладных областях математики, как
криптография, теория автоматов, теория графов, теория информации и т. д. Потреб-
ности этих и других наук служат, в свою очередь, главной движущей силой развития
алгебры.

Развитие алгебры в дореволюционной России связано с именами таких выдаю-
щихся математиков, как Л. Эйлер (1707–1783), который жил и работал в Петербурге
более 30 лет, Н.И. Лобачевский (1792–1856), П.Л. Чебышев (1821–1894), Д.А. Гра-
ве (1863–1939), Ф. Э. Молин (1861–1941) и др. Создателем первой отечественной
алгебраической школы был ученик Д.А. Граве, известный математик, полярный ис-
следователь и общественный деятель О.Ю. Шмидт (1891–1956). В 1916 г. в Киеве
была издана его книга «Абстрактная теория групп», в которой впервые в мировой ли-
тературе основы теории групп излагались без предположения о конечности рассмат-
риваемых групп. В 1939 г. О.Ю. Шмидт организовал при Московском университете
семинар по теории групп, который со временем стал одним из основных центров дея-
тельности российских алгебраистов. К настоящему времени крупные алгебраические
школы сложились и в ряде других городов России: в Санкт-Петербурге, Новосибир-
ске, Екатеринбурге и др.
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§ 2. ПЕРВОНАЧАЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ
И ОБОЗНАЧЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ

Непосредственно из трактовки современной алгебры как науки о множествах с
операциями следует, что в алгебре не обойтись без использования основных поня-
тий теории множеств. Само понятие множества считается в математике основным,
неопределяемым понятием. Создатель теории множеств немецкий математик Г. Кан-
тор (1845–1918) пояснил его следующим образом: «Под множеством понимают объ-
единение в одно общее объектов, хорошо различаемых нашей интуицией или нашей
мыслью». Говорят также, что множество — это совокупность (собрание, семейство)
каких-либо реально существующих или мыслимых объектов, объединенных по неко-
торому признаку. Предполагается, что объекты, входящие в множество, попарно раз-
личны. Объекты, из которых составлено множество, называются его элементами.
Множества и элементы множеств обозначаются различными буквами без индексов
и с индексами. При этом, как правило, множества и элементы отождествляются с
их обозначениями. Например, вместо фразы «элемент, обозначенный буквой a, содер-
жится в множестве, обозначенном буквой A», говорят короче: «элемент a содержится
в множестве A» (или «принадлежит множеству A») и пишут a ∈ A. Запись a /∈ A
означает, что a не является элементом множества A. Множества A, B называют рав-
ными, что записывают в виде A = B, если каждый элемент множества A содержится
в B, и, наоборот, каждый элемент множества B содержится в A. В противном случае
говорят, что множества A и B не равны, и пишут A �= B.

Множество обычно задают или перечислением всех его элементов, или указанием
правила перечисления, или указанием каких-либо характеристических свойств его
элементов. В первом случае множество обозначается в виде заключенного в фигурные
скобки списка его элементов, например,

{а, в, г}, {5}.
Во втором случае записывают в фигурных скобках несколько первых элементов с
многоточием, например,

{0, 2, 4, 6, . . .}.
Если же множество A задается системой свойств P1, . . . , Pk его элементов, то пишут

A = {a : P1, . . . , Pk} или A = {a | P1, . . . , Pk}
и говорят, что A есть множество всех элементов a, обладающих свойствами
P1, . . . , Pk.

Иногда приходится говорить о множестве, про которое неизвестно заранее, содер-
жит ли оно хотя бы один элемент. Так, мы говорим о множестве решений уравнения,
не решая его и, значит, не зная еще, имеет ли оно хотя бы одно решение. В связи с
этим вводится множество, совсем не содержащее элементов. Оно называется пустым
и обозначается символом ∅.

Для некоторых часто используемых ниже и известных из средней школы числовых
множеств введем стандартные обозначения:
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N = {1, 2, 3, . . .} — множество натуральных чисел;
N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} — множество целых неотрицательных чисел;
Z = {0,±1,±2, . . .} — множество целых чисел;
Q — множество рациональных чисел, т. е. чисел, представимых дробями вида

a

b
,

где a, b ∈ Z, b �= 0;
R — множество действительных (или вещественных) чисел, т. е. чисел, предста-

вимых бесконечными десятичными дробями;
m,n для m,n ∈ Z есть {m,m+ 1, . . . , n}, если m < n, и {m}, если m = n.
Если каждый элемент множества A является элементом множества B, то говорят,

что A есть подмножество множества B (или A входит в B, или B включает A), и
пишут A ⊂ B. В частности, подмножествами любого множества A являются A и ∅.
Все остальные его подмножества называют собственными. Если хотят подчеркнуть,
что подмножество A множества B не совпадает с B, то пишут A � B и говорят, что
B строго включает A.

Например, для указанных выше числовых множеств имеют место строгие вклю-
чения

N � N0 � Z � Q � R.

В математике, а также на практике, часто приходится получать из одних мно-
жеств другие, используя различные операции над множествами. Определим четыре
операции.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Объединением множеств A, B называется множество A ∪ B, со-
стоящее из всех тех элементов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из
множеств A, B:

A ∪B = {m : m ∈ A или m ∈ B}.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пересечением множеств A, B называется множество A∩B, состо-
ящее из всех тех элементов, которые содержатся в обоих множествах A, B:

A ∩B = {m : m ∈ A и m ∈ B}.

Заметим, что пересечение двух множеств может оказаться пустым множеством.
В этом случае исходные множества называют непересекающимися.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Декартовым произведением множеств A, B называют множество
A×B, состоящее из всевозможных упорядоченных пар вида (a, b), где a ∈ A, b ∈ B:

A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Разностью множеств A, B называют множество A \B, состоящее
из всех элементов множества A, не содержащихся в B:

A \B = {m : m ∈ A, m /∈ B}.
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В том случае, когда B ⊂ A, множество A\B называется дополнением множества
B до A.

По аналогии с определениями 1, 2 можно определить объединение и пересечение
произвольного семейства множеств {Ai : i ∈ I} (здесь I — любое конечное или
бесконечное множество индексов):⋃

i∈I
Ai = {a : a ∈ Ai хотя бы для одного i ∈ I},
⋂
i∈I

Ai = {a : a ∈ Ai для всех i ∈ I}.

В частности, если I = {1, 2, . . . , n}, то указанные множества записывают в виде
n⋃
i=1

Ai,
n⋂
i=1

Ai, или подробнее: A1 ∪ . . .∪An, A1 ∩ . . .∩An. Представление любого мно-
жества A в виде объединения непустых и попарно непересекающихся подмножеств
называют разбиением множества A.

Определим еще декартово произведение n множеств:

A1 × . . .×An = {(a1, . . . , an) : ai ∈ Ai, i ∈ 1, n}.
В том случае, когда A1 = . . . = An = A, мы получим n-ю декартову степень
множества A:

An = {(a1, . . . , an) : ai ∈ A, i ∈ 1, n}.
Таким образом, An есть множество всевозможных наборов длины n из элемен-

тов множества A. Подчеркнем, что в отличие от множества, в котором все элементы
считаются различными по определению, набор (a1, . . . , an) может содержать и одина-
ковые элементы. В дальнейшем упорядоченные наборы (не обязательно различных)
элементов из A будут называться также системами элементов из A.

Важную роль в дальнейшем будет играть понятие отображения множеств.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть A, B — произвольные множества. Отображением множе-
ства A в множество B называют всякое правило f , по которому каждому элементу
множества A сопоставляется вполне определенный (единственный) элемент множе-
ства B.

Тот факт, что f есть отображение A в B, кратко записывают в виде

f : A→ B.

Если при этом элементу a из A сопоставлен элемент b из B, то b называют образом
элемента a, а a — прообразом элемента b при отображении f , что записывается в
виде f(a) = b.

Из определения отображения f следует, что у каждого элемента a из A существует
единственный образ, однако, для элемента b ∈ B прообразов может быть много, а
может и вообще не быть. Множество всех прообразов элемента b из B называется его
полным прообразом и обозначается через f−1(b). Таким образом, f−1(b) = {a : a ∈
∈ A, f(a) = b}, или, несколько короче, f−1(b) = {a ∈ A : f(a) = b}. Естественным
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путем определяется образ f(A1) подмножества A1 из A и полный прообраз f−1(B1)
подмножества B1 из B при отображении f :

f(A1) =
⋃
a∈A1

{f(a)} и f−1(B1) =
⋃
b∈B1

f−1(b).

Отображение множества A в B называют также функцией, заданной на множе-
стве A со значениями в множестве B. При этом элемент f(a) называют значением
функции f в точке a, а множество всех пар вида (a, b) где a ∈ A, b ∈ B и f(a) = b, —
графиком функции, или отображения, f .

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Приведенное выше определение отображения не является математи-
чески строгим, поскольку в нем используется неопределенный термин «правило».
Для строгого определения понятия отображения используется подход через график.
А именно, отображение f : A → B отождествляется с его графиком, который уже
определяется строго, как подмножество M декартова произведения A × B, содер-
жащее для каждого элемента a ∈ A единственную пару с первым элементом a.
При таком определении отображения f равенство f(a) = b означает наличие в M
пары (a, b).

В зависимости от свойств образов и прообразов различают отображения сюръек-
тивные, инъективные и биективные.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Отображение f : A → B называется сюръективным, если каждый
элемент из B является образом хотя бы одного элемента из A, то есть f(A) = B.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Отображение f : A→ B называется инъективным, если оно разные
элементы множества A отображает в разные элементы множества B. Инъективные
отображения называют также вложениями.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Отображение f : A→ B называется биективным, или взаимно од-
нозначным отображением A на B, если оно сюръективно и инъективно.

ПРИМЕР 1. Определим отображение f1 : Z→ N0, положив для a ∈ Z

f1(a) = |a|,

где |a| — абсолютная величина числа a. Очевидно, что f1 — сюръективное, но не
инъективное отображение.

ПРИМЕР 2. Отображение f2 : Z→ N0, определенное равенством

f2(a) =

{
2a, если a � 0,

|2a| − 1, если a < 0,

является биективным отображением.
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Примером биективного отображения множества A на себя является тождественное
отображение εA, или просто ε, которое любой элемент из A отображает в себя:
εA(a) = a.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Композицией отображений f1 : B → C и f2 : A → B называется
отображение f1 ◦ f2 : A→ C, определенное условием

(f1 ◦ f2)(a) = f1(f2(a)) (1)

для любого элемента a ∈ A.
То же самое отображение называют еще произведением отображений f2 и f1 и

обозначают в виде f2 · f1, или f2f1. Таким образом,
(f2f1)(a) = f1(f2(a)).

Отметим некоторые свойства введенных операций.

Утверждение 1. Если f1 : A→ B, f2 : B → C, f3 : C → D, то

(f3 ◦ f2) ◦ f1 = f3 ◦ (f2 ◦ f1). (2)

� Найдем образ элемента a из A при действии отображений, записанных в левой
и правой частях равенства (2). Из (1) имеем:

((f3 ◦ f2) ◦ f1)(a) = (f3 ◦ f2)(f1(a)) = f3(f2(f1(a))),

(f3 ◦ (f2 ◦ f1))(a) = f3((f2 ◦ f1)(a)) = f3(f2(f1(a))).

Отсюда и следует (2). �
С использованием операции умножения равенство (2) запишется в виде

f1(f2f3) = (f1f2)f3.

Утверждение 2. Если отображения f1 : A → B, f2 : B → C сюръективны, инъ-
ективны или биективны, то соответственно таким же будет и отображение
ψ = f2 ◦ f1 = f1f2.

� Действительно, из сюръективности f2 и f1 следует соответственно: для любого
c ∈ C существует такой элемент b ∈ B, что f2(b) = c, и такой элемент a ∈ A, что
f1(a) = b. Отсюда ψ(a) = f2(f1(a)) = f2(b) = c, и отображение ψ сюръективно.

Если же f1, f2 инъективны и a1 �= a2, то f1(a1) �= f1(a2) и f2(f1(a1)) �= f2(f1(a1)),
т. е. ψ(a1) �= ψ(a2), и ψ инъективно. �

Заметим, что обратные утверждения в общем случае неверны. Так, например,
тождественное отображение εN представляется в виде композиции εN = f2 ◦ f1, где
f1 — не сюръективное отображение N в N, определенное условием f1(x) = x + 1, а
f2 — не инъективное отображение N в N, определенное следующим образом:

f2(x) =

{
x− 1, если x ∈ N и x > 1,

1, если x = 1.

Вместе с тем, имеет место
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Утверждение 3. Пусть ψ = f1 ·f2. Тогда если ψ сюръективно, то f2 сюръективно;
если ψ инъективно, то f1 инъективно.

Утверждение 3 легко доказывается методом от противного (докажите в качестве
упражнения).

Характерной особенностью биективных отображений является наличие для них
обратных отображений.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Отображение f : A→ B называется обратимым, если существует
такое отображение f ′ : B → A, что ff ′ = εA и f ′f = εB. При этом отображение f ′

называется обратным для f и обозначается через f−1.

Докажите в качестве упражнения, что равенствами ff ′ = εA, f ′f = εB отображе-
ние f ′ определяется однозначно.

Имеет место следующий критерий обратимости.

Утверждение 4. Отображение f : A→ B обратимо тогда и только тогда, когда
оно биективно.

� Если f обратимо, то его биективность (и биективность обратного к нему отоб-
ражения f ′) следует из утверждения 3. Обратно, пусть отображение f : A → B би-
ективно. Определим отображение f ′ : B → A, положив для b ∈ B: f ′(b) = a, если
f(a) = b. Такое a найдется в силу сюръективности f , и это a единственно в силу
инъективности f . Следовательно, отображение f ′ определено корректно. Очевидно,
что оно является обратным для f . �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Множества A и B называют равномощными и пишут |A| = |B|,
если существует биективное отображение f : A→ B.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Множество A называется конечным, если оно пусто или равно-
мощно отрезку 1, n натурального ряда N. В последнем случае число n называют
мощностью множества A, а само A — n-элементным множеством. Мощность пу-
стого множества считается равной нулю. Все остальные множества называются бес-
конечными.

Мощность конечного множества A обозначается через |A|, тот факт, что A конеч-
но, записывается в виде |A| <∞.

Заметим, что в определении 12 конечного и бесконечного множества использу-
ется знание натурального ряда чисел. В принципе без этого можно обойтись, если
воспользоваться следующим характеристическим свойством бесконечных множеств.
Любое бесконечное множество равномощно некоторому своему собственному подмно-
жеству. Однако мы не будем здесь вдаваться в тонкости теории множеств, а будем
считать, что множества натуральных, целых, рациональных и действительных чисел
читателю известны из средней школы.

Для отображений конечных множеств справедливо
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Утверждение 5. Если A, B — конечные и равномощные множества, то для любого
отображения f : A→ B эквивалентны условия:

(а) f сюръективно;
(б) f инъективно;
(в) f биективно.

� Из определений 6–8 видно, что для доказательства утверждения достаточно
установить эквивалентность (а) и (б).

Пусть f сюръективно, т. е. f(A) = B. Тогда

|B| = |f(A)| =
∣∣∣ ⋃
a∈A

{f(a)}
∣∣∣.

Так как |{f(a)}| = 1 при любом a ∈ A, то равенство
∣∣∣ ⋃
a∈A

{f(A)}
∣∣∣ = |A| возможно лишь

в том случае, когда f(a1) �= f(a2) при любых значениях a1, a2 ∈ A. Это означает, что
f инъективно. Обратно, пусть f инъективно. Тогда оно разные элементы отображает

в разные, и поэтому |f(A)| =
∣∣∣ ⋃
a∈A

{f(a)}
∣∣∣ = |A|. Отсюда и из условия |A| = |B|

имеем: |f(A)| = |B|. Теперь, учитывая включение f(A) ⊂ B и конечность множества
B, получаем: f(A) = B. Следовательно, f сюръективно. �

Наряду с понятиями теории множеств в современной математике широко исполь-
зуются язык и средства математической логики. Подробно они изучаются в отдельном
курсе. Здесь же мы остановимся лишь на обозначениях основных логических опера-
ций и их использовании для сокращений записи утверждений.

Основным неопределяемым понятием математической логики является понятие
высказывания. Обычно под высказыванием понимают любое утверждение, про ко-
торое можно сказать, что оно истинно или ложно, и не может быть одновременно
истинным и ложным. Если высказывание a истинно (ложно), то говорят, что оно
имеет значение «истина» («ложь») и пишут a ≡ и (a ≡ л).

Основными логическими операциями над высказываниями являются конъюнк-
ция &, дизъюнкция ∨, импликация ⇒ и отрицание . Первые три из них соот-
ветствуют в русском языке соединению двух утверждений союзами «и», «или», «если
. . ., то», отрицание соответствует вставке частицы «не». Значения получаемых та-
ким образом высказываний определяются значениями исходных высказываний и со-
ответствующими операциями на множестве {и, л}, которые определяются следующей
таблицей:

a b a& b a ∨ b a⇒ b a

л л л л и и
л и л и и и

и л л и л л
и и и и и л

Обратите особое внимание на импликацию a ⇒ b высказываний a, b. Она явля-
ется ложной лишь в том случае, когда a — истинное, а b — ложное высказывания.
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В частности, если a ≡ л, то высказывание a ⇒ b истинно, но это не означает, что
истинно высказывание b, оно может быть любым. В связи с этим говорят: «из лжи
следует все, что угодно».

Кроме утверждений, имеющих вполне определенные значения — истину или ложь,
в математике широко используются предложения, зависящие от переменных со зна-
чениями из заданных множеств и превращающиеся в высказывания при замене в них
всех переменных любыми значениями из рассматриваемых множеств.

Такие утверждения называют предикатами. В целях общности к предикатам от-
носят и высказывания. Примером предиката может служить неравенство «x < y» на
множестве R. Само оно не является высказыванием. Однако при замене x, y действи-
тельными числами становится высказыванием: «2 < 3» — истинное высказывание,
«5 < 1» — ложное высказывание. К предикатам относятся, в частности, все уравне-
ния с неизвестными на множестве R или любом его подмножестве M .

Заметим, что строго предикат p от n переменных на множестве A можно опреде-
лить как отображение p : An → {и, л}.

К предикатам, так же как и к высказываниям, можно применить операции конъ-
юнкции, дизъюнкции, импликации и отрицания. В результате из заданных предика-
тов будут получаться новые, более сложные предикаты. Так, например, дизъюнкцией
двух предикатов «y < x», «x = y» будет предикат «(x < y)∨ (x = y)», который короче
записывается в виде «x � y».

Приведем для указанных операций над предикатами теоретико-множественную
интерпретацию. Для простоты ограничимся рассмотрением предикатов от одного пе-
ременного x на фиксированном множестве A. Каждому такому предикату p(x) сопо-
ставим подмножество его истинности A(p) = {a ∈ A : p(a) ≡ и}.

Непосредственно из свойств логических и теоретико-множественных операций
следуют соотношения:

A(p1 & p2) = A(p1) ∩A(p2),
A(p1 ∨ p2) = A(p1) ∪A(p2),
A(p1 ⇒ p2) = A \ (A(p1) \A(p2)),
A(p1) = A \A(p1).

Кроме указанных бинарных логических операций к предикатам часто применяют-
ся еще две унарные операции навешивания кванторов.

Пусть p(x1, . . . , xn) — предикат, зависящий от переменных x1, . . . , xn со значе-
ниями из множества A. Тогда из него можно построить новые предикаты:

«Для всякого x1 ∈ A имеет место p(x1, . . . , xn)»,
«Существует x1 ∈ A такое, что p(x1, . . . , xn)».

Говорят, что они получены из p(x1, . . . , xn) путем навешивания соответственно кван-
тора всеобщности и квантора существования по переменному x1. Кратко они
обозначаются в виде

p(x1, . . . , xn), (3)

∃x1 ∈ A : p(x1, . . . , xn). (4)
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Аналогично определяются операции навешивания кванторов по любому другому пе-
ременному xi, i ∈ 2, n. Заменив в (3), (4) переменные x2, . . . , xn соответственно эле-
ментами a2, . . . , an ∈ A, получим высказывания

p(x1, a2, . . . , an), (5)

∃x1 ∈ A : p(x1, a2, . . . , an). (6)

Первое из них является истинным тогда и только тогда, когда высказывание
p(a1, a2, . . . , an) является истинным при любом a1 ∈ A. Второе истинно в том и
только том случае, когда высказывание p(a1, a2, . . . , an) истинно хотя бы при одном
a1 из A. Таким образом, высказывания (5), (6) не зависят от переменного x1, и по-
тому (3), (4) являются предикатами от n − 1 переменных x2, . . . , xn. К ним можно
применять операции навешивания кванторов по любому из переменных x2, . . . , xn
и т. д.

Следует помнить, что истинность высказывания, полученного из предиката путем
навешивания кванторов по разным переменным, в общем случае зависит от порядка
следования кванторов. Так, например, высказывание «∀x ∈ N, ∃ y ∈ N : (x < y)»
истинно, а высказывание «∃ y ∈ N, ∀x ∈ N : (x < y)» ложно.

С помощью логических операций &, ∨, ⇒, , ∀, ∃ можно из заданных высказыва-
ний и предикатов естественным образом строить выражения или формулы, которые
будут задавать новые высказывания и предикаты. Две формулы от одних и тех же
переменных, принимающих значения из одного множества, называют равносильными
или эквивалентными, если они принимают одинаковые значения (истину или ложь)
при любых, одинаковых для обеих формул наборах значений переменных. Условимся
равносильность формул обозначать знаком ≡. С помощью равносильностей формул
можно записать свойства логических операций над предикатами. Приведем примеры:

p& p ≡ p, p ∨ p ≡ p,

p& q ≡ q& p, p ∨ q ≡ q ∨ p,
(p& q)& r ≡ p&(q& r), (p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r),
p& q ≡ p ∨ q, p ∨ q ≡ p& q,

p&(q ∨ r) ≡ (p& q) ∨ (p& r), p ∨ (q& r) ≡ (p ∨ q)& (p ∨ r).
Обратим особое внимание на следующие равносильности, которые часто исполь-

зуют при доказательствах:

∀x p(x) ≡ ∃x p(x), ∃x p(x) ≡ ∀x p(x).
Справедливость выписанных равносильностей проверяется непосредственно с исполь-
зованием определения логических операций.

Заметим, что логическая символика зачастую бывает полезной как в целях сокра-
щения записи утверждений, так и с целью достижения их лучшей обозримости. Для
примера запишем условия инъективности и сюръективности отображения f : A→ B:

∀ a1, a2 ∈ A : ((a1 �= a2) ⇒ (f(a1) �= f(a2))),

∀ b ∈ B, ∃ a ∈ A : (f(a) = b).
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§ 3. О МАТЕМАТИЧЕСКИХ УТВЕРЖДЕНИЯХ И МЕТОДАХ
ИХ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Типичной формой математического утверждения, или теоремы, является имплика-
ция

A⇒ B, (7)

которая читается как «из A следует B», или «если истинно A, то истинно B», или
«A влечет B», или «A достаточно для B», или «B необходимо для A».

Напомним, что утверждение
B ⇒ A (8)

называется обратным к (7), а утверждение

A⇒ B (9)

противоположным к (7).
В общем случае утверждения (8), (9) не равносильны утверждению (7). В част-

ности, может оказаться, что импликация (7) истинна, в то время как имплика-
ции (8), (9) ложны. Иначе говоря, для заданной теоремы обратная и противоположная
теоремы могут не иметь места. Приведите примеры. С другой стороны, из определе-
ний импликации и отрицания легко следует, что формула (7) равносильна формуле
B ⇒ A. Значит, любая теорема равносильна противоположной к обратной ей теореме,
и вместо доказательства импликации (7) можно доказывать импликацию

B ⇒ A.

Так зачастую и поступают.
В том случае, когда для теоремы (7) верной является и обратная теорема (8), их

обычно объединяют в одно утверждение

(A⇒ B) & (B ⇒ A),

которое записывают в виде
A⇔ B

и словесно читают в одной из следующих формулировок: «A имеет место тогда и
только тогда, когда имеет место B»; «A выполняется в том и только в том случае,
когда выполняется B»; «для выполнения A необходимо и достаточно выполнения B»;
«для выполнения B необходимо и достаточно выполнения A» и т. п.

Доказать теорему (7) — значит установить истинность импликации (7). Подчерк-
нем, что в общем случае истинность импликации (7) не означает истинности B. Из
определения операции импликации видно, что при ложном утверждении A имплика-
ция (7) истинна при любом (в частности, и при ложном) B, и в этом случае никакого
доказательства не требуется. Значит, доказывать теорему (7) надо лишь в том случае,
когда утверждение A истинно, и в этом случае для доказательства нужно установить
истинность утверждения B.
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Не вдаваясь в строгие логические формулировки, можно сказать, что любое ма-
тематическое доказательство представляет собой конечную последовательность ло-
гических умозаключений, основанных на известных ранее математических фактах и
логических правилах (законах логики). Приведем, для примера, некоторые широко
используемые в доказательствах правила логики, позволяющие из истинности одних
утверждений получать истинность других. Если при этом из истинности утвержде-
ний A1, . . . , An получается истинность утверждения B, то будем записывать это в
виде (A1, . . . , An)⇒ B.

1. Правило заключения: (A, A⇒ B)⇒ B.
2. Правило силлогизма: (A⇒ B, B ⇒ C)⇒ (A⇒ C).
3. Правило контрапозиции: (A⇒ B)⇒ (B ⇒ A).

4. Правила двойного отрицания: A⇒ A, A⇒ A.
5. Правило сложения посылок: (A⇒ C, B ⇒ C)⇒ (A ∨B ⇒ C).
6. Правило умножения заключений:

(A⇒ B, A⇒ C)⇒ (A⇒ B&C).

Отдельные методы доказательства явно выделяются своей спецификой. Укажем
три типа таких доказательств.

1. Метод непосредственной проверки.
Этим методом обычно доказывают равенства или некоторые другие соотношения, а

само доказательство заключается в осуществлении последовательности действий, су-
щество и порядок которых определяются самой формулировкой доказываемого утвер-
ждения. Примером такого доказательства может служить доказательство формул со-
кращенного умножения. Так, для доказательства формулы (a + b)(a − b) = a2 − b2

достаточно перемножить многочлены a+ b и a− b, привести подобные члены и срав-
нить результат с выражением a2 − b2.

2. Метод доказательства «от противного».
Для доказательства этим методом некоторого утверждения A допускают, что

утверждение A ложно, то есть истинно его отрицание A. Далее, с использовани-
ем утверждения A доказывают некоторое заведомо ложное утверждение F и из этого
делают вывод о том, что сделанное предположение о ложности A неверно, и поэтому
A истинно. В основе этого метода лежит логическое правило (A⇒ F, F ≡ л)⇒ A.

В том случае, когда доказываемое утверждение имеет вид A ⇒ B и утверждение
A истинно, в доказательстве методом «от противного» допускают, что верно утвер-
ждение B, и из A и B выводят некоторое ложное утверждение F . Отсюда делают
вывод о том, что из истинности A следует истинность B. В этом случае используется
логическое правило:

(A&B ⇒ F, F ≡ л)⇒ (A⇒ B).

В некоторых случаях, исходя из A и B, доказывают утверждение A. В этой ситу-
ации роль F играет ложное утверждение A&A.

В качестве примера доказательства методом «от противного» приведем известное
утверждение о действительных числах: произведение двух отличных от нуля дей-
ствительных чисел отлично от нуля.
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Символически это утверждение можно записать так:

∀x, y ∈ R : ((x �= 0) & (y �= 0)⇒ (xy �= 0)).

Для его доказательства нужно показать, что предикат

(x �= 0 & y �= 0)⇒ (xy �= 0)

принимает истинное значение при любых значениях x, y из R. Допустим, что это не
так, то есть при некоторых a, b ложна импликация

(a �= 0) & (b �= 0)⇒ (ab �= 0).

Это означает, что ее посылка «(a �= 0) & (b �= 0)» = A истинна, а заключение
«(ab �= 0)» = B ложно, т. е. ab = 0. Умножив обе части последнего равенства на число
a−1, обратное к a (которое существует в силу условия a �= 0), и воспользовавшись из-
вестными свойствами умножения, получим равенство b = 0, которое свидетельствует
об истинности утверждения A. Таким образом, наше допущение о том, что утвер-
ждение теоремы неверно, привело нас к противоречию с условием A. Значит, такое
допущение неверно, и тем самым наше утверждение доказано.

3. Метод полной математической индукции.
Этот метод применяют для доказательства таких утверждений, в формулировках

которых участвует числовой параметр t, принимающий все значения из множества N

натуральных чисел. По существу, такое утверждение A(t) является предикатом от
переменного t на множестве N, а доказать требуется истинность формулы ∀t A(t).
Сам процесс доказательства методом полной математической индукции состоит из
двух этапов.

1) Доказывают, что утверждение A(t) истинно при t = 1 (это чаще всего удается
сделать непосредственной проверкой).

2) Исходя из допущения, что утверждение A(t) верно для произвольного фикси-
рованного значения t = n, доказывают его истинность при t = n+ 1.

После выполнения обоих этапов доказательства делается вывод об истинности
утверждения A(t) для всех значений t из множества N.

Первый этап доказательства обычно называют началом или базисом индукции,
второй — индуктивным шагом, или переходом от n к n + 1. С содержательной точ-
ки зрения метод полной математической индукции обычно не вызывает возражений.
Интуитивно всем кажется ясным, что указанные два этапа метода вполне законно за-
меняют перебор бесконечного ряда значений параметра t = 1, 2, 3, . . .. Теоретической
основой метода является одна из аксиом натурального ряда чисел, называемая ак-
сиомой полной математической индукции. Аксиоматическое построение арифметики
натуральных чисел независимо было осуществлено в 1888 г. немецким математиком
Р. Дедекиндом (1831–1916) и в 1889 г. итальянским математиком Д. Пеано (1858–
1932). Натуральный ряд чисел Пеано определил как произвольное множество N с
заданным на нем отношением «следовать за», удовлетворяющим аксиомам:

1. Существует элемент множества N, не следующий ни за каким элементом из N

(любой из них назовем единицей и обозначим символом 1);
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2. Для каждого элемента n ∈ N существует единственный элемент, следующий за
n (обозначим его через n′);

3. Для каждого элемента n ∈ N существует не более одного элемента, за которым
следует n;

4. (Аксиома полной математической индукции.) Пусть M — подмножество мно-
жества N, удовлетворяющее условиям

а) 1 ∈M ;
б) ∀n ∈ N : (n ∈M ⇒ n′ ∈M).

Тогда M = N.
В приведенном определении множества N ничего не говорится о природе его эле-

ментов. Она может быть какой угодно, лишь бы их совокупность удовлетворяла ак-
сиомам 1–4. Выбирая в качестве N некоторое конкретное множество с определенным
отношением «следовать за», удовлетворяющем аксиомам 1–4, мы получим интерпре-
тацию, или модель множества натуральных чисел. В качестве стандартной модели
обычно берут выработанный в процессе исторического развития человечества ряд
символов 1, 2, 3, 4, . . . .

Используя аксиомы 1–4, можно определить операции сложения и умножения на-
туральных чисел, отношения «меньше», «больше» и др. на множестве натуральных
чисел и доказать известные факты арифметики. Мы не будем здесь этим заниматься.
Сделаем лишь отдельные замечания.

1) Операции сложения и умножения в N однозначно определяются равенствами
(∀ a, b ∈ N):

a+ 1 = a′, a · 1 = a,

a+ b′ = (a+ b)′, a · b′ = ab+ a.

2) Неравенства < и > для чисел a, b ∈ N определяются с использованием операции
сложения:

a < b ⇔ b > a ⇔ ∃ k ∈ N : (b = a+ k).

Подчеркнем, что, наряду с другими известными свойствами неравенств, из аксиом
1–4 следует свойство, называемое аксиомой Архимеда 1:

∀ a, b ∈ N, ∃ q ∈ N : (a < bq).

3) Для обоснования изложенного выше метода доказательства утверждения
∀t A(t) достаточно взять в качестве фигурирующего в аксиоме 4 множества M мно-
жество тех значений параметра t, при которых утверждение A(t) истинно, и заметить,
что n′ = n+ 1.

4) С помощью аксиом 1–4 можно обосновать и несколько более общий метод
доказательства утверждений вида ∀t A(t) с параметром t, принимающим все целые
значения, начиная с некоторого целого числа n0. А именно, можно доказать следую-
щую теорему.

Если утверждение A(t) истинно при некотором t = n0 ∈ Z и для любого
фиксированного целого числа n � n0 из истинности A(t) при всех значениях

1Архимед (287–212 до н. э.) — древнегреческий математик.
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t ∈ n0, n следует истинность A(t) при t = n + 1, то утверждение A(t) истинно
при всех целых t � n0.

Особо подчеркнем тот факт, что здесь допускать истинность доказываемого утвер-
ждения A(t) можно не только для t = n, но и для всех t, удовлетворяющих неравен-
ствам n0 � t � n.

5) Используя аксиомы 1–4, можно доказать, что в любом непустом подмножестве
M множества целых неотрицательных чисел N0 существует наименьшее число. Это
утверждение в арифметике называют принципом наименьшего числа. Заметим, что,
используя указанные выше аксиомы 1–3 и принцип наименьшего числа, можно дока-
зать аксиому полной математической индукции. В этом смысле говорят, что принцип
наименьшего числа эквивалентен принципу полной математической индукции.

В заключение данного параграфа приведем одну известную из средней школы
теорему, доказываемую методом полной математической индукции.

Любое натуральное число, большее единицы, либо является простым, либо
разлагается в произведение простых чисел. (Напомним, что натуральное число
p > 1 называется простым, если оно делится лишь на 1 и на себя. В противном слу-
чае, оно называется составным. Единица не относится ни к простым, ни к составным
числам.)

� Докажем теорему методом полной математической индукции. При этом в каче-
стве t выберем то самое число, которое фигурирует в формулировке данной теоремы.
По условию оно может быть любым натуральным числом, начиная с числа 2.

Так как 2 — простое число, то для t = 2 утверждение теоремы верно. Допустим,
что оно верно для всех t ∈ 2, n при любом фиксированном натуральном n � 2,
и докажем его истинность для t = n + 1. Если число n + 1 простое, то для него
утверждение теоремы верно. Пусть n+1 — составное. Тогда оно делится на некоторое
число a такое, что 1 < a < n + 1. Следовательно, n + 1 = ab, где 1 < b < n + 1.
По предположению индукции каждое из чисел a, b или простое, или разлагается в
произведение простых чисел, то есть имеем:

a = p1 . . . pk, b = q1 . . . ql,

где p1, . . . , pk, q1, . . . , ql — простые числа, k, l ∈ N. Отсюда и из равенства n+ 1 = ab
получаем разложение числа n+ 1 в произведение простых чисел:

n+ 1 = p1 . . . pkq1 . . . ql. �

ЗАДАЧИ

1. Выразите операцию объединения (пересечения) множеств через операции пере-
сечения (объединения) и вычитания множеств.

2. Выразите операцию объединения (пересечения) подмножеств фиксированного
множества A через операции пересечения (объединения) и дополнения.
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3. Докажите равенства (для любых множеств A,B,C):

A ∩ (A ∪B) = A ∪ (A ∩B) = A,

A ∩ (B ∪C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),
A ∪ (B ∩C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

4. Покажите, что из любого семейства n множеств с помощью операций пересе-
чения и объединения можно построить лишь конечное число различных множеств.

5. Докажите, что для любых двух конечных множеств A,B справедливо равенство

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
6. Найдите мощность декартова произведения конечных множеств A1, . . . , An.
7. Сколько существует различных отображений f : A→ B, если A,B — конечные

множества, |A| = m, |B| = n?
8. Пусть f : M → N , A1, A2 ⊂ M , B1, B2 ⊂ N и ∗ ∈ {∪, ∩, \}. Выясните, какие

из следующих равенств справедливы в любых случаях, а какие — не всегда:

f(A1 ∗A2) = f(A1) ∗ f(A2),

f−1(B1 ∗B2) = f−1(B1) ∗ f−1(B2).

9. В обозначениях задачи 8 выясните условия, при которых справедливы равен-
ства:

f−1(f(A1)) = A1, f(f−1(B1)) = B1.

10. Пусть f1, f2 : A → B и ϕ1, ϕ2 : B → C. Выясните, при каких условиях спра-
ведливы импликации

f1ϕ1 = f1ϕ2 ⇒ ϕ1 = ϕ2,

f1ϕ1 = f2ϕ1 ⇒ f1 = f2.

11. Докажите методом полной математической индукции следующие утвержде-
ния:

а)
n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

б)
n∑
i=1

i3 =
(n(n+ 1))2

4
;

в) если M1, . . . , Mn — конечные множества, то∣∣∣ n⋃
i=1

Mi

∣∣∣ = n∑
i=1

|Mi| −
∑

1�i1<i2�n
|Mi1 ∩Mi2 |+

+
∑

1�i1<i2<i3�n
|Mi1 ∩Mi2 ∩Mi3 | − . . .+ (−1)n−1|M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mn|.

Это равенство называется формулой включения-исключения.
12. Пользуясь аксиомами натурального ряда, докажите свойства ассоциативности

и коммутативности операций сложения и умножения натуральных чисел.



Глава 2

ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ

Комбинаторика, или комбинаторный анализ, является большим самостоятельным
разделом современной математики, играющим важную роль во всех других областях
математики и ее приложениях. В комбинаторике, в частности, изучаются методы
построения и перечисления различных комбинаций объектов, удовлетворяющих тем
или иным условиям.

Простейшими комбинациями объектов некоторого множества являются его про-
извольные подмножества, его системы элементов, расположенных в определенном
порядке, разбиения множества и др. При изучении алгебры часто возникает необхо-
димость построения и подсчета числа различных комбинаций элементов, их упорядо-
чиваний и группирований. В связи с этим приведем простейшие сведения комбина-
торного характера.

§ 1. ОТНОШЕНИЯ НА МНОЖЕСТВАХ. ОТНОШЕНИЯ
ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ И ЧАСТИЧНОГО ПОРЯДКА

В теории и на практике обычно приходится иметь дело с такими множествами,
между элементами которых существуют определенные связи, или отношения. Так,
можно рассматривать в коллективах людей отношения родства, соседства, старшин-
ства и др., на множестве прямых пространства — отношения параллельности, перпен-
дикулярности и др., на множестве целых чисел — отношения равенства, делимости и
др.

Попытаемся, исходя из знакомых примеров, сформулировать строгое определе-
ние понятия отношения на множестве. С этой целью проанализируем один при-
мер подробнее. Рассмотрим отношение “a делит b” на множестве целых чисел
M = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Это отношение задается известным правилом, позволяющим
выяснить, делится одно целое число на другое, или нет. Пользуясь этим правилом,
из всех пар чисел (a, b) множества M выпишем все те пары, в которых число a делит
b. Получим множество пар

(2, 2), (2, 4), (2, 6), (2, 8), (3, 3), (3, 6),

(4, 4), (4, 8), (5, 5), (6, 6), (7, 7), (8, 8).

Аналогично, множеством пар можно задать отношение «больше» на множестве M
(перечислив все пары {a, b}, в которых a, b ∈ M и a > b) и другие отношения. Эти
примеры делают естественным
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Бинарным отношением на множестве A называют любое подмно-
жество ρ множества A2 (т. е. декартова квадрата множества A).

По аналогии с этим, n-арным отношением на множестве A называют любое под-
множество множества An. Ниже мы будем рассматривать лишь бинарные отношения
и потому слово «бинарное» будем опускать.

Если ρ — отношение на A и (a, b) ∈ ρ, то говорят, что элемент a находится
в отношении ρ к элементу b. Этот факт записывают также в виде a ρ b (например,
a < b, a > b, a ‖ b, a ⊥ b и т. д.).

Отношения на множестве могут обладать различными свойствами. Наиболее важ-
ные свойства отношений выделяются следующим определением.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Отношение ρ на множестве A называется
1) рефлексивным, если ∀ a ∈ A : (a ρ a),
2) симметричным, если ∀ a, b ∈ A : (a ρ b⇒ b ρ a),
3) транзитивным, если ∀ a, b, c ∈ A : (a ρ b, b ρ c⇒ a ρ c),
4) антисимметричным, если ∀ a, b ∈ A : (a ρ b, b ρ a ⇒ a = b).

Например, отношение делимости и отношение «�» на множестве N рефлексивны,
антисимметричны и транзитивны. Отношение параллельности прямых симметрично
и транзитивно. Отношение перпендикулярности прямых симметрично и не обладает
другими свойствами из 1–4.

Через свойства 1–4 определяются важнейшие для всей математики отношения
эквивалентности и частичного порядка.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Бинарное отношение ρ на множестве A называется отношени-
ем эквивалентности, если оно рефлексивно, симметрично и транзитивно. При
этом элементы, находящиеся в отношении ρ, называют эквивалентными (точнее,
ρ-эквивалентными).

Значение отношений эквивалентности на множестве A определяется, главным об-
разом, тем, что они индуцируют разбиения множества A на непересекающиеся классы
эквивалентных элементов. А именно, имеет место

Теорема 1. Если ρ — отношение эквивалентности на множестве A, то A рас-
падается на непересекающиеся подмножества так, что для любых a, b ∈ A эле-
менты a, b содержатся в одном подмножестве в том и только том случае, когда
a ρ b.

� Обозначим через [a]ρ подмножество элементов из A, эквивалентных a, т. е.

[a]ρ = {x ∈ A : x ρ a},

и докажем, что
A =

⋃
a∈A

[a]ρ (1)
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и
∀ a, b ∈ A : ([a]ρ ∩ [b]ρ = ∅ или [a]ρ = [b]ρ). (2)

Так как ρ рефлексивно, то a ∈ [a]ρ для любого a ∈ A, и равенство (1) верно. Вместо
утверждения (2) докажем эквивалентное ему утверждение:

∀ a, b ∈ A : ([a]ρ ∩ [b]ρ �= ∅) ⇒ ([a]ρ = [b]ρ). (3)

Пусть c — общий элемент множеств [a]ρ, [b]ρ и x — любой элемент из [a]ρ, т. е.

c ρ a, c ρ b, x ρ a.

Отсюда и из свойств симметричности и транзитивности отношения ρ следует, что
x ρ b. Таким образом, для любого x ∈ A справедлива импликация

x ρ a⇒ x ρ b.

Это означает, что [a]ρ ⊂ [b]ρ. Аналогично получается и обратное включение. Сле-
довательно, [a]ρ = [b]ρ, и утверждение (3) доказано.

Если в правой части равенства (1) оставить лишь все попарно различные мно-
жества, то получим искомое разложение множества A в объединение непустых и
попарно непересекающихся подмножеств. �

Разложение (1) называют разбиением множества A, индуцированным отноше-
нием эквивалентности ρ. При этом подмножества [a]ρ называют классами эквива-
лентности отношения ρ. Легко показать что любое разбиение множества индуци-
руется подходящим отношением эквивалентности. Покажите, что разбиение

⋃
i∈I Ai

множества A индуцируется следующим отношением эквивалентности ρ на A:

∀ a, b ∈ A : (a ρ b ⇔ ∃ i ∈ I : a, b ∈ Ai).

Известными из средней школы примерами отношений эквивалентности являют-
ся: отношения равносильности уравнений с одним неизвестным x (ему соответствует
разбиение множества всех уравнений от x на классы равносильных уравнений), от-
ношение «параллельны или равны» на множестве прямых пространства (ему соответ-
ствует разбиение всех прямых на классы параллельных прямых), отношение подобия
треугольников на плоскости (ему соответствует разбиение множества всех треуголь-
ников на классы подобных треугольников).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Бинарное отношение на множестве A называется отношением ча-
стичного порядка, если оно рефлексивно, транзитивно и антисимметрично. Множе-
ство с заданным на нем отношением частичного порядка называют частично упоря-
доченным.

Типичными примерами частичного порядка являются отношение теоретико-
множественного включения на множестве всех подмножеств некоторого множества,
отношение делимости на множестве N, отношение � на множестве R и др.
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§ 2. СОЧЕТАНИЯ, РАЗМЕЩЕНИЯ И ПЕРЕСТАНОВКИ
ЭЛЕМЕНТОВ КОНЕЧНОГО МНОЖЕСТВА

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Сочетанием из n элементов множества A= {a1, . . . , an} по k назы-
вается любое k-элементное подмножество множества A.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Размещением из n элементов множества A = {a1, . . . , an} по k на-
зывается любой упорядоченный набор k различных элементов множества A. В част-
ности, любой упорядоченный набор всех n элементов множества A, взятых по одному
разу, называется перестановкой элементов множества A. Размещение из элементов
множества A по k обычно записывают в виде

(ai1 , ai2 , . . . , aik).

В дальнейшем нам наиболее часто придется встречаться с перестановками. В свя-
зи с этим для множества всех перестановок из элементов множества A введем спе-
циальное обозначение P (A).

Найдем число различных сочетаний, размещений и перестановок из элементов
множества A. Так как эти числа, очевидно, не зависят от природы элементов множе-
ства A, то можно взять

A = {1, 2, . . . , n} = 1, n.

В этом случае говорят просто о сочетаниях и размещениях из n по k. Введем следу-
ющие обозначения:

Ckn или (nk ) — число различных сочетаний из n по k,

Akn или (n)k — число различных размещений из n по k,

n! = 1 · 2 · . . . · n (читается: n-факториал), 0! = 1.

Теорема 2. Для любых натуральных чисел k и n � k имеют место равенства

Akn =
n!

(n− k)!
, (4)

|P (1, n)| = n!, (5)

Ckn =
n!

k!(n− k)!
. (6)

� Сначала индукцией по k докажем утверждение (4) (для любого n � k). При
k = 1 оно проверяется непосредственно. Допустим, что оно верно для всех k � m, и
докажем его для k = m+1. С этой целью укажем метод построения всех размещений
из n по m+ 1, использующий размещения из n по m.

Возьмем любое размещение из n по m:

s = (i1, i2, . . . , im)

и будем поочередно добавлять к нему в конце по одному из оставшихся (т. е. не
вошедших в s) элементов множества 1, n. Получим n − m различных размещений
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вида (i1, i2, . . . , im, j) из n по m + 1. Если такую же процедуру провести, начав с
другого размещения s′ из n по m, то получим еще n −m различных размещений из
n по m+1, причем все они будут отличны от ранее полученных, поскольку различны
s и s′. Отсюда видно, что, перебрав все размещения из n по m, получим ровно

Amn · (n−m) (7)

различных размещений из n по m + 1. Заметим, что среди полученных размещений
содержится любое размещение (b1, b2, . . . , bm+1) из n по m + 1. Действительно, к
размещению (b1, b2, . . . , bm) из n по m мы добавляли в конце каждый из оставшихся
элементов, а поэтому должны были добавить и элемент bm+1. Таким образом, (7) есть
в точности число всех размещений из n по m+ 1. Отсюда, используя предположение
индукции, получим

Am+1
n = Amn (n−m) =

n!

(n−m)!
(n−m) =

n!

(n− (m+ 1))!
,

что и свидетельствует о справедливости утверждения (4) для k = m+ 1. Тем самым,
по аксиоме полной математической индукции, равенство (4) доказано для любого k и
любого n � k, или, что все равно, для любого n и любого k ∈ 1, n.

Формула (5) получается из формулы (4) при k = n. Докажем формулу (6).
Для этого заметим, что, осуществляя всевозможные перестановки элементов в лю-
бом сочетании из n по k, мы получим из него k! различных размещений. При
этом размещения, получаемые из разных сочетаний, будут различными, и таким
образом могут быть получены все размещения из n по k. Следовательно, чис-
ло размещений из n по k в k! раз больше числа сочетаний из n по k, т. е.
Akn = Ckn · k!. Подставляя сюда значения Akn из формулы (4), получим форму-
лу (6). �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. В целях общности и в соответствии с содержательным смыслом числа
Akn, C

k
n определяются также и для k = 0 при любом n, включая n = 0. А именно, при

n = 0 или k = 0 они считаются равными 1. «Физический» смысл этого соглашения
понятен: существует ровно одно сочетание и одно размещение из элементов пустого
множества. Легко видеть, что формулы (4)–(6) остаются в силе и для этих значений
n, k.

Числа Ckn обладают рядом интересных и широко используемых в математике
свойств. Так, непосредственной проверкой с учетом формулы (6) доказывается

Следствие. Для любых чисел k, n ∈ N0, удовлетворяющих условиям k � n или
1 � k < n, выполняются соответственно равенства

(а) Ckn = Cn−kn ,
(б) Ckn = Ckn−1 + Ck−1

n−1.

Теорема 3. Для любого натурального числа n и любых чисел a, b справедливо
равенство

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ . . .+ Ckna
n−kbk + . . .+ Cnnb

n. (8)
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� Доказательство проведем методом полной математической индукции по числу
n. При n = 1 равенство (8) очевидно. Допустим, что оно верно для n = m, где m ∈ N,
и докажем его справедливость для n = m + 1. Используя предположение индукции,
получим

(a+ b)m+1 = (a+ b)(a+ b)m = (a+ b)(C0
ma

m + C1
ma

m−1b+ . . .+ Cmmb
m).

Перемножив выражения в правой части последнего равенства и воспользовавшись
равенством (б) для чисел Ckn из следствия теоремы 2, будем иметь:

(a+ b)m+1 = C0
ma

m+1 + (C1
m + C0

m)amb+ (C2
m + C1

m)am−1b2 + . . .

. . .+ (Ckm + Ck−1
m )am+1−kbk + . . .+ (Cmm + Cm−1

m )abm + Cmmb
m+1 =

= C0
m+1a

m+1 + C1
m+1a

mb+ . . .+ Ckm+1a
m+1−kbk + . . .+ Cm+1

m+1 b
m+1.

Отсюда видно, что формула (8) справедлива и для n = m+ 1. �

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Формула (8) носит название формулы бинома Ньютона. Она позво-
ляет находить в явном виде все натуральные степени двучлена, или бинома a + b.
В связи с этим числа Ckn называют биномиальными коэффициентами.

Следствие 1. Для любого n ∈ N выполняются соотношения:
(в) C0

n + C1
n + . . .+ Cnn = 2n;

(г) C0
n − C1

n + C2
n − . . .+ (−1)nCnn = 0;

(д) C0
n + C2

n + C4
n + . . . = C1

n + C3
n + C5

n + . . . = 2n−1.

� Равенства (в), (г) получаются из формулы (8) соответственно при a = 1, b = 1
и a = 1, b = −1. Равенство (д) следует непосредственно из (в), (г). �

Если учесть, что Ckn есть число k-элементных подмножеств n-элементного мно-
жества, то из (в) получим

Следствие 2. Число всех подмножеств n-элементного множества равно 2n.

§ 3. ПЕРЕСТАНОВКИ И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ

Рассмотрим всевозможные перестановки множества 1, n.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Говорят, что в перестановке s = (i1, i2, . . . in) числа ik, il образуют
инверсию (или беспорядок), если большее из них расположено левее меньшего, т. е.
il > ik и l < k или ik > il и k < l.

Число инверсий в заданной перестановке s ∈ P (1, n) можно найти, например,
следующим образом. Сначала найдем, сколько чисел образуют инверсии с единицей,
т. е. расположены в s левее единицы, затем — сколько чисел, отличных от 1, образуют
инверсии с двойкой, т. е. расположены в s левее двойки, и т. д. Сумма полученных
чисел и будет искомым числом инверсий.
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ПРИМЕР 1. В перестановке (3, 2, 5, 1, 7, 4, 6) инверсии образуют следующие пары чи-
сел:

{3, 1}, {2, 1}, {5, 1}, {3, 2}, {5, 4}, {7, 4}, {7, 6}.
Следовательно, в ней 7 инверсий.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Перестановку называют четной, если она содержит четное число
инверсий, и нечетной в противном случае.

Легко видеть, что при любом n > 1 среди всех перестановок из P (1, n) имеются
как четные, так и нечетные. Например, перестановка

(1, 2, 3, . . . , n)

имеет 0 инверсий и, значит, является четной. Переставив в ней 1 и 2, мы получим
перестановку с одной инверсией, то есть нечетную перестановку.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Преобразование перестановки, заключающееся в перемене местами
каких-либо двух ее элементов, называется транспозицией.

Теорема 4. Если перестановка s′ получена из перестановки s с помощью одной
транспозиции, то s и s′ являются перестановками разной четности.

� Рассмотрим два случая.
1. Элементы i, j, меняющиеся местами при транспозиции, находятся в переста-

новке s рядом. Тогда условно перестановки s и s′ можно записать в виде

s = (s1, i, j, s2), s′ = (s1, j, i, s2),

где s1 и s2 — перестановки чисел, расположенных в s соответственно левее i и
правее j.

Пусть {a, b} — любая пара чисел из перестановки s. Если {a, b} �= {i, j}, то,
очевидно, числа a, b образуют или не образуют инверсии одновременно как в s, так
и в s′. Если же {a, b} = {i, j}, то ясно, что в одной из перестановок s, s′ числа
a, b образуют инверсию, а в другой — нет. Значит, число инверсий в перестановке s′

отличается от числа инверсий в перестановке s ровно на 1 (в ту или другую сторону),
и поэтому перестановки s, s′ имеют разную четность.

2. Элементы i, j, меняющиеся местами при транспозиции, не находятся в переста-
новке s рядом, т. е.

s = (s1, i, i1, i2, . . . , ik, j, s2).

В этом случае транспозицию чисел i, j можно осуществить следующим обра-
зом. Сначала i поменяем последовательно местами с i1, i2, . . . , ik, a затем j поменяем
местами последовательно с i, ik, . . . , i2, i1. При этом будет произведено 2k + 1 транс-
позиций соседних элементов, и, по доказанному в случае 1, четность при переходе от
s к s′ изменится 2k + 1 раз. Так как число 2k + 1 нечетное, то отсюда и следует, что
перестановки s и s′ имеют разную четность. �
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Следствие. Если n > 1, то число четных перестановок множества 1, n равно
числу нечетных перестановок этого множества и равно n!/2.

� Пусть A0, A1 — соответственно множества всех четных и всех нечетных пере-
становок из P (1, n). Зафиксируем различные числа k, l ∈ 1, n и в каждой перестановке
s ∈ P (1, n) поменяем местами элементы, расположенные на k-м и l-м местах. Этим
задается отображение σ : P (1, n) → P (1, n). Заметим, что σ разные перестановки s
и s′ переводит в разные. Действительно, если в s и s′ на месте с номером r были
разные элементы и r /∈ {k, l}, то на r-м месте будут разными элементы и в переста-
новках σ(s), σ(s′). Если же r = k или r = l, то в перестановках σ(s), σ(s′) разными
будут элементы соответственно на l-м и k-м местах. Следовательно, отображение σ
инъективно, и так как P (1, n) — конечное множество, то по утверждению 5 главы 1
σ биективно. Из теоремы 4 следует, что σ переводит A0 в A1 и A1 в A0. Значит,
|A0| � |A1|, |A1| � |A0|, и поэтому |A0| = |A1| = n!/2. �

Введем на множестве P (1, n) функцию четности

δ(s) = (−1)I(s),

где I(s) — число инверсий в перестановке s. Укажем некоторые свойства функции
δ(s).

Утверждение 5. Если (i1, i2, . . . , in) — перестановка множества 1, n и таблица

A =
(j1 j2 . . . jn
1 2 . . . n

)
получена из таблицы B =

(1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
перестановкой столбцов,

то
δ(j1, j2, . . . , jn) = δ(i1, i2, . . . , in). (9)

� С любой таблицей вида C =
( r1 r2 . . . rn
t1 t2 . . . tn

)
, в которой верхняя и нижняя строки

являются перестановками множества P (1, n), сопоставим число

∆(C) = δ(r1, r2, . . . , rn) · δ(t1, t2, . . . , tn).

Пусть таблица C′ =
( r′1 r′2 . . . r′n
t′1 t′2 . . . t

′
n

)
получена из C перестановкой двух столбцов.

Тогда перестановка (r′1, r
′
2, . . . , r

′
n) получена из перестановки (r1, r2, . . . , rn) с помо-

щью одной транспозиции, и поэтому числа I(r1, r2, . . . , rn), I(r′1, r
′
2, . . . , r

′
n) имеют

разную четность. По этой же причине числа I(t1, t2, . . . , tn), I(t′1, t′2, . . . . . . , t′n) также
имеют разную четность. Отсюда следует, что ∆(C) = ∆(C′). Так как таблицу B мож-
но получить из таблицы A с помощью последовательности транспозиций столбцов,
то ∆(A) = ∆(B), то есть

δ(j1, j2, . . . , jn) · δ(1, 2, . . . , n) = δ(1, 2, . . . , n) · δ(i1, i2, . . . , in).

Отсюда следует равенство (9). �
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ЗАМЕЧАНИЕ 3. Точно так же, как для перестановок чисел 1, 2, . . . , n, можно опреде-
лить понятия инверсии, транспозиции, четности и нечетности, функции четности для
перестановки любых попарно различных чисел a1, a2, . . . , an. Ниже при необходимо-
сти мы будем без оговорок пользоваться этими понятиями.

Утверждение 6. Если s = (i1, . . . , in) ∈ P (1, n) и k ∈ 1, n, то

δ(s) = δ(i1, . . . , ik) δ(ik+1, . . . , in) (−1)r, (10)

где r = i1 + . . .+ ik − (1 + . . .+ k).

� Из определения функции четности имеем равенство

δ(s) = δ(i1, . . . , ik) δ(ik+1, . . . , in) (−1)r,

где r — число инверсий, которые образуют числа из множества M1 = {i1, . . . , ik}
c числами из множества M2 = {ik+1, . . . , in}. Найдем число r. Выберем сначала
наименьшее число из M1, пусть это есть iα1 . Чисел, меньших чем iα1 , во множестве
1, n существует ровно iα1 − 1 и все они лежат в M2, поскольку в M1 число iα1 —
наименьшее. Таким образом, число iα1 из M1 с числами из M2 образует iα1 − 1
инверсий. Теперь возьмем в M число iα2 , следующее по величине за iα1 , и таким же
образом найдем число инверсий, которые образует iα2 с элементами из M2. Так как
все числа, меньшие его, кроме iα1 , лежат в M2, то указанное число инверсий равно
iα2 − 2. Продолжая этот процесс, найдем:

r = (iα1 − 1) + (iα2 − 2) + . . .+ (iαk
− k) = (i1 + . . .+ ik)− (1 + . . .+ k). �

Утверждение 7. Если в перестановке s ∈ P (1, n) имеется t инверсий, то от нее
можно перейти к перестановке s0 = (1, . . . , n) с помощью последовательности из
t транспозиций соседних элементов.

Докажите это утверждение в качестве упражнения, используя указанный в начале
параграфа способ подсчета числа инверсий.

ЗАДАЧИ

1. Сколько различных бинарных отношений можно задать на множестве из 5
элементов? Сколько среди них отношений эквивалентности?

2. Является ли бинарное отношение ρ отношением эквивалентности на множе-
стве A:

а) A = N \ {1}; a ρ b ⇔ ∃ d ∈ A : d | a, d | b;
б) A = R; a ρ b ⇔ |a− b| ∈ Q;

в) A = P (1, n); s ρ s′ ⇔ I(s) = I(s′);
г) A = P (1, n); s ρ s′ ⇔ δ(s) = δ(s′).
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3. На множестве A4, где A = {0, 1}, заданы бинарные отношения ρ1, ρ2 так, что
для α = (α1, α2, α3, α4), β = (β1, β2, β3, β4) ∈ A4:

αρ1 β ⇔ ∃ i ∈ 1, 4 : αi � βi, α ρ2 β ⇔ ∀ i ∈ 1, 4 : αi � βi.

Выясните, являются ли они отношениями частичного порядка?

4. Сколькими способами можно расставить на книжной полке книги n различных
наименований, если имеется mk экземпляров книг k-го наименования, k ∈ 1, n, при
условии, что книги одного наименования неразличимы?

5. Сколько в множестве An существует наборов, содержащих не менее n−1, n−2
различных элементов, если |A| = n?

6. Сколько существует последовательностей из нулей и единиц, в которых встре-
чается ровно p нулей и ровно q единиц? Сколько из них не содержат рядом стоящих
единиц?

7. Сколькими способами, с учетом порядка слагаемых, можно представить нату-
ральное число n в виде суммы k натуральных слагаемых?

8. Сколько существует различных инъективных, сюръективных и биективных
отображений множества из m элементов в множество из n элементов?

9. Докажите равенства:

а)
k∑
i=0

CimC
k−i
n = Ckm+n, m,n, k ∈ N, k � m, k � n;

б)
n∑
i=0

iCin = n · 2n−1.

10. Пусть перестановки s1, s2 из P (1, n) содержат соответственно t1 и t2 инверсий.
Докажите, что от s1 к s2 можно перейти с помощью t1 + t2 транспозиций.



Глава 3

ОСНОВНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ
СТРУКТУРЫ

§ 1. БИНАРНЫЕ ОПЕРАЦИИ И ИХ СВОЙСТВА

Как было отмечено в § 1 главы 1, бинарной операцией на множестве A называют
отображение A2 в A.

Если f : A2 → A — бинарная операция на A и (a, b) ∈ A2, то образ пары (a, b) при
отображении f называют значением операции f на элементах a, b, или результа-
том применения операции f к элементам a, b, и обозначают в виде f(a, b) или afb
(например, a+ b, a · b, a ∪ b и т. д.).

Особо подчеркнем, что значение операции определено однозначно для любых эле-
ментов a, b из A и обязательно принадлежит A.

Приведем примеры бинарных операций.

ПРИМЕР 1. Известные из средней школы правила сложения и умножения чисел за-
дают бинарные операции на любом из множеств N, N0, Z, Q, R.

ПРИМЕР 2. Правило нахождения разности чисел задает бинарные операции на мно-
жествах Z, Q, R и не задает операций на множествах N и N0.

ПРИМЕР 3. Пусть f1, f2 — отображения множества (1, n)2 в 1, n, определенные ра-
венствами

f1(a, b) = max{a, b}, f2(a, b) = min{a, b}.
Так как для любых элементов a, b из 1, n максимум и минимум однозначно определе-
ны и содержатся в 1, n, то отображения f1, f2, являются бинарными операциями на
множестве 1, n.

ПРИМЕР 4. Рассмотрим множество M̃ всех подмножеств фиксированного множества
M . Так как пересечение и объединение любых двух подмножеств из M являются
вполне определенными подмножествами из M , то пересечение и объединение мно-
жеств являются бинарными операциями на M̃ .

ПРИМЕР 5. Пусть Π(M) — множество всех преобразований фиксированного непусто-
го множества M (т. е. множество всевозможных отображений множества M в себя).
Бинарными операциями на множестве Π(M) являются введенные в § 2 главы 1 умно-
жение и композиция отображений.
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ПРИМЕР 6. Обозначим через B(M) множество всех бинарных отношений на непустом
множестве M . Для каждой пары отношений ρ1, ρ2 из B(M) определим отношение ρ,
положив

∀ a, b ∈M : (a ρ b ⇔ ∃ c ∈M : (a ρ1 c) & (c ρ2 b)).

Отношение ρ называется произведением отношений ρ1, ρ2 и обозначается через ρ1ρ2.
Умножение отношений есть бинарная операция на множестве B(M).

Из приведенных примеров видно, сколь разнообразными по своей природе могут
быть бинарные операции на множествах. В связи с этим для облегчения изучения
множеств с операциями их классифицируют по свойствам операций.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Бинарная операция ∗ на множестве M называется ассоциативной,
если для любых элементов a, b, c ∈M выполняется равенство

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).
Ассоциативными являются все операции из примеров 1, 3, 4, 5, 6. Для операции

примера 1 это известно из средней школы, для операции примеров 3, 4 это очевид-
но. Для операции примера 5 это следует из утверждения 1 главы 1. Для операции
примера 6 это устанавливается ниже.

Утверждение 1. Пусть M — произвольное непустое множество. Операция умно-
жения бинарных отношений, определенных на множестве M , ассоциативна.

� Непосредственно из определения произведения бинарных отношений следует,
что каждое из соотношений

a (ρ1ρ2)ρ3 b, a ρ1(ρ2ρ3) b,

выполняется тогда и только тогда, когда

∃ c, d ∈M : a ρ1 c, c ρ2 d, d ρ3 b.

Следовательно, (ρ1ρ2)ρ3 = ρ1(ρ2ρ3). �
Заметим, что операции примера 2 (вычитание на множествах чисел Z, Q, R) не

ассоциативны.
Главная роль свойства ассоциативности заключается в том, что оно позволяет не

расставлять скобки при оперировании со многими элементами.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Бинарная операция ∗ на множествеM называется коммутативной,
если для любых элементов a, b ∈M выполняется равенство

a ∗ b = b ∗ a. (1)

Легко видеть, что операции примеров 1, 3, 4 коммутативны. Операции примера 2
не коммутативны. Вопрос о коммутативности операций примеров 5, 6 решается в
зависимости от мощности множества M .
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Утверждение 2. Операции умножения и композиции на множестве преобразова-
ний Π(M), а также умножения на множестве бинарных отношений B(M), ком-
мутативны в том и только в том случае, когда |M | = 1.

� Если |M | = 1, то |Π(M)| = 1, |B(M)| = 2, и коммутативность указанных в
утверждении операций очевидна. Пусть |M | > 1 и a1, a2 — различные элементы из
M . Определим отображения f1, f2 : M →M , положив f1(x) = a1, f2(x) = a2 для всех
x ∈M . Тогда

(f1 ◦ f2)(a1) = f1(f2(a1)) = a1, (f2 ◦ f1)(a1) = f2(f1(a1)) = a2.

Следовательно, f1 ◦ f2 �= f2 ◦ f1, а потому и f1f2 �= f2f1.
Пример, показывающий некоммутативность умножения бинарных отношений на

множестве M , постройте в качестве упражнения. �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Для отдельных элементов a, b ∈ M равенство (1) может выполняться
и в том случае, когда операция ∗ не коммутативна. Такие элементы называются
перестановочными (или коммутирующими) друг с другом. Так, например, любой
элемент множества M перестановочен сам с собой при любой операции ∗.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Свойства ассоциативности и коммутативности операций независимы,
т. е. существуют операции, обладающие любым одним из этих свойств и не облада-
ющие другим. Примеры ассоциативных, но не коммутативных операций уже встре-
чались. Примером коммутативной, но не ассоциативной операции на множестве R

может служить операция нахождения среднего арифметического для действительных
чисел:

a ∗ b = a+ b

2
.

В случае, когда на одном и том же множестве определены несколько операций,
можно говорить о свойствах, связывающих различные операции.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Бинарная операция ∗ на множестве M называется лево- или пра-
водистрибутивной относительно бинарной операции ◦, если для любых элементов
из M выполняется соответственно равенство

a ∗ (b ◦ c) = (a ∗ b) ◦ (a ∗ c) или (b ◦ c) ∗ a = (b ∗ a) ◦ (c ∗ a).

Если выполняются оба этих свойства, то говорят просто о дистрибутивности
операции ∗ относительно операции ◦. В частности, если операция ∗ коммутативна, то
правая (левая) дистрибутивность совпадает с дистрибутивностью.

Так, из средней школы известно, что в числовых множествах операция умножения
дистрибутивна относительно операции сложения. Заметим, что операция сложения
чисел не дистрибутивна относительно умножения.

В примере 4 операция пересечения на множестве M̃ дистрибутивна относительно
операции объединения, а операция объединения дистрибутивна относительно опера-
ции пересечения.
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В том случае, когда операция ∗ не коммутативна, свойства левой и правой дистри-
бутивности могут не совпадать. Так, например, на множестве M̃ операция вычитания
праводистрибутивна, но не леводистрибутивна относительно объединения. Покажите
это в качестве упражнения.

§ 2. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ
С ОДНОЙ БИНАРНОЙ ОПЕРАЦИЕЙ

Алгебраической структурой или, просто, алгеброй называют множество, наде-
ленное системой операций. Область алгебры, изучающая произвольные алгебраиче-
ские структуры, называется универсальной или общей алгеброй. Несмотря на боль-
шую общность этого раздела, в нем имеется ряд интересных содержательных резуль-
татов о произвольных алгебраических структурах. Вместе с тем, в связи с потребно-
стями развития математики и ее приложений, наиболее глубоко изучены отдельные
узкие классы алгебраических структур, а именно, алгебраические структуры с одной
и двумя бинарными операциями, удовлетворяющими определенным условиям. В этой
главе будут рассмотрены простейшие свойства таких структур. Более обстоятельное
их изучение будет проведено позже, после ознакомления с некоторыми важнейшими
примерами таких структур.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Множество G �= ∅ с одной бинарной операцией ∗ называют группо-
идом и обозначают через (G; ∗).

Из определения 4 видно, что для задания группоида нужно задать множество
G и то правило, по которому можно найти значение операции ∗ для любых двух
элементов из G. В том случае, когда множество G конечно, всю эту информацию
можно записать таблицей, в которой входной строкой и входным столбцом является
список одинаково упорядоченных элементов множества G, а на пересечении строки с
входом a и столбца с входом b располагается значение операции a ∗ b.

Такая таблица называется таблицей Кэли группоида (G; ∗) в честь английско-
го математика А.Кэли (1821–1895). Если G = {a1, . . . , an}, то таблица Кэли для
группоида (G; ∗) имеет следующий вид:

a1 . . . aj . . . an

a1
... . . .

...
...

...
ai . . . . . . ai ∗ aj . . .

...
...

an . . . . . .

Исходя из такого задания группоида, легко подсчитать, сколько различных опера-
ций можно определить на множестве G порядка n. В каждую из n2 клеток таблицы
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Кэли можно записать любой из n элементов множества G. Отсюда видно, что табли-
цу Кэли можно составить в nn

2

вариантах, то есть на множестве G из n элементов
существует nn

2

различных группоидов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Подмножество G1 �= ∅ группоида (G; ∗) называется замкнутым
относительно операции ∗, если выполнено условие

∀ a, b ∈ G : (a, b ∈ G1 ⇒ a ∗ b ∈ G1).

При этом группоид (G1; ∗) называют подгруппоидом в (G; ∗).
Например, группоиды (Z; +), (N0; +), (N; +) являются подгруппоидами группоида

(R; +).
Из всех группоидов особо выделяются группоиды с коммутативной операцией.

Они называются коммутативными. Очевидно, что коммутативность группоида рав-
носильна симметричности его таблицы Кэли относительно главной диагонали.

В некоторых группоидах могут существовать так называемые нейтральные эле-
менты.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Элемент Λ группоида (G; ∗) называют нейтральным, если для лю-
бого a ∈ G выполняются равенства

a ∗ Λ = Λ ∗ a = a. (2)

Так, в группоидах (N0; ·), (Q; ·) нейтральным элементом является единица, в груп-
поидах (N0; +), (Q; +) — нуль, в группоидах (Z;−), (N; +) нейтральных элементов
нет. В группоиде бинарных отношений (B(M); ◦) нейтральным элементом является
отношение равенства (проверьте).

Легко видеть, что элемент ai конечного группоида является нейтральным в том
и только в том случае, когда строка и столбец с входами ai таблицы Кэли этого
группоида совпадают соответственно с входной строкой и входным столбцом.

Утверждение 3. Если в группоиде (G; ∗) существует нейтральный элемент, то
он единственный.

� Пусть Λ1, Λ2 — нейтральные элементы группоида (G; ∗). Так как Λ1 — ней-
тральный элемент, то Λ1 ∗ Λ2 = Λ2, а так как Λ2 — нейтральный, то Λ1 ∗ Λ2 = Λ1.
Следовательно, Λ1 = Λ2. �

В группоиде (G; ∗) с нейтральным элементом Λ для элемента a могут существовать
такие элементы a′, что

a′ ∗ a = Λ, a ∗ a′ = Λ. (3)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Элемент a′ группоида (G; ∗) с нейтральным элементом Λ, удовле-
творяющий равенствам (3), называют симметричным для a.

В общем случае в группоиде с нейтральным элементом Λ элемент a может не
иметь симметричных элементов и может иметь один или несколько симметричных
элементов. Постройте соответствующие примеры. Более определенно о числе симмет-
ричных элементов решается вопрос в группоидах с ассоциативной операцией.



§ 2. Алгебраические структуры с одной бинарной операцией 43

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Группоид (G; ∗) с ассоциативной операцией называется полугруп-
пой.

Примерами полугрупп могут служить группоиды, указанные в примерах 1, 3, 4, 5,
6 предыдущего параграфа. Все они являются полугруппами с нейтральным элемен-
том.

Утверждение 4. Если в полугруппе (G; ∗) с нейтральным элементом Λ для эле-
мента a существует симметричный элемент, то он единственный.

� Пусть a′, a′′ — симметричные элементы для элемента a. Тогда, используя ра-
венства (2), (3) и ассоциативность операции ∗, получим:

a′ = a′ ∗ Λ = a′ ∗ (a ∗ a′′) = (a′ ∗ a) ∗ a′′ = Λ ∗ a′′ = a′′. �

Из всех группоидов наибольшую роль в математике играют группоиды, называе-
мые группами.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Группоид (G; ∗) называется группой, если выполнены условия:
1) операция ∗ ассоциативна;
2) в (G; ∗) существует нейтральный элемент Λ;
3) для каждого элемента a ∈ G существует симметричный элемент a′ ∈ G.
Если, кроме того, выполняется еще условие коммутативности операции ∗, то груп-

па (G; ∗) называется коммутативной, или абелевой (в честь Н.Х.Абеля).

Приведем примеры групп. Из группоидов, рассмотренных выше, группами явля-
ются (Z; +), (Q; +), (R; +). Все эти группы коммутативны, нейтральным элементом в
них является число 0, а симметричным к числу a — противоположное ему число −a.
Заметим, что группоиды (Q; ·), (R; ·) являются коммутативными полугруппами с ней-
тральным элементом 1, однако группами они не являются лишь из-за того, что для
нуля не существует симметричного (в данном случае обратного) элемента. Удалив из
Q и R число нуль, мы получим множества Q

∗, R∗, которые являются группами отно-
сительно операции умножения. Легко видеть, что группами относительно умножения
являются одноэлементное множество чисел {1} и двухэлементное {1,−1}.

Приведем теперь пример некоммутативной группы. Из всех таких групп в даль-
нейшем особую роль будут играть группы подстановок.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Подстановкой непустого множества M называют любое биектив-
ное отображение множества M на себя.

Множество всех подстановок множества M обозначим через S(M). Из утвер-
ждения 2 главы 1 следует, что множество S(M) замкнуто относительно операций
умножения · и композиции ◦ отображений. Следовательно, на множестве S(M) опре-
делены два группоида (S(M); ·) и (S(M); ◦).

Теорема 5. Группоиды (S(M); ·) и (S(M); ◦) являются группами. Эти группы ком-
мутативны тогда и только тогда, когда |M | � 2.
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� Ассоциативность операций · и ◦ на множестве S(M) следует непосредствен-
но из утверждения 1 главы 1. Нейтральным элементом в группоидах (S(M); ·) и
(S(M); ◦) является тождественное отображение ε : M → M . Симметричным для
преобразования g ∈ S(M) является преобразование g−1, обратное для g. Его
существование гарантируется утверждением 4 главы 1. Необходимо подчеркнуть,
что отображение g−1, обратное для подстановки g, также является подстановкой
(т. е. g−1 ∈ S(M)). Это также обеспечивается утверждением 4 главы 1, поскольку
равенства gg−1 = g−1g = ε означают не только обратимость g, но и обратимость g−1.
Итак, рассматриваемые группоиды являются группами. Рассмотрим вопрос о комму-
тативности этих групп.

Если |M | = 1 или |M | = 2, то S(M) состоит соответственно из одной или двух
подстановок и коммутативность рассматриваемых групп очевидна. Пусть |M | > 2,
a, b, c ∈M . Построим подстановки g1, g2 множестваM следующим образом. Положим

g1(a) = b, g1(b) = a, g1(x) = x для x ∈M \ {a, b};
g2(b) = c, g2(c) = b, g2(x) = x для x ∈M \ {b, c}.

Так как

(g1 ◦ g2)(a) = (g1(g2(a))) = g1(a) = b,

(g2 ◦ g1)(a) = (g2(g1(a))) = g2(b) = c,

то g1 ◦ g2 �= g2 ◦ g1, а поэтому и g1g2 �= g2g1, т. е. рассматриваемые группы не комму-
тативны. �

Группу (S(M); ·) условимся в дальнейшем называть симметрической группой
подстановок множества M .

В том случае, когда множество M конечно, любую подстановку g из S(M) можно
задать таблицей из двух строк, выписав в первой строке все элементы множества M ,
а во второй записав под каждым элементом его образ при отображении g. Так, если
M = {a1, . . . , an} и g(ai) = aαi , i ∈ 1, n, то

g =

(
a1 a2 . . . an
aα1 aα2 . . . aαn

)
.

В частности, тождественная подстановка имеет вид

ε =

(
a1 a2 . . . an
a1 a2 . . . an

)
,

обратную подстановку для g можно записать в виде

g−1 =

(
aα1 aα2 . . . aαn

a1 a2 . . . an

)
.

Вернемся к определению группы. Из него и утверждений 3, 4 получаем: в группе
есть один нейтральный элемент и для каждого элемента a — один симметричный
элемент a′. Кроме того, из равенства (3) видно, что (a′)′ = a, (a ∗ b)′ = b′ ∗ a′.
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При изучении алгебр и в приложениях многие задачи сводятся к решению урав-
нений и систем уравнений в этих алгебрах. Поэтому вопросы об условиях разреши-
мости и методах решения уравнений являются важными в любых алгебраических
структурах. В связи с этим, в дальнейшем при изучении конкретных группоидов и
других алгебр мы, как правило, будем затрагивать и вопрос о решении простейших
уравнений. В группах на этот вопрос отвечает

Теорема 6. В любой группе (G; ∗) для любых элементов a, b однозначно разреши-
мы уравнения

a ∗ x = b, y ∗ a = b. (4)

� Непосредственной проверкой легко убедиться, что уравнениям (4) удовлетворя-
ют соответственно элементы x = a′ ∗ b и y = b ∗ a′, где a′ — элемент, симметричный
a. Остается доказать единственность этих решений. Пусть x1, x2 — любые решения
уравнения a ∗ x = b. Тогда имеем равенство

a ∗ x1 = a ∗ x2.

Умножив обе его части слева на элемент a′, получим x1 = x2. Аналогично доказыва-
ется единственность решения и второго уравнения из (4). �

В заключение этого параграфа сделаем одно замечание по терминологии и обо-
значениям. Само собой разумеется, что свойства группоида не зависят от того, как
названа и как обозначена его бинарная операция. В связи с этим, с целью избежа-
ния лишних значков и терминов, операции в группоидах обычно называют, как и
для чисел, сложением и умножением и обозначают соответственно знаками + и · .
Употребляемую при этом терминологию и форму записи называют соответственно
аддитивной и мультипликативной.

Приведем сравнительную таблицу этих терминов и обозначений.

Название Обознач. Название Обознач. Название Обознач.

Операция ∗ Сложение + Умножение ·
Результат
операции

a ∗ b Сумма a+ b Произведение a · b, ab

Нейтральный
элемент

Λ Нуль 0, θ Единица 1, e, ε

Симметричный
к элементу a

a′ Противополож-
ный к a

−a Обратный к a a−1

Решение
уравнения
x ∗ a = b

b ∗ a′ Разность b− a Правое частное ba−1

Решение
уравнения
a ∗ x = b

a′ ∗ b Разность −a+ b Левое частное a−1b

Заметим, что аддитивная терминология чаще всего используется для коммутатив-
ных группоидов.
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В дальнейшем, в основном, будут рассматриваться лишь ассоциативные группои-
ды. В них результат операций над несколькими элементами не зависит от расстановки
скобок и сами скобки, указывающие порядок выполнения операций, чаще всего опус-
каются. В связи с этим корректной является запись вида

a1 ∗ a2 ∗ . . . ∗ an. (5)

Если при этом a1 = a2 = . . . = an = a, то вместо (5) пишут: an при мульти-
пликативной форме и na при аддитивной форме записи. Элементы an и na называют
соответственно n-й степенью и n-кратным элемента a. Непосредственно из опреде-
ления элементов an и na легко следует

Утверждение 7. Если (G; ·) или (G; +) — полугруппы, то для любого элемента
a ∈ G и любых натуральных чисел n1, n2 выполняются равенства

an1 · an2 = an1+n2 , (an1)n2 = an1n2 ; (6)

n1a+ n2a = (n1 + n2)a, n1(n2a) = (n1n2)a. (7)

Проверьте эти равенства в качестве упражнения.
Если группоид (G; ·) или (G; +) является группой, то понятия n-й степени и

n-кратного элемента a ∈ G можно распространить на любое n ∈ Z, положив соответ-
ственно

a0 = e, an = a−m = (am)−1,

0a = θ, na = (−m)a = −(ma)
для n = −m < 0. Нетрудно проверить, что в группе (G; ·) (или (G; +)) равенства (6)
(соответственно (7)) выполняются для любого a ∈ G и любых n1, n2 ∈ Z.

§ 3. КОЛЬЦА И ПОЛЯ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Кольцом называется множество R с бинарными операциями сло-
жения + и умножения · , удовлетворяющими условиям:

1) (R; +) — абелева группа,
2) (R; ·) — полугруппа,
3) операция умножения дистрибутивна относительно сложения.

При этом группа (R; +) называется аддитивной группой кольца R, а ее нейтральный
элемент 0 — нулем кольца R.

Кольцо (R; +) называется коммутативным, если операция умножения коммута-
тивна, и кольцом с единицей, если (R; ·) — полугруппа с единицей.

Примерами коммутативных колец с единицей являются числовые кольца:

(Z; +, ·), (Q; +, ·), (R; +, ·).
Примером коммутативного кольца без единицы может служить множество 2Z всех
четных чисел относительно обычных операций сложения и умножения.
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Заметим, что любую абелеву группу (G; +) можно сделать кольцом, задав на ней
операцию умножения следующим образом:

∀ a, b ∈ G : (ab = 0).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Кольцо R, в котором произведение любых двух элементов равно
нулевому элементу, называется кольцом с нулевым умножением.

Приведем еще один пример кольца.

ПРИМЕР 7. Рассмотрим множество R
2 упорядоченных пар действительных чисел:

R
2 = {(a, b) : a, b ∈ R}.

Введем на множестве R
2 операции сложения и умножения, положив

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b)(c, d) = (ac, bd).

Так как операции над парами производятся покомпонентно, то из свойств дей-
ствительных чисел имеем: операции + и · в R

2 коммутативны и ассоциативны, а
операция · дистрибутивна относительно +. Нулевым элементом является пара (0, 0),
единицей — пара (1, 1), противоположной для пары (a, b) — пара (−a,−b). Следова-
тельно, (R2; +, ·) является коммутативным кольцом с единицей.

В дальнейшем будет рассмотрено много других колец, в том числе и некомму-
тативных. Здесь же укажем на некоторые простейшие свойства, верные для любых
колец и хорошо известные для чисел.

Теорема 8. Для любых элементов a, b, c произвольного кольца R с нулем 0 спра-
ведливы равенства:

(а) a · 0 = 0 · a = 0;
(б) −(−a) = a;
(в) (−a)b = −(ab), a(−b) = −(ab);
(г) (−a)(−b) = ab;
(д) a(b− c) = ab− ac;
(е) m(ab) = (ma)b = a(mb), m ∈ Z;
(ж) (m1a)(m2b) = (m1m2)(ab), m1,m2 ∈ Z.

� (а) Так как 0 + 0 = 0 по определению нулевого элемента кольца, то получим,
что a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0. Прибавив к обеим частям полученного равенства
−(a · 0), получим a · 0 = 0. Аналогично доказывается равенство 0 · a = 0.

(б) Непосредственно из определения противоположного элемента получаем:

a+ (−a) = (−a) + a = 0.

Из этих равенств видно, что если −a — противоположный элемент для a, то a —
противоположный для −a. Последнее означает, что −(−a) = a.
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(в) Так как −(ab) есть элемент, противоположный к ab, то в силу утверждения 4
для доказательства равенства (−a)b = −(ab) достаточно показать, что (−a)b также
противоположен к ab, то есть выполняется равенство ab + (−a)b = 0. Используя
свойство дистрибутивности умножения относительно сложения в кольце R и свойство
(а), получим:

ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0 · b = 0.

Аналогично доказывается равенство a(−b) = −(ab).
(г) Используя свойства (б), (в), получим:

(−a)(−b) = −(a(−b)) = −(−(ab)) = ab.

(д) a(b− c) = a(b+ (−c)) = ab+ a(−c) = ab+ (−(ac)) = ab− ac.
(е) Для доказательства равенств из (е) достаточно воспользоваться определением

m-кратного, а также свойством дистрибутивности при m ∈ N, равенствами (а) при
m = 0 и равенствами (в) при m = −n, где n ∈ N.

(ж) Доказывается аналогично утверждению (е). �
Если (R; +, ·) — кольцо с единицей e, то в нем для элемента a �= 0 может не быть

обратного элемента. Вместе с тем для некоторых элементов кольца R (например, для
единицы e) обратные элементы существуют. Такие элементы играют в кольце особую
роль.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Элемент a кольца R с единицей называется обратимым, если для
него в R существует обратный элемент a−1.

Множество всех обратимых элементов кольца R обозначают R∗.
Например, Q∗ = Q \ {0}, Z∗ = {1,−1}. Обратимыми элементами кольца (R2; +, ·)

из примера 7 являются все пары вида (a, b), в которых a �= 0 и b �= 0, при этом
(a, b)−1 = (a−1, b−1).

Заметим, что в рассмотренных примерах множества Q
∗, Z∗, (R2)∗ являются груп-

пами относительно операции умножения. Этот факт не случаен.

Теорема 9. Если R — кольцо с единицей, то множество всех его обратимых эле-
ментов замкнуто относительно операции умножения в R и является группой.

� Покажем сначала, что множество R∗ замкнуто относительно операции умно-
жения, определенной в кольце R. Пусть a, b ∈ R∗ и a−1, b−1 — обратные к ним
элементы. Тогда имеем:

(ab)(b−1a−1) = (a(bb−1))a−1 = (ae)a−1 = aa−1 = e

и, аналогично, (b−1a−1)(ab) = e. Следовательно, элемент b−1a−1 является обратным
для ab, и потому ab ∈ R∗. Таким образом, R∗ можно рассматривать как множество
с операцией умножения (определенной на R). Эта операция на R∗ ассоциативна, так
как она ассоциативна на R. Единичный элемент e обратим, поскольку ee = e, и
потому лежит в R∗. Очевидно, что e — единичный элемент группоида (R∗; ·). Если
a ∈ R∗ и a−1 — обратный элемент для a, то a является обратным для a−1, и значит,
a−1 ∈ R∗. Из всего сказанного и определения 9 следует, что (R∗; ·) — группа. �



§ 3. Кольца и поля 49

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Группа (R∗; ·) всех обратимых элементов кольца R с единицей
называется мультипликативной группой кольца R.

Рассмотрим еще вопрос о решении уравнений

ax = b, ya = b (8)

в произвольном кольце R с единицей.

Утверждение 10. В кольце R с единицей уравнения (8) разрешимы при любых
b ∈ R (и фиксированном a ∈ R) в том и только в том случае, когда a ∈ R∗.
В последнем случае каждое из уравнений (8) имеет единственное решение.

� Если a обратим, то точно так же, как и в теореме 6, доказывается, что x = a−1b,
y = ba−1 являются единственными решениями уравнений из (8). Обратно, пусть
уравнения (8) разрешимы при любом b, и x = a′, y = a′′ — их решения при b = e.
Используя равенства aa′ = e, a′′a = e и ассоциативность умножения, получим:

a′′ = a′′e = a′′(aa′) = (a′′a)a′ = ea′ = a′.

Следовательно, a′ = a′′ = a−1, т. е. a обратим. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Пусть R — коммутативное кольцо и a, b ∈ R. Говорят, что элемент
b делится на a, или a делит b, если существует такой элемент c ∈ R, что b = ac.

Тот факт, что a делит b, кратко записывают в виде a | b. Если a | b, то говорят
также, что b кратно a, a — делитель b.

Заметим, что согласно определению 15 верно, что 0 | 0.
Отношение делимости на коммутативном кольце обладает рядом свойств, сходных

с известными из средней школы свойствами делимости целых чисел.

Утверждение 11. Для любых элементов a, b, c коммутативного кольца R справед-
ливы импликации:

(а) a | b, b | c ⇒ a | c;
(б) a | b, a | c ⇒ a | (b± c);
(в) a | b ⇒ a | bc.

Если R — коммутативное кольцо с единицей e, то оно обладает также свой-
ствами:

(г) ∀ a ∈ R, ∀ r ∈ R∗ : (r | a, ar | a);
(д) ∀ a, b ∈ R, ∀ r1, r2 ∈ R∗ : (a | b ⇔ ar1 | br2).

� Импликации (а), (б), (в) доказываются непосредственно на основании опреде-
ления 15. Проделайте это в качестве упражнения. Свойство (г) следует из очевидных
равенств a = r(r−1a), a = (ar)r−1. Докажем (д). Пусть a, b ∈ R, r1, r2 ∈ R∗. Если
a | b, то b = ac при некотором c ∈ R. Отсюда имеем равенство br2 = (ar1)r

−1
1 cr2,

которое означает, что ar1 | br2. Обратная импликация доказывается аналогично. �
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Заметим, что указанные в пункте (г) делители r и ar элемента a называются
несобственными, или тривиальными.

Кроме обратимых элементов особую роль в кольцах играют элементы, называемые
делителями нуля. В связи с термином «делитель нуля» необходимо сделать следую-
щее замечание. В соответствии с определением 15 нуль делит нуль и потому нулевой
элемент кольца следовало бы относить к делителям нуля. Однако в ряде случаев этого
удобнее не делать. Поэтому здесь (как во многих других книгах по алгебре) термин
«делитель нуля» будет использоваться только в смысле следующего определения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Делителем нуля в произвольном кольце R называется любой его
элемент a �= 0, для которого в R существует элемент b �= 0, удовлетворяющий усло-
вию: ab = 0 или ba = 0.

Для приведенных выше примеров колец имеем: в кольцах Z, 2Z, Q, R делителей
нуля нет; в кольце с нулевым умножением делителями нуля являются все ненулевые
элементы; в кольце (R2; +, ·) из примера 7 делителями нуля являются все пары (a, b),
в которых a = 0, b �= 0 или a �= 0, b = 0.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Если в коммутативном кольце R a делит b, то элемент c из условия
b = ac находится в общем случае неоднозначно. Однако, если a �= 0 и a не является
делителем нуля, то c находится однозначно, поскольку из равенства ac1 = ac2 следует
a(c1 − c2) = 0, а потому и c1 − c2 = 0, т. е. c1 = c2. В этом случае однозначно опре-

деленный элемент c называют частным от деления b на a и обозначают в виде b

a
.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Коммутативное кольцо с единицей и без делителей нуля называют
областью целостности.

Примерами областей целостности являются кольца Z, Q, R.
Из всех областей целостности особо выделяют поля.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Полем называют коммутативное кольцо с единицей, отличной от
нуля, в котором каждый ненулевой элемент обратим.

Примерами полей являются кольца Q и R. Их называют соответственно полем
рациональных и полем действительных чисел. В качестве примера нечислового поля
построим поле из двух элементов 0, e с операциями сложения и умножения, задан-
ными следующими таблицами Кэли:

+ 0 e

0 0 e

e e 0

· 0 e

0 0 0

e 0 e

Читателю предлагается проверить, что множество {0, e} с указанными операциями
является полем с нулем 0 и единицей e. Это поле называют полем Галуа из двух
элементов и обозначают через GF (2). В дальнейшем мы познакомимся со многими
другими полями.

Так как поля являются кольцами, то они обладают всеми общими свойствами
колец. Вместе с тем, поля обладают и некоторыми специфичными свойствами.
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Утверждение 12. (а) Если a, b — элементы поля P и a �= 0, то уравнение ax = b
имеет единственное решение в P .

(б) В любом поле P отсутствуют делители нуля, т. е.

∀ a, b ∈ P : (ab = 0 ⇔ a = 0 или b = 0).

� Свойство (а) следует непосредственно из утверждения 10, если учесть, что в
поле все ненулевые элементы обратимы.

(б) Если ab = 0 и a �= 0, то, умножив обе части равенства ab = 0 на a−1, получим
a−1(ab) = 0, то есть b = 0. В другую сторону утверждение (б) следует из теоремы 8(а)
для колец. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Подмножество R1 кольца (R; +, ·) замкнутое относительно опера-
ций +, · в R и являющееся кольцом (полем) относительно этих операций, называют
подкольцом (подполем) кольца R.

Из определения 19 следует, что кольцо Z является подкольцом кольца Q, которое
само является подкольцом и подполем поля R.

§ 4. ИЗОМОРФИЗМ МНОЖЕСТВ С ОПЕРАЦИЯМИ

При изучении множества с операциями в алгебре обращают внимание лишь на те
его свойства, которые обусловлены определенными на нем операциями, и не интересу-
ются свойствами, обусловленными природой его элементов. Множества, устроенные
одинаково с точки зрения определенных на них операций, называются изоморфны-
ми (т. е. имеющими одинаковое строение). Прежде чем дать этому понятию строгое
определение, приведем простейший пример.

Рассмотрим группоид G1 = {1,−1} с обычной операцией умножения чисел. Его
таблица Кэли имеет вид:

· 1 −1
1 1 −1

−1 −1 1

Сравним группоид G1 с другим группоидом G2, состоящим из двух отображений
множества Z в себя: тождественного отображения ε и отображения δ, определенного
условием ∀ a ∈ Z : δ(a) = −a. Легко видеть, что множество G2 = {ε, δ} замкнуто
относительно операции композиции отображений, и мы имеем группоид (G2; ◦) с
таблицей Кэли

◦ ε δ

ε ε δ

δ δ ε

Сравнивая группоиды (G1; ·) и (G2; ◦), замечаем, что, заменив в таблице Кэли для
G1, элементы 1,−1 соответственно на ε, δ, а операцию · на ◦, мы получим таблицу
Кэли для группоида (G2; ◦). Таким образом, с точки зрения операций группоиды G1
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и G2 отличаются лишь обозначением элементов и операций. Теперь заметим, что
замена элементов 1, −1 на ε, δ есть биективное отображение ϕ множества G1 на G2,
удовлетворяющее условию

∀ a, b, c ∈ G1 : (ab = c ⇔ ϕ(a) ◦ ϕ(b) = ϕ(c)).

Нетрудно видеть, что так записанное условие равносильно условию

∀ a, b ∈ G1 : (ϕ(ab) = ϕ(a) ◦ ϕ(b)).
Теперь должно быть понятным и естественным

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 20. Группоиды (G; ∗) и (H ; ◦) называют изоморфными, если суще-
ствует биективное отображение ϕ : G → H такое, что для любых элементов a, b ∈ G
выполняется равенство

ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b). (9)

При этом отображение ϕ называют изоморфизмом группоида (G; ∗) на группоид
(H ; ◦). Тот факт, что группоиды G и H изоморфны, записывается в виде G ∼= H .

Легко видеть, что если ϕ — изоморфизм группоида (G; ∗) на (H ; ◦), то отображе-
ние ϕ−1 является изоморфизмом группоида (H ; ◦) на (G; ∗). Докажите это в качестве
упражнения.

Понятие изоморфизма группоидов встречается и используется даже в школьной
математике (без употребления слова изоморфизм). Так, отображение ϕ множества
положительных чисел R

+ во множество всех действительных чисел R, определенное
равенством ϕ(a) = lg a, является изоморфизмом группоида (R+; ·) на группоид (R; +).
Условие (9) в данном случае записывается равенством

lg(ab) = lg a+ lg b.

Если в группоидах G, H операция обозначается одним и тем же символом, напри-
мер ∗, то равенство (9) принимает вид

ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ∗ ϕ(b).
В этом случае говорят, что отображение ϕ является изоморфизмом относительно
операции ∗.

В алгебре, изучающей множества лишь с точки зрения свойств операций, изо-
морфные группоиды попросту не различают, то есть изучают группоиды (да и другие
множества с операциями) лишь с точностью до изоморфизма. Это объясняется тем,
что операции в изоморфных группоидах обладают одними и теми же свойствами.
Частично это утверждается в следующей теореме.

Теорема 13. Пусть ϕ — изоморфизм группоида (G; ∗) на группоид (H ; ◦). Тогда
(а) если группоид (G; ∗) коммутативный или ассоциативный, то соответ-

ственно таким же является и (H ; ◦);
(б) если Λ — нейтральный элемент в (G; ∗), то ϕ(Λ) — нейтральный в (H ; ◦);
(в) если в (G; ∗) элемент g′ является симметричным для g, то в (H ; ◦) элемент

ϕ(g′) — симметричный для ϕ(g).
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� (а) Пусть операция ∗ коммутативна и h1, h2 — любые элементы из H . Так как
отображение ϕ сюръективно, то

∃ g1, g2 ∈ G : ϕ(g1) = h1, ϕ(g2) = h2.

Теперь, используя коммутативность операции ∗ и условие (9), получим:
h1 ◦ h2 = ϕ(g1) ◦ ϕ(g2) = ϕ(g1 ∗ g2) = ϕ(g2 ∗ g1) = ϕ(g2) ◦ ϕ(g1) = h2 ◦ h1.

Следовательно, операция ◦ также коммутативна. Аналогично доказывается утвержде-
ние (а) и для свойства ассоциативности.

(б) Пусть, как и в (а), h1 ∈ H , ϕ(g1) = h1. Тогда

ϕ(Λ) ◦ h1 = ϕ(Λ) ◦ ϕ(g1) = ϕ(Λ ∗ g1) = ϕ(g1) = h1,

и аналогично h1 ◦ ϕ(Λ) = h1. Следовательно, ϕ(Λ) — нейтральный элемент в (H ; ◦).
(в) Из равенств g ∗ g′ = g′ ∗ g = Λ, учитывая, что ϕ — изоморфизм, получим:

ϕ(g) ◦ ϕ(g′) = ϕ(g′) ◦ ϕ(g) = ϕ(Λ). (10)

Так как ϕ(Λ) — нейтральный элемент в (H ; ◦) по доказанному в (б), то равенства (10)
и означают, что ϕ(g′) — симметричный элемент для ϕ(g). �

Следствие. Если группоиды (G; ∗), (H ; ◦) изоморфны и (G; ∗) есть или полугруп-
па, или коммутативная полугруппа, или группа, то соответственно таким же
является группоид (H ; ◦).

В заключение данного параграфа докажем два утверждения о группах подстано-
вок.

Утверждение 14. Для любого множества M �=∅ группы (S(M); ·) и (S(M); ◦) изо-
морфны.

� Определим отображение ϕ : S(M)→ S(M) следующим образом:

∀ g ∈ S(M) : ϕ(g) = g−1,

где g−1 — обратный элемент для g в группе (S(M); ·). Покажем, что ϕ — изоморфизм.
Так как каждый элемент из S(M) является обратным для обратного к нему, то ϕ
сюръективно. Инъективность ϕ докажем от противного. Допустим, что g−1

1 = g−1
2

для g1 �= g2. Умножив обе части последнего равенства на g1 слева и на g2 справа,
получим противоречащее условию равенство g2 = g1.

Итак, ϕ биективно, и осталось проверить условие (9). Оно проверяется с исполь-
зованием известного равенства (g1g2)

−1 = g−1
2 g−1

1 :

ϕ(g1g2) = (g1g2)
−1 = g−1

2 g−1
1 = ϕ(g2)ϕ(g1) = ϕ(g1) ◦ ϕ(g2). �

Утверждение 15. Если множества M , M ′ не пусты и равномощны, то

(S(M); · ) ∼= (S(M ′); · ).
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� По определению равномощности множеств существует биективное отобра-
жение a : M → M ′. Сопоставим каждой подстановке g ∈ S(M) отображение
ϕ(g) = a−1ga : M ′ →M ′. Так как отображения a−1, g, a биективны, то по утвержде-
нию 2 главы 1 биективным будет и их произведение. Следовательно, ϕ(g) ∈ S(M ′).
В итоге определено отображение ϕ : S(M) → S(M ′). Отображение ϕ сюръективно,
поскольку в подстановку g′ из S(M ′) отобразится подстановка ag′a−1 из S(M). Дей-
ствительно, по определению ϕ имеем:

ϕ(ag′a−1) = a−1(ag′a−1)a = (a−1a)g′(a−1a) = εM · g′ · εM ′ = g′.

Отображение ϕ инъективно, так как из равенства образов ϕ(g1) = ϕ(g2), т. е.
a−1g1a = a−1g2a, следует, что g1 = g2. Таким образом, ϕ биективно, и остается
проверить для ϕ условие (9):

ϕ(g1g2) = a−1(g1g2)a = (a−1g1a)(a
−1g2a) = ϕ(g1)ϕ(g2). �

Утверждения 14, 15 хорошо иллюстрируют значение понятия изоморфизма. Ока-
зывается, для изучения групп (S(M); ·), (S(M); ◦) при всевозможных M достаточно
из каждого бесконечного семейства равномощных множеств выбрать какое-либо одно
и изучать лишь симметрическую группу подстановок этого множества (т. е. множе-
ство подстановок с операцией умножения). В конечных случаях в качестве таких
множеств обычно выбираются множества 1, n, n ∈ N. Группа подстановок множества
1, n называется симметрической группой подстановок степени n и обозначается
через Sn. Подстановки из Sn записывают обычно в виде

g =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
,

где is — образ элемента s при действии подстановки g.
Понятие изоморфизма группоидов естественным образом обобщается на алгебры

со многими операциями. Здесь мы ограничимся лишь частным случаем, когда алгебры
являются множествами с двумя бинарными операциями.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21. Алгебры (R1; +, ·), (R2; +, ·) с бинарными операциями сложения и
умножения называют изоморфными, если существует такое биективное отображение
ϕ : R1 → R2, при котором для любых элементов a, b ∈ R1 выполняются равенства

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b), ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

При этом отображение ϕ называют изоморфизмом алгебры (R1; +, ·) на (R2; +, ·).

Изоморфизм алгебр (R1; +, ·) и (R2; +, ·) обозначается тем же знаком ∼=, что и
изоморфизм группоидов.

В дальнейшем нам окажется полезной

Теорема 16. Если алгебры (R1; +, ·) и (R2; +, ·) изоморфны и (R1; +, ·) — кольцо
(поле), то (R2; +, ·) также является кольцом (полем).
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� Выполнение всех аксиом кольца (поля), кроме дистрибутивности, для R2 следу-
ет непосредственно из теоремы 13. Проверим условия дистрибутивности. Пусть ϕ —
изоморфизм R1 на R2, и a, b, c — любые элементы из R2. Так как ϕ сюръективно, то

∃ a1, b1, c1 ∈ R1 : ϕ(a1) = a, ϕ(b1) = b, ϕ(c1) = c.

Применяя к обеим частям равенства (a1 + b1)c1 = a1c1 + b1c1 отображение ϕ и учи-
тывая, что ϕ — изоморфизм, получим соответственно:

ϕ((a1 + b1)c1) = ϕ(a1 + b1)ϕ(c1) = (ϕ(a1) + ϕ(b1))ϕ(c1) = (a+ b)c,

ϕ(a1c1 + b1c1) = ϕ(a1c1) + ϕ(b1c1) = ϕ(a1)ϕ(c1) + ϕ(b1)ϕ(c1) = ac+ bc.

Следовательно, в R2 операция · праводистрибутивна относительно +. Аналогично
проверяется и свойство левой дистрибутивности. �

ЗАДАЧИ

1. Сколько различных бинарных операций можно определить на n-элементном
множестве? В скольких случаях получатся группоиды:

а) коммутативные,
б) с нейтральным элементом,
в) с условием разрешимости любого уравнения вида ax = b,
г) с условием разрешимости любого уравнения вида xa = b?

2. Приведите пример множества с двумя бинарными операциями ∗ и ◦, из которых
одна является леводистрибутивной, но не праводистрибутивной относительно другой.

3. Определите на множестве R
2 операции

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b)(c, d) = (a, d).

Являются ли эти операции коммутативными, ассоциативными, лево(право)дистрибу-
тивными одна относительно другой?

4. Найдите нейтральный элемент и опишите все обратимые элементы в полугруп-
пе B(M) всех бинарных отношений на конечном множестве M .

5. Докажите, что если g — подстановка конечного множества M и a ∈ M , то в
последовательности a, g(a), g2(a), . . . первым из повторившихся элементов будет a.

6. Являются ли группами:
а) множество всех подстановок множества M �= ∅, оставляющих на месте фикси-

рованный элемент a ∈M ;
б) множество отношений эквивалентности на множестве M �= ∅ относительно

операции умножения;
в) множество всех подмножеств множества M �= ∅ относительно операции ∗, где

A ∗B = (A ∪B) \ (A ∩B);
г) множество действительных чисел промежутка [0, 1) с операцией ∗, где a ∗ b —

дробная часть числа a+ b?
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7. Докажите, что если в группе (G; ·) любой элемент a удовлетворяет условию
a2 = e, то G абелева.

8. Докажите, что все группы порядка 3 изоморфны между собой и существуют
ровно две не изоморфные группы порядка 4.

9. Изоморфны ли группоиды:
а) (N0; +) и (N0; ·);
б) (Z; +) и (2Z; +);
в) (Z; ·) и (2Z; ·)?
10. Являются ли кольцами (полями) относительно операций сложения и умноже-

ния чисел множества:
а) {a+ b

√
2 : a, b ∈ Z};

б) {a+ b
√
2 : a, b ∈ Q};

в) {a+ b 3
√
2 : a, b ∈ Q}?

11. Является ли кольцом (полем) множество R
2 с операциями

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d); (a, b)(c, d) = (ad+ bc, bd)?

12. Докажите, что в любом кольце с единицей множества обратимых элементов
и делителей нуля не пересекаются.

13. Докажите, что отношение изоморфизма является отношением эквивалентно-
сти на любом множестве группоидов.

14. Изоморфизм группоида G на себя называют автоморфизмом группоида. До-
кажите, что множество Aut(G) всех автоморфизмов группоида G является группой
относительно операции умножения (композиции) отображений.



Глава 4

ЧИСЛОВЫЕ КОЛЬЦА И ПОЛЯ

§ 1. ОТНОШЕНИЕ ДЕЛИМОСТИ В КОЛЬЦЕ Z.
ДЕЛЕНИЕ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ С ОСТАТКОМ

Кольцо целых чисел Z является одним из основных числовых колец. Методы ре-
шения многих задач в кольце Z нередко служат основой для аналогий при изучении
других колец. Так, например, изложенный в данной главе материал по теории дели-
мости в Z послужит в главе 9 основой для изучения сходных вопросов в кольцах
многочленов.

Кольцо Z является коммутативным кольцом с единицей, и потому в нем отношение
делимости обладает свойствами (а)–(д) из утверждения 11 главы 3. В дополнение к
ним докажем

Утверждение 1. Для любых a, b ∈ Z

(а) a | b ⇔ ±a | ±b;
(б) a | b, b �= 0 ⇒ |a| � |b|;
(в) a | b, b | a ⇔ |a| = |b|.
� (а) Свойство (а) является уточнением свойства (д) из утверждения 11 главы 3,

поскольку обратимые элементы кольца Z исчерпываются числами 1, −1.
(б) Из условия a | b следует, что b = aq при некотором q ∈ Z. Отсюда по свойству

модулей чисел имеем: |b| = |a| · |q|. Так как b �= 0, то |q| > 0, т. е. |q| = 1+ t, где t ∈ N0.
Следовательно, |b| = |a|(1 + t) = |a|+ k, где k = |a| · t � 0, и потому |b| � |a|.

(в) Пусть a | b и b | a. Тогда числа a, b или оба равны нулю, или оба не равны
нулю. В первом случае равенство |a| = |b| очевидно, во втором оно следует из свойства
(б). Обратная импликация следует из утверждения (а), если учесть, что |a| = |b| ⇒
b = ±a. �

Заметим, что множество делителей любого целого числа a не пусто. Действитель-
но, если a = 0, то его делителями являются все целые числа (включая и 0). Если же
a �= 0, то оно имеет, по крайней мере тривиальные делители ±1, ±a (см. замечания
к утверждению 11 главы 3).

Свойство (а) сводит описание всех делителей и всех кратных для данного числа к
описанию лишь положительных (натуральных) делителей и кратных. Из свойства (б)
следует конечность числа различных делителей у любого отличного от нуля целого
числа, что дает принципиальную возможность нахождения всех делителей числа.
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В том случае, когда одно натуральное число не делится на другое, алгоритм деле-
ния «уголком» приводит к неполному частному и остатку от деления. Оказывается,
что понятие деления с остатком можно обобщить на любые целые числа.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Разделить с остатком целое число a на целое число b — это
значит найти целые числа q и r, удовлетворяющие условиям

a = bq + r, 0 � r < |b|. (1)

Числа q и r, удовлетворяющие условиям (1), называют соответственно неполным
частным и остатком от деления a на b.

Теорема 2. Если a, b ∈ Z и b �= 0, то a можно разделить на b с остатком, причем
неполное частное и остаток определяются однозначно.

� Сначала докажем существование чисел q и r, удовлетворяющих условиям (1).
Рассмотрим отдельно три случая.

1. a � 0, b > 0. По аксиоме Архимеда существует такое натуральное число k,
что a < bk. Отсюда (согласно принципу наименьшего числа) следует существование
такого целого неотрицательного числа q, что

bq � a < b(q + 1), т. е. 0 � a− bq < b.

Следовательно, числа q и r = a− bq удовлетворяют условиям (1).
2. a < 0, b > 0. Тогда −a > 0, и по доказанному в пункте 1 существуют такие

числа q1, r1, что
−a = bq1 + r1, 0 � r1 < b.

Если r1 = 0, то a = b(−q1), и условия (1) выполняются при q = −q1, r = 0. Если же
r1 �= 0, то

a = b(−q1)− r1 = b(−q1 − 1) + (b− r1) = bq + r,

где q = −q1 − 1, r = b − r1. Так как 0 < r1 < b, то 0 < r < b, и для чисел q, r
условия (1) выполнены.

3. a любое, b < 0. Тогда по доказанному в пунктах 1 и 2 найдутся такие числа q1,
r1, что

a = (−b)q1 + r1, 0 � r1 < −b = |b|.

Отсюда имеем

a = b(−q1) + r1, 0 � r1 < |b|.
Таким образом, существование неполного частного и остатка доказано во всех слу-
чаях.

Докажем единственность. Пусть для целых чисел a, b, q, r, q1, r1 выполняются
соотношения (1) и соотношения

a = bq1 + r1, 0 � r1 < |b|.



§ 2. Наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное целых чисел 59

Тогда имеем bq + r = bq1 + r1, и потому

|b| · |q − q1| = |r1 − r|.
Так как r, r1 — неотрицательные числа, меньшие |b|, то |r1 − r| < |b|. Однако, при
q �= q1 из последнего равенства и утверждения 1(б) следует, что |r1− r| � |b|. Значит,
q = q1, а тогда и r = r1. �

Ниже остаток от деления a на b будем обозначать через rb(a).
Сравнивая определение 15 главы 3 отношения делимости и определение 1 деления

с остатком и учитывая единственность неполного частного и остатка, получим

Следствие. Если a, b ∈ Z и b �= 0, то b | a ⇔ rb(a) = 0.

§ 2. НАИБОЛЬШИЙ ОБЩИЙ ДЕЛИТЕЛЬ
И НАИМЕНЬШЕЕ ОБЩЕЕ КРАТНОЕ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Наибольшим общим делителем (НОД) целых чисел a1, . . . , an при
n � 2 называют любое целое число d, удовлетворяющее условиям:

1) d есть общий делитель чисел a1, . . . , an, т. е.

d | a1, . . . , d | an;
2) d делится на любой общий делитель чисел a1, . . . , an, т. е.

∀ d1 ∈ Z : (d1 | a1, . . . , d1 | an ⇒ d1 | d).
Множество всех наибольших общих делителей чисел a1, . . . , an, обозначим че-

рез НОД {a1, . . . , an}. Ниже мы докажем, что это множество не пусто при любых
a1, . . . , an ∈ Z. Пока же установим лишь более слабое

Утверждение 3. Если n � 2 и a1 = . . . = an = 0, то для чисел a1, . . . , an существу-
ет единственный НОД, равный 0. Если целые числа a1, . . . , an не все равны 0 и
для них существует хотя бы один НОД, то они имеют ровно два НОД, которые
отличаются только знаком.

� При a1 = . . . = an = 0 число d = 0 удовлетворяет условиям определения 2,
а число d �= 0 удовлетворяет условию 1 и не удовлетворяет условию 2 определения,
поскольку, например, d + 1 | 0, но d + 1 � d. Следовательно, НОД {0, . . . , 0} = {0}.
Пусть теперь целые числа a1, . . . , an не все равны 0, и d ∈ НОД {a1, . . . , an}, т. е. d
удовлетворяет условиям определения 2. Тогда d �= 0, и из утверждения 1(а) следует,
что этим условиям удовлетворяет также число −d.

Если целое число d1 также является НОД чисел a1, . . . , an, то по условию 2
определения 2 выполнены соотношения d1 | d и d | d1, а тогда по утверждению 1(в)
имеем |d1| = |d|, т. е. d1 = d или d1 = −d. Таким образом, в рассматриваемом случае
НОД {a1, . . . , an} = {−d, d}. �

Из утверждения 3 следует, что если множество НОД {a1, . . . , an} не пусто, то
в нем содержится единственное неотрицательное число. Условимся обозначать его
через (a1, . . . , an).
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Для решения вопроса о существовании НОД чисел a1, . . . , an ограничимся сна-
чала рассмотрением случая n = 2. В этом случае для нахождения НОД существует
известный алгоритм, описанный на геометрическом языке Евклидом2.

Пусть даны два целых числа a, b. Если b = 0, то, очевидно, в множестве НОД {a, b}
содержится число a. Поэтому будем считать, что b �= 0.

Алгоритм Евклида для целых чисел a, b при условии b �= 0 заключается в следу-
ющем. Сначала делим с остатком a на b:

a = bq1 + r1, 0 � r1 < |b|.
Если r1 = 0, то алгоритм окончен. В этом случае b | a, и, очевидно, b ∈ НОД {a, b}.
Если же r1 �= 0, то делим с остатком b на r1:

b = r1q2 + r2, 0 � r2 < r1.

Если r2 = 0, то алгоритм окончен, в противном случае делим с остатком r1 на r2
и т. д. до тех пор, пока не получим остаток, равный нулю. Такой момент обязатель-
но наступит, поскольку получающиеся остатки являются целыми неотрицательными
числами и образуют строго убывающую цепочку чисел r1 > r2 > . . . . Если остатки
r1, . . . , rn отличны от нуля, а rn+1 = 0, то имеем следующую систему соотношений:

a = bq1 + r1, 0 < r1 < |b|,
b = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 < rn < rn−1,

rn−1 = rnqn+1.

(2)

Прослеживая систему равенств из (2) снизу вверх, нетрудно заметить последова-
тельно, что rn делит числа rn−1, rn−2, . . . , r1, b, a. Следовательно, rn есть об-
щий делитель чисел a, b. Если d1 — какой-либо другой их общий делитель, то,
прослеживая систему равенств (2) сверху вниз, получим последовательно: d1 делит
r1, r2, . . . , rn. Следовательно, rn = (a, b). Отсюда, с учетом утверждения 3, можно
сделать вывод о том, что справедлива

Теорема 4. Для любых целых чисел a, b существует единственный неотрица-
тельный наибольший общий делитель (a, b). При этом, если a | b или b | a, то
соответственно (a, b) = a или (a, b) = b, в противном случае (a, b) совпадает с
последним не равным нулю остатком в алгоритме Евклида для чисел a, b.

Теорема 5. Для любого натурального числа n � 2 и любых целых чисел a1, . . . , an
существует НОД, причем единственный неотрицательный НОД чисел a1, . . . , an
находится по формуле

(a1, . . . , an) = ((. . . ((a1, a2), a3), . . . , an−1), an).

2 Евклид (III век до н. э.) — древнегреческий математик, впервые осуществивший систематизацию и
аксиоматическое изложение накопившихся геометрических знаний.
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� Докажем это утверждение индукцией по n. При n = 2 оно следует из теоремы 4.
Допустим, что оно верно для n = k � 2 и докажем его для n = k + 1. По теореме 4

d1 = ((. . . ((a1, a2), a3), . . .), ak), d2 = ((. . . ((a1, a2), a3), . . .), ak+1)

являются вполне определенными числами из N0, и для доказательства теоремы до-
статочно показать, что d2 ∈ НОД {a1, . . . , ak, ak+1}. Из определения чисел d1, d2 и из
предположения индукции получаем равенства:

d2 = (d1, ak+1), d1 = (a1, a2, . . . , ak). (3)

Пользуясь равенствами (3), нетрудно проверить, что d2 удовлетворяет обоим условиям
определения НОД чисел a1, . . . , ak, ak+1. Проверьте это самостоятельно. �

Используя алгоритм Евклида, нетрудно представить любой НОД чисел a1, . . . , am
в виде целочисленной линейной комбинации этих чисел. Сделаем это сначала для
m = 2.

Теорема 6. Если r1, . . . , rn, q1, . . . , qn — последовательности остатков и неполных
частных в алгоритме Евклида для чисел a, b, то выполняются равенства:

rk = auk + bvk, k ∈ 1, n, (4)

где uk, vk — целые числа, определяемые рекуррентными соотношениями

uk = uk−2 − uk−1qk, vk = vk−2 − vk−1qk (5)

и начальными условиями

u0 = 0, u1 = 1, v0 = 1, v1 = −q1. (6)

� Сначала заметим, что числа u1, . . . , un, v1, . . . , vn однозначно определяются
условиями (5), (6). Теперь индукцией по k докажем, что они удовлетворяют соот-
ношениям (4). При k = 1 равенство (4) имеет вид r1 = a − bq1 и легко получается
из 1-й строки системы (2). Допустим, что соотношение (4) выполняется для k ∈ 1,m,
где 1 � m < n, и докажем его для k = m + 1. Из (m + 1)-го равенства системы
соотношений (2), используя предположение индукции, получим при m+ 1 > 2:

rm+1 = rm−1 − rmqm+1 = (aum−1 + bvm−1)− (aum + bvm)qm+1 =

= a(um−1 − umqm+1) + b(vm−1 − vmqm+1) = aum+1 + bvm+1;

при m+ 1 = 2:

r2 = b− r1q2 = b− (au1 + bv1)q2 = a(−u1q2) + b(1− v1q2) =

= a(u0 − u1q2) + b(v0 − v1q2) = au2 + bv2. �

Следствие. Если a, b ∈ Z и d = (a, b), то существуют такие целые числа u, v, что
выполняется равенство

au+ bv = d. (7)
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� Если d = a или d = b, то утверждение очевидно. Если d �= a, d �= b, то по
теореме 4 d = rn, и искомыми целыми числами u, v могут служить числа un, vn из
равенства (4) при k = n. �

Процесс вычисления чисел uk, vk из (4) и, в частности, чисел u, v из (7) удобно
проводить с помощью следующей таблицы.

k 0 1 2 . . . m . . . n

qk q1 q2 . . . qm . . . qn

uk 0 1 u2 = u0 − u1q2 . . .
um = um−2−

− um−1qm
. . . u = un

vk 1 −q1 v2 = v0 − v1q2 . . .
vm = vm−2−

− vm−1qm
. . . v = vn

Используя теорему 5 и следствие теоремы 6, нетрудно индукцией по n доказать

Утверждение 7. Пусть a1, . . . , an ∈ Z, n � 2. Если (a1, . . . , an) = d, то существуют
такие целые числа u1, . . . , un, что

a1u1 + . . .+ anun = d.

Заметим, что обратное утверждение в общем случае неверно. Приведите соответ-
ствующий пример.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Целые числа a1, . . . , an называются взаимно простыми (в совокуп-
ности), если (a1, . . . , an) = 1.

Утверждение 8. Целые числа a1, . . . , an взаимно просты тогда и только тогда,
когда существуют u1, . . . , un ∈ Z такие, что

a1u1 + . . .+ anun = 1. (8)

� Если (a1, . . . , an) = 1, то нужные числа u1, . . . , un существуют по утвер-
ждению 7. Обратно, если при некоторых u1, . . . , un выполняется равенство (8) и
d | a1, . . . , d | an, то d | 1. Следовательно, (a1, . . . , an) = 1. �

Приведем наиболее часто используемые свойства взаимно простых чисел.

Теорема 9. Для любых целых чисел a, b, c, справедливы утверждения:
(а) (a, b) = 1, (a, c) = 1 ⇒ (a, bc) = 1;
(б) a | bc, (a, b) = 1 ⇒ a | c;
(в) a | c, b | c, (a, b) = 1 ⇒ ab | c;
(г) (a, b) = c, c �= 0 ⇒

(
a

c
,
b

c

)
= 1.

� (а) Из условия и утверждения 8 следует существование целых чисел u1, v1, u2,
v2, удовлетворяющих равенствам

au1 + bv1 = 1, au2 + cv2 = 1.
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Перемножив эти равенства почленно, получим: au+ (bc)v = 1, где

u = au1u2 + bv1u2 + cu1v2, v = v1v2.

Отсюда по утверждению 8 имеем (a, bc) = 1.
(б) По условию при подходящих q, u, v ∈ Z выполняются равенства bc = aq,

au + bv = 1. Умножив последнее равенство на c и заменив после этого bc на aq,
получим a(cu) + a(qv) = c и a(cu + qv) = c. Следовательно, a | c.

(в) Как и в случае (б), имеем равенства

c = aq1, c = bq2, au+ bv = 1 (q1, q2, u, v ∈ Z).

Умножив последнее равенство на c и учитывая два предыдущих равенства, получим:
abq2u+ abq1v = c. Отсюда видно, что ab | c.

(г) Из условия и утверждения 7 следует, что c | a, c | b и существуют целые числа
u, v, удовлетворяющие равенству au+ bv = c. Отсюда имеем

a

c
u+

b

c
v = 1, т. е.

(
a

c
,
b

c

)
= 1. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Наименьшим общим кратным (НОК) целых чисел a1, . . . , an при
n � 2 называется любое целое число k, удовлетворяющее условиям:

1) k есть общее кратное чисел a1, . . . , an, т. е. a1 | k, . . . , an | k;
2) k делит любое общее кратное чисел a1, . . . , an, т. е.

∀ k1 ∈ Z : (a1 | k1, . . . , an | k1 ⇒ k | k1).

Множество всех наименьших общих кратных чисел a1, . . . , an обозначим через
НОК {a1, . . . , an}.

Утверждение 10. Если n � 2 и хотя бы одно из целых чисел a1, . . . , an равно 0,
то для них существует единственное НОК, равное 0. Если целые числа a1, . . . , an
отличны от 0 и для них существует хотя бы одно НОК, то они имеют ровно
два НОК, которые отличаются только знаком.

Доказательство аналогично доказательству утверждения 3. Проведите его в каче-
стве упражнения.

Из утверждения 10 видно, что если НОК чисел a1, . . . , an существует, то их неот-
рицательное НОК определено однозначно. Будем обозначать его через [a1, . . . , an].
Следующие два утверждения решают вопрос о существовании НОК любых целых
чисел и дают метод его нахождения.

Утверждение 11. Если хотя бы одно из целых чисел a, b отлично от 0, то для них
НОК существуют, и единственное неотрицательное НОК находится по формуле

[a, b] =
|ab|
(a, b)

.
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� Обозначим (a, b) = d и покажем, что число
ab

d
удовлетворяет условиям опреде-

ления 4. Так как
ab

d
= a

b

d
= b

a

d
, то a | ab

d
и b | ab

d
. Пусть k ∈ Z, a | k и b | k. Тогда,

очевидно, d | k, a

d

∣∣ k
d
и

b

d

∣∣ k
d
.

Отсюда по утверждениям (в)–(г) теоремы 9 имеем
ab

d
| k. Следовательно,

ab

d
∈ НОК {a, b}. Тогда по утверждению 10

|ab|
d

∈ НОК {a, b}. А так как
|ab|
d

� 0,

то [a, b] =
|ab|
d
. �

Теорема 12. Для любого n � 2 и любых целых чисел a1, . . . , an существует един-
ственное неотрицательное НОК, которое находится по формуле

[a1, a2, . . . , an] = [ . . . [[a1, a2], a3], . . . , an].

Доказательство теоремы 12 проведите самостоятельно по аналогии с доказатель-
ством теоремы 5.

§ 3. ПРОСТЫЕ ЧИСЛА. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА
АРИФМЕТИКИ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Натуральное число p �= 1 называется простым, если оно не имеет
натуральных делителей, отличных от 1 и p, в противном случае оно называется
составным. Число 1 не относится ни к простым, ни к составным числам.

Укажем некоторые свойства простых чисел.

Утверждение 13. Пусть p — любое простое число. Тогда
(а) ∀ a ∈ Z : (p | a или (a, p) = 1);
(б) ∀ a, b ∈ Z : (p | ab ⇒ (p | a или p | b));
(в) если q — также простое число, то q = p или (q, p) = 1.

� (а) Пусть p � a. Тогда так как (a, p) = d ∈ {1, p} и d | a, то d = 1.
(б) Пусть p | ab. Если p � a, то по свойству (а) (a, p) = 1, и тогда по теореме 9(б)

p | b.
(в) Если q — простое число и q �= p, то по определению 5 p � q, а тогда по свойству

(а) (q, p) = 1. �
Заметим, что свойство (б) можно обобщить на n � 2 сомножителей. Докажите

это индукцией по n.
Роль простых чисел в арифметике во многом определяется следующим утвержде-

нием, называемым основной теоремой арифметики.

Теорема 14. Всякое натуральное число n �= 1 либо является простым, либо раз-
лагается в произведение простых чисел, причем такое разложение единственно с
точностью до перестановки сомножителей.
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Этой теореме, учитывая коммутативность кольца Z, можно придать следующую,
более компактную, форму.

Любое натуральное число n �= 1 однозначно представляется в виде

n = p1 . . . ps, (9)

где s � 1, p1, . . . , ps — простые числа и p1 � . . . � ps.
� Существование искомого разложения для числа n было доказано в § 3 главы 1 в

порядке иллюстрации метода полной математической индукции. Единственность раз-
ложения (9) докажем индукцией по параметру s(n), где s(n) — наименьшее значение
s по всем разложениям вида (9) для числа n. При s(n) = 1 это очевидно. Допустим,
что это верно для всех n при s(n) < s и любом фиксированном s > 1, и докажем для
n при s(n) = s. Пусть наряду с (9) существует представление

n = q1 . . . qt, (10)

где q1, . . . , qt — простые числа и q1 � . . . � qt. Так как p1 | n, то по обобщению
свойства (б) утверждения 13 p1 | qi при некотором i ∈ 1, t, и тогда по свойству (в)
p1 = qi. Отсюда и из неравенства q1 � qi получаем: q1 � p1. В силу симметрии имеем
также p1 � q1. Следовательно, p1 = q1. Теперь из (9), (10), учитывая отсутствие

делителей нуля в Z, получаем два представления для числа
n

p1
:

n

p1
= p2 . . . ps = q2 . . . qt.

По предположению индукции эти разложения совпадают, а потому совпадают и раз-
ложения (9), (10). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Представление целого числа n �= 0 в виде

n = ε pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s , (11)

где ε = ±1, s � 0, p1, p2, . . . , ps — простые числа, p1 < p2 < . . . < ps и числа
α1, α2, . . . , αs ∈ N, называется каноническим разложением числа n. Считается, что
при s = 0 равенство (11) имеет вид n = ε.

Из теоремы 14 очевидным образом получается

Следствие. Для любого целого числа n �= 0 существует каноническое разложение,
и оно единственно.

Каноническое разложение числа n дает хорошее представление о строении числа
n и часто позволяет довольно легко решать многие вопросы, связанные с делимостью
чисел.

В качестве примера приведем известный из средней школы способ нахождения
НОД и НОК целых чисел a, b. С этой целью, добавляя, если надо, к их каноническим
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разложениям в качестве сомножителей нулевые степени простых чисел, мы всегда
сможем записать числа a, b в виде

a = ε1p
α1
1 . . . pαs

s , b = ε2p
β1

1 . . . pβs
s ,

где ε1, ε2 ∈ {1,−1}, αi � 0, βi � 0, i ∈ 1, s, p1 < . . . < ps. Тогда нетрудно получить
формулы

(a, b) =
s∏
i=1

p
min(αi,βi)
i , [a, b] =

s∏
i=1

p
max(αi,βi)
i .

Докажите их в качестве упражнения.
В связи с большой ролью, которую играют простые числа в арифметике и особенно

в таком ее разделе, как теория делимости, множество простых чисел издавна привле-
кало к себе внимание ученых. Изучением свойств этого множества занимались такие
выдающиеся математики, как Евклид, Ферма, Эйлер, Лежандр3, Чебышев и др. Мно-
гие вопросы из теории простых чисел очень легко формулируются, но чрезвычайно
трудно решаются.

Особенно много вопросов, связанных с простыми числами, относится к их распре-
делению в натуральном ряду. Непосредственно из имеющихся таблиц усматривается,
что простые числа распределены в натуральном ряду весьма неравномерно. Так, на-
пример, в первой сотне насчитывается 25 простых чисел, во второй — 21, в сорок
девятой — 8, в пятидесятой — 15. Однако, несмотря на неравномерность распределе-
ния, наблюдается общая тенденция к постепенному уменьшению количества простых
чисел на все более удаленных отрезках натурального ряда одинаковой длины. При
удалении по натуральному ряду в сторону возрастания чисел начинают появлять-
ся все более длинные промежутки, не содержащие простых чисел. В связи с этим
можно отметить следующий интересный факт. Каково бы ни было натуральное чис-
ло n, можно найти n составных чисел, непосредственно следующих друг за другом,
например,

(n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, . . . , (n+ 1)! + (n+ 1).

В связи с этим естественно возникает вопрос: не является ли множество простых
чисел конечным? Отрицательный ответ на этот вопрос дал еще Евклид. Приведем
доказательство этого факта.

Теорема 15. Множество простых чисел бесконечно.

� Предположим, что множество простых чисел конечно. Выписав все их в порядке
возрастания, получим ряд чисел:

2, 3, 5, . . . , pr. (12)

Рассмотрим число N = 2 · 3 · . . . · pr + 1. Так как каждое число из (12) делит число
2 · 3 · . . . · pr, но не делит 1, то число N не делится ни на одно из чисел (12), т. е.
ни на одно простое число. А так как оно больше единицы, то это противоречит
теореме 14. �

3А.М. Лежандр (1752–1833) — французский математик.
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Обозначим через π(x) число простых чисел, не превосходящих x. Тогда теорему 15
можно записать в следующем виде:

если x→∞, то π(x)→∞.
Заметим, что теорема Евклида была обобщена немецким математиком П.Г. Л. Ди-

рихле (1805–1859), который доказал, что любая арифметическая прогрессия, первый
член и разность которой взаимно просты, содержит бесконечное множество простых
чисел.

Ни теорема Евклида, ни теорема Дирихле ничего не говорят о порядке роста
функции π(x). Некоторое представление об этом дает следующая теорема, сформули-
рованная впервые Эйлером:

если x→∞, то π(x)

x
→ 0.

Таким образом, хотя простых чисел «бесконечно много», однако встречаются они в
натуральном ряду «бесконечно реже», чем натуральные.

В 1737 г. Эйлер доказал, что ряд чисел, обратных простым числам, т. е. ряд
1/2 + 1/3 + 1/5 + . . . , расходится. Из этой теоремы следует также, что простые чис-
ла расположены в натуральном ряду «гуще», чем числа, являющиеся квадратами,
поскольку известно, что числовой ряд 1/12 + 1/22 + 1/32 + . . . сходится.

В 1808 г. Лежандр опубликовал эмпирически найденную формулу

π(x) ≈ x

ln x− 1, 08366
,

которая при больших значениях x давала приближенные значения для π(x).
В 1848 г. П.Л. Чебышев доказал, что если предел отношения π(x) к x/ lnx при

x→∞ существует, то он равен единице. Существование же этого предела было дока-
зано в 1896 г. одновременно французским математиком Ж. Адамаром (1865–1963) и
бельгийским математиком Ш. Ла Валле Пуссеном (1866–1962). Таким образом, было
доказано асимптотическое равенство

π(x) ∼ x

lnx
.

В ходе развития теории чисел математиками выделялись и изучались отдельные
классы простых чисел. Так, например, Ферма, рассматривая числа вида 22

n

+ 1, вы-
двинул гипотезу о том, что эти числа являются простыми при всех натуральных n
(проверив ее лишь для n ∈ 1, 4). Однако позднее Эйлер показал, что число 22

5

+ 1
составное. Числа вида 22

n

+ 1 называются числами Ферма. К настоящему време-
ни известно много составных чисел Ферма и не найдено ни одного нового простого
числа Ферма. Французский математик М. Мерсенн (1588–1648) особо интересовался
простыми числами вида 2n − 1, называя их совершенными. Теперь они называются
простыми числами Мерсенна. Большое внимание математиков привлекла гипотеза
Гольдбаха4—Эйлера о возможности представления любого четного числа n � 4 в

4 Х. Гольдбах (1690–1764) — немецкий математик. С 1725 г. жил в России, в 1725–1740 гг. был
секретарем Петербургской академии наук.
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виде суммы двух простых чисел, а любого нечетного n � 7 — в виде суммы трех
простых чисел. Для нечетных чисел, больших некоторой константы, эта проблема
была положительно решена советским академиком И.М. Виноградовым (1891–1983).
Для четных чисел она остается открытой.

Приведенные здесь проблемы, как и многие другие проблемы теории чисел, носят,
на первый взгляд, чисто познавательный характер. В действительности же результа-
ты, полученные в ходе решения проблем теории чисел, не только отвечают на загад-
ки натурального ряда, но и находят применение в самых различных областях науки
и техники. Так, например, числа Мерсенна и алгоритмы разложения натуральных
чисел на простые множители находят приложения в теории кодирования и в тео-
рии линейных рекуррентных последовательностей, метод тригонометрических сумм,
созданный И.М.Виноградовым для решения проблемы Гольдбаха—Эйлера, применя-
ется при вычислении неэлементарных интегралов, при исследовании статистических
свойств последовательностей и т. д.

§ 4. ЧИСЛОВЫЕ ПОЛЯ. ПОЛЕ КОМПЛЕКСНЫХ
ЧИСЕЛ

Поле (кольцо), элементами которого являются числа, а операциями — арифмети-
ческие операции сложения и умножения, называют числовым полем (кольцом). Из
приведенных ранее примеров полей числовыми полями являются Q и R. Существует
много других числовых полей. Так, например, нетрудно убедиться в том, что полем
является множество чисел {a+ b

√
p : a, b ∈ Q} из R, где p — фиксированное простое

число. Для читателей, знакомых с математикой лишь в объеме средней школы, поле
R является самым широким числовым полем. Однако в математике и ее приложениях
используются и не входящие в R числовые поля. Самым широким числовым полем
(по определению) считают поле комплексных чисел. Это поле возникло в результате
попыток построить поле, содержащее в качестве подполя поле действительных чисел
R и лишенное известного недостатка поля R — неразрешимости в нем квадратных
уравнений с отрицательными дискриминантами. Так как этот недостаток объясняется
невозможностью извлекать в R квадратный корень из −1, то мы будем строить поле
комплексных чисел, исходя из двух основных требований: оно должно содержать
подполе, изоморфное полю R, и корень уравнения

x2 + 1 = 0. (13)

В качестве исходного множества возьмем множество упорядоченных пар действи-
тельных чисел:

C = {(a, b) : a, b ∈ R}.
Подчеркнем, что две пары (a, b), (c, d) из C считаются равными в том и только том
случае, когда a = c, b = d.

Определим на множестве C операции сложения и умножения, положив для любых
пар (a, b), (c, d) ∈ C:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (14)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc). (15)
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Теорема 16. Множество C с операциями сложения и умножения, определяемыми
равенствами (14) и (15), является полем. В нем содержится подполе, изоморфное
R, и разрешимо уравнение (13).

� Ассоциативность и коммутативность операции сложения в C следуют непосред-
ственно из соответствующих свойств сложения в R. Нулевым элементом группоида
(C; +) является пара (0, 0), а противоположным к (a, b) — пара (−a,−b). Следова-
тельно, (C; +) — абелева группа. Ассоциативность и коммутативность умножения
в C, а также дистрибутивность умножения относительно сложения, доказываются
непосредственной проверкой (которая предоставляется читателю). Тем же путем лег-
ко показать, что единицей кольца (C; +; ·) является пара (1, 0), а элементом, обратным
к (a, b) �= (0, 0), — пара (a/(a2+ b2), −b/(a2+ b2)). Последняя находится из уравнения
(a, b)(x, y) = (1, 0). Таким образом, C — поле.

Рассмотрим в C подмножество

C1 = {(a, 0) : a ∈ R}.

Нетрудно видеть, что множество C1 замкнуто относительно операций +, · в C, а
именно:

(a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0), (a, 0) · (b, 0) = (ab, 0). (16)

Отсюда следует, что отображение σ : R → C1, определенное условием
∀ a ∈ R : σ(a) = (a, 0), является изоморфизмом относительно операций +, · . Следо-
вательно, по теореме 16 главы 3 C1 есть поле, изоморфное полю R. Для завершения
доказательства теоремы остается заметить еще, что уравнению (13) удовлетворяет
пара (0, 1). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Построенное поле C называется полем комплексных чисел, а его
элементы — комплексными числами.

Из равенств (16) видно, что операции над числами (a, 0), (b, 0), по существу,
сводятся к соответствующим операциям над действительными числами a, b. В связи
с этим естественно отождествить комплексное число (a, 0) с действительным числом
a и тем самым включить множество R в C. Заметим, что такой способ включения R

в C является частным видом более общей конструкции (см. главу 22). Если теперь
ввести обозначение (0, 1) = i, то можно будет получить новое представление для
любого комплексного числа:

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = a+ bi.

В такой форме чаще всего и используются комплексные числа на практике. При
этом i называют мнимой единицей, a — действительной частью числа a+ bi, b —
коэффициентом перед мнимой единицей, bi — мнимой частью числа a+ bi.

Заметим, что название «мнимая единица» за числом i сохранилось лишь в силу
исторических традиций, поскольку символ i использовался вначале для обозначения
«несуществующего» квадратного корня из −1.
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В новых обозначениях равенства (14), (15), определяющие операции сложения и
умножения комплексных чисел, примут вид

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Запишем в новой форме разность двух комплексных чисел и частное от деления на
комплексное число, отличное от 0:

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i,

a+ bi

c+ di
=
ac+ bd

c2 + d2
+
−ad+ bc

c2 + d2
i. (17)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Комплексное число a−bi называется сопряженным к числу z = a+bi
и обозначается через z.

Утверждение 17. Для любых комплексных чисел z, z1 имеют место равенства

z = z, z + z1 = z + z1, zz1 = z · z1.
Если z �= 0, то выполняется также равенство z −1 = z−1.

Утверждение доказывается непосредственной проверкой. Проделайте ее в качестве
упражнения.

Наряду с представлением комплексных чисел в виде a + bi в математике и ее
приложениях часто используется их представление в тригонометрической форме. Для
определения такого представления введем сначала геометрическую интерпретацию
комплексных чисел.

Возьмем на плоскости декартову систему координат XOY и изобразим комплекс-
ное число z = a+ bi точкой плоскости XOY с координатами a, b (см. рисунок).

�
X

�Y

������

O

b

a

M

В итоге комплексному числу z будет сопоставлена точка M плоскости. Легко ви-
деть, что это соответствие между комплексными числами и точками координатной
плоскости XOY биективно, поэтому иногда множество комплексных чисел отож-
дествляют с множеством точек координатной плоскости.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Расстояние от точки O координатной плоскости XOY до точки M ,
изображающей комплексное число z, называют модулем числа z и обозначают в виде
|z|. Наименьший угол, на который нужно повернуть ось OX против часовой стрелки
до совпадения ее направления с направлением вектора OM , называется аргументом
числа z �= 0 и обозначается в виде arg z. Для z = 0 аргумент не определяется.
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Непосредственно из чертежа видно, что модуль числа z = a + bi находится по
формуле

|z| =
√
a2 + b2,

где
√
a2 + b2 есть арифметический корень из неотрицательного действительного числа

a2 + b2, а аргумент числа z = a+ bi �= 0 находится из соотношений

cos (arg z) =
a√

a2 + b2
, sin (arg z) =

b√
a2 + b2

, 0 � arg z < 2π.

Отсюда видно также, что комплексное число z = a+ bi представимо в виде

z = |z| (cos(arg z) + i sin(arg z)). (18)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Тригонометрической формой комплексного числа z называется
любая его запись вида

z = ρ(cosϕ+ i sinϕ), (19)

где ρ, ϕ ∈ R и ρ � 0.

Утверждение 18. Всякое комплексное число z представимо в тригонометриче-
ской форме. Если z �= 0 и (19) есть представление его в тригонометрической
форме, то ρ = |z|, а ϕ = arg z + 2πk, k ∈ Z.

� Из (18) и очевидного равенства 0 = 0(cos 0 + i sin 0) видно, что тригономет-
рическая форма существует для любого z ∈ C. Пусть теперь z �= 0 и выполняется
равенство (19). Разделив обе части равенства (19) на соответствующие части равен-
ства (18) (по формуле (17)), получим:

1 =
ρ

|z| cos(ϕ − arg z) + i
ρ

|z| sin(ϕ− arg z).

Отсюда имеем:
ρ

|z| cos(ϕ− arg z) = 1,
ρ

|z| sin(ϕ− arg z) = 0,

и потому ρ = |z|, ϕ = arg z + 2πk, k ∈ Z. �
Тригонометрическая форма комплексного числа полезна тем, что в ней проще, чем

в алгебраической форме, осуществляется умножение, деление, возведение в степень
комплексных чисел и извлечение корней из комплексного числа.

Теорема 19. Для любых комплексных чисел z1=ρ1(cosϕ1+i sinϕ1), z2 = ρ2(cosϕ2+
+ i sinϕ2) справедливы равенства:

(а) z1z2 = ρ1ρ2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2));

(б) zm1 = ρm1 (cosmϕ1 + i sinmϕ1), m ∈ N.
Если z2 �= 0, то выполняется также равенство

(в) z1/z2 = ρ1/ρ2(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).
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� Равенства (а) и (в) проверяются непосредственно с использованием определе-
ния операций над комплексными числами. Проделайте это в качестве упражнения.
Равенство (б) есть следствие равенства (а). �

Равенство (б) из теоремы 19 называют формулой Муавра в честь английского
математика А. де Муавра (1667–1754). Наряду с этой формулой им же была выведена
и формула извлечения корня n-й степени из комплексного числа z = ρ(cosϕ+ i sinϕ),
т. е. формула нахождения всех корней уравнения

xn = z (20)

относительно неизвестного x. Как и для действительных чисел, множество всех кор-
ней n-й степени из комплексного числа z обозначают в виде n

√
z.

Пусть α = r(cosψ+i sinψ) есть решение уравнения (20). При z = 0 уравнению (20)
удовлетворяет лишь число x = 0. Поэтому далее будем считать, что z �= 0. Подста-
вив в (20) числа α и z в тригонометрической форме и воспользовавшись формулой
Муавра, получим:

rn(cos(nψ) + i sin(nψ)) = ρ(cosϕ+ i sinϕ).

Отсюда и из утверждения 18 имеем:

rn = ρ, nψ = ϕ+ 2πk,

или

r = n
√
ρ, ψ =

ϕ+ 2πk

n
,

где k — некоторое целое число, n
√
ρ — арифметический корень из действительного

неотрицательного числа ρ. Таким образом, корнями n-й степени из числа z могут
быть лишь числа

αk = n
√
ρ

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
, k ∈ Z. (21)

Непосредственной проверкой, путем возведения в n-ю степень по формуле Муавра,
легко убедиться в том, что число (21) при любом целом k является корнем n-й степени
из числа z. Выясним, сколько среди чисел вида (21) различных.

По теореме 2 произвольное число k представляется в виде k = nq + r, где
r ∈ {0, . . . , n − 1}. Отсюда и из очевидного равенства αnq+r = αr получаем:
n
√
z ⊂ {α0, α1, . . . , αn−1}. С другой стороны, из утверждения 18 следует, что числа

α0, α1, . . . , αn−1 различны. Следовательно,
n
√
z = {α0, α1, . . . , αn−1}. В итоге доказана

Теорема 20. Для любого n ∈ N корень n-й степени из комплексного числа

z = ρ(cosϕ+ i sinϕ) �= 0

имеет ровно n различных значений, и все они находятся по формуле (21) при
k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Следствие. В поле комплексных чисел разрешимо любое квадратное уравнение
ax2 + bx+ c = 0, и его корни находятся по формуле

x =
−b+ δ

2a
, где δ ∈

√
b2 − 4ac.

� Доказательство проводится по аналогии с выводом формулы для корней квад-
ратного уравнения в R. Следует учесть, что здесь множество

√
b2 − 4ac всегда не

пусто. �
Рассмотрим несколько подробнее множество Γn всех корней n-й степени из 1. При

небольших значениях n, пользуясь формулой (21) при z = 1 = cos 0+ i sin0, получим:

Γ1 = {1}, Γ2 = {1, −1},
Γ3 = {1, −1/2 + i

√
3/2, −1/2− i

√
3/2}, Γ4 = {1, −1, i, −i}.

В общем случае
Γn = {ε0, ε1, . . . , εn−1},

где

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k ∈ 0, n− 1. (22)

Утверждение 21. При любом натуральном n множество Γn всех корней n-й сте-
пени из 1 является группой относительно операции умножения комплексных чи-
сел.

� Множество Γn замкнуто относительно умножения, поскольку

εns = 1, εnt = 1 ⇒ (εsεt)
n = 1.

Γn содержит 1 = ε0 и вместе с каждым элементом εk — обратный ему элемент εn−k.
Ассоциативность операции умножения в Γn следует из ее ассоциативности в C. �

Следствие. Для любого натурального числа n существует абелева группа из n
элементов.

Отметим одно замечательное свойство группы Γn. Из равенства (22) и формулы
Муавра следует, что

εk = εk1 ,

т. е. все элементы группы Γn являются степенями одного ее элемента ε1. В связи с
этим говорят, что группа Γn порождается элементом ε1. Возникает вопрос, есть ли
в Γn другие элементы, обладающие таким свойством? Прежде чем ответить на этот
вопрос, докажем

Утверждение 22. Для любого n ∈ N выполняется равенство

Γn =
⋃
d|n

Γd,

где объединение множеств Γd берется по всем делителям d ∈ N числа n.
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� Обозначим
⋃
d|n Γd = Kn. Включение Γn ⊂ Kn следует из делимости n | n.

Обратное включение доказывает импликация

εd = 1 ⇒ εn = 1,

которая, очевидно, истинна для любого делителя d числа n. �
Таким образом, среди всех корней n-й степени из 1 содержатся корни из 1 всех

меньших степеней, являющихся делителями числа n. Например, Γ1 ⊂ Γ2 ⊂ Γ4. В свя-
зи с этим естественно выделить из Γn корни собственно n-й степени из 1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Корень n-й степени из 1 называется примитивным, или первооб-
разным, если он не является корнем m-й степени из 1 при m < n.

Следующая теорема отвечает на поставленный выше вопрос и дает описание всех
примитивных корней n-й степени из 1.

Теорема 23. Следующие утверждения эквивалентны при любом n ∈ N и любом
k ∈ {0, . . . , n− 1}:

(а) εk порождает группу Γn, т. е. Γn = {ε0k, ε1k, . . . , εn−1
k };

(б) εk — примитивный корень n-ой степени из 1;
(в) число k взаимно просто с n.

� Для доказательства достаточно установить истинность импликаций (а)⇒(б)⇒
⇒(в)⇒(а).

(а)⇒(б) Если εk — не примитивный корень, то εmk = 1 при некотором m < n и
m > 0. Следовательно, εk ∈ Γm, а потому εlk ∈ Γm при любом l ∈ Z. Следовательно,
εk не порождает Γn, и импликация (а)⇒(б) истинна.

(б)⇒(в) Если (n, k) = d > 1, то

ε
n/d
k = (εk1)

n/d = (εn1 )
k/d = 1k/d = 1,

и корень εk — не примитивный, что противоречит условию.
(в)⇒(а) Так как (k, n) = 1, то по следствию из теоремы 6 найдутся числа u, v ∈ Z

такие, что ku+nv = 1, и потому (ku+nv)s = s при любом s ∈ Z. Следовательно, для
любого s ∈ 0, n− 1 имеем:

εs = εs1 = ε
(ku+nv)s
1 = (εku1 )s = (εk1)

us = εusk .

Таким образом, любой корень εs степени n из 1 является степенью корня εk, т. е. εk
порождает группу Γn. �

В заключение укажем на связь корней n-й степени из любого числа z с корнями
n-й степени из 1. Сравнивая формулы (21) и (22), получаем αk = α0 · εk, k ∈ 0, n− 1.
Отсюда следует

Утверждение 24. Все корни n-й степени из комплексного числа z получаются
путем умножения одного из них на все корни n-й степени из 1.
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ЗАДАЧИ

1. Докажите, что при любом целом k > 1 и любом n ∈ N число a ∈ 0, kn − 1
можно однозначно представить в виде

a = a0 + a1k + a2k
2 + . . .+ an−1k

n−1, где ai ∈ 0, k − 1.

Такое представление числа a называют k-ичным.

2. Докажите, что при любом n ∈ N каждое число a ∈ 0, (n+ 1)!− 1 можно
однозначно представить в виде

a = a1 · 1! + a2 · 2! + . . .+ an · n!,

где ai ∈ 0, i. Такое представление числа называют факториальным.

3. Пусть a, b,m ∈ Z и m �= 0. Докажите, что если числа a, b дают при делении на
m одинаковые остатки, то (a,m) = (b,m).

4. Докажите равенство (для любых целых чисел ai, bi):

(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) = ((a1, b1), . . . , (an, bn)).

5. Докажите, что если a1, . . . , an, b ∈ Z, n � 2 и (a1, . . . , an, b) = d, то существуют
такие c2, . . . , cn ∈ Z, что (a1 + c2a2 + . . .+ cnan, b) = d.

6. Пусть n � 2, a1, . . . , an — попарно взаимно простые натуральные числа и

bi =
a1a2 . . . an

ai
. Докажите, что (b1, . . . , bn) = 1.

7. По каноническому разложению натурального числа найдите число и сумму его
положительных делителей.

8. В скольких вариантах можно восстановить пару натуральных чисел a, b по их
НОД и НОК?

9. Пусть n � 2, a1, . . . , an ∈ Z\{0}, d ∈ N. Докажите, что следующие утверждения
эквивалентны:

а) (a1, . . . , an) = d;
б) для чисел a1, . . . , an число d является общим делителем вида u1a1 + . . .+unan,

где u1, . . . , un ∈ Z;
в) d — наименьшее натуральное число вида u1a1 + . . .+ unan, где u1, . . . , un ∈ Z;
г) d — максимальный общий делитель чисел a1, . . . , an.

10. Пусть expq(n) — показатель степени простого числа q в каноническом разло-
жении числа n, и [x] — целая часть числа x ∈ R. Докажите, что

а) expq(n!) =
[logq n]∑
i=1

[
n

qi

]
,

б) expq(C
m
qn) = n− expqm.
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11. Докажите, что для любых чисел a ∈ Z, m,n ∈ N справедливо равенство

(am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.

(Указание: предварительно докажите равенство (kq + r, k) = (r, k) для любых чисел
k, q, r ∈ Z.)

12. Пусть a1, . . . , an ∈ N, (a1, . . . , an) = d,

M = {a1u1 + . . .+ anun : u1, . . . , un ∈ N0}.

Докажите, что тогда существует q ∈ N такое, что все числа из N, кратные d и
большие или равные qd, принадлежат M .

13. По аналогии с НОД чисел a1, . . . , an определите НОД для бесконечного мно-
жества M целых чисел и докажите, что он совпадает с НОД некоторого конечного
подмножества чисел из M .

14. Подкольцо Z[i] = {a + bi : a, b ∈ Z} поля комплексных чисел C называется
кольцом целых гауссовых чисел. Сформулируйте и докажите аналог теоремы о де-
лении с остатком в кольце целых гауссовых чисел, определив предварительно в нем
понятие деления с остатком (по аналогии с кольцом Z).

15. Докажите, что отображение τ : C → C, определенное равенством τ(z) = z,
является изоморфизмом поля C на себя.

16. Для корня εk n-й степени из 1 (см. (22)) найдите наименьшее натуральное m,
при котором εk ∈ Γm.



Глава 5

КОЛЬЦА И ПОЛЯ ВЫЧЕТОВ

В данной главе будут построены бесконечные серии конечных колец и конечных
полей, играющих важную роль в математике и ее приложениях.

§ 1. СРАВНЕНИЯ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ ПО МОДУЛЮ

Зафиксируем натуральное число m, которое условимся называть модулем.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Два целых числа a, b называются сравнимыми по модулю m, если
они при делении на m дают одинаковые остатки. Утверждение: «a сравнимо с b по
модулю m» кратко записывается в виде соотношения

a ≡ b (modm),

называемого сравнением.

Теорема 1 (критерий сравнимости). Для любых целых чисел a, b

a ≡ b (modm) ⇔ m | a− b.

� Разделим числа a, b с остатком на m:

a = mq1 + r1, b = mq2 + r2, 0 � ri < m, i ∈ 1, 2.

Если a ≡ b (modm), то r1 = r2 и разность a − b = m(q1 − q2) делится на m.
Обратно, если m | a − b, то из равенства a − b = m(q1 − q2) + (r1 − r2) следует, что
m | r1 − r2. А так как |r1 − r2| < m, то по утверждению 1(б) главы 4 r1 − r2 = 0, т. е.
r1 = r2, или a ≡ b (modm). �

Теорема 2. (а) Отношение сравнимости целых чисел по модулю m является от-
ношением эквивалентности на Z.

(б) Для любых a, b, c, d ∈ Z

a ≡ b (modm), c ≡ d (modm) ⇒ a ∗ c ≡ b ∗ d (modm),

где ∗ — любая из операций +, −, · (т. е. сравнения можно почленно складывать,
вычитать и перемножать).
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(в) Если d — общий делитель чисел a, b, m из Z, то

a ≡ b (modm) ⇔ a/d ≡ b/d (modm/d)

(т. е. обе части сравнения и модуль можно делить и умножать на одно и то же
число).

(г) Если d — общий делитель чисел a, b и (d,m) = 1, то

a ≡ b (modm) ⇔ a/d ≡ b/d (modm)

(т. е. обе части сравнения можно умножать и делить на число, взаимно простое
с модулем).

� (а) Непосредственно из определения 1 видно, что отношение сравнимости по
модулю m рефлексивно, симметрично и транзитивно, т. е. является отношением экви-
валентности.

(б) Из условия, согласно критерию сравнимости чисел, получаем, что a− b = mq1
и c − d = mq2, т. е. a = b+mq1 и c = d +mq2, где q1, q2 ∈ Z. Складывая, вычитая и
перемножая последние равенства, получим:

a+ c = b+ d+m(q1 + q2),

a− c = b− d+m(q1 − q2),

ac = bd+m(q1d+ bq2 +mq1q2).

Отсюда видно, что разность (a ∗ c) − (b ∗ d) делится на m при любой операции
∗ ∈ {+,−, ·}. Следовательно, a ∗ c ≡ b ∗ d (modm).

(в) Так как d — общий делитель чисел a, b, m, то существуют целые числа a1,
b1, m1, такие, что a = a1d, b = b1d, m = m1d. Отсюда и из определения делимости
чисел, учитывая отсутствие делителей нуля в кольце Z, получим:

m | a− b ⇔ m1d | (a1 − b1)d ⇔ m1 | a1 − b1.

Теперь свойство (в) следует непосредственно из теоремы 1.
(г) Как и в случае (в), имеем:

m | a− b ⇔ m | (a1 − b1)d.

Так как числа m, d взаимно просты, то по теореме 9(б) главы 4

m | (a1 − b1)d ⇒ m | a1 − b1.

Обратная импликация следует из утверждения 11(в) главы 3. Теперь осталось приме-
нить теорему 1. �

Следствие 1. Для любых целых чисел a, b, c и натурального k справедлива импли-
кация

a ≡ b (modm) ⇒ a ∗ c ≡ b ∗ c (modm), ak ≡ bk (modm),

где ∗ — любая из операций +, −, · .
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Приведенными свойствами сравнений можно воспользоваться для нахождения
остатков от деления чисел на заданное число m.

Следствие 2. Для любых целых чисел a, b и операции ∗ ∈ {+,−, ·} верно равенство

rm(a ∗ b) = rm(rm(a) ∗ rm(b)). (1)

� Так как a ≡ rm(a) (modm), b ≡ rm(b) (modm), то по теореме 2(б)

a ∗ b ≡ rm(a) ∗ rm(b) (modm).

Отсюда по определению 1 имеем (1). �

ПРИМЕР 1. Найдем остаток от деления числа a = 128148 − 148129 на число 13. По
следствию 2

r13(a) = r13(r13(128
148)− r13(148

129)).

Поэтому найдем сначала остатки r13(128
148), r13(148

129). Заметим, что число
128 ≡ −2 (mod13). Отсюда последовательно находим:

1282 ≡ (−2)2 (mod 13), т. е. 1282 ≡ 4 (mod 13),

1284 ≡ 42 (mod 13), т. е. 1284 ≡ 3 (mod 13),

1286 ≡ 4 · 3 (mod 13), т. е. 1286 ≡ −1 (mod13),

12812 ≡ (−1)2 (mod 13), т. е. 12812 ≡ 1 (mod 13).

Так как 148 = 12 · 12 + 4, то 128148 = (12812)12 · 1284 ≡ 3 (mod 13), и потому
r13(128

148) = 3. Аналогично найдем, что r13(148
129) = 5. В итоге имеем искомый

остаток:
r13(a) = r13(3 − 5) = r13(−2) = 11.

§ 2. КЛАССЫ ВЫЧЕТОВ И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

По теореме 2(а) отношение сравнимости по модулю m является отношением экви-
валентности на Z, и потому множество Z разбивается на непересекающиеся классы
чисел, сравнимых по модулю m, т. е. дающих одинаковые остатки при делении на m
(см. теорему 1 главы 2).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Класс всех целых чисел, сравнимых с числом a по модулю m, на-
зывают классом вычетов по модулю m и обозначают через [a]m. Множество всех
классов вычетов по модулю m обозначим через Z/m.

Из определения 2 имеем:

[a]m = {x ∈ Z : rm(x) = rm(a)},
[a]m = [b]m ⇔ a ≡ b (modm).

(2)
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Так как различные остатки от деления целых чисел на m исчерпываются числами
0, 1, . . . ,m− 1, то число классов вычетов по модулю m равно m, и

Z/m =
{
[0]m, [1]m, . . . , [m− 1]m

}
.

Определим на множестве Z/m операции сложения и умножения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Для любых [a]m, [b]m ∈ Z/m положим:

[a]m + [b]m = [a+ b]m, [a]m · [b]m = [ab]m.

Таким образом, чтобы сложить (перемножить) классы [a]m, [b]m, нужно выбрать
из них по одному представителю, сложить (перемножить) их как числа и взять класс,
содержащий полученное число. В определении 3 в качестве таких представителей
выбраны числа a и b. Однако в классах [a]m, [b]m содержится много других чисел, и
мы заранее не уверены в том, что результат сложения (умножения) классов не зависит
от выбора представителей. Если бы результат зависел от выбора представителей,
то, складывая (перемножая) одни и те же классы, мы могли бы получать разные
результаты. Это бы означало, что операции определены некорректно.

Докажем, что определение 3 корректно.
Действительно, пусть a1 ∈ [a]m, b1 ∈ [b]m. Тогда a1 ≡ a (modm), b1 ≡ b (modm),

и по теореме 2 имеем:

a1 + b1 ≡ a+ b (modm), a1b1 ≡ ab (modm),

т. е. [a1 + b1]m = [a + b]m, [a1b1]m = [ab]m. Следовательно, результаты операций над
классами не зависят от выбора представителей, т. е. операции определены корректно.

Теорема 3. Множество Z/m всех классов вычетов по модулю m с определенными
выше операциями сложения и умножения является коммутативным кольцом с
единицей.

� Так как операции сложения и умножения над классами сводятся к соответству-
ющим операциям над целыми числами, то обе они ассоциативны и коммутативны,
кроме того, операция умножения дистрибутивна относительно сложения. Очевидно,
что классы [0]m и [1]m являются в Z/m нейтральными элементами относительно
операций соответственно +, · , и для любого [a]m класс [−a]m является противопо-
ложным элементом, т. е. −[a]m = [−a]m. �

Кольцо (Z/m,+, ·) называется кольцом классов вычетов по модулю m, или, ко-
роче, кольцом вычетов по модулю m.

Следующее утверждение описывает в кольце Z/m обратимые элементы и делители
нуля.

Теорема 4. В кольце Z/m каждый элемент [a]m �= [0]m или обратим, или делитель
нуля, причем

(а) [a]m обратим ⇔ (a,m) = 1,
(б) [a]m — делитель нуля ⇔ (a,m) �= 1.



§ 2. Классы вычетов и операции над ними 81

� Пусть (a,m) = 1. По следствию из теоремы 6 главы 4 существуют u, v ∈ Z

такие, что au+mv = 1. Тогда [au+mv]m = [1]m, и согласно определению 3

[a]m · [u]m + [m]m · [v]m = [1]m.

Отсюда и из равенства [m]m = [0]m имеем: [a]m · [u]m = [1]m. Следовательно, элемент
[a]m обратим, и [a]−1

m = [u]m.
Пусть (a,m) = d > 1. Тогда a = da1, где a1 ∈ Z, и

[a]m ·
[m
d

]
m

=
[a
d
m
]
m

= [a1m]m = [0]m.

Так как [a]m �= [0]m по условию и [
m

d
]m �= [0]m в силу неравенства d > 1, то [a]m —

делитель нуля.
Так как в любом кольце с единицей множества обратимых элементов и делителей

нуля не пересекаются (задача 12 главы 3), то из доказанного следуют утверждения
(а) и (б) теоремы. �

Из теорем 3 и 4 получаем

Следствие 1. Порядок мультипликативной группы (Z/m)∗ кольца Z/m равен ко-
личеству натуральных чисел, не превосходящих m и взаимно простых с m.

Следствие 2. Кольцо Z/m является полем тогда и только тогда, когда m —
простое число.

Если m = p — простое число, то поле (Z/p,+, ·) называется полем вычетов по
модулю p.

Рассмотрим вопрос о вычислении порядка группы (Z/m)∗.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Отображение ϕ : N → N, сопоставляющее каждому числу m ∈ N

число ϕ(m), равное количеству натуральных чисел a � m, взаимно простых с m,
называется функцией Эйлера.

ПРИМЕР 2. ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(10) = 4, ϕ(p) = p− 1 для любого простого p.

Из определения 4 и следствия 1 теоремы 4 имеем:

|(Z/m)∗| = ϕ(m).

Приведем формулу для вычисления ϕ(m).

Теорема 5. Если m — натуральное число, имеющее каноническое разложение
m = pk11 p

k2
2 . . . pkss , то

ϕ(m) = m
(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .
(
1− 1

ps

)
.
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� Найдем сначала ϕ(pkii ). Так как pi — простое число, то (a, pkii ) �= 1 в том и
только том случае, когда pi | a. Следовательно, написав ряд чисел от 1 до pkii и
удалив из него все числа, кратные pi, получим:

ϕ(pkii ) = pkii − pki−1
i = pkii

(
1− 1

pi

)
.

Теперь для доказательства теоремы достаточно воспользоваться свойством мульти-
пликативности функции Эйлера:

∀m1,m2 ∈ N : ((m1,m2) = 1 ⇒ ϕ(m1m2) = ϕ(m1)ϕ(m2)),

которое мы пока примем без доказательства (оно будет получено попутно при изуче-
нии групп в § 5 главы 11). �

Докажем одно из замечательных свойств функции Эйлера.

Теорема 6. Если a ∈ Z, m ∈ N и числа a, m взаимно просты, то

aϕ(m) ≡ 1 (modm). (3)

� Выпишем по одному представителю из каждого класса группы (Z/m)∗:

a1, a2, . . . , aϕ(m).

Умножив все эти числа на a, получим ряд чисел:

a1a, a2a, . . . , aϕ(m)a. (4)

По теореме 9(а) главы 4 все числа из (4) взаимно просты с m. Кроме того, все они
попарно несравнимы по модулю m, поскольку в силу теоремы 2(г)

aia ≡ aja (modm) ⇒ ai ≡ aj (modm).

Отсюда, учитывая, что |(Z/m)∗| = ϕ(m), получаем: (4) есть система представителей,
взятых по одному из каждого класса множества (Z/m)∗. Следовательно, имеет место
система сравнений

a1a ≡ ai1 (modm),

a2a ≡ ai2 (modm),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aϕ(m)a ≡ aiϕ(m)
(modm),

где i1, i2, . . . , iϕ(m) — некоторая перестановка чисел 1, 2, . . . , ϕ(m). Перемножив
почленно эти сравнения и разделив обе части полученного сравнения на число
a1a2 . . . aϕ(m), которое взаимно просто с m, получим (3). �

Следствие. Если p — простое число и a ∈ Z, то
(а) ap−1 ≡ 1 (mod p) при (a, p) = 1,
(б) ap ≡ a (mod p) при любом a.
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� Для доказательства утверждения (а) достаточно заметить, что ϕ(p) = p − 1.
Утверждение (б) при (a, p) = 1 следует из (а) и следствия 1 теоремы 2, а при (a, p) �= 1
оно очевидно, поскольку в этом случае a ≡ 0 (mod p). �

Заметим, что утверждение (а) следствия впервые доказал Ферма, оно называется
малой теоремой Ферма. Теорема 6 была позднее доказана Эйлером и носит назва-
ние теоремы Эйлера—Ферма. Она находит широкое применение в математике и ее
приложениях и, в частности, может оказаться полезной при нахождении остатков от
деления степеней числа на заданное число, при решении сравнений с неизвестными
и т. д.

Так, в примере 1 для нахождения остатка от деления числа 128148 на 13 мы нашли
предварительно сравнение 12812 ≡ 1 (mod 13). С учетом теоремы Эйлера–Ферма для
его нахождения достаточно заметить, что ϕ(13) = 12.

Подчеркнем еще, что при любом простом p поле Z/p — не числовое, поскольку
оно не является подполем поля комплексных чисел. Больше того, оно обладает рядом
специфических свойств, не имеющих места в числовых полях. Приведем примеры
таких свойств.

Утверждение 7. Для любого элемента α поля Z/p выполняются равенства:
(а) pα = α+ . . .+ α︸ ︷︷ ︸

p

= θ, где θ — нуль поля Z/p;

(б) αp = α.

� Равенство (а) очевидно, равенство (б) следует из утверждения (б) предыдущего
следствия. �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. На практике в целях упрощения записей часто вместо кольца (поля)
вычетов Z/m используют изоморфное ему кольцо (поле) Zm, элементами которого
являются наименьшие неотрицательные представители 0, 1, . . . ,m − 1 классов. При
этом под операциями сложения и умножения понимают обычные арифметические
операции над числами с последующей заменой результата остатком от его деления
на m. Кольцо Zm также называют кольцом вычетов по модулю m.

§ 3. РЕШЕНИЕ СРАВНЕНИЙ

Рассмотрим вопрос о решении в кольце Z/m простейшего уравнения

[a]m · [x]m = [b]m.

Из (2) и определения 3 следует, что задача описания всех решений этого уравне-
ния в кольце Z/m эквивалентна задаче описания всех решений сравнения

ax ≡ b (modm) (5)

в целых числах относительно неизвестного x.
Рассмотрим более общее сравнение по модулю m c неизвестным x:

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ≡ 0 (modm). (6)
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Решением сравнения (6) называется любое целое число x0, при под-
становке которого вместо x сравнение (6) становится верным числовым сравнением.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Два сравнения (по одному или по разным модулям) называются
равносильными, если множества их решений совпадают.

Прежде чем решать сравнение (5), сделаем два общих замечания, следующих
непосредственно из теоремы 2.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если в сравнении (6) любой из коэффициентов ai заменить сравни-
мым с ним по модулю числом, то получится сравнение, равносильное исходному.
Следовательно, сравнение (6) всегда можно привести к сравнению с коэффициентами
из множества 0,m− 1.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Если целое число x0 является решением сравнения (6), то его реше-
ниями являются все числа класса [x0]m. Все эти решения называют одинаковыми по
модулю m. Решения же, не сравнимые по модулю m, называют различными по мо-
дулю m. Следовательно, для нахождения всех решений сравнения достаточно найти
по одному представителю из каждого класса чисел по модулю m, удовлетворяющих
данному сравнению. Число этих представителей называют числом решений по моду-
лю m.

Вернемся к вопросу о решении сравнения (5). Исчерпывающий ответ на него дают
две нижеследующие теоремы.

Теорема 8. Если (a,m) = 1, то сравнение (5) имеет единственное решение по
модулю m.

� Так как (a,m) = 1, то существуют такие u, v ∈ Z, что

mu+ av = 1. (7)

Отсюда следует, что av ≡ 1 (modm), и потому

a(vb) ≡ b (modm).

Значит, число vb удовлетворяет сравнению (5), и сравнение (5) разрешимо. Пусть
x1, x2 — решения сравнения (5). Тогда ax1 ≡ ax2 (modm), и в силу теоремы 2(г)
x1 ≡ x2 (modm). Следовательно, сравнение (5) имеет единственное по модулю m
решение vb:

x ≡ vb (modm). � (8)

Теорема 9. Если (a,m) = d, то сравнение (5) разрешимо в том и только том
случае, когда d | b. При выполнении последнего условия сравнение (5) имеет ровно
d решений по модулю m.
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� Если сравнению удовлетворяет некоторое число x0, то по теореме 1 m | (ax0−b),
и потому d | (ax0 − b). Отсюда и из условия d | a следует, что d | b. Пусть теперь
выполнено условие d | b. Тогда по теореме 2(в) сравнение (5) равносильно сравнению

a/d · x ≡ b/d (modm/d). (9)

Так как (a/d,m/d) = 1, то по теореме 8 сравнение (9) имеет единственное по мо-
дулю m/d решение x0. Остается выяснить, сколько различных по модулю m чисел
содержится в классе чисел [x0]m1 , где m1 = m/d.

По определению классов вычетов

[x0]m1 = {x+m1q : q ∈ Z}.

Покажем, что числа

x0, x0 +m1, x0 + 2m1, . . . , x0 + (d− 1)m1 (10)

попарно не сравнимы по модулю m и любое другое число из [x0]m1 сравнимо с одним
из чисел ряда (10). Действительно, если x0 + im1 ≡ x0 + jm1 (modm), где 0 � i <
< j � d− 1, то m | (j − i)m1, что невозможно, поскольку 0 < (j − i)m1 < dm1 = m.
Пусть теперь x0 +m1q — любое число из класса [x0]m1 . Разделив q на d с остатком,
получим:

q = dq1 + r, 0 � r � d− 1.

Тогда

x0 +m1q = x0 +m1dq1 + rm1 = x0 + rm1 + q1m ≡ x0 + rm1 (modm).

Таким образом, сравнение (5) в рассматриваемом случае имеет ровно d решений по
модулю m:

xk ≡ x0 + km1 (modm), k = 0, 1, . . . , d− 1. �
Из доказательства теоремы 9 видно, что нахождение решений сравнения (5) сво-

дится к случаю, когда (a,m) = 1. В этом случае решение сравнения (5) при неболь-
ших m можно найти перебором и непосредственной проверкой представителей из
классов кольца (например, чисел 0, 1, . . . ,m− 1). В общем случае можно воспользо-
ваться методом, указанным при доказательстве теоремы 8. С этой целью необходимо
найти сначала целые числа u, v, удовлетворяющие равенству (7), после чего решение
находится по формуле (8). При этом для нахождения числа v можно воспользоваться
алгоритмом, указанным в § 2 главы 4. Напомним, что для этого нужно найти после-
довательность неполных частных q1, q2, . . . , qn в алгоритме Евклида, примененном к
числам m, a, а затем, положив v0 = 1, v1 = −q1, найти по рекуррентной формуле
vk = vk−2 − vk−1qk последовательность чисел v0, . . . , vn. Последнее число vn равно
искомому v.

ПРИМЕР 3. Решить сравнение

2775x ≡ 825 (mod624). (11)
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Заменив коэффициенты этого сравнения остатками от деления их на модуль 624,
получим сравнение

279x ≡ 201 (mod624), (12)

равносильное сравнению (11). Применяя к числам 624, 278 алгоритм Евклида, полу-
чим их НОД 3 и систему неполных частных:

q1 = 2, q2 = 4, q3 = 4, q4 = 2.

Так как 201 делится на 3, то сравнение (12) разрешимо, имеет ровно 3 решения по
модулю 624 и равносильно сравнению

93x ≡ 67 (mod208). (13)

Для решения этого сравнения нам нужна последовательность частных в алгоритме
Евклида для чисел 208, 93. Однако легко видеть, что она будет той же, что и для чи-
сел 624, 279. Для нахождения чисел v1, . . . , v4 = v удобно воспользоваться таблицей
из § 2 главы 4.

k 0 1 2 3 4

qk 2 4 4 2

vk 1 −2 9 −38 85

Теперь по формуле (8) находим решение сравнения (13) по модулю 208:

x ≡ 79 (mod208).

Отсюда, пользуясь теоремой 9, найдем все три решения сравнения (11) по модулю
624:

x1 = 79, x2 = 79 + 208 = 287, x3 = 79 + 208 · 2 = 495.

Рассмотрим еще вопрос о решении простейшей системы сравнений.

Теорема 10 (китайская теорема об остатках). Если натуральные числа
m1,m2, . . . ,mk попарно взаимно просты, то система сравнений

x ≡ a1 (modm1)

x ≡ a2 (modm2)

. . . . . . . . . . . . . . . .
x ≡ ak (modmk)

(14)

имеет единственное решение по модулю m = m1m2 . . .mk при любых
a1, a2, . . . , ak ∈ Z.

� Докажем теорему индукцией по k. При k = 1 ее утверждение верно. Пусть
k > 1. По предположению индукции система, составленная из первых k−1 сравнений
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системы (14), имеет единственное решение по модулю m′ = m1m2 . . .mk−1. Пусть
x ≡ a (modm′).

Так как класс [a]m′ совпадает с множеством всех чисел вида

x = a+m′y, (15)

где y — любое целое число, то для нахождения всех решений системы (14) остается
найти те значения y, при которых числа вида (15) удовлетворяют последнему срав-
нению системы (14). С этой целью заменим в нем x на a+m′y и решим полученное
сравнение

m′y ≡ ak − a (modmk)

относительно y. Так как (m′,mk) = 1, то по теореме 8 оно имеет единствен-
ное решение по модулю mk. Пусть это будет класс [b]mk

, т. е. множество чисел
{b+mkt : t ∈ Z}. Отсюда и из (15) имеем: множество решений системы (14) совпадает
с множеством чисел вида a+ bm′ +mt, т. е. с классом [a+ bm′]m. �

Заметим, что из доказательства теоремы 10 виден и алгоритм решения систе-
мы (14):

1) из первого сравнения находим x = a1 +m1y;
2) подставив во второе сравнение a1+m1y вместо x и решив полученное сравнение

относительно y, получим, y = b1 +m2z, и потому x = a1 +m1b1 +m1m2z;
3) подставляем найденные значения x в третье сравнение системы и находим z,

и т. д.

ЗАДАЧИ

1. Пусть ρ1, ρ2 — отношения сравнимости целых чисел по модулям m1, m2 со-
ответственно. Выясните, являются ли отношениями сравнимости по подходящим мо-
дулям отношения ρ1 ∩ ρ2, ρ1 ∪ ρ2, ρ1 · ρ2. В каком случае имеет место включение
ρ1 ⊂ ρ2?

2. Покажите, что все натуральные числа любого класса вычетов [a]m образу-
ют бесконечную арифметическую прогрессию. Найдите ее первый член и разность.
Сколько чисел, попарно не сравнимых по модулю m1, содержится в [a]m для любого
m1 ∈ Z?

3. Элемент a любого кольца R называется нильпотентным, если существует
такое n ∈ N, что an = 0. Опишите все нильпотентные элементы кольца Z/m и
выпишите формулу для нахождения числа таких элементов. При каком условии все
необратимые элементы кольцам Z/m являются нильпотентными?

4. Найдите условия, при которых все элементы группы (Z/m; +) являются кратны-
ми одного ее элемента [a]m. Сколько таких элементов существует в группе (Z/m; +)?

5. Найдите наименьшее натуральное число k, которое удовлетворяет равенству
k[a]m = [0]m, а также число классов [a]m ∈ Z/m, удовлетворяющих указанному
равенству при данном значении k.
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6. Выпишите группы обратимых элементов колец Z/16 и Z/24. Существуют ли в
них элементы, степенями которых являются все элементы соответствующих групп?
Изоморфны ли эти группы?

7. Выпишите все подкольца кольца Z/18. Какие из них изоморфны кольцам вы-
четов по другим модулям?

8. В кольце Z/975 найдите элементы, обратные к элементам [13]975, [223]975.

9. Докажите, что любое простое число p делит число (p− 1)! + 1. (Это утвержде-
ние называют в теории чисел теоремой Вильсона в честь английского математика
Д.Вильсона (1741–1793).)



Глава 6

КОЛЬЦА МАТРИЦ

§ 1. МАТРИЦЫ НАД КОЛЬЦОМ И ОПЕРАЦИИ
НАД НИМИ

Зафиксируем произвольное кольцо R.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Матрицей размеров m × n (или m × n-матрицей) над кольцом R
называют прямоугольную таблицу элементов кольца R, состоящую из m строк и n
столбцов.

Условимся обозначать матрицы большими латинскими буквами, а их элементы —
малыми латинскими буквами с двумя индексами; первый индекс всегда будет номе-
ром строки, а второй — номером столбца, в которых расположен рассматриваемый
элемент.

Например, матрица A размеров m×n с элементами aij подробно запишется в виде

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

⎞
⎟⎟⎠ .

Иногда, ради краткости, эту матрицу будем обозначать (aij)m×n.
Две матрицы считаются равными, если они имеют одинаковые размеры и одина-

ковые элементы на соответствующих местах.
Множество всех матриц размеров m × n над кольцом R будем обозначать через

Rm,n.
Если строку и столбец с номером i матрицы A обозначить соответственно через

�Ai, A
↓
i , то можно записать:

A =

⎛
⎜⎜⎝

�A1

�A2

. . .
�Am

⎞
⎟⎟⎠ , A = (A↓

1 A
↓
2 . . . A

↓
n).

Укажем некоторые названия и обозначения для отдельных частных видов матриц.
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Матрицы размеров n × n называют квадратными матрицами порядка n. Матри-
цы размеров 1 × n и n × 1 называют соответственно вектор-строками и вектор-
столбцами. Квадратные матрицы⎛

⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎟⎠ (1)

называют соответственно верхне- и нижнетреугольными; прямоугольные или квад-
ратные матрицы

⎛
⎜⎜⎝
a1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a2 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . am 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎠
m×n

,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
m×n

называют диагональными и обозначают в виде diag(a1, a2, . . . , at)m×n, где
t = min{m,n}. К диагональным матрицам относятся, в частности, нулевая матрица
Om×n (все элементы которой равны нулю) и скалярная матрица diag(a, a, . . . , a)n×n.
Если R — кольцо с единицей e, то в Rn,n среди скалярных матриц содержится
матрица diag(e, e, . . . , e)n×n. Она называется единичной и обозначается через En×n.
Матрицу из Rm,n, в которой элемент на месте (i, j) равен r, а остальные элементы —
нули, обозначим через E(i,j)

m×n(r) и, в частности, через E
(i,j)
m×n при r = e. Индексы m,n

у матриц En×n, Om×n, E
(i,j)
m×n зачастую опускаются.

Введем операции над матрицами.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Суммой матриц A = (aij)m×n и B = (bij)m×n называется матрица
C = (cij)m×n, в которой cij = aij + bij для любых i ∈ 1,m, j ∈ 1, n. Обозначение:
A+B = C.

Подчеркнем, что сложение определено лишь для матриц одних и тех же размеров
над кольцом R.

Утверждение 1. Для любого кольца R множество матриц Rm,n с определенной
выше операцией сложения является абелевой группой.

� Свойства ассоциативности и коммутативности сложения матриц следуют из
соответствующих свойств сложения в R. Нейтральным элементом является нуле-
вая матрица Om×n, а противоположной для матрицы A = (aij)m×n — матрица
−A = (−aij)m×n. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Транспонированием матрицы A = (aij)m×n называется преобразо-
вание матрицы A в матрицу AT = (aTij)n×m, в которой a

T
ij = aji, для любых i ∈ 1, n,

j ∈ 1,m. При этом матрица AT называется транспонированной к A.
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Геометрически, транспонирование матрицы — это преобразование симметрии от-
носительно главной диагонали (т. е. прямой линии, проходящей через элементы
a11, a22, . . .).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Произведением матрицы A = (aij)m×n на элемент r ∈ R называ-
ется матрица B = (bij)m×n, в которой bij = aijr для всех i ∈ 1,m, j ∈ 1, n. Матрицу
B обозначают через A · r и называют также результатом умножения A на r спра-
ва. Аналогично определяется умножение матриц из Rm,n на элемент r ∈ R слева,
результат обозначается через r ·A.

Если кольцо R коммутативное, то Ar = rA.
Заметим, что умножение матриц из R слева или справа на фиксированный элемент

r ∈ R является унарной операцией на множестве Rm,n.
Из определений 2–4 и свойств операций в кольце R легко следует

Утверждение 2. Для любых элементов r1, r2 кольца R и матриц A,B ∈ Rm,n
выполняются равенства:

(r1r2)A = r1(r2A), (r1A)r2 = r1(Ar2),

A(r1r2) = (Ar1)r2, O · r1 = r1 · O = 0 ·A = A · 0 = O,

(r1 + r2)A = r1A+ r2A, A(r1 + r2) = Ar1 +Ar2,

r1(A+B) = r1A+ r1B, (A+B)r1 = Ar1 +Br1,

(A+ B)T = AT +BT , (r1A)
T = r1A

T .

Проверьте эти равенства в качестве упражнения.
Используя операции сложения матриц и умножения матриц на элементы кольца

R слева и справа, из заданных матриц A1, . . . , Ak ∈ Rm,n можно получать матрицы
вида

r1A1 + r2A2 + . . .+ rkAk, A1r1 +A2r2 + . . .+ Akrk, ri ∈ R.
Такие матрицы называют линейными комбинациями матриц A1, . . . , Ak над R (со-
ответственно левыми и правыми).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Произведением матрицы A = (aij)m×n на матрицу B = (bij)n×k
называется матрица C = (cij)m×k, в которой

cij =

n∑
s=1

aisbsj , i ∈ 1,m, j ∈ 1, k.

Обозначение: A ·B = C или AB = C.

Таким образом, для нахождения элемента cij нужно все элементы i-й строки мат-
рицы A умножить на соответствующие элементы j-го столбца матрицы B и результа-
ты сложить, или короче, i-ю строку матрицы A умножить на j-й столбец матрицы B.
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Если воспользоваться записями матриц через их строки и столбцы, то правило умно-
жения матриц можно записать следующим образом:

AB =

⎛
⎜⎜⎝

�A1

�A2

· · ·
�Am

⎞
⎟⎟⎠(B↓

1 B
↓
2 . . . B

↓
k) =

⎛
⎜⎜⎝

�A1B
↓
1

�A1B
↓
2 . . . �A1B

↓
k

�A2B
↓
1

�A2B
↓
2 . . . �A2B

↓
k

. . . . . . . . . . . .
�AmB

↓
1

�AmB
↓
2 . . . �AmB

↓
k

⎞
⎟⎟⎠ .

Из определения 5 видно, что умножать матрицу A на матрицу B можно лишь в
том случае, когда число столбцов матрицы A равно числу строк матрицы B. Всю-
ду далее в тех случаях, когда говорится о произведении матриц или записывается
произведение матриц, указанное условие на размеры сомножителей предполагается
выполненным.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. На первый взгляд, правило умножения матриц выглядит искусствен-
ным. В действительности к использованию именно такого правила умножения приво-
дят многочисленные применения матриц в теории и на практике. О естественности
определения 5 свидетельствует также

Теорема 3. Для любых матриц A, B, C подходящих размеров над кольцом R
выполняются равенства:

(а) (AB)C = A(BC),
(б) A(B + C) = AB +AC,
(в) (A+B)C = AC +BC.

Если кольцо R коммутативно, то выполняется также равенство
(г) (AB)T = BTAT .

� Доказываются свойства (а)–(г) непосредственной проверкой. А именно, находят
и сравнивают элементы из i-й строки и j-го столбца матриц в левой и правой частях
доказываемого равенства. Докажем для примера свойство (а). С этой целью введем
обозначения:

A = (aij)m×n, B = (bij)n×k, C = (cij)k×l, AB = X = (xij)m×k,

XC = Y = (yij)m×l, BC = U = (uij)n×l, AU = V = (vij)m×l.

Для доказательства равенства (а) достаточно доказать, что yij = vij для любых
i ∈ 1,m, j ∈ 1, l. Пользуясь определением 5 и свойствами операций в кольце R,
находим:

yij =

k∑
s=1

xiscsj =

k∑
s=1

( n∑
r=1

airbrs

)
csj =

k∑
s=1

n∑
r=1

(airbrs)csj =

=

n∑
r=1

k∑
s=1

air(brscsj) =

n∑
r=1

air

( k∑
s=1

brscsj

)
=

k∑
r=1

airurj = vij .

Свойства (б)–(г) докажите в качестве упражнения. �
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Заметим, что произведение двух матриц из Rn,n всегда определено и является
матрицей из Rn,n. Следовательно, умножение матриц является бинарной операцией
на Rn,n при любом n ∈ N. Из утверждения 1 и теоремы 3 следует

Теорема 4. Множество Rn,n квадратных матриц порядка n над кольцом R явля-
ется кольцом относительно операций сложения и умножения матриц.

В дальнейшем мультипликативная группа (Rn,n)
∗ кольца Rn,n будет обозначаться

через R∗
n,n.

Выясним, в каких случаях кольцо (Rn,n; +, ·) обладает некоторыми дополнитель-
ными свойствами.

Теорема 5. (а) Кольцо (Rn,n; +, ·) коммутативно в том и только том случае,
когда либо 1) n = 1 и R коммутативно, либо 2) n > 1 и R — кольцо с нулевым
умножением.

(б) Кольцо (Rn,n; +, ·) является кольцом с единицей в том и только в том
случае, когда единица есть в кольце R.

� (а) Коммутативность кольца Rn,n в случаях 1) и 2) очевидна. Докажем обратное
утверждение. Пусть кольцо Rn,n коммутативно. При n = 1 это равносильно коммута-
тивности кольца R. Рассмотрим случай n > 1. Вычисляя и приравнивая произведения
матриц

E
(1,1)
n×n (a)E

(1,2)
n×n (b) и E

(1,2)
n×n (b)E

(1,1)
n×n (a),

получим, что ab = 0 для любых a, b ∈ R. Следовательно, R — кольцо с нулевым
умножением.

(б) Пусть кольцо Rn,n имеет единицу — матрицу ε = (eij)n×n. Тогда из равенства
E

(1,1)
n×n (a)ε = εE

(1,1)
n×n (a) получим: ae11 = e11a = a для любого a ∈ R. Следовательно,

e11 — единица кольца R. Обратно, пусть кольцо R имеет единицу e. Тогда в Rn,n
есть единичная матрица En×n = E. Непосредственной проверкой нетрудно убедиться
в том, что для любой матрицы A из Rn,n выполняются равенства

AE = EA = A.

Следовательно, E есть единица кольца Rn,n. �
Легко проверить, что равенства

EA = A, BE = B

выполняются вообще для любых матриц A ∈ Rn,k и B ∈ Rm,n.
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Кольцо Rn,n является полем лишь в том частном случае, когда n = 1
и R есть поле. В этом случае Rn,n, по существу, совпадает с R. Тот факт, что при
n > 1 кольцо Rn,n не является полем, следует непосредственно из теоремы 5. Однако
в этом случае можно сказать больше. А именно, при n > 1 кольцо всегда имеет
делители нуля: например, матрицы

E
(1,2)
n×n (a), E

(1,1)
n×n (b) при a �= 0, b �= 0.
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Найдем условия разрешимости простейших матричных уравнений AX = C и
XB = C, в которых A, B, C — известные матрицы над кольцом R соответствен-
но размеров m× n, n× k, m× k, а X — неизвестная матрица подходящих размеров.
Для этого нам понадобится вспомогательное

Утверждение 6. Для любых матриц A = (aij)m×n, B = (bij)n×k, C = (cij)m×k
равенство AB = C равносильно любой из следующих систем соотношений:

�Ci = ai1 �B1 + ai2 �B2 + . . .+ ain �Bn, i ∈ 1,m; (2)

C↓
j = A↓

1b1j +A↓
2b2j + . . .+A↓

nbnj , j ∈ 1, k. (3)

Доказывается утверждение 6 непосредственной проверкой. Проделайте ее в каче-
стве упражнения.

Непосредственно из утверждения 6 следует

Теорема 7. Для матриц над произвольным кольцом R уравнение AX = C
(XB = C) разрешимо в том и только том случае, когда столбцы (строки) мат-
рицы C являются правыми (левыми) линейными комбинациями столбцов (строк)
матрицы A (матрицы B).

� Уравнение AX = C разрешимо тогда и только тогда, когда существует неко-
торая матрица B = (bij)n×k, удовлетворяющая равенству AB = C. Последнее же
равносильно существованию элементов bij ∈ R, удовлетворяющих системе соотно-
шений (3). Для уравнения XB = C рассуждения аналогичны, при этом вместо (3)
используется (2). �

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Указанный в теореме 7 критерий разрешимости матричных уравнений
носит больше теоретический характер и в общем случае не дает метода решения
уравнений. Ниже такой метод будет указан для матриц над кольцом Z и для матриц
над полями.

§ 2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ МАТРИЦ НАД КОММУТАТИВНЫМ
КОЛЬЦОМ С ЕДИНИЦЕЙ

Зафиксируем произвольное коммутативное кольцо R с единицей e и будем рас-
сматривать квадратные матрицы порядка n над кольцом R. Как было показано выше,
кольцо Rn,n таких матриц является кольцом с единицей E, и потому естественно ста-
вить вопрос об описании обратимых элементов кольца Rn,n, т. е. обратимых (n× n)-
матриц над R. Для его решения введем понятие определителя квадратной матрицы
порядка n, или, короче, определителя n-го порядка. С этой целью проанализируем
сначала известное из аналитической геометрии понятие определителя матрицы 3-го
порядка над полем действительных чисел:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

−a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.
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Рассматривая этот определитель, замечаем следующие факты.
1. Определитель ∆ есть алгебраическая сумма 6 произведений вида

a1i1a2i2a3i3 . (4)

2. В произведениях (4) наборы вторых индексов (i1, i2, i3) пробегают все 3! пере-
становок из чисел 1, 2, 3.

3. Произведение (4) берется со знаком «+», если (i1, i2, i3) — четная перестановка,
и со знаком «−» в противном случае.

Отмеченные факты и положим в основу определения определителя n-го порядка.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Определителем квадратной матрицы A=(aij)n×n порядка n над
кольцом R называется элемент кольца R, равный алгебраической сумме n! произве-
дений вида

a1i1a2i2 . . . anin , (5)

соответствующих различным перестановкам (i1, i2, . . . , in) ∈ P (1, n), в которую сла-
гаемое (5) входит со знаком «+», если (i1, i2, . . . , in) — четная перестановка, и со
знаком «−» в противном случае.

Определитель матрицы A далее будем обозначать через |A| или, подробнее,∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Пользуясь введенной в § 3 главы 2 функцией четности δ на множестве перестановок,
можно записать:

|A| =
∑

(i1,i2,...,in)

δ(i1, i2, . . . , in) a1i1a2i2 . . . anin , (6)

где суммирование ведется по всем перестановкам

(i1, i2, . . . , in) ∈ P (1, n).
Правую часть равенства (6) называют каноническим представлением определи-

теля |A|.
Заметим, что определением 6 охватывается и понятие определителя 2-го порядка:∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Находить определитель матрицы можно непосредственно по формуле (6), однако
такой способ сопряжен с большими трудностями. Так, уже для вычисления опреде-
лителя 5-го порядка нам придется вычислить сначала 5! = 120 произведений вида
a1i1a2i2a3i3a4i4a5i5 , а затем сложить их с нужными знаками. Однако в некоторых
частных случаях определитель матрицы может быть легко вычислен непосредственно
по определению 6.
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ПРИМЕР 1. Для треугольных матриц (1) произведение (5) может быть отличным от
нуля лишь при i1 = 1, i2 = 2, . . . , in = n (проверьте). Отсюда следует, что определи-
тель любой такой матрицы равен произведению элементов главной диагонали.

На практике часто вычисление определителя любой матрицы сводят к вычислению
определителя треугольной матрицы с помощью свойств определителей.

Приведем ряд свойств определителей матриц над коммутативным кольцом с еди-
ницей.

Свойство 1. Если матрица B = (bij)n×n получена из A = (aij)n×n умножением
какой-либо строки на элемент r кольца R, то |B| = r · |A|.

Иначе это свойство формулируют так: общий множитель всех элементов какой-
либо строки матрицы можно вынести за знак определителя.

� Пусть B получена из A умножением s-й строки на r. Тогда, пользуясь опреде-
лением 6 и свойствами коммутативности умножения и дистрибутивности умножения
относительно сложения в кольце R, получим:

|B| =
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , is, . . . , in) b1i1 . . . bsis . . . bnin =

=
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , is, . . . , in) a1i1 . . . rasis . . . anin =

= r
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , is, . . . , in) a1i1 . . . asis . . . anin = r |A|. �

Свойство 2. Если s-я строка �As матрицы A представляется в виде суммы двух
векторов-строк �A′

s + �A′′
s , то определитель матрицы A равен сумме определи-

телей матриц A′ и A′′, полученных из A заменой s-й строки соответственно
векторами-строками �A′

s и �A′′
s :

|A| = |A′|+ |A′′|.
� Обозначим

�A′
s = (a′s1, a

′
s2, . . . , a

′
sn), �A′′

s = (a′′s1, a
′′
s2, . . . , a

′′
sn).

Как и при доказательстве свойства 1, получим:

|A| =
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , is, . . . , in) a1i1 . . . asis . . . anin =

=
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , is, . . . , in) a1i1 . . . (a
′
sis + a′′sis) . . . anin =

=
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , is, . . . , in) a1i1 . . . a
′
sis . . . anin+

+
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , is, . . . , in) a1i1 . . . a
′′
sis . . . anin = |A′|+ |A′′|. �



§ 2. Определители матриц над коммутативным кольцом с единицей 97

Заметим, что свойство 2 очевидным образом обобщается на случай, когда s-я
строка матрицы A представляется в виде суммы k векторов-строк при любом k ∈ N.
В этом случае определитель |A| разложится в сумму k определителей.
Свойство 3. Определитель матрицы с двумя одинаковыми строками равен нулю.

� Пусть в матрице A = (aij)n×n равны k-я и l-я строки, т. е. akj = alj , при всех
j ∈ 1, n, и пусть, для определенности k < l. Представим определитель |A| в виде
суммы двух слагаемых:

|A| = ∆1 +∆2,

где
∆1 =

∑
(i1,...,in)
ik<il

δ(i1, . . . , in) a1i1 . . . anin ,

∆2 =
∑

(i1,...,in)
ik>il

δ(i1, . . . , in) a1i1 . . . anin .

При доказательстве следствия теоремы 4 главы 2 было показано, что транспо-
зиция элементов, расположенных на k-м и l-м местах в перестановках из P (1, n),
задает биективное отображение σ множества P (1, n) на себя. По этому отображению
можно построить взаимно однозначное соответствие между слагаемыми сумм ∆1, ∆2,
сопоставив слагаемому

δ(i1, . . . , ik, . . . , il, . . . , in) a1i1 . . . akik . . . alil . . . anin

из ∆1 следующее слагаемое из ∆2:

δ(i1, . . . , il, . . . , ik, . . . , in) a1i1 . . . akil . . . alik . . . anin .

Так как по условию akik = alik , alil = akil и кольцо R коммутативно, то в силу теоре-
мы 4 главы 2 соответствующие слагаемые отличаются лишь знаком. Следовательно,
∆2 = −∆1, и потому

|A| = ∆1 +∆2 = 0. �

Свойство 4. Если к какой-либо строке матрицы A прибавить другую ее строку,
умноженную на любой элемент из R, то определитель полученной матрицы будет
равен определителю матрицы A.

� Пусть матрица B получена из A прибавлением к j-й строке ее i-й строки,
умноженной на r, и пусть, например, i < j. Тогда

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�A1

· · ·
�Ai
. . .

�Aj + r �Ai
. . .
�An

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.



98 Глава 6. Кольца матриц

Применяя последовательно свойства 2, 1, 3, получим

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
�Ai
· · ·
�Aj
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
�Ai
· · ·
r �Ai
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|+ r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
�Ai
· · ·
�Ai
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|+ r · 0 = |A|. �

Свойство 5. Если в матрице A поменять местами две строки, то определитель
полученной матрицы B будет лишь знаком отличаться от определителя матри-
цы A, т. е. |B| = −|A|.

� Осуществим перестановку i-й и j-й строк матрицы A, пользуясь преобразова-
ниями матриц, указанными в свойствах 1 и 4. На основании этих свойств получим:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
�Ai
· · ·
�Aj
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
�Ai
· · ·

�Aj + �Ai
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
�Ai + (− �Aj − �Ai)

· · ·
�Aj + �Ai
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
− �Aj
· · ·

�Aj + �Ai
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
− �Aj
· · ·

( �Aj + �Ai) + (− �Aj)
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
− �Aj
· · ·
�Ai
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · ·
�Aj
· · ·
�Ai
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −|B|. �

Свойство 5 допускает обобщение.

Свойство 6. Если A = (aij)n×n, (α1, . . . , αn) — произвольная перестановка чисел
1, 2, . . . , n и

A′ =

⎛
⎝ aα11 . . . aα1n

. . . . . . . . .
aαn1 . . . aαnn

⎞
⎠ , (7)

то |A′| = δ(α1, . . . , αn) |A|.
� Если перестановка (α1, . . . , αn) имеет t инверсий, то по утверждению 7 главы 2

ее с помощью t транспозиций можно привести к виду (1, . . . , n). Для матрицы A′

этот факт означает, что ее с помощью t перестановок двух строк можно привести к
матрице A. Теперь равенство (7) следует непосредственно из свойства 5. �

Свойство 7. Если какая-либо строка матрицы является линейной комбинацией
других ее строк, то определитель матрицы равен нулю.

� Пусть j-я строка матрицы A является линейной комбинацией ее строк с номе-
рами i1, . . . , ik:

�Aj = �Ai1c1 + . . .+ �Aikck, j �∈ {i1, . . . , ik}.
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Тогда, прибавляя к j-й строке матрицы A ее строки Ai1 , . . . , Aik , умноженные со-
ответственно на элементы −c1, . . . ,−ck, получим матрицу B с нулевой j-й строкой.
Ясно, что |B| = 0. С другой стороны, по свойству 4 |B| = |A|. Значит, |A| = 0. �

Свойство 8. Определитель матрицы, транспонированной к A, равен определите-
лю матрицы A, т. е. |AT | = |A|.

� Обозначим A = (aij)n×n и AT = (bij)n×n. Тогда bij = aji для i, j ∈ 1, n, и
справедливо равенство

|AT | =
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , in) b1i1 . . . bnin =

=
∑

(i1,...,in)

δ(i1, . . . , in) ai11 . . . ainn.
(8)

В каждом произведении ai11 . . . ainn переставим сомножители так, чтобы первые
индексы расположились в порядке возрастания. Тогда их вторые индексы составят
некоторую перестановку (j1, . . . , jn) ∈ P (1, n), и ввиду коммутативности R получим
равенство

ai11 . . . ainn = a1j1 . . . anjn .

Кроме того, из утверждения 5 главы 2 следует, что δ(i1, . . . , in) = δ(j1, . . . , jn), по-

скольку таблица
( j1 . . . jn

1 . . . n

)
получена из таблицы

( 1 . . . n
i1 . . . in

)
с помощью некоторой

перестановки столбцов. В итоге из (8) получим:

|AT | =
∑

(i1,...,in)

δ(j1, . . . , jn) a1j1 . . . anjn . (9)

Заметим, что отображение σ : P (1, n) → P (1, n), сопоставляющее перестановке
s = (i1, . . . , in) перестановку σ(s) = (j1, . . . , jn) указанным выше образом, инъектив-
но, а потому и биективно (см. утверждение 5 главы 1). Действительно, из определения
отображения σ видно, что в перестановке σ(s) число jk есть номер места, на котором
находится число k в перестановке s. Значит, если s, s′ ∈ P (1, n) и s �= s′, то найдется
такое число k ∈ 1, n, которое в s и s′ расположено на разных местах, а тогда в пере-
становках σ(s) и σ(s′) будут находиться различные элементы на месте с номером k, и
σ(s) �= σ(s′). Следовательно, отображение σ биективно, и потому в (9) суммирование
по s = (i1, . . . , in) можно заменить суммированием по σ(s) = (j1, . . . , jn). Произведя
эту замену, получим:

|AT | =
∑

(j1,...,jn)

δ(j1, . . . , jn) a1j1 . . . anjn = |A|. �

Из свойства 8 следует, что все свойства определителей матриц, доказанные для
строк, имеют место и для столбцов. В дальнейшем этим фактом будем пользоваться
без оговорок.

Приведем пример на использование свойств определителей.
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ПРИМЕР 2. Вычислить определитель матрицы

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
. . . . . . . . . . . . . . .
b b b . . . a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
n×n

.

Прибавив к первому столбцу матрицы A все остальные ее столбцы и вынеся из
первого столбца полученной матрицы общий множитель a + b(n − 1), будем иметь
(в силу свойств 4 и 1):

|A| = (a+ b(n− 1)) |B|, B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 b b . . . b
1 a b . . . b
1 b a . . . b
. . . . . . . . . . . . . . .
1 b b . . . a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Вычитая первую строку матрицы B из всех остальных ее строк, получим верхнетре-
угольную матрицу со следующей главной диагональю: (1, a− b, a− b, . . . , a− b). Из
свойства 4 с учетом примера 1 имеем: |B| = (a− b)n−1, и потому

|A| = (a+ b(n− 1))(a− b)n−1.

В заключение данного параграфа рассмотрим вопрос о вычислении определителя
произведения квадратных матриц.

Теорема 8. Определитель произведения двух квадратных матриц равен произве-
дению определителей этих матриц:

|AB| = |A| · |B|.
� Пусть A = (aij)n×n, B = (bij)n×n, C = AB. Из соотношений (2) имеем:

C =

⎛
⎜⎜⎝

a11 �B1 + a12 �B2 + . . .+ a1n �Bn
a21 �B1 + a22 �B2 + . . .+ a2n �Bn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 �B1 + an2 �B2 + . . .+ ann �Bn

⎞
⎟⎟⎠ .

Так как первая строка матрицы C есть сумма n векторов-строк, то, пользуясь
обобщением свойства 2 определителей, разложим определитель |C| в сумму n опре-
делителей для матриц вида⎛

⎜⎜⎝
a1i1 �Bi1

a21 �B1 + a22 �B2 + . . .+ a2n �Bn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 �B1 + an2 �B2 + . . .+ ann �Bn

⎞
⎟⎟⎠ , i1 ∈ 1, n.
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Определитель каждой из этих матриц снова можно разложить в сумму n определи-
телей по 2-й строке, и т. д. В итоге определитель |C| будет представлен в виде суммы
nn определителей:

|C| =
∑

i1,...,in∈1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1i1 �Bi1
a2i2 �Bi2
. . . . . .

anin �Bin

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i1,...,in∈1,n

a1i1a2i2 . . . anin

∣∣∣∣∣∣∣∣
�Bi1
�Bi2
· · ·
�Bin

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Здесь каждый индекс is, s ∈ 1, n, независимо от остальных индексов пробегает
все множество чисел 1, n. Заметим, что в последней сумме многие слагаемые равны
нулю. А именно, всякое слагаемое, соответствующее набору индексов i1, i2, . . . , in,
содержащему хотя бы два одинаковых элемента, равно нулю по свойству 3 опреде-
лителей. Поэтому в последней сумме можно оставить лишь те слагаемые, которые
соответствуют наборам различных индексов, т. е. перестановкам из P (1, n):

|C| =
∑

(i1,...,in)

a1i1 . . . anin

∣∣∣∣∣∣∣∣
�Bi1
�Bi2
· · ·
�Bin

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отсюда по свойству 6 имеем:

|C| =
∑

(i1,...,in)

a1i1 . . . aninδ(i1, . . . , in) |B| =

=

( ∑
(i1,...,in)

δ(i1, . . . , in)a1i1 . . . anin

)
|B| = |A| · |B|. �

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Все изложенные в этом параграфе свойства определителей (включая
теорему 8) справедливы и для матриц над коммутативным кольцом R без единицы.
Выясните, в каких из приведенных здесь доказательств появятся дополнительные
трудности, и постарайтесь преодолеть их.

§ 3. ПОДМАТРИЦЫ МАТРИЦ. МИНОРЫ
И ИХ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДОПОЛНЕНИЯ

В данном параграфе будет показано, как вычисление определителя n-го порядка
можно свести к вычислению определителей меньших порядков. При этом матрицы
будут рассматриваться над произвольным коммутативным кольцом R.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Подматрицей матрицы A называется любая матрица, полученная
из A удалением некоторых ее строк и столбцов. Подматрицу, полученную из A уда-
лением всех строк, кроме строк с номерами i1 < . . . < ik, и всех столбцов, кроме
столбцов с номерами j1 < . . . < jl, будем обозначать через

A

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jl

)
.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Определитель квадратной подматрицы A
(i1,...,ik
j1,...,jk

)
матрицы A назы-

вается минором k-го порядка матрицы A и обозначается

MA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
. (10)

Про этот минор говорят также, что он находится в строках с номерами i1, . . . , ik
и в столбцах с номерами j1, . . . , jk матрицы A.

Из определения 8 видно, что для A = (aij)m×n

MA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 . . . ai1jk
ai2j1 ai2j2 . . . ai2jk
. . . . . . . . . . . .
aikj1 aikj2 . . . aikjk

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Укажем каноническое представление этого минора.

Утверждение 9. Пусть A = (aij)m×n, 1 � i1 < . . . < ik � n и 1 � j1 < . . . < jk � n.
Тогда

MA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
=

∑
(t1,...,tk)∈P (j1,...,jk)

δ(t1, . . . , tk) ai1t1 . . . aiktk . (11)

� Введя обозначение airjs = brs для r, s ∈ 1, k и воспользовавшись формулой (6),
получим:

MA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
=

∑
(s1,...,sk)∈P (1,k)

δ(s1, . . . , sk) b1s1 . . . bksk =

=
∑

(s1,...,sk)∈P (1,k)

δ(s1, . . . , sk) ai1js1 . . . aikjsk .

Так как j1 < . . . < jk, то неравенство ja < jb равносильно неравенству a < b.
Следовательно, в перестановках (s1, . . . , sk) и (js1 , . . . , jsk) содержится одно и то же
число инверсий, и потому

δ(s1, . . . , sk) = δ(js1 , . . . , jsk).

Кроме того, соответствие (s1, . . . , sk)→ (js1 , . . . , jsk) задает биективное отображение
ϕ : P (1, k) → P (j1, . . . , jk). Следовательно, в последней сумме вместо суммирования
по всем перестановкам из P (1, k) можно суммировать по всем перестановкам множе-
ства {j1, . . . , jk}, и потому

MA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
=

∑
(js1 ,...,jsk )∈P (j1,...,jk)

δ(js1 , . . . , jsk) ai1js1 . . . aikjsk .

Теперь осталось заметить, что правая часть последнего равенства отличается от
правой части равенства (11) лишь обозначениями индексов суммирования. �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Дополнительным минором для минора (10) квадратной матрицы A
называется определитель подматрицы, полученной из A удалением строк с номерами
i1, . . . , ik и столбцов с номерами j1, . . . , jk. Этот минор будем обозначать

CMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Алгебраическим дополнением для минора (10) квадратной матри-
цы A называется его дополнительный минор, умноженный на (−1)i1+...+ik+j1+...+jk .
Обозначение:

CMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
.

Таким образом,

CMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
= (−1)i1+...+ik+j1+...+jkCMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
.

Приведем формулу, выражающую определитель матрицы A через ее миноры k-го
порядка и их алгебраические дополнения.

Теорема 10 (Лаплас).5 Для любых фиксированных натуральных чисел k < n,
i1 < . . . < ik � n определитель квадратной матрицы A = (aij)n×n над кольцом R
равен сумме произведений всех ее миноров порядка k, содержащихся в строках с
номерами i1, . . . , ik, на их алгебраические дополнения, т. е.

|A| =
∑

1�j1<...<jk�n
MA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
CMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
. (12)

� 1. Рассмотрим сначала случай, когда i1 = 1, . . . , ik = k. Обозначим в этом
случае правую часть равенства (12) через ∆ и будем вычислять ее, пользуясь опре-
делениями миноров и их алгебраических дополнений:

∆ =
∑

1�j1<...<jk�n
MA

(
1, . . . , k
j1, . . . , jk

)
CMA

(
1, . . . , k
j1, . . . , jk

)
=

=
∑

1�j1<...<jk�n

(( ∑
(s1,...,sk)∈P (j1,...,jk)

δ(s1, . . . , sk) a1s1 . . . aksk

)
×

×
(
(−1)1+...+k+j1+...+jk

∑
(sk+1,...,sn)∈P (1,n\{j1,...,jk})

δ(sk+1, . . . , sn) ak+1sk+1
. . . ansn

))
.

5 П.С. Лаплас (1749–1827) — французский математик и физик.
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Перемножая в скобках 1-ю сумму на 2-ю почленно и пользуясь свойствами операций
в кольце R, получим

∆ =
∑

1�j1<...<jk�n

( ∑
(s1,...,sk)∈P (j1,...,jk)

(sk+1,...,sn)∈P (1,n\{j1,...,jk})

δ(s1, . . . , sk) δ(sk+1, . . . , sn)×

× (−1)1+...+k+j1+...+jka1s1 . . . akskak+1sk+1
. . . ansn

)
. (13)

Запишем полученную сумму сумм в виде одной суммы. Заметим, что число слагае-
мых во внутренней сумме равно k!(n− k)!, a во внешней — Ckn. Значит, общее число
слагаемых в сумме равно k!(n− k)!Ckn = n!, т. е. числу всех перестановок из P (1, n).
Заметим теперь, что наборы индексов (s1, . . . , sk, sk+1, . . . , sn), соответствующие сла-
гаемым суммы (13), являются перестановками множества 1, n, и любая перестановка
из P (1, n) может быть представлена в виде такого набора индексов при подходящем
выборе подмножества {j1, . . . , jk} ⊂ 1, n и перестановок (s1, . . . , sk) ∈ P (j1, . . . , jk),
(sk+1, . . . , sn) ∈ P (1, n \ {j1, . . . , jk}). Следовательно, в результате суммирование бу-
дет производиться по всем перестановкам (s1, . . . , sn) из P (1, n) Отсюда, с учетом
утверждения 6 главы 2, получим:

∆ =
∑

(s1,...,sk,sk+1,...,sn)∈P (1,n)

δ(s1, . . . , sk, sk+1, . . . , sn) a1s1 . . . akskak+1sk+1
. . . ansn = |A|,

и равенство (12) в рассматриваемом случае доказано.
2. Пусть теперь i1, . . . , ik — любые числа из множества 1, n, удовлетворяющие

условию 1 � i1 < . . . < ik � n. Сведем этот случай к первому. Для этого осуществим
в матрице A следующую перестановку строк. Переставляя i1-ю строку поочередно со
всеми предыдущими, поставим ее на 1-е место, затем i2-ю строку таким же образом
поставим на 2-е место, и т. д., и, наконец, поставим ik-ю строку на k-е место. В ито-
ге получим некоторую матрицу B. Так как для перехода от A к B мы произвели
(i1 − 1) + (i2 − 2) + . . .+ (ik − k) перестановок строк, то по свойству 5 определителей

|A| = (−1)1+...+k+i1+...+ik |B|. (14)

По доказанному в случае 1 имеем:

|B| =
∑

MB

(
1, . . . , k
j1, . . . , jk

)
CMB

(
1, . . . , k
j1, . . . , jk

)
. (15)

Непосредственно из построения матрицы B следует, что

MB

(
1, . . . , k
j1, . . . , jk

)
=MA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
,

CMB

(
1, . . . , k
j1, . . . , jk

)
= CMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
.
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Из последнего равенства, используя определение алгебраического дополнения, по-
лучим:

CMB

(
1, . . . , k
j1, . . . , jk

)
= (−1)1+...+k+j1+...+jkCMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
=

= (−1)1+...+k+j1+...+jk(−1)i1+...+ik+j1+...+jkCMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
=

= (−1)1+...+k+i1+...+ikCMA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
.

Из найденных соотношений между минорами и алгебраическими дополнениями
матриц A, B и равенств (14), (15) легко следует равенство (12). �

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Ясно, что теорема Лапласа останется верной, если вместо k выделен-
ных строк матрицы взять k столбцов.

В качестве отдельного утверждения выделим один практически важный част-

ный случай теоремы Лапласа, когда k = 1. В этом случае минор MA

( r
s

)
матрицы

A = (aij)n×n совпадает с ее элементом ars, и потому его алгебраическое дополнение
называют алгебраическим дополнением элемента ars и обозначают также через Ars.
По определению 9 для нахождения Ars нужно удалить из A r-ю строку и s-й столбец,
вычислить определитель полученной матрицы и умножить его на (−1)r+s.

Следствие 1. Определитель матрицы A = (aij)n×n равен сумме произведений всех
элементов любой строки (любого столбца) матрицы A на их алгебраические до-
полнения:

|A| =
n∑
j=1

aijAij , i ∈ 1, n; |A| =
n∑
i=1

aijAij , j ∈ 1, n. (16)

Правые части равенств (16) называются разложениями определителя матрицы
A соответственно по i-й строке и j-му столбцу.

Следствие 2. Сумма произведений всех элементов любой строки (любого столб-
ца) квадратной матрицы на алгебраические дополнения соответствующих эле-
ментов другой строки (другого столбца) этой же матрицы равна нулю, т. е. для
A = (aij)n×n

n∑
j=1

akjAij = 0 при i, k ∈ 1, n, i �= k; (17)

n∑
i=1

aijAik = 0 при j, k ∈ 1, n, j �= k. (18)
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� Рассмотрим вспомогательную матрицу B = (bij)n×n, которая получается заме-
ной в A i-й строки ее k-й строкой (при сохранении неизменными остальных строк).
Разложим |B| по i-й строке. По следствию 1 получим:

|B| =
n∑
j=1

bijBij .

Так как в матрице B есть две равные строки, то |B| = 0, и поэтому выполняется
равенство

n∑
j=1

bijBij = 0. (19)

Теперь заметим, что bij = akj , Bij = Aij , для всех i, j ∈ 1, n. Произведя в ра-
венстве (19) указанную замену, получим равенство (17). Аналогично доказывается
равенство (18). �

§ 4. ОБРАТИМЫЕ МАТРИЦЫ. КРИТЕРИЙ ОБРАТИМОСТИ

Рассмотрим кольцо Rn,n квадратных матриц порядка n над коммутативным коль-
цом R с единицей e и найдем все его обратимые элементы.

Теорема 11. Матрица A ∈ Rn,n обратима в кольце Rn,n тогда и только тогда,
когда ее определитель |A| является обратимым элементом кольца R.

� Пусть матрица A обратима в кольце Rn,n, т. е. для нее существует матрица
A−1, удовлетворяющая условию

AA−1 = A−1A = E,

где E — единичная матрица из Rn,n. Отсюда и из теоремы 8 имеем:

|A| · |A−1| = |A−1| · |A| = e.

Эти равенства означают, что |A−1| есть обратный элемент для |A|, т. е. |A| обратим в
R и |A|−1 = |A−1|.

Обратно, пусть |A| — обратимый элемент кольца R. Построим матрицу
A∗ = (cij)n×n, в которой cij = Aji. Непосредственным перемножением матриц с
использованием следствий 1 и 2 из теоремы Лапласа, получим:

AA∗ = A∗A =

⎛
⎜⎜⎝
|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . |A|

⎞
⎟⎟⎠ .

Отсюда следует, что A · (|A|−1 · A∗) = (|A|−1 · A∗) · A = E, т. е. матрица |A|−1 · A∗

является обратной для A, и матрица A обратима. �
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Матрицу A∗ называют взаимной к A.
В доказательстве теоремы указан и алгоритм нахождения обратной матрицы для

A: сначала надо в A каждый элемент заменить на его алгебраическое дополнение,
затем полученную матрицу транспонировать и в полученной таким образом матрице
A∗ каждый элемент умножить на |A|−1.

В следующей главе для матриц над полем будет указан более простой алгоритм
нахождения обратной матрицы.

Следствие. Если A,B ∈ Rn,n и AB = E, то B = A−1.

� Так как AB = E, то по теореме 8 |A| · |B| = e, а потому и |B| · |A| = e (в силу
коммутативности кольца R). Значит, элемент |A| обратим в R, а тогда по теореме 11
обратима и матрица A, т. е. существует A−1 ∈ Rn,n. Умножив обе части равенства
AB = E слева на A−1, получим искомое равенство B = A−1. �

§ 5. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ МАТРИЦ.
ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ МАТРИЦЫ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Элементарными преобразованиями строк матрицы A ∈ Rm,n на-
зывают:

1) умножение любой ее строки на обратимый элемент кольца R;
2) прибавление к любой ее строке другой строки, умноженной на произвольный

элемент кольца R.
Аналогично определяются элементарные преобразования столбцов матрицы A.

Элементарными преобразованиями матрицы называют элементарные преобразова-
ния ее строк и столбцов.

Покажем, что элементарные преобразования строк (столбцов) матрицы можно осу-
ществить путем умножения ее слева (справа) на подходящие квадратные обратимые
матрицы.

Утверждение 12. (а) Умножение i-й строки (i-го столбца) матрицы A ∈ Rm,n на
r равносильно умножению A слева (справа) на матрицу

D(i)
m (r) (D(i)

n (r)), где D
(i)
k (r) = diag(e, . . . ,

i
r, . . . , e)k×k.

(б) Прибавление к i-й строке (i-му столбцу) матрицы A ∈ Rm,n произведения
ее j-й строки (j-го столбца) на r ∈ R при j �= i равносильно умножению A слева
(справа) на матрицу

T (i,j)
m (r) (T (j,i)

n (r)), где T
(s,t)
k (r) = Ek×k + E

(s,t)
k×k (r).

Доказывается утверждение непосредственной проверкой.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Матрицы D
(i)
k (r) при r ∈ R∗ и T (i,j)

k (c) при любом c ∈ R и i �= j
называются элементарными матрицами.
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Легко видеть, что матрицы D
(i)
k (r) и T (i,j)

k (c) получаются путем соответствующих
элементарных преобразований единичной матрицы Ek×k (проверьте).

Так как |D(i)
k (r)| = r, |T (i,j)

k (c)| = e и элемент r обратим, то элементарные матрицы
обратимы. Легко видеть, что обратные для них матрицы также являются элементар-
ными, а именно (проверьте):

D
(i)
k (r)−1 = D

(i)
k (r−1), T

(i,j)
k (c)−1 = T

(i,j)
k (−c).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Матрица B ∈ Rm,n, называется эквивалентной матрице
A ∈ Rm,n, если она может быть получена из A с помощью конечной последова-
тельности элементарных преобразований. Обозначение: B ∼ A.

Из определения 13 видно, что эквивалентные матрицы имеют одни и те же разме-
ры. Следовательно, отношение ∼ является бинарным отношением на множестве Rm,n.
Укажем простейшие свойства этого отношения.

Утверждение 13. (а) Отношение ∼ является отношением эквивалентности на
множестве Rm,n.

(б) Если матрица B получена из A перестановкой строк или столбцов, то
B ∼ A.

(в) Если A,B ∈ Rm,n и A ∼ B, то существуют матрицы U ∈ R∗
m,m, V ∈ R∗

n,n

такие, что B = UAV .
(г) Если матрицы A и B квадратные и A ∼ B, то |B| = r|A|, где r — некоторый

обратимый элемент кольца R.

� (а) Свойства рефлексивности и транзитивности отношения ∼ очевидны. Для
доказательства симметричности достаточно заметить, что если матрица B получена
из A одним элементарным преобразованием, то и A из B можно получить одним
элементарным преобразованием (проверьте).

(б) Для доказательства достаточно осуществить с помощью элементарных пре-
образований перестановку любых двух строк (столбцов) матрицы A (поскольку с
помощью транспозиций можно перейти от любой перестановки к любой другой). Для
строк это сделано при доказательстве свойства 5 определителей, для столбцов дела-
ется аналогично.

(в) Так как A ∼ B, то в соответствии с определением 11 и утверждением 12
существуют такие элементарные матрицы U1, . . . , Uk ∈ R∗

m и V1, . . . , Vl ∈ R∗
n, что

B = Uk . . . U1AV1 . . . Vl. Тогда искомыми матрицами являются U = Uk . . . U1 и
V = V1 . . . Vl.

(г) Из утверждения (в) следует, что B = UAV для некоторых обратимых матриц
U , V . Отсюда, используя теорему 8 и коммутативность кольца R, получим:

|B| = |U | · |A| · |V | = |U | · |V | · |A| = r · |A|,

где r = |U | · |V | — обратимый элемент кольца R. �
В дальнейшем нам неоднократно понадобится



§ 5. Элементарные преобразования матриц. Эквивалентные матрицы 109

Теорема 14 (о минорах эквивалентных матриц). Если A,B ∈Rm,n, A ∼ B, и все
миноры k-го порядка матрицы A кратны элементу c ∈ R, то все миноры k-го
порядка матрицы B также кратны c.

� Утверждение теоремы достаточно доказать для случая, когда B получена из A
одним элементарным преобразованием.

1. Пусть i-й столбец матрицы A умножен на обратимый элемент r. Тогда любой
минор матрицы B или совпадает с минором матрицы A, или отличается от него лишь
множителем r (по свойству 1 определителей), и утверждение верно.

2. Пусть к l-му столбцу матрицы A прибавлен ее s-й столбец, умноженный на
r ∈ R. Рассмотрим любой минор k-го порядка матрицы B:

MB

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
=MB.

Если l /∈ {j1, . . . , jk} или l, s ∈ {j1, . . . , jk}, то, очевидно, имеет место равенство

MB =MA

(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jk

)
.

Пусть l ∈ {j1, . . . , jk}, например l = jt, 1 � t � k, и s /∈ {j1, . . . , jk}. Обозначим через
Ã↓

1, . . . , Ã
↓
n столбцы подматрицы A

( i1, . . . , ik
1, . . . , n

)
. Тогда минор MB можно записать в

виде
MB =

∣∣Ã↓
j1
. . . Ã↓

jt−1
(Ã↓

jt
+ rÃ↓

s) Ã
↓
jt+1

. . . Ã↓
jk

∣∣.
По свойству 2 определителей имеем: MB =M1 +M2 · r, где

M1 =
∣∣Ã↓

j1 . . . Ã
↓
jt−1

Ã↓
jt Ã

↓
jt+1

. . . Ã↓
jk

∣∣, M2 =
∣∣Ã↓

j1 . . . Ã
↓
jt−1

Ã↓
s Ã

↓
jt+1

. . . Ã↓
jk

∣∣.
Отсюда видно, что M1 — минор матрицы A, а M2 — минор матрицы A, если
jt−1 < s < jt+1, и может не быть минором матрицы A в противном случае. В по-
следнем случае, переставив в M2 столбцы так, чтобы их индексы расположились в
порядке возрастания, мы получим минор матрицы A, которой, согласно свойству 5
определителей, будет равен M2 или −M2.

Таким образом, во всех возможных подслучаях случая 2 минор MB или совпадает
с минором k-го порядка матрицы A, или равен алгебраической сумме двух ее миноров
k-го порядка. Отсюда и из условия следует, что минор MB кратен c, и утверждение
теоремы верно. Для элементарных преобразований строк доказательство проводится
или аналогичным образом, или переходом к транспонированным матрицам. �

Следствие. Если A,B ∈ Rm,n, A ∼ B и все миноры k-го порядка матрицы A равны
нулю, то все миноры k-го порядка матрицы B также равны нулю.

Ниже, при изучении матриц и при решении систем линейных уравнений особую
роль будут играть элементарные преобразования строк матрицы. В связи с этим сфор-
мулируем
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Матрица B называется строчно эквивалентной матрице
A ∈ Rm,n, если она может быть получена из A с помощью конечной последова-
тельности элементарных преобразований строк. Обозначение: B c∼ A.

Для введенного отношения c∼ имеет место аналогичное утверждению 13

Утверждение 15. (а) Отношение c∼ является отношением эквивалентности на
множестве матриц Rm,n.

(б) Если матрица B получена перестановкой строк в матрице A, то B c∼ A.
(в) Если A,B ∈ Rm,n и A c∼ B, то существует обратимая матрица U ∈ R∗

m,m

такая, что B = UA.
(г) Если матрицы A,B квадратные и A c∼ B, то |B| = r|A|, где r — некоторый

обратимый элемент кольца R. �

В некоторых случаях элементарные преобразования строк матриц могут помочь
найти обратную матрицу для заданной обратимой матрицы из Rn,n.

Утверждение 16. Пусть A — обратимая, а E — единичная матрица из Rn,n. Если
матрица B = (A,E) строчно эквивалентна матрице B′ = (E,A′), то A′ = A−1.

� Из условия и утверждения 15(в) получаем, что B′ = U(A,E), где U ∈ R∗
n,n. Так

как U(A,E) = (UA,UE), то UA = E и U = A′. Отсюда и из следствия теоремы 11
получим A′ = A−1. �

Таким образом, для нахождения матрицы A−1 достаточно уметь обратимую мат-
рицу A элементарными преобразованиями строк приводить к единичной матрице.

Заметим, что для решения последней задачи в общем случае (т. е. для матриц
над произвольным кольцом R) алгоритм неизвестен. То же самое относится и к за-
даче распознавания эквивалентности матриц. Вместе с тем, для матриц над Z ал-
горитмы решения указанных задач известны. В частности, алгоритм распознавания
эквивалентности матриц над Z основан на преобразовании матриц к определенным
каноническим матрицам. В главе 7 эта же идея будет использована для матриц над
полями.

§ 6. КАНОНИЧЕСКИЕ МАТРИЦЫ НАД КОЛЬЦОМ Z

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Канонической матрицей над кольцом Z называется диагональная
матрица

diag(δ1, . . . , δt)m×n, (20)

в которой δ1, . . . , δt ∈ N0 и ∀ i ∈ 1, t− 1 : δi | δi+1.

Матрицу (20) называют также матрицей в нормальной форме Смита в честь
английского математика Г. Смита (1826–1889).

ПРИМЕР 3. Из трех матриц

diag(1, 2, 4, 0), diag(1, 0, 2, 4), diag(1,−2, 4, 0)
первая — каноническая, две другие — нет. Нулевая матрица — каноническая.
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Теорема 17 (Смит, 1861). Для любой матрицы A = (aij)m×n над Z существует
эквивалентная ей каноническая матрица.

Предварительно введем обозначение µ(X) для минимального по модулю ненуле-
вого элемента любой целочисленной матрицы X �= O и докажем вспомогательное
утверждение.

Лемма. Для любой ненулевой матрицы A = (aij)m×n над Z существует эквива-
лентная ей матрица B = (bij)m×n, удовлетворяющая условию

∀ i ∈ 1,m, ∀ j ∈ 1, n : µ(B) | bij . (21)

� Докажем лемму индукцией по |µ(A)|. Если |µ(A)| = 1, то утверждение очевид-
но. Допустим, что оно верно при |µ(A)| < d и пусть |µ(A)| = d, где d ∈ N и d > 1.
Выберем в A элемент akl = µ(A) и рассмотрим три случая.

1. ∃ s ∈ 1, n : akl � aks. Разделим aks на akl с остатком: aks = aklq + r,
0 < r < |akl|. Прибавив к s-му столбцу матрицы A ее l-й столбец, умноженный
на −q, получим матрицу A′ с элементом r на месте (k, s). Так как 0 < r < |akl|,
то |µ(A′)| < |µ(A)|, и по предположению индукции существует матрица B со свой-
ством (21), эквивалентная A′, а потому и A.

2. ∃ t ∈ 1,m : akl � atl. В этом случае рассуждения аналогичны, вместо преобра-
зования столбцов используются преобразования строк.

3. ∀ s ∈ 1, n, ∀ t ∈ 1,m : akl | aks, akl | atl. Допустим, что akl � apq. Прибавим
k-ю строку матрицы A, умноженную на −apl/akl, к ее p-й строке, а затем p-ю строку
полученной матрицы — к ее k-й строке:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . akl . . . akq . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . apl . . . apq . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

∼

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . akl . . . akq . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . 0 . . . a′pq . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

∼

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . a′kl . . . a
′
kq . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . 0 . . . a′pq . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
.

В итоге получим матрицу A′ = (a′ij), в которой

a′kl = akl, a′kq = apq + akq(1− apl/akl) и a′kl � a
′
kq ,

поскольку a′kl | akq и a′kl � apq. Следовательно, для матрицы A′ выполнено одно
из условий: или |µ(A′)| < |µ(A)|, или µ(A′) = µ(A) и тогда µ(A′) = a′kl и a

′
kl � a

′
kq.

Отсюда видно, что для матрицы A′, а потому и для A, искомая матрица B существует
или по предположению индукции, или по доказанному в случае 1. �

� Теперь докажем теорему 17 индукцией по m + n. Заметим, что для нулевой
матрицы A утверждение верно. Поэтому далее будем считать, что A �= 0.

Если m + n = 2, то m = n = 1, и утверждение теоремы очевидно. Допустим, что
оно верно при m+n < k, и пусть m+n = k, где k ∈ N и k > 1. По лемме существует
матрица B со свойством (21), эквивалентная A. Не теряя общности, можно считать,
что |µ(B)| = b11, ибо этого можно добиться перестановками строк и столбцов (что,
согласно утверждению 13, осуществимо с помощью элементарных преобразований)
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и умножением 1-й строки на −1. Прибавив к i-й строке матрицы B ее 1-ю строку,
умноженную на −bi1/b11 для всех i ∈ 2,m, а затем к j-му столбцу 1-й столбец,
умноженный на −b1j/b11 для всех j ∈ 2, n, получим матрицу вида

B1 =

⎛
⎜⎜⎝

b11 0 . . . 0

0
... B′

0

⎞
⎟⎟⎠ , где B′ =

⎛
⎝ b′22 . . . b′2n

. . . . . . . . . . . .
b′m2 . . . b′mn

⎞
⎠ .

При этом B1 ∼ A, и по теореме 14 b11 | b′ij для всех i ∈ 2,m, j ∈ 2, n. По пред-
положению индукции матрицу B′ можно элементарными преобразованиями приве-
сти к канонической матрице diag(δ2, . . . , δt)(m−1)×(n−1). Осуществляя соответству-
ющие преобразования над строками и столбцами матрицы B1, получим матрицу
diag(b11, δ2, . . . , δt)m×n = D, удовлетворяющую по теореме 14 условию b11 | δi, где
i ∈ 2, t. А так как D ∼ A, то матрица D — искомая. �

Заметим, что доказательство теоремы 17 конструктивно. Из него легко извлека-
ется алгоритм нахождения канонической матрицы, эквивалентной A. Алгоритм этот
допускает вариации, связанные с неоднозначным выбором минимального по модулю
элемента и не делящихся на него элементов в промежуточных матрицах. Вместе
с тем, ниже будет доказано принципиально важное утверждение о единственности
канонической матрицы, эквивалентной A. Для этого понадобятся некоторые вспомо-
гательные факты.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Пусть A ∈ Zm,n, t = min(m,n) и k ∈ 1, t. Инвариантным делите-
лем k-го порядка, или k-м инвариантным делителем, матрицы A называется число
dk(A), равное неотрицательному НОД всех миноров k-го порядка матрицы A.

Заметим, что в силу следствия 1 теоремы Лапласа числа di(A) удовлетворяют
условию ∀ i ∈ 1, t− 1 : di(A) | di+1(A) (докажите).

Оказывается, набор чисел (d1(A), . . . , dt(A)) является инвариантом класса всех
матриц, эквивалентных A, а именно, справедливо

Утверждение 18. У эквивалентных матриц над Z инвариантные делители оди-
наковых порядков равны.

� Пусть A ∼ B, dk(A) = d, dk(B) = d′. Тогда по теореме 14 имеем: d | d′ и d′ | d.
Отсюда, учитывая, что d � 0, d′ � 0, получим d = d′. �

Утверждение 19. Если D = diag(δ1, . . . , δt) — каноническая матрица над Z, то
для любого k ∈ 1, t справедливо равенство

dk(D) = δ1 . . . δk. (22)

� Легко видеть, что среди всех миноров k-го порядка матрицы D не равными нулю

могут быть лишь миноры MD

( i1, . . . , ik
i1, . . . , ik

)
= δi1 . . . δik . Отсюда и из условия δi | δi+1

для i ∈ 1, t− 1 следуют соотношения δ1 . . . δk | δi1 . . . δik , а потому и равенство (22). �
Теперь может быть доказана
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Теорема 20 (Смит). Каждая целочисленная матрица A эквивалентна единствен-
ной канонической матрице.

� Если A эквивалентна канонической матрице (20), то по утверждению 19 для
любого k ∈ 1, t справедливо равенство (22). Отсюда и из утверждения 16 имеем
δ1 = d1(A), и для k ∈ 2, t:

δk =

{
dk(A)/dk−1(A), если dk−1(A) �= 0,

0, если dk−1(A) = 0.

Таким образом, элементы матрицы D однозначно определяются матрицей A. �
Из теорем 17, 20 следует, что корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Каноническая матрица diag(δ1, . . . , δt)m×n, эквивалентная матри-
це A ∈ Zm,n, называется канонической формой или нормальной формой Смита
матрицы A и обозначается через K(A). Элемент δk этой матрицы называется k-м
инвариантным множителем матрицы A и обозначается через δk(A), k ∈ 1, t.

Таким образом,
K(A) = diag(δ1(A), . . . , δt(A))m×n. (23)

Следствие 1. Матрица A ∈ Zn,n обратима тогда и только тогда, когда она
представляется в виде произведения элементарных матриц.

� Пусть матрица A обратима. Так как A ∼ K(A), то существуют элементарные
матрицы U1, . . . , Uk, V1, . . . , Vl такие, что

A = U1 . . . Uk K(A)V1 . . . Vl.
По теореме 11 |A| = ε ∈ {1,−1}. Так как |K(A)| > 0, то |K(A)| = 1. Отсюда следует,
что K(A) = E, и потому A = U1 . . . UkV1 . . . Vl. Если же матрица A есть произведение
элементарных матриц, то ясно, что она обратима. �

Следствие 2. Любая обратимая над Z матрица A строчно эквивалентна единич-
ной матрице E.

� Из доказанного в следствии 1 имеем: A = U1 . . . UkV1 . . . VlE. Это и означает,
что A c∼ E. �

Заметим, что следствие 2 делает возможным нахождение матрицы A−1 c исполь-
зованием утверждения 16.

Следствие 3. Для любых матриц A,B ∈ Zm,n равносильны утверждения:
(а) A ∼ B;
(б) существуют обратимые матрицы U , V над Z такие, что

B = UAV ; (24)

(в) K(A) = K(B);
(г) dk(A) = dk(B) для всех k = 1, . . . ,min{m,n};
(д) δk(A) = δk(B) для всех k = 1, . . . ,min{m,n}.
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� Эквивалентность утверждений (а), (в), (г), (д) следует из существования и
единственности канонической формы для любой матрицы над Z и равенств (22), (23).
Импликация (а)⇒(б) доказана утверждением 13, и остается доказать импликацию
(б)⇒(а). Пусть B = UAV , где U , V — обратимые матрицы. Тогда по следствию 1 U
и V представляются произведениями элементарных матриц. Отсюда и из утвержде-
ния 12 следует, что от A к B можно перейти с помощью конечной последовательности
элементарных преобразований. Значит, A ∼ B. �

Следствие 4. Существует алгоритм, позволяющий для любых матриц A, B над
Z выяснять, эквивалентны они или нет, и в случае положительного ответа на-
ходить обратимые матрицы U , V , удовлетворяющие условию (24).

� Для распознавания эквивалентности матриц A, B достаточно найти и сравнить
их канонические формы. Для нахождения матриц U , V из (24) при условии A ∼ B
найдем сначала матрицы U1, V1, U2, V2, удовлетворяющие равенствам

U1AV1 = K(A), U2BV2 = K(B).

Отсюда с учетом равенства K(A) = K(B) получим: B = U−1
2 U1AV1V

−1
2 , и потому

условию (24) удовлетворяют матрицы U = U−1
2 U1, V = V1V

−1
2 . Таким образом, за-

дача нахождения матриц U , V из (24) сводится к случаю, когда B = K(A). В этом
случае U и V можно найти путем перемножения элементарных матриц, соответству-
ющих элементарным преобразованиям, осуществляемым при переходе от A к K(A).
Однако процесс этот можно формализовать, если воспользоваться следующим легко
проверяемым равенством:(

Um×m Om×n
On×m En×n

)(
Am×n Em×m
En×n On×m

)(
Vn×n On×m
Om×n Em×m

)
=

(
UAV U
V O

)
.

Из него следует, что для нахождения матриц U , V достаточно к матрице(
Am×n Em×m
En×n On×m

)

применить те элементарные преобразования первых m строк и первых n столбцов,

которые переводят A в K(A). В итоге получим матрицу
(K(A) U

V O

)
и тем самым

найдем U , V . �
Заметим, что приведенным выше алгоритмом можно воспользоваться и для на-

хождения обратной матрицы для A, если она обратима. Действительно, в этом случае
K(A) = E, и из равенства UAV = K(A) следует, что A−1 = V U .

Канонические формы матриц могут оказаться полезными и при решении простей-
ших матричных уравнений над Z.

ПРИМЕР 4. Решить уравнение
AX = B, (25)
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где A ∈ Zm,n, B ∈ Zm,k. Найдем для A каноническую форму и обратимые матрицы
U , V такие, что A = UK(A)V . Умножив обе части уравнения (25) слева на матрицу
U−1, получим уравнение

K(A)V X = U−1B, (26)

равносильное (25), т. е. имеющее с (25) одно и то же множество решений. Так как
V — обратимая матрица, то для решения уравнения (26) достаточно найти все реше-
ния уравнения

K(A)Y = U−1B, (27)

а затем по формуле X = V −1Y найти все решения уравнения (25). Таким образом, ре-
шение уравнения (25) сведено к решению значительно более простого уравнения (27),
для которого нетрудно указать как критерий разрешимости, так и способ нахождения
всех решений, в случае их наличия.

Утверждение 21. Пусть K(A) = diag(δ1, . . . , δt)m×n, где δ1, . . . , δs отличны от 0, а
δs+1 = . . . = δt = 0, U−1B = C = (cij)m×k. Тогда уравнение (27) имеет решение в
том и только том случае, когда все элементы i-й строки матрицы C делятся на
δi при i ∈ 1, s и равны нулю при i > s. Если уравнение (27) разрешимо, то все его
решения исчерпываются матрицами Y = (yij)m×k, где

yij =

{
cij/δi, если i ∈ 1, s,

любое целое число, если i ∈ s+ 1, n.

Проверьте это утверждение самостоятельно.

ЗАДАЧИ

1. Пусть R — кольцо с единицей. Докажите, что для любой матрицы
A = (aij)m×n ∈ Rm,n выполняются равенства:

а) A =
∑m
i=1

∑n
j=1 aijE

(i,j)
m×n,

б) E(i,l)
m×mAE

(t,j)
n×n = altE

(i,j)
m×n,

в) E(i,j)
m×nE

(k,l)
n×r = δjkE

(i,l)
m×r, где δjk =

{
0, если j �= k,

1, если j = k
(δjk — символ Кронекера).

2. Докажите, что матрицы, перестановочные со всеми (n × n)-матрицами над
коммутативным кольцом R с единицей e �= 0, исчерпываются скалярными матрицами,
т. е. матрицами вида aE.

3. Являются ли подкольцами кольца матриц Rn,n (над коммутативным кольцом R
с единицей):

а) множество всех скалярных матриц;
б) множество всех диагональных матриц;
в) множество всех верхне-, нижнетреугольных матриц;
г) множество всех матриц с заданным определителем;
д) множество всех матриц, в которых первые r строк нулевые, 1 � r � n?
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4. Докажите, что множество матрицы вида
( a b
−b a

)
над полем R образует поле,

изоморфное полю C.

5. Является ли полем множество матриц вида
( a 0
0 b

)
над R?

6. Докажите, что для любой обратимой матрицы A над коммутативным кольцом
с единицей выполняется равенство (AT )−1 = (A−1)T .

7. Докажите равенство∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
a1 a2 . . . an
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an−1
1 an−1

2 . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1�i<j�n

(aj − ai).

Данный определитель называют определителем Вандермонда.6 Указание: примените
метод полной математической индукции по n. Для перехода от n к n + 1 следует
вычесть из каждой строки предыдущую, умноженную на a1.

8. Докажите, что для любых матриц A ∈ Rm,n, B ∈ Rn,k и натуральных
чисел r, s1, . . . , sr, t1, . . . , tr, удовлетворяющих неравенствам r � min{m,n, k},
1 � s1 < . . . < sr � m, 1 � t1 < . . . < tr � n, справедлива формула, называемая
формулой Бине—Коши7:

MAB

(
s1, . . . , sr
t1, . . . , tr

)
=

∑
1�i1<...<ir�n

MA

(
s1, . . . , sr
i1, . . . , ir

)
MB

(
i1, . . . , ir
t1, . . . , tr

)
.

9. Докажите, что если в матрице An×n есть нулевая подматрица размеров k × l и
k + l > n, то |A| = 0.

10. Найдите сумму произведений всех миноров порядка k матрицы An×n на их
алгебраические дополнения, 1 � k < n.

11. Докажите, что матрицы An×n, Bn×n обратимы тогда и только тогда, когда
обратима матрица C = AB. При этом C−1 = B−1A−1.

12. Даны матрицы над Z:

A1 =

⎛
⎝ −2 2 3 −3
−4 1 4 2
−3 2 4 5

⎞
⎠ , A2 =

⎛
⎝ 2 3 4 5
−3 −4 2 −6
3 5 14 9

⎞
⎠ ,

B =

⎛
⎝ 1 2 1 3

4 −3 2 −5
−2 1 3 4

⎞
⎠ .

6 А.Т. Вандермонд (1735–1796) — французский математик.
7 Ж.Ф.М. Бине (1786–1856), О.Л. Коши (1789–1857) — французские математики.
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а) Найдите канонические формы матриц A1, A2 и такие обратимые над Z матрицы
Ui, Vi, что UiAiVi = K(Ai), i = 1, 2.

б) Решите матричные уравнения AiX = B, i = 1, 2, над Z.

13. Являются ли обратимыми матрицы над Z:

A1 =

⎛
⎜⎜⎝
−3 −4 3 4
3 5 −2 −3
5 8 −3 −5

−4 −4 3 5

⎞
⎟⎟⎠ , A1 =

⎛
⎜⎜⎝

2 3 4 −2
3 −2 2 −3
1 −5 −2 −1
3 1 2 4

⎞
⎟⎟⎠?

В случае положительного ответа найдите соответствующую обратную матрицу.



Глава 7

МАТРИЦЫ НАД ПОЛЕМ

В данной главе мы более подробно изучим матрицы над произвольным полем P .
Обратимость всех ненулевых элементов поля P дает возможность найти сравнительно
простые алгоритмы решения таких задач о матрицах, для которых в общем случае
(т. е. над произвольным коммутативным кольцом с единицей) алгоритмы решения или
неизвестны или более сложны. Так, например, для матриц над полем можно указать
несложный алгоритм распознавания их эквивалентности, в то время как в общем
случае алгоритм решения такой задачи неизвестен.

Полученные здесь результаты о матрицах будут применены в следующей главе
к исследованию и решению произвольных систем линейных уравнений над полем.
В качестве основного средства изучения матриц над полем будут использоваться
элементарные преобразования систем их строк и столбцов.

Вектор-строки и вектор-столбцы над полем P (т. е. матрицы размеров 1 × n и
n× 1 соответственно) условимся обозначать латинскими буквами с горизонтальной и
вертикальной стрелками, например,

�A = (a1, a2, . . . , an), b↓ =

⎛
⎜⎜⎝

a1
a2
. . .
an

⎞
⎟⎟⎠ .

Элементы векторов будем также называть их координатами. Множество всех
векторов-строк (столбцов) длины n над полем P обозначим через Pn (P (n)). Для
векторов из Pn (P (n)), как для матриц, определены операции покоординатного сло-
жения и умножения на элементы поля P .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Множество векторов-строк Pn (векторов-столбцов P (n)) с опера-
циями сложения векторов и умножения векторов на элементы поля P называют
n-мерным арифметическим пространством над полем P .

Понятие n-мерного арифметического пространства является естественным обоб-
щением понятия трехмерного пространства D3, изучаемого в школе и в аналити-
ческой геометрии. Действительно, при фиксированной системе координат каждый
вектор из D3 определяется упорядоченной тройкой действительных чисел (коорди-
нат) и потому D3 можно отождествить с множеством R

3. При этом соответствующие
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операции сложения векторов из R
3 и их умножения на числа из R осуществляются

также покоординатно. Этой связью Pn с D3 объясняется проникновение в алгебру
геометрических терминов «вектор», «пространство» и др.

§ 1. РАНГ МАТРИЦЫ

Зафиксируем произвольное поле P и будем рассматривать матрицы над полем P .
В этом случае обратимыми в кольце матриц Pn,n будут все матрицы с отличными от
нуля определителями. Они называются также невырожденными. Матрицы с опреде-
лителем, равным нулю, называют вырожденными.

В ряде задач и, в частности, в задаче исследования и решения систем линей-
ных уравнений важную роль играют невырожденные подматрицы данной матрицы.
Наибольший порядок таких подматриц называют рангом матрицы. Приведем более
традиционное

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.Рангом ненулевой матрицы A называется наибольший из порядков
отличных от нуля миноров матрицы A. Ранг нулевой матрицы считается равным нулю.
Обозначение ранга матрицы A: rangA.

ПРИМЕР 1. Очевидно, что ранг матрицы E(ij) равен единице, ранг любой невырож-
денной матрицы из Pn,n равен n, ранг диагональной матрицы diag(a1, . . . , at)m×n, где
t = min{m,n}, равен числу ее ненулевых элементов.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Подматрица наибольшего порядка среди всех невырожденных под-
матриц матрицы A называется ее ранговой подматрицей.

Заметим, что во всех матрицах предыдущего примера существует единственная
ранговая подматрица. В общем же случае их в заданной матрице может быть много.

ПРИМЕР 2. Легко проверить, что ранг матрицы

A =

⎛
⎝ 2 4 3 4

1 2 −1 3
1 2 4 1

⎞
⎠

равен 2 и число ее ранговых подматриц равно 15 (проверьте).

Способ вычисления ранга матрицы, основанный непосредственно на определе-
нии 2, связан с перебором и вычислением большого числа миноров. Естественно
возникает мысль: нельзя ли предварительно как-то упростить матрицу, не изменяя
ранга, а затем найти ранг полученной матрицы? Эта идея приводит к более простому
методу вычисления ранга.

Теорема 1. Если матрицы A и B эквивалентны, то их ранги равны.

� Пусть матрицы A и B эквивалентны и rangA = k. Согласно определению 2 в
матрице A для любого l > k или совсем нет миноров порядка l, или все они равны
нулю. Тогда по следствию теоремы 14 главы 6 то же самое верно и для матрицы B.
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Следовательно, rangB � k, т. е. rangB � rangA. Так как отношение эквивалентности
матриц симметрично, то имеем также неравенство rangA � rangB. Следовательно,
rangA = rangB. �

Следствие 1. Ранг произведения матриц не превосходит рангов матриц-сомно-
жителей.

� Действительно, если C = AB, то, согласно утверждению 6 главы 6, строки мат-
рицы C являются линейными комбинациями строк матрицы B. Поэтому элементар-

ными преобразованиями строк матрицу
(B
C

)
можно привести к виду

(B
0

)
. Используя

этот факт и очевидные соотношения между рангами матриц, получим:

rangC � rang

(
B
C

)
= rang

(
B
0

)
= rangB.

Аналогично из соотношений (3) главы 6 для столбцов матрицы C получим:
rangC � rangA. �

Следствие 2. Если C = AB или C = BA, где A — квадратная невырожденная
матрица, то rangC = rangB.

� По следствию 1 rangC � rangB. А так как B = A−1C или B = CA−1, то снова
по следствию 1 rangB � rangC. Значит, rangC = rangB. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Ненулевая матрица S = (sij)m×n называется ступенчатой матри-
цей типа S(i1, . . . , ir), где r ∈ 1,m, 1 � i1 < . . . < ir � n, если

1) s1i1 , s2i2 , . . . , srir �= 0,
2) slt = 0 при l > r, t ∈ 1, n и при l ∈ 1, r, t < il.

Нулевая матрица также считается ступенчатой.

В подробной записи ступенчатая матрица типа S(i1, . . . , ir) ∈ Pm,n имеет вид

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 . . . 0 s1i1 ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0 . . . 0 0 0 . . . 0 s2i2 ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 srir ∗ . . . ∗
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (1)

где s1i1 , s2i2 , . . . , srir �= 0, а на местах звездочек могут находиться любые элементы

поля P . Из приведенной записи матрицы S видно, что ее минор MS

( 1, . . . , r
i1, . . . , ir

)
от-

личен от нуля, а все миноры более высоких порядков, если они существуют, равны
нулю. Следовательно, ранг ступенчатой матрицы равен числу ее ненулевых строк.
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Теорема 2. Любую матрицу A над полем P можно элементарными преобразова-
ниями строк привести к ступенчатой матрице.

� Докажем теорему индукцией по числу m строк матрицы A. При m = 1 матрица
A сама ступенчатая, и утверждение теоремы верно. Допустим, что оно верно для
любой матрицы, состоящей из m строк, и докажем его для матрицы A ∈ Pm+1,n.

Если A — нулевая матрица, то она ступенчатая и утверждение верно. Пусть A �= 0
и A↓

i1
— самый левый ненулевой столбец матрицы A. Переставляя (если нужно) стро-

ки матрицы A, мы, согласно утверждению 15(б) главы 6, получим строчно эквива-
лентную A матрицу B вида

B =

⎛
⎜⎜⎝

0 . . . 0 b1i1 ∗ . . . ∗
0 . . . 0 b2i1 ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 bm+1 i1 ∗ . . . ∗

⎞
⎟⎟⎠ ,

в которой b1i1 �= 0. Прибавляя к l-й строке матрицы B для каждого l ∈ 2,m+ 1 ее
1-ю строку, умноженную на −bli1b−1

1i1
, получим матрицу

B′ =

⎛
⎜⎜⎝

0 . . . 0 b1i1
0 . . . 0 0
. . . . . . . . . .
0 . . . 0 0

∗ · · · · · · · · · ∗⎡
⎣ A1

⎤
⎦
⎞
⎟⎟⎠ .

Так как число строк матрицы A1 равно m, то по предположению индукции она
строчно эквивалентна ступенчатой матрице. Произведя соответствующие преобразо-
вания строк матрицы B′, мы приведем A1 к ступенчатому виду, не изменив 1-ю строку
и первые i1 столбцов матрицы B′. В итоге B′ преобразуется в искомую ступенчатую
матрицу. �

Теорема 2 делает содержательным и полезным для нахождения ранга матриц

Утверждение 3.Ранг произвольной матрицы над полем равен числу ненулевых
строк в любой эквивалентной ей ступенчатой матрице.

� Справедливость утверждения 3 следует непосредственно из теоремы 1 и совпа-
дения ранга ступенчатой матрицы с числом ее ненулевых строк. �

§ 2. КАНОНИЧЕСКАЯ ФОРМА МАТРИЦЫ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Каноническими матрицами над полем P называются нулевая мат-
рица и все матрицы вида

diag(e, . . . , e, 0, . . . , 0)m×n.

Заметим, что каноническая матрица является ступенчатой и ее ранг равен числу
единиц на главной диагонали.

Теорема 4. Для любой матрицы A над полем P существует единственная экви-
валентная ей каноническая матрица.
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� Если A — нулевая матрица, то она уже каноническая. Пусть теперь матрица A
отлична от нулевой. Приведем сначала матрицу A элементарными преобразованиями
строк к ступенчатой матрице. Пусть при этом получилась матрица (1). Умножив ее
l-ю строку на s−1

lil
для всех l ∈ 1, r, получим матрицу с единицами на местах

(1, i1), (2, i2), . . . , (r, ir).

Вычитая последовательно ее строки c номерами 2, . . . , r, умноженные на подходящие
элементы, из предыдущих строк, получим матрицу

i1 i2 ir

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 . . . 0 e ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
0 . . . 0 0 0 . . . 0 e ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 e ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2)

Теперь, вычитая столбцы с номерами i1, i2, . . . , ir, умноженные на подходящие
элементы, из последующих столбцов, отличных от столбцов с номерами i1, i2, . . . , ir,
заменим нулями все элементы, обозначенные в (2) звездочками. После этого переста-
новкой столбцов, поставив столбец с номером il на l-е место для l = 1, . . . , r, получим
каноническую матрицу K, эквивалентную исходной матрице A. Единственность та-
кой матрицы следует из совпадения числа единиц на ее главной диагонали с рангом
матрицы A. �

Единственная каноническая матрица, эквивалентная матрице A, называется ка-
нонической формой матрицы A и обозначается через K(A).
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Матрицу вида (2) назовем специальной ступенчатой матрицей
типа S(i1, . . . , ir).

Из доказательств теоремы 4 получаем

Следствие 1. Любая ненулевая матрица над полем строчно эквивалентна специ-
альной ступенчатой матрице.

Выделим в виде самостоятельного утверждения важный частный случай след-
ствия 1.

Следствие 2. Любая квадратная невырожденная матрица над полем строчно эк-
вивалентна единичной матрице.

Наличие алгоритма приведения невырожденной матрицы к единичной путем эле-
ментарных преобразований строк делает возможным применение метода нахождения
обратной матрицы, указанного в утверждении 16 главы 6, к любой невырожденной
матрице над полем.

Точно так же, как и следствие 1 теоремы 20 главы 6, доказывается
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Следствие 3. Квадратная матрица над полем обратима тогда и только тогда,
когда она представляется в виде произведения элементарных матриц.

Используя теоремы 1–4, нетрудно получить ряд критериев эквивалентности мат-
риц над полем P , некоторые из которых сходны с критериями эквивалентности мат-
риц над Z (см. следствие 3 теоремы 20 главы 6).

Теорема 5. Для любых матриц A,B ∈ Pm,n равносильны следующие утверждения:
(а) A ∼ B;
(б) существуют невырожденные матрицы U ∈ Pm,m и V ∈ Pn,n такие, что

B = UAV ; (3)

(в) rangA = rangB;
(г) K(A) = K(B).

� Для доказательства теоремы достаточно доказать цепочку импликаций

(а)⇒ (б)⇒ (в)⇒ (г)⇒ (а).

Импликации (а)⇒(б), (б)⇒(в), (г)⇒(а) следуют соответственно из утвержде-
ния 13 главы 6, следствия 2 теоремы 1, теоремы 4. Импликация (в)⇒(г) следует
из существования канонических форм и совпадения ранга матрицы с числом единиц
в ее канонической форме. �

Одно из принципиально важных приложений канонических форм матриц указы-
вает

Утверждение 6. Существует алгоритм, позволяющий для любых матриц A, B
над полем P выяснять, эквивалентны они или нет, и в случае положительного
ответа находить невырожденные матрицы U , V , удовлетворяющие условию (3).

Доказывается утверждение 6 точно так же, как и следствие 4 теоремы 20 главы 6.

§ 3. ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ВЕКТОРОВ.
БАЗИС И РАНГ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ

В аналитической геометрии при изучении плоскости D2 и пространства D3 важ-
ную роль играют понятия коллинеарности и компланарности векторов. Так, напри-
мер, пары неколлинеарных векторов и только они являются базисами пространства
D2. Обобщением понятий коллинеарности и компланарности векторов в n-мерных
арифметических пространствах является одно из важнейших для всей математики
понятий — понятие линейной зависимости векторов.

Многие результаты из теории линейной зависимости векторов излагаются сход-
ным образом для пространств Pn и P (n). В связи c этим при изложении общих
вопросов о линейной зависимости мы будем говорить просто о системах векторов дли-
ны n, подразумевая под этим либо системы векторов-строк, либо системы векторов-
столбцов длины n. При этом вместо латинских букв со стрелками будем использовать
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малые греческие буквы без стрелок. Вектор, все координаты которого нулевые, бу-
дем называть нулевым вектором и обозначать буквой θ. Нулевые вектор-строка и
вектор-столбец будут обозначаться соответственно через �0 и 0↓. Пусть

α1, . . . , αk (4)

— произвольная система векторов длины n над полем P .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Если для некоторых элементов поля P выполняется равенство

α1c1 + α2c2 + . . .+ αkck = θ, (5)

то говорят, что для векторов системы (4) выполняется (имеет место) линейное со-
отношение (5). Это соотношение называется тривиальным, если все коэффициенты
c1, . . . , ck нулевые, и нетривиальным в противном случае.

Очевидно, что тривиальное линейное соотношение выполняется для векторов лю-
бой системы, наличие же нетривиальных линейных соотношений существенно зави-
сит от заданной системы векторов.

ПРИМЕР 3. Рассмотрим две системы векторов из Pn:
a) �e1, . . . , �en;
б) �e1, . . . , �en,�a, где �ei = (0, . . . , 0,

i
1, 0, . . . , 0), i ∈ 1, n, �a = (a1, . . . , an).

Из определения операций в пространстве Pn имеем:

∀ c1, . . . , cn ∈ R : �e1c1 + . . .+ �encn = (c1, . . . , cn).

Следовательно, соотношение

�e1c1 + . . .+ �encn = θ

выполняется лишь в том случае, когда c1 = . . . = cn = 0, т. е. для векторов систе-
мы а) выполняется только тривиальное линейное соотношение. Для векторов же си-
стемы б) наряду с тривиальным выполняется и нетривиальное линейное соотношение

�e1a1 + . . .+ �enan + �a(−1) = θ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Система векторов (4) называется линейно зависимой, если для ее
векторов выполняется хотя бы одно нетривиальное линейное соотношение. В про-
тивном случае она называется линейно независимой. Пустая система векторов по
определению считается линейно независимой.

Более подробно: система векторов (4) называется линейно зависимой, если су-
ществуют такие не все равные нулю элементы c1, . . . , ck ∈ P , что выполняется ра-
венство (5). Система (4) называется линейно независимой, если для ее векторов
равенство (5) выполняется только при

c1 = . . . = ck = 0.
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В примере 3 система векторов а) линейно независима, а система б) линейно зави-
сима при любом векторе �a.

Рассмотрим некоторые свойства линейной зависимости. Напомним, что вектор β
называется линейной комбинацией векторов системы (4), если существуют такие
элементы r1, . . . , rk ∈ P , что β = α1r1 + . . .+ αkrk.

В этом случае говорят также, что вектор β линейно выражается через векторы
α1, . . . , αk.

Теорема 7 (критерий линейной зависимости).
(а) Система векторов (4) при k > 1 линейно зависима тогда и только тогда,

когда хотя бы один ее вектор линейно выражается через остальные векторы.
(б) Система, состоящая из одного вектора, линейно зависима тогда и только

тогда, когда этот вектор нулевой.

� (а) Если k > 1 и система (4) линейно зависима, то по определению 8 найдутся
не все равные нулю элементы c1, . . . , ck ∈ P , при которых выполняется равенство (5).
Пусть, например, ci �= 0. Так как P — поле, то в P существует элемент c−1

i . Умножив
обе части равенства (5) на c−1

i и перенеся все слагаемые, кроме αi, в правую сторону,
мы выразим вектор αi линейно через остальные векторы системы (4). Обратно, пусть
некоторый вектор αj системы (4) линейно выражается через остальные ее векторы:

αj = α1r1 + . . .+ αj−1rj−1 + αj+1rj+1 + . . .+ αkrk.

Тогда имеем нетривиальное линейное соотношение

α1r1 + . . .+ αj−1rj−1 + αj(−e) + αj−1rj−1 + . . .+ αkrk = θ,

и потому система (4) линейно зависима.
(б) Пусть система (4) состоит из одного вектора α1. Если α1 = θ, то выполнено

нетривиальное линейное соотношение α1e = θ, и система {α1} линейно зависима.
Если же α1 �= 0, то равенство α1c = θ может выполняться лишь при c = 0, поскольку
умножение α1 на c производится покоординатно и в поле отсутствуют делители нуля.
Следовательно, система {α1} линейно независима. �

Обратите внимание на то, что в линейно зависимой системе не обязательно каж-
дый вектор выражается через остальные. Примером может служить система векторов
α, θ, где α �= θ. В ней вектор θ выражается через α (а именно, θ = α · 0), а вектор α
через θ не выражается.

Следствие. Система из двух векторов α, β линейно зависима тогда и только то-
гда, когда эти векторы пропорциональны (т. е. α = βc или β = αc при некотором
c ∈ P ).

Утверждение 8. Если некоторая подсистема системы векторов линейно зависи-
ма, то и вся система линейно зависима, т. е. любая подсистема линейно незави-
симой системы линейно независима.
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� Справедливость утверждения 8 следует непосредственно из определения 8, по-
скольку любое нетривиальное линейное соотношение для части векторов системы
можно дополнить слагаемыми с нулевыми коэффициентами до нетривиального соот-
ношения для всех векторов системы. �

Утверждение 9. Если в системе векторов (4) k > 1 и первый вектор ненулевой,
то она линейно зависима тогда и только тогда, когда хотя бы один ее вектор
линейно выражается через предыдущие векторы.

� Если какой-либо вектор системы (4) линейно выражается через предыдущие,
то система (4) линейно зависима по теореме 7. Обратно, пусть система (4) линейно
зависима и (5) есть нетривиальное линейное соотношение для ее векторов. Выберем
максимальное j ∈ 1, k такое, что cj �= 0. Так как α1 �= θ, то j > 1, и из соотноше-
ния (5) вектор αj выразится через предыдущие векторы α1, . . . , αj−1. �

Выделим особо один практически важный случай утверждения 9.

Утверждение 10. Если система векторов (4) линейно независима, то система
векторов α1, . . . , αk, β линейно зависима тогда и только тогда, когда вектор β
линейно выражается через векторы системы (4).

Утверждение 11. Если система векторов (4) линейно независима и вектор β ли-
нейно выражается через векторы системы (4), то его представление в виде ли-
нейной комбинации векторов из (4) единственно.

� Пусть выполняются равенства β = α1c1+ . . .+αkck, β = α1c
′
1+ . . .+α1c

′
1. Вычи-

тая почленно из первого равенства второе, получим α1(c1− c′1)+ . . .+αk(ck− c′k) = θ.
Отсюда и из линейной независимости системы (4) получаем ci = c′i, i ∈ 1, k. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Подсистема T системы векторов (4) называется ее максимальной
линейно независимой подсистемой, или базисом, если

а) система T линейно независима,
б) добавление к системе T любого вектора из системы (4) приводит к линейно

зависимой системе.

ПРИМЕР 4. Нетрудно видеть, что максимальными линейно независимыми подсисте-
мами системы векторов

�α1 = (0, 0, 0), �α2 = (1, 0, 0), �α3 = (0, 1, 1), �α4 = (1, 1, 1)

будут подсистемы (�α2, �α3), (�α2, �α4), (�α3, �α4), (�α3, �α2), (�α4, �α2), (�α4, �α3).

ПРИМЕР 5. Базисом системы нулевых векторов θ, θ, . . . , θ является пустая система
векторов.

Непосредственно из теоремы 7 и утверждения 10 следует
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Утверждение 12. Если система (4) содержит хотя бы один ненулевой вектор,
то совокупность условий а)– б) определения 9 эквивалентна совокупности усло-
вий а) и

б′) любой вектор системы (4) линейно выражается через векторы системы T .

Утверждение 13. Любая конечная система векторов имеет базис. Более того,
любую ее линейно независимую подсистему можно дополнить до базиса.

� Пусть (4) — любая система векторов и T — любая ее линейно независимая
подсистема (возможно, и пустая).

Рассмотрим всевозможные линейно независимые подсистемы векторов систе-
мы (4), содержащие T , и выберем среди них подсистему с наибольшим числом век-
торов. Очевидно, что она удовлетворяет условиям а)–б) определения 9, и потому
является базисом системы (4), содержащим T . �

В связи с изучением линейной зависимости систем векторов из Pn (P (n)) есте-
ственно возникают следующие задачи алгоритмического характера.

1. Выяснить, является заданная система векторов линейно зависимой или нет?
2. Выяснить, выражается заданный вектор линейно через векторы заданной си-

стемы или нет?
3. В случае положительного ответа на вопрос 2, найти представление указанного

вектора в виде линейной комбинации векторов заданной системы.
4. Найти базис заданной системы векторов.
5. Выяснить, является ли базисом системы векторов заданная ее подсистема.
6. Дополнить заданную линейно независимую подсистему системы векторов до ее

базиса.
В принципе все эти задачи разрешимы и сводятся, по существу, к решению систем

линейных уравнений над полем P , которые мы научимся исследовать и решать в сле-
дующей главе. Вместе с тем, для решения задач 1–6 можно указать более простые
алгоритмы, основанные на использовании алгоритма приведения любой матрицы к
ступенчатой или специальной ступенчатой матрице. С этой целью докажем предва-
рительно две теоремы.

Теорема 14. Если матрицы A, B из Pm,n строчно эквивалентны, то между
столбцами матрицы A и между столбцами матрицы B выполняются одни и
те же линейные соотношения, т. е.

∀ c1, . . . , cn ∈ P : (A↓
1c1 + . . .+A↓

ncn = 0↓) ⇔ (B↓
1c1 + . . .+B↓

ncn = 0↓).

В частности, система столбцов матрицы A линейно зависима тогда и только
тогда, когда линейно зависима соответствующая система столбцов матрицы B.

� По условию и утверждению 15 главы 6 существует такая невырожденная мат-
рица U ∈ Pm,m, что UA = B, т. е. UA↓

i = B↓
i , i ∈ 1,m. Отсюда, пользуясь свойствами
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операций над матрицами, получим:

A↓
1c1 + . . .+A↓

ncn = 0↓ ⇔ U(A↓
1c1 + . . .+A↓

ncn) = U0↓ ⇔
⇔ (UA↓

1)c1 + . . .+ (UA↓
n)cn = 0↓ ⇔ B↓

1c1 + . . .+B↓
ncn = 0↓.

Заметим, что в первой из выписанных равносильностей использовано условие невы-
рожденности матрицы U , в этом случае переход справа налево можно осуществить
путем умножения на матрицу U−1. �

Теорема 15. Пусть ненулевая матрица A из Pm,n строчно эквивалентна сту-
пенчатой матрице S = (sij)m×n типа S(i1, . . . , ir). Тогда справедливы следующие
утверждения:

(а) столбец A↓
j матрицы A является ненулевым и не представляется в ви-

де линейной комбинации ее предыдущих столбцов тогда и только тогда, когда
j ∈ {i1, . . . , ir};

(б) если S — специальная ступенчатая матрица, то

∀ j ∈ 1, n : A↓
j =

r∑
k=1

A↓
ik
skj . (6)

� Согласно теореме 14, утверждения (а), (б) достаточно доказать для соответ-
ствующих столбцов матрицы S. В этом же случае они легко усматриваются непо-
средственно из строения матрицы S. �

Из этой, по существу очевидной, теоремы можно получить очень важные след-
ствия и, в частности, алгоритмы решения перечисленных выше задач 1–6.

Следствие 1. Если матрица A строчно эквивалентна ступенчатой матрице S
типа S(i1, . . . , ir), то система столбцов

A↓
i1
, . . . , A↓

ir
(7)

матрицы A является базисом системы всех ее столбцов.

� Не теряя общности, можно считать, что S — специальная ступенчатая матрица.
Тогда в силу теоремы 15(а) и утверждения 9 система (7) линейно независима. Кроме
того, из (6) следует, что все столбцы матрицы A линейно выражаются через векторы
системы (7). �

Следствие 2. Все ступенчатые матрицы, строчно эквивалентные A, имеют один
и тот же тип и среди них существует единственная специальная ступенчатая
матрица.

� Если A c∼ S и S — ступенчатая матрица типа S(i1, . . . , ir), то по теореме 15(а)
числа i1, . . . , ir однозначно определяются матрицей A: это номера тех ее ненулевых
столбцов, которые не выражаются через предыдущие столбцы. Если, кроме того, S —
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специальная ступенчатая матрица, то по теореме 15(б) ее элементы являются коэффи-
циентами в линейных выражениях столбцов матрицы A через линейно независимую
систему ее столбцов (7) и по утверждению 11 однозначно определяются столбцами
матрицы A. �

Следствие 3 (критерий линейной независимости). Система векторов-столбцов

A↓
1, . . . , A

↓
m (8)

длины n над полем P линейно независима тогда и только тогда, когда ранг
матрицы A = (A↓

1 . . . A
↓
m) равен m.

� По теореме 15(а) условие линейной независимости системы (8) равносильно
тому, что ступенчатая матрица, строчно эквивалентная A, имеет тип S(1, 2, . . . ,m).
Тому же самому по утверждению 3 равносильно и условие rangA = m. �

Из следствия 3 и определения ранга матрицы получаем

Следствие 4. Любая линейно независимая система векторов длины n содержит
не более n векторов.

Мы можем также доказать следующий критерий равенства нулю определителя
матрицы.

Следствие 5. Определитель квадратной матрицы An×n над полем равен нулю
тогда и только тогда, когда система ее столбцов (строк) линейно зависима.

� Если система столбцов или строк матрицы A линейно зависима, то |A| = 0
по теореме 7 и свойству 7 определителей (или его аналогу для строк). Обратно,
пусть |A| = 0. Тогда по определению 2 rangA < n и по следствию 3 система ее
столбцов линейно зависима. Для доказательства линейной зависимости системы ее
строк достаточно те же рассуждения провести для транспонированной матрицы. �

Следствие 6. Любые два базиса произвольной конечной системы векторов-
столбцов (строк) состоят из одного и того же числа векторов, которое для
непустой системы равно рангу матрицы, составленной из столбцов (строк)
этой системы.

� Для пустой системы векторов и системы, состоящей из нулевых векторов, утвер-
ждение следствия очевидно. Рассмотрим произвольную непустую систему, содержа-
щую ненулевые векторы-столбцы. Пусть это есть система (8), и (7) — любой ее базис.
Допишем к системе (7) все остальные векторы системы (8) в произвольном порядке
и из полученной системы столбцов составим матрицу

A′ = (A↓
i1 . . . A

↓
ir A

↓
ir+1

. . . A↓
im).

Так как (7) есть базис системы столбцов матрицы A′, то ступенчатая матрица S′,
строчно эквивалентная A′, имеет тип S(1, . . . , r), и по утверждению 3 rangA′ = r.
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Однако матрица A′ эквивалентна матрице A = (A↓
1 . . . A

↓
m), и тогда по теореме 1

rangA′ = rangA. Для доказательства утверждения о системе векторов-строк доста-
точно путем транспонирования перейти к системе векторов-столбцов и учесть, что
ранг матрицы равен рангу транспонированной к ней матрицы. �

В силу следствия 6 корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Рангом произвольной конечной системы векторов называется чис-
ло элементов любого ее базиса.

Пользуясь понятием ранга системы векторов, следствие 6 можно сформулировать
короче:

Следствие 7 (теорема о ранге матрицы).Ранг матрицы равен рангу системы ее
строк и рангу системы ее столбцов.

В заключение укажем алгоритмы решения перечисленных выше задач 1–6 для
произвольной системы векторов-столбцов (8).

1. Для решения задачи 1 о системе векторов (8) достаточно найти ранг матрицы
A = (A↓

1 . . . A
↓
m) и воспользоваться следствием 3.

2. Чтобы выяснить, выражается ли линейно вектор-столбец A↓
m+1 длины n через

векторы системы (8), найдем ступенчатую матрицу S′′, строчно эквивалентную мат-
рице A′′ = (A↓

1 . . . A
↓
mA

↓
m+1). Если она имеет тип S(j1, . . . , jt), то по теореме 15(а)

вектор A↓
m+1 линейно выражается через систему (8) тогда и только тогда, когда

jt < m+ 1.
3. Если, в обозначениях пункта 2, jt < m + 1, то для решения задачи 3 матрицу

S′′ следует элементарными преобразованиями строк привести к специальной ступен-
чатой матрице. По теореме 15(б) первые t элементов последнего столбца полученной
матрицы и будут коэффициентами линейного выражения вектора A↓

m+1 через векторы
A↓
j1
, . . . , A↓

jt
.

4. Для нахождения базиса системы векторов (8) достаточно найти ступенчатую
матрицу, строчно эквивалентную A, и воспользоваться следствием 1.

5. Чтобы выяснить, является ли система (7) базисом системы (8), составим матри-
цу по схеме A′ = (A↓

i1
. . . A↓

ir
A↓
ir+1

. . . A↓
im
), указанной в доказательстве следствия 6,

и найдем ступенчатую матрицу S′, строчно эквивалентную A′. По теореме 15 си-
стема (7) является базисом системы (8) тогда и только тогда, когда S′ имеет тип
S(1, 2, . . . , r).

6. Для того, чтобы дополнить произвольную линейно независимую подсистему
векторов (7) до базиса системы (8), воспользуемся алгоритмом пункта 5. В силу ли-
нейной независимости системы (7) полученная при этом матрица S′ будет иметь тип
S(1, . . . , r, t1, . . . , tl) при некоторых t1, . . . , tl ∈ r + 1, m. Согласно следствию 1, систе-
ма столбцов A↓

i1
, . . . , A↓

ir
, A↓

it1
, . . . , A↓

itl
и будет одним из искомых базисов системы (8).

Решение задач 1–6 для векторов-строк сводится к решению соответствующих за-
дач для векторов-столбцов, транспонированных к исходным векторам-строкам.
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§ 4. ПОДПРОСТРАНСТВА АРИФМЕТИЧЕСКИХ
ПРОСТРАНСТВ

Пусть P — поле и Ln — любое из арифметических пространств Pn, P (n).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Подпространством пространства Ln назовем любое непустое
подмножество K ⊂ Ln, замкнутое относительно операций сложения векторов и умно-
жения их на элементы поля P , т. е. удовлетворяющее условиям:

1) ∀α, β ∈ K : (α+ β ∈ K),
2) ∀α ∈ K, ∀ c ∈ P : (αc ∈ K).

Обозначение: K < Ln.

Примерами подпространств в Ln могут служить нулевое подпространство, состо-
ящее из одного нулевого вектора θ, само пространство Ln, множество векторов вида

{α1c1 + . . .+ αmcm : c1, . . . , cm ∈ P},
где α1, . . . , αm — произвольная фиксированная система векторов из Ln (проверьте это
в качестве упражнения).

Как и для конечных систем векторов, для подпространств из Ln можно определить
понятие базиса.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Базисом ненулевого подпространства K пространства Ln называ-
ется любая его конечная система векторов

β1, . . . , βt, (9)

удовлетворяющая условиям:
1) система (9) линейно независима,
2) любой вектор из K линейно выражается через векторы системы (9).
Базисом нулевого подпространства считается пустая система векторов.

Теорема 16. Любое подпространствоK пространства Ln имеет базисы, и любые
два его базиса равномощны.

� По следствию 4 теоремы 15 любая конечная линейно независимая система век-
торов из K содержит не более n векторов. Следовательно, в K существуют конечные
линейно независимые системы с наибольшим числом векторов. Из утверждения 10
следует, что любая из них является базисом K. Пусть система (9) и система векторов

γ1, . . . , γs (10)

являются базисами K. Тогда очевидно, что каждая из них является базисом конечной
системы векторов

γ1, . . . , γs, β1, . . . , βt. (11)

Отсюда и из следствия 6 теоремы 15 имеем: s = t. �
Из доказанной теоремы следует, что корректно
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Число элементов в любом из базисов подпространства K простран-
ства Ln называется размерностью подпространства K и обозначается через dimK.

Следующее утверждение описывает все базисы подпространства K из Ln.

Утверждение 17. Если K < Ln и dimK = t, то любая конечная линейно неза-
висимая система векторов из K содержит не более t векторов, и любая такая
система из t векторов является базисом подпространства K.

� Пусть (9) есть базис K и (10) — любая линейно независимая система векторов
из K. Рассмотрим систему векторов (11). По утверждению 13 систему (10) можно
дополнить до базиса системы (11), который, согласно следствию 6 теоремы 15, состо-
ит из t векторов. Следовательно, s � t и при s = t система векторов (10) есть базис
системы (11). Остается заметить, что любой базис системы (11) является базисом
пространства K. �

В заключение рассмотрим вопрос о числе векторов и различных базисов в про-
странствах из Ln над конечным полем.

Утверждение 18. Пусть P — конечное поле из q элементов, K — подпростран-
ство из Ln и dimK = t > 0. Тогда

(а) |K| = qt;
(б) число различных базисов пространства K равно

t−1∏
i=0

(qt − qi).

� (а) Пусть (9) есть базис пространства K. Из определения базиса и утвер-
ждения 11 следует, что любой вектор α из K однозначно представляется в виде
α=β1c1+ . . .+βtct. C другой стороны, из определения 11 видно, что β1c1+ . . .+βtct∈K
при любых c1, . . . , ct ∈ P . Следовательно, число векторов в K равно числу различных
наборов (c1, . . . , ct) элементов поля P , которое, очевидно, равно qt.

(б) Укажем алгоритм построения всех базисов пространства K. Так как dimK > 0,
то в K существуют ненулевые векторы. Возьмем любой из них α1. Если t = 1, то
процесс окончен. В противном случае, в K есть векторы, не выражающиеся линейно
через α1. Возьмем любой из таких векторов α2. Продолжим этот процесс до тех пор,
пока не получим систему из t векторов α1, α2, . . . , αt. По утверждению 9 любая такая
система линейно независима и по утверждению 17 является базисом K. Легко видеть
также, что указанным способом может быть получен любой базис пространства K.
Теперь заметим, что при любой уже выбранной системе α1, . . . , αr из r векторов
(r + 1)-й вектор может быть выбран в

|K \ {α1c1 + . . .+ αrcr : c1, . . . , cr ∈ P}| (12)

вариантах. По утверждению (а) |K| = qt, а из утверждения 11 следует равенство
|{α1c1 + . . . + αrcr : c1, . . . , cr ∈ P}| = qr. Значит, в описанном выше процессе
(r + 1)-й вектор может быть выбран в qt − qr вариантах. Отсюда и следует утвер-
ждение (б). �
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Следствие. Число невырожденных матриц размера n × n над конечным полем из
q элементов равно

∏n−1
i=0 (q

n − qi).

� На основании следствия 5 теоремы 15 и утверждения 17 имеем: матрица A
из Pn,n тогда и только тогда невырождена, когда система ее строк является базисом
пространства Pn. Далее остается применить утверждение 18(б) при t = n. �

ЗАДАЧИ

1. Подсчитайте число подматриц порядка r в матрице размеров m× n.

2. Докажите, что ранг матрицы вида
(
Ak×k 0
0 Bl×l

)
равен сумме рангов матриц

A, B.

3. Решите матричное уравнение AXA = A, где A — заданная матрица размеров
m× n. Сколько решений имеет это уравнение над полем из q элементов. (Указание:
воспользоваться канонической формой матрицы A.)

4. Оцените сверху число сомножителей в произведениях элементарных матриц,
которыми можно представить все невырожденные матрицы размеров n× n.

5. Найдите число векторов из Pn, представимых в виде линейных комбинаций m
заданных векторов, если P — конечное поле из q элементов.

6. Опишите конечные системы векторов с единственным базисом.

7. Опишите матрицы, имеющие единственную ранговую подматрицу.

8. Докажите, что ранг суммы матриц не превосходит суммы рангов исходных
матриц.

9. Сколько линейно независимых систем по r векторов существует в пространстве
Pn над конечным полем P из q элементов? Сколько в нем существует подпространств
размерности r?

10. Две конечные системы векторов из Pn называются эквивалентными, если
все векторы каждой из них являются линейными комбинациями векторов другой
системы. Докажите, что определенное таким образом отношение для систем векторов
из Pn является отношением эквивалентности. Покажите, что произвольная система
векторов эквивалентна своему базису.

11. Докажите, что матрицы A, B одинаковых размеров строчно эквивалентны
тогда и только тогда, когда системы векторов-строк этих матриц также эквивалентны
(в смысле определения из задачи 10).

12. Пусть Sm×n — специальная ступенчатая матрица. Докажите, что для любой
матрицы Ak×m матрица AS является специальной ступенчатой в том и только том
случае, когда A — специальная ступенчатая матрица. Найти тип матрицы AS по
типам матриц A, S.

13. Докажите, что в кольце матриц Pn,n над полем P делители нуля исчерпыва-
ются ненулевыми вырожденными матрицами.



Глава 8

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ
УРАВНЕНИЙ

На важность задачи решения уравнений и систем уравнений в любых алгебрах
указывалось в § 2 главы 3. Для колец и полей в общем случае эта задача является
очень сложной, а иногда и неразрешимой в принципе. Вместе с тем, для одного част-
ного вида систем уравнений над полями, называемых системами линейных уравне-
ний, указанная задача решается сравнительно просто. Общий подход к исследованию
и решению таких систем уравнений основан на использовании матричного аппара-
та и применим к системам уравнений над произвольным коммутативным кольцом с
единицей. Для систем уравнений над полями он приводит к наиболее законченным
результатам и, в частности, к алгоритмам распознавания разрешимости и нахождения
всех решений.

§ 1. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
НАД КОММУТАТИВНЫМ КОЛЬЦОМ С ЕДИНИЦЕЙ.
ТЕОРЕМА КРАМЕРА

Зафиксируем произвольное коммутативное кольцо R с единицей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Отображение f : Rn → R называется аффинной функцией от n
переменных над кольцом R, если существуют такие элементы a0, a1, . . . , an ∈ R, что

∀ r1, . . . , rn ∈ R : f(r1, . . . , rn) = a0 + a1r1 + . . .+ anrn.

В частности, при a0 = 0 функция f называется линейной.

Используя символы переменных x1, . . . , xn, указанную аффинную функцию f
можно записать в виде

f(x1, . . . , xn) = a0 + a1x1 + . . .+ anxn.

Для аффинных функций от переменных x1, . . . , xn над R естественным образом опре-
деляются операции сложения и умножения на элементы из R:

(a0 + a1x1 + . . .+ anxn) + (b0 + b1x1 + . . .+ bnxn) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1)x1 + . . .+ (an + bn)xn;

r(a0 + a1x1 + . . .+ anxn) = (ra0) + (ra1)x1 + . . .+ (ran)xn.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Системой линейных уравнений с неизвестными x1, . . . , xn над
кольцом R называется любая система уравнений вида

f1(x1, . . . , xn) = g1(x1, . . . , xn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fm(x1, . . . , xn) = gm(x1, . . . , xn),

(1)

где m � 1, а f1, . . . , fm, g1, . . . , gm — аффинные функции над R.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Решением системы уравнений (1) называется упорядоченный набор
γ = (c1, . . . , cn) элементов из R при подстановке которых в уравнения вместо соответ-
ственно неизвестных x1, . . . , xn все уравнения системы (1) превращаются в верные
равенства между элементами кольца R. В этом случае говорят также, что набор, или
вектор, γ удовлетворяет системе уравнений (1).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Система уравнений над R называется совместной, или разреши-
мой, если она имеет хотя бы одно решение, определенной, если имеет ровно одно
решение, и неопределенной, если имеет более одного решения. Система уравнений,
не имеющая ни одного решения, называется несовместной.

Исследовать систему уравнений — значит выяснить, совместна она или нет, и если
совместна, то — определена или нет. Решить систему — значит найти все ее решения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Две системы уравнений над R с одними и теми же неизвестными
называются равносильными, если множества их решений совпадают.

Для нахождения решений системы обычно стремятся предварительно преобразо-
вать ее к какой-либо более простой системе, равносильной исходной системе. Так,
например, очевидно, что, прибавив к обеим частям любого уравнения системы (1)
произвольную аффинную функцию, мы получим систему, равносильную системе (1).
Пользуясь такими преобразованиями, можно переносить слагаемые из одной части
уравнения в другую (с изменением знака) и, в частности, привести любую систему
линейных уравнений над R к равносильной ей системе уравнений вида

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1xm + . . .+ amnxn = bm,

(2)

где aij , bi ∈ R для всех i ∈ 1,m, j ∈ 1, n. Используя обозначения

A = (aij)m×n, β↓ =

⎛
⎝ b1
. . .
bm

⎞
⎠ , x↓ =

⎛
⎝ x1
. . .
xn

⎞
⎠ ,

систему (2) записывают в матричной форме:

Ax↓ = β↓. (3)
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При этом матрицы A и B = (A, β↓) называют соответственно основной и расширен-
ной матрицами системы уравнений (3), а вектор β↓ — столбцом свободных членов.
В связи с использованием матричной формы записи решение γ = (c1, . . . , cn) удобнее
записывать в виде столбца и обозначать через γ↓.

В дальнейшем оказывается полезной следующая теорема о равносильности систем
линейных уравнений.

Теорема 1. Если U — обратимая (m × m)-матрица над R, то система уравне-
ний (3) равносильна системе

(UA)x↓ = Uβ↓. (4)

� Пусть γ↓ есть решение системы (3). Тогда Aγ↓ = β↓ — верное равенство. Умно-
жив обе его части слева на матрицу U , получим верное равенство (UA)γ↓ = Uβ↓,
свидетельствующее о том, что γ↓ — решение системы (4). Таким образом, всякое
решение системы (3) является решением системы (4). Аналогично, используя умно-
жение на матрицу U−1, можно доказать и обратное утверждение. Следовательно,
системы (3) и (4) равносильны. �

Следствие. Если матрицы (A, β↓) и (C, δ↓) строчно эквивалентны, то система
уравнений (3) равносильна системе

Cx↓ = δ↓.

Применим теорему 1 к решению системы (3) в одном частном случае, когда m = n
и матрица A обратима.

Теорема 2 (Крамер).8 Если (3) есть система n линейных уравнений с n неиз-
вестными над R и ее основная матрица A обратима, то система (3) имеет
единственное решение γ = (c1, . . . , cn), где

ci = |A|−1|Ai|, i ∈ 1, n, (5)

Ai — матрица, полученная из A заменой i-го столбца столбцом свободных чле-
нов β↓.

� По теореме 1 система уравнений (3) в рассматриваемом случае равносильна
системе

x↓ = A−1β↓, (6)

которая, очевидно, имеет единственное решение. Найдем каждое неизвестное xi от-
дельно. Для этого запишем равенство (6) более подробно, с использованием правила
нахождения матрицы A−1, указанного в доказательстве теоремы 11 главы 6:⎛

⎜⎜⎝
x1
x2
. . .
xn

⎞
⎟⎟⎠ = |A|−1

⎛
⎜⎜⎝
A11 A21 . . . An1
A12 A22 . . . An2
. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

b1
b2
. . .
bn

⎞
⎟⎟⎠ . (7)

8 Г. Крамер (1704–1752) — швейцарский математик.



§ 2. Системы линейных уравнений над полем 137

(Напомним, что здесь Aij есть алгебраическое дополнение элемента aij матрицы A.)
Приравнивая координаты векторов-столбцов из левой и правой частей равенства (7),
получим:

xi = |A|−1(b1A1i + b2A2i + . . .+ bnAni) = |A|−1∆i, i ∈ 1, n.

Сравнивая ∆i c разложением определителя матрицы A по ее i-му столбцу (см. след-
ствие 1 теоремы 10 главы 6):

|A| = a1iA1i + a2iA2i + . . .+ aniAni,

замечаем, что ∆i есть определитель матрицы Ai. �
Равенства (5) называют формулами Крамера.
Таким образом, для нахождения решения системы (3) в рассматриваемом случае

можно воспользоваться или формулами (5), для чего понадобится вычислить опреде-
лители n + 1 матриц n-го порядка, или формулой (6), для чего понадобится найти
матрицу, обратную к A. Оба метода при достаточно больших n являются весьма
сложными. В связи с этим теорема Крамера имеет, в основном, теоретическое значе-
ние.

§ 2. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ НАД ПОЛЕМ

Рассмотрим один из наиболее распространенных на практике методов решения
систем линейных уравнений над полем, называемый методом Гаусса.

Пусть дана система уравнений (3) над произвольным полем. Если A = Om×n,
то система совместна только при β↓ = 0↓. При выполнении этого условия любой
вектор из P (n) является ее решением. Далее считаем, что A — ненулевая матри-
ца. Приведем расширенную матрицу B = (A, β↓) к специальному ступенчатому виду
с помощью элементарных преобразований строк, что можно сделать согласно след-
ствию 1 из теоремы 4 главы 7. Пусть при этом получилась матрица C = (cij)m×(n+1)

типа S(i1, . . . , ir). Тогда по следствию из теоремы 1 система (3) равносильна системе
уравнений

C′x↓ = γ↓, (8)

где C ′ = (cij)m×n, а γ↓ — последний столбец матрицы C. В зависимости от значений
параметров r, i1, . . . , ir возможны следующие три принципиально различных случая.

1. ir = n + 1. В этом случае по теореме 15 главы 7 столбец β↓ матрицы B не
выражается линейно через столбцы матрицы A, и по теореме 7 главы 6 система
уравнений (3) несовместна.

2. ir � n, r = n. В этом случае матрица C имеет тип S(1, 2, . . . , n), а тогда по
теореме 15 главы 7 и ее следствию 1 имеем:

β↓ = A↓
1c1n+1 + . . .+A↓

ncnn+1

и система столбцов A↓
1, . . . , A

↓
n линейно независима. Отсюда и из утверждения 11

главы 7 следует, что столбец γ↓ является единственным решением системы уравне-
ний (3). Следовательно, в рассматриваемом случае система (3) совместна и опреде-
лена.
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3. ir � n, r < n. Рассмотрим в этом случае подробнее систему уравнений (8).
Удалив из нее все уравнения вида

0x1 + . . .+ 0xn = 0 (9)

(если такие есть) и перенеся в оставшихся уравнениях все слагаемые, кроме
xi1 , . . . , xir в правую часть, получим систему уравнений

xi1 = c1n+1 − c1ir+1xir+1 − . . .− c1inxin ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xir = crn+1 − crir+1xir+1 − . . .− crinxin ,

(10)

где {ir+1, . . . , in} = 1, n\{i1, . . . , ir}. Эта система, очевидно, равносильна системе (8).
Подставляя в (10) вместо xir+1 , . . . , xin произвольные элементы air+1 , . . . , ain поля
P , мы однозначно определим значения ai1 , . . . , air остальных неизвестных xi1 , . . . , xir
так, что набор (a1, . . . , an) будет решением системы (10). Нетрудно заметить, что
каждое решение системы (10) можно получить указанным способом. Так как r < n, то
система (10) (а потому и (3)) имеет в рассматриваемом случае более одного решения.

Анализируя случаи 1–3, нетрудно заметить, что они характеризуются следующи-
ми условиями:

1. rangC′ < rangC,
2. rangC′ = rangC = n,
3. rangC′ = rangC < n.

Так как матрицы C ′ и C строчно эквивалентны соответственно матрицам A и
B = (A, β↓), то, учитывая теорему 1 главы 7, можно сделать следующий вывод.
При решении системы уравнений (3) методом Гаусса логически возможны следующие
взаимно исключающие случаи:

1. rangA �= rangB, система несовместна;
2. rangA = rangB = n, система совместна и определена;
3. rangA = rangB < n, система совместна и неопределена (при этом все ее

решения однозначно определяются наборами значений лишь некоторых n− r фикси-
рованных неизвестных).

Отсюда получаем ответы на все основные вопросы, связанные с исследованием
систем линейных уравнений над полем P .

Теорема 3 (критерий совместности). Система линейных уравнений над полем
совместна тогда и только тогда, когда ранг ее основной матрицы равен ран-
гу расширенной матрицы.

Эту теорему называют теоремой Кронекера–Капелли в честь немецкого матема-
тика Л. Кронекера (1823–1891) и итальянского математика А. Капелли (1855–1910).

Теорема 4 (критерий определенности). Система линейных уравнений над полем
имеет единственное решение тогда и только тогда, когда ранги основной и рас-
ширенной матриц системы равны числу ее неизвестных.
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Теорема 5. Совместная и неопределенная система линейных уравнений над по-
лем P имеет бесконечно много решений при бесконечном поле P и qn−r решений
при |P | = q, где n — число неизвестных, а r — ранг основной (и расширенной)
матрицы системы.

Рассмотрим еще метод решения систем линейных уравнений над полем, основан-
ный на использовании ранговых подматриц матриц этих систем.

Пусть дана система (3) с основной матрицей A и расширенной матрицей
B = (A, β↓) и известно, что rangA = rangB = r. Выберем в матрице A произ-
вольную ранговую подматрицу

A′ = A

(
i1, . . . , ir
j1, . . . , jr

)
.

Так как rangB = r и A есть подматрица матрицы B, то A′ является ранговой под-
матрицей и для матрицы B. Отсюда и из следствий 3 и 6 теоремы 15 главы 7 легко
получить, что система строк �Bi1 , . . . , �Bir является базисом системы всех строк матри-
цы B. Поэтому матрицу B элементарными преобразованиями строк можно привести
к матрице вида

B′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�Bi1
· · ·
�Bir
�0
· · ·
�0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ai11 . . . ai1n bi1
. . . . . . . . . . . .
air1 . . . airn bir

0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тогда по следствию теоремы 1 система (3) равносильна системе уравнений

A′x↓ = β′↓, (11)

где β′↓ — последний столбец матрицы B′, а A′ получена из B′ удалением столбца β′↓.
Удалив из системы (11) последние m− r уравнений вида (9) и перенеся в оставшихся
уравнениях в правые части все слагаемые, не содержащие неизвестных xj1 , . . . , xjr ,
получим систему из r уравнений, равносильную системе (3):

ai1j1xj1 + . . .+ ai1jrxjr = bi1 − ai1jr+1xjr+1 − . . .− ai1jnxjn ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
airj1xj1 + . . .+ airjrxjr = bir − airjr+1xjr+1 − . . .− airjnxjn ,

(12)

в которой {jr+1, . . . , jn} = 1, n \ {j1, . . . , jr}.
Подставив в (12) вместо xjr+1 , . . . , xjn произвольные элементы из P , мы получим

систему из r уравнений с r неизвестными xj1 , . . . , xjr , которая по теореме Крамера
имеет единственное решение xj1 = aj1 , . . . , xjr = ajr . В итоге мы найдем решение
(a1, . . . , an) системы (12) (a потому и системы (3)). Легко видеть, что таким образом
можно получить все решения системы (12). Действительно, если γ = (c1, . . . , cn) —
любое решение системы (12), то, заменив в (12) xi на ci при всех i ∈ 1, n, получим
систему верных равенств, которая свидетельствует о том, что cj1 , . . . , cjr есть реше-
ние системы, полученной из (12) заменой xjr+1 , . . . , xjn соответственно элементами
cjr+1 , . . . , cjn .
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. Вместо того, чтобы решать методом Крамера все системы уравнений,
получаемые из (12) заменой xjr+1 , . . . , xjn всевозможными элементами поля P , мож-
но решить методом Крамера саму систему (12), считая xjr+1 , . . . , xjn параметрами со
значениями из поля P . В итоге неизвестные xj1 , . . . , xjr будут представлены в виде
аффинных функций от переменных xjr+1 , . . . , xjn . Придавая последним произволь-
ные значения из P и вычисляя соответствующие значения неизвестных xj1 , . . . , xjr ,
получим все решения системы (12), а значит и системы (3).

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Набор неизвестных xjr+1 , . . . , xjn из правых частей уравнений систе-
мы (12) называют системой свободных неизвестных системы уравнений (3). В об-
щем случае система свободных неизвестных для системы (3) находится неоднозначно
и определяется выбором ранговой подматрицы в матрице A.

§ 3. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ ОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Система линейных уравнений называется системой линейных од-
нородных уравнений, если ее столбец свободных членов является нулевым вектором.

Произвольной системе линейных уравнений (3) можно поставить в соответствие
систему линейных однородных уравнений

Ax↓ = 0↓, (13)

заменив в (3) столбец свободных членов β↓ нулевым столбцом 0↓. Полученная систе-
ма (13) называется ассоциированной с системой (3).

Заметим, что любая система линейных однородных уравнений совместна, посколь-
ку имеет нулевое решение 0↓ = (0, . . . , 0)T .

В теории систем линейных уравнений системы однородных уравнений играют важ-
ную роль вследствие особых свойств их решений и существующей простой связи
между решениями произвольной системы линейных уравнений и ассоциированной с
ней системы линейных однородных уравнений.

Теорема 6. Множество M решений системы линейных однородных уравне-
ний (13) с n неизвестными над полем P является подпространством простран-
ства P (n) и dimM = n− rangA.

� Если α↓, β↓ ∈M , то Aα↓ = 0↓, Aβ↓ = 0↓ — верные равенства. Отсюда получаем:

A(α↓ + β↓) = Aα↓ +Aβ↓ = 0↓ + 0↓ = 0↓,

A(α↓r) = (Aα↓) · r = 0↓ · r = 0↓, r ∈ P.

Следовательно, α↓ + β↓, α↓ · r ∈ M , и, согласно определению 11 главы 7, M — под-
пространство пространства P (n). Найдем базис пространства M . Если rangA = n,
то по теореме 4 система (13) имеет единственное решение — нулевое, и базисом
пространства M является пустая система векторов. Следовательно, в этом случае
dimM = 0 = n − rangA, и утверждение теоремы 6 о размерности пространства M
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верно. Если же rangA = r < n, то, как и в общем случае, решая систему (13) с по-
мощью ранговых подматриц, получим равносильную ей систему уравнений вида (12)
при bi1 = . . . = bir = 0. Все решения системы (12) находятся известным способом.
Придадим ее свободным неизвестным xjr+1 , . . . , xjn произвольные значения из P :

xjr+1 = cjr+1 , . . . , xjn = cjn ,

и по ним однозначно найдем значения остальных неизвестных:

xj1 = cj1 , . . . , xjr = cjr .

Расположив элементы cj1 , . . . , cjn так, чтобы их индексы шли в порядке возраста-
ния, получим решение системы (12): γ↓ = (c1, . . . , cn)

T . Подчеркнем особо, что все
координаты вектора γ↓, как и любого решения системы (12), однозначно определя-
ются значениями свободных неизвестных xjr+1 , . . . , xjn . Найдем указанным образом
n− r решений, придавая поочередно одному из свободных неизвестных значение e, а
остальным — нуль. Значения неизвестных x1, . . . , xn (т. е. координаты) в полученных
решениях

γ↓
1 , γ

↓
2 , . . . , γ

↓
n−r (14)

запишем в следующую таблицу:

Решения
Значения неизвестных

xj1 . . . xjr xjr+1 xjr+2 . . . xjn

γ↓
1 c1j1 . . . c1jr e 0 . . . 0

γ↓
2 c2j1 . . . c2jr 0 e . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

γ↓
n−r cn−r j1 . . . cn−r jr 0 0 . . . e

Из таблицы видно, что в матрице C, составленной из столбцов (14), минор

MC

(jr+1, . . . , jn
1, . . . , n−r

)
отличен от 0. Тогда по следствию 3 из теоремы 15 главы 7

система векторов (14) линейно независима. Покажем, что она является базисом
пространства M . Для этого остается показать, что любой вектор из M является
линейной комбинацией векторов (14). Пусть α↓ = (a1, a2, . . . , an)

T ∈ M , т. е. α↓ —
решение системы (12). Рассмотрим следующую линейную комбинацию векторов (14):

γ↓ = γ↓
1ajr+1 + γ↓

2ajr+2 + . . .+ γ↓
n−rajn .

Так как M — пространство и γ↓
1 , . . . , γ

↓
n−r ∈ M , то γ↓ ∈ M , т. е. γ↓ — решение си-

стемы (12). Из таблицы видно, что в решении γ↓ значения неизвестных xjr+1 , . . . , xjn
равны соответственно ajr+1 , . . . , ajn . Таким образом, в решениях α

↓ и γ↓ системы (12)
значения свободных неизвестных одни и те же. А так как значения свободных неиз-
вестных однозначно определяют решения, то α↓ = γ↓, и значит, α↓ есть линейная
комбинация системы векторов (14). �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Система решений системы линейных однородных уравнений назы-
вается ее фундаментальной системой решений (ФСР), если она является базисом
пространства всех ее решений.

Так, например, (14) является фундаментальной системой решений системы урав-
нений (13). В общем случае ФСР находится неоднозначно. Даже в указанном выше
способе нахождения ФСР системы уравнений (13) имеется большой произвол. Он
связан и с выбором ранговой подматрицы матрицы A, а значит, и системы свободных
неизвестных, и с выбором значений для свободных неизвестных. Вместе с тем, из
теоремы 6 и теоремы 16 главы 7 имеем

Следствие 1. Любая система линейных однородных уравнений имеет ФСР, и лю-
бая ее ФСР содержит ровно n − r векторов, где n — число неизвестных, а r —
ранг основной матрицы заданной системы уравнений.

Следствие 2. Если α↓
1, . . . , α

↓
n−r — любая ФСР системы линейных однородных

уравнений, то множество всех решений системы совпадает с множеством век-
торов

M = {α↓
1c1 + . . .+ α↓

n−rcn−r : c1, . . . , cn−r ∈ P}.

При этом выражение
α↓
1c1 + . . .+ α↓

n−rcn−r (15)

называют общим решением системы (13).

Теорема 7. Множество M всех решений произвольной совместной системы ли-
нейных уравнений представляется в виде

M = α↓ +M0,

где α↓ — любое одно ее решение, а M0 — множество всех решений ассоциирован-
ной с ней системы линейных однородных уравнений.

� Пусть α↓ — любое решение, M — множество всех решений системы (3), M0 —
множество всех решений ассоциированной с ней системы (13). Докажем включения

α↓ +M0 ⊂M, M ⊂ α↓ +M0.

Пусть γ↓ ∈ α↓ +M0, т. е. γ
↓ = α↓ + δ↓, где δ↓ — подходящий вектор из M0. Тогда

имеем
Aγ↓ = A(α↓ + δ↓) = Aα↓ +Aδ↓ = β↓ + 0↓ = β↓.

Значит, γ↓ ∈M , и потому α↓ +M0 ⊂M .
Пусть γ↓ ∈M , т. е. Aγ↓ = β↓. Тогда

A(γ↓ − α↓) = Aγ↓ −Aα↓ = β↓ − β↓ = 0↓,

и потому γ↓ − α↓ ∈M0. Следовательно, γ
↓ ∈ α↓ +M0 и M ⊂ α↓ +M0. �
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Если α↓ — решение системы (3), а (15) есть общее решение ассоциированной с ней
системы (13), то, как следует из теоремы 7, множество M всех решений системы (3)
можно записать в виде

M = {α↓ + α↓
1c1 + . . .+ α↓

n−rcn−r : c1, . . . , cn−r ∈ P}.

В связи с этим выражение

α↓ + α↓
1c1 + . . .+ α↓

n−rcn−r

называют общим решением системы (3).

ЗАДАЧИ

1. Уравнение с неизвестными x1, . . . , xn называют следствием совместной си-
стемы уравнений с теми же неизвестными, если ему удовлетворяют все решения
этой системы. Докажите, что уравнение a1x1 + . . . + anxn = b является следствием
совместной системы Ax↓ = β↓ тогда и только тогда, когда вектор (a1, . . . , an, b) яв-
ляется линейной комбинацией строк матрицы (A, β↓). Сформулируйте основанный на
этом утверждении критерий равносильности систем уравнений.

2. Докажите, что совместные системы уравнений

Am×nx
↓ = β↓, Cm×nx

↓ = δ↓

равносильны тогда и только тогда, когда матрицы (A, β↓) и (C, δ↓) строчно эквива-
лентны.

3. Приведите примеры систем линейных уравнений, в которых одно из перемен-
ных:

а) не может быть включено ни в какую систему свободных неизвестных;
б) входит в любую систему свободных неизвестных;
в) входит в одну систему свободных неизвестных и не входит в какую-либо другую

систему свободных неизвестных.

4. Сколько решений может иметь система из n − 1 линейных уравнений с n
неизвестными над полем GF (2)?

5. Дайте геометрическую интерпретацию для системы трех линейных уравнений
с тремя неизвестными над полем R и множества ее решений при всех возможных
значениях рангов основной и расширенной матриц.

6. Оцените сверху сложность решения системы n линейных уравнений c n неиз-
вестными над полем P методом Гаусса, понимая под сложностью число всех арифме-
тических операций над элементами поля P .

7. Докажите следующее обобщение теоремы Кронекера–Капелли: матричная си-
стема уравнений AX = B совместна тогда и только тогда, когда rang(A,B) = rangA.

8. Сколько фундаментальных систем решений имеет система линейных уравнений
Am×nx↓ = 0↓ над полем P , если rangA = r, и как все их найти?
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9. Пусть α↓ — решение системы линейных уравнений Ax↓ = β↓, где β↓ �= 0↓, и
α↓
1, . . . , α

↓
r — ФСР системы уравнений Ax↓ = 0↓. Докажите, что система векторов

α, α↓
1, . . . , α

↓
r линейно независима.

10. Докажите, что любое подпространство M пространства P (n) совпадает с мно-
жеством всех решений подходящей системы однородных линейных уравнений.

11. Докажите, что для любой линейно независимой системы векторов α, α↓
1, . . . , α

↓
r

из P (n) существуют матрица A(n−r)×n ранга n − r и вектор β↓ ∈ P (n) такие, что
α↓ + α↓

1c1 + . . .+ α↓
rcr есть общее решение системы уравнений Ax↓ = β↓.



Глава 9

МНОГОЧЛЕНЫ

Как читатель уже заметил, один из основных методов алгебры состоит в том, что
решение какой-либо задачи для данного алгебраического объекта сводится к решению
более простой задачи для другого алгебраического объекта, определенным образом
построенного из исходного. Например, решение системы линейных уравнений над
кольцом R сводится к решению простейшего уравнения над кольцом матриц Rn,n,
решение сравнения над Z сводится к решению уравнения над кольцом вычетов Zm.
В связи с этим, в алгебре много внимания уделяется различным способам констру-
ирования из данных алгебраических объектов новых объектов и изучению свойств
последних.

В этой главе изучается еще одна важная конструкция подобного типа — коль-
цо многочленов над данным кольцом. К необходимости использования и изучения
понятия многочлена приводят многие алгебраические задачи. Простейшая (по форму-
лировке) и древнейшая из них — задача о решении уравнения вида

anx
n + . . .+ a1x+ a0 = 0

над данным кольцом. Этим, однако, далеко не исчерпывается область приложений
многочленов в алгебре. Как читатель увидит далее, с помощью многочленов опи-
сываются преобразования колец и полей, изучаются свойства матриц, из исходных
полей строятся различные новые поля с заданными свойствами и решаются многие
другие задачи.

Читатель уже знаком с понятием многочлена из средней школы. Однако мы нач-
нем изложение теории многочленов с их формального определения, которое, на пер-
вый взгляд, может показаться неестественным и неудобным, но в действительности
позволяет наиболее экономным способом добиться нужной строгости и перейти к
общепринятой терминологии.

§ 1. КОЛЬЦО МНОГОЧЛЕНОВ НАД КОЛЬЦОМ
С ЕДИНИЦЕЙ

1. Пусть R — произвольное кольцо с единицей e.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Многочленом над R назовем любую бесконечную последователь-
ность

(ai) = (a0, a1, . . . , an, . . .) (1)
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элементов ai ∈ R, i ∈ N0, в которой все ai, за исключением конечного их чис-
ла, равны нулю. Элементы ai назовем коэффициентами многочлена (1). Многочлен
(0) = (0, 0, . . .) назовем нулевым. Обозначим через M(R) множество всех таких по-
следовательностей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. а) Суммой многочленов (ai), (bi) ∈M(R) называют последователь-
ность

(ci) = (ai) + (bi), (2)

в которой ci = ai + bi для каждого i ∈ N0.
б) Произведением многочленов (ai) и (bi) называют последовательность

(di) = (ai) · (bi), (3)

в которой di =
i∑

k=0

akbi−k для всех i ∈ N0.

в) Произведением многочлена (ai) ∈ M(R) на элемент r ∈ R слева или справа
называют, соответственно, последовательность

r(ai) = (ra0, ra1, . . .) или (ai)r = (a0r, a1r, . . .). (4)

г) Суммой элемента r ∈ R и многочлена (ai) ∈ M(R) называют последователь-
ность

r + (ai) = (ai) + r = (a0 + r, a1, . . . , an, . . .). (5)

Нетрудно видеть, что в последовательностях (2)–(5), так же как и в исходных
последовательностях, все коэффициенты, за исключением конечного их числа, равны
нулю, и потому эти последовательности принадлежат M(R).

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Операции сложения, введенные в пунктах а) и г) определения 2, раз-
личны, хотя для удобства и обозначаются одним и тем же символом +. Последнее
обстоятельство не может вызвать путаницы, поскольку природа суммируемых элемен-
тов ясно указывает на то, какая из операций имеется в виду. Кроме того, различие
между этими операциями имеет, по существу, лишь формальный характер, поскольку
операция из пункта г) легко выражается через операцию из пункта а):

r + (ai) = (r, 0, . . . , 0, . . .) + (ai).

Используя заданные на M(R) операции, можно следующим образом перейти к
традиционной форме записи многочленов. Введем обозначения:

x = (0, e, 0, . . . , 0, . . .), (6)

xi = (

i нулей︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, e, 0, . . .) для i ∈ N0. (7)

Заметим, что ввиду определения 2 б) для любых i, k ∈ N0 выполняются равенства

xixk = (

i︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, e, 0, . . .) · (

k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, e, 0, . . .) = (

i+k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, e, 0, . . .) = xi+k.
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Поэтому для любых i, j, k ∈ N0 верны равенства

(xi · xj) · xk = xi+j+k = xi · (xj · xk), (8)

т. е. операция умножения на множестве X = {xi : i ∈ N0} ассоциативна, и для i ∈ N

символ xi обозначает не что иное, как i-ю степень элемента x:

xi = x · x · . . . · x.

Пользуясь определением 2 в), получаем, что для любых a ∈ R и i ∈ N0 верны
равенства

axi = (0, . . . , 0, a, 0, . . .) = xia,

и поэтому любой многочлен (ai) = (a0, . . . , an, 0, . . .) ∈ M(R) может быть записан в
виде суммы:

(ai) = (a0, 0, . . .) + (0, a1, 0, . . .) + . . .+ (0, . . . , 0, an, 0, . . .) =

= a0x
0 + a1x

1 + . . .+ anx
n =

n∑
i=0

aix
i.

Пользуясь замечанием 1 и обозначением (6), последнюю запись многочлена (ai) мож-
но еще упростить, записав его в общепринятом виде:

a(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n. (9)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. При введенных обозначениях многочлен (9) называют многочленом
от x над кольцом R, а элементы ai ∈ R называют его коэффициентами. Говорят, что
ai — коэффициент многочлена a(x) при xi, а a0 — его свободный член. Множество
M(R) называют множеством многочленов от одного переменного x над кольцом R
и обозначают

M(R) = R[x].

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Подчеркнем, что многочлен a(x) ∈ R[x] вида (9) имеет бесконечно
много коэффициентов ai, i ∈ N0, а равенство (9) означает, что an+1 = an+2 = . . . = 0.
При этом возможно, что и an = 0. Согласно определениям 1 и 3, многочлен (9) равен
многочлену

b(x) = b0 + b1x+ . . .+ bmx
m (10)

тогда и только тогда, когда ai = bi для всех i ∈ N0.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Степенью многочлена a(x) ∈ R[x] называют параметр deg a(x), рав-
ный наибольшему из номеров i его ненулевых коэффициентов ai, если a(x) �= 0, и
равный −∞, если a(x) = 0. Если deg a(x) = n ∈ N0, то коэффициент an многочлена
a(x) называют его старшим коэффициентом, а слагаемое anxn — старшим членом
многочлена a(x) и обозначают через Ст(a(x)): anxn = Ст(a(x)).
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Как нетрудно увидеть из определений 2 а), б), сумма и произведение многочле-
нов (9) и (10) могут быть записаны следующим образом:

a(x) + b(x) =

t∑
i=0

(ai + bi)x
i, t = max{m,n};

a(x) · b(x) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ . . .+ (an−1bm + anbm−1)x
m+n−1 + anbmx

m+n.

Отсюда легко следует (проверьте)

Утверждение 1. Для любых многочленов a(x), b(x) ∈ R[x]:
(а) deg(a(x) + b(x)) � max{deg a(x), deg b(x)}, причем последнее неравенство

является строгим тогда и только тогда, когда

Ст(a(x)) = −Ст(b(x));

(б) deg(a(x) · b(x)) � deg a(x) + deg b(x), причем последнее неравенство обраща-
ется в равенство тогда и только тогда, когда либо один из многочленов a(x),
b(x) равен 0x0, либо произведение их старших коэффициентов отлично от нуля;

(в) если в кольце R нет делителей нуля (в частности, если R — поле), то

deg(a(x) · b(x)) = deg a(x) + deg b(x).

Иногда, при проведении формальных выкладок, многочлен a(x) вида (9) удобно
бывает записывать в виде следующей формально бесконечной суммы:

a(x) =
∑
i�0

aix
i =

∞∑
i=0

aix
i.

При этом надо лишь помнить, что в действительности выписанная сумма конечна,
поскольку для некоторого n ∈ N0 все ее слагаемые aix

i с номерами i > n есть
нулевые многочлены. При такой форме записи сумма и произведение многочленов
a(x) =

∑
i�0 aix

i и b(x) =
∑

i�0 bix
i имеют более простой вид:

a(x) + b(x) =
∑
i�0

(ai + bi)x
i, a(x) · b(x) =

∑
i�0

( i∑
k=0

akbi−k

)
xi. (11)

2. Докажем основной результат данного параграфа.

Теорема 2. Алгебра (R[x],+, ·) многочленов над кольцом R c единицей есть коль-
цо с единицей. Кольцо R[x] коммутативно тогда и только тогда, когда кольцо
R коммутативно, и содержит делители нуля тогда и только тогда, когда R
содержит делители нуля.
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� Так как (R,+) — абелева группа, то, пользуясь определением 2 а), легко про-
верить, что (R[x],+) — абелева группа с нулем 0x0, в которой противоположным для
элемента a(x) =

∑
i�0 aix

i является элемент

−a(x) =
∑
i�0

(−ai)xi.

Докажем дистрибутивность умножения относительно сложения на R[x]. Пусть
c(x) = a(x) · b(x) и b(x) = f(x) + g(x). Тогда bk = fk + gk для k ∈ N0, и для
коэффициентов многочлена c(x) из (11) следуют равенства

ci =

i∑
k=0

ai−kbk =

i∑
k=0

ai−kfk +
i∑

k=0

ai−kgk.

Поэтому, если a(x)f(x) =
∑

i�0 uix
i и a(x)g(x) =

∑
i�0 vix

i, то ci = ui + vi для всех

i ∈ N0, т. е. a(x) · (f(x) + g(x)) = a(x) · f(x) + a(x) · g(x).
Левая дистрибутивность доказана. Правая дистрибутивность доказывается анало-

гично.
С использованием свойств дистрибутивности и соотношений (8), ассоциативность

умножения в R[x] доказывается следующим образом. Если a(x), b(x), c(x) ∈ R[x], то

(a(x) b(x)) c(x) =

(∑
i�0

aix
i ·
∑
j�0

bjx
j

)∑
k�0

ckx
k =

∑
i�0

∑
j�0

∑
k�0

(aibj)ckx
i+j+k .

Так как (aibj)ck = ai(bjck) ввиду ассоциативности умножения в R, то последнюю
сумму можно переписать следующим образом:

(a(x) b(x)) c(x) =
∑
i�0

∑
j�0

∑
k�0

ai(bjck)x
i+j+k =

=
∑
i�0

aix
i

(∑
j�0

∑
k�0

bjckx
j+k

)
=

=
∑
i�0

aix
i

(∑
j�0

bjx
j ·
∑
k�0

ckx
k

)
= a(x) (b(x) c(x)).

Таким образом, (R[x],+, ·) — кольцо.
Единицей в R[x], очевидно, является многочлен x0. Если кольцо R коммутативно,

то коммутативность R[x] доказывают равенства

a(x) · b(x) =
∑

aibjx
i+j =

∑
bjaix

j+i = b(x) · a(x).
Если же ab �= ba для некоторых a, b ∈ R, то в R[x] не коммутируют многочлены

ax0 и bx0.
Если в R нет делителей нуля, то по утверждению 1(в) для любых ненулевых

многочленов a(x), b(x) ∈ R[x] справедливы соотношения

deg(a(x) · b(x)) = deg a(x) + deg b(x) � 0
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и потому a(x) · b(x) �= 0x0. Наоборот, если a, b ∈ R \ {0} таковы, что ab = 0, то ax0 и
bx0 — делители нуля в R[x]. �

В дальнейшем нуль и единицу в кольце R[x] мы, для краткости, будем обозначать
теми же символами, которые приняты для их обозначения в кольце R, т. е. положим

0x0 = 0, x0 = e.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Последнее соглашение позволяет, по сути дела, отождествить произ-
вольный элемент r = re из кольца R с многочленом rx0 = (r, 0, 0, . . .). Такое отож-
дествление весьма естественно, поскольку очевидно, что множество R ={rx0 : r ∈R}
есть подкольцо в R[x], изоморфное кольцу R, и изоморфизм R→ R задается как раз
соответствием r → rx0. Таким образом, везде, где это удобно, можно считать, что
кольцо R есть подкольцо в кольце R[x]. Строгая формальная конструкция, позволяю-
щая рассматривать R как подкольцо в R[x], будет изложена позже в § 8 главы 20.

§ 2. ДЕЛИМОСТЬ МНОГОЧЛЕНОВ.
ТЕОРЕМА О ДЕЛЕНИИ С ОСТАТКОМ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Говорят, что элемент a кольца S делится на элемент b ∈ S слева
(справа), если в S разрешимо уравнение

bx = a (yb = a).

Как уже отмечалось, если S — кольцо с единицей и элемент b обратим в S, то
каждое из этих уравнений имеет единственное решение: b−1a и ab−1 соответственно.
Если же b /∈ S∗, то даже нет алгоритма, позволяющего проверить разрешимость этих
уравнений для произвольного бесконечного кольца S.

Однако если S = R[x] — кольцо многочленов над кольцом R с единицей, то в S
можно ввести понятие делимости с остатком (которое уже встречалось читателю при
изучении кольца целых чисел) и предложить алгоритм, который во многих важных
случаях позволяет проверить, делится один многочлен на другой или нет.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Говорят, что в кольце R[x] многочлен a(x) делится на многочлен
b(x) справа с остатком, если существуют многочлены qП(x), rП(x) ∈ R[x] со свой-
ствами

a(x) = qП(x)b(x) + rП(x), deg rП(x) < deg b(x). (12)

При этом многочлены qП(x) и rП(x) называют, соответственно, неполным правым
частным и правым остатком от деления a(x) на b(x). Аналогично определяются
понятие делимости a(x) на b(x) слева с остатком и неполное левое частное qЛ(x)
и левый остаток rЛ(x) как многочлены, удовлетворяющие соотношениям

a(x) = b(x)qЛ(x) + rЛ(x), deg rЛ(x) < deg b(x).

Иногда, для краткости, многочлен qП(x) (qЛ(x)) называют просто правым (левым)
частным от деления с остатком a(x) на b(x).
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ЗАМЕЧАНИЕ 4. Вообще говоря, деление с остатком в R[x] не всегда возможно, а когда
возможно, то не всегда однозначно. Например, если R = P2×2 — кольцо 2× 2-матриц

над полем P , то многочлен a(x) =
( 0 1
0 0

)
x+

( 0 1
0 0

)
∈ P [x] можно разделить справа с

остатком на многочлен b(x) =
( 0 0
0 1

)
x+

( 0 1
0 1

)
по крайней мере двумя способами:

a(x) =

(
0 1
0 0

)
· b(x) +

(
0 0
0 0

)
, a(x) =

(
1 1
0 0

)
· b(x) +

(
0 −1
0 0

)
.

При этом a(x) нельзя разделить на b(x) с остатком слева (докажите).

Однако отмеченная неопределенность исчезает при некоторых ограничениях на
многочлен b(x).

Теорема 3. Если старший коэффициент многочлена b(x) ∈ R[x] \ {0} обратим в
кольце R, то любой многочлен a(x) ∈ R[x] можно разделить справа (слева) с
остатком на b(x). При этом правые (левые) неполное частное и остаток опреде-
ляются однозначно.

� Если deg a(x) < deg b(x), то соотношения (12) выполняются при qП(x) = 0,
rП(x) = a(x). Пусть Ст(a(x)) = amx

m, Ст(b(x)) = bnx
n и m � n. Так как по условию

bn ∈ R∗, то в R[x] существует многочлен amb−1
n xm−n · b(x). Нетрудно видеть, что его

старший член равен amxm. Поэтому многочлен

a1(x) = a(x) − amb
−1
n xm−nb(x)

имеет степень m1 < m. Если m1 < n, то мы уже разделили a(x) на b(x) с остатком
справа:

a(x) = (amb
−1
n xm−n) · b(x) + a1(x).

Если же m1 � n и Ст(a1(x)) = a
(1)
m1x

m1 , то строим многочлен

a2(x) = a1(x)− a(1)m1
b−1
n xm1−nb(x).

Ясно, что deg a2(x) = m2 < m1, и справедливо соотношение

a(x) =
(
amb

−1
n xm−n + a(1)m1

b−1
n xm1−n)b(x) + a2(x).

Продолжая аналогично далее, мы за конечное число k шагов придем к равенству

a(x) =
(
amb

−1
n xm−n + a(1)m1

b−1
n xm1−n + . . .

. . .+ a(k)mk
b−1
n xmk−n)b(x) + ak+1(x),

(13)

в котором m > m1 > . . . > mk � n > deg ak+1(x). Но это и означает, что мы
разделили a(x) с остатком на b(x) справа.
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Докажем теперь однозначность деления с остатком при условии теоремы. Пусть

a(x) = qП(x)b(x) + rП(x), deg rП(x) < deg b(x),

a(x) = qП(x)b(x) + rП(x), deg rП(x) < deg b(x).

В таком случае верно равенство rП(x) − rП(x) = (qП(x) − qП(x))b(x). Если
qП(x) − qП(x) �= 0, то по утверждению 1(б) в правой части этого равенства нахо-
дится многочлен степени не меньшей, чем deg b(x), а по утверждению 1(а) степень
многочлена в левой его части строго меньше, чем deg b(x), что невозможно. Следова-
тельно, qП(x) = qП(x), а тогда и rП(x) = rП(x).

Доказательство возможности и однозначности деления a(x) на b(x) с остатком
слева проводится совершенно аналогично. �

Очевидно, что если R — коммутативное кольцо (в частности, если R — поле), то
левые неполное частное и остаток от деления a(x) на b(x) (в случае их существова-
ния) являются также правым неполным частным и остатком. В этом случае говорят
просто о делении a(x) на b(x) с остатком.

Следствие 1. Если P — поле и b(x) ∈ P [x] \ {0}, то любой многочлен a(x) ∈ P [x]
можно разделить с остатком на b(x) и притом единственным способом.

� Достаточно заметить, что старший коэффициент b(x) отличен от нуля и потому
обратим в P . �

Следствие 2. В условиях теоремы многочлен b(x) делит a(x) в кольце R[x] справа
(слева) тогда и только тогда, когда при делении с остатком a(x) на b(x) справа
(слева) остаток равен нулю.

� Если в (12) rП(x) �= 0, то равенство a(x) = q(x)b(x) + 0 невозможно ни при
каком q(x) ∈ R[x] ввиду доказанной единственности правого остатка. �

Полезно заметить, что предложенный в доказательстве теоремы 3 метод деления
a(x) на b(x) с остатком справа есть хорошо известный метод деления «уголком»,
который осуществляется по следующей схеме:

a(x) = amx
m + . . . b(x) = bnx

n + . . .

amb
−1
n xm−nb(x) = amb

−1
n bnx

m + . . . amb
−1
n xm−n + . . .+ a

(k)
mk
b−1
n xmk−n = qП(x)

a1(x) = a
(1)
m1x

m1 + . . .

a
(1)
m1b

−1
n xm1−nb(x) = a

(1)
m1b

−1
n bnx

m1 + . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak(x) = a
(k)
mkx

mk + . . .

a
(k)
mk
b−1
n xmk−nb(x) = a

(1)
mk
b−1
n bnx

mk + . . .

ak+1(x) = rП(x)
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§ 3. ЗНАЧЕНИЕ И КОРЕНЬ МНОГОЧЛЕНА. ТЕОРЕМА БЕЗУ.
МНОГОЧЛЕН КАК ФУНКЦИЯ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Значением многочлена a(x) = a0+a1x+ . . .+anx
n из R[x] в точке

α ∈ R называют элемент кольца R

a(α) = a0 + a1α+ . . .+ anα
n.

Говорят, что α — корень многочлена a(x), если a(α) = 0.

Очевидно, что значение суммы двух многочленов в любой точке α ∈ R равно
сумме их значений. Для произведения многочленов аналогичное утверждение верно
не всегда. Например, если элементы α, b ∈ R не перестановочны, то значение в точке
α произведения a(x) · b(x) многочленов a(x) = x и b(x) = b не равно a(α) · b(α)
(проверьте). Однако, справедлива

Лемма 4. Если a(x), b(x) ∈ R[x], c(x) = a(x) · b(x) и элемент α перестановочен со
всеми коэффициентами правого множителя b(x), то c(α) = a(α) · b(α).

� При сформулированном условии верны равенства

a(α) · b(α) =
∑
i�0

∑
j�0

aiα
ibjα

j =
∑
i�0

∑
j�0

aibjα
i+j = c(α). �

Важную связь между понятием делимости и понятием корня многочлена устанав-
ливает

Теорема 5 (Безу).9 Остаток от деления справа многочлена a(x) ∈ R[x] на двучлен
x − α ∈ R[x] равен a(α). В частности, элемент α кольца R является корнем
многочлена a(x) ∈ R[x] тогда и только тогда, когда a(x) делится справа на
x− α.

� По теореме 3 многочлен a(x) можно разделить справа с остатком на x− α:

a(x) = q(x)(x − α) + r(x), deg r(x) < 1.

Тогда r(x) = rx0, где r ∈ R, и r(α) = r. По лемме 4 для многочлена c(x) = q(x)(x−α)
верно равенство c(α) = q(α)(α − α) = 0, откуда

a(α) = c(α) + r(α) = 0 + r = r.

В частности, равенство a(α) = 0 эквивалентно равенству r = 0, а последнее по
следствию 2 теоремы 3 эквивалентно тому, что x− α делит справа a(x). �

Определение 7 позволяет поставить в соответствие каждому многочлену
a(x) ∈ R[x] функцию aR : R→ R, определяемую условием

∀α ∈ R : aR(α) = a(α).

9 Э. Безу (1730–1783) — французский математик.
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При этом, вообще говоря, для различных многочленов a(x), b(x) ∈ R[x] функции aR и
bR могут совпадать. Например, если R — конечное коммутативное кольцо, состоящее
из элементов r1, . . . , rn, то для любого многочлена a(x) ∈ R[x] и любого многочлена
вида

b(x) = a(x) + (x− r1) . . . (x− rn) c(x)

в силу теоремы Безу верно равенство aR = bR. С другой стороны, на произвольном
кольце R не любую функцию ϕ : R→ R можно задать в виде ϕ = aR для подходящего
a(x) ∈ R[x].
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Отображение ϕ кольца R в себя называют полиномиальным, если
для некоторого a(x) ∈ R[x] выполняется равенство ϕ = aR. В этом случае говорят,
что ϕ задается многочленом (полиномом) a(x).

Позже читатель сможет показать, что если R — коммутативное кольцо, то любое
отображение ϕ : R → R полиномиально в том и только в том случае, когда R —
конечное поле. Полиномиальность любого преобразования конечного поля вытекает
из следующего общего результата.

Теорема 6. Если в поле P есть n попарно различных элементов α1, . . . , αn, то
для любых β1, . . . , βn ∈ P существует единственный многочлен a(x) ∈ P [x] со
свойствами

a(αi) = βi для i ∈ 1, n, deg a(x) < n. (14)

� Многочлен a(x) = a0+a1x+ . . .+an−1x
n−1 ∈ P [x] удовлетворяет условиям (14)

тогда и только тогда, когда вектор (a0, a1, . . . , an−1) есть решение системы линейных
уравнений ⎛

⎜⎜⎝
e α1 α2

1 . . . αn−1
1

e α2 α2
2 . . . αn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e αn α2

n . . . αn−1
n

⎞
⎟⎟⎠X↓ =

⎛
⎜⎜⎝

β1
β2
· · ·
βn

⎞
⎟⎟⎠ . (15)

Определитель основной матрицы этой системы есть определитель Вандермонда, он
равен

∏
1�i<j�n(αj − αi) и отличен от нуля по условию. Следовательно, система

имеет единственное решение. �

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Для построения многочлена со свойствами (14) вовсе не обязательно
решать систему (15), так как он, очевидно, описывается формулой

a(x) =

n∑
i=1

βi
(αi − α1) . . . (αi − αi−1)(αi − αi+1) . . . (αi − αn)

×

× (x− α1) . . . (x− αi−1)(x− αi+1) . . . (x− αn),

называемой интерполяционной формулой Лагранжа.

Следствие 1. Многочлен степени n > 0 над полем P имеет в этом поле не более
n различных корней.
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� В противном случае он принимает нулевое значение в n + 1 точках из P и по
теореме совпадает с многочленом 0 + 0x+ . . .+ 0xn. �

Из этого результата, в частности, следует, что для комплексного числа z в по-
ле C существует не более n различных корней степени n из z, так как все они —
корни многочлена xn − z (см. теорему 20 главы 4). Отсюда же следует, что если
P — бесконечное поле, то обязательно существуют не полиномиальные отображения
ϕ : P → P . Например, таково отображение ϕ, принимающее значение 0 на бесконеч-
ном множестве точек из P , но не равное тождественно нулю (докажите).

Следствие 2. Если P — бесконечное поле, то многочлены a(x) и b(x) из P [x] равны
в том и только в том случае, когда равны функции aP и bP .

§ 4. КОЛЬЦО МНОГОЧЛЕНОВ НАД ПОЛЕМ.
НАИБОЛЬШИЙ ОБЩИЙ ДЕЛИТЕЛЬ
И НАИМЕНЬШЕЕ ОБЩЕЕ КРАТНОЕ

В этом и следующем параграфах излагается теория делимости в кольце P [x] мно-
гочленов над произвольным полем P , аналогичная теории, изложенной в главе 4 для
кольца целых чисел Z.

Основное сходство между кольцами P [x] и Z состоит в том, что, согласно теоре-
ме 2 и следствию 1 теоремы 3, кольцо P [x], как и Z, есть коммутативное кольцо с
единицей и без делителей нуля, в котором определено понятие деления с остатком и
любой элемент можно разделить с остатком на любой ненулевой элемент единствен-
ным способом.

Для дальнейшего описания свойств кольца P [x] и сравнения их со свойствами
кольца Z введем

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Элементы a и b коммутативного кольца S с единицей называются
ассоциированными, если b = ua для некоторого обратимого элемента u ∈ S.

Читатель без труда проверит, что отношение ассоциированности элементов есть
отношение эквивалентности на S. Очевидно, что ассоциированность чисел a, b ∈ Z

эквивалентна равенству |a| = |b|, которое, в свою очередь, эквивалентно условию:
a | b и b | a. Эти результаты переносятся на кольцо P [x] следующим образом.

Утверждение 7. В кольце P [x] обратимы все многочлены нулевой степени и толь-
ко они. Для многочленов a(x), b(x) ∈ P [x] следующие утверждения эквивалентны:

(а) a(x) и b(x) ассоциированы;
(б) a(x) | b(x) и b(x) | a(x);
(в) a(x) | b(x) и deg a(x) = deg b(x).

� Если u(x) ∈ P [x] и u(x)v(x) = e, то по утверждению 1(в) верно равен-
ство deg u(x) + deg v(x) = 0, откуда deg u(x) = 0. Обратимость u(x) при условии
deg u(x) = 0 очевидна.

Импликация (а)⇒(б) очевидна. Импликация (б)⇒(в) легко получается с ис-
пользованием утверждения 1(в). Наконец, при условии (в) справедливы равенства
b(x) = u(x)a(x), deg u(x) = 0. Следовательно, u(x) ∈ P [x]∗ и (в)⇒(а). �
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В кольце Z особую роль играют натуральные числа: множество N замкнуто от-
носительно умножения и с каждым ненулевым целым числом ассоциировано един-
ственное натуральное. Подмножество с аналогичными свойствами можно выделить и
в P [x].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Ненулевой многочлен со старшим коэффициентом, равным едини-
це, называют унитарным.

Очевидно, что множество всех унитарных многочленов из P [x] замкнуто относи-
тельно операции умножения, и, так как P [x]∗ = P ∗, то с любым ненулевым много-
членом f(x) ∈ P [x] ассоциирован единственный унитарный многочлен, который мы
будем обозначать символом f∗(x).

Однако, аналогия между унитарными многочленами и натуральными числами име-
ет ограниченную область применения. В частности, если целое a делится с остатком
на b ∈ Z \ {0}, то остаток r есть либо нуль, либо натуральное число. Если же мно-
гочлен a(x) ∈ P [x] делится с остатком на b(x) ∈ P [x] \ {0} и остаток r(x) отличен
от нуля, то r(x) — не обязательно унитарный многочлен. Аналогия между r и r(x)
здесь состоит в том, что r удовлетворяет условию 0 � r < |b|, а r(x) — условию
deg r(x) < deg b(x).

Ниже все результаты о многочленах из P [x] формулируются по аналогии с резуль-
татами о целых числах и излагаются практически без доказательств, которые читате-
лю предлагается восстановить самостоятельно по доказательствам соответствующих
результатов из главы 4.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Наибольшим общим делителем (НОД) многочленов
a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] называют многочлен d(x) ∈ P [x] такой, что

1) d(x) есть общий делитель многочленов a1(x), . . . , an(x);
2) d(x) делится на любой другой общий делитель этих многочленов.

Совокупность всех НОД указанных многочленов обозначают следующим образом:
НОД {a1(x), . . . , an(x)}.

Прежде чем доказывать существование наибольшего общего делителя для любого
набора многочленов, покажем, что для описания НОД {a1(x), . . . , an(x)} достаточно
найти один его элемент.

Утверждение 8. (а) Если a1(x) = . . . = an(x) = 0, то

НОД {a1(x), . . . , an(x)} = {0}.

(б) Если хотя бы один из многочленов a1(x), . . . , an(x) не равен нулю и
НОД {a1(x), . . . , an(x)} �= ∅, то для любого d(x) ∈ НОД {a1(x), . . . , an(x)} верно
равенство

НОД {a1(x), . . . , an(x)} = {ud(x) : u ∈ P ∗},
и существует единственный унитарный НОД этих многочленов.
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� Утверждение (а) очевидно. Докажем (б). Из определения 11 следует, что мно-
гочлен d(x) �= 0 и ud(x) ∈ НОД {a1(x), . . . , an(x)} для любого u ∈ P ∗. Наоборот,
если f(x) ∈ НОД {a1(x), . . . , an(x)}, то по свойству 2 определения 11 f(x) | d(x) и
d(x) | f(x), т. е. по утверждению 7 f(x) = ud(x) для некоторого u ∈ P ∗. �

Теорема 9. Если среди многочленов a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] есть ненулевые, то для
них в P [x] существует единственный унитарный наибольший общий делитель.

� По утверждению 8(б) достаточно доказать существование одного НОД рас-
сматриваемых многочленов. Это делается так же, как и для целых чисел, индукцией
по параметру n � 2. При n = 2 доказательство проводится с помощью алгоритма
Евклида, который для многочленов a1(x) = a(x) и a2(x) = b(x) �= 0 реализуется
следующим образом. Если b(x) | a(x), то b(x) ∈ НОД {a(x), b(x)}. Если b(x) � a(x), то
строится цепочка соотношений:

a(x) = b(x)q1(x) + r1(x), 0 � deg r1(x) < deg b(x);

b(x) = r1(x)q2(x) + r2(x), 0 � deg r2(x) < deg r1(x);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−2(x) = rk−1(x)qk(x) + rk(x), 0 � deg rk(x) < deg rk−1(x).

(16)

Эта цепочка при некотором k ∈ N обязательно обрывается соотношением

rk−1(x) = rk(x)qk+1(x), rk+1(x) = 0, (17)

поскольку степени остатков в (16) образуют строго убывающий ряд чисел из N0:

deg b(x) > deg r1(x) > . . . > deg rk(x),

и по аксиоме индукции этот ряд не может быть бесконечным, а в случае, когда
rk+1(x) �= 0, к этому ряду можно приписать справа еще один член. При условиях (16),
(17) так же, как и в теореме 4 главы 4, доказывается, что rk(x) ∈ НОД {a(x), b(x)}.
�

Теорема 10. Если d(x) ∈ НОД {a1(x), . . . , an(x)}, то существуют многочлены
u1(x), . . . , un(x) ∈ P [x] такие, что

d(x) = u1(x)a1(x) + . . .+ un(x)an(x).

� Индукция по n � 2. При n = 2 нужные многочлены находятся из соотноше-
ний (16), (17) точно так же, как это делается в следствии теоремы 6 главы 4 для
целых чисел. �

ПРИМЕР 1. Пусть P = Z3 — поле вычетов по модулю 3 и требуется найти НОД
многочленов a(x) = x5 + 2x4 + 2x3 + x2 + x + 2 и b(x) = x5 + x3 + x и представить
этот НОД в виде линейной комбинации a(x) и b(x) над P [x]. Выполняя цепочку
последовательных делений с остатком, получаем:
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a(x) = x5 + 2x4 + 2x3 + x2 + x+ 2 x5 + x3 + x = b(x)
− x5 + x3 + x 1 = q1(x)

b(x) = x5 + x3 + x 2x4 + x3 + x2 + 2 = r1(x)− x5 + 2x4 + 2x3 + x 2x+ 2 = q2(x)

− x4 + 2x3

x4 + 2x3 + 2x2 + 1

r1(x) = 2x4 + x3 + x2 + 2 x2 + 2 = r2(x)− 2x4 + x2 2x2 + 2 = q3(x)

− x3 + 2
x3 + 2x

r2(x) = x2 + 2 x + 2 = r3(x)− x2 + 2x x + 1 = q4(x)

x + 2
0 = r4(x)

Таким образом, r3(x) = x + 2 ∈ НОД {a(x), b(x)}, и для построения многочленов
u(x), v(x) ∈ P [x], для которых x + 2 = u(x)a(x) + v(x)b(x), нужно по правилам,
изложенным в § 2 главы 4, построить последовательность пар многочленов ut(x),
vt(x), t ∈ 1, 3, удовлетворяющих соотношениям ut(x)a(x) + vt(x)b(x) = rt(x). Тогда
u(x) = u3(x), v(x) = v3(x). Строим таблицу, аналогичную таблице из § 2 главы 4:

t 0 1 2 3

qt 1 2x+ 2 2x2 + 2

ut(x) 0 1 x+ 1 x3 + 2x+ 1

vt(x) 1 −1 2x x3 + x2 + 2

Отсюда имеем: (x3 + 2x+ 1) a(x) + (x3 + x2 + 2) b(x) = x+ 2.

Для многочленов a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x], не все из которых равны нулю, един-
ственный унитарный наибольший общий делитель обозначим через (a1(x), . . . , an(x)).
В случае a1(x) = . . . = an(x) = 0 положим (a1(x), . . . , an(x)) = 0.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Многочлены a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] называют взаимно простыми
(в совокупности), если

(a1(x), . . . , an(x)) = e.

Утверждение 11. Многочлены a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] взаимно просты тогда и
только тогда, когда существуют многочлены u1(x), . . . , un(x) ∈ P [x] такие, что
u1(x)a1(x) + . . .+ un(x)an(x) = e.

� См. доказательство утверждения 8 главы 4. �



§ 4. Кольцо многочленов над полем. НОД и НОК 159

Теорема 12. Для любых многочленов a(x), b(x), c(x) ∈ P [x] справедливы утвержде-
ния:

(а) если (a(x), b(x)) = e и (a(x), c(x)) = e, то (a(x), b(x)c(x)) = e;

(б) если (a(x), b(x)) = e и a(x) | b(x)c(x), то a(x) | c(x);
(в) если (a(x), b(x)) = e, a(x) | c(x) и b(x) | c(x), то a(x)b(x) | c(x);
(г) если (a(x), b(x)) = c(x) �= 0, то

(
a(x)

c(x)
,
b(x)

c(x)

)
= e.

� См. доказательство теоремы 9 главы 4. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Наименьшим общим кратным (НОК) многочленов
a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] называют многочлен k(x) ∈ P [x] со свойствами:

1) k(x) — общее кратное многочленов a1(x), . . . , an(x);
2) если k1(x) — любое общее кратное многочленов a1(x), . . . , an(x), то k(x) | k1(x).

Совокупность всех описанных многочленов k(x) обозначают следующим образом:
НОК{a1(x), . . . , an(x)}.

Очевидно, что если среди многочленов a1(x), . . . , an(x) есть нулевой, то
НОК {a1(x), . . . , an(x)} = {0}. В противном случае справедлива

Теорема 13. Если a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] \ {0}, то существует единственный уни-
тарный многочлен k(x) ∈ НОК {a1(x), . . . , an(x)} и справедливо равенство

НОК {a1(x), . . . , an(x)} = {uk(x) : u ∈ P ∗}.

� Существование НОК указанных многочленов доказывается индукцией по па-
раметру n. При n = 2 так же, как и при доказательстве утверждения 11 главы 4,
показывается, что

a1(x) a2(x)

(a1(x), a2(x))
∈ НОК {a1(x), a2(x)},

а затем доказывается, что если n > 2 и f1(x) ∈ НОК {a1(x), . . . , an−1(x)},
f(x) ∈ НОК {f1(x), an(x)}, то f(x) ∈ НОК {a1(x), . . . , an(x)}. Если k(x) = f�(x) —
унитарный многочлен, ассоциированный с f(x), то он также удовлетворяет опре-
делению 13, т. е. k(x) ∈ НОК {a1(x), . . . , an(x)}. Последняя часть теоремы легко
доказывается с помощью того же определения. �

Унитарный многочлен k(x), являющийся наименьшим общим кратным многочле-
нов a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] \ {0}, обозначают k(x) = [a1(x), . . . , an(x)].

Теперь результаты теоремы 13 можно коротко записать так:

[a1(x), a2(x)] =
a∗1(x) a∗2(x)

(a1(x), a2(x))
,

[a1(x), . . . , an(x)] = [ [a1(x), . . . , an−1(x)], an(x)].
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§ 5. НЕПРИВОДИМЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ НАД ПОЛЕМ.
КАНОНИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ МНОГОЧЛЕНА

1. Понятие неприводимого многочлена в кольце P [x] есть аналог понятия простого
числа в кольце Z.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Делитель d(x) ∈ P [x] многочлена f(x) ∈ P [x] называется соб-
ственным, если 0 < deg d(x) < deg f(x), и несобственным в противном случае.
Многочлен f(x) ∈ P [x] называется неприводимым над полем P (или неприводи-
мым в кольце P [x]), если deg f(x) > 0 и f(x) не имеет собственных делителей в
кольце P [x]. Если многочлен f(x) имеет собственный делитель в кольце P [x], то он
называется приводимым.

Многочлены нулевой степени (т. е. обратимые элементы P [x]) и нулевой многочлен
не являются ни приводимыми, ни неприводимыми многочленами.

Так как по утверждению 1(в) степень произведения любых двух многочленов из
P [x] равна сумме их степеней, то очевидно

Утверждение 14. Многочлен f(x) ∈ P [x] приводим тогда и только тогда, когда
его можно представить в виде произведения двух многочленов, степени которых
строго меньше, чем deg f(x).

Очевидно, что в кольце P [x] неприводимы все многочлены первой степени, однако
могут существовать неприводимые многочлены более высоких степеней.

Понятно, что если f(x) — неприводимый многочлен из P [x] степени n � 2, то
он не имеет корней в P (в противном случае по теореме Безу он имеет собственный
делитель степени 1). Обратное утверждение в общем случае (при n � 4) неверно,
однако справедливо

Утверждение 15. Многочлен f(x) ∈ P [x] степени 2 или 3 тогда и только тогда
неприводим над P , когда он не имеет корней в P .

� Достаточно заметить, что если f(x) приводим, то он имеет унитарный делитель
степени 1, и воспользоваться теоремой Безу. �

ПРИМЕР 2. Если P = Z2 — поле из двух элементов, то в P [x] неприводимы много-
члены x2+x+1, x3+x+1, x3+x2+1, так как они не имеют в P корней. Многочлен
x4 + x2 + 1 также не имеет корней в P , но он приводим: x4 + x2 + 1 = (x2 + x+ 1)2.

Иногда один и тот же многочлен приходится рассматривать как многочлен над
разными полями. Например, многочлен x2 − 2 ∈ Q[x] можно рассматривать и как
многочлен над R. В связи с этим следует подчеркнуть, что неприводимость многочле-
на это не просто свойство самого многочлена, а свойство многочлена по отношению
к тому полю, над которым он рассматривается. Так, многочлен x2−2 неприводим над
Q, поскольку его корни иррациональны, но приводим над R: x2−2 = (x−√2)(x+

√
2).

2. Для описания свойств многочленов, связанных с их разложением на множи-
тели, нужно сначала описать свойства неприводимых многочленов. По аналогии с
утверждением 13 главы 4 доказывается
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Утверждение 16. Пусть f(x) ∈ P [x] — неприводимый многочлен. Тогда для любых
многочленов a(x), b(x) ∈ P [x] справедливы следующие утверждения:

(а) f(x) | a(x) или (f(x), a(x)) = e;
(б) если f(x) | a(x)b(x), то f(x) | a(x) или f(x) | b(x);
(в) если g(x)∈P [x]— неприводимый многочлен, то либо (f(x), g(x))= e, либо

многочлены f(x) и g(x) ассоциированы. �

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Задача о разложении произвольного многочлена из P [x] на множи-
тели легко сводится к аналогичной задаче для унитарного многочлена, поскольку
для любых f(x), a(x), b(x) ∈ P [x] \ {0} многочлен f(x) неприводим над P тогда и
только тогда, когда f∗(x) неприводим, а равенство f(x) = a(x)b(x) влечет равенство
f∗(x) = a∗(x) b∗(x). Переход к унитарным многочленам оказывается весьма удобным,
поскольку существенно упрощает формулировки теорем и их доказательства. Напри-
мер, если f(x), g(x) — унитарные неприводимые многочлены, то для них утвержде-
ние 16(в) имеет вид: либо (f(x), g(x)) = e, либо f(x) = g(x).

Для многочленов над полем справедлив следующий аналог основной теоремы
арифметики.

Теорема 17. Любой унитарный многочлен a(x) ∈ P [x] ненулевой степени либо
неприводим над P , либо раскладывается в произведение унитарных неприводи-
мых над P многочленов, причем это разложение однозначно с точностью до пе-
рестановки сомножителей.

� См. доказательство теоремы 14 главы 4. �
Из первого утверждения теоремы 17 следует, что любой многочлен f(x) ∈ P [x]

степени n > 0 можно представить в виде

f(x) = fn · p1(x)k1 · . . . · pr(x)kr , (18)

где fn — старший коэффициент f(x); p1(x), . . . , pr(x) — унитарные, неприводимые,
попарно различные (т. е. попарно взаимно простые) многочлены из P [x] и
k1, . . . , kr ∈ N.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Представление многочлена f(x) в виде (18) называют его кано-
ническим разложением над полем P . Каждый многочлен pi(x) называют непри-
водимым делителем f(x), а показатель ki — кратностью pi(x) в каноническом
разложении f(x). Многочлены pi(x)

ki называют примарными компонентами много-
члена f(x).

Из второго утверждения теоремы получаем

Следствие. Каноническое разложение многочлена f(x) ∈ P [x] степени n > 0 опре-
делено однозначно, с точностью до перестановки примарных компонент: если
f(x) = fn · g1(x)l1 · . . . · gs(x)ls — другое каноническое разложение f(x), то r = s и
существует перестановка (i1, . . . , ir) ∈ P (1, r) такая, что для m ∈ 1, r выполня-
ются равенства gm(x)lm = pim(x)kim , т. е. gm(x) = pim(x) и lm = kim .
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Отметим, что по каноническим разложениям двух многочленов из P [x] с помощью
формул, которые приведены в § 3 главы 4, легко находятся их НОД и НОК.

В частности, с использованием понятий канонического разложения и неприводи-
мого многочлена часто удается просто доказывать взаимную простоту многочленов.
В основе таких доказательств лежит очевидное

Утверждение 18. Многочлены a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] взаимно просты тогда и
только тогда, когда они не имеют общего неприводимого делителя.

В качестве примера использования этого утверждения докажем

Утверждение 19. Если ненулевые многочлены a1(x), . . . , at(x) из P [x] попарно
взаимно просты и

âi(x) = a1(x) . . . ai−1(x) ai+1(x) . . . at(x) для i ∈ 1, t,

то (â1(x), . . . , ât(x)) = e.

� Пусть утверждение неверно. Тогда по утверждению 18 существует неприво-
димый многочлен f(x) ∈ P [x] такой, что f(x) | âi(x) для i ∈ 1, t. В частности,
f(x) | â1(x). Отсюда по утверждению 16(б) получаем, что f(x) | aj(x) для некоторого
j ∈ 2, t. Последнее противоречит утверждению 18, так как f(x) | âj(x), а в силу
теоремы 12(а) (aj(x), âj(x)) = e. �

С использованием теоремы 17 доказывается аналогичная теореме Евклида (теоре-
ма 15 главы 4)

Теорема 20. Для любого поля P множество унитарных неприводимых многочле-
нов в кольце P [x] бесконечно.

Ясно, что это утверждение нетривиально лишь для конечных полей и в этом
случае из теоремы вытекает очевидное

Следствие. Если P — конечное поле, то для каждого натурального m в кольце
P [x] существует неприводимый многочлен степени n � m.

Более подробно со свойствами неприводимых многочленов над конечными поля-
ми читатель познакомится в главе 22. Здесь мы отметим лишь, что в современной
прикладной математике весьма важными являются задачи разработки алгоритмов,
позволяющих с помощью ЭВМ быстро строить неприводимые многочлены больших
степеней над конечными полями и раскладывать многочлены над такими полями на
неприводимые множители.

§ 6. КОРНИ МНОГОЧЛЕНОВ НАД ПОЛЕМ

1. Напомним, что, согласно теореме Безу, элемент α ∈ P есть корень многочлена
f(x) ∈ P [x] тогда и только тогда, когда x − α | f(x). В алгебре и ее приложениях
широко используется следующая классификация корней многочленов.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Кратностью корня α ∈ P многочлена f(x) ∈ P [x] называют число
k ∈ N со свойствами

(x − α)k | f(x), (x− α)k+1
� f(x).

Говорят, что α — простой корень f(x), если k = 1, и α — кратный корень f(x),
если k > 1.

Очевидно, что кратность корня α многочлена f(x) совпадает с кратностью много-
члена x− α в каноническом разложении f(x) над P .

Следующий результат существенно усиливает следствие 1 теоремы 6.

Теорема 21. Многочлен f(x) степени n > 0 над полем P имеет в этом поле
не более n корней с учетом их кратностей, т. е. если α1, . . . , αm — различные
корни f(x) в поле P и их кратности равны соответственно k1, . . . , km, то верно
неравенство k1 + . . .+ km � n.

� Так как по теореме 12(а) многочлены (x − α1)
k1 , . . . , (x − αm)km попарно

взаимно просты и каждый из них делит f(x), то по теореме 12(в)

(x− α1)
k1 . . . (x− αm)km | f(x).

Отсюда по утверждению 1(в) n � k1 + . . .+ km. �
2. Удобный способ различения простых и кратных корней многочлена в поле свя-

зан с понятием производной многочлена. В алгебре это понятие вводится формально,
по аналогии с известным из курса математического анализа описанием производной
многочлена в R[x]. Напомним, что элементы поля P как элементы абелевой группы
(P,+) можно умножать на целые числа так, как это делалось в § 2 главы 3. Ниже
используются сформулированные там законы ассоциативности и дистрибутивности
такого умножения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Производной многочлена a(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n ∈ P [x]

называют многочлен
a′(x) = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx

n−1.

Несмотря на столь формальное определение, производная сохраняет свойства, из-
вестные из курса математического анализа.

Теорема 22. Для любых многочленов a(x), b(x) ∈ P [x] справедливы равенства:

(a(x) + b(x))′ = a′(x) + b′(x), (19)

(a(x) b(x))′ = a′(x) b(x) + a(x) b′(x). (20)

� Равенство (19) легко следует из определения 17. Равенство (20) очевидно, если
один из многочленов является константой. Рассмотрим теперь следующий случай,
когда a(x) = a · xk, b(x) = b · xl, k, l ∈ N. По определению

(a(x) · b(x))′ = (abxk+l)′ = (k + l)abxk+l−1,

т. е. в этом случае равенство (20) верно.
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Наконец, в общей ситуации, пользуясь равенством (19) и доказанными выше со-
отношениями, получаем

(a(x) b(x))′ =
∑
k�0

∑
l�0

((akx
k)(blx

l))′ =
∑
k�0

∑
l�0

((akx
k)′(blxl) + (akx

k)(blx
l)′) =

=
∑
k�0

(akx
k)′

∑
l�0

blx
l +

∑
k�0

akx
k
∑
l�0

(blx
l)′ = a′(x)b(x) + a(x)b′(x). �

Следствие 1. Для любых многочленов a1(x), . . . , an(x) ∈ P [x] справедливо равен-
ство

(a1(x) . . . an(x))
′ = a′1(x)a2(x) . . . an(x) + a1(x)a

′
2(x)a3(x) . . . an(x) + . . .

. . .+ a1(x) . . . an−1(x)a
′
n(x).

Доказательство легко проводится индукцией по n.
Из следствия 1 очевидным образом получаем

Следствие 2. Для любых a(x) ∈ P [x] и k ∈ N справедливо равенство

(a(x)k)′ = k · a(x)k−1 · a′(x).

ЗАМЕЧАНИЕ 7. Совершенно аналогично производную можно определить для много-
членов над любым (не обязательно коммутативным) кольцом с единицей. При этом
остаются справедливыми теорема 22 и ее следствия, доказательства которых прово-
дятся дословно так же (проверьте). Следствие 2 верно для многочленов над коммута-
тивным кольцом.

Теорема 23. Корень α ∈ P многочлена f(x) ∈ P [x] является простым тогда и
только тогда, когда α не является корнем его производной f ′(x).

� Пусть k — кратность корня α. Тогда f(x) = (x − α)kg(x), где g(α) �= 0. Отсюда
по теореме 22 имеем:

f ′(x) = k(x− α)k−1g(x) + (x− α)kg′(x).

Если k = 1, то f ′(α) = g(α) �= 0. Если k > 1, то

f ′(α) = k(α− α)k−1g(α) + (α− α)kg′(α) = 0,

т. е. из условия f ′(α) �= 0 следует, что k = 1. �

Следствие 1. Множество кратных корней в поле P многочлена f(x) ∈ P [x] сов-
падает с множеством всех корней в поле P многочлена d(x) = (f(x), f ′(x)).

� ∀α ∈ P :
(
f(α) = f ′(α) = 0

)⇔ (
x−α | f(x) и x−α | f ′(x)

)⇔ (
x−α | d(x))⇔

⇔ (
d(α) = 0

)
. �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Поле P называется полем разложения многочлена f(x) ∈ P [x]
степени n > 0, если f(x) раскладывается над P в произведение линейных множите-
лей, т. е. если каноническое разложение f(x) над P имеет вид

f(x) = fn(x− α1)
k1 . . . (x− αr)

kr .

ПРИМЕР 3. Для многочлена x2 + 1 ∈ R[x] поле C является полем разложения, а поле
R — нет.

ПРИМЕР 4. Для любого простого p ∈ N поле Zp вычетов по модулю p есть поле
разложения многочлена xp − x (докажите!):

xp − x = x · (x− 1) · . . . · (x− (p− 1)).

Следствие 2. Если P — поле разложения многочлена f(x) ∈ P [x], то f(x) не
имеет кратных корней в P тогда и только тогда, когда (f(x), f ′(x)) = e.

� Многочлен d(x) = (f(x), f ′(x)) делит f(x), поэтому, если deg d(x) > 0, то по
условию теоремы d(x) раскладывается над P на линейные множители и имеет в P
корень. В рассматриваемой ситуации отсутствие у f(x) кратных корней в поле P
согласно следствию 1 равносильно условию deg d(x) = 0. �

ЗАМЕЧАНИЕ 8. Если P не является полем разложения для многочлена f(x), то усло-
вие (f(x), f ′(x)) = e является достаточным для отсутствия кратных корней многочле-
на f(x) в поле P , но не является необходимым (докажите).

Полученные результаты можно использовать не только для отыскания кратных
корней многочлена, но и для разложения его на множители в случае наличия у него
таких корней.

ПРИМЕР 5. Найти кратные корни в поле Z5 многочлена

f(x) = x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1 ∈ Z5[x].

Вычисляя наибольший общий делитель f(x) и f ′(x) = 4x3 − x2 + 4x − 2, получаем:
(f(x), f ′(x)) = x − 1. Следовательно, 1 — кратный корень f(x), и (x − 1)2 | f(x).
Выполняя деление, находим: f(x) = (x − 1)2(x2 + 1). Непосредственной проверкой
убеждаемся, что многочлен x2 + 1 имеет в поле Z5 корни 2 и 3. Таким образом,
f(x) = (x− 1)2(x− 2)(x− 3).

3. Пусть F — произвольное поле. Напомним, что подполем поля F называется
подмножество P ⊂ F , замкнутое относительно операций сложения и умножения на
F и являющееся полем относительно этих операций. В этой ситуации говорят также,
что поле F есть расширение поля P . В главе 21 будет показано, что для любого
поля P и любого многочлена f(x) ∈ P [x] существует расширение F поля P , которое
является полем разложения для f(x).

В действительности, справедливо даже более сильное утверждение.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Поле F называется алгебраически замкнутым, если оно является
полем разложения для любого многочлена f(x) ∈ F [x], deg f(x) > 0.

Теорема 24 (Штейниц).10 Для любого поля P существует расширение F , которое
является алгебраически замкнутым.

Доказательство этого результата выходит за рамки нашего курса. Мы ограничим-
ся здесь лишь указанием одного очень важного примера.

Теорема 25 (Гаусс). Любой многочлен ненулевой степени над полем C комплекс-
ных чисел имеет в этом поле корень (другими словами, поле C алгебраически
замкнуто).

Эта теорема, долгое время называвшаяся основной теоремой алгебры, не имеет
чисто алгебраического доказательства и будет выведена как следствие из более общих
результатов при изучении теории функций комплексного переменного. Мы, однако,
уже сейчас будем широко использовать эту теорему. В частности, теперь может быть
коротко доказано следующее утверждение (см. теорему 20 главы 4).

Следствие. Для любого ненулевого комплексного числа z и любого n ∈ N в поле C

существует ровно n различных корней степени n из z.

� По теореме 25 многочлен xn − z раскладывается на линейные множители над
C, а по следствию 2 теоремы 23 он не имеет кратных корней в C, т. е. в поле C у
него есть ровно n различных корней. �

§ 7. МНОГОЧЛЕНЫ НАД ЧИСЛОВЫМИ ПОЛЯМИ

Здесь приводятся полное описание неприводимых многочленов над полями C и
R, некоторые важные достаточные условия неприводимости многочленов над Q и
способы вычисления рациональных корней многочленов из Q[x].

1. Описание неприводимых многочленов над полем C легко следует из теоремы
Гаусса.

Утверждение 26. Над полем комплексных чисел неприводимы все многочлены пер-
вой степени и только они.

Эта теорема позволяет также описать все неприводимые многочлены над R. На-
помним, что дискриминантом многочлена f(x) = ax2 + bx + c ∈ R[x], a �= 0, называ-
ется число ∆(f) = b2 − 4ac, и f(x) не имеет корней в R тогда и только тогда, когда
∆(f) < 0.

Теорема 27. В кольце R[x] неприводимыми являются все многочлены первой сте-
пени, многочлены второй степени с отрицательными дискриминантами и только
они.
10 Э. Штейниц (1871–1928) — немецкий математик.
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� Неприводимость указанных многочленов очевидна (см. утверждение 15). Пока-
жем, что других неприводимых многочленов в R[x] нет.

Пусть f(x) = f0 + f1x + . . . + fnx
n ∈ R[x] — неприводимый многочлен степени

n > 1. Тогда он не имеет корней в R, но по теореме 25 имеет корень β ∈ C. В таком
случае число β не совпадает с сопряженным к нему числом β (т. к. β /∈ R), и β —
также корень f(x), поскольку в силу утверждения 17 главы 4

f(β) =
∑

fiβ
i =

∑
f iβ

i =
∑

fiβi = f(β) = 0 = 0.

По теореме Безу многочлен f(x) делится в кольце C[x] на два взаимно простых
многочлена: x− β и x− β. Следовательно, по теореме 12(в) он делится на многочлен
g(x) = (x− β)(x− β). Так как g(x) = x2 − (β + β)x+ ββ — также многочлен из R[x],
то g(x) делит f(x) в R[x] (докажите). Поскольку у f(x) нет собственных делителей
в R[x], то f(x) ассоциирован с g(x). Следовательно, f(x) — многочлен степени 2, и
так как его корни в C не принадлежат R, то ∆(f) < 0. �

Следствие. Любой многочлен нечетной степени из R[x] имеет корень в R.

2. Значительно более сложно устроены неприводимые многочлены в кольце Q[x].
Полного их описания не существует, но можно указать некоторые достаточно боль-
шие классы таких многочленов. Один из основных методов изучения возможностей
разложения многочленов из Q[x] на множители состоит в сведении задачи к разло-
жению многочленов в кольце Z[x].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 20. Многочлен c(x) = c0 + c1x + . . . + cnx
n степени n � 0 с целыми

коэффициентами назовем примитивным (по Гауссу), если cn > 0 и (c0, c1, . . . , cn) = 1,
в случае n = 0 имеется в виду равенство c0 = 1.

Утверждение 28. Для каждого ненулевого многочлена f(x) ∈ Q[x] в кольце Z[x]
существует единственный ассоциированный с ним примитивный многочлен f�(x).

� Если deg f(x) = n, то f(x) можно представить в виде

f(x) =
a0
b0

+
a1
b1
x+ . . .+

an
bn

xn, где ai ∈ Z, bi ∈ N для i ∈ 0, n.

Пусть q = [b0, b1, . . . , bn], тогда q · f(x) = g0 + g1x+ . . .+ gnx
n — многочлен с целыми

коэффициентами, и если d = (g0, g1, . . . , gn), то по теореме 9(г) главы 4 искомый
многочлен имеет вид f�(x) = ± q

d
f(x) (где знак определяется знаком коэффициента

gn). Если h(x) — еще один примитивный многочлен из Z[x], ассоциированный с f(x),
то он ассоциирован и с f�(x), и h(x) =

u

v
f�(x), где u, v ∈ N. Тогда vh(x) = uf�(x), и

так как НОД коэффициентов многочленов uf�(x) и vh(x) равны, соответственно, u и
v, то из последнего равенства следует, что u = v, т. е. h(x) = f�(x). �

Теорема 29. Если a(x), b(x), c(x) ∈ Q[x] \ {0} и выполняется равенство
a(x) = b(x) c(x), то a�(x) = b�(x) c�(x).
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� Основное содержание доказательства составляет

Лемма 30 (Гаусс). Произведение примитивных многочленов b�(x) и c�(x) есть
примитивный многочлен.

� Пусть b�(x) =
∑
i�0

βix
i, c�(x) =

∑
i�0

γix
i и b�(x) · c�(x) =

∑
i�0

δix
i. Достаточно

доказать, что для любого простого p ∈ N хотя бы один из коэффициентов δi не
делится на p. Так как b�(x) и c�(x) — примитивные многочлены, то можно выбрать
наименьшее k ∈ N0 такое, что p � βk, и наименьшее l ∈ N0 такое, что p � γl. Тогда
δk+l не делится на p, поскольку

δk+l = β0γk+l + . . .+ βk−1γl+1 + βkγl + βk+1γl−1 + . . .+ βk+lγ0

и все подчеркнутые слагаемые в последней сумме делятся на p, а слагаемое βkγl по
утверждению 13(б) главы 4 на p не делится. �

Теперь доказательство теоремы 29 завершается следующим образом. Так как b�(x)
и c�(x) — примитивные многочлены, ассоциированные, соответственно, с b(x) и c(x),
то b�(x) c�(x) — примитивный многочлен, ассоциированный с b(x) c(x) = a(x). �

Следствие 1. Многочлен a(x) ∈ Z[x] положительной степени неприводим в кольце
Q[x] тогда и только тогда, когда он неприводим в кольце Z[x] (т. е. не расклады-
вается в Z[x] на множители меньших степеней).

� Достаточно заметить, что a(x) = ka�(x), где k ∈ Z. �

Следствие 2. Пусть a(x) — многочлен степени n > 0 из Q[x] и a�(x) = a�nx
n+ . . .+

+ a�1x + a�0 — ассоциированный с a(x) примитивный многочлен. Тогда если число
α =

u

v
∈ Q, где u ∈ Z, v ∈ N, (u, v) = 1, является корнем a(x), то

u | a�0, v | a�n, mv − u | a�(m) для любого m ∈ Z,

в частности, v − u | a�(1), v + u | a�(−1).
� Достаточно заметить, что a�(x) = (x−α)� c�(x) для подходящего примитивного

c�(x) ∈ Z[x], и (x− α)� = vx− u. �
Напомним, что для любых m ∈ N и c ∈ Z через rm(c) обозначается остаток от

деления c на m, который можно рассматривать как элемент кольца Zm. Операции в
этом кольце и кольце многочленов Zm[x] обозначим символами ⊕ и ⊗. Для любо-
го многочлена a(x) =

∑
aix

i ∈ Z[x] через rm(a(x)) обозначим многочлен из Zm[x]
вида

∑
rm(ai)x

i. Используя свойства отношения сравнимости в Z (см. следствие 2
теоремы 2 главы 5), легко получить, что для любых многочленов b(x), c(x) ∈ Z[x]
выполняется соотношение rm(b(x) · c(x)) = rm(b(x)) ⊗ rm(c(x)).

Следствие 3. Если a(x) ∈ Q[x] — приводимый многочлен степени n и
Ст(a�(x)) = a�nx

n, то для каждого простого p ∈ N, не делящего a�n, многочлен
rp(a

�(x)) приводим в кольце Zp[x].
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� Если a(x) = b(x) c(x), где deg b(x) = k ∈ 1, n− 1, то выполняется равенство
rp(a

�(x)) = rp(b
�(x))⊗ rp(c�(x)), причем ввиду условия p � a�n можно утверждать, что

p � b�k и deg rp(a
�(x)) = n, deg rp(b�(x)) = k. �

Полученные результаты можно использовать для перечисления рациональных кор-
ней и проверки неприводимости многочленов из Q[x].

ПРИМЕР 6. Найти рациональные корни многочлена

a(x) = x3 − 3

2
x− 3

2
.

Заметим, что a�(x) = 2x3 − 3x − 3, и если элемент α =
u

v
∈ Q, где u ∈ Z,

v ∈ N, (u, v) = 1, есть корень a(x), то по следствию 2 u | 3 и v | 2, т. е.
α ∈ {±3, ±1, ± 1

2 ,± 3
2}. Кроме того, должны выполняться соотношения

v − u | a�(1) = −4 и v + u | a�(−1) = −2, поэтому остается лишь один кандидат
в корни a(x) — число α = −3. Но a(−3) = −24 �= 0, и потому многочлен a(x) не
имеет корней в Q. Отсюда по утверждению 15 следует также, что a(x) неприводим
над Q.

ПРИМЕР 7. Проверить, является ли неприводимым многочлен

a(x) = x4 +
3

7
x3 + 3x2 +

4

7
x+ 5 ∈ Q[x].

Воспользуемся следствием 3. Получаем:

a�(x) = 7x4 + 3x3 + 21x2 + 4x+ 35.

Будем перебирать простые числа p �= 7. Если p = 2, то

r2(a
�(x)) = x4 + x3 + x2 + 1 = (x+ 1)⊗ (x3 + x+ 1)

— приводимый многочлен в Z2[x]. Для p = 3 получаем: r3(a�(x)) = x4+x+2 ∈ Z3[x].
Этот многочлен неприводим над Z3, так как он не имеет корней в Z3 и не делится ни
на один из трех существующих в Z3[x] неприводимых унитарных многочленов второй
степени: x2 + 1, x2 + x+ 2, x2 + 2x+ 2 (непосредственная проверка). Следовательно,
многочлен a(x) неприводим над Q. Для доказательства неприводимости a(x) можно
и не убеждаться в неприводимости r3(a(x)), а заметить лишь, что r3(a(x)) не имеет
корней в Z3, поскольку из рассмотрения многочлена r2(a(x)) следует, что если a(x)
приводим, то он имеет делитель первой степени.

ЗАМЕЧАНИЕ 9. Вытекающий из следствия 3 метод проверки неприводимости много-
членов из Q[x] не является универсальным в том смысле, что существуют унитарные
неприводимые многочлены a(x) ∈ Z[x] такие, что для любого простого p ∈ N много-
член rp(a(x)) приводим над Zp. Например, таков многочлен x4 − 10x2 + 1.

В заключение докажем один широко используемый признак неприводимости мно-
гочленов над Q.
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Теорема 31 (Эйзенштейн).11 Пусть a(x) = a0+a1x+ . . .+anx
n ∈ Z[x], n > 0, и для

некоторого простого p ∈ N выполняются условия

p � an; (21)

p | ai, i ∈ 0, n− 1; (22)

p2 � a0. (23)

Тогда многочлен a(x) неприводим над Q.

� Если многочлен a(x) приводим в Q[x], то по следствию 1 теоремы 29 существу-
ют многочлены b(x), c(x) ∈ Z[x] такие, что

a(x) = b(x) c(x), deg b(x) = k ∈ 1, n, deg c(x) = l ∈ 1, n, k + l = n.

Следовательно, rp(a(x)) = rp(b(x)) ⊗ rp(c(x)) в Zp[x]. Из (21), (22) следует, что мно-
гочлен rp(a(x)) ∈ Zp[x] имеет вид rp(a(x)) = rp(an)x

n, rp(an) �= 0. Отсюда получаем:
rp(b(x)) = rp(bk)x

k, rp(c(x)) = rp(cl)x
l. Так как k, l � 1, то из последних равенств

следует, что p | b0 и p | c0. Но тогда p2 | a0, поскольку a0 = b0c0, что противоречит
условию (23). �

Важное значение этой теоремы состоит не только в том, что она позволяет просто
доказывать неприводимость некоторых многочленов, но и в том, что она дает воз-
можность их легко строить. В частности, из нее получается следующий результат,
показывающий принципиальное различие между свойствами множества неприводи-
мых многочленов над полем Q и множеств неприводимых многочленов над полями R

и C.

Следствие. Над полем Q существуют неприводимые многочлены любой натураль-
ной степени n.

� Например, для любого простого p ∈ N многочлен xn − p неприводим над Q. �
Заметим, что приведенный пример существенно усиливает известное из средней

школы утверждение об иррациональности числа n
√
p, эквивалентное лишь тому, что

многочлен xn − p не имеет корней в Q.
В книге Лидл Р., Нидеррайтер Г. «Конечные поля» (том 1, с. 61, см. раздел На-

учная литература) изложен метод Кронекера, позволяющий за конечное число шагов
определить, приводим или нет многочлен над Q и, в случае приводимости, получить
его каноническое разложение.

§ 8. КОЛЬЦО МНОГОЧЛЕНОВ ОТ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

1. Пусть R — кольцо с единицей e и R[x] — кольцо многочленов от одного
переменного x над R, построенное в § 1. Так как по теореме 2 R1 = R[x] есть
кольцо с единицей ex0, то над ним можно так же, как делалось в § 1, построить

11 Ф. Г.М. Эйзенштейн (1823–1852) — немецкий математик.
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кольцо многочленов R1[y] от переменного y. Элементами кольца R1[y] являются все
последовательности вида

(a0(x), a1(x), . . . , an(x), . . . ), ai(x) ∈ R1, (24)

в каждой из которых все многочлены, за исключением конечного их числа, равны
0x0, а переменное y определяется равенством

y = (0x0, ex0, 0x0, . . . ). (25)

Операции сложения и умножения в R1[y] вводятся определением 2 а), б). Определени-
ем 2 в), г) задаются операция умножения последовательностей вида (24) на элементы
a(x) ∈ R1 и операция прибавления к таким последовательностям элементов a(x) ∈ R1.
С использованием этих операций любой элемент (24) кольца R1[y] может быть запи-
сан в виде суммы

a0(x) + a1(x)y + . . .+ an(x)y
n, (26)

где n ∈ N0 выбирается так, что в (24) ai(x) = 0 для всех i > n. Используя канониче-
скую запись каждого из многочленов aj(x):

aj(x) = a0j + a1jx+ . . .+ amjx
m, aij ∈ R, aij = 0 для i > m,

и очевидные свойства дистрибутивности операции умножения последовательностей
вида (24) на элементы из R1, сумму (26), обозначая ее через a(x, y), можно записать
в виде

a(x, y) =

n∑
j=0

m∑
i=0

aijx
iyj =

m∑
i=0

n∑
j=0

aijx
iyj, (27)

или в виде бесконечной суммы

a(x, y) =
∑
i�0

∑
j�0

aijx
iyj =

∑
(i,j)

aijx
iyj , (28)

где суммирование производится по всем наборам (i, j) ∈ N0 × N0. Представляя по-
следовательности (24) в виде (28), подразумевают, что для некоторых m,n ∈ N0,
при i > m, j > n выполняются равенства aij = 0, т. е. aijxiyj = 0xiyj = 0x0y0 —
нуль кольца R1[y], и в действительности, (28) — конечная сумма вида (27) (поэтому
порядок суммирования в ней не важен).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21. Кольцо R1[y] = R[x][y] называют кольцом многочленов от двух
переменных x и y над кольцом R и обозначают через R[x, y]. Элементы этого кольца
называют многочленами от двух переменных, а выражение (27) (или (28)) — ка-
нонической записью многочлена a(x, y). Элементы aij ∈ R в канонической записи
многочлена a(x, y) называют его коэффициентами.

Таким образом, как и в случае многочленов от одного переменного, каждый мно-
гочлен a(x, y) имеет бесконечно много коэффициентов aij ∈ R, и равенство много-
члена (28) многочлену b(x, y) =

∑
(i,j) bijx

iyj из R[x, y] означает, что aij = bij для
всех i � 0, j � 0.
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Результаты операций над многочленами из R[x, y], записанными в канонической
форме, представляются следующим образом:

a(x, y) + b(x, y) =
∑
(i,j)

aijx
iyj +

∑
(i,j)

bijx
iyj =

∑
(i,j)

(aij + bij)x
iyj,

a(x, y) · b(x, y) =
∑
(i,j)

( i∑
r=0

j∑
s=0

arsbi−r,j−s

)
xiyj.

Первое из этих равенств очевидно, а второе легко следует из равенства

a(x, y) · b(x, y) =
∑

(i1,j1)

∑
(i2,j2)

ai1j1 · bi2j2 xi1+i2 · yj1+j2 ,

которое, в свою очередь, выводится из дистрибутивности умножения и равенств
ai1j1x

i1yj1 · bi2j2xi2yj2 = ai1j1bi2j2x
i1+i2yj1+j2 , вытекающих из определения операции

умножения в кольце R1[y].

ЗАМЕЧАНИЕ 10. Использование канонической записи многочленов из R[x, y] суще-
ственно облегчает выполнение операций над ними. Для наглядности достаточно за-
метить, что переход к первоначальному представлению многочленов в виде последо-
вательностей превращает сумму (28) в сумму последовательностей вида

aijx
iyj = (

j нулевых последовательностей︷ ︸︸ ︷
(0, . . . , 0, . . .), . . . , (0, . . . , 0, . . .), (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i нулей

, aij , 0, . . .), (0, . . . , 0, . . .), . . .).

2. Аналогично, индуктивным методом, строится кольцо многочленов от произволь-
ного конечного числа переменных.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 22. Если R[x1, . . . , xn−1] — кольцо многочленов от n − 1 переменных
x1, . . . , xn−1 над кольцом R с единицей, то кольцо многочленов

R[x1, . . . , xn] = R[x1, . . . , xn−1][xn]

называют кольцом многочленов от n переменных x1, . . . , xn над кольцом R.

Таким образом, кольцо R[x1, . . . , xn] есть множество всех последовательностей
вида

(a0(x1, . . . , xn−1), . . . , ai(x1, . . . , xn−1), . . . ),

ai(x1, . . . , xn−1) ∈ R[x1, . . . , xn−1],

в которых все члены ai(x1, . . . , xn−1), за исключением конечного числа, равны нулю,
а переменное xn есть последовательность

xn = (0x01 . . . x
0
n−1, ex

0
1 . . . x

0
n−1, 0x

0
1 . . . x

0
n−1, . . . ).
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Операции на R[x1, . . . , xn] вводятся определением 2. С использованием этих опе-
раций каждый элемент a(x1, . . . , xn) ∈ R[x1, . . . , xn] может быть представлен в виде
суммы

a(x1, . . . , xn) =

m1∑
i1=0

. . .

mn∑
in=0

ai1,...,inx
i1
1 . . . x

in
n , ai1,...,in ∈ R (29)

или в виде формально бесконечной суммы

a(x1, . . . , xn) =
∑

(i1,...,in)

ai1,...,inx
i1
1 . . . x

in
n , (30)

в которой символ
∑

(i1,...,in)

означает суммирование по всем различным наборам

(i1, . . . , in) ∈ N
n
0 , но подразумевается, что все слагаемые, за исключением конечного

их числа, равны нулю (т. е. равны нулю соответствующие коэффициенты ai1,...,in).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 23. Элементы кольца R[x1, . . . , xn] называются многочленами от n
переменных x1, . . . , xn над R. Представление многочлена a(x1, . . . , xn) ∈ R[x1, . . . , xn]
в виде (29) или в виде (30) называют его канонической записью, элементы ai1,...,in
в этой записи называют коэффициентами многочлена a(x1, . . . , xn), а слагаемые
ai1,...,inx

i1
1 . . . x

in
n — одночленами, или мономами, из его канонической записи.

Каноническая запись (30) многочлена из R[x1, . . . , xn] однозначна с точностью до
перестановки слагаемых: если

b(x1, . . . , xn) =
∑

(i1,...,in)

bi1,...,inx
i1
1 . . . xinn ∈ R[x1, . . . , xn],

то b(x1, . . . , xn) = a(x1, . . . , xn) тогда и только тогда, когда bi1,...,in = ai1,...,in для
всех (i1, . . . , in) ∈ N

n
0 . Результаты операций над многочленами в канонической записи

представляются следующим образом:

a(x1, . . . , xn) + b(x1, . . . , xn) =
∑

(i1,...,in)

(ai1,...,in + bi1,...,in)x
i1
1 . . . x

in
n ,

a(x1, . . . , xn) · b(x1, . . . , xn) =

=
∑

(i1,...,in)

( i1∑
r1=0

. . .

in∑
rn=0

ar1,...,rnbi1−r1,...,in−rn

)
xi11 . . . xinn .

Последнее равенство получается из равенства

a(x1, . . . , xn) · b(x1, . . . , xn) =
=

∑
(r1,...,rn)

∑
(s1,...,sn)

ar1,...,rnbs1,...,snx
r1+s1
1 . . . xrn+snn , (31)

которое выводится из дистрибутивности умножения и из соотношений xib = bxi,
xixj = xjxi, справедливых для любых b ∈ R и i, j ∈ 1, n.

3. Кольцо R[x1, . . . , xn], как и кольцо многочленов от одного переменного, сохра-
няет некоторые свойства исходного кольца R.
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Теорема 32. Кольцо R[x1, . . . , xn] коммутативно тогда и только тогда, когда
коммутативно кольцо R, и содержит делители нуля тогда и только тогда, когда
R содержит делители нуля.

� При n = 1 это — теорема 2. Доказательство в общем случае легко проводится
индукцией по n с использованием определения 22. �

ЗАМЕЧАНИЕ 11. Нулем и единицей кольца R[x1, . . . , xn] являются, соответственно,
многочлены 0x01 . . . x

0
n и ex

0
1 . . . x

0
n. Как и в кольце многочленов от одного переменного,

для краткости будем обозначать их теми же символами, которыми обозначаются нуль
и единица в R, т. е. положим

0x01 . . . x
0
n = 0, ex01 . . . x

0
n = e.

При этом, по сути дела, исходное кольцо R отождествляется с изоморфным ему
подкольцом R = {rx01 . . . x0n : r ∈ R} кольца R[x1, . . . , xn] (см. замечание 3). Более
того, каждое кольцо R[x1, . . . , xm], m ∈ 1, n− 1, отождествляется с изоморфным ему
подкольцом

R[x1, . . . , xm] = {a(x1, . . . , xm) · x0m+1 . . . x
0
n : a(x1, . . . , xm) ∈ R[x1, . . . , xm]}

кольца R[x1, . . . , xn] (ввиду равенств a(x1, . . . , xm) = a(x1, . . . , xm) · e =
= (a(x1, . . . , xm) ex01 . . . x

0
m) · x0m+1 . . . x

0
n = a(x1, . . . , xm)x0m+1 . . . x

0
n)).

И наоборот, это соглашение позволяет употреблять компактную запись многочле-
нов из R[x1, . . . , xn] в каноническом виде, опуская в одночленах из (29) сомножители
xiss , для которых is = 0, т. е. используя равенства типа

xi11 . . . ximm · x0m+1 . . . x
0
n = xi11 . . . x

im
m · ex01 . . . x0n = xi11 . . . x

im
m · e = xi11 . . . ximm .

Например, многочлен из R[x1, . . . , xn]

f(x1, . . . , xn) = ax01x
0
2 . . . x

0
n + bx21x

0
2 . . . x

0
n + cx01 . . . x

0
n−3x

1
n−2x

3
n−1x

0
n

может быть записан в виде

f(x1, . . . , xn) = a+ bx21 + cxn−2x
3
n−1.

Понятие степени многочлена обобщается на многочлены от нескольких перемен-
ных следующим образом:

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 24. Степенью одночлена axi11 . . . x
in
n из R[x1, . . . , xn] называют пара-

метр

deg axi11 . . . x
in
n =

{
−∞, если a = 0;

i1 + . . .+ in, если a �= 0.

Степенью указанного одночлена по переменному xs называют параметр

degxs
axi11 . . . x

in
n =

{
−∞, если a = 0,

is, если a �= 0.



§ 8. Кольцо многочленов от нескольких переменных 175

Степенью произвольного многочлена (30) и его степенью по переменной xs назы-
вают, соответственно

deg a(x1, . . . , xn) = max{deg ai1,...,inxi11 . . . xinn : (i1, . . . , in) ∈ N
n
0},

degxs
a(x1, . . . , xn) = max{degxs

ai1,...,inx
i1
1 . . . x

in
n : (i1, . . . , in) ∈ N

n
0}.

Если degxs
a(x1, . . . , xn) � 0, то говорят, что многочлен a(x1, . . . , xn) не зависит от

переменного xs (или, что он зависит от xs лишь формально). Последнее равносиль-
но тому, что любой одночлен ai1,...,inx

i1
1 . . . x

in
n из (30) удовлетворяет условию: если

ai1,...,in �= 0, то is = 0.
В дальнейшем, если ясно (или неважно), о каком числе n переменных идет речь,

кольцо R[x1, . . . , xn] и его элементы a(x1, . . . , xn), для краткости будем обозначать
через R[�x] и a(�x), где �x = (x1, . . . , xn).

Непосредственно из определения следует, что для любых многочленов a(�x),
b(�x) ∈ R[�x] верны соотношения

deg a(�x) �
n∑
s=1

degxs
a(�x),

deg(a(�x) + b(�x)) � max{deg a(�x), deg b(�x)},
deg a(�x) b(�x) � deg a(�x) + deg b(�x).

Каждое из этих соотношений может быть, в зависимости от выбора многочленов a(�x)
и b(�x), как строгим неравенством, так и равенством (соответствующие примеры чи-
тателю предлагается привести самостоятельно). Ниже будет доказано, что последнее
соотношение является равенством для любых многочленов a(�x) и b(�x) из R[�x], ес-
ли R — кольцо без делителей нуля. Однако доказательство этого факта проводится
несколько сложнее, чем в кольце многочленов от одного переменного, поскольку в
канонической записи (29) многочлена a(�x) может содержаться несколько различных
одночленов степени deg a(�x).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 25. Ненулевой многочлен (29) называют формой степени k, если сте-
пени всех его ненулевых одночленов равны k. Формы степеней 1, 2, 3 называют,
соответственно, линейными, квадратичными и кубическими.

Очевидно, что любой многочлен a(�x) ∈ R[�x]\{0} степени k может быть однозначно
представлен в виде суммы

a(�x) = a(0)(�x) + a(1)(�x) + . . .+ a(k)(�x), (32)

где a(r)(�x) для r ∈ 1, k — либо нулевой многочлен, либо форма степени r, и
a(k)(�x) �= 0.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 26. Равенство (32) назовем представлением многочлена a(�x) в виде
суммы форм.
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Из определения произведения многочленов следует, что произведение двух нену-
левых форм степеней k и l есть либо нуль, либо форма степени k + l.

Теорема 33. Если R — кольцо с единицей без делителей нуля, то для любых
a(�x), b(�x) ∈ R[�x] верно равенство

deg a(�x) b(�x) = deg a(�x) + deg b(�x).

� Нетривиален лишь случай, когда deg a(�x) = k > 0, deg b(�x) = l. В этой ситу-
ации пусть представления многочленов a(�x) и b(�x) в виде суммы форм имеют вид
соответственно (32) и

b(�x) = b(0)(�x) + b(1)(�x) + . . .+ b(l)(�x). (33)

Перемножая равенства (32) и (33) почленно, получаем следующее представление
a(�x) b(�x) в виде суммы форм:

a(�x) b(�x) = [a(0)(�x) b(0)(�x)] + [a(0)(�x) b(1)(�x) + a(1)(�x) b(0)(�x)] + . . .

. . .+ [a(k−1)(�x) b(l)(�x) + a(k)(�x) b(l−1)(�x)] + a(k)(�x) b(l)(�x).

Так как по теореме 32 в R[�x] нет делителей нуля, то в полученной сумме
a(k)(�x) b(l)(�x) — форма степени k + l, а каждое выражение в квадратных скобках
есть либо нуль, либо форма степени строго меньшей, чем k + l. Следовательно,
deg a(�x) b(�x) = k + l. �

4. Каждый многочлен a(�x) ∈ R[x1, . . . , xn] задает некоторую функцию на множе-
стве Rn = R× . . .×R со значениями в R.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 27. Значением многочлена a(�x) вида (30) в точке
�α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn называется следующий элемент кольца R:

a(�α) =
∑

(i1,...,in)

ai1...inα
i1
1 . . . αinn .

Функцию aR : Rn → R, определяемую условием

∀ �α ∈ Rn : aR(�α) = a(�α),

называют полиномиальной функцией, определяемой многочленом a(�x).

Очевидно, что значение суммы двух многочленов из R[x1, . . . , xn] в любой точке
�α ∈ Rn равно сумме их значений в этой точке. Кроме того, справедливо
Утверждение 34. Если кольцо R коммутативно и c(�x) = a(�x)b(�x), где
a(�x), b(�x) ∈ R[�x], то для любого �α ∈ Rn справедливо равенство c(�α) = a(�α) b(�α).

� Доказательство проводится с использованием равенства (31) и предоставляется
читателю. �

Из многочисленных результатов, связанных с представлением функций на кольце
полиномами, мы приведем лишь следующий важный в прикладном аспекте результат.
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Теорема 35. Если P — конечное поле из q элементов, то для любой функции
ϕ : Pn → P существует единственный многочлен a(�x) ∈ P [x1, . . . , xn], имеющий
по каждому переменному степень не выше, чем q − 1, и такой, что ϕ = aR.

� По теореме 6 для каждого элемента β ∈ P существует многочлен δβ ∈ P [x],
имеющий степень не выше, чем q − 1, и такой, что

∀α ∈ P : δβ(α) =

{
e, если α = β,

0, если α �= β.

Этот многочлен имеет вид δβ(x) = e− (x−β)q−1 (докажите). Тогда, используя утвер-
ждение 34, нетрудно проверить, что многочлен

a(x1, . . . , xn) =
∑

(β1,...,βn)∈Pn

ϕ(β1, . . . , βn) · δβ1(x1) . . . δβn(xn)

удовлетворяет условиям: ϕ = aR,

degxs
a(�x) � q − 1 для s ∈ 1, n. (34)

Докажем его единственность. Любой многочлен a(�x) ∈ R[�x] со свойством (34) имеет
вид

a(�x) =

q−1∑
i1=0

. . .

q−1∑
in=0

ai1,...,inx
i1
1 . . . x

in
n , (35)

и число его ненулевых коэффициентов не превосходит qn. Следовательно, общее ко-
личество таких многочленов равно |P |qn = qq

n

. Но количество различных отобра-
жений ϕ : Pn → P также равно qq

n

, и поскольку каждое такое отображение пред-
ставляется многочленом вида (35), а разные отображения представляются разными
многочленами, то это представление однозначно. �

5. Мы уже отмечали, что кольцо R[x1, . . . , xn] можно рассматривать как расши-
рение кольца R (см. замечание 11). Следующий принципиально важный результат
показывает, что это расширение является «универсальным» в том смысле, что оно
позволяет описать большой класс других расширений кольца R.

Теорема 36. Пусть R′ — коммутативное кольцо с единицей e и R — его подкольцо
с той же единицей. Тогда для любых α1, . . . , αn ∈ R′ множество R[α1, . . . , αn] всех
элементов r′ ∈ R′, представимых в виде r′ = a(α1, . . . , αn), a(�x) ∈ R[�x], есть
подкольцо кольца R′.

� Очевидно, что подмножество R[α1, . . . , αn] замкнуто относительно заданных
на R′ операций сложения и умножения (см. утверждение 34) и (R[α1, . . . , αn],+) —
группа. Всем остальным аксиомам кольца алгебра (R[�α],+, ·) удовлетворяет ввиду
того, что им удовлетворяет алгебра (R′,+, ·) . �

Нетрудно увидеть, что кольцо R[α1, . . . , αn] содержит подкольцо R и элементы
α1, . . . , αn, и R[α1, . . . , αn] — наименьшее подкольцо в R′ с этими свойствами (дока-
жите самостоятельно). Его называют расширением подкольца R кольца R′ элемен-
тами α1, . . . , αn ∈ R′.
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§ 9. ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДКОЛЬЦА. СИММЕТРИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ

Один из способов изучения свойств многочленов кольца R[x1, . . . , xn] состоит в
описании таких многочленов, которые не изменяются при различных преобразованиях
этого кольца. Ниже рассматривается важный частный класс таких преобразований.

Каждой подстановке π =
( 1 . . . n
π(1) . . . π(n)

)
можно поставить в соответствие отобра-

жение π̂ : R[x1, . . . , xn]→ R[x1, . . . , xn], определяемое правилом

∀ a(�x) ∈ R[�x] : π̂(a(�x)) =
∑

(i1,...,in)

ai1,...,inx
i1
π(1) . . . x

in
π(n). (36)

Утверждение 37. Отображение π̂ есть изоморфизм кольца R[�x] на себя.

� Непосредственно из (36) нетрудно увидеть, что π̂ — биекция. Кроме того, если
a(�x), b(�x) ∈ R[�x], то верны равенства

π̂(a(�x) + b(�x)) =
∑

(i1,...,in)

(ai1,...,in + bi1,...,in)x
i1
π(1) . . . x

in
π(n) =

=
∑

(i1,...,in)

ai1,...,inx
i1
π(1) . . . x

in
π(n) +

∑
(i1,...,in)

bi1,...,inx
i1
π(1) . . . x

in
π(n) =

= π̂(a(�x)) + π̂(b(�x)).

Отсюда, используя (31), получаем также, что

π̂(a(�x) · b(�x)) =
∑

(r1,...,rn)

∑
(s1,...,sn)

π̂(ar1,...,rnbs1,...,snx
r1+s1
1 . . . xrn+snn ) =

=
∑

(r1,...,rn)

∑
(s1,...,sn)

ar1,...,rnbs1,...,snx
r1+s1
π(1) . . . xrn+snπ(n) = π̂(a(�x)) · π̂(b(�x)).

Следовательно, π̂ — изоморфизм колец. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 28. Многочлен a(�x) ∈ R[x1, . . . , xn] называется инвариантным отно-
сительно подстановки π ∈ S, если π̂(a(�x)) = a(�x).

ПРИМЕР 8. Многочлен x1 + x2 ∈ R[x1, . . . , xn] инвариантен относительно подста-

новки
( 1 2 3 . . . n
2 1 3 . . . n

)
, но при n > 2 он не инвариантен относительно подстановки

( 1 2 . . . n−1 n
2 3 . . . n 1

)
. Для любой подстановки π ∈ S многочлен x1 + x22 + . . . + xnn не

инвариантен относительно π, а многочлен xk1 + . . .+ xkn, k ∈ N, инвариантен относи-
тельно π.

Любому подмножеству G ⊂ Sn можно поставить в соответствие подмножество
IR[�x](G) = I(G) многочленов из R[x1, . . . , xn], инвариантных относительно каждой
подстановки π ∈ G:

I(G) = {a(�x) ∈ R[x] : ∀π ∈ G (π(a(�x)) = a(�x))}.
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Заметим, что подмножество I(G) всегда непусто, поскольку содержит нуль и все
многочлены нулевой степени.

Утверждение 38. Подмножество I(G) есть подкольцо кольца R[�x].

� Замкнутость I(G) относительно каждой операции ∗ ∈ {+, · } следует из утвер-
ждения 37, поскольку для любой подстановки π ∈ G и многочленов a(�x), b(�x) ∈ I(G)

π̂(a(�x) ∗ b(�x)) = π̂(a(�x)) ∗ π̂(b(�x)) = a(�x) ∗ b(�x).
Так как операция + на I(G) ассоциативна, 0 ∈ I(G) и для каждого a(�x) ∈ I(G)
многочлен −a(�x), очевидно, также принадлежит I(G), то (I(G),+) — абелева группа.
Ассоциативность умножения на I(G) и его дистрибутивность относительно сложения
следуют из того, что R[�x] — кольцо. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 29. Подкольцо I(G) называется подкольцом инвариантов кольца R[�x]
относительно множества подстановок G.

Ниже дается описание подкольца I(G) в важном частном случае, когда G = Sn.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 30. Многочлен a(�x) ∈ R[x1, . . . , xn] называется симметрическим, ес-
ли он инвариантен относительно любой подстановки π ∈ Sn (т. е. если a(�x) ∈ I(Sn)).
Подкольцо I(Sn) = IR[�x](Sn) кольца R[�x] называется кольцом симметрических мно-
гочленов от n переменных над R и обозначается через ΣR[x1, . . . , xn].

Прежде всего приведем основные примеры симметрических многочленов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 31. Элементарными симметрическими многочленами называются
многочлены

σ1(�x) = x1 + x2 + . . .+ xn,

σ2(�x) = x1x2 + x1x3 + . . .+ x1xn + x2x3 + . . .+ xn−1xn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σk(�x) =
∑

1�i1<...<ik�n
xi1xi2 . . . xik , 1 � k � n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σn(�x) = x1x2 . . . xn.

Очевидно, что σk(�x) есть форма степени k из ΣR[x1, . . . , xn].
Интерес к элементарным симметрическим многочленам обусловлен, прежде всего,

следующим классическим результатом.

Теорема 39 (Виет). Если P — поле разложения унитарного многочлена f(x)∈P [x]
степени n и α1, . . . , αn — все корни f(x) в P (с учетом их кратностей), то

f(x) = xn − σ1(�α)x
n−1 + σ2(�α)x

n−2 + . . .+ (−1)nσn(�α),
где σk(�x) — элементарный симметрический многочлен степени k из ΣR[�x] и
�α = (α1, . . . , αn).
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� Нужное равенство легко получается из разложения

f(x) = (x− α1) . . . (x− αn). �

Главное свойство элементарных симметрических многочленов, к доказательству
которого мы приступаем, состоит в том, что любой симметрический многочлен может
быть выражен через них с помощью конечного числа операций сложения и умноже-
ния. Получим предварительно несколько вспомогательных результатов представляю-
щих также самостоятельный интерес.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 32. Говорят, что ненулевой одночлен axi11 . . . x
in
n старше одночлена

bxj11 . . . xjnn , и пишут ax
i1
1 . . . x

in
n � bxj11 . . . xjnn , если либо b = 0, либо положительна

первая ненулевая из разностей

(i1 + . . .+ in)− (j1 + . . .+ jn), i1 − j1, . . . , in − jn.

Одночлены вида axi11 . . . x
in
n и bxi11 . . . x

in
n называют подобными.

Старший одночлен из канонической записи (30) ненулевого многочлена
a(�x) ∈ R[�x] называют старшим членом многочлена a(�x) и обозначают через Ст(a(�x)).

Таким образом, согласно определению, одночлен большей степени старше одно-
члена меньшей степени. Если степени двух ненулевых одночленов равны, то старше
тот из них, у которого степень x1 больше. В случае равенства степеней переменного
x1 в этих одночленах, старше тот, у которого больше степень переменного x2, и т. д.
Очевидно, что отношение ≺ позволяет строго упорядочить все слагаемые в канони-
ческой записи многочлена a(�x) (такое упорядочение называют лексикографическим),
и поэтому определение старшего члена многочлена a(�x) корректно.

ПРИМЕР 9. В кольце R[x1, x2] справедливы соотношения

0 ≺ e ≺ x2 ≺ x1 ≺ x22 ≺ x1x2 ≺ x21 ≺ x32 ≺ x1x
2
2 ≺ x21x2 ≺ x31 ≺ . . . .

Теорема 40. Если произведение старших членов многочленов a(�x), b(�x) ∈ R[�x] не
равно нулю, то справедливо равенство

Ст(a(�x) · b(�x)) = Ст(a(�x)) · Ст(b(�x)).
� Пусть Ст(a(�x)) = axα1

1 . . . xαn
n , Ст(b(�x)) = bxβ1

1 . . . xβn
n . Выберем произвольно

ненулевые одночлены из канонических записей многочленов a(�x) и b(�x), соответ-
ственно: u(�x) = a′xr11 . . . xrnn и v(�x) = b′xs11 . . . xsnn . Ввиду равенства (31), очевидно,
достаточно показать, что если u(�x) ≺ Ст(a(�x)) или v(�x) ≺ Ст(b(�x)), то

u(�x) · v(�x) = a′b′xr1+s11 . . . xrn+snn ≺ Ст(a(�x)) · Ст(b(�x)) =
= abxα1+β1

1 . . . xαn+βn
n .

(37)

Рассмотрим последовательности

A0 =

n∑
i=1

αi −
n∑
i=1

ri, A1 = α1 − r1, . . . , An = αn − rn
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и

B0 =

n∑
i=1

βi −
n∑
i=1

si, B1 = β1 − s1, . . . , Bn = βn − sn.

Согласно сделанным предположениям, в каждой из этих последовательностей первое
ненулевое число (если оно есть) положительно и хотя бы одна из этих последова-
тельностей ненулевая. В таком случае последовательность

A0 +B0 =
n∑
i=1

(αi + βi)−
n∑
i=1

(ri + si),

A1 +B1 = (α1 + β1)− (r1 + s1), . . . , An +Bn = (αn + βn)− (rn + sn)

содержит ненулевые числа и первое из них положительно. Это в совокупности с
условием ab �= 0 и доказывает соотношение (37). �

Обратите внимание на то, что теорема 40 усиливает теорему 33.

Лемма 41. Если τ(x1, . . . , xn) — ненулевой симметрический многочлен и
Ст(τ(�x)) = uxα1

1 . . . xαn
n , то α1 � α2 � . . . � αn.

� Предположим, что αi < αi+1 для некоторого i ∈ 1, n− 1. Рассмотрим подста-

новку π =
( 1 2 . . . i i+1 . . . n
1 2 . . . i+1 i . . . n

)
. Так как π̂(τ(�x)) = τ(�x), то одночлен

π̂(Ст(τ(�x))) = uxα1
1 . . . x

αi−1

i−1 x
αi+1

i xαi

i+1x
αi+2

i+2 . . . xαn
n

входит слагаемым в каноническую запись многочлена τ(�x). Но он при условии
αi < αi+1 старше одночлена Ст(τ(�x)), что невозможно. �

Теорема 42. Если R — кольцо с единицей, то для любого многочлена
τ(�x) ∈ ΣR[x1, . . . , xn] существует такой многочлен a(�x) ∈ R[�x], что

τ(�x) =
∑

(i1,...,in)

ai1,...,inσ1(�x)
i1 . . . σn(�x)

in = a(σ1(�x), . . . , σn(�x)).

� Если τ(�x) = 0, то утверждение очевидно. Пусть τ(�x) �= 0. Обозначим
через ∂(τ(�x)) количество одночленов exi11 . . . x

in
n ∈ R[�x], которые младше, чем

Ст(τ(�x)), и будем вести доказательство индукцией по ∂(τ(�x)). Если ∂(τ(�x)) = 0, то
τ(�x) = ux01 . . . x

0
n и утверждение очевидно (a(�x) = τ(�x)).

Предположим, что m > 0 и теорема верна при условии ∂(τ(�x)) < m. Докажем
ее в случае, когда ∂(τ(�x)) = m. Пусть Ст(τ(�x)) = uxα1

1 . . . xαn
n . Тогда по лемме 41

α1 � . . . � αn. Рассмотрим многочлен

f1(�x) = σ1(�x)
α1−α2 · σ2(�x)α2−α3 · . . . · σ1(�x)αn ∈ ΣR[�x].

Применяя несколько раз теорему 40, получаем:

Ст(f1(�x)) = Ст(σ1(�x))α1−α2 · Ст(σ2(�x))α2−α3 · . . . · Ст(σ1(�x))αn =

= xα1−α2
1 · (x1x2)α2−α3 · . . . · (x1 . . . xn−1)

αn−1−αn · (x1 . . . xn)αn =

= xα1
1 . . . xαn

n .
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Тогда для многочлена τ1(�x) = τ(�x) − uf1(�x) выполняется соотношение
Ст(τ1(�x)) ≺ Ст(τ(�x)), и потому ∂(τ(�x)) < m.

По предположению индукции существует многочлен a1(�x) ∈ R[x] такой, что
τ1(�x) = a1(σ1(�x), . . . , σn(�x)). Но тогда

τ(�x) = uf1(�x) + τ1(�x) = uσ1(�x)
α1−α2 . . . σn(�x)

αn + a1(σ1(�x), . . . , σn(�x)). �

Заметим, что доказательство теоремы 42 дает практический способ выражения
симметрического многочлена τ(�x) через элементарные симметрические многочлены.

Следствие. Пусть F — поле разложения унитарного многочлена

f(x) = xn + cn−1x
n−1 + . . .+ c0 ∈ F [x]

и α1, . . . , αn — все корни f(x) в F с учетом их кратностей. Тогда если P —
подполе поля F , содержащее все коэффициенты многочлена f(x), то для любо-
го симметрического многочлена τ(�x) ∈ P [x1, . . . , xn] элемент τ(α1, . . . , αn) тоже
принадлежит подполю P .

� По теореме 42 существует многочлен a(x1, . . . , xn), для которого
τ(�x) = a(σ1(�x), . . . , σn(�x)). Тогда ввиду утверждения 34 и теоремы 39 справедли-
вы соотношения

τ(�α) = a(σ1(�α), . . . , σn(�α)) = a(−cn−1, cn−2, . . . , (−1)nc0) ∈ P. �

ЗАДАЧИ

1. Докажите, что если в кольце R нет делителей нуля, то мультипликативная
группа R[x]∗ кольца R[x] совпадает с R∗.

2. Докажите, что группа Z4[x]
∗ состоит из всех многочленов с обратимыми сво-

бодными членами и четными коэффициентами при остальных степенях x.

3. Докажите, что множество делителей нуля кольца Z4[x] состоит из всех много-
членов с четными коэффициентами.

4. Опишите обратимые элементы и делители нуля в кольце многочленов Zpn [x]
при простом p ∈ N.

5. Может ли кольцо многочленов быть полем?

6. В условиях теоремы 3 приведите пример кольца R и многочленов a(x),
b(x) ∈ R[x] таких, что при делении a(x) на b(x) с остатком справа и слева полу-
чаются разные остатки.

7. Докажите, что если в кольце R нет делителей нуля и многочлен a(x) ∈ R[x]
делится на не нулевой многочлен b(x) ∈ R[x] с остатком справа, то частное и остаток
определены однозначно. Приведите пример, когда такое деление невозможно.

8. Приведите пример, показывающий, что если R некоммутативное кольцо, то в
теореме 5 условие a(α) = 0 не равносильно условию: a(x) делится на x− α слева.



Задачи 183

9. Для любых a(x), b(x) ∈ R[x] над коммутативным кольцом R положим
a(b(x)) =

∑
i�0 aib(x)

i. Докажите равенство

a(b(x))′ = a′(b(x)) · b′(x).

10. Пусть a1(x), . . . , an(x) — ненулевой набор многочленов над полем P . Дока-
жите, что для унитарного многочлена d(x) ∈ P [x] следующие утверждения эквива-
лентны:

а) d(x) = (a1(x), . . . , an(x));
б) d(x) — общий делитель многочленов a1(x), . . . , an(x) наибольшей степени;
в) d(x) — общий делитель многочленов a1(x), . . . , an(x), имеющий вид

d(x) = u1(x)a1(x) + . . .+ un(x)an(x);
г) d(x) — многочлен наименьшей степени среди ненулевых многочленов вида

c1(x)a1(x) + . . .+ cn(x)an(x), c1(x), . . . , cn(x) ∈ P [x].
11. Пусть a0(x), a1(x) — ненулевые неассоциированные многочлены над полем

P , deg a0(x) > 0, и d(x) = (a0(x), a1(x)). Докажите, что существуют единственные
многочлены u0(x), u1(x) ∈ P [x] такие, что

u0(x)a0(x) + u1(x)a1(x) = d(x)

и deg ui(x) < deg a1−i(x) − deg d(x), для i ∈ 0, 1. (Рассмотрите сначала случай, когда
d(x) = e и поделите ui(x) с остатком на a1−i(x).)

12. Покажите, что если многочлены a(x), b(x) ∈ P [x] взаимно просты, то для
любого многочлена c(x) ∈ P [x] многочлены a(c(x)) и b(c(x)) также взаимно просты.

13. Докажите, что если многочлен f(x) ∈ P [x] взаимно прост со своей производ-
ной, то кратность каждого его неприводимого делителя в каноническом разложении
над P равна единице.

14. Составьте таблицы неприводимых многочленов второй степени над полями Z2,
Z3, Z5, третьей степени над полями Z2, Z3, четвертой и пятой степеней над полем
Z2.

15. Пусть f(x), g(x) — многочлены над полем P , F — расширение поля P и
dP (x), dF (x) — унитарные наибольшие общие делители многочленов f(x) и g(x)
соответственно в P [x] и F [x]. Докажите, что dP (x) = dF (x).

16. Докажите, что если F — поле разложения многочлена f(x) ∈ P [x] над полем
P , то f(x) не имеет кратных корней в F тогда и только тогда, когда (f(x), f ′(x)) = e.

17. Пусть a(x) ∈ Z[x] — многочлен степени n > 0 и для каждого k ∈ 1, n− 1
существует простое p ∈ N такое, что p � an и rp(a(x)) не имеет в Zp[x] делителей
степени k. Докажите, что a(x) неприводим над Q.

18. Докажите, что если a(x) ∈ P [x] — приводимый многочлен и b(x) ∈ P [x]\P , то
многочлен a(b(x)) приводим, а если deg b(x) = 1, то верно и обратное утверждение.

19. Докажите, что для любого простого p ∈ N многочлен xp−1 + . . . + x + 1 над
полем Q неприводим (сделайте замену x = y+1 и используйте признак Эйзенштейна).
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20. Докажите, что для любого простого p ∈ N и любого натурального k многочлен
xp

k−1(p−1) + xp
k−1(p−2) + . . . + xp

k−1

+ 1 ∈ Q[x] неприводим, а его корнями в поле C

являются в точности все примитивные корни степени pk из единицы.

21. Пусть P — поле из q элементов. Докажите, что многочлен xq−1 задает на P
функцию, равную e во всех ненулевых точках. (Указание: пусть P ∗ = {α1, . . . , αq−1}
и α ∈ P ∗. Сравните произведения α1 . . . αq−1 и (αα1) . . . (ααq−1).)

22. В условиях предыдущей задачи докажите, что любая функция ϕ : Pn → P
представляется многочленом

a(x1, . . . , xn) =
∑

(c1,...,cn)∈Pn

ϕ(c1, . . . , cn) · (e− (x1 − c1)
q−1) · . . . · (e− (xn − cn)

q−1).

23. Докажите, что если P — поле порядка q, то все его элементы — корни
многочлена xq − x ∈ P [x].

24. Докажите, что если P — поле из q элементов и многочлен f(x) = f0 + f1x+
+ . . . + fq−1x

q−1 ∈ P [x] задает на P подстановку, то fq−1 = 0. (Покажите, что для
любого k ∈ 1, q − 2 верно равенство

∑
α∈P α

k = 0, и просуммируйте все значения
подстановки f(x).)

25. Опишите все многочлены, задающие подстановки на поле Z3.

26. Найдите многочлен степени большей, чем 1, задающий подстановку на по-
ле Z5.

27. Выразите через элементарные симметрические многочлены следующие сим-
метрические многочлены из P [x1, x2, x3]:

a) x21 + x21 + x23;
б) x31 + x31 + x33;
в) x21x2 + x21x3 + x1x

2
2 + x22x3 + x1x

2
3 + x2x

2
3;

г) x41 + x42 + x43.

28. Пусть f(x) ∈ P [x], F — поле разложения многочлена f(x) над полем P и
α1, . . . , αn ∈ F — все корни f(x) с учетом их кратностей. Дискриминантом много-
члена f(x) называют следующий элемент поля F :

∆(f) =
∏

1�i<j�n
(αi − αj)

2.

Докажите, что ∆(f) ∈ P и ∆(f) не зависит от выбора поля F .

29. Найдите дискриминанты многочленов x2 + bx + c и x3 + bx + c над данным
полем P .



Глава 10

ГРУППОИДЫ И ПОЛУГРУППЫ

Основными понятиями, связанными с изучением алгебр, являются понятия под-
алгебры, гомоморфизма алгебр, конгруэнции на алгебре, факторалгебры, системы об-
разующих алгебры. Все эти понятия можно определить для произвольной универсаль-
ной алгебры, т. е. для множества с любым набором операций. Однако ради простоты
изложения и восприятия, мы в данной главе введем указанные понятия для алгебр
с одной бинарной операцией, т. е. для группоидов. При этом в общих рассуждениях
будет использоваться в основном мультипликативная терминология.

Заметим, что в неассоциативных группоидах при записи произведения более двух
элементов необходимо расставлять все скобки, определяющие порядок выполнения
операций. Это обстоятельство в некоторых случаях значительно усложняет изложе-
ние. В связи с этим, мы будем особое внимание уделять ассоциативным группоидам,
т. е. полугруппам (в которых произведение любого набора элементов можно записы-
вать без скобок).

§ 1. ПОДГРУППОИДЫ И ПОДПОЛУГРУППЫ

Напомним (см. определение 5 главы 3), что подгруппоидом группоида G = (G; ·)
называется любое его непустое подмножество G1, замкнутое относительно операции ·
и рассматриваемое как множество с этой операцией.

В частности, подгруппоидом любого группоида является сам этот группоид. Если
группоид содержит нейтральный элемент, то последний один образует подгруппоид.
Приведем и менее тривиальные примеры подгруппоидов.

ПРИМЕР 1. Подгруппоидами группоида (N0; ·) будут его подмножества
ptN = {ptn : n ∈ N}, ptN0 = {ptn : n ∈ N0},

где p — простое число, t ∈ N.

Если G1 — подгруппоид в G и G — полугруппа, то G1 — также полугруппа. Ее
называют подполугруппой полугруппы G. Заметим, что подгруппоид G1 группоида G
может быть ассоциативным и в том случае, когда G неассоциативен. В связи с этим
имеет смысл

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Подгруппоид G1 группоида G, являющийся полугруппой, называет-
ся подполугруппой группоида G.
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Утверждение 1. Если {Gi : i ∈ I} — семейство подгруппоидов группоида G и
H =

⋂
i∈I

Gi, то либо H = ∅, либо H — подгруппоид группоида G.

� Достаточно доказать, что если H �= ∅, то H замкнуто относительно операции ·
в G. Пусть h1, h2 ∈ H , т. е. h1, h2 ∈ Gi для всех i ∈ I. Так как Gi — подгруппоиды в
G, то h1h2 ∈ Gi при всех i ∈ I, и потому h1h2 ∈ H . Следовательно, H — подгруппоид
группоида G. �

Заметим, что каждый из вариантов (H = ∅ и H — подгруппоид) для множества
H из утверждения 1 возможен.

ПРИМЕР 2. Для подгруппоидов полугруппы (N0; ·) примера 1 имеем:
p2N ∩ p3N = p6N — подгруппоид,
pN ∩ qN = ∅ при различных простых p и q.

Используя операцию пересечения подгруппоидов, укажем один из широко исполь-
зуемых в алгебре способов задания группоидов и, в частности, полугрупп.

Пусть G — группоид и ∅ �= M ⊂ G. Если подмножество M не является группои-
дом, то естественно поставить задачу о наиболее экономном пополненииM элемента-
ми из G до группоида. Для этого необходимо добавить к M все элементы из G вида
ab, если a, b ∈M и ab /∈ M . Затем то же самое проделать с полученным множеством
и т. д. до тех пор, пока не получится замкнутое, относительно операции · множе-
ство. Оно и будет искомым подгруппоидом. Формально и более строго этот группоид
определяется следующим образом.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Подгруппоидом группоида G, порожденным непустым подмноже-
ством M ⊂ G, называется подгруппоид [M〉, являющийся пересечением всех под-
группоидов из G, содержащих M . При этом множество M называется системой
образующих группоида [M〉 (и самого группоида G в случае [M〉 = G).

Если обозначить через {Gi : i ∈ I} семейство всех группоидов из G, содержащих
множество M , то можно будет записать

[M〉 =
⋂
i∈I

Gi. (1)

Из утверждения 1 следует, что определение 2 корректно. Следующее утверждение
дает описание элементов из [M〉.
Утверждение 2. Подгруппоид [M〉 группоида G совпадает с множеством H всех
элементов группоида G, которые или содержатся в M или представляются в
виде произведений элементов из M .

� Из определения множества H видно, что H — подгруппоид из G, содержащий
множество M . Тогда из (1) получаем: [M〉 ⊂ H . С другой стороны, каждый подгруп-
поид Gi из (1) содержит M и, будучи замкнутым относительно умножения, содержит
H . Следовательно, H ⊂ [M〉. В итоге имеем: H = [M〉. �

В случае когда группоид G является полугруппой, произведения элементов запи-
сываются сравнительно просто, и мы из утверждения 1 получаем
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Следствие. Если (G; ·) — полугруппа и ∅ �= M ⊂ G, то ее подполугруппа, порож-
денная множеством M , состоит из всех элементов, представимых в виде

m1 · . . . ·mk,

где k ∈ N, а m1, . . . ,mk — произвольные, не обязательно различные, элементы
из M .

ПРИМЕР 3. Пользуясь следствием, нетрудно проверить, что в полугруппе (N0; ·) из
примера 1 ее подполугруппы ptN, ptN0 порождаются соответственно множествами
{pt}, {1, pt}. Сама полугруппа (N0; ·) в силу основной теоремы арифметики (см. тео-
рему 14 главы 4) порождается множеством Π∪{1}, где Π — множество всех простых
чисел.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Группоид G называется конечно порожденным, если он имеет ко-
нечную систему образующих, и циклическим, если порождается некоторым одним
элементом.

ПРИМЕР 4. Из примера 3 видно, что полугруппы ptN, ptN0 конечно порождены. Полу-
группа же (N0; ·) не является конечно порожденной. Докажите это в качестве упраж-
нения, пользуясь теоремой Евклида о бесконечности множества простых чисел (см.
теорему 15 главы 4).

Для систем образующих конечно порожденных группоидов справедливо

Утверждение 3. Если группоид G конечно порожден, то в любой его бесконечной
системе образующих содержится некоторая его конечная система образующих.

� По условию G = [R〉 для некоторого конечного множества R. Пусть также
G = [M〉, где |M | = ∞. Из утверждения 2 следует, что каждый элемент из R или
принадлежит M или представляется в виде произведения конечного числа элементов
из M . Зафиксируем по одному такому представлению для каждого элемента R \M
и обозначим через M1 объединение множества всех входящих в эти представления
элементов и множества R ∩M . Так как |R| < ∞, то |M1| < ∞. По определению 2
[M1〉 ⊂ G. С другой стороны, R ⊂ [M1〉, и потому [R〉 ⊂ [M1〉, т. е. G ⊂ [M1〉.
Следовательно, G = [M1〉. �

§ 2. ГОМОМОРФИЗМЫ ГРУППОИДОВ

В § 4 главы 3 было определено понятие изоморфизма группоида (G; ·) на группоид
(H ; ◦) как биективного отображения ϕ : G→ H, удовлетворяющего условию

∀ a, b ∈ G : ϕ(ab) = ϕ(a) ◦ ϕ(b). (2)

Естественным обобщением понятия изоморфизма является понятие гомоморфизма
группоидов.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Гомоморфизмом группоида (G; ·) в группоид (H ; ◦) называется лю-
бое отображение ϕ : G → H , удовлетворяющее условию (2). При этом множество
ϕ(G) ⊂ H называется гомоморфным образом группоида G.

В том случае, когда отображение ϕ сюръективно или инъективно, гомоморфизм ϕ
называют соответственно эпиморфизмом или мономорфизмом (мономорфизм G в H
называют также изоморфным вложением G в H).

Если ϕ — гомоморфизм группоидов с одинаково обозначенной операцией, то гово-
рят также, что ϕ — гомоморфизм относительно этой операции.

При гомоморфизме группоида (в отличие от изоморфизма) сохраняются не все
свойства операций, однако некоторые из них сохраняются. Об этом свидетельствует

Теорема 4. Пусть ϕ — гомоморфизм группоида (G; ·) в группоид (H ; ◦). Тогда мно-
жество ϕ(G) замкнуто относительно операции ◦ в H, т. е. является группоидом.
Если при этом группоид G является полугруппой, коммутативной полугруппой,
полугруппой с единицей, группой, то соответственно таким же является и его
гомоморфный образ (ϕ(G); ◦). Кроме того, при гомоморфизме ϕ единица груп-
поида G (если существует) переходит в единицу группоида ϕ(G) и обратный
элемент для a (если он существует) переходит в обратный элемент для ϕ(a),
т. е. ϕ(a−1) = ϕ(a)−1.

� Из определения образа ϕ(G) множества G имеем:

∀ b1, b2 ∈ ϕ(G), ∃ a1, a2 ∈ G : ϕ(a1) = b1, ϕ(a2) = b2.

Отсюда и из условия (2) для ϕ получаем:

ϕ(a1a2) = ϕ(a1) ◦ ϕ(a2) = b1 ◦ b2.

Следовательно, b1 ◦ b2 ∈ ϕ(G), т. е. ϕ(G) замкнуто относительно операции ◦ . Осталь-
ные утверждения теоремы 4 доказываются точно так же, как соответствующие утвер-
ждения теоремы 13 главы 3 об изоморфизме ϕ, поскольку при доказательстве послед-
них условие инъективности отображения ϕ не использовалось. �

Приведем ряд примеров гомоморфизмов полугрупп.

ПРИМЕР 5. Рассмотрим отображение ϕ : Z→ Z/m, при котором ∀ r ∈ Z : ϕ(r) = [r]m.
Из определения операций в Z/m:

[r1]m + [r2]m = [r1 + r2]m, [r1]m · [r2]m = [r1r2]m

видно, что ϕ есть гомоморфизм полугрупп (Z; +) и (Z; ·) на полугруппы соответствен-
но (Z/m; +), (Z/m; ·). Действительно, если ∗ — любая из операций +, · , то

ϕ(r1 ∗ r2) = [r1 ∗ r2]m = [r1]m ∗ [r2]m = ϕ(r1) ∗ ϕ(r2).

Очевидно, что этот гомоморфизм является эпиморфизмом.
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ПРИМЕР 6. Пусть P — поле. Отображение ϕr : P [x] → P , определенное при любом
фиксированном r ∈ P формулой

∀ a(x) ∈ P [x] : ϕr(a(x)) = a(r),

является гомоморфизмом относительно операций + и · . Это следует из леммы 4
главы 9. Так как

a(r) = b(r) ⇔ c(r) = 0 для c(x) = a(x) − b(x),

то ϕr — не мономорфизм.

ПРИМЕР 7. Известное свойство определителей квадратных матриц над коммутатив-
ным кольцом R: |AB| = |A|·|B| свидетельствует о том, что отображение ϕ : Rn,n → R,
при котором ϕ(A) = |A|, есть гомоморфизм полугруппы (Rn,n; ·) в полугруппу (R; ·).
Здесь в случае n > 1 видно, что при гомоморфизме ϕ некоммутативная полугруппа
может переходить в коммутативную.

Обратим особое внимание на примеры 5–6, в которых рассматриваемые отобра-
жения являются гомоморфизмами относительно двух операций. В такой ситуации
представляется интересным вопрос о сохранении при гомоморфизме ϕ тех свойств,
которые связывают разные операции, например, свойства дистрибутивности одной
операции, относительно другой. На этот вопрос отвечает

Утверждение 5. Пусть (G; ∗, ◦), (H ; ∗, ◦) — алгебры с двумя бинарными операция-
ми и отображение ϕ : G → H является эпиморфизмом относительно каждой из
операций ∗, ◦. Тогда из правой (левой) дистрибутивности операции ∗ относитель-
но ◦ в алгебре G следует выполнение соответствующего свойства в алгебре H.

� Доказывается этот факт точно так же, как и в теореме 16 главы 3 для изомор-
физма ϕ. �

Из теоремы 4 и утверждения 5 получаем

Следствие. Пусть (G; +, ·), (H ; +, ·) — алгебры с двумя бинарными операциями и
отображение ϕ : G → H есть эпиморфизм относительно каждой из указанных
операций. Тогда, если (G; +, ·) — кольцо, коммутативное кольцо, кольцо с едини-
цей или поле, то соответственно то же самое верно и для алгебры (H ; +, ·).

§ 3. КОНГРУЭНЦИИ НА ГРУППОИДАХ
И ФАКТОРГРУППОИДЫ

Из результатов предыдущего параграфа видно, что сохранение определенных
свойств операций при гомоморфизме алгебр позволяет использовать гомоморфизмы
для сведения изучения одних алгебр к изучению других алгебр. Кроме того, гомо-
морфизмы используются и для построения алгебр. Так, например, имея некоторую
полугруппу, мы можем строить новые полугруппы — гомоморфные образы исход-
ной. Все это делает актуальной задачу описания всех гомоморфных образов заданной
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алгебры, в частности, полугруппы. Для решения этой задачи в классе группоидов
введем понятие конгруэнции на группоиде.

В § 1 главы 2 было показано, что любое отношение эквивалентности ρ на про-
извольном множестве G индуцирует разбиение множества G на непересекающиеся
классы эквивалентности, т. е. на классы вида

[a]ρ = {x ∈ G : x ρ a}.
Множество всех этих классов называют фактормножеством множества G по от-
ношению ρ и обозначают через G/ρ. Переход от множества G к множеству G/ρ
называют факторизацией множества G. В данном параграфе нас будет интересовать
случай, когда факторизуемое множество является группоидом. В этом случае по опе-
рации на G можно попытаться определить операцию на фактормножестве G/ρ. Самый
естественный путь определения операции над классами заключается в сведении ее
к имеющейся операции над представителями классов. Именно так ранее мы опреде-
ляли операции над классами Z/m. Если следовать этой идее, то надо положить по
определению

∀ [a]ρ, [b]ρ ∈ G/ρ : [a]ρ · [b]ρ = [a · b]ρ. (3)

Однако, такое определение будет некорректно, если результат операции над классами
[a]ρ, [b]ρ окажется зависящим от выбора представителей a, b. Легко видеть, что опре-
деление корректно в том и только в том случае, когда отношение ρ удовлетворяет
условию

∀ a, b, a1, b1 ∈ G : ((a ρ a1)& (b ρ b1) ⇒ (ab) ρ (a1b1)). (4)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Отношение эквивалентности ρ на группоиде (G; ·), удовлетворяю-
щее условию (4), называется согласованным с операцией в G, или конгруэнцией на
группоиде G.

Если ρ — конгруэнция на группоиде G, то определение операции на классах
эквивалентности с помощью формулы (3) корректно, и потому корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Фактормножество G/ρ группоида G по конгруэнции ρ с операцией,
определенной формулой (3), называется факторгруппоидом группоида G по конгру-
энции ρ. При этом об операции на G/ρ говорят, что она индуцирована операцией
на G.

Утверждение 6. Если ρ — конгруэнция на группоиде (G; ·), то отображение
ϕρ : G→ G/ρ, при котором

∀ a ∈ G : ϕρ(a) = [a]ρ,

является эпиморфизмом (G; ·) на (G/ρ; ·).
� Отображение ϕρ сюръективно, поскольку в класс [a]ρ отображается элемент

a ∈ G (и все остальные элементы класса [a]ρ). Кроме того, из определений отображе-
ния ϕρ и операции на G/ρ имеем:

∀ a, b ∈ G : ϕρ(ab) = [ab]ρ = [a]ρ · [b]ρ = ϕ(a) · ϕ(b).
Следовательно, ϕρ — эпиморфизм. �
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Отображение ϕρ, определенное в утверждении 6, обычно называют естествен-
ным, или каноническим гомоморфизмом группоида (G; ·) на факторгруппоид
(G/ρ; ·).

Из утверждения 6 и теоремы 4 получаем

Следствие. Если G — полугруппа, коммутативная полугруппа, полугруппа с еди-
ницей, группа, а ρ — конгруэнция на G, то факторполугруппа G/ρ является
соответственно полугруппой, коммутативной полугруппой, полугруппой с еди-
ницей, группой.

Таким образом, по конгруэнции ρ на группоиде G можно построить новый груп-
поид G/ρ, который наследует многие свойства группоида G.

Заметим, что на каждом группоиде G имеются две тривиальные конгруэнции, а
именно, отношение равенства ρ1:

∀ a, b ∈ G : (a ρ1 b ⇔ a = b)

и так называемое универсальное бинарное отношение ρ0:

∀ a, b ∈ G : (a ρ0 b).

Очевидно, что при любом a ∈ G класс [a]ρ1 содержит единственный элемент a, а
класс [a]ρ0 — все элементы из G. Отсюда и из утверждения 6 следует, что группоид
G/ρ1 изоморфен G, а группоид G/ρ0 одноэлементный.

Приведем примеры нетривиальных конгруэнций на полугруппах.

ПРИМЕР 8. Отношение сравнимости целых чисел по модулю m является конгруэнци-
ей на каждой из полугрупп (Z; +), (Z; ·). Свойство (4) для этих конгруэнций (озна-
чающее, что сравнения можно почленно складывать и перемножать) доказано ранее,
см. теорему 2 главы 5. Соответствующими факторполугруппами являются (Z/m; +)
и (Z/m; ·).
ПРИМЕР 9. Рассмотрим отношения σ1 на множестве комплексных чисел C и σ2 на
множестве C

∗ = C \ {0}, определенные формулами
∀ a, b ∈ C : (a σ1 b ⇔ |a| = |b|),
∀ a, b ∈ C

∗ : (a σ2 b ⇔ arg a = arg b).

Из свойств умножения комплексных чисел в тригонометрической форме легко сле-
дует, что σ1, σ2 — конгруэнции соответственно на полугруппах (C; ·) и (C∗; ·) (про-
верьте). Геометрически, при изображении комплексных чисел точками плоскости с
прямоугольной системой координат, элементы факторполугрупп (C/σ1; ·) и (C∗/σ2; ·)
изображаются соответственно концентрическими кругами с центром в начале коор-
динат O и лучами, выходящими из точки O (без самой точки O).

По утверждению 6 факторполугруппа G/ρ полугруппы G по конгруэнции ρ явля-
ется гомоморфным образом полугруппы G. Естественно, возникает вопрос: не исчер-
пываются ли все гомоморфные образы любого группоида его факторгруппоидами по
конгруэнциям? Положительный ответ на этот вопрос дает
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Теорема 7 (об эпиморфизме группоидов). Пусть ϕ — эпиморфизм группоида
(G; ·) на группоид (H ; ·). Тогда

(а) отношение ρ на G, определенное формулой

∀ a, b ∈ G : (a ρ b ⇔ ϕ(a) = ϕ(b)), (5)

является конгруэнцией на группоиде G;
(б) группоиды H и G/ρ изоморфны, причем существует единственный изомор-

физм τ : G/ρ→ H, удовлетворяющий условию

ϕ = ϕρ · τ. (6)

ЗАМЕЧАНИЕ. Для наглядности гомоморфизмы ϕ, ϕρ, τ представляют диаграммой

G H

G/ρ

�

�
�
�
�� �

�
�
��

ϕ

ϕρ τ
(7)

и вместо слов «выполняется равенство (6)» говорят: «Диаграмма (7) коммутативна».

� (а) Из (5) следует, что отношение ρ рефлексивно, симметрично и транзитив-
но, т. е. является отношением эквивалентности на G. Проверим для ρ свойство (4).
Используя определение ρ и тот факт, что ϕ — гомоморфизм, получим (для любых
a, b, a1, b1 ∈ G):

a ρ a1, b ρ b1 ⇒ (ϕ(a) = ϕ(a1), ϕ(b) = ϕ(b1)) ⇒
⇒ (ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(a1)ϕ(b1)) ⇒ (ϕ(ab) = ϕ(a1b1)) ⇒ (ab) ρ (a1b1).

Следовательно, ρ — конгруэнция.
(б) Определим отображение τ : G/ρ→ H, положив

∀ [a]ρ ∈ G/ρ : τ([a]ρ) = ϕ(a).

Это определение корректно, т. е. образ класса [a]ρ не зависит от выбора представителя
a, поскольку для любого a1 ∈ G имеем:

[a1]ρ = [a]ρ ⇔ a1 ρ a ⇔ ϕ(a1) = ϕ(a) ⇔ τ([a1]ρ) = τ([a]ρ).

Отсюда следует также, что отображение τ инъективно. Сюръективность τ следует из
сюръективности отображения ϕ. Следовательно, τ — биекция. Наконец, τ — гомо-
морфизм, поскольку для любых элементов [a]ρ, [b]ρ ∈ G/ρ верны равенства

τ([a]ρ · [b]ρ) = τ([ab]ρ) = ϕ(ab) = ϕ(a) · ϕ(b) = τ([a]ρ) · τ([b]ρ).
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Итак, τ — гомоморфизм. Проверим условие (6). По определению естественного гомо-
морфизма ϕρ и изоморфизма τ для любого a ∈ G имеем:

(ϕρτ)(a) = τ(ϕρ(a)) = τ([a]ρ) = ϕ(a), т. е. ϕρτ = ϕ.

Докажем единственность τ . Пусть наряду с τ существует изоморфизм τ1 : G/ρ→ H,
удовлетворяющий условию ϕρτ1 = ϕ. Тогда для любого элемента [a]ρ ∈ G/ρ имеем:

τ([a]ρ) = ϕ(a) = (ϕρτ1)(a) = τ1(ϕρ(a)) = τ1([a]ρ).

Следовательно, τ1 = τ . �

ЗАМЕЧАНИЕ. Заменив в доказательстве теоремы 7 всюду слово группоид словом полу-
группа, мы получим утверждение, называемое теоремой об эпиморфизме полугрупп.
Ее доказательство полностью совпадает с доказательством теоремы 7, т. е. она явля-
ется частным случаем теоремы 7.

Теорема 7 и утверждение 6 сводят задачу описания всех гомоморфных образов
группоида G к нахождению всех конгруэнций на G. Последняя задача, будучи в об-
щем случае сложной, имеет принципиальное преимущество перед первой, поскольку
для ее решения нужно использовать лишь сам группоид G, а не искать его гомо-
морфные образы в классе всех группоидов.

ПРИМЕР 10. Найти все конгруэнции на полугруппе (N0; +).
Пусть ρ — любая нетривиальная конгруэнция на полугруппе (N0; +). Опишем

классы [a]ρ. Пусть k — наименьшее число из N0, удовлетворяющее условию |[k]ρ| > 1,
d — минимальная положительная разность чисел из [k]ρ и a, a + d ∈ [k]ρ. Тогда
из соотношений a ρ (a + d), k ρ a, используя свойства конгруэнции, легко получить
последовательно соотношения

a ρ (a+ dt), (k + dt) ρ (a+ dt), k ρ (k + dt)

для любого t ∈ N0. Отсюда, с учетом условий выбора чисел k, d, получаем равенство:
[k]ρ = {k+dt : t ∈ N0}, т. е. [k]ρ — класс неотрицательных вычетов по модулю d, боль-
ших или равных k. В связи с этим, обозначим класс [k]ρ через [k]′d. Теперь, используя
импликацию a ρ b ⇒ (a+1) ρ (b+1), найдем и остальные неодноэлементные классы:
[k + 1]′d, . . . , [k + d− 1]′d. Таким образом, классы эквивалентности по конгруэнции ρ
исчерпываются классами

{0}, {1}, . . . , {k − 1}, [k]′d, . . . , [k + d− 1]′d

и полностью определяются парой чисел k, d, где k ∈ N0, d ∈ N. Перебирая все такие
пары (k, d), мы получим все конгруэнции полугруппы (N0; +), а в силу теоремы 7 и
все ее гомоморфные образы.

Отметим еще, что теорема об эпиморфизме группоидов может быть использована
для установления изоморфизма различных группоидов и для построения изоморфных
образов группоидов.
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ПРИМЕР 11. По теореме 36 главы 9 множество Q[π] значений всех многочленов из
Q[x] при x = π = 3, 14 . . . является кольцом относительно операций сложения и
умножения в R. Следовательно, имеет смысл говорить о полугруппах (Q[π]; +) и
(Q[π]; ·). Попытаемся заменить их изоморфными и более знакомыми полугруппами.

С этой целью рассмотрим отображение ϕπ : Q[x]→ Q[π], определенное формулой

∀ a(x) ∈ Q[x] : ϕπ(a(x)) = a(π).

Отображение ϕπ сюръективно и, как следует из леммы 4 главы 9, является гомомор-
физмом относительно операций сложения и умножения. Значит, по теореме 7 суще-
ствуют такие конгруэнции ρ1, ρ2 соответственно на полугруппах (Q[x]; +) и (Q[x]; ·),
что

(Q[x]; +)/ρ1 ∼= (Q[π]; +), (Q[x]; ·)/ρ2 ∼= (Q[π]; ·).
Из формулировки теоремы 7 видно, что конгруэнции ρ1, ρ2 не зависят от операций,

а однозначно определяются отображением ϕπ. Следовательно, ρ1 = ρ2 = ρ, где ρ
определено условием

∀ a(x), b(x) ∈ Q[x] : a(x) ρ b(x) ⇔ a(π) = b(π).

Заметим, что
a(π) = b(π) ⇔ a(π)− b(π) = 0 ⇔ c(π) = 0,

где c(x) = a(x)−b(x). Теперь воспользуемся известным в математике фактом о транс-
цендентности числа π, т. е. об отсутствии ненулевого многочлена из Q[x] с корнем π.
В итоге получим:

∀ a(x), b(x) ∈ Q[x] : a(x) ρ b(x) ⇔ a(x) = b(x),

т. е. ρ — отношение равенства. Отсюда и из теоремы 7 легко следует, что отображение
ϕπ является изоморфизмом относительно обеих операций +, · . Следовательно, ϕπ
есть изоморфизм кольца (Q[x]; +, ·) на кольцо (Q[π]; +, ·).

§ 4. ПОЛУГРУППЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Полугруппой преобразований множества Ω называется любая под-
полугруппа полугруппы Π(Ω) всех преобразований множества Ω относительно опера-
ции умножения преобразований.

Особая роль полугрупп преобразований в теории полугрупп связана с наличием
следующего утверждения.

Теорема 8. Любая полугруппа (G; ·) изоморфна некоторой полугруппе преобразо-
ваний подходящего множества Ω.

� Доказательство разбивается на два случая.
1. Полугруппа G имеет единицу e. Тогда возьмем в качестве Ω саму полугруппу

G и определим отображение ϕ : G → Π(G), положив для g ∈ G: ϕ(g) = ĝ, где ĝ —
преобразование множества G, определяемое формулой

∀x ∈ G : ĝ(x) = x · g. (8)
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Отображение ϕ инъективно, поскольку для любых g1, g2 ∈ G

g1 �= g2 ⇒ e · g1 �= e · g2 ⇒ ĝ1(e) �= ĝ2(e) ⇒ ĝ1 �= ĝ2.

Докажем, что

∀ g1, g2 ∈ G : ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2), т. е. ∀ g1, g2 ∈ G : ĝ1g2 = ĝ1 · ĝ2.

Последнее утверждение доказывается следующей цепочкой очевидных равенств:

ĝ1g2(x) = x · (g1g2) = (xg1)g2 = ĝ1(x) · g2 = ĝ2(ĝ1(x)) = ĝ1ĝ2(x).

Получим, что ϕ — мономорфизм, и потому полугруппа G изоморфна подполугруппе
ϕ(G) < Π(G).

2. G — полугруппа без единицы. Тогда добавим к G новый элемент e и доопреде-
лим операцию умножения на множестве G1 = G ∪ {e}, положив

∀ g ∈ G : eg = ge = g и e · e = e.

В итоге получим полугруппу G1 с единицей e. Взяв ее в качестве множества Ω, мы
точно так же, как и в случае 1, построим мономорфизм ϕ1 : G→ Π(G1). �

В приложениях особый интерес представляют полугруппы преобразований конеч-
ных множеств. Поэтому далее мы ограничимся этим случаем. Заметим еще, что если
множества Ω1, Ω2 равномощны, то полугруппы Π(Ω1), Π(Ω2) изоморфны. (Доказа-
тельство этого факта сходно с доказательством утверждения 15 главы 3, проведите
его в качестве упражнения.) В связи с этим можно ограничиться изучением лишь
полугруппы Π(Ω) при Ω = 1, n.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Полугруппа всех преобразований множества 1, n называется сим-
метрической полугруппой преобразований степени n. Обозначим ее через Πn.

Заметим, что порядок полугруппы Πn равен nn, она некоммутативна при всех
n > 1 (см. теорему 5 главы 3) и содержит в качестве подполугруппы симметрическую
группу подстановок Sn. Любое преобразование g ∈ Πn, как и подстановку из Sn,
можно записать таблицей:

g =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
,

где is = g(s) для s ∈ 1, n. Однако здесь, в отличие от подстановок, в нижней строке
таблицы некоторые элементы из 1, n могут повторяться несколько раз, а некоторых
может и не быть совсем. В связи с этим для преобразований из Πn можно ввести
следующие параметры.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Для преобразования g ∈ Πn параметры |g(1, n)| и n− |g(1, n)| назы-
ваются соответственно рангом и дефектом преобразования g и обозначаются через
rang(g) и def(g).
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Очевидно, что ранги преобразований из Πn могут принимать значения от 1 до
n, а дефекты — значения от 0 до n − 1. В частности, подстановки из Πn — это
преобразования ранга n и дефекта 0.

Непосредственно из определения произведения преобразований (см. § 2 главы 1)
следует

Утверждение 9. Для любых преобразований g1, g2 ∈ Πn

rang(g1g2) � min{rang(g1), rang(g2)}, (9)

и соотношение (9) является равенством, если g1 ∈ Sn или g2 ∈ Sn.
Следствие 1. Для любого k ∈ 1, n множество

Π(k)
n = {g ∈ Πn : rang(g) � k}

является подполугруппой полугруппы Πn, и все такие подполугруппы образуют
цепочку:

Π(1)
n ⊂ Π(2)

n ⊂ . . . ⊂ Π(n)
n = Πn.

Следствие 2. Если M есть система образующих элементов полугруппы Πn, то
множество M ′ всех подстановок из M порождает ее подполугруппу Sn.

Таким образом, по следствию 2 любая система образующих полугруппы Πn содер-
жит систему образующих группы Sn. В связи с этим естественно возникает вопрос:
какие преобразования следует добавить к Sn, чтобы получить систему образующих
полугруппы Πn? На этот вопрос отвечает

Теорема 10. Множество A = M ∪ Sn из Πn тогда и только тогда порождает
полугруппу Πn, когда M содержит хотя бы одно преобразование ранга n− 1.

� Если в A нет преобразований ранга n−1, то в любом произведении g1 . . . gm = g
преобразований gi ∈ A, i ∈ 1,m, или все сомножители — подстановки или есть сомно-
житель ранга r < n−1. В первом случае g — подстановка, во втором — rang(g) < n−1.
Следовательно, в полугруппе [A〉 нет преобразований ранга n−1, и потому [A〉 �= Πn.

Обратно, пусть g0 ∈ A и rang(g0) = n − 1. Докажем, что [A〉 = Πn. Для этого
достаточно доказать импликацию

g ∈ Πn ⇒ g ∈ [A〉. (10)

Докажем ее индукцией по def(g). Если def(g) = 0, то g ∈ Sn, и утверждение (10)
очевидно. Предположим, что оно верно для любого g ∈ Πn при условии def(g) < k, где
k ∈ 1, n− 1, и рассмотрим случай, когда def(g) = k. Так как k > 0, то существуют
такие s, t, j ∈ 1, n, что s �= t, g(s) = g(t), j /∈ g(1, n). Возьмем из Πn следующее
преобразование g′:

g′(x) = g(x), если x �= t, и g′(t) = j. (11)

Так как def(g′) = def(g)− 1 = k− 1, то по предположению индукции g′ ∈ [A〉. Теперь
найдем такое g′′ ∈ [A〉, что g′′g′ = g. Для этого воспользуемся содержащимися в A
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подстановками из Sn и преобразованием g0. Так как rang(g0) = n− 1, то существуют
такие u, v ∈ 1, n, что u �= v и g0(u) = g0(v). Домножив g0 слева на подстановку h1
со свойством h1(s) = u, h1(t) = v, получим преобразование g1 = h1g0 такое, что
g1(s) = g1(t). Кроме того, по утверждению 11 rang(g1) = n− 1, и потому существует
лишь один элемент r ∈ 1, n \ g1(1, n). Следовательно, преобразование

h2 =

(
g1(1) g1(2) . . . g1(s) . . . g1(t−1) r g1(t+1) . . . g1(n)
1 2 . . . s . . . t− 1 t t+ 1 . . . n

)

является подстановкой из Sn, и для g′′ = g1h2 имеем:

g′′(x) = x, если x �= t, и g′′(t) = s. (12)

Теперь из (12) и (11) находим: (g′′g′)(x) = g(x) для любого x ∈ 1, n, т. е. g′′g′ = g,
или, подробнее, h1g0h2g′ = g. Так как h1, g0, h2, g

′ ∈ [A〉 и [A〉 — полугруппа, то
g ∈ [A〉. �

§ 5. ПОЛУГРУППЫ БИНАРНЫХ ОТНОШЕНИЙ

Рассмотрим множество B(Ω) всех бинарных отношений на фиксированном мно-
жестве Ω. В § 1 главы 3 была определена операция умножения бинарных отноше-
ний ρ1ρ2:

∀ a, b ∈ Ω : (a (ρ1ρ2) b ⇔ ∃ c ∈ Ω : a ρ1 c, c ρ2 b),

и показано, что эта операция ассоциативна. Следовательно, (B(Ω); ·) — полугруппа.
Очевидно, что эта полугруппа конечна (и имеет порядок 2|Ω|2), если |Ω| < ∞, и
бесконечна в противном случае. В полугруппе B(Ω) есть единичный элемент, им
является отношение равенства (проверьте).

Укажем на связь полугруппы B(Ω) с рассмотренной в § 4 полугруппой Π(Ω).

Утверждение 11. Полугруппа (Π(Ω); ·) всех преобразований множества Ω изо-
морфно вложима в полугруппу (B(Ω); ·).

� Зададим отображение ϕ : Π(Ω) → B(Ω), сопоставив каждому преобразованию
g ∈ Π(Ω) отношение ρg, определенное следующим образом:

∀ a, b ∈ Ω : (a ρg b ⇔ g(a) = b).

Покажем, что ϕ — мономорфизм. Во-первых, отображение ϕ инъективно. Действи-
тельно, если g, h ∈ Π(Ω) и g �= h, то существуют такие a, b ∈ Ω, что g(a) = b �= h(a).
Следовательно, (a, b) ∈ ρg и (a, b) /∈ ρh, т. е. ρg �= ρh. Во-вторых, ϕ — гомоморфизм,
т. е. для любых g, h из Π(Ω) выполняется равенство

ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h), или ρgh = ρgρh.

Справедливость последнего равенства доказывает следующая последовательность
равносильностей:

a ρgh b ⇔ (gh)(a) = b ⇔ ∃ c ∈ Ω : g(a) = c, h(c) = b ⇔
⇔ ∃ c ∈ Ω : (a ρg c, c ρh b) ⇔ a (ρgρh) b. �
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Из утверждения 11 и теоремы 8 получаем

Следствие. Любая полугруппа изоморфно вложима в полугруппу бинарных отно-
шений B(Ω) на подходящем множестве Ω.

Рассмотрим еще ряд других используемых на практике операций над бинарными
отношениями. Так как B(Ω) есть множество всех подмножеств декартова квадрата
Ω × Ω, то на B(Ω) определены ассоциативные бинарные операции пересечения ∩ и
объединения ∪. Следовательно, имеем еще две полугруппы бинарных отношений на
множестве B(Ω): (B(Ω);∩) и (B(Ω);∪). Обе эти полугруппы коммутативны и имеют
нейтральные элементы — соответственно универсальное отношение Ω × Ω и пустое
отношение ∅.

В том случае, когда множество Ω конечно, с полугруппами (B(Ω);∩) и (B(Ω);∪)
естественным образом связаны изоморфные им полугруппы матриц над Z2 = {0, 1}.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Матрицей инцидентности бинарного отношения ρ на множестве
Ω = {ω1, . . . , ωn} называется матрица Aρ = (aij)n×n, в которой для любых i, j ∈ 1, n

aij =

{
1, если (ωi, ωj) ∈ ρ,
0, если (ωi, ωj) /∈ ρ.

Заметим, что матрица Aρ зависит от упорядочивания элементов множества Ω,
однако при фиксированном порядке соответствие ρ → Aρ задает биективное отобра-
жение σ множества B(Ω) на множество Bn всех (n× n)-матриц над Z2, или булевых
матриц порядка n.

Выясним, как матрицы инцидентности отношений ρ1ρ2, ρ1∩ρ2, ρ1∪ρ2 выражаются
через матрицы Aρ1 , Aρ2 . С этой целью введем сначала на множестве матриц Bn три
новые операции. При их определении элементы 1, 0 рассматриваются как истина
и ложь в математической логике, и потому становится возможным использование
логических операций конъюнкции & и дизъюнкции ∨ (см. § 2 главы 1). Далее для
a, b ∈ {1, 0} вместо a& b будем писать ab.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Пусть A = (aij)n×n и B = (bij)n×n — две матрицы с элемента-
ми из множества {1, 0}. Пересечением, объединением и логическим (или булевым)
произведением матриц A, B называются соответственно матрицы

A ∧B = (cij)n×n, A ∨B = (dij)n×n, A&B = (sij)n×n,

где для всех i, j ∈ 1, n

cij = aijbij , dij = aij ∨ bij , sij =

n∨
k=1

aikbkj .

Очевидно, что введенные операции на множестве Bn ассоциативны, и мы имеем
три полугруппы матриц:

(Bn;∧), (Bn;∨), (Bn; &).
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Теорема 12. Если Ω = {ω1, . . . , ωn}, то отображение σ : B(Ω)→ Bn, определенное
формулой

∀ ρ ∈ B(Ω) : σ(ρ) = Aρ,

является изоморфизмом полугрупп (B(Ω);∩), (B(Ω);∪), (B(Ω), ·) бинарных отно-
шений соответственно на полугруппы матриц (Bn;∧), (Bn;∨) и (Bn; &).

� Выше уже отмечалось, что отображение σ биективно. Чтобы показать, что σ яв-
ляется гомоморфизмом в каждом из трех случаев, достаточно для любых отношений
ρ1, ρ2 ∈ B(Ω) доказать равенства

Aρ1∩ρ2 = Aρ1 ∧Aρ2 , Aρ1∪ρ2 = Aρ1 ∨Aρ2 , Aρ1ρ2 = Aρ1 &Aρ2 . (13)

Доказываются эти равенства сходным образом. Докажем для примера последнее ра-
венство.

Пусть Aρ1 = (aij)n×n, Aρ2 = (bij)n×n, Aρ1ρ2 = (cij)n×n. Используя определения,
получим цепочку эквивалентностей

cij = 1 ⇔ ωi (ρ1ρ2)ωj ⇔ ∃ωk ∈ Ω : (ωi ρ1 ωk, ωk ρ2 ωj) ⇔

⇔ ∃ k ∈ 1, n : (aik = 1, bkj = 1) ⇔
n∨
s=1

aisbsj = 1.

Таким образом,

∀ i, j ∈ 1, n : cij =
n∨
s=1

aisbsj , т. е. Aρ1ρ2 = Aρ1 &Aρ2 . �

ЗАДАЧИ

1. Будут ли подполугруппами полугруппы (Pn,n; ·) всех (n× n)-матриц над полем
P множества:

а) всех матриц ранга r;
б) всех матриц рангов, не превосходящих r (r — любое число из множества 0, n )?

2. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей и R1 ⊂ R. При каком условии
множество всех матриц из Rn,n с определителями из R1 образует подполугруппу
полугруппы (Rn,n; ·)?

3. Найдите все элементы подполугруппы [A〉 полугруппы (Z; +), если
а) A = {3, 5}; б) A = {4, 6, 10}; в) A = {2,−3}.
4. Пусть E — множество всех элементарных матриц размеров n× n над полем P .

Докажите:
а) E порождает полугруппу (P ∗

n,n; ·), при любых n ∈ N и P ;
б) E порождает полугруппу (Pn,n; +) тогда и только тогда, когда P �= GF (2) или

P = GF (2), n = 1;
в) подмножество M = E∪F из Pn,n порождает полугруппу (Pn,n; ·) тогда и только

тогда, когда в F содержится хотя бы одна матрица ранга n− 1.



200 Глава 10. Группоиды и полугруппы

5. Докажите, что для любых a, b, a1, . . . , at ∈ Zm в полугруппе (Zm; +) справед-
ливы утверждения:

а) [a〉 ⊂ [b〉 ⇔ (b,m) | (a,m);
б) [a〉 = [b〉 ⇔ (b,m) = (a,m);
в) [a1, . . . , at〉 = [d1〉 = [d〉, где d1 = (a1, . . . , at), d = (a1, . . . , at,m).

6. Опишите все подполугруппы полугруппы (Zm; +) при m = p, pn, 100, где p —
простое число.

7. Опишите с точностью до изоморфизма все циклические полугруппы.

8. Является ли отображение ϕ : C → C гомоморфизмом полугруппы (C; ∗) в себя,
если ∗ есть + или ·, а ϕ определяется одним из следующих равенств (при любом
z = a+ bi ∈ C и фиксированном n ∈ N):

а) ϕ(z) = |z|; б) ϕ(z) = arg z; в) ϕ(z) = nz;
г) ϕ(z) = zn; д) ϕ(z) = a; е) ϕ(z) = a− bi?

9. Пусть R[x] — кольцо многочленов над кольцом R. Является ли отображение
ϕ : R[x] → R гомоморфизмом полугруппы (R[x]; ∗) в полугруппу (R; ∗), если ∗ есть
+ или · , а ϕ определяется одним из следующих способов (при любом a(x) ∈ R[x] и
фиксированном n ∈ N):

а) ϕ(a(x)) есть свободный член a(x);
б) ϕ(a(x)) есть старший коэффициент a(x), если a(x) �= 0, и 0 если a(x) = 0;
в) ϕ(a(x)) = a(r), для некоторого фиксированного r ∈ R ?
10. Является ли гомоморфизмом полугруппы (Rn,n; ∗) на себя отображение

ϕ : Rn,n → Rn,n, если R — любое кольцо, ∗ есть + или · , а ϕ каждую матрицу
A отображает в транспонированную к ней матрицу AT ?

11. Являются ли конгруэнциями отношения:
а) «иметь равные действительные части» на полугруппах (C; +) и (C; ·);
б) «иметь равные ранги» на полугруппе матриц (Pn,n; ·) над полем P ;
в) «иметь одно и то же множество простых делителей» на полугруппе (N; ·);
г) «иметь равные значения в фиксированной точке r из кольца R» на полугруппах

многочленов (R[x]; +), (R[x]; ·);
д) «иметь равные дефекты» на полугруппе (Πn; ·)?
12. Опишите все обратимые элементы в полугруппах бинарных отношений

(B(M); ·), (B(M);∩), (B(M);∪) при M = 1, n.

13. Опишите все конгруэнции и все гомоморфные образы полугрупп (Zpn ; +) и
(Zpn ; ·) при простом p.

14. Будут ли подполугруппами в полугруппе (B(M); ∗), где ∗ — одна из операций
∩, ∪, · , подмножества:

а) всех рефлексивных отношений;
б) всех симметричных отношений;
в) всех транзитивных отношений;
г) всех конгруэнций?



Глава 11

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРУПП

Понятие группы является одним из основных понятий современной математики,
широко используемым в различных областях науки и техники. Как уже отмечалось
во введении, понятие группы появилось в связи с исследованиями по проблеме разре-
шимости алгебраических уравнений над полем в радикалах. Эти исследования завер-
шились созданием теории Галуа. При этом рассматривались лишь группы подстано-
вок. По существу, такие группы использовались до Галуа в работах Ж.Л. Лагранжа
(1771), П. Руффини (1799), Н. Х.Абеля (1824). Однако термин «группа» ввел Э. Га-
луа в 1832 г. Небольшие и кратко написанные работы Галуа долгое время оставались
мало доступными. Существенное развитие теория групп получила в опубликованном
в 1870 г. «Трактате о подстановках» французского математика К. Жордана (1838–
1922). Эта книга (объемом 667 страниц), названная Жорданом комментариями к
работам Галуа, привлекла всеобщее внимание математиков к теории групп. Далее,
в конце XIX в. и в начале XX в. теорию групп успешно развивали такие круп-
ные математики как У. Бернсайд12, Ф.Х. Клейн, А. Кэли, С. Ли13 и др. Благодаря
их работам постепенно сформировалось понятие абстрактной группы. Определенные
итоги развития групп на этом этапе были подведены в книгах У. Бернсайда «Тео-
рия групп конечного порядка» (1897) и О.Ю. Шмидта «Абстрактная теория групп»
(1916). В данной главе будут изложены основы общей теории групп.

§ 1. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СВОЙСТВА ГРУПП

Введенная в предыдущей главе терминология позволяет определить группу как
полугруппу с нейтральным элементом, в которой для каждого элемента есть обрат-
ный. Ниже будет показано, что класс всех групп можно выделить из класса всех
полугрупп и некоторыми другими наборами свойств (каждый такой набор свойств
называют определяющим).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Элемент eП (eЛ) группоида (M, ∗) называют правым (левым) ней-
тральным, если

∀m ∈M : m ∗ eП = m (∀m ∈M : eЛ ∗m = m).

12 У. Бернсайд (1852–1927) — английский математик.
13 С.М. Ли (1842–1899) — норвежский математик.



202 Глава 11. Основы теории групп

Ясно, что если в группоиде (M, ∗) есть нейтральный элемент, то он — левый
и правый нейтральный. Наоборот, если в (M, ∗) имеются левый eЛ и правый eП
нейтральные элементы, то они совпадают:

eЛ = eЛ ∗ eП = eП,

следовательно, в (M, ∗) есть нейтральный элемент. Читателю предлагается самосто-
ятельно привести примеры полугрупп, в которых есть один или несколько правых
нейтральных элементов и нет ни одного левого.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если в группоиде (M, ∗) есть правый нейтральный элемент eП, то
правым обратным для элемента m ∈ M (относительно правого нейтрального eП)
называют элемент m′

П со свойством m ∗m′
П = eП.

Теорема 1. Для полугруппы (H, ∗) следующие утверждения эквивалентны:
(а) (H, ∗) — группа;
(б) для любых g, h ∈ H каждое из уравнений

g ∗ x = h, y ∗ g = h (1)

однозначно разрешимо в H ;
(в) для любых g, h ∈ H уравнения (1) разрешимы в H ;
(г) в (H, ∗) существует правый нейтральный элемент eП, относительно кото-

рого для каждого h ∈ H существует правый обратный элемент h′П ∈ H.

� Импликация (а)⇒(б) — это теорема 6 главы 3.
Импликация (б)⇒(в) очевидна.
(в)⇒(г) Зафиксируем g ∈ H и обозначим через eg решение уравнения g ∗ x = g.

Тогда eg = eП — правый нейтральный элемент в (H, ∗), поскольку для любого h ∈ H
существует yh ∈ H со свойством h = yh ∗ g и справедливы равенства

h ∗ eg = (yh ∗ g) ∗ eg = yh ∗ (g ∗ eg) = yh ∗ g = h.

Правым обратным для h относительно eП является решение уравнения h ∗ x = eП.
(г)⇒(а) Для произвольного элемента h ∈ H, пользуясь равенством eП = h′П∗(h′П)′П,

получаем
h′П ∗ h = (h′П ∗ h) ∗ eП = (h′П ∗ h) ∗ (h′П ∗ (h′П)′П) =

= h′П ∗ (h ∗ h′П) ∗ (h′П)′П = (h′П ∗ eП) ∗ (h′П)′П = eП.
(2)

Отсюда, пользуясь равенством eП = h ∗ h′П, получаем

eП ∗ h = h ∗ h′П ∗ h = h ∗ eП = h.

Следовательно, eП — нейтральный элемент в (H, ∗). Но тогда в силу (2) h′П — обрат-
ный для h элемент, т. е. (H, ∗) — группа. �

Полезно заметить, что эквивалентность утверждений (а) и (г) теоремы позволяет
производить «в два раза меньше» выкладок при проверке того, является ли данная



§ 2. Порядки элементов и экспонента группы 203

полугруппа группой. Эквивалентность утверждений (а), (б), (в) объясняет важную
роль понятия «группа» в математике.

В дальнейшем, для обозначения групповой операции используются традиционные
символы + и · , соответствующие аддитивной и мультипликативной формам запи-
си. Употребляемые при этом обозначения и терминология приведены в § 2 главы 3.
Аддитивная форма используется ниже только для коммутативных операций, мульти-
пликативная — для произвольной групповой операции.

§ 2. ПОРЯДКИ ЭЛЕМЕНТОВ И ЭКСПОНЕНТА ГРУППЫ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Порядком элемента g группы (G, ·) называют наименьшее из чисел
n ∈ N со свойством gn = e, если такие n существуют, и бесконечность — в противном
случае. Порядок g обозначают через ord g и пишут, соответственно, ord g = n или
ord g =∞.

Естественно, в группе (G,+) при определении порядка элемента условие gn = e
заменяется на ng = θ.

ПРИМЕР 1. В группе (Z,+) все ненулевые элементы имеют бесконечный порядок.

ПРИМЕР 2. В группе (Zm,+), m ∈ N, каждый элемент имеет конечный порядок:

∀ d ∈ Zm (md = 0).

ПРИМЕР 3. В группе (C∗, ·) обратимых элементов поля C комплексных чисел есть
как элементы конечного порядка (все корни конечных степеней из 1), так и элементы
бесконечного порядка (все остальные числа).

Очевидно условию ord g = 1 удовлетворяет лишь нейтральный элемент группы.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Группа G, состоящая из конечного числа n элементов, называется
группой порядка n или, просто, конечной группой. Пишут |G| = n или |G| <∞.
Утверждение 2. Порядок любого элемента g конечной группы G конечен.

� Если |G| = n, то среди элементов g0 = e, g1, . . . , gn есть одинаковые. Следова-
тельно, существуют k, l ∈ N0 такие, что 0 � k < l � n и gk = gl. Умножая обе части
последнего равенства на g−k, получаем gl−k = e, l − k ∈ N. �

Пример 3 показывает, что в бесконечной группе порядки элементов не обязательно
бесконечны. Более того, существуют бесконечные группы, в которых все элементы
имеют конечный порядок (т. е. обращение утверждения 2 неверно).

ПРИМЕР 4. Для простого p ∈ N множество

C(p∞) = {ξ ∈ C : ∃ k ∈ N (ξp
k

= 1)}
замкнуто относительно операции умножения. C(p∞) — группа, в которой каждый
элемент имеет конечный порядок.



204 Глава 11. Основы теории групп

Основные свойства функции ord g описывает

Теорема 3. Пусть g — элемент конечного порядка m в группе (G, ·). Тогда
(а) элемент g−1 равен неотрицательной степени элемента g, а именно, верно

равенство g−1 = gm−1;
(б) ∀ k ∈ Z (gk = e)⇔ (m | k);
(в) ∀ k ∈ Z ord gk =

m

(m,k)
;

(г) если h ∈ G — элемент порядка n, (m,n) = 1 и gh = hg, то верны равенства
ord gh = ord g · ordh = mn.

� (а) Равенство g−1 = gm−1 доказывается умножением равенства e = gm на g−1.
(б) Разделим k на m с остатком: k = qm+ r, 0 � r < m. Тогда gk = (gm)q · gr, и

так как r < m = ord g, то

(gk = e) ⇔ (gr = e) ⇔ (r = 0) ⇔ (m | k).

(в) Пусть h = gk и n ∈ N. Тогда, пользуясь утверждением (б) и теоремой 9(б)
главы 4, получаем:

(hn = e)⇔ (gkn = e)⇔ (m | kn)⇔
( m

(m, k)

∣∣∣ kn

(m, k)

)
⇔
( m

(m, k)

∣∣n).
Таким образом, ordh <∞ и наименьшее n ∈ N со свойством hn = e есть n =

m

(m, k)
.

(г) Так как (gh)mn = (gm)n(hn)m = e, то ord gh <∞ и согласно (б) ord gh = k, где
k | mn. С другой стороны, так как (gh)k = gkhk = e, то gk = h−k и ord gk = ordh−k.
Отсюда по утверждению (в) получаем равенство

m

(m, k)
=

n

(n, k)
, а так как (m,n) = 1,

то
m

(m, k)
=

n

(n, k)
= 1. Следовательно, m | k и n | k, а потому mn | k. Таким образом,

mn = k. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Экспонентой группы (G, ·) называют наименьшее из чисел m ∈ N

со свойством
∀ g ∈ G (gm = e),

если такие m существуют, и бесконечность — в противном случае. Экспоненту груп-
пы G обозначают через expG и пишут, соответственно, expG = m или expG =∞.

ПРИМЕР 5. exp(Z,+) =∞, exp(Zm,+) = m, expC(p∞) =∞.

Утверждение 4. Экспонента конечной группы G = {g1, . . . , gn} конечна и удовле-
творяет равенству

expG = [ord g1, . . . , ord gn]. (3)

При этом если G — абелева группа, то существует элемент g ∈ G со свойством
ord g = expG.
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� Пусть k = [ord g1, . . . , ord gn]. Ввиду теоремы 3(б) для любого g ∈ G верно
равенство gk = e, и потому expG � k. Пусть expG = m. Тогда по определению
gmi = e и по теореме 3(б) ord gi | m, i ∈ 1, n. Следовательно, k | m, и так как m � k,
то k = m, т. е. верно (3).

Пусть (G, ·) — абелева группа и число m = expG имеет каноническое разложение
m = pk11 . . . pktt . Тогда из (3) следует, что для каждого j ∈ 1, t существует элемент
hj ∈ G со свойством p

kj
j | ordhj (иначе не выполнялось бы условие pkjj | m). Пусть

ordhj = p
kj
j · nj . Положим fj = h

nj

j . Тогда по теореме 3(в) ord fj = p
kj
j , j ∈ 1, t, и по

теореме 3(г) g = f1 . . . ft — искомый элемент порядка m. �
Очевидно, что вторая часть утверждения 4 справедлива для любой абелевой груп-

пы с конечной экспонентой. Пример группы (Z2)
∗
2,2 показывает, что в этой части

утверждения нельзя отказаться от условия коммутативности. Полезно заметить так-
же, что если expG = ∞, то в группе G не обязательно есть элемент бесконечного
порядка, даже если она коммутативна. Пример тому — группа C(p∞).

В § 4 будут получены дополнительные соотношения между порядком конечной
группы, ее экспонентой и порядками ее элементов.

§ 3. ПОДГРУППЫ. ПОДГРУППА,
ПОРОЖДЕННАЯ ПОДМНОЖЕСТВОМ

1. Введем одно из основных понятий теории групп.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Непустое подмножество H группы (G, ·) называют ее подгруппой,
если H замкнуто относительно групповой операции и является группой относительно
этой операции. В этом случае пишут H < (G, ·) или H < G. Если H /∈ {G, {e}}, то
подгруппу H называют собственной.

Очевидно, что всякая подгруппа в (G, ·) является подполугруппой, но обратное
неверно, как показывает пример подполугруппы N в (Z,+). Ясно также, что если
H < (G, ·), M < (H, ·), то M < (G, ·).
ПРИМЕР 6. Для каждого m ∈ Z множество mZ = {mk : k ∈ Z} есть подгруппа в
(Z,+).

ПРИМЕР 7. Пусть Γ — множество всех комплексных чисел с модулем 1, ΓN — множе-
ство всех элементов конечного порядка из C

∗, Γm — множество всех корней степени
m ∈ N из единицы в C. Тогда

(Γm, ·) < (ΓN, ·) < (Γ, ·) < (C∗, ·);
для каждого простого p ∈ N и каждого n ∈ N

(Γpn , ·) < (C(p∞), ·) < (ΓN, ·).
ПРИМЕР 8. Для любой группы (G, ·) множество

C(G) = {g ∈ G : ∀h ∈ G (gh = hg)},
называемое центром группы G, есть подгруппа в (G, ·) (докажите).
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ПРИМЕР 9. Для любой абелевой группы G множество T (G) всех ее элементов конеч-
ного порядка есть подгруппа в G (докажите). Эта подгруппа называется подгруппой
кручения группы G. В частности, T (C∗) = ΓN, T (R∗) = {1,−1}.
Утверждение 5. Если H — подгруппа группы (G, ·), то ее нейтральный элемент
eH совпадает с eG и для каждого h ∈ H обратный к h элемент в H совпадает с
обратным к h элементом в G.

� Равенство eH = eG следует из равенств eHeH = eH и eGeH = eH ввиду теоре-
мы 1(б). Последняя часть утверждения теперь следует из единственности решения в
G уравнения hx = eG. �

При проверке свойства «быть подгруппой» полезно

Утверждение 6. Непустое подмножество H группы (G, ·) является ее подгруппой
тогда и только тогда, когда

∀ g, h ∈ H (gh−1 ∈ H). (4)

� Если H < (G, ·), то (4) следует из определения подгруппы и утверждения 5.
Пусть верно (4). Так как H �= ∅, то существует g ∈ H и в силу (4) e = g · g−1 ∈ H .
Тогда для любых g, h ∈ H справедливы соотношения h−1 = eh−1 ∈ H и
gh = g(h−1)−1 ∈ H . Следовательно, подмножество H замкнуто относительно группо-
вой операции на G, и так как эта операция ассоциативна, то H удовлетворяет всем
условиям определения 6, т. е. H < (G, ·). �
Следствие 1. Конечное непустое подмножество H группы G является ее подгруп-
пой тогда и только тогда, когда

∀ g, h ∈ H (gh ∈ H), (5)

т. е. тогда и только тогда, когда H — подполугруппа в (G, ·).
� Пусть h ∈ H . Тогда при условии (5) hn ∈ H для любого n ∈ N. Отсюда

ввиду конечности H так же, как и при доказательстве утверждения 2, получаем, что
порядок элемента h конечен и по теореме 3(а) h−1 ∈ H . Теперь видно, что из (5)
следует (4). �

Следствие 2. Пусть ϕ : (G, ·)→ (K, ·) — гомоморфизм групп. Тогда
(а) если H < G, то ϕ(H) < K;
(б) если L < K, то ϕ−1(L) < G.

� (а) Для любых элементов α, β ∈ ϕ(H) существуют a, b ∈ H такие, что ϕ(a) = α
и ϕ(b) = β. Так как ab−1 ∈ H и ϕ(b−1) = ϕ(b)−1, то

αβ−1 = ϕ(a)ϕ(b)−1 = ϕ(ab−1) ∈ ϕ(H).

(б) Если a, b ∈ ϕ−1(L), то ϕ(a), ϕ(b) ∈ L. Отсюда следует, что
ϕ(ab−1) = ϕ(a)ϕ(b)−1 ∈ L,

т. е. ab−1 ∈ ϕ−1(L). �
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2. Один из основных способов описания подгрупп группы G связан со следующим
их свойством.

Утверждение 7. Пересечение любого семейства {Gα : α ∈ A} подгрупп группы
(G, ·) есть ее подгруппа.

� Пусть H =
⋂
α∈A

Gα. Тогда для любых g, h ∈ G

(g, h ∈ H)⇒ (∀α ∈A (g, h ∈ Gα))⇒ ∀α ∈ A (gh−1 ∈ Gα)⇒ (gh−1 ∈ H),

и по утверждению 6 H < (G, ·). �
Из утверждения 7 следует, что корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Подгруппой группы G, порожденной подмножеством S ⊂ G, назы-
вается подгруппа 〈S〉, равная пересечению всех подгрупп H < (G, ·), содержащих S:

〈S〉 =
⋂

S⊂H<(G,·)
H.

Если при этом 〈S〉 = G (т. е. G — единственная подгруппа в G, содержащая S), то
говорят, что S — система образующих группы G, или что группа G порождается
множеством S.

Разумеется, всегда G = 〈G〉. Однако при изучении свойств данной группы G
зачастую важно найти для нее систему образующих, содержащую как можно меньше
элементов. Например, можно написать (Z,+) = 〈N〉, а можно — (Z,+) = 〈1〉.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Группу G называют конечно порожденной, если она имеет конеч-
ную систему образующих, и циклической, если она может быть порождена каким-
либо одним элементом.

Важный результат, позволяющий строить различные системы образующих группы,
состоит в следующем описании элементов группы 〈S〉. Очевидно, что 〈∅〉 = {e}.
Теорема 8. Для любого непустого подмножества S группы (G, ·) подгруппа 〈S〉
состоит из всех элементов g ∈ G вида g = sc11 · . . . · scnn , где n ∈ N, si ∈ S, ci ∈ Z

для i ∈ 1, n, т. е.

〈S〉 = {g ∈ G : g = sc11 . . . scnn , где n ∈ N, si ∈ S, ci ∈ Z, i ∈ 1, n}. (6)

� Обозначим через S множество из правой части доказываемого равенства (6).
Тогда S ⊂ 〈S〉. Действительно, так как S ⊂ 〈S〉 и 〈S〉 — подгруппа в (G, ·), то 〈S〉
содержит все конечные произведения элементов из S и обратных к ним, т. е. все
элементы из S.

Для доказательства обратного включения заметим, что S < (G, ·). Действительно,
если g, h ∈ S, то g = αa11 · . . . ·αamm , h = βb11 · . . . ·βbnn для некоторых m,n ∈ N, αi, βj ∈ S,
ai, bj ∈ Z (i ∈ 1,m, j ∈ 1, n), и потому gh−1 = αa11 · . . . ·αamm ·β−bn

n · . . . ·β−b1
1 — элемент

из S. Остается заметить, что так как S ⊂ S, то по определению 7 〈S〉 ⊂ S. �

Следствие 1. В условиях теоремы 8 подгруппа 〈S〉 коммутативна тогда и только
тогда, когда элементы множества S попарно перестановочны.
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Следствие 2. В условиях теоремы 8 справедливо равенство 〈S〉 = [S ∪ S−1〉, где
S−1 = {s−1 : s ∈ S}, а если G — конечная группа, то 〈S〉 = [S〉.

� Достаточно воспользоваться утверждением 2 главы 10 и теоремой 3(а). �

Следствие 3. Если ϕ : G→ H — гомоморфизм групп и G = 〈S〉, то ϕ(G) = 〈ϕ(S)〉.
ПРИМЕР 10. Группа G = P ∗

n,n всех обратимых (n× n)-матриц над полем P порожда-
ется множеством S всех элементарных матриц (см. следствие 3 теоремы 4 главы 7).

ПРИМЕР 11. Группа (Q,+) порождается множеством S всех дробей вида
1

pk
, где p

пробегает множество всех простых чисел, а k — множество N. Если S′ получено
из S удалением конечного множества элементов, то равенство Q = 〈S′〉 сохраняется
(докажите).

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если S = {g1, . . . , gt} — конечная система попарно перестановочных
элементов группы G, то элементы порождаемой ею подгруппы допускают существен-
но более простое описание:

〈 g1, . . . , gt〉 = {g ∈ G : g = gc11 · . . . · gctt , где c1, . . . , ct ∈ Z}
при мультипликативной форме записи групповой операции и

〈 g1, . . . , gt〉 = {g ∈ G : g = c1g1 + . . .+ ctgt, где c1, . . . , ct ∈ Z}
при аддитивной форме записи. Первое из этих равенств легко получается из (6)
перегруппировкой сомножителей в представлении элементов g ∈ G в виде
g = sc11 · . . . · scnn , а второе — его аддитивный аналог.

3. Теорема 8 позволяет описать все циклические группы и их подгруппы.

Теорема 9. Пусть (G, ·) = 〈 g〉 — циклическая группа. Тогда
(а) если ord g = m <∞, то (G, ·) ∼= (Zm,⊕) и

G = {e = g0, g1, . . . , gm−1}; (7)

(б) если ord g =∞, то (G, ·) ∼= (Z,+) и

G = { . . . , g−m, . . . , g−1, e, g, . . . , gn, . . . }; (8)

(в) если H < (G, ·), то H — циклическая группа.

� Легко видеть, что отображение ϕ : Z → G, определенное правилом
∀ c ∈ Z : ϕ(c) = gc, есть гомоморфизм группы (Z,+) в группу (G, ·). Так как по
теореме 8 любой элемент из G имеет вид gc при подходящем c ∈ Z, то ϕ — эпимор-
физм. Тогда по теореме 7 главы 10 группа (G, ·) изоморфна факторгруппе (Z/ρ,+),
где ρ — конгруэнция на (Z,+), определяемая условием

∀ a, b ∈ Z (a ρ b ⇔ ga = gb).
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(а) Если ord g = m, то, пользуясь теоремой 3(б), получаем:

∀ a, b ∈ Z (ga = gb) ⇔ (ga−b = e) ⇔ (a ≡ b (modm)).

В этом случае ρ есть отношение сравнимости по модулю m, (Z/ρ,+) ∼= (Zm,⊕)
(см. § 2 главы 5, замечание 1), и очевидно, что все различные элементы группы G
описываются равенством (7).

(б) Если ord g =∞, то
∀ a, b ∈ Z : ga = gb ⇔ a = b,

т. е. ρ есть отношение равенства на Z, и (Z/ρ,+) ∼= (Z,+). В этом случае группа G
описывается равенством (8).

(в) Пусть H < G. Если H = {e}, то H = 〈e〉 — циклическая группа. Если H �= {e},
то существуют числа k ∈ Z \ {0} такие, что gk ∈ H . Выберем среди них наименьшее
по абсолютной величине число c. Пусть gc = h. Покажем, что H = 〈h〉.

Включение 〈h〉 ⊂ H очевидно. Наоборот, для любого h1 ∈ H существует k ∈ Z

такое, что h1 = gk. Разделим k на c с остатком: k = qc + r, 0 � r < |c|. Заметим,
что gr = gkg−qc = h1h

−q ∈ H , поэтому условие r �= 0 противоречит выбору c.
Следовательно, r = 0, k = q · c и h1 = hq ∈ 〈h〉, т. е. H ⊂ 〈h〉. �

Следствие. Две циклические группы изоморфны тогда и только тогда, когда их
порядки равны. Бесконечная циклическая группа изоморфна любой ее собственной
подгруппе.

Из теоремы 9(в) следует, в частности, что примером 6 описаны все подгруппы
группы (Z,+). Описание всех подгрупп конечной циклической группы будет дано
в § 4.

§ 4. СМЕЖНЫЕ КЛАССЫ. ТЕОРЕМА ЛАГРАНЖА.
ПОДГРУППЫ ЦИКЛИЧЕСКОЙ ГРУППЫ

Каждая подгруппа H группы (G, ·) задает на G следующие два бинарных отно-
шения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Говорят, что элементы a, b группы G сравнимы по подгруппе H
справа (слева), и пишут a ≡ b (H)П (a ≡ b (H)Л), если ab−1 ∈ H (a−1b ∈ H).

Если G — абелева группа, то отношения сравнимости по H справа и слева совпа-
дают, поскольку

ab−1 ∈ H ⇔ (ab−1)−1 ∈ H ⇔ ba−1 ∈ H ⇔ a−1b ∈ H.
В этом случае говорят просто об отношении сравнимости по подгруппе H и пишут
a ≡ b (H). При аддитивной форме записи групповой операции отношение сравнимости
по подгруппе H группы (G,+) задается условием a ≡ b (H) ⇔ a− b ∈ H .

Эта запись позволяет легко увидеть, что в предыдущих главах мы уже встречали
отношения на группах, являющиеся отношениями сравнимости по подгруппам.
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ПРИМЕР 12. На (Z,+) отношение сравнимости по модулю m есть отношение сравни-
мости по подгруппе 〈m〉 = mZ:

∀ a, b ∈ Z (a ≡ b (modm)) ⇔ (a ≡ b (mZ)).

ПРИМЕР 13. На мультипликативной группе (C∗, ·) поля C равенство аргументов чи-
сел эквивалентно сравнимости чисел по подгруппе (R>0, ·) а равенство модулей —
сравнимости по подгруппе (Γ, ·) (см. пример 7).

Все приведенные в качестве примеров отношения являются отношениями эквива-
лентности, и это, как мы сейчас покажем, неслучайно.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Правым (левым) смежным классом группы (G, ·) по ее подгруппе
H с представителем g ∈ G называется множество Hg (множество gH).

Теорема 10. Пусть H — подгруппа группы (G, ·). Тогда
(а) отношение сравнимости на G по подгруппе H справа есть отношение

эквивалентности;
(б) для любого g ∈ G класс элементов, сравнимых с g по H справа, есть Hg.

Любые два правых смежных класса группы G по подгруппе H либо не пересекают-
ся, либо совпадают. Группа G распадается на непересекающиеся правые смежные
классы по подгруппе H.

Аналогичные утверждения верны для левых смежных классов группы G по
подгруппе H и отношения сравнимости по H слева.

� (а) Обозначим, для краткости, отношение сравнимости на G по H справа через
ρ, т. е. положим

∀ a, b ∈ G : a ρ b ⇔ a ≡ b (H)Π ⇔ ab−1 ∈ H.

Отношение ρ рефлексивно, так как e ∈ H, и симметрично, так как в H существует
обратный для каждого элемента из H . Наконец, ρ транзитивно, так как если a ρ b и
b ρ c, то ab−1 ∈ H, bc−1 ∈ H, и потому ac−1 = (ab−1)(bc−1) ∈ H, т. е. a ρ c.

(б) Для каждого g ∈ H класс [g]ρ всех элементов, ρ-эквивалентных g, имеет вид

[g]ρ = {a ∈ G : ag−1 = h, h ∈ H} = {a ∈ G : a = hg, h ∈ H} = Hg.

Теперь из общих свойств отношений эквивалентности (теорема 1 главы 2) следует,
что для любых g1, g2 ∈ G классы Hg1 = [g1]ρ и Hg2 = [g2]ρ либо не пересекаются,
либо совпадают, и если {Hgα : α ∈ A} — множество всех различных правых смежных
классов G по H , то

G =
⋃
α∈A

Hgα. � (9)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Представление (9) группы G в виде объединения попарно непере-
секающихся правых смежных классов по подгруппе H называется разложением G
на правые смежные классы по H .
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Полезно заметить, что в (9) один из смежных классов G по H есть H = He.
Следующий результат по эффективности его использования в теории групп явля-

ется одним из основополагающих.

Теорема 11. (а) Любые два правых (левых) смежных класса группы G по подгруп-
пе H равномощны. В частности, в конечной группе G для любого g ∈ G верны
равенства |H | = |Hg| = |gH |.

(б) Множество R правых смежных классов G по H равномощно множеству L
левых смежных классов G по H.

� (а) Достаточно заметить, что отображение ϕ : H → Hg, определяемое для эле-
мента h ∈ H формулой ϕ(h) = hg, есть биекция. Следовательно, все смежные классы
G по H равномощны H .

(б) По теореме 10 и определению 9 для любых g1, g2 ∈ G справедливы импликации

Hg1 = Hg2 ⇔ g1g
−1
2 ∈ H ⇔ (g−1

1 )−1g−1
2 ∈ H ⇔ g−1

1 H = g−1
2 H.

Отсюда следует, что отображение ψ : R → L, определяемое на Hg ∈ R условием
ψ(Hg) = g−1H , задано корректно и является инъективным. Его сюръективность
очевидна. Таким образом, ψ — биекция. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Индексом подгруппы H в группе G называют число правых (ле-
вых) смежных классов G по H , если это число конечно, и бесконечность — в про-
тивном случае. Индекс H в G обозначают через |G : H |.

Очевидно, что если H < G, то H = G ⇔ |G : H | = 1.

ПРИМЕР 14. |Z : {0}| =∞. Если m ∈ N, то |Z : mZ| = m и

Z = mZ ∪ (1 +mZ) ∪ . . . ∪ (m− 1 +mZ).

ПРИМЕР 15. Если m, k ∈ N и n = mk, то при условии Γn = 〈ξ〉 справедливо равенство
Γn = Γm ∪ ξΓm ∪ . . . ∪ ξk−1Γm.

Следствие 1 (теорема Лагранжа). Порядок подгруппы H конечной группы G де-
лит порядок G и

|G| = |G : H | · |H |.
� Разложение G на правые смежные классы по подгруппе H имеет вид

G = Hg1 ∪ . . . ∪ Hgk, где k = |G : H |. Отсюда |G| = |Hg1| + . . . + |Hgk| и, вви-
ду утверждения (а) теоремы 11, |G| = k |H |. �

Следствие 2. Если G > H > K — цепочка подгрупп конечной группы G, то
|G : K| = |G : H | · |H : K|. Если при этом |G : K| = p — простое число, то
либо H = G, либо H = K.

� |G : K| = |G|
|K| =

|G|
|H | ·

|H |
|K| = |G : H | · |H : K|. �
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Следствие 3. Порядок любого элемента g конечной группы G делит |G|, в част-
ности, g|G| = e.

� По утверждению 2 порядок элемента g конечен, и по теореме 9(а) подгруппа
H = 〈 g〉 имеет порядок |H | = ord g. Теперь соотношение ord g | |G| следует из
теоремы Лагранжа. �

Следствие 4. Если G — конечная группа, то expG | |G|.
� Достаточно воспользоваться утверждением 4 и предыдущим следствием. �

Следствие 5. Любая группа G простого порядка p — циклическая.

� Пусть g ∈ G \ {e}. Тогда ord g > 1, ord g | p, и так как p — простое, то ord g = p
и |〈g〉| = p = |G|. Следовательно, G = 〈g〉. �

В общем случае для конечной группы G обращение теоремы Лагранжа, т. е.
обращение импликации

(∃H < G (|H | = d)) ⇒ (d | |G|),
неверно. Соответствующий пример будет построен позже (пример 29). Однако для
конечных абелевых групп обращение теоремы Лагранжа верно. В полном объеме это
будет доказано в § 14, а пока докажем это, и даже более сильное утверждение для
циклических групп.

Теорема 12. В циклической группе G = 〈g〉 порядка m для любого натурального
делителя d числа m существует единственная подгруппа H порядка d: H = 〈gl〉,
где l = m/d.

� Подгруппа H = 〈gl〉 имеет порядок d, так как по теореме 3(в) ord gl = d. Если
H1 < G и |H1| = d, то по теореме 9(в) H1 — циклическая группа, т. е. H1 = 〈gk〉 для
некоторого k ∈ 1,m− 1. Тогда по теореме 9(а) ord gk = |H1| = d и по теореме 3(в)
d =

m

(m, k)
, т. е.

m

d
= (m, k). Поэтому l =

m

d
| k и gk ∈ 〈gl〉 = H, т. е. H1 ⊂ H, а так

как |H1| = |H |, то H1 = H . �

§ 5. ПРОИЗВЕДЕНИЯ ГРУПП И ПОДГРУПП

1. При описании строения групп используют различные способы, позволяющие
из некоторой группы или совокупности групп строить другие группы. Один такой
способ — факторизация — читателю уже знаком по главе 10 и еще будет подробно
изучаться ниже. Другой, более простой, но также очень важный способ дает

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Прямым (внешним) произведением групп (G1, ·), . . . , (Gt, ·) на-
зывают группоид (G, ·), где G = G1 × . . . × Gt — декартово произведение множеств
G1, . . . , Gt, а операция · на G задается условием

∀ g = (g1, . . . , gt) ∈ G, ∀h = (h1, . . . , ht) ∈ G : gh = (g1h1, . . . , gtht).
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Для этого группоида используют обозначение

G = G1 ⊗ . . .⊗Gt =

t∏
i=1

⊗ Gi.

Утверждение 13. Пусть G = G1 ⊗ . . .⊗Gt — прямое произведение групп. Тогда
(а) группоид (G, ·) есть группа;
(б) группа G абелева тогда и только тогда, когда группы G1, . . . , Gt абелевы;
(в) элемент g = (g1, . . . , gt) ∈ G имеет конечный порядок тогда и только

тогда, когда конечные порядки имеют элементы g1, . . . , gt, и в этом случае
ord g = [ord g1, . . . , ord gt];

(г) экспонента группы G конечна тогда и только тогда, когда конечны экспо-
ненты групп G1, . . . , Gt, и при этом верно равенство expG = [expG1, . . . , expGt].

� Утверждения (а) и (б) очевидны, если заметить, что нейтральный элемент в
(G, ·) есть e = (e1, . . . , et), где ei — единица (Gi, ·) для i ∈ 1, t, а обратный для
g = (g1, . . . , gt) ∈ G есть g−1 = (g−1

1 , . . . , g−1
t ).

(в) Для любого k ∈ N справедливо равенство gk = (gk1 , . . . , g
k
t ) и потому верно

(gk = e)⇔ (gk1 = e1, . . . , gkt = et). Остается воспользоваться теоремой 3(б).
(г) Заметим, что число k ∈ N удовлетворяет условию

∀ gi ∈ Gi (gki = ei)

тогда и только тогда, когда expGi | k. Теперь утверждение об экспонентах групп G
и G1, . . . , Gt, легко следует из предыдущих рассуждений и определения экспоненты
группы. �

Следствие 1. Пусть G1, . . . , Gt — конечные циклические группы порядков, со-
ответственно, m1, . . . ,mt, и G = G1 ⊗ . . . ⊗ Gt. Тогда следующие утверждения
эквивалентны:

(а) G — циклическая группа;
(б) числа m1, . . . ,mt попарно взаимно просты.

� Из условия следует, что |Gs| = expGs = ms для s ∈ 1, t. Следовательно,
|G| = m1 . . .mt и по утверждению 13(г) expG = [m1, . . . ,mt]. Поэтому из (а) следует
равенство [m1, . . . ,mt] = m1 . . .mt, которое эквивалентно (б). Наоборот, по условию
для каждого s ∈ 1, t в группе Gs можно выбрать элемент gs порядка ms. Тогда в силу
утверждения 13(б) g = (g1, . . . , gt) — элемент группы G порядка [m1, . . . ,mt]. Если
верно (б), то ord g = |G| и справедливо (а). �

Теперь может быть доказано свойство мультипликативности функции Эйлера (см.
определение 4 главы 5).

Следствие 2. Если m1, . . . ,mt — натуральные попарно взаимно простые числа и
m = m1 . . .mt, то ϕ(m) = ϕ(m1) . . . ϕ(mt).
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� Пусть G1, . . . , Gt — группы из следствия 1. Тогда по теоремам 3(в) и 9(а)
число элементов порядка ms в группе Gs равно ϕ(ms) и число элементов порядка m
в циклической группе G = G1 ⊗ . . . ⊗ Gt равно ϕ(m). Остается заметить, что ввиду
условия m1 . . .mt = m для произвольного элемента g = (g1, . . . , gt) ∈ G справедливы
импликации

(ord g = m) ⇔ (ord g1 = m1, . . . , ord gt = mt)

(докажите). �
При аддитивной форме записи операций в группах G1, . . . , Gt будем говорить

не о прямом произведении, а о прямой сумме этих групп. В этом случае групповую
операцию на G = G1 × . . . × Gt определим равенством (g1, . . . , gt) + (h1, . . . , ht) =

= (g1 + h1, . . . , gt + ht) и группу (G,+) обозначим через G1 ⊕ . . .⊕Gt или
t∑
i=1

⊕ Gi.

2. Простота описания свойств произведения групп G1 ⊗ . . . ⊗ Gt через свойства
сомножителей Gi делает естественным правило: при изучении произвольной группы
H в качестве одного из первых шагов выяснить, не изоморфна ли она некоторому
прямому произведению групп? Методика решения этого вопроса опирается на следу-
ющие общие понятия и результаты, представляющие значительный самостоятельный
интерес.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Произведением непустых подмножеств A и B группы (G, ·) на-
зывают подмножество AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}.

Если групповая операция записывается аддитивно, то вместо произведения ана-
логичным образом определяется сумма A + B. Очевидно, операция произведения на
множестве непустых подмножеств группы G ассоциативна и справедливо

Утверждение 14. Если A — непустое подмножество группы (G, ·) и множество
A−1 = {a−1 : a ∈ A}, то

A < (G, ·) ⇔ (A−1 = A и A2 ⊂ A) ⇔ (AA−1 ⊂ A).

Отметим, что даже если A и B — подгруппы группы (G, ·), то множество AB,
вообще говоря, не является подгруппой в G. Например, в группе S3 (см. § 4 главы 3)
произведение любых двух различных подгрупп порядка 2 — не подгруппа (проверьте).
Однако, верна

Теорема 15. Произведение AB подгрупп A и B группы (G, ·) есть подгруппа
в (G, ·) тогда и только тогда, когда подгруппы A и B перестановочны, т. е.
AB = BA.

� Пользуясь утверждением 14, из условия AB < G получаем равенства
AB = (AB)−1 = B−1A−1 = BA. Наоборот, из равенства AB = BA получим:

(AB)(AB)−1 = ABB−1A−1 = ABBA = AABB = AB.

Следовательно, AB < G. �

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если для подгрупп A и B группы G множество AB есть подгруппа,
то это — наименьшая подгруппа, содержащая A и B, т. е. AB = 〈A ∪B〉 (докажите).
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Следствие. Сумма (произведение) любого конечного семейства A1, . . . , At под-
групп абелевой группы (G,+) (абелевой группы (G, ·)) есть подгруппа группы G.

В дальнейшем произведение A1 · . . . ·At подмножеств группы (G, ·) будем коротко
записывать в виде

∏t
i=1 Ai, а сумму подмножеств группы (G,+) — в виде

∑t
i=1 Ai.

Представление какой-либо группы в виде суммы (произведения) ее подгрупп — один
из важнейших способов описания различных классов групп.

ПРИМЕР 16. В группе (D2,+) всех векторов декартовой плоскости, выходящих из
начала координат, с операцией + сложения векторов по правилу параллелограмма,
подмножество A всех векторов, концы которых лежат на фиксированной прямой,
проходящей через начало координат, есть подгруппа. Если B — любая другая под-
группа того же типа и A �= B, то D2 = A+ B. Последнее равенство иллюстрируется
следующим рисунком
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ЗАМЕЧАНИЕ 3. Операция пересечения подгрупп группы (G,+) не дистрибутивна от-
носительно операции сложения подгрупп: если A,B,C < (G,+), то

C ∩ (A+B) ⊃ (C ∩A) + (C ∩B),

однако левая и правая части этого соотношения, вообще говоря, не равны. Например,
из рисунка к примеру 16 видно, что A+B = D2 и C∩(A+B) = C, но C∩A = C∩B = 0
и (C ∩A) + (C ∩B) = 0.

ПРИМЕР 17. Пусть G = G1 ⊗ . . .⊗Gt — прямое произведение групп и ei — единица
группы Gi для i ∈ 1, t. Для каждого gi ∈ Gi через gi обозначим элемент группы
G вида gi = (e1, . . . , ei−1, gi, ei+1, . . . , et) и положим Gi = {gi : gi ∈ Gi}. Тогда оче-
видно, что G1, . . . , Gt — попарно перестановочные подгруппы группы G, Gi ∼= Gi и
G = G1 · . . . ·Gt. Более того, каждый элемент g = (g1, . . . , gt) ∈ G единственным спо-
собом представляется в виде g = ξ1 . . . ξt, где ξ1 ∈ G1, . . . , ξt ∈ Gt (это представление
имеет вид g = g1 . . . gt), и подгруппы Gi и Gj при i �= j не просто перестановочны,
но перестановочны поэлементно, т. е. если ξi ∈ Gi и ξj ∈ Gj , то ξiξj = ξjξi.

3. Теперь можно ответить на вопрос: при каких условиях группа H изоморфна
прямому произведению групп?
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Группа (H, ·) называется прямым произведением своих подгрупп
H1, . . . , Ht, если

1) каждый элемент h ∈ H однозначно представляется в виде

h = h1 . . . ht, где h1 ∈ H1, . . . , ht ∈ Ht;

2) для любых i, j ∈ 1, t, i �= j, группы Hi и Hj поэлементно перестановочны, т. е.

(hi ∈ Hi, hj ∈ Hj) ⇒ (hihj = hjhi).

В этом случае пишут H = H1 ×̇ . . . ×̇Ht.

ПРИМЕР 18. В обозначениях примера 17 справедливо равенство G = G1 ×̇ . . . ×̇ Gt.
Более того, если для некоторой группы H существует изоморфизм ϕ : G1⊗ . . .⊗Gt →
→ H, то H1 = ϕ(G1), . . . , Ht = ϕ(Gt) — подгруппы группы H и H = H1 ×̇ . . . ×̇Ht.

ПРИМЕР 19. Если k, l ∈ N, (k, l) = 1, то Γkl = Γk ×̇ Γl.

ПРИМЕР 20. C∗ = Γ×̇R>0, где (R>0, ·) — группа всех положительных действительных
чисел.

ПРИМЕР 21. Пусть k, n ∈ N, 1 � k < n, и (H, ·) — группа всех подстановок h множе-
ства 1, n, обладающих свойством: h(1, k) = 1, k. Тогда в H есть подгруппы H1 = {h ∈
∈ H : h(i) = i для i ∈ 1, k}, H2 = {h ∈ H : h(j) = j для j ∈ k + 1, n}, и H = H1 ×̇H2.

Утверждение 16. Пусть группа H раскладывается в прямое произведение под-
групп: H = H1 ×̇ . . . ×̇Ht. Тогда

(а) H ∼= Ĥ = H1 ⊗ . . .⊗Ht;

(б) если h = h1 . . . ht, где h1 ∈ H1, . . . , ht ∈ Ht, то ordh = [ordh1, . . . , ordht],
если порядки элементов h1, . . . , ht конечны, и ordh =∞ в противном случае;

(в) если подгруппы H1, . . . , Ht конечны, то

|H | = |H1| · . . . · |Ht|, expH = [expH1, . . . , expHt].

� (а) Определим отображение ϕ : Ĥ → H следующим правилом: ϕ((h1, . . . , ht)) =
= h1 . . . ht. Тогда, ввиду условия 1 определения 15, ϕ — биекция, а ввиду условия 2
ϕ — гомоморфизм:

ϕ((h1, . . . , ht) · (h′1, . . . , h′t)) = ϕ((h1h
′
1, . . . , hth

′
t)) = h1h

′
1 · h2h′2 · . . . · hth′t =

= h1 . . . ht · h′1 . . . h′t = ϕ((h1, . . . , ht)) · ϕ((h′1, . . . , h′t)).

Утверждения (б) и (в) следуют теперь, соответственно, из утверждений 13(в)
и 13(г). �
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ЗАМЕЧАНИЕ 4. Если группа (H, ·) абелева, то для любых ее подгрупп H1, . . . , Ht усло-
вие 2 определения 15 выполняется автоматически, и равенство H = H1 ×̇ . . . ×̇ Ht

эквивалентно условию 1 этого определения.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Если H — абелева группа с аддитивной формой записи операции,
то в определении 15 мультипликативная терминология также заменяется аддитив-
ной: группу (H,+) называют прямой суммой своих подгрупп H1, . . . , Ht и пишут
H = H1 � . . . � Ht, если любой элемент h ∈ H однозначно представляется в виде
h = h1 + . . .+ ht, где h1 ∈ H1, . . . , ht ∈ Ht.

ПРИМЕР 22. В обозначениях примера 16 D2 = A�B.

4. Следующий критерий важен для многих последующих разделов курса.

Теорема 17. Пусть H1, . . . , Ht — подгруппы группы (H, ·), удовлетворяющие усло-
вию 2 определения 15, и H = H1 · . . . ·Ht. Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:

(а) H = H1 ×̇ . . . ×̇Ht;
(б) если e = h1 . . . ht, где hi ∈ Hi, i ∈ 1, t, то h1 = . . . = ht = e;
(в) для каждого i ∈ 1, t

Hi ∩ (H1 · . . . ·Hi−1 ·Hi+1 · . . . ·Ht) = {e}.
� Импликация (а)⇒(б) следует из свойства 1 прямого произведения подгрупп и

соотношений e = e · . . . · e, e ∈ Hi, i ∈ 1, t.
(б)⇒(в) Пусть элемент h ∈ Hi ∩ (H1 . . . Hi−1Hi+1 . . . Ht). Тогда h = hi и

h = h1 . . . hi−1hi+1 . . . ht, где hj ∈ Hj для j ∈ 1, t. Отсюда ввиду условия 2 полу-
чаем e = h · h−1 = h1 . . . hi−1h

−1
i hi+1 . . . ht и согласно (б) h−1

i = e. Следовательно,
h = hi = e.

(в)⇒(а) Пусть h ∈ H и h = h1 . . . ht = h′1 . . . h
′
t, где hi, h

′
i ∈ Hi, i ∈ 1, t. Достаточно

доказать, что hi = h′i для i ∈ 1, t. Допустим, что, например, h1 �= h′1. Тогда, пользуясь
условием 2, получаем e = h−1h = h−1

1 h′1 · . . . · h−1
t h′t и

(h−1
1 h′1)

−1 = h−1
2 h′2 · . . . · h−1

t h′t ∈ H1 ∩ (H2 . . . Ht), h−1
1 h′1 �= e,

что противоречит утверждению (в) при i = 1. �

Следствие. Если H1, . . . , Ht — конечные подгруппы абелевой группы (G,+), имею-
щие попарно взаимно простые порядки, и H = H1+ . . .+Ht, то H = H1� . . .�Ht.

� Пусть |Hi| = mi для i ∈ 1, t. Ввиду коммутативности групповой операции,
достаточно доказать, что если g ∈ H1∩(H2+ . . .+Ht), то g = θ. По теореме Лагранжа
из включений g ∈ H1 и g ∈ H2+ . . .+Ht следуют, соответственно, равенства m1g = θ
и m2 . . .mtg = θ. Отсюда и из условия (m1, m2 . . .mt) = 1 по теореме 3(б) следует,
что ord g = 1, т. е. g = θ. �

5. Один из естественных подходов к описанию групп связан со следующим опре-
делением.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Группа (G, ·) называется разложимой, если она представляется в
виде прямого произведения двух собственных подгрупп. В противном случае, группа
G называется неразложимой.

Очевидно, что задача описания (с точностью до изоморфизма) всех конечных
групп сводится к описанию всех конечных неразложимых групп. Однако в классе
некоммутативных групп вторая задача не легче первой. Качественно иная картина
наблюдается в классе конечных абелевых групп. Здесь удается описать все нераз-
ложимые группы и дать полную классификацию конечных абелевых групп (см. гла-
ву 12). Первый шаг в этом направлении состоит в следующем.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Группа порядка pn, где p — простое число, называется p-группой,
или примарной группой.

Теорема 18. Циклическая группа (G,+) неразложима тогда и только тогда, ко-
гда она бесконечна или примарна. Любая конечная циклическая не примарная
группа однозначно, с точностью до перестановки слагаемых, раскладывается в
прямую сумму примарных циклических подгрупп.

� Если G — бесконечная группа, то она изоморфна группе (Z,+), которая нераз-
ложима по теореме 17, поскольку любые две ее ненулевые подгруппы mZ и nZ имеют
ненулевое пересечение: mZ ∩ nZ � mn �= 0.

Если |G| = pm, то в G также любые две ненулевые подгруппы A и B имеют
ненулевое пересечение. Действительно, по теореме 9(в) A и B — циклические группы,
и по теореме Лагранжа они — p-группы. Тогда по теореме 12 в каждой из них есть
подгруппа порядка p: A1 < A, B1 < B, |A1| = |B1| = p. Но по той же теореме в G
есть лишь одна подгруппа порядка p. Поэтому A1 = B1 ⊂ A∩B и A∩B �= {0}. Таким
образом, примарная циклическая группа неразложима.

Пусть, наконец, |G| = n > 1, и каноническое разложение числа n имеет вид
n = pm1

1 . . . pmt
t , где t > 1. Тогда для каждого i ∈ 1, t в G есть единственная подгруппа

Hi порядка p
mi

i (теорема 12). Рассмотрим подгруппу H = H1+ . . .+Ht. По следствию
теоремы 17 H = H1�. . .�Ht. Но тогда по утверждению 16(в) выполняются равенства
|H | = |H1| · . . . · |Ht| = |G|, и

G = H1 � . . .�Ht

есть искомое разложение группы G в прямую сумму примарных циклических под-
групп. Единственность такого разложения с точностью до перестановки слагаемых
следует из теоремы 12. �

В действительности теорема 18 описывает все неразложимые группы в классе
абелевых конечно порожденных групп. Для конечных абелевых групп это будет до-
казано в главе 12 (теорема 1). Среди абелевых групп, не имеющих конечных систем
образующих, есть другие неразложимые группы, например, группа (Q,+) (докажите
ее неразложимость).
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§ 6. КЛАССЫ СОПРЯЖЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ. НОРМАЛИЗАТОРЫ.
ЦЕНТР p-ГРУППЫ

При изучении некоммутативных групп весьма полезным оказывается следующее
бинарное отношение.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Элементы a и b группы (G, ·) называют сопряженными и пишут
a ≈ b, если для некоторого элемента g ∈ G выполняется равенство g−1ag = b.

Очевидно, отношение сопряженности есть бинарное отношение на G, которое яв-
ляется тривиальным (совпадает с отношением равенства) в том и только в том случае,
когда G — абелева группа.

Утверждение 19. Отношение сопряженности на любой группе G есть отношение
эквивалентности. Группа G разбивается на непересекающиеся классы сопряжен-
ных элементов.

� Так как a = e−1ae для любого a ∈ G, то отношение ≈ рефлексивно. Если a ≈ b,
то b = g−1ag для некоторого g ∈ G, а тогда a = (g−1)−1bg−1 и b ≈ a, т. е. отношение
≈ симметрично. Если a ≈ b и b ≈ c, то b = g−1ag и c = h−1bh для подходящих
g, h ∈ G, а тогда c = (gh)−1a(gh), т. е. a ≈ c, и отношение ≈ транзитивно.

Пусть [a]≈ — класс элементов группы G, сопряженных с a, и пусть множество
всех таких различных классов есть {[a]≈ : a ∈ A}. Тогда по общему свойству эквива-
лентности любые два различных класса из этого множества не пересекаются, и имеет
место равенство

G =
⋃
a∈A

[a]≈ . � (10)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Равенство (10) называют разложением группы G на классы со-
пряженных элементов.

ЗАМЕЧАНИЕ 6. В отличие от отношения сравнимости по подгруппе, отношение сопря-
женности разбивает любую некоммутативную группу G на классы разных мощностей.
В частности, если C(G) — центр группы, то

∀ a ∈ G ( |[a]≈| = 1) ⇔ (a ∈ C(G))

(докажите).

Общий подход к описанию мощностей классов в разложении (10) основан на
следующем понятии.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 20. Нормализатором подмножества M группы G называется множе-
ство

NG(M) = {g ∈ G : gM =Mg}.
Нормализатором элемента a ∈ G называется множество NG(a) = NG({a}).
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Теорема 20. Нормализатор подмножества M группы G есть подгруппа в G. Для
любого элемента a ∈ G справедливо равенство

|[a]≈| = |G : NG(a)|.
� Пусть x, y ∈ NG(M). Тогда xM = Mx, yM = My, и My−1 = y−1M . От-

сюда следуют равенства xy−1M = xMy−1 = Mxy−1, доказывающие включение
xy−1 ∈ NG(M). Следовательно, по утверждению 6 NG(M) < G.

Класс [a]≈ состоит из всех различных элементов вида x−1ax, x ∈ G. Заметим, что
для любых x, y ∈ G справедливы соотношения

(x−1ax = y−1ay)⇔ (axy−1 = xy−1a)⇔ (xy−1 ∈ NG(a))⇔ (NG(a)x = NG(a)y).

Таким образом, элементы x−1ax и y−1ay различны в том и только в том случае, если
различны смежные классы NG(a)x и NG(a)y. Следовательно, |[a]≈| = |G : NG(a)|. �

Полученный результат оказывается весьма полезным при доказательстве различ-
ных классификационных теорем в теории групп. Одна из них

Теорема 21. Для простого p центр любой p-группы не равен {e}. Любая группа
порядка p2 коммутативна.

� Пусть |G| = pn, n > 0. Предположим, что C(G) = {e}. Тогда по замечанию 6
если a ∈ G \ {e}, то |[a]≈| > 1, и так как число |[a]≈| = |G : NG(a)| делит pn, то
p | [a]≈. В таком случае в разложении группы G на классы сопряженных элементов
есть один класс мощности 1 — класс [e]≈, а мощности остальных классов кратны p:

G = [e]≈ ∪ [a2]≈ ∪ . . . ∪ [at]≈, |[ai]| = pki, i ∈ 2, t.

Поскольку в этом разложении классы не пересекаются, то |G| = |[e]|+|[a2]|+. . .+|[at]|,
т. е. pn = 1 + p(k2 + . . . + kt), что, очевидно, невозможно при n > 0. Следовательно,
C(G) �= {e}.

Пусть теперь |G| = p2. По доказанному C(G) �= {e}, и можно выбрать элемент
c ∈ C(G)\{e}. Если при этом G = 〈c〉, то коммутативность G доказана. Если G �= 〈c〉,
то |G : 〈c〉| = p, и можно выбрать элемент g ∈ G \ 〈c〉. Рассмотрим в G подгруппу
H = 〈c, g〉. По построению справедливы соотношения 〈c〉 � H < G. Отсюда по
следствию 2 теоремы 11 G = H = 〈c, g〉, и так как cg = gc, то по следствию 1
теоремы 8 G — коммутативная группа. �

§ 7. ГРУППЫ ПОДСТАНОВОК. ОРБИТЫ И СТАБИЛИЗАТОРЫ.
ЛЕММА БЕРНСАЙДА

1. В параграфах 2 и 4 главы 3 читатель уже познакомился с понятием подста-
новки на множестве Ω, операцией умножения подстановок, симметрической группой
(S(Ω), ·) всех подстановок на Ω и симметрической группой Sn = S(1, n) всех подста-
новок степени n.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21. Подгруппы группы S(Ω) называются группами подстановок мно-
жества Ω, а подгруппы Sn — группами подстановок степени n.
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Следует отметить, что класс групп подстановок исторически — один из первых
классов изучавшихся групп (в связи с задачей о разрешимости уравнений в ради-
калах). Более того, именно изучение свойств операции умножения на множестве Sn
в значительной степени способствовало формированию абстрактного понятия груп-
пы. В современной алгебре группы подстановок продолжают играть важную роль как
при решении задач классификации групп, так и в многочисленных прикладных во-
просах. Ниже, в параграфах 7–9, изучаются лишь некоторые основные, первичные
понятия теории групп подстановок, и на этих группах иллюстрируются результаты,
полученные в предыдущих параграфах.

Особое положение теории групп подстановок в общей теории групп проясняет

Теорема 22 (Кэли). Произвольная группа (G, ·) изоморфна некоторой подгруппе
группы (S(G), ·).

� Поставим в соответствие каждому элементу g ∈ G отображение ĝ : G → G,
определяемое условием

∀x ∈ G : ĝ(x) = xg.

Покажем, что ĝ ∈ S(G). Действительно, ĝ сюръективно, так как для любого y ∈ G
верно равенство ĝ(yg−1) = y; ĝ инъективно, так как

∀x, y ∈ G (ĝ(x) = ĝ(y) ⇔ xg = yg ⇔ x = y).

Таким образом, ĝ =
( x
xg

)
— подстановка на G.

Теперь покажем, что отображение Ψ: G→ S(G), определяемое правилом

∀ g ∈ G : Ψ(g) = ĝ,

есть мономорфизм. Это отображение инъективно, так как если Ψ(g1) = Ψ(g2) для
g1, g2 ∈ G, то ĝ1 = ĝ2, а тогда g1 = ĝ1(e) = ĝ2(e) = g2. Наконец, Ψ — гомоморфизм
группы (G, ·) в группу (S(G), ·), так как для любых g, h ∈ G и для любого x ∈ G

справедливы соотношения Ψ(gh) = ĝh,

ĝh(x) = xgh = (xg)h = ĝ(x)h = ĥ(ĝ(x)) = (ĝ · ĥ)(x),

доказывающие равенство Ψ(gh) = Ψ(g)Ψ(h).
Итак, Ψ — мономорфизм G в S(G), и по теореме 4 главы 10 Ψ(G) — подгруппа

группы S(G), изоморфная G. �
Заметим, что для каждого n ∈ N класс всех групп порядка n разбивается отно-

шением изоморфизма на непересекающиеся классы изоморфных групп. Число таких
классов очевидно конечно (так как конечно число таблиц Кэли на множестве из n
элементов). Более точную оценку этого числа дает

Следствие. Любая группа G порядка n изоморфна некоторой подгруппе группы
Sn. Число классов изоморфных групп порядка n равно числу классов изоморфных
подгрупп порядка n в Sn.
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� Достаточно заметить, что S(G) ∼= Sn (утверждение 15 главы 3), и потому G
изоморфна подгруппе в Sn. �

ПРИМЕР 23. Рассмотрим теорему Кэли в применении к циклической группе (Zm,⊕).
Соответствующая ей группа Ẑm есть группа подстановок на множестве 0,m− 1. При
этом циклическому образующему 1 группы Zm по правилу, определенному теоре-

мой 22, ставится в соответствие подстановка t = 1̂ =
( 0 1 . . . x . . . m−1
1 2 . . . x⊕ 1 . . . 0

)
, и

Ẑm = 〈t〉 — циклическая подгруппа в S(0,m− 1). Произвольному элементу g ∈ Zm

соответствует подстановка ψ(g) = ĝ вида

ĝ =

(
0 1 . . . x . . .
g 1⊕ g . . . x⊕ g . . .

)
= tg = 1̂g.

2. Теорема Кэли дает универсальный алгоритм, позволяющий представить любую
конечную группу как группу подстановок. Правда, этот алгоритм, вообще говоря,
не является ни единственно возможным, ни наиболее «экономным» (например, с его
помощью сама группа Sn представляется группой подстановок степени не n, а n!).
Однако важность теоремы Кэли определяется не только ее универсальностью, но и
тем, что она — первый результат, открывший в теории групп новое направление —
теорию представлений групп. В связи с этим уместно привести

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 22. Подстановочным представлением группы G на множестве Ω на-
зывается любой гомоморфизм σ : G → S(Ω). Это представление называется точным,
если σ — мономорфизм. При этом саму группу σ(G) также иногда называют подста-
новочным представлением группы G. Если |Ω| = n, то говорят, что σ(G) — представ-
ление степени n (при этом уже не обязательно |G| = n).

В этих терминах теорема Кэли указывает точное подстановочное представление
степени n группы G порядка n, называемое правым регулярным представлением
G. Для любой группы (G, ·) определяется и левое регулярное представление, при

котором элементу g ∈ G ставится в соответствие подстановка σ(g) =
( x
g−1x

)
∈ S(G).

(Докажите самостоятельно, что σ : G→ S(G) — мономорфизм групп.)
Приведем еще некоторые важные примеры групп подстановок и подстановочных

представлений.

ПРИМЕР 24. Пусть R — произвольное кольцо с единицей e, R(m) — множество
векторов-столбцов длины m над R. Поставим в соответствие каждой обратимой мат-
рице A∈Rm,m преобразование ϕA : R(m) → R(m), определяемое правилом

∀x↓ ∈ R(m) : ϕA(x
↓) = Ax↓.

Тогда ϕA — подстановка на R(m), называемая линейной, а множество GL(m,R)
всех линейных подстановок на R(m) есть подгруппа группы S(R(m)), называемая
полной линейной группой размерности m над кольцом R (доказательство сфор-
мулированных утверждений предоставляется читателю). Несложно проверить, что
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отображение σ : R∗
m,m → GL(m,R) по правилу σ(A) = ϕ−1

A = ϕA−1 есть изо-
морфизм групп. Таким образом, если R — конечное кольцо, то GL(m,R) — точ-
ное подстановочное представление степени |R|m группы R∗

m,m, имеющей порядок,
значительно больший, чем |R|m. В случае, если R — конечное поле из q эле-
ментов, вместо GL(m,R) пишут GL(m, q). По следствию утверждения 18 главы 7
|GL(m, q)| = (qm − 1)(qm − q) . . . (qm − qm−1).

ПРИМЕР 25. При обозначениях из примера 24 каждой матрице A ∈ R∗
m,m и каждому

вектору b↓ ∈ R(m) поставим в соответствие преобразование ψA,b↓ : R
(m) → R(m),

определяемое правилом

∀x↓ ∈ R(m) : ψA,b↓(x
↓) = Ax↓ + b↓.

Тогда ψA,b↓ — подстановка на R(m), называемая аффинной, а множество

AGL(m,R) = {ψA,b↓ : A ∈ R∗
m,m, b

↓ ∈ R(m)}

есть подгруппа в S(R(m)), называемая полной аффинной группой размерности m над
R. Если R — поле из q элементов, то вместо AGL(m,R) пишут AGL(m, q).

Как уже упоминалось, абстрактное понятие группы сформировалось в математике,
в частности, и под воздействием геометрии. Здесь источник и область применения
понятия группы можно проиллюстрировать следующим образом.

ПРИМЕР 26. Пусть в трехмерном евклидовом пространстве D3 помещен многогранник
(или плоский многоугольник) M с n вершинами. Назовем движением (или инвари-
антным преобразованием) многогранника M любое его перемещение в пространстве,
в результате которого он будет занимать ту же область, которую он занимал пер-
воначально (два движения считаются равными, если они равны как отображения
множества точек M в множество D3).

Пусть D(M) — множество всех движений многогранника M . Перенумеруем точ-
ки пространства, в которых расположены его вершины, числами 1, 2, . . . , n. Тогда

каждому движению ϕ ∈ D(M) однозначно соответствует подстановка
( 1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
,

где ik — номер точки пространства, в которую в результате движения ϕ перемести-
лась вершина из k-й точки, k ∈ 1, n. Так как M — «твердая» фигура, то указанной
подстановкой однозначно определяется все движение ϕ. Поэтому в дальнейшем мы
будем отождествлять движение ϕ с соответствующей ему подстановкой и писать

ϕ =
( 1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
. Таким образом, D(M) ⊂ Sn. Нетрудно заметить, что если к мно-

гограннику M применить сначала движение ϕ, а потом движение ψ =
( 1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
,

то результатом выполнения этих двух движений будет также движение, которое опи-

сывается подстановкой ϕψ =
( 1 2 . . . n
ji1 ji2 . . . jin

)
. Следовательно, D(M) < Sn.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 23. Группа (D(M), ·) подстановок на множестве номеров вершин мно-
гогранника (многоугольника)M , соответствующих его движениям в трехмерном про-
странстве, называется группой движений многогранника M .

В этом определении мы, по сути дела, отождествили группу движений много-
гранника M с n вершинами и ее точное подстановочное представление степени n,
описанное выше.

Геометрический смысл группы D(M) состоит в том, что она — мера симметрии
многогранника M : чем он симметричнее, тем больше его группа движений.

ПРИМЕР 27. Если M — треугольник, все стороны которого имеют разные длины, то
D(M) = {ε} — единичная группа. Если M — равнобедренный треугольник,

�
�
�
�
��

�
�
�
�
��
1

2 3

то D(M) = {ε, ( 1 2 3
1 3 2

)} — группа порядка 2. Если M — равносторонний треугольник,
то D(M) = S3.

3. При изучении различных свойств групп подстановок весьма важными оказыва-
ются следующие результаты.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 24. Для группы G < S(Ω) элементы α, β ∈ Ω называют G-эквива-
лентными и пишут α ∼

G
β (или просто α ∼ β), если g(α) = β для некоторого g ∈ G.

Теорема 23. Пусть G < S(Ω). Тогда
(а) отношение ∼

G
на Ω есть отношение эквивалентности. Множество Ω раз-

бивается на непересекающиеся классы G-эквивалентных элементов, называемые
областями транзитивности группы G;

(б) подмножество ∆ ⊂ Ω есть область транзитивности группы G тогда и
только тогда, когда

1) ∀ g ∈ G (g(∆) ⊂ ∆);
2) ∀α, β ∈ ∆, ∃ g ∈ G (g(α) = β).

� (а) Так как для любого α ∈ Ω верно равенство ε(α) = α и ε ∈ G, то α ∼ α,
т. е. отношение ∼ рефлексивно. Если α ∼ β, то β = g(α) для некоторого g ∈ G. Но
тогда α = g−1(β), g−1 ∈ G. Поэтому β ∼ α, т. е. отношение ∼ симметрично. Если
α ∼ β, β ∼ γ, то β = g(α), γ = h(β) для подходящих g, h ∈ G. В таком случае
gh(α) = h(g(α)) = γ, gh ∈ G, и α ∼ γ, т. е. отношение ∼ транзитивно. Утверждение о
разбиении множества Ω на области транзитивности теперь очевидно.

(б) Если ∆ — область транзитивности G, α ∈ ∆ и g ∈ G, то α ∼ g(α), и потому
g(α) ∈ ∆, т. е. g(∆) ⊆ ∆, и верно утверждение 1). Утверждение 2) в этом случае
очевидно.
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Наоборот, если для ∆ ⊂ Ω выполнены утверждения 1) и 2), то ввиду утвержде-
ния 2) ∆ есть подмножество некоторого класса G-эквивалентных элементов. Кроме
того, если α ∈ ∆, β ∈ Ω и α ∼ β, то β = g(α) для некоторого g ∈ G и ввиду утвер-
ждения 1) β ∈ ∆, т. е. ∆ — в точности класс G-эквивалентных элементов (область
транзитивности группы G). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 25. Группа G < S(Ω) называется транзитивной, если Ω — ее область
транзитивности, т. е.

∀α, β ∈ Ω, ∃ g ∈ G (g(α) = β),

в противном случае, группа G называется интранзитивной.

Транзитивными группами являются, например, группа Sn, ее подгруппа

〈(
1 2 . . . n−1 n
2 3 . . . n 1

)〉
,

группа AGL(m,R). Пример интранзитивной группы — GL(m,R). В частности, группа
GL(m, q) имеет ровно две области транзитивности (докажите).

Очевидно, что группа D(M) движений правильного многогранника M транзи-
тивна, однако обратное утверждение неверно. Например, если M — плоский шести-
угольник, у которого любые два несмежных ребра равны, то группа его движений в
трехмерном пространстве транзитивна (покажите).

При изучении областей транзитивности группы подстановок полезно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 26. Орбитой элемента α ∈ Ω относительно группы G < S(Ω) называ-
ется множество

G(α) = {β ∈ Ω : β = g(α), g ∈ G}.

Теорема 24. Если ∆ — область транзитивности группы G < S(Ω), то ∆ = G(α)
для любого α ∈ ∆.

� Так как все элементы из G(α) G-эквивалентны α, то G(α) ⊂ ∆. Если β ∈ ∆, то
β ∼
G
α, т. е. β = g(α) для некоторого g ∈ G и β ∈ G(α). �
Теперь можно вывести следующее важное соотношение между порядком группы

подстановок и порядками ее областей транзитивности.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 27. Стабилизатором элемента α ∈ Ω в группе G < S(Ω) называется
множество подстановок

Gα = {g ∈ G : g(α) = α}.

Теорема 25 (лемма Бернсайда). Стабилизатор любого элемента α ∈ Ω в группе
G < S(Ω) есть подгруппа в G, и |G| = |Gα| · |G(α)|.
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� Если g, h ∈ Gα, то (gh−1)(α) = h−1(g(α)) = α, т. е. gh−1 ∈ Gα, и Gα < G.
Заметим теперь, что для любых подстановок x, y ∈ G справедливы соотношения

x ≡ y(Gα)П ⇔ xy−1 ∈ Gα ⇔ (xy−1)(α) = α ⇔ x(α) = y(α).

Следовательно, число различных элементов вида x(α), x ∈ G, равно числу правых
смежных классов G по Gα, т. е.

|G(α)| = |G : Gα|.

Отсюда по теореме Лагранжа получаем утверждение теоремы 25. �

Следствие 1. Если |Ω| = n и G — транзитивная группа подстановок на Ω, то
n | |G| и |G| = n · |Gα| для любого α ∈ Ω.

� Для любого α ∈ Ω верны равенства G(α) = Ω и |G(α)| = n. �

Следствие 2. Если M — правильный многогранник (многоугольник) с n вершина-
ми, в котором каждая вершина имеет k соседних вершин, то порядок его группы
движений D(M) равен nk.

� Воспользуемся терминологией и обозначениями из примера 26, и, для крат-
кости, вершину многогранника, расположенную в точке пространства с номером α,
будем называть просто вершиной α.

Зафиксируем некоторую вершину α многогранника M . Так как M — правильный
многогранник, то по следствию 1 |D(M)| = n · |D(M)α|. Остается подсчитать число
движений многогранника M , оставляющих на месте α. Пусть α1, . . . , αk — все вер-
шины, смежные с α. Очевидно, любое движение ϕ ∈ D(M)α есть поворот вокруг оси
симметрии, проходящей через точку α, и ϕ однозначно задается указанием образа
ϕ(α1) элемента α1. Более того, если ϕ ∈ D(M)α, то вершина ϕ(α1) ∈ {α1, . . . , αk},
так как ϕ(α1) остается смежной вершиной для α. Наконец, для любой смежной с α
вершины αi существует движение ϕ ∈ D(M)α такое, что ϕ(α1) = αi. Таким образом,
|D(M)α| = k, и потому |D(M)| = nk. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 28. Группа движений правильного плоского n-угольника называется
группой диэдра степени n и обозначается через Dn.

Из следствия 2 леммы Бернсайда имеем |Dn| = 2n. В частности, |D3| = 6, и
потому D3 = S3, |D4| = 8, и D4 — пример некоммутативной группы порядка p3

(сравните с теоремой 21).
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§ 8. ЦИКЛОВАЯ СТРУКТУРА И ЧЕТНОСТЬ ПОДСТАНОВКИ.
ЗНАКОПЕРЕМЕННАЯ ГРУППА

1. Всюду далее Ω — произвольное множество мощности n. В теории групп под-
становок большое количество результатов основывается на следующем способе пред-
ставления подстановки в виде произведения подстановок более простого вида.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 29. Элемент α ∈ Ω назовем мобильным элементом подстановки
g ∈ S(Ω), если g(α) �= α, и неподвижным — в противном случае. Множество мобиль-
ных элементов подстановки g обозначим через mob g: mob g = {α ∈ Ω : g(α) �= α}.
Подстановки g, h ∈ S(Ω) назовем независимыми, если mob g ∩mobh = ∅.

Например, в S5 подстановки g =
( 1 2 3 4 5
3 2 1 4 5

)
и h =

( 1 2 3 4 5
1 4 3 2 5

)
независимы.

Тождественная подстановка ε независима с любой подстановкой из S(Ω). Очевидны
следующие свойства множества мобильных элементов подстановки:

α ∈ mob g ⇔ g(α) ∈ mob g, mob g−1 = mob g, mob g = ∅ ⇔ g = ε.

Доказательство перечисляемых ниже простейших свойств независимых подстано-
вок предоставляется читателю.

Утверждение 26. Если g, h — независимые подстановки из S(Ω), то
(а) для любых α ∈ mob g, β ∈ mobh верны равенства

(gh)(α) = g(α), (gh)(β) = h(β);

(б) mob gh = mob g ∪mobh;
(в) gh = hg;
(г) gh = ε ⇔ g = h = ε;
(д) g = h ⇔ g = h = ε;
(е) для любых s, t ∈ Z подстановки gs, ht независимы;
(ж) ord gh = [ord g, ordh].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 30. Подстановку g ∈ Sn называют циклом, если g �= ε и существует
перестановка (i1, . . . , in) элементов множества Ω такая, что g имеет вид

g =

(
i1 i2 . . . ik−1 ik ik+1 . . . in
i2 i3 . . . ik i1 ik+1 . . . in

)
, (11)

т. е. мобильные элементы подстановки g переставляются ею «по циклу»:

����

�
������

�

����

g

i1

i2

i3
. . .

ik−1

ik

При этом число k = |mob g| называется длиной цикла g.
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Например, подстановка g =
( 1 2 3 4 5
1 5 3 2 4

)
является циклом длины 3, так как, упо-

рядочив элементы 1, 2, . . . , 5 следующим образом: 2, 5, 4, 1, 3, получаем

g =

(
2 5 4 1 3
5 4 2 1 3

)
��
�
��� �

�
���

2

4 5
g

Вместо записи (11) для цикла g употребляют значительно более компактную фор-
мальную запись:

g = (i1, i2, . . . , ik). (12)

Отметим, что из (12) нельзя однозначно определить степень подстановки g и, в случае
необходимости, эту степень нужно указывать отдельно.

Полезно иметь ввиду, что цикл g длины k может быть записан ровно k различны-
ми способами в форме (12):

g = (i1, i2, . . . , ik−1, ik) = (i2, i3, . . . , ik, i1) =

= (i3, i4, . . . , ik, i1, i2) = . . . = (ik, i1, . . . , ik−1).
(13)

Теорема 27. Произвольная неединичная подстановка g ∈ S(Ω) либо является цик-
лом, либо раскладывается в произведение некоторого числа попарно независимых
циклов. Такое разложение однозначно с точностью до перестановки сомножите-
лей.

� Существование нужного разложения для g доказывается индукцией по парамет-
ру m = |mob g|. Если m = 2, т. е. mob g = {α1, α2}, то очевидно, что g = (α1, α2) —
цикл длины 2. Пусть s > 2 и первое утверждение теоремы верно для всех g ∈ S(Ω)
таких, что 2 � m < s. Предположим, что m = s.

Выберем элемент α ∈ mob g и рассмотрим последовательность элементов

α
g−→ g(α)

g−→ . . .
g−→ gi(α)

g−→ . . . . (14)

Так как все элементы этой последовательности принадлежат Ω, то в ней есть
лишь конечное число различных элементов, и можно утверждать, что для некоторого
k ∈ 1, n элементы α, g(α), . . . , gk−1(α) различны, а gk(α) совпадает с одним из них.
При этом k > 1, так как g(α) �= α. Покажем, что gk(α) = α. Если это не так, т. е.
gk(α) = gl(α), где k > l > 0, то, применяя к обеим частям последнего равенства
подстановку g−1, получаем gk−1(α) = gl−1(α), k − 1 > l − 1 � 0. Это противоречит
выбору параметра k. Следовательно, gk(α) = α, и последовательность элементов (14)
имеет вид

α
g−→ g(α)

g−→ . . .
g−→ gk−1(α)

g−→ α
g−→ g(α)

g−→ . . . .

Отсюда следует, что элементы множества ∆1 = {α, g(α), . . . , gk−1(α)} преобразуются
подстановкой g точно так же, как и циклом

h1 = (α, g(α), . . . , gk−1(α)).
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Следовательно, все эти элементы неподвижны относительно подстановки g1 = h−1
1 g,

причем mob g1 = mob g \ ∆1. Если mob g1 = ∅, то g1 = ε и g = h1 — цикл. Если
mob g1 �= ∅, то |mob g1| = m − k < s и по предположению индукции подстановка
g1 или является циклом h2, или раскладывается в произведение попарно независи-
мых неединичных циклов: g1 = h2 . . . ht. В таком случае подстановка g следующим
образом раскладывается в произведение циклов:

g = h1h2 . . . ht. (15)

При t > 1 циклы в этом разложении попарно независимы, так как по утвержде-
нию 26(б)

mobhi ⊂ mob g1, i ∈ 2, t,

а поскольку mobh1 = ∆1 и ∆1 ∩ mob g1 = ∅, то mobh1 ∩ mobhi = ∅ для i ∈ 2, t.
Первое утверждение теоремы доказано.

Допустим теперь, что, наряду с разложением (15), подстановка g имеет еще одно
разложение:

g = f1 . . . fs, (16)

в котором либо s = 1 и g = f1 — цикл, либо s > 1 и f1, . . . , fs — попарно независимые
циклы. Выберем элемент α ∈ mobh1. По утверждению 26(б) α ∈ mob g и α ∈ mob fi
для некоторого i ∈ 1, s. Переставив, если надо, сомножители в разложении (16) (это
можно сделать по утверждению 26(в)), считаем, что α ∈ mob f1. Таким образом,
α ∈ mobh1 ∩mob f1. Покажем, что h1 = f1. В силу утверждения 26(а) справедливы
равенства

h1(α) = g(α) = f1(α).

Но тогда опять верны включения

g(α) = h1(α) ∈ mobh1 ∩mob f1,

и, применяя то же утверждение, получаем цепочку равенств:

h21(α) = h1(g(α)) = g(g(α)) = f1(g(α)) = f2
1 (α).

Продолжая аналогично далее, получаем:

hi1(α) = f i1(α) для всех i ∈ N. (17)

Так как h1 = (α, h1(α), . . . , h
k−1
1 (α)) и f1 = (α, f1(α), . . . , f

l−1
1 (α)) для некоторых

k, l ∈ N, то из (17) следует, что k = l, поскольку

hi1(α) = α ⇔ f i1(α) = α,

и мы приходим к равенству h1 = f1. Отсюда видно, что если в (15) t = 1, то в (16)
s = 1, так как иначе выполнялось бы равенство ε = f2 . . . fs, которое, по утвер-
ждению 26(г), невозможно, ввиду попарной независимости неединичных подстановок
f2, . . . , fs. Если же t > 1, то и s > 1, и справедливо равенство h2 . . . ht = f2 . . . fs. Те-
перь доказательство совпадения разложений (15) и (16) легко завершить индукцией
по s+ t, приняв за первый шаг индукции случай, когда s+ t = 2, т. е. s = t = 1. �
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В качестве примера приведем разложение:(
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 5 9 8 6 2 4 7 3 0

)
= (0, 1, 5, 2, 9) · (3, 8) · (4, 6). (18)

Допустим, что разложение подстановки g ∈ S(Ω) в произведение попарно незави-
симых циклов имеет вид

g = (α1, . . . , αk) · (β1, . . . , βl) · . . . · (γ1, . . . , γt), (19)

и δ1, . . . , δr — все неподвижные элементы относительно подстановки g. Для того
чтобы подчеркнуть, что подстановка g действует и на этих элементах, не указанных
в разложении (19), их называют единичными циклами подстановки g, и подстановку
g записывают в виде

g = (α1, . . . , αk) · (β1, . . . , βl) · . . . · (γ1, . . . , γt) · (δ1) · . . . · (δr). (20)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 31. Представление подстановки g ∈ S(Ω) в виде (19) или (20) называ-
ют ее разложением на независимые циклы.

Например, подстановка (18) раскладывается на независимые циклы следующим
образом: (

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 5 9 8 6 2 4 7 3 0

)
= (0, 1, 5, 2, 9) · (3, 8) · (4, 6) · (7).

Согласно теореме 27 разложение (20) для подстановки g однозначно, с точностью
до перестановки сомножителей, и потому корректно.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 32. Цикловой структурой подстановки g называется таблица

[g] = [lk11 , l
k2
2 , . . . , l

km
m ],

указывающая, что разложение подстановки g в виде (20) в произведение независи-
мых циклов (включая единичные) состоит из k1 циклов длины l1, k2 циклов длины
l2, . . . , km циклов длины lm.

Например, цикловая структура подстановки (18) есть [11, 22, 51].
Для любой подстановки g ∈ S(Ω) по ее цикловой структуре легко вычислить ее

порядок.

Теорема 28. Порядок цикла равен его длине. Порядок произвольной подстановки
g ∈ S(Ω) равен наименьшему общему кратному длин циклов в ее разложении на
независимые циклы.

� Если g = (α0, α1, . . . , αk−1) — цикл длины k, то для i ∈ 0, k − 1 справедливы со-
отношения g(αi) = αi⊕1, где ⊕ — сложение в Zk. Отсюда индукцией легко получить,
что для любых i ∈ 0, k − 1 и m ∈ N верно соотношение

gm(αi) = αi⊕rk(m) = αrk(i+m),
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где rk(m) — остаток от деления m на k. Теперь очевидно, что

(gm = ε) ⇔ (rk(m) = 0),

т. е. ord g = k.
Если разложение g в произведение попарно независимых циклов имеет вид (15),

где t > 1, то, ввиду попарной перестановочности циклов h1, . . . , ht (утвержде-
ние 26(в)), для любого s ∈ N верно равенство gs = hs1 · . . . · hst . Так как по утвержде-
нию 26(е) подстановки hs1, . . . , h

s
t попарно независимы, то по утверждению 26(г)

(gs = ε) ⇔ (hs1 = . . . = hst = ε).

Теперь очевидно, что ord g = [ordh1, . . . , ordht]. �
Например, порядок подстановки (18) равен [5, 2, 2] = 10.
2. Другой способ представления подстановок в виде произведения циклов (воз-

можно зависимых) тесно связан со следующей классификацией подстановок, которую
мы, для простоты изложения, введем сначала в Sn.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 33. Подстановку g =
( 1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
∈ Sn называют четной, если пере-

становка (i1, i2, . . . , in) четная, и нечетной в противном случае.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 34. Транспозицией в Sn называют любой цикл длины 2.

Лемма 29. Если g, h ∈ Sn и h — транспозиция, то четности подстановок g и gh
противоположны.

� Пусть g =
( 1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
и h = (ik, il), k < l. Тогда

gh =

(
1 . . . k . . . l . . . n
i1 . . . ik . . . il . . . in

)(
1 . . . ik . . . il . . . n
1 . . . il . . . ik . . . n

)
=

=

(
1 . . . k−1 k k+1 . . . l−1 l l+1 . . . n
il . . . ik−1 il ik+1 . . . il−1 ik il+1 . . . n

)
.

Остается заметить, что перестановки

(i1 . . . ik . . . il . . . in) и (i1 . . . ik−1 il ik+1 . . . il ik il+1 . . . in)

различаются транспозицией и их четности противоположны. �

Теорема 30. Всякая подстановка g ∈ Sn раскладывается в произведение транс-
позиций, причем в любом таком разложении число сомножителей четно, если
подстановка g четна, и нечетно в противном случае.
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� Если g = ε, то g = (1, 2) · (1, 2). Если g = (a1, . . . , ak) — цикл, то

g = (a1, . . . , ak) = (a1, a2) · (a1, a3) · . . . · (a1, ak). (21)

Теперь первая часть теоремы следует из теоремы 27. Пусть подстановка g ∈ Sn и
g = t1t2 . . . ts — произведение s транспозиций. Тогда g = ε·t1t2 . . . ts, т. е. g получается
из четной подстановки ε s-кратным умножением на транспозиции. Отсюда, применяя
лемму 29, получаем: g — четная подстановка тогда и только тогда, когда число s
четно. �

Следствие 1. Цикл длины k является четной подстановкой тогда и только то-
гда, когда число k нечетно.

� См. (21). �

Следствие 2 (теорема о декременте). Если подстановка g ∈ Sn каким-либо спо-
собом представлена в виде произведения m циклов длин l1, . . . , lm, то она четна
тогда и только тогда, когда число l1 + . . .+ lm −m четно.

� Цикл длины li раскладывается в произведение li − 1 транспозиций (см. (21)),
поэтому g раскладывается в произведение l1 + . . .+ lm −m транспозиций. �

Если в условиях следствия 2 циклы попарно независимы, то число d(g), равное
d(g) = l1 + . . .+ lm −m, называют декрементом подстановки g.

Следствие 3. Множество An всех четных подстановок из Sn образует подгруппу
группы Sn индекса 2.

� Если g, h ∈ An, то по теореме каждая из подстановок g, h есть произведение
четного числа транспозиций. Тогда и gh — произведение четного числа транспозиций,
т. е. по теореме gh ∈ An. Отсюда по следствию 1 утверждения 6 получаем: An < Sn.
Заметим, что Sn \An = An · (1, 2), так как An · (1, 2) ⊂ Sn \An и (Sn \An) · (1, 2) ⊂ An.
Следовательно, Sn = An ∪An · (1, 2) и |Sn : An| = 2. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 35. Подгруппу An всех четных подстановок группы Sn называют зна-
копеременной группой степени n.

Знакопеременная группа играет в теории групп подстановок, и вообще в теории
групп, роль не менее важную, чем сама симметрическая группа. Она очень часто
встречается в приложениях.

ПРИМЕР 28. Если M — тетраэдр, то D(M) = A4. Действительно, D(M) < S4 и по
следствию 2 теоремы 25 |D(M)| = 12 = |A4|. Остается заметить, что A4 ⊂ D(M), так
как A4 \ {ε} состоит из подстановок вида g = (a, b)(c, d) и h = (α, β, γ): подстановка g
осуществляет вращение тетраэдра вокруг оси симметрии, проходящих через середины
противоположных ребер ab и cd, а подстановка h — вращение вокруг оси симметрии,
проходящей через вершину.
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Теперь можно показать, что обращение теоремы Лагранжа для конечных групп
неверно.

ПРИМЕР 29. В группе A4 (имеющей порядок 12) нет подгруппы порядка 6. Из теоре-
мы о декременте и теоремы 28 следует, что любой элемент из A4\{ε} имеет порядок 2
или 3. Если G < A4 и |G| = 6, то |G \ {ε}| = 5. Множество G \ {ε} не может состо-
ять только из элементов порядка 2, так как A4 содержит всего три таких элемента,
и не может состоять только из элементов порядка 3, так как их количество в лю-
бой конечной группе четно (докажите). Следовательно, в G есть подстановки вида
g = (a, b)(c, d), {a, b} ∩ {c, d} = ∅, и h = (α, β, γ). Остается заметить, что 〈g, h〉 = A4

(докажите).

ЗАМЕЧАНИЕ 7. Если Ω — произвольное конечное множество, то для подстановок из
S(Ω) также можно ввести понятие четности и получить результаты, аналогичные тео-
реме 30 и ее следствиям. Упорядочим каким-либо образом элементы множества Ω:
Ω = {α1, . . . , αn}. Тогда каждой подстановке g ∈ S(Ω) соответствует единственная

перестановка (i1, . . . , in) ∈ P (1, n) такая, что g =
( α1 . . . αn

αi1 . . . αin

)
. Подстановка g на-

зывается четной, если (i1, . . . , in) — четная перестановка, и нечетной в противном
случае. При таком определении для подстановок из S(Ω) практически так же, как и
для подстановок из Sn, доказывается лемма 29, и дословно так же — теорема 30 и
ее следствия. Из теоремы 30 следует, что четность подстановки g ∈ S(Ω) определя-
ется лишь четностью числа транспозиций в ее разложении и не зависит от способа
первоначального упорядочения множества Ω. Подгруппа всех четных подстановок из
S(Ω) обозначается через A(Ω) и называется знакопеременной группой подстановок
множества Ω.

§ 9. СИСТЕМЫ ОБРАЗУЮЩИХ СИММЕТРИЧЕСКОЙ
И ЗНАКОПЕРЕМЕННОЙ ГРУПП

Для упрощения обозначений мы будем рассматривать лишь группы Sn и An.
Предварительно докажем вспомогательное утверждение, позволяющее по заданному
разложению на независимые циклы подстановки g ∈ Sn быстро вычислять такое же
разложение для любой подстановки f−1gf , где f ∈ Sn.
Лемма 31. Пусть подстановка g представлена в виде произведения циклов:

g = (a1, a2, . . . , ak) · (b1, b2, . . . , bl) · . . . · (c1, c2, . . . , cm). (22)

Тогда верно равенство

f−1gf = (f(a1), f(a2), . . . , f(ak)) · (f(b1), . . . , f(bl)) · . . .
. . . · (f(c1), . . . , f(cm)).

(23)

� Пусть α ∈ 1, n и β = g(α). Тогда

f(β) = f(g(α)) = f(g(f−1(f(α)))) = (f−1gf)(f(α)).
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Таким образом, подстановка g переводит α в β тогда и только тогда, когда подстановка
f−1gf переводит f(α) в f(β). В частности, отсюда следует, что

mob(f−1gf) = f(mob g),

и если g = (a1, . . . , ak) — цикл, то f−1gf = (f(a1), . . . , f(ak)). Теперь (23) следует
из (22) ввиду равенства

f−1gf = f−1(a1, . . . , ak)f · f−1(b1, . . . , bl)f · . . . · f−1(c1, . . . , cm)f. �

Отметим, что в условии леммы 31 не требуется, чтобы циклы в разложении (22)
были независимы. Но, разумеется, если в (22) циклы независимы, то они независимы
и в (23).

Большие возможности для упражнений в применении леммы 31 дает читателю
доказательство следующей теоремы.

Теорема 32. Группа Sn порождается:
1) множеством всех транспозиций;
2) множеством всех транспозиций вида (1, α), α ∈ 2, n;
3) множеством всех транспозиций вида (α, α + 1), α ∈ 1, n− 1;
4) транспозицией (1, 2) и полным циклом (1, 2, . . . , n).

� Для i ∈ 1, 4 обозначим через Hi подгруппу в Sn, порожденную множеством
подстановок, описанном в пункте i) теоремы. Наша задача — доказать равенства
Hi = Sn, i ∈ 1, 4. Мы сделаем это, доказав цепочку соотношений Sn = H1 ⊂ H2 ⊂
⊂ H3 ⊂ H4.

По теореме 30 каждая подстановка из Sn раскладывается в произведение транс-
позиций, т. е. принадлежит H1. Следовательно H1 = Sn.

Подгруппа H2 = 〈(1, 2), (1, 3), . . . , (1, n)〉 из Sn содержит любую транспозицию
(α, β) ∈ Sn. Действительно, если α = 1 или β = 1, то включение (α, β) ∈ H2 вытекает
непосредственно из определения H2, а если α �= 1 и β �= 1, то (1, α), (1, β) ∈ H2 и
(α, β) = (1, α)(1, β)(1, α) ∈ H2. Следовательно, H1 ⊂ H2.

Подгруппа H3 = 〈(1, 2), (2, 3), . . . , (n−1, n)〉 содержит все транспозиции (1, α), так
как (1, 2) ∈ H3 и если (1, α − 1) ∈ H3, то (1, α) = (α, α − 1)(1, α− 1)(α − 1, α) ∈ H3.
Следовательно, H2 ⊂ H3.

Наконец, подгруппа H4 содержит все транспозиции (α, α+1), так как (α, α+1) =
= (1, 2, . . . , n)−α(1, 2)(1, 2, . . . , n)α ∈ H4. Следовательно, H3 ⊂ H4. �

В § 3 были описаны, с точностью до изоморфизма, все конечные группы с одним
образующим. В связи с этим возникает естественное желание получать дальнейшие
классификационные результаты в теории конечных групп, описывая все группы с r
образующими для r = 2, 3, . . . . Однако теперь можно отметить, что уже в случае
r = 2 эта задача будет мало отличаться от задачи классификации всех конечных
групп, поскольку справедливо

Следствие. Любая конечная группа изоморфна подгруппе группы с двумя образу-
ющими.
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� Достаточно использовать теорему Кэли и утверждение 4) теоремы 32. �

Теорема 33. Знакопеременная группа An степени n � 3 порождается всеми цик-
лами длины 3.

� По следствию 1 теоремы 30 все циклы длины 3 из Sn принадлежат An. С другой
стороны, любая подстановка h ∈ An представляется по теореме 30 в виде произведе-
ния четного числа транспозиций:

h = t1 · t2 · . . . · t2k−1 · t2k.
Теперь достаточно доказать, что любое произведение (α, β)(γ, δ) двух транспозиций
представляется в виде произведения циклов длины 3. Для этого рассмотрим все воз-
можные соотношения между множествами {α, β} и {γ, δ}.

Если {α, β} = {γ, δ}, то (α, β)(γ, δ) = ε = (1, 2, 3)3.
Если {α, β} ∩ {γ, δ} = {α}, то можно считать, что γ = α, и тогда выполняются

равенства (α, β)(γ, δ) = (α, β)(α, δ) = (α, β, δ).
Если {α, β} ∩ {γ, δ} = ∅, то (α, β)(γ, δ) = (β, α, γ)(γ, β, δ). �
Отметим, что в системе образующих группы An, указанной в теореме 33, есть

много «лишних» элементов. Читателю предлагается самостоятельно доказать, что
верно равенство

An = 〈(1, 2, 3), (1, 2, 4), . . . , (1, 2, n)〉.
В частности, если M — тетраэдр, то вместо D(M) = 〈(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4)〉

(см. пример 28) можно написать D(M) = 〈(1, 2, 3), (1, 2, 4)〉.

§ 10. СОПРЯЖЕННЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ В СИММЕТРИЧЕСКОЙ ГРУППЕ.
УРАВНЕНИЕ КОШИ

Цикловая форма записи подстановок позволяет описать классы сопряженных эле-
ментов в группе Sn и предложить методику решения уравнений вида

x−1gx = h (24)

в этой группе, называемого уравнением Коши. Заметим, что по определению 18 со-
пряженность подстановок g, h ∈ Sn в группе Sn равносильна разрешимости уравне-
ния (24).

Теорема 34. Подстановки g, h ∈ Sn сопряжены в Sn тогда и только тогда, когда
они имеют одинаковую цикловую структуру.

� Допустим, что разложение подстановки g на независимые циклы, включая еди-
ничные циклы, имеет вид

g = (a1, . . . , ak) · (b1, . . . , bl) · . . . · (c1, . . . , cm), k + l + . . .+m = n. (25)

Тогда если h — подстановка, сопряженная с g, и f есть решение уравнения (24), то
по лемме 31 справедливо равенство

h = (f(a1), . . . , f(ak)) · (f(b1), . . . , f(bl)) · . . . · (f(c1), . . . , f(cm)), (26)
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представляющее собой разложение подстановки h также на независимые циклы. Та-
ким образом, подстановка h имеет ту же цикловую структуру, что и g.

Наоборот, допустим, что h — произвольная подстановка с той же цикловой струк-
турой, что и g. Тогда для подходящей перестановки

(α1, . . . , αk, β1, . . . , βl, . . . , γ1, . . . , γm)

множества 1, n разложение h на независимые циклы имеет вид

h = (α1, . . . , αk) · (β1, . . . , βl) · . . . · (γ1, . . . , γm). (27)

Пользуясь разложениями (25) и (27), составим подстановку

f =

(
a1 . . . ak b1 . . . bl . . . c1 . . . cm
α1 . . . αk β1 . . . βl . . . γ1 . . . γm

)
. (28)

Ввиду леммы 31 очевидно, что f — решение уравнения (24), т. е. подстановки g и h
сопряжены. �

Помимо критерия разрешимости уравнения (24) теорема 34 дает способ постро-
ения его решения в виде (28). Более того, эта теорема дает способ описания всех
решений уравнения (24). Действительно, сравним разложение (26) подстановки h
на независимые циклы, построенное по произвольному решению f уравнения (24),
и произвольное разложение (27) подстановки h на независимые циклы при том же
упорядочении длин циклов, что и в разложении подстановки g. Видно, что каждая
запись (26) совпадает с некоторой записью (27) и, значит, любое решение f уравне-
ния (24) может быть представлено в виде (28) при подходящем выборе записи h в
виде (27). При этом очевидно, что запись (25) подстановки g можно зафиксировать.
Таким образом, нами доказано

Следствие 1. Пусть разложение подстановки g на независимые циклы имеет
вид (25), где k � l � . . . � m, и h — подстановка из Sn с той же цикловой
структурой, что и g. Тогда множество всех решений уравнения (24) есть мно-
жество всех подстановок вида (28), соответствующих различным способам (27)
разложения подстановки h на независимые циклы длин k � l � . . . � m.

Рассмотрим один наглядный и важный с теоретической точки зрения пример.
Пусть

g = h = (a0, a1, . . . , an−1)

— полный цикл из Sn. Тогда множество решений уравнения (24) есть NSn(g) —
нормализатор элемента g в группе Sn, и по следствию 1 NSn(g) есть множество
подстановок вида

f =

(
a0 a1 . . . an−i−1 an−i . . . an−1

ai ai+1 . . . an−1 a0 . . . ai−1

)
, i ∈ 0, n− 1.

Выписанная подстановка f есть ни что иное, как gi. Таким образом, число решений
уравнения (24) в рассматриваемом случае равно n, и нами доказано
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Следствие 2. Если g — полный цикл из Sn, то NSn(g) = 〈g〉.
Если подстановка g распадается на несколько независимых циклов, число решений

уравнения (24) в случае его совместности может значительно превысить n.

ПРИМЕР 30. Если g = (a, b)(c, d), h = (α, β)(γ, δ) — подстановки из S4, то число
решений уравнения (24) равно 8, и множество его решений f описывается следующей
таблицей:

Верхняя строка подстановки f a b c d

Варианты нижних строк подстановки f α β γ δ

β α γ δ

α β δ γ

β α δ γ

γ δ α β

δ γ α β

γ δ β α

δ γ β α

В общем случае решения уравнения (24) и их число описывает

Теорема 35. Пусть g — подстановка из Sn с цикловой структурой

[g] = [lk11 , l
k2
2 , . . . , l

kr
r ]. (29)

Тогда справедливы следующие утверждения:
(а) группа NSn(g) имеет порядок

|NSn(g)| =
r∏
i=1

(ki)! · lkii ; (30)

(б) если h — подстановка с той же цикловой структурой (29) и f — произ-
вольное решение уравнения (24), то множество всех решений уравнения (24) есть
правый смежный класс NSn(g) · f и его мощность описывается формулой (30).

� (а) Как уже отмечалось, NSn(g) есть множество всех решений уравнения

x−1gx = g, (31)

которое может быть построено по правилу, описанному следствием 1 теоремы 34.
Для подсчета мощности этого множества введем рабочий термин: нормальная запись
подстановки. Так мы будем называть разложение подстановки g на независимые
циклы вида

g = g1g2 . . . gs; gi = (a
(i)
1 , . . . , a(i)mi

), i ∈ 1, s,

m1 � m2 � . . . � ms � 1.
(32)
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В этой терминологии для описания всех решений уравнения (31) нужно:
1. Зафиксировать какую-либо нормальную запись (32) подстановки g.
2. Перебрать все возможные нормальные записи подстановки g:

g = g′1g
′
2 . . . g

′
s; g′i = (α

(i)
1 , . . . , α(i)

mi
), i ∈ 1, s,

m1 � m2 � . . . � ms � 1.
(33)

3. Для каждого варианта (33) нормальной записи подстановки g построить реше-
ние f уравнения (31) в виде

f =

(
a
(1)
1 . . . a

(1)
m1 a

(2)
1 . . . a

(s)
1 . . . a

(s)
ms

α
(1)
1 . . . α

(1)
m1 α

(2)
1 . . . α

(s)
1 . . . α

(s)
ms

)
.

По следствию 1 теоремы 34 таким способом будут описаны в точности все разные
решения уравнения (31).

Из приведенного алгоритма следует, что число решений уравнения (31) равно
числу различных нормальных записей подстановки g. Остается заметить, что для
получения из нормальной записи (32) подстановки g всех ее нормальных записей (33)
нужно:

1. Всеми способами переставить между собой циклы одинаковых длин (для kj
циклов длины lj это, согласно (29), можно сделать (kj)! способами).

2. Для каждого варианта расстановки циклов перебрать все возможные способы
записи каждого цикла (согласно (13), для kj циклов длины lj это можно проделать
l
kj
j способами).
Теперь формула (30) очевидна.
(б) Заметим, что если f — какое-либо решение уравнения (24), то все под-

становки из смежного класса NSn(g)f , очевидно, также будут решениями урав-
нения (24). Допустим теперь, что f1 — еще одно решение уравнения (24). Тогда
f−1
1 gf1 = f−1gf = h, и, следовательно, (f1f−1)−1 · g · f1f−1 = g, т. е. f1f−1 ∈ NSn(g)
и f1 ∈ NSn(g)f . �

Следствие. Число подстановок в Sn, цикловая структура которых описывается
таблицей (29), равно

n!
r∏
i=1

(ki)! · lkii
.

� По теореме 34 совокупность указанных подстановок есть в точности класс
[g]≈ элементов из Sn, сопряженных с подстановкой g из условия теоремы. Остается
заметить, что согласно теореме 20 справедливы равенства

|[g]≈| = |Sn : NSn(g)| =
|Sn|

|NSn(g)|
. �

ЗАМЕЧАНИЕ 8. Приведенный в доказательстве теоремы 35 алгоритм описания всех
решений уравнения (31) пригоден для описания всех решений любого разрешимого
уравнения (24) — достаточно лишь заменить в (33) подстановку g подстановкой h.
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Полезно обратить внимание на сходство утверждения (б) теоремы 35 с теоре-
мой 7 главы 8 о связи между множествами решений неоднородной и ассоциированной
однородной систем линейных уравнений. Если уравнение (31) рассматривать как од-
нородное, ассоциированное с (24), а систему линейных уравнений рассматривать как
матричное уравнение, то в обоих случаях множество решений однородного уравне-
ния — подгруппа, а множество решений неоднородного уравнения — смежный класс
по ней, порожденный любым решением.

§ 11. ГОМОМОРФИЗМЫ ГРУПП И НОРМАЛЬНЫЕ
ДЕЛИТЕЛИ

Читатель уже знаком с понятием гомоморфизма группоидов и с примерами гомо-
морфизмов, которые, в действительности, почти все строились в классе групп. Выше
отмечалась и иллюстрировалась (см., например, доказательство теоремы 9) важная
роль, которую играют гомоморфизмы при получении разного рода классификацион-
ных теорем и описании свойств алгебраических объектов.

В данном параграфе изучаются основные свойства гомоморфизмов групп и свя-
занных с ними понятий.

1. Теорема 7 главы 10 (об эпиморфизме) сводит описание гомоморфных образов
произвольного группоида к описанию его конгруэнций и факторгруппоидов. Однако
для произвольного группоида (и даже полугруппы) это — задача весьма сложная.
Если же группоид G является группой, то можно установить связь между конгру-
энциями и некоторыми подгруппами G и значительно упростить описание классов
конгруэнтных элементов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 36. Подгруппу H группы (G, ·) называют нормальной или нормаль-
ным делителем группы G, если для любого g ∈ G выполняется равенство gH = Hg
(т. е. множество левых смежных классов G по H совпадает с множеством правых
смежных классов). В таком случае вместо H < (G, ·) пишут H � (G, ·).

В любой неединичной группе G всегда есть два нормальных делителя: H = G
и H = {e}, называемых несобственными. Остальные нормальные делители группы
называют собственными.

ПРИМЕР 31. В абелевой группе все подгруппы являются нормальными делителями.

ПРИМЕР 32. В любой группе (G, ·) ее центр C(G) (см. пример 8) — нормальный
делитель (докажите).

ПРИМЕР 33. Для любой группы G, если H < G и |G : H | = 2, то H � G (в этом
случае любой смежный класс G по H совпадает с H или с G \H). В частности, для
любого n ∈ N, An � Sn.

ПРИМЕР 34. В группе S4 подмножество

K4 = {ε, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}
есть абелева подгруппа и нормальный делитель (докажите). Группа K4 называется
группой Клейна или четверной группой.



240 Глава 11. Основы теории групп

ПРИМЕР 35. Не являются нормальными подгруппа 〈(1, 2)〉 в S3 и любая циклическая
неединичная подгруппа в Sn при n � 4 (докажите).

Следующие утверждения показывают, насколько свойство нормальности подгруп-
пы устойчиво и делает подгруппу похожей на подгруппу абелевой группы.

Утверждение 36. Пусть (G, ·) — произвольная группа, тогда
(а) если A < G и H � G, то A ∩H � A и AH < G;
(б) если K � G и H � G, то K ∩H � G и KH � G.

� (а) Очевидно, что A ∩H < A. Кроме того, для любого a ∈ A верны равенства
aH = Ha и

a(A ∩H) = aA ∩ aH = A ∩Ha = Aa ∩Ha = (A ∩H)a,

т. е. A ∩H � A. Наконец,

AH =
⋃
a∈A

aH =
⋃
a∈A

Ha = HA,

и в силу теоремы 15 AH < G.
(б) Если K � G и H � G, то нормальность в G подгрупп K ∩H и KH следует из

того, что для любого g ∈ G верны равенства

g(K ∩H) = gK ∩ gH = Kg ∩Hg = (K ∩H)g,

g(KH) = (gK)H = (Kg)H = K(gH) = K(Hg) = (KH)g. �

2. Важнейшие определяющие свойства нормальных делителей в классе подгрупп
перечисляет

Теорема 37. Для подгруппы H группы G следующие утверждения эквивалентны:
(а) H � G;
(б) NG(H) = G, т. е. g−1hg ∈ H для любых g ∈ G, h ∈ H ;
(в) отношения “≡ (H)П” и “≡ (H)Л” на G совпадают;
(г) отношение “≡ (H)П” есть конгруэнция на G;
(д) отношение “≡ (H)Л” есть конгруэнция на G.

� Эквивалентность утверждений (а) и (б) следует непосредственно из определе-
ний нормализатора и нормального делителя. Докажем теперь цепочку импликаций
(а)⇒(в)⇒(г)⇒(а).

(а)⇒(в) Так как Hg = gH для всех g ∈ G, то в силу теоремы 10 разбиение группы
G, порождаемое отношением эквивалентности “≡ (H)П”, совпадает с разбиением,
порождаемым отношением “≡ (H)Л”.

(в)⇒(г) Пусть a ≡ b(H)П и c ≡ d(H)П. Тогда ab−1 ∈H, acc−1b−1 ∈ H, и, следова-
тельно, ac ≡ bc (H)П. Кроме того, в силу утверждения (в) c ≡ d (H)Л и справедливы
соотношения c−1d ∈ H , c−1b−1bd ∈ H, т. е. bc ≡ bd (H)Л. Отсюда, опять по утвержде-
нию (в), имеем bc ≡ bd (H)П, и, так как ac ≡ bc (H)П, то ac ≡ bd (H)П.



§ 11. Гомоморфизмы групп и нормальные делители 241

(г)⇒(а) Так как для любого h ∈ H верно соотношение h ≡ e (H)П и для лю-
бого g ∈ G верны соотношения g ≡ g (H)П, g−1 ≡ g−1 (H)П, то, пользуясь согла-
сованностью отношения “≡ (H)П” с групповой операцией, получим последовательно
hg ≡ g (H)П, g−1hg ≡ g−1g (H)П, g−1hg ≡ e (H)П.

Следовательно, для любых g ∈ G и h ∈ H имеется включение g−1hg ∈ H, т. е.
g−1Hg ⊂ H и Hg ⊂ gH . Заменяя здесь g на g−1, получаем gHg−1 ⊂ H и gH ⊂ Hg.
Следовательно, Hg = gH для всех g ∈ G, т. е. H � G.

Таким образом, доказана эквивалентность первых четырех утверждений теоремы.
Теперь их эквивалентность утверждению (д) очевидна в силу соображений симмет-
рии. (Читателю предлагается самостоятельно доказать импликации (в)⇒(д)⇒(а).) �

3. Покажем теперь, что теоремой 37 в действительности описаны все конгруэнции
на группе G. Заметим, что если H — нормальный делитель в G, то можно говорить
просто об отношении сравнимости по H и писать a ≡ b (H), поскольку отношения
“≡ (H)П” и “≡ (H)Л” совпадают.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 37. Если ϕ : (G, ·) → (K, ·) — гомоморфизм групп, то его ядром назы-
вают множество

Kerϕ = {g ∈ G : ϕ(g) = eK} = ϕ−1(eK),

где eK — единица группы K.

Теорема 38. Для любого гомоморфизма групп ϕ : (G, ·) → (K, ·) его ядро Kerϕ
есть нормальная подгруппа в G. Если ρ — произвольная конгруэнция на G, то ρ
есть отношение сравнимости по подгруппе Kerϕ0, где ϕ0 : G→ G/ρ — канониче-
ский эпиморфизм. При этом Kerϕ0 = {g ∈ G : g ρ eG} = [eG]ρ.

� Пусть ϕ : (G, ·) → (K, ·) — произвольный гомоморфизм, тогда для любых эле-
ментов a, b ∈ Kerϕ верны соотношения

ϕ(ab−1) = ϕ(a) · ϕ(b)−1 = eK · e−1
K = eK .

Следовательно, ab−1 ∈ Kerϕ и Kerϕ < G. Кроме того, для любого g ∈ G верны
соотношения

ϕ(g−1ag) = ϕ(g)−1ϕ(a)ϕ(g) = ϕ(g)−1ϕ(g) = eK ,

т. е. g−1ag ∈ Kerϕ. Следовательно, NG(Kerϕ) = G, и по теореме 37 Kerϕ � G.
Пусть ρ — произвольная конгруэнция на (G, ·). Рассмотрим факторгруппу G/ρ,

состоящую из всех различных классов [g]ρ = {a ∈ G : a ρ g}, с операцией
[g1]ρ · [g2]ρ = [g1g2]ρ. По утверждению 6 главы 10 отображение ϕ0 : G → G/ρ по
правилу ϕ0(g) = [g]ρ есть гомоморфизм групп, связанный с отношением ρ следую-
щим образом:

∀ g1, g2 ∈ G : g1 ρ g2 ⇔ ϕ0(g1) = ϕ0(g2).

Но выше уже доказано соотношение

g1 ≡ g2 (Kerϕ0) ⇔ ϕ0(g1) = ϕ0(g2).
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Следовательно, отношение ρ есть отношение сравнимости по Kerϕ0. Остается заме-
тить, что нейтральный элемент в группе G/ρ есть [eG]ρ, поэтому ядро канонического
гомоморфизма ϕ0 имеет вид:

Kerϕ0 = {g ∈ G : ϕ0(g) = [eG]ρ} = {g ∈ G : ϕ0(g) = ϕ0(eG)} =
= {g ∈ G : g ρ eG}. �

Следствие. Гомоморфизм групп ϕ : G → K является мономорфизмом тогда и
только тогда, когда Kerϕ = {eG}.

� Достаточно воспользоваться соотношением

ϕ(a) = ϕ(b) ⇔ a ≡ b (Kerϕ). �

4. Теоремы 37, 38 позволяют по новому, в более удобной и наглядной форме,
сформулировать для групп теорему об эпиморфизме полугрупп.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 38. Если H � G, то факторгруппой группы G по подгруппе H назы-
вают факторгруппу группы G по отношению “≡ (H)”. Эту факторгруппу обозначают
G/H . Таким образом, G/H = G/ ≡ (H).

Из общего определения факторгруппы очевидно, что элементами группы G/H
являются классы элементов G, сравнимых по подгруппе H, т. е. по теореме 10 —
смежные классы gH = Hg группы G по H . При этом операция на элементах группы
G/H задается следующим образом:

g1H · g2H = g1g2H,

а канонический эпиморфизм ϕ0 : G→ G/H задается равенством ϕ0(g) = gH .
Заметим, что при аддитивной форме записи групповой операции элементы фак-

торгруппы G/H записываются в виде g +H, а операция задается равенством

(g1 +H) + (g2 +H) = (g1 + g2) +H.

Теорема 39 (об эпиморфизме групп). Если ϕ : (G, ·)→(K, ·) — эпиморфизм групп,
то G/Kerϕ ∼= K, и существует единственный изоморфизм τ : G/Kerϕ → K та-
кой, что коммутативна диаграмма

G K

G/Kerϕ

�

�
�
�
�� �

�
�
��

ϕ

ϕ0 τ

где ϕ0 : G → G/Kerϕ — канонический эпиморфизм. Изоморфизм τ задается ра-
венством τ(g ·Kerϕ) = ϕ(g).
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� Из теоремы об эпиморфизме полугрупп (глава 10) следует, что если ρ — кон-
груэнция на G, определяемая условием

g1 ρ g2 ⇔ ϕ(g1) = ϕ(g2),

и ϕ0 : G → G/ρ — канонический эпиморфизм, то существует единственный изомор-
физм τ : G/ρ→ K, дающий коммутативную диаграмму

G K

G/ρ

�

�
�
�
�� �

�
�
��

ϕ

ϕρ τ

При этом τ([g]ρ) = ϕ(g). Остается заметить, что по теореме 38 ρ есть отношение
сравнимости по Kerϕ, G/ρ = G/Kerϕ и [g]ρ = g ·Kerϕ. �

Эта теорема широко используется в теории групп для доказательства соотношений
типа G/H ∼=K путем подбора эпиморфизма ϕ : G→K с ядром Kerϕ = H .

ПРИМЕР 36. Имеет место изоморфизм групп (R/Z,+) ∼= (Γ, ·). Для доказательства
достаточно заметить, что можно задать эпиморфизм ϕ : (R,+) → (Γ, ·) по правилу
ϕ(r) = cos 2πr + i sin 2πr, и при этом Kerϕ = Z. Аналогично можно доказать, что
(R/mZ,+) ∼= (Γ, ·) для любого m ∈ N.

5. Следствие 2 утверждения 6 можно теперь дополнить.

Теорема 40. Пусть ϕ : (G, ·)→ (K, ·) — гомоморфизм групп. Тогда
(а) A < G ⇒ ϕ−1(ϕ(A)) = A ·Kerϕ;
(б) B � K ⇒ ϕ−1(B) � G.

Если к тому же ϕ — эпиморфизм, то
(в) B < K ⇒ ϕ(ϕ−1(B)) = B;
(г) A � G ⇒ ϕ(A) � K.

� (а) Пусть A < G. По следствию 2 утверждения 6 ϕ(A) < K и

A < ϕ−1(ϕ(A)) < G. (34)

Так как eK ∈ ϕ(A), то
Kerϕ = ϕ−1(eK) ⊂ ϕ−1(ϕ(A)). (35)

Из соотношений (34), (35) следует, что A·Kerϕ < ϕ−1(ϕ(A)). Наоборот, если элемент
α ∈ ϕ−1(ϕ(A)), то ϕ(α) = ϕ(a) для подходящего a ∈ A, и

eK = ϕ(a)−1 · ϕ(α) = ϕ(a−1 · α).

Следовательно, a−1α ∈ Kerϕ и α ∈ aKerϕ ⊂ A ·Kerϕ, т. е. ϕ−1(ϕ(A)) < A ·Kerϕ.
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(б) Пусть B � K. Тогда для любых h ∈ ϕ−1(B) и g ∈ G справедливы соотношения
ϕ(h) ∈ B и ϕ(g−1hg) = ϕ(g)−1ϕ(h)ϕ(g) ∈ B. Следовательно, g−1hg ∈ ϕ−1(B) и по
теореме 37, с учетом следствия 2 утверждения 6, ϕ−1(B) � G.

(в) Для любого сюръективного отображения ϕ : G → K и любого B ⊂ K верно
равенство ϕ(ϕ−1(B)) = B.

(г) Пусть ϕ — эпиморфизм и A � G. Тогда для любого k ∈ K существует g ∈ G
со свойством k = ϕ(g), и, так как gA = Ag, то

kϕ(A) = ϕ(g)ϕ(A) = ϕ(gA) = ϕ(Ag) = ϕ(A)ϕ(g) = ϕ(A)k.

Следовательно, ϕ(A) � K. �

ЗАМЕЧАНИЕ 9. Если операция в группе G записывается аддитивно, то утверждение
(а) имеет вид ϕ−1(ϕ(A)) = A+Kerϕ.

Читателю рекомендуется самому подобрать примеры, показывающие, что утвер-
ждения (в) и (г) теоремы 40 неверны, если ϕ — не эпиморфизм.

Теорему 40 вместе со следствием 2 утверждения 6 называют теоремой об обра-
зах и полных прообразах при гомоморфизме групп. Следующий результат принято
называть теоремой о соответствии при эпиморфизме групп.

Для любой подгруппы H группы G обозначим через L(H,G) множество всех
подгрупп F < G, содержащих H (множество L(H,G) содержит G и H).

Теорема 41. Пусть ϕ : (G, ·) → (K, ·) — эпиморфизм групп. Тогда существует
биекция

µ : L(Kerϕ,G)→ L(e,K)

такая, что для любых F, T ∈ L(Kerϕ,G)
(а) F ⊂ T ⇔ µ(F ) ⊂ µ(T );
(б) T � G ⇔ µ(T ) � K.

� Нужное отображение µ задается правилом

∀F ∈ L(Kerϕ,G) µ(F ) = ϕ(F ).

Проверка того, что µ — отображение, удовлетворяющее указанным в формулировке
условиям, осуществляется с использованием теоремы 40 и следствия 2 утверждения 6
и предоставляется читателю. �

§ 12. ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ

При получении многих теоретико-групповых результатов весьма эффективным ин-
струментом оказываются следующие две теоремы.

Теорема 42 (первая теорема об изоморфизме). Если ϕ : (G, ·) → (K, ·) — гомо-
морфизм групп и A < G, то

(A ∩Kerϕ) � A, ϕ(A) ∼= A/A ∩Kerϕ.
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� Так как Kerϕ � G (теорема 38), то (A ∩ Kerϕ) � A (утверждение 36(а)).
Зададим отображение ψ : A→ K, положив

∀ a ∈ A (ψ(a) = ϕ(a)).

Нетрудно видеть, что ψ — гомоморфизм группы (A, ·) в (K, ·) и ψ(A) = ϕ(A), т. е.
ψ — эпиморфизм (A, ·) на (ϕ(A), ·). Следовательно, по теореме об эпиморфизме для
групп ϕ(A) ∼= A/Kerψ. Остается заметить, что справедливы равенства

Kerψ = {a∈A : ψ(a) = eK} = {a∈G : ϕ(a) = eK , a∈A} = A ∩Kerϕ. �

Следствие. Если H — нормальный делитель и A — подгруппа группы G, то верны
соотношения

H � AH, A ∩H � A, AH/H ∼= A/A ∩H.

� Рассмотрим канонический эпиморфизм ϕ : G → G/H . Тогда Kerϕ = H и по
теореме 40(а) справедливы равенства

ϕ−1(ϕ(A)) = A ·Kerϕ = A ·H. (36)

Так как ϕ(ϕ−1(ϕ(A))) = ϕ(A) (докажите), то из (36) следует равенство
ϕ(A) = ϕ(AH). Теперь, дважды применяя теорему, получаем:

ϕ(A) ∼= A/A ∩Kerϕ = A/A ∩H,
ϕ(A) ∼= AH/AH ∩Kerϕ = AH/AH ∩H = AH/H. �

ЗАМЕЧАНИЕ 10. При аддитивной форме записи групповой операции следствие теоре-
мы 42 утверждает: если A,H — произвольные подгруппы абелевой группы (G,+),
то

A/A ∩H ∼= (A+H)/H. (37)

Последнее соотношение имеет весьма интересную арифметическую интерпрета-
цию.

ПРИМЕР 37. Нетрудно проверить, что для любых a,m ∈ N имеет место изоморфизм
(aZ/amZ,+) ∼= (Zm,+). Пусть A и H — подгруппы в (Z,+). Тогда для подходящих
a, h ∈ N верны равенства A = aZ, H = hZ, A+H = (a, h)Z, A∩H = [a, h]Z, и имеют
место изоморфизмы:

(A+H)/H = (a, h)Z/hZ ∼= Zh/(a,h),

A/A ∩H = aZ/[a, h]Z ∼= Z[a,h]/a.

Теперь видно, что изоморфизм (37) обобщает известное арифметическое соотношение
h

(a, h)
=

[a, h]

a
.
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Теорема 43 (вторая теорема об изоморфизме). Если ϕ : (G, ·)→ (K, ·) — эпимор-
физм групп и H � G, то

ϕ(H) � K и K/ϕ(H) ∼= G/(H ·Kerϕ),

т. е. ϕ(G)/ϕ(H) ∼= G/(H ·Kerϕ).

� Условие ϕ(H) � K следует из теоремы 40(г). Рассмотрим канонический эпи-
морфизм ϕ0 : K → K/ϕ(H) и зададим отображение ψ : G → K/ϕ(H) условием
ψ(g) = ϕ0(ϕ(g)) = ϕ(g) · ϕ(H), т. е. так, чтобы была коммутативна следующая диа-
грамма

G K

K/ϕ(H)

�

�
�
�
�� �

�
�
��

ϕ

ψ ϕ0

Очевидно, что ψ — эпиморфизм G на K/ϕ(H), так как ψ = ϕ0 ◦ϕ — композиция двух
эпиморфизмов. Следовательно, по теореме об эпиморфизме K/ϕ(H) ∼= G/Kerψ.

Остается доказать равенство Kerψ = H ·Kerϕ.
Так как нейтральным элементом в группе K/ϕ(H) является класс ϕ(H) и

ψ(g) = ϕ(g) · ϕ(H) для любого g ∈ G, то верны соотношения

g ∈ Kerψ ⇔ ϕ(g) · ϕ(H) = ϕ(H) ⇔ ϕ(g) ∈ ϕ(H) ⇔
⇔ g ∈ ϕ−1(ϕ(H)) = H Kerϕ. �

Следствие. Если N , H — нормальные подгруппы группы G и N ⊂ H, то
H/N � G/N и

G/H ∼= (G/N)/(H/N). (38)

� Факторгруппа H/N есть образ нормального делителя H группы G при канони-
ческом гомоморфизме ϕ : G → G/N , так как по определению H/N есть множество
разных смежных классов вида gN , где g ∈ H . Тогда в силу теоремы 43 имеем:

(G/N)/ϕ(H) = (G/N)/(H/N) ∼= G/H ·Kerϕ.

Остается заметить, что Kerϕ = N ⊂ H, и поэтому H ·Kerϕ = H . �
Доказанное следствие имеет еще более простую арифметическую интерпретацию.

ПРИМЕР 38. Пусть G = Z > H > N �= 0. Тогда N = nZ, H = hZ и n = mh, где
m,n, h ∈ N. Отсюда имеем G/H = Z/hZ ∼= Zh, G/N ∼= Zn, H/N = hZ/nZ ∼= Zm, и
H/N — подгруппа порядка m в Zn, порожденная делителем h. Поскольку все выпи-
санные группы циклические, а изоморфизм таких групп эквивалентен равенству их
порядков, то изоморфизм (38) в рассматриваемом случае есть эквивалент равенства

h =
mh

m
.
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§ 13. ПРОСТЫЕ ГРУППЫ

1. Изучение группы путем ее «упрощения» с помощью гомоморфизмов или фак-
торизации возможно лишь в тех случаях, когда она имеет собственные нормальные
делители. Однако этим свойством обладает не любая группа.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 39. Неединичную группу G, не имеющую собственных нормальных
делителей, называют простой.

Описание всех простых групп — один из основных и самых сложных разделов
современной теории конечных групп. Простые абелевы группы, т. е. абелевы группы,
не имеющие собственных подгрупп, описываются очень легко.

Теорема 44. Неединичная абелева группа (G, ·) является простой тогда и только
тогда, когда она — конечная группа простого порядка.

� Если |G| = p — простое число, то по теореме Лагранжа G не имеет собственных
подгрупп. Пусть, наоборот, G — простая абелева группа. Выберем любой элемент
g ∈ G\{e}. Тогда 〈g〉 — неединичная подгруппа в G, и так как G не имеет собственных
подгрупп, то G = 〈g〉 — циклическая группа. Но в таком случае по теореме 9 либо
G ∼= Z, либо G ∼= Zm. Если G ∼= Z или G ∼= Zm, где m — не простое число, то в G
легко указать собственную подгруппу. Следовательно, G ∼= Zp, где p — простое. �

2. Первую серию конечных простых неабелевых групп открыл еще Э. Галуа. Его
результат можно сформулировать следующим образом.

Теорема 45. Знакопеременные группы An просты при всех n � 3 за исключением
случая n = 4.

� A3 = 〈(1, 2, 3)〉 — простая абелева группа порядка 3.
A4 — не простая (не абелева) группа, ее собственным нормальным делителем

является подгруппа Клейна (см. пример 34).
Докажем простоту An при n � 5.

Лемма 46. При n � 5 любые два цикла длины 3: g = (a1, a2, a3) и h = (α1, α2, α3)
сопряжены в An.

� Уравнение x−1gx = h имеет в Sn решение вида

f =

(
a1 a2 a3 a4 a5 . . . an
α1 α2 α3 α4 α5 . . . αn

)
.

Но тогда, очевидно, подстановка

f ′ =
(
a1 a2 a3 a4 a5 . . . an
α1 α2 α3 α5 α4 . . . αn

)

— также решение этого уравнения. Так как f и f ′ — подстановки разной четности,
то одна из них принадлежит An. �
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Пусть G — неединичный нормальный делитель в An. Покажем, что G = An. Среди
элементов G выберем неединичную подстановку g с наименьшим числом мобильных
элементов. Достаточно показать, что g — цикл длины 3, так как тогда по лемме 46 в
G лежат все циклы длины 3 и по теореме 33 G ⊃ An.

Покажем сначала, что в разложении подстановки g в произведение независимых
циклов все неединичные циклы имеют одинаковую длину. Действительно, если в этом
разложении есть циклы длин k и m, и 1 < k < m, то gk ∈ G \ {ε}, причем |mob gk| <
< |mob g|, что противоречит выбору подстановки g. Следовательно, разложение g на
независимые неединичные циклы имеет вид

g = (a1, . . . , ak) · (b1, . . . , bk) · . . . · (c1, . . . , ck), k � 2. (39)

Допустим, что число циклов в разложении (39) равно t. Наша задача — доказать, что
k = 3, t = 1.

Заметим, что для любой подстановки f ∈ An подстановки f−1gf и g′ = g−1f−1gf
принадлежат H . Покажем, что если k �= 3 или t > 1, то можно подобрать подстановку
f ∈ An так, что |mob g′| < |mob g| и g′ �= ε, а это противоречит выбору g.

Если k > 3, то, выбирая f = (a1, ak, a2), получаем

f ∈ An, mob g′ ⊂ mob g (40)

и g′ = (ak, ak−1, . . . , a2, a1) · (ak, a1, a3, . . . , ak−1, a2) = (a1) · (a2, a3, ak) · . . . . Следова-
тельно,

g′ �= ε, g′(a1) = a1 и |mob g′| < |mob g|. (41)

Если k = 3, но t > 1, то для f = (a2, b2, b1) выполняются условия (40) и

g′ = (b3, b2, b1)(a3, a2, a1)(a1, b2, a3)(a2, b1, b3) = (a1)(a2, b2, . . .),

откуда также следует (41).
Если k = 2, то t четно, поскольку g ∈ An. При этом если t = 2, т. е.

g= (a1, a2)(b1, b2), то, ввиду условия n � 5, существует элемент d∈ 1, n\{a1, a2, b1, b2}.
Тогда условия (40) и (41) выполняются для f = (b1, b2, d), поскольку в этом случае

g′ = (b2, b1)(a2, a1)(a1, a2)(b2, d) = (b1, d, b2).

Наконец, если k = 2, t � 4, то |mob g| � 8, и, выбирая f = (a1, b1, c1), получаем

g′ = (c2, c1)(b2, b1)(a2, a1)(b1, a2)(c1, b2)(a1, c2) = (a1, b1, c1)(a2, c2, b2).

Следовательно, |mob g′| = 6 < |mob g|.
Таким образом, разложение (39) имеет вид g = (a1, a2, a3), и потому H = An. �
3. Еще одна важная серия простых групп, найденная К.Жорданом, — это проек-

тивные специальные линейные группы. Пусть F — поле и m ∈ N. Подгруппа полной
линейной группы GL(m,F ), состоящая из всех преобразований ϕA (см. пример 24),
для которых |A| = e, называется специальной линейной группой и обозначается
SL(m,F ). Центр C(SL(m,F )) группы SL(m,F ) состоит из всех принадлежащих
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ей скалярных матриц (докажите). Факторгруппа SL(m,F )/C(SL(m,F )) называется
проективной специальной линейной группой и обозначается PSL(m,F ). Если F —
поле из q элементов, то употребляется обозначение PSL(m, q).

Приведем без доказательства следующий результат.

Теорема Жордана–Диксона.14 Для конечного поля F группа PSL(m,F ) проста,
за исключением случаев PSL(2, 2) и PSL(2, 3).

Приведем еще два важных результата (которые, однако, далеко не полно характе-
ризуют настоящее состояние теории).

Теорема Бернсайда. Любая группа порядка paqb, где p, q — простые, не проста.

Теорема Фейта–Томпсона.15 Любая конечная неабелева группа нечетного поряд-
ка не проста.

Полезно иметь в виду, что первое опубликованное доказательство последней тео-
ремы занимает несколько сотен страниц — целый выпуск математического журнала.

Таким образом, порядок любой конечной простой неабелевой группы делится на 2
и еще на два нечетных простых числа. Самая маленькая простая неабелева группа
есть группа A5 порядка 60.

Выдвинута гипотеза (называемая S-гипотезой) о том, что классификация конеч-
ных простых групп завершена, т. е. что список уже найденных простых конечных
групп, небольшая часть которых приведена выше, содержит все существующие про-
стые группы. Эта гипотеза, однако, до сих пор окончательно не подтверждена.

§ 14. СИЛОВСКИЕ ПОДГРУППЫ

Выше уже отмечалось, что обращение теоремы Лагранжа (см. замечание перед
теоремой 12) в общей форме для конечных групп неверно (пример 29). Однако такое
обращение справедливо для любой конечной группы в одном важном случае.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 40. Подгруппу H конечной группы G называют p-подгруппой, или
примарной подгруппой, если |H | = pk, где p — простое число, k ∈ N. Если при
этом pk есть наибольшая степень числа p, делящая |G|, то H называют силовской
p-подгруппой группы G.

Следующие результаты, полученные более ста лет назад П.Л. Силовым16, по своей
фундаментальности и многообразию приложений сравнимы с самой теоремой Ла-
гранжа.

Теорема 47 (первая теорема Силова). Если (G, ·) — группа порядка n, p — про-
стой делитель n и pt | n, то в G существует подгруппа порядка pt. В частности,
в G существует силовская p-подгруппа.

14 Л.Е. Диксон (1874–1954) — американский математик.
15 У. Фейт, Дж. Томпсон — современные американские математики.
16 П.Л. Силов (1832–1918) — норвежский математик.
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Докажем сначала следующее вспомогательное утверждение.

Лемма 48 (Коши). Если (A, ·) — абелева группа порядка m и p — простой дели-
тель m, то в A существует подгруппа порядка p.

� Индукция по m. Если m — простое число, то лемма очевидна. Пусть N > 1,
и лемма верна для всех групп A таких, что m < N . Докажем ее для m = N .
Очевидно, достаточно доказать, что в A есть элемент порядка p. Выберем произвольно
b ∈ A \ {e}. Если ord b = r и p | r, то нужный элемент есть bk, k =

r

p
. Пусть

p � r, т. е. (p, r) = 1. Рассмотрим подгруппу B = 〈b〉 группы A и факторгруппу A/B.
Так как |B| = r, то |A/B| = m

r
, и p | m

r
, поскольку (p, r) = 1. Так как

m

r
< N , то,

ввиду предположения индукции, в группе A/B существует некоторый элемент a · B
порядка p.

Остается заметить, что ord(aB) | orda, поскольку из условия at = e следует, что
(aB)t = e = B. Следовательно, p | orda. �

� Доказательство теоремы 47 проведем индукцией по порядку n ∈ N группы G.
Если n — простое, то теорема очевидна. Пусть N > 1 и теорема верна для любой
группы порядка n при n < N . Предположим, что n = N .

Если в группе G существует собственная подгруппа H такая, что (|G :H |, p) = 1,
то, очевидно, pt | |H |. По предположению индукции в H существует подгруппа по-
рядка pt, и она будет нужной p-подгруппой в G.

Допустим теперь, что для любой собственной подгруппы H < G выполняется
условие p | |G : H |. Покажем сначала, что в этом случае центр C(G) группы G
нетривиален, и p | |C(G)|.

Пусть [g1]≈, . . . , [gs]≈ — все различные классы сопряженных элементов группы
G, имеющие мощность, большую единицы. Тогда, ввиду замечания 6, множество G
следующим образом представляется в виде объединения непересекающихся подмно-
жеств:

G = C(G) ∪ [g1]≈ ∪ . . . ∪ [gs]≈.

Следовательно,
|G| = |C(G)| + |[g1]≈|+ . . .+ |[gs]≈|. (42)

По теореме 20 |[gi]≈| = |G : NG(gi)|, и, в соответствии со сделанными предположени-
ями об индексах подгрупп в G, можно утверждать, что

p | |[gi]≈| для i ∈ 1, s. (43)

Так как по условию p | |G|, то из (42) и (43) следует нужное соотношение:
p | |C(G)|.

В таком случае, по лемме Коши в группе C(G) есть подгруппа H порядка p. Если
t = 1, то H — искомая p-подгруппа в G. Допустим, что t > 1. Поскольку H —
подгруппа центра группы G, то H � G, и можно рассмотреть факторгруппу G/H и
канонический эпиморфизм ϕ : G→ G/H .

Так как |G/H | = n

p
< N и pt−1 | |G/H |, то по предположению индукции в G/H

существует подгруппа S′ порядка pt−1. Пусть S = ϕ−1(S′). Тогда S ⊃ H = Kerϕ,
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и по теореме 40(в) ϕ(S) = S′. Следовательно, по первой теореме об изоморфизме
(теорема 42) S′ ∼= S/H . Но тогда выполняются равенства |S| = |S′| · |H | = pt, и S —
искомая подгруппа в G. �

Теперь можно доказать обращение теоремы Лагранжа для конечных абелевых
групп.

Следствие. Если (G,+) — абелева группа порядка n и d | n, d ∈ N, то в G
существует подгруппа H порядка d.

� Индукция по d. При d = 1 утверждение очевидно. Пусть m > 1 и утверждение
верно для d < m. Докажем его для d = m. Пусть p — простой делитель d и d = p tk,
где (k, p) = 1. Тогда k < m и по предположению индукции в группе G существует
подгруппа A порядка k, а по первой теореме Силова в G существует подгруппа
B порядка p t. В таком случае, по следствию теоремы 17, H = A + B — искомая
подгруппа в G порядка d. �

Анализируя доказательство первой теоремы Силова, нетрудно увидеть, что она мо-
жет быть дополнена также следующим утверждением: любая p-подгруппа конечной
группы лежит в некоторой ее силовской p-подгруппе.

Приведем еще две теоремы о силовских p-подгруппах.

Вторая теорема Силова. Любые две силовских p-подгруппы конечной группы G
сопряжены в G.

Третья теорема Силова. Число sp силовских p-подгрупп в группе G удовлетворя-
ет условиям: sp ≡ 1 (mod p), sp | |G|.

Мы докажем эти теоремы лишь в частном случае — для коммутативной группы.
Здесь справедливо даже более сильное утверждение.

Теорема 49. Пусть (G,+) — конечная абелева группа порядка n, и для некото-
рого простого p верны соотношения: n = pkm, k > 0, (p,m) = 1. Тогда в G
существует единственная силовская p-подгруппа G(p) и справедливы равенства

G(p) = {g ∈ G : ord g | pk}, (44)

G(p) = mG = {mg : g ∈ G}. (45)

� Обозначим через G1 и G2 множества из правых частей равенств соответствен-
но (44) и (45). Пользуясь коммутативностью группы G, легко проверить, что Gi < G,
i ∈ 1, 2 (докажите). По первой теореме Силова в группе G существует силовская
p-подгруппа: S < G, |S| = pk. Теперь очевидно, достаточно доказать равенства
S = G1, G1 = G2.

Включение S ⊂ G1 очевидно. С другой стороны, G1 — p-подгруппа в G, так как
иначе число |G1| делится на некоторое простое q, отличное от p, и тогда по лемме
Коши в G1 существует подгруппа и элемент порядка q, что противоречит определению
G1. Следовательно, |G1| = pl, pl | n, и, ввиду условия, l � k. Отсюда |G1| < |S|, и так
как S ⊂ G1, то S = G1.
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Докажем равенство G1 = G2. Так как для любого g ∈ G выполняется равенство
pk(mg) = 0, то mg ∈ G1, т. е. G2 ⊂ G1. С другой стороны, для любого g ∈ G1

из условия (m, p) = 1 следует, что (ord g,m) = 1, и потому ordmg = ord g, т. е.
〈mg〉 = 〈g〉 и g ∈ 〈mg〉 ⊂ G2. Следовательно, G1 ⊂ G2 и G1 = G2. �

Следствие. Конечная непримарная абелева группа (G,+) порядка n ∈ N, имеюще-
го каноническое разложение n = pk11 . . . pktt , раскладывается в прямую сумму своих
силовских подгрупп:

G = G(p1) � . . .�G(pt). (46)

Любое другое разложение группы G в прямую сумму примарных подгрупп попарно
взаимно простых порядков отличаются от (46) лишь перестановкой слагаемых.

� Пусть H = G(p1) + . . . + G(pt). Тогда по следствию из теоремы 17 имеем, что
H = G(p1) � . . .�G(pt) и |H | = |G(p1)| · . . . · |G(pt)| = n = |G|. Следовательно, G = H,
и справедливо (46).

Если G = H1+ . . .+Hs, где H1, . . . , Hs — примарные подгруппы попарно взаимно
простых порядков ql11 , . . . , q

ls
s , соответственно, то |G| = |H1| · . . . · |Hs|, и канони-

ческое разложение числа n = |G| можно записать в виде n = ql11 . . . q
ls
s . Отсюда по

основной теореме арифметики следует, что s = t и (ql11 , . . . , q
ls
s ) — перестановка чисел

pk11 , . . . , p
kt
t . Следовательно, H1, . . . , Ht — силовские подгруппы группы G. Так как

по теореме для каждого pi, i ∈ 1, t, силовская pi-подгруппа в G единственна, то
(H1, . . . , Ht) — перестановка набора (G(p1), . . . , G(pt)). �

Обратите внимание на то, что доказанное следствие есть обобщение второй части
теоремы 18 на конечные абелевы группы.

ЗАДАЧИ

1. Докажите, что если в полугруппе с нейтральным элементом для некоторого
элемента есть правый и левый обратные, то они совпадают.

2. Опишите возможные порядки элементов и экспоненты групп Z
∗
4, Z

∗
8, Z

∗
2n , S2,

S3, S4.

3. Докажите, что в конечной группе (G, ·) для любого k > 2 число элементов
порядка k четно (воспользуйтесь тем, что ord g = ord g−1).

4. Докажите, что если в группе есть перестановочные элементы порядков
m,n ∈ N, то в ней есть элемент порядка [m,n].

5. Приведите пример конечной группы G, в которой нет элемента g ∈ G со свой-
ством ord g = expG.

6. Докажите, что если ϕ : G → H — гомоморфизм групп, то для любого g ∈ G
верно соотношение ordϕ(g) | ord g, а если ϕ — мономорфизм, то ordϕ(g) = ord g.

7. Пусть P — поле с единицей e. Докажите, что в группе (P,+) либо
ord e =∞, либо ord e = p — простое число, и для любого g ∈ P \{0} верны равенства
ord g = ord e = exp(P,+).
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8. Опишите элементы конечных порядков в группах (Q,+) и (Q∗, ·) и покажите,
что эти группы не изоморфны.

9. Докажите, что центр группы P ∗
n×n всех обратимых матриц над полем P состоит

из всех ненулевых скалярных матриц.

10. Покажите, что для любых подмножеств A и B группы G справедливо соотно-
шение

〈A〉 < 〈B〉 ⇔ A ⊂ 〈B〉.
11. Докажите, что группы (Q,+), (C(p∞), ·), (ΓN, ·) не имеют конечных систем

образующих.

12. Докажите, что если S — система образующих группы C(p∞), то для любого
s ∈ S множество S \ {s} — также система образующих C(p∞). Верно ли аналогичное
утверждение для группы (Q,+)?

13. Пусть a1, . . . , at ∈ Z, d = (a1, . . . , at), h = [a1, . . . , at]. Докажите соотношения:

〈a1〉 ⊂ 〈a2〉 ⇔ a2 | a1; 〈a1, . . . , at〉 = 〈d〉; 〈a1〉 ∩ . . . ∩ 〈at〉 = 〈h〉.

14. Докажите, что для конечной группы G следующие утверждения эквивалент-
ны:

a) ∃ g ∈ G : ord g = |G|;
б) G — циклическая группа;
в) G — абелева группа и expG = |G|.

Покажите, что в пункте в) нельзя отказаться от первого условия.

15. Пусть G = 〈g〉 — циклическая группа порядка m. Докажите, что для любых
a, b ∈ Z

gb ∈ 〈ga〉 ⇔ разрешимо сравнение ax ≡ b (modm).

16. Пусть Ai = 〈Si〉, i ∈ 1, t, — подгруппы абелевой группы (G,+). Докажите
равенство A1 + . . .+At = 〈S1 ∪ . . . ∪ St〉.

17. Докажите, что если A,B < (G, ·), то
(AB < (G, ·)) ⇔ (AB = 〈A ∪B〉).

18. Докажите, что для подгрупп A,B,C абелевой группы (G,+) верно включение
A ∩ (B + C) ⊃ (A ∩B) + (A ∩ C), и, если A ⊃ B, то оно превращается в равенство.

19. Покажите, что для любых подгрупп A,B,C группы (Z,+) верно равенство
A ∩ (B + C) = A ∩B +A ∩ C.

20. Если m1,m2 ∈ N и m = m1m2, то в группе Γm лежат подгруппы Γm1 , Γm2 .
Докажите, что

Γm = Γm1 · Γm2 ⇔ (m1,m2) = 1.

21. Докажите, что если A,B — конечные подгруппы группы (G, ·), то

|AB| =
|A| · |B|
|A ∩B| (покажите, что число различных смежных классов вида aB,

a ∈ A, равно |A : (A ∩B)|).
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22. Используя теорему Лагранжа, докажите теорему Эйлера:

∀ a ∈ Z, ∀m ∈ N : (a,m) = 1 ⇒ aϕ(m) ≡ 1 (modm).

23. Используя теорему Лагранжа, покажите, что если P — поле из q элементов,
то все элементы из P ∗ — корни многочлена xq−1 − e, а все элементы из P — корни
xq − x.

24. Докажите, что в мультипликативной группе P ∗ произвольного поля P любая
конечная подгруппа — циклическая, в частности если |P | <∞, то P ∗ — циклическая
группа (воспользуйтесь результатом задачи 14).

25. Докажите, что непустое подмножество K группы (G, ·) является смежным
классом по некоторой ее подгруппе тогда и только тогда, когда

∀ a, b, c ∈ K (ab−1c ∈ K).

Опишите подгруппы, по которым K является правым и левым смежным классом.

26. Пусть H1, H2 — подгруппы группы (G, ·) и g1, g2 ∈ G. Докажите:
а) H1g1 ∩H2g2 �= ∅ ⇔ g1g

−1
2 ∈ H1 ·H2;

б) g ∈ (H1g1 ∩H2g2) ⇒ H1g1 ∩H2g2 = (H1 ∩H2)g;
в) H1g1 ⊂ H2g2 ⇔ H1 ⊂ H2, g1g−1

2 ∈ H2;
г) H1g1 = H2g2 ⇔ H1 = H2, g1g−1

2 ∈ H2.

27. Пусть G = 〈g〉 — группа порядка m и H = 〈g1, . . . , gt〉, где g1, . . . , gt ∈ G.
Докажите:

а) если ord gi = mi, i ∈ 1, t, то H = 〈g
(

m
m1

, ..., m
mt

)
〉 и |H | = [m1, . . . ,mt];

б) если gi = gki , i ∈ 1, t, то H = 〈g(ki,...,kt)〉 = 〈g(k1,...,kt,m)〉.
28. Докажите, что в циклической группе порядка m для каждого натурального

числа d, делящего m, существует ровно ϕ(d) элементов порядка d (ϕ(d) — функция
Эйлера, ϕ(1) = 1). Выведите тождество Гаусса:

∑
d|m ϕ(d) = m.

29. Пусть G — группа порядка m, в которой для каждого d | m существует не
более одной подгруппы порядка d. Докажите, что G — циклическая группа. (Пока-
жите, что число ψ(d) элементов порядка d в G не превосходит ϕ(d), и воспользуйтесь
предыдущей задачей.)

30. Пусть (G,+) — конечная группа, и сумма всех ее элементов порядка m ∈ N

есть σ. Покажите, что 2σ = 0; если m > 2, то σ = 0; а если m = 2 и G — циклическая
группа, то ordσ = 2.

31. Пусть G1, . . . , Gt — абелевы группы порядков, соответственно m1, . . . ,mt ∈ N.
Докажите, что G1 ⊗ . . . ⊗ Gt — циклическая группа тогда и только тогда, когда
G1, . . . , Gt — циклические группы и числа m1, . . . ,mt попарно взаимно просты.

32. Пусть ρ(G) — минимальное число образующих группы G. Покажите, что если
ρ(Gi) = mi, i ∈ 1, t, то ρ(G1 ⊗ . . . ⊗ Gt) � m1 + . . . + mt, и последнее неравенство
может быть строгим и может обращаться в равенство. Если G1, . . . , Gt — конечные
группы попарно взаимно простых порядков, то ρ(G1 ⊗ . . .⊗Gt) = max{m1, . . . ,mt}.
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33. Докажите, что если p — минимальный простой делитель порядка конечной
группы G, то ρ(G) � logp |G|, и указанная оценка достижима.

34. Докажите, что сопряженные элементы группы имеют одинаковые порядки, но
обратное утверждение неверно.

35. Покажите, что центр конечной неабелевой группы есть подгруппа не простого
индекса.

36. Опишите все конечные группы, разбивающиеся на 2 класса сопряженных
элементов.

37. Подгруппы A и B группы (G, ·) называются сопряженными, если B = g−1Ag
для некоторого g ∈ G. Докажите, что число подгрупп группы G, сопряженных с A,
равно |G : NG(A)|.

38. Докажите, что группа диэдра Dn порождается подстановками

g =
(

1 2 . . . n−1 n
2 3 . . . n 1

)
и h =

(
1 2 . . . n
n n−1 . . . 1

)

и не коммутативна. Покажите, что D3 = S3, а D4 содержит подгруппу Клейна K4.

39. Докажите, что группа G движений тетраэдра есть A4, и опишите движения,
составляющие в G подгруппу Клейна K4.

40. Докажите, что группы движений куба и октаэдра изоморфны.

41. Опишите возможные порядки элементов и экспоненты групп Sn, n � 6, пере-
числите их классы сопряженных элементов.

42. Пусть g = (a0, a1, . . . , ak−1) — цикл длинны k, m ∈ N и d = (m, k). Докажите,
что gm есть произведение d независимых циклов длины l = k/d:

g =

d−1∏
s=0

(as, ark(s+m), . . . , ark(s+(l−1)m)),

где rk(x) — остаток от деления x на k.

43. Докажите, что для подстановки g ∈ Sn, имеющей цикловую структуру
[1t1 , 2t2 , . . . , ntn ], и для любого простого p ∈ N уравнение xp = g разрешимо в Sn
тогда и только тогда, когда

∀ k ∈ 1, n : p | k ⇒ p | tk.

44. Докажите, что An = 〈(1, 2, 3), (1, 2, 4), . . . , (1, 2, n)〉.
45. Покажите, что если в группе G < Sn есть нечетная подстановка, то множество

H всех ее четных подстановок есть подгруппа индекса 2.

46. Пусть Ck — множество всех циклов длины k > 1 в Sn. Найдите |Ck|. Пока-
жите, что 〈Ck〉 = An, если k нечетно, и 〈Ck〉 = Sn, если k четно.

47. В условиях предыдущей задачи покажите, что для некоторого l ∈ N выполня-
ется равенство Sn = C1

2 ∪C2
2 ∪ . . . ∪ Cl2, и найдите наименьшее l с этим свойством.
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48. Докажите, что подстановки g = (0, 1, . . . , n − 1) и h = (0, a) на множестве
0, n− 1 порождают группу S(0, n− 1) тогда и только тогда, когда (a, n) = 1. (При
условии (a, n) = m > 1 покажите, что любая подстановка f ∈ 〈g, h〉 обладает свой-
ством

∀α, β ∈ Zn (α ≡ β (modm) ⇒ f(α) ≡ f(β) (modm)).)

49. Опишите с точностью до изоморфизма все группы порядков 2–7.

50. Пусть g = (0, 1, . . . , n− 1) — подстановка на кольце Zn. Докажите, что норма-
лизатор подгруппы G = 〈g〉 в группе S(Zn) есть AGL(1,Zn).

51. Пусть g ∈ Sn и ord g = m. Докажите равенство |NSn(〈g〉)| = ϕ(m) · |NSn(g)|.
Для этого докажите соотношения

h ∈ NSn(〈g〉) ⇔ h−1gh ∈ 〈g〉 ⇔ h−1gh = gk, k ∈ Z
∗
m.

52. Докажите, что при n � 3 центр группы Sn тривиален.

53. Пусть f и g — подстановки из S(Z), определяемые следующими условиями:
f = (0, 1), g(a) = a+1 для a ∈ Z. Докажите, что в группе G = 〈f, g〉 лежит множество
H = {h ∈ S(Z) : |mobh| <∞}, и H — подгруппа в G, не имеющая конечной системы
образующих.

54. Покажите, что отношение «быть нормальным делителем» на множестве всех
подгрупп группы S4 не транзитивно.

55. Докажите, что если H < G, то NG(H) — наибольшая подгруппа G, в которой
H является нормальным делителем, т. е. если H < K < G, то выполняется тождество
H � K ⇔ K < NG(H).

56. Докажите, что если H � Sn и в H есть транспозиция, то H = Sn.

57. Докажите, что для подгруппы H группы G следующие утверждения эквива-
лентны:

а) H � G;
б) H — объединение некоторых классов сопряженных элементов из G;
в) H = 〈S〉, где S — объединение некоторых классов сопряженных элементов

из G.

58. Докажите, что для подгрупп A и B группы (G, ·) эквивалентны утверждения:
a) G = A ×̇B;
б) G = AB, A � G, B � G, A ∩B = e.

59. Докажите следующие соотношения:
a) (C∗/R>0, ·) ∼= Γ; б) C∗/Γ ∼= R

∗
>0; в) Γ/Γm ∼= Γ;

г) mZ/mnZ ∼= Zn; д) Sn/An ∼= Z2; е) S4/K4
∼= S3;

ж) Q/Z ∼= T (C∗).

60. Докажите, что если A, B — подгруппы группы G и G = A ×̇ B, то A � G и
G/A ∼= B.

61. Покажите, что если G — не абелева группа, то G/C(G) — не циклическая
группа.
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62. Пусть H � G, |H | = m, |G : H | = n и (m,n) = 1. Докажите, что в G нет
других подгрупп порядка m.

63. Коммутатором элементов g, h группы (G, ·) называется элемент
[g, h] = g−1h−1gh. Коммутантом группы G называется ее подгруппа [G,G], по-
рожденная коммутаторами всех пар элементов из G. Докажите, что [G,G] � G, и
если H � G, то группа G/H абелева тогда и только тогда, когда [G,G] ⊂ H .

64. Докажите, что [Sn, Sn] = An.

65. Пусть ϕ : G→ K — гомоморфизм групп и H � G. Докажите, что ϕ(H) � ϕ(G)
и ϕ(G)/ϕ(H) ∼= G/H Kerϕ.

66. Пусть A � B � (G, ·) и H � G. Докажите, что

AH � BH и BH/AH ∼= B/A(B ∩H).

67. Используя теоремы Силова и теорему Бернсайда, докажите, что все не комму-
тативные группы порядка n < 60 не просты. Докажите это же, не пользуясь теоремой
Бернсайда.

68. Вычислите порядок группы PSL(m, q) и докажите, что группы PSL(2, 2) и
PSL(2, 3) не являются простыми.

69. Докажите, что любая группа порядка 2p, где p — простое, не проста.

70. Докажите, что любая группа порядка 15 коммутативна и изоморфна Z15.

71. Пусть A,B — группы и A1 < A, B1 < B. Покажите, что G = A1 ⊗ B1 —
подгруппа A ⊗ B. Докажите, что если A и B — конечные группы, то в A ⊗ B все
подгруппы G имеют указанный вид тогда и только тогда, когда (|A|, |B|) = 1.

72. Пусть A, B — конечные подгруппы абелевой группы (G,+). Докажите,
что если (|A|, |B|) = 1, то для любой подгруппы C < G выполняется равенство
C ∩ (A + B) = (C ∩ A) + (C ∩B), а если A ∩ B = 0, но (|A|, |B|) �= 1, то существует
подгруппа C < G, для которой это равенство неверно.

73. Пусть p — наименьший простой делитель порядка конечной группы G, H < G
и |G : H | = p. Докажите, что H � G.

74. По теореме 34 все циклы длины 3 сопряжены в Sn. Покажите, что при n > 4
они сопряжены и в An, а при n � 4 могут быть как сопряжены, так и не сопряжены.

75. В группе S8 опишите все решения уравнения x−1gx = h и найдите их число,
если

а) g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 1 5 6 4 8 7

)
, h =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
7 8 1 2 6 5 3 4

)
;

б) g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 4 2 3 1 8 7 6

)
, h =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
7 2 1 6 8 4 3 5

)
;

в) g = (1, 4)(2, 5)(3, 6), h = (1, 2)(3, 4)(7, 8).

76. Докажите, что множество общих решений уравнений x−1gx=h и x−1g1x=h1
либо пусто, либо является правым смежным классом группы Sn по подгруппе
NSn(g) ∩NSn(g1).
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77. В группе S15 найдите число решений для каждого из уравнений x−1gx = h и
x−1g1x = h1, где

g = h = (1, 2, 3, 4, 5)(6, 7)(8, 9)(10, 11),

g1 = (1, 2, 3)(4, 5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13, 14, 15),

h1 = (1, 4, 7)(2, 10, 13)(3, 6, 14)(5, 8, 11)(9, 12, 15).

Докажите, что у рассматриваемых уравнений нет общих решений.

78. В группе S15 найдите число решений для каждого из уравнений x−1gx = h и
x−1g1x = h1, где

g = h = (1, 2, 3, 4, 5)(6, 7, 8, 9, 10)(11, 12, 13, 14, 15),

g1 = h1 = (1, 2, 3)(4, 5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13, 14, 15).

Докажите, что у этих уравнений имеется единственное общее решение.



Глава 12

КОНЕЧНЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ

В предыдущей главе читатель уже заметил, что условие коммутативности груп-
пы существенно облегчает изучение многих ее свойств. Это естественно наводит
на мысль о целесообразности отдельного систематического изучения коммутативных
групп. Кроме того, абелевыми группами настолько «пропитана» вся алгебра, что изу-
чение их строения необходимо не только в теоретико-групповых, но и в общема-
тематических интересах. В настоящее время теория абелевых групп развита весьма
глубоко, однако полного описания их строения не существует. В данной главе дается
полное описание строения лишь конечных абелевых групп.

§ 1. КАНОНИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ КОНЕЧНОЙ
АБЕЛЕВОЙ ГРУППЫ

Согласно теореме 18 главы 11 любая конечная циклическая группа либо при-
марна, либо есть прямая сумма примарных циклических подгрупп. Этот результат
следующим образом обобщается до основной теоремы о строении конечных абелевых
групп.

Теорема 1. Любая конечная абелева группа (G,+) либо является примарной цик-
лической группой, либо раскладывается в прямую сумму примарных циклических
подгрупп:

G = 〈ξ1〉� . . .� 〈ξt〉, ord ξi = pkii , p1, . . . , pt — простые числа. (1)

Заметим, что числа p1, . . . , pt в разложении (1), вообще говоря, не являются
попарно различными.

� Рассмотрим сначала случай, когда G — примарная группа. Напомним, что со-
гласно утверждению 4 главы 11 в группе G существует элемент, порядок которого
равен ее экспоненте. Для произвольного d ∈ N обозначим через G(d) подгруппу
группы G вида

G(d) = {g ∈ G : dg = 0}.
Лемма 2. Пусть G есть p-группа, expG = pm, и ξ — элемент порядка pm из G.
Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(а) G = 〈ξ〉 — циклическая группа;
(б) G(p) — циклическая группа;
(в) G(p) ⊆ 〈ξ〉.
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� (а)⇒(б) По теореме 9(в) главы 11 любая подгруппа циклической группы G —
циклическая группа.

(б)⇒(в) Так как expG(p) = p и G(p) — циклическая группа, то она порож-
дается любым элементом порядка p из группы G. Поскольку ord pm−1ξ = p, то
G(p) = 〈pm−1ξ〉 ⊆ 〈ξ〉.

(в)⇒(а) Допустим, что G �= 〈ξ〉. Выберем в G \ 〈ξ〉 элемент g наименьшего воз-
можного порядка. Тогда ord pg < ord g � pm и, следовательно, pg ∈ 〈ξ〉, т. е. pg = lξ
для некоторого l ∈ N. Так как ord lξ < pm = ord ξ, то p | l, скажем l = pk, k ∈ N.
Тогда p(g − kξ) = 0 и g − kξ ∈ G(p) ⊆ 〈ξ〉. Отсюда g ∈ 〈ξ〉. Противоречие. �

Лемма 3. В условиях леммы 2 существует подгруппа H < (G,+) такая, что
G = 〈ξ〉�H .

� Пусть |G| = ps. Докажем лемму индукцией по параметру s. Если s = 1, то
утверждение очевидно: G = 〈ξ〉 и H = 0. Пусть r > 1 и лемма верна для всех
групп с условием s < r. Докажем лемму для случая, когда s = r. Если G = 〈ξ〉, то
лемма верна. Пусть G �= 〈ξ〉. Тогда по лемме 2 существует элемент a ∈ G(p) \ 〈ξ〉.
Рассмотрим факторгруппу G = G/〈a〉 и канонический эпиморфизм ϕ : G → G. Для
любого g ∈ G положим g = ϕ(g). Заметим, что ord ξ = pm. Действительно, в про-
тивном случае pm−1ξ = 0, т. е. pm−1ξ ∈ 〈a〉, и так как ord pm−1ξ = p = orda, то
〈a〉 = 〈pm−1ξ〉 ⊆ 〈ξ〉, что невозможно. Отсюда следует, что expG = pm, поскольку
ord ξ � expG � expG = pm.

Таким образом, группа G и элемент ξ удовлетворяют условию леммы 2, и так как
|G| = ps−1 < pr, то по предположению индукции существует подгруппа H � G такая,
что G = 〈ξ〉�H. Пусть H = ϕ−1(H). Покажем, что G = 〈ξ〉 �H .

Для любого элемента g ∈ G имеем: g = lξ + h при подходящих l ∈ N0 и h ∈ H .
Тогда g − lξ − h = ta для некоторого t ∈ N0, и так как ta ∈ Kerϕ ⊆ ϕ−1(H) = H, то
g = lξ + (h+ ta) ∈ 〈ξ〉+H, т. е. G = 〈ξ〉+H . Последняя сумма прямая, так как если
h ∈ 〈ξ〉 ∩H , то h ∈ 〈ξ〉 ∩H = 0. Следовательно, h ∈ 〈a〉 и при условии h �= 0 имеем:
ordh = p и 〈a〉 = 〈h〉 ⊆ 〈ξ〉, что невозможно. �

Отсюда очевидной индукцией по порядку группы выводится

Лемма 4. Любая конечная абелева p-группа либо является циклической, либо рас-
кладывается в прямую сумму циклических подгрупп.

Теперь доказательство теоремы 1 завершается следующим образом. По следствию
теоремы 49 главы 11 конечная абелева группа G есть сумма своих силовских под-
групп, к каждой из которых применима лемма 4. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Разложение (1), в котором слагаемые упорядочены так, что

(pi � pi+1) & ((pi = pi+1) ⇒ (ki � ki+1)), i ∈ 1, t− 1, (2)

назовем каноническим разложением конечной абелевой группы G, а вектор
(pk11 , . . . , p

kt
t ) — типом этого разложения.
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Из примера 18 главы 11 и утверждения 16 главы 11 следует, что существование
разложения (1) равносильно тому, что существует изоморфизм

G ∼= Z
p
k1
1
⊕ . . .⊕ Z

p
kt
t
, (3)

который мы также будем называть каноническим разложением группы G.

ПРИМЕР 1. Пусть G = Z12 ⊕ Z18. Так как

Z12 = 4Z12 + 3Z12
∼= Z3 ⊕ Z4, Z18 = 2Z18 + 9Z18

∼= Z9 ⊕ Z2,

то каноническое разложение (3) группы G имеет вид

G ∼= Z9 ⊕ Z3 ⊕ Z4 ⊕ Z2,

а ее каноническое разложение в прямую сумму подгрупп можно выписать следующим
образом:

G = 〈(0, 2)〉� 〈(4, 0)〉� 〈(3, 0)〉� 〈(0, 9)〉.
Заметим, что группа G имеет несколько различных канонических разложений. Чи-

тателю предлагается проверить, что каноническим для G является также, например,
разложение

G = 〈(4, 2)〉� 〈(4, 6)〉� 〈(3, 9)〉� 〈(0, 9)〉.

§ 2. ТИП КОНЕЧНОЙ АБЕЛЕВОЙ ГРУППЫ

Хотя конечная абелева группа может иметь много различных канонических раз-
ложений, все они, тем не менее, имеют одинаковые числовые характеристики.

Теорема 5. Любые два различных канонических разложения конечной абелевой
группы G имеют равные типы.

� Суть доказательства состоит в том, что параметры произвольного каноническо-
го разложения группы G однозначно выражаются через параметры этой группы, не
зависящие от выбора канонического разложения.

1. Рассмотрим сначала случай, когда G является p-группой. Пусть expG = pk.
Тогда любое каноническое разложение G имеет вид

G = 〈ξ1〉� . . .� 〈ξt〉, ord ξi = pki , k = k1 � k2 � . . . � kt. (4)

Для любого s ∈ N0 положим psG = {psg : g ∈ G}. Очевидно, psG — подгруп-
па группы G, и параметр |psG| не зависит от разложения (4). Пусть r = r(s) —
количество показателей ki в (4) строго больших, чем s:

k1 � . . . � kr > s � kr+1 � . . . � kt.

Лемма 6. Если r = r(s) = 0 (т. е. s � k1), то psG = 0. Если r > 0, то группа psG
имеет каноническое разложение

psG = 〈psξ1〉� . . .� 〈psξr〉, ord psξi = pki−s, i ∈ 1, r. (5)
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� Произвольный элемент g ∈ G имеет вид g = c1ξ1 + . . . + ctξt. Отсюда
psg = c1(p

sξ1) + . . . + ct(p
sξt), и так как psξi = 0 для i ∈ r + 1, t, то psg = 0, если

s � k1, а в случае s < k1 элемент psg принадлежит подгруппе H = 〈psξ1〉+. . .+〈psξr〉,
т. е. psG ⊆ H .

Обратное включение очевидно. Остается заметить, что выписанное разложение
для H = psG есть прямая сумма ввиду (4). �

Из (5) следует равенство

logp |psG| = k1 + . . .+ kr(s) − sr(s) для s ∈ 0, k1 − 1. (6)

Пусть m(s) — количество слагаемых порядка ps в разложении (4). Очевидно, тип
разложения (4) однозначно определяется набором чисел m(1), . . . , m(k). Остается
показать, что эти числа однозначно определяются порядками |G|, |pG|, . . . , |pk−1G|.
Ясно, что m(s) = r(s − 1)− r(s) для s ∈ 1, k. Из (6) имеем

logp |ps−1G| = k1 + . . .+ kr(s) + kr(s)+1 + . . .+ kr(s−1) − (s− 1)r(s− 1).

Отсюда, ввиду равенств kr(s)+1 = . . . = kr(s−1) = s, имеем

logp |ps−1G| = k1 + . . .+ kr(s) + s(r(s− 1)− r(s)) − (s− 1)r(s − 1) =

= k1 + . . .+ kr(s) − sr(s) + r(s − 1).

Следовательно,
logp |ps−1G| − logp |psG| = r(s − 1), s ∈ 1, k,

и окончательно

m(s) = logp |ps−1G|+ logp |ps+1G| − 2 logp |psG|, s ∈ 1, k.

2. Пусть теперь G — произвольная конечная абелева группа, и ее порядок n
имеет каноническое разложение n = qm1

1 . . . qmr
r . Тогда по теореме 49 главы 11

G(qmi

i ) = G(qi) — единственная силовская qi-подгруппа группы G, и

G = G(qm1
1 )� . . .�G(qmr

r ).

Произвольное каноническое разложение (1) группы G можно более детально за-
писать в виде:

G = 〈ξ11〉� . . .� 〈ξ1t1 〉� 〈ξ21〉� . . .� 〈ξrtr 〉, (7)

где ord ξis = qkisi , i ∈ 1, r, s ∈ 1, ti;

t1 + . . .+ tr = t; q1 > . . . > qr, ki1 � . . . � kiti для i ∈ 1, r.

Здесь q1, . . . , qr — все различные простые числа из совокупности p1, . . . , pt в (1).
Из (7) ясно, что

n =

r∏
i=1

q
ki1+...+kiti
i .



§ 3. Перечисление конечных абелевых групп 263

Следовательно, ki1 + . . .+ kiti = mi, и, независимо от выбора канонического раз-
ложения (7), сумма 〈ξi1〉� . . .� 〈ξiti〉 всех его примарных слагаемых, принадлежащих
простому основанию qi, есть подгруппа порядка qmi

i , т. е. единственная силовская
qi-подгруппа G(q

mi

i ) группы G. В пункте 1 доказано, что тип канонического разло-
жения

G(qmi

i ) = 〈ξi1〉� . . .� 〈ξiti 〉
однозначно определяется группой G(qmi

i ), т. е. группой G. Отсюда следует, что и тип
всего разложения (7) определяется группой G однозначно. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Тип канонического разложения (1) конечной абелевой группы G
будем называть типом группы G и обозначать

typG = (pk11 , . . . , p
kt
t ).

§ 3. ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ КОНЕЧНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

Совокупность всех абелевых групп разбивается отношением изоморфизма на непе-
ресекающиеся классы изоморфных групп. Очевидно, для каждого n ∈ N существует
лишь конечное число T (n) различных классов изоморфных абелевых групп поряд-
ка n. Явной формулы для вычисления T (n) не найдено, однако полученные выше
результаты позволяют подсчитать T (n) в каждом конкретном случае.

Теорема 7. Конечные абелевы группы G и H изоморфны тогда и только тогда,
когда typG = typH .

� Пусть G имеет каноническое разложение (1) и ϕ : G→ H — изоморфизм. Тогда
H имеет разложение

H = 〈ϕ(ξ1)〉� . . .� 〈ϕ(ξt)〉,
и, так как ordϕ(ξi) = ord ξi, то последнее есть каноническое разложение H, и
typH = typG. Наоборот, если typH = typG, то

H ∼= Z
p
k1
1
⊕ . . .⊕ Z

p
kt
t

∼= G. �

Таким образом, T (n) есть число возможных типов абелевых групп порядка n.
С использованием описания (1) канонического разложения абелевой группы получаем
следующий результат.

Теорема 8. Если n = qm1
1 . . . qmr

r — каноническое разложение числа n, то чис-
ло T (n) различных классов изоморфных абелевых групп порядка n равно числу
различных наборов

(
qk111 , . . . , q

k1t1
1 , qk212 , . . . , q

krtr
r

)
таких, что

mi = ki1 + . . .+ kiti , ki1 � . . . � kiti > 0, i ∈ 1, r.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Представление натурального числа m в виде суммы набора невоз-
растающих натуральных чисел назовем разбиением числа m. Через R(m) обозначим
число различных разбиений m.
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Следствие 1. В обозначениях теоремы 8 число T (n) не зависит от простых де-
лителей q1, . . . , qr и удовлетворяет соотношениям:

T (n) = T (qm1
1 ) · . . . · T (qmr

r ) = R(m1) · . . . · R(mr).

ПРИМЕР 2. Пусть m = 36 = 32 · 22. Тогда T (m) = T (36) = R(2) · R(2), и так как
R(2) = 2 (возможные разбиения: 2 = 2 и 2 = 1 + 1), то T (36) = 4, т. е. число классов
изоморфных абелевых групп порядка 36 равно 4. Любая абелева группа порядка 36
изоморфна единственной из групп:

G1 = Z9 ⊕ Z4
∼= Z36, typG = (32, 22);

G2 = Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z4, typG = (3, 3, 22);

G3 = Z9 ⊕ Z2 ⊕ Z2, typG = (32, 2, 2);

G4 = Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z2 ⊕ Z2, typG = (3, 3, 2, 2).

Как уже отмечалось, явных формул для вычисления числа R(m) не найдено.
Методами теории функций комплексного переменного можно получить следующее
асимптотическое равенство для R(m):

R(m) ∼ 1

4m
√
3
eπ
√

2m
3 при m→∞,

где f(n) ∼ g(n) означает, что lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 1.

Полезно заметить, что для любого простого p среди абелевых групп порядка
pn, n ∈ N, всегда содержится циклическая группа порядка pn, т. е. группа типа
(pn), и группа экспоненты p, т. е. группа типа (p, . . . , p), называемая элементарной
p-группой.

§ 4. ХАРАКТЕРЫ КОНЕЧНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Характером конечной абелевой группы G называется любой гомо-
морфизм группы G в мультипликативную группу C

∗ поля комплексных чисел.

Любая группа G имеет тривиальный характер, отображающий все ее элементы в
число 1 ∈ C. Иногда этот характер называют также главным.

Для описания всех характеров группы (G; ·) мы воспользуемся следующим из
теоремы 1 фактом о возможности разложения любой конечной абелевой группы в
прямое произведение циклических подгрупп. Пусть

G = G1 ×̇G2 ×̇ . . . ×̇Gm (8)

— одно из таких разложений, |Gi| = ni и Gi = 〈gi〉, i ∈ 1,m. Если ϕ — гомоморфизм
группы G в C

∗, то ограничение ϕi = ϕ
∣∣Gi

есть гомоморфизм ϕi : Gi → C
∗. Наоборот,

если задан набор гомоморфизмов ϕi : Gi → C
∗, i ∈ 1,m, то по нему естественным

образом определяется гомоморфизм ϕ группы G в C
∗ такой, что ϕi = ϕ

∣∣Gi
: для

элемента g ∈ G вида
g = h1 · h2 · . . . · hm,
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где hi ∈ Gi, i ∈ 1,m, полагаем

ϕ(g) = ϕ1(h1) · ϕ2(h2) · . . . · ϕm(hm).

При этом различным наборам гомоморфизмов групп Gi будут соответствовать, оче-
видно, различные гомоморфизмы группы G. Таким образом, для описания всех ха-
рактеров группы G достаточно описать все характеры циклических групп Gi. Если
ϕi — гомоморфизм Gi в C

∗, то

ϕi(gi)
ni = ϕi(g

ni

i ) = ϕi(e) = 1,

поскольку gni

i = e — единица группы Gi. Следовательно, ϕi(gi) есть корень ni-й
степени из 1 в C. Обратно, если ε — некоторый корень ni-й степени из 1 в C, то
равенства

ϕi(g
k
i ) = εk, (9)

k ∈ 0, ni − 1, задают гомоморфизм группы Gi в C
∗. Следовательно, существует ровно

ni различных гомоморфизмов Gi в C
∗, и каждый из них определяется выбором корня

ε из группы Γni всех корней ni-й степени из 1 в C. Из (9) видно также, что все
характеры группы Gi являются гомоморфизмами в группу Γni . В итоге доказана

Теорема 9. Пусть G — абелева группа порядка n, и (8) — любое ее разложение
в прямое произведение циклических подгрупп. Тогда G имеет ровно n различных
характеров, каждый характер χ определяется набором (ε1, ε2, . . . , εm), где εi —
корень ni-й степени из 1 в C, i ∈ 1,m, и задается равенствами

χ(gk11 g
k2
2 . . . gkmm ) = εk11 ε

k2
2 . . . εkmm , (10)

ki ∈ 0, ni − 1, i ∈ 1,m.

Множество всех характеров группы G обозначим через Ĝ.
Выберем теперь в каждой из групп Γni первообразный корень ωi, i ∈ 1,m.

Тогда каждый из корней εi из (10) можно будет записать в виде εi = ωtii , где
ti ∈ 0, ni − 1. В итоге набор (ε1, ε2, . . . , εm) однозначно определяется набором це-
лых чисел (t1, t2, . . . , tm), где ti ∈ 0, ni − 1, i ∈ 1,m. Соответствующий этому набору
характер обозначим через χt1,t2,...,tm . Равенство (10) теперь примет вид

χt1,t2,...,tm

( m∏
i=1

gkii

)
=

m∏
i=1

ωtikii .

Так как каждый элемент группы G однозначно представляется в виде gt11 g
t2
2 . . . gtmm ,

ti ∈ 0, ni − 1, i ∈ 1,m, то в итоге мы имеем биективное отображение σ группы G на
множество Ĝ всех ее комплексных характеров:

σ(gt11 g
t2
2 . . . gtmm ) = χt1,t2,...,tm . (11)

В связи с этим характеры естественно проиндексировать не наборами целых чисел,
а элементами группы G, обозначив

χt1,t2,...,tm = χg,

где g = gt11 g
t2
2 . . . gtmm . Тогда равенство (10) можно записать в следующем виде:
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χgt11 g
t2
2 ... gtmm

( m∏
i=1

gkii

)
=

m∏
i=1

ωtikii , (12)

а равенство (11) — в виде σ(g) = χg, g ∈ G.
На множестве Ĝ всех характеров группы G можно определить операцию умноже-

ния, положив для ϕ, ψ ∈ Ĝ и g ∈ G:
(ϕ · ψ)(g) = ϕ(g) · ψ(g).

Так как G — абелева группа, то ϕ · ψ также является гомоморфизмом группы G в
C

∗. В результате мы имеем группоид (Ĝ, ·). Из равенства (12) сразу следует, что
биекция σ является изоморфизмом группы G на группоид Ĝ, и значит Ĝ — тоже
группа. В итоге доказана

Теорема 10. Характеры конечной абелевой группы G образуют группу Ĝ отно-
сительно операции умножения характеров, и эта группа изоморфна группе G.

Учитывая, что Ĝ — группа, определим порядок характера χ группы G как порядок
элемента в группе Ĝ. Характер χe порядка 1, т. е. равный тождественно единице,
является единицей группы Ĝ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть χ ∈ Ĝ. Отображение χ : G → C
∗, определенное по правилу

χ(g) = χ(g), где χ(g) — число, сопряженное с χ(g) в C, называется характером,
сопряженным с χ.

Нетрудно заметить, что определение сопряженного характера корректно (χ дей-
ствительно лежит в Ĝ). Более того, так как значения характеров являются в C

корнями из 1, а число, обратное к корню из единицы, совпадает с сопряженным
к исходному, то характер χ−1, обратный к χ в группе Ĝ, совпадает с χ.

Непосредственно из (12) следует

Теорема 11. При указанной выше нумерации характеров группы G элементами
из G имеет место соотношение двойственности для характеров:

∀ a, b ∈ G : χa(b) = χb(a). (13)

Следствие. Если a, b ∈ G, a �= b, то найдется такой характер χ ∈ Ĝ, что
χ(a) �= χ(b).

Действительно, в противном случае мы бы имели χc(a) = χc(b), или, в силу (13),
χa(c) = χb(c) для всех c ∈ G, т. е. χa = χb, что противоречит условию a �= b.

Приведем еще ряд менее очевидных свойств характеров.

Теорема 12. Для любых двух элементов a, b группы G выполняются равенства∑
c∈G

χa(c)χb(c) = |G| · δa,b, (14)
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∑
c∈G

χc(a)χc(b) = |G| · δa,b, (15)

где δa,b =

{
1, если a = b,

0, если a �= b
— символ Кронекера.

Равенства (14) и (15) называются соответственно первым и вторым соотношени-
ями ортогональности для характеров группы G.

� В силу соотношения (13) доказать достаточно лишь одно из равенств (14), (15).
Докажем (14). При a = b равенство (14) выполняется, поскольку для любого c ∈ G

χa(c) · χa(c) = |χa(c)|2 = 1.

Пусть a �= b, a =
m∏
i=1

gtii , b =
m∏
i=1

gsii , c =
m∏
i=1

gkii , где ti, si, ki ∈ 0, ni − 1. Тогда,

используя равенство (12) и соотношение χa(c) = χa(c)
−1, получим:

∑
c∈G

χa(c)χb(c) =
∑

k1,...,km

m∏
i=1

ωtikii ·
m∏
i=1

ω−siki
i =

=
∑

k1,...,km

m∏
i=1

ωrikii =

m∏
i=1

( ni−1∑
ki=0

ωrikii

)
,

где ri = ti − si, i ∈ 1,m. Так как a �= b, то найдется такое j ∈ 1,m, что tj �= sj. Тогда
rj �≡ 0 (modnj), и потому ω

rj
j �= 1. Значит,

nj−1∑
kj=0

ω
rjkj
j =

ω
rjnj

j − 1

ω
rj
j − 1

= 0,

и равенство (14) верно. �
Из (14), (15) при b = e получаем

Следствие. Для любого a ∈ G выполняются равенства∑
c∈G

χa(c) =
∑
c∈G

χc(a) = |G| · δa,e.

Характеры конечных полей обсуждаются в § 6 главы 22.

ЗАДАЧИ

1. Опишите все конечные абелевы группы, в которых любая собственная подгруп-
па — циклическая.

2. Пусть G — конечная абелева группа с каноническим разложением (7).
Докажите, что минимальная мощность системы образующих группы G есть
ρ(G) = max{t1, . . . , tr}.
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3. Назовем два канонических разложения абелевой группы G (в прямую сумму
подгрупп) эквивалентными, если они различаются лишь перестановкой слагаемых.
Опишите все классы эквивалентных канонических разложений для групп Z2 ⊕ Z2,
Z3 ⊕ Z3, Z6 ⊕ Z2, Zp ⊕ Zp (p — простое). Докажите, что любые два канонических
разложения группы G эквивалентны тогда и только тогда, когда G — циклическая
группа.

4. При каких условиях на n ∈ N существует ровно k классов изоморфных абеле-
вых групп порядка n, где k ∈ {1, 2, 3, 4}?

5. Пусть N(n,m) — число классов изоморфных абелевых групп порядка n с экс-
понентой m. Докажите, что

а) N(n,m) > 0 тогда и только тогда, когда m | n и каждый простой делитель p
числа n делит m;

б) N(n,m) = 1 тогда и только тогда, когда выполняются условия пункта а) и для
каждого простого p, делящего n, либо p2 не делит m, либо p2 не делит

n

m
.

6. Пусть G — абелева группа порядка n,

typG = (pn11
1 , . . . , p

n1t1

1 , pn21
2 , . . . , p

nsts
s )

и для каждого i ∈ 1, s выполняются соотношения

ni1 = ni2 = . . . = niki > niki+1 � . . . � niti .

Докажите, что expG = m = pn11
1 pn21

2 . . . pns1
s , и число элементов порядка m в группе

G равно n
(
1−

(
1

p1

)k1) · . . . · (1− ( 1

ps

)ks)
.

7. Составьте таблицу характеров группы Z6.



Глава 13

ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Изучая множества с бинарными операциями, мы часто пользовались также воз-
можностью «умножать» элементы рассматриваемого множества с операцией ∗ на эле-
менты некоторого другого (!) множества по закону, определенным образом согласо-
ванному с операцией ∗ . Например, в предыдущих главах определялись умножение
матриц над кольцом R на элементы этого кольца и умножение элементов произволь-
ной абелевой группы (G,+) на целые числа. Такое умножение естественно назвать
«внешней» операцией соответственно на Rm,n и G, а бинарную операцию + на Rm,n
и G — «внутренней».

Настоящая глава посвящена изучению одного из важнейших понятий матема-
тики — понятия векторного пространства, в определении которого используются и
«внутренняя», и «внешняя» операции.

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА.
БАЗИС ПРОСТРАНСТВА

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что на множестве L задана внешняя операция ◦ умноже-
ния справа на элементы множества K, если задано отображение

◦ : L×K → L.

Образ элемента (l, k) ∈ L × K при этом отображении называют произведением эле-
мента l на элемент k и обозначают через l ◦ k (или, для краткости, через lk).

Понятие внешней операции обобщает понятие бинарной операции на L, при опре-
делении которой K = L.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Множество L с внутренней операцией + сложения и внешней опе-
рацией ◦ умножения справа на элементы поля P называют правым векторным про-
странством над полем P , а также правым линейным пространством, если

1) (L,+) — абелева группа;
2) для любых элементов α, β ∈ L и a, b ∈ P выполнены соотношения:
а) α ◦ (ab) = (α ◦ a) ◦ b (закон ассоциативности);
б) α ◦ (a+ b) = α ◦ a+ α ◦ b;
в) (α+ β) ◦ a = α ◦ a+ β ◦ a (законы дистрибутивности);
г) α ◦ e = α, где e — единица поля P (закон унитарности).
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Это векторное пространство обозначают через LP , его элементы называют векто-
рами, а элементы из P — скалярами.

Заметим, что в соотношениях б) и в) одним знаком + обозначены две разные
операции: операция сложения в поле P и операция сложения в группе L. Это не
вызывает недоразумения, так как смысл операции + бывает ясен из природы склады-
ваемых элементов.

ПРИМЕР 1. Абелева группа (Pn,+), элементы которой умножаются на элементы поля
P по правилу

(a1, . . . , an) ◦ a = (a1a, . . . , ana),

есть правое векторное пространство над полем P (арифметическое пространство Pn,
введенное в главе 7). Аналогично, P (n) — векторное пространство над полем P .

ПРИМЕР 2. Абелева группа (Pm,n,+) превращается в векторное пространство над
полем P , если в качестве внешней операции взять обычное умножение матриц из
Pm,n на элементы поля P .

ПРИМЕР 3. Множество C[a, b] всех действительных функций, непрерывных на отрез-
ке [a, b], является векторным пространством над полем R, если рассматривать обыч-
ное сложение функций и определить внешнее умножение как умножение функции на
константу.

Аналогично правому векторному пространству можно определить и левое век-
торное пространство. Поскольку далее мы будем изучать только правые векторные
пространства, то слово «правое» будем опускать. Часто вместо термина «векторное
пространство» мы будем употреблять термин пространство, что не вызовет путани-
цы.

Рассмотрим некоторые простейшие свойства элементов векторного пространства.
Через θL обозначим нейтральный элемент группы (L,+) и назовем его нулем век-
торного пространства LP , а через 0 обозначим нуль поля P (часто вместо θL будем
писать просто θ).

Утверждение 1. Для любых элементов α ∈ LP и a ∈ P справедливы соотношения:
(а) α ◦ 0 = θ ◦ a = θ;
(б) (α ◦ a = θ) ⇒ (α = θ или a = 0);
(в) (−α) ◦ a = α ◦ (−a) = −(α ◦ a);
(г) (−α) ◦ (−a) = α ◦ a.
� Соотношения (а), (в) и (г) доказываются так же, как аналогичные свойства

элементов кольца (теорема 8 главы 3). Докажем (б). Пусть α ◦ a = θ. Если a = 0,
то доказывать нечего. Если же a �= 0, то в поле P существует элемент a−1. Ввиду
соотношений г) и а) определения 2 получаем цепочку равенств

α = α ◦ e = α ◦ (aa−1) = (α ◦ a) ◦ a−1 = θ ◦ a−1.

Отсюда в силу (а) α = θ. �
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. Не всякая абелева группа (L,+) может быть превращена в векторное
пространство над данным полем P . Действительно, если L �= θ и LP — векторное
пространство, то для любого l ∈ L \ {θ} множество lP = {l ◦ a : a ∈ P} есть подгруп-
па группы (L,+), изоморфная группе (P,+) (проверьте). Следовательно, если P —
бесконечное поле, то группа L должна быть бесконечной, а если P = Z/p, то порядок
любого ненулевого элемента из (L,+) должен быть равен p.

Для конечных (!) систем векторов произвольного пространства LP точно так же,
как и в арифметических пространствах P (n) и Pn, рассмотренных в главе 7, опреде-
ляются понятия: линейная комбинация векторов, линейное соотношение между век-
торами, линейная выражаемость вектора через заданную систему векторов, линейно
зависимая и линейно независимая система, базис (максимальная линейно независи-
мая подсистема) системы векторов.

Обобщим некоторые из указанных понятий на бесконечные системы векторов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Говорят, что
1) вектор α ∈ LP линейно выражается через бесконечную систему векторов

S пространства LP , если он линейно выражается через какую-либо конечную подси-
стему системы S;

2) система векторов S пространства LP линейно выражается через систему
векторов T этого пространства, если каждый вектор из S линейно выражается через
систему T .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Бесконечную систему векторов S пространства LP называют ли-
нейно зависимой, если в ней существует хотя бы одна линейно зависимая конечная
подсистема. В противном случае систему S называют линейно независимой.

Ясно, что любая подсистема линейно независимой системы сама линейно незави-
сима.

ПРИМЕР 4. Кольцо многочленов P [x] над полем P является векторным пространством
над полем P относительно обычной операции сложения многочленов и внешней опе-
рации умножения, определенной равенством f(x) ◦ a = f(x)a, где f(x) ∈ P [x], a ∈ P .
Система векторов e, x, x2, . . . , xn, . . . линейно независима, так как для любой ее
конечной подсистемы xi1 , . . . , xik равенство xi1a1 + . . .+ xikak = 0, ai ∈ P , означает,
по определению равенства многочленов, что a1 = . . . = ak = 0. Ясно, что любой
многочлен из P [x] линейно выражается через эту систему.

Сформулируем и наметим доказательства некоторых утверждений, аналоги кото-
рых для конечных систем векторов арифметического пространства доказаны в главе 7.

Теорема 2 (критерий линейной зависимости). Пусть S — произвольная система
векторов пространства LP . Если |S| = 1, то система S линейно зависима тогда и
только тогда, когда она состоит из нулевого вектора. Если |S| > 1, то система
S линейно зависима тогда и только тогда, когда в ней существует вектор,
линейно выражающийся через систему остальных векторов из S.
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� Если |S| = 1, то теорема верна в силу утверждения 1(б). Пусть |S| > 1. Если
некоторый вектор α ∈ S линейно выражается через систему векторов S \ {α}, то по
определению 3 он линейно выражается через некоторую конечную систему векторов
β1, . . . , βk из S \ {α}. Тогда конечная (!) подсистема векторов α, β1, . . . , βk из S ли-
нейно зависима (см. доказательство теоремы 7 главы 7), и по определению 4 система
S линейно зависима.

Обратно, пусть система S линейно зависима. По определению 4 существует конеч-
ная линейно зависимая ее подсистема S′ = (α1, . . . , αt). При t = 1 получаем α1 = θ
(для подсистемы — это случай |S′| = 1), а тогда α1 = β ◦ 0 для любого вектора
β ∈ S \ {α1}. При t > 1 рассуждения проводятся дословно так же, как и при доказа-
тельстве теоремы 7 главы 7. �

Утверждение 3. Пусть вектор α ∈ LP линейно выражается через линейно неза-
висимую систему S векторов пространства LP в виде

α = β1c1 + . . .+ βrcr + βr+1cr+1 + . . .+ βtct, ci ∈ P (1)

и
α = β1d1 + . . .+ βrdr + γr+1dr+1 + . . .+ γsds, dj ∈ P, (2)

где β1, . . . , βt и γr+1, . . . , γs — непересекающиеся подсистемы попарно различных
векторов системы S (возможно r = 0, t = 0 или s = 0). Тогда

c1 = d1, . . . , cr = dr и cr+1 = . . . = ct = dr+1 = . . . = ds = 0. (3)

� Вычитая из равенства (1) равенство (2), получим:

θ = β1(c1 − d1) + . . .+ βr(cr − dr) + βr+1cr+1 + . . .

. . .+ βtct + γr+1(−dr+1) + . . .+ γs(−ds).
Отсюда следуют равенства (3), так как ввиду условия система векторов β1, . . . , βt,
γr+1, . . . , γs линейно независима. �

Следствие. Если вектор α ∈ LP линейно выражается через линейно независимую
систему β1, . . . , βr пространства LP , то он выражается через нее только одним
способом.

Сравните это следствие с утверждением 11 главы 7.

Утверждение 4. Если S — непустая линейно независимая система векторов про-
странства LP и α ∈ LP , то система векторов S1 = (S, α) линейно зависима
тогда и только тогда, когда вектор α линейно выражается через систему S.

� Если вектор α линейно выражается через систему S, то система S1 линейно
зависима по теореме 2, так как |S1| > 1. Обратно, пусть система S1 линейно зави-
сима. По определению 4 в ней существует конечная линейно зависимая подсистема
α1, . . . , αk. В этой подсистеме содержится вектор α, так как в противном случае



§ 1. Определение векторного пространства. Базис пространства 273

система S была бы линейно зависимой вопреки условию. Поэтому можем положить
αk = α. Дальнейшее доказательство проводится дословно так же, как доказательство
утверждения 10 главы 7. �

Определение базиса (максимальной линейно независимой подсистемы) для про-
извольной системы векторов S произвольного пространства LP вводится совершенно
так же, как вводилось определение базиса для конечной системы векторов арифмети-
ческого пространства (определение 9 главы 7).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Подсистему T системы векторов S пространства LP называют ба-
зисом системы S, если

1) система T линейно независима;
2) система, получающаяся добавлением к T любого вектора системы S, линейно

зависима.
В частности, если S = LP , то базис системы S называют базисом простран-

ства LP .

ПРИМЕР 5. Как показывает пример 4 базисом пространства P [x]P является, напри-
мер, бесконечная система векторов e, x, . . . , xn, . . . .

Важное свойство базиса для системы векторов, содержащей хотя бы один нену-
левой вектор, отмеченное для конечных систем векторов в утверждении 12 главы 7,
дает

Утверждение 5. Если система векторов S пространства LP содержит хотя бы
один ненулевой вектор, то ее подсистема T является базисом тогда и только
тогда, когда

1) система T линейно независима;
2′) любой вектор системы S линейно выражается через систему T .

� Условие 1 утверждения совпадает с условием 1 определения 5. Поскольку в
системе S есть ненулевой вектор, то из условия 2′ следует, что система T непустая.
Аналогично из условия 2 определения 5 также следует, что система T непустая. По
утверждению 4 условия 2 и 2′ равносильны. �

Для сокращения записей вида (1) договоримся о следующих обозначениях. Пусть
γ1, . . . , γt — произвольная система векторов из LP , d

↓ = (d1, . . . , dt) — произвольный
вектор из P (t) и

A = (A↓
1, . . . , A

↓
s) ∈ Pt,s.

Положим по определению �γ = (γ1, . . . , γt),

�γ d↓ = γ1d1 + . . .+ γtdt, �γA = (�γA↓
1, . . . , �γA

↓
s). (4)

Нетрудно проверить, что тогда для любых матриц B ∈ Pt,s, C ∈ Ps,k и любой системы
векторов �δ = (δ1, . . . , δt), где δi ∈ LP , i ∈ 1, t, справедливы равенства

�γ(A+B) = �γA+ �γB, (�γ + �δ)A = �γA+ �δA (5)
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и
�γ(AC) = (�γA)C. (6)

Если �β = (β1, . . . , βn) — базис системы S, то по следствию утверждения 3 для любого
вектора α ∈ S существуют такие однозначно определенные скаляры ci ∈ P , что
α = β1c1 + . . .+ βncn. Воспользовавшись первым из равенств (4), запишем

α = �β α↓
�β
, (7)

где α↓
�β
= (c1, . . . , cn)

T .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Вектор α↓
�β
∈ P (n) называют столбцом координат вектора α ∈ S в

базисе �β системы S.

Вопрос о существовании базиса для конечной системы векторов произвольного
пространства LP решает

Теорема 6. Если S — конечная система векторов пространства LP , то в S су-
ществует базис (возможно пустой). Любую линейно независимую подсистему
системы S можно дополнить до базиса системы S.

� Доказательство теоремы проводится так же, как доказательство утверждения 13
главы 7. �

Методами, выходящими за рамки нашего курса, может быть доказана

Теорема 7. Любая система векторов произвольного пространства LP (в частно-
сти, само пространство LP ) имеет базис.

Мы ограничимся рассмотрением систем векторов, имеющих базис из конечного
числа векторов, и обобщим результаты, полученные в следствиях 4 и 6 теоремы 15
главы 7 и утверждении 17 главы 7.

Теорема 8. Пусть система векторов S пространства LP имеет базис α1, . . . , αn.
Тогда

(а) любая линейно независимая подсистема системы S состоит не более чем
из n векторов;

(б) любой базис системы S состоит из n векторов;
(в) любая линейно независимая подсистема системы S, состоящая из n век-

торов, является базисом системы S;
(г) любую линейно независимую подсистему системы S можно дополнить до

базиса системы S.

� (а) Пусть β1, . . . , βn+1 — произвольная подсистема системы S. Так как система
α1, . . . , αn — базис S, то существует такая матрица C ∈ Pn,n+1, что

(β1, . . . , βn+1) = (α1, . . . , αn)C.
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Система линейных уравнений Cx↓ = 0↓ по теореме 14 главы 8 имеет ненулевое
решение d↓, так как число неизвестных в ней больше числа уравнений. Тогда, ис-
пользуя (4) и (6), получаем равенства:

(β1, . . . , βn+1)d
↓ = (α1, . . . , αn)Cd

↓ = (α1, . . . , αn)0
↓ = θ,

которые показывают, что система β1, . . . , βn+1 линейно зависима.
(б) В силу (а) число векторов в любом базисе системы S не превосходит n. Если в

S имеется базис, состоящий из t векторов, то опять ввиду (а) n � t. Таким образом,
t = n.

(в) Пусть β1, . . . , βn — линейно независимая подсистема системы S. Для любо-
го вектора α ∈ S согласно (а) система векторов β1, . . . , βn, α линейно зависима. По
утверждению 4 вектор α линейно выражается через систему β1, . . . , βn. По утвер-
ждению 5 β1, . . . , βn — базис системы S.

(г) Пусть γ1, . . . , γt — линейно независимая подсистема системы S. Если t = n,
то в силу (в) γ1, . . . , γn — базис системы S. Пусть t < n. Рассмотрим все линейно
независимые подсистемы из S, содержащие векторы γ1, . . . , γt. Ввиду (а) в любой
из них не более n векторов. Пусть γ1, . . . , γt, γt+1, . . . , γk — такая система с
максимально возможным числом векторов. Так как эта система линейно независима
и добавление к ней любого вектора из S приводит к линейно зависимой системе, то
γ1, . . . , γk — базис системы S, и с учетом (а) k = n. �

§ 2. ПОДПРОСТРАНСТВА ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА

Пусть K — подмножество пространства LP . Будем говорить, что подмножество
K замкнуто относительно умножения на элементы поля P , если α ◦ a ∈ K для
любых α ∈ K и a ∈ P . В этом случае отображение L×P → L, определенное правилом
(β, b) → β ◦ b, индуцирует одновременно отображение K × P → K, т. е. задает
на K внешнюю операцию умножения на элементы поля P .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Непустое подмножество K пространства LP называют подпро-
странством, если

1) K замкнуто относительно операций сложения и умножения на элементы по-
ля P ;

2) K является векторным пространством относительно этих операций. Обозначе-
ние: KP < LP или K < LP .

Критерий того, чтобы подмножество было подпространством дает

Утверждение 9. Непустое подмножество K пространства LP является подпро-
странством тогда и только тогда, когда выполнено условие 1 определения 7.

� Пусть K удовлетворяет условию 1 и α, β ∈ K. В частности, β(−e) ∈ K, где
e — единица поля P . Так как β(−e) = −β ∈ K по утверждению 1(в), то α − β ∈ K
по условию 1. Следовательно, (K,+) — подгруппа группы (L,+).
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Соотношения а)–г) определения 2 справедливы для любых α, β ∈ K и a, b ∈ P ,
так как они справедливы для любых элементов из L и P . Значит, K — векторное
пространство над P . �

Таким образом, для L = P (n) определение 7 совпадает с определением 11 главы 7
подпространства в P (n).

В любом пространстве LP �= θ есть, по крайней мере, два подпространства K1 = θ
и K2 = L. Их называют несобственными подпространствами. Все другие подпро-
странства называют собственными. Приведем примеры собственных подпространств.

ПРИМЕР 6. Множество K всех векторов пространства D2 (или D3), лежащих на
фиксированной прямой (или плоскости), проходящей через начало координат, есть
подпространство этого пространства:

�

�

������������K

ПРИМЕР 7. RQ — подпространство в CQ.

Утверждение 10. Пересечение любого семейства подпространств Kα, α ∈ A, про-
странства LP является его подпространством.

Доказательство основывается на применении утверждения 9 и предоставляется
читателю.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Пусть S — система векторов пространства LP . Подпространством,
порожденным системой S, называют пересечение всех подпространств из LP , содер-
жащих S. Его обозначают через (S)P .

В силу утверждения 10 (S)P — действительно подпространство в LP . В частности,
(∅)P = θ и (L)P = LP .

Теорема 11. Если S �= ∅, то подпространство (S)P состоит из всех конечных
линейных комбинаций векторов из S, т. е. из векторов вида

k∑
i=1

sici, где si ∈ S, ci ∈ P, k ∈ N. (8)

� Обозначим через T множество векторов из LP , имеющих вид (8). Так как
(S)P — подпространство пространства LP , содержащее S, то по определению 7 спра-
ведливо включение T ⊂ (S)P .
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Обратно, пусть t1 =
k∑
i=1

sici и t2 =
m∑
j=1

s′jc
′
j — элементы из T . Поскольку

t1 + t2 =

k∑
i=1

sici +

m∑
j=1

s′jc
′
j ∈ T (9)

и для любого a ∈ P
t1a =

k∑
i=1

si(cia) ∈ T, (10)

то по утверждению 9 из (9) и (10) следует, что T — подпространство в LP . Ввиду
включения T ⊃ S по определению 8 получаем: T ⊃ (S)P . Значит, T = (S)P . �

Теорема 11 аналогична соответствующим утверждениям для полугрупп и групп.
Эта теорема позволяет, в частности, более кратко формулировать различные утвер-
ждения, связанные с представлением вектора в виде линейной комбинации других
векторов.

Следствие. Вектор α пространства LP линейно выражается через систему S
векторов этого пространства тогда и только тогда, когда α ∈ (S)P . Базис
системы S является базисом пространства (S)P .

Доказательство следствия предоставляется читателю.

Утверждение 12. Пусть K1, . . . , Kt — подпространства пространства LP . Тогда
множество

K = K1 + . . .+Kt

также является подпространством пространства LP .

� По следствию теоремы 15 главы 11 (K,+) — подгруппа группы (L,+). Для
любых αi ∈ Ki и a ∈ P справедливы включения αia ∈ Ki. Поэтому

(α1 + . . .+ αt) a = α1a+ . . .+ αta ∈ K.

По утверждению 9 K — подпространство в LP . �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Подпространство K = K1 + . . . + Kt называют суммой подпро-
странств K1, . . . , Kt.

Если K = K1 + . . . + Kt, то каждый элемент α ∈ K представляется в виде
α = α1 + . . . + αt, где αi ∈ Ki. Рассмотрим ситуацию, когда такое представление
однозначно.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Подпространство K = K1 + . . . + Kt называют прямой суммой
подпространств K1, . . . , Kt, если каждый элемент α ∈ K однозначно представим в
виде α = α1 + . . .+ αt, где αi ∈ Ki. В этом случае пишут: K = K1 � . . .�Kt.
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ПРИМЕР 8. Пространство P (2) есть прямая сумма собственных подпространств

K1 =
{( a

0

) ∣∣∣ a ∈ P} и K2 =
{( 0

b

) ∣∣∣ b ∈ P} (обобщите на случай пространства P (n)).

Проверку того, является или нет сумма подпространств прямой, облегчает

Теорема 13. Если K1, . . . , Kt, K = K1 + . . . +Kt — подпространства простран-
ства LP , то равносильны свойства:

(а) K = K1 � . . .�Kt;
(б) если θ = α1 + . . .+ αt, где αi ∈ Ki, то αi = . . . = αt = θ;

(в) для любого i ∈ 1, t справедливо Ki ∩
∑
j �=i

Kj = θ;

(г) для любого i ∈ 1, t− 1 справедливо (K1 + . . .+Ki) ∩Ki+1 = θ.

� Так как каждое из подпространств Ki есть подгруппа группы (L,+), то рав-
носильность свойств (а)–(в) следует из теоремы 17 главы 11. Понятно, что (в)⇒(г).
Доказательство, например, импликации (г)⇒(б) предоставляется читателю. �

§ 3. ИЗОМОРФИЗМЫ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Отображение ϕ : MP → LP называют изоморфизмом, если
1) ϕ — изоморфизм абелевых групп (M,+) и (L,+);
2) для любых элементов α ∈M и a ∈ P справедливо равенство ϕ(α ◦ a) = ϕ(α)a.
В случае существования такого отображения ϕ пространства MP и LP называют

изоморфными (обозначение: MP
∼= LP ).

Заметим, что ϕ(θM ) = θL, так как ϕ — изоморфизм абелевых групп.

ПРИМЕР 9. Поворот пространства D2 вокруг начал координат на угол ω против часо-
вой стрелки является изоморфизмом D2 на D2 (проверьте).

Утверждение 14. Если ϕ : MP → LP — изоморфизм векторных пространств, то
обратное отображение ϕ−1 является изоморфизмом LP на MP .

Утверждение 15. Если ϕ : MP → LP и ψ : LP → KP — изоморфизмы векторных
пространств, то отображение

ψ ◦ ϕ : MP → KP

— изоморфизм векторных пространств (◦ — композиция отображений).

Доказательство утверждений 14 и 15 осуществляется непосредственной проверкой
(определение обратного отображения см. в определении 10 главы 1).

Утверждение 16. Если ϕ : MP → LP — изоморфизм векторных пространств, то
для любых векторов α, α1, . . . , αk ∈MP и элементов a1, . . . , ak ∈ P равенство

α = α1a1 + . . .+ αkak (11)

справедливо тогда и только тогда, когда выполняется равенство

ϕ(α) = ϕ(α1)a1 + . . .+ ϕ(αk)ak. (12)
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� По определению 11 из равенства (11) следует равенство (12). Так как
ϕ−1 ◦ ϕ = εM , то в силу утверждения 14 из равенства (12) следует равенство (11). �

Теорема 17. Если ϕ : MP → LP — изоморфизм и S — система векторов простран-
ства MP , S �= ∅, то

(а) система S линейно независима тогда и только тогда, когда линейно неза-
висима система ϕ(S);

(б) MP = (S)P ⇔ LP = (ϕ(S))P ;
(в) S — базис MP тогда и только тогда, когда ϕ(S) — базис LP .

� (а) В силу утверждения 16 для любых векторов α1, . . . , αk ∈ S и элементов
a1, . . . , ak ∈ P линейное соотношение

∑k
i=1 αiai = θM равносильно линейному соот-

ношению
∑k
i=1 ϕ(αi)ai = θL.

(б) По теореме 11 произвольный вектор из MP имеет вид

α = α1c1 + . . .+ αtct,

где αi ∈ S, ci ∈ P . Поскольку ϕ — биекция, то произвольный вектор β из LP имеет
вид β = ϕ(α). Тогда

β = ϕ(α1)c1 + . . .+ ϕ(αt)ct,

и по теореме 11 LP = (ϕ(S))P .
Аналогично, используя изоморфизм ϕ−1, из равенства LP = (ϕ(S))P получаем

MP = (S)P .
(в) Заметим, что базис пространства есть пустая система векторов тогда и только

тогда, когда пространство состоит из нулевого вектора. Для пространств, состоящих
не только из нулевого вектора, ввиду утверждения 5 свойство (в) следует из (а)
и (б). �

ПРИМЕР 10. Отображение ϕ : P (n) → Pn, определенное равенством

ϕ

(( a1
. . .
an

))
= (a1, . . . , an),

является изоморфизмом пространства P (n) на пространство Pn.

§ 4. КОНЕЧНОМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Перейдем к изучению векторных пространств, для которых существует базис, со-
стоящий из конечного числа векторов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Пространство LP называют конечномерным, если в нем существу-
ет базис, состоящий из конечного числа векторов. Пространства, не являющиеся ко-
нечномерными, называют бесконечномерными (см. пример 5).

Если LP — конечномерное пространство и α1, . . . , αn — некоторый его базис, то
по теореме 8(б) любой базис LP состоит также из n векторов. Поэтому корректно
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Размерностью конечномерного пространства LP называют чис-
ло векторов в любом его базисе.

Если LP имеет базис из n векторов, то его называют пространством размерно-
сти n или n-мерным пространством и пишут dimLP = n.

ПРИМЕР 11. Пространство P (n) конечномерное и dimP (n) = n, так как P (n) имеет
базис E↓

1 , . . . , E
↓
n. Это, в частности, оправдывает термин «n-мерное арифметиче-

ское пространство», введенный в главе 7. Пространство (Pn,n)P — конечномерное и
dimPn,n = n2, так как (Pn,n)P имеет базис из n2 матриц E(i,j)

n×n (см. § 1 главы 6).

Как и в P (n), в любом конечномерном пространстве LP верна

Теорема 18. Если dimLP = n, то
(а) любая линейно независимая система векторов из LP состоит не более чем

из n векторов;
(б) любая линейно независимая система из n векторов является базисом LP ;
(в) любую линейно независимую систему векторов из LP можно дополнить до

базиса LP .

� Теорема 18 является перефразировкой при S = LP теоремы 8. �
Однако в отличие от пространства P (n), у нас пока нет эффективных способов

распознавания линейной зависимости или независимости системы векторов из LP ,
состоящей из k � n векторов. Для получения таких способов мы воспользуемся
свойствами изоморфных пространств. Сначала мы покажем, что все пространства
над данным полем, имеющие одинаковую размерность, изоморфны.

Утверждение 19. Если �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP , то для любых
векторов β, γ ∈ LP и любого a ∈ P справедливы равенства

(β + γ)↓�α = β↓
�α + γ↓

�α, (βa)↓�α = β↓
�α a. (13)

� В силу (6) β = �αβ↓
�α и γ = �αγ↓

�α. Тогда, учитывая (5), получаем:

β + γ = �αβ↓
�α + �αγ↓

�α = �α(β↓
�α + γ↓

�α). (14)

Одновременно
β + γ = �α(β + γ)↓�α. (15)

Поскольку �α — базис LP , то из (14) и (15) в силу следствия утверждения 3 получаем
первое из равенств (13). Аналогично доказывается и второе из них. �

Теорема 20. Если dimLP = n, то LP ∼= P (n).

� Пусть �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP . Зададим отображение
ϕ : LP → P (n), положив для вектора β = �αβ↓

�α

ϕ(β) = β↓
�α. (16)

Ясно, что отображение ϕ — биекция. В силу утверждения 19 ϕ — изоморфизм век-
торных пространств. �
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Теорема 21. Конечномерные векторные пространства LP иMP изоморфны тогда
и только тогда, когда dimLP = dimMP .

� Если dimLP = dimMP = n, то по теореме 20 существуют изоморфизмы
ϕ : LP → P (n) и ψ : MP → P (n). По утверждению 14 ψ−1 : P (n) → MP — изомор-
физм. Тогда по утверждению 15 ψ−1 ◦ ϕ : LP →MP — изоморфизм.

Обратно, пусть существует изоморфизм ϕ : LP → MP . Если dimL = n и
α1, . . . , αn — базис LP , то по теореме 17(в) ϕ(α1), . . . , ϕ(αn) — базис MP , т. е.
dimMP = n. �

Теоремы 20 и 21 показывают, что n-мерное арифметическое пространство P (n)

является, с точностью до изоморфизма, единственным n-мерным пространством над
данным полем.

Практический способ определить, линейно зависима или нет система векторов
конечномерного пространства, дает

Утверждение 22. Если dimLP = n и �α = (α1, . . . , αn) — базис LP , то система
векторов β1, . . . , βk из LP линейно независима тогда и только тогда, когда
линейно независима система векторов β↓

1�α, . . . , β
↓
k�α.

� Отображение ϕ : LP → P (n), задаваемое формулой (16), есть изоморфизм век-
торных пространств. По теореме 17(а) получаем требуемое утверждение. �

Из утверждения 22 и критерия линейной независимости системы векторов из P (n)

(следствие 3 теоремы 15 главы 7) получаем

Следствие. Система векторов β1, . . . , βn является базисом LP тогда и только
тогда, когда матрица C = (β↓

1�α, . . . , β
↓
n�α) невырожденная.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Пусть �β = (β1, . . . , βn) и �α = (α1, . . . , αn) — базисы LP , где
n = dimLP . Если �β = �αC, то матрицу C называют матрицей перехода от ба-
зиса �α к базису �β. Таким образом, столбцы матрицы C — это столбцы координат
базисных векторов β1, . . . , βn в базисе �α.

Выясним, как связаны между собой столбцы координат одного и того же вектора
в разных базисах. Пусть �α и �β — базисы пространства LP и γ ∈ LP . Тогда вектор
γ = �αγ↓

�α = �βγ↓
�β
и �β = �αC, где C = P ∗

n,n. Следовательно, �αγ
↓
�α = �αCγ↓

�β
. Отсюда

γ↓
�α = Cγ↓

�β
, γ↓

�β
= C−1γ↓

�α. (17)

Формулы (17) называют формулами преобразования координат.
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В заключение отметим, что алгоритмические задачи 1–6, поставленные в § 3
главы 7 для систем векторов из P (n), представляют интерес и в произвольном ко-
нечномерном пространстве LP . Решение любой из этих задач в LP сводится в силу
утверждения 16 и теоремы 20 к решению аналогичной задачи для систем векторов
из P (n).

§ 5. ПОДПРОСТРАНСТВА КОНЕЧНОМЕРНОГО
ПРОСТРАНСТВА

Всякое подпространство конечномерного пространства само конечномерно, как по-
казывает

Теорема 23. Пусть dimLP = n и K < LP . Тогда
(а) пространство KP конечномерно и dimKP � n;

(б) в LP существует такое подпространствоMP , что L = K�M , т. е. каждое
подпространство в LP выделяется прямым слагаемым.

� Утверждение (а) справедливо в силу теорем 18(а) и 8. Покажем справедли-
вость (б). Если K = θ или K = L, то соответственно M = L и M = θ. Пусть
dimKP = r, 0 < r < n, и α1, . . . , αr — базис KP . По теореме 18(в) систему α1, . . . , αr
можно дополнить до базиса α1, . . . , αr, αr+1, . . . , αn пространства LP . Обозначим
(αr+1, . . . , αn)P =MP . Тогда сумма подпространств K+M содержит базис простран-
ства LP и, значит, K+M ⊃ L. Так как обратное включение очевидно, то L = K+M .

Пусть β ∈ K ∩ M , т. е. β =
∑r
i=1 αici =

∑n
j=r+1 αjcj . Тогда имеем равенство

θ =
∑r
i=1 αici +

∑n
j=i+1 αj(−cj). Так как α1, . . . , αn — базис LP , то ci = 0, i ∈ 1, n,

и β = θ. По теореме 13 L = K �M . �

ПРИМЕР 12. В пространстве D2 рассмотрим подпространства K1, K2 и K3:

�

�

������������

K1

K2

K3

Ясно, что D2 = K1 �K2 = K1 �K3 и K2 �= K3. Таким образом, подпространство MP

в теореме 23 определено, вообще говоря, неоднозначно.

В случае конечного поля P мы можем подсчитать число различных подпро-
странств в LP .
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Утверждение 24. Пусть |P | = q, dimLP = n и 0 < k < n. Тогда в LP имеется
ровно

(qn − 1)(qn − q) . . . (qn − qk−1)

(qk − 1)(qk − q) . . . (qk − qk−1)
(18)

различных подпространств размерности k.

� Доказательство утверждения 18 главы 7 показывает, что

(qn − 1)(qn − q) . . . (qn − qk−1)

— это число линейно независимых систем векторов из LP , содержащих по k век-
торов. Каждая из таких систем порождает подпространство размерности k. Одно-
временно с этим каждое подпространство размерности k порождается любой из
(qk − 1)(qk − q) . . . (qk − qk−1) линейно независимых своих подсистем, состоящих из k
элементов. Значит, число различных подпространств в LP , имеющих размерность k,
определяется формулой (18). �

Установим связь между размерностями суммы и пересечения двух подпространств.

Теорема 25 (Грассман).17 Если K1 и K2 — подпространства конечномерного про-
странства LP , то

dim(K1 +K2) = dimK1 + dimK2 − dim(K1 ∩K2).

� Пусть dimK1 = m1, dimK2 = m2 и dim(K1∩K2) = m. Так как K1∩K2 ⊂ K1 и
K1 ∩K2 ⊂ K2, то по теореме 18(в) базис α1, . . . , αm подпространства K1 ∩K2 можно
дополнить до базиса

α1, . . . , αm, βm+1, . . . , βm1 (19)

подпространства K1 и до базиса

α1, . . . , αm, γm+1, . . . , γm2 (20)

подпространства K2. Это верно и в случае m = 0, т. е. когда K1 ∩K2 = θ. Покажем,
что система векторов

α1, . . . , αm, βm+1, . . . , βm1 , γm+1, . . . , γm2 (21)

является базисом подпространства K1 + K2. Этим мы докажем теорему, ибо число
векторов в системе (21) равно

m1 +m2 −m = dimK1 + dimK2 − dim(K1 ∩K2).

Произвольный вектор δ ∈ K1 +K2 имеет вид δ = δ1 + δ2, где δ1 ∈ K1 и δ2 ∈ K2. Так
как векторы δ1 и δ2 линейно выражаются соответственно через базисы (19) и (20), то
вектор δ линейно выражается через систему (21). Поэтому

K1 +K2 = (α1, . . . , αm, βm+1, . . . , γm2)P .

17 Г. Грассман (1809–1877) — немецкий математик.
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Остается показать, что система (21) линейно независима. Если

α1a1 + . . . + αmam + βm+1bm+1 + . . . + βm1bm1 + γm+1cm+1 + . . . + γm2cm2 = θ,

то имеем равенство

α1a1 + . . .+ αmam + βm+1bm+1 + . . .+ βm1bm1 =

= γm+1(−cm+1) + . . .+ γm2(−cm2).
(22)

Вектор λ = γm+1(−cm+1) + . . . + γm2(−cm2) из правой части равенства (22) принад-
лежит подпространству K2, а равный ему вектор из левой части равенства (22) при-
надлежит подпространству K1. Значит, вектор λ выражается через базис α1, . . . , αm
подпространства K1 ∩K2:

λ = α1a
′
1 + . . .+ αma

′
m = γm+1(−cm+1) + . . .+ γm2(−cm2).

В силу линейной независимости системы векторов (20) получаем

a′1 = . . . = a′m = cm+1 = . . . = cm2 = 0.

Но тогда λ = θ, и равенство (22) в силу линейной независимости системы векто-
ров (19) дает a1 = . . . = am = bm+1 = . . . = bm1 = 0. Таким образом, система
векторов (21) линейно независима. �

Следствие. Размерность суммы K1 +K2 подпространств пространства LP рав-
на сумме их размерностей тогда и только тогда, когда сумма подпространств
K1 +K2 прямая.

� Доказательство очевидно в силу теоремы 13. �
Рассмотрим практические способы отыскания базисов суммы и пересечения под-

пространств K1 и K2 пространства LP .
Пусть �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP , а �β = (β1, . . . , βm) и

�γ = (γ1, . . . , γl) — базисы соответственно подпространств K1 и K2, векторы кото-
рых заданы своими столбцами координат β↓

i�α и γ
↓
j�α в базисе �α.

Тогда K1 + K2 = (β1, . . . , βm, γ1, . . . , γl)P , и базисом подпространства K1 + K2

является базис системы векторов β1, . . . , γl. Для его нахождения нужно найти базис
системы векторов

β↓
1�α, . . . , β

↓
m�α, γ

↓
1�α, . . . , γ

↓
l�α (23)

из P (n), а алгоритм решения этой задачи известен (см. главу 7).
Обозначим K = K1 ∩ K2. Вектор δ ∈ LP принадлежит K тогда и только тогда,

когда он линейно выражается через каждую из систем векторов �β и �γ, т. е. когда
вектор δ↓�α линейно выражается через каждую из систем векторов β↓

i�α и γ
↓
j�α:

δ↓�α = (β↓
1�α, . . . , β

↓
m�α) a

↓ = (γ↓
1�α, . . . , γ

↓
l�α) b

↓,
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или в матричной записи

δ↓�α = Ua↓ = V b↓, где U = (β↓
1�α, . . . , β

↓
m�α), V = (γ↓

1�α, . . . , γ
↓
l�α).

Таким образом, подпространство K состоит из всех векторов вида �αUa↓, где
a↓ ∈ P (m) — такой вектор, для которого существует вектор b↓ ∈ P (l), удовлетво-

ряющий условию: вектор
(
a
↓

b↓

)
является решением системы линейных уравнений

(U,−V )

(
x↓

y↓

)
= 0↓, (24)

где x↓ = (x1, . . . , xm)T , y↓ = (y1, . . . , yl)
T .

Покажем, что для любой фундаментальной системы решений(
x↓
1

y↓1

)
, . . . ,

(
x↓
t

y↓t

)
(25)

системы уравнений (24) справедливо равенство

K = (�αUx↓
1, . . . , �αUx

↓
t )P . (26)

Система Ux↓
1, . . . , Ux

↓
t линейно независима, так как из

t∑
i=1

Ux↓
i ci = 0↓ следуют ра-

венства

t∑
i=1

V y↓i ci = 0↓,
t∑
i=1

x↓
i ci = 0↓,

t∑
i=1

y↓i ci = 0↓,
t∑
i=1

(
x↓
i

y↓i

)
ci = 0↓,

и ci = 0, i ∈ 1, t.
Кроме того, по следствию 1 теоремы 6 главы 8, t=m + l − rang(U,−V ). Так как

rang(U,−V ) = rang(U, V ) и rang(U, V ) по следствию 7 теоремы 15 главы 7 равен
числу векторов в базисе системы векторов (23), то по теореме 25 получаем

dim(K1 ∩K2) = m+ l − dim(K1 +K2) = m+ l − rang(U,−V ).

Значит, t = dim(K1 ∩ K2) = dimK. По теореме 18(б) система векторов �αUx↓
i ,

i ∈ 1, t, — базис подпространства K.
Итак, для отыскания базиса подпространства K1+K2 нужно найти базис системы

векторов (23). Соответствующие векторы из системы векторов β1, . . . , γl образуют
базис K1 +K2.

Для отыскания базиса подпространства K = K1 ∩K2 нужно:
1) Составить систему линейных уравнений (24).
2) Найти ее произвольную фундаментальную систему решений (25).
3) Выписать базис подпространства K в виде (26).
В конце главы будет приведен еще один способ отыскания базисов суммы и пере-

сечения двух подпространств пространства LP .
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§ 6. ФАКТОРПРОСТРАНСТВА И МНОГООБРАЗИЯ

Пусть LP — подпространство произвольного пространства MP . Введем на MP

отношение:
(α ≡ β (L)) ⇔ (α− β ∈ L).

Так как (L,+) — подгруппа абелевой группы (M,+), то отношение ≡ (L) является
конгруэнцией на группе (M,+), и можно рассматривать факторгруппу (M/L,+), где
операция определена равенством

[α]L + [β]L = [α+ β]L

(см. § 11 главы 11).
Введем теперь на (M/L,+) внешнюю операцию умножения, положив

[α]L ◦ a = [αa]L, a ∈ P. (27)

Проверим корректность определения (27).
Пусть [α]L = [β]L, т. е. α − β ∈ L. Так как LP — подпространство в MP , то

(α − β)a = αa − βa ∈ L. Поэтому [αa]L = [βa]L, и, значит, результат операции не
зависит от выбора представителя в классе [α]L.

Теорема 26. (M/L,+, ◦) — векторное пространство над полем P .

� Доказательство осуществляется непосредственной проверкой соотношений
а)–г) определения 2. Например, цепочка равенств

([α]L + [β]L) ◦ a = [α + β]L ◦ a = [αa + βa]L = [αa]L + [βa]L = [α]L ◦ a+ [β]L ◦ a

показывает справедливость соотношения в). Проверка остальных соотношений предо-
ставляется читателю. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Векторное пространство (M/L)P называют факторпростран-
ством пространства MP по подпространству LP .

ПРИМЕР 13. В векторном пространстве D2 зафиксируем подпространство L, состо-
ящее из всех векторов, лежащих на некоторой прямой, проходящей через начало
координат:

�

�

�����������

�
�

�
�

�
�

�

�����

������
�

�
��

β−α

β

α L



§ 6. Факторпространства и многообразия 287

Векторы β и α находятся в одном классе ([β]L = [α]L) тогда и только тогда, ко-
гда β − α ∈ L. Поэтому класс [α]L есть множество всех векторов, концы которых
лежат на прямой, проходящей через конец вектора α параллельно прямой L. Зна-
чит, факторпространство D2/L, являющееся совокупностью классов [α]L, можно для
наглядности интерпретировать как совокупность прямых, параллельных прямой L.

Если MP — конечномерное пространство, то легко найти базис факторпростран-
ства.

Теорема 27. Если dimMP = n, LP < MP , dimLP = k и α1, . . . , αk — базис LP , то
α1, . . . , αk, . . . , αn — базис MP тогда и только тогда, когда [αk+1]L, . . . , [αn]L —
базис пространства (M/L)P . В частности, dim(M/L)P = dimMP − dimLP .

� Пусть
α1, . . . , αk, αk+1, . . . , αn (28)

— базис пространства MP и β =
∑n

i=1 αiai — произвольный вектор из MP . Тогда
вектор [β]L из M/L имеет вид

[β]L =

[ k∑
i=1

αiai +

n∑
j=k+1

αjaj

]
L

=

k∑
i=1

[αi]Lai +

n∑
j=k+1

[αj ]Laj .

Так как αi ∈ L при i ∈ 1, k, то [αi]L = [θ]L. Значит, всякий вектор из M/L является
линейной комбинацией векторов системы

[αk+1]L, . . . , [αn]L. (29)

Пусть
∑n
j=k+1[αj ]Lbj = [θ]L. Тогда

[∑n
j=k+1 αjbj

]
L
= [θ]L и, следовательно,

n∑
j=k+1

αjbj =

k∑
i=1

αici ∈ L

при некоторых ci ∈ P . В силу линейной независимости системы векторов (28) по-
лучаем bj = 0 при j ∈ k + 1, n и ci = 0 при i ∈ 1, k. Это означает, что система
векторов (29) линейно независима. Таким образом, она является базисом факторпро-
странства (M/L)P . В частности, dim(M/L)P = n− k = dimMP − dimLP .

Обратно, пусть система (29) — базис пространства (M/L)P . Если
∑n

i=1 αici = θ,

то
∑n

i=1[αi]Lci = [θ]L и
∑n
j=k+1[αj ]Lcj = [θ]L. Тогда cj = 0 при j ∈ k + 1, n, откуда∑k

i=1 αici = θ, и, в силу линейной независимости системы α1, . . . , αk, получаем,
что ci = 0 и при i ∈ 1, k. Так как dimMP = n, то система (28) — базис простран-
ства MP . �

Пример 13, помимо прочего, дает геометрическую иллюстрацию следующего поня-
тия, обобщающего понятия прямой и плоскости, а также подпространства векторного
пространства.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Многообразием пространства MP , порожденным вектором
α ∈ MP и подпространством LP , называют смежный класс группы (M,+) по
подгруппе L:

α+ L = {α+ λ : λ ∈ L},
т. е. элемент [α]L факторпространства (M/L)P .

Утверждение 28. Многообразия α + L1 и β + L2 пространства MP равны тогда
и только тогда, когда L1 = L2 и α− β ∈ L1.

� Если L2 = L1 и α− β ∈ L1, то [α]L1 = [β]L2 , т. е. α+ L1 = β + L2.
Обратно, пусть α + L1 = β + L2. Так как θ ∈ L2, то для некоторого λ1 ∈ L1

получаем β = α+ λ1. Поэтому α− β ∈ L1.
Для любого элемента λ2 ∈ L2 существует такой элемент λ′1 ∈ L1, что α + λ′1 =

= β + λ2. Тогда λ2 = α − β + λ′1 ∈ L1. Значит, L2 ⊂ L1. Аналогично показываем, что
L1 ⊂ L2, и, значит, L1 = L2. �

Теперь корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Для конечномерного подпространства LP пространства MP раз-
мерностью многообразия α+ LP называют размерность подпространства LP .

ПРИМЕР 14. Любая прямая в векторном пространстве D2 или D3 является одномер-
ным многообразием. Плоскость в пространстве D3 является двумерным многообра-
зием.

ПРИМЕР 15. Если Am×nx↓ = b↓ — совместная система уравнений над полем P , то
совокупность всех ее решений является многообразием c′ + L в пространстве P (n),
где c′ — частное решение системы, а L — подпространство решений ассоциированной
системы однородных уравнений Ax↓ = 0↓. Если rangA = r, то dimL = n − r, т. е.
размерность многообразия c′ + L равна n− r.

Покажем теперь, что произвольное многообразие можно задать в виде совокупно-
сти решений некоторой системы линейных уравнений.

Утверждение 29. Пусть H = a↓ + L — многообразие в пространстве P (n) и
a↓1, . . . , a

↓
k — базис LP . Тогда существуют такие матрица Ar×n над P и век-

тор b↓ ∈ P (r), что rangA = r = n− k и H — совокупность всех решений системы
уравнений Ax↓ = b↓.

� Обозначим B = (a↓1, . . . , a
↓
k) и рассмотрим систему линейных уравнений

BTk×n y
↓ = 0↓. (30)

Так как rangBT = rangB = k, то система уравнений (30) имеет фундаментальную
систему решений y↓1, . . . , y

↓
n−k. Обозначим

D = (y↓1, . . . , y
↓
n−k), A = DT , b↓ = Aa↓.
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Система уравнений
Ax↓ = b↓ (31)

имеет в качестве частного решения вектор a↓. Ассоциированная система Ax↓ = 0↓

имеет в качестве фундаментальной системы решений систему векторов a↓1, . . . , a
↓
k.

Действительно, ввиду (30) выполнено равенство BTD = Ok×(n−k). Переходя к транс-
понированным матрицам в последнем равенстве, получаем DTB = O(n−k)×k, или

A (a↓1, . . . , a
↓
k) = O(n−k)×k.

Поскольку rangA = rangD = n − k, то a↓1, . . . , a
↓
k — фундаментальная система

решений для системы уравнений Ax↓ = 0↓. А тогда общее решение системы урав-
нений (31) имеет вид a↓ + a↓1c1 + . . . + a↓kck, ci ∈ P , i ∈ 1, k. Отсюда и следует, что
совокупность решений системы Ax↓ = b↓ есть H . �

Утверждение 29 позволяет описать пересечение многообразий и найти базис пере-
сечения подпространств. Если многообразие Hi = a↓i + Li, i ∈ 1, 2, есть совокупность
решений системы линейных уравнений

Aix
↓ = b↓i ,

то H1 ∩H2 �= ∅ тогда и только тогда, когда совместна система линейных уравнений

(
A1

A2

)
x↓ =

(
b↓1

b↓2

)
. (32)

В этом случае совокупность решений системы уравнений (32), очевидно, есть H1∩H2.
Для подпространств, т. е. при a↓i = 0↓ и b↓i = 0↓ получаем, что L1 ∩ L2 есть

совокупность решений системы однородных уравнений(
A1

A2

)
x↓ = 0↓. (33)

Следовательно, базисом L1∩L2 является фундаментальная система решений системы
уравнений (33).

ЗАДАЧИ

1. Покажите на примерах, что соотношения а)–г) определения векторного про-
странства независимы.

2. Покажите, что если (L,+) — абелева группа и exp(L,+) = p — простое число,
то на (L,+) можно задать (единственным образом) структуру векторного простран-
ства над полем Z/p. При этом любая подгруппа в (L,+) является подпространством.

3. Сколько подгрупп в элементарной абелевой группе порядка pn?

4. Приведите пример векторного пространства LP , в котором существует подгруп-
па H < (L,+), не являющаяся подпространством.
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5. Системы векторов S и T пространства LP называют эквивалентными, если
каждая из них линейно выражается через другую (пишут S ∼ T ). Покажите, что
отношение ∼ есть отношение эквивалентности на множестве всех подсистем про-
странства LP , и что S ∼ T тогда и только тогда, когда (S)P = (T )P .

6. Опишите конечные системы векторов из LP , имеющие единственный базис.

7. Покажите, что если некоторый вектор α ∈ LP однозначно линейно выражается
через систему векторов S пространства LP , то система S линейно независима.

8. Покажите, что всякое векторное пространство LP , где dimLP = n, есть прямая
сумма n одномерных подпространств. Сколькими разными способами можно предста-
вить LP в виде такой суммы (с учетом порядка слагаемых), если |P | = q?

9. Пусть K < LP , dimLP = n, dimKP = t и |P | = q. Сколько существует
различных подпространств M < LP таких, что L = K �M ?

10. Пусть K и M — конечномерные подпространства векторного пространства LP
и K ⊂M . Покажите, что K =M тогда и только тогда, когда dimKP = dimMP .

11. Пусть dimLP = n > 1 и поле P бесконечно. Покажите, что при k ∈ 1, n− 1 в
LP существует бесконечно много подпространств размерности k.

12. Покажите, что в условиях задачи 11 пространство LP нельзя представить в
виде объединения конечного числа собственных подпространств (используйте индук-
цию по n).

13. Пусть Hi = αi + Ki — многообразия в пространстве LP , i ∈ 1, 2. Покажите,
что справедливы утверждения:

а) H1 ∩H2 �= ∅ тогда и только тогда, когда α1 − α2 ∈ K1 +K2;
б) для любого α ∈ H1 ∩H2 верно равенство H1 ∩H2 = α+ (K1 ∩K2);
в) если (H1 ⊂ H2), то K1 ⊂ K2 и α1 − α2 ∈ K2.



Глава 14

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ
НЕРАВЕНСТВ

Всякая прямая l: ax+ by+ c = 0 на плоскости D2 разбивает эту плоскость на две
полуплоскости в соответствии с условиями ax+ by + c � 0 и ax+ by + c < 0:

�

��
�
�
�
�
�
�
�
�
��

x

y

l > 0

< 0

Точно так же, произвольная плоскость ax + by + cz + d = 0 в пространстве D3

разбивает его на два полупространства ax+by+cz+d � 0 и ax+by+cz+d < 0. Поэтому
всякий выпуклый многоугольник на плоскости и всякий выпуклый многогранник в
пространстве могут быть заданы системами неравенств указанного выше типа.

Это послужило одной из причин, вызвавших потребность в изучении систем ли-
нейных неравенств. Первое систематическое изложение теории таких систем осуще-
ствил Г.Минковский18 в книге «Геометрия чисел» (1896).

Рассмотрим задачу, возникающую в производстве. Предприятие выпускает n видов
продукции, используя для этого m видов сырья, имеющегося в количестве bi, i ∈ 1,m.
Для производства единицы продукции j-го вида требуется aij единиц сырья i-го
вида, а доход от ее реализации составляет cj . Сколько следует произвести продукции
каждого вида, чтобы суммарный доход предприятия был наибольшим?

Обозначим через xi количество произведенной продукции i-го вида. Тогда ясно,
что задача сводится к отысканию таких неотрицательных решений системы линейных
неравенств ⎧⎨

⎩
a11x1 + . . .+ a1nxn � b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + . . .+ amnxn � bm,

при которых функция f(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

cixi принимает максимальное значение.

18 Г. Минковский (1864–1909) — немецкий математик.
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Решение подобных задач привело к созданию нового раздела математики — ли-
нейного программирования, основы которого в конце 1930-х годов были разработаны
российским математиком Л.В. Канторовичем (1912–1986).

В настоящей главе мы рассмотрим первоначальные сведения по теории систем
линейных неравенств над полем действительных чисел.

§ 1. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ
УРАВНЕНИЙ

При изучении систем линейных неравенств нам понадобятся некоторые свойства
систем линейных уравнений. Вначале докажем следующее утверждение о следствии
системы линейных уравнений.

Утверждение 1. Пусть
Ax↓ = b↓ (1)

— совместная система линейных уравнений над полем P , A ∈ Pm,n и �cx↓ = d —
такое уравнение над P , что из Aα↓ = b↓ следует �cα↓ = d для любого α↓ ∈ P (n).
Тогда вектор (�c, d) есть линейная комбинация строк матрицы (A, b↓).

� Рассмотрим систему линейных уравнений:

(
A
�c

)
x↓ =

(
b↓

d

)
. (2)

По условию системы уравнений (1) и (2) равносильны. Множество решений каждой
из них есть линейное многообразие векторного пространства P (n) (см. пример 15
главы 13). Если α↓ +M — множество решений системы уравнений (1), а β↓ + L —
системы уравнений (2), то α↓ +M = β↓ + L. По утверждению 28 главы 13 M = L.

Так как система уравнений (1) совместна, то rangA = r = rang(A, b↓). Ранг мат-

рицы D =

(
A b↓

�c d

)
равен r либо r + 1. Если rangD = r + 1, то dimLP = n− (r + 1).

В то же время dimMP = n − r �= n− (r + 1). Полученное противоречие показывает,
что rangD = r. Но rang(A, b↓) = r, и, следовательно, строка (�c, d) матрицы D есть
линейная комбинация строк матрицы (A, b↓). �

Рассмотрим систему линейных уравнений (1) над полем R действительных чисел,
A ∈ Rm,n.

Вектор d↓ ∈ R
(n) называют неотрицательным, если все его координаты неотрица-

тельны (пишут: d↓ � 0↓). При решении ряда задач возникает вопрос о существовании
у системы уравнений (1) неотрицательных решений. Мы укажем один из способов
отыскания ответа на этот вопрос.

Пусть система уравнений (1) совместна (для несовместной системы уравнений
ответ на вопрос ясен), т. е. rangA = rang(A, b↓), и какая-либо ранговая подматрица
матрицы A находится в ее столбцах A↓

i1
, . . . , A↓

ir
. Переписывая систему уравнений (1)

в виде
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(A↓
i1 , . . . , A

↓
ir )

⎛
⎜⎝
xi1
...
xir

⎞
⎟⎠ = b↓ − (A↓

j1 , . . . , A
↓
jn−r

)

⎛
⎜⎝

xj1
...

xjn−r

⎞
⎟⎠ ,

где {j1, . . . , jn−r} = 1, n\{i1, . . . , ir}, и придавая свободным неизвестным xj1 , . . . , xjn−r

нулевые значения, однозначно определяем соответствующие значения связанных
неизвестных: xi1 = ci1 , . . . , xir = cir .

Полученное таким образом решение

c↓ = (0, . . . , ci1 , . . . , cir , . . . , 0)
T

системы уравнений (1) называют ее опорным решением, соответствующим базису
A↓
i1
, . . . , A↓

ir
системы столбцов матрицы A.

Примером опорного решения служит нулевое решение системы однородных линей-
ных уравнений — оно соответствует произвольному базису системы столбцов матрицы
этой системы уравнений.

Теорема 2. Совместная система уравнений (1) над полем R имеет неотрицатель-
ные решения тогда и только тогда, когда она имеет неотрицательные опорные
решения.

� Утверждение теоремы в одну сторону очевидно. Докажем ее нетривиальную
часть. Пусть система уравнений (1) имеет неотрицательные решения. Среди всех
неотрицательных решений этой системы выберем решение c↓ � 0↓ с максимально
возможным числом нулевых элементов. Если при этом c↓ = 0↓, то b↓ = 0↓, и, как
замечено выше, c↓ — опорное решение. Поэтому можем считать, что c↓ �= 0↓.

Пусть ci1 , . . . , cik — ненулевые элементы вектора c↓. Так как c↓ — решение системы
уравнений (1), то

A↓
i1ci1 + . . .+A↓

ik
cik = b↓.

Предположим, что система векторов A↓
i1
, . . . , A↓

ik
линейно зависима, т. е. верно

A↓
i1
d1 + . . . + A↓

ik
dk = 0↓ для некоторых di ∈ R и существует dj �= 0, i, j ∈ 1, k.

Очевидно, можем считать, что dj > 0.
Обозначим через dsc

−1
is

максимальный элемент множестваM = {d1c−1
i1
, . . . , dkc

−1
ik
}.

Так как djc
−1
ij
∈M и dj , cij > 0, то dsc

−1
is

> 0 и ds > 0. Справедливы равенства:

b↓ = b↓ − 0↓ =
k∑
t=1

A↓
itcit −

k∑
t=1

Aitdt =

=

k∑
t=1

A↓
itcit −

( k∑
t=1

A↓
itdt

)
cisd

−1
s =

k∑
t=1

A↓
it(cit − dtcisd

−1
s ).

(3)

Положим mt = cit − dtcisd
−1
s . При t = s имеем ms = 0. При t �= s имеем

mt = (citds − dtcis)d
−1
s , где ds > 0. Поскольку

dsc
−1
is
− dtc

−1
it

= c−1
is
c−1
it
· (citds − dtcis) � 0
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и ciscit > 0, то mt � 0. Из (3) следует, что

k∑
t=1

A↓
itmt = b↓, mt � 0, ms = 0,

т. е. вектор m↓ = (0, . . . ,m1, . . . ,mk, . . . , 0)
T есть решение системы уравнений (1) с

большим, чем у решения c↓, числом нулевых координат. Полученное противоречие
показывает, что система векторов A↓

i1
, . . . , A↓

ik
линейно независима.

Дополнив, если нужно, эту систему до базиса системы столбцов матрицы A век-
торами A↓

ik+1
, . . . , A↓

ir
, получим равенство

A↓
i1ci1 + . . .+A↓

ik
cik +A↓

ik+1
0 + . . .+A↓

ir0 = b↓,

показывающее, что c↓ — опорное решение системы уравнений (1), соответствующее
базису A↓

i1
, . . . , A↓

ir
системы столбцов матрицы A. �

Поскольку в системе векторов-столбцов матрицы A имеется конечное число бази-
сов, то система уравнений (1) имеет конечное число опорных решений.

§ 2. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ НЕРАВЕНСТВ И СВЕДЕНИЕ ИХ
К СИСТЕМАМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Решая систему линейных уравнений (1), где A ∈ Rm,n, мы по существу (см. § 1
главы 8) рассматриваем отображение ϕA : R(n) → R

(m), определенное условием

∀ c↓ ∈ R
(n) : ϕA(c

↓) = Ac↓,

и находим полный прообраз данного вектора b↓ ∈ R
(m) при этом отображении. Если

прообраз — пустое множество, то система уравнений (1) несовместна, а если прооб-
раз — непустое множество, то он является подпространством в R

(n) при b↓ = 0↓ и
линейным многообразием при b↓ �= 0↓.

Возможна (и нужна) постановка более общих задач: например, выяснить, является
ли отображение ϕA сюръективным (т. е. совместна ли система уравнений (1) при
любом (!) b↓ ∈ R

(m)) или найти полный прообраз при отображении ϕA заданного
подмножества из R

(m), состоящего более чем из одного вектора.
Для векторов из R

(m) будем писать a↓ � b↓, если a↓ − b↓ � 0↓. Частным случаем
второй из указанных задач является следующая: при заданном векторе b↓ ∈ R

(m)

найти полный прообраз множества {d↓ ∈ R
(m) : d↓ � b↓} при отображении ϕA. В этом

случае говорят, что нужно решить систему линейных неравенств

Ax↓ � b↓. (4)

Для систем линейных неравенств точно так же, как и для систем линейных урав-
нений, вводят понятия решения системы, совместной (несовместной) системы и
равносильных систем.

Задача отыскания решений системы неравенств (4) может быть сведена к отыска-
нию специальных решений некоторой системы линейных уравнений.
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Теорема 3. Вектор c↓ ∈ R
(n) является решением системы неравенств (4) тогда

и только тогда, когда существует такой вектор d↓ ∈ R
(m), что d↓ � 0↓ и век-

тор
(
c
↓

d↓

)
— решение системы линейных уравнений

(Am×n, Em×m)

(
x↓

y↓

)
= b↓. (5)

� Пусть вектор
(
c↓

d
↓

)
, где d↓ � 0↓, есть решение системы уравнений (5). Тогда

для i ∈ 1,m имеем
n∑
k=1

aikck + di = bi.

Поскольку di � 0, то
∑n

k=1 aikck = bi−di � bi. Следовательно, c
↓ — решение системы

неравенств (4).
Обратно, пусть c↓ — решение системы неравенств (4). Положим

di = bi −
n∑
k=1

aikck, i ∈ 1,m.

Тогда di � 0 и вектор
(
c
↓

d↓

)
— решение системы уравнений (5). �

ПРИМЕР 1. Решить систему неравенств{
2x1 − x2 � 1,
−x1 + x2 � 0.

Составляем систему уравнений{
2x1 − x2 + x3 = 1,
−x1 + x2 + x4 = 0.

Ее общее решение имеет вид⎛
⎜⎜⎝

1 − x3 − x4
1− x3 − 2x4

x3
x4

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

1
1
0
0

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝
−1
−1
1
0

⎞
⎟⎟⎠x3 +

⎛
⎜⎜⎝
−1
−2
0
1

⎞
⎟⎟⎠x4.

В силу теоремы 3 всякое решение исходной системы неравенств имеет вид(
1
1

)
+

(−1
−1

)
x3 +

(−1
−2

)
x4; x3, x4 � 0.
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ПРИМЕР 2. Решить систему неравенств{
x1 + x2 � 1,

−x1 − x2 � 0.

Общее решение системы уравнений{
x1 + x2 + x3 = 1,

−x1 − x2 + x4 = 0

имеет вид ⎛
⎜⎜⎝

0
0
1
0

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝
−1
1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ x2 +

⎛
⎜⎜⎝

1
0

−1
1

⎞
⎟⎟⎠ x4.

Тогда всякое решение исходной системы неравенств имеет вид(−1
1

)
x2 +

(
1
0

)
x4,

где 1− x4 � 0, x4 � 0, т. е. 1 � x4 � 0, x2 ∈ R.

ПРИМЕР 3. Решить систему неравенств{
x1 + x2 � 1,

−x1 − x2 � −2.
Общее решение системы уравнений{

x1 + x2 + x3 = 1,
−x1 − x2 + x4 = −2

имеет вид ⎛
⎜⎜⎝

2
0

−1
0

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝
−1
1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ x2 +

⎛
⎜⎜⎝

1
0

−1
1

⎞
⎟⎟⎠x4,

а тогда всякое решение исходной системы неравенств имеет вид(
2
0

)
+

(−1
1

)
x2 +

(
1
0

)
x4,

где −1 − x4 � 0, x4 � 0, т. е. x4 � 0 и x4 � −1. Следовательно, система неравенств
несовместна.

Приведенные примеры показывают, что общее решение системы неравенств (4),
найденное с помощью теоремы 3, зависит от параметров xn+1 � 0, . . . , xn+m � 0,
область значений которых определяется из системы линейных неравенств, которую,
возможно, придется в свою очередь решать.



§ 3. Критерий совместности системы линейных неравенств 297

§ 3. КРИТЕРИЙ СОВМЕСТНОСТИ СИСТЕМЫ
ЛИНЕЙНЫХ НЕРАВЕНСТВ

Предварительно рассмотрим некоторые свойства систем линейных неравенств. Ес-
ли система линейных неравенств Ax↓ � b↓, A ∈ Rm,n, и неравенство �cx

↓ � d таковы,
что для любого α↓ ∈ R

(n) из Aα↓ � b↓ следует �cα↓ � d, то неравенство �cx↓ � d
называют следствием системы неравенств Ax↓ � b↓.

Утверждение 4. Если неравенство �cx↓ � 0 есть следствие системы неравенств
Ax↓ � 0↓, то вектор �c является линейной комбинацией строк матрицы A.

� Рассмотрим систему линейных уравнений Am×nx↓ = 0↓. Если β↓ ∈ R
(n) и

Aβ↓ = 0↓, то и A(−β↓) = 0↓. По условию тогда �cβ↓ � 0 и �c(−β↓) � 0. Значит, �cβ↓ = 0.
По утверждению 1 вектор (�c, 0) есть линейная комбинация строк матрицы (A, 0↓). �

Лемма 5. Если неравенство �cx↓ � 0 есть следствие системы неравенств Ax↓ � 0↓

и �c =
∑m

i=1
�Aiλi, где λ1, . . . , λm−1 � 0 и λm < 0, то неравенство �cx↓ � 0 является

следствием системы неравенств
⎛
⎝ �A1

. . .
�Am−1

⎞
⎠x↓ � 0↓. (6)

� Пусть γ↓ — произвольное решение системы неравенств (6). При этом либо
�Amγ

↓ � 0, и тогда γ↓ — решение системы Ax↓ � 0↓ и �cγ↓ � 0, либо �Amγ
↓ � 0, и

снова �cγ↓ =
∑m−1
i=1

�Aiγ
↓λi + �Amγ

↓λm � 0. �
Уточнением утверждения 4 является следующая

Теорема 6 (Минковский). Если неравенство �cx↓ � 0 есть следствие системы
неравенств Ax↓ � 0↓, то вектор �c является линейной комбинацией системы
строк матрицы A с неотрицательными коэффициентами.

� Пусть A = (aij)m×n. Если A = Om×n, то �c = �0, и утверждение теоремы
очевидно. Пусть A �= Om×n. Доказательство теоремы проведем индукцией по числу
m неравенств системы.

Пусть m = 1, т. е. система неравенств имеет вид

�A1x
↓ = a11x1 + . . .+ a1nxn � 0. (7)

Перенумеровав, если нужно, неизвестные, будем считать, что a11 �= 0. Пусть a11 > 0.
Тогда вектор (−1, 0, . . . , 0) — решение неравенства (7) и, значит, решение нера-
венства �cx↓ � 0. Отсюда c1 � 0. По утверждению 4 �c = �A1λ1. Следовательно,
c1 = a11λ1 и λ1 = c1a

−1
11 � 0, что и требовалось. Ясно, как изменить доказатель-

ство в случае a11 < 0.
Пусть утверждение теоремы верно для любой системы неравенств Bx↓ � 0↓ и ее

следствия �dx↓ � 0, где B ∈ Rk,n, k � m− 1.
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Рассмотрим систему неравенств Ax↓ � 0↓, где A ∈ Rm,n. По утверждению 4
�c =

∑m
i=1

�Aiλi = �λA. Среди всех таких векторов λ↓, что c↓ = ATλ↓, возьмем вектор λ↓

с максимальным числом s неотрицательных элементов. Перенумеровав, если нужно,
уравнения, можем считать, что λ1, . . . , λs � 0. Если s = m, то теорема доказана. Пусть
s < m. Рассмотрим вектор �f =

∑s
i=1

�Aiλi + �Amλm. Тогда �c− �f =
∑

s<k<m
�Akλk.

Пусть Aα↓ � 0↓. Тогда

(�c− �f)α↓ =
∑

s<k<m

�Akλkα
↓ =

∑
s<k<m

( �Akα
↓)λk � 0,

�cα↓ � 0 и �fα↓ = �cα↓ − (�c− �f)α↓ � 0. Так как

�f =

s∑
i=1

�Aiλi + �As+10 + . . .+ �Am−10 + �Amλm,

то по лемме 5 всякое решение системы неравенств (6) является решением неравенства
�fx↓ � 0. По предположению индукции вектор �f есть линейная комбинация векторов
�A1, . . . , �Am−1 с неотрицательными коэффициентами:

�f =

m−1∑
i=1

�Airi, ri � 0.

Тогда

�c =
∑

s<k<m

�Akλk + �f =
∑

s<k<m

�Akλk +
m−1∑
i=1

�Airi = �A1r1 + . . .+ �Asrs+

+ �As+1(rs+1 + λs+1) + . . .+ �Am−1(rm−1 + λm−1) + �Am0,

т. е. вектор �c есть линейная комбинация строк матрицы A с большим, чем s, числом
неотрицательных элементов. Полученное противоречие показывает, что s = m. �

Докажем теперь критерий совместности (несовместности) системы неравенств.

Теорема 7. Система линейных неравенств (4):

Ax↓ � b↓

несовместна тогда и только тогда, когда система линейных уравнений(
AT

�b

)
y↓ =

(
0↓

−1
)

(8)

имеет неотрицательное решение.

� Пусть система уравнений (8) имеет неотрицательное решение β↓, и α↓ — неко-
торое решение системы неравенств (4). Тогда ATβ↓ = 0↓, и справедливы соотношения
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Aα↓ � b↓, �αAT � �b и �αATβ↓ � �bβ↓, так как β↓ � 0↓. Следовательно, �α · 0↓ � −1 и
0 � −1. Полученное противоречие показывает, что система неравенств (4) несовмест-
на.

Пусть теперь система неравенств (4) несовместна. Рассмотрим вспомогательную
систему неравенств:

Dy↓ = (A,−b↓)
(
x↓

xn+1

)
� 0↓. (9)

Если α↓ = (α1, . . . , αn, αn+1)
T — решение системы неравенств (9), то при αn+1 > 0

получаем, что (α1α
−1
n+1, . . . , αnα

−1
n+1)

T — решение системы неравенств (4). Следова-
тельно, αn+1 � 0. Это означает, что всякое решение системы неравенств (9) является
решением неравенства

0x1 + . . .+ 0xn + xn+1 � 0.

По теореме Минковского

�c = (0, 0, . . . , 0, 1) =

m∑
i=1

�Diλi, λi � 0.

Но тогда справедливы равенства

(
AT

−�b
)
λ↓ = DTλ↓ =

⎛
⎜⎜⎝

0
...
0
1

⎞
⎟⎟⎠ ,

(
AT

�b

)
λ↓ =

⎛
⎜⎜⎝

0
...
0

−1

⎞
⎟⎟⎠ ,

т. е. λ↓ — неотрицательное решение системы уравнений (8). �

§ 4. СИСТЕМЫ ОДНОРОДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ НЕРАВЕНСТВ

Систему неравенств

Ax↓ � 0↓ (10)

называют системой однородных неравенств.

Утверждение 8. Если c↓1, . . . , c
↓
s — решения системы неравенств (10) и λi � 0,

i ∈ 1, s, то вектор c↓ =
∑s

i=1 c
↓
iλi является решением системы неравенств (10).

� Так как Ac↓ = A
(∑s

i=1 c
↓
iλi

)
=
∑s

i=1(Ac
↓
i )λi, Ac

↓
i � 0↓ и (Ac↓i )λi � 0↓, то c↓ —

решение системы неравенств (10). �

Утверждение 9. Если c↓ — решение системы неравенств (4), а d↓ — решение си-
стемы неравенств (10), то вектор c↓ + d↓ — решение системы неравенств (4).



300 Глава 14. Системы линейных неравенств

� Справедливость утверждения следует из соотношений

A(c↓ + d↓) = Ac↓ +Ad↓ � b↓ + 0↓ = b↓. �

Таким образом, для решений систем линейных неравенств частично выполняются
те же соотношения, что и для решений системы линейных уравнений и ассоцииро-
ванной с ней системы однородных уравнений.

ЗАДАЧИ

1. Задайте множество точек плоскости, находящихся внутри и на сторонах тре-
угольника с вершинами A(−2, 0), B(1, 3) и C(4, 0), системой линейных неравенств.

2. Найдите опорные решения системы линейных уравнений:

a)

⎧⎨
⎩

x1 + x2 − x3 − x4 = 1,
2x1 − x2 + x3 − x4 = 0,
x1 − x2 + x3 + 2x4 = −2,

б)
{

5x1 + x2 − 5x4 = 2,
−7x1 − x2 + x3 + 2x4 = −5.

Имеет ли эта система уравнений неотрицательные решения?

3. Решите систему неравенств:

a)

⎧⎨
⎩

x− y + 3 � 0,
−x+ y − 3 � 0,
x+ 2y � 0,

б)

⎧⎨
⎩

x− y + 2 � 0,
x+ y − 4 � 0,

y � 0.

Изобразите на плоскости область решений.

4. Покажите, что система неравенств Am×nx↓ � 0↓ при m � n имеет ненулевое
решение.

5. Выясните, совместна или нет система неравенств⎧⎨
⎩

4x1 − 5x2 � 3,
−2x1 − 7x2 � 1,
−2x1 + x2 � −2.



Глава 15

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

Предметом исследования многих математических дисциплин является изучение
отображений множеств. Так, в математическом анализе изучают, например, действи-
тельные функции одного или нескольких переменных, т. е. отображения R → R или
R
n → R. В аналитической геометрии рассматривают переход от одной системы ко-

ординат на плоскости или в пространстве к другой, т. е. отображения D2 → D2 и
D3 → D3. В алгебре изучают множества с операциями, а внутренняя бинарная опе-
рация на множестве M — это отображение M × M → M . В предыдущих главах
рассматривались отображения как произвольных множеств, так и множеств с за-
данными на них операциями: подстановки на множестве M , т. е. биекции M → M ,
гомоморфизмы группоидов, в частности групп, и др.

В этой главе мы рассмотрим важный класс отображений векторных пространств —
линейные отображения, или гомоморфизмы. Наиболее подробно будут изучены ли-
нейные отображения данного векторного пространства LP в себя — линейные преоб-
разования пространства LP .

§ 1. ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Отображение ϕ пространства LP в пространство MP называют ли-
нейным отображением, или гомоморфизмом, если для любых α, β ∈ LP и a ∈ P
справедливы равенства

ϕ(α+ β) = ϕ(α) + ϕ(β), ϕ(αa) = ϕ(α)a.

Множество всех линейных отображений пространства LP в пространство MP обо-
значим через L(LP ,MP ).

Для любого отображения ϕ ∈ L(LP ,MP ) справедливо равенство ϕ(θL) = θM , так
как ϕ — гомоморфизм группы (L,+) в группу (M,+).

ПРИМЕР 1. Всякий изоморфизм пространства LP на пространство MP (см. определе-
ние 11 главы 13) является линейным отображением. В частности, поворот плоскости
D2 на угол ω против часовой стрелки вокруг начала координат (пример 9 главы 13)
является линейным отображением D2 в D2.

ПРИМЕР 2. Пусть a ∈ P . Зададим отображение â : LP → LP , положив â(α) = αa для
α ∈ LP . Легко проверить, что â — линейное отображение. Его называют скалярным
отображением, или гомотетией. При a �= 0 гомотетия â является изоморфизмом.
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ПРИМЕР 3. Отображение ϕ : CR → CR, где ϕ(z) = z, как нетрудно проверить, есть ли-
нейное отображение. Отображение ψ : CC → CC, где ψ(z) = z, не является линейным,
так как ψ(zz1) = zz1 = z z1 �= ψ(z)z1 при z1 ∈ C \ R.

ПРИМЕР 4. Пусть α — фиксированный ненулевой вектор пространства D3. Отобра-
жение ϕ : D3 → D3, при котором ϕ(β) = β + α для любого β ∈ D3 (перенос начала
координат), не является линейным отображением, так как ϕ(θ) = α �= θ.

Как и в теории групп, введем понятие ядра линейного отображения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Ядром линейного отображения ϕ ∈ L(LP ,MP ) называют множе-
ство Kerϕ = {α ∈ LP : ϕ(α) = θM}.

Непосредственной проверкой устанавливается, что справедливо

Утверждение 1. Если ϕ ∈ L(LP ,MP ), то Kerϕ и ϕ(LP ) — подпространства со-
ответственно пространств LP и MP . Отображение ϕ является изоморфизмом
пространств тогда и только тогда, когда Kerϕ = θL и ϕ(L) =M .

ПРИМЕР 5. Пусть KP — произвольное подпространство в LP . Определим отображе-
ние ϕ0 : LP → LP/KP , положив

∀α ∈ LP (ϕ0(α) = [α] = α+KP ). (1)

Нетрудно проверить, что отображение ϕ0 является линейным отображением про-
странства LP на факторпространство LP /KP , т. е. является эпиморфизмом про-
странств.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Линейное отображение ϕ0, заданное формулой (1), называют есте-
ственным эпиморфизмом пространства LP на факторпространство LP/KP .

Любое линейное отображение сводится к некоторому естественному эпиморфизму
и некоторому изоморфизму, как показывает

Теорема 2 (об эпиморфизме). Если ϕ ∈ L(LP ,MP ), то существует такой изо-
морфизм пространств

τ : LP /Kerϕ→ ϕ(LP ),

что коммутативна диаграмма

LP ϕ(LP ) ⊂MP

LP /Kerϕ

�

�
�
�
�� �

�
�
��

ϕ

ϕ0 τ

где ϕ0 — естественный эпиморфизм.
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� По утверждению 1 Kerϕ — подпространство в LP . Если рассматривать группы
(L,+), (M,+) и (Kerϕ,+), то по теореме об эпиморфизме групп существует изомор-
физм групп τ : L/Kerϕ → ϕ(LP ), при котором коммутативна указанная диаграмма.
Этот изоморфизм задается равенством τ([α]) = ϕ(α).

Поскольку для любых [α] ∈ LP /Kerϕ и a ∈ P справедливы равенства

τ([α]a) = τ([αa]) = ϕ(αa) = ϕ(α)a = τ([α])a,

то τ — линейное отображение. Значит, τ — изоморфизм векторных пространств. �
Теперь определим на множестве L(LP ,MP ) внутреннюю операцию сложения и

внешнюю операцию умножения на элементы поля P , положив для ϕ, ψ ∈ L(LP ,MP )
и a ∈ P

∀α ∈ LP : (ϕ+ ψ)(α) = ϕ(α) + ψ(α),

∀α ∈ LP , a ∈ P : (ϕ � a)(α) = ϕ(α)a.
(2)

Читателю предлагается проверить, что ϕ+ψ и ϕ�a— линейные отображения LP в
MP , т. е. что формулы (2) действительно задают операции на множестве L(LP ,MP ).

Теорема 3. Для произвольных векторных пространств LP и MP множество
L(LP ,MP ) является векторным пространством над полем P относительно опе-
раций, заданных формулами (2).

Доказательство теоремы осуществляется непосредственной проверкой аксиом век-
торного пространства и предоставляется читателю. Обратим внимание на то, что
нулем пространства L(LP ,MP )P является отображение θ̃ : LP → θM , а противопо-
ложное отображение −ϕ для отображения ϕ ∈ L(LP ,MP ) определяется равенством
(−ϕ)(α) =−ϕ(α), α ∈ LP .

Если пространство LP конечномерное, то легко описать все его линейные отобра-
жения в произвольное пространство MP .

Утверждение 4. Пусть dimLP = n, �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP и
MP — произвольное пространство. Тогда

(а) всякое отображение ϕ ∈ L(LP ,MP ) однозначно определяется образами
ϕ(αi), i ∈ 1, n, базисных векторов пространства LP ;

(б) для любых векторов β1, . . . , βn пространства MP существует единствен-
ное отображение ψ ∈ L(LP ,MP ), при котором ψ(αi) = βi, i ∈ 1, n.

� (а) Обозначим ϕ(�α) = (ϕ(α1), . . . , ϕ(αn)). Так как ϕ ∈ L(LP ,MP ), то для
произвольного вектора γ =

∑n
i=1 αiai = �αγ↓

�α пространства LP справедливы равенства

ϕ(γ) = ϕ

( n∑
i=1

αiai

)
=

n∑
i=1

ϕ(αi)ai = ϕ(�α)γ↓
�α. (3)

Остается заметить, что для любого вектора γ ∈ LP столбец координат γ↓
�α определен

однозначно.
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(б) Для произвольного вектора γ =
∑n

i=1 αiai пространства LP положим по опре-
делению

ψ(γ) =

n∑
i=1

βiai.

Легко проверить, что ψ ∈ L(LP ,MP ) и ψ(αi) = βi, i ∈ 1, n, т. е. ψ — требуемое
отображение. Его единственность следует из утверждения (а). �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Утверждение 4(б) устанавливает взаимно однозначное соответствие
между множеством L(LP ,MP ), где dimLP = n, и множеством всех систем векторов
пространства MP , состоящих из n векторов.

Уточним теорему об эпиморфизме.

Утверждение 5. Если в условиях теоремы 2 пространство LP конечномерное, то
dimϕ(LP )P = dimLP − dimKerϕ.

� По теореме 2 пространства LP /Kerϕ и ϕ(LP ) изоморфны. Тогда по теореме 21
главы 13 dimLP /Kerϕ = dimϕ(LP ). Остается заметить, что по теореме 27 главы 13
dimLP /Kerϕ = dimLP − dimKerϕ. �

Рассмотрим теперь ситуацию, когда оба пространства LP и MP конечномерные.

Утверждение 6. Пусть �α = (α1, . . . , αn) и �β = (β1, . . . , βm) — базисы соответ-
ственно пространств LP и MP . Тогда

(а) для любой матрицы B ∈ Pm,n отображение ψ : LP → MP , задаваемое фор-
мулой

∀ γ ∈ LP : ψ(γ) = �β(Bγ↓
�α),

есть линейное отображение;
(б) если ϕ ∈ L(LP ,MP ), то существует такая единственная матрица

A ∈ Pm,n, что для каждого вектора γ ∈ LP выполняется равенство

ϕ(γ) = �β(Aγ↓
�α). (4)

Эта матрица имеет вид

A = (ϕ(α1)
↓
�β
, . . . , ϕ(αn)

↓
�β
). (5)

� (а) Линейность отображения ψ следует из равенств (γa)↓�α = γ↓
�αa и (γ + δ)↓�α =

= γ↓
�α + δ↓�α (см. утверждение 19 главы 13) и формул (5) и (6) главы 13. Например,

ψ(γa) = �β(B(γa)↓�α) =
�β(Bγ↓

�αa) =
�β(Bγ↓

�α)a = ϕ(γ)a.

(б) Так как ϕ(αi) = �βϕ(αi)
↓
�β
, i ∈ 1, n, то ввиду равенства (3) справедливо равен-

ство (4), где матрица A имеет вид (5).
Если же A ∈ Pm,n — произвольная матрица, удовлетворяющая равенству (4), то,

как нетрудно видеть, ϕ(αi) = �βA↓
i . Значит, A

↓
i = ϕ(αi)

↓
�β
, и, следовательно, матрица A

определена однозначно. �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Матрицу A ∈ Pm,n, имеющую вид (5), называют матрицей линей-
ного отображения ϕ : LP →MP в базисах �α и �β и обозначают через A�α,�β(ϕ).

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Утверждение 6 при фиксированных базисах �α и �β устанавливает вза-
имно однозначное соответствие σ между множествами L(LP ,MP ) и Pm,n:

σ(ϕ) = A�α,�β(ϕ). (6)

ПРИМЕР 6. Пусть в условиях примера 2 �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP .
Тогда A�α,�α(â) = aE.

Уточним утверждение 1.

Утверждение 7. Если �α = (α1, . . . , αn) и �β = (β1, . . . , βm) — базисы соответствен-
но пространств LP и MP , то для любого отображения ϕ ∈ L(LP ,MP ) справедли-
вы равенства

(а) dimϕ(LP ) = rangA�α,�β(ϕ),
(б) dimKerϕ = n− rangA�α,�β(ϕ).

� (а) Ввиду соотношений (3) ϕ(LP ) = (ϕ(α1), . . . , ϕ(αn))P . Значит, по утверж-
дению 22 главы 13, dimϕ(LP ) — это число векторов в базисе системы
ϕ(α1)

↓
�β
, . . . , ϕ(αn)

↓
�β
. Из определения 4 и следствия 7 теоремы 15 главы 7 полу-

чаем, что dimϕ(LP ) = rangA�α,�β(ϕ).
(б) Следует из (а) и утверждения 5. �
Уточним теорему 3.

Лемма 8. Пусть ϕ, ψ ∈ L(LP ,MP ), a ∈ P , �α = (α1, . . . , αn) и �β = (β1, . . . , βm) —
базисы соответственно пространств LP и MP . Тогда справедливы равенства

A�α,�β(ϕ+ ψ) = A�α,�β(ϕ) +A�α,�β(ψ),

A�α,�β(ϕ� a) = A�α,�β(ϕ)a.
(7)

� Пусть γ ∈ LP . Ввиду определения 4 и равенства (4) имеем:

(ϕ+ ψ)(γ) = �β (A�α,�β(ϕ+ ψ)γ↓
�α). (8)

Левую часть равенства (8), пользуясь первым из равенств (2) и формулами (5), (6)
главы 13, перепишем в виде

ϕ(γ) + ψ(γ) = �βA�α,�β(ϕ)γ
↓
�α + �βA�α,�β(ψ)γ

↓
�α = �β (A�α,�β(ϕ) +A�α,�β(ψ))γ

↓
α.

Таким образом,
�βA�α,�β(ϕ+ ψ)γ↓

�α = �β (A�α,�β(ϕ) +A�α,�β(ψ))γ
↓
�α. (9)

По утверждению 6(б) из (9) следует первое из равенств (7). Аналогично проводится
доказательство и второго из этих равенств. �
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Теорема 9. Если dimLP = n и dimMP = m, то пространство L(LP ,MP )P изо-
морфно пространству (Pn,m)P . В частности,

dimL(LP ,MP ) = nm.

� В силу замечания 2 и леммы 8 отображение σ : L(LP ,MP )→ Pn,m, определен-
ное равенством (6), является изоморфизмом пространства L(LP ,MP )P на простран-
ство (Pm,n)P . По теореме 21 главы 13 dim(Pm,n)P = dimL(LP ,MP )P = mn. �

§ 2. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И ИХ СВОЙСТВА

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Линейное отображение ϕ : LP → LP называют линейным преобра-
зованием пространства LP . Множество L(LP , LP ) всех линейных преобразований
пространства LP обозначают через L(LP ).

Линейные отображения, рассмотренные в примерах 1–3, — это линейные преоб-
разования.

ПРИМЕР 7. Отображение
d

dx
: P [x]P → P [x]P , где P — поле, определяемое равенством

d

dx
(f(x)) = f ′(x) для f(x) ∈ P [x], есть линейное преобразование пространства P [x]P .

В § 1 на множестве L(LP ,MP ) были введены операции сложения и умножения на
элементы поля P . Поскольку элементы из L(LP ) — это линейные отображения LP в
LP , то на L(LP ) можно определить также внутреннюю операцию композиции: если
ϕ, ψ ∈ L(LP ), то

∀α ∈ LP : (ϕ ◦ ψ)(α) = ϕ(ψ(α)). (10)

Нетрудно проверить, что ϕ ◦ ψ ∈ L(LP ).

Теорема 10. Для произвольного векторного пространства LP множество
(L(LP ),+,�) является векторным пространством над полем P , а алгебра
(L(LP ),+, ◦) — кольцом с единицей.

� Первое утверждение теоремы следует из теоремы 3. Доказательство второго
утверждения осуществляется непосредственной проверкой. Заметим, что единицей
кольца L(LP ) является тождественное преобразование — гомотетия ê = ε, где e —
единица поля P , а нулем — гомотетия 0̂. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Кольцо (L(LP ),+, ◦) называют кольцом линейных преобразований
векторного пространства LP .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Преобразование ϕ ∈ L(LP ) называют обратимым, если существует
такое преобразование ψ ∈ L(LP ), что ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ = ε, т. е. если ϕ ∈ L(LP )

∗.
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Теорема 11. Если ϕ ∈ L(LP ), то следующие утверждения эквивалентны:
(а) ϕ ∈ L(LP )

∗;
(б) ϕ — изоморфизм LP на LP ;
(в) ϕ — обратимое отображение, т. е. ϕ◦υ = υ◦ϕ = ε для некоторого υ : L→ L

(определение 10 главы 1).

� (а)⇒(в) По условию существует такое ψ ∈ L(LP ), что ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ = ε.
Остается положить υ = ψ.

(в)⇒(б) По утверждению 4 главы 1 ϕ — биекция. Значит, по условию и определе-
нию 11 главы 13, ϕ — изоморфизм.

(б)⇒(а) По утверждению 14 главы 13 существует обратное отображение ϕ−1 и
ϕ−1 ∈ L(LP ). Значит, ϕ ∈ L(LP )

∗. �
Рассмотрим теперь случай, когда пространство LP конечномерное.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Пусть �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP . Матрицей пре-
образования ϕ ∈ L(LP ) в базисе �α называют матрицу

A�α(ϕ) = A�α,�α(ϕ) = (ϕ(α1)
↓
�α, . . . , ϕ(αn)

↓
�α).

В силу равенств (4) и (5) для любого вектора γ ∈ LP справедливы равенства

ϕ(γ) = �αA�α(ϕ)γ
↓
�α, ϕ(γ)↓�α = A�α(ϕ)γ

↓
�α. (11)

Поэтому

ϕ(�α)=(ϕ(α1), . . . , ϕ(αn))=(�αA�α(ϕ)α
↓
1�α, . . . , �αA�α(ϕ)α

↓
n�α)=�αA�α(ϕ). (12)

Лемма 12. Если ϕ, ψ ∈ L(LP ) и �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP , то
справедливо равенство

A�α(ϕ ◦ ψ) = A�α(ϕ)A�α(ψ). (13)

� Пользуясь равенствами (10), (11) и (12), для γ ∈ LP получаем

(ϕ ◦ ψ)(γ) = ϕ(ψ(γ)) = ϕ(�αA�α(ψ)γ
↓
�α) =

= ϕ(�α)A�α(ψ)γ
↓
�α = �αA�α(ϕ)A�α(ψ)γ

↓
�α.

(14)

В силу первого из равенств (11) имеем

(ϕ ◦ ψ)(γ) = �αA�α(ϕ ◦ ψ)γ↓
�α. (15)

Ввиду утверждения 6 из равенств (14) и (15) получаем требуемое равен-
ство (13). �

Теорема 13. Если �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP , то пространство
L(LP )P изоморфно пространству (Pn,n)P и, в частности, dimL(LP )P = n2, а
кольцо L(LP ) изоморфно кольцу Pn,n.
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� Первое утверждение теоремы следует непосредственно из теоремы 9. В част-
ности, отображение σ : L(LP ) → Pn,n, где σ(ϕ) = A�α(ϕ), есть изоморфизм группы
(L(LP ),+) на группу (Pn,n,+). Из равенства (13) следует, что σ(ϕ ◦ ψ) = σ(ϕ)σ(ψ),
где ϕ, ψ ∈ L(LP ). Значит, σ — изоморфизм колец. �

Следствие. В условиях теоремы 13 преобразование ϕ ∈ L(LP ) обратимо тогда и
только тогда, когда обратима матрица A�α(ϕ). При этом

A�α(ϕ
−1) = A�α(ϕ)

−1.

Теорема 13, в частности, показывает, что кольцо линейных преобразований L(LP )
пространства LP не является коммутативным. Однако, некоторые преобразования из
L(LP ) могут быть перестановочными.

ПРИМЕР 8. Пусть LP — произвольное пространство, ϕ ∈ L(LP ) и â — гомотетия.
Для любого вектора γ ∈ LP справедливы равенства

(â ◦ ϕ)(γ) = â(ϕ(γ)) = ϕ(γ)a = ϕ(γa) = ϕ(â(γ)) = (ϕ ◦ â)(γ),
из которых следует, что â ◦ ϕ = ϕ ◦ â. Ясно, что тогда â ◦ ϕk = ϕk ◦ â для любого
k ∈ N.

Теперь для случая конечномерного пространства LP уточним теорему 11.

Утверждение 14. Если �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP , то для преоб-
разования ϕ ∈ L(LP ) равносильны утверждения:

(а) ϕ ∈ L(LP )
∗;

(б) ϕ — биекция;
(в) ϕ — инъективное преобразование;
(г) (ϕ(α1), . . . , ϕ(αn)) — базис пространства LP ;
(д) ϕ — сюръективное преобразование.

Доказательство утверждения 14 предоставляется читателю.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. По утверждению 5 главы 1 для отображения конечного множества в
себя совпадают свойства инъективности, сюръективности и биективности. Утвержде-
ние 14 показывает, что эти свойства совпадают и для линейного преобразования ко-
нечномерного пространства, хотя само пространство может состоять из бесконечного
множества элементов.

До сих пор мы рассматривали матрицы различных линейных преобразований ко-
нечномерного пространства LP в фиксированном базисе �α этого пространства. Рас-
смотрим теперь вопрос о том, как связаны между собой матрицы одного и того же
линейного преобразования в различных базисах этого пространства.

Утверждение 15. Если �α = (α1, . . . , αn) и �β = �αC — базисы пространства LP , то
для любого преобразования ϕ ∈ L(LP ) справедливо равенство

A�β(ϕ) = C−1A�α(ϕ)C. (16)
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� Из условия �β = �αC получаем ϕ(�β) = ϕ(�α)C. Ввиду равенств (12) и обратимости
матрицы C (следствие утверждения 22 главы 13) имеем:

�βA�β(ϕ) = �αA�α(ϕ)C = �βC−1A�α(ϕ)C. (17)

В силу линейной независимости системы векторов �β из равенства (17) получаем
требуемое равенство (16). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Говорят, что матрица B ∈ Pn,n подобна матрице A ∈ Pn,n, если
существует такая матрица C ∈ P ∗

n,n, что B = C−1AC. В этом случае пишут B ≈ A.

Для матрицы A ∈ Pn,n и многочлена f(x) =
k∑
i=0

fix
i ∈ P [x] положим

f(A) =
k∑
i=0

fiA
i, где A0 = En×n.

Ясно, что f(A) ∈ Pn,n.
Читателю предлагается самостоятельно доказать

Утверждение 16. Отношение ≈ есть отношение эквивалентности на множестве
Pn,n. Если A,B ∈ Pn,n и B = C−1AC, то rangB = rangA и для любого многочлена
f(x) ∈ P [x] справедливо равенство f(B) = C−1f(A)C.

Ввиду утверждения 16 из условия B ≈ A следует A ≈ B, т. е. можно говорить,
что матрицы A и B подобны, вместо того, что матрица B подобна матрице A.

ПРИМЕР 9. Матрицы, имеющие одинаковый ранг, не обязательно подобны. Действи-
тельно, единичная матрица En×n подобна только самой себе. Однако, для любой
невырожденной матрицы B rangEn×n = n = rangB.

С учетом утверждения 15 и определения 9 мы можем сказать, что матрицы одно-
го линейного преобразования в разных базисах подобны. Оказывается, что верно и
обратное утверждение.

Утверждение 17. Матрицы A,B ∈ Pn,n подобны тогда и только тогда, когда
они являются матрицами одного линейного преобразования пространства LP ,
где dimLP = n.

� Ввиду утверждения 15 требуется лишь доказать, что подобные матрицы яв-
ляются матрицами одного линейного преобразования. Пусть B = C−1AC и LP —
произвольное пространство, где dimLP = n. Согласно утверждению 6(а) зададим
отображение ψ ∈ L(LP ), положив ψ(γ) = �αAγ↓

�α, где γ ∈ LP и �α — базис простран-
ства LP . Тогда A = A�α(ψ).

Так как C — невырожденная матрица, то система векторов �β = �αC является бази-
сом пространства LP (см. следствие утверждения 22 главы 13). По утверждению 15

A�β(ψ) = C−1AC = B,

что и требовалось. �
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Переход к другому базису пространства LP позволяет иногда существенно упро-
стить вид матрицы линейного преобразования и этим прояснить «геометрический»
смысл преобразования. Пути выбора таких базисов указаны в следующих парагра-
фах.

ПРИМЕР 10. На плоскости D2 выберем базисы �α = (α1, α2) и �β = (β1, β2), где

β1 =
1

2
α1 +

1

2
α2, β2 =

1

2
α1 − 1

2
α2.

�
��

	
	�

�

�

α1

α2
β1

β2

Преобразование ϕ определим матрицей A�α(ϕ) =
1

2

(
1 1
1 1

)
. Нетрудно проверить, что

A�β =

(
1 0
0 0

)
. Значит, преобразование ϕ — это ортогональное проектирование на

прямую, содержащую вектор β1.

§ 3. СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ, СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ
И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ МНОГОЧЛЕН ЛИНЕЙНОГО
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

В дальнейшем, если не оговорено противное, LP — конечномерное пространство.
Простейшее линейное преобразование пространства LP — это гомотетия â, где

a ∈ P . Матрица этого преобразования в любом базисе �α = (α1, . . . , αn) пространства
LP — скалярная: A�α(â) = aE. Геометрический смысл такого преобразования очеви-
ден: при a �= 0 происходит «растяжение» пространства равномерно вдоль каждой из
«осей» α1, . . . , αn. Если ϕ ∈ L(LP ) — такое преобразование, что в некотором базисе
�β = (β1, . . . , βn) матрица A�β(ϕ) диагональная, то геометрический смысл преобразо-
вания ϕ также ясен: если A�β(ϕ) = diag(r1, . . . , rn), то преобразование ϕ состоит в
«растяжении» пространства вдоль каждой «оси» βi «в ri раз». Выясним, когда же
преобразование ϕ имеет такой характер.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Ненулевой (!) вектор α ∈ LP называют собственным вектором
преобразования ϕ ∈ L(LP ), принадлежащим собственному значению r ∈ P , ес-
ли ϕ(α) = αr. Элемент r ∈ P называют собственным значением преобразования
ϕ ∈ L(LP ), если существует такой ненулевой (!) вектор α ∈ LP , что ϕ(α) = αr.

ПРИМЕР 11. В примере 10 векторы β1 и β2 — собственные векторы преобразования
ϕ, принадлежащие соответственно собственным значениям 1 и 0.

Не всякое линейное преобразование имеет хотя бы один собственный вектор.
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ПРИМЕР 12. При повороте плоскости D2 на угол ω = π/2 вокруг начала координат ни
один вектор (кроме нулевого) не переходит в пропорциональный себе вектор. Значит,
у этого линейного преобразования нет собственных векторов.

Утверждение 18. Матрица преобразования ϕ ∈ L(LP ) в базисе �α = (α1, . . . , αn)
диагональная тогда и только тогда, когда базис �α состоит из собственных
векторов преобразования ϕ.

� Если A�α(ϕ) = diag(r1, . . . , rn), то по определению 8 ϕ(αi) = αiri, i ∈ 1, n. Стало
быть, базисные векторы являются собственными векторами преобразования ϕ. Обрат-
но, если ϕ(αi) = αiri, i ∈ 1, n, то снова по определению 8 A�α(ϕ) = diag(r1, . . . , rn). �

Укажем теперь практический способ отыскания собственных векторов и собствен-
ных значений линейного преобразования.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Характеристической матрицей матрицы A ∈ Pn,n называют
матрицу Ex − A ∈ P [x]n,n. Характеристическим многочленом матрицы A назы-
вают многочлен χA(x) = |Ex−A| ∈ P [x].

В этом определении E = En×n. Заметим, что χA(x) — унитарный многочлен и
degχA(x) = n.

ПРИМЕР 13. Если A = diag(r1, . . . , rn), то χA(x) = (x− r1) . . . (x− rn).

Утверждение 19. Если A,B ∈ Pn,n и B ≈ A, то χB(x) = χA(x).

� По определению 9 существует невырожденная матрица C ∈ Pn,n такая, что
B = C−1AC. Тогда при E = En×n справедливы равенства

χB(x) = |Ex−B| = |Ex− C−1AC| = |C−1(Ex−A)C| =
= |C−1| · |Ex−A| · |C| = |Ex−A| = χA(x). �

Утверждение, обратное к утверждению 19, неверно.

ПРИМЕР 14. Матрицы
(
1 0
0 1

)
,
(
1 1
0 1

)
∈ R2,2 имеют равные характеристические мно-

гочлены, однако они не подобны (см. пример 8).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Матрицу A ∈ Pn,n называют полураспавшейся, если

A =

(
Bk×k Ck×(n−k)
O(n−k)×k D(n−k)×(n−k)

)
, (18)

где 1 � k < n. Матрица, транспонированная к матрице A, также называется полурас-
павшейся.

Утверждение 20. Если A — полураспавшаяся матрица (18), то

χA(x) = χB(x)× χD(x).
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� Справедливость утверждения легко следует из теоремы Лапласа (теорема 10
главы 6). �

Утверждения 15 и 19 делают корректным

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Характеристическим многочленом преобразования ϕ ∈ L(LP )
конечномерного пространства LP называют характеристический многочлен матри-
цы этого преобразования в произвольном базисе пространства LP . Его обозначают
через χϕ(x).

Теорема 21. Собственные значения преобразования ϕ ∈ L(LP ) суть все корни в
поле P многочлена χϕ(x). Собственные векторы этого преобразования, принад-
лежащие собственному значению r ∈ P , — это все такие векторы γ ∈ LP \ {θ},
столбцы координат γ↓

�α которых в произвольном фиксированном базисе �α про-
странства LP являются решениями системы линейных уравнений

(Er −A�α(ϕ))x
↓ = 0↓, (19)

где dimLP = n и E = En×n.

� Для вектора γ ∈ LP и скаляра r ∈ P равенство ϕ(γ) = γr равносильно равен-
ству ϕ(γ)↓�α = γ↓

�α r или ввиду соотношений (11) равенству A�α(ϕ)γ
↓
�α = γ↓

�α r, которое
можно переписать в виде

(Er −A�α(ϕ))γ
↓
�α = 0↓. (20)

По определению 10 из равенства (20) получаем, что r — собственное значение пре-
образования ϕ тогда и только тогда, когда система линейных уравнений (19) имеет
ненулевое решение, т. е. когда |Er −A�α(ϕ)| = 0, или χϕ(r) = 0 (теорема 4 главы 8).

Если же χϕ(r) = 0 и γ — собственный вектор преобразования ϕ, принадлежащий
собственному значению r, то из равенства (20) следует, что γ↓

�α — решение системы
линейных уравнений (19). �

В заключение параграфа рассмотрим вопрос о линейной независимости систем
собственных векторов линейного преобразования.

Утверждение 22. Пусть LP — произвольное пространство и γi1, . . . , γiki — ли-
нейно независимая система собственных векторов преобразования ϕ ∈ L(LP ),
принадлежащих собственному значению ri ∈ P , i ∈ 1, t, где rs �= rl при s �= l.
Тогда система векторов

γ11, . . . , γ1k1 , . . . , γt1, . . . , γtkt (21)

линейно независима.

� Доказательство утверждения проведем индукцией по числу t. При t = 1 система
векторов (21) линейно независима по условию.

Предположим, что утверждение верно для любой системы векторов, удовлетворя-
ющей условиям утверждения при t < m, и докажем, что тогда оно верно при t = m.
Пусть

m∑
i=1

ki∑
j=1

γijcij = θ, (22)
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где cij ∈ P . Применив к обеим частям равенства (22) преобразование ϕ, получим
m∑
i=1

ki∑
j=1

γijricij = θ. (23)

Теперь умножим обе части равенства (22) на rm и почленно вычтем полученное
равенство из равенства (23). Тогда справедливы равенства

m∑
i=1

ki∑
j=1

γij(ri − rm)cij = θ =

m−1∑
i=1

ki∑
j=1

γij(ri − rm)cij ,

из которых в силу предположения индукции следует, что cij = 0 при i ∈ 1,m− 1,
j ∈ 1, ki. Тогда, ввиду условия, из (22) получаем, что cij = 0 и при i = m, j ∈ 1, km. �

Утверждение 18 и пример 12 показывают, что не для всякого линейного преоб-
разования ϕ пространства LP можно подобрать такой базис �α пространства, чтобы
матрица A�α(ϕ) была диагональной. Поэтому в следующих параграфах этой главы и
в следующей главе будут рассмотрены другие способы получения возможно более
простой матрицы A�α(ϕ).

§ 4. МНОГОЧЛЕНЫ, АННУЛИРУЮЩИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ.
МИНИМАЛЬНЫЙ МНОГОЧЛЕН

Пусть P — поле, f(x) =
∑k
i=0 fix

i ∈ P [x], LP — произвольное пространство над
полем P и ϕ ∈ L(LP ). Положим

f(ϕ) =

k∑
i=0

f̂i ◦ ϕi, где ϕ0 = ε.

Так как L(LP ) — кольцо, то f(ϕ) ∈ L(LP ).

ПРИМЕР 15. Пусть ϕ — поворот пространства D2 на угол π/2 вокруг начала коорди-
нат. Если g(x) = x2, то g(ϕ) = −̂1 — поворот на угол π, а если f(x) = x2 + 1, то
f(ϕ) = 0̂. Для гомотетии â и t(x) = x− a получаем t(â) = 0̂.

Утверждение 23. Пусть LP — произвольное пространство и f(x), g(x) ∈ P [x].
Тогда

(а) если ϕ ∈ L(LP ), A ∈ Pn,n, h(x) = f(x) + g(x) и t(x) = f(x)g(x), то справед-
ливы равенства

h(ϕ) = f(ϕ) + g(ϕ), t(ϕ) = f(ϕ) ◦ g(ϕ) = g(ϕ) ◦ f(ϕ) (24)

и
h(A) = f(A) + g(A), t(A) = f(A)g(A) = g(A)f(A); (25)

(б) если (f(x), g(x)) = e, ϕ ∈ LP и f(ϕ)(γ) = g(ϕ)(γ) = θ, то γ = θ.
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� (а) Справедливость первого из равенств (24) очевидна. Пусть f(x) =
∑l

i=0 fix
i

и g(x) =
∑m

i=0 gix
i. Тогда

t(x) =

l+m∑
i=0

( i∑
k=0

fkgi−k

)
xi и t(ϕ) =

m+l∑
i=0

( i∑
k=0

f̂k ◦ ĝi−k
)
◦ ϕi.

Одновременно ввиду примера 8 в кольце L(LP ) имеем:

f(ϕ) ◦ g(ϕ) =
( l∑
i=0

f̂i ◦ ϕi
)
◦
( m∑
i=0

ĝi ◦ ϕi
)

=
l+m∑
i=0

( i∑
k=0

f̂k ◦ ĝi−k
)
◦ ϕi.

Значит, t(ϕ) = f(ϕ) ◦ g(ϕ). Поскольку f(x)g(x) = g(x)f(x), то t(ϕ) = g(ϕ) ◦ f(ϕ).
Аналогично доказываются и равенства (25).
(б) По условию и утверждению 11 главы 9 найдутся такие многочлены

u(x), v(x) ∈ P [x], что u(x)f(x) + v(x)g(x) = e. По утверждению (а) получаем

u(ϕ) ◦ f(ϕ) + v(ϕ) ◦ g(ϕ) = ê = ε.

Тогда справедливы равенства

γ = ε(γ) = (u(ϕ) ◦ f(ϕ))(γ) + (v(ϕ) ◦ g(ϕ))(γ) =
= u(ϕ)(f(ϕ)(γ)) + v(ϕ)(g(ϕ)(γ)) = u(ϕ)(θ) + v(ϕ)(θ) = θ. �

Утверждение 24. Если �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP , ϕ — произ-
вольное преобразование из L(LP ) и f(x) — произвольный многочлен из P [x], то

A�α(f(ϕ)) = f(A�α(ϕ)).

� Доказательство проводится с использованием равенств (7) и (13). Читателю
предлагается провести его самостоятельно. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Говорят, что многочлен f(x) ∈ P [x] аннулирует преобразование
ϕ ∈ L(LP ) (матрицу A ∈ Pn,n), если f(ϕ) = 0̂ (f(A) = On×n). В таком случае гово-
рят, что ϕ (соответственно A) — корень многочлена f(x), а f(x) — аннулирующий
многочлен преобразования ϕ (матрицы A).

Пример 15 показывает, что для некоторых преобразований существуют аннулиру-
ющие многочлены. Следующая теорема является одной из фундаментальных в теории
линейных преобразований конечномерных пространств.

Предварительно рассмотрим кольцо матриц P [x]n,n, где P — поле (кольцо поли-

номиальных матриц). Пусть B(x) = (bij(x))n×n, где bij(x) =
sij∑
k=0

b
(i,j)
k xk. Обозначим

Bk =
(
b
(i,j)
k

) ∈ Pn,n, где k ∈ 0, t и t = max
i,j

sij .
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Так как P ⊂ P [x] (см. § 1 главы 9), то Bk ∈ P [x]n,n и Bkxk — результат умножения
матрицы из P [x]n,n на элемент кольца P [x]. Поэтому в кольце P [x]n,n матрица B(x)
однозначно представима в виде

B(x) = Btx
t + . . .+B1x+B0.

Пусть
C(x) = Clx

l + . . .+ C1x+ C0

— аналогичное представление матрицы C(x) ∈ P [x]n,n. Ясно, что

B(x) + C(x) =

max{t,l}∑
i=0

(Bi + Ci)x
i (26)

(если t > l, то Ci = On×n при i > l).
Ввиду дистрибутивности операции умножения матриц над кольцом на элементы

этого кольца относительно операции сложения матриц и равенства Dxs = xsD, где
D ∈ Pn,n, получаем, что

B(x)C(x) = BtClx
t+l + . . .+

( k∑
i=0

BiCk−i

)
xk + . . .+B0C0. (27)

Установим теперь связь между кольцом P [x]n,n и кольцом многочленов Pn,n[x] от
одного переменного над кольцом Pn,n.

Лемма 25. Если P — поле и n ∈ N, то отображение τ : P [x]n,n → Pn,n[x], опреде-
ленное равенством

τ(Btx
t + . . .+B0) = Btx

t + . . .+B0,

является изоморфизмом кольца P [x]n,n на кольцо Pn,n[x].

� Ясно, что τ — сюръективное отображение. Если τ(B(x)) = 0(x) — нулевой
многочлен, то B(x) = On×n. Значит, τ инъективно и, таким образом, биективно. Из
равенств (26) и (27) следует, что

τ(B(x) + C(x)) = τ(B(x)) + τ(C(x)),

τ(B(x)C(x)) = τ(B(x)) τ(C(x)).

Следовательно, τ — требуемый изоморфизм. �

Теорема 26 (Гамильтон–Кэли).19 Если A ∈ Pn,n и ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, то
справедливы равенства

χA(A) = On×n, χϕ(ϕ) = 0̂. (28)

19 У. Гамильтон (1805–1865), А. Кэли (1821–1895) — английские математики.
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� Достаточно доказать первое из равенств (28). Действительно, если оно спра-
ведливо и �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP , то по утверждению 23 и
определению 12 имеем:

A�α(χϕ(ϕ)) = χϕ(A�α(ϕ)) = χA�α(ϕ)(A�α(ϕ)) = On×n

и, стало быть, χϕ(ϕ) = 0̂.
Докажем первое из равенств (28). Пусть

χA(x) = xn + cn−1x
n−1 + . . .+ c1x+ c0 ∈ P [x].

В кольце Pn,n[x] выберем многочлен

F (x) = E xn + cn−1E x
n−1 + . . .+ c0E, E = En×n.

Ясно, что F (A) = χA(A). Поэтому достаточно показать, что F (A) = On×n, или,
ввиду теоремы Безу (см. § 3 главы 9), что многочлен Ex −A ∈ Pn,n[x] делит справа
многочлен F (x).

Рассмотрим в кольце P [x]n,n матрицу Q(x) = (Ex − A)∗, взаимную к матрице
Ex−A. Как показано в доказательстве теоремы 11 главы 6, верно равенство

(Ex−A)∗ (Ex−A) = |Ex−A| · E,
т. е. равенство

Q(x)(Ex −A) = χA(x)E. (29)

Применив к обеим частям равенства (29) отображение τ , определенное в лемме 25,
получим в кольце Pn,n[x] равенство

τ(Q(x)) (Ex −A) = F (x),

которое и требовалось получить. �
По теореме Гамильтона–Кэли для любого преобразования ϕ ∈ L(LP ) (любой мат-

рицы A ∈ Pn,n) существует унитарный многочлен, аннулирующий преобразование
ϕ (матрицу A). Поэтому существуют такие многочлены минимальной степени. Это
делает содержательным

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Унитарный многочлен из P [x], аннулирующий преобразование
ϕ ∈ L(LP ) (матрицу A ∈ Pn,n) и имеющий наименьшую степень среди многочленов
с этим свойством, называют минимальным многочленом преобразования ϕ (матри-
цы A).

Теорема 27. Если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n (A ∈ Pn,n), то
(а) в P [x] существует единственный минимальный многочлен преобразования

ϕ (матрицы A);
(б) если g(x) — минимальный многочлен преобразования ϕ (матрицы A), то

для любого многочлена f(x) ∈ P [x] справедливы импликации

f(ϕ) = 0̂ ⇔ g(x) | f(x) (f(A) = On×n ⇔ g(x) | f(x)).
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� (б) Пусть f(x) = g(x) t(x), где t(x) ∈ P [x]. По утверждению 23 тогда
f(A) = g(A) t(A) = On×n · t(A) = On×n.

Обратно, пусть f(A) = On×n. Разделим многочлен f(x) на g(x) с остатком:
f(x) = q(x)g(x) + r(x), где deg r(x) < deg g(x). Так как f(A) = g(A) = On×n и
f(A) = q(A)g(A) + r(A), то r(A) = On×n.

Если r(x) = csx
s + . . . + c0 �= 0, то положим r1(x) = c−1

s r(x). Тогда справедливо
равенство матриц r1(A) = c−1

s r(A) = On×n. Стало быть, r1(x) — унитарный много-
член, аннулирующий матрицу A и имеющий степень, меньшую степени многочлена
g(x), ибо deg r1(x) = deg r(x). Полученное противоречие показывает, что r(x) = 0 и
g(x) | f(x).

(а) Пусть g(x) и g1(x) — минимальные многочлены матрицы A. По утверждению
(б) g(x) | g1(x) и g1(x) | g(x). Тогда многочлены g(x) и g1(x) ассоциированы, а
поскольку они унитарные, то g1(x) = g(x).

Аналогично доказывается теорема и для преобразования ϕ. �
Единственный минимальный многочлен преобразования ϕ ∈ L(LP ) (матрицы

A ∈ Pn,n) обозначают через mϕ(x) (mA(x)).

Следствие 1. Если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n (A ∈ Pn,n), то
mϕ(x) | χϕ(x) (mA(x) | χA(x)).

� Это следует из теоремы Гамильтона—Кэли и теоремы 27. �

Следствие 2. Если ϕ ∈ L(LP ) и �α — базис пространства LP , то

mϕ(x) = mA�α(ϕ)(x).

� Пусть t(x) = mϕ(x) и g(x) = mA�α(ϕ)(x). Так как t(ϕ) = 0̂, то A�α(t(ϕ)) = On×n.
Тогда по утверждению 24 справедливы равенства t(A�α(ϕ)) = A�α(t(ϕ)) = On×n. По
теореме 27(б) отсюда следует, что g(x) | t(x).

Аналогичным образом из равенства A�α(g(ϕ)) = g(A�α(ϕ)) = On×n получаем
g(ϕ) = 0̂ и t(x) | g(x). Значит, g(x) = t(x), так как g(x) и t(x) — унитарные много-
члены. �

Следствие 3. Если A,B ∈ Pn,n и B ≈ A, то mB(x) = mA(x).

� По утверждению 17 матрицы A и B можно считать матрицами одного линей-
ного преобразования ϕ пространства LP , где dimLP = n, в разных его базисах. По
следствию 2 mA(x) = mϕ(x) и mB(x) = mϕ(x). �

Другое доказательство следствия 3 можно получить с использованием утвержде-
ния 16.

ПРИМЕР 16. Если a ∈ P \ {0}, то mâ(x) = x− a, m
̂0(x) = 1.

В некоторых случаях задачу отыскания минимального многочлена матрицы
A ∈ Pn,n можно свести к задаче отыскания минимальных многочленов матриц мень-
ших размеров.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Матрицу A ∈ Pn,n называют распавшейся или квазидиагональ-
ной, если

A =

(
Bk×k Ok×(n−k)
O(n−k)×k D(n−k)×(n−k)

)
, (30)

где 1 � k < n. При условии (30) пишут: A = Diag(B,D).

Утверждение 28. Если A есть полураспавшаяся матрица (18) или распавшаяся
матрица (30), то соответственно

[mB(x), mD(x) ]
∣∣ mA(x) или mA(x) = [mB(x), mD(x) ].

� Если матрица A имеет вид (18) или (30), а f(x) ∈ P [x], то

f(A) =

(
f(B) ∗

O(n−k)×k f(D)

)
.

Значит, из равенства mA(A) = On×n следуют равенства mA(B) = Ok×k,
mA(D) = O(n−k)×(n−k). Тогда по теореме 27 справедливы соотношения
mB(x) | mA(x) и mD(x) | mA(x). Следовательно,

[mB(x), mD(x) ]
∣∣ mA(x). (31)

Если же матрица A имеет вид (30) и h(x) = [mB(x),mD(x)], то

h(A) = Diag(h(B), h(D)) = Diag(Ok×k, O(n−k)×(n−k)) = On×n

и mA(x) | h(x). Отсюда и из (31) следует, что mA(x) = [mB(x),mD(x)]. �
Один из способов вычисления минимального многочлена произвольного преобра-

зования ϕ ∈ L(LP ) будет изложен в следующих параграфах.

§ 5. МИНИМАЛЬНЫЙ МНОГОЧЛЕН ВЕКТОРА
ОТНОСИТЕЛЬНО ЛИНЕЙНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Теорема 27 и ее следствие 1 показывают, что для любого преобразования
ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, и любого вектора γ ∈ LP существуют унитарные много-
члены f(x) ∈ P [x] такие, что

f(ϕ)(γ) = θ. (32)

Например, можно выбрать f(x) = mϕ(x) или f(x) = χϕ(x).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Унитарный многочлен f(x) ∈ P [x] называют минимальным много-
членом вектора γ ∈ LP относительно преобразования ϕ ∈ L(LP ), если для него
выполнено свойство (32) и он имеет наименьшую степень среди всех унитарных мно-
гочленов из P [x], обладающих этим свойством.

Следующая теорема аналогична теореме 27.
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Теорема 29. Если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, и γ ∈ LP , то
(а) в P [x] существует единственный минимальный многочлен вектора γ от-

носительно преобразования ϕ;
(б) если g(x) — минимальный многочлен вектора γ относительно преобразова-

ния ϕ, то для любого многочлена f(x) ∈ P [x] справедливо соотношение

(f(ϕ)(γ) = θ) ⇔ (g(x) | f(x)).

� Доказательство проводится совершенно аналогично доказательству теоремы 27
с заменой матрицы A на преобразование ϕ и рассмотрением не преобразований, а
образов вектора γ при этих преобразованиях. �

Единственный минимальный многочлен вектора γ ∈ LP относительно преобразо-
вания ϕ ∈ L(LP ) обозначают через mγ,ϕ(x).

Следствие. Если ϕ ∈ L(LP ) и γ ∈ LP , то mγ,ϕ(x) | mϕ(x).

ПРИМЕР 17. Ясно, что для γ ∈ LP , ϕ ∈ L(LP ) справедливо неравенство
degmγ,ϕ(x) � 0. При этом mγ,ϕ(x) = e тогда и только тогда, когда γ = θ, а
mγ,ϕ(x) = x − r тогда и только тогда, когда γ — собственный вектор преобразо-
вания ϕ, принадлежащий собственному значению r.

Таблица, приведенная ниже, показывает аналогию между понятиями, рассмотрен-
ными в теории групп, и понятиями, введенными в настоящей главе.

Конечная абелева группа (G,+) Конечномерное пространство LP

|G| : ∀ g ∈ G (|G|g = 0) χϕ(x) : ∀α ∈ LP (χϕ(ϕ)(α) = θ)

expG : ∀ g ∈ G (expG · g = 0) mϕ(x) : ∀α ∈ LP (mϕ(ϕ)(α) = θ)

ord g, g ∈ G : kg = 0 ⇔ ord g | k mα,ϕ(x) : f(ϕ)(α)=θ ⇔ mα,ϕ(x) | f(x)

Как мы сейчас увидим, эта аналогия может быть продолжена. Сравните следую-
щее утверждение с формулой, выражающей порядок степени gl элемента g группы
(G, · ) через ord g и l, и с формулой, выражающей порядок произведения перестано-
вочных элементов, имеющих взаимно простые порядки (теорема 3(в, г) главы 11).

Утверждение 30. Пусть ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, и α ∈ LP . Тогда справедливы
утверждения:

(а) если f(x) ∈ P [x] и β = f(ϕ)(α), то

mβ,ϕ(x) =
mα,ϕ(x)

(mα,ϕ(x), f(x))
;

(б) если γ ∈ LP и (mγ,ϕ(x), mα,ϕ(x)) = e, то

mα+γ,ϕ(x) = mα,ϕ(x)mγ,ϕ(x).
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� (а) Пусть d(x) = (f(x), mα,ϕ(x)), f(x) = f1(x)d(x) и mα,ϕ(x) = m1(x)d(x).
Нужно доказать равенство

mβ,ϕ(x) = m1(x). (33)

В силу условия и утверждения 23(а) справедлива цепочка равенств:

m1(ϕ)(β) = m1(ϕ)(f(ϕ)(α)) = (m1(ϕ) ◦ f1(ϕ) ◦ d(ϕ))(α) =
= f1(ϕ)(mα,ϕ(ϕ)(α)) = f1(ϕ)(θ) = θ.

По теореме 29(б) тогда
mβ,ϕ(x) | m1(x). (34)

С другой стороны, из равенств

mβ,ϕ(ϕ)(β) = (mβ,ϕ(ϕ) ◦ f(ϕ))(α) = θ

следует, что mα,ϕ(x) | mβ,ϕ(x)f(x). Но тогда m1(x) | mβ,ϕ(x)f1(x) и

m1(x) | mβ,ϕ(x), (35)

так как (m1(x), f1(x)) = e. Поскольку m1(x) и mβ,ϕ(x) — унитарные многочлены, то
из соотношений (34) и (35) получаем равенство (33).

(б) Так как справедливы равенства

(mα,ϕ(ϕ) ◦mγ,ϕ(ϕ))(α + γ) = mγ,ϕ(ϕ)(mα,ϕ(ϕ)(α))+

+mα,ϕ(ϕ)(mγ,ϕ(ϕ)(γ)) = mγ,ϕ(ϕ)(θ) +mα,ϕ(ϕ)(θ) = θ,

то по теореме 29(б)
mα+γ,ϕ(x) | mα,ϕ(x)mγ,ϕ(x). (36)

С другой стороны, так как mα+γ,ϕ(ϕ)(α + γ) = θ, то имеет место равенство

mα+γ,ϕ(ϕ)(α) = −mα+γ,ϕ(ϕ)(γ). (37)

Обозначим через δ равные векторы, стоящие в левой и правой частях равенства (37).
Так как mα,ϕ(ϕ)(δ) = mγ,ϕ(ϕ)(δ) = θ, то по условию и утверждению 23(б) δ = θ. Это
означает, что

mα,ϕ(x) | mα+γ,ϕ(x) и mγ,ϕ(x) | mα+γ,ϕ(x),

а тогда по свойству взаимно простых многочленов

mα,ϕ(x)mγ,ϕ(x) | mα+γ,ϕ(x). (38)

Из соотношений (36) и (38) получаем равенство

mα+γ,ϕ(x) = mα,ϕ(x)mγ,ϕ(x). �

Следующие два утверждения дают метод вычисления многочлена mϕ(x).
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Утверждение 31. Пусть �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP и ϕ ∈ L(LP ).
Тогда

mϕ(x) = [mα1,ϕ(x), . . . , mαn,ϕ(x) ].

� Пусть t(x) = [mα1,ϕ(x), . . . ,mαn,ϕ(x)]. Из следствия теоремы 29 следует, что
mαi,ϕ(x) | mϕ(x) при i ∈ 1, n. Значит,

t(x) | mϕ(x). (39)

Посколькуmαi,ϕ(x) | t(x), то по теореме 29(б) t(ϕ)(αi) = θ, i ∈ 1, n. Тогда для любого
вектора γ =

∑n
i=1 αiai ∈ LP имеем t(ϕ)(γ) = θ. Значит,

mϕ(x) | t(x). (40)

Из соотношений (39), (40) получаем требуемое равенство t(x)=mϕ(x). �

Утверждение 32. Пусть ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, и γ ∈ LP \ {θ}. Тогда суще-
ствует такое k ∈ 1, n, что система векторов

γ, ϕ(γ), . . . , ϕk−1(γ) (41)

линейно независима, а вектор ϕk(γ) линейно выражается через эту систему. Если
при этом

ϕk(γ) = γc0 + ϕ(γ)c1 + . . .+ ϕk−1(γ)ck−1, (42)

то
mγ,ϕ(x) = xk − ck−1x

k−1 − . . .− c1x− c0.

� Рассмотрим последовательность векторов γ, ϕ(γ), . . . , ϕi(γ), . . . . Так как
dimLP = n, то найдется такое k ∈ 1, n, что система векторов (41) линейно неза-
висима, а система векторов γ, ϕ(γ), . . . , ϕk(γ) линейно зависима. По утверждению 4
главы 13 и следствию утверждения 3 главы 13 вектор ϕk(γ) однозначно линейно вы-
ражается через систему векторов (41). Пусть это выражение задано равенством (42).

Обозначим f(x) = xk − ck−1x
k−1 − . . . − c0. Ввиду равенства (42) f(ϕ)(γ) = θ.

Предположим что многочлен

g(x) = xt −
t−1∑
i=0

gix
i ∈ P [x]

таков, что t < k и

g(ϕ)(γ) = ϕt(γ)−
t−1∑
i=0

ϕi(γ)gi = θ. (43)

Равенство (43) означает, что система векторов γ, ϕ(γ), . . . , ϕt(γ) линейно зависима и
t � k − 1. Это противоречит линейной независимости системы векторов (41). Зна-
чит, f(x) — унитарный многочлен наименьшей степени, удовлетворяющий условию
f(ϕ)(γ) = θ. По определению 17 f(x) = mγ,ϕ(x). �

Получим теперь основной результат этого параграфа, позволяющий строить век-
торы с заданными минимальными многочленами.
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Теорема 33. Если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, то для каждого унитарного делите-
ля g(x) многочлена mϕ(x) существует такой вектор γ ∈ LP , что mγ,ϕ(x) = g(x).

� Достаточно доказать, что существует такой вектор α ∈ LP , что
mα,ϕ(x) = mϕ(x). Действительно, записав mϕ(x) = g(x)d(x), возьмем вектор
γ = d(ϕ)(α). По утверждению 30(а) справедливы равенства

mγ,ϕ(x) =
mϕ(x)

(mϕ(x), d(x))
=
mϕ(x)

d(x)
= g(x).

Покажем, что нужный вектор α существует. Пусть

mϕ(x) = g1(x)
k1 . . . gt(x)

kt

— каноническое разложение многочлена mϕ(x) над полем P . По утверждению 31
верно равенство

mϕ(x) = [mα1,ϕ(x), . . . , mαn,ϕ(x) ],

где �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP . Многочлен gj(x)
kj , j ∈ 1, t, делит

какой-то многочлен mαij
,ϕ(x), так как многочлен gj(x) неприводим над полем P .

Обозначив αij = βj , запишем mβj ,ϕ(x) = gj(x)
kjfj(x) (возможно, при l �= j имеет

место равенство αij = αil , т. е. βj = βl). По утверждению 30(а) вектор γj = fj(ϕ)(βj)
имеет минимальный многочлен gj(x)kj , а по утверждению 30(б) вектор α = γ1+. . .+γt
удовлетворяет условию mα,ϕ(x) = mϕ(x). �

§ 6. ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА.
ЦИКЛИЧЕСКИЕ ПОДПРОСТРАНСТВА

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Подпространство KP произвольного пространства LP называют
инвариантным относительно преобразования ϕ ∈ L(LP ), если ϕ(K) ⊂ K.

Понятие подпространства, инвариантного относительно линейного преобразова-
ния, обобщает понятие собственного вектора этого преобразования.

ПРИМЕР 18. Пусть α ∈ LP и ϕ ∈ L(LP ). Тогда подпространство KP = (α)P инвари-
антно относительно преобразования ϕ тогда и только тогда, когда α — собственный
вектор преобразования ϕ (проверьте).

ПРИМЕР 19. Если αi ∈ LP , i ∈ 1, t — собственные векторы преобразования ϕ, то
подпространство KP = (α1, . . . , αt)P инвариантно относительно ϕ (проверьте).

Однако существуют подпространства, инвариантные относительно преобразова-
ния ϕ, не содержащие ни одного собственного вектора этого преобразования.

ПРИМЕР 20. Пусть ψ — преобразование пространства D3, осуществляющее его по-
ворот вокруг оси OZ на угол π/2 против часовой стрелки. Плоскость XOY ин-
вариантна относительно ψ, но не содержит ни одного собственного вектора этого
преобразования.
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Утверждение 34. Пусть α1, . . . , αm ∈ LP , где LP — произвольное пространство.
Подпространство KP = (α1, . . . , αm)P инвариантно относительно преобразова-
ния ϕ ∈ L(LP ) тогда и только тогда, когда ϕ(αi) ∈ K для i ∈ 1,m.

Доказательство этого утверждения предоставляется читателю.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Пусть LP — произвольное пространство, ϕ ∈ L(LP ) и KP — под-
пространство в LP , инвариантное относительно ϕ. Отображение ψ : KP → KP , опре-
деленное формулой

∀ γ ∈ KP : ψ(γ) = ϕ(γ),

называют ограничением преобразования ϕ на подпространстве KP (обозначение:
ψ = ϕ

∣∣KP
). Очевидно, что ψ ∈ L(KP ).

Существование в конечномерном пространстве LP , инвариантного относительно
преобразования ϕ ∈ L(LP ) собственного подпространства, позволяет упростить мат-
рицу этого преобразования.

Теорема 35. Пусть �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP и ϕ ∈ L(LP ). Мат-
рица A�α(ϕ) является полураспавшейся матрицей вида

A�α(ϕ) =

(
Bk×k Ck×(n−k)

O(n−k)×k D(n−k)×(n−k)

)
(44)

тогда и только тогда, когда подпространство KP = (α1, . . . , αk)P инвариантно
относительно ϕ. При выполнении последнего условия матрица B есть матрица
преобразования ψ = ϕ

∣∣KP
в базисе �α ′ = (α1, . . . , αk), и χψ(x) | χϕ(x).

� По определению 8 матрица A�α(ϕ) имеет вид (44) тогда и только тогда, когда

ϕ(αi) = α1b1i + . . .+ αkbki, i ∈ 1, k, (45)

т. е. когда ϕ(αi) ∈ KP , i ∈ 1, k. По утверждению 34 выполнение последних соотноше-
ний равносильно тому, что KP — инвариантное относительно ϕ подпространство.

По определениям 19 и 8 равенства (45) означают, что B = A�α′(ψ). По опре-
делению 13 χϕ(x) = χA�α(ϕ)(x) и χψ(x) = χB(x). Ввиду утверждения 20 имеем
χϕ(x) = χψ(x)χD(x). �

Теорема 36. Пусть �α = (α1, . . . , αn) — базис пространства LP и ϕ ∈ L(LP ). Мат-
рица A�α(ϕ) является распавшейся и имеет вид

A�α(ϕ) = Diag(Bk×k, D(n−k)×(n−k)),

где 1 � k < n тогда и только тогда, когда подпространства KP = (α1, . . . , αk)P
и MP = (αk+1, . . . , αn)P инвариантны относительно ϕ.

При этом если ψ = ϕ
∣∣KP

и ξ = ϕ
∣∣MP

, то выполняются равенства
B = A(α1,...,αk)(ψ), D = A(αk+1,...,αn)(ξ) и χϕ(x) = χψ(x)χξ(x).
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� Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 35 и предоставля-
ется читателю. �

Следующие утверждения дают важные примеры инвариантных подпространств.

Утверждение 37. Если LP — произвольное пространство, ϕ ∈ L(LP ) и f(x) ∈ P [x],
то подпространства Ker f(ϕ) и f(ϕ)(L) инвариантны относительно преобразо-
вания ϕ.

� По утверждению 1 Ker f(ϕ) и f(ϕ)(L) — подпространства пространства LP .
Пусть α ∈ f(ϕ)(L), т. е. α = f(ϕ)(β), где β ∈ LP . В силу утверждения 23(а) справед-
ливы равенства:

ϕ(α) = ϕ(f(ϕ)(β)) = f(ϕ)(ϕ(β)),

показывающие, что ϕ(α) ∈ f(ϕ)(L). По определению 18 f(ϕ)(L) — подпространство,
инвариантное относительно ϕ.

Пусть γ ∈ Ker f(ϕ), т. е. f(ϕ)(γ) = θ. Тогда

f(ϕ)(ϕ(γ)) = ϕ(f(ϕ)(γ)) = ϕ(θ) = θ.

Следовательно, ϕ(γ) ∈ Ker f(ϕ). Значит, подпространство Ker f(ϕ) инвариантно от-
носительно ϕ. �

Утверждение 38. Пусть ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, α ∈ LP \ {θ} и

mα,ϕ(x) = xk − ck−1x
k−1 − . . .− c0.

Тогда
(а) подпространство Lϕ(α) = (α, ϕ(α), . . . , ϕk−1(α))P инвариантно относи-

тельно ϕ и dimLϕ(α)P = k;

(б) если ψ = ϕ
∣∣
Lϕ(α), то χψ(x) = mα,ψ(x) = mψ(x) = mα,ϕ(x);

(в) подпространство Lϕ(α) содержится в любом инвариантном относительно
ϕ подпространстве, содержащем вектор α.

� (а) По утверждению 32 система векторов α, ϕ(α), . . . , ϕk−1(α) линейно незави-
сима. Значит, dimLϕ(α)P = k. При i < k − 1 имеем: ϕ(ϕi(α)) = ϕi+1(α) ∈ Lϕ(α).
Кроме того, по утверждению 32 ϕ(ϕk−1(α)) =

∑k−1
i=0 ϕ

i(α)ci ∈ Lϕ(α). Тогда по утвер-
ждению 34 подпространство Lϕ(α) инвариантно относительно ϕ.

(б) По определению преобразования ψ верно равенство mα,ψ(x) = mα,ϕ(x).
Поэтому degmα,ψ(x) = k. По следствию теоремы 29 и следствию 1 теоремы 27
mα,ψ(x) | mψ(x) и mψ(x) | χψ(x). По утверждению (а) degχψ(x) = dimLϕ(α) = k.
Но тогда χψ(x) = mα,ψ(x) = mψ(x).

(в) Пусть MP — подпространство пространства LP , инвариантное относительно ϕ
и содержащее вектор α. Тогда ϕi(α) ∈ MP при любом i ∈ N. Следовательно, верно
включение Lϕ(α) ⊂MP . �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 20. Подпространство Lϕ(α) пространства LP , построенное в утвержде-
нии 38, называют циклическим относительно ϕ подпространством, порожденным
вектором α, а его базис α, ϕ(α), . . . , ϕk−1(α) — циклическим базисом этого про-
странства.

Пространство LP называют циклическим относительно преобразования
ϕ ∈ L(LP ), если L = Lϕ(α) для подходящего α ∈ LP .

Получим критерий цикличности пространства.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21. Пусть f(x) = xn − cn−1x
n−1 − . . .− c1x− c0 ∈ P [x]. Матрицу

S(f(x)) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 0 c0
e 0 . . . 0 0 c1
0 e . . . 0 0 c2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . e 0 cn−2

0 0 . . . 0 e cn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
n×n

называют сопровождающей матрицей многочлена f(x).

ПРИМЕР 21. Пусть пространство LP циклическое относительно преобразования ϕ
и LP = (α, ϕ(α), . . . , ϕn−1(α))P . По утверждению 32 ϕn(α) =

∑n−1
i=0 ϕ

i(α)ci, где
mα,ϕ(x) = xn − cn−1x

n−1 − . . .− c0. Обозначив �α = (α, ϕ(α), . . . , ϕn−1(α)), получаем,
учитывая утверждение 38(б): A�α(ϕ) = S(mα,ϕ(x)) = S(mϕ(x)).

Утверждение 39. Если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, то равносильны утверждения:
(а) LP — циклическое относительно ϕ пространство;
(б) mϕ(x) = χϕ(x);
(в) существует такой базис �α пространства LP , что A�α(ϕ) = S(f(x)) для

некоторого унитарного многочлена f(x) ∈ P [x].

� (а)⇒(б) Пусть LP = Lϕ(α) и dimLP = n. Тогда система векторов
α, . . . , ϕn−1(α) линейно независима и degmα,ϕ(x) = n. Поэтому mα,ϕ(x) = χϕ(x).
Ввиду соотношений mα,ϕ(x) | mϕ(x) и mϕ(x) | χϕ(x) получаем mϕ(x) = χϕ(x).

(б)⇒(в) В силу теоремы 33 существует такой вектор γ ∈ LP , что
mγ,ϕ(x) = mϕ(x). По условию тогда mγ,ϕ(x) = χϕ(x). По утверждению 32 си-
стема векторов �α = (γ, ϕ(γ), . . . , ϕn−1(γ)) линейно независима и, значит, является
циклическим базисом пространства LP . В силу примера 21

A�α(ϕ) = S(mγ,ϕ(x)) = S(χϕ(x)).

(в)⇒(а) Пусть �α = (α1, . . . , αn) — такой базис пространства LP , что
A�α(ϕ) = S(f(x)). Из вида матрицы S(f(x)) следует, что тогда ϕ(αi) = αi+1 при
i ∈ 1, n− 1. Значит, �α — циклический базис пространства LP относительно преобра-
зования ϕ и LP = Lϕ(α1). �
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Следствие. Для матрицы S(f(x)) справедливы равенства

χS(f(x))(x) = mS(f(x))(x) = f(x).

� Пусть deg f(x) = n и �α — базис пространства LP , dimLP = n. Зададим
ϕ ∈ L(LP ), положив A�α(ϕ) = S(f(x)). По определению 13 и следствию 2 тео-
ремы 27 верны равенства χϕ(x) = χS(f(x))(x) и mϕ(x) = mS(f(x))(x). По утвер-
ждению 39 получаем χS(f(x))(x) = mS(f(x))(x). Непосредственно проверяется, что
χS(f(x))(x) = |Ex− S(f(x))| = f(x). �

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Утверждение 39 дает критерий того, чтобы подпространство KP про-
странства LP , инвариантное относительно преобразования ϕ, было циклическим от-
носительно ϕ подпространством. Действительно, если ψ = ϕ

∣∣KP
, то подпространство

KP циклично относительно ϕ тогда и только тогда, когда KP циклично относитель-
но ψ.

Теперь получим критерий того, чтобы конечномерное пространство LP не имело
собственных инвариантных подпространств.

Теорема 40. Пусть ϕ ∈ L(LP ). Пространство LP , dimLP = n, не имеет собствен-
ных подпространств, инвариантных относительно ϕ, тогда и только тогда, ко-
гда многочлен χϕ(x) неприводим над полем P .

� Пусть в LP есть собственное инвариантное относительно ϕ подпростран-
ство KP . Базис α1, . . . , αk, 1 � k < n, этого подпространства дополним до ба-
зиса �α = (α1, . . . , αk, . . . , αn) пространства LP . По теореме 35 тогда матрица
A�α(ϕ) — полураспавшаяся и имеет вид (44). По утверждению 20 и определению 13
χϕ(x) = χA�α(ϕ)(x) = χB(x)χD(x), где 1 � degχB(x) < n. Значит, многочлен χϕ(x)
приводим над полем P .

Обратно, пусть многочлен χϕ(x) приводим над полем P . Тогда существует та-
кой унитарный многочлен g(x) ∈ P [x], что g(x) | mϕ(x) и 0 < deg g(x) < n =
= degχϕ(x). Действительно, если degmϕ(x) < n, то можно взять g(x) = mϕ(x), а
если degmϕ(x) = n, то mϕ(x) = χϕ(x), и унитарный делитель многочлена χϕ(x)
является делителем и многочлена mϕ(x).

По теореме 33 существует такой вектор γ ∈ LP , что mγ,ϕ(x) = g(x). По утвержде-
нию 38 Lϕ(γ) — собственное подпространство в LP , инвариантное относительно ϕ. �

Полученный в теореме 40 результат можно применить к решению вопроса о том,
можно ли для данного преобразования ϕ ∈ L(LP ) найти такой базис �α пространства
LP , чтобы матрица A�α(ϕ) была полураспавшейся.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 22. Матрицу A ∈ Pn,n называют приводимой, если она подобна неко-
торой полураспавшейся матрице, и неприводимой в противном случае.

Следствие. Матрица A ∈ Pn,n неприводима тогда и только тогда, когда много-
член χA(x) неприводим над полем P .
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Следующий результат является в некотором смысле обратным к следствию 1 тео-
ремы 27.

Теорема 41. Если A ∈ Pn,n и g(x) — неприводимый делитель многочлена χA(x),
то g(x) | mA(x).

� Проведем доказательство индукцией по числу n. Если n = 1, то degχA(x) = 1,
т. е. χA(x) — неприводимый над полем P многочлен. Тогда mA(x) = χA(x) и
g(x) = mA(x) = χA(x).

Пусть теорема верна для любой матрицы, принадлежащей Pm,m, при 1 � m < n.
Докажем, что тогда она верна и для матрицы A ∈ Pn,n.

Если многочлен χA(x) неприводим над полем P , то вновь g(x) = mA(x) = χA(x).
Если же многочлен χA(x) приводим над полем P , то по следствию теоремы 40

A ≈
(
Bk×k Ck×(n−k)
O(n−k)×k D(n−k)×(n−k)

)
,

где 1 � k < n. Так как χA(x) = χB(x)χD(x), то g(x) делит либо χB(x), либо
χD(x). По предположению индукции g(x) | mB(x) или g(x) | mD(x). Следовательно,
g(x) | [mB(x),mD(x)] и по утверждению 28 g(x) | mA(x). �

Следствие 1. Если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, и g(x) — неприводимый делитель
многочлена χϕ(x), то g(x) | mϕ(x).

Следствие 2. Если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, то существует такое k ∈ N, что
χϕ(x) | mϕ(x)

k. При этом k � n.

Доказательство следствий предоставляется читателю.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Теорема 41 является аналогом леммы Коши в теории групп (лемма 48
главы 11).

§ 7. РАЗЛОЖЕНИЕ ПРОСТРАНСТВА В ПРЯМУЮ СУММУ
ИНВАРИАНТНЫХ ПОДПРОСТРАНСТВ

Основой для дальнейшего является

Теорема 42. Пусть LP — произвольное пространство. Если многочлен f(x) ∈ P [x]
аннулирует преобразование ϕ ∈ L(LP ) и

f(x) = f1(x) · . . . · ft(x),

где (fi(x), fj(x)) = e при i �= j, то пространство LP раскладывается в прямую
сумму инвариантных относительно ϕ подпространств:

LP = Ker f1(ϕ) � . . .�Ker ft(ϕ). (46)
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� Проведем доказательство индукцией по числу t. При t = 2 по условию для
многочленов f1(x) и f2(x) найдутся многочлены u1(x), u2(x) такие, что f1(x)u1(x) +
+ f2(x)u2(x) = e. По утверждению 23(а) отсюда получаем ε = ê = f1(ϕ) ◦ u1(ϕ) +
+ f2(ϕ) ◦ u2(ϕ). Поэтому произвольный вектор γ ∈ LP представим в виде

γ = ε(γ) = (f1(ϕ) ◦ u1(ϕ))(γ) + (f2(ϕ) ◦ u2(ϕ))(γ).
При этом (f1(ϕ) ◦ u1(ϕ))(γ) ∈ Ker f2(ϕ) и (f2(ϕ) ◦ u2(ϕ))(γ) ∈ Ker f1(ϕ), поскольку
f(x) = f1(x)f2(x) и f(ϕ) = 0̂. Следовательно,

LP = Ker f1(ϕ) + Ker f2(ϕ).

Пусть β ∈ Ker f1(ϕ) ∩ Ker f2(ϕ). Тогда f1(ϕ)(β) = f2(ϕ)(β) = θ. Так как
(f1(x), f2(x)) = e, то по утверждению 23(б) β = θ. Ввиду теоремы 13 главы 13
получаем:

LP = Ker f1(ϕ)�Ker f2(ϕ).

Дальнейшее проведение индукции предоставляется читателю. �
Некоторые из подпространств Ker fi(ϕ) в разложении (46) могут быть нулевыми.

ПРИМЕР 22. Пусть ϕ = ε. Для многочлена f(x) = x(x− e) выполнены условия теоре-
мы 42. Тогда

LP = Ker ε�Ker 0̂ = θ � LP .

Ниже (теорема 44) будет показано, что при некоторых условиях на многочлен f(x)
в разложении (46) нет нулевых слагаемых.

Укажем критерий подобия матрицы A ∈ Pn,n диагональной матрице.
Теорема 43. Матрица A ∈ Pn,n подобна диагональной матрице тогда и только
тогда, когда многочлен mA(x) раскладывается над полем P на линейные множи-
тели и не имеет кратных корней.

� Если A ≈ D = diag(r1, . . . , rn), ri ∈ P , то по следствию 3 теоремы 27 и утвер-
ждению 28 mA(x) = mD(x) = [x− r1, . . . , x− rn]. Стало быть, mA(x) раскладывается
над полем P на линейные множители и не имеет кратных корней.

Обратно, пусть mA(x) = (x − r1) . . . (x − rt), где ri ∈ P и ri �= rj при
i �= j. Рассмотрим произвольное пространство MP , для которого dimMP = n. Пусть
�α = (α1, . . . , αn) — базис этого пространства. Зададим преобразование ϕ ∈ L(MP ),
положив A�α(ϕ) = A. Тогда mϕ(x) = mA(x) по следствию 2 теоремы 27.

По теореме 42 при f(x) = mϕ(x) получаем

MP = Ker(ϕ− r̂1)� . . .�Ker(ϕ− r̂t).

Каждый ненулевой вектор подпространства Ker(ϕ− r̂i) является собственным векто-
ром преобразования ϕ, принадлежащим собственному значению ri. Поэтому базис �β
пространства MP , составленный из базисов подпространств Ker(ϕ − r̂i), i ∈ 1, t, со-
стоит из собственных векторов преобразования ϕ. По утверждению 18 A�β(ϕ) — диа-
гональная матрица. Остается заметить, что в силу утверждения 15 матрицы A�α(ϕ) и
A�β(ϕ) подобны. �
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Уточним теперь теорему 42 в случае, когда пространство LP конечномерно и
f(x) = χϕ(x).

Теорема 44. Если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, и

χϕ(x) = f1(x) · . . . · ft(x),

где t > 1, (fi(x), fj(x)) = e при i �= j и deg fi(x) > 0 при i ∈ 1, t, то пространство LP
раскладывается в прямую сумму инвариантных относительно ϕ подпространств:

LP = Ker f1(ϕ) � . . .�Ker ft(ϕ). (47)

При этом, dimKer fi(ϕ) = deg fi(x) и fi(x) = χϕi(x), где ϕi = ϕ
∣∣
Ker fi(ϕ).

� Равенство (47) получено в теореме 42 (χϕ(ϕ) = 0̂ по теореме Гамильтона–Кэли).
По условию deg fi(x) > 0. Многочлен fi(x) или неприводим, или имеет непри-

водимый унитарный делитель gi(x) (в первом случае считаем gi(x) = fi(x)). По
следствию 1 теоремы 41 gi(x) | mϕ(x). Тогда по теореме 33 существует такой вектор
αi ∈ LP , что mαi,ϕ(x) = gi(x). Отсюда следует, что αi �= θ. Кроме того, fi(ϕ)(αi) = θ,
т. е. αi ∈ Ker fi(ϕ). Этим показано, что Ker fi(ϕ) �= θ при i ∈ 1, t. Отсюда следует, что
degχϕi(x) > 0.

По теореме 36 в базисе �α пространства LP , составленном из базисов подпро-
странств Ker fi(ϕ), матрица A�α(ϕ) распавшаяся, и χϕ(x) = χϕ1(x) . . . χϕt(x). Ввиду
условия получаем равенство

χϕ(x) = χϕ1(x) . . . χϕt(x) = f1(x) . . . ft(x). (48)

Пусть ti(x) — неприводимый над полем P многочлен, делящий многочлен χϕi(x).
По следствию 1 теоремы 41 ti(x) | mϕi(x). По теореме 33 существует такой век-
тор βi ∈ Ker fi(ϕ), что mβi,ϕi(x) = ti(x). Поэтому βi �= θ. Если ti(x) � fi(x), то
(ti(x), fi(x)) = e, и по утверждению 23(б) βi = θ. Полученное противоречие показы-
вает, что ti(x) | fi(x). Поскольку (fi(x), fj(x)) = e при i �= j, то отсюда следует, что
(χϕi(x), χϕj (x)) = e при i �= j.

Таким образом, для многочленов fi(x) и χϕj (x) из равенства (48) выполнены
соотношения:

1) deg fi(x) > 0, degχϕj(x) > 0;
2) (fi(x), fj(x)) = (χϕi(x), χϕj (x)) = e при i �= j;
3) любой неприводимый делитель многочлена χϕi(x) делит fi(x), i ∈ 1, t.
В силу единственности канонического разложения многочлена χϕ(x) над полем

P отсюда следует, что χϕi(x) = fi(x), i ∈ 1, t. Из последнего равенства и равенства
dimKer fi(ϕ) = degχϕi(x) получаем, что dimKer fi(ϕ) = deg fi(x). �

Следствие. Если ϕ ∈ L(LP ) и каноническое разложение многочлена χϕ(x) над
полем P имеет вид

χϕ(x) = (x− r1)
k1 . . . (x− rt)

kt ,
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то пространство LP раскладывается в прямую сумму инвариантных относи-
тельно ϕ подпространств:

LP = Ker(ϕ− r̂1)
k1 � . . .�Ker(ϕ− r̂t)

kt , (49)

где dimKer(ϕ− r̂i)
ki = ki.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 23. Инвариантные относительно преобразования ϕ подпространства
Ker(ϕ − r̂i)

ki из разложения (49) называют корневыми подпространствами про-
странства LP .

Разложение пространства LP в прямую сумму циклических подпространств рас-
сматривается в § 3 главы 16.

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Если в теореме 44 в качестве многочленов fi(x) выбрать примарные
сомножители из канонического разложения многочлена χϕ(x) над полем P , то по-
лучим аналог теоремы о разложении конечной абелевой группы в прямую сумму
силовских подгрупп. Следующая теорема является аналогом утверждения о един-
ственности каждой такой подгруппы при фиксированном простом p.

Теорема 45. Если A ∈ Pn,n и χA(x) = f1(x)f2(x), где deg fi(x) > 0, i ∈ 1, 2, и
(f1(x), f2(x)) = e, то матрица A подобна распавшейся матрице

A′ = Diag(A1, A2),

где χAi(x) = fi(x), i ∈ 1, 2.
Если матрица A подобна также распавшейся матрице

B′ = Diag(B1, B2),

где χBi(x) = fi(x), i ∈ 1, 2, то Ai ≈ Bi.

� Пусть LP — произвольное пространство размерности n и �α = (α1, . . . , αn) —
его базис. Зададим преобразование ϕ ∈ L(LP ) условием A�α(ϕ) = A. Тогда
χϕ(x) = χA(x) = f1(x)f2(x), и по теореме 44

LP = Ker f1(ϕ)�Ker f2(ϕ),

где для преобразований ϕi = ϕ
∣∣
Ker fi(ϕ) верны равенства χϕi(x) = fi(x) и

dimKer fi(ϕ) = deg fi(x). Пусть deg f1(x) = k, (β1, . . . , βk) — базис подпростран-
ства Ker f1(ϕ) и (βk+1, . . . , βn) — базис подпространства Ker f2(ϕ). Тогда
�β = (β1, . . . , βk, βk+1, . . . , βn) — базис пространства LP , и по теореме 36

A ≈ A′ = Diag(A(β1,...,βk)(ϕ1), A(βk+1,...,βn)(ϕ2)) = Diag(A1, A2).

Поскольку χAi(x) = χϕi(x) = fi(x), то A′ — искомая матрица.
Пусть A ≈ B′ = Diag(B1, B2), где χBi(x) = fi(x), i ∈ 1, 2. По утверждению 17

существует такой базис �γ = (γ1, . . . , γn) пространства LP , что B′ = A�γ(ϕ). Покажем,
что γ1, . . . , γk — базис подпространства Ker f1(ϕ).
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Действительно, так как B1 ∈ Pk,k и f1(B1) = Ok×k, то из равенств

A�γ(f1(ϕ)) = f1(A�γ(ϕ)) = f1(B
′) = Diag(f1(B1), f1(B2)) = Diag(Ok×k, f1(B2))

следует, что преобразование f1(ϕ) аннулирует векторы γ1, . . . , γk, т. е. эти векто-
ры принадлежат подпространству Ker f1(ϕ). Поскольку система векторов γ1, . . . , γk
линейно независима и dimKer f1(ϕ) = k, то γ1, . . . , γk — базис подпространства
Ker f1(ϕ).

Но, в таком случае, из равенств

A�α(ϕ) = Diag(A1, A2), A�γ(ϕ) = Diag(B1, B2)

следует, что A1 и B1 — матрицы одного линейного преобразования ϕ1 пространства
Ker f1(ϕ) в разных его базисах α1, . . . , αk и γ1, . . . , γk. Поэтому A1 ≈ B1 ввиду
утверждения 15.

Аналогично показывается, что A2 ≈ B2. �

Следствие. Если A ∈ Pn,n и каноническое разложение характеристического мно-
гочлена χA(x) над полем P имеет вид

χA(x) = g1(x)
k1 · . . . · gt(x)kt ,

то матрица A подобна матрице

A′ = Diag(A1, . . . , At)

такой, что
χAi(x) = gi(x)

ki , i ∈ 1, t. (50)

Условием (50) матрица A′ определена однозначно с точностью до подобия клеток.

Возможность дальнейшего упрощения матрицы линейного преобразования осно-
вана на более глубокой теории, которая будет изложена в следующей главе.

ЗАДАЧИ

1. Докажите, что все линейные преобразования пространства LP являются ска-
лярными тогда и только тогда, когда dimLP � 1.

2. Укажите какой-либо базис пространства L(LP )P , если dimLP = n.

3. Покажите, что если dimLP = n и ϕ ∈ L(LP ), то при справедливости равенства
dimLP = dimϕ(LP )+dimKerϕ не всегда имеет место равенство LP = ϕ(LP )�Kerϕ.

4. Пусть A, B ∈ Pn,n и B = C−1AC. Покажите, что множество всех таких матриц
X ∈ Pn,n, для которых X−1AX = B, есть

{KC : K ∈ P ∗
n,n, K

−1AK = A}.
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5. Покажите, что если dimLP = n, то матрицы преобразования ϕ ∈ L(LP ) в
любых базисах равны тогда и только тогда, когда ϕ — скалярное преобразование.

6. Сколько существует обратимых линейных преобразований пространства LP ,
если dimLP = n и |P | = q?

7. Покажите, что все ненулевые векторы пространства LP являются собственными
векторами преобразования ϕ ∈ L(LP ) тогда и только тогда, когда ϕ — скалярное
преобразование.

8. Пусть dimLC = n. Покажите, что для любого преобразования ϕ ∈ L(LC)
существует собственный вектор.

9. Покажите, что если dimLR = 2k+ 1, то для любого преобразования ϕ ∈ L(LR)
существует собственный вектор, а если dimLR = 2k, то существует преобразование
ψ ∈ L(LR), не имеющее собственных векторов.

10. Покажите, что если dimLQ = n > 1, то существует преобразование ϕ ∈ L(LQ),
не имеющее собственных векторов.

11. Покажите, что если dimLP = n > 1 и |P | = q, то существует преобразование
ϕ ∈ L(LP ), не имеющее собственных векторов.

12. Покажите, что если ϕ ∈ L(LP ), где dimLP = n, и характеристический мно-
гочлен χϕ(x) раскладывается над полем P на линейные множители, то в любом
ненулевом инвариантном относительно ϕ подпространстве есть собственный вектор
преобразования ϕ.

13. Покажите, что матрицы A, A′ ∈ Pn,n подобны, где

A =

(
Bk×k Ck×(n−k)
O(n−k)×k D(n−k)×(n−k)

)
, A′ =

(
D(n−k)×(n−k) O(n−k)×k
Ck×(n−k) Bk×k

)
.

14. Покажите, что матрица A подобна диагональной матрице над соответствую-
щим полем, если

а) A ∈ Rn,n, A2 = En×n;
б) A ∈ Cn,n, At = En×n, t ∈ N;
в) A ∈ Pn,n, A2 = A.

15. Приведите пример матриц A,B ∈ Pn,n таких, что χA(x) = χB(x) и
mA(x) = mB(x), но матрицы не подобны.

16. Пусть ϕ ∈ L(LP ), dimLP = n, r ∈ P и χϕ(x) = (x − r)kg(x), где
(g(x), x − r) = e. Докажите, что если α1, . . . , αs — линейно независимая система
собственных векторов преобразования ϕ, принадлежащих собственному значению r,
то s � k. (Указание: дополните систему α1, . . . , αs до базиса �α = (α1, . . . , αn) про-
странства LP , выпишите матрицу A�α(ϕ) и вычислите χA�α(ϕ)(x) = χϕ(x).)



Глава 16

ПОДОБИЕ МАТРИЦ
НАД ПОЛЕМ

В предыдущей главе, рассматривая матрицы одного и того же линейного преобра-
зования конечномерного векторного пространства в разных базисах, мы обнаружили,
что они подобны. Наоборот, две подобные матрицы над полем можно считать матри-
цами одного и того же линейного преобразования некоторого пространства, заданны-
ми в разных его базисах.

В этой главе будет дан критерий подобия матриц над полем, не связанный с соот-
ветствующими им преобразованиями, и указан алгоритм решения вопроса о подобии
матриц A, B ∈ Pn,n и отыскания решений уравнения B = X−1AX в случае, если
матрицы A и B подобны.

Был также поставлен вопрос о том, какая из матриц, подобных данной матрице,
имеет наиболее простой вид. В частности, были рассмотрены вопросы о подобии
матрицы из Pn,n диагональной, полураспавшейся или распавшейся матрице. Здесь
будут введены нормальные и жордановы матрицы и показано, что всякая матрица из
Pn,n подобна матрице, имеющей нормальную форму, а матрица, характеристический
многочлен которой раскладывается над полем P на линейные множители, подобна
матрице, имеющей жорданову форму.

§ 1. КРИТЕРИЙ ПОДОБИЯ МАТРИЦ НАД ПОЛЕМ

Для решения вопроса о подобии матриц A, B ∈ Pn,n над полем P нам придется
рассмотреть кольцо полиномиальных матриц P [x]n,n. Так как P [x] — коммутативное
кольцо с единицей, то к матрицам из P [x]n,n применимы результаты § 5 главы 6
об элементарных преобразованиях матриц. Если не оговорено противное, то через E
будем обозначать матрицу En×n ∈ Pn,n.

В лемме 25 главы 15 было показано, что существует изоморфизм колец
τ : P [x]n,n → Pn,n[x]. Фраза «разделим матрицу C(x) ∈ P [x]n,n как многочлен с остат-
ком слева на унитарный многочлен Ex − D, D ∈ Pn,n», будет означать следующее.
Разделим многочлен C(x) = τ(C(x)) с остатком на многочлен τ(Ex −D) = Ex−D :

C(x) = (Ex−D)F (x) +Q(x)

и, воспользовавшись обратным изоморфизмом τ−1, получим равенство

C(x) = (Ex−D)F (x) +Q(x), (1)
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где F (x) = τ−1(F (x)), Q(x) = τ−1(Q(x)). Равенство (1) и есть результат деле-
ния C(x) с остатком слева на Ex − D. Аналогично под «степенью многочлена
C(x) ∈ P [x]n,n» понимаем степень многочлена C(x) = τ(C(x)).

Ввиду замечания 3 главы 9 будем считать, что P ⊂ P [x] и потому Pn,n ⊂ P [x]n,n.

Теорема 1. Матрицы A, B ∈ Pn,n подобны над полем P тогда и только тогда,
когда в кольце P [x]n,n эквивалентны их характеристические матрицы.

� Если T−1AT = B для некоторой матрицы T ∈ P ∗
n,n, то в кольце P [x]n,n спра-

ведливы равенства

T−1(Ex−A)T = T−1xT − T−1AT = T−1Tx−B = Ex−B.

Так как T, T−1 ∈ P ∗
n,n, то по следствию 3 теоремы 4 главы 7 получаем, что

Ex−B ∼ Ex−A.
Обратно, пусть Ex − B ∼ Ex − A. По утверждению 13 главы 6 при некоторых

матрицах L(x), R(x) ∈ P [x]∗n,n выполнено равенство
L(x)(Ex −A)R(x) = Ex−B,

которое перепишем в виде

L(x)(Ex−A) = (Ex−B)R(x)−1. (2)

Разделим матрицы L(x) и R(x)−1 как многочлены с остатком на унитарные много-
члены Ex−B и Ex−A соответственно слева и справа:

L(x) = (Ex−B)U(x) + L(x), (3)

R(x)−1 = V (x)(Ex −A) +R(x). (4)

Поскольку deg(Ex − B) = deg(Ex − A) = 1, то degL(x), degR(x) < 1 и L(x) = L,
R(x) = R — матрицы над полем P .

Подставив правые части равенств (3) и (4) в равенство (2), получим равенство

(Ex−B)U(x)(Ex −A) + L(Ex−A) = (Ex−B)V (x)(Ex −A) + (Ex−B)R,

которое после очевидных преобразований запишем в виде

(Ex−B)(U(x) − V (x))(Ex −A) = (Ex−B)R − L(Ex−A). (5)

Если U(x) − V (x) �= On×n, то в силу унитарности многочленов Ex − B и Ex − A
многочлен из левой части равенства (5) имеет степень не ниже второй, а многочлен
из правой части — степень не выше первой, что невозможно. Значит, верно равенство
U(x)− V (x) = On×n, и получаем

L(Ex−A) = (Ex −B)R. (6)

Тогда по определению равенства многочленов:

L = R, LA = BR. (7)

Остается доказать, что R ∈ P ∗
n,n, поскольку тогда из (7) следует, что B = RAR−1,

т. е. B ≈ A.
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Разделим с остатком матрицу R(x) как многочлен на Ex−B справа:

R(x) =W (x)(Ex −B) + S, S ∈ Pn,n. (8)

Перемножая левые и правые части равенств (4) и (8), приходим к равенствам

E = R(x)R(x)−1 = R(x)V (x)(Ex −A) +R(x)R =

= R(x)V (x)(Ex −A) +W (x)(Ex −B)R+ SR.

Отсюда и из (6) получаем

E = [R(x)V (x) +W (x)L ](Ex− A) + SR.

В правой части последнего равенства должен быть многочлен нулевой степени. Ввиду
унитарности многочлена Ex−A:

R(x)V (x) +W (x)L = On×n, E = SR и S = R
−1
. �

Доказательство теоремы 1 дает способ отыскания одного решения уравнения
X−1AX = B, если существует и известна матрица R(x). Действительно, в этом слу-
чае решением будет, например, матрица S, являющаяся остатком от деления матрицы
R(x) как многочлена справа на Ex − B (формула (8)). При этом деление с остатком
производить не нужно, так как по теореме Безу для R(x) = Rmx

m + . . .+ R1x+R0,
где Ri ∈ Pn,n, i ∈ 0,m, получаем

S = R(B) = RmB
m + . . .+R1B +R0. (9)

Задача отыскания матрицы S сводится, таким образом, к следующему: выяснить,
эквивалентны ли матрицы Ex − A и Ex −B и, если да, указать последовательность
элементарных преобразований, переводящих одну в другую. Решение последней за-
дачи для произвольных матриц из P [x]m,n рассматривается в следующем параграфе.

Далее для краткости через O будем иногда обозначать матрицу подходящего раз-
мера с нулевыми элементами.

Следствие. Матрицы

A =

(
Bk×k O
O C(n−k)×(n−k)

)
и A′ =

(
C(n−k)×(n−k) O

O Bk×k

)
,

принадлежащие кольцу Pn,n, подобны над полем P .

� Ясно, что матрицы A и A′ эквивалентны. Тогда эквивалентны матрицы

A(x) =

(
xEk×k −B O

O xE(n−k)×(n−k) − C

)
,

A′(x) =

(
xE(n−k)×(n−k) − C O

O xEk×k −B

)
.
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Поскольку A(x) = xEn×n − A и A′(x) = xEn×n − A′, то по теореме матрицы A и A′

подобны. �
Другое доказательство следствия может быть проведено с использованием резуль-

татов главы 15 (см. задачу 13 главы 15).
Заметим, что условие подобия двух матриц над полем является более сильным,

чем условие их эквивалентности. Подобные матрицы эквивалентны, так как обрати-
мая матрица над полем является произведением элементарных матриц (следствие 3
теоремы 4 главы 7). В то же время любая невырожденная матрица эквивалентна
единичной матрице, а единичная матрица подобна только самой себе.

§ 2. КАНОНИЧЕСКАЯ ФОРМА ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ
МАТРИЦЫ

Задача об эквивалентности матриц из множества P [x]m,n решается путем выде-
ления в каждом классе эквивалентных матриц некоторой однозначно определенной
(канонической) матрицы подобно тому, как это сделано в § 6 главы 6 для матриц над
кольцом Z и в § 2 главы 7 для матриц над полем.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Матрицу K(x) ∈ P [x]m,n называют канонической, если
1) K(x) = diag(f1(x), . . . , ft(x))m×n, где t=min{m,n} и fi−1(x) | fi(x) при i ∈ 2, t;
2) каждый ненулевой из многочленов fi(x) — унитарный.

Из определения 1 следует, что если fi(x) = 0 при некотором i ∈ 1, t, то fj(x) = 0
при j ∈ i, t.

ПРИМЕР 1. Нулевая матрица и всякая матрица вида(
Ek×k O
O O

)
m×n

являются каноническими, что согласуется с определением канонической матрицы над
полем.

Покажем, что всякая матрица из P [x]m,n эквивалентна некоторой канонической
матрице (сравните с теоремой 17 главы 6).

Лемма 2. Если A(x) = (aij(x)) ∈ P [x]m,n, a11(x) �= 0 и существует элемент aks(x),
не делящийся на a11(x), то матрица A(x) эквивалентна матрице B(x), у которой
b11(x) �= 0 и deg b11(x) < deg a11(x).

� Пусть k = 1, и при делении с остатком получаем

a1s(x) = a11(x)q(x) + r(x), 0 � deg r(x) < deg a11(x).

Прибавляя к s-му столбцу матрицы A(x) 1-й столбец, умноженный на −q(x), полу-
чим матрицу A′(x), у которой a′1s(x) = r(x). Для получения нужной матрицы B(x)
достаточно переставить 1-й и s-й столбцы матрицы A′(x).
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Если k �= 1, но s = 1, то проделаем аналогичные элементарные преобразования со
строками матрицы A(x).

Пусть теперь все элементы первой строки и первого столбца матрицы A(x) де-
лятся на a11(x). Тогда ak1(x) = a11(x)qk1(x), k ∈ 2,m. Прибавим к k-й строке мат-
рицы A(x) 1-ю строку, умноженную на −qk1(x), а затем k-ю строку полученной
матрицы прибавим к ее 1-й строке. Получим матрицу A′(x) = (a′ij(x)), у которой
a′11(x) = a11(x) и элемент a′1s(x) = aks(x) + (e − qk1(x))a1s(x) не делится на a′11(x),
e — единица поля P . Следовательно, рассматриваемый случай сведен к случаю, когда
k = 1. �

Теорема 3. Любая матрица A(x) ∈ P [x]m,n эквивалентна некоторой канониче-
ской матрице.

� Если A(x) = Om×n, то A(x) — каноническая матрица. Для матрицы
A(x) �= Om×n доказательство проведем индукцией по числу m+ n.

Если m + n = 2, то A(x) = a11(x) и A(x) ∼ B(x) = a∗11(x), где a∗11(x) — ассо-
циированный с a11(x) унитарный многочлен. Значит, B(x) — нужная каноническая
матрица.

Пусть f ∈ N и утверждение теоремы верно для любой матрицы с условием
m+n < f . Покажем, что тогда оно верно и для любой матрицы с условием m+n = f .

Итак, пусть A(x) ∈ P [x]m,n, m + n = f , A(x) �= Om×n. Ясно, что мат-
рица A(x) эквивалентна матрице B(x) = (bij(x)), у которой b11(x) �= 0. Если
b11(x) � bks(x) для некоторых k и s, то по лемме 2 матрица B(x) эквивалентна матрице
C(1)(x) = (c

(1)
ij (x)), у которой c(1)11 (x) �= 0 и deg c

(1)
11 (x) < deg b11(x).

Если c
(1)
11 (x) � c

(1)
ks (x) для некоторых k и s, то аналогично получаем матрицу

C(2)(x) = (c
(2)
ij (x)), у которой c(2)11 (x) �= 0 и deg c

(2)
11 (x) < deg c

(1)
11 (x), и т. д. Получаем

последовательность эквивалентных матриц A(x) ∼ B(x) ∼ C(1)(x) ∼ . . . ∼ C(u)(x)
таких, что

deg b11(x) > deg c
(1)
11 (x) > . . . > deg c

(u)
11 (x) � 0. (10)

Эта последовательность матриц не может быть бесконечной ввиду неравенств (10),
так как убывающая последовательность целых чисел, ограниченная снизу, является
конечной.

Стало быть, существует такая матрица C(l)(x) = (c
(l)
ij (x)), эквивалентная матрице

A(x), у которой c(l)11 (x) �= 0 и c(l)11 (x) | c(l)ij (x) при всех i и j. Тогда очевидно, что

C(l)(x) ∼

⎛
⎜⎜⎜⎝

c
(l)∗
11 (x) 0 . . . 0

0
... D(x)(m−1)×(n−1)

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ = C(x). (11)

При этом по теореме 14 главы 6 все элементы dij(x) матрицы D(x) делятся на

c
(l)∗
11 (x) — ассоциированный с c(l)11 (x) унитарный многочлен.
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По предположению индукции матрица D(x) эквивалентна некоторой канонической
матрице (m− 1 + n− 1 < f):

F (x) = diag(f2(x), . . . , ft(x))(m−1)×(n−1), t = min{m,n}.

При этом вновь по теореме 14 главы 6 c(l)
∗

11 (x) | fi(x), i ∈ 2, t.
Произведя со строками и столбцами матрицы C(x) те элементарные преобразова-

ния, которые приводят матрицу D(x) к виду F (x), получим каноническую матрицу:

K(x) = diag(c
(l)∗
11 (x), f2(x), . . . , ft(x))m×n,

эквивалентную матрице A(x). �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Доказательства леммы 2 и теоремы 3 позволяют указать последова-
тельность тех элементарных преобразований, посредством которых матрица K(x) по-
лучается из матрицы A(x). Действительно, ввиду доказательства леммы 2 известна
последовательность элементарных преобразований, переводящих матрицу A(x) в мат-
рицу C(x) из соотношения (11).

Если D(x) = O(m−1)×(n−1), то K(x) = diag(c
(l)∗

11 (x), 0, . . . , 0). Если же
D(x) �= O(m−1)×(n−1), то к ней применяем такой же процесс, который применял-
ся к матрице A(x). Последовательностью элементарных преобразований приведем
матрицу A(x) к виду

C1(x) = Diag(c
(l)∗
11 (x), d

(l1)
∗

11 (x), G(x)),

где c(l)
∗

11 (x) | d(l1)∗11 (x). Если G(x) �= O(m−2)×(n−2), то продолжаем дальше аналогично.
Ясно, что для более быстрого получения матрицы K(x) на самом первом шаге следует
выбирать матрицу B(x) так, чтобы степень многочлена b11(x) была наименьшей среди
степеней всех ненулевых многочленов aij(x).

Основываясь на этих рассуждениях, можно получить алгоритм приведения мат-
рицы из P [x]n,n к каноническому виду.

ПРИМЕР 2. Приведем к каноническому виду следующую матрицу:

A(x) =

⎛
⎝ x− 2 −1 0

0 x− 2 −1
0 0 x− 2

⎞
⎠ ∼

⎛
⎝ 1 x− 2 0

2− x 0 −1
0 0 x− 2

⎞
⎠ ∼

⎛
⎝ 1 x− 2 0

0 (x− 2)2 −1
0 0 x− 2

⎞
⎠ ∼

∼
⎛
⎝ 1 0 0

0 (x− 2)2 −1
0 0 x− 2

⎞
⎠ ∼

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 (x− 2)2

0 2− x 0

⎞
⎠ ∼

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 (x− 2)2

0 0 (x− 2)3

⎞
⎠ ∼

∼
⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 (x− 2)3

⎞
⎠ = K(x).
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Теперь покажем, что каждая матрица A(x) ∈ P [x]m,n эквивалентна единственной
канонической матрице (сравните с теоремами 20 главы 6 и 4 главы 7).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть A(x) ∈ P [x]m,n, t = min{m,n} и k ∈ 1, t. Инвариантным
делителем k-го порядка матрицы A(x) называют унитарный наибольший общий де-
литель всех ее ненулевых миноров k-го порядка, если такие существуют, и нуль, если
все миноры k-го порядка матрицы A(x) равны нулю (обозначение: d(k)

A(x)(x)).

По следствию 1 теоремы Лапласа (§ 3 главы 6) каждый минор k-го порядка
матрицы A(x) есть линейная комбинация ее миноров (k − 1)-го порядка. Поэтому
справедливо соотношение:

d
(k−1)
A(x) (x) | d(k)A(x)(x).

Утверждение 4. Если A(x), B(x) ∈ P [x]m,n, A(x) ∼ B(x) и t = min{m,n}, то при
k ∈ 1, t справедливо равенство d(k)A(x)(x) = d

(k)
B(x)(x).

� В силу теоремы 14 главы 6 всякий общий делитель миноров k-го порядка
матрицы A(x) является общим делителем миноров k-го порядка матрицы B(x) и
наоборот. Отсюда следует доказываемое утверждение. �

Теорема 5. Для любой матрицы A(x) ∈ P [x]m,n существует единственная экви-
валентная ей каноническая матрица.

� Пусть матрица A(x) эквивалентна канонической матрице

K(x) = diag(δ1(x), . . . , δt(x)), t = min{m,n}.

Ввиду определения 1 и утверждения 4 при l ∈ 1, t справедливы равенства

d
(l)
A(x)(x) = d

(l)
K(x)(x) = δ1(x) · . . . · δl(x).

Следовательно,

δ1(x) = d
(1)
A(x)(x), δl(x) · d(l−1)

A(x) (x) = d
(l)
A(x)(x), l ∈ 2, t. (12)

Таким образом, диагональные элементы канонической матрицы, эквивалентной мат-
рице A(x), определены однозначно через инвариантные делители матрицы A(x). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Каноническую матрицу

K(x) = diag(δ1(x), . . . , δt(x))m×n, t = min{m,n},

эквивалентную матрице A(x) ∈ P [x]m,n, называют канонической формой матрицы
A(x) и обозначают K(A(x)). При этом многочлен δi(x) называют i-м инвариантным
множителем матрицы A(x) и обозначают δi(x) = δ

(i)
A(x)(x).
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Теперь мы можем получить критерий эквивалентности полиномиальных матриц
(сравните со следствием 3 теоремы 20 главы 6 и теоремой 5 главы 7).

Теорема 6. Если A(x), B(x) ∈ P [x]m,n, то равносильны утверждения:
(а) A(x) ∼ B(x);
(б) K(A(x)) = K(B(x));

(в) δ(l)A(x) = δ
(l)
B(x)(x), l ∈ 1, t, t = min{m,n};

(г) d(l)A(x)(x) = d
(l)
B(x)(x), l ∈ 1, t, t = min{m,n}.

� Импликации (а)⇒(г)⇒(в)⇒(б)⇒(а) последовательно доказываются применени-
ем утверждения 4, формул (12), определения 3, теоремы 3 и свойства транзитивности
отношения эквивалентности. �

Ввиду теорем 1 и 6 получаем критерии подобия матриц над полем.

Следствие. Матрицы A,B ∈ Pn,n подобны над полем P тогда и только тогда,
когда для матриц A(x) = Ex − A и B(x) = Ex − B выполнено любое из условий
(а)–(г) теоремы 6.

Пользуясь замечанием 1 и следствием теоремы 6, опишем алгоритм решения
задачи о подобии матриц A, B ∈ Pn,n и нахождения решения уравнения подобия
X−1AX = B.

1. Каждую из характеристических матриц Ex−A и Ex−B приводим элементар-
ными преобразованиями к каноническому виду:

L1(x)(Ex −A)R1(x) = K1(x), L2(x)(Ex − B)R2(x) = K2(x). (13)

2. Если канонические матрицы K1(x) и K2(x) не равны, то матрицы A и B не
подобны над полем P .

3. Если K1(x) = K2(x), то A ≈ B. Из равенств (13) получаем

L2(x)
−1L1(x)(Ex −A)R1(x)R2(x)

−1 = Ex−B.

Решение уравнения подобия ищем по формуле (9), где

R(x) = R1(x)R2(x)
−1.

В качестве важных примеров вычислим канонические формы для некоторых
матриц.

Утверждение 7. Если

A(x) = diag(f1(x), . . . , ft(x))m×n,

где t = min{m,n} и fi(x), i ∈ 1, t, — унитарные попарно взаимно простые много-
члены, то

K(A(x)) = diag(e, . . . , e, f1(x) . . . ft(x)).
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� Ясно, что d(t)A(x)(x) = f1(x) . . . ft(x). Так как многочлены fi(x) попарно взаимно
простые, то по утверждению 19 главы 9 многочлены gi(x) =

∏
j �=i fj(x) взаимно

просты в совокупности. Поэтому

d
(t−1)
A(x) (x) = (g1(x), . . . , gt(x)) = e.

Тогда d(t−2)
A(x) (x) = . . . = d

(1)
A(x)(x) = e, и по формулам (12)

δ
(1)
A(x)(x) = . . . = δ

(t−1)
A(x) (x) = e, δ

(t)
A(x)(x) = f1(x) . . . ft(x). �

Утверждение 8. Если f(x) ∈ P [x] — унитарный многочлен над полем P и
deg f(x) = k, то

K(Ex− S(f(x))) = diag(e, . . . , e, f(x))k×k.

� Пусть f(x) = xk − ck−1x
k−1 − . . .− c1x− c0. Тогда

A(x) = Ex− S(f(x)) =

⎛
⎜⎜⎝

x 0 . . . 0 − c0
−e x . . . 0 − c1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −e x− ck−1

⎞
⎟⎟⎠ .

Так как MA(x)

( 2 . . . k
1 . . . k−1

)
= (−1)k−1e, то d(k−1)

A(x) (x) = e. Поэтому

d
(k−2)
A(x) (x) = . . . = d

(1)
A(x)(x) = e.

По следствию утверждения 39 гл. 15

d
(k)
A(x)(x)= |Ex − S(f(x))| = χS(f(x))(x) = f(x).

По формулам (12)
K(A(x)) = diag(e, . . . , e, f(x))k×k. �

§ 3. НОРМАЛЬНЫЕ ФОРМЫ МАТРИЦ НАД ПОЛЕМ

Теперь укажем некоторые матрицы, которым подобна всякая матрица из Pn,n.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Матрицу над полем P вида

N = Diag(S(f1(x)), . . . , S(ft(x)))n×n, (14)

где fi(x) — унитарный многочлен и deg fi(x) > 0, i ∈ 1, t, называют матрицей в
нормальной форме.
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Утверждение 9. Матрица A ∈ Pn,n подобна матрице N вида (14) тогда и только
тогда, когда в кольце P [x]n,n

Ex−A ∼ diag(e, . . . , e, f1(x), . . . , ft(x))n×n.

� По теореме 1 A ≈ N тогда и только тогда, когда Ex − A ∼ Ex − N . По
утверждению 8 при ki = deg fi(x) имеем

Ex−N = Diag(Ek1×k1x− S(f1(x)), . . . , Ekt×ktx− S(ft(x)))n×n ∼
∼ Diag(diag(e, . . . , e, f1(x)), . . . , diag(e, . . . , e, ft(x)))n×n = D(x).

Переставив строки и столбцы в матрице D(x), получим:

D(x) ∼ diag(e, . . . , e, f1(x), . . . , ft(x)).

Теперь утверждение следует из транзитивности отношения эквивалентности мат-
риц. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Матрицу N вида (14) называют матрицей в 1-й нормальной форме,
если fi(x) | fi+1(x) для i ∈ 1, t− 1.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Из доказательства утверждения 9 следует, что если в (14) матрица N
является матрицей в 1-й нормальной форме, то K(Ex − N) = diag(e, . . . , e, f1(x), . . .
. . . , ft(x)).

Теорема 10. Каждая матрица A ∈ Pn,n подобна единственной матрице N в 1-й
нормальной форме.

� Пусть

Ex−A ∼ K(Ex−A) = diag(e, . . . , e, f1(x), . . . , ft(t)),

где fi(x) — унитарный многочлен, deg fi(x) > 0, i ∈ 1, t и fi(x) | fi+1(x), i ∈ 1, t− 1.
По утверждению 9 матрица A подобна матрице (14) в 1-й нормальной форме.

Пусть N , N ′ — матрицы в 1-й нормальной форме, A ≈ N и A ≈ N ′, где матрица
N имеет вид (14), а

N ′ = Diag(S(g1(x)), . . . , S(gl(x))).

Тогда по утверждению 9

Ex−A ∼ diag(e, . . . , e, g1(x), . . . , gl(x)) = F (x).

Поскольку матрица F (x) каноническая, то по теореме 5 получаем, что она равна
F (x) = K(Ex−A), l = t и gi(x) = fi(x) при i ∈ 1, t. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Матрицу N1 в 1-й нормальной форме, подобную матрице A, назы-
вают первой нормальной формой матрицы A и обозначают через N1(A).
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Теперь мы можем показать, что если LP — конечномерное пространство и
ϕ ∈ L(LP ), то пространство LP либо является циклическим относительно преоб-
разования ϕ, либо раскладывается в прямую сумму циклических относительно ϕ
подпространств.

Теорема 11. Если dimLP = n и ϕ ∈ L(LP ), то существуют такие векторы
β1, . . . , βt ∈ LP , t � 1, что

LP = Lϕ(β1)� . . .� Lϕ(βt).

� Пусть �α — базис пространства LP и A = A�α(ϕ). По теореме 10 A ≈ N1(A) =
= T−1AT , где T ∈ P ∗

n,n. Тогда �γ = �αT — также базис пространства LP и

A�γ(ϕ) = N1(A) = Diag(S(f1(x)), . . . , S(ft(x)))n×n, (15)

где deg fi(x) = ki > 0, i ∈ 1, t.
Из равенства (15) по теореме 36 главы 15 следует, что пространство LP раскла-

дывается в прямую сумму подпространств

LP = L1P � . . .� LtP ,

инвариантных относительно ϕ, где dimLiP = deg fi(x) = ki, i ∈ 1, t. Поэтому базис �γ
можно записать в виде

�γ = (γ
(1)
1 , . . . , γ

(1)
k1
, γ

(2)
1 , . . . , γ

(2)
k2
, . . . , γ

(t)
1 , . . . , γ

(t)
kt

),

где LiP = (γ
(i)
1 , . . . , γ

(i)
ki

)P . По той же теореме 36 главы 15

A
(γ

(i)
1 ,...,γ

(i)
ki

)
(ϕi) = S(fi(x)),

где ϕi = ϕ
∣∣LiP

. Тогда по утверждению 39 главы 15 LiP = Lϕ(γ
(i)
1 ). Остается поло-

жить βi = γ
(i)
1 , i ∈ 1, t. �

В § 5 главы 15 был указан способ вычисления минимального многочлена линейно-
го преобразования через минимальные многочлены базисных векторов пространства
относительно этого преобразования. Другой способ дает

Теорема 12 (Фробениус).20 Если A ∈ Pn,n, то

mA(x) = δ
(n)
Ex−A(x).

� По теореме 10 A ≈ N1(A), где матрица N1(A) имеет вид (14) и fi(x) | fi+1(x)
при i ∈ 1, t− 1. Так как минимальные многочлены подобных матриц равны, то
mA(x) = mN1(A)(x). По утверждению 28 главы 15

mN1(A)(x) = [mS(f1(x))(x), . . . ,mS(ft(x))(x)].

20 Ф. Г. Фробениус (1848–1917) — немецкий математик.
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Отсюда в силу равенств χS(fi(x))(x) = fi(x) и утверждения 39 главы 15 получаем

mN1(A)(x) = [f1(x), . . . , ft(x)].

Поскольку fi(x) | fi+1(x), i ∈ 1, t− 1, то

mA(x) = mN1(A)(x) = ft(x). (16)

С другой стороны, ввиду замечания 2,

K(Ex−N1(A)) = diag(e, . . . , e, f1(x), . . . , ft(x)).

По определению 3
δ
(n)
Ex−N1(A)(x) = ft(x).

По следствию теоремы 6 K(Ex−N1(A)) = K(Ex−A). Значит,

δ
(n)
Ex−A(x) = ft(x). (17)

Из равенств (16) и (17) получаем требуемое равенство

mA(x) = δ
(n)
Ex−A(x). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Матрицу над полем P вида

N2 = Diag(S(g1(x)
k1 ), . . . , S(gr(x)

kr ))n×n, (18)

где gi(x) — унитарный неприводимый над полем P многочлен, i ∈ 1, r, называют
матрицей во 2-й нормальной форме.

Теорема 13. Каждая матрица A ∈ Pn,n подобна некоторой матрице N2 во 2-й
нормальной форме.

� Пусть каноническое разложение многочлена χA(x) над полем P имеет вид

χA(x) = f1(x)
k1 . . . ft(x)

kt .

По следствию теоремы 45 главы 15 матрица A подобна матрице

A′ = Diag(A1, . . . , At),

где χAi(x) = fi(x)
ki , i ∈ 1, t. По теореме 10 Ai ≈ N1(Ai) и, стало быть,

A′ ≈ Diag(N1(A1), . . . , N1(At)).

Поскольку характеристические многочлены подобных матриц равны, то

χN1(Ai)(x) = χAi(x) = fi(x)
ki , i ∈ 1, t.

Матрица N1(Ai) имеет вид

N1(Ai) = Diag(S(g
(i)
1 (x)), . . . , S(g(i)ri (x))),

где deg g
(i)
j (x) > 0 и g(i)j (x) — унитарный многочлен, j ∈ 1, ri. Так как

χ
S(g

(i)
j (x))

(x) = g
(i)
j (x), χN1(Ai)(x) =

ri∏
i=1

χ
S(g

(i)
j (x))

(x) = fi(x)
ki
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и fi(x) — неприводимый над полем P многочлен, то

N1(Ai) = Diag(S(fi(x)
ki1 ), . . . , S(fi(x)

kiri )),

где ki1 + . . .+ kiri = ki.
Таким образом, N1(Ai) — матрица во 2-й нормальной форме при i ∈ 1, t, и, сле-

довательно, Diag(N1(A1), . . . , N1(At)) — матрица во 2-й нормальной форме, подобная
матрице A. �

Теорема 13 позволяет уточнить теорему 11.

Теорема 14. Если dim LP = n и ϕ ∈ L(LP ), то существуют такие векторы
β1, . . . , βt ∈ LP , t � 1, что

LP = Lϕ(β1)� . . .� Lϕ(βt)

и χϕi(x) = gi(x)
ki , где ϕi = ϕ

∣∣
Lϕ(βi) и gi(x) — неприводимый над полем P много-

член, i ∈ 1, t.

� Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 11. Нужно
только вместо матрицы N1(A) взять любую матрицу во 2-й нормальной форме, по-
добную матрице A. �

В § 6 главы 15 было показано, что матрица A ∈ Pn,n неприводима над полем P ,
т. е. не подобна над P никакой полураспавшейся матрице, тогда и только тогда, когда
χA(x) — неприводимый над полем P многочлен. Ясно, что при этом χA(x) = mA(x).
Рассмотрим вопрос о подобии матрицы A распавшейся матрице.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Матрицу A ∈ Pn,n называют неразложимой над полем P , если она
не подобна над P никакой распавшейся матрице.

Теорема 15. Матрица A ∈ Pn,n неразложима над полем P тогда и только тогда,
когда

χA(x) = mA(x) = g(x)k, (19)

где g(x) — неприводимый над полем P многочлен.

� Пусть матрица A неразложима. По теореме 13 A ≈ N2, где N2 — матрица во
2-й нормальной форме. Ввиду неразложимости матрицы A получаем N2 = S(g(x)k),
где g(x) — неприводимый над полем P многочлен. По следствию утверждения 39 гла-
вы 15 χN2(x) = mN2(x) = g(x)k. Так как у подобных матриц совпадают соответствен-
но характеристические и минимальные многочлены, то справедливо равенство (19).

Обратно, пусть выполнено равенство (19). Предположим, что матрица A разложи-
ма:

A ≈ Diag(A1, A2) = A′,

где A1 ∈ Pk×k, 1 � k < n. Тогда по утверждению 28 главы 15

mA(x) = mA′(x) = [mA1(x), mA2(x)], (20)
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и по утверждению 19 главы 15

χA(x) = χA1(x)χA2 (x), (21)

где degχAi(x) � 1. Отсюда и из (19) следует, что g(x) | χAi(x), i ∈ 1, 2. По теореме 41
главы 15 каждый неприводимый делитель многочлена χAi(x) делит mAi(x) и, значит,
g(x) | mAi(x). Поэтому из равенства

[mA1(x), mA2(x)] =
mA1(x)mA2(x)

(mA1(x),mA2(x))

и равенств (20) и (21) получаем

degmA(x) < deg(mA1(x)mA2 (x)) = degmA1(x) + degmA2(x) �
� degχA1(x) + degχA2(x) = degχA(x),

вопреки условию (19). Полученное противоречие показывает, что матрица A неразло-
жима. �

Рассмотрим теперь вопрос о том, однозначно ли определена матрица во 2-й нор-
мальной форме, подобная матрице A ∈ Pn,n.

Теорема 16. Матрица N2 во 2-й нормальной форме, подобная матрице A ∈ Pn,n,
определена однозначно с точностью до перестановки клеток.

� Пусть каноническое разложение многочлена χA(x) над полем P имеет вид

χA(x) = g(x)kg1(x)
k1 . . . gs(x)

ks .

Если N2, N ′
2 — матрицы во 2-й нормальной форме, подобные матрице A, то

χA(x) = χN2(x) = χN ′
2
(x). Так как характеристический многочлен распавшейся мат-

рицы равен произведению характеристических многочленов ее клеток и для любого
унитарного многочлена f(x) ∈ P [x] верно равенство χS(f(x))(x) = f(x), то в матрицах
N2 и N ′

2 должны быть клетки вида S(g(x)a), где a ∈ 1, k.
Выпишем такие клетки:

S(g(x)a1 ), . . . , S(g(x)ai),

входящие в матрицу N2, считая, что a1 � a2 � . . . � ai, и все такие клетки

S(g(x)b1), . . . , S(g(x)bj ),

входящие в матрицу N ′
2, считая, что b1 � b2 � . . . � bj . Ясно, что сумма

a1 + . . .+ ai = b1 + . . .+ bj = k.
По следствию теоремы 1 матрица N2 (а тогда и матрица A) подобна матрице

Diag(S(g(x)a1 ), . . . , S(g(x)ai), A2) = Diag(A1, A2),
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а матрица N ′
2 (а тогда и матрица A) подобна матрице

Diag(S(g(x)b1), . . . , S(g(x)bj ), B2) = Diag(B1, B2),

где

A1 = Diag(S(g(x)a1 ), . . . , S(g(x)ai)),

B1 = Diag(S(g(x)b1 ), . . . , S(g(x)bj )).

Значит,
Diag(A1, A2) ≈ Diag(B1, B2).

При этом

χA1(x) = χB1(x) = g(x)k,

χA2(x) = χB2(x) = g1(x)
k1 . . . gs(x)

ks = f(x).

Так как (g(x)k, f(x)) = e, то по теореме 45 главы 15 A1 ≈ B1.
Поскольку A1, B1 — матрицы в 1-й нормальной форме, то в силу теоремы 10

A1 = B1. Поэтому i = j и as = bs при s ∈ 1, i. Аналогично рассуждаем, рассматривая
клетки S(gj(x)kj ), j ∈ 1, s.

Таким образом, набор клеток любой матрицы во 2-й нормальной форме, подобной
матрице A, определен однозначно. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Матрицу во 2-й нормальной форме, подобную данной матрице
A ∈ Pn,n, называют 2-й нормальной формой матрицы A и обозначают через N2(A).

В качестве примера вычислим 2-ю нормальную форму сопровождающей матрицы.

Утверждение 17. Если каноническое разложение унитарного многочлена
f(x) ∈ P [x] имеет вид f(x) = g1(x)

k1 . . . gs(x)
ks , то

N2(S(f(x))) = Diag(S(g1(x)
k1 ), . . . , S(gs(x)

ks )).

� Ввиду теоремы 16 достаточно доказать, что матрица во 2-й нормальной форме

N2 = Diag(S(g1(x)
k1 ), . . . , S(gs(x)

ks))

подобна матрице S(f(x)). По теореме 1 для этого достаточно показать эквивалент-
ность матриц Ex−N2 и Ex− S(f(x)).

По утверждению 8 матрица

Ex−N2 = Diag(E(1)x− S(g1(x)
k1 ), . . . , E(s)x− S(gs(x)

ks)),

где E, E(1), . . . , E(s) — единичные матрицы соответствующих размеров, эквивалентна
матрице

diag(e, . . . , e, g1(x)
k1 , . . . , gs(x)

ks ).
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В силу утверждения 7 последняя матрица эквивалентна канонической матрице
diag(e, . . . , e, f(x)). Значит,

K(Ex−N2) = diag(e, . . . , e, f(x)). (22)

Одновременно по утверждению 8

K(Ex− S(f(x))) = diag(e, . . . , e, f(x)). (23)

По теореме 6 из равенств (22) и (23) получаем

Ex−N2 ∼ Ex− S(f(x)). �

§ 4. ЖОРДАНОВЫ МАТРИЦЫ

Теперь мы рассмотрим важный класс матриц над полем, у которых характеристи-
ческие многочлены раскладываются над этим полем на линейные множители.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Пусть P — поле и r ∈ P . Жордановой клеткой порядка k с кор-
нем r называют матрицу

 k(r) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

r e 0
. . . . . .

. . . e
0 r

⎞
⎟⎟⎟⎠
k×k.

Утверждение 18. Каноническая форма характеристической матрицы для жорда-
новой клетки  k(r) имеет вид

K(Ex− k(r)) = diag(e, . . . , e, (x− r)k)k×k. (24)

В частности,
χ�k(r)(x) = m�k(r)(x) = (x− r)k. (25)

� Для матрицы T (x) = Ex− k(r) нетрудно вычислить инвариантные делители:
d
(k−1)
T (x) (x) = . . . = d

(1)
T (x)(x) = e,

d
(k)
T (x)(x) = χ�k(r)(x) = (x− r)k.

Отсюда и из формул (12) получаем равенство (24). Из (24) и теоремы 12 следуют
равенства (25). �

Следствие.  k(r) ≈ S((x− r)k).

� По утверждению 8

K(Ex− S((x− r)k)) = diag(e, . . . , e, (x− r)k)k×k.

Ввиду равенства (24) по следствию теоремы 6 матрицы S((x−r)k) и  k(r) подобны. �
Вычислим степени жордановой клетки.
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Утверждение 19. Если m ∈ N, то

 k(r)m =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

rm C1
mr

m−1 C2
mr

m−2 . . . . . .

rm C1
mr

m−1 . . . . . .

. . . . . .
. . . C1

mr
m−1

0 rm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (26)

� Ввиду равенства  k(r) = rE +  k(0) и перестановочности матриц rE и  k(0)
для вычисления матрицы  k(r)m можно применить формулу разложения бинома:

 k(r)m = (rE +  k(0))m = rmE + C1
mr

m−1 k(0) + . . .+  k(0)m. (27)

Непосредственные вычисления показывают, что верны равенства

 k(0)2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 e · · · 0
. . .

. . . . . .

. . . . . . e
. . . 0

0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, . . . , k(0)k−1 =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 e
0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ,

 k(0)k = Ok×k.

(28)

Из равенств (27) и (28) следует равенство (26). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Матрицу  ∈ Pn,n называют матрицей в жордановой форме, или
жордановой матрицей, если

 = Diag( k1(r1), . . . , ks(rs))n×n, (29)

где k1 + . . .+ ks = n и r1, . . . , rs — не обязательно различные элементы из P .

Теорема 20. Матрица A ∈ Pn,n подобна матрице  в жордановой форме тогда
и только тогда, когда ее характеристический многочлен χA(x) раскладывается
над полем P на линейные множители. При выполнении последнего условия матри-
ца  , подобная матрице A, определена однозначно с точностью до перестановки
клеток.

� Если A ≈  , где матрица  имеет вид (29), то

χA(x) = χ�(x) = χ�k1
(r1)(x) . . . χ�ks (rs)

(x) = (x− r1)
k1 . . . (x− rs)

ks

(см. утверждение 18).
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Обратно, пусть каноническое разложение многочлена χA(x) над полем P имеет
вид

χA(x) = (x− r1)
t1 . . . (x− ru)

tu , (30)

t1 + . . . + tu = n. По теореме 13 матрица A подобна некоторой матрице во 2-й нор-
мальной форме:

N2(A) = Diag(S(g1(x)
l1), . . . , S(gm(x)lm))n×n,

где gi(x) — унитарный неприводимый над полем P многочлен, i ∈ 1,m. Так как

χA(x) = χN2(A)(x) = g1(x)
l1 . . . gm(x)lm ,

то ввиду равенства (30)

N2(A) = Diag(S((x − r1)
k11 ), . . . , S((x− r2)

k21 ), . . . , S((x− ru)
kubu )).

По следствию утверждения 18 S((x−ri)kij ) ≈  kij (ri), а тогда матрица N2(A) подобна
матрице в жордановой форме:

 = Diag( k11(r1), . . . , k21(r2), . . . , kubu
(ru)).

Этой же матрице подобна и матрица A в силу транзитивности отношения подобия
матриц.

Любая другая, подобная матрице A, матрица  1 в жордановой форме может отли-
чаться от матрицы  только перестановкой клеток в силу теоремы 16. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Жорданову матрицу  , подобную данной матрице A ∈ Pn,n, назы-
вают жордановой формой матрицы A и обозначают через  (A).

Опишем алгоритм отыскания жордановой формы матрицы A ∈ Pn,n, если известно
каноническое разложение (30) ее характеристического многочлена над полем P .

1. В пространстве P (n), где n = t1 + . . . + tu, выберем базис �α = (E↓
1 , . . . , E

↓
n) и

определим преобразование ϕ ∈ L(P (n)), положив A�α(ϕ) = A. По следствию теоре-
мы 44 главы 15

P (n) = Ker(ϕ− r̂1)
t1 � . . .�Ker(ϕ− r̂u)

tu ,

где dimKer(ϕ− r̂i)
ti = ti.

Базисом подпространства Ker(ϕ − r̂i)
ti является фундаментальная система реше-

ний �γi = (C↓
i1, . . . , C

↓
iti
) системы линейных уравнений

(A− riE)tix↓ = 0↓, i ∈ 1, u.

В базисе �γ = (�γ1, . . . , �γu) пространства P (n) матрица A�γ(ϕ) имеет вид

A�γ(ϕ) = Diag(A1, . . . , Au) = C−1AC,

где χAi(x) = (x− ri)
ti и C = (C↓

11, . . . , C
↓
utu).
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2. Элементарными преобразованиями приводим каждую из матриц Ex − Ai к ка-
ноническому виду:

K(Ex−Ai) = diag(e, . . . , e, (x− ri)
ki1 , . . . , (x− ri)

kibi )ti×ti ,

где ki1 + . . .+ kibi = ti и ki1 � ki2 � . . . � kibi , i ∈ 1, u.
По утверждению 8

K(Ex−Diag(S((x − ri)
ki1), . . . , S((x− ri)

kibi )) =

= diag(e, . . . , e, (x− ri)
ki1 , . . . , (x− ri)

kibi ).

По следствию теоремы 6

Ai ≈ Diag(S((x − ri)
ki1), . . . , S((x− ri)

kibi )) = Si = Diag(Si1, . . . , Sibi).

Поэтому
A�γ(ϕ) ≈ Diag(S((x − ri)

k11), . . . , S((x− ru)
kubu )).

В силу следствия утверждения 18 и транзитивности отношения подобия матриц

A ≈  (A) = Diag( k11(r1), . . . ,  kubu
(ru)).

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Параметры kij , ri матрицы  (A) можно найти и из канонической мат-
рицы

K(Ex−A) = diag(δ
(1)
Ex−A(x), . . . , δ

(n)
Ex−A(x))n×n.

Для этого нужно выписать каноническое разложение над полем P каждого из инва-
риантных множителей δ(i)Ex−A(x):

δ
(n)
Ex−A(x) = (x− r1)

k1b1 . . . (x− ru)
kubu ,

δ
(n−1)
Ex−A(x) = (x− r1)

k1 b1−1 . . . (x − ru)
ku bu−1

и т. д. до первого неединичного инвариантного множителя. Ввиду равенства
K(Ex−A) = K(Ex− (A)), эти разложения дают параметры матрицы  (A). Однако
удобнее иметь дело с матрицами меньшего размера, что и сделано в пунктах 1 и 2.

В ряде задач бывает нужно найти не только жорданову форму матрицы A, но и
решение уравнения подобия X−1AX =  (A).

3. Пользуясь алгоритмом из § 2, решаем все уравнения подобия X−1
i AiXi = Si.

Если D−1
i AiDi = Si и D = Diag(D1, . . . , Du), то

D−1A�γ(ϕ)D = Diag(S11, . . . , Subu) = A�δ(ϕ), (31)

где �δ = �γD.
4. Теперь можно найти такую матрицу F , что

F−1A�δ(ϕ)F =  (A) = A�β(ϕ),

где �β = �δF .
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Действительно, ввиду равенств (31) пространство P (n) распалось в прямую сумму
циклических относительно преобразования ϕ подпространств:

P (n) = Lϕ(δ1)� . . .� Lϕ(δb1+...+bu−1+1).

Для нахождения матрицы F нужно найти решения уравнений вида

X−1S((x − r)k)X =  k(r).
Пусть �µ = (δj , ϕ(δj), . . . ) — базис одного из подпространств Lϕ(δj) и
mδj ,ϕ(x) = (x− r)k.

Система векторов

�λ = ((ϕ − r̂)k−1(δj), (ϕ− r̂)k−2(δj), . . . , (ϕ− r̂)(δj), δj)

линейно независима, так как в противном случае нашелся бы многочлен степени
меньше k, аннулирующий вектор δj . Поэтому �λ — базис подпространства Lϕ(δj).
При этом из равенств (ϕ − r̂)(λi) = λi−1, i ∈ 2, k, (ϕ − r̂)(λ1) = θ следуют равенства
ϕ(λi) = λir + λi−1, которые означают, что A�λ(ϕ) =  k(r), где ϕ = ϕ

∣∣
Lϕ(δj).

Жорданову форму матрицы A можно использовать для нахождения корней харак-
теристического многочлена степени матрицы A.

Утверждение 21. Если A ∈ Pn,n и

χA(x) = (x− r1)
k1 . . . (x− rt)

kt

— каноническое разложение многочлена χA(x) над полем P , то при l ∈ N много-
член χAl(x) имеет вид

χAl(x) = (x − rl1)
k1 . . . (x− rlt)

kt . (32)

� По теореме 20 существует такая матрица C ∈ Pn,n, что C−1AC =  (A). Тогда
C−1AlC =  (A)l. Из равенств

χA(x) = (x− r1)
k1 . . . (x− rt)

kt = χ�(A)(x), χAl(x) = χ�(A)l(x)

и того факта, что диагональные элементы матрицы  (A) — это корни многочлена
χA(x), ввиду равенства (26) получаем требуемое равенство (32). �

Некоторые приложения жордановых матриц будут указаны также в следующем
параграфе.

§ 5. СТОХАСТИЧЕСКИЕ МАТРИЦЫ

Рассмотрим класс матриц, имеющих широкое применение в теории вероятностей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Матрицу A = (aij)n×m над полем R действительных чисел на-
зывают неотрицательной (положительной), если все ее элементы неотрицательны
(положительны). Пишут: A � 0 (A > 0).
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Неотрицательную матрицу S = (sij)n×n называют стохастиче-
ской, если

∑n
j=1 sij = 1 для i ∈ 1, n, и дважды стохастической, если стохастиче-

скими являются матрицы S и ST .

ПРИМЕР 3. En×n — дважды стохастическая матрица.

Утверждение 22. Множество стохастических (дважды стохастических) матриц
из Rn,n является полугруппой относительно операции умножения матриц.

Доказательство осуществляется непосредственной проверкой.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Если A ∈ Pn,n, где P — поле, d↓ ∈ P (n)\{0↓}, r ∈ P и Ad↓ = d↓r, то
говорят, что d↓ — собственный вектор матрицы A, принадлежащий собственному
значению r.

Утверждение 23. Пусть S — стохастическая матрица из Rn,n. Тогда
(а) если χS(r) = 0, где r ∈ C, то |r| � 1;
(б) вектор e↓ = (1, . . . , 1)T является собственным вектором матрицы S, при-

надлежащим собственному значению 1.

� (а) Если χS(r) = 0, то для некоторого ненулевого вектора d↓ ∈ C
(n) имеет место

равенство Sd↓ = d↓r. Расписывая это равенство покоординатно, получим

n∑
j=1

sijdj = dir, i ∈ 1, n.

Пусть dt — наибольшая по модулю координата вектора d↓. Тогда |dt| �= 0, и можем
записать соотношения:

|r| =
∣∣∣∣
n∑
j=1

stj
dj
dt

∣∣∣∣ �
n∑
j=1

stj

∣∣∣∣djdt
∣∣∣∣ �

n∑
j=1

stj = 1.

(б) Очевидна справедливость равенства Se↓ = e↓ · 1. �
Критерий стохастичности неотрицательной матрицы из Rn,n дает

Утверждение 24. Если A ∈ Rn,n и A � 0, то A — стохастическая матрица тогда
и только тогда, когда e↓ = (1, . . . , 1)T — ее собственный вектор, принадлежащий
собственному значению 1.

� В одну сторону утверждение уже доказано (см. утверждение 23). Пусть A � 0 и
Ae↓ = e↓ · 1. Тогда ∑n

j=1 aij = 1 при i ∈ 1, n. По определению 13 A — стохастическая
матрица. �

Для дальнейшего изучения стохастических матриц нам понадобится понятие пре-
дела последовательности матриц.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Последовательность матриц

A1, A2, . . . , At, . . . , (33)

где At = (a
(t)
ij ) ∈ Cn,n, называют сходящейся, если для любых i, j ∈ 1, n существует

lim
t→∞ a

(t)
ij = aij . В таком случае матрицу A = (aij) называют пределом последователь-

ности (33) и пишут A = lim
t→∞At.

Лемма 25. Если A = lim
t→∞At и B ∈ Cn,n, то будут справедливы равенства

lim
t→∞(AtB) = AB и lim

t→∞(BAt) = BA.

� Пусть Ck = AkB = (c
(k)
ij ), C = AB = (cij) и b = max

i,j
{|bij|}. Тогда справедливы

соотношения:

|c(k)ij − cij | =
∣∣∣∣
n∑
s=1

a
(k)
is bsj −

n∑
s=1

aisbsj

∣∣∣∣ � n · b ·max
i,j

{∣∣a(k)is − ais
∣∣} .

Так как aij = lim
k→∞

a
(k)
ij , то cij = lim

k→∞
c
(k)
ij . По определению 16 C = lim

k→∞
Ck. Значит,

AB = lim
t→∞(AtB).

Аналогично доказывается и равенство BA = lim
t→∞(BAt). �

Следствие. Если B ∈ Cn×n и |B| �= 0, то предел последовательности (33) су-
ществует тогда и только тогда, когда существует предел последовательности
A1B, A2B, . . . , AtB, . . . (или последовательности BA1, BA2, . . . , BAt, . . .).

Теперь нас будут интересовать условия, при которых для стохастической матри-
цы S существует предел последовательности ее степеней St, и свойства этого предела.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Стохастическую матрицу называют регулярной, если существу-
ет lim

t→∞St.

Утверждение 26. Если S — регулярная стохастическая матрица и lim
t→∞St = T ,

то
(а) T — стохастическая матрица;
(б) �TiS = �Ti и ST ↓

j = T ↓
j при i, j ∈ 1, n.

� (а) Пусть St = (s
(t)
ij ) и T = (tij). По утверждению 21 St — стохастическая

матрица при t ∈ N. Переходя в равенствах

s
(t)
i1 + . . .+ s

(t)
in = 1, i ∈ 1, n,

к пределу при t→∞, получаем ti1 + . . .+ tin = 1. Поскольку s(t)ij � 0 и tij = lim
t→∞ s

(t)
ij ,

то tij � 0. Значит, T — стохастическая матрица.



§ 5. Стохастические матрицы 355

(б) По лемме 25 справедливы равенства

ST = S · lim
t→∞St = lim

t→∞St+1 = lim
t→∞St = T.

Аналогично показываем, что TS = T . Из равенств ST = T = TS и следуют равен-
ства (б). �

Получим критерий регулярности стохастической матрицы.

Теорема 27. Стохастическая матрица S регулярна тогда и только тогда, когда
1 — простой корень многочлена mS(x), а остальные его корни в C по модулю
меньше единицы.

� Так как многочлен χS(x) над полем C раскладывается на линейные множители,
то по теореме 20 существует такая матрица C ∈ C

∗
n,n, что

C−1SC = Diag( k1(r1), . . . , km(rm)) =  (S).
Поскольку  (S)t = C−1StC, t ∈ N, то по лемме 25 и ее следствию предел lim

t→∞St су-

ществует тогда и только тогда, когда существует предел lim
t→∞ (S)

t. Ввиду равенства

 (S)t = Diag( k1(r1)t, . . . , km(rm)t),

предел lim
t→∞ (S)

t существует тогда и только тогда, когда существует каждый из

пределов lim
t→∞ ki(ri)

t, i ∈ 1,m.

Из равенства (26) заключаем следующее.
Если |r| < 1, то lim

t→∞ k(r)
t = Ok×k, так как при r �= 0 для любого s < t справед-

ливы соотношения

|Cst rt−s | =
∣∣∣∣ t(t− 1) . . . (t− s+ 1)

s!
rt−s

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣ tr

∣∣∣∣
s

· | r |t

и lim
t→∞ |t/r|

s · |r|t = 0, а если r = 0, то lim
t→∞ k(0)

t = Ok×k (см. равенства (28)).

Если |r| = 1, но r �= 1, то предела последовательности  k(r)t не существует.
Действительно, соотношения |rt − rt−1| = |rt−1| · |r − 1| = |r − 1| > 0 показывают,
что в этом случае не существует предела последовательности rt — диагональных
элементов матриц  k(r)t.

Наконец, если r = 1, то ввиду равенства (26)

 k(1)t =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 C1
t . . . . . .
. . . . . .

. . . C1
t

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠
k×k

и предел последовательности  k(1)t существует тогда и только тогда, когда k = 1,
так как C1

t = t.
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Итак, предел lim
t→∞St существует тогда и только тогда, когда в матрице  (S) нет

клеток с корнями, по модулю равными единице и отличными от единицы, а клетки с
корнем, равным единице, имеют первый порядок.

Набор жордановых клеток в матрице  (S) определяется каноническими разложе-
ниями над полем C инвариантных множителей δ(i)(x) в матрице

K(Ex− S) = diag(δ(1)(x), . . . , δ(n)(x))n×n.

Так как δ(i)(x) | δ(i+1)(x), и по теореме 12 δ(n)(x) = mS(x), то указанное выше усло-
вие существования предела lim

t→∞St равносильно тому, что многочлен mS(x) имеет

единицу простым корнем и не имеет других корней, по модулю равных единице. �
Рассмотрим свойства предельной матрицы для последовательности степеней регу-

лярной стохастической матрицы.

Утверждение 28. Если S — регулярная стохастическая матрица и T = lim
t→∞St,

то справедливы свойства:
(а) ранг матрицы T равен кратности корня 1 многочлена χS(x);
(б) все строки матрицы T равны тогда и только тогда, когда 1 — простой

корень многочлена χS(x).

� (а) По теореме 27 жорданова форма матрицы S над полем C имеет вид

 (S) = Diag( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, k1(r1), . . . , km(rm)),

где k — кратность корня 1 многочлена χS(x) и |ri| < 1 при i ∈ 1,m. Тогда

I = lim
t→∞ (S)

t =

(
Ek×k O
O O

)

и rang I = k. Поскольку S = C (S)C−1 для некоторой обратимой матрицы C, то по
лемме 25 T = CIC−1 и, стало быть, rangT = rang I = k.

(б) Если 1 — простой корень многочлена χS(x), то любой собственный век-
тор матрицы S, принадлежащий собственному значению 1, пропорционален вектору
e↓ = (1, . . . , 1)T (см. задачу 16 главы 15). По утверждению 26 все столбцы матрицы T
пропорциональны вектору e↓. Значит, все строки матрицы T равны.

Обратно, если �Ti = �Tj при i, j ∈ 1, n, то rangT = 1, и по свойству (а) 1 — простой
корень многочлена χS(x). �

Из утверждений 26 и 28 получаем способ вычисления матрицы T в случае, когда
1 — простой корень многочлена χS(x). Для этого достаточно найти одно ненулевое
решение �q = (q1, . . . , qn) системы уравнений �x(S − E) = �0. Тогда каждая строка

матрицы T имеет вид
1

u
(q1, . . . , qn), где u = q1 + . . .+ qn (проверьте).

Докажем регулярность положительной стохастической матрицы.

Теорема 29. Положительная стохастическая матрица S ∈ Rn×n регулярна, и в
матрице T = lim

t→∞St все строки равны.
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� Пусть d↓ = (d1, . . . , dn)
T — собственный вектор матрицы S, принадлежащий

собственному значению r, где |r| = 1:

Sd↓ = d↓r. (34)

Если |dt| = max
i
{|di|}, то из равенства (34) ввиду условия S > 0 получаем:

|dt| = |dtr| =
∣∣∣∣
n∑
j=1

stjdj

∣∣∣∣ �
n∑
j=1

|stjdj | =
n∑
j=1

stj |dj | �
n∑
j=1

stj |dt| = |dt|. (35)

Из соотношений (35) получаем равенства:

∣∣∣∣
n∑
j=1

stjdj

∣∣∣∣ =
n∑
j=1

|stjdj |,
n∑
j=1

stj |dj | =
n∑
j=1

stj |dt|. (36)

Первое из равенств (36) означает, что совпадают аргументы комплексных чисел
d1, . . . , dn (stj > 0). Второе из равенств (36) означает, что |d1| = . . . = |dn| (до-
статочно вычесть его левую часть из правой).

Таким образом, d↓ = d (1, . . . , 1)T , d ∈ C\{0}. Ввиду равенства (34) имеем цепочку
равенств:

Sd↓ = d↓r = Se↓d = e↓d = e↓dr,

откуда получаем r = 1. Тогда x− 1 | χS(x) и x− 1 | mS(x).
Предположим, что 1 — кратный корень многочлена mS(x). Тогда (x− 1)2 | mS(x).

Зададим преобразование ϕ пространства R
(n), положив A�α(ϕ) = S, где �α — неко-

торый базис R
(n). По теореме 33 главы 15 существует такой вектор b↓ ∈ R

(n), что
mb↓,ϕ(x) = (x− 1)2. Тогда вектор a↓ = (E − S)b↓ отличен от нулевого вектора, и

(E − S)a↓ = (E − S)2b↓ = 0↓.

Значит, a↓ — собственный вектор матрицы S, принадлежащий собственному значе-
нию 1. По доказанному выше a↓ = ae↓, a ∈ C \ {0}. Но a↓ ∈ R

(n). Следовательно,
a ∈ R \ {0}.

Для вектора f↓ =
1

a
b↓ справедливо соотношение

(E − S)f↓ = e↓, (37)

и f↓ ∈ R
(n)\{0↓}. Из равенства (37) получаем:∑n

j=1 sijfj+1 = fi, i ∈ 1, n. Обозначим
fl = min

i
{fi}. Тогда

∑n
j=1 sljfj + 1 = fl. Вычитая из последнего равенства равенство∑n

j=1 sljfl = fl, получаем равенство
∑n

j=1 slj(fj − fl) = −1, которое невозможно, так
как в левой части все слагаемые неотрицательны.

Итак, 1 — простой корень многочлена mS(x), а остальные его корни в C по
модулю меньше 1. По теореме 27 S — регулярная матрица, и все строки матрицы T
равны по утверждению 28. �
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Следствие. Если стохастическая матрица S ∈ Rn,n такова, что для некоторого
l ∈ N матрица Sl положительна, то S — регулярная матрица, и в матрице
Q = lim

t→∞St все строки равны.

� Пусть r1, . . . , rn — все корни (с учетом кратностей) многочлена χS(x) в по-
ле C. По утверждению 21 rl1, . . . , r

l
n — все корни многочлена χSl(x) с учетом их

кратностей. По теореме среди чисел rli одно равно по модулю единице, а остальные
по модулю строго меньше единицы. Но тогда все числа ri, за исключением одного,
по модулю строго меньше единицы, а одно — равно единице, так как χS(1) = 0.
Следовательно, 1 — простой корень многочлена χS(x), и S — регулярная матрица. �

ЗАДАЧИ

1. Покажите, что матрица A ∈ Pn,n подобна транспонированной матрице AT .
2. Пусть P — подполе поля F и A,B ∈ Pn,n. Покажите, что матрицы A и B

подобны над полем P тогда и только тогда, когда они подобны над полем F .

3. Покажите, что матрица A(x) ∈ P [x]n,n обратима тогда и только тогда, когда
она является произведением элементарных матриц.

4. Для матрицы C(x) =
( a(x) 0

0 b(x)

)
, где (a(x), b(x)) = e, укажите последователь-

ность элементарных преобразований, приводящих ее к каноническому виду.

5. Найдите жорданову форму квадрата жордановой клетки  k(r), рассмотрев слу-
чаи r = 0 и r �= 0.

6. Выясните, является ли стохастическая матрица S регулярной и, если да, най-
дите предел lim

t→∞St.

a) S =
1

6

⎛
⎜⎜⎝

3 0 3 0
0 2 2 2
3 0 0 3
0 2 2 2

⎞
⎟⎟⎠, б) S =

1

6

⎛
⎜⎜⎝

0 3 0 3
2 0 2 2
0 3 0 3
2 0 2 2

⎞
⎟⎟⎠, в) S =

1

6

⎛
⎝ 3 3 0

3 3 0
2 2 2

⎞
⎠,

г) S =
1

12

⎛
⎜⎜⎝

4 4 4 0
4 4 4 0
3 3 6 0
3 3 3 3

⎞
⎟⎟⎠, д) S =

1

4

⎛
⎝ 2 1 1

1 2 1
1 1 2

⎞
⎠.

7. Докажите, что если S ∈ Rn,n — такая дважды стохастическая матрица, что
Sl > 0 для некоторого l ∈ N, то

lim
t→∞St =

1

n

⎛
⎝ 1 . . . 1

. . . . . . . . .
1 . . . 1

⎞
⎠ .



Глава 17

ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА

В этой главе для произвольного конечномерного пространства над полем действи-
тельных или комплексных чисел вводится ряд геометрических понятий и получаются
результаты, обобщающие известные уже читателю из курса аналитической геомет-
рии многочисленные теоремы об углах и расстояниях между векторами, прямыми и
плоскостями в декартовом пространстве.

§ 1. ЕВКЛИДОВО ВЕЩЕСТВЕННОЕ ПРОСТРАНСТВО

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Симметричной билинейной функцией на векторном пространстве
LP над произвольным полем P называется любая функция Φ: L× L→ P такая, что
для всех c ∈ P и α, β, γ ∈ L выполняются соотношения:

1. Φ(αc, β) = cΦ(α, β),
2. Φ(α+ β, γ) = Φ(α, γ) + Φ(β, γ),

} свойства линейности
по первому аргументу

3. Φ(α, β) = Φ(β, α) — свойство симметричности.

Очевидно, что ввиду условия 3 из условий 1, 2 следует также свойство линейности
функции Φ по второму аргументу:

4. Φ(α, βc) = cΦ(α, β),
5. Φ(γ, α+ β) = Φ(γ, α) + Φ(γ, β).

Из определения симметричной билинейной функции Φ легко выводится также следу-
ющее свойство:

∀α ∈ L : Φ(α, θ) = Φ(θ, α) = 0.

Понятие симметричной билинейной функции на конечномерном пространстве тес-
но связано со следующим понятием.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Матрица A ∈ Pn,n называется симметричной, если AT = A.

ПРИМЕР 1. Пусть LP — пространство с базисом e1, . . . , en и A ∈ Pn,n — симмет-
ричная матрица. Тогда функция Φ: L × L → P , которая на произвольных векторах

α =
n∑
i=1

eiai и β =
n∑
i=1

eibi принимает значение

Φ(α, β) = (a1, . . . , an)A

⎛
⎝ b1
· · ·
bn

⎞
⎠ ,

есть симметричная билинейная функция на LP (докажите).
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Мы будем изучать симметричные билинейные функции на пространстве LR над
полем действительных чисел R следующего специального типа.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Симметричная билинейная функция S на пространстве LR называ-
ется скалярным произведением, если

∀α ∈ L \ {θ} : S(α, α) > 0.

Очевидно, что изучаемые в аналитической геометрии скалярные произведения на
декартовой плоскости и в трехмерном пространстве удовлетворяют определению 3.
Приведем еще два примера.

ПРИМЕР 2. Пусть (e1, . . . , en) — базис LR и функция S : L × L → R такова, что для
любых α =

∑
eiai и β =

∑
eibi из L

S(α, β) = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn.

Тогда S — скалярное произведение на LR (проверьте). Обратите внимание на то, что
функция S совпадает с функцией Φ из примера 1 при P = R и A = E.

ПРИМЕР 3. Пусть L = C[a, b] — пространство всех функций со значениями в R,
заданных и непрерывных на отрезке [a, b]. Тогда функция S, определенная условием

∀α(x), β(x) ∈ C[a, b] : S(α(x), β(x)) =

b∫
a

α(x)β(x) dx,

есть скалярное произведение на LR (докажите).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Векторное пространство LR с заданным на нем скалярным произ-
ведением S называется евклидовым вещественным пространством и обозначается
через (LR, S).

Поскольку всюду далее в §§ 1–5 этой главы изучаются лишь вещественные ев-
клидовы пространства, то они для краткости называются просто евклидовыми про-
странствами. При этом обозначение LR будет постоянно напоминать читателю, что
рассматриваются пространства лишь над полем R вещественных чисел.

Наличие скалярного произведения позволяет ввести в любом (даже бесконечно-
мерном) евклидовом пространстве геометрическую терминологию.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Нормой (или длиной) вектора α евклидова пространства (LR, S)
называется неотрицательное число ‖α‖ =√

S(α, α).

Введенное понятие обладает основными известными из геометрии свойствами дли-
ны вектора, а именно, для любых α, β ∈ L и c ∈ P

‖α‖ � 0 и (‖α‖ = 0 ⇔ α = θ), (1)

‖αc‖ = ‖α‖ · |c|, (2)

‖α+ β‖ � ‖α‖+ ‖β‖. (3)

Последнее соотношение называется неравенством треугольника. Свойства (1), (2)
очевидны, а доказательство свойства (3) основано на следующей теореме.
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Теорема 1 (неравенство Коши–Буняковского).21 Для любых векторов α, β евкли-
дова пространства (LR, S) справедливо неравенство

‖α‖ · ‖β‖ � |S(α, β)|.
� Если α = θ, то утверждение очевидно. Пусть α �= θ. По определению 3 для

любого a ∈ R справедливо неравенство S(αa+ β, αa+ β) � 0, которое в силу свойств
1–5 симметричной билинейной функции S равносильно неравенству

S(α, α)a2 + 2S(α, β)a+ S(β, β) � 0.

Полагая здесь a = −S(α, β)
S(α, α)

(отметим, что S(α, α) �= 0), получаем эквивалентное
утверждению теоремы неравенство

S(β, β)− S(α, β)2

S(α, α)
� 0. �

Следствие. Для любых векторов α, β евклидова пространства (LR, S) верно нера-
венство (3).

� ‖α+ β‖2 = ‖α‖2 + ‖β‖2 +2S(α, β) � ‖α‖2 + ‖β‖2 +2‖α‖ · ‖β‖ = (‖α‖+ ‖β‖)2. �
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Расстоянием между векторами α и β евклидова пространства
(LR, S) называется величина ρ(α, β) = ‖α− β‖.

Углом между ненулевыми векторами α и β пространства (LR, S) называется угол

ϕ ∈ [0, π], для которого cosϕ =
S(α, β)

‖α‖ · ‖β‖ . Он обозначается символом (α̂, β). Векторы

α и β называются ортогональными (или S-ортогональными), если S(α, β) = 0.
В последнем случае пишут также α ⊥ β.

Заметим, что корректность определения угла между векторами вытекает из тео-
ремы 1, и при таком его определении, очевидно, справедливы известные из средней
школы теорема косинусов

‖α− β‖2 = ‖α‖2 + ‖β‖2 − 2‖α‖ · ‖β‖ cos(α̂, β)
и теорема Пифагора22

α ⊥ β ⇔ ‖α− β‖2 = ‖α‖2 + ‖β‖2.
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Любое подпространство L1 евклидова пространства (LR, S) можно
рассматривать как евклидово пространство (L1R, S1) со скалярным произведением
S1 : L1 × L1 → R, получающимся ограничением функции S : L × L → R на подмно-
жество L1 × L1. Мы будем писать в этом случае S1 = S|L1 . Таким образом, по
определению, ∀α, β ∈ L1 : S1(α, β) = S(α, β). Очевидно, что для любых векторов
α, β евклидова пространства (L1R, S1) их нормы, расстояние и угол между ними те
же, что и в пространстве (LR, S).

21 В. Я. Буняковский (1804–1889) — российский математик.
22 Пифагор (VI век до н. э.) — древнегреческий философ и математик.
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§ 2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ,
ОРТОГОНАЛИЗАЦИЯ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Система ненулевых векторов α1, . . . , αk евклидова пространства
(LR, S) называется ортогональной (или S-ортогональной), если αi ⊥ αj для лю-
бых i, j ∈ 1, k таких, что i �= j.

Преимущества, связанные с использованием ортогональных систем векторов при
решении различных задач, показывает

Утверждение 2. Пусть α1, . . . , αk — ортогональная система ненулевых векторов
пространства (LR, S). Тогда

(а) система α1, . . . , αk линейно независима;

(б) если β = α1a1 + . . .+ αkak, то ai =
S(β, αi)

S(αi, αi)
для i ∈ 1, k.

� Утверждение (а) следует из (б) при β = 0. Утверждение (б) следует из соотно-
шений S(β, αi) = S(αi, αi)ai, S(αi, αi) �= 0, i ∈ 1, k. �

Следующий принципиально важный результат дает удобный способ построения
ортогонального базиса в любом конечномерном подпространстве евклидова простран-
ства.

Теорема 3. Для любой линейно независимой системы векторов α1, . . . , αk евкли-
дова пространства (LR, S) существуют эквивалентные ей ортогональные систе-
мы векторов. Одна из таких систем β1, . . . , βk может быть построена по прави-
лам:

β1 = α1,

β2 = α2 − S(α2, β1)

S(β1, β1)
β1,

. . . . . . . . . . . . . . .

βk = αk − S(αk, β1)

S(β1, β1)
β1 − . . .− S(αk, βk−1)

S(βk−1, βk−1)
βk−1.

(4)

� Индукция по k. При k = 1 утверждение очевидно. Пусть m > 1 и теорема
верна для любой системы, состоящей из k < m векторов. Докажем ее для k = m.
Так как k − 1 < m, то по предположению индукции система векторов β1, . . . , βk−1

из (4) есть ортогональная система, эквивалентная системе α1, . . . , αk−1. Тогда систе-
ма β1, . . . , βk−1 линейно независима и потому не содержит нулевых векторов. Сле-
довательно, S(βi, βi) �= 0 для i ∈ 1, k − 1, и вектор βk определен равенствами (4)
корректно. Так как для такого вектора βk при любом t ∈ 1, k − 1 верны равенства

S(βk, βt) = S(αk, βt) − S(αk, βt)

S(βt, βt)
S(βt, βt) = 0, то система β1, . . . , βk ортогональна. Ее

эквивалентность системе α1, . . . , αk следует из (4). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Процесс построения по формулам (4) ортогональной системы век-
торов β1, . . . , βk, эквивалентной линейно независимой системе α1, . . . , αk, называется
процессом ортогонализации последней.



§ 2. Ортогональные системы векторов, ортогонализация 363

ПРИМЕР 4. В условиях примера 3 построим ортогональную систему многочленов в
пространстве C[−1, 1], эквивалентную системе α1 = 1, α2 = x, α3 = x2. По форму-
лам (4) получаем β1 = 1. Тогда

S(β1, β1) =

1∫
−1

dx = 2, S(α2, β1) =

1∫
−1

x dx = 0 и β2 = α2 − 0

2
β1 = x.

Отсюда

S(β2, β2) =
2

3
, S(α3, β1) =

2

3
, S(α3, β2) = 0

и

β3 = α3 − 2

3 · 2 β1 −
0 · 3
2

β2 = x2 − 1

3
.

Таким образом, искомая система: β1 = 1, β2 = x, β3 = x2 − 1

3
.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В условиях теоремы 3 для любого l ∈ 1, k система β1, . . . , βl есть
ортогональная система, эквивалентная системе α1, . . . , αl. При этом, если система
α1, . . . , αl сама ортогональна, то βi = αi для i ∈ 1, l (проверьте).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. В евклидовом пространстве вектор α со свойством ‖α‖ = 1 назы-
вается нормированным вектором, а ортогональная система нормированных векторов
называется ортонормированной системой векторов.

Теорема 4. В конечномерном евклидовом пространстве существует ортонорми-
рованный базис. Любую линейно независимую ортогональную (ортонормирован-
ную) систему векторов α1, . . . , αl этого пространства можно дополнить до его
ортогонального (ортонормированного) базиса.

� Если систему α1, . . . , αl дополнить до базиса α1, . . . , αl, . . . , αn всего простран-
ства и провести процесс ортогонализации, то по теореме 3 получится ортогональная
система β1, . . . , βn, эквивалентная базису пространства и потому являющаяся его ба-
зисом. При этом, согласно замечанию 2, βi = αi для i ∈ 1, l. Ортонормированный
базис пространства получается из построенного по формулам

e1 =
1

‖β1‖ β1, . . . , en =
1

‖βn‖ βn. �

Из утверждения 2(б) следует, что если e1, . . . , en — ортонормированный ба-
зис пространства (LR, S), то координаты в этом базисе произвольного вектора
α =

∑n
i=1 eiai ∈ LR могут быть получены по формулам ai = S(α, ei), i ∈ 1, n.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Пример 2 показывает, что на конечномерном пространстве LR всегда
можно так задать скалярное произведение, что данный его базис e1, . . . , en будет
ортонормированным.
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§ 3. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА.
ОРТОГОНАЛЬНОЕ ДОПОЛНЕНИЕ.
РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ МНОГООБРАЗИЯМИ

Известные из геометрии определения перпендикулярности прямых и перпенди-
кулярности прямой и плоскости распространяются на многообразия произвольного
евклидова пространства следующим образом.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Подпространства L1 и L2 евклидова пространства (LR, S) назы-
ваются ортогональными, если для любых α1 ∈ L1 и α2 ∈ L2 выполняется соотно-
шение S(α1, α2) = 0. Многообразия γ1 + L1 и γ2 + L2 называются ортогональными,
если ортогональны порождающие их подпространства L1 и L2.

Справедливо следующее обобщение известных из курса элементарной геометрии
теорем о возможности проведения через данную точку единственного перпендикуляра
к данной прямой (на плоскости) или к данной плоскости (в трехмерном пространстве).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Ортогональным дополнением к подпространству K евклидова
пространства (LR, S) называется множество

K⊥ = {β ∈ L : ∀α ∈ K S(α, β) = 0}.

Читателю предлагается самостоятельно убедиться в том, что K⊥ — подпростран-
ство в LR. Очевидно, что это самое большое из подпространств, ортогональных под-
пространству K.

Теорема 5. Конечномерное евклидово пространство (LR, S) есть прямая сумма
любого своего подпространства K и его ортогонального дополнения K⊥, т. е.
LR = K �K⊥.

� Если K = {θ} или K = L, то, соответственно, K⊥ = L или K⊥ = {θ}, и
утверждение очевидно. Пусть dimLR = n и dimKR = t, t ∈ 1, n− 1. В силу тео-
рем 3 и 4 в KR существует ортонормированный базис e1, . . . , et, который можно до-
полнить до ортонормированного базиса e1, . . . , et, . . . , en пространства (LR, S). Пусть
M = (et+1, . . . , en)R. Очевидно, достаточно доказать, что K⊥ =M .

Нетрудно видеть, что вектор α ∈ LR ортогонален любому вектору из подпростран-
ства K = (e1, . . . , et)R тогда и только тогда, когда

S(α, ei) = 0 для i ∈ 1, t. (5)

Если α =
∑n

i=1 eiai, то S(α, ei) = ai для i ∈ 1, n, поэтому условие (5) равносильно
условию a1 = . . . = at = 0, т. е. условию α ∈M . �

Следствие. Для любого t-мерного подпространства K евклидова пространства
(LR, S) размерности n существует единственное ортогональное K подпростран-
ство M размерности n− t: M = K⊥.
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� Очевидно, M ⊂ K⊥, и так как dimMR = dimK⊥
R
, то M = K⊥. �

Например, если K — плоскость в трехмерном евклидовом пространстве, проходя-
щая через точку θ, то K⊥ — единственная перпендикулярная этой плоскости прямая,
проходящая через точку θ.

Из теоремы 5 следует, что, каково бы ни было подпространство K евклидова
пространства (LR, S), любой вектор α ∈ L может быть однозначно представлен в виде

α = β + γ, β ∈ K, γ ∈ K⊥. (6)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Векторы β и γ в равенстве (6) называются соответственно орто-
гональной проекцией α на K и ортогональной составляющей α относительно K и
обозначаются

β = прKα, γ = прK⊥α.

Отметим, что введенные понятия хорошо согласуются с определением угла между
векторами, поскольку для любых α1, α2 ∈ L \ {θ}, если K = (α1)R, то

| cos(α̂1, α2)| = ‖прK(α2)‖
‖α2‖

(проверьте это равенство самостоятельно).
В курсе аналитической геометрии много внимания уделялось вычислению рассто-

яний между основными геометрическими объектами: точками, прямыми и плоскостя-
ми. Как уже отмечалось в главе 13, обобщением последних понятий является понятие
многообразия в n-мерном пространстве.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Расстоянием между многообразиями H1 и H2 евклидова про-
странства (LR, S) называется величина

ρ(H1, H2) = inf{‖α1 − α2‖ : α1 ∈ H1, α2 ∈ H2}.
Понятие ортогональной проекции позволяет с единых позиций обобщить много-

численные результаты из аналитической геометрии.

Теорема 6. Пусть для i ∈ 1, 2 многообразие Hi = ui +Ki задается вектором ui и
подпространством Ki конечномерного евклидова пространства (LR, S). Тогда

ρ(H1, H2) = ‖пр(K1+K2)⊥(u1 − u2)‖.
� Произвольно выбранные векторы α1 ∈ H1, α2 ∈ H2 представим в виде

αi = ui + βi, где βi ∈ Ki, i ∈ 1, 2. Верны равенства

α1 − α2 = u1 − u2 + (β1 − β2) =

= пр(K1+K2)⊥(u1 − u2) + прK1+K2
(u1 − u2) + β1 − β2.

Рассмотрим векторы

v = пр(K1+K2)⊥(u1 − u2), w = прK1+K2
(u1 − u2) + β1 − β2.
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Заметим, что v ∈ (K1 +K2)
⊥, w ∈ K1 +K2 и α1 − α2 = v + w. Поэтому

‖α1 − α2‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 � ‖v‖2.

Вектор v не меняется при изменении векторов α1 ∈ H1, α2 ∈ H2, поскольку
векторы u1, u2 в доказательстве фиксированы. Остается заметить, что α1 и α2 можно
выбрать так, что ‖α1 − α2‖ = ‖v‖. Для этого достаточно подобрать соответствующие
векторам α1 и α2 векторы β1 ∈ K1 и β2 ∈ K2 так, чтобы выполнялось равенство
w = θ, т. е. равенство β2 − β1 = прK1+K2

(u1 + u2). Последнее можно сделать ввиду
условия прK1+K2

(u1 + u2) ∈ K1 +K2. Теперь очевидно, что

‖v‖ = min{‖α1 − α2‖ : α1 ∈ H1, α2 ∈ H2}. �

§ 4. МАТРИЦА ГРАМА СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ.
ОПИСАНИЕ ВСЕХ СКАЛЯРНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

1. Рассмотрим сначала ситуацию, когда LP — векторное пространство над произ-
вольным полем P и Φ — симметричная билинейная функция на LP .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Матрицей Грама23 системы векторов α1, . . . , αk пространства LP
относительно функции Φ называется матрица

ΓΦ(�α) = ΓΦ(α1, . . . , αk) =

⎛
⎝ Φ(α1, α1) . . . Φ(α1, αk)

. . . . . . . . .
Φ(αk, α1) . . . Φ(αk, αk)

⎞
⎠ .

Очевидно, что матрица ΓΦ(�α) симметрична ввиду симметричности функции Φ.
Удобства, связанные с использованием матриц Грама при изучении симметричных

билинейных функций, основаны на следующих ее свойствах.

Лемма 7. Для любых α1, . . . , αk ∈ LP и a1, . . . , ak, b1, . . . , bk ∈ P справедливы ра-
венства:

ΓΦ(α1, . . . , αk) ·
⎛
⎝ b1
· · ·
bk

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

Φ
(
α1,

∑k
i=1 αibi

)
· · · · · ·

Φ
(
αk,

∑k
i=1 αibi

)
⎞
⎟⎟⎠ ,

(a1, . . . , ak) · ΓΦ(α1, . . . , αk) ·
⎛
⎝ b1
· · ·
bk

⎞
⎠ = Φ

( k∑
i=1

αiai,

k∑
i=1

αibi

)
.

� Доказательство легко осуществляется непосредственным перемножением мат-
риц в левых частях выписанных равенств с использованием свойств линейности
функции Φ. �

В частности, из леммы следует, что если �e = (e1, . . . , en) — базис пространства
LP , то функция Φ однозначно определяется матрицей ΓΦ(e1, . . . , en). Действительно,

23 И. Грам (1850–1916) — датский математик.
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если для α ∈ LP через �α�e обозначить строку координат вектора α в базисе �e, т. е.
�α�e = (α↓

�e)
T , то в силу леммы 7 для любых α, β ∈ LP справедливо равенство

Φ(α, β) = �α�e · ΓΦ(e1, . . . , en) · β↓
�e . (7)

Наоборот, как уже указывалось в примере 1, для любой симметричной матрицы
A ∈ Pn,n функция Φ, определяемая равенством

Φ(α, β) = �α�eAβ
↓
�e ,

есть симметричная билинейная функция, и при этом A = ΓΦ(e1, . . . , en) (докажи-
те). Таким образом, при фиксированном базисе �e пространства LP соответствие
Φ→ ΓΦ(e1, . . . , en) есть биекция множества всех симметричных билинейных функций
на LP на множество всех симметричных матриц из Pn,n.

Лемма 8. Если система векторов u1, . . . , uk выражается через базис e1, . . . , en
пространства LP по формуле (u1, . . . , uk) = (e1, . . . , en)C, где C = Cn×k, то спра-
ведливо равенство

ΓΦ(u1, . . . , uk) = CTΓΦ(e1, . . . , en)C.

� Заметим, что j-й столбец матрицы C есть u↓
j�e, а i-я строка матрицы CT есть

�ui�e. Теперь из формулы (7) следует, что (i, j)-й элемент матрицы в правой части
доказываемого равенства есть Φ(ui, uj). �

2. Теперь изучим специфические свойства матриц Грама систем векторов евкли-
дова пространства (LR, S) относительно функции S. Прежде всего, очевидно, что
система векторов α1, . . . , αk этого пространства ортогональна тогда и только тогда,
когда ΓS(α1, . . . , αk) — диагональная матрица, а ортонормированность системы эк-
вивалентна равенству ΓS(α1, . . . , αk) = Ek×k. На основании этого замечания можно
предложить следующий способ описания всех ортонормированных базисов простран-
ства (LR, S) по одному базису.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Матрица C ∈ Rn,n называется ортогональной, если она обратима
и C−1 = CT .

Утверждение 9. Если e1, . . . , en — ортонормированный базис евклидова простран-
ства (LR, S), то система векторов (u1, . . . , un) = (e1, . . . , en)C является ортонор-
мированным базисом этого пространства тогда и только тогда, когда C —
ортогональная матрица.

� По лемме 8 справедливы равенства

ΓΦ(u1, . . . , un) = CTΓΦ(e1, . . . , en)C = CTC.

Поэтому условие ΓΦ(u1, . . . , un) = E равносильно равенству CT = C−1. �

Утверждение 10. Система векторов u1, . . . , uk евклидова пространства (LR, S)
линейно зависима тогда и только тогда, когда матрица ΓS(u1, . . . , uk) вырожде-
на. Если система u1, . . . , uk линейно независима, то

|ΓS(u1, . . . , uk)| > 0.
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� Если
∑k

i=1 uibi = θ, то по лемме 7 ΓS(u1, . . . , uk)b
↓ = 0↓, где b↓ = (b1, . . . , bk)

T ,
и при условии b↓ �= 0↓ матрица ΓS(u1, . . . , uk) вырожденная. Наоборот, если
ΓS(u1, . . . , uk) — вырожденная матрица, то существует вектор b↓ ∈ R

(k) \ 0↓ такой,
что ΓS(u1, . . . , uk)b

↓ = 0↓. Тогда по лемме 7

(b1, . . . , bk) ΓS(u1, . . . , uk) b
↓ = S

(∑
uibi,

∑
uibi

)
= 0,

и так как S — скалярное произведение, то
∑
uibi = θ.

Если система u1, . . . , uk линейно независима, то по теоремам 3 и 4 в LR су-
ществует эквивалентная ей ортонормированная система векторов e1, . . . , ek. Пусть
(u1, . . . , uk) = (e1, . . . , ek)C. Тогда по лемме 8

|ΓS(u1, . . . , uk)| = |CT | · |ΓS(e1, . . . , ek)| · |C| = |C|2 > 0. �

Следствие. Если u1, . . . , un — произвольный базис евклидова пространства
(LR, S), то столбец координат любого вектора α ∈ LR в базисе �u есть един-
ственное решение системы линейных уравнений

ΓS(u1, . . . , un)x
↓ =

⎛
⎝ S(u1, α)

. . . . . . . .
S(un, α)

⎞
⎠ .

� По лемме 7 вектор a↓�u является решением указанной системы, а по утвержде-
нию 10 она разрешима однозначно. �

3. Полученные результаты позволяют дать описание всех способов задания ска-
лярного произведения на конечномерном пространстве LR.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Главным угловым минором порядка k ∈ 1, n матрицы A ∈ Rn,n

называется минор MA

( 1 . . . k
1 . . . k

)
.

Теорема 11 (Сильвестр).24 Пусть u1, . . . , un — базис пространства LR и A — сим-
метричная матрица из Rn,n. Тогда симметричная билинейная функция S на LR,
определяемая условием

∀α, β ∈ LR : S(α, β) = �α�u Aβ
↓
�u, (8)

задает на LR скалярное произведение в том и только в том случае, если все
главные угловые миноры матрицы A положительны.

� Пусть A = (aij)n×n. Тогда для любого k ∈ 1, n верно равенство

ΓS(u1, . . . , uk) =

⎛
⎝ a11 . . . a1k
. . . . . . . . .
ak1 . . . akk

⎞
⎠ . (9)

24 Д.Д. Сильвестр (1814–1897) — английский математик.
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Поэтому если S — скалярное произведение, то по утверждению 10 все главные угло-
вые миноры матрицы A положительны.

Наоборот, пусть все главные угловые миноры матрицы A положительны. Докажем
индукцией по n, что в таком случае S — скалярное произведение. При n = 1 имеем
A = (a11), a11 > 0, и утверждение очевидно.

Пусть m > 1 и утверждение верно при всех n < m. Докажем его при n = m.
Рассмотрим подпространство L′ = (u1, . . . , un−1)R и на нем — симметричную били-
нейную функцию S′ = S

∣∣
L′ . Очевидно, что

ΓS′(u1, . . . , un−1) = ΓS(u1, . . . , un−1),

и так как в силу (9) в этой матрице все главные угловые миноры положительны, то
по предположению индукции S′ — скалярное произведение на L′

R
. По теореме 4 в

евклидовом пространстве (L′
R
, S′) существует ортонормированный базис e1, . . . , en−1.

Тогда, так как S′ = S
∣∣
L′ , то

ΓS(e1, . . . , en−1) = E(n−1)×(n−1). (10)

Рассмотрим вектор
en = un −

n−1∑
i=1

eiS(un, ei). (11)

Легко видеть, что система e1, . . . , en эквивалентна системе u1, . . . , un, и потому она —
базис LR. Из соотношений (10) и (11) нетрудно видеть, что S(en, ei) = 0 для i ∈
∈ 1, n− 1, и потому

ΓS(e1, . . . , en) = diag(1, . . . , 1, S(en, en)). (12)

Пусть �e = �uCn×n. Тогда по лемме 8 ΓS(�e) = CTΓS(�u)C. Так как по условию
|ΓS(�u)| = |A| > 0, то |ΓS(�e)| = |C|2 · |ΓS(�u)| > 0. Отсюда, ввиду (12), следует
неравенство S(en, en) > 0, и для любого вектора α =

∑n
i=1 eiai из LR \ {θ} верны

соотношения

S(α, α) =

n−1∑
i=1

a2i + a2nS(en, en) > 0. �

§ 5. ИЗОМЕТРИЧНОСТЬ ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

Из теоремы 11 видно, что существует бесконечно много различных скалярных
произведений на ненулевом конечномерном пространстве LR. Однако, как показывает
следующий результат, с алгебраической точки зрения все они «одинаковы».

Теорема 12. Пусть (LR, S) и (MR, F ) — евклидовы пространства одной размер-
ности n. Тогда существует изоморфизм σ : LR →MR со свойством

∀α, β ∈ LR : F (σ(α), σ(β)) = S(α, β). (13)
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� Выберем в пространствах (LR, S) и (MR, F ) ортонормированные базисы, со-
ответственно, e1, . . . , en и u1, . . . , un. Зададим отображение σ, положив для вектора
α =

∑n
i=1 eiai:

σ(α) =

n∑
i=1

uiai.

По утверждению 3 главы 15 σ — линейное отображение LR на MR и изоморфизм,
так как u1, . . . , un — базис. При этом для любого вектора β =

∑n
i=1 eibi ∈ LR, как

нетрудно увидеть,

S(α, β) =
n∑
i=1

aibi = F (σ(α), σ(β)). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. В условиях теоремы 12 изоморфизм σ со свойством (13) называется
изометрией евклидовых пространств (LR, S) и (MR, F ).

Таким образом, любые два евклидовых пространства одинаковой размерности изо-
метричны. Заметим, что, так как изометрия «сохраняет» скалярное произведение, то
она «сохраняет» длину каждого вектора и углы между любыми векторами.

§ 6. ЕВКЛИДОВО КОМПЛЕКСНОЕ (УНИТАРНОЕ)
ПРОСТРАНСТВО

На векторном пространстве LC над полем C комплексных чисел можно также
определить скалярное произведение, с помощью которого можно ввести на LC и эф-
фективно использовать всю геометрическую терминологию, за исключением понятия
угла между векторами. Для этого надо лишь немного изменить определения 1 и 2.
Чтобы лучше пояснить смысл вносимых изменений, напомним о разнице в выраже-
ниях модуля действительного и комплексного числа через это число:

если z ∈ R, то |z| =
√
z2,

если z ∈ C, то |z| = √
zz,

где z — число, сопряженное к z.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Эрмитовой 25 билинейной функцией на пространстве LC называ-
ется любая функция Φ: L× L→ C такая, что для всех z ∈ C и α, β, γ ∈ L выполня-
ются соотношения:

1. Φ(αz, β) = zΦ(α, β),
2. Φ(α+ β, γ) = Φ(α, γ) + Φ(β, γ),
3. Φ(α, β) = Φ(β, α).

Очевидно, что ввиду 3 из 1 и 2 следуют также свойства:
4. Φ(α, βz) = zΦ(α, β),
5. Φ(γ, α+ β) = Φ(γ, α) + Φ(γ, β).

Кроме того, функция Φ обладает, очевидно, свойством
6. ∀α ∈ L : Φ(α, α) ∈ R.

25 Ш. Эрмит (1822–1901) — французский математик.
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Для построения примеров эрмитовых билинейных функций введем

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Матрица A = (aij) ∈ Cn,n называется эрмитовой, если AT = A,
т. е. aij = aji для i, j ∈ 1, n.

Заметим, что любая симметричная матрица над R является эрмитовой.

ПРИМЕР 5. Пусть e1, . . . , en — базис LC и A ∈ Cn,n — эрмитова матрица. Тогда
функция Φ: L × L → C, которая на произвольных векторах α =

∑
eiai и β =

∑
eibi

из L принимает значение

Φ(α, β) = (a1, . . . , an) ·A ·
⎛
⎝ b1
· · ·
bn

⎞
⎠ ,

есть эрмитова билинейная функция на LC (докажите).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 20. Эрмитова билинейная функция S на пространстве LC называется
скалярным произведением, если

∀α ∈ L \ {θ} : S(α, α) > 0

(условие S(α, α) ∈ R выполнено ввиду свойства 6 эрмитовой билинейной функции).

ПРИМЕР 6. Пусть e1, . . . , en — базис LC, и функция S : L × L → C такова, что для
любых α =

∑n
i=1 eiai, β =

∑n
i=1 eibi из L

S(α, β) = a1b1 + . . .+ anbn.

Тогда S — скалярное произведение на LC (докажите это и сравните с примером 2,
учитывая замечания перед определением 18).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21. Векторное пространство LC с заданным на нем скалярным произ-
ведением S называется евклидовым комплексным или унитарным пространством
и обозначается через (LC, S).

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Дословно так же, как и в евклидовом пространстве, в унитарном про-
странстве вводятся понятия нормы вектора (определение 5); расстояния между век-
торами (определение 6); ортогональной и ортонормированной систем векторов (опре-
деления 7, 9); ортогональных подпространств; ортогонального дополнения к под-
пространству и ортогональной проекции вектора на подпространство (определения
10–12); расстояния между многообразиями (определение 13). При этом оказываются
справедливыми теоремы 1–6 и утверждение 2, причем их доказательства остаются
неизменными за исключением следующих моментов.

1. При доказательстве неравенства Коши—Буняковского (теорема 1) из неравен-
ства S(αa+ β, αa+ β) � 0 в рассматриваемой ситуации следует неравенство

S(α, α)|a|2 + S(α, β)a+ S(α, β) a+ S(β, β) � 0.
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Поэтому здесь нужно выбирать a = −S(α, β)
S(α, α)

. Тогда из последнего неравенства сле-
дует:

S(β, β)− |S(α, β)|2
S(α, α)

� 0.

2. При доказательстве неравенства треугольника (следствие теоремы 1) сначала
выводится равенство

‖α+ β‖2 = ‖α‖2 + ‖β‖2 + S(α, β) + S(α, β),

а затем используется неравенство S(α, β) + S(α, β) � 2|S(α, β)|.
Соответствующие выкладки читателю предлагается провести самостоятельно.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Понятие угла между векторами α и β в унитарном пространстве не
определяется. Определение 6 в этом случае теряет смысл, поскольку S(α, β) — число
комплексное.

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Матрица Грама произвольной системы векторов α1, . . . , αk унитар-
ного пространства (LC, S) определяется так же, как и в евклидовом вещественном
пространстве, равенством

ΓS(α1, . . . , αk) = (S(αi, αj))k×k.

Эта матрица является эрмитовой. Если e1, . . . , en — базис LC, то для любых α, β ∈ L
верно равенство

S(α, β) = �α�e ΓS(e1, . . . , en)β
↓
�e,

где β
↓
— вектор, сопряженный к β↓.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 22. Матрица C ∈ Cn называется унитарной, если она обратима и
C−1 = C T .

В частности, любая ортогональная матрица над R является унитарной. Аналогом
утверждения 9 для унитарного пространства (LC, S) является

Утверждение 13. Если e1, . . . , en — ортонормированный базис (LC, S), то систе-
ма векторов (u1, . . . , un) = (e1, . . . , en)C является ортонормированным базисом
(LC, S) тогда и только тогда, когда C — унитарная матрица.

Доказательство аналогично доказательству утверждения 9.
Аналоги утверждения 10 и теоремы 11 (для эрмитовых билинейных форм) чита-

телю предлагается сформулировать и доказать самостоятельно. Теорема 12 и опреде-
ление 17 переносятся на унитарное пространство дословно.

ЗАМЕЧАНИЕ 7. Нетрудно видеть, что скалярное произведение S на пространстве LR

формально удовлетворяет всем условиям определений 18 и 20, поскольку S(α, β) ∈ R

для любых α, β ∈ LR, и потому S(β, α) = S(β, α). В связи с этим определения ска-
лярного произведения на LR и LC можно сформулировать одновременно следующим
образом.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 23. Пусть P ∈ {R,C}. Тогда скалярным произведением на простран-
стве LP называют функцию S : L × L → P такую, что для любых c ∈ P и α, β, γ ∈ L
выполняются условия:

1. S(αc, β) = cS(α, β),
2. S(α+ β, γ) = S(α, γ) + S(β, γ),
3. S(α, β) = S(β, α) (и как следствие S(α, α) ∈ R),
4. если α �= θ, то S(α, α) > 0.

Конечномерное пространство LP с заданным на нем скалярным произведением S на-
зывают евклидовым пространством и обозначают (LP, S).

Таким образом, мы расширили содержание термина евклидово пространство,
включив в него не только евклидовы вещественные пространства (как делали это
в §§ 1–5), но и евклидовы комплексные пространства. Введенная терминология ока-
зывается весьма удобной и, как следует из результатов этого параграфа, не проти-
воречит первоначальному узкому толкованию термина «евклидово пространство» в
§§ 1–5. Эта терминология будет широко использована в следующей главе.

ЗАДАЧИ

1. Докажите, что
а) для любых чисел a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R справедливо неравенство Коши:( n∑

i=1

a2i

)( n∑
i=1

b2i

)
�
( n∑
i=1

aibi

)2

;

б) для любых непрерывных на отрезке [a, b] функций f(x) и g(x) справедливо
неравенство Буняковского:

b∫
a

f(x)2 dx ·
b∫
a

g(x)2 dx �
( b∫
a

f(x)g(x) dx

)2

.

2. Докажите, что для любых векторов α, β евклидова пространства (LR, S) спра-
ведливы следующие утверждения:

а) ∀ a ∈ R : ‖αa‖ = |a| · ‖α‖;
б) ‖α‖ − ‖β‖ � ‖α− β‖ � ‖α‖+ ‖β‖;
в) ‖α‖ · ‖β‖ = |S(α, β)| ⇔ dim (α, β)R � 1;
г) ‖α+ β‖ = ‖α‖+ ‖β‖ ⇔ ∃ a ∈ R : (α = βa, a � 0);
д) ‖α− β‖ = ‖α‖+ ‖β‖ ⇔ ∃ a ∈ R : (α = βa, a � 0);
е) ‖α− β‖ = ‖α‖ − ‖β‖ ⇔ ∃ a ∈ R : (α = βa, a � 1).
3. Докажите, что если e1, . . . , en — ортонормированный базис евклидова простран-

ства (LP, S), то для любого вектора α =
∑n

i=1 eiai ∈ L верны
а) равенство Парсеваля 26: ‖α‖ =∑n

i=1 |ai|2,
б) неравенство Бесселя 27: ∀ k ∈ 1, n : ‖α‖ �∑k

i=1 |ai|2.
26 М.А. Парсеваль (1755–1836) — французский математик.
27 Ф.В. Бессель (1784–1846) — немецкий математик.
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4. Докажите, что в трехмерном декартовом пространстве с обычным скалярным
произведением S площадь параллелограмма, стороны которого задаются векторами
α1 и α2, равна

√|ΓS(α1, α2)|, а объем параллелепипеда со сторонами α1, α2, α3 равен√|ΓS(α1, α2, α3)|.
5. В условиях предыдущей задачи покажите, что если к системе векторов

α1, α2, α3 применить процесс ортогонализации, то получившаяся система векторов
β1, β2, β3 образует прямоугольный параллелепипед, равновеликий исходному.

6. Пусть (LP, S) — евклидово пространство, K — его подпространство с базисом
u1, . . . , um и α — произвольный вектор из L. Докажите, что если в результате орто-
гонализации системы векторов u1, . . . , um, α получается система β1, . . . , βm, βm+1, то
β1, . . . , βm — ортогональный базис K, а βm+1 = прK⊥α — ортогональная составляю-
щая вектора α относительно K.

7. В условиях предыдущей задачи докажите, что ортогональная проекция вектора
α на подпространство K имеет вид

прKα = u1c1 + . . .+ umcm,

где (c1, . . . , cm)T — единственное решение системы линейных уравнений

ΓS(u1, . . . , um)x↓ =

⎛
⎝ S(α, u1)

. . . . . . . .
S(α, um)

⎞
⎠ .

8. Пусть α1, . . . , αt и β1, . . . , βt — системы векторов n-мерных евклидовых про-
странств соответственно (LP, S) и (KP, F ). Докажите, что существует изометрия
ϕ : LP → KP со свойством ϕ(αi) = βi для i ∈ 1, t тогда и только тогда, когда

ΓS(α1, . . . , αt) = ΓF (β1, . . . , βt).

9. Докажите, что для произвольного базиса u1, . . . , un евклидова пространства
(LP, S) существует единственная система векторов v1, . . . , vn такая, что

S(ui, vj) =

{
1, если i = j,

0, если i �= j.

При этом v1, . . . , vn — базис LP (называемый базисом, сопряженным к �u). Ясно, что
�u = �v тогда и только тогда, когда �u — ортонормированный базис.

10. Пусть K,M — произвольные подпространства конечномерного евклидова про-
странства (LP, S). Докажите соотношения:

а) K ⊂M ⇔ K⊥ ⊃M⊥,
б) (K⊥)⊥ = K,
в) (K +M)⊥ = K⊥ ∩M⊥,
г) (K ∩M)⊥ = K⊥ +M⊥.

Какие из этих соотношений верны и в бесконечномерном пространстве?



Глава 18

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
КОНЕЧНОМЕРНЫХ ЕВКЛИДОВЫХ

ПРОСТРАНСТВ

Всюду далее в этой главе P — поле комплексных или действительных чисел,
т. е. P ∈ {C,R}, и (LP, S) — (конечномерное) евклидово пространство со скалярным
произведением S, т. е. (LP, S) — либо евклидово вещественное пространство (при
P = R), либо евклидово комплексное (унитарное) пространство (при P = C).

Цель этой главы — изучение линейных преобразований пространства (LP, S),
свойства которых определенным образом связаны со свойствами заданного на LP ска-
лярного произведения S. Получающиеся при этом результаты оказываются не только
интересными с теоретической точки зрения, но и весьма полезными в прикладном
аспекте. Так, например, будет показано, что любая симметричная матрица над R по-
добна диагональной матрице над R, и будут описаны все изометрические отображения
пространства (LP, S) на себя.

§ 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ, СОПРЯЖЕННОЕ К ДАННОМУ.
САМОСОПРЯЖЕННЫЕ И ИЗОМЕТРИЧЕСКИЕ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Линейное преобразование ψ евклидова пространства (LP, S) назы-
вается сопряженным к линейному преобразованию ϕ этого пространства, если

∀α, β ∈ LP : S(ϕ(α), β) = S(α, ψ(β)). (1)

Заметим, что отношение сопряженности преобразований симметрично, поскольку
при условии (1) верны равенства

S(ψ(α), β) = S(β, ψ(α)) = S(ϕ(β), α) = S(α, ϕ(β)),

т. е. ϕ — преобразование, сопряженное к ψ.

ПРИМЕР 1. Пусть K — подпространство в (LP, S) и ϕ — ортогональное проектирова-
ние L на K:

∀α ∈ L : ϕ(α) = прKα.

Тогда ϕ ∈ L(LP) и сопряженным к ϕ будет само ϕ, поскольку для любых α, β ∈ L
верны равенства

S(ϕ(α), β) = S(прK(α), β) = S(прK(α), прK(β)) = S(α, прK(β)) = S(α, ϕ(β)).
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Приведенный пример делает содержательным

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства (LP, S) назы-
вается самосопряженным, если оно сопряжено к самому себе.

Укажем еще один важный класс преобразований, для которых легко описываются
сопряженные.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства (LP, S) назы-
вается изометрическим или изометрией, если

∀α, β ∈ L : S(ϕ(α), ϕ(β)) = S(α, β).

Утверждение 1. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства (LP, S) яв-
ляется изометрическим тогда и только тогда, когда оно обратимо и сопряжено
к преобразованию ϕ−1.

� Если ϕ — изометрия, то для любого α ∈ L \ θ: ‖ϕ(α)‖ = ‖α‖ > 0, т. е. ϕ(α) �= θ
и ϕ обратимо (проверьте). Тогда для любых α, β ∈ L верны равенства

S(ϕ(α), β) = S(ϕ(α), ϕ(ϕ−1(β))) = S(α, ϕ−1(β)),

и потому ϕ−1 сопряжено к ϕ.
Наоборот, если ϕ ∈ L(LP)

∗ и ϕ−1 сопряжено к ϕ, то

∀α, β ∈ L : S(ϕ(α), ϕ(β)) = S(α, ϕ−1(ϕ(β))) = S(α, β),

т. е. ϕ — изометрия. �

ПРИМЕР 2. Пусть P = R, L = D2 — пространство векторов декартовой плоскости с
обычным скалярным произведением и ϕ — преобразование, осуществляющее поворот
любого вектора вокруг начала координат на фиксированный угол ω против часовой
стрелки. Тогда, очевидно, ϕ — изометрия. Сопряженным к ϕ преобразованием будет
поворот на угол −ω.

Приведенные примеры являются наиболее важными с точки зрения теории, кото-
рая будет изложена в данной главе.

Прежде всего ответим на вопросы о том, сколько сопряженных преобразований
можно построить для данного линейного преобразования и всегда ли они существу-
ют? Соответствующая теорема существования и единственности опирается на следу-
ющее полезное в ряде случаев утверждение.

Лемма 2. Если e1, . . . , en — произвольный базис евклидова пространства (LP, S),
то преобразования ϕ, ψ ∈ L(LP) сопряжены тогда и только тогда, когда

S(ϕ(ei), ej) = S(ei, ψ(ej)) для i, j ∈ 1, n. (2)
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� Необходимость равенств (2) для сопряженности преобразований ϕ и ψ следует
из определения 1. Допустим теперь, что они выполнены. Тогда для произвольных
векторов α =

∑n
i=1 eiai и β =

∑n
i=1 eibi из LP справедливы соотношения

S(ϕ(α), β) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aibjS(ϕ(ei), ej) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aibjS(ei, ψ(ej)) = S(α, ψ(β)).

Следовательно, ψ — преобразование, сопряженное к ϕ. �

Теорема 3. Если (e1, . . . , en) = �e — ортонормированный базис евклидова про-
странства (LP, S), то линейные преобразования ϕ и ψ этого пространства со-
пряжены тогда и только тогда, когда

A�e(ψ) = A�e(ϕ)
T
. (3)

� Пусть A�e(ϕ) = (aij)n×n, A�e(ψ) = (bij)n×n. Тогда для любых базисных векторов
ei и ej справедливы равенства

ϕ(ei) =

n∑
t=1

etati, ψ(ej) =

n∑
s=1

esbsj .

Отсюда, пользуясь тем, что �e — ортонормированный базис, получаем равенства

S(ψ(ej), ei) =

n∑
s=1

bsjS(es, ei) = bij ,

S(ej, ϕ(ei)) =

n∑
t=1

atiS(ej, et) = aji.

В силу леммы 2 сопряженность преобразований ϕ и ψ эквивалентна системе равенств
bij = aji для i, j ∈ 1, n, т. е. эквивалентна равенству (3). �

Следствие 1. Для любого линейного преобразования ϕ евклидова пространства
(LP, S) существует единственное сопряженное к нему преобразование ψ ∈ L(LP).

� Это преобразование однозначно определяется из (3). �
Всюду далее линейное преобразование, сопряженное к данному преобразованию

ϕ ∈ L(LP) пространства (LP, S), обозначается через ϕ∗ (согласно следствию 1 теоре-
мы 3 такое обозначение корректно). Теперь равенство (3) можно переписать следую-
щим образом:

A�e(ϕ
∗) = A�e(ϕ)

T
. (4)
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. Важно помнить, что равенство (4) справедливо лишь в случае, когда
�e — ортонормированный базис пространства (LP, S). Если �u — произвольный базис
этого пространства, то матрицы A�u(ϕ

∗) и A�u(ϕ) связаны более сложным соотноше-
нием:

A�u(ϕ
∗) = ΓS(�u)−1A�u(ϕ)TΓS(�u),

где ΓS(�u) — матрица Грама базиса �u (см. § 4 главы 14). Докажите это равенство
самостоятельно.

Теорема 3 позволяет следующим образом охарактеризовать самосопряженные и
изометрические преобразования.

Напомним, что матрица A ∈ Pn,n называется эрмитовой, если A = A T . Оче-
видно, множество эрмитовых матриц над полем действительных чисел совпадает с
множеством симметричных матриц. Матрица A ∈ Pn,n называется унитарной, если
A T = A−1, и ортогональной, если AT = A−1. В случае P = R последние два понятия
совпадают.

Следствие 2. Пусть (LP, S) — евклидово пространство с ортонормированным ба-
зисом (e1, . . . , en) = �e и ϕ ∈ L(LP). Тогда

(а) ϕ — самосопряженное преобразование в том и только в том случае, если
A�e(ϕ) — эрмитова матрица;

(б) ϕ — изометрическое преобразование в том и только в том случае, если
A�e(ϕ) — унитарная матрица.

� Достаточно воспользоваться равенством (4), заметив, что условие самосопря-
женности преобразования ϕ записывается равенством ϕ∗ = ϕ, а условие его изомет-
ричности — равенством ϕ∗ = ϕ−1 (см. утверждение 1). �

В связи с результатами последнего утверждения при изучении изометрических
преобразований употребляется следующая терминология.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Изометрическое преобразование евклидова вещественного про-
странства называется ортогональным, а изометрическое преобразование унитарного
пространства называется унитарным.

Мы, однако, будем чаще пользоваться общим термином — изометрическое пре-
образование.

В заключение этого параграфа отметим следующие свойства сопряженных преоб-
разований.

Утверждение 4. Для произвольных линейных преобразований ϕ и ψ евклидова про-
странства (LP, S) и для произвольного многочлена f(x) = c0+c1x+. . .+cmx

m ∈ P[x]
справедливы соотношения:

(а) (ϕ∗)∗ = ϕ;
(б) (ϕ+ ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗;
(в) (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗;
(г) f(ϕ)∗ = f(ϕ∗), где f(x) = c0 + c1x+ . . .+ cmx

m;
(д) (ϕ−1)∗ = (ϕ∗)−1, если ϕ — обратимое преобразование.
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Утверждение 5. Если K — подпространство пространства (LP, S), инвариант-
ное относительно преобразования ϕ ∈ L(LP), то его ортогональное дополнение
K⊥ инвариантно относительно ϕ∗.

Доказательства этих утверждений легко получаются с использованием теоремы 3
и равенства (4). Проведите их самостоятельно.

§ 2. НОРМАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Самосопряженные и изометрические преобразования евклидовых пространств об-
ладают общим свойством, которое позволяет с единых позиций описывать их геомет-
рическое строение.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства (LP, S) назы-
вается нормальным, если ϕ∗ϕ = ϕϕ∗.

Очевидно, самосопряженные (ϕ∗ = ϕ) и изометрические (ϕ∗ = ϕ−1) преобразова-
ния являются нормальными. Основное свойство нормальных преобразований состоит
в следующем.

Теорема 6. Если K — подпространство евклидова пространства (LP, S), инвари-
антное относительно его нормального преобразования ϕ, то подпространства K
и K⊥ инвариантны относительно преобразований ϕ и ϕ∗. При этом преобразо-
вание ϕ1 = ϕ

∣∣K есть нормальное преобразование евклидова пространства K со
скалярным произведением S1 = S

∣∣K и справедливо равенство ϕ∗
1 = ϕ∗ ∣∣K .

� Пусть (e1, . . . , em) — ортонормированный базис KP. Дополним его до ортонор-
мированного базиса �e = (e1, . . . , em, . . . , en) пространства LP. Заметим, что в этом
случае K⊥

P
= (em+1, . . . , en)P (см. доказательство теоремы 5 главы 17). Так как по

условию ϕ(K) ⊂ K, то по теореме 35 главы 15 матрица преобразования ϕ в базисе �e
имеет вид

A�e(ϕ) =

(
Bm×m Cm×(n−m)

O D(n−m)×(n−m)

)
, (5)

а по теореме 3 справедливо равенство

A�e(ϕ
∗) = A�e(ϕ)

T
=

(
B T O

C T D T

)
. (6)

Для доказательства первой части теоремы, очевидно, достаточно показать, что в (5)
C = Om×(n−m).

Так как ϕ — нормальное преобразование, то матрицы (5) и (6) перестановочны, и
поскольку

A�e(ϕ)A�e(ϕ
∗) =

(
BB T + CC T ∗

∗ ∗
)
, A�e(ϕ

∗)A�e(ϕ) =
(
B TB ∗
∗ ∗

)
,

то справедливо равенство
CC T = B TB −BB T . (7)
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Нетрудно проверить, что след (сумма диагональных элементов) матрицы
B TB−BB T равен нулю. С другой стороны, если C = (cij)m×(n−m), то след матрицы
CC T равен

m∑
i=1

n−m∑
j=1

cijcij =

m∑
i=1

n−m∑
j=1

|cij |2.

Поэтому из (7) следует, что cij = 0 для i ∈ 1,m, j ∈ 1, n−m, т. е. C = Om×(n−m).
Для доказательства последнего утверждения теоремы достаточно заметить, что

преобразование ψ = ϕ∗ ∣∣K является сопряженным к ϕ1 относительно скалярного
произведения S1, и так как ϕ∗ϕ = ϕϕ∗, то ψϕ1 = ϕ1ψ. �

Следствие. Если ϕ — нормальное преобразование евклидова пространства (LP, S)
и α — его собственный вектор, принадлежащий значению r ∈ P, то α — соб-
ственный вектор преобразования ϕ∗, принадлежащий значению r.

� Так как подпространство K = (α)P инвариантно относительно ϕ, то по теореме
оно инвариантно и относительно ϕ∗, т. е. α — собственный вектор преобразования ϕ∗.

Пусть ϕ∗(α) = αr1. Тогда справедливы равенства:

S(ϕ∗(α), α) = r1S(α, α),

S(ϕ∗(α), α) = S(α, ϕ(α)) = rS(α, α),

и так как S(α, α) �= 0, то r1 = r. �
Полученный результат позволяет следующим образом упростить задачу описания

нормальных преобразований.

Теорема 7. Если ϕ — нормальное преобразование евклидова пространства (LP, S),
то либо многочлен χϕ(x) неприводим над P, либо пространство L раскладывается
в прямую сумму инвариантных относительно ϕ попарно ортогональных подпро-
странств:

LP = L1P � . . .� LtP (8)

таких, что характеристический многочлен каждого из преобразований ϕi = ϕ
∣∣Li

,
i ∈ 1, t, неприводим над P.

� Докажем теорему индукцией по числу t сомножителей в разложении многочле-
на χϕ(x) на неприводимые множители над полем P.

Если t = 1, то доказывать нечего. Пусть t = k > 1, и при t < k теорема верна.
Выберем неприводимый делитель g(x) многочлена χϕ(x). Тогда по теореме 41 гла-
вы 15 g(x) | mϕ(x), и по теореме 33 главы 15 существует вектор α1 ∈ LP такой, что
mα1,ϕ(x) = g(x). Пусть L1 = Lϕ(α1) — циклическое относительно ϕ подпростран-
ство, порожденное вектором α1. Тогда L1 инвариантно относительно ϕ, и по утвер-
ждению 38(б) главы 15 характеристический многочлен преобразования ϕ1 = ϕ

∣∣L
совпадает с g(x), и потому неприводим над P.
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Рассмотрим подпространство L′ = L⊥
1 пространства LP. По теореме 6 оно инва-

риантно относительно преобразования ϕ, причем ϕ′ = ϕ
∣∣
L′ — нормальное преобра-

зование евклидова пространства (L′
P
, S′), где S′ = S

∣∣
L′ . Так как L = L1 � L′, то

χϕ(x) = χϕ1(x)χϕ′(x), и многочлен χϕ′(x) раскладывается над полем P в произведе-
ние t− 1 < k неприводимых сомножителей.

Если t = 2, то нужное разложение пространства LP уже получено. Если же
t− 1 > 1, то по предположению индукции пространство L′

P
раскладывается в прямую

сумму инвариантных относительно ϕ′ попарно S′-ортогональных подпространств:
L′ = L2 � . . . � Lt таких, что для каждого из преобразований ϕi = ϕ′ ∣∣Li

, i ∈ 2, t,
многочлен χϕi(x) неприводим над P. Остается заметить, что в таком случае справед-
ливо равенство (8), и подпространства Li, i ∈ 1, t, удовлетворяют всем утверждениям
теоремы 7 (проверка этого предоставляется читателю). �

Теперь описание общих свойств нормальных преобразований завершается следу-
ющим образом.

Теорема 8. Пусть ϕ — нормальное преобразование евклидова пространства
(LP, S) размерности n, и многочлен χϕ(x) неприводим над полем P. Тогда либо
n = 1 и ϕ = r̂ для некоторого r ∈ P, либо P = R, n = 2, и в любом ортонормиро-
ванном базисе �e = (e1, e2) пространства (LR, S) матрица преобразования ϕ имеет
вид

A�e(ϕ) =

(
a b
−b a

)
, (9)

где b �= 0 и a+ bi, a− bi — корни многочлена χϕ(x) в поле C.

� Если n = 1, то утверждение очевидно. Если degχϕ(x) = n > 1, то многочлен
χϕ(x) неприводим над P лишь в случае, когда P = R и n = 2 (см. § 7 главы 9). В этой
ситуации пусть �e = (e1, e2) — ортонормированный базис (LR, S) и

A�e(ϕ) =

(
a b
c d

)
. (10)

Тогда A�e(ϕ∗) = A�e(ϕ)
T , и из условия нормальности ϕ следует равенство(

a b
c d

)(
a c
b d

)
=

(
a c
b d

)(
a b
c d

)
,

которое влечет за собой равенства

a2 + b2 = a2 + c2, (11)

ac+ bd = ab+ cd. (12)

Из (11) следует, что b2 = c2, т. е. c ∈ {b,−b}. При условии c = b из (10) следует,
что χϕ(x) = x2 − (a + d)x + ad − b2, и χϕ(x) имеет положительный дискриминант,
что противоречит его неприводимости над R. Следовательно, c = −b, и так как b �= 0
ввиду неприводимости χϕ(x), то из (12) следует, что a − d = d − a, т. е. a = d, и
справедливо равенство (9). Тогда многочлен χϕ(x) имеет вид χϕ(x) = x2−2ax+a2+b2,
и его корни в C суть a+ bi и a− bi. �
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Теорема 9. Пусть ϕ — линейное преобразование евклидова пространства (LP, S).
Тогда справедливы утверждения:

(а) если многочлен χϕ(x) раскладывается над полем P на линейные множители
(в частности, если P = C), то преобразование ϕ нормально тогда и только тогда,
когда в LP существует ортонормированный базис, состоящий из собственных
векторов преобразования ϕ;

(б) если P = R, то преобразование ϕ нормально тогда и только тогда, когда
существует ортонормированный базис �e пространства LR такой, что

A�e(ϕ) = Diag

(
r1, . . . , rk,

(
a1 b1
−b1 a1

)
, . . . ,

(
as bs
−bs as

))
, bi �= 0, i ∈ 1, s, (13)

при этом в (13) допускается отсутствие клеток первого порядка, т. е. равенство
k = 0, или отсутствие клеток второго порядка, т. е. равенство s = 0.

� Если в некотором ортонормированном базисе �e пространства LP матрица A�e(ϕ)
диагональна (т. е. выполнены условия пункта (а)) или при условии P = R имеет
вид (13) (т. е. выполнены условия пункта (б)), то, как легко проверить, матрица
A�e(ϕ) перестановочна с матрицей A�e(ϕ)

T
= A�e(ϕ

∗), и потому ϕϕ∗ = ϕ∗ϕ, т. е. ϕ —
нормальное преобразование.

Наоборот, пусть ϕ — нормальное преобразование пространства (LP, S). Тогда по
теореме 7 существует разложение

LP = L1P � . . .� LtP, t � 1, (14)

в котором каждое подпространство Li инвариантно относительно ϕ, для ϕi = ϕ
∣∣Li

многочлен χϕi(x) неприводим над P, и если t > 1, то подпространства Li и Lj при
i �= j ортогональны. При этом в силу теоремы 6 ϕi — нормальное преобразование
евклидова пространства (LiP, Si), где Si = S

∣∣Li
для i ∈ 1, t.

Выберем в каждом из подпространств LiP ортонормированный базис и обозначим
через Ai матрицу преобразования ϕi в этом базисе. Пусть �e = (e1, . . . , en) — система
векторов L, составленная из выбранных базисов слагаемых Li в разложении (14).
Тогда, очевидно, �e — ортонормированный базис (LP, S), и по теореме 36 главы 15

A�e(ϕ) = Diag(A1, . . . , At). (15)

Остается заметить, что поскольку каждый из многочленов χAi(x) есть неприводимый
над P делитель χϕ(x), то справедливы следующие утверждения:

(а) если многочлен χϕ(x) распадается над P на линейные множители, то все
матрицы Ai в (15) имеют размеры 1 × 1, т. е. t = n, и �e — базис из собственных
векторов преобразования ϕ;

(б) если P = R, то по теореме 8 каждая матрица Ai имеет размеры 1×1 или 2×2,
причем в последнем случае она имеет вид (9).

Поэтому если дополнительно предположить, что слагаемые в (14) удовлетворяют
условию dimL1P � dimL2P � . . . � dimLtP, то можно утверждать, что матрица (15)
имеет вид (13). �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Если ϕ — нормальное преобразование евклидова пространства
(LP, S) и �e — такой ортонормированный базис LP, что матрица A�e(ϕ) диагональ-
на или в случае P = R имеет вид (13), то будем говорить, что �e — геометрически
нормальный базис преобразования ϕ, а A�e(ϕ) — матрица в геометрически нор-
мальной форме.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Геометрически нормальная форма матрицы нормального преобразо-
вания тесно связана с ее второй нормальной формой: если A�e(ϕ) — диагональная
матрица, то это матрица во второй нормальной форме; если же P = R и A�e(ϕ) имеет
вид (13), то вторая нормальная форма матрицы A�e(ϕ) имеет вид

N2(A�e(ϕ)) = Diag

(
r1, . . . , rk,

(
0 −a21 − b21
1 2a1

)
, . . . ,

(
0 −a2s − b2s
1 2as

))
,

и N2(A�e(ϕ)) = A�u(ϕ), где

�u = (e1, . . . , ek, ek+1, ϕ(ek+1), ek+3, ϕ(ek+3), . . . , ek+2s−1, ϕ(ek+2s−1)).

Доказательства этих утверждений предоставляются читателю.

На практике, если характеристический многочлен нормального преобразования ϕ
евклидова пространства (LP, S) распадается над полем P на линейные множители,
то построение геометрически нормального базиса для ϕ основывается на следующих
рассуждениях.

Пусть r1, . . . , rt ∈ P — все различные собственные значения преобразования ϕ.
Тогда χϕ(x) = (x− r1)

n1 . . . (x− rt)
nt , по теореме 44 главы 15

LP = Ker(ϕ− r̂1)
n1 � . . .�Ker(ϕ− r̂t)

nt ,

и в силу теоремы 9(а)

LP = Ker(ϕ− r̂1)� . . .�Ker(ϕ− r̂t)

(покажите). Пусть для j ∈ 1, t

u
(j)
1 , . . . , u(j)nj

— произвольный базис пространства Ker(ϕ − r̂j). Если к этому базису применить
процесс ортогонализации и пронормировать получившуюся систему векторов, то по-
лучится ортонормированный базис e

(j)
1 , . . . , e

(j)
nj пространства Ker(ϕ − r̂j). В таком

случае система
e
(1)
1 , . . . , e(1)n1

, e
(2)
1 , . . . , e

(t)
1 , . . . , e(t)nt

есть базис LP, состоящий из собственных векторов ϕ, причем это — ортонормирован-
ный базис, поскольку верна

Теорема 10. Собственные векторы нормального преобразования ϕ евклидова про-
странства (LP, S), принадлежащие различным собственным значениям, ортого-
нальны.
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� Пусть α1, α2 ∈ LP \ θ и ϕ(αi) = αiri для i ∈ 1, 2, где r1, r2 ∈ P и r1 �= r2. Тогда
по следствию теоремы 6 ϕ∗(α2) = α2r2 и верны равенства

S(ϕ(α1), α2) = r1S(α1, α2),

S(ϕ(α1), α2) = S(α1, ϕ
∗(α2)) = S(α1, α2r2) = r2S(α1, α2).

Отсюда (r1 − r2)S(α1, α2) = 0 и S(α1, α2) = 0. �

§ 3. СВОЙСТВА САМОСОПРЯЖЕННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Полное описание и простую геометрическую интерпретацию самосопряженных
преобразований дает

Теорема 11. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства (LP, S) являет-
ся самосопряженным тогда и только тогда, когда

(а) в пространстве LP существует ортонормированный базис �e, состоящий из
собственных векторов преобразования ϕ;

(б) все собственные значения преобразования ϕ — действительные числа.

� Пусть верны утверждения (а) и (б). Тогда A�e(ϕ) = diag(r1, . . . , rn), где
r1, . . . , rn ∈ R, и потому A�e(ϕ)

T
= diag(r1, . . . , rn) = A�e(ϕ), т. е. A�e(ϕ) — эрмито-

ва матрица. По следствию 2 теоремы 3 ϕ — самосопряженное преобразование.
Наоборот, пусть ϕ = ϕ∗. Тогда ϕ — нормальное преобразование пространства

(LP, S), и по теореме 9 в пространстве L для преобразования ϕ существует геометри-
чески нормальный базис �e. Матрица A�e(ϕ) либо диагональна, либо имеет вид (13).
Но последнее невозможно, так как по следствию 2 теоремы 3 A�e(ϕ)

T
= A�e(ϕ), а

матрица вида (13) при s �= 0 такому равенству не удовлетворяет. Следовательно,
A�e(ϕ) = diag(r1, . . . , rn), и для i ∈ 1, n выполняется условие ri = ri, т. е. ri ∈ R.
Таким образом, ϕ обладает свойствами (а) и (б). �

Доказанная теорема дает следующую характеризацию самосопряженных преобра-
зований в классе нормальных преобразований.

Следствие 1. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства (LP, S) явля-
ется самосопряженным тогда и только тогда, когда оно нормально и все корни
многочлена χϕ(x) в поле C являются действительными числами.

� Достаточно сравнить формулировки теорем 11 и 9(а). �

Следствие 2. Любая эрмитова матрица A ∈ Pn,n (в частности, любая симмет-
ричная матрица A ∈ Rn,n) подобна диагональной матрице D с действительными
элементами, причем матрица T ∈ P

∗
n,n, удовлетворяющая равенству T−1AT = D,

может быть выбрана унитарной, если P = C, и ортогональной, если P = R (т. е.
если A — симметричная матрица над R).
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� Рассмотрим евклидово пространство (LP, S) с ортонормированным базисом
(u1, . . . , un) = �u и зададим его линейное преобразование ϕ равенством A�u(ϕ) = A.
Тогда по следствию 2 теоремы 3 ϕ — самосопряженное преобразование, и по доказан-
ной теореме в пространстве L существует ортонормированный базис �e, состоящий из
собственных векторов преобразования ϕ, причем A�e(ϕ) = D — диагональная матрица
из Rn,n. Остается заметить, что если T — матрица перехода от базиса �u к базису �e,
то T−1AT = D, и при P = R матрица T ортогональна (см. утверждение 9 главы 17),
а при P = C она унитарна (см. утверждение 13 главы 17). �

Отметим, что способ построения матрицы T в доказанном следствии по сути дела
указан в конце § 2.

§ 4. СВОЙСТВА ИЗОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

В утверждении 1 уже показано, что изометрические преобразования евклидова
пространства (LP, S) могут быть охарактеризованы как линейные преобразования со
свойством ϕ∗ = ϕ−1. Приведем еще две важных характеризации таких преобразова-
ний.

Теорема 12. Для линейного преобразования ϕ евклидова пространства (LP, S)
следующие утверждения эквивалентны:

(а) ϕ — изометрия;
(б) существует базис e1, . . . , en пространства LP такой, что

S(ϕ(ei), ϕ(ej)) = S(ei, ej) для всех i, j ∈ 1, n;

(в) ∀α ∈ L : ‖ϕ(α)‖ = ‖α‖.
Множество I(LP, S) всех изометрических преобразований пространства (LP, S)
есть подгруппа группы L(LP)

∗ всех его обратимых линейных преобразований.

� Импликация (а)⇒(б) следует непосредственно из определения 3.
Если выполнено (б), то для любого вектора α =

∑n
i=1 eiai верны равенства

‖ϕ(α)‖2 = S(ϕ(α), ϕ(α)) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajS(ϕ(ei), ϕ(ej)) =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajS(ei, ej) = S(α, α) = ‖α‖2.

Следовательно, верна импликация (б)⇒(в).
Докажем (в)⇒(а). Рассмотрим преобразование ψ = ϕ∗ ◦ ϕ. Нам достаточно дока-

зать, что ψ = 1̂ — тождественное преобразование. Заметим, что ψ — самосопряженное
преобразование, так как по утверждению 4 ψ∗ = (ϕ∗ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ϕ∗∗ = ϕ∗ ◦ ϕ = ψ.
По теореме 11(а) в пространстве LP существует базис �e, состоящий из собственных
векторов преобразования ψ. Пусть ψ(ei) = eiri, ri ∈ P для i ∈ 1, n. Тогда ввиду
утверждения (в) для i ∈ 1, n имеем:

S(ei, ei) = S(ϕ(ei), ϕ(ei)) = S((ϕ∗ ◦ ϕ)(ei), ei) = S(ψ(ei), ei) = riS(ei, ei).

Следовательно, r1 = . . . = rn = 1 и A�e(ψ) = E, т. е. ψ = 1̂.
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Докажем последнее утверждение теоремы. Пусть ϕ, ψ ∈ I(LP, S). Тогда по дока-
занному выше для любого вектора β ∈ L верно равенство ‖ϕ−1(β)‖ = ‖β‖, и потому
для любого α ∈ L верны равенства

‖(ϕ−1 ◦ ψ)(α)‖ = ‖ψ(α)‖ = ‖α‖.

Следовательно, ϕ−1 ◦ ψ ∈ I(LP, S) и I(LP, S) — подгруппа в L(LP)
∗. �

Полное описание и геометрическую интерпретацию изометрических преобразова-
ний дает

Теорема 13. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства (LP, S) являет-
ся изометрическим тогда и только тогда, когда либо

(а) в пространстве LP существует ортонормированный базис �e такой, что

A�e(ϕ) = diag(r1, . . . , rn) (16)

и выполняются условия

r1, . . . , rn ∈ P, |ri| = 1 для i ∈ 1, n; (17)

либо
(б) P = R и в пространстве LR существует ортонормированный базис �e такой,

что

A�e(ϕ) = Diag

(
r1, . . . , rk,

(
cosω1 sinω1

− sinω1 cosω1

)
, . . . ,

(
cosωs sinωs

− sinωs cosωs

))
(18)

и выполняются условия

r1, . . . , rk ∈ {1,−1}, ω1, . . . , ωs ∈ (0, 2π) \ {π} (19)

(при этом, как и в теореме 9(б), возможны случаи k = 0 или s = 0).

� Если для ϕ верно утверждение (а) или утверждение (б), то для соответству-
ющего базиса �e матрица A�e(ϕ∗) = A�e(ϕ)

T
, очевидно, является обратной к матрице

A�e(ϕ), и потому ϕ∗ = ϕ−1, т. е. ϕ — изометрия.
Наоборот, пусть ϕ — изометрическое преобразование пространства (LP, S). Тогда

ϕ — нормальное преобразование, и по теореме 9 для ϕ в пространстве LP существу-
ет геометрически нормальный базис �e. Так как �e — ортонормированный базис, то
условие изометричности ϕ может быть записано равенством

A�e(ϕ)
T
= A�e(ϕ)

−1. (20)

При этом по определению 6 возможна одна из следующих ситуаций.
(а) Матрица A�e(ϕ) имеет вид (16). В этом случае условие (20), очевидно, эквива-

лентно условию (17).
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(б) P = R и матрица A�e(ϕ) имеет вид (13). В этом случае условие (20) эквива-

лентно тому, что в (13) r1, . . . , rk ∈ {1,−1}, а каждая клетка
( aj bj
−bj aj

)
удовлетворяет

условию
a2j + b2j = 1. (21)

Последнее равносильно тому, что aj = cosωj , bj = sinωj для подходящего
ωj ∈ (0, 2π), при этом условие bj �= 0 из (13) эквивалентно условию ωj �= π
из (19). �

Следствие. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства (LP, S) является
изометрическим тогда и только тогда, когда оно нормально и все корни много-
члена χϕ(x) в поле C равны по модулю единице.

� Достаточно сравнить формулировки теорем 9 и 13 и заметить, что корни ха-

рактеристического многочлена матрицы
( aj bj
−bj aj

)
над R равны по модулю единице

тогда и только тогда, когда выполняется условие (21). �
Из теоремы 13 видно, что в евклидовом вещественном пространстве размерности 2

нетождественная изометрия при подходящем выборе декартовых координат сводится
к симметрии относительно одной из координатных осей или к повороту векторов
вокруг начала координат (см. пример 2). В пространствах бо́льших размерностей изо-
метрические преобразования «составляются» из указанных выше простейших преоб-
разований при подходящем выборе осей (и плоскостей).

ЗАДАЧИ

1. Докажите, что если ϕ — нормальное преобразование евклидова пространства
(LP, S), то для любого многочлена f(x) ∈ P[x] преобразование f(ϕ) также нормально.

2. Докажите, что минимальный многочлен нормального преобразования не имеет
кратных множителей в каноническом разложении.

3. Матрица A ∈ Pn,n называется нормальной, если A TA = AA T . Докажите, что
две нормальные матрицы подобны тогда и только тогда, когда равны их характеристи-
ческие многочлены. (Покажите, что многочлен mA(x) не имеет кратных множителей
в каноническом разложении, и воспользуйтесь этим.)

4. Пусть характеристический многочлен нормального преобразования ϕ имеет вид
χϕ(x) = f1(x)f2(x), где (f1(x), f2(x)) = e. Докажите, что подпространства Ker f1(ϕ)
и Ker f2(ϕ) ортогональны. (Обратите внимание, что это утверждение есть обобщение
теоремы 10.)

5. Пусть минимальный многочлен нормального преобразования ϕ евклидова про-
странства (LP, S) имеет над P каноническое разложение mϕ(x) = g1(x) . . . gt(x). До-
кажите, что L = Ker g1(ϕ) � . . .� Ker gt(ϕ) и слагаемые в этом разложении попарно
ортогональны.
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6. Пусть ϕ — линейное преобразование евклидова пространства (LP, S) такое, что
многочлен χϕ(x) распадается над P на линейные множители. Докажите, что если лю-
бое подпространство M пространства LP, инвариантное относительно ϕ, инвариантно
и относительно ϕ∗, то ϕ — нормальное преобразование. Обратите внимание на то,
что это — утверждение, обратное к теореме 6. (Индукцией по n = dimLP докажите,
что в LP существует ортонормированный базис, состоящий из собственных векторов
преобразования ϕ.)

7. Приведите пример, показывающий, что в условиях предыдущей задачи нельзя
отказаться от того, что P — поле разложения для χϕ(x). (Постройте линейное пре-
образование евклидова вещественного пространства размерности 2 с неприводимым
характеристическим многочленом, у которого матрица в ортонормированном базисе
не является нормальной.)

8. Докажите, что произвольное (не обязательно линейное) преобразование ϕ ев-
клидова пространства (LP, S) со свойством

∀α, β ∈ L : S(ϕ(α), ϕ(β)) = S(α, β)

является изометрией (т. е. линейным преобразованием). (Покажите, что для любых
α, β ∈ L и a ∈ P верны равенства ‖ϕ(αa)−ϕ(α)a‖ = 0 и ‖ϕ(α+β)−ϕ(α)−ϕ(β)‖ = 0.)

9. Докажите, что линейное преобразование ϕ евклидова пространства является
нормальным тогда и только тогда, когда оно имеет вид ϕ = σψ, где σ — изометриче-
ское преобразование, а ψ — перестановочное с σ самосопряженное преобразование.

10. Докажите, что две симметричные матрицы A,B ∈ Rn,n подобны тогда и толь-
ко тогда, когда они ортогонально подобны (т. е. существует ортогональная матрица
T ∈ Rn,n такая, что T−1AT = B).

11. Докажите, что ортогональная матрица A ∈ Rn,n подобна диагональной матри-
це над R тогда и только тогда, когда A симметрична.

12. Пусть α1, . . . , αm и β1, . . . , βm — две системы векторов евклидова простран-
ства (LP, S). Докажите, что для существования изометрического преобразования ϕ
этого пространства со свойством ϕ(αi) = βi, i ∈ 1,m, необходимо и достаточно, чтобы
были равны матрицы Грама ΓS(α1, . . . , αm) и ΓS(β1, . . . , βm). (Рассмотрите сначала
случаи, когда указанные системы а) являются базисами LP, б) линейно независимы.)

13. Пусть α1, . . . , αn−1 и β1, . . . , βn−1 — ортонормированные системы векторов
евклидова пространства (LP, S) размерности n. Докажите, что существуют ровно два
изометрических преобразования ϕ со свойством ϕ(αi) = βi, i ∈ 1, n− 1 и бесконечно
много других линейных преобразований с этим свойством.



Глава 19

КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

Здесь читатель познакомится с важным классом многочленов от n переменных
и различными способами их преобразований. В частности, будут показаны прило-
жения теории, развитой в двух предыдущих главах. Излагаемые ниже результаты
обобщают и усиливают изложенные в курсе аналитической геометрии результаты о
поверхностях и кривых второго порядка в декартовом пространстве.

В этой главе изучаются квадратичные формы лишь над такими полями, в которых
единица e удовлетворяет условию

e + e �= 0. (1)

Таким образом, из рассмотрения исключается, например поле P = Z2, но рассматри-
ваются все поля вида P = Zp, где p — нечетное простое, а также поля Q, R, C. Далее
условие (1) используется без дополнительных оговорок.

§ 1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ.
КАНОНИЧЕСКИЙ ВИД

Понятие формы и, в частности, квадратичной формы от n переменных над полем
P уже известно читателю из главы 9 (определение 25). Мы дадим здесь несколько
иное, более удобное для дальнейшего исследования, определение такой формы.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Квадратичной формой от n переменных x1, . . . , xn над полем P
называется любой многочлен f(�x) ∈ P [x1, . . . , xn] вида

f(�x) = a11x
2
1 + a12x1x2 + . . .+ a1nx1xn + a22x

2
2 + a21x2x1 + . . .+ annx

2
n,

где aij ∈ P для i, j ∈ 1, n.

Коротко квадратичную форму f(�x) записывают равенством

f(�x) =

n∑
i,j=1

aijxixj . (2)

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Выражение (2) не является, вообще говоря, канонической записью
многочлена f(�x) в смысле определения 24 главы 9. Последняя при условии (2) имеет
вид
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f(�x) =

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1�i<j�n

(aij + aji)xixj .

Кроме того, согласно приведенному определению, нулевой многочлен является квад-
ратичной формой. Только в этом и состоит отличие определения 1 от определения 26
главы 9.

С квадратичными формами от двух и трех переменных читатель встречался в
курсе аналитической геометрии, где было доказано, что уравнение любой кривой (по-
верхности) второго порядка на плоскости (в пространстве) в случае, если она имеет
хотя бы один центр, может быть после параллельного переноса координатных осей
записано в виде f(x1, x2) = c (соответственно f(x1, x2, x3) = c), где f — квадратичная
форма над R.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Матрицей квадратичной формы (2) называется матрица
Bf = (bij)n×n над полем P , элементы которой определяются равенствами

bij = (2e)−1(aij + aji), i, j ∈ 1, n (3)

(определение корректно ввиду условия (1)).

Нетрудно заметить, что Bf — симметричная матрица над P , и наряду с (2) спра-
ведливо равенство

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i,j=1

bijxixj , (4)

которое можно записать в векторной форме

f(�x) = �xBf x
↓, где �x = (x1, . . . , xn), x↓ = �x T . (5)

Отметим, что согласно замечанию 1 при условиях (3), (4) каноническая запись квад-
ратичной формы f(�x) имеет вид

f(�x) =

n∑
i=1

biix
2
i +

∑
1�i<j�n

2bijxixj . (6)

Из введенных определений и равенства (6) легко следует

Утверждение 1. Квадратичные формы f(x1, . . . , xn) и g(x1, . . . , xn) над P равны
тогда и только тогда, когда равны их матрицы. Для любой симметричной мат-
рицы B ∈ Pn,n многочлен f(x1, . . . , xn) = �xBx↓ есть квадратичная форма, причем
Bf = B.

� Доказательство сводится к сравнению канонических записей многочленов f(�x)
и g(�x), выраженных через коэффициенты соответствующих матриц. Выкладки предо-
ставляются читателю. �

Таким образом, существует взаимно однозначное соответствие f → Bf между мно-
жеством всех квадратичных форм f из P [x1, . . . , xn] и множеством всех симметрич-
ных матриц B ∈ Pn,n.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Будем говорить, что квадратичная форма g(�y) = g(y1, . . . , yn) полу-
чается из квадратичной формы f(�x) невырожденным (линейным) преобразованием
переменных, если существует невырожденная матрица C ∈ Pn,n такая, что после
замены в форме f(�x) переменных x1, . . . , xn по формуле

x↓ = Cy↓ (7)

выполняется равенство

f(x1(y1, . . . , yn), . . . , xn(y1, . . . , yn)) = g(y1, . . . , yn). (8)

В этом случае говорят также, что форма g(�y) получается из f(�x) невырожденной
заменой переменных (7).

Утверждение 2. При условии (7) равенство (8) выполняется тогда и только то-
гда, когда

Bg = CTBfC. (9)

� Пользуясь векторной записью формы g(�y) и равенством (7), получаем:

f(x1(�y), . . . , xn(�y)) = (�y CT )Bf (Cy
↓) = �y (CTBfC)y

↓,

причем матрица CTBfC симметрична. Отсюда и из утверждения 1 следует, что при
условии (8) выполняется (9). Обратное утверждение теперь очевидно. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Говорят, что квадратичная форма f(x1, . . . , xn) эквивалентна квад-
ратичной форме g(y1, . . . , yn), и пишут f(�x) ∼ g(�y), если f(�x) переводится в g(�y)
некоторым невырожденным линейным преобразованием переменных.

Утверждение 3. Отношение эквивалентности квадратичных форм рефлексивно,
симметрично и транзитивно.

� Равенство (9) ввиду обратимости матрицы C влечет за собой равенство
Bf = (C−1)TBgC

−1, и потому в силу утверждения 2 из f ∼ g следует g ∼ f .
Следовательно, отношение ∼ симметрично. Доказательство остальных свойств предо-
ставляется читателю. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Рангом квадратичной формы f(�x) называется ранг ее матрицы
Bf . Его обозначают символом rang f .

Утверждение 4. Если квадратичные формы f(�x) и g(�y) над полем P эквивалент-
ны, то их ранги равны.

� Достаточно воспользоваться равенством (9) и условием |C| �= 0. �
Далее читатель увидит, что обращение утверждения 4 верно не всегда, например,

оно верно, если P = C, и не верно, если P = R.
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. Квадратичная форма f(x1, . . . , xn) может не зависеть (зависеть лишь
формально) от некоторого переменного xs из x1, . . . , xn, т. е. ее каноническая за-
пись (6) в виде многочлена может удовлетворять условиям

bss = 0, 2bis = 2bsj = 0 для i ∈ 1, s− 1, j ∈ s+ 1, n.

Это, ввиду равенств bis = bsi, i ∈ 1, n и условия (1), эквивалентно равенствам
bsi = bis = 0, i ∈ 1, n, т. е. эквивалентно тому, что в матрице Bf s-я строка и
s-й столбец нулевые. Наоборот, если m > n, то квадратичную форму f(x1, . . . , xn)
можно считать (формально) формой от m переменных x1, . . . , xn, . . . , xm, рассмат-
ривая вместо нее форму f(x1, . . . , xn, . . . , xm) = f(x1, . . . , xn) + 0x2n+1 + . . . + 0x2m,
т. е. приписывая к матрице Bf (m − n) нулевых строк и столбцов. Используя этот
подход, мы будем в дальнейшем говорить об эквивалентности квадратичных форм
f(x1, . . . , xn) и g(y1, . . . , ym) и в случае, когда n < m, имея в виду эквивалентность
формы g(y1, . . . , ym) и указанной выше формы f(x1, . . . , xn, . . . , xm).

ПРИМЕР 1. Форма g(y1, y2) = y21 + 2y1y2 + y22 над R эквивалентна форме

f(x1) = x21, поскольку невырожденная замена переменных
( y1
y2

)
=
( 1 −1
0 1

)( x1

x2

)

приводит к равенствам

g(y1, y2) = (x1 − x2)
2 + 2(x1 − x2)x2 + x22 = f(x1).

Наоборот, чтобы получить из формы f(x1) форму g(y1, y2), надо записать f(x1) в
виде f(x1) = x21+0x22 (уравнять число переменных) и произвести обратную невырож-

денную (!) замену
( x1

x2

)
=
( 1 1
0 1

)( y1
y2

)
.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем P называется канони-
ческой, если она имеет вид

f(x1, . . . , xn) = b11x
2
1 + . . .+ bnnx

2
n,

т. е. если Bf — диагональная матрица.

Таким образом, каноническая форма f(�x) — это такая квадратичная форма, для
которой стандартная запись в виде (4) совпадает с ее канонической записью (6) как
многочлена над P .

Следующий фундаментальный результат обобщает известные из курса аналити-
ческой геометрии утверждения о возможности приведения центральной кривой или
поверхности второго порядка к «главным осям».

Теорема 5. Любая квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем P (в котором
2e �= 0) эквивалентна некоторой канонической квадратичной форме.

� Индукция по n. При n = 1 сама форма f является канонической. Пусть m � 2
и теорема верна для всех квадратичных форм от n < m переменных. Рассмотрим
случай, когда n = m.
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Если f(x1, . . . , xn) — нулевой многочлен, т. е. в (4) все коэффициенты bij равны
нулю (см. замечание 1), то f = 0x21 + . . . + 0x2n — каноническая форма. Допустим
теперь, что f(x1, . . . , xn) �= 0. Тогда возможны две ситуации.

1. В равенстве (4) bii �= 0 для некоторого i ∈ 1, n. Предположим, что b11 �= 0 (слу-
чай, когда b11 = 0 и bii �= 0 для i > 1 рассматривается аналогично). Выделим в форме
f все слагаемые, содержащие переменное x1: очевидно, что, пользуясь равенствами
b1i = bi1 для i ∈ 1, n, ее можно записать в виде

f(x1, . . . , xn) = b11x
2
1 + 2b12x1x2 + . . .+ 2b1nx1xn + f1(x2, . . . , xn),

где f1(x2, . . . , xn) — квадратичная форма от переменных x2, . . . , xn. Теперь нетрудно
увидеть, что верно равенство

f(x1, . . . , xn) =
1

b11
(b11x1 + b12x2 + . . .+ b1nxn)

2 + f2(x2, . . . , xn), (10)

где
f2(x2, . . . , xn) = f1(x2, . . . , xn)− 1

b11
(b12x2 + . . .+ b1nxn)

2

— квадратичная форма от x2, . . . , xn. Рассмотрим квадратичную форму

g(y1, . . . , yn) =
1

b11
y21 + f2(y2, . . . , yn). (11)

Ввиду равенства (10) форма g эквивалентна форме f , так как переводится в нее
невырожденной заменой переменных

y↓ = Cx↓, C =

⎛
⎜⎜⎝

b11 b12 . . . b1n
0 e . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . e

⎞
⎟⎟⎠ , |C| = b11 �= 0. (12)

Так как f2(y2, . . . , yn) — форма от n − 1 < m переменных, то по предположению
индукции существует невырожденная замена переменных⎛

⎝ y2
. . .
yn

⎞
⎠ = C1

⎛
⎝ z2
. . .
zn

⎞
⎠ ,

переводящая форму f2 в некоторую каноническую форму

d2z
2
2 + . . .+ dnz

2
n.

Отсюда и из равенства (11) следует, что форма g переводится невырожденной заменой
переменных ⎛

⎜⎜⎝
y1
y2
. . .
yn

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

e 0 . . . 0
0
· · · C1

0

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝
z1
z2
. . .
zn

⎞
⎟⎟⎠
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в каноническую форму
1

b11
z21 + d2z

2
2 + . . .+ dnz

2
n. (13)

Остается заметить, что так как форма g переводится в форму f заменой (12), то
f переводится в g заменой x↓ = C−1y↓ и переводится в каноническую форму (13)
невырожденной линейной заменой переменных

x↓ = C−1

⎛
⎜⎜⎝

e 0 . . . 0
0
· · · C1

0

⎞
⎟⎟⎠ z↓.

2. В равенстве (4) bii = 0 для всех i ∈ 1, n. Тогда форму f можно записать в виде

f(x1, . . . , xn) =
∑

1�i<j�n
2bijxixj ,

и поскольку f �= 0, в этом представлении хотя бы один из коэффициентов bij (i < j)
отличен от нуля. Для упрощения выкладок допустим, что b12 �= 0 (остальные случаи
рассматриваются аналогично). Тогда, как нетрудно видеть, невырожденная замена
переменных

x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2, xi = yi, i ∈ 3, n,

переводит форму f в форму

g(�y) = 2b12y
2
1 − 2b12y

2
2 +

∑
1�i<j�n

2b′ijyiyj.

Ввиду условия b12 �= 0 форма g удовлетворяет условиям пункта 1 и, как там по-
казано, эквивалентна некоторой канонической форме. Следовательно, той же форме
эквивалентна и исходная форма f . �

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Для квадратичных форм над полем P , в котором 2e = 0, понятие
эквивалентности вводится аналогично с помощью определений 3 и 4. Однако для
таких форм уже нельзя ввести запись вида (5) с симметричной матрицей Bf , и
для них не верна теорема 5. Например, форма f(x1, x2) = x1x2 над полем P = Z2

не эквивалентна никакой канонической форме в смысле определения 6 (покажите).
Более того, любая такая каноническая квадратичная форма f(�x) = b1x

2
1 + . . .+ bnx

2
n

над Z2 эквивалентна форме y21, поскольку f(�x) = (b1x1 + . . .+ bnxn)
2.

В связи с этим для квадратичных форм над указанными полями понятие канони-
ческой формы вводится иначе, более сложно. При этом имеет место
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Теорема (Диксон). Любая квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем Z2, от-
личная от нуля (как многочлен), эквивалентна одной и только одной из следую-
щих форм:

y21 ,

y1y2 + y3y4 + . . .+ y2k−1y2k, 2k � n,

y1y2 + y3y4 + . . .+ y2k−1y2k + y22k+1, 2k + 1 � n,

y1y2 + y3y4 + . . .+ y2k−1y2k + y21 + y22 , 2k � n.

Доказательство этой теоремы выходит за рамки нашего курса.

§ 2. КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ НАД ПОЛЯМИ
ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ И КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ

1. Над полями R и C любая квадратичная форма эквивалентна форме, еще более
простой, чем каноническая.

Теорема 6. (а) Любая ненулевая квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем C

эквивалентна форме вида

h(z1, . . . , zn) = z21 + . . .+ z2r . (14)

При этом r = rang f .
(б) Любая ненулевая квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем R эквива-

лентна форме вида

h(z1, . . . , zn) = z21 + . . .+ z2p − z2p+1 − . . .− z2p+q. (15)

При этом p+ q = rang f и в (15) могут отсутствовать слагаемые со знаком плюс
(p = 0) или минус (q = 0).

� В силу теоремы 5 форма f(�x) эквивалентна канонической форме

g(y1, . . . , yn) = d1y
2
1 + . . .+ dny

2
n, (16)

где коэффициенты di лежат соответственно в C или в R.
Если rang f = r, то по утверждению 4 rang g = r и в (16) имеется ровно r коэф-

фициентов di, отличных от нуля. Перенумеровывая, если надо, переменные y1, . . . , yn
(что является невырожденной линейной заменой переменных), можно добиться вы-
полнения соотношений

d1 �= 0, . . . , dr �= 0, dr+1 = . . . = dn = 0.

В случае (а) в поле C существуют элементы c1, . . . , cr такие, что c2i = di, i ∈ 1, t.
Тогда невырожденная замена переменных

y1 =
1

c1
z1, . . . , yr =

1

cr
zr, yr+1 = zr+1, . . . , yn = zn (17)

переводит форму (16) в форму (14).
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В случае (б), перенумеровывая, если надо, переменные y1, . . . , yn, можно добиться
того, что в (16)

d1 > 0, . . . , dp > 0, dp+1 < 0, . . . , dp+q < 0, dp+q+1 = . . . = dn = 0,

где p, q ∈ N0, p+q = r. В поле R можно выбрать элементы c1, . . . , cr, удовлетворяющие
условиям

c21 = d1, . . . , c
2
p = dp, c2p+1 = −dp+1, . . . , c

2
p+q = −dp+q.

Тогда замена переменных по формуле (17) переводит форму (16) в форму (15). �

Следствие. Квадратичные формы над полем C эквивалентны тогда и только то-
гда, когда их ранги равны.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Квадратичные формы (14) и (15) называются нормальными квад-
ратичными формами соответственно над полями комплексных и действительных
чисел.

2. Из теоремы 6(а) следует, что любая квадратичная форма над C эквивалент-
на единственной (с точностью до обозначения переменных) нормальной квадратич-
ной форме (определяемой параметром rang f ). Аналогичное утверждение верно и для
квадратичных форм над R.

Теорема 7 (закон инерции Сильвестра). Если квадратичная форма над R

f(�x) ∈ R[x1, . . . , xn] эквивалентна двум нормальным формам:

g(y1, . . . , yn) = y21 + . . .+ y2s − y2s+1 − . . .− y2s+t

и
h(z1, . . . , zn) = z21 + . . .+ z2p − z2p+1 − . . .− z2p+q,

то справедливы равенства p = s, q = t.

� Поскольку по теореме 6(б) s + t = rang f = p + q, то достаточно доказать, что
s = p. Предположим, что s �= p, и для определенности s > p.

Согласно утверждению 3 формы g и h эквивалентны.
Пусть форма g переводится в форму h невырожденной линейной заменой перемен-

ных y↓ = Cz↓. Тогда по утверждению 2

Bh = CTBgC. (18)

Рассмотрим векторное пространство LR с базисом (e1, . . . , en) = �e и зададим на нем
симметричную билинейную функцию Φ, определив ее матрицу Грама равенством

ΓΦ(�e) = Bg = Diag(Es,−Et, O), (19)

где Ek — единичная матрица размеров k × k. Заметим, что система векторов
�u = (u1, . . . , un) = �eC также есть базис LR, и в силу леммы 8 главы 17 и равенств (18)
и (19) ее матрица Грама относительно функции Φ имеет вид

ΓΦ(�u) = CTΓΦ(�e)C = CTBgC = Bh = Diag(Ep,−Eq, O). (20)
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Рассмотрим в LR подпространства K = (e1, . . . , es)R и M = (up+1, . . . , un)R.
Так как s > p, то верны соотношения

dim(K ∩M) = dimK + dimM − dim(K +M) � s+ (n− p)− n = s− p > 0.

Следовательно, в пространстве K ∩M содержится ненулевой вектор α.
Но тогда, с одной стороны, так как α ∈ K, то координаты α в базисе �e имеют вид

�α�e = (a1, . . . , as, 0, . . . , 0) �= �0, и в силу (19)

Φ(α, α) = �α�e ΓΦ(�e)α
↓
�e = a21 + . . .+ a2s > 0. (21)

С другой стороны, так как α ∈M , то �α�u = (0, . . . , 0, bp+1, . . . , bn), и в силу (20)

Φ(α, α) = �α�u ΓΦ(�u)α
↓
�u = −b2p+1 − . . .− b2p+q � 0. (22)

Противоречивость неравенств (21) и (22) доказывает невозможность условия
s �= p. �

Теперь корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Положительным и отрицательным индексами инерции квадра-
тичной формы f над полем R называются соответственно число p слагаемых с коэф-
фициентом +1 и число q слагаемых с коэффициентом −1 в нормальной квадратичной
форме (15), эквивалентной f .

Следствие. Квадратичные формы над полем R эквивалентны тогда и только то-
гда, когда совпадают их положительные и отрицательные индексы инерции.

3. Как видно из доказательства теоремы 7, свойства квадратичных форм тесно
связаны со свойствами симметричных билинейных функций.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Говорят, что квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем P и сим-
метричная билинейная функция Φ на векторном пространстве LP размерности n ас-
социированы, если для некоторого базиса (e1, . . . , en) = �e пространства LP выпол-
няется равенство ΓΦ(�e) = Bf ; говорят также, что f и Φ ассоциированы в базисе �e
пространства LP .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем действительных чи-
сел R называется положительно определенной, если для любого ненулевого вектора
�a = (a1, . . . , an) над R значение формы f на векторе �a, определяемое равенством
f(�a) = �aBf a

↓, положительно.

Утверждение 8. Для квадратичной формы f(x1, . . . , xn) над полем R следующие
утверждения равносильны:

(а) форма f положительно определена;
(б) ассоциированная с f (в произвольном базисе) симметричная билинейная

функция Φ на пространстве LR размерности n есть скалярное произведение;
(в) положительный индекс инерции формы f равен n.
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� Эквивалентность утверждений (а) и (б) доказывается следующим образом.
Пусть f и Φ ассоциированы в базисе �e = (e1, . . . , en) пространства LR. Тогда для
любого вектора α ∈ LR верны равенства

Φ(α, α) = �α�e ΓΦ(�e)α
↓
�e = �α�eBf α

↓
�e = f(�α�e),

и поскольку {�α�e : α ∈ L} = R
n, то положительная определенность формы f эквива-

лентна условию
∀α ∈ L \ θ : Φ(α, α) > 0.

Доказательство эквивалентности утверждений (а) и (в) основано на том, что усло-
вие (а) равносильно положительной определенности нормальной квадратичной фор-
мы (15), эквивалентной форме f . Дальнейшая его детализация предоставляется чи-
тателю. �

Теорема 9 (Сильвестр). Квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем R положи-
тельно определена тогда и только тогда, когда все главные угловые миноры ее
матрицы Bf положительны.

� Достаточно воспользоваться эквивалентностью пунктов (а) и (б) утверждения 8
и теоремой 11 главы 17. �

4. Как уже было отмечено, теорема 5 переносит результаты, полученные в кур-
се аналитической геометрии для квадратичных форм от 2-х и 3-х переменных над
полем R, на квадратичные формы от n переменных над произвольным полем со свой-
ством (1). Однако в аналитической геометрии были получены результаты более силь-
ные, чем в теореме 5. А именно, там было доказано, что квадратичная форма от 2-х
или 3-х переменных может быть переведена в каноническую не просто некоторой
невырожденной линейной заменой переменных, а такой заменой, которая соответ-
ствует повороту плоскости или пространства (т. е. ортогональному преобразованию).
Следующая теорема дает аналогичное усиление результатов теоремы 5 для квадра-
тичных форм от произвольного числа n переменных над R.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Назовем квадратичные формы f(x1, . . . , xn) и g(y1, . . . , yn) над R

ортогонально эквивалентными, если существует ортогональная матрица C ∈ Rn,n

такая, что замена переменных x↓ = Cy↓ переводит форму f в форму g.

Теорема 10. Любая квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над R ортогонально экви-
валентна некоторой канонической квадратичной форме.

� Так как Bf — симметричная матрица над R, то по следствию 2 теоремы 11
главы 18 существует ортогональная матрица C ∈ Rn,n такая, что

C−1BfC = diag(r1, . . . , rn).

Так как C−1 = CT , то отсюда ввиду утверждения 2 следует, что замена переменных
x↓ = Cy↓ переводит форму f в каноническую форму g(y1, . . . , yn) = r1y

2
1+. . .+rny

2
n. �

Этот результат позволяет доказать следующее важное при решении некоторых
прикладных задач утверждение.
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Теорема 11 (о паре форм). Если f(x1, . . . , xn) и g(x1, . . . , xn) — квадратичные
формы над R, причем f положительно определена, то существует невырожден-
ная линейная замена переменных, переводящая одновременно f в нормальную, а
g — в каноническую форму.

� По теореме 6(б) существует невырожденная замена переменных

x↓ = Uy↓, (23)

переводящая f в нормальную форму f1(�y), которая по утверждению 8 имеет вид
f1(�y) = y21+ . . .+y

2
n. Та же замена (23) переводит форму g(�x) в некоторую квадратич-

ную форму g1(�y). По теореме 10 существует ортогональная матрица C ∈ Rn,n такая,
что замена

y↓ = Cz↓ (24)

переводит g1(�y) в каноническую форму. Но замена (24) переводит форму f1(�y) также
в нормальную форму f2(�z) = z21+ . . .+z

2
n, так как в силу ортогональности матрицы C

Bf2 = CTBf1C = CTEC = CTC = E.

Таким образом, замена x↓ = UCz↓ переводит f в нормальную форму, а g — в кано-
ническую форму. �

ЗАДАЧИ

1. Докажите, что квадратичные формы f(x1, . . . , xn) и g(y1, . . . , yn) над полем P
эквивалентны тогда и только тогда, когда на векторном пространстве LP размерности
n существует симметричная билинейная функция Φ, ассоциированная с f(�x) и с g(�y).

2. Покажите, что для квадратичной формы f(x1, . . . , xn) над P и симметричной
билинейной функции Φ на пространстве LP с базисом �e = (e1, . . . , en) следующие
утверждения эквивалентны:

а) f(�x) и Φ ассоциированы в базисе �e;

б) ∀α, β ∈ LP : Φ(α, β) =
1

2e

(
f(�α�e + �β�e)− f(�α�e)− f(�β�e)

)
;

в) ∀α ∈ LP : Φ(α, α) = f(�α�e).

3. Подсчитайте число классов эквивалентных квадратичных форм от n перемен-
ных над полями C и R (сначала подсчитайте число классов форм данного ранга
r ∈ 0, n).

4. Квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над R называется отрицательно определен-
ной, если для любого �a ∈ R

n \ �0 справедливо неравенство f(�a) < 0. Докажите, что
для f(x1, . . . , xn) следующие утверждения эквивалентны:

а) f отрицательно определена;
б) отрицательный индекс инерции f равен n;
в) в матрице Bf все главные угловые миноры нечетного порядка отрицательны, а

четного порядка — положительны.
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5. Докажите, что квадратичные формы f(x1, . . . , xn) и g(y1, . . . , yn) над полем R

ортогонально эквивалентны тогда и только тогда, когда χ
Bf
(x) = χ

Bg
(x).

6. Докажите, что ортогонально эквивалентная квадратичной форме f(x1, . . . , xn)
над R каноническая квадратичная форма r1y21 + . . . + rny

2
n определена однозначно, с

точностью до перестановки коэффициентов r1, . . . , rn.

7. Пусть P — конечное поле из q элементов, q нечетно, и ω — циклический
образующий группы P ∗. Докажите, что любая квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над
P эквивалентна канонической форме вида

g(�y) = y21 + . . .+ y2s + ωy2s+1 + . . .+ ωy2s+t, s, t ∈ 0, n, s+ t � n.

Выведите отсюда верхнюю оценку числа классов эквивалентных квадратичных форм
в P [x1, . . . , xn].

8. Докажите, что над полем Z3 форма f(�x) = x21+x
2
2 эквивалентна форме 2y

2
1+2y22

(этот пример доказывает, что в условиях предыдущей задачи параметры s и t в форме
g(�y), эквивалентной f(�x), определены неоднозначно).

9. В условиях задачи 7 докажите, что форма f(�x) = x21+x
2
2 не эквивалентна форме

g(�y) = y21 + ωy22 . (Предположив, что f(�x) переводится в g(�y) невырожденной заменой

x↓ =
( a b
c d

)
y↓, покажите, что выполняется одно из противоречивых соотношений:

ωa2 = d2, где a �= 0, или ω = b2.)

10. Квадратичная форма f(x1, . . . , xn) над полем P называется распадающейся,
если она представима в виде произведения двух линейных форм:

f(�x) = (a1x1 + . . .+ anxn) · (b1x1 + . . .+ bnxn).

Докажите, что
а) если форма f распадается, то rang f � 2;
б) форма f над полем C распадается тогда и только тогда, когда rang f � 2;
в) форма f над полем R распадается тогда и только тогда, когда либо rang f � 1,

либо rang f = 2 и положительный индекс инерции f равен отрицательному индексу
инерции (т. е. f ∼ y21 − y22).



Глава 20

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ КОЛЕЦ

В предыдущих главах достаточно подробно были изучены кольцо целых чисел,
кольца вычетов, кольца матриц и кольца многочленов. В этой главе будут изложены
основы общей теории колец.

§ 1. ПОДКОЛЬЦА И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

Аналогом понятия подгруппы в группе является понятие подкольца в кольце. На-
помним (см. определение 19 главы 3), что непустое подмножество S кольца R назы-
вают подкольцом, если оно замкнуто относительно операций сложения и умножения,
заданных на R, и само является кольцом относительно этих операций (обозначение:
S < (R,+, ·) или S < R).

С примерами подколец читатель уже неоднократно встречался. Заметим, что во
всяком кольце R, отличном от нуля, имеется, по крайней мере, два подкольца —
нулевое и само кольцо R. Эти подкольца называют несобственными, а все остальные
подкольца кольца R называют собственными.

Для того чтобы, пользуясь определением, узнать, является ли данное подмноже-
ство S кольца R подкольцом, нужно проверить для S условие замкнутости относи-
тельно операций сложения и умножения и все аксиомы кольца. В действительности,
проверка того, что S является подкольцом, более проста.

Утверждение 1. Непустое подмножество S кольца R является подкольцом тогда
и только тогда, когда выполнены условия:

∀ s1, s2 ∈ S (s1 − s2 ∈ S),
∀ s1, s2 ∈ S (s1s2 ∈ S),

(1)

т. е. когда S — подгруппа группы (R,+) и подполугруппа полугруппы (R, ·).
� Если S — подкольцо кольца R, то по определению кольца выполнены усло-

вия (1).
Обратно, пусть выполнены условия (1). В силу первого из них S — подгруппа

группы (R,+) (см. утверждение 6 главы 11) и, в частности, множество S замкнуто
относительно операции сложения. Второе из условий (1) означает замкнутость S от-
носительно операции умножения. В силу определения 1 главы 10 S — подполугруппа
полугруппы (R, ·).
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Так как в кольце R справедливы законы дистрибутивности умножения относи-
тельно сложения, то эти законы выполнены и в S. Значит, (S,+, ·) — кольцо. �

ПРИМЕР 1. Опишем все подкольца кольца Z. Ввиду результатов § 3 главы 11 все
подгруппы группы (Z,+) исчерпываются множествами mZ, m ∈ N0. Так как каждое
из этих множеств удовлетворяет условиям (1), то это — все подкольца кольца Z.

Если R — конечное кольцо, то проверку того, является ли его подмножество
подкольцом, можно еще упростить.

Утверждение 2. Непустое подмножество S конечного кольца R является под-
кольцом тогда и только тогда, когда S замкнуто относительно операций сло-
жения и умножения, заданных на R.

� Условие
∀ s1, s2 ∈ S (s1 + s2 ∈ S)

в силу конечности группы (R,+) равносильно тому, что S — ее подгруппа (см. след-
ствие 1 утверждения 6 главы 11). Остается применить утверждение 1. �

Для подколец, так же как и для подгрупп, имеет место следующее утверждение
(докажите его в качестве упражнения).

Утверждение 3. Если S — подкольцо кольца R, а T — подкольцо кольца S, то
T — подкольцо кольца R, т. е. отношение «быть подкольцом» транзитивно на
любом множестве колец.

Если S — подкольцо кольца R, то нулевые элементы 0S и 0R этих колец совпа-
дают (как нейтральные элементы группы (R,+) и ее подгруппы (S,+)). Вопрос же
о единице подкольца S кольца R с единицей eR решается не однозначно. А именно,
S может не иметь единицы, может иметь единицу eS = eR и может иметь единицу
eS �= eR.

ПРИМЕР 2. Указанные выше три ситуации осуществляются, например, для кольца
матриц R2,2 и его подколец

S1 =
{( a b

0 0

)∣∣∣ a, b ∈ R

}
, S2 =

{( a 0
0 b

)∣∣∣ a, b ∈ R

}
, S3 =

{( a 0
0 0

)∣∣∣ a ∈ R

}
.

Рассмотрим случай, когда R — кольцо без делителей нуля.

Утверждение 4. Если R — кольцо без делителей нуля с единицей eR и S — его
ненулевое подкольцо с единицей eS, то eS = eR.

� Так как eR — единица кольца R и eS ∈ R, то eSeR = eS . Поскольку eS —
единица кольца S, то eSeS = eS. Тогда eSeR = eSeS и eS(eR − eS) = 0. Так как
eS �= 0 и в R нет делителей нуля, то eS = eR. �

Кольцо, не имеющее делителей нуля, может не содержать единицу. Например, та-
ковым является кольцо 2Z. Если же R — конечное кольцо, то наличие хотя бы одного
ненулевого элемента, не являющегося делителем нуля, обеспечивает существование
в R единицы.
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Утверждение 5. Пусть R — конечное кольцо, содержащее элемент a �= 0, не яв-
ляющийся делителем нуля. Тогда R — кольцо с единицей, и любой элемент из
R \ {0}, не являющийся делителем нуля, обратим.

� Если c, b ∈ R и ca = ba, то (c − b)a = 0 и c = b, так как элемент a не
является делителем нуля. Значит, все элементы из Ra = {ra : r ∈ R} различны.
Тогда |Ra| = |R|, и ввиду конечности множества R имеем Ra = R. Аналогично
показываем, что aR = R.

Из равенства Ra = R следует, что существует такой элемент e1 ∈ R, что e1a = a.
Пусть b — произвольный элемент кольца R. Обозначим c = be1. Тогда верны равен-
ства ca = be1a = ba и, следовательно, c = b. Таким образом, be1 = b для любого
элемента b ∈ R. Аналогично, из равенства aR = R выводим существование такого
элемента e2 ∈ R, что e2b = b для любого b ∈ R. Тогда e1 = e2e1 = e2, и R — кольцо с
единицей e = e1 = e2.

Для любого элемента d ∈ R \ {0}, не являющегося делителем нуля, как и выше,
показываем, что dR = Rd = R. По утверждению 10 главы 3 тогда d ∈ R∗. �

Следствие. Конечное ненулевое коммутативное кольцо R является полем тогда
и только тогда, когда в R нет делителей нуля.

Рассмотрим некоторые операции над подкольцами данного кольца. Так как под-
кольца A и B кольца R являются, в частности, подгруппами абелевой группы (R,+),
то их сумма A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B} есть подгруппа группы (R,+). Однако,
эта сумма может не быть подкольцом.

ПРИМЕР 3. В кольце матриц P2,2 над полем P рассмотрим подкольца

A =

{(
0 0
a 0

) ∣∣∣ a ∈ P} и B =

{(
0 b
0 0

) ∣∣∣ b ∈ P} .
Множество A + B =

{( 0 b
a 0

)}
не замкнуто относительно умножения: при условии

ab �= 0 верно соотношение
( 0 0
a 0

)( 0 b
0 0

)
=
( 0 0
0 ab

)
/∈ A+B. Значит, A+ B — не под-

кольцо кольца P2,2.

В § 3 будут указаны условия, при которых сумма подколец является подкольцом.
Рассмотрим теперь пересечение подколец данного кольца.

Утверждение 6. Если {Sα : α ∈ A} — произвольное семейство подколец кольца R,
то T =

⋂
α∈A

Sα — подкольцо кольца R.

� Доказательство проводится с использованием утверждения 1 и предоставляется
читателю. �
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Утверждение 6 показывает, что корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть S — подмножество кольца R. Подкольцом кольца R, порож-
денным подмножеством S, называют пересечение всех подколец кольца R, содержа-
щих S (обозначение: [S]R).

По аналогии с соответствующими утверждениями для подполугрупп и подгрупп
(см., например, теорему 8 главы 11) докажем

Утверждение 7. Если S — непустое подмножество кольца R, то [S]R есть мно-
жество всех элементов кольца R, имеющих вид

r =

n∑
i=1

ais1i . . . skii, где n ∈ N, ai ∈ Z, ki ∈ N, sti ∈ S. (2)

� Обозначим через T множество всех элементов кольца R, имеющих вид (2). Так
как [S]R — подкольцо кольца R, содержащее S, то [S]R ⊃ T .

Поскольку разность и произведение любых двух элементов из T являются элемен-
тами из T , то по утверждению 1 T — подкольцо кольца R. Ясно, что T ⊃ S. Тогда по
определению 1 T ⊃ [S]R и, стало быть, T = [S]R. �

ПРИМЕР 4. Если a ∈ R, то [a]R — множество всех элементов вида

c1a+ . . .+ cna
n, n ∈ N, ci ∈ Z.

§ 2. ХАРАКТЕРИСТИКА КОЛЬЦА

Введем для колец понятие, тесно связанное с понятием экспоненты группы.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Характеристикой кольца R называют такое наименьшее t ∈ N, что

∀ r ∈ R (tr = 0),

если такие числа t существуют. В противном случае говорят, что кольцо R имеет
нулевую характеристику. Пишут: CharR = t, CharR = 0.

Ясно, что если exp(R,+) <∞, то характеристика кольца совпадает с экспонентой
группы (R,+) (см. определение 5 главы 11).

ПРИМЕР 5. CharZ = 0; CharZ/n = n.

Если r ∈ R, то через ord r будем обозначать порядок r как элемента группы (R,+)
(аддитивный порядок элемента r).

Утверждение 8. Пусть R — кольцо с единицей e. Тогда

CharR =

{
ord e, если ord e <∞,

0, если ord e =∞.

Если, кроме того, R — кольцо без делителей нуля, то либо CharR = 0, либо
CharR — простое число.
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� Для любых t ∈ N и r ∈ R имеем tr = t(er) = (te)r. Поэтому если ord e = t ∈ N,
то tr = 0 для любого r ∈ R и, следовательно, CharR � t. Кроме того, ord e � CharR.
Значит, CharR = t. Если же ord e =∞, то ясно, что CharR = 0.

Пусть теперь в R нет делителей нуля. Если CharR = 0, то доказывать нечего.
Пусть CharR = n ∈ N. Если n = n1n2, где ni ∈ N, 1 < ni < n, то справедливы
равенства ne = (n1n2)e = (n1e)(n2e). Так как CharR = ord e = n, то n1e �= 0,
n2e �= 0, и условие ne = 0 противоречит тому, что в R нет делителей нуля. Значит,
CharR — простое число. �

Следствие. Если R — кольцо с единицей и без делителей нуля, а S — его подкольцо
с единицей, то CharR = CharS.

� По утверждению 4 eS=eR. Остается применить утверждение 8. �
Формула разложения бинома (a + b)n верна для элементов любого коммутатив-

ного кольца. Для колец простой характеристики при некоторых показателях n она
приобретает особенно простой вид.

Утверждение 9. Если R — коммутативное кольцо и CharR = p — простое число,
то для любых элементов a, b ∈ R и любого t ∈ N справедливо равенство

(a+ b)p
t

= ap
t

+ bp
t

.

� По аналогии с доказательством теоремы 3 главы 2 можно доказать формулу
разложения бинома:

(a+ b)p =

p∑
i=0

Cipa
p−ibi.

Коэффициент Cip =
p(p− 1) . . . (p− i+ 1)

i!
является целым числом. При 1 < i < p

имеем (p, i) = 1. Тогда по свойству взаимно простых чисел (p, i!) = 1 и из равенства
i!Cip = p(p− 1) . . . (p− i+ 1) получаем p | Cip, т. е. Cip = pui для некоторого ui ∈ N.

Так как CharR = p, то при 1 < i < p имеем Cipa
p−ibi = puia

p−ibi = 0. Стало быть,
(a+ b)p = ap + bp.

При t > 1 утверждение доказывается (t − 1)-кратным возведением последнего
равенства в степень p. �

§ 3. ИДЕАЛЫ И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

Среди подколец кольца особую роль играют подкольца, называемые идеалами.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Идеалом кольца R называют любое его подкольцо I, удовлетворя-
ющее условию

∀ i ∈ I, ∀ r ∈ R (ir ∈ I, ri ∈ I), (3)

т. е. выдерживающее умножение на элементы кольца R (обозначение: I � (R,+, ·)
или I � R).
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Ясно, что в определении 3 можно вместо подкольца I кольца R рассматривать
подгруппу (I,+) группы (R,+), удовлетворяющую условию (3).

Понятие идеала кольца есть аналог понятия нормального делителя группы.
В любом ненулевом кольце R есть, по крайней мере, два идеала — нулевой и само

кольцо R. Эти идеалы называют несобственными. Все остальные идеалы кольца R
называют собственными идеалами.

ПРИМЕР 6. Если R — коммутативное кольцо и a ∈ R, то aR � R (проверьте). В част-
ности, в силу примера 1 все подкольца кольца Z являются его идеалами.

Имеются кольца, в которых нет собственных идеалов.

ПРИМЕР 7. Пусть P — поле и I � P , I �= 0. Для элемента i ∈ I \ {0} в P существует
обратный элемент i−1. По условию (3) e = ii−1 ∈ I. Тогда для любого элемента r ∈ P
(опять по условию (3)) r = re ∈ I. Стало быть, P ⊂ I и P = I. Таким образом, в поле
нет собственных идеалов.

Наиболее типичной является ситуация, когда в кольце R некоторые собственные
подкольца являются идеалами, а некоторые — нет.

ПРИМЕР 8. В кольце многочленов P [x] над полем P подкольца вида f(x)P [x] явля-
ются идеалами (см. пример 6), а все ненулевые подкольца, содержащиеся в P , и,
в частности само поле P , не являются идеалами.

Заметим, что отношение «быть идеалом» (как и отношение «быть нормальным
делителем») не всегда транзитивно на множестве подколец данного кольца (подгрупп
данной группы).

ПРИМЕР 9. В кольце Z4[x] подкольцо 2Z4[x] многочленов, имеющих коэффициенты
0 или 2, является идеалом. Подкольцо 2Z4 является идеалом кольца 2Z4[x]. Однако
подкольцо 2Z4 кольца Z4[x] не является в нем идеалом (проверьте).

Рассмотрим операции над идеалами и подкольцами.

Утверждение 10. Если I — идеал, а L — подкольцо кольца R, то
(а) I + L — подкольцо кольца R,
(б) I ∩ L — идеал кольца L.

� (а) Ясно, что I + L — подгруппа группы (R,+). Пусть i1 + l1, i2 + l2 ∈ I + L.
Так как справедливы равенства

(i1 + l1)(i2 + l2) = i1i2 + i1l2 + l1i2 + l1l2 = i3 + l3,

где i3 = i1i2 + l1i2 + i1l2 ∈ I и l3 = l1l2 ∈ L, то по утверждению 1 I + L — подкольцо
кольца R.

(б) По утверждению 6 I ∩L — подкольцо кольца R. Так как I ∩L ⊂ L, то I ∩L —
подкольцо кольца L. Если l ∈ L и i ∈ I ∩ L, то il ∈ L и il ∈ I. Значит, il ∈ I ∩ L.
Аналогично проверяем, что li ∈ I ∩ L. Следовательно, I ∩ L — идеал кольца L. �
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Утверждение 11. Если I, J — идеалы кольца R, то I + J — идеал кольца R.

� По утверждению 10(а) I +J — подкольцо кольца R. Если i+ j ∈ I +J и r ∈ R,
то справедливы соотношения (i + j)r = ir + jr ∈ I + J . Аналогично, r(i + j) ∈ I + J .
Значит, I + J — идеал кольца R. �

Утверждение 12. Если {Iα : α ∈ A} — произвольное семейство идеалов кольца R,
то T =

⋂
α∈A

Iα — идеал кольца R.

Доказательство осуществляется непосредственной проверкой с учетом утвержде-
ния 6 и предоставляется читателю.

Из утверждения 12 следует, что корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Идеалом, порожденным подмножеством S кольца R, называют
пересечение всех идеалов кольца R, содержащих S (обозначение: (S)R).

Так как идеал кольца R является его подкольцом, то из определений 4 и 1 следует
включение [S]R ⊂ (S)R, которое может быть как строгим, так и нестрогим.

ПРИМЕР 10. Если a ∈ Z, то [a]Z = (a)Z = aZ. В поле Q, очевидно, [N]Q = Z и
(N)Q = Q, а тогда [N]Q � (N)Q.

Утверждение 13. Если R — коммутативное кольцо с единицей e и S — непустое
подмножество из R, то (S)R есть множество всех элементов вида

r =

k∑
i=1

siri, где k ∈ N, si ∈ S, ri ∈ R. (4)

� Обозначим через T множество всех элементов вида (4). Так как идеал (S)R
содержит S, то по определению 3 (S)R ⊃ T .

Покажем обратное включение. Пусть r ∈ R, t1 =
∑k

i=1 siri ∈ T и элемент
t2 =

∑l
j=1 s

′
jr

′
j ∈ T . Тогда

t1 − t2 = s1r1 + . . .+ skrk + s′1(−r′1) + . . .+ s′l(−r′l) ∈ T.

В силу коммутативности кольца R имеем:

rt1 = t1r =

k∑
i=1

si(rir) ∈ T.

Таким образом, T — идеал кольца R. Поскольку в R есть единица e, и se = s для
s ∈ S, то S ⊂ T . Тогда по определению 4 справедливо включение (S)R ⊂ T . Поэтому,
(S)R = T . �
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. Обратите внимание на отличие вида (4) элементов идеала (S)R от вида
элементов подгруппы 〈F 〉 группы (G,+), порожденной подмножеством F (теорема 8
главы 11):

g =

k∑
i=1

fici, где k ∈ N, fi ∈ F и ci ∈ Z (!).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Идеал I кольца R называют главным, если существует такой эле-
мент s ∈ R, что I = (s)R (говорят, что элемент s порождает идеал I). Коммутативное
кольцо R с единицей называют кольцом главных идеалов, если все его идеалы глав-
ные.

Теорема 14. Кольцо Z, произвольное поле P и кольцо многочленов P [x] являются
кольцами главных идеалов.

� По утверждению 13 главный идеал коммутативного кольца R с единицей имеет
вид

(s)R = sR. (5)

Как показано в примере 6, идеалы кольца Z имеют вид mZ, m ∈ N0, т. е. Z —
кольцо главных идеалов.

Ввиду примера 7 идеалы поля P — это 0 = 0P и P = eP , где e — единица поля
P . Значит, P — кольцо главных идеалов.

Пусть I — идеал кольца P [x]. Если I = 0, то I = 0P [x] — главный идеал.
Если I �= 0, то среди его ненулевых элементов возьмем многочлен i(x) наименьшей
степени. Покажем, что I = i(x)P [x].

Произвольный многочлен j(x) ∈ I разделим на i(x) с остатком:
j(x) = i(x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg i(x).

Так как r(x) = j(x)−i(x)q(x), то r(x) ∈ I. Если r(x) �= 0, то получаем противоречие с
выбором элемента i(x). Значит, r(x) = 0 и j(x) ∈ i(x)P [x]. Стало быть, I ⊂ i(x)P [x].

Поскольку i(x) ⊂ I, то i(x)P [x] ⊂ I. Итак, I = i(x)P [x], и P [x] — кольцо главных
идеалов. �

Из равенства (5) следует, что для многочленов f(x), g(x) ∈ P [x] включение
f(x)P [x] ⊂ g(x)P [x] справедливо тогда и только тогда, когда g(x) | f(x). Поэтому
(f(x))P [x] = (g(x))P [x] тогда и только тогда, когда многочлены f(x) и g(x) ассоции-
рованы.

Отсюда получаем

Следствие. Если I � P [x] и I �= 0, то существует единственный унитарный
многочлен, порождающий идеал I.

� Если I = (f(x))P [x] и f∗(x) — ассоциированный с f(x) унитарный многочлен,
то I = (f∗(x))P [x]. Остается заметить, что ассоциированные унитарные многочлены
равны. �

Заметим, что не всякое коммутативное кольцо с единицей является кольцом глав-
ных идеалов.

ПРИМЕР 11. В кольце Z4[x] идеал, порожденный множеством S = {2, x}, не является
главным (покажите).
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§ 4. ПРОСТЫЕ КОЛЬЦА

По аналогии с определением простой группы введем определение простого кольца.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Кольцо R называют простым, если оно ненулевое и в нем нет соб-
ственных идеалов.

Согласно примеру 7, произвольное поле является простым кольцом.

ПРИМЕР 12. Если R — кольцо простого порядка, то оно простое кольцо, так как в
группе (R,+) нет даже собственных подгрупп.

Задача описания всех простых колец (как и простых групп) является весьма слож-
ной. Однако она легко решается в классе коммутативных колец.

Теорема 15. Коммутативное кольцо R �= 0 является простым тогда и только
тогда, когда одно поле или кольцо простого порядка с нулевым умножением.

� Примеры 7 и 12 показывают, что поля и кольца простого порядка являются
простыми кольцами. Пусть R — простое кольцо. Если R — кольцо с нулевым умно-
жением (см. определение 12 главы 3), то группа (R,+) — простая, так как любая
ее подгруппа является идеалом кольца R (проверьте). По теореме 44 главы 11 |R| —
простое число.

Пусть теперь R — кольцо с ненулевым умножением. Если r ∈ R, то в силу
примера 6 rR � R. Так как R — простое кольцо, то rR = 0 или rR = R.

Если rR = 0 для любого элемента r ∈ R, то R — кольцо с нулевым умножением,
что противоречит условию. Значит, существует такой элемент r ∈ R, что

rR = R. (6)

Легко проверить, что множество I = {g ∈ R : rg = 0} — идеал кольца R. Стало
быть, I = R или I = 0. В первом случае получаем rR = 0 вопреки равенству (6).
Поэтому I = 0, и, следовательно, элемент r не является делителем нуля.

Из равенства (6) следует, что rx = r для некоторого элемента x ∈ R. Пусть b ∈ R
и xb = c. Из равенств rxb = rb = rc получаем r(b − c) = 0, и, следовательно, b = c.
Значит, xb = b для любого элемента b ∈ R. Поскольку R — коммутативное кольцо, то
x = e — единица кольца R.

Тогда для любого элемента r ∈ R\{0} получаем rR �= 0 и, значит, rR = R. Отсюда
следует, что существует такой элемент r′ ∈ R, что rr′ = e. Это и означает, что R —
поле. �

Следствие 1. Коммутативное кольцо R �= 0 является полем тогда и только то-
гда, когда R — простое кольцо с ненулевым умножением.

Следствие 2. Коммутативное кольцо R с единицей является полем тогда и толь-
ко тогда, когда R — простое кольцо.
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Примеры некоммутативных простых колец дает

Утверждение 16. Если P — поле и n ∈ N, то кольцо матриц Pn,n — простое
кольцо.

� Пусть I — ненулевой идеал кольца Pn,n, A = (ai,j)n×n ∈ I \ {On×n} и akl �= 0.
Тогда для любого i ∈ 1, n справедливы соотношения (проверьте):

a−1
kl E

(i,i)(E(i,k)AE(l,i)) = a−1
kl E

(i,i) · aklE(i,i) = E(i,i) ∈ I.
Поэтому En×n = E(1,1) + . . .+ E(n,n) ∈ I, и, следовательно, I = Pn,n. �

В классе конечных колец простые кольца описываются утверждением, которое
мы приведем без доказательства: конечное ненулевое кольцо R является простым
тогда и только тогда, когда R — либо конечное поле, либо кольцо матриц над
конечным полем, либо кольцо простого порядка с нулевым умножением.

§ 5. КОНГРУЭНЦИИ И ИДЕАЛЫ КОЛЕЦ. ФАКТОРКОЛЬЦА

Напомним, что бинарное отношение ρ на полугруппе (M, ∗) называют конгру-
энцией, если ρ — отношение эквивалентности, согласованное с операцией ∗, т. е.
удовлетворяющее условию

∀m1,m2,m
′
1,m

′
2 ∈M (m1 ρm2, m

′
1 ρm

′
2 ⇒ (m1 ∗m′

1) ρ (m2 ∗m′
2))

(определение 5 главы 10). В главе 11 были рассмотрены конгруэнции на группе и
установлена их тесная связь с нормальными делителями этой группы. Рассмотрим
аналогичные вопросы для колец.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Бинарное отношение ρ на кольце (R,+, ·) называют конгруэнцией,
если ρ — отношение эквивалентности, согласованное с операциями + и · .

Если ρ — конгруэнция на кольце R, то на фактормножестве

R/ρ = {[r]ρ : r ∈ R},
где [r]ρ = {a ∈ R : a ρ r}, определены индуцированные операции (определение 6
главы 10):

[a]ρ + [b]ρ = [a+ b]ρ, [aρ] · [b]ρ = [ab]ρ.

При этом по следствию утверждения 6 главы 10 (R/ρ,+) — абелева группа и
(R/ρ, ·) — полугруппа.

Утверждение 17. Если ρ — конгруэнция на кольце (R,+, ·), то алгебра (R/ρ,+, ·)
является кольцом.

� В силу сказанного выше остается проверить справедливость законов дистрибу-
тивности. Цепочка равенств

([a]ρ + [b]ρ) · [cρ] = [a+ b]ρ · [c]ρ = [(a+ b)c]ρ = [ac+ bc]ρ =

= [ac]ρ + [bc]ρ = [a]ρ · [c]ρ + [b]ρ · [c]ρ



§ 5. Конгруэнции и идеалы колец. Факторкольца 411

доказывает справедливость одного из них. Аналогично проверяется и другой закон
дистрибутивности. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Если ρ — конгруэнция на кольце R, то кольцо R/ρ называют фак-
торкольцом кольца R по конгруэнции ρ.

Таким образом, по конгруэнциям на кольце R можно строить, исходя из кольца R,
новые кольца. Поэтому естественно возникает задача об описании всех конгруэнций
на кольце R.

ПРИМЕР 13. Если m ∈ N, то по теореме 2 главы 5 отношение ≡ (m) (сравнимости по
модулю m) на кольце Z, заданное условием

(a ≡ b (m)) ⇔ (m | a− b), (7)

является конгруэнцией. Факторкольцо Z/≡ (m) — это кольцо вычетов Z/m кольца Z

по модулю m. Ясно, что условие (7) можно записать в виде

(a ≡ b (m)) ⇔ (a− b ∈ mZ).

Обратим внимание на то, что mZ — идеал кольца Z. Как мы сейчас увидим,
возникновение в примере 13 идеала mZ, связанного с конгруэнцией ≡ (m), было не
случайным.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Пусть I — идеал кольца R. Говорят, что элементы a, b ∈ R сравни-
мы по идеалу I, если a− b ∈ I. При этом пишут a ≡ b (I), или a ρI b.

Теорема 18. (а) Если I — идеал кольца R, то отношение сравнимости ρI по
идеалу I является конгруэнцией на кольце R;

(б) Если ρ — конгруэнция на кольце R, то класс [0]ρ является идеалом кольца
R и ρ есть отношение сравнимости по идеалу I = [0]ρ.

� (а) Легко проверить, что ρI — отношение эквивалентности. Пусть a ≡ a1(I) и
b ≡ b1(I), т. е. a− a1 ∈ I и b− b1 ∈ I. Соотношения

(a− a1) + (b− b1) = (a+ b)− (a1 + b1) ∈ I,
ab− a1b1 = ab− a1b+ a1b− a1b1 = (a− a1)b+ a1(b− b1) ∈ I

показывают, что (a+ b) ≡ (a1 + b1)(I) и ab ≡ a1b1(I), т. е. ρI — конгруэнция.
(б) Пусть i, j ∈ [0]ρ, т. е. i ρ 0 и j ρ 0. Так как (−j) ρ (−j), то (−j) ρ 0, (i − j) ρ 0

и i − j ∈ [0]ρ. Значит, [0]ρ — подгруппа группы (R,+). Если r ∈ R, то справедливы
соотношения r ρ r, (ri) ρ 0 и (ir) ρ 0. Следовательно, ir, ri ∈ [0]ρ и I = [0]ρ — идеал
кольца R.

Ясно, что
(a ρ b) ⇔ (a− b ∈ [0]ρ) ⇔ (a ≡ b (I)). �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Если I — идеал кольца R, то факторкольцом кольца по R идеалу
I называют факторкольцо кольца R по конгруэнции ≡ I (или ρI). Его обозначают
через R/I.

Учитывая результаты главы 11, легко увидеть, что кольцо (R/I,+, ·) — это фак-
торгруппа (R/I,+), элементами которой являются смежные классы a+I и на которой
операция умножения задана равенством

(a+ I)(b + I) = ab+ I. (8)

Утверждение 19. Если R — коммутативное кольцо (кольцо с единицей e), то для
любого идеала I кольца R факторкольцо R/I коммутативно (содержит единицу
e+ I).

� Доказательство очевидно в силу равенства (8). �

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Обозначим через K(R) множество всех конгруэнций на кольце R и
через L(R) — множество всех идеалов кольца R. Зададим следующие отображения
ϕ : K(R)→ L(R) и ψ : L(R)→ K(R), положив (в обозначениях теоремы 18)

ϕ(ρ) = [0]ρ, ψ(I) = ρI ,

где ρ ∈ K(R), I ∈ L(R). Тогда по теореме 18
(ϕ ◦ ψ)(I) = ϕ(ψ(I)) = ϕ(ρI) = I, (ψ ◦ ϕ)(ρ) = ψ(ϕ(ρ)) = ψ(I) = ρ.

Значит, ϕ ◦ ψ = εL(R) и ψ ◦ ϕ = εK(R). По утверждению 4 главы 1 ϕ и ψ — биекции.
Таким образом, существует взаимно однозначное соответствие между множествами
K(R) и L(R).

Теорема 18, в частности, позволяет описать все конгруэнции на кольцах Z и P [x],
где P — поле.

ПРИМЕР 14. По теореме 14 все идеалы колец Z и P [x] имеют вид, соответственно,
mZ = (m)Z, где m ∈ N0, и f(x)P [x] = (f(x))P [x], где f(x) ∈ P [x]. По определению 10
факторкольца колец Z и P [x] имеют вид Z/mZ = Z/(m)Z = Z/m и P [x]/f(x)P [x] =
= P [x]/(f(x))P [x].

Кольцо вычетов Z/m было подробно изучено в главе 5. Кольцо P [x]/f(x)P [x]
также принято называть кольцом вычетов кольца P [x] по модулю f(x) и обозначать
через P [x]/f(x). Рассмотрим подробнее это кольцо.

По определению 10 элементами кольца P [x]/f(x) являются классы
[a(x)]f(x) = a(x) + f(x)P [x].

Если f(x) = 0, то P [x]/0 ∼= P [x], поскольку a(x) − b(x) ∈ 0 · P [x] тогда и только
тогда, когда a(x) = b(x).

Пусть f(x) = f ∈ P \ {0}. Тогда f · P [x] = P [x], и для любых многочленов a(x) и
b(x) справедливо соотношение a(x) − b(x) ∈ f · P [x]. Значит, P [x]/f = [0]f — кольцо
из одного элемента.
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Пусть теперь deg f(x) = n > 0. Произвольный многочлен b(x) ∈ P [x] разделим на
f(x) с остатком: b(x) = f(x)q(x) + r(x), deg r(x) < n. Тогда

b(x)− r(x) = f(x)q(x) ∈ f(x)P [x].
Это означает, что в любом классе [b(x)]f(x) ∈ P [x]/f(x) содержится многочлен, име-
ющий степень строго меньшую, чем n = deg f(x). Более того, в классе [b(x)]f(x)
такой многочлен только один, поскольку разность двух различных (!) многочленов,
имеющих степени, меньшие n, не делится на f (x). Таким образом, при условии
deg f(x) = n > 0 множество P [x]/f(x) описывается следующим образом:

P [x]/f(x) =
{
[a0 + a1x+ . . .+ an−1x

n−1]f(x) : ai ∈ P, i ∈ 0, n− 1
}
. (9)

В частности, если |P | <∞, то |P [x]/f(x)| = |P |n.
Изложенная выше конструкция построения новых колец как факторколец данного

кольца позволяет указать и способы построения полей. Напомним, что в главе 5 было
построено поле Z/p, где p — простое число.

Утверждение 20. Если P — поле, f(x) ∈ P [x] и deg f(x) > 0, то равносильны
утверждения:

(а) многочлен f(x) неприводим над P ;
(б) P [x]/f(x) — поле.

� (а)⇒(б) Пусть [a(x)]f(x) ∈ P [x]/f(x) и [a(x)]f(x) �= [0]f(x). В силу (9) можно счи-
тать, что deg a(x) < deg f(x). Поэтому f(x) � a(x). Тогда по свойству неприводимых
многочленов (f(x), a(x)) = e. Значит, для некоторых многочленов u(x), v(x) ∈ P [x]
справедливо равенство u(x)f(x)+ v(x)a(x) = e. Поэтому в кольце P [x]/f(x) справед-
ливы равенства:

[u(x)f(x) + v(x)a(x)]f(x) = [u(x)]f(x)[f(x)]f(x) + [v(x)]f(x)[a(x)]f(x) = [e]f(x).

Поскольку [f(x)]f(x) = [0]f(x), то [v(x)]f(x)[a(x)]f(x) = [e]f(x), и, следовательно,
[v(x)]f(x) = [a(x)]−1

f(x). Стало быть, P [x]/f(x) — поле.
(б)⇒(а) Предположим, что f(x) = g(x)h(x), где g(x), h(x) ∈ P [x] и 0 < deg g(x),

deg h(x) < deg f(x). Тогда в кольце P [x]/f(x) справедливы соотношения

[0]f(x) = [f(x)]f(x) = [g(x)]f(x)[h(x)]f(x),

[g(x)]f(x) �= [0]f(x), [h(x)]f(x) �= [0]f(x), противоречащие условию (б). Значит, много-
член f(x) неприводим над полем P . �

Утверждение 20 позволяет получать поля с числом элементов pt, где p — простое
число и t ∈ N. Действительно, если P = Z/p и f(x) — неприводимый над P многочлен
степени t, то в силу равенства (9) число элементов в поле P [x]/f(x) равно pt.

ПРИМЕР 15. Многочлен f(x) = x2 + x + e ∈ Z/2[x] неприводим над полем Z/2. По-
этому поле Z/2[x]/f(x) состоит из четырех элементов. В силу равенства (9)

Z/2[x]
/
f(x) =

{
[0]f(x), [e]f(x), [x]f(x), [x+ e]f(x)

}
.

Выпишите таблицы сложения и умножения в этом поле.
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§ 6. ГОМОМОРФИЗМЫ КОЛЕЦ

Согласно определению 4 главы 10 гомоморфизм ϕ кольца (R,+, ·) в кольцо
(L,+, ·) — это такое отображение ϕ : R → L, при котором для любой операции
∗ ∈ {+, ·} выполнено условие

∀ a, b ∈ R : ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ∗ ϕ(b).

В главах 10 и 11 было показано, что всякий эпиморфизм полугрупп и групп сводится
к некоторому естественному эпиморфизму и некоторому изоморфизму. Рассмотрим
соответствующую ситуацию для колец.

Из утверждения 6 главы 10 и следствия утверждения 5 главы 10 получаем

Утверждение 21. Если ρ — конгруэнция на кольце R, то отображение

ϕ0 : R→ R/ρ,

определенное равенством ϕ0(r) = [r]ρ, r ∈ R, является эпиморфизмом колец.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Эпиморфизм ϕ0, определенный в утверждении 21, называют есте-
ственным эпиморфизмом кольца R на факторкольцо R/ρ.

Если I — идеал кольца R, то по определению 10 R/I = R/ρI . Поэтому отоб-
ражение ψ : R → R/I, при котором ψ(r) = r + I = [r]ρ

I
, является естественным

эпиморфизмом.
Для произвольного гомоморфизма колец ϕ : R→ L обозначим

Kerϕ = {r ∈ R : ϕ(r) = 0L}

и назовем Kerϕ ядром гомоморфизма ϕ.

Утверждение 22. Если ϕ : R → L — гомоморфизм колец, то Kerϕ — идеал коль-
ца R. При этом ϕ — мономорфизм тогда и только тогда, когда Kerϕ = 0R.

� Ясно, что Kerϕ совпадает с ядром гомоморфизма групп

ϕ : (R,+)→ (L,+).

По теореме 38 главы 11 Kerϕ — подгруппа группы (R,+). Пусть a ∈ Kerϕ и r ∈ R.
Тогда ϕ(ar) = ϕ(a)ϕ(r) = 0Lϕ(r) = 0L. Значит, ar ∈ Kerϕ. Аналогично показываем,
что ra ∈ Kerϕ. Следовательно, Kerϕ — идеал кольца R.

Второе утверждение теоремы справедливо ввиду следствия теоремы 38 гла-
вы 11. �

Теорема 23 (об эпиморфизме колец). Если ϕ : R → L — эпиморфизм колец, то
R/Kerϕ ∼= L и существует изоморфизм колец τ : R/Kerϕ → L, при котором
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коммутативна диаграмма
R L

R/Kerϕ

�

�
�
�
�� �

�
�
��

ϕ

ϕ0 τ

где ϕ0 — естественный эпиморфизм.

� Доказательство теоремы 23 получается непосредственно из доказательств тео-
рем об эпиморфизме полугрупп и групп (см. теоремы 7 главы 10 и 39 главы 11).
Достаточно лишь учесть, что отношение сравнимости по ядру Kerϕ на кольце R сов-
падает с используемой в полугруппах и группах сравнимостью по конгруэнции ρ, и
заметить, что построенный в теореме 39 главы 11 изоморфизм групп τ : R/Kerϕ→ L
является в рассматриваемом случае изоморфизмом колец. �

Следующие теоремы аналогичны соответствующим теоремам для групп.

Теорема 24 (об образах и полных прообразах). Пусть ϕ : R→ L — гомоморфизм
колец. Тогда справедливы утверждения:

(а) если A — подкольцо кольца R, то ϕ(A) — подкольцо кольца L и
ϕ−1(ϕ(A)) = A+Kerϕ;

(б) если B — подкольцо кольца L, то ϕ−1(B) — подкольцо кольца R,
ϕ−1(B) ⊃ Kerϕ и ϕ(ϕ−1(B)) = B ∩ ϕ(R);

(в) если J — идеал кольца L, то ϕ−1(J) — идеал кольца R;
(г) если I — идеал кольца R, то ϕ(I) — идеал кольца ϕ(R).

При условии теоремы 24 обозначим через Πϕ(R) множество всех подколец коль-
ца R, содержащих Kerϕ, и через Π(L) — множество всех подколец кольца L. В силу
утверждений (а) и (б) теоремы 24 можно задать отображения α : Πϕ(R) → Π(L) и
β : Π(L)→ Πϕ(R), положив

α(A) = ϕ(A), β(B) = ϕ−1(B) (10)

для A ∈ Πϕ(R) и B ∈ Π(L).

Теорема 25 (о соответствии). Если ϕ : R → L — эпиморфизм колец, то отобра-
жения α и β, определенные равенствами (10), суть взаимно обратные биекции.
Кроме того, при отображениях α и β сохраняется отношение «быть идеалом» и
отношение включения (из A1 < A следует α(A1) < α(A), а из B1 < B следует
β(B1) < β(B)).

Теорема 26 (первая теорема об изоморфизме). Если ϕ : R → L — гомоморфизм
колец, то для любого подкольца A кольца R справедливо соотношение

A/A ∩Kerϕ ∼= ϕ(A).
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Следствие. Если I — идеал кольца R и A — подкольцо кольца R, то имеет место
изоморфизм колец

A+ I/I ∼= A/A ∩ I.
Теорема 27 (вторая теорема об изоморфизме). Если ϕ : R → L — эпиморфизм
колец, I — идеал кольца R, то имеет место изоморфизм колец

R/I +Kerϕ ∼= L/ϕ(I).

Следствие. Если I и J — идеалы кольца R и I ⊂ J , то имеет место изоморфизм
колец

R/J ∼= (R/I)/(J/I).

Доказательство теорем 24–27 и следствий теорем 26 и 27 аналогичны доказатель-
ствам соответствующих утверждений для групп (§§ 11, 12 главы 11) и предоставля-
ются читателю.

Рассмотрим пример применения теоремы о соответствии.

ПРИМЕР 16. Опишем идеалы кольца Z/m. Рассмотрим естественный эпиморфизм
ϕ : Z → Z/m. Ясно, что Kerϕ = mZ. Тогда по теореме 25 каждому идеалу кольца
Z/m ставится в соответствие единственный идеал кольца Z, содержащий mZ. А так
как включение mZ ⊂ nZ равносильно делимости n | m, то все идеалы кольца Z/m
исчерпываются его подмножествами вида n · Z/m, где n ∈ N и n | m. В частности,
отсюда, учитывая следствие 2 теоремы 15, можно получить известное утверждение:
Z/m — поле тогда и только тогда, когда m — простое число.

В качестве примера применения теоремы об эпиморфизме колец получим резуль-
тат, который будет использован в следующей главе.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Если P и F — поля с различными единицами eP и eF , то для ко-
лец многочленов от одного переменного над P и F следует использовать различные
обозначения (например, P [x] и F [x], где x = (0, eP , 0, . . .) и x = (0, eF , 0, . . .)). Одна-
ко чтобы не загромождать формулировки и доказательства лишними символами, мы
будем использовать в следующем утверждении обозначения P [x] и F [x]. Такие же
обозначения будем применять в теоремах 16, 22 главы 21 и теореме 2 главы 22.

Утверждение 28. Пусть σ : P → F — изоморфизм полей, и отображение
σ′ : P [x] → F [x] для любого многочлена a(x) =

∑n
i=0 aix

i ∈ P [x] определяется
равенством

σ′(a(x)) =
n∑
i=0

σ(ai)x
i.

Тогда
(а) σ′ — изоморфизм колец;
(б) если многочлены f(x), g(x) ∈ P [x], то f(x) | g(x) тогда и только тогда,

когда σ′(f(x)) | σ′(g(x)); многочлен g(x) неприводим над P тогда и только тогда,
когда многочлен σ′(g(x)) неприводим над F ;

(в) для любого f(x) ∈ P [x] имеет место изоморфизм колец

P [x]/f(x) ∼= F [x]/σ′(f(x)). (11)
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� (а) Пусть f(x) = f0 + . . . + fmx
m и g(x) = g0 + . . . + glx

l — произвольные
многочлены из P [x]. Очевидно, что σ′(f(x) + g(x)) = σ′(f(x)) + σ′(g(x)), т. е. σ′ —
гомоморфизм относительно операции сложения. Поскольку справедлива цепочка ра-
венств

σ′(f(x)g(x)) = σ′
(m+l∑
i=0

( i∑
j=0

figi−j

)
xi
)

=

=

m+l∑
i=0

( i∑
j=0

σ(fi)σ(gi−j)
)
xi = σ′(f(x))σ′(g(x)),

то σ′ — гомоморфизм колец. Ясно, что σ′ — эпиморфизм и Kerσ′ = 0P . Значит, σ′ —
изоморфизм колец.

(б) Так как σ′ — изоморфизм колец, то обратное отображение (σ′)−1 : F [x] →
→P [x] — также изоморфизм колец. Поэтому справедлива импликация

(g(x) = f(x)h(x)) ⇔ (σ′(g(x)) = σ′(f(x))σ′(h(x))),

из которой и следуют утверждения (б).

(в) Пусть ϕ : F [x] → F [x]/σ′(f(x)) — естественный эпиморфизм. По теореме об
эпиморфизме колец, примененной к эпиморфизму ϕ ◦ σ′, имеем коммутативную диа-
грамму:

P [x] F [x] F [x]/σ′(f(x))

P [x]/Ker(ϕ ◦ σ′)

� �

	
	
	
	
		� �

�
�
�
���

σ′ ϕ

ϕ0 τ

где τ — изоморфизм. Так как справедливы равенства

(ϕ ◦ σ′)(t(x)) = ϕ
(∑

σ(ti)x
i
)
=
[∑

σ(ti)x
i
]
σ′(f(x))

,

то Ker(ϕ ◦ σ′) = {t(x) ∈ P [x] : σ′(f(x)) | σ′(t(x))}. Тогда по утверждению (б)

Ker(ϕ ◦ σ′) = {t(x) ∈ P [x] : f(x) | t(x)} = (f(x))P [x].

Таким образом, τ и есть требуемый изоморфизм (11). �
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§ 7. РАЗЛОЖЕНИЕ КОЛЬЦА В ПРЯМУЮ СУММУ

В некоторых случаях изучение кольца можно свести к изучению его собственных
идеалов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Кольцо R называют разложимым, если существуют такие его соб-
ственные идеалы I1, . . . , It, t � 2, что R = I1 + . . .+ It и сумма I1 + . . .+ It является
прямой суммой абелевых групп (Is,+). В этом случае пишут R = I1 � . . . � It и
говорят, что кольцо R есть прямая сумма идеалов Is, s ∈ 1, t. Если же таких идеалов
не существует, то кольцо R называют неразложимым.

ПРИМЕР 17. Пусть R =
{( a 0

0 b

)∣∣∣ a, b ∈ P
}
, где P — поле. Легко проверить, что

A =
{( a 0

0 0

)}
и B =

{( 0 0
0 b

)}
— идеалы кольца R и R = A�B.

ПРИМЕР 18. Всякое простое кольцо неразложимо, так как не имеет собственных иде-
алов.

ПРИМЕР 19. Кольцо Z неразложимо. Оно хотя и имеет собственные идеалы, но любые
два таких идеала mZ и nZ, m,n /∈ {0,±1}, имеют, очевидно, ненулевое пересечение:
mZ ∩ nZ ⊃ mnZ �= 0.

Примеры разложимых конечных колец дает

Утверждение 29. Если R — конечное кольцо и число |R| имеет каноническое раз-
ложение |R| = pα1

1 . . . pαk

k , где k > 1, то в кольце R существует единственный
идеал Is порядка |Is| = pαs

s , s ∈ 1, k, и кольцо R разложимо:

R = I1 � . . .� Ik. (12)

� В абелевой группе (R,+) по теореме 49 главы 11 существует единственная
силовская ps-подгруппа Is порядка pαs

s . Она имеет вид

Is = {r ∈ R : pαs
s r = 0}.

Нетрудно увидеть, что Is � R. Остается заметить, что согласно следствию теоремы 49
главы 11 справедливо равенство (12). �

Пусть R — разложимое кольцо и

R = I1 � . . .� It (13)

— его разложение. По определению 15 главы 11 и замечанию 5 главы 11 каждый
элемент r кольца R однозначно представим в виде

r = i1 + . . .+ it, (14)
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где is ∈ Is, s ∈ 1, t. Элементы is ∈ Is из равенства (14) называют компонентами
элемента r. Если r′ = i′1 + . . .+ i′t, i

′
s ∈ Is, то r+ r′ = (i1 + i′1) + . . .+ (it + i′t). Кроме

того, справедливо также равенство

rr′ = i1i
′
1 + i2i

′
2 + . . .+ iti

′
t, (15)

показывающее, что умножение элементов кольца R производится покомпонентно.

Действительно, rr′ =
t∑

s,l=1

isi
′
l. Так как Is, Il — идеалы кольца R, то isi′l ∈ Is ∩ Il.

Поскольку сумма I1 + . . . + It — прямая, то Is ∩ Il = 0 при s �= l. Следовательно,
isi

′
l = 0 при s �= l, и справедливо равенство (15).
Таким образом, если R — разложимое кольцо и (13) — его разложение, то изуче-

ние кольца R сводится к изучению его собственных идеалов Is, s ∈ 1, t, посколь-
ку свойства операций в кольце R определяются свойствами операций в идеалах
Is, s ∈ 1, t.

ЗАМЕЧАНИЕ 4. В условиях утверждения 29 компоненты is произвольного элемента

r ∈ R могут быть найдены следующим образом. Обозначим ms =
|R|
pαs
s
, s ∈ 1, k. Так

как (pi, pj) = 1 при i �= j, то (m1, . . . ,mk) = 1 (аналогичный факт для многочленов
доказан в утверждении 19 главы 9). Поэтому существуют такие u1, . . . , uk ∈ Z, что∑k

i=1 uimi = 1. Тогда is = usmsr (докажите).

Простейшие свойства разложимого кольца описывает

Теорема 30. Пусть R — разложимое кольцо и (13) — его разложение. Тогда
(а) в кольце R есть делители нуля;
(б) кольцо R коммутативно тогда и только тогда, когда коммутативно каж-

дое подкольцо Is, s ∈ 1, t;
(в) R — кольцо с единицей тогда и только тогда, когда каждое кольцо Is

содержит единицу; при этом если e — единица кольца R и es — единица кольца
Is, s ∈ 1, t, то e = e1 + . . .+ et и Is = esR;

(г) если R — кольцо с единицей, то элемент r = i1 + . . . + it ∈ R, is ∈ Is,
обратим в R тогда и только тогда, когда is ∈ I∗s , s ∈ 1, t.

� (а) Если rs ∈ Is \ {0}, rl ∈ Il \ {0} и s �= l, то rsrl = 0.
(б) Свойство (б) следует из равенства (15).
(в) Пусть e — единица кольца R. Тогда существуют такие однозначно определен-

ные элементы as ∈ Is, s ∈ 1, t, что e = a1 + . . . + at. Для любого элемента bs ∈ Is
верны равенства bse = bsas = bs и ebs = asbs = bs, показывающие, что as — единица
кольца Is.

Наоборот, если es — единица кольца Is, s ∈ 1, t, то из равенства (15) следует,
что e1 + . . . + et — единица кольца R. Очевидно, что esR ⊂ Is и Is = esIs ⊂ esR.
Следовательно, Is = esR.

(г) Свойство очевидно в силу равенства (15) и свойства (в). �
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ЗАМЕЧАНИЕ 5. Согласно теореме 30 и утверждению 29 всякое конечное коммутатив-
ное кольцо R с единицей однозначно разложимо в прямую сумму (12), где Is — ком-
мутативное кольцо с единицей, имеющее примарный порядок |Is| = pαs

s , ps — простое
число. К настоящему времени полного описания коммутативных колец примарного
порядка (в отличие от примарных абелевых групп) нет.

Приведем теперь конструкцию, аналогичную конструкции внешней прямой суммы
абелевых групп.

Пусть R1, . . . , Rk — кольца, k > 1. На декартовом произведении R = R1× . . .×Rk
определим операции + и · , положив

(a1, . . . , ak) + (b1, . . . , bk) = (a1 + b1, . . . , ak + bk),

(a1, . . . , ak) · (b1, . . . , bk) = (a1b1, . . . , akbk).
(16)

Теорема 31. Множество R является кольцом относительно операций, опреде-
ленных равенствами (16). Для каждого s ∈ 1, k кольцо R содержит подкольцо Rs,
изоморфное кольцу Rs, и R = R1 � . . .�Rk.

� Тот факт, что алгебра (R,+, ·) является кольцом, доказывается непосредствен-
ной проверкой.

Обозначим Rs = {(0, . . . , 0, bs, 0, . . . , 0) : bs ∈ Rs}, s ∈ 1, k. Легко прове-
рить, что Rs — подкольцо кольца R, изоморфное кольцу Rs при соответствии
bs → (0, . . . , 0, bs, 0, . . . , 0). Кроме того, Rs � R и R = R1 � . . .�Rk (проверьте). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Кольцо R, построенное в теореме 31, называют внешней прямой
суммой колец Rs, s ∈ 1, k, и обозначают

R = R1 ⊕ . . .⊕Rk.

Простейшие свойства кольца R в силу разложения R = R1 � . . . � Rk и изомор-
физма Rs ∼= Rs, s ∈ 1, k, получаются из теоремы 30.

В качестве важного примера рассмотрим кольца вычетов.

Теорема 32. Если n ∈ N, n = n1n2, n1 > 1, n2 > 1 и (n1, n2) = 1, то имеет место
изоморфизм колец

Z/n ∼= Z/n1 ⊕ Z/n2.

� Зададим отображение ϕ : Z/n → Z/n1 ⊕ Z/n2, положив ϕ([a]n) = ([a]n1 , [a]n2).
Пусть ∗ ∈ {+, ·}. Равенства

ϕ([a]n ∗ [b]n) = ϕ([a ∗ b]n) = ([a ∗ b]n1 , [a ∗ b]n2) = ([a]n1 ∗ [b]n1 , [a]n2 ∗ [b]n2) =

= ([a]n1 , [a]n2) ∗ ([b]n1 , [b]n2) = ϕ([a]n) ∗ ϕ([b]n)
показывают, что отображение ϕ является гомоморфизмом колец. Если ([a]n1 , [a]n2) =
= ([0]n1 , [0]n2), то a ≡ 0(n1), a ≡ 0(n2), и так как (n1, n2) = 1, то [a]n = [0]n. Значит, ϕ
инъективно. Поскольку |Z/n| = |Z/n1⊕Z/n2|, то ϕ — искомый изоморфизм колец. �
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Следствие. Если n = pα1
1 . . . pαk

k — каноническое разложение числа n ∈ N, то
имеет место изоморфизм колец

Z/n ∼= Z/pα1
1 ⊕ . . .⊕ Z/pαk

k .

В заключение параграфа докажем кольцевой аналог того факта, что конечные
циклические группы одинакового порядка изоморфны.

Утверждение 33. Если R1 и R2 — такие кольца с единицами, что |R1| = |R2| и
(Ri,+) — циклические группы, то кольца R1 и R2 изоморфны (в частности, если
|Ri| = m, то Ri ∼= Z/m).

� По условию (R1,+) = 〈a〉 и (R2,+) = 〈b〉. Пусть orda = ord b = t и ei — единица
кольца Ri, i = 1, 2. Тогда e1 = sa и a2 = ua для некоторых s, u ∈ 0, t− 1. Кроме того,
из равенств a = e1a = sa ·a = sua следует, что su ≡ 1 (t), и поэтому (s, t) = 1. Значит,
элемент e1 = sa также порождает группу (R1,+): (R1,+) = 〈e1〉, так как ord e1 = |R1|
(см. теорему 3 главы 11). Аналогично получаем, что (R2,+) = 〈e2〉. Следовательно,
каждый элемент кольца Ri однозначно представим в виде kei, где k ∈ 0, t− 1, i ∈ 1, 2.

Теперь ясно, что отображение ϕ : R1 → R2, определенное равенством ϕ(ke1) = ke2,
есть биекция. Для любой операции ∗ ∈ {+, ·} при любых k, l ∈ 0, t− 1 выполняется
равенство

(kei) ∗ (lei) = rt(k ∗ l) ei,
где rt(m) — остаток от деления m на t. Поэтому нетрудно проверить, что ϕ —
изоморфизм колец. �

§ 8. ЗАМЕНА ПОДКОЛЬЦА ИЗОМОРФНЫМ
ЕМУ КОЛЬЦОМ

В предыдущих главах неоднократно встречалась следующая ситуация: имеются
кольца A и B, кольцо B содержит подкольцо A, изоморфное кольцу A, но не содержит
самого кольца A, т. е. A �⊂ B, но существует мономорфизм ϕ : A → B такой, что
ϕ(A) = A < B. В такой ситуации мы говорили, что будем рассматривать кольцо
A как подкольцо кольца B, «отождествляя» элемент a ∈ A с соответствующим ему
элементом ϕ(a) ∈ A.

Так было сделано в главе 4, когда каждый элемент a поля R действительных
чисел отождествлялся с элементом (a, 0) поля C комплексных чисел. При этом бы-
ло замечено, что отображение ϕ : R → R = {(a, 0) : a ∈ R}, заданное правилом
ϕ(a) = (a, 0), является изоморфизмом. Аналогичный прием был использован при по-
строении кольца многочленов R[x] над кольцом R с единицей. Каждый элемент a
кольца R отождествлялся с многочленом ax0 (см. замечание 3 главы 9).

Нестрогость подобных рассуждений очевидна: заменяя часть элементов кольца B
элементами кольца A, мы получаем новое множество C = (B \ϕ(A)) ∪A, на котором
не определены кольцевые операции.

Приведем способ определения операций на множестве C, при котором C превра-
щается в кольцо, изоморфное кольцу B и содержащее A в качестве подкольца.
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Утверждение 34. Пусть ϕ : A → B — мономорфизм колец и A ∩ B = ∅. Тогда
существует такое кольцо C, что

(а) A < C;
(б) существует изоморфизм колец ψ : C → B такой, что ψ(a) = ϕ(a) для

любого a ∈ A.
� Пусть C = (B \ ϕ(A)) ∪A. Зададим отображение ψ : C → B по правилу

ψ(c) =

{
ϕ(c), если c ∈ A,
c, если c ∈ C \A.

Очевидно, что ψ — биекция. Пусть ∗ — операция сложения или умножения на кольце
B. Зададим на C операцию ∗ , положив

∀ c1, c2 ∈ C : c1 ∗ c2 = ψ−1(ψ(c1) ∗ ψ(c2)). (17)

Из равенства (17) следует, что для любых элементов c1, c2 ∈ C
ψ(c1 ∗ c2) = ψ(c1) ∗ ψ(c2).

Значит, ψ — изоморфизм алгебры (C,+, · ) на кольцо (B,+, ·). Следовательно,
(C,+, · ) — кольцо (см. теорему 16 главы 3).

Справедливость утверждений (а) и (б) очевидна. �
Теперь ясно, что при построении поля C комплексных чисел и кольца многочленов

R[x] над кольцом R на самом деле была использована конструкция, указанная в
утверждении 34.

ЗАДАЧИ

1. Пусть R — кольцо. Его подмножество

C(R) = {r ∈ R : ∀ a ∈ R (ra = ar)}
называют центром кольца R. Покажите, что C(R) — коммутативное подкольцо коль-
ца R.

2. Опишите все подкольца кольца Z/m.

3. Для ненулевого кольца R, содержащего элемент, не являющийся делителем
нуля, найдите C(Rn,n), n ∈ N.

4. Пусть R — подкольцо коммутативного кольца R′, R′ — кольцо с единицей e,
R — кольцо с единицей eR = e и a1, . . . , an ∈ R. Покажите, что

[R, a1, . . . , an] = R[a1, . . . , an] = {r′ ∈ R′ : r′ = f(a1, . . . , an), f(�x)∈R[�x]}
(кольцо R[a1, . . . , an] введено в § 8 главы 9).

5. Опишите вид элементов идеала (S)R, если R — коммутативное кольцо без
единицы и S ⊂ R.
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6. Опишите вид элементов идеала (S)R, если R — некоммутативное кольцо с
единицей и S ⊂ R.

7. Покажите, что совокупность всех многочленов из кольца P [x], где P — поле,
имеющих корнем данный элемент a ∈ P , является идеалом в P [x]. Каким элементом
из P [x] порождается этот идеал?

8. Покажите, что если R — простое кольцо с единицей, то кольцо матриц Rn,n —
также простое кольцо. (Покажите, что всякий идеал кольца Rn,n имеет вид Vn,n, где
V — некоторый идеал кольца R.)

9. Идеал M кольца R называют максимальным, если M �= R и для любого
идеала I кольца R из соотношений M ⊂ I ⊂ R следует I =M или I = R. Покажите,
что если J � R и J �= R, то J — максимальный идеал тогда и только тогда, когда
R/J — простое кольцо (используйте теоремы 24 и 25). Если R — коммутативное
кольцо с единицей, то J — максимальный идеал тогда и только тогда, когда R/J —
поле.

10. Докажите, что факторкольцо кольца главных идеалов является кольцом глав-
ных идеалов.

11. Идеал I кольца R называют простым, если I �= R и для любых a, b ∈ R из
ab ∈ I следует a ∈ I или b ∈ I. Покажите, что если J � R и J �= R, то J — простой
идеал тогда и только тогда, когда R/J — кольцо без делителей нуля.

12. Покажите, что если R — конечное коммутативное кольцо с единицей, то его
идеал является максимальным тогда и только тогда, когда он простой. Покажите, что
это верно и в случае, когда R — область целостности, т. е. кольцо без делителей
нуля, являющаяся кольцом главных идеалов.

13. Докажите, что кольцо Z/m неразложимо тогда и только тогда, когда m = pk,
где p — простое число.

14. Пусть I и J — идеалы кольца R. Покажите, что если I + J = R, то

R/I ∩ J ∼= R/J ⊕R/I.

15. Пусть каноническое разложение многочлена f(x) над полем P имеет вид
f(x) = g1(x)

k1 . . . gt(x)
kt . Покажите, что

P [x]/f(x) ∼= P [x]/g1(x)
k1 ⊕ . . .⊕ P [x]/gt(x)

kt .

Укажите разложение кольца P [x]/f(x) в прямую сумму идеалов. Докажите, что
P [x]/f(x) — неразложимое кольцо тогда и только тогда, когда t = 1.

16. В условиях предыдущей задачи пусть |P | = q, deg f(x) = m и deg gi(x) = mi,
i ∈ 1, t. Покажите, что

|(P [x]/f(x))∗| = qm
(
1− 1

qm1

)
. . .

(
1− 1

qmt

)

(обратите внимание на то, что |(P [x]/f(x))∗| — это количество таких многочленов
h(x) ∈ P [x], что (f(x), h(x)) = e и deg h(x) < deg f(x), т. е. получен аналог формулы
для функции Эйлера).
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17. Приведите пример разложимого кольца примарного порядка с единицей.

18. Докажите, что идеал I кольца Z[x] максимален тогда и только тогда, когда
I = (f(x), p), где p — простое число, а f(x) =

∑n
i=0 aix

i — такой многочлен, что∑n
i=0 rp(ai)x

i — неприводимый многочлен в Z/p[x].

19. Докажите, что идеал I кольца Z[x] простой тогда и только тогда, когда он ли-
бо максимален, либо порождается простым числом, либо порождается примитивным
(определение 20 главы 9) неприводимым многочленом из Z[x].

20. Элемент f кольца R называют идемпотентом, если f2 = f . Докажите, что
кольцо R с единицей e разложимо тогда и только тогда, когда оно содержит идемпо-
тент f , f /∈ {0, e} и f ∈ C(R) (см. задачу 1).



Глава 21

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОЛЕЙ

Читателю уже известны примеры полей. Это числовые поля C, R, Q,
{a + b

√
p : a, b ∈ Q}, p — простое число, и нечисловые поля — поля вычетов Z/p

и P [x]/f(x), где p — простое число и f(x) — неприводимый над полем P многочлен.
В настоящей главе будут рассмотрены общие свойства полей, классификация полей
и строение некоторых из них.

§ 1. ПОДПОЛЯ И РАСШИРЕНИЯ ПОЛЕЙ

Напомним (определение 19 главы 3), что подмножество L поля P называют под-
полем, если L замкнуто относительно операций, заданных на P , и само является
полем относительно этих операций.

ПРИМЕР 1. В любом поле P есть хотя бы одно подполе — само поле P . В поле C

бесконечно много подполей — все числовые поля. В поле Z/p нет других подполей,
кроме него самого, так как в группе (Z/p,+) нет собственных подгрупп.

Получим критерий того, чтобы подмножество поля было его подполем.

Утверждение 1. Подмножество L поля P , содержащее хотя бы один ненулевой
элемент, является подполем тогда и только тогда, когда выполнены условия:

(а) ∀ l1, l2 ∈ L : (l1 − l2 ∈ L, l1l2 ∈ L);
(б) ∀ l ∈ L \ {0} : (l−1 ∈ L),

где l−1 — элемент, обратный к элементу l в поле P .

� По утверждению 1 главы 20 условие (а) равносильно тому, что L — подкольцо
поля P . Ввиду коммутативности поля P кольцо L коммутативное. Поэтому выпол-
нение дополнительно условия (б) равносильно тому, что L — поле, т. е. тому, что
L — подполе поля P (обратные элементы в P и в L к элементу l ∈ L совпадают по
утверждению 5 главы 11, так как (L \ {0}, ·) < (P \ {0}, ·)). �

Следствие 1. Отношение «быть подполем» транзитивно на любом множестве
полей.

Следствие 2. Пересечение любого семейства подполей поля P является его под-
полем.
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Доказательство следствий очевидно и предоставляется читателю.
Для конечного подмножества L поля P указанный в утверждении 1 критерий

можно существенно упростить.

Утверждение 2. Конечное подмножество L поля P , содержащее хотя бы один
ненулевой элемент, является подполем тогда и только тогда, когда выполнено
условие

∀ l1, l2 ∈ L : (l1 + l2 ∈ L, l1l2 ∈ L).
� Справедливость утверждения вытекает из утверждения 1 и следствия 1 утвер-

ждения 6 главы 11. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Поле P называют простым, если в нем нет подполей, кроме самого
поля P .

ПРИМЕР 2. В силу примера 1 поле Z/p простое. Поле Q также простое. Действи-
тельно, пусть T — подполе поля Q. Тогда, по утверждению 4 главы 20, T � 1, и,

следовательно, T содержит любой элемент m ∈ Z. Если n ∈ Z \ {0}, то T � n−1 =
1

n
.

Поэтому T � m

n
и T = Q.

Теорема 3. В любом поле P содержится единственное простое подполе.

� Пусть P0 — пересечение всех подполей поля P . По следствию 2 утверждения 1
P0 — подполе поля P . В силу следствия 1 утверждения 1 P0 — простое поле. Если
P ′
0 — какое-либо простое подполе поля P , то P0 ⊂ P ′

0, и, так как P
′
0 — простое поле,

P ′
0 = P0. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если P — подполе поля P ′, то говорят, что P ′ — расширение по-
ля P .

В частности, по теореме 3 всякое поле является расширением своего простого
подполя.

Следствие 2 утверждения 1 показывает, что корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть P ′ — расширение поля P и M — подмножество поля P ′.
Пересечение всех подполей поля P ′, содержащих P и M , называют расширением
поля P , порожденным подмножеством M . Его обозначают через P (M).

ПРИМЕР 3. В поле C расширение поля R, порожденное элементом i ∈ C, совпадает
с полем C. Действительно, R(i) — подполе поля C, содержащее R и i. Поэтому R(i)
содержит все элементы вида a+ bi, где a, b ∈ R. Значит, R(i) = C.

Рассмотрим некоторые свойства расширений полей.

Утверждение 4. Если P ′ — расширение поля P , а L, M , T — подмножества поля
P ′ и L ⊃ T , то

(а) P (L) ⊃ P (T );
(б) P (L ∪M) = P (L)(M).
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� (а) По определению 3 P (L) — подполе поля P ′, содержащее P и L. Тогда
по условию P (L) содержит P и T . Поэтому P (L) содержит пересечение P (T ) всех
подполей поля P ′, содержащих P и T .

(б) По определению 3 P (L∪M) — пересечение всех подполей поля P ′, содержащих
P , L и M , а P (L)(M) — некоторое подполе поля P ′, содержащее P , L и M . Значит,

P (L)(M) ⊃ P (L ∪M). (1)

По определению 3 P (L)(M) — пересечение всех подполей поля P ′, содержащих
P (L) и M . По утверждению (а) P (L ∪ M) ⊃ P (L). Ясно, что P (L ∪ M) ⊃ M .
Следовательно, P (L ∪ M) — некоторое подполе поля P ′, содержащее P (L) и M .
Поэтому

P (L)(M) ⊂ P (L ∪M). (2)

Из включений (1) и (2) получаем требуемое равенство. �
В параграфе 3 мы опишем все простые поля. Предварительно введем одну кон-

струкцию построения полей.

§ 2. ПОЛЯ ЧАСТНЫХ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Поле P называют полем частных кольца R, если
1) существует изоморфное вложение ϕ : R→ P ;
2) каждый элемент поля P имеет вид ϕ(a)ϕ(b)−1, где a ∈ R и b ∈ R \ {0}.

ПРИМЕР 4. По определению 4 поле Q является полем частных кольца Z. В качестве ϕ
можно взять тождественное вложение.

Из условия 1 определения 4 следует, что если ненулевое кольцо R имеет поле
частных, то R — коммутативное кольцо без делителей нуля. Оказывается, этого уже
достаточно для существования поля частных.

Теорема 5. Если R — ненулевое коммутативное кольцо без делителей нуля, то
для него существует поле частных.

� На множестве M = R× (R \ {0}) определим отношение:
((r, s) ∼ (r1, s1)) ⇔ (rs1 = r1s).

Ясно, что это отношение рефлексивно и симметрично. Покажем, что оно транзитивно.
Пусть (r, s) ∼ (r1, s1) и (r1, s1) ∼ (r2, s2). Тогда справедливы равенства

rs1 = r1s, r1s2 = r2s1. (3)

Умножив первое из равенств (3) на s2, а второе — на s, получим равенства
rs1s2 = r1ss2 и r1s2s = r2s1s. Так как R — коммутативное кольцо, то rs2s1 = r2ss1
и (rs2 − r2s)s1 = 0. Поскольку s1 �= 0 и R — кольцо без делителей нуля, то rs2 = r2s
и (r, s) ∼ (r2, s2). Значит, отношение ∼ является отношением эквивалентности, и
множество M разбивается на классы [(r, s)]∼ эквивалентных элементов.
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Обозначим R̂ = M/ ∼. В дальнейшем, для кратности, класс [(r, s)]∼ будем обо-
значать через

r

s
. На множестве R̂ определим операции, положив

a

s
+

b

s1
=
as1 + bs

ss1
,

a

s
· b
s1

=
ab

ss1
.

Покажем, что операции определены корректно. Так как s, s1 ∈ R \ {0} и в R нет
делителей нуля, то ss1 ∈ R \ {0}.

Пусть
a

s
=
a′

s′
и

b

s1
=

b′

s′1
, т. е.

as′ = a′s, bs′1 = b′s1. (4)

По определению
a′

s′
+
b′

s′1
=
a′s′1 + b′s′

s′s′1
. Для доказательства корректности задания опе-

рации сложения нужно показать, что
as1 + bs

ss1
=
a′s′1 + b′s′

s′s′1
, т. е. что выполнено равен-

ство
(as1 + bs)s′s′1 = (a′s′1 + b′s′)ss1. (5)

Ввиду (4) справедливы равенства as′s1s′1 = a′ss1s′1 и bs′1ss
′ = b′s1ss′, складывая

которые, получаем равенство (5). Аналогично доказывается корректность задания
операции умножения.

Теперь покажем, что (R̂,+, ·) — поле. Ясно, что операции сложения и умножения

коммутативны. Для любых элементов s1, s2 ∈ R \ {0} справедливы равенства 0

s1
=

0

s2
и
s1
s1

=
s2
s2
. Равенства

a

s
+

0

s
=
as

ss
=
a

s
и

a

s
· s
s
=
as

ss
=
a

s

показывают, что
0

s
— нейтральный элемент по сложению, а

s

s
— по умножению.

Равенства
a

s
+

−a
s

=
0

ss
=

0

s
показывают, что −a

s
=

−a
s
. Ассоциативность операции

сложения следует из равенств(
a

s
+

b

s1

)
+

c

s2
=
as1 + bs

ss1
+

c

s2
=

(as1 + bs)s2 + c(ss1)

ss1s2

и
a

s
+

(
b

s1
+

c

s2

)
=
a

s
+
bs2 + cs1
s1s2

=
a(s1s2) + (bs2 + cs1)s

ss1s2

и свойств операций в кольце R. Значит, (R̂,+) — абелева группа.
Читателю предлагается проверить, что операция умножения ассоциативна и дис-

трибутивна относительно сложения. Значит, (R̂,+, ·) — коммутативное кольцо с еди-
ницей.
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Если
a

s
�= 0

s
, то a ∈ R \ {0}, и справедливы равенства

a

s
· s
a
=
as

as
=
s

s
, показываю-

щие, что
s

a
=
(a
s

)−1

.

Таким образом, (R̂,+, ·) — поле.
Определим отображение ϕ : R → R̂, положив при фиксированном s ∈ R \ {0} для

любого r ∈ R
ϕ(r) =

rs

s
.

Легко проверить, что ϕ — гомоморфизм колец и Kerϕ = 0. Следовательно, ϕ —
изоморфное вложение.

Поскольку r1
s1

=
r1
s
· s
s1

= ϕ(r1)ϕ(s1)
−1,

то по определению 4 R̂ — поле частных кольца R. �

ПРИМЕР 5. Пусть P — поле и R — его ненулевое подкольцо. Рассмотрим множество
T = {ab−1 : a ∈ R, b ∈ R \ {0}}. Пользуясь утверждением 1, легко показать, что
T — подполе поля P , содержащее кольцо R. По определению 4 T — поле частных
кольца R. Нетрудно проверить, что T — пересечение всех подполей поля P , содержа-
щих R.

ПРИМЕР 6. Кольцо многочленов P [x] над полем P является ненулевым коммутатив-
ным кольцом без делителей нуля. По теореме 5 для него существует поле частных:

P̂ [x] =

{
f(x)

g(x)
: f(x) ∈ P [x], g(x) ∈ P [x] \ {0}

}
.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если R̂ — поле частных кольца R, то в R̂ содержится подкольцо,
изоморфное кольцу R. Применив конструкцию, изложенную в § 8 главы 20, получим
поле R, изоморфное полю R̂ и содержащее кольцо R. Элементы поля R имеют вид
ab−1, где a ∈ R, b ∈ R \ {0}. Поле R также является полем частных кольца R.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Поле P [x] обозначают через P (x) и называют полем рациональных
функций от переменного x. Поле P [x1, . . . , xn] обозначают через P (x1, . . . , xn) и
называют полем рациональных функций от переменных x1, . . . , xn.

Рассмотрим вопрос о единственности поля частных данного кольца.

Теорема 6. Пусть ψ : R1 → R2 — изоморфизм ненулевых коммутативных колец
без делителей нуля, R′

i — поле частных кольца Ri, ϕi : Ri → R′
i — изоморфное

вложение, удовлетворяющее определению 4, i = 1, 2. Тогда существует такой
изоморфизм µ : R′

1 → R′
2, что µ(ϕ1(a)) = ϕ2(ψ(a)) для любого элемента a ∈ R1,

т. е. коммутативна диаграмма
R1

ψ−−−−→ R2

ϕ1

⏐⏐= ⏐⏐=ϕ2

R′
1

µ−−−−→ R′
2
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� Зададим отображение µ : R′
1 → R′

2, положив

µ(ϕ1(a)ϕ1(b)
−1) = ϕ2(ψ(a))ϕ2(ψ(b))

−1

для a ∈ R1, b ∈ R1 \ {0}. Элементы ϕ1(b)
−1 и ϕ2(ψ(b))

−1 определены, так как ψ —
изоморфизм, а ϕ1, ϕ2 — изоморфные вложения.

Покажем корректность определения отображения µ. Предположим, что
ϕ1(a)ϕ1(b)

−1 = ϕ1(a1)ϕ1(b1)
−1. Тогда ϕ1(a)ϕ1(b1) = ϕ1(a1)ϕ1(b), ϕ1(ab1 − a1b) = 0

и ab1 = a1b. Поэтому

ψ(a)ψ(b1) = ψ(a1)ψ(b), ϕ2(ψ(a))ϕ2(ψ(b1)) = ϕ2(ψ(a1))ϕ2(ψ(b))

и ϕ2(ψ(a))ϕ2(ψ(b))
−1 = ϕ2(ψ(a1))ϕ2(ψ(b1))

−1. Значит,

µ(ϕ1(a)ϕ1(b)
−1) = µ(ϕ1(a1)ϕ1(b1)

−1).

Непосредственной проверкой устанавливается, что µ — изоморфизм полей. При
этом ϕ1(a) = ϕ1(ab)ϕ1(b)

−1 и, следовательно,

µ(ϕ1(a)) = ϕ2(ψ(ab))ϕ2(ψ(b))
−1 = ϕ2(ψ(a)). �

Следствие 1. Если R′ и R′′ — произвольные поля частных ненулевого комму-
тативного кольца R без делителей нуля, а ϕ1, ϕ2 — изоморфные вложения R
в R′ и R′′ соответственно, удовлетворяющие определению 4, то существует
такой изоморфизм µ : R′ → R′′, что для любого a ∈ R справедливо равенство
µ(ϕ1(a)) = ϕ2(a).

Если P , P1 и P2 — поля, P ⊂ P1 ∩ P2 и существует изоморфизм µ : P1 → P2, при
котором µ(a) = a для a ∈ P , то говорят, что поля P1 и P2 изоморфны над P .

Следствие 2. Если в условиях следствия 1 ϕ1 и ϕ2 — тождественные вложения,
то µ — изоморфизм полей R′ и R′′ над R.

§ 3. ПРОСТЫЕ ПОЛЯ

Опишем простые поля.

Теорема 7. Поле P простое тогда и только тогда, когда оно изоморфно полю
Z/p при некотором простом p или полю Q.

� В примере 2 показано, что поля Z/p и Q — простые. Пусть P — простое поле
с единицей e и нулем 0. Зададим отображение ϕ : Z→ P , положив ϕ(n) = ne. Легко
проверить, что ϕ — гомоморфизм колец. По теореме об эпиморфизме колец имеем
коммутативную диаграмму

Z ϕ(Z) ⊂ P

Z/Kerϕ

�

�
�
�
�� �

�
�
��

ϕ

ϕ0 τ

где τ — изоморфизм.
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По утверждению 8 главы 20 возможны два случая: CharP = 0 или CharP = p, где
p — простое число. Так как Kerϕ = {n ∈ Z : ne = 0}, то в первом случае Kerϕ = 0,
а во втором — Kerϕ = pZ.

Если Kerϕ = 0, то Z ∼= ϕ(Z) ⊂ P . Поскольку P — простое поле, то ввиду
примера 5 оно — поле частных кольца ϕ(Z). Так как Q — поле частных кольца Z, то
по теореме 6 P ∼= Q.

Пусть Kerϕ = pZ. Тогда Z/pZ = Z/p — поле и, следовательно, ϕ(Z) — поле.
Ввиду простоты поля P получаем ϕ(Z) = P . В таком случае, P ∼= Z/p. �

Итак, все простые поля описаны.

§ 4. КЛАССИФИКАЦИЯ РАСШИРЕНИЙ ПОЛЯ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть P — подполе и M — подмножество поля P ′. Расширение
P (M) поля P , порожденноеM , называют конечным, если M — конечное множество,
и простым, если |M | = 1.

ПРИМЕР 7. Пусть P (x) = {f(x)g(x)−1 : f(x)∈P [x], g(x)∈P [x] \ {0}} — поле частных
кольца многочленов P [x] над полем P (определение 5). Рассмотрим в поле P (x)
подполе P и подмножество M = {x}. Простое расширение поля P , порожденное
подмножеством {x}, совпадает, как легко видеть, со всем полем P (x). Таким образом,
введенное в определении 5 обозначение P (x) согласуется с обозначением, введенным
в определении 3.

Ввиду утверждения 4(б) конечное расширение P (m1, . . . ,mn) поля P
можно считать полученным в виде последовательности простых расширений:
P (m1, . . . ,mn) = P (m1)(m2) . . . (mn).

Возможны различные способы классификации расширений полей. Первый спо-
соб — классифицировать расширения по минимальному числу элементов, порожда-
ющих эти расширения. Второй способ основывается на том, что в ситуации P ⊂ P ′

поле P ′ можно рассматривать как векторное пространство над полем P (например
правое), взяв в качестве внешней операции умножения внутреннюю операцию умно-
жения в поле P ′.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Если P ′
P — конечномерное пространство, то его размерность на-

зывают степенью расширения P ′ над P и обозначают [P ′ : P ], а поле P ′ называют
расширением конечной степени поля P . Если P ′

P — бесконечномерное пространство,
то говорят о расширении бесконечной степени и пишут [P ′ : P ] =∞.

Расширения можно классифицировать по их степеням.

ПРИМЕР 8. В силу примера 3 C = R(i). Так как 1, i — базис пространства CR, то
[C : R] = 2.

Утверждение 8. Если P ′ — расширение конечной степени поля P , то P ′ — конеч-
ное расширение поля P .
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� Пусть [P ′ : P ] = n. Тогда в пространстве P ′
P существует базис α1, . . . , αn. Поле

P (α1, . . . , αn) содержит все элементы поля P ′, и, следовательно,
P ′ = P (α1, . . . , αn). �

Позже (пример 13) будет показано, что конечное расширение может не быть рас-
ширением конечной степени.

Рассмотрим последовательность расширений полей («башню полей»).

Теорема 9 (о башне полей). Если P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pn — последовательность по-
лей, то степень расширения [Pn : P1] конечна тогда и только тогда, когда конеч-
ны все степени [Pi : Pi−1], i ∈ 2, n. При выполнении последнего условия справедливо
равенство

[Pn : P1] =

n∏
i=2

[Pi : Pi−1].

� Пусть [Pn : P1] <∞. Если при некотором i ∈ 2, n степень расширения [Pi : Pi−1]
бесконечна, то в поле Pi, а значит, и в поле Pn существует бесконечная линейно
независимая над Pi−1 система элементов. Поскольку эта система элементов линей-
но независима и над полем P1, то приходим к противоречию с условием. Поэтому
[Pi : Pi−1] <∞ для i ∈ 2, n.

Обратно, пусть [Pi : Pi−1] = ki < ∞ для i ∈ 2, n. Проведем доказательство
конечности степени расширения [Pn : P1] индукцией по числу n полей башни. При
n = 2 утверждение очевидно. Пусть оно верно при n � l− 1. Покажем, что тогда оно
верно при n = l.

По предположению индукции [Pl−1 : P1] =
∏l−1
i=2 ki = m < ∞. Значит, суще-

ствует базис �α = (α1, . . . , αm) пространства (Pl−1)P1 . По условию существует базис
�β = (β1, . . . , βkl) пространства (Pl)Pl−1

. Покажем, что система элементов
αiβj , i ∈ 1,m, j ∈ 1, kl, является базисом пространства (Pl)P1 . Тогда теорема бу-
дет доказана, так как будет показано, что [Pl : P1] = m · kl =

∏l
i=2 ki.

Элементы поля Pl представляются в виде
∑kl

i=1 βibi, где bi ∈ Pl−1, а элементы
поля Pl−1 — в виде bi =

∑m
j=1 αjaij , где aij ∈ P1. Получаем выражение элементов

поля Pl через элементы αjβi:

kl∑
i=1

βibi =

kl∑
i=1

βi

( m∑
j=1

αjaij

)
=
∑
i,j

(βiαj)aij , i ∈ 1, kl, j ∈ 1,m.

Остается показать, что система элементов βiαj линейно независима над полем P1.
Пусть ∑

i,j

(βiαj)aij = 0, aij ∈ P1, i ∈ 1, kl, j ∈ 1,m. (6)

Так как
∑m

j=1 αjaij ∈ Pl−1 при любом i ∈ 1, kl и �β — базис пространства (Pl)Pl−1
, то

из равенства (6) следуют равенства
m∑
j=1

αiaij = 0, i ∈ 1, kl.
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Поскольку aij ∈ P1 и �α — базис пространства (Pl−1)P1 , то aij = 0 при j ∈ 1,m,
i ∈ 1, kl. �

Рассмотрим еще один способ классификации расширений полей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Пусть P ′, P — поля и P ′ ⊃ P . Элемент α ∈ P ′ называют алгеб-
раическим над полем P , если система элементов α0 = e, α, α2, . . . , αn, . . . линейно
зависима над P . В противном случае элемент α называют трансцендентным над
полем P .

ПРИМЕР 9. Пусть P ′ ⊃ P и α ∈ P . Соотношение eα+ α(−e) = 0 показывает, что все
элементы поля P алгебраичны над P .

ПРИМЕР 10. Если P ′ ⊃ P и некоторый элемент α ∈ P ′ трансцендентен над полем P ,
то P (α) — бесконечномерное пространство над P .

ПРИМЕР 11. Элемент i ∈ C алгебраичен над R, так как справедливо соотношение
i0 · 1 + i · 0 + i2 · 1 = 0.

Критерий алгебраичности элемента дает

Утверждение 10. Пусть P ′ — расширение поля P . Элемент α ∈ P ′ алгебраичен
над P тогда и только тогда, когда α — корень некоторого ненулевого многочлена
из P [x].

� Элемент α ∈ P ′ является алгебраическим над полем P тогда и только тогда,
когда существуют различные числа i1, . . . , in ∈ N0 и элементы a1, . . . , an поля P , не
все равные нулю, такие, что

n∑
j=1

αijaj = 0. (7)

Ясно, что равенство (7) справедливо тогда и только тогда, когда α — корень много-
члена

f(x) =

n∑
j=1

ajx
ij ∈ P [x],

который отличен от нулевого многочлена. �

Следствие 1. Пусть P ⊂ P ′. Если элемент α ∈ P ′ алгебраичен над полем P , то
он алгебраичен над любым полем P1, удовлетворяющим условию P ⊂ P1 ⊂ P ′.

Следствие 2. Если P ⊂ P ′ и α ∈ P ′ — алгебраический над P элемент, то в
P [x] существует единственный унитарный неприводимый над P многочлен m(x),
корнем которого является α. При этом для любого многочлена t(x) ∈ P [x]

(t(α) = 0) ⇔ (m(x) | t(x)).
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� По утверждению 10 множество

T = {f(x) ∈ P [x] : f(α) = 0}

содержит элемент, отличный от нуля. Легко проверить, что T — идеал кольца P [x].
По следствию теоремы 14 главы 20 существует единственный унитарный многочлен
m(x) такой, что T = (m(x))P [x]. При этом для t(x) ∈ P [x] справедливо включение
t(x) ∈ T тогда и только тогда, когда m(x) | t(x).

Если m(x) = u(x)v(x), где u(x), v(x) ∈ P [x], deg u(x) < degm(x) и
deg v(x) < degm(x), то u(a) �= 0 и v(a) �= 0, что вместе с условием m(a) = 0
противоречит отсутствию делителей нуля в поле P ′. Значит, m(x) — неприводимый
над полем P многочлен. �

Следствие 2 показывает, что корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Если P ′, P — поля, P ⊂ P ′ и α ∈ P ′ — алгебраический над P
элемент, то единственный унитарный неприводимый над полем P многочлен, корнем
которого является α, называют минимальным многочленом элемента α над полем
P и обозначают через mα,P (x).

Следствие 3. Если P ⊂ P ′, то элемент α ∈ P ′ трансцендентен над полем P
тогда и только тогда, когда f(α) �= 0 для любого многочлена f(x) ∈ P [x] \ {0}.

ПРИМЕР 12. Множество Q[x] счетно. Так как ненулевой многочлен из Q[x] может
иметь в поле R только конечное число корней, то в R имеется не более чем счетное
множество элементов, алгебраических над Q. Поскольку множество R несчетно, то в
R существуют трансцендентные над Q элементы. Методами математического анализа
можно показать, что такими являются, например, число π и основание натуральных
логарифмов e. Элементы из R, трансцендентные над Q, обычно называют трансцен-
дентными числами.

ПРИМЕР 13. Элемент x поля рациональных функций P (x) трансцендентен над P .
Действительно, если f(y) =

∑n
i=0 aiy

i ∈ P [y] — такой многочлен над P , что x —
его корень, то многочлен f(x) =

∑n
i=0 aix

i равен нулю. Но тогда ai = 0 при
i ∈ 0, n и f(y) — нулевой многочлен. По следствию 3 утверждения 10 элемент x
трансцендентен над P . Этот пример показывает, что простое расширение поля может
быть расширением бесконечной степени (см. пример 10).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Расширение P ′ поля P называют алгебраическим, если все эле-
менты поля P ′ — алгебраические над полем P , и трансцендентным, если в P ′

существует хотя бы один трансцендентный над P элемент.

ПРИМЕР 14. В силу примера 13 поле P (x) — трансцендентное расширение поля P .
Поле C является алгебраическим расширением поля R, так как произвольный элемент
a+ bi ∈ C есть корень ненулевого многочлена (x− a)2 + b2 ∈ R[x].
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Важные примеры алгебраических расширений дает

Утверждение 11. Если P ′ — расширение конечной степени поля P , то P ′ — ал-
гебраическое расширение P .

� В векторном пространстве P ′
P по условию нет линейно независимых систем,

состоящих более чем из [P ′ : P ] элементов. Тогда по определению 8 все элементы поля
P ′ алгебраичны над полем P . По определению 10 P ′ — алгебраическое расширение
поля P . �

Позже будет показано, что обратное утверждение неверно (см. пример 17).

§ 5. ПРОСТЫЕ РАСШИРЕНИЯ ПОЛЕЙ

Строение простых расширений полей описывает

Теорема 12. Пусть P ′, P — поля, P ⊂ P ′ и α ∈ P ′. Тогда справедливы утвержде-
ния:

(а) если элемент α трансцендентен над P , то

P (α) ∼= P (x);

(б) если элемент α алгебраичен над P , то

P (α) ∼= P [x]/mα,P (x).

� Определим отображение ϕ : P [x] → P (α), положив ϕ(t(x)) = t(α) для
t(x) ∈ P [x]. Очевидно, что ϕ — гомоморфизм колец. По теореме об эпиморфизме
колец имеем коммутативную диаграмму

P [x] ϕ(P [x]) ⊂ P (α)

P [x]/Kerϕ

�

�
�
�
�� �

�
�
��

ϕ

ϕ0 τ

где τ — изоморфизм, определяемый соотношением τ([f(x)]) = ϕ(f(x)). По теореме 36
главы 9 ϕ(P [x]) = P [α]. По теореме об образах и полных прообразах при гомомор-
физме колец P [α] — подкольцо поля P (α). Так как ϕ(a) = a для любого a ∈ P и
ϕ(x) = α, то P [α] содержит P и α. Ясно, что

Kerϕ = {t(x) ∈ P [x] : t(α) = 0}.
(а) Пусть элемент α трансцендентен над P . Тогда по следствию 3 утверждения 10

Kerϕ = 0. Стало быть, P [x] ∼= P [α] ⊂ P (α).
В силу примера 5 поле частных T кольца P [α] — это пересечение всех подпо-

лей поля P (α), содержащих P [α], т. е. содержащих P и α (любое подполе из P (α),
содержащее P и α, содержит P [α]). По определению 3 T = P (α).

В силу определения 5 P (x) — поле частных кольца P [x]. По теореме 6 изоморфизм
P [x] ∼= P [α] влечет изоморфизм P (x) ∼= P (α).
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(б) Пусть элемент α алгебраичен над P . Тогда Kerϕ = (mα,P (x))P [x]. Так как по
определению 9 mα,P (x) — неприводимый над P многочлен, то по утверждению 20
главы 20 P [x]/mα,P (x) — поле. Значит, и P [α] — поле. Поскольку P [α] содержит P
и α, то P [α] = P (α). Окончательно получаем, что

P (α) ∼= P [x]/mα,P (x). �

Теорема 12 позволяет описать вид элементов поля P (α).

Утверждение 13. Пусть P ⊂ P ′ и α ∈ P ′. Тогда справедливы утверждения:
(а) если элемент α трансцендентен над P , то элементы поля P (α) имеют вид

g(α)h(α)−1, где g(x) ∈ P [x], h(x) ∈ P [x] \ {0};
(б) если элемент α алгебраичен над P , то каждый элемент β поля P (α) одно-

значно записывается в виде β = r(α), где r(x) ∈ P [x] и deg r(x) < degmα,P (x).

� (а) При доказательстве утверждения (а) теоремы 12 показано, что P (α) — поле
частных своего подкольца P [α], элементы которого имеют вид t(α), где t(x) ∈ P [x].
По замечанию 1 элементы поля P (α) имеют указанный вид.

(б) При доказательстве утверждения (б) теоремы 12 показано, что P (α) = P [α].
Значит, если β ∈ P (α), то β = t(α), где t(x) ∈ P [x]. Разделим t(x) с остатком на
mα,P (x):

t(x) = g(x)mα,P (x) + r(x), deg r(x) < degmα,P (x).

Так как mα,P (α) = 0, то t(α) = r(α). Следовательно, элементы поля P (α) имеют
указанный вид.

Если t1(x) ∈ P [x], deg t1(x) < degmα,P (x) и t1(α) = r(α), то многочлен
u(x) = r(x)− t1(x) имеет корень α. По следствию 2 утверждения 10 и определению 9
mα,P (x) | u(x). Однако deg u(x) < degmα,P (x). Поэтому u(x) = 0 и t1(x) = r(x). �

Теперь мы можем вычислить степень простого расширения поля, порожденного
алгебраическим элементом.

Утверждение 14. Пусть P ⊂ P ′ и α ∈ P ′ — алгебраический над P элемент. Тогда

[P (α) : P ] = degmα,P (x),

и, в частности, P (α) — алгебраическое расширение поля P .

� Пусть degmα,P (x) = n. По утверждению 13(б) элементы поля P (α) ли-
нейно выражаются над P через систему элементов α0 = e, α, . . . , αn−1. Ввиду
утверждения 13(б) система элементов e, α, . . . , αn−1 линейно независима над P и
dimP (α)P = [P (α) : P ] = degmα,P (x).

По утверждению 11 P (α) — алгебраическое расширение поля P . �
Покажем, что в некоторых случаях простые расширения данного поля изоморфны.

Теорема 15. Пусть P ′ = P (α) и P ′′ = P (β), где элементы α и β трансцендентны
над P . Тогда поля P (α) и P (β) изоморфны, и существует такой изоморфизм
µ : P (α)→ P (β), что µ(a) = a для любого a ∈ P и µ(α) = β (т. е. поля P (α) и P (β)
изоморфны над P ).
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� Определим отображения τ1 : P [x] → P (α) и τ2 : P [x] → P (β), положив
τ1(t(x)) = t(α) и τ2(t(x)) = t(β) для t(x) ∈ P [x].

Как и в доказательстве теоремы 12(а), пользуясь трансцендентностью элементов
α и β над полем P , получаем

P [x] ∼= τ1(P [x]) = P [α], P [x] ∼= τ2(P [x]) = P [β].

Обозначим ψ = τ2 ◦ τ−1
1 . Тогда ψ : P [α] → P [β] — изоморфизм колец, при котором

ψ(a) = a для a ∈ P и ψ(α) = β.
Поскольку P (α) и P (β) — поля частных, соответственно, колец P [α] и P [β] и

существуют тождественные вложения ε1 : P [α]→ P (α) и ε2 : P [β]→ P (β), то по тео-
реме 5 существует такой изоморфизм µ : P (α)→ P (β), что коммутативна диаграмма

P [α]
ψ−−−−→ P [β]

ε1

⏐⏐= ⏐⏐=ε2
P (α)

µ−−−−→ P (β)

Тогда µ(a) = a при a ∈ P и µ(α) = β. �

Теорема 16. Пусть для i ∈ 1, 2 P ′
i = Pi(αi) — расширение поля Pi, порожденное

корнем αi унитарного неприводимого над Pi многочлена gi(x) ∈ Pi[x]. Если су-
ществует такой изоморфизм σ : P1 → P2, что σ′(g1(x)) = g2(x), то существует
такой изоморфизм τ : P ′

1 → P ′
2, что τ

∣∣P1
= σ и τ(α1) = α2 (определение отображе-

ния σ′ см. в утверждении 28 главы 20).

� Ясно, что многочлены g1(x) и g2(x) являются минимальными многочленами
соответственно элементов α1 и α2 над полями P1 и P2 (см. замечание 3 главы 20).
По теореме 15(б) имеют место изоморфизмы:

τ1 : P1[x]/g1(x)→ P1(α1), τ2 : P2[x]/g2(x)→ P2(α2),

при которых τi([x]gi(x)) = αi и τi([ai]gi(x)) = ai для ai ∈ Pi.
Поскольку g2(x) = σ′(g1(x)), то по утверждению 28 главы 20 существует изомор-

физм
ν : P1[x]/g1(x)→ P2[x]/g2(x),

при котором ν([t(x)]g1(x)) = [σ′(t(x))]g2(x).
Положив τ = τ2 ◦ ν ◦ τ−1

1 , получаем изоморфизм

τ : P1(α1)→ P2(α2).

При этом для a ∈ P1 справедливы равенства

τ(a) = τ2(ν(τ
−1
1 (a))) = τ2(ν([a]g1(x))) = τ2([σ

′(a)]g2(x)) = σ′(a).

Поскольку σ′ ∣∣P1
= σ, то τ(a) = σ(a) и τ

∣∣P1
= σ.

Кроме того, так как σ′(x) = x, то

τ(α1) = τ2(ν(τ
−1
1 (α1))) = τ2(ν([x]g1(x))) = τ2([σ

′(x)g2(x)]) = α2. �
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Следствие. Пусть P ′ — расширение поля P . Если элементы α и β из P ′ ал-
гебраичны над P и mα,P (x) = mβ,P (x), то существует такой изоморфизм
µ : P (α) → P (β), что µ(a) = a для a ∈ P и µ(α) = β (т. е. поля P (α) и P (β)
изоморфны над P ).

ПРИМЕР 15. Поля P (α) и P (β) могут быть изоморфными и в случае, когда
mα,P (x) �= mβ,P (x). Например, Q(

√
2) = Q(2

√
2), хотя m√

2,Q(x) = x2 − 2, а
m2

√
2,Q(x) = x2 − 8.

Рассмотрим еще некоторые свойства конечных расширений полей.

Утверждение 17. Пусть P ′, P — поля, P ⊂ P ′ и элементы α1, . . . , αk ∈ P ′ таковы,
что αi алгебраичен над полем P (α1, . . . , αi−1), i ∈ 2, k, а α1 — над P . Тогда
степень расширения [P (α1, . . . , αk) : P ] конечна. В частности, P (α1, . . . , αk) —
алгебраическое расширение поля P .

� Рассмотрим башню полей

P ⊂ P (α1) ⊂ . . . ⊂ P (α1, . . . , αk−1) ⊂ P (α1, . . . , αk).

По утверждению 4 верны равенства P (α1, . . . , αi) = P (α1, . . . , αi−1)(αi), i ∈ 2, k. По
условию и утверждению 14

[P (α1, . . . , αi) : P (α1, . . . , αi−1)] <∞, i ∈ 2, k; [P (α1) : P ] <∞.

Тогда по теореме о башне полей [P (α1, . . . , αk) : P ] < ∞, и по утверждению 11
P (α1, . . . , αk) — алгебраическое расширение поля P . �

Следствие. Степень расширения [P ′ : P ] конечна тогда и только тогда, когда
P ′ — конечное алгебраическое расширение поля P .

� Доказательство следует из утверждений 11 и 17. �
Опишем вид элементов конечного расширения поля.

Утверждение 18. Пусть P ⊂ P ′ и M = {m1, . . . ,mn} — подмножество из P ′.
Тогда P (m1, . . . ,mn) — множество всех элементов из P ′, имеющих вид
f(m1, . . . ,mn) g(m1, . . . ,mn)

−1, где

f(�x), g(�x) ∈ P [x1, . . . , xn], g(m1, . . . ,mn) �= 0. (8)

� Ясно, что множество T всех различных элементов вида (8) содержится
в P (m1, . . . ,mn). Непосредственной проверкой с применением утверждения 1 уста-
навливаем, что T — подполе поля P (m1, . . . ,mn), а тогда и поля P ′. Поскольку
T ⊃M и T ⊃ P , то по определению 3 T = P (m1, . . . ,mn). �
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§ 6. ПОЛЯ РАЗЛОЖЕНИЯ МНОГОЧЛЕНА

Докажем одну из важнейших теорем теории полей.

Теорема 19. Для любого поля P и любого неприводимого над P многочлена
f(x) ∈ P [x] существует такое поле T , что T = P (α), где α ∈ T — корень много-
члена f(x).

� Рассмотрим естественный гомоморфизм

ϕ0 : P [x]→ P [x]/f(x) = T1,

ϕ0(g(x)) = [g(x)]f(x). Так как многочлен f(x) неприводим над полем P , то T1 — поле.
Покажем, что в T1 содержится подполе, изоморфное полю P . Если a, b ∈ P и

a �= b, то ϕ0(a) �= ϕ0(b), так как в противном случае выполнялось бы равенство
[a]f(x) = [b]f(x), означающее, что многочлен нулевой степени a− b делится на много-
член f(x), имеющий степень не меньше первой. Теперь ясно, что {[a]f(x) : a ∈ P} —
подполе поля T1, изоморфное полю P .

Так как
T1 = {[g(x)]f(x) : g(x) ∈ P [x], deg g(x) < deg f(x)},

то

T1 =

{
deg f(x)−1∑

i=0

[ai]f(x)[x]
i
f(x) : ai ∈ P

}
.

Применив к полю T1 конструкцию, изложенную в § 8 главы 20, получаем поле T ,
изоморфное полю T1 и содержащее поле P :

T =

{
deg f(x)−1∑

i=0

ai [x]
i
f(x) : ai ∈ P

}
ψ∼= T1.

Последнее равенство означает, что T = P ([x]f(x)).
Пусть f(x) =

∑n
i=0 fix

i. Тогда f([x]f(x)) =
∑n

i=0 fi[x]
i
f(x). По определению опера-

ций в поле T сначала вычисляем ψ(f([x]f(x))) ∈ T1:
n∑
i=0

[fi]f(x)[x]
i
f(x) =

n∑
i=0

[fix
i]f(x) = [f(x)]f(x) = [0]f(x) = ψ(f([x]f(x))),

а затем берем соответствующее значение в поле T . Так как при изоморфизме полей
только нулевой элемент переходит в нулевой, то f([x]f(x)) = 0, и, значит, [x]f(x) —
корень многочлена f(x) в поле T . �

Следствие. Для любого поля P и любого многочлена f(x) ∈ P [x], deg f(x) � 1,
существует поле, содержащее поле P и корень α многочлена f(x).
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� Пусть
f(x) = fn g1(x)

k1 . . . gs(x)
ks (9)

— каноническое разложение f(x) над полем P . По теореме существует поле
T = P (α), содержащее поле P и корень α многочлена g1(x). Ясно, что f(α) = 0. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Поле P ′ называют полем разложения многочлена f(x) ∈ P [x] над
полем P , если P ′ ⊃ P и над полем P ′ многочлен f(x) раскладывается на линейные
множители.

Это определение обобщает определение 18 главы 9, где рассматривается случай,
когда само поле P является полем разложения многочлена f(x) ∈ P [x].
Теорема 20. Для любого поля P и любого многочлена f(x) ∈ P [x], deg f(x) � 1,
существует поле разложения f(x) над P .

� Пусть многочлен f(x) имеет над полем P каноническое разложение (9). Обо-
значим deg gi(x) = li и

dP (f) =
∑

li �=1, i∈1,s

li.

Доказательство теоремы проведем индукцией по числу dP (f).
Если dP (f) = 0, то многочлен f(x) раскладывается над полем P на линейные

множители. Поле P по определению 11 и является полем разложения f(x) над P .
Предположим, что теорема верна для любого поля P1 и любого такого многочлена

g(x) ∈ P1[x], что dP1(g) � k − 1, и покажем, что тогда она верна для любого поля P
и любого многочлена f(x) ∈ P [x] с условием dP (x) = k.

Пусть в разложении (9) deg g1(x) = l1 > 1. По следствию теоремы 19 существует
расширение P (α) поля P , где α — корень многочлена g1(x). Разложим многочлен
f(x) над полем P (α) на неприводимые множители. Тогда dP (α)(f) < k, так как
над полем P (α) у многочлена f(x) появляется, по крайней мере, k1 новых линей-
ных множителей. По предположению индукции существует такое поле P ′ ⊃ P (α),
над которым многочлен f(x) раскладывается на линейные множители. Поскольку
P ′ ⊃ P (α) ⊃ P , то P ′ — поле разложения многочлена f(x) над P . �

Покажем, что среди полей разложения многочлена f(x) над полем P существует
«наименьшее».

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Поле разложения P ′ многочлена f(x) ∈ P [x] над полем P называ-
ют минимальным, если P ′ порождается над P корнями многочлена f(x).

Теорема 21. Для любого поля P и любого многочлена f(x) ∈ P [x], deg f(x) � 1,
существует минимальное поле разложения f(x) над P . В любом поле разложения
f(x) над P содержится некоторое его минимальное поле разложения над P .

� По теореме 20 для многочлена f(x) существует поле разложения P ′ над P .
Возьмем в P ′ все корни α1, . . . , αn многочлена f(x). Тогда поле P (α1, . . . , αn) по
определению 12 является минимальным полем разложения f(x) над P . �
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Покажем теперь, что любые два минимальных поля разложения многочлена
f(x) ∈ P [x] над полем P изоморфны. Этот факт мы получим из более общей тео-
ремы.

Теорема 22. Пусть σ : P1 → P2 — изоморфизм полей,

f(x) =

n∑
i=0

fix
i ∈ P1[x], σ′(f(x)) =

n∑
i=0

σ(fi)x
i ∈ P2[x],

P 1 — некоторое минимальное поле разложения многочлена f(x) над P1 и P 2 —
некоторое минимальное поле разложения многочлена σ′(f(x)) над P2. Тогда суще-
ствует изоморфизм полей ϕ : P 1 → P 2, при котором ϕ(a) = σ(a) для a ∈ P1 (см.
замечание 3 главы 20).

� Проведем доказательство индукцией по числу dP1(f), определенному в дока-
зательстве теоремы 20. Если dP1(f) = 0, то P1 — единственное минимальное поле
разложения f(x) над P1. В этом случае f(x) = fn ·

∏n
i=1(x − αi), αi ∈ P1, и по

утверждению 28 главы 20

σ′(f(x)) = σ(fn)

n∏
i=1

(x− σ(αi)).

Значит, P2 — единственное минимальное поле разложения многочлена σ′(f(x)) над
P2. В качестве требуемого изоморфизма ϕ можно взять σ.

Предположим, что теорема верна для любых изоморфных полей P1 и P2 и любого
многочлена f(x) ∈ P1[x], для которого dP1(f) � k − 1, где k > 1.

Пусть dP1(f) = k, а разложение (9) — каноническое разложение многочлена f(x)
над полем P1, где deg g1(x) = l1 > 1. По утверждению 28 главы 20

σ′(f(x)) = σ(fn)

s∏
i=1

σ′(gi(x))ki

— каноническое разложение многочлена σ′(f(x)) над полем P2.
В поле P 1 рассмотрим подполе P1(α1), где g1(α1) = 0. Ясно, что dP1(α1)(f) < k.

В поле P 2 выберем произвольный корень β1 многочлена σ′(g1(x)) и рассмотрим под-
поле P2(β1). По теореме 16 существует изоморфизм

τ : P1(α1)→ P2(β1),

причем τ(a) = σ(a) для a ∈ P1.
Поле P 1 является минимальным полем разложения многочлена f(x) над полем

P1(α1), поскольку P 1 = P1(α1, . . . , αn) = P (α1)(α2, . . . , αn). Аналогично P 2 — мини-
мальное поле разложения многочлена σ′(f(x)) над полем P2(β1).

Так как dP1(α1)(f) < k и σ′(f(x)) = τ ′(f(x)), то по предположению индукции
существует изоморфизм ϕ : P 1 → P 2, при котором ϕ(γ) = τ(γ) для γ ∈ P1(α1). Тогда
ϕ(a) = τ(a) = σ(a) для a ∈ P1. �
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Следствие. Пусть P ′ и P ′′ — произвольные минимальные поля разложения много-
члена f(x) ∈ P [x] над P . Тогда поля P ′ и P ′′ изоморфны над P .

Для произвольного поля P и произвольного многочлена f(x) ∈ P [x], deg f(x) � 1,
мы доказали существование поля, содержащего P и все корни f(x). Представляют
интерес поля, в которых содержатся все корни всех многочленов над ними.

По определению 19 главы 9 поле P называют алгебраически замкнутым, если в
нем содержатся все корни любого многочлена f(x) ∈ P [x] степени deg f(x) � 1.

ПРИМЕР 16. Поле C алгебраически замкнуто в силу теоремы Гаусса (см. теорему 25
главы 9).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Алгебраическое расширение поля P , являющееся алгебраически
замкнутым полем, называется алгебраическим замыканием поля P .

Приведем без доказательства теорему о существовании алгебраического замыка-
ния поля.

Теорема (Штейниц). Для любого поля P существует его алгебраическое замы-
кание P . Любые два алгебраических замыкания поля P изоморфны над P .

Опираясь на теорему Штейница, можно привести пример алгебраического расши-
рения поля, имеющего бесконечную степень.

ПРИМЕР 17. Алгебраическое замыкание Q поля Q является расширением бесконеч-
ной степени, так как над полем Q существуют неприводимые многочлены любой
степени (см. следствие теоремы 31 главы 9).

ЗАДАЧИ

1. Постройте поле частных для кольца 2Z.

2. Покажите, что для любого поля P его аддитивная группа (P,+) не изоморфна
мультипликативной группе (P ∗, ·).

3. Покажите, что подполе Q(
√
2,
√
3) поля R есть множество чисел следующего

вида a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6, где a, b, c, d ∈ Q.

4. Покажите, что Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2 +

√
3).

5. Покажите, что [Q(
√
2,
√
3) : Q] = 4.

6. Докажите, что если [P ′ : P ] = p, где p — простое число, то в поле P ′ нет
подполей, содержащих P и отличных от P ′ и P , и P ′ — простое расширение P .

7. Найдите минимальный многочлен элемента 1 + i ∈ C над полем Q.

8. В поле P (x) рассмотрите расширение P (x2) поля P , порожденное элементом x2.
Покажите, что [P (x) : P (x2)] = 2, а элемент x2 трансцендентен над P .

9. Докажите, что любой многочлен f(x) ∈ P [x], где deg f(x) = n > 0, трансцен-
дентен над полем P , а [P (x) : P (f(x))] � n.
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10. Докажите, что всякая рациональная функция f(x)g(x)−1 ∈ P (x), где
(f(x), g(x)) = e и deg g(x) > 0 или deg f(x) > 0, трансцендентна над полем P .

11. Пусть P ⊂ P ′ и A(P ) — совокупность всех элементов из P ′, алгебраических
над P . Покажите, что A(P ) — подполе поля P ′, содержащее P .

12. Проверьте, что многочлен f(x) = x3+x+e неприводим над полем P = GF (2),
и постройте поле P (α), порожденное корнем этого многочлена.

13. Пусть α и β — соответственно корни в поле C неприводимых над Q много-
членов x2 + 1 и x2 + 2. Покажите, что Q(α) �∼= Q(β).

14. Пусть P ′ — алгебраическое расширение поля P , а P ′′ — алгебраическое рас-
ширение поля P ′. Покажите, что P ′′ — алгебраическое расширение поля P .

15. Для многочлена x3−2 ∈ Q[x] постройте минимальное поле разложения T в C.
Найдите степень [T : Q].

16. Пусть P ′ — расширение поля P , α1, . . . , αn — элементы из P ′. Докажите,
что P (α1, . . . , αn) = P [α1, . . . , αn] тогда и только тогда, когда элементы α1, . . . , αn
алгебраичны над полем P .



Глава 22

КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ
И МНОГОЧЛЕНЫ НАД НИМИ

Теория конечных полей (полей Галуа) представляет собой хорошую иллюстрацию
общей теории полей, так как для конечных полей решение многих задач из этой
общей теории, не имеющих удовлетворительного решения в целом, может быть дове-
дено до конца. Примерами конечных полей служат поля вычетов Z/p, где p — простое
число, и Z/p[x]

/
f(x), где многочлен f(x) неприводим над Z/p.

§ 1. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА КОНЕЧНЫХ ПОЛЕЙ

Рассмотрим вопрос о возможном числе элементов конечного поля.

Теорема 1. Если P — конечное поле, то |P | = pt, где p — простое число и t ∈ N.
При этом

(а) p = CharP ;
(б) t = [P : P0], где P0 — простое подполе поля P ;
(в) поле P является минимальным полем разложения над P0 многочлена

xp
t − x ∈ P0[x] и совпадает с множеством всех его корней.

� Так как P — конечное поле, то конечно его простое подполе P0 и конечна
степень расширения [P : P0]. По теореме 7 главы 21 P0

∼= Z/p для некоторого простого
p∈N. Отсюда следует, что CharP =CharP0 = p и |P | = pt, где t = [P : P0].

Остается доказать утверждение (в). Поскольку порядок группы P ∗ равен pt−1, то
ap

t−1 = e для всех a ∈ P ∗. Теперь ясно, что совокупность элементов поля P является
множеством корней многочлена F (x) = x(xp

t−1 − e) = xp
t − x. �

Следствие. Если P — поле из pt элементов и a ∈ P , то для любого s ∈ N справед-
ливо равенство ap

ts

= a.

� Доказательство проводится индукцией по s и предоставляется читателю. �

Теорема 2. Для любого простого числа p и любого t ∈ N существует единствен-
ное с точностью до изоморфизма поле, состоящее из pt элементов.

� Для простого числа p и произвольного t ∈ N рассмотрим многочлен
F (x) = xp

t − x ∈ Z/p[x]. По теореме 21 главы 21 существует минимальное по-
ле разложения P ′ многочлена F (x) над Z/p. Так как F ′(x) = ptxp

t−1 − e = −e,



§ 1. Основные свойства конечных полей 445

то (F (x), F ′(x)) = e. Значит, многочлен F (x) не имеет в поле P ′ кратных корней.
Пусть M = {α1, α2, . . . , αpt} — множество всех его различных корней в P ′. Тогда
справедливы равенства

αp
t

i = αi, i ∈ 1, pt, (1)

из которых следует, что

(αiαj)
pt = αp

t

i α
pt

j = αiαj , i, j ∈ 1, pt. (2)

Ввиду утверждения 9 главы 20 и равенств (1) получаем:

(αi + αj)
pt = αp

t

i + αp
t

j = αi + αj . (3)

Равенства (2) и (3) показывают, что множество M замкнуто относительно опера-
ций сложения и умножения. Поскольку множество M конечно, то по утверждению 2
главы 21 M — поле. Оно состоит из pt элементов.

Пусть теперь P1 и P2 — произвольные поля с единицами соответственно e1 и e2,
состоящие из pt элементов. По теореме 1(в) поле Pi является минимальным полем
разложения многочлена Fi(x) = eix

pt − eix ∈ P0i[x] над простым подполем P0i поля
Pi, i ∈ 1, 2 (см. замечание 3 главы 20).

Так как CharP01 = CharP02 = p, то по теореме 7 главы 21 каждое из полей P01 и
P02 изоморфно полю Z/p. Значит, существует изоморфизм полей σ : P01 → P02 и изо-
морфизм колец σ′ : P01[x]→ P02[x], при котором σ′ (∑m

i=0 aix
i
)
=
∑m
i=0 σ(ai)x

i. Ясно,
что σ′(F1(x)) = F2(x). Поэтому по теореме 22 главы 21 поля P1 и P2 изоморфны. �

Теорема 2 позволяет при рассмотрении многих вопросов, связанных с конечными
полями, фиксировать произвольное поле из pt элементов, которое обозначается в
таком случае через GF (pt).

В дальнейшем мы будем использовать следующие признаки делимости многочле-
нов и целых чисел.

Лемма 3. (а) Для любых r, s, a ∈ N число ar − 1 делит число ars − 1.
(б) Для любых r, s ∈ N и любого поля P многочлен g(x) = xr − e ∈ P [x] делит

многочлен f(x) = xrs − e ∈ P [x].

� Непосредственно проверяются равенства

ars − 1 = (ar − 1)(ar(s−1) + . . .+ ar + 1),

xrs − e = (xr − e)(xr(s−1) + . . .+ xr + e). �

Опишем подполя данного конечного поля.

Теорема 4. Пусть P1, P2 — конечные поля. Поле P1 содержит подполе, изоморф-
ное полю P2, тогда и только тогда, когда |P1| = |P2|t для некоторого t ∈ N.
При выполнении последнего условия в поле P1 содержится единственное подполе,
изоморфное полю P2.
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� Пусть T — подполе поля P1 и T ∼= P2. Тогда |T | = |P2|. Так как P1 — простран-
ство над T , то для t = [P1 : T ] имеем |P1| = |P2|t.

Обратно, пусть |P1| = |P2|t. Поскольку |P1| = pk1, а |P2| = pl2, где p1, p2 — простые
числа и k, l ∈ N, то pk1 = plt2 . По основной теореме арифметики p1 = p2 = p и k = lt.

По лемме 3(а) pl − 1 | pk − 1. Тогда по лемме 3(б) xp
l−1 − e | xpk−1 − e, и, значит,

для многочленов G(x) = xp
l−x и F (x) = xp

k−x выполнено соотношение G(x) | F (x).
По теореме 1 поле P1 — минимальное поле разложения многочлена F (x) над простым
подполем P0. Так как G(x) | F (x), то многочлен G(x) раскладывается над полем P1

на линейные множители. Как и в доказательстве теоремы 2, получаем, что корни
многочлена G(x) образуют в поле P1 подполе T , состоящее из pl = |P2| элементов.
По теореме 2 T ∼= P2.

Предположим, что в P1 содержится подполе T1, также состоящее из pl элементов.
Если T1 �= T , то многочлен G(x) = xp

l − x имеет в поле P1 больше, чем pl корней,
что невозможно. Значит, T — единственное подполе поля P1, содержащее pl элемен-
тов. �

Следствие. В поле P = GF (pt) для любого d ∈ N такого, что d | t, существует
единственное подполе из pd элементов. Этими полями исчерпываются все подпо-
ля поля P .

Рассмотрим мультипликативную группу поля P . Через Orda будем обозначать
порядок элемента a ∈ (P ∗, ·) — мультипликативный порядок a.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Элемент a поля P = GF (pt) называют примитивным, если все
ненулевые элементы поля P суть степени элемента a, т. е. если (P ∗, ·) = 〈a〉.

Теорема 5 (о примитивном элементе). В поле P = GF (pt) существует прими-
тивный элемент.

� Группа (P ∗, ·) абелева и конечная. По утверждению 4 главы 11 в ней существует
такой элемент a, что Orda = expP ∗. Значит, любой элемент b ∈ P ∗ удовлетворяет
соотношению bOrd a = e. Если Orda < |P ∗| = pt − 1, то многочлен xOrd a − e имеет в
поле P больше корней, чем его степень, что невозможно. Поэтому Orda = pt − 1, и
(P ∗, ·) = 〈a〉. Ясно, что a — примитивный элемент поля P . �

Следствие. Поле P = GF (pt) является простым алгебраическим расширением лю-
бого своего подполя.

� Например, поле P , как расширение любого своего подполя, порождается каж-
дым своим примитивным элементом. �
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§ 2. НЕПРИВОДИМЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ
НАД КОНЕЧНЫМИ ПОЛЯМИ

Покажем, что над любым конечным полем существуют неприводимые многочлены
любой степени n � 1.

Теорема 6. Если P = GF (pt), то для любого n ∈ N существует многочлен
f(x) ∈ P [x] степени n, неприводимый над P .

� Пусть P ′ = GF (ptn) — минимальное поле разложения многочлена
F (x) = xp

tn−x ∈ P [x] над P (см. доказательство теоремы 2). По следствию теоремы 5
P ′ = P (a), где a — примитивный элемент поля P ′.

Так как элемент a алгебраичен над полем P , то он — корень некоторого
неприводимого над P многочлена f(x) ∈ P [x]. По утверждению 14 главы 21
[P ′ : P ] = deg f(x). А поскольку [P ′ : P ] = n, то deg f(x) = n. �

Из теоремы 6 вытекает следующий способ построения поля из pt элементов, ко-
торый обычно используется на практике. Выбирается простое поле Zp и неприводи-
мый многочлен f(x) ∈ Zp[x] степени t, существующий по теореме 6. Факторкольцо
Zp[x]/f(x) есть искомое поле.

Опишем корни неприводимого многочлена над конечным полем.

Теорема 7. Пусть f(x) — неприводимый многочлен степени n над полем
P = GF (q), q = pt, и S = P (α) — расширение поля P , порожденное корнем α
многочлена f(x). Тогда справедливы следующие утверждения:

(а) S — минимальное поле разложения многочлена f(x) над P ,28 причем f(x)
имеет в S ровно n различных корней

α, αq, . . . , αq
n−1

; (4)

(б) f(x) | xqn − x.

� (а) Пусть f(x) =
∑n

i=0 fix
i. Так как fi ∈ P , то по следствию теоремы 1 f qi = fi

при i ∈ 0, n. Поэтому для любого s ∈ N0 справедливы равенства

f(αq
s

) =

n∑
i=0

fi(α
qs)i =

n∑
i=0

(fiα
i)q

s

= f(α)q
s

= 0.

Значит, все элементы вида (4) являются корнями многочлена f(x).
Докажем, что они различны. Допустим, что αq

s

= αq
t

, где 0 � s < t � n−1. Тогда

при r = t− s получаем αq
s+r − αq

s

=
(
αq

r − α
)qs

= 0 и, стало быть,

αq
r

= α, 0 < r < n. (5)

Элементы поля S имеют вид β =
∑n−1

i=0 ciα
i, где ci ∈ P . Поскольку cq

r

i = ci при
i ∈ 0, n− 1, то ввиду (5) βq

r

= β. Следовательно, все qn элементов поля S являются

28Полезно заметить, что если P — произвольное поле, то это утверждение неверно (покажите).
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корнями многочлена xq
r−x, что невозможно в силу условия r < n. Поэтому элементы

системы (4) различны.
(б) Так как [S : P ] = deg f(x) = n, то |S| = qn, и по теореме 1(в) все элементы

поля S — корни многочлена G(x) = xq
n − x ∈ P [x]. Поэтому G(x) и f(x) не взаимно

просты над полем S, а тогда и над полем P . Ввиду неприводимости многочлена f(x)
получаем f(x) | G(x). �

Следствие 1. Если f(x) — неприводимый многочлен степени n над полем
P = GF (q), f(x) �= x, и α, β — его корни в некотором поле разложения над
P , то

(а) Ordα = Ordβ;

(б) Ordα | qn − 1;

(в) Ordα � qr − 1, если 0 < r < n.
В частности, (Ordα, p) = 1.

� (а) Пусть Ordα = d. Тогда α — корень многочлена xd−e ∈ P [x]. Следовательно,
(f(x), xd − e) �= e, и поэтому f(x) | xd − e. Поскольку f(β) = 0, то Ordβ � d = Ordα.

Аналогично показывается, что Ordα � Ordβ.
(б) По теореме 7(б) f(x) | (xqn−1 − e)x. Ввиду неприводимости многочлена f(x) и

условия f(x) �= x, получаем f(x) | xqn−1 − e. Стало быть, Ordα | qn − 1.
(в) Утверждение (в), по сути дела, доказано при доказательстве пункта (а) теоре-

мы 7. �

Следствие 2. Неприводимый многочлен над конечным полем взаимно прост со сво-
ей производной.

� Утверждение справедливо ввиду теоремы 7(а) и следствия 2 теоремы 23 гла-
вы 9. �

Минимальное поле разложения неприводимого над конечным полем многочлена
является полем разложения одновременно для целого класса многочленов.

Утверждение 8. В условиях теоремы 7 поле P (α) является полем разложения
любого неприводимого над P многочлена g(x) ∈ P [x], для которого deg g(x) | n, и
не содержит ни одного корня неприводимого над P многочлена h(x) ∈ P [x], для
которого deg h(x) � n.

� Если g(x) ∈ P [x] — неприводимый над P многочлен степени m, то ввиду
теоремы 7(б) g(x) | xqm − x. Пусть m | n. Тогда по лемме 3(а) qm − 1 | qn − 1 и по
лемме 3(б) xq

m−1 − e | xqn−1 − e. Следовательно, xq
m − x | xqn − x. Таким образом,

g(x) | xqn − x, и по теореме 1(в) P (α) — поле разложения многочлена g(x).
Если неприводимый над P многочлен g(x) степени m имеет корень γ ∈ P (α),

то [P (γ) : P ] = m. Тогда по теореме о башне полей, примененной к башне
P (α) ⊃ P (γ) ⊃ P , получаем m | n. �
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§ 3. КРИТЕРИЙ НЕПРИВОДИМОСТИ МНОГОЧЛЕНА
НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

Всюду далее в этом параграфе P = GF (q), q = pt, p — простое число. Для про-
верки неприводимости над P заданного унитарного многочлена f(x) ∈ P [x] степени n
существует простейший алгоритм: перебор всех унитарных многочленов g(x) ∈ P [x]
степени m � n/2 и проверка (делением с остатком) условия g(x) | f(x). Однако,
это — слишком трудоемкий алгоритм.

Ниже предлагается гораздо более простой алгоритм, основанный на следующем
критерии.

Теорема 9 (Батлер, 1954). 29 Многочлен f(x) ∈ P [x] степени n > 0 неприводим
над полем P = GF (pt) тогда и только тогда, когда выполнены условия:

(а) (f(x), f ′(x)) = e;
(б) уравнение

zq − z = 0 (6)

имеет в кольце R = P [x]/f(x) ровно q решений.

� Уравнение (6) имеет в кольце R по крайней мере q решений: это элементы
множества

P = {[a]f : a ∈ P}.
Действительно, [a]p

t

f = [ap
t

]f = [a]f . При этом [a1]f �= [a2]f , если a1, a2 ∈ P и a1 �= a2,
поскольку f(x) � a2 − a1.

Пусть многочлен f(x) неприводим над P . Тогда по следствию 2 теоремы 7 выпол-
нено условие (а). Кроме того, в этом случае R — поле, и поэтому уравнение (6) не
может иметь в R более q решений. Значит, выполнено условие (б).

Обратно, пусть выполнены условия (а) и (б). Тогда уравнение (6) не имеет
в R других решений, кроме элементов множества P . Предположим, что много-
член f(x) приводим над полем P . Тогда n > 1 и существуют такие многочлены
f1(x), f2(x) ∈ P [x], что

f(x) = f1(x)f2(x), 1 � deg fi(x) < n, i ∈ 1, 2.

Покажем, что уравнение (6) имеет решение в R \ P , и тем самым придем к
противоречию, доказывающему неприводимость f(x). Из условия (а) следует, что
(f1(x), f2(x)) = e. Поэтому существуют такие многочлены u(x), v(x) ∈ P [x], что

u(x)f1(x) + v(x)f2(x) = e. (7)

При этом можно считать, что deg u(x) < deg f2(x) (иначе, разделим u(x) на f2(x) с
остатком: u(x) = q(x)f2(x) + r(x), и получим r(x)f1(x) + (q(x)f1(x) + v(x))f2(x) = e).
Ясно также, что u(x) �= 0. Таким образом, 0 < deg u(x)f1(x) < deg f(x), и элемент
ε = [u(x)f1(x)]f ∈ R удовлетворяет условию ε ∈ R \ P .
29 М. Батлер — современный американский математик.
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Умножая обе части равенства (7) на u(x)f1(x), получаем

(u(x)f1(x))
2 + u(x)v(x)f(x) = u(x)f1(x).

Отсюда следует равенство ε2 = ε, а значит и равенство εq = ε. Таким образом, ε —
(q + 1)-е решение уравнения (6) в кольце R, что противоречит условию (б). Теорема
доказана.30 �

Используя теорему 9, получим практический способ распознавания приводимо-
сти или неприводимости многочлена f(x) ∈ P [x] над P . Можно считать, что
deg f(x) = n > 1.

1. Если (f(x), f ′(x)) �= e, то по теореме 9 многочлен f(x) приводим над P .
2. Пусть (f(x), f ′(x)) = e. Подсчитаем число решений уравнения (6) в кольце R.
Произвольный элемент кольца R можно записать в виде [c(x)]f = [c0 + c1x + . . .

. . .+ cn−1x
n−1]f , где ci ∈ P . Элемент [c(x)]f является решением уравнения (6) тогда

и только тогда, когда справедливо равенство

[c(x)q ]f = [c(x)]f ,

которое можно записать в виде

[cp
t

0 + cp
t

1 x
pt + . . .+ cp

t

n−1x
(n−1)pt ]f = [c0 + . . .+ cn−1x

n−1]f ,

или в виде

[c0 · 0 + c1(x
pt − x) + . . .+ cn−1(x

(n−1)pt − xn−1)]f = [0]f , (8)

если учесть, что cp
t

i = ci, i ∈ 0, n− 1.
Для каждого i ∈ 1, n− 1 существует такой однозначно определенный многочлен

αi(x) = α0,i + α1,ix+ . . .+ αn−1,ix
n−1 ∈ P [x],

что
[xiq − xi]f = [αi(x)]f .

Поэтому равенство (8) можно переписать в виде

[c0 · 0 + c1α1(x) + . . .+ cn−1αn−1(x)]f = [0]f . (9)

Так как deg f(x) = n, а degαi(x) < n при i ∈ 1, n− 1, то равенство (9) в кольце R
эквивалентно равенству в кольце P [x]:

c0 · 0 + c1α1(x) + . . .+ cn−1αn−1(x) = 0. (10)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x в правой и левой частях
равенства (10), получим систему линейных уравнений⎧⎪⎨

⎪⎩
0c0 + α0,1c1 + . . .+ α0,n−1cn−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0c0 + αn−1,1c1 + . . .+ αn−1,n−1cn−1 = 0,

30 Приведенное доказательство теоремы Батлера предложено А. В. Куприяновым.



§ 3. Критерий неприводимости многочлена над конечным полем 451

которую запишем в матричной форме:

AC↓ = 0↓, (11)

где

A =

⎛
⎝ 0 α0,1 . . . α0,n−1

. . . . . . . . . . . .
0 αn−1,1 . . . αn−1,n−1

⎞
⎠ .

Таким образом, число решений уравнения (6) в кольце R равно числу решений
системы линейных уравнений (11), т. е. равно qn−rangA. По теореме 9 многочлен f(x)
неприводим над P тогда и только тогда, когда n− rangA = 1, т. е. rangA = n− 1.

Изложенный алгоритм позволяет не только ответить на вопрос: приводим или
неприводим многочлен f(x) над полем P = GF (pt). Используя его, можно разло-
жить многочлен f(x) в случае приводимости в произведение многочленов меньших
степеней. Рассмотрим два случая.

Случай 1. d(x) = (f(x), f ′(x)) �= e. Если при этом f ′(x) �= 0, то 0 � deg f ′(x) < n.
Значит, 0 < deg d(x) < n и f(x) = d(x)f1(x), где 0 < deg f1(x) < n.

Пусть f ′(x) = 0. Из равенств

f(x) =

n∑
i=0

fix
i, f ′(x) =

n∑
i=1

ifix
i−1 = 0

получаем, что ifi = 0 при i ∈ 1, n. Следовательно, если j ∈ 1, n и fj �= 0, то p | j, так
как CharP = p. Поэтому многочлен f(x) имеет вид

f(x) = fnx
p·(n/p) + . . .+ fjx

p·(j/p) + . . .+ f0 (fj �= 0).

Ввиду равенств
(
fp

t−1

j

)p
= fj можем записать:

f(x) = hpn x
p·(n/p) + . . .+ hpj x

p·(j/p) + . . .+ hp0 = h(x)p,

где h(x) = hnx
n/p + . . .+ hjx

j/p + . . .+ h0 и hj = fp
t−1

j , fj �= 0.
Случай 2. (f(x), f ′(x)) = e. Пусть многочлен f(x) приводим над полем P . В этом

случае rangA < n− 1, и существует ненулевое решение c↓ = (c0, . . . , cn−1)
T системы

уравнений (11), где ci �= 0 при некотором i ∈ 1, n− 1. Тогда [c(x)]f — решение
уравнения (6), где c(x) = c0 + c1x+ . . .+ cn−1x

n−1, 0 < deg c(x) < n.

Теорема 10 (Берлекэмп, 1967).31 Если P = GF (pt), f(x) ∈ P [x] — унитар-
ный многочлен степени n и [c(x)]f — такое решение уравнения (6), что
0 < deg c(x) < n, то

f(x) =
∏
α∈P

(f(x), c(x) − α), (12)

и существует такой элемент β ∈ P , что 0 < deg(f(x), c(x)− β) < n.

31 Е. Р. Берлекэмп — современный американский математик.
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Сначала докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 11. Пусть P — произвольное поле, ai(x) ∈ P [x], i ∈ 1, k, и (ai(x), aj(x)) = e

при i �= j. Если f(x) — такой унитарный многочлен из P [x], что f(x)
∣∣ ∏k

i=1 ai(x),
то

f(x) =

k∏
i=1

(f(x), ai(x)).

� Пусть k = 2. Обозначим fi(x) = (f(x), ai(x)) для i = 1, 2. Из условия
(a1(x), a2(x)) = e получаем условие (f1(x), f2(x)) = e. Отсюда и из соотношений

f1(x) | f(x), f2(x) | f(x)

по свойству взаимно простых многочленов следует соотношение

f1(x)f2(x) | f(x). (13)

Для подходящих многочленов ui(x), vi(x) ∈ P [x] справедливы равенства

f1(x) = f(x)u1(x) + a1(x)v1(x),

f2(x) = f(x)u2(x) + a2(x)v2(x).
(14)

Перемножив левые и правые части равенств (14), ввиду условия f(x) | a1(x)a2(x)
получим:

f(x) | f1(x)f2(x). (15)

Из соотношений (13) и (15) получаем требуемое равенство

f(x) = (f(x), a1(x)) · (f(x), a2(x)),

так как f(x), (f(x), a1(x)) и (f(x), a2(x)) — унитарные многочлены. Дальнейшее
доказательство проводится индукцией. �

Перейдем к доказательству теоремы.
� По теореме 1 справедливо равенство

xq − x =
∏
α∈P

(x− α).

Рассмотрим многочлен F (y) = yq − y =
∏
α∈P (y − α) ∈ P [y]. Так как P [x] ⊃ P , то

для значения многочлена F (y) в точке c(x) ∈ P [x] получаем равенство

c(x)p
t − c(x) =

∏
α∈P

(c(x)− α). (16)

Если α, β ∈ P и α �= β, то
(c(x)− α, c(x)− β) = e, (17)
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так как c(x) − α = (c(x) − β) + (β − α). По условию [c(x)]qf = [c(x)]f . Значит,

f(x) | c(x)pt − c(x). Учитывая равенство (16), получаем

f(x)
∣∣∣ ∏
α∈P

(c(x) − α). (18)

В силу леммы 11 из равенства (17) и соотношения (18) следует требуемое равен-
ство (12), а ввиду условий 0 < deg c(x) < n существует нужный элемент β. �

Условие унитарности многочлена f(x) в теореме 10 не ограничивает общности,
так как произвольный многочлен f(x) можно записать в виде f(x) = fn · f∗(x), где
fn — старший коэффициент многочлена f(x), а f∗(x) — унитарный ассоциированный
с f(x) многочлен.

ПРИМЕР 1. Выяснить, приводим или нет многочлен f(x) = x4 − 2 ∈ GF (3)[x] над
полем GF (3), и в случае приводимости разложить его на множители.

Так как (f(x), f ′(x)) = (x4 − 2, x3) = e, то имеет место случай 2. Вычислим
многочлены αi(x), i ∈ 1, 3.

i = 1: x3 − x ≡ x3 + 2x (mod f(x)), отсюда α1(x) = 0 + 2x+ 0x2 + 1x3.

i = 2: так как x4 ≡ 2 (mod f(x)), то x6 ≡ 2x2 (mod f(x)) и x6 − x2 ≡ 2x2 + 2x2 ≡
≡ x2 (mod f(x)). Поэтому α2(x) = 0 + 0x+ 1x2 + 0x3.

i = 3: так как x5 ≡ 2x (mod f(x)), то x9 ≡ 4x (mod f(x)) и x9 ≡ x (mod f(x)).
Значит, x9 − x3 ≡ x+ 2x3 (mod f(x)) и α3(x) = 0 + 1x+ 0x2 + 2x3.

Система уравнений (11) имеет вид:

AC↓ =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 2 0 1
0 0 1 0
0 1 0 2

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝
c0
c1
c2
c3

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ . (19)

Легко проверить, что rangA = 2 < n−1 = 3. Следовательно, многочлен f(x) приводим
над GF (3).

Общее решение системы (19) имеет вид c↓ = (c0, c1, 0, c1)
T . Поэтому можно вы-

брать решение уравнения (6) c(x) = x3 + x. По теореме 10

f(x) = x4 − 2 = (x4 − 2, x3 + x)(x4 − 2, x3 + x− 1)(x4 − 2, x3 + x− 2).

Нетрудно проверить, что

f(x) = (x2 + 2x+ 2)(x2 + x+ 2).
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§ 4. ЧИСЛО НЕПРИВОДИМЫХ МНОГОЧЛЕНОВ
ДАННОЙ СТЕПЕНИ

Для определения числа неприводимых многочленов данной степени над конечным
полем рассмотрим сначала некоторые числовые функции.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Функция Мёбиуса32 µ(n) от натурального аргумента n определяется
следующим образом: если n имеет каноническое разложение n = pα1

1 . . . pαk

k , то

µ(n) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1, если n = 1,

(−1)k, если α1 = . . . = αk = 1,

0, если существует αi > 1.

Утверждение 12. При любом n ∈ N справедливы равенства:

∑
d|n

µ(d) =

{
1, если n = 1,

0, если n �= 1.

� При n = 1 по определению 2 µ(1) = 1. Пусть n = pα1
1 . . . pαk

k . При подсчете
суммы

∑
d|n µ(d) следует рассматривать только делители d числа n, имеющие вид

d = 1 и d = pi1 . . . pis , где ij ∈ 1, k, il �= im при l �= m. Тогда

∑
d|n

µ(d) = µ(1) +

k∑
i=1

µ(pi) +
∑
i<j

µ(pipj) + . . .+ µ(p1 . . . pk) =

= 1− C1
k + C2

k + . . .+ (−1)sCsk + . . .+ (−1)k = (1 − 1)k = 0. �

Утверждение 13 (формула обращения Мёбиуса). Если F (n)и f(n) — функции на-
турального аргумента, связанные при любом n ∈ N соотношением

∑
d|n

f(d) = F (n), (20)

то при любом n ∈ N имеет место равенство
∑
d|n

F (n/d)µ(d) = f(n). (21)

� Пользуясь равенством (20), запишем левую часть доказываемого равенства (21)
в виде ∑

d|n

(∑
d1|nd

f(d1)

)
µ(d) (22)

32А.Ф.Мёбиус (1790–1868) — немецкий математик.
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и соберем коэффициенты при f(d1) для каждого фиксированного d1. Значение µ(d)
является одним из коэффициентов при f(d1) тогда и только тогда, когда d | n и d1 | n

d
,

т. е. когда d | n
d1
. По утверждению 12

∑
d | nd1

µ(d) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1, если

n

d1
= 1, т. е. при d1 = n,

0, если
n

d1
�= 1, т. е. при d1 �= n.

Таким образом, в сумме (22) остается лишь одно ненулевое слагаемое — 1 · f(n).
Этим и доказывается равенство (21). �

Обозначим через ΦP (d) число унитарных неприводимых над полем P многочленов
степени d.

Утверждение 14. Если P = GF (q), то при n ∈ N справедливо равенство

qn =
∑
d|n

dΦP (d).

� Пусть f(x) ∈ P [x] — неприводимый над полем P многочлен степени n. По
теореме 19 главы 21 существует расширение S поля P такое, что S = P (α), где
f(α) = 0. По теореме 7 поле S является минимальным полем разложения для f(x)
над P и содержит n его различных корней.

По утверждению 8 для любого неприводимого над P многочлена g(x) ∈ P [x]
степени d, где d | n, поле S является полем разложения. По теореме 7 оно содержит
d различных корней многочлена g(x).

Различные унитарные неприводимые над P многочлены не имеют общих корней
в поле S, так как в противном случае они были бы не взаимно просты над P и
совпадали. Значит, в поле S содержится, по крайней мере,

∑
d|n dΦP (d) различных

элементов:
|S| = qn �

∑
d|n

dΦP (d).

С другой стороны, каждый элемент поля S является корнем многочлена
F (x) = xq

n−x и, следовательно, — корнем некоторого унитарного неприводимого над
P многочлена r(x) ∈ P [x]. По утверждению 8 deg r(x) | n. Отсюда |S| �∑

d|n dΦP (d),
и требуемое равенство доказано. �

Теорема 15. Если P = GF (q), то при n ∈ N справедливо равенство

ΦP (n) =
1

n

∑
d|n

µ(d)qn/d. (23)

� Положим F (n) = qn и f(d) = dΦP (d). По утверждению 14 справедливо равен-
ство F (n) =

∑
d|n f(d). Тогда по утверждению 13

nΦP (n) =
∑
d|n

(pt)n/dµ(d),

откуда и следует формула (23). �
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§ 5. НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ
НЕПРИВОДИМЫХ МНОГОЧЛЕНОВ
НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

Как уже отмечалось в § 3, один из способов построения неприводимого многочле-
на данной степени n над полем P = GF (q), где q = pt, состоит в случайном переборе
многочленов вида

f(x) = xn + fn−1x
n−1 + . . .+ f0, fi ∈ P, (24)

где f0 �= 0, и проверке их неприводимости на ЭВМ с помощью алгоритма, указанного
в § 3. Теперь можно оценить эффективность этого способа.

Число многочленов вида (24) равно (q − 1)qn−1, а число неприводимых из них по
формуле (23) есть

Φ(n) =
1

n

∑
d|n

µ(d) q
n
d =

1

n
(qn − q

n
p1 − q

n
p2 − . . .+ q

n
p1p2 + . . . ),

где pi — простые делители числа n. Значит, вероятность успеха, т. е. вероятность
неприводимости случайно выбранного многочлена (24), равна

Φ(n)

(q − 1)qn−1
.

Последнее число при достаточно больших n приблизительно равно
q

n(q − 1)
. По-

этому, проделав
n(q − 1)

q
испытаний, можно ожидать, что найдется хотя бы один

неприводимый многочлен. Число операций, нужных при проверке на неприводимость
одного многочлена, имеет порядок qn3. Следовательно, для построения указанным
способом одного неприводимого многочлена степени n требуется в среднем порядка
(q − 1)n4 операций.

Изложим также один из алгебраических методов построения неприводимых много-
членов большой степени из неприводимых многочленов относительно малой степени.

Обозначим P = GF (q) и рассмотрим два отображения σ : P [x] → P [x] и
τ : P [x]→ P [x], определенные формулами

σ

( n∑
i=0

aix
i

)
=

n∑
i=0

aix
qi−1, τ

( n∑
i=0

aix
i

)
=

n∑
i=0

aix
qi . (25)

Ясно, что
τ(a(x)) = xσ(a(x)). (26)

ПРИМЕР 2. Если P = GF (2) и a(x) = e + x+ x2, то

σ(a(x)) = e+ x+ x3, τ(a(x)) = x+ x2 + x4.
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Утверждение 16. Для любых g(x), h(x) ∈ P [x] и любых a, b ∈ P , i ∈ N справедливы
равенства:

(а) σ(ag(x) + bh(x)) = aσ(g(x)) + bσ(h(x));
(б) τ(ag(x) + bh(x)) = aτ(g(x)) + bτ(h(x));

(в) τ(xih(x)) = τ(h(x))q
i

.

� Равенства (а) и (б) легко следуют из формул (25).

Докажем (в). Пусть h(x) =
∑n

j=0 hjx
j . Так как hqj = hj , то h

qi

j = hj , и справедли-
вы равенства

τ(xih(x)) = τ

( n∑
j=0

hjx
j+i

)
=

n∑
j=0

hjx
qj+i

=

n∑
j=0

hq
i

j (xq
j

)q
i

=

=

( n∑
j=0

hjx
qj
)qi

= τ(h(x))q
i

. �

Утверждение 17. Если g(x) и h(x) — такие многочлены из P [x], что g(x) | h(x),
то

(а) τ(g(x)) | τ(h(x));
(б) σ(g(x)) | σ(h(x)).

� (а) Пусть h(x) = g(x) v(x), где v(x) =
∑n

i=0 vix
i. Тогда в силу утверждения 16

справедливы равенства

τ(h(x)) = τ

( n∑
i=0

vix
ig(x)

)
=

n∑
i=0

viτ(x
ig(x)) =

n∑
i=0

viτ(g(x))
qi =

= τ(g(x))

n∑
i=0

viτ(g(x))
qi−1,

показывающие выполнение соотношения (а).
(б) Из соотношения (а) и равенства (26) следует соотношение (б). �

Следствие. Если многочлен σ(h(x)) неприводим над P , то и многочлен h(x) непри-
водим над P .

Утверждение 18. Пусть многочлен f(x) ∈ P [x] неприводим над P и g(x) ∈ P [x] —
такой многочлен, что

(σ(f(x)), σ(g(x))) �= e. (27)

Тогда f(x) | g(x).

� Если f(x) � g(x), то (f(x), g(x)) = e и существуют такие многочлены
u(x), v(x) ∈ P [x], что u(x)f(x) + v(x)g(x) = e. Тогда по утверждению 16(а) выполня-
ется равенство

σ(u(x)f(x)) + σ(v(x)g(x)) = σ(e) = e. (28)
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Из соотношений f(x) | u(x)f(x) и g(x) | v(x)g(x) по утверждению 17(б) получаем
соотношения

σ(f(x)) | σ(u(x)f(x)), σ(g(x)) | σ(v(x)g(x)). (29)

Из соотношений (28) и (29) для подходящих u1(x), v1(x) ∈ P [x] следует равенство
σ(f(x))u1(x) + σ(g(x))v1(x) = e. (30)

Полученное противоречие с условием (27) доказывает, что f(x) | g(x). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть f(x) — произвольный многочлен над полем P и {α1, . . . , αs} —
множество всех его ненулевых корней в поле разложения над P . Через O(f) обозна-
чим НОК мультипликативных порядков элементов αi:

O(f) = [Ordα1, . . . , Ordαs].

Если f(x) = xl, то положим O(f) = 1.

Читателю предлагается самостоятельно доказать, что параметр O(f) не зависит
от выбора поля разложения многочлена f(x).

ПРИМЕР 3. Если f(x) — унитарный неприводимый над GF (q) многочлен и f(x) �= x,
то по следствию 1 теоремы 7 O(f) = Ordα, где α — произвольный корень f(x) в
поле разложения над GF (q). Ясно, что при этом O(f) | qn − 1, где n = deg f(x).

Теорема 19 (Цирлер, 1967). 33 Если унитарный многочлен f(x) ∈ P [x] неприводим
над P = GF (q) и f(x) �= x, то все неприводимые над P делители многочлена
σ(f(x)) имеют степень O(f).

� Пусть O(f) = m, f1(x) — неприводимый над P делитель многочлена σ(f(x)) и
deg f1(x) = k.

По определению 3 все корни многочлена f(x) являются корнями многочлена
xm − e ∈ P [x]. Поскольку f(x) не имеет кратных корней, то f(x) | xm − e. По утвер-
ждению 17(б) σ(f(x)) | σ(xm− e). Так как σ(xm− e) = xq

m−1− e, то f1(x) | xqm−1− e
и f1(x) | xqm − x.

По теореме 1 поле GF (qm) является полем разложения многочлена xq
m − x, а

тогда — полем разложения и многочлена f1(x). Значит, поле GF (qm) содержит ми-
нимальное поле разложения многочлена f1(x) — поле GF (qk). Отсюда по теореме 4
следует, что k | m.

По условию f(x) �= x, и поэтому (f(x), x) = e. Тогда (σ(f(x)), x) = e и из соот-
ношений f1(x) | xqk − x и f1(x) | σ(f(x)) следует, что f1(x) | xqk−1 − e. Поскольку
xq

k−1 − e = σ(xk − e), то (σ(f(x)), σ(xk − e)) �= e и по утверждению 18 f(x) | xk − e.
Таким образом, если f(α) = 0, то αk = e и O(f) | k, или m | k. Итак, k = m. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Неприводимый над полем P = GF (q) унитарный многочлен
f(x) ∈ P [x] \ {x} степени n со свойством O(f) = qn − 1 называется примитив-
ным.
33 Н. Цирлер — современный американский математик.
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Следствие (Орэ).34

Если многочлен f(x) ∈ P [x] неприводим над P = GF (q), deg f(x) = n и f(x) �= x,
то многочлен σ(f(x)) неприводим над P тогда и только тогда, когда f(x) —
примитивный многочлен.

� Если многочлен σ(f(x)) неприводим над P , то по следствию утверждения 17
многочлен f(x) неприводим над P . Тогда по теореме 19 deg σ(f(x)) = O(f) = qn − 1.

Обратно, пусть O(f) = qn − 1. По теореме 19 степень каждого неприводимого
над P делителя многочлена σ(f(x)) равна qn − 1. Поскольку deg σ(f(x)) = qn − 1, то
σ(f(x)) — неприводимый над P многочлен. �

ПРИМЕР 4. Существуют простые числа вида 2n− 1, например: 22 − 1 = 3, 23− 1 = 7,
25 − 1 = 31, 27 − 1 = 127 (их называют числами Мерсенна). Если f(x) ∈ GF (2)[x] —
унитарный многочлен, неприводимый над GF (2), deg f(x) = n > 1, и 2n−1 — простое
число, то из O(f) | 2n − 1 следует O(f) = 2n − 1. Тогда по следствию теоремы 19
многочлен σ(f(x)) неприводим над GF (2). Воспользуемся этим и последовательно
построим неприводимые над GF (2) многочлены:

f(x) = x2 + x+ e,

σ(f(x)) = x3 + x+ e,

σ2(f(x)) = σ(σ(f(x))) = x7 + x+ e,

σ3(f(x)) = x127 + x+ e.

§ 6. ХАРАКТЕРЫ КОНЕЧНЫХ ПОЛЕЙ
И СУММЫ ГАУССА

Напомним, что характеры конечных абелевых групп рассматривались в § 4 гла-
вы 12.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть P = GF (q) — конечное поле из q элементов. Характеры его
мультипликативной группы P ∗ и аддитивной группы (P,+) называются соответствен-
но мультипликативными и аддитивными характерами поля P .

Соответствующие группы характеров поля P обозначим через P̂ ∗ и P̂ . Условим-
ся обозначать мультипликативные и аддитивные характеры поля P соответственно
буквами χ и ψ с индексами.

Так как группа P ∗ — циклическая порядка q − 1, то в силу теоремы 10 главы 12
P̂ ∗ — также циклическая группа порядка q−1. Поэтому порядки мультипликативных
характеров поля P суть делители числа q − 1, и для каждого делителя d числа q − 1
существует ϕ(d) характеров порядка d. Группа (P,+) является элементарной абелевой
p-группой, где p — простое число и q = pm, и значит все нетривиальные аддитивные
характеры поля P имеют порядок p.

Установим связи между мультипликативными и аддитивными характерами по-
ля P . Для этого нам понадобятся тригонометрические суммы Гаусса.

34 О. Орэ (1899–1968) — норвежский математик.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Суммой Гаусса для мультипликативного характера χ и аддитивного
характера ψ поля P называется комплексное число

G(χ, ψ) =
∑
x∈P∗

χ(x) · ψ(x).

Аддитивные характеры поля P можно занумеровать элементами из P . Если
q = pm, то имеет место изоморфизм

δ : (P,+)→ (Zp)
m,

и каждому элементу a ∈ (P,+) однозначно ставится в соответствие вектор
δ(a) = (a1, a2, . . . , am), где ai ∈ 0, p− 1. Выберем в C

∗ первообразный корень степени
p из единицы ω = e2πi/p. Обозначим через ψa характер, определенный равенством

ψa(x) = ωa1x1+...+amxm ,

где (x1, . . . , xm) = δ(x). В частности, для простого поля P = GF (p) имеем
ψa(x) = ωax. В этом случае сумма Гаусса G(χ, ψ) обозначается также символом
G(χ, a) и определяется равенством

G(χ, a) =
∑
x∈P∗

χ(x) · ωax.

Кроме того, в этом случае G(χ, e) обозначают через G(χ).
Теперь можно сформулировать теорему о соотношениях между характерами из P̂ ∗

и P̂ .

Теорема 20. Пусть χ и ψ — соответственно мультипликативный и аддитивный
характеры поля P = GF (q). Тогда для любого a ∈ P ∗ выполняются соотношения

χ(a) =
1

q

∑
b∈P

G(χ, ψb) · ψb(a), (31)

ψ(a) =
1

q − 1

∑
b∈P∗

G(χb, ψ) · χb(a). (32)

� Формулы (31), (32) доказываются непосредственным вычислением их правых
частей с использованием определения 6 и второго соотношения ортогональности (тео-
рема 12 главы 12) для аддитивных и мультипликативных характеров поля P . �

В связи с теоремой 20, а также в связи с другими приложениями сумм Гаус-
са, представляет интерес задача вычисления их значений. Частичное решение этой
задачи содержит следующая теорема о свойствах сумм Гаусса.

Теорема 21. Для любых χ ∈ P̂ ∗ и ψ ∈ P̂ выполняются соотношения:

(а) G(χ, ψ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
q − 1, если χ = χe, ψ = ψ0,

−1, если χ = χe, ψ �= ψ0,

0, если χ �= χe, ψ = ψ0;
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если χ �= χe, ψ �= ψ0, то
(б) G(χ, ψ) ·G(χ, ψ) = q;

(в) |G(χ, ψ)| = √
q.

� Равенства утверждения (а) следуют непосредственно из определений и след-
ствия теоремы 12 главы 12. Равенство (в) следует из (б). Проверим равенство (б):

G(χ, ψ) ·G(χ, ψ) =
(∑
a∈P∗

χ(a)ψ(a)

)
·
(∑
b∈P∗

χ (b)ψ(b)

)
=

=
∑

a,b∈P∗
χ(a)χ (b) · ψ(a)ψ(b) =

∑
a,b∈P∗

χ(ab−1) · ψ(a− b).

Сгруппируем слагаемые по параметру d = ab−1. Получим (прибавляя и вычитая ψ(0)):

G(χ, ψ) ·G(χ, ψ) =
∑
d∈P∗

χ(d) ·
(∑
b∈P

ψ(b(d− e))− ψ(0)

)
.

Заметим, что при d �= e элемент b(d− e) пробегает вместе с b все поле P , и в этом
случае согласно следствию теоремы 12 главы 12∑

b∈P
ψ(b(d− e)) = 0.

Если же d = e, то
∑
b∈P ψ(b(d− e)) = q. Отсюда

G(χ, ψ) ·G(χ, ψ) =
∑

d∈P∗\{e}
χ(d) · (−1) + (q − 1).

Учитывая следствие теоремы 12 главы 12 для характера χ, получаем требуемое ра-
венство (б). �

ЗАДАЧИ

1. Опишите структуру подполей поля GF (236).

2. Найдите все примитивные элементы полей GF (5), GF (22), GF (7), GF (11).

3. Сколько существует примитивных элементов в поле GF (pt)?

4. Докажите, что мультипликативная группа P ∗ бесконечного поля P не является
циклической.

5. Пользуясь критерием Батлера, определите, приводимы или нет над полем GF (2)
многочлены x2 + e и x3 + x+ e.

6. Пользуясь критерием Батлера, определите, приводим или нет над полем GF (3)
многочлен x3 + x2 + e.

7. Покажите, что если n1, n2 ∈ N и (n1, n2) = 1, то µ(n1n2) = µ(n1)µ(n2).
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8. Покажите, что для n ∈ N справедливо равенство n =
∑

d|n ϕ(d), где ϕ —
функция Эйлера.

9. Покажите, что для n ∈ N справедливо равенство

ϕ(n) =
∑
d|n

n

d
µ(d).

10. Постройте поля из 8, 9, 25, 49 элементов и найдите их примитивные элементы.

11. Найдите выражение ΦP (n) при простом n, P = GF (q), q = pt.

12. Найдите O(f), где f(x) = x3 + 2x+ 2 ∈ GF (3)[x].
13. Покажите, что число унитарных многочленов f(x) ∈ GF (q)[x] степени n та-

ких, что O(f) = qn − 1 (примитивных многочленов) равно
1

n
ϕ(qn − 1).

14. Постройте неприводимый над GF (2) многочлен степени 31.

15. Докажите, что если f(x) =
∑n
i=0 fix

i — примитивный многочлен степени n
над полем P = GF (q) (т. е. O(f) = qn − 1), то многочлен

n∑
i=0

fix
qi−1
q−1

неприводим над P .

16. Постройте неприводимые многочлены степени m над полем GF (q) в следую-
щих ситуациях:

q 3 4 5

m 4 8 5 15 6 12 24

17. Проверьте, приводим или нет над полем GF (3) многочлен x4 + x3 + x + 2.
В случае приводимости разложите его на неприводимые множители.

18. Для многочленов f1, f2 постройте в явном виде изоморфизм полей
P1 = Z2[x]/f1(x) и P2 = Z2[x]/f2(x), где f1(x) = x3 + x+ 1, f2(x) = x3 + x2 + 1.

19. Пусть P = GF (q) — поле с примитивным элементом a и число m ∈ {2, 3}
делит q − 1. Докажите, что многочлен xm − a неприводим над P .

20. Пусть P = GF (q), f(x) ∈ P [x] — неприводимый многочлен степени n и T —
расширение поля P степени m. Пусть Q — расширение поля T такое, что Q = T (α),
где f(α) = 0. Докажите, что

(а) Q — минимальное поле разложения f(x) над T и [Q : P ] = [m,n].
(б) Многочлен f(x) неприводим над T тогда и только тогда, когда (m,n) = 1.
(в) Если d = (m,n), то многочлен f(x) есть произведение d неприводимых над T

многочленов степеней k = n/d.



Глава 23

ЗАДАНИЕ ГРУПП
ОБРАЗУЮЩИМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

И ОПРЕДЕЛЯЮЩИМИ
СООТНОШЕНИЯМИ

Один из широко распространенных методов задания различных алгебр основан
на использовании их систем образующих элементов и некоторых соотношений меж-
ду образующими элементами. В данной главе мы познакомимся с этим методом в
применении к группам.

Любую конечную группу, как и всякий конечный группоид, можно задать таб-
лицей Кэли, т. е. списками всех его элементов g1, . . . , gn и всех соотношений вида
gigj = gk(i,j), i, j ∈ 1, n. В принципе то же самое можно сказать и о задании бесконеч-
ной группы, только в этом случае все элементы группы и всю ее таблицу Кэли нельзя
выписать в явном виде. Практически всю таблицу Кэли невозможно выписать и для
конечной группы, если ее порядок достаточно велик. В связи с этим естественно
возникает вопрос: нельзя ли задать группу, указав лишь некоторую (по возможно-
сти небольшую) часть ее элементов и некоторую систему соотношений между этими
элементами?

Прежде чем рассматривать этот вопрос в общем виде, разберем два простых при-
мера.

ПРИМЕР 1. Пусть Cm — циклическая группа порядка m и g — любой из порождаю-
щих ее элементов. Тогда в Cm выполняется соотношение gm = e, и все ее элементы
исчерпываются степенями g0, . . . , gm−1 элемента g. В этом смысле группа Cm вполне
определяется одним элементом g и одним соотношением gm = e.

ПРИМЕР 2. Рассмотрим группу движений правильного n-угольника, или группу ди-
эдра степени n (см. § 7 главы 11). Ее подстановочное представление Dn является
подгруппой симметрической группы Sn и порождается двумя подстановками:

g1 =

(
1 2 . . . n−1 n
2 3 . . . n 1

)
, g2 =

(
1 2 . . . n−1 n
n n−1 . . . 2 1

)
.

Легко видеть, что в группе Dn выполняются соотношения

gn1 = e, g22 = e, g2g1 = g−1
1 g2, g2g

−1
1 = g1g2. (1)

Пользуясь этими соотношениями, любое произведение элементов g1, g
−1
1 , g2, g

−1
2

можно преобразовать к виду

gk1g
l
2, k ∈ 0, n− 1, l ∈ 0, 1. (2)
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Докажите это индукцией по числу сомножителей в исходном произведении. А так
как по следствию 2 теоремы 25 главы 11 порядок Dn равен 2n, то все произведения
вида (2) попарно различны. Следовательно, каждый элемент группы Dn однозначно
представляется в виде (2). Пользуясь соотношениями (1), легко найти и правило
умножения элементов из Dn, записанных в виде (2):

gk1g
l
2 · gs1gt2 =

{
g
rn(k+s)
1 gt2, если l = 0,

g
rn(k−s)
1 gt+1

2 , если l = 1,
(3)

где rn(x) — остаток от деления x на n. Таким образом, группа Dn полностью опреде-
ляется системой образующих элементов {g1, g2} и системой соотношений (1). В связи
с этим систему (1) называют системой определяющих соотношений группы Dn в
системе образующих {g1, g2}.

В общем случае понятие системы определяющих соотношений группы в заданной
системе образующих будет определено ниже. Здесь же отметим еще, что в принципе
группу Dn можно отождествить с группой Gn всех выражений вида (2), перемно-
жаемых по правилу (3). Такое представление группы Dn группой Gn иногда бывает
полезным в силу того, что при больших n правило (3) значительно проще правила
умножения элементов из Dn как движений правильного n-угольника, или как под-
становок степени n. В качестве примера воспользуйтесь этим для решения уравнения
xg1g2x = g2g1 в группе Dn.

§ 1. ОБЩАЯ КОНСТРУКЦИЯ ГРУППЫ, ЗАДАННОЙ
ОБРАЗУЮЩИМИ ЭЛЕМЕНТАМИ И ОПРЕДЕЛЯЮЩИМИ
СООТНОШЕНИЯМИ

Зафиксируем множество букв с индексами A = {ai : i ∈ I}. Каждой букве ai
сопоставим символ a−1

i и образуем множество

A = {aεi : i ∈ I, ε ∈ {1,−1}},
где a1i = ai, которое назовем алфавитом.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Любую последовательность вида

aε1i1 . . . a
εk
ik
, (4)

составленную из элементов множества A, назовем словом длины k в алфавите A.
В целях общности последовательность, не содержащую ни одного члена, будем назы-
вать словом длины нуль, или пустым словом.

Условимся обозначать слова буквами P , Q, R, L без индексов и с индексами,
пустое слово — буквой e, длину слова P — через l(P ), равенство слов P , Q — в виде
P � Q, множество всех слов в алфавите A — через W (A).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Произведением слов P , Q назовем слово, обозначаемое через PQ и
получающееся путем приписывания к слову P справа слова Q.
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Легко видеть, что множество W (A) с операцией произведения слов является по-
лугруппой с нейтральным (единичным) элементом e. Ее называют полугруппой слов
в алфавите A.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Обратным к слову (4) назовем слово a−εkik
. . . a−ε1i1

. Обратным к
пустому слову назовем само это слово. Слово, обратное к P , обозначим через P−1.

Заметим, что при P �� e слово P−1 не является обратным элементом к P в
полугруппе (W (A); · ).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Говорят, что слово P входит в слово Q, или является подсловом
слова Q, если Q � LPR при некоторых (возможно пустых) словах L, R.

Если слово P входит в Q много раз, то говорят о нескольких вхождениях слова
P в Q. В частности, считается, что пустое слово e имеет k+1 вхождений в слово (4):

aε1i1 . . . a
εk
ik

� eaε1i1 e . . . ea
εk
ik
e.

Слово вида P ε . . . P ε︸ ︷︷ ︸
k

, где ε ∈ {1,−1}, будем обозначать ради краткости через P k при

ε = 1 и через P−k при ε = −1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Любую пару (P,Q) слов P , Q из W (A) назовем соотношением
в алфавите A. При этом P и Q будем называть соответственно левой и пра-
вой частями соотношения (P,Q). Соотношения вида (aεia

−ε
i , e) и (e, aεia

−ε
i ), где

ε ∈ {1,−1}, будем называть тривиальными.

Зафиксируем произвольное (возможно пустое) множество S соотношений в алфа-
вите A и определим по нему отношение эквивалентности на множестве W (A).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Элементарным преобразованием слова P по соотношению (P1, Q1)
назовем замену в P любого одного вхождения слова P1 или Q1 соответственно словом
Q1 или P1. Если P, Q ∈ W (A) и Q получено из P одним элементарным преобразо-
ванием по соотношению (P1, Q1), то будем писать P −→

(P1,Q1)
Q. В этом случае будем

писать также P →
S
Q, если S — некоторая система соотношений и (P1, Q1) ∈ S или

(P1, Q1) — тривиальное соотношение.

Из определения видно, что если P →
S
Q, то и Q→

S
P . Следовательно, корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Слова P, Q ∈ W (A) называют S-эквивалентными (и пишут
P ∼

S
Q), а соотношение (P,Q) — следствием системы S, если

∃ k ∈ N0, ∃R0, R1, . . . , Rk ∈W (A) : P � R0 →
S
R1 →

S
. . .→

S
Rk � Q.



466Глава 23. Задание групп образующими элементами и определяющими соотношениями

ПРИМЕР 3. Для любого слова P ∈W (A) и любой системы соотношений S имеем:

PP−1 ∼
S
e, P−1P ∼

S
e. (5)

Пусть P есть слово (4). Тогда PP−1 � aε1i1 . . . a
εk
ik
a−εkik

. . . a−ε1i1
, и, производя последова-

тельно замены подслов aεkik a
−εk
ik

, . . . , aε1i1 a
−ε1
i1

пустым словом e, мы получим в итоге e.
А так как при этом производились элементарные преобразования по тривиальным со-
отношениям вида (aεia

−ε
i , e), то согласно определению 7 имеем PP−1 ∼

S
e при любой

системе S (и даже при S = ∅). Аналогично доказывается, что P−1P ∼
S
e.

Теорема 1. Отношение ∼
S
является конгруэнцией на полугруппе (W (A); · ), а со-

ответствующая факторполугруппа является группой.

� Непосредственно из определения 7 видно, что отношение ∼
S
рефлексивно, сим-

метрично, транзитивно и обладает свойством

∀P,Q,L,R ∈ W (A) : (P ∼
S
Q, L ∼

S
R) ⇒ (PL ∼

S
QR).

Значит, ∼
S
— конгруэнция на полугруппе слов (W (A); · ). Обозначим класс S-экви-

валентных слов, содержащий слово P , через [P ]S , а множество всех классов через
W (A)/S. Из следствия утверждения 6 главы 10 получаем: множество W (A)/S с
операцией, определенной формулой

∀ [P ]S , [Q]S ∈ W (A)/S : [P ]S · [Q]S = [PQ]S,

есть полугруппа. Легко видеть, что ее нейтральным элементом является класс [e]S ,
и, как следует из (5), обратным к классу [P ]S является класс [P−1]S . Следовательно,
W (A)/S — группа. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Группу (W (A)/S; · ) из теоремы 1 называют абстрактной груп-
пой, заданной системой образующих A и системой определяющих соотношений S, и
обозначают в виде 〈A; S〉.

Заметим, что здесь термин «система образующих группы» использован в несколь-
ко ином смысле, чем в главе 11, поскольку элементы ai из A не являются даже
элементами группы 〈A; S〉. В действительности эта группа порождается системой ее
элементов [ai]S , i ∈ I, а использование указанного термина оправдывается лишь тем,
что иногда, допуская вольность речи, элементами группы 〈A; S〉 называют не только
классы слов, но и сами слова.

Из определений 7 и 8 следует

Утверждение 2. Пусть S1, S2 — системы соотношений в алфавите A. Все соот-
ношения системы S2 являются следствиями системы S1 в том и только в том
случае, когда 〈A; S1〉 = 〈A; S1 ∪ S2〉.
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� Если все соотношения из S2 являются следствиями системы S1, то легко видеть,
что для любых слов P, Q ∈ W (A) верна импликация

P ∼
S1∪S2

Q ⇒ P ∼
S1

Q.

Следовательно, [P ]S1∪S2 = [P ]S1 , и потому 〈A; S1 ∪ S2〉 = 〈A; S1〉.
Обратно, пусть выполнено последнее равенство и (P,Q) ∈ S2. Тогда верно

P ∈ [Q]S2 ⊂ [Q]S1∪S2 = [Q]S1 , т. е. (P,Q) есть следствие системы S1. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Две системы соотношений S1, S2 называют эквивалентными и пи-
шут S1 ≈ S2, если каждое соотношение любой одной из них является следствием
другой системы. Если системы S1, S2 содержат по одному соотношению, то вместо
эквивалентности систем говорят об эквивалентности соотношений, сохраняя то же
обозначение ≈.
Утверждение 3. Отношение ≈ на множестве M всех систем соотношений в ал-
фавите A является отношением эквивалентности, причем

∀S1, S2 ∈M : S1 ≈ S2 ⇔ 〈A; S1〉 = 〈A; S2〉. (6)

� Утверждение (6) является следствием утверждения 2, а тот факт, что ≈ есть от-
ношение эквивалентности, легко доказывается с использованием утверждения (6). �

Утверждение 4. Для любых слов L, P, Q, R ∈ W (A) и любых ε, δ ∈ {1,−1} имеют
место эквивалентности:

(а) (P,Q) ≈ (Q,P );
(б) (P,Q) ≈ (LεL−εPRδR−δ, Q);
(в) (P,Q) ≈ (LPR, LQR);
(г) (P,Q) ≈ (PQ−1, e);
(д) (P,Q) ≈ (P−1, Q−1);
(е) (PQ, QP ) ≈ (P εQδ, QδP ε).

� Эквивалентность (а) очевидна, (б) следует из (5) при S = ∅, (в) доказывается
соотношениями

LPR −→
(P,Q)

LQR, P ∼
∅
L−1LPRR−1 −→

(LPR, LQR)
L−1LQRR−1 ∼

∅
Q.

Пользуясь соотношениями (а), (б), (в), доказываем свойства (г), (д):

(P,Q) ≈ (PQ−1, QQ−1) ≈ (PQ−1, e);

(P,Q) ≈ (P−1PQ−1, P−1QQ−1) ≈ (Q−1, P−1) ≈ (P−1, Q−1);

и свойство (е):

(PQ, QP ) ≈ ((PQ)−1, (QP )−1) ≈ (Q−1P−1, P−1Q−1) ≈ (P−1Q−1, Q−1P−1);

(PQ, QP ) ≈ (P−1PQP−1, P−1QPP−1) ≈ (QP−1, P−1Q) ≈ (P−1Q, QP−1);

(PQ, QP ) ≈ (Q−1PQQ−1, Q−1QPQ−1) ≈ (Q−1P, PQ−1) ≈ (PQ−1, Q−1P ). �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Любое соотношение вида (P, e) назовем приведенным.

Из утверждения 4(г) получаем

Следствие. Для любой системы соотношений S в алфавите A существует экви-
валентная ей система приведенных соотношений в алфавите A.

Приведем одно утверждение о взаимосвязи между группами 〈A; S1〉 и 〈A; S2〉,
доказанное в 1883 г. американским математиком У.Диком.

Теорема 5. Если G1 = 〈A; S1〉, G2 = 〈A; S2〉 и S1 ⊂ S2, то отображение
ϕ : G1 → G2, определенное формулой

∀ [P ]S1 ∈ G1 : ϕ([P ]S1) = [P ]S2 , (7)

является эпиморфизмом. Если при этом S2 состоит из приведенных соотноше-
ний (Pj , e), j ∈ J , то ядро эпиморфизма ϕ совпадает с пересечением H всех
нормальных делителей группы G1, содержащих множество {[Pj ]S1 : j ∈ J}.

� Определение отображения ϕ корректно, поскольку из включения S1 ⊂ S2 оче-
видным образом следует импликация

([P ]S1 = [Q]S1) ⇒ ([P ]S2 = [Q]S2).

Сюръективность отображения ϕ очевидна, а тот факт, что ϕ — гомоморфизм, прове-
ряется непосредственно:

ϕ([P ]S1 · [Q]S1) = ϕ([PQ]S1) = [PQ]S2 = [P ]S2 · [Q]S2 = ϕ([P ]S1)ϕ([Q]S1).

Пусть теперь S2 = {(Pj , e) : j ∈ J}. Докажем, что Kerϕ = H . Так как Kerϕ � G1

и [R]S1 ∈ Kerϕ ⇔ R ∼
S2

e, то Kerϕ � [Pj ]S1 , и потому Kerϕ ⊃ H . Докажем обратное

включение. Для этого достаточно показать, что если R � R0 →
S2

R1 →
S2

. . . →
S2

Rk � e,

то [R]S1 ∈ H . Докажем этот факт индукцией по k. Если k = 0, то R0 � e, и
утверждение очевидно. Допустим, что оно верно при k = n, и пусть k = n + 1. По
предположению индукции [R1]S1 ∈ H, и остается рассмотреть переход R0 →

S2

R1.

Согласно условию он осуществлен по соотношению вида (P, e), где P � Pj или
P � aεi a

−ε
i , j ∈ J , i ∈ I, ε ∈ {1,−1}. Возможны два случая:

1. R0 � R′PR′′, R1 � R′R′′,
2. R0 � R′R′′, R1 � R′PR′′.
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В случае 1 R′PR′′ ∼
S1

R′PR′−1R′R′′, причем [R′PR′−1]S1 ∈ H, так как [P ]S1 ∈ H
и H � 〈A; S1〉. Отсюда [R0]S1 = [R′PR′−1]S1 · [R1]S1 ∈ H . Аналогично, в случае 2
получим

[R0]S1 = [R′PR′−1]−1
S1
· [R1]S1 ∈ H. �

Рассмотрим прямое произведение двух групп, заданных системами образующих
элементов и определяющих соотношений.

Теорема 6. Если G1 = 〈A; S1〉, G2 = 〈B; S2〉, A = {ai : i ∈ I}, B = {bj : j ∈ J} и
A ∩B = ∅, то

G1 ⊗G2
∼= 〈A ∪B; S1 ∪ S2 ∪K〉,

где K = {(aibj , bjai) : i ∈ I, j ∈ J}.

� Докажем, что искомым изоморфизмом является отображение

ϕ : G1 ⊗G2 → 〈A ∪B; S1 ∪ S2 ∪K〉,

определенное формулой

∀ ([P ]S1 , [Q]S2) ∈ G1 ⊗G2 : ϕ(([P ]S1 , [Q]S2)) = [PQ]S1∪S2∪K .

Очевидно, отображение ϕ определено корректно. По утверждению 4(е) система
S1 ∪ S2 ∪K эквивалентна системе U = S1 ∪ S2 ∪K ′, где

K ′ =
{
(aεi b

δ
j , b

δ
j a

ε
i ) : i ∈ I, j ∈ J, ε, δ ∈ {1,−1}

}
.

Пусть теперь R — любое слово из W (A ∪B). Обозначим через RA, RB сло-
ва, полученные из R удалением соответственно всех символов из B, A. Оче-
видно, что RA ∈ W (A), RB ∈ W (B) и R ∼

K
RARB. Отсюда следует, что

ϕ(([RA]S1 , [RB]S2)) = [R]U , т. е. ϕ сюръективно. Для доказательства инъективно-
сти достаточно доказать утверждение

∀R,L ∈ W (A ∪B) : (R→
U
L) ⇒ (RA ∼

S1

LA, RB ∼
S2

LB).

Пусть элементарное преобразование R →
U
L заключалось в замене подслова P из

R словом Q, т. е. R � R′PR′′, L � R′QR′′.
Возможны три случая:
1. (P,Q) ∈ K ′. Тогда RA � LA, RB � LB, и утверждение верно.
2. P, Q ∈ W (A). Тогда RA � R′

APR
′′
A, RB � R′

BR
′′
B, LA � L′

AQL
′′
A, LB � R′

BR
′′
B.

Отсюда видно, что RA ∼
S1

LA, RB � LB, и утверждение снова верно.

3. P, Q ∈W (B). Этот случай симметричен случаю 2.
Таким образом, отображение ϕ инъективно, и остается проверить, что ϕ — гомо-

морфизм. Проделайте эту проверку самостоятельно. �
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§ 2. ЗАДАНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ГРУППЫ
СИСТЕМАМИ ОБРАЗУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТОВ
И ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ

Пусть G — любая группа и G1 = {gi : i ∈ I} ⊂ G.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Всякое верное в группе G равенство вида

gε1i1 . . . g
εk
ik

= gδ1j1 . . . g
δl
jl

(8)

или
gε1i1 . . . g

εk
ik

= eG, (9)

где i1, . . . , ik, j1, . . . , jl ∈ I, ε1, . . . , εk, δ1, . . . , δl ∈ {1,−1}, eG — единичный элемент
группы G, называют соотношением между элементами множества G1 в группе G,
или просто соотношением в G.

Пусть G1 порождает G и S1 — произвольная система соотношений между эле-
ментами из G1 в группе G. Систему S1 естественно было бы назвать системой опре-
деляющих соотношений, если любое соотношение в G является следствием системы
S1. Однако так поступить мы не можем, поскольку не определено понятие «следствия
системы соотношений в группе G». Для преодоления указанной трудности перейдем
от группы G к подходящей абстрактной группе G̃ = 〈A; S〉. Выберем в качестве A
множество букв {ai : i ∈ I} с тем же множеством индексов I, что и для элементов
из G1, а в качестве S — систему, полученную заменой в S1 каждого соотношения
вида (8) или (9) соответственно соотношением

(aε1i1 . . . a
εk
ik
, aδ1j1 . . . a

δl
jl
) или (aε1j1 . . . a

εk
jk
, e).

Сопоставим любому слову P � aγ1r1 . . . a
γt
rt элемент P̂ = gγ1r1 . . . g

γt
rt группы G, считая

ê = eG, и определим отображение ψ : G̃→ G равенствами

∀ [P ]S ∈ G̃ : ψ([P ]S) = P̂ . (10)

Из построения системы S легко усмотреть, что соотношение P →
S
Q, а потому и

P ∼
S
Q, влечет равенство P̂ = Q̂ в G. Значит, отображение ψ определено корректно.

Утверждение 7. Отображение ψ, определенное формулой (10), является эпимор-
физмом групп.

� Так как G1 порождает G, то любой элемент g из G представим в виде gε1i1 . . . g
εk
ik
.

Следовательно, ψ([aε1i1 . . . a
εk
ik
]S) = g, и отображение ψ сюръективно. Тот факт, что

ψ — гомоморфизм, следует из очевидного равенства P̂Q = P̂ Q̂ для любых слов
P, Q ∈W (A). �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Множество соотношений S1 между элементами системы образую-
щих G1 = {gi : i ∈ I} группы G называют системой определяющих соотношений
группы G в системе образующих G1, если определенное формулой (10) отображе-
ние ψ группы G̃ = 〈A; S〉 в G является изоморфизмом групп. При этом пару (A; S)
называют заданием группы G относительно системы образующих G1, или просто
заданием группы G. Говорят также, что группа G задается системой образующих
элементов G1 и системой определяющих соотношений S1.

Из определения 12 следует, в частности, что пара (A;S) является заданием группы
〈A;S〉 относительно системы образующих {[ai]S : ai∈A}.

Теперь можно ответить на вопрос, поставленный в начале главы.

Теорема 8. Для любой группы G и любой ее системы образующих G1 = {gi : i ∈ I}
существует задание группы G относительно системы образующих G1.

� Выбрав в качестве S1 пустую систему соотношений в группе G, мы, как и
выше, построим по G1 и S1 группу G̃ = 〈A; ∅〉 и рассмотрим определенный форму-
лой (10) при S = ∅ эпиморфизм ψ : G̃ → G. Пусть Kerψ = H = {[Pj ]∅ : j ∈ J},
S′ = {(Pj , e) : j ∈ J} и ϕ — отображение группы 〈A; ∅〉 в группу 〈A; S′〉, опреде-
ленное формулой (7) при S1 = ∅, S2 = S′. По теореме 5 ϕ есть эпиморфизм и Kerϕ
есть пересечение всех нормальных делителей группы 〈A; ∅〉, содержащих H . А так
как H � 〈A; ∅〉, то Kerϕ = H . Теперь, применив дважды теорему об эпиморфизме
групп, получим коммутативную диаграмму:

〈A; S′〉 〈A; ∅〉 G

〈A; ∅〉/H

� �

	
	

	
	

		�

�
�
�
�

���

ϕ ψ

τ2 τ1

�

ϕ0

в которой ϕ0 — естественный эпиморфизм, а τ1, τ2 — изоморфизмы, причем
τ−1
2 τ1([P ]S′) = P̂ для любого слова P ∈ W (A). Отсюда и из определения 12 сле-
дует, что 〈A; S′〉 есть искомое задание группы G относительно системы образующих
G1. �

Заметим, что указанная в доказательстве теоремы 8 система определяющих со-
отношений S′ группы G, как правило, избыточна. Легко видеть, что при построении
системы S′ вместо H можно было бы взять любое множество, порождающее нормаль-
ный делитель H .

Напомним (см. определение 8 главы 11), что группа G называется конечно по-
рожденной, если она имеет конечную систему образующих.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Группа G называется конечно определенной, если она может быть
задана конечными системами образующих элементов и определяющих соотношений.
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ПРИМЕР 4. Группа G = (Z; +) относительно системы образующих {1} имеет за-
дание (a1; ∅). Действительно, пересечением всех нормальных делителей группы
H = 〈a1; ∅〉, содержащих множество ∅, является единичная подгруппа, и потому
указанный в теореме 8 эпиморфизм ψ является изоморфизмом.

Для нахождения систем определяющих соотношений конечной группы может ока-
заться полезным

Утверждение 9. Пусть G = {g1, . . . , gn} — система образующих конечной группы
G, A = {a1, . . . , an} — множество букв, и S — система соотношений в алфа-
вите A. Если для каждого соотношения (P,Q) из S в группе G выполняется
равенство P̂ = Q̂ и |〈A; S〉| � |G|, то (A;S) есть задание группы G относительно
системы образующих G1.

� Для доказательства утверждения достаточно заметить, что в силу неравенства
|〈A; S〉| � |G| определенный формулой (10) эпиморфизм ψ : 〈A; S〉 → G является
изоморфизмом. �

ПРИМЕР 5. Из утверждения 9 легко следует, что рассмотренные в примерах 1, 2
циклическая группа Cm порядка m и группа диэдра Dn порядка 2n имеют, соответ-
ственно, задания

(a1; (am1 , e)), (a1, a2; (an1 , e), (a
2
2, e), (a2a1, a

−1
1 a2)).

Применим утверждение 9 к нахождению задания симметрической группы Sn в си-
стеме образующих Gn = {gi : i ∈ 1, n− 1}, где gi = (i, i+ 1) — транспозиция из Sn.
Нетрудно проверить, что для элементов из Gn в Sn выполняются соотношения:

(а) g2i = ε для i ∈ 1, n− 1, где ε — единичный элемент в Sn;
(б) gigj = gjgi для i, j ∈ 1, n− 1, |i− j| > 1 (если n > 3);
(в) gigi+1gi = gi+1gigi+1 для i ∈ 1, n− 2 (если n > 2).

Оказывается, справедлива

Теорема 10. Система (а)–(в) является системой определяющих соотношений
группы Sn относительно ее системы образующих Gn.

� Рассмотрим абстрактную группу Hn = 〈Bn; Tn〉, в которой Bn = {b1, . . . , bn−1},
а Tn состоит из трех систем соотношений:

(a′) (b2i , e), i ∈ 1, n− 1;
(б′) (bibj, bjbi), i, j ∈ 1, n− 1, |i− j| > 1 (если n > 3);
(в′) (bibi+1bi, bi+1bibi+1), i ∈ 1, n− 2 (если n > 2).
Согласно утверждению 9 для доказательства теоремы 10 достаточно доказать

неравенство
|Hn| � n! . (11)

Докажем сначала вспомогательное утверждение.

Лемма. Любое слово P в алфавите Bn Tn-эквивалентно слову вида P1Q1, где P1

не содержит буквы bn−1, а Q1 � bn−1bn−2 . . . bn−k, k ∈ 1, n− 1, или Q1 � e.
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� Из соотношений (а′) легко следует, что b−1
i ∼

Tn

bi. Поэтому можно считать, что

в исходное слово P не входят символы b−1
i , i ∈ 1, n− 1. Если в P не входит bn−1, то

утверждение леммы верно. Пусть

P � P1bn−1P2,

где P1 не содержит буквы bn−1. В этом случае утверждение леммы докажем индукци-
ей по длине l(P2) слова P2. При l(P2) = 0 оно очевидно. Допустим, что оно верно при
всех P2 с условием l(P2) � r, и докажем его при l(P2) = r+1. Если P2 � bn−1 . . . bn−t,
то утверждение леммы верно. Поэтому будем считать, что

P � P1bn−1 . . . bn−tbsP ′
2,

где s �= n− t− 1, 1 � t � n− 1. Будем применять к слову P различные элементарные
преобразования в зависимости от параметра s.

1. При s = n − t заменим в P подслово bn−tbs пустым словом (по соотношению
из (a′));

2. При s < n− t− 1 переставим в P букву bs последовательно со всеми буквами
bn−t, . . . , bn−1 (по соотношениям из (б′));

3. При s > n− t− 1 переставим bs с буквами bn−t, . . . , bs−2; в полученном слове

P1bn−1 . . . bs+1bsbs−1bsbs−2 . . . bn−tP ′
2

заменим подчеркнутое подслово bsbs−1bs словом bs−1bsbs−1 (по соотношению из (в′)),
а затем переставим bs−1 с буквами bs+1, . . . , bn−1. Во всех случаях мы получим
Tn-эквивалентное слову P слово P ′, которое или не содержит bn−1, или имеет вид
P ′
1bn−1P

′
2, где P

′
1 не содержит bn−1, а l(P ′

2) � r. По предположению индукции слово
P ′ Tn-эквивалентно слову нужного вида. �

Теперь индукцией по n легко доказать, что любое слово P изW (Bn) эквивалентно
слову вида

bk1bk1−1 . . . bk1−t1bk2bk2−1 . . . bk2−t2 . . . bksbks−1 . . . bks−ts , (12)

где 1 � k1 < k2 < . . . < ks � n−1, 0 � ti < ki, i ∈ 1, s, и что число различных слов ви-
да (12) из W (Bn) не превосходит n! . Следовательно, |Hn| � n! , т. е. неравенство (11)
верно и теорема доказана. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Группа G называется свободной группой, а ее система образующих
G1 — свободной системой образующих, если для группы G существует задание вида
(A; ∅) относительно системы образующих G1.

Так как пара (A; ∅) является заданием группы 〈A; ∅〉 относительно системы об-
разующих Ã = {[ai]∅ : ai ∈ A}, то 〈A; ∅〉 является свободной группой со свободной
системой образующих Ã. Из примера 4 видно, что (Z; +) является свободной группой
со свободной системой образующих {1}.
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Заметим, что свободная система образующих свободной группы находится неод-
нозначно. Так, свободной системой образующих группы (Z; +) является не только
система {1}, но и {−1}. Докажите это в качестве упражнения.

Отметим без доказательства известный из теории групп факт о равномощности
любых двух свободных систем образующих свободной группы.

О большой роли свободных групп в теории групп свидетельствует

Утверждение 11. Любая группа является гомоморфным образом подходящей сво-
бодной группы и потому изоморфна факторгруппе свободной группы.

� Для любой группы G существует система образующих (например, все мно-
жество G). Если G = 〈G1〉, то по теореме 8 существует задание (A; S) группы G
относительно системы образующих G1. По определению 12 G ∼= 〈A; S〉, а по тео-
реме 5 группа 〈A; S〉 является гомоморфным образом группы 〈A; ∅〉. Следователь-
но, G есть гомоморфный образ группы 〈A; ∅〉, и по теореме об эпиморфизме групп
G ∼= 〈A; ∅〉/H , где H — ядро эпиморфизма группы 〈A; ∅〉 на G. �

§ 3. ПЕРЕХОД ОТ ОДНОГО ЗАДАНИЯ ГРУППЫ
К ДРУГОМУ ЗАДАНИЮ. ТЕОРЕМА ТИЦЕ

Легко видеть, что для одной и той же группы можно указать много различных
заданий с помощью образующих элементов и определяющих соотношений. Систе-
ма простейших преобразований, позволяющая переходить от любого одного задания
группы к любому другому ее заданию, была указана в 1908 г. немецким математиком
Х. Тице.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Преобразованиями Тице задания (A; S)35 группы называются:
I) добавление к S любого следствия системы S;
II) удаление из S любого следствия остальных соотношений;
III) добавление к A новой (не содержащейся в A) буквы a с одновременным

добавлением к S соотношения (R, a), где R — любое фиксированное слово из W (A);
IV) удаление из A буквы a и из S соотношения (R, a) при условии, что a и a−1

не входят в R и в другие соотношения из S.

Иногда при определении преобразований Тице вместо IV берут более общее пре-
образование:

V) удаление из A буквы a и из S соотношения (R, a), где R ∈ W (A \ {a}), с
одновременной заменой во всех остальных соотношениях из S каждого символа aε,
ε ∈ {1,−1}, на Rε.

Можно показать, что, взяв IV вместо V, мы не потеряли в общности.

Утверждение 12. Любое преобразование типа V задания (A; S) можно осуще-
ствить с помощью преобразований типа I–IV.

35 Здесь и ниже под заданием (A; S) всегда можно понимать задание группы 〈A; S〉.
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� Пусть a ∈ A, (R, a) ∈ S, P ∈ W (A). Обозначим через P̃ слово, полученное из
P заменой каждого символа aε, ε ∈ {1,−1}, словом Rε. Легко видеть, что

{(P,Q), (R, a)} ≈ {(P̃ , Q̃), (R, a)}.

Поэтому можно с помощью преобразований I добавить к S все соотношения (P̃ , Q̃),
где (P,Q) ∈ S\{(R, a)}, а затем с помощью преобразований II из полученной системы
удалить все соотношения системы S \ {(R, a)}. Теперь для осуществления преобразо-
вания V осталось с помощью преобразования IV удалить a и соотношение (R, a). �

В дальнейшем нам понадобится также

Утверждение 13. С помощью преобразований Тице можно перейти от задания
(A; S) к заданию (A′; S′), где A′ получено из A заменой любой одной буквы
a некоторой буквой b /∈ A, а S′ получено из S заменой каждого символа aε,
ε ∈ {1,−1}, на bε.

� Для осуществления указанного перехода достаточно с помощью преобразо-
вания III добавить к A букву b, а к S — соотношение (a, b), а затем с помощью
преобразования V удалить букву a с необходимой заменой соотношений. �

О значении преобразований Тице свидетельствует

Теорема 14 (Тице). Пусть G = 〈A; S〉, H = 〈B; T 〉 — абстрактные группы, за-
данные конечными системами образующих элементов и определяющих соотноше-
ний. Группы G, H изоморфны тогда и только тогда, когда задание (A; S) можно
перевести в (B; T ) конечной последовательностью преобразований Тице.

� Пусть (B; T ) получено из (A; S) конечной цепочкой преобразований Тице. До-
кажем, что G ∼= H . Ясно, что достаточно рассмотреть случай, когда (B; T ) получено
из (A; S) лишь одним преобразованием. Если им было преобразование типа I или
II, то G = H по утверждению 2. Пусть использовалось преобразование типа III, и
B = A ∪ {a}, T = S ∪ {(R, a)}, где a /∈ A, R ∈ W (A). Определим отображение
ϕ : H → G, положив

∀ [P ]T ∈ H : ϕ([P ])T = [P̃ ]S . (13)

Для доказательства корректности этого определения достаточно показать, что

∀P,Q ∈W (B) : (P →
T
Q) ⇒ (P̃ →

S
Q̃).

Пусть преобразование P →
T
Q осуществлено по соотношению (P1, Q1) и P � P ′P1P

′′,

Q � P ′Q1P
′′. Возможны случаи:

1. (P1, Q1) ∈ S,
2. (P1, Q1) = (aεia

−ε
i , e), ai ∈ A,

3. (P1, Q1) = (aεa−ε, e),
4. (P1, Q1) = (R, a).
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В случаях 1, 2 P̃ � P̃ ′P1P̃
′′, Q̃ � P̃ ′Q1P̃

′′, и очевидно P̃ →
S

Q̃. В случае 3

P̃ � P̃ ′RεR−εP̃ ′′, Q̃ � P̃ ′P̃ ′′, и P̃ ∼
S
Q̃ в силу условия RεR−ε ∼

S
e (см. (5)). В слу-

чае 4 P̃ � Q̃, и потому P̃ ∼
S
Q̃. Таким образом, ϕ определено корректно. Так как для

P ∈ W (A) имеет место равенство P̃ � P , то ϕ([P ]T ) = [P ]S , и потому ϕ сюръек-
тивно. Отображение ϕ инъективно, поскольку из соотношений S ⊂ T , P̃ ∼

T
P , Q̃ ∼

T
Q

получаем соответственно:

P̃ ∼
S
Q̃ ⇒ P̃ ∼

T
Q̃, P̃ ∼

T
Q̃ ⇒ P ∼

T
Q.

Кроме того, из очевидного равенства P̃Q � P̃ Q̃ легко следует, что ϕ — гомоморфизм.
Следовательно, ϕ — изоморфизм, и G ∼= H .

Пусть, наконец, (B; T ) получено из (A; S) преобразованием типа IV. Тогда (A; S)
можно получить из (B; T ) преобразованием типа III, и изоморфизм G ∼= H доказан
выше. В итоге теорема Тице в одну сторону доказана.

Обратно, пусть имеется изоморфизм ϕ : H → G. Докажем, что от (A; S) к
(B; T ) можно перейти конечной последовательностью преобразований Тице. При
этом, учитывая утверждение 12 и доказанную часть теоремы Тице, можно считать,
что A ∩B = ∅. Обозначим

A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bm} и ϕ([bi]T ) = [Ri]S ,

где Ri ∈ W (A), i ∈ 1,m. Преобразованиями типа III перейдем сначала от задания
(A; S) к заданию (A ∪ B; S ∪ S′), где S′ = {(bi, Ri) : i ∈ 1,m}, что возможно в
силу условия A ∩ B = ∅. Теперь докажем, что любое соотношение (P,Q) из T есть
следствие системы S ∪S′, т. е. P ∼

S∪S′
Q. Пусть P � bε1i1 . . . b

εk
ik
, Q � bδ1j1 . . . b

δl
jl
. Так как

ϕ([bi]T ) = [Ri]S и ϕ — изоморфизм группы H на G, то имеем:

ϕ([P ]T ) = [Rε1i1 . . . R
εk
ik
]S , ϕ([Q]T ) = [Rδ1j1 . . . R

δl
jl
]S . (14)

Из условия (P,Q) ∈ T следует, что P ∼
T
Q, и в H выполняется равенство [P ]T = [Q]T .

Отсюда и из (14) получаем равенство в группе G: [Rε1i1 . . . R
εk
ik
]S = [Rδ1j1 . . . R

δl
jl
]S , т. е.

эквивалентность
Rε1i1 . . . R

εk
ik
∼
S
Rδ1j1 . . . R

δl
jl
.

Заменив в ней по соотношениям из S′ каждое из слов Rt буквой bt, t ∈ 1,m, мы
получим искомое соотношение P ∼

S∪S′
Q.

Теперь с помощью преобразований Тице типа I мы можем от задания (A ∪ B;
S ∪ S′) перейти к заданию (A ∪ B;S ∪ S′ ∪ T ). Пусть ϕ([Lj ]T ) = [aj ]S , j ∈ 1, n, где
Lj ∈ W (B). Так как ϕ — изоморфизм и ϕ([bi]T ) = [Ri]S , то для Lj � bγ1t1 . . . b

γk
tk

получим ϕ([Lj ]T ) = [Rγ1t1 . . . R
γk
tk
]S . Следовательно, aj ∼

S
Rγ1t1 . . . R

γk
tk
, и потому

aj ∼
S∪S′

Lj . Таким образом, следствиями системы S ∪ S′ являются все соотноше-

ния системы T ′ = {(aj , Lj) : j ∈ 1, n}, и с помощью преобразований Тице типа I мы
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можем от задания (A∪B; S∪S′∪T ) перейти к заданию (A∪B; S∪T ∪S′∪T ′). В си-
лу симметрии к этому заданию можно перейти преобразованиями Тице и от задания
(B; T ). А так как для каждого преобразования Тице есть обратное преобразование
Тице, то преобразованиями Тице можно перевести задание (A; S) в (B; T ). Осталось
заметить, что последовательность необходимых при этом преобразований конечна. �

Рассмотрим практически важное приложение теоремы Тице к построению зада-
ния группы относительно одной системы образующих по ее заданию относительно
другой системы образующих. При решении этой задачи нам будет удобно произве-
дения элементов из множества x1, . . . , xk, x−1

1 , . . . , x−1
k в группе G обозначать в

виде Pi(x1, . . . , xk), Qi(x1, . . . , xk). Тогда произведение в группе G или слово в неко-
тором алфавите, полученное заменой в P (x1, . . . , xk) каждого элемента xi, i ∈ 1, k,
соответственно произведением в G или словом Qi, запишется в виде P (Q1, . . . , Qk).
При этом следует иметь в виду, что если xi заменяется произведением или словом
cε1i1 . . . c

εr
ir
, то одновременно x−1

i заменяется на c−εrir
. . . c−ε1i1

.

Теорема 15. Пусть G1 = {g1, . . . , gn}, H1 = {h1, . . . , hm} — системы образующих
группы G, S1 — система определяющих соотношений группы G в системе обра-
зующих G1, и в G выполняются соотношения:

gi = Pi(h1, . . . , hm), i ∈ 1, n; hj = Qj(g1, . . . , gn), j ∈ 1,m.

Тогда система соотношений T1 в G, полученная заменой во всех соотношениях
из S1 и во всех соотношениях системы

S2 = {hj = Qj(g1, . . . , gn) : j ∈ 1,m}
элемента gi произведением Pi(h1, . . . , hm), i ∈ 1, n, является системой определяю-
щих соотношений группы G относительно системы образующих H1.

� Пусть A = {a1, . . . , an} и (A; S) есть задание группы G относительно системы
образующих G1. Тогда согласно определению 12 отображение ψ : 〈A; S〉 → G, задан-
ное в (10), является изоморфизмом групп. Следовательно, справедливы соотношения

ai ∼
S
Pi(Q1(a1, . . . , an), . . . , Qm(a1, . . . , an)), i ∈ 1,m. (15)

Выберем множество букв B = {b1, . . . , bm}, не содержащихся в A, и преобразования-
ми Тице типа III перейдем от задания (A; S) к заданию (A ∪B; S ∪ S′), где

S′ = {(bj , Qj(a1, . . . , an)) : j ∈ 1,m}.
Из (15) следует, что ai ∼

S∪S′
Pi(b1, . . . , bm), i ∈ 1, n, и потому с помощью преобразова-

ний Тице типа I можно от задания (A∪B; S∪S′) перейти к заданию (A∪B; S∪S′∪T ′),
где T ′ = {(ai, Pi(b1, . . . , bm)) : i ∈ 1, n}. Теперь, преобразованиями типа V удалим из
задания (A∪B; S ∪S′ ∪T ′) все буквы ai ∈ A и все соотношения системы T ′, заменив
во всех остальных соотношениях каждый символ aεi словом P εi (b1, . . . , bm), i ∈ 1, n,
ε ∈ {1,−1}. В итоге получим задание (B; T ) группы G. Покажем, что это есть за-
дание относительно системы образующих H1. Из построения изоморфизма ϕ группы
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〈A, a; S, (R, a)〉 в группу 〈A; S〉, осуществленного при доказательстве теоремы Тице
(см. (13)), следует, что изоморфизмом группы 〈A ∪ B; S ∪ S′ ∪ T ′〉, или, что то же
самое, группы 〈A ∪ B; S ∪ S′〉, на группу 〈A; S〉 может служить отображение ϕ1,
определенное для любого элемента [P (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)]S∪S′ равенством

ϕ1([P (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)]S∪S′) = [P (a1, . . . , an, Q1, . . . , Qm)]S .

Из соображений симметрии следует, что изоморфизмом группы 〈A∪B; S∪S′∪T ′〉
на группу 〈B; T 〉 является отображение ϕ2, определенное при любом P ∈ W (A ∪B)
равенством

ϕ2([P (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)]S∪S′∪T ′) = [P (P1, . . . , Pn, b1, . . . , bn)]T .

Следовательно, отображение ψ1 = ϕ−1
2 ϕ1ψ является изоморфизмом группы 〈B; T 〉

на группу G, причем легко проверить, что ψ1([bi]T ) = hi для всех i ∈ 1,m. Отсюда
следует, что ψ1([b

ε1
i1
. . . bεkik ]T ) = hε1i1 . . . hεkik для любого элемента [b

ε1
i1
. . . bεkik ]T ∈ 〈B; T 〉,

и согласно определению 12 (B; T ) есть задание группы G относительно H1. Остается
заметить, что соотношение P (h1, . . . , hm) = Q(h1, . . . , hm) лежит в T1 в том и только
том случае, когда (P (b1, . . . , bm), Q(b1, . . . , bm)) ∈ T . �

ПРИМЕР 6. Найти систему определяющих соотношений и задание группы Sn относи-
тельно системы образующих

Hn = {h1, h2}, где h1 = (1, 2), h2 = (1, 2, . . . , n).

Воспользуемся заданием группы Sn относительно системы образующих
Gn = {g1, . . . , gn−1} из теоремы 10. Легко видеть, что в Sn выполняются соотно-
шения

gi = h
−(i−1)
2 h1h

i−1
2 , i ∈ 1, n− 1, h1 = g1, h2 = gn−1gn−2 . . . g1.

Тогда по теореме 15 имеем систему определяющих соотношений группы Sn в системе
образующих Hn:

(а′′) h−(i−1)
2 h1h

i−1
2 h

−(i−1)
2 h1h

i−1
2 = e, i ∈ 1, n− 1;

(б′′) h−(i−1)
2 h1h

i−1
2 h

−(j−1)
2 h1h

j−1
2 = h

−(j−1)
2 h1h

j−1
2 h

−(i−1)
2 h1h

i−1
2 ,

i, j ∈ 1, n− 1, |i− j| > 1 (если n > 3);

(в′′) h−(i−1)
2 h1h

i−1
2 h−i2 h1h

i
2h

−(i−1)
2 h1h

i−1
2 =h−i2 h1h

i
2h

−(i−1)
2 h1h

i−1
2 h−i2 h1h

i
2,

i ∈ 1, n− 2 (если n > 2);

(г′′) h2 = h
−(n−2)
2 h1h

n−2
2 h

−(n−3)
2 h1h

n−3
2 . . . h−1

2 h1h2h1.
Отсюда и из утверждения 4 легко следует, что вместо (а′′)–(г′′) можно взять и более
простую систему соотношений:

(а′′′) h21 = e;

(б′′′) hk2h1h
−k
2 h1 = h1h

k
2h1h

−k
2 , k ∈ 2, n− 1 (если n > 3);

(в′′′) h2h1h−1
2 h1h2h1 = h1h2h1h

−1
2 h1h2 (если n > 2);

(г′′′) hn2 = (h2h1)
n−1.
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§ 4. ОПИСАНИЕ КОНЕЧНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

В этом параграфе задания групп образующими элементами и определяющими со-
отношениями применяются к описанию строения конечно определенных и, в частно-
сти, конечных абелевых групп.

Для описания конечно определенных абелевых групп с точностью до изоморфизма
достаточно рассмотреть абелевы абстрактные группы, заданные конечными система-
ми образующих элементов и определяющих соотношений. При изучении таких групп
будем пользоваться аддитивной терминологией. Тогда для алфавита A = {a1, . . . , an}
множество A будет состоять из символов +a1, . . . , +an, −a1, . . . , −an, и любое
непустое слово в алфавите A запишется в виде ε1ai1 . . . εkaik , где εi ∈ {+, −},
i ∈ 1, k. Условимся обозначать пустое слово буквой θ, а слово вида εai . . . εai︸ ︷︷ ︸

k

—

через cai, где c = εk — числовой коэффициент. В частности, 0ai — пустое слово.
Вместо +1ai, −1ai будем писать соответственно +ai, −ai.

Легко видеть, что при любой системе соотношений S в алфавите A группа
〈A; S〉 коммутативна в том и только том случае, когда все соотношения системы
K = {(ai + aj ; aj + ai) : i, j ∈ 1, n} являются следствиями системы S. В связи с этим
можно условиться систему K всегда включать в систему определяющих соотношений
абелевой группы, выделяя ее в отдельную подсистему. Тогда задание абелевой группы
запишется в виде (A; S∪K), где S — любая (возможно пустая) система соотношений.

Утверждение 16. С помощью соотношений из K и тривиальных соотношений
любое слово P в алфавите A можно преобразовать к единственному канониче-
скому слову вида

c1a1 . . . cnan, (16)

где c1, . . . , cn ∈ Z. При этом ci есть сумма всех коэффициентов перед буквой ai в
слове P .

� Возможность преобразования слова P к слову вида (16) очевидна. Единствен-
ность следует из того, что при указанных преобразованиях слова остается неизменной
сумма всех коэффициентов любой буквы ai. �

Из утверждения 16 получаем

Утверждение 17. Любая конечно определенная абелева группа имеет задание ви-
да (A; S ∪K), где A = {a1, . . . , an}, а система S или пуста, или имеет вид

(c11a1 . . . c1nan, θ),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(cm1a1 . . . cmnan, θ).

(17)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Целочисленную матрицу (cij)m×n, составленную из коэффициен-
тов системы (17), назовем матрицей задания (A; S∪K) группы G и обозначим через
CA,S . В случае S = ∅ будем считать, что CA,S = O1×n.
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Заметим, что матрица CA,S не зависит от обозначения элементов из A. Поэтому
по матрице CA,S задание (A; S) восстанавливается лишь с точностью до обозначения
образующих элементов.

Выясним, какие преобразования матрицы CA,S отвечают преобразованиям Тице
задания (A; S ∪K). Предварительно докажем

Утверждение 18. Соотношение

(c1a1 . . . cnan, θ) (18)

является следствием системы S∪K тогда и только тогда, когда вектор-строка
γ = (c1, . . . , cn) является целочисленной линейной комбинацией строк матри-
цы CA,S .

� Пусть соотношение (18) есть следствие системы U = S ∪K, где S есть систе-
ма (17). Тогда существует цепочка преобразований:

c1a1 . . . cnan � R0 →
U
R1 →

U
. . .→

U
Rt � θ. (19)

Используя соотношения из K и тривиальные соотношения, приведем каждое слово
Ri к каноническому слову R′

i, i ∈ 0, t, и выясним, как связаны между собой слова
R′
i и R′

i+1. Если преобразование Ri → Ri+1 осуществлялось по соотношению из
K или по тривиальному соотношению, то R′

i � R′
i+1 по утверждению 16. Если же

использовалось соотношение (cj1a1 . . . cjnan, θ), то в силу утверждения 16 имеем:
строка коэффициентов �γi+1 слова R′

i+1 получается из строки коэффициентов �γi слова
R′
i прибавлением или вычитанием j-й строки (cj1, . . . , cjn) = �Cj матрицы CA,S . Итак,

в любом случае �γi+1 = �γi + ε �Cj , где ε ∈ {0, 1,−1}. Отсюда и из (19) имеем:

�γ + ε1 �Cj1 + . . .+ εt �Cjt = (0, . . . , 0), где ε1, . . . , εt ∈ {0, 1,−1}.

Следовательно, �γ = −ε1 �Cj1− . . .−εt �Cjt — линейная комбинация строк матрицы CA,S .
Обратное утверждение очевидно. �

Утверждение 19. Пусть (A; S∪K), (B; T∪K)— конечные задания абелевых групп.
Задание (B; T∪K) получено из (A; S∪K) одним преобразованием Тице типа I–IV в
том и только том случае, когда матрица CB,T получена из CA,S соответственно:

I′) добавлением строки, являющейся целочисленной линейной комбинацией
строк матрицы CA,S ;

II′) удалением строки, являющейся целочисленной линейной комбинацией
остальных строк;

III′) добавлением столбца и строки с 1 на их пересечении и с нулевыми осталь-
ными элементами добавляемого столбца;

IV′) удалением столбца и строки с 1 на их пересечении при условии, что
остальные элементы удаляемого столбца нулевые и CA,S �= (0, . . . , 0, 1, 0 . . . 0)
(в последнем случае удаляется лишь столбец с 1).
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� Доказательство осуществляется непосредственной проверкой с использованием
определения 15 и утверждения 18. Проделайте ее в качестве упражнения. �

В дальнейшем для краткости будем называть преобразования III′, IV′ соответ-
ственно расширением и сужением матрицы.

Утверждение 20. Любое элементарное преобразование матрицы Cm×n над коль-
цом Z можно осуществить с помощью преобразований типа I′–IV′.

� 1. Для умножения строки �Ci матрицы C на обратимый элемент δ = ±1 кольца Z
достаточно добавить к C (между строками �Ci и �Ci+1) строку δ �Ci, а затем удалить �Ci.

2. Для прибавления строки �Ci, умноженной на r ∈ Z, к строке �Cj достаточно
добавить к C (между строками �Cj и �Cj+1) строку �Cj + r �Ci, а затем удалить �Cj (как
линейную комбинацию строк �Ci и �Cj + r �Ci).

3. Для умножения столбца �Cj на −1 достаточно расширить матрицу C до матрицы

C ′ =

(
C↓

1 . . . C↓
j−1 C↓

j O↓ C↓
j+1 . . . C↓

n

0 . . . 0 1 1 0 . . . 0

)
,

в матрице C′ к i-й строке, i ∈ 1,m, прибавить (m+1)-ю строку, умноженную на −cij ,
и полученную матрицу сузить путем удаления j-го столбца и (m+ 1)-й строки.

4. Для прибавления к столбцу C↓
i столбца C↓

j , умноженного на r ∈ Z, i �= j,
достаточно расширить C до матрицы

C′′ =

(
C↓

1 . . . C↓
i−1 C↓

i C↓
i+1 . . . C↓

j−1 C↓
j O↓ C↓

j+1 . . . C↓
n

0 . . . 0 r 0 . . . 0 −1 1 0 . . . 0

)
,

в C′′ к l-й строке, l ∈ 1,m, прибавить (m + 1)-ю строку, умноженную на clj , после
чего (m+1)-ю строку умножить на −1, и полученную матрицу сузить путем удаления
j-го столбца и (m+ 1)-й строки. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Пусть C — матрица над Z, и ее каноническая форма K(C) имеет
вид

diag( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, d1, . . . , ds, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
t

)m×m, где r, s, t ∈ N0,

d1, . . . , ds ∈ N \ {1}. Упорядоченный набор чисел (n − (r + s), d1, . . . , ds) назовем
системой инвариантов матрицы C и обозначим через I(C).

Утверждение 21. Если матрица C ′ получена из матрицы C с помощью преобра-
зований I′–IV′, то I(C′) = I(C).

� Достаточно рассмотреть случаи, когда C ′ получена из Cm×n одним преобразо-
ванием вида I′ или III′. Рассмотрим эти случаи.

1. C′ получена из C добавлением строки �D = �C1r1+ . . .+ �Cmrm. При нахождении
матрицы K(C′) можно начать с прибавления к строке �D строк �C1, . . . , �Cm, умножен-
ных соответственно на −r1, . . . , −rm. В итоге строка �D заменится нулевой строкой.
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Отсюда видно, что K(C ′) отличается от K(C) одной лишней нулевой строкой. Отсюда
и из определения 17 видно, что I(C′) = I(C).

2. Если C ′ получена из C преобразованием типа III′, то с помощью перестановок
строк и столбцов в матрице C′ ее можно привести к виду

⎛
⎜⎜⎝

1 d1 d2 . . . dn
0
...
0

C

⎞
⎟⎟⎠ .

Отсюда видно, что главная диагональ матрицы C′ будет отличаться от диагонали
матрицы C только одной лишней единицей. Следовательно, I(C ′) = I(C). �

Теорема 22. Пусть G = 〈A; S ∪ K〉 и H = 〈B; T ∪ K〉 — абелевы группы, задан-
ные конечными системами образующих элементов и определяющих соотношений.
Тогда

G ∼= H ⇔ I(CA,S) = I(CB,T ).

� Если G ∼= H, то по теореме Тице от задания 〈A; S ∪K〉 к заданию 〈B; T ∪K〉
можно перейти с помощью преобразований Тице, а тогда по утверждению 19 от
матрицы CA,S к CB,T можно перейти с помощью преобразований типа I′–IV′. Следо-
вательно, по утверждению 21, I(CA,S) = I(CB,T ).

Обратно, пусть I(CA,S) = I(CB,T ). Тогда в силу определения 17 матрицы K(CA,S),
K(CB,T ) имеют одно и то же число нулевых столбцов, и их главные диагонали мо-
гут отличаться лишь числом единиц и нулей. Отсюда видно, что любую из матриц
K(CA,S), K(CB,T ) можно перевести в другую преобразованиями I′–IV′. А так как в
силу утверждения 20 то же верно для матриц C и K(C) при любой матрице C над
Z, то от матрицы CA,S к CB,T можно перейти преобразованиями I′–IV′. Отсюда и
из утверждения 19 следует, что от задания 〈A; S ∪K〉 к заданию 〈B; T ∪K〉 можно
перейти с помощью преобразований Тице, и G ∼= H по теореме 15. �

Из теоремы 22 следует, что корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Систему инвариантов матрицы любого конечного задания абелевой
группы G назовем системой инвариантов группы G и обозначим через I(G).

Теперь докажем основную теорему о строении конечно определенных абелевых
групп.

Теорема 23. Любая конечно определенная абелева группа G либо является при-
марной циклической, либо бесконечной циклической, либо разлагается в прямую
сумму конечного числа примарных циклических и бесконечных циклических групп,
и такое разложение единственно с точностью до изоморфизма слагаемых и по-
рядка их расположения в сумме.
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� Пусть I(G) = (m, d1, . . . , dr). Из определения 18 и теоремы 22 следует, что
группа G имеет задание (A; S ∪K), где A = {a1, . . . , ar+m}, S = {(diai, θ) : i ∈ 1, r}.
Отсюда и из теоремы 6 (с учетом примеров 4, 5) получим:

G = G1 ⊕ . . .⊕Gr ⊕H1 ⊕ . . .⊕Hm, (20)

где Gi = 〈ai; (diai, θ)〉 — циклическая группа порядка di, i ∈ 1, r, и Hj = 〈aj ; ∅〉 —
бесконечная циклическая группа, j ∈ 1,m. Разложив в (20) каждую из непримарных
групп Gi в прямую сумму примарных циклических подгрупп (это можно сделать в
силу теоремы 18 главы 11), мы и получим искомое разложение группы G.

Для доказательства единственности рассмотрим произвольное разложение груп-
пы G в прямую сумму примарных циклических и бесконечных циклических групп.
С точностью до изоморфизма слагаемых и порядка их расположения такое разложе-
ние можно записать в виде

G ∼= Z/pk111 ⊕ . . . ⊕ Z/p
k1n1

1 ⊕ . . . ⊕ Z/pkv1v ⊕ . . . ⊕ Z/p
kvnv
v ⊕ Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

m′

, (21)

где p1, . . . , pv — простые числа, p1 < . . . < pv, kij ∈ N,

1 � ki1 � . . . � kini , i ∈ 1, v, j ∈ 1, ni, m′ ∈ N0.

По разложению (21) построим последовательность групп G̃1, G̃2, . . . , G̃r1 , где G̃1 —
прямая сумма примарных слагаемых из (21), взятых по одному слагаемому макси-
мального порядка для каждого из чисел pi, i ∈ 1, v, G̃2 строится аналогичным образом
по прямой сумме остальных примарных слагаемых из (21), и т. д. до исчерпания всех
примарных слагаемых из разложения (21). Так как G̃i — прямая сумма циклических
групп попарно взаимно простых порядков, то G̃i — циклическая группа, и мы наряду
с (20) имеем еще одно разложение группы G в прямую сумму циклических групп:

G ∼= G̃1 ⊕ . . .⊕ G̃r1 ⊕ Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m′

.

Если |G̃i| = d̃i для i = 1, . . . , r1, то по теореме 6 группа G̃ имеет задание 〈B; T ∪K〉,
где B = {b1, . . . , br1+m′}, T = {(d̃ibi, θ) : i ∈ 1, r1}.

Так как из построения групп G̃i видно, что d̃i | d̃i−1, i ∈ 2, r1, то имеем
I(G) = (m′, d̃r1 , . . . , d̃1). Заметим, что если бы в разложении группы G отсутствовали
примарные слагаемые, то мы бы имели I(G) = (m′). Таким образом, во всех случаях
число бесконечных слагаемых в интересующих нас разложениях группы G равно пер-
вому числу в наборе I(G), а набор порядков всех примарных слагаемых однозначно
определяется каноническими разложениями остальных чисел набора I(G). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Разложение вида (21) абелевой группы G называется ее канони-
ческим разложением, а соответствующий ему набор чисел (m′, pk111 , . . . , p

k1n1
1 , . . .

. . . , pk1vv , . . . , p
kvnv
v ) — типом группы G.
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Из теоремы 23 следует, что конечно определенная абелева группа определяется с
точностью до изоморфизма своим типом.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. В частном случае, когда группа G конечна, из теоремы 23 получаются
теоремы 1 и 5 главы 12 о строении конечных абелевых групп.

Теорема 23 помогает решать самые разные вопросы о свойствах абелевых групп.
В частности, из нее вытекает следующий результат, являющийся обращением теоремы
Лагранжа для конечных абелевых групп (см. следствие 1 теоремы 11 главы 11).

Утверждение 24. Для любого делителя d порядка конечной абелевой группы G
в G существует подгруппа порядка d.

Среди конечно определенных абелевых групп особый интерес представляют груп-
пы, у которых в каноническом разложении отсутствуют бесконечные или примарные
слагаемые. В первом случае это суть конечные абелевы группы, во втором — так
называемые свободные абелевы группы.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 20. Группа G называется свободной абелевой группой, если она имеет
задание (A; K), где, как и выше, K = {(ai + aj , aj + ai) : ai, aj ∈ A}. При этом,
если (A; K) есть задание группы G относительно ее системы образующих G1, то G1

называется свободной системой образующих абелевой группы G.

В частности, группа 〈A; K〉 является свободной абелевой группой со свободной
системой образующих {[ai]K : ai ∈ A}.

Непосредственно из теоремы 22 следует

Утверждение 25. Любые две конечные свободные системы образующих абелевой
группы G равномощны.

Следовательно, корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21. Число элементов в любой свободной системе образующих конечно
порожденной свободной абелевой группы G называют рангом группы G.

Из доказательства теоремы 23 легко получить полное описание всех свободных
абелевых групп конечных рангов.

Утверждение 26. Группа G является свободной абелевой группой ранга n тогда
и только тогда, когда она является прямой суммой n бесконечных циклических
групп, и, в частности, когда G ∼= Z⊕ Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n

.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Не следует путать понятие свободной абелевой группы с опреде-
ленным ранее (см. определение 3) понятием свободной группы. Свободная группа
Fn = 〈a1, . . . , an; ∅〉 является абелевой только при n = 1. Действительно, как следует
из утверждения 11 и его доказательства, гомоморфным образом группы F2 является
любая группа с двумя образующими, среди которых есть и неабелевы (например,
группа диэдра Dn при n > 2).



§ 4. Описание конечно определенных абелевых групп 485

Для абелевых групп имеет место аналог утверждения 11: любая абелева группа
изоморфна факторгруппе подходящей свободной абелевой группы. Точнее, справед-
лива

Теорема 27. Если G = 〈A; S ∪ K〉 — абелева группа, где A = {a1, . . . , an},
S = {(Pj , θ) : j ∈ 1,m}, то G изоморфна факторгруппе группы 〈A; K〉 по ее под-
группе H, порожденной системой элементов {[Pj ]K : j ∈ 1,m}. При этом изомор-
физмом может служить отображение ϕ, определенное равенствами

∀P ∈W (A) : ϕ([P ]K +H) = [P ]S∪K .

� Доказывается теорема точно так же, как теорема 5 при S1 = K, S2 = S ∪K.
Следует лишь учесть, что в абелевой группе любая подгруппа является нормальным
делителем. �

Заметим, что свободная абелева группа может быть задана и несвободной си-
стемой образующих. Так, например, свободная абелева группа Z ранга 1 порож-
дается числами 1, 2 и имеет относительно системы образующих {1, 2} задание
〈a1, a2; (2a1, a2)〉. В связи с этим представляет интерес

Теорема 28. Для любой системы образующих G1 = {g1, . . . , gn} абелевой группы
G эквивалентны утверждения:

(а) G1 — свободная система образующих абелевой группы G;

(б) соотношение
c1g1 + . . .+ cngn = 0, (22)

где c1, . . . , cn ∈ Z, выполняется в G лишь при c1 = . . . = cn = 0.

� Пусть выполняется условие (а). Тогда из определений 20 и 12 имеем: суще-
ствует изоморфизм ϕ группы F = 〈a1, . . . , an; K〉 на G, при котором ϕ([ai]K) = gi,
i ∈ 1, n. Следовательно, если в G выполнено равенство (22), то в F верно равенство
c1[a1]K + . . . + cn[an]K = [θ]K , т. е. соотношение s = (c1a1 . . . cnan, θ) является след-
ствием системы K, и F = 〈a1, . . . , an; K ∪ {s}〉 (в силу утверждения 2). Тогда по
теореме 22 для A = {a1, . . . , an}:

I(CA,∅) = I(CA,{s}). (23)

А так как CA,∅ = O, то равенство (23) возможно лишь в одном случае, когда
c1 = . . . = cn = 0, и утверждение (б) доказано.

Пусть теперь выполнено условие (б). Так как G1 порождает G, то в силу теоремы 8
и определения 12 существуют абстрактная группа F = 〈a1, . . . , an; S〉 и изоморфизм
ϕ : F → G, при котором ϕ([ai]S) = gi, i ∈ 1, n. Так как группа G абелева, то F
тоже абелева. Следовательно, F = 〈a1, . . . , an; S ∪K〉, и, не теряя общности, можно
считать, что система S или пуста, или состоит из соотношений вида (ε1a1 . . . εnan, θ)
при (ε1, . . . , εn) �= (0, . . . , 0). Отсюда и из условия (б) следует, что S = ∅, и потому
G1 — свободная система образующих абелевой группы G (см. определение 20). �
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§ 5. О ШИРИНЕ И ДЛИНЕ КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ
ОТНОСИТЕЛЬНО ЗАДАННОЙ СИСТЕМЫ ОБРАЗУЮЩИХ

Рассмотрим несколько понятий, связанных с порождением конечной группы G
некоторой ее системой образующих G1 = {g1, . . . , gn}.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 22. Слоем группы G в системе образующих G1 назовем любое из ее
подмножеств вида Gk1 , k ∈ N0.

Так как группа G конечна, то g−1
i = gord gi−1

i , и потому каждый элемент группы
G представим в виде произведения элементов из G1. В связи с этим корректно

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 23. Длиной группы G относительно системы образующих G1 называ-
ется минимальное натуральное число l, при котором выполняется равенство

G =
l⋃

k=1

Gk1 .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 24. Шириной группы G относительно системы образующих G1 назы-
вается минимальное число слоев в системе образующих G1, которыми может быть
исчерпана группа G.

Длину и ширину группы G относительно системы образующих G1 обозначим
соответственно через l(G; G1), d(G; G1).

Параметр d(G; G1) легко определить по системе определяющих соотношений
группы G в системе образующих G1. Так как G конечна, то любую ее систему опреде-
ляющих соотношений S1 можно преобразовать в систему определяющих соотношений
вида:

S = {gi1 . . . giti = e : i ∈ 1,m, ti ∈ N, gij ∈ G1}. (24)

Для этого достаточно заменить каждое соотношение из S1 приведенным соотношени-
ем, добавить к полученной системе все соотношения gord gii = e, i ∈ 1, n, и заменить
в остальных соотношениях элементы g−1

i на gord gi−1
i .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 25. Систему определяющих соотношений вида (24) группы G назовем
приведенной системой определяющих соотношений в алфавите G1, а левые части
всех соотношений из (24) — определяющими словами этой системы.

Теорема 29. Ширина конечной группы G относительно системы образующих G1

равна наибольшему общему делителю длин определяющих слов любой приведенной
системы S определяющих соотношений группы G в алфавите G1.

� Пусть G1 = {g1, . . . gn} и S есть система (24). Обозначим d1 = d(G; G1),
d2 = (t1, . . . , tm), и докажем, что d1 = d2. Если в группе G между элементами из
G1 выполняется соотношение

gj1gj2 . . . gjk = gr1gr2 . . . grl ,
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то от его левой части к правой можно перейти, используя лишь соотношения из
S и тривиальные соотношения вида gεi g

−ε
i = e, ε ∈ {1,−1}. Отсюда следует, что

k ≡ l (mod d2), и если k �≡ l (mod d2), то Gk1 ∩ Gl1 = ∅. Значит, среди слоев, по-
крывающих группу G, должны обязательно присутствовать слои Gr11 , . . . , G

rd2
1 , где

r1, . . . , rd2 образуют полную систему вычетов по модулю d2. Следовательно, d1 � d2.
Докажем неравенство d1 � d2. Так как |G| < ∞ и |Gk1 | � |Gk+1

1 | при любом
k ∈ N0, то найдется такое k0 ∈ N, что |Gk01 | = |Gk0+1

1 |. А так как

Gk0+1
1 =

n⋃
i=1

Gk01 gi =

n⋃
i=1

giG
k0
i ,

то имеем:
Gk0+1

1 = giG
k0
1 = Gk01 gi, i ∈ 1, n. (25)

Теперь индукцией по l нетрудно доказать, что для любых k � k0, l ∈ N0, g ∈ Gl1
выполняются равенства

Gk+l1 = Gk1g = gGk1 . (26)

При l = 0 они очевидны. Допустим, что они верны для l = l0, и докажем их для
l = l0 + 1. Используя равенства (25) и равенства (26) при l = l0, k = k0 + r, мы для
любого элемента g = gj1 . . . gjl0+1

∈ Gl0+1
1 получим:

Gk+l0+1
1 = Gk0+1

1 ·Gr+l01 = gj1G
k0
1 ·Gr+l01 =

= gj1G
k+l0
1 = gj1(gj2 . . . gjl0+1

)Gk1 = gGk1 .

Аналогично доказывается равенство Gk+l0+1
1 = Gk1g.

Так как соотношения из S выполняются в G, то e ∈ Gti1 , i ∈ 1,m. Поэтому из (26)
при g = e получаем: Gk+ti1 = Gk1 при любых k � k0, i ∈ 1, n. Это означает, что
последовательность

G0
1, G

1
1, G

2
1, . . . (27)

является периодической, и любое из чисел t1, . . . , tm является ее периодом. Сле-
довательно, наименьший период τ последовательности (27) делит каждое из чисел
t1, . . . , tm, а потому и их НОД d2. Однако легко видеть, что период τ совпадает
с шириной группы G, и мы имеем d1 | d2, а значит, и d1 � d2. В итоге имеем:
d1 = d2. �

Из доказательства теоремы 29 легко получить

Следствие. Ширина конечной группы G относительно системы образующих G1

совпадает с индексом минимального нормального делителя группы G, по которо-
му G1 содержится в одном смежном классе.

� Выберем число s � k0 такое, что e∈Gs1. Тогда из (26) имеем Gs1 ·Gs1 =Gs+s1 =Gs1,
а также Gs1g = gGs1 для любого g ∈ G и Gs+1

1 = Gs1 · G1 = Gs1gi для любого gi ∈ G1.
Отсюда видно, что Gs1 � G, и G1 содержится в смежном классе Gsgi. Допустим,
что существует нормальный делитель H группы G такой, что H ⊂ Gs1 и G1 ⊂ Hgi,
i ∈ 1, n. Тогда Gs1 ⊂ (Hgi)

s = Hgsi . Отсюда и из условия e ∈ Gs1 следует, что Hgsi = H,
и потому Gs1 � H . В итоге H = Gs1, т. е. G

s
1 есть минимальный нормальный делитель

со свойством G1 ⊂ Gs1gi, i ∈ 1, n. �
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ПРИМЕР 7. Найти ширину группы диэдра Dn относительно системы образующих
G1 = {g1, g2}, указанной в примере 1.

Из примера 5 видно, что Dn задается следующей приведенной системой опреде-
ляющих соотношений в алфавите G1:

gn1 = e, g22 = e, g1g2g1g2 = e.

Следовательно,

d(Dn; G1) = (n, 2, 4) =

{
1, если n нечетно,
2, если n четно.

ПРИМЕР 8. Найти ширину группы Sn относительно системы образующих
G1 = {(1, i) : i ∈ 2, n}.

Для решения этой задачи воспользуемся следствием из теоремы 29. При n �= 4
неединичными нормальными делителями группы Sn являются лишь сама группа Sn
и знакопеременная группа An. А так как все постановки из G1 нечетны, то они
лежат в одном смежном классе по подгруппе An. Следовательно, в этом случае
d(Sn; G1) = |Sn : An| = 2. В группе S4, кроме S4 и A4, есть еще неединичный
нормальный делитель K4 — группа Клейна. Однако нетрудно проверить, что G1 не
лежит в одном смежном классе группы S4 по K4. Поэтому и в этом случае ширина
группы равна 2.

Заметим, что задача нахождения длины группы относительно заданной системы
образующих решается, как правило, сложнее, чем задача нахождения ширины груп-
пы. Однако и при нахождении длины группы в некоторых случаях помогает знание
системы определяющих соотношений.

ПРИМЕР 9. Найти длину группы Sn относительно системы образующих
Gn = {g1, . . . , gn−1}, gi = (i, i+ 1), i ∈ 1, n− 1.

Воспользуемся заданием 〈Bn; Tn〉 группы Sn относительно системы образующих
Gn, указанным в теореме 10. В ходе доказательства теоремы 10 было, в частности,
установлено, что любое слово в алфавите Bn можно с помощью соотношений из Tn
преобразовать к слову вида (12). При этом указанная при доказательстве этого фак-
та последовательность элементарных преобразований состоит из преобразований, не
увеличивающих длину слова. Следовательно, число вида (12) является самым корот-
ким словом среди всех Tn-эквивалентных ему слов в алфавите Bn. Теперь заметим,
что самое длинное слово вида (12)

b1b2b1b3b2b1 . . . bn−1 . . . b2b1

имеет длину n(n − 1)/2. Следовательно, длина группы Hn = 〈Bn; Tn〉 относительно
системы образующих B̃n = {[bi]Tn : i ∈ 1, n− 1} равна n(n−1)/2. А так как Hn

∼= Sn,
и существует изоморфизм ϕ : Hn → Sn, отображающий [bi]Tn в gi, i ∈ 1, n− 1, то

l(Sn; Gn) =
n(n− 1)

2
.
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ЗАДАЧИ

1. Докажите, что для любых слов P, Q, R ∈ W (A) и для любой системы соотно-
шений S в алфавите A:

PQ ∼
S
PR ⇔ Q ∼

S
R.

2. Пусть G=〈A;S〉, где A={a, b, c}, S={(ab, ba), (ac, ca), (bc, c−1b)}.
а) Докажите, что каждое слово в алфавите A S-эквивалентно слову вида akblcm,

где k, l,m ∈ Z.
б) Является ли группа G коммутативной?
в) Является ли группа G конечной?
г) Разложима ли группа G в прямое произведение подгрупп?
д) Какую подгруппу порождает в ней каждый из элементов [a]S , [b]S?

3. Отображение ρ : W (A) → W (A), где A = {a1, . . . , an}, определяется индуктив-
но: ρ(e) � e,

ρ(Paεi ) �

⎧⎨
⎩
ρ(P ) aεi , если ρ(P ) � aε1i1 . . . a

εk
ik
, aεkik �� a−εi ,

ρ(aε1i1 . . . a
εk−1

ik−1
), если ρ(P ) � aε1i1 . . . a

εk
ik
, aεkik � a−εi .

Докажите, что для любых слов P, Q ∈W (A):
а) ρ(P ) несократимо (т. е. не содержит подслов вида aεia

−ε
i );

б) ρ(P ) ∼
∅
P ;

в) если P несократимо, то ρ(P ) � P ;
г) ρ(PQ) � ρ(ρ(P )Q);
д) ρ(Paεia

−ε
i ) = ρ(P );

е) ρ(Paεia
−ε
i Q) = ρ(PQ).

4. Докажите, что любое слово P ∈ W (A) ∅-эквивалентно единственному несо-
кратимому слову. (Указание: воспользоваться результатами задачи 3.)

5. Говорят, что в группе 〈A; S〉 разрешима проблема равенства слов, если суще-
ствует алгоритм, позволяющий для любых слов P , Q ∈W (A) узнавать, являются они
S-эквивалентными или нет. Докажите, что в свободной группе G = 〈a1, . . . , an; ∅〉
разрешима проблема равенства слов.

6. Докажите, что в конечно порожденной группе G любая система образующих
содержит конечную подсистему, порождающую группу G.

7. Докажите, что в свободной группе G = 〈a1, a2; ∅〉 подгруппа H, порожденная
множеством G1 = {[aibi]∅ : i ∈ N}, не является конечно порожденной.

8. Докажите, что для r, s, t ∈ N и d = (r, ts − 1) выполняется равенство

〈a, b; (ar, e), (bs, e), (ab, bat)〉 = 〈a, b; (ad, e), (bs, e), (ab, bat)〉.

9. Найдите задание группы G = Z/m⊕ Z/n.
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10. Найдите задания группы A4 в следующих системах образующих:
а) A = {a1, a2}, где a1 = (1, 2)(3, 4), a2 = (1, 2, 3);
б) B = {b1, b2}, где b1 = (1, 2, 3), b2 = (1, 2, 4).

11. Опишите с точностью до изоморфизма все группы порядка 8 и найдите их
задания образующими элементами и определяющими соотношениями.

12. Пусть p — простое число, θ — примитивный элемент поля Zp. Докажите, что

группа биективных аффинных преобразований (т. е. преобразований вида
( x
ax+ b

)
,

a �= 0) поля Zp имеет задание

〈g, h; (gp, e), (hp−1, e), (gh, hgθ)〉

относительно системы образующих
( x
x+ 1

)
,
( x
θx

)
.

13. Докажите, что группа

G = 〈a1, a2, a3, . . . ; (a1, a
2
2), (a2, a

2
3), . . . 〉

изоморфна аддитивной группе рациональных чисел вида
a

2k
, где a ∈ Z, k ∈ N0.

14. Пользуясь преобразованиями Тице, переведите задание 〈A; (P,Q)〉 в задания:
〈A; (PQ−1, e)〉, 〈A; (P−1, Q−1)〉.

15. Докажите, что 〈a, b, c; (b2, e), ((bc)2, e)〉 ∼= 〈x, y, z; (y2, e), (z2, e)〉.
16. Зная задание группы S4 в системе образующих A = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} (см.

теорему 10), найдите ее задания в системах образующих

B = {(1, 2), (1, 2, 3, 4)}, C = {(1, 2), (1, 3), (1, 4)}.

17. Найдите длину группы диэдра Dn относительно системы образующих
G1 = {g1, g2} из примера 2.

18. Найдите длину и ширину группы Sn относительно системы всех транспозиций
из Sn.

19. Найдите ширину и оцените сверху длину группы Sn относительно системы
образующих g1 = (1, 2), g2 = (1, 2, . . . , n) (см. пример 6).

20. Докажите, что группа

G = 〈a1, a2, a3; (ar1, e), (as2, e), (a3, a−1
2 a−1

1 a2a1), (a1a3, a3a1), (a2a3, a3a2)〉
конечна, и оцените ее длину относительно системы образующих A = {[a1], [a2], [a3]}.

21. Найдите ширину и длину абелевой группы

G = 〈a1, . . . , an; (d1a1, θ), . . . , (dnan, θ), (aiaj , ajai), i, j ∈ 1, n 〉
относительно системы образующих {[a1], . . . , [an]}.

22. Докажите, что любая конечно порожденная абелева группа является конечно
определенной.



Глава 24

ГРУППЫ ПОДСТАНОВОК
(ДОПОЛНЕНИЕ)

§ 1. ПОДСТАНОВОЧНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ
КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Прежде, чем продолжить начатое в главе 11 изучение групп подстановок, укажем
на некоторые возможности использования групп подстановок для задания и изучения
произвольных групп. Эти возможности основаны на переходе от заданной группы к ее
изоморфному или гомоморфному образу в симметрической группе S(Ω) подстановок
некоторого множества Ω.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Подстановочным представлением произвольной группы G назы-
вают всякий гомоморфизм ϕ группы G в симметрическую группу подстановок S(Ω)
любого конечного множества Ω. При этом число |Ω| называют степенью представ-
ления и обозначают через degϕ. Представление ϕ называют точным, если ϕ —
мономорфизм, и транзитивным, если группа ϕ(G) транзитивна на Ω.

Заметим, что иногда и гомоморфный образ ϕ(G) группы G при гомоморфизме
ϕ : G → S(Ω) называют подстановочным представлением группы G. Такое двоякое
использование одного термина не ведет к путанице, поскольку из контекста обычно
бывает видно, о чем идет речь.

Из доказательства теоремы Кэли (см. теорему 22 главы 11) следует, что для
любой группы G отображение ρ : G → S(G), сопоставляющее каждому элементу
g ∈ G подстановку ĝ из S(G), определенную формулой

∀x ∈ G : ĝ(x) = xg, (1)

является точным подстановочным представлением группы G. Если подстановку ĝ

из (1) условиться обозначать в виде
( x
xg

)
, предполагая, что x пробегает множество

G, то можно будет записать

∀ g ∈ G : ρ(g) =

(
x
xg

)
. (2)

Нетрудно проверить, что точным подстановочным представлением группы G явля-
ется также отображение ρ′ : G→ S(G), определенное формулой

∀ g ∈ G : ρ′(g) =
(

x
g−1x

)
(3)

(проделайте проверку в качестве упражнения).
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Подстановочные представления ρ и ρ′, определенные формулами (2)
и (3), называются соответственно правым и левым регулярными представлениями
группы G.

Заметим, что для неабелевой группы G отображение ρ′′ : G→ S(G), определенное
формулой

∀ g ∈ G : ρ′′(g) =
(
x
gx

)
,

не является гомоморфизмом, поскольку

∀ g1, g2 ∈ G : ρ′′(g1g2) = ρ′′(g2) · ρ′′(g1).
Установим связь между группами ρ(G) и ρ′(G).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Централизатором подмножества (в частности, подгруппы) H
в группе G называют множество ZG(H) всех элементов группы G, перестановоч-
ных с каждым элементом из H . Очевидно, что ZG(H) есть подгруппа группы G,
содержащая центр группы 〈H〉.

Оказывается, имеет место

Теорема 1. Централизатор правого регулярного представления группы G в груп-
пе S(G) совпадает с левым регулярным представлением группы G.

� Пусть H = ZS(G)(ρ(G)) и h ∈ H . Тогда при любом g ∈ G выполняется равенство

h ·
(
x
xg

)
=

(
x
xg

)
· h. (4)

Следовательно, ∀x, g ∈ G : h(x) · g = h(xg). Отсюда при x = e получаем, что

∀ g ∈ G : h(g) = h(e) · g. Значит, h =
( x
g0x

)
, где g0 = h(e), и включение H ⊂ ρ′(G)

доказано. Обратное включение очевидно, поскольку при любых g1, g ∈ G подстановка

h =
( x
g1x

)
удовлетворяет равенству (4). �

Следствие. Если G — абелева группа, то ZS(G)(ρ(G)) = ρ(G).

Так как deg ρ = deg ρ′ = |G|, то практическое использование представлений ρ, ρ′
для групп G больших порядков затруднительно. Возникает вопрос о существовании
для группы более «экономных» представлений, чем ρ и ρ′. О том, что группа G может
иметь точные подстановочные представления степени, меньшей |G|, свидетельствует
ПРИМЕР 1. Полная линейная группа GL(n, q) над полем P = GF (q), наряду с пред-
ставлениями ρ, ρ′ степени N = |GL(n, q)| =∏n−1

i=0 (q
n − qi), имеет точное представле-

ние степени qn — отображение ϕ, сопоставляющее каждому линейному преобразова-
нию g ∈ GL(n, q) подстановку

ϕ(g) =

(
x↓

g(x↓)

)
пространства P (n).
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В общем случае вопрос о нахождении для группы G точных подстановочных
представлений наименьшей степени является сложной и нерешенной проблемой.

В теории групп и ее приложениях часто используют подстановочные представле-
ния группы G на смежных классах по различным ее подгруппам или на подгруппах
сопряженных с заданной подгруппой. Для определения этих представлений сформу-
лируем три вспомогательных утверждения (докажите их самостоятельно).

Утверждение 2. Если ΩH = {Hgi : i ∈ I} есть множество всех правых смежных
классов группы G по подгруппе H, то

∀ g ∈ G : {Hgig : i ∈ I} = ΩH .

Утверждение 3. Если ∆H = {g−1
j Hgj : j ∈ J} есть множество всех подгрупп груп-

пы G, сопряженных с подгруппой H, то

∀ g ∈ G : {g−1g−1
j Hgjg : j ∈ J} = ∆H .

Утверждение 4. Отображения ϕH , ψH группы G соответственно в группы
S(ΩH), S(∆H), определенные формулами

∀ g ∈ G : ϕH(g) =

(
Hgi
Hgi · g

)
, ψH(g) =

(
g−1
i Hgi

g−1g−1
i Hgig

)
, (5)

являются гомоморфизмами (т. е. подстановочными представлениями группы G).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Отображения ϕH и ψH , определенные формулами (5), называются
подстановочными представлениями группы G соответственно на правых смежных
классах по подгруппе H и на подгруппах, сопряженных с подгруппой H .

Укажем простейшие свойства представлений ϕH и ψH .

Утверждение 5. Пусть G — конечная группа и ΩH = {Hgi : i ∈ I} — множество
всех ее правых смежных классов по подгруппе H. Тогда

(а) degϕH = |G : H |;
(б) ϕH транзитивно на ΩH ;
(в) KerϕH =

⋂
x∈G

x−1Hx;

(г) ϕH точно ⇔ ⋂
x∈G

x−1Hx = {e};
(д) если H � G, то KerϕH = H и ϕH(G) ∼= G/H .

� Утверждения (а) и (б) очевидны, (г) и (д) следуют из (в), и остается доказать
утверждение (в). Из определения отображения ϕH имеем:

g ∈ KerϕH ⇔ ∀ i ∈ I : Hgig = Hgi ⇔ ∀ i ∈ I : g ∈ g−1
i Hgi.

Отсюда следует, что KerϕH =
⋂
i∈I g

−1
i Hgi.
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Так как произвольный элемент x из G представляется в виде hgi где h ∈ H, i ∈ I,
то x−1Hx = g−1

i h−1Hhgi = g−1
i Hgi. Следовательно,⋂
i∈I

g−1
i Hgi =

⋂
x∈G

x−1Hx, (6)

и утверждение (в) верно. �

Утверждение 6. Пусть G — конечная группа и ∆H = {g−1
i Hgi : i ∈ J} — множе-

ство всех подгрупп из G, сопряженных с подгруппой H. Тогда
(а) degψH = |G : NG(H)|;
(б) ψH транзитивно на ∆H ;
(в) KerψH =

⋂
x∈G

NG(x
−1Hx);

(г) ψH точно ⇔ ⋂
x∈G

NG(x
−1Hx) = {e}.

� Для любых элементов x, y ∈ G имеем:

x−1Hx = y−1Hy ⇔ Hxy−1 = xy−1H ⇔ xy−1 ∈ NG(H).

Значит, число различных подгрупп в G, сопряженных с H, равно числу смежных
классов группы G по подгруппе NG(H), и утверждение (а) доказано. Утверждение
(б) следует из разрешимости в G уравнения gix = gj . Докажем (в). По определению
отображения ψH

g∈KerψH ⇔ ∀ i∈J : g−1g−1
i Hgig=g

−1
i Hgi ⇔ ∀ i∈J : NG(g

−1
i Hgi)�g.

Отсюда следует, что KerψH =
⋂
i∈J NG(g

−1
i Hgi). Теперь, используя те же сообра-

жения, что и при доказательстве равенства (6), получим утверждение (в). Наконец,
заметим, что (г) следует из (в). �

ПРИМЕР 2. Пусть G — группа подстановок множества Ω = 1, n, ∆ = {i1, . . . , ik} —
орбита группы G и H = Gi1 — стабилизатор точки i1. По лемме Бернсайда (см.
теорему 25 главы 11) |G : Gi1 | = |∆| = k, т. е. degϕH = k. Для нахождения ядра
представления ϕH заметим, что x−1Gi1x = Gx(i1). Отсюда и из утверждения 5(в)
получаем:

KerϕH =
⋂
x∈G

Gx(i1) = G∆,

где G∆ — группа всех подстановок из G, оставляющих на месте каждую точку из ∆.
В частности, если G∆ = {e}, то представление ϕH точное.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Группы подстановок G1, G2 соответственно множеств Ω1, Ω2 на-
зываются подстановочно изоморфными, если существуют биекции ψ : Ω1 → Ω2,
ϕ : G1 → G2, удовлетворяющие условию

∀ a ∈ Ω1, ∀ g ∈ G1 : ϕ(g)(ψ(a)) = ψ(g(a)). (7)
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Используя операцию умножения отображений, условие (7) можно записать в сле-
дующем виде:

∀ g ∈ G1 : ψ · ϕ(g) = g · ψ,
или

∀ g ∈ G1 : ϕ(g) = ψ−1gψ.

Из последней записи условия (7) хорошо видно, что ϕ — изоморфизм групп:
ϕ(g1g2) = ψ−1g1g2ψ = ψ−1g1ψψ

−1g2ψ = ϕ(g1)ϕ(g2), что и оправдывает вторую часть
термина «подстановочный изоморфизм».

Подстановочно изоморфными группами являются симметрические группы S(M1),
S(M2) при |M1| = |M2| (см. утверждение 15 главы 3). Нетрудно привести также и
примеры изоморфных, но не подстановочно изоморфных групп подстановок. В част-
ности, любая группа подстановок G степени n при условии |G| > n не является
подстановочно изоморфной своему правому регулярному представлению.

Заметим еще, что условие (7) в более наглядной форме означает:

если g =

(
a1 . . . an
ai1 . . . ain

)
, то ϕ(g) =

(
ψ(a1) . . . ψ(an)

ψ(ai1) . . . ψ(ain)

)
.

Отсюда видно, что подстановочно изоморфные группы по существу отличаются лишь
обозначениями подстановок и элементов, на которых действуют подстановки. В связи
с этим ясно, что подстановочные представления группы достаточно описывать лишь
с точностью до подстановочного изоморфизма образов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Подстановочные представления ϕ1, ϕ2 группы G называют под-
становочно эквивалентными, если группы ϕ1(G), ϕ2(G) подстановочно изоморфны.
Обозначение: ϕ1 ∼ ϕ2.

Следующая теорема описывает с помощью подгрупп группы G все транзитивные
подстановочные представления группы G.

Теорема 7. Любое транзитивное подстановочное представление конечной груп-
пы G подстановочно эквивалентно представлению ϕH группы G на смежных
классах по подходящей подгруппе H.

� Пусть α — транзитивное представление группы G подстановками множества
Ω = 1, n, и α(G) = Γ < Sn. Так как Γ транзитивна, то ее разложение в смежные
классы по стабилизатору Γ1 точки 1 можно записать в виде

Γ = Γ1γ1 ∪ . . . ∪ Γ1γn, γi(1) = i, i ∈ 1, n.

Положим H = α−1(Γ1) и выберем в G элементы g1, . . . , gn так, что α(gi) = γi,
i ∈ 1, n. Следующая цепочка импликаций показывает, что Hg1, . . . , Hgn — разные
смежные классы из G:

g−1
i gj ∈ H ⇒ α(g−1

i gj) ∈ α(H) ⇒ γ−1
i γj ∈ Γ1 ⇒ i = j.
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Так как Kerα = N ⊂ H, то по теореме об эпиморфизме групп Γ ∼= G/N , Γ1
∼= H/N ,

и потому |G : H | = |Γ : Γ1|. В итоге имеем разложение группы G в смежные классы
по H : G = Hg1 ∪ . . . ∪Hgn. Докажем, что α ∼ ϕH . Для этого построим отображения

ψ : Ω→ ΩH , ϕ : Γ→ Ĝ = ϕH(G),

положив

∀ i ∈ Ω : ψ(i) = Hgi, ∀ γ ∈ Γ : ϕ(γ) =

(
Hgi

Hgi · α−1(γ)

)
.

Так как α−1(γ) = Ng для некоторого g ∈ G, N � G и N ⊂ H, то определение отобра-
жения ϕ корректно, и остается проверить условие (7). По определению отображений
ϕ, ψ имеем:

ϕ(γ)(ψ(a)) = ϕ(γ)(Hga) = Hga · α−1(γ), ψ(γ)(a) = Hgγ(a).

Покажем, что смежные классы Hgaα
−1(γ) и Hgγ(a) совпадают, т. е.

gaα
−1(γ)g−1

γ(a) ∈ H . Достаточно доказать, что α(gaα
−1(γ)g−1

γ(a)) ∈ α(H), т. е.

γaγγ
−1
γ(a)(1) = 1. Последнее равенство проверяется непосредственно:

γaγγ
−1
γ(a)(1) = (γγ−1

γ(a))(a) = γ−1
γ(a)(γ(a)) = 1. �

§ 2. РЕГУЛЯРНЫЕ ГРУППЫ ПОДСТАНОВОК

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Группа подстановок G < S(Ω) называется регулярной, если для лю-
бых a, b ∈ Ω в G существует единственная подстановка g, удовлетворяющая условию
g(a) = b.

Следующее утверждение указывает некоторые другие определяющие свойства ре-
гулярных групп.

Утверждение 8. Для любой группы G < S(Ω) эквивалентны условия:
(а) G регулярна;
(б) G транзитивна и ∀ a ∈ Ω : |Ga| = 1;
(в) G транзитивна и |G| = |Ω|.
� Для доказательства утверждения достаточно убедиться в справедливости им-

пликаций (а)⇒(б), (б)⇒(в), (в)⇒(а). Первая из них очевидна, вторая следует непо-
средственно из леммы Бернсайда, третья легко доказывается методом от против-
ного. �

С алгебраической точки зрения класс регулярных групп содержит все конечные
группы, поскольку справедливо

Утверждение 9. Любая конечная группа G изоморфна регулярной группе подста-
новок множества G.
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� Для доказательства этого утверждения достаточно заметить, что правое ре-
гулярное представление ρ(G) группы G является регулярной группой подстановок
множества G. Действительно, ρ(G) транзитивна в силу разрешимости в G уравнения
g1x = g2 при любых g1, g2 ∈ G, и |ρ(G)| = |G| в силу изоморфизма групп ρ(G) и G. �

ПРИМЕР 3. Пусть Ω = Zn = 0, n− 1, и + — операция сложения в кольце Zn. Правое

регулярное представление Gn группы (Zn; +) состоит из подстановок ga =
( x
x+ a

)
,

a ∈ Ω. Группа Gn, как и (Zn; +), является циклической группой, она порождается
подстановкой

(0, 1, . . . , n− 1) =

(
x

x+ 1

)
.

ПРИМЕР 4. Пусть Ω = {(a1, . . . , an) : ai ∈ GF (2)} — n-мерное векторное простран-
ство строк над полем GF (2), и ⊕ — операция сложения векторов (т. е. покомпонентно-
го сложения по модулю 2). Тогда правое регулярное представление Σ2n группы (Ω; ⊕)
состоит из подстановок σa =

( x
x⊕ a

)
, a ∈ Ω, и является, как и Σ2n , элементарной

абелевой 2-группой. Группа Σ2n называется также группой сдвигов группы (Ω; ⊕).
Следующее утверждение свидетельствует о том, что правыми регулярными пред-

ставлениями конечных групп исчерпываются все регулярные группы подстановок.

Утверждение 10. Любая регулярная группа подстановок G < S(Ω) совпадает с
правым регулярным представлением подходящей группы (Ω; ∗).

� В G элементы можно занумеровать элементами из Ω, сопоставив элементу g ∈ G
номер a = g(1). Таким образом,

∀ a ∈ Ω : ga(1) = a. (8)

Определим на множестве Ω операцию ∗ , положив для a, b ∈ Ω:

a ∗ b = gb(a), (9)

и покажем, что формула ∀ a ∈ Ω : ϕ(ga) = a задает изоморфизм ϕ группы G
на группоид (Ω; ∗). Очевидно, что ϕ биективно. Кроме того, из (8) и (9), име-
ем: (gagb)(1) = gb(ga(1)) = gb(a) = a ∗ b. Следовательно, gagb = ga∗b, и потому
ϕ(gagb) = a ∗ b = ϕ(ga) ∗ϕ(gb). Так как ϕ — изоморфизм, то по следствию теоремы 13
главы 3 (Ω; ∗) — группа, и в силу (9) G — ее правое регулярное представление. �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Равенство (9) сводит действие подстановки регулярной группы
G < S(Ω) к соответствующей операции ∗ на Ω.

Непосредственно из теоремы 1 получаем

Утверждение 11. Централизатор любой регулярной группы подстановок
G < S(Ω) в группе S(Ω) изоморфен G и совпадает с G, если группа G абелева.
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Отметим одно свойство цикловых структур подстановок из регулярных групп.

Утверждение 12. Пусть G — правое регулярное представление группы (Ω; ·). То-
гда подстановка g =

( x
xa

)
из G разлагается в произведение |Ω|/l независимых

циклов длины l, где l = orda.

� Из алгоритма разложения подстановки g в произведение независимых циклов
(см. § 8 главы 11) следует, что длина цикла, содержащего элемент x0, есть наи-
меньшее натуральное число l, удовлетворяющее условию gl(x0) = x0, или, в нашем
случае, x0 · al = x0, что равносильно условию l = orda. �

§ 3. КРАТНО ТРАНЗИТИВНЫЕ ГРУППЫ
ПОДСТАНОВОК

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Группа подстановок G < S(Ω), где |Ω| � k, называется
k-транзитивной (точно k-транзитивной), если для любых двух наборов
α = (a1, . . . , ak), β = (b1, . . . , bk) по k различных букв из множества Ω в G существует
подстановка (единственная подстановка) g, переводящая α в β, т. е. удовлетворяющая
условию g(ai) = bi, i ∈ 1, k, или, короче, g(α) = β.

Из определения 8 видно, что классы 1-транзитивных и точно 1-транзитивных
групп совпадают соответственно с классами транзитивных и регулярных групп под-
становок. Группы, k-транзитивные при k > 1, называют кратно транзитивными.
Простейшими примерами кратно транзитивных групп являются симметрическая груп-
па подстановок Sn при n > 1 и знакопеременная группа An при n > 2. Очевидно, что
группа Sn точно n-транзитивна. Группа An при n > 2 точно (n − 2)-транзитивна.
Действительно, для наборов α = (a1, . . . , an−2), β = (b1, . . . , bn−2) в Sn существу-
ют ровно две подстановки, переводящие α в β, и эти подстановки имеют разную
четность. Следовательно, ровно одна из них содержится в группе An.

Перед тем, как рассмотреть другие примеры, приведем критерии k-транзитивности
и точной k-транзитивности.

Теорема 13. Группа подстановок G < S(Ω) (точно) k-транзитивна тогда и
только тогда, когда 1) G транзитивна, 2) стабилизатор Ga группы G хотя
бы для одной точки a ∈ Ω (точно) (k − 1)-транзитивен как группа подстановок
на множестве Ω \ {a}.

� Если группа G (точно) k-транзитивна, то условия 1)–2) проверяются очевидным
образом. Обратно, пусть для группы G выполнены условия 1)–2) и α = (a1, . . . , ak),
β = (b1, . . . , bk) — любые наборы по k различных букв из Ω. По условию 1) в группе
G найдутся подстановки g1, g2 такие, что g1(a1) = a, g2(b1) = a. Пусть при этом
g1(α) = (a, a′2, . . . , a′k), g2(β) = (a, b′2, . . . , b′k). По условию 2) в Ga найдется подста-
новка g3 такая, что g3(a′2, . . . , a

′
k) = (b′2, . . . , b

′
k). Легко видеть, что подстановка g1g3g2

переводит α в β, и потому G является k-транзитивной.
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Докажем теперь, что G точно k-транзитивна, если группа Ga точно (k − 1)-тран-
зитивна. Допустим, что G не является точно k-транзитивной. Используя введенные
обозначения, можно считать, что в G существуют две разные подстановки g4, g5, пе-
реводящие набор α в β. Тогда g−1

1 g4g2, g
−1
1 g5g2 являются различными подстановками

группы Ga, переводящими набор (a′2, . . . , a
′
k) в (b′2, . . . , b

′
k), что противоречит точной

(k − 1)-транзитивности группы Ga. �

Утверждение 14. Пусть G — k-транзитивная группа подстановок степени n.
Тогда

(а) порядок группы G кратен числу n(n− 1) . . . (n− k + 1);
(б) |G| = n(n− 1) . . . (n− k + 1) ⇔ G точно k-транзитивна.

� Утверждение (а) следует из равенства

|G| = n(n− 1) . . . (n− k + 1) |Ga1,...,ak |, (10)

которое получается последовательным применением леммы Бернсайда к группам G,
Ga1 , . . . , Ga1,...,ak−1

. Утверждение (б) легко доказывается индукцией по k с исполь-
зованием утверждения 8, леммы Бернсайда и теоремы 13. �

Из утверждения 14(б) и равенства (10) получаем

Следствие. Группа подстановок G < S(Ω) точно k-транзитивна тогда и толь-
ко тогда, когда она k-транзитивна и |Ga1,...,ak | = 1 для любых различных
a1, . . . , ak ∈ Ω.

Рассмотрим теперь ряд практически интересных примеров кратно транзитивных
групп.

ПРИМЕР 5. Пусть G = AGL(n, q) — полная аффинная группа преобразований про-
странства Pn над полем P = GF (q). Напомним, что она состоит из всех подстановок

Aψ,α =

(
x

ψ(x) + α

)
,

где ψ — любое невырожденное линейное преобразование пространства Pn, а α —
любой вектор из Pn.

Группа G транзитивна, так как любой вектор γ в любой вектор δ можно перевести
подстановкой Aψ,α при ψ = ε, α = δ−γ. Стабилизатором нулевого вектора θ в группе
G является, очевидно, полная линейная группа GL(n, q). Она, как группа подстановок
на множестве Pn \ {θ}, транзитивна. Действительно, если α1, β1 — любые ненулевые
векторы, то по теореме 8 главы 13 их можно дополнить до базисов (α1, α2, . . . , αn),
(β1, β2, . . . , βn) пространства Pn. Теперь осталось заметить, что любой один базис
пространства Pn в любой другой базис можно перевести с помощью обратимого
линейного преобразования пространства Pn. Итак, группы G и Gθ транзитивны. Тогда
по теореме 13 группа G = AGL(n, q) 2-транзитивна и точно 2-транзитивна при n = 1.

Если P = GF (2) и n > 1, то любая система из двух различных ненуле-
вых векторов α1, α2 линейно независима. Следовательно, в этом случае точно
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так же можно доказать, что группа GL(n, 2), как группа подстановок множества
Pn\{θ}, 2-транзитивна, а потому группа AGL(n, 2) 3-транзитивна. Покажите, что при
P �= GF (2) и n > 1 аналогичные утверждения неверны.

ПРИМЕР 6. Полная аффинная группа AGL(1,Zm), состоящая из подстановок вида

Fa,b =

(
x

ax+ b

)
, a, b ∈ Zm, (a,m) = 1,

транзитивна на множестве Zm, поскольку для любых c, d ∈ Zm элемент c переводится
в d подстановкой F1,d−c. Так как |AGL(1,Zm)| = mϕ(m), где ϕ — функция Эйлера,
то из утверждения 14 следует, что группа AGL(1,Zm) не может быть 2-транзитивной,
если ϕ(m) �= m − 1, т. е. если m — не простое число. Если же m — простое число,
то группа AGL(1,Zm) точно 2-транзитивна, поскольку в ней стабилизатор нуля Hm

состоит из подстановок вида
( x
ax

)
, a ∈ Z

∗
m, и может рассматриваться как регулярная

группа подстановок множества Z
∗
m.

Заметим еще, что множество Gm всех преобразований вида
( x
x+ b

)
,

b ∈ Zm, образует подгруппу (и даже нормальный делитель) группы AGL(1,Zm),
и AGL(1,Zm) = GmHm.

ПРИМЕР 7. Пусть Ω = P ∪ {∞}, где P — любое поле, и ∞ /∈ P . Каждой невырож-

денной матрице A =
( a b
c d

)
поставим в соответствие преобразование gA : Ω → Ω,

определяемое по правилу:

gA(α) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

aα+ b

cα+ d
, если α ∈ P, cα+ d �= 0,

∞, если α ∈ P, cα+ d = 0, или
α =∞, c = 0,

a

c
, если α =∞, c �= 0.

(11)

Преобразование gA будем обозначать в виде

gA =

(
x

ax+b
cx+d

)
.

Легко проверить, что gA — подстановка множества Ω, и множество

G = {gA : A ∈ P ∗
2,2}

является группой. Она называется группой дробно-линейных преобразований по-
ля P .

Из (11) видно, что gA(α) при любом фиксированном α ∈ Ω и подходящих
a, b, c, d∈ P может принимать любое значение из Ω. Следовательно, G транзитивна.

Стабилизатор G∞ точки ∞ в группе G состоит из всех подстановок вида
( x
ax+ b

)
,
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a ∈ P ∗, b ∈ P , и является точно 2-транзитивным (см. пример 5 при n = 1). Отсюда
на основании теоремы 13 имеем: группа G точно 3-транзитивна. По утверждению 14
ее порядок при P = GF (q) равен

(q + 1)q(q − 1) = q(q2 − 1).

Заметим, что рассмотренные в примере 7 группы входят в серию так называе-
мых проективных линейных групп. В общем случае проективная линейная группа
PGL(n, q) степени n над полем P = GF (q) определяется как группа подстановок мно-
жества Ωn(q) одномерных подпространств пространства Pn, индуцируемых линейны-
ми преобразованиями пространства Pn. При n = 2 группа PGL(n, q) подстановочно
изоморфна группе дробно-линейных преобразований поля P из примера 7. При этом
биекции ψ и ϕ из определения подстановочно изоморфных групп (см. определение 5)
можно задать следующим образом: ψ переводит любой элемент a из P в пространство
((a, 1))P и ∞ — в ((1, 0))P ; ϕ сопоставляет преобразованию gA множества P ∪ {∞}
подстановку множества Ωn(q), индуцируемую линейным преобразованием с матрицей
A в стандартном базисе e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) пространства P 2.

Докажите последнее утверждение в качестве упражнения.
В заключение данного параграфа отметим, что вопрос о построении k-транзи-

тивных групп подстановок, отличных от симметрических и знакопеременных групп,
при больших значениях k является в целом нерешенным. К настоящему времени из-
вестны лишь две 4-транзитивные группы (степеней 11 и 23) и две 5-транзитивные
группы (степеней 12 и 24). Они были найдены французским математиком Э.Л. Ма-
тье (1835–1890) и носят его имя. Примеров k-транзитивных групп, отличных от An
и Sn, при k � 6 не найдено. В 1873 г. К.Жорданом доказано, что при k � 6 точно
k-транзитивных групп, отличных от An и Sn, не существует, а при k = 4, 5 единствен-
ными такими группами являются указанные выше группы Матье степеней 11, 12.

§ 4. ПРИМИТИВНЫЕ И ИМПРИМИТИВНЫЕ ГРУППЫ
ПОДСТАНОВОК

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Подмножество Ω1 ⊂ Ω называется блоком группы G < S(Ω), если
Ω1 �= ∅ и

∀ g ∈ G : (g(Ω1) = Ω1 или g(Ω1) ∩ Ω1 = ∅).

Примерами блоков любой группы G < S(Ω) являются само множество Ω и все его
одноэлементные подмножества. Эти блоки называются тривиальными. Легко видеть,
что в интранзитивной группе G любая орбита является блоком.

Заметим еще, что если Ω1 — блок группы G и g ∈ G, то g(Ω1) — тоже блок
группы G.

В зависимости от наличия или отсутствия нетривиальных блоков все транзитив-
ные группы делятся на два класса.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Транзитивная группа подстановок G называется примитивной, ес-
ли она не имеет нетривиальных блоков и импримитивной в противном случае.
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ПРИМЕР 8. Пусть G — подгруппа из S6, порожденная подстановкой g = (1, 2, 3, 4, 5, 6).
Легко проверить, что она имеет следующие нетривиальные блоки:

Ω1 = {1, 3, 5}, Ω2 = {2, 4, 6}, Ω3 = {1, 4}, Ω4 = {2, 5}, Ω5 = {3, 6}.

Так как G транзитивна, то по определению 10 она импримитивна.

В примере 8 длины всех блоков группы G являются делителем числа 6, т. е. сте-
пени подстановок. Оказывается, этот факт не случаен. Однако прежде, чем доказать
его в общем случае, дадим

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Система блоков Ω1, . . . ,Ωk импримитивной группы G < S(Ω) на-
зывается полной системой блоков, сопряженных с блоком Ω1, если Ω1 ∪ . . . ∪ Ωk
есть разбиение множества Ω, и для любого i ∈ 1, k в G существует подстановка gi
такая, что Ωi = gi(Ω1).

Утверждение 15. Для произвольного блока Ω1 любой импримитивной группы G
существует полная система блоков, сопряженных с Ω1.

� Пусть G = {g1, . . . , gN}. По сделанному ранее замечанию множества gi(Ω1)
являются блоками группы G при всех i ∈ 1, N . Так как G транзитивна, то⋃N
i=1 gi(Ω1) = Ω. Кроме того, любые два блока gi(Ω1), gj(Ω1) или совпадают,

или не пересекаются. Следовательно, выбрав каждый из встречающихся в системе
g1(Ω1), . . . , gN (Ω1) блоков ровно по одному разу, мы получим искомую полную систе-
му блоков группы G. �

В группе G, рассмотренной в примере 8, полными системами блоков являются
{Ω1,Ω2} и {Ω3,Ω4,Ω5}.

Следствие. Порядок любого блока импримитивной группы G < S(Ω) делит чис-
ло |Ω|.

� По утверждению 15 для любого блока Ω1 группы G существует полная система
блоков, сопряженных с Ω1. Так как все блоки системы равномощны, то |Ω| = |Ω1| · k,
где k — число блоков в рассматриваемой полной системе. Следовательно, |Ω1| де-
лит |Ω|. �

Наличие у импримитивной группы подстановок G < S(Ω) полных систем нетри-
виальных блоков позволяет строить для группы G подстановочные представления
степеней меньших чем |Ω|.

Утверждение 16. Пусть Ω = {Ω1, . . . ,Ωk} — полная система блоков импримитив-
ной группы G. Тогда отображение ϕ : G→ S(Ω), определенное формулой

∀ g ∈ G : ϕ(g) =

(
Ω1 . . . Ωk
g(Ω1) . . . g(Ωk)

)
,

является гомоморфизмом.
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Доказательство осуществляется непосредственной проверкой.
Пользуясь утверждением 15, нетрудно описать все блоки любой регулярной

группы.

Утверждение 17. Если группа G < S(Ω) является правым регулярным представ-
лением группы (Ω; ∗), то подмножество Ω1 ⊂ Ω является блоком группы G тогда
и только тогда, когда Ω1 является правым смежным классом группы (Ω; ∗) по
некоторой ее подгруппе.

� Пусть Ω1 — правый смежный класс группы (Ω; ∗) по некоторой подгруппе

H . Тогда для любой подстановки ga =
( x
xa

)
из G множество ga(Ω1) = Ω1a бу-

дет также правым смежным классом группы (Ω; ∗) по подгруппе H . Следовательно,
ga(Ω1)∩ Ω1 ∈ {∅, Ω1}, т. е. Ω1 — блок группы G. Обратно, пусть Ω1 — блок группы G
и Ω1, . . . ,Ωk — ее полная система блоков, сопряженных с Ω1, т. е. Ωi = gai(Ω1) = Ω1ai
для некоторых a1, . . . , ak ∈ Ω. Выберем блок Ωs, содержащий единицу e группы (Ω; ∗).
Если a ∈ Ωs, то ga(Ωs) = Ωsa, и (Ωsa ∩ Ωs) � a. А так как Ωs — блок, то имеем
Ωsa = Ωs для любого a ∈ Ωs. Следовательно, Ωs — подгруппа в G, а Ω1, . . . ,Ωk суть
все правые смежные классы (Ω; ∗) по Ωs. �

Следствие. Регулярная группа подстановок G < S(Ω) примитивна, если |Ω| —
простое число, и импримитивна, если |Ω| — составное число.

� Первое утверждение очевидно, а второе следует из утверждения 21 и теоре-
мы 47 главы 11. �

Следующее утверждение показывает, что класс примитивных групп является про-
межуточным между классами транзитивных и 2-транзитивных групп.

Утверждение 18. Любая 2-транзитивная группа примитивна.

� Допустим, что 2-транзитивная группа G < S(Ω) имеет нетривиальный блок Ω1.
Тогда существуют a, b ∈ Ω1, a �= b, c ∈ Ω\Ω1 и подстановка g ∈ G такие, что g(a) = b,
g(b) = c. Отсюда имеем g(Ω1) �= Ω1 и g(Ω1)∩Ω1 � b, — противоречие с тем, что Ω1 —
блок группы G. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Примитивные, но не 2-транзитивные группы подстановок называют
унипримитивными.

Примерами унипримитивных групп являются регулярные группы подстановок про-
стой степени. Они примитивны по следствию утверждения 15 и не 2-транзитивны по
утверждению 14(а).

Докажем критерий примитивности.

Теорема 19. Транзитивная группа подстановок G < S(Ω) примитивна тогда и
только тогда, когда стабилизатор Ga любой точки a ∈ Ω является максималь-
ной подгруппой в G, т. е. в G нет подгрупп H, удовлетворяющих условию

Ga � H � G. (12)
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� Пусть для некоторого a ∈ Ω в группе G существует подгруппа, удовлетворя-
ющая условию (12). Докажем, что орбита H(a) группы H является блоком группы
G. Действительно, если H(a) ∩ g(H(a)) � b для некоторых g ∈ G, b ∈ Ω, то су-
ществуют h1, h2 ∈ H такие, что b = h1(a) = g(h2(a)). Тогда h2gh

−1
1 (a) = a, т. е.

h2gh
−1
1 ∈ Ga. Отсюда следует, что g ∈ h−1

2 Gah1 ⊂ H, и потому g(H(a)) = H(a). Итак,
Ω1 = H(a) — блок G. Покажем, что он нетривиальный. Так как H �= Ga, то в H най-
дется такая подстановка h, что h(a) = c �= a. Следовательно, Ω1 � a, c и |Ω1| > 1. Кро-
ме того, Ω1 �= Ω, так как в противном случае Ω1 = G(a) и, используя лемму Бернсайда
и очевидное равенство Ha = Ga, получим |H | = |H(a)| · |Ha| = |G(a)| · |Ga| = |G|, —
противоречие с условием (12). Таким образом, H(a) — нетривиальный блок группы G,
т. е. группа G не примитивна.

Обратно, пусть G не примитивна и a — любой элемент из Ω. По утверждению 15
найдется нетривиальный блок Ω1 группы G, содержащий a. Рассмотрим множество
подстановок

H = {g ∈ G : g(Ω1) = Ω1}.
Очевидно, что H — подгруппа в G, содержащая Ga. Так как G транзитивна и
Ω1 �= Ω, то H �= G. А так как |Ω1| > 1, то Ω1, кроме a, содержит некоторый элемент
b, и тогда подстановка из G, переводящая a в b, содержится в H \Ga. Таким образом,
в G нашлась подгруппа H, удовлетворяющая условию (12). �

Условие примитивности играет важную роль при описании групп подстановок,
заданных системами образующих. Об этом, в частности, свидетельствует

Теорема 20 (К.Жордан, 1871). Если группа G < S(Ω) примитивна и содержит
транспозицию, то G = S(Ω).

� Пусть (a, b1) — транспозиция из G, M = {(a, b1), (a, b2), . . . , (a, bk)} — множе-
ство всех транспозиций из G, не оставляющих на месте a, и H = 〈M〉. Так как
(a, b1) ∈ H, то по теореме 19 G = 〈Ga, H〉. А так как для любых g ∈ Ga и i ∈ 1, k вер-
но равенство g−1(a, bi)g = (a, g(bi)), то H � G, и потому G = Ga ·H . Следовательно,
каждый элемент из G представим в виде

g(a, bi1)(a, bi2) . . . (a, bis),

где g ∈ Ga. Ясно, что такими подстановками букву a можно перевести лишь в буквы
a, b1, . . . , bk, и в силу транзитивности группы G имеем {a, b1, . . . , bk} = Ω. Отсюда и
из теоремы 32 главы 11 следует, что H = S(Ω), а тогда и подавно G = S(Ω). �

В заключение данного параграфа укажем еще одно приложение теоремы 19.
А именно, из теоремы 19, используя следствие 2 утверждения 6 главы 11, легко
получить

Утверждение 21. Подстановочное представление ϕH(G) группы G на ее правых
смежных классах по подгруппе H является примитивной группой тогда и только
тогда, когда H — максимальная подгруппа группы G.
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ЗАДАЧИ

1. Опишите всевозможные степени транзитивных подстановочных представлений
конечной абелевой группы заданного порядка.

2. При каких условиях являются регулярными группами подстановочные представ-
ления группы G на смежных классах по подгруппе H и на подгруппах, сопряженных
с H?

3. Докажите, что если индекс подгруппы H группы G равен наименьшему про-
стому делителю порядка группы G, то H � G.

4. Докажите, что нормализатор регулярной группы подстановок Σ2n (см. при-
мер 4) совпадает с группой AGL(n, 2).

5. Докажите, что группа подстановок G < S(Ω) k-транзитивна тогда и только
тогда, когда подстановками из G можно какой-либо один набор k различных букв из
Ω перевести во все наборы k различных букв из Ω.

6. Докажите, что для конечного коммутативного кольца R с единицей и n ∈ N

выполняются следующие утверждения:
а) группа AGL(n,R) транзитивна;
б) AGL(n,R) примитивна ⇔ R — поле;
в) AGL(n,R) 2-транзитивна ⇔ R — поле;
г) AGL(n,R) 3-транзитивна ⇔ R = GF (2) или R = GF (3), n = 1;
д) AGL(n,R) 4-транзитивна ⇔ R = GF (2), n = 2;
е) AGL(2, 2) ∼= S4;
ж) GL(2, 2) ∼= S3.

7. При каких значениях n группа AGL(n, 2) точно 3-транзитивна?

8. Докажите, что проективная линейная группа PGL(n, q) изоморфна факторгруп-
пе полной линейной группы GL(n, q) по ее центру.

9. Пусть транзитивная группа подстановок G степени n содержит подстановку
g, представимую в виде произведения двух независимых циклов длин n1, n2, где
n1 + n2 = n и (n1, n2) = 1. Докажите, что G примитивна.

10. Выясните, как изменится класс примитивных групп, если в определении при-
митивной группы опустить условие транзитивности.

11. Опишите все полные системы блоков циклической группы G < Sn, порожден-
ной подстановкой g = (1, 2, . . . , n).

12. Выясните, при каком условии группа G = 〈a, g〉, где a = (i, j), g = (1, 2, . . . , n),
будет примитивной.

13. Докажите, что любой неединичный нормальный делитель примитивной груп-
пы подстановок транзитивен.

14. Установите биективное соответствие между блоками транзитивной группы G,
содержащими точку a, и всеми подгруппами группы G, содержащими стабилиза-
тор Ga. (Указание: воспользуйтесь основной идеей доказательства теоремы 19.)
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15. Пусть G < S(Ω), ∆ — орбита группы G, и ϕ — отображение G в группу
S(∆), определенное формулой ∀ g ∈ G : ϕ(g) = g

∣∣∆, где g
∣∣∆ — ограничение g

на ∆. Покажите, что ϕ — представление группы G, подстановочно эквивалентное
представлению ϕH группы G на ее смежных классах по стабилизатору H = G∆ всех
точек из ∆.

16. Для подстановочного представления ϕ импримитивной группы G на полной
системе блоков (см. утверждение 16) найдите такую подгруппу H < G, что ϕ = ϕH .



Глава 25

ЛИНЕЙНЫЕ РЕКУРРЕНТНЫЕ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Линейные рекуррентные последовательности — древнейшие объекты изучения в
алгебре и теории чисел. Исторически первыми из них изучались арифметические и
геометрические прогрессии. Хорошо известна также последовательность Фибоначчи
(см. ниже пример 4), первоначально введенная в 1202 г. в знаменитой «Книге об
абаке» итальянским математиком Леонардо Пизанским (Фибоначчи) (около 1180–
1240). Свойства этой последовательности до сих пор широко используются в раз-
личных областях математики. В частности, они были существенно использованы на-
шим современником, ленинградским математиком Ю.В. Матиясевичем при решении
10-й проблемы Гильберта36 об отсутствии алгоритма для распознавания разрешимо-
сти алгебраических уравнений над Z (диофантовых уравнений, названных так в честь
древнегреческого математика Диофанта (III век до н. э.)).

Основы теории линейных рекуррентных, или «возвратных», последовательностей
были заложены в трудах английского математика Абрахама де Муавра и одного из
членов Петербургской академии наук, швейцарского математика Даниила Бернулли
(1700–1782). Развернутую теорию изложил крупнейший математик XVIII в., петер-
бургский академик швейцарец Леонард Эйлер. Из более поздних работ следует вы-
делить труды российских академиков П.Л. Чебышева, А.А. Маркова (1856–1922) и
французского математика Е. Люка́ (1842–1891).

В наше время теория линейных рекуррентных последовательностей переживает
второй этап интенсивного развития, связанный с различными приложениями дис-
кретной математики. В частности, ее используют при построении помехоустойчивых
кодов для передачи информации и при моделировании на ЭВМ псевдослучайных по-
следовательностей для проведения вычислений методом Монте-Карло.

§ 1. СЕМЕЙСТВО ЛРП С ДАННЫМ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМ
МНОГОЧЛЕНОМ И ЕГО БАЗИСЫ

1. Всюду далее R — коммутативное кольцо с единицей e.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Последовательностью над R назовем любую функцию u : N0 → R,
при этом для каждого i ∈ N0 элемент u(i) назовем i-м членом последовательности u.
Множество всех последовательностей над R обозначим через R∞.

36 Д. Гильберт (1862–1943) — немецкий математик.
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Для наглядности, последовательность u ∈ R∞ можно записывать в виде беско-
нечного вектора

u = (u(0), u(1), . . . , u(i), . . . ).

Последовательность (0, 0, . . . , 0, . . .) будем называть нулевой и обозначать через (0).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Последовательность u ∈ R∞ называют линейной рекуррентной по-
следовательностью (сокращенно ЛРП) порядка m > 0 над R, если существуют
константы f0, f1, . . . , fm−1 ∈ R такие, что

∀ i ∈ N0 : u(i+m) = fm−1u(i+m− 1) + . . .+ f1u(i+ 1) + f0u(i). (1)

В этом случае соотношение (1) называют законом рекурсии ЛРП u, многочлен
F (x) = xm − fm−1x

m−1 − . . .− f1x − f0 — характеристическим многочленом ЛРП
u, а вектор u[0 ,m− 1] = (u(0), . . . , u(m − 1)) — ее начальным вектором. После-
довательность (0) считается по определению единственной линейной рекуррентной
последовательностью порядка 0 с характеристическим многочленом F (x) = e.

ПРИМЕР 1 (геометрическая прогрессия). Для любых a, q ∈ R последовательность
u = (a, aq, . . . , aqi, . . . ) есть ЛРП первого порядка с характеристическим много-
членом x− q и начальным вектором u(0) = a.

ПРИМЕР 2 (арифметическая прогрессия). Для любых a, d ∈ R последовательность
v ∈ R∞ с общим членом v(i) = a+ di, i ∈ N0, есть ЛРП порядка 2 с характеристиче-
ским многочленом F (x) = x2 − 2x+ e = (x− e)2 и начальным вектором (a, a+ d).

ПРИМЕР 3 (конгруэнтная последовательность). При фиксированных a, q, d ∈ R по-
следовательность w ∈ R∞, задающаяся соотношениями

w(0) = a, w(i + 1) = qw(i) + d, i ∈ N0,

есть ЛРП с характеристическим многочленом F (x) = (x − e)(x − q) и начальным
вектором w[ov0, 1] = (a, aq+ d). Арифметическая прогрессия (пример 2) есть частный
случай конгруэнтной последовательности при q = e. Такие последовательности над
кольцом R ∈ {Z10n ,Z2n} часто используются при моделировании датчиков псевдо-
случайных чисел на ЭВМ.

ПРИМЕР 4 (последовательность Фибоначчи). Эта последовательность была приду-
мана для решения задачи, называемой «задачей о размножении кроликов». Допустим,
что у каждой пары зрелых кроликов через месяц рождается новая пара кроликов, ко-
торая еще через месяц достигает зрелости. Сколько всего пар зрелых кроликов можно
получить от одной зрелой пары за i месяцев? Если обозначить искомую величину че-
рез u(i), то нетрудно увидеть что

u(0) = 1, u(1) = 1, u(i+ 2) = u(i+ 1) + u(i), i ∈ N.

Таким образом, u — ЛРП над Z с характеристическим многочленом F (x) = x2−x−1
и начальным вектором u[0, 1] = (1, 1).
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ПРИМЕР 5. Последовательность ∆, где ∆(i) — значение «ленточного» определителя
порядка i+ 1 над кольцом R:

∆(i) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b c 0 0 . . . . . . 0
a b c 0 . . . . . . 0
0 a b c . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 a b c
0 . . . . . . 0 0 a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(i+1)×(i+1)

есть ЛРП с характеристическим многочленом x2 − bx + ac и начальным вектором
∆[0, 1] = (b, b2 − ac). Этот факт устанавливается путем разложения определителя
∆(i) по 1-й строке.

Зафиксируем унитарный многочлен F (x) = xm−fm−1x
m−1−. . .−f0 ∈ R[x] степени

m � 0 и обозначим через LR(F ) семейство всех ЛРП над R с характеристическим
многочленом F (x). Тогда непосредственно из определения 2 вытекает

Утверждение 1. Любая ЛРП u ∈ LR(F ) однозначно задается своим начальным
вектором u[0,m− 1]. Если |R| <∞, то |LR(F )| = |R|m.

2. При исследовании свойств ЛРП весьма плодотворным оказывается алгебраиче-
ский подход, связанный с введением на R∞ различных операций.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Суммой последовательностей u, v ∈ R∞ и произведением после-
довательности u на константу r ∈ R называют, соответственно, последовательно-
сти w = u+ v и z = ru, определяемые соотношениями

w(i) = u(i) + v(i), z(i) = ru(i), i ∈ N0.

Очевидно, что группоид (R∞,+) есть абелева группа с нулем (0), и для любых
a, b ∈ R, u, v ∈ R∞ справедливы соотношения

(ab)u = a(bu), (a+ b)u = au+ bu,

a(u+ v) = au+ av, eu = u.

В частности, если P — поле, то определенные выше операции задают на P∞

структуру левого векторного пространства PP
∞, имеющего, очевидно, бесконечную

размерность.
Из определений 2, 3 легко следует

Утверждение 2. Для любого унитарного многочлена F (x) ∈ R[x] подмножество
LR(F ) ⊂ R∞ есть подгруппа группы (R∞,+), выдерживающая умножение на эле-
менты из R. Если P — поле и F (x) ∈ P [x] — унитарный многочлен, то LP (F ) —
подпространство пространства P∞.
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Таким образом, в случае, когда P — поле, можно говорить о базисе пространства
LP (F ). Мы, однако, не будем рассматривать эту простейшую ситуацию отдельно, а
введем и изучим аналог понятия базиса пространства для произвольного семейства
LR(F ).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Для унитарного многочлена F (x) ∈ R[x] степени m > 0 систему
последовательностей u1, . . . , um ∈ LR(F ) назовем базисом семейства LR(F ), если
для любой последовательности u ∈ LR(F ) существует единственный набор констант
c1, . . . , cm ∈ R такой, что

u = c1u1 + . . .+ cmum. (2)

Доказательство существования и описание базисов семейства LR(F ) дает

Утверждение 3. В обозначениях определения 4 система последовательностей
u1, . . . , um ∈ LR(F ) есть базис LR(F ) тогда и только тогда, когда составлен-
ная из начальных векторов этих последовательностей матрица

U =

⎛
⎜⎝

u1[0 ,m− 1]
. . . . . . . . . . . .

um[0 ,m− 1]

⎞
⎟⎠

обратима над кольцом R.

� Если U — обратимая матрица, то для любой последовательности u ∈ LR(F )
существует единственный набор (c1, . . . , cm) ∈ Rm такой, что

u[0,m− 1] = (c1, . . . , cm) · U. (3)

Рассмотрим последовательность v = c1u1 + . . . + cmum. По утверждению 2
v ∈ LR(F ). Кроме того, очевидно, что v[0,m− 1] = (c1 . . . cm)U = u[0,m− 1]. Поэто-
му в силу утверждения 1 v = u, т. е. справедливо (2). Единственность представления
последовательности u в виде (2) следует из того, что (2) влечет (3). Таким образом,
u1, . . . , um — базис LR(F ).

Наоборот, пусть u1, . . . , um — базис LR(F ). Определим для каждого k ∈ 1,m по-
следовательность eFk как ЛРП eFk ∈ LR(F ) с начальным вектором eFk [0,m− 1] = �Ek,
где �Ek — k-я строка единичной матрицы Em×m. По предположению каждая из по-
следовательностей eFk представляется в виде

eFk = ck1u1 + . . .+ ckmum .

Но тогда для матрицы C = (ckl)m×m справедливы равенства

C · U =

⎛
⎜⎝
eF1 [0,m− 1]
. . . . . . . . . . . .

eFm[0,m− 1]

⎞
⎟⎠ = Em×m.

Следовательно, U — обратимая матрица. �
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ПРИМЕР 6. Определенная выше система ЛРП eF1 , . . . , e
F
m ∈ LR(F ) есть базис семей-

ства LR(F ).

Следствие. Если F (x) — произвольный унитарный многочлен над полем P , то
dimLP (F ) = degF (x).

§ 2. УМНОЖЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ НА МНОГОЧЛЕН.
ГЕНЕРАТОР ЛРП

1. Утверждение 3 позволяет описать все семейство LR(F ) как множество линей-
ных комбинаций лишь m = degF (x) последовательностей из LR(F ). Оказывается,
семейство LR(F ) можно описать еще более «экономно» — через одну последователь-
ность специального вида.

Определим на R∞ внешнюю операцию умножения слева на многочлены из R[x].
Для любых k ∈ N0 и u ∈ R∞ положим

xk · u = v, где v(i) = u(i+ k) для i ∈ N0.

Другими словами, умножение на xk есть сдвиг последовательности u на k шагов
влево, или вычеркивание из u первых k членов:

xk · (u(0), u(1), . . . ) = (u(k), u(k + 1), . . . ).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Произведением многочлена A(x) =
∑m

k=0 akx
k на последователь-

ность u ∈ R∞ называется последовательность A(x)u из R∞ вида

A(x)u =

m∑
k=0

ak(x
k · u). (4)

Из (4) легко видеть, что

A(x)u = w, где w(i) =

m∑
k=0

aku(i+ k) для i ∈ N0.

Утверждение 4. Для любого унитарного многочлена F (x) ∈ R[x] верно равенство

LR(F ) = {u ∈ R∞ : F (x)u = (0)}. (5)

� Если F (x) = e, то по определению 2 LR(F ) = {(0)}, и равенство (5) очевидно.
Если degF (x) = m > 0, то при обозначениях определения 2 достаточно заметить, что
если u ∈ R∞, то F (x)u = v, где

v(i) = u(i+m)− fm−1u(i+m− 1)− . . .− f0u(i), i ∈ N0.

Поэтому условие (1) равносильно условию F (x)u = (0). �
Основные свойства операции умножения последовательности на многочлен опи-

сывает
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Теорема 5. Для любых A(x), B(x) ∈ R[x] и u, v ∈ R∞ справедливы равенства:

A(x)(u + v) = A(x)u +A(x)v, (6)

(A(x) +B(x))u = A(x)u +B(x)u, (7)

(A(x)B(x))u = A(x)(B(x)u). (8)

� Равенства (6) и (7) легко выводятся из определения 5. Для доказательства (8)
заметим, что для любых a, b ∈ R и k, l ∈ N0 из определений легко следует равенство
axk ·(bxl ·u) = abxk+l ·u. Поэтому если A(x) =∑

k�0 akx
k, B(x) =

∑
l�0 blx

l, то из (7)
и (6) следуют равенства

(A(x)B(x)) · u =

(∑
k,l�0

akblx
k+l

)
· u =

∑
k,l�0

akx
k(blx

l · u) =

=
∑
k�0

akx
k(B(x) · u) = A(x) · (B(x) · u)). �

Следствие 1. Для любого унитарного многочлена F (x) ∈ R[x] семейство LR(F )
выдерживает умножение на многочлены из R[x].

� Если u ∈ LR(F ), A(x) ∈ R[x], то F (x)(A(x)u) = (F (x)A(x))u = A(x)(F (x)u) =
= A(x)(0) = (0). Следовательно, A(x)u ∈ LR(F ). �

Следствие 2. Любая ЛРП u над кольцом R имеет бесконечно много характери-
стических многочленов.

� Если u ∈ LR(F ), то любой унитарный многочлен H(x) ∈ R[x] · F (x) является
характеристическим для ЛРП u. �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если P — поле, то отображение σ : P∞ → P∞ по правилу

∀u ∈ P∞ : σ(u) = x · u (9)

есть линейное преобразование пространства PP∞ со свойством

∀A(x) ∈ P [x], ∀u ∈ P∞ : A(σ)(u) = A(x)u.

Поэтому теорема 5 в случае, когда R = P — поле, есть следствие теоремы 10 гла-
вы 15. Следствие 1 в этом случае означает, что LP (F ) — подпространство простран-
ства PP

∞, инвариантное относительно линейного преобразования σ.

2. Для унитарного многочлена F (x) ∈ R[x] степени m > 0 через eF обозначим ли-
нейную рекурренту из LR(F ) с начальным вектором eF [0,m− 1] = (0, . . . , 0, e) (т. е.
последовательность eFm из примера 6). Будем называть eF импульсной последова-
тельностью с характеристическим многочленом F (x).



§ 2. Умножение последовательности на многочлен. Генератор ЛРП 513

Теорема 6. Пусть F (x) = xm− fm−1x
m−1− . . .− f0 ∈ R[x], m > 0. Тогда для любой

ЛРП u ∈ LR(F ) существует единственный многочлен Φ(x) ∈ R[x] такой, что
u = Φ(x) · eF , deg Φ(x) < m, (10)

и этот многочлен имеет вид

Φ(x) = u(0)xm−1 +

m−1∑
k=1

(
u(k)− fm−1u(k − 1)− . . .

. . .− fm−ku(0)
)
xm−1−k.

(11)

� По утверждению 3 система ЛРП eF , xeF , . . . , xm−1eF ∈ LR(F ) есть базис
семейства LR(F ), так как матрица начальных векторов этой системы

U =

⎛
⎜⎜⎝

eF [0,m− 1]

xeF [0,m− 1]
. . . . . . . . . . . . . . . . .

xm−1eF [0,m− 1]

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

eF [0,m− 1]

eF [1,m]
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

eF [m− 1, 2m− 2]

⎞
⎟⎟⎠ =

=

⎛
⎜⎜⎝

0 . . . . . . 0 e
0 . . . . . . e eF (m)
. . . . . . . . . . . . . . .

e eF (m) . . . . . . eF (2m− 2)

⎞
⎟⎟⎠

(12)

обратима над R. Следовательно, существует единственный набор коэффициентов
ϕ0, . . . , ϕm−1 ∈ R такой, что

u = ϕ0 · eF + ϕ1 · xeF + . . .+ ϕm−1 · xm−1eF .

Теперь очевидно, что Φ(x) = ϕ0 + ϕ1x + . . . + ϕm−1x
m−1 — искомый единственный

многочлен, удовлетворяющий условиям (10).
Для вывода формулы (11) заметим, что коэффициенты многочлена Φ(x) удовле-

творяют равенству
u[0,m− 1] = (ϕ0, . . . , ϕm−1) · U. (13)

Покажем, что обратной для U является матрица

V =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−f1 −f2 −f3 . . . −fm−1 e
−f2 −f3 −f4 . . . e 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−fm−1 e 0 . . . 0 0
e 0 0 . . . 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (14)

Рассмотрим произведение строки �Vs матрицы V на столбец U↓
t матрицы U . Из (12)

и (14) сразу видно, что �VsU
↓
t = 0, если s > t, и �VsU

↓
s = e для s ∈ 1,m. Остается

показать, что если s < t, то �VsU
↓
t = 0. Заметим, что

�Vs = (−fs, −fs+1, . . . , −fm−1, e, 0, . . . , 0),

U↓
t = (eF (t− 1), eF (t), . . . , eF (t+m− s− 1)︸ ︷︷ ︸

m−(s−1)

, . . . , eF (t+m− 2))T .
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Поэтому

�VsU
↓
t = −fseF(t− 1)− fs+1e

F(t) − . . .− fm−1e
F(t+m− s− 2) + eF(t+m− s− 1).

Отсюда, полагая j = t− s− 1, получаем, что j � 0 и

�VsU
↓
t = eF (j +m)− fm−1e

F (j +m− 1)− . . .− fse
F (j + s).

Пользуясь тем, что j + s = t − 1 < m и, следовательно, eF (i) = 0 для i < j + s,
приходим к соотношениям

�VsU
↓
t = eF (j +m)− fm−1e

F (j +m− 1)− . . .− fse
F (j + s)− . . .− f0e

F (j) = 0.

Следовательно, V = U−1, и вектор коэффициентов многочлена Φ(x) находится из (13)
по формуле

(ϕ0, . . . , ϕm−1) = (u(0), . . . , u(m− 1)) · V.
Отсюда и из (14) следует (11). �

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В случае, когда R = P — поле, теорема 6 по сути дела утверждает, что
LP (F ) — подпространство пространства P∞, не только инвариантное относительно
преобразования σ, определяемого условием (9), но и циклическое относительно σ,
причем eF — вектор, порождающий подпространство LP (F ), т. е. в обозначениях
определения 19 главы 15 LP (F ) = Lσ(eF ).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Многочлен Φ(x), удовлетворяющий условиям (10), называется гене-
ратором ЛРП u относительно ее характеристического многочлена F (x).

§ 3. МИНИМАЛЬНЫЙ МНОГОЧЛЕН И АННУЛЯТОР ЛРП

1. Как уже отмечалось, любая ЛРП над R имеет характеристические многочлены
сколь угодно большой степени (следствие 2 теоремы 5). Естественное желание задать
ЛРП наиболее компактным способом приводит к необходимости введения и изучения
следующих понятий.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Характеристический многочлен ЛРП u, имеющий наименьшую воз-
можную степень, называется ее минимальным многочленом, а его степень называет-
ся рангом ЛРП u и обозначается через rang u.

Очевидно, что ранг ЛРП определяется однозначно. В то же время, минимальных
многочленов у одной ЛРП может быть несколько и даже бесконечно много.

ПРИМЕР 7. Геометрическая прогрессия u = (a, aq, aq2, . . .) из примера 1 при условии
a �= 0 есть ЛРП ранга 1 с минимальным многочленом F (x) = x − q. Если при этом
элемент a ∈ R является делителем нуля и ab = 0 для b ∈ R \ 0, то минимальным
многочленом для u будет также многочлен F (x) + b.
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Однако для любой ЛРП u над полем P существует единственный минимальный
многочлен. Это можно доказать воспользовавшись замечанием 1 и показав, что если
u ∈ LP (F ), то минимальный многочлен ЛРП u есть минимальный многочлен вектора
u пространства LP (F ) относительно линейного преобразования σ = σ

∣∣
LP (F ). Нам

будет удобнее доказать этот факт, используя

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Аннулятором последовательности u ∈ R∞ называется множество

Ann(u) = {H(x) ∈ R[x] : H(x)u = (0)}.

Очевидно, что Ann(u) — идеал кольца R[x], а последовательность u ∈ R∞ есть
ЛРП над R тогда и только тогда, когда в этом идеале есть унитарные многочлены,
и минимальный многочлен ЛРП u есть любой унитарный многочлен наименьшей
степени из Ann(u).

Теорема 7. Любая ЛРП u над полем P имеет единственный минимальный много-
член G(x) ∈ P [x], и он удовлетворяет равенству

Ann(u) = P [x]G(x). (15)

� Так как P [x] — кольцо главных идеалов (теорема 14 главы 20), то существу-
ет единственный унитарный многочлен G(x) ∈ P [x] такой, что выполняется равен-
ство (15). Из (15) следует, что G(x) — характеристический многочлен ЛРП u, на
который делится любой другой ее характеристический многочлен. Следовательно,
G(x) — единственный минимальный многочлен ЛРП u. �

В дальнейшем минимальный многочлен ЛРП u над полем обозначается через
Mu(x). В общем случае справедлива

Теорема 8. Для любого унитарного многочлена G(x) ∈ R[x] и любой последова-
тельности u ∈ R∞ следующие утверждения эквивалентны:

(а) u — ЛРП с единственным минимальным многочленом G(x);
(б) Ann(u) = R[x]G(x).

� (а)⇒(б) Так как G(x)u = (0), то R[x]G(x) ⊂ Ann(u). Наоборот, пусть
H(x) ∈ Ann(u). Разделим H(x) с остатком на G(x):

H(x) = Q(x)G(x) +A(x), degA(x) < degG(x).

Тогда A(x) ∈ Ann(u), так как H(x)u = G(x)u = (0). Следовательно, многочлен
G1(x) = G(x) + A(x) — унитарный из Ann(u) той же степени, что и G(x), т. е.
G1(x) — минимальный многочлен ЛРП u. Но тогда ввиду условия (а) G1(x) = G(x),
т. е. A(x) = 0 и H(x) ∈ R[x]G[x].

Импликация (б)⇒(а) доказывается так же, как и в теореме 7. �
2. Укажем некоторые способы построения ЛРП с заданным минимальным много-

членом.
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Утверждение 9. Пусть F (x) ∈ R[x] — унитарный многочлен степени m > 0,
u ∈ LR(F ) и u[0,m− 1] = (0, . . . , 0, a), где a ∈ R — элемент, не являющийся
делителем нуля. Тогда F (x) — единственный минимальный многочлен ЛРП u.

� Достаточно доказать, что Ann(u) = R[x]F (x). Так как включение
R[x]F (x) ⊂ Ann(u) очевидно, то для этого достаточно доказать, что любой
многочлен H(x) ∈ Ann(u) степени меньшей, чем m, равен нулю. Пусть
H(x) = h0+h1x+. . .+hkx

k, hk �= 0, k < m. Тогда последовательность v = H(x)u, вви-
ду условия на u[0,m− 1], имеет ненулевой член: v(m−k−1) = hku(m−1) = hka �= 0.
Это противоречит условию H(x)u = (0). �

Следствие. Для любого унитарного многочлена F (x) ∈ R[x] справедливо равен-
ство Ann(eF ) = R[x]F (x).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Для элемента α ∈ R и любого l ∈ N0 последовательность α[l] ∈ R∞,
определяемая равенствами

α[l](i) = 0 для i < l, α[l](l) = e, α[l](i) =

(
i

l

)
· αi−l для i > l,

где
( i
l

)
= Cli =

i !

l ! (i− l)!
— биномиальный коэффициент, называется биномиальной

последовательностью порядка l + 1 с корнем α.

Утверждение 10. Для любого α ∈ R последовательность α[l] есть ЛРП с един-
ственным минимальным многочленом G(x) = (x− α)l+1. Более того, α[l] = eG.

� Докажем индукцией по l включение α[l] ∈ LR((x − α)l+1). При l = 0 оно
очевидно. Пусть l > 0 и α[l−1] ∈ LR((x − α)l). Тогда, используя известное равенство( i+ 1

l

)
−
( i
l

)
=
( i
l − 1

)
, получаем (x− α)α[l] = v, где v(i) = 0, если i < l− 1, а если

i � l − 1, то

v(i) =

((
i+ 1

l

)
−
(
i

l

))
αi−l+1 =

(
i

l − 1

)
αi−(l−1) = α[l−1](i),

т. е. (x − α)α[l] = α[l−1]. Отсюда, пользуясь предположением индукции, имеем:
(x− α)l+1α[l] = (x− α)lα[l−1] = (0).

Остается заметить, что α[l][0, l] = (0, . . . , 0, e) = eG[0, l]. �
Простой способ вычисления минимального многочлена ЛРП над полем дает

Теорема 11. Пусть u — ЛРП над полем P с характеристическим многочленом
F (x) и генератором Φ(x). Тогда

(а) Mu(x) =
F (x)

(F (x), Φ(x))
;

(б) если v = H(x)u для некоторого H(x) ∈ P [x], то

Mv(x) =
Mu(x)

(H(x), Mu(x))
.
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� (а) По определению генератора u = Φ(x)eF , и так как по следствию утвержде-
ния 9 MeF (x) = F (x), то (а) следует из (б).

(б) Достаточно заметить, что по теореме 6 для любого A(x) ∈ P [x] справедливы
соотношения:

A(x)v = (0) ⇔ A(x)H(x)u = (0) ⇔

⇔ Mu(x) | A(x)H(x) ⇔ Mu(x)

(H(x), Mu(x))

∣∣∣ A(x). �

Следствие. Минимальный многочлен ЛРП u ∈ LP (F ) равен F (x) тогда и только
тогда, когда генератор u относительно F (x) взаимно прост с F (x). В частности,
F (x) является минимальным многочленом для любой ненулевой ЛРП из LP (F )
тогда и только тогда, когда F (x) неприводим над P .

Для линейных рекуррент над кольцом теорема 11(а) может быть обобщена следу-
ющим образом.

Утверждение 12. Если u — ЛРП над кольцом R с характеристическим многочле-
ном F (x) и генератором Φ(x), то

Ann(u) =
{
A(x) ∈ R[x] : F (x) | A(x)Φ(x)}.

� Так как u = Φ(x)eF , то по следствию утверждения 9

A(x)u = (0) ⇔ A(x)Φ(x)eF = (0) ⇔ F (x) | A(x)Φ(x). �

§ 4. СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СЕМЕЙСТВАМИ
ЛРП С РАЗЛИЧНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМИ
МНОГОЧЛЕНАМИ

Утверждение 13. Для любых унитарных многочленов F (x), G(x) из R[x] справед-
ливы импликации

(LR(G) ⊂ LR(F )) ⇔ (G(x) | F (x)).

� Пусть G(x) | F (x). Тогда

u ∈ LR(G) ⇒ G(x)u = (0) ⇒ F (x)u = (0) ⇒ u ∈ LR(F ).

Пусть LR(G) ⊂ LR(F ). Тогда eG ∈ LR(F ), F (x)eG = (0), и по следствию утвер-
ждения 9 G(x) | F (x). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Многочлены F (x), G(x) ∈ R[x] называют взаимно простыми, ес-
ли R[x]F (x) +R[x]G(x) = R[x], т. е.

A(x)F (x) +B(x)G(x) = e

для некоторых A(x), B(x) ∈ R[x]. В этом случае пишут (F (x), G(x)) = e.
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С использованием этого определения дословно так же, как и для многочленов над
полем (теорема 12 главы 9), доказывается

Утверждение 14. Для любых многочленов F (x), G(x), H(x) ∈ R[x] справедливы
утверждения:

(а) ((F (x), G(x)) = e, (F (x), H(x)) = e) ⇒ (F (x), G(x)H(x)) = e;
(б) ((F (x), G(x)) = e, F (x) | G(x)H(x)) ⇒ F (x) | H(x);
(в) ((F (x), G(x)) = e, F (x) |H(x), G(x) |H(x)) ⇒ F (x)G(x) |H(x).

Теорема 15. Пусть F0(x), F1(x) ∈ R[x] — унитарные взаимно простые многочлены
и F (x) = F0(x)F1(x). Тогда

LR(F ) = LR(F0)� LR(F1). (16)

Если R — поле и последовательность u ∈ LR(F ) представлена в виде u = u0 + u1,
us ∈ LR(Fs), s ∈ 0, 1, то

(Mu0(x), Mu1(x)) = e, Mu(x) =Mu0(x)Mu1(x). (17)

� По утверждению 13 LR(Fs) ⊂ LR(F ) для s ∈ 0, 1 и по утверждению 2

LR(F ) ⊃ LR(F0) + LR(F1). (18)

Так как по условию A0(x)F0(x)+A1(x)F1(x) = e для подходящих A0(x), A1(x) ∈ R[x],
то любая последовательность u ∈ LR(F ) представляется в виде

u = u0 + u1, где us = A1−s(x)F1−s(x)u для s ∈ 0, 1. (19)

Очевидно, что Fs(x)us = A1−s(x)F (x)u = (0), т. е. us ∈ LR(Fs) для s ∈ 0, 1. Отсюда
и из (18) следует равенство LR(F ) = LR(F0) +LR(F1). Если u ∈ LR(F0)∩LR(F1), то
Fs(x)u = 0 для s ∈ 0, 1, и потому в (19) u0 = u1 = (0), т. е. u = (0). Равенство (16)
доказано.

Если R — поле и u = u0+u1, us ∈ LR(Fs), s ∈ 0, 1, то по теореме 7 Mus(x) | Fs(x),
и потому (Mu0(x),Mu1(x)) = e.

Теперь для доказательства второго равенства в (17) остается заметить, чтоMus(x)
есть минимальный многочлен вектора us ∈ LR(F ) относительно линейного преоб-
разования σ = σ

∣∣
LR(F ) (см. замечание 2), и воспользоваться утверждением 30(б)

главы 15. �
Для ЛРП над полем первое утверждение теоремы 15 может быть существенно

усиленно.

Теорема 16. Для любых унитарных многочленов F (x) и G(x) над полем P спра-
ведливы равенства:

LP (F ) ∩ LP (G) = LP (D), где D(x) = (F (x), G(x)); (20)

LP (F ) + LP (G) = LP (H), где H(x) = [F (x), G(x)]. (21)
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� По утверждению 13 LP (D) ⊂ LP (F ) ∩ LP (G). С другой стороны, так как
D(x) = A(x)F (x) +B(x)G(x) для подходящих A(x), B(x) ∈ P [x], то для любой ЛРП
u ∈ LP (F ) ∩ LP (G) справедливы равенства

D(x)u = A(x)F (x)u +B(x)G(x)u = (0) + (0) = (0),

т. е. u ∈ LP (D). Равенство (20) доказано.
Из утверждения 13 следует также включение LP (F ) +LP (G)⊂LP (H). Остается

заметить, что по следствию утверждения 3 и в силу (20)

dim(LP (F ) + LP (G)) = dimLP (F ) + dimLP (G) − dim(LP (F ) ∩ LP (G)) =
= degF (x) + degG(x)− degD(x) = degH(x) = dimLP (H). �

§ 5. БИНОМИАЛЬНЫЙ БАЗИС ПРОСТРАНСТВА
ЛРП НАД ПОЛЕМ

Все рассмотренные выше базисы пространства LP (F ) не давали способов пред-
ставления общего члена u(i) произвольной ЛРП u ∈ LP (F ) в виде просто вычисляе-
мой и записываемой явной функции от параметра i. Опишем важный частный случай,
когда такой способ существует.

Теорема 17. Пусть многочлен F (x) ∈ P [x] раскладывается над полем P на ли-
нейные множители и имеет каноническое разложение

F (x) = (x− α1)
k1+1 . . . (x − αr)

kr+1, ks � 0 для s ∈ 1, r. (22)

Тогда базисом пространства LP (F ) является система биномиальных последова-
тельностей

α
[0]
1 , α

[1]
1 , . . . , α

[k1]
1 ,

α
[0]
2 , α

[1]
2 , . . . , α

[k2]
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α
[0]
r , α

[1]
r , . . . , α

[kr ]
r

(23)

(см. определение 9).

� По теореме 15 пространство LP (F ) есть прямая сумма подпространств:

LP (F ) = LP ((x − α1)
k1+1)� . . .� LP ((x − αr)

kr+1).

Остается доказать, что система последовательностей α
[0]
s , . . . , α

[ks]
s есть базис про-

странства LP ((x − αs)
ks+1). Включения α[l]

s ∈ LP ((x − αs)
ks+1) для l ∈ 0, ks следуют

из утверждения 10. Теперь достаточно заметить, что система из ks+1 векторов длины
ks + 1:

α
[0]
s [0, ks] = (e, ∗, ∗, . . . , ∗),
α
[1]
s [0, ks] = (0, e, ∗, . . . , ∗),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α
[ks]
s [0, ks] = (0, 0, . . . , 0, e)

линейно независима над P , и воспользоваться утверждением 3. �
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Следствие 1. При условии (22) если α1, . . . , αr ∈ P \ 0, то базисом пространства
LP (F ) является также система сбалансированных биномиальных последователь-
ностей:

α〈l〉
s = αls · α[l]

s , s ∈ 1, r, l ∈ 0, ks, (24)

и для каждой ЛРП u ∈ LP (F ) существует единственный набор коэффициентов

a10, a11, . . . , a1k1 , a20, . . . , a2k2 , . . . , arkr ∈ P

такой, что для каждого i ∈ N0 выполняется равенство

u(i) = a10α
i
1 + a11

(
i

1

)
αi1 + . . .+ a1k1

(
i

k1

)
αi1 + a20α

i
2 + . . .

. . .+ a2k2

(
i

k2

)
αi2 + . . .+ ar0α

i
r + . . .+ arkr

(
i

kr

)
αir.

(25)

� Ввиду условия αls ∈ P ∗ любое нетривиальное линейное соотношение между
последовательностями (24) дает нетривиальное линейное соотношение между после-
довательностями (23), и потому невозможно. Нужные коэффициенты as,l суть коэф-
фициенты в разложении вектора u ∈ LP (F ) по базису (24):

u =

r∑
s=1

kr∑
l=0

aslα
〈l〉
s ,

поскольку по определению α
〈l〉
s (i) =

( i
l

)
αis для всех i ∈ N0. �

По разложению (25) последовательности u можно легко построить ее минималь-
ный многочлен и найти rang u. Мы рассмотрим здесь наиболее простой и важный
частный случай (описание Mu(x) в общем случае дано в задаче 26).

Следствие 2. Если α1, . . . , αr — попарно различные элементы множества P \ 0,
то для любых a1, . . . , ar ∈ P последовательность u ∈ P∞ элементов вида

u(i) = a1α
i
1 + . . .+ arα

i
r

есть ЛРП с характеристическим многочленом

F (x) = (x− α1) . . . (x− αr).

При этом ранг последовательности u равен числу ненулевых коэффициентов сре-
ди a1, . . . , ar, и

Mu(x) = (x− α1)
ε1 . . . (x− αr)

εr ,

где εs =

{
1, если as �= 0,

0, если as = 0
для s ∈ 1, r.
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� Включение u ∈ LP (F ) очевидно. Тогда Mu(x) | F (x), т. е. Mu(x) — произведе-
ние некоторых одночленов из (x−α1), . . . , (x−αr). Упрощая обозначения, допустим,
что

Mu(x) = (x− α1) . . . (x− αt), 1 � t � r. (26)

Тогда по следствию 1 существуют c1, . . . , ct ∈ P такие, что

∀ i ∈ N0 : u(i) = c1α
i
1 + . . .+ ctα

i
t.

Отсюда, пользуясь единственностью представления (25), получаем равенства
a1 = c1, . . . , at = ct, at+1 = . . . = ar = 0. Остается заметить, что все коэф-
фициенты c1, . . . , ct отличны от нуля. Действительно, если, например, ct = 0, то
u ∈ LP ((x− α1) . . . (x − αt−1)), что противоречит условию (26). �

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Пусть в обозначениях теоремы 17 m = degF (x) = (k1 + 1) + . . .
. . .+ (kr + 1). Тогда каждая ЛРП u ∈ LP (F ) однозначно определяется своим началь-
ным вектором u[0,m− 1], и, как следует из доказательства следствия 1 теоремы 17,
для нахождения коэффициентов as,l в разложении (25) достаточно решить систему m
линейных уравнений с m неизвестными {xsl : s ∈ 1, r, l ∈ 0, ks}, которая в векторной
форме имеет вид

u[0,m− 1] =

r∑
s=1

ks∑
l=0

xsl α
〈l〉
s [0,m− 1]. (27)

Однозначная разрешимость этой системы следует из линейной независимости систе-
мы векторов {α〈l〉

s [0,m− 1] : s ∈ 1, r, l ∈ 0, ks} (см. теорему 17 и утверждение 3).

ПРИМЕР 8. Пусть u — ЛРП над полем P = Z5 с характеристическим многочленом
F (x) = x6−2x3+x2+3x+2 и начальным вектором u[0, 5] = (0, e, e, 0, 3e, e). Требуется
найти u(1986).

Перебором элементов поля P убеждаемся, что многочлен F (x) имеет в P корни
α1 = e, α2 = 2e, α3 = 3e, и его каноническое разложение над P имеет вид

F (x) = (x− e)3(x− 2e)2(x− 3e).

Следовательно, F (x) удовлетворяет условиям следствия 1 теоремы 17, и последова-
тельность u однозначно представляется в виде

u = a10α
〈0〉
1 + a11α

〈1〉
1 + a12α

〈2〉
1 + a20α

〈0〉
2 + a21α

〈1〉
2 + a30α

〈0〉
3 .

Выражение (25) для i-го члена этой последовательности имеет в рассматриваемом
случае вид

u(i) = a10e
i + a11ie

i + a12

(
i

2

)
ei + a20(2e)

i + a21i(2e)
i + a30(3e)

i =

=

(
a10 + a11i+ a12

(
i

2

))
e+ (a20 + a21i)(2e)

i + a30(3e)
i,
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а система линейных уравнений (27) для определения коэффициентов в этом пред-
ставлении выглядит следующим образом:⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e0 0e0 0 · e0 (2e)0 0 · (2e)0 (3e)0

e1 e1 0 · e1 (2e)1 1 · (2e)1 (3e)1

e2 2e2 1 · e2 (2e)2 2 · (2e)2 (3e)2

e3 3e3 3 · e3 (2e)3 3 · (2e)3 (3e)3

e4 4e4 6 · e4 (2e)4 4 · (2e)4 (3e)4

e5 5e5 10 · e5 (2e)5 5 · (2e)5 (3e)5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x10
x11
x12
x20
x21
x30

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
e
e
0
3e
e

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

После преобразований в арифметике поля Z5 эта система принимает вид⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e 0 0 e 0 e
e e 0 2e 2e 3e
e 2e e 4e 3e 4e
e 3e 3e 3e 4e 2e
e 4e e e 4e e
e 0 0 2e 0 3e

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x10
x11
x12
x20
x21
x30

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
e
e
0
3e
e

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Решая ее, получаем (a10, a11, a12, a20, a21, a30) = (e, e, e, 2e, 2e, 2e), т. е. для всех
i ∈ N справедливо равенство

u(i) =

(
1 + i+

(
i

2

))
e+ (2 + 2i)(2e)i + 2(3e)i.

Отсюда, при i = 1986 находим:

u(1986) = 2e+ 4 · (2e)4·496+2 + 2 · (3e)4·496+2 =

= 2e+ 4 · (2e)2 + 2 · (3e)2 = 2e+ e+ 3e = e.

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Теорема 17 может быть использована для описания общего члена ЛРП
u ∈ LP (F ) и в случае, когда многочлен F (x) не раскладывается над полем P на ли-
нейные множители. В этой ситуации рассматривается поле разложения Q многочлена
F (x) над полем P и каноническое разложение (22) F (x) над Q. Так как u ∈ LQ(F ),
то можно утверждать, что общий член u(i) последовательности u имеет вид (25),
где asl — некоторые коэффициенты из расширения Q поля P . Следует заметить, од-
нако, что при сделанных предположениях в виде (25) представляется общий член
любой ЛРП из семейства LQ(F ). Поэтому дополнительное условие u ∈ LQ(F ) ∩ P∞

накладывает некоторые ограничения на набор коэффициентов asl ∈ Q. Смысл этих
ограничений в случае, когда P — конечное поле, можно будет уяснить из результатов
следующего параграфа (см. замечание 5).

ПРИМЕР 9. Вычислим над полем P = Z3 значение определителя

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 0 0 . . . . 0
1 2 2 0 . . . . 0
0 1 2 2 . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . 0 1 2 2
0 . . . . 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
12×12

.



§ 6. Представление ЛРП над конечным полем с помощью функции след 523

Как отмечено в примере 5, d есть член ∆(11) ЛРП ∆ над полем P с характеристиче-
ским многочленом F (x) = x2 − 2x+ 2 и начальным вектором ∆[0, 1] = (2, 2).

Многочлен F (x) не имеет корней в P , и потому ввиду условия degF (x) = 2 он
неприводим над P , а его минимальное поле разложения есть Q = GF (32). В по-
ле Q многочлен F (x) имеет два разных корня: α0 и α1, удовлетворяющих соотно-
шению α0 + α1 = 2. По следствию 2 теоремы 17 общий член ЛРП ∆ имеет вид
∆(i) = c0α

i
0 + c1α

i
1, где коэффициенты c0 и c1 находятся из системы линейных урав-

нений {
c0α

0
0 + c1α

0
1 = ∆(0),

c0α
1
0 + c1α

1
1 = ∆(1).

Подставляя сюда значения начального вектора, получаем:{
c0 + c1 = 2,
c0α0 + c1α1 = 2.

Пользуясь условием α0 + α1 = 2, находим c0 = c1 = 1 и ∆(i) = αi0 + αi1. В частности,
d = ∆(11) = α11

0 + α11
1 . Так как αs ∈ GF (32), то α9

s = αs для s ∈ 0, 1. Поэтому
α11 = α9+2

0 + α9+2
1 = α3

0 + α3
1. Так как α

2
s = 2αs − 2, то

α3
s = 2α2

s − 2αs = αs − 1− 2αs = 2αs − 1

для s ∈ 0, 1. Окончательно получаем: d = (2α0 − 1) + (2α1 − 1) = 2(α0 + α1)− 2 = 2.

§ 6. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЛРП НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ
С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИИ СЛЕД

1. Пусть P = GF (q) — конечное поле характеристики p и Q = GF (qm) — его
расширение степени m.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Следом из поля Q в поле P называется отображение trQP : Q→ P ,
ставящее в соответствие произвольному элементу α ∈ Q элемент

trQP (α) = α+ αq + . . .+ αq
m−1

.

Функция trQP (x) иногда обозначается также через tr
qm

q (x) (если достаточно акценти-
ровать внимание лишь на мощностях рассматриваемых полей) или просто — через
tr(x) (если из контекста ясно, какие поля имеются ввиду).

Отметим сразу, что отображение trQP определено корректно, т. е. для любого
α ∈ Q выполняется включение trQP (α) ∈ P , поскольку очевидно, что trQP (α)

q = trQP (α).
Основные свойства функции след перечисляет

Теорема 18. (а) Функция trQP есть линейное отображение пространства QP на
пространство PP ;

(б) если дана башня полей Q = GF (qm) ⊃ GF (qk) ⊃ P , то для любого α ∈ Q
справедливо равенство

trq
m

q (α) = trq
k

q (trq
m

qk
(α));
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(в) если минимальный многочлен элемента α ∈ Q над полем P имеет вид
mα,P (x) = xk − ck−1x

k−1 − . . .− c0, то k | m и

trq
m

q (α) =
m

k
ck−1.

� (а) Для любых элементов a, b ∈ P и α, β ∈ Q из известного равенства
(αa + βb)q = αqa + βqb и определения 11 следует trQP (αa + βb) = tr(α)a + tr(β)b.
Следовательно, trQP — линейное отображение QP в PP , и tr(Q) — подпространство
пространства PP . Так как dimPP = 1, то либо tr(Q) = P , либо tr(Q) = 0. Последнее
равенство невозможно, так как оно означает, что все qm элементов поля Q являются
корнями многочлена x + xq + . . . + xq

m−1

степени qm−1. Следовательно, tr(Q) = P ,
т. е. tr — отображение Q на P .

(б) Из условия и свойств конечных полей следует, что k | m. Пусть m = kn.
Заметим, что справедливо равенство

{0, 1, . . . ,m− 1} = {ks+ l : s ∈ 0, n− 1, l ∈ 0, k − 1}.

Теперь утверждение (б) доказывается следующим образом:

trq
m

q (α) =

m−1∑
i=0

αq
i

=

k−1∑
l=0

n−1∑
s=0

αq
ks+l

=

k−1∑
l=0

n−1∑
s=0

α(qk)s·ql =

=

k−1∑
l=0

(n−1∑
s=0

α(qk)s
)
ql

=

k−1∑
l=0

(
trq

m

qk
(α)

)ql
= trq

k

q (trq
m

qk
(α)).

(в) Рассмотрим расширение P (α) поля P в Q. Так как [P (α) :P ] = degmα,P (x) = k,
то P (α) = GF (qk) и k | m, т. е. m = kn для подходящего n ∈ N. Поскольку при
сделанных предположениях αq

k

= α, то справедливы равенства:

trq
m

qk
(α) = α+ αq

k

+ . . .+ αq
k(n−1)

= α+ α+ . . .+ α = nα.

Из свойств неприводимых многочленов над конечным полем следует равенство

mα,P (x) = xk − ck−1x
k−1 − . . .− c0 = (x− α)(x − αq) . . . (x− αq

k−1

),

которое дает соотношение

trq
k

q (α) = α+ αq + . . .+ αq
k−1

= ck−1.

Отсюда, пользуясь утверждениями (б) и (а), получаем

trq
m

q (α) = trq
k

q (trq
m

qk
(α)) = trq

k

q (nα) = n · trqkq (α) = nck−1 =
m

k
ck−1. �

2. Основной результат, позволяющий описывать любую ЛРП над конечным полем
с помощью функции след, состоит в следующем.
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Теорема 19. Пусть P = GF (q), G(x) �= x — неприводимый многочлен степени
m над P , Q = GF (qm) — минимальное поле разложения G(x) над P , и α —
корень G(x) в Q. Тогда для любой ЛРП u ∈ LP (G(x)

k+1), k ∈ N0, существует
единственный набор констант a0, . . . , ak ∈ Q такой, что

u(i) = trQP (a0α
i) +

(
i

1

)
trQP (a1α

i) + . . .+

(
i

k

)
trQP (akα

i) (28)

при всех i ∈ N0. Любая последовательность u ∈ P∞ вида (28) принадлежит
LP (G(x)

k+1).

� Пространство LP (G(x)
k+1) имеет над P размерность m(k + 1) и потому со-

стоит ровно из qm(k+1) последовательностей. Число различных наборов (a0, . . . , ak)
элементов из Q также равно qm(k+1). Поэтому для доказательства теоремы доста-
точно показать, что любая последовательность вида (28) принадлежит LP (G(x)k+1)
и различным наборам коэффициентов (a0, . . . , ak) ∈ Q(k+1) соответствуют различные
последовательности вида (28).

Любая последовательность u, удовлетворяющая условию (28) при некоторых
a0, . . . , ak ∈ Q, есть сумма последовательностей

u = u0 + u1 + . . .+ uk, (29)

где для l ∈ 0, k последовательность ul задается равенствами

ul(i) =

(
i

l

)
trQP (alα

i), i ∈ N0. (30)

Введем обозначения α0 = α, α1 = αq, . . . , αm−1 = αq
m−1

. Тогда по определению 11

trQP (alα
i) = alα

i
0 + aqlα

i
1 + . . .+ aq

m−1

l αim−1.

Отсюда и из (30), пользуясь обозначениями (24) и определением 9, получаем

ul = alα
〈l〉
0 + aql α

〈l〉
1 + . . .+ aq

m−1

l α
〈l〉
m−1,

и в силу (29)

u =

k∑
l=0

m−1∑
s=0

aq
s

l α
〈l〉
s . (31)

Теперь заметим, что по теореме 7 главы 22 α0, . . . , αm−1 суть все различные корни
в Q неприводимого над P многочлена G(x), т. е. G(x) = (x − α0) . . . (x − αm−1), и
каноническое разложение над Q многочлена G(x)k+1 имеет вид

G(x)k+1 = (x− α0)
k+1 . . . (x− αm−1)

k+1.

Поэтому из (31) и теоремы 17 следует, что u ∈ LQ(G(x)
k+1). Так как, кроме того,

u ∈ P∞ ввиду (28), то u ∈ LQ(G(x)
k+1) ∩ P∞ = LP (G(x)

k+1). Наконец, так как
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элементы α0, . . . , αm−1 ∈ Q попарно различны и отличны от нуля, то по теореме 17
система последовательностей

{α[l]
s : s ∈ 0, m− 1, l ∈ 0, k}

линейно независима над Q. Поэтому различным наборам коэффициентов
(a0, . . . , ak) ∈ Q(k+1) соответствуют различные последовательности вида (31). �

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Из доказательства теоремы 19 вытекает следующий способ представ-
ления знаков ЛРП u ∈ LP (G(x)

k+1) в виде (28). Так как u ∈ LQ(G(x)
k+1), то u

однозначно представляется в виде

u =

m−1∑
s=0

k∑
l=0

aslα
〈l〉
s , где asl ∈ Q, s ∈ 0, m− 1, l ∈ 0, k. (32)

Коэффициенты asl в этом представлении находятся путем решения системы линей-
ных уравнений над Q (см. замечание 3). Из единственности представления (32) и
существования для u представления вида (31) следует, что коэффициенты asl в (32)
удовлетворяют соотношениям

a1l = aq0l, a2l = aq
2

0l , . . . , am−1 l = aq
m−1

0l , l ∈ 0, k, (33)

и искомые коэффициенты a0, . . . , ak в разложении (28) суть a0 = a00,
a1 = a01, . . . , ak = a0k. Соотношения (33) и представляют собой упомянутые в за-
мечании 4 ограничения на коэффициенты asl разложения (32) произвольной ЛРП
u ∈ LQ(G(x)k+1), которые накладываются условием u ∈ P∞.

ПРИМЕР 10. Пусть u — ЛРП над полем P = Z5 с характеристическим многочленом
(x2 − 2x − 2)2 и начальным вектором u[0, 3] = (0, 0, 0, 1). Требуется представить об-
щий член этой ЛРП с помощью функции след и вычислить u(37). Непосредственной
проверкой убеждаемся в том, что многочлен G(x) = x2 − 2x − 2 не имеет корней в
P и потому неприводим. Пусть Q = GF (52) — минимальное поле разложения G(x)
над P , и α ∈ Q — корень G(x). Тогда согласно теореме 19 общий член u(i) ЛРП u
однозначно представляется в виде

u(i) = tr(a0α
i) + i tr(a1α

i).

Для отыскания коэффициентов a0, a1 в этом представлении ищем коэффициенты
a00, a01, a10, a11 ∈ Q, удовлетворяющие равенству (32), которое в данном случае
имеет вид:

u = a00α
〈0〉
0 + a01α

〈1〉
0 + a10α

〈0〉
1 + a11α

〈1〉
1 ,

где αs = α5s , α
〈0〉
s = (. . . , αis, . . .), α

〈1〉
s = (. . . , iαis, . . .) для s ∈ 0, 1. Согласно

замечанию 5 a0 = a00, a1 = a01. Коэффициенты asl находятся из системы линейных
уравнений

u[0, 3] = a00 α
〈0〉
0 [0, 3] + a01 α

〈1〉
0 [0, 3] + a10 α

〈0〉
1 [0, 3] + a11 α

〈1〉
1 [0, 3],



§ 6. Представление ЛРП над конечным полем с помощью функции след 527

которая в рассматриваемом случае имеет следующую матричную запись:⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0
α α α5 α5

α2 2α2 α10 2α10

α3 3α3 α15 3α15

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝
a00
a01
a10
a11

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎟⎠ .

Составим расширенную матрицу системы:

A =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0 0
α α α5 α5 0
α2 2α2 α10 2α10 0
α3 3α3 α15 3α15 1

⎞
⎟⎟⎠

и упростим ее элементарными преобразованиями строк. Вычитая последовательно из
4-й, 3-й, 2-й строки матрицы A предыдущую строку, умноженную на α, получаем

A ∼ B =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0 0
0 α α5 − α α5 0
0 α2 α10 − α6 2α10 − α6 0
0 α3 α15 − α11 3α15 − 2α11 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Повторяя ту же процедуру с 4-й и 3-й строками B, получаем

B ∼ C =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0 0
0 α α5 − α α5 0
0 0 α10 − 2α6 + α2 2α10 − 2α6 0
0 0 α15 − 2α11 + α7 3α15 − 4α11 + α7 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Вычитая из 4-й строки матрицы C 3-ю, умноженную на α5, находим

C ∼ D =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0 0
0 α α5 − α α5 0
0 0 α10 − 2α6 + α2 2α10 − 2α6 0
0 0 0 α15 − 2α11 + α7 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Так как α — корень многочлена x2 − 2x− 2, то справедливы соотношения

α2 = 2α+ 2, α5 = 4α+ 2, α10 = 3α+ 1,
α3 = α+ 4, α6 = 3, α11 = 2α+ 1,
α4 = α+ 2, α7 = 3α, α15 = 4α+ 1,

пользуясь которыми, матрицу D можно записать в виде

D =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0 0
0 α 3α+ 2 4α+ 2 0
0 0 2 α+ 1 0
0 0 0 3α+ 4 1

⎞
⎟⎟⎠ .
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Так как (3α + 4)−1 = α, то вычитая из 3-й строки матрицы D ее 4-ю строку, умно-
женную на α(α+ 1), получаем

D ∼

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0 0
0 α 3α+ 2 4α+ 2 0
0 0 2 0 2α+ 3
0 0 0 3α+ 4 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Теперь, как нетрудно видеть, в исходной системе линейных уравнений выделяется
подсистема (

1 1
0 2

)(
a00
a10

)
=

(
0

2α+ 3

)
,

из которой находим: a10 = α + 4, a00 = 4α + 1 и a0 = a00 = 4α + 1. (Для проверки
заметим, что a500 = (4α + 1)5 = 4α5 + 1 = 4(4α + 2) + 1 = α + 4 = a10.) Отсюда для
отыскания переменных a10, a11 получаем следующую систему:(

α 4α+ 2
0 3α+ 4

)(
a01
a11

)
=

(−(3α+ 2)(α+ 4)
1

)
=

(
1
1

)
.

Решая ее, находим: a11 = (3α + 4)−1 = α, a01 = α−1(1 − α(4α + 2)) = 3α−1 =
= 3(3α+ 4) = 4α+ 2 = a511 и a1 = a01 = 4α+ 2.

Окончательно получаем, что искомое представление знаков ЛРП u имеет вид

u(i) = tr((4α+ 1)αi) + i tr((4α+ 2)αi), i ∈ N0.

Теперь элемент u(37) можно вычислить следующим образом. Так как α24 = α52−1 = 1,
то α37 = α13 = α3α10 = (α+ 4)(3α+ 1) = 4α. Отсюда

u(37) = tr((4α+ 1)4α) + 37 tr((4α+ 2)4α) =

= tr(((4α+ 1) + 2(4α+ 2)) · 4α) = tr(3α2) = tr(α+ 1) = tr(α) + tr(1).

Так как α — корень неприводимого многочлена x2 − 2x − 2, то по теореме 18(в)
tr(α) = 2 и tr(1) = 2. В итоге u(37) = 4.

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Теорема 19 позволяет вычислить с помощью функции след знаки ли-
нейной рекурренты не только с примарным, но и вообще с любым характеристическим
многочленом F (x) таким, что F (0) �= 0. Для этого достаточно найти каноническое
разложение F (x) и представить исходную ЛРП в виде суммы ЛРП с примарными
характеристическими многочленами, пользуясь теоремой 15.

§ 7. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

1. Пусть Ω — произвольное множество.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Последовательность u ∈ Ω∞ называется периодической, если су-
ществуют параметры λ ∈ N0 и t ∈ N такие, что

∀ i � λ : u(i+ t) = u(i). (34)
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Для наглядности периодическую последовательность u, удовлетворяющую усло-
вию (34), можно изобразить графически следующим образом:

Заметим, что если u — последовательность над кольцом R, то условие (34) экви-
валентно условию

xλ(xt − e)u = (0). (35)

В дальнейшем этот факт используется без дополнительных оговорок. В частности,
отсюда следует

Утверждение 20. Любая периодическая последовательность над кольцом R есть
ЛРП.

Если u ∈ Ω∞ — периодическая последовательность, то пара чисел (λ, t) ∈ N0 ×N,
удовлетворяющая условию (34), определена неоднозначно. Для описания всех таких
пар чисел введем

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Если u ∈ Ω∞ — периодическая последовательность, то наименьшее
число t ∈ N, для которого существует λ ∈ N0 такое, что выполняется (34), назовем
периодом последовательности u и обозначим через T (u). При этом наименьший па-
раметр λ ∈ N0 такой, что

∀ i � λ : u(i+ T (u)) = u(i),

назовем длиной подхода последовательности u и обозначим через Λ(u).

Теорема 21. Если u — периодическая последовательность элементов множе-
ства Ω, то числа λ ∈ N0, t ∈ N удовлетворяют условию (34) тогда и только
тогда, когда

λ � Λ(u), T (u) | t.

� Введем, для краткости, обозначения: Λ(u) = λ0, T (u) = t0. Пусть M — множе-
ство всех различных элементов из Ω, встречающихся в последовательности u. Так как
u — периодическая последовательность, то M — конечное множество: |M | � λ0 + t0.
Выберем произвольно поле P такое, что |P | � |M |, зададим инъективное отображе-
ние ξ : M → P и определим последовательность u ∈ P∞ условием u(i) = ξ(u(i))
для i ∈ N0. Ввиду инъективности отображения ξ очевидно, что для фиксированных
λ ∈ N0 и t ∈ N условие (34) равносильно условию

xλ(xt − e)u = (0). (36)
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Отсюда и из условия теоремы следует, что u — периодическая последовательность,
причем T (u) = t0, Λ(u) = λ0, и нам достаточно доказать, что условие (36) равносиль-
но условию

λ � λ0, t0 | t. (37)

Так как по определению 13
xλ0 (xt0 − e)u = (0), (38)

и из (37) следует, что xλ0(xt0 − e) | xλ(xt − e), то из (37) следует (36).
Наоборот, допустим, что параметры λ ∈ N0, t ∈ N удовлетворяют условию (36), и

докажем (37). Заметим, что справедливо равенство

(xλ(xt − e), xλ0 (xt0 − e)) = xl(xd − e), (39)

где l = min{λ, λ0}, d = (t, t0). Действительно, очевидно, что

(xλ(xt − e), xλ0(xt0 − e)) = xl(xt − e, xt0 − e),

и так как по определению 13 t � t0, то xt − e = xt−t0 (xt0 − e) + (xt−t0 − e), откуда
(xt − e, xt0 − e) = (xt−t0 − e, xt0 − e). Теперь равенство (39) легко доказывается
индукцией по t+ t0.

Так как многочлен xl(xd − e) есть линейная комбинация многочленов xλ(xt − e) и
xλ0(xt0 − e), то из (36) и (38) следует, что

xl(xd − e)u = (0).

Отсюда по определению параметра t0 = T (u) следует, что d � t0, а так как
d = (t, t0) | t0, то d = t0, t0 | t, и верно равенство xl(xt0 − e)u = (0). Но тогда по
определению параметра λ0 = Λ(u) справедливо неравенство l � λ0, т. е. верно (37). �

Следствие 1. Если u ∈ Ω∞ — периодическая последовательность, то Λ(u) есть
наименьшее λ � N0, для которого существует t ∈ N со свойством (34).

Следствие 2. Если u — периодическая последовательность над кольцом R, то
для любого многочлена H(x) ∈ R[x] последовательность v = H(x)u также перио-
дическая, причем Λ(v) � Λ(u) и T (v) | T (u).

� Достаточно заметить, что если Λ(u) = λ0, T (u) = t0, то

xλ0(xt0 − e)v = H(x)xλ0 (xt0 − e)u = (0). �

В качестве важного приложения теоремы 21 докажем

Утверждение 22. Если u, v ∈ R∞ — периодические последовательности, то
w = u+ v — периодическая последовательность, и

Λ(w) � max{Λ(u), Λ(v)}, T (w) | [T (u), T (v)]. (40)
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При этом:
(а) если Λ(u) �= Λ(v), то

Λ(w) = max{Λ(u), Λ(v)}; (41)

(б) если (T (u), T (v)) = 1, то

T (w) = [T (u), T (v)]; (42)

(в) если u, v — ЛРП, для которых можно указать взаимно простые характе-
ристические многочлены, то справедливы равенства (41) и (42).

� Пусть λ=max{Λ(u), Λ(v)}, t=[T (u), T (v)]. Тогда по теореме 21 xλ(xt−e)u=(0)
и xλ(xt − e)v = (0). Следовательно, xλ(xt − e)w = (0). Отсюда, опять по теореме 21,
следуют соотношения (40).

(а) Если, например, Λ(u) < Λ(v), то λ = Λ(v). Предположим, что Λ(w) < λ.
Тогда многочлен xλ−1(xt − e) аннулирует последовательности u и w, а значит, и
последовательность v = w− u. Но тогда по теореме 21 Λ(v) � λ− 1, что невозможно.
Следовательно, Λ(w) = λ, т. е. верно (41).

(б) Пусть (T (u), T (v)) = 1 и T (w) = τ . Заметим, что [τ, T (u)] = τk, где

k =
T (u)

(τ, T (u))
� 1, и так как τ | τk и T (u) | τk, то по теореме 21 xλ(xτk − e)w = (0),

xλ(xτk − e)u = (0). Но тогда xλ(xτk − e)v = (0), и по теореме 21 T (v) | τk, а посколь-
ку (T (v), k) = 1, то T (v) | τ . Аналогично доказывается, что T (u) | τ . Следовательно,
T (u)T (v) | T (w). Теперь (42) следует из (40).

(в) Пусть u ∈ LR(F ), v ∈ LR(G) и (F (x), G(x)) = e. Тогда w ∈ LR(FG) и
LR(FG) = LR(F ) � LR(G). Отсюда, учитывая, что для любых λ1 ∈ N0, t1 ∈ N

справедливы соотношения

xλ1(xt1 − e)w = xλ1 (xt1 − e)u+ xλ1(xt1 − e)v,

xλ1 (xt1 − e)u ∈ LR(F ), xλ1(xt1 − e)v ∈ LR(G),
получаем, что для любых λ1 ∈ N0 и t1 ∈ N(

xλ1 (xt1 − e)w = (0)
) ⇔ (

xλ1 (xt1 − e)u = (0), xλ1(xt1 − e)v = (0)
)
.

Теперь равенства (41) и (42) следуют из теоремы 21. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Периодическая последовательность u над кольцом R называется
чисто периодической, или реверсивной, если Λ(u) = 0, и вырождающейся, если
u = (u(0), . . . , u(λ− 1), 0, 0, . . . , 0, . . . ) для некоторого λ ∈ N0.

Очевидно, что u — чисто периодическая последовательность тогда и только тогда,
когда u ∈ LR(x

t − e) для некоторого t ∈ N, и u — вырождающаяся последователь-
ность тогда и только тогда, когда u ∈ LR(x

λ) для некоторого λ ∈ N0. Единственная
одновременно чисто периодическая и вырождающаяся последовательность — нулевая:
Λ((0)) = 0, T ((0)) = 1.
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Теорема 23. Любая периодическая последовательность u ∈ R∞ однозначно пред-
ставляется в виде суммы

u = u0 + u1, (43)

где u0 — вырождающаяся, u1 — чисто периодическая последовательности. При
этом

Λ(u) = Λ(u0), T (u) = T (u1). (44)

� Пусть Λ(u) = λ, T (u) = t. Тогда u ∈ LR(xλ(xt−e)). Из очевидного соотношения
(x, xt−e) = e в силу утверждения 14(а) следует соотношение (xλ, xt−e) = e. Отсюда,
пользуясь теоремой 15, получаем, что

LR(x
λ(xt − e)) = LR(x

λ)� LR(x
t − e), (45)

и последовательность u единственным образом представляется в виде

u = u0 + u1, u0 ∈ LR(xλ), u1 ∈ LR(xt − e).

Это и есть искомое разложение (43). Равенства (44) легко следуют из утвержде-
ния 22.

Пусть имеется еще одно разложение u = v0 + v1, где v0, v1 — соответственно вы-
рождающаяся и чисто периодическая последовательности. Тогда по утверждению 22
Λ(v0) = Λ(u) = λ, T (v1) = T (u) = t. Следовательно, v0 ∈ LR(xλ), v1 ∈ LR(xt − e), и
ввиду (45) справедливы равенства v0 = u0, v1 = u1. �

ЗАМЕЧАНИЕ 7. На практике для представления последовательности u ∈ LR(xλ(xt−e))
в виде (43) достаточно подобрать k ∈ N такое, что tk � λ. Тогда xtku0 = (0), и из (43)
следует, что xtku = xtku1 = u1. Теперь последовательность u0 находится из равенств
u0 = u− u1 = u− xtku. Например, для последовательности

u = (0 0 2 2 1 3 1 2 0︸ ︷︷ ︸ 3 1 2 0︸ ︷︷ ︸ . . . )
над кольцом Z4 справедливы соотношения Λ(u) = λ = 5, T (u) = t = 4, t · 2 = 8 > λ.
Следовательно,

u1 = x8u = (0 3 1 2 0 3 1 2 . . . ),

u0 = u− u1 = (0 1 1 0 1 0 0 0 . . . ).

§ 8. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ. ПЕРИОДИЧНОСТЬ
ЛРП НАД КОНЕЧНЫМ КОЛЬЦОМ

Заметим, что если R — произвольное кольцо, то не любая ЛРП над R пе-
риодична, т. е. обращение утверждения 20 неверно. Простейший пример: ЛРП
u = (0, 1, 2, 3, . . .) ∈ LZ((x − 1)2). Однако если R — конечное кольцо, то обраще-
ние утверждения 20 верно. Доказательство этого факта и методика расчета периода
ЛРП над конечным кольцом опираются на следующие результаты.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Многочлен F (x) ∈ R[x] назовем периодическим, если существуют
параметры λ ∈ N0, t ∈ N такие, что

F (x) | xλ(xt − e). (46)

При этом наименьшее t ∈ N, для которого существует λ ∈ N0, удовлетворяющее усло-
вию (46), обозначим через T (F ) и назовем периодом многочлена F (x), а наименьшее
λ ∈ N0 такое, что F (x) | xλ(xT (F ) − e) обозначим через Λ(F ) и назовем дефектом
многочлена F (x). Унитарный периодический многочлен F (x) со свойством Λ(F ) = 0
назовем реверсивным.

Связь введенных понятий с понятием периодической последовательности устанав-
ливает

Утверждение 24. Унитарный многочлен F (x) ∈ R[x] является периодическим то-
гда и только тогда, когда периодична последовательность eF ∈ LR(F ). Если
F (x) — периодический многочлен, то

Λ(F ) = Λ(eF ), T (F ) = T (eF ), (47)

и любая ЛРП u ∈ LR(F ) есть периодическая последовательность, для которой

Λ(u) � Λ(F ), T (u) | T (F ). (48)

� Так как по следствию утверждения 9 Ann(eF ) = R[x]F (x), то

∀λ ∈ N0, ∀ t ∈ N : (xλ(xt − e)eF = (0)) ⇔ (F (x) | xλ(xt − e)). (49)

Отсюда следуют первая часть утверждения и соотношения (47). Пусть u ∈ LR(F ).
Тогда F (x)u = (0), и так как

F (x) | xΛ(F )(xT (F ) − e), то xΛ(F )(xT (F ) − e)u = (0).

Следовательно, u — периодическая последовательность, и по теореме 21 верно (48). �

Следствие 1. Если F (x) ∈ R[x] — унитарный периодический многочлен, то

∀λ ∈ N0, ∀ t ∈ N : (F (x) | xλ(xt − e)) ⇔ (λ � Λ(F ), T (F ) | t).

� Достаточно воспользоваться соотношениями (49), (47) и теоремой 21. �

Следствие 2. Если F (x), G(x) ∈ R[x] — унитарные периодические взаимно про-
стые многочлены, то H(x) = F (x)G(x) — периодический многочлен, причем

Λ(H) = max{Λ(F ), Λ(G)}, T (H) = [T (F ), T (G)].
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� Пусть λ = max{Λ(F ), Λ(G)}, t = [T (F ), T (G)]. Тогда по следствию 1 много-
член xλ(xt − e) делится на F (x) и G(x), и по утверждению 14(в) H(x) | xλ(xt − e).
Таким образом, по определению 15 H(x) — периодический многочлен, и по след-
ствию 1 Λ(H) � λ, T (x) | t. Наоборот, так как многочлен xΛ(H)(xT (H)−e) делится на
H(x) = F (x)G(x), то по следствию 1 Λ(H) � λ и T (F ) | T (H), T (G) | T (H), т. е.
t | T (H). �

ЗАМЕЧАНИЕ 8. Если R — произвольное бесконечное кольцо, и F (x), G(x) ∈ R[x] —
унитарные периодические, но не взаимно простые многочлены, то многочлен
H(x) = F (x)G(x) может не быть периодическим. Например, если R = Q,
F (x) = G(x) = x − 1, то H(x) = (x − 1)2 — многочлен с кратным корнем 1, и
потому он не делит ни одного из многочленов xt − 1, t ∈ N. Иная картина имеет
место, если R — конечное кольцо.

Теорема 25. Пусть F (x) — унитарный многочлен степени m > 0 над конечным
кольцом R. Тогда

(а) F (x) — периодический многочлен, причем если |R|m > 2, то

Λ(F ) + T (F ) � |R|m − 1; (50)

(б) F (x) — реверсивный многочлен в том и только в том случае, если
F (0) ∈ R∗.

� (а) Рассмотрим факторкольцо S = R[x]/F (x) и последовательность над S:

[e]F , [x]F , . . . , [x
i]F , . . . . (51)

Так как S — конечное кольцо, |S| = |R|m, то в последовательности (51) есть повто-
рения, т. е.

[xλ]F = [xλ+t]F (52)

для некоторых λ ∈ N0, t ∈ N. Но равенство (52), очевидно, эквивалентно условию

F (x) | xλ(xt − e). (53)

Следовательно, F (x) — периодический многочлен. Более того, из следствия 1 утвер-
ждения 24 и равносильности условий (52) и (53) следует, что Λ(F ) + T (F ) = k —
наибольшее натуральное число такое, что элементы кольца S

[e]F , [x]F , . . . , [xk−1]F (54)

попарно различны. Поэтому всегда Λ(F ) + T (F ) � |S| = |R|m.
Покажем, что если |S| > 2, то k � |S|−1. Допустим, что k > |S|−1. Тогда k = |S|,

и так как элементы (54) попарно различны, то

S = { [e]F , [x]F , . . . , [x]k−1
F }. (55)
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Так как [0]F ∈ S, то из (55) следует, что [0]F = [x]k−1
F , [x]F — делитель нуля в S, и

[e]F — единственный обратимый элемент в S. Но [e−x]F — также обратимый элемент
в S, поскольку

[e− x]F · [e+ x+ . . .+ xk−1]F = [e − xk]F = [e]F .

Следовательно, [e− x]F = [e]F , [x]F = [0]F , и ввиду (55) S = {[e]F , [0]F }, т. е. |S| = 2,
что противоречит условию.

(б) Если F (x) — реверсивный многочлен, то xT (F ) − e = F (x)G(x) для подходя-
щего G(x) ∈ R[x]. Тогда F (0) · (−G(0)) = e, и потому F (0) ∈ R∗. Наоборот, так как
F (x) имеет вид F (x) = F (0) + xU(x), то из условия F (0) ∈ R∗ очевидно следует, что
(F (x), x) = e, и по утверждению 14(а) (F (x), xλ) = e для любого λ ∈ N. Тогда, так
как F (x) | xΛ(F )(xT (F ) − e), то по утверждению 14(б) F (x) | xT (F ) − e, т. е. F (x) —
реверсивный многочлен. �

Следствие. Если u — ЛРП порядка m над конечным кольцом R и |R|m > 2, то
Λ(u) + T (u) � |R|m − 1.

ЗАМЕЧАНИЕ 9. При условии |R|m = 2 существует единственный пример, опроверга-
ющий неравенство (50) и последнее следствие: R = Z2, F (x) = x, u = (1, 0, 0, . . .).
В этой ситуации Λ(F ) = Λ(u) = 1 и T (F ) = T (u) = 1.

Ниже будет показано, что если R — конечное поле, то неравенство (50) может
обращаться в равенство для некоторых многочленов F (x).

§ 9. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРИОДА И ДЛИНЫ ПОДХОДА
ЛРП НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

Прежде всего, сведем задачу к изучению минимального многочлена ЛРП.

Утверждение 26. Если u — ЛРП над конечным полем, то

Λ(u) = Λ(Mu(x)), T (u) = T (Mu(x)).

� Достаточно заметить, что в силу теоремы 7

∀λ ∈ N0, ∀ t ∈ N : (xλ(xt − e)u = (0)) ⇔ (Mu(x) | xλ(xt − e)). �

Описание параметров Λ(F ) и T (F ) для произвольного унитарного многочлена
F (x) над конечным полем сводится к построению его канонического разложения и
вычислению периодов неприводимых сомножителей. Пусть P = GF (q), q = pn, p —
простое. Как и в главе 22 (определение 3), для произвольного F (x) ∈ P [x] определим
параметр O(F ) как НОК порядков всех ненулевых корней многочлена F (x) в его поле
разложения над P и положим O(F ) = 1, если F (x) = xl, l ∈ N.

Утверждение 27. Если F (x) ∈ P [x] — реверсивный неприводимый многочлен сте-
пени m, то T (F ) = O(F ),

T (F ) | qm − 1 и T (F ) � qk − 1 для k ∈ 1, m− 1. (56)

В частности, (T (F ), p) = 1.
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� Пусть Q — минимальное поле разложения F (x) над P .
Тогда Q = GF (qm) (теорема 7 главы 22), и если α — корень F (x) в поле Q,

то O(F ) = Ordα (следствие 1 теоремы 7 главы 22). Так как F (x) | xT (F ) − e, то
αT (F ) = e и O(F ) | T (F ).

С другой стороны, αO(F ) = e и (F (x), xO(F ) − e) �= e. Поскольку xO(F ) − e ∈ P [x]
и многочлен F (x) неприводим над P , отсюда следует, что F (x) | xO(F ) − e, т. е.
T (F ) | O(F ) и T (F ) = O(F ).

Так как α ∈ Q∗, то Ordα | qm− 1, т. е. T (F ) | qm− 1. Наконец, если T (F ) | qk − 1,
где 1 � k < m, то αq

k−1 = e и αq
k

= α, что противоречит следствию 1 теоремы 7
главы 22. �

Из (56) вытекает следующий способ вычисления периода реверсивного неприво-
димого многочлена F (x) ∈ P [x] степени m > 0.

1. Перебрать все делители t числа qm − 1, не являющиеся делителями чисел
q − 1, . . . , qm−1 − 1.

2. Для каждого выбранного t проверить условие

xt ≡ e (modF (x)). (57)

Наименьшее из таких t, для которых это условие выполнено, есть T (F ). Очевидно,
при этом самый большой делитель, — число t = qm − 1, — проверять не надо.

ПРИМЕР 11. Вычислим период многочлена F (x) = x4 + x + 1 над полем P = Z2. Так
как F (x) неприводим, то можно применить описанный выше алгоритм. Поскольку
24 − 1 = 15 = 3 · 5 и 3 | 22 − 1, то нужно проверять условие (57) лишь для t = 5.
Так как x4 ≡ x + 1 (modF (x)), то x5 ≡ x2 + x (modF (x)) и x5 �≡ 1 (modF (x)).
Следовательно, T (F ) = 15.

Теорема 28. Если P = GF (q) — поле характеристики p, унитарный многочлен
F (x) ∈ P [x] имеет каноническое разложение

F (x) = xlG1(x)
k1 . . . Gs(x)

ks

и
k = max{k1, . . . , ks}, (58)

то справедливы равенства

Λ(F ) = l, T (F ) = [T (G1), . . . , T (Gs)] · pc = O(F ) · pc,
где параметр c ∈ N0 находится из условия

pc−1 < k � pc, (59)

т. е. c = ] logp k [.

� Пусть H(x) = G1(x)
k1 . . . Gs(x)

ks . Тогда по теореме 25 H(x) — реверсивный
многочлен, и по следствию 2 утверждения 24

Λ(F ) = Λ(xl) = l, T (F ) = T (H).
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Пусть G(x) = G1(x) . . . Gs(x). Тогда очевидно, что

O(F ) = O(G) = [O(G1), . . . , O(Gs)],

и по утверждению 27 и следствию 2 утверждения 24

[O(G1), . . . , O(Gs)] = [T (G1), . . . , T (Gs)] = T (G).

Теперь остается доказать равенство T (H) = T (G)pc.
Так как G(x) | xT (G) − e, то в силу (58) H(x) | (xT (G) − e)k и в силу (59)

H(x) | (xT (G) − e)p
c

. Отсюда, пользуясь равенством

(xT (G) − e)p
c

= xT (G)pc − e,

получаем: T (H) | T (G)pc. Более того, так как T (G) | T (H) (поскольку G(x) | H(x)),
то T (H) = T (G)pd, где d � c.

Заметим теперь, что (T (G), p) = 1, поскольку по утверждению 27 (T (Gi), p) = 1
для i ∈ 1, s. Следовательно, многочлен xT (G) − e над P взаимно прост со своей
производной и потому не имеет кратных множителей в каноническом разложении
над P (следствие 2 теоремы 23 главы 9). Поэтому каждый неприводимый делитель
многочлена xT (H)−e = (xT (G)−e)pd имеет в его каноническом разложении кратность
pd, и так как H(x) | xT (H)−e, то ввиду (58) k � pd и ввиду (59) d � c. Следовательно,
d = c, т. е. T (H) = T (G)pc. �

ПРИМЕР 12. Пусть P = GF (pn), и α — элемент из P ∗ порядка t. Вычислим пе-
риод и длину подхода биномиальной последовательности α[s]. По утверждению 10
ее минимальный многочлен равен (x − α)s+1. Следовательно, по утверждению 26,
α[s] — чисто периодическая последовательность и T (α[s]) = T ((x − α)s+1). Так
как T (x − α) = t, то по теореме 28 T ((x − α)s+1) = tpc, где c = ] logp(s + 1)[ .
В частности, для последовательности α[0] = (e, α, α2, . . .) справедливо равенство
T (α[0]) = Ordα = t, а для последовательности биномиальных коэффициентов над

P : e[s] =
(( s

0

)
e,
( s
1

)
e, . . . ,

( s
i

)
e, . . .

)
— равенство T (e[s]) = p ] logp(s+1)[. Теми же

свойствами обладает сбалансированная биномиальная последовательность α〈s〉.

ПРИМЕР 13. Найдем период и длину подхода ЛРП u над Z2 с характеристическим
многочленом F (x) = x8 + x5 + x3 + x2 + x и начальным вектором u[0, 7] = (00001010).
По формуле (11) находим генератор u относительно F (x): Φ(x) = x3 + x + 1, и по
теореме 11(а) — ее минимальный многочлен:

Mu(x) =
F (x)

(F (x), Φ(x))
= x5 + x3 + x = x(x2 + x+ 1)2.

Так как x2 + x + 1 — неприводимый многочлен над Z2 и T (x2 + x + 1) = 3, то по
теореме 28 Λ(Mu(x)) = 1 и T (Mu(x)) = 3 ·21 = 6. Таким образом, по утверждению 26
Λ(u) = 1, T (u) = 6.
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§ 10. ЛРП МАКСИМАЛЬНОГО ПЕРИОДА
НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

1. Пусть P = GF (q) и u — ЛРП ранга m над P (определение 7). Тогда, согласно
теореме 25 и утверждению 26, при условии qm > 2 период и длина подхода после-
довательности u удовлетворяют неравенству Λ(u) + T (u) � qm − 1. В связи с этим
представляет естественный интерес изучение следующих последовательностей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Последовательность u над полем P = GF (q) называется линей-
ной рекуррентной последовательностью максимального периода над P , если для
некоторого m ∈ N последовательность u есть ЛРП ранга m и периода qm − 1.

Очевидно, что при qm > 2 ЛРП максимального периода qm − 1 есть чисто перио-
дическая последовательность, т. е. ее минимальный многочлен реверсивен.

Теорема 29. Пусть u — ЛРП над полем P = GF (q) с реверсивным минимальным
многочленом Mu(x) = F (x) степени m и qm > 2. Тогда следующие утверждения
эквивалентны:

(а) u — ЛРП максимального периода над P ;
(б) любая ненулевая ЛРП v ∈ LP (F ) есть сдвиг последовательности u, т. е.

v = xku для некоторого k ∈ N;

(в) многочлен F (x) неприводим над P , и его корень α в минимальном поле
разложения Q = GF (qm) над P есть примитивный элемент поля Q, т. е. F (x) —
примитивный многочлен над P (см. определение 4 главы 22);

(г) T (F ) = qm − 1.

� (а)⇒(б) Так как T (u) = qm − 1, то все последовательности

u, xu, . . . , xτ−1u, где τ = qm − 1, (60)

различны и принадлежат LP (F )\{(0)}. Поскольку |LP (F )\{(0)}| = qm−1 = τ , то си-
стема (60) исчерпывает все множество LP (F ) \ {(0)}, следовательно, ей принадлежит
и последовательность v.

(б)⇒(в) Так как ненулевая ЛРП v ∈ LP (F ) имеет вид v = xku и по условию
(Mu(x), x) = e, то по теореме 11(б) Mv(x) = Mu(x). Таким образом, минималь-
ный многочлен любой ЛРП v ∈ LP (F ) \ {(0)} равен F (x), и по следствию теоре-
мы 11 многочлен F (x) неприводим над полем P . Тогда по утверждению 27 получаем
T (F ) = O(F ) = Ordα, и из равенств T (F ) = T (u) = qm − 1 следует, что α —
примитивный элемент поля Q.

(в)⇒(г) При условии (в) по утверждению 27 T (F ) = Ordα = qm − 1.
Импликация (г)⇒(а) очевидна. �

ЗАМЕЧАНИЕ 10. Если u — ЛРП максимального периода qm − 1 над полем P = GF (q)
и P < P ′ = GF (qt), то при t > 1 последовательность u уже не является ЛРП
максимального периода над полем P ′, поскольку T (u) < qtm − 1.
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2. Следующее важное для практических приложений свойство ЛРП u максималь-
ного периода τ = qm − 1 над P = GF (q) показывает, что она в некотором смысле
хорошо «имитирует» случайную последовательность элементов поля P , в которой все
элементы из P встречаются с одинаковой вероятностью 1/q.

Зафиксируем числа i1, . . . , ir ∈ 0, τ − 1 и элементы a1, . . . , ar ∈ P и обозначим

через Nu

( i1, . . . , ir
a1, . . . , ar

)
число решений i ∈ 0, τ − 1, системы уравнений

u(i+ i1) = a1, u(i+ i2) = a2, . . . , u(i+ ir) = ar. (61)

Отметим, что если бы последовательность u была отмеченной выше случайной
последовательностью, то при достаточно большом τ должно было бы выполняться
приблизительное равенство

1

τ
Nu

(
i1, . . . , ir
a1, . . . , ar

)
≈
(
1

q

)r
.

Оказывается, это равенство (при некоторых ограничениях) выполняется и для
ЛРП u.

Теорема 30. Пусть u — ЛРП максимального периода τ = qm − 1 над полем
P = GF (q) и 0 � i1 < i2 < . . . < ir � m − 1. Тогда для любых a1, . . . , ar ∈ P
справедливы равенства:

Nu

(
i1, . . . , ir
a1, . . . , ar

)
=

{
qm−r, если (a1, . . . , ar) �= �0,

qm−r − 1, если (a1, . . . , ar) = �0.
(62)

� Так как u — ЛРП ранга m и периода τ , то система векторов

u[0, m− 1], u[1,m], . . . , u[τ − 1, τ +m− 2]

не содержит одинаковых векторов и нулевого вектора, следовательно, она совпадает
с множеством Pm \ {�0}. Теперь легко видеть, что число решений i ∈ 0, τ − 1 системы
уравнений (61) равно числу ненулевых векторов из Pm, у которых координаты с
номерами i1, . . . , ir равны соответственно a1, . . . , ar. Это число, очевидно, описывается
равенствами (62). �

3. Согласно теореме 29 задача построения ЛРП максимального периода qm − 1
над полем P = GF (q) сводится к построению реверсивного многочлена F (x) ∈ P [x],
удовлетворяющего условиям пункта (г) этой теоремы.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Реверсивный многочлен над полем P = GF (q), имеющий степень
m и период qm − 1, называется многочленом максимального периода (или прими-
тивным многочленом) над полем P .

Заметим, что ввиду эквивалентности утверждений (в) и (г) теоремы 29 любой
многочлен, удовлетворяющий условиям определения 17, имеет в поле Q = GF (qm) m
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корней, каждый из которых есть примитивный элемент Q, поэтому число многочленов

максимального периода qm − 1 над Q равно
1

m
ϕ(qm − 1), где ϕ — функция Эйлера.

Построение многочлена максимального периода над полем P осуществляется, как
правило, путем перебора неприводимых многочленов F (x) степени m над полем P
(см. § 5 главы 22) с проверкой условия T (F ) = qm − 1 по следующему критерию.

Утверждение 31. Неприводимый многочлен F (x) ∈ P [x] степени m � 1 является
многочленом максимального периода над полем P тогда и только тогда, когда
F (x) �= x и для каждого собственного простого делителя π числа qm − 1 выпол-
няется условие

x
qm−1

π �≡ e (modF (x)). (63)

� Пусть T (F ) = t. Так как F (x) неприводим над P = GF (q), то t | qm − 1,
и условие t < qm − 1 равносильно тому, что для некоторого собственного простого

делителя π числа qm − 1 выполняется соотношение t
∣∣ qm − 1

π
, т. е. не выполняется

условие (63). �

Следствие. Если 2m − 1 — простое число, то любой неприводимый над GF (2)
многочлен степени m есть многочлен максимального периода.

ПРИМЕР 14. Рассмотрим многочлен F (x) = x3 − x− 2 над полем P = GF (3). Так как
F (x) не имеет корней в P , то он неприводим. Число qm − 1 = 33 − 1 = 26 имеет
простые делители 2 и 13. Очевидно, что

x
33−1
13 = x2 �≡ 1 (modF (x)).

Далее, из сравнений по модулю F (x)

x3 ≡ x+ 2, x4 ≡ x2 + 2x, x8 ≡ (x2 + 2x)2 ≡ 2x2 + 2

находим

x
33−1

2 = x13 = x · x4 · x8 ≡ x(x2 + 2x)(2x2 + 2) ≡
≡ 2x2(2x2 + 2x+ 1) ≡ x4 + x3 + 2x2 = 2 �≡ 1.

Следовательно, x3 − x− 2 — многочлен максимального периода над полем GF (3).

ПРИМЕР 15. Числа 22 − 1 = 3, 23 − 1 = 7, 25 − 1 = 31 простые. Следовательно, все
неприводимые многочлены степеней 2, 3, 5 над полем GF (2) являются многочленами
максимального периода. Например, такими будут многочлены

x2 + x+ 1, x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1, x5 + x2 + 1.

Последний многочлен неприводим, потому что он не имеет корней в GF (2) и
не делится на единственный неприводимый над GF (2) многочлен второй степени
x2 + x+ 1.

Как уже отмечалось в примере 4 главы 22, простые числа вида 2m−1 называются
числами Мерсенна. Таковы, например, числа 2m − 1 при m ∈ {2, 3, 5, 7, 13, 17, 19,
31, 127}. До сих пор неизвестно, конечно ли множество чисел Мерсенна. В 2013 г.
энтузиастами проекта GIMPS было найдено 48-е число Мерсенна 257885161 − 1.
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§ 11. ЦИКЛОВОЙ ТИП СЕМЕЙСТВА ЛРП
С РЕВЕРСИВНЫМ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМ МНОГОЧЛЕНОМ
НАД КОНЕЧНЫМ КОЛЬЦОМ

1. Пусть R — конечное (коммутативное) кольцо с единицей и F (x) ∈ R[x] —
унитарный многочлен. Определим на LR(F ) бинарное отношение ∼ условием

∀u, v ∈ LR(F ) : (u ∼ v ⇔ ∃ t ∈ N0 (v = xtu)).

Очевидно, что отношение ∼ рефлексивно и транзитивно при любом F (x).

Утверждение 32. Отношение ∼ на LR(F ) есть отношение эквивалентности то-
гда и только тогда, когда F (x) — реверсивный многочлен.

� Достаточно доказать, что реверсивность F (x) равносильна симметричности от-
ношения ∼.

Пусть ∼ — симметричное отношение. Рассмотрим последовательность
eF ∈ LR(F ). Так как по определению eF ∼ xeF , то в силу симметричности ∼
также и xeF ∼ eF , т. е. eF = xt+1eF для некоторого t ∈ N0. Но в таком случае
(xt+1− e)eF = (0), т. е. по теореме 21 eF — чисто периодическая последовательность.
Отсюда по утверждению 24 следует, что Λ(F ) = Λ(eF ) = 0, и F (x) — реверсивный
многочлен.

Наоборот, пусть F (x) — реверсивный многочлен, u, v ∈ LR(F ) и u ∼ v, т. е.
v = xtu, t ∈ N0. Докажем, что v ∼ u. Так как F (x) — реверсивный многочлен, то
по утверждению 24 u — чисто периодическая последовательность, т. е. xT (u)u = u.
Выберем k ∈ N так, что kT (u) � t. Тогда для t1 = kT (u)− t имеем

xt1v = xt1+tu = xkT (u)u = u.

Следовательно, v ∼ u. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Для реверсивного многочлена F (x) ∈ R[x] классы, на которые се-
мейство LR(F ) разбивается отношением ∼, называют циклами семейства LR(F ).
Если u, v ∈ LR(F ) и u ∼ v, то говорят, что последовательности u и v лежат на од-
ном цикле. Класс [u] = {v ∈ LR(F ) : v ∼ u} называют циклом последовательности
u (или циклом, порождаемым u), а его мощность |[u]| — длиной этого цикла.

ПРИМЕР 16. Для многочлена F (x) = x3 + x2 + x + 1 над полем P = Z2 множе-
ство LP (F ) разбивается на 4 цикла, которые порождаются последовательностями
u1=(00110011 . . .), u2=(0101 . . .), u3=(111 . . .), u4=(0) и имеют соответственно вид:

[u1] = {(00110011 . . .), (01100110 . . .), (11001100 . . .), (10011001 . . .)},
[u2] = {(0101 . . . ), (1010 . . . )},
[u3] = {(111 . . . )},
[u4] = {(000 . . . )}.

Эти циклы можно изобразить графически следующим образом:
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Утверждение 33. Пусть F (x) — реверсивный многочлен над R и u ∈ LR(F ). Тогда
длина цикла [u] равна T (u), и для любой последовательности v ∈ [u] справедливо
равенство Ann(v) = Ann(u).

� Очевидно, что если T (u) = t, то [u] = {u, xu, . . . , xt−1u}, т. е. |[u]| = t. Если
v ∈ [u], то v = xsu для некоторого s ∈ N. Поэтому, если G(x) ∈ Ann(u), то
G(x)v = (0), т. е. Ann(u) ⊂ Ann(v). Обратное включение следует из того, что
u ∈ [v]. �

Таким образом, если для реверсивного F (x) ∈ R[x] через N (t)
F обозначить количе-

ство ЛРП u ∈ LR(F ) со свойством T (u) = t, а через C(t)
F — количество циклов длины

t в LR(F ), то N
(t)
F = t · C(t)

F .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Для реверсивного многочлена F (x) над конечным кольцом R цик-
ловым типом многочлена F (x) (или семейства LR(F )) назовем многочлен с целыми
коэффициентами

CF (y) =
∑
t�1

C
(t)
F yt.

ПРИМЕР 17. Пусть P = GF (q) и F (x) ∈ P [x] — неприводимый реверсивный мно-
гочлен степени m и периода T (F ) = τ . Вычислим цикловой тип множества LP (F ).
Если u ∈ LP (F ) \ {(0)}, то по следствию теоремы 11 Mu(x) = F (x) и по утверждени-
ям 26, 27 T (u) = τ , τ | qm − 1. Таким образом, множество LP (F ) \ {(0)} разбивается
на

qm − 1

τ
циклов длины τ , и так как [(0)] — цикл длины 1, то цикловой тип LP (F )

имеет вид

CF (y) =
⎧⎨
⎩
y +

qm − 1

τ
yτ , если τ > 1,

qm · y1, если τ = 1.

ПРИМЕР 18. Если R = Z4 и F (x) = x − 3 ∈ R[x], то семейство LR(F ) состоит из
четырех последовательностей

u1 = (0), u2 = (2, 2 . . .), u3 = (1, 3, 1, 3, . . .), u4 = (3, 1, 3, 1, . . .)

и разбивается на 3 цикла: [u1], [u2], [u3] = [u4]. Цикловой тип этого семейства:
Cx−3(y) = 2y + y2.

2. При вычислении циклового типа реверсивного многочлена часто оказываются
полезными следующие результаты.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 20. Композицией многочленов a(y) =
∑

i�1 aiy
i и b(y) =

∑
j�1 bjy

j

над Z назовем многочлен c(y) = a(y) ∗ b(y), определяемый равенствами
c(y) =

∑
t�1

cty
t, ct =

∑
i,j∈N, [i,j]=t

aibj (i, j) для t ∈ N,

где (i, j) и [i, j] — соответственно НОД и НОК чисел i и j. Иначе говоря,

c(y) =
∑
i�1

∑
j�1

aibj(i, j)y
[i,j] =

∑
i�1

∑
j�1

aibj(y
i ∗ yj). (64)
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Пусть Z1[y] — совокупность всех многочленов над Z с нулевым свободным членом.
Тогда, очевидно, ∗ — внутренняя операция на Z1[y], и справедливо

Утверждение 34. Алгебра (Z1[y], ∗,+) есть коммутативное кольцо с единицей y.
Если C(s)(y) =∑

t�1 c
(s)
t yt ∈ Z1[y] для s ∈ 1, r, то

C(1)(y) ∗ . . . ∗ C(r)(y) =
∑
t�1

( ∑
t1,...,tr∈N

[t1,...,tr]=t

t1 . . . tr
[t1, . . . , tr]

c
(1)
t1 . . . c

(r)
tr

)
yt. (65)

� Коммутативность операции ∗ и ее дистрибутивность относительно сложения
легко выводятся из (64). Поэтому для доказательства ассоциативности операции ∗
ввиду (64) достаточно доказать, что для любых k, l,m ∈ N выполняется равенство

(yk ∗ yl) ∗ ym = yk ∗ (yl ∗ ym). (66)

Пользуясь определением 20, получаем

(yk ∗ yl) ∗ ym = (k, l) y[k,l] ∗ ym = ([k, l],m)(k, l) y[[k,l],m] =

=
[k, l] ·m
[k, l,m]

(k, l) y[k,l,m] =
klm

[k, l,m]
y[k,l,m].

Аналогично доказывается равенство

yk ∗ (yl ∗ ym) =
klm

[k, l,m]
y[k,l,m],

откуда и следует равенство (66).
Для доказательства равенства (65) ввиду (64) достаточно показать, что для любых

t1, . . . , tr ∈ N справедливо равенство

yt1 ∗ . . . ∗ ytr =
t1 . . . tr

[t1, . . . , tr]
y[t1,...,tr]. (67)

При r = 2 оно следует из определения 20, а при r = 3 доказано выше. Пусть n > 3
и для r < n равенство (67) справедливо. Тогда при r = n, пользуясь предположением
индукции и определением 20, получаем

yt1 ∗ . . . ∗ ytr =
t1 . . . tr−1

[t1, . . . , tr−1]
y[t1,...,tr−1] ∗ ytr =

= ([t1, . . . , tr−1], tr) · t1 . . . tr−1

[t1, . . . , tr−1]
y[t1,...,tr] =

=
[t1, . . . , tr−1] · tr
[[t1, . . . , tr−1], tr]

· t1 . . . tr−1

[t1, . . . , tr−1]
y[t1,...,tr] =

t1 . . . tr
[t1, . . . , tr]

y[t1,...,tr]. �
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Теорема 35. Пусть R — конечное кольцо и F1(x), F2(x) — взаимно простые ре-
версивные многочлены над R. Тогда F (x) = F1(x)F2(x) — реверсивный многочлен,
и его цикловой тип вычисляется по формуле

CF (y) = CF1(y) ∗ CF2(y).

� Реверсивность многочлена F (x) следует из теоремы 25(б). По определению 19
CF (y) =

∑
t�1 C

(t)
F yt, где tC(t)

F = N
(t)
F — число различных ЛРП u ∈ LR(F ), имею-

щих период t. Подсчитаем число N (t)
F другим способом. По теореме 15 каждая ЛРП

u ∈ LR(F ) однозначно представляется в виде суммы u = u1+u2, где us ∈ LR(Fs) для
s ∈ 1, 2. При этом если T (u) = t, то по утверждению 22(в) T (u1) = t1, T (u2) = t2
и [t1, t2] = t. Наоборот, если us ∈ LR(Fs), s ∈ 1, 2, — последовательности, удовле-
творяющие трем последним равенствам, то u = u1 + u2 — ЛРП из LR(F ) периода t.
Следовательно,

N
(t)
F =

∑
t1,t2∈N

[t1,tr]=t

N
(t1)
F1

N
(t2)
F2

. (68)

Поскольку N (ts)
Fs

= tsC
(ts)
Fs

, то из (68) получаем

t · C(t)
F =

∑
t1,t2∈N

[t1,t2]=t

C
(t1)
F C

(t2)
F · t1t2.

Отсюда, ввиду соотношения t1t2 = t · (t1, t2), следует равенство

C
(t)
F =

∑
[t1,t2]=t

C
(t1)
F1

C
(t2)
F2

· (t1, t2),

которое по определению 20 и означает, что CF (y) = CF1(y) ∗ CF2(y). �

ПРИМЕР 19. Пусть P = Z2 и F (x) = (x2 + x+1)(x4 + x3 + x2 + x+1) ∈ P [x]. Найдем
цикловой тип семейства LP (F ). Пользуясь результатом примера 17, получаем, что
неприводимые многочлены F1(x) = x2 + x + 1 и F2(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 имеют
цикловые типы соответственно

CF1(y) = y + y3, CF2(y) = y + 3y5.

Так как (F1(x), F2(x)) = 1, то по теореме 35

CF (y) = CF1(y) ∗ CF2(y) = y + y3 + 3y5 + 3y15.

3. Теперь задача описания циклового типа произвольного реверсивного многочле-
на над конечным полем сводится к описанию циклового типа примарного многочлена.
Последний выглядит следующим образом.
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Теорема 36. Пусть P = GF (q) — поле характеристики p и G(x) ∈ P [x] — ревер-
сивный неприводимый многочлен степени m и периода τ . Тогда

CG(y) = y +
qm − 1

τ
yτ ,

и для любого k > 1

CGk(y) = y +
qm − 1

τ
yτ +

l−1∑
λ=1

qmp
λ− qmp

λ−1

τ · pλ yτp
λ

+
qmk− qmp

l−1

τ · pl yτp
l

, (69)

где l = ] logp k [.

� Докажем индукцией по k равенство

CGk(y) = y +

k∑
t=1

qmt − qm(t−1)

τ · pλt
yτp

λt
, (70)

где λt = ] logp t [. Для k = 1 оно совпадает с первым из утверждаемых теоремой 36
равенств и уже выведено в примере 17. Пусть n > 1, и для всех k < n равенство (70)
верно. Докажем его для k = n. Рассмотрим в LP (G

n) подмножество L∗
P (G

n), со-
стоящее из всех ЛРП u, для которых G(x)n — не только характеристический, но и
минимальный многочлен. Тогда очевидны соотношения

LP (G
n) = LP (G

n−1) ∪ L∗
P (G

n), LP (G
n−1) ∩ L∗

P (G
n) = ∅, (71)

из которых следует, что

|L∗
P (G

n)| = |LP (Gn)| − |LP (Gn−1)| = qmn − qm(n−1).

Кроме того, так как по утверждению 33 все ЛРП из LP (Gn), принадлежащие одному
циклу, имеют равные минимальные многочлены, то для любой ЛРП u ∈ L∗

P (G
n)

справедливо включение [u]∼ ⊂ L∗
P (G

n). Следовательно, L∗
P (G

n) есть объединение
некоторого числа N циклов длины T (Gn) = τpλn , и

N =
|L∗(Gn)|
τ · pλn

=
qmn − qm(n−1)

τ · pλn
.

Теперь из (71), очевидно, следует равенство

CGn(y) = CGn−1(y) +
qmn − qm(n−1)

τ · pλn
yτp

λn
.

Отсюда, пользуясь тем, что (70) верно для k = n − 1, получаем равенство (70) для
k = n.

Для завершения доказательства теоремы остается заметить, что равенство (69)
получается из (70) суммированием коэффициентов при одинаковых степенях y, по-
скольку для слагаемых из (70) справедливы соотношения

(λt = 0) ⇔ (t = 0),
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для каждого λ ∈ 1, l − 1:

(λt = λ) ⇔ (λ− 1 < logp t � λ) ⇔ (t ∈ pλ−1 + 1, pλ)

и, наконец,
(λt = l) ⇔ (t ∈ pl−1 + 1, k). �

§ 12. ЛРП НАД КОЛЬЦАМИ ВЫЧЕТОВ

В этом параграфе дается описание простейших свойств ЛРП над кольцом вычетов
R = Z/M . Указывается методика оценки периодов таких ЛРП и излагаются некото-
рые сведения о ЛРП максимально возможного периода (при данном ранге m) над
примарным кольцом вычетов R = Z/pn, где p — простое.

1. Сведем все задачи к изучению многочленов и ЛРП над примарными кольцами
вычетов. Пусть каноническое разложение числа M есть M = pn1

1 . . . pnk

k . Положим
Rs = Z/pns

s для s ∈ 1, k. Согласно следствию теоремы 32 главы 20 кольцо R = Z/M
изоморфно внешней прямой сумме R1 ⊕ . . .⊕Rk. При этом изоморфизм

ϕ : R→ R1 ⊕ . . .⊕Rk (72)

устанавливается следующим образом: если r ∈ R и r = [a]M — класс элементов,
сравнимых с a по модулю M , то

ϕ(r) = (r(1), . . . , r(k)), где r(s) = [a]pns
s
для s ∈ 1, k. (73)

Этот изоморфизм можно продолжить до изоморфизма кольца многочленов ϕ̂ : R[x]→
→ R1[x] ⊕ . . . ⊕ Rk[x] следующим образом: если F (x) ∈ R[x] и F (x) =

∑
i�0 fix

i,
то

ϕ̂(F (x)) = (F (1)(x), . . . , F (k)(x)), (74)

где F (s)(x) =
∑

i�0 f
(s)
i xi для s ∈ 1, k.

Для удобства элемент r(s) из (73) и многочлен F (s)(x) из (74) будем называть ком-
понентой в кольце Rs (в кольце Rs[x]) или просто s-й компонентой соответственно
элемента r и многочлена F (x).

Перечислим некоторые важные в дальнейшем простейшие свойства изучаемых
разложений колец R и R[x]:

1) если e = [1]M — единица кольца R, то ее компонента e(s) = [1]pns
s
— единица

кольца Rs;
2) элемент r ∈ R обратим тогда и только тогда, когда все его компоненты r(s)

обратимы;
3) многочлен F (x) ∈ R[x] унитарен тогда и только тогда, когда все его компоненты

F (s)(x) унитарны и имеют равные степени;
4) многочлен H(x) ∈ R[x] делится на F (x) ∈ R[x] тогда и только тогда, когда

F (s)(x) | H(s)(x) для s ∈ 1, k.
Напомним, что по теореме 25(а) любой унитарный многочлен над кольцом R

является периодическим.
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Утверждение 37. Для любого унитарного многочлена F (x) ∈ Z/M [x] справедливы
равенства

Λ(F ) = max{Λ(F (1)), . . . , Λ(F (k))}, T (F ) = [T (F (1)), . . . , T (F (k))].

В частности, многочлен F (x) является реверсивным тогда и только тогда, когда
все его компоненты F (s)(x) являются реверсивными многочленами.

� Выберем произвольно λ ∈ N0 и t ∈ N и рассмотрим многочлен
H(x) = xλ(xt − e) = exλ+t − exλ ∈ R[x]. Его компоненты имеют вид
H(s)(x) = e(s)xλ+t − e(s)xλ = xλ(xt − e(s)) ∈ Rs[x] для s ∈ 1, k. Из сделанных
выше замечаний следует, что

(F (x) | xλ(xt − e)) ⇔ (F (s)(x) | xλ(xt − e(s)) для s ∈ 1, k).

Теперь остается воспользоваться определением 15 и следствием 1 утверждения 24. �

ПРИМЕР 20. Вычислим период и длину дефект многочлена F (x) = x5 +10x4 + 9x+7
над кольцом R = Z/15. Так как (7, 15)=1, то сразу можно утверждать, что F (x) — ре-
версивный многочлен, т. е. Λ(F ) = 0. Разложение кольца R на примарные компоненты
имеет вид

R ∼= R1 ⊕R2, где R1 = Z/3, R2 = Z/5,

соответствующие этому разложению компоненты многочлена F (x) таковы:

F (1)(x) = x5 + x4 + 1 = (x3 + 2x+ 1)(x− 1)2 ∈ Z/3[x],

F (2)(x) = x5 + 4x+ 2 ∈ Z/5[x].

Многочлен F (1)(x) = x3+2x+1 над полем Z/3 неприводим и имеет период 33−1 = 26.
Поэтому

T (F (1)(x)) = [T (x3 + 2x+ 1), T ((x− 1)2)] = [26, 3] = 2 · 3 · 13.

Многочлен F (2)(x) над полем Z/5 неприводим и T (F (2)) = 55 − 1 = 4 · 11 · 71. Окон-
чательно получаем:

T (F ) = [T (F (1)), T (F (2))] = 4 · 3 · 11 · 13 · 71.

ЗАМЕЧАНИЕ 11. В условиях утверждения 37 из того, что degF (x) = m и многочлен
F (x) имеет максимально возможный период среди всех многочленов степени m над
Z/M , вообще говоря, не следует, что каждая его компонента F (s)(x) имеет мак-
симально возможный период среди всех многочленов степени m над Z/pns

s . Так, в
условиях примера 20, если G(x) ∈ R[x] — многочлен степени 5, компоненты которого
G(1)(x), G(2)(x) имеют максимальные периоды над полями соответственно Z/3 и Z/5,
то T (G(1)) = 35 − 1 = 2 · 112, T (G(2)) = 55 − 1 = 4 · 11 · 71 и T (G) = 4 · 112 · 71.
Последняя величина меньше периода многочлена F (x) из примера 20.
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Заметим теперь, что изоморфизм (72) может быть продолжен до изоморфизма
абелевых групп

ϕ̃ : R∞ → R∞
1 ⊕ . . .⊕R∞

k , (75)

ставящего в соответствие последовательности u ∈ R∞ набор последовательностей

ϕ̃(u) = (u(1), . . . , u(k)), u(s) ∈ R∞
s , s ∈ 1, k,

в котором i-й член u(s)(i) последовательности u(s) есть s-я компонента i-го члена u(i)
последовательности u, т. е.

ϕ̃(u)(i) = (u(1)(i), . . . , u(k)(i)) = ϕ(u(i)).

Утверждение 38. Пусть u ∈ R∞. Тогда при изоморфизме (75) справедливы следу-
ющие утверждения:

(а) последовательность u есть ЛРП с характеристическим многочленом
F (x) ∈ R[x] тогда и только тогда, когда каждая ее компонента u(s) есть ЛРП с
характеристическим многочленом F (s)(x);

(б) u — периодическая последовательность тогда и только тогда, когда каж-
дая ее компонента u(s) — периодическая последовательность. Если u — периоди-
ческая последовательность, то

Λ(u) = max{Λ(u(1)), . . . , Λ(u(k))}, T (u) = [T (u(1)), . . . , T (u(k))].

� (а) Легко видеть, что ϕ̃(F (x)u) = (F (1)(x)u(1), . . . , F (k)(x)u(k)). Поэтому

(F (x)u = (0)) ⇔ (F (s)(x)u(s) = (0) для s ∈ 1, k).

Утверждение (б) легко следует из (а), если взять F (x) = xλ(xt − e). �

Следствие. Для любого унитарного многочлена F (x) ∈ R[x] имеет место изомор-
физм абелевых групп:

LR(F ) ∼= LR1(F
(1))⊕ . . .⊕ LRk

(F (k)).

Если F (x) — реверсивный многочлен, то цикловой тип CF (y) семейства LR(F )
(см. определение 19) может быть вычислен по формуле

CF (y) = CF (1)(y) ∗ . . . ∗ CF (k)(y). (76)

� Первое утверждение следствия вытекает из изоморфизма (75) и утвержде-
ния 38(а). Равенство (76) доказывается точно так же, как равенство теоремы 35. �

ПРИМЕР 21. В условиях примера 20 найдем период ЛРП u ∈ LR(F ) с начальным
вектором u[0, 4] = (66011). Начальные векторы компонент u над полями R1 = Z/3 и
R2 = Z/5 имеют соответственно вид u(1)[0, 4] = (00011), u(2)[0, 4] = (11010). ЛРП u(1)
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над R1 имеет характеристический многочлен F (1)(x) = x5 + x4 + 1, и ее генератор
относительно F (1)(x) есть Φ(1)(x) = x+ 2. Отсюда получаем:

Mu(1)(x) =
F (1)(x)

(F (1)(x), Φ(1)(x))
= (x3 + 2x+ 1)(x− 1),

T (u(1)) = T ((x3 + 2x+ 1)(x− 1)) = T (x3 + 2x+ 1) = 26.

Последовательность u(2) над R2 есть ЛРП с неприводимым характеристическим
многочленом F (2)(x) = x5 + 4x + 2, и так как u(2) �= (0), то Mu(2)(x) = F (2)(x),
T (u(2)) = T (F (2)) = 55 − 1. Окончательно находим:

T (u) = [T (u(1)), T (u(2))] = [26, 55 − 1] = 4 · 11 · 13 · 71.

ПРИМЕР 22. Вычислим цикловой тип CF (y) семейства LR(F ) из примера 20. По след-
ствию из утверждения 38 CF (y) = CF (1)(y) ∗ CF (2)(y). По теореме 35 справедливо
равенство CF (1)(y) = CG(y) ∗ CH(y), где G(x) = x3 + 2x+ 1, H(x) = (x− 1)2 — много-
члены над R1 = Z/3. Так как G(x) — многочлен максимального периода 26 над R1,
то CG(y) = 1y1 + 1y26. Цикловой тип многочлена H(x), как легко проверить, имеет
вид CH(y) = 3y1 + 2y3. Таким образом,

CF (1)(y) = (1y + 1y26) ∗ (3y1 + 2y3) = 3y1 + 2y3 + 3y26 + 2y2·3·13.

Так как F (2)(x) — многочлен максимального периода 4 · 11 · 71 над кольцом
R2 = Z/5, то CF (2)(y) = 1y1 + 1y4·11·71. Окончательно получаем:

CF (y) = (3y1 + 2y3 + 3y2·13 + 2y2·3·13) ∗ (1y1 + 1y4·11·71) =

= 3y1 + 3y4·11·71 + 2y3 + 2y3·4·11·71 + 3y2·13+

+ 3 · (2 · 13, 4 · 11 · 71) · y[2·13, 4·11·71] + 2y2·3·13+

+ 2 · (2 · 3 · 13, 4 · 11 · 17) · y[2·3·13, 4·11·17] =
= 3y1 + 2y3 + 3y2·13 + 2y2·3·13 + 2y4·3·11·71 + 6y4·11·13·71 + 4y4·3·11·13·71.

2. Всюду далее в этом параграфе будем считать, что R = Z/pn, где p — простое
и n > 1. Исследуем, чему равен максимально возможный период ЛРП порядка m
над R и как строить такие ЛРП. Очевидно, что для этого надо прежде всего найти
максимум периодов унитарных многочленов степени m над R.

Рассмотрим поле R = Z/p и естественный эпиморфизм ψ : R→ R, который ставит
произвольному элементу r = [a]pn ∈ R в соответствие элемент ψ(r) = [a]p ∈ R.
В дальнейшем для краткости будем использовать обозначение ψ(r) = r. Заметим
сразу, что обратимость элемента r в кольце R равносильна условию (a, p) = 1, которое
равносильно обратимости r в R.

Для произвольного многочлена F (x)=
∑
fix

i ∈R[x] положим F (x)=∑ f ix
i ∈R[x].

Очевидно, что эпиморфизм ψ : R → R можно продолжить до эпиморфизма
ψ̂ : R[x] → R[x], действующего по закону ψ̂(F (x)) = F (x). При этом реверсивность
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произвольного унитарного многочлена F (x) ∈ R[x] равносильна реверсивности его
образа F (x).

В дальнейшем нам понадобится

Лемма 39. Если F (x) ∈ R[x] — унитарный многочлен степени m и многочлены
A(x), B(x) ∈ R[x] удовлетворяют условию

ptA(x) ≡ ptB(x) (modF (x)),

где 0 � t < n, то A(x) ≡ B(x) (modF (x)).

� Разделим многочлен A(x)−B(x) на F (x) с остатком:

A(x) −B(x) = Q(x)F (x) + C(x), degC(x) < m. (77)

Тогда pt(A(x) − B(x)) = (ptQ(x))F (x) + ptC(x), и так как deg ptC(x) < m, а по
условию F (x) | pt(A(x) − B(x)), то ptC(x) = 0. Следовательно, все коэффициенты
многочлена C(x) делятся на pn−t, и поскольку n − t > 0, они делятся на p, т. е.
C(x) = 0. В таком случае из (77) следует равенство A(x)−B(x) = Q(x)F (x). �

Пусть теперь F (x) ∈ R[x] — реверсивный многочлен степени m > 0, и
τ0 = T (F ) — период F (x) над полем R. Тогда xτ0 ≡ e (modF (x)), и, вычисляя
остаток от деления в кольце R[x] многочлена xτ0 на F (x), получаем:

xτ0 ≡ e+ pU(x) (modF (x)), degU(x) < m. (78)

Это соотношение служит отправной точкой при решении всех задач, связанных с
вычислениями периодов многочленов и соответствующих им ЛРП над кольцом R.
Основным инструментом, позволяющим его использовать, является

Лемма 40. Пусть F (x) ∈ R[x] — реверсивный многочлен степени m, и для t, l ∈ N

выполняются соотношения

xt ≡ e+ pl∆(x) (modF (x)), deg∆(x) < m. (79)

Тогда существует многочлен ∆1(x) ∈ R[x] такой, что
xtp ≡ e+ pl+1∆1(x) (modF (x)), deg∆1(x) < m. (80)

При этом если l + 1 < n, то любой многочлен ∆1(x), удовлетворяющий соотно-
шениям (80), удовлетворяет также соотношениям:

∆1(x) = ∆(x), если pl > 2; (81)

∆1(x) ≡ ∆(x)2 +∆(x) (modF (x)), если pl = 2. (82)

� Из (79) возведением в степень p получаем:

xtp ≡ e+

(
p

1

)
pl∆(x) +

(
p

2

)
p2l∆(x)2 + . . .+

(
p

p

)
ppl∆(x)p (modF (x)).
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Так как
( p
1

)
pl = pl+1 и psl � pl+1 для s ∈ 2, p, то последнее сравнение можно

записать в виде

xtp ≡ e+ pl+1K(x) (modF (x)), где

K(x) = ∆(x) +
( p
2

)
pl−1∆(x)2 + . . .+

( p
p

)
ppl−(l+1)∆(x)p.

(83)

Заменяя здесь K(x) его остатком ∆1(x) от деления на F (x), получаем (80).
Пусть теперь ∆1(x) ∈ R[x] — произвольный многочлен, удовлетворяющий услови-

ям (80). Тогда из соотношений (80) и (83) следует, что
pl+1∆1(x) ≡ pl+1K(x) (modF (x)), и если l + 1 < n, то по лемме 39

∆1(x) ≡ K(x) (modF (x)). (84)

Если pl > 2, то в выражении (83) для K(x) коэффициенты всех слагаемых, на-
чиная со второго, делятся на p. Следовательно, K(x) = ∆(x), и из (84) и условий
deg∆(x) < m, deg∆1(x) < m следует (81).

Если pl = 2, т. е. p = 2, l = 1, то соотношения (83) имеют вид

xt·2 ≡ e+ 22K(x) (modF (x)), K(x) = ∆(x)2 +∆(x),

и из (84) следует (82). �

Теорема 41. Для любого реверсивного многочлена F (x) ∈R[x] справедливо равен-
ство

T (F ) = T (F ) · pk, где k ∈ 0, n− 1. (85)

Если T (F ) = τ0, то равенство T (F ) = τ0 ·pn−1 выполняется тогда и только тогда,
когда многочлен U(x) из соотношения (78) удовлетворяет условию:

U(x) �= 0, если p > 2 или p = 2, n = 2;

U(x)2 + U(x) �≡ 0 (modF (x)), если p = 2, n > 2.
(86)

� Пусть T (F ) = τ , T (F ) = τ0. Так как F (x) | xτ − e, то F (x) | xτ − e и по
следствию 1 утверждения 24 τ0 | τ .

С другой стороны, из соотношения (78), применяя s раз лемму 40, получаем, что
для каждого s ∈ N0 существует многочлен Us(x) ∈ R[x] такой, что выполняются
соотношения

xτ0p
s ≡ e+ ps+1Us(x) (modF (x)), degUs(x) < m. (87)

Отсюда при s = n− 1 получаем: xτ0p
n−1 ≡ e (modF (x)), т. е.

F (x) | xτ0pn−1 − e и τ | τ0pn−1.

В совокупности с условием τ0 | τ это дает равенство (85).
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Ввиду (85) условие T (F ) = τ0p
n−1 равносильно условию τ > τ0p

n−2, которое
опять-таки ввиду (85) равносильно тому, что

xτ0p
n−2 �≡ e (modF (x)).

Последнее в силу (87) равносильно условию Un−2(x) �= 0. Теперь остается заметить,
что согласно лемме 40 из соотношения (78) вытекают следующие соотношения для
многочленов Us(x) из (87):

если p > 2, то U0(x) = U1(x) = . . . = Un−2(x) = U(x);
если p = 2, n = 2, то U0(x) = Un−2(x) = U(x);
если p = 2, n > 2, то U0(x) = U(x), U1(x) = . . . = Un−2(x) ≡

≡ U(x)2 + U(x) (modF (x)). �

Следствие. Для любого реверсивного многочлена F (x) ∈ R[x] степени m выпол-
няется неравенство T (F ) � (pm − 1)pn−1. Равенство T (F ) = (pm − 1)pn−1 имеет
место тогда и только тогда, когда

(а) F (x) — многочлен максимального периода τ0 = pm−1 над полем R = Z/p; и
(б) для многочлена U(x) из (78) выполняется условие (86).

� Достаточно заметить, что для любого реверсивного многочлена F (x) ∈ R[x]
степени m верно неравенство T (F ) � pm − 1, а равенство T (F ) = pm − 1 означает,
что F (x) — многочлен максимального периода. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21. Реверсивный многочлен F (x) степени m над кольцом R = Z/pn

называется многочленом максимального периода, если T (F ) = (pm − 1)pn−1.

Теорема 42. Для любого натурального m � 2 в кольце R[x] существует много-
член максимального периода степени m.

� Выберем произвольно реверсивный многочлен F (x) ∈ R[x] степениm так, чтобы
многочлен F (x) имел максимальный период τ0 = pm − 1. Если многочлен U(x) из
соотношения (78) удовлетворяет условию (86), то по следствию теоремы 41 F (x) —
искомый многочлен максимального периода. Допустим, что условие (86) для U(x) не
выполнено. Покажем, что в таком случае многочленом максимального периода будет
многочлен F1(x) = F (x+ pe).

Очевидно, что F 1(x) = F (x), и потому для F1(x) выполнено условие (а) следствия
теоремы 41. Пусть

xτ0 ≡ e+ pU1(x) (modF1(x)), degU1(x) < m. (88)

Остается показать, что многочлен U1(x) удовлетворяет условию (86). Для этого вы-
разим U1(x) через U(x). Заменяя в (78) x на x+ pe, получаем:

(x+ pe)τ0 ≡ e+ pU(x+ pe) (modF1(x)).

Пользуясь формулой Ньютона (теорема 3 главы 2), находим

(x+ pe)τ0 = xτ0 + pτ0x
τ0−1 + p2K(x)
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для подходящего K(x) ∈ R[x]. Из двух последних соотношений имеем:

xτ0 ≡ e+ p
(
U(x+ ep)− τ0x

τ0−1 − pK(x)
)
(modF1(x)).

Отсюда и из (88) получаем соотношение

pU1(x) ≡ p
(
U(x+ pe)− τ0x

τ0−1 − pK(x)
)
(modF1(x)),

из которого в силу леммы 39 и очевидных соотношений U(x + pe) = U(x),
τ0xτ0−1 = −exτ0−1, pK(x) = 0 вытекает сравнение

U1(x) ≡ U(x)− exτ0−1 (modF 1(x)). (89)

В случае p > 2 или p = n = 2 предположение о том, что многочлен U(x) не
удовлетворяет условию (86) означает: U(x) ≡ 0 (modF (x)). Но тогда ввиду равенства
F 1(x) = F (x) из (89) следует, что

U1(x) ≡ −exτ0−1 �≡ 0 (modF 1(x)),

следовательно, U1(x) удовлетворяет условию (86).
В случае p = 2, n � 3 наше предположение означает, что

U(x)2 + U(x) ≡ 0 (modF (x)).

Но тогда из (89) следует сравнение

U1(x)
2 + U1(x) ≡ xτ0−1(xτ0−1 − e) (modF 1(x)),

и так как T (F 1(x)) = τ0, то xτ0−1(xτ0−1−e) �≡ 0 (modF 1(x)), т. е. U1(x) удовлетворяет
условию (86). �

3. Теперь предположим, что F (x) — многочлен степени m над кольцом R = Z/pn,
имеющий максимально возможный период T (F ) = (pm − 1)pn−1, и дадим описание
периодов ЛРП из LR(F ) и циклового типа семейства LR(F ).

Заметим, что в кольце R можно выделить строго возрастающую цепочку идеалов:

{0} = pnR �
�=
pn−1R �

�=
. . . �

�=
pR �

�=
R

(равенство pkR = pk+1R при k < n невозможно, так как из него следует равенство
pkR = pnR = {0}).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 22. Нормой элемента r ∈ R назовем число ‖r‖, равное наибольшему
k ∈ 0, n со свойством r ∈ pkR. Нормой последовательности u ∈ R∞ и нормой
вектора u[0,m− 1] будем называть параметры

‖u‖ = min{‖u(i)‖ : i ∈ N0}, ‖u[0,m− 1]‖ = min{‖u(i)‖ : i ∈ 0,m− 1}.
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Из определения легко следует, что для любого элемента r ∈ R справедливы соот-
ношения

(‖r‖ = 0) ⇔ (r ∈ R∗), (‖r‖ = n) ⇔ (r = 0).

Читателю предлагается самостоятельно убедиться в справедливости следующих
фактов.

Лемма 43. Для любых элементов a, b ∈ R верны соотношения:
(а) ‖a+ b‖�min{‖a‖, ‖b‖}, и если ‖a‖ �=‖b‖, то ‖a+ b‖=min{‖a‖, ‖b‖};
(б) ‖ab‖ � ‖a‖+ ‖b‖, и если ‖a‖+ ‖b‖ � n, то ‖ab‖ = ‖a‖+ ‖b‖.
(в) Для любой ЛРП u ∈ LR(F ) верно равенство ‖u‖ = ‖u[0,m− 1]‖.
В дальнейшем нам понадобится также

Лемма 44. Многочлены F (x), G(x) ∈ R[x] взаимно просты тогда и только тогда,
когда взаимно просты их образы F (x), G(x) над полем R = Z/p.

� Пусть (F (x), G(x)) = e. Тогда существуют такие многочлены A(x), B(x) ∈ R[x],
что A(x)F (x) + B(x)G(x) = e. Это означает, что в кольце R[x] для подходящего
C(x) ∈ R[x] выполняется равенство

A(x)F (x) +B(x)G(x) = e+ pC(x).

Так как (e + pC(x))p
n−1

= e, то e + pC(x) — обратимый многочлен в кольце R[x],
и для U(x) = (e + pC(x))−1A(x), V (x) = (e + pC(x))−1B(x) выполняется равенство
U(x)F (x) + V (x)G(x) = e, т. е. (F (x), G(x)) = e (определение 10). Доказательство в
обратную сторону очевидно. �

Теорема 45. Если F (x) — многочлен степени m � 2 максимального периода
(pm − 1)pn−1 над кольцом R, u ∈ LR(F ) \ (0), ‖u‖ = k, то T (u) = (pm − 1)pn−k−1.
Цикловой тип семейства LR(F ) имеет вид

CF (y) = y1 +

n−1∑
t=0

p(m−1)ty(p
m−1)pt .

� Рассмотрим сначала случай, когда ‖u‖ = 0. Пусть Φu(x) — генератор ЛРП u
относительно характеристического многочлена F (x). Покажем, что (Φu(x), F (x)) = e.
Из формулы (11) легко следует, что Φu(x) = Φu(x) — генератор образа u ЛРП u над
полем R относительно характеристического многочлена F (x). Так как ‖u‖ = 0, то
u �= (0) и Φu(x) �= 0. Так как F (x) — многочлен максимального периода над R,
то по следствию теоремы 41 F (x) — неприводимый многочлен степени m над R.
Поскольку Φu(x) �= 0 и deg Φu(x) < m, то это дает соотношение (Φu(x), F (x)) = e,
которое ввиду леммы 44 эквивалентно условию (Φu(x), F (x)) = e.

По утверждению 14(б) последнее означает, что для любого t ∈ N условие
F (x) | (xt − e)Φu(x) эквивалентно условию F (x) | xt − e. В силу утверждения 12
это означает, что

((xt − e)u = (0))⇔ (F (x) | xt − e),

т. е. T (u) = T (F ) = (pm− 1)pn−1. Таким образом, в случае ‖u‖ = 0 теорема доказана.
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Пусть теперь ‖u‖ = k > 0. Заметим, что k < n, так как u �= 0. По лем-
ме 43(в) ‖u[0,m− 1]‖ = k. По определению нормы вектора это означает, что все
координаты u(0), . . . , u(m − 1) делятся на pk, и часть из них не делится на
pk+1. Следовательно, найдется вектор v[0,m− 1] над R такой, что ‖v[0,m− 1]‖ = 0
и u[0,m− 1] = pkv[0,m− 1]. Пусть v ∈ LR(F ) — ЛРП с начальным вектором
v[0,m− 1]. Тогда, очевидно, справедливы равенства ‖v‖ = 0 и u = pkv.

Рассмотрим факторкольцо R̃ = R/pn−kR ∼= Z/pn−k. Обозначим через ṽ и F̃ (x)
образы последовательности v и многочлена F (x) при естественном эпиморфизме
R→ R̃ и докажем последовательно равенства T (ṽ) = (pm − 1)pn−k−1, T (u) = T (ṽ).

Очевидно, ṽ ∈ L
˜R(F̃ ) и ‖ṽ‖ = 0. Кроме того, так как n − k > 0, то F̃ (x) —

многочлен максимального периода (pm − 1)pn−k−1 над кольцом R̃. Действительно,
если n− k = 1, то R̃ = R, F̃ (x) = F (x) и утверждение очевидно; если n− k > 1, то
из соотношения (78) для τ0 = T (F ) = pm − 1 следует соотношение

xτ0 ≡ ẽ+ pŨ(x) (mod F̃ (x)),

где Ũ(x) — образ U(x) над R̃. Так как F̃ (x) = F (x) и Ũ(x) = U(x), а F (x) —

многочлен максимального периода над R, то для F̃ и Ũ выполнены условия следствия
теоремы 41, т. е. F̃ (x) — многочлен максимального периода над R̃. Поскольку ‖ṽ‖ = 0,
то по доказанному выше это означает, что

T (ṽ) = T (F̃ ) = (pm − 1)pn−k−1.

Из равенства u = pkv следует, что для каждого t ∈ N справедлива цепочка соот-
ношений

(xt − e)u = (0) ⇔ pk(xt − e)v = (0) ⇔
⇔ (xt − e)v ≡ (0) (mod pn−k) ⇔ (xt − ẽ) ṽ = (0̃).

Эти импликации доказывают равенство T (u) = T (ṽ). Следовательно,
T (u) = (pm − 1)pn−k−1, и первая часть теоремы доказана.

Теперь можно утверждать, что возможные длины циклов, на которые разбивается
множество LR(F ), суть 1, (pm − 1), (pm − 1)p, . . . , (pm − 1)pn−1, т. е. цикловой тип
семейства LR(F ) имеет вид

CF (y) = Cy1 +

n−1∑
t=0

Cty
(pm−1)pt , (90)

где Ct — количество циклов длины (pm − 1)pt в LR(F ). ЛРП u ∈ LR(F ) име-
ет период 1 тогда и только тогда, когда u = (0), т. е. ‖u‖ = n. Таким образом,
в (90) C = 1. Равенство T (u) = (pm − 1)pt, где t ∈ 0, n− 1, эквивалентно равенству
‖u[0,m− 1]‖ = n − t − 1. Количество векторов длины m над кольцом R, имеющих
норму n− t−1, очевидно, равно |pn−t−1R|m−|pn−tR|m = p(t+1)m−ptm. Следователь-
но, количество последовательностей u ∈ LR(F ), имеющих период (pm − 1)pt, равно
(pm − 1)ptm, и они разбиваются на Ct = (pm − 1)ptm/(pm − 1)pt = p(m−1)t циклов.
Подставляя найденное значение Ct в (90), получаем нужное равенство для CF (y). �
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Следствие. Если u — произвольная ЛРП над кольцом R = Z/pn с характеристи-
ческим многочленом G(x) степени m, то

T (u) � (pm − 1)pn−1.

Равенство T (u) = (pm− 1)pn−1 достигается тогда и только тогда, когда G(x) —
многочлен максимального периода над R и ‖u‖ = 0.

� Первое утверждение вытекает из неравенства T (u) � T (G) и следствия теоре-
мы 41. Второе — из того же следствия и доказанной только что теоремы. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 23. ЛРП u порядка m и периода (pm−1)pn−1 над кольцом Z/pn назы-
вается линейной рекуррентной последовательностью максимального периода над
кольцом Z/pn.

§ 13. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ НА ЦИКЛАХ
ЛИНЕЙНЫХ РЕКУРРЕНТ 37

1. Пусть u — ненулевая реверсивная ЛРП над полем P = GF (q) ранга m � 1 и
периода τ = T (u) � qm − 1. Обозначим через Nu(a) количество появлений элемента
a ∈ P на цикле ЛРП u, т. е. на отрезке u[0, τ − 1]. Как уже отмечалось в парагра-
фе 10, для того, чтобы рассматривать u как имитацию случайной последовательности,

необходимо, чтобы относительная частота νu(a) =
1

τ
Nu(a) появления элемента a на

отрезке u[0, τ − 1] была близка к естественной средней величине 1/q для любого
a ∈ P .

Здесь мы иллюстрируем возможности применения метода тригонометрических
сумм Виноградова для получения оценок величин νu(a) и Nu(a) с использованием
свойств характеров конечного поля и сумм Гаусса.

Утверждение 46. Для любого нетривиального аддитивного характера ψ (см. § 6
главы 22) поля P верно равенство

Nu(a) =
τ

q
+

1

q

∑
c∈P\0

ψ(−ca)
τ−1∑
i=0

ψ(cu(i)).

� Согласно соотношению ортогональности для характеров группы (P,+) (см. тео-
рему 12 главы 12) справедливы соотношения:

1

q

∑
c∈P

ψ(c(u(i)− a)) =

{
1, если u(i) = a,

0, если u(i) �= a.

Отсюда

Nu(a) =

τ−1∑
i=0

1

q

∑
c∈P

ψ(c(u(i)− a)).

37Авторы признательны О. В. Камловскому за помощь при подготовке материалов этого параграфа.
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Поскольку ψ — аддитивный характер, то ψ(c(u(i) − a)) = ψ(cu(i))ψ(−ca). Следова-
тельно,

Nu(a) =
1

q

∑
c∈P

τ−1∑
i=0

ψ(cu(i))ψ(−ca).

Так как ψ(0) = 1, то сумма слагаемых, соответствующих c = 0, равна τ/q. Выделяя
это слагаемое отдельно, получим требуемое соотношение. �

Из доказанного утверждения видна необходимость исследования сумм вида∑τ−1
i=0 ψ(cu(i)). Важное их свойство дает

Утверждение 47. Пусть ψ — нетривиальный аддитивный характер поля P . Тогда

τ

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(u(i))

∣∣∣∣∣
2

�
∑

v∈LP (F )\(0)

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(v(i))

∣∣∣∣∣
2

= τ(qm − τ).

� Так как u — последовательность периода τ , то справедливо равенство

τ

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(u(i))

∣∣∣∣∣
2

=
τ−1∑
j=0

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(u(i+ j))

∣∣∣∣∣
2

.

Так как u — реверсивная последовательность, то система последовательностей
vj = xju, 0 � j � τ − 1, есть система попарно различных ЛРП из LP (F ) \ 0, и
потому

τ−1∑
j=0

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(u(i+ j))

∣∣∣∣∣
2

=

τ−1∑
j=0

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(vj(i))

∣∣∣∣∣
2

�
∑

v∈LP (F )\0

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(v(i))

∣∣∣∣∣
2

,

откуда следует первое из доказываемых соотношений.
Для доказательства второго соотношения заметим, что

∑
v∈LP (F )\0

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(v(i))

∣∣∣∣∣
2

= Σ− τ2,

где

Σ =
∑

v∈LP (F )

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(v(i))

∣∣∣∣∣
2

.

Поэтому достаточно доказать, что Σ = τqm. Пусть F (x) — минимальный много-
член ЛРП u. Тогда по предположению degF (x) = m, и система последовательностей
v0 = u, v1 = xu, . . . , vm−1 = xm−1u есть базис пространства LP (F ). Отсюда
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Σ =
∑

a0,...,am−1∈P

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ
(
a0v0(i) + . . .+ am−1vm−1(i)

)∣∣∣∣∣
2

=

=
∑

a0,...,am−1∈P

τ−1∑
i=0

ψ
(
a0v0(i) + . . .+ am−1vm−1(i)

)τ−1∑
j=0

ψ
(
a0v0(j) + . . .+ am−1vm−1(j)

)
,

где черта означает комплексное сопряжение. Перемножая две последние суммы и
пользуясь равенством ψ(c) = ψ(−c), получим

Σ =
∑

a0,...,am−1∈P

τ−1∑
i,j=0

ψ
(
a0(v0(i)− v0(j))

)
. . . ψ

(
am−1(vm−1(i)− vm−1(j))

)
=

=

τ−1∑
i,j=0

(∑
a0∈P

ψ
(
a0(v0(i)− v0(j))

))
. . .

( ∑
am−1∈P

ψ
(
am−1(vm−1(i)− vm−1(j))

))
.

В силу соотношения ортогональности для характеров при любых фиксированных
i, j ∈ 0, τ − 1 справедливо равенство

∑
a∈P

ψ(a(v(i) − v(j))) = qδv(i),v(j),

где δv(i),v(j) — символ Кронекера. Отсюда

Σ = qm
τ−1∑
i,j=0

δv0(i),v0(j) . . . δvm−1(i),vm−1(j).

Слагаемое данной суммы отлично от 0 (и, следовательно, равно 1) тогда и только
тогда, когда (v0(i), . . . , vm−1(i)) = (v0(j), . . . , vm−1(j)), т. е. тогда и только тогда, когда
u[i, i+m− 1] = u[j, j +m− 1]. Так как u — ЛРП порядка m, то последнее равенство
эквивалентно условию xiu = xju. Так как 0 � i, j � τ − 1, где τ — период ЛРП u, то
это условие равносильно условию i = j. Таким образом,

Σ = qm
τ−1∑
i=0

1 = τqm,

что и требовалось доказать. �

Теорема 48. Пусть, по-прежнему, u — ненулевая реверсивная ЛРП ранга m и
периода τ = T (u) над полем P = GF (q). Тогда для любого a ∈ P∣∣∣∣νu(a)− 1

q

∣∣∣∣ � q − 1

q

√
qm − τ

τ
.
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� Из определения νu(a) следует, что достаточно доказать неравенство∣∣∣∣Nu(a)− τ

q

∣∣∣∣ � q − 1

q

√
qm − τ .

Используя утверждение 46 и равенство |ψ(−ac)| = 1 для c ∈ P \ 0, получаем
∣∣∣∣Nu(a)− τ

q

∣∣∣∣ = 1

q

∣∣∣∣∣
∑
c∈P\0

ψ(−ca)
τ−1∑
i=0

ψ(cu(i))

∣∣∣∣∣ � 1

q

∑
c∈P\0

∣∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

ψ(cu(i))

∣∣∣∣∣ .
Теперь по утверждению 47, примененному к ЛРП cu, имеем:∣∣∣∣Nu(a)− τ

q

∣∣∣∣ � 1

q

∑
c∈P\0

(qm − τ)1/2 =
q − 1

q
(qm − τ)1/2. �

По теореме 30 если u — ЛРП максимального периода τ = qm − 1, то

νu(a)− 1

q
=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1

qτ
, если a �= 0,

1− q

qτ
, если a = 0.

(91)

Читателю предлагается самостоятельно вывести из теоремы 48

Следствие. Если для некоторого ε > 0 выполняется равенство τ = q
m
2 +1+ε, то∣∣∣∣νu(a)− 1

q

∣∣∣∣ � 1

q1+ε
.

Этот результат, по сути, указывает нижнюю оценку периода τ последовательности
u, при которой оценку теоремы 48 можно рассматривать как нетривиальную.

2. Более точные оценки величин νu(a) можно получить, если наложить на харак-
теристический многочлен ЛРП u дополнительные ограничения и использовать более
сильный математический аппарат. Так, используя введенные в § 6 главы 22 суммы
Гаусса

G(χ, ψ) =
∑
c∈P\0

χ(c)ψ(c),

где χ, ψ — характеры соответственно мультипликативной и аддитивной групп поля
P , можно более точно описать частоты появления элементов поля P на цикле ЛРП u
с произвольным неприводимым минимальным многочленом F (x) степени m и периода
(qm − 1)/d при d > 1. Ниже соответствующий результат приводится при d = 2.

Нам понадобятся следующие свойства сумм Гаусса. Если e — единица поля
P = GF (q), то

G(χ, ψ) = χ(−e)G(χ, ψ), G(χ, ψ) = χ(−e)G(χ, ψ). (92)
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Читателю предлагается доказать эти равенства самостоятельно. Если характеры χ и
ψ нетривиальны, то |G(χ, ψ)|2 = q (см. теорему 21(в) главы 22).

Пусть P = GF (q), q нечетно, и η — квадратичный мультипликативный харак-
тер поля P , определяемый соотношениями

η(a) =

{
1, если a ∈ P является квадратом,

−1, в противном случае
(93)

(см. задачу 73).

Утверждение 49. Если η — квадратичный мультипликативный характер и ψ —
нетривиальный аддитивный характер поля P , то

G(η, ψ) =

{
±√q, если q ≡ 1 (mod4),

±i√q, если q ≡ 3 (mod4).

� Пусть α — примитивный элемент поля GF (q). Элемент α(q−1)/2 не равен еди-
нице и является решением уравнения x2 = e. Это уравнение имеет в точности два
корня e и −e, значит α(q−1)/2 = −e.

В циклической группе GF (q)∗ = 〈α〉 элемент α(q−1)/2 = −e является квадратом,
если (q−1)/2 четно, и не является квадратом, если (q−1)/2 нечетно. Действительно,
если (q − 1)/2 четно, то α(q−1)/2 = (α(q−1)/4)2. Если же (q − 1)/2 нечетно, то из
равенства α(q−1)/2 = (αk)2 получаем, что четное число ordα = q − 1 делит нечетное
число (q − 1)/2− 2k, противоречие.

По определению (93) получаем, что η(−e) = 1, если (q−1)/2 четно, и η(−e) = −1,
если (q − 1)/2 нечетно. Другими словами,

η(−e) =
{
1, если q ≡ 1 (mod 4),

−1, если q ≡ 3 (mod 4).
(94)

Так как η = η, то ввиду (92)

G(η, ψ)2 = G(η, ψ)G(η, ψ) = η(−e)G(η, ψ)G(η, ψ) = η(−e)|G(η, ψ)|2 = η(−e)q,

и требуемые равенства следуют из (94). �
По теореме 19 реверсивная ЛРП u с неприводимым минимальным многочленом

F (x) степени m имеет представление функцией след вида

u(i) = trq
m

q (bθi), i � 0,

где θ — корень многочлена F (x) в поле Q = GF (qm), и b ∈ Q — некоторый эле-
мент, однозначно определяемый начальным вектором ЛРП u. При этом параметр
τ = T (u) = T (F ) удовлетворяет также равенству τ = Ord θ (см. утверждение 27 и
пример 3 главы 22).
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Утверждение 50. При заданных условиях для любых элементов a ∈ P и нетриви-
ального аддитивного характера ψ поля P справедливо равенство

Nu(a) =
τ

q
+

τ

q(qm − 1)

∑
χ : χ(θ)=1

G(χ, ψQ)G(χP , ψa)χ(b),

где суммирование проводится по всем мультипликативным характерам χ поля
Q = GF (qm) таким, что χ(θ) = 1, и использованы обозначения:

χP — ограничение характера χ на поле P ;
ψQ(x) = ψ(trq

m

q (x)) — расширение характера ψ поля P на поле Q;
ψa(y) = ψ(ay) — аддитивный характер поля P .

� Во-первых, отметим, что χP , ψQ и ψa — характеры. Это устанавливается непо-
средственной проверкой с использованием линейности функции след для характера
ψQ. По утверждению 46

Nu(a) =
τ

q
+

1

q

∑
c∈P\0

ψ(−ca)
τ−1∑
i=0

ψ(c trq
m

q (bθi)) =
τ

q
+

1

q

∑
c∈P\0

ψa(c)

τ−1∑
i=0

ψQ(cbθi).

Согласно теореме 20 главы 22 характер ψQ поля Q выражается через его мультипли-
кативные характеры с помощью сумм Гаусса:

ψQ(x) =
1

qm − 1

∑
χ

G(χ, ψQ)χ(x),

где суммирование проводится по всем мультипликативным характерам χ поля Q.
Тогда

τ−1∑
i=0

ψQ(cbθi) =
1

qm − 1

∑
χ

G(χ, ψQ)

τ−1∑
i=0

χ(cb)χ(θ)i.

Если χ(θ) �= 1, то внутренняя сумма, которая после вынесения общего мно-
жителя χ(cb) вычисляется по формуле суммы геометрической прогрессии, равна
χ(cb)(χ(θ)τ − 1)/(χ(θ) − 1) = 0, поскольку χ(θ)τ = χ(θτ ) = χ(e) = 1. Если же
χ(θ) = 1, то внутренняя сумма равна τχ(cb). Отсюда

Nu(a) =
τ

q
+

1

q

∑
c∈P\0

ψa(c)
τ

qm − 1

∑
χ : χ(θ)=1

G(χ, ψQ)χ(c)χ(b) =

=
τ

q
+

τ

q(qm − 1)

∑
χ : χ(θ)=1

G(χ, ψQ)G(χP , ψa)χ(b).

Последнее равенство получается изменением порядка суммирования с использовани-
ем определения суммы G(χP , ψa). �

Доказанное утверждение позволяет получать оценки для величины |νu(a) − 1/q|
более точные, чем в следствии теоремы 48, а иногда — находить точные формулы для
значений νu(a).
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Заметим, что согласно утверждению 27 для некоторого делителя d числа qm − 1
справедливо равенство τ = (qm−1)/d. Читателю предлагается самостоятельно прове-
рить, что в случае d = 1 формула утверждения 50 дает равенства (91). Мы покажем
в заключение, как эта формула позволяет рассчитать значения νu(a) в случае d = 2
(заметим, что при этом q нечетно).

Теорема 51. Пусть P = GF (q), q нечетно, u — реверсивная ЛРП над P с непри-
водимым минимальным многочленом F (x) степени m и периода

τ = T (F ) = T (u) = (qm − 1)/2.

Тогда справедливы следующие утверждения: если m нечетно, то

νu(0) =
1

q

(
1− q − 1

qm − 1

)
, νu(a) =

1

q

(
1 +

1± q
m+1

2

qm − 1

)
для всех a �= 0;

если m четно, то

νu(0) =
1

q

(
1− (q − 1)(1± q

m
2 )

qm − 1

)
, νu(a) =

1

q

(
1 +

1± q
m
2

qm − 1

)
для a �= 0.

� Пользуясь утверждением 50, мы получим соответствующие выражения для па-
раметров Nu(a) = τνu(a).

Рассмотрим сначала случай a = 0. Тогда в соответствующей формуле из утвержде-
ния 50 используется сумма Гаусса G(χP , ψ0) относительно тривиального аддитивного
характера ψ0, и согласно теореме 21(а) главы 22

G(χP , ψ0) =

{
0, если χP — нетривиальный характер,
q − 1, в противном случае.

Характеры χ, участвующие в сумме, обладают свойством χ(θ) = 1, откуда χ(θi) = 1,
i � 0. Таким образом, характер χ тривиален на подгруппе 〈θ〉 индекса 2 груп-
пы GF (qm)∗. Существует точно два мультипликативных характера поля GF (qm)
с указанным свойством: тривиальный характер χe и квадратичный характер η.
При этом ηP — тривиальный характер поля P тогда и только тогда, когда
GF (q)∗ ⊆ 〈θ〉, т. е. q− 1 делит (qm− 1)/2. Это условие равносильно тому, что 2 делит
(qm − 1)/(q − 1) = qm−1 + . . .+ q + 1, т. е. тому, что m четно.

Итак, если m нечетно, то характер ηP нетривиален, G(ηP , ψ0) = 0, и по утвер-
ждению 50

Nu(0) =
τ

q
+

τ

q(qm − 1)
G(χe, ψ

Q)(q − 1)χe(b) =

=
qm − 1

2q
+

1

2q
(−1)(q − 1) =

qm−1 − 1

2
,

где χe — тривиальный мультипликативный характер. Если же m четно, то характер
ηP тривиален, G(ηP , ψ0) = q − 1, и

Nu(0) =
τ

q
+

τ

q(qm − 1)
(q − 1)

(
G(χe, ψ

Q)χe(b) +G(η, ψQ)η(b)
)
.
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Так как qm ≡ 1 (mod 4) при четном m, то ввиду утверждения 49

Nu(0) =
qm − 1

2q
+
q − 1

2q
(−1± qm/2) =

qm−1 ± (q − 1)q
m
2 −1 − 1

2
.

Рассмотрим теперь случай a �= 0. Если m четно, то характер ηP тривиален, и

Nu(a) =
τ

q
+

τ

q(qm − 1)
(−1)(G(χe, ψQ)χe(b) +G(η, ψQ)η(b)

)
=

=
qm − 1

2q
− 1

2q
(−1± qm/2) =

qm−1 ± q
m
2 −1

2
.

Если же m нечетно, то

Nu(a) =
τ

q
+

τ

q(qm − 1)

(
G(χe, ψ

Q)G(χeP , ψa)χe(b) + G(η, ψQ)G(ηP , ψa)η(b)
)
.

Обозначая ε = 0, если q ≡ 1 (mod4), и ε = 1, если q ≡ 3 (mod4), получаем с учетом
утверждения 49

Nu(a) =
qm − 1

2q
+

1

2q
((−1)(−1) + (±iεqm/2)(±iεq1/2)(±1)) =

=
qm − 1

2q
+

1

2q
(1 ± q

m+1
2 ) =

qm−1 ± q
m−1

2

2
. �

ЗАДАЧИ

1. Пусть u — ЛРП над кольцом R с характеристическим многочленом F (x) сте-
пени m. Докажите, что если G(x) ∈ R[x] — унитарный многочлен степени k � m, де-
лящийся на F (x), и ЛРП v ∈ LR(G) имеет начальный вектор v[0, k − 1] = u[0, k − 1],
то v ∈ LR(F ) и v = u. (С помощью этого результата легко строить ЛРП v ∈ LR(G), у
которых минимальный многочлен равен заданному делителю F (x) многочлена G(x).)

2. Пусть Am×m — матрица над коммутативным кольцом R с единицей,
α↓ ∈ R(m) и Aiα↓ = (u1(i), u2(i), . . . , um(i))T для i ∈ N0. Докажите, что каждая
из последовательностей us = (us(0), us(1), . . . ), s ∈ 1,m, есть ЛРП над R, для кото-
рой характеристическим будет любой унитарный многочлен F (x) ∈ R[x] со свойством
F (A)α↓ = 0↓. В частности, таков характеристический многочлен χA(x) матрицы A.

3. В условиях задачи 2 пусть R — поле, M(x) = MA,α↓(x) — минимальный
многочлен вектора α↓ относительно A, и Ms(x) =Mus(x) — минимальный многочлен
ЛРП us для s ∈ 1,m. Докажите равенство M(x) = [M1(x), . . . ,Mm(x)]. Приведите
примеры, показывающие, что возможны как соотношения Ms(x) �= M(x) для всех
s ∈ 1,m, так и соотношения Ms(x) =M(x) для всех s ∈ 1,m.

4. Докажите, что для любой ЛРП над кольцом целых чисел существует един-
ственный минимальный многочлен.
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5. Известно, что u — ЛРП порядка m над кольцом R, и дано 2m знаков
этой последовательности: вектор u[0, 2m− 1]. Докажите, что многочлен
F (x) = xm − fm−1x

m−1 − . . . − f0 будет характеристическим для ЛРП u тогда и
только тогда, когда столбец его коэффициентов (f0, f1, . . . , fm−1)

T есть решение
системы линейных уравнений⎛

⎜⎜⎝
u(0) u(1) . . . u(m− 1)
u(1) u(2) . . . u(m)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
u(m− 1) u(m) . . . u(2m− 2)

⎞
⎟⎟⎠x↓ =

⎛
⎜⎜⎝

u(m)
u(m+ 1)
. . . . . . . . . .
u(2m− 1)

⎞
⎟⎟⎠ .

Приведите пример, доказывающий, что по 2m− 1 знакам ЛРП u ранга m ее харак-
теристический многочлен не восстанавливается однозначно.

6. Известно, что u — ЛРП порядка m над полем P . Докажите, что rang u равен
рангу матрицы

A =

⎛
⎜⎜⎝

u(0) u(1) . . . u(m− 1)
u(1) u(2) . . . u(m)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
u(m− 1) u(m) . . . u(2m− 2)

⎞
⎟⎟⎠

и равен наибольшему r ∈ 1,m такому, что MA

( 1, . . . , r
1. . . . , r

)
�= 0.

7. Найдите минимальный многочлен ЛРП u порядка m над полем P в следующих
случаях:

№ P m u[0, 2m− 1]

1 GF (2) 6 (0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1)

2 GF (2) 6 (0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0)

3 GF (5) 5 (0 1 2 3 4 4 4 4 0 0)

4 GF (5) 6 (1 0 3 1 1 1 2 2 0 0 0 0)

5 Q 4 (1 1 1 2 2 3 4 5)

8. Пусть u — ЛРП над кольцом R с характеристическим многочленом
F (x) = xm − fm−1x

m−1 − . . . − f0, и S(F ) — сопровождающая матрица для F (x)
(см. определение 21 главы 15). Докажите, что для любого i ∈ N0 вектор

u[i, i+m− 1] = (u(i), u(i+ 1), . . . , u(i+m− 1))

имеет вид u[i, i +m− 1] = u[0,m− 1]S(F )i, и если e↓ = (e, 0, . . . , 0)T , то
u(i) = u[0,m− 1]S(F )ie↓. Докажите равенство

Ann(u) = {H(x) ∈ R[x] : u[0,m− 1] ·H(S(F )) = �0}.

9. Пусть u — ЛРП над кольцом R с характеристическим многочленом F (x) сте-
пени m. Докажите, что идеал Ann(u) порождается многочленом F (x) и всеми много-
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членами H(x) = h0 + h1x+ . . .+ hm−1x
m−1 ∈ R[x], удовлетворяющими условию

⎛
⎜⎜⎝

u(0) u(1) . . . u(m− 1)
u(1) u(2) . . . u(m)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
u(m− 1) u(m) . . . u(2m− 2)

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

h0
h1
. . . . .
hm−1

⎞
⎟⎟⎠ = 0↓.

10. Докажите, что если u — ЛРП порядка m над конечным кольцом R, то идеал
Ann(u) в R[x] порождается конечным числом многочленов. В случае, когда R = Z/N ,
докажите, что идеал Ann(u) может быть порожден не более чем m + 1 многочле-
нами и приведите пример, доказывающий, что эту оценку числа образующих нель-
зя понизить. (Указание: воспользуйтесь результатом задачи 9 и тем, что множе-
ство многочленов H(x) ∈ Ann(u) степени меньшей, чем m, есть подгруппа группы
((Z/N)(m),+). Для примера рассмотрите ЛРП u над кольцом Z/4 с характеристиче-
ским многочленом x− e и начальным вектором u(0) = 2e.)

11. Пусть u — ЛРП над полем P с характеристическим многочленом F (x) степе-
ни m, и известен вектор u[i1, . . . , ik] = (u(i1), . . . , u(ik)). Для s ∈ 1, k обозначим через
∆s(x) = Res(xis , F (x)) остаток от деления xis на F (x). Докажите, что по вектору
u[i1, . . . , ik] можно однозначно восстановить начальный вектор u[0,m− 1] ЛРП u то-
гда и только тогда, когда k � m и система многочленов ∆1(x), . . . , ∆k(x) имеет над
P ранг m (как система векторов пространства P [x]). Указание: решите задачу двумя
способами.

а) Покажите, что если ∆s(x) = as,0 + as,1x + . . . + as,m−1x
m−1, то

u(is) = as,0u(0) + . . . + as,m−1u(m − 1) для s ∈ 1, k, и составьте соответствующую
систему линейных уравнений.

б) Используя результат задачи 8, составьте систему линейных уравнений
u[i1, . . . , ik] = u[0,m− 1] · (S(F )i1e↓, . . . , S(F )ike↓) и воспользуйтесь тем, что ми-
нимальный многочлен вектора e↓ относительно матрицы S(F ) равен F (x).

12. В условиях предыдущей задачи покажите, что если P = GF (q) и rang{∆1(x),
. . . ,∆k(x)} = r, то существует ровно qm−r различных ЛРП v ∈ LP (F ) со свойством
v[i1, . . . , ik] = u[i1, . . . , ik].

13. Найдите все возможные начальные векторы линейных рекуррент u ∈ LP (F )
над полем P = GF (2) по следующим данным:

№ F (x) u[i1, . . . , ik]

1 x3 + x+ 1 u[3, 5, 6] = (1, 1, 0)

2 x3 + x+ 1 u[3, 4, 6] = (1, 1, 0)

3 x3 + x+ 1 u[3, 4, 6] = (1, 1, 1)

4 x6 + x5 + x4 + x3 + 1 u[1, 2, 4, 5, 8, 10, 15] = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

Вычислите минимальные многочлены этих ЛРП.
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14. Пусть u — ЛРП над кольцом R с характеристическим многочленом
F (x) = xm − fm−1x

m−1 − . . . − f0 и генератором Φ(x), и пусть для каждого i ∈ N0

Φi(x) = Res(xiΦ(x), F (x)) — остаток от деления xiΦ(x) на F (x). Докажите равенство

Φi(x) = u(i)xm−1 +

m−1∑
s=1

(u(i+ s)− fm−1u(i+ s− 1)− . . .− fm−su(i))xm−1−s.

15. Найдите генератор и минимальный многочлен ЛРП u над полем P с характе-
ристическим многочленом F (x), если

№ P F (x) u[0,m− 1]

1 GF (2) x5 + x2 + x+ 1 (1, 1, 1, 0, 0)

2 GF (2) x5 + x2 + x+ 1 (1, 0, 0, 0, 1)

3 GF (2) x5 + x2 + x+ 1 (0, 1, 0, 0, 1)

4 GF (5) x4 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 1 (0, 1, 2, 3)

5 GF (5) x4 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 1 (0, 1, 1, 3)

6 GF (5) x4 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 1 (1, 2, 0, 3)

16. Пусть P = GF (q) и F (x) ∈ P [x] — унитарный многочлен степени m с кано-
ническим разложением

F (x) = G1(x)
k1 . . . Gt(x)

kt , degGs(x) = ns для s ∈ 1, t.

Докажите, что число ϕP (F ) линейных рекуррент над P с минимальным многочленом
F (x) вычисляется по формуле

ϕP (F (x)) = qm ·
t∏

s=1

(
1−

(
1

q

)ns
)

= |P |degF ·
t∏

s=1

(
1−

(
1

|P |
)degGs

)
.

Обратите внимание на то, что это — аналог формулы для функции Эйлера. (Ука-
зание: сведите задачу к подсчету числа многочленов Φ(x) ∈ P [x] со свойства-
ми degΦ(x) < m, (Φ(x), F (x)) = e. Обратите внимание, что это число равно
|(P [x]/F (x))∗|, и воспользуйтесь разложением

P [x]/F (x) ∼=
t⊕

s=1

P [x]/Gs(x)
ks . )

17. Докажите, что если F (x) ∈ R[x] — (единственный) минимальный многочлен
ЛРП u ∈ R∞ и F (x) = G(x)H(x), то G(x) — (единственный) минимальный многочлен
ЛРП v = H(x)u.

18. Пусть u — ЛРП над кольцом R с характеристическим многочленом F (x)
степени m и генератором Φ(x). Докажите, что равенство

LR(F ) = {G(x)u : G(x) ∈ R[x], degG(x) < m}
выполняется тогда и только тогда, когда (Φ(x), F (x)) = e.
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19. Пусть u — ЛРП над кольцом R с характеристическим многочленом F (x)
степени m и v = G(x)u для некоторого G(x) ∈ R[x]. Докажите, что если
(F (x), G(x)) = e, то последовательность u может быть однозначно восстановлена
по v, и для этого достаточно иметь вектор v[0,m− 1].

20. Пусть в условиях задачи 19 R — поле, и для заданного G(x) последователь-
ность u восстанавливается по v однозначно. Докажите, что (G(x), F (x)) = e.

21. Пусть P = GF (q), F (x) ∈ P [x] — унитарный многочлен степени m и
G(x) ∈ P [x]. Известно, что последовательность v получена по закону v = G(x)u, где
u ∈ LP (F ), и дано k знаков v(i1) = a1, . . . , v(ik) = ak ЛРП v. Докажите, что чис-
ло различных ЛРП u ∈ LP (F ), удовлетворяющих выписанным условиям, равно qm−r,
где r — ранг системы многочленов∆1(x), . . . , ∆k(x); ∆s(x) = Res(xisG(x), F (x)) для
s ∈ 1, k. При каких условиях для любого набора констант a1, . . . , ak ∈ P существует
ЛРП u ∈ LP (F ), удовлетворяющая заданным равенствам?

22. В условиях задачи 21 найдите все возможные начальные векторы ЛРП
u ∈ LP (F ) над полем P = GF (2), если

№ F (x) G(x) v[i1, . . . , ik]

1 x4 + x+ 1 x2 + x+ 1 v[1, 2, 5, 6] = (0 0 0 0)

2 x4 + x+ 1 x2 + x+ 1 v[0, 2, 5, 6] = (0 0 0 0)

3 x4 + x+ 1 x2 + x+ 1 v[0, 2, 4, 8] = (1 0 1 1)

4 x5 + x2 + x+ 1 x2 + 1 v[1, 2, 3, 6] = (1 1 1 1)

5 x5 + x2 + x+ 1 x2 + 1 v[0, 2, 4, 8] = (0 1 0 1)

6 x5 + x2 + x+ 1 x2 + 1 v[0, 4, 5] = (0 0 0)

23. Пусть u — ЛРП ранга m над полем P с минимальным многочленом F (x).
Докажите, что последовательность v ∈ P∞ представляется в виде v = G(x)u для
некоторого G(x) ∈ P [x] тогда и только тогда, когда она есть ЛРП, удовлетворяющая
условию Mv(x) | F (x). При выполнении последнего условия для соответствующего
многочлена G(x) должно выполняться неравенство degG(x) � m− rang v.

24. Пусть u — ЛРП над полем P , H(x) ∈ P [x] и v = H(x)u. Докажите, что если
неприводимый многочлен G(x) ∈ P [x] входит в каноническое разложение многочлена
Mv(x) над P с кратностью k > 0 и кратность G(x) в каноническом разложении H(x)
равна l � 0, то кратность G(x) в каноническом разложении Mu(x) равна k + l.

25. Найдите минимальный многочлен ЛРП u над полем P по следующей инфор-
мации:

а) P = Q, (x − 1)ku = (5, 5, 5, . . .),
б) P = Q, (x − 1)ku = (0, 1, 2, . . .),
в) P = GF (2), (x + 1)(x4 + x2 + 1)u = (1, 1, 1, . . .),
г) P = GF (2), (x + 1)2(x2 + x+ 1)u = (0, 1, 1, 0, 1, 1, . . .),
д) P = GF (2), (x+1)2(x3+x+1)(x3+x2+1)u= (00000010000001 . . .),
е) P = GF (3), (x − 1)2(x2 + x+ 2)u = (1, 1, 1, . . .),
ж)P = GF (3), (x + 1)(x2 + x+ 2)u = (1012202110122021 . . .).
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26. Пусть u — ЛРП над полем P с характеристическим многочленом
F (x) = (x − α1)

k1+1 . . . (x − αt)
kt+1, α1, . . . , αt ∈ P и αi �= αj для i �= j. Дока-

жите, что если разложение u по биномиальному базису пространства LP (F ) имеет
вид

u =

t∑
s=1

ks∑
j=0

csjα
[j]
s , csj ∈ P,

то минимальный многочлен ЛРП u имеет вид

Mu(x) = (x− α1)
ν1+1 . . . (x− αt)

νt+1,

где для каждого s ∈ 1, t

νs =

{
−1, если cs,0 = cs,1 = . . . = cs,ks = 0,

max{j ∈ 0, ks : csj �= 0} в противном случае.

27. Пусть P — поле, и σ : P∞ → P∞ — преобразование, определяемое равен-
ством σ(u) = xu. Докажите, что конечномерное подпространство L пространства P∞

инвариантно относительно σ тогда и только тогда, когда L = LP (F ) для некоторого
унитарного многочлена F (x) ∈ P [x]. Таким образом, все σ-инвариантные конечномер-
ные подпространства в P∞ — циклические. (Указание: если u ∈ L, то u — ЛРП, и
при условии Mu(x) = G(x) выполняется включение LP (G) ⊆ L.)

28. Приведите примеры собственных бесконечномерных подпространств в P∞,
инвариантных относительно преобразования σ из задачи 27. Докажите, что их бес-
конечно много.

29. Пусть f(x) ∈ R[x] — многочлен степени k, α ∈ R и u ∈ R∞ — последователь-
ность вида u(i) = f(i)αi для i ∈ N0. Докажите, что u ∈ LR((x− α)k+1).

30. Докажите, что для любого k ∈ N последовательность sk ∈ Z
∞, определяемая

равенствами

sk(i) =

i∑
n=0

nk для i ∈ N0,

есть ЛРП ранга k + 2, и ее общий член представляется в виде полинома от i сте-
пени k + 1 с коэффициентами из Q. Укажите характеристические многочлены для
sk и указанные представления для k ∈ {2, 3, 4}. Сравните с результатами задачи 11
главы 1.

31. (Задача о размножении кроликов.) Каждая пара зрелых кроликов через месяц
рожает новую пару кроликов, которая еще через месяц достигает зрелости. Сколько
пар зрелых кроликов можно получить из одной зрелой пары за n лет, n ∈ 1, 10 ?

32. Пусть Q — расширение поля P , и F (x) ∈ P [x] — унитарный многочлен.
Докажите, что LP (F ) = P∞ ∩ LQ(F ). Заметьте, что базис eF1 , . . . , eFm пространства
LP (F ) будет базисом и для LQ(F ).

33. Определите произведение последовательностей u и v над полем P равенством
uv = w ∈ P∞, где w(i) = u(i)v(i) для i ∈ N0. Для произвольного набора подпро-
странств L1, . . . , Lr из P∞ определите произведение L1 . . . Lr как подпространство
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в P∞, порожденное всеми произведениями вида u1 . . . ur, где us ∈ Ls для s ∈ 1, r.
Докажите равенства:

L1(L2 + L3) = L1L2 + L1L3, L1L2 = L2L1.

34. Докажите, что для любых унитарных многочленов F1(x), . . . , Fr(x) над полем
P существует унитарный многочлен F (x) ∈ P [x] такой, что

LP (F1) · . . . · LP (Fr) = LP (F );

этот многочлен называется дизъюнкцией многочленов F1, . . . , Fr и обозначается
F (x) = F1(x) ∨ . . . ∨ Fr(x). (Указание: покажите, что L = LP (F1) · . . . · LP (Fr) —
конечномерное подпространство в P∞, инвариантное относительно преобразования
сдвига σ, и воспользуйтесь результатом задачи 27.)

35. Для линейных рекуррент из задач 7, 13, 15 выясните, какие из них являются
периодическими, и найдите их периоды и длины подходов.

36. Докажите, что период многочлена F (x) = (x − e)2 над конечным коль-
цом R с единицей равен характеристике этого кольца (т. е. равен exp(R,+),
или, что тоже самое, порядку элемента e группы (R,+)). Отсюда следует, что
(T (F ) = |R|) ⇔ (∃n ∈ N : R ∼= Z/n).

37. Докажите, что если ЛРП u над кольцом R имеет единственный минимальный
многочлен G(x), то она периодична тогда и только тогда, когда G(x) | xλ(xt − e) для
некоторых λ ∈ N0 и t ∈ N. При этом наименьшие λ и t с указанным свойством суть
Λ(u) и T (u).

38. Элемент c ∈ R называют мультипликатором последовательности u ∈ R∞,
если для некоторого t ∈ N выполняется равенство xtu = cu. Пусть M(u) — множе-
ство всех мультипликаторов последовательности u. Докажите, что если M(u) �= ∅,
то M(u) — подполугруппа полугруппы (R, · ). Приведите пример периодической по-
следовательности u над конечным кольцом, для которой M(u) �= ∅. Покажите, что
если u — чисто периодическая последовательность, то M(u) � e.

39. Пусть u — последовательность над конечным коммутативным кольцом R с
единицей, и множество ее мультипликаторов M(u) не пусто. Докажите, что:

а) u — периодическая последовательность;
б) u — вырождающаяся последовательность тогда и только тогда, когда M(u) � 0;
в) u — чисто периодическая последовательность тогда и только тогда, когда

M(u) � e. (Указание: покажите, что для каждого r ∈ R существует t ∈ N такое,
что rt = ε — идемпотент, т. е. ε2 = ε.)

40. Пусть u ∈ R∞ — чисто периодическая последовательность с периодом t, удо-
влетворяющая условию Ann(u) ∩ R = 0. Докажите, что M(u) — подгруппа в R∗, и
для каждого c ∈M(u) выполняется равенство ct = e.

41. Пусть u ∈ R∞ — чисто периодическая последовательность. Приведенным
периодом или предпериодом последовательности u называется наименьшее t ∈ N, для
которого существует c ∈ R со свойством xtu = cu. Предпериод последовательности
u обозначается через TΠ(u). Докажите, что если xTΠ(u)u = cu и Ann(u) ∩ R = 0,
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то TΠ(u) | T (u), M(u) — циклическая подгруппа в R∗, порождаемая элементом c, и
T (u) = TΠ(u) · |M(u)| = TΠ(u) ·Ord c.

42. Пусть P = GF (q), и u — ЛРП максимального периода над P с минималь-
ным многочленом F (x), degF (x) = m. Докажите, что приведенный период и группа
мультипликаторов ЛРП u удовлетворяют равенствам

TΠ(u) =
qm − 1

q − 1
, M(u) = P ∗, x

qm−1
q−1 · u = (−1)mF (0) · u.

(Используйте представление ЛРП u с помощью функции след.)

43. Пусть P = GF (2) и u ∈ P∞ \ (0) — такая последовательность, что для любого
k ∈ N либо u + xku = (0), либо существует l ∈ N со свойством u + xku = xlu.
Докажите, что либо u = (1, 0, 0, 0, . . .), либо u — ЛРП максимального периода над
полем P .

44. Докажите, что если P = GF (q), то неприводимый многочлен F (x) ∈ P [x]
степени m является многочленом максимального периода тогда и только тогда, когда
выполняются следующие условия:

а) (−1)mF (0) — примитивный элемент поля P ;
б) для любого простого делителя π числа N =

qm − 1

q − 1
такого, что π � q − 1,

справедливо соотношение
xN/π �≡ const (modF (x)).

45. Пользуясь методикой, изложенной в § 10, и результатом задачи 44, проверь-
те, какие из перечисленных ниже неприводимых многочленов F (x) над полем GF (q)
имеют максимальный период над этим полем. Вычислите периоды остальных много-
членов:

P GF (2) GF (3) GF (5) GF (7)

x4 + x3 + x2 + 1 x2 + 1 x2 + x+ 2 x2 + 1

x4 + x+ 1 x2 + x+ 2 x2 + 2x+ 4 x2 + 4
F (x)

x6 + x+ 1 x3 + 2x+ 2 x2 + 2 x2 + x+ 3

x6 + x3 + 1 x4 + x+ 2 x3 + 3x+ 2

x4 + 2x+ 2

46. Докажите, что если F (x) — периодический многочлен над полем P и его
период T (F ) делится на некоторое простое число π �= CharP , то существует непри-
водимый многочлен G(x) ∈ P [x] такой, что G(x) | F (x) и π | T (G).

47. Пусть P = GF (q) и t ∈ N. Докажите, что над P существует неприводимый
многочлен F (x), имеющий период t, тогда и только тогда, когда (q, t) = 1. Покажите,
что при условии (q, t) = 1 степени всех неприводимых многочленов из P [x], имеющих
период t, равны

m = min{k ∈ N : t | qk − 1}.
48. Докажите, что многочлен вида F (xk), k > 1, над конечным полем не может

быть многочленом максимального периода.
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49. Докажите, что для любого конечного поля P характеристики p и для любого
t ∈ N (t > 2, если p = 2) существует чисто периодическая ЛРП над P ранга r � t− 1
с периодом t. Приведите примеры, доказывающие, что в общем случае указанная
оценка для r не может быть понижена даже при t > 1. Рассмотрите следующие
случаи:

а) |P | = 2, t = 3, 5, 11, 13, 19;
б) |P | = 3, t = 2, 5, 7, 19;
в) |P | = 5, t = 2, 3, 7, 17, 23;
г) |P | = 7, t = 2, 5, 11, 13, 17, 23.

50. Укажите наименьший возможный ранг ЛРП u над полем GF (q), имеющей
период t, и постройте примеры таких ЛРП в следующих ситуациях:

q 2 4 5

t 5 10 6 11 5 10 9 31 40 248

51. Укажите число различных ЛРП над полем GF (2), имеющих порядок m и
период, делящий t, в следующих случаях:

m 4 5 8 6 8 3 4 7

t 5 5 5 10 10 15 15 15

(Указание: опишите возможные минимальные многочлены таких ЛРП и воспользуй-
тесь результатом задачи 16.)

52. Пусть F (x) = xm+am−1x
m−1+. . .+a1x+a0 ∈ R[x] — реверсивный многочлен.

Двойственным к F (x) называется многочлен

F ∗(x) = F (0)−1xmF (1/x) = xm + a−1
0 a1x

m−1 + . . .+ a−1
0 am−1x+ a−1

0 .

Докажите следующие утверждения:
а) F ∗∗(x) = F (x);
б) для любого унитарного G(x) ∈ R[x] условие G(x) | F (x) равносильно тому, что

G(x) — реверсивный многочлен и G∗(x) | F ∗(x);
в) многочлен F (x) неприводим над R тогда и только тогда, когда F ∗(x) неприво-

дим;
г) элемент α ∈ R является корнем F (x) тогда и только тогда, когда α ∈ R∗, и

α−1 — корень F ∗(x);
д) если R — поле, и каноническое разложение F (x) над R имеет вид

F (x) = G1(x)
k1 . . . Gt(x)

kt , то каноническое разложение F ∗(x) над R имеет вид
F ∗(x) = G∗

1(x)
k1 . . . G∗

t (x)
kt ;

е) F (x) — периодический многочлен тогда и только тогда, когда F ∗(x) периодиче-
ский, и в случае периодичности T (F ) = T (F ∗).

53. Пусть u — чисто периодическая последовательность над кольцом R и T (u) = t.
Для каждого i ∈ N0 через rt(i) обозначим остаток от деления i на t и определим
двойственную к u последовательность u∗ условием

∀ i ∈ N0 : u∗(i) = u(t− rt(i)).
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Докажите следующие утверждения:
а) если u = (u(0), u(1), . . . , u(t− 1), u(0), . . .), то

u∗ = (u(0), u(t− 1), . . . , u(1), u(0), . . .)

и T (u∗) = T (u);
б) реверсивный многочлен F (x) ∈ R[x] является характеристическим для ЛРП u

тогда и только тогда, когда F ∗(x) — характеристический для ЛРП u∗.
54. Реверсивный многочлен F (x) ∈ R[x] называется самодвойственным, если

F ∗(x) = F (x). Докажите, что неприводимый самодвойственный многочлен F (x) сте-
пени m над полем P = GF (q):

а) является многочленом максимального периода тогда и только тогда, когда q = 2
и m = 2 (т. е. F (x) = x2 + x+ 1);

б) существует тогда и только тогда, когда m — четное число. (Указание: восполь-
зуйтесь результатом задачи 52 г).)

55. Вычислите цикловой тип семейства LP (F ) в следующих случаях:
а) P = GF (2), F (x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1;
б) P = GF (2), F (x) = x5 + x2 + x+ 1;
в) P = GF (2), F (x) = x6 + x3 + 1;
г) P = GF (3), F (x) = x5 + 2x4 + 2;
д) P = GF (3), F (x) = x5 + x3 + 2x2 + x+ 1;
е) P = GF (5), F (x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 2;
ж)P = GF (5), F (x) = x3 + 3x+ 2.

56. Пусть w — конгруэнтная последовательность над конечным кольцом R:

w(0) = a, w(i + 1) = cw(i) + b для i ∈ N0.

Докажите, что T (w) � |R|, и если c /∈ R∗, то T (w) � |R| − |R∗|, а если c ∈ R∗ и
c − e ∈ R∗, то T (w) � |R∗|. Таким образом, для выполнения равенства T (w) = |R|
необходимо выполнение условий c ∈ R∗, c− e /∈ R∗. (Покажите, что во втором случае
(x− e, x− c) = e, и воспользуйтесь результатами примера 3.)

57. В условиях задачи 56 выведите формулу

w(i) = cia+ (e+ c+ . . .+ ci−1)b для i ∈ N

и, пользуясь ею, докажите, что если T (w) = |R|, то b ∈ R∗. (Заметьте, что если
T (w) = |R|, то на отрезке последовательности w длины |R| лежат все элементы
кольца R, и можно считать, что a = 0.)

58. В условиях задачи 56 пусть R = Z/pn, где p — простое, и выполнены условия
(b, p) = 1, c ≡ 1 (mod p), а если p = 2 и n � 2, то c ≡ 1 (mod4). Докажите, что
тогда T (w) = pn. Каким будет период последовательности w, если p = 2, n � 3,
c ≡ 3 (mod4)?

59. В условиях задачи 56 пусть R = Z/N , где N ∈ N. Докажите, что равенство
T (w) = N выполняется тогда и только тогда, когда

а) (b,N) = 1,
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б) c− 1 делится на любой простой делитель числа N ,
в) 4 | c− 1, если 4 | N .

(Указание: используйте разложение R ∼= Z/pn1
1 ⊕ . . .⊕ Z/pnt

t .)

60. Вычислите период T (F ) и длину подхода Λ(F ) многочлена F (x) над кольцом
R = Z/M в следующих случаях:

а) M = 10, F (x) = x4 + 6x3 + 2x2 + 5x+ 5;
б) M = 15, F (x) = x4 + 6x3 + 14x2 + 8x+ 8;
в) M = 30, F (x) = x4 + 6x3 + 14x2 + 23x+ 23.

61. Вычислите период и длину подхода ЛРП u ∈ LR(F ) в следующих случаях:
№ R F (x) u[0,m− 1]

1 Z/6 x5 + 4x3 + 2x2 + 3x+ 1 (14140)

2 Z/6 x5 + 4x3 + 2x2 + 3x+ 1 (13124)

3 Z/10 x5 + 7x4 + 2x2 + 2x+ 1 (17079)

4 Z/10 x5 + 7x4 + 2x2 + 2x+ 1 (66141)

5 Z/10 x5 + 7x4 + 2x2 + 2x+ 1 (61616)

62. Постройте многочлен F (x) степени m над кольцом Z/N , имеющий максималь-
но возможный период, и найдите число линейных рекуррент u ∈ LR(F ), имеющих
период T (F ), в следующих случаях:

N 6 10 15 23 30

m 4 5 4 5 6 3 4 5 2 3 2 3 4

63. Пусть F (x) ∈ R[x] — реверсивный периодический многочлен. Докажите ра-
венство (см. задачи 53 и 54)

LR(F
∗) = {u∗ : u ∈ LR(F )}.

Покажите, что цикловые типы семейств LR(F ) и LR(F ∗) равны.

64. Пусть R = Z/pn, p — простое число, n � 2, F (x) ∈ R[x] — реверсивный мно-
гочлен и T (F ) = τ0. Докажите, что для некоторых l ∈ 1, n и V (x) ∈ R[x] выполняются
соотношения

xτ0 ≡ e+ plV (x) (modF (x)), degV (x) < degF (x), V (x) �= 0,

и в таком случае
а) если pl > 2 или pl = 2, n = 2, то T (F ) = τ0p

n−l,
б) если pl = 2, n > 2, то для некоторых l1 ∈ 2, n, V1(x) ∈ R[x] выполняются

соотношения

x2τ0 ≡ e+ 2l1V1(x) (modF (x)), deg V1(x) < degF (x), V 1(x) �= 0,

и справедливо равенство T (F ) = τ0 · 2n−l1+1.
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65. Вычислите период многочлена F (x) над кольцом R = Z/pn в следующих
ситуациях:

а) R = Z/2n, F (x) = x5 − x− 1;
б) R = Z/2n, F (x) = x5 − 2x3 + x+ 1;
в) R = Z/2n, F (x) = x5 − 4x4 + 6x3 − 4x2 + x− 1;
г) R = Z/2n, F (x) = x5 − 2x3 + x+ 3;
д) R = Z/5n, F (x) = x3 + 2x+ 1.
66. Постройте многочлен максимального периода степени m над кольцом R, если
а) R = Z/2n, m = 3, 4, 5;
б) R = Z/3n, m = 2, 3, 4;
в) R = Z/5n, m = 2, 3.
67. Докажите, что если F (x) — многочлен максимального периода над коль-

цом R = Z/pn, n � 3, то любой унитарный многочлен G(x) ∈ R[x] со свойством
G(x) ≡ F (x) (mod p2) также будет многочленом максимального периода над R.

68. Для многочленов из задачи 60 вычислите цикловой тип семейства LR(F ).
69. Вычислите цикловой тип семейства LR(F ) в следующих случаях:
а) R = Z/pn, F (x) = x− (p+ 1);
б) R = Z/pn, F (x) = (x − 1)2;
в) R = Z/5n, F (x) = (x − 2);
г) R = Z/2n, F (x) = x2 + x+ 1;
д) R = Z/2n, F (x) = x2 − x− 1;
е) R = Z/10n, F (x) = (x − 7);
ж) R = Z/10n, F (x) = (x− 1)2.
70. Найдите цикловой тип семейства LR(F ) в следующих ситуациях:
а) R = Z/8, F (x) = x2 + x+ 1;
б) R = Z/8, F (x) = x3 − 2x2 + x− 1;
в) R = Z/2n, F (x) = x3 − x− 1;
г) R = Z/9, F (x) = x3 + 2x+ 1;
д) R = Z/9, F (x) = x3 + 3x2 + 2x+ 1;
е) R = Z/36, F (x) = x3 + 27x2 + 20x+ 19.
71. Докажите, что если u — ЛРП над кольцом R = Z/pn максимального периода

(pm − 1)pn−1, то ее предпериод удовлетворяет равенству

TΠ(u) =
pm − 1

p− 1
pk, 1 � k � n− 1,

причем в случаях p = 2, n > 2 обязательно k � 2. (Воспользуйтесь тем, что u —
ЛРП максимального периода над полем Z/p, и используйте результаты задачи 42,
теоремы 45 и следствия из теоремы 41.)

72. Докажите соотношения (92) для сумм Гаусса G(χ, ψ).
73. Пусть P = GF (q), q нечетно, и отображение η : P ∗ → C

∗ определяется соот-
ношениями (93). Докажите, что η — мультипликативный характер поля P . Он назы-
вается квадратичным характером. Докажите, что η — единственный мультипликатив-
ный характер порядка 2, а также единственный нетривиальный мультипликативный
характер, тривиальный на подгруппе индекса 2 циклической группы P ∗.



Задачи 575

74. Пусть u — реверсивная ЛРП над полем P = GF (q) ранга m и периода
τ ∈ {qm − 1, (qm − 1)/2}, причем q нечетно если τ = (qm − 1)/2. Выясните, на-
сколько точна оценка теоремы 48 в этих двух случаях, т. е. насколько она отличается
от точных значений величин νu(a), указанных в (91) и в теореме 51.

75. Выведите из утверждения 50 формулы (91) для ЛРП максимального периода
ранга m над полем GF (q).



Глава 26

ГРАФ ЛИНЕЙНОГО
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОНЕЧНОГО

ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА

§ 1. ПЕРИОД И ДЛИНА ПОДХОДА ЛИНЕЙНОЙ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Пусть VP — конечное векторное пространство, т. е. пространство конечной раз-
мерности n над конечным полем P = GF (q). Для произвольного линейного преобра-
зования ϕ ∈ L(VP ) и любого вектора α ∈ VP можно построить последовательность
αϕ ∈ V∞ вида

αϕ = (α, ϕ(α), . . . , ϕi(α), . . . ). (1)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Последовательность (1) называется линейной последовательно-
стью, порождаемой вектором α и преобразованием ϕ.

ПРИМЕР 1. Пусть V = Pn — пространство векторов-строк, F (x) = xn − fn−1x
n−1 −

− . . . − f0 — многочлен над P , и ϕ ∈ L(PnP ) — линейное преобразование, матрица
которого в единичном базисе �e пространства PnP есть сопровождающая матрица для
многочлена F (x) (см. определение 21 главы 15), т. е. A�e(ϕ) = S(F ). Тогда для любого
вектора α = (u(0), . . . , u(n − 1)) ∈ Pn справедливо равенство ϕ(α) = αS(F ), и
линейная последовательность αϕ есть последовательность векторов длины n вида

αϕ(i) = ϕi(α) = (u(i), u(i+ 1), . . . , u(i+ n− 1)) = u[i, i+ n− 1],

где u — ЛРП с характеристическим многочленом F (x) и начальным вектором
u[0, n− 1] = α.

В этой главе дается описание периода и длины подхода произвольной линейной
последовательности и изучаются параметры совокупности всех линейных последова-
тельностей, порождаемых данным преобразованием ϕ. В частности, для случая, когда
ϕ — обратимое линейное преобразование, т. е. подстановка на V , указывается способ
расчета цикловой структуры подстановки ϕ.

Из примера 1 видно, что, изучая в предыдущей главе ЛРП над полем P , мы, по
сути дела, изучали частный случай рассматриваемой ситуации, когда VP — простран-
ство, циклическое относительно преобразования ϕ.

Теорема 1. Пусть V — конечное векторное пространство над полем P ,
ϕ ∈ L(VP ), и α — вектор из V с минимальным многочленом mα,ϕ(x) = F (x). Тогда
линейная последовательность αϕ есть периодическая последовательность, и

Λ(αϕ) = Λ(F ), T (αϕ) = T (F ). (2)
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� По определению 12 главы 25 периодичность последовательности αϕ равносильна
существованию параметров λ ∈ N0 и t ∈ N таких, что

∀ i � λ : ϕi+t(α) = ϕi(α). (3)

Последнее условие, очевидно, эквивалентно равенству ϕλ+t(α) = ϕλ(α), которое, в
свою очередь, равносильно соотношению

F (x) | xλ(xt − e). (4)

Так как F (x) — унитарный многочлен над конечным полем, то по теореме 25 главы 25
он является периодическим, т. е. существуют параметры λ ∈ N0 и t ∈ N, удовлетворя-
ющие условию (4). Следовательно, αϕ — периодическая последовательность.

Равенства (2) теперь легко следуют из определений ввиду эквивалентности соот-
ношений (3) и (4). �

Следствие 1. Если в обозначениях теоремы 1 минимальный многочлен преобразо-
вания ϕ есть mϕ(x) = G(x), то для любого вектора α ∈ VP справедливы соотно-
шения

Λ(αϕ) � Λ(G), T (αϕ) | T (G), (5)

и существуют векторы α ∈ VP , для которых

Λ(αϕ) = Λ(G), T (αϕ) = T (G). (6)

� Соотношения (5) следуют из (2) и условия F (x) | G(x).
В качестве вектора α, для которого выполняются равенства (6), можно выбрать

любой вектор α ∈ V со свойством mα,ϕ(x) = G(x) (по теореме 33 главы 15 такие
векторы существуют). �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Равенства (6) могут выполняться и для такого вектора α ∈ V , у ко-
торого минимальный многочлен F (x) является собственным делителем многочлена
G(x). Соответствующий пример читателю предлагается подобрать самостоятельно.

Следствие 2. Если VP — пространство из qn > 2 элементов, то для любых
ϕ ∈ L(V ) и α ∈ V последовательность αϕ удовлетворяет условию

Λ(αϕ) + T (αϕ) � qn − 1.

� Если F (x) = mα,ϕ(x), то degF (x) = m � n, и ввиду теоремы 1
Λ(αϕ) + T (αϕ) = Λ(F ) + T (F ). Остается заметить, что по теореме 25 главы 25
Λ(F )+T (F ) � qm− 1, если qm > 2, и Λ(F )+T (F ) � qm, если qm = 2 (см. замечание
к указанной теореме), причем в последнем случае qm < qn − 1. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. В пространстве V из qn элементов линейная последовательность (1),
удовлетворяющая условию T (αϕ) = qn − 1, называется линейной последовательно-
стью максимального периода.
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Очевидно, что αϕ — последовательность максимального периода тогда и только
тогда, когда α �= θ и χϕ(x) — многочлен максимального периода над P . При вы-
полнении последнего условия ϕ — подстановка на V , для которой разложение на
независимые циклы имеет вид

ϕ = (θ) · (α, ϕ(α), . . . , ϕqn−2(α)).

§ 2. ГРАФЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ И ИХ ЧИСЛОВЫЕ
ХАРАКТЕРИСТИКИ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Графом с множеством вершин Ω называется пара объектов
Γ = (Ω, R), где R ⊂ Ω × Ω. Множество R называют множеством ребер, или дуг
графа Γ. При этом говорят, что (a, b) ∈ R есть ребро из вершины a в вершину b
графа Γ.

Наглядно граф можно представить как некоторое множество точек плоскости (вер-
шин), некоторые из которых соединены стрелками (ребрами).

ПРИМЕР 2. На следующем рисунке изображен граф

Γ = ({0, 1, 2, 3}, {(0, 0), (1, 0), (2, 3), (3, 2)}).

1. В дальнейшем нам понадобятся следующие отношения между графами и опе-
рации над ними.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Говорят, что граф Γ = (Ω′, R′) есть подграф графа Γ = (Ω, R) и
пишут Γ′ ⊂ Γ, если Ω′ ⊂ Ω и R′ ⊂ R. Граф Γ = (Ω, R) называется объединением
графов Γ1 = (Ω1, R1), . . . , Γt = (Ωt, Rt), если Ω = Ω1 ∪ . . . ∪ Ωt и R = R1 ∪ . . . ∪ Rt.
Если при этом Ωi ∩Ωj = ∅, то говорят, что графы Γi и Γj не пересекаются.

ПРИМЕР 3. Граф Γ из примера 2 есть объединение непересекающихся подграфов
Γ1 = ({0, 1}, {(0, 0), (1, 0)}) и Γ2 = ({2, 3}, {(2, 3), (3, 2)}). Но тот же граф мож-
но представить и как объединение пересекающихся подграфов

Γ′
1 = ({0, 1, 2}, {(0, 0), (1, 0)}) и Γ′

2 = ({2, 3}, {(2, 3), (3, 2)}),
которые изображаются следующим образом:
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Графы Γ = (Ω, R) и Γ′ = (Ω′, R′) называют изоморфными и пишут
Γ ∼= Γ′, если существует биекция τ : Ω→ Ω′ такая, что

∀ a, b ∈ Ω : (a, b) ∈ R ⇔ (τ(a), τ(b)) ∈ R′.

Отображение τ при этом называют изоморфизмом графа Γ на граф Γ′.

2. В дальнейшем мы будем предполагать всегда, что Ω — конечное множество, и
изучать графы следующего специального типа.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Графом преобразования f : Ω → Ω множества Ω называют граф
Γ(f) = (Ω, Rf ), в котором

Rf = {(a, f(a)) : a ∈ Ω}.

ПРИМЕР 4. Граф Γ из примера 2 есть граф преобразования f =
( 0 1 2 3
0 0 3 2

)
. Граф Γ′

1

из примера 3 не является графом преобразования. Не будет графом преобразования,
например, и граф

��
�
��� �

�
���

1

0 2

Утверждение 2. Произвольный граф Γ = (Ω, R) есть граф некоторого преобра-
зования f : Ω → Ω тогда и только тогда, когда для каждой вершины a ∈ Ω
существует единственная вершина b ∈ R такая, что (a, b) ∈ R.

� Соответствующее преобразование f задается условием: f(a) = b, если
(a, b) ∈ R. �

Утверждение 3. Граф Γ(f ′) преобразования f ′ : Ω′ → Ω′ является подграфом гра-
фа Γ(f) преобразования f : Ω → Ω тогда и только тогда, когда Ω′ — подмноже-
ство множества Ω, инвариантное относительно преобразования f (т. е. такое,
что f(Ω′) ⊂ Ω′), и f

∣∣
Ω′ = f ′.

� Если Ω′ ⊂ Ω, f(Ω′) ⊂ Ω′ и f ′ = f
∣∣
Ω′ , то для любых a, b ∈ Ω′ справедливы

импликации:

(a, b) ∈ Rf ′ ⇒ f ′(a) = b ⇒ f(a) = b ⇒ (a, b) ∈ Rf .

Поэтому Rf ′ ⊂ Rf , и Γ(f ′) — подграф Γ(f). Наоборот, если Γ(f ′) ⊂ Γ(f), то по
определению 4 Ω′ ⊂ Ω, Rf ′ ⊂ Rf , и по определению 6 для любого a ∈ Ω справедливы
импликации:

a ∈ Ω′ ⇒ (a, f ′(a)) ∈ Rf ′ ⇒ (a, f ′(a)) ∈ Rf ⇒ f(a) = f ′(a) ∈ Ω′.

Следовательно, f(Ω′) ⊂ Ω′ и f
∣∣
Ω′ = f ′. �
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Утверждение 4. Графы Γ(f) и Γ(f ′) преобразований соответственно f : Ω → Ω
и f ′ : Ω′ → Ω′ изоморфны тогда и только тогда, когда существует биекция
τ : Ω→ Ω′ такая, что

∀ a ∈ Ω : f ′(τ(a)) = τ(f(a)),

т. е. τ−1 ◦ f ′ ◦ τ = f .

� По определению 5 биекция τ : Ω → Ω′ является изоморфизмом графа Γ(f) на
Γ(f ′) тогда и только тогда, когда

∀ a, b ∈ Ω : (a, b) ∈ Rf ⇔ (τ(a), τ(b)) ∈ Rf ′ ,

т. е. тогда и только тогда, когда

∀ a, b ∈ Ω : b = f(a) ⇔ τ(b) = f ′(τ(a)).

Последнее условие, очевидно, равносильно условию на τ из формулировки утвержде-
ния 4. �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Точки a, b ∈ Ω назовем связанными преобразованием f : Ω → Ω,
или f -связанными, если f i(a) = f j(b) для некоторых i, j ∈ N0. В этом случае будем
писать a ∼

f
b (при этом a ∼

f
a, так как f0(a) = a).

Нетрудно видеть, что отношение ∼
f
есть отношение эквивалентности на Ω.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если f — подстановка на Ω и G = 〈f〉 — порождаемая ею подгруппа
в S(Ω), то отношение ∼

f
совпадает с отношением ∼

G
, введенным в определении 24

главы 11. Таким образом, определение 7 есть обобщение определения 24 главы 11
(для G = 〈f〉) на случай произвольного преобразования f .
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Граф Γ(f) преобразования f : Ω → Ω называют связным, если лю-
бые две его вершины связаны преобразованием f .

Заметим, что в частном случае, когда f — подстановка на Ω, связность графа Γ(f)
означает, что f — цикл длины |Ω|.
Утверждение 5. Для произвольного преобразования f : Ω → Ω классы Ω1, . . . ,Ωt,
на которые множество Ω разбивается отношением ∼

f
, инвариантны относитель-

но f . Если fs = f
∣∣Ωs

, s ∈ 1, t, то каждый граф Γ(fs) связен и

Γ(f) = Γ(f1) ∪ . . . ∪ Γ(ft). (7)

� Так как по определению 7 f(a) ∼
f
a для любого a ∈ Ω, то из включения a ∈ Ωs

следует включение f(a) ∈ Ωs, т. е. f(Ωs) ⊂ Ωs.
Пусть a, b ∈ Ωs. Тогда f i(a) = f j(b) для подходящих i, j ∈ N0, и так как fs = f

∣∣Ωs
,

то f is(a) = f js (b), т. е. a ∼
fs
b. Следовательно, граф Γ(fs) связен.

Равенство (7) доказывается следующим образом. Для любых a, b ∈ Ω вклю-
чение (a, b) ∈ Rf равносильно условию b = f(a). А последнее означает, что
a, b ∈ Ωs для подходящего s ∈ 1, t, и b = fs(a), т. е. (a, b) ∈ Rfs . Следовательно,
Rf = Rf1 ∪ . . . ∪Rft . �
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. В условиях утверждения 5 графы Γ(f1), . . . , Γ(ft) называются ком-
понентами связности графа Γ(f).

3. Теперь для описания возможного строения произвольного графа Γ(f) достаточ-
но описать его строение при условии, что он связный. Для этого введем следующую
классификацию вершин и подграфов графа Γ(f).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Вершина a графа Γ(f) называется циклической, или регулярной,
если

∃ t ∈ N : f t(a) = a,

точкой подхода, если
∀ t ∈ N : f t(a) �= a,

начальной, если на Ω не разрешимо уравнение f(x) = a.
Граф называется регулярным, если все его вершины регулярны.

Очевидно, любая начальная вершина в графе Γ(f) является точкой подхода, но об-
ратное, вообще говоря, неверно. Регулярность графа Γ(f) равносильна биективности
преобразования f .

ПРИМЕР 5. Граф преобразования f =
( 0 1 2 3 4
1 2 2 4 3

)
имеет вид

На этом рисунке: 2, 3, 4 — регулярные вершины графа, 0, 1 — точки подхода, 0 —
начальная вершина.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Циклом длины t ∈ N в графе Γ(f) = (Ω, Rf ) называется любой
подграф вида Γ(f ′) = (Ω′, Rf ′), в котором Ω′ — подмножество множества Ω мощности
t, инвариантное относительно f , и f ′ = f

∣∣
Ω′ — подстановка, являющаяся полным

циклом на Ω′, т. е. любой подграф вида

Очевидно, вершина a графа Γ(f) является циклической тогда и только тогда, когда
она принадлежит некоторому циклу в графе Γ(f).

ПРИМЕР 6. Граф Γ(f) из примера 5 имеет один цикл длины 1 и один цикл длины 2:
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Подходом длины l в графе Γ(f) называют любой подграф вида

•
a0
−→ •

a1
−→ . . . −→ •

al−1

−→ •
al
, (8)

в котором a0 — начальная точка, a1, . . . , al−1 — точки подхода, al — циклическая
точка. Если при этом вершина al принадлежит циклу

то подграф (8) называют подходом к циклу (9) из начальной вершины a0, а подграф

называют циклом с подходом.

Утверждение 6. Если Γ(f) — связный граф, то он есть либо цикл, либо цикл с
подходами к нему.

� В графе Γ(f) есть по крайней мере один цикл. Действительно, если c ∈ Ω, то
ввиду конечности Ω последовательность элементов из Ω:

c, f(c), . . . , f i(c), . . .

периодична. Если l и t — соответственно длина подхода и период этой последователь-
ности, то в графе Γ(f) есть цикл

Из приведенных рассуждений следует также, что любая вершина c ∈ Ω принадлежит
либо циклу графа Γ(f), либо подходу к циклу.

Остается показать, что в графе Γ(f) есть лишь один цикл. Действительно, пусть
a, b — две циклические вершины графа. Тогда f t(a) = a для подходящего t ∈ N, и
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так как Γ(f) связен, то f i(a) = f j(b) для подходящих i, j ∈ N0. Выбирая k ∈ N из
условия kt � i, получаем равенства

a = fkt(a) = fkt−i(f i(a)) = fkt−i(f j(b)) = fkt−i+j(b),

из которых следует, что a и b лежат на одном цикле. �
Важный частный тип графов преобразований описывает

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Связный граф Γ(f) с единственной циклической вершиной a назы-
вается деревом с корнем a.

Общий вид дерева можно изобразить следующим образом:

...

... ............

Утверждение 7. Граф Γ(f) является деревом тогда и только тогда, когда он
имеет единственную циклическую вершину.

� Так как по утверждениям 5 и 6 число компонент связности графа Γ(f) не
превосходит числа его циклических вершин, то граф с единственной циклической
вершиной связен и удовлетворяет определению 13. �

Непосредственно из утверждений 5 и 6 следует

Теорема 8. Граф Γ(f) произвольного преобразования f конечного множества Ω
есть объединение конечного числа попарно не пересекающихся циклов с подхо-
дами.

Очевидно, что в случае, когда граф Γ(f) регулярен (т. е. f — подстановка на Ω),
утверждение теоремы 8 эквивалентно утверждению теоремы 27 главы 11 о разложе-
нии подстановок в произведение независимых циклов.

4. В дальнейшем мы будем изучать следующие числовые характеристики графов
преобразований.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Цикловым типом графа Γ(f) преобразования f конечного множе-
ства Ω (или просто цикловым типом преобразования f ) назовем многочлен над Z

вида
Cf(y) =

∑
t�1

C
(t)
f yt,

в котором C
(t)
f — количество циклов длины t в графе Γ(f). В случае, если f —

подстановка на Ω, цикловой тип f есть лишь другая форма записи цикловой струк-
туры f .
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Отметим, что цикловой тип графа Γ(f) не определяет его однозначно с точностью
до изоморфизма, поскольку в Cf (y) нет информации о подходах к циклам. Цикловые
типы изоморфных графов равны. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.
Однако если f и g — подстановки, то

Γ(f) ∼= Γ(g) ⇔ Cf (y) = Cg(y).

Для нерегулярных графов важны следующие характеристики.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Расстоянием от вершины c графа Γ(f) до цикла этого графа
назовем параметр λf (c), равный наименьшему l ∈ N0 такому, что f l(c) — цикличе-
ская вершина. Степенью вершины c в графе Γ(f) назовем общее число σf (c) дуг,
входящих в вершину c и выходящих из нее.

ПРИМЕР 7. Граф преобразования f =
( 0 1 2 3 4 5 6
1 3 3 4 4 6 5

)
имеет вид

0 1

2

3 4
5 6

Его числовые характеристики таковы: Cf (y) = y + y2,

λf (0) = 3, λf (1) = λf (2) = 2, λf (3) = 1, λf (4) = λf (5) = λf (6) = 0;

σf (0) = σf (2) = 1, σf (3) = σf (4) = 3, σf (1) = σf (5) = σf (6) = 2.

Отметим, что в графе произвольного преобразования f : Ω→ Ω из любой вершины
c ∈ Ω выходит ровно одна дуга, поэтому число дуг, входящих в c, равно σf (c) − 1,
и начальные вершины характеризуются равенством σf (c) = 1. Циклические вершины
характеризуются равенством λf (c) = 0. Для любой вершины c ∈ Ω длина подхода
последовательности

c, f(c), . . . , f i(c), . . .

равна λf (c), а ее период равен длине соответствующего цикла в графе.

§ 3. ДЕКАРТОВО ПРОИЗВЕДЕНИЕ ГРАФОВ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Пусть fi : Ωi → Ωi, i ∈ 1, k, — преобразования конечных множеств.
Их декартовым произведением называют преобразование f = f1× . . .×fk множества
Ω = Ω1 × . . .× Ωk, определяемое условием

∀ (a1, . . . , ak) ∈ Ω1 × . . .× Ωk : f((a1, . . . , ak)) = (f1(a1), . . . , fk(ak)).

Тогда граф Γ(f) называют декартовым произведением графов Γ(f1), . . . ,Γ(fk) и обо-
значают Γ(f) = Γ(f1)× . . .× Γ(fk).
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ПРИМЕР 8. Пусть f1 и f2 — преобразования множеств Ω1 = {0, 1, 2} и
Ω2 = {0, 1, 2, 3}, описываемые графами, соответственно

Тогда граф Γ(f1)× Γ(f2) имеет вид

Теорема 9. При обозначениях из определения 16 пусть Γ(f) = Γ(f1) × . . . × Γ(fk)
и �a = (a1, . . . , ak) ∈ Ω. Тогда справедливы свойства:

(а) λf (�a) = max{λf1(a1), . . . , λfk(ak)}, в частности, �a — циклическая вершина
в Γ(f) тогда и только тогда, когда ai — циклическая вершина в Γ(fi) для i ∈ 1, k;

(б) σf (�a) = 1+(σf1 (a1)−1)(σf2 (a2)−1) . . . (σfk(ak)−1), в частности �a — началь-
ная вершина в Γ(f) тогда и только тогда, когда хотя бы одна ее компонента
ai — начальная вершина в Γ(fi);

(в) Cf (y) = Cf1(y) ∗ . . . ∗ Cfk(y), где ∗ — операция композиции цикловых типов
(определение 20 главы 25).

� Доказательства утверждений (а) и (б) предоставляются читателю в качестве
упражнений. Доказательство утверждения (в) проводится с помощью тех же рассуж-
дений, которые использовались в доказательстве теоремы 35 главы 25. �

Полезно заметить, что если f1 : Ω1 → Ω1 — единственное преобразование одно-
элементного множества Ω1 = {a}, то граф Γ(f1) имеет вид:

и для любого преобразования f2 : Ω2 → Ω2 граф Γ(f1)× Γ(f2) изоморфен Γ(f2).

§ 4. ПАРАМЕТРЫ ГРАФА ЛИНЕЙНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

При доказательствах приводимых ниже теорем используются результаты главы 15,
ссылки на которые читателю предлагается подобрать самостоятельно.

1. Пусть ϕ — линейное преобразование пространства VP размерности n, и |P | = q.
Опишем сначала некоторые общие свойства графа Γ(ϕ).
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Теорема 10. (а) Если rangϕ = r, то в графе Γ(ϕ) существует ровно qn − qr на-
чальных вершин, а степень каждой не начальной вершины равна qn−r + 1;

(б) в графе Γ(ϕ) расстояние λϕ(α) от вершины α до цикла и длина t этого
цикла удовлетворяют равенствам

λϕ(α) = Λ(mα,ϕ(x)), t = T (mα,ϕ(x));

(в) граф Γ(ϕ) является деревом с петлей тогда и только тогда, когда
χϕ(x) = xn.

� (а) Множество начальных вершин графа Γ(ϕ) есть, очевидно, V \ ϕ(V ), и
|V \ ϕ(V )| = |V | − |ϕ(V )| = qn − qr. Если α ∈ ϕ(V ), то число дуг, входящих в
вершину α, равно |ϕ−1(α)| = |Kerϕ| = qn−r.

(б) Параметры λϕ(α) и t равны соответственно длине подхода и периоду последо-
вательности αϕ, поэтому нужные равенства следуют из теоремы 1.

(в) Вершина θ является циклической в любом графе Γ(ϕ) (она принадлежит циклу
длины 1). Поэтому согласно утверждению 7 граф Γ(ϕ) — дерево тогда и только тогда,
когда θ — его единственная циклическая вершина, т. е. тогда и только тогда, когда
любой вектор α ∈ V удовлетворяет условию ϕλϕ(α)(α) = θ (см. определение 13). По-
следнее, очевидно, равносильно тому, что минимальный многочлен каждого вектора
α имеет вид xl, т. е. χϕ(x) = xn. �

ПРИМЕР 9. Пусть χϕ(x) = mϕ(x) = xn. Тогда Γ(ϕ) — дерево с корнем θ, и так как
rangϕ = n − 1, то в Γ(ϕ) существует ровно qn − qn−1 начальных вершин; в каж-
дую неначальную вершину входит ровно q дуг, и расстояние от каждой начальной
вершины до корня θ равно n. Множество начальных вершин этого графа есть мно-
жество всех векторов α ∈ L со свойством mα,ϕ(x) = xn. Дерево с описанными здесь
числовыми параметрами назовем деревом типа Dq(n).

2. Дальнейшее уточнение строения графа Γ(ϕ) основано на следующих резуль-
татах.

Теорема 11. Пусть пространство VP раскладывается в прямую сумму подпро-
странств, инвариантных относительно преобразования ϕ:

V = V1 � V2, ϕ(Vs) ⊂ Vs, s ∈ 1, 2,

и пусть ϕs = ϕ
∣∣Vs

, s ∈ 1, 2. Тогда

Γ(ϕ) ∼= Γ(ϕ1)× Γ(ϕ2).

� Каждый вектор α ∈ V однозначно представляется в виде α = α1 + α2, где
α1 ∈ V1, α2 ∈ V2. Поэтому отображение τ : V → V1 × V2 по правилу τ(α) = (α1, α2)
есть корректно заданная биекция. Остается заметить, что для любых α, β ∈ V спра-
ведливы импликации

(α, β) ∈ Rϕ ⇔ β = ϕ(α) ⇔ (β1 = ϕ1(α1), β2 = ϕ2(α2)) ⇔
⇔ (β1, β2) = (ϕ1 × ϕ2)((α1, α2)) ⇔ (τ(α), τ(β)) ∈ Rϕ1×ϕ2 ,
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и потому, согласно определениям 5 и 16, τ — изоморфизм графов Γ(ϕ) и
Γ(ϕ1)× Γ(ϕ2). �

Теперь вспомним, что согласно теореме 17 главы 16 пространство VP раскладыва-
ется в прямую сумму циклических относительно преобразования ϕ подпространств:

V = V1 � . . .� Vk, (10)

т. е. подпространств Vs, инвариантных относительно ϕ и таких, что преобразование
ϕs = ϕ

∣∣Vs
удовлетворяет условию χϕs(x) = mϕs(x). Более того, разложение (10)

можно выбрать так, что либо χϕs(x) = xns , либо χϕs — реверсивный многочлен.
В таком случае по теореме 11

Γ(ϕ) ∼= Γ(ϕ1)× . . .× Γ(ϕk),

и с учетом примера 9 нам остается научиться описывать строение графа Γ(ϕ) в слу-
чае, когда χϕ(x) = mϕ(x) = F (x) — реверсивный многочлен. В этом случае по теоре-
ме 10(а) граф Γ(ϕ) регулярен, и потому он однозначно, с точностью до изоморфизма,
описывается своим цикловым типом Cϕ(y).

Теорема 12. Если ϕ — такое линейное преобразование пространства VP , что
χϕ(x) = mϕ(x) = F (x) — реверсивный многочлен, то цикловой тип графа Γ(ϕ)
совпадает с цикловым типом пространства LP (F ), т. е. Cϕ(y) = CF (y).

� Рассмотрим преобразование σ : LP (F )→ LP (F ), определяемое правилом

∀u ∈ LP (F ) : σ(u) = x · u. (11)

Как уже отмечалось в главе 25, σ — линейное преобразование пространства
LP (F ), и поскольку минимальный многочлен относительно σ вектора eF ∈ LP (F )
равен F (x) и degF (x) = dimLP (F ), то χσ(x) = mσ(x) = F (x).

Заметим, что цикловой тип Cσ(y) графа Γ(σ) равен цикловому типу CF (y) семей-
ства LP (F ), поскольку ввиду (11) очевидно, что вершины u, v из LP (F ) лежат в
графе Γ(σ) на одном цикле тогда и только тогда, когда одному циклу в LP (F ) при-
надлежат последовательности u и v. Остается заметить, что Cσ(y) = Cϕ(y), поскольку
справедлива

Лемма. Если матрица преобразования ϕ ∈ L(VP ) (в каком-либо базисе простран-
ства V ) подобна матрице преобразования ψ ∈ L(WP ), то Γ(ϕ) ∼= Γ(ψ).

� Из условия следует, что dimVP = dimWP , и в рассматриваемых пространствах
можно выбирать базисы �e = (e1, . . . , en) и �f = (f1, . . . , fn) так, что

A�e(ϕ) = A�f (ψ). (12)

Зададим отображение τ : V →W по правилу

∀α ∈ V : τ(α) = �f · α↓
�e (т. е. τ(α)↓�f = α↓

�e). (13)
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Очевидно, что τ — биекция. Если ϕ(α) = β, то β↓
�e = A�e(ϕ)α

↓
�e, и в силу соотноше-

ний (13) и (12)

ψ(τ(α)) = �f ·A�f (ψ) · τ(α)↓�f = �f ·A�f (ψ)α
↓
�e =

= �f ·A�e(ϕ)α↓
�e =

�f β↓
�e = τ(β) = τ(ϕ(α)).

По утверждению 4, τ — изоморфизм графа Γ(ϕ) на Γ(ψ). �
Теорема 12 доказана. �
Суммируя результаты этого параграфа, можно сформулировать следующий ре-

зультат.

Теорема 13. Пусть пространство VP есть прямая сумма циклических относи-
тельно преобразования ϕ ∈ L(V ) подпространств:

V = V1 � . . .� Vk

таких, что для s ∈ 1, k преобразование ϕs = ϕ
∣∣Vs

имеет характеристический
многочлен вида

χϕs(x) = xlsGs(x), Gs(0) �= 0.

Тогда граф Γ(ϕ) изоморфен прямому произведению деревьев типов
Dq(l1), . . . , Dq(lk) и регулярных графов с цикловыми типами CG1(y), . . . , CGk

(y).

ПРИМЕР 10. Опишем граф линейного преобразования ϕ пространства V размерно-
сти 4 над полем P = Z/2, матрица которого в некотором базисе �e имеет вид

A�e(ϕ) =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1 1
1 1 0 1
0 0 1 1
0 0 1 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Элементарными преобразованиями находим, что канонический вид матрицы
xE −A�e(ϕ) есть

diag(e, e, x, x(x2 + x+ 1)).

Следовательно, пространство V есть прямая сумма циклических относительно ϕ под-
пространств V1 и V2 таких, что линейные преобразования ϕs = ϕ

∣∣Vs
удовлетворяют

равенствам

χϕ1 = mϕ1(x) = x,

χϕ2 = mϕ2(x) = x(x2 + x+ 1).

Отсюда по теореме 13 следует, что граф Γ(ϕ) изоморфен прямому произве-
дению деревьев типов D2(1), D2(1) и регулярного графа с цикловым типом
Cx2+x+1(y) = y + y3, т. е. прямому произведению графов



Задачи 589

Следовательно, граф Γ(ϕ) имеет вид

ЗАДАЧИ

1. Вычислите длину подхода и период линейной последовательности αϕ, порожда-
емой вектором α = (0, . . . , 0, 1)T ∈ P (n) и преобразованием ϕ : P (n) → P (n) с матрицей

A(ϕ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 1 1
1 0 . . . 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

в следующих ситуациях:
а) P = GF (2), n = 3, 4, 5;
б) P = GF (3), n = 4;
в) P = GF (5), n = 3.

2. В условиях задачи 1 опишите графы Γ(ϕ).

3. Опишите с точностью до изоморфизма все возможные графы линейных преоб-
разований ϕ : P (n) → P (n) при условиях:

а) P = GF (2), n = 2, 3, 4;
б) P = GF (3), n = 3;
в) P = GF (5), n = 2.

4. Вычислите экспоненту и максимум порядков элементов группы GL(m, pt).



590 Глава 26. Граф линейного преобразования

5. Пусть R — конечное коммутативное кольцо с единицей e и ψ : R(m) → R(m) —
аффинное преобразование, определяемое условием

∀α↓ ∈ R(m) : ψ(α↓) = Aα↓ + β↓,

где A ∈ Rm,m, b↓ ∈ R(m). Докажите, что граф Γ(ψ) изоморфен подграфу графа Γ(ϕ)
линейного преобразования ϕ : R(m+1) → R(m+1), определяемого условием

∀β↓ ∈ R(m+1) : ϕ(β↓) = Bβ↓, где B =

⎛
⎝ A b↓

0 . . . 0 e

⎞
⎠ .

6. Пусть P = GF (q), α ∈ P (m) и ψ : P (m) → P (m) — аффинное преобразование.
Докажите, что последовательность αψ = (α, ψ(α), ψ2(α), . . .) удовлетворяет условию
Λ(αψ) + T (αψ) � qm − 1.

7. Вычислите экспоненту и максимум порядков элементов группы AGL(m, pt).
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ортогональная 367, 378, 384
перехода от базиса к базису 281
полиномиальная 314
полиномиальная каноническая 336
положительная 352
полураспавшаяся 311, 323
приводимая 326
распавшаяся 318, 323, 330
симметричная 359, 384
системы линейных уравнений основная
136
системы линейных уравнений
расширенная 136
скалярная 90
сопровождающая 325
специальная ступенчатая 122
стохастическая 352
стохастическая регулярная 354
ступенчатая 120
транспонированная 90
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унитарная 372, 378, 384
характеристическая матрицы 311
эрмитова 371, 378, 384

матрицы обратной нахождение 107, 114
подобные 309
строчно эквивалентные 110
эквивалентные 108, 114, 123
элементарные 107

метод Гаусса 137
доказательства 23
доказательства от противного 23
математической индукции 24
непосредственной проверки 23
тригонометрических сумм 556

минор 102
главный угловой 368
дополнительный 103

многообразие 288
многообразия ортогональные 364
многочлен 145, 147

аннулирующий линейное преобразование
314
аннулирующий матрицу 314
двойственный к данному 571
инвариантный относительно подстановки
178
максимального периода над конечным
полем 539
максимального периода над примарным
кольцом вычетов 552
минимальный вектора относительно
линейного преобразования 318
минимальный линейного преобразования
316, 321
минимальный линейной рекуррентной
последовательности 514
минимальный матрицы 316
минимальный элемента поля 434
неприводимый 160
неприводимый над конечным полем 447
нулевой 146
от двух переменных 171
от n переменных 173
периодический 533
приводимый 160
примитивный 458, 539
примитивный по Гауссу 167
реверсивный 533
самодвойственный 572

симметрический 179
симметрический элементарный 179
унитарный 156
характеристический линейного
преобразования 312
характеристический линейной
рекуррентной последовательности 508
характеристический матрицы 311

многочлены ассоциированные 155
взаимно простые 158, 517
неприводимые над числовыми полями
166–170

множества непересекающиеся 14
равномощные 18
равные 13

множество 13
бесконечное 18
конечное 18
пустое 13
частично упорядоченное 30
инвариантный матрицы 113

множитель инвариантный полиномиальной
матрицы 339

модуль комплексного числа 70
моном 173
мономорфизм группоидов 188
мощность множества 18
мультипликатор последовательности 569

Н
наибольший общий делитель (НОД) чисел

59, 66
общий делитель многочленов 156

наименьшее общее кратное (НОК) чисел 63,
66
общее кратное многочленов 159

начальный вектор линейной рекуррентной
последовательности 508

неравенство Бесселя 373
Буняковского 373
Коши 373
Коши–Буняковского 361, 371
треугольника 360

норма вектора 360
элемента примарного кольца вычетов 553

нормализатор подмножества 219
элемента 219

нормальный делитель группы 239
делитель группы несобственный 239
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делитель группы собственный 239
нуль векторного пространства 270

группоида 45
кольца 46

О
область транзитивности 224

целостности 50, 423
образ гомоморфный 188

множества 16
элемента 15

обращение теоремы Лагранжа 212, 233, 251,
484

объединение матриц 198
множеств 14

ограничение преобразования 323
одночлен 173

старше другого одночлена 180
одночлены подобные 180
операции логические 19

над множествами 14
операция бинарная 12, 38

бинарная ассоциативная 39
бинарная коммутативная 39
бинарная лево(право)дистрибутивная 40
внешняя 269
унарная 12
n-арная 12

определитель 95
Вандермонда 116

орбита 225
ортогонализация 362
остаток от деления 58

от деления правый (левый) 150
отношение антисимметричное 29

бинарное 29
делимости в кольце 49, 57, 150
рефлексивное 29
симметричное 29
сравнимости по идеалу 411
транзитивное 29
частичного порядка 30
эквивалентности 29
эквивалентности согласованное с
операцией 190
n-арное 29

отображение 15
биективное 16
взаимно однозначное 16

инъективное 16
линейное 301
обратимое 18
обратное 18
полиномиальное 154, 176
скалярное 301
сюръективное 16

отрицание 19

П
пересечение матриц 198

множеств 14
перестановка 31

нечетная 34
четная 34

период многочлена 533
последовательности 529
последовательности приведенный 569

подграф 578
подгруппа 205

кручения 206
нормальная 239
порожденная подмножеством 207
примарная 249
силовская 249
собственная 205

p-подгруппа 249
подгруппоид 42

порожденный подмножеством 186
подгруппы сопряженные 255
подкольцо 51, 401

инвариантов 179
несобственное 401
порожденное подмножеством 404
собственное 401

подматрица 101
ранговая 119

подмножество 14
замкнутое относительно внешнего
умножения 275
замкнутое относительно операции 42
собственное 14

подобие матриц 309, 333, 340
подполе 51, 425
подполугруппа 185
подпространства ортогональные 364
подпространство 131, 275

инвариантное 322
корневое 330
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подпространство несобственное 276
порожденное системой векторов 276
собственное 276
циклическое 325, 343, 345

подсистема максимальная линейно
независимая 126, 273

подслово 465
подстановка 43

аффинная 223
линейная 223
нечетная 231, 233
обратная 44
тождественная 44
четная 231, 233
независимые 227

подход графа преобразования 582
поле 50

алгебраически замкнутое 166, 442
вычетов по модулю p 81, 83
Галуа 444
Галуа из двух элементов 50
комплексных чисел 69
конечное 444
простое 426, 430
разложения многочлена минимальное
440
разложения многочлена над полем 165,
440
рациональных функций 429
частных кольца 427
числовое 68

полугруппа 43
бинарных отношений 197
преобразований 194
симметрическая 195
слов 465

порядок группы 203
лексикографический 180
линейной рекуррентной
последовательности 508
на множестве одночленов 180
элемента аддитивный 404
элемента группы 203
элемента мультипликативный 446

последовательности лежащие на одном цикле
541

последовательность 507
Фибоначчи 508
биномиальная 516

биномиальная сбалансированная 520
вырождающаяся 531
двойственная к данной 571
импульсная 512
конгруэнтная 508
линейная 576
линейная максимального периода 577
линейная рекуррентная 508
линейная рекуррентная максимального
периода над конечным полем 538
линейная рекуррентная максимального
периода над примарным кольцом
вычетов 556
линейная рекуррентная над кольцом
вычетов 546
матриц сходящаяся 353
нулевая 508
периодическая 528
реверсивная (чисто периодическая) 531

правила логики 23
предел последовательности матриц 353
предикат 20
предпериод последовательности 569
представление НОД линейное 61, 62, 157

группы подстановочное 222, 491
группы подстановочное на смежных
классах 493
группы подстановочное на сопряженных
подгруппах 493
группы подстановочное регулярное
правое (левое) 222, 492
группы подстановочное точное 222, 491
группы подстановочное транзитивное
491
линейной рекуррентной
последовательности функцией след 525
многочлена в виде суммы форм 175
определителя каноническое 95
числа k-ичное 75
числа факториальное 75

представления подстановочно эквивалентные
495

преобразование Тице 474
линейное 306
линейное изометрическое 376, 378, 385,
386
линейное нормальное 379
линейное обратимое 306
линейное ортогональное 378
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линейное самосопряженное 376, 384
линейное сопряженное к данному 375
линейное унитарное 378
переменных линейное невырожденное
391
слова элементарное 465

преобразования матрицы элементарные 107
признак Эйзенштейна 170
принцип наименьшего числа 26
проблема равенства слов 489
прогрессия арифметическая 508

геометрическая 508
проекция вектора ортогональная 365
произведение групп прямое (внешнее) 212

матриц 91
матриц булево 198
матриц (логическое) 198
матрицы на элемент кольца 91
многочлена на последовательность 511
многочлена на элемент кольца 146
многочленов 146
множеств декартово 14, 15
отношений 39
отображений 17
подгрупп прямое (внутреннее) 215
подмножеств группы 214
последовательности на элемент кольца
509
скалярное 360, 371, 373
слов 464

производная многочлена 163
прообраз множества полный 16

элемента 15
элемента полный 15

пространства евклидовы изометричные 370
изоморфные 278

пространство 270
арифметическое 118
бесконечномерное 279
векторное 269, 270
евклидово 373
евклидово вещественное 360
евклидово комплексное 371
евклидово унитарное 371
конечномерное 279
линейное 269
линейных отображений 303, 306
размерности n 280

циклическое относительно линейного
преобразования 325

процесс ортогонализации 362

Р
равенство Парсеваля 373
разбиение индуцированное отношением

эквивалентности 30
множества 15
числа 263

разложение абелевой группы каноническое
483
группы на классы сопряженных
элементов 219
группы на смежные классы по подгруппе
210
конечной абелевой группы каноническое
260
многочлена каноническое 161
определителя по строке (столбцу) 105
подстановки на независимые циклы 230
пространства в прямую сумму
инвариантных подпространств 327
числа каноническое 65

размерность многообразия 288
подпространства 132
пространства 280

размещение 31
разность множеств 14
ранг абелевой группы 484

квадратичной формы 391
линейной рекуррентной
последовательности 514
матрицы 119
преобразования 195
системы векторов 130

распределение элементов на циклах
линейных рекуррент 556

расстояние между векторами 361
расстояние между многообразиями 365
от вершины графа преобразования до
цикла 584

расширение подкольца элементами кольца
177
поля 165, 426
поля алгебраическое 434
поля бесконечной степени 431
поля конечное 431
поля конечной степени 431
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поля порожденное подмножеством 426
поля простое 431, 435
поля трансцендентное 434

ребро графа 578
результат операции 38
решение системы линейных неравенств 294

системы линейных уравнений общее
142, 143
системы линейных уравнений опорное
293
системы уравнений 135
сравнения 84

С
сдвиг последовательности 511
семейство линейных рекуррентных

последовательностей 509
символ Кронекера 115

система блоков группы подстановок
полная 502
векторов линейно выражающаяся через
другую систему 271
векторов линейно зависимая 124, 271
векторов линейно независимая 124, 271
векторов ортогональная 362
векторов ортонормированная 363
инвариантов абелевой группы 482
инвариантов целочисленной матрицы 481
линейных неравенств 294
линейных неравенств однородных 299
линейных неравенств совместная
(несовместная) 294
линейных однородных уравнений 140
линейных однородных уравнений
ассоциированная 140
линейных уравнений 135
образующих абелевой группы свободная
484
образующих группоида 186
образующих группы 207
образующих группы свободная 473
определяющих соотношений группы 471
определяющих соотношений группы
диэдра 464
определяющих соотношений
приведенная 486
определяющих соотношений
симметрической группы 472, 478
свободных неизвестных 140

уравнений неопределенная 135
уравнений несовместная 135
уравнений определенная 135
уравнений разрешимая 135
уравнений совместная 135
элементов 15

системы векторов эквивалентные 133, 290
системы линейных неравенств
равносильные 294
соотношений эквивалентные 467
уравнений равносильные 135

скаляр 270
след из поля в подполе 523

матрицы 380
следствие системы неравенств 297

системы соотношений 465
системы уравнений 143

слова S-эквивалентные 465
в алфавите определяющие 486

слово в алфавите 464
обратное к данному 465
пустое 464

слой группы 486
смежный класс группы по подгруппе 210
соотношение в алфавите 465

в алфавите приведенное 468
в алфавите тривиальное 465
в группе 470
линейное 124
линейное нетривиальное 124
линейное тривиальное 124

соотношения в алфавите эквивалентные 467
двойственности для характеров 266
ортогональности для характеров 267

составляющая вектора ортогональная 365
сочетание 31
сравнение 77
сравнения равносильные 84
стабилизатор 225
степень вершины графа 584

группы подстановок 221
многочлена 147, 175
многочлена по переменной 175
множества декартова 15
одночлена 174
подстановочного представления 491
расширения поля 431
элемента полугруппы 46

столбец координат вектора в базисе 274
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структура алгебраическая 41
сумма Гаусса 460, 559

групп прямая 214
идеалов прямая 418
колец прямая (внешняя) 420
матриц 90
многочлена и элемента кольца 146
многочленов 146
подгрупп прямая 217
подмножеств группы 214
подпространств 277
подпространств прямая 277
последовательностей 509

Т
таблица Кэли 41
теорема Батлера 449

Безу 153
Берлекэмпа 451
Бернсайда 249
Виета 179
Вильсона 88
Гамильтона–Кэли 315
Гаусса 166
Грассмана 283
Диксона 395
Дирихле 67
Евклида 66
Жордана 504
Жордана–Диксона 249
Крамера 136
Кронекера–Капелли 138
Кэли 221
Кэли для полугрупп 194
Лагранжа 211
Лапласа 103
Минковского 297
Орэ 459
Пифагора 361
Силова первая 249
Силова вторая 251
Силова третья 251
Сильвестра 368, 396, 398
Тице 475
Фейта–Томпсона 249
Ферма большая 10
Ферма малая 83
Фробениуса 343
Цирлера 458

Штейница 166, 442
Эйзенштейна 170
Эйлера 254
Эйлера–Ферма 83
алгебры основная 166
арифметики основная 26, 64
косинусов 361
о башне полей 432
о декременте 232
о корнях неприводимого многочлена над
конечным полем 447
о минорах эквивалентных матриц 109
о паре форм 399
о подгруппах циклической группы 208,
212
о подполях конечного поля 445
о примитивном элементе 446
о ранге матрицы 130
о соответствии при гомоморфизме колец
415
о соответствии при эпиморфизме групп
244
о строении конечно определенных
абелевых групп 482
о строении циклических групп 218
об изоморфизме групп первая 244
об изоморфизме групп вторая 246
об изоморфизме колец первая 415
об изоморфизме колец вторая 416
об образах и полных прообразах 244,
415
об описании конечных полей 444
об описании простых полей 430
об описании простых расширений поля
435
об описании циклических групп 208
об определителе произведения матриц
100
об остатках китайская 86
об эпиморфизме групп 242
об эпиморфизме группоидов 192
об эпиморфизме колец 414
об эпиморфизме полугрупп 193
об эпиморфизме пространств 302

терминология аддитивная 45
мультипликативная 45

тип абелевой группы 483
канонического разложения конечной
абелевой группы 260
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конечной абелевой группы 263
тождество Гаусса 254
точка подхода 581
точки связанные преобразованием 580
транспозиция 34, 231
транспонирование матрицы 90

У
угол между векторами 361
уравнение Коши 235

подобия матриц 333, 340, 351
уравнения алгебраические 10

матричные, решение 114
утверждение обратное 22

противоположное 22

Ф
факторгруппа 242
факторгруппоид 190
факторкольцо 411, 412
фактормножество 190
факторпространство 286
форма квадратичная 175, 389

квадратичная ассоциированная с
билинейной функцией 397
квадратичная каноническая 392
квадратичная нормальная 396
квадратичная положительно
определенная 397, 399
квадратичная распадающаяся 400
кубическая 175
линейная 175
матрицы жорданова 350
матрицы над Z каноническая 113
матрицы над P [x] каноническая 339
матрицы над полем каноническая 122
матрицы нормальная первая 342
матрицы нормальная вторая 347
полиномиальной матрицы каноническая
339
степени k 175
тригонометрическая комплексного числа
71

формула Бине–Коши 116
включения-исключения 27
интерполяционная 184
интерполяционная Лагранжа 154
Муавра 72
обращения Мёбиуса 454

формулы логики равносильные 21
логики эквивалентные 21

Крамера 137
преобразования координат 282

формы квадратичные ортогонально
эквивалентные 398
квадратичные эквивалентные 391

фундаментальная система решений (ФСР)
142

функция 16
аффинная 134
билинейная симметричная 359
билинейная эрмитова 370
линейная 134
Мёбиуса 454
полиномиальная 154, 176
след 523
четности 35
Эйлера 81, 566
Эйлера, мультипликативность 82, 213

Х
характер главный 264

конечной абелевой группы 264
поля аддитивный 459
поля мультипликативный 459
поля мультипликативный квадратичный
560
сопряженный 266
тривиальный 264

характеристика кольца 404

Ц
центр группы 205

p-группы 220
кольца 422

централизатор 492, 497
цикл 227

графа преобразования 581
единичный 230
полный 236
последовательности 541
с подходом 582
семейства линейных рекуррентных
последовательностей 541

цикловая структура подстановки 230
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цикловой тип графа преобразования 583, 587
тип многочлена 542
тип семейства линейных рекуррентных
последовательностей 542, 548, 554, 587

Ч
частное 50

левое 45
неполное 58
неполное правое (левое) 150
правое 45

числа взаимно простые 62
Мерсенна 67, 459
сравнимые по модулю 77
Ферма 67

число комплексное 69
комплексное, действительная часть 69
комплексное, мнимая часть 69
комплексное, тригонометрическая форма
71
комплексное сопряженное 70
неприводимых многочленов 454
подпространств 283
простое 26, 64, 66–68
решений сравнения 84
составное 26, 64
трансцендентное 434

член многочлена свободный 147
многочлена старший 147, 180

Ш
ширина группы 486

группы диэдра 488
симметрической группы 488

Э
экспонента группы 204
элемент алгебраический 433

делящий данный 49
элемент делящийся на данный 49

делящийся на данный слева (справа) 150
кольца обратимый 48
кратный данному 49
множества 13
нейтральный 42
нейтральный правый (левый) 201
нильпотентный 87
обратный 45
обратный правый 202
подстановки мобильный 227
подстановки неподвижный 227
поля примитивный 446
противоположный 45
симметричный 42
трансцендентный 433

элементы кольца ассоциированные 155
коммутирующие 40
перестановочные 40
сопряженные 219
сопряженные в симметрической группе
235
сравнимые по идеалу 411
сравнимые по подгруппе 209
G-эквивалентные 224

эпиморфизм группоидов 188
естественный 302, 414

Я
ядро гомоморфизма 241, 414

линейного отображения 302, 324
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