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Объектом исследования является тонкая оболочка вращении, 
незамкнутая в вершине, меридианом которой является произволь­
ная кривая, а толщина изменяется по любому закону. Оболочка или 
отдельные ее части могут подкрепляться системой часто располо­
женных меридиональных и кольцевых. ребер. Действующая на обо­
лочку нагрузка может изменяться по любому закону в меридио­
нальном и кольцевом направлениях и, в частности, иметь локальны* 
характер.

Исходная оболочка заменяется системой конических и цилнн 
рических коротких оболочек.

Для отдельной заменяющей оболочки выводится система обык­
новенных неоднородных дифференциальных уравнений 8-го порядка 
относительно перемещений срединной поверхности. Коэффициенты 
этих уравнений — постоянные величины.

С использованием матричных обозначений система записывает­
ся в виде одного дифференциального уравнения первого порядка. 
Решение соответствующего однородного уравнения представляется 
сходящимся степенным матричным рядом.

Искомые усилия и перемещения оболочки в любом ее меридио­
нальном сечении выражаются через значения этих же функций в на­
чальном сечении.

Для сопряжения отдельных заменяющих оболочек используют­
ся условия равенства векторов усилий и перемещений соприкасаю­
щихся краев двух смежных оболочек.

Алгоритм решения задачи строится путем составления условий 
сопряжения всех заменяющих оболочек и подчинения его конкрет­
ным граничным условиям.

На всех этапах расчета — от составления и интегрирования сис­
темы разрешающих дифференциальных уравнений до формулиров­
ки граничных условий и выполнения вычислительного процесса — 
последовательно используется матричное исчисление.

Для иллюстрации основных положений излагаемого метода при- 
эодятся числовые примеры расчета реальных конструкций резер­
вуара водонапорной башни и камина градирни в монтажной стадии.

Монография рассчитана на научных работников, преподавателей 
вузов, инженеров-расчетчиков, аспирантов, и студентов.
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В работе рассматриваются незамкнутые в вершине тон­
костенные оболочки вращения с любым изменением гео­
метрических и статических характеристик вдоль мериди­
ана. Оболочки этого класса применяются в виде куполь­
ных покрытий, резервуаров, водонапорных башен, гради­
рен, трубопроводов и аналогичных сооружений.

В  главе I описана принятая схема и выведены основные 
дифференциальные уравнения задачи. Рассматриваемая 
оболочка вращения с любым очертанием меридиана заме­
няется системой конических оболочек линейно-переменной 
толщины и цилиндрических оболочек постоянной тол­
щины. При такой замене возникает вопрос о выборе длины 
отдельной заменяющей оболочки. Приводятся соображе­
ния о рациональном разбиении исходной оболочки враще­
ния на отдельные конические и цилиндрические оболочки.

Д алее исследуется отдельная заменяющая коническая и 
цилиндрическая оболочка, подкрепленная кольцевыми и 
меридиональными ребрами, для которой составляется си­
стема дифференциальных уравнений в частных производ­
ных относительно перемещений срединной поверхности 
оболочки.

Наличие подкрепляющих оболочку кольцевых и мери­
диональных ребер, как указывалось, учитывается прибли­
женно, путем усреднения изгибной жесткости и жесткости 
при растяжении как в меридиональном, так и в кольцевом 
направлениях.

Д ля разделения переменных используются цикличе­
ские свойства оболочки вращения [66, 67], что позволяет
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свести решение задачи к интегрированию неоднородной 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений в 
общем случае 8-го порядка (или 6-го порядка при загру- 
жении оболочки осесимметричными воздействиями). Благо­
даря выбранному закону изменения толщины стенки ко­
нической и цилиндрической оболочек коэффициенты ука­
занной системы уравнений оказались постоянными.

В  главе II рассматривается интегрирование однород­
ной системы, соответствующей неоднородной системе раз­
решающих дифференциальных уравнений задачи. Эта си­
стема с использованием матричных обозначений представ­
ляется символически одним однородным дифференциальным 
уравнением первого порядка, коэффициентом которого 
является матрица. Так как элементы матрицы составлены 
из постоянных коэффициентов интегрируемой системы, 
то решение указанного дифференциального уравнения 
легко строится в виде сходящегося матричного ряда, 
содержащего восемь или шесть постоянных интегрирования.

В  главе I I I  определяются частные интегралы задачи 
и строится ее общее решение.

Внешняя нагрузка, действующая на оболочку, пред­
ставляется вдоль меридиана в виде конечного степенного 
ряда, после чего частные интегралы вычисляются методом 
неопределенных коэффициентов (4). Устанавливается такж е 
критерий применимости мембранной теории для определе­
ния частных интегралов.

При построении общего решения для отдельной оболоч­
ки вводятся в рассмотрение деформации и усилия, харак­
теризующие ее напряженное состояние. Эти величины 
с  помощью выведенных ранее соотношений выражаются 
через начальные параметры, т. е. значения усилий и пе­
ремещений одного из краев оболочки.

Общее решение задачи для всей конструкции строится 
сопряжением отдельных оболочек между собой. Условия 
сопряжения выражают неразрывность деформаций сопри­
касаю щ ихся краев дву х  смежных оболочек, а такж е ра­
венства векторов краевы х усилий и перемещений. Раскры­
тие указанных условий приводит к  построению общего 
алгоритма решения задачи, имеющего благодаря исполь­
зованию матричной символики компактный вид.

Полученное решение содержит восемь или шесть неиз­
вестных начальных параметров, которые определяются 
после подчинения этого решения конкретным граничным



условиям всей оболочки. Формулируются граничные ус­
ловия при подкреплении краев оболочки упругими коль­
цами. Учитывается вид опирания колец на внешние связи: 
свободное кольцо, шарнирно-подвижное и неподвижное 
опирание, скользящее в своей плоскости кольцо и т. д.

В главе IV рассматривается осесимметричная деформа­
ция оболочки вращения. Решение легко получается из 
общих формул предыдущих глав.

Излагается также решение задачи в усилиях. В этом 
случае для конической оболочки выводится разрешающее 
дифференциальное уравнение четвертого порядка с постоян­
ными коэффициентами и дается простое решение соответ­
ствующего характеристического уравнения с точностью, 
соответствующей точности исходных гипотез теории оболо­
чек.

При формулировке граничных условий задачи под­
робно рассматриваются различные случаи подкрепления 
краев оболочки упругими кольцами. Приводятся также 
формулы для определения длины интервала распростране­
ния вдоль меридиана оболочки величин, имеющих харак­
тер краевого эффекта.

В главе V освещаются вопросы сходимости и сумми­
рования матричных рядов, которыми представлено решение 
системы разрешающих дифференциальных уравнений за ­
дачи. Далее излагаются указания о применении электрон­
ных цифровых вычислительных машин для расчета пред­
лагаемым методом оболочек вращения.

В  этой ж е главе приводятся примеры расчета оболочек 
резервуара водонапорной башни и камина градирни, 
разработанных Государственным проектным институтом 
«Киев промстройпроект» для металлургических предприятий.

На примере расчета конической оболочки исследована 
сходимость излагаемого метода расчета. Показано, что 
уже в том случае, когда геометрические параметры заме­
няющих оболочек отличаются от соответствующих пара­
метров исходной оболочки на 6— 7% , полученные значе­
ния расчетных функций практически можно считать 
точными.

$



ГЛ А ВА  I
ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 1. Расчетная схема оболочки вращения 
с любым очертанием меридиана

Рассмотрим оболочку вращения, у которой (рис. 1):
а) меридианом является произвольная плоская кривая, 

необязательно плавная;
б) толщина оболочки изменяется по произвольному 

закону и, в частности, скачкообразно;
в) стенка оболочки может подкрепляться системой ча­

сто расположенных меридиональных и кольцевых ребер;
г) внешняя нагрузка может быть произвольной и рас­

пределенной по всей поверхности оболочки или ее части.
И склю чается случай действия на оболочку сосредото­

ченных сил, которые можно рассматривать как поверх­
ностные нагрузки бесконечно большой интенсивности. 
Усилия и деформации в местах приложения сосредоточенных 
сил терпят разрывы, что противоречит физическому смыс­
лу задачи. Поэтому при действии на оболочку «сосредото­
ченных» сил будем их трактовать как поверхностную на­
грузку, действующую на малую, но конечную площадку.

Считаем, что для изотропного материала оболочки 
справедлив закон Гука, а перемещения точек срединной 
поверхности оболочки малы по сравнению с ее толщиной h. 
У казанны е ограничения сводят задачу о напряженном и 
деформированном состоянии оболочки к  линейной [57]

Следующее ограничение заключается в том, что рас­
смотрению подлежат тонкие оболочки, при расчете которых 
можно пренебречь по сравнению с единицей максималь­

ным значением отношения -= - , где R —  радиус кривизны 
К

срединной поверхности. Речь идет об оболочках, у,которых 

<  0 ,05 , как это принято в работе [57]’.



Дальнейший расчет строится на основе гипотез Г. Кирх- 
гоффа [94]:

а) прямолинейные волокна, перпендикулярные к сре­
динной поверхности оболочки до деформации, остаются 
после деформации прямолинейными и перпендикулярными

к изогнутой срединной поверхности и сохраняют свою дли­
ну;

б) нормальные напряжения на площадках, параллель­
ных срединной поверхности, являются величинами прене­
брежимо малыми по сравнению с другими составляющими 
напряжений.

В работах [55] и [56] показано, что принятие этих ги­
потез вносит в уравнения теории оболочек относительную

погрешность порядка по сравнению с единицей. Поэтому

решение уравнений теории оболочек, построенных на ос­
новании гипотез Кирхгоффа, с  большей точностью теряет 
смысл. Вследствие этого в настоящей работе все построе­
ния, промежуточные преобразования и окончательные ре­
зультаты получены с указанной погрешностью.

Произвольную оболочку вращения, подлежащую рас­
чету, заменяем системой конических и цилиндрических 
оболочек (рис. 1). Толщина стенки отдельной t-й заменяю­
щей конической оболочки подчиняется закону (рис. 2)

hi =  hoi =  hoixlt ( 1. 1)
so t

где h0t — средняя толщина стенки t-ro  участка заменяемой 
оболочки;



Si —  текущая меридиональная координата i - 
ющей оболочки;

%  —  координата фиксированного сечения i  -й заменя­
ющей оболочки;

xt=  ——  безразмерная координата.
S(jl

В  дальнейшем индекс «£» будем опускать в тех случаях» 
когда это не вызовет недоразумений.

Формула (1.1) принимает вид

h  =  HqX . (1.2)

При подкреплении отдельных участков или всей заме­
няемой оболочки меридиональными и кольцевыми реб­
рами будут ребристыми и заменяющие оболочки. Размеры 
меридиональных и кольцевых ребер заменяющей кониче­
ской оболочки (рис. 2) запишем соответственно в виде

Api =  hpiox,
bpi =  bp\oX't 

hp2== hpTax,

bP2 =  t

(1.3)

(1.4)

В  формулах (1.3) и (1.4) введены обозначения:

hp\ и hp2 —  высота соответственно меридионального и 
кольцевого ребра;

bpi и ЬР2 —  ширина меридионального и кольцевого реб­
ра;

ftpio, Ьрю, hP2o, bp2o— постоянные величины.
Расстояние между кольцевыми ребрами принимаем 

постоянным и равным величине рг. При замене отдельных 
участков оболочки гладкими или ребристыми цилиндри­
ческими оболочками принимаем толщину стенки заменяю­
щей оболочки и размеры подкрепляющих ее ребер постоян­
ными на данном участке и равными средним значениям 
соответствующих величин заменяемой оболочки.

При достаточно частом расположении подкрепляющих 
ребер расчет ребристой оболочки сводим к  расчету гладкой 
конструктивно-ортотропной оболочки, имеющей неодина­
ковые ж есткости в главных направлениях. Определение 
этих характеристик дано в § 4 . Здесь приведем критерий



применимости теории конструктивно-ортотропных оболо­
чек к определению напряженного и деформированного 
состояния оболочек, усиленных ребрами. Такой критерий 
для усиленных стрингерами цилиндрических оболочек, 
подверженных действию осесимметричных нагрузок, вы­

веден в работе [271 при сравнении характеристических 
уравнений для конструктивно-ортотропных и ребристых 
оболочек. Видоизменив некоторые обозначения, получим

где k —  число стрингеров,

г — радиус цилиндрической оболочки.
Из сравнения изгибающих моментов, (возникающих в 

полубесконечной оболочке, которая находится под дей­
ствием осесимметричной краевой нагрузки, вычисленных 
по теории конструктивно-ортотропных оболочек и по тео­
рии ребристых оболочек, получен достаточный критерий 
применимости теории конструктивно-ортотропных оболо­
чек

Рис. 2.

ark* »  1, (1.5)



где Dpi —  изгибная жесткость стрингера;
Dm — цилиндрическая жесткость обшивки.

Условия (1.5) и (1.6) используем как приближенный 
критерий применимости теории конструктивно-ортотропных 
оболочек к расчету как цилиндрических, так и конических 
оболочек усиленных ребрами и находящимися под дей­
ствием произвольных нагрузок.

Придадим формулам (1.5) и (1.6) иной вид. Обозначим 
расстояния между меридиональными ребрами конической 
и цилиндрической оболочки символом p i . Тогда

Зд есь г —  радиус параллельного круга конической обо­
лочки и, как прежде, радиус цилиндрической оболочки. 

П ереписав условие (1.5) в виде

A2 16jtV4 г 
3r2 pi >  h

и выполнив несложные преобразования, получим

* < Ъ * У  5 Г
(1.8)

(1-9)

Представим условие (1.6) в  виде

Л2 8 я 3г3 г bpihpi
Зг2 p3 уу h 2itrh? '

Выполнив элементарные преобразования, получим

2it/i2 з / 2яг

P i<  Ар. V (1.10)

k > !* !±  , y w
к >  А* У  w (1.11)

Выражения. (1 .8) — (1.11) будем рассматривать как 
приближенные условия, при выполнении которых к рас-



чету ребристых конических оболочек можно применять 
теорию гладких конструктивно-ортотропных оболочек.

Заменяя произвольную оболочку вращения системой 
конических и цилиндрических оболочек (рис. 1), будем 
исходить из следующих соображений. Сечения, являю­
щиеся краями заменяющих оболочек, назначаются в ме­
стах изломов меридиана исходной оболочки, в местах скач­
кообразного изменения толщины стенки оболочки и дей­
ствующей внешней нагрузки.

При плавном изменении геометрических параметров и 
действующей на оболочку нагрузки длины заменяющих 
конических и цилиндрических оболочек выбираем таким 
образом, чтобы их толщины отличались от толщины стенок 
соответствующих заменяемых участков на малые задан­

ные величины, например, на величины -rrh .  Кроме того,
Ki

указанные сечения назначаются в тех местах, в которых 
требуется определить величины, характеризующие напря­
женное и деформированное состояние оболочки.

Резюмируя изложенное, приходим к следующей расчет­
ной модели: оболочка вращения заменяется системой ко­
ротких конических и цилиндрических гладких или ребри­
стых оболочек. Геометрические параметры заменяющих 
конических оболочек характеризуются величинами (1.2) —  
—  (1.4). Толщины стенок и размеры подкрепляющих ребер 
цилиндрических оболочек являются постоянными величи­
нами. Внешняя нагрузка либо распределена по всей по­
верхности отдельной заменяющей оболочки, либо отсут­
ствует на ее поверхности.

Следовательно, расчетными элементами системы явля­
ются короткая коническая или цилиндрическая оболочки, 
каждая из которых может быть конструктивно-ортотроп- 
ной.

§ 2. Дифференциальные уравнения 
равновесия

Отнесем коническую оболочку к координатам: мериди­
ональной s, отсчитываемой от вершины конуса вдоль ме­
ридиана, и - угловой Р, измеряемой от плоскости началь­
ного меридиана.

Выделим из оболочки четырьмя сечениями, нормаль­
ными к ее срединной поверхности и касающимися линий



s, s +  ds , p, p 4- dp, пространственный элемент с высо­
той, равной толщине оболочки. На площадки, ограничи­
вающие указанный элемент, действуют соответствующие 
нормальные и касательные напряжения.

Введя вместо напряжений их интегральные характери­
стики —  усилия и моменты, соответственно отнесенные к

единице длины линии s или Р, —  вместо пространственного 
элемента, выделенного из оболочки, рассматриваем соответ­
ствующий ему элемент срединной поверхности, прилагая 
к его сторонам усилия и моменты. На рис. 3 изображен 
такой элемент, находящийся под действием внешних и 
внутренних сил. Приняты следующие обозначения мембран­
ной группы усилий:

7\, Г 12 —  интенсивность нормальных и сдвигающих 
усилий, действующих на площадке s  =  const;

Т2, Т21 —  интенсивность нормальных и сдвигающих 
усилий, приложенных на площадке p = co n st;

Растягивающ ие нормальные усилия 7\ и Т 2 считаем 
положительными. Сдвигающие усилия Тп  и T2i —  поло­
жительны, если они, действуя на площадках с  положитель­
ными внешними нормалями, направлены в сторону поло­



жительных касательных к соответствующим координатным 
линиям срединной поверхности.

Моментные усилия обозначаем:
Mlt М12, Ni —  интенсивность изгибающих моментов, 

крутящих моментов и поперечных сил, 
приложенных на площадке s =  const;

М 2) М 21, Ni —  интенсивность изгибающих, крутящих 
моментов и поперечных сил, действующих на площадке 
Р =  const. Положительными изгибающими моментами 
Mi и М2 считаем моменты, вызывающие растяжение внеш­
них и сжатие внутренних волокон поверхностей оболочки.

Поперечные силы Nx и N2 считаются положительными, 
если они, будучи приложены к площадкам с отрицатель­
ными внешними нормалями, направлены в сторону отри­
цательной нормали к срединной поверхности оболочки.

Компонентами внешней нагрузки, действующей на обо­
лочку, являю тся:

<7i и Яг —  составляющие, направленные соответственно 
вдоль линий s и Р;

q3 —  составляю щ ая, направленная вдоль внешней нор­
мали к срединной поверхности оболочки.

На рис. 3 показаны положительные направления внеш­
них и внутренних сил, действующих на элемент оболочки.

Введем, как это сделано в работе [57], обозначения:

S Т 12-
M2i 

s tg б Тшй (2Л)

где б —  половина угла при вершине конуса (рис. 2).
Тогда уравнения равновесия элемента конической 

оболочки можно записать в виде [57]

sin 6 Tfc № )  +  -g jj-S—  sin 6T2 =  —  sin бед; 

sin e (sS) 4 - Г ,  +  sin 6S  +  ctg в у  ̂  Afa +

+  2 sin 6 - | -  (sH )]------- sin вsfc; (2.2)



cos 6T, - { - ^ - [ s i n 6 - | -  (sMt) +  A .  H -  sin Ш ,  j +

+ lm b - J '[sin8̂ ' (sfl) + i Mt + sin6W]|= sinSs?a'
Введем новую переменную t

х =  е*. (2.3)

После перехода к этой переменной уравнения равновесия
(2.2) примут вид

sin 6 (7\ +  Т[, —Тг) +  S i  =  —  % sin 

sin в (2S  +  S',) +  Tv +  [M‘v  +  2 sin 6 (Я  +  H,)\ =

=  —  s„ sin 6e'?2;

cos 6T 2 — Ц . [sin s  ( м ; , - m *  +  m ;„ ) +  2« ;„  +

+  2 Я р +  M'm  ] =  s0 sin &e%. (2.4)

Штрихами в уравнениях системы (2.4) и в дальнейшем 
обозначены производные по переменным, стоящим в ка­
честве индексов при обозначениях функций.

Уравнения системы (2.4) являю тся дифференциальными 
уравнениями в частных производных. Д ля разделения 
переменных представим заданную н агр у зку  в виде ряда

Од
Я (s. 0) =  2  tin is) cos /г0 +  дп (s) sin л0]. (2.5)

п=0
Т а к  к ак  каж дое слагаемое суммы (2 .5 ) представляет 

собой периодическую функцию угла 0 , то все величины, 
которые характеризую т напряженное и деформированное 
состояние оболочки вращения, являю щ ейся полярно сим­
метричной системой, такж е являю тся периодическими функ­
циями 0 [66, 67].

Реш ения, отвечающие отдельным гармоникам разложе­
ния (2 .5 ), могут представлять и самостоятельный интерес. 
Так , расчет оболочек вращения от действия собственного



веса сводится к рассмотрению случая я =  0. Не менее 
интересен случай антисимметричной деформации (я  =  1).

Рассмотрим действие я-й гармоники разложения (2.5) 
внешней нагрузки. В этом случае усилия и моменты явля­
ются функциями угла р

Ту =  Тг COS Яр f

sin яР 

, .  . ,  cos ярМ2 =  М2п . г ;
sin яр

rp rp cos «р
1 г =  1 2п

5  =  5 ,

sin /гр 

sin яр t 
п cos лр ’

Sin лр 

sin яР
Я  =  Я я

COS ЯР

9i — Qxn
cos лР # 

sin лр *

sin /гВ
2̂ =  я2п

COS лр
9з — Язп

cos лр 

sin лр
(2 .6)

Двойные функции введены для сокращения записей. 
Верхние функции соответствуют случаю действия сим­
метричной нагрузки qn (s) cos лр, нижние^—  случаю дей­
ствия обратно симметричной нагрузки qn (s) sin лр. Та­
кой же смысл имеют и используемые в дальнейшем двой­
ные знаки ±  (^р).

Подставив величины (2.6) в уравнени я (2.4) и выпол­
нив необходимые дифференцирования по переменной р, 
получим систему трех обыкновенных дифференциальных 
уравнений

7\ +  Г , —  T 2 ±  л5 =  —  s^qy,

2 5  +  S '  =F пТ2 +  ^  [^пМ 2 +  2 (Я  +  Я ')]  =  -  s /q * ,

(2.7)

—  c tg 6 7 2 +  — l— [M\ — М2 +  М \±  2 л (Я  +  Я ')  —

—  /г2ЛГ2] =  —  sne{q3.
Здесь и в дальнейшем

л
л

sin б

В  уравнениях системы (2.7) при обозначениях величин 
опущен индекс «л», указывающий номер рассматриваемой 
гармоники раз ложения (2.5). Штрихами в этих уравнениях 
обозначены пр оизводные по переменной t.



Уравнения (2.7) выражают условия равновесия отдель­
ного элемента конической оболочки вращения, загруж ен­
ного я-й гармоникой поверхностной нагрузки.

Соответствующие уравнения равновесия для круговой 
цилиндрической оболочки имеют вид

Т\ ±  nS — —  г<7,;

S' Т  пГ„ +  У  ( т  пМ3 +  2Н') =  -  /%; (2.8)

-  Г а +  - i  (М-, ±  2пН' -  п Щ )  =  -  rq3.

Цилиндрическая оболочка отнесена к продольной ко­
ординате s, отсчитываемой от края оболочки, и к угловой 
координате (J, отсчитываемой от плоскости начального 
меридиана. Переменная s заменена безразмерной коорди­
натой х

S

Штрихами в системе (2.8) и в дальнейшем при рас­
смотрении цилиндрических оболочек обозначены произ­
водные по переменной х.

Уравнения равновесия (2.7) элемента срединной поверх­
ности конической оболочки могут быть представлены в 
матричной форме

- 1 ±  Л 0

=F п 4 - + 2 0

—  ctg б 0 1 d i d  
scel dt\dt

() 0

±  Л ctg  б d 2 ctg 6 ( d
dt So* l  dt

_ L ( J _ +  n2 )
i  2 n / d

snef \ dt s0el \ dt



Ti

Тш
s

Мг
м 2
н

=  —  sQef
Ях
Яг

Яа

(2.9)

Уравнениям (2.8) для цилиндрической оболочки прида­
дим также матричную форму

d

d x

о н
- 0 0 0

0 =F п  0 0
± п

Г

2  d  

г  ’ d x

0 - 1  0
1 d ?  

г  '  d x 2

_ _ п ?

г

±  2  п  d  

г  d x

Тх
т2
S Ях

— _f Ягмг
мг Яг

н

(2.10)

Формулам (2.9) и (2.10) придадим компактную форму

AiT =  —  Q. (2.11)

§ 3. Деформации срединной поверхности 
оболочки

Пространственное перемещение точки срединной по­
верхности оболочки характеризуется вектором, компонен­
тами которого являются (рис. 4): и — перемещение вдоль 
меридиана; v —  перемещение вдоль направляющей; w —  
нормальное перемещение.



Н а рис. 4  указаны положительные направления пере­
мещений.

Деформация элемента, выделенного из оболочки, пол­
ностью характеризуется следующими величинами: 

ех и е2 —  относительными удлинениями срединной по­
верхности соответственно вдоль меридиана и 
направляющей;

а> —  сдвигом срединной поверхности;

Xi и иа —  изменением кривизны срединной поверхности 
оболочки. Параметры и х а положительны 
при увеличении кривизны срединной поверх­
ности;

т  —  кручением срединной поверхности при де­
формации;

0! —  углом поворота меридиана.
Параметры, характеризующие деформацию срединной 

поверхности оболочки, выражаются через перемещения 
точек этой поверхности при помощи зависимостей

/ *

Рис. 4.

(3.1)

V ____________ I _ _ _ _ _  ц;' __  °  у
2 sin 6s l sin 6s ДО s Р(■

'р sin &w's



0, =  — до'.

При действии на оболочку гармонической внешней 
нагрузки перемещения и деформации срединной поверх­
ности являются также гармоническими функциями

cosnp  

sin п$

sinnp  
V =  vn ; ;  

cosnp

cosnp  
W =  wn .

s in n p

д д cos np 

Sinp

cosnp
ei =  eiи . rQi 

Sin nP

cos np
e 2 —  82fX . -  i

sinnp

„  sin np (0 =  0)я г ;
cosnp

cosnp  

sin nP

cosnp
*2  =  *2Л . * ;

su m p

sinnp
T  T rt Q *

cosnp
(3.2)

Используя зависимости (3.2) и переходя к переменной tt 
получаем соотношения между деформациями и перемеще­
ниями срединной поверхности конической оболочки

^ = l M “ +ctge“' ±aM i (3,3)
ю =  — П . и +  v' —  о)|

V  V япв У

- ш 1* g i v ) '

т = "  ( т  “ ctgeo' + c,g 6" ±  Ж Г “’) '



Теперь приведем значения деформаций срединной по­
верхности цилиндрической оболочки

1 , 
ei =  —  и'\

е2 =  y-(w  ±  nv);

® =  у ( Т  nu +  v');

«2 =  —  п Ь е^ п в);  (3.4)

т =  — -^-(=F лв/ — »');

0!  ----- —Ы)'.1 Г

И спользуя матричную форму записи, придадим вы р а­
жениям (3.3) и (3.4) следующий вид:

Д ля конической оболочки

d
dt 0 0

w * 1 ± n c t g  6

£0506 f
" 5 T  — 1

0

и . sie2t 0 0 i Y
1 0

V o e * 0 db л  c t g  6

d t \ d t  j  

* - ±  '

xs*e2t 0
c t g S  ( ~ S * )  ^ W - 1 )



Для цилиндрической оболочки

Б/
d

dx 0 0

Б .,Г 0 ± п 1

(0 Г =F п
d
dx

0 и

К/2 = 0 0 d2 
dx2 X V

К/2 0 ± п n2 w

тл2 0 d
dx ± «  *dx

Символически зависимости (3.5) и (3.6) можно предста­
вить матричным соотношением

Q =  CV. (3.7)

§ 4. Соотношения упругости
для конструктивно-ортотропных конических
и цилиндрических оболочек

В  § 2 и § 3 составлены дифференциальные уравнения 
равновесия (2.9) и (2.10) элементов конической и цилин­
дрической оболочек и установлены зависимости (3.5) и 
(3.6) между деформациями и перемещениями срединной 
поверхности. В  эти соотношения не входит параметр, за­
висящий от толщины оболочки. Следовательно, уравне­
ния равновесия (2.9) и (2.10) и соотношения эластомеханики 
(3.5) и (3.6) одинаковы как для гладкой, так и для ребри­
стой оболочек.

Однако усилия и моменты, возникающие в оболочке, 
уже зависят от характеристик ее жесткости. Ребристые 
оболочки, для которых выполняются условия ( 1.8) —  
( 1. 11), будем рассматривать как гладкие конструктивно- 
ортотропные оболочки. Физически это означает, что ж ест­
кость дискретных ребер усредняется по всей поверхности 
оболочки. При этом деформации ребристой и конструктивно 
ортотропной оболочек должны быть одинаковы.

Будем считать, что меридиональные ребра не воспри­
нимают кольцевых напряжений, а кольцевые ребра не пе­



редают напряж ений в  меридиональном направлени и. Н е 
будем такж е учиты вать влияни я подкреп ляю щ их ребер 
на сдвиг срединной поверхности оболочки [7 ]. Кроме того, 
пренебрегаем влиянием изм енения кривизны  этой поверх­
ности на величину нормальны х усилий и, соответствен но, 
влиянием удлинения срединной поверхности на величину 
изгибающих моментов.

Благодаря принятым предполож ениям ф ормулы , вы р а­
жающ ие дл я  оболочки закон  Г у к а , м ож но п р едставить в

7\ =  Dn^i 4 - v D ;e a, 

7*2 * *  vDTei +  Dn^i, 

Мг =  £>лп*1 +  fK2, 

VHa =S vDmXl  +  АигИ2t

(4 .1)

1 2 V ^ ( “ +  6 R X)■
Ta  =  ± = f- D r < * , (4 .2)

M „ = [ ( l - v ) D 1 +  2 G - ^ - T,

Ma  — f  (1 — v) D ,  +  2G T,

где

Dt
Eh

1 — v*
—  ж есткость неподкрепленной оболочки при

DM=

растяжении; 
сиа

— цилиндрическая ж естк о сть гладко обо­

лочки;
Dt\ , &Т2 — ж есткости при растяж ении ребристой обо­

лочки соответственно в  меридиональном и 
кольцевом направлениях;

Dmu Dm2— изгибные ж есткости  ребристой оболочки 
в  меридиональном и кольцевом направ­
лениях;

G
Е

2 (1 4 * v )
-модуль сдвига;



D j и D 2 —  цилиндрические жесткости оболочки в 
меридиональном и кольцевом направле­
ниях, при определении которых моменты 
инерции стенки оболочки вычисляются 
относительно осей, проходящих через цен­
тры тяжести сечений. Последние состоят 
из стенки оболочки и подкрепляющих 
ребер;

£pi и *р2 —  моменты инерции соответственно меридио­
нального и кольцевого ребер относитель­
но тех ж е осей.

Четыре величины (4.2) при помощи соотношений (2.1) 
легко заменяются величинами S и Н

S = Eh
2 (1  +  v ) 0 '

н  -  [ I  (l--  v)(D. +  ад +  <3 ( - £  +  -£ ■ )]  т.

(4.3)

Жесткость ребристой оболочки при растяжении в мери­
диональном направлении равна
ту Eh . Ebp\hp\k _ Eh Г I /1 v2\ ^pi^pi 1

=  i f r v.  П +  Oi) =  DT (1 +  a ,). (4.4)

Обозначим

-^ -= й р ь  =  V  (4.5)

Тогда

о ^ а - ^ А р , - ^ .  (4.6)

Жесткость ребристой оболочки при растяжении в коль­
цевом направлении равна

Dn  =  DT( 1 +  %). (4.7)
где

a ,  =  ( l - v « ) A p s - ^ - .  (4.8)
Pz

Отметим одно важное для дальнейшего решения обстоя­
тельство. Величины hpi и hp2, оц и а а являются постоянными



для рассматриваемых ридов конической и цилиндрической 
оболочек. Действительно, подставляя в соотношения (4.5)—
(4.7) значения соответствующих параметров из формул
(1.2) —  (1 .4), для конической оболочки получаем

Н _ kplpX __
h jc - A l l  =  const;

Ч

г  =  =  Ago. =  const. (4.9)
Р h0x Л0

—
s

•4

b,i

Рис. 5.

ai  =  (1 —  v2) ЛР|
kbpioX

2 л  s in 6 *s 0jc
=  (1 —  v2) Лр.

kbpio 
2л sin 6s0

=  const;

а 2 =  (1 —  v2) hp2 =  const. 
Pz

Д ля цилиндрической оболочки постоянной толщины, 
подкрепленной системой меридиональных и кольцевых 
ребер, размеры которых постоянны, величины hp\ и Лр2, 
а х и а 2, как  следует из соотношений (4.5) —  (4 .8 ), явля­
ются такж е величинами постоянными.

Д ля определения изгибной жесткости оболочки в про­
дольном направлении рассмотрим меридиональное сечение, 
изображенное на рис. 5. Расстояния от центров тяжести 
стенки оболочки и подкрепляющего ее ребра до центра 
тяжести всего сечения соответственно равны

=  0,5ЛЙр1Ьр1 1 +  ^р!
hp\bp\ +  Pi

(4.Ю)



ор1 =  0 ,5  hpx 1 +  hp\
hpibpi

Зная эти расстояния, легко определить изгибную ж ест­
кость оболочки в продольном направлении

= А  +
El

(4.12)

Eh3
1 2 (1 - v 2)

Опуская промежуточные преобразования, окончательно 
получаем

Аш =  1 2 ( 1 __v2) {*  Т+а^|^ ^ ^ pI ^  ^ ^ р1]| '
(4.13)

Введем обозначение

е х = т ^ [ 3 +  6ЛР1 + (4 +  <ч)^1], (4.14)

после чего выражение для жесткости Dm приобретает простой
вид

Eh8
12(1 - V 2) (1 +  е,) =  А и( 1 + е 1). (4.15)

Аналогично определяется изгибная жесткость оболочки 
в кольцевом направлении

D«2 =  Di + - £  =  D „ ( l + ^ ,  (4.16)

где

62 =  ^  +  ^ р2 +  (4 4- «г) р̂2]. (4.17)

При помощи соотношений (4.12), (4.15) и (4.16) второму 
выражению (4.3) легко придать более компактный вид

// =  ( l _ v ) D Af( l  + Y)x .  (4.18)



Величина у определяется равенством

У =  ^ 1 + Й . (4.19)

Анализ выражений (4.4), (4.7), (4.15), (4.16) и (4.18) 
показывает, что постоянные величины а х а 2, q1( q2 и у 
характеризуют влияние системы подкрепляющих оболочку 
меридиональных и кольцевых ребер на ее жесткость.

Используя полученные зависимости, представим со­
отношения упругости для рассматриваемых конструктивно- 
ортотропных конической и цилиндрической оболочек в 
виде

F h
Ti =  1 3 ^ 5  [(1 +  ai) ®i +  vb2];

E h
Т* =  +  ^  +  аа) е2 У>

=  ~j2~( i __v2) К1 +  6i) «1 +  vm j;

М г =  —2(f-v»)- (wi +  U +  &) (4.20)

Соотношения (4.20) можно записать и в  несколько иной 
форме

Ti =  А  1(1 4- a j  е & е* +  ve2s0e*];

7a =« А [ \ г ^ е 1 4- (1 4-а2) e2s0e*];

S  =  0 ,5 (1  —  v )E 1a * / ;  (4.21)

-^ Г  м 1 =  А  ((1 + Ql) ъ ф *  +  vV 2e«] =  Щ

1^ГМ% в  [vyje* 4- (1* 4- Сг) V W  = М2;



где

- i - я  =  (1 —  v ) ( l  4- у)Е,тф> =  Н,

Ё  —  ^  •—
1 “  (1 —  Vя) s0 ’

Б E h }
2 _  1 2 ( 1 - V 2) * si

Представим соотношения (4.21) в матричном виде 

ТL

Т2
S

м ,

щ

н
(1 +  ах) Ё, vEx 0 0

v£, (1 4- а2) Е\ 0 0

0 0 0,5(1 —  v) Ёх 0

0 0 0 (1 +  Qi) £ 2

0 0 0 v£ 2

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

v£ 2 0

(1 +  5з)£2 0

( 1 —  v ) ( l  +  у)Е2о



Г =  BQ. (4.24)
Для цилиндрической оболочки легко получить аналогич­

ную зависимость.
Установим некоторые вспомогательные соотношения меж­

ду ^величинами Г  и Г ,  которые окажутся полезными в 
дальнейшем,

Тг =  Tv Т 2 =  Г 2, 5  =  5 ;

М1 =  - 1 Г Л4, М2 =  — М2, Я =  —Ц-Я; 
s0e SqS Sq6

- V  м ;  =  л ? !+ а?; , — L  м ;  =  +  2м ;  +  м ; ;
&,е 5пе

- ^ М 2  =  Л42 + М 2 ;
$>*

_1_Я ' =  Я + Я '  
s0el

для конической оболочки и

(4.25)

Ti =  Tv Т2 =  Т2, S  =  5 ;

M± =  y M v М2 = у М 2, Я = у Я ;

-J-  М\ =  М\ (4.26)

для цилиндрической оболочки.



§ 5. Система разрешающих 
дифференциальных уравнений

Уравнениям равновесия (2.9) с помощью соотношений 
(4.25) легко придать несколько иной вид

d2
dt2

1 + ж
—  1 ± п  0

Л
0 =F п го + О

0 — ctg 6
0 2 + 3 ж

=F п ctg 6

- | я 2 + 1  +

T2 
S

M,

M2 

H

h i ) 

i)
2 cte & ( 2 +  l t ) '

±2"(2 + w )

=  —  S0e ( (5.1)

Для цилиндрической оболочки получим соответственно

~7~ 0 i пdx

О q :  п О

0 0 0

0 =F п 2 - fdx

d2 , о  d
dx2 — п2 ± 2 л - j —dxО — 1 О



X —  г
Я\
Яг
Яг

S
Мх
Мъ
н

(5. Г)

Системы дифференциальных уравнений равновесия (5.1) 
и (5. 1') символически записываем в форме

АГ =  —  Q. (5.2)

Таким обоазом, для рассматриваемых конической и 
цилиндрической конструктивно ортотропных оболочек вра­
щения сформулированы в матричном виде:

а) уравнения равновесия элемента срединной поверх* 
ности оболочки (5.2)

АТ =  -  Q;
б) соотношения упругости (4.24)

Т =  В й ;
в) выражения для деформаций элемента срединной 

поверхности (3.7)
Q =  CV.

Благодаря специальному выбору геометрических пара­
метров оболочек и независимых переменных / и х  соответ­
ственно для конической и цилиндрической оболочек эле­
менты матрицы В и коэффициенты при дифференциальных 
операторах, входящих в элементы матриц Л и С, получи­
лись величинами постоянными.

Дальнейший ход построений заключается в следующем. 
Из уравнений равновесия элемента срединной поверхности 
оболочки (5.2) при _помощи соотношений упругости (4.24) 
исключим усилия Т

ABQ =  - Q .
Из полученного выражения, используя зависимости

(3 .7), исключим деформации £2

ABCV =  —  Q. (5.3)

В  выражение (5.3) входят только три функции и, о, w 
(вектор V), коэффициентами при которых являются эле­
менты матрицы АВС. Так как элементы матриц Д , В и С



являю тся постоянными величинами, то для определения 
элементов матрицы АВС достаточно просто перемножить 
эти матрицы.

Выполнив эти действия, получим систему дифферен­
циальных уравнений

—  [1 +  а а —  v +  0 ,5  (1 —  v) пг 1 и 4- (1 +  ai)(u' +  и”) ц:

3= (1,5 +  а а —  l,5v ) nv ±  0 ,5  (1 +  v) nv'— ( 1+ а а —  v)ctg6a ^

+  (2 +  a a —  v) Ш +  0,5(1 +  v) ш ' —  (1 —  v +  (1 +Ог) naJ o +  

+  0 ,5 (1  — v ) ( o '— у " ) : р (1 +  a a) ctg bnx

+  2(1 -  v )(l +  y)]W  ±  a ^ L [ v  +  2(1 -_  V)(l +  v )l® ' ±  ~ , i hf n [V +  2 (1  -  V )(l 4 - Y)1W'

(5.4)

(1 +  a2) ctg 6u +  v ctg 6u' ±  (1 +  a a) ct6 6/1 x

_  2 {1 _  v)( i +  v)l ✓  =F Ц Ц & - iv +  2(1 -  v)( 1 +  Y)1 *  +

♦  (1 + а £) Ц 2 6+(1+пг) 1 1 ^ Щ  *

4(1 — v)(l +  y) — j gllltfl — 
(l +  n2)(l +  ea)__



— Т2а^ 1— (l+ 6 i) 4 - 3 + 2 Q 1-t-Q2 —  3v 4-2n 2(v 4-

+ ( i  -  V)(1+V)1) Ш" + Д - ( 1  +  e i) (2 ® "+  » lv) = £ г ^ > ^  

для конической оболочки и

—  0 ,5  (1 —  v) пги +  (1 +  « i K  ±  0,5(1 4 * v)rm' 4 - vw' =

_  ( l - v 2)r»
Ш  ?1'

Т  0 ,5 (1  +  ч)пи' —  n! ( l  +  а ,) о +  0 ,5 (1  —  ч)о’ ц:

* < ' + ' > * [ ' + т Ц т а

+  2(1 -  v)(l +  Y ) K  =  -  ~ Eh - Яг\ (5.5) 

v « - ± (1 +  a a)n [  1 +  T + % ^  ) 0 T Ш [v +

+  2(1 -  v )(l + v ) K + ( l + « 2) 1 +  n * i ± ^ .  ^ 1  w _

9 hzrP
_ W lv +  ( 1 - v ) ( 1  +  v)1^ +

+  i ^ 0  +  Q ^ ,V =  -i l ^ - » 3Eh

для цилиндрической оболочки.
h

При выводе уравнений (5.4) и (5.5) величины порядка

по сравнению с  единицей опускались. Однако подчеркну* 
тыми выше величинами, вообще говоря, пренебрегать 
нельзя, так как при высоких гармониках п разложения
(2.5) внешней нагрузки эти величины могут быть сравнимы 
с единицей.

При принятой в технических расчетах точности под­
черкнутыми пунктирной линией величинами можно пре*



небречь, если
(1 + 02)Л2п2 ^  1 
12(1 +  <х2) г 2 *  20 ’ (5.6)

„ ^  т I /  °>6 0  +  а 2)
П < h V  1 +  &  • (5.7)

Подчеркнутыми сплошной линией величинами можно 
пренебречь при условии

(5.8)

Неравенства (5.7) и (5.8) выведены для цилиндрической 
оболочки. Для конической оболочки выполняется равенство

1 +  е2 hi п* (1 +  Q2)hW  
1 + а 2 12s2 sin2 6 ~  12(1 + а 2) г 2 * (5.9)

Здесь го —  радиус параллельного круга для сечения, 
в котором толщина оболочки равна Ы. Так как правая 
часть выражения (5.9) идентична левой части неравенства
(5 .6 ), то условия (5.7) и (5.8) сохраняют силу и для кони­
ческой оболочки.

Уравнения (5.4) и (5.5) относительно трех основных 
функций и, v, w составляют системы обыкновенных неод­
нородных дифференциальных уравнений восьмого порядка. 
Благодаря специальному выбору параметров (толщины и 
размеров подкрепляющих ребер) оболочек коэффициенты 
этих уравнений удалось получить постоянными.

Системы (5.4) и (5.5) являются основными разрешаю­
щими уравнениями задачи, так как после их интегрирова­
ния, т. е. определения функций и, v u w, по формулам, 
приведенным в параграфах этой главы, легко определя­
ются величины, характеризующие напряженное и дефор­
мированное состояние оболочки.



ГЛАВА II
РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 6. Матричная форма разрешающих 
уравнений

Введем обозначения для коэффициентов дифференци­
альных уравнений равновесия (5.3)

— апи 4  а1а(и' +  и") 4  bnv ±  b12v' —  cnw +  cl2w' =

(1 —  v2) s0el

4  «21“  4  —  62iU +  b22(v' 4  o")=Fc2ia>=Fc22̂ '  ±  с23о/' =

Eh0 Яъ (6.1)

fl8i« 4 с12м'± c21wqF631o' 4  с23о" + с31(£) — с32ш' 4

4  (с$4 —- с32) о/7 4  с34(2аГ  4  wlv) s= Яз-

Д ля сокращения записи величин а , b и с, входящих 
в уравнения (6 . 1), приводить не будем; их легко получить, 
сравнивая аналогичные члены уравнений (5.3) и (6 . 1). 
Чертой сверху отмечены коэффициенты, содержащие ве-

лкчину - J L . .

Уравнения равновесия (5.5) цилиндрической оболочки 
при принятых обозначениях приобретают форму

апи +  ±  Ь12р' 4  vw‘ =  —  ^  л ;
Eh

4 &12и' — b2lv 4  b22Vя 4  cnw ±  сазол =  - i . 1- q ; (6.2)
Ыг



Величины» коэффициентов системы (6 .2) такж е легко 
определить, сравнивая уравнения (6 .2) с соответствующими 
уравнениями системы (5.5).

Решение системы неоднородных дифференциальных урав­
нений (6 . 1) складывается из общего решения системы со­
ответствующих однородных уравнений и частного решения, 
зависящего от вида правых частей уравнений (6 . 1), т. е. 
от внешней нагрузки, действующей на оболочку.

Перейдем к определению общего решения однородной 
системы уравнений, соответствующей системе (6 . 1). Вели­
чины, относящиеся к  этому случаю, будем отмечать индек­
сом «О».

Исключим из первого уравнения старшую производную 
функции и0, т. е. ы ° , из второго уравнения — производную 
о0 и из третьего уравнения— четвертую производную функ­
ции ш°, т. е. иР1У,

и!°' =  — и° —  и°' ±  A ly O ' -f. — — таР'\
al2 an al2 &12 <*12

V0' =  ± ^ 2 L wo ±  +  j% L vo _ vo '±
022 022 Ojj

&22 022 022

^o,v = _ £ 3 L uo _ _ £ l L ttO' J sL cO' ±
084 034 084 084

+  +  ( . g L _  l)o> 0 , -2a>0"\
084 084 034 '  084 /

(6.3)

Теперь при помощи второго уравнения системы (6.3) 
исключим из третьего уравнения этой системы величину о0*



j - f  6-ai£g? - j L ) t ) Q ^  (-& L  +  у» ' *
V Ь22^84 Cg4 /  V C34 C34 /

ф / £ 2 ^ _ ^ 1 _ \  _  / ' ^ 2 2 _ _ ^ L j tlyO- —

622C31 C34 /  '  b ^ jC s i  C34 /

_ ( Д ------^ »  +  1 j  и/>- —  2tt^"
'  ^ 22^84 C34 /

Добавив некоторые очевидные равенства, представим 
первые два уравнения системы (6.3) и уравнение (6.4) в виде:

хР 0 1 0 0 0 0 0 0

Хр' 8а —  1 Bi4 Sub 826 8a 0

и0' 0 0 0 1 0 0 0 0

и°* fti 4̂2 s « — 1 f to 8a, 0 0

ISP' 0 0 0 0 0 \ 0 0

а/** 0 0 0 0 0 0 1 0

tip1" 0 0 0 0 0 0 0 1

w»iV t 8а\ 8 ts Sa 3 Sai 8a. 8a6 8ai - 2

о0

о°'

х и*
тР

(6.5)

тРш
taF' t

Равенство (6.5Гпредставляет в матричной форме систему 
разрешающих дифференциальных уравнений задачи. Ин­
дексы Ф  при векторах указывают на то, что соответствую­
щие величины являю тся функциями аргумента t.



Элементы gn (t, j  =  1, 2, . 8) квадратной матрицы
восьмого порядка являются коэффициентами преобразован­
ных при помощи соотношений (6.3) и (6.4) однородных урав­
нений, соответствующих системе (5.3). Эти элементы оп­
ределяются из сравнения второй строки матрицы со вторым 
уравнением (6.3) четвертой строки —  с первым уравне­
нием (6.3) и восьмой строки — с уравнением (6.4). Так как 
коэффициенты этих уравнений соответствуют коэффициен­
там уравнений равновесия (5.3), то легко вычислить значе­
ния элементов gu

f a - ± * 4 ^ ;

&n= ± n \iz^'' £25 =  ± - 1 — V

V ( 1  I * + 6 2 fioh2 \ 
Х Г  +  1 + а 2 12s*/’

f a  =  =F 12(1е- У ^  И +  е . - v +  2 (1  -  v)(i +  у)у,

8я  “  ±
2ctg 6/i§n 

12(1 — v)sg
[V ф 2(1 —  v) (1 ■+• Y)l;

, (1,5 +  а 2 —  l ,5 v )n  . _ _ - ^ ( l + v ) « .641 “  1 + а !  *

£ 4 3

2 ( 1  +  0 ^

= r b : ( 1 + a 2 - v + i T I '‘!) ;
1 4- a 2 —  v .  v ctg d . .  c .

f a  =  c(g *  f a ------- T T V  (6 6 )

_  1 2 ( l  +  a J c t g 6 - n s J  _

О + qi)a5 x

r?hl ( 1 -f- q2 
12sj| \1 +^2

2v l + y \ 1 .  
1 —  v 0 ,25  )\ '



£б2

§8з
12(1 +  ал) ctg 6

(l + Ql) ho

r ,  ( i  , H g f  >  I i +  v \ l .
X 1 — (I + 1  +_02M2ŝ \1 — v +  0,25 /J *

12ctg^0 I „} h W l  2v l+y\l
й » =  "  o T qJ aF L  +  1Ч г > ' - * +  0.25 j }

12(1 +<4)^ L , J  / i f f /  2v j_+ Yn
®*-------- (1 + QjЛ Г Г  L 12sJ W - v +  0,25 )J+(1 +«h)fto

, „  , Л 1 + & Ж
+  L1 + n ) l + o a 12sJ

Г , , 4 (1 — v)(l +  y) — 2v 1|.
I  (1 +  n1) (1 +  ft,) I ) ’

„ . 1 + Q a -3 v  n- 2v +  (1 - v ) ( l  +  v) ,
g *  =  2 +  i +  f t  + 2 n  Г Г й ---------- ' й » ” * * - 1 -

Однородные уравнения для цилиндрической оболочки, 
соответствующие уравнениям равновесия (5.5), можно пред­
ставить в матричной форме

00' 0 1 0 0 0 0 0 0
ц Г 8 я

0 0
§ 2 4 § 2 5 0

§ 2 7 0
и ° ' 0 0 0 1 0 0 0 0
ф щ _ 0

§ 4 2 £43 0 0
§ 4 6 0 0

u f l' 0 0 0 0 0 1 0 0
m fi' 0 0 0 0 0 0 1 0
и Р " 0 0 0 0 0 0 0 1
u f i iV

X
§ 8  1 0 0

§ 8 4 § 8 5 0
§ 8 7 0



Э л е м е н т ы  gu к в ад р а тн о й  м а т р и ц ы  равны

& i =
2 ^ U _ + _ c ^ .

1 — v ' *24 =  ±
п(1 +  у) ,

1 — V ’

*25 — i
2п(1 + а 2) Л  1 + q 21 - v  \ i± _ a2. h*rP\

12г2 j 1

*27 =  =F 1 2 ( ^ v )r , [v +  2 ( 1  -  v ) ( l  +  *v)l;

_ T n {l+ v )  . _ /z8 (l —  v) , e ___
ё4г + 2 ( l + a 1) ' ^ 3 _ 2 ( l + a 1) ’ ё“6 1 +  a j’

-  T- 1 2 ( 1 + a  2)пгг 
*81 - +  ( l + ( h )At

____  . +  Q2 ____ 2v__________ b
12r2 l 1 +  a 2 1 -  v 0,25x l l + 4 £ ( W ^ - T ^ . - U f l ] ;

а  - -  ^  r v _ 0 ^ ( 1 + v ) p r _ + l ± ^ 1 .
ё м  (l +  Qi)/i2 [ 12r2 U —  v _ _ 0 ,2 5  j j ’

1 2 ( 1 + eg  r2 
^85“  ( i +  eJ/i2

Г /I2n 2 / 2 1 + Q 2 2v 1 +  Y\1.
*  | 1 +  12r2 ( я 1 +  a2 1 —■ v  0,25  ̂J J *

On2
* w e T T f t I v + ' ( 1 “ v ) ( i + Y ) l ’



Элементы (6.6) и (6.8) являются величинами постоянны­
ми. Отметим еще одно обстоятельство. Как в уравнениях 
(6.5), так и в уравнениях (6.7) вектор, стоящий слева от 
знака равенства, состоит из первых производных от вели* 
чин, составляющих второй вектор. На этом основании си­
стемы дифференциальных уравнений (6.5) и (6.7) можно 
символически представить в виде одного дифференциаль-
ного уравнения первого порядка

U? ■= Gift (6.9)

для конической оболочки и

их  =  GUI (6 .10)

для цилиндрической оболочки.

В  уравнениях (6 .9 ) и (6.10) обозначено:

(7° =  | в0, и0' . . . ,  до0'" | —  вектор основных неизвестных;
G =  \\qa  || — квадратная матрица восьмого порядка.

Так как элементы матрицы О, определяемые формулами
(6.6) и (6 .8),—  величины постоянные, то уравнения (6.9) 
и (6.10) являются обыкновенными дифференциальными 
уравнениями первого порядка с  постоянными коэффициен­
тами.

§ 7. Интегрирование однородной системы 
дифференциальных уравнений при помощи 
матричных рядов

В  предыдущем параграфе было показано, что решение 
поставленной задачи свелось к интегрированию матричного 
дифференциального уравнения первого порядка с постоян­
ными коэффициентами

<Л =  Glf} (7.1)

для конической оболочки и уравнения

1>Х =  ви°х (7 .2)

для цилиндрической оболочки.
Д ля интегрирования этих уравнений применим метод, 

изложенный в работе Г18].



Будем искать решение уравнения (7.1), удовлетворяю­
щее заданным начальным условиям

=  t/°o, (Лв .« . =  1&. . . . .  и\ 1Ы . =  и°ш
U),.,. =  U l (7.3)

Разложим искомый вектор U? в ряд Тэйлора по степе-
ням t — 10

и°, =  c/S +  с/§' (t - 10) + c/S' +  c/S”  (< ~^|<о)3 + . . .
(7.4)

Из (7.1) почленным дифференцированием находим 

U? =  GUf =  G2U°t;

и Г  =  GU? =  < / (/ ?,...
(7.5)

Подставляя в (7.1) и (7.5) значение независимой пере­
менной t =  *0, получаем

т  =  o u t ,  и S' =  G*U2. . . . .  (7.6)
и ряд (7.4) можно записать в виде

l f i  =  u l  +  (t — 1„) GC/J +  (<~ g V (/g + ------

=  С/? Г / +  (< -  to) G +  ^  GJ +  . .  . 1 =

(7.7)

где / —  единичная матрица 8-го порядка.
Непосредственной подстановкой выражения (7.7) в мат­

ричное дифференциальное уравнение (7.1) убеждаемся в 
том, что ряд (7.7) является решением уравнения (7.1). 
Таким образом, формула (7.7) представляет решение си­
стемы дифференциальных уравнений равновесия, удов­
летворяющее начальным условиям (7.3)

Если в качестве начального значения аргумента взять 
значение t =  0, что соответствует разложению решения 
в ряд Маклорена, то выражение (7.7) переходит в формулу

Ifi =  eGtU°o. (7.8)



Решение уравнения (7.2) для цилиндрической оболочки 
представим в виде

U°x =  eatx~*’> U l  (7.9)

Ua,  =  en*lA. (7.10)

Матричный ряд (7.7) абсолютно и равномерно сходится 
при всех значениях аргумента t.

Интегрирование систем дифференциальных уравнений 
равновесия конической и цилиндрической оболочек сводится, 
таким образом, к вычислению элементов матриц e Glt~l,) и

Gi гмг.} G( Qxе*  "  или элементов матриц е и е , что легко осущест­
вляется на электронных цифровых вычислительных маши­
нах.

§ 8. Частные интегралы системы 
дифференциальных уравнений равновесия

Для полного решения системы неоднородных дифферен­
циальных уравнений равновесия (6.1) необходимо еще 
найти частные интегралы этой системы.

Учитывая, что коэффициенты уравнений системы (6.1) 
величины постоянные, применим для этой цели метод не­
определенных коэффициентов [4].

Представим внешнюю нагрузку q(t), действующую на 
оболочку, в виде многочлена k-й степени

elq{t) =  +  q /  +  q / 1 +  - - - +  q =  £  qmemi

(8. 1)

коэффициенты которого qm определяются формулой Ла­
гранжа из условия, чтобы интерполирующий полином
(8.1) принимал в узлах интерполяции те же значения, что 
и интерполируемая функция q ( t).

Подставим разложение (8.1) в правые части уравнений
(6.1) и обозначим частные интегралы соответствующих 
функций индексом «*»; тогда

—  а пи +  а х2 (Iit и ) =F buv ±  bi2v —  cuw' Чг

^ c l2w ( l - v aK
Eh,

k



- a 2lu - F  bl3 и —  b2x v +  bn (v +  v ' ) =p caIo f  ±  (8.2)

± c 22o> ± с 23ш = -
( 1 ~ V 2)S2

Eh0

«31 « ’ +  C12«* ±  «21 «  ±  V ’ =F « 2/ "  *  C3|0)* — 

—  c32w‘ 4- (c34 —  C32) o>* 4- C34 (2а/" +  w lv) =

( 1 - v 2)^
-  Eh, I V " '

Частные решения системы (8.2) будем искать в виде 

и (/) =  £
/п=1

v ( t )  =  £  о^е"";
т=1Л

w (t)  =  (8.3)
/71=1

где mL  о£, и Ут —  неизвестные постоянные коэффициенты. 
Для их определения подставим значения функций u(t), v (t) 
и ш’ (0  (8.3) в уравнения (8.2). Записывая для сокращения 
письма только т-й член ряда (8 .1 ) и соответствующие ему 
значения величин (8 .3 ), получаем

I -  “ ii +  ° i 2 (т +  т ‘ )1 и-т +  ( Т  Ьп ±  Ьпт) v'a  +

(1—  v2)sg
+  ( - с п +  ci2mK ,  = ----------Щ ------

(—  “и ¥  Ькт)и'т +  [— 6И +■ Ьа (т +  т*)] v’n +
 ̂J _ 2̂

+  ( Т  Си dh спт ±  с23 ma) w'm -- ------------^  (8 *4)



(а 3, 4 -  c l2m ) иГт 4  ( ±  c 2t ±  b 3lm  4  c 23m 2)  4

( 1 - 0 8К
+  1сз. —  °32 (m  +  ^ a) +  c34 (m  +  w 2)2] ---------- щ ------<73m.

Система линейных алгебраических уравнений (8.4) содер­
жит в качестве неизвестных коэффициенты ит, v*m и o f .  
Составив для каждого номера т (т =  1 , 2 , . . . .  &) аналогич­
ную систему уравнений и решив ее, определим все коэффи­
циенты разложений (8.3), после чего найдем по формулам
(8.3) частные решения функций и* (t), v*(t) и w* (/), соответ­
ствующие полной нагрузке q(t).

Внешнюю нагрузку, действующую на цилиндрическую 
оболочку, представим в виде полинома

Я W =«„ +  ?,«' +  я / х +  ? / ' +  . . . +  етх.

(8.5)
Частные решения функций и, v и w зададим в форме 

и (х ) =  £ и а е Г ;  о (*)  =  £ ы „ е " “ ;
О О

(8.6)

w {х) =
о

где u'm, v'm и —  неизвестные постоянные коэффициенты.
Подставив m-е члены рядов (8.5) и (8.6) в уравнения 

(6.2), получим систему алгебраических уравнений для опре­
деления коэффициентов um, v*m и w'm при фиксированном 
значении т

/ 1 __v2\ra
а1« +  Л12 «*) U'm ±  * 1 2 +  VtTlWm =  ~  ~ ' ЧХ \ 

Т  * 1 2 ^  (“  *12 +  Ь22т%) Vm ( Т  С21 ±  2̂3m*) Wm =
(1  —  V2) Г2

Eh Ч2т»

у/иит 4  (±  о21 Т  г̂зю2) у; 4- (С31 — с33 т2 ф с34т*) а 

_ ( 1 - уУ « .
Eh -Чш-

(8.7)



Составив и решив т таких систем уравнений, получим 
значения всех коэффициентов рядов (8.6), т. е. найдем част­
ные решения функций и* (дс), о* (х) и w* (дс).

Этим исчерпывается решение задачи об определении 
частных интегралов систем дифференциальных уравнений 
равновесия конической и цилиндрической оболочек.

Отметим одно важное обстоятельство. Частные инте­
гралы, определяемые уравнения (8.4) и (8.7), являются 
точными, так как при их вычислении в уравнениях равно­
весия учитывались мембранные и моментные члены.

Однако при отыскании частных решений задачи может 
быть использован и другой метод, когда в уравнениях

Ч
равновесия моментные члены, содержащие множитель •

полагаются равными нулю, т. е. применяется мембранная 
теория.

Д ля оценки погрешности применения этого метода за­
пишем уравнения (8.4) в мембранном варианте, другими 
словами, в уравнениях равновесия (5.3) приравняем нулю

Чвеличины, имеющие множитель 

I <*12 (т 4  ш2)] и'т 4 - (=F bu 4- Ь12 т) v'm 4  (—  с{1 4

( 1 __v*) g2

♦  С»2 тЖ г = ----------(8‘8)

(—  а2| =F fc,2 т) Um *  I—  Ь2\ *  М Ш 4  m2)l Vm +  <1 4

. _  ( l - v 2)s§
4  О.,) ctg orwm = ---------- Щ ----- q^i

(а3| 4  с{2т) и'т ±  (1 4  а 2) ctg oiw'm 4  (1 4  «г) ctgaoa»^ =  

(1— v2) s “

”  Eh0 Ьт'

При написании уравнений (8.8) мы пренебрегаем вели­
чинами



по сравнению с единицей, величинами

Ж т 1
1 4 0  +  Y)

по сравнению с 

и коэффициентом

1 +  -
1 4- <J2 hlr?
1 +  а 2 Щ

h W

по сравнению с величиной

l + ^ ( c t g » e  +  - l ± ^
i + e i 1 "Н ota

hbri
12$;

(8. 10)

(8Л1)

(8. 12)

(8.13)

Это не выходит за пределы принятой точности вычислений, 
если выполняются условия (5.7), (5.8) и

. (8.15)

h W
2(1  +  Y ) < + Н - *

1 + а 2
АЙ2 )
Щ  )

. 1 +  а а ( ctff2 6 4- 1 4- Q2 hW
' 20(1 + е . )

1 Lls  и 1 +  ci2 12 si

ДУ
Неравенства (8.14) и (8.15) можно преобразовать к

т <

„ ^ s0 1 /  0̂ 3 / , , 1 +  Qs h f fl  \. ,Q 1СЧ
п < к У  (8Л6)

i  0.6(1 +  <h) ( c t . 8 . 1 +  6 , в Г Г
V k V i + &  Г е  + 1 + < ь  12̂ у

(8.17)

На основании изложенного приходим к важному прак* 
тическому выводу. Критерием применимости мембранной 
теории для определения частных интегралов дифферен­
циальных уравнений конической конструктивно-ортотроп- 
ной оболочки является выполнение условий, определяю­
щих максимальные величины показателей изменяемости



внешней нагрузки п (в кольцевом направлении) и т (в ме­
ридиональном направлении).

п < 1A f V 0 ,6 (1  + а 2) .
I +  62

(8.18)

т <
• /

0 ,6 (1  +  аа)
1 + C i

(8.19)

Соответствующие условия для цилиндрической конструк- 
тивно-ортотропной оболочки, определенные путем аналогич­
ных рассуждений, имеют вид

п <  

т <

| / т /
/ т У

0 ,6 (1  +  а 2) .
1 4* Q2 

0 ,6 (1  + а 2) 

1 + Q i  ‘

(8.20)

(8.21)



ГЛАВА III
ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМА 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

§ 9. Общее решение для отдельной оболочки

В предыдущей главе было получено общее решение 
системы дифференциальных уравнений равновесия, запи­
санных в перемещениях и, v и w срединной поверхности 
оболочки,

U ,=U ? +  и ]  (9.1)

для конической оболочки и

и , -( /> , + и', (9.2)

для цилиндрической оболочки.
Однако в общие решения однородных дифференциаль­

ных уравнений U° и 0°  входят неизвестные начальные па­
раметры

V ° o = K  v0o> «S- “ S'* < 1 *  (9-3)

Д ля их определения необходимо подчинить решения
(9.1) и (9.2) заданным граничным условиям задачи, т. е. 
тем соотношениям, заданным на краях оболочки, которые 
связы ваю т усилия, моменты, перемещения или их функции.

К ак показал В . В . Новожилов в работе [57], напряжен­
ное состояние на краю оболочки и перемещения точек этого 
края полностью определяются величинами

v> T v  4
М12

s-tgd , u, w, 0lt Tlt Mlt Nx +
1

s *s in 6
dM12

ds (9.4)

для конической оболочки и

v . T 12 +  ^ - , u , w , K T 1, M 1, N 1 +  - L ^ 1  (9.5)

для цилиндрической оболочки.



Выражения

Ta  +
М12 

s -tg б
И Ыг+- 1 dMy 2

; • sin б ds

являются соответственно обобщенными касательными и 
перерезывающими усилиями и связаны с функциями, вве­
денными ранее, соотношениями

та  =  Та  +  Ма  =  5  +  Я ;
s s0e

(9.6)

# , = : # , +  1 ■̂ Мм +  ±2пН ).
sin os ds s0e

Так как именно величины (9.4) и (9.6) характеризуют на­
пряженное и деформированное состояние оболочки, то они 
и являются основными неизвестными функциями, подле­
жащими определению. Эти величины связаны с перемеще­
ниями и, v и w срединной поверхности оболочки соотноше­
ниями упругости. Величины Ти  и Ni легко выразить че­
рез перемещения и, v и w при помощи уравнений (9.6). 
Приведем эти соотношения

(9.7)

Символически соотношения (9.7) можно представить в 
виде

W, =  FtUt. (9.8)

« 1 l 0 0 0 0 0 0 0 V

T a In fn /2a 0 fn  /20 0 0 (У

и 0 0 1 0 0 0 0 0 a

w 0 0 0 0 1 0 0 0 u!

h 0 0 0 0 0 fbo 0 0 X w

7 \ fa 0 h  3 f04 fob 0 0 0 w'

M i fn 0 0 0 fib fn fn 0 af

Ж t fsi fez 0 0 fsb feo fsi f87 vdn

Элементы матрицы F, равны 

Eh0
fn  — 2 ( l + v ) s 0 ' fiZ — fzx /гэ =  rb nfiil



Ehl(\ -|- y )ctg  bn
/ 2 5 - +  6 ( 1 + V ) s g f26 =  f'iv

h e - - -
hi ~  +  л б̂З* /бз

£ / *„ ( !+ « i )  t
(1 ---Y2) S0 1

,  E h l v c t g b n e *  #

' 7 1 _ ±  12(1 — v2)sg ’

r £ fto (l H~ 6i —  v) g* . 
' 76~  1 2 ( l - v 2)sg ’

So6

( l - v 2) s 0 *

/S5 =  с б̂ f i f e

f7S=  ± n t g b f n )

f _  Я Й (1  +  6 i)6 .
f77 12(1 — у*)Ц  ’

(9.9)

f«  =  t  11 +  6 a _ 2 v  + 2 (1  — v><‘ + Y)1;

/ ■ -  ±  - i ^ ^ [v+2(1 ~ v)(1 +  Y));

Eh0

h s =  ± tg 6 */ i/ 81;

(3 ф  2qx +  q2 —  3v 4- n2 [v -f-f"  1 2 ( 1 —  v * )^

+  2 ( l - v ) ( I  +  y)|)

f,
. 1 f

s0e* 1V
Из равенства (9.8) легко найти вектор Uo, т. е. выразить 

перемещения и, о и о> и их производные через физические 
величины (9.4) и (9.6),

где
и 0 - & К

U0 =  \v,v\ w, а/, w% v»'"\t=t>\ 

W0 =  I v, f u , u, w, в, Tv Mv JVX |f—p;

(9.10)



/ т 1 —  матрица, обратная матрице Ft\ ее элементы (9.9) вы­
числены при значении независимой переменной t => 0. 

Матрица F^x равна

F o l

1 0 0 0 0 0 0 0

1 / 22 / 23 / 24  /25 о  о  о

0  0  1 0  0  0  0  0

/41  0  f43 / 4 4  О / 4 С о  о

0 0 0 1 0 0 0 0

О 0  0  0  и  о  о  о

/71 О 0 /74 f76 0 f77 О

/  81 / в 2 /вЗ f84 / в 5 0  fe? f88

(9.12)

7  _  2 (1  - f  у) s0 
А22 ~  ЯЛ0

2̂5 ~  »

; /2з =  ±  п\ /24 =  ±
Ао (1 +  у) ctg Ьп ш

hi — i  n 'hv hz ~~ 1 + t t !  ’

f „ - c t g b - f a ; f e  s°:

/л
. v ctg 6n т  УЛ2 J  1 +  Qi —  V .

± T T T : fn = i+z,; f• - - - - - - -
T _  12 (1 — v2) T

Eh*( 1 + Q , ) ’ fe =F
ctg bn
l +  e,

( l  +  q2 —  2v);

(9.13)

^82= ±
2(1  +  v )ctg 6n s0 

£ ( 1 + q^ o
[v +  2 (1 —  v) (1 +  Y)]»

f e = [v +  2 (1 -  v) (1 +• Y)l; 

f e  =  -  П  +  e2 -  v  +  2 0  -  v ) ( i  + 1№



& ------- (2 +  Q, +  e2- 2v +  n » [ v 4  2 ( 1 - v ) (1 +v)l);

f & ~  f  77' f& =  S jn '

Как указы валось, напряженное и деформированнск 
состояние оболочки в произвольном меридиональном се 
чении характеризуется величинами (9.4) и (9.6), обозначен­
ными Wt, а граничные условия задачи определяются за­
данием этих же величин на краях оболочки, т. е. задание* 
вектора tt?0. Д ля решения задачи необходимо установит» 
зависимость между величинами Wt и W0.

Подставим в выражение (9.8) значение вектора Ut по 
формуле (9.1)

\Vt =  Ft (l/o +  U]) =  F fJ*  +  FJU;  =  FJU} *  Wr  (9.14) 
где

W't = F tU) (9.1?

— частные решения для функций (9.4) и (9.6), зависящш 
от вида нагрузки, действующей на оболочку.

Из (9.14) находим

FtWt =  \Vt -W 'tt (9.16)
откуда

<А =  FT' {Wt —  W"i). (9.17|

Выражение (9.17) справедливо для любого значения пе 
ременной t и, в частности, при t =  О

<А =  TV1 ( Г ,  -  wl). (9.1?

Используя формулы (7.8) и (9.18), получаем зависимост» 
между величинами Wt и WQ

W, =  F,0°‘u l  ф  К

w , = W  (W „ -w }  +  <

Введем обозначение

(9.19

ТОГДа



Уравнение (9.21), являющееся основным для рассмат­
риваемой задачи, выражает зависимость между искомыми 
усилиями и перемещениями Wt в меридиональном сечении 
с координатой t и начальными параметрами Wo.

Приведем теперь решение для цилиндрической оболочки.
Функции (9.5) связаны с перемещениями и, о и w сре­

динной поверхности цилиндрической оболочки соотноше-

(9.22)

НИЯМ
V

и 1 0 0 0 0 0 0 0
T 1 12 0 Z22 he 0 0 he 0 0
и 0 0 1 0 0 0 0 0
w 0 0 0 0 1 0 0 06 = 0 0 0 0 0 he 0 0
Tl /« 0 0 hi he 0 0 0
Ml fn 0 0 0 /75 0 Z77 0

X
0 h  2 0 0 0 he 0 hs

V

1/

и

и'
X

w

w'

w"

w"'

или символически
= Fu.~

Элементы матрицы F  равны 

f Eh
2 ( l  +  v )r  ’ 

1

2̂3

, - “ 5 /б. =  ±

1
6̂5 i  п Z'6i* /71 — ±

=  Т  nf22; I 

Ehvn
( l - v * ) r  ;

Eh*vn
12(1 — v2) r a

_  ig t f (H M h ) .
/77 12(1  —  v2)/-2 ’

(9.23)

, E n h H l+ y )  . 
6(1 - M ) r 8 ’

Eh(\ +  ai) .
' (1 — v2)r '

f 75= * ± n fn\

(9.24)

2(1 — v)(i ^  Y)l;



f86 — i  я/82; f88 r f  77*

Из (9.23) получаем
£/0 =  T7” 1̂ - (9.2!

Матрица F~x имеет вид

F~l =

1 0 0 0 0 0 0 0

0 f22 Г » 0 /2 5 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

F « 0 0 0 f ‘16 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 f65 0 0 0

r 71 0 0 r 74 0 0 ^77 0

0 ^82 f 83 0 ^85 0 0

(9.26

а ее элементы равны 

T  2 ( l  +  v )r
f n ~ Eh f  23 —  / 25 —  i

K 4 ± ± y ) n .
3r

r  -T- vn . т _  v . r  _  ( 1 — v2) r  
' 41 “  ^  1 +  a , ’ 1 +  ax ’ ' 46 £ ( 1  -f- а х)Л

(9.21

/б5 =  Г> 7̂1 — i  

^ 7 7 = -

1 +  Q] 

12(1 — v2) r 2

; /74 — ±  w/71;

£/i3(i +  e,)

8̂2 ~  i  _J_ qJ  fV 2(1 V) 0  +  Y)l; /e5—



f«3 =  T T e ; tv +  2 (1 _ v )(1  +v)1; f*‘  =  rf” ■

Усилия и перемещения Wx в произвольном меридиональ­
ном сечении оболочки выражаются через начальные пара­
метры WQ при помощи соотношения

Wx =  Fe0xF ^  ( Г ,  - 1̂ )  +  W\, (9 .28)

Wx =  P x t W „ -W 'j  +  W'x, (9 .29)

где
Рх =  FeaxF~\ (9.30)

§ 10. Алгоритм решения задачи

Формулы (9.21) и (9.29), определяющие усилия и пере­
мещения в меридиональном сечении, применимы для любой 
конической или цилиндрической оболочки, система которых 
заменяет рассматриваемую оболочку вращения со слож ­
ным очертанием меридиана.

Запишем формулу (9.21) для первой оболочки (рис. I) 

=  +  (10-1)

Здесь и в дальнейшем первый индекс при обозначениях 
матриц указывает номер заменяющей оболочки, второй—  
координату t меридионального сечения, в котором опреде­
ляются искомые функции W.

Рассмотрим вопрос о сопряжении отдельных оболочек 
менаду собой. Перемещения, угол поворота, усилия и мо­
мент, действующие в верхнем краевом меридиональном
сечении первой оболочки, равны

=  +  K  ( 10-2>

Те же величины, действующие в нижнем краевом мери­
диональном сечении второй оболочки, равны №20.

Потребовав, чтобы вектор усилий и перемещений^верх- 
него края нижней оболочки и нижнего края верхней обо­
лочки был равен нулю, получим



Матрицу Di,2, характеризующую условия сопряжения 
1-й и 2-й оболочек, назовем матрицей перехода от оболочки 1 
к оболочке 2, а при сопряжении i —  1-й и i-й оболочке 
будем обозначать символом

Значения элементов этой матрицы при различных с х е ­
мах сопряжения отдельных оболочек приведены в табл. I.

На рисунках, приведенных в табл. 1, стрелками указаны 
направления отсчета меридиональной координаты s. Если 
i —  1-я (или i-я) оболочка является цилиндрической, то 
следует положить угол

6f_ ,  =  0 (или 6, =. 0).

В  том случае, когда вдоль линии сопряжения двух оболо­
чек срединные поверхности последних имеют общую каса­
тельную плоскость, матрица перехода превращается в еди­
ничную матрицу.

Запишем общую формулу (9.21) для второй оболочки

+  (10.5)

и воспользуемся равенством (10.4)

«?а  =  ' >> ,Р 1Л - Г в )  +  Г г  (10.6)

Исключим из выражения (10.6) с  помощью (10.2) мат- 
рицу Г „

П  =  Р »  Р , л 1Л, О*',» -  «Ъ> +  W'ul -  +  W2I. (10 .7)



Схемы сопряжения оболочек Элементы матрицы » н .

> W H

L

dgg =* 4̂1 ~  8̂0 =  dgg == COS(6, —б ,̂),
do 4 =  — d43 =  dee =  — dso =  
=  sin (6  ̂— j), dss =  1

После очевидных преобразований окончательно получим 

г я =  / >*£> ,,/„( Г , 0 - r y  +  PvDla (W\t - O r j r y  +  Г я .

(10.8)

Аналогично выведена формула для определения усилий 
и перемещений меридионального сечения 3-й оболочки

t =  ^2р\,Р и O^to

+  Р Л Л О , , 2( г ; , - о Г 5 г у  +



+  р 31о , 3 ( П - о ^ ; ) + п -

Обозначим

^2}Р\,2 “  2̂1» Р&^2'3 =* P 3,

( 10.1

^ - ^ ; 0 = ^ ж

Тогда формулы (10.1), (10.8) и (10.9) молено записа 
в виде блочной матрицы

W и P  оr \t 0 w  __w *
W 10 W 10 к

W*  2t = V u
0 X + к

Ww  3t
P 31 К

( 10.1

Выражение (10.12) легко распространить на всю с» 
тему, состоящую из г конических и цилиндрических об 
лочек, которыми заменена исходная оболочка вращеш 
(рис 1). Д ля сокращения записи обозначим элементы бло 
ной матрицы символом Q с соответствующими индексам 

Тогда выражения для усилий и перемещений в проя 
вольном меридиональном сечении каждой из г коничесю 
и цилиндрических заменяющих оболочек можно записа 
в виде

К Q„ 0 . . 0 0

W '» ^22 . . o 0

V n i ^ ( z - | ) 2 *  ' 4 , 0

< 4 . q 22 . • • <?z (z -1 ; <L



ш — W* w 10 w 10 К
W*W2Q

+

к

w*w (г-1) o К - о .
U7* И rO к

В (10.13) z — 1-я оболочка является цилиндрической 
на что указывает индекс «х» при обозначениях матри­
цы ИУг-\

Формула (10.13) является основной для решаемой за­
дачи, так как при известных начальных параметрах Ww 
этой формулой вычисляются перемещения и усилия в лю­
бом меридиональном сечении рассматриваемой оболочки 
вращения. Д ля нахождения начальных параметров необ­
ходимо решение (10.13) подчинить граничным условиям 
задачи, которые будут определять векторы Ww и №2*.

При выводе выражения (10.13) переход от каждой обо­
лочки к смежной осуществляется последовательно от 1-й 
до z-й оболочки включительно. Квадратная матрица, вхо­
дящая в выражение (10.13), является нижней треугольной 
блок-матрицей порядка z, число ненулевых элементов 
которой равно

0 ,5  2 (z 1). (10.14)

Число элементов, отличных от нуля, можно значительно 
сократить. Изменим нумерацию отдельных участков со­
гласно рис. 6 , и порядок перехода от оболочки к оболочке 
будем осуществлять по схеме, указанной на этом же ри­
сунке стрелками.

Д ля нижней части оболочки, включающей гх участков, 
получим решение, выбрав в качестве начальных параметров 
величины (9.4) и (9 .6), действующие на нижнем крае 1-й 
оболочки,

<?и 0



X (10.15)

П7  ___ХП*w ю w ю к

4

Й Г  
W*10 К .

!  ztl - 7 Г Г 1 \
/

____\___Л
/ г-1

г
г,

к . г
L -  « . - /

Рис. 6.

Д ля верхней части оболочки, состоящей из г — гх 
участков, получим решение, взяв  в качестве начальных 
параметров величины (9.4) и (9 .6), действующие на верхнем 
крае гх +  1-й оболочки

шw (2,-И), t 0 . . о о

Ой* * •Qz(z—1) Qzz

w  — w *W (2l+l) 0 W (2.+1) 0 К * *

+

К

( 10. 16)

Число ненулевых элементов квадратных блок-матриц, 
входящих в решения (10.15) и (10.16), соответственно равно

О М  (гх +  1) и 0 ,5  [(z -  Zl) (г -  а* +  1)1-

Общее число элементов указанных матриц, отличных



от нуля, определяется выражением

0,52! (2Х +  1) +  0,5 [(2 —  2j) (Z —  Zx +  1)] =

=  0.5 [2 (2+ 1) — 2гж(г —^)ь
что всегда меньше (10.14). Отношение чисел (10.17) и (10.14) 
равно

2?! (2 —  2Х) 
2 ( 2 + 1 )

(10.18)

Выражение (10.18) показывает, насколько сокращается 
число элементов блок-матрицы (10.13), подлежащих вы­
числению, и характеризует снижение трудоемкости при при­
менении форм решения (10.15) и (10.16) вместо формы ре­
шения, представляемой выражением (10.13).

Пусть, например, исходная оболочка вращения заме­
нена 20 отдельными оболочками (г =  20), a zi =  10. Тогда 
в решение (10.13) входят 210 элементов, подлежащих вы ­
числению, а в решения (10.15) и (1 0 .1 6 ) только 110 таких 
элементов.

В дальнейшем будем пользоваться формой решения 
(10.15) и (10.16), как менее трудоемкой.

§ 11. Оболочки на упругом контуре.
Формулировка граничных условий

Как было отмечено выше, усилия и перемещения в ме­
ридиональном сечении оболочки характеризуются вели­
чинами _

о, 7 4  и, w, 0, Тх, Mi, Ni. (11.1)

Соответственно этому и граничные условия задачи оп­
ределяются заданием на крае оболочки четырех из этих 
величин или заданием такого ж е количества алгебраиче­
ских соотношений, связывающих величины (11.1) между 
собой.

Так, если край оболочки жестко защемлен, то угол по­
ворота меридиана и перемещения этого края равны нулю,

e =  v =  u =  w =  0. (11.2)

Неизвестными в этом случае являются усилия 7 м , Тх, N\ 
и момент M i, действующие в краевом сечении оболочки.



Если край оболочки свободен, то неизвестны его переме­
щения и, v и w и угол поворота меридиана 0, а усилия и 
момент равны нулю

=  Ml = N 1 =  0. (11 .3)

Однако часто граничные условия задачи таковы, что 
из восьми величин (11.1) ни одна не задана непосредствен­
но. В  этих случаях приходится устанавливать определен­

ные соотношения между указанными величинами, и при 
помощи этих соотношений удовлетворять граничным ус­
ловиям.

Формулировка подобных граничных условий и вывод 
соответствующих соотношений, связывающих величины
(11.1) между собой, и рассм атриваю тся в этом пар а­
графе.

П усть края конической оболочки подкреплены упру­
гими кольцами (рис. 7). Назовем кольцо, подкрепляющее 
узкий край оболочки, первым, а кольцо, подкрепляющее 
широкий край,—  вторым. В  соответствии с этим в даль­
нейшем все величины, относящиеся к узкому краю, будем 
отмечать индексом «1», а относящиеся к широкому краю —  
индексом «2».

Рассмотрим деформацию кругового цилиндрического 
кольца радиуса г„ при нагрузках, распределенных вдоль 
его окружности. Если закон изменения нагрузок вдоль 
окружности произволен, то представляем нагрузки в 
виде гармонического ряда по угловой переменной р. 
Такими нагруэками в общем случае являю тся (рис, 8 ) :



cos rtfi —  вертикальная нагрузка;
P« sin «Р

 ̂ sin rtf} — окружная нагрузка;
K cos rtfi

q cosrtP —  радиальная нагрузка; 
к s in /гр

m cos яр —  моментная нагрузка в меридиональных плос- 
Ksm rtp костях;

sin гф—  моментная нагрузка в плоскости кольца. 
* KcosrtP
Положительными приняты направления: 
рн —  сверху вниз;
tK —  в сторону возрастания угла р, т. е. против часовой 

стрелки относительно центра кольца;
QH — к центру;

тн — по часовой стрелке, если смотреть вдоль окруж­
ности в сторону возрастания Р; 

gK —  по часовой стрелке, если смотреть на кольцо сверху. 
Указанные нагрузки отнесены к единице ширины коль- 

,а Ьк и имеют размерность
_  ед. силы 

Рк* к’ ед. длины ’

тЛ, qH — ед. силы

Векторы усилий рк, tu и qK проходят через геометричес-



кую ось кольца, но для наглядности они изображены на 
верхней поверхности кольца.

Под действием указанных усилий и моментов точки 
оси кольца перемещаются в пространстве, а само кольцо — 
закручивается.

Перемещения точек оси кольца характеризую тся 
(рис. 9):

cos п$ — радиальными перемещениями; 
к sinnp

cos /ф —  вертикальными перемещениями;
ик sin пр

sin пр —  касательными перемещениями. 
к cosnp

Закручивание поперечных сечений характеризуется 

Q cosnp 

s in /гр

— поворотом (углом кручения) в меридиональных плоек» 
стях.

Положительными считаются: wK — к центру; ик -  
сверху вниз; vK —  в сторону возрастания угловой коор­
динаты Р; б* —  по часовой стрелке, если смотреть вдоль 
окружности в сторону возрастания р.

Исследованию напряженного и деформированного со­
стояния круглых колец при действии гармонических внеш­
них воздействий посвящены работы 1661 и [67], откуда I 
заимствованы формулы для перемещений кольца.



Для иллюстрации основных положений излагаемого 
решения рассмотрим случай действия на кольцо нагрузок 
вида

рк cos tK sin «р, qK cos n$, tnK cos n% gH sin np.

В этом случае четными относительно переменной р функ­
циями являю тся радиальные и вертикальные перемещения 
точек оси кольца wK и ик, повороты в диаметральных пло­
скостях 6К, а нечетной функцией —  касательные перемеще­
ния t)K, так как при действии на кольцо нагрузок

рк sin лр, tK cos np, qK sin np, mK sin np, gH cos np

изменяется лишь вид функций wR, ик, 0К, vK, а именно: 
wR, ик, бк изменяются по закону sin np, т. e. являются уже 
нечетными, а функция vK становится четной. Вид соотно­
шений между перемещениями кольца и нагрузками, дей­
ствующими на него, и в первом, и во втором случаях оди­
наков.

Рассмотрим отдельно различные случаи загружения 
незакрепленного кольца, т. е. кольца, на которого не на­
ложены внешние связи.

А.Осесимметричное загружение (п =  0). Как известно.

Б . Антисимметричное загружение (п =  1). В этом слу­
чае из условий равновесия кольца вытекают соотношения 
между амплитудными значениями внешних загружений 
кольца

ГкРк *“  

< ?к = “Ч -
(11.5)

Перемещения кольца определяются по формулам

и .— '■А К  . 2 ,4 (1  +  у) 1 ГХ
.(1 +  П К F . 1 Е

(11.6)



В. Загружение общего вида (п >  2). Каждая нагрузка 
в этом случае является самоуравновешенной. Соотноше­
ния между перемещениями и нагрузкой, действующей на 
кольцо, представляются в виде

что символически можно записать

K  =  ZKYH. (11.8)

В формулах (11.4) —  (11.7) введены обозначения:

f K = » A  (П.9)
— площадь поперечного сечения кольца;

/к 12 (11.10)

—  момент инерции поперечного сечения кольца относительно 
горизонтальной оси, проходящей через его центр тяжести;

Ли, =  <*Л (11-11)

— момент крутильной жесткости кольца, для определения 
которого приведены в табл. 2 значения коэффициента ак. 
зависящего от отношения /iK/6K [3].

Т а б л и ц а  2

1,0 1,5 2,0 3,0 4,0

а и 0,140 0,294 0,457 0,790 1,123



/' =  2 ( 1 +  v ) - 5 - .
• К.К

( 11. 12)

Элементы матрицы Z,< равны

- ____Г 1 2,4(1 + у) f ' t f - l V .  2(1 + у) 1

U “  Е  (« 2 —  1)* [/ , +  F. { пгк )  +

21г =

/ J(l +  n f)
22 -  (П2 _  1)2£/к •

233 =  п (Л* - I ) 2' Ё/к { 1 +  " Т 2 ^  12,4 ( 1 +  v> " 2 -  1] } ;

(11.13)

234 “  л2 (п2 - К1)2 £/ к {*  +  12rf ['г2 —  2 +  2 ,4 (1  +  V)1 } ;

г Гк L  пЩ\\
Z3i~  пЦп2- \ ) Е 1 к \ \ 2 rlJ1

г1
246 =  п (л2 -  1)£/ к '

Рассмотрим совместную деформацию оболочки и кольца, 
подкрепляющего ее узкий край (рис. 10).

В сечении оболочки, примыкающем к кольцу, действуют 
усилия Т ш , Tuv NlA и момент М , ,. К кольцу, кроме то­
го, приложены внешние нагрузки: р’ ,, ,, q'K ,, m* , и

Й. г
Полная нагрузка, действующая на кольцо, включает 

внешнюю нагрузку и усилия взаимодействий с оболочкой



Рк.1 0 COS 6 0

m K .l 0 +  ( ° K l . l )  C 0S 6  +  ( ° K l .2 ) s i n 6 1

= 0 —  sin 6 0

*к , 1 1 0 0

£к.| +  (-°ки) 0 0

— sin 6 T1 12.1 p'*,l
olti(i)sinS +  (oKli2)cos6 T u, К л

— cos 6 X « . .. +
0

0 K̂.l

(11.14)



При выводе соотношений (11.14) предполагалось, что 
оболочка крепится к волокну кольца 1 (рис. 11). Если обо­
лочка примыкает к другим волокнам кольца, например, 
к волокну 2 или 3, то в выражении (11.14) перед круглыми

скобками, в  которые заключены величины ок\а и ок 1.2, 
знаки необходимо проставлять в соответствии с рис. 11.

Перемещения юк ,, ик ,, vK l волокна кольца, вдоль кото­
рого оболочка с ним сопрягается, связаны с перемещения­
ми ult wx и vx края оболочки следующими соотношениями 
фис. 12):

Радиальные перемещения

wK | +  (—  ° ki.2) 9k,i “  —  Щ sin б —  пу, cos б; (11.16) 

вертикальные перемещения

икЛ +  ( - f  ок1 ,)0 К, =  и{ cos б —  sin б; (11.17) 

окружные перемещения
С 1.18)

Угол поворота меридиана оболочки 0и  равен углу пово­
рота поперечного сечения кольца в меридиональной плос­
кости

(И -М )
Выше было рассмотрено свободное кольцо, т. е. кольцо 

на которое не наложены внешние связи. Однако часто встре­
чаются случаи, когда кольцо опирается на внешние опоры,



препятствующие его свободной деформации. На рис. 13 
представлены некоторые возможные схемы опирания 
кольца подкрепляющего узкий край конической оболочки: 

схема 11 — свободное кольцо;
схема II х — на кольцо наложена свя зь , исключающая

вертикальные перемещения волокна Ах, но не препятст­
вующая радиальным перемещениям этого волокна и пово­
ротам кольца в меридиональных плоскостях;;

I I >1 Е

—  S S  S >
Рис. 13.

схема 111х —  волокно Аг закреплено от вертикальных 
и горизонтальных перемещений и является геометрическим 
местом центров поворота поперечных сечений кольца;

схема IVi — поперечное сечение кольца может совер­
шать только радиальные перемещения.

Кроме того, предполагается, что связи, наложенные на 
кольцо, не препятствуют касательным перемещениям то­
чек кольца.

Приведенные выше соотношения дают возможность 
составить условия сопряжения оболочки и подкрепляю­
щего ее узкий край кольца



Схема l v А. О с е с и м м е т р и ч н о е  з а г р у ж  е- 
н и е. В этом случае условия равновесия кольца требуют 
выполнения равенства

РкЛ =  0. (11.20)

а условия совместности деформаций и перемещений кольца 
и оболочки— соблюдения равенств

WK.i + ( —  ° K i l2 )  0 к 1 — ~ ~ U\ S , n  *  —  Wi c o s  в -

( 11. 21)

Раскрывая условия (11.20) и (11.21) при помощи фор­
мул (11.4), (11.5) и (11.14), приходим к соотношениям

«1 =  —  ctg бтх +  бы + EFU, sin2 б Ти +

+  EF.  "sin  в (ctg 6 ,рь1 —

BL
------------р И -в... +' и\

( -  °«|
Sin

+  (°к|..)1Рк1 - < | i

Л., +  К -  <>K1.2)c tg e  +

(11.22)

A f . , = c t g e r u  +  1 5 S T p ;J

Величины (11 1) начальных параметров задачи, харак­
теризующих усилия и перемещения края оболочки, можно, 
имея в виду, что при /1 =  0  перемещение v и усилие 7\а 
равны нулю, представить в виде



EFK*\mb ( c tg 6 * ^ . * - >

О

О

[ ( - o Ki.2)c tg 6  +  (oKi,1)l p'Kti- m ' K]

1 .
sin б Рк'

Или символически

+  Г *) | w lo­

l l  1.23)

(11.24)

Б. А н т и с и м м е т р и ч н о е  з а г р у ж е н и е .  Ус­
ловия равновесия кольца удовлетворяются при выполне­
нии соотношений (11.5), а перемещения кольца определя­
ются формулой (11.6).

Раскрывая (11.5) и (11.6) при помощи (11.4) и (11.16) —
(11.19), получаем

V 1
c o s  б — 0 0 0 0

т* 0 0 s in  б c o s  б 0 0 0 0

и t g 6 Гк1

COS б
—  Сзз t g  б 0 0 0 0

W = 1 0 0 0 0 0 0 0

01 0 1 0 0 0 0 0 0

Т ! 0 0 1 0 0 0 0 0

М :! 0 0 -  r Kl c o s  б гК1 s i n  б 0 0 0 0

Яг 0 0 0 1 0 0 0 0



W

?к. К̂1

Тг сзз . 
cos 6 Рк'

Ж + 0
0 0
0 0
0 - ' ч !  Рк. ~ mKl

0 0 |
« V = C „ ,  K  +  K

Элементы матрицы CKi равны

си -  — sind^jj —

Сц =  cos 6  ̂tg2 6саз +  j r ~ J ; 

с , г«' [  К  2,4 (1 +  у) 1
З Э _  +  Е  | ( 1 + Я / „  +  Ем 1

Элемент v\ вектора равен

v ; =  - t g в.сер;, +  [(-<>«,,,)£, - г х ,

В. З а г р у ж е н и е  о б щ е г о  в и д а ,  
вав зависимости (11.14) —  (11.19), представим 
Для этого случая формулу (11.8) в форме

(11.26)

(11.27)

- Й 1 -

(11.28)

Использо-
основную



mcos6 — aisin  й —  (-$■ okU )0 ,

—  и sin 6 —  w cos 6 —  (—  oKl 2)
(11.29)

Выражение (11.29) после несложных преобразований при­
водится к виду

(11.30)

V с и  с1а 0 с и 0 0 0 0 ? г * V*

т 12 1 0 0 0 0 0 0 0 Ту 4-
0

и С12 С32 С33 С34 0 0 0 0 Му и

W __ Ci4 С42 С43 С44 0 0 0 0 X Nx W*

+

01 0 саз сбз ^43 0 0 0 0 0 0;

Тг 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Мх 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

N x

ооо
1 0 0  0 0

1
0

1
0

w  _  г  w  4-W  w ю —■ Ьк1 w ю • w io-

Элементы Cki равны

Сц =  z34j с12 =  —  si п 6z33; с и  =  —  cos 6z33; 

С32 =  cos2 6zu - f  n sin2 fizgg; Сад =  cos 6z12; 

c3l =  —  sin 6 cos 6 (zu —  tg 6z33);

C42 =  — sin 6 cos 6 (zu —  nzjjg); c4a =  —  sin 6z12 

C44 =  sin2 6 (zu +  ctg azM) ; ci3 =  Zaa.

(H .31)

(11.32)

Элементы вектора №’0, зависящие от внешней нагрузки, 
которая действует на кольцо, запишем в виде



V1 —  Z33^icl ^  Z3A l  ^  2 35^ k1 •

«; =  cos 6{zuP;0 + 2I2< , ) -  sin 6 (233̂ ,  + V ki +  z« f t ) :

(11.331

и>\ =  — Бт6{гир'к1 +  zi2m Kt ) —  cos 6 (nz^q^ Ф

Z33^Kl Z4S&nl )»

6U = Z12Pk. +  V ” k1 *

Изложенное исчерпывает задачу о формулировке гра­
ничных условий при упругом подкреплении узкого края 
оболочки по схеме Л.

Схема Ih .  В  этом случае вертикальные перемещения 
точек оси кольца отсутствуют, т. е.

ик1 = 0 ,  (11.34)

вследствие чего граничные условия формулируются сле­
дующим образом.

А. (п=-0). Вертикальное перемещение волокна кольца, к 
которому примыкает оболочка, зависит только от угла по­
ворота сечения кольца в меридиональной плоскости и 
равно вертикальному перемещению края оболочки

( + о к, , )0 к, =  a , cos 6 —  до, sin б. (11.35)

Остальные два условия совместности деформаций и пе­
ремещений кольца и оболочки имеют вид ( 11.21).

Б . (п =  1). Вертикальные перемещения волокна коль­
ца и края оболочки одинаковы

( + ° ki.i) 8ki =  cos б-ц, — sin б-ад,. (11.36)

Угол поворота сечения кольца в меридиональной плос­
кости. равный углу поворота меридиана оболочки, опреде­
ляется первой формулой ( 11.6) при ик =  0 с учетом пер­
вого равенства (11.5)

= (!+/)£/„,
(11.37)

Два других граничных условия представляются вторыми 
формулами (11.5) и (11.6)



(11.38)

®Kl - ° K .  Kl + ' k̂ k|)*

B . (n >  2). Граничные условия в этом случае опреде­
ляются соотношениями, аналогичными (11.29), с той лишь

Г

1 Ш,

9„

А,\
гг)7Т>

А,
77)■77

Рис. 14.

разницей, что при выводе этих соотношений в выражении
(11.17) необходимо принять wK.i равным нулю.

Путем, описанным выше, граничные условия при рас­
сматриваемой схеме опирания контурного кольца приво­
дятся при всех значениях п (0, 1, 2, .) к виду

* ■ - С -  х  (11.39)

Матрица, входящая в это выражение, имеет такую  же 
структуру, как и матрицы, фигурирующие в формулах 
(11.24), (11.26) и (11.31), однако некоторые ее элементы, 
естественно, отличаются от соответствующих элементов 
перечисленных матриц.

Схема I I IV Эта схема опирания кольца отличается от 
схемы 11х тем, что на кольцо наложена внешняя связь, 
препятствующая горизонтальному перемещению волокна Av

Удалим эту связь, заменив ее действие на кольцо уси­
лием <7к1 (рис. 14).

Усилие qK\ приложено к кольцу вдоль волокна Av 
вследствие чего при переносе его на ось кольца возникают 
моменты, действующие в меридиональных плоскостях и 
равные 0 ,5  hK\ qK\ (рис. 14).

А. (п = 0 ) .  Д ля определения дополнительного усилия q Ki 
используем условие равенства нулю горизонтального пе­
ремещения точки Ах (формула 11.4)



p p l ~ (̂ Kl Чц) +  21 K .  ®’^K l K̂l ) — 0*
С Г К1 C / k1

откуда

?K. = 0 , 2 5 ^ Kl + ^ K , ) -  (11.40)

Следовательно, на кольцо действует радиальное усилие

9«| ~ \ \  = °< 1 5 {чл  — <1 U 1 >

и изгибающие моменты в меридиональных плоскостях

- 0 .5 Л „ ,  =  0.125А к1 9К| +  )  • <1 ! -42)

Условия сопряжения оболочки с кольцом формулиру­
ются следующим образом. Радиальные и вертикальные 
перемещения волокна кольца, к которому примыкает обо­
лочка, равны соответствующим перемещениям края обр- 
лочки

[0,5 hKl +  ( +  ок12)] 0к1 =  +  sin б и, +  cos ба;,;

( +  ок1,) 0к1 =  cos бы, +  sin бwx. (11.43)

Угол поворота меридиана оболочки равен углу поворота 
сечения кольца в меридиональной плоскости

(И -44)

Опреде л я я  угол 6Ki по формуле (11.4) вместо величины 
т К1 необходимо использовать величину (11.42).

Б. (п =  1). Из второго условия равновесия кольца
(11.5) находим

?К1 = 4«1 + , «1- ( П -45>

Условия сопряжения оболочки и подкрепляющего ее 
кольца записываются в виде

№,5Лк1 +  ( +  ок12)] 0к1 =  sin  бы, +  cos бш,;

( + о к1Л) 0 к, = c o s 6 « ,  +  ыпбшр (11.46)



Величины 0к1 и ик1 определяются формулой (11 .6), в ко­
торой принимаем

« ,| = ° '

гш Рк\ — И „ , 0.5ЛК, (9К1 +  /и,)1, ( 11.47)

ш„, =  — 0,5Лк1ек1.
В . (п >  2). Усилие qK\, как и при п =  0, определяем 

из условия равенства нулю горизонтального перемещения 
волокна Ах. Записав значение этого перемещения по фор­
муле (11.7) с учетом угла поворота сечения кольца 0Ki, 
получим

^ 3 3  (<?„1 ? к .  )  +  2 33^к1 +  2 45#к1 -+■

+  0,5/1,,, 1г1грк1 + г а (/пк| - 0 , 5 Л К, ^ ,) J = 0 ,

откуда

7к1 =  к̂1 ^  т 33 4̂5̂ к1 ®*^к1 (212̂ к1 222/Wk| )1*

(11.48)

При выводе выражения (11.48) мы пренебрегаем малой 
по сравнению с 233 величиной 0,25Л^, zn .

Граничные условия в этом случае представляются соот­
ношениями (11.46), где величины 6к1 и ик1 определяются 
формулой (11.7). Усилия qKl следует заменить усилиями 

(дк{ —  qKi), моменты т к1 — моментами ( т к1 — 0,5  hKXqKX). 
Величина qM остается равной (11 .48).

IV схема. Угол поворота 0К поперечного сечения кольца 
в меридиональной плоскости и вертикальные перемещения 
кольца и*! равны нулю

=  ем =  0;
ик] =  cos бы, —  sin беи, =  0.

(11.49)

Остальные условия формулируются следующим образом. 
А. (/2= 0). Горизонтальное перемещение кольца равно го­

ризонтальному перемещению края оболочки



(11.50)wK) — —  sin бы, — cos 6wv

где Wki определяется второй фо мулой (11 .4).
Б . (п =  1) Кольцо находится в равновесии в своей 

плоскости, что приводит ко второму соотношению (11.5); 
его перемещения определяются второй формулой (11.6).

Перемещения края оболочки связаны с перемещениями 
точек кольца соотношениями (11 16) и (11 18) при HKi =  0.

В. (п >  2) Между перемещениями края оболочки и 
точек кольца сохраняются соотношения (11.16) и (11.18), 
величины Шк1 и tfei определяются формулой (11.7).

Рассмотрим совместную деформацию оболочки и коль­
ца, подкрепляющего ее широкий край (рис 15).

Отделив, как и раньше, оболочку от кольца и приложив 
к нему усилия 7\2.2, Т\,ь М\л и получим полную 
нагрузку, действующую на кольцо,



— cos бРк,2 0

т к,2 0

^к ,2 = 0

^к.2 - 1

§к,2 +  ( +  °K2.l)

—  1

О

О

О

+ ( -  ок2>1) cos 6 Ф (— oK2J  sin 6 

sin б

О

О

sin б

+  ( +  Ok2,i) Sin S +  ( ~ ° k2,2)COS 6

cos б X
о
о

Рк.2
т1 12,2 К .2

Л ,2 ?к.2

м , л к̂.2

А ёк,2

Здесь звездочками отмечены внешние нагрузки, прило­
женные к кольцу. Величины ок2.\ и ок2.2 характеризуют 
эксцентричность прикрепления оболочки к опорному коль­
цу. Знаки перед круглыми скобками, заключающими эти 
величины, в расчетных формулах следует проставлять 
в соответствии с рис. 16, в зависимости от места прикрепле­
ния оболочки к кольцу.

Формулу (11.51) символически можно записать в виде

Kk2 =  0 Ki2 x  +  (11.52)

Вид соотношений между деформациями и перемещениями 
подкрепляющего кольца и оболочки в этом случае не из­
меняется и выражается зависимостями (11.16) —  (11.19).

Отличие рассматриваемого случая от описанного выше 
заключается только в значениях элементов матриц Ок,i и



0к.2, поэтому при формулировке граничных условий на 
широком контуре оболочки, подкрепленном упругим коль­
цом при различных схемах его опирания, полностью со­
храняется последовательность вывода расчетных формул, 
приведенных в настоящем параграфе. Разумеется, должны

г \
\

\ -IW
?

Рис. 16.

быть учтены замечания относительно значений элементов 
матриц Ок,1 и Ок,2-

Условимся только матрицы Ск2 записывать так, чтобы 
нулевыми были первые столбцы. Например, граничные 
условия при подкреплении широкого края оболочки сво­
бодным кольцом сформулируются следующим образом1:

А. п =  0.

и 0  0  0 — ctg б ( +  Окг.г)
.2 f  к2

sin б EFK2 sin2 б

W 0 0  0 1 0 0

01 0 0  0 0 1 0

т, 0  0  0 0 0 1

Мг 0  0  0 0 -  Д * 2-
Гк2

(—  0К2.2) 
sin б

Их 2 0  0  0 0 0 ctg  6

1 Напомним, что для узкого края граничные условия при анало­
гичном подкреплении представлены формулами (11.23) и (11.30).



Г " (ctg8p-K2-<7,;2)
EFK2 sin б

О 

О 

О

—  [ctg б (—  Ок2.2) +  (Ok2, i)] Рк2 +  1

—г—-̂ -Рк2 sin б

(11.53)

Б. л >  2.

о

7 и

7\

2

W%0 =  Ск2 И̂ 20 “ (11.54)

0 0 0 0 С|0 С16 0 С\8 0 V *

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 С16 ■ С38 0 и*

0 0 0 0 с\ъ с* 6 C4S X 0
+

W*

0 0 0 0 0 С37 съ7 С47 Т 12 X

0 0 0 0 0 1 0 0 Тг 0

0 0 0 0 0 0 1 0 Мг 0

0 0 0 0 0 0 0 1 2 N i 2 0

0 =  GK2 ^ 2 O + l

(11.55)

(11.56)

Условия сопряжения цилиндрической оболочки с под­
крепляющими ее упругими кольцами формулируются ана­
логично изложенному выше. Необходимо только учесть, 
что угол б между образующей оболочки и вертикальной 
осью кольца равен нулю.

Результаты, приведенные в настоящем параграфе, да­
ют возможность сформулировать в матричной форме гра­
ничные условия задачи при самых разнообразных схемах 
подкрепления краев оболочки упругими кольцами

«7, о = о кД „ + ? ; „ . (11.57)



Вектор W* всегда состоит только из четырех неизвест­
ных начальных параметров (или трех в случае осесимметрич­
ной задачи).

Индекс «I» в формуле (11.57) указывает номер того 
участка, который подкрепляется упругим кольцом, напри­
мер, 1-го и г, +  1-го участков на рис. 6.

§12 . Определение начальных параметров

И спользуя общую формулу (11.57), представим решение 
задачи (10.15) — (10.16) в виде

О О

х

Q z ,l Qz,« 2—  Qzi(z,—1) 0 2|г,

с Л .  +  ^ о  —  W\0 Wu

X +

К w Zil

UW|>.< Cta+ui 0 0  0

wzl Qzi Qa •. .  Qz(z-l) Qzz

(12.1)

X +

w *

Выражения (12.1) и (12.2) отличаются от анало­
гичных выражений (10.5) и (10.16) тем, что в каждое из



них входят уже в явной форме четыре неизвестных пара­
метра.

Вектор WZli определяет напряженное и деформированное 
состояние верхнего края zr й заменяющей оболочки, а век­
тор Wze — нижнего края z-й заменяющей оболочки.

К ак видно из рис. 6 , оба эти вектора определяют усилия 
и перемещения одного и того же меридионального сечения 
рассматриваемой оболочки и поэтому связаны между со­
бой соотношением

W2ie =  DZl,zW2l. (12.3)

В частном случае, когда участки zx и г вдоль линии сопря­
жения имеют общую касательную плоскость, то матрица 
перехода DZuz вырождается в единичную и

W2ll =  \V2t. (12.4)

Подставим в равенство (12.3) значение вектора WZlC, оп­
ределяемое формулой (12.1), и значение вектора WZl! , опре­
деляемое формулой (12.2),

Qz,i (CKlWi о +  W\o — W\о) +  QzjWlo +  Qzt3\̂ 30 +  

+ Q 2l(zl-l)l^ (?1-l)0  +  QztzlWzi 0 +  W2ll =

=  DZl,z [Qzl (CK{Zl+i)W (2l+i)o +  W\Zl+i) о —  V ( ,l+ „o) +

+  Qz2Wlgt+2iQ +  Q 23 ^ ( z,+ 3 )0  +  • . • +  Qz{z-l)W(ẑ i)Q +

+  QzzWlo +  К ] .  (12.5)

Придадим выражению (12.5) несколько иную форму

Q z i i C k i W  ю —  £)2,,2^г1^к(21+1)1^(г,+1)0 —

=  Dzt,z [Qzl (V^(2,+l)0 —  W(Zi+do) - f  Qz2WlZl+2)0 +  Q83l^(2,+3)0 T  

+  ■ .. +  Q2(2- i^ ; 2- 1)0 +  Q J K o  +  K ]  -  <Ui {Wlo -  W\o) -
84



— Qzi 2̂ 20 — Ог.З̂ ЗО— . . .  — Qzt(zt—I)^(r,—1)0 —
-Qz,zW l, o — Wlt. (12.6)

Пусть матрица С/ы имеет вид (11.30), а матрица CK(2|+ d —  
вид (11.53). Тогда левую часть выражения (12.6) схемати­
чески можно записать в виде

0 0 0 0 ачо.1

0 0 0 0 КЧ0.2

0 0 0 0 «'ю.з

0 0 0 0
X

®10.4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0

о

о

о

о

^(г.+по.б 

ОУ(г.+1)0,6 

О>(г.+1)0.7 

“>(2,+1)0.8

(12.7)

Точками обозначены ненулевые элементы матриц Q?,.iCKt и 

Dz.zQz\CK(Zt+i)> a Wioj{i =  1, • . . ,  4)j h  ю^н-ио./О’ —  5, —  .8 )  

— неизвестные элементы векторов очо и o>(2l+oo. т. е. на­
чальные параметры задачи, подлежащие определению. 

Схематическую запись (12.7) приведем к виду



OJ10.I

™  “  “  ” аУю.г

^  “ X а»ю.з

~  "  “ Wl0,4

йУ(2,+1)0.5

-  - Г  -S- т - “'(г.+ПО.О
—  —  —  -Т- О»(г1+ 1)0 ,7

~  т -  -  - ОУ(г,+1)0,8
В записи (12.8) точками, как и прежде, обозначены не­

нулевые элементы матрицы Ог^Ски а точками с черточка­
ми—  ненулевые элементы матрицы D ^ Q ziC k̂ + i , с обрат­
ными знаками. Следовательно, выражение (12.8), являюще­
еся схематической формой записи левой части формулы
(12.6), равно

(О г^Ск! —  D Zi'iQ zl^ K (r,-f 1)) ( W 10 l^ (2 ,+ l)o )- ( 1 2 .9 )

Введем обозначения

В  =  Q̂ iCki — D 2ttZQ z iC m Zl+ \ ), (12.10)

X  =  (12.11)
где В —  квадратная матрица 8-го порядка, а X —  вектор, 
элементами которого являются неизвестные начальные
параметры.

Правая часть выражения (12.6) представляет собой 
вектор, состоящий из 8 элементов, так как каждый член 
этой части равен произведению квадратной матрицы
(с соответствующими индексами) справа на вектор W*.

Обозначив правую часть (12.6) символом Т  и учтя обоз­
начения (12.9) и (12.10), получим сокращенную запись 
выражения (12.6)

ВХ =  Т. (12.12)

Этим равенством представлена система 8 алгебраических 
уравнений с 8 неизвестными начальными параметрами 
(вектор X).



Решение системы (12.12), равное

Х=В~'Т, (12.13)

дает значение начальных параметров задачи. Имея это ре­
шение, легко определить величины W\o и UP(2)+i)o, характе­
ризующие напряженное и деформированное состояние краев 
оболочки. Действительно,

№io =  Cki^ , o +  % .  (12.14)

С другой стороны, благодаря специальному виду матрицы 
Ск| выполняется равенство

С Л = С Д .  (12.15)

Подставив (12.15) в (12.14), получим

Wl0 =  CKlX +  f ; 0. (12.16)
Аналогично

^(г,+1)0 =  Ск(г<+1)Х  +  W (г,+1)0- (12.17)

Теперь по формулам (10.15), (10.16) определяем вели­
чины, характеризующие напряженное и деформированное 
состояние рассматриваемой оболочки.



ГЛАВА IV
ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ  
ОБОЛОЧЕК

§13. Решение задачи в перемещениях

Рассмотрим действие на оболочку вращения осесиммет­
ричной нагрузки. Усилия, перемещения и деформации 
оболочки в этом случае не зависят от координаты р и явля­
ются функциями только одной переменной s. Кроме того, 
из условий симметрии вытекает равенство нулю касатель­
ной компоненты внешней нагрузки qz, окружного перемеще­
ния v, сдвигающих усилий Т12 и Т21 и крутящих момен­
тов М 12 и М2J. Кручение х срединной поверхности оболочки 
равно нулю.

На основании изложенного уравнения равновесия эле­
мента конической оболочки запишем в виде

Ъ  +  Ъ  —  Т 2 — —  s</qi,
(13.1)

ctg ЬТ,— -^ - ( М |  —  м'ч +  М\) =  sneV3.

Они получены из общих уравнений равновесия (2.7), из 
которых второе в данном случае обращается в тождество.

Соотношения упругости значительно упрощаются и 
принимают вил

Eh0
1 ( l - v 2)Si,

\vu -г  (1 - f a  л) м' vctg6zw];

Т2 = (1 -% >js0 К1 +  а г)м +  vu> +  (1 +  <*2) ctg da;);
(13.2)

М2 =

12 (1 —  v2)sjj 

Ehlh

1(1 +  Qi — v) w' —  (1 - fe !)  w"\\
(13.3)

12(1 — v2) So
I—  (1  +  Q2 —  V) w '  —  v w "].



Уравнения равновесия (13.2) легко записать в переме­
щениях. использовав соотношения упругости (13.3),

— (1 - f  а 2 —  v) и +  (1 +  а х) (и' +  и") —  (1 +  а 2 —  v) ctg 6а; 4-

, 4 ,  , О  - v * ) * '
+  V  ctg bw = ------^ -------Qx;

(I - f  а 2) ctg bu +  v ctg  bu' +  (1 +  a 2)c tg 2 6a; —

- i 4 ( 3 + 2 e i + f e - 3v)w' - 4 x  ( ш )
X  l -  (1 +  Qj) +  3  + 2 q j +  e 2 -  3 v J w " +

Представим однородную систему дифференциальных 
уравнений шестого порядка, соответствующую неоднород­
ной системе (13.4), в матричной форме

u?’ 0 1 0 0 0 0 u°
u°' § 4 3 - 1  645 § 4 6 0 0 u0'

a;0' 0 0  0 1 0 0 w°
aF 0 0  0 0 1 0 w0'
w0"’ 0 0  0 0 0 1 a;0*

wow t £ 83 § 84  § 8 5 § 8G § 8 7 — 2 СУ0"'

или символически
Ц}' =GU°t. П3.6)

Элементы матрицы G равны

<?« =  ■' t ° a r V • В * = 8t3c ‘g «• 8,3

12(1 + a a)c tg fe o
§ 8 3  ~

§ 8 5  =  § 8 3  С^ §  g 86 =  2  +

§ 8 4  “

_  V c t g  6 

1 +  Cti

12v ctg 6s§
(13.7)

(1 +  <Ь)Ао ’ (1 -h Qi) Ло

1 +Qa —  3v
i +  e, § 8 7  § 8 0  1*



Решение системы (13.6), как и в общем случае, пред­
ставим в виде матричного ряда по степеням матрицы Gt

/2 /3

+ ° а4 г + ° 3ж + . . . j a S ,  (13.8)

г /0 т Ut =  е и  о, (13.9)

где (Л — вектор начальных параметров задачи.
Д ля определения частных интегралов системы дифферен­

циальных уравнений (13.4) представим внешнюю нагрузку q, 
являющуюся функцией только переменной s (или что 
равносильно t), в виде многочлена k-й степени (8.1), а 
искомые частные решения —  в виде

л k
u * (f)=  ^  u'memt, w* (t) =  Y  wmemt. (13.10)

ffi=l m=\
Подставив ряды (8.1) и (13.10) в уравнения системы 

(13 .4), после несложных преобразований получим

— 1(1 4* оа —  v) +  (1 4- dj) (1 - f  m) тJ ит -+•

+  ctg б [—  (1 +  a 2 —  v) vmj w*m ( l - v 2)so
Eh,

ctg 6 ( l + a a+  vm) um +  ( 1 +  a 2) ctg26 x

x 1 +
12 (1 +  Ог) L \ 1 +  6i /

m*

_  ( j  +  +  3m,  +  m .  j j

_  ( 1 - v V o
Eh„ ?3m- (13.11)

Решение k систем алгебраических уравнений (13 .11) дает 
значения неизвестных коэффициентов ит и w*m рядов (13.10).

Моментные члены входят во второе уравнение системы 
(13.11) с  малым множителем

ftp tg 2 6 (1  - f  Qi) 

12 (1 +  a2) sjj



Поэтому условием применимости мембранной теории 
к отысканию ча.тных решений задачи или условием при 
котором можно пренебречь указанными моментными чле­
нами, является выполнение неравенства

, ^ / ~ s0 c tg 6  j Y 0 ,6 (1  +  а 2)

1 + Q i
(13.12)

совпадающего с  неравенством (8.19). Последнее выражает 
такое ж е условие в случае действия произвольной нагрузки
Q(s> Р).

В  § 9 указывалось, что напряженное и деформирован­
ное состояние меридионального сечения оболочки в общем 
случае характеризуется величинами (9.4) и (9.6). В рас­
сматриваемой здесь задаче такими величинами явля­
ются

«. го, 0!, 7\, Mlt Nv (13.13)

При помощи соотношений упругости (13.3) функции
(13.13) легко выражаются через перемещения u, го и их 
производные

или символически
w t =  а д .

(13.14)

(13.15)

Элементы матрицы Ft равны

f  бз —

7̂6 “

f86 ==

f ЯАоО +  а ,) . , .
0 =  v»K • f " ----- ( l - ^ ) S) ' '•»- * * * * • ■

Eho{\+Q i —  v )e  - _____Ehp(1 +  Qi)e‘ .

= 12(1 — v2)s§ 1 Tl7~  12(1 — v2)so

^  - (3 +  2e, +  e2 —  3v); f67 =■ fir
12(1 — v )so



Из (13.15) легко найти вектор £/0, т. е. выразить пере­
мещения и, w и их производные через величины (13.13) 
при t «= О,

У . =

Матрица F0 1 имеет вид

1 0 0 0 0 

7,з 7« °  7 ,0 о 
0  0 0 

7 о 5 0 о

fra О 7,7 о

а ее элементы равны

(13.17)

(13.18)

1 +  «1

/ 7 5 = -

; /44 =  6/43i  Л в=
( 1 —  v2K  . 7

1 +  6i

Я А о (1 + а ,)

so: /77 =

* /б5 —  S0*

1 +  Qi — v . _  12(1 - v 2)4
E m  +  ei)

fes- - T ^ -  (2 +  ei + 8. -  2 V); f „ - - - f„ ; y „ .
(13.19)

Общее решение задачи для отдельного участка рассмат­
риваемой оболочки легко теперь представить в виде

W, =  F / V  (W0 -  tt^) +  w l  (13.20)

Формула (13.20) по своей структуре совпадает с фор­
мулой (9.19), описывающей отдельный участок оболочки 
в общем случае. Однако между этими формулами суще­
ствует одно различие: квадратные матрицы, входящие в 
решение (13.20), имеют шестой порядок, а аналогичные 
матрицы, входящие в решение (9 .19),—  восьмой порядок.

Алгоритм решения задачи, описанный в § 10, и пред­
ставленный формулами (10.15) и (10.16) полностью приме­
ним и для рассматриваемого случая, только порядок квад­
ратных матриц Qn понижается с восьмого до шестого и



векторы Wh W*f и W* в этом случае состоят из шести эле­
ментов.

Граничные условия задачи при подкреплении краев 
оболочки упругими кольцами сформулированы в § И для 
различных гармоник, определяемых числом п разложения 
внешней нагрузки (2 .5), в том числе и для п =  О, т. е. 
для рассматриваемого случая осесимметричной нагрузки.

Вышеуказанным исчерпывается вопрос о решении осе­
симметричной задачи для круговой конической оболочки 
в перемещениях и и w срединной поверхности.

Решения для цилиндрической оболочки приводить не 
будем. Укажем только, что для получения этого решения 
в общих формулах, приведенных в предыдущих главах и 
относящихся к цилиндрической оболочке, необходимо при­
нять п равным нулю.

§ 14. Решение задачи в усилиях

В предыдущих разделах было изложено решение в пере­
мещениях статической задачи для произвольных оболочек 
вращения при действии нагрузки общего вида и осесим­
метричной нагрузки.

Решение содержало 8 неизвестных начальных пара­
метров в первом случае, т. е. при п >  1 (вектор X в фор­
муле (12.11), и.]5 неизвестных параметров во втором случае 
(п =  0). Величины начальных параметров определялись 
в зависимости от граничных условий задачи по формулам 
(12.12) и (12.13). В  этих формулах вектор Т  зависел, как 
видно из приведенных в § 12 соотношений, от граничных 
условий и внешней нагрузки, действующей на оболочку. 
Квадратная ж е матрица В определялась только геометри­
ческими параметрами оболочки и фактически характери­
зовала взаимное влияние краев оболочки.

В связи с  этим необходимо заметить, что при действии 
на оболочку нагрузки общего вида (т. е. при п >  1) уси­
лия и перемещения оболочки являются незатухающими 
функциями, в том числе и оболочки с прямолинейным 
меридианом. Поэтому условия, осуществляемые на каж­
дом крае, оказываю т взаимное влияние. Иными словами, 
зона распространения краевых усилий охватывает всю 
оболочку и матрица В является нормальной матрицей.

Иная картина наблюдается пои действии на оболочку



вращения осесимметричной нагрузки п =  0. В  этом слу­
чае моменты, а иногда и усилия, возникающие в краевых 
сечениях оболочки с прямолинейной образующей, носят 
затухающий характер. Здесь имеет место краевой эффект. 
Зона распространения краевого возмущения зависит от 
толщины стенки оболочки, радиуса кривизны, угла конус­
ности и может охватывать не всю оболочку, а только ее 
части, примыкающие к краям. Оболочку в таком случае 
называют ^длинной» и расчет ведут без учета взаимного 
влияния ее краев.

Это обстоятельство находит отражение в том, что мат­
рица В вырождается, и выше описанное решение стано­
вится неприемлемым. Поэтому возникает необходимость 
выяснения вопроса о зоне распространения краевого эф­
фекта в конической оболочке.

Представим с этой целью решение осесимметричной 
задачи оболочки вращения в форме, отличной от выше 
приведенной.

Рассматривается, как и прежде, коническая оболочка 
вращения, толщина которой изменяется по закону,

Оболочка подкреплена меридиональными ребрами, име­
ющими размеры (1 .3), и кольцевыми ребрами с размерами
(1.4), расположенными на одинаковом расстоянии друг 
от друга.

Представим уравнения равновесия этой оболочки (13.2) 
в несколько ином виде

Л егко заметить, что уравнения (13.2) получаются из 
уравнений (14.2) исключением из второго уравнения (14.2) 
величины NiS с помощью третьего из этих уравнений и 
перехода к  новой переменной t

(14.1)

( ? » ;  —  Т2 =  — ?,$; 

ctg 6Т 2 — (W,s); =  <73s; 

( М ^ - Л ^ - Л ^ О .

(14.2)

s (14.3)



Уравнение совместности деформаций конической обо­
лочки вращения при осесимметричной деформации пред­
ставляется в виде

91 =  t g 6 [ e , - ( e 2s);i. (14.4)

Относительные удлинения срединной поверхности и 
угол поворота 0 j меридиана выражаются через перемеще­
ния точек этой поверхности при помощи зависимостей
(3.1) и в данном частном случае имеют вид (v =  0)

e2 =  4 ( “  +  ct6 6a,);

(14.5)

6, =  —  w's. (14.6)

Соотношения упругости (13.3) представим в форме

~  у __v2 1(1 +  a i)ei  +  v e j ;
(И .7)

Eh
T2 =  -j------^  [vei 4- d  +  Ф 1 ;

M*= ( <  * e>) •
(14.8)

Решая систему (14.7) относительно деформаций ех и е2, 
получаем

ei =  £ a ft 1(1 +  <*2) Т \  — vT1 d;

, _  2 <R 9 )
в» =  v T , +  (1 + a j  T J .

где
a  =  ( 14 - 00(1  - f a d - v 3. (14.10)

Общее решение задачи состоит из суммы частного реше­
ния, зависящего от внешней нагрузки, и общего решения



соответствующих однородных дифференциальных уравне­
ний.

Д ля построения общего решения однородной задачи 
(обозначения функций в этом случае будем отмечать знач­
ком «о») в уравнениях равновесия (14.2), уравнении и сов­
местности деформаций (14.4) и соотношениях упругости
(14.8) перейдем к переменной t

T'j’ + T f  — Г ° =  0,

W? +  A /?-ctg67 l =  0, (14И)

- M l - s ^ N f =  0;

0? =  tg 6 (e° —  e? — e“'); (14.12)

M0 E h tf1
12 (1 — v2) s0 l d + e , K  + v 0 j j ,

M°2 = Ehle*
12(1 — v2) s 0

lv8°' + ( 1  +  q2)0°1.

(14.13)

Здесь и в дальнейшем штрихами обозначены производ­
ные по переменной t.

Из первого и второго уравнения системы (14.11) находим

П  =  П +  Г?'. (14.14)

W? =  ctg 6Г?. (14.15)

Используя соотношения (14.13) и (14.15), на основании 
третьего уравнения системы (14.11) приходим к уравнению, 
связывающему функции Т? и 0?,

Г? =
E hltgbe1

12 (1  - v2)52 I—  (1 +  вг —  3v) -ф-

•*Mi + e , ) ( 3 e f 4 - e f ) ] .  (14.16)

Исключим из уравнения совместности деформаций
(14.12) относительные удлинения et и е2 при помощи соот­



ношений (14.9). Используя зависимость (14.14), получаем 
второе уравнение, связывающее функции. Т? и б?,

9? =  1(1 +  а .  — v ) T ? — (1 + o 1)(7 ’f +  7Г)1.
Eah0e

(14.17)

Уравнения (14.16) и (14.17) эквивалентны уравнениям 
равновесия (14.11) и уравнению совместности деформаций 
конической оболочки (14.12), вследствие чего решение 
этих уравнений является решением и рассматриваемой 
однородной задачи.

Систему уравнений (14.16) и (14.17) легко заменить од­
ним дифференциальным уравнением четвертого порядка от­
носительно функции Т°\ или б®

Г Г  4  2Т\ " —  d ll'  -  (1 +  d) Г?' 4  4Л4Г? =  0, (14.18)
или

6?,v 4  6 б Г  4  (12 —  d) еГ +  3 (3 —  d) б?' 4  4А46? =  0.
(14.19)

В уравнениях (14.18) и (14.19) введены обозначения

d =  2 4 1 4  °2 Qi —  62 4  3v 
1 +  в»1 4  а,

3 c tg 26*a*sg

( H - o J d  +  еО А Г

(14.20)

(14.21)

Уравнение (14.18), или (14.19), к решению которого 
свелось решение однородной задачи, благодаря специально 
выбранному закону (14.1) изменения толщины стенки 
конической оболочки является обыкновенным дифферен­
циальным уравнением четвертого порядка с постоянными 
коэффициентами.

Как уже отмечалось, принятые исходные зависимости и, 
следовательно, полученные уравнения, в силу примени­
мости гипотез Кирхгоффа, имеют погрешность порядка hi г 
по сравнению с единицей, т. е. порядка 1 по сравнению 
с 62. Поэтому и дальнейшие преобразования будем произ­
водить с указанной степенью точности.



Д ля интегрирования уравнения (14.18) состави 
ответствующее характеристическое уравнение

г* 4- Ьг* 4- сг2 +  dr +  4&4 =  0, (14.22)

в котором коэффициенты Ь, с и d введены для общности 
изложения. Отметим, что, как видно из формулы (14.21),

Л » 1 .  (14.23)

вследствие чего коэффициенты Ь, с и d, являющиеся вели­
чинами порядка единицы, пренебрежимо малы по сравне­
нию с величинами порядка №

При решении алгебраического уравнения 4-й степе­
ни (14.22) воспользуемся приемом, изложенным в ра­
боте [41.

Корни уравнения (14.22) совпадают с корнями двух 
квадратных уравнений

+  +  +  ^  +  =  о, (14.24)

где _____________
A =  ± V 8 y  +  bz — 4c' (14.25)

а у—какой-либо действительный корень кубического урав­
нения

81/3 —  4су2 +  (2 bd —  32 А4) у +  4А4 (4с — Ь2) — d2 =  О, 
или

8у3 —  4су2 —  32&Ч/ +  4£4 (4с— V2)  =  0. (14.26)

Здесь и в дальнейшем подчеркнутые величины прене­
брежимо малы по сравнению с величинами порядка k\ 

Введем новую величину

й  =  » — §■ (14.27)

и разделим уравнение (14.16) на 8. Тогда

4- З/w/, +  2<7 =  0,
где

(14.28)

=  =  (Н .29)Ш8

З р  =  -

3 ^  2

- 3 .8 - 3 2 Л 4 —  16с2

3 - 8 -8 =  — 4/г4. (14.30)



Обозначим

y *  =  ± V \ P \  = ± - j 7 f * 9- (14.Э1)

Знак величины уг должен совпадать со знаком q. Введем 
вспомогательную величину ф

q ЪУ  3(8с -  362)
(14.32)cos ф — 96Ла

Величина (14.32) весьма мала и поэтому можно принять

<p =  f .  (14.33)

Тогда

t j i = — 2 2̂ cos -f- =  —  ( ±  2ft2).

Отметим, что q при расчете оболочек всегда отрица­
тельно. потому

yx = + 2 k \  (14.34)

По формуле (14.27) определяем величину у

У =  » .+  ^  =  2** + £ - 2 * » ,  (14.35)

а по формуле (14.25) — величину А

А =  ±  V  16/г2 +  ^  —  4с =  ±  4ft. (14.36)

Уравнения (14.24) принимают вид

г / 2ft26 —  d\
ra +  (ft ±  4ft) ~2 +  ^2ft2 ± ----- 4Г “=='J  “  0, (14.37)

и корни их равны

r, =  - i ± A ( l ± 0  ( / - 1 .......4). (14.38)

Решение (14.38) уравнения (14.22) имеет погрешность 

порядка —  по сравнению с единицей или. как отмечалось

выше, порядка 1 по сравнению с ft2, что не выходит за пре­
делы принятой точности.



Применяя полученные результаты к решению однород­
ных дифференциальных уравнений (14.18) и (14.19), полу­
чаем их общие решения

Г? =  С / * - 0'51' cos й +  С / * - ” ' '  sin kt +  COSW +

+  C ,e -<‘ +0-B' s in t t ;  (14.39)

О? -  В  ГС1е<*-, -5>' cos kt +  С / - 1'» ' sin kt ф

+  С ,с - ,‘ +1'й' cos kt +  С1е-<4+1,5)' sin Й], (14.40)

где С, и С , ( « =  1.......... 4) —  постоянные интегрирования, а
F — произвольный пока множитель.

Выразим постоянные С, через С ,. Д ля этого приравня­
ем решение (14.40) решению, получаемому для функции б? 
по формуле (14.17) с использованием функции (14.39) и ее 
производных,

у  [С1е '* - е’5“ cos kt ф  sin kt +  c ^ + ^ c o s  Ы ф

+  С1е - |‘ +*-6>' sin ktl =

2 (1 —  v8) (1 - f  gt) k2 tg  fl

Eahtf* X

^ l c ,+ f c y ± £ ) ^ ] e(i™0'i,,sinti+
*[ +c<] e‘ <w,5>,cos й ♦

+  [ " c ‘ *  ( т + m H\ . (14.41)

н и и % Н4 1 Г ГполучаемМИ подчеРкнУтыми членамн в «ыраже-

j ( l ~ v , ) f l 4 . a . U » t g a
Eah0



С , --------С *  е ,  =  С ,; (14.43)

С , = С „  С , =  - С , .  (14.44)

Подставив величины (1 4 .4 2 )— (14.44) в (14.40), находим

о? =  - ( ' - - )(1 +  a - ) ^ j ±  | _  cos к  4
Eah0e

4  С1е№_0'5>| sin М 4  C^e-<*+ °'5,' cos Ы -  C ^ -(k+', я̂, sin Й).
(14.45)

Выражение, стоящее в квадратных скобках в формуле 
(14.45), получается заменой в выражении (14.39) постоян­
ных Ci постоянными С/ (/=  1 , . . . , 4 ) ,  которые определяют­
ся формулами (14.43) и (14.44). Введем обозначение

Г? =  — C ^ ' ^ ' c o s  Ы +  ( V '* - 0 '55' sin ht ф  С;<Г (*+0l5)'cos kt— 

- С 8е “(Л+0,5)< sin kt. (14.46)
Тогда

6f -  2 a - v - ) ( i + g . ) ^ g a f t  (M47)
Evh0e

По формуле (14.13) легко определить меридиональные 
и кольцевые изгибающие моменты в сечениях оболочки

м ?  =

Ml s0 ctgbe* 
2 * 2 ( l + 6 i )

[(1 + Q a - v ) ? ? + v r ? ' l ,

(14.48)

а по формуле (14.9) —  продольные и кольцевые относитель­
ные удлинения

■ т и г т - к 1 * 0 * — 'Eah0e
(14.49)



Д ля определения нормального перемещения taP восполь­
зуемся формулами (14.6) и (14.45)

д» ( 1 - V 2) ( l + C 4 ) f e t g 6 s 0 „
Eah„

X |e(ft“ ° ,5)< [ Cl ^sin kt — § cos #  j  —

— C3 ^cos kt + Y — Q~bs'n ■+■

—  C4 ^cos kt —  k  _^Q 5 sin kt j j| ♦ (14.50)

Перемещения и0 находим из второй формулы (14.5)

и0 =  s0e'e® —  ctg 6ш°. (14.51)

Выведенные формулы представляют общее решение рас­
сматриваемой однородной задачи и содержат постоянные ин­
тегрирования Сi (/ =  1 , . . .  ,4).

При построении частного решения задачи можно в об­
щем случае воспользоваться формулами (13.11) предыду­
щего параграфа. В  частном случае, когда нагрузка пред­
ставлена медленно изменяющейся функцией, т. е. когда 
выполняется условие (13.12), частные решения задачи 
можно определять по мембранной теории. Иными сло­
вами, в уравнениях равновесия (14.2) необходимо прирав­
нять нулю моменты и поперечную силу Ni

М\ =  М2 =  N\ =  0.
Пусть

т —О

Рассматривая т-й член разложения (14.53), из 
и второго уравнений равновесия (14.2) получаем

r ^  =  tg 4 S” + V w
sm+l 1

Т ш  =  т +  2 ^  ^ Зт ~  ^  Т

(14.52)

(14.53) 

первого

(14.54)

юг



где С5 — произвольная постоянная интегрирования, подле­
жащая определению.

Относительные продольное и кольцевое удлинение ef и е ' 
определяются с  учетом (14.54) по общей формуле (14.9)

_ з г Я * - ) + 1 т ! , а ) ‘ <| , ж >

+  /л +  2 С*} *

После определения ejOT и е*от по формуле (14.4) легко 
находим частное решение для функции б|

йГ _ ( 1 — v2)tg d s0 f f  1 +  ог — v 
lm ”  Eah0 \[— Ж + 2

- U  +  . J »  +  I) 1 1 ! -  1 *  * ' „ * - 1  *  = 4 .  +

(14.56)

а по формулам (14.5) и (1 4 .6 )—  частные решения для функ­
ций го и и

■ = ( 1 - V 2) t g 6 s 0 | Г _  1 +  « э —  V I
"  I  | (m  +  2)(m  +  l)  “■ X

х  t g 6 s m + ’^ + U (: +1)+ й г т т ) ^ + ' ^ +

(14.57)
+  L i i - c , l  +  4 Cl!

W  С ,—о—  постоянная интегрирования.

юз



Д ля построения частных решений, соответствующих 
действию всей нагрузки q, необходимо сложить частные 
решения от отдельных членов разложения (14.53). Пред­
ставим эти решения в виде

Т\ =  Т\ (s);

Т \ =  ? ; (s) +  J-C ,;

Ее.' — ?  (s) 4 - ^  + Д а)до г  .Ее, -  е, (s) +  ah^

Ее: -  ф )  -  — (1 Т  С5;
a  has2

(14.58)

Ее- =  е-(4 +  +  + - * * * ■ *  с 5;

EW =  ш- И  +  ( 1 ~ v 2 ) ( l + ° a ~ v )tg 6 s ° С , +  С„; 

Яц* =  seg —  ctg 6аЛ

В этих выражениях символами с чертой обозначены 
частные решения соответствующих функций при действии 
на оболочку заданной нагрузки q.

В общее решение задачи, состоящее из суммы общего 
решения однородной задачи и частного решения, входят 6 
произвольных постоянных интегрирования С/ (/ = 1 ,  . .  . ,6 ) ,  
которые определяются после подчинения этого решения 
конкретным граничным условиям задачи.

§ 15. Формулировка граничных условий 
при решении задачи в усилиях

Рассмотрим коническую оболочку, края которой под­
креплены упругими кольцами. Последние могут быть св я ­
заны с опорными конструкциями по схемам, описанным 
в § 11. К кольцам приложены осесимметричные нагрузки, 
распределенные вдоль окружностей: рк —  вертикальная 
Йк— радиальная; тк —  моментная в диаметральных пло­
скостях.



Под действием указанных нагрузок точки осей колец 
приобретают радиальные перемещения wK и поперечные 
сечения поворачиваются (закручиваются) в меридиональ­
ных плоскостях на угол 0К.

Правила знаков для указанных величин, характеризу­
ющих загружение кольца и соответствующие ему переме­
щения и деформации, изложены в § 11.

Перемещения кольца определяются формулами (11.4)

Рассмотрим совместную деформацию оболочки и кольца, 
подкрепляющего ее узкий край (рис. 10 и 11).

В краевом сечении оболочки действуют усилия Т\,\, 
и момент М\Л\ к кольцу приложены внешние нагрузки
Piv  Й.1 и K.V

Будем считать оболочку настолько длинной, что взаим­
ным влиянием ее краев можно пренебречь. В общем реше­
нии задачи, представленном формулами § 14, необходимо 
для узкого края оболочки удержать члены, убывающие 
при увеличении аргумента t.

Примем в формуле (14.3)

где Si— координата узкого края оболочки. Д ля этого края 
(при s =  Sj) переменная tx равна нулю, так как

Учитывая изложенное, запишем значения усилий и 
деформаций в сечении s =  si

(15.1)

(15.2)

(15.3)

Г ы = С 3 +  - ! - С 5 +  
S1

N\.\ =  ctg 6C3;

1 + й

v



Бе-  - (1 v̂ 1 + gl)-[-  ( * - ° ' 5 + T^ ) c»+ftc‘] -

- Jli^ r L c * + ^ ; (15'4>
2 (1  —  v2) ( l  +  c tO ^ tg e

Б 9 ы --------------------- ж , ------------------C l +

( 1 —  v2) (1 +  a 2 —  v ) t g 6  r  г  .
+ ---------------------------------------- C5 - M u ,

РЮ (1 v2) ( l  +  a x) k tg 6sx / k \
Е щ -------------------- 5 5 ---------------\ T + 0 £ C* +  C4J +

.к (1 —  v2)(l +  a 2 — v )tg  6
Ф ah. Съ +  C6 +  wv

u\ =  sie2.i —  ctg& a,,

где hx—  толщина оболочки в сечении s =  sx.
Отделим кольцо от оболочки и заменим ее действие 

на кольцо усилиями, действующими в сечении оболочки 
s =  si. Величина полной нагрузки, действующей на коль­
цо, определяется общей формулой (11.14), в которой не­
обходимо принять

*к,1 =  £к.1 =  ^K.l =  £к,1 ”  Л 2 . 1  =  ® И ^1,1 =  ^1.1*

Рк.1 =  “ S 6 T U -  sinewu +  /£ ,;

«к.| =  K°Kl.l) cos 6 +  sin el т,., +  м ,., +  (15.5)

4  к — 0Klil) s i n 6 4 - (0K,.2) c o s 61 Nu  4 - К .,-

я«., =  -  sin S T -  <*» 6Nи +  Як.,-

Рассмотрим опирание упругого кольца, подкрепляю­
щего узкий край оболочки.

Схема /ь Раскрывая условия равновесия кольца
(11.20) и условия совместности деформаций кольца и обо­



лочки (11.21), получаем, используя соотношения
(15.4) и (15.5).

Су cos 6

(15.1).

(15.6)

J j '
s in

2К1 r^iCOSfi \1/-. , Г 
^ [ т  +  (- Н С 8 + т [ - ( Т

, rM , , с v М  ^  . sin 4 )(1  v®)(]

12(1 

+  6i)A?

— v2) ( l + a 2— v)

— -^ 7  tctg а (ок1|) +  (ок12)1 c s =

{sin 6 [ctg « (о .ы ) +  (0К,.2)1 т\л Ф  < , )  — в ; , :  (15-7)

[ < l + a o ( * - W  +  Т - У  +  7 Г _ а У „
V2) sin 6F KI

х  С3 —  (1 + a 0  J

1 Г a V K, sin 6
+  i r f  +  ( i - v V K,

1 +  ^ Г ( _ 0 ' " ’2 )1 * с -  +  

+  a + i - w  ]

** j ^ ® 2 , i  r   ̂ ( 0к1.г)̂ > i p   ̂ (SinbTu

(15.8)

Схема fh .  В  этом случае условие равновесия кольца
(11.20) удовлетворяется автоматически благодаря нали­
чию внешней опоры, которая воспринимает вертикальную 
нагрузку pKt. Вместо этого вводится условие равенства 
вертикальных перемещений волокна кольца, к которому 
примыкает оболочка, и вертикальных перемещений края 
оболочки (11.35). Раскры вая это условие, приходим к ал­
гебраическому уравнению относительно неизвестных по­



стоянных интегрирования, которое заменяет уравнение
(15.6),

^ [ (А -  °’5 +  Т Т ^ г ) сю а -  ] СаФ

ф  s, tg 6 [s in  6 ф  !< < > „,.,)] hC. ф  ^  j l + * p  [ I Ф

+  ^ ( 0 „ , , ) ]  ф  v c o s e j c ,  ф  (r _ v, ( ^ t t i )s in 6 Cc =

“  ( i - V H p o J  [  cos6s^  - ( 0 « ы )в' й  ~ Ш Ъ <  ]
(15.9)

Остальные условия совместности деформаций кольца и 
оболочки выражаются, как и при схеме /i, уравнениями
(11.21), вследствие чего уравнения (15.7) и (15.8) справед­
ливы и в рассматриваемой схеме.

Схема I lh .  Наличие внешней связи, исключающей го­
ризонтальные перемещения точки кольца, к которой при­
мыкает опора, стесняет угловые деформации кольца в ме­
ридиональных плоскостях и приводит к тому, что гори­
зонтальные перемещения точек кольца обусловливаются 
только этими угловыми деформациями. Условия совмест­
ности деформаций и перемещений кольца и оболочки вы­
ражаются в рассматриваемом случае уравнениями (11.43) 
и (11.44). При определении деформаций кольца вместо 
усилий тк, 1 и qK,\ по формулам (15.5) необходимо опериро­
вать выражениями усилий по (11.41) и (11.42).

Раскрывая первое условие (11.43) и условие (11.44) 
и учитывая приведенные соображения, приходим к алге­
браическим уравнениям

'к\
8 sin б/К1 

X

COS б
-Л к 1  +  2(-—  OKl,2)j С8 ф

Si ctg б

sin б fl
“TV

( i  —  у2);! Ф  а,—  у) п

а ^ с о э б
—  (2 (Они) ctg 6 ф Лш



| Г2
+  2(0к1.2)]|Сь =  g ^ j- ( s in 6 [Aki Ф  2 ( o,„,2 )+ 2(o ,ii,2 )ctg 6]7 ’u 

-  A».?,;, 4 - K i ) - 0?.,: (15.10)

( 1 ф о 1) ^ - 0 , 5  +  т - ^ - | с 3 - ( 1  +  а 1) | 1 - ^ 1 Л к , +

4- 2(Oki.2))JaC4 Ф ^ - J v + (1 +  ° | ~ v) t g a i/iKi+2(oKl.;)]| c , =  

— 2^ T lft'" +  2(<ta.s)lSI.i}- (15.11)

Третье граничное условие имеет форму (15.9).
Схема /Vi. В этом случае угол поворота поперечного 

сечения кольца в меридиональных плоскостях и, следо­
вательно, угол поворота меридиана оболочки в краевом 
сечении, а такж е вертикальные перемещения кольца равны 
нулю, что выражено условиями (11.49). Кроме того, гори­
зонтальные перемещения кольца и края оболочки одина­
ковы, что представлено условием (11.50). Раскрывая эти 
равенства, получаем систему трех алгебраических уравне­
ний относительно искомых постоянных интегрирования

2 (1 +  а,) И Ю , +  1 +  2  -  v С, =  -  5;.|1 (15.12)

[(1 *  а‘> (*  “  ° ’5 +  Т Т ^ г )  +  "(1 -v*tsin '6f Kl ] С‘ ”  

- ( 1  +  a JA C , +  Y  [v +  С‘ =

= - r ! ^ [ ' 2, - ^ ( = i n 6 f ; . , - o ) .  (5.13)

sx Г [к  -  0 .5  4  )  cos 5 -  ]  Cs +

4 -« !  sin б • tg &hC, 4  COS « 4  j  c ‘  ♦



_________ аЛх_________ r  _  0^1
(1 —  V2) (1 +  a t) sin 6 0 (1 —  v2) ( l - f a , )

X (co s 6е ;л • < IM 4 >

Рассмотрим жесткое защемление края оболочки. В  этом 
случае на основании последних четырех соотношений
(15.4) легко получим уравнения для определения постоян­
ных интегрирования

( l  +  a1) ^ - 0 , 5  +  j - p j - j c , - ( l  +  a 1) « : 4 +

+  T - C S =
aft, г .

1 _  v2 e2.I* (15.15)

( l  +  ai)fea 
k 4 -  0 ,5

C3 +  (1 +  a ,)  kC4 + 1 +  a 2 —  v 
«1

C6 +

,  aA iCtge „
+  ( l - V ) S l c °

aft, ctg  6---- ----—--- МГ
(1 — V2) sl

(15.16)

Условие равенства нулю угла поворота бы выража­
ется уравнением (15.12).

Д ля удобства пользования приведенными в этом пара­
графе системами алгебраических уравнений относительно 
неизвестных постоянных интегрирования сведем их в 
табл. 3.

Т а б л и ц а  3

Схема
опирания Система уравнений Состав неизвестных

к (1 5 .6 ), (1 5 .7 ), (1 5 .8 ) Сщ. С4 Cs;
Hi (1 5 .7 ), (1 5 .8 ), (1 5 .9 ) С3, С4, С„ С0:

IIIi (1 5 .9 )  (1 5 .1 0 ), (1 5 .1 1 ) С3, С4, С6, С4;
IV,

Жесткое
(1 5 .1 2 ), (1 5 .1 3 ). (1 5 .1 4 ) С3, С4, С6 С3;

защемление (1 5 .1 2 ), (1 5 .1 5 )  (1 5 .1 6 ) С3, с 4, С6. Со.

Рассмотрим далее совместную деформацию оболочки и 
кольца, подкрепляющего ее широкий край (рис. 15 и 16). 
Со стороны оболочки действуют внутренние усилия



и Mi.2. Кроме того, к кольцу приложены внешние нагрузки
Рк>2» Ук.9 ^ ^к.2‘

В формуле (14.3) примем

s0 =  s2, (15.17)

где s2 —  меридиональная координата широкого края оболочки. 
Тогда переменная t2, определяемая соотношением

i - = * 2 =  e's (15.18)
«2

равняется нулю при s =  s2.
Считая, как и прежде, оболочку длинной, необходимо 

в расчетных формулах § 14 удержать члены, убывающие 
при уменьшении аргумента h . Это приводит к следующим 
соотношениям

Т\,2 =  Ci +  —  С6 +  Т 1,2*» 
s2

Л ,̂.2 =  ctg «С,; Л1,.г =  - & Ц ®

. ( l - v ^ l + q , )  ,
a/i2

X Гас , - ( k -  1.5 +  C , j ;  £ е г.2

X  [  ( *  +  0 . 5  -  н ? 5 г )  с ‘  +  * * ]  -  с ‘  +

£ 9 , ,  =  —  2  ^  ^  ( 1 +  a i )  t g  Sk’ с ^
' a/z2

lIS , »

Ea>2 =
(1 —  v2) ( l  +  ai)/etg 6s2 / k \

^  | ^ 0 T 5 C l + C 3 J *

(1 — v2) (1 +  a 2 —  v) tg 6
a  h.> СГ)+ С в+ а д  M2= s 2e2l2--ctg6£e-'2l

где fa — толщина оболочки в сечении s =  S2.
Отделим, как и прежде, кольцо от оболочки и приложим 

к нему усилия 7\2, N 1,2 и М 1,2- Применив общую формулу 
(11.51) к  рассматриваемому частному случаю, получим

i n



значение полной нагрузки, действующей на отделенное 
от оболочки кольцо

Рк,2 =  -  cos 6 Г и  +  sin 6ЛГ1>2 +  p*i2;

mK.2 =  [(—  Ok2.i) co s 6 +  (—  OK2.2) sin 6] T ),2 ■ M l,2 +

+  [(°K2,i)sin й +  (—  0К2,г)cos ^1.2 +  mK.aJ (15.20)

0K,2 =  Sin 6 T  1,2 +  cos 6W1>2 +  q'K,r

Раскрывая условия совместной работы и деформации 
оболочки и подкрепляющего ее широкий край кольца, 
получаем систему трех алгебраических уравнений относи­
тельно неизвестных постоянных интегрирования.

Не повторяя вышеприведенных объяснений, приведем 
окончательные расчетные соотношения при опирании под­
крепляющего кольца по схеме /а

sin 6/к2

s2 cos б 
2k +  (0К2.2) jci —  Sz 2^~

Г 12(1 — va) s a r

I

l ( ‘ -1,5 +
1 +

■ ■ S i n 6 f a - v a)(i +  ga- v ) ,

i r J J C2 +  ~ ( - - - - ^ 6
----(ctg 8 (—  0,2. i) +  (—  0,2,2)] Ce =

x  {sin 8 [ctg 8( -  o,2,i) ♦  ( -  o ^ i ) ] T ].2 4- <15-22)

[ o + ^ + w - ^ )  +

+  (1 +  0 , [ I +  ^ (ctes)] f tC l_ l [ v - ^ £  +

+  (1 ± a t ~ V )tg a  (0, 2,2) ] c a =  [ «  +

+  jT j(— 0, 2.2) 81,2 +  g ( s i n  8 T u  +  ? ;,2>] • ( l 5 -23)



Краевые уравнения для случая опирания кольца по схе­
ме Иг

— s2 Г ( k  4* 0 ,5  —  — \ cos 6 —  -тт ------ г  1 C j -£■
[\  i + O x ;  (k — 0,5) cos б |

J ,  c .  tc f  A I  « in  Л л. n . , )  j  kC2 ф  j - ~ - - 1 -
4  + g 2 — v x  

cos 6[  0 2 l - f - O i  ( c o s  и

x  1 1 + ^ Г (0к2л)] ^  v c o s 6 } C‘ +  ( l  —  v * )0 + O ])s in "4 c * =  

aft- Г .  . . , 7 .  1 - Л

= (1
^  _  Г,

- V * ) ( l  +  « l) lv,  - .  M ,  , „ „  [ COS6s«e2.! +  (— ° « S .lK .2 sin в * * ]  ‘
(15.24)

Остальные два граничных условия описываются уравне­
ниями (15.22) и (15.23).

Для схемы ///2

r e a - v V s  +  Ы к _  1 ,5+Г р г ) ] с .  +  ^  X 
i( l+ Q x )/ Z 2 8/,<2\ 1 + e i/ J  &2

&  |2 (0и л )c tg « +  А», +
1 a/i2 cos б 8/к2

+  2 (о„г,2))} С . - - ^  |sin 8 [2 (o«2.i) ctg  8 ф  A»* +

+ 2 ( о кг.! )1Т ‘и  +  A ^ - K s ] '  “ в ;.,! (15.25)

(1 Ф a,)(ft Ф 0 . 5 - С, +  О +  « 0 jl + ^  х

X [А,, +  2 (0,12,2)] j АС*- i | v  +  ' 1 +  2r.jV,tg8 №к2 +

+  2 (о.,,*)]] С, =  т ^ Г  { -  й  +  2^1Л«г +  2 (»и.й « Ц  •
> 1 (15.26)



Третье граничное условие выражается уравнением (15.24). 
Для схемы опирания IV2

2 (1 +  а1) /е2С2 —
1 +  а 2— v „  ah2 ctg 5 г  .
— — 1й “ “ n ^ 8’*

(15.27)

[ (1 +  ( *  +  ° ' 5 -  Т Т ^ )  +  (1 -  V^Sin 6Fk2 ]  C l +

+  (1 +  ад) кСг +  | р -  -  v J  С , =  -  +

+  ^ ( з т б Г ; , г +  ?; (15.28)

- % [ ( *  +  0 .5  1 + a J c o s 6  ( f t+ 0 5 )c o s 6 j  

+  s, sin 6 • tg 6 kC* +  p j L - -  (v  cos 6 4 - -■ ) '

nh~
+

Cx +

Г C o  —  7
aho

(1 — v2)(l -|- a j  sin 6 0 (1 —  v2) (1 +  a x) Л

x  ( 15-29>

При жестком защемлении

(1 +  a j  +  0,5 -  j  Ca +  (1 +  a ,) kC2 -  2 -  C , =

=  — ( 15. 30)

i t i g - ' c . + ( 1+ «  к ,  +  l ± i = i c .  ♦  +

Третье граничное условие описывается уравнением (15.27). 
В табл. 4 приведена сводка полученных формул.



Схема
опирания Система уравнений Состав неизвестных

I» (15.21), (15 22), (15.23) Съ  Со, С5;
и ; (15.22), (15.23), (15.24) Clt С2, С5, Св;

Ш . (15.24), (15.25) (15.26) С ь  Со, С6, С0;iv2 (15.27) (15.28), (15.29) Clt С2> С5. Св;
Жесткое

защемление (15.27), (15.30), (15.31) С ь С2. С6, С„

Анализ приведенных в табл. 3 и 4 данных показывает, 
что при расчете даже длинных конических оболочек на 
осесимметричную нагрузку не удается произвести разделе­
ние неизвестных. Исключение составляет только случай, 
когда из условий равновесия можно определить краевые 
значения меридионального усилия Тг и поперечной силы Nj 
(схемы /i и /2).

Это является следствием того, что произвольные по­
стоянные интегрирования Сь и С0 входят в общее решение, 
приведенное в § 14, как коэффициенты при медленно из­
меняющихся функциях. Другими словами, величины Ci 
С2, С3 и С4 характеризуют состояние краевого эффекта, 
а Съ и С0 —  основное состояние оболочки.

При выполнении расчетов в соответствии с табл. 3 и 4 
составляют систему уравнений относительно неизвестных 
С/ (/ =  1, . ,6 ) ,  решение которой и дает значения этих
неизвестных. Состав уравнений для определения С/ за ­
висит от конкретных граничных условий задачи, т. е. от 
схем опирания подкрепляющих оболочку упругих колец. 
Пусть, например, верхний край оболочки ж естко защем­
лен, а нижний опирается по схеме IV*. Тогда система урав­
нений для определения произвольных постоянных инте­
грирования состоит из уравнений (15.12), (15.15), (15.16) 
(табл. 3) и уравнений (15 .27), (15.28), (15.29) (табл. 4)

После определения постоянных интегрирования С/ рас­
чет ведем по общим формулам, приведенным в § 14.

Необходимо помнить, что аргументом функций, отно­
сящихся к узкому краю оболочки (коэффициентами при ко­
торых служ ат С3 и С4), является переменная tu определяе­
мая формулой (15.3). Аргументом ж е функций с коэффи­
циентами Сх и С2, относящихся к широкому краю оболочки, 
является переменная U, определяемая соотношением
(15.18).



§ 16. Критерии применимости решения

При выводе расчетных формул в § 14 и при формули­
ровке граничных условий задачи в § 15 были использованы 
следующие допущения:

1. Коэффициенты характеристического уравнения (14.22) 
пренебрежимо малы по сравнению с величинами порядка №.

2. Рассматриваемая коническая оболочка является на­
столько длинной, что взаимным влиянием ее краев можно 
пренебречь.

Указанные допущения накладывают определенные ог­
раничения на применимость полученного решения, в связи 
с чем возникает вопрос о формулировке критериев приме­
нимости этого решения.

Допущение /. В  § 14 при выводе расчетных формул 
использовались результаты приближенного решения ха­
рактеристических уравнений, соответствующих основным 
дифференциальным уравнениям (14.18) и (14.19). При ре­
шении этих характеристических уравнений, как указы­
валось, мы пренебрегали коэффициентами при производ­
ных функций Г? и 0°, входящих в уравнения (14.18) и
(14.19). Наибольшая погрешность в решение вносится при 
этом вследствие пренебрежения величиной (12— d) — 
коэффициентом при второй производной функции 6?, так 
как эта величина является наибольшей (по модулю) среди 
пренебрегаемых величин. Считая допустимой погрешность 
порядка 0 ,05 по сравнению с единицей, получаем неравен­
ство

№ >  20 (12 —  d), (16.1)

при соблюдении которого погрешность расчетных формул 
§ 14 не превосходит погрешности технической теории обо­
лочек.

Исключим из неравенства (16.1) при помощи соотноше­
ний (14.20) и (14.21) величины d и k. Выполнив несложные 
промежуточные преобразования, получим

ctg6т  > 2 0 1 / За~(Г +  а|)(1 +  a T I10«  +  «Д» +  »Ь>-  

—  (l  +  a 2 - v ) ( l  +  e1) +  (e1 _ Q2 +  3 v )(l  + <*!)] (16.2)



для конструктивно-ортотропной оболочки и

c t g a i - > 8 0 j /  g n - L _ S)( 2 . 2 5 - v )  (16 .3)

для гладкой оболочки.
Таким образом, полученное в § 14 решение применимо 

к конструктивно-ортотропным и гладким коническим обо­
лочкам, геометрические параметры которых подчиняются 
соответственно условиям (16.2) и (16 .3).

Допущение 2. Общее решение однородной задачи § 14 
представлено быстро изменяющимися функциями. В  связи 
с этим указанное решение было разделено на две независи­
мые части: с коэффициентами Clt С2 и С3, С4) каж дая из 
которых описывает напряженное и деформированное со­
стояние соответственно вблизи широкого и узкого края 
оболочки.

Определим расстояние от края оболочки до ее сечения, 
в котором любое краевое воздействие уменьшается в 20 
раз и, следовательно, становится пренебрежимо малым.

У з к и й  к р а й  о б о л о ч к и  (Сх =  С2 =  0). Рассмотрим, 
например, функцию 0J, представленную формулой (14.45)

8<> = - ? 1 1 ~ — £ af^e(ai) е - (*+°’5)' ‘(С4c o sktx—Cz s in ktj).

(16.4)

Напомним, что речь идет об определении такого значе­
ния переменной tlt при котором функции 6? в 20 раз меньше 
своего краевого значения, т. е. значения при h  = 0 .  Иными 
словами,

_______________ ^4_______________ ч. пл
е-(Ш  s>/, (Cl cos k t Сз sin Щ  *  '

откуда
e(ft+i.sк,) ^  20 (C-tcosktx —  С3 sin ktx) ' (16 .5 )

Величина правой части неравенства (16.5) зависит от 
соотношения постоянных Сэ и С4 и от значения тригономе­
трических функций. Будем считать, что эти функции при­
нимают только крайние значения 1 и 0 , и рассмотрим воз­
можные соотношения между постоянными С3 и С4:



(16.6)

1) С з ~ С 4;

2) Cs ^ - C 4;

3) С3 =  0.

В  соответствии с этим получим

1) e<*+li5)‘* > 2 0  (при cos ktx =  1, s i n ^ j  = 0 ) ;

2) е(*+1Д*. >  40 (cos ktx =  s\nktx =  1);

3) е**+1>5»« >  20 (cos kix — 1, sin k ix =  0). 

Следовательно, при
In 20 3

h ~  k +  1,5 “  & +  1,5 ’

(16.7)

(16.8)

In 40 3,689
1 k +  1,5 “  +  1,5 *

(16.9)

значение функции 8° в  20 раз меньше краевого значения 
этой функции.

Отметим, что формулами (16.8) и (16.9) представлены 
соответственно минимально и максимально возможное рас­
стояние от узкого края оболочки, при котором величина 
функции 8? становится пренебрежимо малой. При значе­
ниях постоянных С3 и С4, отличных от (16.6) , и значениях 
тригонометрических функций, отличных от 1 и 0, величина 
аргумента tx будет колебаться между значениями (16.8) 
и (16.9).

Аналогичный анализ остальных функций показывает, 
что расстояние от узкого края оболочки до сечения, в ко­
тором практически не сказывается влияние краевы х воз­
действий, колеблется в пределах

4 ,3 8 2 0 - f ln fc  ^  3
k  +  0,5 ^ l ^ f c + l , 5 ’

(16.10)

Ш и р о к и й  к р а й  о б о л о ч к и  (С3 =  С4 =  0). 
Соответствующее расстояние от этого края, определяемое 
принятым выше критерием, ограничено величинами 

4,3820 - f l n /г ^  ^ 3
Л — 1,5 <  а <  /г +  0 , 5 ‘

(16.11)



Для придания критериям (16.10) и (16.11) большей оп­
ределенности укажем максимально возможные расстояния 
распространения краевых воздействий.,

От узкого края Ч
, 4 ,3 8 2 0  +  1п&

От широкого края

и >  —

Л + 0 , 5

4,3820  +  In k 
Л — 1,5 '

(16 .12)

(16.13)

Итак, если края конической оболочки удалены друг от 
друга на расстояние, большее, чем (16.12) или (16.13), то 
их взаимным влиянием можно пренебречь, т. е. считать 
оболочку «длинной».

Условия (16.2), (16.12) и (16.13) устанавливают границы 
применимости построенного в этой главе решения в уси­
лиях осесимметричной задачи для конической конструк- 
тивно-ортотропной оболочки. При соблюдении этих усло­
вий указанное решение является точным (в рамках техни­
ческой теории оболочек).

Приведенные в этой главе решения осесимметричной 
задачи для конической оболочки имеют двоякое значение. 
Во-первых, они необходимы для определения границ при­
менимости общего решения задачи в перемещениях —  кри­
терии (16.12) и (16.13). Во-вторых, ими пользуются для 
непосредственного расчета пространственных конструк­
ций, выполненных в виде конструктивно-ортотропных и 
гладких конических оболочек линейно-переменной тол­
щины (14.1), на осесимметричную нагрузку.



ГЛАВА V
ПРАКТИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
ИЗЛАГАЕМОГО МЕТОДА РАСЧЕТА

§ 17. Использование электронных цифровых 
вычислительных машин для решения задачи

Предложенный в работе метод расчета произвольных 
оболочек вращения, находящихся под действием любой 
нагрузки, легко реализуется на электронных цифровых 
вычислительных машинах (ЭЦВМ), так как все операции 
метода представлены в матричной форме.

Будем считать, что для ЭЦВМ  составлены стандартные 
подпрограммы следующих операций: умножения двух квад­
ратных матриц 8- и 6-го порядка; сложения (вычитания) 

'дву х  матриц; умножения квадратной матрицы на вектор 
и на скаляр; обращения квадратной матрицы 8- и 6-го 
порядка; сложения двух векторов.

Исходными данными для решения задачи на ЭЦ ВМ  яв­
ляются: квадратные матрицы Gh Fih F o элементы которых 
вычисляются для каждого г-го участка соответственно по 
формулам (6.6), (9.9), (9.13); квадратные матрицы с
элементами, определяемыми в соответствии с табл. 1; матрицы 
Cki и CK(Zl+i), характеризующие граничные условия задачи 
(§ 11); векторы Л ,  определяемые формулой (10 .11) и учи­
тывающие влияние нагрузки, которая действует на оболочку.

При наличии вышеуказанных подпрограмм составление 
общей программы для реализации на ЭЦ ВМ  алгоритма ре­
шения задачи не представляет принципиальных трудностей 
и осуществляется в следующем порядке:

1. Вычисление матричного ряда eGt

e» =  / +  G/ +  <32£  +  <p|i +  (?‘ i l + . . .  (17.1)

2. Вычисление матрицы Pt по формуле (9.20)

Р, =  f / V .  (17.2)



3. Вычисление матрицы Ра по формуле (10.10)

Ра =  P / А - . , .  (17.3)

4. Вычисление матриц Qzj (/' =  1 , 2 , . . .  ,г )  по формулам
(10.12) и (10.13)

Qz\ =  Pz.tPz- 1  'lPz-2,t • • . Рц\ 

Qz2 =  P z .lP z - l . iP г-2.1 • • ♦ Pa*.

Qz3 =  Pz.tPz—\,lP2—2,1 • • • Р ъ . й

Q zj — P z . t P z - u P z —2.1 • ♦ • P  /.l*

Qzz =  Pz.t-

(17.4)

Вычисление этих матриц дает значение элементов блоч­
ных матриц, входящих в общее решение (10.15) и (10.16).

5. Вычисление квадратной матрицы по формуле (12.10)

В =  Q*,] Ск1 —  Dzt,z Qz\ CK(z,+i). (17.5)

6 . Вычисление правой части выражения (12.6) —  век­
тора Т.

7. Обращение квадратной матрицы В, т. е. решение 
системы алгебраических уравнений (12. 12).

8. Вычисление по формулам (12 .16) и (12.17) векторов 
Wio и Wltt+l)0.

9. Определение по формулам (10.15) и (10.16) всех ис­
комых величин.

При реализации на ЭЦВМ  описанного процесса вычис­
лений возникает вопрос о числе членов ряда (17.1), которые 
необходимо удержать в решении. Д ля выяснения этого 
обстоятельства представим матрицу Q в схематическом 
виде



0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 р' 1 р" 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

р 1 р р р 1 1 1
В матрице (17.6) символом р обозначен модуль наиболь­

шего из элементов g 81, gsy gM и g^, содержащих множите­

лем большую величину (формулы 6.6), символом р- 1 — 
Ао

модуль элемента g 26 (или g^)t содержащего множителем ма- 
h  2

лую величину г г ~  • а единицей —  остальные элементы (6 .6) 
l^s0

матрицы G. _
Заменим теперь в ряде (17.1) матрицу G матрицей G и 

выведем_общую формулу для наибольшего элемента ма­
трицы eGt. Вычисление членов этого ряда показывает, что 
такими наибольшими по модулю элементами матрицы е°7 
являются первый, третий, четвертый и пятый элементы 
ее восьмой строки. В се  эти элементы равны и вычисляются 
по формуле

/а /3 /4 /5 /0 /7

=  +  "W + р зГ +  Р 4Г +  5Г +  Р2 6Г +  ?  7Г  *
/8 /В /10 /11 /12

^ P 2^  +  P3^  +  p3- ^ 4 - p 3 j T r - f p 3T2T +  - - -  (17.7) 

Представим ряд (17.7) в несколько ином виде

еа  =  р/ (:1 +  у  +  у у  +  2^ 4- )  *



(17.8)1 +  10 +  10-11 +  10- 11-12
t . Р , t3

Так как в реальных расчетах аргумент t всегда меньше 
единицы, то подчеркнутыми членами в выражении (17.8) 
можно пренебречь. Тогда

Быстрота сходимости ряда (17.9) зависит от значений 
величин t и р и характеризует сходимость матричного ряда
(17.1), в связи с чем число членов ряда (17.9), которые 
практически необходимо удерживать, определяет и число 
членов ряда (17.1) при его вычислении, так как остальные 
элементы матрицы е°' представляются сходящимися ря­
дами, аналогичными ряду (17.9).

При решении осесимметричной задачи в перемещениях 
(§ 13), когда необходимо вычислять матричный ряд (13.8), 
формула (17.9) такж е применима, только в качестве вели­
чины р следует использовать модуль большего из элементов 
gsз. #84 и §вь матрицы G.

Описанная выше методика расчета оболочек вращения 
на действие осесимметричной нагрузки была применена 
для определения усилий в оболочке резервуара водона­
порной башни объемом в 2500 м3, (рис. 17) разработанной 
ГПИ «Киев промстройпроект» в качестве типового соору­
жения, предназначенного для аварийного снабжения водой 
доменных цехов.

Водонапорная башня состоит из таких основных кон­
структивных элементов: монолитного железобетонного фун­
дамента; цилиндрического ствола, собираемого из сборных 
железобетонных ребристых панелей; сборно-монолитной 
железобетонной конической оболочки резервуара; верх­
него монолитного железобетонного кольца конической 
оболочки; покрытия резервуара, собираемого из сборных 
железобетонных элементов.

(/ =  1 , 2,  3 , . . . ) .

§ 18. Оболочка резервуара 
водонапорной башни под действием 
осесимметричной нагрузки



Коническая оболочка резервуара собирается из 48 от­
дельных панелей, каждая из которых представляет трапе­
циевидную в плане плиту толщиной 0,04 м, окаймленную 
продольными ребрами.

После монтажа панелей резервуара производится бето­
нирование монолитной плиты толщиной 0 ,14 м и в рабочем 

состоянии резервуар пред-

i E
ставляет собой коническую 
оболочку толщиной 0 ,18  м, 
подкрепленную 48 меридио­
нальными ребрами, с по­
перечным сечением 0 ,1 8 х  
х 0 ,1 5  м Основные разме­
ры оболочки резервуара 
указаны на рис. 18.

Широкий край оболоч­
ки подкреплен упругим 
кольцом, высота попереч­
ного сечения которого рав­
на 0 ,45  м, а ширина — 
0,35  м (рис. 19). На этом 
рисунке указаны также 
внешние нагрузки, прило­
женные к кольцу, которые 
включают его собственный 
вес и усилия, передающи­
еся со стороны покрытия 
резервуара.

Нагрузкой, действую­
щей на оболочку, является 

внутреннее гидростатическое давление, а такж е ее собст­
венный вес и вес вспомогательных конструкций (утепли­
теля, гидроизоляции и т. д.). Общая величина этих нагру­
зок равна:

в направлении меридиана q1 =  —  5 • Ю3 н/м3, г3
в направлении внешней нормали q3 =  (100 —  5 5) х  

х  103 н/м.2.
Д ля удобства вычислений введем масштаб сил, равный

5-103 н/м2. Тогда

J+0.00

Рис. 17.

Ях =  -  и

0з =  2О-$,
(18.1)



Внешняя нагр узка, действующая на опорное кольцо, 
равна (в принятом масштабе сил)

=  - 2 , 8 5 5 ;

^2 =  —  1,00; (18.2)

tnK 2 =  0,35.

Материал конструкций —  железобетон, коэффициент 

Пуассона v =  — , модуль Юнга Е  =  5 - Ю10 н/м2. Половина

угла при вершине конуса 6 =  6 0 е
Заменим оболочку, изображенную на рис. 18, системой 

конических оболочек (рис. 20), толщина стенки каждой 
из которых изменяется по закону (1.1)

К  =  V r  (18-3)

о.
Координату х( =  —  назначаем таким образом, чтобы в

S0i
начале каждого участка х( =  1. Длины отдельных заменя­
ющих оболочек, т. е. величины s0|. —  sit (или su — sM), опре­
деляем так, чтобы толщины ht отличались от толщины Л 
оболочки резервуара не более чем на 7 % . Величины st и xt 
для каждой заменяющей оболочки приведены в табл. 5. 

При определении величин h{)l исходим из условия, чтобы



в середине каждого участка толщина стенки равнялась тол­
щине расчитываемой оболочки А. Тогда

hj_
*t

2h
(18.4)

Вычисленные по формуле (18.4) отношения A*/s, приве­
дены для каждого участка в табл. 5. В  этой таблице даны 

определенные по формуле (2.3) 
значения переменной t\.

Отдельные оболочки, заменя­
ющие рассматриваемую оболоч­
ку, подкреплены меридиональ­
ными ребрами, размеры кото­
рых назначаем в соответствии с 
формулой (1.3)

hpu ”  К  ю .Л*

^pU =  ^р!0. Л -
(18.5)

При определении величин Apl(U, Apl0il соблюдено условие, 
чтобы в середине каждого участка величины А , ЬрХ . равня­
лись заданным значениям Лр1 =  0 ,18 м и £р1= 0 , 1 5  м

Все оболочки, заменяющие рассматриваемую оболочку, 
подкреплены 48 меридиональными ребрами. Поэтому не­
обходимо проверить условия (1.9) и (1.11) применимости 
теории гладких конструктивно-ортотропных оболочек к 
расчету ребристых оболочек. В  данном случае достаточно 
выполнить такую проверку только для 6-го участка, так



Н о м е ­
ра

участ­
ков

h « Н Gi/ 100h f a

1
6,0
6 , 7

1 , 0
1 , 1 1 6 6

0 , 0
0 , 1 1 0 4

0 , 2 0 2 6 2 , 2 2 4 2 , 8 3 4 6

2 6 , 7
7 , 5

1 , 0
1 , 1 1 9 4

0 , 0
0 , 1 1 2 8

0 , 1 8 1 2 2 , 0 2 2 0 2 , 5 3 5 2

3 7 , 5
8 , 4

1 , 0
1 , 1 2 0 0

0 , 0
0 , 1 1 3 4

0 , 1 6 1 8 1 , 8 3 3 0 2 , 2 6 4 2

8 . 4
9 . 4

1 , 0
1 , 1 1 9 0

0 , 0
0 , 1 1 2 5 0 , 1 4 4 5 1 , 6 5 9 6 2 , 0 2 2 5

5
9 , 4

1 0 , 7
1 , 0
1 , 1 3 8 2

0 , 0
0 , 1 2 9 5

0 , 1 2 8 0 1 , 4 8 9 7 1 , 7 9 1 0

1 0
1 0 , 7
1 2 , 3

0 , 8 6 9 9
1 , 0

— 0 , 1 3 9 3
0 . 0 0,1119 1 , 3 1 9 6 1,5652

9
1 2 , 3
1 3 , 9

0 , 8 8 4 8
1 , 0

— 0 , 1 2 2 3
0 , 0

0 , 0 9 8 2 1 , 1 7 1 2 1,3740

8
1 3 , 9
1 5 , 4

0 , 9 0 2 5
1 , 0

- 0 , 1 0 2 5
0 , 0

0 , 0 8 7 8 1 , 0 5 6 4 1,2287

7 1 5 , 4
1 6 , 9

0 , 9 1 1 2
1 , 0

— 0 , 0 9 3 0
0 , 0

0 , 0 7 9 7 0 , 9 6 5 5 1,1146

6 1 6 , 9
1 8 , 0

0 , 9 3 8 8
1 , 0

— 0 , 0 6 3 1
0 , 0 0 , 0 7 3 7 0 , 8 9 7 4 1,0315

как на этом участке усредненные жесткостные характери­
стики меньше, чем на других участках.

Правая часть выражения (1.9) равна
г6 / / З А  0 ,5 (1 6 ,9 +  18,0) 0,866 w
А V .U “  0Л8

*  | f  0 ,5 (1 6 ,9 +  18,0).0,866 =  36,5‘ (18‘6)

Действительное количество меридиональных ребер k =  
=  48 больше 36,5, таким образом, условие (1.9) выполнено.



Правая часть выражения (1.11)

гв У б -| /  36Р1.б _  1 4 .
h? V 2лгв (18.7)

что такж е меньше 48.
Следовательно, к расчету рассматриваемой ребристой 

оболочки резервуара можно применить теорию гладких 
конструктивно-ортотропных оболочек. Характеристики их 
жесткости определяем по формулам (4.9), (4 .14), (4.17) и 
(4.19), учитывая, что кольцевые ребра отсутствуют, а раз­
меры меридиональных ребер определяются формулой 
(18.5).

Так, для 1-го участка получим

а , , =  0 ,9722
4 8 -0 ,1 4 1 7

6 ,2 8 3 2 -0 ,8 6 6 -6 ,0
=  0,2026;

a2.i =  e2,i =  °; О8*8)
е,л =  (3 +  6 +  4 ,2026) =  2,2242.

Аналогично вычисляются характеристики жесткости 
и для других участков оболочки. Результаты этих вычис­
лений приведены в табл. 5.

Далее по формулам (13.7) вычисляем элементы матриц G/ 
по формулам (13.16) — элементы матриц Fu  и формулам

(1 3 .1 9 )— элементы матриц У  .
Д ля 1-го участка эти матрицы представлены соответ­

ственно записями (18.9), (18.10) и (18.11)

0 1 0

0,6929 —  1 0,4001

0 0 0

0 0 0

0 0 0

-  0 ,2 6 7 4 -1 0 * —  0,4458-10» — 0 ,1544-



о

—  0,080 

J 
о 

о

2,1551

0

0

0

1
0

1,1551

0

0

0

0
1

- 2

(18.9)

I 1 0 0

0 0 1

1 0 0 0
^ U  •—

0 ,4 8 5 9 -10“ 2 3 ,5 0 6 3 - 10“ 2 0 ,2 8 0 6 -1 0 '

0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0

-0 ,1 4 9 3 0 0

0 0 0

3 ,9 9 9 4 -10- 5  - - 4,2174* 10” 5 0

1 ,3 5 6 5 - К Г 5 - -6 ,2 9 4 6 -1 10“ ® - 6 ,2 9 4 6 -
1 0 0

—  0,1386  -- 0 ,0 8 0 0

0 1 0

К - 0 0 - 6 , 0

0 0 -- 5 ,5 0 3 7

0 0 -  7,2406
0 0 0

28,520 0 0

0 0 0

0 0 0

0 -  2 ,6477 •10* 0

0 2,6477 • 10* -  15,886-
129

;(18.10)

. (18.11)



П риступая к вычислению частных решений задачи, 
проверяем условие (13.12) применимости мембранной тео­
рии к отысканию частных решений. Так как отношение 
so//io (или Stlhi) является наибольшим для 1-го участка, 
то достаточно проверить выполнимость условия (13.12) 
именно для этого участка

, / 4 . , c t g d  1У  0 ,6  ,/ 1 0 0 '0 , 5 7 7 4
V ho., V 1 +  Q, ~ V  2 ,8 3 4 6

0,6
3,2242

= 2 ,9 6 ,

(18.12)

что больше величины т =  2 ,—  наибольшей степени пере­
менной s в формуле (18.1), увеличенной на 1.

Итак, частные решения рассматриваемой задачи можно 
определять по мембранной теории и пренебречь в уравне­
ниях (13 .11) моментными членами.

Составив и решив системы (13.11) для каждого участка 
оболочки, определим значения функций u*(t), до* (/), после 
чего по первой формуле (13.3) и по последней формуле (3.3) 
вычисляем частные решения для функций 7*1, В\.

Результаты выполненных вычислений сведены в табл. 6. 
В этой ж е таблице приведены частные решения для функ­
ции Т 2. определенные непосредственно из второго уравне­
ния равновесия (13.2) при пренебрежении в нем момент­
ными членами.

Зная величины, приведенные в табл. 6 , легко вычислить 
компоненты векторов W)t, W]Q, W*0, входящих в общие ре­
шения (10.15) и (10.16). Следует только учесть, что в данном 
случае образующая оболочки не имеет изломов, благодаря 
чему матрицы Dt_ Xi и D “ [ l f превращаются в единичные, 
а величины v'( и Т*ш  отсутствуют. Так,

1,6654 -103 1 ,8 4 2 8 -103

4 ,0 2 0 0 - 103 4 ,9 7 1 9 - 103

—  0 ,3 0 7 3 -103 —  0 ,1 7 5 4 - 103

86 ,1 3 7
; Г „ -

93 ,4 7 9

0,0 0 ,0

0 ,0 0,0
(18.13)



\У‘ =  \У'

- 0 ,2 5 3 2 -103 

0 ,4 4 9 0 . Ю3 

0 ,0 1 0 8 - 103 

0,0 

0,0 
0,0

Т а б л и ц а  6
Номе-

ра
участ- 10- * Е и ] 10“ 3£tt>t 1О-3Е0[; Т'и

ков

1 6,0 1,6654 4,0210 —0,3073 86,137 145,488
6,7 1,8428 4,9719 —0,1754 93,479 154,339

2 6,7 2,0960 4,522э| —0,1862 93,479 154,339
7,5 2,3218 5,5549|—0,0179 101,177 162,375

з 7,5 2,6435 4,985э| -0 ,0 0 9 6 101,177 162,375
8,4 2,9256 6,0277 0,2022 108,954 168,766

4 8 ,4 3,1841 5,56681 0,2373 108,954 168,766
9 ,4 3,5157 6,5315 0,5002 116,498 172,576

9 ,4 4,1731 5,376б| 0,5702 116,498 172,576
10,7 4,6668 6,1351 0,9559 124,579 172,351

10 10,7 6,1973 3,4638 I 1,2135 124,579 172,351
12,3 6,9674 3,2539 1 1,7307 131,846 164,038

Q 12,3 7,9745 1,488з| 1,9997 131,846 164,038
13,9 8,8092 —0,1074 2,6106 136,158 146,856

13,9 9,8556 — 1,9390| 2,9209 136,158 146,8568
15,4 10,6838 — 4,9840 3,5613 137,515 122,695

у 15,4 11,8147 —6,96141 3,9297 137,515 122,695
16,9 12,6798 — 11,7840 4,6354 136,275 90,739

16,9 13,5729 — 13,345б| 5,0000 136,275 90,739
18,0 14,2276 — 18,1732 5,5594 135,714 62,352



При формулировке граничных условий задачи исполь­
зуем формулы § И . В  данном случае узкий край оболочки 
считается ж естко защемленным, вследствие чего здесь 
деформации и перемещения равны нулю. Кроме того, все 
компоненты вектора №*0, входящего в выражения (11.23) 
и (11.24), такж е равны нулю.

На основании изложенного граничные условия для уз­
кого края оболочки, т. е. для начала 1-го участка запишем 
в виде

0 0 0 0 0 0 0 т1 1.0,0)
0 0 0 0 0 0 0
0
т1 1.0.0) = 0

1
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0 X 1̂,(1,0) 

0
М1.(1.0) 0 1 0 0 0 0 0

1̂.(1.0) 0 0 1 0 0 0 0

. (18.14)

Широкий край рассматриваемой оболочки (начало 6-го 
участка) подкреплен свободным упругим кольцом, по­
этому здесь граничные условия описываются формулами 
(11.53) и (11.54). _

При вычислении элементов матрицы Ск 2 и вектора U?*0, 
входящих в эти формулы, необходимо величины внешних 
нагрузок, приложенных к кольцу, определять в соответствии 
с формулой (18.2), так как направления усилий р*2 и д*а 
в данном случае противоположны направлениям тех ж е уси­
лий, изображенных на рис. 15 (рис. 19 и 21).

Приведем величины, необходимые для дальнейших вы­
числений (рис. 15, 19 и 21),

°к2,1 =  cos 6 ^  =  0,175 м;

°к2,2 —  ct6 6Ьк2 =  0 ,10 1 ЛГ,

Гкг =  15,763 ж; 

/Гк 2 = Л„26к2 =  °»1575 

=  -ft ЬЖ г  =  2-6578 • 1СГ3 м\

(18.15)



Так как оболочка примыкает к кольцу вдоль линии 2 
(рис. 16 и 21), то в формуле (11.53) при вычислении элемен 
тов матрицы С к’2 перед круглыми скобками для величины 
ок2,| необходимо ставить знак «минус», а для величины 

—  знак «плюс»
Учитывая изложенное, граничные условия для широ­

кого края оболочки запишем в виде

0 -  1181,3

0 0

0 0

® « м »
+ 0

01,<6.О) —  0,3161

Т1.(6.0) 3,2968

Определенные выше величины являю тся исходными для 
дальнейших расчетов на ЭЦВМ , после выполнения которых 
получены значения усилий и перемещений ребристой обо­
лочки резервуара, помещенные в табл. 8.

Для определения кольцевых усилий Та и моментов М* 
необходимо предварительно из первого выражения (13.3)



вычислить величину и\ из третьего выражения (13.3) —  
величину w и из последнего выражения (3.3) —  вели­
чину w' После этого по второй и четвертой формулам 
(13.3) определяют соответственно усилие Тг и момент Мг.

Вычисленные таким образом значения функций Тч и 
Мч, действующих на краях отдельных участков, приведены 
в табл. 7. Вследствие того, что при принятой расчетной

Т а б л и ц а  7

Ребристый
резервуар 10-*-Т2, н/м Н Г^ Л *,, н-м/м

Юг-4. ^ ,
н/м

10~4*Л42, 
н-м/м и //

6 ,0 — 19,38 —0,714 —23,34 —23,77 — 1,104 - 1 ,0 9 2
6,7 —3,84 —0,437 5,38 3,98 — 0,499 — 0,503

6 ,7 - 5 , 5 9 — 0,398 1,18 1,30 — 0,392 — 1,431
7 ,5 38,31р — 0,265 X 47,84 X — 0,130

7,5 32,32 — 0,209 X 40,76 X — 0,073
8 ,4 75,43 — 0,139 84,10 78,10 —0,011 — 0,004

8,4 65,89 — 0,094 62,56 68,14 0,043 0,023
9 ,4 90,91 — 0,076 X 88,98 X — 0,089

9,4 79,16 —0,045 X 77,41 X — 0,069
10,7 95,42 —0,027 98,43 93,54 — 0,074 — 0,073

10,7 82,31 —0,010 74,51 80,64 — 0,048 — 0,059
12,3 89,70 0,023 X 87,34 X —0,028

12,3 78,06 0,027 X 76,11 X — 0,021
13,9 73,51 0,031 76,79 74,41 0,039 0,041

13,9 65,36 0,027 60,60 66,16 0,038 0,041
15,4 60,55 0,023 X 60,30 X 0,000

15,4 54,74 0,017 X 54,50 X —0,002
16,9 49,95 0,016 52,58 50,08 0,008 0,005

16,9 I 46,15 0,011 46,29 46,27 0,002 0,001
18,0 41,90 0,041 42,91 42,81 0,045 0,045

П р и м е ч а н и е . Знак « х »  в таблице означ 
сечении расчетная величина не определялась.



схеме характеристики жесткости оболочки претерпевают 
разрывы на границах смежных участков, прерывистыми 
оказываются и функции Тг и Мг. В  качестве расчетных 
значений этих функций, приведенных в табл. 8, взяты 
из табл. 7 средние арифметические значения усилия Тг 
и момента Ма, действующие на концах смежных участков.

Т а б л и ц а  8

5?
со а* а*

1
аГ
о

"з

Е-Г

fо

*5
>

€
ъ

25

7о

аГ

1

«5

i

6 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 — 139,83 — 11,483 13,801 — 19,38 - 0 ,7 1 4
6 ,7 —0,105 0,348 — 6,19 — 125,60 —3,561 7,123 —4,72 —0,417
7 ,5 —0,167 1,022 - 7 , 5 1 — 108,84 4-0,173 2,497 35,31 —0,237
8 ,4 —0,255 1,729 - 6 , 2 6 —84,71 1,107 0,240 67,43 — 0,116
9,4 - 0 ,3 4 0 2,324 — 4,37 - 7 1 ,3 9 0,824 —0,290 85,04 —0,060

10,7 - 0 ,4 7 5 2,817 —2,43 - 5 1 ,8 5 0,533 0,158 88,87 — 0,009
12,3 - 0 ,6 1 0 3,155 - 0 , 8 5 — 34,23 + 0 ,3 2 6 0,239 83,88 0,025
13,9 - 0 ,7 2 3 3,187 1,09 - 2 1 ,4 6 + 0 ,1 1 7 — 0,155 69,43 0,029
15,4 —0,800 3,146 1,76 -1 2 ,5 1 - 0 ,1 0 5 — 0,116 57,65 0,020
16,9 —0,836 3,029 1,94 —5,87 - 0 ,1 7 4 0,098 48,05 0,014
18,0 —0,854 2,898 2,34 - 2 , 1 6 0,082 0,400 41,90 0,041

Эпюры перемещений и усилий, возникающих в ребри­
стой оболочке резервуара, изображены на рис. 22— 29.

Замена оболочки постоянной толщины системой оболо­
чек с линейным законом изменения толщины стенки при­
водит к тому, что определенные таким образом величины 
усилий и перемещений отличаются от соответствующих 
величин для исходной оболочки.

Д л я выяснения возникающей при принятой расчетной 
схеме погрешности выполнены сравнительные расчеты 
описанной выше оболочки резервуара в предположении, 
что меридиональные ребра отсутствуют.

Этот случай отличается от приведенного выше тем, что 
величины аи и Qn равны нулю. Ход всех подготовительных 
вычислений не отличается от описанного в настоящем па­
раграфе, поэтому приведем в табл. 9 окончательные резуль­
таты расчетов.
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В  первом варианте гладкая оболочка была заменена 
системой из 6  конических оболочек (рис. 30), толщина стенки

Рис. 28.

каждой из которых определялась формулой (18.3), но от­
личалась от толщины исходной оболочки уже на 6 — 14%.

Во втором варианте гладкая оболочка была заменена 
системой из 10 отдельных оболочек, толщина стенки каж-

ш



и. мм W, мм 10*- 0,1 рад 1 0 -4-7’1, н/м

II II 11 III III

6,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 — 139,99 — 142,59 — 144,63

6,7 — 0,103 — 0,108 0,501 0,497 — 9,01 — 8,96 — 8,97 — 126,14 — 128,14 — 131,19

7,5 X — 0,174 X 1,208 X —7,83 —8,03 X — 110,67 — 114,48

8 ,4 — 0,265 — 0,284 1,884 1,919 — 4,01 — 4,16 — 4,30 — 89,92 —91,34 — 95,26

9 ,4 X — 0,390 X 2,407 X — 3,29 — 3,39 X —72,70 —75,88

10,7 —0,486 — 0,526 2,808 2,891 — 2,31 —2,39 — 2,21 - 5 1 ,4 0 —53,04 —54,98

12,3 X — 0,651 X 3,194 X — 1,32 — 1,18 X — 35,34 — 36,09

13,9 — 0,720 — 0,761 3,151 3,287 0,13 0,15 X —21,88 —21,98 X

15,4 X — 0,824 X 3,187 X 0,78 X X — 12,84 X

16,9 — 0,830 — 0,861 3,025 3,079 1,70 1,73 X —5 ,94 — 6,01 X

18,0 — 0,849 — 0,880 2,924 2,974 2,07 2,10 X — 2,22 — 2,21 X

П р и м е ч а н и е :  Знак „ " в  таблице означает, что в данном сечении расчетная величина не определялась.



ю - 4•Мх, нм/м 10~4-W1, н/м lO -^ T j,, н/м ю - 4 . ^ ,  н ■м/н

/ 11 II I II II I 11 II I (II

6 ,0 — 6,620 — 6,550 — 6,257 11,223 11,111 11,030 —23,34 —23,77 —24,09 — 1,104 — 1,092 — 1.043

6 ,7 — 0,807 — 0,848 — 0,901 4,618 4,425 4,190 5,38 2,64 1,18 —0,445 —0,467 —0,525

7 ,5 X 0,918 0,867 X 0,816 0,791 X 44,30 43,07 X — 0,101 —0,121

8, 0 ,796 0,784 0,744 —0,462 — 0,473 — 0,502 72,83 73,12 75,45 0,016 0,010 0,000

9 ,4 X 0,032 0,038 X - 0 ,7 7 7 —0,716 X 83,20 87,60 X —0,079 — 0,047

10,7 —0,051 — 0,070 X —0,802 —0,806 X 86,47 87,09 86,18 —0,061 —0,066 X

12,3 X 0,012 X X —0,103 X X 81,72 82,02 X —0,024 X

13,9 0,219 0,229 X — 0,115 —0,133 X 68,69 70,29 X 0,039 0,041 X

15,4 X —0,081 X X —0,101 X X 57,40 X X — 0,001 X

16,9 — 0,127 —0,134 X 0,061 0,063 X 49,43 48,17 X 0,005 0,003 X

18,0 0,089 0,089 X 0,368 0,371 X 42,91 42,81 X 0,045 0,045 X



дой из которых отличалась от толщины рассчитываемой 
оболочки всего на 6 — 7%  (рис. 31).

Третьим вариантом явился расчет гладкой оболочки 
резервуара постоянной толщины с использованием асимп­
тотических представлений цилиндрических функций вто­
рого порядка первого и третьего рода [641. В  этом случае

не было учтено влияние на напряженное и деформированное 
состояние оболочки условий, осуществленных на ее широ­
ком крае.

Результаты расчетов оболочки в первом, втором и тре­
тьем вариантах приведены в табл. 9 соответственно в  столб­
цах I, II и I I I .

Н а рис. 32— 39 представлены эпюры перемещений и 
усилий, возникающих в сечениях гладкой оболочки резер­
вуара (И вариант расчета).

Сравнение результатов расчетов, выполненных в опи­
санных вариантах (табл. 9), показывает, что при замене 
исходной оболочки вращения постоянной толщины систе­
мой конических оболочек, толщины которых изменяются
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по закону (18.3), величины усилий и перемещений, вычис­
ленных при такой расчетной модели, практически не от­
личаются от значений усилий и перемещений исходной 
оболочки, если погрешность такой замены составляет



6—7 % . И даж е в том случае, когда эта погрешность дости­
гает 13— 14% , полученные результаты могут быть исполь­
зованы для практических расчетов.

§ 19. Оболочка камина градирни 
под действием нагрузки общего вида

Изложенный в предыдущих главах метод расчета про­
извольных оболочек вращения на любую нагрузку приме­
нен в настоящем параграфе для определения усилий в тон­
костенной оболочке градирни с пленочным оросителем 
площадью 1500 мг (рис. 40). Проект градирни разработан 
ГПИ «Киев промстройпроект» в качестве типового со­
оружения для тепловых электростанций и металлурги­
ческих предприятий.

Оболочка камина представляет собой сборную железо­
бетонную осесимметричную башню, состоящую по высоте 
из ряда ярусов (рис. 41), каждый из которых образован 
из 48 трапециевидных плит-панелей. Отдельные панели 
окаймлены по периметру ребрами и, кроме того, имеют 
одно продольное и два поперечных ребра.

В замоноличенном виде сборный железобетонный камин 
градирни представляет собой тонкую оболочку, усиленную 
системой меридиональных и кольцевых ребер.

Целью настоящего параграфа является иллюстрация 
практического приложения изложенного метода, поэтому 
ограничимся расчетом оболочки камина градирни в мон­
тажной стадии на действие ветровой нагрузки.

Камин градирни поддерживается опорным кольцом, 
поперечное сечение которого имеет размеры 0 ,8  х  0,4 м. 
Это кольцо окаймляет систему раскосов сечением 0 ,34  X 
Х 0 ,3 4  м (рис. 42). Опорой для них служит стенка бас­

сейна градирни, имеющая постоянную толщину 0,40ж.
Если рассматривать систему раскосов, изображенную на 

рис. 42, как некоторую фиктивную коническую оболочку, 
то в смонтированном виде часть градирни, подлежащая рас­
чету, представит собой коническую оболочку вращения 
с прямолинейной образующей. Эта оболочка включает 
участки, которыми являю тся:

гладкая коническая оболочка постоянной толщины 
(стенка бассейна);



фиктивная коническая оболочка, заменяющая систему 
раскосов;

гладкая коническая оболочка постоянной толщины 
(опорное кольцо);

коническая оболочка камина, толщина стенки которой 
постоянна и равна 0,04 м, эта оболочка подкреплена 
96  меридиональными ребрами, высота которых равна 
0 ,20 м, а ширина — 0,15 м, и кольцевыми ребрами с т а ­
кими ж е разм ерам и поперечного сечения.



Кольцевые ребра расположены на расстоянии 2,4 м 
один от другого.

У гол б между осью вращения оболочки и меридианом 
равен 15°.

Материал конструкций —  железобетон; коэффициент 
П уассона у — 1/6, модуль Юнга

Е =  4 - 1010 н/м

Ветровая нагрузка действует нормально к поверхности 
оболочки1 с  интенсивностью

9| =  <72 =  0 ; (19.1)

<73(S fP ) =  l , 2 ^ 3(s ) [ l+ £ m (s )]/ ( f J) ,  (19.2)

где
<73(s) —  нормативный скоростной напор ветра, н/м1;
/(Р)— коэффициент лобового сопротивления;

| —  коэффициент динамичности; 
т (s) —  коэффициент пульсации скоростного напора.

Величина £ зависит от периода основного тона собствен­
ных колебаний конструкций. Д ля рассчитываемой градирни 
принято | = 1.

По указанному «Справочнику проектировщика» опре­
делены значения величин qa (s) и т (s), после чего вычис­
лено выражение 1,2 <73(s) [1 - fm ( s ) ]  при | = 1  в зависи­
мости от высоты Н  над поверхностью земли (рис. 43).

> Справочник проектировщика. Под ред. А. А. Уманского. Том 
расчетно-1еоретический. Госстройиздат, 1960.



Коэффициент лобового сопротивления I ((5), являю ­
щийся сложной функцией от угла р (рис. 44), заменен при­
ближенно тригонометрическим полиномом, коэффициенты 
которого вычислены способом, изложенным в работе [4].

Опуская промежуточные вычисления, приведем окон­
чательные результаты

<73 (s, Р) =  1,2<j3 (s) (1 +  \т (s)} X  (—  0 ,6  4 - 0 ,2943  cos р ф  

4 - 0,9333cos 2р -4 0,4cos Зр —  0 ,lco s 4Р 4 -0 ,00566co s 5р -4 

4* 0,06666cos 6Р). (19.3)

Расчет сводится к вычислению усилий, возникающих 
в оболочке камина градирни от действия отдельных членов 
ряда разложения (19.3) ветровой нагрузки.

В  качестве примера рассмотрим действие на оболочку 
второго члена этого разложения. Принимая во внимание, 
что ветровая нагрузка на меридиане р =  0 направлена по 
внутренней нормали к поверхности, будем иметь

q3 =  —  1,2^з (s) [1 +  lm  (s)] cos 2р -0,9333. (19.4)

Заменим оболочку, представленную на рис. 41, согласно 
принятой в настоящей работе расчетной схеме системой



конических оболочек (рис. 45), толщина стенки каждой 
из которых изменяется по линейному закону (1.1)

=  K pv
„  s.
Переменные х( — —  назначим таким образом, чтобы в на-

S0l
чале каждого участка эти переменные равнялись единице.

Постоянную hoi определяем для каждого участка (кроме 
2-го) из условия, чтобы толщина стенки середины участка 
равнялась толщине в этом же сечении заменяемой оболочки.

Д ля второго участка систему раскосов заменяем фиктив­
ной гладкой конической оболочкой, характеристики жест­
кости которой определяем из условия равенства между со­
бой деформаций системы раскосов и заменяющей их кони­
ческой оболочки при растяжении —  сжатии и при изгибе 
в меридиональном и кольцевом направлениях:

жесткость при растяжении в меридиональном направлении

1
£  =i * - S Л &  =  Г 8 -3703  1 0 _ 2 " :

жесткость при изгибе в меридиональном направлении 

1 гз 0 ,344 -2 1
П!ф =  ■О ,,, « 12£ 12 ♦ 3, lsin  63° Е = - = г 8 ,0 6 3 4 - К Г 4 м®;



жесткость при растяжении в кольцевом направлении 

O72 =  - g - 4  =  F 16>9750-10_!! ж;

жесткость при изгибе в кольцевом направлении 

0Л(г=  1 ^ ^  =  2-16,3526.10-' л3.

Коэффициент Пуассона v для этой оболочки был принят 
равным нулю.

Участки 4— 6-й являю тся коническими оболочками, 
подкрепленными часто расположенными меридиональными 
и кольцевыми ребрами. Заменим эти ребристые оболочки 
гладкими конструктивно-ортотропными коническими обо­
лочками и определим по формулам § 4 их приведенные 
жесткости. Так, для 4-го участка соответственно по форму­
лам (4 .9), (4 .14). (4 .17) и (4.19) получим

а  — 0 9 7 2 2 * 5 ______ 9 6 *0 ,1 5 6 6
а 1и- и , у ^  0 6 ,2 8 3 2 *0 ,2 5 8 8 *8 6 ,4 6 =  0 ,5197 ;

а 24 =  0 ,9722* 5 =  0,3038;

п MQ7
<>м  =  <3 +  6 -5 +  4,5197• 5 )̂ =  49 ,924 ; (19.5)

62,  =  (3 +  6 *5  +  4 ,3038  *5г) =  32 ,762;

49 ,924  +  32 ,762  
Y4 ---------------- 2------------ =  41 ,343.

Приведем значения тригонометрических функций полови­
ны угла б =  15° при вершине конической оболочки

sin б =  0 ,2588 , cos б =  0 ,9659, tg б =  0 ,2679 . 

ctg б =  3 ,7322.



Величина п, определяемая формулой (5.4), равна

2
П “  0 ,2588

7,7341.

Проверим выполняемость условия (5.8). Правая часть 
неравенства (5.8) имеет наименьшее значение для 5-го 
участка и равна

Г  s6 sin б ,  У " 0,6 (1 +  а2) _
V hb V 1 + Q,

5 3 ,8 2 8 -0 ,2 5 8 8  , 4/ 0 , 6 -1 ,3 0 3 8  
0,04 |/ 33,762

=  7,27. (19.6)

Так  как в данной задаче п =  2, т. е. п <  7.27, то усло­
вие (5.8) выполняется и поэтому в формулах (6.6) можно 
пренебречь подчеркнутыми членами.

Ввиду того, что действующая на оболочку нагрузка
(19.1) является симметричной, в общих формулах глав 
II и I I I  необходимо из двойных знаков удерживать верх­
ний знак.

Теперь по формулам (6.6), (9.9) и (9.13) вычисляем эле­
менты матриц G., Fti и F~\ Эти формулы имеют одинако­
вый вид для всех участков оболочки, поэтому приведем для 
иллюстрации лишь матрицу G*

0 1 0 0

188,88 -  1 39,640 10,819

0 0 0 1

7 ,9016 —  2,9664 17,123 —  1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 ,8016 .10 ’ -  18,783 - 4 , 9 1 9 3 . 1 0 е -  0 ,6288



0 0 0 0

90,253 -  1,4007- Ю-4 — 9 ,5 1 1 7 - И Г 5 0

0 0 0 0

2,7928 -  0 ,4093 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1,8360.10'' 85,807 84,807 —  2

(19.7)

Перейдем к определению частных решений задачи 
На участках 1 -г- 3 поверхностная нагрузка отсутствует, 
поэтому здесь частные решения для всех функций равны 
нулю.

При построении частных решений для остальных участ­
ков проверим прежде всего выполнение условий (8.18) 
и (8.19) применимости мембранной теории к отысканию 
частных решений.

Правые части неравенств (8.18) и (8.19) являются на­
именьшими для 5-го участка и соответственно равны 16,5 
и 28 ,4 . Так как в рассматриваемом примере величины 
п =  2 и т =  2 меньше соответственно величин 16,5 и 28 ,4 , 
то частные решения задачи можно определять по мембран­
ной теории.

Результаты вычислений приводить не будем, а выпишем 
лишь для 4- и 5-го участков векторы W'u, W{0 и W'i(J — вы­
ражения (9.11) и (9.15), входящие в общие решения обо­
лочки (10 .15) и (10 .16),

-  Г *  -  У ; =  IP * =  П  =  0; (19.8)



0,0 1 — 8,4460- 10е
2,9837  - 104 — 2 ,7 3 3 4 -Ю4

—  1 5 ,5 5 6 .1 0 е 14,2600.10е
5 ,2 0 4 -10е

, W* —’ W 41
12,880 .10е

—  2,5804 10° 2 ,3 5 7 6 -10е
—  10 ,950-104 1 0 ,0 3 2 -104

0,0 0,0

0 ,0 0,0

0 ,0 9 ,0 180-10°
3 ,1262-10* —  0 ,2 4 8 5 -104

—  11,407-10° - 0 ,8 3 2 0 - 1 0 °

3 .8 3 8 Ы 0 0
. - 1 Г П=--

— 18,4041 10°

- 2 ,5 0 2 7 - 1 0 ° 1 5/ Ь0
0 ,0831-10°

-  11,473-10* 0,3121 -Ю4

0,0 0,0

0,0 0.0

(19.

В  выражениях (19.9) фигурируют частные решения 
для перемещений v, и, w срединной поверхности, увели­
ченные в Е раз.

Граничные условия задачи определяются тем, что ниж­
ний край градирни жестко защемлен, а верхний край —  
свободен. В  соответствии с этим на нижнем крае (начало 
1-го участка) осущ ествляются условия

e  “ 1 .0 =  «1.0 е  6о,1.0-

а на верхнем крае градирни (начало 5-го участка) —  условия

(19.10)



Рис. 49.



V, мм и, мм W, мм 10* 0lt
р а д

10“ 2 7 „  
н/м

ю- 2т 12,
н/м

10-2  Ми 
н •м/м

10-2  Nu 
н/м

10-2
н/м

10-2  щ
н-м/м

92,26 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 72 ,23 — 103,21 4,69 1,83 12,04 0,78

90,26 0 ,17 —0,11 — 0,30 — 3,11 70,95 -1 1 1 ,8 5 4,47 —0,05 7,39 —9,31

90,26 0,17 — 0,11 —  0,30 — 3,11 70,95 — 111,85 4,47 — 0,05 10,89 0,70

87,26 2 ,4 8 —0 ,4 3 — 5 ,0 2 — 32,77 69,23 — 123,55 4,94 — 1,47 —4,46 — 0,81

87,26 2 ,48 —0,43 — 5,02 —32,77 69,23 — 123,55 4,94 — 1,47 — 60,62 — 128,41

86,46 3,17 — 0 ,52 — 6,49 — 34,97 68,68 — 119,98 5,10 — 1,45 — 79,91 — 164,25

86,46 3,17 — 0,52 — 6,49 — 34,97 68,68 — 119,98 5,10 — 1,45 — 7,04 —6,13

79,21 6,95 — 1,84 — 18,21 — 28,07 44,31 — 110,01 —0,42 - 3 , 7 4 —86,87 — 12,01

71,95 18,64 — 2,31 —27,72 — 19,66 21,96 — 77,86 —4,62 —4,41 — 118,56 — 19,56

64,71 18,47 — 1.19 — 38,18 — 271,3 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 — 129,89 —29,86



Вычислением приведенных выше величин определя­
ется подготовительная работа при решении конкретной 
задачи. Дальнейшие вычисления выполняются на ЭЦВМ 
по схеме, приведенной в § 17.

Результаты решения расчета оболочки камина градирни 
в монтажной стадии приведены в табл. 10. На рис.

46 —  50_изображены эпюры нормальных перемещений w, 
усилий Т  1,2* 74, Тг и кольцевого изгибающего момента Мг.

Укажем,что величины функций 74 и Мг были найдены 
по второй и пятой формулам (5.1) после вычисления осталь­
ных перемещений и усилий, приведенных в табл. 10.



Изложенный в работе метод позволяет рассчитывать 
произвольные оболочки вращения, находящиеся под дей­
ствием любой поверхностной и краевой нагрузки. Толщина 
оболочки может изменяться по произвольному закону вдоль 
меридиана, в частности скачкообразно. Вся оболочка или 
отдельные ее участки могут быть подкреплены системой 
часто расположенных кольцевых и меридиональных ребер. 
Н агрузка может быть распределенной по всей поверхности 
оболочки или приложена к отдельным конечным ее частям.

При построении расчетной схемы заданная оболочка 
вращения заменена системой конических оболочек линейно­
переменной толщины и цилиндрических оболочек посто­
янной толщины.

При выводе разрешающих дифференциальных уравне­
ний для отдельной заменяющей оболочки учтены все вну­
тренние усилия и перемещения оболочки. Д ля ребристой 
оболочки учтено влияние на ее напряженное и деформиро­
ванное состояние системы меридиональных и кольцевых 
ребер. Коэффициенты разрешающих уравнений благодаря 
специальному выбору закона изменения толщины стенки 
оболочки и размеров подкрепляющих ребер оказываются 
постоянными величинами. Это обстоятельство дает возмож­
ность построить точное решение систем разрешающих диф­
ференциальных уравнений в виде сходящихся матричных 
рядов.

Таким образом, решение задачи о деформации отдель­
ной короткой конической и цилиндрической оболочки 
является строгим в рамках принятых исходных гипотез 
технической теории. Строгим является и решение для всей



оболочки, если рассматривать ее как систему вписанных 
конических и цилиндрических оболочек. Погрешность 
изложенного метода вызывается, следовательно, только 
изменением геометрических параметров оболочки и приоб­
ретает физическую наглядность, так как всегда видно, на­
сколько принятая расчетная модель отличается от исход­
ной конструкции.

Указанная погрешность расчетной схемы уменьшается 
при увеличении количества заменяющих оболочек и при­
ближении их геометрических параметров к параметрам 
соответствующих участков исходной оболочки, что дает 
возможность получать решения с любой степенью точности.

Сформулированы в матричном виде граничные условия 
в общем случае, когда края оболочки подкреплены упру­
гими кольцами, находящимися под воздействием раз 
личных нагрузок. Учтено сопротивление контурных ко­
лец растяжению, изгибу в горизонтальной плоскости и 
кручению.

Рассмотрены различные случаи опирания колец: сво­
бодное кольцо; шарнирно подвижное и неподвижное опи- 
рание; кольцо, перемещающееся только в своей плоскости.

Разработанный матричный алгоритм решения задачи 
весьма просто осуществляется на электронных цифровых 
вычислительных машинах (ЭЦВМ), так как применение 
таких машин дает значительный эффект при решении за­
дач, где многократно производится стандартный набор 
операций, которым в данном случае являются главным об­
разом перемножение и суммирование матриц.

С другой стороны, при выполнении расчетов по предло­
женному методу на ЭЦВМ  отпадает необходимость выпол­
нять наиболее сложную в принципиальном отношении и 
трудоемкую часть задач теории оболочек —  интегрирова­
ние разрешающих дифференциальных уравнений высоких 
порядков. Подготовительную работу, которая заклю ча­
ется в вычислении по элементарным алгебраическим фор­
мулам элементов исходных матриц, могут выполнять не­
зависимо друг от друга несколько расчетчиков любой 
квалификации. Однако и этот этап расчета может быть 
запрограммирован.

Практическое применение предложенного метода ил­
люстрировано примерами расчета реальных конструкций: 
ребристой оболочки конического резервуара водонапорной 
башни, находящегося под действием осесимметричной на­



грузки, и ребристой оболочки камина градирни на дей­
ствие гармонической нагрузки, изменяющейся вдоль мери­
диана скачкообразно.

Исследована сходимость метода на примере решения 
осесимметричной задачи для гладкой конической оболочки. 
Сравнение в этом случае результатов расчета, выполнен­
ного по предлагаемому и известным методам, показывает, 
что если погрешность расчетной схемы не превосходит 
7% , получаемые расчетные величины практически явля­
ю тся точными. Найденные перемещения и усилия в сече­
ниях оболочки камина градирни, достаточно удаленных 
от защемленного края, хорошо согласуются с соответст­
вующими величинами, полученными по известной упро­
щенной полубезмоментной теории, что также указывает 
на точность описываемого метода.

Приведенные примеры свидетельствуют о эффективности 
предложенного алгоритма при решении наиболее сложных 
задач теории оболочек —  исследовании коротких ребри­
стых оболочек вращения переменной толщины, находя­
щихся под действием произвольной нагрузки. Именно 
в подобных случаях раскрываются преимущества предло­
женного метода.

Естественно, область его применения не исчерпывается 
расчетом оболочек вращения. Модификации метода могут 
найти применение при решении др угих задач строительной 
механики, сводящихся к интегрированию обыкновенных 
дифференциальных уравнений.
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