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ПРЕДИСЛОВИЕ
Развитие квантовой электроники стимулирует .инте­

рес к исследованию особенностей теплового воздействия 
излучения на вещество. Выделение тепла при взаимо­
действии мощного излучения с веществом оказывает 
существенное влияние на процессы самофокусировки и 
самодефокусировки, параметрическое преобразование 
световых волн, возбуждение оптических гармоник, луче­
вую прочность оптических материалов.

Тепловые процессы оказывают заметное влияние 
на работу оптических квантовых генераторов. Значитель­
ная часть поглощенной энергии, накачки преобразуется 
в тепло и вызывает нагрев активных элементов твердо­
тельных ОКГ. В свою очередь нагрев активных элемен­
тов сопровождается изменением их оптических и спект­
роскопических свойств и, тем »самым, эффективности 
работы генератора. Ввиду этого при разработке твердо­
тельных генераторов (в особенности частотных и непре­
рывных) необходимо обеспечение температурного режи­
ма активных элементов, соответствующего тем или иным 
заданным параметрам генерируемого излучения.

Данная книга посвящена теоретическому анализу 
особенностей теплового режима активных элементов 
ОКГ и методам их инженерного расчета. В ней продроб­
но изложены основные закономерности нагрева актив­
ных элементов в зависимости от их размеров и формы 
поперечного сечения, теплофизических свойств и времен­
ного режима работы генератора. Вместе с тем рассмот­
рены также термонапряженные состояния и термоопти­
ческие и пьезооптические иокажения активных элемен­
тов, возникающие при их нагреве. Основное внимание 
уделено оптическим квантовым генераторам на рубине, 
стекле и гранате.

Книга будет полезна как при разработке оптических 
квантовых генераторов, так и исследовании их генера­
ций ни ых характер истик.

Герой Социалистического Труда 
Лауреат Государственных премий СССР, 

Академик АН БССР Б. И. СТЕПАНОВ
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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ

Создание источников мощного когерентного излу­
чения — оптических квантовых генераторов (СЖГ) — 
открыло широкие возможности для использования опти­
ческого излучения при решении целого ряда научных и 
технических проблем. Перспективы практического ис­
пользования ОКГ определяются высокой мощностью, 
направленностью и когерентностью генерируемого излу­
чения.

Решение многих прикладных задач связано с исполь­
зованием оптических генераторов на твердом теле, рабо­
тающих в непрерывном, режиме или импульсном с боль­
шой частотой повторения импульсов генерации. При 
работе ОКГ в таких режимах происходит нагрев опти­
ческих элементов резонатора. Разогрев активных эле­
ментов (рабочих стержней) происходит вследствие 
эффективого преобразования излучения накачки в тепло. 
Другие оптические элементы (линзы, призмы, отража­
тели, светозатворы) нагреваются под действием генери­
руемого излучения. Наибольшему нагреву подвержены 
активные элементы. Нагрев вызывает изменение их оп­
тических и спектроскопических свойств и вследствие 
этого оказывает влияние на энергетические, спектраль- _ 
ные, пространственные и поляризационные характери­
стики излучения. Поэтому нагрев активных элементов 
является основным фактором, определяющим специфику 
работы частотных и непрерывных ОКГ.

Для уменьшения нагрева-, а также температурной 
стабилизации активных элементов применяются.различ­
ные системы. Выбор определенной системы охлаждения, 
оптимизация ее параметров и конструкции непрерыв­
ных и частотных ОКГ возможны лишь при деталь­
ном анализе температурных полей активных элементов 
в зависимости от различных факторов (конфигурации 
активных элементов, теплофнзических свойств лазерных 
материалов, интенсивности теплообмена с охлаждающей 
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средой, уровня тепловых нагрузок, временного режима 
работы генератора).

Таким образом, изучение тепловых процессов, проте­
кающих в активных элементах, и разработка методов .их 
расчета являются одним из основных вопросов, рассмот­
рение которых необходимо при создании частотных и 
непрерывных ОК.Г и исследовании их параметров.

Данная работа гпосвящена исследованию теплового 
режима твердотельных оптических квантовых генераторов. 
Изложение проводится применительно к активным эле­
ментам ОКГ. Однако приведенные данные могут быть 
использованы для расчета нагрева других оптических 
элементов. На основе анализа'теплового режима прово­
дится рассмотрение напряженного состояния и термиче­
ских искажений активных элементов. При изложении 
материала основное внимание уделено рассмотрению 
ОКГ на рубине, стекле и гранате.

Главы 1, 3, 6 написаны А. С. Рубановым, гл. 2, 4, 5— 
Б. Р. Белостоцким.

Авторы выражают благодарность заслуженному дея­
телю науки РСФСР проф. Л. И. Кудряшеву и заслужен­
ному деятелю науки БССР академику АН БССР 
Б. И. Степанову за полезные советы, помощь и поддерж­
ку при выполнении данной работы.

Авторы



Глава первая

ВВЕДЕНИЕ
В .процессе работы твердотельных оптических кван­

товых генераторов происходит напрев активных элемен­
тов. Вследствие нагрева изменяются оптические и спек­
троскопические свойства вещества, определяющие пара­
метры генератора. Как правило, с повышением 
температуры характеристики генерации ухудшаются.

Влияние нагрева на генерацию твердотельных ОКГ 
может быть обусловлено различными факторами. Так, 
например, для рубинового генератора существенную 
роль играет уменьшение квантового выхода и увеличе­
ние ширины jRi-линии люминесценции, вследствие чего 
возрастает порог, снижается коэффициент полезного дей­
ствия ОКГ. Максимум длины волны излучения /?і-линии 
люминесценции также зависит от температуры, возрас­
тая с ее увеличением. Температурный коэффициент изме­
нения в диапазоне 25— 125 °С составляет 0,0065 нм-°С-1.

Активные элементы твердотельных ОКГ характери­
зуются высокой оптической однородностью. Для стеклян­
ных стержней, например, изменение показателя прелом­
ления по сечению не превышает 1 • ІО-7. Однако такая 
высокая однородность практически не реализуется при 
работе генератора. Причиной уменьшения однородности 
является изменение оптических свойств рабочего вещееі- 
ва вследствие нагрева.

В общем случае нагрев активных элементов неодно­
роден по объему. В режиме одиночных импульсов неод­
нородность нагрева связана с характером распределения 
радиации накачки. Распределение накачки по объему 
зависит от оптических и спектроскопических свойств ве­
щества, геометрии и размеров активного элемента, обра­
ботки его боковой поверхности, взаимного расположения 
источников накачки и активного элемента, конфигурации 
осветителя. При соответствующем расположении в осве- 
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тителе цилиндрического активного элемента и источни­
ков возбуждения удается устранить азимутальную неод­
нородность распределения накачки и, следовательно, 
нагрева. Однако радиальные неоднородности в той или 
иной мере имеют место всегда. В режиме повторяющих­
ся импульсов распределение температуры ио сечению 
активного элемента зависит также от теплопроводности 
вещества и интенсивности теплообмена с охлаждающей 
средой. При большой частоте следования импульсов 
или в режиме непрерывной накачки в активных элемен­
тах возникают значительные градиенты температуры 
в плоскости сечения. Неоднородный нагрев приводит 
к появлению температурных напряжений.

Изменения оптических свойств (термические искаже­
ния) активных элементов связаны как с температурным 
изменением показателя преломления, так и с- зависимо­
стью показателя преломления от температурных напря­
жений (деформаций). Термические искажения приводят 
к появлению эффекта тепловой линзы и наведенного дву- 
лучепреломления. В случае частотных и непрерывных 
ОКГ тепловая линза, как правило, положительная и 
может приводить к фокусировке излучения в резонаторе 
или на зеркалах. Вследствие этого уменьшается доброт­
ность резонатора. Термические деформации приводят 
к искажению волнового фронта излучения, возбуждению 
угловых типов колебаний высокого порядка, увеличению 
расходимости, оказывают влияние на поляризационные 
характеристики генерируемого излучения.

Для лазерных материалов с невысокой механической 
прочностью (в частности, стекол) возникающие напря­
жения могут приводить к разрушению активных элемен­
тов.

Таким образом, нагрев рабочего вещества оказывает 
влияние на свойства генерируемого излучения, а для 
частотных и непрерывных ОКГ является основным фак­
тором, определяющим специфику их работы.

1-1. ИСТОЧНИКИ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЯ
В АКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТАХ ОКГ

Нагрев активных элементов твердотельных ОКГ 
происходит в результате преобразования части погло­
щенной энергии накачки в тепло. Эффективность преоб­
разования определяется энергетическим спектром актив­
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ных центров в матрице и вероятностями оптических и 
неоптических переходов между уровнями энергии. Схема 
энергетических уровней активных центров достаточно 
сложна. Однако определяющую роль в преобразовании 
поглощенной энергии накачки играет лишь несколько 
переходов, которые обычно принимают во внимание при 
рассмотрении энергетики генерации. Такой подход поз­
воляет получить простые соотношения для баланса энер­
гии в рабочем веществе. В большинстве случаев работу 
твердотельных генераторов можно описывать по схеме 
трех или четырех уровней энергии [Л. 1-1, 1-2]. Трехуров­
невая схема широко используется при рассмотрении 
генерации рубинового ОКТ, четырехуровневая — для 
описания свойств квантовых тенераторов на гранате, 
стекле, флюорите, вольфрамате кальция.

Общая 'методика расчета тепловыделения в актив­
ных элементах изложена в [Л. 1-1]. Анализ источников 
тепловыделения для конкретного генератора требует не­
которой детализации. Ниже приводится схема расчета 
тепловыделения в активных элементах рубиновых ОКГ 
[Л. 1-1]. Аналогичным образом рассматривается преоб­
разование поглощенной радиации накачки в тепло и для 
других конкретных систем.

Рубин представляет собой кристалл а-корунда (А120 3) , . 
в котором часть ионов алюминия замещена трехвалент­
ными ионами Сг3+. Активными центрами являются ноны 
хрома. В оптических квантовых генераторах обычно ис­
пользуется розовый рубин с содержанием (массовой кон­
центрацией) 0,01— 0,05 % Сг20 3. При концентрации
0,05% число ионов хрома в одном кубическом сантиметре 
составляет А/ =  1,62 - ІО19.

Спектроскопическая схема уровней Сг3+ в решетке 
корунда приведена на рис. 1-1. Поглощение радиации 
накачки сопровождается возбуждением ионов хрома из 
основного состояния 4А2 на уровни 4Fi и 4F2. Этим пере­
ходам соответствуют в видимой области две широкие 
полосы поглощения с максимумами вблизи 560 н 410 нм.
В ультрафиолетовой области имеются полосы поглоще­
ния, обусловленные переходами из основного состояния 
на верхний уровень квартетной системы и в зону прово­
димости. Из возбужденных состояний 4Fi и 4F2 большая 
часть ионов хрома безызлучательно (с .выделением теп­
ла) переходит на уровни 2Е. Вероятность перехода меж­
ду уровнями 4Fi и 4F2 и 2Е составляет (2—5) • ІО7сек~\
8



Уровень 2Е расщеплен на_два дублета Е и 2А. Переходам 
между состояниями Е и 2А и основным 4А2 соответствуют 
узкие линии Ri и R2 лірминесценш-ш с длинами волн 
излучения '(гори комнатной температуре) 694,3 и 692,9 нм. 
Уровни 2А и Е метастабильны — вероятность перехода 
в основное состояние при комнатной температуре состав-

Рис. 1-1. Схема уровней энергии рубина.

ляет около 300 сект1. Это приводит к возможности дости­
жения при мощном возбуждении большой населенности 
метастабильного состояния и создания усиления в канале 
2Е— УкК2. Генерация обычно осуществляется в Ri-линий.

Большую роль в энергетическом балансе рубина игра­
ют дублетные уровни А*, переход на которые ионов из 
метастабильного состояния приводит к появлению допол­
нительных полос поглощения. Спектры поглощения ионов 
хрома в состояниях 4А2 и 2Е приведены на рис. 1-2. 
Кривые 2 соответствуют случаю, когда все ионы нахо­
дятся в метастабильном состоянии 2Е. Как следует из
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рис. 1-2, полосы поглощения возбужденного и невозбуж­
денного рубина перекрываются. Максимумы дополни­
тельных полос поглощения лежат в области 560 и 450 нм. 
Кроме того, появляются полосы поглощения в ультра­
фиолетовой части спектра. Коэффициенты поглощения 
в основном и метастабильном состояниях сравни­
мы по величине. Наличие поглощения с метастабильного 
уровня не приводит к изменению населенностей уровней 
энергии, так как при используемых источниках накачки

Рис. 1-2. Спектры поглощения невозбужденного (1) и возбужденно­
го (2) рубина для обыкновенной (а) и необыкновенной (б) волн.

вероятность поглощения значительно 'меньше- вероятно­
сти дезактивации дублетных состояний А*. Вследствие 
того что переход ионов из состояний А* происходит 
безызлучателы-ю, поглощение с метастабильного уровня 
является существенным источником тепловыделения 
в рубине.

Основные закономерности преобразования поглощен­
ной радиации накачки в рубине обычно описывают с по­
мощью следующей модельной схемы. Уровни 1 и 2 (см. 
рис. 1-1) соответствуют основному и метастабильному 
состояниям ионов хрома. Уровень 3 включает возбуж­
денные состояния, переходы на которые осуществляются 
вследствие поглощения накачки. Энергетические состоя­
ния А* заменяются уровнем 4. Уровень 4 не оказывает 
непосредственного влияния на генерационные характе­
ристики рубинового ОКГ, которые описываются трех­
уровневой схемой. Однако учет его необходим при рас­
смотрении источников тепловыделения [Л. 1-3, 1-4].

В рассматриваемой схеме поглощение накачки приво­
дит к возбуждению ионов хрома с уровня 1 на уровень 
Ю



3. Затем возбужденные ионы безызлучатёльно переходят 
в состояния 1 и 2.

Вероятности переходов р31 и р32 значительно превы­
шают вероятность дезактивации метастабильного уровня, 
а также вероятность поглощения в невозбужденном со­
стоянии. Поэтому населенность третьего уровня N3 суще­
ственно меньше Nu и практически все ионы находятся 
в основном и 'метастабильном состояниях

Ni+N2~N.  (1-1)

В этом случае мощность тепловыделения в канале
3— >1 определяется соотношением

<7зі('t)—Ni{t) j  Bl3{v)u(v, t)[ \—r\{v)]hvdv, (1-2)

где ß i3(v )— спектральный коэффициент Эйнштейна, со­
ответствующий переходу 1— ьЗ; и (у) — спектральное 
распределение плотности радиации накачки в веществе; 
ч]=р32 І(рзі +  р32 ) — квантовый выход люминесценции
в і?-линиях. Интегрирование в (1-2) проводится по поло­
сам поглощения невозбужденного рубина.

Вводя среднюю частоту перехода ѵзі и усредненные 
значения Bui3 и г[Ви\3, получаем:

q3l(t) =Ni(t)[Bui3—r\Bul3]hv3l. (1-3)

Аналогичным образом можно записать соотношение 
для мощности тепловыделения в канале 3— »-2

<J3z(t)—Ni(i)r\Biii3hv32. (1-4)

Поглощение радиации накачки метастабильными ио­
нами приводит к дополнительному выделению тепла 
с мощностью

<742 ( t) —  N 2 ( if) B u 2,JiVi2. (1-5)

Общая мощность тепловыделения определяется сле­
дующим выражением:

q(t) —Ni(t) (Bui3hv3i—4]Bui3hv3i+-Y\Bui3hvs2) +!
+  N2 (t) В u2ijiviy2. (1-6)

Из приведенных выше соотношений следует, что мощ­
ность тепловыделения в каналах 3— >1 и 3— *2 зависит 
от населенности первого уровня Nь а в канале 4—->2 от 
населенности второго.
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В отсутствие генерации при прямоугольной форме 
импульса накачки длительностью т зависимости Ni(t) 
и N2(t) для можно представить в виде

N, (t) — N 

Ns (t) =  N

Ргі + 1\В" п — (і)Віііз + Аі)<
ЦВи 13 +  Рг 1 ‘ЦВи 13 +  />21

п —(г)Ви,з+/>я)<і
Tlßû  +  jO,, [1 - е -

(1-7)

■В режиме квазистационарной генерации населенно 
стп уровней энергии не зависят от времени

1 +  5Nt = N - ; M2 =  N- (1-8)

В (1-8) б — параметр, равный отношению коэффи-' 
циента потерь к предельному коэффициенту усиления к 
в /?і-линии. В максимуме полосы усиления

к Р:
8лѵ 5. Дsi (1-9)

где V — скорость распространения света в рубине; Дѵ — 
■полуширина /? i-л шиш.

Количество выделившегося тепла в единице объема 
к моменту времени t при отсутствии генерации опреде­
ляется следующими соотношениями:

<?„ +  <?„ =  И (Л ѵ„ -  ,ftv„ +  Tftv, J {  +

+  ( X + k , ) -  l ‘ ( ЫЧ
n  __ап,., I "цВи13Ви2іі У]Вии Ви2і \ y

42\  (Ѵ)5«,з +  Л,) ' hß«13 +  ft,)2 A
X [1 - e - (’)ßüI3+ftl);] l .  (1-11)

Из соотношения (1-10) следует, что энергия тепло­
выделения в каналах 3— *1 и 3— *-2 увеличивается с на­
качкой лишь в области малых мощностей накачки. При 
больших интенсивностях (гіВиіз^ргі; r]Bwi3̂ 1) вели­
чина (Q31 +  Q32) не зависит от BuiS

Q3l +  Q32 =  Nliv3l -^ - ( l  ( P J +  1). (М 2)

12



С увеличением накачки количество выделившегося 
тепла Q42 все время возрастает. При больших интенсив­
ностях возбуждения Q/l2 увеличивается линейно с накач­
кой

Q*2 =  Nhvi3Bu2i ^  - - і _ ѵ  (1-13)

'В зависимости от спектроскопических свойств веще­
ства и спектрального распределения интенсивности на­
качки возбуждение системы может приводить к измене­
нию мощности тепловыделения. Однако, как показали 
теоретические и экспериментальные исследования, при 
накачке рубина импульсными лампами приближенно вы­
полняется следующее соотношение {Л. 1-1]:

В и 13/г V31— т) Виізкѵзі+ т ) В Uishvsi»  В UzJivtz- ( 1 - 1 4 )

Вследствие этого общая мощность тепловыделения 
практически не зависит от распределения ионов хрома 
по энергетическим уровням {см. ( 1-6 )]

q(t) =  N (Bui3hv3i— т) В ui3hv3i -\-r\Bu\3hvsi). (1-15)

Количество выделившегося тепла за время действия 
импульса накачки

Q =  W[(l — 4) К ,  +  т)/іѵ32] ^Bus3(t)4t (1-16)
о

пропорционально энергии возбуждения и концентрации 
активных центров Сг3+.

Рассмотрим влияние поглощения накачки возбужден­
ными ионами хрома на величину мощности тепловыде­
ления в рубине. В режиме квазистационарной генерации 
отношение мощности ^42 к мощности 'тепловыделения 
в каналах 3— >■! и 3— *2 равно:

?42 _ 1 Ч~ Д
4зі +  4з2 1 — ® (1-17)

Как следует из (1-17), при малых потерях (б-СІ) 
мощность тепловыделения q^ составляет половину общей 
мощности q. С увеличением величины потерь (увеличе­
нием б) роль источника тепловыделения вследствие по­
глощения с метастабильного уровня возрастает. Так,при 
6 = 0 ,3  величина q̂ . примерно вдвое превышает мощ­
ность (qsi +  qsz).

13



Температурная зависимость спектроскопических ха­
рактеристик рубина (квантового выхода люминесценции 
и ширины Ri-линии) приводит к некоторому перераспре­
делению вклада различных переходов в трансформацию 
поглощенной энергии в тепло. В частности, в режиме 
квазистационарной генерации с ростом температуры 
увеличивается выделение тепла в канале 4— *■2 вследст­
вие расширения Ri-линии (увеличения б). Уменьшение 
квантового выхода люминесценции с температурой обус­
ловливает увеличение мощности з̂і и уменьшение qzz- 
При этом общая мощность тепловыделения с повыше­
нием температуры возрастает. Однако этот рост срав­
нительно невелик (10—15% при нагреве рубина на 
50°С) и поэтому для оценки величины тепловыделения 
можно пользоваться приближенным соотношением 
(1-16).

Используемые для накачки импульсные лампы обес­
печивают величину T]Swi3«  (40ч-100) ргі при длительно­
стях т ^ 5 -1 0 -4 сек. Средние значения энергии квантов 
/гѵіз =  3,9- ІО-12 эрг, /гѵз2=0,98* 10_12эрг [Л. 1-1]. Квантовый 
выход люминесценции при комнатной температуре ц =  0,7. 
Тогда в случае прямоугольного импульса накачки (Вміз=  
=  50pzu т = 5 -  ІО-4 сек) при N=0,8-  ІО19 см~3 количество 
выделившегося тепла в единице объема составит 
11 дж-см~3 (мощность тепловыделения в импульсе 
q — 22 кет • см~3) .

В активных элементах твердотельных ОКГ распре­
деление радиации накачки, как правило, неоднородно 
по объему [Л. 1-1, 1-2], что обусловливает зависимость 
мощности поглощения и мощности тепловыделения от 
пространственных координат. Для цилиндрического 
стержня радиусом R радиальное распределение мощно­
сти поглощения при изотропной накачке определяется 
следующим образом:

kI3(v)

k (v) R) dv\

k (v) = k 13 (v) - f  k.Jv), 
(1-18)

где k° (v) — коэффициент поглощения радиации "накачки 
в канале і— »-/, когда все частицы находятся на і-м уров­
не; со — относительная плотность излучения накачки 
в стержне, зависящая от ry=r/R и величины k(v)R 
[Л. 1-1]
14



Обозначив через /гм и им максимальные 
!і°іj(v) и и(ѵ), введем безразмерные функции

значения

*?3 (ѵ)
2̂4 (Ѵ) :

Ща (V) « ( V ) (1-19)

с помощью которых мощность тепловыделения можно 
представить в виде [Л. 1-5]

д{п)~ ькииыН{ги kiU R, У). (1-20)
В выражении (1-20)

Ус /Ѵ2 —  N, 
N

Я  =  - 1 | ф і ( ѵ,У)со [ r „ Ф2 (ѵ,У) dv;

Ф, — ^/(ѵ)[(1 — У)р^13 +  (1 - f  У)/См];
Ф2==(1 _ у ) /< ]з +  (1 + У)Кг4;

(1- 21)

Функция H(ri,kMR) для полированного рубинового 
цилиндра (У=1/3, ß=0,52) приведена на рис. 1-3. Спек­
тральное распределение плотности накачки и(ѵ) соот­
ветствует излучению ао- 
солютно черного тела 
с температурой Т =
=  8 000 К. Рисунок 1-3 
иллюстрирует характер 
радиальной зависимости 
мощности тепловыделе­
ния от величины kuR. 
При малых значениях 
М ? < 1  мощность тепло­
выделения в центре по­
лированного цилиндриче­
ского стержня примерно 
втрое больше, чем у бо­
ковой поверхности. С уве­
личением величины kMR 
перепад мощности тепло­
выделения по сечению ак­
тивного элемента умень­
шается.

Источники тепловыде­
ления, обусловленные по­

Рис. 1-3. Радиальная зависимость 
функции Ң(гх).
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глощением активными центрами излучения накачки, иг­
рают определяющую роль, однако не являются единствен­
ными. Некоторый дополнительный нагрев активных эле­
ментов может быть связан с поглощением энергии са­
мой матрицей. В частности, для рубиновых стержней 
интенсивное поглощение сапфира проявляется в ультра­
фиолетовой области (Л,<С250 нм). Для уменьшения на­
грева активных элементов обычно используются филь­
тры, поглощающие ультрафиолетовое излучение ламп 
накачки. Фильтрация излучения приводит также 
к уменьшению поглощения активными центрами в уль­
трафиолетовой области, которое может быть источником 
достаточно эффективного тепловыделения. Другим ис­
точником нагрева является теплообмен рабочих стерж­
ней с осветителем, температура которого также повы­
шается вследствие поглощения излучения накачки 
[Л. 1-4]. Влияние этого фактора в значительной степени 
зависит от конструктивных особенностей осветителя и 
системы охлаждения, и его следует рассматривать от­
дельно в каждом конкретном случае.

1-2. ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИЕ И МЕХАНИЧЕСКИЕ
СВОЙСТВА ЛАЗЕРНЫХ МАТЕРИАЛОВ

В качестве активных сред твердотельных ОКГ ис­
пользуются разнообразные кристаллы с примесью ионов 
редких земель или металлов переходных групп и стекла, 
активированные редкоземельными ионами. Эти матери­
алы сильно различаются по физическим свойствам. 
В настоящее время наиболее широкое распространение 
получили оптические квантовые генераторы на рубине, 
иттрий-алюминиевом гранате и стеклах с примесью 
ионов неодима. Не останавливаясь на характеристике 
свойств всего многообразия лазерных материалов, рас­
смотрим теплофизические и механические свойства не­
которых из них.

Рубин характеризуется высокой теплопроводностью 
по сравнению с другими лазерными материалами, кото­
рая в сочетании с механической прочностью способст­
вует широкому использованию рубина в качестве ак­
тивных элементов ОКГ и особенно для создания ОКГ 
с большой средней мощностью генерации (большой 
частотой повторения импульсов).

Анизотропия тепловых свойств рубина выражена 
сравнительно слабо. Отношение коэффициентов- тепло-
16



проводности вдоль и 'перпендикулярно оптической оси 
при комнатной температуре составляет 1,11 [Л. 1-6].

Температурная зависимость теплопроводности и теп­
лоемкости рубина в широком диапазоне температур ис­
следовалась многими авторами. Зависимость коэффици­
ента теплопроводности рубина к от температуры по 
данным работы [Л.1-7] приведена на рис. 1-4. Характер-

Рис. 1-4. Зависимость коэффи- Рис. 4-5. Температурная зави-
циеита теплопроводности руби- симость удельной теплоемко-
иа (1) от температуры (2— медь сти рубина, 
для сравнения).

ным для руоина является сильное увеличение к при 
понижении температуры. При температуре жидкого 
азота коэффициент теплопроводности рубина выше, чем 
меди. В области 20—40 К теплопроводность рубина 
достигает максимального значения, а затем уменьша­
ется (рис. 1-4).

Теплоемкость рубина с увеличением температуры 
возрастает (рис. 1-5) (Л.1-8]. Температурная зависи­
мость удельной теплоемкости при Т> 273 К прибли­
женно описывается следующим соотношением:

с(Т) =  (1,079 +1,74 ■ 10-4Г—3,04 • 1047’- 2), дж • г-* ■ К~к
( 1-22 )

В области комнатной температуры, как следует из 
рис. 1-5 и соотношения (1-22), зависимость с(Т) выра­
жена сравнительно слабо. Так, повы
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of 0 до 100°С приводит к увеличению теплоемкости при­
мерно на 25%.

Для описания упругих свойств кристаллов обычно 
используются следующие параметры: модуль упругости, 
модуль сдвига и коэффициент Пуассона. По данным 
[Л. 1-9] модуль упругости вдоль направления оптической 
оси Д (| =3280 000 кгс-смг2, перпендикулярно оптиче­
ской оси Д± =  3 200 000 кгс-слг2. Расчет модулей упру­
гости через коэффициенты податливости [Л. 1-10] приво­
дит к следующим значениям: Е = 4  600 000 кгс-смг2, 
Е± = 4  250 000 кгс-см~2. Усредненный по направлениям 
коэффициент Пуассона при комнатной температуре ра­
вен 0,27. Плотность розового рубина р =  3,984 =
3,998 г • слг3.

Упругооптические постоянные для корунда приведе­
ны в [Л. 1-11, 1-12]: /7ц =  0,125; /?33=0,23; р44= 0,1;
Ріа=0,038; р13=0,005; р3і =  0,032; р14=0,018; р41=0,01.

Главные значения температурного коэффициента 
расширения рубина (при комнатной температуре) «ті=  
=  cst2=5 • ІО-6 dC~1, атз=6,66-10-° °С-і і[Л. 1-6].

Показатель преломления рубина увеличивается с по­
вышением температуры. Для обыкновенного луча 
diio/dT—13,6 • 10-0°С-1, для необыкновенного луча 
dn0/d T = U ,7 - Ю -^С-^Л. 1-13].

Вследствие анизотропии физических свойств проч­
ность рубина зависит от кристаллографического направ­
ления, вдоль которого приложено усилие. Имеющиеся 
в литературе данные по механической прочности рубина 
сильно различаются, так как на величину прочности 
влияет большое число факторов. По данным [Л. 1-9] 
прочность кристаллов корунда на изгиб при нагрузке 
перпендикулярно оптической оси около 3 700 кгс - см~2, 
параллельно оптической оси 5 800 кгс-смг2. Прочность 
на сжатие составляет (3 =  7) ІО3 кгс-см-2 при парал­
лельном и ( 1 = 2 ) - І О 4 кгс-см~2 при перпендикулярном 
направлении приложенной силы относительно оптиче­
ской оси.

Широко используются в лазерной технике различ­
ные стекла: боратные, силикатные, фосфатные, лантано- 
вые и др. Преимуществом стекол перед другими мате­
риалами является их высокая оптическая однородность 
и возможность изготовления активных элементов раз­
личной конфигурации и больших размеров (длиной до 
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1— 2 м). Кроме того, физические 'параметры стекла мож­
но варьировать, изменяя химический состав.

Для оценки коэффициента теплопроводности X, 
удельной теплоемкости с и температурного коэффици­
ента расширения ат стекла в зависимости от химиче­
ского состава можно использовать следующие соотно­
шения [Л. 1-14]:

X — 2  ХіРі,

С  =  К] С і Р і \ 

і I

ат іРі >

(1-23)

где рі — процент г-го окисла по массе. 'Значения Сь 
Отг при комнатной температуре для основных компонен­
тов стекол приведены в табл. 1-1 [Л. 1-14].

Коэффициенты для расчета свойств стекол
Т а б л и ц а  1-1

Окислы
X . . 10«,гкил-см~1-сскш1 • °С"1

c^ - 102, кал -г" 1- 0С"1 V 10’- °c->

SiOa 0 ,2 0 8 0 ,1 7 0 ,2 7
В203 0,361 0,21 0 , 0 3 3 -
а і2о 3 0 ,2 5 5 0 ,1 9 1 ,6 7
A s 20 3 0 ,1 6 6 0 ,1 2 5 0 ,6 7
Sb20 3 0 ,1 5 5 0 ,1 2 ---- ' 1

MgO 0 ,3 1 9 0 ,2 4 5 0 ,0 3 3
CaO 0 ,2 7 7 0 ,1 5 1 ,6 7
ВаО 0 ,0 7 5 0 ,6 6 5 1,00
ZnO 0 ,1 6 6 0 ,1 5 0 ,6 0
Pb О 0 ,1 2 7 0 ,0 5 4 1,00
Na20 0 ,3 0 5 0 ,2 5 5 3 ,3 3
K2O 0 ,1 3 8 0 ,1 5 5 2 ,8 3

Как следует из табл. 1-1, увеличение содержания 
окислов В2О3, Na20 , CaO, А120 3 приводит к повышению 
теплопроводности стекла. Стекла с большим содержа­
нием РЬО и ВаО обладают меньшей теплопровод­
ностью. С увеличением концентрации MgO, ВаО, Na20 3 

теплоемкость стекол возрастает. Влияние других окис­
лов проявляется слабее.
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Ниже приводятся данные, иллюстрирующие влияние 
химического состава на теплофизические и механические 
свойства для пяти неодимовых лазерных стекол а, Ь, с, 
d, е [Л. 1-15], химический состав которых приведен 
в табл. 1-2.

Таблица 1-2
Химический состав стекол (в процентах)

Окислы Л b C d e

SiO, 66,6 61,3 67,8 66,3 66,i
І_і20 1,0 1,0 — — 14,5
NasO 6,7 6,2 7,9 3,4 —

К20 10,0 17,2 13,8 18,2 —

CaO — — — — 10,1
BaO 5,5 ' 3,0 3,3 3,5 —

PbO — — 1, 1 1,8 —

ZnO 1,6 1,8 — — —

A120 3 1,8 1,9 — — 4,4
Nd2Oj 5,4 5,8 5,5 3,5 3,4
S b ,03 0,8 0,8 0,9 3,2
C e02 — — — — 0,5
T i02 — — 0,19 0,39 —

По сравнению с рубином теплопроводность стекол 
значительно ниже. При комнатной температуре тепло­
проводность рубина превышает теплопроводность стек­
ла в 40—50 раз. Зависимость X от температуры выра­
жена сравнительно слабо. Так, для стекла е увеличе­
ние температуры от 0 до 100°С приводит к неболь­
шому повышению теплопроводности от 1,19 до 
1,34 вт-м~1-°С-1. Удельная теплоемкость стекол а и Ь, 
рассчитанная с учетом данных табл. 1-1, составляет 
0,8 и 0,77 дж • а-1 • °С_1 соответственно. Сведения о других 
свойствах стекол по данным работы [Л. 1-15] приведены 
в табл. 1-3.

Температурный коэффициент линейного расширения 
стекол ат в зависимости от химического состава можно 
варьировать в довольно широких пределах. Так, для 
лазерных стекол, обзор свойств которых приведен 
в [Л. 1-16], темпратурный коэффициент линейного рас­
ширения изменяется в пределах (6,7-н 10,9) ■ 10_G°C_). 
Значения ат, dn/dT, Е для некоторых других марок сте­
кол содержатся в табл. 1-4 [Л. 1-17].
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Свойства стекол
Т а б л и ц а  1-3

Параметр
Стекла

а b С d е

Модуль упругости Е, 6 ,9 5 6,71 6 ,5 4 6 ,2 7 9 ,2 7
ІО6 кгс-см~г 

Модуль сдвига G 2 ,7 9 2 ,6 6 2,61 2,51 3 ,6 2
Коэффициент Пуассона ѵ 0 ,2 1 8 0 ,2 3 6 0 ,2 2 9 0 ,2 2 6 0 ,2 5 5
Плотность р, г-см~3 
dn'

2 ,6 0 2 ,6 2 2 ,5 9 2 ,6 0 2 ,5 5

d T ’ ' ° - с с -  
Упругооптнческие ноэффи-

— 1 ,8 —  1,6 — 0 , 3 — 4 , 0 2 ,8

циенты;
Рп 0 ,1 3 4 0 ,1 3 9 0 ,1 3 9 0 ,1 5 3 0 ,1 0 5

Р12 0 ,2 2 5 0 ,2 1 8 0 ,2 2 2 0 ,2 3 2 0 ,1 8 4

Т а б л и ц а  1-4

Марка стекла V I0- “ °е "  ,» -с Е, 10s кгс-см'*

к г с с - з 10,2 —2,8 6 ,5
П Г Л С -1 9 ,6 , -0 ,4 7 ,5
Г Л С -2 9 ,8 — 1 ,6 6 , 9

Прочность стекла сравнительно невысока (300— 
800 кгс • см~г) и зависит от химического состава, обра­
ботки боковой поверхности, размеров стержня, наличия 
дефектов и других факторов.

Т а б л и ц а  1-5
Свойства иттрий-алюминиевого граната [Л. 1-11, 1-18, 1-19]

} ,  81)1 - СМ “ 1 • С С~ * р, г - с А Г 3 с , д ж > г тХ’ ° а  , І О “ *5 ° С - 1 Е , 10е к г с ‘ Са г *

0 ,1 4 4 ,5 5 0 ,6 3 9 ,3 2 ,9 4

Продолженае табл. 1-5

V -Л - ,  іо-« °с ->
сІТ A i - 10“ Р ц - 10» л . - ю *

0 ,2 5 7 ,3 — 2 ,9 0 ,9 1 — 6 ,1 5
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Теплофизические свойства вольфрамата кальция 
и флюорита [Л. 1-16]

Т а б л и ц а  1-6

Лазерный материал р, г-см'3 с, дж -г“1-°С"1 X, вш*слг1-°С"1

CaWO,t 6.06 0,43 0,04
CaF2 3,18 0.85 0,097

Свойства иттрий-алюминиевого граната, вольфрамата 
кальция и флюорита при комнатной температуре приве­
дены в табл. 1-5 и 1-6.

1-3. УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Рассмотрение задачи о нагревании активных эле­
ментов под действием радиации накачки сводится в об­
щем случае к решению уравнения теплопроводности, ко­
торое описывает пространственно-временное изменение 
температуры в веществе. Для изотропных тел диффе­
ренциальное уравнение теплопроводности имеет следую­
щий вид [Л. 1-20]:

с (Т) р (7') - ^  =  div [Я (Г) grad Т] +  q, (1-24)

где Т — пространственно-временное распределение тем­
пературы; q — мощность объемного тепловыделения, за­
висящая от пространственных координат и времени.

Если коэффициент теплопроводности Я не зависит от 
температуры, то из (1-24) следует:

"fp =  а div (grad Т) -[- -3— , (1-25)

где а=Х/ср — коэффициент температуропроводности ве­
щества.

Для решения уравнения теплопроводности (нахожде­
ния распределения температуры в объеме вещества 
в произвольный момент времени) необходимо задать 
краевые условия: распределение температуры в началь­
ный момент времени (начальное условие); геометриче­
скую форму активного элемента и закон взаимодейст­
вия между его поверхностью и охлаждающей средой 
(граничное условие).
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При рассмотрении теплового режима активных эле- 
* ментов распределение температуры в начальный мо­

мент времени обычно принимается равномерным (тем­
пература в каждой точке объема равна температуре 
охлаждающей среды).

Перенос тепла в объеме активного элемента твердо­
тельного ОКГ осуществляется путем теплопроводности. 
Теплопередача на поверхности тела может происходить 
в общем случае посредством теплопроводности, конвек­
ции и излучения. В зависимости от роли того или дру­
гого типа теплообмена граничное условие может быть 
задано различными способами. Применительно к актив­
ным элементам твердотельных ОКГ наиболее распрост­
раненными являются жидкостные и газовые системы ох­
лаждения. В этих условиях осуществляется конвектив­
ный теплообмен между поверхностью активного элемен­
та и охлаждающей средой.

Закон взаимодействия между поверхностью твердо­
го тела и охлаждающей средой при конвективном тепло­
обмене обычно записывается в следующем виде (гра­
ничные условия третьего рода):

Я(4тг) + * [ Т ао* - Т с\ =  0, (1-26)

где Тс — температура охлаждающей среды (в общем 
случае зависящая от времени); а — коэффициент тепло­
обмена; п — нормаль к поверхности тела.

Из граничного условия третьего рода при А/а— >0 
следует как частный случай граничное условие первого 
рода, когда температура поверхности тела равна тем­
пературе охлаждающей среды

Тао* = Т с. (1-27)
При малых значениях коэффициента теплообмена 

(а— ИЗ) из (1-26) следует частный случай граничного 
условия второго рода (нулевой поток тепла через по­
верхность тела).

Коэффициент теплообмена зависит от свойств ох­
лаждающей среды, геометрических размеров и фор­
мы сечения канала, режима течения хладоагента (ла­
минарный, турбулентный, переходный). В частности, 
при охлаждении газовым потоком коэффициент тепло­
обмена составляет (5• 10-4-ь-5■ 10~2) вт-см~2.°С-1. Жид­
костное охлаждение позволяет реализовать коэффици­
енты теплообмена (0,1 -т-1) ег • см~2 • °С_1 и выше.
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Глава вторая
СТАЦИОНАРНЫЙ ТЕПЛОВОЙ РЕЖИМ
АКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Стационарный тепловой режим реализуется в актив­
ных элементах ОКГ непрерывного действия. Режим не­
прерывной генерации в твердотельных ОКГ был осуще­
ствлен впервые на вольфрамате кальция с примесью 
ионов неодима [Л. 2-1], затем на стекле и иттрнй-алюми- 
ниевом гранате, активированных неодимом [Л. 2-2, 2-3], 
рубине [Л. 2-4]. В настоящее время ОКГ непрерывного 
действия привлекают все большее внимание благодаря 
возможностям, которые они открывают при решении 
ряда научно-технических проблем. Дальнейшее расшире­
ние применений непрерывных ОКГ требует рассмотрения 
вопросов, связаных с разработкой мощных генераторов, 
функционирующих при больших радиационных нагруз­
ках. В этой связи важное место занимают исследования 
теплового режима активных элементов ОКГ непрерывно­
го действия.

Кроме того, результаты расчета стационарных темпе­
ратурных полей могут быть использованы при исследо­
вании теплового режима активных элементов частотных 
ОКГ (см. гл. 3 и 4).

Ниже рассматривается стационарный тепловой режим 
активных элементов в форме сплошного цилиндра, ци­
линдра в оболочке, полого цилиндра, тонкой пластины 
при однородном и неоднородном распределениях источ­
ников тепла.

2-1. СПЛОШНОЙ ЦИЛИНДР

В большинстве случаев рабочее вещество твердо­
тельных оптических квантовых генераторов имеет фор­
му цилиндра, радиус которого значительно меньше дли­
ны. Поэтому при исследовании темпqpатурных полей 
цилиндрических активных. элементов можно ограни­
читься рассмотрением уравнения теплопроводности для 
бесконечного цилиндра. В этом случае при одинаковых 
условиях охлаждения каждого элемента боковой по­
верхности стержня радиуса R уравнение (1-25) и крае­
вые условия принимают следующий вид:

дТ  (г , t ) ___ (д°-Т (г, і) , 1
dt ~ а  [  дг2 ' г

1 д Т ( г , 1 )
г дг

24



7’ (r,0) =  7’0; (2-2)

(2-3)

Рассмотрим особенности стационарного теплового 
режима при однородном и неоднородном (осесиммет­
ричном) распределении . источников тепловыделения 
в стержне.

О д н о р о д н о е  т е п л о в ы д е л е н и е .  Для случая 
однородного тепловыделения (<7=const) решение систе­
мы (2-1) — (2-3) известно [Л. 2-5]:

где Ві= іaR/% — число Био, безразмерный комплекс, ха­
рактеризующий эффективность теплообмена активного 
тела с охлаждающей средой; Fo = at/R2 — число Фурье, 
безразмерный комплекс, представляющий время проте­
кания процессов; n ~ r / R  — безразмерный текущий ра­
диус; /лп — корни характеристического уравнения

A„ =  2Bi/[J0 (р.п) (|а2 -ф- Віа)] —коэффициенты, зависящие от 
числа Био.. Численные значения Ап и р„ табулированы 
(см., например, і[Л.'2-5, 2-6]); J0(p), Л(ц) ,  Jo(fWi) — 
функции Бесселя первого рода.

Выражение ( 2 - 4 )  при Fo— >~оо переходит в соотно­
шение, характеризующее распределение температуры 
в стационарном режиме

Из выражения (2-6) вытекает очевидный вывод, что 
профиль температурного поля и, следовательно, раз­
ность температур Д7Д;і между любыми двумя точками 
образца не зависит от условий охлаждения

X JoÜ V ,)exp(—prFo) , (2-4)

BiJo(p) =pJt(p.); (2-5)

(2-6)

(2-7)



О времени установления стационарного режима 
можно судить по величине коэффициента 6С, равного 
отношению среднеобъемных температур, вычисленных 
с учетом выражений (2-4) и (2-6). Зависимости коэффи­
циента 6с от чисел Fo для нескольких значений Ві пред­
ставлены на рис. 2-1.

На практике размеры активных элементов, эффек­
тивность охлаждения, мощность источников тепла, теп-

М 2 W'1 / w шг

Рис. 2-1. Оценка време­
ни установления стацио­
нарного температурного 
режима активного эле­
мента в форме кругово­
го цилиндра.

лофизические свойства вещества варьируются в широ­
ких 'пределах. Поэтому такие характеристики теплового 
режима, как время выхода на стационарный режим, 
максимальный нагрев, перепад температуры по сечению 
в зависимости от указанных факторов имеют большой 
диапазон изменения [Л. 2-11]. Так, в условиях водяного 
охлаждения для стержней из рубина и граната число 
Био, как правило, не превышает 2, а для стеклянных 
стержней примерно на 'два порядка выше. Как показы­
вает расчет, для стержней цилиндрической формы при 
Ві =  2 возможности понижения уровня температур не 
исчерпаны. Для стеклянных материалов доступная реа­
лизация в условиях водяного охлаждения В і>20 теряет 
смысл. Последнее замечание весьма существенно, так 
как не требует создания для ОКГ на стекле систем 
охлаждения, рассчитанных на 'большие расходы жидко­
сти и значительные давления.

Максимальную температуру и максимальную раз­
ность температур между центром и поверхностью стерж­
ня рабочего вещества ОКГ можно определить, зная 
температуру, при которой возможна генерация. Более 
;гв



жесткие ограничения та 'Величину нагрева вытекают из условия обеспечения заданных характеристик ОКГ.
Н е о  д н о  ір о ' Д ' Н  о е т е п л о в ы д е л е н и е .  Плотность 

поглощения радиации накачки .по объему вещества 
в общем случае непостоянна [Л. 2-7—2-11]. Для анализа 
влияния неоднородности представим поле источников 
тепла в виде полинома по четным степеням /у

(2-8)
1

Решение уравнения (2-1) с учетом (2-8) описывает­
ся следующим выражением [Л. '2-12]:

Т(г„ Fo) -  Г0=  j  ( -  I)» ' ( i +  -  г? ) +
1I П Г 1 , _ ,  w+1 ^ J o  (HnrOexp ( - ; 4 Fo)

1 rc=I 
1

■ Х ( ( | + 1 - г : ‘) Ло М ^ г , .  (2-9)
о

Если положить г =  1, то последнее выражение пере­
ходит в (2-4). При t =  2 имеем:

т (r„ Fo) -  n = - g -  [„. (t +  -§ - -  r f ) -

— ( ! + " в )  гі ) — У] Лпі" ^
Л = 1

00
X  ехр (— p2Fo) - [ - У ] —  AnJ a (щ,г,) X

«=і ^
X f l  +  4 - - - V > xP (-^ F o )] .  (2-10)

Профиль температурного поля (2-9) в стационар­
ном режиме, как и в случае однородной накачки, не 
зависит от эффективности теплоотвода. При этом тем­
пература на поверхности активного тела определяется
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из 'Выражения
T ( \ ) - T c = qR2/(2X Bi), (2-11)

где 2 =  £  (— 1)г'+1аг-/і — усредненная по объему мощ- 
1

ность источников тепла. Как видно из (2-11), темпера­
тура .на поверхности не зависит от степени неоднород­
ности р а определен и я поглощенной радиации накачки, 
а определяется усредненной по объему .мощностью теп­
ловыделения.

Представим максимальную разность температур ЛГ” 
на оси и на-поверхности образца .в виде суммы

Д Г = Д Г Р+Ф,  (2-12)
т т ' 'Я D2

где Д7’̂  =  -|^------максимальная разность температур

при однородном тепловыделении с мощностью q\ т|) — 
поправка, учитывающая неоднородность распределения 
накачки по сечению стержня, которая определяется со­
отношением

'f =  S < - ‘), T n 1 ( 1 — г)-  (2-13)
1

На ірис. 2-2 для случая і =  2 приведена величина 
■перепада температур между центрам и .поверхностью

О s  /о

Рис. 2-2. Влияние неоднород­
ности поглощения радиации 
накачки на величину перепада 
температур между центром и 
поверхностью активного тела 
(в долях АТРт).
1 — для случая а2>0; 2 — для слу­
чая Oj<0.

стержня в долях А Т рП1 в зависимости от степени неодно­
родности источников тепла. В случае аг>0 плотность 
внутренних источников тепла увеличивается к центру. 
Піри этом щ/йз— *оо соответствует равномерной плотно­
сти тепловыделения, аі/аг=1 — максимальной неодно­
родности (поверхность вещества не поглощает излуче­
ние накачки). Как следует из рис. 2-2 (кривая 1), мак­
симальная разность температур между центром и по- 
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верх'ностыо (.піріи аі/а2= \ )  в 1,5 раза 'Превышает соот­
ветствующую разность температур при однородном теп­
ловыделении.

При аг<0 плотность поглощенной радиации накач­
ки уменьшается к центру. При этом aja^ — °° — соот­
ветствует однородному поглощению, а^а2= 0 — макси­
мальной неравномерности (энергия накачки не погло­
щается в центре). При аі/а2 =  0 величина поправки до­
стигает наибольшего значения, равного 0,5, но имеет 
знак, противоположный знаку в случае «2> 0  (кривая 2 
на рис. 2-2).

Таким образом, при а2> 0 имеет место увеличение, 
а при а2< 0 —уменьшение неоднородности температур­
ного поля в стационарном режиме. Колебания іразности 
температур на оси и на поверхности стержня находятся 
в пределах 1,5Д7^ •

Влияние 'неравномерности поглощения на -макси­
мальную температуру, достигаемую на оси стержня, 
можно оценить из отношения

Тп (0) — Та
Г? (0) -  г0 (2-14)

В табл. 2-1 (а2>0)  и табл. 2-2 (а2< 0) для случая 
і — 2 приведены значения величины отношения (2-14) 
при различных значениях а\/а2 и числа Ві. Как следует 
из приведенных данных, -с уменьшением числа Ві влия­
ние неоднородности тепловыделения на распределение 
температуры становится менее существенным. Влияние 
неоднородности распределения источников тепла на ве­
личину отношения (2-14) при различных числах Ві дано 
в табл. 2-1 и 2-2 {і — 2, а2> 0 и а2< 0 соответственно).

Таблица 2-1

Ві
а,/а,

1 1,25 2 5 10

0 ,1 1 ,0 2 1 ,0 2 1 . 0 ! 1,00 1 ,0 0
1 ,0 1 , 17 1,11 1 ,0 6 1,02 1,01

10 ,0 1,41 1,28 1,14 1,05 1,02
100,0 1 ,49 1,33 1,16 1,05 1 ,0 2

СО 1 ,5 0 1 ,3 3 ■ 1 ,1 7 1 ,06 1 ,0 3
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t  а й л и ц а 2-2

Ві —"і/Яа с
0 0,1 - 0,5 I 5

0.1 0.9S 0,98 0,99 0,99 1,00
1.0 0,83 0,86 0,92 0,94 0,99

10,0 0,58 0,65 0,79 0,86 0,96
100,0 0,51 0,59 0,76 0,84 0,96
СО 0,50 0,58 0,75 0,83 0,95

Результаты, представленные па .рис. 2-2, следует 
рассматривать как предельные (при Ві— *оо) для отно­
шения (2-14).

На практике обычно принимаются соответствующие 
меры по уменьшению неоднородности распределения 
накачки (специальные конструкции осветительных си­
стем, оптимизация геометрических размеров активных 
элементов). Если удается обеспечить [а і/агі^ б , то 
можно считать иоле -накачки однородным. В этом слу­
чае ошибка приближения не превышает нескольких 
процентов.

2-2. ЦИЛИНДР В ОБОЛОЧКЕ

Применение в качестве активного элемента ОКГ 
стержня цилиндрической формы в гомогенной неактиви- 
рованной оболочке улучшает характеристики ОКГ: уве­
личивается плотность и уменьшается неоднородность 
поглощения энергии возбуждающего света, уменьшается 
уровень радиационного шума, связанного с существова­
нием паразитных мод (см., например, [Л. 2-10]). Кро­

ме того, при введении иепоглощаю- 
щей оболочки в конструкцию активно­
го тела цилиндрической формы может 
иметь место так называемый эффект 
оребрения, проявляющийся в увеличе­
нии тепловых потерь. Конкретным при­
мером такого активного тела может 
служить цилиндр из сапфира, в цен­
тральную часть которого введены ионы 
хрома {Л. 2-13, 2-14].-Радиусы ядра и 
оболочки в указанной оптимальной 
конструкции находятся в отношении 
\/п (п — показатель преломления сап- 
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фира). Общий вид цилиндра в оболочке приведен на 
рис. 2-3. Температурное поле такой составной системы 
из двух тел можно 'получить, используя известные ре­
шения для цилиндра с внутренними источниками тепла 
[Л. 2-15—2-17]: 

для 0 ^  /у«̂ ; 1

7’HÄW(r1) =  - ^ - ( l  +  w  +  2 1 n Ä - r ^ ;  (2-15)

для 1 <  г, <  /г

Тоболочки О',) =  (іГвГ ~  ІП т ) '  <2-16>

Здесь Г і  =  г / г 0 — безразмерный текущий радиус ак­
тивного тела; г0 — радиус ядра; R=kr0 — радиус оболоч­
ки; Ві =  аго/А, — число Био.

Оценим эффект введения оболочки. Для этого вы­
числим разность между температурой непокрытого 
стержня и ядра с оболочкой (значения коэффициентов 
теплообмена в обоих случаях полагаем одинаковыми)

А 7 W  (г,) -  Т ндра (г,) =  - I n k ) .  (2-17)

Как следует из (2-17), введение непоглощающей 
оболочки не изменяет профиля температурного поля 
в ядре, Дри этом имеет место только увеличение или 
уменьшение уровня температур в зависимости от значе­
ний k и Ві:

оболочка .приводит к снижению уровня температуры 
(условия теплоотвода улучшаются) при -̂ -g-Д-]> In &;

оболочка приводит к повышению уровня температу­
ры (условия теплоотвода ухудшаются) при <! In /г; 

тепловой поток равен тепловым потерям непокрытого
rk ■— 1 г, ,активированного стержня при =

Введем предельное число Био Відр для активных тел 
в оболочке

1 —
Віцр- 1п к (2-18)

31



Если значения Ві в конкретной системе охлаждения 
меньше величины ВіПр, введение оболочки улучшает 
условия теплоотвода.

На рис. 2-4 (кривая 1) приведены значения ВіПр как 
функции размера оболочкиД Так, для рубина ВіПр =  0,76 
(при k = n) означает, что пр'и жидкостном охлаждении 
для образцов с радиусами 0,35 и 0,6 см эффект допол-

Рис. 2-4. К сопоставлению тем­
пературных режимов активных 
тел ОКГ в оболочке и без обо­
лочки.
1 —условие равенства теплопотерь 
(ВіПр); 2 — условие наибольших 
теплопотерь (Ві?/1).

Рис. 2-5. Оценка влияния непо­
глощающей оболочки на темпера­
турный режим активированной 
части рабочего элемента.

«ительного охлаждения за счет .введения оболочки 
имеет место при коэффициентах теплообмена, не пре­
вышающих соответственно значений а =  9 800 и а =  
=  5700 8 г/ ( л22-°С). При воздушном охлаждении ВіПр =  
=  0,76 для рубина практически не реализуется и, следо­
вательно, в этих условиях введение оболочки приводит 
к уменьшению нагрева.

Для стеклянных образцов (при /е =  /г) значение 
ВіПр =  0,81. Вследствие низкой теплопроводности стек­
лянных материалов указанная величина достигается 
уже при воздушном охлаждении: а=0,019 вт • см~2 • °С_1 
для 'Г0 =  0,35 см и а =  0,011 вт- см~2-°С-* для Го=0,6 см. 
В этом случае наращивание на стеклянные образцы 
непоглощающей оболочки в условиях жидкостного охла­
ждения является нежелательным. Таким образом, веди-
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чина Ві„р устанавливает верхний предел числа Ві, выше 
которого эффективность охлаждения составного тела 
ниже, чем для непокрытого элемента.

Представляет интерес также определение значе­
ний Bim, при которых эффект дополнительного охла­
ждения активного тела при введении оболочки будет 
максимальным. Формула для подсчета величины Віт  вы­
текает из выражения (2-17)

Для рубина и стекла при k = n значения ВіПр соот­
ветственно равны 0,57 и 0,65. На рис. 2-4 отмечены зна­
чения Віпр и Bim для ряда наиболее распространенных 
активных материалов.

Влияние оболочки на эффективность теплоотвода 
можно проиллюстрировать, сопоставив температуру на 
оси стержня в оболочке и без оболочки

Результаты вычислений величины бо приведены на 
рис. 2-5. Как следует из рис. 2-5, теплоотводящая роль 
оболочки проявляется лишь при относительно малых 
значениях числа Био, т. е. при Ві<0,5. Однако допол­
нительное уменьшение температуры активного тела 
при этом может 'быть достаточно существенным. Так, 
для рубина с. оболочкой радиуса 2г0 при Ві =  0,1 темпе­
ратура на оси стержня уменьшается в 1,67 раза.

2-3. ПОЛЫЙ ЦИЛИНДР

Одним из вариантов формы активного элемента 
ОКГ является полый цилиндр [Л. 2-19—2-22]. В работе 
[Л. 2-19] описывается следующая конструкция (рис. 2-6). 
Цилиндрическая лампа 1 помещена в полость активного 
стержня 2 с внутренним радиусом- г0 и наружным 
R =  kr0. Вся система заключена в отражатель 3. В та­
кой конструкции достигается эффективное использова­
ние светового потока лампы, так как практически все 
излучение накачки проходит через рабочее вещество. 
Иногда рри помещении лампы накачки внутрь активно­
го тела зазоры между лампой и активным телом исполь-
3—298 33
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зуют для протока хладоагента с целью охлаждения 
лампы и активного тела [Л. 2-20].

Для полого цилиндра с однородным распределением 
источников тепла стационарное уравнение теплопровод-

I

Рис. 2-6. Активный элемент в форме 
полого цилиндра.

ности и граничные условия III ірода имеют следующий 
вид:

дТ (г, t) _  Г(Э2Г (г, /) I J _  дТ (г, t) 1 I q(r, I) 
dt ~~а дг~ ' г  дг J ср

[ d T i r J / d r ^ ^ B і, [/'(/,) — r t]ri =I;

-  \dT (rJ /drX^  =  •4- Bi2 \T (Л) -  U I=* ,

(2-21)

(2-22)

(2-23)

где Ti и Tz — температура охлаждающей среды на внут­
ренней и внешней поверхностях; Віі =  аіГ0Д; Ві2= а zR/M 
Гі — r/R] l ^ r i ^ k = R / r 0.

Стационарное распределение температуры в иолом 
цилиндре в соответствии с (2-21) — (2-23) определяется 
соотношением

2

T ( r J = ---- г\ -(-С, ln г, -j-C,. (2-24)

Постоянные интегрирования С, и С2 имеют следую­
щий вид: 

qr о
ж  \ Ш  Ві, +  2Ві2 +  (fe2 -  1) BI,Bi2] + B i ,B i2 (Т2 -  T t)

с -------------------------------------------------------------------------- •
1 Ві, +  Bi2 +  Bi, Bi2 1п/г
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(2-26)

С. =  -

ч<а
А\ [Bi, -f- к'1 Ві2 (Bi, Bi г — - 2 Bi 2) ln /г +  2 (/г2 —  1)]ф

Bi, +  Віг +

+  71, Bi, (1 +  Bi2 ln k) +  T t Bi2 
+  Bi,Bi2 lnfe

Рассмотрим некоторые частные случаи решения урав­
нения (2-21), которые могут быть полезны для анализа 
стационарного теплового режима активных элементов 
в форме полого цилиндра.

Если активное тело эффективно охлаждается по 
внешней и внутренней поверхностям (Bit— *00 , Віг—
Ti — Tz), формулы (2-25) и (2-26) упрощаются

С,:
qrä(k2 — i) 

4X l n f c

г  — qr° I Г 
Ü 2 —  4Х >•

(2-27)

(2-28)

При интенсивном охлаждении активного тела по < 
внутренней поверхности (Віі— >-оо) и тепловой изоляции 
внешней поверхности (Віг— *0) постоянные интегриро­
вания в выражении (2-24) записываются следующим 
образом:

С ,=
qk2r0 

2\ ’ (2-29)

с — qr° I Т
4Х >•

(2-30)

При Віі— Я), Віг— ôo температурное распределение 
до сечению элемента можно найти с использованием 
следующих выражений:

с , = 4 - ;  (2-31)

9

Са==-^-(/г2 — 2lnk) +  Tz. (2-32)
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2-4. ПЛАСТИНА

В качестве активных элементов используются так­
же -стержни прямоугольного сечения [Л. 2-10, 2-18]. Из 
стержней 'прямоугольного сечения наиболее широкое 
распространение получили активные элементы в форме 
тонкой пластины, толщина которой значительно меньше 
ее длины и высоты.

Температурное поле в тонкой пластине определяется 
из .решения системы уравнений:

gp дТд?'1) — div [Я grad Т (х, t)]-j-q(x, t)\ 

Т(х, 0 ) - 7 ’е =  0;
г дТЦх, t) 
[  дх і.ѵ=/і

=  a [ T ( x , t ) - T e]x=h,

(2-33)

(2-34)

(2-35)

где 2h — толщина пластины.
О д н о р о д н о е  т е п л о в ы д е л е н и е . При одно­

родном тепловыделении (q =  const) распределение тем­
ператур по сечению активного тела описывается извест­
ным соотношением:

T ( x ,F o ) - n = 4 £-  1+ 4 - - - 4 -

00

S -Т - An cos(іѵ О  ехр(— n*Fo) 
н-яП=\

(2-36)

где Bi = ah/X\ Fo =  at/h2\ x\ — x\h — безразмерная коорди­
ната, О^Хі^ і ; [х„ — корни трансцендентного характе­
ристического уравнения:

Bictgp,=p,; (2-37)

Л„ = ----  2 sin н-я-----------коэффициенты, зависящие от чис-
1” ®1П №п Н*п

ла Ві. Численные значения Ап и р.п табулированы и 
приведены в литературе (см., например, [Л. 2-5]).

При Fo— >-оо выражение (2-36) описывает распреде­
ление температуры в стационарном тепловом режиме

7 - ( x J - n =  $ г ( 1 + - ң - - * ? ) -  I2'38)
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Как и в случае цилиндрического стержня, перепад 
температуры по сечению пластины не зависит от интен­
сивности теплообмена с охлаждающей средой.

Время установления стационарного теплового режи­
ма зависит от числа Ві. На рис. 2-7 приведена зависи­
мость отношения среднеобъемных температур, рассчи­
танных с учетом (2-36) и (2-38), от числа Fo при раз­
личных значениях Ві. Как следует из расчета, с увели­
чением Ві время выхода уменьшается. При Ві>  10

------------------------------ і,о

0,8

Рис. 2-7. Оценка време- gg 
ни установления стацио- ' 
нарного температурного 
режима активного эле- д^ 
мента в форме пла- ' 
стины.

0.2

О * I

І0~2 <0Ч / ІО ю2

дальнейшее увеличение интенсивности теплообмена 
практически не влияет на время установления стацио­
нарного режима.

Н е о д н о р о д н о е  т еп л о в ы д е л е и и.е. Предста­
вим функцию распределения источников тепла следую­
щим полиномом:

<7 ( * . ) = £ ( -  1)і+1^ (і- ,). (2-39)
I

С учетом (2-39) решение уравнения (2-33). имеет
вид:

r ^ . F o b r ^ ^ - i ) ; !+1 . a-ih"
2\i (2t — 1)

2t
Bi

t  CO

+EE<-1 /1=1

fltftVn cos (p.nXi) exp (— ңр Fo) 
U  (2t — 1) (h-„ +  sin cos hJ X

X j  ( 1 +  TT ~  ) cos ( ^ i ) clx'- (2-40)
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При / =  1 выражение (2-40) .переходит в (2-36). По­
ложив / =  2, полудим:

с— +Т (xlt Fo) — Тс

—  -  л- '1 Ві Ѵі - sП—\
Ап cos ( р . „  Л- , )  ехр (— ^  Fo) +

+  S  л" cos (̂ вл:,) ( 1 -  i t  -  eXp (~  ^
(2-41)

В стационарном режиме температура на поверхно­
сти пластины определяется из выражения

Т (1 ) -Т с =  д/г2/(Ш), (2-42)
1

где g =  (— 1) І + 1 97377  — усредненная по объему мощ-
І

ность истопников тепла. Как следует из (2-42), темпе­
ратура на поверхности тела не зависит от характера 
распределения q{xі). Однако неоднородность тепловы­
деления влияет на величину градиента температуры по 
сечению пластины.

Представим максимальную разность температур 
АТпт в виде суммы (2-12). Поправка я|з на учет неодно­
родности распределения накачки по объему определя­
ется соотношением

I

1

Влияние неоднородности накачки на температуру 
в середине пластины (хі =  0) можно оценить из следую­
щего отношения:

Т" (0) — Та 
ТѴ (0) -  Та

В табл. 2-3 (dz< 0) для і =  2 приведены результаты, 
расчета отношения (2-44). Как видно из данных
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Т а б л и ц а  2-3

B1
-о,/иа

0 0,1 0,5 1 5

0,1 0,98 0,98 0,99 0,99 1,00
1,0 0,83 0,87 0,93 0,96 0,99

10,0 0,58 0,68 0,83 0,90 0,97
100,0 0,51 0,62 0,80 0,88 0,97

со 0,50 0,62 0,80 0,88 0,97

табл. 2-3, характер влияния неоднородности распределе­
ния источников тепловыделения на температурное поле 
в пластине такой же, как и в случае цилиндрического 
стержня. В частности, с уменьшением числа Ві влияние 
неоднородности становится менее заметным.

Глава третья

ТЕПЛОВОЙ РЕЖИМ 
АКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ

Наиболее типичным режимом работы твердотель­
ных ОКГ является импульсный с заданной частотой сле­
дования импульсов генерации. Рассмотрим процесс на­
грева активных элементов. До начала работы ОКГ 
(включения накачки) температура 'произвольной точки 
активного элемента равна температуре охлаждающей 
среды. За время действия накачки длительностью т н 
(период накачки) температура повышается и достигает 
значения Тн1. В последующий период между импульса­
ми накачки длительностью т 0 (период охлаждения) 
температура понижается до величицы То1. Через .про­
межуток времени тп =  т н + Т о ,  т .  е. Fo4= F oB +  Fo0 закан­
чивается первый цикл работы генератора. При повторе­
нии импульсов длительности периода накачки ти и пе­
риода охлаждения то, как правило, сохраняются от 
-цикла к циклу (рис. 3-1)..

Во втором цикле за время тн температура достигает 
значения Тіа, а за время т0 снижается до величины То2. 
При многократном повторении накачки с последующими 
периодами охлаждения нагрев активных элементов до-
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стигает квазистационарного состояния, характеризую­
щегося тем, что в сходственные моменты времени .после­
дующих циклов температурное -поле в активном элементе 
будет воспроизводиться. Основными характеристиками 
теплового режима являются уровень нагрева, время 
выхода в квазистационарио.е состояние и характер рас­

пределения температуры 
по сечению активного эле­
мента, которые в значи­
тельной степени зависят 
от теплофизических
свойств лазерных мате­
риалов, интенсивности 
теплообмена с охлажда­
ющей средой и частоты 
повторения импульсов. 
Если за время т0 темпе­
ратура во всех точках ак­
тивного элемента прини­
мает первоначальное зна­
чение, равное температу­
ре охлаждающей среды, 
то с точки зрения тепло­
вого режима и влияния 
его на генерационные ха­
рактеристики такой гене­

ратор повторяющихся импульсов эквивалентен генерато­
ру одиночных импульсов. Вследствие этого под частотным 
режимом работы ОКГ Целесообразно понимать такой 
режим, когда за время охлаждения между соседними 
импульсами накачки не достигается первоначальная 
температура, равная температуре охлаждающей среды. 
Такая классификация режимов работы ОКГ повторяю­
щихся импульсов является естественной, так как опреде­
ляющим фактором различия условий работы ОКГ оди­
ночных импульсов и частотных ОКГ является нагрев 
активных элементов.

В данной -главе исследуется тепловой режим актив­
ных элементов наиболее типичной формы в виде ци­
линдра (оплошной цилиндр, цилиндр в оболочке, полый 
цилиндр), длина которого значительно больше диамет­
ра. Предполагается при этом, что теплообмен с окру­
жающей средой происходит через боковую поверх­
ность. Интенсивность теплообмена постоянна по всей

Fo

Fo

Рис. 3-1 Схема нагрева активно­
го элемента импульсного ОКГ.
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поверхности и не зависит от времени. Вещество счита­
ется изотропным. Однако результаты могут быть 
использованы и для анализа теплового режима анизотроп­
ных элементов, обладающих слабой анизотропией теп­
ловых 'Свойств, в частности у рубина отношение коэф­
фициентов теплопроводности вдоль и перпендикулярно 
оптической оси невелико и составляет 1,11 [Л. 3-1]. При 
исследовании теплового режима .предполагается также 
независимость теплофизических характеристик вещества 
от температуры. Указанное допущение справедливо для 
активных элементов ОКГ, работающих в области ком­
натных температур, так как в этом случае температурной 
зависимостью свойств практически всех лазерных ма­
териалов можно пренебречь.

3-1. РЕЖИМ ОДИНОЧНЫХ ИМПУЛЬСОВ

П е р и о д  накачкіи. Нагрев активного элемента 
цилиндрической формы под действием импульса накач­
ки описывается решением уравнения (2-1) с началь­
ным (2-2) и граничным (2-3) условиями. Во время им­
пульса накачки распределение температуры Т(ги Fo) 
на активном элементе радиусом R при постоянной по объ­
ему и времени мощности тепловыделения q определяется 
известным соотношением (см., например, [Л. 3-2, 3-3])

00

л=1
тщ (/у, Fo) =  7V-f-

-IX2 Го *Л
). (3-1)

где

Л„ = - (l̂ n) 2 Bi

p£[Jo(p-»)+Jfü*«)] P-n ІР-Л +  Bi2l Jo (н-n)
(3-2)

При Bi— >»oo являются корнями функции Jo(l-l),
а коэффициенты Ап принимают вид:

А~
P-nJ 1 (р-л)

Практически можно считать, что условие бесконеч­
ного теплообмена (граничное условие первого рода) 
выполняется при Ві^ІОО. Этот случай реализуется, 
в частности, для стеклянных стержней при жидкостном 
охлаждении.
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При длительностях накачки T I t , удовлеі’воряющйх 
условию

К Fon <  1, (3-3)

расчет нагрева существенно упрощается. В этом слу­
чае, разлагая экспоненту в 'выражении (3-1) в ряд и 
ограничиваясь двумя первыми членами, получаем:

7’1Н(0 =  7’с +  ̂ г . (3-4)

При произвольной зависимости мощности тепловыде­
ления от t\ и I вместо (3-4) имеем:

t
=  (3-5)

о

Для твердотельных генераторов е импульсной накач­
кой условие (3-3), как правило, выполняется. Так, при 
комнатной температуре для стержней радиусом 0,5 см 
(ти= Ю ~ 3 сек) величина р2 Fo„ равна 0,55-10~3 р] (рубин); 
0 ,2 -10_3 рГ (иттрий-алюминиевыйгранат); 0,15• 10"’ р,2 (стек­
ло); 0 ,6 -ІО-4 р.2 (вольфрамат кальция). Соотношение (3-3) 
формулирует условие адиабатического нагрева. Как 
следует из (3-4), (3-5), температура активного элемен­
та во время действия накачки при выполнении усло­
вия (3-3) определяется мощностью источников тепло­
выделения и теплоемкостью вещества и не зависит от 
интенсивности теплообмена с охлаждающей средой и 
теплопроводности вещества. Адиабатичность нагрева 
является следствием кратковременности действия .им­
пульса накачки. Поэтому процессы теплоотвода и тепло­
проводности не оказывают влияния на распределение 
температуры, и температурное воле активного элемента 
совпадает с .распределением .источников тепловыделе­
ния.

Экспериментальное определение нагрева активных 
элементов ОКГ во время накачки сводится к исследо­
ванию поведения оптических свойств вещества, обус­
ловленному изменением температуры. Рассмотрению 
этого вопроса посвящен ряд работ (см., например, 
[Л. 3-4—3-21]). Так, в работе [Л. 3-4] исследование про- 
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цесса нагрева цилиндрических рубиновых стержней 
при изотропной накачке проводилось интерферометри­
ческим методом. При обработке интерферограмм для 
определения нагрева предполагалось, что изменение 
оптической длины резонатора обусловлено температур­
ным изменением показателя преломления и тепловым 
расширением рубина. Использованный в работе метод 
позволил получить картину изме­
нения температуры рубина по се­
чению стержня во время импуль­
са накачки длительностью около
3.5 мсек. На рис. 3-2 приведена 
временная зависимость нагрева 
на оси стержня при энергии на­
качки около 5 000 дж для образ­
цов рубина с концентрациями 
ионов хрома 0,007% (-0. 0,018%
(2) и 0,03% (3). В работах
[Л. 3-4, 3-5] установлена линей­
ная зависимость нагрева от энер­
гии накачки. Кинетика нагрева 
стержней из рубина и стекла 
с полированной и матированной боковыми поверхностя­
ми при анизотропной накачке исследовалась в работе 
[Л. 3-6]. Аналогичные исследования проводились для 
стержней из флюорита в диапазоне рабочих температур 
30-300  К [Л. 3-7].

При больших нагревах за время импульса исследо­
вание временного хода температуры затрудняется вслед­
ствие быстрого изменения интерференционной картины. 
В [Л. 3-8] для определения нагрева за импульс накачки 
использовалась зависимость двойного лучепреломления 
от температуры и возникающих температурных напря­
жений. Так как эта зависимость более слабая, то изме­
рения удалось выполнить с длинными стержнями руби­
на при больших энергиях накачки. По данным работы 
[Л. 3-8] нагрев на оси рубинового стержня (диаметр
12.5 мм, длина 110 мм) при энергии импульса накачки 
14,1 кдж составил 13,4°С. В работах і[Л. 3-9—3-13] изме­
нение температуры рубина определялось по сдвигу дли­
ны волиы генерации.

В указанных выше работах установлена зависи­
мость распределения температуры отконіфигурации осве­
тителя, характера обработки боковой поверхности

Рис. 3-2. Нагрев актив­
ного элемента под дей­
ствием импульса на­
качки.
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стержня, радиуса стержня, коэффициента поглощения 
радиации накачки. Сопоставление кинетики нагрева 
активных элементов с временным ходом импульса на­
качки экспериментально подтверждает адиабатичность 
процессов во время накачки.

При невыполнении условия (3-3) расчет температур­
ных полей необходимо проводить по формуле (3-1),. 
учитывающей процессы теплообмена с окружающей сре­
дой и перенос тепла по объему активного элемента. 
Невыполнение условия (3-3) может быть связано с от­
носительно большой длительностью импульса накачки, 
малым радиусом стержня или большим значением коэф­
фициента температуропроводности вещества а=Х/ср. 
В частности, условие (3-3) может нарушаться при охла­
ждении рубиновых стержней низкокипящей жидкостью 
вследствие сильного возрастания а (при понижении 
температуры рубина от 300 К до температуры кипения 
азота коэффициент температуропроводности возрастает 
примерно в 200 раз).

Для оценки влияния теплоотвода во время действия 
импульса накачки рассмотрим отношение величины на­
грева, определяемого соотношением (3-1), к его значе­
нию в предположении выполнения условия адиабатич- 
ности

8а
Дм (О. F°)—Тс , 

qR* Fo (3-6)

Отношение 6а рассчитывалось на ЦВМ «Минск-2» 
с учетом первых 30 членов ряда (3-1) при значениях 
Ві =  0,2; 0,5; 1; 2; 5; 10, <х> для о =  0; 0,4; 0,6; 0,8. Ре­
зультаты расчета представлены на рис. 3-3. Пользуясь 
данными рис. 3-3, можно в каждом конкретном случае 
оценить влияние теплоотвода на температурные поля 
активных элементов в процессе накачки. В качестве 
примера рассмотрим рубиновый стержень радиусом 
Д =  0,3 см, охлаждаемый жидким азотом, при длитель­
ности импульса накачки Тц=3-10-4 сек (Fon= 0 ,l) .  
В этом случае при значениях Ві =  0,5 и 100 величина ба 
соответственно равна 0,99 и 0,90 (о =  0,4); 0,98 и 0,77 
(/4=0,6); 0,95 и. 0,55 ( 0  =  0,8). Приведенная выше оцен­
ка для рубинового стержня носит приближенный ха­
рактер, так как при расчетах не учитывалась зависи­
мость теплофизических характеристик вещества от тем­
пературы. Поэтому для оценок данными рис. 3-3 можно
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Рис. 3-3. Зависимость Sa от Fon.
а — Сі —0; б — г,- 0 ,4 ;  в  — П -0 .6 ;  г — г, =  0,8.



пользоваться лишь в тех случаях, когда зависимость 
теплофизических характеристик от температуры прояв­
ляется слабо.

Исследование нагрева активных элементов ОКГ, ра­
ботающих в области температур, где зависимость Х(Т) 
и с(Т) сильно выражена, предполагает .рассмотрение 
нелинейной задачи теплопроводности. Нелинейность 
уравнения теплопроводности значительно усложняет за­
дачу, и ее .решение можно проводить, как правило, лишь 
приближенными методами. Более детально эти вопросы 
рассматриваются в гл, 5.

П е р и о д  о х л а ж д е н и я . Перейдем сейчас к рас­
смотрению охлаждения активных элементов после вы­
ключения импульса накачки. В этом случае распреде­
ление температуры по сечению стержня Т01 (Гі, Fo) опи­
сывается решением уравнения теплопроводности (2-1) 
при д — 0 с начальным условием, определяемым нагре­
вом (3-1) к концу импульса накачки длительностью tu

оо —[X- F~
7’ol(r1,0) =  r c +  ^ J ] A nJ0K r 1) ( l - e  “ “ ). (3-7)

n=1
Тогда охлаждение стержня после выключения накач­

ки описывается соотношением
00 — |±2 FoB — |А2 Fo

Тоі {г,, Fo) =  r c-f- AnJ0 ((inr,) {\ — e " ) e " .
/7 — 1

(3-8)
Здесь Fo =  o///?2, t — время, отсчитываемое от конца 

импульса накачки.
При выполнении условия (3-3) выражение (3-8) при­

нимает вид:
оо —ц2 Fo

T’oi (ri> Fo) — Тс-\— ^  BnJ0 (щ /,)e n , (3-9)
/i=i

где
Bn _____ 2Ji (Ия)____

Ня По (Ня) 4- J? (и»)]
(3-10)

В области значений критерия Био 
фициенты Вп равны:

Вп

(В і>100) коэф-

(3-11)
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Рассмотрим относительное изменение температуры 
после выключения накачки, -которое в соответствии 
с (3-9) принимает вид:

® Т01 (г), 0) — Т °  —  е

-HJ Foа

п=  1
где

Т0І (г1, 0 ) - 7 ’с= - ^ -  =  Д7’в

(3-12)

(3-13)

В табл. 3-1 приведены результаты расчета времени 
тц(Ѳ) и тп(Ѳ) достижения относительной температуры 
Ѳ =  0,5 ,и 0,1 в центре и на поверхности цилиндрических 
стержней радиусом R =  0,5 из рубина, иттрий-алюминие- 
вого граната, вольфрамата кальция и стекла в зависи­
мости от величины критерия Био.

Для расчета Ѳ при малых значениях Fo необходимо 
просуммировать большое количество членов ряда (3-12). 
При увеличении Fo основной вклад дают первые членыТ а б л и ц а  3-1
Время X ( с е к )  достижения относительной температуры  
Ѳ=0,5 и 0,1 для цилиндрических стержней радиусом /?=0,5 с м

Параметр Рубин, fl:=.0,135 см3 сек -1 Иттрий-алюмннневый гранат, 
ö=-0,05 см3‘Сек~1

Ві 0,4 0,8 1.0 2,0 4,0 0,4 0,8 1,0 2,0 4,0

ч),5 2 , 0 1 ,2 1 ,0 0 , 7 0 , 5 5 , 5 3 , 2 2 , 8 1 ,9 1 ,5

Х0,5 1 ,5 0 , 9 0 , 5 0 , 2 0 ,1 4 , 0 1 ,9 1 ,4 0 , 5 0 .1

-Д
0,1 6 , 3 3 , 5 3 , 0 1 ,8 1 ,4 17 9 ,5 8 . 0 5 , 0 3 , 8

•с"0,1 5 ,5 3 , 0 2 , 4 1 ,3 0 , 7 15 8 , 0 6 ,5 3 , 5 ,9

Параметр Вольфрамат кальция, 
а=0,013 смл»сегг1 Стекло, а--4 • О-3 а е - с е к ' 1

Ві I 2 4 10 20 1 4 10 20 100

ТЦ
Х0,5 и 7 ,8 5 , 8 4 , 8 4 , 4 35 18 15 14 13

,_п 
"0,5 5 , 4 2 , 0 0 , 6 ' 0 ,1 0 ,1 17 2 0 , 3 0 ,1 0 ,1

ТЦ
0,1 32 20 15 12 10 100 47 37 33 30

с
 о

 
е

26 4 7 , 8 2 ,8 1 ,0 81 24 8 , 8 3 ,1 0 , 2
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ряда и, начиная с некоторого значения Fo, определяе­
мого точностью расчета, можно ограничиться лишь 
первым членом ряда (3-12)

0 =  Д, J0 (fi.fj е_|1‘Ь0 . (3-14)

Тогда время, необходимое для охлаждения стержня 
на оси от температуры [Гоі(0, 0)—Гс] до значения 
[М О , Fo)— Тс], равно:

% ( ______^Ji (Нп)______ t T0i (о, о) тс
Нч« \ h » [ J q (h- J  +  J ? ( ^ ) J  T'oi (0 ,  F o ) - r 0

(3-15)

Для стеклянных стержней радиусом R (а—4Х  
ХІ0~3 см2- сект1) при жидкостном охлаждении (Ві ^  
^  100) соотношение (3-15) принимает вид:

i  =  43R2 ln 1 fi Ô, (0- в) --
' 7-0, (О, Fo) — Т0 (3-16)

В соответствии с (3-16) охлаждение на уровне 
Ѳ—0,05 на оси стеклянных стержней радиусом R =  0,5, 1 
и 5 см достигается за время 37 сек, 2;5 мин и 62 мин 
соответственно.

При малых значениях критерия Био (Ві<СІ) пере­
пад температуры по сечению стержня будет малой ве­
личиной по сравнению со средним нагревом. Поэтому 
процесс охлаждения определяется теплообменом между 
поверхностью стержня и охлаждающей средой. В этом 
случае охлаждение цилиндрического стержня можно 
описать балансным уравнением

СР-^ЧГ1- =  Т Г  (')]■ (3-17)

Решение уравнения (3-17) приводит ,к экспоненци­
альной зависимости температуры от времени:

2 at

ТогѴ) =  Тс +  АТИмае C?R. (3-18)

Выражение (3-18) можно непосредственно получить 
из (3-9). Действительно, при Ві— >-0 Bt— *1, а значе­
ния Bz, Вз . . .  стремятся к нулю, рі2— >-2Ві; Ло(ріГі)— >-1 
и, таким образом, соотношение (3-9) переходит в (3-18).

В рассматриваемом случае при начальном неодно-
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.родном по объему нагреве сначала устанавливается 
квазиоднородное распределение температуры по сечению 
стержня, а затем происходит экспоненциальное охла­
ждение.

Зависимость относительной температуры от времени 
имеет следующий вид:

2а t
Q =  e~ c?li . (3-19)

Тогда время достижения относительной температу­
ры Ѳ равно:

г = - ^ - 1 п Ѳ .  (3-20)

Выражения (3:18)— (3-20) описывают тепловой ре­
жим цилиндрических стержней из рубина и граната при 
воздушном охлаждении. Уменьшение относительной
температуры в е раз для рубинового цилиндрического
стержня радиусом =  0,4 см при значении коэффициен­
та теплообмена а=10~2 вт • см~2 • °С_1 произойдет за 
1 мин.

3 -2 . Ч А С Т О Т Н Ы Й  Р Е Ж И М

Расчет температурных полей активных элементов 
частотных ОКГ сводится к решению уравнения тепло­
проводности при периодическом выделении тепла с ча­
стотой следования импульсов накачки. Нагрев активных 
элементов цилиндрической формы достаточно подробно 
исследован в работах (Л. 3-22—3-<36]. В данном пара­
графе проводится анализ теплового режима, основан­
ный на результатах указанных выше работ.

С п л о ш н о й  ц и л и н д р . Уравнения теплопроводно­
сти для сплошного цилиндрического стёржня радиусом 
R, соответствующие тп-му импульсу накачки и пг-иу по­
р и о д у  о х л а ж д е н и я ,  к о г д а н а к а ч к а  в ы к л ю ч е н а , и м е ю т
с л е д у ю щ и й  в и д :

дТът{г1ш F o )  _  1 д 
öFo г ,  сіг,

( Гі + qR2
X 1 (3-21)

dTom(rlt F o )  _  1 д ( .  дТот(г:, F o ^ \ (3-22)
Ö F o  rl дгг Г 1 drx jГ

граничные условия

( - - n-‘-(̂ ;  Fo) = =  Bi [Тс -  r m(l, Fo)].

4—298

у (3-23) 
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Распределения температуры для первого периода на­
качки и первого периода охлаждения описываются вы­
ражениями (3-1), (3-8).

Начальное .условие для второго периода накачки 
имеет вид:

7 \* (а  0 )= Г о1(л1, Foo), (3-24)

где Fo0 — безразмерное время между двумя последова­
тельными импульсами накачки.

Производя интегрирование уравнений (3-21), (3-22) 
для последующих периодов с граничными (3-28) и на­
чальными условиями

Т„т(гі, 0) = 7 'от-і(Г ), Foo); (3-25)
Тот {fit 0 ) = 7 ’ІІт (Г і, FOm) , (3-26)

получаем выражения, описывающие нагрев активных 
элементов ОКГ, работающих в частотном режиме.

Распределение температуры по сечению стержня 
в т-м периоде накачки Тат(гь Fo) и т-м периоде охла­
ждения Т0т(Гі, Fo) при равномерном по объему тепло­
выделении <7 (Fo) определяется следующими соотноше­
ниями [Л. 3-29, 3-30, 3-34]:

С О

Тат (г„ Fo) =  Тс +  Вп [qn (Fo) +  Fnmqn (Fo„)] X
П— I

— Fo

X J . M «  " ; (3-27)
00

Tот (г„ Fo) =  r c - f ^ - ^  Вп{\ +  Fnm) qn (Foa) X
. n=l

— |J-n < F o H + 'F o )

X   ̂ >
где

Pp JJL̂pO
qn (Fo) =  ^ - J q (Fo) e " d Fo;

U

F,  ̂ 1V  Fo­rt Д

(3-28)

(3-29)

Bn имеет вид (3-10).
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В конце т-го периода (Fo =  Fo„ или Fo =  Fo0)
С О

Тa m  (/-„ FoH) =  Тс +  ВпЧп (FoH) (1 +  Fnm) X
/г=1

X  (Fh,’i) е
—|i2Foи (3-31)

7’om(r1,Fo0) =  7’c +  - i - ( F o H) (1 +  Fnm)X
n= 1

—fj-2 Fo4
XJo(Fn'-,)e " • (3-32)

Рассмотрим более подробно случай прямоугольного 
импульса накачки

<7n(Fo) =q\  O ^Fo^Fou. (3-33)
Тогда

Ri . h-:.Fo
qn( Fo) =  q ^ ( e n -  1) 

V-na
(3-34)

и соотношения (3-27), (3-28) принимают следующий 
вид [Л. 3-22—3-26, 3-30]:

пп 2 а -lÂFO
7’„m(/'1IFo) =  7’c +  - ^ - 2 ] ^ nJe (fi„rI) ( l - f I,me " );

Л=І
(3-35)

Tom (г,, Fo) =  То +  | j  AnJ0 K r ,) fome~^Fo . (3-36 )
n — I

Здесь коэффициенты An определяются (3-2), a f nm 
и fom — следующими выражениями:

h m =  1 -
-(m-l)F-F04 а 2

(e n - e  n ц); (3-37)
- e Ч РоД

-^Fo,
( l - e  n ). (3-38)-V-l Fo,n Д

Время отсчитывается от начала соответствующего 
периода накачки или периода охлаждения.
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К концу т-го периода накачки (Fo =  FoH) и т-го пе­
риода охлаждения (Fo =  Fo0) выражения (3-35) и 
(3-36) преобразуются к виду:

ТЯт (г,, FoH) — Тс 

Tom(ri,Fo0) = T c-

где

-К F0K
-̂ nJp (lxnFi) 0  e ) fmi

(3-39)
/г=і

qR2

/i=i
•̂ 71̂ 0 (FnFl) (1 £ ) X

—V2 Forn о (3-40)

-rnv-l Fo4
— е

-I1? F°n
(З-ЗО')

1 — £ rn 4

При выполнении условия (3-3) относительное рас-
7 _7

пределение температуры Ѳ = = -^ — — принимает вид:

Ѳат (г,, FOa) =  2  ( iV ,)  fmI (3-41)
Л = І

со —̂2 р0
Ѳ от(г„Ро0) =  1] " "і (3-42)

И=1

Как следует из .приведенных выше соотношений, на­
грев активных элементов в общем случае зависит от 
тѳплофизических характеристик вещества X и ср, коэф­
фициента теплообмена с охлаждающей средой а, часто­
ты следования импульсов накачки f, мощности тепло­
выделения q, радиуса стержня R. Значения указанных 
выше параметров могут варьироваться в довольно ши­
роких пределах. Для получения заданных генерацион­
ных характеристик оптимизация теплового режима до­
стигается соответствующим выбором значений этих па-' 
раметров.

Рассмотрим влияние различных факторов на основ­
ные закономерности нагрева активных элементов частот­
ных ОКГ. Выше отмечалось, что в начале работы ОКГ 
температура активных элементов изменяется от цикла 
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к циклу. На рис. 3-4 и 3-5 'приведены распределения 
относительной температуры по сечению цилиндрического 
стержня (^ = 0 ,4  см) из рубина (а =  0,135 см2-сект1, 
/=Ш  гц, Ві =  2) и стекла (а =  4-10_3 см2-сект1, Ві =  1 СЮ; 
f—'l гц) при водяном охлаждении, соответствующие 
концу m-го периода накачки. Как следует из (3-41)

распределение температуры ®Н7П (гь Foh) (3-41) в ру­биновом стержне.
Рис. 3-5. Относительное распре­деление температуры Ѳпт (о, Fon) (3-41) в стеклянном стержне.
и (3-42) и рис. 3-4 и 3-5, с 
увеличением m рост темпе­
ратуры замедляется и при 
достаточно большом значе­

нии т, определяемом величиной Ві и Fo4, достигает
квазистационарного значения, когда нагрев за импульс 
накачки длительностью тн равен охлаждению за вре­
мя То

Ѳноо (''і. рОи) =  B J a (у„Г,)
и!?I — е - ^ род

(3-43)

Ѳооо (гі> F° o )=  Bni°
- К  Foo

n=  1 1 — e
—V-- P°n n 4

(3-44)

До установления квазистационарного режима вслед­
ствие нестабильности температуры активного элемента 
параметры генерации изменяются от импульса к им­
пульсу. Прэтому время выхода на квазистационарный 
тепловой режим является одной из важных характери-
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стик частотного ОКГ, определяющей время стабилиза­
ции параметров генерации.

Проанализируем зависим ость от времени (тРоц) от­
ношения величины нагрева в конце /п-го периода к его 
значению в квазистационарном режиме

Выход системы на квазистационарный тепловой ре­
жим при Fou= 0 ,l иллюстрируется рис. 3-6, где приве-

Рис. 3-6. Зависимость Ѳ от /пРоц.
Сплошная линия — расчет по формуле (3-45); |  — расчет по
формуле (3-46); — у — расчет по формуле (3-49).

дены результаты расчета относительной температуы Ѳ 
при различных значениях критерия Био.

Как видно из данных рис. 3-6, время выхода на 
квазистационарный режим существенно зависит от вели­
чины Ві при малых значениях Ві. Так, при увеличении 
5 4

\

(3-45)



ßi от 0,5 до 2 время^достп- 
жения квазистационарного 
режима на уровне Ѳ =  0,9 
уменьшается в 2,7 раза. 
В области больших значе­
ний (Bi SH0) зависимость Ѳ 
от числа Био выражена сла­
бо. Зависимость времени 
выхода на уровне Ѳ =  0,9 от 
числа Био приведена на 
рис. 3-7.

Для приближенной оцен­
ки времени выхода наквази- 
стационарный тепловой ре­
жим рассмотрим относитель­
ную температуру, в 'которой 
ны суммы (3-41) и (3-43). В

■ Ѳ =  1 -

Рис. 3-7. Зависимость безраз­мерного времени выхода иа квазистациоиарный режим от величины Ві при Ѳ=0,9.
/ — расчет по формуле (3-45); 2 — 
расчет по формуле (3-49).

учтены только '.первые чле- 
этом случае Ѳ равно:

Тогда время выхода системы на квазистациоиарный 
режим определяется следующим соотношением:

*  =  - - Ь * 1 п ( 1 - Ѳ ) .  (3-47)
н-Т®

Приведенные иа рис. 3-6 значения Ѳ (3-46) указы­
вают на удовлетворительную точность расчета времени 
выхода % по формуле (3-47).

Выраженияе (3-47) можно записать в несколько 
ином виде. Для этого используем.приближенную анали­
тическую зависимость р( от Ві [Л. 3-3]

=  hoc -77-5Г45-  ’ (3‘48)1 +  Bift
где pi« — значение корня ці при Ві— *оо; 6=1,04.

Для удобства численных расчетов в выражении 
(3-48) положим 6= 1. Тогда время т в зависимости от 
Ві можно оценить по приближенной формуле

х =  (о,173 —I— іи (1 — 0). (3-49)
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Значения т(Ѳ) при различных Ві, рассчитанный 
в соответствии с (3-49), .приведены на рис. 3-6 и 3-7. 
Как следует из данных рис. 3-6 и 3-7, 'выражение (3-49) 
достаточно хорошо передает зависимость т от значений 
Ві и Ѳ.

Проведем оценку времени выхода т для конкретных 
случаев при водяном охлаждении. Для .рубинового 
стержня (і? =  0,35 см, а=0,135 см2'сек~і) с увеличе­
нием интенсивности теплообмена .в 2 раза (увеличение 
Ві от 0,5 до 1) т (0,9) уменьшается от 2,2 до 1,3 сек. 
Время выхода на режим стеклянного стержня (а=  
=  4- ІО-3 см2-сект1) с таким же радиусом вследствие низ­
кого значения коэффициента температуропроводности 
стекла значительно больше и составляет около 15 сек 
(при Ві =  10). При воздушном охлаждении время выхо­
да существенно возрастает .вследствие малой интенсив­
ности теплообмена. Значения числа Био для стеклянных 
стержней при воздушном охлаждении того же порядка, 
как для рубиновых стержней при водяном охлаждении. 
Однако сильное различие в коэффициентах теплопро­
водности приводит при прочих равных условиях к зна­

чительно большему времени 
выхода на квазистационарный 
режим стеклянных стержней 
по сравнению с рубиновыми. 
При равенстве R и Ві отноше­
ние времени выхода для стек­
ла и рубина примерно равно 30.

Экспериментально время 
выхода на квазистационар­
ный режим определяется 
по стабилизации характери­
стик генерации (см., напри­
мер, [Л. 3-11, 3-29, 3-35]). Так, 

в работе [Л. 3-11] длительность переходного режи­
ма в рубиновых стержнях при частоте следования им­
пульсов накачки 1—10 гц определялась по сдвигу 
частоты генерации. Для измерений использовались 
стержни длиной 120 мм, диаметром 8 мм. Охлаждение 
рубина и лампы водяное. Энергия импульса накачки 
составляла 600 дж, длительность 600 мксек. На рис. 3-8 
приведена временная зависимость нагрева рубина, по­
лученная на основании измерения длины волны генера­
ции для частот следования импульсов 6 и 10 гц. Как
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следует из .рис. 3-8, экспериментально определенное вре­
мя выхода на квазистационарный режим - составляет 
2 _2 сск

В [Л. 3-29, 3-35] время выхода т активных элементов 
частотных ОКГ на стекле и рубине в диапазоне частот 
повторения импульсов до 100 гц определялось по ста­
билизации поля излучения, энергетических и поляриза­
ционных характеристик генерации. Кинетика формиро-

Рис. 3-9. Поле излучения в дальней зоне частотного ОКГ на стекле в зависимости от времени работы генератора.
а — 6 сек; б  — 7 сек; е  — 8 сек; г — 9 сек.

ва-ния поля излучения частотных ОКГ на стекле иллю­
стрируется рис. 3-9. Из рис. 3-9 следует, что время 
выхода на квазистационарный режим стеклянных стерж­
ней диаметром 0,45 см при водяном охлаждении со­
ставляет около 8 сек.

Аналогичным образом можно оценить время выхода 
на квазистационарный режим при изменении частоты 
следования импульсов накачки-. Пусть генератор рабо­
тает в квазнстационарном режиме на частоте /і, а за­
тем частота изменяется на величину Af=fz—fi- Распре­
деление температуры по сечению активного элемента 
к концу m-го периода охлаждения, соответствующего 
частоте fz, определяется следующим соотношением (при 
адиабатичности нагрева за импульс накачки):

^от(к.Ро0) =  Гс-1-АГИмп^  В п Х

X  К'",)
-К (р0п + тр0Ц2>

— е

П=1
- mV-l F0Z2 2 

е- е  Гп пг ~ K Foo2
-U .2  Fa,

— е п я г .

(3-50)
где F oih, Foie, F o 02, F o n —  числа Фурье, соответствую­
щие длительностям циклов l / f i ,  1 //г, периоду охлажДе-
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ния на частоте /2 и времени между сериями импульсов 
на частотах ft и ft.

При Fon=F-Oo2 отношение величины нагрева Тот—Гс 
к его значению в квазистационарном режиме на часто­
те h  равно:

TV

оо

ß n J Q Ö V . )

п= \

е
-Ш Ң.2 F o42

и

00
Г ' « " " "

і
л

j
= і

I /

(3-51)

Ограничиваясь первыми членами сумм (3-51), получа­
ем:

—H-̂ Fo,,

Ѳ/2— 1 - l -  g 1 ца \ r ”< po™ 

1 —  е
~ ^ Fom

. (3-52)

Тогда время выхода т на квазистационариый режим, 
соответствующий частоте ft, равно:

Я2 ■ In - I - ® /2
-^FoIl2 (3-53)

I —  с
-КРУ

При больших частотах следования импульсов на­
качки

И-Т а- к.  ' 
h

(3-54)

На рис. 3-10 приведена зависимость Ѳ/2(тРоц2) при 
значении В1 =  0,5 для центра стержня. Расчет произво­
дился по формуле (3-51) с учетом первых десяти членов 
ряда (точки на рисунке) и по приближенному соотно­
шению (3-52) (сплошные линии). При расчетах Роцг 
принято равным ІО-2. Из данных рис. 3-10 следует, что 
для оценки времени т с удовлетворительной степенью 
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точности можно пользоваться соотношением (3-53). 
Численный расчет ѲуЦніРоцг) показывает, что боковая 
поверхность выходит на квазистационарный режим 
быстрее, чем центральная часть стержня. Однако при ма­
лых значениях В К 1 эта 
разница несущественна.

Перейдем сейчас к 
рассмотрению уровня на­
грева активных элемен­
тов частотных ОКГ в 
квазистационарном ре­
жиме. Приведенные вы­
ше соотношения позволя­
ют провести численные 
оценки нагревания. В ка­
честве примера остано­
вимся ниже на рассмотре­
нии нагрева активных 
элементов из рубина и 
стекла. В табл. 3-2 и 
3-3 приведены результаты расчета в соответствии 
с (3-43) относительной температуры ©»«.(О, Fon) на оси 
стержня в квазистационарном режиме в зависимости от 
частоты следования импульсов накачки /. Расчет произ-

Т а б л и ц а  3-2

Относительный нагрев рубиновых стержней Ѳн00 (0, FoB) 
в квазистационарном режиме

/, гц
R==0,2 см R— 0,4 см

Ві=1 Ві =  10 Bi—2 Bi=20

5 1 ,8 1,1 3 ,6 2,1
10 2 ,9 1 ,4 6 ,6 3 ,7

• 20 5 ,2 2 ,3 12 ,5 7 ,0
30 7 ,5 3 ,2  , 18 ,6 10 ,4
40 9 ,7 4,1 2 4 ,4 13,6
50 12 ,0 5 ,0 3 0 ,4 16 ,9

100 ' 2 3 ,5 9 ,4 60 ,1 3 3 ,3

Рис. 3-10. Зависимость. Ѳ /2 от 
т Р о Ц2 при Fom  =  5 - 1 0 -2  ( / ) ,
5 -ІО “ 3 (2) и ІО -3 (3).

водился с учетом 30 членов ряда (3-43) на ЦВМ 
«Минск-2». Как следует из табл. 3-2, при частотах сле­
дования импульсов 5 и 100 гц нагрев рубинового стерж­
ня радиусом У? =  0,2 см (В і=1) превышает нагрев 
в режиме одиночных импульсов в 1,8 и 23,5 раза соот-
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Т а б л и ц а  3-3
Относительный нагрев стеклянных стержней Ѳ„со (0 ,  Fou) 
в квазистационарнОи режиме

R—0,1 см R=0,2 см /?=Ö,2G см я=и,4 см
f, гц

Ві=60 СО 1 і о о Ві=60 Ві =  100 в; =60
ООIIСО Ві =60 Ві=100

5 3,6 3,6 13,3 13,1 21,9 21,6 52,1 51,4
10 6,9 6.8 26,2 25,9 43,5 42,9 104 102
20 13,3 13,1 52,1 51,4 86,5 85,4 207 204
30 19,9 19,7 78,7 77,6 131 129 314 309
40 26,2 25,9 104 102 173 170 414 408
50 32,7 32,3 130 128 216 . 218 517 510

100 65,0 64,1 259 255 431 425 1034 1020

ветственно. При увеличении радиуса стержня вдвое при 
неизменном значении коэффициента теплообмена на­
грев возрастает в 2 ( /= 5  гц) и в 2,6 раза (/=100 гц) 
по сравнению с нагревом стержня радиусом в 0,2 см.

omv. eâ.

Рис. 3-11. Зависимость отно­
сительного нагрева активных 
элементов из стекла от часто­
ты следования импульсов при 
энергии накачки Е„ак=29 дж. 
1 — стекло КГСС-7; 2 — стекло 
КГСС-3.

t __ I_________I------- 1
2 6 Ю г цІ

Рис. 3-12. Зависимость 
температуры рубина 
в квазистационном ре­
жиме от частоты следо­
вания импульсов.

Нагрев стеклянных стержней вследствие низкого значе­
ния коэффициента теплопроводности значительно боль­
ше, чем рубиновых. Так, для Я =  0,2 см величины 
Ѳноо(0, For) составляют около 13 ( /= 5  гц) и около 26 
(/= 10  гц). Как следует из данных табл. 3-2 и 3-3, с уве­

личением частоты следования импульсов накачки на­
грев можно приближенно считать пропорциональным /. 
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Расчетные зависимости соответствуют эксперимен­
тальным данным по нагреву активных элементов ча­
стотных ОКГ [Л. 3-11, 3-29, 3-35—3-37]. На рис. 3-11 
приведена экспериментально определенная зависимость 
нагрева в центре стеклянных стержней от частоты 
следования импульсов [Л. 3-29]. Нагрев определялся 
по величине возникающих термических деформаций 
в стержнях из стекла КГСС-3 и КГСС-7 при водяном 
охлаждении. Частота следования импульсов накачки 
изменялась от 5 до 35 гц. Аналогичная зависимость 
(рис. 3-12) получена в работе [Л. 3-11] для рубиновых 
стержней.

Линейная зависимость нагрева активных элементов 
от частоты импульсов накачки f является следствием 
того, что при увеличении f величина нагрева и распре­
деление температуры стремятся к стационарному, опре­
деляемому соотношением

Г(г,) =  Г0+ ^ - [ 1  +  4 — г (3-55)

где q — мощность непрерывного тепловыделения.
Оценим точность расчета нагрева активных элемен­

тов в приближении непрерывного тепловыделения. Для

этого рассмотрим отношение 6ц нагрева в центре стерж­
ня к концу импульса накачки (3-43) к величине

^ т г - ^ ]  (З-56)
при значении гі =  0. Величина этого отношения боль 
ше 1 и зависит от значений Ві и Fo4. Зависимость 6Н 
при различных значениях Ві приведена на рис. 3-13
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(сплошные линии). При заданном значении Foy вели­
чина бц возрастает с увеличением Ві, причем этот рост 
наиболее сильно выражен при больших значениях Ігоц 
и малых значениях Ві. Так, например, при Fоц =  0,1 
с увеличением Ві от 0,2 до 100 величина 6И возрастает 
от 1,02 до 1,2, а при Fo4= 0 ,5 — от 1,09 до 2,0. При по­
стоянном значении Ві с ростом частоты следования им­
пульсов (уменьшением Foy) бп уменьшается практи­
чески линейно до 1. При Fоц=  10-2 величина бц при 
любых значениях Ві не превышает 1,02, т. е. точность 
расчета нагрева активных элементов по приближенной 
формуле не ниже 2%.

На рис. 3-13 штриховыми линиями приведена также 
следующая зависимость:

g = l +  (3-57)
l + H F

При малых значениях Foy значения бу и g совпа­
дают. Поэтому величина нагрева при больших часто­
тах / определяется следующим образом:

7’„oo( 0. F o u) =  7'c .ЛТпм,
4Fo„ 1 + 2

Ві
Д7\, (3-58)

Соотношение (3-58) можно формально получить из 
(3-43). Разлагая экспоненту (3-43) в ряд и ограничи­
ваясь двумя первыми членами разложения, имеем:

er a (0,Fo„) =  J j
п=1

в.

____ 1_
4Foq (3-59)

Как следует из выражений (3-58), (3-59), при уве­
личении частоты следования импульсов / (уменьшения 
Foy) величина нагрева стремится к значению, опреде­
ляемому формулой (3-56).

Оценим для конкретных случаев частоты следования 
импульсов, когда расхождение между значениями на­
грева, рассчитанными по формулам (3-56) и (3-43), со­
ставляет 5%. Для стержней радиусом #  =  0,35 см полу­
чаем следующие значения частот: 8,6 гц (Ві =  0,5); 
14,7 гц (Ві =  1); 22 гц (Ві =  2) для рубина и около 1,3 гц 
t>2



(Ві= 10-т-100) для стекла. Величина нагрева в этом 
случае составляет 10,5ДГІ[МП. .При увеличении частоты 
следования импульсов разность меньше 5% и умень­
шается линейно с частотой, при этом величина нагрева 
возрастает.

Величина относительного нагрева в квазистационар- 
иом тепловом режиме ©1100(0 , Fon) иллюстрируется кри-

Рнс. 3-14. Зависи­
мость относительно- 
го нагрева в квази- 
ст а ци он а р н о м р еж и- 
ме от величины Foa.

выми, приведенными на рис. 3-14. Численный расчет 
проводился на основании формулы (3-43).

Результаты расчета отношения усредненных по 
объему температур в соответствии с (3-43) и (3-56) 
даны на рис. 3-15 І[Л. 3-48]. Каждая кривая делит пло­
скость l[Bi, FoJ на две части. Справа находится область, 
где ошибка в процентах в расчетах среднеобъемной 
температуры в соответствии с (3-56) превосходит ука­
занную на кривой, слева — ошибки меньше указанных.

Таким образом, в квазистационарном тепловом ре­
жиме при больших частотах следования импульсов на­
качки распределение температуры по сечению цилиндри­
ческого стержня параболическое и не зависит от интен­
сивности теплообмена с охлаждающей средой. Относи­
тельный перепад температуры между центром и боковой 
поверхностью равен [Л. 3-38]:

д ѳ т . о о = - ^ -  (3‘60)



При малых частотах распределение температуры 
носит более сложный характер и зависит от интенсив­
ности теплообмена. В этом случае расчет нагрева не­

обходимо проводить по 
формулам (3-43),
(3-44). В [Л. 3-38] вы­
числены изменения пе­
репада температур 
между центром и боко­
вой поверхностью ак­
тивного элемента в пре­
делах цикла в квази- 
стационарном режиме 
в зависимости от Fo4 
для различных значе­
ний критерия Био. На 
рис. 3-16 приведены ре­
зультаты расчета вели­
чины A0o°o(Foo) (а) 
максимального перепа­
да температур ДѲи0оо 
(б). Пунктирная кри­
вая соответствует ДѲ0ГХ) 

(3-60). При больших значениях Fon (малых /), как сле­
дует из данных рис. 3-16,6 величина ДѲ0К> и ДѲм00о завн-

ЛИ?
50

<0
5

<
0,5

о,<
0,00

0, 00!

B l

\го%

5 ° К \

\ Ч
0,00 0, і  0,0 < 0 <0 ооРис. 3-15. Погрешность определения нагрева активных элементов в при­ближении непрерывного тепловыде­ления.

а)Рис. 3-16. Относительный перепад температуры между осью и боко­вой поверхностью.
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сит от числа Био. Максимальный перепад может суще­
ственно превышать величину АѲ0со. С увеличением ча­
стоты следования импульсов перепад температуры, стре­
мится к величине АѲ00о (3-60), не зависящей от Био.

Как указывалось выше, при малых значениях Ві<СІ 
перепад температуры по сечению активного элемента 
значительно меньше усредненного нагрева. Поэтому при 
адиабатическом нагреве за импульс накачки длитель­
ностью Тц<Ст0 расчет теплового режима активных эле­
ментов, работающих с заданной частотой, сводится 
к последовательному интегрированию уравнения (3-17) 
с начальным условием

Гот(0) =  г от_, +  ^ - .  (3-61)

Тогда

7’нт(0 =  7’с' УѴ I — g 
cp

2а(т—] )"0 
cpR 
2алп

2ат_
е (3-62)

Tom(t) =  Te

1 - е  C?R '
2a ,m o

■a C$R
2a t 
c pR

Cp 2a-xo
1 —  C C?R

(3-63)

Выражения (3-62) и (3-63) получены в предположе­
нии равномерного по объему тепловыделения. В случае 
радиальной зависимости q(r) соотношения (3-62) и 
(3-63) принимают вид:

Tam(t) =  T,__ -г I Я (г) ^
X

1 — а

ер'
2a(m—1)то

cpR

+  ^ х

2ат
~Срк

1 —е
2ахо
cpR

(3-64)

Tom(t) =  Tc -9% —  е  ° f R  -

Cp 2ахо
1 —е C*R

2а/
cpR (3-65)

где q — усредненная по объему стержня мощность теп­
ловыделения во время импульса накачки. Выражение 
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(3-65) справедливо для значений t, больших времени 
выравнивания профиля температуры по сечению стерж­
ня вследствие теплопроводности. Как следует из (3-62) — 
(3-65), кинетика нагрева определяется коэффициентом 
теплообмена с охлаждающей средой, теплоемкостью 
вещества и радиусом стержня.

В квазистационарном режиме

т т  (0 == г , +  ф ф - +  З Ь ------ ; (3-66)1 - е  C?R2 a.t 
cpR

Гт Ѵ) =  П + & •- • (3-67)1 — е с<"<

Время выхода на квазнстационарный режим равно:

 ̂=  — ^ -1 п ( і  — Ѳ). (3-68)

Заметим, что выражение (3-68) можно непосредст­
венно получить из (3-47), так как при Ві <  1

R2 ___ ср/? ,

Зависимость относительной температуры

2а»|то

e .m ( F ° .) ^ ' ~ C (3-69)

I - . - - *

от времени иллюстрируется данными табл. 3-4.
Численный расчет проводился для рубиновых стерж­

ней (ср =  3 дж • слг3 • °С-1) радиусом R = 0,1; 0,2; 0,4; 0,6 
при воздушном охлаждении а = 9 -1 0 _3 вт • смг2 • °С-1. 
Время выхода на квазнстационарный режим на уровне 
0 =  0,9 для рассматриваемого случая равно соответствен­
но 38, 77, 153 и 230 сек.



Т а б л и и. а 3-4
Кинетика нагрева рубиновых стержней 

при воздушном охлаждении

R, см tq, сек
m

3 5 10 25 50 100 00

0,1 1 2,7 4.3 7,5 12,9 15,8 16,7 16,7
10 1,9 2,1 2,2 2,2 2,2 2,2 \2,2

0,2 1 2,9 4,7 8,8 17,8 26,2 32,1 33,8
10 2,3 3,0 3.7 3,9 3,9 3,9 3,9

0,4 5 2,8 4,3 7,3 11,7 13,5 13,8 13,8
10 2,6 3,8 5,8 7,0 7,1 7,2 7,2
30 2,0 2,5 2,7 2,8 2,8 2,8 2,8

0,6 5 2.9 4,6 8,1 14,8 19,0 20,7 20,7
10 2,7 4,1 6,6 9,6 10,5 10,5 10,5
30 2,3 2,8 3,7 3,9 3,9 3,9 3.9

Ц и л и н д р  в об-олочке.  Рассмотрим активный 
элемент цилиндрической формы, находящийся в про­
зрачной оболочке. Теплофизические характеристики 
ядра и оболочки предполагаются одинаковыми. Приме­
ром такого активного элемента является рубиновый 
стержень, помещенный в сапфировую оболочку (см. 
гл. 2).

Распределение температуры по сечению ядра ра­
диусом го определяется следующим соотношением 
[Л. 3-27]:

Tam(r1,Fo) =  Tc
п= I 

—IX2 Fo
{ i - U e  }; (3-70)

7’om(r1,Fo) =  r c +  - ^ - J - А Л ( і ѵ - і ) Х
n=1

(3-71)

Здесь Fo =  a£/P2; n = r/R, где R — внешний радиус 
оболочки; An, fnm, fom определяются соотношениями 
(3-2), (3-37), (3-38).
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К концу т-го периода накачки и т-го периода охла­
ждения

00

J-  M ( w ) xТат(Л > F°u) — Тс-)- •

X
І1 -Jf

J l  ( P n )

А R Zj
n =  1

(1
- F 2 Fo  „  n U)fm, (3-72)

Tom (i\, Fo0) =  Tc +  -£■ AnJ0 (M ) X
/1= I

j , i r , - j
х Ч т а - - “

При адиабатическом нагреве за импульс накачки

— И-2. Го  — Ң.2 Fo
е " )fme п . (3-73)

имеем:

7’nm(r1,F oe) =  7’0 +  ^ L ^  BnJ0M X

J1 Ĥ-T. -Jf

n=1

X J. (l*„) / m! (3-74)
uj

7’om(rl lF0o) =  7 c +  ̂ L - ^ 2  BnJ0 (jlnr,)X
n=I

J i  (  м-n “ n “ )  — ц 2 Fo

х - Ь з 2 ' -  * • (3-75)
Нетрудно заметить, что приведенные выше соотно­

шения описывают тепловой режим цилиндрического 
стержня без оболочки, радиус которого R — r0.

Влияние оболочки на нагрев активного элемента 
можно оценить, рассматривая изменение температуры 
б^от при помещении стержня в оболочку. При t= x 0
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В '(3-76) |л/п, В'п, f'm, Fo'o определяются соответст­
вующими соотношениями для рп, Вп, Fo при R = r0.

Численный анализ соотношения (3-76) показывает, 
что применение охлаждающей оболочки может быть 
эффективным при малых значениях Ві (близко к 0,1) в 
случае больших частот следования импульсов накачки.

Влияние оболочки на нагрев проиллюстрировано на 
примере. рубинового стержня с сапфировой оболочкой. 
На рис. 3-17 (кривая /) приве­
дено отношение нагревов в ква- 
зистационарном режиме при 
і —То на оси рубинового стерж­
ня в оболочке и без оболочки 
[Л. 3-27]. Расчет проводился 
при следующих значениях па­
раметров: го=0,325 см, X —
= 0 ,3  вт-см~і -° С-1, «  =  0,5
=  ѳт ■ см~2 • °С; ср =  3,6 дж • см~3\ 
частота следования импульсов 
накачки 1 гц. Для сравнения 
на рис. 3-17 приведена также 
величина 6 при тех же значениях параметров в случае 
непрерывной накачки (кривая 2).

П о л ы й  ц и л и и д р. Для активного элемента в фор­
ме полого цилиндра распределение температуры (в пред­
положении адиабатичности нагрева за импульс накачки) 
описывается следующим образом [Л. 3-49]:

оо —пгіі.2 ИОд
7\,,n(/-„Fo0) =  7-c +  y ;  Еп W0(pnr.) X

n=1 l —e n
— p 2 Fo

X e  " , (3-77)
где p.7i — корни уравнения

[BiiJo (p) +  рД (p)] [В i2Yo (Ар) —ApYi (Ар) ] = ‘
={BiiYo(p) +pYi(p)]fBiaJo(Ap)-ÄpJi(Ap)]; (3-78)

Fo =  at/Ri) k=Rjra, Bii=iaroA; Bi2— аЛД;
Y0 и Yi — функции Бесселя второго рода;

W0 (Щ.Г.) =  -  [Bi Y0 (рҢ-pY, (p)] A | £ iL  +

+  [pJ, (p) +  Bi, J0 (p)] ; (3-79)

Рис. 3-17. Эффективность 
увеличения теплоотвода 
при введении оболочки.
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En — коэффициенты разложения начального распреде­
ления температуры в ряд по функциям W0(|W i) [Л.-3-3].

Практическое использование соотношения (3-77) для 
расчета нагрева активных элементов возможно в кон­
кретных случаях, когда известны корни характеристи­
ческого уравнения (3-78). Рассмотрим частные случаи 
уравнения (3-77), которые с известной степенью идеали­
зации могут быть полезны при анализе теплового ре­
жима активных элементов.

1. Активный элемент эффективно охлаждается по 
внешней и внутренней поверхностям (ВО— >-оо, Ві2— мх>). 
Граничные условия третьего рода переходят в гранич­
ные условия первого рода, уравнение (3-78) принимает 
вид:

JoM Уо(/ец)— Jo (äh) Yo(h) =0. (3-80)
Корни этого уравнения приведены в {Л. 3-3, 3-39].
2. Внешняя поверхность активного элемента тепло­

изолирована (Ві2— >-0), внутренняя — интенсивно охла­
ждается (ВЦ— >-оо). Тогда уравнение (3-78) переходит 
в следующее:

Jo (ц) Yi (Ац) - J i  (/ец) Yo (ц) =0. (3-81)
Данные о корнях уравнения (3-81) приведены в ра­

ботах (Л. 3-40—3-43].
3. Внутренняя поверхность теплоизолирована (ВЦ— >- 

— >-0), теплообмен с охлаждающей средой происходит 
на внешней поверхности. В работе ![Л. 3-44] приведены 
значения корней, меньших 25 для Ві2= 0,05; 0,1; 0,25; 
0,5; 1; 2; 5; 10; 50; 100.

4. В общем случае, когда теплообмен на внутренней 
и внешней поверхностях соответствует граничным усло­
виям третьего рода, для нагрева активных элементов 
необходимо знать корни уравнения (3-77). В [Л. 3-40] 
приведены численные значения цп, рассчитанные по 
методу, изложенному в {Л. 3-45], для А=1,5; 2; 3; 4; 5; 
Ві і= 1 +50; Ві2=  l-ä-100.

3- 3.  В Л И Я Н И Е  Н Е О Д Н О Р О Д Н О С Т И  
Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  И С Т О Ч Н И К О В  Т Е П Л О В Ы Д Е Л Е Н И Я  
Н А  Т Е М П Е Р А Т У Р Н Ы Е  П О Л Я  А К Т И В Н Ы Х  Э Л Е М Е Н Т О В  
Ч А С Т О Т Н Ы Х  о к г

В предыдущем параграфе рассматривался тепло­
вой режим активных элементов при однородном по 
объему тепловыделении. Однако вследствие перавно- 
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мерности распределения радиации накачки мощность 
источников тепловыделения также неравномерна. Ха­
рактер распределения мощности тепловыделения опре­
деляется в основном теми же факторами, что и распре­
деление радиации накачки [Л. 3-31, 3-46].

-В данном параграфе рассматривается влияние неод­
нородности распределения источников тепла по сечению 
активного элемента цилиндрической формы при изо­
тропной накачке, обеспечивающей осесимметричное теп­
ловыделение, на температурные ноля активных элемен­
тов частотных ОКГ [Л. 3-26, 3-29, 3-30., 3-46, 3-47].

Температурное поле активного элемента цилиндри­
ческой формы в m-м периоде накачки и т-м периоде 
охлаждения при произвольной радиальной зависимости 
мощности тепловыделения q(r) определяется следующи­
ми соотношениями:

Tam(rl t Fo) =  Tc Jo (l-sn,)
R2 и  Jg(i*») +  J?(H-»)

п = \

X

—]J.“ Fo
X (1 / нmß ) Чп

со

1 *4 Jo (Нягі)

(3-82)

—ĤFo

/1=1
(3-83)

где

qn =  j  rJo (" Г I  r2rrfr +  4 ' 3 *)dr- (3‘84")

Выражения (3-82) и (3-83) преобразуем к следующему 
виду:

Тат (г„ Fo) =  TBm (r„Fo,g*) +

+  Д7’я* = Г с +  - ^ | '  ЛД, (W l)X
/ 1=1

Y ( l — f  e ^ 1"0 ) - ]___ —  V ____ _____________ - уX(l U m e  Z l  J* Ы  +  Jfdx«) Л  •
Jo Os/i)

n = \

— Fo
X ( ! - / * » «  n )q'n; (3-85)
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тот (rlt Fo) =  Тот Fo, g*) +  ДTom —
nnR* r i  -F2 Fo

— Tc.A i-- Ді^о(И'и, і) famß n +
n=1

+  У - .T7 U ? '* «  ‘U ’ (3-86)A U  J5 (ц„) +  Jj Ю
— H2 Fo

n=l
где

Ң К

q'n=   ̂rJ0 (V n lf )J  r' (q.r' — q*)dr' dr.

Первые слагаемые в (3-85) и (3-86) описывают на­
грев в предположении равномерного тепловыделения 
с усредненной по объему мощностью qR. Вторые слага­
емые учитывают влияние неоднородности распределе­
ния источников тепловыделения.

Для. оценки влияния распределения q{r) на темпе­
ратурное поле рабочего вещества рассмотрим парабо­
лическое распределение

<7 ('',) =  <7 (0) 1 + (3-87)

где д (0 )— мощность тепловыделения в центре стержня; 
b =  q(0)lq(l).

Ріеоднородность распределения источников тепловы­
деления по сечению активного элемента не описывается 
параболическим законом. Однако приближенное анали­
тическое задание <?(гі) позволяет оценить степень влия­
ния радиального распределения мощности тепловыделе­
ния на температурные поля в зависимости от интенсив­
ности теплообмена.

ЬА-\Результаты численного расчета отношения 8 — 9^ _ ^ х  

X — ----- приведены в табл. 3-5 [Л. 3-46]. Рас-
7'iim(0-0"'7 ) T’q

чет проводился для стержня радиусом R =  0,4 см; а=  
=  4 - 10—3 см2" сект1; Ві =  0,2м-20; тц=  1 сек. Вследствие 
адиабатичносТи нагрева в течение первых импульсов 
разница между истинной температурой и рассчитанной 
при усредненном тепловыделении будет значительной. 
С увеличением времени работы генератора включение 
процесса теплопроводности приводит к уменьшению 
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Т а б л и ц а  3-5

Зависимость 6 от Ві и т  при параболическом  
распределении мощности тепловыделения

в'і
т

3 5 10 25 по 100 00

0,2 0,40 0,32 0,19 0,09 0,06 0,04 0,03

2 0,40 0,32 0,22 0,15 0,14 0,13
(0,02)
0,13

10 0,40 0,33 0,27 0,23 0,22 0,22
(0,12)
0,22

20 0,40 0,36 0,29 0,28 0,27 0,27
(0,21)
0,27

(0,23)

отношения б, которое достигает минимального значения 
в квазистационарном режиме. Величина б зависит от 
значения критерия Био. При малых значениях Ві возра­
стает роль процесса теплопроводности, приводящая 
к выравниванию по сечению профиля температуры. 
С увеличением критерия Био значение б возрастает, до­
стигая величины 0,3 при Ві— *~оо.

Практически перепад тепловыделения между цент­
ром и боковой поверхностью ие превышает 6 =  3. Тогда 
ошибка в определении максимальной температуры, дос­
тигаемой в центре стержня, исходя из равномерного ус­
редненного по объему тепловыделения достигает в ква­
зистационарном режиме для рассматриваемого случая 
около 3% (В і= 0 ,2) и около 27% (Ві =  20).

При большой частоте следования импульсов расчет 
температуры в квазистационарном режиме можно про­
водить в предположении квазинепрерывного тепловыде­
ления. В этом случае при параболическом распределе­
нии источников тепловыделения: (3-87)

Г(г1) =  Гс + AT„Mnf«22 Г  9

4 а

1—6
Ві 1 + 6

2(1 +  6)" ̂  — Гі ) ] ’

1 - 2 г ?  +  г*

4 ( ‘ + 4 — ’

2Ь ( 1 - г ? )  +

(3-88)

(3-89)
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где Д?пмп — усредненный адиабатический нагрев стерж­
ня за импульс накачки.

В табл. 3-5 в скобках приведены значения б (3-89) 
для /-і=0, указывающие на достаточную точность при­
ближенного расчета влияния неравномерности тепловы­
деления.

Профиль температурного поля в соответствии с (З-оо) 
приведен на рис. 3-18 (сплошные линии) при Ь =  5; 2;

0,5; 0,33. Пунктирными ли­
ниями изображены темпера­
турные поля, описываемые 
выражением (Г(0)—Г(1)]Х

•Рис. 3-18. Температурное поле 
активного элемента цилиндри­
ческой формы.
/ — *=5; 2 — 6 = 0,2; 3 — 6=0.5; 4 — 
6 = 0,33.

нородности уменьшается.

(1 — г~) при тех же значе­
ниях Ъ. Из сопоставления 
приведенных кривых следу­
ет, что распределение темпе­
ратуры по радиусу стержня 
при неоднородном тепловы­
делении можно приближен­
но считать параболическим.

Как следует из (3-88) и 
(3-89), при b~> 1 нагрев 
в центре стержня больше, 
а при Ь<С. 1 — меньше, чем 
в случае равномерного ус­
редненного по объему тепло­
выделения. При удалении от 
оси стержня влияние неод- 
Так, например, при В( =2

6 =  0,12 (/-і= 0 ), 6 =  0,08 (/-і =  0,5), 6 =  0,04 (гі =  0,7). На 
боковой поверхности температура не зависит от харак­
тера распределения источников тепла и определяется 
усредненной по объему мощностью тепловыделения 
(6 =  0).

С целью выяснения влияния реального распределе­
ния источников тепловыделения рассмотрим нагрев 
рубиновых стержней. В приближении квазистационарно- 
го тепловыделения распределение температуры по сече­
нию стержня с учетом распределения мощности тепло­
выделения имеет вид:

т  (г,) -  Го
VUuzaf -1-  [Biß, (r„ У) +  ря (ÄM/?, У)];
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■кя
Llo

j  H  ('•'.) r \  dr' -  j  r ' \ d r ' \
0 0 0

(3-91)

ß2 =  U ?  j W , ) ^ , . .  (3-92)

T(r,)-W) 
■f

При расчете нагрева воспользуемся распределением 
источников тепловыделения, определяемым неоднород­
ностью распределения накачки (см. гл. 1).

На рис. 3-19 сплошными линиями изображены темпе­
ратурные поля, рассчитанные по формуле (3-90), штри­
ховыми дано параболическое приближение, штрих-пунк­
тирными— распределение температуры, соответствую­
щее усредненной по объему -мощности тепловыделения 
[Л. 3-46]. Расчет прово­
дился для полированных 
стержней радиусом R =
=0,31; 0,27; 0,2 см при 
концентрации ионов хро­
ма около 0,03 %'. Коэффи­
циент теплообмена при­
нимался. равным 3,8 втХ 
Хсм~2- С-1. Как следует 
из рис. 3-19, неоднород­
ность распределения ис­
точников тепла приводит 
к максимальному увели­
чению нагрева в центре 
примерно на 20%. Харак­
тер распределения тем­
пературы по радиусу бли­
зок к параболическому.

Таким образом, влия­
ние неоднородности рас-

Рис. 3-19. Распределение темпе­
ратуры по сечению рубиновых 
стержней' с радиусами і? =  
=  0,31 см (1), 0,27 см (2), 
0,2 см (3).

пределения источников тепловыделения наиболее замет­
но при больших значениях числа Био в центральной об­
ласти стержня. При реальных перепадах мощности теп­
ловыделения максимальная величина ATnca/{Tnoo(qR) — 
—Гс] не превышает 20—30%■ Уменьшение Ві и увеличе­
ние /п приводят к существенному снижению влияния не­
однородности распределения q(ri) на температурные 
поля.
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Глава четвертая

ТЕПЛОВОЙ РЕЖИМ 
АКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ПРОИЗВОЛЬНОЙ КОНФИГУРАЦИИ

Применение классических методов решения диф­
ференциальных уравнений, формулирующих задачи о 
температурном поле в активных элементах ОКГ, огра­
ничено кругом вопросов, когда активные тела выполне­
ны в форме кругового цилиндра и пластины. Однако по­
иски путей повышения эффективности систем на базе 
ОКГ. приводят к исследованию элементов с формой, 
отличной от указанных, например с поперечным сечени­
ем в виде кольца, прямоугольника, шестигранника, или 
конструкций, в которых эффективность охлаждения рез­
ко меняется по поверхности образца (контактное охлаж­
дение) . Очевидно, что методы получения точных реше­
ний становятся весьма сложными fr позволяют анализи­
ровать особенности теплового режима при значительных 
затратах вычислительных средств. Если при этом учесть, 
что исходные данные, такие как функция тепловыделе­
ния, теплофизическис характеристики активных мате­
риалов, коэффициент теплообмена, определены прибли­
женно, то широкое применение точных решений иногда 
становится неоправданным. В этом случае их следует 
рассматривать как эталонные для оценки точности пред­
лагаемых приближенных решений {Л. 4-1].

Ниже излагается приближенный метод решения урав­
нения теплопроводности, позволяющий рассмотреть тем­
пературный режим активных элементов ОКГ произволь­
ной конфигурации.

4-1. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

П е р и о д  н а к а ч к и .  Пусть активное изотропное 
вещество объемом Ѵ\ ограничено поверхностями 
Fun (хі, х2, хз), на которых происходит теплообмен 
с охлаждающей средой с эффективностью, определяемой 
коэффициентами теплообмена а;,. Внутри тела действу­
ют источники тепла с мощностью q (Xi, х2, х3, Fo). Тогда 
задача о температурном поле в активном теле произ­
вольной формы в период импульса накачки формулиру- 
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ется с помощью следующей системы уравнений: 
аѲ(х, ,^,*з.Ро) =  у20 (jCi> ^  р 0) +  Кі {Хіі Xat Л.з) Fo);

(4-1)
Ѳ (х„ х2, х 3,0) — 0О (л-,, X ,,  л;,); Fo =  0; (4-2)

и
]. h

дѲ (X, хг, х 3, Fo) 
д/г, _ U'.ll'

d F , =

=  j* B i[0 (x„x ,, x 3, Fo)]w,hdFl ( k = \ , 2 . . . ) .  (4-3)
F.i, ft

•p ___p
Здесь 0 =  ----- £-----относительная температура; 7’—

•* m ■* c
абсолютная температура; То— температура охлаждаю­
щей среды; 7т  — максимальная температура процесса. 
Как правило, величина Тт является исходной при анали­
зе теплового режима активного элемента ОКГ. Введение 
ее в качестве масштаба при определении -относительной 
температуры ограничивает пределы изменения темпера­
туры числовым интервалом [0; 1]. Это упрощает вычис­
лительные операции и позволяет строить наглядные за­
висимости. Ki =  qL2/X(Tm—Tc) — число Кнрпичева, без­
размерный комплекс, представляющий в расчетах 
действие -внутренних источников тепла; L — характер­
ный размер активного тела, используя приближенные 
методы. X

В приведенной системе выражение (4-1) — уравнение 
теплопроводности, соотношение (4-2) — начальное усло­
вие задачи (если предполагается, что Ѳо(.ѵ'і, х2, х3) = 0 ,  
то это означает, что до момента действия накачки ак­
тивное тело имеет температуру, равную температуре 
охлаждающей среды], выражение (4-3) — граничные 
условия третьего рода (индекс w указывает на то, что 
значение параметра вычисляется на границе активное 
тело — охлаждающая среда). Решение системы (4-1) — 
(4-3) в общем случае связано с определенными трудно­
стями. Тем не менее достаточно просто молено получить 
ее приближенное решение, используя вариационные ме­
тоды. Впервые приближенные- методы исследования 
теплового режима активных элементов были предложены 
и рассмотрены Л. И. Кудряшевым.

Следуя идеям метода Л. С. Лейбензона [Л. 4-2], про­
интегрируем по объему уравнение' (4-1). Применяя за-

77



тем теорему Остроградского, получаем:
k 

д
д\

V,  I F\

j  J  p 8 f c ' g ; ; - Fo)-]iatx

X  dF, +  Ki (Fo) f Ki (x*x it x t) dV,.
V.

(4-4)

Выражение (4-4)— интегральное условие теплопро­
водности (соотношение Лейбензона), распространенное 
на системы с внутренними источниками тепла. Однако 
практическая реализация соотношения (4-4) затрудне­
на вычислением градиентов температурных полей. Ука­
занная трудность устраняется, если (4-4).переписать 
с учетом граничных условий (4-3) [Л. 4-3]:

д
öFo

 ̂Ѳ (Л-,, Л ',, .г,, F o )d V = — 
V,

X  dFx -f- Ki (Fo) j* Ki ( X

V,

К
j* Bi,[[0(x1,x2,A-3,Fo)]u,i,!X

■ F.

,, x2, x 3)dVr (4-5)

Выражение (4-5) назовем обобщенным интеграль­
ным соотношением теплопроводности, так как оно запи­
сано для тела с внутренними источниками тепла. С по­
мощью соотношения (4-5) удается приближенно полу­
чить интеграл уравнения (4-1) в конечной форме. Для 
этого прежде всего следует задать вид решения. Вид 
приближенного решения может определяться различны­
ми способами. Прежде всего его можно найти путем 
сравнения точного решения задачи, если таковое имеет­
ся, с приближенным. Указанный прием наиболее распро­
странен [Л. 4-4]. Кроме того, приближенное решение 
можно отыскивать по результатам аппроксимации соот­
ветствующих экспериментальных данных (см., например, 
[Л. 4-5]). Наконец, можно прибегнуть к общему теоре­
тическому анализу явления. При этом исходят из основ­
ных законов теплопроводности и на основе грубой схе­
матизации явления получают вид приближенного реше­
ния [Л. 4-4]. Такой прием будет использован ниже при 
определении температурного поля в активных элементахокг.

Температурное поле будем искать в форме
Ѳ(хи Xz, xs, Fo) =C(Fo) D (xit x2, x3), (4-6)
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где D (Xi, x2, x3) — полином вида

D(x3, x 2, x3) — —{— -ß2  ̂1 —

+  5 , ^ l - n ^ liftJ + . . .  (4-7)

Коэффициенты этого полинома находятся из условия 
(4-3). Подставляя (4-6) в (4-4), приходим к дифферен­
циальному уравнению относительно C(Fo)

T & + A - C ( F o ) =

Ki(Fo) j" Ki (X,, x 2, x 3) d V 3 
V,

где

\ D  (Хі, х 3, х 3) d V I
І

к
S  |* Від [Р (̂ і> х3, 1

(4-8)

к =  1
 ̂ D ( x l t  x z , x 3) d V 3

Vi

Решение (4-8) запишем следующим образом:

I* Ki (х„ х 2, х 3) d V 3

(4-9)

C(Fo) = Vi
j D  (X ,, x 2, x 3) d V 3'

X

V 3

Fo

X j  Ki (Fo) exp (/(Fo) rfFo exp (— A’Fo). (4-10)

Постоянную интегрирования Со находим из условия 
минимума функционала, составленного по среднеквад­
ратичным отклонениям искомой функции от величины 
Ѳ0(хі, х2, Хз) для момента времени Fo =  0

x it X , )  — CaD (je,, xv О 1 Ж  =  0. (4-11)
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откуда (см. [Л. 4-2])

^ Ѳ0 (Х і, ^ з ) 0 ( Х і ,  Х%, Хэ) СІѴ\

Q __ Vj_________ ________________
I* D= (х,, х 2, х 3) dVj
Ѵі

Окончательно имеем:

(4-12)

0 (л,, х„, х 3, Fo) =
|*Ѳ0 (Хі, Х2, Х 3) D  (Х ,, Х2, Х3) dV, 

V.

[ І\І (х,, х 2, х 3) dV+4
j D- (xn x 2, x 3) dl/,
V.

- +

1 Fo

— f  Ki (Fo) exp (KFo) iFo  
■ <J1 n

,  . . , ............................ ......... X
I D (x j, Xo, Хэ) dV 1 J

Vi _
X D (xlt x a, Л'з)ехр(— /(Fo). "  (4-13)

Если Ѳ о(А 'і, л'2, л'з ) = 0 ,  а процесс нагрева протекает 
адиабатически, то средний скачок температуры в этом 
случае определяется по формуле

__ Fo Г
Ѳ (F o )=  J Ki (Fo) Jl<i(x„ jca, xJdVt dFo. (4-14)

0 V,

Если дополнительно Ki (Fo)= const и Ki(xi, х2> х3) =  
=  const, то (4-13) переходит в известную формулу

0  =  KiFo. (4-15)

К концу периода накачки в общем случае в активном 
теле устанавливается температурное поле вида

0и (Л-,, а*о ,  х3> FoіГ)
 ̂®о(Хі, х2, х3,) D  (хі, х2, х3)

_ѵ._______________________
Ij D2 (х,, х2, х3) dVi

dVt

■4~

+

f Ki (X]i з̂) dV 1 p0
i_______ Г
f D  (Xj, x2, x3) dVi J
Ki

V,

-  f  КІ (Fo) 
1 J

exp (KFo) dFo

X D (xi> x2’ x s) exp (—KFo).

X
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П е р и о д  о х л а ж д е н и я .  Температурное поле 
в процессе последующего охлаждения определяется ре­
шением следующей системы:

дѲ(х,, хг, х3) Fo)__
дЬ'о

0 ^Vj) Л-1} j л , о т о
г ~д@ (хи X

J
^x.ft

дп

=  [  Bid [0 ( X ^  Л',, Л'з,

X. ft

(4-17)

J  W,k
dFt —

Система (4-17) — (4-19) отличается от системы 
(4-1) — (4-3) отсутствием в уравнении теплопроводности 
(4-17) члена, представляющего действие внутренних 
источников тепла, и формулировкой начального условия 
(4-18). Начальное температурное поле в процессе 
охлаждения есть результат действия внутренних источ­
ников тепла и теплообмена с охлаждающей средой за 
время импульса накачки Fon. Теплообмен по-прежнему 
протекает при граничных условиях III рода.

Обобщенное интегральное соотношение для данной 
задачи имеет вид [в (4-5) следует положить Ki(Fo) и 
Кі (л'і, х2, х3) равными нулю]

gF5- Jö( * . ,  x s, х„ Fo)dVl =
Vx

k
=  J  Bift [0 (л:,, x 2, x z\ Fo)]w,hdFt. (4-20)

Как и ранее, температурное поле ищем в виде (4-6). 
Коэффициенты полинома D(xu х%, х3) будут одинаковы­
ми как в период накачки, так и в период охлаждения, 
поскольку и в том и в другом случае они определяются 
при одинаковых граничных условиях.
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Решение рассматриваемой системы определяется сле­
дующим соотношением:

0 (х,, X , ,  х 3, Fo):
(Xj, Х 3, Х х) D  (Xj , X 3, X3) dVX 

V,
j D 2 (Xx ,  Xi, x3) dVx

+

+
f  КІ {X x , 

V,

1, Л'2, X 3) d V x  Fo

Ц D {Xx I x3, x3) dVI ^
— j" Kt (Fo) exp (KFo)dFo

V,

X  D (x i> x s, x 3) exp [—/С (Fou-|-Fo)].

X

(4-21)

В случае, когда нагрев предполагается адиабатиче­
ским, а плотность источников тепла однородной по объ­
ему, выражение (4-21) переходит в следующее:
Ѳ(л'і, х2і, Хз, Fo) =KiFo„D(.i'b х2, Хз) exp(—/(Fo). (4-22)

Ч а с т о т н ы й  р е жи м.  Рассмотрим т-й цикл. Тем­
пературное поле для периода накачки определяется си­
стемой ( 4 - 1 )  —  ( 4 - 3 ) ,  в которой при формулировке на­
чального условия ( 4 - 2 )  под функцией Ѳ о ( л' і , х% х3) сле­
дует понимать температурное поле, сформировавшееся 
в активном теле ОКГ к концу т —1-го периода охлаж­
дения

Ѳцт(-Ч> Х%, Х з ,  0)=Ѳот-1, (-Т), Х 2, Х з ,  FOo). (4-23)
При этом полагаем, что в каждом периоде накачки 

полностью воспроизводятся энергетические характери­
стики предыдущего цикла
Kim (Fo) =  Kim—1 (F о) , КІ т { Х і ,  X 2 , X 3) =  Kim-1  (-Vi, X2, X 3 ) .

(4-24)
Тогда в m-м периоде накачки распределение темпера­

туры описывается следующим выражением:

Ѳцт (*Ч* *̂ з> Fo) —
т -1 (Хх, х3, х3, Fo) D  { Х х , Х 3, Х 3) dVX

к,
f  D 2 {Х х ,  хг, х3) d V x  
V,

+  АѲНт  (Fo)

X D (^P *a. Xi) exp (—KFo), (

X

-25)
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где

A0Hm (F o )=  v- r---------------------------- I
I & (̂ i> а̂» з̂) dVI j>

|>Kim(Fo)exp(A'Fo) dFo

V,

(4-26)

При определении температурного поля в т-м перио­
де охлаждения следует учесть начальное условие в виде

®от(Х і ,  Х ,̂ Хз, 0 )  =  Ѳшп (Х і ,  х% Х'з, Fon), (4-27)

где Ѳит(х1, хг, Хз, Fou) определяется (4-25) при F'o =  Fon. 
Тогда

Если теперь проследить за развитием температурно­
го поля от первого до т-го цикла следования импульсов, 
то представится возможность в выражения (4-25) и 
(4-28) ввести исходные данные по начальному темпера­
турному распределению в стержне и нагреву за один 
период

Ѳот(-^ц Л-э> Fo)---

г------------ :----------------------хI D-  (х ,, х 2, х 3) dVt
X

X.D(x ,, х,, х 3) ехр'(—KFo). (4-28)

ѲнтС*,. x„, Fo) =  

1 > x2» x3) D  (Xj, x2 г x3) dVj

 ̂ Z)2 (Xi I x2> X3) dV]
exp [—K(m — l)F o4] +

V,
АѲН1 (Fo) -|- ДѲИ1 (FoH) X

1 — exp [— К  ( m—  1) Fo4]
«и C/rFcO _  iexp (/(Fo4) — 1 D(X, x ,  x 3)exp(—KFo); (4-29)
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-4Д, *̂ з> Fo)---
JOo (Xi, 2̂» X3) P (X|, X3, X3) dV 1
v' - X

f  D - ( x u  x s, x 3l d V l 

V,

X  exp [ - K  (m— 1) Fon] +  Д0„, (Fo„) J ^ - K F o j X

X D ( x t, x 2, x 3) exp [—К (Fo„-j-F°)]- (4-30)
При m— уоо температурное поле в активном элемен­

те ОКГ переходит в квазистационарный режим, харак­
теризующийся тем, что в сходственные моменты време­
ни в пределах любого периода работы ОКГ распределе­
ние температур в активном теле воспроизводится, при­
чем влияние начального распределения температуры 
Ѳо(-Ѵі, .Ѵо, л'з) не проявляется. В этом случае соотношения 
(4-29), (4-30) принимают вид:

Ѳм„ ( . ѵ  ЛГ„ Р ° ) = [ е, ^ Г . ‘) - 1 + А 9 " (Ро)] Х
X  D (х, , х 2, х 3) ехр (—KFo); (4-31)

ѳооо X .  * а. х 3, Fo) =  D (X,, л\. х3) Х
X e x p [ -K (F 0lI +  Fo4)]. (4-32)

Р е ж и м п о с ы л к и  и м п у л ь с о в  с е р и я  м и. Толь- 
ко что изложенное обобщим па режим посылки импуль­
сов сериями. Температурное поле в11 серии следования 
импульсов определяется выражениями (4-29) и (4-30). 
В последующей паузе для определения температуры вос­
пользуемся выражением (4-21)

Ѳщ (Xj, х 2, х 3, Fo) =  
j* 0о (x-i, ^2, х2) D (xlt х2* х3) dV 1 
^ -  ехр(—K«FoA)4-

I" D 2 ( Х ц ’ х 2, х 3) dV,

V,

I Д 0  ( Р о  } 1 e x p  (  T C / z F o n )  

+  AU“‘ ( ™ н' exp (KFo4) — 1

X  ° ( X P X,, x 3)cxp(—KFo).

X

(4-33)
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К моменту начала II серии исходное температурное 
поле определяется выражением (4-33) для момента вре­
мени Fo =  Fon

^OqIXi , X21 Х3) D  (х ,, X2J X3) dVI
®m (-̂ n Xa, X3, FoH) ------- ------------------------------- X

j D - (Xi, -X2, X3) clV 1  

Vx
- X ö (-A, xv x 3) exp (— /(Foc) +  <?£> (xt, x.2, x 3), (4-34) 

где
9 =  ДѲН1 (Fo„) exp (—/<Pon); (4-35)

Foii =  fiTn/Z-2 — число Фурье, соответствующее длительно­
сти паузы после окончания п-го цикла в серии; Foc =  
=  nFo4+Fon — число Фурье, соответствующее длитель­
ности одной серии.

Для произвольного і-го импульса накачки из II серин 
можно воспользоваться (4-29), положив Ѳ о ( а' і , л:2, х3) =  
=  ѲПі (лі, х2, xs> Fon). Для конца паузы во II серии будем 
иметь:

^ ®о(Хі, Х2 , Х3) D  (х,, Х2 , х3) й Ѵ !
A2i F°n)— 7:

j &2> ^3) dVу

Vi
ХД(Х . Л'з> А'з)ехр(—2/<Foc) +  [ l +

+  exp (—XFoc>] <pD (xu x 2, xa). (4-36)
Аналогичным образом определим температурное поле 

в активном теле для конца т— 1-й серии импульсов 
Ѳц;п- і (А,, Х2, А3, Fo„) =

j* (Xi. Х21 х3) D  (Х], Хй> х3) dVj
- D ( x lt X , ,  х5) X

(* Z)2 (Xj, Х2» Х3)
V.

d V x

Хехр [— К (m — 1) Foc] +
*,). (4-37)

По-прежнему для i-го цикла из m-й серии темпера­
турное поле в активном теле ОКГ можно найти из вы­
ражений (4-29) и (4-30), положив в них Ѳо(хі, х2, х3) =  
=  Ѳп т—1 (Х-1) Х 2 , Х 3, F Оц) .
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Как и в частотном режиме посылки импульсов, темпе­
ратурное поле в рассматриваемом случае стремится 
к квазистационарному режиму при т— >-оо. Расчетные 
формулы, описывающие квазистациоиарный тепловой 
режим, следующие:

исходное температурное поле перед началом серии

*«»(*.• *>■ X» F ° - ) =  - ^ е і р Г - е т і ) - И-38)

температурное поле в процессе г-го периода накачки 

Ѳпос-К, Fo) =  .+ Д Ѳм (F0[1)X

X
1 — exp Г—/у (г— 1) FoB] -лѳ„exp ( К Fo4) — 1

X ö ( x „  х й, x3) exp (—/CFo);

(Fo)} X

(4-39)

температурное поле в процессе f-го периода охлаж­
дения

F o )=  + A 8 „ ,(F o J X

X  іІ е У р Ц р о У } D(x“ X--’ х ,)ехр(~№о);  (4-40)

температурное поле в период паузы

¥ exp (— K i Foa)
,(х ,. X,. х „  F0)= [ i + А в -.(р °» ) Х

D  ( X , .  X , .  x j  exp f -  f ' l - ' o ) .  (4-41

Таким образом, как и в случае частотного режима, 
квазистационарное распределение температуры характе­
ризуется тем, что в сходственные моменты времени тем­
пературное поле в активном элементе в любой последу­
ющей серии воспроизводится по профилю и уровню ве­
личин.

о
4-2. КРУГОВОЙ ЦИЛИНДР

Температурный режим активного элемента в форме 
кругового цилиндра при постоянстве теплофизических 
свойств вещества подробно рассматривался в гл. 3. Ана­
лизируемые в гл. 3 соотношения представляют точное 
86



решение задачи в рамках их математической постанов­
ки. Представляется целесообразным вернуться к данно­
му вопросу, чтобы на примере кругового цилиндра про­
иллюстрировать эффективность изложенного прибли­
женного метода, а также рассмотреть ряд конкретных 
вопросов, наиболее часто встречающихся в практике 
расчетов тепловых режимов активных элементов и си­
стем охлаждения ОКГ.

П е р и о д  на к а ч к и. При приближенном решении 
системы (4-1) — (4-3) для кругового цилиндра искомое 
распределение температуры будем отыскивать в виде

Ѳ К  Fo)=C(Fo)  (1— Br\).  (4-42)
Следуя методике, изложенной в предыдущем пара­

графе, интегральное соотношение для рассматриваемого 
случая можно представить в виде 

1
^  j* Ѳ (г,, Fо) г, di\ =  — Ві [Ѳ (г,, Fo)]ri=, +

и 1
-)-КІ (Fo) j* Ki (/",) drx. (4-43)

о
Подставив (4-42) в (4-43), получим дифференциаль­

ное уравнение относительно C(Fo), решение которого 
имеет вид:

(  Fo Г 1

С(г„ Fo) =  | c 0 +  ^ - j  j  КГ(С) г, dr, Ki(Fo)X

Х !ехр (К Fo) dFo \  (1 — В Г) ехр (—/(Fo). (4-44)

Неизвестные, коэффициенты В и К определяются из 
граничного условия (4-3), а постоянная интегрирова­
ния' С0 находится из условия минимума функционала, 
составленного по среднеквадратичным отклонениям 
искомой функции (4-42) от начального распределения 
(для момента времени Fo =  0) [Л. 4-6, 4-7]: 

о : ві ^ 8Ві .
2 + Bi ’ А " 4  +  Bi'

2 J «о (r,)( 1— Вг\) тх d r !

(4-45)„  в 2! —ß +  з •
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Т а б л и ц а  4-1
Коэффициенты для определения температурного поля 
в активном элементе в форме кругового цилиндра

В 1 к В Р

0 , 0 1 ' 0 ,0 2 0 0 ,0 0 5 1 ,0 03
0 ,0 4 0 ,0 7 9 0 ,0 2 0 1,01

0 ,1 0 ,1 9 0 ,0 4 8 1 ,0 2
0 , 5 0 ,8 9 0 ,2 0 1,11
1 ,0 1 ,6 0 0 ,3 3 1 ,1 8
5 , 0 4 ,4 4 0,71 1,41

1 0 ,0 5 ,71 0 ,8 3 1 ,4 7
2 0 ,0 6 ,6 7 0 ,91 1 ,4 9
5 0 ,0 7 ,4 1 0 ,9 6 1 ,5 0

1 0 0 ,0 7 ,6 9 0 ,9 8 1 ,5 0
о о 8 ,0 0 1,00 1 ,5 0

Численные значения В и К как функции числа Ві 
приведены в табл. 4-1. При начальном условии Ѳо(/'і) =  
=  ©o=const постоянная С0 равна:

Со = -----Ѳ„ =  РЪ о- (4-46)
1—ß-p-g-

В соотношении (4-44) отчетливо видна роль источ­
ников тепла в формировании температурного поля 
в активном теле в период накачки. Кроме того, по (4-44) 
можно достаточно просто проследить роль внешнего 
теплообмена во время накачки.

В соответствии с общепринятым среднеобъемиая тем­
пература цилиндра определяется по формуле [Л. 4-7]

Fo Г  1

0(Fo) =  2 j  j’K iW nrfr,
о о

Ki (Fo) exp (КFo) c/FoX

X  exp (—KFo). (4-47)

При адиабатическом нагреве выражение (4-47) при­
нимает вид:

Fo г >
0 a « (F o )=  2 IО

КІ (г,) г, di\ Ki (Fo) dFo. (4-48)

Введем в рассмотрение величину 6а по соотношению 
0(Fo) ='öa0 aH(Fo). Величина ба является корректирую- 
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щим множителем для результатов, полученных в пред­
положении адиабатического нагрева. При накачке пря­
моугольным импульсом значения ба с учетом соотноше­
ний (4-47) и (4-48) можно вычислить по формуле

1 — ехр (—КРо)
8„ , К Fo (4-49)

Графическая интерпретация (4-49) представлена на 
рис. 4-1. Так, в области комнатных температур для

Рис. 4-1. Оценка влияния теплообмена на темпера­
турный режим активного элемента в период дей­
ствия источников накачки.

рубина при Fou<0,01 н В і < 2  теплоотвод проявляется 
слабо (ба> 0 ,98), однако в ряде случаев поправка ба 
может быть существенной.

В предположении прямоугольной формы импульса 
накачки Ki (Fo)= const и равномерной по объему плот­
ности тепловыделения при Ѳо(г 0 = 0  соотношение (4-44) 
принимает следующий вид:

0 (г,, Fo) =  § -  (1 -  Br2J [1 -  exp (—ЛТо)]. (4-50)

С увеличением длительности действия источников на­
качки распределение температуры стремится к стацио­
нарному

Ѳ(В) =  ̂ [ і  +  ж - 4 (4-51)

Особенности такого режима подробно рассмотрены 
при анализе нагрева активных элементов непрерывных
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ОКГ. Здесь же отметим, что выражение (4-51) является 
точным решением стационарной задачи о температур­
ном поле цилиндра с внутренними источниками тепла 
при граничных условиях третьего рода.

П е р и о д  о х л а ж д е н и я .  Интегральное соотноше­
ние (4-43) в рассматриваемом случае принимает вид:

1
0\, Fo) г, dr, =  -  Ві [Ѳ0 (/■„ Fo)]ri=I (4-52)

о
С учетом (4-42) получаем:

Ѳ0(г„ F o )= C 0(l —’ Br) exp (—/<Ро). (4-53)
Так как вид решения и граничные условия для систе­

мы уравнений, описывающих период накачки и период 
охлаждения, совпадают, то коэффициенты в (4-53) по- 
прежнему определяются соотношениями (4-45). Расчет­
ная формула для периода охлаждения имеет вид:

00 (г,, F o )=

■
2 j  0 О (Л) (1 -  Вт*) г, dr,

1 - В + Щ -

4 - ДѲШ (FoH) (1 -  Br)  exp [—/C (FoH) - f  Fo] 1 (4-54)

где

ЛѲщ (Foa) =  2§- Ki (/-,) r, dr, Ki (Fo) exp (/<Po) c?Fo.

(4-55)
Выражение (4-54) описывает общий случай, когда 

при определении Ѳи(/‘і, Fo) по (4-44) при Fo =  FoH на 
начальное распределение температуры Ѳо(гі) ограниче­
ний не накладывалось. Запишем выражение (4-54) для 
ряда частных случаев 

при Ѳо(гі) = 0 o = co n st
Ѳо (r„ Fo) =  [PQ0 - f  Д0ц, (Foa)] (1 — Br\) expK(Foa 4 - Fo);

(4-56)
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при Ѳ0 (/■,) =  О

Ѳ0(г„ Fo) =  A0ul(Fou)( l —Br)  expi<(FoH +  Fo); (4-57) 

при 0O (/',) =  0, Ki (г,) =  const и Ki(Fo) =  const

Ѳо(V Fo) = ^ - ( 1 —Brl) \ { - e x p ( - X F o u)]exp(-X F o).

(4-58)
Ч а с т о т н ы й  р е жи м.  Обобщение полученных вы­

ражений на частотный режим не вызывает затруднений. 
Для т-го периода накачки при Fo =  Foa

т 0 1 < FO|j)---

1
2 J e ,  ( /- ,) ( ! - Я г ? )  г, dr,

1 — ß +  -g-ß2 X

Xexp [~{т - 1 )  К Fou] -j- Д0Ш (Fo„) I — exp (— /д/CFon;) 
1 — exp (—tCFo4) X

X ( l - 5 r ) e x p ( - t f F o e). (4-59)

Для m-то периода охлаждения при Fo =  Fo0

Ѳот(гі, Foo) =-Ѳпт(гі, Fo„) exp (—TCFOo). (4-60)

При in— *oo активный элемент выходит на квази- 
стационарный температурный режим. Распределение 
температуры в квазистационарном тепловом режиме 
определяется через параметры первого цикла и не зави­
сит от начального распределения перед первым периодом 
накачки

Ѳноо (Ч. Fo) =  ДѲщ (FoH) (1 -  

ѲоооОД Fo) == ДѲН1 (Fou) (1

n 2, exp (— JCFo) 
i ' 1 — exp (— KFon) ’ (4-61)

П 2, exp [ - K  (FoH +  Fo)] 
V  1 -  exp (-tCFo0)j •

(4-62)
Полученные выше соотношения позволяют рассмот­

реть ряд важных практических задач.
91



Часто при проведении различного рода исследований 
с применением оптических квантовых генераторов воз­
никает вопрос об определении промежутка времени, по 
истечении которого в пределах заданной точности 
в активном теле после накачки восстанавливается 
исходное поле температур. Другими словами, интерес 
представляет решение такой задачи: когда можно пола­
гать, что режим повторения импульсов эквивалентен 
режиму одиночных импульсов?

Пусть температура тела в период накачки возра­
стает на величину, равную Ѳп(/'і, FoH) =ѲцМП. Тогда для 
конца первого периода охлаждения и конца периода 
охлаждения в квазистацноиарном режиме его темпера­
турное поле описывается следующими формулами:

Ѳ0і(/-„ Foo) =  01IM11P (l — ß r)ex p (—-/ФРоц); (4-63)

Ѳооо ОТ Po0) ^ Q iwnP ( l - B r y e-i ( ^ T- T . (4-64)

Нетрудно видеть-, что при выполнении условия 
exp(/CFo) 1 последние соотношения практически со­
впадают. Если ввести коэффициент öe

(г,, Fo)  ̂
(Га, Fo) ’

(4-65)

то численные значения 6е будут характеризовать в до­
лях Ѳоі расхождение результатов, полученных по. фор­
мулам (4-63) и (4-64). Численные значения öe как функ­
ции Foa для ряда значений числа Био представлены на 
рис. 4-2а. Если величина 6е задана, то можно оценить 
минимальную длительность цикла (в зависимости от 
эффективности системы охлаждения), при которой ре­
жим посылки импульсов можно полагать эквивалент­
ным режиму одиночных импульсов накачки

Р о ц = ---- ^-1п А ---- ^-Л. (4-66)

На рис. 4-26 представлены вычисленные значения 
Fo4 как функции числа Ві для нескольких значений бе. 
В качестве примера рассмотрим системы, в которых 
активные элементы выполнены из стекла, граната и ру-. 
бина с радиусом R — 3,25 мм, охлаждение — водяное 
(коэффициент теплообмена а =  0,75 вт-см~2-°С-1 и соот­
ветственно Ві =  30; 2 и 0,55). Как следует из рис. 4-2, 
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с точностью до 10% от вычисляемых значении темпера­
туры режим повторения эквивалентен режиму одиноч­
ных импульсов при Fo4=0,33, 0,86 и 2,42, что соответ­
ствует частотам ■ следования импульсов f=0, l ;  0,45; 
0,55 гц. Здесь уместно отметить, что дальнейшее увели­
чение эффективности систем охлаждения для рубиновых 
образцов позволяет несколько увеличить частоту следо-

Рис. 4-2а. Корректирующий 
коэффициент öe для перехода 
от характеристик режима оди­
ночных импульсов к парамет­
рам квазистацнонарного темпе­
ратурного режима.

S

, s e-

У
1,01
,1,0S

е Bi
<0~г ЮЧ / Ю Ю2

Рис. 4-26. Оценка допустимой ве­
личины Fou, при которой в пре­
делах заданных значении бу мож­
но полагать квазистацнонариое 
состояние активного элемента 
импульсного ОКГ эквивалентным 
температурному режиму при оди­
ночных импульсах.

вания импульсов, при которой температурный режим 
активного тела соответствует режиму одиночных импуль­
сов. Так, если эффективность охлаждения увеличить 
вдвое, то Fo4= l,3 5  и f=  1 гц. При работе со стержнями 
из неодимового стекла увеличение коэффициента тепло­
обмена свыше 0,5 вт-см~2•00 1 практически не сказы­
вается-на значениях Роц (4-66).

'Полученные выше соотношения позволяют рассмот­
реть также вопрос о времени установления квазистацио- 
нарного температурного режима в активном теле ОК.Г. 
Введем в рассмотрение коэффициент бу, равный

8У öom(Ti, FO)
®О0О ('I. FO) •

(4-67)

С учетом (4-62) и (4-64) . определим зависимость 
между числом импульсов и параметрами, определяющи­
ми скорость установления квазистацнонарного режима

яг= - к ^ Г 1п(1 - 8ѵ)- <4-68)
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Таким образом, если известна частота следования 
импульсов, или, что то же самое, величина Fo„, то, за­
давшись значением отклонения бу температуры стержня 
от ее квазнстационарного уровня, всегда можно из 
(4-68) определить число импульсов, после которых уста­
навливается поле вида (4-62). На рис. 4-3 представлена 
зависимость (4-68). Для бу=0,9 в рубиновом ОКГ 
с активным телом в форме кругового цилиндра с ра­
диусом 3,25 мм при частоте следования импульсов і гц 
(Fo =  l,35) в условиях интенсивного воздушного охла-

Рис. 4-3. Число циклов /и, не­
обходимых для достижения 
квазистациоиар.иого темпера­
турного режима на уровне 
бу=0,9. При ’бу>0,9 прямые 
смещаются вправо на величи­
ну, соответственно равную 

{lg [—Іл (1—бу)]—0,36}.

ю '*  fo 'J  /О'2 ІО '1 / to ю г --------- :------------------------------

ждения при а =  0,0135 вт ■ см~г ■ °С-1, (В і=0,01) квазиста- 
ционарный режим наступает через 86 циклов. С перехо­
дом на жидкостное охлаждение [а=0,75 вт-слг2-°С-1, 
Ві =  0,54] указанный режим наступает после второго цик­
ла. Для стеклянного ОКГ с теми же характеристиками 
и в тех же условиях при воздушном охлаждении т — 700 
и при жидкостном ;п=10, дальнейшее повышение эф­
фективности системы охлаждения для ОКГ на стекле 
практически не влияет па время установления квазнста­
ционарного режима.

Рассмотрим еще один пример. Пусть для конкрет­
ного прибора определены размеры и материал актив­
ного тела, параметры системы охлаждения, мощность 
равномерных по объему источников накачки; тепло- 

1 обмен и перераспределение температур в процессе на­
качки не проявляются; определены также значения 
температур — температура охлаждающей среды Тс и 
максимальная температура процесса Тт, назначаемая, 
например, в случае рубинового ОКГ из условия согла­
сования длины волны генерируемого излучения с макси­
мумом пропускания атмосферы. Требуется определить 
оптимальную частоту следования импульсов в квази- 
стационарном режиме. Использование полученных выше 
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приближенных соотношений позволяет достаточно про­
сто получить ответ. В соответствии с введенными обо­
значениями максимальная температура в безразмерной 
форме активного тела равна 1. Следовательно, для 
центра активного тела перед очередным импульсом на-
качки и при квазистационарном режиме выполняется
равенство

1 а  __ ©пипТ*
иимІ1 ехр (/<Тоц) — 1 ’ (4-69)

откуда

роц_ ; с т ( н - (4-70)

На рис. 4-4 представлены результаты расчета, вы­
полненные в соответствии с выражением (4-70).

Максимум пропускания атмосферы лежит в области 
694,3 нм. Температурная зависимость длины волны из­
лучения рубинового ОКГ приближенно описывается 
следующей формулой (Л. 4-9, 4-10]:

Х(Т) =  694,325—0,0065 (Т—20), нм. (4-71)

Поэтому температура активного тела должна состав­
лять rmÄ335°С. Пусть кристалл диаметром 6,5 мм охла­
ждается водой (Тс =  7°С) с эффективностью теплообме­
на а =  0,75 вт-м~г -°С-1, В і= 0 ,55  и 0 mm =  O,2. В соответ­
ствии с выражением (4-70) оптимальная частота следо­
вания импульсов в квазистационарном режиме 7 гц 
(Fo«=0,2).

Н е о д н о р о д н о е  т е п л о в ы д е л е н и е .  Учет не­
однородности распределения источников тепла при оп­
ределении температурного поля проводился в гл. 3. 
Полученные аналитические выражения сложны и труд­
но поддаются исследованию. Тем не менее достаточно 
просто рассмотреть этот вопрос с помощью изложенного 
приближенного метода.

Представим распределение внутренних источников 
тепла в виде

ОО
Кі (/-,)=  І Х ( - 1 ) гЧѴ (г_1)- (4-72)

7=1

В частности, для г =  2

Ю  (Гі) = f li—Й 2''2і-
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Рис. 4-4. Предельная частота 
повторения импульсов при за­
данных пределах изменения 
температуры активного эле­
мента.

Рис. 4-5. Оценка влияния неодно­
родности распределения источни­
ков тепловыделения па темпера­
турный режим активного эле­
мента.

Температурное поле при т — 1 и при >м- 
Ѳ о(п)=0 записывается следующим образом:

Ѳ01 0'1. Fo) =  D (1 —  Br) exp (—ZOFo);

a  c  . Ö(1 — Br]) exp(—KFo)
Ѳооо(''і’ Fo) =

где для і —2

Т в )
D--

1 — exp (—/(Fo4) 
2

ß2
- ß  +  ^ r

- O O  для

(4-73)

(4-74)

(4-75)

В предположении однородного распределения 
с усредненной мощностью тепловыделения

D =  Ѳимп =  (а1- ^ - )  _1------ (4.76)
-в  + в*
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О неравномерности поля поглощения радиации на­
качки можно судить по величине коэффициента 6.ь рав­
ного отношению температур, вычисленных при условии 
неоднородной и однородной накачки. Величина этого 
отношения для сходственных моментов времени равна:

«н:= Н ----?------^ ---------- • (4-77)
6 М — YJ (2а>— а *)

На рис. 4-5 представлена зависимость (4-77). Как 
следует из рисунка, при числах Ві<0,1 практически не 
следует учитывать в расчетах неоднородность поля по­
глощения радиации накачки (ошибка менее 2%). С уве­
личением числа Ві неоднородность распределения источ­
ников тепловыделения может приводить к заметному 
влиянию на температурные поля активных элементов.

Ц и л и н д р  в о б о л о ч к е .  Задачу о температурном 
поле в круговом цилиндре с. неактивированной оболоч­
кой можно представить как задачу для кругового ци­
линдра без оболочки с внутренними источниками тепла, 
действующими в области O^ri^k^Ro/Ri-

Оценку эффекта введения оболочки можно провести 
по результатам сопоставления решений для составного 
цилиндра и стержня без оболочки с размерами, равны­
ми активированной части составного цилиндра (Л. 4-11]. 
Для этой цели определим численные значения следую­
щих выражений:

=  (1 _  в'г2) ех р (-К Т о ) -
“іШИ 1

— е (1 — Вг2) ехр (—KFo); (4-78)
ДвоооО- . .  F ° )  =  F ' ( i - ß ' r r )  е(1 —  ВГ?)

ѳ„мі1 ехр ( К т о ) - I  exp (KFo)— 1 ’

В правой части (4-78) и (4-79) первые члены опре­
деляют температурное поле в цилиндре с относительным 
радиусом k при накачке с однородным распределением 
источников тепла соответственно для первого периода 
охлаждения и периода охлаждения в квазистационар- 
ном режиме. Значения коэффициентов Р', В К '  для 
ряда значений k приведены также в табл. 4-2. Вычисле­
ния проводились по формулам:

Р '  = 1— 0,5 B'k?- 

1 _  B ' k 2 +  -jj- B n k*
(4-80)
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(4-81)

(4-82)

В этой же таблице помещены значения коэффициен­
тов е =  е(Ві, к), встречающихся в решениях для случаев, 
в которых распределение плотности поглощенной ра­
диации накачки может быть принято однородным:

Положив в этих выражениях к =  1, перейдем к ранее 
полученным формулам (4-45) и (4-46).

Как показывают расчеты, эффективность введения 
оболочки может проявляться лишь при больших часто­
тах следования импульсов (Fo<0,05).

О ц е н к а  т о ч н о с т и .  Эффективность применения 
изложенного метода во многом определяется выбором 
вида отыскиваемого приближенного решения. При об­
суждении метода Лейбензона было показано, что если 
приближенное решение задачи отыскивать в виде соб­
ственных функций этой задачи, то результаты точного 
и приближенного решений совпадают (Л. 4-1, 4-2]. Так 
как в дальнейшем при обобщении интегрального соот­
ношения основная идея метода не нарушалась, то отме­
ченная особенность должна быть присуща излагаемому 
методу решения. В качестве примера можно предложить 
результат, полученный при определении стационарного 
температурного поля в период действия внутренних 
источников тепла, — соотношение (4-51) является точ­
ным решением рассматриваемой задачи.

Проведем сравнение приближенных расчетных выра­
жений (4-63) и (4-64), полученных с учетом (4-42), 
с соответствующими точными формулами. На ЦВМ 
«Минск-22» рассчитывались среднеобъемиые температу­
ры 0(Fo) в долях Ѳішп для Fo =  Fo4 в квазистационар- 
ном режиме

А2 (1 -0,5fe2ß)

1 — ß +  -^-ß
(4-83)

СО
Ѳ (Fo

Ѳ, L i  lJ'n Ок, + .B '2) [exp (|П Fo4) — 1) и=і
~Ѳ (Fo”p"6,1) _______ Я (2 — В] ■

(4-84)

Р(2  — В] (4-85)2fexp{fCFo„)— 1] '
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Результаты обработки машинного счета предсТайЛё- 
ны на рис. 4-6. Расчет проводился для ОКГ с различ­
ными частотами (Fo4) посылки импульсов для ряда 
значений чисел Ві. Кривые на рис. 4-6 соответствуют 
расчету по формуле (4-84), кружочки — приближенному 
(4-85).

Из рис. 4-6 видно, что для чисел Био, не превышаю­
щих Ві =  1, точная и приближенная формулы дают оди-

Рнс. 4-6. Влияние длительно­
сти цикла при квазииепрерыв- 
нон посылке импульсов Fo„ на 
величину средпеобъеммоіі тем­
пературы 0(Fo„) (в долях 
Ѳнмп) активного элемента 
импульсного ОКГ в квазнста- 
циоиарном режиме.

наковые результаты. С увеличением интенсивности теп­
лообмена появляется разница между результатами точ­
ного и приближенного расчетов. Эта разница становит­
ся заметной (относительная ошибка более 10%) при 
Ві> 5  и Fo4<0,01.

4 -3 . Д Р У Г И Е  К О Н Ф И Г У Р А Ц И И

П о л ы й  ц и л и н д р .  Рассмотрим т-й период 
охлаждения. Математическая постановка такой задачи 
представлена системой (2-21) — (2-23).

Приближенному решению указанной системы при­
дадим форму [Л. 4-12]

Ѳо т (г„ Fo) =  Cm(Fo)(I - В . Г  +  В / ) ,  (4-86)

в которой коэффициенты Ві и В2, определяемые из гра­
ничных условий, имеют вид:

о  _________ Ві, (Ві2 -[- 4) k* — Bi2 (Ві, 4)______ . /л о7 \
—  ( В і , - 2)(В іг +  4 ) ^ -  (Ві, — 4) (Віа +  2) /г-’ >

о __________ Ві, (Віг 4~ 2) k -  — Віа (Ві, — 2)_______ . gg.
(Ві, — 2)(Ві„ +  4 ) /г4 — (Ві, — 4)(Bla +  2)fe2 ' к 1
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Коэффициент Cm (Fo) определяется из дифферен­
циального уравнения, получаемого подстановкой выра­
жения (4-86) в следующее интегральное соотношение:

k
j" 0О7П (/'и Fö) г, di\ =  Bi, [Ѳо т (r,, Fo)],.=|

— Ві^Ѳот^,, Fo)]r _ft. (4-89)
В итоге получим:

где
К =

ст (Fo) =  Сот ехр (—/(Fo),

Bi2 (I —  fl,fe2 +  BJi') —  Bi, (!— £ , +  Вг)
/г2 ■ 1 k*— I

2 В, /е° 1
Ih

(4-90)

(4-91)

Постоянную Com находим из условия минимума 
функционала

k
5 J [Ѳнт (г,, FoH) -  Сот (1 -  в ,Г  +  ß 2K)]2 г, dr, =  О, (4-92)

откуда

|Ѳнт(Гі, F o „ )  X
С °т— А2_ , „о & -  

2 +  6
V, k10—1 „ АН-

Щ іо — ß> - +
X(l — B s \ +  Вгг\) r, dr,

+  2̂
Й°- - BtB2ka — 1 ■ (4-93)

Чтобы применить для расчетов формулы (4-86), 
(4-90) и (4-93), следует определить величину ѲНт(П, F o , , ) .  
При адиабатическом нагреве в период накачки

F°H
ѲИ1 (г,, FoH) =  Ki(r,) [ Ki(Fo)dFo; (4-94)

О

Cqi--- -
I ( r i , F oH) X

/с- —  1 '9 /е6 —  1 I, k ' °  —  I
9 +  ß? к +  B2 in В,

X (1

+  вг

6 ' - 10 
ВгП + в 2г\) Г, t/r,

/г® - 1
■ В,В2

k s - 1

k* — 1
+

(4-95)
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(4-96)
г т

с

Сох fl — exp(—т К Fou)] . 
1 — exp (—ДРоц) ’

Coi
ооо 1 — ехр(— ЛТоц)

Температурное поле в первом и т-м периоде охла­
ждения в квазистационарном режиме определяется из 
выражения (4-86) при подстановке в последнее соотно­
шении (4-90), (4-94) и (4-96). Коэффициенты ßj, В2, К, 
Соі/Ѳішп Для расчета теплового режима приведены 
в табл. 4-3.

При учете теплоотвода и перераспределения темпе­
ратур в активном элементе в период -накачки определе­
ние Ѳцт (Гі, F'o) требует решения самостоятельной зада­
чи о теплообмене полого цилиндра с внутренними источ­
никами тепла. В рамках допущений для системы 
(2-21) — (2-23) такая задача для m-го периода формули­
руется следующим образом:

двнт (г 1, Fo) __ 1 д 
д¥о '  г, дг,

0Ѳв т (г,, Fo)
d r ,

Ѳят(Л , О) =  0от_, (г,, Fo4); Fo =  0;
0Ѳнт (г,, Fo)

+ K i(r„  Fo); (4-97) 

(4-98)

[ dr. . 0=1
;Bi[0„m(/\, Fo)]r_, ; (4-99)

_  ^ ѳ н т (г,, Fo)j^ ^  = P_i_ В І 2  [Qam (Л) F o)]^  • (4_100)

Система (4-97) — (4-100) отличается от системы 
(2-21) — (2-23) наличием в дифференциальном уравне­
нии (4-97) члена, учитывающего действие источников 
тепла. Поэтому интегральное соотношение (4-89) для 
данного случая имеет вид:

k
g j4 - J e Bm(rI, Fo)rIdrl =  BiI [9am(r„ Р о ) ] Гі=Г —

1
k

-  Ві2 [ѳпт (л, Fo)]r =Ä +  Кі (Fo) J Кі (/•,) r/dr,. (4-101)
1

Решение будем искать в виде (4-86). Так как гра­
ничные условия в указанных системах совпадают, то 
коэффициенты Ві, В2 и К будут определяться соответст- 
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венно по формулам (4-87), (4-88) и (4-91). Для на­
хождения постоянной C,n(Fo) следует подставить реше­
ние (4-86) в интегральное соотношение (4-101). В ре­
зультате придем к дифференциальному уравнению от­
носительно C,„(Fo), из которого следует:

Ст (Fo) = ©С
—

' 
_

 0

3,

k
( Kl (г,)гігіг,
i

X

1 k2 — 1 о *  -  1 ,
2 — Ut 4 I

X  exp (/CFо) rfFo

+  ß2-
/г6- exp (—KFo). (4-102)

Для определения постоянной интегрирования Снт 
удовлетворим условию минимума функционала

k
8 [[Ѳ0ІВ_, (/•„ Fou) - C Hm( l - ß 1/- ;+ J82/) ]T 1rfr1 =  0, (4-103) 

1

откуда

I ®om - I (rl I f Оц) X

ft2 — ! ,*« — 1 — I
2 +  6 ~  +  B 2 |(T

X  (1 — В\Г]+ в . ф  ridr,

- B f : +  в, /г” •
- B t ß2It*- (4-104)

Теперь нетрудно проследить развитие температурно­
го поля.

/  цикл: период накачки

Ѳ'и, (r,,Fo)=

Fo г ft -I
[ Ki(Fo)

1 '
f Ki (r ,) r , drt

j
exp (/(Fo) rfFo

I k2 - 1 k* — 1 . fc6 — 1
2 ßl 4 0

X

X(1 -  ß .rJ+ß ^exp f-Z C F o), (4-105)
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где

С„ —
J ѳ. O'.) X
I

О А2
ßf

/гс
BS

, /г1“—
2 т  б т и 2 Ю 

Х(1 — ßi^f +  Вгг\) г, rfr,
(4-106)-*■ Ач — 1 /г6 — I А8 — 1

— ß , — 2~  +  ß= — 3 —  ß ,ß 2 — 4-

пернод охлаждения

0О1(/-„ Fo) =  [C04-C1I1](l X
X ехр [— К (FoK-j-Fo)J, (4-107)

где
Fo„

I' Кі (Fo)

Сщ — -

r, dr I j  exКі (г,) r, dr, I exp (/CFo) dFo

A2 — 1 A4 — 1 A6 
ß , ---- 3— +  ß

■; (4-108)
2 1 4

т-й цикл: период накачки

Ѳцт(Л. Fo):

2 б

Fo ■ ft
j* I\i (Fo) J" Ki (ri) ri rfri X
0 . 1

А2 — 1 А1 — 1
-в. ■-

X  exp (/CFo) dFo 

+  ß2 R
(1 -  exp (—A’Fo), (4-109)

Cam =  CB exp [—(m— 1) A FoJ-j-
— exp [— (m — 1) ДТоц]. 

' ai exp (ДРоц) — 1 ’ (4-11C)“h C’b
период охлаждения

Ѳ„т(Г,. Fo) =  Com(I — 5 ,^  +  5 /^ )ехр [—A(FoH +  Fo)];
(4-111)

Сот = с0 ехр [~(т  -  1) AFoJ +  Саі
• (4-112)
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авазчстщионарный режим:. период накачки

ѲноЛ'-,. F°) =

с  + -НОО I

Fo k
J  Ki (Fo) j  Ki (r,) rl rfr, exp (/(Fo) rfFo
0 .0

к 2 — 1 к * — I к'
Вх л -f- /іа —

2  “  1J l  4  " T I J a  6

Х (1 — 5 ,^ - ] - Л2/) е х р ( —KFo),

С_= Сві
ноо ехр (Л'Роц) — 1 *

период охлаждения
4ѵ

(4-113)

(4-114)

X

Ѳ000 (С> ро) =  Сооо(1 -  Д г +  Вя0  ехр [—/С (Fo„ +  Fo)];
(4-115) 
(4-116)Q — ______________

ооо 1 — ехр (—Л’Род)

Если начальная температура активного элемента 
равна температуре охлаждающей среды, то в формулах 
(4-105) — (4-112) выпадает член, содержащий величину 
ѲоДі). В квазистационарном режиме влияние на темпе­
ратурное поле неоднородности начального распределе­
ния, а также уровня нагрева не проявляется, так как 
величина Со ехр (—тКРоц) стремится к нулю по мере 
роста времени работы генератора (т— >-оо). Если пре­
небречь теплообменом в процессе накачки, приняв на­
грев стержня адиабатическим, то формулы (4-105)—■ 
(4-116) воспроизводят полученные выше соответствую­
щие выражения для этого случая.

П а р а л л е л е п и п е д .  Сохраняя основные предпо­
сылки, при которых формулировались задачи выше, мож­
но с помощью метода, изложенного в § 4-1, рассмот­
реть температурный режим активного элемента в форме 
параллелепипеда. В качестве примера приведем расчет­
ные соотношения для т-го периода следования импуль­
сов в случае, когда решение задачи отыскивается 
в следующем виде [Л. 4-13] (основные обозначения 
приведены на рис. 4-7):

Ѳ (хі, xz, хз, Fo) =  С (Fo) Ö {xu хг, хг) , (4-117)
где

D =  1г-В {1— (1 —х2, ) (1 - x h )  (1 — xh) ], (4-118)
Хі=x/b, xz=y/h, X3 =  z/l, Fo =  ax/b2, Ві =  а6Д.
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+

Период накачки

В̂Ш (-̂ 1> -̂ 2» Fo) —

Fo T i l l
Kl (Fo)

0  Lo Ö D

C a m

ru 1 * I
J Kl (Fo) Ш Kl (x,, x , x3) dx, dXi dx3 exp (A'Fo) rfFo

, — 0,70*1/3 ' ̂
X D ( x „  xs, x s)exp(-KFo);  (4-119)

[—(m~  l)A Fo4] +

+ c .  (4420)
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0Oiti (Xjj -x2, -х3, Fo)— СomD (х,, Ло7 -х3) У\ 
Х ехр[— /C(Fo„ +  Fo)];

Сот--=С0 ехр \—(щ — 1) KFoJ - f  
I р  1 — ехр (— тКРоп)

~Т~ 111 1 — ехр (—/(Fo,,)

Здесь
I 1 I
 ̂ I  ̂®о (х, 1 л-2> Хз) D (х,, х,,, х3) dx1 dx3 dx3

Р _____о б о

° 01 “  I — 1,4І5 +  0,55952

Период охлаждения

(4-І21)

(4-122)

(4-123)
Fo.. I 1 I

с я
1  J  ̂ Д о, X,, х2, Хз) dx, dxо d x 3 ехр (/(Fo) HFo
О 0 0 0

В =

• 0,7045

h „ /
Ві, +  ij В>2 +  h Ві3 

Bi, +  -g -B ia +  Bi3 +  2,67

(4-124)

(4-125)

К - в
1 — 0,7045 (Bi, +  Bi2 +  Bi3). (4-126)

Для условий теплоизоляции торцов и Віі =  Ві2 расчет 
коэффициентов В и К упрощается

B i Q + i r )

Bi ( і  + - ^ - ) + 2 ,6 7

у  . 2Ві (1 — В)
4 —  1 -  0,7045 ’

(4-127)

(4-128)

Если перераспределение температуры в стержне за 
счет теплопроводности в процессе накачки несуществен­
но, то расчет ведется по формулам:

период накачки (для ѲоД'і, х2, х3) =0)

0нпг(*1, Х2, хз, Fon) = Ѳ и і(Х і ,  Х2, Хз, FoH) +
.+  Ѳ о т - 1  (Л'і, -Гг, Хз, Fo4); (4-129)
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период охлаждения

Ѳ о т ^ і)  Хг, Х3, Fo) —ComD(xi, Хз, Л'з)ехр(—AFo);
(4-130)

г  __г  1 — exp (— mA'Foa)
о т —  01 1 -  exp (-A F o u) ’ (4-131)

Fo..

ѲН1 (JC„ JC„ F o„)=  f Ki(x„ л-2, JCS, F0)rfFo. (4-132)

В табл. 4-4 приведены результаты вычислений коэф­
фициентов ß(B i), А'(Ві), а*"0-- (Ві). При вычисленияхН̂МП
использовались соотношения (4-124) для случая одно­
родного поля поглощения радиации накачки, а также 
(4-125) и (4-126). Для примера на рис. 4-7 приведено 
распределение температуры в активном элементе из 
неодимового стекла с квадратным поперечным сечением 
со стороной 10 мм. Стержень охлаждается потоком воз­
духа (а =  0,0082 вт • см~2 ■ °С-1, Ві =  0,5). Частота посылки 
импульсов 2,8 имп/мин (Fo4=«0,3) ѲНмп=0,2.

Точное решение аналогичной задачи можно полу­
чить, используя известные результаты [J1. 4-14, 4-15]. 
Например, в простейшем случае мгновенной накачки 
при однородном распределении источников тепла для 
режима одиночных импульсов расчетное соотношение 
имеет вид:

00 00 00

Ѳооо (*.• Х * >  F°) =Ѳ«мп j  2  S  A * A i A i  C0S («*» -т )  X
і~ 1 /=1

X  cos ^ p* - |- j  cos ^  exp [—(|i® Fo, +  ^  Fo2 - f  njFoJ,

(4-133)
где

Аn (І. j) (i.}) + >
2В1,уЛB l f + ^ (,. n  

Hn u, j) [Bift +  Bift +  |Д ^ ]

k = l ,  2, 3...;

F« (i, j) — корни уравнений ctg (j. =  ц; Bi, = a lbfX\ Fo, =

=  ат/6г; Ві2 =  <х2А/Я; Fo2 =  ат//гг; Ві3 =  а,А/Я; Fo =  ат/А2.
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Решение еще более усложняется при учете неодно­
родности поля поглощения радиации накачки. Поэтому 
точные решения в рассматриваемых задачах можно 
рассматривать как тарировочные, т. е. использовать их 
для оценки точности результатов, получаемых прибли­
женными методами. В работе (Л. 4-16] приведены ре-

Рис. 4-8. Изотермы в брусе квадратного сече­
ния для Fo = 0,08 и Ві— »-оо.
Выше оси X — изотермы, рассчитанные по формуле 
(4-121) для /7і= 1; ниже оси X — результаты расчета 
по точным формулам [Л. 4-16].

зультаты расчета температурного поля в брусе квадрат­
ного сечения для Fo =  0,08, охлаждаемого (при Ві— >-оо) 
от начальной температуры Ѳ=1.  Аналогичная задача 
была просчитана по приближенной формуле (4-130) 
при т =  1. Расхождение результатов не превышает 5% 
(рис. 4-8). С ростом числа Fo величина ошибки умень­
шается. В частотном режиме посылки импульсов, как по­
казывает расчет, относительное расхождение результа­
тов еще меньше, чем в первом цикле.

Т р е у г о л ь н а я  п р и з ма .  Использование в ОКГ 
активного тела в форме треугольной призмы приводит 
к выходу излучения паразитных мод, уменьшающих 
полезную мощность генерации. В і[Л. 4-17] показано, что 
вплоть до достаточно высоких значений показателя пре-
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ломления (п — 2) в нормальном сечении стержня не су­
ществует лучей, которые, многократно отражаясь внут­
ри образца, не выходили бы

Рис. 4-9. Температурное поле 
в активном элементе импульсного 
ОКГ с поперечным сечением 
в виде правильного треугольника. 
B i= l, Fo = Fo„ = 0,041, Ѳ„„п = 0,2.

торых D(x 1, xz, х3) и С01 

D(л',, х ,)= 1  — В [1 — (1— л,—о

наружу, а испытывали бы 
полное внутреннее отра­
жение. Исследованиям 
распределения плотности 
поглощения радиации на­
качки в стержнях с по­
перечным сечением в ви­
де правильного треуголь­
ника посвящены работы 
[Л. 4-17—4-19]. Тепло­
вой режим активного эле­
мента такой конфигура­
ции рассмотрен в 
[Л. 4-20].

В соответствии с дан­
ными этой работы при­
ближенный расчет тем­
пературных полей в трех­
гранной призме можно 
проводить по формулам 
(4-129), (4-130), в ко­
им еют следующий вид:

:2) (1 А-! —х2) X,]; (4-134)

С . .=
0,5 — 0,4675

0,5 — 0,933ß +  0,435В2
(4-135)

Численные значения коэффициентов Соі/Ѳнмп, В и К 
приведены в табл. 4-5. На рис. 4-9 представлены изотер­
мы для случая ОКГ с мгновенной однородной по объему 
накачкой в стержне из неодимового стекла при Ві =  1, 
Гоц-=0,04 (f =  5,2 имп/мин) и Ѳ Имп=0,2.

Т а б л и ц а  4-5
Коэффициенты для определения температурного поля 
в активном элементе в форме правильной трехгранной призмы

Ві 0,01 0,04 0,1 0,5 1,0 5,0 10,0 20,0 50,0 100,0

Со,
to'-'ими 1,02 1,07 1.17 1,82 2,55 6,42 8,96 11,5 14,0 15,1

в 0,02 0,07 0,16 0,48 0,65 0,90 0,95 0,97 0,99 0,99
к 0,69 0,28 0,68 3,26 6,16 21,3 30,8 39,6 47,8 51,3
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Глава пятая

УЧЕТ ЗАВИСИМОСТИ 
ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК
АКТИВНОГО ВЕЩЕСТВА ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ

В предыдущих главах анализ температурных ре­
жимов активных элементов проводился в предположе­
нии постоянства теплофизических характеристик лазер­
ных материалов. Такой подход оправдан при слабом 
влиянии на величину нагрева температурной зависимо­
сти тепловых свойств вещества. Однако в ряде случаев, 
например в области низких температур, указанная зави­
симость может оказать существенное влияние на ре­
зультаты расчета. При учете температурной зависимости 
теплофизических характеристик возникает необходи­
мость рассмотрения нелинейного уравнения теплопро­
водности. Решение дифференциального уравнения теп­
лопроводности с переменными коэффициентами связано 
с большими трудностями. Достаточно полный обзор 
методов решения нелинейных уравнений теплопровод­
ности содержится в [Л. 5-1—5-3]. Точное решение может 
быть получено только в отдельных простейших случаях. 
Поэтому при решении нелинейных уравнений теплопро­
водности пользуются различными приближенными мето­
дами. Одним из методов является замена температурной 
зависимости А,{Т) и с{Т) приближенными функциями, 
приводящими к линеаризации уравнения теплопровод­
ности |[Л. 5-4, 5-5]; Другой метод состоит во введении 
новых функций, при использовании которых нелинейное 
уравнение преобразуется к виду, более удобному для 
дальнейшего рассмотрения [Л. 5-6, 5-7]. Таким приемом 
в ;[Л. 5-8] рассматривается нелинейная задача об охла­
ждении рубинового стержня, торцы которого поддержи­
ваются при температуре 77 К. При решении этой задачи 
методом конечных разностей на ЦВМ использовано 
представление температурной зависимости коэффициен­
та теплопроводности и теплоемкости в виде К=аТь\ 
с =  аТа для ряда температурных интервалов. Сущест­
вуют и другие методы решения нелинейного уравнения 
теплопроводности [Л. 5-9—5-13]. При приближенном ре­
шении нелинейных задач теплопроводности весьма 
эффективны вариационные методы (см., например, 
[Л. 5-14—5-15]). Излагаемый ниже материал является
8 --2 9 8 ИЗ



обобщением результатов, приведенных В Предыдущей 
главе, на случай температурной зависимости теплофизи­
ческих характеристик лазерных материалов.

5-1. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

Введем вместо температуры Ѳ интегральные ана­
логи вида [Л. 5-15]:

ѳ ѳ
ѲФ= ^  Я,(Ѳ)гіѲ; 9* =  4 - j c (0 )d 0 ,  (5*1)

где
I I

Я, =  J  Я, (Ѳ) dQ-, с, =  J  с, (Ѳ) с?Ѳ; Я, =  Я/Яс; с ,= с / с с. (5-2)
о о

В общем случае связь между Ѳф и Ѳ* определяется 
температурной зависимостью Я и с и может быть до­
статочно сложной.

Пусть зависимость теплофизических характеристик 
от температуры имеет вид:

Я, (Ѳ )=  1 —b' —Н ̂ X20a -f- -. -; (5-3).

Cj (Ѳ)— 1 Ң- ^ciÖ-H -f- •••• (5-4)
■Представим приближенно зависимости (5-3) и (5-4) 

следующим образом:
К (Ѳ) — 1 “Н kxQ] (5-5)
с, (Ѳ) =  1 -(- /гсѲ, (5-6)

где коэффициенты kx и kc находятся из вариаций соот­
ветственно (5-3) и (5-4) относительно их среднеквадра­
тичных значений

A = 3 (t l + -t l + - ) ; (И )

*с= 3 (% ■ + ¥ + • •  ■ )■  (5_8)

Соотношения (5-5) и (5-6) позволяют представить 
связь между Ѳ и функциями Ѳф и Ѳг'

т /  1 +  £ФѲФ — 1 У 1 +  k tQi — 1 
ѳ = - ^ т + ^ _ —  ѴГ+Щ- l  ’ (5-9)
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где
АФ =  2АХЯ,; /ег = 2 / г сс. (5-10)

Так как &фѲФ •< 1 и Аг-Ѳ‘ <(1, то при ограничении 
двумя первыми членами разложения в ряд (5-9) будем 
иметь: і

Ѳ*‘ =  5ѲФ, 
где

„ К  Ѵ\ + k i - I
й0 / T r è - І

(5-11)

(5-12)

Установленная связь между Ѳ* и ѲФ оказывается по­
лезной при исследовании температурного режима актив­
ного тела ОКГ с учетом зависимости тсплофизических 
характеристик от температуры.

П е р и о д  и а к а ч к и. При адиабатическом нагреве 
распределение температуры определяется следующим 
соотношением:

дв (х,, х2, х3, Fo) К і(х ,, rx2, х3, Fo)
öFo с, (Ѳ) (5-13)

Введение новой функции (5-1) позволяет линеаризо­
вать уравнение (5-13)

дѳ* (х,, х2, х3, Fo) 
dFo =Kil’(-̂ ,i х 2 < Fo), (5-14)

где
і г и ! ,, с « \  _ Q (Х\> х2, х3, Fo) L- . с  ах
KF(^, Fo) = ---- \ е/сс (tm — i.e)— > F o = TJ-

Решение уравнения (5-14) известно
Fo

Ѳ1' (-XT,, х 2, х 3, Fo) =  Кіг (xt, х 3, х3) Кіг (Fo) dFo. (5-15)

Решение (5-15) по форме совпадает с аналогичным 
соотношением, полученным в рамках линейной задачи, 
однако проведенные по нему вычисления не воспроизво­
дят поле, подобное распределению внутренних источни­
ков тепла. Здесь можно говорить лишь о подобии полей 
функций ©‘(хі, х2, х3, Fo) и Кі(.ѵі, хг, х3, Fo).
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С учетом теплоотвода в период накачки • темпера­
турное поле Ѳ(д'і, а'2, л'з, Fo) при зависимости тепло­
физических характеристик от температуры определяет­
ся решением следующей нелинейной системы:

с, (Ѳ) р, (Лі’ gpo - , , -Fo) =  div Я, (0) grad 0 (л:,, л,, x3, F o)+  

+  Кі(^і. -*3> Fo); (5-16)

0(лу, л2, л,, О) =  0о(л'„ л',, л-,); Fo =  0; (5-17)

й Ѳ (\і, Xn, х3, Fo) 
д п .

dF,
. w, к

xa, Fo)\w,hdF, (k— 1, 2. . . ) . (5-18)

Если ввести в рассмотрение интегральные аналоги 
вида (5-1), то последняя система принимает вид:

х г, хз, Fo)_=  Л(Ѳф) ѵ=0 ф (л.|; л.2> F o ) - j -
PFo

+  КІФ(Л'1, л2, Л 'з, Fo); (5-19)

Ѳф(л',, л,, л'з, 0) =  Ѳф(х,, х„, х 3), Fo =  0; (5-20)

__ Г Г  с>0 ф (je,, хг, Xj,  Fo) 1 ^  __
J L d?o J,o,ii 1

Fl, h
=  I  £хВіл[Ѳф(х,, x 2, x 3, Fo)\WtkdFl ( k =  1, 2...), (5-21)

где

Л(ѲФ) К  (Ѳ) . TTj®__ qL*
с, (Ѳ) р, ’ 14 Фт  —.Ф, ’

[Ѳ ( X , ,  Хг, Х Э1 Fo)]tUift 
[Ѳф(х,, х2, х3, Fo)]«,^

Представим величину Д(0)Ф следующим образом:

Л(0)ф= 1 + / г а 0ф +  ̂ 0 ф5 +  ... =  1 + £ аѲФ, (5-22)
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где коэффициент /е„ определяется из условия минимума 
среднеквадратичного отклонения (5-22) во всем интер­
вале изменений Ѳ(л'і, х>, х3, Fo) от 0 до 1

К  =  з з (5-23)

С учетом (5-22) уравнение (5-19) приближенно мож­
но заменить следующим:

(5ѲФ (,ѵ,, л'2, х 3, Fo) I 
öFo Т" у 20ф(л-,, X хѵ Fo) -j-

+  КіФ(х1, А'г, х3, Fo), (5-24)

в котором e — среднее значение
-  1 /е„Ѳф

2 ‘ 3 (5-25)

Сопоставления значений e и e показывают, что при 
ka =  —0,5 различие между ними не превышает 17%. 
Однако в большинстве реальных случаев величина Іга 
меньше. Например, в области комнатных температур 
для рубина и стекла при (Тт—Гс),<50°С  максималь­
ное значение ka не превышает соответственно —0,20 
и —0,05. В области низких температур 7С<100 К, не­
смотря на более сильную температурную зависимость 
теплофизических характеристик, величины ka такого же 
порядка, что связано с меньшим перепадом температур 
Тт—Тс. Для |£а| < 0 ,2  замена е на е приводит к рас­
хождению их величин не более, чем на 6%.

Приближенную линеаризацию системы дифферен­
циальных уравнений (5-19) — (5-21) завершим, предста­
вив коэффициент ех в соответствии с (5-5) в виде

I _ 9 ® (̂ -1> Fo)
(5-26)

При изменении Ѳ(х,, х,, x t, Fo) от 0 до 1 величина 
изменяется в пределах

1
<  1 (5-27)

что позволяет приближенно заменить коэффициент ^  его 
средним значением

\ =  1 —-J-- (5-28)
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Определение численных значений £х и £х показывает, 
что расхождение между их значениями не превышает 
13°у„ при |^х| — 0,5. В реальных случаях значения kx 
меньше указанного. В частности, в диапазоне рабочих 
температур 300 — 400К для рубина, вольфрамата каль­
ция и стекла /ех имеют соответственно следующие зна­
чения: —0,244; —0,047; 0,146. Следовательно, расхож­
дение значений ?х и ^ не превышает 6; 1,2 и 3,5°/„.

Так как для переменной ѲФ система, включающая 
(5-24), (5-20) и (5-21) с учетом (5-28), линейна, то 
использование приближенных методов решения в прин­
ципе не отличается от рассмотренных в гл. 4.

Обобщенное интегральное соотношение теплопровод­
ности в этом случае принимает вид:

X,, JC„ Fo)dV?=.
V, 

k

=  J ?xBift [^ (x ,,  X ,  A-3, Fo)]u,iftdF, +
1 F,.K
+   ̂КіФ(х., x ,  Л'з, Fo)dV,. (5-29)

V,
Если искать решение Ѳф(лг,, х 2, Xj, Fo) в форме

ѲФ(х1, X ,  F0) =  C(Fo)£>(jc„ X ,  xs), (5-30) 
где D ( x i ,  Xi, x 3) — полином вида (4-7), то коэффициен­
ты в решении (5-30) можно определить, подставив его 
в граничные условия (5-21) и в соотношение (5-29). 
В последней операции дополнительно приходится инте­
грировать уравнение

Кіф (Fo) Кіф (*і- *а. я * )  d-V,

J C g £ - + K C {  Fo) = ---------------------:---------------  (5-31)
D ( x „  Х г , x 3) d V ,

V ,
где

k
f  ^ Bih[0(x,, x2. x3, F C W F ,

------------------------------------ = ѣ к ' .  (5-32)
J  D ( x „
V,

X-, X3 ,) rfV;



Решение у р а в н е н и я  (5-31) принимает вид:

j  Кіф (х,, х 2, х а) dV,

С (Fo) =
J '  '  Fo

"Т— --------------------- f Ki*(Fo) X
D ( x l t  x2, x3) dV x J J. о

X exp ( ~  K'Foj dFo exp H?x K'Fo ). (5-33)

■Постоянная интегрирования C0 обращается в нуль, 
если к моменту начала работы прибора в стержне уста­
навливается однородное распределение температуры, 
равное температуре охлаждающей среды. Если же при 
Fo =  0 функция ѲФ(хі, х2, Хз)=т̂ 0, то постоянную С0 сле­
дует находить из условия минимума функционала

8 { [ѲФ(^ , jct, xs) -  C0D(Xl, х я, x t)\adVt = 0 ,  (5-34)
V,

откуда следует

J 0Q (Xj, Xj, x2) D (X|, x2, X3) rfVj
C0 =  -^------ =--------------------------------- . (5-35)

\ D-  (Xj, x2, X3) dVj 
V,

Окончательно можно записать:

(Xj, x 2, X3 ) D (Xj, x2, X3 ) dVj

Ѳф(л„ x,, xs, Fo) = V,

f D 2 (X,, x 2, x 3) dVt

І

| к і ф (х , ,  x 2, Xj) dVt Fo _  ^

----------------  f  КіФ (Fo) exp ( j *  K'Fo ' dFo
j  D  (X ,, x2, Xj) dV 1 j  V e j

Vi

X,D(Xl, x ,, -S,)exp( — -Ь-/СТо

X

(5-36)"
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Для получения распределения температур по сече­
нию образца следует воспользоваться связью (5-9) 
между Ѳ(*ь хг, х3, Fo) и ѲДхц х2, х3, Fo).

П е р и о д  о х л а ж д е н и я .  В соответствии с (5-9) 
и (5-36) к концу периода накачки в активном теле фор­
мируется температурное поле, описываемое соотноше­
нием

~і/' 1 4-АфѲ (х,, х2, л'з, Fo„) I
0„(x.,.v,, л' Fo„) =  —-------------■■=------------------------- .

, . v  -  3 .  а / [ / 1  + к ф - \

(5-37)
Температурное поле в процессе последующего охла­

ждения определяет решение системы уравнений:

с. (Ѳ) р, д& (-Л‘-  -  - °- =  div Я, (Ѳ) grad 0 (х, , х3, х3, Fo);
(5-38)

0(л„ лц, л-3, 0) =  Ѳ„(л-,, х3, х 3, Fo.,); Fo — 0; (5-39) 
'<ЭѲ(х,, х2, x3, Fo)

I 1Лв) PFo - wji
dF

=  [ Ві,[0(л-„ x„, x 3, Fo)],„|(tdFI( k = \ ,  2...). (5-40)

Указанную систему можно линеаризировать тем же 
путём, что и систему (5-16)'—(5-18). Для этого восполь­
зуемся соотношениями (5-1) и связью (5-28). В резуль­
тате получим следующую линейную систему дифферен­
циальных уравнений:

РѲ*(х„ X, х „ / о ) _ =  ̂ _  20ф (
PFo е ѵ 4 1

Ѳф (д :І , х £, х 3, O ) =  0 * ( J C „  х „ ,  х-і,

__ f l "  0ѲФ (X,, х2, Хз, Fo)
J L PFo

=  J &хВій [ѲФ(х„ x,, x 3, Fo)\WthdF,
l,fc

X», x 3, Fo); (5-41) 

Fo„); Fo =  0; (5-42) 

dF, =w,h

( k = l ,  2 ...). (5-43)

Если отыскивать решение в виде (5-30), то найден­
ные значения коэффициентов полинома D(xi, х2, х3) при 
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решении задачи для периода накачки сохраняются 
в рассматриваемом промежутке времени, а коэффи­
циент C(Fo) находится из следующего интегрального 
соотношения: :

д
д¥о - | ѳ ф(;сІ, л„, х3, Fо) clVt =

V,
К

=  7  ][] I  1хВф[ѲФ(л:,, Л'2І х 3, Fo)]w,kdF,. (5-44)
I F,

Из (5-44) с учетом (5-30) следует:

С (Fo) = С 0 ехр -=-K'-Fo }■ е У
(5-45)

Окончательно для периода охлаждения одиночного 
цикла можно записать:

0 Ф (Л ',, Л ',, л 'з , Fo) =
j*®0 (J'n  X u  Х 3) D ( х Х г ,  Х 3) 

V,

(ІѴ,

| о 2 ( Х , , Х а, х 3) 

V,

■+
dV,J КІФ (х,, х2, х 3) dV, Fon ̂ D (х,, хг, х 3) d

Г КіФ (Fo) exp [ -Jf  K'Fo dFo 
dV> ■} \ « /

X

V,

XD (x„  x 2, л'з) exp — = - K '  (Fou +  Fo) (5-46)

Ч а с т о т н ы й  р е жим.  Для получения общего ре­
шения в частотном режиме проследим развитие темпе­
ратурного поля в т-м цикле. Так как процессы измене­
ния температуры протекают при переменных теплофизи­
ческих характеристиках, то аналитическое исследование 
вопросов связано с нелинейными дифференциальными 
уравнениями и нелинейными граничными условиями 
III рода. В этом случае нарушается принцип суперпози­
ции температурных полей при чередующихся периодах 
накачки и охлаждения. Поэтому прямое приложение 
результатов, полученных в рамках линейных задач, 
становится неправильным. Однако если с помощью ряда



преобразований и соответствующего выбора вида новой 
переменной удается линеаризировать задачу, то для 
этой новой переменной применение принципа суперпози­
ции температурных полей будет оправдано. Учитывая 
это замечание, при рассмотрении вопроса о температур­
ном поле в произвольном т-м цикле будем определять 
не температуру Ѳ(хі, хі, Л'3> Fo), а ее интегральный ана­
лог Ѳф (хі, кг, Хз, Fo), введенный по соотношению (5-1).

Распределение Ѳф (л',, х,, х 3, Fo) в течение т-то
периода накачки определяется решением уравнения 
(5-19) с граничным (5-20) и следующим начальным 
условием:

Ѳ*т С*.. х„ х„  0) =  ѲоФж_іг(х„ х ѵ x lt Fo0); Fo =  0.
(5-47)

Проводя вычисления, аналогичные выполненным при 
решении системы (5-19) — (5-21), получаем:

Fo) =

j" ®ШІ_I (^I > •'“2, -Тз, Р°о) Р  (^"1, ^2, -’-з) d V I
V,

 ̂ £ > 2 (х ,, х 2, гхэ) dVx 

V,

+  АѲГ (Fo) X

X D ( x x, хг, Л'3)ехр( — —  K'Fo), (5-48)

где

ДѲФ V,

J KI* (X,, х2, х 3) с ! Ѵ ,  ро

Р----------------------- f  КіФ (Fo) exp f І  K'Fo ) dFo
f D (x,, x„ x 3 )dVx J "*v ' 4  * J* ПVi

(5-49)
Систему уравнений, формулирующую задачу для 

последующего периода охлаждения, представляет собой 
система (5-41) — (5-43), в которой начальное условие 
(5-42) записывается в форме

I, х ѵ х 3, О) =  0Фт (л:„ х„ x t, FoH); Fo =  0; (5-50)

где ѲФт (х,, л:2, ха, Fo4) определяется выражением (5-48) 
при Fo=FoH,



Опуская промежуточные выкладки, запишем ре­
зультат

$ Ѳнш (*1. *2, х 3’ F°n) D (xu X t ,  X 3) dVl

Ѳ®' (x„ x 2, x 3, Fo) = —---------3---------------------------------- X
0 * ( * 1 .  X * .  * . ) < № .

M _

ХЩ-Ѵ',, л'2, л-3)ехр^— Ъ-K’Fô j. (5-51)

Экспоненциальные множители при ЛѲ* (FoH) образу­
ют убывающую геометрическую прогрессию, что позво­
ляет выражения (5-48) и (5-51) полностью определить 
через параметры первого цикла:

Ѳ*м(л„ х 2, х3, Fo) == 

Х ехр

X

^ (Xj , х 2 , х 3) D {хj , х2, хэ) dV,

j  U- (x,, x2, x3) dVt‘ 
V,

-X

— ѣ к '  ( m -  l)F o4
£

— exp (— K’ (m — 1 )Fo„)

exp ( - l l  K’FОд )— 1

+Д Ѳ * (Fo) +  A0* (FoH) X

X

'XD(x1, x2, jcs)exp( — b-ZC'Fo); (5-52)

Ѳ (-T,, x 2, x 3, Fo) —
^ 1 Xg) ^  (X j > X z t  Xg) ^ I

Ki

Xexp

+  АѲ* (FoB) 

X D (x i> x °> х з) exP

— 4* K ' { m -  l)Fo4

j’.D2 (x1, x2, x3) d \ \  

+

X

V,

1 — exp I - h . K ' F o nm)
\ • /

1 — exp 1'  — Ж к ' Г о Л
X

- - 4 / C '  (Fou -f-Fo) (5-53)
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С помощью полученных выражении удается просле­
дить развитие температурного поля от 1-го до т-го цик­
ла работы ОКГ.

С увеличением т распределение öm стремится 
к квазистационариому. Температурное поле в квазиста- 
ционарном режиме не зависит от номера цикла, причем 
влияние начального распределения Ѳ0(.ѵ'ь хг, *з) на про­
филь температурного поля и на его уровень не проявля­
ется. Выражения (5-52) и (5-53) для квазистационар- 
ного режима принимают вид:

Л'=, -V F o ):
4®* (Fo„)

1 — exp — Д К'Роц
X

Х 0 (л ',, лы, л-,)ехр Ѣ к Т о  ); (5-54)

Ѳооо(Л4- Х »  л'з- F° ) :
X D ( x „  x t, л*,) exp

4®,Т, (Fou)

— exp ( — /\ 'Fо,,
_ V e

----Л"' (Fo„ -J-Fo)

X

. (5-55)

Для нахождения истинного распределения темпера­
туры следует воспользоваться (5-9).

Изложенное выше позволяет проанализировать ре­
жим работы ОКГ сериями. Используя соотношения вы­
веденные для произвольного цикла квазинепрерывного 
режима работы, получаем для т—1-п серии при Fö =  Foc

л'*’ л'з>' Fo„) =
j" ®о л2' л"з) D (х ,, Х ц  х 3) d \ \

- — —р----------------------------------D{Xj, х„ л'3) Х
\ D2 (je,, х г, х 3) dV,

X  ехР

+  -
1 — ехр — А д '  (,и— l )Fo0

е

1 — ехр _ A / C 'F o c
S

=  К' (пг — 1) Foc +

<?*0(хіг х 2, ха). (5'56)
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В К Ё З з и с т й ц и о й а р н о м  р е ж и м е  при Fo =  Foc

где

exp ( _ ^ L /( 'F o u ).
£

(5-58)
Таким образом, и здесь можно показать возмож­

ность установления квазистационарного режима, при 
котором температура в каждой точке образца колеблет­
ся в определенных пределах и воспроизводится через 
время, равное Fo0. Параметры такого режима пол­
ностью определяются через характеристики первой се­
рии. Чтобы определить температурное поле в t-м цикле 
т-й серии, достаточно воспользоваться соотношениями 
(5-52) и (5-53), положив в них Ѳ* (л'і, х%, хз) =  

=  Ѳ І . ,  (л'х, а'2, л-3, Fon) и затем применив обратный 
переход (5-9).

Если теплофизические характеристики активных эле­
ментов не зависят от температуры, то полученные здесь 
соотношения переходят в соответствующие им формулы, 
приведенные в гл. 4.

5-2. КРУГОВОЙ ЦИЛИНДР

Изложенный в предыдущем параграфе материал 
проиллюстрируем на примере расчета теплового режи­
ма активного элемента в форме длинного кругового 
цилиндра. Если теплофизические характеристики актив­
ного вещества не зависят от температуры, то при одно­
родной по объему накачке в условиях адиабатического 
нагрева увеличение температуры составит величину Ѳішп. 
С учетом зависимости теплофизических характеристик 
от температуры величина температурного скачка Ѳ'тш 
будет:

( 1 / 1 + 2 * 0 0 , 1 ^ 0 - 1 ) ,  (5-59)
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или

Ѳ,нМ„ =  -^ - (К і+ 2 А 0ѲИиа- 1). .(5-60)

Введем корректирующий коэффициент, характери­
зующий влияние температурной зависимости ЦѲ) и с(Ѳ) 
по соотношению

сьг
Sj ___ ° ЦМ11 
иѳ ft ( |Л + 2 * сѲНіІІІ-  1). (5-6 Г

Результаты расчета величины по формуле (5-61) 
представлены на рис. 5-1. Как следует из рисунка, ре-

Рис. 5-1. Корректирующий коэффициент 
для учета зависимости удельной теплоемко­
сти активного вещества от температуры при 
определении нагрева активного элемента 
импульсного ОКГ за период накачки.

шение линейной задачи может давать значительные от­
ступления от действительной картины протекания про­
цесса. Рассмотрим конкретный пример. Активное тело —
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кристалл рубина — помещается в среду переохлажден­
ного жидкого азота с 7'с =  65 К. В этих условиях удель­
ная теплоемкость рубина с равна 0,045 дж/(г- К). Пусть 
плотность объемного тепловыделения в активном теле 
составляет 24 дж/см3. Если безразмерные температуры 
определять в масштабе АТтт, т. е. ѲИмп=1, то йс=Ю и 
действительное увеличение температуры составит лишь 
0,34Ѳиміг, т. е. Д7'имп =  44°С. Таким образом, данные по 
нагреву, рассчитанные с учетом и без учета зависимо­
сти с(Ѳ) различаются примерно в 3 раза.

Для диапазона температур 300—400 К величина kc 
значительно меньше указанной и значения Ѳ'цМп и Ѳимп 
практически совпадают: для рубина 8Ѳ =0,95 (ѲцМп =  0,5; 
&с =  0,174), для стекла 8Ѳ =  0,99 (ѲцМп =  0,5; /гс =  0,04).

Ч а с т о т н ы й  р е жи м.  В частотном режиме посыл­
ки импульсов расхождения между результатами расчета 
по данным линейной и нелинейной задач также могут 
оказаться заметными; при этом существенную роль 
играют длительность цикла и эффективность системы 
охлаждения активного образца. При учете температур­
ной зависимости теплофизических характеристик рас­
пределение температуры перед очередным периодом на­
качки в квазиетационариом режиме определяется сле­
дующим соотношением:

Ѳ'(г„ Fo) —

/ i + M Ä
exp (Jb- К'РоЛ — 

/
(5-62)

где

ß<t>__ ЕИ д - ,  __ 8Bi

2 +  lxBi 4 +  |).Ві
рф __ . 1 — о .SS4

1 - В Ф + -Ö - (Вф)

дФ  ®пмп
QМП С, В

(5-63)

(5-64)

Если кй— >-0, то формулы (5-62) и (5-63) переходят 
в ранее полученные соотношения для линейной задачи 
(4-45), (4-64). Представляет интерес сравнить эти фор-
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мулы. Введем корректирующий коэффициент
ѳ' (Род) =
в  (Роц)______________

exp ^-^-A ''Fou ^ — 1

“  ®тп,Р(2 - В ~
4 [exp (fCFo„) — I]

(5-65)
Коэффициент 6П по формуле (5-65) рассчитывался 

на ЦВМ «Минск-22» для трех случаев, исходные данные 
которых приведены в табл. 5-1. Т а б л и ц а 5-1
Коэффициенты для определения температурного поля 
в активном элементе ОКГ при зависимости его 
теплофизических характеристик от температуры

Материал Температурный 
интервал, К Ц е h.

Рубин 65-80 1 ,025 і,іб —0,1 0,8
Рубин 300—400 1,061 м т —0,244 0,174
Стекло 300—400 0,9635 0,9761 0,146 0,04

Результаты расчета приведены на рис. 5-2.
Расчеты проводились для ѲцМп =  0,1 в зависимости 

от Fo4. Для рубиновых стержней в рабочем диапазоне

Ofll 0,1 1,0 /о

Рис. 5-2. Корректирующий 
коэффициент б» для учета за­
писи мости теплофизических 
свойств активного вещества от 
температуры при определении 
средиеобъемпой температуры 
рабочего элемента импульсно­
го ОКГ при Ѳіімп —0,1 и Fo = 
= Fou в квазистацнонарном 
режиме.
----------- рубин (65—80 К);
-------------рубни (300—400 К):
---------------- стекло (300— 400 К).

температур 65—80 К при Ві =  0,01 расчеты в линейном 
приближении оказываются заниженными примерно 
в 1,2 раза, а в рабочем диапазоне температур 300— 
400 К в тех же условиях охлаждения — в 1,1 —1,2 раза
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по сравнению с данными, полученными с помощью со­
отношения (5-62). Указанное расхождение увеличивает­
ся с расширением допускаемого интервала рабочих 
температур.

Для стеклянных ОКГ в интервале 300—400 К ре­
зультаты расчета по формулам линейной задачи могут 
оказаться несколько завышенными (бп =  0,95). С ростом 
эффективности охлаждения величина бп несколько уве­
личивается. Аналогичный расчет проводился и для

Рис. 5-3. Корректирующий 
коэффициент б. для учета за­
висимости теплофизических 
свойств активного вещества от 
температуры при определении 
разности температур между 
центром и . ' поверхностью 
активного элемента для Fo = 
=  FoH и Ѳпмп —0,1 в квазиста- 
ционарном режиме.

S i
tfi'- 0,0h '

ві-- ѣ (,0->

> 1
/ . 0,0 h

I ■' Р0Ц

Oßt OJ / Ю to2

Ѳ Им п = 0 , 5 ;  при этом результаты практически совпали 
с приведенными выше.

Характер поправок к линейным решениям сохраняет­
ся при определении других характеристик температур­
ного режима импульсного ОКГ. На рис. 5-3 приведены 
результаты расчета корректирующего коэффициента 
для определения разности температур между осью 
и поверхностью рабочего элемента ОКГ для Fo =  F'oq и 
Ѳ іш п = 0 ,1  в квазистационарном режиме. Расчет прово­
дился по формуле

■ s __I®' Fi. рОц)]Гі=0 —  [ö' (г,, Fo4)]r_, /K cc^

*  ~  [ö F,. Р°ц) ] г , = 0  -  [0 ('i. F°s)]r,= l ■ K >

С увеличением частоты следования импульсов вели­
чина б; приближается к значению, соответствующему 
непрерывной накачке. Естественно, что с уменьшением 
частоты следования импульсов характеристики темпе-- 
ратурного режима активного тела приближаются к со­
ответствующим характеристикам режима одиночных 
импульсов. При переходе в режим одиночных импуль­
сов перед очередным импульсом накачки по сечению 
образца устанавливается однородное поле температур, 
равное Тс, и-, следовательно, результаты решения линей­
ной и нелинейной задач совпадают. В этой связи пред- 
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ставляет интерес оценить условия реализации режима 
одиночных посылок (в пределах заданных бе— рис. 4-2). 
Предварительные выводы можно сделать из рис. 5-2. и
5-3. Более точный учет можно провести по формуле

8Л = У

1+2 kykK mP*-
\ —Вфг\ 

exp I /С' йоц^— 1
г, dr!

1 + 2 ^ Л 1ѲфгаР ф(1 - .В ф rf) e x p f - l ^ ' F o ^ - l гі dr 1

(5-67)

Аналогичная оценка проводилась в рамках линейной 
задачи (см. гл. 4). Поэтому сравним результаты расче­
та по формулам (5-66) и (4-65). Расчет, проведенный 
с учетом данных табл. 5-1, показал, что на переходной 
стадии от частотного режима в режим одиночных им­
пульсов коэффициент бе отличается от значений б'е и 
тем больше, чем меньше величина Fon. Однако, когда 
б/е<1,8, они практически совпадают. Поэтому в боль­
шинстве случаев при решении данного вопроса мож­
но пользоваться результатами, представленными на 
рис. 4-2а.

Н е п р е р ы в н ы й  р еж и м . Для активного тела оп­
тического квантового генератора непрерывного действия 
расчетные соотношения вытекают из решения следую­
щей нелинейной системы [Л. 5-16, 5-7]:

7 Г ^ [ 1'< ® )''-Т 7 Г ]+ КІ(''')=0; 

- Л ( Ѳ ) [
d& (r,r  

d r> Jr,= I

г de (r,)i _  Q
drxL 1 J ra=0

=  Bi [Ѳ 1

(5-68)

(5-69)

(5-70)

Введем в рассмотрение вместо температуры ее инте­
гральный аналог по выражению (5-1). Если коэффи­
циент теплопроводности линейно зависит от темпера­
туры

Л »(Ѳ )=1+А ХѲ> (5-71)
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то для обратного перехода от ѲФ к исследуемому пара­
метру— температуре — следует пользоваться формулой

e =  ̂ r ( / l + S , e * - l ) .  (5-72)

Преобразованная в соответствии с (5-1) система 
(5-68) — (5-70) записывается в виде

Приближенную линеаризацию системы дифферен­
циальных уравнений (5-73) — (5-75) завершим заменой 
коэффициента его значением по формуле (5-28).

Теперь нетрудно найти решение, которое имеет вид, 
аналогичный (2-12). С учетом связи (5-72) получаем для 
стационарного режима

Если теплопроводность активного вещества слабо за­
висит от температуры (значение kx мало), то формула 
(5-77) переходит в решение для линейной задачи (2-12). 
В последнем легко убедиться, разложив (5-77) в ряд и 
полагая =  1.

Для больших чисел Био (В і>100), когда температу­
ра на поверхности практически совпадает с температу­
рой охлаждающей среды (граничные условия первого 
9* 131

rfe'" ( )  1 =  0, (5-75)

г д е

[ Ѳ  ( ' і ) 1 , 1 = і
X .  ( в )  [ ѳ ф  ( г , ) ]

(5-76)

(5-77)



рода), выражение (5-77) 'переходит в следующее реше­
ние нелинейной системы (5-73) — (5-75) [Л. 16]:

(5-78)
На рис. 5-4 для ряда значений Ві и интервалов рабо­

чих температур показаны распределения Ѳ(/т) по сече­
нию активных тел. В качестве сравнения на каждом из 
рисунков приведено поле температур в образце, рассчи-

',2
<,0 
0,8 

О,Б

4*
0,2

О 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

81=0,01,

т )  --< ,2

У У

п

В і= 1

В 1=20

Рис. 5-4. Температурное поле в активном элементе не­
прерывного- ОКГ с учетом зависимости теллофизнческих 
характеристик активного вещества от температуры 
в стационарном режиме.
/  — рубин (300—400 Ю; 2 — рубин (65—80 К); 3 — стекло
(300-400 К): 4 — k y  =  0.
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тайное без учета нелинейности' (kx = 0 ) .  На рис. 5-5 для
учета зависимости коэффициента теплопроводности от 
температуры даны поправки бі к  результатам расче­
та разности температур между осью и поверх­
ностью активного тела при однородном тепловыделении. 
Как следует из рис. 5-4 и 5-5, результаты определения 
температурного режима активного тела в ряде случаев 
могут заметно отличаться от данных, полученных в ли­
нейном приближении, особенно при небольших значе-

Рис. 5-5. Учет зависимости 
теплофизических характе­
ристик активного вещества 
при определении перепада 
температур между центром 
и поверхностью рабочего 
элемента непрерывного 
ОКГ в стационарном ре­
жиме.
1 — рубин (300—400 К ); 2 — ру- 
бнн (65—85 К); 3 — стекло (300—
400 К ); 4 —  стекло (200—300 К).

ниях Ві. Проиллюстрируем сказанное примером. Так, 
разность температур между центром и поверхностью 
в рубиновых элементах для диапазонов рабочих темпе­
ратур 65—ВО и 300—400 К оказывается выше, чем при 
расчете в линейном приближении для Ві =  0,1, соответ­
ственно в 1,36 и 1,11 раза; для стеклянных образцов 
в диапазонах 200—300 К и 300—400 К корректирующие 
коэффициенты для Ві =  0,1 равны соответственно 0,83 
и 0,87.

Т-аким образом, зависимость теплофизических свойств 
активного вещества от температуры может существенно 
влиять на характеристики температурного режима рабо­
чих элементов ОКГ. Однако целесообразность учета 
этого факта при определении температурного режима 
ОКГ следует всегда увязывать с температурным интер­
валом работы образца, характером зависимости его 
теплофизических характеристик от температуры, часто­
ты следования импульсов и эффективностью его охла­
ждения. В рассмотренных выше примерах корректиро­
вать расчеты, проведенные в рамках линейной задачи, 
для стеклянных активных материалов нецелесообразно.- 
Для рубиновых стержней такой учет полезен в области 
низких температур, а также в случае критических режи­
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мов работы (сохранение агрегатного состояния хладо­
агента при резкой зависимости генерационных характе­
ристик от температуры). Последнее замечание относится 
также и к ОК.Г на вольфрамате кальция, флюорите и 
гранате.

Глава шестая
ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

Активные элементы ОК.Г работают в условиях неоднородного 
по объему нагрева, который вызывает неодинаковое тепловое рас­
ширение различных элементарных объемов вещества. Неравномерное 
расширение в сплошном теле в общем случае не может происходить 
свободно. Вследствие этого неоднородный нагрев обусловливает по­
явление температурных напряжений.

В режиме одиночных импульсов при адиабатическом нагреве 
величина напряжений определяется механическими и теплофизическн- 
ми свойствами вещества и характером распределения источников 
тепловыделения. В частотном режиме проявляется также зависимость 
от величины чисел Био и Фурье, определяемых частотой следования 
импульсов накачки, размером и формой поперечного сечеиир актив­
ных элементов, интенсивностью теплообмена с охлаждающей сре­
дой. Влияние указанных выше факторов на величину и распределе­
ние температурных напряжений по сечению активных элементов 
в конкретных случаях проявляется по-разному.

Как указывалось выше, температурные напряжения вызывают 
изменения оптических свойств вещества. Они являются в ряде слу­
чаев причиной разрушения активных элементов с невысокой механи­
ческой прочностью. Поэтому напряжения, возникающие в процессе 
работы ОКГ, следует считать одним из существенных факторов, 
влияющих на работу генератора. Данные о величине и характере 
распределения напряжений, их зависимость от параметров вещества 
и условий работы необходимы для описания оптических свойств ак­
тивных элементов в рабочем состоящій и выяснения их влияния на 
характеристики генерации.

6-1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

В данном параграфе рассматриваются основные соотношения 
несвязанной квазистатической теории термоупругости [Л. 6-1—6-5], 
которые попользуются при анализе температурных напряжений в ак­
тивных элементах твердотельных ОКГ.

Напряженное состояние вещества характеризуется компонентами 
напряжений Оц, деформаций е,-,- и перемещений Совокупности 
компонент Cij и £ц образуют симметричные тензоры напряжений 
и деформаций (рис. 6-1):

ахѴ ° x z Ехх еху £xz

а = ахУ а УУ аУг ; е = ехУ £ѵѵ eVz

axz ауг ° z z £xz £Vz £zz
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Несвязанная квазистатическая теория не учитывает механиче­
скую связность ’(заівиоимость температуры от деформации) и си­
лы инерции, обусловленные нестационарным температурным полем. 
Пренебрежение эффектом механической связности обосновано при 
рассмотрении задач термоупругости, если причиной возникновения 
деформаций являются внешние или внутренние источники тепла. 
В этом случае івлияние деформаций на распределение температуры 
ничтожно мало и нм можно пренебречь [Л. 6-1—6-3, 6-5]. Исследова-

Рнс. 6-1. Схема напряжений, приложенных к элементарному 
объему.

ние температурных напряжений является в общем случае динами­
ческой задачей. Однако при .достаточно медленной изменении тем­
пературы можно не учитывать влияние инерциальных сил. Тогда дви­
жение элементарных объемов вещества рассматривают как после­
довательность квазнравновесных состояний (квазистатическое при­
ближение). В соотношения для деформаций, напряжений и пере­
мещений время будет входить как параметр.

Так как напряжения в активных элементах возникают в резуль­
тате объемного тепловыделения вследствие поглощения накачки и 
изменение температуры вещества происходит достаточно медленно, 
то анализ напряженного состояния активных элементов можно про­
водить в приближении несвязанной ивазистатическоіі теории термот 
.упругости.

В рассматриваемом приближении решение задачи проводится ' 
в два этапа. Сначала определяются температурные поля, а затем 
в соответствии с распределением температуры исследуется напря­
женное состояние вещества.

Компоненты оц, 'S,-3- и и,- в каждой точке объема изотропного 
вещества при заданном распределении температуры Т(х, у, г, і) 
определяются следующей системой уравнений:

Z
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уравнениями равновесия:

К * L 00*У J
дх 1 ду 11 dz 1

д°ху 11 доуу
1 дауг 1дх 1 ду -1 dz 1

<Kz 1 дауг
дх 11 ду 1 dz 1

А' =  0; 

У =  0; 

Z =  0;

(6-2)

соотношениями между деформациями и перемещениями:

дііх .
дх svv —

диу
ду

duz
"> ez z  :

ЕжУ — 9

- К

дих , диу \
ду 1 dx ) ’
диу . dut  \  .
dz V dy ) ’
дих

1 даЛdz 1 dx )

<?2

(6-3)

н соотношениями между деформациями и напряжениями 
ниями Дюгамеля-Неймана):

1
ех х  =  ß  Iя** — ѵ (®уи +  °zz)] +  «г?4;

1
evy =  -уг К у —ѵ К * +  ®*z)] +  “т7’;

(соотноше-

(6-4)

ezz =  ~ß Iя«  —v К* +  °ии)] +  «гT;

1 1 1  
exv — 2G °xV’ &xz— 2G °*2’ Ei/Z — 2G ”'JZ'

Граничные условия, записанные через компоненты напряжений, 
выражаются следующим образом:

А =  ах х ѵх  +  ах у ѵу  +  a x i v z'> 1
У =  аухѵх "Ь s vy°v -j“ VyzVz', / (6-5)
Z =  ° z x vx  +  a z v vu +  ®zzO*. j

В выражениях (6-2) — (6-5) X, Y, Z  — проекции объемных сил на 
координатные оси; G=Ej2(1—ѵ )— модуль сдвига; Е  — модуль Юн­
га; V— коэффициент Пуассона,_  а т — температурный коэффициент 
линейного расширения; X, Y, Z — компоненты поверхностных сил 
в направлении х, у, z\ vx, ѵи, vz — направляющие косинусы внешней 
■нормали к 'границе поверхности. .
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При зависимости температуры от двух пространственных коор­
динат Т(х, у, 1) рассмотрение упрощается. Этому случаю соответ­
ствуют типичные задачи термоупругостп о плоской деформации и 
о плоском напряженном состоянии. Плоское напряженное состояние 
характерно для тонких в направлении z (призматических тел, в част­
ности для танкой пластины. В условиях плоского напряженного со­
стояния

O zz — СГ.-с г =  CTyz =  0. (6-6)

Компоненты напряжений { О х х ,  о уу, оху), деформаций (гхх, гуу, 
гху) и перемещении (их, иу) при отсутствии объемных сил удов­
летворяют следующим уравнениям [см. (6-2) — (6-4)]:

дахх 1 доху __„
дх +  ду U;

дахѵ , доуѵ __Л 
дх +  ду и’

]
е.'ж =  - Ц Т  ( а х х —  ѵои!/) +  O . J ;

*ѴѴ =  ~2Г (аУУ —  ™ хх)  +  «гТ;

___ 1_
г ху  =  20 °ху'’

дих _ диу _ 1 I дих , диц
е*х =  ~дх 'г £уу =  ~ду~’ е*у =  ~ 2 \ d f  +  ~dx

Компонента деформации zZI равна:

(6-7)

eZZ —  —  £  (ахх  +  ауу) +  « іГ .  (6-8)

Плоское деформированное состояние реализуется в длинных 
(в направлении г) призматических и цилиндрических телах. При 
плоской деформации перемещения их и иѵ зависят только от двух 
координат X  и у, а осевое перемещение uz= 0. В случае плоского 
деформированного состояния компоненты а Хх, о ѴУ, а х у , е х х , в уѵ, &хУ, 
их и иу также удовлетворяют уравнениям (6-7), в которых параметры 
Е, V ,  От необходимо заменить на £ /(1—ѵ2); ѵ/(1—ѵ); іат (1+ѵ) соот­
ветственно. Осевое напряжение определяется следующим выраже­
нием:

<Jzz=v(ffxx+ayv)—aTET. (6-9)

Приведем в качестве примера решения плоской задачи термо­
упругости для двух частных случаев — свободной пластины с изме­
нением температуры по толщине и цилиндрического стержня с осе­
симметричным распределением температуры, которые соответствуют 
наиболее распространенным конфигурациям активных элементов
о к г .
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В пластине, свободной от поверхностных сил, при изменении 
температуры по толщине Т(г, I) реализуется частный случай .пло­
ского наипяжеиного состояния:

<T2z = tr.« = CT.v!/ = O!/2 = 0. (6-10)

Отличные от нуля компоненты напряжений зависят от коорди­
наты г:

атЕ Г 1
-XX — 1 С Т У У  —  1 _  у

ft

Г 1 , 32 , 1
2Л Л̂т +  2/;3 — Т (z, i) J ■ (6 - 11)

—ft

ft
(6-11) jVt =  j  T (z, i) dz] A'IT —  ̂ T (z, /) z  dz, 2h — толщина

- f t

пластины.
В рассматриваемом случае компоненты тензора деформаций 

принимают следующий вид:

В Х Х  —  е ѴУ 

2 о с т ѵ

1 ,г 3z 1 .
2/і "г 2h3 ^ 1 ’

1 — V [ 2/г +  2h3 Mr ]  '

exV —  EVX —  ezx  =  0-

1 + V (6- 12)

Без учета перемещений тела как твердого целого компоненты іи 
равны:

Г 1 32 1
* = “тХ [̂"2Л' ̂  + 2/і» /Wt J ’’2/i*

Г 1 32 1
“ н =  “ ті/ I g /г +  2/ і3 Л*т J ’ 

ЗатМт
Н ------ 4/;3

z
(*2 +  </2) + --- =—  VI — V Л

X (1
Г VZ+ V) I Г (г, /) dz— -ң- NT-

Зѵ2г
2Л3 Л/,

(6-13)

При симметричном распределении температуры Г(г, /)= Г (—2,/) 
величина Мт= 0 и компоненты е**, &ѵу, их, иѵ не зависят от рас­
пределения температуры по толщине, а определяются лишь усред­
ненным нагревом.

Для кругового цилиндрического стержня (сплошного или поло­
го), когда температура Т(г, 1) зависит только от расстояния до оси 
г, при отношении R/L<g. 1 ( R —внешний радиус, L — длина стержня) 
и отсутствии осевых перемещений имеет место плоское деформиро­
ванное состояние, при /?/L> 1 и свободных от нагрузок торцах — 
плоское напряженное состояние.
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В случае длинного полого цилиндра радиальные и
тангенциальные компоненты напряжений '(см. рис. 6-1) записыва­
ются в виде

атЕ
(1- ѵ )  г»

а-Е
П ~  (1 — ѵ) /*2

r̂ w S T { r ) r d r - \ T{r)rdr
R, R.

J — ^ -ІГ (г ) /-  dr +  \ T ( r ) r  dr—T (r) r-
2 1r, r.

(6-14)
В соответствии с (6-14) радиальное перемещение равно:

«т(1 +ѵ) 
“г”  /■(! — V)

(1 — 2ѵ) г* +  Щ

Я ?  -  Л ?

Ra Г

j  Г (г) /т/г +  j  Т (г) г dr 
R. R.

(6-15)

Решение задачи для плоского напряженного состояния также 
описывается соотношениями (6-14), (6-15) при замене £7(1—ѵ2), 
ѵ/(1—ѵ), a T(l+ v ) на E, v, ат соответственно.

При плоском деформированном состоянии

— v ( 

2a_£v

' +  ’чхр) — атЕТ =
Ra

(1 ■*)(«! b ^ r l Tlr)rdr-
R. .

aTE
(6-16)

Выражение (6-16) описывает осевое напряжение ozz при закреп­
ленных-торцах («г=0). Осевое напряжение при свободных торцах 
стержня равно сумме радиального агг и тангенциального на­
пряжений

атЕ
°iz  =  Т ~ rdr — Т (г) (6-17)

Осевое перемещение без учета движения цилиндра как твердо­
го тела и осевая деформация определяются соотношениями:

Ra

(6-18)
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В этом случае радиальное перемещение равно:

г(1

Г
( І - И ) ^ ( г )  rdr+  

R,

(1-Зѵ) Г-+  (1+ѵ) R

R i  -  R i

.2

-S
Т (r)rdr

R.
(6-19)

Соответствующие выражения, описывающие напряженное состоя­
ние оплошного цилиндрического стержня, легко получить, полагая 
Ri=Q в соотношениях (6-14) — (6-19). В частности, для плоско- 
деформированного состояния при свободных от нагрузок торцах ци­
линдрического стержня радиуса R имеем:

ат£

а  JE
VV=  о̂ Г-Ч ')'^ 1* +  г г-2Г (/■)];

а.Е —D
« « = Т = Т І Г

(6-20)

«»■ =  2-(1а1 ѵ) [(1 -  3v) T R-  (1+v) f '■] +  *,T  (г);

^ = 2 T f e r t ( l - 3 v ) ^ + ( l + v ) r - ] ;

EZZ ~  a TTRJ

“ r =  2 ( ° rI . v )  [ ( 1  +  V) T r  +  ( 1  -  3 v )  T R ] ;

и г —  aTz T R .

где
Г

f  =  ^ T ( r ) r d r .
о

Ha основании приведенных выше соотношении и. результатов 
анализа теплового режима, изложенных в гл. 2—4-, можно исследо­
вать характер напряжений, деформаций и перемещений, возникаю­
щих в. активных элементах твердотельных О КГ. \

В последующих § 6-2 и 6-3 анализируется напряженное состоя­
ние активных элементов {Л. 6-6—6 -8] на примере цилиндрического 
стержня при осесимметричном распределении источников тепла.

' (6-21)

(6-22)

6-2. РЕЖИМ ОДИНОЧНЫХ ИМПУЛЬСОВ

Для цилиндрического стержня, торцы которого свободны от 
нагрузок, во время действия импульса накачки компоненты напря­
жений в приближении плоской деформации определяются следую-
140



щими соотношениями:

ать 1

arr (Гі, Fo) =  2 (1 — ѵ)
n=i

. . Г, 1 Jl (ВпП) '
X L о J. (M  J'7”’

— For /i
) X

V  (ri ’ Fo) 2 (I — v) tf2 J j 5 " t 1
n=l

Fo■ « ) X
X J _  Jl (HVl) . H-n-To (iVl)

' +  П J, (|x„) J, (p-n) v«;

: (П P n i  g r f i  1  Г !  Н ’» Р “ Г 9  H ‘ n J o ( l J , n r i
’ F o )_ 2 (1 -  V) R°- 2 j ß n  (1_e Jl (p.„)

11=1

1̂1’

(6-23)
где qn определяется соотношением [3-84].

При адиабатическом нагреве распределение температуры тіо 
сечению активного элемента совпадает с распределением мощности 
тепловыделения q{r{) (см. гл. 3). Тогда соотношения (6-23) упро­
щаются:

а  ТЕ t
агг(г< О =  1 _ѵ"ср

К г
■̂ rJ<7W rcir q (r) rdr

ат£  t
af f  (r ’ ^  =  1 — V ~Cf

R r
j <7 (r) rdr +  ji? (г) rdr+2q (г)

“г/ (г, 0 =  г з
атЕ t

1 — V С р S‘ JL О
q (г) rdr — q (г)

(6-24)

Выражения (6-24) можно записать в следующем виде:

Г <7Г 1 1
агг (г, t) — 2 ( 1_v) 1 — №

L
f

а ТЕ Г 9r „ ? W 1.
“w  V' И -  2(1 — V) АТ + «* J’

атЕ _  Г 
°Z2 (П 0  — (j _ j

- V й !•

(6-25)
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где A f  — усредненный по объему нагрев к моменту времени t, qr =Г
= 7 Г  j  Q ( 0 rdr-

О
При параболическом распределении источников тепловыделения

Q (г) — q (0) (6-26)

радиальная зависимость напряжений определяется следующими соот­
ношениями:

аТЕ _ b — 1 Г ( г \ Ч
° г г ( г ,  0  =  —  2 (1 — V) АГ b +  1 [ '  —  J  J ’ 

V  ^ о  =  - Т (Г=^гЛГ т т т [ 1- 3( х ) а] : »«('• 0 = -  Т̂ т лт ттт[1 -  2( х ) 2]- (6-27)

_ Здесь b =  q(Q)jq(R) — перепад мощности тепловыделения;
АТ{Ь—1 )/(й + 1 )— усредненный по объему перепад температуры, 
между центром и боковой поверхностью. Характер распределения 
температурных напряжений (6-27) по сечению -цилиндрического 
стержня при Ь>\ иллюстрируется рис. 6-2.

Как следует из (6-27), тангенциальная и осевая составляющие 
напряжений изменяют знак в точках r = R l V 3 и r=RlV~2  соответ- 
ственно. В области 0 ^ r < R / V 2 при b>  1 стержень подвергнут про­
дольному сжатию, а при R /} f  2 < r^ .R  — продольному растяжению. 
Радиальное напряжение сжимающее во всей области 0^г=£:£. Мак­
симальное по абсолютной величине значение напряжений равно;

агЕ ■ _ b — 1 
°ыакс =  1 — V ДГ b +  1 ’

Проведем численную оценку возникающих напряжений для стек­
лянных стержней а т —1,02- ІО“ 5 К-1; £=6,98- ІО5 кгс-см~г, ѵ=0,225. 
При трехкратном перепаде мощности тепловыделения (Ь=3; 0,33) и 
усредненном по объему адиабатическом нагреве АТ—7 К величина 
Омане составляет 32 кгс-см~г.

■Величина термоупругих напряжений, возникающих в активных 
элементах, оценивалась по экспериментально определяемому градиен­
ту температуры в работах [Л. 6-9, 6-10]. По данным [Л. 6-10] в руби­
новых стержнях температурный градиент 10 К -ел -1 вызывает на­
пряжения 100 кге • см~г. В работе {Л. 6-9] приведены 'следующие зна­
чения возникающих напряжений; 120 кге-см~г для рубина и 
25 кге ■ см~2 для стекла.

Как следует из (6-24), величина максимальных напряжений при 
заданной зависимости q(r) пропорциональна наибольшему значению 
lqR—q(r)] и не зависит от размеров стержня. На примере парабо­
лического распределения видно, что напряжения одинаковы в стерж­
нях различного диаметра при условии постоянства усредненного
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перепада мощности тепловыделения но сечению. Так как характер 
распределения накачки зависит от радиуса стержня, влияние раз­
мера поперечного сечения при прочих равных условиях существенно 
для величины и распределения возникающих напряжений. На рис. 6-3 
приведено радиальное распределение осевых напряжений в полиро­
ванных цилиндрических стержнях из рубина с концентрацией ионов 
хрома 0,03%. Расчет напряжений проводился на основании данных 
по радиальной зависимости мощности тепловыделения при изотроп-

Рнс. 6-2. Радиальное распре- Рис. 6-3. Радиальное распределе- 
деленпе напряжений в цилин- мне осевых напряжении огг в ру- 
дрнческом стержне. биновых стержнях.

ной накачке (см. § 1-1). Из данных рис. 6-3 следует, что максималь­
ные температурные напряжения в стержне радиусом 0,28 см при­
мерно в 3 раза выше, чем у стержней радиусом R — 1 с и і. Уменьше­
ние напряжений с увеличением радиуса стержня связано с более 
однородным распределением источников тепловыделения.

В частотном режиме существенное влияние на величину темпе­
ратурных напряжений оказывают процессы теплообмена и теплопро­
водности. Для цилиндрических стержней радиальные и тангенциаль­
ные напряжения в плоском деформированном состоянии для ш-го 
цикла при произвольном распределении источников тепловыделения 
определяются следующими соотношениями [Л. 6-6—6-8]:

•»

6-3. ЧАСТОТНЫЙ РЕЖИМ

00

~  2 (1— ѵ) * У В' Р'
1 Ji (іУі)
rx Ji Ю Чп, (6-28)

Л = 1

00

1 + Т - Х  г 1

(6-29)
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—и-2 Fo ч
где Fn =  1 — fnme для m-го периода нагрева, Fn —

- ( I 2 Fo
=  fome п для m-го периода охлаждения, fnm и fom определяются 
соотношениями (3-37), (3-38).

При свободных от нагрузок торцах стержня осевые напряжения 
равны:

ест£ 1 ѴЧ
azz (ri > F°) =  2 (1 — v) Ж BnFn

n=1
2 ISrMlVi) ]

Ji (H-„) J «7« .r (6-30)

Аналогичным образом определяются компоненты деформаций:

00

F°) ---- —--------— В F
2(1 — v) Rz 7 j  " "

,, .. 1 Ji(tV i) , . 9-,Л(нѴ,)
- < 1- , ) 7 Г Т П л Г + ( І+ ѵ > J, (hJ

( 1 - З ѵ )  _

<7п1 (6-31)

. (г-1. Fo) - Г ( Г - ѵ У Ж ^ ]  ß nFn [ ( l - 3 v )  +
,1=1

. . .  1 Ji (Н-яП) 1 .
+  { | - Ѵ)Ж

«S (п. F°) =
а Т D р  J q (t~Sl)

f*2j  n n Л(к-я) q*'
n = 1

(6-32)

(6-33)

При адиабатическом нагреве за импульс накачки и равномерном 
по объему тепловыделении напряжения определяются в соответ­
ствии с (3-39) следующими соотношениями:

С (П . FoH)= я
1 — V ср- №

J i  (Iх ,.) Ti Ji "(9-пП) L ;  (6-34)
,i=i

amЯЧѴ
/ т- . ат5  дТд Вп р т . . .  
(г., FoH) j _ v Ср 2 j l xn L J l ^ " * '

,і=і

„кт fr  ff22 (Г

+  “  Ji (iVO F-n Jo (lJ’nr i) J  fmi
00

l, FoH) =  j _v [2Ji (p-n) — F-nJo (F-nri)] fm-
n=l

(6-35)

(6-36)
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Зависимость радиального распределения напряжений в стеклян­
ном стержне (R=0,4 см; а= 4 -1 0 ~3 сліг -сек~1; тП =  10_3 сек; /=  
=  1 гц, Ві=2) от т в момент окончания действия импульса накачки 
при однородном тепловыделении приведена на рис. 6-4. Как следует 
из рис. 6-4, напряжения растут с увеличением т. Вследствие адиа- 
батичиостн нагрева за импульс накачки формирование температур­
ного поля происходит во время между импульсами. В течение пер-

Рнс. 6-4. Зависимость величины напряжений от т.

вых периодов работы генератора температурный градиент относи­
тельно мал. С увеличением т температурный градиент возрастает, 
достигая максимального значения в квазистациоиарном режиме. 
В это-м случае

(ги FoB)
со Вп

СрЕ
Jl (р.:я )---^ J i ( P V i ) j

«= і К„ [ 1  — е-К  Foa
(6-37)

иоо
ФЧ> ('4. Р°в) дъі

1 —  V cp

“  Bn  f Jl (Кя) +  T ~  J 1 (Р-яО) — Р-я Jo (Р -яО І

x j j  -------------L~ г ------------
Р-я[1 — e

-v-l Fonn= 1
(6-38)

{П, FoH)
aTВ <7% yry Bn ;2J ! (|J.n) —  (j.nJ0 ([Xnr,)l

cp
P'nfl — e

—4.7 Fo„
4

(6-39)
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Как указывалось выше, в режиме одиночны* вМпуЛьсой вел и­
чина напряжений определяется в. основном характером распределе­
ния источников тепла. В частотном режиме профиль температуры- 
по сечению активного элемента зависит не только от распределения 
источников тепла, но и от коэффициента теплопроводности и интен­
сивности теплообмена с окружающей средой. Поэтому величина и 
кинетика формирования профиля в общем случае будут зависеть от 
указанных выше факторов.

_ а”т (г,,Роя)
В табл. 6-1 приведена зависимость отношения 8" =  — ------ -—

° (г,, Fo„)
от т Fou (Fo4=5-10~3) .при различных значениях числа Био. Чис­
ленный расчет проводился на ЭВМ «Минск-2» в соответствии с фор­
мулами (6-34), (6-35), (6-37) и (6-38). При расчетах суммировались

о"» (г ,,
Зависимость ЙП=  —ноо Foh)

FoH)

Таблица 
от m Fo4 при Fo4= 5-10~s

6-1

Bl Гі

Fo4
0,1 0,5 1.0 2,0

5Hrr 5"4>4> brr sHt t bHrr t t V sHt t

0,1 0,033 0,033 0,31 0,32 0,56 0,56 0,82 0,82
0,3 0,036 0,039 0,31 0,32 0,56 0,56 0,82 0,82
0,5 0,038 0,073 0,32 0,35 0,56 0,58 0,82 0,83
0,7 0,044 0,017 0,32 0,29 0,56 0,55 0,82 0,83
0,9 0,052 0,047 0,33 0,32 0,57 0,57 0,82 0,82
1,0 1,0 0,058 1 .0 0,34 1,0 0,57 1 .0 0,82

0,1 0,060 0,061 0,48 0,49 0,77 0,77 0,95 0,95
0.3 0.063 0,072 0,49 0,50 0,77 0,77 0,95 0,95
0,5 0,069 0,013 0,49 0,54 0,77 0,79 0,95 0,96
0,7 0,080 0,032 0,50 0,47 0,77 0,76 0,95 0,95
0,9 0,094 0,084 0,51 0,50 0,79 0,78 0,95 0,95
1,0 1,0 0,10 1,0 0,52 1 .0 0,78 1,0 0,95

0 .1 0,10 0,10 0,66 0,66 0,77 0,77 0,99 0,99
0,3 0 ,1 1 0,12 0,67 0,67 0,77 0,77 0,99 0,99
0-/5 0,12 0,22 0,67 0,73 0,77 0,79 0,99 0,99
0,7 0,13 0,06 0,68 0,64 0,77 0,76 0,99 0,99
0,9 0,16 0,14 0,69 0,68 0,78 0,77 0,99 0,99
1 .0 1,0 0,17 1,0 0,70 1,0 0,78 1.0 0,99

0,1 0,22 0,22 0,88 0,88 0,99 0,99 KO 1,0
0,3 0,23 0,26 0,88 0,89 0,99 0,99 1,0 1,0
0,5 0,25 0,45 0,89 0,92 0,99 0,99 1,0 1 .0
0,7 0,28 0,14 0,89 0,87 0,99 0,99 1,0 1,0
0,9 0,32 0,30 0,90 0,90 0,99 0,99 1 ,0 1 ,0
1,0 1,0 0,35 1,0 0,90 1,0 0,99 l . o 1,0
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ряды с учетом первых 30 членов. Из приведенных данных следует, 
что при би^г0,5 величина б '1 практически не зависит от щ, т. е. 
к этому времени (зависящему от Ві) устанавливается профиль тем­
пературных напряжений, 'соответствующий »вазистационарному теп­
ловому режиму.

При малых значениях m.Fon величина напряжении достаточно 
сильно зависит от значения Ві. В частности, уменьшение Ві от 10 до 
0,5 приводит при т Fo4=0,l к уменьшению величины напряжений 
примерно ів 7 раз. Поэтому при работе. ОКГ в режиме посылки им­
пульсов сериями в ряде случаев может оказаться полезным для 
снижения напряжений переход от жидкостного к воздушному охлаж­
дению активных элементов.

При малых частотах следования импульсов величина напряжений 
в квазистационарном режиме (6-37), (6-38) является сложной функ­
цией радиуса стержня, коэффициента теплопроводности и теплоемко­
сти вещества, частоты следования импульсов и коэффициента тепло­
обмена. В табл. 6-2 приведены данные численного расчета зависи­
мости б” (Ві) от величины числа Био для различных значений 
Fo4.

Таблица 6-2
<С(°> р°н- Ві)

Зависимость 8 ” (Ві) =  ноз̂  рр ß}~ Q~5 ) от числа Б и 0  ПРИ 

различных значениях Fon

в: р°ц.
1 , 0 0,5 0 , 1 0,05

0,5 1 . 0 1 , 0 1 , 0 1 , 0

1 , 0 0,70 0,87 0,99 1 . 0

2 , 0 0,39 0,70 0,97 1 , 0

1 0 , 0 0,07 0,36 0,94 1 , 0

1 0 0 , 0 0,07 0 , 2 2 0,90 1 , 0

Как видно из табл. 6-2, в области -малых частот f (больших 
значений Fo,t) величина напряжений существенно зависит от Ві. 
С увеличением Ві величина напряжений уменьшается вследствие 
понижения уровня нагрева активных элементов. При увеличении 
частоты /  зависимость ст11"  от Ві становится менее заметной и при 
Foa=0,l ее можно не учитывать. Независимость а11"  от Ві является 
следствием того, что при больших частотах f распределение темпе­
ратуры по сечению стержня описывается соотношением '(3-56). По-
этому расчет напряжений можно проводить в 
дующим формулам {Л. 3-38]:

этом случае по еле-

атЕ q ^R H  Г, (
* - ) ’ ] :  I6' " )агг------ I — V 16* [  1

ат£  q’h iR tf Г , „ /  г
f ) 2] ;  (6-41)V ------ 1 — V 16* I 1 /

а г Б  q iuR*f Г /
T r)']- <м г >1— V 8*
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Как следует из (6-40) — (6-42), величина напряжений растет ли­
нейно с частотой следования импульсов f, площадью поперечного се­
чения и уменьшается обратно пропорционально коэффициенту тепло-, 
проводпостн X. В этом случае (для больших частот следования им­
пульсов накачки) величина напряжений не зависит от интенсивно- .

сти теплообмена с охлаждаю­
щей средой.

■Р асом отрнм за® иси м ость
напряжений от распределения 
источников тепловыделения по 
сечению цилиндрического стер­
жня. На рис. 6-5 сплошными 
линиями представлена радиаль­
ная зависимость напряжений 
в квазистационариом тепловом 
режиме, рассчитанная в соот­
ветствии с выражениями 
(6-28)—(6-30) при параболиче­
ской зависимости тепловыделе­
ния от г 1 (6-26). При расчете 
предполагалось, что Ь=>3. Там 
же штриховыми линиями пред­
ставлены зависимости а{г і) 
при равномерном тепловыделе­
нии с усредненной по объему 
мощностью дв . Как следует из 
рис. 6-5, наибольшее расхож­
дение (около 30%) достигает­
ся в центре стержня. Несмотря 
на относительно большой пере­
пад тепловыделения іпо сече­
нию, .ошибка в определении на­
пряжений в предположении 
равномерного тепловыделения 
сравнительно невелика. Это яв­
ляется следствием слабой за­
висимости профиля температу­
ры в установившемся режиме 
от распределения источников 
тепла (см. гл. 3). .Вследствие 

относительно слабой зависимости напряжений от характера распре­
деления источников тепла оценку величины а (г) в частотном ре­
жиме можно проводить по следующим формулам:

Рис. 6-5. Влияние неравномерно­
сти распределения источников 
тепловыделения на температур- 

16Ц1 — V)

ные напряжения 0 aTEq(0)R2’

AT n w n^2f
°ГГ --- 1 — V

атЕ
16а

ЛГішпЯѴ I
°<р? — 1 — V 16а 1

атЕ АТ л м п ^ а/
° z z  — 1 — V 8а

[ - ( Я ' ] ’

І ' - ( х Л =

М * У ] .

(6-43)

(6-44)

(6-45)

где &ТК м п — усредненный по объему адиабатический нагрев стержня 
за импульс накачки.

Как следует из (6-43) — (6-45), максимальные напряжения дости­
гаются в центре и на боковой поверхности стержня, равные по аб-
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солюгной величине
___атЕ &Т ИМІІ̂ ~/

°ыако — 1 _  у g(7 (6-46)

Подставляя значения механических п тепловых свойств рубина 
(ат=5,33 ■ 10—е -К.-1, £=4,4-10° кгс ■ см~2, ѵ=0.16, я=0,135 м ! X 
X сек~1) и стекла (ат=1*10_5 К-1, Б=6,5-105 кгс ■ см-2; ѵ=0,24, 
а =4 - 10_3 смг ■ сек~'), получаем Ом икс =  28,3 кгс ■ см~г АТішнЯ*? 
(рубин) и 076 АТпмиЯЧ кгс-см_3 '.(стекло). При одних и тех же 
значениях АТнмк, Я и f значения напряжении для стекла примерно 
ка порядок превышают напряжения для рубина. В частности, при 
/?=0,4 см, Ayn м ц=1 К, f=40 гц (Тмине составляет 440 кгс-см-2 для 
стекла и 45 кгс• с.и~2 для рубина.

В соответствии с (6-46) соотношение для максимальных напря­
жении может быть записано в следующем виде:

атЕ г̂=0 Tr̂ R 
° м а к с  —  ] ___у  2  ^ (6-47)

где Тг=о и 7Ѵ=п — значения температуры в центре и на боковой 
поверхности стержня.

При больших частотах следования импульсов накачки возникаю­
щие напряжения могут приводить к разрушению активных элемен­
тов из материалов с невысокой механической прочностью (в частно­
сти, из стекла) [Л. 6-6, 6-T1J. Из (6-47) следует допустимый перепад 
температуры между центром и боковой поверхностью стержня, рав­
ный

Яг=о Т Г_ң<С. 2<5прсд j (6-48)

где (Тпрсд — величина напряжения, приводящая к разрушению ма­
териала.

Как видно из (6-48), предельно допустимый перепад температур 
определяется механическими свойствами материала. Так, например, 
при 0прод=4ОО'7сгс• см~2 напряжения не вызывают разрушения стек­
лянного стержня при

Гг=о—Tr= n < 9 3 0C. (6-49)
Допустимые частоты повторения импульсов накачки, не вызы­

вающие разрушения стержня вследствие возникающих напряжений, 
определяются следующим соотношением:

1 — V 
/ <  0ПРСД дт£

8а
ATmmR* ‘ - (6-50)

Проведем оценку для стеклянного стержня радиусом Д=0,2 см 
при ДТимп—1 К- Полагая 0Пред=4ОО кгс-см~2, получаем f<37 гц.

6-4. ТЕРМИЧЕСКИЕ ИСКАЖЕНИЯ АКТИВНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ

Термические искажения (изменения оптических свойств и гео­
метрических размеров) активных элементов, возникающие в процес­
се работы ОКГ, как указывалось выше, обусловлены нагревом и 
темпер атур 11ы-м и н апр яженпями.

Оптические свойства вещества в общем случае описываются ин­
дикатрисой, имеющей форму эллипсоида, оси которого направлены
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вдоль главных осей тензора относительной диэлектрической непрони­
цаемости [Л. 6-12]

В«х? =  1. (6-51)
где Вц = 1 /п 2і — компоненты тензора относительной диэлектрической 
непроницаемости, я,- — главные показатели преломления кристалла.

Под действием напряжении изменяются положение системы опти­
ческих осей и главные значения показателя преломления. Так, при 
одностороннем сжатии (растяжении) изотропное вещество обладает 
свойствами одноосного кристалла. Изменение оптических свойстп 
(показателя преломления) у деформированного кристалла пропор­
ционально напряжениям (деформациям) н определяется тензором 
пьезооптических (уиругооптичееких) коэффициентов.

Рассмотрим изменения показателя преломления, вызываемые тер- 
мігческими напряжениями в активных элементах из кристаллического 
вещества кубической системы класса m3/«, к которой относится один 
из наиболее распространенных лазерных материалов — иттрий-алго- 
миииевый гранат.

Изучение термических искажений активных элементов из иттрий- 
алюмшшевого граната проводилось рядом авторов (Л. 6-7, 6-13—6-18]. 
Ниже излагаем результаты теоретического исследования .изменения 
оптических свойств активных элементов, следуя работе (Л. 6-7].

При отсутствии напряжений кристаллы кубической системы яв­
ляются изотропными. Оптическая индикатриса представляет собой 
сферу

Во (х'і +  х \  +  Хд) =  1. (6-52)
Под действием напряжений индикатриса деформируется
В,х1 +  ß 2x | +  ß3Xg -t-'2B.,xsx 3 +  2Bsx,Xj +  2Bex ,x s — 1, (6-5-3) 

где
В,.,., — Во -ф- / ) ß l , 2 . 3 , ß l , 5 , 6  =  &Во'$л.

Изменения Относительной диэлектрической непроницаемости опре­
деляются из следующего уравнения:

Aß; =  STij(T;j, (6-54)
где Ttij — пьезооптичеекпе коэффициенты, оу— тензор напряжений. 
Здесь и далее тензоры приводятся в матричной записи. Индексам 11; 
22; 33; 32 и 23; 13 и 31; 12 и 21 соответствуют индексы 1; 2; 3; 4; 
5; б.

Из анализа соотношений, приведенных в § 6-1, следует, что на­
пряженное состояние активных элементов целесообразно описывать 
тензором напряжений, имеющим две неравные нулю недиагональ­
ные компоненты в исходной системе координат. Так, для активного 
элемента цилиндрической формы, геометрическая ось которого на­
правлена по Хз, тензор напряжений имеет вид:

a i 0

ff = =6 0 , 0

0 0 ®3

Система координат тензора (6-55) развернута относительно его 
главных направлений на угод_ 0 :

Ѳ =  J_  arctg — Ъ .___  (6-56)
2 f f * » j
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Для активных элементов цилиндрической формы с аксиально- 
симметричным распределением напряжений и геометрической осью, 
направленной по х3 (см. (6-14),- (6-17), (6-20), (6-27), (6-40)— (6-42)], 
0 имеет смысл угловой координаты рассматриваемой точки сечения.

Значения компонент л ц  обычно задаются в 'системе координат, 
связанной с кристаллографическими осями. Приведение тензора чет­
вертого ранга Лі} к  системе координат тензора напряжений требует 
громоздких вычислений. Для упрощения расчетов при определении 
изменений относительной диэлектрической непроницаемости целесо­
образно выполнить следующие операции:

1) привести тензор напряжений а, к системе координат пьезо- 
оптических коэффициентов зUj посредством преобразования вида

° '  =  ir®Yi.  ( 6 - 5 7 )

где у — матрица преобразования координат; у<— транспонированная 
матрица;

2) определить компоненты AB',- в системе координат тензора я,-,-

іДВ'=шт'; ‘(6-58)
3) привести полученный тензор ДВ' к системе координат актив­

ного элемента посредством обратного преобразования
AB —уіАВ'у. (6-59)

Рассмотрим некоторые частные случаи. Если ось декартовой 
системы координат, связанной с активным элементом, соответствует 
направлению (ОСИ], а напряженное состояние описывается тензором 
(6-55), то в соответствии с (6-54) имеем:

®І
°2

°4

Из (6-60) следует:

ДВ, =  ппо , п 12 (о2 в3);ДВ2 =  Яи <1 2 И- Я 12 ( ° 1  “Ь  ®з)і 

&В3 =  я 41с 3 я 12 (о , -(- о 2);

ДВ4 =  ДВ5 =  0;
Д В в —  ̂ 44° 6-

д в,
д в 2
ДВз
дв4
д ßs
ABS

Тіц Я 

Я12
12 12

Я,, Я,2 
Я, 2 Яц

0 0 0
0 0 о

І2 TV) j 0 0 0
0 0 0 я 44 о о

0  0 0 о я 44 о
0 0 0 О 0 Я44

(6-60)

(6-61)

При наличия напряжений оптическая индикатриса наклонена 
относительно исходной системы координат на угол Ѳ', определяемый 
выражением

*е29' =  -д в ~ 1 в ,- = ^ 29- (б-62)
где g= it44/(jt1i— я 12).
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Приводя полученным тензор к диагональному виду, находим 
главные значения приращения компонент тензора относительной ди­
электрическом непроницаемости

- 1 1
AB 1,2 ~2 ~ ("п +  "іг)(°? +  ±X  (а2 — а?) 3 +  "12®3Aßj — "п°з "Ь "іа1 (а? "Ь аз)•

(6-63)

в  (6-63) 5= ] /  -~ 2-6- : -°— ’ а],з,з — главные значения напря­
жений, определяемые пз соотношений:

1.2
1

= _9~ (®і +  °г) ± cos 2Ѳ

Рассмотрим другой частный случай, когда ось х3 соответствует 
направлению t i l l ]  кристаллографической решетки. Используя соотно­
шения (6-57) — (6-59), в которых матрица у  имеет вид (ось х* со­
ответствует направлению {121]):

1 ___ 1____1__
У 2 ' У 6 уъ

Y = О / i w

V2 Ѵб 1̂ 3
получаем:

АВі =  - g "  [ я , ,  (За, +  °2 +  2а3) +  я , 2 (За, -]- 5а2 - |-  4о3) 

+  я 44 (За, — а2 — 2а3)];

г2 _  6 К 1 (3®2 +  а 1 +  2«з)
+  я,,., (За2 — а,

1
АВ3 — з ["і1 (°1 +  °г +  аз)

— ".14 (°1 +  °2

АВІ
3 У 2 ('М2~ “]

V 2
AB 5 — 3 (я44 " ll +  " 12) ® ОI

Д5е — о (я,, я , 2 -ф- 2я.,4) а0

(6-64)

(6-65)
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Угол наклона оптической индикатрисы в плоскости Х і Х г  равен:

2
tg26' =  АВ2-  ай , ' " ^ 29- (6-66)

В этом случае ориентация оптической индикатрисы соответствует 
главным направлениям приложенных напряжений.

Изменение оптических свойств среды для излучения, распростра­
няющегося вдоль оон -Ѵз, описывается следующими соотношениями:

Д -б ?,2 (2Я ц  +  4я 12 +  п.14) (о® +  dg +  °з) —
2 яіК03 І  ß (пп 1̂2 "Ь 2и4.|)(а2 о®). (6-67)

Величина ДВ°і,2, как следует из (6-67), не зависит от‘угла 0 и, 
следовательно, в это’м случае кубический кристалл ведет себя по­
добно изотропному веществу.

Рассмотрим некоторые конкретные случать. Пусть ось цилиндри­
ческого стержня из иттрий-алгомпііиевого граната совпадает с на­
правлением {001] кристаллографической решетки. Для излучения, 
распространяющегося вдоль оси стержня, из (6-63) с учетом соот­
ношений (6-20) и температурной зависимости показателя преломле­
ния получаем:

АВг (г) =  -  [ £ |
О..Е

2(1 — V) {ЯП (1 -- ®) +  Я12 (3 +  Ö)} jr  (г) --

атЕ
2(1 - V ) ("Н-*12)«[ 1 - —  )T Rir +

а-Е
2(1 - V )

б?(л11~|"3яіг) (яи Л12) jRiR, ; (6-68)

Дбѵ {Г) =  ■ ЛГ Р +  2 (1 — ѵ) +  5) +  « 1 2  (3 — 5 ) } J  Т (/■)+

а-Е  ̂ » Л

атЕ
2(1 — V)

Л?
(™И +  Зя12) +  (Пц — ПІ2) ( pRiRü (6-69)

где § = d n /d T ;  T Rir ~ —■----- j -  С Т (г) г dr, Rt и R2 — внутренний
г- — 7<j J

и внешний радиусы стержня.
Величины АВг(г) и AB (г) описывают изменение показателя 

преломления, обусловленное нагревом и температурными напряже­
ниями, для радиально и тангенциально поляризованного излучения.
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Р а зн о ст ь  м е ж д у  A B  ( г )  д л я  ради альн о и тангенциальн о п оляри­зованного излучения, р асп р остр ан яю щ егося н а расстоян ии г  от оси цилин дра, р ав н а: ДБг(г)— Д£ф (г) =
ат£

("»—«1і) 3
«I
Г* rpR _|_ J_rpRiRi

2 1 Т (г)

(6-70)

Для активных злементоз частотных и непрерывных ОКГ, как 
указывалось выше '(см. тл. 3), распределение температуры по сече­
нию сплошного цилиндрического стержня описывается соотноше­
нием

T ( r ) - T ( R )  =  S T ^ L - - ^ y  (6-71)

где бТ — перепад температуры между центром и боковой поверхно­
стью.

Тогда в соответствии с (6-68), (6-69), (6-71) перепад показателя 
преломления между центром и произвольной точкой сечения г ра­
вен:

«Зат£
4(1 -V)

Апг (0, г) =  Апг (0) — Апг (г)■■

«и  ^1 2 2 'j ^ ß 'j » (6-72)

/і3атЕ 
4 ( 1  — V)

Лпч, (0, г) =  Д/гф (0) — дnv(r) =

+  ■ _̂ +«12 (З (6-73)

Следует отметить, что термические напряжения вызывают из­
менения показателя преломления, зависящие от угловой коорднна-

Ап (0, г)
ты 0. На рис. 6-6 представлена зависимость - от угла Ѳ, рас­

считанная в соответствии с (6-72) и (6-73). При расчете исполь­
зовались следующие значения констант: £=2,85-10° кгс-см~г\ п=  
=  1,825, ß=7,3 - ІО- 6 К "1, ѵ=0,25; а т=6,9 • 10-° К“ 1, itn =  U,8 X
X ІО“ 9 см2-кгс~‘, Яі2= 5 - 10~9 сл(2-кгс-1; |=3,12.

Если ось цилиндрического стержня совпадает с направлением 
{111], то из соотношений (6-67) следует:

АВГ (г) =  - / -  { п3
атЕ

ctTE
6(1 —V)

2(1 — ѵ) 

( " и - *»)(!+26)

["..(1-6)+ «»(3 +  5)]} г ( г ) -

Ri 'J’Rіг' -j- aTE
6  (1 —  V) X

• X «11 (4 — 6) +«12 (8 +  6) («и —«»)(! +  2|) pRiRi
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Разность AB (г) для радиально и тангенциально поляризован­
ного излучения равна:

В этом случае, как отмечалось выше, кристалл ведет себя по­
добно деформированному изотропному веществу для лучей, распро­
страняющихся вдоль оси стержня.

Для сплошного цилиндрического стержня при параболическом 
распределении температуры по сечению (6-71) перепад показателя 
преломления между центром, и произвольной точкой сечения равен:

В работе [Л. 6-17] экспериментально подтверждены теоретические 
данные о характере термических искажений цилиндрического стерж­
ня из иттриіі-алюминиевого граната. Исследования искажений актив­
ных элементов в непрерывном режиме генерации показали, что ра­
диальное распределение температуры по радиусу стержня близко 
к параболическому. Максимальная величина температурных .напря­
жений достигала примерно 200 кгс• см~г.

Как следует из рис. 6-6, характер термических деформаций для 
двух рассмотренных ориентаций кристалла относительно оси цилинд­
рического стержня существенно различен. Отношение

в зависимости от угловой координаты 0 может быть больше для 
одной пли другой ориентации. Максимальное значение отношения

[4ДГ (г) — ДВѵ (/■)][,„I 1 +  21 
[ДВг ( г ) - Д В ф (г)]г0о,і “  3S (6-79)
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(6-79) для нттрпй-алюминиевого гра­
ната равно 2,4 при 6 = 1 , минималь­
ное— 0,75 три ö = £.

Таким образом, величина двойно­
го лучепреломления достигает боль­
ших значении для случая х3—»-{111). 
Однако рассматриваемая ориентация 
во многих случаях более перспектив­
на вследствие аксиально-симметрич­
ного характера наведенной анизо­
тропии.

Рассмотрим далее термические 
искажения элемента в форме прямо­
угольной пластины. Для излучения, 
распространяющегося вдоль оси г, 
необходимо рассмотреть уравнение 
индикатрисы в плоскости, ■перпенди­
кулярной этой осп. При ориентации 
пластины относительно кристаллогра­
фических осей X— »-[100], у— [̂010], 
г— >-[001] из соотношения (6-60) с уче­
том (6-10) и (6-11) следует

АВХ (х) =  2ттіао; ^

ДЯ» (* )= > п +?».*)«■ /
(6-80)

При сяммеричном распределении 
температуры по толщине пластины 

Т (х )= Т (—х) компоненты напряжений определяются из соотношения 
(6-11), и выражения (6-80) принимают следующий вид:

Рис. 6-6. Зависимость А/іг и 
Ан от Ѳ.

дя«(*) = і +
2атЕ 
I — V я ' 2 п * ) + -

тЕ 1
7Г| 2̂ т

А B y  (X ) =

(І -ѵ )/і 
2 ат Е 1

трг р+ т Ь т  (*" +  *, 2) Jr(*) +

"т~9 (1_ѵ) Іі “I"

(6-81)

где 2Іі — толщина пластины.
Изменение показателя преломления по толщине пластины для 

излучения, поляризованного вдоль осей х и у соответственно равно:

пх (0) — п,, (х)
Г П3а - Е  1
| Р + ( Г = % * « ] і 7’ ( ° ) - г (*)І- <6‘82>

Рассмотрим другую ориентацию пластины относительно кри­
сталлографических осей 2—»-[111], X—»-{101], у — >-[121]. Как и для 
ориентации z— >-[001], сечение' индикатрисы плоскостью, перпенди­
кулярной направлению распространения излучения, представляет со­
бой эллипс с главными осями вдоль х и у. В этом случае

А В Х (к) =  _  {J r  р +  -6 -( ,-Tf  v) [Зпп (1 -  6) +  * „  (9 +  36)] (*) +

+  І2~°і~ J -  v)h I3*». ( l -  S) +  «i. (9 +  36)] JVt ; (6-83)
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äBy (x) =

Оценим величину термических деформации для двух рассмотрен­
ных ориентаций пластины из иттрий-алюминиевого граната (ат = 
= 6,9 • ІО-0 К-1, £=2,9 - '10° кге ■ см~2\ v=0,25; ß=7,3 • ІО- 6 К-1;
Яп =  —11,8-10-° см2-кгс~1, Яі2= 5,0 ■ ІО-9 см2-кгс~' £ =  3,12, п =  
=  1,825).

Для z—ä-ifOOl] имеем:

Как следует из приведенных выше оценок, величина термических 
деформации больше для излучения с 'поляризацией вдоль оси х, 
чем вдоль у.

Величина наведенного двулучепреломления для ориентации

z—КІИ ] в — g—  раз больше, чем для ориентации z— >-[001]. Для 

и тт р иі'і - а л юм и и и ев о го гр а и ат а

Теоретические и экспериментальные исследозання термических 
деформации активных элементов из стекла в форме цилиндра и плас­
тины проводились многими авторами (см., например, [Л. 6-6, 6-19— 
6-25]). Основные соотношения, описывающие изменение оптических 
свойств изотропных активных элементов, вытекают из приведенных 
выше выражений для кристаллического вещества при | = 1  и л 6 =  1. 
Для сплошного цилиндрического стержня

М О )— щ,(.ѵ)=8,1 ■ 10-° і[Г(0) — Т(х)]; 

М 0 )-М -ѵ )= 6 ,8 . 10-° (Г(0)-7-(х)].

В случае z—н[111]

М О )— пх (х) =9,5 • 10-° [У(0) — Г(X)]; 
М 0)-М -'- ')= 6> 3- Ю-° і[Т (0)—Т (х)].

1 +  2Б

■Ь 2(1   ѵ) ^ 11 "I" = ) Т^г

(6-85)



Т а б л и ц а 6-3
Термооптические постоянные стекол

Марка
стекла Основа стекла Р-10»,

к->
Q -10«, 

К"1
г .  10е. 

к-*
Ьрг ,
мкм

ЬРіф,
МКМ

кгсс-з Силикатная 1,7 0,5 2,2 2,0 1.5
КГСС-7 в 1.8 0,5 2,4 2,1 1,6
ЛГС24-5 я 3,1 0,6 3.9 3,4 2,8
ЛГС28-2 3,6 0,6 4,5 3,9 3,3
ЛГС-36 3,8 0,2 6,8 3,9 3,7
КГСС-56 Фосфатная 1,8 0,9 1.8 2,3 1.4
КГСС-621 ■ 0,4 0.2 0,4 0,5 0,3

Изменение длины оптического пути для радиально и танген­
циально поляризованного излучения вдоль стержня на расстоянии г 
от оси определяется следующими соотношениями:

Арг (г)
2а ТЕ
1 — VС, Г (г)

а т£
2(1—V) (С, -  С2) Гг+

+

Ьрч іг) =  L

+

«. (« - 1) + (с, + зс,)] г*};
{[Р -  й  (С-! +  С2)]г (г) + і ^г= 5 ) « 7> - с *>Г г +

[ “г(л  - О  +  -2 (? І -Ѵ)- (С .+ З С ,)] г*}>

где L — длина стержня, C, = dn/da ц, C2=dnfda
Вводя термооптнческие постоянные [Л. 6-22—6-24]

(6-86)

ІГ =  р +  а і (я _1 ) ;

р =  р~  2(Г-ѵ) (с і+ зс ,);  (6_87)

, *3 =  2(1 — ѵ) (Сі

получаем: >
Д-Лг (г) =  L [(Р +  Q) Г (г) -  Q f г +  (W -  Р) г я]: )

ÄP»(r) =  i [ ( P - Q ) 7 , (r) +  Q7'- +  (H7- P ) r ÄJ. ) (6' 88)

Разность в длине оптического пути для радиально и танген­
циально поляризованного излучения равна:

дР г  {Г ) -  Дрф (Г) =  (СI -  Сг)[Г (г) -  f rJ. (6-89)
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Очевидно, что для использования в качестве активных элемен­
тов более перспективны стекла, с достаточно малыми значениями по­
стоянных W, Р, Q. Термооптическая постоянная Q определяет вели­
чину двулучепреломления [Дрг—Лрф]. Если фотоупругие постоянные 
Сі и С2 одинаковы (Q =0), то двойное лучепреломление отсутствует. 
Ненулевые значения Р и Q приводят к радиальной зависимости дли­
ны оптического пути. По-видимому, соответствующим выбором со­
става стекла можно добиться существенного уменьшения влияния 
термооптичеоких искажений. В табл. G-3 приведены значения \Ѵ, Р, 
Q для ряда стекол (Л. 6-24].

Радиальная зависимость Др(г) определяется распределением 
температуры Т(г). При параболическом распределении температуры 
по сечению стержня (6-72) разность в длинах оптического пути для 
лучей, проходящих через центр стержня и точку г, равна:

Из (6-90) следует, что разность Ьрг (5р^) обращается в нуль

ванного излучения. В этом случае ие будет искажаться фронт вол­
ны, распространяющейся в цилиндрическом стершіе.

В табл. 6-3 приведены значения брг и бр ч для стеклянных 
стержней длиной L=10 см при перепаде температуры по сечению 
67=10 К.

Для изотропной пластины в случае распространения света вдоль 
оси 2 с колебаниями электрического вектора в направлении х и у 
изменение оптической длины Ар равно:

Разность хода лучей, проходящих через точки х=0  и х=х', опре­
деляется соотношениями:

Из сравнения (6-92) с (6-84), (6-85) следует, что для пластины 
в отличие от цилиндрического стержня условие отсутствия термиче­
ских искажений не зависит от конкретного вида распределения тем­
пературы, а определяется только свойством вещества. Согласно 
данным работы [Л. 6-25] минимальные искажения должны иметь 
место для стекол типа КГСС-3, 'КГСС-7 и ЛГС-41.

• =  ДРг (0) — Д Рг (г) =  L

=  ДД, (0) — ДРч (г) =  L
(6-90)

при радиально (тангенциально) полярпзо-

SÄ  =  Z.(P +  Q)[r-(0)-7(x')];
dPv =  L ( P - Q ) { T ( 0 ) - T ( x ' ) \ .:} (6-92)
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