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Предисловие

Эту книгу можно было бы назвать «Математическая экология за 
пределами модели Лотки—Вольтерра». И стоило бы добавить: далеко за 
пределами. В теоретической биологии и прикладной математике модель 
логистического роста и модель Лотки-Вольтерра давно служат образчи­
ками плодотворного применения математического моделирования к ди­
намическим процессам. Однако лишь недавно к исследователям пришло 
понимание того, каким образом различные механизмы регуляции чис­
ленности, например рождаемость и смертность, конкуренция, потребле­
ние ресурсов и т.п., могут приводить к изменению устойчивости и каче­
ственной динамики биологических систем. Эта книга раскрывает перед 
читателем математическое богатство основополагающих экологических 
моделей и то, каким образом это богатство развертывается с ростом чис­
ла взаимодействующих механизмов или факторов (отражаемом в росте 
числа варьируемых параметров, а не динамических переменных). 

Основное внимание в книге уделено следующим темам:

• динамике элементарных экологических сообществ, включающих 
два или три трофических уровня;

• стабилизирующей и дестабилизирующей роли различных регулятор­
ных механизмов и их взаимосвязей, определяющих исход экологи­
ческих взаимодействий в сообществе;

• «опасным границам» устойчивости экосистем и критериям прибли­
жения к ним;

• неоднородности пространства и ее связи с неравновесной динамикой 
экосистем.

Сильная сторона этой книги — в последовательном систематиче­
ском построении здания хорошо обоснованных экологических моделей 
увеличивающейся сложности, которые затем классифицируются с ис­
пользованием методов теории бифуркаций. Это делает книгу уникаль­
ной и интересной не только для биологов, но и для всех, кого инте­
ресуют практические приложения теории динамических систем. Более
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того, книгу можно рассматривать как путеводитель по теории бифур­
каций с прикладной точки зрения. Заинтересованный читатель найдет 
здесь множество интересных примеров бифуркаций в моделях реальных 
биологических систем.

Хочется специально подчеркнуть, что книга имеет четкую и яс­
ную структуру. Модели, в особенности связанные с анализом двухви­
довых экосистем, рассматриваются в порядке увеличения разнообразия 
действующих стабилизирующих и дестабилизирующих факторов. Пара­
метрическое пространство каждой модели редуцируется путем обезраз- 
меривания динамических переменных для приведения к форме, удобной 
для анализа, и затем анализируется средствами бифуркационной теории. 
Для каждого параметрического портрета дается полное описание, ил­
люстрируемое рисунками. Затем следует детальное объяснение фазовых 
портретов и бифуркаций, причем акцент делается на изменениях в фазо­
вом или параметрическом пространстве, могущих привести к качествен­
ному изменению поведения. И наконец, что особенно существенно для 
читателя, интересующегося биологическими приложениями моделей, би­
фуркационному анализу дается экологическая интерпретация. В прило­
жениях к каждой главе (отсутствовавших в первом издании) приводятся 
численно рассчитанные фазовые портреты с соответствующими уравне­
ниями и использованными значениями параметров. Сопоставление их с 
рисунками в тексте может дать более полное представление о том, как 
ведет себя система. Используя модели в приложениях в качестве от­
правной точки, читатель может самостоятельно исследовать системы с 
помощью любых математических пакетов.

Большая часть материала, представленного в монографии, — ори­
гинальные результаты, полученные автором с сотрудниками в 1970— 
1980-х гг. в Институте математических проблем биологии в Пущино. 
Первое издание книги увидело свет в 1985 г. (Математическая биофи­
зика взаимодействующих популяций, М.: Наука, 1985) и очень быстро 
стало библиографической редкостью, при том что интерес к матема­
тическому моделированию в биологии не только не пошел на убыль, 
но существенно возрос. Об этом, в частности, свидетельствует то об­
стоятельство, что монография А. Д. Базыкина использовалась и продол­
жает использоваться в качестве учебного пособия для спецкурсов по 
математической биологии и прикладной математике. В качестве при­
меров приведем спецкурсы «Бифуркационный анализ моделей Вольтер- 
ра» (Московский физико-технический ин-т: ф-т физико-химической био­
логии, Ф. С. Березовская), «Методы математического моделирования» 
(Московский гос. университет: ф-т вычислительной математики и ки­
бернетики, каф. системного анализа, А. С. Братусь; биологический ф-т, 
каф. биофизики, проф. Г. Ю. Ризниченко; Днепропетровский гос. уни­
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верситет, Украина, каф. прикладной математики, С. В. Чернышенко), 
«Mathematical modeling in Ecology» (Cornell University USA, А. Кондра­
тов). Поэтому переиздание монографии А.Д.Базыкина представляется 
нам в высшей степени своевременным. Название книги заменено на бо­
лее адекватное (что отвечало намерениям автора), и она дополнена дву­
мя приложениями. Первое из них представляет собой текст брошюры, 
написанной А. Д. Базыкиным в 1989 г. в соавторстве с Ю. А. Кузнецовым 
и А.И.Хибником для научной серии «Знания» и также недоступной 
нынешнему читателю. Вторым приложением к книге является работа, 
выполненная А. Д. Базыкиным с соавторами в 1992-1993 гг.1, в кото­
рой представлена модель динамики лесных насекомых, основанная на 
реальных данных по изменению численности насекомых-фитофагов и 
их естественных врагов — энтомофагов в лесной экосистеме2. Модель 
исследована с помощью математического аппарата теории бифуркаций, 
развитого в книге. Отметим, что полученные на модели результаты по­
служили «параметрическим обоснованием» множества выявленных «эн­
томологических фазовых портретов» и основой для предсказаний, под­
твержденных экологами.

Необходимо добавить, что на основании данной книги А. Д. Базыки­
ным, Ф. С. Березовской и С. JI. Зудиным был разработан вариант компью­
терной системы «POPULBIF»3, предназначенной для последовательного 
бифуркационного исследования моделей систем «хищник—жертва», со­
держащихся в книге, и анимации модификаций моделей Вольтерра. Мо­
дели систематизированы по усложнению типов динамического поведе­
ния, возникающего при включении в рассмотрение факторов, по-разному 
влияющих на возможности равновесного сосуществования популяций в 
системе («стабилизирующих» и «дестабилизирующих» по терминологии 
А.Д.Базыкина). Последовательное применение бифуркационного под­
хода показало, что несмотря на сильное различие как предпосылок, за­
ложенных в модели, так и их формы записи, динамические режимы, 
свойственные моделям, могут совпадать и усложняются последователь­
но. Система была оформлена в виде компьютерной книги на базе тек­
стового редактора ГИПЕРТЕКСТ, позволившего как читать текст, так 
и интегрировать модели — «визуализировать портреты». Проводимый

^Базы кин, Б ерезовская, Исаев, Х лебопрос. ДА Н , сер. «Общая биология», 1993, т. 333, 
№ 5 ), с. 673; Б азы кин, Б ерезовская. Сборн. «Проблемы мониторинга и моделирования 
динамики лесных экосистем», 1995, с. 309 -328 ; B a zyk in , B erezovskaya , Isaev, Khlebopros. 
J .T heor. Biol., 1997, 186, p. 267-278.

2И саевА . С., Х лебопрос P. Г. и др. Динамика численности лесных насекомых. Новоси­
бирск: Н аука, 1984.

3Б азы ки н , Б ерезовская, Зудин . Бифуркационный анализ модификаций модели Воль­
терра. Опыт компьютерного учебного пособия. Труды 2-й М еждунар. конф. «М атематика, 
компьютер, образование» /  Ред. Г. Ю. Ризниченко. М осква—Пущино, т. 2, 1995, с. 9-16.
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компьютерно-аналитический анализ многопараметрических модифика­
ций модели Вольтерра явственно показывает необходимость совмест­
ного аналитического и численного исследования моделей. Построенная 
система может быть использована в качестве учебного пособия, позво­
ляющего углубленно изучить как экологические, так и математические 
особенности динамики популяций.

А. И. Хибник 
Г. Ю. Ризниченко 
Ф. С. Березовская



Александр Дмитриевич Базыкин 

(1940-1994)



Введение

Воздействие человека на природу неуклонно растет. Избежать его 
усиления в обозримом будущем, по-видимому, принципиально невоз­
можно, поэтому необходимо стремиться к тому, чтобы минимизировать 
вредные последствия антропогенных нагрузок на природные системы. 
Первый шаг на этом пути должен состоять в том, чтобы научиться оце­
нивать характер и масштабы воздействия и предсказывать его послед­
ствия. В этом состоит цель создаваемой сейчас в глобальном масштабе 
и в масштабе нашей страны системы экологического мониторинга (Из- 
раэль, 1976, 1977; Израэль и др., 1981).

Оценка воздействия и предсказание его последствий — это зада­
чи, тесно связанные, но и существенно различные. Прогнозирование 
последствий воздействия — самостоятельная и очень непростая задача, 
даже если нам с удовлетворительной точностью известно «мгновенное» 
состояние природной системы и ее динамика за некоторый промежуток 
времени. Причин тому много, все они к настоящему времени недостаточ­
но хорошо изучены, но с некоторой долей условности можно выделить 
две наиболее принципиальные (Базыкин, 1978; Holling, 1978).

1. «Буферный» характер реакции природных систем на воздей­
ствия.

В очень широком круге ситуаций обнаруживается, что существует 
уровень воздействия, который можно назвать пороговым, или крити­
ческим. При относительно слабых допороговых воздействиях система 
как бы поглощает, адсорбирует воздействия и претерпевает лишь сла­
бые, количественные, зачастую недоступные для наблюдателя измене­
ния. Это свойство природных экологических систем до поры до времени 
противостоять внешним воздействиям получило название «эластично­
сти» экологических систем (Holling, 1973). После того как интенсив­
ность внешнего воздействия превышает критический уровень, система 
не выдерживает внешнего давления, ломается, переходит в качественно 
иное, как правило, нежелательное состояние.

Важной особенностью такого качественного перехода является его 
практическая необратимость. Снятие воздействия не приводит к вос­
становлению прежнего состояния экосистемы. Его также невозможно 
искусственно синтезировать. Оно может воссоздаться лишь в процессе 
экологической сукцессии, требующей десятков и сотен лет.
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Различие между качественными и количественными, постепенными 
и скачкообразными изменениями, разумеется, условно — это в первую 
очередь вопрос о времени, за которое происходят эти изменения относи­
тельно характерных времен системы. По-видимому, для экологических 
систем скачкообразными, качественными уместно считать изменения, 
происходящие за времена порядка нескольких лет или немногих десяти­
летий. Такой масштаб времени, с одной стороны, наиболее актуален для 
прогнозирования, но, с другой стороны, с привычной человеку точки зре­
ния изменения, происходящие за такое время, представляются постепен­
ными, и в этом заключается психологическая трудность их восприятия 
как скачкообразных.

2. Контринтуитивный характер реакции природных систем на 
внешние воздействия.

Термин контринтуитивностъ был введен известным американ­
ским специалистом в области системного анализа Форрестером (Forres­
ter, 1971; Форрестер, 1974) применительно, в частности, к управлению 
экономическими, демографическими и социальными процессами в боль­
ших городах и означает противоречащую «здравому смыслу» реакцию 
сложной системы на внешнее воздействие. В природных системах по­
добный характер реакции на внешние воздействия скорее правило, чем 
исключение: неумеренное применение инсектицидов приводит со време­
нем не к подавлению насекомых-вредителей, а к возникновению серии 
вспышек их численности; истребление хищников может вызвать не уве­
личение, а падение численности промысловых животных; избыточное 
орошение нередко влечет за собой не увеличение плодородия земель, а 
их засоление и т. п. Ярким примером контринтуитивности последствий 
антропогенных воздействий может служить явление эвтрофикации прес­
новодных водоемов. Поступление в озера и водохранилища минеральных 
удобрений с полей зачастую не только не повышает полезную продук­
тивность водоемов, как можно было бы ожидать, а коренным образом 
перестраивает структуру экологической системы и ведет к ее экологиче­
ской гибели.

Казалось бы, разработка методов прогнозирования по данным о со­
временном состоянии экосистемы и предшествовавшим событиям долж­
на входить в компетенцию теоретической экологии — науки о структуре 
и функционировании природных сообществ видов, о взаимоотношениях 
видов между собой и их связях с окружающей средой. Однако при бли­
жайшем рассмотрении оказывается, что теоретической экологии как на­
учной дисциплины, в рамках которой из нескольких основополагающих 
законов можно было бы вывести любые частные зависимости или про­
гнозировать ход событий в конкретных ситуациях, не существует. Име­
ется в лучшем случае некоторая система понятий и набор не всегда тесно
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связанных между собой концепций и полуэмпирических обобщений с не 
очень четко очерченной областью применимости. В большинстве случаев 
неясной остается даже постановка проблемы. Примером может служить 
очень важный в практических приложениях давно и оживленно обсу­
ждающийся в теоретической экологии вопрос о соотношении сложности 
экосистемы и ее устойчивости. До сих пор не существует единого мне­
ния ни о критериях измерения сложности и устойчивости экосистем, 
ни о существовании универсальной зависимости между ними. Таким 
образом, в настоящее время теоретическая экология, как правило, не 
может быть рабочим инструментом для решения конкретных задач по 
прогнозированию последствий человеческой деятельности для природ­
ных экосистем.

Ограниченными возможностями обладает также метод прогнози­
рования поведения экосистем, находящихся под внешним воздействи­
ем, на основе экспертных оценок высококвалифицированных специа­
листов. Основная причина этого состоит в том, что антропогенные 
воздействия часто носят беспрецедентный характер и по своим мас­
штабам, и по механизмам. При этом предсказание последствий именно 
такого рода воздействий, как правило, представляет наибольший инте­
рес. Но в отношении таких воздействий ни у науки, изучающей функ­
ционирование экосистем, ни у самих природных экосистем не накоп­
лено никакого опыта, поэтому экспертные оценки, основанные на на­
блюдении и исследовании экосистем в прошлом, зачастую оказываются 
ненадежными.

В этой ситуации наиболее многообещающим инструментом прогно­
зирования реакции природных систем на внешние воздействия представ­
ляется математическое моделирование. Но и на этом пути наука сталки­
вается с серьезными трудностями. Эти трудности характерны для любых 
попыток применения математики к биологии, но при математическом мо­
делировании экологических систем они выступают, пожалуй, в наиболее 
обостренной форме и имеют свою специфику. Они проистекают в основ­
ном из двух тесно связанных между собой обстоятельств.

Во-первых, экологические системы устроены очень сложно — они 
состоят из многих десятков и сотен популяций отдельных видов, свя­
занных между собой тысячами различных и, что особенно важно, суще­
ственно нелинейных связей.

Во-вторых, все биологические системы уникальны, а в отношении 
природных экологических систем эта уникальность проявляется в наи­
более яркой форме. Поэтому при разработке проблем математического 
анализа экологических сообществ максимально обостряется противоре­
чие между реалистичностью и точностью модели, с одной стороны, и ее 
общностью — с другой.
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Это противоречие нашло объективное выражение в том, что мате­
матический анализ экологических сообществ развивается в русле двух в 
значительной степени самостоятельных течений. Работы, выполненные 
в русле одного из направлений, получившего наименование имитаци­
онного, или портретного, моделирования,  ставят своей целью макси­
мальную приближенность модели к конкретному уникальному экологи­
ческому объекту, максимальную точность его описания. Работы, веду­
щиеся в русле второго, собственно математического моделирования,  
ставят перед собой задачу выявления, математического описания и ана­
лиза свойств, присущих максимально широкому кругу экологических 
систем (Смит, 1976).

Одной из наиболее актуальных и привлекающих наибольшее вни­
мание проблем является устойчивость экосистем (см., например, May, 
1974; Свирежев, Логофет, 1978). При этом обычно устойчивость рассмат­
ривают как атрибут самой экосистемы, тогда как правильнее рассмат­
ривать устойчивость как атрибут того или иного режима функциониро­
вания экосистемы. Это придает актуальность систематическому иссле­
дованию таких моделей экосистем, в которых реализуется более одного 
притягивающего (т. е. локально устойчивого) режима поведения. Такие 
модели наиболее адекватны описанию качественных перестроек поведе­
ния экосистем под действием внешних нагрузок.

При этом естественно рассматривать два типа явлений (Базыкин, 
1982). К первому относятся качественные перестройки режима поведе­
ния в результате однократных, импульсных воздействий, когда экоси­
стема перебрасывается из зоны притяжения одного режима поведения 
в зону притяжения иного, качественно отличного режима. Ко второму 
типу явлений относятся качественные перестройки поведения под дей­
ствием постоянно присутствующих нагрузок, интенсивность которых по­
степенно нарастает. Когда интенсивность нагрузки превышает некоторое 
критическое значение, область притяжения интересующего нас режима 
может, например, стягиваться в точку и исчезать. В результате по пре­
вышении нагрузкой критического значения экосистема будет скачкооб­
разно (и практически необратимо) менять свое поведение. Адекватным 
математическим аппаратом при анализе такого поведения служит ка­
чественная теория дифференциальных уравнений и теория бифуркаций 
(Андронов и др., 1966, 1967; Арнольд, 1978).

Цель настоящей монографии состоит в систематическом исследова­
нии разнообразия динамических режимов в моделях двух и трех взаимо­
действующих популяций, связанных между собой различными биологи­
чески естественными взаимоотношениями. Максимальное внимание при 
этом уделяется нелинейным эффектам динамики, когда моделируемые 
системы в зависимости от собственного начального состояния и внеш­
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них условий могут выходить на разные режимы функционирования, и 
качественным перестройкам режимов функционирования под действием 
внешних нагрузок.

Причины, по которым тщательное систематическое исследование 
сильно упрощенных моделей взаимодействия всего лишь двух-трех по­
пуляций представляется интересным для теоретической и практической 
экологии, состоят в следующем:

1) Фундаментальные свойства поведения реальных природных экоси­
стем, такие как упоминавшиеся выше буферность (эластичность) и 
контринтуитивность реакции на внешнее воздействие, обязаны сво­
им существованием не столько сложности (многокомпонентности) 
экосистем, сколько сильно нелинейному характеру связей между 
отдельными компонентами. Эти фундаментальные свойства обнару­
живаются уже для модельных экосистем, состоящих из двух-трех 
компонентов. Анализ и классификация типов контринтуитивного 
поведения и критериев приближения интенсивности нагрузок к кри­
тическим значениям, по превышении которых экосистема качествен­
но меняет свое поведение, проведенные на простых моделях, полез­
ны при работе с реальными, несравненно более сложными экоси­
стемами.

2) Поведение сложной системы вблизи границы качественной пере­
стройки режима поведения должно, как правило, хорошо описы­
ваться аппроксимирующей ее системой небольшого числа перемен­
ных (Молчанов, 1975, 1975а).

3) Изучение взаимодействия популяций двух-трех видов изолирован­
но от остальной экосистемы представляется экологически оправ­
данным и практически интересным в ряде важных ситуаций. При­
мерами могут служить системы типа лес—его вредитель, сельско­
хозяйственные насаждения и их вредители, ценный промысловый 
вид—его основной ресурс—его хищник и т. п.

Существенно нелинейная динамика взаимодействующих популяций 
требует совместного применения численных и аналитических методов. 
Аналитические исследования позволяют использовать результаты каче­
ственной теории дифференциальных уравнений и теории бифуркаций 
(Arnol’d, Il’yashenko, 1988). Они применяются преимущественно для ана­
лиза бифуркаций коразмерности один, два или три, встречающихся в мо­
делировании популяционной динамики. В данном случае численные ис­
следования проводились с помощью двух программных пакетов (Levitin 
1989; Khibnik, 1990; Khibnik et al., 1993), разработанных Институтом
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математических проблем биологии (бывшим Научно-исследовательским 
вычислительным центром) в Пугцино: пакет TRAX применялся для ана­
лиза фазового пространства динамических систем при различных пара­
метрах, а пакет LOCBIF — для создания их параметрических портретов.

Некоторые результаты такого численного анализа даны в приложе­
ниях, приведенных в конце отдельных глав. Мы хотели бы обратить 
особое внимание на полезность сопоставления рисунков, представлен­
ных в основном тексте книги, и результатов компьютерного моделирова­
ния, собранных в приложениях. Нам кажется, что они удачно дополняют 
друг друга, в совокупности способствуя более полному пониманию ди­
намических моделей. Более того, мы считаем, что поведение существен­
но релаксационной системы не может быть понято без аналитического 
предсказания ее фазового портрета, который служит своего рода путево­
дителем по ее свойствам. С другой стороны, численные методы исследо­
вания систем открывают путь к анализу их динамических особенностей, 
которые едва ли можно было бы выявить аналитически.

В заключение считаю своим долгом отметить, что интерес автора к 
качественным перестройкам динамических режимов в экосистемах был 
в значительной степени стимулирован идеями А. М. Молчанова о ро­
ли критических режимов при изучении экосистем (Молчанов, 1975 а, б). 
Эта книга никогда бы не появилась на свет без поддержки со сторо­
ны моей ближайшей сотрудницы Ф. С. Березовской, которой я бес­
конечно признателен. Огромное влияние на работу оказало мое мно­
голетнее сотрудничество с коллегами из лаборатории математического 
моделирования Института математических проблем биологии, в особен­
ности с А. И. Хибником, Ю. А. Кузнецовым, Е.А. и Ю. М. Апониными. 
Компьютерные изображения для книги были подготовлены с помощью 
С. JI. Зудина, которому я очень благодарен. Работе значительно способ­
ствовала поддержка Фонда Джорджа Сороса, давшая автору возмож­
ность использовать современные компьютерные технологии.
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КРАТКИЙ ОЧЕРК ИДЕЙ 
И МЕТОДОВ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ПОПУЛЯЦИЙ

Историю применения математики в экологии справедливо принято 
исчислять с выхода в свет книги Мальтуса «Опыт о законе народонаселе­
ния» (Malthus, 1798; Мальтус, 1895). В ней впервые четко сформулиро­
вано представление о том, что численность населения (английское слово 
population породило современный русский термин «популяция»), которо­
му предоставлена возможность неограниченно размножаться, растет во 
времени в геометрической прогрессии. Используя современную форму 
записи и терминологию, можно сказать, что динамика численности не 
ограниченной ресурсами популяции описывается уравнением

х = аж, (1.1)

имеющим решением x(t) =  x$eat и поэтому, естественно, называемым 
уравнением экспоненциального роста. У Мальтуса, разумеется, были 
предшественники, начиная с итальянского математика XII—XIII вв., во­
шедшего в историю под именем Фибоначчи, которому принадлежит из­
вестная задача: «Сколько пар кроликов в год от одной пары рожда­
ются?». Однако именно Мальтусу принадлежит четкая и недвусмыслен­
ная формулировка универсального закона роста численности популяций. 
Здесь не место обсуждать экономические и политические взгляды и кон­
цепции Мальтуса, подвергаемые жестокой критике начиная с классиков 
марксизма. В контексте этой работы важно лишь то, что предельно идеа­
лизированное представление о совершенно однородной популяции, особи 
которой полностью тождественны, популяции ничем не ограниченной 
в своем росте и потому способной достигать сколь угодной большой 
численности, оказалось для развития математической экологии столь 
же фундаментальным, как идеализированное представление о лишен­
ной размеров, но обладающей массой материальной точке для развития 
механики.
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Следующий шаг был связан с введением модели популяции, рост 
численности которой не беспределен, но ограничен некоторым необхо­
димым ей ресурсом. Ферхюльст (Verhulst, 1838) предложил описывать 
динамику такой популяции уравнением, позднее получившим название 
логистического:

X =  а х ( К - х ) / К ,  (1.2)

где а — показатель экспоненциального роста популяции при малой чис­
ленности, а К  — стационарная численность популяции, определяемая 
доступным ресурсом. Впоследствии эта работа была забыта, а уравне­
ние (1.2) «переоткрыто» Пирлом (Pearl, 1927, 1930) и потому в экологи­
ческой литературе часто называется уравнением Ферхюльста — Пирла.

Упомянутые работы были призваны описывать динамику отдельно 
взятой популяции, в первую очередь человеческого населения. Первые 
собственно математико-экологические работы, ставящие целью описание 
численности взаимодействующих между собой популяций, появились 
лишь в 20-х годах нашего века (Lotka, 1925, 1956; Volterra, 1926, 1931).

Самым важным результатом этих работ следует считать то, что в 
них было показано, как на основании немногих биологически правдо­
подобных и допускающих экспериментальную проверку предположений 
о механизмах внутри- и межпопуляционных взаимодействий можно чи­
сто математическими методами вывести некоторые заключения о ха­
рактере динамики системы. Наиболее известным заключением такого 
рода явился вывод о возможности эндогенных колебаний численности 
в системе двух популяций, взаимодействующих по принципу хищ ник- 
жертва. Экспериментальная проверка результатов Вольтерра и Лотка 
и некоторое развитие математической стороны его исследований были 
предприняты в большой серии работ Г. Ф. Гаузе и его соавторов (Гаузе, 
1933; Гаузе, Витт, 1934; Gause, 1934), к сожалению, рано прервавшихся.

Исследования Вольтерра инициировали также работу А. Н. Колмо­
горова (Kolmogoroff, 1936; Колмогоров, 1972), в которой был предложен 
качественно новый подход к задачам математической экологии: пред­
положения о характере внутри- и межпопуляционных взаимодействий 
предполагалось формулировать, не задавая конкретные функциональные 
зависимости, точный вид которых из эксперимента определить невоз­
можно, а лишь вводя ограничения качественного характера на соот­
ветствующие функции. Было показано, что на основе даже такого рода 
ограничений математическими средствами можно сделать содержатель­
ные биологические заключения о характере динамики соответствующих 
систем. К концу 30-х годов «пионерский этап» развития математиче­
ской экологии завершился, и хотя отдельные работы в этой области



К р а т к и й  о ч е р к  и д е й  и  м е т о д о в 21

продолжали появляться, тем не менее можно сказать, что в развитии 
направления в целом наступила продолжительная пауза.

Начало нового — и по сию пору продолжающегося — этапа ин­
тенсивного развития математической экологии приходится на 60-е годы 
и связано с двумя обстоятельствами. Во-первых, катастрофические по­
следствия воздействия человека на природные экосистемы сделали за­
дачу прогнозирования таких последствий весьма актуальной. Одним из 
наиболее эффективных методов такого прогнозирования представляется 
построение и последующее исследование математических моделей со­
ответствующих ситуаций. Во-вторых, бурное развитие вычислительной 
техники и успехи ее применения в решении различных задач породили 
естественные надежды на ее применение и в экологической проблемати­
ке. Результатом явилось возникновение и интенсивное развитие имита­
ционного моделирования (Моисеев, 1979).

Достоинства метода имитационного моделирования очевидны: по­
строение и реализация на ЭВМ моделей конкретных экосистем в ряде 
случаев дает достоверный прогноз динамики функционирования экоси­
стемы и (иногда) правильный прогноз реакции экосистемы на внешние 
воздействия (см., например, Меншуткин, 1971; Жданов, Горстко, 1975; 
Горстко, 1976; Скалецкая и др., 1979). Однако возможности этого ме­
тода небезграничны. В первую очередь это связано с тем, что трудно 
бывает оценить рамки применимости имитационной модели, в частно­
сти срок, на который прогноз может быть построен с требуемой точно­
стью. Кроме того, по своей природе имитационная модель всегда при­
вязана к конкретному объекту и при попытке применения к другому, 
даже родственному объекту требует коренной перестройки или как ми­
нимум значительной модификации. Наконец, последнее. Имитационные 
модели призваны прогнозировать сравнительно слабые изменения функ­
ционирования экосистем при относительно мало меняющихся условиях, 
тогда как на практике нас зачастую интересуют прежде всего резкие ка­
чественные перестройки функционирования экосистем как при слабых, 
так и при очень значительных нарушениях условий их существования.

Ограничения на возможности имитационного моделирования име­
ют общую причину. Построение и численный расчет «точной» модели 
гарантирует успех лишь в тех областях, где существует точная количе­
ственная теория, т. е. когда известны уравнения, описывающие те или 
иные явления, и задача состоит «всего лишь» в том, чтобы решить эти 
уравнения с требуемой точностью. В тех же областях, где количествен­
ной теории не существует, построение точной модели имеет ограничен­
ную ценность.

Осознание ограниченности возможностей имитационного моделиро­
вания привело в кругу экологов к смене безудержного энтузиазма разум­
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ным скептицизмом (Adaptive environmental assessment, 1978; Молчанов, 
Базыкин, 1979; Экологические системы.., 1981) и возрождению интереса 
к собственно математическому моделированию. Собственно математи­
ческое моделирование, в русле которого выполнена настоящая работа, 
развивалось до самого последнего времени фактически изолированно от 
имитационного моделирования. Тяга к синтезу этих двух направлений 
наблюдается лишь в последние годы.

Говоря о собственно математическом моделировании в экологии 
или о математической биофизике популяций и сообществ, следует от­
метить, что в настоящее время это направление исследований еще не 
достигло стадии целостной научной дисциплины. Нам не известно ни 
одной обобщающей сводки, авторы которой претендовали бы на сколь­
ко-нибудь полный обзор биологической проблематики и математиче­
ской техники экологического моделирования. Довольно многочислен­
ные в настоящее время монографии в этой области обычно посвящены 
либо применению различных математических средств к исследованию 
какой-либо определенной (зачастую достаточно общей) биологической 
проблемы (например, May, 1974; Свирежев, Логофет, 1978), либо ис­
пользованию определенного математического аппарата для анализа раз­
личных экологических ситуаций (например, Пых, 1983; Шапиро, Луп- 
пов, 1983). Существуют, разумеется, и работы промежуточного, синкре­
тического характера (Динамическая теория биологических популяций,
1974). Поэтому в настоящей вводной главе, не ставя целью проанали­
зировать состояние математической биофизики популяций и сообществ 
в целом, я ограничусь перечнем основных, на мой взгляд, наиболее 
интересных направлений исследований, смежных по отношению к на­
стоящей работе, и укажу место, которое она тематически среди них 
занимает.

Построение математической модели любого объекта или явления 
неизбежно требует принятия некоторых идеализаций. При этом логи­
ка математического моделирования такова, что чем более идеализи­
рованными, упрощенными понятиями мы оперируем, тем более общие 
свойства изучаемых объектов зачастую можно анализировать. «Макси­
мальное упрощение модели, уменьшение числа независимых перемен­
ных, как это ни парадоксально, ведут, по нашему мнению, к более глу­
бокому пониманию моделируемого явления» (Романовский и др., 1975, 
с. 195). С другой стороны, для понимания различных аспектов одного 
и того же явления необходимыми могут оказаться различные идеализа­
ции одного и того же объекта. Перечислим некоторые из них, широко 
использующиеся в математической биофизике популяций и сообществ, 
сопоставляя им соответствующую математическую технику и биологи­
ческие проблемы.
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1. В подавляющем большинстве работ по математической эколо­
гии принимается предположение о постоянстве внешних условий, так 
как, прежде чем исследовать роль внешних воздействий, естественно 
проанализировать свойства автономной системы. Это приводит к моде­
лям, описываемым дифференциальными или разностными уравнениями 
с постоянными коэффициентами. Были предприняты интересные попыт­
ки оценить влияние малых флуктуаций внешних условий на динамику 
экосистемы (Фрейдлин, Светлосанов, 1976; Сидорин, 1981). Особенно 
интересны при этом ситуации, когда система в отсутствие возмущений 
обладает несколькими притягивающими режимами. Однако при анализе 
таких систем возникают серьезные математические трудности, и резуль­
таты удается получить пока лишь в простейшем случае изолированной 
популяции с несколькими состояниями равновесия.

2. Реальные популяции обычно состоят из сотен, тысяч, иногда мил­
лионов и много более особей. При рассмотрении популяций очень боль­
шой численности принято использовать две идеализации: считать число 
особей в популяции величиной непрерывной и, что более важно, прене­
брегать случайными флуктуациями численности, изучая лишь динамику 
средних значений. Учет случайных флуктуаций приводит к необходимо­
сти использовать математический аппарат теории вероятности и теории 
случайных процессов (Моран, 1973; Горбань и др., 1982). Пренебрежение 
флуктуациями численности приводит к использованию аппарата диффе­
ренциальных или разностных уравнений. Точка зрения, согласно которой 
при анализе динамики численности отдельных популяций адекватным 
является аппарат теории случайных процессов, а при анализе динамики 
сообществ популяций — аппарат дифференциальных уравнений, была 
обоснована в работах одного из основоположников математического мо­
делирования в биологии в нашей стране А. А. Ляпунова (Ляпунов, 1972; 
Ляпунов, Багриновская, 1975). Методологически естественно в качестве 
первого шага исследовать модели, пренебрегая флуктуациями, а затем 
на следующем этапе включать в рассмотрение дополнительные эффекты, 
возникающие при учете случайных флуктуации, оценивая при этом ха­
рактерные времена, на которых учет случайных флуктуаций качественно 
меняет картину.

3. В математической экологии используют различные идеализации 
относительно предположений о возрастной структуре популяций. Одна 
из них состоит в том, что размножение происходит синхронно у всех осо­
бей по достижении ими определенного возраста. Такая идеализация при­
водит к аппарату конечно-разностных уравнений. Впервые этот аппарат 
в задачах математической экологии применил Лесли (Leslie, 1945, 1948) 
при изучении динамики возрастной структуры изолированной популя­
ции. Впоследствии конечно-разностные уравнения успешно использова­
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ли при анализе временной динамики отдельных популяций, в частно­
сти, промысловых видов, с четко выраженной сезонностью размножения 
(Ricker, 1954). При анализе динамики популяций с дискретными непере- 
секающимися поколениями впервые в задачах математической экологии 
была обнаружена возможность нерегулярных, квазистохастических, «ха­
отических» колебаний численности при постоянных внешних условиях 
(Шапиро, 1974; May, 1975). Позднее такие квазистохастические динами­
ческие режимы были найдены и в модельных экологических системах 
с непрерывным временем. Как правило, аппарат разностных уравнений 
используют при анализе особенностей динамики численности отдель­
ных популяций. Некоторое исключение представляет собой серия работ 
А. П. Шапиро и его сотрудников по исследованию динамики двукомпо­
нентных сообществ (Шапиро, Луппов, 1983).

Вторая распространенная идеализация, относящаяся к возрастной 
структуре популяций, строится на предположении о том, что поколения 
перекрываются, но скорость изменения численности популяции опреде­
ляется ее численностью в некоторый предшествовавший момент време­
ни. Динамика численности таких популяций описывается дифференци­
альными уравнениями с запаздывающим аргументом, что впервые пред­
ложил Хатчинсон (Hutchinson, 1948). При использовании этого мате­
матического аппарата основное внимание исследователей, как прави­
ло, сосредоточено на условиях возникновения и характере колебаний 
в соответствующих системах. В последнее время большую серию ра­
бот по анализу динамики численности в системах двух взаимодейству­
ющих популяций с учетом запаздывания выполнили и продолжают вести 
Ю. С. Колесов и его ученики (Колесов, 1979; Колесов, Швитра, 1979а, б). 
Большое внимание авторы уделяют интересным биологическим и мате­
матическим проблемам, возникающим в случае, когда коэффициенты 
системы удовлетворяют или находятся в окрестности резонансных соот­
ношений.

4. До сих пор мы рассматривали идеализации, связанные с анали­
зом динамики изолированной популяции или очень небольшого числа 
взаимодействующих популяций. Реальные биогеоценозы состоят из по­
пуляций многих десятков и сотен видов. Поэтому исследователи неод­
нократно предпринимали попытки подойти к описанию динамики био­
геоценозов в целом, используя идеологию и методологию статистиче­
ской механики (Кегпег, 1955, 1957; Алексеев и др., 1969; Полищук и 
др., 1969; Полищук, 1971; Алексеев, 1975). Однако, поскольку разра­
ботка статистической механики нелинейно взаимодействующих частиц 
сталкивается с непреодоленными математическими трудностями, при ис­
пользовании аппарата статистической механики для анализа динамики 
биогеоценозов приходится принимать очень сильные идеализирующие
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предположения. В первую очередь это относится к постулату, который 
принято называть принципом эквивалентов Вольтерра, а также к предпо­
ложению о строго билинейном характере взаимодействия между видами.

5. Все рассмотренные идеализации относятся к системам локаль­
ным или с полным перемешиванием.  В терминах популяционной био­
логии это означает, что особь за время жизни успевает побывать на 
всей территории обитания популяции. Очевидно, такое условие являет­
ся очень сильным, поскольку реально протяженность ареала популяции 
может в десятки, сотни и тысячи раз превышать величину перемеще­
ния отдельных особей за поколение. Если при исследовании моделей 
локальных, или сосредоточенных, сообществ интерес представляет ис­
ключительно временная динамика, то в моделях пространственно рас­
пределенных сообществ предметом анализа являются как временная, 
так и пространственная организации. Математическим аппаратом при 
этом служат, как правило, уравнения диффузии с нелинейной правой 
частью, или, по принятой в настоящее время терминологии, системы 
типа диффузия-кинетика (Хакен, 1980). Модели пространственно рас­
пределенных экологических сообществ исследованы несравненно хуже 
локальных моделей. Фактически работа в этой области лишь начинает­
ся. Пока не существует даже исчерпывающей классификации динамиче­
ских режимов, реализующихся в таких моделях. Наибольшее внимание 
исследователей привлекают эффекты типа бегущих волн («фронтов») 
(Колмогоров и др., 1937; Разжевайкин, 19816) и стационарных диссипа­
тивных структур (Базыкин и др., 1980; Базыкин, Хибник, 1982; Разже­
вайкин, 1981а).

В настоящей монографии рассматриваются находящиеся в посто­
янных внешних условиях сообщества из двух-трех взаимодействующих 
популяций достаточно большой численности, чтобы можно было пре­
небречь флуктуациями. Скорости изменений численности популяций 
определяются мгновенными значениями самих численностей, возрастная 
структура популяций из рассмотрения исключена. Такие идеализации 
дают возможность использовать исключительно обыкновенные диффе­
ренциальные уравнения с постоянными коэффициентами без запаздыва­
ния и исследовать их с помощью качественной теории дифференциаль­
ных уравнений и теории бифуркаций.

Какие биологически содержательные вопросы встают при исследо­
вании моделей экологических сообществ в рамках принятых и пере­
численных выше идеализаций? Таких вопросов несколько. Перечислим 
основные из них.

1) Как ведет себя сообщество, предоставленное самому себе? Какой ди­
намический режим функционирования в нем устанавливается: ста­
ционарный, автоколебательный, квазистохастический?
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2) Зависит ли, и если да, то каким образом, динамический режим, 
устанавливающийся в предоставленном самому себе сообществе, от 
его исходного начального состояния?

3) К сказанному имеют прямое отношение вопросы о реакции экоси­
стемы на внешние воздействия, из которых выделим два типа: воз­
действия однократные (фазовые) и постоянные (параметрические).

4) Последняя группа вопросов, возникающих при исследовании моде­
лей в рамках принятых идеализации, относится к соотношениям 
между временной динамикой сосредоточенной экосистемы и про­
странственно-временной организацией соответствующей распреде­
ленной системы.
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ДИНАМИКА ЧИСЛЕННОСТИ 
ИЗОЛИРОВАННОЙ ПОПУЛЯЦИИ

В настоящей главе рассматриваются модели динамики численности 
изолированной популяции, и некоторые из них в дальнейшем послужат 
основой для моделей взаимодействующих  популяций. Кроме того, в 
этой главе будут введены и проиллюстрированы на примерах важные для 
дальнейшего изложения понятия фазовой и параметрической опасных 
границ.  Мы рассмотрим последовательно модели:

1) динамики ничем не ограниченной («свободной») популяции,

2) популяции, ограниченной внешними ресурсами,

3) популяций, находящихся под действием различных режимов про­
мысла.

2.1. Свободная популяция

В этой главе и на протяжении всей дальнейшей работы мы будем 
рассматривать однородные популяции, пренебрегая их возрастной, гено­
типической и какой бы то ни было иной структурированностью. Кроме 
того, за исключением последней главы, исследуются лишь локальные 
популяции, для которых понятия численности и плотности являются си­
нонимами. В этих предположениях уравнение, описывающее динамику 
численности популяции, естественно записать в общей форме:

x  = F{x)  (2 .1.1)

или
x  = x f ( x ) .  (2 .1.2)

Динамика численности популяции складывается из двух процессов: 
размножения и гибели особей. Если их рассматривать порознь, то урав­
нения (2 .1.1) и (2 .1.2) приобретают вид

х  =  В(х)  — D(x) (2.1.3)
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или
х  = x[b(x) — d(x)] (2.1.4)

соответственно, где В(х)  и D(x) — абсолютные скорости рождения и ги­
бели особей, а Ь(х) и d(x) — соответствующие удельные скорости, отне­
сенные к общей численности популяции, т. е. по существующей терми­
нологии — плодовитость и смертность.

Рассмотрим, какой вид могут иметь функции Ь(х) и d(x), и проана­
лизируем качественно характер решений уравнения (2.1.4).

При исследовании свободной популяции принято допускать, что 
смертность не зависит от численности популяции, причем в некото­
рых случаях представляется естественным считать смертность прене­
брежимо малой и рассматривать предельный идеализированный случай 
d(x) =  d =  0 .

Рис. 2.1.1. Два способа графического представления динамики численности по­
пуляции для уравнений: 1 — (2.1.5); 2 — (2.1.7); хо — начальная численность

В отношении плодовитости дело обстоит сложнее. Простейшим яв­
ляется случай, когда плодовитость, так же как и смертность, не зависит 
от численности популяции. Мы приходим к классическому уравнению 
Мальтуса, или уравнению экспоненциального роста популяции,

х  = (b — d)x =  ах. (2.1.5)

Заметим, что при Ъ < d это же уравнение описывает экспоненци­
альное вымирание популяции. Динамика численности популяции, опи­
сываемая уравнением (2.1.5), показана на рис. 2.1.1.

Предположение о независимости плодовитости от численности луч­
ше всего отвечает представлению о размножении бесполой популяции,
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например посредством деления, когда акт размножения особи не зависит 
от присутствия иных особей.

Рассмотрим теперь популяцию, размножающуюся половым спосо­
бом. В этом случае естественно ожидать, что абсолютная скорость раз­
множения В(х)  должна быть пропорциональна частоте контактов меж­
ду особями. Если принять «механистическое» представление о случай­
ном характере блуждания особей, то частота контактов между особями 
пропорциональна квадрату плотности популяции. Поскольку термины 
«плотность» и «численность» популяции в рассматриваемых нами ло­
кальных моделях — синонимы, то

В(х)  =  хЪ(х) =  кх2, (2.1.6)

откуда в предположении пренебрежимо малой смертности

х = к х2. (2.1.7)

Решением этого уравнения является гипербола, имеющая верти­
кальную асимптоту:

x(t) = xqToo/ X oo -  t); Too = 1/kxo.  (2.1.8)

Другими словами, численность популяции, динамика которой подчиня­
ется закону (2 .1.6), мало того, что неограниченно растет, она долж­
на превысить сколь угодно большую величину к моменту времени Т^  
(см. рис. 2.1.1). Ясно, что такого рода идеализация может быть полезна 
лишь до некоторых не слишком больших значений плотности популя­
ции. Однако в связи с этим любопытно отметить, что рост численности 
человечества, начиная со времен, относительно которых имеются досто­
верные оценки, и примерно до конца 60-х годов нашего века очень хоро­
шо отвечает зависимости (2.1.8) (Foerster et al., 1960; Шкловский, 1965; 
Уатт, 1971). Это, в частности, свидетельствует о том, что закон размно­
жения (2 .1.6) может возникать не только в силу механизма случайных 
контактов между особями, но и вследствие других, в том числе еще 
недостаточно изученных причин. Одной из таких причин может быть 
«сотрудничество» между особями у колониальных животных (Макфе- 
дьен, 1965).

Учет естественной, не зависящей от плотности популяции смертно­
сти при сохранении закона размножения (2 .1.6) приводит к следующему 
уравнению динамики численности популяции:

х  =  кх2 — dx  =  х(кх — (1). (2 .1.9)
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Рис. 2.1.2. Динамика численности популяции, описываемая уравнениями: 
1 -  (2.1.9); 2 -  (2.1.13)

При больших значениях численности динамика популяции, подчиняю­
щейся уравнению (2.1.9), не отличается от динамики популяции, удо­
влетворяющей уравнению (2.1.7): численность превышает любую сколь 
угодно большую величину за конечное время (рис. 2.1.2). При малых 
численностях поведение популяции качественно отличается от рассмот­
ренных ранее. На рис. 2.1.2 видно (кривые 1), что скорость измене­
ния численности популяции меняет знак в зависимости от численно­
сти: х  < 0 при х  < d /k  и х  > 0 при х  > d/k.  Это означает, что 
поведение популяции в отличие от ранее рассмотренных случаев ка­
чественным образом зависит от начальных условий: если исходная чис­
ленность популяции больше некоторой критической численности L  =  
=  d / k , то популяция неограниченно размножается, в противном слу­
чае вымирает.

Понятие критической численности (плотности) популяции допуска­
ет естественную биологическую интерпретацию. Плотность ниже кри­
тической — это плотность столь низкая, что, фигурально выражаясь, 
особи чаще погибают, чем встречаются друг с другом. Более строго, 
критическая плотность — это плотность, при которой среднее время 
между последовательными контактами потенциальных брачных партне­
ров равно среднему времени жизни особи, деленному на среднее число 
потомков в одном акте размножения.

Поведение популяции, подчиняющейся уравнениям (2.1.7) и (2.1.9), 
при больших численностях явно «небиологично»: с течением времени, 
причем за конечное время, сколь угодно большую величину превышает 
не только численность, но и относительная скорость роста популяции.

Более биологичной представляется зависимость плодовитости от 
численности, «компромиссная» между зависимостями (2.1.5) и (2.1.6)
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(Базыкин, 1969), а именно

Ъ(х) = b x / ( N  + x). (2.1.10)

В рамках такой модели при малых численностях х  <С N  популяция 
размножается по гиперболическому (2 .1.6), а при больших численностях 
х  N  — по экспоненциальному закону (2.1.5).

Зависимость (2.1.10) допускает естественную интерпретацию. Обра­
тим внимание на то, что в двуполой популяции самка после оплодотворе­
ния на некоторое время г  выбывает из процесса размножения. Из этого 
следует, что при малых плотностях популяции, когда характерное время 
между контактами особей много больше г, скорость роста определяется 
частотой контактов и подчиняется закону (2.1.6). При больших плот­
ностях популяции, когда характерное время между контактами много 
меньше г, абсолютная скорость роста численности популяции определя­
ется лишь численностью самок и популяция размножается по экспонен­
циальному закону (2.1.5). Из предыдущего ясен биологический смысл 
величины N.  Эта величина означает плотность популяции, при которой 
среднее время между последовательными контактами одной особи рав­
но г, или, другими словами, это плотность популяции, при которой к 
размножению способна половина самок.

При пренебрежимо малой смертности (d =  0) уравнение динамики 
численности в рассматриваемом случае имеет вид

х  =  bx2/ { N  +  х). (2.1.11)

Динамика численности при этом мало отличается от экспоненци­
альной, мальтусовской, и заметить различия можно, лишь изобразив за­
висимость численности популяции от времени в полулогарифмическом 
масштабе.

Сохраняя в качестве закона размножения (2.1.10), но принимая 
смертность отличной от нуля (и, как и ранее, не зависящей от численно­
сти), приходим к следующему уравнению для численности популяции:

х  =  Ъх2/ ( N  +  х) — dx. (2.1.12)

Вводя обозначения b — d =  a, dN/(b — d) =  L, удобно формулу (2.1.12)
переписать в виде

х  =  ах(х — L ) / ( N  +  х). (2.1.13)
Как видно на рис. 2.1.2 (кривые 2), динамика численности популяции, 
описываемая уравнением (2.1.13), характеризуется следующими особен­
ностями. Имеется критическое значение численности х  =  L. Если исход­
ная численность популяции меньше критической, то популяция вымира­
ет. Если же начальная численность больше критической, то популяция
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неограниченно растет по закону, близкому к экспоненциальному (и все 
более приближающемуся к нему по мере роста популяции).

2.2. Популяция, ограниченная внешними ресурсами

Очевидно, что беспредельный рост популяций, описанный выше, 
невозможен из-за ограниченности внешних ресурсов популяции: источ­
ников пищи, мест обитания и т. п. Ограниченность внешних ресурсов 
приводит к внутривидовой конкуренции, которая проявляется в зави­
симости плодовитости, смертности или обеих этих величин от плотно­
сти популяции. Вследствие внутривидовой конкуренции плодовитость с 
ростом плотности падает, смертность — растет. Наиболее простым, об­
щепринятым и подтвержденным во многих случаях экспериментально 
является предположение о линейном характере этих зависимостей. Та­
ким образом, обозначая через Ьо(х) и do(x) зависимости плодовитости и 
смертности от плотности в свободной популяции, а теми же буквами без 
индекса — аналогичные величины в ограниченной ресурсами популяции, 
можно записать

Ь(х) = Ь0(х) -  еьх\
d(x) = d0(x) +  edx , (2 .2 .1)

где eb,d — соответствующие коэффициенты пропорциональности, харак­
теризующие влияние конкуренции на плодовитость и смертность.

Общее уравнение для динамики численности ограниченной ресур­
сами популяции при этом имеет вид

х  =  x[bo(x) — do(x) — ex] =  B q(x ) — D q(x ) — ex2 =  Fq(x ) — ex2, (2.2.2)

где нулевым индексом обозначены соответствующие зависимости для 
свободной популяции.

Заметим, что квадратичный член ех2 в уравнении (2.2.2) указыва­
ет на то, что принятый линейный вид зависимости плодовитости и/или 
смертности от плотности популяции допускает еще одну довольно есте­
ственную, хотя и механистическую, интерпретацию внутривидовой кон­
куренции: абсолютная «недостача» особей в условиях ограниченности 
ресурсами по сравнению с ростом свободной популяции пропорциональ­
на количеству контактов («столкновений») между особями.

Рассмотрим, к чему приводит учет ограниченности ресурсов (т. е. 
внутривидовой конкуренции) в моделях предыдущего раздела.

Уравнение (2.1.5) переходит в

х  = ах — ех2 = а х ( К  — х ) /К ;  К  = е / а , (2.2.3)



2 .2 . П о п у л я ц и я , о г р а н и ч е н н а я  в н е ш н и м и  р е с у р с а м и 3 3

т. е. в известное логистическое уравнение Ферхюльста -  Пирла 
(рис. 2.2.1). При любом исходном состоянии популяции ее численность 
монотонно стремится к значению К.  Если исходная численность мень­
ше К / 2, то кривая зависимости численности от времени имеет на высо­
те К / 2  перегиб.

Уравнение (2.1.7) после введения члена, описывающего внутривидо­
вую конкуренцию:

х  =  кох2 — ех2 =  к х 2; к =  ко — е > 0, (2.2.4)
не меняет вида, т. е. по-прежнему описывает гиперболический рост чис­
ленности популяции (см. рис. 2 .1.1, б, кривая 2).

Рис. 2.2.1. Динамика численности популяции, описываемая уравнениями: 1 — ло­
гистическим (2.2.3); 2 — (2.2.8)

Совершенно аналогично сохраняет свой вид в этом случае и урав­
нение (2.1.9):

х  =  кох2 — dox — ех2 =  кх2 — d$x; к = ко — е. (2.2.5)
Экологическая интерпретация очевидна: в рамках предположений, 

заложенных в моделях (2.2.4) и (2.2.5), как прибыль, так и убыль особей 
в популяции происходят в результате действия аналогичных механиз­
мов: случайных контактов между особями. Иными словами, линейной 
зависимости плодовитости и/или смертности от численности при описа­
нии внутривидовой конкуренции в рамках этих моделей недостаточно, 
чтобы стабилизировать численность популяции. Это еще раз указывает 
на биологическую некорректность моделей (2.1.7) и (2.1.9) при больших 
численностях популяций.

Уравнение (2.1.11) после учета внутривидовой конкуренции прини­
мает вид

box2 2 Ъх2 К  - хх  =
N  +  х

где Ъ = Ъо — eTV, К  =  Ьо/е — N.

— ех  =
N  +  х К

(2.2.6)
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Качественно динамика численности популяции, подчиняющейся 
уравнению (2 .2 .6), совпадает с таковой для логистического уравнения 
(см. рис. 2.2.1, б, кривая 1). Различие носит количественный характер и 
состоит в том, что, во-первых, популяция медленнее растет при малых 
численностях и, во-вторых, перегиб кривой зависимости численности от 
времени лежит выше К / 2. При N  К  уравнение (2.2.6) для интересу­
ющих нас значений численности популяции, не сильно превышающих К , 
хорошо аппроксимируется более простым уравнением

х  = Ъх2(К  - х ) / К .  (2.2.7)

Учет внутривидовой конкуренции в рамках модели (2.1.13) приводит 
к уравнению

± _ ъ ^ _  _  2 _ а х ( х - Ь ) ( К - х )
х ~  N  + x  йоХ еХ (N  + x ) K  ’ ( }

где а =  е К , L  и К  — корни уравнения

х 2 — [(Ьо — do)/e — N]x  +  doN/e  =  0.

Соответствующие графики изображены на рис. 2.2.1 (кривые 2). 
Из рисунка следует, что популяция, описываемая формулой (2.2.8), име­
ет два нетривиальных (т. е. отличных от нулевого) состояния равнове­
сия: х  =  L  и х  =  К.  Если начальная численность хо > 1, то числен­
ность популяции монотонно растет, стремясь к значению х  =  К,  так 
же как это происходит у популяции, подчиняющийся логистическому 
уравнению (2.2.3). Если же хо < L , то популяция вымирает. Состояние 
х  =  К  — устойчивое, х  =  L — неустойчивое равновесие популяции.

Таким образом, если численность популяции, исходно находящейся 
в состоянии устойчивого равновесия х  = К ,  в результате однократно­
го воздействия снижается до уровня ниже L , то популяция обречена 
на вымирание. Неустойчивое равновесие х  =  L — простейший пример 
опасной границы в отношении однократных или фазовых воздействий.

Представим себе, что исходно популяция находится в состоянии 
равновесия х  =  К  и подвергается однократным воздействиям, уменьша­
ющим ее численность. При этом каждый раз после воздействия попу­
ляции дают возможность восстановить ее численность, а интенсивность 
воздействия раз от разу возрастает, т. е. «возмущенная» численность по­
пуляции все более приближается к критическому уровню х  =  L. С помо­
щью какого критерия мы можем судить о приближении интенсивности 
воздействия к опасному, критическому уровню? Критерий этот прост,



2 .3 . П о п у л я ц и я , п о д в е р ж е н н а я  п р о м ы с л у 3 5

наглядно виден на рис. 2 .2 .1а (кривая 2), и хорошо известен экологам 
(Уатт, 1971). Он состоит в том, что чем ближе возмущенный уровень 
численности к критическому, тем медленнее выходит популяция из воз­
мущенного состояния.

Уравнение (2.2.8) представляет собой одну из наиболее простых 
и естественных форм записи эффекта Олли (Allee et al., 1949; Одум,
1975), который состоит в том, что плодовитость зависит от численно­
сти популяции немонотонно. Действительно, в силу принятых в рамках 
модели и проанализированных выше причин зависимость плодовитости 
от численности популяции в рамках модели (2.2.8) немонотонна. Если 
считать, как это делалось и ранее, смертность не зависящей от чис­
ленности, то точки пересечения кривой Ъ(х) с горизонталью d отвечают 
неустойчивому (х =  L) и устойчивому (х  =  К )  равновесиям популяции.

Эффект Олли сформулирован в качественных терминах (монотон­
ность-немонотонность), а соответствующие зависимости могут описы­
ваться различными конкретными функциями. В частности, при N  К  
уравнение (2 .2 .8) в области значений численности, не сильно превыша­
ющих К , хорошо аппроксимируется более простой зависимостью

Графики, иллюстрирующие выражение (2.2.9), качественно совпадают 
с изображенными на рис. 2 .2.1 кривыми 2 .

В математической экологии встречаются и более сложные модели 
динамики численности ограниченной ресурсами популяции, когда попу­
ляция может иметь более одного нетривиального состояния устойчивого 
равновесия (Свирежев, Логофет, 1978; Huberman, 1978; Денисов, Кузне­
цов, 1981). В настоящей работе такие модели не рассматриваются.

2.3. Популяция, подверженная промыслу

Рассмотрим популяцию, из которой регулярно изымается некоторое 
число особей, т. е. популяцию под действием промысла. При этом счи­
таем, что интенсивность промысла на протяжении значительных проме­
жутков времени остается неизменной, но, вообще говоря, может при­
нимать различные значения. В этом случае уравнение для изменения 
численности популяции имеет вид

где функция F(x)  описывает динамику популяции, не подвергающейся 
промыслу, a S(x,  а) — скорость изъятия особей из популяции. Параметр

х  =  ах(х — L ) ( K  — х). (2.2.9)

х  =  F(x) — S(x,  а ), (2.3.1)
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а  назовем интенсивностью промысла; он может иметь различный смысл 
в зависимости от вида функции S(x,  а). Таким образом, промысел с 
постоянной интенсивностью, которая может принимать различные зна­
чения, представляет простейший пример параметрического воздействия 
на экосистему.

Рассмотрим популяцию, динамика которой в отсутствие промыс­
ла подчиняется логистическому уравнению (2.2.3). Исследуем влияние 
на динамику такой популяции двух режимов промысла при изъятии из 
популяции в единицу времени постоянного числа особей (1) или посто­
янной доли особей, т. е. некоторого числа особей, пропорционального 
численности популяции (2).

В первом случае динамика численности описывается уравнением

х  =  а х ( К  — х ) / К  — а , (2.3.2)

во втором —
х  =  а х ( К  — х) !  К  — ах,  (2.3.3)

где а — интенсивность промысла, имеющая в первом случае смысл числа 
особей, изымаемых в единицу времени, а во втором — доли популяции, 
изымаемой в единицу времени.

Рассмотрим в обоих случаях зависимость динамики популяции от 
интенсивности промысла. При этом удобно воспользоваться следующим 
графическим приемом: изображать на одной диаграмме одновременно 
графики функций F(x)  и S(x).  Абсциссы точек пересечения этих гра­
фиков соответствуют равновесным (устойчивым и неустойчивым) чис­
ленностям популяций, находящихся под действием заданного режима 
промысла, а ординаты — числу особей, изымаемых при этом в единицу 
времени из популяции, т. е. «урожаю».

dx/dt а dx/dt  &

Рис. 2.3.1. Динамика численности популяции, подчиняющейся логистическому 
закону: а — первый режим промысла при докритической (а'), критической (акр) 
и закритической (а") интенсивностях промысла; б — второй режим промысла
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На рис. 2.3.1а изображены три возможных варианта взаимного рас­
положения графиков F(x)  и S(x)  при различных значениях а  для перво­
го режима промысла. Из рисунка видно, что уравнение (2.3.2) в зависи­
мости от значения а  описывает два качественно различных типа динами­
ки популяции. При малой интенсивности промысла (а  < а кр =  а К / 4) у 
популяции существуют два состояния равновесия: К' (а )  и L f(a), причем 
равновесие, отвечающее большей численности популяции К ', устойчи­
во, а меньшей L' — неустойчиво. Поведение популяции в этом случае 
качественно совпадает с поведением, описываемым уравнением (2.2.9): 
существует нижняя критическая численность популяции, такая, что ес­
ли начальная численность меньше критической, то популяция обречена 
на вымирание. Если же интенсивность промысла велика (а  > а кр =  
=  а К / 4), то равновесных состояний у популяции не существует вовсе. 
Популяция не может противостоять промыслу и обречена на вымирание 
при любых начальных численностях. В случае а  =  а К / 4 (особом, по­
граничном, или «вырожденном») устойчивое и неустойчивое равновесия 
популяции сливаются, образуя полуустойчивое i f 'p.

Интерпретируем полученный результат экологически. Представим 
себе, что исходная популяция не подвергается промыслу и находится в 
состоянии равновесия х'  =  К.  Рассмотрим зависимость устойчивой рав­
новесной численности популяции от а. По мере нарастания интенсивно­
сти промысла устойчивая равновесная численность К '  сначала монотон­
но уменьшается, затем достигает некоторого критического значения i f '  , 
после чего скачком падает до нуля. Критическое значение урожая S Kp 
при этом равно максимальной скорости роста популяции, не подвергаю­
щейся промыслу.

Предположим, что рассмотренная популяция становится объектом 
промысла с интенсивностью, увеличивающейся время от времени на 
некоторую конечную величину, причем каждый раз после увеличения 
интенсивности промысла популяции предоставляется достаточное время 
для того, чтобы установилось новое значение равновесной численности. 
Каков в этом случае критерий приближения интенсивности промысла к 
критической? Критерий этот менее нагляден, чем в рассмотренном вы­
ше случае однократных нагрузок, но математически достаточно очеви­
ден. Он состоит в том, что чем ближе интенсивность нагрузки к крити­
ческой, тем медленнее будет стремиться численность популяции после 
очередного увеличения интенсивности промысла к новому равновесному 
значению. Математически это является следствием того обстоятельства, 
что чем ближе интенсивность промысла к критической, тем меньше соб­
ственное значение системы в окрестности равновесия.

Важно подчеркнуть, что в рассматриваемом режиме промысла при­
ближение к максимальному значению урожая (иногда без должных на то
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оснований называемое оптимальным) опасно: если интенсивность про­
мысла на сколь угодно малую величину превышает ту, при которой уро­
жай максимален, то популяция оказывается обреченной на вымирание. 
Поэтому такой режим промысла трудно считать оптимальным.

Рассмотрим теперь второй режим промысла, при котором из по­
пуляции изымается постоянная доля особей, воспользовавшись тем же 
графическим приемом (см. рис. 2.3.16). На рисунке видно, что в за­
висимости от значения а  возможны два типа взаимного расположения 
графиков F(x)  и S(x)  и соответственно два типа динамики популяции. 
При малой интенсивности промысла поведение популяции [см. форму­
лу (2.3.3)] по-прежнему описывается логистическим уравнением. При 
этом для каждого значения а  «новые» значения параметров логистиче­
ского уравнения задаются выражениями а'  = а — а; К '  =  К(1 — а/а).  
По мере роста интенсивности промысла равновесная численность по­
пуляции монотонно уменьшается, и при интенсивном промысле а > а 
популяция обречена на вымирание при любой начальной численности. 
Урожай зависит от интенсивности промысла немонотонно.

Из проведенного рассмотрения следует важный вывод: хотя макси­
мальный стационарный урожай, который можно снять с популяции, не 
зависит от режима промысла, различные режимы промысла не являют­
ся равноценными. Режим, при котором при фиксированной интенсивно­
сти промысла из популяции изымается определенная ее доля, явно бо­
лее предпочтителен. В этом случае превышение интенсивности промыс­
ла, отвечающей максимальному урожаю, влечет за собой постепенное 
уменьшение самого урожая. Это обстоятельство сигнализирует о пре­
вышении оптимальной интенсивности промысла. В том же случае, когда 
фиксированная интенсивность промысла отвечает изъятию из популяции 
в единицу времени определенного числа особей, превышение интенсив­
ности промысла, соответствующей максимальному урожаю, влечет за 
собой, как мы видели, вымирание популяции.

Рассмотрение режимов промысла при более сложных видах зави­
симости количества изымаемых из популяции особей от численности 
популяции представляется излишним, поскольку такие режимы вряд ли 
реализуемы практически.
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ОТНОШЕНИЯ ХИЩ НИК-Ж ЕРТВА

В экологии принято выделять три основных типа межвидовых отно­
шений: + + , —  и Н—  (Одум, 1975). При этом знаком «плюс» обознача­
ется положительное, благоприятное воздействие одного вида на другой, 
а знаком «минус» — неблагоприятное. Соответствующие типы межвидо­
вых взаимоотношений получили наименования:

+ +  протокооперация, мутуализм или симбиоз;
—  взаимное конкурентное подавление или конкуренция за общий 

ресурс;
Н—  отношения типа хищник—жертва или паразит—хозяин.
Кроме того, принято выделять два типа отношений, при которых 

один вид, оказывая положительное или отрицательное воздействие на 
второй, сам не испытывает с его стороны никакого влияния (отношения 
типа ± 0).

Знаки «+» и «—» в этой символике, кроме общепринятого метафо­
рического, имеют конкретный математический смысл. Если динамика 
двух взаимодействующих популяций описывается системой дифферен­
циальных уравнений

х  = x f ( x ,  у), у = уд(х, у) 
и производные d f / d y  и дд /дх  имеют постоянный знак при всех зна­
чениях переменных, то сочетание знаков этих производных определяет 
характер межпопуляционных отношений в соответствии с общеприня­
той классификацией. С этой точки зрения отношения типа ± 0  являются 
исключительной, вырожденной ситуацией и рассматриваться не будут.

Трофические отношения или отношения хищник-жертва являются 
наиболее существенными для функционирования экосистем. Рассмотрим 
их в первую очередь.

3.1. Модель Вольтерра и ее модификации. Постановка 
задачи

Первая модель, описывающая динамику численности (плотности) 
двух популяций, взаимодействующих по принципу хищник—жертва,
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была предложена независимо А. Лотка (Lotka, 1925) и Вито Вольтер­
ра (Volterra, 1931):

х  = ах — Ъху, у = —су-\ -dxy , (3.1.1)

где х  и у — плотности популяции жертвы и хищника соответственно, 
а — скорость размножения популяции жертвы в отсутствие хищника, 
b — удельная скорость потребления популяцией хищника популяции 
жертвы при единичной плотности обеих популяций, с — естественная 
смертность хищника, d/b — коэффициент переработки потребленной 
хищником биомассы жертвы в собственную биомассу.

В основу модели положены следующие идеализированные представ­
ления о характере внутривидовых и межвидовых отношений в системе 
хищник—жертва:

1) в отсутствие хищника популяция жертвы размножается в соот­
ветствии с принципом Мальтуса — экспоненциально;

2) популяция хищника в отсутствие жертвы экспоненциально вы­
мирает;

3) суммарное количество жертвы, потребляемое популяцией хищ­
ника в единицу времени, линейно зависит и от плотности популяции 
жертвы, и от плотности популяции хищника;

4) потребленная хищником биомасса жертвы с постоянным коэф­
фициентом перерабатывается в биомассу хищника;

5) какие бы то ни было дополнительные факторы, оказывающие 
влияние на динамику популяций, отсутствуют.

В исходной записи (3.1.1) система зависит от четырех параметров. 
Заменой переменных

а а I /х  = - и ,  t = т/а

приходим к системе уравнений

u =  u-uv, (3 12)
V =  —j v  +  U V , V • • /

включающей лишь один параметр у =  с/а.
Результат исследования системы в первом квадранте фазового про­

странства общеизвестен. Равновесиями системы являются начало коор­
динат — седло — и точка (и =  7 , v =  1) — центр. Система консерватив­
на, все ее траектории образуют замкнутые циклы при любых у > 0.

Заметим, что хотя при исследовании системы (3.1.2) и в дальнейшем 
при исследовании всех ее модификаций биологический смысл имеют
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лишь положительные и конечные значения переменных, однако часто 
бывает полезным знать характер динамического поведения системы при 
отрицательных и стремящихся к бесконечности значениях переменных. 
Полный фазовый портрет системы (3.1.2) на сфере Пуанкаре имеет вид, 
изображенный на рис. 3.1.1.

Рис. 3.1.1. Схематическое изображение 
фазового портрета системы (3.1.2) на 
сфере Пуанкаре при у >  О

Основная особенность системы Лотка—Вольтерра, благодаря кото­
рой она стала классической и в какой-то мере эталонной для многих 
последующих моделей математической экологии, состоит в том, что на 
основе очень упрощенных представлений о характере закономерностей, 
описывающих поведение системы, сугубо математическими средствами 
было выведено заключение о качественном характере поведения такой 
системы — о наличии в системе колебаний плотности популяций. Без 
построения математической модели и ее исследования такой вывод сде­
лать невозможно.

В то же время этой системе присущи два принципиальных и вза­
имосвязанных недостатка — один математического, другой биологиче­
ского характера, которые ретроспективно правильнее рассматривать не 
как недостатки, а как истоки возможности совершенствования и разви­
тия. С математической точки зрения, система (3.1.1) негрубая в смысле 
Андронова—Понтрягина (Андронов и др., 1966) и, более того, консер­
вативная. Это означает, что включение в модель каких бы то ни было 
дополнительных факторов качественным образом меняет ее поведение. 
С биологической точки зрения, недостатком модели является то, что в 
рамки ее не включены принципиальные свойства, характерные для лю­
бой пары взаимодействующих по принципу хищник—жертва популяций:
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эффект насыщения хищника, ограниченность ресурсов жертвы и хищ­
ника даже при избытке жертвы и т. п.

Развитие порожденных работами Вольтерра и Лотка исследований 
динамики взаимодействующих популяций пошло по двум направлени­
ям. Истоком первого направления является упоминавшаяся выше работа
А. Н. Колмогорова (Kolmogoroff, 1936; Колмогоров, 1972), основная идея 
которой состоит в том, что, описывая входящие в модельные системы 
функции, следует задаваться лишь такими их качественными особенно­
стями, как положительность, монотонность, отношения типа больше­
меньше и т. п.

В рамках второго направления последовательно рассматривались 
различные модификации системы (3.1.1), получаемые включением в ис­
ходную модель различных дополнительных факторов и закономерностей, 
описываемых явным образом задаваемыми функциями.

Получили также довольно широкое распространение работы «ги­
бридного» характера, в которых некоторые из входящих в модель 
функций задаются в явной параметрической форме, а в отношении 
других делаются лишь некоторые общие предположения типа пере­
численных выше. Примером такого рода может служить снискавшая 
большую популярность модель Розенцвейга—Мак-Артура (Rosenzweig, 
MacArthur, 1963).

Работы, принадлежащие обоим направлениям, имеют свои достоин­
ства и недостатки, которых не лишены и «гибридные» работы. В отно­
шении моделей первого типа возможны формулировка и доказательство 
некоторых утверждений общего характера, в первую очередь относя­
щихся к числу равновесий в системе и их локальной устойчивости, но 
невозможным оказывается построение общей картины динамики систе­
мы, в частности определение конфигурации областей притяжения от­
дельных состояний равновесия и устойчивых циклов. Модели второго 
типа допускают, вообще говоря, более полное исследование, но получа­
емые результаты обладают ограниченной общностью.

Перспективным представляется синтез обоих направлений исследо­
ваний, подразумевающий следующие последовательные этапы:

1) выявление основных биологических факторов и закономерно­
стей, которые следует принимать во внимание при моделировании си­
стемы хищник—жертва, и удовлетворительным образом описывающих 
их функций;

2) анализ динамических эффектов, к которым приводит учет выяв­
ленных, отдельно взятых факторов;

3) построение и исследование набора моделей системы хищ ник- 
жертва, включающих различные комбинации основных биологических 
факторов, влияющих на динамику системы;
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4) выявление особенностей, общих для различных моделей, и фор­
мулировка общих утверждений о структуре динамического поведения в 
таких системах.

Математически намеченная программа означает следующее: рас­
смотрим систему

X = А ( х ) -  В(х,  у),
У = ~С(у) + D(x,  у), ■'

являющуюся обобщением системы (3.1.1), в которой все коэффициенты 
заменены функциями от соответствующих плотностей популяций. За­
тем перечислим биологически важные факторы и закономерности, не 
рассматриваемые в модели (3.1.1), и проанализируем явный параметри­
ческий вид входящих в систему (3.1.3) функций, с помощью которых 
эти закономерности могут быть описаны. Далее исследуем конкретные 
варианты системы (3.1.3) с учетом дополнительных факторов и их раз­
личных комбинаций.

3.2. Элементарные факторы
внутри- и межпопуляционных отношений

Рассмотрим некоторые из наиболее важных факторов, оказывающих 
принципиальное влияние на меж- и внутрипопуляционные отношения в 
системе хищник—жертва.

Динамика изолированной популяции подробно исследована в гл. 1. 
Некоторые из закономерностей, предложенных ранее для ее описания, 
будут использованы в дальнейшем в качестве функции А(х)  при иссле­
довании системы (3.1.3). Заметим лишь, что в рассмотрение при этом 
вводятся два новых по отношению к системе (3.1.1) фактора: нелиней­
ный характер размножения популяции жертвы при малых плотностях 
популяции и внутривидовая конкуренция в популяции жертвы, вызыва­
емая ограниченностью ресурсов.

3.2.1. Выедание жертвы хищником

Функция В ( х , у) описывает скорость выедания жертв в зависимо­
сти от плотности популяций жертвы и хищника. Из общих соображе­
ний представляется очевидным и экспериментально подтверждено, что 
В ( х , у) — функция, монотонно возрастающая (более точно — неубываю­
щая) по каждому из аргументов. Поэтому естественно сначала рассмот­
реть зависимость по каждому из аргументов при произвольном фиксиро­
ванном значении второго, а затем построить общую функцию от обеих 
переменных.
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А. Трофическая функция хищника. Рассмотрим зависимость 
скорости выедания жертвы от плотности популяции жертвы при фикси­
рованной, например единичной, плотности популяции хищника и обо­
значим эту функцию символом В(х,  •). В экологии эту зависимость 
обычно называют трофической функцией хищника или функциональ­
ной реакцией хищника на плотность популяции жертвы (Holling, 1965). 
В модели (3.1.1) в качестве трофической выбрана линейная функция 
В ( х , •) =  Ьх, которая означает, что насыщение хищника отсутствует: 
удвоение, например, количества предъявляемой хищнику пищи всегда 
ведет к удвоению ее потребления. Ясно, что такая зависимость может 
реализовываться лишь при относительно небольших плотностях попу­
ляции жертвы.

Вопрос о виде трофической функции подробно экспериментально и 
теоретически исследован В. С. Ивлевым (1955). Им был предложен сле­
дующий вид зависимости:

p =  R ( l - e ~ b ) ,  (3.2.1)

где р — рацион, т. е. количество пищи, потребляемое хищником в едини­
цу времени, R  — максимальный рацион, т. е. рацион при избытке пищи; 
р — плотность популяции жертвы, или мера количества предъявляемой 
хищнику пищи; £ — постоянная, имеющая размерность обратной плот­
ности популяции. В принятых нами обозначениях формулу (3.2.1) можно 
переписать в виде

В(х,  •) =  Втах( 1 -

Такой же вид зависимости теоретически обосновал, исходя из неко­
торых соображений о механизме питания, Н. Рашевский. В микробиоло­
гии для описания зависимости скорости потребления микроорганизмом 
субстрата от его концентрации Моно (Monod, 1942) была предложена 
формула

В(х,  •) =  Ьх/ (1 +  ах).  (3.2.2)

Эту формулу также естественно использовать для описания трофиче­
ской функции хищника, считая Ь/а =  В тах максимальным рационом 
хищника, а а — постоянной, имеющей размерность величины, обрат­
ной плоскости популяции, и по смыслу близкой к постоянной в форму­
ле (3.2.1): 1/а  — это плотность популяции жертвы, при которой рацион 
хищника составляет половину максимального (Базыкин, 1974).

Холлинг (Holling, 1965) обратил внимание на то, что трофическая 
функция может качественно отличаться от линейной не только при боль­
ших значениях плотности популяции жертвы (за счет эффекта насы­
щения хищника), но и при малых плотностях популяции жертвы. При
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этом график функции В ( х , •) касается абсциссы в начале координат, 
и в явном параметрическом виде такая функция хорошо описывается 
зависимостью

В(х,  •) =  (3.2.3)
1 + ах

или в более общей форме

Щх,  •) =  ^  2 • (3-2-4)
1 Oi\X Н- Ol2%

Такое поведение трофической функции при малых плотностях популя­
ции жертвы можно объяснить двумя причинами: наличием у хищника 
второго, альтернативного источника питания и наличием некоторого ко­
личества недоступных хищнику убежищ у жертвы (Holling, 1965).

В { х ,)

Рис. 3.2.1. Три типа трофической 
функции по Холлингу (Holling, 1965)

0  хО X

Таким образом, вслед за Холлингом выделим три типа трофиче­
ской функции, качественно имеющих вид, изображенный на рис. 3.2.1. 
При этом третий тип трофической функции правильно интерпретировать 
как результат суммарного учета двух элементарных факторов: нелиней­
ного характера зависимости скорости выедания хищником жертвы от 
плотности популяции жертвы при малой плотности и насыщения хищ­
ника при больших плотностях популяции жертвы.

Заметим, что в работе Холлинга первым типом реакции хищника 
на плотность популяции жертвы называется кусочно-линейная функция, 
наклонная на некотором интервале значений хо > х  > 0 и горизонталь­
ная при больших значениях х  > хо (см. рис. 3.2.1). В настоящей работе 
рассматриваются лишь гладкие функции, и для наших целей удобнее 
считать первым типом функции просто линейную.

Б. Конкуренция хищников за жертву. Перейдем к рассмотре­
нию зависимости скорости выедания жертвы от плотности популяции 
хищника при некоторой фиксированной, например единичной, плотности
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популяции жертвы. Обозначим эту функцию символом £>(•, у). В исход­
ной модели (3.1.1) эта функция, так же как и трофическая функция 
хищника, принималась линейной: £>(•, у) =  by.

Анализу трофических функций хищника и их использованию при 
построении моделей системы хищник—жертва посвящено большое чис­
ло работ, в то время как зависимость скорости выедания от плотности 
популяции хищника не привлекла такого внимания, и в большинстве 
исследований функция записывается в виде

В(х,  у) = уВ(х) .  (3.2.5)

Очевидно, это означает, что из рассмотрения исключается процесс кон­
куренции хищников за жертву. Действительно, при такой записи удель­
ная скорость потребления жертв в расчете на единичную плотность по­
пуляции хищника (или в расчете на одного хищника) от самой плотно­
сти популяции хищника не зависит. Другими словами, предполагается, 
что какие бы то ни было взаимодействия между хищниками, в частности 
конкуренция между ними, отсутствуют. Подобный подход к описанию 
динамики питания полностью оправдывает себя в микробиологии, когда 
в роли «хищника» выступает популяция микроорганизмов, находящих­
ся в растворе питательных веществ, а в роли «жертвы» — находящиеся 
в растворе питательные вещества. Однако, вообще говоря, он вряд ли 
применим в большинстве экологических задач. Таким образом, зависи­
мость (3.2.5) естественно рассматривать в качестве предельного случая, 
асимптотически описывающего ситуацию, когда напряженность конку­
ренции хищников за жертв стремится к нулю, т. е. при стремящейся к 
нулю плотности популяции хищника.

Мыслим и противоположный предельный случай крайне острой кон­
куренции, когда удельная скорость потребления в расчете на одного 
хищника пропорциональна не общей численности (плотности) популя­
ции жертв, а числу жертв, «приходящихся на его долю». Такая ситуа­
ция впервые рассмотрена Лесли (Leslie, 1948). Очевидно, что при этом 
суммарная скорость потребления жертвы не зависит от плотности попу­
ляции хищника.

Естественно предположить, что пренебрежимо слабая конкуренция 
хищников за жертв реализуется при стремящейся к нулю плотности 
популяции хищника, а предельно острая конкуренция — при неограни­
ченно растущей плотности популяции хищников. Для промежуточных 
плотностей популяции хищников принимаем следующий вид зависимо­
сти:

В ( ; у )  = Ъу/( 1 + 0У), (3.2.6)
где 1/(3 — плотность популяции хищника, при которой его рацион вдвое 
меньше, чем в отсутствие конкуренции за жертву.
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Возможны, разумеется, и другие способы описания конкуренции 
хищников за жертв, однако предлагаемый — прост, естествен и не про­
тиворечит экспериментальным данным. Форма записи (3.2.6) допускает 
следующую схематическую интерпретацию: при малых плотностях попу­
ляции хищники не мешают друг другу и добывают жертву независимо; 
при больших — хищники изымают из популяции жертвы максимально 
возможное при данной ее плотности количество жертвы, и дальнейший 
рост популяции хищников не ведет к увеличению суммарной добычи.

В. Общий вид функции выедания. Выше мы описали правдопо­
добные формы зависимости функции В(х,  у) от каждого из аргументов 
при фиксированных значениях второго аргумента. Как выглядит общая 
функция зависимости скорости выедания от плотностей популяции хищ­
ника и жертвы? Автору неизвестны специальные экспериментальные ра­
боты, посвященные исследованию взаимосвязи между эффектом насы­
щения хищника и эффектом конкуренции хищников за жертву. Кос­
венно на основе исследований В. С. Ивлева (1955) можно предположить, 
что в довольно широком интервале плотностей популяции хищников и 
жертв эти эффекты можно считать независимыми. При этом функция 
В(х,  у) имеет вид

В(х,  у) = В(х,  •) • В(-, у). (3.2.7)

Таблица 3.1

Наличие конкуренции Тип трофической функции
I II III

Отсутствует Ьху Ъху Ъх2у
1 + ах 1 + ах2

Присутствует Ъху Ъху Ъх2у
1 + Ру (1 + ах)(1 + ру) (1 + ах2)( 1 + ру)

Таким образом, суммируя соображения, высказанные выше относитель­
но вида функции, описывающей зависимость скорости выедания жерт­
вы хищником от плотности обеих популяций, можно сказать следую­
щее: в нулевом приближении и в соответствии с классической схемой 
Вольтерра (3.1.1) функцию естественно считать линейной по обоим ар­
гументам (билинейной). При уточнении вида функции в рассмотрение 
целесообразно включать: 1) насыщение хищника (II тип трофической 
функции по Холлингу); 2) нелинейный (квадратичный) характер зависи­
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мости скорости выедания от плотности популяции жертвы при малых ее 
значениях (при учете нелинейности насыщения хищника — III тип тро­
фической функции по Холлингу); 3) конкуренцию хищников за жертв, 
т. е. снижение при фиксированной плотности популяции жертвы скоро­
сти выедания жертвы одним хищником при росте плотности популяции 
хищника.

Очевидно, что при этом первые два фактора относятся к зависимо­
сти скорости выедания от плотности популяций жертвы, а третий — от 
плотности популяции хищника.

Итак, в зависимости от учета тех или иных факторов функция 
В(х,  у) может описываться одной из зависимостей, приведенных в 
табл. 3.1.

3.2.2. Размножение и смертность хищника

В. С. Ивлев (1955) указывал, что вопрос о зависимости скорости ро­
ста популяции от условий ее питания очень сложен. Напомним, что в 
исходной модели (3.1.1) принято предположение о существовании посто­
янного коэффициента переработки потребляемой хищником пищи в соб­
ственную биомассу. Сохраним это предположение в качестве отправного, 
введя в рассмотрение лишь один дополнительный фактор. По аналогии с 
рассмотрением динамики численности изолированной популяции учтем, 
что при малых плотностях популяции хищника скорость размножения 
может лимитироваться не недостатком пищи, а нехваткой потенциаль­
ных брачных партнеров и потому может быть пропорциональной не са­
мой плотности популяции, а квадрату плотности (см. разд. 2.1). В этом 
случае выражение для функции D ( x , у) принимает вид

У) = л г Ъ  • У)’ (3-2-8)1У1у  “ г  у

где N y — плотность популяции хищника, при которой скорость размно­
жения равна половине максимальной при условии избытка жертвы.

Смертность хищника в модели (3.1.1) принята постоянной, т. е. не 
зависящей от плотности его популяции. Дополним это предположение 
учетом конкуренции хищника за отличные от жертвы ресурсы. Выше 
при описании вида функции В(х,  у) мы анализировали лишь характер 
конкуренции хищников за жертву. Однако в реальных условиях попу­
ляция хищников может лимитироваться недостатком не только пищи, 
но и множества других ограниченных ресурсов, например территории, 
пригодной для обитания и размножения. В этом случае по аналогии с 
описанием динамики изолированной популяции естественно учесть эф­
фект конкуренции хищников, введя в уравнение для скорости изменения
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плотности популяции хищников отрицательный квадратичный член. То­
гда функция С (у) принимает вид

С (у) = - с у  -  h y \  (3.2.9)

где h — коэффициент конкуренции хищника за отличные от жертвы 
ресурсы.

3.2.3. Перечень элементарных факторов

Итак, приняв в качестве нулевого приближения при описании ди­
намики численности пары популяций, взаимодействующих по принципу 
хищник-жертва, классическую систему (3.1.1), мы рассмотрели после­
довательно набор дополнительных факторов. Перечислим их:

1) нелинейность (квадратичность) зависимости скорости размноже­
ния популяции жертвы от плотности при малых значениях плотности;

2) конкуренция в популяции жертв;
3) смертность жертв (при учете нелинейного характера размноже­

ния при малых плотностях популяции);
4) насыщение хищника;
5) нелинейный (квадратичный) характер зависимости скорости вы­

едания хищниками жертв от плотности популяции жертвы при малых 
значениях плотности;

6) конкуренция хищников за жертв;
7) конкуренция хищников за отличные от жертвы ресурсы;
8) нелинейный (квадратичный) характер зависимости скорости раз­

множения хищника от плотности популяции при малых значениях плот­
ности.

Введение в модель и рассмотрение динамических эффектов, свя­
занных с каждым отдельно взятым фактором, с математической точки 
зрения означает исследование некоторого однопараметрического возму­
щения системы (3.1.1). Одновременный учет пары каких-либо факторов 
соответствует двупараметрическому возмущению и т.д. Таким образом, 
формально задача изучения совместного влияния перечисленных факто­
ров и их сочетаний на динамику системы хищник—жертва подразумева­
ет проведение полного качественного исследования 8-параметрического 
возмущения системы (3.1.1), т. е. системы, зависящей после приведения 
к безразмерному виду от девяти параметров. Однако понимаемая та­
ким образом задача, предполагающая построение разбиения 9-мерного 
пространства параметров на области, соответствующие качественно раз­
личному поведению системы, не только нереалистична, но и бессмыс­
ленна. Результаты такого исследования с неизбежностью оказались бы
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необозримо громоздкими и недоступными для интерпретации. Поэтому 
мы пойдем по пути последовательного усложнения исследования и сна­
чала проанализируем однопараметрические возмущения системы (3.1.1). 
Затем на основе полученных результатов дадим классификацию введен­
ных в рассмотрение факторов, а после этого уточним, какие из двупа­
раметрических и более сложных модификаций имеет смысл исследовать 
для полного понимания особенностей динамического поведения системы 
хищник—жертва.

3.3. Однофакторные модификации модели Вольтерра

Анализ однопараметрических модификаций системы (3.1.1), совпа­
дающих или аналогичных интересующим нас, отчасти был проведен 
различными исследователями ранее, отчасти не представляет труда, по­
скольку нетривиальное равновесие всегда единственно, а его устойчи­
вость однозначно определяется взаимным расположением нуль-изоклин 
(Rosenzweig, MacArthur, 1963). Поэтому ограничимся тем, что выпи­
шем соответствующие системы дифференциальных уравнений в исход­
ной форме и в безразмерном виде и приведем схематические фазовые 
портреты. Заметим, что поскольку исходная система (3.1.2) в этом слу­
чае зависит от одного параметра, то все ее однофакторные модификации 
зависят от двух параметров.

3.3.1. Нелинейность размножения, конкуренция 
и смертность жертв

Учет фактора нелинейности размножения в популяции жертв дает 
систему

± = f h - bxy- (3.3.1)
У = - с у  + dxy,

где N  — плотность популяции жертвы, при которой скорость размноже­
ния составляет половину максимальной. Замена t =  т /а , х  =  N u , у =  
=  |v приводит систему (3.3.1) к виду

• и 2

и =  ~ UV’ /О О 041 -\- и (3.3.2)
v = — jv + kuv,

где у =  с/а, к =  dN/a.
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На фазовом портрете системы (3.3.2) 
при любых значениях параметров внутри 
первого квадранта имеется одно неустойчи­
вое равновесие А  (рис. 3.3.1). Все траектории 
представляют собой разматывающиеся спи­
рали, притягивающиеся к бесконечно уда­
ленному «треугольному» предельному циклу.

Учет конкуренции жертв приводит к си­
стеме

. К - х  ,х  =  а х — —------ оху,
К

у = - с у  +  dxy,
(3.3.3) рис з з 1 фазовый портрет 

системы 3.3.2

которая заменой t =  т /а , х  =  К и , у =  переводится в

й = и(1
V =  —j v  +  kuv,

Возможны два варианта взаимного расположения нуль-изоклин и 
соответственно два варианта фазового портрета системы (рис. 3.3.2). 
При 7 /fc < 1 имеется устойчивое равновесие А {и =  7 /fc, v =  1 — 7 /fc} 
внутри первого квадранта и седло В  {и =  1, v =  0} на оси абсцисс 
(см. рис. 3.3.2 б). При увеличении значения 7 /fc равновесия A  w В  
сближаются, сливаясь при 7 /fc =  1 и образуя устойчивый седлоузел с 
узловым сектором в первом квадранте. При дальнейшем увеличении 7 /fc 
точка равновесия А  уходит в отрицательную область, а В  становится 
устойчивым узлом (см. рис. 3.3.2 в).

Это означает, что в случае, когда внутривидовая конкуренция в по­
пуляции жертв сильна, т. е. ее ресурсы сильно ограничены, популяция 
жертв не в состоянии «прокормить» хищника и популяция хищника об­
речена на вымирание при любом исходном состоянии системы.

Заметим, что здесь и везде в дальнейшем, говоря о равновесиях 
системы, мы не будем останавливаться на различии между узлом и фо­
кусом (если только обратное не оговорено особо), обращая внимание 
лишь на топологический характер равновесия.

Как следует из рассмотрения, проведенного в разд. 2.1, учет смерт­
ности жертв не меняет вида системы (3.1.1) в отсутствие предположения 
о нелинейном характере размножения жертв при малой плотности попу­
ляции.
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v

1

О {у/х), 1 {у/х), О и о и

Рис. 3.3.2. Два варианта взаимного расположения нуль-изоклин (а) и фазового 
портрета (б, в) системы 3.3.4

3.3.2. Насыщение хищника (второй тип трофической функции)

Учет этого фактора приводит к системе

Из уравнений нуль-изоклин (й =  0, v =  1 +  ащ v =  0, и =  
=  7 /(1  —cry) видим, что внутри первого квадранта равновесие суще­
ствует лишь при cry < 1. Этот формальный результат допускает есте­
ственную интерпретацию. Действительно, максимальная скорость при­
роста популяции хищника при избытке жертвы составляет 1/а.  Соответ­
ственно при cry > 1 производная у < 0 для любых значений переменных, 
нетривиального равновесия не существует и популяция хищника обре­
чена на вымирание. При cry < 1 равновесие внутри первого квадранта 
существует, но всегда неустойчиво. Фазовый портрет системы при раз­
личных значениях параметров представлен на рис. 3.3.3.

Обратим внимание на одну особенность поведения системы в беско­
нечно удаленной части плоскости. При а  =  0 система консервативна, ее

(3.3.5)

которая заменой t =  т /а , х  =  у =  переводится в

1 +  с̂ гл
(3.3.6)



3 .3 . О д н о ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  м о д е л и  В о л ь т е р р а 5 3

Рис. 3.3.3. Варианты фазового портрета системы (3.3.6) при a j  < 1 (а-в)  и 
ад > 1 (г)

траектории — замкнутые линии. При 1/ ( 1 + 7 ) > а  > 0 (см. рис. 3.3.3 а) 
равновесие становится неустойчивым, а бесконечно удаленный предель­
ный цикл — притягивающим. Это означает, что происходят колебания 
плотности популяций жертвы и хищника с неограничено возрастающей 
амплитудой. На каждом пике численности хищник как бы «нагоняет» 
в популяционном смысле жертву и возвращает плотность ее популяции 
после каждого пика в область все меньших значений.

Однако при дальнейшем росте а  поведение системы на бесконечно­
сти меняется. При а  =  1 / ( 1+ 7 ) точка, соответствующая «концу» абсцис­
сы, становится седлоузлом (рис. 3.3.3 б), а при а  > 1 /(1  + 7 ) — глобально 
притягивающим бесконечно удаленным узлом, отщепляя от себя седло 
«верх» по экватору сферы Пуанкаре (рис. 3.3.3 в). Интерпретируем этот 
фазовый портрет следующим образом. Рост параметра отвечает умень­
шению биотического потенциала хищника, т. е. максимально возможной 
скорости прироста его популяции. При а  > 1/(1 + 7 ) и при больших 
плотностях популяции жертвы хищник оказывается не в состоянии ее 
«настигнуть» и вернуть в область малых плотностей. В результате плот­
ность популяции жертвы монотонно и неограниченно растет. Плотность 
популяции хищника при этом также увеличивается. Подобный эффект 
популяционного ускользания жертвы от хищника ранее был описан для 
совсем иной модели (Takahashi, 1964).

3.3 .3 . Нелинейный характер выедания хищником жертвы 
при малых плотностях популяции жертвы

Характер взаимодействия между хищником и жертвой, описывае­
мый трофической функцией третьего типа, характеризуется двумя осо­
бенностями: во-первых, нелинейным ростом абсолютной скорости вы­
едания хищником жертвы с ростом плотности популяции жертвы и, 
во-вторых, рассмотренным только что эффектом насыщения хищника.
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Система

х  =  ах —

у = су +

Ъх2у 
1 +  Р х  ’ 
dx 2y

(3.3.7)

Рис. 3.3.4. Фазовый портрет 
систем (3.3.8) и (3.3.10) при 
(3 < 1 (при (3 > 1 нетри­
виальное равновесие отсут­
ствует и фазовый портрет 
аналогичен изображенному 
на рис. 3.3.3 г)

1 + Р х '

где Р  — величина, обратная плотности по­
пуляции жертвы, описывает квадратичный 
характер зависимости скорости выедания 
жертвы хищником при малой плотности по­
пуляции жертвы и асимптотически перехо­
дит в исходную систему (3.3.1) при больших 
плотностях популяции жертвы.

Замена t =  т/а, х  =  д /a P / d u , у =  
_  V a d P ■ v переводит систему (3.3.7) в

1 +  а и  ’

V =  —JV +
(3.3.8)

1 +  а и  ’

где 7  =  с/а, а  =  yJa/Pd.
Нетривиальное равновесие всегда существует и при любых значе­

ниях параметров устойчиво (рис. 3.3.4).

3.3 .4 . Конкуренция хищника за жертву 
и за отличные от жертвы ресурсы

Конкуренция хищника за жертву учитывается системой

Ъхух  =  ах —

у =  - с у  +

1 + By'
dxy (3.3.9)

I P  B y '

которая заменой t =  т /а , х  =  у =  приводится к виду

и = и —

v =  —7 г> +
1 + /Зг; ’

u v (3.3.10)
1 +  /Зг;’

где (3 =  аВ/Ъ.
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При Р < 1 нетривиальное равновесие существует и устойчиво. (Фа­
зовый портрет аналогичен изображенному на рис. 3.3.4). По мере роста 
параметра /3 равновесные численности популяций хищника и жертвы 
растут. Неравенство /3 > 1 отвечает ситуации, когда скорость роста 
популяции жертвы всегда, при любой сколь угодно большой плотно­
сти популяции хищника, больше скорости выедания. Популяция жертвы 
неограниченно растет, нетривиальное равновесие отсутствует.

Учет конкуренции хищника за отличные от жертвы ресурсы приво­
дит к системе

Заметим, что умножение обоих уравнений (3.3.9) на (1 +  By)  (что 
эквивалентно соответствующей замене масштаба времени) приводит их 
к виду

с точностью до обозначений параметров совпадающему с выражениями 
(3.3.11). Это означает, что системы (3.3.9) и (3.3.11) качественно экви­
валентны. Поэтому фазовый портрет системы (3.3.11) также тождествен 
изображенному на рис. 3.3.4.

3.3 .5 . Нелинейность размножения хищника 
при малой плотности популяции

Учет этого фактора приводит к системе

где 7  =  с/а, v =  a/bN.  Уравнения нуль-изоклин: й =  0, v =  1; v =  О, 
и =  ”f(l-\-vv)/v.  Нетривиальное равновесие всегда существует и неустой­
чиво. Все траектории уходят на бесконечность. Фазовый портрет анало­
гичен изображенному на рис. 3.3.1.

х  =  ах — Ьху, 
у =  —су +  dxy — hy2. (3.3.11)

х  =  ах — (Ъ — а В ) х у , 
у =  —су +  dxy — Всу2, (3.3.12)

х  =  ах — Ьху,
(3.3.13)

которую замена t =  т /а , х  =  У =  переводит в

и =  и — uv.
(3.3.14)
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Проведенное рассмотрение позволяет сделать следующее заключе­
ние. Модификация системы Вольтерра (3.2.1) с учетом одного из пе­
речисленных в предыдущем разделе факторов приводит к тому, что 
единственное равновесие, соответствующее «нейтрально устойчивому» 
(более строго — устойчивому, но не асимптотически устойчивому) со­
существованию популяций хищника и жертвы в системе (3.2.1), либо 
приобретает устойчивость и становится глобально притягивающим, ли­
бо, напротив, теряет устойчивость, и тогда все траектории уходят на 
бесконечность. Это позволяет разделить рассмотренные факторы на ста­
билизирующие равновесие и дестабилизирующие его.

Стабилизирующие факторы: конкуренция жертв, конкуренция хищ­
ников за жертву и за отличные от жертвы ресурсы, нелинейность функ­
ции выедания хищником жертвы при малой плотности популяции жертв.

Дестабилизирующие факторы: нелинейности размножения популя­
ций жертвы и хищника при малой плотности, насыщение хищника.

Нетрудно показать, что одновременный учет двух или более только 
стабилизирующих факторов или только дестабилизирующих факторов 
не приводит к новым эффектам: новые состояния равновесия не появля­
ются и комбинация стабилизирующих факторов всегда влечет за собой 
устойчивость единственного равновесия, а комбинация дестабилизиру­
ющих факторов — его неустойчивость. Поэтому интерес представляет 
лишь исследование комбинаций стабилизирующих и дестабилизирую­
щих факторов, к которому мы и переходим.

3.4. Двуфакторные модификации системы Вольтерра

Сделаем некоторые предварительные замечания. Исходная система 
(3.1.1) после перехода к безразмерному виду (3.1.2) зависит от одного 
параметра у и при любых его значениях остается консервативной.

Учет отдельно взятых факторов, влияющих на динамику плотности 
популяций хищника и жертвы, проведенный в предыдущем разделе, при­
водит к однопараметрическим модификациям исходной системы (3.1.2), 
т. е. к системам, зависящим от двух параметров. Можно было бы ожи­
дать существования на плоскости этих двух параметров линий, соот­
ветствующих бифуркациям коразмерности один и разделяющих плос­
кость параметров на области, отвечающие различному качественному 
поведению системы. Однако проведенное выше исследование показало, 
что качественное поведение таких систем либо остается единообраз­
ным при любых значениях параметров, либо претерпевает качествен­
ные изменения при некоторых значениях «возмущающего» параметра,

3.3 .6 . Классификация элементарных факторов



3 .4 . Д в у ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  с и с т е м ы  В о л ь т е р р а 5 7

по-прежнему оставаясь независимым от значения параметра 7  в исход­
ной системе (3.1.2).

Одновременный попарный учет противоположно направленных — 
стабилизирующих и дестабилизирующих — факторов приводит к дву­
параметрическим модификациям системы (3.1.2), или к системам, за­
висящим от трех параметров. Разбиение трехмерного параметриче­
ского пространства на области, соответствующие качественно различ­
ному динамическому поведению системы, — задача, вообще говоря, 
не простая. Поэтому при построении трехпараметрических портретов 
в дальнейшем будем считать параметры неравноправными и исследо­
вать структуру двупараметрического портрета системы в «возмущаю­
щих» параметрах при различных фиксированных значениях парамет­
ра 7 , «унаследованного» от исходной системы (3.2.1). Более точно это 
означает намерение строить портрет системы в виде однопараметриче­
ского семейства двупараметрических срезов, проведенных параллель­
но одной из координатных плоскостей пространства, а именно сре­
зов 7  =  const.

Далее, анализируя каждую конкретную систему, мы будем по воз­
можности придерживаться следующей последовательности изложения:

1) запись исходного вида системы и обезразмеривание;
2) математическое исследование системы;
3) описание полученных параметрического и фазовых портретов;
4) описание динамических режимов, реализующихся в системе, и 

реакции системы на возмущения динамических переменных;
5) описание эволюции динамических режимов при изменении зна­

чений параметров, в частности при переходе параметров через бифурка­
ционные значения;

6) экологическая интерпретация результатов исследования.
Перейдем к исследованию конкретных систем, учитывающих попар­

но влияние стабилизирующих и дестабилизирующих факторов на воль- 
терровскую систему (3.1.2).

3.4.1. Конкуренция жертв и насыщение хищника

Учет этих факторов приводит к системе

-  х  Ьхух  =  ах-

К  d x 1 + AX' (3'4Л)
у = - с у + т т к •

Уравнения (3.4.1) представляют собой частный случай системы, предло­
женной Розенцвейгом и Мак-Артуром (Rosenzweig, MacArthur, 1963).
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Существование устойчивого предельного цикла в этой модели при неко­
торых значениях параметров было практически одновременно установле­
но в работах Gilpin (1972), Shimazu et al. (1972) и May (1972). Позднее 
та же система была исследована в работе Kasarinoff, Deiesch (1978). 
Из соображений единообразия изложения проведем ее исследование в 
используемой в настоящей работе параметризации.

и о
£
1/е и

Рис. 3.4.1. Три варианта взаимного расположения нуль-изоклин (а), параметри­
ческий (б) и фазовые (в) портреты системы (3.4.2). Здесь и везде в дальнейшем 
нумерация областей параметрического портрета отвечает нумерации фазовых 
портретов

Замена t =  т /а , х  =  у =  переводит систему (3.4.1) в 

й = и - - ^ - е и \
. )л+ а и  и , (3.4.2)

где а  =  Ac/d,  е =  c / K d , 7  =  с/а.  Уравнения нуль-изоклин: й =  О,



v =  (1 +  аи)(  1 — ей); v =  0, и =  1/(1  — а). Из рис. 3.4.1 а легко уста­
навливается область существования нетривиального равновесия: усло­
вие пересечения нуль-изоклин в первом квадранте, очевидно, имеет вид 
а  +  б < 1. Область неустойчивого равновесия задается условием распо­
ложения вертикальной изоклины v =  0 левее максимума изоклин й =  
=  0 ; б < а(1 — а) /(1  +  а). Соответствующие линии на плоскости {сц е} 
определяют параметрический портрет системы (см. рис. 3.4.1 б). Первая 
ляпуновская (третья фокусная) величина (Баутин, Леонтович, 1976) при 
всех значениях параметров положительна. Это означает, что при пере­
ходе значений параметров из области 2 в область 3 равновесие теряет 
устойчивость с рождением вокруг него устойчивого предельного цик­
ла. Заметим, что качественное поведение системы (3.4.2) не зависит от 
значений параметра у. Полный набор фазовых портретов системы изоб­
ражен на рис. 3.4.1 в.

Подведем итог проведенного исследования. Анализ совместного дей­
ствия стабилизирующего (конкуренция жертв) и дестабилизирующего 
(насыщение хищника) факторов показывает, что на плоскости парамет­
ров, характеризующих интенсивность этих факторов, существуют об­
ласть устойчивого равновесия (выше линии, называемой линией ней­
тральности, б =  а (1 — а )/(1  +  а)), где доминирует первый фактор, 
и область неустойчивого равновесия (ниже линии нейтральности), где 
сосуществование популяций хищника и жертвы возможно лишь в ав­
токолебательном режиме. Можно сказать, что постепенное ослабление 
действия стабилизирующего фактора (уменьшение е) может приводить 
к потери устойчивости равновесия с мягким рождением автоколебаний.

Заметим, что если конкуренцию жертв можно считать безусловно 
стабилизирующим фактором, то фактор насыщения хищника при ана­
лизе их совместного действия назвать безусловно дестабилизирующим 
уже нельзя. Действительно, рассмотрим изменения, происходящие с фа­
зовым портретом при движении по параметру а  при фиксированном зна­
чении бо < бтах «  0,17 (см. рис. 3.4.1 б). При малых значениях а < оц 
равновесие устойчиво. По мере увеличения а  значение параметра пе­
ресекает критическую величину оц и на фазовом портрете рождается 
малый устойчивый предельный цикл, что отвечает мягкому режиму воз­
буждения автоколебаний. С дальнейшим ростом а  размер предельного 
цикла сначала увеличивается, но затем, постигнув максимального зна­
чения, начинает уменьшаться. В момент, когда а  пересекает критиче­
ское значение а  =  а 2 , предельный цикл стягивается в точку и равно­
весие снова становится устойчивым. Таким образом, увеличение значе­
ния параметра а, характеризующего интенсивность насыщения хищни­
ка, может приводить как к потере равновесием устойчивости, так и к ее 
приобретению.
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3.4 .2 . Конкуренция жертв и нелинейность размножения
популяции жертв при малых плотностях популяции

Одновременный учет действия этих факторов приводит к системе 
(Базыкин, Хибник, 1981а, б)

х  -  а х 2  К ~ х  -  Ьх у
X ~ N  + x К  °ХУ’ (3.4.3)
у = - с у  +  dxy ,

которую замена t =  т /а , х  =  К и , у =  переводит в

. и 2 ( 1 — it)
w =  га + и "  (3.4.4)
v =  —j v ( m  — и),

где п =  N / K , т  =  c/dK,  7  =  dK/a.
Заметим, что в этом случае и иногда в дальнейшем нам удобно 

применять замену переменных, при которой в роли параметра обезраз- 
меренной системы выступает равновесное значение и =  т.  Вообще сле­
дует сказать, что систему, зависящую от нескольких параметров, можно 
обезразмеривать различными способами, приходя к различным парамет­
рическим видам записи окончательной системы. Формально все способы 
обезразмеривания равноправны, однако с точки зрения удобства иссле­
дования системы, а главное, естественности интерпретации результатов, 
некоторые способы оказываются явно более предпочтительными. Одно­
значных рецептов при этом не существует. Выбор параметризации си­
стемы в значительной степени — дело интуиции исследователя.

Нуль-изоклины системы (3.4.4) описываются уравнениями

• п и ( 1 - и )  .и = 0 , v =  ----- :------; v = 0 , и =  т.’ п +  и
Два варианта их взаимного расположения представлены на 

рис. 3.4.2, а. На параметрическом портрете { т ,  п}  системы существу­
ют по меньшей мере две бифуркационные линии (3.4.2 б). Одна из них 
(т =  1) соответствует отщеплению от седлоузла А В  устойчивого узла А  
внутрь первого квадранта. Вторая, отвечающая значениям параметров, 
при которых вертикальная нуль-изоклина v =  0 проходит через макси­
мум нуль-изоклины й =  0 , соответствует потери устойчивости равнове­
сием А.  Уравнение этой линии (нейтральности N )  задается условием-

п ■=  т  /(1  — 2т).

Рассмотрим возможные изменения в фазовом портрете при пере­
сечении в пространстве параметров { т ,  п}  линии N.  Известно, что
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Рис. 3.4.2. Два варианта расположения нуль-изоклин (а), параметрический (б) 
и фазовый для области 4 (в) портреты системы (3.4.4)

при этом фокус А  теряет устойчивость. Это может происходить дву­
мя способами. Во-первых, на фазовом портрете может рождаться малый 
устойчивый предельный цикл и, во-вторых, стягиваясь в точку, «уми­
рать» малый неустойчивый предельный цикл. Рассмотрим, что проис­
ходит в системе (3.4.4), вычисляя третью фокусную величину L\  на 
линии нейтральности равновесия (Баутин, Леонтович, 1976). Для урав­
нений (3.4.4) значение L\  задается выражением

сти и отрицательным ниже ее. Таким образом, при пересечении в про­
странстве параметров линии нейтральности выше этой точки на фазо­
вом портрете системы рождается малый устойчивый предельный цикл. 
При пересечении же линии нейтральности справа налево ниже гг =  1/8 
на фазовом портрете стягивается в точку малый неустойчивый предель­
ный цикл. Это с необходимостью означает существование на параметри­
ческом портрете еще одной бифуркационной кривой Q, лежащей между 
линией нейтральности и вертикалью т  =  1. Такой кривой является ли­
ния бифуркации рождения пары циклов из сгущения траекторий или, 
другими словами, линия бифуркации кратных циклов. Один ее конец 
находится в точке &  на линии нейтральности (Арнольд, 1978), второй — 
в начале координат параметрического портрета.

Линия Q кратных циклов является на плоскости параметров одной 
из границ области, отвечающей существованию на фазовом портрете

7 1- (1 — 2m) (4m — 1) 
4 т ( 1  — т ) 2

положительным выше точки линии нейтрально-
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двух вложенных друг в друга предельных циклов, из которых внеш­
ний устойчив. Второй границей этой параметрической области является 
линия нейтральности (см. рис. 3.4.2 б).

Отметим два существенных обстоятельства. Во-первых, качествен­
ный характер поведения системы (3.4.4) по-прежнему, как и всех ранее 
исследованных систем, не зависит от значения параметра у; во-вторых, 
в отличие от ранее исследованных систем он не полностью определя­
ется взаимным расположением нуль-изоклин: положение вертикальной 
нуль-изоклины v =  0 правее максимума нуль-изоклины й =  0 может 
отвечать как глобальной устойчивости равновесия А  (см. рис. 3.4.1 в, 
область 2), так и существованию на фазовом портрете пары устойчи­
вых циклов (см. рис. 3.4.2 в. Фазовые портреты для областей 1, 2, 3 
тождественны изображенным на рис. 3.4.1 в).

Рассмотрим, что происходит в системе при изменении значения па­
раметра т  для фиксированного значения п < 1/8. Пусть первоначально 
1 > т  > 1/ 2 . Тогда существует одно глобально притягивающее равно­
весие А. По мере уменьшения т  в пространстве параметров пересека­
ется линия кратных циклов, но это никак не сказывается на локаль­
ной устойчивости равновесия А  и остается незамеченным для наблюда­
теля, следящего за состоянием равновесия системы. Изменяется лишь 
область притяжения равновесия: она становится ограниченной внутрен­
ним, неустойчивым предельным циклом. При этом любое достаточно 
сильное возмущение выводит систему за границу области притяжения 
равновесия и переводит в режим автоколебаний.

По мере дальнейшего уменьшения т  уменьшается и область при­
тяжения А. В момент, соответствующий пересечению в пространстве 
параметров линии нейтральности, область притяжения А  стягивается в 
точку. Равновесие А  при этом теряет устойчивость, и траектории систе­
мы накручиваются изнутри на «большой» предельный цикл. Происходит 
жесткое возбуждение автоколебаний.

При движении по параметру в обратном направлении наблюдатель, 
следящий за автоколебательным режимом, напротив, не замечает пере­
сечения значением параметра линии нейтральности. Предельный цикл 
при этом продолжает существовать и остается устойчивым. При даль­
нейшем увеличении т  в момент, когда значение т  пересекает линию 
кратных циклов, происходит «жесткий срыв» автоколебаний, они стано­
вятся затухающими и система приходит в состояние равновесия.

Для экологических приложений важное значение может иметь ха­
рактерное для жесткого режима возбуждения автоколебаний явление 
гистерезиса. При движении по параметру в прямом и обратном направ­
лениях одинаковым значениям параметра могут соответствовать разные 
режимы функционирования экосистемы. Другими словами, восстанов­



3 .4 . Д в у ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  с и с т е м ы  В о л ь т е р р а 6 3

ление условий существования системы не гарантирует восстановления 
режима ее функционирования.

Заметим, что в физике термин «жесткий режим возбуждения ав­
токолебаний» часто употребляется в двух тесно связанных, но все же 
различных значениях. В фазовом смысле жестким режимом возбужде­
ния автоколебаний называется ситуация, когда на фазовом портрете си­
стемы существует устойчивое равновесие, область притяжения которого 
ограничена неустойчивым предельным циклом, заключенным, в свою 
очередь, в устойчивый предельный цикл (см. рис. 3.4.2 в). При ма­
лых возмущениях равновесие системы в процессе затухающих колеба­
ний восстанавливается, а при достаточно больших возмущениях система 
переходит в автоколебательный режим.

В параметрическом смысле жестким возбуждением автоколебаний 
называется описанный выше процесс возникновения в системе автоко­
лебаний сразу «большой» (т. е. конечной, а не бесконечно малой) ам­
плитуды при пересечении параметром критического значения. В эколо­
гических приложениях полезны оба эти понятия. Какое именно имеется 
в виду, обычно ясно из контекста.

Впервые на возможность существования нескольких вложенных 
друг в друга предельных циклов в модели хищник-жертва указывал 
Колмогоров (Kolmogoroff, 1936). Мэй (May, 1972, 1973) считал, однако, 
что в этой системе может реализовываться либо устойчивое равновесие, 
либо устойчивый предельный цикл. Альбрехт и другие авторы работ 
(Albrecht et al., 1973, 1974) сформулировали требования на вид входя­
щих в модель хищник—жертва функций, обеспечивающих одновремен­
ное существование устойчивого и неустойчивого циклов, однако не дали 
экологической интерпретации этих требований.

В экологических моделях жесткий режим возбуждения автоколе­
баний был обнаружен в работах Уатта (1971) для исследованной выше 
системы и в работе Хастингса (Hastings, 1981) для системы, с трудом 
допускающей экологическую интерпретацию.

Основной результат исследования системы (3.3.4) состоит в том, что 
комбинация стабилизирующего и дестабилизирующего факторов может 
приводить как к мягкому, так и к жесткому режимам возбуждения ав­
токолебаний в системе хищник-жертва.

3.4 .3 . Нелинейность выедания хищником жертвы при малой 
плотности популяции жертвы и насыщение хищника 
(третий тип трофической функции)

При анализе трофических функций для различных типов функци­
ональной реакции хищника на жертву указывалось, что трофическую
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функцию для третьего типа реакции естественно записывать в виде 

Ъ{х) =  Ъх2 /  (1 +  А \х  +  А 2Х2).

Возможна и упрощенная запись функции в предположении А \  =  0 . 
Таким образом, рассмотрим систему

При ay > 1 нетривиальных равновесий в положительном квадрате 
не существует: v < 0 при любых значениях переменных. При иссле­
довании в качестве параметра удобно воспользоваться абсциссой рав-

терием устойчивости равновесие локально устойчиво при щ  < 1/л/а 
(рис. 3.4.3 а). Более того, построение функции Дюлака (Баутин, Леон- 
тович, 1976) в предложенной Шу (Hsu, 1978) форме обнаруживает (Базы­
кин, Хибник, 19816), что у системы при этом не существует предельных 
циклов, т. е. равновесие устойчиво глобально (см. тождественный пор­
трет на рис. 3.3.4). Что происходит с фазовым портретом системы при 
переходе параметром щ  по мере его возрастания критического значе­
ния 1/д/а? Вычисление первой ляпуновской величины L\  не дает ответа 
на поставленный вопрос, поскольку оказывается, что в пространстве па­
раметров {гхо, ol] на линии нейтральности щ  =  1/л/а  величина L \  =  0. 
(Параметрический портрет системы (3.4.6) тривиален — он состоит из 
одной линии щ  =  1/л/а и потому на отдельный рисунок не вынесен.) 
Более того, А. И. Хибником (Базыкин, Хибник, 19816) было установлено,

(3.4.5)

После замены t =  т /а , х  =  у =  Щ у получаеми Jj

(3.4.6)

где 7  =  с/а, а =  АЬ/сР.
Уравнения нуль-изоклин системы имеют вид

новесия щ  =  д /у /(1  _  агуу Тогда в соответствии с графическим кри
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Рис. 3.4.3. Возможные варианты взаимного расположения нуль-изоклин (а) и 
фазовый портрет (б) системы (3.4.6) при ио =  1 /у /а ,  соответствующий прохо­
ждению нуль-изоклины v = 0 через минимум нуль-изоклины й = О

что та же самая функция Дюлака позволяет доказать отсутствие циклов 
в системе (3.4.6) при щ  > 1/у/а. Из этого следует, что равновесие А  при 
щ  > 1/л/а  неустойчиво глобально — все траектории уходят на бесконеч­
ность (аналогично портрету на рис. 3.3.1). Это, в свою очередь, означает, 
что на линии нейтральности система консервативна (см. рис. 3.4.3 б).

Таким образом, можно сказать, что при пересечении параметром щ  
критического значения в системе происходит не локальная, а глобаль­
ная перестройка фазового портрета. В физических терминах это можно 
назвать жестким параметрическим возбуждением из глобально устойчи­
вого равновесия автоколебаний бесконечно большой амплитуды.

Остановимся на полученном результате подробнее. Выше было ска­
зано, что в случае общего положения линия нейтральности отвечает би­
фуркации коразмерности один и ее пересечение в пространстве парамет­
ров отвечает рождению (гибели) на фазовом портрете малого предельно­
го цикла. Подчеркнем слова «в случае общего положения». В этом слу­
чае первая ляпуновская величина L\  обращается в нуль, вообще говоря, 
лишь в отдельных точках линии нейтральности. Однако при конкрет­
ной параметрической записи системы может оказаться, например, что 
Li =  0 на всей линии нейтральности. В случае системы (3.4.6), более 
того, на линии нейтральности тождественно обращается в нуль не толь­
ко первая, но и вся бесконечная последовательность ляпуновских вели­
чин более высоких порядков. Это означает, что бифуркация условной 
коразмерности один, соответствующая выполнению одного условия ти­
па равенства, накладываемого на параметры конкретной системы, может 
в действительности в силу системы отвечать коразмерности более высо­
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кого порядка. В случае системы (3.4.6) выполнение равенства щ  =  1/л/а 
формально отвечает бифуркации бесконечно большой коразмерности.

Фактически мы уже встречались с этой ситуацией в разд. 3. 3. при 
анализе однопараметрических модификаций исходной модели (3.1.2). Си­
стема (3.1.2) является консервативной, поэтому каждый раз обращение в 
нуль «возмущающего» параметра формально отвечает бифуркации бес­
конечно высокой коразмерности. Содержательно эта ситуация в отличие 
от рассмотренной в настоящем пункте не представляет большого инте­
реса, так как соответствующие бифуркационные значения параметров 
лежат каждый раз на границе области значений, имеющих биологиче­
ский смысл.

Интерпретируем полученный результат. Система (3.4.6) описывает 
динамику пары популяций хищник—жертва при третьем типе функци­
ональной реакции хищника на плотность популяции жертвы. Этот тип 
реакции учитывает одновременно существование двух факторов, один из 
которых — квадратичная зависимость скорости выедания от плотности 
популяции жертвы — является стабилизирующим, а второй — насыще­
ние хищника — дестабилизирующим. Результат исследования уравнений
(3.4.6) состоит в том, что преобладающая роль того или иного фактора 
приводит к глобальной стабилизации или соответственно дестабилиза­
ции равновесия.

3 .4 .4 . Конкуренция хищника за отличные от жертвы ресурсы 
и насыщение хищника

Система, учитывающая одновременное действие стабилизирующе­
го фактора конкуренции хищника за отличные от жертвы ресурсы и 
дестабилизирующего фактора насыщения хищника, описываемого вто­
рым типом функциональной реакции хищника на плотность популяции 
жертв, имеет вид (Базыкин, 1974):

х  =  ах — Ъху/ (1 +  Ах), 
у =  - с у  +  dxy /(  1 +  Ах) -  еу2.

Замена t =  т /а , х  =  ^ и , у =  переводит эту систему в

й =  и — u v / ( l  +  аи), (3 4 7)
v = —j v  +  u v / ( l  +  аи) — Sv2, \ /

где у =  с/а, а =  A a /d , 8 =  еа/Ь.
Воспользуемся приемом, предложенным во введении к разделу 3.4, 

и сначала исследуем уравнения (3.4.7) при 7  =  1, а затем рассмотрим
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эволюцию двупараметрического портрета {а, 5} при изменении парамет­
ра 7 .

Таким образом, рассмотрим систему

й =  и — u v / (1 +  аи), 
v =  — v +  uv /(  1 +  аи) — Sv2. (3.4.8)

Уравнения нуль-изоклин имеют вид

и =  0 , v =  1 +  ащ 7 =  0 , V =
(1 — а)и — 1 

5(1 +  аи)

При а > 1 при любых значениях переменных v < 0. Описание и 
интерпретация поведения такой системы даны при исследовании урав­
нений (3.3.6).

При а < 1 либо равновесий в первом квадранте нет вовсе, либо 
имеются два равновесия А  и С  (рис. 3.4.4 а).

Рис. 3.4.4. Два варианта взаимного расположения нуль-изоклин (а) и парамет­
рический портрет (б) системы (3.4.8)

Графический критерий, до сих пор использовавшийся для опреде­
ления характера локальной устойчивости нетривиальных равновесий, 
в отношении системы (3.4.8) неприменим. Кроме того, это первая из 
исследуемых нами систем, в которой реализуется больше одного нетри­
виального равновесия.

Линеаризация уравнений (3.4.8) в окрестности точки показывает, 
что С — седло при любых значениях параметров, а А — неседло (т. е. 
узел или фокус) и в зависимости от значений параметров может быть 
устойчивым или неустойчивым.

Условие
5  =  (1  -  а ) 2 / 4 а  ( 3 . 4 . 9 )
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отвечает касанию нуль-изоклин и является уравнением линии, раз­
деляющей на плоскости параметров {а, области, для которых на 
фазовом портрете равновесий нет вовсе или имеется пара равнове­
сий (см. рис. 3.4.4 б). Оно соответствует бифуркации коразмерно­
сти один слияния и «аннигиляции» двух равновесий: седла С  и уз­
ла А. Таким образом, выражение (3.4.9) является также условием су­
ществования на фазовом портрете системы вырожденной особой точ­
ки типа «седлоузел». Здесь и в дальнейшем линию на параметри­
ческом портрете, отвечающую существованию седлоузла на фазовом 
портрете системы, будем называть линией седлоузлов и обозначать 
буквой S.

о

Рис. 3.4.5. Грубые фазовые портреты системы (3.4.8)

Линеаризация системы (3.4.8) в окрестности точки А  показывает, 
что на параметрическом {а, 6} портрете системы существует линия, на 
которой обращается в нуль действительная часть пары комплексно со­
пряженных собственных значений системы — линия нейтральности N  
равновесия А  (см. рис. 3.4.4 б). Линия нейтральности выходит из начала 
координат и касается линии седлоузлов S  в точке S&.

При значениях параметров, лежащих выше линии N ,  равновесие 
А  устойчиво, в противном случае — неустойчиво. Первая ляпуновская 
величина L\  > 0 на всей линии нейтральности. Таким образом, при 
пересечении в пространстве параметров линии N  сверху вниз на фазо­
вом портрете системы равновесие А  теряет устойчивость с рождением 
малого устойчивого предельного цикла (рис. 3.4.5).

Параметрическая точка S& касания линии S  и N  отвечает бифур­
кации коразмерности два существования на фазовом портрете систе­
мы двукратно вырожденной точки — равновесия с двумя нулевыми 
собственными числами, или вырожденного седлоузла. Параметрическая 
окрестность этой точки и соответствующие фазовые портреты в случае 
общего положения исследованы в работах Богданова (1976 а, б), дока­
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завшего, что в параметрическую точку касания линий нейтральности 
N  и линий седлоузлов S  входит еще одна бифуркационная линия. Это 
линия значений параметров, при которых на фазовом портрете системы 
одна из сепаратрис, выходящих из седла, совпадает с одной из сепара­
трис, входящих в седло, образуя петлю сепаратрис или сепаратрисный 
цикл (рис. 3.4.6 б). В этих же работах установлено взаимное располо­
жение линий нейтральности N  и линии петли сепаратрис в окрестности 
точки максимального вырождения. Линию петли сепаратрис обозначим 
буквой Р .

На параметрическом портрете системы (3.4.8) линия Р  располага­
ется ниже линии N .  Один конец линии Р  входит в начало координат — 
в параметрическую точку, которая, как говорилось выше, формально 
отвечает бифуркации бесконечно большой коразмерности.

Рис. 3.4.6. Фазовые портреты системы (3.4.8) при значениях параметров на би­
фуркационных линиях
а — S  (левее и выше точки 3§)\ б — Р; в — S  (правее и ниже точки 3§)

Нанесенные на плоскости {а, линии исчерпывают параметриче­
ский портрет системы.

Нетрудно показать, что взаимное расположение бифуркационных 
линий остается одним и тем же при любых значениях у. Заметим, что все 
четыре области имеют общую точку, а именно точку 38. Таким образом, 
бифуркационные события, происходящие в системе, могут быть описаны 
при движении в окрестности точки 38 вокруг нее. Начнем с области 1 и 
будем двигаться вокруг точки 38 в направлении против часовой стрелки 
(см. рис. 3.4.4 б).

При значениях параметров, лежащих в области 1, на фазовом пор­
трете система равновесий в первом квадранте, как уже указывалось, не 
существует вовсе и все траектории уходят на бесконечность.
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При пересечении в пространстве параметров линии седлоузлов S  
выше точки SS и переходе в параметрическую область 2 на фазовом пор­
трете системы рождается устойчивый седлоузел А С  (см. рис. 3.4.6 а), 
расщепляющийся затем на устойчивый узел А  и седло С.

При продолжении движения по плоскости параметров в указан­
ном направлении параметрическая точка пересекает не обозначен­
ную на параметрическом портрете линию, отвечающую нетопологиче­
ской перестройке равновесия А С  из узла в фокус (см. рис. 3.4.5, 
область 2).

Заметим, что на рис. 3.4.5, область 2, входящая в седло С  сепара­
триса является границей области притяжения устойчивого равновесия А  
и отделяет, таким образом, область начальных условий, из которых тра­
ектории системы притягиваются к А, от области начальных условий, из 
которых траектории уходят на бесконечность.

Следующая бифуркация, происходящая в системе, — это потеря 
устойчивости фокусом А  при пересечении значениями параметров ли­
нии нейтральности N  и переходе параметрической точки в область 3. 
Как указано выше, при этом вокруг равновесия А  рождается малый 
устойчивый предельный цикл (см. рис. 3.4.5, область 3).

При значениях параметров, лежащих в области 3, входящая в сед­
ло С  сепаратриса ограничивает область притяжения устойчивого пре­
дельного цикла, и в зависимости от начальных условий траектории си­
стемы либо наматываются на цикл, либо уходят на бесконечность.

При дальнейшем движении по параметру в указанном направлении 
цикл растет и наконец в момент, когда параметры системы принима­
ют значения, лежащие на параметрической линии петли сепаратрисы, 
устойчивый предельный цикл на фазовом портрете «влипает» в петлю 
сепаратрисы (см. рис. 3.4.6 б). Затем значения параметров переходят в 
параметрическую область 5, и сепаратрисный цикл на фазовом портрете 
системы разрушается («лопается») (см. рис. 3.4.5, область 5).

Изменения фазового портрета при пересечении значениями пара­
метров линии Р  имеют принципиальное значение: если при значениях 
параметров, лежащих в области 3, на фазовом портрете системы су­
ществует большая область начальных условий, при которых траектории 
системы сколь угодно долго оставались в конечной части плоскости, 
наматываясь на устойчивый предельный цикл, то для параметров обла­
сти 5 все траектории системы при любых начальных условиях уходят на 
бесконечность.

События, происходящие при дальнейшем движении по параметру в 
том же направлении, большого значения не имеют, поскольку соответ­
ствующие перестройки фазового портрета не меняют основного — все 
траектории системы уходят на бесконечность.
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Таким образом, описание параметрического и фазовых портретов 
завершено. Заметим, что хотя взаимное расположение линий N  и Р  
a priori неизвестно, тем не менее сам факт существования параметриче­
ской линии петли сепаратрис и ее вхождения в параметрическую точку 
максимального вырождения очевиден: при движении по параметру 
вокруг точки SS без пересечения линии Р  петли сепаратрис невозможно 
осуществить переход от фазового портрета при значениях параметров в 
области 2 к фазовому портрету при значениях параметров в области 5.

Экологическая интерпретация. Перейдем к интерпретации полу­
ченных результатов. В зависимости от значений параметров и начальных 
условий в системе возможны три типа функционирования:

• неограниченное размножение популяции жертв и асимпто­
тическая стабилизация плотности популяции хищника на уровне 
v = (1/а — 1)/5,

• устойчивое сосуществование популяций хищника и жертвы в ста­
ционарном режиме (равновесие А),

• устойчивое сосуществование популяций хищника и жертвы в авто­
колебательном режиме — устойчивый предельный цикл.

При значениях параметров в областях 1 и 5 поведение системы не 
зависит от начальных условий: популяция жертвы всегда неограниченно 
размножается. При значениях параметров, лежащих в областях 2 и 3, 
фазовое пространство системы распадается на две части: область при­
тяжения устойчивого равновесия или устойчивого предельного цикла 
и область притяжения бесконечно удаленной точки, соответствующая 
неограниченному размножению популяции жертвы.

Естественно интерпретировать область начальных условий, при ко­
торых система сколь угодно долго остается в конечной части плоскости, 
как область «нормального функционирования экосистемы», а границу 
этой области в фазовом пространстве — как «опасную» для нормального 
функционирования экосистемы границу.

Проиллюстрируем сказанное примером. Представим себе, что и 
и v — плотности популяций насекомых-вредителей леса и насекомояд­
ных птиц, контролирующих численность вредителей. Тогда сосущество­
вание обеих популяций в стационарном или автоколебательном режиме 
можно рассматривать как нормальное функционирование экосистемы, а 
неограниченное размножение вредителей — как катастрофу. В действи­
тельности, разумеется, размножение вредителей не может быть неогра­
ниченным, но здесь мы не будем на этом останавливаться, так как учет 
этого обстоятельства требует введения в модель дополнительных фак­
торов, которые будут рассмотрены в дальнейшем.
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Рис. 3.4.7. При существовании хищника и жертвы в стационарном (а) и авто­
колебательном (б) режимах резкое снижение численности жертвы и увеличение 
численности хищника проводят к неограниченному росту популяции жертв

Итак, в рамках рассматриваемой модели границы области притяже­
ния устойчивого равновесия или устойчивого цикла можно интерпре­
тировать как фазовые границы области нормального функционирования 
экосистемы. Поэтому интересно понять, какого рода фазовые возмуще­
ния системы выводят ее за границы области нормального функциониро­
вания (рис. 3.4.7).

Для наглядности опишем ситуацию, используя терминологию при­
веденного выше примера. Пусть исходно популяции насекомых-вредите- 
лей и насекомоядных птиц находятся в равновесном состоянии. Тогда 
интуитивно понятно, что к катастрофе может привести однократное рез­
кое уменьшение численности птиц (отстрел, отравление и т.п.). Ясно 
также, что катастрофическими последствиями может быть чревато рез­
кое повышение численности вредителей, например, вследствие заноса 
извне.

Модель, однако, предсказывает и менее очевидные явления. До­
пустим, что равновесная численность вредителя представляется нам из­
лишне высокой, и мы в некоторый момент времени ее резко снижаем, на­
пример посредством массированного применения инсектицидов. В моде­
ли содержится возможность катастрофических последствий такой акции 
(на рис. 3.4.7 а — стрелка влево и идущий из конца стрелки пунктир), 
т. е. получаем «контринтуитивный» эффект: резкое уменьшение количе­
ства насекомых влечет за собой гибель питающихся ими птиц, а за­
тем «недобитая» часть популяции насекомых размножается, «ускользая» 
из-под контроля ослабленной популяции своих хищников.

Рассмотренная модель в силу своей предельной упрощенности не 
претендует, разумеется, на описание какой-либо конкретной экологиче­
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ской ситуации, но лишь обращает внимание на возможность контрин­
туитивных эффектов в реальных экосистемах. Любопытно, что сход­
ное динамическое поведение было независимо описано в модели совсем 
другого явления, а именно иммунитета к болезнетворным микроорга­
низмам (Молчанов и др., 1971). В заключение отметим, что к такого 
же рода катастрофическим последствиям могут приводить неумеренные 
попытки снижения численности вредителей и в том случае, когда нор­
мальным режимом функционирования экосистемы является автоколеба­
тельный (например, режим перманентных вспышек (Недорезов, 1979), 
см. рис. 3.4.7 б).

Если в фазовом пространстве границу области притяжения равно­
весия или устойчивого предельного цикла естественно назвать фазо­
вой границей нормального функционирования экосистемы (или опасной 
границей в фазовом смысле), то в параметрическом пространстве есте­
ственно выделить область, в которой этот режим (или совокупность 
режимов) вообще реализуется. Границы этой области в параметриче­
ском пространстве называют опасной параметрической границей си­
стемы. Рассмотрим с этой точки зрения параметрический портрет си­
стемы (3.4.8) (см. рис. 3.4.4 б). Параметрически опасной границей в 
этом случае служит совокупность бифуркационных линий, ограничива­
ющих область значений параметров, которые соответствуют существо­
ванию на фазовом портрете системы устойчивых равновесий и устойчи­
вых предельных циклов. Для системы (3.4.8) соответствующая область 
значений параметров складывается из областей 2 и 3. Опасная пара­
метрическая граница состоит соответственно из двух касающихся друг 
друга кривых: участка линии седлоузлов S  выше точки SS и линии петли 
сепаратрисы седла С.

Из рис. 3.4.4 б ясно, что при любом значении параметра опасным 
является как увеличение, так и уменьшение параметра 5, хотя явления, 
происходящие при этом, совершенно различны. При увеличении пара­
метра 5 равновесие остается устойчивым, но все более приближается к 
границе области своего притяжения и, наконец, при критическом зна­
чении 5, соответствующем пересечению линии S, выходит на границу 
области 2 (образуется седлоузел) и погибает. При уменьшении S равно­
весие сначала теряет устойчивость с образованием малого устойчивого 
предельного цикла (мягкое возбуждение автоколебаний), затем размеры 
цикла увеличиваются, а сам цикл принимает характерную угловатую 
форму, т. е. увеличивается амплитуда колебаний и колебания становятся 
релаксационными и, наконец, цикл разрушается на петле сепаратрисы.

Интерпретируем явления, происходящие в системе при изменении 
параметра 5, в экологических терминах. Увеличение S означает усиление 
внутривидовой конкуренции хищников за отличные от жертвы ресурсы.
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Другими словами, увеличение 5 отвечает уменьшению предельной плот­
ности популяции хищника г>тах =  (1 — а)/а5, которой он достигает при 
избытке жертвы, т. е. сокращению емкости экологической ниши хищ­
ника. При достаточно большом S емкость экологической ниши хищни­
ка столь мала, что даже максимально возможной плотности популяции 
хищника становится недостаточно для того, чтобы контролировать по­
пуляцию жертвы, и популяция жертвы «ускользает» от хищника при 
любой собственной начальной плотности.

Напротив, с уменьшением S фактор ограниченности хищника от­
личными от жертвы ресурсами сказывается все менее заметно, прева­
лирующим становится дестабилизирующий систему фактор насыщения 
хищника, и равновесие по мере уменьшения 5 становится сначала ло­
кально, а затем глобально неустойчивым.

3.4 .5 . Конкуренция хищника за жертву и насыщение хищника

Одновременный учет дестабилизирующего фактора насыщения хищ­
ника и стабилизирующего фактора конкуренции за жертву приводит к 
системе (Базыкин и др., 1981; Bazykin et al., 1981):

. Ъхух  =  ах —

у = - с у  +

(1 + Ах)(1 + В у У
dxy (3.4.10)

(1 + Ах)(1 + В у У

которая заменой t =  т /а , х  =  у =  приводится к

и =  и —
(1 +  аи)(  1 +  f3v) ’ 

v =  —j v  +
(3.4.11)

(1 +  аи){  1 +  (3v) ’

где у =  с/а, а  =  A a /d , [3 =  аВ/Ъ.
Трехмерный параметрический портрет системы {а, /3, 7 } будем 

строить в виде однопараметрического семейства двумерных срезов 
{а, Р} при различных фиксированных значениях третьего параметра 7 . 
Рассмотрим систему (3.4.11) при 7  =  1

и =  и —
(1 +  a u) ( l  +  f3v) ’ (ъ л \9\

v = - v A ----------- —--------- . ' '
(1 +  аи)(  1 +  /Зг>)
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Уравнения нуль-изоклин имеют вид

1 (1 — /3)у — 1 
1 + (3v

. n IV-1- н ) и  ̂ /о л ^o\
и =  ° ’ и = а  — 1 . /э„.—  ’ (3.4.13)

Ь =  0, v =  У 1 -I °^ U— -• (3.4.14)
(3 1 +  сей

Нуль-изоклины либо не пересекаются, либо пересекаются в двух точках 
(рис. 3.4.8 а), соответствующих равновесиям А  и С.

Линеаризация уравнений (3.4.11) в окрестности равновесий пока­
зывает, что точка С  при любых значениях параметров — седло, а точ­
ка А  — неседло, т. е. узел или фокус.

Условие слияния равновесий А  и С  соответствует бифуркации ко­
размерности один образования седлоузла, или, другими словами, каса­
нию нуль-изоклин на фазовом портрете системы.

Условие нейтральности равновесия А  для системы (3.4.12) задается 
равенством а = /3.

Ф. С. Березовская и Ю. А. Кузнецов показали (Базыкин и др.,1981), 
что система (3.4.12) при а  =  (3 является гамильтоновой, а при а ^  (3 
в системе нет замкнутых траекторий. Это, в частности, означает, что 
на параметрическом {сц Д}-портрете системы линия N  нейтральности 
равновесия А  и линия Р  петли сепаратрисы седла С  совпадают. Па­
раметрический портрет системы (3.4.12) полностью задается бифур­
кационными линиями: S  седлоузла и N  — нейтральности равнове­
сия А, являющейся для уравнений (3.4.12) линией гамильтоновых си­
стем (см. рис. 3.4.8 б и в).

Заметим, что консервативность системы (3.4.12) при а  =  (3 можно 
пояснить следующим простым соображением: система переходит сама 
в себя при одновременной замене и на v (и наоборот) и направления 
времени на обратное.

Фазовые портреты уравнений (3.4.12) для бифуркационных значе­
ний параметров, лежащих на линии S  седлоузлов, аналогичны таковым 
для системы (3.4.8), изображенным на рис. 3.4.6 а и в, а для облас­
ти 1 — на рис. 3.3.3 г.

Рассмотрим теперь систему (3.4.11) при 7 ^ 1. Направление каса­
ния линии S  седлоузлов и линии N  нейтральности различно в зависи­
мости от знака неравенства 7 ^ 1 . Параметрическая точка S& отвечает 
бифуркации коразмерности два — существованию на фазовом портрете 
вырожденного седлоузла, т. е. равновесия с двумя нулевыми собствен­
ными числами. Параметрический портрет {а, /3} системы (3.4.11) при 
7  < 1 качественно совпадает с таковым для системы (3.4.8) в пара-
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Рис. 3.4.8. Взаимное расположение нуль-изоклин (а), {а , /3}-срез трехпарамет­
рического портрета (б) при 7  =  1 и фазовые портреты (в) системы (3.4.12) при 
значениях параметров, лежащих в областях 2, 5 и на линии нейтральности N

метрах {а, £}, а при 7  > 1 симметричен ему относительно диагонали 
первого квадранта {<а, /3} (см. рис. 3.4.4 б).

Трехпараметрический портрет {<а, /3, 7 } в окрестности точки S3± 
максимального вырождения {а  =  1/4, (3 =  1/4, 7  =  1}, в которую схо­
дятся все параметрические области системы (рис. 3.4.9), построен с ис­
пользованием следующего графического приема, предложенного автору



3 .4 . Д в у ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  с и с т е м ы  В о л ь т е р р а 7 7

Рис. 3.4.9. Структура параметрической окрестности точки максимального 
вырождения (а) и фазовые портреты (б) системы (3.4.11) при значениях пара­
метров в областях 3 и 4

А. И. Хибником. Мысленно окружим точку малой сферой. Затем 
разрежем сферу по большому кругу и две ее половины спроецируем на 
плоскость. Разбиение одного из двух получившихся кругов на области 
дает полное представление о структуре параметрической окрестности 
точки . Второй круг целиком относится к параметрической области 1. 
Сама точка 3%  ̂ на диаграмме, естественно, отсутствует. Точки на диа­
грамме соответствуют точкам пересечения в трехпараметрическом про­
странстве линий, отвечающих бифуркациям codim 2, со сферой. Линиям 
на диаграмме отвечают линии пересечения со сферой поверхностей, от­
вечающих бифуркациям codim 1.
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Подчеркнем, что структура параметрической окрестности точки 
системы (3.4.11) не является случаем общего положения, поскольку в 
этой окрестности имеется линия значений параметров, при которых си­
стема гамильтонова.

Первая ляпуновская величина на линии нейтральности L\  < 0 при 
7  < 1 и Li > 0 при 7  > 1. Это означает, в частности, что при пере­
сечении при 7  > 1 линии нейтральности слева направо значениями па­
раметров на фазовом портрете равновесие А  теряет устойчивость в ре­
зультате стягивания в точку малого неустойчивого предельного цикла 
(см. рис. 3.4.9 б).

Итак, построение параметрического портрета и полного набора фа­
зовых портретов системы завершено. Заметим, что система (3.4.11) — 
первая из исследованных нами, качественное поведение которой зависит 
от параметра 7 .

Опишем структуру параметрического портрета {сц /3, 7 } подробнее. 
Она задается взаимным расположением трех поверхностей: S  (седло- 
узлов АС), N  (нейтральности равновесия А) и Р  (петли сепаратрисы 
седла С). Все три поверхности отвечают бифуркациям коразмерности 
один. Линия касания SS поверхности S  с поверхностями N  и Р  отвечает 
бифуркации коразмерности два существования на фазовом портрете вы­
рожденного седлоузла — особой точки с двумя нулевыми собственными 
значениями. Линия N P  пересечения в пространстве параметров бифур­
кационных поверхностей N  и Р  в случае общего положения должна бы­
ла бы отвечать бифуркации коразмерности «один плюс один». Это озна­
чает, что при значениях параметров, удовлетворяющих двум условиям 
типа равенства, на фазовом портрете системы бифуркациям коразмерно­
сти один подвержены два фазовых объекта: меняется знак устойчивости 
равновесия А  и взаимное расположение сепаратрис седла С. При этом 
в случае общего положения первая ляпуновская величина из парамет­
рической линии N P  может, вообще говоря, принимать любые значения 
и обращаться в нуль лишь в некоторых точках. В конкретном случае 
системы (3.4.11) на параметрической линии N P ,  задаваемой условиями 
7  =  1, а  =  /3, первая ляпуновская величина L\  =  0. Тождественно рав­
ны нулю на этой линии и все ляпуновские величины высших порядков. 
Это означает, что параметрическая линия N P ,  отвечающая условной 
коразмерности «один плюс один», для системы (3.4.11) является линией 
консервативных систем, т. е. формально отвечает бифуркации бесконеч­
но большой коразмерности.

Все фазовые портреты системы (3.4.11), за исключением фазового 
портрета при значениях параметров, принадлежащих параметрической 
области 4, качественно аналогичны соответствующим фазовым портре­
там системы (3.4.7) и уже описаны и интерпретированы в предыдущем



пункте. Совпадение естественно, поскольку системы (3.4.7) и (3.4.11) 
описывают действие одних и тех же факторов: насыщения хищников и 
конкуренции между ними, и различие состоит лишь в объекте конку­
ренции. Система (3.4.11) описывает конкуренцию за жертву, а система
(3.4.7) — за отличные от жертвы ресурсы. Различие между системами
(3.4.7) и (3.4.11) проявляется в появлении на параметрическом портре­
те уравнений (3.4.11) области 4, отсутствовавшей для системы (3.4.7). 
Этой параметрической области соответствует фазовый портрет, изобра­
женный на рис. 3.4.9 б, на котором устойчивое равновесие заключено 
в неустойчивый предельный цикл, являющийся границей области при­
тяжения равновесия. Таким образом, если при значениях параметров, 
лежащих в параметрической области 2 , на фазовом портрете границей 
области притяжения равновесия служит разомкнутая кривая (входящая 
сепаратриса седла), то при значениях параметров в области 4 граница 
области притяжения равновесия является замкнутой и любое достаточно 
сильное возмущение выводит систему за границу области притяжения 
равновесия.

Рассмотрим бифуркации, происходящие в системе (3.4.11) при 7 > 1 
и при переходе значений параметров из области 2 в область 5 через об­
ласть 4. При переходе значений параметров через линию Р  петли се­
паратрисы, разделяющую параметрические области 2 и 4, на фазовом 
портрете системы из петли сепаратрисы рождается «большой» неустой­
чивый предельный цикл. По мере дальнейшего изменения параметров 
в том же направлении, например по мере увеличения значения а , раз­
мер предельного цикла на фазовом портрете уменьшается. При пересече­
нии значениями параметров поверхности N  нейтральности равновесия А  
предельный цикл на фазовом портрете стягивается в точку («садится на 
равновесие»), равновесие теряет устойчивость и все траектории системы 
уходят на бесконечность.

Рассмотрим структуру опасной параметрической границы системы
(3.4.11). При 7  < 1 на двумерном {сц /3}-срезе полного параметрического 
портрета системы опасная граница устроена так же, как на плоскости 
{а, 6} системы (3.4.8), и состоит из участков аналогичной природы.

Как устроена опасная параметрическая граница на двумерном 
{а, /3}-срезе параметрического портрета при 7  > 1? Нетрудно видеть, 
что параметрические области 2 и 4 отвечают существованию устойчи­
вого равновесия А  в первом квадранте системы, а параметрические об­
ласти 1 и 5 — его отсутствию. Следовательно, опасной параметрической 
границей системы при 7  > 1 является совокупность границ между обла­
стями 1 и 2, с одной стороны, и областями 4 и 5 — с другой. Заметим, 
что в отличие от случая 7  < 1 при 7  > 1 опасная параметрическая 
граница в координатах {сц /3} представляет собой гладкую линию.
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Таким образом, опасной параметрической границей системы (3.4.11) 
в целом в пространстве {а, /3, 7 } является совокупность участков трех 
поверхностей — седлоузла, нейтральности равновесия А  и петли сепа­
ратрис седла С, причем общая структура границы определяется ее ло­
кальной структурой в параметрической точке, общей для всех трех по­
верхностей и отвечающей бифуркации условной коразмерности три для 
системы (3.4.II).1

3.4 .6 . Нелинейность размножения хищника и конкуренция жертв

Сочетание этих двух факторов, из которых нелинейность размно­
жения хищника является дестабилизирующим, а конкуренция жертв — 
стабилизирующим, приводит к системе (Базыкин и др., 1980):

. К - х  , х  =  а х ——-------оху,
2 (3.4.15)

• 7 Уу =  —су +  а х — ,
у У N  + у

которая заменой t =  т /а , х  =  (a/d)u, у =  (a/V)v и преобразуется к виду

й =  и — uv — ей2,

. + uv* (З-4 -16)
V  =  — J V  Н :----,

1 П  +  V

где 7  =  с /а , е =  a /d K , п =  ЪК/а. В зависимости от значений пара­
метров возможны два способа взаимного расположения нуль-изоклин 
(рис. 3.4.10 а).

Начало координат фазового портрета системы (3.4.16) при всех зна­
чениях параметров является, как и у всех ранее исследованных систем, 
равновесием типа седло. Кроме того, при всех значениях параметров су­
ществует равновесие В  {и =  l/e , v =  0} на оси абсцисс. Это равновесие 
при всех значениях параметров — устойчивый узел.

Условие касания нуль-изоклин задает в пространстве параметров 
{7 , е, п} поверхность, отделяющую область значений параметров, при 
которых на фазовом портрете нетривиальные равновесия в первом квад­
ранте отсутствуют, от области значений параметров, при которых на 
фазовом портрете существуют два нетривиальных равновесия А  и С:

R  =  (1 — ye)2 — 476П =  0. (3.4.17)

в х о д н а я  задача была исследована в работе Hainzl (1988).
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Выполнение этого равенства отвечает слиянию на фазовом портрете 
двух равновесий и существованию вырожденной особой точки А С  типа 
седлоузел. Соответственно заданную этим условием параметрическую 
поверхность, отвечающую бифуркации коразмерности один, мы будем 
называть поверхностью седлоузлов S.

Рис. 3.4.10. Два варианта взаимного расположения нуль-изоклин (а) и линия S  
седлоузлов (б) на плоскости параметров {е, гг} для системы (3.4.16)

Воспользуемся тем же приемом, что и ранее, и будем строить трех­
параметрический {у, е, п}-портрет системы (3.4.16) в виде однопарамет­
рического семейства двупараметрических {е, п}-портретов при различ­
ных фиксированных значениях у. Тогда, при любом значении у усло­
вие (3.4.17) задает на плоскости {е, п}  уравнение бифуркационной ли­
нии S  седлоузлов, разбивающей плоскость параметров на две области 
(см. рис. 3.4.10 б). При значениях параметров, лежащих выше S, на фа­
зовом портрете системы нетривиальных равновесий в первом квадранте 
не существует. При значениях параметров, лежащих ниже S, существует 
пара равновесий А  и С  с координатами

UA =  4 ( 1  +  7 е +  h R ) \  VA =  h i  -  76 -  V R );
(3.4.18)

uc =  ^ ( 1  +  j e ~  VR); v c  =  | ( 1  -  j e  +  hR) .

Равновесие С  при любых значениях параметров — седло, равновесие А — 
неседло, т. е. узел или фокус.

Равновесие А в зависимости от значений параметров может быть 
устойчивым или неустойчивым. На плоскости параметров {п, е} при 
фиксированном значении у условие смены устойчивости равновесия А
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задается равенством

7 п / (п  +  vA) -  еиА =  0 , (3.4.19)

которое назовем уравнением линии нейтральности равновесия А. При 
пересечении линии нейтральности в сторону возрастания п равнове­
сие А  на фазовом портрете системы теряет устойчивость. В зависимости 
от знака первой ляпуновской величины L \  на линии нейтральности N A 
потеря устойчивости А  сопровождается либо рождением малого устой­
чивого предельного цикла Т+, либо сжатием в точку и гибелью малого 
неустойчивого предельного цикла Т_. К вопросу о знаке L \  на линии 
нейтральности N A мы вернемся ниже.

Какие еще бифуркации коразмерности один возможны в системе? 
Таких бифуркаций две, и обе они носят нелокальный характер и проис­
ходят при значениях параметров, отвечающих рождению большого пре­
дельного цикла. С такого рода бифуркациями мы уже встречались. Это 
бифуркации рождения предельного цикла из петли сепаратрис и пары 
циклов из сгущения траекторий.

Таким образом, построение {е, п}-параметрического портрета систе­
мы при различных фиксированных значениях у требует установления 
взаимного расположения следующих бифуркационных линий: S  седло- 
узла AC, N a  нейтральности А , Р  петли сепаратрис седла С, Q двукрат­
ных циклов Т±.

Сложность построения параметрического портрета системы состоит 
в том, что положение лишь двух из четырех линий, а именно линий S  
и N a , соответствующих локальным бифуркациям, задается в явном па­
раметрическом виде. Для линий нелокальных бифуркаций Р  и Q та­
ких аналитических условий не существует, и отыскание с заданной точ­
ностью соответствующих значений параметров требует, вообще говоря, 
применения численных методов. Однако в рамках качественного иссле­
дования нас интересует не точное положение, а лишь характер взаим­
ного расположения бифуркационных линий, которое локально задается 
структурой параметрических точек, общих для различных бифуркаци­
онных линий, т. е. параметрических точек, отвечающих бифуркациям 
коразмерности два. Знание локального взаимного расположения бифур­
кационных линий иногда полностью определяет глобальную структуру 
параметрического портрета и в любом случае радикальным образом поз­
воляет сократить вычисления на ЭВМ при отыскании их точного распо­
ложения.

Точки бифуркаций коразмерности два. Таким образом, ключе­
вой идеей при построении параметрического портрета системы служит 
отыскание параметрических точек, соответствующих бифуркациям ко­
размерности два (и выше), и изучение структуры их окрестности. Этот
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прием оказывается тем более эффективным, что параметрические точ­
ки, отвечающие бифуркациям коразмерности два, являются концевыми 
для некоторых бифуркационных линий. Зная взаимное расположение 
концов, мы можем судить о взаимном расположении бифуркационных 
линий в целом.

Полный набор линий, входящих в параметрическую точку, соответ­
ствующую бифуркации коразмерности два, их взаимное расположение и 
характер касания задаются версальной деформацией соответствующей 
вырожденной системы дифференциальных уравнений в окрестности этой 
точки (Арнольд, 1978). К сожалению, в настоящее время версальные де­
формации известны не для всех интересующих нас точек коразмерности 
два.

Перечислим возможные в системе (3.4.16) параметрические точки, 
соответствующие бифуркациям коразмерности два и являющиеся кон­
цевыми для бифуркационных линий.

1. Начало координат 0 {е  =  0 , п =  0}. Эта точка отвечает исходной 
консервативной системе Вольтерра (3.1.2). Эта точка, как уже отмеча­
лось ранее, имеет лишь условную коразмерность два, поскольку отвеча­
ет выполнению двух условий типа равенства, наложенных на параметры 
системы. Формально эта точка отвечает бифуркации бесконечно высо­
кой коразмерности. Для нас это важно, так как означает, что в системе
(3.4.16) точка О может быть концевой для любых линий, отвечающих 
бифуркациям коразмерности один.

2. Точка общая для линии седлоузлов S  и линии N a  нейтраль­
ности равновесия А. С этой точкой, отвечающей бифуркации коразмер­
ности два существования на фазовом портрете вырожденного седлоузла 
(особой точки с двумя нулевыми собственными значениями), мы уже 
неоднократно встречались. Нам важно, что она является концевой для 
двух бифуркационных линий: линии N a  нейтральности равновесия А  и 
линии Р  петли сепаратрис седла С  (рис. 3.4.11). Обе эти линии в точке 
S& касательны к линии S  седлоузлов АС. Направление вхождения ли­
ний в точку и соответственно взаимное расположение линий N a  и Р  на 
плоскости {е, п} определяются знаком условия отсутствия дополнитель­
ного вырождения точки S3 (Богданов, 1976а, б).

Смена направления вхождения при движении по параметру у отве­
чает бифуркации коразмерности три, которая будет рассмотрена ниже.

Заметим, что продолжение линии N  а  за точку удовлетворяющее 
уравнению

у п / (п +  vc) — еис =  0 ,

где гхс, vc — координаты седла С  (на рис. 3.4.11 обозначена пунктиром), 
хотя бифуркационной линией не является, но тем не менее в дальнейшем
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Рис. 3.4.11. Возможные варианты структуры параметрической окрестности точки 
коразмерности два, отвечающей двум нулевым собственным значениям системы 
(а, б), и соответствующие фазовые портреты (в) (по Богданову, 1976)

окажется полезным. Эта линия отвечает обращению в нуль суммы соб­
ственных значений (седловой величины) седла С. В дальнейшем будем 
называть ее линией N c  нейтральности седла С.

3. Точка общая для линии N a  нейтральности А  и линии Q 
кратных циклов Т±. Этой точке соответствует обращение в нуль пер-
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Рис. 3.4.12. Структура параметрических окрестностей точек общей для линии 
нейтральности N  и линии Q кратных циклов, и Ж ,  общей для линии Р  петли 
сепаратрисы и линии Q кратных циклов, и соответствующие фазовые портреты

вой ляпуновской величины L\  на линии N  а нейтральности А  (Баутин, 
Леонтович, 1976). При пересечении линии N a  п о  одну сторону точки Ж  
на фазовом портрете рождается устойчивый предельный цикл, по дру­
гую сторону — стягивается в точку и умирает неустойчивый предельный 
цикл (рис. 3.4.12 а).

Мы уже встречались с этой бифуркацией коразмерности два при 
исследовании системы (3.4.3). Подчеркнем, что хотя положение самой
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линии кратных циклов не имеет аналитического выражения, положение 
ее конца на линии нейтральности N a  задается условием равенства нулю 
первой ляпуновской величины L \  на этой линии.

4. Точка Ж , общая для линии петли сепаратрис и линии кратных 
циклов. Она соответствует существованию на фазовом портрете систе­
мы нейтрального сепаратрисного цикла, из которого в зависимости от 
направления движения по параметру может рождаться как устойчивый, 
так и неустойчивый предельный цикл (см. рис. 3.4.12 б).

При пересечении значениями параметров линии петли сепаратрис 
на фазовом портрете системы рождается предельный цикл, устойчи­
вость которого определяется знаком седловой величины в параметри­
ческой точке пересечения линии петли сепаратрис. Таким образом, хотя 
линия N c  нейтральности седла С и не бифуркационная, точка ее пересе­
чения с линией Р  сепаратрис седла С  соответствует бифуркации кораз­
мерности два (точка Ж )  и является концевой для линии кратных циклов 
(см. рис. 3.4.12 б). Структура параметрической окрестности точки Ж  в 
случае общего положения исследована в работе Ноздрачевой (1982).

Зависимость {б, п}-параметрического портрета от у. Приведен­
ные соображения позволяют полностью установить качественную струк­
туру трехпараметрического {у, б, п}-портрета системы (3.4.16). Опишем 
структуру портрета в форме однопараметрического семейства двупара­
метрических {е, п}-срезов при различных фиксированных значениях па­
раметра у.

В зависимости от у реализуются три качественно различных, но 
обладающих некоторыми общими чертами типа {б, п}-параметрического 
портрета системы (3.4.16). При любых значениях у на {б, п}-портре- 
тах имеются по меньшей мере три бифуркационные линии, отвечающие 
бифуркациям коразмерности один: линия S  седлоузлов АС, линия N a 
нейтральности А  и линия Р  петли сепаратрис седла С. При любых зна­
чениях у эти линии имеют общую точку S&, отвечающую бифуркации 
коразмерности два.

Характер фазового портрета при значениях параметров, лежащих 
на плоскости {б, п}  выше линии седлоузлов S, т. е. в параметрической 
области 1, не зависит от значения у (рис. 3.4.13, 3.4.14). В этом слу­
чае равновесия внутри первого квадранта отсутствуют. Единственным 
глобально притягивающим равновесием является В.

Не зависящий от значения параметра у вид имеют также фазо­
вые портреты, отвечающие значениям параметров, лежащим на плоско­
сти {е, п} ниже линии седлоузлов S' в ее ближайшей окрестности, т. е. в 
параметрических областях 2 и 5 соответственно (см. рис. 3.4.13 и 3.4.14).

Таким образом, исследование параметрических портретов {б, п} 
сводится, по сути дела, к построению набора возможных бифуркаций,
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Рис. 3.4.13. {б, гг}-срезы полного {гг, б, 7 }-параметрического портрета системы 
(3.4.16) при 7  >  4 /3  (а), 4 /3  >  7  >  1 (б), 7  <  1 (в)

переводящих фазовый портрет, соответствующий параметрической обла­
сти 2 , в таковой для параметрической области 5.

При 7  > 4/3 вид {е, п}-параметрического портрета системы (3.4.16) 
качественно совпадает с {сц Д}-параметрическим портретом системы
(3.4.11) при 7  > 1. В системе (3.4.11), как было показано выше, пе­
рестройка параметрического портрета {сц (3} при движении по пара­
метру 7 , связанная с изменением направления вхождения линий ней­
тральности N a  и петли сепаратрис Р  в точку S3, происходит при зна­
чении 7  =  1 в результате образования при 7  =  1 линии гамильтоновых 
систем а  =  /3.

Рассмотрим подробнее, что происходит с {е, п}-портретом систе­
мы (3.4.16) при переходе параметром 7  критического значения 7  =  4/3.

Ранее отмечалось, что в параметрической точке S3, соответствую­
щей существованию на фазовом портрете системы вырожденного сед- 
лоузла, т. е. особой точки с двумя нулевыми собственными значениями, 
в случае общего положения параметрические линии N a  нейтральности 
равновесия А  и Р  петли сепаратрис седла С  касаются параметрической 
линии S  седлоузла АС. При движении по третьему параметру может
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возникнуть дополнительное вырождение: при пересечении третьим па­
раметром критического значения меняется направление вхождения ли­
ний N a  и  Р  в  точку 38, что отвечает бифуркации коразмерности три. 
Именно это происходит в системе (3.4.16) при у =  4/3.

Заметим, что изменение направления вхождения линий N a  и  Р  в  

точку 38 меняет их взаимное расположение в окрестности этой точки. 
К каким дополнительным событиям на двупараметрическом {е, п}-срезе 
трехпараметрического портрета приводит это обстоятельство?

При 4/3 > у > 1 параметрический портрет системы принимает вид, 
изображенный на рис. 3.4.13 б. Поясним структуру портрета. Измене­
ние направления вхождения линий N a  и  Р  в  точку 38 приводит к тому, 
что в окрестности точки 38 возникает точка Ж  пересечения линии Р  
петли сепаратрисы с линией N c  нейтральности седла, изображенной 
на рисунке пунктиром. Мы знаем, что точке Ж  соответствует бифурка­
ция коразмерности два существования на фазовом портрете нейтральной 
петли сепаратрисы, из которой в зависимости от направления движения 
по параметру может возникнуть как устойчивый, так и неустойчивый 
предельный цикл. Эта параметрическая точка является концевой для 
линии Q значений параметров, соответствующих существованию на фа­
зовом портрете системы двукратного цикла. Возникает вопрос: где на­
ходится второй конец линии Q кратных циклов? Естественная гипотеза 
состоит в том, что вторым концом линии кратных циклов является точ­
ка &  на линии N a  нейтральности фокуса А, в которой обращается в 
нуль первая ляпуновская величина Ь\. Численный расчет подтверждает 
справедливость этого предположения и показывает, что искомая точка 
расположена на линии нейтральности фокуса выше точки ее пересечения 
с линией петли сепаратрисы (см. рис. 3.4.13 б).

Таким образом, можно сказать, что на {е, п}-параметрическом срезе 
полного параметрического портрета системы прохождение параметром у 
критического значения у =  4/3, соответствующего бифуркации кораз­
мерности три изменения направления вхождения линий N a  и  Р  в  точ­
ку 38, сопровождается одновременно рождением двух параметрических 
точек, отвечающих бифуркациям коразмерности два (Ж  и &  ), и одной 
точки (пересечения линий N a  и  Р), отвечающей бифуркации коразмер­
ности «один плюс один». Эти точки отвечают соответственно существо­
ванию на фазовом портрете системы нейтральной петли сепаратрисы, 
дважды вырожденного фокуса и одновременному существованию пет­
ли сепаратрисы и нейтрального фокуса. Другими словами, прохождение 
параметром у критического значения у =  4/3 приводит к появлению на 
двупараметрическом {е, п}-срезе новой бифуркационной линии, соответ­
ствующей бифуркации коразмерности один, а именно линии Q кратных 
циклов.
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Рис. 3.4.14. Фазовые портреты системы (3.4.16)

Можно высказать предположение, что эта бифуркация коразмерно­
сти три, исследованная в настоящем пункте применительно к конкретной 
системе (3.4.16), отражает случай общего положения. Взаимное располо­
жение бифуркационных поверхностей и линий в окрестности этой точки 
коразмерности три в трехпараметрическом пространстве схематически 
изображено на рис. 3.4.15.

При этом удобно воспользоваться описанным выше графическим 
приемом, состоящим в проектировании на плоскость сферы, окружаю­
щей в пространстве параметров точку максимального вырождения си­
стемы. На рис. 3.4.15 изображена проекция одной полусферы. Проекция 
второй полусферы полностью принадлежит параметрической области 1. 
Можно предположить, что изображенная на рис. 3.4.15 структура от­
ражает структуру параметрической окрестности бифуркации codim 3, 
отвечающей нарушению одного из условий невырожденности по Богда­
нову (1976а, б) в случае общего положения.

Результат проведенного исследования может служить иллюстраци­
ей мысли В. И. Арнольда о том, что «с увеличением числа параметров 
семейства при локальном исследовании бифуркаций особых точек на­
чинают играть роль глобальные бифуркации меньших коразмерностей» 
(Арнольд, 1978, с. 255).
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Вторая перестройка {б, п}-среза полного параметрического портре­
та {7 , е, п} при уменьшении 7  происходит при 7  =  1. По мере умень­
шения 7  на {е, п}-портрете точка вхождения изображенной пунктиром 
линии нейтральности седла в ось ординат опускается, приближаясь к 
началу координат. При 7 = 1  линия нейтральности седла претерпева­
ет качественную перестройку, становясь при 7  < 1 асимптотичной оси 
абсцисс.

Соответственно по мере умень­
шения 7  от 4/3 до 1 от точки S3 
до начала координат {б, п}-портрета 
перемещается по линии Р  петли се­
паратрисы точка Ж  нейтральности 
петли, являющаяся концевой для ли­
нии Q кратных циклов. При 7  < 1 
линия кратных циклов входит в нача­
ло координат {б, п}-параметрическо- 
го портрета. Напомним, что начало 
координат параметрического портре­
та отвечает консервативной системе 
и потому может быть концевой точ­
кой для любых бифуркационных ли­
ний.

Заметим, что перестройка, про­
исходящая с параметрическим пор­
третом {б, п} при прохождении пара­
метром 7  критического значения 7  =  
=  1, малосущественна, так как она 

не приводит ни к появлению, ни к исчезновению на параметрическом 
портрете новых областей, соответствующих качественно новым фазовым 
портретам. Единственное отличие {б, п}-портрета при 7  ^  1 от портрета 
при 4/3 > 7  > 1 — это невозможность непосредственного перехода при 
движении по параметру из области 2 в область 4 (см. рис. 3.4.13 б, в).

Перейдем к описанию фазовых портретов, реализующихся в системе
(3.4.16) при различных значениях параметров. Всего существует шесть 
различных типов фазовых портретов. При значениях параметров, ле­
жащих в области 1, единственным глобально притягивающим является 
равновесие В {и  =  1/б, v =  0}. Заметим сразу, что это равновесие суще­
ствует и является по меньшей мере локально устойчивым и при любых 
других значениях параметров.

При значениях параметров, лежащих в областях 2—6, на фазовом 
портрете системы имеются два равновесия, А  и С, внутри первого квад­
ранта системы. Равновесие С — седло при любых значениях параметров,

Рис. 3.4.15. Структура параметриче­
ской окрестности точки & ±  кораз­
мерности три в системе (3.4.16)



3 .4 . Д в у ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  с и с т е м ы  В о л ь т е р р а 91

а А  может быть в зависимости от значений параметров как устойчи­
вым, так и неустойчивым узлом или фокусом. При значениях парамет­
ров, лежащих в области 5, на фазовом портрете системы единственным 
глобально притягивающим равновесием является В, так же как и при 
значениях параметров в области 1 (см. рис. 3.4.14).

При значениях параметров в областях 2—4 и 6 существуют нетриви­
альные притягивающие режимы, т. е. такие, при которых ни одна из фа­
зовых переменных системы не обращается в нуль. Притягивающим при 
этом может быть равновесие А  (параметрические области 2, 4 и 6) или 
устойчивый предельный цикл Т+ вокруг равновесия А  (параметрические 
области 3 и 6). Область притяжения равновесия А  может быть ограни­
чена либо окружающим его неустойчивым предельным циклом Т_ (об­
ласти 4 и 6), либо входящей сепаратрисой седла С  (область 2). Область 
притяжения устойчивого предельного цикла всегда ограничена снаружи 
входящей сепаратрисой седла С  (области 3 и 6) и, кроме того, может 
быть ограничена изнутри неустойчивым предельным циклом (область 6).

Поведение системы при значениях параметров, лежащих в обла­
сти 6 , заслуживает более подробного рассмотрения. В этой области впер­
вые среди изучаемых нами ситуаций в системе одновременно реализуют­
ся три притягивающих режима, а именно нетривиальное равновесие А, 
устойчивый предельный цикл Т+ и «полутривиальное» равновесие В. 
При этом первый квадрант фазового пространства, естественно, под­
разделяется на три области притяжения. Границами областей являются 
входящая в седло С  сепаратриса и неустойчивый предельный цикл Т_, 
лежащий внутри устойчивого и окружающий равновесие А.

Интерпретируем полученные результаты. То обстоятельство, что 
равновесие В,  отвечающее вымиранию хищника, существует и является 
локально устойчивым при любых значениях параметров, легко понять. 
Учет фактора конкуренции жертв ограничивает рост численности попу­
ляции жертв в отсутствие хищника. Учет нелинейности размножения по­
пуляции хищника, или, другими словами, замедленного характера роста 
численности популяции хищника при малой плотности его популяции, 
приводит к эффекту существования нижней критической плотности по­
пуляции хищника. Начальные значения плотности популяции хищника, 
ниже которых популяция обречена на вымирание, зависят, естественно, 
от начальной плотности популяции жертв.

При значениях параметров в областях 2, 4 и 6 в системе возможен 
режим устойчивого стационарного сосуществования популяций хищни­
ка и жертвы, а в областях 3 и 6 — сосуществование в колебательном 
режиме. При значениях параметров, лежащих в узкой параметрической 
зоне 6 , сосуществование жертв и хищника возможно как в стационар­
ном, так и в автоколебательном режимах в зависимости от начально­
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го состояния системы. С этим явлением мы уже встречались при ис­
следовании системы (3.4.3). При этом достаточно большие возмущения 
системы, находящейся в стационарном состоянии, всегда переводят ее 
в режим устойчивых автоколебаний. Другими словами, при значениях 
параметров, лежащих в области 6 , в системе может реализовываться 
режим жесткого возбуждения колебаний в фазовом значении слова.

Заканчивая описание фазовых портретов системы, обратим внима­
ние на одно общее для них свойство. Область притяжения устойчивого 
равновесия может ограничиваться либо неустойчивым предельным цик­
лом, либо входящей сепаратрисой седла. Очевидно, что в первом случае 
любое достаточно сильное возмущение выводит систему за границу об­
ласти притяжения равновесия. Как обстоит дело во втором случае?

Из исследования особых точек на бесконечности, в частности из 
того обстоятельства, что бесконечно удаленная точка на «конце» оси аб­
сцисс является неустойчивым узлом, следует, что и в том случае, когда 
область притяжения ограничена входящей в седло сепаратрисой, «почти 
любое» достаточно большое возмущение выводит систему за границу 
области притяжения. Исключение составляет лишь узкий класс воз­
мущений, при которых плотность популяции хищника уменьшается, а 
плотность популяции жертвы одновременно увеличивается таким обра­
зом, что изображающая точка на фазовом портрете остается в секторе, 
образуемом на фазовом портрете ветвями входящей в седло С  сепа­
ратрисы, выходящими из бесконечно удаленного узла (см. рис. 3.4.14, 
области 2 , 3, 6).

Интерпретируем то обстоятельство, что практически любое доста­
точно большое возмущение выводит систему за границу области при­
тяжения режима устойчивого сосуществования популяций хищника и 
жертвы. Наиболее противоречит интуиции предсказание модели, соглас­
но которому достаточно большое увеличение плотности популяции хищ­
ника всегда должно в конечном счете повлечь за собой его вымирание. 
Этот результат можно экологически интерпретировать следующим об­
разом: однократное резкое увеличение плотности популяции хищника 
влечет за собой уменьшение плотности популяции жертвы до уровня, 
при котором плотность популяции хищника, в свою очередь, неизбежно 
падает до уровня ниже критического, после чего популяция хищника 
вымирает. Заметим, что, как всегда в таких случаях, сказанное явля­
ется не объяснением явления, а лишь словесным описанием результата 
исследования модели.

Проследим, какие события могут происходить в системе при посте­
пенном изменении значений параметров. Наиболее богатым {е, п}-сре- 
зом полного параметрического портрета является срез при 4/3 > 7  > 1. 
На нем представлены все параметрические области системы, и рассмот­
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реть события, происходящие в системе при движении по параметру, 
удобнее всего именно на нем. Пусть исходно параметры системы лежат 
в области 2 и сама система находится в устойчивом равновесии А. К 
чему при этом может приводить увеличение и уменьшение параметра е?

Нетрудно видеть, что пока значения параметров находятся в обла­
сти 2 , постепенный рост е приводит к уменьшению равновесной плот­
ности популяции хищника и к росту равновесной плотности популяции 
жертвы. Это явление можно интерпретировать следующим образом. Уве­
личение параметра означает уменьшение емкости экологической ниши 
популяции жертвы. Хищник реагирует на это уменьшением своей рав­
новесной плотности популяции. Что касается равновесной плотности по­
пуляции жертвы, то она находится под контролем двух факторов: емко­
сти собственной экологической ниши и пресса хищников. Второй фактор 
оказывается в исследуемой ситуации более существенным, и ослабление 
давления хищников из-за уменьшения их равновесной плотности оказы­
вается важнее уменьшения емкости экологической ниши. В результате 
плотность популяции жертвы растет, несмотря на уменьшение емкости 
ее экологической ниши.

При дальнейшем увеличении е система, вне зависимости от значе­
ний остальных параметров, выходит на границу параметрических обла­
стей 2 и 1. В этот момент на фазовом портрете устойчивое равнове­
сие (узел) сливается с седлом С, образуя седлоузел, и при дальнейшем 
увеличении е оба равновесия аннигилируют. Все траектории системы 
притягиваются к «полутривиальному» равновесию В. Происходит жест­
кий срыв нетривиального равновесия А. Интерпретировать это можно 
следующим образом: по мере уменьшения емкости экологической ниши 
жертв равновесная плотность популяции хищника падает настолько, что 
становится ниже критической, после чего популяция хищника обрече­
на на вымирание при любых исходных значениях плотностей популяции 
жертвы и хищника.

При увеличении значения е события, происходящие в системе, раз­
виваются единообразно безотносительно к значению параметра п. Что 
происходит в системе, исходно находящейся в состоянии равновесия А  
при значениях параметров в области 2 , по мере уменьшения значения е?

В этом случае до тех пор, пока значения параметров остаются вну­
три области 2 , события также развиваются единообразно: равновесная 
плотность популяции хищника растет, а жертвы — убывает, оставаясь 
при этом выше некоторого минимального значения глт 1П =  у. Интерпре­
тация этого эффекта уже дана выше при описании явлений, происходя­
щих в системе при увеличении е.

Бифуркационные события, происходящие по мере уменьшения па­
раметра б на границе параметрической области 2 , зависят от значения
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параметра п (см. рис. 3.4.13 б). Рассмотрим их, последовательно увели­
чивая исходное фиксированное значение п. При малом п < n jp  умень­
шение б приводит к выходу значений параметров на границу области 4. 
На параметрическом портрете системы при этом образуется петля се­
паратрисы седла С, из которой при дальнейшем уменьшении е на фа­
зовом портрете рождается «большой» неустойчивый предельный цикл. 
Для внешнего наблюдателя, следящего за равновесием А, это событие 
остается незамеченным, поскольку устойчивость равновесия сохраняет­
ся. При прохождении параметром бифуркационного значения изменяется 
лишь граница области притяжения равновесия: при значениях парамет­
ров, лежащих в области 2 , ею была входящая сепаратриса седла С; при 
значениях параметров, лежащих в области 4, ею становится неустойчи­
вый предельный цикл Т_.

По мере дальнейшего уменьшения е равновесие А  остается устой­
чивым, пока значение параметров лежит в области 4, однако область 
притяжения равновесия — неустойчивый предельный цикл Т_ — посте­
пенно уменьшается. При значениях параметров, соответствующих гра­
нице параметрических областей 4 и 5, на фазовом портрете системы 
неустойчивый предельный цикл Т_ стягивается в точку. Равновесие А  
при этом жестко — в параметрическом смысле — теряет устойчивость. 
Единственным притягивающим режимом остается «полутривиальное» 
равновесие В, соответствующее вымиранию хищника.

Точно так же с точки зрения внешнего наблюдателя, следящего 
за равновесием А, разворачиваются события по мере уменьшения е 
при riNP > п > n ^ f .  Бифуркация образования на фазовом портрете 
системы пары циклов из сгущения траекторий при прохождении пара­
метром б бифуркационного значения, соответствующего границе пара­
метрических областей 2 и 6 , остается для внешнего наблюдателя неза­
меченной, так как устойчивость равновесия А  при этом сохраняется.

Наиболее сложным образом развиваются события по мере уменьше­
ния б при n^r > п > riNP• Образование на фазовом портрете пары циклов 
при прохождении бифуркационного значения, соответствующих границе 
параметрических областей 2 и 6 , по-прежнему остается незамеченным 
для внешнего наблюдателя, следящего за равновесием А. По мере даль­
нейшего уменьшения значения параметра е в границах области 6 рав­
новесие А  остается устойчивым, однако сужается область его притяже­
ния — неустойчивый предельный цикл Т_. При прохождении значением 
б бифуркационного значения, отвечающего границе параметрических об­
ластей 6 и 3, на фазовом портрете системы неустойчивый предельный 
цикл Т_ стягивается в точку и равновесие А  теряет устойчивость. При 
этом происходит жесткое параметрическое возбуждение автоколебаний: 
траектории системы выходят на устойчивый предельный цикл Т+.



3 .4 . Д в у ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  с и с т е м ы  В о л ь т е р р а 9 5

При дальнейшем уменьшении параметра е в границах параметри­
ческой области 3 размер предельного цикла растет. Наконец, при би­
фуркационном значении параметра, соответствующего границе парамет­
рических областей 3 и 5, устойчивый предельный цикл разрушается, 
«влипая» в петлю сепаратрисы седла С. Сосуществование хищника и 
жертвы становится невозможным, и хищник вымирает.

Похоже развиваются события по мере уменьшения е при п ^ > п > п ^ . 
Отличие от предыдущего случая состоит в том, что при прохождении е 
бифуркационного значения, отвечающего границе параметрических об­
ластей 2 и 3, в системе происходит мягкое возбуждение колебаний: 
на фазовом портрете системы рождается малый устойчивый предель­
ный цикл из потерявшего устойчивость равновесия А. При дальнейшем 
уменьшении е устойчивый предельный цикл, так же как и в предыдущем 
случае, растет и, наконец, разрушается («лопается»), влипая в петлю се­
паратрисы С.

Остановимся подробнее на структуре опасной параметрической гра­
ницы системы (3.4.16). Такой границей правильно считать поверхность в 
пространстве {п, е, у}, отделяющую область значений параметров, при 
которых на фазовом портрете системы существуют нетривиальное устой­
чивое равновесие или устойчивый предельный цикл, от области значений 
параметров, при которых на фазовом портрете глобально притягиваю­
щим является «полутривиальное» равновесие, отвечающее вымиранию 
хищника. Такая постановка вопроса представляется естественной, по­
скольку в рамках рассматриваемой модели сосуществующая пара попу­
ляций хищник—жертва — это экосистема, явно качественно отличная от 
отдельно взятой популяции жертвы. С этой точки зрения различия меж­
ду сосуществованием пары популяций хищник—жертва в стационарном 
и автоколебательном режимах можно считать второстепенными.

При такой постановке опасной параметрической границей систе­
мы (3.4.16) естественно считать совокупность бифуркационных поверх­
ностей, отделяющих параметрические области 2, 3, 4 и 6 с одной стороны 
от параметрических областей 1 и 5 — с другой (см. рис. 3.4.13). Рассмот­
рим структуру опасной параметрической границы подробнее на двупара­
метрическом {е, п}-срезе полного {п, е, у}-параметрического портрета 
системы при 4/3 > у > 1.

Прежде всего заметим, что к разрушению режима сосуществования 
популяций хищника и жертвы приводит как увеличение, так и уменьше­
ние значения параметра е. Однако механизм разрушения режима сосу­
ществования при этом качественно различен. При пересечении е опасной 
границы по мере его увеличения на фазовом портрете исчезает само со­
стояние равновесия. При уменьшении е разрушение режима сосущество­
вания может происходить двояко, в зависимости от значения остальных
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параметров. Равновесие может либо жестко терять устойчивость с по­
следующим вымиранием хищника, либо по мере уменьшения е сначала 
терять устойчивость мягко, с переходом стационарного режима сосу­
ществования в автоколебательный, затем к возникновению и усилению 
релаксационности колебаний и, наконец, к разрушению автоколебатель­
ного режима сосуществования опять же с последующим вымиранием 
хищника.

Таким образом, опасная параметрическая граница системы (3.4.16) 
на плоскости {п, е} при фиксированном значении 4/3 > 7  > 1 состо­
ит из участков трех различных бифуркационных линий: линии S  сед­
лоузла АС,  линии N a  нейтральности равновесия А  и линии Р  петли 
сепаратрис седла С  (см. рис. 3.4.13).

В трехпараметрическом пространстве {п, е, у} опасная граница мо­
дельной экосистемы представляет собой некоторую совокупность участ­
ков различных бифуркационных поверхностей, отвечающих бифуркаци­
ям коразмерности один. Эти поверхности могут попарно взаимодейство­
вать тремя способами. Во-первых, они могут пересекаться, образуя «ре­
бра» — линии, отвечающие бифуркациям «один плюс один» (пример: 
граница областей 3, 4 и 5). Во-вторых, они могут касаться друг дру­
га, образуя заострение (пример: граница областей 1, 3 и 5). В-третьих, 
они могут касаться друг друга, образуя гладкую поверхность, и тогда на 
гладкой поверхности находится стык между двумя участками опасной 
границы, имеющими различную природу (пример: граница областей 1, 2 
и 4 на рис. 3.4.13 а).

Точки, общие для трех бифуркационных поверхностей, отвечающих 
опасным границам различной природы, соответствуют «углам» опасных 
границ. Таким точкам, естественно, соответствуют бифуркации кораз­
мерности три. Для системы (3.4.16) такой точкой является отвеча­
ющая существованию на фазовом портрете системы дважды вырожден­
ного седлоузла — бифуркация «заострения» (Баутин, Леонтович, 1976). 
Взаимное расположение бифуркационных поверхностей в окрестности 
этой точки задает локальную структуру опасной границы модельной 
экосистемы. Нормальная форма для этой бифуркации не построена, но 
можно высказать предположение, что взаимное расположение бифурка­
ционных поверхностей, найденное для системы (3.4.16) и изображенное 
на рис. 3.4.15, отвечает случаю общего положения.

3.4.7. Остальные двуфакторные модификации

В начале этого раздела была поставлена цель исследовать дина­
мические эффекты, возможные в системах, представляющих собой дву­
факторные модификации систем Вольтерра, возникающие при одновре­
менном учете одного стабилизирующего и одного дестабилизирующего
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Таблица 3.2

Стабилизирующие
факторы

Дестабилизирующие факторы
Насыщение Нелинейность Нелинейность

хищ ника размножения жертв размножения жертв
Конкуренция жертв (3.4.1) (3.4.3) (3.4.6)
Конкуренция хищников (3.4.11) 1 4
за жертву
Конкуренция хищников (3.4.7) 2 5
не за жертву
Нелинейность выеда­ (3.4.5) 3 6
ния жертв

фактора. Поскольку в рассмотрение включены четыре стабилизирующих 
и три дестабилизирующих фактора, то всего таких систем двенадцать 
(табл. 3.2).

Выше исследованы шесть из них. Изложение было построено та­
ким образом, что в каждой из последовательно рассмотренных систем 
возникали качественно новые и, как правило, более сложные динами­
ческие эффекты. Остальные комбинации факторов 1-6, представленные 
в таблице, приводят к системам, в которых качественно новые динами­
ческие эффекты по сравнению с исследованными выше не возникают, 
и приводить их исследование здесь нет необходимости, поскольку це­
лью настоящей работы является не столько анализ конкретных систем, 
сколько выявление общих для них особенностей поведения. Заметим 
лишь, что в каждой из систем 1-6 реализуется не более одного нетриви­
ального равновесия, которое в зависимости от конкретного вида системы 
и значений параметров может быть как устойчивым (локально или гло­
бально), так и неустойчивым.

3.4 .8 . Нижняя критическая плотность жертвы
В п. 3.3.1. при исследовании однофакторных модификаций систе­

мы Вольтерра указывалось, что учет линейной зависимости абсолютной 
смертности жертв от плотности популяции не меняет вида исходной си­
стемы (3.1.1). Другими словами, смертность жертв в ней уже учтена. 
Аналогично обстоит дело с любыми модификациями исходной системы, 
в которых сохраняется предположение о линейном характере размно­
жения популяции жертвы: можно сказать, что при этом автоматически 
учитывается и линейная смертность жертв. Однако в тех случаях, когда 
предполагается нелинейный характер размножения популяции жертв, 
дополнительный учет линейной смертности жертв приводит к качествен­
но новому эффекту, а именно к появлению минимальной критической 
плотности популяции жертв, как это было показано в разд. 2 . 1.
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Перейдем к исследованию модификации исходной системы Вольтер­
ра (3.1.1), возникающей при одновременном учете двух факторов: нели­
нейного характера размножения жертвы при малой плотности популяции 
и линейной смертности. Другими словами, исследуем динамику системы 
хищник—жертва в предположении, что динамика популяции жертвы в 
отсутствие хищника подчиняется уравнению (2.1.12). Эта система отли­
чается от ранее исследованных в настоящем разделе тем, что предыду­
щие системы включали в рассмотрение по одному стабилизирующему и 
одному дестабилизирующему фактору, а в данном случае фактор линей­
ной смертности жертв не может быть отнесен ни к тем, ни к другим.

Итак, рассмотрим систему

х = ах2/ (N  + х ) - д х -  Ьху, 4
У = ~су + dxy, ' '

где д — смертность жертв. Замена t =  т /а , х  =  N u, у =  (a/V)v перево­
дит систему (3.4.20) в

й = и2/{1 + и) - £ u - u v ,  (3 421)
v =  —j v  +  kuv,

где £ =  g/а , 7  =  с/а , к =  dN/a.
В используемой параметризации величина I =  £ /(1 —£) представляет 

собой нижнюю критическую плотность популяции жертвы.
Взаимное расположение нуль-изоклин в зависимости от значений 

параметров может быть двояким (рис. 3.4.16 а). Фазовые портреты при 
этом имеют вид, изображенный на рис. 3.4.16 б, в соответственно.

Равновесие в начале координат при любых значениях параметров 
устойчиво в отличие от всех остальных систем, исследованных в настоя­
щем параграфе. Точка В {и  =  Z, v =  0} — неустойчивый узел при j / k  < I 
и седло с входящей из первого квадранта сепаратрисой при 7 /fc > 1. 
Нетривиальное равновесие существует в первом квадранте фазового пор­
трета лишь при 7 /fc > 1 и всегда неустойчиво.

Фазовые портреты, изображенные на рис. 3.4.16 б, в, допускают 
естественную интерпретацию. Если плотность популяции жертв 7 /fc, 
необходимая для поддержания существования популяции хищника, ни­
же критической I, то внутри первого квадранта не имеется равновесий — 
сосуществование жертвы и хищника невозможно. Если же равновесная 
плотность популяции жертв, поддерживающая существование хищника, 
больше нижней критической плотности I, то нетривиальное равнове­
сие, соответствующее сосуществованию популяций хищника и жертвы, 
существует, однако является неустойчивым, и единственным глобаль­
но притягивающим состоянием остается по-прежнему начало координат.
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Таким образом, учет эффекта нижней критической численности популя­
ции жертвы в системе хищник—жертва приводит к тому, что при любых 
значениях параметров обе популяции оказываются обреченными на вы­
мирание.

Рис. 3.4.16. Два варианта взаимного расположения нуль-изоклин (а) и соответ­
ствующие им фазовые портреты (б, в) в системе (3.4.21)

Напомним, что учет отдельно взятого фактора нелинейности раз­
множения жертвы [система (3.3.2)] приводит к тому, что нетривиальное 
равновесие при любых значениях параметров существует, но являет­
ся глобально неустойчивым: траектории системы, раскручиваясь, нама­
тываются на бесконечно удаленный предельный цикл. Другими слова­
ми, численности популяций хищника и жертвы претерпевают колебания 
неограниченно растущей амплитуды. Поэтому полученный в настоящем 
пункте результат о неизбежности вымирания обеих популяций может 
быть интерпретирован следующим образом: дестабилизирующий фактор 
нелинейности размножения популяции жертв влечет за собой возник­
новение колебаний численности обеих популяций со все возрастающей 
амплитудой. Когда размах колебаний становится столь велик, что в фа­
зе минимума численность популяции жертв становится меньше крити­
ческой, то популяция жертв, а вслед за ней и популяция хищников вы­
мирают.

Выше мы рассмотрели полный набор двуфакторных модификаций 
системы Вольтерра, возникающих при учете одного стабилизирующе­
го и одного дестабилизирующего факторов. Во всех случаях проведено 
полное качественное исследование соответствующих систем дифферен­
циальных уравнений. В рассмотренных моделях реализуются три нетри­
виальных, т. е. не сопряженных с вымиранием одной из популяций или 
обеих популяций, динамических режима: а) стационарное существова­
ние обеих популяций, б) сосуществование обеих популяций в автоколе­
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бательном режиме, в) неограниченное размножение популяции жертвы 
или обеих популяций.

В зависимости от конкретного вида модели каждый из перечислен­
ных режимов может быть либо глобально устойчивым, либо обладать 
ограниченной областью притяжения. В последнем случае при фиксиро­
ванных значениях параметров в зависимости от начальных условий в си­
стеме устанавливается один из двух возможных динамических режимов.

При изменении значений параметров системы возможны качествен­
ные перестройки режима ее функционирования, а именно:

а) мягкий и жесткий режим возбуждения автоколебаний, причем во 
втором случае возможно возбуждение автоколебаний как ограниченной, 
так и неограниченно растущей амплитуды;

б) срыв равновесия, ведущий либо к вымиранию одной (или обеих) 
популяций, либо к неограниченному размножению;

в) разрушение автоколебаний на петле сепаратрисы.

3.5. Трехфакторные модификации системы Вольтерра

Введем фактор конкуренции жертв в биологически некорректные 
модели (3.4.5), (3.4.7), (3.4.11) и (3.4.20), тем самым учитывая в рам­
ках соответствующих новых моделей невозможность неограниченного 
размножения популяции жертв даже в отсутствие хищника. Это приво­
дит к одновременному учету трех факторов, влияющих на динамику си­
стемы хищник—жертва, дополнительно к включенным в классическую 
вольтерровскую модель. Таким образом, объектом исследования в на­
стоящем разделе являются некоторые трехпараметрические возмущения 
системы (3.1.1), или системы дифференциальных уравнений второго по­
рядка, зависящие от четырех параметров.

3.5.1. Насыщение хищника, нелинейность выедания им жертв 
(третий тип трофической функции хищника) 
и конкуренция жертв

Учет этих трех факторов в исходной модели (3.1.1) или, другими 
словами, дополнительный учет конкуренции жертв в модели (3.4.5) при­
водит к уравнениям

. Ьх2у ох  =  а х ------------   — ех ,
1 + А* (3.5.1,

dx2y
» =  - ‘»  +  Г м ? -
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Система (3.5.1) была исследована без построения параметрического 
портрета (Kasarinoff, Deiesch, 1978). Проведем полное ее исследование.

Замена переменных t =  т /а , х  =  (b/d)u , у =  (ad/b2)v переводит 
систему (3.5.1) в

и =  и — u2v
1 +  а и 2 

V =  —j v  +

— еа2,

где 7  =  с/а, а  =  АЬ2/сР.

2u zv
1 Т" otu2

(3.5.2)

Рис. 3.5.1. Параметрический портрет системы (3.5.2)

Параметрический портрет удобно изобразить, выбрав в качестве 
одной из координатных осей значение параметра а, а другой — щ  =
=  У 7/(1  - « 7 )  (P«c. 3.5.1).

Фазовые портреты системы (3.5.2) совпадают с портретом систе­
мы (3.4.1) (см. рис. 3.4.1 в), и их интерпретация аналогична. Никаких 
качественно новых эффектов в системе (3.5.2) не возникает.

3.5.2. Насыщение хищника, конкуренция хищника за отличные 
от жертвы ресурсы и конкуренция жертв

Учет этих трех факторов или, другими словами, введение фактора 
конкуренции жертв в модель (3.4.7) приводит к системе

х  =  ах — Ьху/ (1 +  Ах) — ех2, 
у =  —су +  d x y / (1 +  Ах) — hy2.

(3.5.3)

Эта система была предложена в статьях Алексеева (1973) и Базы- 
кина (1974), частично, а затем и полностью исследована в работах Ба-
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зыкина с сотрудниками (Базыкин, 1974; Bazykin, 1976; Базыкин и др., 
1980). После замены t =  т /а , х  =  (a/d)u, у =  (a/V)v система (3.5.3) 
переходит в

где у =  с/а, а  =  A d /a , S =  д/Ъ.
Таким образом, предстоит исследовать систему, зависящую от четы­

рех параметров. Задача облегчается тем, что поведение системы (3.5.4) 
при S =  0 и б =  0 исследовано ранее (уравнения (3.4.2) и (3.4.8) соот­
ветственно).

Анализ системы (3.5.4) построим следующим образом. По-прежне­
му рассматривая параметр у как выделенный, унаследованный от невоз­
мущенной системы Вольтерра, зафиксируем на первом этапе его значе­
ние и рассмотрим уравнения (3.5.4) при у =  1. После того как пара­
метрический портрет {а, 5, е} при у =  1 будет построен, проследим его 
эволюцию с изменением значения у.

Трехпараметрический {a, S, е}-портрет системы естественно стро­
ить в виде однопараметрического семейства двухмерных {а, £}-срезов 
при различных фиксированных значениях е. При е =  0 {а, £}-портрет 
системы (3.5.4) совпадает с параметрическим портретом системы (3.4.8). 
Рассмотрим, как он выглядит при 1 е > 0. При этом сначала нане­
сем на плоскость параметров {а, линии, отвечающие бифуркациям 
положений равновесия, а затем — предельных циклов.

Бифуркации равновесий. Уравнения нуль-изоклин системы:

В случае общего положения возможны три варианта взаимного рас­
положения нуль-изоклин системы: когда они не пересекаются, имеют в 
первом квадранте одну (А) и три (A i,C , А 2 ) точки пересечения соответ­
ственно (рис. 3.5.2).

При любых значениях параметров равновесиями системы являются 
начало координат О (всегда седло) и точка В  {и =  l/e , v =  0}.

Точка В  — это глобально устойчивый узел при значениях парамет­
ров, при которых нуль-изоклины не пересекаются в первом квадранте, 
и седло — при всех остальных значениях параметров. Седлом также 
является «промежуточное» положение равновесия С  при значениях па­
раметров, при которых на фазовом портрете системы имеются три рав-

й =  и — uv /  (1 +  аи) — ей2, 

v =  —yv +  uv /  (1 +  аи) — 5v2,
(3.5.4)

и =  0 , v =  (1 +  аи)(  1 — ей);

7 =  0 ,
(3.5.5)
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Рис. 3.5.2. Три варианта взаимного расположения нуль-изоклин систем (3.5.4) в 
случае общего положения

новесия. Равновесия А , А \  и А 2 — неседла. Характер их устойчивости 
будет рассмотрен ниже.

Условия слияния точек А \  и С, во-первых, и точек А 2 и С, во- 
вторых, задают на плоскости параметров {сц 5} две кривые, соответ­
ствующие бифуркациям коразмерности один седлоузлов А \С  и АъС\, 
соответственно.

Аналитически эти условия отвечают двукратным корням кубическо­
го уравнения

5(1 +  а и )2(1 — ей) =  (1 — а)и — 1. (3.5.6)
На плоскости параметров {а, 5} бифуркационные кривые, соответ­

ствующие существованию на фазовом портрете седлоузлов А \С  и А 2 С, 
имеют общие точки и ^  (рис. 3.5.3) и ограничивают замкнутую 
серповидную «двуугольную» область. Эти точки отвечают бифуркаци­
ям коразмерности два существования на фазовом портрете трехкрат­
ной особой точки, возникающей при одновременном слиянии двух узлов 
одинаковой устойчивости и седла. В параметрических точках и ^  
бифуркационные кривые касаются, асимптотически образуя полукуби- 
ческую параболу.

Таким образом, кривые S\  и S 2 седлоузлов А \С  и А 2 С  разби­
вают плоскость параметров на две области: параметрическим точкам, 
лежащим внутри двуугольника, соответствует существование на фазо­
вом портрете системы трех нетривиальных равновесий, параметрическим 
точкам вне двуугольника — существование на фазовом портрете одного 
нетривиального равновесия.
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Рис. 3.5.3. Последовательные этапы параметрического портрета системы (3.5.4): 
а — линии седлоузлов; б — линия нейтральности; в — линии петель сепаратрис и кратных 
циклов (полный портрет)

При б —̂ 0 нижняя дуга двуугольника, соответствующая бифурка­
ции образования на фазовом портрете седлоузла А 2С, «влипает» в ко­
ординатный угол {а, £}, причем точка стремится к (а  =  0 ,£ =  оо), 
а — к (а  = 1, S =  0), и параметрический портрет (см. рис. 3.5.3) 
приобретает вид, изображенный на рис. 3.4.4 б.

Проанализируем устойчивость точек А, А \  и А 2. Качественно это 
можно сделать, не прибегая к математическим выкладкам, зная лишь 
параметрический портрет системы (3.5.4) при е = 0 [совпадает с пара­
метрическим портретом системы (3.4.8) (см. рис. 3.4.4 б)] и при S = 0
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[совпадает с портретом системы (3.4.2) (см. рис. 3.4.1 б)] и руководству­
ясь соображениями непрерывности.

Рассмотрим положение линии нейтральности на {сц 5}-плоскости. 
Из сопоставления с параметрическим портретом (см. рис. 3.4.1 б) систе­
мы (3.4.2) следует, что ось абсцисс {сц 5}-портрета системы (3.5.4) име­
ет две общие точки с линией нейтральности ^ \ ( а  =  ад, 5 =  0) и — 
=  аг, 5 =  0) (см. рис. 3.5.3 б).

Из сопоставления с параметрическим портретом (см. рис. 3.4.4) си­
стемы (3.4.8) и соображений непрерывности следует, что линия ней­
тральности должна касаться верхней дуги двуугольника в точке 
(см. рис. 3.5.3, б). Между точками и линия нейтральности, сле­
довательно, пересекает нижнюю дугу двуугольника в точке При 
этом значения параметров, лежащие на отрезке ^ i ^ i ,  соответствуют на 
фазовом портрете нейтральности единственного равновесия А, а зна­
чения параметров, лежащие на отрезке соответствуют на фа­
зовом портрете нейтральности равновесия А\.  Параметрическая точка 

соответствует бифуркации коразмерности «один плюс один» — сли­
янию на фазовом портрете седла С  с узлом А 2 и нейтральности А\.  
Точка соответствует бифуркации коразмерности два вырожденного 
седлоузла А \С  (равновесия с двумя нулевыми собственными числами), 
аналогичной уже встречавшейся нам, в частности, при исследовании си­
стемы (3.4.8). При этом участок верхней дуги двуугольника отве­
чает существованию на фазовом портрете устойчивого седлоузла А \С ,  
а участок S$\x^ 2  — неустойчивого седлоузла А\С .

Проследим расположение линии нейтральности между точками 
и %  (см. рис. 3.5.3 б). Заметим, что поскольку точки и ^  соответ­
ствуют бифуркации коразмерности два, то они должны быть общими для 
линий седлоузлов одинаковой устойчивости: параметрическая точка 
соответствует слиянию на фазовом портрете седла С  и двух устойчивых 
узлов 4 i  и Й2, а точка ^  — слиянию седла С  и двух неустойчивых 
узлов А \  и А 2 . Это означает, что на нижней дуге двуугольника суще­
ствует точка А$ 2  такая, что участок дуги xrf\S$ 2  отвечает существованию 
на фазовом портрете устойчивого седлоузла А 2 С, а участок ^ 2 ^ 2  — 
неустойчивого седлоузла А 2 С . Точка S$ 2  соответствует бифуркации ко­
размерности два вырожденного седлоузла А 2 С  и является точкой ка­
сания линии нейтральности и нижней дуги двуугольника. Дальнейший 
ход линии нейтральности очевиден: она пересекает верхнюю дугу дву­
угольника в точке %  и затем входит в ось абсцисс в точке Точка 
^2 отвечает бифуркации коразмерности «один плюс один»: слиянию на 
фазовом портрете седла С  с узлом А \  и изменению устойчивости точ­
ки А 2 . Линия нейтральности на {а, 5}-портрете системы (3.5.4) постро­
ена полностью. Подчеркнем, что различные участки линии нейтраль-
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ности соответствуют нейтральности различных равновесий на фазовом 
портрете системы: участок отвечает нейтральности единственно­
го равновесия А , — нейтральности А i, S$\S$ 2  — нейтральности
седла С  (lAf/A^I =  1), ^ 2^2 — нейтральности А 2 и, наконец, —
снова нейтральности единственного равновесия А. Участок S$\S$2 , со­
ответствующий нейтральности седла С, формально бифуркационным не 
является, но на нем лежит точка Ж , отвечающая важной бифуркации 
коразмерности два.

Характер взаимного расположения линий седлоузлов и линии ней­
тральности, проведенной выше на основе общих соображений, был под­
твержден непосредственным расчетом (Буриев, 1983).

Бифуркации предельных циклов. На параметрическом портре­
те системы (3.5.4), кроме нанесенных уже линий (рис. 3.5.3 б), от­
вечающих бифуркациям особых точек, присутствуют линии, отвечаю­
щие бифуркациям предельных циклов. Рассмотрим характер бифурка­
ций и взаимное расположение соответствующих бифуркационных ли­
ний. Из точки внутрь двуугольника выходит линия Pi значений 
параметров, при которых на фазовом портрете системы существует 
петля сепаратрисы седла С  вокруг точки А\.  Эта линия имеет об­
щую точку с нижней дугой двуугольника и, естественно, не име­
ет продолжения вне двуугольника, поскольку соответствующие зна­
чения параметров отвечают отсутствию седла на фазовом портрете 
системы.

Структура параметрической окрестности точки, общей для линии 
седлоузлов и линии петли сепаратрисы, в случае общего положения ис­
следована в работе Лукьянова (1982). Асимптотика линий седлоузлов и 
петли сепаратрисы в окрестности точки О) не изучены, но есть основания 
полагать, что эти линии в случае общего положения касаются.

Совершенно аналогично из точки S$ 2  внутрь двуугольника выходит 
линия Р2 значений параметров, при которых на фазовом портрете систе­
мы существует петля сепаратрис седла С  вокруг точки А 2 . Эта линия 
имеет общую точку ^  с верхней дугой двуугольника.

Построим фазовые портреты для некоторых параметрических об­
ластей, чтобы проанализировать, какие еще бифуркационные линии с 
необходимостью присутствуют на параметрическом портрете системы.

На рис. 3.5.4 видно, что фазовые портреты для параметрических 
областей 5 и 6 различаются лишь большим предельным циклом, охваты­
вающим все три равновесия. Ясно, что портрет 5 в портрет 6 с необходи­
мостью переводит бифуркация образования на фазовом портрете «боль­
шой» петли сепаратрисы седла С , охватывающей оба равновесия A i 
и А 2 . Другими словами, на параметрическом портрете системы с необ­
ходимостью должна существовать линия значений параметров, отвеча-
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Рис. 3.5.4. Полный набор грубых фазовых портретов системы (3.5.4)

ющих существованию на фазовом портрете системы «большой» петли 
сепаратрис. Эта параметрическая линия, естественно, целиком лежит 
внутри двуугольника, поскольку значения параметров, лежащие вне дву­
угольника, соответствуют отсутствию седла С  на фазовом портрете, и 
имеет общие точки ^  и ^  с дугами двуугольника. Как показано на 
рис. 3.5.3 в, точка расположена между и f^i, а точка — меж­
ду и ^ 2-
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Полный параметрический портрет системы не исчерпывается пере­
численными линиями. Линия значений параметров, отвечающих
существованию на фазовом портрете большой петли сепаратрис, как 
видно на рис. 3.5.3 в , пересекает линию S$\S$ 2  нейтральности седла С 
(точка Ж ).  Точка Ж  пересечения соответствует исследованной в работе 
Ноздрачевой (1982) бифуркации коразмерности два существования на 
фазовом портрете системы нейтральной петли сепаратрисы. Это озна­
чает, что если значения параметров пересекают линию большой
петли сепаратрис сверху вниз на участке 3^\Ж , то на фазовом портрете 
из петли сепаратрисы рождается устойчивый предельный цикл. Если же 
значения параметров в том же направлении пересекают линию на
участке Ж то на фазовом портрете при этом «влипает» в петлю сепа­
ратрис и разрушается неустойчивый предельный цикл. Это, в частности, 
означает, что точка Ж  является концевой для линии Q значений пара­
метров, соответствующих существованию на фазовом портрете системы 
двукратных циклов.

Таким образом, при переходе значений параметров из области 6 в 
область 5 на фазовом портрете системы события могут разворачиваться 
двояко: либо большой устойчивый предельный цикл разрушается («ло­
пается») на петле сепаратрис, либо сначала внутри устойчивого предель­
ного цикла из петли сепаратрис рождается неустойчивый (параметриче­
ская область и фазовый портрет 9), а затем при дальнейшем движении 
по параметру оба цикла слипаются и аннигилируют при пересечении 
значениями параметров линии Q кратных циклов.

Остается последний вопрос. Где находится второй конец линии Q 
значений параметров, при которых на фазовом портрете системы суще­
ствуют двукратные предельные циклы (линии кратных циклов)? Есте­
ственно предположить, что на участке линии нейтральности между точ­
ками %  и %  существует точка в которой обращается в нуль первая 
ляпуновская величина. Эта параметрическая точка отвечает бифурка­
ции коразмерности два и является концевой для линии кратных циклов. 
Прямой расчет подтвердил правильность этого предположения (Буриев, 
1983). На этом построение {а, £}-параметрического портрета при 7  =  1 
системы (3.5.4) завершено (см. рис. 3.5.3 в). Грубые фазовые портреты 
для параметрических областей 1-10 представлены на рис. 3.5.4.

В соответствии с намеченным планом исследования системы (3.5.4) 
рассмотрим, как изменяется {а, £}-портрет системы при увеличении е. 
Заметим, что вид {сц £}-портрета при е <С 1 не зависит от значения 
параметра у. Вид {сц £}-среза при е > 1/4 также не зависит от зна­
чения у: весь первый квадрант {сц £}-среза представляет собой пара­
метрическую область 1, поскольку из соответствующих алгебраических 
уравнений следует, что с возрастанием е при любых у сближаются, а за­
тем сливаются и исчезают пары точек и и
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Рис. 3.5.5. Трехмерная структура окрестности параметрической точки коразмер­
ности три, общей в пространстве параметров {а , S, е} для линии А  бифуркации 
коразмерности два трехкратных точек и поверхности N  нейтральности кораз­
мерности один

Какие перестройки {сц £}-параметрического портрета, происхо­
дящие с увеличением е, должны предшествовать слиянию точек 
и Очевидно, что в случае общего положения обе точки и ^  
в момент, предшествующий при движении по параметру е их слиянию 
и исчезновению с параметрического портрета, должны находиться либо 
выше, либо ниже линии нейтральности N .  Другими словами, прежде 
чем исчезнуть с параметрического портрета, двуугольник должен цели­
ком либо опуститься под линию N ,  либо подняться над ней. После­
довательность перестроек, происходящих при этом с параметрическим 
{а, £}-портретом, была численно исследована Т.И.Буриевым (1983). 
Основное событие состоит в том, что при некотором критическом зна­
чении параметра е линия нейтральности N  проходит через один из «уг­
лов двуугольника» (точку или gfa)- Эта ситуация соответствует би­
фуркации коразмерности три, в общем случае не исследованной. Па­
раметрическая структура окрестности этой точки для системы (3.5.4) 
получена посредством проекции на плоскость окружающей ее сферы 
(рис. 3.5.5). Можно предположить, что эта структура отвечает слу­
чаю общего положения для окрестности параметрической точки, об­
щей для линии трехкратных фазовых точек и поверхности нейтраль­
ности в трехпараметрическом пространстве, другими словами, соответ­
ствует нарушению одного из условий невырожденности по Богдано­
ву (1976 а, б).
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Эволюция {а, £}-портрета с увеличением е сопровождается некото­
рыми перестройками параметрических линий кратных циклов и петель 
сепаратрис. Рассматривать всю последовательность перестроек парамет­
рического портрета {сц 6} нет необходимости, поскольку они не при­
водят к появлению новых бифуркационных линий и параметрических 
областей. Отметим лишь, что, как было показано Т. И. Буриевым (1983), 
при у < 7Кр ^ 1 , 4  увеличение е приводит к поднятию двуугольника над 
линией N ,  а при 7  > 7кр — к его опусканию под линию N.

Таким образом, построение параметрического портрета и полного 
набора фазовых портретов системы (3.5.4) можно считать завершенным.

Фазовые портреты и их бифуркации. Из результатов проведен­
ного выше исследования следует, что в зависимости от значений пара­
метров в системе (3.5.4) могут реализоваться десять различных типов 
динамического поведения, соответствующих фазовым портретам, пред­
ставленным на рис. 3.5.4. Рассмотрим, что общего у этих типов пове­
дения между собой, какие между ними существуют различия, какие 
динамические события могут происходить при изменении значений па­
раметров.

Прежде всего проведем классификацию фазовых портретов систе­
мы (3.5.4) по характеру и числу притягивающих режимов:

Одно равновесие 1, 5
Один цикл 3, 8
Два равновесия 2
Равновесие и цикл 4, 6 , 7, 9, 10

Остановимся подробнее на структуре отдельных фазовых портретов. 
Портрет 1 аналогичен многим рассмотренным выше при анализе различ­
ных моделей хищник—жертва. Он отвечает существованию одного гло­
бально притягивающего равновесия и особого интереса не представляет. 
При значениях параметров, лежащих в области 5, система также имеет 
единственное глобально устойчивое равновесие. Поведение системы при 
этом отличается от предыдущего случая лишь характером переходных 
процессов при возвращении в равновесие после возмущения. При ана­
лизе конкретных экологических ситуаций эти различия, однако, могут 
оказаться весьма существенными.

Параметрические области 3 и 8 отвечают существованию у систе­
мы глобально притягивающего автоколебательного режима — ситуация, 
также уже встречавшаяся в ранее изученных системах. Качественно 
новым является поведение системы (3.5.4) при значениях параметров, 
лежащих в области 2. На фазовом портрете при этом реализуются два
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нетривиальных устойчивых равновесия, в одно из которых в зависимости 
от начальных условий попадает система. Заметим, что любое достаточно 
сильное возмущение системы, находящейся в равновесии A i, в сторону 
увеличения или уменьшения численности любой из популяций при по­
стоянной численности другой переводит систему в область притяжения 
равновесия А 2 (см. рис. 3.5.4, режим 2).

Наиболее богат набор режимов динамического поведения систе­
мы (3.5.4), когда на фазовом портрете одновременно имеются устой­
чивое равновесие и предельный цикл. Следует различать прежде всего 
два случая: устойчивое равновесие находится вне (4) и внутри цикла 
(6 , 7, 9, 10). В первом случае поведение системы близко к поведению на 
фазовом портрете 2 с тем отличием, что вместо устойчивого равновесия 
A i  имеется устойчивый предельный цикл вокруг равновесия. Любое до­
статочно сильное возмущение автоколебательного режима по каждой из 
компонент переводит систему в область притяжения равновесия А 2 .

Параметрические области 6 , 7, 9 и 10 соответствуют ситуации жест­
кого (в фазовом смысле) режима возбуждения автоколебаний. Любое до­
статочно сильное возмущение системы, находящейся в состоянии равно­
весия, переводит ее в область притяжения автоколебаний «вокруг» этого 
равновесия. При этом при значениях параметров в областях 7, 9 и 10 на 
фазовых портретах границей области притяжения равновесия является 
неустойчивый предельный цикл вокруг этого равновесия. При значениях 
параметров в области 6 на фазовом портрете область притяжения равно­
весия устроена более сложно. Она ограничена двумя сматывающимися 
с неустойчивого равновесия А \  полусепаратрисами, входящими в сед­
ло С, и представляет собой некое подобие «улитки», скручивающейся с 
равновесия А\.

Такая структура области притяжения равновесия А 2 приводит к 
двум взаимосвязанным следствиям. Во-первых, в окрестности равнове­
сия А \  имеет место ситуация «динамической неопределенности» (Ба­
утин, Шильников, 1980): сколь угодно малое возмущение начальных 
условий в любом направлении может переводить систему из области 
притяжения равновесия в область притяжения предельного цикла, и на­
оборот. Во-вторых, постепенное увеличение возмущения равновесия А 2 
в определенном направлении, например вдоль прямой, соединяющей на 
фазовом портрете равновесия А \  и А^, приводит к «чересполосице», т. е. 
к качественно немонотонной реакции системы на возрастание возмуще­
ния: система попадает то в одну, то в другую область притяжения.

Описав фазовые портреты, перейдем к описанию событий, которые 
могут происходить в системе (3.5.4) при постепенном изменении зна­
чений параметров с притягивающими объектами, т. е. с устойчивыми 
равновесиями и устойчивыми предельными циклами.
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При изменении значений параметров с устойчивыми равновесиями 
могут происходить события пяти различных типов:

1) Срыв равновесия на новое равновесие. При значениях параметров, 
лежащих в области 2 , система может находиться в одном из двух со­
стояний устойчивого равновесия: А \  или А 2 . Если система находит­
ся в равновесии А\,  то изменение значений параметров, при котором 
на параметрическом портрете пересекается граница никак не
сказывается на поведении системы. Если же значения параметров 
пересекают линию то происходит срыв равновесия: устойчи­
вый узел А \  сливается с седлом С, и система «скачком» переходит 
в равновесие А^. Аналогично, если исходно значения параметров 
лежат в области 2 , то система, находящаяся в равновесии А^, при 
изменении значений параметров, соответствующих переходу в па­
раметрическую область 1 через линию скачком переходит в
равновесие А\.

2) Мягкое возбуждение колебаний. При изменении значений пара­
метров, соответствующих переходу 1 —► 3, происходит мягкое воз­
буждение колебаний вокруг единственного равновесия — явление, 
уже знакомое нам, в частности, по исследованию систем (3.4.2) и
(3.4.8). При изменении значений параметров, соответствующих пе­
реходу 2 —► 4, в системе происходит мягкое возбуждение колебаний, 
если она исходно находилась в равновесии Ai,  и не происходит ни­
каких событий, если она находилась в равновесии А^.

3) Жесткое возбуждение колебаний. При изменении значений пара­
метров, соответствующих переходам 6 , 10 —► 3 и 7 —► 8 , в системе 
происходит жесткое параметрическое возбуждение колебаний — яв­
ление, знакомое нам, в частности, по исследованию системы (3.4.3). 
Исходные равновесные значения переменных при этом находятся 
внутри диапазона жестко возбудившихся колебаний.

4) Срыв устойчивого равновесия на удаленный предельный цикл. 
При изменении значения параметров, соответствующих переходу 
4 —► 3 в системе, исходно находившейся в состоянии равновесия А 2 , 
происходит срыв равновесия на автоколебательный режим. Отличие 
от предыдущего случая (жесткого возбуждения колебаний) состоит 
в том, что исходные равновесные значения переменных лежат, во­
обще говорят, вне диапазона изменений переменных в новом уста­
новившемся автоколебательном режиме.

5) Рождение автоколебаний из петли седлоузла. При изменении зна­
чений параметров, соответствующих переходу 5 —► 3, в системе



3 .5 . Т р е х ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  с и с т е м ы  В о л ь т е р р а И З

также происходит возбуждение колебаний, причем сразу большой 
амплитуды. Отличие от двух предыдущих случаев состоит в том, 
что форма колебаний носит релаксационный характер и большую 
часть времени система проводит в окрестности состояния, до би­
фуркации бывшего равновесным.

Рассмотрим события, которые могут происходить при изменении 
значений параметров с системой, находящейся в автоколебательном ре­
жиме. Существуют четыре типа таких событий.

1) Мягкое затухание колебаний. Явление, обратное мягкому возбу­
ждению колебаний из устойчивого равновесия, происходит при пе­
реходе значений параметров 3 —► 1, а также 4 —► 2, если при
значениях параметров в области 4 система находилась в автоколе­
бательном режиме.

2) Жесткое затухание автоколебаний — явление, обратное жестко­
му возбуждению автоколебаний. Происходит при переходе значений 
параметров 9 —► 5 и 10 —► 1.

3) Разрушение автоколебаний на петле сепаратрисы происходит 
при переходе значений параметров 4 —► 5, если при значениях
параметров в области 4 система находилась в автоколебательном 
режиме. По мере приближения к бифуркационным значениям пара­
метров амплитуда колебаний увеличивается и колебания приобре­
тают релаксационную форму.

4) Остановка автоколебаний в седлоузле на цикле — явление, обрат­
ное рождению автоколебаний из петли седлоузла. Происходит при 
переходе значений параметров 5 —► 3. По мере приближения к
бифуркационным значениям параметров, автоколебания, сохраняя 
большую амплитуду, приобретают релаксационную форму.

Этим исчерпывается перечень бифуркационных событий, приводя­
щих к качественным изменениям поведения системы (3.5.4) при измене­
нии значений параметров.

Экологическая интерпретация. Рассмотрим экологическую интер­
претацию фазовых портретов системы (3.5.4) при фиксированных значе­
ниях параметров и событий, происходящих с устойчивыми равновесиями 
и автоколебаниями при изменении значений параметров. Наибольший 
интерес при этом представляют ситуации, при которых на фазовом пор­
трете системы имеется более одного притягивающего объекта.
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При значениях параметров, лежащих в области 2, на фазовом пор­
трете системы имеются два устойчивых равновесия А \  и А 2 , области 
притяжения которых разделены входящей сепаратрисой седла С. Эко­
логически А \ — это равновесие, «унаследованное» от исходной системы 
Вольтерра, в котором популяции хищника и жертвы взаимно лимитиру­
ют численность друг друга. Качественно иную природу имеет равнове­
сие А 2; ее легко представить, рассматривая предельный случай е —► 0 .
При этом равновесная численность хищника va2 —► ^max =  | ( 1 / а  —7 ).
Смысл этого выражения вполне прозрачен: 1/а  — максимальная ско­
рость прироста популяции хищника в отсутствие смертности и при из­
бытке жертвы; (1 /а  — 7 ) — максимальная скорость роста популяции 
хищника с учетом смертности; 1/8 — величина, обратная интенсивности 
внутривидовой конкуренции хищника за ресурсы, отличные от жертвы, 
т. е. пропорциональная емкость экологической ниши хищника при избыт­
ке жертвы. В целом величина г>тах характеризует емкость экологической 
ниши хищника и аналогична величине К  в логистическом уравнении.

При равновесная численность популяции жертвы ua2 —► 1/е,
т. е. к максимальной плотности, допускаемой ресурсами жертвы.

Таким образом, в равновесии А 2 популяция жертвы лимитирует­
ся не хищниками, но доступными ей ресурсами, а популяция хищника 
лимитируется ресурсами, отличными от жертвы.

Поведение системы при значениях параметров, лежащих в обла­
сти 4, близко к поведению при значениях параметров в области 2, с 
тем отличием, что популяции хищника и жертвы, взаимно лимитируя 
численность друг друга, находятся не в стационарном, а в автоколеба­
тельном режиме сосуществования, соответствующем устойчивому циклу 
вокруг равновесия А\.

Экологическая интерпретация поведения системы при возмущени­
ях равновесия А \  аналогична изложенной при исследовании системы
(3.4.8), с тем отличием, что популяция жертвы, «ускользнув» (в попу­
ляционном смысле) от хищника, размножается не беспредельно, а ста­
билизируется вблизи численности, допускаемой уровнем доступных ей 
ресурсов.

Перейдем к экологической интерпретации событий, происходящих 
в системе при изменении значений параметров.

Из рассмотрения параметрического портрета системы ясно, что 
к одним и тем же качественным перестройкам режима функциони­
рования экосистемы могут приводить изменения различных парамет­
ров. Ограничимся рассмотрением событий, происходящих при изме­
нении параметра 8 при различных фиксированных значениях всех 
остальных параметров. Напомним, что 8 характеризует интенсивность
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конкуренции хищников за ресурсы, отличные от жертвы, а 1/8 — 
соответственно величина, пропорциональная емкости экологической 
ниши хищника при избытке жертвы. Параметр е считаем малым 
(е <С 1). Это экологически означает, что плотность популяции жерт­
вы, определяемая доступными ей ресурсами в отсутствие хищника, 
много больше, чем плотность, при которой поддерживается популя­
ция жертвы, когда определяющим фактором является ее истребление 
хищником.

События, происходящие при изменении параметров с равновеси­
ем А\,  аналогичны событиям с единственным равновесием А  в ранее 
исследованной системе (3.4.8). Единственное отличие состоит в том, что 
и при срыве равновесия, и при разрушении автоколебаний на петле сепа­
ратрисы численность популяции жертвы в системе (3.5.4), в отличие от 
системы (3.4.8), не растет неограничено, а стабилизируется, в результате 
чего система переходит в равновесие А 2 .

Рассмотрим, что происходит при изменении параметров с равнове­
сием А 2 . Заметим при этом, что при значениях параметров, лежащих в 
областях 1, 3 и 10, когда в системе существует единственное равнове­
сие, различие между равновесиями А 1, обусловленным взаимодействи­
ем между хищником и жертвой, и А 2 , обусловленным взаимодействием 
каждой из популяций со своим ресурсом, естественно, теряется. Однако, 
помня о том, что в системе (3.4.8), в которую переходит (3.5.4) при е =  0, 
сосуществование популяций хищника и жертвы при значениях парамет­
ров, лежащих выше линии седлоузлов, невозможно, полезно с некоторой 
долей условности считать, что совокупность значений параметров, лежа­
щих правее и выше двуугольника, отвечает существованию равновесия 
типа А 2 , а область левее и ниже двуугольника — существованию равно­
весия А\.  Условность состоит в том, что четкой границы между этими 
совокупностями значений параметров не существует, однако для интер­
претаций, не претендующих на абсолютную строгость, такое разделение 
удобно.

События, происходящие с равновесием А 2 при изменении емкости 
экологической ниши хищника (1/8), качественным образом зависят от 
биотического потенциала хищника при избытке жертвы. Эта величина, 
как уже говорилось, пропорциональна 1/а.  Будем рассматривать собы­
тия, происходящие в системе при изменении емкости экологической ни­
ши хищника, последовательно увеличивая фиксированное значение его 
биотического потенциала. При этом весь диапазон значений параметра а  
распадается на семь интервалов (см. рис. 3.5.3 в).

1) а  > а&2. При любых значениях 8 в системе существует единствен­
ное и притом устойчивое равновесие типа А 2 . Биотический потен­
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циал хищника очень мал, и хищник не в состоянии контролировать 
популяцию жертвы. Равновесные численности популяций хищника 
и жертвы определяются доступными им ресурсами.

2) а<$2 > а  > Довольно узкий интервал значений параметров, 
в котором при уменьшении емкости экологической ниши хищни­
ка равновесие мягко теряет устойчивость (граница 2). Как и 
всякое мягкое возбуждение колебаний, это явление обратимо: при 
движении по параметру S в обратном направлении равновесие ста­
новится устойчивым при том же критическом значении параметра. 
Это явление может служить иллюстрацией положения об условно­
сти выделения равновесий различного типа в случае, когда значения 
параметров лежат в окрестности «уголка двуугольника».

3) aj?  > а  > В этом интервале значений биотического потен­
циала увеличение емкости экологической ниши хищника влечет за 
собой жесткое возбуждение автоколебаний, т. е. возникновение ав­
токолебаний сразу большой амплитуды.
Важно подчеркнуть, что хотя феноменология явления одинакова во 
всем рассматриваемом интервале значений биотического потенциа­
ла, лежащие в его основе механизмы различны: это может быть ли­
бо потеря устойчивости фокусом с исчезновением на нем неустойчи­
вого предельного цикла (пересечение линии ^ ^ 2^ 2), либо слияние 
устойчивого узла с седлом внутри устойчивого цикла (линия 
Это замечание существенно, поскольку совершенно различны при 
этом критерии приближения к параметрической «опасной границе».
Возникновение автоколебаний большой амплитуды в рассматрива­
емой ситуации локально параметрически необратимо вне зависи­
мости от бифуркационного механизма: уменьшение емкости эколо­
гической ниши после возникновения автоколебаний до значений, 
меньших того, при котором автоколебания возникли, не влечет за 
собой их прекращения. Лишь дальнейшее значительное сокращение 
емкости экологической ниши (пересечение линии & ^ в л е ч е т  
за собой «жесткое» восстановление стационарного режима сосуще­
ствования. Бифуркационный механизм этого восстановления опять 
же может быть различным. Это либо слияние пары циклов (ли­
нии &  Ж },  либо гибель устойчивого цикла на петле сепаратрис
(линия Ж Ж )  со срывом траекторий внутрь цикла.

4) a ^ i  > а  > а@1. В этом интервале значений биотического потен­
циала увеличение емкости экологической ниши влечет за собой 
интересное и ранее для задач математической экологии не опи­
санное явление. При увеличении емкости сверх некоторой кри-
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тической (линия в системе, как и в предыдущем случае,
возникают автоколебания сразу большой амплитуды. Характерной 
особенностью этих автоколебаний является очень большой (поряд­
ка Т ^ 1/(£кр — 5)) период, и то, что большую часть времени си­
стема проводит в окрестности состояния, которое при докритиче- 
ских значениях параметра было устойчивым. Наиболее интересно 
то, что в отличие от только что рассмотренных механизмов жестко­
го возбуждения колебаний в данном случае явление гистерезиса не 
наблюдается: при движении по параметру в обратном направлении 
автоколебания исчезают и равновесие восстанавливается при том 
же самом критическом значении параметра.
Экологическая интерпретация этого явления с использованием 
представлений о «стабилизирующих» и «дестабилизирующих» фак­
торах, по-видимому, невозможна, поскольку оно возникает лишь как 
результат взаимодействия всех учтенных в рамках данной модели 
факторов.

5) OLQj1 > а  > а ^ г . В этом интервале значений биотического потенциа­
ла увеличение емкости экологической ниши также приводит к воз­
никновению автоколебаний большой амплитуды, однако, в отли­
чие от ранее рассмотренных случаев, значения переменных, быв­
шие равновесными в докритический момент, лежат вне диапазона 
возникающих автоколебаний. Поэтому в данном случае правильно 
говорить не о возбуждении колебаний, а о срыве равновесия на 
автоколебания. Так же как и при > а  > а ^ ,  явление парамет­
рически локально необратимо — имеет место гистерезис.

6) OLcg1 > а  > Q-sz/i • Увеличение емкости экологической ниши приводит 
к срыву равновесия А 2 на А\.  Последующее уменьшение емкости 
ниши не приводит сразу к восстановлению равновесия А 2 — имеет 
место гистерезис. Для восстановления требуется более значитель­
ное уменьшение емкости ниши (пересечение линии
Экологический смысл этого явления состоит, по-видимому, в следу­
ющем. При малой емкости экологической ниши популяция хищника 
немногочисленна и не может контролировать популяцию жертвы, 
которая лимитируется собственными ресурсами (равновесие А 2 ). 
С увеличением емкости ниши равновесная плотность популяции 
хищника растет и наконец достигает такого уровня, при котором 
хищник «уже может взять на себя» контроль над популяцией жерт­
вы. Плотность популяции жертвы (а за ней и хищника) сокращает­
ся, и система скачком переходит в равновесие А 1, в котором попу­
ляции хищника и жертвы взаимно контролируют друг друга.
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Если после установления равновесия А \  отличные от жертвы ресур­
сы хищника снова начинают сокращаться, то плотность популяции 
хищника несколько сокращается, хотя в основном она определяется 
взаимодействием с популяцией жертвы. Соответственно ослабевает 
давление хищника на популяцию жертвы, и равновесная плотность 
популяции жертвы возрастает. При дальнейшем сокращении емко­
сти экологической ниши хищника равновесная плотность популя­
ции жертвы достигает значения столь высокого, что хищник ока­
зывается «уже не в состоянии» контролировать популяцию жертвы. 
Плотность популяции жертвы (а за ней и хищника) увеличивается, 
и система скачком переходит в состояние А 2 .
Описанные выше события, происходящие при изменении емкости 
экологической ниши хищника, когда > а  > а ^ г, интерпрети­
руются совершенно аналогично, с той разницей, что стационарное 
сосуществование популяций хищника и жертвы в условии взаимной 
регуляции плотности неустойчиво и они могут сосуществовать, вза­
имно регулируя численность друг друга, лишь в автоколебательном 
режиме, соответствующем устойчивому предельному циклу вокруг 
равновесия А\.

7) а < Q-sz/i • Вне зависимости от емкости экологической ниши хищни­
ка в системе существует единственное состояние равновесия. Эко­
логически это означает, что биотический потенциал хищника столь 
высок, что хищник всегда контролирует плотность популяции жерт­
вы. Впрочем, стационарное сосуществование может при этом быть 
неустойчивым, и популяции могут сосуществовать в автоколеба­
тельном режиме.

На этом экологическая интерпретация динамических режимов и их 
перестроек, реализующихся в системе (3.5.4), завершена.

Наиболее интересными представляются следующие результаты:
а) возможность устойчивого сосуществования хищника и жертвы в 

различных  состояниях при одних и тех же условиях (значениях пара­
метров);

б) связанные с этим разнообразные гистерезисные эффекты при из­
менении условий, другими словами, необратимость качественных пере­
строек режимов функционирования при изменении условий;

в) возможность безгистерезисного возникновения автоколебаний 
большой амплитуды при изменении условий.

Замечание. Некоторые важные особенности динамики мультиста- 
бильных систем были изучены рядом авторов (Harrison, 1986; Wollkind 
et al., 1988; Hainzl, 1988; Collins, Wollkind, 1990; Collins et al., 1990; 
Wollkind et ah, 1991). Модель, имеющая много общего с системой (3.5.4),



3 .5 . Т р е х ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  с и с т е м ы  В о л ь т е р р а 119

исследовалась в серии работ А. С. Исаева и его сотрудников (Исаев и др., 
1979 a-в; Недорезов, 1979). Общей особенностью этих моделей является 
то, что в отличие от подавляющего большинства других моделей мате­
матической экологии в них исследуются ситуации, когда на фазовом 
портрете системы может существовать более одного устойчивого нетри­
виального равновесия. Отличие состоит в том, что в исследованиях Иса­
ева и др. используется восходящий к работе Колмогорова (Kolmogoroff, 
1936; Колмогоров, 1972) подход, при котором оговариваются лишь огра­
ничения общего характера, накладываемые на вид функций, тогда как 
в настоящей работе анализируется конкретная параметрическая форма 
соответствующих функций. Оставаясь в рамках более общего колмого- 
ровского подхода, удается установить лишь некоторые общие свойства 
динамики (число равновесий и иногда их локальную устойчивость). В 
отношении иных, не менее существенных для практики особенностей 
динамики, связанных, например, со взаимным расположением сепара­
трис и предельных циклов, при таком подходе приходится довольство­
ваться утверждениями типа того, что тот или иной вид фазового пор­
трета «не противоречит ограничениям, наложенным на вид правых ча­
стей системы обыкновенных дифференциальных уравнений» (Недорезов, 
1979, с. 33), но отнюдь не обязательно реализуется.

С другой стороны, параметрический портрет, полученный в насто­
ящей работе, будучи структурно грубым, очевидно, сохраняет свой вид 
при малом «шевелении» правых частей дифференциальных уравнений 
и поэтому справедлив не только для исследованной системы, но и для 
любых систем, близких к исследованной.

Для описания основных динамических характеристик пары взаимо­
действующих популяций «фитофаг—энтомофаг» была предложена пяти­
параметрическая модель (Базыкин и др., 1993; Базыкин, Березовская, 
1995; Bazykin et al., 1996), анализ которой проводился методами теории 
бифуркаций. Есть веские основания полагать, что основные события, 
описываемые этой моделью, происходят в окрестности бифуркации ко­
размерности четыре.

3.5 .3 . Насыщение хищника, конкуренция хищника за жертву 
и конкуренция жертв

Учет этих трех факторов приводит к системе (Базыкин, Буриев,
1980, 1981):

Ъху
х = ах —

(1 + Ах)( 1 + By)  
dxy

— ex2,
(3.5.7)

у =  - е у  +
(1 + Ах)( 1 + By) ’
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которая заменой t =  т/а, х  =  (a/d)u, у =  (a/V)v приводится к виду

• U V  2и =  и —  --------- —------ —— — ей ,
(1 + au )( l  + (3v)

(3.5.8)
V =  - 1 V + ----- ^ ----- .

У (1 +  аи)(1 +  (3v)

Уравнения (3.5.8) зависят от четырех параметров. При построе­
нии полного параметрического портрета воспользуемся тем, что система
(3.5.8) при б =  0 переходит в систему (3.4.11), параметрический пор­
трет которой построен ранее (см. рис. 3.4.4 б; 3.4.8 б). Напомним, что 
поведение системы (3.4.11) зависит от знака неравенства 7  ^  1.

Исследование системы (3.5.8) проведем следующим образом. На 
первом этапе зафиксируем некоторое значение у ^  1 и построим од­
нопараметрическое семейство двупараметрических {сц /3}-срезов трех­
параметрического {а, /3, е}-портрета системы, возникающее при после­
довательном увеличении параметра е начиная от нуля. Затем повторим 
ту же процедуру для произвольного фиксированного значения у > 1.

Предваряя описание результатов исследования, заметим, что в за­
висимости от значений параметров в системе существуют одно или три 
нетривиальных равновесия либо нетривиальные равновесия отсутствуют 
(а +  е > 1у), и этот случай далее не рассматривается.

Порядок исследования системы (3.5.8) при у < 1, а также парамет­
рические и фазовые портреты системы в точности совпадают с таковыми 
для системы (3.5.4). Единственным отличием является замена парамет­
ра S, характеризовавшего в системе (3.5.4) интенсивность конкуренции 
хищников за отличные от жертвы ресурсы, параметром /3, характеризу­
ющим в системе (3.5.8) интенсивность конкуренции хищника за жерт­
ву. Поскольку близки по биологическому смыслу факторы, учтенные в 
моделях (3.5.4) и (3.5.7), то аналогична, естественно, и интерпретация 
результатов исследования моделей.

Параметрический портрет системы (3.5.8) при у > 1 и е =  0 совпа­
дает с параметрическим портретом системы (3.4.11). При у > 1 и е <С 1 
на {а, /3}-срезе полного {сц /3, е}-параметрического портрета системы 
существует, так же как и на аналогичном срезе при у < 1, серповид­
ная двуугольная область значений параметров, при которых на фазовом 
портрете существуют три нетривиальных равновесия. Что касается ли­
нии нейтральности, то она на {сц /3}-срезе при у > 1 выглядит иначе, 
чем при у ^  1. Представление о ее расположении относительно коорди­
натных осей и бифуркационных линий седлоузлов можно получить из 
сравнения портретов системы (3.5.8) при е =  0 и при /3 =  0 , исполь­
зуя соображения непрерывности. Качественный характер расположения
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Рис. 3.5.6. Срез параметрического портрета {а , /3} системы (3.5.8) при е <С 1 
и 7  <  1

трех линий петель сепаратрис устанавливается на основе соображений, 
использованных при исследовании системы (3.5.4), и подтвержден чис­
ленным расчетом, проведенным Т.И.Буриевым (Базыкин, Буриев, 1981).

Существенно, что участок линии нейтральности, соответствующий 
нейтральности седла (пунктирная линия на рис. 3.5.6) пересекает
не только линию «большой» петли сепаратрис, но и линию «малой» пет­
ли сепаратрис, охватывающей равновесие А \.  Соответствующая точка 
пересечения является концевой для линии кратных циклов, охваты­
вающих равновесие А \.  Второй конец линии кратных циклов расположен 
на участке линии нейтральности, отвечающем нейтральности равнове­
сия Ai,  и определяется из условия равенства нулю первой ляпуновской 
величины на этой линии (точка &\).  На этом процедура построения 
{а, /3}-среза параметрического портрета при произвольном 7  > 1 и е <С 1 
завершена.

Большинство параметрических областей на рис. 3.5.6 отвечает фа­
зовым портретам, аналогичным описанным при исследовании системы 
(3.5.4). (Нумерация сохранена той же.) Лишь при значениях парамет-
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Рис. 3.5.7. Фазовые портреты системы (3.5.8) при значениях параметров, лежа­
щих в областях параметрического портрета 11 и 12

ров в областях 11 и 12 в системе (3.5.8) реализуются фазовые портреты, 
отличные от фазовых портретов системы (3.5.4) (рис. 3.5.7).

Рассмотрим эволюцию {сц /?}-среза с ростом е при 7  > 1.
При увеличении е параметрический портрет, изображенный на 

рис. 3.5.6, претерпевает последовательно две существенные перестрой­
ки, связанные с бифуркациями коразмерности три, встречавшимися ра­
нее. Первая из них отвечает изменению характера касания линий ней­
тральности и седлоузлов в точке Одновременно при том же значении 
бкр(7 ) в ту же точку стягиваются оба конца линии Q кратных цик­
лов и Ж\. Аналогичная бифуркация коразмерности три наблюдалась 
при исследовании системы (3.4.16) (см. рис. 3.4.15). При дальнейшем 
росте б параметрический {а , /?}-срез принимает вид, изображенный на 
рис. 3.5.3 в. При этом параметрические области 11 и 12 стягиваются в 
точку и исчезают со среза. Новые параметрические области не образу­
ются.

При дальнейшем увеличении е эволюция {а, /?}-среза происходит 
качественно так же, как и эволюции {сц £}-среза системы (3.5.4). Основ­
ная перестройка {сц /?}-параметрического среза связана при этом с би­
фуркацией коразмерности три, проявляющейся на {сц /?}-срезе в про­
хождении линии нейтральности через «уголок» линии седлоузлов. При 
достаточно большом е двуугольник оказывается, в зависимости от зна­
чения у, либо над, либо под линией нейтральности, а затем при даль­
нейшем росте б стягивается в точку и исчезает с {сц /3}-среза. Новые 
параметрические области и, соответственно, новые фазовые портреты
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при этом не возникают. Таким образом, полное качественное исследова­
ние системы (3.5.8) завершено.

Опишем подробнее фазовые портреты 11 и 12, не встречавшиеся ра­
нее, и перестройки, происходящие с ними при изменении значений пара­
метров. Динамическое поведение, соответствующее портрету 12, близко 
к поведению системы при значениях параметров, лежащих в области 5: 
на фазовом портрете существуют одновременно два локально устойчи­
вых равновесия А\  и 4г- Отличие состоит лишь в характере границы, 
разделяющей области притяжения этих равновесий. При значениях па­
раметров, лежащих в области 5, на фазовом портрете, как уже указы­
валось, область притяжения А\  ограничена входящей в седло сепарат­
рисой. При значениях параметров, лежащих в области 12, на фазовом 
портрете границей области притяжения равновесия А\  является окру­
жающий равновесие неустойчивый предельный цикл.

Более разнообразно поведение системы при значениях параметров, 
находящихся в области 11. В этом случае (впервые среди систем, изу­
ченных в настоящей работе) при фиксированных значениях параметров 
одновременно реализуются три нетривиальных притягивающих режи­
ма: устойчивое равновесие A ь  окружающий его устойчивый предельный 
цикл и устойчивое равновесие А%. Из этого, в частности, следует, что 
возмущения равновесия А\  в зависимости от характера и интенсивности 
могут приводить к трем различным исходам: при слабых возмущениях 
система возвращается в то же самое состояние равновесия, при сред­
них — переходит в устойчивый автоколебательный режим вокруг этого 
равновесия, и, наконец, при сильных возмущениях происходит переход 
системы в новое состояние равновесия А%. Область слабых возмущений 
заключена внутри неустойчивого предельного цикла, окружающего рав­
новесие А\\  область средних возмущений лежит между неустойчивым 
предельным циклом и входящей сепаратрисой седла С\ сильные воз­
мущения выводят систему за пределы области, ограниченной входящей 
сепаратрисой седла С.

При исследовании системы (3.5.4) мы перечислили события, кото­
рые могут происходить с устойчивыми равновесиями и циклами при 
изменении значений параметров. Какие события, отличные от перечис­
ленных, могут происходить в системе (3.5.8)?

1) Срыв равновесия.  Для системы (3.5.4) был описан срыв равнове­
сия, происходящий при переходе 2 —► 1 через линию устойчивых 
седлоузлов, сопровождающийся исчезновением устойчивого равно­
весия. В системе (3.5.8), кроме этого, срыв равновесия происходит 
при переходе 12 —> 5 через линию нейтральности равновесия А\ .  
Равновесие А\  при этом теряет устойчивость, а единственным при-
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тягивающим объектом на фазовом портрете остается равновесие А 2 . 
Феноменологически это событие близко к происходящему с равно­
весием А\  при переходе 2 —► 1 через линию однако механизм
явления и критерии приближения к параметрической границе со­
вершенно иные.

2) Жесткое возбуждение колебаний.  Для системы (3.5.4) описано 
жесткое возбуждение колебаний при потере устойчивости един­
ственным состоянием равновесия А  при переходе значений пара­
метров 10 —► 3 и равновесием А 2 при переходах 6 —> 3 и 7 —> 8 . 
В системе (3.5.8), кроме этих эффектов, возможно также жесткое 
возбуждение колебаний вокруг равновесия А\ .  Оно происходит при 
переходе 11 —► 4. Обратное явление — жесткое затухание колебаний 
с выходом системы в равновесие происходит с автоколебательным 
режимом при переходе 11 —► 2 .

Резюмируя результаты исследования системы (3.5.8), можно ска­
зать, что при учете факторов насыщения хищника и конкуренции жертв 
дополнительный учет конкуренции хищников за жертву приводит к 
несколько более богатому набору режимов динамического поведения, 
чем учет фактора конкуренции хищников за отличные от жертвы ресур­
сы. Основные черты динамического поведения при этом остаются теми 
же. Существенно новой является лишь возможность одновременного су­
ществования при фиксированных значениях параметров трех нетриви­
альных притягивающих режимов: двух устойчивых равновесий и устой­
чивого предельного цикла вокруг одного из них.

3.5 .4 . Конкуренция жертв и конкуренция хищника 
за отличные от жертвы ресурсы 
при третьем типе трофической функции хищника

Учет этих трех факторов приводит к системе

которая после соответствующей замены переменных принимает вид

х  =  ах — Ьх2у / (1 +  А х 2) — ех2, 
у =  —су +  dx2y / ( l  +  А х 2) — hy2,

(3.5.9)

й =  и — u2v / ( l  +  а и 2) — ей2,

V =  —j v  +  u2v / ( l  +  OLU2) — 5v2.
(3.5.10)

Эта модель отличается от системы (3.5.2) тем, что в ней учтен эф­
фект конкуренции хищников, и от системы (3.5.4) — предположением



3 .5 . Т р е х ф а к т о р н ы е  м о д и ф и к а ц и и  с и с т е м ы  В о л ь т е р р а 125

о нелинейном характере выедания жертвы хищником при малой плотно­
сти популяции жертв.

Система хищник—жертва с расположением нуль-изоклин, каче­
ственно совпадающим с таковым для системы (3.5.10), исследована в 
работе (Freedman, 1979), где констатирована возможность существова­
ния двух нетривиальных равновесий и срыва одного из них при измене­
нии значений параметров.

Последовательные этапы исследования системы (3.5.10) полностью 
повторяют исследование системы (3.5.8) и поэтому здесь не приво­
дятся. Результаты исследования свидетельствуют о том, что структура 
{а, 5, е, 7 }-портрета системы (3.5.10) качественно совпадает со структу­
рой {а, /3, е, 7 }-портрета системы (3.5.8), хотя конкретные бифуркаци­
онные значения параметров, разумеется, различны. Биологическая ин­
терпретация различных режимов динамического поведения и перестроек 
поведения, происходящих при изменении значений параметров, анало­
гична приведенной в п. 3.5.3.

3.5.5. Нижняя критическая плотность жертвы 
и конкуренция жертв

В гл. 2 было показано, что учет фактора нелинейности размноже­
ния изолированной популяции при малой плотности наряду с фактором 
естественной смертности приводит к эффекту нижней критической плот­
ности популяции. Учет возникающего таким образом эффекта нижней 
критической плотности популяции жертвы в системе хищник—жертва 
приводит (см. п. 3.4.8) к биологически некорректной в некотором смыс­
ле модели, в рамках которой при любых отличных от нуля начальных 
численностях популяций обе популяции обречены на вымирание.

Примем уравнение (2.2.9) в качестве описывающего динамику плот­
ности популяции жертвы в отсутствие хищника, а для популяции хищ­
ника сохраним исходное второе уравнение системы Вольтерра. Таким 
образом, приходим к системе (Базыкин, Березовская, 1979):

Замена переменных t =  т /а , х  =  К и , у =  (aK/b)v  приводит ее к виду

х  =  ах(х — L) (К  — х) — Ьху, 
у =  —су +  dxy.

(3.5.11)

й =  и(и — l)( 1 — и) — u v , 
v =  —7  v(m — и),

(3.5.12)

где I =  L / K ,  7  =  d/a, т  =  c/dK.
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Биологический смысл входящих в систему параметров достаточ­
но очевиден: I — отношение нижней критической плотности популя­
ции жертвы к плотности, обусловленной ресурсами жертвы в отсутствие 
хищника; 7  — коэффициент переработки биомассы потребленных хищ­
ником жертв в биомассу хищника (в нормированных переменных он
может быть как меньше, так и больше единицы); т  — параметр, кото­
рый можно интерпретировать по-разному. Во-первых, т  — стационарная 
плотность популяции жертвы при сосуществовании с хищником. Вели­
чину т  естественно считать мерой приспособленности хищника к жерт­
ве: чем меньшая плотность популяции жертвы может обеспечить стаци­
онарное существование хищника, тем лучше он приспособлен к жертве. 
Во-вторых, т  можно рассматривать как меру смертности хищника (при 
фиксированном значении 7 ), т. е. опять же как величину, убывающую с 
ростом приспособленности хищника.

Уравнения нуль-изоклин системы задаются выражениями
й =  0 , v =  (и — l)( 1 — и),
v =  0 , и =  т.

Возможные варианты их взаимного расположения представлены на 
рис. 3.5.8 а.

Заметим, что форма и положение нуль-изоклин, а значит, и коор­
динаты особых точек и их устойчивость не зависят от значения пара­
метра 7 . Поэтому представляется естественным, как и ранее, построить 
двумерный {/, т}-срез полного {/, га, 7 }-параметрического портрета при 
произвольном фиксированном 7 , а затем проследить за его эволюцией с 
изменением значения 7 . При этом биологический смысл имеет единич­
ная полоса первого октанта параметрического пространства 1 > I > 0 .

Расположение некоторых из бифуркационных линий на плоскости 
{/, га} очевидно без каких бы то ни было выкладок. При любых зна­
чениях параметров в системе существуют равновесия 0 { и  =  v =  0}, 
В \ { и  =  1, v =  0}, В 2 {и =  v =  0}. Начало координат — всегда устойчи­
вый узел. Рассмотрим некоторые из событий, происходящих на фазовом 
портрете системы по мере уменьшения параметра га:

1) т  > 1. £>2 — седло, В\  — устойчивый узел. Входящая сепаратриса 
седла £>2 разделяет области притяжения О и В\ .

2) 1 > шУ2(/ +  1). В\  — седло, £>2 — седло, А — устойчивый узел или 
фокус; т  =  1 — бифуркационное значение, отвечающее существо­
ванию на фазовом портрете устойчивого седлоузла АВ \ .

3) \ ( 1  +  1) > т  > I. В\  — седло, £>2 — седло, А — неустойчивый 
фокус или узел; т  =  У2(/ + 1) — бифуркационное значение, при ко-
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Рис. 3.5.8. Взаимное расположение нуль-изоклин (а) (четыре варианта) и пара­
метрический портрет (б) системы (3.5.12)

тором А  теряет устойчивость. Механизм потери устойчивости будет 
рассмотрен ниже.

4) I > т  > 0. £>2 — неустойчивый узел, В\  — седло. Единственный 
притягивающий объект — начало координат. Бифуркационное зна­
чение т  =  I соответствует образованию неустойчивого седлоузла 
А В 2 при переходе А  в отрицательную область.

Нанесем на параметрический портрет системы три бифуркацинные 
линии, задаваемые условиями т  =  1, т  =  У2(/ +  1), т  =  I. Мы получаем 
полное представление о фазовых портретах при значениях параметров, 
лежащих в областях 1 и 5, а также 2 и 4 в окрестности бифуркаци­
онных линий т  =  1 и т  =  I соответственно (см. рис. 3.5.8 б). Вид 
фазовых портретов при значениях параметров, лежащих в окрестности 
линии нейтральности т  =  У2(7 +  1), по обе ее стороны, пока неизвестен.

Из рассмотрения фазовых портретов 2 и 4 (рис. 3.5.9) очевидно, 
что на параметрическом портрете системы в треугольнике, ограничен­
ном осью ординат и бифуркационными прямыми т  = 1 и т  = 1,с необ­
ходимостью должна присутствовать по меньшей мере еще одна бифур­
кационная линия, а именно линия значений параметров, при которых 
сепаратриса, выходящая из седла В\  внутрь первого квадранта, совпа­
дает с сепаратрисой, входящей в седло В 2.

Замечание. При значениях параметров, лежащих в рассматривае­
мом треугольнике, на фазовом портрете выходящая сепаратриса седла 
В 2 в силу системы совпадает с входящей сепаратрисой седла В\ ,  по­
скольку обе они совпадают с осью абсцисс фазового портрета. Это озна-
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Рис. 3.5.9. Набор грубых фазовых портретов системы (3.5.12)

чает, что значения параметров, при которых сепаратриса, выходящая 
из седла В\ ,  совпадает с сепаратрисой, входящей в седло £>2, отвеча­
ют существованию на фазовом портрете сепаратрисного цикла, обра­
зованного сепаратрисами двух седел В\  и £>2 • Поэтому в дальнейшем 
соответствующую бифуркационную линию мы будем называть линией 
сепаратрисного цикла. Заметим, что, вообще говоря, бифуркация обра­
зования замкнутого контура (цикла) сепаратрисами двух седел имеет 
коразмерность два (точнее, «один плюс один»), но для конкретного вида 
системы (3.5.12) в силу того, что в рассматриваемой параметрической 
области выходящая сепаратриса седла £>2 и входящая сепаратриса сед­
ла В\  совпадают с координатной остью, эта бифуркация имеет условную 
коразмерность один и ей соответствует линия на двумерном параметри­
ческом портрете.

Кроме линии петли сепаратрис на параметрическом портрете, вооб­
ще говоря, не исключено присутствие линий кратных циклов. Как линия 
петли сепаратрис, так и линии кратных циклов не имеют аналитическо­
го выражения и должны отыскиваться численно. Численное построение 
параметрического портрета значительно облегчается следующими ана­
литическими соображениями:

1) Первая ляпуновская величина на линии т  =  1/2{l +  1) нейтрально­
сти равновесия А  везде положительна. Это означает, что при изме-
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нении значений параметров, соответствующих пересечению линии 
нейтральности сверху вниз, на фазовом портрете системы равнове­
сие А  теряет устойчивость с рождением малого устойчивого пре­
дельного цикла.

2) Проведенное Ф. С. Березовской (Базыкин, Березовская, 1979) иссле­
дование структуры бесконечно удаленных особых точек фазового 
портрета и сложных особых точек, лежащих в конечной части фа­
зового портрета и возникающих при критических значениях пара­
метров I =  О, I =  1, т  =  0 , т  =  1, показывает, что: а) линия се- 
паратрисных циклов на параметрическом портрете выходит из точ­
ки т  = I = 1, причем ниже линии нейтральности равновесия А, 
и входит в точку т  =  I =  0 , т. е. она либо не пересекает линии 
нейтральности равновесия А, либо пересекает ее четное число раз;
б) линия кратных циклов (если она существует) не имеет концевых 
точек на линиях т  =  I и т  =  1. Это означает, что линия кратных 
циклов, если она существует и незамкнута, должна иметь концевые 
точки на линии сепаратрисных циклов. Эта точки, если они присут­
ствуют на параметрическом портрете, соответствуют бифуркации 
коразмерности два нейтральности сепаратрисного цикла.

3) Условие нейтральности сепаратрисного цикла задается простым ло­
кальным условием, а именно соотношением собственных чисел си­
стемы в седлах В\  и £>2- Сепаратрисный цикл устойчив при

где верхний индекс (1) отвечает отрицательным, а (2) — положи­
тельным собственным числам, и неустойчив при обратном знаке 
неравенства. Для системы (3.5.12) условие нейтральности сепара­
трисного цикла имеет вид т  =  2Z/(1 +  I). На параметрическом пор­
трете эта линия соединяет начало координат с ш  =  1 =  1 и лежит 
ниже линии нейтральности равновесия А.

На этом аналитические соображения о структуре параметрическо­
го портрета системы (3.5.12) исчерпываются. Сравнительно несложное 
численное определение взаимного расположения выходящей сепаратри­
сы седла В\  в входящей сепаратрисы седла £>2, при значениях пара­
метров, удовлетворяющих условию нейтральности сепаратрисного цик­
ла, позволяет убедиться в том, что в широком диапазоне значений 7 
сепаратрисный цикл всегда устойчив. Таким образом, параметрический 
портрет системы (3.5.12) построен (см. рис. 3.5.8 б).
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Интерпретируем полученные результаты в биологических терминах. 
Модель предсказывает возможность четырех различных режимов дина­
мики системы. Перечислим их последовательно в порядке возрастания 
приспособленности хищника к жертве (т. е. уменьшения параметра га). 
Все остальные значения параметров, характеризующих систему, можно 
считать фиксированными.

1) При малой приспособленности хищника к жертве (га > 1) попу­
ляция хищника всегда вымирает. Другими словами, плотности по­
пуляции жертвы, обусловленной доступными ей ресурсами, недо­
статочно, чтобы прокормить хищника. Популяция жертвы при этом 
в зависимости от начальных условий либо также вымирает, либо 
стабилизируется.

2) Увеличение приспособленности хищника создает возможность ус­
тойчивого стационарного сосуществования хищника с жертвой.

3) При дальнейшем возрастании приспособленности хищника сосуще­
ствование становится возможным лишь в автоколебательном режи­
ме, причем амплитуда колебаний тем больше, чем выше приспособ­
ленность хищника.

4) Наконец, если приспособленность хищника становится слишком ве­
лика (га < гасп, где гасп — значение, соответствующее образованию 
сепаратрисного цикла), хищник «переприспособлен», т. е. мог бы до­
вольствоваться плотностью популяции жертвы ниже критической. 
Обе популяции при любых начальных условиях обречены на выми­
рание.

Подчеркнем в заключение одно важное обстоятельство. Структура 
параметрического {га, /{-портрета, в частности взаимное расположение 
линии нейтральности и линии сепаратрисного цикла, а также отсутствие 
на портрете линии кратных циклов определяются конкретным видом 
функции, описывающей динамику популяции жертв в отсутствие хищ­
ника. Однако основные результаты, а именно вымирание хищника при 
его низкой приспособленности, возможность сосуществования хищника 
и жертвы при промежуточных приспособленностях и вымирание обе­
их популяций, при избыточной приспособленности хищника остаются в 
силе для значительно более широкого класса моделей типа

х  =  ах(х — /)( 1 — x ) f ( x )  — Ьху, 
у =  —су +  dxy ,

где f ( x )  — любая положительная функция с биологически естествен­
ными ограничениями на непрерывность и гладкость. Другими словами,
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основные результаты, полученные при исследовании системы (3.5.12), 
справедливы, если популяция жертвы в отсутствие хищника лимитиро­
вана внешними ресурсами и обладает нижней критической плотностью1.

Резюмируя, можно сказать, что наиболее интересный результат рас­
смотрения трехпараметрических модификаций системы Вольтерра с уче­
том конкуренции жертв состоит в исследовании модели, в рамках кото­
рой реализуется полный набор динамических режимов, возникающих 
при суперпозиции триггерного и колебательного поведения системы.

В рамках конкретной системы исследована структура параметри­
ческой окрестности точки максимального вырождения (коразмерности 
три), в которой реализуются все указанные режимы. Описанная ситуа­
ция является структурно устойчивой, поэтому справедливой не только 
для конкретной модели, но и для всех близких к ней.

Р азл и ч н ы е модификации упоминаемой модели в параметрических и фазовом про­
странствах рассматривались в работах Brauer и Soudack (1979).



Приложение к главе 3

о.1 3.3.1
Фазовый портрет Фазовый портрет
уравнения 3.1.2 уравнения 3.3.2
X =  х  — Ху 2

У =  - 7 У + ХУ ± =  -  ХУ
У = ~1У +  кху

Фазовый портрет уравнения 3.3.4
х =  х{1 — х) — ху 
У = - 7  У +  КХУ



П р и л о ж е н и е  к  г л а в е  3 133

3.3.2
Фазовый портрет 
уравнения 3.3.6

хух  =  х  —

У =  ~ 7 У  +

1 +  ах 
ху

1 +  ах

3.3 .3
Фазовый портрет 
уравнения 3.3.8

х  =  х х2у
1 +  ах 

х2
у =  - 1 У  +

х2у
ах

Область 1

а =  0,1 
7 =  1

3 .3 .4
Фазовый портрет 
уравнения 3.3.10

хух  =  х

У =  - 7  У +

1 + Ру
ху

1 +  [Зу
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7 =  1 
v — ОД

3.3.5
Фазовый портрет 
уравнения 3.3.14
X =  х  — ху

• | ХУ2
У =  - 7  У + иу

3.4.1
Фазовый портрет 
уравнения 3.4.2

Область 3

а =  0,5

7 =  1 
£ = 0,15
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3.4 .2
Фазовый портрет 
уравнения 3.4.4

. х 2(1 — х)
х = -------  хуп-\- х у
У = -1У{т -  х)

Область 3



136 Гл а в а  3

2с*7=1 3 .4 .3
Фазовый портрет 
уравнения 3.4.6

а  = 0,5 

7 = 1 х  =  х  — Х2у 
1 +  ах2

х2у
У =  - 7  У +   ̂ 2

1 +  ах

Область 1

а  =  0,5 
7 =  1 
(5= 1

3.4 .4
Фазовый портрет 
уравнения 3.4.8
• _  ху

1 +  ах 
ху

У =  - 7  У + 1 + аж

ху

- b y 1
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а  = 0,3

7 = 1

6 = 0,18

3 .4 .5
Фазовый портрет 
уравнения 3.4.11
• _  ху

Х Х (1 + аж)(1 + Ру)
. ху
У =  -72/ +  т—  v  .(1 +  ах){  1 +  (Зу)

Область 1

а  = 0,3

7 = 1 
/3=0,3
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Область 2

а  =  0,2

7 =  1 
/3 =  0,25

Область 4

а  =  0,235 
7 = 0 ,5  
Р =  0,365

Линия N

а  =  0,2
7 = 1
/1 = 0,2
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3.4 .6
Фазовый портрет 
уравнения 3.4.16
х  =  х  — ху  — г х 2
• ХУ2у =  —yv Н  —

у /у п- \ -  у

Фазовый портрет 
уравнения 3.4.21

• ж2 > ж =  - £ х - х у

У = - 7  У + кху
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Область 1
3.5.2

а  = 0,2 Фазовый портрет
7 =  1 уравнения 3.5.4
(5=0,2 . хух  =  х  — -----------1 + ахОт) II О

• , ху 
У=  7 У + 1 + а х - S y 2

Область 2

а  =  0,3

7 =  1 
5=  0,3 
£ = 0,01

Область 3

а  =  0,3

7=  1 
6 =  0,2 
£ = 0,01

Область 4

а  =  0,4
7 =  1 
6 =  0,2 
£ = 0,01

(5= 0,1
£ = 0,01
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\У-------------------------------

^  \

Область 7

а  = 0,87 
7 — 1
(5= 0,00546

\У ------------------ Область 7
(увеличена)
а  = 0,87 
7 — 1
6 = 0,00546o'II

V

От) II О

1------- ---------------------- W X г ----- X-

у -----------------------------Область 8 У----------------------------- Область 10

Г а  =  0,895 а =  0,9132
7 =  1 7 — 1
6  = 0,00395 / \ (5=0,003

\ II О / —

0) II о ~о

\ / \
X * -----------ь

3.5.3
Фазовый портрет 
уравнения 3.5.8

х  =  х  — ху

У =  - 7  У +

(1 +  ах) (  1 +  /Зх) 
ху

— ех

(1 +  ах) (  1 +  /Зх)
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Область 4

а  =  0,23

7 = 2 
(3 =  0,08 
£ = 0,01

Область 5

а  =  0,31

7 =  2 
[3= 0,045 
£ = 0,01

Область 1

7 ~  1 
/=0,3 

т — 1,2

3.5.5
Фазовый портрет 
уравнения 3.5.12
х  =  х(х  — /)(1 — х) — ху  
У =  ~ 7 У ( т  ~  х )
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Область 2 Область 3
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КОНКУРЕНЦИЯ И СИМБИОЗ

Из трех основных типов межпопуляционных отношений — конку­
ренции, симбиоза и отношений типа хищник—жертва — рассмотренные 
в гл. 3 отношения хищник—жертва дают значительное разнообразие ди­
намических режимов поведения взаимодействующих популяций. Конку­
рентные и симбиотические отношения, которые мы рассмотрим в насто­
ящей главе, с этой точки зрения заметно беднее, однако биологические 
следствия таких отношений могут играть важную роль в функциониро­
вании экосистем.

4.1. Конкуренция
4.1.1. «Логистические» популяции

Для описания динамики численности двух конкурирующих популя­
ций Вольтерра (Volterra, 1926), Лотка (Lotka, 1925) и затем Г. Ф. Гаузе 
(1933) была предложена система уравнений

представляющая собой естественное обобщение логистического уравне­
ния. Здесь a i и а 2 _  коэффициенты экспоненциального роста обеих 
популяций при малых плотностях (т. е. в отсутствие внутри- и межви­
довой конкуренции), К \  и К 2 — емкости экологических ниш для обеих 
популяций, ах и «2 -  коэффициенты межвидовой конкуренции. Систе­
ма (4.1.1) может быть переписана в эквивалентной форме:

где eij — коэффициенты внутри- и межвидовой конкуренции. Система
(4.1.2) заменой t =  r / a i ,  х\  =  2 =  и2 приводится к видусЧ 1 С2 2

х 1 = а\Х\{К\  - x i -  а 2х 2) / К 1, 
х 2 =  а2х 2(К 2 — х 2 — OL\X\)jK2,

(4.1.1)

х 1 =  а \ Х \  -  е ц х \  -  е \ 2х \ х 2 , 

х2 =  а2х2 -  е22х\  -  е2\ х2х \ ,
(4.1.2)

iii =  ^ i ( l  — ui — 61^ 2), 
й2 =  7 ^ 2(1 — и2 — e2ui),

(4.1.3)
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где ui  и U2 — плотности популяций, нормированные к емкости эколо­
гических ниш обоих видов, 6i =  a 2e i 2/ a ie 22 и 62 =  — ко­
эффициенты межвидовой конкуренции в нормированных переменных, 
7  =  a i / a 2 . Параметрический и фазовый портреты системы (4.1.3) имеют 
очень простой вид (рис. 4.1.1). Поведение системы не зависит от зна­
чения параметра 7 . Условие > 1, 62 < 1 означает, что второй вид 
во всех отношениях уступает первому и потому всегда вытесняется им 
(см. рис. 4.1.1 б, режим 1). Условие < 1, 62 > 1 эквивалентно пре­
дыдущему с точностью до изменения нумерации видов (см. рис. 4.1.1 б, 
режим 2). Условие m axjei, 62} < 1 означает, что интенсивность межви­
довой конкуренции для каждого из видов меньше интенсивности внутри­
видовой конкуренции. Это обеспечивает возможность сосуществования 
конкурирующих видов (рис. 4.1.1 б, режим 3). Предельной в этом случае 
является ситуация е\ =  62 =  0 , т. е. межвидовая конкуренция отсутству­
ет и виды «не обращают внимания друг на друга». Напротив, условие 
min{6i, 62} > 1 означает, что межвидовая конкуренция для каждого из 
видов сильнее внутривидовой. В этом случае устойчивое сосуществова­
ние видов невозможно и в зависимости от начальных условий одна из 
популяций всегда вытесняет конкурента (рис. 4.1.1 б, режим 4). Области 
притяжения равновесий A i и А 2 , соответствующих вытеснению каждой 
из популяций своего конкурента, разделены сепаратрисой седла С, от­
вечающего неустойчивому сосуществованию обеих популяций.

Бифуркации, происходящие в системе при изменении значения па­
раметров, также допускают естественную биологическую интерпрета­
цию. Наибольший интерес представляет бифуркация, происходящая в 
случае, когда исходно значения параметров лежат в области 4. Пред­
положим, не ограничивая общности, что система при этом находится 
в состоянии равновесия А 2 {и\  =  О, U2 =  1}. Допустим, что значение 
параметра в дальнейшем остается неизменным, а значение парамет­
ра 62 постепенно уменьшается. Уменьшение значения параметра 62 не 
сказывается на устойчивости состояния равновесия системы и потому 
остается незаметным для «внешнего наблюдателя». Если при этом су­
ществует слабый приток особей второго вида в систему извне, то их 
равновесная концентрация будет поддерживаться на некотором низком 
уровне, обеспечиваемом миграцией извне. Однако по мере уменьшения 
значения параметра 62 уменьшается область притяжения равновесия А 2 , 
ограниченная осью абсцисс и сепаратрисой седла С. Наконец, в момент, 
когда значение параметра 62 пересекает критическое значение, равное 
единице, область притяжения стягивается в единичный отрезок и ис­
чезает. Равновесие A i { u \  =  1, 112 =  0}, соответствующее вытеснению 
второго вида первым, становится глобально устойчивым. При наличии 
сколь угодно слабого притока извне в систему особей второго вида внеш­
ний наблюдатель будет регистрировать срыв равновесия и внезапное вы­
теснение первым видом второго.
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1 ©

1. ^а

Рис. 4.1.1. Параметрический (а) и фазовые (б) портреты системы (4.1.3)

4.1.2. Одна из популяций обладает нижней критической 
численностью

В этом случае уравнения динамики численности популяций прини­
мают вид

х\  =  ах\{х\  — L ) ( K  — х\)  — е \ 2Х\Х2 ,

х 2 =  ах2 -  е22%2 ~ е2 i x i x 2.
(4.1.4)



Замена t =  тj a \ K 2, х\  =  К щ ,  Х2 =  (а2/ е 2 )и2 переводит эту систему в

щ  = щ ( щ  -  1)(1 -  щ )  -  6ХЩП2, (4 15)
*2 =  7^2(1 -  «2 -  £2Ml), ' '

где I =  L / K  — нижняя критическая численность первой популяции; 
б 1 =  <22612/ ^ 162, 62 =  e2 i K / d 2 — коэффициенты межвидовой конкурен­
ции; 7  =  a2 j d \ K 2.

Уравнения нуль-изоклин системы имеют вид

*1 = 0, и2 =  (l/ei)(ui - 1)(1 - щ);
М2 =  0 , М2 =  1 — 62М1.
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Рис. 4.1.2. Возможные варианты взаимного расположения нуль-изоклин (а) и 
параметрический портрет (б) системы (4.1.5)

Нетрудно видеть, что существуют четыре варианта взаимного рас­
положения нуль-изоклин (рис. 4.1.2 в). Различным вариантам взаимного 
расположения нуль-изоклин отвечают определенные области на пара­
метрическом портрете системы 61, 62 (рис. 4.1.2 б) и соответствующие 
фазовые портреты (рис. 4.1.3). От значений 7  фазовые портреты не за­
висят, и вид фазовых портретов полностью определяется характером 
взаимного расположения нуль-изоклин.

Параметрический и фазовые портреты системы допускают есте­
ственную биологическую интерпретацию. В системе возможны три 
устойчивых равновесия: А 2 соответствует устойчивому существованию 
второго вида (без критической численности) в отсутствие первого, А\  — 
напротив, устойчивому существованию первого вида в отсутствие вто­
рого и, наконец, равновесие В  — устойчивому сосуществованию обеих
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популяций. Равновесие А 2 существует и локально устойчиво при любых 
значениях параметров, равновесия А\  и В  — лишь при некоторых. То, 
что одиночное существование второго вида всегда локально устойчиво, 
понятно: в такой ситуации миграция извне малых количеств представи­
телей первого вида, не превышающих нижней критической численности 
этого вида, естественно, не может привести к его закреплению в экоси­
стеме.

Рис. 4.1.3. Фазовые портреты системы (4.1.5)

Основное отличие от ранее рассмотренного случая конкуренции 
двух «логистических» популяций состоит в том, что существует область 
значений параметров 3, при которых локально устойчивы как одиночное 
существование популяции второго вида, так и сосуществование обеих 
популяций. Предположим, что исходно значения параметров лежат в 
области 3, параметр е\ не слишком мал е\ > (1 — /)2/ 4 и система нахо­
дится в состоянии равновесия В,  отвечающем устойчивому сосущество­
ванию популяций обоих видов. Рассмотрим, что происходит в системе 
при постепенном изменении значения параметра 62, характеризующего 
конкурентоспособность первого вида по отношению ко второму. По мере
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постепенного увеличения 62 отрицательное воздействие первого вида на 
второй усиливается. Соответственно равновесная численность второго 
вида постепенно уменьшается и, наконец, обращается в нуль. Второй 
вид вымирает. Равновесная численность первого вида постепенно рас­
тет, достигая предельного значения щ  =  1, обусловленного емкостью 
экологической ниши.

При постепенном уменьшении параметра 62 события развиваются 
качественно иным образом. Пока значения 62 лежат выше кривой, раз­
деляющей параметрические области 3 и 4, постепенное уменьшение 62 
приводит, как и следовало ожидать, к постепенному уменьшению рав­
новесной численности первого вида и увеличению численности второго 
вида. Так продолжается, пока значение 62, не достигает критического 
значения, отвечающего границе параметрических областей 3 и 4. Су­
щественно, что при этом равновесие В , отвечающее устойчивому сосу­
ществованию популяций, постепенно приближается к границе своей об­
ласти притяжения, т. е. ситуация приближается к опасной, хотя общая 
площадь области притяжения равновесия В  при этом даже увеличива­
ется. Наконец, в ничем не примечательный для внешнего наблюдателя 
момент, когда параметр 62 достигает критического значения, отвечаю­
щего границе параметрических областей 3 и 4, равновесие В  выходит 
на границу области своего притяжения, становится «полуустойчивым». 
Другими словами, это значение отвечает бифуркации образования сед­
лоузла ВС.  При дальнейшем уменьшении 62 происходит срыв равнове­
сия: первый вид вымирает, второй достигает равновесной численности 
U2 =  1, определяемой емкостью его экологической ниши. Подчеркнем 
еще раз, что в момент, предшествующий по мере движения по парамет­
ру 62 вымиранию первого вида, его равновесная численность в состоя­
нии сосуществования со вторым видом весьма значительна: составляет 
заметно более половины равновесной численности, обусловленной емко­
стью его экологической ниши в отсутствие второго вида.

4.1.3. Обе популяции обладают нижней критической 
численностью

Уравнения, описывающие в этом случае динамику численности, 
естественно записать в виде

х 1 =  а\Х\{х\  -  I a ) ( i 4  -  Щ  ^
х 2 = а2х 2(х2 -  L 2)( K 2 -  х 2) -  e2x i x 2. ' '

Замена t = т / а \ К х \  =  K\U\ , х 2 = К 2и 2 приводит эту систему к виду

Щ = Ul{ui  ~  ? l ) ( l  -  Ui) -  €i Ui U2,
ii2  =  7 М2Щ 2 -  Ы (1 -  u 2) -  е2щ} ,

(4.1.7)
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где 7  =  а 2 К \ 1  а \ К \ ,  е\ =  е \ К ъ 1 а \ К \ , 62 =  е ъ К \ 1 а К \ .  Уравнения нуль- 
изоклин системы имеют вид

iii = 0 , и2 = j ^ (u i  -  k ) ( l  -  ui);

й2 =  0 , ui = A (u 2 -  l2)( \  -  u2).

Возможны три варианта взаимного расположения нуль-изоклин систе­
мы (рис. 4.1.4 а), отвечающие трем областям параметрического портрета 
{ei, 62} системы (рис. 4.1.4 б). Взаимное расположение нуль-изоклин 
в исследуемом случае полностью определяет характер фазовых портре­
тов системы (рис. 4.1.5). Качественный характер {ei, б2}-срезов полного 
четырехпараметрического портрета системы сохраняется при любых зна­
чениях li и I2 между нулем и единицей.

Рис. 4.1.4. Возможные варианты взаимного расположения нуль-изоклин (а) и 
параметрический портрет (б) системы (4.1.7)

На фазовых портретах системы видно, что локально устойчивы­
ми при всех значениях параметров являются тривиальное состояние, 
соответствующее нулевым численностям обеих популяций, и состо­
яния А\  и А 2 , отвечающие изолированному существованию каждой 
из популяций в отсутствие конкурента. Локальная устойчивость этих 
состояний биологически очевидно следует из существования у обе­
их популяций нижней критической численности. Кроме того, имеется 
область значений параметров 1, при которых, помимо перечисленных 
выше состояний 0 , А\  и А^, локально устойчивым является также со­
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Рис. 4.1.5. Набор фазовых портретов системы (4.1.7)

стояние В,  отвечающее сосуществованию конкурирующих популяций. 
Область притяжения этого состояния ограничена входящими сепара­
трисами седел С\ и С2 , имеющими общую точку — неустойчивый 
узел D.

События, происходящие с состоянием равновесия В  при измене­
нии параметров, допускают естественную биологическую интерпрета­
цию. По мере уменьшения конкурентоспособности вида происходят по­
степенное снижение равновесной плотности популяции этого вида в 
состоянии сосуществования и увеличение плотности популяции конку­
рента. Следует заметить, что эти изменения могут быть не очень зна­
чительными и малозаметными для внешнего наблюдателя. При даль­
нейшем понижении конкурентоспособности значение соответствующе­
го параметра достигает критического, при котором устойчивое равно­
весие В,  отвечающее сосуществованию обеих популяций, выходит на 
границу области своего притяжения. При переходе значения парамет­
ра через критическое бифуркационное значение состояние равновесия В  
исчезает и происходит внезапное вымирание вида, оказавшегося некон­
курентоспособным.

Итак, в сообществе двух популяций, связанных конкурентными от­
ношениями, возможны два типа притягивающих режимов: а) стацио­
нарное сосуществование популяций; б) изолированное существование 
популяций, устойчивое относительно инвазии конкурента.

Оба эти режима могут быть как глобально, так и локально устойчи­
выми. При наличии у каждой из популяций нижней критической числен­
ности локально устойчивым может быть как сосуществование популя­
ций, так и изолированное существование каждой из них. При изменении 
условий существования возможен жесткий срыв каждого из двух типов 
равновесий.
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4.2. Симбиоз

Принято выделять симбиотические отношения двух типов: 1) про­
токооперация, при которой межвидовое взаимодействие полезно для обо­
их видов, но не является облигатным (обязательным), и каждая популя­
ция может существовать в отсутствие партнера и 2) мутуализм, при ко­
тором межпопуляционные взаимодействия являются облигатными, т. е. 
необходимым условием существования каждого из видов, и в отсутствие 
партнера каждый из видов вымирает (Одум, 1975, с. 273).

Рассмотрим эти типы взаимодействия последовательно.

4.2.1. Протокооперация

Предположим, что динамика численности обеих популяций, находя­
щихся в отношении протокооперации, в отсутствие партнера описыва­
ется логистическим уравнением, коэффициенты которого, вообще го­
воря, различны для обеих популяций. Что касается влияния на ди­
намику численности самих отношений протокооперации, то в первом 
приближении представляется естественным предположить, что они мо­
гут быть описаны аналогично отношениям хищник—жертва, т. е. би­
линейными членами, входящими в оба уравнения с положительными 
знаками. Соответствующая система дифференциальных уравнений име­
ет вид

Замена t =  r / a i ,  х\  =  K\Ui,  Х2 =  K 2 U2 переводит эту систему в

где 7  =  a 2/ a b  pi  =  Р1К 1К 2/ а 1, р2 = Р2 К 1К 2/ а 2.
На рис. 4.2.1 изображены два варианта возможного взаимного рас­

положения нуль-изоклин системы и соответствующие фазовые порт­
реты.

Естественна следующая интерпретация полученных результатов. 
При Р1Р2 < 1 существует единственное состояние устойчивого равно-

х\  =  а\Х\
(4.2.1)

Х2 — CL2X2
к 2 - х 2 , „— — Ь Р2 Х1Х2 .

Л 2

Щ =  Щ(1 -  Щ + p i u 2), 

«2 = Т Щ ! “  и2 + P 2 U1 )
(4.2.2)
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Рис. 4.2.1. Возможные варианты взаимного расположения нуль-изоклин (а) при 
Р1Р2 <  1 (сплошные прямые), p ip 2 > 1 (пунктир), и набор фазовых портретов 
(б, в) системы (4.2.2)

весия системы, отвечающее устойчивому сосуществованию обеих взаи­
модействующих популяций. При этом равновесная численность обеих 
популяций больше равновесной численности в отсутствие партнера. 
Этим ситуация отличается от сосуществования при конкуренции, и в 
этом проявляется положительный для обеих популяций характер отно­
шений типа протокооперация.

При pip 2 > 1 устойчивого равновесия не существует и обе попу­
ляции при любых ненулевых начальных численностях неограниченно 
растут, несмотря на существование внутривидовой конкуренции в обеих 
популяциях, описываемой логистическими уравнениями. Интерпретация 
полученного результата состоит в том, что при выбранной математиче­
ской форме описания влияния протокооперации на динамику популяций 
оказывается, что положительный эффект протокооперации может при 
всех численностях доминировать над отрицательным эффектом внутри­
видовой конкуренции. Это, безусловно, свидетельствует об ограничен­
ной области применимости билинейного описания эффекта протокоопе­
рации. С аналогичным обстоятельством мы встретились ранее при били­
нейном описании эффекта взаимодействия между хищником и жертвой. 
В случае системы (4.2.1) билинейное представление эффекта протоко­
операции означает, что неограниченное увеличение численности попу­
ляции вида-партнера должно приводить к неограниченному увеличению 
удельной скорости размножения рассматриваемого вида, что биологи­
чески абсурдно. Выход из положения очевиден и аналогичен исполь­
зованному уже при описании системы хищник—жертва: при описании 
эффекта протокооперации следует учесть эффект, аналогичный эффекту
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насыщения хищника. Система, описывающая динамику взаимодейству­
ющих популяций, принимает при этом вид

• К \  — Х \  Р\Х\Х2х\  =  а\Х \ — —-------Ь
К \  1 +  D\X2 ’

(4.2.3)
. К 2 - х 2 . Р2 Х1Х2х 2 = а2х 2—   Ь ---- •К 2 1 +  D 2xi

Коэффициенты D\  и D 2 аналогичны коэффициенту насыщения в систе­
ме (3.3.5). Такой вид записи означает, что при неограниченном росте 
численности популяции, например, второго вида удельная скорость ро­
ста численности первого вида при малой плотности популяции растет, 
асимптотически приближаясь к величине атах =  cti +  P \ jD \ .

Замена t =  r / a i ,  х\  =  K\Ui,  Х2 =  K 2 U2 переводит систему (4.2.3) в

. PlU!U2
их =  их(1 -  их) +  ------  ,

4 У 1 +  5\U2
(4.2.4)

• ( 1 1 P2Ul '“3 = 7“Ч 2 + IT^r
где <5i =  DxKx, 52 = D 2K 2, 7  =  a 2/a i .

Взаимное расположение нуль-изоклин системы качественно оди­
наково при всех значениях параметров и соответствует существова­
нию на фазовом портрете системы, совпадающем с изображенным на 
рис. 4.2.1 б, одного глобально притягивающего состояния равновесия, 
отвечающего сосуществованию обеих популяций. Равновесные числен­
ности обеих популяций при сосуществовании выше, чем равновесные 
численности изолированных популяций.

В заключение рассмотрим протокооперацию популяций, динамика 
каждой из которых при изолированном существовании характеризует­
ся наличием нижней критической численности. Динамика такой пары 
популяций в предположении билинейного характера протокооперации 
описывается системой

±1 =  а\Х\{х\ -  i i ) ( i f i  -  Ж1) +  Р1Х1Х2, ,4 2 ^
х 2 = а2х 2(х2 -  L 2)( K 2 -  х 2) +  Р2х \ х 2. ' '

Стандартная замена переменных приводит эти уравнения к виду

и 1 =  -  M (i  -  Щ  +  p i ui u2,
и2 =  i u 2[(u2 -  l2)( 1 -  U2) +  Р2 Щ].

(4.2.6)
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Нуль-изоклины системы представляют собой параболы с вершина­
ми, расположенными в отрицательных квадрантах, и с ветвями, ори­
ентированными в положительных направлениях. В первом квадранте 
параболы могут иметь от двух до четырех пересечений. Параметриче­
ский и полный набор фазовых портретов представлены на рис. 4.2.2 
и 4.2.3.

Биологическая интерпретация полученных результатов весьма есте­
ственна. При любых значениях параметров локально устойчивыми яв­
ляются состояние сосуществования обеих популяций и тривиальное со­
стояние равновесия, соответствующее вымиранию обеих популяций. За­
метим, что в режиме сосуществования равновесная плотность каждой 
из популяций выше ее устойчивой равновесной плотности в отсутствие 
партнера. В этом проявляется один из положительных эффектов прото­
кооперации.

Относительно устойчивости изо­
лированного существования популя­
ции одного из видов при инвазии ма­
лого количества особей второго вида 
можно сказать следующее. В зависи­
мости от значений параметров устой­
чивым может быть изолированное су­
ществование каждой из популяций 
(параметрическая область 1), одной из 
них (области 2а, б и Аа, б) и, наконец, 
при значениях параметров, лежащих в 
областях 3, 5 и 6 , изолированное су­
ществование ни одной из популяций 
не устойчиво.

Итак, основной результат можно 
сформулировать следующим образом:
в условиях протокооперации присутствие вида-партнера всегда снижает 
нижнюю критическую численность, причем при достаточно интенсивной 
протокооперации может снижать ее до нуля.

к/к

к

о

1 © © ©

© © @

© © ©

к к/к

Рис. 4.2.2. Параметрический пор­
трет системы (4.2.6)

4.2.2. Мутуализм

Динамику пары популяций, связанных мутуалистическими отноше­
ниями, естественно в первом приближении описать системой

X 1 =  ~С\Х\ +  Р\Х\Х2, 

±2 =  - С 2Х 2 +  Р 2Х\Х2,
(4.2.7)
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Рис. 4.2.3. Фазовые портреты системы (4.2.6). При замене щ  на U2 и наоборот 
портреты с индексом «а» переходят в портреты с индексом «б», и наоборот

предполагая, что каждая из популяций в отсутствие партнера экспо­
ненциально вымирает (подобно тому, как это происходит с популяцией 
хищника в отсутствие жертвы), а мутуалистические взаимоотношения 
описываются положительными билинейными членами.

Нуль-изоклины системы представляют собой прямые, параллельные 
координатным осям, и фазовый портрет системы имеет качественно еди­
нообразный вид при любых значениях параметров (рис. 4.2.4 а). Фа­
зовое пространство системы распадается на две области, разделенные 
сепаратрисой седла С: при начальных значениях переменных в обла­
сти, прилежащей к координатным осям, обе популяции вымирают; если 
же начальные плотности популяций достаточно велики, то обе популя­
ции неограниченно размножаются. В этом проявляется неадекватность 
билинейного описания эффекта мутуализма, уже отмеченная при иссле­
довании протокооперации. Воспользуемся описанным выше приемом и
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введем в рассмотрение при описании мутуализма фактор, аналогичный 
фактору насыщения хищника. Система (4.2.7) при этом принимает вид

Х\ =  — С\Х\ +  

±2 =  -С 2Х2 +

Р\Х\Х2 
1 +  В\Х2  ’ 
Р2Х\Х2 

1 +  D 2X1

(4.2.8)

Нетрудно видеть, что качественно картина не меняется. Нуль- 
изоклины остаются прямыми, параллельными осям координат, и в за­
висимости от значений параметров обе популяции либо вымирают при 
любых начальных условиях, либо при некоторых начальных условиях 
вымирают, а при других — неограниченно размножаются, как это изоб­
ражено на рис. 4.2.4 а.

Более реалистичное описание динамики двух мутуалистаческих по­
пуляций можно получить, вводя дополнительно в рассмотрение фактор 
внутривидовой конкуренции. Система (4.2.8) переходит при этом в

. . Р 1Х 1Х 2 2х 1 =  - с \ х \  +  е \ х х,
1 +  UxX2

. . Р2Х\Х2 2
Х 2 =  - С 2х 2 +  1 ^ ----------е2х 2.

1 +  D 2x  1 z

(4.2.9)

Рис. 4.2.4. Фазовые портреты систем (4.2.7) и (4.2.9), соответственно а и б

Если исключить тривиальный случай вымирания обеих популяций 
при любых начальных условиях, то фазовый портрет системы (4.2.9) 
всегда выглядит так, как это изображено на рис. 4.2.4 б. Множество
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начальных состояний системы распадается на две области, разделенные 
сепаратрисой седла С . При малых начальных значениях плотностей по­
пуляции, представленных фазовыми точками, лежащими левее и ниже 
сепаратрисы, обе популяции обречены на вымирание. При значительных 
исходных плотностях в системе устанавливается состояние устойчивого 
сосуществования обеих популяций.

Симбиотические отношения — как типа протокооперации, так и му­
туализма — влекут за собой устойчивое сосуществование связанных та­
кими отношениями популяций. При симбиотических отношениях между 
популяциями, обладающими нижней критической численностью, всегда 
устойчиво тривиальное состояние, соответствующее вымиранию обеих 
популяций. Состояние, соответствующее изолированному существова­
нию одной популяции (или обеих), может быть в зависимости от интен­
сивности симбиотических отношений как устойчиво относительно ин­
вазии партнера, так и неустойчиво. Другими словами, при достаточно 
интенсивных симбиотических отношениях они могут подавлять эффект 
нижней критической численности.



Приложение к главе 4

4.1.1
Фазовый портрет 
уравнения 4.1.3

х  =  х(1 — х  — £\у)
У = 72/(! -  £2Х -  у)
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Область 1

7 = 1

£i= 1

^2= 3>5 
/= 0 ,3

4.1.2
Фазовый портрет 
уравнения 4.1.5
х  =  х(х  — /)( 1 — х) — £\ху  
У = 72/(1 -  £2Ж -  у)

Область 2

7 = 1  

7 =  1
е2= 1 ,3  
/ =  0,3

Область 3

Область 4

7 = 1

£i=0,7 
£2 =  0,8 

/= 0 ,3
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4.1.3
Фазовый портрет 
уравнения 4.1.7
х =  х(х  — Zi) (1 — х) — si  ху  
У =  j y [ ( y - h ) ( l - y ) -£2Х\

Область 1

7 =  1 
6i = 0,l 
£,= 0,1 
г,= о,з
4 = 0 , 3

Область 2

7 — 1 
7 = 0,2 

7 =  0,2 

4=0,3 
1=  0,3

4.2.1
Фазовый портрет 
уравнения 4.2.2
х =  х(1 — х +  piy)
У =  72/(1 - у  +  р2х)
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Область 1

7 =  1 Фазовый портрет
р1= 0,25 Уравнения 4.2.6
р2 = 0,2 х =  х(х - h)(l - х) +  ргху

4 =  0,3 

4 =  0,3

У =  1У [{У ~  h )  (1 -  У) +  Р2х\

Область 2а

7 = 1 

Р г =  0,7

р 2 =  0,2

4 = 0,3
4= о,з

Область 3

: \  ' v Область 4а \  ^  ^

' ч 1 ^ " 7 7 7 7 ^ / у
------ -= = = 5 ^ 7 — 1

—
4 --------* P i=  1,2 у /  /

o'II

(  / [
4 =  0,3

V1 < V  »■ 4 — о,з
X

Область 5а

7 = 1 

Р г =  1»2 

р 2 = 0,7

4 =  о,з
12 = 0,3
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4.2.2
Фазовый портрет 
уравнения 4.2.7
X =  - х ( 1  -  у)
У =  -С2У(1 -  х)

Фазовый портрет 
уравнения 4.2.9

х  =  —х(1 — Pi y
1 +  D i y

у = ~ с^ 1 -  х т к - х

х)

У)
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ЛОКАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ТРЕХ 
ПОПУЛЯЦИЙ

В третьей и четвертой главах книги было показано, что для пары 
взаимодействующих популяций возможно провести полную, в разумном 
смысле слова, классификацию факторов, которые следует учитывать при 
анализе их совместной динамики численности, и был дан по возможно­
сти полный анализ динамических следствий, к которым приводят от­
дельно взятые факторы и их различные сочетания. Постановка задачи 
об аналогичном исследовании для модельных экосистем, состоящих из 
трех и большего числа популяций, в настоящее время представляется 
нереалистичной или по меньшей мере преждевременной по целому ряду 
причин.

Во-первых, многообразие возможных модельных систем, состоящих 
из трех популяций, при учете хотя бы лишь факторов, проанализиро­
ванных во второй части работы, становится плохо обозримым.

Во-вторых, качественная теория дифференциальных уравнений, яв­
ляющаяся основным математическим инструментом настоящего иссле­
дования, которую можно считать в определенном смысле завершенной 
для систем второго порядка, далека от такого состояния для систем тре­
тьего и более высокого порядков. В частности, в значительной степени 
открытым остается вопрос о структуре и классификации притягивающих 
объектов в фазовых пространствах размерности выше двух.

Третье соображение тесно связано со вторым. Системы дифферен­
циальных уравнений, описывающие динамику трех и более взаимодей­
ствующих популяций, даже после нормировки переменных содержат 
большое число параметров. Выше уже говорилось, что наиболее удоб­
ным приемом полного качественного исследования является анализ па­
раметрической окрестности бифуркаций высоких, а в идеале — макси­
мально высоких в данной системе коразмерностей (Молчанов, 1975 б). 
Таким образом, для исследования систем третьего порядка, зависящих 
от большого числа параметров, требуется знание нормальной формы би­
фуркаций высоких коразмерностей в трехмерном фазовом пространстве.
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Для многих бифуркаций коразмерности выше первой нормальные формы 
бифуркаций неизвестны.

Поскольку в настоящее время дать полную классификацию динами­
ческих режимов и их перестроек в модельных экологических системах, 
включающих более двух популяций, не представляется возможным, то 
в настоящей главе мы сконцентрируемся на изучении трофических вза­
имоотношений в системах трех взаимодействующих популяций в отсут­
ствие и при наличии внутри- и межвидовой конкуренции. Наибольший 
интерес при этом представляет анализ динамических режимов, реализу­
ющихся в локальных системах трех взаимодействующих популяций, но 
отсутствующих в системах двух взаимодействующих популяций1.

5.1. Классификация трофических структур

Выше указывалось, что существуют три основных типа межпопуля­
ционных отношений: конкуренция, симбиоз и отношения типа хищ ник- 
жертва, или трофические отношения (Одум, 1975). В настоящем разделе 
остановимся исключительно на трофических отношениях и дадим клас­
сификацию трофических структур, возможных в системе трех взаимо­
действующих популяций.

Обозначим популяции точками, а трофические отношения между 
ними — стрелками, указывающими направления потоков вещества. Оче­
видно, что существуют лишь два типа собственно трофического гра­
фа системы. Граф, изображенный на рис. 5.1.1 слева, назовем циклом, 
а изображенный справа — ячейкой сети.

Эти графы задают лишь межпопуля- 
ционные отношения в системе. Для того 
чтобы представить себе функционирование 
системы, мы должны, кроме того, знать, 
как ведет себя каждая из трех входящих 
в экосистему популяций, будучи предо­
ставленной самой себе. Другими словами, 
следует знать, какие популяции являются 
автотрофными, какие — гетеротрофными, 
т. е. какие популяции, будучи предостав­
лены сами себе, размножаются, а какие — вымирают. Автотрофность 
популяции естественно изобразить стрелкой, входящей в соответствую­
щую вершину графа, а гетеротрофность соответственно — выходящей 
стрелкой.

Рис. 5.1.1. Два типа трофиче­
ских связей в системе трех по­
пуляций

А н а л и з  разных аспектов динамического поведения многомерных модификаций систем 
Вольтерра содержится в работах Nakajim a и De Angelis (1989), Busenberg et al. (1990) и др.
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Нетрудно из соображений комбинаторики видеть, что циклу при 
учете всех возможных комбинаций авто- и гетеротрофности популяций 
соответствуют четыре типа трофических структур, а ячейке — восемь 
типов (рис. 5.1.2). Таким образом, формально в системе трех взаимодей­
ствующих популяций возможны двенадцать типов различных трофиче­
ских структур.

Каждой трофической структуре из числа изображенных на рис. 5.1.2 
сопоставим систему Вольтерра дифференциальных уравнений третьего 
порядка, считая, что входящие и выходящие стрелки отвечают линей­
ным членам, а стрелки, связывающие пары популяций, — билинейным 
членам.

Например, графу а отвечает система
х  =  а\х  — bi 2xy  — hi^xz,  
у = а2у -  d12xy  + d23yz,  
z =  a3z -  b2 3yz  +  d\ зxz.

Прежде чем переходить к исследованию систем дифференциаль­
ных уравнений, соответствующих трофическим структурам рис. 5.1.2, 
дадим интерпретацию и на ее основе исключим большинство трофиче­
ских структур из дальнейшего рассмотрения.

Замечание 1. При изменении направления всех стрелок на 
рис. 5.1.2 графы а' и в' переходят в графы 6' и г' соответственно, и 
графы среднего ряда переходят в соответствующие графы нижнего ря­
да, и наоборот. Это означает, что отвечающие этим графам системы 
дифференциальных уравнений переводятся друг в друга изменением на­
правления времени. Обращение направления времени означает переход 
от одной схемы трофических отношений к другой, в которой направ­
ления всех потоков вещества—энергии заменены на противоположные. 
При этом автотрофы «превращаются» в гетеротрофов, жертвы — в хищ­
ников, и наоборот. Напомним, что Вольтерровская система хищ ник- 
жертва (3.1.1) переходит (с точностью, конечно, до численных значений 
коэффициентов) при обращении времени сама в себя.

Замечание 2. В отношении систем, отвечающих графам а и а' 
(см. рис. 5.1.2), существует общая теорема Вольтерра (Volterra, 1931; 
Вольтерра, 1976): если все коэффициенты при линейных членах положи­
тельны, то траектории системы при любых начальных условиях уходят 
на бесконечность.

Аналогичная теорема имеет место и для систем, представленных 
графами б' и б: если все коэффициенты при линейных членах отри­
цательны, то глобально притягивающим равновесием является начало 
координат.
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Рис. 5.1.2. Трофические структуры типа «цикл» (графы а' -г ' )  и «ячейка» (а-з)

Интерпретация этих теорем очевидна. Графы а' и а описывают мо­
дельную экосистему, состоящую из трех автотрофов, связанных между 
собой некоторыми трофическими взаимоотношениями. При этом каж­
дый компонент системы, предоставленный самому себе, неограниченно 
размножается. Естественно, в такой ситуации неограниченно размножа­
ется и система в целом.

Напротив, графы б' и б описывают модельную экологическую си­
стему, состоящую из трех связанных между собой некоторыми трофиче­
скими отношениями популяций гетеротрофов. Каждая популяция, предо­
ставленная самой себе, вымирает. Естественно, что заложенное в модель 
отсутствие притока извне вещества и энергии в такую систему обрекает 
ее на вымирание.

Замечание 3. В теоретической экологии существует несколько 
идеализаций, связанных с трофическими отношениями:

а) трофическая цепь: «перенос энергии пищи от ее источника — 
растений, происходящий путем поедания одних организмов другими» 
(Одум, 1975, с. 85);
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б) сплетение трофических (пищевых) цепей часто называют пище­
вой сетью (там же);

в) организмы, получающие свою пищу от растений через одинако­
вое число этапов, считаются принадлежащими к одному трофическому 
уровню.

Из этого следует, что в рамках математической экологии имеет 
смысл рассматривать не любые мыслимые из комбинаторных сообра­
жений трофические сети, но в первую очередь ориентированные тро­
фические сети, в которых можно выделить однонаправленный поток 
вещества—энергии. Если придерживаться этой точки зрения, то из рас­
смотрения следует исключить два типа в принципе возможных трофиче­
ских сетей. Во-первых, это сети, некоторые из вершин графов которых 
имеют лишь входящие или лишь выходящие потоки вещества—энергии. 
Это соображение представляется очевидным. Во-вторых, следует исклю­
чить из рассмотрения сети, графы которых содержат циклы. Это сооб­
ражение может встретить два возражения. Во-первых, поток вещества в 
экосистемах не однонаправлен, а образует круговороты. Это несомненно 
так, но в динамике такого рода круговоротов с необходимостью важную 
роль играет косное вещество. Системы такого рода находятся за рамками 
нашего рассмотрения. Они подробно исследованы, в частности, в рабо­
тах В. В. Алексеева и его сотрудников (Алексеев, 1976; Полякова, Сазы- 
кина, 1976; Алексеев и др., 1978). Во-вторых, в природе все-таки, по- 
видимому, существуют примеры противонаправленных или замкнутых 
циклических потоков вещества в трофических сетях (плотоядные расте­
ния типа росянки и т.п.). Однако такие явления — скорее исключение, 
чем правило, и их естественно отнести к «эффектам второго порядка».

Рассмотрим теперь, какие из трофических структур, представлен­
ных на рис. 5.1.2, удовлетворяют двум сформулированным выше тре­
бованиям и тем самым заслуживают дальнейшего рассмотрения. Оче­
видно, что структуры а!-г'  исключаются из рассмотрения как содер­
жащие циклы по построению. Из числа структур среднего и нижнего 
рядов графы а, в и д  включают вершины с тремя входящими потоками 
вещества—энергии, а графы б, г и е — с тремя исходящими потоками и 
потому также должны быть исключены из рассмотрения.

Таким образом, из всех возможных из комбинаторных соображений 
трофических графов сообщества трех популяций к категории ориенти­
рованных трофических сетей могут быть отнесены лишь графы ж и з, 
переходящие друг в друга при обращении направления времени.

Терминологическое замечание. При описании трофических вза­
имоотношений в системе трех популяций естественно использовать тер­
мин «продуцент» или сохранить термин «жертва» для вида, являющегося 
пищей для двух других популяций сообщества, и термин «хищник» для
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а

А !I ж  I з J

Рис. 5.1.3. Трофические графы (а) схем «два автотрофа—гетеротроф» (ж) и «ав- 
тотроф—два гетеротрофа» (з) и их альтернативное представление (б) при реа­
лизации факультативного хищничества

вида, потребляющего обоих партнеров по сообществу. Для вида, явля­
ющегося хищником по отношению к жертве и жертвой по отношению к 
хищнику, можно использовать понятие «консумент».

Какова возможная экологическая интерпретация графов ж и з на 
рис. 5.1.2? Она становится очевидной, если видоизменить рисунки так, 
чтобы авто- и гетеротрофы были расположены на разных вертикальных 
уровнях (рис. 5.1.3 а). Граф ж отвечает ситуации два автотрофа—один 
гетеротроф, причем один из автотрофов — факультатитвный хищник по 
отношению к другому. Граф з отвечает ситуации один автотроф—два 
гетеротрофа, причем один из гетеротрофов — факультативный хищник 
по отношению к другому.

Заметим, что терминология и способы графического представления 
в этой области не вполне устоялись: с одной стороны, хищников при­
нято считать верхним трофическим уровнем, с другой стороны, поток 
вещества—энергии, проходящий через экосистему, изображать текущим 
сверху вниз. Если разместить компоненты анализируемой модельной си­
стемы на трех трофических уровнях, считая хищника верхним, то графы 
на рис. 5.1.3 а принимают вид рис. 5.1.3 б.

Выше мы исключили из рассмотрения ситуации, в которых систе­
ма содержит автотрофного хищника, как экзотические. Таким обра­
зом, трофический граф ж, изображенный на рис. 5.1.3 а, также ока­
зывается за рамками нашего анализа. Напротив, трофический граф з 
(см. рис. 5.1.3 б), отвечающий факультативной «травоядности» хищника, 
описывает очень распространенную экологическую ситуацию и в даль­
нейшем будет проанализирован подробно.



Рис. 5.1.4. Три наиболее интересных случая вырождения трофических структур, 
реализующихся в системе трех популяций

До сих пор мы рассматривали лишь полные трофические гра­
фы, в которых с тем или иным знаком реализовывались все возмож­
ные трофические связи между популяциями. Однако интерес пред­
ставляют также неполные трофические графы, в которых отдельные 
возможные трофические связи отсутствуют. Очевидно, что в реаль­
ных экологических системах осуществляются лишь немногие из прин­
ципиально возможных трофических связей. В системе трех взаимо­
действующих популяций интерес представляют три типа вырожден­
ных (неполных) трофических структур, являющихся частными случа­
ями полных трофических структур, при отсутствии одной из трофи­
ческих связей: две жертвы—один хищник, два хищника—одна жерт­
ва, продуцент—консумент—хищник без факультативной «травоядности» 
хищника (рис. 5.1.4, графы а-в).

Первые два из этих случаев переходят друг в друга при обраще­
нии направления времени. С анализа этих частных случаев мы начнем 
исследование систем дифференциальных уравнений, описывающих си­
стемы трех взаимодействующих популяций.

5.2. Сообщества без конкуренции

Рассмотрим дифференциальные уравнения, описывающие системы 
трех популяций, связанных между собой трофическими взаимоотноше­
ниями в соответствии с графами, проанализированными в предыдущем 
разделе. Предполагается, что трофические отношения между популяци­
ями количественно отвечают схеме Вольтерра, т. е. описываются били­
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нейными членами, и какие-либо иные, в частности конкурентные, отно­
шения отсутствуют.

5.2.1. Система один хищник—две жертвы и одна жертва—два 
хищника

Трофическому графу а (см. рис. 5.1.4) отвечает следующая система 
дифференциальных уравнений:

=  aix i  -  bixiy,
х 2 =  а2х 2 -  b2x 2y , (5.2.1)
у = - с у  +  d \ x \ y  +  d2x 2y ,

которая заменой

, / CL\ а2 ахt = т/ах, хх =  ~гих, х 2 =  ~ги 2, у = -—v
их а 2 Ьх

переводится в
in =  ui(l - v),
ii2 = I 1U2 (n — v), (5.2.2)
V =  —72^(1 -  Ml -  u 2),

где 7 i =  b2/bi, 72 =  c/ai, n =  a2bi/aib2.
Координатные плоскости системы являются интегральными. При 

n /  1 система не имеет нетривиальных (лежащих не на координат­
ных плоскостях) равновесий. Равновесные точки системы, кроме начала
координат, следующие:

А х ( и х  =  1, и 2 =  0,  v  =  1),

А 2 (их  =  0,  и 2 =  n ,  v  =  1).

На координатных плоскостях { и х ,  v }  и {гщ, v }  точки А \  и А 2 соот­
ветственно являются центрами, а траектории образуют однопараметри­
ческие семейства замкнутых траекторий.

Не ограничивая общности, можно считать п > 1. Тогда из точки А \  
траектория выходит внутрь первого фазового октанта и, напротив, в точ­
ку А 2 траектория входит из октанта (рис. 5.2.1). При п  <  1 ситуация 
обратная. При п  = 1 на фазовом портрете имеется прямая неизолиро­
ванных особых точек и \  +  и 2 =  1, v  =  1.

Для того чтобы понять, как устроены траектории системы глобаль­
но, рассмотрим случай 71 =  1 и перейдем в цилиндрическую систему
координат: и \  =  р cos(^, и 2 =  р sin ip.
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В новых координатах при 71 =  1 система (5.2.2) принимает вид

р =  р[ 1 — v +  (п +  1) sin2 ср\, 

ф = ^ ( п  — l)s in  2(р, (5.2.3)

v =  —jv[ l  — p(sin cp +  cos cp)\.

Из вида системы (5.2.3) следует, что интегральная плоскость ср =  О 
(в «старых» переменных координатная плоскость {ui,  v} ) в целом от­
талкивающая, а плоскость ср =  тг/2  (координатная плоскость {гх2, г;}) 
притягивающая.

Теперь можно представить себе струк­
туру фазового пространства в целом. Траек­
тория, выходящая из точки А\  внутрь пер­
вого октанта, притягивается к некоей за­
мкнутой траектории на координатной плос­
кости {г/2, v}. Соответственно траектория, 
входящая в точку А 2 из первого октанта, 
сматывается с некоторой замкнутой траек- 

^  тории на координатной плоскости {г^, v}.
1 Это, в частности, означает, что траекто­

рии, сматывающиеся внутрь октанта с про- 
изольной замкнутой траектории на плоско-

^ г о 1 - сти {и\,  v}, наматываются не на какую-Рис. 5.2.1. Фазовый портрет L ’ J J
системы (5 2 2) то 0ПРеДеленнУю замкнутую траекторию на

’ ’ плоскости {г/2, v}, а на множество траекто­
рий, заключенных внутри некоторого коль­

ца на этой плоскости. Аналогично траектории, притягивающиеся к неко­
торой произвольной замкнутой траектории на плоскости {гх2, v}, сматы­
ваются с множества замкнутых траекторий на плоскости {г^, v}, за­
ключенных на этой плоскости внутри некоторого кольца. Другими сло­
вами, внутри октанта происходит как бы перемешивание траекторий. 
Рассматриваемая ситуация не груба: учет любых дополнительных фак­
торов динамики численности, отражающийся в введении в правые части 
системы (5.2.1) новых членов, качественным образом меняет ее поведе­
ние. Однако свойство перемешивания траекторий, не имеющее аналога 
в динамических системах второго порядка, сохраняется, как мы увидим 
ниже, в некоторых уже грубых модификациях системы (5.2.1).

Биологическая интерпретация результатов исследования системы 
(5.2.1) очевидна. В случае билинейного характера взаимодействия каж­
дой из двух популяций жертв с популяцией хищника и в отсутствие 
каких-либо иных факторов, влияющих на динамику численности, одна
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из популяций жертвы всегда полностью вытесняет другую. Победите­
лем при этом оказывается популяция, обеспечивающая более высокую 
стационарную плотность популяции хищника. Это может происходить, 
например, за счет более высокого биотического потенциала одной из 
популяций жертв при равенстве их прочих характеристик. Амплитуда 
колебаний в системе в процессе вытеснения одной из популяций жертв 
может как уменьшаться, так и увеличиваться.

Система два хищника—жертва, описываемая дифференциальными 
уравнениями

х  =  ах — Ъ\ху\ — Ъ2ху 2 ,
У\ =  - c i  г/1 +  d\xy\ ,  (5.2.4)
У2 = -С 2 У2 + d2xy2,

ведет себя совершенно аналогичным образом. Одна из популяций хищ­
ника всегда вытесняет другую, причем победителем в этом случае оказы­
вается хищник, обеспечивающий минимальную стационарную плотность 
популяции жертвы. Очевидно, что при этом также происходит переме­
шивание траекторий, поскольку система (5.2.4), как уже указывалось, 
переходит в систему (5.2.1) обращением направления времени.

5.2.2. Система трех трофических уровней

Трофическому графу, изображенному на рис. 5.1.4 в , отвечает си­
стема уравнений

х  =  ах — Ъ\ху,
у = - с \ у  +  d\xy  -  b2y z , (5.2.5)
z =  - c 2z +  d2yz,

которая заменой

t =  т /а , x  =  Ц-и, у =  z =  y-w  (5.2.5')
d\ Ь1 02

приводится к
й =  и( 1 — т),
v =  - 7 x^(1 — и +  w), (5.2.6)
w =  —j 2 w(a — v),

где 7 i =  c i /a 3, y2 =  c2/ a 2, a  =  c2b1/ad2.
Особыми точками системы являются начало координат и точка 

А(и  =  0 =  т =  1, w = 0). Начало координат, очевидно, — трех­
мерный седлоузел с выходящим направлением, совпадающим с осью



174 Гл а в а  5

абсцисс, и с входящими направлениями, совпадающими с остальны­
ми координатными осями. Точка А  в плоскости {и, v j  является цен­
тром, окруженным однопараметрическим семейством замкнутых траек­
торий. Ее устойчивость по направлению w определяется знаком величи­
ны w / w \a  =  — 72(0̂ —  !)• Фазовые портреты системы (5.2.4) при а  >  1 
и а  < 1 изображены на рис. 5.2.2. При бифуркационном значении па­
раметра а  =  1 система имеет прямую неизолированных неподвижных 
точек и =  1 +  w, v =  1.

Рис. 5.2.2. Фазовые портреты системы (5.2.6) при а > 1 (а) и а < 1 (б)

Биологическая интерпретация результата состоит в следующем. 
Плотность популяции консумента v в системе трех трофических уров­
ней регулируется двумя факторами: ограниченностью добычи — про­
дуцента и давлением со стороны хищника. Если равновесная плот­
ность популяции консумента в отсутствие хищника меньше плотно­
сти популяции консумента, обеспечивающей стационарное существо­
вание хищника, т. е. а  > 1, то хищник обречен на вымирание, а по­
пуляции консумента и продуцента взаимно контролируют численности 
друг друга.

В противном случае хищник настолько подавляет численность кон­
сумента, что популяция продуцента выходит из-под контроля последнего 
и неограниченно размножается. Неограниченно размножается также и 
популяция хищника.

Некорректность модели (5.2.5), проявляющаяся в возможности 
неограниченного роста численности популяции хищника, связана с дву­
мя обстоятельствами. Первое очевидно — это предположение об экс­
поненциальном росте численности популяции продуцента в отсутствие 
консумента. Второе состоит в предположении билинейного характера 
взаимодействия между продуцентом и консументом, с одной стороны,
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и консументом и хищником — с другой. Вследствие этого предполо­
жения оказывается, что ограниченная популяция продуцента способна 
с неограниченной скоростью поглощать продуцента, перерабатывая его 
биомассу в собственную, и соответственно обеспечивать неограничен­
ный рост популяции хищника. Ясно, что оба эти предположения могут 
быть приняты лишь для некоторого диапазона плотностей популяций.

5.2.3. Ячейка трофической сети

В предыдущих пунктах настоящего параграфа мы рассматривали 
системы дифференциальных уравнений, отвечающие неполным трофи­
ческим графам, в которых одна из трофических связей отсутствовала. 
Рассмотрим теперь полный трофический граф з ячейки трофической се­
ти, изображенный на рис. 5.1.3 б. Ему соответствует следующая система 
дифференциальных уравнений:

х  =  ах — Ъ\ху — Ьзхг, 
у  =  - С \ У  +  d\xy  -  b2y z , 
z = - c 2z +  d2yz  +  dsxz,

которая заменой

, / ^1 CL ^1t =  т а .  x  =  — и. у =  — v. z =  — w
d\ bi b2

приводится к
й =  u( 1 — v — /3w), 
v =  — и +  гс),
w =  —72 w(a — v — 5u),

где 7 i =  c i/a , 72 =  d2/b\, a  =  bic2/ad2, [3 =  c\b^jab2,
Особые точки системы:

О (г/, =  v =  w =  0);
А \(и  =  v =  1, w =  0);
А 2(и = а / 5 , v =  0 , w = 1//3);

/  1 +  (3 — а а(3 — 6((3 А  1) 1 — a +  5 ^

Заметим, что (5.2.8) — первая из рассматриваемых в этой главе 
«невольтерровских» систем. Действительно, хотя терминология в этой

(5.2.7)

(5.2.7 0

(5.2.8)

S = b ic id z  /  adid,2.
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области не вполне устоялась, вольтерровскими часто называют систе­
мы, удовлетворяющие следующим требованиям: трофические отношения 
описываются билинейными членами; матрица коэффициентов, описыва­
ющих трофические отношения, знакосимметрична; выполняется «прин­
цип эквиалентов», состоящий в том, что для систем вида x r =  х г (аг +  
+  (1 /M  J2 drsXs) выполняется условие drs =  —dsr.

s
Применительно к системе (5.2.8) это условие означает [3 = 8 . 

Нас интересует общий случай, когда вообще говоря ( 3 ^ 6 .
Рассмотрим бифуркации, происходящие с особыми точками систе­

мы, ограничиваясь, как всегда при этом, положительным октантом фа­
зового пространства. Таких бифуркаций две: слияние нетривиального, 
лежащего внутри октанта равновесия As  с равновесиями А\  и А 2 соот­
ветственно. Уравнения, определяющие соответствующие бифуркацион­
ные поверхности в пространстве параметров, имеют вид a±s : 6  =  а  — 1; 

з : 5 — Р/(Р  +  1).
Полное представление о структуре параметрического пространства 

{а, /3, 6 } в отношении бифуркаций, происходящих в первом октанте фа­
зового пространства, дает произвольный {а, 6 } срез при любом значе­
нии (3 (рис. 5.2.3 а). Пунктирами обозначены прямые, отвечающие би­
фуркациям, происходящим вне первого октанта фазового пространства 
системы. Фазовые портреты системы для соответствующих параметри­
ческих областей представлены на рис. 5.2.3 б.

Таким образом, при значениях параметров, лежащих в областях 2 
и 4, нетривиальные равновесия в системе отсутствуют. При значениях 
параметров в областях 1 и 3 нетривиальное равновесие существует, но 
неустойчиво. Характер неустойчивости равновесия As при значениях па­
раметров в областях 1 и 3 различен: в первом случае Ai < 0, ReA2,3 > О, 
во втором, напротив, А > 0, ReA2,3 < 0. Заметим, что при пересече­
нии на плоскости параметров {а, 6 } бифуркационных линий a\s  и <223 
в нуль обращаются одновременно и действительное собственное значе­
ние Ai, и действительная часть комплексной пары собственных значений 
ReA2,3. Другими словами, можно сказать, что соответствующие бифур­
кации имеют условную коразмерность один в силу конкретного вида 
системы.

В чем состоит биологическая интерпретация полученных результа­
тов? Рассмотрим сначала частный случай системы (5.2.8), когда удовле­
творяется принцип эквивалентов (3 = 5. Биологический смысл принципа 
эквивалентов состоит в том, что при построении системы, описывающей 
динамику некоторой трофической сети, принимается существование по­
стоянного для каждого вида коэффициента переработки либо в его соб­
ственную биомассу биомассы любой из потребляемых им жертв, либо 
его биомассы в биомассу любого из потребляющих его хищников (Сви-
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Рис. 5.2.3. Параметрический портрет и набор фазовых портретов системы (5.2.8)

режев, 1976). Заметим, что оба эти допущения весьма искусственны. 
Известная общая теорема (Вольтерра, 1976) относительно систем, удо­
влетворяющих принципу эквивалентов, состоит в том, что при нечетном 
числе видов одновременное сосуществование (даже неустойчивое) всех 
видов невозможно.
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В системе (5.2.8) при соблюдении принципа эквивалентов воз­
можен один из двух исходов. При а  < 2 консумент вымирает и 
остается сообщество двух видов — продуцента и хищника, причем 
хищник, естественно, полностью переходит на «травоядное» питание; 
при а  > 2 хищник вымирает и остается сообщество, содержащее 
популяции продуцента и консумента. Таким образом, при соблюде­
нии принципа эквивалентов поведение описываемой системы (5.2.8) 
ячейки трофической сети не отличается от поведения системы два 
хищника-жертва.

При отказе от принципа эквивалентов оба описанных только что 
режима поведения при некоторых значениях параметров по-прежнему 
реализуются при любом знаке неравенства Р ^  8 . При достаточно боль­
ших значениях а  хищник, как и в случае соблюдения принципа эк­
вивалентов, вымирает (параметрическая область и фазовый портрет 4). 
Однако при [3 j - 6  возникают параметрические области, в которых од­
новременное сосуществование всех трех видов оказывается возможным, 
но неустойчивым. Характер поведения системы в целом при этом опре­
деляется знаком неравенства /3 ^  S.

При Р < 5 сравнительно высока эффективность потребления хищ­
ником продуцента и в результате при значениях параметров, лежащих 
в области 3, каждое из равновесий А\  и Й2, соответствующих сосуще­
ствованию продуцента с консументом и с хищником, оказывается устой­
чивым относительно инвазии третьего вида.

При Р > 5 эффективность потребления хищником продуцента невы­
сока, и каждое из равновесий А\  — продуцент—консумент и А 2 — 
продуцент—хищник оказывается неустойчивым относительно инвазии 
третьего вида при значениях параметров в области 1. Сосуществование 
всех трех видов, однако, по-прежнему неустойчиво. В системе реализу­
ются колебания неограниченно нарастающей амплитуды.

Одной из причин такой некорректности модели является, очевидно, 
предположение о неограниченном экспоненциальном росте популяции 
продуцента в отсутствие консумента, т. е. предположение о неограни­
ченности ресурсов популяции продуцента, или, другими словами, об от­
сутствии внутривидовой конкуренции в популяции продуцента.

Исследование системы (5.2.8) показало, как отказ от биологически 
малообоснованного принципа эквивалентов приводит к появлению каче­
ственно новых особенностей поведения простейшей ячейки трофической 
сети, в частности к возможности сосуществования, хотя и неустойчиво­
го, трех составляющих трофическую ячейку видов. Это делает сомни­
тельной оправданность применения принципа эквивалентов при иссле­
довании более сложных трофических сетей.
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5.3. Конкуренция продуцентов в сообществе трех 
популяций, связанных трофическими 
отношениями

5.3.1. Сообщество трех трофических уровней

При исследовании модели сообщества трех популяций, связанных 
между собой по принципу продуцент—консумент—хищник [п. 5.2.2, си­
стема (5.2.5)], было показано, что при некоторых значениях параметров 
популяции продуцента и хищника неограниченно размножаются.

Модифицируем систему (5.2.5) с учетом внутривидовой конкурен­
ции в популяции продуцента:

х  =  ах — Ъ\ху — еж2,
у = - е \ у  +  d\xy  -  h2y z , (5.3.1)
z =  - с 2у +  d2yz.

Система (5.3.1) для трофической цепочки произвольного числа ви­
дов с конкуренцией на нижнем трофическом уровне была исследована 
в работе Эман (1966). Из соображений полноты изложения построим 
параметрический и фазовый портреты системы (5.3.1) и дадим их эколо­
гическую интерпретацию. Заменой (5.2.5'), уравнения (5.3.1) приводятся 
к виду

й =  и( 1 — v — ей),
v =  —71^(1 — и +  гг), (5.3.2)
w =  —72 w(a  — v),

где все нормированные параметры выражаются через исходные так же, 
как в системе (5.2.6), и е =  ec\jad\.

Особыми точками системы являются

О [и =  v =  w =  0);
А\ (и  =  1/е, v =  w =  0);
А 2(и =  1, v =  1 — е, w = 0);

А 3[и =  -|(1  — а ), v =  a, w =  -|(1  — а) — 1].

На плоскости параметров {а , е} линии, задаваемые уравнениями
a i 2 : б =  1; a 2 3 : о; =  е — 1, отвечают бифуркациям слияния равновесий 
A i A 2 и А2А3 соответственно (рис. 5.3.1). Нетривиальное равновесие А 3, 
соответствующее сосуществованию всех трех видов, лежит внутри поло­
жительного октанта фазового пространства системы лишь при значениях
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Рис. 5.3.1. Параметрический портрет (а) и набор фазовых портретов (б) системы 
(5.3.2)

параметров из области 3, т. е. при а  < 1 — е. Равновесие As в первом ок­
танте всегда устойчиво. Параметрические линии а\ъ и <223 исчерпывают 
параметрический портрет системы. Соответствующие фазовые портреты 
изображены на рис. 5.3.1 б.

Экологически условие е > 1 означает малую емкость экологической 
ниши продуцента. Соответственно стационарная численность популяции 
продуцента, определяемая доступными ей ресурсами, столь низка, что 
популяция продуцента не в состоянии «прокормить» популяцию консу- 
мента. Изолированная популяция продуцента устойчива относительно 
инвазии консумента.

Условие 1 > б > 1 — а  означает, что емкость ниши популяции 
продуцента достаточна для того, чтобы популяция продуцента могла 
обеспечить существование популяции консумента. Однако стационарная 
численность популяции консумента при этом столь низка, что обеспе­
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чить существование хищника популяция консумента не может. Равнове­
сие А 2 , отвечающее сосуществованию продуцента и консумента, устой­
чиво относительно инвазии хищника.

Наконец, условие е < 1  — а  означает, что емкость ниши популяции 
продуцента настолько велика, что численность популяции консумента, 
потребляющего продуцента, оказывается достаточной для того, чтобы 
обеспечить существование хищника. Сосуществование всех трех видов 
является при этом устойчивым.

5.3.2. Сообщество два хищника-жертва

Как отмечалось, формально системы дифференциальных уравне­
ний, описывающие динамику сообществ два хищника—жертва и две 
жертвы—хищник, эквиваленты, поскольку переводятся друг в друга об­
ращением направления времени. Положение меняется при учете конку­
ренции. Система, описывающая динамику сообщества два хищ ника- 
жертва с учетом конкуренции жертв, имеет вид

х  =  ах — Ь\ху\ — Ь2ху 2 — ех2;
У\ =  - c \ y  + d\xy\ ,  (5.3.3)
У2 =  - с 2у + d2xy2-

Заменой t =  т /а , х  =  у\ =  у2 =  7 ^ 2  она сводится к
0 \ 02

и =  и( 1 —  V\ —  V2 —  и),
vi =  —71гц (а — и ), (5.3.4)
V2 = - 7 2 V2 (Р ~  и),

где 7 i =  d \ a j e , 72 =  cfea/e, а  =  c\e jad \ , [3 =  C2 e/ad2 .
Равновесия системы:

0 ( и  =  vi =  v2 =  0);
А 1(и = 1, щ =  v2 = 0);
А 2(и = a, vi =  1 -  a, v2 =  0);
А 3(и = (3, vi =  0 , v2 =  1 -  (3).

Точки А 2 и А 3 находятся в первых квадрантах «своих» координат­
ных плоскостей при а  < 1 и (3 < 1 соответственно и при этом в коорди­
натных плоскостях всегда являются устойчивыми узлами или фокусами.



182 Гл а в а  5

Рис. 5.3.2. Параметрический портрет и набор фазовых портретов системы (5.3.4)

Таким образом, поведение системы (5.3.4) не зависит от парамет­
ров 7 i и 72. Параметрический портрет на плоскости параметров {сц /3} 
и соответствующие фазовые портреты изображены на рис. 5.3.2. Фазо­
вые портреты для областей 1 и 2 совпадают с таковыми для системы
(5.3.4), изображенными на рис. 5.3.1. При а  =  (3 < 1 на фазовом портре­
те имеется прямая неизолированных особых точек.

На рис. 5.3.2 видно, что в системе в случае общего положения су­
ществует одно глобально устойчивое равновесие. В зависимости от зна­
чений параметров оно отвечает либо вымиранию обоих хищников, когда 
емкость ниши продуцента не обеспечивает стационарной численности 
популяции продуцента, достаточной для существования хотя бы одно­
го из хищников, либо вытеснению одним из хищников другого, менее 
эффективно использующего ресурс жертвы.

Система два хищника—жертва с учетом конкуренции в популяции 
жертвы и насыщения хищников исследовалась в работах ряда авторов 
(Hsu, 1978; Hsu et al., 1978 a, b; Koch, 1974; Smith, 1982; Kirlinger, 1988). 
Было показано, что при некоторых значениях параметров насыщение 
хищников может приводить к возможности их сосуществования при по­
треблении одного вида жертв, но лишь в колебательном режиме.
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5.3.3. Ячейка трофической сети

Рассмотрим динамику элементарной ячейки трофической сети, вве­
дя в рассмотрение фактор внутривидовой конкуренции в популяции про­
дуцента. Сообщество трех популящий при этом описывается следующей 
системой дифференциальных уравнений:

где б =  ec i /ad i , а остальные параметры также выражаются через исход­
ные, как и в случае системы (5.2.8).

Система имеет пять особых точек:

О (и =  v =  w =  0);
В  (и =  1/е, v =  w =  0);
А \(и  =  1, v =  1 — е, w =  0);

Полное представление о структуре {сц /3, 5, б}-параметрического 
портрета системы дают его {а, £}-срезы при произвольных значениях /3. 
Срезы {а, полного портрета выглядят по-разному в зависимости от 
знака неравенства е /  1.

Рассмотрим сначала {сц £}-параметрический портрет при малых 
значениях е <С 1 (рис. 5.3.3 а). На портрете, так же как и 
на портрете системы (5.2.8), описывающей динамику ячейки тро­
фической сети в отсутствие конкуренции продуцентов, имеются би­
фуркационные линии, отвечающие бифуркациям слияния равнове­
сия As  с равновесиями А\  и А 2. Их уравнения задаются условия­
ми a i 3 : 5 = а  + е — 1; а23 : S =  а(/3 +  б)/(/3 +  1). Кроме того, появляет­
ся еще одна линия, отвечающая бифуркации слияния равновесий А 2

х  =  ах — Ъ\ху — hsxz — ех2, 
у = - с \ у  +  d\xy  -  b2y z , 
z = - c 2z +  d2yz  +  d$xz,

(5.3.5)

которая заменой (5.2.7') приводится к

й =  и( 1 — v — j3w — ей), 
v =  —71^(1 — и +  w), 
w =  —72ic(a — v — 5и),

(5.3.6)

0 - 5  + е ’ V ( 3 - 5  + е
W  =

1 — ol -Ь 5 — б
/3 — S +  б
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Рис. 5.3.3. Срез {а , 3} параметрического портрета системы (5.3.6) при е <  1 (а) 
и б >  1 (б)

и В,  уравнение которой задается условием a2 b : S =  еа. Линиями би­
фуркаций, отвечающих слияниям равновесий, параметрический портрет 
системы не исчерпывается. На нем присутствует линия N  («нейтраль­
ности»), при пересечении которой в пространстве параметров равнове­
сие Л.2 теряет устойчивость с рождением малого устойчивого предельно­
го цикла. Уравнение линии нейтральности довольно громоздко, однако 
из соображений непрерывности очевидно, что при е —► 0 она «влипает» 
в угол, образованный бифуркационными линиями ахз и <22 з- Численный 
расчет линии нейтральности, проведенный Е.А.Апониной при е =  0,01 
и б =  0 , 1, подтвердил правильность схематического изображения пара­
метрического портрета, представленного на рис. 5.3.3 а .

При б > 1 параметрический портрет системы имеет вид, изображен­
ный на рис. 5.3.3 б. Напомним, что при этом нанесены лишь линии, 
отвечающие бифуркациям, происходящим в положительном октанте фа­
зового пространства.

Полный набор фазовых портретов системы для соответствующих 
параметрических областей изображен на рис. 5.3.4.

Таким образом, система (5.3.6) имеет довольно сложную структуру 
параметрического портрета и обнаруживает весьма богатый набор режи­
мов динамического поведения. В зависимости от значений параметров 
в фазовом пространстве может быть либо один, либо два притягиваю­
щих объекта. Единственным притягивающим объектом могут быть: точ­
ка В  — при значениях параметров в области 10; А\  — параметрические 
области 4 и 6 ; А.2 — области 2 и 9; A3 — области 1 и 5 и трехмерный 
устойчивый предельный цикл — параметрические области 7 и 8 .
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При значениях параметров, лежащих в области 3, в системе реали­
зуется триггерный режим, и в зависимости от начальных условий уста­
навливается состояние А\  или А 2 . Расположение сепаратрисной поверх­
ности, разделяющей области притяжения равновесий A i и А^, специаль­
но не исследовалось, но ясно, что она проходит через ось w и точку А%.

Интерпретируем полученные результаты экологически. Смысл огра­
ничений, определяющих границы параметрической области 10, и пове­
дение системы при значениях параметров, лежащих в этой области, оче­
видны: условие б > т а х { 1, а / 8 } означает столь малую емкость эколо­
гической ниши продуцента, что популяция продуцента не может обес­
печить ни существование консумента (е > 1), ни хищника в отсутствие 
консумента (б > а/5).

Сходным образом можно интерпретировать условия, определяющие 
границу параметрической области 9 и поведение системы при значениях 
параметров, лежащих в этой области. Условие а / 5 > е > 1 означает, что 
емкость экологической ниши продуцента и эффективности потребления 
продуцента консументом и хищником таковы, что популяция продуцента 
не в с о с т о я н и и  прокормить консумента, но может поддерживать стаци­
онарное существование популяции хищника в отсутствие консумента. 
«Хищник» при этом формально теряет право на такое наименование, 
поскольку полностью переходит на травоядное питание.

Условие (1 > б > а /S), определяющее границу совокупности па­
раметрических областей 5, 6 и 8 , описывает ситуацию, при которой ем­
кость ниши продуцента достаточна для того, чтобы популяция продуцен­
та была в с о с т о я н и и  прокормить консумента, но хищник в отсутствие 
консумента существовать не может.

При этом возможны два варианта. В первом, которому соответству­
ют значения параметров в области 6 , стационарной численности популя­
ции консумента недостаточно для того, чтобы обеспечить существование 
хищника, и последний обречен на вымирание. При значениях парамет­
ров, лежащих в областях 5 и 8 , популяция продуцента в состоянии про­
кормить популяцию хищника. При значениях параметров в области 5 
реализуется устойчивое сосуществование всех трех популяций в стаци­
онарном режиме, а в области 8 — автоколебательный режим.

Рассмотрим теперь условия, при которых емкость ниши продуцента 
и эффективность его потребления консументом и хищником позволяют 
популяции продуцента обеспечить существование отдельно взятых по­
пуляций как консумента, так и хищника: е < m in{l, а / 5}. Заметим, что 
в э т о м  случае популяции консумента и хищника можно рассматривать 
не только как расположенные на последовательных трофических уров­
нях, но и с точки зрения их взаимодействия при потреблении общего 
ресурса — продуцента.
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Рис. 5.3.4. Набор фазовых портретов системы (5.3.6)
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Если рассматриваемую систему редуцировать, исключив трофиче­
ское взаимодействие между консументом и хищником, то она переходит 
в систему два хищника-жертва, исследованную в предыдущем разде­
ле. При этом в зависимости от значений параметров один из двух видов, 
потребляющих продуцента, полностью вытесняет второй при любых на­
чальных условиях.

Что сохраняется и что появляется нового в поведении системы 
два консумента—продуцент при введении трофических отношений меж­
ду консументами, т. е. при превращении системы два консумента— 
продуцент в систему продуцент—консумент—хищник с факультативной 
травоядностью хищника?

Из рис. 5.3.4 следует, что при 5 > а  +  е хищник всегда вытесня­
ет продуцента. Другими словами, если хищник использует продуцента 
значительно более эффективно, чем консумент, то консумент вымирает, 
а хищник переходит на травоядное питание.

При S < а(/3 +  е) /($  +  1) и а  > 1 хищник всегда вымирает. Эти 
неравенства отвечают ситуации, когда, во-первых, консумент исполь­
зует продуцента много более эффективно, чем хищник, и, во-вторых, 
стационарная плотность популяции консумента, обеспечиваемая проду­
центом, недостаточна для поддержания существования популяции хищ­
ника. Эти два режима аналогичны режимам, наблюдавшимся в системе 
два хищника-жертва.

Кроме того, существует некоторый промежуточный диапазон значе­
ний 5 /а , отвечающий на параметрическом портрете конусу, образован­
ному бифуркационными прямыми а\ з и <22 з- Характер динамического 
поведения системы при значениях параметров, лежащих внутри этого 
конуса, может быть двояк. При значениях параметров, лежащих в ле­
вом нижнем углу конуса, в системе существует единственное нетриви­
альное устойчивое равновесие (область 1) или трехмерный устойчивый 
предельный цикл (область 7), отвечающие устойчивому сосуществова­
нию всех трех видов в стационарном или автоколебательном режиме 
соответственно.

При значениях параметров, лежащих в правом верхнем углу конуса 
(область 3), в системе реализуется триггерный режим, когда при фик­
сированных значениях параметров в зависимости от исходных значений 
численности вымирает либо популяция хищника, либо популяция кон­
сумента.

Таким образом, исследованная элементарная ячейка трофической 
сети является, по-видимому, наиболее простым модельным экологиче­
ским объектом, в котором в зависимости от значений параметров реа­
лизуется как триггерный режим, сопряженный с полным вымиранием 
того или иного вида в зависимости от начальных условий, так и режим
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стационарного или автоколебательного сосуществования всех входящих 
в сообщество видов. Ранее возможность реализации автоколебательных 
режимов в системе Вольтерра, описывающей взаимодействие шести ви­
дов, расположенных на трех трофических уровнях, была обнаружена в 
численных экспериментах (Garfinkel, Sack, 1964; Maynard Smith, 1974) 
и более подробно исследована для экологических моделей, описываю­
щих замкнутый круговорот веществ в системе четырех и шести видов 
(Базыкин, 1982).

Отметим, что если в сообществе хищник—жертва, описываемом си­
стемой дифференциальных уравнений второго порядка, для возникно­
вений устойчивых автоколебаний недостаточно билинейного взаимодей­
ствия между хищником и жертвой и необходимо наличие дополнитель­
ных дестабилизирующих факторов, то в элементарной ячейке трофиче­
ской сети и, разумеется, в более сложных сообществах автоколебания 
возникают уже при билинейном характере взаимодействия между вида­
ми при некоторых значениях параметров.

5.3 .4 . Сообщество две жертвы—хищник

Рассмотрим качественно новые эффекты, к которым в сообществе 
хищник—две жертвы приводит межвидовая конкуренция жертв.

Динамика численности популяций описывается следующей систе­
мой дифференциальных уравнений:

х\  =  а\Х\ -  b ix iy  -  е ц х \  -  e i 2x \ x 2,

х 2 =  а2х 2 -  Ъ2х 2у -  e2 i x i x 2 -  е2 2 х \ , (5.3.7)
у = - с у  +  d \x \ y  +  d2x 2y ,

которая заменой t =  т /с , х\  =  ууу«з, х 2 =  ууу«2, У

iii =  u\ (a i  — f3\v — и\  — 612x2), 
й 2 =  u2(a 2 — P2v — u 2 — e2 ui),  
v  =  — v ( l  -  5i u i  -  52u 2 ) ,

где ащ2 =  «1,2/с, /?i52 =  Ьцг/с, =  c i 2с /в 22, б2 =  e2 i c / e n ,  Si =
=  d i / е ц ,  S2 =  d2 / e 22.

Нормировкой по у можно было бы «убрать» один из коэффициен­
тов /?i, /?2, но мы этого делать не будем, чтобы сохранить симметрию 
обозначений.

Впервые система (5.3.7) была рассмотрена в работе Parish, Saila 
(1970). Было показано, что при некоторых значениях параметров присут­
ствие хищника в сообществе может обеспечить сосуществование конку­

=  v приводится к 

(5.3.8)
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рирующих популяций жертв, невозможное в отсутствие хищника. Из­
вестны экспериментальные работы (например, Paine, 1966 ), иллюстри­
рующие это теоретическое заключение и, по-видимому, подтверждаю­
щие адекватность модели (5.3.7). Впоследствии тот же качественный 
эффект был исследован при некоторых специальных условиях типа ра­
венств, наложенных на значения параметров (Cramer, May, 1972; Hsu, 
1981). В работе Fujii (1979) была установлена возможность существова­
ния и единственность устойчивого предельного цикла в этой системе в 
некоторой области значений параметров.

Систему (5.3.7), дополненную членом, описывающим конкуренцию 
хищников, численно исследовали при различных значениях параметров. 
Вене (Vance, 1978) обнаружил существование сложных периодических 
режимов и нанес некоторые бифуркационные линии на плоскость пара­
метров { ад ,  (ei — 62)} (в наших обозначениях) при определенных фикси­
рованных значениях всех остальных параметров. Гилпин (Gilpin, 1979) 
при фиксированных значениях всех параметров численно исследовал фа­
зовый портрет, на котором было обнаружено квазистохастическое пове­
дение, которое он, использовав терминологию Ресслера (Rossler, 1976), 
назвал «спиральным хаосом». Арнеодо с соавторами (Arneodo et al., 
1980) изучали поведение системы (5.3.7) в зависимости от параметра ot2 
(в  наших обозначениях) при фиксированных значениях остальных пара­
метров. Было обнаружено сложное динамическое поведение и высказаны 
некоторые соображения относительно бифуркационного механизма его 
возникновения. К сожалению, выбранные авторами знаки коэффициен­
тов не допускают экологической интерпретации.

Рис. 5.3.5. Расположение и обозначения особых точек на фазовом портрете си­
стемы (5.3.8) и его схематическое представление
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Ниже мы предпримем попытку по возможности полного исследова­
ния поведения системы (5.3.8) в зависимости от значений всех входящих 
в нее параметров. Система (5.3.8) имеет семь особых точек (рис. 5.3.5):

(Координаты D  определяются из соответствующей системы алгебраиче­
ских уравнений.)

Система (5.3.8) зависит от восьми параметров. Исследование по­
строим следующим образом: рассмотрим вид двумерных {ад, a^j-nop- 
третов в зависимости от условий типа неравенств, налагаемых на осталь­
ные параметры.

Бифуркациями, задающими «каркас» параметрического портрета, 
являются бифуркации слияния равновесий. Рассмотрим их последова­
тельно. Начнем с бифуркаций, происходящих на плоскости v =  0. Их 
две: слияние равновесий А \ С  и А 2 С  соответственно. Уравнения бифур­
кационных прямых имеют вид

т.е. на плоскости {ад, « 2} бифуркационные прямые проходят с положи­
тельным наклоном через начало координат. Возможны два варианта их 
взаимного расположения в зависимости от знака неравенства 6162 ^  1. 
Рассмотрим сначала случай 6162 < 1 (рис. 5.3.6).

Здесь и в дальнейшем в этом разделе мы будем обозначать без 
индексов номера фазовых портретов, не изменяющихся качественно при 
замене U2 на и\  , и наоборот, а номерами с индексами 1 и 2 — портреты, 
переходящие при такой замене друг в друга.

Рассмотрим бифуркации, происходящие на координатных плоско­
стях U2 =  0 и и\  =  0 . Это соответственно бифуркации слияния равнове­

0 (ui = и 2 = v =  0);
A i(u i  =  ад, U2 =  v =  0); 
A 2 ( u i  =  0 , U2 =  OL2, v  =  0 ) ;

(5.3.9)

D

А \ С  : OL2 —
А 2 С  : ад =  61Q2?

(5.3.10)
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сий А \ В \  и А 2 В 2 . Соответствующие бифуркационные прямые задаются 
уравнениями

А \ В \  : ац =  1 /Si,  
А 2 В 2 : 0L2 =  1/^2 

и параллельны координатным осям.

(5.3.11)

°h. 1 “ 2 , 
у  АС ,

АС ,
©

а, О

л, °

, д д / а с

/ А, С
о  /
cq /
- у  ____ А.В.С

Г а 2в 2

а, О

Рис. 5.3.6. Взаимное расположение бифуркационных линий на параметрическом 
портрете системы (5.3.8) при 6162 <  1 и фазовые портреты на плоскости v = О 
для областей l i  и 2

Возможны три варианта взаимного расположения прямых А \ В \  и 
А 2 В 2 относительно лучей А \ С  и А 2 С  (см. рис. 5.3.6):

а) 61^1 < #2, 62^2 < 5ц
б) cidi > 6 2 , 6 2S2 < Si,
в) eiSi < 52, 62^2 > 51-

Портреты б и в ,  представленные на рис. 5.3.6, эквивалентны в том 
смысле, что переходят друг в друга при смене индексов в системе, и по­
тому для полного исследования достаточно рассмотреть один из них.

Точки пересечения бифуркационных прямых A \ B i  и А\С,  и прямых 
А 2 В 2 и А 2 С  отвечают бифуркациям условной коразмерности два одно­
временного слияния трех равновесий: A \ B i C  и А 2 В 2 С  соответственно.
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Перечисленными выше исчерпываются бифуркации слияния рав­
новесий, лежащих на координатных плоскостях. Кроме того, в систе­
ме (5 .3 .8) возможны три бифуркации типа слияния пары равновесий, 
а именно бифуркации слияния точки D  с точками В\ ,  £>2 и С. Уравне­
ния соответствующих бифуркационных линий имеют вид

B \ D  : ot2 =

B 2 D  : oti =

@2(01181 — 1) +  62/З1
M i  ’

@1(01282 — 1) +  el @2

М 2 ’
CD  : o l i ( 8 i  —  8 2 ^ 2 )  +  0 1 2 ( 8 2  —  ^ 1 6 1 )  —  1 —  6 1 6 2 -

(5.3.12)

a,

Рис. 5.3.7. Параметрический портрет системы (5.3.8) при 6i 62 < 1, е\ < 8 2 / 8 1 , 
62 < 8 1 / 8 2  и a) l/e i > @ч/@\ > е2; б) /32//3i < е2

Нетрудно видеть, что прямая CD  проходит через обе точки А \ В \ С  
и А 2 В 2 С, а прямые B \ D  и B 2D — через точки А \ В \ С  и А 2 В 2С  соот­
ветственно, причем имеют одинаковый положительный наклон @2 / @i-

Заметим, что точки А \ В \ С  и А 2 В 2 С, имеющие условную коразмер­
ность два, т.е. отвечающие выполнению двух условий типа равенств, 
наложенных на коэффициенты системы, соответствуют одновременно­
му слиянию на фазовом портрете четырех равновесий: Ai ,  Bi ,  С, D  
и Аз, В2, С, D.

На рис. 5.3.7 и 5.3.8 представлены все возможные варианты взаим­
ного расположения бифуркационных линий для рассматриваемого слу­
чая 6162 <  1. Соответствующие фазовые портреты на рис. 5.3.9 изобра­
жены схематически (см. рис. 5.3.5).
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Рис. 5.3.8. Параметрический портрет системы (5.3.8) при 6162 < 1, > А /А ,
62 < А /А  и а) l /e i  > А /А  > е2; б) А /А  > 1 /бь  5) б2 > А /А  >
> - А — А^2 . 

А  — 8 \е 1 ’ А А /А  < - А — А^2 
А — А б1

Заметим, что точки 5 i  и 52 всегда устойчивы в «своих» коорди­
натных плоскостях, но в зависимости от значений параметров могут 
быть как узлами, так и фокусами. Как выяснится в дальнейшем, об­
щее динамическое поведение системы в этих двух случаях может быть 
существенно различным. Отложим рассмотрение случая, когда одна из 
точек В\  или £>2 или они обе являются фокусами, на конец настоя­
щего раздела и начнем с рассмотрения параметрической окрестности 
бифуркационных линий А \ В \  и А 2 В 2, т. е. со значений параметров, при 
которых точки В\  и В 2 являются устойчивыми узлами. В этом случае 
трехмерные фазовые портреты системы можно адекватно схематически 
изобразить их двумерными проекциями на плоскость u\jot\  +  u 2 / a 2 =  1. 
На параметрических портретах изображены лишь участки бифуркацион­
ных прямых, отвечающие бифуркациям, происходящим в первом октан-
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Рис. 5.3.9. Фазовые портреты системы (5.3.8) при 6162 <  1. Портреты 2, б и 
отвечают параметрическим областям без индекса, все остальные — областям 
индексом 1.
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те фазового пространства системы. Заметим, что для рассматриваемого 
случая 6162 < 1 параметрический портрет системы исчерпывается пря­
мыми, отвечающими бифуркациям слияния равновесий.

Перед тем как переходить к рассмотрению случая 6162 > 1, дадим 
экологическую интерпретацию полученным результатам. Прежде всего 
заметим, что неравенство 6162 < 1 означает, что межвидовая конкурен­
ция жертв слабее внутривидовой, и поэтому возможно устойчивое сосу­
ществование обеих популяций жертвы в отсутствие хищника. При вве­
дении в сообщество хищника возможны, как следует из рассмотрения 
фазовых портретов, следующие режимы:

1. Равновесие глобально устойчиво:
а) популяция одного из видов жертвы в отсутствие хищника (1, 13);
б) сосуществующие популяции жертвы без хищника (2, 14);
в) популяция одного из видов жертвы, сосуществующая с хищником 

(3, 4, 7, 8 , 12);
г) сосуществование всех трех видов (5, 6 , 9, 10, 11).
2. Триггерные режимы:
а) либо одна из популяций жертв сосуществует с хищником, либо 

вторая существует без него (16);
б) с хищником сосуществует либо одна популяция жертвы, либо 

другая, но не обе одновременно (17);
в) сосуществование одной из популяций жертвы с хищником либо 

обеих популяций жертвы в отсутствие хищника (15).
Заметим, что если наличие в системе четырех типов глобально при­

тягивающих режимов очевидно, то появление триггерных режимов при 
введении хищника в сообщество, где в его отсутствие либо одна из 
популяций жертв вытесняла конкурента, либо популяции устойчиво со­
существовали, представляется весьма интересным.

Перейдем к рассмотрению случая 6162 > 1 (рис. 5.3.10). Основное 
отличие этого случая от ранее рассмотренного состоит в том, что ес­
ли при 6162 < 1 равновесие С  является в плоскости v =  0 устойчивым 
узлом, то при 6162 > 1 точка С — седло (см. рис. 5.3.10), и сосущество­
вание жертв в отсутствие хищника невозможно.

Бифуркационные прямые, отвечающие бифуркациям слияния рав­
новесий, задаются теми же уравнениями (5.3.10-5.3.12), что и в пре­
дыдущем случае. Все возможные варианты их взаимного расположения 
представлены на рис. 5.3.11 и 5.3.12, а соответствующие фазовые пор­
треты — на рис. 5.3.13.

Существенно, что во всех случаях, кроме одного, параметрические 
портреты исчерпываются совокупностью бифуркационных линий, отве­
чающих бифуркациям слияния равновесий. Единственным исключением 
(и наиболее интересным случаем) является портрет, представленный на
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А, С
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Рис. 5.3.10. Взаимное расположение на плоскости параметров {ал, а 2} бифур­
кационных линий А\С  и А^С при 6i 62 > 1 {а) и отвечающие ему фазовые пор­
треты на плоскости v = 0 (б, в). Номер 18 означает, что продолжается нумерация 
фазовых портретов системы (3.5.8), начатая при исследовании случая 6i 62<l

рис. 5.3.12 г, для которого выполняются следующие неравенства:

Ситуация остается той же, если все три неравенства имеют обратный 
знак, поскольку это соответствует смене индексов у параметров. Графи­
чески выполнение неравенств (5.3.13) означает, что наклон пары бифур­
кационных прямых B \ D  и B 2 D  больше наклона прямой CD.

В этом случае (рис. 5.3.14) точки А \ В \ С  и А 2 В 2 С  параметриче­
ского портрета соединяются прямой, отвечающей бифуркации слияния 
равновесий С  и D  на фазовом портрете, и по меньшей мере еще двумя 
бифуркационными линиями, а именно линией N  нейтральности равнове­
сия D  и линией значений параметров, при которых на фазовом портрете 
траектория, выходящая из точки В 2 внутрь первого октанта, совпадает 
с траекторией, входящей из первого октанта в точку С. Эту параметри­
ческую линию назовем «линией L  сепаратрисного контура».

Заметим, что параметрические точки А 1 В 1С  и А 2 В 2 С  являются 
точками, отвечающими слиянию на фазовом портрете трех равновесий, 
т. е. точками, отвечающими значениям параметров, при которых в нуль 
обращаются два собственных значения системы (при наличии, кроме то­
го, дополнительного вырождения, обусловленного конкретным видом си­
стемы). Таким образом, вхождение в эти точки параметрических линий

(5.3.13)
82 > 5i6i, 
5i < 8 2 ^ 2 •
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нейтральности равновесия и сепаратрисного контура — случай общего 
положения. При значениях параметров, отличных от удовлетворяющих 
условию (5.3.13), эти линии отвечают бифуркациям, происходящим вне 
положительного октанта фазового пространства системы, и на предыду­
щих рисунках не изображены.

Рис. 5.3.11. Параметрические портреты системы (5.3.8) при 6162 >  1, е\ >  6 2 / 6 1 , 
62 >  S 1 / S 2  И а )  62 >  02/01 >  1/ б ь  б )  02/01 <  l / e i

Интерпретируем экологически полученные результаты. Напомним, 
что рассматривается ситуация (6162 > 1), когда в отсутствие хищника 
сосуществование двух конкурирующих популяций жертвы невозможно. 
При введении в сообщество хищника могут реализовываться следующие 
возможности:

1. Глобально притягивающие режимы:
а) одна популяция жертвы без хищника;
б) одна популяция жертвы с хищником;
в) стационарное сосуществование всех трех популяций.
2. Триггерные режимы:
а) в отсутствие хищника либо одна, либо другая популяция жертвы;
б) либо одна популяция жертвы сосуществует с хищником, либо 

вторая существует без хищника;
в) с  х и щ н и к о м  сосуществует либо одна, либо другая популяция 

жертвы;
г) устойчивое стационарное сосуществование всех трех популяций 

либо существование одной из популяций жертвы в отсутствие хищника 
и конкурента;

д) то же, но сосуществование всех трех видов возможно лишь в ав­
токолебательном режиме.
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Рис. 5.3.12. Параметрический портрет системы (5.3.8) при 6162 <  1, е\ <  <Ь/£ъ 
62 > И а )  62 > 0 2 / 0 1  > 1/̂ 1, б)  0 2 / 0 1  < 1/̂ 1,

- f 1 ~  f 262 >  Ч2//З1 >  £2, г) /З2//З1 >  — F ^ 2-- Структура заштрихо-
О 2 —  С 1 6 1  02 —  O 161

ванной области изображена на рис. 5.3.14

Наиболее интересными представляются следующие результаты ис­
следования из числа перечисленных выше:

1) Введение в сообщество хищника может обеспечить устойчивое со­
существование конкурирующих видов жертвы, невозможное в от­
сутствие хищника.

2) Режим сосуществования всех трех популяций может быть либо гло­
бально устойчивым, либо иметь в фазовом пространстве границу 
области притяжения.
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и

Рис. 5.3.13. Фазовые портреты системы (5.3.8) при 6162 >  1. Нумерация соответ­
ствует нумерации областей на параметрических портретах рис. 5.3.11 и 5.3.12. 
Портреты 18, 20 и 22 отвечают параметрическим областям без индекса, все 
остальные — областям с индексом 1

3) Сосуществование всех трех видов может происходить в стационар­
ном или в автоколебательном режиме в отсутствие каких-либо спе­
циальных дестабилизирующих факторов.
Выше мы упоминали о том, что для общего динамического поведе­

ния системы может быть существенно, является ли точка £>2 в плоскости 
ui = 0 устойчивым узлом или фокусом. Для большинства параметриче­
ских областей это различие не сказывается качественно на характере 
поведения системы. Однако оно оказывается принципиальным при зна­
чениях параметров, лежащих в окрестности границы параметрических 
областей 26 и 27. Рассмотрим ситуацию подробнее.

Основные результаты относительно характера динамического пове­
дения системы дифференциальных уравнений третьего порядка при зна-
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Рис. 5.3.14. Структура параметрической области, заштрихованной на рис. 5.3.12 г

чениях параметров, близких к тем, при которых на фазовом портрете 
системы существует замкнутая траектория типа петли седлоузла или 
седлофокуса, принадлежат Б. П. Шильникову (1963, 1965, 1970, 1980). 
Суть их состоит в следующем. В зависимости от того, является ли осо­
бая точка седлоузлом или седлофокусом, во-первых, и от знака седло- 
вой величины, во-вторых, возможны три варианта динамического пове­
дения в окрестности петли, два из которых аналогичны соответствую­
щему поведению систем второго порядка, а третий является качествен­
но новым:

1. а > 1. Из петли сепаратрисы при движении по параметру вне за­
висимости от того, является ли особая точка седлоузлом или седлофоку­
сом, рождается одно периодическое движение — устойчивый предельный 
цикл. Соответственно при движении по параметру в противоположном
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направлении устойчивый предельный цикл разрушается на петле сепа­
ратрисы;

2. а < 1, особая точка — седлоузел. Из петли сепаратрисы рожда­
ется только одно периодическое движение и притом седлового типа;

3. а < 1, особая точка — седлофокус. Это наиболее сложный слу­
чай, когда в любой малой окрестности петли сепаратрисы существует 
бесконечное (счетное) множество замкнутых траекторий, не исчерпыва­
ющее, однако, всего множества траекторий, лежащих в окрестности пет­
ли сепаратрисы. Бифуркационные явления, происходящие в этой об­
ласти, могут быть весьма сложными и в общем случае до конца не 
изучены. К некоторым из них мы вернемся при описании результатов 
численного исследования. Параметрическая структура окрестности то­
чек, отвечающих бифуркациям коразмерности два и соответствующих 
пересечению параметрической линии петли сепаратрисы небифуркаци­
онной линией узел-фокус при а < 1 и переходу а через единичное 
значение при движении по линии петли сепаратрис, исследована Бе­
ляковым (1981).

Изложенные результаты Шильникова легко переносятся на систе­
му (5.3.8), с той лишь разницей, что вместо петли сепаратрисы фигури­
рует сепаратрисный контур А 2 В 2 С А 2 , а седловая величина определяется 
выражением

где А — отрицательные, a ц — положительные собственные значения 
системы в соответствующих точках по направлению движения по сепа- 
ратрисному контуру.

Рассмотрим бифуркационные явления, происходящие в окрестности 
сепаратрисного контура, на конкретном численном примере. В совмест­
ной работе автора с Е.А. и Ю .М. Апониными (Апонина, Апонин, Ба­
зыкин, 1982 а, б) исследовалась следующая система хищник—две жерт­
вы:

В этой системе, в отличие от системы (5.3.8), дополнительно учтен 
фактор внутривидовой конкуренции в популяции хищника. Вид пара­
метрического портрета при этом меняется незначительно: единственное

а =
А(А.2)А(С) • m axRe Ai?2( ^ 2) 

ц{А 2 )ц{С)ц(В2)
(5.3.14)

й\ = u \ (a i  — ui — 6 u 2 — 4v), 
й 2 = u 2 (a2 - u 2 - u i ~  lOv), 
v =  —v(l  —  0 , 25u i  —  4u 2 +  v)

(5.3.15)
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Рис. 5.3.15. Схематическое изображение окрестности параметрической линии 
сепаратрисного контура на плоскости {ал, « 2} для системы (5.3.15). Нумерация 
областей соответствует рис. 5.3.10—5.3.14

отличие состоит в том, что бифуркационные прямые B \ D  и B 2 D  в коор­
динатах {ад, « 2} перестают быть параллельными и, кроме того, линия N  
нейтральности равновесия D  пересекает бифуркационные прямые А \ С  
и А \ В \ ,  так что параметрический портрет принимает вид, изображенный 
на рис. 5.3.15. Значения коэффициентов в системе (5.3.15) выбраны так, 
чтобы расположение бифуркационных прямых в координатах {ад, « 2} 
качественно совпадало с изображенным на рис. 5.3.12 г и 5.3.14. Коорди­
наты точек, отвечающих в системе (5.3.15) бифуркациям коразмерности 
два, имеют вид

А 1 В 2 С  : а д  =  4 , 0L2 —  4 ;

А 2 В 2С  : ад =  1,5, а 2 =  0,25.
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Рассмотрим, как выглядят на плоскости параметров {ад, « 2} усло­
вия Шильникова. Линия А узел-фокус для точки А 2 представляет со­
бой горизонтальную прямую ot2 ~  0,265, пересекающую линию сепа­
ратрисного контура в точке 1{аi «  1,509). Линия а =  1 [см. вы­
ражение (5.3.14)] пересекает линию сепаратрисного контура в точках 
s \ (a i  «  3,67, с 2̂ ~  3,65) и $2(04 ~  1,60, ot2 ~  1,27). Таким образом, 
линия сепаратрисного контура разбивается на три различных участка, 
так что при пересечении линии по мере движения по параметру на каж­
дом из этих участков качественно различны происходящие при этом 
перестройки фазового портрета.

Рис. 5.3.16. Схематическое изображение характера предельного цикла в системе 
(5.3.15) при значениях параметров, лежащих в окрестности линии сепаратрис­
ного контура

Рассмотрим бифуркационные явления, происходящие в системе по 
мере уменьшения ot2 при различных фиксированных значениях ад.

1. 4 > ад > olSi. Седловая величина а > 1, ситуация соответствует 
первому из описанных выше случаев. По мере уменьшения ot2 при пере­
сечении параметрической точкой линии N  нейтральности равновесия D  
на фазовом портрете вокруг равновесия D  рождается малый, устой­
чивый предельный цикл. При дальнейшем уменьшении ot2 предельный 
цикл растет, на нем появляются участки, проходящие вблизи равновесий 
.£>2, Л.2 и С, причем часть предельного цикла, проходящая вблизи седло- 
фокуса А 2 , начинает скручиваться в спираль (точнее, в некоторую вин-
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Рис. 5.3.17. Схематическое изображение сепаратрисного контура в системе 
(5.3.15)

товую линию — рис. 5.3.16). Наконец, при дальнейшем уменьшении <а2 
предельный цикл «влипает» в сепаратрисный контур (рис. 5.3.17) при 
значении <а2, соответствующем пересечению параметрической точкой ли­
ний L  сепаратрисного контура, и разрушается. Чтобы не загромождать 
фазовый портрет, на нем не изображена структура нетривиального рав­
новесия D.  Равновесие А\  становится глобально устойчивым.

2. a Sl > ад > a S2. Бифуркационные явления, происходящие с пре­
дельным циклом при уменьшении <а2 в этом интервале значений ад, 
могут быть весьма сложными. Рассмотрим одну из последовательно­
стей бифуркаций, наблюдавшуюся в численном эксперименте при ад =  
=  2,4 (рис. 5.3.18). По мере уменьшения параметра <а2 в границах об­
ластей 26, 27 наблюдается серия последовательных удвоений периода 
цикла. В некотором диапазоне значений <а2 из результатов численного 
эксперимента создается впечатление, что траектории системы полностью 
заполняют некоторый фазовый объем. Можно сказать, что при этих зна­
чениях параметров поведение системы неотличимо от случайного, т. е. 
по принятой ныне терминологии является квазистохастическим. Притя­
гивающий объект в фазовом пространстве при этом может быть назван 
«странным аттрактором». Впечатление от результатов численного экспе­
римента совпадает с известными математическими результатами о воз­
можности существования в изучаемой системе при данных значениях 
параметров притягивающего гиперболического множества.
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Рис. 5.3.18. Проекции трехмерной притягивающей траектории на координатную 
плоскость { u i , v }  фазового пространства для системы (5.3.15) при ад =  2,4 
и «2 : а) 1,7537, б) 1,7533, в) 1,7532, г) 1,7531 (результаты численного экспе­
римента). Символы X I  и Х З  соответствуют величинам щ  и v (Апонина и др., 
1982)

При дальнейшем уменьшении с\ 2  серия бифуркации удвоения пери­
ода цикла отслеживается в обратной последовательности. Процесс за­
вершается бифуркацией слияния «последнего» устойчивого предельного 
цикла с седловым циклом (аннигиляция пары циклов). Равновесие А 2 
становится глобально устойчивым.

3. a S2 > ад > 1,5. В этом случае последовательность событий по 
мере движения по параметру с\ 2  аналогична рассмотренной выше для 
случая 4 > ai  > olSi, с одним небольшим уточнением. Точка В 2 яв­
ляется фокусом при 0L2 > щ  и узлом при 0L2 < оц. Горизонтальная 
прямая 0L2 =  сц «  0,265 пересекает линию сепаратрисного контура 
в точке 1{а\ ~  1,509). Соответственно при a S2 > ад > а\  последо­
вательность бифуркационных событий в точности аналогична таковой
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Рис. 5.3.19. Продолжение рис. 5.3.18

при 4 > ад > a Sl, а при а[ > а  > 1,5 отличается лишь тем, что 
предельный цикл, прежде чем разрушиться на сепаратрисном контуре, 
сохраняет довольно простую форму, а не претерпевает спирального за­
кручивания в окрестности точки £>2-

Дадим экологическую интерпретацию рассмотренным бифуркаци­
онным последовательностям. Выше указывалось, что один из наиболее 
интересных режимов системы хищник—две жертвы отвечает ситуации, 
когда присутствие хищника обеспечивает сосуществование двух конку­
рирующих популяций жертвы, невозможное без него (параметрическая 
область и фазовый портрет 25). Рассмотрим возможные пути эволюции 
режима сосуществования трех видов по мере уменьшения сщ Заметим, 
что уменьшение ot  ̂ можно трактовать как возникновение и нараста­
ние нагрузки на сообщество, проявляющейся в форме промысла второго 
вида жертвы. Исход при этом всегда (т. е. при любых значениях ад) 
одинаков: увеличение нагрузки сверх некоторой критической приводит



к разрушению сообщества, а именно к вымиранию промышляемого ви­
да жертвы, а при низком биотическом потенциале первого вида жертвы 
(оц < 4) — к вымиранию также и хищника. В последнем случае одновре­
менное вымирание промышляемого вида жертвы и хищника происходит 
не в процессе постепенного уменьшения до нуля их численностей по 
мере роста нагрузки, а резко, скачком, в результате пересечения опас­
ной параметрической границы. Однако природа этой опасной границы 
и соответственно критерии приближения к ней могут быть различны. 
Впрочем, для исследованной системы первый «намек» на приближение 
к опасной границе носит универсальный характер: это мягкое возник­
новение автоколебаний. Более тонкие критерии приближения к опасной 
параметрической границе могут быть различны в зависимости от значе­
ния биотического потенциала первого вида оц. При больших и малых 
значениях биотического потенциала критерием приближения к опасной 
границе является возникновение характерной релаксационности и, воз­
можно, усложнение формы колебаний. При промежуточных значениях 
биотического потенциала оц критерием приближения к опасной грани­
це является серия последовательных удвоений периода автоколебаний 
и возникновение режима квазистохастических колебаний.

5.4. Нижняя критическая плотность популяции 
продуцента в системе трех трофических уровней

Рассмотрим, к каким новым динамическим эффектам приводит в 
модели сообщества продуцент—консумент—хищник учет существования 
нижней критической плотности популяции продуцента. Такая постанов­
ка приводит к системе (Базыкин, Апонина, 1981):

5.4. Нижняя КРИТИЧЕСКАЯ ПЛОТНОСТЬ ПОПУЛЯЦИИ ПРОДУЦЕНТА 207

х  =  ах(х — L ) ( K  — х) — Ъ\ху, 
у = - с ху +  d\xy  -  h2 y z , 
z =  - c 2z +  d2 yz.

(5.4.1)

Замена x  =  K u , у =  z =  t =  т/аК  переводит систему

(5.4.1) в

й =  и(и — l)( 1 — и) — uv , 

v =  —7i ^ ( m i  — и +  тс ) ,  

w =  - 7 2 w (m 2 -  v),
(5.4.2)
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где 7 i =  di /a,  72 =  d2 /b2, т \  =  c \ j d \ K , m 2 =  c2 bi /ad2 K , I = L / К .  Ко­
ординаты особых точек находятся из соответствующих алгебраических 
уравнений:

0 (г/, =  v =  гс =  0); А \(и  = I, v = w = 0); А 2(и
В[и = т, v = (mi — 0(1 — m i)i w =  0]?

Г = V2 [1 + I =Ь л/(1 — О2 — 4га2],
D, Е  < =  га2,

= V2 [! + 1 -  2то1 ± л/(1 — О2 -  4 т 2],

где знак «+» соответствует координатам точки £), а знак «—» — точке Е.
Построение параметрического портрета начнем с исследования 

устойчивости и бифуркаций равновесий на координатных плоско­
стях фазового портрета. Фазовые портреты на координатных плоско­
стях и =  0 и v =  0 инвариантны относительно значений всех параметров 
(рис. 5.4.1).

На плоскости и =  0 начало координат является глобально притяги­
вающим. На координатной плоскости v =  0 существует сепаратриса и =  
=  I, разделяющая области притяжения начала координат и точки (и =  1, 
w =  0). Поведение системы на координатной плоскости w =  0 подробно 
исследовано в разд. 3.5.5. Параметрический портрет {/, m i} и полный 
набор фазовых портретов приведен на рис. 3.5.8 и 3.5.9.

=  1, v =  w =  0);

(5.4.3)

иv О I

Рис. 5.4.1. Фазовые портреты системы (5.4.2) на координатных плоскостях и — 0 
и v = 0

Перейдем к исследованию нетривиальных равновесий D  и Е.  Опре­
делим границы параметрических областей, для которых в первом ок­
танте фазового пространства присутствуют два нетривиальных равнове­
сия D  и Е  или одно из них или нетривиальные равновесия отсутствуют. 
Эти границы задаются параметрическими уравнениями, отвечающими 
бифуркациям слияния равновесий D  и Е  друг с другом, а также слия-



5.4. Нижняя КРИТИЧЕСКАЯ ПЛОТНОСТЬ ПОПУЛЯЦИИ ПРОДУЦЕНТА 209

ний каждого из них с равновесием В\

D E  : 4m2 =  (1 — I)2,
B D  : т2 = (mi -  l)( 1 -  m2), mi > 1/2(1 + Z), (5.4.4)
B E  : m 2 =  (mi -  /)(1 -  m i), m 2 < У2(1 +  I).

Исследование устойчивости точек D  и Е  показывает, что в пер­
вом октанте фазового пространства при любых значениях параметров
точка D  устойчива (Af* < 0, ReA<P3 < 0), а точка Е  неустойчива 
(Af > 0, Re A f3 > 0). Это, в частности, означает, что при 4m2 =  (1 — I) 2 
происходит бифуркация, имеющая условную коразмерность один, но ис­
тинную коразмерность два, поскольку при этом в силу конкретного вида 
системы в нуль обращаются одновременно действительное собственное 
значение и действительная часть пары комплексных собственных значе­
ний. Соответственно при пересечении в пространстве параметров этого 
бифуркационного многообразия в фазовом пространстве одновременно с 
рождением пары точек D  и Е  рождается малый гиперболический пре­
дельный цикл.

Однозначное представление о взаимном расположении в трехпара­
метрическом пространстве {mi, m2, 1} бифуркационных поверхностей
(5.4.4) дает при любом значении 1 > I > 0 двумерный {mi, т 2}-срез. 
Бифуркациям, происходящим на координатной плоскости фазового про­
странства w =  0, отвечают вертикальные бифуркационные прямые в 
координатах {mi, m 2} (рис. 5.4.2). Участок бифуркационной прямой 
4m2 =  (1 — I) 2 нанесен на параметрическом портрете лишь левее точки 
m i  =  (1 +  0 /2  как соответствующий бифуркации слияния равновесий D  
и Е,  происходящей в положительном октанте фазового пространства.

Описанными выше бифуркациями (5.4.4) параметрический портрет 
не исчерпывается. В системе возможна еще одна, нелокальная бифур­
кация, а именно слияние устойчивого плоского цикла СД, лежащего в 
координатной плоскости w =  0, с гиперболическим циклом Се- На па­
раметрическом портрете (см. рис. 5.4.2) этой бифуркации соответствует 
граница параметрических областей 9 и 12. Цикл Се  в результате этой 
бифуркации уходит из положительного октанта, а цикл Св  становится 
гиперболическим, т. е. остается устойчивым в координатной плоскости 
w =  0, но становится отталкивающим в поперечном направлении внутрь 
октанта. Бифуркация слияния циклов нелокальна, и соответствующая 
бифуркационная кривая не имеет аналитического выражения. Из об­
щих соображений ясно, что она соединяет точки ( m i  =  Z, m 2 =  0) 
и [mi =  m cn, m 2 =  У4(1 — l)2]. Для значений I =  0, 1 эта кривая была 
прослежена численно на ЭВМ Е. А. Апониной (Базыкин, Апонина, 1981)
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Рис. 5.4.2. Параметрический и полный набор фазовых портретов системы (5.4.2) 
1—12 — области параметрического пространства; m e n  — значения параметра т ь  при 
котором в плоскости w  =  0 сепаратриса, выходящая из седла А 2 , входит в седло А \ .  
Пунктиром схематически обозначена граница области притяжения равновесия D.



5 .4 . Н и ж н я я  КРИТИЧЕСКАЯ ПЛОТНОСТЬ ПОПУЛЯЦИИ ПРОДУЦЕНТА 211

с помощью программы CIRCLE (Хибник, 1979). Полный набор фазовых 
портретов системы также изображен на рис. 5.4.2.

Перейдем к интерпретации полученных параметрического и фазо­
вых портретов. При значениях параметров, лежащих в областях 1—5, 
в фазовом пространстве координатная плоскость w =  0 является при­
тягивающей. Другими словами, в этом случае хищник всегда выми­
рает, и поведение системы (5.4.2) не отличается от поведения систе­
мы 5.3.12. Хищник столь плохо приспособлен к популяции консумен- 
га [m2 < (1 — 0 2/4], что последняя ни при каких обстоятельствах не 
в состоянии «прокормить» хищника, и он всегда обречен на вымирание.

В отсутствие хищника популяции продуцента и консумента сосуще­
ствуют в стационарном (область 11) или автоколебательном (12) режиме. 
Ситуация неустойчива в отношении интродукции хищника. При появле­
нии в сообществе хищника он размножается, и сообщество выходит на 
стационарное состояние D, соответствующее устойчивому сосущество­
ванию всех трех популяций. Заметим, что при значениях параметров, 
лежащих в области 12, появление хищника стабилизирует колебания, 
происходящие в сообществе продуцент—консумент в отсутствие хищ­
ника. Отметим также, что при значениях параметров, лежащих в обла­
сти 11, равновесная плотность популяции консумента в отсутствие хищ­
ника больше, чем при сосуществовании всех трех популяций (ув > v d ), 
а продуцента, напротив, меньше, что вполне соответствует интуитивным 
представлениям.

Кроме того, при значениях параметров, лежащих в областях 11 и 12, 
как и при любых других значениях параметров, устойчивым является 
начало координат фазового портрета. Области притяжения равновесий О 
и D  разделяются сепаратрисной поверхностью седлоузла А\ .

При значениях параметров в областях 7, 8 и 10, так же как и в 11 
и 12, в фазовом пространстве существуют два притягивающих объек­
та: начало координат (вымирание всех трех популяций) и точка D  (их 
устойчивое сосуществование). Различие состоит лишь в характере сепа­
ратрисной поверхности, разделяющей области притяжения этих равно­
весий: область притяжения D  ограничена чашеобразной поверхностью, 
либо целиком лежащей внутри первого октанта фазового пространства 
(параметрические области 7 и 8), либо касающейся координатной плос­
кости w =  0 в точке В  (область 10) (см. рис. 5.4.2).

Наиболее разнообразно поведение системы при значениях парамет­
ров в областях 6 и 9. При этом на фазовом портрете присутствуют 
одновременно три притягивающих объекта: начало координат, равнове­
сие D  и устойчивый предельный цикл Св  в координатной плоскости 
w =  0. Область притяжения начала координат ограничена сепаратрисной 
поверхностью седлоузла А\ .  Области притяжения точки D  и предельно­
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го цикла Св  разделяются чашеобразной поверхностью, либо лежащей 
целиком внутри первого октанта (область 6), либо касающейся коорди­
натной поверхности w =  0 в точке В  (область 9).

Итак, полностью описаны все возможные фазовые портреты, реа­
лизующиеся при различных значениях параметров. Перечислим теперь 
притягивающие режимы, порознь или одновременно реализующиеся в 
системе при фиксированных значениях параметров.

1. Тривиальное равновесие 0 — начало координат фазового портре­
та. Соответствует вымиранию всех трех популяций. Устойчиво при всех 
значениях параметров.

2. Равновесие А 2 — отвечает изолированному существованию попу­
ляции продуцента в отсутствие консумента и соответственно хищника. 
Устойчиво при значениях параметров, лежащих в области 1.

3. Равновесие В  — отвечает стационарному сосуществованию попу­
ляций продуцента и консумента в отсутствие хищника. Устойчиво при 
параметрах в области 2.

4. Предельный цикл Св — отвечает сосуществованию популяций 
продуцента и консумента в автоколебательном режиме. Устойчив при 
параметрах в областях 6 и 9.

5. Равновесие D  — отвечает стационарному сосуществованию всех 
трех популяций. Устойчиво при значениях параметров в областях 6—12.

Рассмотрим подробнее характер области притяжения равновесия D  
при значениях параметров, лежащих в различных областях, и, соответ­
ственно, характер возмущений, выводящих систему за пределы области 
притяжения равновесия D.

Как уже отмечалось выше, характер области притяжения точки D  
качественно различен при значениях параметров, лежащих в обла­
стях 11—12, с одной стороны, и в областях 6, 10 — с другой. В первом 
случае при и > I и сколь угодно малых начальных значениях v и w 
система всегда приходит в состояние D.  Во втором случае, напротив, 
любое достаточно сильное возмущение системы, находящейся в состоя­
нии D, в сторону уменьшения v и (или) w выводит ее за границу области 
притяжения D. При этом хищник вымирает всегда, а оставшаяся пара 
популяций продуцент—консумент может либо перейти в режим автоко­
лебательного сосуществования (при значениях параметров в областях 6 
и 9), либо также полностью вымереть.

Перечислим бифуркации, затрагивающие режим стационарного со­
существования всех трех популяций и происходящие при изменении зна­
чений параметров.

1. При т \  > i(Z +  1) в процессе уменьшения параметра m 2 систе­
ма при m 2 =  (mi — l)( 1 — m i) переходит из параметрической области 2
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в область 11. Стационарное сосуществование продуцента и консумента 
становится неустойчивым относительно инвазии хищника, и появляется 
равновесие D,  отвечающее стационарному сосуществованию всех трех 
популяций. При движении по параметру в обратном направлении плот­
ность популяции хищника постепенно уменьшается и при том же значе­
нии m 2 =  (mi — l)(l  — mi)  обращается в нуль — происходит «мягкое» 
вымирание хищника.

2. При (1 +  0 /2  > ^ 1  > ^сп и при достаточно больших значе­
ниях m 2, соответствующих параметрической области 3, единственным 
притягивающим режимом является предельный цикл С в ,  лежащий в 
координатной плоскости w =  0 и отвечающий сосуществованию проду­
цента и консумента в автоколебательном режиме в отсутствие хищни­
ка. По мере уменьшения m 2 при критическом значении, соответству­
ющем границе между параметрическими областями 9 и 12, происхо­
дит жесткая потеря устойчивости циклом С в  и система «срывается» 
в равновесие D,  отвечающее устойчивому сосуществованию всех трех 
популяций в стационарном режиме. В биологических терминах это озна­
чает, что если в сообществе постоянно существует некоторый неболь­
шой приток хищников извне, то при значениях параметра m 2, боль­
ших критического, плотность их популяции будет поддерживаться на 
очень низком уровне, обусловленном исключительно иммиграцией. Ко­
гда же значение m 2 становится меньше критического, плотность популя­
ции хищников сразу резко возрастает и выходит на уровень wd- Одно­
временно демпфируются колебания численностей популяций продуцента 
и консумента.

При обратном движении по параметру m 2 и том же самом зна­
чении m i происходит обратное явление: жесткий срыв равновесия D  
(его исчезновение при слиянии с равновесием Е)  с выходом системы 
на предельный цикл С  в • При переходе параметра m 2 через критическое 
значение хищник вымирает, а в оставшемся сообществе продуцент— 
консумент возникают колебания сразу большой амплитуды. Важно под­
черкнуть, что это явление происходит при другом, большем значе­
нии m 2, а именно при m 2 =  (1 =  1)2/^,  отвечающем границе пара­
метрических областей 6 и 3, и таким образом имеет место своеобразный 
гистерезис.

3. При m i < т сп и m 2 < (1 — I)2/4  в системе реализуется устой­
чивый режим стационарного сосуществования всех трех компонентов 
сообщества, отвечающий равновесию D.  По мере роста параметра m 2 
область притяжения равновесия D  сокращается, и при m 2 =  (1—Z)2/4  
происходит жесткий срыв равновесия, причем единственным притягива­
ющим объектом в фазовом пространстве остается начало координат, т. е. 
все три популяции вымирают.
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Резюмируем основные результаты исследования, проведенного в на­
стоящем разделе. Что нового дает появление в системе третьего тро­
фического уровня — хищника в сообществе продуцент—консумент с 
учетом критической численности продуцента (см. п. 3.5.5)? При низ­
кой приспособленности консумента появление хищника не дает ничего 
нового: поскольку продуцент не в состоянии прокормить консумента, то 
и хищник, естественно, обречен на вымирание. При средней приспособ­
ленности консумента достаточно приспособленный к консументу хищ­
ник может закрепиться в сообществе. При этом постепенное ухудшение 
условий его существования будет приводить к постепенному снижению 
уровня его равновесной численности до нулевого. При высокой, но не 
чрезмерной приспособленности консумента хищник также может закре­
питься в сообществе, причем это приводит к стабилизации колебаний 
плотностей популяции продуцента и консумента, происходивших в от­
сутствие хищника.

Наибольший интерес представляет случай чрезмерной приспособ­
ленности консумента к продуценту. Оказывается, что присутствие хищ­
ника в такой ситуации создает возможность устойчивого стационарного 
сосуществования популяций продуцента, консумента и хищника, тогда 
как сосуществование продуцента и консумента в отсутствие хищника 
невозможно. Подчеркнем, что в этом случае как значительное однократ­
ное снижение численности хищника, так и постепенное ухудшение усло­
вий его существования приводят к полному вымиранию сообщества. При 
этом постепенное ухудшение условий существования хищника не влечет 
за собой, в отличие от случая средней приспособленности консумента, 
постепенного снижения уровня равновесной численности хищника до 
нулевого. Равновесная численность популяции по мере ухудшения усло­
вий, разумеется, снижается, но лишь до некоторого критического нену­
левого уровня. Дальнейшее же сколь угодно малое ухудшение условий 
влечет за собой полную гибель сообщества.

Полученные результаты относительно динамики сообщества проду- 
цент-консумент-хищник в случае чрезмерной приспособленности кон­
сумента к продуценту легко проиллюстрировать на нарочито схематизи­
рованном примере: «трава-олени-волки». Истребление волков позволя­
ет оленям размножаться настолько, что они выедают почти всю траву, 
подрывая основу собственного существования, затем вымирают, а тра­
ва замещается, например кустарником, и возникает совершенно новая 
экосистема.

Еще более интересно, что к столь же катастрофическим послед­
ствиям может приводить однократное резкое снижение численности 
консумента. В этом случае удобным схематизированным иллюстра­
тивным примером может служить сообщество «лес-вредители (насе­
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комые)-хищники (птицы)». Последовательность событий может быть 
в рамках рассмотренной схемы такова. Значительное однократное ис­
кусственное снижение численности консумента (насекомых-вредителей) 
ведет к уменьшению плотности популяции хищника (насекомоядных 
птиц). Ослабление пресса хищников влечет за собой вспышку числен­
ности насекомых, «ускользающих» от контроля со стороны хищника. 
Вспышка численности насекомых вызывает выедание ими их ресурса 
(хвои или листвы) до уровня ниже критического, после чего исходный 
лес гибнет и надолго замещается качественно иной экосистемой.

Динамика природных экосистем в действительности, разумеется, 
несравненно сложнее. Однако при всем предельном и умышленном схе­
матизме такого рода примеров они, по-видимому, могут находить анало­
гии в реальной действительности.



Приложение к главе 5

5.2.1
Фазовый портрет 
уравнения 5.2.2
х =  х(1 — z)
У = 71 У(п ~  *)
Z =  -72-2(1  - Х - у )

5.2.2
Фазовый портрет 
уравнения 5.2.6
х =  х(1 — z)
У =  —7 i2 / ( l  - x  +  z) 
z =  - 72z ( a -  у)
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5.2.3
Фазовый портрет 
уравнения 5.2.8
х  =  х ( 1  — у — /Зг)
У = -712/(1 - x  + z) 
z =  —72 (̂<а — у — 5х)
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5.3.1
Фазовый портрет 
уравнения 5.3.2
х  =  х ( 1  — у — гх)
У = —712/(1 - х  +
z = - 7 2 z(a  -  у)
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5.3.2
Фазовый портрет 
уравнения 5.3.4
х  =  х ( 1  — у — z — х) 
У = -71  У(а ~  х)
Z  = - J 2 z(f3  -  х)

Область 1
7i = 10
Ъ = 1 0  

а =  1,1
Р= 1,2
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у—

7

z ----------------------

1

---------------------TJ ---------------------------------------LX̂

г ---------------------- Область 3

7i =  10
72 =  Ю
а  = 1,1
7 = 0 ,3L

--------------------- У1

Область 1

7i =  1 
72= 1 
а =  1,5 
/?=1 
6=  0,7 
е=0Д

5.3.3
Фазовый портрет 
уравнения 5.3.6
х  =  х (1 — у — /3z — ех)  

У =  —7 i2 / ( l  - ж  + А  
i  =  —72 z ( a  — у — <5ж)
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5.3 .4
Фазовый портрет 
уравнения 5.3.8
х  =  х(а \  — f3\z — х  — е\у)
У = У(а 2 — (h z — У — £2х)
Z  =  — z( 1 —  S \ Х  —  §2у)

Область 1
=  2,4 

а2 =  1,7537

Фазовый портрет 
уравнения 5.3.15
х  =  х(а \  —4 z — х  — 6 у) 
У = у (а2 - 1 0 z - y - x )  
z =  —z( 1 — 0, 25х — 4у -±
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5.4
Фазовый портрет 
уравнения 5.4.2
х  =  х(х  — l)( 1 — х) — ху  
У = ~ ъ у ( т 1 - x  + z) 
z = - 7 2-г(ш2 -  у)
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1Z---------------------

V -

JU -
'V

u---------------------XJ

Область 8

7i =  1 
7 2 =  1 
т1 = 0,29 
m2 =  0,1 

/= 0 ,3
1--------------------- у\
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ДИССИПАТИВНЫЕ СТРУКТУРЫ 
В СИСТЕМЕ ХИЩНИК-ЖЕРТВА

В настоящей главе мы воспользуемся аппаратом качественной тео­
рии обыкновенных дифференциальных уравнений и теории бифуркаций 
для исследования пространственно-временного поведения численностей 
популяций в модельных экосистемах, представляющих собой совокуп­
ность миграционно связанных локальных сообществ. В простейшем слу­
чае — это билокальная система, т. е. система двух локальных сообществ, 
связанных между собой потоками мигрантов из составляющих сообще­
ства популяций.

Можно считать (Levin, 1980), что применение математики к эколо­
гическим задачам развивалось в двух направлениях. Во-первых, это ис­
следование временной динамики экологических сообществ — и к этому 
направлению относятся все исследования, рассматривавшиеся в насто­
ящей работе. Во-вторых, это направление, связанное с исследованием 
пространственной структуры экологических сообществ. Это направле­
ние развивалось совершенно самостоятельно и независимо в основном 
под влиянием запросов геоботаники и до последнего времени состояло, 
главным образом, лишь в применении статистических методов к описа­
нию структуры растительного покрова.

В последнее десятилетие сделаны первые шаги в направлении син­
теза этих ранее изолированных направлений и переход от независимых 
исследований временной динамики пространственно однородных эколо­
гических сообществ, с одной стороны, и стационарной пространственной 
структуры распределенных сообществ, с другой стороны, к их комплекс­
ному анализу и моделированию.

Стимулом к такому синтезу послужили, в первую очередь, потреб­
ности практики в тех областях экологии, в которых ни абстракция про­
странственной однородности сообщества, ни абстракция его стационар­
ности не являются адекватными — в первую очередь это относится, 
по-видимому, к исследованиям пятнистой и высокодинамичной структу­
ры распределения планктона в океане (Segal, Jackson, 1972; Segal, Levin, 
1973; Steel, 1974 a, b; Dupois, 1975; Levin, Segal, 1976; Masayasu, 1979).



2 2 6 Г л а в а  6

Кроме того, на растущий интерес к исследованиям в области простран­
ственно-временной динамики экологических систем оказали сильное 
влияние успехи в исследовании аналогичных явлений в химии, нейро­
физиологии и т.п., т. е. того круга явлений, которые являются сейчас 
объектом новой научной дисциплины, получившей название синергети­
ка (Haken, 1978).

Математическим аппаратом исследования пространственно-времен­
ной динамики в распределенных «активных» средах является аппарат 
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, как 
правило, уравнения типа диффузия-кинетика (Turing, 1952). В настоя­
щей работе не исследуются собственно распределенные системы, описы­
ваемые уравнениями диффузии с нелинейными кинетическими членами. 
Мы ограничимся исследованием в первую очередь билокальной системы, 
полагая, что, во-первых, исследования билокальных систем представля­
ют самостоятельный экологический интерес и, во-вторых, результаты, 
полученные при таком исследовании, могут быть полезны для понима­
ния динамики истинно распределенных систем1.

Из всего разнообразного круга явлений, возможных в простран­
ственно распределенных экологических системах, мы остановимся лишь 
на исследовании стационарных диссипативных структур и их связи с 
временной динамикой соответствующих локальных систем. За грани­
цами нашего рассмотрения остается очень интересный круг явлений, 
связанных с распространением в распределенных экологических систе­
мах нелинейных волн («волн жизни» в одном из возможных пониманий 
этого распространенного термина).

Заключительный раздел главы посвящен модели возникновения ста­
ционарной диссипативной структуры в билокальной экологической си­
стеме в результате дарвиновской эволюции одного из входящих в сооб­
щество видов.

6.1. Билокальная система

Целью настоящего раздела является исследование возможных ре­
жимов динамического поведения в модельном экологическом сообще­
стве, представляющем собой две локальные системы хищник—жертва, 
связанные между собой двусторонним потоком мигрантов. При этом 
основной интерес для нас представляет соотношение между автоколеба­
тельным режимом функционирования соответствующей локальной си­
стемы хищник—жертва и стационарными неоднородными по простран-

^ л и з к и й  подход использован, например, в работах Hilborn (1979), Sullivan (1988), 
Antonovsky et al. (1990).
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ству режимами в билокальной системе. Поэтому исходная система диф­
ференциальных уравнений

выбирается таким образом, что в некоторой области значений парамет­
ра а  система имеет решение типа устойчивого предельного цикла.

Поскольку, как было сформулировано во введении к настоящей гла­
ве, билокальная система интересует нас, в первую очередь, как простей­
ший способ описания пространственно распределенного сообщества, то 
запишем исходную систему в частных производных, описывающих про­
странственно-временную динамику распределенного на одномерном аре­
але экологического сообщества, в локальном случае описываемого си­
стемой (6.1.1):

где D u и D v — коэффициенты диффузии для жертвы и хищника соответ­
ственно; переменная г изменяется на отрезке [0 , 1], на концах которого 
заданы условия непроницаемости

Соответствующая билокальная системе имеет вид (Базыкин, Хиб­
ник, 1980):

где индексы 1 и 2 относятся к плотностям популяций в первой и вто­
рой локальных подсистемах соответственно, а коэффициенты т и и m v 
описывают интенсивность миграции между подсистемами для жертвы и 
для хищника соответственно и аналогичны коэффициентам диффузии в 
системе (6.1.2).

Накопленный опыт исследования диссипативных структур в про­
странственно распределенных системах свидетельствует о том, что их 
существование обычно связано с сильным различием коэффициентов 
диффузии у различных компонентов системы. Поэтому сосредоточим 
внимание на исследовании предельного случая очень большого значе­
ния коэффициента миграции одного из компонентов системы (6.1.3).

й =  /(щ  щ a), v =  д(и, щ а) (6.1.1)

d u /d t  =  f ( u , щ а) +  D ud 2 u / d r 2, 

dv /d t  =  д(и, v , а) +  D vd 2 v / d r 2,
(6.1.2)

Й1 =  / (иг ,  щ, а) -  т и(и 1 -  и2), 
U2 = f ( u 2, V2 , а) -  т и(и2 -  щ) ,  
щ = д(щ,  щ, а) -  m v(v\ -  v2), 
V2 =  д{и2, v2, a) -  m v(v2 -  щ),

(6.1.3)
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Из экологических соображений в качестве такого компонента принима­
ем хищника. Таким образом, рассмотрим случай m v 1, когда можно
считать, что в отношении хищника в системе все время реализуется
ситуация полного перемешивания. Тогда систему (6.1.3) можно редуци­
ровать к системе третьего порядка:

ui  =  / ( ^ i ,  щ <а) — m(ui  — U2),
й2 = f ( u 2, v, а) -  т ( и 2 -  щ) ,  (6.1.4)
v = Lд(и1, v, а) + д(и2, v, а)}/2,

где v = (v \ ,+ v 2 ) / 2 , то = т и.
В качестве конкретной системы типа (6.1.1) нас устраивает любая 

модификация классической модели Вольтерра—Лотка, в которой при лю­
бых значениях входящих в нее параметров существует не более одного 
нетривиального решения, причем в одной области значений параметров 
это решение устойчиво, а в другой — неустойчиво и потеря устойчиво­
сти происходит мягко, с образованием малого устойчивого предельного 
цикла.

Рассмотрим систему хищник—жертва:

. 2 К  X ,х = а х - — - Ьху, (6Л5)

у = - с у  + dxy -  hy2,

в которой учтены нелинейность размножения популяции жертвы при ма­
лых ее плотностях и внутривидовая конкуренция в популяциях жертвы 
и хищника. Выбирая конкретный вид системы (6.1.5), мы руководствова­
лись чисто техническими соображениями, облегчающими качественное 
исследование системы (6.1.4).

Заметим, что система (6.1.4) по смыслу своему инвариантна отно­
сительно замены индексов 1 и 2. Это, в частности, означает, что плос­
кость u\  =  U2 является плоскостью симметрии фазового пространства. 
Искомым стационарным диссипативным структурам распределенной си­
стемы (6.1.2) в билокальной модели (6.1.4) естественно сопоставить ста­
ционарные состояния, лежащие вне инвариантной плоскости и\  =  U2 .

Замена переменных t =  т/аК , х  =  К и , у =  приводит систему

(6.1.5) к виду
й = и 2 (1 - и ) - u v ,  ^
v =  —j v ( a  — и +  Sv),

г д е  7  = d/a, а = c /dK , 6 =  ae/bd.
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Рис. 6.1.1. Фазовые портреты системы (6.1.6) при 1 >  а  >  (1 -  5)2/ (  1 -  25)

(слева) и  ------------>  а  >  0 (справа) и системы (6.3.2) при 1 <  а  <  1/2 (слева)
(1 — 25)

и а  <  1/2 (справа)

Фазовые портреты при различных зна­
чениях параметров а  и 5 изображены на 
рис. 6.1.1. От значения параметра 7  ка­
чественное поведение системы (6 .1.6) не 
зависит. В дальнейшем мы ограничим­
ся рассмотрением поведения при 7  =  1 
и 5 < 1 в зависимости от значения а.
При а  > 1 поведение системы неинтерес­
но — нетривиальное равновесие отсут­
ствует. При 1 > а  > (1 — 5)2/(2  — 5)2 су­
ществует, и притом устойчивое, нетриви­
альное равновесие. При пересечении пара­
метром а  критического значения а  =  (1 — 5)2/ (2 — 5)2 равновесие теряет 
устойчивость и на фазовом портрете рождается малый устойчивый пре­
дельный цикл.

Таким образом, исследуем систему (6.1.4) в следующей конкрет­
ной форме (Базыкин и др., 1980; Базыкин, Хибник, 1982; Bazykin et 
al., 1983):

Рис. 6.1.2. Параметрический 
портрет системы (6.1.7)

ill =  ^ i ( l  — ui)  — u\v  — m(ui  — 2x2), 
й 2 =  и \ { 1  -  u2) -  u2v -  m (u 2 -  u\),  

' U \  +  u 2
V  =  V — a — 5v

(6.1.7)

На параметрическом портрете системы (рис. 6.1.2) квадрант поло­
жительных значений параметров распадается на девять областей, от­
вечающих качественно различному динамическому поведению системы.
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Границами этих областей являются линии, отвечающие бифуркациям 
коразмерности один фазового портрета системы. Фазовые портреты, от­
вечающие областям (1—8), представлены на рис. 6.1.3.

Опишем последовательно фазовые портреты системы и бифуркации, 
происходящие с ними при изменении значений параметров. При а  > 1 
(область 0) единственное устойчивое равновесие (и\ =  U2 =  1; v =  0) со­
ответствует вымиранию хищника. При значениях параметров, лежащих 
в области 1, в системе имеется единственное нетривиальное глобально 
устойчивое равновесие А,  соответствующее стационарному сосущество­
ванию популяций хищника и жертвы. При достаточно большом значении 
коэффициента миграции т  уменьшение параметра а  приводит к перехо­
ду системы в область 2; равновесие А  мягко теряет устойчивость, и на 
фазовом портрете системы рождается устойчивый предельный цикл Га- 
Этот цикл отвечает автоколебательному режиму, при котором плотно­
сти популяций жертвы в обеих подпопуляциях совершают синхронные и 
идентичные колебания. Описанные пока фазовые портреты билокальной 
системы (6.1.7) и их бифуркации полностью тождественны таковым в 
локальной системе (6.1.6).

При малых значениях параметра т  поведение билокальной системы 
значительно разнообразней поведения локальной. Рассмотрим сначала 
последовательно фазовые портреты системы и перестройки, происхо­
дящие с ними, по мере изменения значений параметров, отвечающего 
обходу на параметрическом портрете точки (см. рис. 6.1.2). При зна­
чениях параметров, соответствующих точке , в нуль одновременно
обращается действительное собственное значение системы и действи­
тельная часть пары собственных значений (А^ =  0, R e A ^  =  0). Други­
ми словами, точка параметрического портрета отвечает бифуркации 
коразмерности два типа {0 ±  г} трехмерного фазового портрета системы 
с дополнительным вырождением за счет симметрии системы.

При переходе значений параметров 2 ^ 3  знак А^ меняется на по­
ложительный, и на фазовом портрете от точки А  отщепляется пара сед- 
ловых состояний равновесия В\  и £>2, характеристические показатели 
которых Af < 0, ReA<f з > 0. Единственным притягивающим объектом 
в фазовом пространстве по-прежнему, как и при значениях парамет­
ров в области 2, остается устойчивый предельный цикл Г а  в п л о с к о ­

с т и  U \  =  U2-

При переходе параметров в область 4 становятся отрицательными 
ReA<f3 и равновесия В\  и £>2 приобретают устойчивость. При этом 
от каждого из равновесий В\  и £>2 отделяется седловой предельный 
цикл Г\ и i~2 соответственно, т. е. происходит «обратная бифуркация 
Андронова—Хопфа». Сепаратрисные поверхности циклов и i~2 отде­
ляют области притяжения равновесий В\  и £>2 от области притяжения
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устойчивого цикла Га- Как упоминалось выше, устойчивые стационар­
ные состояния В\  и £>2, лежащие вне плоскости и\  =  U2 , являются 
в рамках рассматриваемой постановки задачи аналогом стационарных 
диссипативных структур.

При переходе 4 ^ 5  седловые циклы и сливаются с устой­
чивым циклом Га,  в результате чего цикл Га становится седловым. 
Притягивающими объектами в фазовом пространстве остаются лишь 
равновесия В\  и £>2 («диссипативные структуры»). Сепаратрисной по­
верхностью, разделяющей области их притяжения, становится плос­
кость U\ = U2 -

При переходе 5 ^ 6  происходит обратная бифуркация Андро­
нова-Хопфа с равновесием А: цикл Га «схлопывается» на равнове­
сии А,  и равновесие из «полностью неустойчивого» становится седло­
вым X f  > 0, ИеА^з < 0. Наконец, при переходе 6 —► 1 циклическая 
последовательность бифуркаций завершена: равновесия В\  и В 2 слива­
ются с равновесием А,  в результате чего последнее становится глобально 
устойчивым.

Кроме областей, непосредственно примыкающих к точке , на па­
раметрическом портрете системы присутствуют еще две области, а имен­
но 7 и 8 (см. рис. 6.1.3). При значениях параметров, лежащих в об­
ласти 7, на фазовом портрете системы одновременно существуют пять 
предельных циклов, из которых два (7\ и Г2 ) являются седловыми, а 
три (Га, Г[ и  Г2) — устойчивыми. Цикл Га отвечает, как и при зна­
чениях параметров, лежащих в других областях, синхронным и тожде­
ственным колебаниям плотности популяции жертвы в обеих подсисте­
мах. Устойчивые циклы Г[ и Г2 соответствуют колебаниям плотности 
популяций жертв вокруг разных равновесных значений. Этот режим на­
зовем нестационарной диссипативной структурой.

Параметрическая линия, разделяющая области 7 и 4, отвечает пря­
мой бифуркации Андронова -  Хопфа равновесий В\  и В 2 . при перехо­
де 4 —► 7 равновесия В\  и В 2 мягко теряют устойчивость с рождением 
малых устойчивых предельных циклов Г[ и Г2.

Параметрическая линия, разделяющая области 7 и 3, отвечает би­
фуркации слияния двух симметричных пар циклов с Г[ и Г2 с 
Параметрическая точка Z  отвечает бифуркации коразмерности два обра­
щения в нуль первой ляпуновской величины L\  на линии нейтральности 
равновесии В\  и £>2-

Значениям параметров области 8 отвечает существование на фа­
зовом портрете системы пяти равновесий: двух седловых (В[ и В г2) и 
трех устойчивых (А, В\  и В^). Другими словами, при этих значениях 
параметров в зависимости от начальных условий в системе могут реа­
лизовываться как равновесие А,  аналогичное устойчивому равновесию
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Рис. 6.1.3. Схематическое изображение трехмерных фазовых портретов системы
(6.1.7) для соответствующих областей параметрического портрета. Ось v пер­
пендикулярна плоскости рисунка. Жирные линии соответствуют «проекциям» 
предельных циклов, пунктирные — интегральным поверхностям

в локальной системе, так и одно из равновесии £>i?2, отвечающих дис­
сипативной структуре.

Параметрическая линия, разделяющая области 1 и 8, отвечает би­
фуркации слияния двух симметричных пар равновесии: В[ с В\  и В '2 
с £>2 и их исчезновению. Параметрическая точка М  отвечает бифур­
кации коразмерности два одновременного слияния всех пяти равно­
весий.

Завершая описание параметрического и фазового портретов систе­
мы (6.1.7), можно сказать, что в системе в зависимости от значений
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параметров и начальных условий реализуются притягивающие режимы 
четырех типов.

1. Однородное по пространству равновесие, аналогичное таковому в 
локальной системе, — точка А, параметрические области 1 и 8.

2. Однородные по пространству автоколебания, аналогичные авто­
колебаниям в локальной системе, — устойчивый предельный цикл Га , 
области 2, 3, 4, 7.

3. Стационарная диссипативная структура — точки В\  и В 2, обла­
сти 4, 5, 6, 8.

4. Нестационарная диссипативная структура — устойчивые предель­
ные циклы Г[ и Г'2, область 7. По терминологии, предложенной в работе 
В. А. Васильева (1976), — динамическая диссипативная структура.

Мягкие и жесткие перестройки притягивающих режимов, проис­
ходящие при изменениях значений параметров, очевидны из рис. 6.1.2 
и 6.1.3 и частично описаны выше. В частности, в системе (6.1.7) воз­
можно как мягкое, так и жесткое возбуждение диссипативной структу­
ры. Первому случаю отвечает непосредственный переход из параметри­
ческой области 1 в область 6, второму (жесткому режиму возбуждения 
диссипативной структуры) отвечает либо переход 1 —► 6 через область 8, 
и при этом диссипативная структура жестко возбуждается из состояния 
равновесия, либо последовательное прохождение через параметрические 
области 1 ^ 2 ^ 3 ^ 4 ^ 5 ,  и при этом в системе сначала из состояния 
равновесия мягко возникает режим автоколебаний, а затем он жестко 
срывается на стационарную диссипативную структуру.

Математическую основу проведенного исследования составило изу­
чение бифуркационных событий, происходящих в системе вида (6.1.4) 
в окрестности параметрической точки типа (0±г) ,  т. е. параметрической 
точки, отвечающей пересечению на плоскости параметров системы би­
фуркационных линий, отвечающих одному нулевому и паре чисто мни­
мых собственных значений системы (Базыкин, Хибник, 1979).

В связи с этим возникает два вопроса: во-первых, в какой мере все 
изложенное относится к системам типа (6.1.4), а в какой мере характер­
но лишь для конкретной системы (6.1.7)?

Ответ состоит в следующем. В билокальной системе кинетика- 
миграция, описываемой системой дифференциальных уравнений (6.1.4), 
однородное по пространству состояние равновесия при изменении зна­
чений параметров может терять устойчивость в случае общего поло­
жения двумя способами. В первом случае пересекает нулевое значение 
и становится положительной действительная часть пары комплексных 
собственных значений системы. При этом в системе происходит колеба­
тельная потеря устойчивости, аналогичная таковой в соответствующей 
локальной системе. Колебательная потеря устойчивости может быть не
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обязательно мягкой, как в рассмотренном выше случае, но, вообще го­
воря, и жесткой.

Второй возможный тип потери устойчивости однородным равнове­
сием в системе типа (6.1.4) сопряжен с тем, что через нулевое значе­
ние проходит и становится положительным действительное собственное 
значение системы. При этом происходит диффузионная потеря устойчи­
вости, и в системе может возникать диссипативная структура. Возник­
новение диссипативной структуры при изменении значений параметра 
может быть как мягким, так и жестким.

В случае, когда система зависит от двух или более параметров, есте­
ственно описать суперпозицию колебательной и диффузионной потерь 
устойчивости. Ситуация в целом описывается при этом бифуркационной 
структурой параметрической окрестности точки пересечения на плоско­
сти параметров двух линий, отвечающих колебательной и диффузионной 
потере устойчивости соответственно.

В общем случае структура параметрической окрестности этой точки 
автору неизвестна. Однако ясно, что на плоскости параметров в эту точ­
ку, кроме описанных выше линий, должны входить еще по крайней мере 
две линии, отвечающие двум типам бифуркаций коразмерности один, 
а именно бифуркации колебательной потери устойчивости равновесия­
ми, неоднородными по пространству, и бифуркации смены устойчивости 
однородным предельным циклом. Взаимное расположение всех бифур­
кационных линий в окрестности точки {0, ±i}  и задает полный набор 
фазовых портретов системы и их бифуркаций. Комбинаторика возмож­
ного расположения бифуркационных линий довольно богата.

Резюмируя, можно сказать, что результат исследования системы
(6.1.7) дает пример одного из возможных расположении бифуркацион­
ных линий в окрестности точки типа {0, ±г}. При этом оказывается 
возможным выделить все четыре типа притягивающих режимов, реали­
зуемых в билокальных системах вида (6.1.4).

Второй вопрос: какое отношение имеет исследованное поведение би­
локальной системы к истинно распределенной системе, описываемой си­
стемой дифференциальных уравнений типа диффузия—кинетика (6.1.1)? 
Некоторой попытке представить себе возможный ответ посвящен следу­
ющий раздел.

6.2. Кольцевой ареал

Гипотеза состоит в том, что исследование билокальной модели поз­
воляет предсказать значения параметров, при которых те или иные ди­
намические режимы реализуются в системе распределенной. Одним из
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наиболее интересных режимов в билокальной системе (6.1.7) являет­
ся режим триггерного типа, при котором в зависимости от начальных 
условий в системе устанавливаются либо стационарная диссипативная 
структура, либо синхронные и тождественные автоколебания в обеих 
подсистемах (параметрическая область 4). Предмет настоящего разде­
ла состоял в численной проверке предположения о том, что знание 
параметрической области 4 для билокальной системы (6.1.7) позволя­
ет предсказать значения параметров, при которых аналогичные режимы 
триггерного типа, когда при одних начальных условиях устанавливает­
ся диссипативная структура, а в других — однородные по пространству 
автоколебания, реализуются в истинно распределенной системе.

Численно исследовалась система (Базыкин, Маркман, 1980):

при следующих значениях параметров: D u =  0,01, D v =  10, 7 =  1, 5 =  0, 
а =  0,4. Коэффициенты диффузии выбраны произвольными и сильно 
различными, коэффициенты локальной системы выбраны таким обра­
зом, что в локальной системе реализуется автоколебательный режим, 
а в билокальной — режим триггерного типа, отвечающий параметриче­
ской области и фазовому портрету 4 (см. рис. 6.1.2 и 6.1.3).

Выше отмечалось, что естественной областью определения систе­
мы (6.1.2) является единичный отрезок с условиями непроницаемости 
на концах. Возможен и еще один тип экологически естественной обла­
сти определения и краевых условий для системы (6.1.2) — это единичное 
кольцо, т. е. условия типа

Экологически условия (6.2.2) отвечают распределению сообщества на 
кольцевом ареале. Такие ареалы самого различного пространственного 
масштаба широко распространены в природе: это береговые линии пру­
дов и озер, уровни постоянной высоты вокруг горных систем и отдельных 
гор, циркумполярные области и т. п.

Заметим также, что при анализе диссипативных структур условия 
непроницаемости на концах единичного отрезка и условия непрерывно­
сти и гладкости на кольце (6.2.2) очень близки по смыслу.

d u /d t  =  D ud 2 u / d z 2 +  и2( 1 — и) — uv, 
dv /d t  =  D vd 2 v / d z 2 — j v ( a  — и +  dv),

(6.2.1)

u(0, t) = и(1, t)\ ^ ( 0 ,  t) = — (1, i);
(6.2.2)
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Результаты расчетов на ЭВМ, проведенные Г. С. Маркманом (Базы­
кин, Маркман, 1980), подтвердили гипотезу. На рис. 6.2.1 представлены 
некоторые из начальных распределений, приводящих к установлению 
однородных по пространству колебаний плотности популяций и к устой­
чивой стационарной диссипативной структуре (СДС). Начальное рас­
пределение н(г, 0) во всех случаях полагали однородным н(г, 0) =  vq, 
причем по принималось равным неустойчивому стационарному значению 
для решения локальной системы (6.1.6) (для выбранных значений пара­
метров по =  0,6 для всех реализаций модели).

Начальные распределения гх(г, 0) задавались таким образом, что ми­
нимум концентрации и(г) в диссипативной структуре (в случаях, когда 
она устанавливалась) приходился на г =  0, 5, а максимум — соответ­
ственно на г =  0 и г =  1.

Исследовалась лишь первая гармоника диссипативной структуры, 
т. е. периодическое решение и(г),  у которого на кольце укладывается 
только один период. Возможно существование при некоторых значениях 
параметров и более высоких гармоник диссипативных структур, когда 
на единичном кольце укладываются два, три и более периода изменения 
концентрации. В настоящей работе такие гармоники не отыскивались 
(см. Заикин, Рудаков, 1989).

Таким образом, основной результат состоит в том, что автоколеба­
тельная и диффузионная неустойчивость могут быть связаны между со­
бой следующим образом: автоколебательная неустойчивость локальной 
системы (существование решения типа устойчивого предельного цикла) 
может приводить в соответствующей распределенной системе с сильно 
различающимися коэффициентами диффузии различных компонент как 
к автоколебательной неустойчивости, аналогичной локальной, так и к 
диффузионной неутойчивости, влекущей за собой установление стаци­
онарной диссипативной структуры. Можно сказать, что периодическо­
му по времени решению локальной системы отвечает периодическое по 
пространству решение, соответствующее стационарной диссипативной 
структуре. Такая интерпретация представляется тем более оправданной, 
что амплитуды колебаний во времени в первом случае и в простран­
стве во втором (для медленно диффундирующей компоненты) оказыва­
ются очень близкими. Что касается быстро диффундирующей компонен­
ты (хищника), то ее пространственное распределение в случае стацио­
нарной диссипативной структуры почти однородно, т. е. почти постоянно 
по всему ареалу. При этом такая устойчивая и почти не зависящая от 
пространственной координаты плотность популяции хищника оказыва­
ется близка к неустойчивой стационарной плотности популяции хищ­
ника для локальной системы. Таким образом, наряду с диффузионной 
дестабилизацией однородного пространственного распределения по мед-
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Рис. 6.2.1. Начальные распределения плотности популяции жертвы, приводящие 
к синхронным однородным колебаниям по всему кольцевому ареалу (а) и к уста­
новлению стационарной диссипативной структуры (б)
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ленно диффундирующей компоненте можно говорить о диффузионной 
стабилизации локально неустойчивого значения концентрации для бы­
стро диффундирующей компоненты.

6.3. Эволюционное возникновение диссипативной 
структуры

Настоящий раздел посвящен анализу некоторых возможных типов 
перестройки динамического режима функционирования экологических 
сообществ в результате естественной дарвиновской эволюции входящих 
в сообщество популяций. Наибольший интерес при этом представляет 
эволюционное возникновение диссипативной структуры в билокальной 
системе хищник—жертва в результате закрепления в популяции нового 
преимущественного типа («мутанта»).

Прежде чем приступить к изложению основного содержания, на­
помним следующее. Применение математики к исследованию биологи­
ческих объектов и явлений надорганизменного уровня развивалось и 
развивается независимо в рамках двух самостоятельных наук: популя­
ционной генетики и теоретической экологии. В рамках популяционной 
генетики традиционная постановка задачи такова: исходно существует 
некоторое генетическое и фенотипическое разнообразие в популяции. 
Извне a priori заданы некоторые факторы эволюции: фон мутаций, уро­
вень рекомбинаций, направление и интенсивность отбора и т. п. Вопрос 
состоит в том, в каком направлении, с какой скоростью будет происхо­
дить при этом эволюция популяции, и к чему она приведет. Популяция 
рассматривается изъятой из экологического сообщества, часть которого 
она представляет. Напротив, в постановке, традиционной для математи­
ческой экологии, рассматривается совокупность популяций, состоящих 
из генетически и фенотипически тождественных особей, и исследуется 
динамика численности составляющих сообщество популяций. Эволюция 
популяций остается при этом за рамками рассмотрения.

При этом едва ли не общим местом современной теоретической био­
логии является представление о том, что эволюция популяций опреде­
ляется в первую очередь факторами отбора, возникающими в процессе 
взаимодействия с другими составляющими сообщество популяциями, а 
сами сообщества представляют собой продукт коэволюции входящих в 
них популяций.

Поэтому на современном этапе развития математической и теорети­
ческой биологии актуален синтез популяционно-генетического и эколо­
гического подходов, который может состоять, в частности, в следующем. 
Рассмотрим сообщество популяций, состоящих из генетически и феноти­
пически различных особей, взаимодействующих между собой по извест-
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ным законам. Исследуем направления отбора, создаваемые внутри по­
пуляции межпопуляционными взаимодействиями, во-первых, и послед­
ствия, к которым приводит внутрипопуляционная эволюция в  отноше­
нии функционирования сообщества популяций, во-вторых. Содержание 
настоящего раздела представляет собой одну из попыток сделать первые 
шаги в указанном направлении. При этом мы не будем сосредоточивать 
внимание на собственно генетических аспектах эволюции. Составляю­
щие популяцию разновидности будут рассматриваться генетически изо­
лированными, аналогично клонам в бесполых популяциях. Учет полового 
размножения не меняет качественно полученных результатов.

Заметим, что в терминах эволюции популяций и сообществ мож­
но интерпретировать некоторые из рассмотренных выше моделей. Так, 
систему хищник—две жертвы (5.2.1) можно рассматривать как модель 
сообщества, состоящего из популяций хищника и жертвы, причем попу­
ляция жертвы включает в себя две разновидности. Если эти две разно­
видности различаются, например, лишь значениями коэффициента раз­
множения, то в процессе эволюции разновидность с большим коэффи­
циентом вытесняет разновидность с меньшим коэффициентом. При этом 
возникает некоторое следствие и экологического толка: средняя плот­
ность популяции хищника в установившемся режиме в результате эво­
люции популяции жертвы становится ниже. Еще любопытнее то, что 
средняя плотность популяции жертвы по завершении процесса эволю­
ции остается такой же, как и до него.

Аналогичную интерпретацию допускает, естественно, система жерт­
ва—два хищника (5.2.4). Общим для этих простейших моделей эволю­
ции популяций в рамках сообществ является то, что качественный ха­
рактер динамики сообщества в процессе эволюции не изменяется. Одна­
ко вытеснение исходной разновидности, например хищника, мутантной 
может приводить к изменению качественного характера динамики сооб­
щества, в частности смене равновесного сосуществования автоколеба­
тельным (Rosenzweig, 1973). Рассмотрим простейший пример того, как 
эволюция о д н о й  и з  составляющих сообщество популяций под действием 
факторов, определяемых ее взаимодействием с другими популяциями, 
приводит к качественным изменениям в динамике сообщества.

Рассмотрим систему хищник—жертва с учетом нелинейности раз­
множения жертвы при малой плотности популяции и конкуренции жертв
(3.4.3), для простоты ограничившись предельным случаем N  К.  
При этом система (3.4.3) асимптотически аппроксимируется системой

. , 2 к  -  X ,х  =  а х  — —-------оху,
К

у =  —су +  dxy ,
(6.3.1)
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которая заменой переменных t =  т /а , х  =  К и , у =  (a/V)v приводится к 
виду

где 7  =  d K / a а  =  c/dK.
Характер фазового портрета системы полностью определяется зна­

ком неравенства а ^  1/2  (см. рис. 6 .1.1).
Рассмотрим теперь систему жертва—два хищника, предположив, 

что хищники отличаются лишь значением параметра а:

где Oi =  Oil, A Oi =  (А/ —  O L U .

Из вида уравнений (6.3.4) следует, что при a i  > а / /  в исходном 
фазовом пространстве {щ щ /} системы (6.3.3) интегральная коорди­
натная плоскость Ун =  0 отталкивающая, а плоскость щ =  0 притягива­
ющая. В экологических терминах это означает, что хищник, характери­
зующийся меньшим значением а , оказывается более приспособленным 
и при t —► оо полностью вытесняет конкурента. Так как а  =  c / d K , более 
приспособленным оказывается хищник с меньшей смертностью и (или) 
более успешно преследующий жертву, что соответствует интуитивно­
му представлению о приспособленности. Таким образом, естественный 
отбор в популяции хищника, входящей в сообщество хищник—жертва, 
ведет к уменьшению параметра а.

К каким последствиям это приводит для динамики системы 
хищник—жертва? Если 1 > a i  > а ц  > 1/ 2 , то вытеснение первой разно­
видности хищника приводит лишь к уменьшению равновесной плотно­
сти популяции хищника. Более интересные события происходят в случае

й =  и2( 1 — и) — u v , 
v =  j v ( a  — и ),

(6.3.2)

й =  и2( 1 — и) — u(vi  +  гщ),
vi = Vi (и -  a i ),

vii = vn (u -  а п ).
(6.3.3)

Замена

w =  VI +  v ii , z =  VI/ Vii (6.3.3')

переводит уравнения (6.3.3) в

й =  и2( 1 — и) — uw,

(6.3.4)
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Рис. 6.3.1. Установление автоколебаний в результате эволюции хищника в систе­
ме (6.3.3) при он = 0,6, а и  = 0,435. Из начального состояния и = 0, 5, v i = 
= 0, 3, v i i  = 0 система приходит в равновесие й = 0, 6, гц =  0, 24, V2 = 0. 
В момент to в результате «мутации» система переводится в состояние и = 
= 0, 6, vi = 0, 23, v i i  = 0, 01. Вторая разновидность хищника вытесняет первую, 
и в системе возникают автоколебания

1 > а / > 1 / 2 >  а ц . Пусть исходно в популяции хищника присутствует 
лишь первая разновидность, характеризующаяся 1 > а /  > 1/2, и по­
пуляции хищника и жертвы находятся в состоянии устойчивого сосу­
ществования. Затем в результате «мутации» возникает некоторая ма­
лая концентрация хищников второй разновидности, характеризующаяся 
значением параметра а ц  < 1/2, например меньшей смертностью. То­
гда хищники второй, мутантной разновидности со временем вытеснят 
своих конкурентов. При этом победившая разновидность хищников уже 
не может устойчиво сосуществовать с популяцией жертвы при посто­
янных равновесных плотностях популяции и в сообществе возникают 
устойчивые автоколебания плотностей популяции хищника и жертвы 
(рис. 6.3.1). Если величина 1/2 —а ц  <С 1/2, то амплитуда таких эволю- 
ционно возникающих автоколебаний мала и можно говорить о мягком 
эволюционном рождении автоколебаний.

Таким образом, построен модельный пример ситуации, когда дар­
виновская эволюция о д н о й  и з  в х о д я щ и х  в  сообщество популяций при­
водит к изменению характера функционирования сообщества, а имен­
но к переходу от равновесного состояния к автоколебательному ре­
жиму. Не следует думать, что исследованное в рассмотренном при­
мере мягкое эволюционное возникновение автоколебаний в системе 
хищник—жертва — единственно возможный тип перестройки функци­
онирования сообщества в процессе дарвиновской эволюции одной из 
популяций, составляющих сообщество. Рассмотрим пример более ин­
тересного типа перестройки функционирования сообщества в процес­
се эволюции.
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Рассмотрим ситуацию, когда в билокальном сообществе хищ ник- 
жертва, динамика которого описывается системой (6.1.7), присутству­
ют две разновидности хищника, отличающиеся значением параметра а. 
Тогда система дифференциальных уравнений, описывающая динамику 
такого сообщества, имеет вид

ui  =  и \ { 1  -  и\) -  ui (v i  +  vn ) ~  rrt(ui -  u2),

il2 =  U 2O- ~  u z) ~  u 2(vi +  V n )  —  m ( u 2  —  ^ 1),

U \  +  U 2vi  =  vi

vii  = v n
U i  +  U 2

-  OLi ~  S(VI +  V n )

-  a n  -  5(vi + v n )

(6.3.5)

Исследуем уравнения (6.3.5) при S < 1.
Подчеркнем, что арабские и римские индексы в системе имеют со­

вершенно различный смысл. Арабскими индексами пронумерованы две 
подпопуляции жертвы, пространственно разобщенные и тождественные 
экологически, а римскими — две экологически различные разновидности 
в рамках единой популяции хищников.

Воспользовавшись заменой (6.3.3'), приходим к системе

ui  =  u \ ( l  -  ui) -  u i (v i  +  v n )  -  m(ui  -  u2), 

й 2 =  u \ ( l  -  U2 ) -  u2{vi +  v n )  -  m (u 2 -  ui),  
v>i +  U2 _ r , ww =  w — a — 5w 1 Д а ,

z =  —A az.

(6.3.6)

Очевидно, что в этой ситуации, так же как и в ситуации, описывае­
мой системой (6.3.3), побеждает хищник, характеризующийся меньшим 
значением параметра а. Другими словами, естественный отбор в по­
пуляции хищников ведет к уменьшению а. К каким последствиям для 
динамики сообщества в целом это может приводить?

Не ставя перед собой цель полного исследования системы (6.3.5), 
ограничимся лишь наиболее интересным и принципиальным случаем, 
когда исходные значения параметров а  и S таковы, что в «экологиче­
ски однородном» сообществе, описываемом системой (6.1.7), существует 
лишь одно устойчивое состояние равновесия, т. е. значения параметров 
лежат в области 1 на параметрическом портрете системы (см. рис. 6.1.2). 
Другими словами, исходное значение параметра а  таково, что хищник
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устойчиво сосуществует с жертвой, причем равновесное значение плот­
ности популяции жертв одинаково в обеих локальных популяциях. Би- 
локальная система при таких значениях параметров ничем не отличается 
от локальной.

Предположим теперь, что в результате мутации в единой популяции 
хищника возникает малая концентрация новой, второй разновидности, 
характеризующейся меньшим значением а. Оказывается, что это может 
приводить к одному из двух качественно разных результатов.

Рис. 6.3.2. Возникновение диссипативной структуры в результате эволюции 
хищника в системе (6.3.5) при 5 = 0,1, т  = 0,005, a i  = 0,6, а ц  = 0,435. 
Из начального состояния гц = 0,8, U2 = 0, 3, vi = 0, 3, v i i  = 0 система пе­
реходит в состояние щ  =  0,23, v u  = 0,01. Вторая разновидность хищника 
вытесняет первую, и в системе возникает диссипативная структура «по жертве»

Если интенсивность миграции между популяциями жертвы велика 
[га > ш кр (см. рис. 6.1.2)], то при уменьшении значения параметра а  
система попадает в параметрическую область 2 структурного портрета. 
Эта область соответствует глобально притягивающему автоколебатель­
ному режиму, при котором плотности обеих подпопуляции жертвы пре­
терпевают синхронные и тождественные колебания. Другими словами, 
при достаточно интенсивной миграции между подпопуляциями жертв 
эволюция хищника приводит к мягкому возникновению автоколебаний, 
в т о ч н о с т и  аналогичных возникающим в локальной системе. Интуитив­
но это понятно: при достаточно интенсивной миграции пара сцепленных 
популяций ведет себя как единое целое.

Качественно иное поведение у системы, если миграция достаточно 
слабая (т  < ш кр). Пусть по-прежнему значение параметра а  для первой, 
исходной, разновидности хищника лежит в параметрической области 1, 
а для второй, мутантной, — в области 6. Поскольку область 6 отвечает 
меньшим значениям параметра а, то мутантная разновидность хищника 
будет вытеснять исходную. При этом, если для исходной разновидно­
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сти хищника единственным притягивающим режимом поведения сооб­
щества было устойчивое сосуществование, при котором плотности обеих 
подпопуляций жертвы были одинаковы, то для мутантной разновидно­
сти хищников (соответствующей области 6) притягивающими являются 
стационарные состояния, в которых плотности подпопуляций жертв раз­
личны (рис. 6.3.2).

Это означает, что вытеснение хищниками мутантными хищников 
исходных влечет за собой установление неоднородного стационарного 
состояния, т. е. диссипативной структуры. Заметим, что в силу симмет­
рии системы в процессе эволюции она «сваливается» в одно из двух 
равноправных состояний равновесия, причем в какое именно — дело 
случая.

Отметим одну интересную особенность исследованной системы. 
При значениях параметров, лежащих в области 6 вблизи границы с обла­
стью 1, т. е. «малых, но не очень» значениях коэффициента миграции т,  
равновесные плотности в первой и второй подпопуляциях жертв при ро­
ждении диссипативной структуры отличаются мало. В этом случае име­
ет смысл говорить о механизме мягкого эволюционного возникновения 
в билокальной системе устойчивой диссипативной структуры из одно­
родного стационарного состояния. Для значений параметров, лежащих 
в области 6 вблизи с границей области 8, значения плотности популя­
ции жертв в состояниях В\  и £>2, отвечающих диссипативной структу­
ре, различаются сильно, и поэтому значения параметра а  для исходной 
и мутантной разновидностей хищника, лежащие по разные стороны этой 
границы, соответствуют событию, которое назовем жестким эволюцион­
ным рождением диссипативной структуры.

Таким образом, построены модельные примеры того, как естествен­
ный отбор в одной из популяций, составляющих сообщество, приводит к 
качественной перестройке режима функционирования сообщества. В ре­
зультате такой дарвиновской эволюции сообщество из стационарного во 
времени и однородного по пространству режима может переходить в ре­
жим автоколебательный во времени и однородный по пространству и в 
режим стационарный во времени, но пространственно неоднородный.



Приложение к главе 6

Область 4

а  =  0,4 
6 =  0,1 

т  =  0,01

6.1
Фазовый портрет 
уравнения 6.1.7

^  =  х 2(1 — х) — ху  — т (х  

^  = у2{ 1 — У) — Уг — т(у
d  z  / % ~\~ У г \



Заключение

1. Сформулировано представление об опасных границах динамиче­
ских и параметрических воздействий на экосистемы. Выявлено суще­
ствование опасных и безопасных стратегий промысла изолированных 
популяций. Указан критерий приближения к опасной границе интенсив­
ного промысла.

2. Проведен полный анализ динамических режимов и их совокуп­
ностей, реализующихся в модельных системах двух взаимодействующих 
популяций. Исчерпывающе рассмотрены перестройки динамических ре­
жимов, происходящие при изменении внешних условий для систем, за­
висящих от двух и трех параметров. Полученные результаты применимы 
при исследовании систем дифференциальных уравнений, возникающих в 
различных областях математической биологии: ферментативной кинети­
ке, нейрофизиологии, иммунологии и т. п. Выявлена каноническая струк­
тура параметрического портрета при суперпозиции триггерного и авто­
колебательного режимов.

3. Описан новый д л я  задач математической биофизики режим 
безгистерезисного жесткого возбуждения автоколебаний для системы 
хищник—жертва.

4. Описан механизм возникновения сложного («квазистохастическо- 
го») поведения в системе трех популяций, взаимодействующих по прин­
ципу хищник—две конкурирующие жертвы, и показано, что возникно­
вение квазистохастического поведения может интерпретироваться как 
критерий приближения к опасной параметрической границе системы.

5. Установлена возможность устойчивого сосуществования трех ви­
дов в системе продуцент—консумент—хищник при невозможности сосу­
ществования продуцента и консумента в отсутствие хищника.

6 . Установлена связь между колебательной и диффузионной потерей 
устойчивости однородным стационарным состоянием в билокальной эко­
логической системе. Описан режим типа нестационарной диссипативной 
структуры в такой системе.

7. Описан механизм эволюционного возникновения пространствен­
ной структурированности в модельной экологической системе.



Литература

Алексеев В. В. Влияние фактора насыщения на динамику системы 
хищник-жертва / /  Биофизика, 1973, т. 18, вып. 5, с. 922-926.
Алексеев В. В. О применимости методов статистической механики для 
описания биоценозов / /  Биофизика, 1975, т. 20, вып. 6 , с. 1133-1136.
Алексеев В. В. Биогеоценозы — автогенераторы и триггеры / /  Жури, 
общ. биологии. 1976, т. 37. № 5, с. 738-744.
Алексеев В. В., Крымов И. И., Полякова М. С., СазыкинаТ. Г. Динами­
ка и статистическая механика биогеоценозов с фиксированной массой 
биогенного элемента / /  Человек и биосфера. М.: Изд-во МГУ, 1978, 
вып. 2. с. 42-102.
Алексеев В. П., Полищук Е. М., Юзефович Г. И. Некоторые математиче­
ские вопросы статистической механики биологических систем / /  Сб. 
тр. по агрономической физике. Л.: Гидрометеоиздат, 1969, вып. 23, 
с. 101-127.
Андронов А. А., ЛеонпговичЕ. А., Гордон И. П., Майер А. Г. Качествен­
ная теория динамических систем второго порядка. М.: Наука, 1966.
Андронов А. А., ЛеонтовичЕ. А., Гордон И. П., Майер А. Г. Теория би­
фуркаций динамических систем на плоскости. М.: Наука, 1967.
АпонинаЕ.А., АпонинЮ. М., Базыкин А. Д. Сложное поведение в 
вольтерровской модели сообщества две жертвы-один хищник / /  Тез. 
докл. стендовых сообщ. I Всесоюзн. биофиз. съезда. М., 3-8 авг. 1982 а, 
т. 3, с. 19.
АпонинаЕ. А., АпонинЮ. М., Базыкин А. Д. Анализ сложного динами­
ческого поведения в модели хищник-две жертвы / /  Проблемы экологи­
ческого мониторинга и моделирования экосистем. Л.: Гидрометеоиздат, 
1982 6 , т. 5, с. 163-180.
Арнольд В. И. Дополнительные главы теории обыкновенных дифферен­
циальных уравнений. М.: Наука, 1978. 304 с.
Базыкин А. Д. Модель динамики численности вида и проблема сосу­
ществования бизких видов / /  Жури. общ. биологии, 1969, т. 30, № 3, 
с. 259-264.



2 4 8 Л и т е р а т у р а

Базыкин А. Д. Система Вольтерра и уравнение Михаэлиса-Ментен / /  
Вопросы математической генетики. Новосибирск, 1974, с. 103-143.
Базыкин А. Д. Принципы системного анализа при оценке воздействия 
на окружающую среду / /  Природные ресурсы и окружающая среда: 
Достижения и перспективы. М.: 1978. вып. 5, с. 29-41.
Базыкин А. Д. Математическое моделирование опасных границ в эко­
логии / /  Тез. пленар. лекций и симпоз. докл. I Всесоюз. биофиз. съезда. 
М., 1982, с. 127.
Базыкин А. Д., Апонина Е. А. Модель экосистемы трех трофических 
уровней с учетом существования нижней критической плотности по­
пуляции продуцента / /  Проблемы экологического мониторинга и моде­
лирования экосистем. Л.: Гидрометеоиздат, 1981, т. 4, с. 186-203.
Базыкин А. Д., Березовская Ф. С. Эффект Олли, нижняя критическая 
численность популяции и динамика системы хищник-жертва / /  Про­
блемы экологического мониторинга и моделирования экосистем. Л.: 
Гидрометеоиздат, 1979, т. 2, с. 161-175.
Базыкин А. Д., Березовская Ф. С. Математическая модель динамики 
основных типов поведения системы «фитофаг-энтомофаг» / /  Проблемы 
мониторинга и моделирования динамики лесных экосистем. Л.: Гидро­
метеоиздат, 1995, с. 309-328.
Базыкин А. Д., Березовская Ф. С., Буриев Т. И. Динамика системы хищ­
ник-жертва с учетом насыщения и конкуренции / /  Факторы разнооб­
разия в математической экологии и популяционной генетике. Пущино, 
1980, с. 6-33.
Базыкин А. Д., БерезовскаяФ. С., Денисов Г. А., Кузнецов Ю. А. Влия­
ние эффектов насыщения хищника и конкуренции между хищниками 
на динамику системы хищник-жертва / /  Динамические модели и эко­
логия популяций. Владивосток: ДВНЦ АН СССР, 1981, с. 87-103.
Базыкин А. Д., БерезовскаяФ. С., Исаев А. С., Хлебопрос Р. Г. Парамет­
рическое обоснование принципа стабильности динамики системы «фи­
тофаг-энтомофаг» / /  Докл. АН (Общая биология), 1993, т. 333, № 5, 
с. 673-675.
Базыкин А. Д., БерезовскаяФ. С., НелъгинаО. Н., ШваловаЮ. Л. Ниж­
няя критическая плотность популяции хищника и динамика системы 
хищник-жертва / /  Проблемы экологического мониторинга и моделиро­
вания экосистем. Л.: Гидрометеоиздат, 1980, т. 3.
Базыкин А. Д., Буриев Т. И. Динамика системы хищник-жертва с уче­
том эффектов насыщения и внутривидовой конкуренции / /  Вопросы



качественной теории дифференциальных уравнений. Самарканд, Сам- 
Гу, 1980, с. 31-38.
Базыкин А. Д., БуриевТ. И. Модель динамики системы хищник-жерт­
ва с учетом насыщения хищника, конкуренции хищника за жертву и 
конкуренции жертв / /  Studia biophysica, 1981, vol. 83, № 2, p. 123-130.
Базыкин А. Д., МаркманГ. С. О диссипативных структурах в экологи­
ческих системах / /  Факторы разнообразия в математической экологии 
и популяционной генетике. Пущино, 1980, с. 135-149.
Базыкин А. Д., Хибник А. И. Об исследовании одной системы диффе­
ренциальных уравнений в окрестности параметрической точки (О, ±г) 
/ /  V Всесоюз. конф. по качеств, теории дифференц. уравнений. Киши­
нев, 1979, с. 10-11.
Базыкин А. Д., Хибник А. И. О жестком режиме возбуждения автоко­
лебаний в модели типа Вольтерра / /  Биофизика, 1981а, т. 26, вып. 5, 
с. 851-853.
Базыкин А. Д., Хибник А. И. Мягкое и жесткое возбуждение колебаний 
в системе хищник-жертва / /  Математические модели клеточных попу­
ляций /  Межвуз. сб. Горький: Горьк. ун-т, 19816, с. 53-69.

Базыкин А. Д., Хибник А. И. Билокальная модель диссипативной струк­
туры / /  Биофизика, 1982, т. 27, вып. I, с. 132-136.
Базыкин А. Д., Хибник А. И., АпонинаЕ.А., НейфельдА.А. Модель 
эволюционного возникновения диссипативной структуры в экологиче­
ской системе / /  Факторы разнообразия в математической экологии и 
популяционной генетике. Пущино, 1980, с. 33-47.
Баутин Н. Н., ЛеонтовичЕ. А. Методы и приемы качественного иссле­
дования динамических систем на плоскости. М.: Наука, 1976.
Баутин Н. Н., Шилъников Л.П. Поведение динамических систем вбли­
зи границ области устойчивости состояний равновесия и периодических 
движений (опасные и безопасные границы) / /  Марсден Дж., Мак-Кра- 
кен М. Бифуркация рождения цикла и ее приложения. М.: Мир. 1980. 
Доп. I, с. 294-316.
Беляков Л. А. О структуре бифуркационных множеств в системах с пет­
лей сепаратрисы седлофокуса / / I X  Междунар. конф. по нелинейным 
колебаниям, Киев, 1981.
Богданов Р. И. Приведение к орбитальной нормальной форме векторно­
го поля на плоскости / /  Функциональный анализ и его приложения, 
1976 а, т. 10, вып. 1, с.73-74.

Л и т е р а т у р а  2 4 9



2 5 0 Л и т е р а т у р а

Богданов Р. И. Версальная деформация особой точки векторного поля 
на плоскости в случае нулевых собственных чисел / /  Тр. семинара им. 
Петровского. М.: МГУ, 1976 6 вып.2, с.37-65.

Буриев Т. И. Анализ динамики взаимодействующих популяций в ста­
ционарных и переменных внешних условиях (математические модели): 
Автореф. дис. . . .  канд. физ.-мат. наук. Пущино, 1983. 19 с.

Васильев В. А. Динамические диссипативные структуры / /  Термодина­
мика биологических процессов. М.: Наука, 1976, с. 197-210.

Волыперра В. Математическая теория борьбы за существование /  Пер. 
с фр. под ред. Ю. М. Свирежева. М.: Наука, 1976. 286 с.

ГаузеГ. Ф. Математический подход к проблемам борьбы за существо­
вание / /  Зоол. журн., 1933, т. 12, № 3, с. 170-177.

ГаузеГ. Ф., Витт А. А. О периодических колебаниях численности 
популяций. Математическая теория релаксационного взаимодействия 
между хищниками и жертвами и ее применение к популяции двух про­
стейших / /  Изв. АН СССР. Отд. мед., мат. и естеств. наук, 1934, №10, 
с. 1551-1559.

Горбат А. Н., ОхонинВ. А., Садовский М. Г., Хлебопрос Р. Г. Простей­
шее уравнение математической экологии /  Красноярск: Ин-т леса и 
древесины СО АН СССР, 1982. Препр.

Горстко А. Б. Имитационная система «Азовское море» / /  Тр. ВНИРО, 
1976, вып. 118. с. 48-55.

Денисов Г. А., Кузнецов Ю. А. Качественное исследование математиче­
ской модели эксплуатации животных ресурсов / /  Математическое моде­
лирование агробиоценотических процессов. М.: Наука, 1981, с. 152-164.

Динамическая теория биологических популяций /  Под ред. Р. А.По- 
луэктова. М.: Наука, 1974. 456 с.

Жданов Ю. А., Горстко А. Б. Математическая модель рационального 
использования водных ресурсов Азовского бассейна / /  Вод. ресурсы, 
1975, № 3, с. 188-192.

ЗаикинА. Н., Рудаков Ю. А. Критерии распределения пелагического со­
общества и кинетические режимы его эвристических моделей / /  Докл. 
АН СССР, 1989, т. 306, с. 977-981.

ИвлевВ.С.  Экспериментальная экология питания рыб. М.: Пищепром- 
издат, 1955. 252 с.



Л и т е р а т у р а 251

ИзраэлъЮ. А. Допустимая антропогенная нагрузка на окружающую 
природную среду / /  Всесторонний анализ окружающей природной сре­
ды /  Тр. II Сов.-амер. симпоз. Л.: Гидрометеоиздат, 1976, с. 12-20.

ИзраэлъЮ. А. Концепция мониторинга состояния биосферы / /  Мони­
торинг состояния окружающей природной среды. Л.: Гидрометеоиздат, 
1977, с. 10-26.

ИзраэлъЮ. А., Филиппова Л. М., Инсаров Г. Э. и др. Экологический мо­
ниторинг и регулирование состояния природной среды / /  Проблемы 
экологического мониторинга и моделирования экосистем. Л.: Гидроме­
теоиздат, 1981, т. 4, с. 6-19.

Исаев А. С., Недорезов Л. В., Хлебопрос Р. Г. «Бумеранг-эффект» в мо­
делях отдельных популяций и элементарных биоценозов /  Красноярск: 
Ин-т леса и древесины СО АН СССР, 1979 а. Препр.

Исаев А. С., Недорезов Л. В., Хлебопрос Р. Г. Математическая модель 
эффекта ускользания во взаимодействии хищника и жертвы / /  Мате­
матический анализ компонентов лесных биогеоценозов. Новосибирск: 
Наука. Сиб. отд-ние, 1979 6 , с. 74-82.

Исаев А. С., Хлебопрос Р. Г., Недорезов Л. В. Качественный анализ фе­
номенологической модели динамики численности лесных насекомых /  
Красноярск: Ин-т леса и древесины СО АН СССР, 1979 в. Препр.

Колесов Ю. С. Математические модели экологии / /  Исследование по 
устойчивости и теории колебаний. Ярославль, 1979.

Колесов Ю. С., ШвитраД. И. Роль запаздывания в математических мо­
делях / /  Литов, мат. сб., 1979 а, т. 19, №1. с. 115-128.

КолесовЮ. С., ШвитраД. И. Автоколебания в системах с запаздыва­
нием. Вильнюс, 1979 6 .

Колмогоров А. И. Качественное изучение математических моделей ди­
намики популяций / /  Проблемы кибернетики. М.: Наука, 1972, вып. 25, 
с. 100-106.

Колмогоров А. И., Петровский И. Г., Пискунов И. С. Исследование урав­
нения диффузии, соединенной с возрастанием количества вещества, и 
его применение к одной биологической проблеме / /  Бюл. МГУ. Сер. 
математика и механика, 1937, т. 1. с. 1-26.

Лукьянов В. И. О бифуркациях динамических систем с петлей сепа­
ратрисы «седло-узла» / /  Дифференц. уравнения, 1982, т. 18, № 9, 
с. 1493-1506.



Ляпунов А. А. О кибернетических вопросах биологии / /  Проблемы ки­
бернетики. М.: Наука, 1972, вып. 25, с. 5-39.
Ляпунов А. А., БагриновскаяГ. П. О методологических вопросах мате­
матической биологии / /  Математическое моделирование биологии. М.: 
Наука, 1975, с. 5-18.
МакфедьенЭ. Экология животных. М.: Мир, 1965. 375 с.
Мальтус Т. Р. Опыт о законе народонаселения. СПб., 1895.
Меншуткин В. В. Математическое моделирование популяций и сооб­
ществ водных животных. Л.: Наука, 1971.
МоисеевН. Н. Математика ставит эксперимент. М.: Наука, 1979. 225 с.
Молчанов А. М. Математические модели в экологии. Роль критических 
режимов / /  Математическое моделирование в биологии. М.: Наука, 
1975 а, с. 133-141.
Молчанов А. М. Критические точки биологических систем (математиче­
ские модели) / /  Математическое моделирование в биологии. М.: Наука, 
1975 6 , с. 142-153.
Молчанов А. М., Назаренко В. Г., Шатурный И. Г. Биофизика сложных 
систем: Математические модели / /  Биофизика, 1971, т. 16, вып. 4.
Молчанов А. М., Базыкин А. Д. Методы системного анализа и матема­
тического моделирования в решении проблем программы «Человек и 
биосфера» в СССР / /  Программа «Человек и биосфера» в странах со­
циализма. Тр. I совещ. Нац. ком. соц. стран по программе МАБ. М.: 
Гос. ком. по науке и технике, 1979, с. 223-226.
Моран П. Статистические процессы эволюционной теории. М.: Наука, 
1973, 287 с.
Недорезов Л. В. Динамика вспышек массовых размножений лесных на­
секомых фитофагов (математическая модель): Автореф. дис. .. . канд. 
биол. наук. Красноярск, 1979.
Ноздрачева В. П. Бифуркация негрубой петли сепаратрисы / /  Диффе- 
ренц. уравнения, 1982, т. 18, № 9, с. 1551-1558.
ОдумЮ. Основы экологии /  Пер. с анг. под ред. Н. П. Наумова. М.: 
Мир, 1975. 740 с.
Охонин В. А. Кинетические уравнения популяций / /  Математический 
анализ компонентов лесных биогеоценозов. М.: Наука, 1979, с. 119-131.
Охонин В. А., Хлебопрос Р. Г. Кинетические уравнения состояния попу­
ляций. Красноярск: Ин-т леса и древесины СО АН СССР, 1978. Препр.

2 5 2  Л и т е р а т у р а



Полищук Е. М. О некоторых статистических критериях стабильности 
многокомпонентных биоценозов / /  Сб. тр. по агрономической физике. 
Л.: Гидрометеоиздат, 1971, вып. 30, с. 202-211.

Полищук Е. М. и др. Некоторые математические вопросы статистиче­
ской механики биологических систем / /  Сб. тр. по агрономической фи­
зике. Л.: Гидрометеоиздат, 1969, вып. 23, с. 101-127.

Полякова М. С., СазыкинаТ. Е. Структура и устойчивость модельного 
биогеоценоза из шести видов / /  Журн. общ. биологии, 1976, т. 37, № 5, 
с. 745-751.

ПыхЮ.А.  Равновесие и устойчивость в моделях популяционной дина­
мики. М.: Наука, 1983.

Разжевайкин В. Н. О возникновении диссипативных структур в систе­
ме типа «хищник-жертва» / /  Автоволновые процессы в системах с диф­
фузией. Горький, 1981 а, с. 243-249.

Разжевайкин В. Н. Пространственно-распределенные двухуровневые 
экосистемы / /  Математические методы в экологии и генетике. М.: На­
ука, 1981 б, с. 36-50.

Романовский Ю. М., Степанова Н. В., ЧернавскийД. С. Математиче­
ское моделирование в биофизике. М.: Наука, 1975. 343 с.

Свирежев Ю. М. Вито Вольтерра и современная математическая эколо­
гия: Послесловие / /  Вольтерра В. Математическая теория борьбы за 
существование. М.: Наука, 1976, с. 245-283.

Свирежев Ю. М., Логофет Д. О. Устойчивость биологических сооб­
ществ. М.: Наука, 1978.

СидоринА. П. Поведение популяции с несколькими стационарными со­
стояниями в случайной среде / /  Математические модели в экологии и 
генетике. М.: Наука, 1981, с. 71-74.

СкалецкаяЕ. П., ФрисманЕ. Я., Шапиро А. П. Дискретные модели ди­
намики численности популяций и оптимизация промысла. М.: Наука, 
1979. 165 с.

СмитДж.М. Модели в экологии /  Пер. с анг. под ред. А. Д. Базыкина. 
М.: Мир, 1976. 184 с.

Уатт К. Экология и управление природными ресурсами. М.: Мир, 1971. 
464 с.

ФоррестерДж. Динамика развития города. М.: Прогресс, 1974.

Л и т е р а т у р а  2 5 3



2 5 4 Л и т е р а т у р а

ФрейдлинМ. И., Светлосанов В. А. О влиянии малых случайных воз­
мущений на устойчивость состояний экологических систем / /  Журн. 
общ. биологии, 1976, т. 37, № 5, с. 715.

ХакенГ. Синергетика /  Пер. с англ. под ред. Ю. Л. Климонтовича, 
С .М .Осовца. М.: Мир, 1980. 404 с.

ХибникА. И. Периодические решения системы дифференциальных урав­
нений. Алгоритмы и программы на ФОРТРАНе. / /  Материалы по ма­
тематическому обеспечению ЭВМ. Пушино: ОНТИ НЦБИ. 1979.

Шапиро А. П. Математические модели конкуренции / /  Управление и 
информация. Владивосток: ДВНЦ АН СССР. 1974, вып. 10, с. 5-75.

Шапиро А. П., ЛупповС. П. Рекуррентные уравнения в теории популя­
ционной биологии. М.: Наука, 1983.

ШарковскийА.Н. Существование циклов непрерывного преобразова­
ния прямой в себя / /  Укр. мат. журн., 1964, т. 16, №1, с. 61-65.

Шилъников Л. П. О некоторых случаях рождения периодических дви­
жений из особых траекторий / /  Мат. сб., 1963, т. 61, с. 443-446.

Шилъников Л. П. Об одном случае существования счетного множества 
периодических движений / /  ДАН СССР, 1965, т. 160, № 3, с. 558-561.

Шилъников Л. П. К вопросу о структуре расширенной окрестности гру­
бого состояния равновесия типа седло-фокус / /  Мат. сб., 1970, т. 81, 
№ 1, с. 92-103.

Шилъников Л. П. Теория бифуркаций и модель Лоренца / /  Мар- 
сденДж., Мак-КракенМ. Бифуркация рождения цикла и ее приложе­
ния. М.: Мир, 1980. Доп. II, с. 317-336.

Шкловский И. С. Вселенная. Жизнь. Разум. М.: Наука, 1965. 284 с.

Экологические системы: Адаптивная оценка и управление /  К. С. Хол- 
линг, А. Д. Базыкин, П.Бруннелл, У. К. Кларк и др. /  Под ред. 
К.С.Холлинга /  Пер. с англ. под ред. А. Д. Базыкина. М.: Мир, 1981. 
397 с.

Эман Т. И. О некоторых математических моделях биогеоценозов / /  Про­
блемы кибернетики, 1966, вып. 16, с. 19-202.

Adaptive environmental assessment and management /  Ed. C. S. Holling. 
Wiley-Intersci., 1978. 377 p.

Albrecht F., GatzkeH., Haddad A., WaxN. The dynamics of two interacting 
populations / /  J. Math. Anal, and Appl., 1974, vol. 46. № 3, p. 658-670.



Л и т е р а т у р а 2 5 5

Albrecht F., G a t z k e H W a x N .  Stable limit cycles in prey-predator 
populations / /  Science, 1973, vol. 181, №4104, p. 1073-1074.
AlleeW.C., Emerson A. E., ParkO. et al. Principles of animal ecology. 
Philadelphia: W. B. Saunders Co, 1949.

Antonovsky M. Ya., FlemingR. A., Kuznetsov Yu. A., Clark W. C. Forest 
pest interaction dynamics: the simplest mathematical models / /  Theor. 
Pop. Biol., 1990, 37, p. 343-367.

ArneodoA., CoulletP., TresserC. Occurence of strange attractors in 
three-dimensional Volterra equations / /  Phys. Lett. A, 1980, vol. 79. № 4, 
p. 259-263.

ArnoVd V. I., IVyashenko Yu. S. Ordinary differential equations. Dynamical 
Systems I / /  Encyclopaedia of Mathematical Sciences. Springer-Verlag, 
1988, p. 3-148.

BazykinA. D. Structural and dynamic stability of model predator-prey 
systems. Laxenburg, 1976. 44 p.(Intern. Inst. Appl. Syst. Anal.; RM-76 
8).

BazykinA. D., BerezovskayaF. S., Denisov G. A., Kuznetsov Yu. A. The 
influence of predator saturation effect and competition among predators on 
predator-prey system dynamics / /  Ecol. Modell., 1981, vol. 14, p. 30-57.

BazykinA. D., Berezovskaya F. S., Isaev A. S., KhleboprosR. G. Dynamics 
of forest insect density: bifurcation approach / /  J. Theor. Biol., 1977, 
vol. 186, p. 267-278.
BazykinA.D., KhibnikA. I., Aponina E. A. A model of evolutionary 
appearance of dissipative structure in ecosystems / /  J. Math. Biol., 1983, 
vol. 18. p. 13-23.

BrauerF., SoudackA. C. Stability region in predator-prey systems with 
constant-rate prey harvesting / /  J. Math. Biol., 1979, vol. 8 , p. 55-71.

BusenbergS., Kumar S. K., AustinP., WakeG. The dynamics of a model 
of a plancton-nutrient interaction / /  Bull. Math. Biol., 1990, vol. 52, 
p. 677-696.
CaswellH. A simulation study of the time-lag population model / /  J. Theor. 
Biol., 1972, vol. 34. p. 419-439.
Cramer N. F., M ayR .M .  Interspecific competition, predation and species 
diversity: A comment / /  J. Theor. Biol., 1972, vol. 34, p. 289-293.
Cohen D. S., Murray J. D. A generalized diffusion model for growth and 
dispersal in a population / /  J. Math. Biol., 1981, vol. 12, p. 237-249.



Collins J. В., WollkindD. J. A global analysis of a temperature-dependent 
model system for a mite predator-prey interaction / /  SIAM J. Appl. Math., 
1990, vol. 50, p. 1348-1372.

Collins J. B., WollkindD. J., Moody М. E. Outbreaks and oscillation in 
a temperature-dependent model of a mite predator-prey interaction / /  
Theoret. Pop. Biol., 1990, vol. 38, p. 159-192.

Dubois D. M. A  model of patchiness for prey-predator plankton population 
/ /  Ecol. Modell., 1975, vol. 1. p. 67-80.

Fife P. C. Pattern formation in reacting and diffusing systems / /  J. Chem. 
Phys., 1976, vol. 64, p. 554-564.

Fife P. C. Mathematical aspects of reacting and diffusing system / /  Lect. 
Notes Biomath., N.Y., 1979.

FoersterN. V M o r a  P. М., AmiotL. W. Doomsday: Friday, 13, November,
A.D. 2026 / /  Science, I960, vol. 132, p. 1291-1295.

Forrester J. Principles of system. Cambridge (Mass.): Wright-Allen press, 
1971.

Freedman H. J. Stability analysis of a predator-prey system with mutual 
interference and density dependent death rates / /  Bull. Math. Biol., 1979, 
vol. 41, p. 67-78.

FujiiK. Complexity-stability relationship of two prey — one predator 
species system model: Local and global stability / /  J. Theor. Biol., 1979, 
vol. 69. p. 613-623.

GarfinkelG., SackR. Digital computer simulation of an ecological system 
based on modified mass action law / /  Ecology, 1964, vol. 45, № 3, 
p. 502-507.

GauseG.F. The struggle for existence. Baltimore: Williams and Wilkins, 
1934.

Gilpin M.E. Enriched predator-prey systems: Theoretical stability / /  
Science, 1972, vol. 177, p. 902-904.

GilpinM.E. Spiral chaos in a predator-prey model / /  Amer. Natur., 1979, 
vol. 113. № 2, p. 306-308.

HainzlJ. Stability and Hopf bifurcation in a predator-prey system with 
several parameters / /  SIAM J. Appl. Math., 1988, vol. 47, p. 170-190.

Harrison G. W. Multiple stable equilibria in a predator-prey system / /  Bull. 
Math. Biol., 1986, vol. 48, p. 137-148.

2 5 6  Л и т е р а т у р а



Л и т е р а т у р а 2 5 7

HastingsA. Multiple limit cycles in a predator-prey model / /  J. Math. 
Biol., 1981, vol, 11, p. 51-63.
HilbornR. Some longterm dynamics of predator-prey models with diffusion 
/ /  Ecol. Modell., 1979, vol. 6 , p. 23-30.
HirataH. A model of hierarchical ecosystems with migration / /  Bull. 
Math. Biol., 1980, vol. 42, № 1, p. 119-130.
HollingC. S. The functional response of predator to prey density and its 
role in mimicry and population regulation / /  Mem. Entomol. Soc. Canada, 
1965, vol. 45. p. 1-60.
HollingC. S. Resilience and stability of ecological systems / /  Annu. Rev. 
Ecol. and Syst., 1973, vol. 4, p. 1-23.
Hsu S. B. On the global stability of a predator-prey system / /  Math. Biosci., 
1978, vol. 39, № 1/2, p. 1-10.
HsuS.B .  Predator mediated coexistence and extinction / /  Math. Biosci., 
1981, vol. 54. p. 231-248.
Hsu S. B., HubbelS. P., WaltmanP. Competing predators / /  SIAM J. Appl. 
Math., 1978 a, vol. 35, № 4.
H suS.B., HubbelS. P., WaltmanP. Contribution to the theory of compe­
ting predators / /  Ecol. Monogr., 1978 b, vol. 48. p. 337-349.
HubermanC. Qualitative behavior of fishery system / /  Math. Biosci., 1978, 
vol. 42, № 1/2, p. 1-14.
Hutchinson G.E. Circular causal systems in ecology / /  Ann. N.Y. Acad. 
Sci., 1948, vol. 50, p. 221-246.
KasarinoffN., DeieschP.van der. A model of predator-prey system with 
functional response / /  Math. Biosci., 1978, vol. 39, p. 124-132.
Kerner E. H. A statistical mechanics of interacting biological species / /  
Bull. Math. Biophys., 1955, vol. 19, p. 121-146.
Kerner E. H. Further consideration of the statistics of biological associations 
/ /  Bull. Math. Biophys., 1957, vol. 21, p. 217-255.
KhibnikA. I. LINLBF: A program for continuation and bifurcation analysis 
of equilibria up to codimension three / /  Continuation and Bifurcations: 
Numerical Techniques and Applications. Kluwer Academic Publishers, 
1989, p. 283-296.
KhibnikA. I. Using TRAX: Tutorial to accompany TRAX, a program 
for the simulation and analysis of dynamical systems. Exeter Sowtware, 
Setauket, New York, 1990.



2 5 8 Л и т е р а т у р а

Khibnik A. I., Kuznetsov Yu. A., Levitin V. V.f Nikolaev E. V. Continuation 
techniques and interactive software for bifurcation analysis of OEDs and 
iterated maps / /  Physica, 1993, D62, p. 360-371.

KirlingerG. Permanence of some ecological systems with several predator 
and one prey species / /  J. Math. Biol., 1988, vol. 26, p. 217-232.

Koch A. L. Competitive coexistence of two predators utilizing the same 
prey under constant environmental conditions / /  J. Theor. Biol., 1974, 
vol. 44, p. 373-386.

KolmogoroffA. Sulla theoria di Volterra della lotta per l’essistenza / /  
G. Inst. Ital. degli attuari, 1936, A. VII. № 1, p. 74-80.
Leslie P. H  On the use of matrices in certain population mathematics / /  
Biometrika, 1945, vol. 33, № 3, p. 183-212.

Leslie P. H. Some further notes of the use of matrices in population 
mathematics / /  Biometrika, 1948, vol. 35. p. 213-245.

Levin S. A. Non-uniform stable solutions to reaction-diffusion equations: 
Applications to ecological pattern formation / /  Proc. Intern. Sympos. on 
synergetics, 1980.

LevinS. A., Segal S. A. An hypothesis to explain the origin of planktonic 
patchiness / /  Nature, 1976, vol. 259, p. 659.

Levitin V. V. TRAX: Simulation and analysis of dynamical systems. Exeter 
Software, Setauket, New York, 1989.

LotkaA.J.  Elements of physical biology. Baltimore: Williams and Wilkins, 
1925. 460 p.
LotkaA.J.  Elements of mathematical biology. New York: Dover, 1956.

MalthusT.R.  An essay of the principle of population. London: Johnson, 
1798. (Cambridge Univ. Press, New York, 1992).

MasayasuM.  Asymptotic behaviors of parabolic system related to 
a plankton prey and predator model / /  SIAM J. Appl. Math., 1979, vol. 37, 
№ 3, p. 499-512.

May P.M.  Limit cycles in predator-prey communities / /  Science, 1972, 
vol. 177, p. 900-902.

May P.M.  Comment lo Albrecht’s et al. paper / /  Science, 1973, vol. 181, 
№ 4104, p. 1074.

May P.M.  Stability and complexity in model ecosystems. Princeton: Univ. 
press, 1974.



Л и т е р а т у р а 2 5 9

M ayR .M .  Biological populations obeying difference equations: Stable 
points, stable cycles and chaos / /  J. Theor. Biol., 1975, vol. 51, p. 511-524.

MimuraM., Murrey I. D. On a diffusive predator-prey model which exhibits 
patchiness / /  J. Theor. Biol., 1978, vol. 75, p. 249-252.
Monodl. Recherches sur la croissance des cultures bacteriennes. Paris: 
Hermann, 1942.

N a k a j im a H D e  Angelis D. L. Resilience and local stability in a nutrient 
limited resource-consumer system / /  Bull. Math. Biol., 1989, vol. 51, 
p. 501.

Nicholson A. I. Au outline of the dynamics of animal populations / /  Austral. 
J. Zool., 1954, vol. 2, p. 9-65.

PaineR. T. Food web complexity and species diversity / /  Amer. Natur., 
1966, vol. 100, p. 65-75.
Parish J. D., SailaS.B .  Interspecific competition: Predator and species 
diversity / /  J. Theor. Biol., 1970, vol. 27, p. 207-220.

PearlR. The growth of populations / /  Quart. Rev. Biol., 1927, vol. 2, 
p. 532.

PearlR. The biology of population growth. New York: A. A. Knopf. 1930.

Ricker W. E. Stock and recruitment / /  J. Fish. Res. Board Canada, 1954, 
vol. 11. p. 559-663.
RosenzweigM. L. Evolution of the predator isocline / /  Evolution, 1973, 
vol. 27. № 1, p. 84-94.
RosenzweigM. L., MacArthurR. H. Graphical representation and stability 
conditions of predator-prey interactions / /  Amer. Natur., 1963, vol. 97, 
№ 893, p. 209-223.
Rossler О. E. Different types of chaos in two simple differential equations 
/ /  Ztschr. Naturforsch., 1976. Bd. 31, S. 1664-1670.

SegalL. A., Jackson J. Dissipative structure: An explanation and an 
ecological example / /  J. Theor. Biol., 1972, vol. 37, p. 545-559.
SegalL. A., Levin S. A. Application of nonlinear stability theory to studies 
of the effects of diffusion on predator-prey interactions / /  Proc. AJP Conf., 
1973, vol. 27, p. 123-152.

ShimazuY., Sugiyam aK., KojimaT., TomidaE. Some problems in 
ecology oriented environmentology. II. Terrestrial environmentology / /  
J. Earth Sci. Nagoya Univ., 1972, vol. 20, p. 31-89.



2 6 0 Л и т е р а т у р а

Smith J. М. Models in ecology. Cambridge: Univ. press, 1974.
Smith H.L. The interaction of steady-state and Hopf bifurcations in a two 
predator-one prey competition model / /  SIAM J. Appl. Math., 1982, 
vol. 42, № 1, p. 27-43.
Steel J.H. Spatial heterogeneity and population stability / /  Nature, 1974 a, 
vol. 83, p. 83.
SteelJ.H. Stability of plankton ecosystems / /  Ecological stability. London: 
Chapman and Hall, 1974 b, p. 179-191.
Sullivan P. J. Effect of boundary, region length, and diffusion rates on 
a specially heterogeneous predator-prey / /  Ecol. Modell., 1988, vol. 43, 
p. 225.
TakahashiF. Reproduction curve with two equilibrium points: A considera­
tion on the fluctuation of insect population / /  Res. Pop. Ecol., 1964, vol. 6 , 
№ 1, p. 28-36.
Turing A. M. The chemical basis of morphogenesis / /  Philos. Trans. Roy. 
Soc. London B, 1952, vol. 237, p. 37-72.
Vance R.R. Predation and resource partitioning in one predator-two prey 
model communities / /  Amer. Natur., 1978, vol. 119, p. 797-813.
VerhulstP. F. Notice sur la loi que la population suit dans son accroissement 
/ /  Corr. Math, et Phys., 1838, vol. 10, p. U3-12E
Volterra V. Variazone e fluttuazini del numero d’individui in specie animali 
conviventi / /  Mem. Accad. naz. Lincei. Ser. 6 , 1926, vol. 2, p. 31-113.
Volterra V. Lecons sur la theorie mathematique de la lutte pour la vie. 
Paris: Gauthiers-Villars, 193E
Wangersky P. I., Cunningham W. /. Time lag in prey-predator population 
models / /  Ecology, 1957, vol. 3 p. 136-139.
Wollkind D.J., Codings J. B., Logan J. A. Multistability in a temperature- 
dependent model system for prey-predator mite outbreak interactions of 
the fruit trees / /  Bull. Math. Biol., 1988, vol. 50, p. 389.
Wollkind D.J., Codings J. B., Barba М. С. Diffusive instabilities in a one­
dimensional temperature-dependent model system for a mite predator-prey 
interaction on a fruit trees: Dispersal motility and aggregative prey taxis 
effects / /  J. Math. Biol., 1991, vol. 29, p. 339-362.



Приложение 1

А. Д. Б а з ы к и н ,  Ю. А. К у з н е ц о в ,  А. И. Х и б н и к  

ПОРТРЕТЫ БИФУРКАЦИЙ





Гл а в а  1

КАЧЕСТВЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

1.1. Дифференциальные уравнения с параметрами как 
математические модели

Во многих задачах естествознания возникают математические моде­
ли в виде автономных систем обыкновенных дифференциальных уравне­
ний, зависящих от параметров. Такие уравнения описывают зависимость 
скорости изменении некоторых величин, называемых фазовыми, или ди­
намическими переменными, от значений самих этих величин. Фазовые 
переменные имеют самый разный смысл, определяемый природой изуча­
емого явления: это могут быть угол отклонения маятника от положения 
равновесия, концентрации химических веществ в реагирующей смеси, 
численности популяций животных и растений, составляющих экологи­
ческое сообщество, и т. п.

Кроме значений изучаемых величин, в правые части уравнений, как 
правило, входят коэффициенты или параметры, определяемые внутрен­
ними свойствами моделируемой системы или внешними условиями. Это 
могут быть длина маятника, ускорение свободного падения, константы 
скоростей химических реакций, скорость роста популяций и т.д. Вели­
чины такого рода, относительно которых предполагается постоянство во 
времени, мы будем называть параметрами модели.

1.2. Примеры моделей
Рассмотрим несколько примеров математических моделей из раз­

ных областей естествознания. Обратим внимание, что все эти модели 
нелинейны, содержат небольшое число (2—3) фазовых переменных и за­
висят от нескольких параметров. Далее мы используем данные модели 
для иллюстрации математических результатов, составляющих основное 
содержание брошюры.

Пример 1. Химия. Один из традиционных объектов исследования в 
кинетике гетерогенного катализа — реакция окисления окиси углерода
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на платиновом катализаторе. Для описания известных из экспериментов 
критических явлений в этой реакции, таких как множественность стаци­
онарных состояний и автоколебания скорости реакции, был предложен 
следующий нелинейный кинетический механизм1:

где Pt и PtCO — адсорбированные кислород и окись углерода, Pt — 
активный центр на поверхности платинового катализатора, (PtCO) — 
нереакционноспособная форма СО на поверхности катализатора.

Схеме реакций 1—4 отвечает при условии постоянства температу­
ры и концентрации веществ в газовой фазе следующая нестационарная 
кинетическая модель:

где z = 1 — х — у — 5; ж, у, s — безразмерные концентрации веществ Pt, 
PtO, PtCO, (PtCO) соответственно, ki — константы скоростей соответ­
ствующих реакции (зависящие, в частности, от температуры и концен­
трации веществ в газовой фазе). Далее эти константы будут рассматри­
ваться в качестве параметров.

Таким образом, в рамках сделанных предположений реакция ката­
литического окисления описывается системой трех дифференциальных 
уравнений, зависящей от семи параметров.

Пример 2. Экология. Классический объект экспериментальной 
и теоретической экологии — система двух популяций, взаимодейству­
ющих по принципу «хищник—жертва».

Рассмотрим модель динамики численности таких популяций, осно­
ванную на следующих предположениях:

1) популяция жертвы при малой численности размножается в гео­
метрической прогрессии. Увеличение численности популяции приводит к 
конкуренции, в результате которой скорость размножения популяции ли­
нейно убывает с ростом ее численности. Это предположение дает класси­
ческую «логистическую» модель динамики численности изолированной 
популяции жертвы;

1ГорбаньА . Н Б ы к о в  В. И., Я блонский Г. С. Очерки о химической релаксации. Ново­
сибирск: Наука, 1986.

1) 0 2+2Pt <=► 2РЮ,
2) CO+Pt <=► PtCO,
3) PtCO+PtO -> 2P t+ C 02
4) CO+Pt <=► (PtCO),

а л )
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2) количество добываемой и потребляемой хищником в единицу вре­
мени пищи зависит от численности жертв. При малой численности попу­
ляции жертвы эта зависимость прямо пропорциональная, при больших — 
наступает насыщение. Потребленная пища с некоторым коэффициентом 
перерабатывается в биомассу хищников. Этот процесс включает в себя 
как рост, так и размножение хищников;

3) в отсутствие жертвы популяция хищника вымирает со скоростью, 
определяемой естественной смертностью и конкуренцией.

Сформулированные предпосылки, обоснованность и область приме­
нимости которых мы здесь не обсуждаем, приводят к следующей модели:

где х — численность популяции жертвы; у — численность популяции 
хищника; а(х) =  r( 1 — х / К )  — удельная скорость роста изолирован­
ной популяции жертвы; b(x) =  bx/(  1 +  Ах) — трофическая функция 
хищника; с(у) =  с +  ду — удельная скорость вымирания изолированной 
популяции хищника.

Получаем систему двух дифференциальных уравнений, зависящую 
от семи параметров: г, К , ft, А , с, д, d.

Замечание. Систему (1.2) можно рассматривать как обобщение 
классической модели Лотки—Вольтерры, в которой а(х), Ь(х), с(у) — 
константы.

Пример 3. Иммунология. Рассмотрим модель динамики роста опу­
холи с учетом взаимодействия опухолевых клеток с двумя типами кле­
ток, определяющих противоопухолевую резистентность организма1. Это 
клетки подсистемы естественной резистентности и клетки подсистемы 
специфической противоопухолевой резистентности. Исходная модель, 
таким образом, включает три динамические переменные. Эту модель 
можно упростить, сохранив две динамические переменные — концен­
трации опухолевых клеток и клеток специфической резистентности, а 
уровень активности подсистемы естественной резистентности включить 
в модель как параметр. Полученная модель в «безразмерных» перемен­
ных имеет вид:

1 К узнецов В. А. Бифуркации в модели двухуровневой реактивности иммунной системы 
на антигены развивающейся неоплазмы / /  Динамика биологических популяций. М еж ву­
зовский сборник. Горький: ГГУ. 1983.

х  =  а(х)х — Ь(х)у7 
У = -с (у )у  + db(x)y,

(1.2)

х  = j  -  /Зху - j x  + а х у / (1 +  у) 
У = У -  ууК 1 +  су) -  ХУ-

(1.3)
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Здесь х — концентрация свободных (не связанных с клетками-мише­
нями) клеток подсистемы специфической резистентности (эффекторных 
клеток), у — концентрация опухолевых клеток. В рамках модели учтены 
следующие процессы:

1) приток эффекторных клеток со скоростью j;
2) естественная гибель эффекторных клеток с относительной ско­

ростью у;
3) гибель эффекторных и опухолевых клеток в результате их взаи­

модействия (члены, пропорциональные ху  в обоих уравнениях);
4) наработка эффекторных клеток в результате дозревания предше­

ственников. Скорость этого процесса зависит от концентрации опухоле­
вых клеток и при их избытке достигает значения, равного а\

5) размножение опухолевых клеток. Учет действия системы неспе­
цифической резистентности состоит в том, что удельная скорость раз­
множения опухолевых клеток растет с ростом их концентрации, дости­
гая некоторого максимального значения.

Таким образом, мы имеем систему двух дифференциальных уравне­
ний, зависящую от шести параметров.

1.3. Модели — две категории вопросов
Какого рода вопросы ставятся при исследовании моделей, заданных 

системами дифференциальных уравнений? Зная значения параметров, 
мы можем для любых начальных значений фазовых переменных решить 
(как правило, численно на ЭВМ) систему дифференциальных уравне­
ний и предсказать ход процесса во времени, т. е. рассчитать поведение 
интересующих нас переменных во времени: x(t), y(t) и т.д.

Решения системы дифференциальных уравнений удобно представ­
лять в виде траекторий — кривых, вычерчиваемых изображающей точ­
кой (x(t), y ( t) , . . . )  в пространстве фазовых переменных (ж, 2/ , . . . )  с те­
чением времени t. В случае системы с двумя фазовыми переменными 
траектория — это гладкая кривая на фазовой плоскости.

Замечание. Траектории, отвечающие различным начальным услови­
ям, не пересекаются (либо целиком совпадают). Все множество различ­
ных траекторий целиком заполняет фазовую плоскость.

Математические модели, подобные описанным в предыдущем па­
раграфе, относятся к разряду качественных: они призваны описывать 
принципиальные, качественные свойства изучаемых процессов, а не их 
детальные характеристики. При заведомой количественной неточности 
моделей точное их решение имеет мало смысла. Возникающие при иссле­
довании таких моделей вопросы должны носить качественный характер.
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Впрочем, вопросы качественного характера, как правило, оказываются 
интересными, даже когда имеется точное описание моделируемого про­
цесса.

Таким образом, интерес представляет не отдельная реализация про­
цесса (отдельная траектория), а поведение системы в целом, т. е. сово­
купность реализации (совокупность траекторий) и зависимость общих 
свойств этой совокупности от параметров модели. Качественные вопросы 
естественно разделить на две категории.

Вопросы первого типа относятся к поведению системы при фиксиро­
ванных значениях параметров. Самым существенным при этом является 
качественное понимание характера режимов, устанавливающихся в си­
стеме по прошествии достаточно большого времени (как говорят, по за­
вершении переходного процесса). Вообще говоря, в системе в зависимо­
сти от начальных условий могут устанавливаться различные режимы: в 
химическом реакторе при различных начальных концентрациях веществ 
реакция может либо прекратиться, либо может установиться некоторая 
постоянная скорость реакции (иногда одна из нескольких возможных); 
реакция может идти в пульсирующем режиме; наконец, реактор может 
разрушиться. Сходным образом взаимодействие болезнетворных микро­
организмов (или злокачественных клеток) и иммунных клеток может 
привести к гибели организма, к его излечению, к переходу болезни в 
хроническую форму или в режим периодических обострении. Вопросы 
первого типа как раз и подразумевают предсказание того, какие режимы 
могут устанавливаться в данной системе при фиксированных значениях 
параметров.

Ответы на вопросы первого типа можно получить из так называе­
мого фазового портрета системы — совокупности всех ее траекторий, 
изображенных в пространстве фазовых переменных (фазовом простран­
стве). Среди этих траектории имеется некоторое число основных, ко­
торые и определяют качественные свойства системы. К ним относятся 
прежде всего точки равновесия, отвечающие стационарным режимам си­
стемы, и замкнутые траектории (циклы), отвечающие режимам периоди­
ческих колебании. Будет ли режим устойчив или нет, можно установить 
по поведению соседних траекторий: устойчивое равновесие или цикл 
притягивает все близкие траектории, неустойчивое отталкивает хотя бы 
некоторые из них. Наконец, в свете сформулированных вопросов инте­
рес представляют области притяжения различных устойчивых режимов 
и границы этих областей.

Вопросы второго типа касаются событий, происходящих в системах 
при изменении значений параметров. Постепенное изменение параметра, 
например температуры Т  в химической системе, может приводить к тому, 
что при пересечении некоторого критического значения установившийся
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в системе режим претерпевает качественное изменение. Например, ранее 
стационарный ход реакции сменяется пульсирующим режимом. Измене­
ние другого параметра, например парциального давления р одного из 
газов в реакционной смеси, может приводить к другому качественному 
изменению хода установившегося процесса, например к скачкообразному 
изменению скорости течения процесса.

При таких перестройках, очевидно, меняется фазовый портрет изу­
чаемой системы. Качественные перестройки фазового портрета называ­
ются бифуркациями. Вопросы второго типа, следовательно, подразуме­
вают определение бифуркационных (критических) значений параметров 
и описание явлений, происходящих при переходе через критические зна­
чения. Таким образом, возникает задача разбиения пространства пара­
метров системы на области с качественно различными типами динами­
ческого поведения — построение параметрического портрета систе­
мы. Построенный параметрический портрет в совокупности с соответ­
ствующими фазовыми портретами содержит в концентрированном виде 
информацию о возможных в системе динамических режимах и их каче­
ственных перестройках.

Следующие параграфы этой главы содержат предварительное обсу­
ждение математических понятий, возникающих при постановке вопро­
сов качественного характера. Основное внимание уделяется системам 
двух дифференциальных уравнений — случаю, для которого имеется 
наиболее полная, далеко продвинутая и геометрически наглядная мате­
матическая теория. Заметим, что результаты, полученные в рамках этой 
теории, обладают большой степенью общности и применимы к системам 
более высокой размерности (см. примеры в гл. 4 и гл. 5).

1.4. Качественная теория и теория бифуркаций
Математическое изучение вопросов качественного характера, тип 

которых указан выше, составляет предмет качественной теории и теории 
бифуркаций динамических систем. Основы этих математических дисци­
плин были заложены в конце прошлого и первой половине нынешнего 
столетия в трудах А. М. Ляпунова, А. Пуанкаре, А. А. Андронова и др.

Вопрос о качественном исследовании системы дифференциальных 
уравнений при фиксированных значениях параметров ставится в каче­
ственной теории следующим образом. Автономная система дифферен­
циальных уравнений определяет разбиение фазового пространства на 
траектории — фазовый портрет системы. Требуется установить тополо­
гическую (качественную) структуру фазового портрета, т. е. такой набор 
его свойств, которые сохраняются при непрерывной деформации фазо­
вого портрета.
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Рассмотрим более подробно качественную структуру фазового пор­
трета системы двух дифференциальных уравнений (системы на плоско­
сти). Эта структура определяется типом и взаимным расположением по­
ложений равновесия, предельных циклов и сепаратрис. Положение рав­
новесия — это точка фазовой плоскости, в которой обращаются в нуль 
правые части системы. Положения равновесия отвечают стационарным 
режимам. Под типом положения равновесия понимается структура фа­
зового портрета в его малой окрестности. Существуют три «основных» 
типа положений равновесия: устойчивый узел (или фокус), неустойчи­
вый узел (или фокус), седло. Фазовые портреты для этих положений 
равновесия изображены далее в гл. 4 (рис. 4.1).

Устойчивый узел (фокус) притягивает все близкие траектории (т. е. 
любые малые возмущения затухают). Такое положение равновесия отве­
чает установившемуся стационарному режиму. Неустойчивый узел (фо­
кус), наоборот, отталкивает все близкие траектории (если обратить знак 
времени, то отталкивание заменяется притяжением). Положение рав­
новесия типа седло принципиально отличается от указанных двух ти­
пов равновесии. Имеются ровно две траектории, которые притягиваются 
к седлу и называются входящими сепаратрисами, и две траектории, 
«выходящие» из седла,— выходящие сепаратрисы. Все остальные тра­
ектории могут подходить сколь угодно близко к седлу, но затем с те­
чением времени будут удаляться от него (положение равновесия типа 
седло неустойчиво).

Предельный цикл — это замкнутая траектория на фазовой плоско­
сти. Предельные циклы отвечают режимам периодических колебаний. 
Тип предельного цикла — это также топологическая структура фазово­
го портрета в его окрестности. Для системы на плоскости различают 
два основных типа предельных циклов: устойчивый и неустойчивый. 
В первом случае все близкие траектории стремятся к предельному цик­
лу, «накручиваясь» на него, во втором удаляются от предельного цикла, 
«скручиваясь» с него. Устойчивый предельный цикл соответствует ре­
жиму автоколебаний.

Замечание. Тип положения равновесия можно определить, вычис­
лив некоторые два (действительных или комплексных) числа, называ­
емых собственными числами положения равновесия (это собственные 
числа матрицы линеаризации системы в положении равновесия, или, 
что то же самое, корни характеристического уравнения). Тип предель­
ного цикла определяется одним числом — мультипликатором цикла. 
Все эти числа характеризуют скорости экспоненциального роста или за­
тухания возмущений стационарного и колебательного режимов.

Пример фазового портрета системы на плоскости представлен на 
рис. 1.1. Это один из фазовых портретов экологической системы (1.2).
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На нем имеются положения равновесия всех основных типов и устой­
чивый предельный цикл. Фазовый портрет показывает, что при положи­
тельных начальных численностях популяций хищника и жертвы в си­
стеме может устанавливаться один из двух возможных режимов: либо 
режим автоколебаний, отвечающий предельному циклу Г, либо стаци­
онарный режим, отвечающий положению равновесия О5. Области на­
чальных значений, из которых устанавливается тот или иной режим, 
разделены линией, образованной входящими сепаратрисами седла О4 . 
Отметим, что границами областей притяжения в системе на плоскости, 
кроме входящих сепаратрис седел, могут служить и неустойчивые пре­
дельные циклы.
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Рис. 1.1. Фазовый портрет экологической модели (1.2) для некоторого набора 
значений параметров O i, О 2, О 4 — положения равновесия типа седло, Оз — 
неустойчивый фокус, Оъ — устойчивый узел. Заштрихована область притяжения 
устойчивого предельного цикла G, т. е. область начальных значений, отвечаю­
щих установлению режима автоколебаний.

Полученные из исследования фазового портрета качественные вы­
воды могут быть весьма существенны для предсказания поведения и 
управления экосистемой. Пусть, например, жертвы в модели (1.2) — это 
жуки, являющиеся вредителями леса, а хищники — поедающие этих 
жуков птицы. Пусть далее автоколебательному режиму, связанному с 
циклом Г,  отвечают относительно низкие численности вредителей, а 
стационарному состоянию О5 — высокие численности вредителей. Фа­
зовый портрет (рис. 1.1) показывает, что полезные, на первый взгляд, 
внешние воздействия на экосистему (например применение инсектици­
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дов), приводящие к массовой гибели вредителей, могут давать затем 
неожиданные последствия — вспышку их численности. Действительно, 
если система исходно находилась в режиме автоколебаний и воздействие 
было таково, что вывело изображающую точку за пределы заштрихован­
ной области (области притяжения цикла Г), то в системе установится 
стационарный режим Об, отвечающий большей численности вредителей.

Одним из основных понятий качественной теории является понятие 
грубой (структурно устойчивой) системы, введенное А. А. Андроновым 
и JI. С. Понтрягиным (1937). Это понятие формализует следующее на­
блюдение: топологическая структура фазового портрета, как правило, не 
меняется при малом изменении системы (в частности, при малом измене­
нии ее параметров). Свойство сохранения структуры фазового портрета 
при малых возмущениях системы было взято в качестве определения 
грубости и затем было доказано, что почти всякая система на плоскости 
является грубой.

Замечание. Говоря об основных типах положений равновесия и пре­
дельных циклов, мы имели в виду именно грубый случай. В грубой си­
стеме собственные числа положений равновесия не лежат на мнимой 
оси, а мультипликатор цикла не равен единице.

Если менять параметры грубой системы, то ее фазовый портрет бу­
дет также меняться, но его топологическая структура в некотором диапа­
зоне значений параметров будет оставаться постоянной. При достижении 
критических значений параметров происходит бифуркация — меняется 
топологическая структура фазового портрета. Задача качественного ис­
следования системы, зависящей от параметров, состоит в том, чтобы 
описать все возможные в ней бифуркации, построить множество бифур­
кационных значений параметров, разбивающее пространство параметров 
на области с различными типами (грубых) фазовых портретов, и указать 
для каждой области соответствующий ей фазовый портрет. Полученное 
в результате такого бифуркационного исследования разбиение простран­
ства параметров и есть параметрический портрет системы.

Пример параметрического портрета и набора соответствующих фа­
зовых портретов для обсуждавшейся выше экологической модели (1.2) 
представлен далее в гл. 4 (рис. 4.24).

1.5. Универсальные структуры (из чего строятся 
фазовые и параметрические портреты)

Фазовые и параметрические портреты, возникающие при исследова­
нии моделей в различных областях естествознания, имеют много об­
щих черт. Можно сказать, что эти портреты строятся из некоторых
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«универсальных» блоков или структур. Своеобразие каждого конкрет­
ного портрета состоит в используемом наборе блоков и способе их соче­
тания. Что это за блоки?

Универсальными блоками фазового портрета грубой системы на 
плоскости естественно считать положения равновесия и предельные цик­
лы вместе с топологической структурой их окрестностей. В грубых си­
стемах реализуются три типа положений равновесия и два типа пре­
дельных циклов; все они были описаны выше. Сепаратрисы связывают 
седловые положения равновесия с узлами (фокусами) и предельными 
циклами, образуя вместе с ними «каркас» фазового портрета, определя­
ющий поведение всех остальных траекторий системы. Отметим, что в 
грубой системе сепаратриса седла не может возвращаться в него же или 
идти в другое седло.

При построении параметрического портрета роль универсальных 
блоков играет описание отдельных бифуркаций. Поясним, что понима­
ется под описанием бифуркаций.

В типичных случаях при бифуркациях фазового портрета изменя­
ется не весь этот портрет, а некоторая его часть. При переходе через 
критическое значение параметра бифуркацию претерпевает какое-либо 
положение равновесия, предельный цикл, сепаратриса. Все бифуркаци­
онные события, т. е. перестройка качественной структуры, происходят 
в окрестности этого бифурцирующего множества (носителя бифурка­
ции) в фазовом пространстве. В остальной части фазового пространства 
структура фазового портрета не меняется.

Ограничимся указанной областью фазового пространства, в которой 
происходит бифуркация. Рассмотрим теперь окрестность бифуркацион­
ной точки в пространстве параметров. Эту окрестность можно разбить на 
множества, отвечающие различным типам фазовых портретов, т. е. по­
строить параметрический портрет в этой окрестности. Такое разбиение 
называют бифуркационной диаграммой. Бифуркационная диаграмма с 
указанием фазового портрета для каждого множества разбиения и есть 
описание бифуркации.

Таким образом, выделение универсальных блоков параметрического 
описания системы связано с двумя идеями: изучением фазового портрета 
в фиксированной окрестности бифурцирующего множества в фазовом 
пространстве и описанием бифуркаций этого портрета при изменении 
параметров в достаточно малой окрестности бифуркационной точки в 
пространстве параметров.

1.6. «Сложность» бифуркаций
В системах с одним параметром могут встречаться, как правило, 

лишь самые простые бифуркации. Так, для положений равновесия явля­
ются типичными две бифуркации:
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1) слияние и исчезновение двух равновесий (или, наоборот, возник­
новение пары равновесии «из пустоты»);

2) потеря устойчивости положения равновесия, сопровождающаяся 
рождением устойчивого малого предельного цикла (либо исчезновением 
малого неустойчивого цикла).

В системах с двумя параметрами те же бифуркации, что и в од­
нопараметрических, происходят, когда изображающая точка на плоско­
сти параметров «пересекает» бифуркационные линии. Однако возмож­
ны и другие, так сказать, собственно двупараметрические бифуркации, 
возникающие в окрестности точек пересечения или касания различных 
бифуркационных линий. Аналогично в системах с тремя параметрами 
встречаются однопараметрические, двупараметрические, а также трех­
параметрические бифуркации (иначе их называют бифуркациями кораз­
мерности 1, 2 и 3); первые происходят при пересечении бифуркационных 
поверхностей в пространстве параметров, вторые связаны с линиями, 
общими для двух бифуркационных поверхностей, третьи — с точками 
пересечения трех поверхностей.

Таким образом, каждая бифуркация характеризуется необходимым 
для ее реализации числом параметров. Это число, называемое коразмер­
ностью бифуркации, можно трактовать, несколько условно, как слож­
ность бифуркации. Дело в том, что чем выше коразмерность бифурка­
ции, тем больше ей отвечает различных фазовых портретов и тем слож­
нее сами эти портреты. Повышение сложности бифуркаций наглядно 
иллюстрируют рис. 4.2, рис. 4.9 и рис. 4.20, представляющие некоторые 
бифуркации коразмерностей 1, 2 и 3 соответственно.

Отсюда вытекает следующий практический вывод: для получения 
наиболее полной информации о качественных свойствах системы полез­
но находить и изучать в ней бифуркации максимальной коразмерности 
(точки максимального вырождения). Это положение было сформулиро­
вано А. М. Молчановым1 в связи с обсуждением той ключевой роли, 
которую играет в биологии изучение критических (экстремальных) ре­
жимов функционирования биологических систем.

Еще одно важное замечание состоит в том, что фазовые портреты, 
получаемые при исследовании бифуркаций, также можно рассматривать 
как универсальные, но уже более крупные блоки полных фазовых пор­
третов.

Из сказанного выше ясно, сколь важно изучение и описание би­
фуркационных диаграмм и фазовых портретов для различных бифур­
каций, дающее основу для качественного и бифуркационного анали­

1М олчанов А. М. М атематические модели в экологии. Роль критических режимов / /  
М атематическое моделирование в биологии. М.: Н аука, 1975; Там же. Критические точки 
биологических систем (математические модели).
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за конкретных систем. Общий подход к этой проблеме был предложен
В. И. Арнольдом1, применившим идеи теории особенностей гладких отоб­
ражений к анализу бифуркаций динамических систем. Основные момен­
ты исследовательской программы, возникшей из указанного подхода, со­
стоят в следующем:

1) изучаются бифуркации, которые являются в определенном смысле 
типичными для систем с данным числом параметров;

2) исследование бифуркаций проводится последовательно: сначала 
изучаются самые простые бифуркации, возникающие в системах с одним 
параметром, затем более сложные, встречающиеся в системах с двумя 
параметрами, тремя и т.д.;

3) для каждой бифуркации строится зависящая от параметров ка­
ноническая система («версальная деформация», «модельная система»), 
дающая универсальное, максимально полное описание бифуркации, из 
которого затем могут быть получены описания этой бифуркации в любой 
конкретной системе.

1.7. О содержании данной брошюры

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы дать представление о 
некоторой совокупности результатов, полученных на сегодняшний день 
в рамках сформулированной исследовательской программы. Обсуждают­
ся динамические системы на прямой и на плоскости, т. е. одно диффе­
ренциальное уравнение и система двух дифференциальных уравнений, 
зависящие от параметров. Описываются бифуркационные диаграммы и 
фазовые портреты для бифуркаций, встречающихся в системах с одним, 
двумя и тремя параметрами.

Основное внимание в работе уделяется бифуркациям положений 
равновесия (мы называем такие бифуркации локальными). В меньшей 
степени, но, по существу, тоже достаточно подробно обсуждаются би­
фуркации предельных циклов и сепаратрис (так называемые нелокаль­
ные бифуркации). Дело в том, что бифуркационные диаграммы в окрест­
ности точек, отвечающих бифуркациям положений равновесия, могут со­
держать границы, на которых происходят бифуркации предельных цик­
лов и сепаратрис. Иначе говоря, бифуркации положений равновесия в 
ряде случаев сопровождаются также бифуркациями предельных цик­
лов и сепаратрис, описание таких нелокальных бифуркаций с необхо­
димостью включается в описание локальных. (Отмеченное обстоятель­

1 А рнольд В. И. Лекции о бифуркациях и версальных семействах / /  Успехи математи­
ческих наук. 1972. Т. 27, с. 119—184; Он же. Дополнительные главы теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений. М.: Наука, 1978.
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ство, создающее значительные трудности в работе «теоретика», является 
весьма удачным для «прикладника», поскольку позволяет обнаруживать 
нелокальные бифуркации посредством исследования локальных.)

Изложение сведений о бифуркациях положений равновесия в систе­
мах на плоскости является достаточно полным. Большинство представ­
ленных результатов получены аналитически; описание одной из наибо­
лее «трудных» бифуркаций (см. п. 4.3 в гл. 4) основано на результатах 
аналитических исследований и вычислений на ЭВМ.

При описании бифуркаций мы пользуемся такими понятиями, как 
коразмерность бифуркации, условия вырождения и невырожденности, 
модельная система и др. Все эти понятия подробно обсуждаются в гл. 2. 
В гл. 3 описываются бифуркации положений равновесия в системах с 
одной динамической переменной. В ней в наиболее простом виде иллю­
стрируется метод последовательного рассмотрения все более сложных 
бифуркаций. Этот метод применяется затем в гл. 4 к изучению динами­
ческих систем с двумя переменными.

Хотя в данной работе подробно рассматриваются бифуркации лишь 
в системах с одной и двумя динамическими переменными, важно под­
черкнуть, что те же бифуркации встречаются в многомерных системах 
и являются типичными для них, наряду с другими, собственно «много­
мерными» бифуркациями. Описание этих одно- и двумерных бифурка­
ций естественно обобщается на многомерный случай с помощью идеи 
центрального многообразия и принципа сведения. Этому вопросу посвя­
щена гл. 5.

В заключительных замечаниях приводится список рассмотренных 
бифуркаций и обсуждается схема применения изложенных теоретиче­
ских результатов к анализу конкретных систем дифференциальных урав- 
нениий. Везде в тексте мы стараемся иллюстрировать общее описание 
бифуркаций примерами, когда эти бифуркации встречаются в конкрет­
ных моделях.

В данной работе рассматриваются лишь так называемые системы 
общего положения, т. е. системы, на которые не наложены никакие 
специальные ограничения типа условий равенства. В системах, имею­
щих группы симметрий, консервативных и других системах «не общего 
положения», часто встречающихся в приложениях, возникают другие 
бифуркации, отличные от тех, что описаны в данной брошюре. При­
мер — потеря устойчивости положения равновесия в системе, облада­
ющей симметрией отражения, приводящая к ответвлению от него двух 
новых устойчивых положений равновесия (так называемая вилка). Би­
фуркации такого рода называют несовершенными. Обзор бифуркаций 
для различных классов систем не общего положения — интересная са­
мостоятельная тема.
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БИФУРКАЦИОННЫЕ 
ДИАГРАММЫ И МОДЕЛЬНЫЕ 

СИСТЕМЫ

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений
± = F(x),  (2.1)

где х  =  (тц, Х2 ) — фазовые переменные, F{pc) =  (Fi(x), F2 (x)) — функ­
ции, имеющие достаточное число производных (как говорят, достаточно 
«гладкие»). Задача качественного исследования системы (2.1) состоит 
в установлении топологии ее фазового портрета. При этом два фазовых 
портрета считаются топологически эквивалентными, если существует го­
меоморфизм (взаимно-однозначное непрерывное отображение), перево­
дящий один фазовый портрет в другой с сохранением направления дви­
жения по траекториям. В частности, на топологически эквивалентных 
фазовых портретах число положений равновесия и предельных циклов 
одинаково. Одинаковы также характер устойчивости соответствующих 
циклов и равновесий, их взаимное расположение.

Топология фазового портрета грубой системы не меняется при лю­
бых достаточно малых изменениях этой системы. Как уже отмечалось 
выше, в грубой системе положения равновесия не имеют мультиплика­
торов, равных единице, и отсутствуют сепаратрисы седел, образующие 
петлю или идущие из одного седла в другое.

Напротив, фазовый портрет негрубой системы при некотором ее ма­
лом изменении становится топологически неэквивалентным исходному 
(испытывает бифуркацию). Например, на фазовом портрете меняется 
число положений равновесия или их устойчивость. Как правило, бифур­
кации происходят в окрестности особых траекторий — положений равно­
весия, предельных циклов, сепаратрис. Назовем бифуркацию локальной, 
если она происходит в сколь угодно малой, но фиксированной окрест­
ности некоторого положения равновесия системы (2.1). Все остальные 
бифуркации в настоящей работе называются нелокальными. Примером 
локальной бифуркации является рождение из фокуса малого предельно­
го цикла (бифуркация Андронова — Хопфа), примером нелокальной — 
рождение предельного цикла из петли сепаратрисы седла.
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Пусть теперь имеется система дифференциальных уравнений , за­
висящая от параметров: . =  ^  ^  ^

где х  =  (яц, 2:2) — фазовые переменные, а  =  ( a i , . . . , a m) — парамет­
ры. Будем предполагать, что система (2.2) является системой общего 
положения, т. е. не удовлетворяет никаким специальным условиям типа 
равенства.

Грубая система заполняет область в пространстве параметров (2.2). 
Во всех точках такой области фазовые портреты системы топологически 
эквивалентны. Точки пространства параметров, отвечающие негрубым 
системам, называются бифуркационными точками. Фазовый портрет в 
их окрестности испытывает бифуркации.

Окрестность данной бифуркационной точки в пространстве пара­
метров системы (2 .2) разбивается на связные множества, отвечающие 
топологически эквивалентным фазовым портретам в некоторой фикси­
рованной области фазовой плоскости. Это разбиение образует бифурка­
ционную диаграмму. Задача качественного исследования системы (2.2) 
в окрестности бифуркационной точки состоит в описании ее бифурка­
ционной диаграммы и соответствующих фазовых портретов.

Описание бифуркационных диаграмм и фазовых портретов прово­
дится с точностью до топологической эквивалентности диаграмм. Две 
бифуркационные диаграммы (вместе с соответствующими им фазовы­
ми портретами) мы называем топологически эквивалентными, если 
существует гомеоморфизм параметрических окрестностей бифуркацион­
ных точек, переводящий одну диаграмму в другую, и при этом такой, 
что фазовые портреты в соответствующих параметрических точках двух 
диаграмм топологически эквивалентны.

Замечание. Описанную эквивалентность бифуркационных диа­
грамм можно назвать послойной, или слабой эквивалентностью. Ча­
сто дополнительно в определение эквивалентности включают требование 
непрерывной параметрической зависимости гомеоморфизма, устанавли­
вающего эквивалентность фазовых портретов в соответствующих пара­
метрических точках.

Будем говорить, что данной бифуркационной точке отвечает бифур­
кация коразмерности к , если в ней выполняются к бифуркационных 
условий (условия типа равенства) и некоторый набор условий невыро­
жденности (условия типа неравенства). Бифуркационные условия вы­
деляют в пространстве параметров бифуркационную поверхность (мно­
гообразие) коразмерности к. При нарушении бифуркационных условий, 
т. е. при сдвиге с этого многообразия, система (2 .2), как правило, стано­
вится грубой, а если и остается негрубой, то топология ее бифуркацион­
ной диаграммы изменяется. Условия невырожденности гарантируют, что 
данная точка на бифуркационном многообразии не попадает на подмно­
гообразие, отвечающее бифуркации более высокой коразмерности.
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Например, бифуркация Андронова — Хопфа имеет коразмер­
ность к =  1 и задается одним бифуркационным условием Ацг — =Ьгги, 
где Ai?2 — собственные числа положения равновесия. В системе (2.2) 
это условие выделяет бифуркационное многообразие коразмерности один 
(размерности т  — 1). При пересечении этого многообразия рассматри­
ваемое положение равновесия превращается из устойчивого фокуса в 
неустойчивый. Условием невырожденности для бифуркации Андроно­
ва — Хопфа является неравенство ^  0, где величина 1\ — первая 
ляпуновская величина — составлена по определенному правилу из про­
изводных до третьего порядка включительно от правых частей системы 
(2.2) в положении равновесия. При ^  0 пересечение параметриче­
ской точкой бифуркационного многообразия сопровождается рождением 
единственного малого предельного цикла. Одновременное выполнение 
условий Ацг =  =Ь^ и li =  0 задает многообразие коразмерности два на 
рассматриваемом бифуркационном многообразии. Оно отвечает бифур­
кационным точкам коразмерности два и выше; в окрестности типичных 
точек этого множества возможно рождение из равновесия не одного, 
а двух предельных циклов.

Чтобы полностью описать бифуркацию, заданную набором бифурка­
ционных условий и условий невырожденности, необходимо указать для 
нее все топологически различные бифуркационные диаграммы, описать 
перестройки фазовых портретов и сформулировать условия, при которых 
реализуется каждая из диаграмм. Обычно классы эквивалентных меж­
ду собой диаграмм выделяются как области знакопостоянства функций, 
задающих условия невырожденности. Это означает, что каждой области 
на бифуркационном многообразии, выделяемой условиями невырожден­
ности, отвечает одна бифуркационная диаграмма. В разных областях 
бифуркационные диаграммы могут быть одинаковыми или различными. 
В случае бифуркации Андронова — Хопфа при h  < 0 потеря устойчиво­
сти фокуса сопровождается рождением из него малого устойчивого пре­
дельного цикла. При li > 0, напротив, потеря устойчивости фокуса свя­
зана с «гибелью» на нем неустойчивого предельного цикла. Таким обра­
зом, здесь имеются два топологически неэквивалентных типа бифурка­
ционных диаграмм, отвечающих «мягкой» (Zi < 0) и «жесткой» (Zi > 0) 
потере устойчивости фокуса. Об этом подробнее будет сказано далее.

Далее будут последовательно описаны все локальные бифуркации 
коразмерности один, два и три. При этом бифуркация следующей кораз­
мерности будет возникать в результате превращения некоторого условия 
невырожденности для бифуркации предыдущей коразмерности в новое 
бифуркационное условие. Мы рассмотрим и нелокальные бифуркации 
коразмерности один и два, с необходимостью возникающие в окрестно­
сти бифуркационных точек локальных бифуркаций коразмерности два и 
три. Эти бифуркации будут описываться в порядке их появления.
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Для всех рассматриваемых ниже локальных бифуркаций бифурка­
ционные условия и условия невырожденности формулируются через ко­
нечный набор производных от правых частей системы, вычисленных в 
положении равновесия. Для каждой из этих бифуркаций удается постро­
ить зависящую от параметров полиномиальную систему, удовлетворяю­
щую необходимым бифуркационным условиям и условиям невырожден­
ности и обладающую тем свойством, что в ней реализуются все возмож­
ные для данной бифуркации бифуркационные диаграммы. Такую систе­
му мы называем далее модельной. Модельная система для бифуркации 
Андронова — Хопфа в полярной системе координат (£>, ф) имеет вид:

(ё =  2g(/31 +  he2), (2 3)
\tp  = w, '

где 1\ ф 0 , /?i — бифуркационный параметр.
Основным определяющим свойством модельной системы является 

то, что любую систему в фазово-параметрической окрестности локаль­
ной бифуркации можно привести к соответствующей модельной системе 
в следующем смысле. Сначала с помощью замен переменных, парамет­
ров и времени система приводится к модельной системе с точностью 
до членов некоторого порядка. Затем члены более высокого порядка, не 
влияющие на топологию бифуркационных диаграмм, отбрасываются. Из 
процедуры приведения следует, что бифуркационная диаграмма и фа­
зовые портреты в исходной системе могут быть получены (с точностью 
до топологической эквивалентности) из бифуркационной диаграммы и 
фазовых портретов модельной системы.

Мы предполагаем, что приводящие замены непрерывно зависят от 
параметров системы, так что коэффициенты и параметры в правых ча­
стях модельной системы являются непрерывными функциями исходных 
параметров. Это позволяет рассматривать непрерывное изменение коэф­
фициентов модельных систем при движении по бифуркационному мно­
гообразию и формулировать бифуркационные условия и условия невы­
рожденности в терминах модельной системы.

Замечание 1. Модельные системы, коэффициенты которых с помо­
щью дополнительного масштабирования приведены к некоторым стан­
дартным значениям, называются главными деформациями, или главны­
ми семействами.

Замечание 2. Полное описание бифуркаций составляет содержание 
математических теорем о топологической версальности. Для некоторых 
из рассматриваемых ниже случаев теоремы о версальности пока в пол­
ной мере не доказаны.

Замечание 3. При описании нелокальных бифуркаций вместо мо­
дельных систем дифференциальных уравнений обычно используются ди­
намические системы с дискретным временем, задаваемые с помощью 
модельных отображений.
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ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 
НА ПРЯМОЙ

Рассмотрим динамическую систему, заданную одним дифференци­
альным уравнением

где х — числовая переменная, а  =  ( ад, . . . ,  а т) — вектор значений пара­
метров. Будем предполагать, что F  имеет достаточное число производ­
ных по х  и по а.

Корни уравнения

определяют стационарные решения или положения равновесия систе­
мы (3.1). Фазовый портрет уравнения (3.1) исчерпывается положениями 
равновесия и соединяющими их траекториями.

3.1. Грубый случай

Пусть хо =  хо(а) — положение равновесия системы (3.1) при неко­
торых фиксированных значениях параметров и пусть А(а) =  F^(xо, а). 
При А < 0 равновесие xq устойчиво, а при А > 0 неустойчиво (рис. 3.1). 
При малых изменениях параметров поведение траекторий системы (3.1) 
в окрестности положения равновесия с А ^  0 качественно не изменится. 
Таким образом, неравенство А ^  0 является условием невырожденности, 
выделяющим грубый случай.

Модельной системой для грубой системы в окрестности положения 
равновесия является система

х  =  F(x, а ), (3.1)

F(x, а) =  О (3.2)

й =  А и. (3.3)

где А =  \{а )  0.
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Рис. 3.1. Грубое положение равновесия: устойчивое (а) и неустойчивое (б)

3.2. Бифуркация коразмерности один — двукратное 
равновесие

Пусть при некоторых значениях параметров собственное число А 
у положения равновесия хо обращается в нуль:

А(а )  =  F rx (x о ( а ) , а )  =  0, (3.4)

но выполняется условие невырожденности: а(а) =  l / 2 F ”x (xo(a),a) ф 0 . 
Тогда хо — двукратный корень уравнения (3.2).

Модельная система для данной бифуркации коразмерности один за­
висит от одного параметра и имеет вид:

й =  (3\ +  бш2, (3.5)
где а =  а(а) ф 0 .

Бифуркационные диаграммы системы (3.5) эквивалентны для всех 
а ф 0. Пусть а > 0 (этого всегда можно добиться заменой t —► t, и —и, 

► —$i.) Тогда при f3\ < 0 в системе (3.5) имеются два положения рав­
новесия — устойчивое и неустойчивое (при этом неустойчивое является 
границей области притяжения устойчивого равновесия). При /Д =  0 они 
сливаются в полуустойчивое равновесие — возникает негрубая система. 
При /?i > 0 равновесия исчезают (рис. 3.2).

Будем следить за устойчивым положением равновесия. Тогда при 
приближении параметра к бифуркационному значению область притя­
жения этого равновесия с одной стороны уменьшается, и после исчез­
новения равновесии все решения уходят из рассматриваемой фазовой 
области. В приложениях такое явление называют «срывом равновесия».

Отметим, что при бифуркационных значениях параметров отобра­
жение проектирования многообразия F(x, а) =  0 на пространство пара­
метров имеет особенность типа «складка» (рис. 3.3).
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Рис. 3.2. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации «дву­
кратное равновесие» (случай а >  0)

Рис. 3.3. Слиянию двух положений равновесия отвечает особенность типа 
«складка»

Рис. 3.4. Динамика популяции, подверженной промыслу. Превышение критиче­
ской интенсивности промысла ведет к ее вымиранию
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Пример: модель популяции, подвергаемой промыслу. Простым 
и выразительным примером бифуркации слияния пары равновесия (или 
бифуркации срыва равновесий) может служить модель превышения пре­
дельно допустимой интенсивности промысла популяции. Предположим, 
что в отсутствие промысла динамика численности популяции описывает­
ся логистическим уравнением, а в результате промысла из популяции с 
постоянной скоростью изымается некоторое количество особей в едини­
цу времени. Тогда динамика численности популяции описывается урав­
нением

где х — число особей, г — скорость роста при малой численности, К  — 
максимальная численность, определяемая доступными популяции ресур­
сами, А  — интенсивность промысла.

Нетрудно видеть, что А  =  г К 2/ 4 — бифуркационное значение па­
раметра, отвечающее слиянию равновесий.

На рис. 3.4 изображены события, происходящие при последователь­
ном поэтапном усилении интенсивности промысла. Исходно не подвер­
гаемая промыслу популяция находится в равновесном состоянии с чис­
ленностью К .  В момент t\  начинается промысел с интенсивностью A i, 
и численность популяции вслед за этим постепенно снижается до зна­
чения К \ . В момент t 2 интенсивность промысла увеличивается до вели­
чины А 2 , и в популяции постепенно устанавливается численность К 2 . 
В момент ts интенсивность промысла принимает значение Дз, большее 
критического (бифуркационного), и популяция вымирает.

3.3. Бифуркация коразмерности два — трехкратное 
равновесие

Будем изменять значение параметров в системе (3.1), двигаясь по 
многообразию, определяемому бифуркационным условием Х(а) =  0. 
Пусть при некоторых значениях параметров нарушается условие невы­
рожденности для рассмотренной выше бифуркации коразмерности один, 
т. е. имеем одновременно

Пусть при этом выполняется следующее условие невырожденности:

х  =  гх

Х(а) =  0, а(а) =  0. (3.6)

К а ) = \ Fxxx(x o(a ) ia ) Ф 0 .

Тогда хо — трехкратный корень уравнения (3.2).



2 8 4 П р и л о ж е н и е  1

А F

Ч \
ф

®  А  А

Рис. 3.5. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации 
«трехкратное равновесие» (случай b <  0)

Модельная система для данной бифуркации зависит от двух пара­
метров и имеет вид:

й =  /Д +  P2 U +  Ьи3, (3.7)
где b =  Ь(а) ^  0 .

Система (3.7) имеет две различные бифуркационные диаграммы, от­
вечающие различным знакам коэффициента Ъ. Пусть Ъ < 0 (случай b > 0 
приводится к данному заменой t —► —t , гл —> гл, /9i —> —/Д, /Д —> —/Д). 
Бифуркационная диаграмма системы (3.7) при b < 0 изображена на 
рис. 3.5. В системе (3.7) могут существовать одно или три грубых поло­
жения равновесия. Эти равновесия попарно сливаются на бифуркацион­
ных линиях Si и S2, образующих полукубическую параболу с острием 
в точке А  =  (0 , 0). Этой точке отвечает слияние всех трех положений 
равновесия в одно. Для значений параметров, лежащих внутри полуку- 
бической параболы (область 2), в системе (3.7) имеются три положения 
равновесия (два устойчивых и одно неустойчивое между ними), а для 
лежащих вне (область 1) — одно (устойчивое) положение равновесия.

Отметим, что при бифуркационных значениях параметров отобра­
жение проектирования многообразия F(x, а) =  0 на пространство пара­
метров имеет особенность типа «сборка» (рис. 3.6).

Динамическая система в окрестности данной бифуркации демон­
стрирует гистерезис. Будем менять параметры так, чтобы пересечь полу­
кубическую параболу (рис. 3.5), следя при этом за устойчивым равновес­
ным режимом. Тогда при движении слева направо срыв равновесия про­
изойдет на правой ветви полукубической параболы (S2), а при обратном 
движении — на левой (Si). Это явление называют петлей гистерезиса.
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Рис. 3.6. Слиянию трех положений равновесия отвечает особенность типа «сбор­
ка». Вблизи этой особенности система демонстрирует гистерезис

3.4. Бифуркация коразмерности три — четырехкратное 
равновесие

Пусть при некоторых значениях параметров в системе (3.1) для по­
ложения равновесия хо одновременно нарушаются все упомянутые усло­
вия невырожденности:

А(а) =  0 , а(а) =  0 , Ь(а) =  О, (3.8)



но, однако,

с(а ) =  TI F (x o(a),a) ф 0 .

При этом хо будет четырехкратным корнем уравнения (3.2).

2 8 6  П р и л о ж е н и е  1

Рис. 3.7. Бифуркационная поверхность в окрестности бифуркации «четырехкрат­
ное равновесие» («ласточкин хвост»)

Модельная система для данной бифуркации имеет вид:

й =  (3\ -Р (32U -Р (З^и2 -р си^, (3.9)

где с =  с(а) ф 0 .
Бифуркационные диаграммы системы (3.9) эквивалентны для всех 

с ф 0. В случае с > 0 диаграмма изображена на рис. 3.7 (диаграм­
му для с < 0 можно получить из данной с помощью замены t —► t, 
и —► —и, ► — /3i, /?2 —► /?2, /?з — /%)• В системе (3.9) могут суще­
ствовать два или четыре грубых положения равновесия. Эти равновесия 
попарно сливаются на бифуркационной поверхности S  коразмерности 
один в пространстве параметров, имеющей вид «ласточкиного хвоста». 
На ребрах возврата А \  и А% этой поверхности происходит бифуркация
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Рис. 3.8. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации «че­
тырехкратное равновесие» (случай с > 0)

коразмерности два, описанная выше,— сливаются три положения рав­
новесия. Наконец, в точке X  =  (0, 0, 0) мы получаем четырехкратное 
равновесие.

При изображении бифуркационной диаграммы для бифуркации ко­
размерности три удобно пользоваться следующим графическим приемом. 
Построим в пространстве параметров (/Д, /?2, Рз) сферу малого радиуса 
с центром в нуле. Тогда совокупность бифуркационных линий и точек на 
поверхности сферы однозначно определяет взаимное расположение би­
фуркационных поверхностей и линий в полной трехмерной бифуркаци­
онной диаграмме. Диаграмму на сфере удобно изображать на двух полу­
сферах, спроектировав их на плоскость. Представленная таким образом
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бифуркационная диаграмма для рассматриваемой бифуркации изобра­
жена на рис. 3.8.

Замечание. Поверхность S  слияния двух равновесии имеет линию 
самопересечения. На этой линии происходит одновременное и независи­
мое слияние двух пар положений равновесия. В дальнейшем бифурка­
ции такого типа мы будем называть бифуркациями коразмерности «один 
плюс один».



Г л а в а  4

ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 
НА ПЛОСКОСТИ

Рассмотрим динамическую систему

f±i = Fi(>b ж2, а), ^

\ х 2 = F 2( x i ,  х 2 , а), '

где (ад, х 2) — фазовые переменные, а  =  ( a i , . . . , a m) — параметры. 
Правые части системы (4.1) предполагаем достаточно гладкими функци­
ями х  и а.

Корни системы уравнений

х 2, а) = 0 , ,
\ F 2(a;i, х 2, а) = 0 '

дают стационарные решения (положения равновесия) системы (4.1).
Фазовый портрет системы (4.1) определяется положениями равно­

весия, предельными циклами и сепаратрисами.

4.1. Грубый случай

Пусть хо =  хо(а) — положение равновесия системы (4.1) при неко­
торых фиксированных значениях параметров. Обозначим через А(а)  
матрицу линейной части системы (4.1) в равновесии xq:

А{а) = дЕч  г \ \—  (хо(а),а)

и через Ацг =  М , 2 (&) ~  ее собственные числа, т. е. корни характери­
стического уравнения А2 — Sp АХ +  det А  =  0 , где Sp А  и det А — след и 
определитель матрицы А  соответственно.
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Рис. 4.1. Грубые положения равновесия на плоскости: а — седло; б — устойчивый 
и неустойчивый узел; в — устойчивый и неустойчивый фокус

Неравенство ReA i?2 0 выделяет грубый случай. Фазовый портрет 
грубой системы в окрестности положения равновесия хо определяется 
расположением собственных чисел Ai?2 на комплексной плоскости. Име­
ются три типа грубых положений равновесия: седло (Ai > 0 , А2 < 0), 
устойчивый узел или фокус (ReAi?2 < 0), неустойчивый узел или фо­
кус (ReAi?2 > 0) (рис. 4.1). В случае узла собственные числа действи­
тельны, в случае фокуса комплексно сопряжены: узел и фокус вместе 
называются неседлом. Траектории, стремящиеся к седлу при t —► ± 00, 
называются сепаратрисами.

Модельную систему грубой системы в окрестности положения рав­
новесия запишем отдельно для случаев вещественных и комплекс­
ных А]_? 2• Если Ai?2 вещественны и Ai 7̂  А2, то модельная система имеет 
вид:

iii =  A i ^ i ,  ii2 =  А 2 ^ 2 7 ( 4 . 3 )

г д е  A i >2 ^  0-
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Если же А]_? 2 комплексны и сопряжены (Ai =  А2 =  А), то модельную 
систему удобнее записать в виде

z =  Xz, (4.4)

где z =  и\ -Ь Ш2 — комплексная переменная, Re А 7̂  0 и ImA 7̂  0.

Замечание 1. В случае Ai =  А2 7̂  0 модельная система имеет вид: 
iii =  Ai^i +  и2, й2 =  А2гх2.

Замечание 2. Узел топологически эквивалентен фокусу, однако в 
ряде случаев их полезно различать.

4.2. Локальные бифуркации коразмерности один

В системах второго порядка возможны две локальные бифуркации 
коразмерности один: в первом случае в нуль обращается одно из дей­
ствительных собственных чисел равновесия, во втором — вещественная 
часть пары комплексно-сопряженных собственных чисел. Будем назы­
вать равновесие кратным, если det А  =  А1А2 =  0 , и нейтральным, если 
Sp А  =  Ai +  А2 =  0 . Отметим, что нейтральное равновесие может быть 
как седлом (Ацг действительны), так и сложным фокусом или центром 
(Ai, 2 =  ±iw).

4.2.1. Бифуркация коразмерности один — двукратное равновесие

Пусть при некоторых значениях параметров у данного положения 
равновесия хо одно из собственных чисел обращается в нуль:

А ! ( а ) = 0 ;  (4.5)

следовательно, det А  =  0 . Эта бифуркация аналогична бифуркации ко­
размерности один «двукратное равновесие» для систем на прямой.

Модельная система для такой бифуркации зависит от одного пара­
метра и имеет вид:

и 1 =  /?i +  аи\, =  А 2^ 2. (4.6)

Для данной бифуркации имеются два условия невырожденности. Од­
но из них: А2 =  А2(о;) ^  0 , т. е. SpAL(a) 7̂  0 . Второе: а =  а(а) ^  0 . 
Это условие аналогично условию невырожденности для соответствую­
щей бифуркации в одномерных системах и, как и там, обеспечивает 
двукратность положения равновесия.
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Система (4.6) имеет две различные бифуркационные диаграммы, 
определяемые знаком А2. Рассмотрим случай а > О, А2 < 0 (случаи 
других сочетаний знаков а  и А2 приводятся к данному с помощью за­
мены t —► — sign(A2)C и\ —► —sign(aA2)^ i, 112 —> U2 , Pi —»sign(a)/?i). 
При Pi < 0 в системе (4.6) имеются два грубых положения равнове­
сия — устойчивый узел и седло. При Р\ =  0 они сливаются, образуя 
«седлоузел» — возникает негрубая система. При Р \ >  0 равновесия ис­
чезают (рис. 4.2). Как и в одномерном случае, говорят, что происходит 
«срыв равновесия».

Примечание. Поясним чуть подробнее отмеченную выше аналогию 
между бифуркациями «двукратное равновесие» в одномерном и двухмер­
ном случаях. При наличии одного критического (нулевого) собственного 
числа перестройка положений равновесия в системе (4.1) происходит 
на (гладко зависящей от параметров) одномерной инвариантной кривой 
в фазовой плоскости и описывается одним уравнением для некоторой 
координаты и\ на этой кривой. Каноническое описание бифуркаций на 
данной кривой дается соответствующим одномерным модельным уравне­
нием (3.6). Близкие к инвариантной кривой траектории экспоненциально 
приближаются к ней или удаляются от нее при t —► +00  в зависимости 
от знака ненулевого собственного числа А2, что и описывается уравне­
нием для U2 в системе (4.6). Аналогичным образом строятся модельные 
системы для рассматриваемых далее бифуркаций «трехкратное равнове­
сие» и «четырехкратное равновесие» в системах на плоскости.

Сформулированные утверждения следуют из принципа сведения
(см. гл. 5).

4.2.2. Бифуркация коразмерности один — нейтральное равновесие 
(бифуркация рождения цикла)

Пусть при некоторых значениях параметров у данного положения 
равновесия хц пара комплексно-сопряженных собственных чисел выхо­
дит на мнимую ось:

Re Ац 2(a) =  0 , (4.7)

т. е. SpA (a) =  0 , в то время как det А(а)  > 0 .
Модельная система для данной бифуркации коразмерности один за­

висит от одного параметра и может быть записана в комплексном виде:

z = {Pi+ iw)z  +  h z \ z \2, (4.8)

где l\ =  h(a )  — действительное число, w =  w(a) =  Im A i(a).
Для данной бифуркации имеются также два условия невырожден­

ности: w(a) 7̂  0, h (a )  7̂  0. Величина 1\ называется первой Ляпунов-
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Д <0 Д=0 Д >0

Рис. 4.2. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации «дву­
кратное равновесие» на плоскости (случай а > О, А < 0)

д < о

А < о д=о

д
Д>0

Рис. 4.3. Бифуркационные диаграммы и фазовые портреты для бифуркации «ней­
тральное равновесие (рождение цикла)»: а — h  < 0; b — h  > 0

ской величиной равновесия х$. Бифуркационный смысл второго условия 
невырожденности станет ясен из дальнейшего.

Для данной бифуркации возможны две различные бифуркационные 
диаграммы, определяемые знаком они изображены на рис. 4.3. (Здесь 
и далее предполагается w > 0 , что всегда может быть получено заме­
ной z на z.) Независимо от знака 1\ положение равновесия z = 0 при 
переходе /Д через нуль теряет устойчивость, превращаясь из устойчиво­
го фокуса при /Д < 0 в неустойчивый при Al > 0- Характер перестройки 
полных фазовых портретов в окрестности положения равновесия суще­
ственно зависит от знака Д. При h  < 0 потеря устойчивости фоку-
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са сопровождается рождением малого устойчивого предельного цикла 
(рис. 4.3, а). В случае 1\ > 0 потеря устойчивости фокуса связана с 
гибелью на нем неустойчивого предельного цикла (рис. 4.3, б). Этот 
цикл при /Д < 0 ограничивает область притяжения устойчивого фоку­
са. Условие h  ^  0 обеспечивает рождение или гибель единственного 
предельного цикла.

С точки зрения приложений, при С < 0 устойчивый равновесный 
режим в изучаемой системе сменяется устойчивыми автоколебаниями 
малой амплитуды. Такая потеря устойчивости называется мягкой. В слу­
чае > 0 после бифуркации устойчивый равновесный режим сменяется 
каким-то другим, сильно отличающимся от него режимом: происходит 
жесткая потеря устойчивости.

Замечание. При бифуркационных значениях параметров положение 
равновесия устойчиво, если Zi <  0, и неустойчиво, если С > 0. Устойчи­
вость положения равновесия в критический момент определяет устойчи­
вость рождающегося предельного цикла.

Пример: модель регулятора Уатта. Бифуркация потери устойчи­
вости равновесия и рождения цикла реализуется в системе дифферен­
циальных уравнений, описывающих работу регулятора Уатта (рис. 4.4). 
Принцип действия регулятора очень прост: при увеличении числа обо­
ротов парового двигателя шары расходятся, поднимая муфту, что влечет 
за собой уменьшение доступа пара к двигателю.

При упрощенном динамическом описании работы регулятора есте­
ственно выделить две переменные: угол отклонения маятника от верти­
кали (р и угловую скорость вращения вала паровой машины w. Система 
дифференциальных уравнений, описывающая работу регулятора Уатта, 
имеет следующий вид1:

" d2f  2 2 - • 7т  =  — =  rrin w sin f  cos ю — mq  sm f  — о—S
dt2 ^  ^  У * dt ’ (4 9)
= k c o s ip - F .dt

Уравнение для f  представляет собой запись второго закона Ньютона 
для массивных шаров регулятора с учетом трения в шарнире, а уравне­
ние для w есть дифференциальное уравнение паровой машины. Укажем 
смысл параметров: т  — масса шаров, п — передаточное число, д — 
ускорение свободного падения, b — коэффициент трения, J  — момент 
инерции, F  — величина, линейно связанная с нагрузкой, к — коэффи­
циент пропорциональности. Длина стержня принята равной единице.

1П онт ряеинЛ . С. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М.: Наука, 1982.



Гл а в а  4 . Д и н а м и ч е с к и е  с и с т е м ы  н а  п л о с к о с т и 2 9 5

Рис. 4.4. Регулятор Уатта

Замена ф = дх , w = (у /д /п )у , t = т/у/д приводит систему (4.9) к 
виду

' д р—  = х, 
д т

< § f  =  (sin Ч> cos (р)у2 -  sin Lp -  JX,  (4.10)
d y  T T t  \J f r  = H ( c o s p - p ) ,

г&е j  = b/m^/g, H  = n k / J g , p = F /k .
Система (4.10) имеет единственное положение равновесия. Из трех 

собственных чисел матрицы линеаризации системы вблизи этого рав­
новесия одно всегда отрицательно. При условии 7  > два
других собственных числа также лежат в левой полуплоскости, т. е. 
равновесие устойчиво. При нарушении этого условия пара собствен­
ных чисел переходит в правую полуплоскость и равновесие теряет
устойчивость.

Если вернуться к исходным параметрам, то из условия устойчиво­
сти, в частности, следует, что на устойчивость работы регулятора вредно 
влияют: а) увеличение массы шаров ш; б) уменьшение коэффициента 
трения; в) уменьшение момента инерции маховика. Условие устойчи-
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вости и вытекающие из него следствия впервые были сформулированы 
в 1876 г. И. А. Вышнеградским.

При этом открытым остается принципиальный вопрос о том, каким 
образом (мягко или жестко) происходит потеря устойчивости стационар­
ного режима работы регулятора. Действительно, в первом случае потеря 
устойчивости должна сопровождаться появлением слабой вибрации, во 
втором — машина идет «вразнос».

Вычисление первой ляпуновской величины позволяет получить 
уравнение бифуркационной линии на поверхности нейтральности, та­
кой, что пересечение поверхности по одну сторону линии влечет за собой 
мягкую потерю устойчивости, а по другую — жесткую. Уравнение линии 
выглядит в явном виде довольно сложно, но некоторые заключения ко­
личественного характера сделать можно. В частности, оказывается, что 
если потеря устойчивости происходит уже при угле отклонения регуля­
тора (р > 40°, то она происходит всегда мягко. При меньших р  потеря 
устойчивости может быть как мягкой, так и жесткой. Это в целом со­
ответствует интуитивному представлению о том, что работа на больших 
оборотах отвечает более устойчивым режимам эксплуатации.

4 .2 .3 . Опасные и безопасные бифуркационные границы

Итак, мы видим, что при произвольном изменении параметров в ди­
намической системе второго порядка устойчивое равновесие может пре­
терпевать (с точки зрения естествоиспытателя) три типа бифуркаций: 
срыв равновесия, мягкую потерю устойчивости (рождение устойчивого 
предельного цикла) и жесткую потерю устойчивости (гибель при слия­
нии с равновесием неустойчивого предельного цикла). Заметим, что это 
утверждение остается справедливым и для систем любого порядка.

Хотя каждая из бифуркаций сопряжена с качественным изменени­
ем поведения системы, между ними имеется принципиальное различие. 
При мягкой потере устойчивости пересечение параметром бифуркаци­
онного значения приводит к переходу от устойчивого стационарного со­
стояния к автоколебательному режиму. Однако амплитуда родившихся 
автоколебаний при этом растет медленно ( Vs, где 5 — превышение 
параметром бифуркационного значения). Другими словами, хотя фор­
мально поведение системы качественно изменяется, фактически система 
недалеко уходит от «добифуркационного» состояния.

Совсем иначе обстоит дело для бифуркаций срыва равновесия и 
жесткой потери устойчивости. В обоих этих случаях исследование са­
мих бифуркаций ничего не говорит о том, какой режим устанавливается 
в системе после прохождения параметром бифуркационного значения. 
Другими словами, если при мягкой потере устойчивости система неда­
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леко уходит от исходного равновесия, то в результате срыва равновесия 
и жесткой потери устойчивости в системе устанавливается режим, ни­
чего общего не имеющий с исходным равновесием.

Для обозначения этой принципиальной разницы между двумя ти­
пами бифуркаций Н. Н. Баутиным1 были введены понятия безопасных и 
опасных бифуркационных границ. При этом, естественно, мягкая потеря 
устойчивости представляет собой безопасную границу. Понятие «опас­
ности» бифуркационной границы остается конструктивным и полезным 
не только для равновесии, но и для автоколебательных режимов.

4.3. Локальные бифуркации коразмерности два

Если двигаться в пространстве параметров системы (4.1) по много­
образию, отвечающему некоторой бифуркации коразмерности один, то 
при некоторых значениях параметров может нарушиться одно из усло­
вий невырожденности для этой бифуркации — возникает бифуркация 
коразмерности два.

4.3.1. Бифуркация коразмерности два — трехкратное равновесие

Пусть при некоторых значениях параметров у положения равнове­
сия хо одно из собственных чисел обращается в нуль и одновременно 
нарушается условие невырожденности для бифуркации «двукратное рав­
новесие»:

Ai(a) =  0 , а ( а ) = 0 .  (4.11)

Эта бифуркация аналогична бифуркации «трехкратное равновесие» в си­
стемах на прямой.

Модельная система для данной бифуркации зависит от двух пара­
метров и имеет вид:

( i i i = / 3 i +  P 2U 1 +  Ъи\ , ^  ^

\ i l 2  =  ^ 2 ^ 2 ,

где b =  b(a) ^  0 и A2 =  A2(<a) 7̂  0 — условия невырожденности. Условие 
b 0 гарантирует трехкратность равновесия хо.

Система (4.12) имеет четыре различных типа бифуркационных диа­
грамм, отвечающих различным сочетаниям знаков b и А2. Бифуркацион­
ная диаграмма для случая b < О, А2 < 0 , изображена на рис. 4.5, а для

1 Б аут ин  Н. Н. Поведение динамических систем вблизи границ областей устойчивости. 
М .—Л.: Гостехиздат, 1949; М.: Наука, 1983.
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Рис. 4.5. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации 
«трехкратное равновесие» на плоскости (случай Ь < О, А2 < 0)

случая Ь > 0, А2 < 0 — на рис. 4.6. Диаграммы для случаев Ь > О, А2 > О 
и Ь < О, А2 > 0 получаются из двух предыдущих соответственно посред­
ством замены t —► —t, и\ —► ui, U2 —> U2 , Pi —> ~Pi, P2 —► ~P 2 -

Рассматриваемая бифуркация соответствует одновременному слия­
нию двух узлов и седла при ЬХ2 > 0 и двух седел и узла при ЬХ2 < 0. 
При Pi =  Р2 =  0 положение равновесия в первом случае топологически 
эквивалентно узлу, а во втором — седлу.

4 .3 .2 . Бифуркация коразмерности два — нейтральное равновесие 
с нулем первой ляпуновской величины

Пусть при некоторых значениях параметров у положения равнове­
сия хо обращается в нуль вещественная часть пары комплексно-сопря­
женных собственных чисел и одновременно нарушается условие невы­
рожденности для бифуркации рождения цикла:

Модельная система для данной бифуркации записывается в комплекс-

где w =  w(a) 7̂  0, I2 =  7̂  0 — условия невырожденности. Действи­
тельное число I2 называется второй ляпуновской величиной.

Тип бифуркационной диаграммы определяется знаком I2 . Рассмот­
рим подробно случай I2 < 0 (случай I2 > 0 сводится к данному заменой

R e A i ?2 (ot) =  0, h ( a )  =  0. (4.13)

ном виде:
z  =  (Pi  +  i w) z  +  P2z\z\2 +  l2z\z\4, (4.14)
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Рис. 4.6. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации 
«трехкратное равновесие» на плоскости (случай b > О, А2 < 0)

t —► —t, z ^  z, /31 —► —f31, Д2 —► —02)- На бифуркационной диаграм­
ме (рис. 4.7) системы (4.14) имеется линия N ,  отвечающая бифуркации 
рождения цикла (линия нейтральности). При (3\ < 0 положение равно­
весия в системе (4.14) является устойчивым, а при (3\ > 0 — неустойчи­
вым фокусом. Обойдем точку F  =  (0, 0) по окружности малого радиуса 
против часовой стрелки (рис. 4.7). При переходе из области 1 в об­
ласть 2 через участок 7V_ линии нейтральности из положения равнове­
сия рождается устойчивый предельный цикл. При переходе из области 2 
в область 3 через участок 7V+ той же линии рождается неустойчивый 
предельный цикл. В области 3 имеются два предельных цикла — устой­
чивый и неустойчивый, которые сливаются и исчезают на линии К ,  раз­
деляющей области 3 и 1. Условие невырожденности I2 ^  0 гарантирует, 
что при изменении параметров из негрубого положения равновесия хо 
рождается не более двух предельных циклов. В точке F  положение рав­
новесия при I2 < 0 топологически эквивалентно устойчивому фокусу: это 
обеспечивает устойчивость внешнего предельного цикла в области 3.

Таким образом, при рассмотрении данной бифуркации мы впервые 
столкнулись с ситуацией, когда в окрестности локальной бифуркации 
коразмерности два происходит нелокальная бифуркация коразмерности 
один — бифуркация слияния двух циклов. Рассмотрим эту бифуркацию 
подробнее.
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Рис. 4.7. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации «ней­
тральное равновесие с нулем первой ляпуновской величины» (случай /2 < 0)

4.3.2.1. Нелокальная бифуркация коразмерности 
один — двукратный цикл

Пусть при некоторых значениях параметров в системе (4.1) имеется 
замкнутая траектория (цикл) Со (а). Возьмем точку на цикле и проведем 
секущую к нему в этой точке (рис. 4.8). На секущей введем координа­
ту £. Рассмотрим близкую к циклу траекторию, выходящую из некоторой 
точки секущей с координатой £. Эта траектория, обойдя вдоль цикла Со, 
пересечет секущую в точке с координатой £. Отображение секущей в 
себя £ —► £ =  Р(£, а) называется отображением последования Пуан­
каре. Точка на цикле есть неподвижная точка этого отображения:

Цикл С о  является грубым, если р(а) =  о, а) ф 1. Если р < 1, 

то предельный цикл Со устойчив, если же р > 1, то неустойчив. Ве­
личина р, называемая мультипликатором, может быть выражена через 
правые части системы (4.1):

Р(€о> а) =  £о-



При некоторых значениях параметров величина fi для данного пре­
дельного цикла может обратиться в единицу:

li(a) =  1. (4.15)

Условие невырожденности для этой бифуркации, выделяющее слу­
чай коразмерности один, имеет вид:

НО = а) Ф 0.
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Рис. 4.8. Отображение последования для предельного цикла

Для данной бифуркации можно записать модельное отображение 
последования:

1 =  А + £  +  *А2. (4.16)
Бифуркационные диаграммы для данной бифуркации эквивалентны 

при всех v ф 0. Бифуркационная диаграмма для v > 0 представлена на 
рис. 4.9. При /Д =  0 в системе имеются два предельных цикла, отве­
чающих двум неподвижным точкам отображения (4.16),— устойчивый и 
неустойчивый. При /Д =  0 циклы сливаются в двукратный цикл — воз­
никает негрубая система. При /Д > 0 циклы исчезают.
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Рис. 4.9. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации «дву­
кратный цикл» (случай v > 0)

В приложениях рассмотренная бифуркация соответствует «срыву 
автоколебаний».

4 .3 .3 . Бифуркация коразмерности два — двукратное нейтральное 
равновесие (два нулевых собственных числа)

Пусть при некоторых значениях параметров у равновесия хо оба 
собственных числа Ацг одновременно обращаются в нуль:

A i ( a )  =  0, А2( а ) = 0 ,  (4.17)

т. е. detA (a) =  0 и SpAl(a) =  0 . Предположим, что при этом матрица
„ „ „ „ ||0 1 ||линеинои части эквивалентна нулевой жордановои клетке ||q q||.

Определяемое данными бифуркационными условиями многообразие 
лежит в пересечении многообразий коразмерности один, отвечающих 
бифуркациям «двукратное равновесие» и «нейтральное равновесие» (ро­
ждение цикла).

Модельная система для данной бифуркации имеет вид:

и 1 =  и2,
U2 =  Ai +  P2 U1 +  аи{ +  duiU2

2 , .. (4-18)

где а =  а(а) ф  0, d =  d(a) ф  0 — условия невырожденности. Условие 
а(а) ф 0 гарантирует двукратность положения равновесия при бифурка­
ционных значениях параметров.

Система (4.18) имеет две различные бифуркационные диаграммы, 
определяемые знаком произведения ad. Бифуркационная диаграмма для 
случая а > 0, d < 0 изображена на рис. 4.10. (Другие случаи сводятся 
к данному заменой t —► — sign(ad)t, и\ —»sign(a)izi, U2 —> —sign(d)u2 , 
Ai —>sign(a)/?i, A2 —► A2O На границе S  области 1 (линия кратности)
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Рис. 4.10. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации 
«двукратное нейтральное равновесие» (случай а > 0, d < 0)

происходит рождение пары положений равновесия — седла и неседла. 
На линии N f  (линия нейтральности фокуса) происходит рождение пре­
дельного цикла.

Обойдем точку В  =  (0, 0) по окружности малого радиуса против ча­
совой стрелки (рис. 4.10). В области 1 положений равновесия и циклов 
нет. При переходе из области 1 в область 2 через участок S -  линии крат­
ности в системе (4.18) появляются два равновесия — седло и устойчивый 
узел. Далее узел превращается в фокус, который теряет устойчивость 
с образованием устойчивого предельного цикла на линии нейтрально­
сти N f.  Этот предельный цикл исчезает на линии Р , «разрушаясь» на 
петле сепаратрисы седла; при этом период движения по циклу растет до 
бесконечности (подробнее бифуркация образования петли сепаратрисы 
седла будет рассмотрена ниже). Наконец, при переходе из области 4 в 
область 1 через участок S+ линии кратности неустойчивый узел и седло 
сливаются и исчезают.
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Условия невырожденности обеспечивают существование единствен­
ного предельного цикла в области 3.

Замечание. Линия N s, показанная на 
рис. 4.10 пунктиром, отвечает нейтральному 
седлу. Эта линия не является бифуркационной, 
однако играет важную роль при анализе бифур­
каций сепаратрис.

4.3.3.1. Нелокальная 
бифуркация коразмерности 
один — петля сепаратрисы седла

Пусть в системе имеется положение равно­
весия хо типа седло, при этом Ai > 0 , А2 < 0 . 
Предположим, что при некоторых значениях 
параметров одна из выходящих сепаратрис сед­
ла хо возвращается обратно в это седло, обра­
зуя петлю. Это геометрическое условие выделя­
ет в пространстве параметров системы бифур­
кационное многообразие коразмерности один. 

Рис 4 11 Ф нк ия вас- Фазовые портреты системы в окрестности
щепления сепаратрис ^  петли сепаратрисы, возникающие при малых

изменениях параметров, выводящих систему с 
бифуркационного многообразия, удобно харак­

теризовать функцией расщепления сепаратрис. Построим на входящей 
сепаратрисе Г~  вблизи седла хо локальную секущую и введем на ней 
координату £ (рис. 4.11). Пусть входящей сепаратрисе отвечает £ =  
и при £ > на секущей определено отображение последования вдоль 
петли. При малых изменениях параметров входящая и выходящая се­
паратрисы «расщепляются». Разность координат пересечения входящей 
и выходящей сепаратрис с секущей называют функцией расщепления 
сепаратрис f ( a )  =  — £+ .

Бифуркационное условие, отвечающее наличию в системе петли се­
паратрисы седла, имеет вид

f ( a ) =  0 . (4.19)
Условие невырожденности для бифуркации «петля сепаратрисы» выгля­
дит следующим образом:

а (а) =  Sp Д (а) =  Ai(a) +  A 2(a) ^  0.
Для данной бифуркации имеются две различные бифуркационные 

диаграммы, определяемые знаком седловой величины а. Пусть а < 0.
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Возьмем в качестве бифуркационного параметра /Д значение функции 
расщепления сепаратрис. Тогда при /Д < 0 на фазовом портрете суще­
ствует устойчивый предельный цикл (рис. 4.12). При приближении /Д 
к нулю этот цикл проходит все ближе и ближе к седлу, становясь «уг­
ловатым». При f t  =  0 он «влипает» в петлю сепаратрисы и «гибнет». 
При f3\ > 0 сепаратрисы меняются местами, и предельных циклов в 
окрестности петли нет.

Рис. 4.12. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации «пет­
ля сепаратрисы» (случай малой петли и сг < 0)

Условие сг < 0 геометрически означает, что при /Д =  0 пет­
ля сепаратрисы устойчива (изнутри). Таким образом, при расщепле­
нии устойчивой петли сепаратрисы появляется единственный устойчи­
вый предельный цикл. Если а > 0, то петля сепаратрисы неустойчи­
ва, и при ее разрушении возникает неустойчивый предельный цикл. 
Бифуркационная диаграмма для этого случая может быть получена 
из рассмотренной обращением знака времени и параметра. (После об­
ращения знака времени входящая сепаратриса становится выходящей, 
а выходящая — входящей; секущая располагается на выходящей сепа­
ратрисе.)

Заметим, что сепаратрисы седла хо могут образовывать как малую, 
так и большую петлю: в первом случае свободные сепаратрисы седла ле­
жат вне петли, во втором — внутри. Выше были рассмотрены бифурка­
ции малой петли, однако все изложенное остается верным и для большой 
петли. При этом большая петля устойчива или неустойчива снаружи. 
Бифуркационная диаграмма для большой петли в случае сг < 0 приве­
дена на рис. 4.13. Формально бифуркационные диаграммы для малой 
и большой петель сепаратрис при совпадении знака седловой величины 
эквивалентны. Обратим внимание, что на рис. 4.10 реализуется именно 
малая петля.
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Описание бифуркаций петли сепаратрисы может быть получено из 
модельного отображения секущей в себя (определенного при £ ^  0):

|  =  _ /31 +  ^ 1/П) (4.20)

где Q = —Ai/A2 7̂ 1 , 0 = 0(a) > 0.
Замечание. Здесь и далее при описании бифуркаций сепаратрис мы 

используем следующие соглашения: 1) координата £ на секущей вводит­
ся таким образом, чтобы при критических значениях параметров, от­
вечающих образованию петли сепаратрисы или сепаратрисного контура, 
отображение последования на секущей (или отображение одной секущей 
в другую) было определено при £ > £о> гДе Со — координата точки пере­
сечения секущей с сепаратрисой; 2) функция расщепления определяется 
как разность координат пересечения с секущей входящей и выходящей 
сепаратрис седла; значение этой функции есть бифуркационный пара­
метр; 3) в модельном отображении Со =  0 .

Д < 0  А —0 А > 0

Рис. 4.13. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации «пет­
ля сепаратрисы» (случай большой петли и сг <  0)

Мы не приводим в этом параграфе примеров бифуркаций коразмер­
ности два, отсылая читателя к следующему параграфу. Рассмотренные 
в нем примеры иллюстрируют бифуркации коразмерности три и одно­
временно содержат все рассмотренные выше бифуркации коразмерности 
два (см. рис. 4.24, 4.32 и 4.34).

4.4. Локальные бифуркации коразмерности три

На бифуркационных многообразиях бифуркаций коразмерности два 
могут встречаться точки, в которых нарушаются условия невырожденно­
сти для этих бифуркаций. Такие точки образуют бифуркационные мно­
гообразия бифуркаций коразмерности три.
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4.4.1. Бифуркация коразмерности три — четырехкратное 
равновесие

Пусть при некоторых значениях параметров у положения равнове­
сия хо обращается в нуль одно собственное число и, кроме того, нару­
шаются условия невырожденности для бифуркаций «двукратное равно­
весие» и «трехкратное равновесие»:

А(а) =  0 , а(а) =  0 , Ъ(а) =  0 . (4.21)

А 1 А

А < о

Ф

А

Рис. 4.14. Бифуркационная диаграмма и грубые фазовые портреты для бифурка­
ции «четырехкратное равновесие» на плоскости (случай с >  0, А2 <  0)

Модельная система для этой бифуркации имеет вид

\гц =  (3i +  (32ui +  Дз^1 +  си\,
[ll2 =  А2?Х2,

(4.22)

где А2 =  А2(о;) ф 0, с =  с(а) ф 0 — условия невырожденности. Дан­
ная бифуркация аналогична бифуркации «четырехкратное равновесие» 
в системах на прямой.

Имеются две различные бифуркационные диаграммы, определяемые 
знаком А2. Бифуркационная поверхность кратных положений равновесия
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Рис. 4.15. Взаимное расположение бифуркационных поверхностей в окрестности 
бифуркации «нейтральное равновесие с нулевыми первой и второй ляпуновскими 
величинами» (случай h  <  0)

имеет вид «ласточкиного хвоста», как на рис. 3.7. Изображение бифур­
кационной диаграммы в виде двух проекций сферы, окружающей точку 
X  =  (0, 0, 0), для случая с > 0 , А2 < 0 дано на рис. 4.14 (другие слу­
чаи приводятся к данному заменой t —► — sign(A2)t, и\ —► —sign (cX2)ui, 
u 2 - >  u 2 , P i  —> s ig n (c ) /? i ,  p 2 ->  —s i g n ( A 2)/32 , Р з  - > s ig n ( c ) /3 3).

4 .4 .2 . Бифуркация коразмерности три — нейтральное равновесие 
с нулевыми первой и второй лялуновскими величинами

Пусть при некоторых значениях параметров положение равновесия 
имеет пару чисто мнимых собственных чисел и, кроме того, обращаются 
в нуль первая и вторая ляпуновские величины:

R eA i,2(a) = 0 ,  h(a )  = 0 , l2(a) = 0 . (4.23)

Модельная система для этой бифуркации записывается в комплекс­
ном виде:

z =  ( P i  +  iw)z  +  /32z\z\2 +  (33z\z\A +  h z \z \e, (4.24)

где w =  w(a) ^  0 , /3 =  h (a )  7̂  0 — условия невырожденности.
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Рис. 4.16. Бифуркационная диаграмма и грубые фазовые портреты для бифурка­
ции «нейтральное равновесие с нулевыми первой и второй ляпуновскими вели­
чинами» (случай /з <  0)

Система (4.24) имеет две различные бифуркационные диаграммы, 
отвечающие различным знакам /3. Для случая /3 < 0 диаграмма пред­
ставлена на рис. 4.15 (противоположный случай сводится к данному 
заменой t —► —t, z —► z, /Д —► — /Д, /Д —► —/Д, /Д ^  — /Д)- На ней имеют­
ся две поверхности. Плоскость N  отвечает бифуркации рождения цикла 
из положения равновесия. На полуплоскости 7V_ потеря устойчивости 
фокусом мягкая, а на 7V+ — жесткая. Искривленной поверхности К  с 
особенностями отвечает нелокальная бифуркация коразмерности один — 
«двукратный цикл». Часть этой поверхности К \  отвечает устойчивому 
снаружи кратному циклу. Другая часть — ДД — неустойчивому снару­
жи кратному циклу. На поверхности К  имеется ребро возврата С —
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общая линия для указанных выше частей поверхности кратного цикла. 
На линии С  происходит нелокальная бифуркация коразмерности два — 
бифуркация слияния трех циклов. Мы рассмотрим ее ниже. Линия пе­
ресечения полуплоскости N _ с поверхностью К \  отвечает бифуркации 
коразмерности «один плюс один», при которой одновременно происхо­
дит изменение устойчивости фокуса и слияние удаленной от него пары 
циклов.

На рис. 4.16 бифуркационная диаграмма в окрестности точ­
ки Y  =  (0, 0, 0) для случая 1з < 0 представлена в виде двух проекций 
сферы.

Замечание. Поверхность, изображенная на рис. 4.14, как и поверх­
ности на рис. 3.3, 3.6, 3.7, встречается в теории особенностей гладких 
отображений. В. И. Арнольд предложил назвать эту поверхность «косо­
рог». Аналоги в теории особенностей имеют и другие бифуркационные 
поверхности, возникающие в окрестности бифуркаций коразмерности 
три (см. рис. 4.19 и 4.33).

4.4.2.1. Нелокальная бифуркация коразмерности два — 
трехкратный цикл

При движении по бифуркационному многообразию коразмерности 
один, отвечающему наличию в системе двукратного предельного цик­
ла, может нарушиться условие невырожденности для этой нелокальной 
бифуркации. Тогда при некоторых значениях параметров будут одновре­
менно выполняться условия:

/ч(а) =  0 , и(а) =  0 . (4.25)

Условием невырожденности для данной бифуркации будет неравенство

<5(а) =  а )  +  0,

где Р(£, а) — отображение последования для цикла, — неподвижная 
точка этого отображения. Указанное неравенство гарантирует трехкрат- 
ность цикла.

Модельное отображение последования для бифуркации «трехкрат­
ный цикл» имеет вид

i  — Pi +  С +  /?г£ +  5£3, (4.26)

где 5 =  5(a) ф 0 . Эта бифуркация аналогична бифуркации «трехкратное 
положение равновесия».

Имеются две различные бифуркационные диаграммы, определяемые 
знаком 5. Диаграмма для случая 5 < 0 изображена на рис. 4.17 (случай
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5 > 0 сводится к данному обращением знака времени и параметров). 
На ветвях К \  и К 2 полукубической параболы происходит бифуркация 
попарного слияния предельных циклов. В точке С  =  (0 , 0) сливаются 
все три предельных цикла, образуя негрубый устойчивый цикл.

Рис. 4.17. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации 
«трехкратный цикл» (случай 5 <  0)

Продолжим рассмотрение локальных бифуркаций коразмерности 
три. Более сложные, чем рассмотренные выше, бифуркации возникают 
при нарушении условий невырожденности для бифуркации «двукратное 
нейтральное равновесие» (два нулевых собственных числа). Таких усло­
вий два. Нарушение условия, обеспечивающего двукратность положения 
равновесия, приводит к появлению бифуркации коразмерности три с тре­
мя принципиально различными типами бифуркационных диаграмм. На­
рушение второго условия невырожденности дает еще одну бифуркацию 
коразмерности три.

4 .4 .3 . Бифуркация коразмерности три — трехкратное нейтральное 
равновесие

Пусть в системе имеется положение равновесия хо с двумя нуле­
выми собственными числами и нарушается первое из условий невыро­

к
с  ф  л
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жденности а(а) ф 0 для этой бифуркации (см. п. 3.3):

A i ( a ) = 0 , A2( a ) = 0 , a(a) =  0 . (4.27)

Модельная система для данной бифуркации имеет вид:

и 1 =  и2,
J112 =  0 1  0 2 ^ 1  Н- 03^2 Н- Ъи\ -Ь dU\U2 Н- cu \u 2 -

(4.28)

а б в

Рис. 4.18. Фазовый портрет в окрестности трехкратного нейтрального положения 
равновесия в системе (4.28): а — фокус (Ь < —d2/ 8); б — эллиптический сектор 
(—d2/8  < Ъ < 0); в — седло (Ъ > 0)

Условия невырожденности для данной бифуркации таковы:

Ь(а) ф 0 , d{ot) Ф 0 , е(ск) Ф 0 , d2(a) +  8Ь(а) ф 0 .

Различным сочетаниям знаков 6, е и d2 +  Sb отвечают 6 различ­
ных типов бифуркационных диаграмм. Пусть d > 0, е < 0 (другие 
случаи сводятся к данному заменой t —► —sign(e)t, и\ —► — sign(de)ui, 
U2 —>sign(<i)^2, 0i —»sign(de)/?i, 0 2  —► 0 2 , 0 3  —► —sign(e)/?3; отметим, что 
эта замена не меняет знака Ь). Характер негрубого положения равнове­
сия (т , U2 ) =  (0, 0) в системе (4.28) в точке Z  =  (Д , /?2, 0з) =  (0, 0, 0) 
зависит от соотношения между b u d .  Если b < —d2/ 8 , то положение рав­
новесия устойчиво и топологически эквивалентно фокусу. При Ъ > - d 2/ 8 
оно неустойчиво, причем в случае —d2/ 8 < b < 0 положение равновесия 
имеет эллиптический сектор (а также гиперболический и два параболи­
ческих), а при b > 0 оно топологически эквивалентно седлу (рис. 4.18).

Во всех случаях в системе возможно существование одного или 
трех грубых положений равновесия. Взаимное расположение бифурка­
ционных поверхностей кратности S  и нейтральности N  изображено на 
рис. 4.19. Поверхность S, на которой в системе (4.28) имеется двукрат­
ное положение равновесия, содержит ребро возврата А. Поверхность N,
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Рис. 4.19. Взаимное расположение поверхностей кратности и нейтральности в 
окрестности бифуркации «трехкратное нейтральное равновесие»

на которой в системе (4.28) имеется нейтральный фокус или седло, об­
ладает особенностью типа «сборка», которая «вписана» в поверхность 
кратности.

Бифуркационные диаграммы для каждого из этих трех случаев 
должны изучаться отдельно.

4.4.3.1. Трехкратное нейтральное равновесие (случай фокуса)

Пусть d > 0, е < О, Ъ < —d2/ 8 . Бифуркационная диаграмма для 
этого случая представлена на рис. 4.20 с помощью двух проекций сферы, 
охватывающей точку Z =  (0 , 0 , 0).

На такой сфере имеется область значений параметров, отвечающая 
существованию в системе (4.28) трех положений равновесия — седла и 
двух неседел (узлов или фокусов). Эта область имеет характерную фор­
му «губ» и ограничена линией попарного слияния положений равновесия 
(линией кратности), имеющей две точки возврата А \ и А 2 . Вне «губ» в 
системе имеется одно положение равновесия — неседло. В точках A i ?2
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Рис. 4.20. Бифуркационная диаграмма и грубые фазовые портреты для бифур­
кации «трехкратное нейтральное равновесие» (случай фокуса, d >  0, е <  0, 
Ъ <  d2/ 8)

на линии кратности происходят бифуркации коразмерности два — сли­
ваются три положения равновесия.

На сфере далее имеется линия нейтральности, отвечающая нали­
чию в системе положения равновесия с Ai +  А2 =  0. Часть линии ней­
тральности является бифуркационной и отвечает бифуркации рождения 
цикла. Этот цикл рождается из одного из фокусов внутри «губ» и из 
единственного фокуса вне «губ». Другой участок линии нейтральности, 
который отмечен пунктиром, не является бифуркационным и отвечает 
нейтральному седлу. Линия нейтральности касается линии кратности 
в двух точках В \  и £>2, отвечающих наличию в системе равновесия
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с Ai =  А2 =  0. На линии нейтральности имеется еще одна точка F, 
отвечающая локальной бифуркации коразмерности два — обращению в 
нуль первой ляпуновской величины.

На сфере, кроме того, имеются линии нелокальных бифуркаций ко­
размерности один. Это линии кратных циклов и петель сепаратрис. Вы­
ходящие из точек В i ?2 линии малых петель сепаратрис седла заканчива­
ются на линии кратности в точках Е\  и Е 2 . На линии кратности лежат 
также концы линии «большой» петли — точки Е% и Eft. Концевым точкам 
линий сепаратрис седла Ej (j =  1, 2, 3, 4) соответствует нелокальная би­
фуркация коразмерности два, при которой на фазовом портрете возни­
кает особая петля сепаратрисы седлоузла. Мы подробно рассмотрим эту 
бифуркацию ниже. Линия кратных циклов, выходящая из точки F  на 
линии нейтральности, заканчивается на линии «большой» петли сепара­
трисы седла в точке D, отвечающей нейтральному седлу. Соответствую­
щая бифуркация также будет рассмотрена ниже. Некоторая часть линии 
кратности отвечает нелокальной бифуркации коразмерности один — ро­
ждению предельного цикла из петли сепаратрисы седлоузла (участки 
Eft Eft и Eft Eft линии кратности). Опишем эту бифуркацию.

Нелокальная бифуркация коразмерности один — петля сепара­
трисы седлоузла. Пусть при некоторых значениях параметров в системе
(4.1) имеется положение равновесия хо типа седлоузел, удовлетворяю­
щее бифуркационному условию Ai =  0 и условиям невырожденности 
А2 0, а 0 для бифуркации «двукратное равновесие» (п. 4.2.1). Рас­
смотрим случай А2 < 0 , а > 0 (другие случаи получаются из данного 
заменой, приведенной в п. 4.2.1). Предположим, что выходящая сепара­
триса седлоузла (она отвечает нулевому собственному числу) возвраща­
ется в него же, образуя петлю. Наличие такой петли не является допол­
нительным бифуркационным условием, поскольку имеется континуум 
траекторий, входящих в седлоузел и образующих его узловой сектор.

Потребуем теперь, чтобы сепаратриса не совпадала с границей уз­
лового сектора, а лежала строго внутри него — это есть условие невы­
рожденности. Аналитически это условие означает, что при входе в сед­
лоузел, как и при выходе из него, сепаратриса касается собственного 
вектора, отвечающего Ai =  0 , и вместе с точкой хо образует гладкую 
замкнутую инвариантную кривую.

Возьмем в качестве бифуркационного параметра параметр /ft мо­
дельной системы (4.6). При /ft < 0 в системе существуют два поло­
жения равновесия — седло и узел. Они сливаются при f t  =  0 и ис­
чезают при /ft > 0 (рис. 4.21). Если следить только за положениями 
равновесия, то события этим и исчерпываются. Однако из-за наличия у 
седлоузла гладкой петли сепаратрисы при /ft =  0 , при всех достаточно 
малых /ft в системе имеется гладкая замкнутая инвариантная кривая,
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Рис. 4.21. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации «пет­
ля сепаратрисы седлоузла» (а >  О, Л2 <  0)

близкая к петле. Это кривая при Ai < 0 составлена из сепаратрис седла 
и двух положений равновесия — седла и узла, а при Ai > 0 являет­
ся предельным циклом. Таким образом, слияние и исчезновение двух 
положений равновесия приводят в данном случае к рождению предель­
ного цикла. Этот цикл, как и узел, устойчив в силу условия Л2 < 0 
(при Л2 > 0 оба они будут неустойчивы). Заметим, что при обрат­
ном движении по параметру Р\ положения равновесия рождаются «на 
предельном цикле» и тем самым разрушают периодическое движение в 
системе.

Нелокальная бифуркация коразмерности два — особая петля се­
паратрисы седлоузла. Будем двигаться в пространстве параметров си­
стемы (4.1) по бифуркационному многообразию коразмерности один, от­
вечающему наличию в системе седлоузла хц с гладкой петлей сепаратри­
сы. При некоторых значениях параметров сепаратриса, образующая пет­
лю, может совпасть с границей узлового сектора. Наличие такой особой 
петли (она уже не является гладкой, поскольку граничные траектории 
касаются собственного вектора, отвечающего ненулевому собственному 
числу Л2) есть второе бифуркационное условие (первое — Ai =  0), опре­
деляющее бифуркацию коразмерности два — «особая петля сепаратрисы 
седлоузла».

Условия невырожденности для данной бифуркации совпадают с 
условиями невырожденности для бифуркации «двукратное равновесие»: 
А2 ф 0 , а ф 0 .

Пусть Ai — параметр модельной системы (4.6), управляющий би­
фуркацией положений равновесия, а параметр А2 равен (при Ai =  0) 
значению функции расщепления сепаратрис седлоузла, образующих осо­
бую петлю. Функция расщепления определяется здесь на локальной се­
кущей, построенной вблизи седлоузла хц на сепаратрисе, отвечающей 
Ai =  0 , и равна, как и ранее, разности координат пересечения с секущей 
входящей и выходящей сепаратрис.
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Рис. 4.22. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации 
«особая петля сепаратрисы седлоузла» (Аг <  0, а >  0)

Особая петля может быть малой и большой. Остановимся для опре­
деленности на случае малой петли (диаграмма для большой петли экви­
валентна диаграмме для малой).

Бифуркационная диаграмма, отвечающая данной бифуркации, по­
казана для случая А2 < 0, а > 0 на рис. 4.22. (Диаграммы для других 
сочетаний знаков а и А2 можно получить из рассмотренной здесь с помо­
щью замены t —► — sign(A2)t, /?i —»sign(a)/?i, Д2 —► — sign(A2)/?2-) На ней 
имеются две линии. Одна из них (S) отвечает бифуркации «двукратное 
равновесие». На участке Si этой линии происходит бифуркация рожде­
ния предельного цикла из гладкой петли сепаратрисы седлоузла. Вторая 
линия — это линия Р  петли сепаратрисы седла. Она входит в точку 
Е  =  (0, 0), касаясь линии кратности S.

Нелокальная бифуркация коразмерности два — нейтральная 
петля сепаратрисы седла. Если двигаться в пространстве параметров
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системы (4.1) по бифуркационному многообразию коразмерности один, 
отвечающему наличию в системе (малой или большой) петли сепаратри­
сы седла, то при некоторых значениях параметров седло может стать 
нейтральным:

а (а) =  Ai(a) +  Аг(а) =  0 . (4.29)

Наличие петли и условие (4.29) определяют бифуркационное многооб­
разие коразмерности два, отвечающее нелокальной бифуркации «ней­
тральная петля сепаратрисы седла». В окрестности этой бифуркации из 
петли сепаратрисы рождаются два предельных цикла.

Условие невырожденности для данной бифуркации имеет 
вид 0(a) ф 1, где в =  0(a) — коэффициент в модельном отобра­
жении (4.20). Отметим, что при в < 1 петля устойчива, а при в > 1 
неустойчива. В терминах исходной системы (2.1) величина в может 
быть найдена по формуле

где интеграл берется по решению, отвечающему петле сепаратрисы.
Возьмем в качестве бифуркационного параметра /?2 значение функ­

ции расщепления сепаратрис, а в качестве параметра /?2 — седловую 
величину а. Модельное отображение в данном случае имеет вид:

£ = - P i  + 0£1~(h/Xl, (4.30)

где О ф 1, Ai > 0 .
Бифуркационная диаграмма для рассматриваемой бифуркации опре­

деляется знаком величины 0 — 1. Диаграмма изображена на рис. 4.23 для 
случая большой петли и 0 < 1 (случай 0 > 1 сводится к данному обраще­
нием знака времени и параметров). Линия Р  отвечает наличию в системе 
петли сепаратрисы седла, причем на участке Р_ петля устойчива (сг <  0), 
а на участке Р+ неустойчива (а > 0). В точку D  =  (0, 0) на линии Р  
входит линия К  другой нелокальной бифуркации коразмерности один — 
линия кратного цикла. Условие 0 ф 1 обеспечивает двукратность цикла 
на этой линии. Линия К  касается линии Р  в точке D. (Отметим, что во 
всех рассмотренных ранее случаях порядок касания бифуркационных 
линий был степенным, как правило, квадратичным. Здесь же порядок 
касания экспоненциальный.)

Пример: модель системы «хищник—жертва». Примером бифур­
кации «трехкратное нейтральное равновесие» типа «два неседла — 
седло» может служить модель системы «хищник—жертва», описанная



Гл а в а  4 . Д и н а м и ч е с к и е  с и с т е м ы  н а  п л о с к о с т и 31 9

ф

Рис. 4 .2 3 . Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации 
«нейтральная петля сепаратрисы седла» (случай в <  1)

в гл. 1. После масштабирования переменных и параметров соответству­
ющая система дифференциальных уравнений принимает вид:

'й  = и - - Ш — - еи2,
■ + auv г 2 (4.31)v = —j v  +  ^  5гг.

1 +  cm

В пространстве четырех параметров {<д, 7 , 5, г} существует кривая, 
отвечающая бифуркации коразмерности три — «нейтральное трехкрат­
ное равновесие». Исчерпывающее представление о полной структуре па­
раметрического портрета системы дает его двумерный {<д, 5}-срез при 
£ «  1 и произвольном 7 . На рис. 4.24 схематически изображены па­
раметрический портрет и грубые фазовые портреты системы. Нетрудно 
видеть их сходство с портретами, представленными на рис. 4.20.
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Рис. 4.24. Параметрический и фазовые портреты системы «хищник—жертва» в 
окрестности бифуркации «трехкратное нейтральное равновесие» (случай фокуса)

Экологическая интерпретация полученных результатов состоит в 
том, что в рамках рассматриваемой модели в системе «хищник—жертва» 
могут реализовываться два типа равновесного сосуществования обеих 
популяции. В первом случае, отвечающем равновесию со сравнительно 
низкими численностями, хищник и жертва взаимно лимитируют друг
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друга. Во втором случае, отвечающем высоким численностям популя­
ции, популяция жертвы «ускользает» из-под контроля хищника и ста­
билизируется на уровне, определяемом доступными ей ресурсами. Со­
ответственно численность популяции хищника при этом также опреде­
ляется отличными от жертвы ресурсами. Каждое из этих равновесий 
может быть в зависимости от значении параметров как устойчивым, так 
и неустойчивым. Соответственно в системе возможны также автоколе­
бательные режимы. При некоторых значениях параметров устойчивы­
ми могут быть оба равновесия или одно из равновесий и предельный 
цикл. Тогда на фазовом портрете существует граница областей притя­
жения каждого режима (сепаратриса седла или неустойчивый предель­
ный цикл), причем эта граница может быть устроена довольно сложным 
образом.

4 .4 .3 .2 . Трехкратное нейтральное равновесие (случай 
эллиптического сектора)

Если —d2/ 8 < b < 0, то начало координат в системе (4.28) при 
нулевых значениях параметров является неустойчивым положением рав­
новесия с эллиптическим сектором.

Бифуркационные линии на сфере, отвечающие локальным бифурка­
циям, устроены здесь так же, как и в случае b < —d2/ 8 . Линии нело­
кальных бифуркаций начинаются в тех же точках локальных бифур­
каций коразмерности два, что и в случае b < —d2/ 8 . В их дальнейшем 
поведении, однако, имеется радикальное отличие — они могут «внезапно 
обрываться».

Зафиксируем некоторую область на фазовой плоскости, содержа­
щую начало координат. При изменении параметров на любой сфере сколь 
угодно малого радиуса, окружающей точку Z =  (0 , 0 , 0), предельные 
циклы системы (4.28) могут выходить за границу выбранной фазовой 
области. Таким образом, на бифуркационной диаграмме системы (4.28) 
в этом случае появляются бифуркационные линии, отвечающие выходу 
предельных циклов на границу заданной области фазовой плоскости. На 
этих линиях «обрываются» кривые обычных нелокальных бифуркаций.

Полная бифуркационная диаграмма для данного случая не постро­
ена.

4 .4 .3 .3 . Трехкратное нейтральное равновесие (случай седла)

Если b > 0, d > 0, е < 0, то начало координат в системе (4.28) 
при ненулевых значениях параметров топологически эквивалентно седлу. 
Бифуркационная диаграмма системы (4.28) в этом случае изображена на 
рис. 4.25.
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Рис. 4.25. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для бифуркации 
«трехкратное нейтральное равновесие» (случай седла, b >  0, d >  0, е <  0)

Как и в предыдущих случаях, на сфере имеется область значений 
параметров («губы»), отвечающая существованию в системе трех поло­
жений равновесия — в данном случае двух седел и неседла (узла и 
фокуса). Граница этой области — линия кратности — имеет две точки 
возврата и А^, отвечающие бифуркации «трехкратное равновесие». 
Вне области, ограниченной линией кратности, в системе имеется един­
ственное положение равновесия — седло.

Линия нейтральности Ai +  А2 =  0 является здесь бифуркационной 
только внутри «губ» и отвечает бифуркации рождения цикла из фокуса.
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Д<0 Д=0 Д>0

Рис. 4.26. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для случая сепара­
трисы, идущей из седла в седло

На этой линии имеется точка F, в которой в нуль обращается первая ля- 
пуновская величина. Линия нейтральности касается линии кратности в 
двух точках В \  и £>2, отвечающих бифуркации «двукратное нейтральное 
равновесие».

Линии нелокальных бифуркаций коразмерности один, выходящие 
из точек локальных бифуркаций коразмерности два — линии малых пе­
тель сепаратрис и линии кратных циклов,— входят в точку G, отвечаю­
щую наличию в системе сепаратрисного контура с двумя седлами. Это 
нелокальная бифуркация коразмерности два, нам еще не встречавшая­
ся. Мы рассмотрим ее ниже. В точке G пересекаются еще две линии 
нелокальной бифуркации коразмерности один — возникновение сепара­
трисы, идущей из одного седла в другое. Линии сепаратрис, идущих из 
одного седла в другое, заканчиваются на линии двукратных положений 
равновесия в точках R j ( j  =  1, 2, 3, 4), отвечающих наличию сепаратри­
сы, идущей из седла в седлоузел. Это еще одна нелокальная бифуркация 
коразмерности два.

Нелокальная бифуркация коразмерности один — сепаратриса, 
идущая из седла в седло. Пусть в системе имеются два седла — х \  и т 2- 
При некоторых значениях параметров сепаратриса, выходящая из одно­
го седла, может совпасть с входящей сепаратрисой второго седла. Это 
геометрическое условие определяет в пространстве параметров систе­
мы (4.1) бифуркационное многообразие коразмерности один. При сдвиге 
с этого многообразия сепаратрисы «расщепляются». Перестройки фа­
зовых портретов для данной бифуркации представлены на рис. 4.26. 
Здесь /?i — значение функции расщепления сепаратрис.

Нелокальная бифуркация коразмерности два — сепаратрисный 
контур. Будем двигаться в пространстве параметров системы (2.1) по 
бифуркационному многообразию коразмерности один, отвечающему на­
личию в системе сепаратрисы, идущей из одного седла х \  в другое Х2 . 
При некоторых значениях параметров могут совпасть еще две сепара­
трисы седел х \  и ^ 2, так что возникает сепаратрисный контур. Это би­
фуркация коразмерности два.
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Для описания данной бифуркации построим две локальные секу­
щие: одну на входящей сепаратрисе седла х \  и вторую на входящей 
сепаратрисе седла Х2 . Определим на этих секущих координаты и £2 и 
соответственно введем две функции расщепления сепаратрис (рис. 4.27):

f i{a )  = £ Г  - Щ  

/2 О ) =  £2 — £2" >

где — координаты пересечения с секущей входящих сепаратрис, 
а — выходящих (г =  1, 2).

Рис. 4.27. Функции расщепления для сепаратрисного контура

Бифуркационные условия, отвечающие образованию сепаратрисного 
контура, имеют вид: f i (a )  =  0, /г(ск) =  0. Выберем в качестве бифур­
кационных параметров /Д и /?2 значения функций расщепления сепара­
трис /1 и /2  соответственно. Пусть Ai(a) > 0 > A2(a) — собственные 
числа седла х \,  а /ii(a ) > 0 > /i2(a) — седла Ж2- Условиями невырожден­
ности для данной бифуркации будут неравенства: Hi (a) 7̂  1, ^ ( a )  7̂  1, 
Пз(ск) 1, где fii =  —А1/А2, П2 =  — / i i / / i2> — ^ 1^ 2-

Рассмотрим суперпозицию двух отображений соответствия, перево­
дящих одну секущую в другую посредством траекторий системы. Мо­
дельные варианты этих отображений записываются в следующей форме:

6  =  ~Р2 + e ^ l /Q l, Ci =  -01  + в2£ /П2, (4.32)

где 01 0 , 02 7̂  0 -
Вид бифуркационной диаграммы зависит от сочетания знаков вели­

чин Qj — 1 и принципиально различен для случаев, когда Hi и П2 лежат 
по одну или по разные стороны от единицы (т. е. седловые величины
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седел х \  и Х2 одного или разных знаков). В первом случае из сепара­
трисного контура может родиться самое большее один предельный цикл, 
а во втором — два.

G

G

А

Qt

Q1

А

Рис. 4.28. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для сепаратрисного 
контура (случай Qi < 1, П2 < 1)

Пусть Hi < 1 и П2 < 1- На бифуркационной диаграмме (рис. 4.28) 
точка G =  (0 , 0) является общей для шести линий, отвечающих бифур­
кациям сепаратрис: линий pi(i =  1, 2, 3, 4) сепаратрис, идущих из сед­
ла х \  в седло Х2 , и наоборот, линий Pi и Р2 «малых» петель сепаратрис 
седел х \  и Х2 . Отметим, что линии Pi и Р 2 касаются, соответствен­
но, линий cpi и ip2 • При движении вокруг точки G по часовой стрелке 
устойчивый предельный цикл рождается из петли сепаратрисы седла х \  
на линии Pi и умирает на петле сепаратрисы седла Х2 на линии Р 2.

Пусть теперь Hi и П2 лежат по разные стороны от единицы: не огра­
ничивая общности, можно считать, что Hi < 1, П2 > 1. Пусть П3 < 1. 
Бифуркационная диаграмма в этом случае также содержит шесть би­
фуркационных линий, отвечающих бифуркациям сепаратрис (рис. 4.29). 
Однако, в отличие от предыдущего случая, малые петли на линиях Pi 
и Р 2 имеют разную устойчивость, и из них рождаются соответственно 
устойчивый и неустойчивый предельные циклы. Эти циклы сливаются 
на линии К  кратных циклов.

В рассмотренных нами двух случаях в силу условия П3 < 1 сепа­
ратрисный контур в точке G устойчив. Бифуркационные диаграммы для 
случаев Qi > 1, П2 > 1 и Qi > 1, П2 < 1 (П3 > 1) могут быть получены 
из диаграмм, изображенных на рис. 4.28 и рис. 4.29 соответственно с 
помощью замены t —► —t, f3\ —► —/?ь /З2 —► —/?2-
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Рис. 4.29. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для сепаратрисного 
контура (случай Hi < 1, П2 > 1, < 1)

Замечание 1. В точке G на рис. 4.25, отвечающей образованию 
сепаратрисного контура, выполнены условия: (fii — 1) ( ^ 2—1) < О, Q3 < 1.

Замечание 2. Сепаратрисный контур может иметь три различные 
конфигурации, показанные на рис. 4.30 (а, б, в). Мы рассмотрели по­
дробно случай малого контура, реализующийся в окрестности локальной 
бифуркации коразмерности три (п. 4.4.3.3). Бифуркационные диаграм­
мы для большого контура эквивалентны соответствующим диаграммам 
для малого (аналогично диаграммам для большой и малой петель). В то 
же время диаграммы для смешанного контура устроены более сложно: 
кроме уже указанных бифуркационных линий, на них имеется счетное 
число линий, отвечающих сепаратрисам, идущим из седла в седло и со­
вершающим различное число оборотов и (и =  1, 2 , 3 . . . )  вокруг одного 
из седел. Эти линии образуют два пучка («веера»), примыкающих либо 
к линии петли сепаратрисы, либо к линии кратных циклов. Отметим, 
что для «малого и большого» контуров 01 > 0 , 02 > 0 , для смешанно­
го 01 < 0 , 02 < 0 .

Нелокальная бифуркация коразмерности два — сепаратриса, 
идущая из седла в седлоузел. Будем двигаться в пространстве пара­
метров системы (4.1) по бифуркационному многообразию коразмерности
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один, отвечающему наличию в системе двукратного положения равнове­
сия — седлоузла х \  с собственными числами Ai =  О, А2 7̂  0. При неко­
торых значениях параметров сепаратриса, выходящая из некоторого сед­
ла Х2 , может входить в рассматриваемый седлоузел х \  по границе его 
узлового сектора. Это геометрическое условие наряду с условием Ai =  0 
выделяет искомую бифуркацию коразмерности два.

Пусть в седлоузле выполнены усло­
вия невырожденности А2(<а) ф 0 , а(а) ф 0 
для бифуркации «двукратное равновесие».
Возьмем в качестве параметра /Д пара­
метр модельной системы (4.6), а в ка­
честве параметра /Д — значение функ­
ции расщепления сепаратрис, определен­
ной на выходящей сепаратрисе вбли­
зи седла Х2 . Бифуркационная диаграм­
ма для случая А2 < 0 , а > 0 изображена 
на рис. 4.31. Диаграммы для других со­
четаний знаков й и А2 даются заменой 
t -► —sign(A2)i, /3i ->sign(a)/?i, /32 -►
—sign(A2)/32.

Пример: модель иммунной си­
стемы. Бифуркация «трехкратное ней­
тральное равновесие» типа «два седла— 
неседло» возникает в модели иммунной си­
стемы (1.3), представленной в гл. 1.

В окрестности рассматриваемой би­
фуркации реализуется качественно новое 
явление, с которым мы ранее не сталки­
вались: монотонное изменение параметров рИс. 4.30. Различные типы се- 
(не ограниченное никаким условием типа паратрисных контуров: а — 
равенства) приводит к бифуркации, каче- малый; б — большой; в — сме- 
ственный исход которой предсказуем лишь шанный 
в вероятностном смысле. Рассмотрим си­
туацию подробнее на конкретном примере. На рис. 4.32 схематически 
изображены фрагмент параметрического портрета системы (1.3) в ко­
ординатах {/i, j}  при некоторых фиксированных значениях остальных 
параметров и некоторые из фазовых портретов. Нумерация областей 
отвечает нумерации на бифуркационной диаграмме модельной систе­
мы (рис. 4.25).

Замечание. На рис. 4.25 приведена диаграмма для случая de < 0 , 
где <i, е — коэффициенты модельной системы (4.28). В данном же приме-
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Рис. 4.31. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты для случая сепара­
трисы, идущей из седла в седлоузел (А2 < 0, а > 0)

ре реализуется случай de > 0 , получаемый из рассмотренного обращени­
ем знака времени. Штрихи при номерах областей на рис. 4.32 означают, 
что соответствующие фазовые портреты на рис. 4.25 и рис. 4.32 разли­
чаются направлением времени.

С точки зрения содержательной интерпретации интересны грубые 
фазовые портреты, на которых представлены все три равновесия, воз­
никающие из «трехкратного нейтрального равновесия», — два седла С 
и D  и неседло В. Число притягивающих режимов при этом равно либо 
двум — это уход траекторий на бесконечность (неограниченный рост у) 
и равновесие А, либо трем, когда добавляется равновесие С . (Вдали от 
значений параметров, отвечающих рассматриваемой бифуркации, воз­
можны и некоторые другие типы фазовых портретов.)

Все три режима допускают естественную биологическую интерпре­
тацию: неограниченный рост концентрации опухолевых клеток отвечает 
гибели организма, равновесие А  с нулевой концентрацией опухолевых
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Рис. 4.32. Параметрический (а) и фазовые (б) портреты модели иммунной си­
стемы в окрестности бифуркации «трехкратное нейтральное равновесие» (случай 
седла). Увеличение параметра /х при значениях j  в интервале (Д, Д) приводит 
либо к излечению, либо к гибели организма (явление динамической неопреде­
ленности)

клеток — полному выздоровлению, а равновесие С — «дремлющей» опу­
холи, рост которой сдерживается иммунной системой организма.

На рис. 4.32 видно, что монотонное изменение значений одного и 
того же параметра, например рост /х (уровень активности системы неспе­
цифического иммунитета), может приводить, в зависимости от значений 
второго параметра j  (интенсивность притока специфических иммунных 
клеток), к кардинально различным последствиям. Действительно, при 
малых значениях j ( j  < Д ) увеличение /х приводит к гибели организма, 
тогда как при больших j ( j  > Д ) — к излечению. При промежуточных 
значениях Д Д  < j  < Д )  исход событий непредсказуем, точнее, предска­
зуем лишь в вероятностном смысле. При жесткой потере устойчивости 
равновесия С  на границе областей 7' и 12' система «уходит на беско­
нечность» или попадает в состояние А  с вероятностями, определяемыми 
отношением площадей спиралевидных областей их притяжения, скручи­
вающихся с равновесия С.
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Описанное явление, состоящее в том, что жесткая потеря устой­
чивости наблюдаемого режима приводит к установлению одного из 
нескольких новых альтернативных режимов, называется динамической 
неопределенностью1.

4 .4 .4 . Бифуркация коразмерности три — двукратное нейтральное 
равновесие с дополнительным вырождением

Пусть в системе имеется положение равновесия хо с двумя нулевы­
ми собственными числами и нарушается второе условие невырожденно­
сти d(a) 0 для этой бифуркации (см. п. 3.3):

A i ( a ) = 0 , A2(a) =  0 , d(a) =  0 . (4.33)

Модельная система для данной бифуркации коразмерности три име­
ет вид:

(iii =  U 2 , (4 .3 4 )
\il2  =  Pi Н- @2^2 Н- Рз^1^2 Н- Ctuf -р fu^U2-

Условия невырожденности записываются в виде а =  а(а) ^  0, 
/  =  f ( a )  0. Условие а ^  0 обеспечивает двукратность негрубого поло­
жения равновесия в точке W  =  (Д , /?2, Рз) =  (0 , 0 , 0).

Характер бифуркационной диаграммы системы (4.34) определяется 
знаком произведения а / .  Рассмотрим подробно случай а > 0, /  < 0 
(другие случаи сводятся к данному заменой

t -s ig n  (a f ) t , т  sign {а)иъ  
U2 -s ig n  (f ) u 2, Pi Sign (a)/?b
Р2 -s ig n  (a f ) p 2, Рз -s ig n  (/)/%.

Взаимное расположение поверхностей кратности и нейтральности 
на бифуркационной диаграмме системы (4.34) представлено на рис. 4.33. 
Поверхность кратности S  в модельной системе плоская, а поверхность 
нейтральности N  образует «зонтик Уитни» (без ручки). На рис. 4.34
бифуркационная диаграмма в окрестности точки W  представлена с по­
мощью проекции полусфер.

На одной полусфере в системе (4.34) имеются два положения равно­
весия — седло и неседло (узел или фокус), на другой положения равнове­
сия отсутствуют. Линия, отвечающая бифуркации слияния двух равно­
весии (линия кратности), ограничивает полусферы. Линия нейтрально­
сти А1+А2 =  0 имеет в системе (4.34) вид восьмерки, одна часть которой

хШ илъ никовЛ .П . Теория бифуркаций динамических систем и опасные границы / /  
Докл. АН СССР. 1975, т. 224, №  5.
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Рис. 4.33. Взаимное расположение поверхностей кратности и нейтральности в 
окрестности бифуркции «двукратное нейтральное равновесие с дополнительным 
вырождением»

отвечает бифуркации рождения цикла из фокуса, а другая — небифур­
кационной линии нейтральности седла (она изображена пунктиром).

Линия нейтральности касается линии кратности в двух точках В \  
и £>2, отвечающих локальной бифуркации коразмерности два — «дву­
кратное нейтральное равновесие». На линии нейтральности фокуса име­
ется точка F, соответствующая локальной бифуркации коразмерности 
два — наличию в системе нейтрального фокуса с равной нулю первой 
ляпуновской величиной.

Рассмотрим теперь поведение линии нелокальных бифуркаций ко­
размерности один. Все такие линии здесь выходят из точек локальных 
бифуркаций коразмерности два. На бифуркационной диаграмме имеется 
линия, отвечающая существованию в системе петли сепаратрисы седла. 
Эта линия соединяет точки В \  и £>2- На одной части этой линии петля 
сепаратрисы устойчива, на другой неустойчива. Точка D  пересечения 
линии петли с линией нейтральности седла является бифуркационной 
точкой, отвечающей наличию в системе нейтральной петли сепаратри-
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Рис. 4.34. Бифуркационная диаграмма и грубые фазовые портреты для бифур­
кации «двукратное нейтральное равновесие с дополнительным вырождением» 
(случай а > 0, /  < 0)

сы. Наконец, бифуркационная линия, на которой в системе (4.34) име­
ется кратный цикл, соединяет точки F  и D  бифуркаций коразмерно­
сти два.

Пример: модель каталитической реакции. Пример бифуркации 
«двукратное нейтральное равновесие с дополнительным вырождением» 
дает модель каталитической реакции (1.1), описанная в гл. 1. Систе­
ма (1.1) трехмерная, соответственно каждое положение равновесия ха­
рактеризуется в ней тремя собственными числами. Одно из них всегда 
действительно и отрицательно, а два других могут быть действительны­
ми или комплексно-сопряженными и лежать как в левой, так и в правой 
полуплоскостях. Отсюда следует, что при бифуркационных значениях 
параметров количество критических (т. е. лежащих на мнимой оси) соб­
ственных чисел может равняться одному или двум.
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Рис. 4.35. Параметрические (а) и фазовые (б) портреты модели каталитиче­
ской реакции в окрестности бифуркации «двукратное нейтральное равновесие с 
дополнительным вырождением». Модель демонстрирует свойства как каталити­
ческого триггера, так и каталитического осциллятора

Это означает, что бифуркации равновесий в системе (1.1) происходят 
так же, как в одно- и двухмерных системах, и для их изучения и опи­
сания можно, на основании принципа сведения (см. следующую главу), 
использовать все приведенные выше результаты. При этом бифуркаци­
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онные диаграммы полностью сохраняют свой вид, а двухмерные фазовые 
портреты естественно достраиваются до трехмерных путем добавления 
еще одного независимого направления, по которому равновесия и циклы 
экспоненциально устойчивы.

В 7-мерном пространстве параметров системы (1.1) имеется че­
тырехмерное многообразие, отвечающее бифуркации «двукратное ней­
тральное равновесие с дополнительным вырождением». Динамические 
свойства системы вблизи этого многообразия иллюстрируют парамет­
рические портреты на плоскости параметров (&2, к), где к =  к-^ /к^ ,  
и соответствующие фазовые портреты, схематически изображенные на 
рис. 4.35. При этом фазовые портреты представлены «плоскими», как в 
соответствующей модельной системе; третье направление мыслится пер­
пендикулярным плоскости рисунка, по нему с течением времени все тра­
ектории стремятся к этой плоскости. Для наглядности один из фазовых 
портретов, отвечающих области 5', изображен на рис. 4.36 в трехмерном 
представлении.

Замечание. Нумерация областей на рис. 4.35 соответствует рис. 4.34. 
Штрих, как и выше, означает изменение направления времени на фазо­
вых портретах (рис. 4.34), отвечающих случаю a f  < 0, на противопо­
ложное, поскольку в данном примере реализуется случай a f  > 0 .

Рис. 4.36. Трехмерный фазовый портрет модели каталитической реакции в об­
ласти 5;

Модель (1.1), как видно из ее параметрических и фазовых портре­
тов, при различных значениях параметров демонстрирует свойства как
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каталитического триггера, так и каталитического осциллятора. В первом 
случае это означает возможность протекания реакции в двух стационар­
ных режимах с большой и малой скоростью реакции, а во втором — ав­
токолебания скорости реакции. При изменении значений параметров в 
модели могут происходить такие критические явления, как скачкооб­
разные переходы с одного стационарного режима на другой, мягкое и 
жесткое возбуждение автоколебаний, срыв автоколебаний.

Замечание. При изображении параметрических и фазовых портре­
тов, относящихся к конкретным примерам (рис. 4.24, 4.32, 4.35), мы 
не придерживаемся строго «локальной» точки зрения, согласно кото­
рой параметрический портрет ограничивается окрестностью изучаемой 
бифуркационной точки, а фазовые портреты — окрестностью бифурци- 
рующего множества. Поэтому на портретах конкретных систем имеются 
«лишние» по сравнению с портретами соответствующих модельных си­
стем особые траектории и бифуркационные многообразия (равновесие А  
на рис. 4.32, бифуркационные точки А, £>2 и D 2 на рис. 4.35 и т.д.), не 
связанные непосредственно с обсуждаемыми бифуркациями.
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ЦЕНТРАЛЬНОЕ МНОГООБРАЗИЕ 
И ПРИНЦИП СВЕДЕНИЯ

Изложенные в предыдущих главах результаты для локальных би­
фуркаций коразмерности один, два и три в одномерных и двухмерных 
системах применимы к многомерным и даже некоторым бесконечномер­
ным задачам. Процедура, позволяющая эффективно понижать размер­
ность при анализе бифуркаций и переносить результаты этого анализа 
бифуркаций в системах малой размерности на системы более высокой 
размерности, основана на фундаментальном принципе теории бифурка­
ций — принципе сведения1. Суть его составляют две теоремы — теорема 
о центральном многообразии и теорема сведения Шошитайшвили. Рас­
смотрим конечномерный случай.

Пусть при бифуркационных значениях параметров а  =  а$ в системе

х  =  F(x, а ), х  G R n, а  Е R m (5.1)

имеется положение равновесия хо с n s собственными числами в левой 
полуплоскости, п и — в правой и п с — на мнимой оси (ns -\-пи -\-пс =  п). 
В рассмотренных нами бифуркациях п с =  1, 2 . Указанным наборам соб­
ственных чисел отвечают собственные подпространства линеаризован­
ной при а  =  сц) в точке х  =  хо системы; обозначим их соответственно 
через T s, T w, Т с.

Утверждается, во-первых, что в фазовом пространстве системы (5.1) 
при а  =  «о существуют гладкие инвариантные многообразия W s, W u 
и W c (размерностей n s, п и и п с), проходящие через положение равно­
весия хо и касающиеся в этой точке подпространств T s, T w, и Т с соот­
ветственно. На многообразиях W s и W u поведение системы определя­
ется ее линейной частью, т. е. на W S(W U) траектории экспоненциально 
стремятся при t —► +оо (t —► оо) к положению равновесия хо. На много­
образии W c поведение фазовых траекторий определяется нелинейными

1 А рнольд В. И. Дополнительные главы теории обыкновенных дифференциальных урав­
нений. М.: Наука. 1978.



членами; это многообразие называется центральным, или нейтральным. 
Многообразие W c существует также при значениях параметров, близких 
к ао, и гладко зависит от параметров.

Рассмотрим ограничение системы (5.1) на центральное многообра­
зие

£ = Gc(€, а), (5.2)

где £ =  (£l, . . . ,  £п) — некоторая система координат на центральном мно­
гообразии (точке хо отвечает £ =  0).

Второе утверждение состоит в том, что при изменении параметров 
вблизи критических значений все топологические перестройки фазово­
го портрета происходят на центральном многообразии; эти перестройки 
определяются уравнением (5.2), а именно разбиение окрестности а$ на 
множества с одинаковыми фазовыми портретами совпадает для систем
(5.1) и (5.2). Фазовые портреты системы (5.1) в окрестности точки хо 
топологически эквивалентны соответствующим фазовым портретам си­
стемы

£ = G(£,a), £ е й Пс;
у — —у-, у с R Us] (5.3)
z = z, z g R Uu

в окрестности точки (£, у , z) =  (0 , 0 , 0). Система (5.3) получена из си­
стемы (5.2) добавлением «стандартного седла». Из сказанного следует, 
что бифуркационные диаграммы систем (5.1) и (5.3) топологически эк­
вивалентны.

Таким образом, рассматривавшиеся одно- и двухмерные системы 
можно считать ограничениями некоторых многомерных систем на од­
но- и двухмерные центральные многообразия. С технической точки зре­
ния применение указанных теорем состоит в следующем. Сначала с 
требуемой точностью находится собственно центральное многообразие. 
Затем система дифференциальных уравнении, описывающая поведение 
траекторий на центральном многообразии, приводится к модельной. Эта 
процедура на практике обычно выполняется с помощью ЭВМ (см., на­
пример, книгу Хэссарда и др.1, где подробно разобрана бифуркация ро­
ждения цикла из фокуса).
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^ э с с а р д Б .,  К азариновН ., Вэн И. Теория и приложения бифуркации рождения цикла. 
М.: М ир. 1985.



Заключительные замечания

Итак, мы описали все локальные бифуркации коразмерности один, 
два и три, возникающие в динамических системах на прямой и на плос­
кости. При этом описан также и ряд нелокальных бифуркаций кораз­
мерности один и два, происходящих вблизи локальных бифуркаций ко­
размерности два и три. Список всех рассмотренных бифуркаций, упоря­
доченных по коразмерности, приведен в табл. 1 и 2 .

Таблица 1. Локальные бифуркации

Коразмерность Бифуркация
1 Двукратное равновесие

Нейтральное равновесие (рождение цикла)

Трехкратное равновесие
Нейтральное равновесие с нулем первой ляпуновской 
величины
Двукратное нейтральное равновесие (два нулевых соб­
ственных числа)

Четырехкратное равновесие
Нейтральное равновесие с нулевыми первой и второй
ляпуновскими величинами
Трехкратное нейтральное равновесие
Двукратное нейтральное равновесие с дополнительным
вырождением

Среди нелокальных бифуркаций наибольший интерес представля­
ют те, которые связаны с перестройками предельных циклов. Табл. 2 
содержит все такие бифуркации коразмерности один. Нелокальные би­
фуркации коразмерности два таблицей не исчерпываются. Возможно, 
например, возникновение у седла двух малых петель сепаратрис с обра­
зованием сепаратрисного контура типа восьмерки. Данная нелокальная 
бифуркация коразмерности два возникает вблизи локальной бифуркации 
коразмерности четыре, связанной с обращением в нуль коэффициентов а 
и d в модельной системе (4.17).
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Коразмерность Бифуркация
1 Двукратный цикл 

Петля сепаратрисы седла 
Петля сепаратрисы седлоузла 
Сепаратриса, идущая из седла в седло

2 Трехкратный цикл
Нейтральная петля сепаратрисы седла 
Особая петля сепаратрисы седлоузла 
Сепаратрисный контур 
Сепаратриса, идущая из седла в седлоузел

Для того чтобы применить изложенные результаты при анализе кон­
кретных систем, необходимо прежде всего уметь находить бифуркаци­
онные значения параметров, отвечающие локальным бифуркациям. Как 
мы видели, бифуркации определяются рекуррентным образом: при на­
рушении одного из условии невырожденности для данной бифуркации 
возникает новая бифуркация на единицу большей коразмерности. По­
этому, чтобы в конкретной системе найти некоторую бифуркацию ко­
размерности к, необходимо последовательно выявить бифуркации ко­
размерностей 1, 2,. .. ,к — 1, предшествующие данной. При этом удобно
придерживаться следующей схемы.

Пусть сначала изменяется лишь один параметр изучаемой системы, 
т. е. рассматривается некоторая прямая в пространстве параметров. Дви­
гаясь по этой прямой, найдем значения параметра, отвечающие локаль­
ным бифуркациям коразмерности один, происходящим с некоторым по­
ложением равновесия. «Включим» теперь еще один параметр, и на плос­
кости двух параметров, проходящей через найденную бифуркационную 
точку, построим кривую, отвечающую этой бифуркации коразмерности 
один. На кривой найдем точки бифуркаций коразмерности два, затем 
сделаем переменным третий параметр и т. д. Такая процедура «движе­
ния по коразмерностям» может быть реализована на ЭВМ.

Предположим, что искомая локальная бифуркация коразмерности к 
уже найдена, т. е. имеется к -мерная плоскость в пространстве парамет­
ров и на ней точка М, отвечающая данной бифуркации. Теперь тре­
буется построить бифуркационную диаграмму в окрестности точки М, 
используя соответствующую модельную систему и ее бифуркационную 
диаграмму. Формально, чтобы решить эту задачу, необходимо сделать 
замену переменных и параметров, которая с требуемой точностью при­
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ведет изучаемую систему к модельной. На практике часть бифуркацион­
ных многообразий меньшей коразмерности, проходящих через данную 
точку, легко вычислить непосредственно в исходных параметрах, при­
чем модельная система указывает, какие именно многообразия следует 
искать. В ряде случаев взаимное расположение нескольких найденных 
многообразий позволяет полностью качественно описать бифуркацион­
ную диаграмму изучаемой системы.

Пусть, например, на плоскости двух параметров имеется точка би­
фуркации коразмерности два — «двукратное нейтральное равновесие». 
Построим проходящие через эту точку линии кратности и нейтрально­
сти (фактически указанная точка находится при движении по любой из 
этих линий). Если линии кратности и нейтральности гладкие и имеют 
в рассматриваемой точке общую касательную, то это будет означать, 
что выполнены соответствующие условия невырожденности. Из анали­
за модельной системы известно, что бифуркационная диаграмма содер­
жит линию петли сепаратрисы, касающуюся того участка линии ней­
тральности, который отвечает нейтральному фокусу ( А ц г  —  =Ьгги). Если 
фокусный участок линии нейтральности примыкает к той части линии 
кратности, где седлоузел имеет устойчивый узловой сектор, то на ли­
нии нейтральности ляпуновская величина 1\ < 0 , т. е. предельный цикл, 
рождающийся на этой линии и гибнущий на линии петли сепаратрисы, 
будет устойчив. В противном случае 1\ > 0 и цикл неустойчив.

В рассмотренном примере удается выбрать одну из двух альтер­
нативных бифуркационных диаграмм, не вычисляя явно коэффициенты 
модельной системы (4.17) a n d .  Это не всегда так. Например, при анали­
зе бифуркации коразмерности два «нуль первой ляпуновской величины» 
выбор между двумя возможными здесь бифуркационными диаграммами 
требует вычисления знака второй ляпуновской величины I2 в модель­
ной системе (4.14). В этом случае требуется явно приводить изучаемую 
систему к модельной (впрочем, лишь при бифуркационных значениях 
параметров).

Обратим внимание, что бифуркационные диаграммы изучаемой и 
модельной систем можно сопоставлять только тогда, когда выбранная 
к-мерная плоскость пересекает под ненулевыми углами бифуркацион­
ное многообразие, отвечающее данной бифуркации в изучаемой системе 
(трансверсальность). В противном случае имеем так называемое «выро­
ждение по параметрам».

Изложенные в брошюре сведения о бифуркациях позволяют прово­
дить детальное качественное исследование систем дифференциальных 
уравнений, возникающих в самых разных областях естествознания. Эти 
системы могут иметь, вообще говоря, произвольную размерность. Глав­
ное, что выделяет область применения изложенной здесь теории,— это 
возможные типы установившихся режимов. В данном случае их может 
быть два: стационарные состояния и периодические колебания. Если
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изучаемая система демонстрирует лишь такие установившиеся режимы, 
можно в значительной степени быть уверенным, что в ней реализуются 
описанные здесь типы бифуркаций. Если же наблюдаются также другие 
режимы, например сложные апериодические (стохастические) колеба­
ния, то для бифуркационного анализа такой системы изложенных здесь 
сведений недостаточно. В этом случае нужно рассматривать типично 
многомерные бифуркации: удвоение периода цикла, рождение и разру­
шение инвариантного тора, образование петли сепаратрисы седлофокуса 
и др. Исследование этих бифуркаций составляет современную, далеко 
не законченную главу теории дифференциальных уравнений1.
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Введение

В работах А. С. Исаева, Р. Г. Хлебопроса и их соавторов (1984), по­
священных исследованию поведения лесных насекомых, выдвинут прин­
цип стабильности подвижных экологических систем и при этом замечен 
следующий замечательный факт: ряд ключевых особенностей динами­
ки пространственно распределенной системы «лес-фитофаг-энтомофаг» 
может быть описан в рамках локальной динамики пары взаимодействую­
щих популяций «фитофаг-энтомофаг» и при этом — аппаратом обыкно­
венных дифференциальных уравнений. Применительно к данной пробле­
ме такой подход позволил объяснить и предсказать ряд ключевых осо­
бенностей динамики пространственно распределенной системы « л ес- 
фитофаг-энтомофаг», основываясь на анализе парных взаимодействий 
популяций, в том числе локальной системы «фитофаг-энтомофаг».

В качестве принципиальных схем поведения системы «фитофаг- 
энтомофаг» приведены шесть основных фазовых портретов (так назы­
ваемых «стереотипов динамики»), отличающихся числом равновесных 
режимов и их характером (рис. 1). Были выявлены следующие стерео­
типы поведения системы:

— устойчивое равновесное состояние со стабильной плотностью попу­
ляций (рис. 1 -  1);

— устойчивый колебательный режим с относительно небольшими ам­
плитудами изменения плотности (рис. 1 -  2);

— вспышки массовых размножений, характеризующиеся существова­
нием трех различных равновесий на фазовых портретах (рис. 1 -  3, 
4, 5а, 56), отражающие, соответственно, «фиксированную», «перма­
нентную», «реверсивную» вспышки и «собственно вспышку».
В режиме фиксированной вспышки (рис. 1 -  3) система имеет две 

устойчивые точки стабилизации (с большим и меньшим значениями 
плотности стабилизации), области притяжения которых разделены се­
паратрисами. При малых флуктуациях параметров система сколь угодно 
долго находится вблизи одной из точек стабилизации, преимущественно
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нижней. Переход в верхнюю точку, связанный с перебросом началь­
ных значений через сепаратрису седлового равновесия, возникает при 
неблагоприятных для деревьев (и благоприятных для фитофагов!) си­
туациях, например, засухи. Режим перманентной вспышки (рис. 1-4) 
характеризуется устойчивыми осцилляциями вокруг трех неустойчи­
вых равновесий. Режимы реверсивной вспышки и собственно вспыш­
ки (рис. 1-5а,5б) характеризуются существованием одного устойчивого 
равновесия соответственно с высокой и низкой численностью популя­
ции. От моностабильного режима 1 они отличаются лишь характером 
переходного процесса при возвращении в равновесие после изменения 
начальных условий. Это отличие в силу большой нелинейности системы 
оказывает существенное влияние на диапазоны колебаний численности 
популяции фитофага.

Отметим, что разные виды насекомых обладают разными (и, вооб­
ще говоря, непересекающимися) стереотипами динамики, зависящими, 
однако, от стадии развития леса и т. п. При изменении экологической 
ситуации в лесах вследствие воздействия природных и антропогенных 
факторов насекомые способны расширить диапазон характерных для них 
режимов (Исаев, Хлебопрос, 1977), т. е. более полно использовать потен­
циальные возможности вида. Это важное свойство динамики популяций 
приобретает особое значение в эволюционных процессах. Отметим, что 
при моделировании динамики насекомых весьма полезно получить про­
гноз возможного типа вспышки.

Наиболее интересные фазовые портреты с тремя равновесиями, см. 
рис. 1 (области 3, 4, 5а, 56), отражают динамику вспышек численно­
сти популяции фитофага, соответственно, «фиксированной», «перманент­
ной», «реверсивной» и «собственно вспышки».

На фазовых портретах выявляются характерные особенности функ­
ционирования системы насекомых:

— возможность сосуществования популяций как в равновесном, так и 
в колебательном режимах;

— множественность притягивающих равновесных состояний;
— гистерезисность поведения, приводящая к различным переходным 

процессам в зависимости от начальной численности, и как следствие 
— парадоксальный характер реакции системы на некоторые внешние 
воздействия.
Предсказание динамики численностей популяций в зависимости от 

параметров среды и параметров системы, исследование «критических» 
ситуаций, предшествующих вспышкам, — актуальная задача, решаемая 
в настоящей работе методами математического моделирования и теории 
бифуркаций.
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Рис. 1. Фазовые портреты основных режимов динамики системы «фитофаг -  
энтомофаг»: 1 — одно устойчивое равновесие; 2 — устойчивые автоколебания 
с одним неустойчивым равновесием; 3 — фиксированная вспышка; 4 — перма­
нентная вспышка; 5а — реверсивная вспышка; 56 — собственно вспышка

Основное предположение, выдвинутое нами, состоит в том, что ди­
намические режимы, свойственные системе, могут быть описаны единой 
нелинейной динамической моделью, структура которой определяется ре­
гуляторными механизмами взаимодействующих популяций, анализируе­
мыми в работе Исаева и др. (1984). Эта модель зависит от параметров, 
при определенных комбинациях которых реализуются фазовые портре­
ты, показанные на рис. 1.

Параметрическая систематизация режимов сопряжена с перестрой­
ками (бифуркациями) динамического поведения. В терминах теории би­
фуркаций задача анализа поведения модели формулируется следующим 
образом:

— разбить пространство параметров на области, каждой из кото­
рых соответствует свой тип фазового портрета, качественно (то­
пологически) отличный от остальных;
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— описать границы, разделяющие разные параметрические области, и 
бифуркации в системе, которые отвечают этим границам.
Отметим, что разные границы соответствуют разной степени вы­

рождения в системе (коразмерности бифуркации).
Возникает вопрос: какова базовая («минимальная») модель, пригод­

ная для описания естественно полного набора наблюдаемых динамиче­
ских режимов?

Построение модели
Модели, описывающие динамику системы «фитофаг-энтомофаг», 

входят в класс абстрактных моделей взаимодействия типа «хищ­
ник-жертва». Изучению последних посвящено много работ. Среди них 
выделим монографию А. Д. Базыкина (1985), в которой рассматривались 
многофакторные модификации классической системы Вольтерра; статью 
Brauer, Soudack (1979), в которой учитывалось влияние промысла на 
смену динамических режимов; модели, исследующие поведение популя­
ций лесных насекомых, предложенные в монографиях JI. В. Недорезова 
(1986), А. С. Исаева и др. (1984, 1995). Эти модели послужили объясне­
нию важных особенностей функционирования системы, например, раз­
личных вариантов «бумеранг-эффекта» — парадоксальной реакции попу­
ляции фитофага на регулирующие воздействия, в частности — перехода 
популяции фитофага к массовому размножению. Отметим, однако, что с 
помощью ранее известных моделей удавалось одновременно описать не 
более трех фазовых портретов типа «вспышка».

Модель, предлагаемая в настоящей работе, основана на обобщении 
Вольтерровской схемы с добавлением предположения об открытости си­
стемы, то есть возможности притока или оттока насекомых. В ней учте­
ны следующие существенные факторы:

1) нелинейный характер размножения популяции фитофага, обуслов­
ленный внутривидовой конкуренцией и ведущий к существова­
нию нижней критической численности популяции, и эффект Олли 
(Ludwig et al., 1978; Базыкин, Березовская, 1979);

2) конкуренции энтомофага за отличные от фитофага ресурсы;
3) диффузия насекомых, исключающая полное вымирание системы при 

вымирании одной из популяций.
В «отмасштабированных» переменных и, v — плотностях популяций 

фитофага и энтомофага соответственно — модель имеет вид:
и' =  и(и — l)( 1 — и) — uv +  а  ^
vr =  —7  v(m — и +  /3v).
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Рис. 2. Варианты взаимного расположения нуль-изоклин модели: А, A i, А 2, В — 
равновесия модели

Биологический смысл входящих в систему параметров очевиден:
Z < 1 — отношение нижней критической плотности популяции фито­

фага к плотности, обусловленной ее ресурсами в отсутствие энтомофага;
7  — коэффициент переработки биомассы потребленных энтомофа- 

гом фитофагов в биомассу энтомофага (в нормированных переменных 
он может быть как меньше, так и больше единицы);

т  — стационарная плотность популяции фитофага при сосущество­
вании с энтомофагом в отсутствие межвидовой конкуренции в популя­
ции энтомофага;

/3 — параметр, характеризующий внутривидовую конкуренцию в по­
пуляции энтомофагов;

а — мера скорости миграционного потока насекомых (здесь рас­
сматривается влияние притока насекомых).

З а м е ч а н и е .  Параметры у  и (3 естественно считать положительными, 
остальные параметры могут, вообще говоря, иметь любой знак. Отметим, что 
положительным значениям параметра а соответствует приток насекомых, отри­
цательным — промысел (Brauer, Soudack, 1979).

0 -изоклинами модели являются кривая с двумя экстремумами и 
прямая. В зависимости от параметров модели возможно разное число 
точек пересечения изоклин, их взаимное расположение относительно 
друг друга и экстремумов параболы (рис. 2).
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В модели (1) реализуются все фазовые портреты, приведенные на 
рис. 1. Примеры соответствующих значений параметров получены при 
компьютерных расчетах и сведены в таблицу.

Состояние системы и области 
портрета

Параметры модели
а Р 7 1 то

Одно устойчивое равновесие (1) 0,05 5,0 0,1 0,5 0,3
Устойчивые автоколебания (2) 0,05 1,0 0,1 0,5 0,3
Фиксированная вспышка (3) 0,05 5,0 1,0 0,5 0,1
Перманентная вспышка (4) 0,01 2,2 0,1 0,2 0,08
Реверсивная вспышка (5а) 0,01 2,0 1,0 0,2 0,1
Собственно вспышка (56) 0,01 2,2 0,4 0,2 0,08

Параметрический портрет модели

Полный качественный анализ модели (1) предполагает:

— во-первых, построение полного параметрического портрета системы, 
то есть разбиение пространства (а , /3, 7 , I, т) на области, отвечаю­
щие качественно одинаковым фазовым портретам;

— во-вторых, описание всех возможных фазовых портретов системы 
для соответствующих областей параметрического пространства.

Первая задача эквивалентна исследованию набора всех возможных 
бифуркаций в модели (1). Бифуркации коразмерности codim 1 задаются 
одной зависимостью между параметрами, то есть отвечают четырехмер­
ным поверхностям, разделяющим области параметрического портрета; 
бифуркации codim 2 — двумя зависимостями и, следовательно, являют­
ся «линиями» на бифуркационных поверхностях codim 1, и т.д.

Мы рассматриваем набор двухмерных срезов полного параметриче­
ского портрета модели при фиксированных значениях остальных трех 
параметров. Здесь, в общем случае, бифуркациям codim 1 отвечают ли­
нии, бифуркациям codim 2 — точки касания этих бифуркационных ли­
ний. Точки, соответствующие бифуркациям codim 3 и выше, могут воз­
никать на двухпараметрических срезах лишь при специальных критиче­
ских значениях остальных параметров.

В качестве среза выбран портрет на плоскости ( т , /3), что обу­
словлено следующими соображениями. В работе Базыкина и Березов­
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ской (1979), где рассматривался упрощенный вариант модели (1), пока­
зана дестабилизирующая роль увеличения параметра т  на сосущество­
вание популяций. С другой стороны, конкуренция в популяции хищни­
ка (она характеризуется параметром /3) стабилизирует Вольтерровскую 
схему (Базыкин, 1985). Естественно рассмотреть перестройки фазового 
поведения модели при одновременном учете влияния противоположно 
направленных факторов.

Остановимся на анализе нетривиальных динамических режимов.
«Каркасом» параметрического портрета (рис. 3) служат линии, от­

вечающие рождению (гибели) на фазовом портрете пары равновесий, 
а также возникновению (исчезновению) колебательных режимов. Отме­
тим, что обе эти линии связаны с локальными перестройками на фа­
зовом портрете и потому могут быть описаны явными аналитическими 
зависимостями.

Рис. 3. Параметрический портрет модели (см. обозначения в тексте)

Линия S  — граница областей разного числа равновесий (моно- и 
мультистабильности), определяется аналитическим условием касания 
0 -изоклин и для модели (1) состоит из двух ветвей Si  и S 2 , соответ-

т

©
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ствующих возможной паре касаний (рис. 2); вне области, ограниченной 
этой кривой, на фазовой плоскости имеется одно нетривиальное равно­
весие, внутри — три.

На фазовой плоскости модели (1) точкам линии S  отвечают равно­
весия типа седло-узел всюду, кроме точек Si 2, а также S N P i ,  S N P 2 . 
Концевой точке Si 2 соответствует слияние трех фазовых равновесий. 
В точках S N P i ,  S N P 2 происходит смена устойчивости узловым сек­
тором фазовых седло-узлов. При пересечении линии S в область трех 
равновесий на участках S i 2-S iV Pi, S12- S 7VP2 седло-узел расщепится 
на седло и неустойчивый узел, далее по ветвям — на седло и устой­
чивый узел. Таким образом, всюду, кроме указанных точек, кривые 
Si, S2 отвечают бифуркациям codim 1, а в этих точках — бифурка­
циям codim 2.

Второй границей областей разного локального фазового поведения 
служит линия N ,  описываемая аналитическим условием нейтральности 
равновесия в области моностабильности или одного из равновесий вну­
три области мультистабильности. Линия N  касается кривых Si, S2 в 
точках S N P i ,  S N P 2 . Все точки на ветвях TVi, N 2 линии N ,  кроме то­
чек N Q 1 и N Q 2, S N P i  и S N P 2 , отвечают бифуркации codim 1 — смене 
устойчивости фазовых фокусов. При пересечении (сверху вниз) внешних 
частей кривых Ni, N 2 (до точек N Q 1, N Q 2 ) смена устойчивости сопро­
вождается рождением малых периодических колебаний, наследующих 
устойчивость равновесий; а на участках N Q i - S N P i  и N Q 2 - S N P 2 — 
гибелью малых периодических колебаний с наследованием равновесием 
их устойчивости. Точки N Q i  и N Q 2 отвечают бифуркации коразмерно­
сти 2 — перестройке смены устойчивости фокуса.

На параметрическом портрете модели (1) имеются также линии, свя­
занные с нелокальными перестройками фазового портрета. Одной из них 
является кривая Q — линия кратных циклов, параметрическое пересе­
чение которой (сверху вниз) соответствует фазовому рождению пары 
циклов из сгущения траекторий. Точки N Q i и N Q 2 являются концевы­
ми для этой линии.

Следующая серия линий нелокальных бифуркаций P i, Р 2, P i ,  Р 2 
связана с перестройками сепаратрис седлового равновесия (рис. 4). При 
этом на фазовой плоскости рождаются или исчезают предельные циклы 
с большой амплитудой: вокруг одного из фокусов (кривые P i, Р 2) и 
вокруг трех равновесий (кривые P i,  Р 2). Точке P R  пересечения линий 
отвечает пара петель сепаратрис седла — «восьмерка». Эта бифуркация 
имеет коразмерность 2, так же как и бифуркации сепаратрис седло-узла, 
отвечающие концевым точкам линий петель.

Этим исчерпывается формальное описание представленного на 
рис. 3 ( т ,  /3) среза части параметрического портрета модели (1). Он со-
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Рис. 4. Перестройки сепаратрис седлового равновесия в окрестности параметри­
ческой точки P R  (на линиях R i, R 2 , P i, Р 2 и в точке P R )

держит двадцать одну параметрическую область. Набор соответствую­
щих фазовых портретов модели (1) приведен на рис. 1 и 5.

Анализ поведения модели в параметрических областях
Выделим две характерные особенности параметрического портрета 

модели (1): симметричность его структуры (отраженную в нумерации 
областей) и разные размеры параметрических областей — от широких 
(«толстых») до узких («тонких»).

Симметричность структуры портрета связана с выбранным типом 
эквивалентности: с топологической точки зрения, фазовые портреты обо­
значенные индексом а и б, тождественны. Это свойство портрета позво­
ляет ограничиться описанием динамического поведения модели лишь в 
«половине» параметрических областей. Отметим, что структурная сим-
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Рис. 5. Фазовые портреты модели в одноименных областях параметрического 
портрета

метричность портрета проявляется только в существовании областей, 
но не в их размерах: этот факт выявляется при компьютерном анализе 
модели и может быть доказан аналитически.

Остановимся на анализе размеров параметрических областей.
Прежде всего отметим, что «явственно широкими» являются обла­

сти 1, 2 и 3. «Полуширокими» (или «полутонкими») — области 5а, 56, 
6 , 14а и 146. Остальные области параметрического портрета — тонкие 
(точное определение размеров областей и доказательство их «разномас­
штабное™» связано с анализом асимптотического поведения бифурка­
ционных кривых в окрестностях точек высокой коразмерности и выходит 
за рамки настоящей работы).

Базовые фазовые портреты модели (4) («устойчивое равновесие», 
«устойчивые автоколебания с одним неустойчивым равновесием» и «фик­
сированная вспышка», рис. 1 (1, 2 , 3 соответственно), лежат в одноимен­
ных широких областях. Портреты «перманентная вспышка» «реверсив­
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ная вспышка» и «собственно вспышка» отвечают полушироким областям 
4, 5а и 56 соответственно (см. рис. 1). Эти области граничат с «широ­
кими». Поведение системы в областях 1 и 5а, 1 и 56 может отличаться 
лишь характером переходных процессов при возвращении в равновесие 
после возмущения, который связан с расположением начальной точки 
относительно сепаратрис седлового равновесия. Вблизи границы между 
параметрическими зонами область разных переходных процессов неве­
лика. Не строго выражаясь, можно сказать, что фазовое поведение типа 
«реверсивная вспышка» и «собственно вспышка» наблюдается при широ­
ком спектре значений параметров, отвечающих соответственно областям 
5а плюс прилегающая к ней часть области 1 и 56 плюс прилегающая 
к ней часть области 1. Аналогичное утверждение справедливо относи­
тельно фазового поведения системы в областях 2 и 4, где глобально 
притягивающим является колебательный режим. Отсюда следует, что 
фазовый портрет типа «перманентная вспышка» наблюдается в широкой 
параметрической области 4 плюс прилегающая к ней часть области 2.

Остальным («тонким» и «полутонким») областям параметрического 
пространства отвечают фазовые портреты, имеющие более одного при­
тягивающего множества — равновесия или предельного цикла: два рав­
новесия, разделенные неустойчивым циклом, — области 9а и 96; одно 
равновесие и один цикл — области 6 , 14а и 146, 12а и 126, 10а и 106; 
два равновесия и один цикл — области 7, 11а и 116, 13а и 136, 8 . Грани­
цами областей притяжения аттракторов служат сепаратрисы седлового 
равновесия и (или) неустойчивый предельный цикл.

Динамическое поведение в этих параметрических областях характе­
ризуется гистерезисностью, которая при наблюдениях будет выявляться 
следующим образом. В зависимости от начальных условий реализуется 
один из нескольких фазовых портретов, выделенных на рис. 1 и отве­
чающих «широким» параметрическим зонам. Таким образом, указанные 
области выполняют функцию «переходных» к «широким». В терминах 
фазовых портретов вспышек численностей портреты из переходных зон 
можно назвать «спящими» (например, 6 — область «спящей перманент­
ной вспышки»).

Представление об узких областях (отвечающих множественности 
разного вида фазовых аттракторов) как «переходных» к «широким» па­
раметрическим зонам позволяет определить понятие «соседства». Сосед­
ними являются параметрические области 3 и 5а, 3 и 56, наконец, с 
некоторыми оговорками, области 5а и 4, 56 и 4 (например, из области 1, 
прилегающей к области 5а, можно перейти в область 2 , прилегающую к 
области 4, непосредственно или через «полутолстую» область 6), но не 
области 5а и 56, разделенные по меньшей мере тремя областями, и не 
области 4 и 3, разделенные по меньшей мере четырьмя областями.
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Выводы проведенного анализа модели (1):

1. Базовые фазовые портреты (рис. 1) реализуются для широкого диа­
пазона параметров и широкого спектра начальных условий.

2. Динамические режимы «собственно вспышка» и «реверсивная 
вспышка» параметрически близки как к режиму «фиксированной», 
так и к режиму «перманентной» вспышки, но режим «фиксиро­
ванная вспышка» далек по параметрам от режима «перманентная 
вспышка».

Перестройки фазового поведения
Какие явления наблюдаются при переходе из одной широкой па­

раметрической зоны в другую? Для ответа на этот вопрос проследим 
перестройки притягивающих режимов модели.

Переход из параметрической области 1, которой соответствует су­
ществование на фазовой плоскости единственного и глобально притя­
гивающего равновесия А  (см. рис. 2), в область 3, которой отвечает 
фазовый портрет «фиксированная вспышка» с двумя притягивающими 
равновесиями и А 2 , через границы Si, S 2 — заметный, «жесткий». 
Пересечение границы S2 сопряжено с уменьшением области притяже­
ния равновесия Ai («наследника» равновесия А). Часть фазовых кривых 
«оттягивает на себя» родившееся на этой линии устойчивое равновесие 
Д-2 • Отсюда следует, что при пересечении границы возможен срыв рав­
новесия — качественно резкий переход асимптотического поведения на 
другой равновесный режим. Граница областей притяжения равновесий 
A i  и А 2 определяется конфигурацией сепаратрис седла С. Переход из 
области 3 в область 1 через границу Si сопровождается гибелью равно­
весия А 1 и, следовательно, увеличением области притяжения равновесия 
А 2 (снова получающего обозначение А). Здесь также возможна резкая 
смена равновесного притягивающего режима.

Заметим, что изменение параметров, соответствующее пересечению 
области 3, влечет за собой уменьшение значений фазовых координат рав­
новесия. Можно построить плоские (общего вида) сечения полного па­
раметрического портрета модели (1), на которых область, ограниченная 
кривыми Si, S2, представляет собой двуугольник. При этом область 3 
замкнута, и переход от равновесий с относительно высокими значениями 
фазовых координат к равновесиям с относительно низкими значениями 
может быть проведен плавно, минуя область 3.

Переход из области 1 в область 2 (а затем в область 4) через гра­
ницу N  — «мягкий»: потеря устойчивости равновесия сопровождается
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рождением автоколебаний малой амплитуды и с малым изменением об­
ласти притяжения.

Примечателен переход из области 1 в область 2 через область 6 . 
Пересечение границы Q влечет за собой возникновение автоколебаний 
большой амплитуды. При этом может наблюдаться фазовый гистерезис: 
в зависимости от начальных значений переменных предельным множе­
ством фазовых кривых может быть либо равновесие, либо предельный 
цикл.

Связь между областями 1 и 5 описана выше.
Интересно проследить переход из области 3 — «фиксированная 

вспышка» в область 56 — «собственно вспышка» через область 9а. Пере­
сечение линии Pi влечет за собой возникновение автоколебаний с замет­
ной амплитудой в окрестности равновесия А \  с большими значениями 
фазовых координат. При пересечении границы N 2 колебания затухают. 
Очевидно, все эти события сопровождаются изменением структуры об­
ласти притяжения равновесия Ai. Отметим, что обратное по параметрам 
движение, из области 56 в область 3, при пересечении границы Pi может 
характеризоваться срывом колебательного режима на «дальний» равно­
весный.

Аналогично проходит переход из области 3 в область 56 — «соб­
ственно вспышка» — через область 96. Здесь колебания возникают и 
затухают в окрестности равновесия с малой численностью.

Рассмотрим теперь сценарии «кратчайших» переходов из области 56 
— «собственно вспышка» — в область 4 — «перманентная вспышка».

Путь через области 56-1-2-4 описан выше. Путь 56-1-6-2-4 характе­
ризуется комбинацией бифуркаций, также рассмотренных ранее.

Интересно проследить перестройки, происходящие на пути 56­
106-126-146. Они сопровождаются следующими событиями: возник­
новение автоколебаний с большой амплитудой, «охватывающих» об­
ласть существования трех равновесий (переход через границу Q ), 
исчезновение устойчивого равновесия (переход через границу N 2 ). 
На этом пути происходит изменение структуры областей притяжения 
равновесий:

— в области 56 равновесие Ai глобально притягивающее;

— в области 106 граница области притяжения устойчивых равновесия 
и цикла разделяется неустойчивым циклом, охватывающим все три 
равновесия;

— в области 126 она принимает сложную форму, определяемую кон­
фигурацией сепаратрис седлового равновесия, и представляет собой 
некое подобие «улитки», скручивающейся с равновесия А2;
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— в области 146 граница области притяжения равновесия Ai ограни­
чивается «малым» неустойчивым предельным циклом, то есть еще 
более уменьшается.

Отметим, что структура области притяжения равновесия Ai в об­
ласти 126 приводит к фазовой «динамической неопределенности»: сколь 
угодно малое возмущение начальных условий в любом направлении мо­
жет переводить систему из области притяжения равновесия в область 
притяжения предельного цикла, и наоборот.

Аналогично могут быть описаны перестройки динамического пове­
дения системы при пересечении областей 5а-10а-12а-14а-4.

Рассмотрим теперь, какие бифуркации происходят с фазовым пове­
дением при пересечении центральной части параметрического портрета.

Областям 7, 11а, 116, 13а, 136 и 8 отвечает существование на фа­
зовой плоскости трех устойчивых режимов — колебательных и рав­
новесных. В области 7 в зависимости от начальных значений фазо­
вые кривые могут стремиться к одному из равновесий или к предель­
ному циклу. Граница зон притяжения равновесий определяется кон­
фигурацией сепаратрис неустойчивой точки, граница зон притяжения 
цикла и обоих равновесий — неустойчивый предельный цикл. Пе­
ресечение областей 116, 136 и 8 влечет за собой изменение струк­
туры областей притяжения. В частности, при изменении парамет­
ров здесь может реализоваться усложненный вариант «улиточной» 
конфигурации, описанный при анализе фазового поведения в обла­
сти 9а.

Применяя проведенный анализ к описанию пути из области 3 «фик­
сированная вспышка» в область 4 «перманентная вспышка», мы должны 
констатировать большое число как разнообразных смен притягивающих 
режимов, так и структур областей притяжения.

Проведенный анализ перестроек притягивающих (наблюдаемых) ре­
жимов фазового поведения модели позволяет сделать следующий вывод 
относительно границ широких зон ее параметрического портрета. На­
ряду с границами — бифуркационными параметрическими кривыми, в 
качестве своеобразных границ выступают «тонкие» и «полутонкие» об­
ласти. Пересечение границ-линий может быть сопряжено с параметриче­
ским гистерезисом: характер смены устойчивости зависит от начальных 
значений параметров и направления их изменения. Своеобразие гра­
ниц-областей (кроме их «толщины») состоит в специфически фазовой 
гистерезисности: в зависимости от начальных условий реализуется один 
из нескольких фазовых портретов, отвечающих широким параметриче­
ским зонам.



Экологическая интерпретация некоторых фазовых 
портретов модели

Наибольший интерес для интерпретации представляют ситуации, 
когда на фазовом портрете имеется более одного притягивающего 
режима.

Рассмотрим вначале фазовый портрет в параметрической области 3. 
Здесь имеются два устойчивых равновесия А \  и А^, области притяже­
ния которых разделены входящей сепаратрисой седла С. Экологически 
равновесие А \  отвечает состоянию, в котором «хищник и жертва» вза­
имно лимитируют численность друг друга; равновесие А 2 — ситуации, 
когда популяция фитофага лимитируется не популяцией энтомофага, но 
доступными ей ресурсами, а популяция энтомофага лимитируется ре­
сурсами, отличными от фитофага.

В системе реализуются различные варианты «эффекта ускользания» 
популяции фитофага из-под лимитирующего влияния популяции энтомо­
фага. В качестве примеров могут служить поведение модели в области 
9а и 10а, где сильное уменьшение плотности популяции фитофага выяв­
ляет «контринтуитивный эффект» (ее дальнейшее сильное увеличение 
вследствие неконтролируемого размножения популяции, сопряженное с 
переходом на новую равновесную численность при значительно боль­
ших значениях переменных — область 9а) или колебательный режим 
функционирования (область 10а).

Эффект «динамической неопределенности» асимптотического пове­
дения модели в зависимости от начальных значений, описанный при 
анализе поведения модели в области 126, проявится при вариации на­
чальных значений в кажущейся стохастичности наблюдаемого поведе­
ния системы.

Некоторые математические аспекты модели

В настоящей работе ставилась задача анализа нетривиальных режи­
мов пятипараметрической модели (1). Ее решение проводилось сочетани­
ем аналитических и численных методов теории бифуркаций (см. также 
приложение); существенно использовался опыт исследования моделей 
типа «хищник-жертва» (Базыкин, 1985, Базыкин и др., 1980, Четыр- 
боцкий и др., 1983).

Аналитические подходы заключаются в обнаружении в модели 
бифуркаций высоких коразмерностей и использовании их канониче­
ских структур (Арнольд, 1978; Базыкин и др., 1989). Здесь же от­
метим работы А. Хибника (в печати) по релаксационным динами­

М а т . м о д е л ь  д и н а м и к и  с и с т е м ы  « ф и т о ф а г  -  э н т о м о ф а г » 3 5 9



3 6 0 П р и л о ж е н и е  2

ческим системам, примененные для анализа бифуркаций петель се­
паратрис седлового равновесия. Ключевое свойство параметрическо­
го портрета, позволившее предсказать главные особенности поведе­
ния модели, связано с «квазисимметричностью» его каркаса — взаим­
ного расположения двух бифуркационных поверхностей (кратности и 
нейтральности).

При численном анализе применялись пакеты программ TRAX 
(Levitin, 1987), LOCBIF, один из ранних вариантов которого описан в 
работе (Khibnik, 1990).

Исходя из приведенного анализа модели (1) мы, совместно с
А. И. Хибником, выдвигаем следующее предположение.

В модели (1) реализуется бифуркация коразмерности 4: «трехкрат­
ное нейтральное равновесие с сепаратрисным контуром», один из двух­
мерных срезов параметрического портрета которой вместе с набором со­
ответствующих фазовых портретов приведен, соответственно, на рис. 3, 
1 и 5.

Заключение
Построена математическая модель (1), которая отразила основные 

особенности динамического поведения двух взаимодействующих популя­
ций «фитофаг-энтомофаг», описанных А. С. Исаевым с соавторами (1973, 
1984).

В основу исследования модели положен бифуркационный подход, 
позволивший разбить параметрическое пространство модели на области 
качественно разного поведения.

В рамках модели объяснена роль базисных фазовых портретов как 
описывающих поведение системы, структурно устойчивое относительно 
вариации параметров и начальных условий.

На основе динамического анализа модели сформулировано по­
нятие соседних параметрических зон и описаны типы переходных 
режимов.

Выводы, полученные в работе, согласуются с «Принципом стабиль­
ности подвижных экологических систем», выдвинутым А. С. Исаевым и 
Р. Г. Хлебопросом (1973).

Дальнейшее развитие работы должно включать в себя идентифика­
цию модели, возможно, ее уточнение и развитие.

Перспективным также представляется рассмотрение на новом уров­
не пространственных эффектов динамики насекомых, математической 
основой которого может быть модифицированная модель (1).
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Приложение 
Предварительный математический анализ модели

1. Число стационарных точек

Обозначим А  =  (а, /3, 7 , га, I) — вектор параметров модели (1), 
и Р(и, v; A), Q (u , v; А) — ее правые части.

Число нетривиальных равновесных точек модели (1) совпадает с 
числом пересечений ее 0 -изоклин (рис. 2):

v =  (и(и — l)( 1 — и) +  а)/и ,  
т  — и +  j3v =  О,

где хх — координаты равновесных точек удовлетворяют уравнению

R(u; А) =  /3v(u — l)( 1 — и) — и(т  — и) +  af3 =  0 . (П.1)

Согласно теореме Виета, произведение корней полинома Л(хх; А), 
при Р отличных от нуля, равно а. В общем случае для положительных а  
уравнение (П.1) имеет один или три положительных корня; следователь­
но, модель (1) — одну или три равновесных точки в первом квадранте. 
В частном случае /3 =  0, у модели (1) имеется только одна нетривиальная 
равновесная точка

А(га, (га(га — 1){1 — т) +  а) /т ) .  (П.2)

2. Какой тип у нетривиальных равновесных точек модели (1)?

Ответ на этот вопрос удобно сформулировать в терминах соотноше­
ний знаков пары функций

D(u; А) =  PQ — Q P ;
Sp(u; А ) =  Р  +  Q

в корнях полинома R(u; А). Равновесная точка (ж, у) — седло, если 
D (x ; А) < 0, и топологический узел (не седло), если D (x ; А) > 0. 
Топологический узел притягивающий при t —► 00, если 5р(ж; А) < 0, 
и отталкивающий, если 5р(ж; А) > 0 .

Анализ модели проведем сначала для частного случая /3 =  0 , а за­
тем распространим по непрерывности на близкие значения параметров.
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В точке А, заданной формулой (П.2), функция D  =  7 uv > 0 при 
положительных щ щ у. Следовательно, равновесие А — не седло. При 
малых положительных (3 полином R (u ; А) имеет корень, близкий к т, 
а функция D  сохранит тот знак, который она имела при /3 = 0. Следова­
тельно, тип равновесной точки А  сохранится. Заметим теперь, что для 
/3 > 0 у полинома R (u ; А) могут появиться еще два корня (см. рис. 2), 
что соответствует появлению еще двух равновесных точек в модели. 
В общем случае эти точки — седло и узел.

3. Характер аттракторов модели

«Бесконечность» модели (1) абсолютно неустойчива при и > 0 и по­
ложительных значениях параметров. Следовательно, аттракторы модели 
(1) расположены в конечной части первого квадранта.

Это утверждение доказывается рассмотрением бесконечно удален­
ных точек в координатах сферы Пуанкаре: z =  l /u ,  w =  v/u\ w =  u/v,  
z =  1/v. Легко проверить, что неустойчивый (при t —► оо) узел распола­
гается на «конце» оси v, а кратная точка с седловым сектором в первом 
квадранте — на «конце» оси и.

Авторы выражают глубокую благодарность А. С. Исаеву, А.И.Хиб- 
нику и Р. Г. Хлебопросу за многочисленные полезные обсуждения. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, код 93-04-20941.
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Памяти Александра Дмитриевича 
Базыкина

Александр Дмитриевич Базыкин родился 8 июня 1940 г. в Моск­
ве. Его отец Дмитрий Александрович был художником, перед войной 
работал в театре Образцова, где о нем до последнего времени хранили 
теплые воспоминания. Он ушел на фронт в августе 1941, был команди­
ром саперного взвода и погиб на Карельском фронте в 1944 году. Мать 
Александра Дмитриевича, профессор Анна Григорьевна Коссовская, из­
вестный геолог, всю жизнь проработала в Геологическом институте РАН.

В 1958 г. Саша Базыкин поступил на физфак МГУ, кафедру биофи­
зики которого окончил в 1964 г. Его учителями на кафедре были такие 
замечательные ученые, как JI. А. Блюменфельд, С.Э.Ш ноль и другие. 
Трудно переоценить влияние, которое оказали на А. Д. Базыкина и в 
эти годы, и позднее Н. В. Тимофеев-Ресовский (Саша был участником 
знаменитых Миассовских семинаров и приезжал к Николаю Владими­
ровичу в Обнинск) и А.А.Любигцев.

Знавшие Сашу в те годы запомнили его ярким и активным студен­
том. Он был членом совета научного студенческого общества, участво­
вал в работе кружка для школьников, в 1963 г. принял активнейшее 
участие в организации II Всесоюзной школьной физической олимпиа­
ды. На третьем курсе работал в Институте биофизики под руководством 
М.М.Бонгардта по теории информации в биологии и цветному зрению. 
Его дипломная работа была посвящена математическому анализу од­
ной из наиболее острых проблем теории микроэволюции — возможно­
сти симпатрического видообразования. Это была одна из первых после 
разгрома генетики в 1948 г. отечественных работ по математической ге­
нетике. Опубликованная в 1965 г. в Бюллетене МОИП, она цитируется 
и по сию пору. С тех пор научное творчество А. Д. Базыкина в основном 
было посвящено математическому моделированию популяций и эколо­
гических сообществ. Его можно назвать одним из основателей этого 
научного направления у нас в стране.

Весной 1965 г. А. Д. Базыкин переехал в новосибирский Академ­
городок, где стал сотрудником только что организованной Н. Н. Во­
ронцовым в Институте цитологии и генетики СО АН лаборатории 
элементарных основ эволюции и кариосистематики (позже переимено­



П а м я т и  А л е к с а н д р а  Д м и т р и е в и ч а  Б а з ы к и н а 3 6 5

ванной в лабораторию генетики популяций). В этой и других лабо­
раториях института собрался замечательный коллектив молодых уче­
ных (Е.Н. Панов, М. Д. Голубовский, С. И. Раджабли, Е. А. Ляпунова,
В.А.Ратнер, Э. X. Гинзбург, А.И.Ш ерудило и др.). Академгородок был 
тогда научным оазисом, где бурно развивались столь долго преследовав­
шиеся в нашей стране генетика, теория эволюции, кибернетика. В ин­
ституте нашли пристанище и ряд известных генетиков, претерпевших 
гонения за свои научные взгляды (Р. Л. Берг, Ю .Я.Керкис, З.С.Никоро 
и др.). Общение с ними, а также с А. А. Ляпуновым и И. А. Полетаевым 
сыграло существенную роль в становлении А. Д. Базыкина как учено­
го. Здесь он активно работал над проблемами математического модели­
рования процессов видообразования, в 1971 г. защитил кандидатскую 
диссертацию «Отбор и генетическая дивергенция в системах локальных 
популяций и в популяциях с непрерывным ареалом (математическая мо­
дель)». Кроме того, он принимал активнейшее участие в организуемых
Н. Н. Воронцовым экспедициях в Закавказье, Среднюю Азию, Казах­
стан, на Памир, Копет-Даг, Тянь-Шань и Дальний Восток. Эти длитель­
ные, 3-4-месячные поездки были очень важны для формирования у него 
широкого естественнонаучного кругозора, дав возможность в полевых 
условиях познакомиться с реальной структурой популяций многих ви­
дов и экосистем. В экспедициях в неформальной обстановке, на «живом» 
материале шло обсуждение широкого круга проблем видообразования, 
роли генетической, отологической и хронологической изоляции в эво­
люции. Саша был не только активнейшим участником этих дискуссий 
(равно как и институтских теоретических семинаров), но и непревзой­
денным ловцом тушканчиков во время азартнейшего «ночного лова».

Среди научных результатов, полученных А. Д. Базыкиным за время 
работы в новосибирском Академгородке, можно отметить глубокий мате­
матический анализ проблемы генетического полиморфизма, в частности, 
роли стабилизирующего отбора в его становлении. А. Д. Базыкин одним 
из первых после классических работ Колмогорова и Фишера 30-х годов 
вернулся к проблемам пространственно-временной организации популя­
ционных процессов. Им была доказана принципиальная возможность 
неприуроченности генетических границ к ландшафтно-географическим 
и дан анализ проблемы частичной генетической изоляции.

В 1972 г. в Пущино, в Научном центре биологических исследова­
ний Академии наук был организован вычислительный центр «для био­
логии». Он получил статус самостоятельного института и название «На­
учно-исследовательский вычислительный центр Академии наук СССР». 
Организатором и директором НИВЦ стал А. М. Молчанов. В 1973 г. по 
приглашению А. М. Молчанова А. Д. Базыкин переехал в Пущино, где 
проработал более двадцати лет, став одним из ученых, сформировавших
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научный облик этого города. В НИВЦ АН СССР им была создана лабо­
ратория математических проблем биологии. Позднее он был некоторое 
время заместителем директора этого института.

Постепенно центр тяжести научных интересов А. Д. смещается в 
сторону математического анализа элементарных экологических сооб­
ществ. Им построена полная теория динамических процессов в таких 
сообществах, причем особое внимание уделено качественным перестрой­
кам динамического поведения. На основе этих исследований, сумми­
рованных в докторской диссертации и монографии (представленной в 
настоящем издании), А. Д. Базыкиным сформулирована концепция опас­
ных границ интенсивности допустимых динамических и параметриче­
ских воздействий на экосистему и разработаны некоторые общие крите­
рии приближения систем к таким опасным границам.

В 1975-1977 гг. А. Д. Базыкин в качестве единственного советского 
участника работает в международном и междисциплинарном научном 
коллективе, возглавляемом проф. Холлингом (США). Часть этого вре­
мени он провел в Вене в качестве сотрудника Международного институ­
та прикладного системного анализа. Одним из результатов этой работы 
стала переведенная на ряд языков монография «Adaptive environmental 
assessment and management», Wiley and sons, 1978 (русское издание — 
«Экологические системы: оценка и управление», 1981). В этой книге 
заложены основы современной концепции экологического мониторинга. 
В ней в форме резкого противопоставления традиционным предлагаются 
новые подходы к проблеме оценки воздействия на окружающую среду, 
основывающиеся на опыте работы системными методами и обобщении 
знаний о функционировании природных систем.

Математические результаты, полученные А. Д. Базыкиным при ана­
лизе генетических и экологических процессов, нашли применение в дру­
гих областях — при анализе иммунологических, микробиологических и 
иных процессов.

Значительное внимание А. Д. Базыкин уделял научно-общественной 
работе. С 1974 г. он был одним из постоянных организаторов Школ 
по математическому моделированию сложных биологических систем 
(эти школы возглавлял А. М. Молчанов), регулярно участвовал в работе 
Школ по математической экологии и экономике Северо-Кавказского на­
учного центра АН (проходивших обычно в Абрау-Дюрсо). Александр 
Дмитриевич был заместителем председателя секции математического 
моделирования и системного анализа Научного совета АН СССР по про­
блемам биосферы. Он входил в состав специализированного Совета по 
присуждению ученых степеней при Институте биофизики АН СССР и в 
течение 10 лет был членом редакционного совета международного жур­
нала «Ecological modelling».

Довольно много времени А. Д. Базыкин уделял переводам научной 
литературы с английского, относясь к этому предельно серьезно, как к
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своего рода научно-просветительской деятельности. Первым его удач­
ным опытом было участие в переводе классического труда Э.Майра 
«Зоологический вид и эволюция» (русск. изд. 1968 г.), после этого он 
перевел и отредактировал более десятка научных и научно-популярных 
книг по математической биологии, этологии, экологии.

В 1990 г. Н. Н. Воронцов был назначен сначала председателем Гос­
комприроды СССР, а затем — министром экологии. Ему удалось со­
брать в своем министерстве группу ученых — своих единомышленников. 
А. Д. Базыкин согласился стать его заместителем. Два года (1990-1992) 
А. Д. посвятил работе в министерстве, где он в основном возглавлял 
работы по созданию экологических информационных систем и куда при­
внес присущую ему широту блестяще образованного ученого и глубокое 
понимание возникавших проблем.

Влияние ученого на коллектив проявляется не только в печатных 
публикациях, составляющих формальную часть его биографии, но и в 
живом общении и воздействии личности. Можно назвать много приме­
ров, когда ученые с «низким индексом цитирования» оказывали сильней­
шее воздействие на своих современников, создавая блестящие научные 
школы (как, например, А. Н. Белозерский), именно в силу своих чело­
веческих качеств и тех реплик, которые определяли принципиальные 
решения в поведении их собеседников. Влияние Александра Дмитри­
евича даже в далеком от него по жизненным установкам аппаратном 
окружении было очень сильным, создавая психологическое давление по­
рядочности и служения делу, а не конъюнктуре. Тем более проявлялось 
оно в научной среде, за рубежом не менее, чем в России.

Во время августовского путча 1991 г. А. Д. Базыкин провел две ре­
шающие ночи среди защитников Белого Дома и был впоследствии награ­
жден медалью «Защитнику свободной России». (Ему принесли ее, когда 
он уже был тяжко болен, но этот знак внимания еще успел доставить 
ему удовольствие.)

А. Д. Базыкин оказался едва ли не единственным российским уче­
ным, получившим в 1992-1993 гг. стипендию Джорджа Сороса и по 
математике, и по биологии.

Уже зная о своей неизлечимой болезни, последний год своей жизни 
Александр Дмитриевич отдал организации Пущинского университета, 
внеся большой вклад в разработку его научных программ и формирова­
ние состава лекторов, в создание кафедры системной экологии. Вообще 
за последний год, в промежутке между двумя операциями на мозге, 
А. Д. Базыкин необычайно интенсивно работал, успев написать несколь­
ко статей и передать ученикам ряд научных замыслов. 23 января 1994 г. 
он умер от рака мозга.

Г. А. Заварзин, 
Е. П. Крюкова
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