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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ

Книга написана на основе трех специальных курсов "Колебания 
и волны в плазменных средах” , "Основы электродинамики плазмо­
подобных сред” и "Взаимодействие электромагнитных волн с плаз­
мой” , вот уже более 30 лет читаемых авторами студентам отделения 
радиофизики и электроники и кафедры физической электроники фи­
зического факультета МГУ. По своему духу они близки к известному 
учебнику А.Ф.Александрова, Л.С.Богданкевич и А.А.Рухадзе "Осно­
вы электроднамики плазмы” , второе издание которого было опубли­
ковано в 1988 году и удостоено Государственной Премии СССР за 
1991 год. Этот учебник, однако, слишком объемистый и по своему 
содержанию и стилю изложения (обилию подробностей и выкладок) 
выходит за рамки тех необходимых сведений, которые включены в 
указанные выше обязательные курсы лекций, не говоря уже о том, 
что он стал библиографической редкостью, трудно доступной студен­
там. Вместе с тем, в этом учебнике практически полностью отсут­
ствует описание электромагнитных свойств плазмы твердого тела -  
металлов и полупроводников, что входит в обязательную программу 
обучения студентов на кафедре физической электроники.

Все сказанное выше побудило нас написать эту книгу, небольшую 
по объему, но вместе с тем включающую все необходимое в соответ­
ствии с программами указанных специальных курсов. Надеемся, что 
книга будет полезна студентам и всем специалистам, работающим в 
области физики плазмы, физической электроники и физики твердого 
тела, и они ее оценят по достоинству.

А.Ф. Александров 
А.А.Рухадзе
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ПРЕДМЕТ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ  
ПЛАЗМОПОДОБНЫХ СРЕД

ТЕМА I

§ 1.1. Какие среды называют плазмоподобными и какими 
физическими параметрами они характеризуются

Термин ” плазмоподобные среды” был введен в 1961 г. В.П.Сили­
ным и А.А.Рухадзе в монографии "Электромагнитные свойства пла­
змы и плазмоподобных сред” , которая была первой книгой по элек­
тродинамике таких сред. Под этим термином авторы понимали такие 
казалось бы разные состояния вещества как ионизованный газ, или 
собственно плазма, металлы, полупроводники и даже молекулярные 
коллоидные кристаллы и электролиты. Важной определяющей ха­
рактеристикой этих сред является наличие в них свободных носите­
лей электрического заряда, создающих при своем движении в среде 
электрические и магнитные поля, которые существенно искажают 
внешние поля и влияют на характер движения самих носителей за­
ряда. Именно необходимость самосогласованного описания поведения 
носителей заряда и электромагнитных полей оказалась общей для 
плазмоподобных сред и объединила в одну науку -  физику плазмы
-  физику ионизованных газов, металлов и полупроводников, колло­
идных кристаллов и электролитов, плодотворность чего будет проде­
монстрирована на протяжении всего настоящего курса лекций.

Первичным объектом, однако, была газовая плазма, или система 
кулоновски взаимодействующих заряженных частиц. Именно с такой 
газовой плазмы и началось последовательное изучение плазмоподоб­
ных сред. Мы будем также следовать такому принципу.

Первое, далеко не полное определение газовой плазмы принадле­
жит И. Ленгмюру, который в 1923 году ввел этот термин, назвав 
плазмой ” ярко светящийся газ, состоящий из электронов, ионов раз­
ных сортов и нейтральных атомов и молекул” . Однако еще до И.Лен- 
гмюра о существовании плазмы как газа ионизированных частиц внят­
но заговорил О.Хевисайд, предсказавший 100 лет тому назад наличие



вокруг Земли на высотах 300-400 км слоя такого газа, способного от­
ражать от себя, как от зеркала, радиоволны. Этот слой, названный 
им Г-слоем ионосферы, и сегодня обеспечивает на Земле устойчи­
вую радиосвязь. О.Хевисайд не только предсказал, но и объяснил 
происхождение и даже устойчивое существование в течение суток 
Г-слоя ионосферы как результат ионизации атомов в верхних слоях 
атмосферы Земли коротковолновым излучением Солнца в дневное 
время и ее поддержания плазмохимическими процессами с участи­
ем возбужденных метастабильных атомов ночью. Так или иначе, по 
современным представлениям в Г-слое ионосферы плотность заря­
женных частиц достигает 105 -ь 106см~3 (в зависимости от времени 
суток) и резко спадает вблизи границы слоя на высоте к порядка 
50 км, как это показано на рис. 1.1 (здесь к -  расстояние от поверхно­
сти Земли в километрах). При этом температура электронов в слое 
Те «  (1 -ь 2) 103К, а отношение Т;/Те «  1/3. Плотность нейтральных 
атомов в Г-слое щ  «  108 Ю9см_3, т.е. степень ионизации плазмы в

ТЬ > •
Г-слое составляет г ~ «  10~3 -Ь 10~2, т.е. газ ионизован лишь

п е +  п 0частично.

Рис. 1.1

Легко показать (это будет сделано нами чуть позже), что при та­
ких параметрах ионосферной плазмы отражаться от Г-слоя будут 
волны, длина волны которых > 10 м, а для более коротких волн ио­
носфера прозрачна. Поэтому радиосвязь на Земле возможна на длин­
ных волнах, либо на коротких, но только в условиях прямой видимо­
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сти передатчика и приемника.
В лабораторных условиях систематическим изучением плазмы элек­

трического разряда в газе низкого давления (тлеющий разряд) впер­
вые занялся И.Ленгмюр, который не только ввел количественные 
характеристики для описания состояния плазмы -  плотности ее раз­
личных компонент -  электронной тге, ионной щ и нейтральной щ  и их 
температуры Те, 7], То, но и дал классический способ их измерения
-  метод зондов Ленгмюра. Более того, он обнаружил высокочастот­
ные колебания плотности плазмы с фазовой скоростью, значительно 
большей тепловой скорости электронов и не зависящей от температу­
ры ионов и нейтралов. Он определил и частоту этих колебаний, кото­
рая соответствовала формуле шье =  \/4т;е'1п1./т. Эти колебания по­
лучили название ленгмюровских (или плазменных) колебаний, а их 
частота -  ленгмюровской (плазменной) частоты. И.Ленгмюр обнару­
жил в плазме также и низкочастотные медленные волны с линейным 
законом дисперсии ш =  ку8 и с фазовой скоростью, сравнимой с те­
пловой скоростью ионов (по крайней мере, существенно меньшей те­
пловой скорости электронов). Сам И.Ленгмюр низкочастотные волны 
считал звуком и старался их существование объяснить путем приме­
нения к плазме законов обычной гидродинамики. При этом фазовую 
скорость волн он считал равной

где давление Р  =  п(Те +  7}). плотность р =  (ш +  М )п  ~  Мгг, п =  пе =
=  ///. М масса ионов, а величина 7 =  — -  отношение теплоемкостей.

с%)
С величиной 7 у И.Ленгмюра возникли трудности: по данным экспе­
римента она менялась в широких пределах, в то время как в теории 
считалась постоянной величиной. Так длилось до 1954 года, когда 
Г.Гордеев разрешил этот парадокс, однако об этом речь пойдет ниже 
(см. § 4.1).

Сегодня известно большое многообразие видов газоразрядной плаз­
мы, создаваемой ионизирующим излучением различного типа. В фи­
зической электронике изучают и применяют в самых разнообразных 
целях ВЧ, СВЧ и оптические разряды. В первую очередь, это ис­
точники света, начиная от осветительных приборов дневного света и 
кончая мощными ультрафиолетовыми источниками некогерентного
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излучения (ксеноновые, литиевые и др. лампы) для накачки кван­
товых генераторов и газоразрядными лазерами (разряды в оптиче­
ски активных газах). Затем следует упомянуть многочисленные ти­
пы разрядников-коммутаторов тока, широко используемых в элек­
тротехнике, и наконец, преобразователи тепловой, либо направлен­
ной энергии течения плазмы в электрическую -  слаботочные ТЭП 
(тепловые электрические преобразователи) и мощные МГД-преобра- 
зователи, в которых используется разряд в скрещенных электриче­
ском и магнитном полях.

Параметры газоразрядной плазмы меняются в широчайших пре­
делах. Так в лампах дневного света п =  пе г 71% Ю10 -г- 1013 см 3 при
по и  1013 -Ь 1016 см^3, т.е. Р0 и  1(Г3 -Ь 1 Торр, Те и  104 Ю5К (Те и  
«  1 10 эВ) иТ |й  1000 К (Т* «  0,1 эВ), т.е. плазма в них, как прави­
ло, слабоионизованная и сильно неизотермическая с Те >  Т̂ . Такого 
же порядка параметры плазмы в ТЭП-ах и плазмохимических реак­
торах. Вместе с тем плазма в МГД преобразователях весьма плот­
ная: в ней при атмосферном давлении газа (щ  «  1019 см^3) плотность 
звряжснных чвстиц достигает тъ ~  Ю17 ю18 см 3 при Те
«  0,3 эВ =  3000 К. Наконец, следует отметить, что в отличие от ионо­
сферной плазмы, размеры которой исчисляются десятками и сотня­
ми километров, вследствие чего ее практически можно считать про­
странственно неограниченной, плазма газового разряда существен­
но ограничена в пространстве, размеры ее не превышают десятков 
сантиметров, а в лучшем случае достигают метров (плазма в МГД- 
преобразователях).

Особое место занимает плазма в установках управляемого термо­
ядерного синтеза. Исторически впервые в начале 50 годов А.Д.Са- 
харовым и И.Е.Таммом в СССР и Л.Спитцером в США было пред­
ложено создание, нагрев и удержание горячей водородной плазмы в 
так называемых магнитных ловушках, задача которых -  удержать от 
контакта со стенками термоядерного реактора водородную плазму, 
нагретую до очень высоких температур, больших Т* > Ю8К. Такое 
значение температуры необходимо принципиально, поскольку реак­
ция слияния легких ядер -  пороговая. При таких температурах хаоти-

[ Т~
ческие тепловые скорости частиц очень велики (Ут% =  у  ~  Ю8 см /с) 
и, если не принять каких-либо специальных мер, они мгновенно, за
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а 100 смвремя т - 10 6 с, уйдут на стенки. Чтобы этого не
УТ1 10асм /с

произошло, плазму помещают в магнитное поле такой конфигурации, 
которая препятствует движению частиц к стенкам. Это магнитное по­
ле может быть создано либо внешними источниками, как например, 
в ловушке открытого типа ” пробкотрон” (см. рис. 1.2), либо частично 
возбуждаться разрядным током, создающим и нагревающим плазму, 
как это происходит в замкнутой ловушке тороидальной формы типа 
” токамак” (см. рис. 1.3). Необходимые значения плотности плазмы 
в термоядерном реакторе и времени ее устойчивого существования 
определяются так называемым критерием Лоусона, который для слу­
чая дейтерий-тритиевой плазмы записывается так:

щт >  1014 см 3 • с, (1.1.2)
где т -  время жизни плазмы. Обычно выбирают щ «  Ю14см -3 и со­
ответственно т ~  1 с. В магнитных ловушках это достигается в полях 
Вд & 40кГс & 4Тл. При этом давление магнитного поля намного пре­
восходит газодинамическое давление плазмы, т.е.

8ттТ
В2о

<  1. (1.1.3)

Это и обеспечивает удержание горячей плазмы в магнитных ловуш­
ках.

Рис. 1.2 Рис. 1.3

Кроме стационарных установок с магнитным удержанием горячей 
термоядерной плазмы, существует также так называемый инерци- 
альный ” термояд” , где плазму не удерживают, а стремятся быстро
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нагреть до термоядерных температур, 7} > ЮКэВ, причем столь бы­
стро, что плазма нагревается до термоядерных температур и живет в 
таком состоянии время, необходимое для выполнения критерия Ло­
усона. Очевидно, что это время равно времени инерционного разлета 
плазмы: г =  — , где ао -  размер термоядерной мишени (реактора), а

Vяу8 -  скорость ее теплового разлета, которая порядка скорости звука

~  ~  ^ 8см/ с ‘ Столь быстрый нагрев термоядерного
горючего, например, небольшого шарика из твердого дейтерита лития 
или ” тяжелого” льда можно осуществить, облучая его симметрич­
ным образом из мощных источников излучения (см. рис. 1.4). В слу­
чае твердотельной мишени (лед) п «  1022 Ю23см~3 согласно (1.1.2),
нужно, чтобы время разлета не превышало примерно 10~9 -ь 10~8 с =  
=  1-7- 10 нс, а следовательно, размер мишени должен быть порядка 
ао 1 мм. Для нагрева сферической мишени таких размеров до тер­
моядерных температур мощность источника излучения должна быть 
свыше 5 • 1014 -ь 5 • 1015 Вт при полной энергии «  0, 5 5 МДж.

Рис. 1.4

На сегодняшний день наиболее широко распространены два спо­
соба реализации инерциального термоядерного синтеза: лазерный, 
предложенный в 1964 году Н.Г.Васовым и О.Н.Крохиным, и пучко­
вый (электронный, либо ионный), предложенный в 1971 году Г.Вин- 
тербергом. В первом из них используется оптический разряд и нагрев 
плазмы в поле мощного лазерного излучения, а во втором -  пучковый 
разряд и нагрев плазмы плотным сильноточным пучком заряженных
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частиц.
Очевидно, что говорить о необходимости для человека управля­

емого термоядерного синтеза после аварии на Чернобыльской АЭС 
излишне. На сегодняшний день это один из экологически наиболее 
чистых источников энергии.

Раз уж мы заговорили о термоядерной плазме, то следует упо­
мянуть Солнце и многочисленные звезды Вселенной, представляю­
щие собой примеры высокотемпературной плазмы. Правда, идя от 
сердцевины, т.е. центра звезды, к ее окраине, температура и плот­
ность падают от Т  ~  109 -г- Ю10 К и выше и п ~  1025 -г- 1026 см^3 и вы­
ше (в особенности в белых карликах), соответственно, до Т  Ю4К 
И 71 1 10 см 3 на периферии и в межзвездной среде. Изучение та­
кой плазмы -  особый раздел астрофизики и выходит далеко за рамки 
настоящих лекций.

До сих пор, говоря о плотностях различных компонент плазмы: 
/у,., /у; и /уо и их температурах Т,.. 7} и То, мы молчаливо предполага­
ли, что плазма термодинамически равновесна, по крайней мере, ча­
стично, или, что то же самое, по отдельным ее компонентам (сортам 
частиц). А поэтому функцию распределения каждого сорта частиц
о = с. /. 0 следует считать максвелловской:

Максвелловское распределение для электронов /е(г’) изображено на 
рис. 1.5 в виде кривой 1. Мы знаем, что такое распределение соот­
ветствует невырожденной плазме, что в упомянутых выше примерах 
газовой плазмы выполняется с большим запасом.

Такого, однако, уже не скажешь в общем случае, когда предпо­
ложение о термодинамической равновесности плазмы (даже частич­
ной), не выполняется. Так, например, газоразрядная плазма, как пра­
вило, поддерживается током, а следовательно, по крайней мере элек­
троны обладают отличной от нуля средней направленной скоростью, 
и естественно, их функция распределения может сильно отличаться 
от (1.1.4). Еще в большей степени это относится к термоядерной плаз­
ме в установках типа токамак, в которых протекают огромные токи, 
способные собственным магнитным полем удержать высокотемпера­
турную плазму от разлета.

Сильно неравновесна также плазма высокочастотного и даже оп­

(1.1.4)



V

Рис. 1.5

тического разрядов. В них электроны под действием электрического 
поля излучения совершают осцилляторное движение и их распреде­
ление также отлично от (1.1.4).

Газовая плазма в подавляющем большинстве случаев неравновес­
на и тем не менее для ее описания мы часто будем пользоваться 
понятием средней (усредненной по функции распределения) энергии 
хаотического движения

называя эту величину температурой и понимая при этом условность 
такого определения.

Несколько иная ситуация имеет место в плазме твердых тел -  ме­
таллов и полупроводников, в которой носители заряда вследствие их 
высокой плотности могут оказаться вырожденными и их распределе­
ние по скоростям будет совсем не максвелловским (1.1.4). Но прежде 
чем обсуждать их функцию распределения, следует напомнить, что 
в твердых телах носители заряда вообще не являются реальными 
частицами подобно тому, как это имеет место в газовой плазме. Де­
ло в том, что в полупроводниках и металлах реальные электроны 
находятся в сильном периодическом поле кристаллической решет­
ки и следует говорить о квантово-механической задаче на собствен­
ные значения энергии. При этом возникают возбужденные состояния 
фермионного типа с положительным, либо отрицательным зарядом. 
Спектры собственных значений этих состояний 8(р) образуют зон­

тпу2 ч 3
(1.1.5)
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ную структуру, в которой чередуются заполненные зоны, зоны про­
водимости и запрещенные зоны, по порядку величины составляющие

д 2Е1 10 эВ. Эффективные массы, определенные как га*^1 =  зави-
ор1

сят от импульса р и в случае полупроводников составляют: для поло­
жительных носителей заряда т\ «  га (порядка массы электрона), а 
для отрицательных ТП_ 0,1 -Ь 0,01 га. В металлах же тп_ ~  пI. при­
чем можно считать, что электроны в металле образуют свободный 
газ (либо жидкость), поскольку ширина зоны проводимости очень 
велика, т.е. энергетический спектр металла как бы состоит из одной 
зоны проводимости. В теории металлов и полупроводников опериру­
ют возбуждениями как свободными квазичастицами и применяют к 
ним все методы классической механики и теории газовой плазмы. Од­
нако такой подход требует большой осторожности, поскольку любое 
воздействие, сравнимое по энергии с энергией запрещенной зоны и, 
тем более, с зоной проводимости меняет зонную структуру в целом и 
такой подход оказывается неприменимым.

Обсудим теперь функцию распределения носителей заряда в плаз­
ме твердого тела. В металлах плотность электронов очень высока, 
пе «  1021 Ю22см^3, и при обычных температурах они оказываются
сильно вырожденными. Это является следствием сильного неравен­
ства

& , 1^ Й ( Н З ) ЭВ >> Т . (1.1.6)

Здесь Вре -  энергия Ферми для электронов, а га* -  их эффективная 
масса в металле, Тг =  1,05 • 10^27 эрг • с -  постоянная Планка. В даль­
нейшем различием между эффективной массой электронов в метал­
лах и свободной массой электрона га =  0, 91 • 10^27 г мы будем прене­
брегать. При условии (1.1.6) распределение электронов по скоростям 
является фермиевским, т.е. все нижние энергетические состояния до

с с Рре значения с  < Ьре =  — заняты, а поэтому
2 г а

и
при р < р Ре,

(2" Й)3 (1.1.7)

0 при р > рре.

Очевидно, что средняя кинетическая энергия электронов равна энер­
гии Ферми Ере. Следует отметить, что функция (1.1.7), также как и
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(1.1.4), нормирована на плотность электронов, т.е.

/ Л Ф  =  п „ (1.1.8)

На рис.1.5 распределение Ферми (1.1.7) изображено в виде кривой 2.
Что касается полупроводников, то в них плотность носителей зна­

чительно IIИ /К 0! Т1(> 71% ~  1014 1018 см 3 и, как следствие, зоны про­
водимости в них значительно уже, меньше или порядка 1 эВ, а эффек­
тивные массы сильно отличаются от массы свободного электрона: как 
отмечалось выше, т\ « г а  и т*_ «  0,1 О, 01га. В результате и вы­
рождение носителей имеет место не при всяких температурах. Полу­
проводники с малым числом носителей, как правило, не вырождены 
и носители заряда в них подчиняются максвелловскому распределе­
нию. В полупроводниках с большим числом носителей возможно их 
вырождение, в особенности, электронов при пониженных (по сравне­
нию с комнатной) температурах.

Вряд ли стоит много говорить о важной роли металлов и полу­
проводников для человека. Они, естественно, не так распространены 
в природе как газовая плазма (достаточно упомянуть звезды) и не 
имеют такого глобального значения для жизни на Земле вообще, но 
их роль трудно переоценить. Вся техника как макроскопическая, так 
и микроскопическая базируется на металлах и полупроводниках, на 
использовании их свойств, которые определяются именно носителя­
ми заряда, т.е. с точки зрения нашего подхода -  плазмой носителей 
заряда.

Из всего сказанного с очевидностью следует важность изучения 
свойств плазмы и, в первую очередь, электромагнитных. Если к это­
му добавить очень широкое распространение плазмы в природе -  
99% состояния материи во Вселенной оказывается плазменным, то 
станет понятным, почему известный советский физик Д.А.Франк- 
Каменецкий назвал плазму 4-ым агрегатным состоянием вещества. 
В действительности плазма как газоразрядная, так и твердотельная
-  это газ заряженных частиц, и в редких случаях -  жидкость заря­
женных частиц.
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Рассматривая плазму как газ электронов, ионов (либо отрицатель­
ных и положительных носителей заряда) и нейтральных частиц, пре­
жде всего надо хорошо представлять характер взаимодействия ча­
стиц разного сорта. Великий Л.Больцман, когда рассматривал эту 
проблему для газа из нейтральных атомов и молекул, прекрасно по­
нимал, что взаимодействие между частицами сильное, но возника­
ет на очень малых расстояниях (столкновение), а находятся они на 
большом расстоянии друг от друга и поэтому взаимодействуют ред­
ко, т.е. редко сталкиваются. Считая частицы твердыми шариками 
радиуса а «  1СП8 1СП7см и представляя тем самым потенциал вза­
имодействия в виде

§ 1.2. Когда плазменную среду можно считать газом

в качестве параметра, определяющего применимость газового при­
ближения ("газового” параметра) он принимал малость радиуса вза­
имодействия по сравнению со средним расстоянием между частицами

Очевидно, что это неравенство должно выполняться и в газовой плаз­
ме для взаимодействий электрон-нейтрал и ион-нейтрал, поскольку 
нейтральную частицу по отношению к процессу столкновения с элек­
троном и ионом с хорошей степенью точности также можно считать 
твердым шариком с радиусом а «  1СГ7 1СП8 см.

Неравенство (1.2.2) означает, что частицы, между которыми про­
исходят столкновения, т.е. электроны, ионы и нейтралы, находятся 
настолько далеко друг от друга, что эти столкновения происходят 
редко и основное время частицы двигаются свободно, не испытывая 
никаких воздействий. Этот результат есть следствие малости ради­
уса взаимодействия (или размера) частиц по сравнению со средним 
расстоянием между ними.

Условие применимости газового приближения при учете кулонов- 
ского взаимодействия между заряженными частицами имеет несколь­
ко иной физический смысл. Взаимодействие это -  дальнодействую- 
щее, а поэтому газовое приближение справедливо, если энергия этого

оо, г < а
11(г) (1 .2.1 )

О, г > а

т (1.2 .2)



15

взаимодействия мала по сравнению со средней тепловой энергией са­
мой частицы, т.е.

( Т  при Т  > 8Ре,
Г/(гср) и  е2иу з «  (^) =  I (1.2.3)

[ 8ре При 8ре > Т.

Таким образом, газовый параметр записывается в виде:

е2п1/3
41 =  «  1, (1-2.4)

ГД6 Т1(> Т1% п. Такой газовый параметр, который справедлив как
для газоразрядной, так и твердотельной плазмы, был впервые введен 
Л.Ландау в 1936г.

Для невырожденной плазмы, в которой (8) «  Т  ~  Те ~  Т*, условия
(1.2.2) и (1.2.4) в физическом отношении подобны: чем плазма менее 
плотная, как нейтральная, так и заряженная ее компоненты, тем она 
идеальнее, тем лучше выполняется условие применимости газового 
приближения. А вот если какая-либо заряженная компонента плаз­
мы вырождена, то все наоборот. Поскольку (8) =  8р ~  гг2/3, то оказы­
вается, что средняя энергия кулоновского взаимодействия с ростом 
плотности растет медленнее (как гг1/3), чем средняя энергия частиц 
8  ~  гг2/3. В результате щ ~  гГ х1'л. а следовательно, чем плотнее вы­
рожденная компонента плазмы, например, электроны металла, тем 
лучше для нее выполняется газовое приближение.

Как уже отмечалось выше, условие (1.2.2) означает, что среднее 
расстояние между нейтральными частицами, ттГ1/3, с которыми взаи­
модействуют частицы плазмы, значительно больше а -  радиуса вза­
имодействия, которое является короткодействующим. В этом смыс­
ле условие (1.2.4) имеет полностью противоположный смысл. Чтобы 
убедиться в этом, рассмотрим потенциал пробного точечного заря­
да д, помещенного в невырожденную (для простоты) плазму в точке 
г =  0. Он находится из уравнения Пуассона, которое с учетом норми­
ровки (1.1.8) записывается в виде

ДФ =  —4ттд8(т) — 4ттс

еФ еФ
Т Т-пее е — ще ±г (1.2.5)
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Заряды электронов и ионов для простоты считаем одинаковыми по 
величине, а их плотности в отсутствие пробного заряда равными, со­
ответственно, пе и щ. Предполагая |еФ| <С Те,Т. и з  (1.1.3) находим:

ус. На расстоянии г < г в  сохраняется кулоновский закон взаимодей­
ствия частиц, за дебаевским же радиусом, г > г в, взаимодействие 
экспоненциально мало. Теперь мы можем сравнить среднее расстоя­
ние между заряженными частицами ттГ1/3 с дебаевским радиусом гц 
и убедиться, что

т.е. дебаевский радиус в газовой плазме намного превосходит сред­
нее расстояние между частицами, а поэтому внутри дебаевской сфе­
ры заключено много заряженных частиц. Легко показать, что это 
утверждение справедливо и для вырожденной плазмы (см. задачу 1 
по теме I).

Таким образом, условие (1.2.4) по физической природе противо­
положно условию (1.2.2). Первое носит временной характер -  время 
свободного пролета частиц велико по сравнению со временем вза­
имодействия, т.е. частицы большую часть времени не испытывают 
взаимодействия. В случае (1.2.4), напротив, частицы все время испы­
тывают взаимодействие друг с другом; более того, каждая частица 
одновременно взаимодействует с большим числом других частиц, и 
в этом смысле частицы плотно упакованы. Но при этом взаимодей­
ствие слабое и оно не может сильно исказить их свободное движение. 
В этом смысле эта "плотная упаковка” является слабой.

Очевидно, плазму можно рассматривать как сплошную материаль­
ную среду, а не простую совокупность заряженных частиц, если ее 
размеры намного превосходят дебаевский радиус. Только при этом 
последний имеет физический смысл.

В заключение приведем оценку условий применимости газового 
приближения (1.2.2) и (1.2.4) для различных видов плазмы. Прежде 
всего звмбтим, что при а ~  1(Г 7 -Ь 1(Г 8 см (размер атомов и молекул)

Ф(г) =
г

(1.2 .6)

{

1 /2

где гв ^ 2 ^ Т а / ш 1 а )  1 так называемый дебаевский ради-
ел

(1.2.7)
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условие (1.2.2) выполняется вплоть до щ  < 1021 Ю22см^3, т.е. в га­
зах при нормальной температуре до давления в сотни атмосфер. Оче­
видно, что в газовой плазме как в ионосферной, так и в лабораторной 
это условие выполняется с большим запасом.

Несколько иное положение имеет место для условия (1.2.4). Так 
в ионосферной плазме, где пе ~  106 Ю7см^3, а Ге и  Ю4К имеем
г]\ <  1СП4 <  1, т.е. условие газового приближения выполняется пре­
красно. В обычных газоразрядных лампах дневного света, а также 
в разрядах, используемых в лабораторных экспериментах, где пе «  
«  Ю10 Ю14см^3, а Т е й  104 105 К, величина щ <С 1. Но вот в раз­
рядах в плотных газах, используемых в качестве источников света 
для накачки лазеров, как правило пе «  1018 1019 К, а Те «  1 10 эВ.
При этом щ «  0,1 0, 5 , что свидетельствует о значительном нару­
шении условия применимости газового приближения и существенном 
проявлении свойств неидеальности плазмы, или, как говорят, жид­
костных эффектов.

В термоядерной плазме в установках с магнитным удержанием 
пе «  1014 Ю15см^3, а Т,. «  7} «  10Ц К. В результате имеем щ «
«  10^5 <  1, т.е. идеальность плазмы гарантирована. Но вот в плаз­
ме инерциального термоядерного реактора, где стремятся получить 
пе ~  п» ~  1024 -Ь 1025 см^3 при Т  «  108 К, оказывается, что щ > 0, 0 1 , 
а может, и еще больше, что, по-видимому, потребует учета слабой 
неидеальности, в особенности, в условиях загрязнения (наличие мно­
гозарядных ионов) и охлаждения плазмы.

Наконец, совсем кратко об идеальности электронной плазмы ме­
таллов. Даже в хороших проводниках типа меди, где пе «  5 • 1022 см^3 
и Ере ~  1 эВ имеем щ ~  1, т.е. плазма металлов всегда неидеальна и 
правильнее говорить об электронной жидкости. Тем не менее оказы­
вается, что применение газового приближения к металлам приводит 
к хорошим результатам с точки зрения сравнения с экспериментом. 
И это было продемонстрировано в 1957-58 годах созданием теории 
ферми-жидкости Силина-Ландау. Но эти проблемы, так же как и 
проблемы неидеальной газовой плазмы, которые в настоящее вре­
мя бурно обсуждаются в литературе, выходят за рамки наших лек­
ций. Что касается электронно-дырочной плазмы полупроводников, то 
при нормальной температуре они не вырождены, благодаря малости 
плотности числа носителей. По этой же причине в ней, как правило, 
хорошо выполняется условие газового приближения (1.1.2). Исклю­
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чение может проявиться лишь при низких температурах, коща могут 
нарушаться оба этих условия.

Задачи по теме I

Задача 1. Показать, что дебаевская экранировка электростатического поля имеет 
место и в вырожденной электронной плазме металлов.

Решение.
Энергия свободных электронов р2/2т при наличии поля с потенциалом Ф(г) 

равна (р2/2т, +  еФ). В результате распределение Ферми (1.1.7) становится равно­
распределением в сферическом слое между />„„„ =  \/2теФ и ртах =  \/р2Ре +  2т,еФ. 
Учитывая это обстоятельство, находим выражение для плотности электронов:

(  еФ \ 3/2
пе =  п0е\1 +  — ) , (1 )

где Пое _ плотность в отсутствие поля, совпадающая с плотностью нейтрализую­
щего ионного фона.

Теперь не представляет труда записать уравнение Пуассона для потенциала 
статического пробного заряда д в такой плазме:

ДФ =  — 1 —//г) (г ) — Атгеще
еФ \ 3/2 

1 +  ^ ) (2 )

Решение этого уравнения в пределе слабых полей, |еФ| <С 8ре, дает экранированный 
кулоновский потенциал:

Ф(г) =  -  е - г/гве (3)
г

с дебаевским радиусом следующего вида:

Задача 2. На диаграмме п(Т) электронной плазмы указать области вырождения 
носителей заряда и применимости газового приближения.

Решение.
Условие вырождения для электронной плазмы записывается в виде Ер > Т. На 

диаграмме зависимости 1п п от 1п Т  (рис. 1.6) условие

(Зтг2)2/3/г2п2/3
Е‘— Т - ------ 2̂ ------  (Ц
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Рис. 1.6

дает прямую 1 , разделяющую область вырожденной плазмы от невырожденной. 
Условием применимости газового приближения в невырожденном состоянии будет

е п
?]кл — т < 1. (2 )

На той же диаграмме % л =  1 дает прямую 2. В вырожденном же состоянии для 
применимости газового приближения необходимо выполнение условия

в —
е п

Ет, < 1. (3)

Поскольку энергия Ферми не зависит от Т, а зависит только от п, условие % в =  1 
дает прямую 3, проходящую через точку, где пересекаются три прямые Ер =  Т =  
=  е2п1/3. Следовательно, в области I имеется невырожденная плазма со слабым 
взаимодействием, к которой применимо газовое приближение; в области II -  не­
вырожденная плазма с сильным взаимодействием, т.е. классическая жидкость; в 
области III -  вырожденная плазма с сильным взаимодействием, т.е. квантовая жид­
кость. Как в области II, так и в области III газовое приближение неприменимо. 
Наконец, область IV изменения параметров п и Т  характеризует вырожденную 
плазму со слабым взаимодействием, к которой газовое приближение применимо.

Задача 3. Исследовать колебания однородной электронной плазмы, возникающие 
при малом смещении электронов относительно ионов.

Решение.
Обозначим вектор смещения электронов относительно ионов через 8 . Плотность 

нескомпенсированного заряда электронов при смещении 8 будет равна

р  =  сИ у е п Р8  =  е п е сН у 8 . ( 1)
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Этот заряд создает электрическое поле Е, величина которого определяется из 
уравнения Пуассона:

сИу Е =  Аттр =  47тпе сИу 8 , (2)

Отсюда, учитывая, что при 8  =  0 и Е =  0, можно написать

Е =  4 -7гепе8 , (3)

Таким образом, поле Е параллельно смещению электронов 8  и действует на 
каждый электрон с силой

Г =  ̂ еЕ =  4̂-7ге2пе8, (4)

стремящейся вернуть электрон в первоначальное равновесное положение, В ре­
зультате имеем уравнение движения электрона вида

гР 8
ГП——Г =  ^еЕ  =  — !-»•■//,-8 . (5)ей2 1 ;

Это уравнение описывает колебания плазмы около равновесного положения 
(8 =  0 ) с частотой

_  _ /4 т г  е2п Л 1/2
0̂ — ~ --------  ; (6)

х т  ,
известной как электронная ленгмюровская частота.



21

ОСНОВЫ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ СРЕД 
С ВРЕМЕННОЙ И ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 

ДИСПЕРСИЕЙ

ТЕМА II

§ 2.1. Уравнения электромагнитного поля в среде и 
граничные условия

В предыдущей лекции уже подчеркивалось, что основной особен­
ностью плазменных сред, таких как газовая плазма, плазма метал­
лов, полуметаллов и полупроводников, является наличие в них боль­
шого числа свободных носителей зарядов. Именно это обстоятельство 
определяет сильную реакцию таких сред на воздействие электромаг­
нитного поля. Под действием поля, которое первоначально может 
быть создано внешними источниками заряда и тока, приходят в дви­
жение носители заряда среды, в результате чего в ней возникают ин­
дуцированные заряды и токи. В свою очередь последние сами явля­
ются источниками поля и искажают поле, создаваемое внешними ис­
точниками.

Определение индуцированных токов и зарядов -  задача конкрет­
ной модели среды. Однако, прежде чем перейти к обсуждению таких 
моделей плазмы, мы сформулируем основные положения электроди­
намики сред с учетом как временной, так и пространственной диспе­
рсии и исходя из принципа причинности, общих соображений симме­
трии и физической измеряемости величин, найдем общие ограниче­
ния, которым должны удовлетворять рассматриваемые ниже модели 
плазменных сред.

Таким образом, в плазменных средах (а точнее, в любых матери­
альных средах) имеет место сложное самосогласованное взаимодей­
ствие электромагнитного поля и носителей заряда. Уравнения поля 
в среде при этом должны учитывать индуцированные токи и заряды
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и, следовательно, должны записываться в виде

с Ы ’
сНу Е =  47г (р +  ро)

(2.1 .1 )

сНу  В =  0.

Здесь Е -  вектор напряженности электрического поля в среде, а В
-  вектор магнитной индукции; они определяют известную силу Ло­
ренца, действующую на пробный заряд д, движущийся в среде со 
скоростью у :

Величины ро и ^  -  это заданные внешние плотности заряда и тока, 
а р и  ̂ -  плотности, индуцированные в среде. Уравнения (2.1.1) есть 
не что иное как хорошо известные уравнения Максвелла, в которых 
в случае вакуума нужно положить р =  } =  0 .

Образуя дивергенцию от третьего уравнения системы (2.1.1), по­
лучим:

Подставляя сюда значение сНу Е  из первого уравнения системы
(2.1.1), находим, что в отсутствие внешних источников (т.е. когда 
Ро =  .Ь =  0) индуцированные в среде заряды и токи удовлетворяют 
уравнению непрерывности, выражающему закон сохранения количе­
ства электричества в среде:

Этот закон остается в силе и при отличных от нуля ро и если толь­
ко они сами удовлетворяют уравнению непрерывности вида (2.1.3).

Наличие скалярной связи (2.1.3) между индуцированными в сре­
де зарядом р и током  ̂ говорит о том, что в уравнениях поля для 
среды по сравнению с уравнениями поля для вакуума появляется на 
самом деле только одна дополнительная векторная величина  ̂ (или 
три скалярных величины где г =  х,у , г). Ради удобства вместо  ̂
вводят величину В , называемую вектором электрической индукции

(2 .1.2)

сНуг о Ш  =  сНу Е  Н-------сНу  П + ,] о).
с о1 с

(2.1.3)
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и определяемую из соотношения
г

В (г ,I) =  Е(г, I) +  4ж ^  (2.1.4)
-ОО

Используя это соотношение и уравнение непрерывности (2.1.3), из 
уравнений электромагнитного поля в среде (2 .1.1) можно исключить 
плотности индуцированных зарядов и токов и записать эту систему 
в виде

1 <9Вгог Е = ------— . (Ну В  =  4тг̂ ().
с о^

(2.1.5)
„  1дБ 4тг. „го^В = — -— |----- спуВ =  0.

с о1 с
Здесь уже явно видно, что в уравнениях поля в среде фигурирует 
только одна дополнительная векторная величина В  -  вектор элек­
трической индукции.

В литературе, особенно посвященной магнитным средам, распро­
странена еще одна форма записи уравнений поля с введением вместо 
одной векторной величины р либо В ) двух дополнительных вектор­
ных величин В  и Н:

т. 1<9В V .го^Е = ----- — . (11 у В =  4тг/.;().
с 61

(2 .1.6)
тт 1 ®  4ж. Лго*Н =  — -— |------ш у В  =  0.

с о1 с

Эту форму записи можно получить из (2.1.1), если представить плот­
ность индуцированного в среде тока } в виде

 ̂ =  ^о*М + ^ ,  (2.1.7)

вводя при этом вектор намагниченности среды М  и вектор поляризу­
емости Р. Определив далее величины Н и В  с помощью соотношений

В = Н + 4тгМ . В  = Е + 4тгР (2.1.8)

и используя уравнение непрерывности (2.1.3), переходим от системы
(2.1.1) к системе (2.1.6).

Заметим, однако, что деление плотности индуцированного тока 
на два слагаемых (2.1.7) не является, вообще говоря, однозначной
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процедурой. Поэтому неоднозначным оказывается в общем случае и 
определение величин Н и В  с помощью соотношений (2.1.8). Это об­
стоятельство побуждает нас в дальнейшем пользоваться в основном 
формой записи уравнений поля в виде (2.1.5), которая однозначно 
соответствует системе (2.1.1).

Для решения электродинамических задач система уравнений (2.1.1) 
или (2.1.5) должна быть дополнена граничными условиями, которые 
выводятся из самих уравнений поля путем их интегрирования по бес­
конечно тонкому пограничному слою раздела двух сред. ” Бесконечно 
тонкий” пограничный слой означает, что характерные размеры про­
странственной неоднородности полей считаются намного превосходя­
щими размер переходного слоя между двумя однородными в объеме 
материальными средами. Кроме того, при интегрировании системы 
уравнений поля предполагается, что поля Е и В могут быть только 
конечными, либо терпеть конечные скачки. Это является следстви­
ем конечности величины силы Лоренца как измеряемой физической 
величины.

Учитывая сказанное выше и считая для простоты поверхность раз­
дела двух сред плоской и перпендикулярной оси х (см. рис. 2.1), из 
четвертого уравнения (2.1.5) получаем:

х

1

Рис. 2.1

2 2

дву д в г
ду дг

йх =  0.
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Здесь интегрирование ведется между бесконечно близко расположен­
ными точками 1 и 2, лежащими соответственно в средах 1 и 2. Из ко­
нечности вектора В и его тангенциальных (по отношению к границе 
раздела сред) производных следует, что второе слагаемое в получен­
ном соотношении стремится к нулю. В результате получаем гранич­
ное условие вида

В>.г — В\х =  О
или в общей форме:

В 2п - В 1П =  0, (2.1.9)
где п -  нормаль к границе раздела сред (в рассматриваемом случае
она направлена вдоль оси Ох). Условие (2.1.9) означает непрерыв­
ность нормальной компоненты вектора В на границе раздела сред.

Совершенно аналогично интегрирование второго уравнения (2.1.5) 
приводит к граничному условию, выражающему непрерывность тан­
генциальных компонент вектора напряженности электрического по­
ля:

Еш - Е и =  0. (2.1.10)
Новый момент возникает при интегрировании первого и третьего 

уравнений системы (2.1.5). Дело в том, что они содержат вектор ин­
дукции В , который не является непосредственно измеряемой физи­
ческой величиной. Более того, эта величина была введена для учета 
индуцированных электрическим полем токов и зарядов в среде. По­
этому она связана с полями Е и В обобщенным функциональным 
соотношением и может, вообще говоря, обращаться в бесконечность 
и иметь произвольные скачки. В результате интеграл

дИу д В Л  Г
~— ) ах =  шу п В п  ах =  —4тта 

ду дг  )  у
1 1

уже не стремится к нулю. Поэтому следующее из первого уравнения
(2.1.5) граничное условие запишется в виде

Е>2п -  Е>1п =  47г(сг +  (То), (2.1.11)

где сто -  поверхностная плотность заряда, создаваемая внешними ис­
точниками. По аналогии величину

2 2 
1 [  (дО у  , 9А Д  ,

а =  ~ Т п ]  { ^  +  ^ г ) 11х
1 1

^  сНу [п[Вп]] йх (2.1.12)
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мы будем называть поверхностной плотностью заряда, индуцирован­
ного в среде.

Наконец, интегрирование третьего уравнения системы (2.1.5) при­
водит к граничному условию

[п,в2 -  В!] = в 21 -  в 1( = ^ ( ;  + ;0), (2.1.13)

вде
2

1о =  ^  Зо(г)^ х (2.1.14)
1

-  поверхностная плотность тока внешних источников поля, а

. 1 }  дВ  7 }  (  1 <9Е \ } ,  ч
1 =  —  —— (1х =  -----  — |- 1 \ Ах =  1(г) Ах (2.1.15)

4тг./ <Н ]  \4тг Ы л)  ]  } к }
1 1 1

-  поверхностная плотность тока, индуцированного в среде.
Соотношения (2.1.8) -  (2.1.15) образуют полную систему гранич­

ных условий к уравнениям поля (2.1.5). Сформулированная гранич­
ная задача, однако, все еще не до конца определена, поскольку не 
определена величина вектора электрической индукции В или плот­
ность индуцированного в среде т о к а е с л и  речь идет о системе урав­
нений поля в виде (2.1.1). Необходимо установить связь этих вели­
чин с причиной их появления -  полями Е и В. Сразу же заметим, 
что поле В согласно третьему уравнению (2.1.5), не содержащему ха­
рактеристик среды, выражается через Е. Поэтому без ограничения 
общности достаточно знать связь между В и Е либо } и Е. Эти связи 
называются материальными уравнениями электродинамики -  зако­
ном электрической индукции и дифференциальным законом Ома. В 
самом общем виде их можно записать как нелинейные функциональ­
ные соотношения:

В(г, г) =  Ф (Е(г, *)), ^г, г) =  Ф (Е(г, *)). (2.1.16)

Установление явного вида этих соотношений является задачей кон­
кретных моделей среды и, в частности, уравнений движения носите­
лей заряда в материальных средах. Именно этой задачей мы и будем 
заниматься в последующих лекциях.
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§2 .2 . Материальные уравнения линейной электродинамики. 
Тензор комплексной диэлектрической проницаемости

В пределе достаточно слабых полей в соотношениях (2.1.16) можно 
ограничиться линейной связью между В и В, либо  ̂ и Е. Пределы 
применимости такого приближения находятся только в рамках нели­
нейной теории и об этом пойдет речь в дальнейшем при изучении кон­
кретных плазменных сред. Здесь же без использования конкретной 
модели среды мы установим общие закономерности линейной электр- 
динамики материальных сред.

С учетом пространственной и временной дисперсии и принципа 
причинности в наиболее общем виде линейные связи (2.1.16) следует 
писать так:

I

Зг(т,1) = ^  М  !  <гг<7»,(гУ;МО-^-(г',0>
— ОО

I

Д(г,*) =  [  М  [  йге^ (г

(2 .2 .1)

-ОО

В этих соотношениях, называемых материальными уравнениями ли­
нейной электродинамики, учтено, что состояние среды (индуцирован­
ные в ней заряды и токи) в заданный момент времени I и в задан­
ной точке пространства г может определяться значениями поля во 
все предшествующие моменты времени (в этом и состоит принцип 
причинности) и во всех точках пространства. В этом проявляются 
частотная (временная) и пространственная дисперсия среды. Физи­
чески частотная дисперсия связана с процессами релаксации носите­
лей заряда в среде и с их инерцией, пространственная же дисперсия 
определяется процессами переноса носителей заряда в среде. Функ­
ции сг^(г, г'; ,̂ '̂) и е^(г, г'; I, 2'), называемые функциями влияния и 
представляющие собой ядра интегральных соотношений (2.2.1), ха­
рактеризуют эффективность передачи действия поля из одной точки 
пространства -  времени в другую.

В случае пространственно однородных и стационарных во времени 
сред очевидно, что ядра интегральных соотношений (2.2.1) должны
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быть разностными функциями своих аргументов, т.е.
I

Зг(т,1)= [  М  [  Лта^(т  -г ' ; *  ,1'),

-ОО

(2 .2 .2 )
I

Д (г,^ ) =  ^  а '  !  д,ГЕц(т — г'; I — I’).
— ОО

Это значительно облегчает анализ системы уравнений поля (2.1.1) 
либо (2.1.5). Действительно, эти уравнения в таком случае оказыва­
ются линейными интегро-дифференциальными уравнениями с раз­
ностными ядрами интегральных членов. Известно, что решения та­
ких уравнений можно искать в виде плоских волн

Е(г, I) =  Е(о>, к )е- й ^  +  *к г , (2.2.3)

где ш -  частота, к -  волновой вектор волны. Такая же зависимость 
принимается и для других входящих в уравнения поля величин.

Для плоских волн соотношения (2.2.2) принимают алгебраический 
вид:

к) =  к)Еу(ш, к),
(2.2.4)

Д(о;,к) =  к)Еу(ш, к),
где комплексный тензор проводимости а;, к) и комплексный тен­
зор диэлектрической проницаемости к) связаны с функциями
влияния следующими очевидными соотношениями:

ОО
<7ц(ш,к) =  [  (Их [  (1тг сту(г1;V '

О
(2.2.5)

ОО

е , ^ , к ) =  /  <Й! йг1^ ( г 1;41)е*ш41 - * кг1

где Г1 =  г — г1, а 1\ =  I — I’ . Зависимость тензоров к) и к)
от частоты ш определяет частотную (временную) дисперсию, а зави­
симость от волнового вектора к -  пространственную дисперсию элек­
тромагнитного поля в среде1.

1 Термин "пространственная дисперсия” диэлектрической проницаемости впервые бвш введен 
М.Е.Герценштейном в 1952 году.
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Очевидно, что тензоры а^(со} к) и е^(со: к) не являются независи­
мыми. Действительно, используя (2.1.4), получаем:

4:711
к) =  %  н-------(Гц(ш, к). (2.2.6)

со
Имея в виду связь (2.2.6), в дальнейшем мы в основном будем поль­
зоваться только понятием тензора диэлектрической проницаемости 
и записью уравнений поля в форме (2.1.5).

В случае изотропной среды, свойства которой не зависят от напра­
вления в пространстве, или, другими словами, в которой нет выделен­
ных направлений, тензор е^(со, к) является функцией одного вектора 
к, причем функцией четной, не меняющейся при замене к —>• —к. Та­
кой тензор, очевидно, можно представить в виде

к) +  к). (2.2.7)

Это означает, что в изотропной среде только две компоненты тензо­
ра являются независимыми, и поэтому все компоненты выражаются 
через две скалярные функции е1(со,к) и е1г(со,к), зависящие только 
от модуля к =  |к|. Нетрудно видеть, что первое слагаемое выделя­
ет переменную по отношению к направлению волнового вектора к 
компоненту поля, вследствие чего скаляр е1г(со,к) называется попе­
речной диэлектрической проницаемостью изотропной среды, а второе 
слагаемое -  продольную компоненту, причем скаляр е1(со, к) называ­
ется продольной диэлектрической проницаемостью. То, что для опи­
сания электромагнитных свойств изотропной среды при учете про­
странственной дисперсии необходимо введение двух скалярных вели­
чин, соответствует тому очевидному обстоятельству, что физические 
процессы в среде могут происходить неодинаково для случаев, когда 
поле волны и, соответственно, вызванное им движение частиц среды 
направлены либо поперек, либо вдоль направления распространения 
волны.

Аналогичным образом записывается и тензор проводимости 
(т̂ (со, к) в изотропной среде, причем согласно (2.2.6)

к) =  1 +  — <тЫг(и, к). (2.2.8)
СО

Заметим, что тензоры <т/;-(г. I) и с/Дг. I) являются действительными 
функциями своих аргументов, так как они связывают между собой

к)
кг к
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действительные величины ^(г ,2), 0 ( г ^ )  и Е(г, I). Этого уже нельзя 
сказать о тензорах <т*Да;, к) и с/ДоЛ к) даже как о функциях действи­
тельных переменных шик.  Из действительности функций Т)(гЛ) и 
Е(г. с учетом (2.2.5) следует, что

-к ),

Кесг^Да;, к) =  Ке<т*Д — о;, —к), (2.2.9)

к) =  — 1тсг?-(—о;, —к).

Аналогичным свойством обладает и тензор сг*До;, к), но только с 
заменой Ке О  1т .

Из чисто тензорных свойств диэлектрической проницаемости вы­
текает еще одно ее общее свойство. Тензор второго ранга как функция 
только одного вектора к при зеркальном отражении системы коор­
динат не меняет знака. Отсюда следует, что

Ец(и>, к) =  —к). (2.2.10)

Если тензор диэлектрической проницаемости зависит еще от магнит­
ного поля Во (среда помещена во внешнее заданное магнитное поле), 
то вместо (2.2.10) имеем

к, В 0) =  -к , - В 0). (2.2.11)

Наконец, для изотропной среды из (2.2.9) имеем

К еа1'*г(ш,к) = К еа1'*г(-ш,к),
(2 .2 .12)

1т а1,гг(со: к) =  - 1т а1*г(-ш ,к ).

Соотношение (2.2.10) при этом выполняется автоматически.
В заключение настоящего параграфа попытаемся установить связь 

магнитной проницаемости среды, которую приходится вводить при 
использовании системы уравнений поля в форме (2.1.6), с тензором 
диэлектрической проницаемости, определенным соотношениями
(2.2.2) и (2.2.5). Ограничимся рассмотрением изотропной среды, для 
которой только и удается однозначным образом установить эту связь.

Для изотропной однородной среды уравнения поля (2.1.6) при под­
становке в них решений в виде плоских волн (2.2.3) сводятся к систе­
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ме алгебраических уравнений. Чтобы замкнуть эту систему восполь­
зуемся материальными уравнениями в виде1

В (о;, к) =  //(о;, к)Л(ш, к),
(2.2.13)

В(ш,к) =  е(ш,к)Е(ш,к),

где к) и //(о;, к) -  соответственно диэлектрическая и магнитная 
проницаемости изотропной плазменной среды. Из сравнения получен­
ной системы уравнений с системой, полученной из (2.1.5) при подста­
новке (2.2.3) с учетом (2.2.7), легко находим искомую связь между 
тензором диэлектрической проницаемости изотропной среды в виде
(2.2.7) и диэлектрической и магнитной проницаемостями, фигуриру­
ющими в (2.2.13):

е(ш, к) =  е1(ш, к).

ш2

к) — к)] .
(2.2.14)

//(и;, к) с2к2

Из соотношений (2.2.14) следуют два весьма важных вывода. Дей­
ствительно, легко показать непосредственным интегрированием пер­
вого уравнения поля (2.1.5) для пробного точечного заряда ро(г) =  
=  д$(г — го), что потенциал Ф поля такого заряда дается выражени­
ем (Е =  —\7Ф):

4тга Г е*к (г -  го) 4тго Г е*к (г “  го)
ФМ  =  тЛв Ы =  тЛв ак Ь2 и ьл • (2’2Л5)(27г)*3,/ кгЩе^{ш,к) (27г)*3,/ к2е1(ш,к)

Отсюда видно, что в статическом пределе, т.е. при ш —>• 0, продольная 
диэлектрическая проницаемость изотропной термодинамически рав­
новесной среды е1(ш, к) конечна (в более общем случае анизотропной 
среды при ш —>• 0 конечна свертка тензора к̂ к̂ е̂ {̂о;, к)).

Более того, из выражения (2.2.15) в случае вакуума, когда 
к) —>• 1, получаем хорошо известную формулу для кулоновского 

потенциала точечного заряда:

Ф(г) =  , 4 (2.2.16)
Г — Го

1 Строго говоря, такая запись не является общей, поскольку следовало бы даже в изотропной 
среде вводить тензоры б ц ( и > ,  к )  и /лц(ш, к )  в виде (2.2.7).
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Если же ^(0, к) =  1 +  2 2 , то из (2.2.15) получаем экранированный
К Г  пБ

кулоновский потенциал:

ф(г) =  ^ п/г°, (2.2.17)
К

где Я =  | г — го | - Именно такое положение имеет место для термоди­
намически равновесных плазменных сред.

Обратимся теперь ко второму соотношению (2.2.14). Из него видно, 
что в статическом пределе магнитная проницаемость изотропной сре­
ды может быть отлична от единицы, если только тензор диэлектриче­
ской проницаемости имеет полюс второго порядка при ш —>• 0. В лю­
бой классической модели термодинамически равновесной среды ста­
тическая магнитная проницаемость должна тождественно равняться 
единице, поскольку свободная энергия системы носителей заряда в 
этом случае не зависит от магнитного поля и, следовательно, среда не 
обладает магнитными свойствами (теорема Бора -  Ван-Левен). Маг­
нитное поле статического тока в таких средах не может отличаться 
от поля в вакууме, а следовательно, их поперечная диэлектрическая 
проницаемость не может иметь полюса по ш порядка выше первого. 
Таким образом, появление магнитных свойств у сред в термодина­
мическом равновесии есть явление чисто квантовое, так же как и 
свойство сверхпроводимости. В изотропных магнитных и сверхпрово­
дящих средах поперечная диэлектрическая проницаемость должна 
обладать полюсом второго порядка при ш —>• 0, поскольку продоль­
ная диэлектрическая проницаемость, как уже отмечалось выше, в 
статическом пределе особенностей не имеет. Именно так обстоит дело 
в сверхпроводниках и магнетиках, причем, поскольку мнимая часть 
диэлектрической проницаемости является нечетной функцией часто­
ты, то полюсом второго порядка обладает ее действительная часть. 
Напротив, в случае классических проводников, таких как металлы 
и полупроводники, особенность имеет мнимая часть поперечной ди­
электрической проницаемости, причем эта особенность соответствует 
полюсу первого порядка при ш —>• 0 и обусловлена наличием конечной 
активной проводимости у этих сред.

Наконец отметим, что в противоположном пределе очень высоких 
частот тензор диэлектрической проницаемости любых сред должен 
стремиться к единичному тензору, т.е. к проницаемости вакуума. Это 
очевидным образом следует из того факта, что при очень высоких ча-
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стотах среда не успевает реагировать на действие поля и ведет себя 
как вакуум. Таким образом, при ш —>• оо с/До;, к) —>• 8ц. Легко по­
нять, что и при к —>• оо с/Дш. А') —>• . так как в этом пределе рас­
стояние, на которое передается информация о действии поля, стре­
мится к нулю, и передача происходит практически мгновенно.

§ 2.3. Энергия электромагнитного поля в среде

Продолжая изучение общих свойств тензора диэлектрической про­
ницаемости плазмоподобных сред, рассмотрим вопрос о диссипации 
энергии электромагнитного поля в такой среде. Внешние источники, 
создавая поле в среде, тем самым меняют ее энергию, что обусло­
влено работой поля над внешними источниками. Из уравнений поля
(2.1.5) легко находим эту работу:

1 Г <9В дВ г Л , ч

Интегрируя это соотношение по большому объему и пренебрегая воз­
никающим при этом поверхностным интегралом вследствие ограни­
ченности полей Е и В, окончательно находим:

Ш  ЛА / \  • т. 1 ( л  (тъд в  т,дт>\
-Ж =  “ д  =  “  I  аг}оЕ =  ^  /  *  (в ёГ + Её г ) ' (2'3'2)

Здесь под IV понимается энергия электромагнитного поля в среде, а 
под А -  работа поля над внешними источниками. Естественно, их из­
менения во времени взаимно компенсируются, что и записано в (2.3.2).

Представим поле в среде в виде плоских волн, и, учитывая его 
действительность, запишем

Е(г, *) =  Е к ) е - й ^  +  *кг +  Е*(о>, к ) е ^  _  *к г . (2.3.3)

В таком же виде представим поля В (г, I) и В  (г, I). Подставляя такие 
разложения в (2.3.2) и производя усреднение во времени, получим

/  (1т (ЕВ* -  ВЕ*) =  —  (ЕВ* -  ВЕ*), (2.3.4)
(И 4тг У 1 ; 4тг 1 1 ;

где V -  достаточно большой объем среды.
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Учтем теперь материальное уравнение (2.2.4) и соотношение (2.2.9). 
При этом из (2.3.4) получаем выражение для плотности энергии по­
ля, диссипируемой в среде в единицу времени:

V =  =  ^  [ 4 ( ^ к ) - М ^ к)] ЕгЩ- (2-3-5)

Из этого соотношения следует весьма важный вывод о свойствах ма­
териальных сред: если тензор диэлектрической проницаемости сре­
ды при действительных ш и к  является эрмитовым, т.е. к) =
=  к), то ф =  0. Это означает, что электромагнитная волна в та­
кой среде не поглощается. За поглощение электромагнитных волн в 
материальной среде ответственна антиэрмитовая часть тензора ди­
электрической проницаемости:

17 =  9 =  ^ {и’ ’ к )Е 'Е1- ( 2 ' 3 ' 6 )

Соотношения (2.3.5) и (2.3.6) принимают простой вид в случае изо­
тропной среды, что позволяет сделать еще более определенные выво­
ды. Имеем

д =  {1тегг(^, Л:)|Ег12 +  1тг:^(^, Л:)1Е̂ Г|2}. (2.3.7)

Первое слагаемое описывает поглощение в среде продольного поля, 
Е; =  к(кЕ)/к2, а второе -  поглощение поперечного поля, Е/г =  Е — Е1.

Если изотропная среда находится в состоянии термодинамическо­
го равновесия, то очевидно, что в ней энергия электромагнитной вол­
ны может только диссипировать, поглощаясь средой. А поэтому в 
такой среде при ш > 0 всегда

1те1(ш,к) > 0, 1 т е*г(ш,к) > 0. (2.3.8)

Нарушение какого-либо из этих условий означает, что среда может 
отдавать свою энергию электромагнитной волне, поскольку в ней д 
может стать отрицательной. Это возможно только в случае термоди­
намически неравновесной среды, обладающей избыточной энергией.

В случае непоглощающей среды можно определить и энергию элек­
тромагнитного поля, поскольку она не меняется со временем. Для 
ее определения, однако, недостаточно ограничиваться рассмотрением 
строго монохроматической волны типа (2.3.3). Реально поле в среде
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всегда состоит из суперпозиции монохроматических полей с часто­
тами, близкими к некоторому значению ш. Поэтому вместо (2.3.3) 
следует писать

Е(г,*) =  Е(ш, к, *)< -гш1 +  /кг ш. к, 1)егиЛ — /кг (2.3.9)

При этом в разложении Фурье поля Е(г, I) по времени амплитуда 
Фурье Е(о/. г) имеет резкие максимумы вблизи ш' =  ±а;. Учитывая 
это и аналогичные соотношения для В (о;, к, I) и В(а?,к,2), из (2.3.4) 
после усреднения по времени с точностью до членов первого порядка 
по а; ±  а/  получим

Ч V (11 4 тг (11
( Д * Д

1 „ д Е ;  д
^ Е‘ ~ т Ж ,ше'А ^ )+

1 ЯЕ* Я 11 }
к) +  —  [ег'Дш, к) -  е*(ш, к)] ДД*

(2.3.10)

4тг 1 д1 дш
*
V

где зависимость Е, В (о;, г, I) для сокращения записи опущена. В слу­
чае строго монохроматического поля, когда величины Е и В не за­
висят от времени, это соотношение переходит в (2.3.5), т.е. отличным 
от нуля остается лишь последнее слагаемое. Если же поле не строго 
монохроматическое, а среда непоглощающая, т.е. Вц(ш, к) =  е^(ш, к), 
то последним слагаемым в (2.3.10), напротив, можно пренебречь. В 
результате получим

сЮ 1 Л
Я. (И

1
4тг (И

В *въ Е* Е1 (ш, к) (2.3.11)

Величину II при этом следует рассматривать как плотность энергии 
электромагнитного поля в непоглощающей среде.

В случае изотропной среды выражение для II упрощается и сво­
дится к виду

и
Е1!2 д  
4тт дш

ше (̂ш, к)
Егг\ д  
4тт дш

ш
с2к<
иг

(2.3.12)

Отсюда мы вновь можем сделать определенные выводы о диэлек­
трической проницаемости изотропных сред. В частности, в случае 
термодинамически равновесной среды энергия поля должна быть по­
ложительной, а поэтому

д_
дш

ше\ш, к) > 0,
д_

дш
ш ш, к)

с2 к2
шс

>  0. (2.3.13)

*
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В термодинамически неравновесной среде эти неравенства могут на­
рушаться. При этом говорят о волнах с отрицательной энергией соот­
ветственно для продольного (при нарушении первого из неравенств
(2.3.13)) и поперечного (при нарушении второго неравенства (2.3.13)) 
электромагнитного поля. Отметим, что нарушение любого из нера­
венств (2.3.13) является также признаком неустойчивости среды, по­
скольку возрастание поля, согласно (2.3.12), при этом сопровождает­
ся уменьшением ее энергии. Отметим также, что неравенства (2.3.13), 
так же как и (2.3.8), справедливы только в пределе высоких ча­
стот, поскольку они получены из усредненных соотношений (2.3.12) 
и (2.3.7) соответственно.

§ 2.4. Электромагнитные волны в среде. Начальная и 
граничная задачи электродинамики

Как известно из общего курса теории поля, в вакууме в отсутствие 
внешних источников могут существовать электромагнитные волны 
вида укг. где ш -  частота, а к -  волновой вектор волны. В
вакууме ш и к  -  действительные величины и связаны между собой 
простым дисперсионным соотношением

ш2 =  к2 с2. (2.4.1)

Электромагнитные волны в вакууме -  это нетривиальные решения 
уравнений поля (2.1.1) при р =  р0 =  О а соотношение
(2.4.1) есть не что иное, как условие существования таких решений.

Очевидно, что электромагнитные волны могут существовать и в 
материальной среде. Действительно, из системы уравнений поля
(2.1.5) в отсутствие внешних источников, т.е. при р$ =  0 и ^  =  0, для

__■?/,?■/■ I 7 к Т*решений вида е ^  получаем

[кЕ] =  —В, кгвцЕу =  О,
(2.4.2)

[кВ]/ =  -^-е^Еу, к ,11, =  0.

При написании этой системы мы воспользовались материальным урав­
нением (2.2.4).
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Условие разрешимости однородной системы (2.4.2) и представляет 
собой дисперсионное уравнение, связывающее ш и к для собственных 
электромагнитных колебаний материальной среды:

Решения этого уравнения, вообще говоря, комплексны, т.е. комплекс­
ными являются ш и к. Это означает, с одной стороны, что электромаг­
нитные волны, возбужденные в среде каким-либо источником поля, 
после выключения источника затухают, либо нарастают со временем. 
С другой, что электромагнитные волны, генерируемые источником 
в какой-либо области пространства, затухают, либо нарастают, рас­
пространяясь в среде. В первом из этих случаев говорят о начальной 
задаче, а во втором -  о граничной задаче электродинамики матери­
альных сред.

В случае изотропной среды с диэлектрической проницаемостью 
вида (2.2.7) уравнение (2.4.3) распадается на два:

описывающие соответственно продольные, Е || к, и поперечные, Е _1_ к 
волны, причем последние дважды вырождены, что соответствует двум 
возможным поляризациям поля. Заметим, кстати, что продольные 
волны возможны только в материальной среде, в вакууме е1 =  еЬг =  1 
и поэтому возможны только поперечные электромагнитные волны со 
спектром частот (2.4.1).

Деление волн на чисто продольные, а следовательно, потенциаль­
ные, и поперечные -  непотенциальные, строго возможно лишь в изо­
тропной среде. Однако, и в анизотропной среде в области малых фазо­
вых скоростей, когда ш <С кс, среди электромагнитных волн имеются 
волны, которые с хорошей степенью точности являются потенциаль­
ными. Действительно, если в уравнениях поля (2.1.5), либо (2.4.2) 
перейти к пределу с —>• оо, то электрическое поле окажется потен­
циальным, Е =  — гкФ, а следовательно, В =  0. При этом из второго 
уравнения системы (2.4.2) получаем, что

Л(ш,к) =  к26ц — к̂ к̂  — к) =  0. (2.4.3)

е1(ш, к) =  0 ,

(2.4.4)
■е*г (ш ,к )  =  0

кгЕц(и}, к)к^Ф =  0. (2.4.5)
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Условие существования нетривиальных решений этого уравнения и 
представляет собой дисперсионное уравнение почти продольных, или, 
как говорят, квазипродольных волн в анизотропной среде и записы­
вается в виде

е(ш, к) =  {и, к) =  0. (2.4.6)
гь

Саму же величину г (о;, к) называют продольной диэлектрической 
проницаемостью анизотропной среды. В случае изотропной среды ура­
внение (2.4.6), как и следовало ожидать, совпадает с первым урав­
нением (2.4.4), причем оно становится точным уравнением для соб­
ственных волн среды.

Как уже отмечалось выше, дисперсионное уравнение (2.4.3) (а так­
же (2.4.4) и (2.4.6)) устанавливает связь между ш и к для электромаг­
нитных волн, которые могут существовать в среде в отсутствие внеш­
них источников поля, или, иными словами, для собственных волн 
среды. С помощью дисперсионного уравнения можно при заданном к 
определить комплексную частоту о;(к) или целый набор собственных 
частот соп(к), называемых спектром собственных электромагнитных 
колебаний среды. При этом говорят о временном развитии начальных 
возмущений с волновым вектором к:

Е(г, (2.4.7)
П

Если среди корней дисперсионного уравнения (2.4.3) нет корней с 
положительной мнимой частью, т.е. для всех корней 1т о ;п(к) < 0, то 
функция (2.4.7) не нарастает во времени, а наоборот, может затухать 
со временем, если для всех корней 1то;п(к) < 0. В таких случаях го­
ворят о затухании со временем начальных возмущений среды и поля, 
причем величины 8п =  1т о ;п(к) характеризуют скорость их времен­
ного затухания и называются декрементами затухания собственных 
мод колебаний.

Напротив, если среди корней дисперсионного уравнения (2.4.3) есть 
хоть один корень с 1т о ;п(к) > 0 , то соответствующий член в сумме
(2.4.7) будет нарастать со временем, а следовательно, будет расти со 
временем и поле Е(г, I). При этом говорят о неустойчивости среды и 
нарастании в ней начальных возмущений. Величину же 68 =  1 т  ал* (к) 
называют инкрементом нарастания колебаний. Следует подчеркнуть, 
что наличие у дисперсионного уравнения (2.4.3) корня с положитель­
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ной мнимой частью является достаточным условием неустойчивости 
среды.

Поскольку дисперсионное уравнение полностью определяется ди­
электрической проницаемостью среды ец(ш ,  к), то из сказанного вы­
ше можно сделать определенные выводы об ее свойствах. Так, пусть 
среда либо слабопоглощающая, либо слабонеустойчивая, т.е. началь­
ные возмущения в ней либо слабо затухают, либо слабо нарастают 
со временем. Это имеет место только в условиях, когда 1т А <С Не А. 
При этом приближенное решение уравнения (2.4.3) можно записать 
в виде

и) —̂ цо -\- (2.4.8)

где а;(к) -  действительные корни уравнения

КеА(о;, к) =  0 (2.4.9)

и характеризуют спектр частот электромагнитных колебаний среды, а

5{к} =  _  ЬпА(ш ,к)  (2 4 м )

—— Ке А (о;, к) 
оси

представляет собой декремент затухания (инкремент нарастания) 
этих колебаний. При <̂ (к) < 0  колебания затухают, и это означает, 
что происходит диссипация энергии колебаний в среде и среда на­
гревается. Если же <̂ (к) > 0, то, напротив, среда отдает свою избы­
точную энергию колебаниям, которые вследствие этого нарастают. 
Очевидно, это возможно только в термодинамически неравновесной 
и неустойчивой среде.

В случае изотропной среды соотношения (2.4.9) и (2.4.10) для про­
дольной и поперечной волн соответственно записываются в виде

Кее1 (о;, к) =  0, <̂ (&)
1т  е* (и;, к) 

~д
—  Кее1 (о;, к) 
оси

2 Р(к)  = -
С —  ш2К еегг(ш,к)

оси

(2.4.11)

Отсюда для термодинамически равновесной среды с учетом нера­
венств (2.3.8) получаем новые ограничения на вид продольной и по-
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перечной проницаемостей, а именно:
о о

— к) > 0 . — и;2Кее*г(и>, к) > 0. (2.4.12)

Если в начальной задаче находятся комплексные решения диспе­
рсионного уравнения а?п(к) при действительных значениях к, то при 
решении граничной задачи определяют комплексную проекцию к (о;) 
на заданное направление в предположении, что ш и две другие ортого­
нальные проекции к (о;) действительны. Пространственное изменение 
поля в среде при этом определяется выражением

где кп(а?) удовлетворяет дисперсионному уравнению (2.4.3), либо
(2.4.4) в случае изотропной среды.

В общем случае кп(а?) -  комплексные величины. Если 1 т кпв{ш) 
(здесь 0 -  угол между заданным направлением и вектором кп(о;)), то 
волна будет затухать в заданном направлении, в противном случае 
волна нарастает. Однако делать заключение об устойчивости среды 
на основании знака 1 т кпв{ш) нельзя. Вопрос об устойчивости среды 
правильнее решать, исходя из анализа начальной задачи, определяя 
корни дисперсионного уравнения (2.4.3) относительно ш. Но если за­
ранее уже известно, что среда устойчива, т.е. 1т о ;(к )  < 0, то из реше­
ния граничной задачи характер пространственного затухания поля в 
заданном направлении определяется по величине 1 т кпв{ш). И наобо­
рот, для неустойчивой среды величина 1т  кпв{ш) определяет характер 
пространственного нарастания поля.

Для слабозатухающих либо слабонарастающих волн в условиях, 
когда 1т  Л (о;, к) <С КеЛ(а;, к), решения уравнения (2.4.3) следует ис­
кать в виде

где К е^(а;) -  действительные корни уравнения (2.4.9). Величина 
1ткв{ш) при этом определяется выражением

Е(г, +  ^ М г Е(0, кп), (2.4.13)
П

ко(ш) =  Кеко(со) +  Итко(и;) (2.4.14)

(2.4.15)
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В случае изотропной среды это выражение для продольных и попе­
речных волн соответственно записывается в виде

1т  е1(ш, к)
1т  кв(ш) _д_

дкв

1т  к,1г Ш

Ке е1(ш, к)

1т  е*г(ш, к)
(2.4.16)

_д_
дкв

Ке е*г(ш, к)
к2с2
ш4

Нетрудно установить связь между величиной <̂ (к), характеризу­
ющей временное поведение малых возмущений в среде, и величиной 
1т  (и;), определяющей пространственное распределение этих возму­
щений. Для этого удобно ввести понятие групповой скорости, которая 
согласно (2.4.9) дается соотношением

V гр

д
дш Як^е к)
Ж  =  _  д— Ке А (о;, к) 

дш

(2.4.17)

Сравнивая теперь (2.4.10) и (2.4.15), легко находим

т1т  ко(ш
Vгрт '

(2.4.18)

где угр(в)
дш

проекция вектора групповой скорости волны на
дквзаданное направление.

В заключение заметим, что групповая скорость волны (2.4.17) мо­
жет не совпадать по величине и направлению с фазовой скоростью, 
которая для слабопоглощающей (слабонеустойчивой) среды записы­
вается в виде

=  (2.4.19)

и по направлению совпадает с направлением волнового вектора к. 
Если угр и Уф параллельны, то говорят о прямой волне, или волне с 
положительной дисперсией. Если же угр и Уф имеют противополож­
ные направления, то такую волну называют обратной, или волной с 
отрицательной дисперсией. Более строго такое деление волн на пря­
мые и обратные следует проводить по знаку скалярного произведе­
ния (VгрVф): если он положителен, то мы имеем прямую волну, если 
отрицателен, то волна обратная.
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§ 2.5. Электромагнитное поле внешних источников в среде. 
Соотношения Крамерса-Кронига

Продолжая изучение общих свойств диэлектрической проницаемо­
сти материальных сред, рассмотрим задачу о поле внешних источни­
ков в среде. Эта задача имеет непосредственное отношение к потерям 
энергии быстрых заряженных частиц в среде, или, как говорят иначе, 
к характеристическим потерям быстрых заряженных частиц в среде. 
Источники поля будем считать заданными в виде ро(г,1) и ^ (г,2 ). В 
частном случае быстрой заряженной частицы с зарядом д эти источ­
ники запишутся так:

Ро(г, I) =  дс)(г — у^), ^ (г , 1) =  дус)(г — у^), (2.5.1)

где V -  скорость частицы.
Произведя фурье-преобразование

А(г,*) =  !  д к е ^ ш1 +  1кт А(ш,к), (2.5.2)

систему уравнений поля (2.1.5) легко свести к следующей системе 
алгебраических уравнений:

| к26ц -  кгку -  ^-е^-(о;,к)| Еу =  Уо»(о;, к). (2.5.3)

Здесь ^(ш, к) -  фурье-образ плотности тока внешних источников 
,1о(г ,I). При получении системы (2.5.3) мы воспользовались матери­
альным уравнением поля (2.2.4).

Уравнения (2.5.3) легко решаются для изотропной среды, когда 
тензор с/До;, к) имеет вид (2.2.7). Получаем

4ттгш
Е{{и ,к ) = ---- р -

2 /  _  к ^
к к- у р  ГЪ̂ГЪд гь

ш2е1{ш, к) с2к2 — ш2е1г{ш, к)
Ь о ^ , к )  (2.5.4)

Первое слагаемое описывает продольное поле в среде, создаваемое 
источником, а второе -  поперечное электромагнитное поле. Подста­
вив это выражение в формулу для преобразования Фурье (2.5.2), на­
ходим пространственно-временное распределение поля, создаваемого 
внешним источником.
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Перейдем теперь к вопросу об общих свойствах тензора диэлек­
трической проницаемости изотропной среды, которые следуют из по­
лученных выше соотношений. Прежде всего заметим, что согласно
(2.5.4) электромагнитное поле в среде полностью определяется ис­
точником поля ^(а?,к), который мы можем задавать извне. В этом 
смысле именно источник является причиной, а поле следствием. Ве­
личины

и ТУГГо---- (2-5-5)е1(со, к) к2с2 — со2е1г(со, к) ’
связывающие причину со следствием, называются функциями откли­
ка среды на внешнее воздействие. Именно эти величины, являясь при­
чинными функциями во времени, должны обладать свойствами ана­
литичности по частоте и не иметь полюсов в верхней полуплоскости 
комплексной со. Поэтому эти функции должны удовлетворять инте­
гралу Коши, или, другими словами, должны выполняться формулы 
Крамерса-Кронига

1
о о ______________ 1

1
е1(со, к) ттг ]  со' — со ’

^°° (2.5.6)

1

к2с2 — со2еЬг(со, к) ттг [со’ — со) [к2с2 — со2егг(со': к)]

Эти соотношения связывают действительные части диэлектрических 
проницаемостей е1(со, к) и к) с их мнимыми частями и тем самым
отражают тот факт, что эти величины не являются полностью неза­
висимыми. Другими словами, зная мнимую часть е1(со,к) и е1г(со,к), 
можно найти действительную, и наоборот.

Мы здесь рассмотрим следствия, вытекающие из соотношений
(2.5.6) в стационарном пределе, т.е. при со —>• 0. Из первого соотно­
шения следует, что

ОО

1 . 2  [  ^  г 1 г „V
1 =  -  Т 7 1тИ7771л- (2'5-7)К е е 1 (со, к) тт ]  со' е1(иУ, к)

о

В термодинамически равновесной среде, как было показано выше,
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1 т е1(ш,к) > 0. Поэтому из (2.5.7) имеем
1

К е е Ч О д Г 1' ( 2 ' 5 ' 8 )

Это неравенство гласит, что в статическом пределе продольная ди­
электрическая проницаемость термодинамически равновесных изо­
тропных сред может быть либо отрицательной, как это имеет место 
в сверхпроводниках, где заряды одного знака вследствие этого обсто­
ятельства притягиваются, либо быть больше единицы, как это имеет 
место в классических моделях плазмы как газовой, так и твердотель­
ной (мнимая ее часть равна нулю).

Аналогичным образом из второго соотношения (2.5.6) получаем 
ограничение на статическое значение величины ш 2е1г(ш,к). В этом 
случае удобно ввести величину /л(ш, к) в соответствии с определением
(2.2.14). При этом из (2.5.6) имеем

ОО
м(0, к) _  2 Г вы' ]т  / ____________1____________\
с2к2 7Т ] ш' \ ш /2е1(ш'} к) -  с2к2 / а / ,  к))

В термодинамически равновесной среде 1 т  е1(ш, к) > 0 и 1 т  /л(ш, к) >  0. 
Поэтому из (2.5.9) следует, что

11,(0, к) >  0. (2.5.10)

Это означает, что статическая магнитная проницаемость термодина­
мически равновесных сред всегда положительна в отличие от ее ста­
тической диэлектрической проницаемости (которая совпадает с про­
дольной диэлектрической проницаемостью). При этом если 
[л(0,к) >  1, то это соответствует парамагнетикам, ферромагнетикам 
и антиферромагнетикам (в пределе /х(0, к) —>• оо), если же [л(0 , к) <  1, 
то мы имеем диамагнетик.

Задачи по теме II

Задача 1. Найти магнитное поле, создаваемое постоянным линейным током в 
изотропной среде, исходя из уравнений (2,1,5), (2,2,7) и (2,1,6), (2,2,13),

Решение.
Совмещая ось 0; с направлением тока, имеем

Ыг) =  е̂ 06{х)6{у), ро = 0, (1)
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где с -  единичный орт по оси ();. Разлагая все величины в интеграл Фурье

А (г) =  [  с1ке^г А(к), (2 )

представим ток До(г) для удобства в виде ^ (г ) =  Н тд0 (г)е гс0̂ . Теперь мы можем“ ш-+ О
э т о т  ток подставить в уравнения (2,1,5) с учетом (2,2,7) и (2,1,6) с учетом (2,1,13), 
Соответственно получим: в первом случае

[кВ], +  -с | («,;, -  М * )  Е' > .  к) +  * ) }  Е ,(к) =  к).

(3)

(кВ) =  0, е1(ш, Л )(кЕ) =  0, [кЕ] =  - В
с

(4)

где До (и, к) =  е га;̂ 0 (к); а во втором случае

[кН]г +  ^ ф ,  Й)Е =  ' ‘ > Д ~ .к ) .  (кВ) =  О,

ф ,  Л )(кЕ) =  0, [кЕ] =  % (си, к)Н.

Из этих алгебраических уравнений находим решения: в первом случае

В (г) =  Пт [  с!к — --------- , (5)
С к2^ ^ е гг(и,к)с1

а во втором

В (г) =  Цш [  ----- . (6)
С 1 2 (  1 \ (  1 \к -(о», к)ц(и, к)с1

Сравнивая эти два выражения, находим связь между // . : и : ,г. которая при учете 
е1 =  е, естественно, совпадает с (2,2,14), В статическом пределе е1 ограничена, а 
поэтому согласно второму соотношению (2,2,14) статическая магнитная проницае­
мость ц0 =  ц(0, к) удовлетворяет условию

1 — — =  Нт -^—егг(ш, к). (7)Но с2 к2 4 4

Отсюда следует, что у магнитных сред в статическом пределе ег'г(ш,к) обладает 
полюсом второго порядка (егг ~  1/ш2).

В случае линейного тока (1) До (к) =  / °  * 6(кг). При этом для любых немагнит- " (2тт)г
ных сред получаем результат, совпадающий с вакуумным:

В(г) =  — е 1р, (8)
сг

где е„ -  единичный орт в азимутальном направлении.
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Задача 2. Исходя из выражений (2,5,4), найти потери энергии быстрой заряжен­
ной частицы в термодинамически равновесной плазменной среде с диэлектрической

,21 1 т 1 ипроницаемостью 5 =  е =  е =  1
СО2

Решение.
Если заряд частицы равен </. и движется она со скоростью V, то потери ее энер­

гии на единицу длины пути определяются работой поля Е(г, /) над его источником, 
т.е, зарядом. Очевидно, что эти потери равны

уЕIV = ^д —
V

= РГ + И'
г=уг1

'Ьг

Аттгд2 Г ку Г 1 к2%)2 —
(1)

с!к V
(27т)3у У к2 [ е г(ку,А;) к2с2 — (ку)%*г(ку, к)

Величина IV1, определяемая первым слагаемым, описывает потери энергии части­
цей на создание продольного поля, а величина 1Г/Г. соответственно, потери энер­
гии на создание поперечного поля. Из (1) следует, что эти величины определяются 
полюсами подинтегральных выражений, которые в свою очередь совпадают с кор­
нями дисперсионных уравнений продольных и поперечных волн (2,4,4) при ш =  ку. 
Подставим теперь в (1) выражение е(и) =  егг =  е1 =  1 — со^/со2 =  1 — ^ '/../(ку)2. То­
гда сразу же замечаем, что второе слагаемое полюсов не имеет, поскольку при с > V

к2с2 — (ку ) 2 +  и)\е > 0 , (2 )

Первое же слагаемое имеет полюс при

Ье->
т.е, когда частота ш =  ку совпадает с собственной частотой продольных колебаний, 
равной в рассматриваемом случае со и .

Таким образом, имеем

= о

ОО ОО
и" = 'Щ Д а ,  7 ^  т— \— 1

1 , )  , )  +  и) 1 /  V 1 )
о о

(3)

При вычислении этого интеграла следует иметь в виду, что в термодинамически 
равновесной среде 1т  : > 0 , а следовательно, в знаменателе подинтегрального вы­
ражения следует положить ш —>• ш +  г у и затем перейти к пределу /' —>• +0. В ре­
зультате ПОЛУЧИМ

и- = « М Л  ^  (4)2̂ 2 У 2̂ + ш‘1е/у2 2%)2 %)1
о

При вычислении последнего интеграла учитывалось, что логарифмическую рас­
ходимость следует обрезать на ц < ^тах■ Из условия применимости выражения
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е(со) =  1 — со\е)со2 (и это будет показано позже) следует со > кгп > { г п. а поэтому 
Стах =  ^Ье/щ, где V® -  характерная скорость носителей заряда в среде (тепловая 
скорость электронов в случае газовой плазмы, либо скорость Ферми для электро­
нов металла).

Величину П ; , определяемую формулой (4) называют также поляризационными 
потерями энергии быстрой частицы в плазменной среде.

Задача 3. Исходя из выражения для изменения энергии в среде получить выра­
жение для средней силы, действующей на носители заряда сорта а в плазменной 
среде в высокочастотном электромагнитном поле.

Решение.
Среднее изменение плотности энергии электромагнитного поля в непоглощаю­

щей среде при малом изменении диэлектрической проницаемости равно

'Ш =  ‘ Е гЮ =  1 (Е ЛЭ* — Е* ЛЭ) =  1 (ЕгЕ* 5е*, +  Е*Е^ 5егЛ . (1)
V 4-7Г 4-7Г 4-7Г

Величина : (;-(^\ к), очевидно, зависит от плотности носителей. Поэтому, если плот­
ность носителей заряда сорта а меняется на величину 5па, то

Йс- . .
5еу(ш,к) =  ^ - 5 п а. (2 )

При этом для непоглощающей среды из (1) получаем (тензор эрмитов)

При 5па 1 это выражение следует отождествить со средней потенциальной энер­
гией частицы сорта а в поле электромагнитной волны. Поэтому градиент этого 
выражения, который отличен от нуля в случае неоднородной амплитуды электро­
магнитного поля Е (а;,к ,г), представляет собой среднюю силу, действующую на 
частицы сорта а в поле неоднородной электромагнитной волны:

1 дец(со, к) . „

В случае изотропной среды отсюда получаем

рс 1 ( Ё ^ У | Е Т  + ^ ^ У | Е ‘Т ) .  (6)4-7Г [ опа опа ^

дв1'гг(со к)При -----— -—  < 0 частицы сорта а выталкиваются из области сильного поля, а
опа

де1’гг(ш,к)
п р и ----- ----------> 0 , напротив, втягиваются в область сильного поля,она

I ШтВ частности, при е =  е1г =  е =  1 ------ из (5) находим выражение для средней
со

силы, известное как сила Миллера, которая действует на электрон плазменной 
среды в неоднородном высокочастотном поле

Гср =  ^ ^ ^ | Е | 2. 
тсо1
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Эта сила выталкивает электроны среды из области сильного поля.

Задача 4. Исходя из уравнений электромагнитного поля в среде в форме (2,1,5), 
получить уравнения электромагнитостатики.

Решение.
Для перехода к статическому пределу в уравнениях электродинамики среды 

удобно ввести скалярный и векторный потенциалы

Е =  ^ЧФ -  * ° А . В =  го* А. 
с дЬ

Записав систему (2,1,5) через Фи А  для полей вида . далее перейдем к
пределу ^ —И). В результате получим:

к Ф =  4-7Г [р(к) +  ро(к)], р(к) =  р(0, к),

Л пт
к2А = ^ - № + Ш ] ,  № = т ю -

При этом следует помнить, что

^(ы,к) = ау(ш,к)Е^(ш,к),

и>р(и>,к) =  У  (о», к).

Система (1) дополняется материальными уравнениями

р((). к) =  — //“ОФ-----с

(0, к) =  ТгФ +  ПцА^, 

где введены следующие обозначения:
1 ]с ‘1с •± гьггьп . .

а =  п т  — —̂ -олл{и, к), 
си к2 п  ;

П,-,' =  Нт —  в;Ли, к),

Т{ =  — Нт гац(ш,к)кп,

(1)

(2)

(3)

(4)

Т» =  — Нт гац(и), кш—з-О •' 4 ^
С учетом (3) и (4) уравнения электромагнитостатики (1 ) окончательно принимают 
вид:

4тг ^
к2(1 +  1/Тп )Ф Н----- /;. 1 ( =  47Г/90 (к),с

(5)

( 4-7г \ 4тт 4-тг
к26гз -  — щ )  А3 -  — ТгФ =  — ш(к).
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Отсюда видим, что уравнения для потенциалов Ф и А  в общем случае в статиче­
ском пределе не расцепляются. Поэтому систему (5) мы и назвали уравнениями 
электромагнитостатики. Расцепление происходит, если в среде

Тг = Т г =  0, (6 )

что, в частности, имеет место в изотропной среде:

ау(со ,к )=  ^ 6 у - ^ - ' ^ а гг(со,к) +  ^ - а 1(со,к), (7)

что очевидно, но также и в анизотропных, но термодинамически равновесных клас­
сических средах, что уже не очевидно. Однако это так!

Согласно (5) статический заряд (р0 ф 0 . =  0) может создать магнитное поле,
а именно

Ф =
А;2ё(0, к) ’

. I тг / . I тг \ ^
Аг =  —  [к Ч гз -  —  Щ )  Тг Ф,

где

ё(0, к) =  е(0, к) +  Тг ( к -  у  Т5,

е(0,к) =  ^ ф 0 ,к).

Соответственно, статический ток может создать электрическое поле.

(8)

(9)

Задача 5. Исходя из разложения по степеням волнового вектора, исследовать 
электромагнитные свойства изотропных сред с отсутствием центра инверсии.

Решение.
В области очень высоких частот, или, как мы часто будем говорить, в опти­

ческой области частот, когда со >• кл$, т.е, фазовые скорости волн намного пре­
восходят характерные скорости хаотического движения частиц, пространственной 
дисперсией можно пренебречь. Однако, существует область оптических частот, в 
которой тем не менее даже слабую дисперсию следует учитывать, что приводит 
к появлению целого ряда качественно новых эффектов, В общем случае слабую 
пространственную дисперсию можно учесть простым разложением диэлектриче­
ской проницаемости по степеням к:

&{со') % 'У 1̂1 к[ (У-гЦт к[кт. (1)

Второе слагаемое в этом разложении существует только в средах, в которых от­
сутствует центр инверсии. Это следствие симметриии (2,2,10), справедливой для 
полностью изотропных сред,

В случае изотропной среды с отсутствием центра инверсии (такой средой явля­
ется, например, раствор сахара, кристаллики которого не обладают центром инвер­
сии; примерно на порядок больше эффект в кварце) второе слагаемое в (1 ) отлично
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от нуля, и мы можем ограничиться только его учетом. Имеем
(2

е^(со, к) =  е(со) 5у +  гу(со) вц/ -  к4. (2 )
со

Это соотношение эквивалентно записи материального уравнения в виде

И =  е(а;)Е — г у (со) — [кЕ]. (3)
со

Очевидно, что второе слагаемое в (3) важно в области частот собственных продоль­
ных колебаний, в которой

е(со) ~  0, (4)

При подстановке выражения (2) в общее дисперсионное соотношение для колебаний
электромагнитного поля в среде (2,4,3) оно распадается на систему двух независи­
мых уравнений:

е(со) =  0 ,

со2

к ----ое(и)с 2 = 72Н ^ 2.
(5)

Первое из этих уравнений описывает чисто продольную волну (к II Е), а второе -  
две поперечные волны с различными поляризациями.

Таким образом, спектр продольных колебаний не меняется при учете слабой 
пространственной дисперсии в изотропной среде с отсутствием центра инверсии. 
Что касается поперечных волн, то в изотропной среде без учета слабой дисперсии 
они были дважды вырождены. Учет дисперсии снимает вырождение и дает два 
спектра

к;2 = ^е{ш) ± |тМ1̂  = ^е(ш) ±  (6)
В задаче Френеля (в граничной задаче) это приводит к двойному лучепреломлению 
с поляризациями (при к || Ог)

Ех =  ± Е У, (7)

что используется для определения содержания сахара в растворе (сахариметрия). 
Несколько иное положение имеет место вблизи полюсов компонент диэлектри­

ческой проницаемости, которые соответствуют одночастичным колебаниям среды, 
В случае изотропной среды без центра инверсии при этом имеем

1 с
к) = бу/ к1- (8)-1 е(со) со

Это соотношение эквивалентно материальному уравнению

1 сЕ =  — В  +  ,;8 И - [ к Щ ,  (9)с ) Си

откуда следует поиеречность как поля О, так и Е,
Подстановка этого соотношения в уравнения Максвелла, которые в этом случае 

сводятся к виду

Е  =  (10)
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- Я 2 ^ * 6 =  0. (И)

приводит к следующему дисперсиопому соотношению для поперечного поля в плаз 
ме:

к2 со2\ 2 2 с
^е(ш) с2 )  ® ш2

Здесь также произошло ращепление поперечного поля волн двух поляризаций

к2 =  ^ ф )  ±  \д(и)\-к3 =  ^ ф )  ±  \ д ( ш ) \ ^ 2(ш). (1 2 )
с со с с

Последнее слагаемое в (12), также как и в случае (6 ), указывает на появление 
двойного лучепреломления в изотропной среде со слабой пространственной диспер­
сией первого порядка, т.е, с учетом материальных уравнений в виде (3) или (9) для 
сред с отсутствием центра инверсии. Первое из этих соотношений существенно про­
являет пространственную дисперсию в области собственных частот коллективных 
продольных колебаний, где е(ш) ~  0 , в то время как второе указывает на важность 
учета эффекта слабой пространственной дисперсии в области собственных частот 
колебаний отдельных частиц среды, т.е, вблизи полюсов е(ш), т.е, при 1/е(ш) —>• О, 

Имеется однако важное различие уравнений (11) и (5). Дело в том, что первое 
из них кубическое относительно к2, в то время как второе остается биквадрат­
ным. Это означает, что в последнем случае, соответствующем прямому разложе­
нию Ец(ш, к) в ряд (2 ), число поперечных волн не меняется, вблизи резонансной ча­
стоты коллективных продольных колебаний происходит снятие вырождения двух 
ветвей поперечных волн разной поляризации. В случае же разложения обратного 
тензора к) в ряд (8 ) вблизи собственных частот отдельных частиц среды кро­
ме снятия поляризационного вырождения, что соответствует соотношениям (1 2 ), 
появляется еще одна ветвь колебаний с дисперсионным соотношением

^ 1 Г & - У  <13>е2(и)д2(и)

Переписав это соотношение в виде

и 2 =  к2с2е2(и)д2(и), (14)

видим, что эта волна наиболее сильно проявляется именно в области частот вблизи 
полюсов е(ш), т.е. полос одночастичного поглощения среды.

Задача 6 . Рассмотреть электромагнитные волны в полностью изотропной среде 
со слабой дисперсией.

Решение.
В полностью изотропных средах, в которых имеется и центр инверсии как в 

микро-, так и в макромасштабах, разложение вблизи нулей е(ш) и полюсов е(ш) 
следует писать в виде
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Первое из этих материальных уравнений удобно представить в привычной для изо­
тропных сред форме (2,2,7), При этом

егг(и), к) =  е(со) — 0 :1(0 »)— —,
со

(2)
1.2 2

е1(со, к) =  е(со) — [0 :1 (0 ») +  ОгО )̂] —
со1

Учитывая второе из этих выражений, находим дисперсионное уравнение для про­
дольных волн

Ь.2 2
е1(со, к) =  е(со) — [0 1 (0 ») +  а2(о)] — 5-  =  0 , (3)

со

Отсюда для показателя преломления продольной волны получаем (к =  —п):
с

0 е ( со ') . .
п =  — д - -------д—- >  1. (4)

ОЦО») +  «2 (О»)

Как и следовало ожидать, для продольной волны /г 1. т.е, со2 <С к2с2.
Совершенно аналогично из первого выражения (2 ) получаем дисперсионное урав­

нение
с2к2 — со2егг(со, к) =  (1 +  0 1 (0 »)) к2с2 — со2е(со) =  0, (5)

откуда для показателя преломления волны следует

п2 =  ^  ~ ф) [1 -  а1(ш)] ■ (6)
1 ~г Ос\ )

При этом очевидно, что двойное вырождение, соответствующее двум взаимоорто-
1 опальным поляризациям поля, сохраняется. Для обеих поляризаций поправка к 
коэффициенту преломления меняется мало.

Второе выражение (1) также представляется в привычной форме (2,2,7), причем

е‘ф,к) = - -------- 1------ п т -,
1 1с гп / \ ^+ /?1(о»)

е1(и), к)

е(со) со2

1
(7)

1 Рг*2
+ + /?г(̂ )]е(со) со2

Отсюда находим дисперсионное соотношение для продольной волны

е1(со, к) =  е(со) =  0 , (8 )

которое осталось неизменным.
Что касается поперечной волны, то дисперсионное уравнение для него прини­

мает вид

с2к2 -  о 2ф )
с2к2 1

со2
О (9)
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и сводится к уравнению четвертого порядка

с4к4 „ , , с2к2
/ ? г ( о )  Н  — —  —  со —  0 ,  ( 1 0 )Ю

Следовательно, мы имеем две ветви дважды вырожденных поперечных мод коле­
баний ____________________

с2 2 1 1 1

й * к 4 ) 2  = ~2/31{ и ) е{ и )  ± У 4[32( с о ) е2(со) +
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МОДЕЛИ ОПИСАНИЯ ДИНАМИКИ  
ПЛАЗМОПОДОБНЫХ СРЕД

ТЕМА III

§ 3.1. Простейшая одночастичная модель плазменной среды
-  ее успехи и провалы

3.1.1. Изотропная среда. Приступая к описанию свойств плаз­
менных сред, следовало бы сразу же начать с наиболее строгого ки­
нетического ее описания. Однако, исторически сначала применялись 
простейшие модели, которые в определенных случаях приводили к 
очень неплохим с точки зрения совпадения с экспериментом резуль­
татам. Окрыленные успехом, исследователи выходили порой за рамки 
применимости используемых моделей и тогда наступало разочарова­
ние. Искались причины неудач, модели усовершенствовались, пока 
не перешли к использованию самого полного и строгого описания ди­
намики носителей заряда на основе кинетического уравнения с са­
мосогласованным полем. Эту модель в литературе принято также 
называть системой уравнений Власова -  Максвелла. Безусловно, эта 
модель, как самая полная, является и самой сложной и поэтому до 
сегодняшнего дня часто используются более простые модели, порой 
без оглядки на их ограниченность. Естественно, при этом не редки 
случаи ложных открытий и ошибочных утверждений.

Чтобы уберечься от таких ошибок, мы решили повторить вкратце 
исторический путь, который прошла теория плазмы, особо подчер­
кивая ограниченность областей применимости простейших моделей 
динамики носителей зарядов в плазме.

Начнем с самой простой модели -  модели независимых частиц, 
представляющей собой систему уравнений Ньютона для электронов и 
ионов1. Именно эта модель использовалась И.Ленгмюром для описа­
ния колебательных свойств газоразрядной плазмы, а особенно успеш­
но -  В.Л.Гинзбургом при описании распространения радиоволн через

1 Иногда ее называют теорией "среднего” электрона или элементарной теорией.
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ионосферу1. Полная система уравнений модели "среднего” электрона 
выглядит следующим образом:

Ауе е Г 1 г 1 , ч—— = — < Е +  -  УеВ > -  1Уе0Уе -  Уе -  V*),
аг т с

е Г _  1 г | /■—  < Е +  -  [У*В] > -  г -  Ще(Уг -  V,

(3 .1.1)

Ш М  \ с

Здесь уе и V* -  скорости электронов и ионов, возникающие под дей­
ствием полей Е и В, а и г/ е̂ -  частоты их столкновений, опреде­
ляющие тормозящие их движение силы трения, причем г/ео -  частота 
столкновений электронов с нейтральными атомами, а иег -  с ионами; 
соответственно для ионов это що и ще. При этом согласно третье­
му закону Ньютона тие{ =  Мще. Для простоты электроны и ионы 
считаются однозарядными. Подобная система уравнений использу­
ется и для описания динамики твердотельной плазмы, причем под 
ре =  рео +  ре1 и щ =  що +  ще понимаются обратные времена жизни 
электронов и дырок соответственно.

Уравнения движения (3.1.1) дополняются уравнениями Максвел­
ла для полей Е и В:

1 (9В . V—'
го! Е = ----- — , шу Е =  4ттр =  2_  ̂4тгг

а
(3.1.2)

1 (Ж 4тг. 1 ОЕ 4тг ^
го! В =  ——  Н------} =  Н------у  еапау а, сЬу В =  О,

с от с с от с 1'а

где а =  е, г -  сорт частиц и согласно закону сохранения заряда для 
каждого сорта частиц (электронов и ионов) выполняется уравнение 
непрерывности

ОТ1
+  с.Ну /упу п = 0. (3.1.3)

Таким образом, электромагнитные поля согласно (3.1.1) опреде­
ляют движение заряженных частиц, а последние, в свою очередь, 
являясь источниками в уравнениях (3.1.2), определяют сами поля. 
Тем самым движение частиц и характер полей оказываются между 
собой согласованными. Эту идею согласования еще в двадцатые годы

1См. монографию В.Л.Гинзбурга "Распространение электромагнитных волн в плазме” 
М.:Наука, 1967 г.
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выдвиул И.Ленгмюр, хотя некоторые физики эту идею до конца не 
понимают до сих пор.

Задачей модели является нахождение материального уравнения, 
связывающего ток с полем Е, т.е. нахождение закона Ома

3% =  ^2 епауаъ =  <тцЕу, (3.1.4)
а

где <Ту(Е) -  в общем случае нелинейный тензорный оператор. Одна­
ко все достоинства и недостатки модели можно понять, рассмотрев 
чисто линейные задачи, считая переменные поля Е и В и создающие 
их источники -  заряды р и токи  ̂ малыми.

Начнем со случая, когда внешние поля Е() и В () отсутствуют, так 
же как отсутствуют и внешние источники р$ и Более того, ограни­
чимся для простоты рассмотрением слабоионизованной плазмы, счи­
тая ре «  рео ре1 и ! / ( й  що ще- В этих предположениях из (3.1.1) 
находим очень простые решения, зависящие от времени и координат 
в виде у̂ °. Именно:

ге Е ге Е . .
У е = --------------------- 5 V* =  Т Т --------------- • (3.1.5)т со +  IVе М  со +  щ

Отсюда легко находим ток, индуцированный в среде, и ее проводи­
мость

Е х—> ге2 пЕ . .
епм =  > -------------- =  сгЕ. (3.1.6)

— 4 ГП СО +  IV

Суммирование здесь, очевидно, распространяется по всем сортам за­
ряженных частиц. Для сокращения записи мы опустили знак а у 
суммы и параметров носителей (//,,. еа, та, V,

Таким образом,

а согласно (2.2.6)

т{ш +  ш )

е к)

47Г е2апа
где Ш1 а =  » / ------------- ленгмюровская частота частиц сорта а.

ГПг
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Исходя из выражений (3.1.6)-(3.1.8), покажем теперь основные 
достоинства и недостатки рассматриваемой модели. Прежде всего 
рассмотрим высокочастотный предел (со ^  г/е), в котором формула
(3.1.8) не только качественно, но и количественно правильно описы­
вает распространение поперечных электромагнитных волн в плазмен­
ной среде. Дисперсионное уравнение (2.2.4) при подстановке выраже­
ния (3.1.8) определяет в этом пределе следующий спектр поперечных 
колебаний (со —>• со +  гб):

2
, ,2   /„2 „2 | , ,2 х   ^Ье (о 1 п\
“  -  5 ~ ~ 1  № + и 1 ;  ( з л ' 9 )

Существование такого спектра как в газовой, так и в твердотельной 
плазме подтверждено многочисленными экспериментами.

Что касается низкочастотного предела со <С е̂, то из выражений
(3.1.7) и (3.1.8) получаем

Ат е2пе . .
е =  1 + ---- (7, < т « ------. 3.1.10)

со тре

При подстановке (3.1.10) в (2.2.4) получаем описание обычного скин- 
эффекта -  непроникновения поля в среду из-за его сильного погло­
щения в поверхностном слое, причем для глубины скин-слоя находим 
выражение

1 с
^ск = т ь =  / о ~ (3.1.11)1т  к у27г<га;

Формула эта оказывается правильной для слабоионизованного газа 
даже количественно -  использование выражения для а (3.1.10) во 
многих случаях приводит к хорошему совпадению с данными экспе­
римента. Однако, эксперимент показывает, что скинирование поля и 
его поглощение в поверхностном слое происходит также и в области 
частот со 1Уе, что впервые было обнаружено А.Пиппардом в 1944 г., 
и не описывается изложенной выше моделью, в которой при со > уе
возможно только недиссипативное скинирование (если уе < со < соре),
причем глубина проникновения поперечного поля в плазменную сре­
ду равна

1 с
Аск =  ^— Г И -------. (3.1.12)1т  к С0 1 е

Такое скинирование называют еще инерциальным, причем, как бу­
дет показано в дальнейшем, оно возможно только в области частот
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Щш > —шье, где Уо -  характерная скорость носителей заряда в среде 
с

(тепловая скорость, либо скорость Ферми). В экспериментах же на­
блюдалось скинирование поперечного поля и в области частот 
у{)
—шье > ш >  что никак не объясняется формулами (3.1.7) и (3.1.8).

Еще в большой степени ограниченность модели проявляется на 
примере продольных волн, описываемых первым уравнением системы
(2.2.4). Подставляя в него выражение (3.1.8), для области высоких 
частот находим спектр (со —>• ш +  гб):

^  =  ^ и , 6 =  (3-1.14)

Именно эти колебания были открыты И.Ленгмюром и получили по­
этому название ленгмюровских.

Несмотря на успех в объяснении особенностей распространения 
высокочастотных поперечных волн и ленгмюровских колебаний, из­
ложенная модель наткнулась, помимо отмеченной выше, и на другую 
серьезную трудность -  она не смогла объяснить существование в раз­
ряде низкочастотных продольных волн с линейным законом диспе­
рсии, которые были подобны звуковым волнам, и также наблюдались 
И.Ленгмюром. Однако, настоящей проверкой модели оказалась за­
дача о потенциале поля пробного статического заряда в плазменной 
среде. Рассмотрим точечный переменный заряд ц е Г , помещенный 
в плазменную среду в точке г =  0. Легко показать, что поле такого 
заряда в среде с диэлектрической проницаемостью е(ш) определяется 
формулой

-ш 1
Ф(г) =  . (3.1.15)

ге(со)

Однако, если сюда подставить выражение (3.1.8) и перейти к пределу 
ш —>• 0, то получим абсурдный результат, отличный от приведенного 
выше, а именно Ф(г) —>• 0, т.к. е(ш) —>• оо при ш —>• 0.

Таким образом, если высокочастотные свойства изотропной плаз­
мы элементарной теорией объяснялись неплохо, то низкочастотные 
свойства оказались ей явно не по плечу.

3.1.2. Магнитоактивная плазменная среда. В то же самое вре­
мя применение элементарной теории к магнитоактивной плазменной 
среде, в особенности, к проблемам распространения радиоволн в ио­
носфере, привели к триумфу модели, что, в первую очередь, следует 
отнести к заслугам В.Л.Гинзбурга. Решая линеаризованную систему
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уравнений (3.1.1) при наличии внешнего однородного магнитного по­
ля Во, направленного вдоль оси Ог, после несложных вычислений, 
получим хорошо известное выражение для тензора диэлектрической 
проницаемости холодной магнитоактивной плазмы:

-г д
О

гд

О

О \
О
ен 1

(3.1.16)

где

Е ш\[ш +  гр
а;[0 2 — (и +  гр)2]

Е

9

ш

Е ш2П
а;[0 2 — (ш +  гр)2] ’

(3.1.17)
ь

со(со +  гр)

С помощью этого тензора огромное число экспериментальных данных 
о характере распространения радиоволн через ионосферу Земли было 
понято и объяснено. Однако не будем касаться этих успехов, а более 
детально обсудим неудачи модели, заставившие ученых обратиться к 
более сложным моделям.

Дисперсионное соотношение, определяющее условия существова­
ния нетривиальных решений уравнений Максвелла (2.4.3) в отсут­
ствие внешних источников, в рассматриваемом случае записывается 
в виде

к̂ к̂
ш
С‘~егЗ к ±_к _ “Ь Е||&||)'

(3.1.18)

[(е± 92 — е±е \\)к± +  2 к2е±Е1\] +  —̂ ец(е̂ _ — д2) — 0 .

Здесь к± =  к з т  0, к\\ =  к соз 9 -  поперечная (поперек Во) и продоль­
ная (вдоль Во) составляющие волнового вектора к, 9 -  угол между 
векторами к и В.

В общем случае дисперсионное уравнение является уравнением 
высокого порядка относительно ш и его решения в виде а;(к) никто в 
общем случае не ищет. Вместе с тем, оно весьма простое относитель­
но к (со) -  всего лишь биквадратное. Именно в такой формулировке, 
которую принято называть оптической или граничной, и решалась

с
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эта задача радиофизиками, которые, вводя комплексный показатель
преломления к =  —п, легко записывали решения (3.1.18) в виде

с

Г72п 1,2
-В ±  V в 2 -  4АС

щ е

А =  Е±  8Н12 9 +  Ей С 082 0 ,

2 А 

С = Ей Е 9

В -е_|_ец(1 +  соз2 9)

(3.1.19)

(3.1.20)
[е± -  д -  е±е\\) зпг 9.

Волну с показателем п\ -  называют обыкновенной, а с щ  необыкно­
венной. С помощью этих формул были довольно хорошо объяснены 
особенности распространения радиоволн через ионосферу: области 
существования слабозатухающих волн (Кегг2 > 0), их поглощения 
(1 т п > 0) и отражения (Кегг2 < 0) как функции угла 9. На рис. 3.1 
представлены зависимости щ  2(о;) для 9 ф 0 . тг/2  и ш\е > О2 (как это

5 о 1имеет место в Р-слое ионосферы, где шретах «  10 с , О, 10 V

Рис. 3.1

Более того, хорошее количественное объяснение получили наблю­
даемые в ионосфере низкочастотные поперечные волны в области 
частот О; «  ш «  Ое, известные как свистящие атмосферики, или 
геликоны (в случае твердого тела), обладающие спектром частот

ш = ^ в а ‘ . (3.1.21)
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Менее успешными оказались объяснения существования волн в 
области самых низких частот ш «  О;, спектры которых существен­
но зависят от ионной компоненты плазмы. Здесь теория, основанная 
на рассматриваемой одночастичной модели, предсказывала наличие 
двух ветвей колебаний:

7 2 2 7 2 2 
2 , 2 к V д / 0 1

и)л — 2 / 2) ^2 — -1 2* / 2 ■ (3.1.22)
1 1 +  ч ! / с !  +  Ч4/с

Первая из этих ветвей описывает чисто поперечную волну, известную 
как альфвеновская волна, а вторая -  ветвь магнитогидродинамиче­
скую, называемую еще быстрой магнитозвуковой. Дело в том, что это 
смешанная волна, в ней сильная продольная составляющая и в ионо­
сферных экспериментах ее спектр несколько отличается от описыва­
емого формулой (3.1.22) -  фазовая скорость оказывается несколько 
больше, чем следует из расчета по (3.1.22), причем это превышение 
зависит от массы ионов и температуры плазмы. В рассматриваемой 
же модели температура плазмы вообще не фигурирует. Более того, 
кроме 5 ветвей колебаний, представленных на рис. 3.1, в экспери­
ментах наблюдалась и 6-ая ветвь с линейным законом дисперсии, 
которая и оказалась полностью отсутствующей в этой модели.

Последнюю точку в проблеме справедливости одночастичной мо­
дели поставила задача о потенциале поля пробного точечного заря­
да. Выше уже говорилось об этом для случая немагнитоактивной 
плазмы. Решим теперь эту задачу для магнитоактивной плазмы и 
определим поле переменного точечного заряда в плазме с ди­
электрической проницаемостью вида (3.1.16), (3.1.17). Решение урав­
нения Пуассона с ро =  цеГгш̂ 8(т) при этом дает следующий ответ 
(ср. с (3.1.15)):

•  ̂ Г е{кг
Ф(г) =  1пп д е - * *  <&. 0 (3.1.23)

т.е. так же как и выше, имеем не только дебаевский экранированный 
потенциал, что следовало ожидать, согласно выводу, проведенному 
ранее (см. тему I), но вообще нулевой потенциал -  абсурдный по сво­
ему физическому смыслу результат.

Таким образом, в квазистатическом пределе модель независимых 
частиц явно не пригодна и это было понято уже в начале 30-х годов, 
когда и начались поиски новой, более сложной и адекватной модели.
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К сказанному выше добавлялись разногласия с экспериментом, свя­
занные с характером диссипации волн: в рассмотренной выше модели 
вся диссипация обусловлена столкновениями частиц, трением одних 
сортов частиц о другие. В экспериментах же наблюдалась диссипа­
ция, обусловленная вязкостью, теплопроводностью и диффузией, с 
одной стороны, и вообще бесстолкновительная диссипация -  с другой, 
причем природа последней не была ясной, но которая проявлялась в 
явно бесстолкновительных случаях.

Таким образом, требовалось как усовершенствование гидродина­
мического описания плазмы как сплошной среды, так и развитие 
кинетического описания плазменной среды как идеального газа со 
слабым кулоновским взаимодействием.

§ 3.2. Гидродинамические модели плазменных сред.
Двухжидкостная и одножидкостная гидродинамики

3.2.1. Двухжидкостная гидродинамика. Заметив, что в одно­
частичной модели все трудности в описании плазменных сред воз­
никали в области низких частот, исследователи сразу же обратили 
свой взор к гидродинамике, которая как раз и приспособлена к опи­
санию низкочастотных процессов. И здесь их пути разошлись по двум 
направлениям. И.Ленгмюр решил усовершенствовать модель незави­
симых частиц, введя в них парциальные давления частиц и сформу­
лировав модель двухжидкостной гидродинамики. С другой стороны, 
Х.Альфвен применил для описания ионосферных экспериментов од­
ножидкостную гидродинамику проводящей жидкости, которую сам 
и сформулировал. Ниже мы изложим простейшие варианты этих мо­
делей, следуя указанной последовательности.

Начнем с модели двухжидкостной гидродинамики, представляю­
щей собой простое обобщение системы (3.1.1) с учетом газокинетиче­
ского давления частиц каждого сорта, считая, что электронное да-
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вление действует только на электроны, а ионное -  только на ионы: 

—  +  (уеУ )у е =

V г̂еТе , е (  1 \
= ------------- 1-----< Е +  -  [уе X В] > — 1Уе0уе -  уе -  у*),

тпе т I с ^
(3.2.1)

аГ +  (у-у ) у - =

=  ~~Шп~ +  Ж  { Е +  х в ) “  ~ ^  ~ у ')-

Эта система дополняется системой уравнений непрерывности (3.1.3) 
и уравнениями Максвелла в форме (3.1.2). Что касается уравнений 
для температур Те̂ , т.е. уравнений баланса энергии, то мы для про­
стоты их рассматривать не будем, ограничившись изотермическим 
случаем Те  ̂ =  сопя!:. Это существенно облегчает анализ и не влия­
ет на определение границ применимости модели, которое и является 
целью данного параграфа.

Уравнения (3.2.1) отличаются от (3.1.1) двумя важными слагаемы­
ми. Во-первых, они содержат нелинейные слагаемые (у \7)у как для 
электронной, так и ионной компонент и это позволяет значительно 
расширить рамки одночастичной модели, включив в рассмотрение 
быстрые надтепловые потоки и процессы, связанные с наличием в 
плазме таких потоков. С другой стороны, они включают тепловые 
слагаемые и это позволяет надеяться на их применимость для опи­
сания низкочастотных процессов, при оценке которых одночастичная 
модель оказалась несостоятельной. Чтобы убедиться в сказанном, по­
лучим в рамках этой модели выражение для диэлектрической прони­
цаемости, начав для простоты с незамагниченной покоящейся плаз­
мы:

Е0 =  В0 =  0, У0е,г =  0, П0е,г =  СОШ*. (3.2.2)
Рассматривая малые отклонения от этого равновесного состояния, из
(3.2.1) находим следующее выражение для тензора диэлектрической 
проницаемости:

=  ( ? ч ' “  Й  е‘"+  ^  ( 3 ' 2 ' 3 )
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ще
Л г  _  1 _  \  '

^  +  IV) ’

/ )2е‘ =  1 -  У _______^ _______ .
^  ш ( ш  +  IV ) — А*2 г 2

Прежде всего заметим, что тензор диэлектрической проницаемо­
сти в рассматриваемой модели содержит две независимые компо­
ненты: продольную и поперечную, что уже является правильным. 
Во-вторых, поперечная диэлектрическая проницаемость совпадает с
(3.1.8) и поэтому все достоинства и недостатки модели независимых 
частиц по отношению к описанию поперечного поля (волны) сохраня­
ются и в этой модели, а именно, в низкочастотной области формула
(3.2.4) для егг(ш,к) неправильно описывает характер проникновения 
поперечного электромагнитного поля в плазму -  аномальный скин- 
эффект.

Что касается продольной диэлектрической проницаемости (3.2.4), 
то в пределе ш —>• 0 она принимает вид

е1(0’ к) =  1 +  Щ , ’ ( 3 ' 2 ' 5 )

что правильно описывает дебаевскую экранировку потенциала точеч­
ного заряда в плазме (ср. с (3.1.15)):

<а“ >
где го -  определенный выше дебаевский радиус. Таким образом, мо­
дель двухжидкостной гидродинамики с конечной температурой хоро­
шо описывает статический предел продольной диэлектрической про­
ницаемости и тем самым электростатические свойства изотропной 
плазмы.

Более того, следует отметить, что в низкочастотной области, о; <С V. 
продольная диэлектрическая проницаемость (3.2.4) хорошо описыва­
ет не только дебаевскую экранировку, но и процессы диффузии, как 
одночастичной (униполярной), так и коллективной (амбиполярной). 
Действительно, в этом пределе (3.2.4) принимает вид

е1 =  1 ~ У 2 - -----(3-2-7)УоЛ/ —

(3.2.4)
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Для неоднородностей, размеры которых меньше дебаевского радиу­
са данного сорта частиц, т.е. к2у^а ^  ш\а, нули выражения (3.2.7) 
совпадают с ее полюсами:

гшра — к2у^а =  0. (3.2.8)

Легко сообразить, что это соотношение совпадает с дисперсионным 
соотношением для униполярной (одночастичной) диффузии,

^  =  0, (3.2.9)
д  ̂ уа

с коэффициентом униполярной диффузии частиц сорта а:
V 2

А» =  — ■ (3.2.10)
а̂

Если же размер неоднородности больше дебаевского радиуса, то 
в выражении (3.2.2) единицей можно пренебречь, при этом его нули 
описывают амбиполярную диффузию:

гшщ — к2(у2 +  Утг) =  0, (3.2.11)
Те

где у о =  — . Так же как и выше это соотношение мы сопоставляем с 
М

диффузионным уравнением
дтъ
—  -  Д .Д п =  0 (3.2.12)

с коэффициентом амбииоляриой диффузии

А , =  (3.2.13)

Легко сообразить, что для процессов, фазовая скорость которых 
значительно превосходит тепловые скорости частиц, двухжидкост­
ная модель совпадает с рассмотренной выше одночастичной моделью 
и в этом смысле все высокочастотные процессы ею описываются пра­
вильно, в том числе, и распространение радиоволн через ионосферу.

Однако, кроме указанного выше ограничения области применимо­
сти модели в низкочастотном пределе для поперечной диэлектриче­
ской проницаемости, имеется еще одно ограничение той же приро­
ды, но уже для продольной диэлектрической проницаемости. Имен­
но, как видно из второго выражения (3.2.4), в бесстолкновительном 
пределе (у —>• 0) оно обладает полюсами

ш2 (3.2.14)
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Физически полюса продольной диэлектрической проницаемости соот­
ветствуют одночастичным (без учета самосогласованного поля) коле­
баниям плотности плазмы. Спектры (3.2.14) в этом смысле напоми­
нают звуковые колебания. Но без учета полевого взаимодействия и 
при полном пренебрежении столкновениями таких колебаний быть не 
может и ниже будет показано, что благодаря бесстолкновительному 
механизму поглощения они сильно затухают в плазме.

Следует вместе с тем заметить, что формула (3.2.7), по крайней ме­
ре качественно, правильно учитывает тепловые поправки к спектру 
высокочастотных ленгмюровских колебаний (3.1.4). Действительно, 
эта формула для чисто электронной плазменной среды приводит к 
спектру (ср. (3.1.4))

Существование тепловых поправок в спектре ленгмюровских колеба­
ний в условиях ш\е ^  к2Уте, т.е. для колебаний с длиной волны, боль­
шей электронного дебаевского радиуса, экспериментально установле­
но И.Ленгмюром и Дж.Тонксом (резонансы Тонкса -  Даттнера). Фор­
мулы (3.2.15) правильно описывают наблюдаемые на эксперименте 
частоты колебаний, количественное отличие состоит в множителе 
при втором слагаемом для со2, который вместо единицы оказался рав­
ным 3 (подробно об этом речь пойдет в дальнейшем).

Укажем на еще одну очень распространенную ошибку, которая 
часто допускается при анализе низкочастотных продольных волн в 
рамках двухжидкостной гидродинамики. Речь идет о колебаниях с 
длиной волны больше дебаевского радиуса плазмы и частотой ниже 
ленгмюровских частот электронов и ионов. Дисперсионное соотноше­
ние для таких колебаний согласно (3.2.4) имеет вид:

Отсюда следует спектр слабозатухающих колебаний (ш ш +  гб):

Эти колебания называют ионным звуком. В действительности, одна­
ко, спектр этот не совсем точный, что будет показано ниже. Более 
того, ни в газоразрядной, ни в ионосферной плазме такой слабоза­
тухающий спектр идентифицировать не удалось, поскольку хотя он

2 2 , 7 2 2  г
ш  — ш Ъе +  & Г Т< - &

Уе
2

(3.2.15)

со2 — к2 ( у +  V2) +  гшщ =  0. (3.2.16)

(3.2.17)
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и похож на изотермический звук ш =  кузв, узв 7
Р
Р

7 =  1, но плазма явно не удовлетворяет условию изотермичности (из 
условия ш ^  к('г; , щ следует Т,. '̂ > 7}).

Выше мы умышленно ограничились анализом низкочастотных про­
цессов в модели двухжидкостной гидродинамики только для изотроп­
ной плазмы, т.е. в отсутствие внешнего магнитного поля. Именно та­
кая плазма и исследовалась в газовом разряде И.Ленгмюром в 30-ые 
годы. Что касается магнитоактивной плазмы, то она в это время ин­
тересовала ученых в основном в плане изучения распространения ра­
диоволн в ионосфере. Низкочастотные процессы в ионосфере впервые 
заинтересовали в конце сороковых годов Х.Альфвена. И для их опи­
сания он применил одножидкостную магнитную гидродинамику, ко­
торую сам же и сформулировал в полной аналогии с обычной гидро­
динамикой. Опыт оказался успешным и только после этого ученые 
вновь обратились к модели двухжидкостной гидродинамики, считая 
ее более микроскопической и пытаясь с ее помощью обосновать од­
ножидкостную гидродинамику. В нашем изложении мы будем сле­
довать этому исторически пройденному пути, но прежде рассмотрим 
альфвеновскую одножидкостную магнитную гидродинамику.

3.2.2. Одножидкостная магнитная гидродинамика. X.Альф- 
вен, записывая уравнения магнитной гидродинамики, учел, что на 
проводящую жидкость с током в магнитном поле кроме градиента 
давления действует также сила Ампера

Обычный феноменологический вывод уравнений магнитной гидроди­
намики можно найти в книге Л.Д.Ландау и Е.М.Лифшица "Электро­
динамика сплошных сред” . Мы здесь этого вывода воспроизводить 
не будем, а приведем сразу их окончательную форму, причем огра­
ничимся случаем идеальной жидкости:

дТ5 др
сиу В =  0, —— |- го! [уВ] =  0, —  + (Ну  рх =  0,

Здесь V  -  скорость, р -  плотность жидкости, а Р  -  давление, кото­
рое определяется уравнением состояния, связывающим между собой

Г =  -  ПВ1 =  —  [го! В В
с и 1 4тт

(3.2.18)

(3.2.19)
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давление Р, плотность р и температуру Т  жидкости:

Р  =  Р (р ,Т ). (3.2.20)

Как и выше, мы ограничимся здесь анализом уравнений магнит­
ной гидродинамики в линейном приближении для малых возмуще­
ний, считая равновесное состояние однородным и стационарным:

V =  0, ро =  сопзЪ, Ро =  сопзЪ, Во || Ог =  сопзЪ. (3.2.21)

Тогда для малых возмущений <Ш, V , 8р из (3.2.19) и (3.2.20) получим 
систему:

г , ШВ 
шуоВ =  0, го! [уВ о] :

88 р
д^

+  ро сНу у  =  0, (3.2.22)

ду  V2 1
-  =  - ^ 8 р - - -----  [ВогоаВ].
т ро Аттро

Здесь у8 -  скорость изэнтропического звука, возникающая в идеаль­
ной жидкости при возмущении уравнения состояния (3.2.20), а имен­
но:

/ дР \
8Р =  у 8р =  у] 8р. (3.2.23)

Для решений вида уравнения (3.2.22) и (3.2.23) сводят­
ся к системе алгебраических уравнений, из условия разрешимости 
которых находим следующие спектры колебаний:

I 111ш\ =  кгУА

^ 5,з =  — 1 (<!.\ +  ^2) ±  ^ ( у 2а +  у 28)2 - 4 у 2 ау 23 с о 82 в
(3.2.24)

где 9 -  угол между векторами к и Во- Первое из этих соотношений 
описывает чисто поперечную волну (в ней <Ш и V  колеблются в плос­
костях, перпендикулярных векторам Во и к), известную как альф- 
веновская волна. Именно эту волну открыл Х.Альфвен в ионосфере 
земли в 1950 году. Два вторых соотношения соответствуют так назы­
ваемым быстрому и медленному звуку (или МГД волнам). Здесь, по
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существу, проявилось расщепление обычного звукового спектра, об­
условленного газокинетическим давлением Р, на два звуковых спек-

Особо простой вид эти два последних спектра принимают в пре-

имеет место в ионосфере (выше уже указывалось, что в ионосфере

И здесь проявляется необоснованность применения к ионосфере все­
го описанного выше подхода. Дело в том, что спектры ш\ и Ш2 бы­
ли прекрасно идентифицированы, и это было безусловным триум­
фом теории Альфвена. Что же касается спектра обычного звука с 
частотой о?з, то появляются уже отмеченные выше трудности. Имен­

но, для идеального газа скорость изотермического звука у$ =  ,
где 7 =  5/3 в случае одноатомного газа. В ионосферных измерениях 
так и не удалось согласовать скорость наблюдаемых звуковых волн 
с теорией изэнтропического звука. И тогда вообще встал вопрос: а 
почему наблюдаемые в ионосфере спектры волн с частотами ш\ и Ш2 

так хорошо согласуются с гидродинамической теорией, справедливой, 
строго говоря, для проводящей жидкости типа ртути?

Первая попытка вывода уравнений одножидкостной магнитной ги­
дродинамики была предпринята исходя из системы уравнений двух­
жидкостной гидродинамики (3.2.1). Как уже отмечалось, в середи­
не 50-х годов эта система казалась микроскопической и такой вывод 
представлялся вполне справедливым.

Поскольку гидродинамика описывает низкочастотные и медлен­
ные процессы, мы ниже будем считать выполненными неравенства

Эти неравенства позволяют в первом уравнении (3.2.1) пренебречь 
левой частью и считать плазму квазинейтральной, т.е. пе =  щ =  п. 
В уравнении Максвелла током смещения также можно пренебречь, 
записав

тра вследствие появления еще и магнитного давления В̂ /8тт.

/Зм НГ4 <  1):
2 7 2 2 2 7 2 2 ш2 — к гл. — к2У8. (3.2.25)

Ш <  Шы, куТе,
(3.2.26)

(3.2.27)
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Используя это уравнение и складывая (3.2.1), получим уравнение 
движения ионов (плотности) плазмы (у,- =  у)

Мп
дм '
■ж +  ^

-V  [п(Те +  Тг)] — —  [В го! В] — Мпщоу.
47Г

(3.2.28)

Кроме того, вторые неравенства (3.2.26) позволяют поперечную со­
ставляющую электрического поля выразить через магнитное поле:

Е± =  [уВ], (3.2.29)

а поэтому уравнение Максвелла для поперечного электрического по­
ля приобретает вид

дВ
—сго !Е  =  го! [уВ] . (3.2.30)

Если ко всему этому добавить уравнение непрерывности для ионов 
(плотности плазмы), окончательно получим следующую систему урав­
нений магнитной гидродинамики:

5В др
сНу  В =  0, —-— |- го! [уВ] =  0, —  +  с11у р\ =  0,

д1 1 1 д1 1

дм 'ЧР 1 г т-. т-л—  +  у у )у  = ----------- --—  Iго! В В -  1/шу,
о  ̂ р 4ттр

(3.2.31)

где р =  М п -  плотность плазмы, а Р  =  п(Те +  7}) формула для да­
вления, заменяющая уравнение состояния (3.2.20). Кроме этого урав­
нение состояния, которое в модели двухжидкостной гидродинамики
(3.2.1) более не уточняется, система (3.2.31) отличается от (3.2.19) 
еще и наличием силы трения -  трения проводящей жидкости о 
неподвижную нейтральную компоненту плазмы. В одножидкостной 
гидродинамике этого члена, естественно, нет.

Очевидно, что системе (3.2.31) присущи те же недостатки, что и
(3.2.19), а именно, неправильные следствия из уравнения состояния, 
которое в приближении идеальной жидкости должно приводить в 
случае одноатомного газа к 7 =  5/3, а в случае двухкомпонентной 
смеси одноатомных газов (электроны и ионы) к 7 =  10/3 (при Те =  Т* 
имеем Р  =  2 пТ).
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Существуют и другие разновидности гидродинамических моделей 
плазмы (например, гидродинамика плазмы с анизотропным давле­
нием Чу -  Гольдбергера -  Лоу) и множество попыток их вывода по 
аналогии с выводом уравнений обычной гидродинамики, исходя из 
уравнений Больцмана. Но все они также обладают своими недостат­
ками и поэтому мы их здесь обсуждать не будем.

§ 3.3. Кинетическое уравнение Больцмана-Ландау

После того, как мы убедились в том, что система уравнений мо­
ментов, или, как говорят, уравнений гидродинамики не очень-то од­
нозначна и имеет ограниченную применимость для описания дина­
мики плазменных сред (причем каждая из гидродинамических мо­
делей обладает в этом смысле своими особенностями), обратимся к 
наиболее строгому кинетическому описанию. Отметим, что первые 
попытки такого описания были предприняты еще до Второй мировой 
войны. Уже тогда появились первые работы по теории кинетических 
уравнений для частиц с кулоновским взаимодействием.

Метод кинетического уравнения подразумевает вероятностное опи­
сание путем введения для системы из п частиц -  гг-частичной функ­
ции распределения

/п(гьр1,..,гп,рп,*), (3.3.1)

представляющей собой вероятность обнаружения в момент времени I 
частиц с импульсами р|.... р„ в точках Г|.... г„ соответственно. Функ­
ция (3.3.1), хотя и содержит полную информацию о системе частиц, 
но зависит от огромного числа аргументов и поэтому очень сложна и 
практически непригодна для описания динамики плазмы.

Вспомним, однако, что плазма -  это газ. Первым об этом вспомни­
ли С.Чепмен и Т.Каулинг, которые еще в 30-е годы в связи с рабо­
тами И.Ленгмюра впервые попытались описать слабоионизованную 
плазму кинетически, считая ее газом и следуя кинетической теории 
Л.Больцмана. Замечая, что для столкновений электронов и ионов 
с нейтральными атомами последние с хорошей степенью точности 
являются твердыми шариками с радиусом о, для описания плазмы 
они воспользовались газовым приближением щ =  <С 1 (см. те­
му I) и записали функцию (3.3.1) в нулевом приближении по параме-
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тру щ в виде произведения вероятностей
П

/ „ ( гь р ь гп, рп, *) =  Д  /(р*, Г*, *). (3.3.2)
г = 1

Здесь /(р* ,г* ,2) -  вероятность обнаружения г-ой частицы с импуль­
сом р* в момент времени I в точке г*. В этом приближении взаимо­
действием частиц между собой полностью пренебрегается, а поэтому 
функция / (р ,  г, I), описывающая движение частиц, полностью детер­
минирована воздействием внешней силы Р на эту частицу. Это озна­
чает, что / (р ,  г, I) удовлетворяет уравнению Лиувилля

<*Яр,г,4) _  д /  д /  д /  _
Л ~ д 1 +  д г +  М д р ~  { >

„  (1т
Здесь V =  —  и по определению -  скорость, а 

аЬ

^  =  Р =  е | е  +  ^ [уВ]| +  т § ,  (3.3.4)

где Р -  внешняя сила, Е и В -  электрические и магнитные поля, а § -
некоторое поле тяжести. Естественно, что уравнение (3.1.4) пишется 
для каждого сорта носителей заряда -  электронов и ионов различных 
сортов.

Еще раз подчеркнем, что С.Чепмен и Т.Каулинг под Р понима­
ли внешнюю силу, а частицы считали не взаимодействующими вовсе! 
Учет взаимодействия в первом порядке по параметру щ <С 1, соглас­
но Л.Больцману, сводится к появлению правой части в уравнении 
Лиувилля, которая учитывает столкновения частиц:

$ а  (д$а\  _  ( д.1<> У  — V "  / ( (  $ \ (ч Ч ^^  ь -  = } ^ 1оЛ / а ,М -  (3-3.5)
3 \ и 1  /  3

Здесь суммирование распространяется по всем сортам частиц /3, с 
которыми сталкиваются частицы сорта а. Следуя Л.Больцману, за­
пишем

1а (3=  а р р а р 'р Щ У а р й Т а /3  [1а {р ’а) I[з {р ’[з) ~  1а(Ра) 1/з(Р/з)} X

х^(р« +  р/з -  р'а -  р  '/3)б{еа +  е р - Е ' а -  е'р).

(3.3.6)
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В таком виде учитываются только упругие столкновения частиц 
(см. рис. 3.2), при которых выполняются законы сохранения энер­
гии 8 и импульса р сталкивающихся частиц. При этом вероятности 
прямых и обратных процессов рассеяния считаются одинаковыми и 
равными произведению модуля относительной скорости сталкиваю­
щихся частиц уад =  |уа, — у,з| на дифференциальное сечение рассея­
ния (1сгав- Д л я  упругих столкновений

___I . та,/3 / \
Ра,/3 — ^ ^ а в ^ а З  Н (Р а Р в)ч

' ' ‘ т а +  т д
(3.3.7)

' _1_ I та,8 / \Ра д =  ±Ца13Уа,3П Н-------- ------- (ра +  рв),
" 1 ' т а +  т(з

т ат в
где цав = ---------- :— , а п -  единичный вектор направления скорости

та + тц
частицы сорта а -  после рассеяния в системе центра инерции (в ко­
торой ра +  Р/з =  0).

В случае рассеяния заряженных частиц плазмы на нейтральных 
атомах, считая последние твердыми шариками с радиусом а, имеем

(1(7 ав =  а2̂ ,  (3.3.8)

где сЮ, — элемент телесного угла. Дальнейшее упрощение интеграла 
столкновений (3.3.6) невозможно (правда, для столкновений электрон- 
нейтрал упрощение возможно из-за малости отношения масс т /М ц). 
Однако, при расчете процессов релаксации он оказывается достаточ­
но простым.

Следующий важный шаг в теории плазмы сделал Л.Д.Ландау, за­
писавший в 1936 году интеграл столкновений заряженных частиц 
между собой. При этом он исходил из уравнения Больцмана (для
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одночастичной функции распределения) (3.3.5) с интегралом парных 
столкновений (3.3.6). Для вычисления (1<тп ; он учел кулоновское взаи­
модействие между частицами и воспользовался формулой Резерфор­
да

<Ьсф =  4же1 4
<ю ^ в ш * е / 2 ’ [ ■ ■ ’

где 9 -  угол рассеяния, т.е. угол поворота траектории частицы а по 
отношению к частице (3 после рассеяния.

И здесь проявилась мудрость Л.Ландау. Она была связана с ана­
лизом условия применимости газового приближения 770 1, кото­
рое оказывается неприменимым для столкновений между собой за­
ряженных частиц. Действительно, поле любого пробного заряда в 
плазменной среде дебаевски экранировано, причем дебаевский ра­
диус г в  ~  \/Т / с 2//,.. Расстояние же между заряженными частицами 
порядка а поэтому это условие следовало бы писать в виде

п\!ъгв  =  Т/е2п1^ =  1/771 <  1, что противоположно условию приме­
нимости газового приближения для кулоновски взаимодействующих 
частиц щ <С 1, введенного самим же Л.Ландау в 1936 г. (см. тему I). 
Тогда Л.Д.Ландау на это противоречие не обратил внимания и под­
ставил выражение (3.3.9) в интеграл Больцмана (3.3.5), справедли­
вый только в случае короткодействующих сил. Тем не менее, такое 
приближение оказалось достаточно точным, и это было обосновано 
значительно позже в знаменитом труде Н.Н.Боголюбова 1946 года 
"Динамические проблемы в статистической физике” .

Немаловажным является также возможность упрощения интегра­
ла Больцмана для кулоновски взаимодействующих частиц, т.е. при 
подстановке (3.3.9) в интеграл (3.3.5). Легко заметить, что в среднем 
выполняются условия

|Ра,0 -  Рп. ;| <  Ра, Р/3, (3.3.10)

т.е. при кулоновском рассеянии происходит малое изменение импуль­
са, т.к. в основном рассеяние происходит на малые углы, что не имеет 
места при рассеянии на твердых шариках. Это позволяет разлагать 
подынтегральное выражение в (3.3.6) по малым изменениям импуль­
са. Вместе с тем, известно, что формула (3.3.9) приводит к расходи­
мости полного сечения рассеяния при интегрировании по углам 9 на 
малых углах рассеяния, что приводит в (3.3.6) к расходимости при
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интегрировании по передаваемым импульсам. Л.Ландау правильно 
понял, что расходимость эта является следствием неприменимости 
чисто кулоновского потенциала взаимодействия на больших расстоя­
ниях, а следовательно, неприменимости и формулы (3.3.9). Эту расхо­
димость он устранил путем обрезания кулоновского взаимодействия 
при г > г в- Однако, этого оказалось недостаточно. Дело в том, что 
разложение по малой передаче импульса в среднем эквивалентно тре­
бованию применимости теории возмущений, или борновского прибли­
жения. А это означает, что не только щ <С 1, но должно выполнять-

Г) .
ся еще и неравенство е /г т *п <С Т. Поэтому устранить расходимость 
на малых расстояниях можно, положив гто*те =  Т /е 2. Использованные 
значения гтах  и  гт т  являются оценочными, но возникающие неточно­
сти в конечном счете не очень существенны, поскольку расходимости 
оказываются логарифмическими и их устранение эквивалентно тре­
бованию

Г т а х  Г В  /  \  3

1 =  ~ =  [  *  =  ^  =  =  1п 1/г}\ »  1, (3.3.11)
. г , Г Гтт \ е2п )г . п Р2 \ /1 ш гп

которое автоматически выполняется из-за малости щ <С 1. Величина 
Ь называется кулоновским логарифмом.

После несложных вычислений Л.Ландау из формулы (3.3.6) полу­
чил известный интеграл столкновений

д  Г 2ттеаеоЬ  „

I =  I /3 {и бц щ и  у)
д.(а , _  -
гч .1 я гч I ( (3.3.12)

драг 1

где и =  V,, — V Поэтому уравнение (3.1.5) с интегралом столкнове­
ний (3.1.12) называется кинетическим уравнением Ландау -  Больц­
мана для полностью ионизованной плазмы, точнее, для плазменной 
среды, в которой преобладающую роль играют столкновения заря­
женных частиц между собой, а их столкновениями с нейтральными 
частицами можно пренебречь. В общем же случае нужно учитывать 
как столкновения заряженных частиц между собой, т.е. использовать 
интеграл (3.3.12), так и их столкновения с нейтральными частицами, 
т.е. использовать интеграл (3.3.12) с учетом (3.3.8), и представлять 
правую часть кинетического уравнения (3.3.5) в виде суммы двух ин­
тегралов столкновений.

Следует заметить, что приведенное выше выражение для интегра­
ла столкновений Больцмана (3.3.6) относится к невырожденной плаз­
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менной среде. Не представляет, однако, труда обобщить его на случай 
вырожденной плазменной среды. Для этого, очевидно, следует учесть 
принцип Паули и произвести следующую замену в квадратной скобке 
в подынтегральном выражении

1а{Ра)1/з{Р/з) -  / а(Р а)М Р р )

/а(Ра)//з(Р/з)

- /« (р ^ Ш р У

(2ттПУ
1а(Ра

(2ттПУ
■иш (3.3.13)

(2ттПУ
1а(Ра

(2ттПУ
и (р р )

Очевидно, что принцип Паули следует отнести только к электронам 
и ионам, т.е. частицам со спином. Поэтому (3.3.13) относится толь­
ко к столкновениям заряженных частиц между собой. Окончательно 
после учета условия малости передачи импульса частиц при столкно­
вениях обобщение интеграла Ландау (3.3.13) запишется следующим 
образом:

Iа(3
2тте2ае\Ь 

^Р/з------ з-(11 %  щ и^х

х , д.(а д//3
1драгдр/Зу

( 2 т т П У

(1а + //з) (3.3.14)

д 21а

драгдр,
-1/3

а]
( 2 т т П У

■1/3
д 21/з

-/<
( 2 т т П У

■/<др ц др ц '
Приведенные выше кинетические уравнения с учетом как столк­

новений заряженных частиц с нейтральными, так и между собой с 
левой частью в виде (3.3.5) содержат только внешние поля Е и В 
и внешнюю силу (3.3.4), но ни в коем случае не самосогласованные 
поля. По крайней мере, так это понимали С.Чепмен и Т.Каулинг и 
сам Л.Ландау. Это видно уже из того, как ими были рассмотрены 
процессы релаксации импульса и энергии в плазме при малом от­
клонении от термодинамического равновесия. И здесь следует особо 
подчеркнуть, что правые части кинетических уравнений, именуемые 
интегралами столкновений, получены исходя из интеграла Больцма­
на и поэтому очевидным образом их решением в отсутствие внеш­
ней силы являются термодинамически равновесные распределения -
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распределения Максвелла в случае невырожденных носителей, либо 
распределения Ферми, если носители вырождены. Полное термодина­
мическое равновесие при этом подразумевает, что пространственные 
распределения плотностей щ а и температур Та однородны и, более 
того, плазма нейтральна и температуры всех частиц равны между 
собой:

Те =  Т* =  То =  т , ^ 2  еащ а =  0. (3.3.15)
а

Только в этом случае как левая, так и правая части кинетических 
уравнений (3.3.5) и (3.3.14) строго обращаются в нуль.

Рассмотрим теперь малое отклонение от равновесия и вычислим 
время возвращения системы в равновесное состояние, т.е. время ре­
лаксации. Начнем с релаксации импульса. Для этого рассмотрим сле­
дующую задачу: пусть в начальный момент времени электронная 
компонента обладает некоторой малой направленной скоростью ио 
и выясним, как будет эта скорость релаксировать. Ограничимся для 
простоты рассмотрением невырожденной плазменной среды, считая, 
что вид функции распределения в процессе релаксации не меняет­
ся, оставаясь максвелловским с переменной направленной скоростью 
щ(1) ("сдвинутый Максвелл” ):

тЫ — и (^))2

( 3 ' 3 ' 1 6 )

Заметим, что такое предположение, строго говоря, неверно, но каче­
ственно, с точностью до коэффициента порядка единицы, правильно 
описывает процесс. Подставляя функцию (3.3.16) в левую и правую 
части уравнения (3.3.5), умножая его на V  и интегрируя по импуль­
сам, после несложных вычислений получим ответ:

ди
т =

Уеп =  тта2УтеПоп при Уеп >  э̂фф, (3.3.17)

Уе 4 /27Г е2е2тго*Ь 
г'эфф = ъ\ 1  —  тЗ/2 ПРИ реп <  г'эфф-т  т е

Здесь уеп -  частота столкновений электронов с нейтральными части­
цами, а г'эфф _ эффективная частота электрон-ионных столкновений.
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В случае слабоионизованной плазмы уе =  реп и полученный ответ то­
чен, а приближенность формулы (3.3.17) обусловлена только прибли­
женностью модели твердых шариков. Что касается полностью иони­
зованной плазмы, то эта приближенность проявляется в предположе­
нии сохранения вида распределения (3.3.16) в процессе релаксации. 
Тем самым пренебрегается электрон-электронными столкновениями, 
которые при этом не дают вклада в релаксацию скорости и(1). Такое 
приближение принято называть лоренцовским, и в этом приближе­
нии из (3.3.17) находим закон релаксации:

Таким образом, ти =  1/ие -  представляет собой характерное время 
релаксации импульса в плазме.

Рассмотрим теперь релаксацию энергии в невырожденной плаз­
менной среде. Для этого предположим, что в начальный момент вре­
мени температура электронов Тео не совпадает с температурой ней­
трального газа (в случае слабоионизованной плазмы) либо ионов (в 
случае полностью ионизованной плазмы). И в этой задаче мы счита­
ем, что распределения частиц в процессе релаксации остаются макс­
велловскими с переменной температурой Та(1)\

Подставляя (3.3.19) в уравнение (3.3.5) для электронов и ионов, после 
несложных вычислений получим

При выводе этих соотношений в случае слабоионизованной плазмы 
температуру нейтралов Тп мы, естественно, считали постоянной (те­
плоемкость нейтральной компоненты намного больше, чем заряжен­
ной, из-за большей концентрации нейтральных частиц). Что касает­
ся полностью ионизованной плазмы, то необходимо учитывать изме­
нение и температуры ионов, поскольку согласно закону сохранения

и(1) =  щ е Уе1 (3.3.18)

т у 2
1а

[2тттаТа(Щ3/2
(3.3.19)

(3.3.20)
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энергии очевидно

=  0- (3.3.21)
д1 к }

Из (3.1.21) следует экспоненциальная во времени релаксация разно-
1 М

сти температур, причем тэ ~ ----- ти, т.е. релаксация энергии происхо-
2 т

М  ^дит в —  раз медленнее, чем релаксация импульса. Важно отметить, 
т

что формулы (3.3.21) являются точными.

§3 .4 . Уравнения Власова и Власова-Максвелла

Выше мы неоднократно подчеркивали, что в уравнениях Больцма­
на для слабоионизованного газа и Больцмана-Ландау для полностью 
ионизованной плазмы поля Е и В считаются внешними. Этим и объ­
ясняется то обстоятельство, что при исследовании релаксаций им­
пульса и энергии полностью пренебрегалось электромагнитным по­
лем. Как результат для процессов релаксации были получены апери­
одические во времени зависимости с характерными временами, опре­
деляющимися частотами столкновений заряженных частиц (в рас­
смотренных выше случаях -  столкновениями электронов).

Первый, кто обратил внимание на непоследовательность такой по­
зиции, был А.А.Власов, который в 1938 году опубликовал работу, где 
утверждал, что в плазме в газовом приближении в уравнении Ли­
увилля (3.3.3) поля Е и В следует считать не только внешними, а 
полными, учитывающими вклад полей, возбуждаемых в плазме ин­
дуцированными зарядами и токами с плотностями

р = ^ 2е [  / <гР’ ■) = Е е /  у/ <гр- (ЗА1)
Здесь суммирование распространяется по всем сортам заряженных 
частиц плазмы. В результате будет учтено взаимодействие частиц с 
полями, создаваемыми всеми заряженными частицами, и это уравне­
ние уже будет не нулевого порядка по параметрам взаимодействия 
770 и 771, а первого. И поэтому уравнения Лиувилля (соответственно 
для электронов и ионов) принимают вид

4/а д/а , д/а [  1 Д  д/а л , 0 , ^
= -вГ  +  т вГ  +  Ч Е +  с [уВ]; в ^  =  0' (3'4'2)
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где Е и В -  полные поля, удовлетворяющие уравнениям Максвел­
ла, содержащим как внешние источники р$ и так и индуцирован­
ные в плазме источники р и У Уравнения (3.4.1) и (3.4.2) образуют 
совместно с уравнениями Максвелла замкнутую систему, описываю­
щую динамику плазмы в первом приближении по параметру взаи­
модействия. Таким образом, уравнение (3.4.2) дополняется с учетом
(3.4.1) уравнениями поля

(Ну Е =  4тг с I  /7/р +  4тгрц. (Ну В =  0.

(3.4.3)
_  1 <9В 1 <9Е 4тг ^  /' 4тг.

го! Е = ------— . го! В =  — -— |------> е / V тар Н------- ]().
с д1 ' с д1 с ^  У  ̂ н с

Уравнение (3.4.2) принято называть кинетическим уравнением Вла­
сова, а всю систему (3.4.2) и (3.4.3) -  уравнениями Власова -  Максвел­
ла, или системой уравнений динамики плазмы с самосогласованным 
полем1.

Первоначально А.А.Власов предполагал, что система (3.4.2) и
(3.4.3) полностью описывает динамику плазмы, учитывая взаимодей­
ствие частиц между собой через самосогласованные поля, которое и 
является основным взаимодействием, а высшие приближения по па­
раметрам щ и щ дают лишь малые поправки, по крайней мере, в 
случае сильноионизованной плазмы, в которой преобладает кулонов- 
ское взаимодействие. Это мнение А.А.Власова не совсем точно и по­
этому позднее оно стало предметом дискуссии, которую мы вкратце 
воспроизведем в методических целях и отдавая дань истории.

Следуя А.А.Власову, рассмотрим малое отклонение д/,. функции 
распределения электронов от равновесного, однородного и стационар­
ного распределения

/ е  =  /О е +  $/в- (3.4.5)
Однородное и стационарное распределение /ое удовлетворяет урав­
нению (3.4.2), если поля Е() =  В () =  0, т.е. в условиях отсутствия 
внешних источников полей: ро =  0 и ^  =  0. Малое же отклонение 8/е 
ионы считаем невозмущенными) в отсутствие внешних полей, соглас­

1Этот термин поясняет преемственность идей А. А.Власова и работ И.Ленгмюра, который еще 
в 20-ые годы ввел понятие самосогласованного поля при гидродинамическом описании динамики 
плазмы.
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но (3.4.2), удовлетворяет линеаризованному уравнению Власова

88/е 88/е -г-,д /ое ~
~ ъ г  +  +  е« Е ^  =  °» ЗА 6оъ от ар

где поле Е определяется уравнениями (3.4.3). Мы будем предпола­
гать, что поле Е потенциально (ниже будет показано, когда это дей­
ствительно так), т.е. Е =  —УФ, и запишем для Ф уравнение Пуассона
(3.4.3) в следующем виде:

ДФ =  —47ге ^  8/ ес̂ р. (3.4.7)

Система уравнений (3.4.6) и (3.4.7) образует замкнутую систему 
линейных уравнений, позволяющую решить задачу временного раз­
вития любого начального возмущения 8/е(0, г, р). Предположим, что 
начальное возмущение можно представить в виде

а д о ,  г, р) =  <5Др) еЛ г . (3.4.8)

Заметим, что при этом не нарушается общность рассмотрения, по­
скольку любое возмущение 8/е(0, г, р) можно представить в виде ряда 
(или интеграла) Фурье как сумму возмущений типа (3.4.8).

Теперь мы можем искать решение системы (3.4.6) и (3.4.7) в виде 
8/е, Е ~  и из условия разрешимости этой системы найти
о;(к); эта величина и будет описывать развитие начального возмуще­
ния вида (3.4.8) во времени. Из уравнения (3.4.6) при этом получаем

е̂Е ^ 0е ек ^ 0е

* №  = -------- 1 ® - =  — (3.4.9)ш — КУ ш — КУ

Подставляя это выражение в (3.4.7), получаем дисперсионное урав­
нение для определения о;(к):

к ЗДе

1 — ~Т5~ I  1Р =  (3-4.Ю)к2 з со — ку

При решении этого уравнения возникли разногласия между 
А.А.Власовым и Л.Д.Ландау. А.А.Власов считал, что при интегриро­
вании (3.4.10) полюс подынтегрального выражения нужно понимать 
в смысле главного значения. При этом еще в 1938 г. он нашел, что в
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области характерных размеров возмущений, намного превосходящих 
дебаевский радиус электронов, т.е. при кгое <С 1, решение уравнения
(3.4.10) имеет вид1

ш2 =  ш2Ье +  ?>к2у\е. (3.4.11)

Это означает, что малые начальные возмущения с длиной волны —
К

будут осциллировать с частотой и. Если возмущение содержит не 
одну длину к, а целый пакет с Ак <С к, то оно будет расплываться с 
групповой скоростью

дш кУТе / ,
г’гР =  7ГГ =  3------ УТе ^  УТе• (3.4.12)ок Шье

Здесь следует отметить, что А.А.Власов понимал, что во времени 
кроме расплывания возмущения будут еще и затухать. Однако, этого 
затухания он не находил, отметив, что оно возникает лишь в следу­
ющем приближении по взаимодействию частиц, выходящем за рамки 
уравнения (3.4.6).

Совершенно иначе подошел к решению уравнения (3.4.10) Л.Д.Лан­
дау, анализируя его в 1946 году в статье, посвященной изучению раз­
вития начальных возмущений в плазме. Он правильно отметил, что 
согласно принципу причинности, полюс в подынтегральном выраже­
нии (3.4.10) следует обходить снизу (см. рис. 3.3), считая

1 V
и  — ку ш — ку

гтт5(ш — ку). (3.4.13)

1Этог спектр колебаний отличается от спектра, найденного И.Ленгмюром, коэффициентом 3
вместо 1 в формуле (3.2.15), что указывает на неточность гидродинамического описания плазмы, 
отмеченную ранее.
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В результате в дисперсионном уравнении появилось мнимое слага­
емое, которое и привело к затуханию колебаний со спектром ча­
стот (3.4.11). Декремент затухания при этом легко находится и равен 
и) —̂ и) -\- у$)

. ш!е 3

8 = Ч Щ ' е 2 к Ч е  2  ( 3 ' 4 1 4 )

Это и есть знаменитое ” затухание Ландау” , определяющее время ре­
лаксации т =  1/5 плазменных колебаний со спектром (3.4.11), най­
денным А.А.Власовым. Увлекшись критикой, Л.Ландау и не заметил 
противоречия со своей же работой 1936 года, когда он, решая задачу 
релаксации импульса (см. предыдущую лекцию), нашел совсем дру­
гую величину г, а именно, г =  1

Однако уже в 1946 году все парадоксы были разрешены Н.Н.Бого­
любовым, который в известной монографии "Динамические пробле­
мы статистической физики” обосновал как уравнение Больцмана в 
случае короткодействующих сил и выполнения условия применимо­
сти газового приближения щ <С 1, так и уравнение Власова с инте­
гралом столкновений Ландау для полностью ионизованной плазмы 
в приближении щ <С 1. В некотором смысле А.А.Власов был прав, 
когда говорил, что его уравнение -  лишь первое приближение; вто­
рым приближением оказались либо интеграл столкновений Больц­
мана для слабоионизованной плазмы, либо интеграл столкновений 
Ландау -  для полностью ионизованной плазмы.

Таким образом, мы теперь можем записать полное кинетическое 
уравнение для описания динамики заряженных частиц в плазме, об­
общающее уравнение Власова (3.4.2):

+ + -  [уВ]

'<9/, ч ап 
а  \

(3.4.15)

Здесь —— -  интеграл столкновений заряженных частиц сорта а
V 91 )  „

со всеми сортами нейтралов, который дается интегралом Больцмана

(
3 1 \ ае^ -  интегралы столкновений Лан-
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дау частиц сорта а с электронами и ионами различных сортов, т.е. 
интеграл Ландау (3.3.12) либо (3.3.14). Самосогласованные же элек­
тромагнитные поля, содержащиеся в левой части (3.4.15), учитывают 
взаимодействие частиц сорта а с полями, создаваемыми всеми заря­
женными частицами плазмы.

Здесь важно отметить, что самосогласованное взаимодействие все­
гда больше столкновительного, обусловленного столкновениями за­
ряженных частиц между собой. В этом суть власовского приближе­
ния. Однако этого не скажешь о столкновениях заряженных частиц 
с нейтральными, ибо интеграл столкновений Больцмана выводится и 
без всякого учета самосогласованного поля, а поэтому это слагаемое 
в правой части (3.4.15) не считается малым по сравнению с последним 
слагаемым в левой части.

В заключение не лишне дать еще одно толкование сказанному. 
Именно, самосогласованное взаимодействие описывает взаимодейст­
вие заряженной частицы с полем, а интеграл столкновений -  прямое, 
контактное взаимодействие частиц между собой. Таким образом мы 
показали, что взаимодействие заряженных частиц посредством само­
согласованного поля в плазме всегда больше, чем их прямое взаимо­
действие между собой. В этом суть и сила власовского приближения. 
Отсюда проясняется и физический смысл затухания Ландау -  оно со­
стоит в поглощении плазменных колебаний (а здесь лучше говорить
о плазменных волнах) со спектром частот (3.4.11) электронами плаз­
мы. Электроны при своем тепловом движении, естественно, излуча­
ют и поглощают электромагнитные волны. Поскольку в отсутствие 
внешнего магнитного поля их движение свободное, а поэтому рав­
номерное и прямолинейное, то единственным механизмом излучения 
и поглощения волн является черенковский механизм, носящий резо­
нансный характер и, как известно из общих курсов электродинамики 
сред, имеющий место при условии

и  =  к у .  ( 3 . 4 . 1 6 )

Именно это и отражено в правиле обхода полюса (3.4.13). Вероятно­
сти излучения и поглощения электронами плазмы электромагнитных 
волн равны между собой, но в распределении Максвелла число ча­
стиц, поглощающих волны, больше, чем излучающих (см. рис. 3.4), 
вследствие чего в суммарном эффекте поглощение волн преобладает 
и плазменные волны затухают со временем. Этой конкуренцией излу­



чения и поглощения объясняется вид декремента затухания Ландау
(3.4.13), который повторяет распределение Максвелла. В следующем 
разделе мы убедимся, что он пропорционален производной равновес­
ной функции распределения ,/о(р) частиц по энергии.

Рис. 3.4

§ 3.5. Интеграл столкновений Батнагара-Гросса-Крука

Кинетическое уравнение (3.4.15) благодаря его правой части ока­
зывается сложным нелинейным интегральным уравнением, решить 
которое даже в линеаризованном пределе не очень легко. Поэтому 
уже давно физики научились конструировать более простые модель­
ные интегралы столкновений, которые намного проще анализиро­
вать. При этом, однако, надо помнить, что они приближенные и лишь 
качественно правильно описывают динамику плазмы.

При конструировании любого модельного интеграла упругих столк­
новений, а мы только ими и ограничимся, следует исходить из общих 
законов сохранения числа частиц данного сорта, импульса сталкива­
ющихся частиц и их энергии. Математически это означает, что долж-
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ны выполняться соотношения
а / 3

арШ ) в1 =  ° '  

р °  № )  „  + / р з  № ) , « й р / з = о >  ( з -5 -х)

Кроме того, интеграл столкновений должен обращаться в нуль при 
подстановке в него равновесных распределений Максвелла либо Фер­
ми для функций распределения сталкивающихся частиц, что явля­
ется следствием Я-теоремы Больцмана.

Существует множество различных модельных интегралов столк­
новений. Самым совершенным из них является интеграл Батнагара- 
Гросса-Крука (БГК) для невырожденной плазмы, предложенный ими 
в 1954 году. Он имеет вид

/  В { \ а^
‘ =  /а0(/а) =  - М / «  -  Ла$<*(>), (3-5.2)

ще

та{у -  уа

Фа/3 =  ------------- -------т т г  е  2 Т <> 1
(2тттаТад)3/2

1 /* , г лг /* , г (3-5.3)уп = д. I Ф У/П. Ап = I Ф/п-

т аТр + ///. ;ГП т а  (  2
^а/з = ----------;----------, Та =  —— ф /а V -  у«Ша +  Ш/З 2ЛП I

Наконец, для выполнения законов сохранения импульса и энергии, 
как легко показать из (3.5.1) и (3.5.2), необходимо, чтобы

™>аЫаРар =  Ш ; Л ' (3.5.4)

Физический смысл величин //,, можно прояснить, рассмотрев с 
помощью модельного интеграла БГК задачи релаксации импульса и
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энергии и сравнив результаты с полученными в предыдущей лекции 
с помощью точных интегралов столкновений Больцмана и Ландау. В 
итоге получим почти очевидные соотношения:

которые будут использоваться ниже. При этом следует иметь в ви­
ду, что полученные с помощью интеграла БГК результаты являются 
верными только качественно; количественно они могут быть исполь­
зованы с точностью до множителя порядка единицы. Но простота 
интеграла БГК по сравнению с точными является настолько суще­
ственной, что ниже мы в основном и будем ограничиваться его ис­
пользованием.

Не представляет труда обобщить интеграл БГК на случай выро­
жденных носителей плазмы твердого тела, в которой рассеяние но­
сителей в основном происходит на колебаниях решетки (фононах) и 
поэтому приближение слабоионизованной плазмы хорошо оправдано. 
При этом следует учесть, что равновесным в такой плазменной среде 
является распределение Ферми, а поэтому в результате столкновений 
частиц именно оно и должно устанавливаться:

Кроме того, поскольку при таком рассеянии происходят столкнове­
ния легких носителей заряда (электронов и дырок) с тяжелой решет­
кой, то передачей энергии при столкновениях можно пренебречь. В 
результате интеграл БГК для других типов рассеяния вырожденных 
носителей можно записать в виде:

где /оа дается формулой (3.5.6), а иар -  обратные времена жизни 
носителей, которые определяются из эксперимента.

1Уеп =  7Та2УТ е Щ П щп =  7Га2 УТгЩп

(3.5.5)

при 8 < 8ра

при 8 > 8ра.
(3.5.6)

(3.5.7)



§ 3.6. Кинетическое уравнение для носителей заряда в 
плазме твердого тела с учетом динамики кристаллической

решетки

До сих пор описание динамики носителей заряда носило микро­
скопический характер1. В случае газовой плазмы, в которой элек­
троны и ионы суть реальные слабо взаимодействующие между со­
бой частицы, такое описание было полностью последовательным. В 
случае же плазмы твердого тела мы поступили не очень коррект­
но, отождествляя электроны и дырки в металлах и полупроводниках 
с газом носителей заряда. Правда, мы уже отмечали, что носители 
заряда в плазме твердого тела -  это не реальные частицы, а лишь 
возбуждения системы электронов в кристаллической решетке. Воз­
буждения с полуцелым спином и зарядом,положительным, либо от­
рицательным, но равным по величине заряду свобрдного электрона, 
называются дырками и электронами, соответственно, и описывают­
ся уравнениями движения реальных частиц. При этом энергетиче­
ский спектр носителей заряда для заданного равновесного состоя­
ния кристаллической решетки, как отмечалось выше, определяет их

(р)эффективную массу т^Ср) =  ——-— , которая является величиной

тензорной. Только в случае квадратичной изотропной функции <5(р) 
мы получаем, что эффективная масса носителей заряда оказывается 
скалярной и не зависящей от импульса величиной.

Совершенно очевидно, что поскольку состояние решетки опреде­
ляет энергетический спектр, а следовательно, и движение носителей

1 Здесь мы под словом ” микроскопический” понимаем микроскопичность понятий самих частиц
— электронов, ионов и нейтральных атомов и молекул. В этом смысле понятия носителей заряда в 
твердых телах -  электронов и дырок, не являются понятиями микроскопическими. Это квазича­
стицы, поведение которых отождествляется с поведением реальных частиц. В связи со сказанным 
отметим, что понятием "микроскопичности” полей, которое обычно вводится в электродинамике 
материальных сред и которое связывается с усреднением по малым пространственным размерам, 
в нашем курсе мы не пользуемся. В электродинамике сред, учитывающей не только временную, 
но и пространственную дисперсию, в этом нет необходимости. Степень макроскопичности элек­
тродинамики определяется степенью макроскопичности модели среды, используемой при выводе 
материальных соотношений. В этом смысле наиболее микроскопическими являются модели, в 
которых для описания движения частиц среды как свободных, так и связанных, используются 
уравнения Ньютона (в классическом случае), либо уравнения Шредингера-Дирака (в квантовом 
случае), в которых электромагнитные поля тоже микроскопичны без каких-либо усреднений. 
Очевидно, такие модели просто необозримы и требуют компьютерных методов анализа. Все дру­
гие модели как гидродинамические, так и кинетические в той или иной степени основаны на 
пространственных, временных, либо статистических усреднениях и поэтому, строго говоря, ма- 
кроскопичны.
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заряда, то и само движение носителей заряда, в свою очередь, влияет 
на состояние кристаллической решетки, т.е. на характер ее движе­
ния. До сих пор мы эту взаимосвязь не учитывали. Перейдем теперь 
к ее учету, и поскольку вплоть до настоящего времени здесь нет по­
следовательной микроскопической теории, то мы будем делать это 
во многом феноменологически. При этом мы будем ограничиваться 
лишь классическим расмотрением, пренебрегая квантовыми эффек­
тами в движении как носителей заряда, так и самой кристаллической 
решетки.

Если состояние кристаллической решетки изменяется, например, 
происходят деформации со смещением ее элементов относительно 
равновесного состояния и(г), то меняется потенциал решетки и как 
следствие, спектр энергии носителей. Считая, что это происходит
мгновенно, мы можем записать

г)'п ■
8{р,т) =  Е(р) +  Л^-(р)-^А (3.6.1)

Здесь <5(р,г) -  энергия носителей заряда в деформированной решет­
ке, а <?(р) -  при отсутствии деформации, Л^-(р) -  коэффициент про­
порциональности между изменением энергии и смещением и.

Формула (3.6.1) означает, что на частицу при деформациях кри­
сталла действует сила

г ’  - < * « >

которая, естественно, должна быть учтена в кинетическом уравнении 
с самосогласованным полем:

д ?  , д ?  , Г /Ъ ■ Хг -ОП \ ^  д 2ик 1 <9/ _  ( д / )  /о с ^
Ж  +  с [ ]) { }

Из классического рассмотрения следует и выражение для скорости 
носителей заряда V , которая фигурирует в уравнении (3.6.3):

_  д^ (р ,г) _  д€(р ) д\ц(р) дщ
др др др дгу’  ̂ '

Уравнение (3.6.3) должно быть дополнено наряду с уравнениями 
Максвелла также и уравнением движения для кристаллической ре­
шетки, которое берется из теории упругости. Однако, в последнем
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кроме собственно сил упругости следует учитывать силу, действу­
ющую на решетку со стороны носителей заряда. Эта сила согласно
(3.6.3) записывается в виде

Здесь суммирование рпспространяется по всем сортам носителей заря­
да в твердотельной плазме, т.е. по электронам и дыркам. В резуль­
тате уравнение движения решетки приобретает вид

плотности заряда и тока решетки (в случае заряженной решетки), а 
Ашто(р) _ тензор модулей упругости, определяющий упругую силу, 
возникающую при деформации решетки.

Плотности заряда и тока кристаллической рештки, как обычно, 
связаны между собой уравнением непрерывности

причем, если кристаллическая решетка заряженная, как это имеет

решетка не заряжена, то сила Лоренца в уравнении (3.6.6), вообще 
говоря, отсутствует. Исключение составляют так называемые пьезо­
диэлектрики и пьезополупроводники, в которых при деформациях 
возникают электромагнитные поля, индуцирующие в решетке заря­
ды и токи Очевидно, что индуцированные заряды и токи 
связаны между собой уравнением непрерывности, причем в самом 
общем виде связь между и вектором смещения решетки и(г, 2) 
записывается как

где Ргд -  пьезоэлектрический тензор среды. При этом к правой ча­
сти уравнения (3.6.6) следует добавить пьезоэлектрическую силу, ко-

(3.6.5)

(3.6.6)

Здесь -  плотность вещества решетки, р1,) и -  соответственно

(3.6.7)

(3.6.8)
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торая согласно (3.6.8) дается выражением

(3.6.9)

Если среда обладает пьезоэлектрическими свойствами, то сила
(3.6.9) намного превосходит силу (3.6.5), обусловленную деформаци­
онным потенциалом. Последняя проявляется только в непьезоэлек­
трических средах. Поэтому в дальнейшем мы ограничимся анализом 
только сильных пьезоэлектрических эффектов, пренебрегая в урав­
нении (3.6.6) деформационным потенциалом. В результате для не­
заряженного пьезодиэлектрика это уравнение записывается в виде

Это уравнение дополняется уравнениями Максвелла и кинетически­
ми уравнениями для носителей заряда, причем полный индуцирован­
ный в среде ток представляется как сумма токов носителей заряда и 
пьезоэлектрического тока

Именно такой подход и используется в дальнейшем при исследовании 
связанных электромагнитных и упругих колебательных процессов в 
пьезоэлектрических средах.

В заключение заметим, что если кристаллическая решетка обла­
дает магнитными свойствами, то следует учитвать и магнитное вза­
имодействие решетки с носителями заряда. Однако при этом, строго 
говоря, нужно прибегать к квантовому рассмотрению, что выходит 
за рамки настоящего курса.

(3.6.10)

(3.6.11)

§ 3.7. Квантовое кинетическое уравнение с 
самосогласованным полем

Выше мы неоднократно подчеркивали, что в настоящих лекциях 
мы ограничиваемся анализом лишь классических движений носите­
лей заряда, описываемых классическим кинетическим уравнением с
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самосогласованным электромагнитным полем. В конце §1.1 отмеча­
лось, что для квантового кинетического описания системы носителей 
заряда следует исходить из квантового уравнения движения -  урав­
нения Шредингера. Хотя мы и не будем изучать в дальнешем чисто 
квантовые эффекты, все же для полноты картины и некоторого до­
полнительного обоснования классического кинетического уравнения 
с самосогласованным полем (3.4.2) мы приведем здесь вывод кванто­
вого кинетическго уравнения в том же одночастичном приближении, 
учитывая только взаимодействие носителей с электромагнитным по­
лем и полностью пренебрегая их взаимной корреляцией.

Будем исходить из уравнения Шредингера для волновой функции 
заряженной частицы в поле электромагнитной волны

гТг
д1

ЯФ
2 т

- А
С

еФ Ф. (3.7.1)

Здесь Ф и А  -  скалярный и векторный потенциалы поля

1 дА
с д^

Е УФ. В =  гоЪА, (Ну А  =  0 . (3.7.2)

а Р  -  оператор канонического импульса частицы, связанный с кине­
матическим импульсом р, фигурирующим в изложенной выше к лас-

в
сической кинетической теории, соотношением р =  Р -----А.

с
Определим одночастичную матрицу плотности, характеризующую 

статистические свойства системы невзаимодействующих между собой 
носителей заряда, с помощью соотношения

р( г, г',*) =  Ф*(г,*)Ф(г',*). (3.7.3)

Легко понять, что р(г, г', I) представляет собой вероятность нахожде­
ния частицы в точке г в момент времени I.

Стремясь быть максимально близкими к классическому описанию, 
мы воспользуемся представлением Вигнера для матрицы плотности

Д Р . М )
(27Г

Лт в - {тР р
Пт Пт '
Т ’ Г +  Т ’ \

(3.7.4)

Функцию /(Р,г ,*)  принято называть квантовой функцией распреде­
ления. Она удобна тем, что с ее помощью средние величины определя­
ются точно так же, как и с помощью классической функции распре­
деления. Так, можно показать, что плотность тока носителей одного
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} =  -  [  ЙРДР ,г,<) ( р - - а ) =  -  [  йррДр.г,*). (3.7.5)
т  у \ с /  т  3

Соотношение (3.7.5) легко получается из уравнения для матрицы 
плотности, которое в соответствии с (3.7.1) имеет вид

д  л л 
гН— р(г'} г, 2) =  (Я — Я;*)/?(г;, г, 2). (3.7.6)

С/ 6

Здесь Н -  гамильтониан, действующий на координаты г, а Й' -  тот 
же оператор, действующий на г'. Учитывая (3.7.3), из (3.7.5) находим 
уравнение для квантовой функции распределения

ЭД Р,М ) =
д^

1 г

сорта дается формулой

, . .  „ /  йт-й»уйР'*'е*[г (Р  “  Р ') +  ^ (г _  г'
(2тг)6 Гг ]  '

X

хДР',г',4) Я  ( 'р '+ » Ч , г ' _ « 1
V 2 ’ 2

я ^ р ' - ^ у

(3.7.7)

Здесь уже Я (Р ,г ) -  функция Гамильтона, равная, согласно (3.7.1)

Я (Р ’ г) = ^ ( Р - ^ А) 2 + еФ' (3-7-8)

Уравнение (3.7.7) является квантовым обобщением уравнения
(3.1.6). Более того, в классическом пределе при % —>• 0 это уравнение 
с учетом определений (3.7.2) переходит в (3.4.2) и тем самым обосно­
вывает его. Тем не менее уравнение (3.7.7) является неполным, по­
скольку (3.7.1) полностью пренебрегает наличием спина у носителей 
заряда. Они же как в газовой, так и в твердотельной плазме являют­
ся частицами с полуцелым спином и описываются, строго говоря, не 
уравнением Шредингера (3.7.1), а матричными (спинорными) урав­
нениями Паули -  Дирака. Спинором второго порядка оказывается 
при этом матрица плотности, подчиняющаяся матричному уравне­
нию. Обсуждение всех этих вопросов даже в чисто иллюстративных
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целях выходит, однако, далеко за рамки настоящего курса и поэтому 
мы отсылаем любознательного читателя к специальной литературе.

В заключение настоящего параграфа получим из уравнения Шре­
дингера (3.7.1) аналог гидродинамических уравнений бесстолкнови- 
тельной холодной плазмы с самосогласованным полем. Для этого 
представим волновую функцию в виде

Используя квантомеханические определения средних плотностей за­
ряда и тока (см. Л.Ландау и Е.Лифшиц "Квантовая механика” , Мо­
сква, 1974)

Из уравнения (3.7.1) получаем замкнутую систему уравнений для 
п(г, I) и у(г, I):

оть
—  +  сНутгУ =  О,

Уравнения (3.7.11) отличаются от уравнений гидродинамики холод­
ной бесстолкновительной плазмы наличием в правой части уравне­
ния Эйлера чисто квантовой силы. В классическом пределе (Н —>• 0) 
эта сила, естественно, отсутствует. Уравнения (3.7.11) известны как 
уравнения квантовой гидродинамики для холодной бесстолкновитель­
ной плазмы. Ниже мы покажем, что они очень удобны для изучения 
квантовых свойств плазмы, в особенности, в линейном приближении.

(3.7.9)

I IО Ор =  еп =  е|Ф| =  еа

1 рТ)
—  (ФУФ* -  Ф*УФ) (3.7.10)2га тс

(3.7.11)
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§ 3.8. Обоснование простейших гидродинамических моделей
динамики плазменных сред

В своем изложении электродинамики плазменных сред мы в основ­
ном будем придерживаться кинетического описания динамики носи­
телей заряда как наиболее общей и полной модели. Однако не седует 
забывать, что еще до появления кинетической теории использова­
лись простые гидродинамические уравнения для описания динамики 
носителей. Гидродинамические модели, вообще говоря, более просты
и, самое главное, более наглядны, чем кинетические, поскольку они 
имеют дело в основном с тремя функциями координат и времени. Это 
плотность, средняя скорость и средняя энергия носителей каждого 
сорта, которые представляют собой моменты функции распределе­
ния

Величины У а(г, 2) и Еа{г, 2) являются функциями только г и 
в то время как / а(р, г, I) зависит еще и от непрерывно меняющегося 
аргумента р, что и делает кинетическую модель существенно более 
сложной по сравнению с гидродинамической.

Из многочисленных гидродинамических моделей мы рассмотрим 
лишь самые простые, с помощью которых достигается наибольшая 
наглядность изложения, и дадим их обоснование, исходя из кинетиче­
ской модели. Начнем с наиболее простого случая бессго.лкнови тель­
ной плазмы, описываемой уравнением Власова для каждого сорта 
носителей заряда в плазменной среде:

Поскольку мы пренебрегли столкновениями, то тем самым мы вправе 
рассматривать только такие процессы,которые протекают быстрее,чем 
время между столкновениями частиц, и пространственные масштабы

(3.8.1)

(3.8.2)
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которых меньше длин свободного пробега частиц, т.е.

^ »  У "  (3-8.3)
т V  Е  "оЗ

р р

Здесь (у)а -  средняя скорость теплового движения носителей сорта а, 
т -  характерное время, а Ь -  характерный пространственный масштаб 
рассматриваемых процессов.

Домножим уравнение (3.8.2) на 1 и р и проинтегрируем по импуль­
су. В результате получим

дМа
+ (Н\' Д'п V,, = 0. 

д ^ р т 8 „  „  _  1
(3.8.4)

^  аг] — Ап{Е  +  с [УаВ ]}„

_  ГПаУа__I % _ _$_* _ _ _ _где к*а =  — = -  средний импульс частиц сорта а,
\Л -  у ц г

п«у =  [  йр^р;/„ (р , г, I). (3.8.5)

Первое уравнение (3.8.4) представляет собой уравнение непрерыв­
ности, а второе -  уравнение движения, которое, однако, гидродина­
мически незамкнуто, так как величина (3.8.5) не выражена через 
гидродинамические величины. В бесстолкновительной плазме извест­
ны два предельных случая, когда удается Иац выразить через гидро­
динамические величины. Первый из них известен как предел "хо­
лодной” плазмы и соответствует процессам, характерная скорость 
которых больше тепловых скоростей частиц, т.е.

1> ш , . , „
-  ~  Т »  (^)а- (3.8.6)
Т  К

В этом пределе тепловым разбросом частиц по скоростям можно пре­
небречь, а это значит, что

/ „  ~  8(V -  У „). (3.8.7)

Подстановка этого распределения в (3.8.5) дает

П ■■ — N т V  V  И — V 2 /с2̂ 1!2— 1уапса уагуа]\± уа/^ ) •



97

В результате второе уравнение (3.8.4) легко сводится к виду уравне­
ния Эйлера для релятивистского движения

Уравнение (3.8.8) и первое уравнение (3.8.4) совместно с уравне­
ниями Максвелла, в которых

образуют полную систему уравнений двухжидкостной гидродинами­
ки "холодной” бесстолкновительной плазменной среды. Две жидко­
сти соответствуют носителям заряда двух знаков -  электронам и ио­
нам (либо дыркам).

Выше мы полностью пренебрегли столкновениями частиц, что со­
ответствует условию применимости уравнения Власова (3.8.2). Одна­
ко, зная из предыдущего анализа как происходит релаксация импуль­
са в плазменной среде, нетрудно сообразить, что учет столкновений 
в правой части (3.8.8) приведет к появлению силы трения. В случае 
слабо ионизованной плазмы это трение заряженных носителей о по­
коящийся нейтральный газ либо решетку. Эту силу следует писать в 
виде

Если же плазма сильно ионизована, то имеет место взаимное трение 
носителей заряда, причем

Учет столкновений приводит, кроме того, к двум другим эффек­
там, а именно, к омическому нагреву носителей в электрическом по­
ле и процессам релаксации энергии, стремящимся выравнивать тем­
пературы частиц разного сорта. Эти процессы, однако, уже лежат 
вне рамок приближения гидродинамики "холодной” плазмы.

Рассмотренная модель "холодной” плазмы по-существу полностью 
пренебрегает тепловым движением носителей, и поэтому с одинако­
вым успехом применима как в случае невырожденных, так и в случае 
вырожденных носителей заряда.

(3.8.8)

(3.8.9)
а а

(3.8.10)

т и эф ф (У е -  V*). (3.8.11)
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Рассмотрим теперь второй предельный случай, когда возможен 
вывод гидродинамических уравнений для бессстолкновительной плаз­
менной среды. Этот предел соответствует таким характерным скоро­
стям процессов, которые лежат между средними тепловыми скоро­
стями электронов и ионов (либо тяжелых носителей заряда), т.е.

V V (3.8.12)

При учете левого неравенства (3.8.12) из кинетическго уравнения 
Власова для ионов получаем уравнение типа (3.8.8), которое для про­
стоты запишем для случая отсутствия внешнего магнитного поля:

ж  + М
(3.8.13)

Заметим, что здесь опущен индекс у ионной скорости, так как она со­
впадает с массовой скоростью всей плазмы У то. Далее, поскольку нас 
интересуют согласно (3.8.12) малые характерные скорости процессов, 
то используется нерелятивистский предел. Кроме того, в дальнейшем 
поле Е будем считать потенциальным, т.е. Е =  —УФ. Это позволяет 
записать решение кинетического уравнения Власова для электронов 
в следующем виде:

лг ту2 еФ
Ще ехр

/ е  =  / е
ГПУ еФ

2 ТР ТР (3.8.14)
(2тгшТе)3/ 2 ’

При получении этого решения была опущена временная производная 
в уравнении Власова для электронов и предположено, что они не­
вырождены и подчиняются распределению Максвелла -  Больцмана. 
Из (3.8.14) находим

/  еФ\
Щ =  А^оехр Г ) . (3.8.15)

Отсюда видно, что Д',.() -  плотность электронов в отсутствие поля, т.е. 
при Ф =  0.

Теперь мы можем плотность электронов связать с электрическим 
полем и, воспользовавшись этим, исключить электрическое поле из
(3.8.13). В результате получим

Рт ( ^ :  +  (У ТОУ)^) У то =  -У Р . (3.8.16)
д1
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Здесь рт =  А'/Л/ массовая плотность, Р  =  7>Ы{Те =  МеТе -  давле­
ние плазмы, которое определяется только электронной компонентой. 
Последнее является следствием левого неравенства (3.8.12). Действи­
тельно, из (3.8.16) следует, что характерная скорость процессов, опи­
сываемых этим уравнением, порядка ~  л/Р/ргп -  у/Те/М. Эта вели­
чина должна быть намного больше тепловой скорости ионов, что воз­
можно, если только плазма сильно неизотермическая, причем Те Т*. 
В этом же случае при квазинейтральности плазмы ее полное давле­
ние, очевидно, определяется электронной компонентой.

Уравнение (3.8.4) для ионов (уравнение непрерывности), которое 
мы (умножив на е*) перепишем в виде

+  (11у ртУт =  0, (3.8.17)

образуют полную систему гидродинамических уравнений для изо­
тропной неизотермической бесстолкновительной плазмы. Эта систе­
ма уравнений по виду полностью совпадает с классическими урав­
нениями гидродинамики идеальной жидкости. Имеется, однако, од­
но принципиальное отличие. А именно, уравнения одножидкостной 
гидродинамики для плазмы не содержат аналога уравнению переноса 
тепла, что является, в конечном счете, следствием правого неравен­
ства (3.8.12). Оно позволило нам найти решение (3.8.14), в котором 
Те =  сопз! (произвольная постоянная, не зависящая ни от времени, 
ни от координаты). Постоянство электронной температуры легко по­
нять, если заметить, что в бесстолкновительном пределе электроны 
переносят тепло путем свободного пролета, т.е. с тепловой скоростью, 
которая намного превосходит характерную скорость рассматривае­
мых гидродинамических процессов. Как следствие этого температура 
электронов успевает выравниться во всем пространстве и стать од­
нородной. Мы как бы имеем систему с неограниченно большой элек­
тронной теплопроводностью.

Не представляет труда обобщить полученную систему одножид­
костной гидродинамики бесстолкновительной неизотермической плаз­
мы на случай наличия магнитного поля. Вывод этих уравнений в 
условиях (3.8.12) также основывается на решении (3.8.14), и мы при-
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ведем здесь окончательный результат:

Р„, ^  +  (У гаУ )У га = - У Р + ^ [ В г о * В ] ,  (3.8.18)

дВ
—-----го! [Ут В] =  0, (Ну В =  0.

Эти уравнения совпадают с известными уравнениями для идеаль­
ной магнитной гидродинамики в предположении постоянной темпера­
туры электронов Те =  сопя!:, когда давление дается формулой

Наконец, заметим, что рассмотренная здесь система одножидкост­
ной гидродинамики неизотермической бесстолкновительной плазмен­
ной среды легко обобщается на случай вырожденных электронов, 
если Ере Те Т,;. Для этого в ней нужно изменить уравнение для 
давления, т.е. уравнение состояния, записав его в виде

В заключение еще раз подчеркнем, что мы ограничились лишь 
самыми простыми моделями гидродинамики плазмы -  теми, которые 
используются в дальнейшем для наглядного толкования результатов 
кинетической модели.

Задача 1. С помощью уравнения Власова -  Ландау найти функцию распреде­
ления электронов и проводимость полностью ионизованной плазмы во внешнем 
относительно слабом постоянном электрическом поле Е,

В § 3,3 отмечалась приближенность описания релаксации импульса электро­
нов в полностью ионизованной плазме с помощью формулы (3,3,17) из-за пред­
положения о сохранении функции распределения электронов в виде (3,3,16), Это

(3.8.19)

(3.8.20)

Задачи по теме III

Решение.



101

эквивалентно пренебрежению электрон-электронными столкновениями в процес­
се релаксации. Чтобы убедиться в этом, при решении сформулированной задачи 
учтем такие столкновения, для чего будем решать уравнение

еЕ0а /е / з / л ее / з л у  (1)
т ду  \д1 )  в1 \д1 ;  в1

используя при этом интеграл столкновений Ландау (3,3,12),
Внешнее поле Ец считаем слабым настолько, чтобы приобретаемая электрона­

ми дрейфовая скорость была мала по сравнению с их тепловой скоростью. Тогда 
можно записать / е =  / 0е +  5/е, где /ое -  максвелловское распределение, а 6/е -  ма­
лая поправка. Что касается /,•. то его мы считаем невозмущенным максвелловским 
распределением, поскольку из-за большой массы ионов они действию поля практи­
чески не подвергаются. Линеаризуем (1) по 8/е и представим его в виде разложения 
по полиномам Сонина:

<*/е
уЕп Оо + Й1 I ~5  V

2

/О е , (2)

где Оо и г/| -  не зависящие от скорости V коэффициенты разложения. Для них 
путем интегрирования линеаризованного уравнения (1) получаем:

еЕо _  3
~7^Г — ^ эф ф (°0  +  2 01) ’

е (3)
3 13 — I \/2
2 °о Н -------о 1 — 0,

При получении этих соотношений было принято, что е* =  —е, т.е, ионы считались
однозарядными. Решая (3) и определяя тем самым 5/е, окончательно находим ток

1 =  е (  У(5/с1р =  1, 96 6 П°е Е 0, (4)
]  ^ ^ эф ф

Таким образом, проводимость полностью ионизованной плазмы определяется фор­
мулой, известной как формула Спитцера,

1 оа е2п°е <*ла =  1,96---------- , (5)
Ш^эфф

Заметим, что коэффициент 1,96 здесь возник из-за учета электрон-электронных 
столкновений. Именно в этом проявляется неточность приближения, использован­
ного выше при исследовании релаксации импульса в полностью ионизованной плаз­
ме, Заметим здесь же, что этот численный множитель все больше приближается к

■ е,; '1 с ростом зарядового числа ионов 7, и уже при % > 10 он практически ра-
е

вен 1, Поэтому при больших 2" полностью иоизованную плазму с хорошей степенью 
точности можно считать лоренцовским газом, для которого достаточно учитывать 
только электрон-ионные столкновения.

V
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Наконец, следует отметить, что найденная функция ()/,. определяет скорость 
электрического дрейфа электронов, которая согласно (4) оказывается равной

1 Г вЕпи =  —  5 /еУс1р =  1,96---------- , (6)
пае У тиэфф

Малость электрического поля Ео как раз и означает, что эта скорость по величине 
меньше тепловой скорости электронов, или другими словами

т^фф^Ге ,

Е° < -Бч’ ^  1,96е ■ (7)
Поле ЕКр было введено Р.Драйсером. Только в полях Е0, меньших драйсеровского
поля, возможно существование стационарного состояния. При Ео > Екр электроны
плазмы непрерывно ускоряются, поскольку сила трения, обусловленная электрон- 
ионными столкновениями, с ростом и падает, В результате электроны плазмы пере­
ходят в так называемый режим убегания.

Отметим, что в электрическом поле плазма к тому же будет греться в резуль­
тате выделения джоулева тепла. Чтобы описать этот процесс, необходимо учесть 
конечность отношения гп/М. Это, однако, приводит к отсутствию стационарного 
состояния, и поэтому следует исходить уже из нестационарного уравнения (3,3,5),
Умножая это уравнение на ту2 /2  и интегрируя по импульсам с учетом полученного
решения (2), окончательно находим

дТе 1 пг пГП /гг ^  ,оЛ
~Э1= ™%фф ~~ м " ’’фф( ~~ *) ' (8)

Отсюда видно, что электроны греются во внешнем электрическом поле и отдают 
частично свое тепло ионам в результате упругих столкновений с ними. Согласно 
закону сохранения при этом должны греться также ионы, и поэтому стационарного 
состояния нет:

Щ=2^Рт {Т.-Т,). (9)

После выключения поля Е0 разность температур между электронами и ионами бу-
( т 1дет релаксировать с характерным временем релаксации энергии те «   ̂ ;'>фф

по закону (3,3,20), Полная внутренняя энергия ~  (Те +  2]) =  соиз!;.

Задача 2. Исходя из интеграла столкновений Ландау, исследовать релаксацию 
малой анизотропии электронной температуры в полностью ионизованной плазме.

Решение.
Считаем, что функция распределения электронов в процессе релаксации сохра­

няет вид
, =  Пе г (  тпу\
* 2ттт,Т± ̂ / 2 7 г т Т ] |  ^  у  2 Т± 2 2 ]  | !  ’

причем \Т± — 2]| | <С 2]| «  Т± =  Т. В релаксации анизотропии температуры важны 
как электрон-электронные, так и электрон-ионные столкновения. Поэтому восполь­
зуемся уравнением
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Умножая это уравнение на ту\/2 и на гпу2/ 2 и интегрируя по импульсам, находим

_ 1 гг ^  <̂ ]| _  1 № ^ , 
л  ~ г""* х л  ~ г "’ ^ 1 ±)’ (3)

где
4 /  1

иР -  ^эфф

Таким образом, релаксация малой анизотропии температуры, так же как и малой 
направленной скорости, происходит за время порядка 1/^эфф.

е
е,: э̂фф

4 /2тте2е2ЩЬ
тп т,3 /2 (4)

Задача 3. При помощи кинетического уравнения с модельным интегралом БГК 
исследовать функцию распределения электронов и нагрев плазмы во внешнем по­
стоянном электрическом поле.

Решение.
Ограничиваясь учетом столкновений электронов с нейтральными частицами, 

запишем кинетическое уравнение с интегралом столкновений БГК

где
1

Т-Л- рг.

(27ттТеп)3/2 

и/Ч], +  МТе

ехр тг
'ж,

т +  М
Тп -  температура нейтральных частиц, а М  -  их масса. 

Решение кинетического уравнения будем искать в виде

г _  г п  I
/ е  — /о ( « )  Н >

(1)

(2)

(3)

считая |Г11 <  /о- В результате усреднения по углам получим два уравнения:

е д 
3%)2т, ду

еЕ д/0

(т̂ ЕГх) — е̂пХ/о — е̂Феп)
(4)

, т ду

Подставляя Г| из второго уравнения в первое, будем иметь 

е2Е2 1 д
3т2иРГ, V2 ду (^1^) + М /о - ^ е Ф е п )  =  0. (5)
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Решением этого уравнения является функция распределения Максвелла с тем­
пературой I,. определяемой соотношением

?р 2 Е 2 Ч
4 —  Г л 7№ -Т п)=  0, (6)тгиеп т +  М

или
т  т  2 М  е2Е 2 , ,
/г ~  I], — • (7)6 т

Установившаяся температура есть результат баланса между омическим нагревом 
электронов и передачей энергии от электронов к нейтральным частицам.

Наконец, проводимость плазмы определяется из соотношения
у  Г, р 2 д  г

V— с/р = -------Е =  пЕ. (8)
V т иР„

что дает

а е2Ме
т,1Ут

Задача 4. В модели независимых частиц найти среднюю силу (силу Миллера), дей­
ствующую на электроны плазмы во внешнем сверхвысокочастотном (СВЧ) элек­
трическом поле с неоднородной амплитудой Е (/. г) =  Е(г) 8ти̂ 0̂ . Ограничиться не­
релятивистским случаем.

Решение.
Запишем уравнение движения электронов в виде

^  +  (У У )У  =  ^ ^  +  — [У (В 0 +  В ((,г))]. (1)
т т тс

Здесь Во -  внешнее однородное магнитное поле, а

В (/. г) =  В (г) С08

В (г) =  — го4Е(г),О>0
(2)

Считая поля Е (/. г) и В (/. г), а следовательно, и скорость V  малыми, в линейном 
приближении имеем

йУо =  е Е ^ г )  +  _ ^ [ у оВо] (3)
аъ т тс

Подставляя Уо(2) в малые нелинейные слагаемые уравнения (1) и усредняя по 
времени, находим среднюю силу

Гер =  -т (У „(* )У )У о (* ) +  -  [У<,(*)В0(*,г)]. (4)

В отсутствие внешнего однородного магнитного поля Во —>• 0 находим:
еЕ(г)

Уо = -----------сое
т,и>$

2 2 (5) 
+ [ЕМ ^Е М ]} = - ^ Е \ г).
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Видно, что средняя сила выталкивает электроны (а следовательно, и плазму) 
из области сильного СВЧ поля1.

При наличии внешнего однородного магнитного поля возможна обратная ситу­
ация, когда плазма втягивается в область сильного СВЧ поля.

Задача 5. Найти среднюю поперечную силу, действующую на электроны плазмы 
в слабонеоднородном магнитном поле.

Решение.
Предположим сначала, что электроны плазмы не обладают продольной (вдоль 

магнитного поля) скоростью и вращаются вокруг силовых линий магнитного поля
еВ( г)

с угловой скоростью О
тс

где г =  г0(̂ ) +  С( )̂ (го( )̂ _ радиус-вектор центра
ларморовского вращения, а ^(2) -  положение электрона на орбите); г0(2) -  большая 
медленно меняющаяся, а {•(/) малая быстро меняющаяся величины, причем в 
модели независимых частиц

С = О Г. В1 * 1 в
С —в.

* _ _
’ 5 О (1)

Здесь у_1_ -  линейная скорость вращения электронов.
Разлагая В (г) по степеням  ̂ и усредняя силу Лоренца по времени, находим 

среднюю силу, действующую на электроны плазмы и направленную поперек маг­
нитного поля:

Юр -К « )̂В] ту±
Ив

в ]
™ V в
В

ту |
В В

ту |
1г вп' (2)

где К -  радиус кривизны силовых линий магнитного поля, а п -  единичный вектор, 
направленный от центра кривизны в точку приложения силы.

При выводе выражения (2) использовались соотношения (1) и уравнения Макс­
велла для стационарного магнитного поля В (г):

го! В =  0, < П V В =  0, (3)

(4)

а также было учтено, что
1 1 ?,2 

6 6  = = 2 0^ '
Если электроны плазмы наряду с вращением совершают продольное движение 

со скоростью Уц, то путем перехода в систему координат, вращающуюся с угло­
вой скоростью у\\/К вокруг мгновенного центра кривизны силовой линии магнит­
ного поля, вновь будем иметь дело с электронами, не обладающими продольной 
скоростью, В этой системе, однако, появляется дополнительная поперечная сила 
инерции -  центробежная сила, равная

ту и
2ср К

-п. (5)

1 Средняя сила, действующая на ионы непосредственно со стороны СВЧ поля, в М/т  раз 
меньше силы (5). Поэтому на ионы действует сила (5), но через электроны.
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Сумма (2) и (5) дает искомую среднюю силу

(6)

Действие этой силы на электрон эквивалентно действию поля тяжести с уско­
рением

Очевидно, что подобная сила действует также на ионы плазмы, причем, по­
скольку сила (6) не зависит от знака заряда, силы действующие на электроны и 
ионы плазмы, направлены в одну сторону.

Задача 6. Исходя из уравнения Больцмана (3.3.6) с интегралом упругих столк­
новений, вывести уравнения Фоккера -  Планка для произвольного закона парно­
го взаимодействия с потенциалом взаимодействия II(г). Передачу импульса при 
столкновениях частиц считать малой.

Для решения задачи удобно записать интеграл упругих столкновений (3.3.6) в 
виде

1аЦ=  Ф ^/Р^/Р'ИГСРП-Р^Р^Р',.) [ / а Ю / / ? ^ )  “  /а(РаШ Р/?)] ■ (1)

Здесь И (р,,. р0] р',. р',.) -  вероятность упругих столкновений частиц а и /3 с перехо­
дом их импульсов ра —>• р'а , рр —>• р  ̂ при одном акте столкновений. Будем вычи­
слять эту величину квантовомеханическим способом, так как он обладает большей 
наглядностью, чем классический. Предположим, что потенциальная энергия взаи­
модействия двух частиц в газе есть функция лишь мгновенного расстояния между

Здесь I (к) -  Фурье-образ потенциала взаимодействия I (г), который зависит толь­
ко от величины вектора к.

Вычисление вероятности рассеяния двух частиц в условиях, когда энергия их 
взаимодействия мала по сравнению с кинетической энергией, согласно квантовой 
механике сводится к вычислению матричного элемента взаимодействия по невоз­
мущенным состояниям в начале и в конце процесса, т.е. по волновым фукциям 
начального и конечного состояний. Такое приближение называется борновским 
приближением теории возмущений, причем оно справедливо, если |?7|го «С Тьу (го -  
радиус действия потенциала II(г), а V  -  скорость рассеиваемой частицы). В борнов- 
ском приближении

(7)

Решение.

ними:

(2 )

п Гр .,.р ,:р :,.р ', (3)



107

где / „  „  . „ /  „ / матричный элемент потенциала взаимодействия по волновым
Ра; Р/3) Ра; Р/3

функциям свободных частиц с импульсами р,, и р , в начальном состоянии (до 
рассеяния) и р', и р',. в конечном состоянии (после рассеяния).

Согласно квантовой механике, волновая функция нерелятивистской свободной2 ^- Рчастицы с и м п у л ь с о м  р и энергией с  = ----  в однородной среде имеет вид плоской
" 2 тволны:

Фр = Аехр , (4)

где А =  (2тгкг)^3 -  постоянная нормировки (напомним, что волновая функция сво­
бодной частицы нормируется на 5-функцию), Учитывая (4), для матричного эле­
мента рассеяния имеем:

1 рп.р ,:р 'п.р', =  /  '/кГ (к )(р ;, г 'кг" ?„)(? ',. г /к г< р,>. (5)

Здесь (р', </кг" р,,) означает матричный элемент оператора </ кг" по волновым 
функциям начального и конечного состояний одной частицы сорта а, т.е, по функ­
циям (4), При вычислении этого матричного элемента следует учитывать, что ча­
стицы свободно движутся в плазме, поэтому в момент времени /. для которого про­
водятся вычисления, положение частицы определяется соотношением г,, =  г,,о +  
V,,/. Учитывая это, получаем

< Р ^ кГ“ |Ра) = $(р'а ~  Ра + Щ  5 + Й У а| . (6)

Аналогично вычисляется и матричный элемент (р^|егкг̂  |р/?). Используемое при­
ближение, как легко понять, представляет собой известное борновское приближе­
ние в теории рассеяния. Нетрудно видеть, что соотношение (6) учитывает законы 
сохранения импульса и энергии при рассеянии: частица сорта а с импульсом р,, из­
лучает ” квант взаимодействия” и переходит в состояние с импульсом р'а =  ра — /;к 
(см, рис, 3,2); этот квант поглощается частицей сорта (3 с импульсом р^, которая 
переходит в состояние с импульсом р^ =  Р/? +  /'к. Таким образом, импульс ” кванта 
взаимодействия” равен Др =  /;к. а энергия /;ку,, =  Йку^,

Подставляя (5) и (3) в (1), после несложных преобразований окончательно по­
лучаем выражение

а/9

& )  зг й У (2тг)3а / “ '  ТГ А 7#ТТ |Г̂ (к)|2 х

Х(5 (Ра “  Щ 2 + (Р13 + Щ 2 Ра Р?  1
2т,а 2 тр 2т, а 2 т@

х (7)

X [/а(Ра)//?(Р/9) “  /а(Ра “  Щ Р Ц  + Щ ]  ,

в котором законы сохранения импульса и энергии учтены.
Выражение (7) в рамках применимости борновского приближения является об­

щим, так как получено без каких-либо ограничений на закон взаимодействия ча­
стиц (кроме малости энергии взаимодействия по сравнению с кинетической энерги­
ей частиц). Упростим это выражение путем перехода к классическому пределу
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/>к <С р,,. р <• т.е, в предположении малости передаваемого при рассеянии импульса 
” кванта взаимодействия” . Это предположение, кстати, находится в соответствии с 
предположением о малости энергии взаимодействия частиц -  в результате такого 
взаимодействия изменение импульса должно быть малым. Разлагая подынтеграль­
ное выражение (7) по степеням />к и учитывая, что / /(к) зависит лишь от модуля 
вектора к, получаем

д/а
т

а/З д

81 дро Ф/9 1^/(Ра,Р !3) д/0
дра3~и -  /о ди

др/зЗ
(8)

где
та/?
У тг с!к (27г)3 |?7(к)|3 6(к.и)кгк^

7г и28ц
(9)

щи3
(27г) к йк |?7(к)| 5(ки),

а и а — V/? _ относительная скорость сталкивающихся частиц.
Используя далее выражение (8) и (9), кинетическое уравнение (2) для функции 

распределения частиц сорта а с учетом столкновений со всеми частицами сорта (3 
(где (3, в частности, может совпадать с а) запишем в виде

д/
т

а  , д/а д/а+ V-̂ — + Ра----длг др,
Х'' (  д/а

а/3

81
д

дро
В

’ др, М/а
аз

( 10)

где

щ ? /  <1р(3 ЦЧРа,Р/з) /̂Р/з),

д/р
дрм

( Н )

-  соответственно коэффициенты диффузии и трения в пространстве скоростей. 
Приведенное кинетическое уравнение часто называют также уравнением Фоккера
-  Планка.

Полученные интеграл столкновений (8) и кинетическое уравнение (10) пригод­
ны при оговоренных условиях для любого газа, поскольку в них не конкретизиро­
ван закон взаимодействия частиц II (г) (или / / (к ) ). В частности, ими можно поль­
зоваться для плазмы с любой степенью ионизации, если известны законы парного 
взаимодействия частиц между собой.

Задача 7. Применить развитый в предыдущей задаче формализм для получения 
интеграла столкновений кулоновски взаимодействующих частиц в плазме с учетом 
ее диэлектрической проницаемости (интеграл столкновений Ленар да -  Балеску).

Решение.
Воспользуемся теперь полученными общими соотношениями для полностью ио­

низованной плазмы, в которой существенны лишь столкновения заряженных ча­
стиц между собой. Чтобы найти энергию взаимодействия двух заряженных частиц



109

в плазме, вычислим потенциал, создаваемый заряженной частицей сорта а, движу­
щейся равномерно со скоростью V, , . т.е, г,, =  г0а +  V,, / .  Для нахождения потенциала 
поля заряда будем исходить из уравнения Пуассона

Переходя к Фурье-представлению по пространственным переменным и исполь­
зуя материальное уравнение П, =  : (;-( \̂ для потенциала поля (Е =  —УФ), со­
здаваемого движущейся частицей, получаем

Здесь : (Дку,,.к) -  тензор диэлектрической проницаемости плазмы.
Очевидно, что искомая энергия взаимодействия частиц сортов п и > будет равна

Подставляя (4) в формулу (9) предыдущей задачи, в случае полностью ионизо­
ванной плазмы получаем

Если в выражении (5) положить =  %  (т.е, взаимодействие частиц отожде­
ствить с взаимодеййствием в вакууме) и устранить расходимость, ” обрезая” ин­
тегрирование на нижнем (к > кт̂ ) и верхнем (к < ктах) пределах, то получим 
известную формулу Ландау (ср. с (3.3.12)):

где Ь =  1п \ ктах/кт4„\ -  так называемый кулоновский логарифм, введенный Ландау.
Выражение (5), учитывающее поляризацию плазмы, было впервые получено в 

1958 г. Р.Балеску и А.Ленардом. Кинетическое же уравнение с интегралом столк­
новений, учитывающим поляризацию плазмы, известно под названием уравнения 
Ленарда -  Балеску.

<П\- И  =  17ГГ ,, г) (Г — Го,, — V, , / ) . (1)

(3)

Отсюда для Фурье-образа потенциала взаимодействия имеем:

2-7Г2 к̂ к̂ Еу (куа, к) (4)

з А̂ %<5(куа -  ку/?) 
\к^еу(клга,к)\2 ' (5)

— щщ
(6)



110

ТЕМА IV

ЛИНЕЙНАЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА  
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИ РАВНОВЕСНОЙ 

И НЕОГРАНИЧЕННОЙ В ПРОСТРАНСТВЕ 
ИЗОТРОПНОЙ ПЛАЗМЕННОЙ СРЕДЫ

§ 4.1. Линейные электромагнитные свойства 
бесстолкновительной изотропной невырожденной

плазменной среды

Приступая к строгому рассмотрению линейных электромагнитных 
свойств плазмы на основе кинетического уравнения, мы прежде все­
го проанализируем случай бесстолкновительной изотропной плазмы 
при отсутствии внешних полей. Как мы уже знаем, она описывается 
кинетическим уравнением Власова для носителей заряда (электро­
нов и ионов)

В первую очередь определим равновесную функцию распределе­
ния, которая должна быть однородной и стационарной и удовлетво­
рять уравнению (4.1.1) в отсутствие внешних полей. Такой функцией 
является распределение Максвелла в случае невырожденных, либо 
распределение Ферми -  для вырожденных носителей, причем условия 
отсутствия полей и термодинамического равновесия требуют, чтобы 
выполнялись условия квазинейтральности и неизотермичности плаз­
мы:

Малое отклонение функции распределения 8/  от ее равновесного 
значения вызывает появление малых полей Е и В. При этом линеа­
ризованное уравнение (4.1.1) запишется в виде

(4.1.1)

а

(4.1.3)
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Здесь мы учли, что в линейном приближении $ /(г , 2) и поля Е (г ,2) и 
В(г, 2) зависят от времени и координат в виде ^сг. Решение
уравнения (4.1.3) для 8/  имеет вид

*еЕ̂
51 = ---------- &  (4.1.4)

о; —  к у

Подставляя (4.1.4) в формулу для индуцированного в среде тока, 
находим проводимость ^ =  сг^Е ,̂ а затем и диэлектрическую прони­
цаемость, выражение для которой в случае равновесной максвеллов­
ской функции распределения имеет следующий вид:

/ , \ г 47П=  дц Н-------=
и)

=  +  <4 Л -5)
о; у  о; —  к у  

=  е‘Ч ^ к )  +  ^ е ‘ (ш,к),

где

4тте2 Г [к у ]2 5 /о

шк2 I ш — к у  <9<̂
(4.1.6)

о;
Л Г /

г1 (а;, к) Е 47ге 
о;/г2

(к у )2 а / о

о; к у  дЕ
(4.1.7)

Е шь
к2г 2г

ш
кг г

и суммирование производится по всем сортам заряженных частиц. 
Здесь полюс в подынтегральных выражениях, как уже говорилось 
выше, надо понимать так:

1 V
со — ку ш — ку

гтт8(ш — ку), (4.1.8)
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т.е. при интегрировании полюс ш =  ку обходится снизу. Функция 
1+(х) как раз и учитывает такой обход полюса и равна

т ( \ — X 21+{х) =  хе / 2  [ а т е - т 2/ 2

гоо

<

1 3  • Г* -ж 2/2 т, т I I ,  (4.1.9)1 Н— п Н-----7 +  ... — 1\ ~ хе  / , Кеж 1тж и ж 1,
ж2 ж4 у 2

Гтт 2 II—г*/ —ж +  х +  ..., |ж| <  1.

В первую очередь рассмотрим предельные выражения е1,гг(ш,к) 
при о; —>• 0 (статический предел). Имеем:

^(0, к) =  1 +  -р ^ -, (4.1.10)

-*г/ . , п 1Л л > л Ш1е Р* 1 , ,4ТГ(7^(0,^)г*г(и; — 0, А:) =  1 +  г— =  1 +  г--------(4.1.11)
1 ; шкьте V 2 о; 1 ;

Видно, что ег(0,^) имеет вид, соответствующий дебаевской экрани­
ровке поля статического заряда в среде, чего и следовало ожидать, 
поскольку при выводе выражения для дебаевского потенциала выше 
мы никаких ограничений на частоту столкновений не накладывали 
и единственное, из чего исходили, было распределение Больцмана, 
которое содержится в максвелловском распределении при наличии 
потенциального поля Е =  — \7Ф в виде добавки еФ к энергии.

Более интересным и новым является выражение е1г{ш —>• 0,к). Из
(4.1.11) видно, что в низкочастотном пределе проводимость плазмы
а1г (0, к) оказывается функцией вида ~  1 /к, что соответствует нело­
кальной интегральной связи между током ̂  и полем Е, которую мож­
но записать в форме:

** (Н ) = Шй'/'тэ N / I Ье
\ 87Г у УТе И 2 ’

^ ( г )  =  [  а*г(г — г')~Е1г (г')с1г'.

(4.1.12)
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Отметим, что формула (4.1.12) приводит при подстановке в урав­
нения Максвелла к следующей системе уравнений для диффузии по­
перечного поля в плазму:

гоШ  =  I  агг(т -  г')Е*г(г')с?г', пут Е/г =  (4.1.13)

Отсюда для зависимости вида +  у̂ г приходим к следующему
дисперсионному уравнению:

к 3 =  - ( 4 Л Л 4 )

У 2 СгУте
что соответствует аномальному скинированию поперечного поля с 
глубиной скин-слоя Аск, равной

ХСК =  (1тк) 1 ~  ) • (4.1.15)

Такой скин-эффект в физике металлов был обнаружен в 1944 г. А.Пип- 
пардом.

Рассмотрим теперь решения уравнений Максвелла в среде с ди­
электрической проницаемостью (4.1.5) при произвольных частотах. 
Уравнения Максвелла для решений вида +  у̂ г сводятся к ал­
гебраическим уравнениям

| к2Ьц -  кгку -  -^е%з | =  0, (4.1.16)

которые при подстановке выражения (4.1.5) распадаются на два не­
зависимых уравнения:

Е1 е1 (ш, к) =  О,
(4.1.17)

Е*г [к2с2 - ш 2е*г(ш,к) ] 2 =  0 .

Первое описывает продольное поле в среде с Е || к и условие суще­
ствования нетривиальных решений этого уравнения,

е1 (ш,к) =  0, (4.1.18)

представляет собой дисперсионное уравнение для продольных волн. 
Второе же уравнение (4.1.17) описывает поперечное поле и условие 
его разрешимости,

к2с2 — ш2е*г(ш, к) =  0, (4.1.19)

с Ч Л 1/3
иЛ„ со )
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представляет собой дисперсионное уравнение для поперечных волн, 
которые в изотропной среде, как и ожидалось, оказались дважды 
вырожденными.

Кратко проанализируем теперь спектры продольных и поперечных 
волн, подставляя в (4.1.18) и (4.1.19) выражения (4.1.6) и (4.1.7) соот­
ветственно. В общем случае эти уравнения трансцендентны и обла­
дают бесконечным множеством корней. Но интерес представляют, в 
основном, колебательные решения, когда Кеа; 1та;. Начнем с про­
дольных волн.

а) Рассмотрим область частот со ^  кг г,.. кг/-;, т.е. быстрые высоко­
частотные волны. В этой области выражение (4.1.6) сводится к виду

со, к)
соЬе
ОТ

* Ч е '

'тг ш Ьеш
(4.1.20)

2 кЧ 3Те
ехр (—ш2/2 к2Уте) ■

В результате из (4.1.18) находим спектр таких волн (со 
пределе к2г2Ве <С 1:

со +  гб) в

5 К <̂ Ье 
к*г3П1,

(4.1.21)
ехр

2 к2гЪс

Выше этот спектр, соответствующий плазменным колебаниям, зату­
хающим благодаря их черенковскому поглощению электронами плаз­
мы (затухание Ландау), мы уже проанализировали. Добавим только, 
что с ростом волнового числа к затухание Ландау экспоненциаль­
но растет и при кгре ~  1 декремент затухания становится порядка 
частоты со. В этом пределе и поправка к ленгмюровской частоте в
(4.1.21) становится уже не поправкой, а главным членом, и эти фор­
мулы теряют смысл. Заметим также, что эта поправка отличается 
от поправки, полученной в модели двухжидкостной гидродинамики, 
множителем 3 вместо 1. Если же поправкой пренебречь, то спектр 
частот со соответствует модели независимых частиц, естественно, без 
наличия затухания Ландау.

б) В области промежуточных фазовых скоростей, когда
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е‘{и,'к) = 1 ~ Э + щ : ( 1 + * \ / 1 ^ ) '  (41-22)
При подстановке этого выражения из уравнения (4.1.18) находим 
спектр слабозатухающих колебаний (со —>• ш +  гб):

к2у2 при к2г2Ве <  1,
^ Г,» Iш

кутг <  о; <  кг г,., из выражения (4.1.6) имеем:

(4.1.23)

. пт тп
5  =  - П  г м ш<<ш-

где 2 =  |е*/е| -  модуль отношения заряда ионов к заряду электро­
нов. Наибольший интерес представляет длинноволновый предел это­
го спектра к2гВе <С 1, когда он становится линейным

7Г ТП

Ш =  ку8, 6 =  ^ У 8 М 2 ш ' (4.1.24)

Рассмотренные волны со спектром (4.1.23) и (4.1.24) называют­
ся ионно-звуковыми и могут существовать только в неизотермиче­
ской плазме с Те >  Это условие, которое следует из требования 
ш ^  кг п . впервые было получено Г.Гордеевым в 1954 году. Кстати, 
сейчас становится понятным, что рассмотренная выше модель одно­
жидкостной гидродинамики требует выполнения условия Те ~̂> Т,; и 
объясняет, почему звук (4.1.24) является изотермическим -  за время 
колебаний электроны успевают выравнить температуру плазмы, по­
скольку ш ^  кгт;. Кроме того, эта модель, очевидно, не учитывает 
бесстолкновительное затухание, обусловленное черенковским погло­
щением ионно-звуковых волн электронами плазмы. Спектры частот
(4.1.21) и (4.1.23) представлены на рис. 4.1 (кривые 1 и 2).

в) Наконец заметим, что в области самых низких частот ш <С кг г-,. 
как уже было показано выше, справедлива формула (4.1.10) и имеет 
место дебаевская экранировка продольного поля в плазме.

Рассмотрим теперь поперечные электромагнитные волны, описы­
ваемые уравнением (4.1.19). Здесь только два предельных случая,

а) Область ш ^  кг г,., когда справедливо выражение
/ ; 2

е*г(и) =  1 -  (4.1.25)
со2
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Рис. 4.1

и из (4.1.19) находим спектр частот незатухающих колебаний

ш2 =  ш\е +  к2 с2. (4.1.26)

Этот спектр частот представлен на рис. 4.1 верхней кривой (кри­
вая 3). Заметим, что фазовая скорость поперечных волн согласно
(4.1.26) больше скорости света, и именно поэтому в рассматриваемом 
бесстолкновительном приближении они оказались незатухающими. 
Черенковского излучения и поглощения таких волн частицами плаз­
мы не происходит. Отметим также, что этот спектр в точности совпа­
дает с полученным в модели независимых частиц.

б) Если же ш <  ките, то мы приходим к формуле (4.1.11) для 
е 1г(ш,к), которая, как мы уже знаем, описывает аномальный скин- 
эффект или диффузию низкочастотного поперечного поля в бесстолк- 
новительную изотропную плазму.

§ 4.2. Линейные электромагнитные свойства 
бесстолкновительной плазмы с вырожденными носителями

Плазма с вырожденными носителями заряда заслуживает особого 
рассмотрения, поскольку электроны в металлах даже при обычных 
температурах сильно вырождены, так как энергия Ферми 8 ре > 1 эВ. 
В случае полупроводников о вырождении носителей можно говорить
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только при низких температурах (азотных «  70 К, либо даже гели­
евых < 10К). Процедура вычисления диэлектрической проницаемо­
сти в этом случае полностью аналогична проведенной в предыдущем 
параграфе. Изменения начинаются с формулы (4.1.5), в которой в 
качестве /о  следует использовать равновесное распределение Ферми 
для сильно вырожденных носителей. В результате вместо (4.1.6) и
(4.1.7) получаем:

Отметим сразу же, что в области частот ш > кура (а =  е, г), т.е. 
когда фазовые скорости больше скоростей Ферми для обоих сортов 
носителей, выражения (4.2.1) и (4.2.2) чисто действительные и в бес- 
столкновительном пределе диссипация в вырожденной плазме полно­
стью отсутствует. Она появляется только в условиях ш < к г бла­
годаря тому, что

а) Как и в предыдущем параграфе, начнем анализ дисперсионно­
го соотношения (4.1.18) при подстановке в него выражения (4.2.1), 
описывающего продольное поле и продольные колебания. В высоко­
частотном пределе при

выражение (4.2.1) -  чисто действительное и уравнение (4.1.2) описы­
вает чисто электронные колебания со спектром

радиуса вырожденных электронов. Спектр (4.2.5) аналогичен спек­
тру частот (4.1.4) и также справедлив только в длинноволновом пре­
деле к2г 1 е «  1.

2 кура Ш -  кура
1  Ш Ш +  кура

(4.2.1)

х
(4.2.2)

п ( ш  — к у  Р е )  =  п \ ш  — к у  Ре\ — Ш 8 { ш  — к у р е ) .  (4.2.3)

(4.2.4)

у/з Уре хЗдесь гр)е = ------------ уже знакомое нам выражение для дебаевского
^Ье
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Следует, однако, отметить существенное отличие электронных ко­
лебаний вырожденной плазмы от ленгмюровских колебаний невы­
рожденной плазмы. Высокочастотные электронные колебания выро­
жденной плазмы в отсутствие столкновений частиц совершенно не 
затухают, в то время как ленгмюровские колебания вырожденной 
плазмы хотя и экспоненциально слабо, но все-таки затухают, и декре­
мент их затухания определяется формулой (4.1.21). Это объясняется 
особенностью распределения Ферми по скоростям. Дело в том, что в 
вырожденной плазме согласно распределению Ферми скорости хаоти­
ческого движения электронов не могут превышать скорость Ферми, 
поэтому в поглощении волн с фазовой скоростью, большей скорости 
Ферми, электроны не участвуют.

Как следствие, электронные колебания в вырожденной плазме ока­
зываются не затухающими вплоть до фазовых скоростей со/к —>• Уре. 
Действительно, в пределе к2г2Ве ^  1 из уравнения (4.1.18) находим

СО =  куре 1 +  2 ехр ( к2г2Ве (4.2.6)

Эти колебания были предсказаны теоретически В.П.Силиным в 
1952 году и получили название нулевого звука. На рис. 4.1 им соот­
ветствует кривая 4.

б) Рассмотрим теперь продольные колебания в области промежу­
точных фазовых скоростей, когда Ур1 <С со/к <С Уре и уравнение
(4.1.18) для вырожденной плазмы записывается в виде

=  1 +  =  <4-2-7) 

откуда находим спектр частот и декремент затухания колебаний:

со2,; Зтт со4 М  1
6  =  — Г 7 Х З -—  (4'2-8)СО2

3со2Ь е7 4 к3Уре тп 2 '

к2У%е

Здесь электроны плазмы принимают активное участие в поглоще­
нии волны, поскольку скорость их хаотического движения намного 
превышает ее фазовую скорость. Ионы же плазмы совершенно не уча­
ствуют в поглощении таких колебаний, поэтому декремент затухания 
полностью определяется электронным вкладом.
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Рассмотренные низкочастотные колебания аналогичны ионно-зву­
ковым колебаниям невырожденной плазмы, тем более, что они воз­
можны не только в полностью вырожденной плазме, в которой вы­
рождены как электроны, так и ионы (дырки), но и в частично вы­
рожденной плазме, когда ионы не вырождены. Спектр частот (4.2.8) 
при этом не меняется, меняется лишь декремент затухания колеба­
ний вследствие учета поглощения волн на максвелловски распреде­
ленных ионах плазмы:

З'тг ш 1 М 1 [ж ш4 /  ш2 \ , ,
Щ Й Г  V  Щ е х р  V Ъ Щ г )  ■ ( }

Следует отметить, что в вырожденной электронно-ионной плазме 
ионно-звуковые колебания простираются вплоть до фазовых скоро­
стей ш/к —>• г/-7- Однако, в отличие от (4.2.8) такие колебания возмож­
ны только в пределе к2у2Р 1 ^  ш2и  и их спектр дается формулой

ш =  { 1  +  2 ( 1 -  ехр -  2)  }  . (4.2.10)

в) Наконец, в области самых низких частот о; <С кг у,., кг у; в вы­
рожденной плазме имеет место экранировка продольного поля, по­
скольку

За/— =  1 +
к-г‘п 'а  Р а  Б

Зш2 \ 4/2Здесь г в  =  -  дебаевский радиус вырожденной плаз-
уРа 1а

мы, который определяет глубину экранировки низкочастотного поля 
в такой плазме.

Так же как и в невырожденной плазме, подобная экранировка в 
вырожденной плазме имеет место при ур^ <С ш/к <С Уре , в области 
частот ш2Ье ш2 ш2и . Радиус экранировки, однако, при этом равен 
ГБе-

Перейдем теперь к рассмотрению поперечных электромагнитных 
волн в вырожденной изотропной плазменной среде. Как и в случае не­
вырожденной среды здесь различают только две характерные обла­
сти частот.

а) Область быстрых волн с ш ^  куре7 когда пространственная дис­
персия несущественна и выражение (4.1.25) оказывается справедли­
вым и для вырожденной электронной плазмы. Очевидно, при этом
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сохраняется и спектр частот незатухающих колебаний (4.1.26) -  на 
рис. 4.1 он представлен кривой 3.

б) Иное положение имеет место в области низких частот, когда 
ш <  к г Как и в невырожденной плазме в этой области частот в 
бесстолкновительной вырожденной плазме имеет место аномальный 
скин-эффект. Выражение для поперечной диэлектрической проница­
емости при этом весьма схоже с (4.1.11):

е*г(ш, к) я  1 +  г 37Т̂ Ье . (4.2.12)
4 ' 4 шкуре 4 '

Подстановка этого выражения в (4.1.19) приводит к спектру аперио­
дически затухающих волн:

4 к3С2Уре . л  ̂.
ш =  - г - --------5- ^ .  4.2.13)

Зтг ш2Ье

Отсюда получаем глубину проникновения низкочастотного поля в 
вырожденную плазму

Лск = Г 1  = 2 ( г ^ ) 1/3- (4’2л4)1 т  к \67Т )

Как и следовало ожидать, формулы (4.2.12) и (4.2.14) по существу 
отличаются от (4.1.11), (4.1.13), (4.1.15) лишь заменой на г

Из выражений (4.2.15) и (4.2.14) для глубины скин-слоя следует, 
что в бесстолкновительной плазме при ш —>• 0 величина Аск —)• оо, т.е. 
низкочастотное поперечное поле проникает в плазму сколь угодно 
глубоко. В этой связи напомним, что, как было показано, продольное 
поле в статическом пределе {ш —>• 0) экранируется, причем глубина 
проникновения электростатического поля в плазму определяется де­
баевским радиусом.

§ 4.3. Влияние столкновений частиц на колебания в
изотропной плазме

Переходя к учету столкновений мы в основном ограничимся ана­
лизом невырожденной слабоионизованной плазмы с использованием 
модельного интеграла столкновений БГК и лишь в отдельных случа­
ях приведем результаты, которые получаются с помощью интеграла
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столкновений Ландау для полностью ионизованной плазмы, а также 
дадим без вывода обобщение результатов на случай вырожденной 
плазмы. Более того, для простоты воспользуемся интегралом БГК 
в изотермическом приближении, считая Та =  сопз!, а массы ионов и 
нейтральных частиц равными. Уравнение Власова с таким интегра­
лом столкновений записывается в виде

~ К + У ~ёт+ еа  | Е +  “ [у В ]| =  - уап{1а -  ап): (4.3.1)

где в изотермическом приближении

ф-  =  Г2 V  \з/2 ехР • (4-3.2){2 тттаТа)61 г \ 2Та )

Интеграл столкновений БГК также обращается в нуль при равно­
весном максвелловском распределении /оа =  ЩаФап. Линеаризируя 
уравнения (4.3.1) по малому отклонению 5/а ~  ^ г , получим
интегральное уравнение типа Вольтерра:

-г(ш  -  к у )6 /а +  =  ~ уап (б/а -  $ап ^  Фр , (4.3.3)

которое легко решается при учете уравнения непрерывности

шеа ^  (1рд/п =  кХ, =  сп ^  куд/п(1р. (4.3.4)

При этом окончательно находим продольную и поперечную диэлек­
трические проницаемости изотропной плазмы с учетом столкновений 
в следующем виде:

(ш  +  грап\
1 — <У+

^ .  *) =  1 +  Е  ^ 4 Т + 1  у  (4-3.5)™ Т(У 1 Ь1Уап т ( Ш I №ап \а 1 -----------------^  I I
^  +  грап \ кг Та

Е*Г{и, к) =  1 -  У  , ------ 7+ ( ш +  г1,аЛ  . (4.3.6)
+  IV а п ) \  к Г Т п  )

Как и следовало ожидать, в пределе иап —>• 0 эти выражения совпа­
дают с формулами (4.1.6) и (4.1.7), полученными для бесстолкнови­
тельной плазмы.
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Как и выше, прежде всего проанализируем выражение (4.3.5) в 
пределе низких частот, т.е. в статическом пределе со <С /',.»• Незави­
симо от соотношения между иап и кута, т-е. длиной свободного пробега 
частиц и размером неоднородности поля, из (4.3.5) при этом следу­
ет формула (4.1.10), соответствующая дебаевской экранировке поля 
статического заряда в плазме.

Таким образом, в статическом пределе в столкновительной плазме 
так же как и в бесстолкновительной имеет место дебаевская экра­
нировка продольного поля (т.е. поля статического заряда). И вновь, 
еще раз, повторим, что этого следовало ожидать, поскольку выше при 
первом выводе формулы для дебаевской экранировки поля статиче­
ского заряда в плазме мы никаких ограничений, кроме требования 
со —>• 0, на другие параметры плазмы не накладывали.

Несколько иное положение имеет место для поперечных колеба­
ний. Из формулы (4.3.6) следует, что для появления аномального 
скин-эффекта недостаточно требования со <С куу,.: необходимо также 
выполнение требования ие <С куу,.. Только одновременное выполне­
ние этих неравенств приводит к выражению (4.1.11), описывающему 
аномальный скин-эффект с глубиной скин-слоя (4.1.15). Выполнение 
указанных выше условий приводит к следующим неравенствам:

2 3
,.3  / /  , Уте, .2 / /  у Те,  .3 ( Л о ^

е <  ^  (4.3.7)

При нарушении любого из них аномальный скин-эффект в области 
частот со ре становится невозможным. Иными словами, аномаль­
ный скин-эфект возможен при со ие, если

У2
со2 «  (4.3.8)

либо при со, если

"I  «  (4.3.9)

Если же последнее неравенство меняет знак, то при со <С уе имеет
место только хорошо известный из металлофизики нормальный скин- 
эффект, описываемый диэлектрической проницаемостью вида

е,т(со,к) =  1 +  г ^  =  1 +  — . (4.3.10)
СОРеп со

Заметим, что в случае полностью ионизованной плазмы в формуле
(4.3.10) следует заменить г/еп —>• г/эфф/1,96 (при е* =  —е).
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Перейдем теперь к рассмотрению собственных продольных коле­
баний и волн в изотропной плазме, описываемых уравнением (4.1.18), 
но с учетом столкновений.

а) В области высоких частот, когда ш ~  шье ^  кг г,.. V,.,, из (4.3.5) 
получаем выражение (4.1.20) с поправкой

А е ‘ =  1 ^ 4 ^ ,  (4.3.11),3Ш'-

что приводит к поправке к затуханию Ландау (4.1.21)

А 6  =  (4.3.12)

Найденная поправка позволяет определить, когда можно столкнове­
ниями полностью пренебречь и с помощью уравнения Власова коли­
чественно правильно описать не только спектр частот, но и их зату­
хание (с помощью формул (4.1.20)). Для этого поправку (4.3.11) надо 
сравнить с мнимой частью (4.1.20). Получим, что это возможно, если 
длина волны удовлетворяет условию

( 4 3 -1 3 )

В этих условиях столкновениями можно пренебречь; в противном 
случае столкновительное затухание преобладает над затуханием Лан­
дау.

Имеет смысл уточнить здесь условие, коща плазму можно считать 
слабоионизованной, и когда, напротив, ее следует считать полностью 
ионизованной. Очевидно, что в рассматриваемом случае высокоча­
стотных продольных волн это определяется отношением (здесь Те -  
в градусах)

1/еп ,1пуРП пп Ю5а2Т 2
-  г~7 т * (4.3.14)

^ эф ф  п е 2  2 Ь

Если это отношение больше единицы, то плазма слабо ионизована, 
а если оно меньше единицы, то сильно ионизована. При а ~  10^8 см,

- Пе о
Те ~  10 К, 2  =  1 и Ь ~  10 отсюда следует, что уже при —  > 1 0

пп
плазму следует считать сильноионизованной. Для почти термоядер-

7 П п  оной плазмы с Те ~  10 К, напротив, при —  > 1 0  , т.е. уже при столь
пг-
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малой примеси нейтралов плазма оказывается, по-существу, слабоио­
низованной. Еще раз подчеркнем, что в рассматриваемом случае вы­
сокочастотных колебаний именно отношение частот упругих столк­
новений V,еп определяет степень ионизации плазмы.

г'эфф
б) Рассмотрим теперь влияние столкновений частиц на ионно-зву­

ковые колебания. При учете столкновений, кроме условия 
А*/’/-; к('т,- необходимо потребовать выполнения неравенств
щ <С ш, а ие <С к ('г,.. В этих условиях из (4.3.5) получаем выражение 
для е\ которое отличается от (4.1.10) появлением столкновительной 
добавки

А е
.СОи

Щп
оо

для слабоионизованной плазмы,

ооА щ к 2У2 ч
СО'-

для сильноионизованной плазмы.
(4.3.15)

В результате появляется столкновительная поправка к декременту 
затухания (4.1.23)

А 6 4 щ{Гъ
. 5 2Те

Отсюда сразу же следует, что если

для слабоионизованной плазмы,

для сильноионизованной плазмы.
(4.3.16)

Щ 7 т
со V м ’

Щ

Щп для слабоионизованной плазмы,

Щ%— — для сильноионизованной плазмы,

(4.3.17)

.  %

то столкновительное поглощение ионно-звуковых волн преобладает 
над черенковским; в обратном же случае преобладающим оказывает­
ся бесстолкновительное затухание, обусловленное черенковским по­
глощением волн электронами плазмы.

Из (4.3.16) можно сделать еще одно заключение, а именно, напи­
сать условия слабой, либо сильной ионизации плазмы. Они опреде-
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ляются отношением
щп 2Те пп \():'а2 Т,.Т;

(4.3.18)
Ра Т* пе 2 2Ь

Отсюда следует, что при Те ~  105 К, 7] ~  103 К и 2  =  1 слабоионизо-

Таким образом при низких температурах кулоновские столкновения 
весьма и весьма существенны.

Наконец заметим, что в слабоионизованной столкновительной плаз­
ме возможно существование ионно-звуковых колебаний не только при 
кУте уеч н0 и ПРИ уеп ^  к В этом легко убедиться, записав вы­
ражение (4.3.5) для е 1 (ш, к) в пределе \ш +  гиап\ ^  к('тп:

Отсюда в условиях ш кг г; и реп кг г,., но шреп <С к2 г2Г(.. что
соответствует сильной электронной диффузии, имеем

Действительная часть этого выражения полностью совпадает с дей­
ствительной частью (4.1.22), которая, как было показано в предыду­
щем параграфе, определяет спектр частот ионно-звуковых волн в не­
изотермической плазме с Те '̂ > 7). Мнимая же часть является малой и 
определяется электронной диффузией и ионным трением, что приво­
дит к следующему декременту затухания волн с частотным спектром
(4.1.23) +

Отметим здесь же, что из (4.3.19) в пределе частых столкновений как 
электронов, так и ионов, т.е. при со, А'/’/-,../, получаем

Это выражение уже встречалось ранее, когда мы исследовали двух­
жидкостную гидродинамику, и в низкочастотном пределе при рассмо­
трении моно- и амбиполярной диффузии слабоионизованной плазмы.

ванной можно считать только плазму со степенью ионизации —  > 104.
пе

= 1 -  Е
а

(4.3.19)

(4.3.20)

(4.3.21)

(4.3.22)
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Таким образом, мы получили обоснование возможности использова­
ния этой модели для анализа продольного поля в низкочастотном 
пределе.

Наконец, осталось рассмотреть вопрос о роли столкновений ча­
стиц в затухании поперечных электромагнитных волн в невырожден­
ной изотропной плазме. В предыдущем параграфе было показано, что 
в бесстолкновительном пределе такие волны, обладая сверхсветовой 
фазовой скоростью, вообще не поглощаются в плазме. Остается про­
анализировать вклад столкновений частиц. Поэтому вновь обратим­
ся к выражению (4.3.6). Оно нами уже было исследовано в низкоча­
стотном пределе, в котором поперечное поле оказывается скиниро- 
ванным. Выше мы выяснили, в каких условиях скинирование носит 
нормальный и в каких аномальный характер.

Рассмотрим теперь высокочастотный предел, когда со ^  кг г,.. ие. В 
этом пределе из (4.3.6) следует

е» (и ) =  1 - ^ к ( 1 -  г ^ )  . (4.3.23)
со1 \ СО /

Подстановка этого выражения в дисперсионное уравнение для по­
перечных волн (4.1.19) приводит к спектру, который уже был нами 
получен раньше в модели независимых частиц. Выпишем его здесь:

=  <Ле +  (4.3.24)

В случае сильноионизованной плазмы г/еп следует заменить на э̂фф-
Условие слабой и сильной ионизации плазмы при этом, очевидно, 

определяется отношением (4.3.14), исследованным выше.
В заключение кратко остановимся на вопросе о влиянии столкно­

вений частиц на колебательные свойства вырожденной плазмы. Пре­
жде всего приведем выражения для продольной и поперечной диэлек­
трических проницаемостей, которые легко находятся путем решения 
уравнения Власова с интегралом БГК для вырожденных носителей
(3.3.15). Линеаризируя это уравнение по малым возмущениям равно­
весного распределения Ферми, после несложных вычислений полу-
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чим:

.  —  —  I ~ ~ IXх 1 -----------------п
1 ш +  гра ш +  гра +  кура (4.3.25)
2 куРа ш +  гра -  кура

X

-  -  {Х — ■ I -  -  IX I • ~ ^  2 ' IXх 1 ----- -------п ------------------------
2  кура Ш  +  1Ра -  кура

IVа Ш +  IVа +  куРа] 1

(4.3.26)

Анализ уравнений (4.1.18) и (4.1.19) с использованием выражений
(4.3.25) и (4.3.26) аналогичен проведенному выше с использованием
(4.3.5) и (4.3.6). Поэтому здесь мы не будем проводить такой анализ 
и ограничимся приведением лишь его результатов.

В первую очередь отметим, что в высокочастотном пределе, когда 
ш ^  куре7 ш ^  1/е, спектр частот продольных электронных колебаний
(4.2.5) сохраняет свой вид, но появляется затухание с декрементом 
(ср. (4.3.12))

где V!, =  Vеп, либо V!, =  э̂фф. Не меняется спектр и ионно-звуковых 
колебаний (4.2.7) (4.2.9). тем более, что реально ионы (тяжелые но­
сители) всегда не вырождены и поэтому эти формулы оказываются 
количественно правильными, если только г/е <С куре. Не меняется и 
формула для дебаевской экранировки (4.2.11), справедливая для низ­
кочастотного продольного поля, т.е. при ш —>• 0 .

Наконец заметим, что в сильностолкновительном пределе в низ­
кочастотной диффузионной области из (4.3.24) получаем формулу, 
аналогичную (4.3.21):

2
(4.3.27)

(4.3.28)
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Здесь для невырожденной плазмы г'])п =  у\а1^ \ а1 а Д, =  /’уп/ ?''и для
Зу2

вырожденной же плазмы г'])п =  — . а Д, =  ///,,. Дальнейший
ШЬа

анализ диффузионных решений уравнения (4.1.18) очевиден.
В заключение скажем несколько слов о влиянии столкновений на 

поведение поперечного электромагнитного поля в вырожденной плаз­
ме. В высокочастотном пределе, когда ш ^  кура,иа, очевидно, ничего 
не меняется и полученные выше формулы (4.3.24) сохраняют силу. 
По существу не меняются и формулы (4.3.7)-(4.3.24), если в них про­
извести замену Уте —>• уре-, а под ре понимать обратное время жизни 
легких носителей.

§ 4.4. Связанные упруго-электромагнитные волны в 
изотропной плазме твердых тел

В § 3.5 при обсуждении кинетических уравнений для носителей 
заряда в твердом теле с учетом динамики кристаллической решет­
ки мы рассмотрели два эффекта, связывающих носители заряда и 
решетку. Первый эффект обусловлен изменением закона дисперсии 
<5(р) при деформациях решетки, что приводит к изменению кинети­
ческого уравнения для носителей заряда. При этом наряду с кинети­
ческим уравнением меняется и уравнение динамики решетки, в ко­
тором появляется сила, действующая на нее со стороны носителей 
заряда. Второй эффект обусловлен пьезоэлектричеством и состоит в 
появлении дополнительной так называемой пьезоэлектрической си­
лы в уравнении упругости. Кинетические же уравнения для носите­
лей заряда при этом не меняются, хотя само поле, фигурирующее в 
этих уравнениях, меняется, поскольку кроме тока носителей заряда 
в уравнениях Максвелла следует учитывать пьезоэлектрический ток.

Анализ связанных электромагнитных и упругих волн при учете 
обоих эффектов одновременно очень сложен. Однако, в этом и нет 
необходимости, поскольку, если твердое тело является пьезоэлектри­
ком, то этот эффект настолько силен, что нет необходимости уче­
та деформационного потенциала. Последний проявляется в непьезо­
электрических средах. Исходя из приведенных соображений, здесь
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мы рассмотрим только пьезоэлектрические плазменные среды, а бо­
лее конкретно -  пьезополупроводники.

Пренебрегая столкновениями, движение носителей будем описы­
вать с помощью уравнения Власова

^  +  А  +  е{Е +  [УВ ] } ^  =  0. (4.4.1)
о1 от <9р

Уравнение же теории упругости запишем в виде

+  ЦС'В], +  ^  (4.4.2)

Здесь р^  и ^ г) -  плотности заряда и тока, индуцированные в заряжен­
ном кристалле. Если кристалл является незаряженным, то (/•') =  0 и 

=  0. Последнее слагаемое в (4.4.2) описывает пьезоэлектрическую 
силу, действующую на кристалл.

В пьезополупроводниках индуцируется ток

< « *
который вызывает появление индуцированного заряда р̂ п\ причем 
р(п) и ^п) связаны между собой уравнением непрерывности.

Уравнения (4.4.1)-(4.4.3), дополненные уравнениями Максвелла, 
в которых плотности тока и заряда состоят из суммы вкладов от 
носителей заряда и от решетки, образуют полную систему уравнений 
динамики пьезоэлектрической среды.

Рассмотрим равновесное однородное в пространстве и стационар­
ное во времени состояние пьезоэлектрической плазменной среды. Рас­
пределения носителей заряда по скоростям при этом являются рас­
пределением Максвелла, если носители не вырождены, либо Ферми, 
если они вырождены. Решетка в равновесном состоянии считается 
невозмущенной, т.е. ^  =  0, =  0. Внешние поля тоже считаются
отсутствующими: Ед =  0 и Во =  0. При возмущениях в среде воз­
никают малые отклонения от равновесных значений Е, В, р ^  и ^ п). 
Линеаризованная система уравнений для этих величин записывается
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в виде

8 8 / 8 8 / д/о (т)д 2щ д 2щ д/ЗцьЕ1
“ 5Г  +  +  еЕ#  =  0, Р{т)^ Т# =  \ы т1Г+ -  +  ~ ^ Л ,оъ от ар  0 1 г огиогт оги

_  1 д 2Е 4тгд̂  /л л л\гопчл Е +  . +  . =  0. (4.4.4)
& оъг & от

 ̂ =  Е е / V5^йр +  ̂ (1,) =  У е  [  уй/йр + Д,,
д 2ш
д 1 дг 1

Решение системы (4.4.4), как обычно, будем искать в виде плос­
ких волн +  у̂ г . Кроме того, легко видеть, что из этой систе­
мы можно исключить кинетическое уравнение для носителей заря­
да, воспользовавшись уже известным нам выражением для диэлек­
трической проницаемости плазмы, состоящей только из носителей. В 
результате получим уравнение движения решетки совместно с урав­
нениями поля:

Ш р̂  Л 1Мпгкккт '111 +  ъкк(3{к1Е1 =  0,

Г ш2 1 4 тш2 (4-4^
I к 5ц к̂ к̂  } к) Еу ^  РгЫ^ик — 0-

Условие разрешимости этой системы зацепляющихся уравнений и 
представляет собой искомое дисперсионное уравнение для связанных 
упруго-электромагнитных волн в пьезоэлектрической плазме твер­
дого тела. Воспользовавшись явным видом диэлектрической прони­
цаемости изотропной плазмы, решение второго уравнения системы
(4.4.5) запишем в виде

4тггш2 ( к̂ к-, &2((^?- — к к̂п/к2) 1
Е{(ы, к) =  р -  ~ к 2 с 2  _  Щ }  /%*А“ Ь ( )

Подставляя это выражение в первое уравнение системы (4.5.5), окон­
чательно получим искомое дисперсионное уравнение для связанных 
волн:

ш2р{т)6^ -  Ащгкфг -

4пш2 кф ик [  кгк3 к2 8и -  кгк8 1 _
к2 1 ш2е 1 к2с2 -  и 2е*г Г1фп т ~

(4.4.7)
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Уравнение (4.4.7) описывает связь упругих звуковых колебаний 
решетки с колебаниями изотропной плазмы носителей заряда. По­
скольку звуковые колебания решетки относительно медленные, они 
сильно могут быть связаны только с медленными же колебаниями 
плазмы носителей заряда, каковыми являются продольные плазмен­
ные колебания. Ниже мы только эту связь и будем учитывать, по­
ложив формально в (4.4.7) с -4 ос. Более того, для простоты рассмо­
трим кристаллическую решетку с гексагональной симметрией. При 
этом положим, что ось симметрии четвертого порядка совпадает с 
осью Ог, а четыре оси второго порядка лежат в плоскости ху. В кри­
сталле с такой симметрией отличные от нуля компоненты тензора 
■%,- равны1

$ 1  =  @ х х г  =  @ х г х  =  @ у у г  =  $ у г у >

(4.4.8)
$ 2  =  Р г х х  =  $ г у у >  Р з  =  Р г г г ч  

т.е. тензор /%* определяется тремя числами Д, которые мы будем 
называть константами пьезоэлектрической связи.

Что касается тензора то поскольку кристалл с гексагональ­
ной симметрией слабо отличается от изотропной среды, его прибли-

2женно можно представить в виде

^  ^  ( * ,  -  Щ  +  А ' ^ .  (4.4.9)

Легко показать, что в указанных выше приближениях без потери
1 Заметим, что в изотропной среде пьезоэлектрический эффект отсутствует, поскольку тензор 

третьего ранга /3^* =  0, так как /3^* =  Д у .
2 Величины ХЬг и А* связаны с коэффициентами упругости среды -  модулем Юнга Е  и коэф­

фициентом Пуассона а:
А*г = Е у1 = Е(1 -

2(1 + а ) ’ (1 +  сг)(1 — 2 а )'

Отсюда следует, что ХЬг/X1 < 1 / 2 .  В действительности кристалл с гексагональной симметрией
характеризуется пятью числами:

^ х х х х — \ у у у =  а + Ъ , Х х хуу — ^уух/х — ^
'Хххгг — 'Хггхх =  ~Хуугг =  ^ г г у у  = ^ г г г г  — I  ■

Ах у х у =  Х у х х у =  Х у х ух =  Ах у у х  = Ь,

'Ххгхг =  \ у г у г — 'Хгхгх -- ". ". X -- 'Хгхгу  — А у г г у  — А г у у г  — 'Хгугу  —

Переход к изотропной среде происходит наложением трех связей

а +  Ь =  / ,  а —Ь =  с, Ъ =  й,

которые в реальных гексагональных кристаллах приближенно всегда выполняются. При этом 
Ь =  А*г, а =  X1 -  А*г.



132

общности можно положить к =  (к±,0,кг). В результате дисперсион­
ное уравнение (4.4.7) упрощается и принимает вид

е‘ (и ,к) (ш У га) -  к2 Х,г)  (ш У т) -  к2X1

4тткг
к2 к2I ГЬ I гь

(А  +  А ) 2̂  (ш2р(т) -  к2 х ,г -  к2 \ 1

( А  +  0 2 )  ( л - ф  +  Р з - й )  т г  ( А< -  А*г )  +к2) к2

(4.4.10)

(шут) к\ \ 1 -  к24\1г

При получении этого уравнения из (4.4.7) для простоты мы ограни­
чились рассмотрением потенциального поля Е =  —УФ. Поэтому это 
уравнение описывает связь упругих волн (продольного и поперечно­
го звука) с электростатическими (продольными) колебаниями носи­
телей заряда. Мы проанализируем эту связь для чисто поперечного 
(кг =  0) и чисто продольного (к± =  0) распространения волн.

В случае чисто продольного распространения волн (к± =  0) из
(4.4.10) имеем

е1 (и ,к) [ш2р{т) -  Х1к2) =  4ж(31к2 (4.4.11)

т.е. связанными между собой оказываются продольная плазменная и 
продольная упругая волны. Для чисто поперечного распространения 
волн (кг =  0) уравнение (4.4.10) сводится к виду

к) (ш2р{т) — Х*гк2\ =  4тт0 (к2, (4.4.12)

т.е. продольная плазменная волна оказывается связанной с попереч­
ным звуком.

Уравнения (4.4.11) и (4.4.12) имеют одинаковую структуру, и по­
этому можно провести их общий анализ. Видно, что наиболее сильное 
взаимодействие плазменной и упругих волн имеет место, если одно­
временно выполняются соотношения

1г

ш -  к ~(т) =  ш - к  уЦг =  0, е (ш, к) =  0, (4.4.13)
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\1,1г
где уцг =  \ 1  -^-г -  скорости продольных и поперечных упругих зву- 

’ р(т)
ковух колебаний, а у8 -  фазовая скорость плазменной волны. Это 
означает, что частоты упругих звуковых и плазменных волн близки 
друг к другу. Очевидно, что плазменные колебания при этом долж­
ны быть низкочастотными. Такие низкочастотные колебания суще­
ствуют в неизотермической изотропной плазме носителей заряда при 
Те '̂ > 7} (либо В у,. '̂ > 7}) и спектр их частот дается известными выра­
жениями (см. §§ 4.1 и 4.2):

ш2

Ое

1 Жгде у8 -  скорость ионного звука; к =  1, Уо =  Уте или к =  —, Уо =  Уре.
В пренебрежении пьезоэффектом (т.е. при Д =  0) упругие и плаз­
менные волны независимы, причем в рассматриваемом приближении 
упругие колебания вообще не затухают, а ионно-звуковые колебания 
затухают довольно сильно вследствие черенковской диссипации на 
электронах. При учете пьезоэлектрической связи этих волн затухаю­
щими оказываются и упругие звуковые колебания, причем они зату­
хают вследствие их поглощения электронами плазмы. Действитель­
но, запишем уравнение (4.4.10) для носителей заряда в бесстолкно- 
вительном пределе для области частот ионно-звуковых колебаний и 
при к =  к± или к =  кг соответственно. Имеем:

/ 9  9 9 \ (  9 9 р К  Ш3 \  47 Г / ? !  г Ш2 к 4 У 2
(и ~ к (и  -  Ч- +  У  2 « ^ )  =  • (4-4' 15)

В области пересечения дисперсионных кривых ш =  ш8 и ш =  ку*г’1 ре­
шение уравнения (4.4.15) следует искать в виде

со =  ку^1Г +  гб =  со8 +  гб. (4.4.16)

В результате для величины б получаем:

Л -  [*  “ 2 4- /  7Г|Я̂ 4 ^З2^ 4 '» , ,  ,
1,2 \ / 8 К2 Ь 0 \/ 3 2А:2г.§ р{т)и2и ' ( • ■  )

Верхний знак относится к упругим колебаниям решетки, нижний -  к 
колебаниям носителей заряда.
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При больших значениях констант пьезоэлектрического эффекта (3\ 
и /?з, когда подкоренное выражение в (4.4.17) положительно, имеем

Видно, что в этом случае происходит "раздвижка” пересекающихся 
спектров колебаний. Учет диссипации приводит к слабому затуханию 
как упругих, так и плазменных ионно-звуковых колебаний, причем 
ионный звук затухает слабее, чем при пренебрежении пьезоэффек­
том. При малых же значениях коэффициентов (5\ и (3% из (4.4.17) 
имеем

Здесь уже затухание упругих волн, обусловленное пьезоэффектом, 
намного слабее, чем затухание плазменных волн.

§ 4.5. Квантовые эффекты в линейной электродинамике 
изотропной плазменной среды

В заключительном параграфе темы IV рассмотрим роль кванто­
вых эффектов в линейной электиродинамике изотропной плазменной 
среды. Заметим при этом, что рассмотренные в § 4.2 электромагнит­
ные свойства изотропной вырожденной плазмы квантовых эффек­
тов, строго говоря, не касались. Там лишь равновесное распределение 
бралось квантовым -  распределением Ферми. Движение же носите­
лей заряда считалось классическим, поскольку для его описания ис­
пользовалось кинетическое уравнение Власова. Теперь же мы учтем 
квантовые эффекты в движении носителей, для чего воспользуемся 
квантовым кинетическим уравнением (3.7.7).

Линеаризуя квантовое кинетическое уравнение (3.7.7) в отсутствие 
внешних полей по малому отклонению относительно равновесной фун­
кции распределения /о (р) (кстати, не обязательно распределения Фер-

(4.4.18)

(4.4.19)
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дбг  м /  а д
.:и +  V +  еЕ—  
оъ от ар

ми) получим для 8/ :

е
(2 ттН) 3 П

Л -ф 'еИ Р * _ Р)/о(р') х

X НтдФ
дт Ч - т

(4.5.1)

V
С

/гг /гг'
А  — А  ( г — —  1 -I- А  г — —

Здесь Ф и А  -  скалярный и векторный потенциалы поля возмуще­
ний, которые также как 5 /  будем искать в виде ~  +  гкт ^
результате после стандартных вычислений получим выражения для 
продольной и поперечной диэлектрических проницаемостей при про­
извольном значении /гк:

4-тге2 Г к у

ш к у
■х

е* (и ,к ) ‘X

(4.5.2)

х < а д

дЕ К ш к у

(4.5.3)

Выражения (4.5.2) и (4.5.3) описывают квантовые эффекты в плаз­
менной среде при пренебрежении столкновениями носителей заряда. 
Поэтому при оценке их роли мы будем проводить сравнение с резуль­
татами §§ 4.1 и 4.2, полученными с помощью классического уравнения 
Власова. Более того, мы здесь рассмотрим только чисто электрон­
ную вырожденную плазму, поскольку квантовые эффекты наиболее 
сильно проявляются в движении легких носителей заряда в плот­
ной плазме. Из выражений (4.5.2) и (4.5.3) следует, что при условии



136

Нк <С р они переходят в свои классические аналоги (4.1.6) и (4.1.7). 
Вместе с тем, при Нк ~  р квантовые эффекты становятся не только 
существенными, но и определяющими. Легко видеть, что в коротко­
волновой области при к ~  —— отношение

Нк
р

УРе

НшЬе 2т) !/3 \  1/2е п
<  1, (4.5.4)

Р Р е^ Р е  \ & Ре )

а это значит, что квантовые эффекты в этой области длин волн малы. 
Они могут оказатся существенными только в области длинных волн, 
когда пространственная дисперсия мала. Поэтому анализом именно 
этой области длин волн мы и ограничиваемся.

Начнем с продольных волн, описываемых нулями продольной ди­
электрической проницаемости е1 {и;,&). В случае распределения Фер­
ми /о (р) выражения (4.5.2) легко вычисляются, причем для е1 (ш}к) 
получаем

е1 (и>, к) 1 +  тг
3 шРе 3 ш\ет
2к 2у\е 4 Нк5уре

X

х <
Нк2

2 т
к2и2к уРе п

Нк2

2 т
Нк2

2 т

кг г,

кУре (4.5.5)

ш
Нк2

2 т
2 2к уР е

Ш
п

Нк2

2 т куре

ш
Нк2 
2 т куре

В области слабой пространственной дисперсии, используя разложе­
ние по степеням к, из этого выражения находим спектр продольных 
волн электронной плазмы с учетом квантовых эффектов

о ц2ь,4
^  =  ШЬе +  5 к^ 1 е +  4^2  • (4-5-6)

Отсюда видно, что квантовые эффекты становятся существенными 
в области относительно коротких длин волн, в которой выполняется 
условие

19 0
%,,, (4.5.7)

Н2к2 12
т2 ~  5
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При этом, однако, колебания считаются все еще длинноволновыми в
Нк2 \ 2

том смысле, что ^ ^  шье• Нарушение этого последнего нера­

венства наряду с (4.5.7) означает нарушение условия газового при­
ближения (4.5.4).

Заметим, что при выполнении сильного неравенства (4.5.7) тепло­
вым движением носителей заряда полностью можно пренебречь, при­
няв /о (р) го 5(р). В результате из выражения (4.5.5) следует

е 1 (ш, к) =  1 ---------- ^  2- (4.5.8)
о /  Нкг \ 

иг - ' '
2  т

Отсюда, в частности, находим, что частота шд =  - — , как полюсНк?
2 т

е 1 (ш, к), соответствует одночастичным квантовым колебаниям свобод­
ного электрона, а условие (4.5.7) есть превышение энергии кванта 
Ншд над тепловой энергией Ере. В пределе ш —>• 0 из (4.5.8) следу­
ет, что е1 (0 ,к) описывает осциллирующую экранировку статического 
продольного поля в квантовой плазме. Однако, такой результат выхо­
дит за пределы применимости газового приближения (4.5.4) и поэто­
му не является верным. Из точного выражения (4.5.5) в статическом 
пределе, ш —>• 0, при условии (4.5.4) получается обычная формула 
дебаевской экранировки, рассмотренная в § 4.1 и обусловленная те­
пловым движением носителей.

Несколько иное положение имеет место для поперечных волн, опре­
деляемых поперечной диэлектрической проницаемостью егг(ш,к). В 
области больших фазовых скоростей, когда тепловым движением но­
сителей можно пренебречь, приняв /о(р) ~  <Нр)> из выражения (4.5.3) 
находим

егг{ш, к) =  1 -  (4.5.9)
из

Таким образом, в этом пределе квантовые эффекты вообще не про­
являются и спектр высокочастотных поперечных волн как в выро­
жденной, так и невырожденной электронной плазме определяется 
классической формулой (4.1.26).

При учете теплового движения электронов квантовые эффекты 
становятся существенными. Покажем это для случая распределения
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Ферми /о(р), когда из (4.5.3) следует выражение

со, к)
со 3 со21ет 
со2 ^  4 Нк2со2

Ье X

о; +

3 2 т

Нк2\ 3 
2т  /

о;
7 2 2 к VРе

Нк2

2т

со +
Нк2

2т
7 2  2

4к3у3Ре

СО +

п 2т

о; +
М 2
2т

куРе
(4.5.10)

к у р е

со
Нк2'
2т

к уРе СО

4 къуъ
п

Нк2

2 т куре

Р е СО

В низкочастотном пределе при условии со, 
дим:

е*г(ш,к)
1 ек2 Н2 

4ш2т2Уре
+ г-

Нк2 
2 т

Нк2

2 т

З ттсо

к ур е

<  отсюда нахо-

, , . (4.5.11)
4 ШКУре

Первое слагаемое в этом выражении, обладающее полюсом второго 
порядка при со —>• 0 , чисто квантовой природы и приводит к появле­
нию статических магнитных свойств свободного электронного газа 
при учете квантовых эффектов (см. задачу 5 по данной теме). Вто­
рое же слагаемое совпадает с классическим выражением для е1г{со, к) 
в низкочастотном пределе (см. § 4.2) и описывает аномальный скин- 
эффект. Легко показать, что наличие первого квантового слагаемого 
в (4.5.11) не меняет формулу аномального скин-эффекта (4.2.14), по­
скольку приводит к пренебрежимо малой поправке порядка

/ ,2 1,2
ш 1 е П

т*с*у
(4.5.12)

Р е
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Задачи по теме IV

Задача 1. Исследовать характер проникновения поперечного поля в плазму в 
зависимости от частоты со.

Решение.
Характер проникновения поперечного поля определяется корнями к (со) диспе­

рсионного уравнения
со

к2 =  — е1т(со,к)

Глубина проникновения поля

Л,ск 1т к (со)

(1)

(2 )

Проанализируем уравнение (1) в различных областях частот, 
а) В области со >• ие, куо (ие -  частота столкновений электронов, у0 -  сред­

няя скорость их хаотического движения: гп =  г/> -  для невырожденной плазмы и 
го =  -  для вырожденной плазмы) имеем

Л г 1 соЕе 1 — г—
со (3)

Здесь //,. =  -  для слабоионизованной невырожденной и вырожденной плазмы,
у е =  /'.н|,ф -  для полностью ионизованной невырожденной плазмы и ъ>е =  -  для
вырожденной плазмы.

Из (1) при подстановке (3) получаем

Лск

2ссо2
Ш1 еуе

при СО > •  С0 1 е ,

при соЬе— « и <  соЬе. 
с

(4)

б) В области кло >• со, ие имеем

Лг 1 +  га
соЕе

сокуп (5)

Здесь а =  \ /“ /2  -  для невырожденной и а =  (37г)/4  -  для вырожденной плазмы, В 
этой области частот из (1) получаем

Л,ск
С2 У о

аш2Ьеш
1/3 2*2 ? ? 'и() при со < и г < и ^ е-|, (6)

* Ч 9 1 9 9где и) =  1/е с /и)ЬеУ
Таким образом, область существования решения (6), соответствующего ано­

мальному скин-эффекту, дается неравенством V <С —соь . Аномальный скин-эф­" " с
фект возможен только в области частот со > со* независимо от соотношения величин
со и ие.

2

2
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в) В области //е кл)0,со имеем

е1г =  1 +  Ш г 'Ье
и)ие (7)

Здесь сх\ — 1 для слабоионизованной и а — 1,96 -  для полностью ионизованной 
плазмы. В результате находим

_  (  2/уес 2
С̂К — 1

1/2
при , Уе- (8)

Таким образом, решение (8), соответствующее нормальному скин-эффекту, су­
ществует в области частот ш си* независимо от соотношения величин со* и ие. 
Результаты проведенного анализа представлены на рис. 4.2, где а —> аш^е.

Рис. 4.2

Задача 2. Вывести выражение для диэлектрической проницаемости ультрареля- 
тивистской невырожденной (ТР т е 2) электронной плазмы и исследовать спектры 
высокочастотных волн.

Решение.
Поскольку энергия ультрарелятивистских частиц Е =  ер, функция распределе­

ния электронов в такой плазме имеет вид

■ш = ё  Ш  °хр {-% ) ■ (1)
Скорость электронов при этом равна скорости света: V =  ОЕ/др =  с и в этом 

смысле функция распределения (1) подобна распределению Ферми. Подставляя
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функцию распределения (1) в (4,1,4), получаем

Лг

1 +

1

• I 77с" Л /  _  _Ш_ Ш +  ск'
к2ТР 1 2ск со — ск  ̂ 7

тте2НРс Г 2со
сокТР ск

со
с2 к2

1 1п со +  ск 
со — ск

(2)

По своей структуре эти выражения схожи с (4,3,25) и (4,3,26), Из них непосред­
ственно следует, что при со/к > с мнимые части е1 и егг равны нулю и поглощение 
волн в плазме отсутствует. Спектры частот колебаний при этом определяются со­
отношениями

' А'ке2Ыес2 З . о
- ж т Г  + Ъ ™

СО

для поперечных волн,

2тте2Ыес2 
ТР +  к с2 2

при со >• ск,

при со —У ск,

(3)

2 _4тге2]Уес2 , 3 2;2
со — -------------+  —с к

3 ТР 5

со =  ск 1 +  2 ехр
к2Те

2тге2МР

при со >• ск,

при со —У ск,

(4)

-  для продольных волн,
В области малых фазовых скоростей (низких частот), когда со < ск, мнимые 

части е1 и е1т велики и поле в плазме сильно поглощается, либо экранируется. 
Действительно, при со <С ск имеем

1 + 4тге2]Уе
к2ТР

,7Г со
1 +  12ск

Лг 1 + ш-7Г е2Мес 
оокТР

(5)

Отсюда видно, что радиус экранирования продольного поля в плазме равен де-
/  те \ 1/<2

баевскому радиусу Л1к =  ( ------1—  ] , а глубина проникновения поперечного поля" " " \АттегМе)  "

определяется аномальным скин-эффектом Л,1гСК
ТРс

тт тте2Несо

1/3

Задача 3. Исследовать процесс релаксации анизотропии температуры электронов 
(Т± — 2]|) в полностью ионизованной неизотермической плазме в условиях I, I) 
при учете поляризационного взаимодействия электронов (взаимодействие посред­
ством ионного звука).

Решение.
В изотропизации температуры электронов, как было показано в задаче 5 по 

теме III, принимают участие как электрон-электронные, так и электрон-ионные
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столкновения. При решении этой задачи было пренебрежено поляризацией плаз­
мы в интеграле столкновений и тем самым взаимодействием электронов вследствие 
испускания и поглощения плазменных волн (волновое взаимодействие). Такое при­
ближение справедливо для не очень сильно неизотермической плазмы, в которой 
невозможны ионно-звуковые колебания, В неизотермической плазме в условиях 
Те 1) электроны интенсивно взаимодействуют с ионным звуком и могут быстро 
обмениваться импульсом посредством испускания и поглощения таких волн. По­
этому здесь учтем только такое волновое взаимодействие и выясним, когда оно 
становится определяющим, С этой целью воспользуемся кинетическим уравнени­
ем Ленарда -  Балеску

и учтем в интеграле электрон-электронных столкновений только волновое (поля­
ризационное) взаимодействие, т.е, представим /'] '(V. у') в виде

7“ (у.у')=;г с!к / 4-7ге2\ 2 — ку')
(2-7г)3 \ к2 )  |е(ку,А:)|2

„  (2)тг2 [  [Атте2у  Щ 5(клг -  клг')5 [Кее(к
СЮ.

(2тг)3 У \ к2 )  |1те(ку, к)\2 '
кгт< 1

Э т о  выражение учитывает лишь вклад, обусловленный волновым (поляриза­
ционным) взаимодействием электронов с ионно-звуковыми колебаниями, поэтому 
иптегрироваипе по к проводится только в области кгщ < 1, где такие колебания 
существуют. Оно дает аддитивный вклад в релаксацию анизотропии температуры 
наряду с ближними столкновениями (область />т/>( > 1), учтенными в задаче 5 по 
теме III, Учтем теперь тот факт, что для ионно-звуковых волн ш <С кг/-, ■ и запишем 
(2) в иной форме:

+ оо

Щ (у У )= 2 I  (3)
— ОО кго{< 1

Считая анизотропию температуры электронов малой, получим

и  , ш Ь е

и к 2у2,2 1 1,2„2 ’
Т е

т , ,, /тГ (  со2 \ [тт ш ? ,  (  ш2
Ы ф ,  к) =  ^ ~  щ -  ехр { - ^ г )  +  \ /2 № 4

Подставляя (4) в (3), после громоздких вычислений будем иметь:

(4)

/' ■ (V. V') = I \/27ГI' Г, I 1 /
1М 1*

7 =  1
Т (8)
Т, е*МТ?

2тТр
е

е
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Отсюда видно, что по порядку величины I ~ ---- , в то время как отброшенныйе4/
УТе

интеграл ближних столкновений давал /'] ~ ---- Ь. Таким образом, используемоеУТе
пренебрежение ближними столкновениями по сравнению с поляризационным вза­
имодействием обоснованно при условии / или что то же самое при

Те 1 
Тг , е|М Т 1  

е2гп Т?

>  Ь =  1п (в)

Это условие реально выполняется при Те/Т  ̂ > (102 -т-103),
Подставляя далее (5) в (1), домножая (1) на ту\ /2 и ту2/ 2 и интегрируя по 

импульсам, так же как и в задаче 5 по теме III, получаем

(7)

где

Уе
6
^эфф

I
V

4 / 27Г е2е2̂ Ь
Уэфф =  ч V ГГ,3 /2  ■ (8)

т уе0/ ̂
Учитывая аддитивный вклад в релаксацию ближних столкновений, найденный 

в задаче 5 по теме III, окончательно получим:

|  (т± -  I») = ->'п (т± -  Ц)

Уп -  7 ^ э ф ф  ^ 1 + —1= ( 1 + ~т~\/2 \ Ь

(9)

Задача 4. Исследовать затухание звука вследствие столкновений электронов, при 
нерезонансном взаимодействии носителей заряда с колебаниями решетки.

Решение.
Пьезоэффект проявляется не только в условиях пересечения дисперсионных 

кривых для упругих и плазменных волн. Просто в этом случае указанный эф­
фект является резонансным и поэтому наиболее сильным. Чтобы убедиться в этом, 
рассмотрим, как влияет на характер затухания упругих волн высокочастотное про­
дольное поле в условиях частых столкновений электронов. Легко видеть, что урав­
нение (4,4,7) остается справедливым и при учете столкновений частиц. Действи­
тельно, при учете столкновений носителей заряда меняются уравнение (4,4,1) и 
первое уравнение системы (4,4,4) -  в них появляются отличные от нуля столкнови- 
тельные члены. Сама же методика и идеология решения задачи о связанных вол­
нах, однако, не меняется, и поэтому система (4,4,5) и найденные при решении этой 
системы соотношения (4,4,6) и (4,4,7) полностью сохраняют свой вид, если в них 
под е(ш,к) понимать диэлектрическую проницаемость плазмы носителей заряда с
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учетом их столкновений. Учитывая все сказанное, уравнение (4,4,10) в высокоча­
стотном пределе и в условиях частых столкновений электронов запишем в виде 
(опять для к =  к± и к =  кг соответственно)

Учитывая, что в звуковой области частот со <С со\е/уе-, отсюда находим спектр ча­
стот упругих волн и декремент их затухания, обусловленного электронным трением 
(со ^  со +  гб):

2 , 2  2 г _  2тт[311к2ие
СО — к VI 4г, 0[̂ г — ( ■ 2 . (2)

Ь е

Задача 5. Исходя из формул (4,5,2) и (4,5,3), получить выражение для магнитной 
проницаемости свободного электронного газа.

Решение.
Используя связь магнитной проницаемости с е1(со,к) и егг(со,к) (см, § 2,3):

(1)

находим искомую величину /л(ш,к). Интерес представляет статический предел 
//(0, 0) =  Нт Нт р(со, к), определяемый соотношением

&—»• 0 ш / к —ьО

„ 1 2-7ге2 [  , г, ,9
1 — ТТГТТТ =  11111 ~ТТТ (1Р хр(0, 0) о с2А;4 ,]

а и  / ° ( р  +  т ) - / ° ( р - у ) | ,  а/о (2)

'  3^ Шлг ( Зс2гп2 I Р 88 '

Для вырожденного электронного газа, т.е, для распределения Ферми / 0 (р), отсюда 
находим

р(0 , 0) = 1 + 47гх(0, 0),

,П гл I еА V  4тп ‘ /3 /ТГ\2/3 ®
*(0' 0 ) = Ч Ч  - м  ( э )  ■

Для нерелятивистского же максвелловского распределения /о(р)

* • - ( = ) >  *
Наконец, для невырожденного электронного газа с ультрарелятивистской темпе­
ратурой (см, задачу 2 по теме IV):
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Легко видеть, что во всех рассмотренных случаях имеет место слабый диамагне­
тизм свободного электронного газа, открытый в случае вырожденного газа (фор­
мула (3)) и равный 1/3 спинового парамагнетизма такого газа. Формулы (4) и (5), 
обобщающие теорему Л,Ландау на случаи максвелловского распределения с про­
извольной температурой, были получены В,П,Силиным и А.А.Рухадзе в 1960 г.

Задача 6. Исходя из уравнений квантовой гидродинамики для холодной плаз­
мы (3.7.11), вывести тензор диэлектрической проницаемости в отсутствие внешних 
полей, но при наличии направленной скорости электронов и после усреднения по 
равновесной функции распределения по скоростям получить выражения (4.5.2) и 
(4.5.3).

Решение.
Линеаризуя систему (3.7.11) в однородной п =  сонм электронной плазме с на­

правленной скоростью V ф- () и замечая, что квантовое уравнение Эйлера отлича­
ется от классического заменой

Н2к2 8п 
Е ->• Е -  /к----------- ,

Ате п (1)

где 8п -  возмущение плотности п зависящее (как и все возмущенные величины) от 
координат в виде еГ

4 В(ы’ к) =

времени и координат в виде е легко заключаем, что

со
со

я_
2
Е е

кик,
к2 1 + и>„ к,,к

соЕе

(2 )

Здесь
Нк2

а к) -  гидродинамическая квантовая диэлектрическая про-
4 ~  2 т " '  ^

ницаемость, а :^ '(^\к) -  классическая, причем

4 Л(Ы’ к ) = %  + Ч / Ч  к )

%
А 7 г е 2 п

т,сог
' к2ущ
% + (со — к у ): + к з̂ + к^

СО ку
(3)

Теперь можно перейти от моноскоростной гидродинамик и к кинетике, производя 
усреднение по функции распределения по скоростям /о(р) путем замены

п Ф/о(р)[-

После несложных вычислений получаем

к) %
к{к̂ \ 1Г , 1 ч к{к̂  I , .  .^ ) 4 Ч к) + ^ Ч Ч к),

(4)

(5)

где е1̂(со,к) и е^(со,к) совпадают с (4.5.2) и (4.5.3). Заметим, кстати, что если по 
рецепту (4) усреднить е^ (со,к ), то из (3) следуют классические выражения (4.1.6) 
и (4.1.7).
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ЛИНЕЙНАЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА  
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИ РАВНОВЕСНОЙ 

НЕОГРАНИЧЕННОЙ ПЛАЗМЕННОЙ СРЕДЫ  
ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

ТЕМА V

§ 5.1. Линейные электромагнитные явления в 
бесстолкновительной равновесной магнитоактивной

плазменной среде

Плазменная среда во внешнем магнитном поле обладает таким 
большим числом степеней свободы и различных ветвей колебаний, 
что сколь-нибудь подробное их описание становится просто невоз­
можным. Поэтому мы здесь ограничимся рассмотрением принципи­
ально новых явлений, присущих только магнитоактивной плазменной 
среде.

Прежде всего следует отметить ларморовское вращение заряжен­
ных частиц вокруг силовых линий магнитного поля с частотой =  

&аВ()=  -------, где Во -  индукция внешнего магнитного поля, которую мы
тас

считаем направленным вдоль оси Ог. Частота ларморовского вра­
щения -ларморовская частота представляет собой как бы собствен­
ную частоту колебаний отдельной частицы, не зависящую от нали­
чия других частиц и, соответственно, коллективных эффектов, об­
условленных наличием самосогласованного поля. Иными словами,

-  ” одночастичная” частота и она должна проявиться в диэлек­
трической проницаемости в виде полюсов его компонент, или резо­
нансов при ш =  пО,а, где п =  О, ±1, ±2 ,... Кроме того, из общих курсов 
электродинамики известно, что ларморовское вращение заряженных 
частиц в магнитном поле приводит к циклотронному излучению (а 
следовательно, и поглощению) электромагнитных волн с частотами 
ш =  пО,а, что также проявляется в наличии полюсов компонент тен­
зора диэлектрической проницаемости плазменной среды.
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Во-вторых, внешнее магнитное поле обладает определенной упру­
гостью и оказывает на плазму давление ~  Б02/ 8тг, которое будет дей­
ствовать наряду с газокинетическим давлением Р{) =  Л 'Д ,. но

а
только поперек силовых линий магнитного поля. В конечном счете, 
это должно проявиться в спектрах акустических колебаний в виде 
появления новой ветви. Наконец, раз -  одночастичные собствен­
ные частоты, то вблизи этих частот, т.е. при ш ~  магнитоактивная 
плазма должна напоминать изотропную в области низких частот, т.е. 
в пределе ш —>• 0. Именно на эти эффекты и будет обращено основное 
внимание ниже.

Как и раньше, начнем рассмотрение с бесстолкновительной плаз­
менной среды, т.е. будем исходить из уравнения Власова

д/ д /  Г 1 Л д/_+у_+е|Е + _[уВ]}_ 0. (5.1.1)

Равновесная функция распределения /о удовлетворяет этому уравне­
нию в однородном и стационарном пределе и при наличии внешнего 
однородного магнитного поля Вд || 0 г, т.е.

ме г -о тЗ Д-  уВ0 —  
с о  р

О
д(р

0 , (5.1.2)

где введена цилиндрическая система координат в пространстве скоро­
стей (импульсов): ух =  у± соз <р , уу =  у± 81П<р , у~ =  у~. В частности, /о 
может быть термодинамически равновесным распределением Макс­
велла, либо распределением Ферми. Кроме того, сама плазма, как и 
выше, считается квазинейтральной, т.е. Е ( '< I I — 0-

а
Малое отклонение от равновесного распределения 5/  находится из 

решения линеаризованного уравнения Власова

к у )8 / +  О еЕ д к (5.1.3)
д(р др

Общее решение этого уравнения, удовлетворяющее очевидному усло­
вию периодичности

<*/(<? +  2?г) =  (5.1.4)
записывается в виде

' д р .
ехр

ч>'
— скр"(ш -  ку, (5.1.5)
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где \с\ —>• оо, причем знак постоянной с совпадает со знаком заряда 
е, так чтобы 8 /(с) —>• 0. Подставляя это выражение в формулу для 
тока, индуцированного в плазме

(5.1.6)

находим тензор проводимости к), а затем и тензор диэлектри­
ческой проницаемости

8ц +
Ат

ш -О'Ц шО,

ОО

X [  (1 < р ' ехр
/

г I  длр' 

\ *

Ш к у ч>
О

(5.1.7)

Здесь как и далее знак суммирования без индекса означает суммиро­
вание по сортам частиц а. Этот тензор состоит из 6-ти независимых 
компонент

к)
X X

^&ху
&Х2

'ХУ
~'УУ

’ у̂г &22

(5.1.8)
/

имеющих довольно громоздкий вид, и мы здесь их в общем случае вы­
писывать не будем. Явный вид тензора можно найти в книге А.Ф. Алек­
сандрова, Л.С.Богданкевич и А.А.Рухадзе "Основы электродинамики 
плазмы” , Москва, Изд. "Высшая школа” , 1988г. Тем более не будем 
анализировать общее дисперсионное уравнение малых электромаг­
нитных колебаний

к̂ к̂
ш
с

к) 0 , (5.1.9)

которое описывает бесчисленное множество ветвей и содержит всю 
информацию о линейных электромагнитных свойствах плазмы (по­
дробности можно найти в упомянутой выше книге; см. также § 3.1).

Рассмотрим только два выражения и вытекающие из них след­
ствия. Это величина

е±(ш,кг) =  ±  ге.ху Е 2 тте2 Г д/о Ар
ш ./ дВ ш — к~1'~ =р О

(5.1.10)
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описывающая поперечные (к ±  Е) поля, неоднородные только вдоль 
внешнего магнитного поля (продольное распространение волн, к± =  О, 
к~ =  к), и величина

( 1 N 1 4тге2 [  д/о
е(ш,к) =  1 - 2 ^ - р -

у
со — кгуг — п {1

(5.1.11)

описывающая продольное (потенциальное Е =  —УФ) поле с произ­
вольной пространственной неоднородностью (к± ф 0, кг ф 0). Здесь 
1п(х) -  функция Бесселя, Ъ =  к±у±/0,. Два знака в формуле (5.1.10) 
соответствуют двум возможным поперечным поляризациям поля Е.

Прежде всего заметим, что подинтегральные выражения (5.1.10) 
и (5.1.11) имеют полюса

ш к~у~ — пО, =  0, (5.1.12)

где гг =  0 ,± 1 ,± 2 ,.. .  Как и в случае изотропной плазменной среды на­
личие полюсов соответствует появлению диссипации, обусловленной 
излучением и поглощением электромагнитных полей заряженными 
частицами. Часто при п =  0 такое взаимодействие частиц с полем 
называют черенковским излучением и поглощением, а при п ф 0 -  ци­
клотронным. Легко понять, однако, что такое деление весьма услов­
но, поскольку, если учесть, что частицы в магнитном поле вращаются 
и тем самым обладают собственной частотой колебаний, то и цикло­
тронное взаимодействие можно считать черенковским, но с учетом 
сдвига частоты на собственную частоту ггО вследствие эффекта До­
плера. Так или иначе, но полюса в (5.1.10) и (5.1.11) следует понимать 
в смысле Ландау, т.е. при учете принципа причинности -  отсутствии 
возмущений при I —>• — оо, т.е.

^  гтгб (со — кгуг — ггО). (5.1.13)

Как мы уже знаем, это соответствует появлению бесстолкновитель­
ной диссипации энергии поля в среде. Для получения явных конкрет­
ных соотношений приведем вид выражений (5.1.10) и (5.1.11) для слу­
чая равновесного распределения Максвелла (в случае невырожден­
ных носителей) и для распределения Ферми (в случае сильного вы­
рождения носителей).

В случае невырожденных носителей заряда, распределенных по
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Максвеллу

е(со} к) — 1 ^  ^

е±(ш,кг) = Е ооь
СО{СО

1+
'со =р О'
к М т  .

ооь
к2 г2Г Е соАп(г) 

со — ггО 4
' оо — тгО
к М т  .

(5.1.10а)

(5.1.11а)

где Ап{х) =  1п(х)е х, 1п(х) -  модифицированная функция Бесселя, а 
г =  к{у 1 /П2.

Для сильно вырожденных носителей с равновесным распределе­
нием Ферми

X
оо

к~г2-
1 1п

и.’ =Р О +  к-Г/г \ =Р О
ш=рС1-кгур) к~г,.-

(5.1.106)

е(со, к) — 1 +  ^
ооь

к2Ур ! - Е /  81П 0 АО X
те 0

2 / к±_Ур 8Н1 в\ СО
те\ О )  2 (со — кгур СО8 0 — пО)

(5.1.116)

Эффект Доплера в формулах (5.1.10) и (5.1.11) проявляется и в ха­
рактере поведения электромагнитного поля в магнитоактивной плаз­
менной среде. Так, поперечное поле в электронной плазме скиниро- 
вано не в области низких частот, а в области циклотронных частот, 
когда \со =р Ое| <  к~г{). где у’() =  г -  для невырожденной плазмы и 
Уо =  Уре -  для вырожденной. Используя (5.1.10) для определения глу­
бины скинирования поля в этой области частот получаем1

2 2Г с со
куп

при Ере < %еч

(5.1.14)
37Г

~4
—  при Ере > Те.

1Ниже для простоты мы ограничиваемся чисто электронной плазмой.
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Это уравнение аналогично уравнению (4.1.14), рассмотренному вы­
ше, и приводит к формуле (4.1.15), описывающей аномальный скин- 
эффект (см. также (4.2.14))

1/3

при 8 Ре < Те,

(5.1.15)
1/3

при Ере > те.

Аск 1т  к

-1 /3

Можно э т о т  результат представить и на волновом (спектральном) 
языке. Именно, сказать, что вблизи циклотронной частоты появляют­
ся поперечные циклотронные волны, затухающие благодаря их силь­
ному черенковскому поглощению

ш
,к3с2Уг

шЬе

при & Р е  < Те

—  при 8 ре > Те.

(5.1.16)
4

37Г

Вдали же от циклотронной частоты, когда ш ^  \ш =р Ое| ^  к~г{). или 
как говорят в оптике, вне линии циклотронного поглощения, из 
(5.1.10) следует, что в невырожденной максвелловской плазме суще­
ствуют слабозатухающие волны, причем для них

17Т (л) —(— е  ̂ ”"Р ^̂(:2 2к с ШЬеШ 
(л) —(— е к г г,.

ехр
2 кЧ\е

(5.1.17)

Отсюда находим частоту и декремент затухания (ш —>• ш +  гб) цикло­
тронной волны вне линии поглощения

ш

5

ШЬеШ 
к2с2 '

[к ( Ш1 еШ\ 1
■ п у ш )  ь ^ ехр

(5.1.18)

2к2у\е
Раз мы заговорили на оптическом языке, запишем и решение урав-

Снения (5.1.17) для комплексного показателя преломления п =  — к как
оо

функцию действительной частоты ш ~  =Ше. Имеем (п ^  п +  / \):

шЬе
X

*  ШЬ еС 1

Ш2Уте  п 2

2 Л'
ехр (ш Пе) с

2 П2У2е
(5.1.19)



Что касается вырожденной плазмы, то вне линии поглощения при 
\ш =р Ц=| кгУо мнимая часть к) в (5.1.106) обращается в нуль,
а поэтому поглощение вовсе отсутствует.

Все сказанное выше справедливо только вдали от линии цикло­
тронного поглощения, пока |и> =р Ое| п— . Внутри же этой линии,

с
т.е. при выполнении обратного неравенства, мы должны воспользо­
ваться уравнением (5.1.14), которое дает сильное поглощение волны 
как в невырожденной, так и в вырожденной плазме

п ; ШЬ еС

' ш2 г’0

при 6 Р е  <  Т е

—  при Ере > Те

(5.1.20)

На рис. 5.1 представлены решения (5.1.19) и (5.1.20) вблизи цикло­
тронной частоты. Заштрихованная область соответствует сильному 
поглощению и реализуется только для невырожденной плазменной 
среды.

Следует отметить, что явление циклотронного поглощения в плаз­
менной среде уже давно приобрело прикладное значение. Электрон­
ный и ионный циклотронные резонансы являются мощным средством 
нагрева плазмы в установках управляемого ткрмоядерного синтеза. 
Электронный циклотронный резонанс с успехом используется для со­
здания плазмы в плазменных технологических установках. Наконец,
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электронно-дырочный циклотронный резонанс в плазме твердого те­
ла позволяет измерять эффективные массы носителей.

Собственная частота колебаний частиц проявляется и в характере 
продольного поля в магнитоактивной плазменной среде. Правда, это 
не касается дебаевского экранирования продольного поля, которое 
имеет место в статическом пределе. В магнитоактивной плазменной 
среде подобная экранировка сохраняется, в чем легко убедиться, пе­
рейдя в формуле (5.1.11) к пределу ш —>• 0. Имеем

е(0, к) Е к2г2в
(5.1.21)

Это выражение, как мы уже знаем, описывает дебаевскую экрани­
ровку поля статического заряда в плазменной среде.

Вместе с тем, из выражения (5.1.11) видно, что вблизи циклотрон­
ных частот, т.е. при ш ^  /уО,., величина е(и;,&) обладает полюсами, 
а это значит, что даже в редкой плазме существует неограниченное 
число циклотронных мод колебаний. Для простоты здесь мы проана­
лизируем эти моды для случая электронной плазмы и строго попе­
речного их распространения, т.е. при кг =  0. В этом пределе из (5.1.11) 
получаем дисперсионное уравнение

Е ш
ш -п П е~пЛ ( кЧ

ОО

^ Е
те= 1 к2у^е(ш2 — п2 0 ,2)

Ат

а д

дЕ с?р

(5.1.22)

0.

Последнее соотношение относится к невырожденной электронной 
плазме с максвелловским распределением (см. (5.1.11а)). Для выро­
жденной электронной плазмы с распределением Ферми при кг =  0 из 
(5.1.116) имеем

е(ш, к) з^ 1  
кЧ\е

X

[ - п т  п 2 &1 ТX ^  8111 О АО ш2 _  Зп
те о 6

2 (  куре Ш\0 '

К ^  ,

(5.1.23)

0.
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Определив предельные частоты: при к —>• 0 -  это ш =  ггО (для п >  1)
и а; =  ^и;|е +  О2 (для гг =  1); а при к —>• оо -  это ш =  ггО для любых 
гг, легко представить бесконечное число решений (5.1.22) и (5.1.23) в 
виде, показанном на рис. 5.2 и 5.3, которые в литературе известны 
как моды Бернстейна (заметим, что для вырожденной плазмы при 
куо >  Ое кривые, показанные пунктиром, слегка осциллируют). Мо­
дам Бернстейна обычно уделяется мало внимания, хотя они очень 
интересны тем, что обладают отрицательной дисперсией -  в них угр 
и Уф антипараллельны.

Рис. 5.2

Ое б) Ое

Рис. 5.3

Выше мы специально осветили только некоторые вопросы элек-
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тродинамики магнитоактивной плазменной среды: с одной стороны, 
такие, которые характерны только для такой плазмы, либо, с дру­
гой, недостаточно освещены в известных книгах по физике плазмы 
(см. упомянутую выше монографию "Основы электродинамики плаз­
мы” , 1988г.). В заключение же кратко обсудим вопросы, которые 
обычно подробно излагаются в этих книгах.

В первую очередь рассмотрим предел "холодной” замагниченной 
плазмы. Он следует из (5.1.7) в условиях

ш ггОа >  1, <  1, (5.1.24)

т.е. когда фазовая скорость с учетом доплеровского сдвига намного 
превосходит тепловую скорость частиц, а длина волны много больше 
их ларморовского радиуса. В нулевом приближении по этим параме­
трам получаем:

7 е± гд
- г д  е± 

х О О
ще

1 - Е

О \
О 

е \ \

(5.1.25)
/

шЬа
&а

9 Е (5.1.26)

Е шЬа 
Ш2 '

Это выражение в точности совпадает с полученным в модели неза­
висимых частиц (либо в модели двухжидкостной гидродинамики хо­
лодной бесстолкновительной плазмы). Выше нами были исследованы 
свойства магнитоактивной плазмы в этой модели. Таким образом, не­
равенства (5.1.24) можно считать условиями применимости простей­
шей модели двухжидкостной гидродинамики холодной плазмы.

Вторая простейшая модель, которая была обоснована выше -  это 
модель одножидкостной гидродинамики бесстолкновительной неизо­
термической плазмы с Те >  Т|, которая совпадает с идеальной одно­
жидкостной магнитной гидродинамикой Альфвена. Она следует из



156

(5.1.7) в условиях

(5.1.27)

когда справедливо выражение

(5.1.28)

ще

ХХ- о  у у -  ^

(5.1.29)

Фте ш 2  '
Здесь, стремясь к точному переходу к магнитной гидродинамике иде­
альной жидкости, мы полностью пренебрегли диссипацией энергии в 
плазме. Подстановка (5.1.29) в дисперсионное уравнение (5.1.9) при­
водит к спектрам гидродинамических волн, исследованных в модели 
одножидкостной гидродинамики. Таким образом, неравенства (5.1.27) 
являются условиями применимости этой модели.

§ 5.2. Учет столкновений частиц при описании свойств 
магнитоактивной плазменной среды

Учет столкновений еще больше усложняет многообразие свойств 
магнитоактивной плазменной среды. Поэтому и здесь мы ограничим­
ся только наиболее характерными явлениями, обусловленными столк­
новениями частиц, и так же как в случае изотропной плазмы проде­
монстрируем это с помощью использования кинетического уравнения 
с модельным интегралом столкновений БГК в изотермическом при­
ближении. При этом для малого отклонения функции распределения 
от равновесной имеем интегральное уравнение типа Вольтерра
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где щ  =  —  Зрб/а, а /оа -  равновесное распределение, совпадаю- 
п.ьа

щее с распределением Максвелла, либо Ферми. Это уравнение реша­
ется совершенно так же, как это было сделано в случае изотропной 
плазмы. Поэтому мы здесь опустим все промежуточные выкладки 
и приведем окончательные формулы для эффективной поперечной 
диэлектрической проницаемости, пригодной для описания попереч­
ного электромагнитного поля, неоднородного только вдоль внешнего 
магнитного поля, т.е. при к±  =  0, кг ф 0 (ср. с (5.1.10)):

со +  щап

и
(си +  гр) — 1 ±  г е ^  (си +  ш)

а
(5.2.2)

Е
а

2тге; Г д/0а

Ж * 9

V
СО ^  -р  г1Уап к~1'~

а также для эффективной продольной диэлектрической проницае­
мости, описывающей потенциальное поле (Е =  — \7Ф) с произволь­
ной пространственной неоднородностью, т.е. при к± ф  0, кг ф  0 (ср. с 
(5.1.11))

е(со, к)
ае,а

X Е со +  ш,ап

ап к~1'~ —  п И а
X (5.2.3)

гр,ап

ап к~1'~ — пИ '^пФа
а

В случае равновесного максвелловского распределения /оа выра­
жения (5.2.2) и (5.2.3) интегрируются, что дает:

^±(^> кг) — 1 +
соЬа

а 10(10 -Р  грап р̂ Оа)
Л

со -р  грап ^р О а

к г > ' Т п
(5.2.2а)
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соЬа

а
кЧ 1 а

X

X 1 - Е
оо +  гг/ап А / ч т (ш  +  щ

-Ап\%а)^+ I
ап

со +  гиа71 — пО,иа кгГ/п
X (5.2.3а)

х 1 - Е
^ап^п(^а)

ггОСО +  IV.
■Л

со +  щап * иаа
ап а кг>'Тп

Аналогичным образом вычисляются из (5.2.2) и (5.2.3) выражения 
е±(со,кг) и е(со, к) для вырожденной плазмы с равновесным распре­
делением /оа в виде распределения Ферми:

3 шь СО +  IV а  =Р О а

Щу2р

х 1п

Асокур

СО -|- IV а  -р  к г У р а  ^СО +  IV а  О

Ш +  к г у р а  к г У р а

1 х

(5.2.26)
а

За;ь
к2*Ра

X

X Е СО +  IV,
тт/2 8111 9  Х п

(  к ± У р а  818111
ап ав ц а

со +  IVа — кгура сое в — ггОа
X

(5.2.36)

х
т/2 8111 О X

/  к±Ура 8111 0 '
V ,

СО +  IV а  — кгура С08 9 — ТгЦа

При уап —>• 0, т.е. в пределе бесстолкновительной плазмы, выражения 
(5.2.2) и (5.2.3) очевидным образом переходят в (5.1.10) и (5.1.11), 
соответственно.

Начнем с анализа эффективной поперечной диэлектрической про­
ницаемости (5.2.2). Из сравнения этого выражения с (5.1.10) совер­
шенно так же, как в случае изотропной плазмы в области низких ча­
стот, мы видим, что в магнитоактивной плазменной среде в области
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электронной циклотронной частоты характер диссипации поперечно­
го поля существенным образом зависит от отношения

/ 2  \ 1/3Уем Уем 0 \ ' ----- ~  —  — к- . Ьсли это отношение меньше единицы, то дис-
кгуо У{) \шш1 е)
сипация определяется черенковским поглощением поля и имеет место 
аномальный скин-эффект. В обратном же пределе при \ш — Ое| < г/еп 
вместо (5.1.15) имеем

А“ ^ г Ч  ( Ч п У / 2 - ( 5 -2 -4 )1т  к

На языке же спектров собственных колебаний в этом случае вместо
(5.1.16) мы должны записать

ш =  п , -  (5.2.5)
ШШ1е

И здесь мы также видим аналогию со спектром поперечных коле­
баний изотропной плазменной среды в области низких частот и за­
ключаем, что наличие магнитного поля эквивалентно доплеровскому 
сдвигу частоты на Ое.

Перейдем теперь к обсуждению эффективной продольной диэлек­
трической проницаемости (5.2.3). Прежде всего отметим, что в ста­
тическом пределе, т.е. при ш —>• 0, из (5.2.3) следует

Ф , * 0 - 1  +  Е Ч / Ф ^ - 1  +  к Ц '  ( 5 ' 2 ' 6 )а  и

Как и следовало ожидать, это выражение совпадает с (5.1.21) и свиде­
тельствует о том, что в магнитоактивной плазменной среде, так же, 
как и в изотропной, в статическом пределе независимо от наличия 
столкновений частиц имеет место дебаевская экранировка продоль­
ного поля.

То новое, которое возникает для продольного поля в магнитоак­
тивной плазме, связано с характером расплывания неоднородности 
плотности среды, или другими словами, с диффузией частиц при на­
личии градиентов плотности. Чтобы убедиться в этом, запишем вы­
ражение (5.2.3а) для невырожденной плазменной среды в низкоча-



стотном пределе о;, кута ^ а-
1.2 2 1,2 2К'±иТаРап . т Га

ф , к )  =  1  +  1 ^ 2 -$ % ----------4 ^ 4  " " * Ч У  ( 5 ' 2 ' 7 )/п . . I • Ь . 1 Та , Л Г* / п \
02 _|_ т/2 1 7,2

> а  1 ап " а п

Из полюсов этого выражения мы находим характерные времена диф­
фузии (расплывания) мелкомасштабных (меньше дебаевского ради­
уса) неоднородностей плотности; при этом сам процесс описывается 
одночастичным уравнением диффузии

(>,) д  (а) д 2Ма
~ д Г ~ ^  А ^ ~ Ц \

V {X,А ±Nа -  V  х)— “ =  0, (5.2.8)
иь "

ще
п (а )  _  ^ТоУот г\(а) _  VТа (г. о гЛ

~  02 , у 2 ’ п| -  ^“ а ' "ате иап
соответственно поперечный и продольный коэффициенты диффузии 
частиц сорта а.

В случае же крупномасштабных неоднородностей диффузию опре­
деляют нули диэлектрической проницаемости (5.2.7). Это приводит к 
амбиполярной диффузии при квазинейтральных возмущениях (]Уе =  
=  N,1 =  И), уравнение которой, однако, просто можно записать толь­
ко, когда либо к . =  0, либо к\\ =  0 :

дИ  дИ  <92А^_ - Р 1Д1ЛГ =  0, =  (5.2.10)

Если же одновременно к± ф 0 жк\\ ф 0, то уравнения (5.2.10) оказыва­
ются весьма сложными и в общем случае практически необозримыми:
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Коэффициенты поперечной и продольной амбиполярной диффузии 
при этом записываются в виде

Ч  = (5-2-12)

причем Т>(\_ < Х>|.
В заключение приведем связь между одночастичными коэффици­

ентами диффузии и парциальными статическими проводимостями в 
плазме. Согласно соотношению Эйнштейна

^  (5'2' 13) 

Учитывая (5.2.9), отсюда находим парциальные поперечную и про­
дольную проводимости1

_а _  е2а1УапМа _ а _  , .
/02 ) 2 л5 II ’ (5.2.14)

т а { ^ а  +  р а п ) ГПа Рап

Отметим, что эти соотношения справедливы только в статическом 
пределе и в условиях применимости двухжидкостной гидродинами­
ки, причем они определяют лишь диагональные компоненты тензора 
проводимости.

Наконец заметим, что все полученные выше соотношения легко об­
общаются на случай вырожденной плазмы простой заменой Ута VР а -

Более строго количественное рассмотрение этого вопроса предоста­
вим сделать читателю, исходя из выражений (5.1.106) и (5.1.116).

§ 5.3. Связанные упруго-электромагнитные волны в 
магнитоактивной плазменной среде

Выше мы уже рассмотрели проблему связанных упруго-электро­
магнитных волн в изотропной плазменной среде. Рассмотрим теперь 
этот же вопрос для упругой замагниченной плазменной среды. Не 
производя промежуточные выкладки, приведем лишь окончательное

вы раж ен ия  (5.2.14) легко получаются так же расчетом оц  по стандартной схеме в рамках 
простейшей модели независимых частиц.
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уравнение, описывающее спектр собственных колебаний в такой упру­
гой среде, т.е. спектр связанных упруго-электромагнитных волн, ко­
торый находится из дисперсионного уравнения вида

ш2р{т)6ц -  Хгкцкккг -  ^ -р и Ф к А ^ р т ^ к г, 0. (5.3.1)

Здесь тензор к) -  парциальная диэлектрическая проницаемость, 
описывающая вклад только носителей заряда, а

к) — к Зц к̂ к̂   ̂&%](^?

Уравнение (5.3.1) значительно сложнее исследованного выше для 
случая изотропной среды и прежде всего из-за большого многообра­
зия различных ветвей колебаний, присущих самим носителям заряда 
в магнитоактивной плазме. Поэтому мы ограничимся рассмотрени­
ем только низкочастотных волн, которые наиболее сильно связаны 
с упругими колебаниями решетки. Такие волны обладают малыми 
фазовыми скоростями и поэтому с хорошей степенью точности по­
тенциальны. В потенциальном же приближении, когда Е =  — \7Ф, 
уравнение (5.3.1) принимает вид

2 (то) г л 7 7 А'ккпРипкгкф^ткГП
Ш -  АЛ ] , к , м -------------- --------------------------- 0. (5.3.2)

кк-
Здесь е(ш, к) =  к) -  продольная диэлектрическая проницае-

ГЬ

мость магнитоактивной плазмы, явные выражения для которой при­
ведены в предыдущих параграфах настоящего раздела.

Не следует, однако, думать, что медленными электромагнитными 
волнами в твердотельной магнитоактивной плазме являются только 
потенциальные волны. Выше мы неоднократно убеждались в суще­
ствовании в такой среде чисто поперечных медленных волн типа аль- 
фвеновских волн, геликонов, быстрых и медленных магнитозвуковых 
колебаний. Чтобы учесть связь таких волн с упругими колебания­
ми кристаллической решетки, мы здесь проанализируем уравнение 
(5.3.1) также для чисто продольного распространения (к || Вд || Ог), 
но без предположения о потенциальности. При этом тензор к)
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имеет относительно простой вид

Л > . к )

( А - 1  л - 1у о \

А- 1 Л-1 О*^ух уу

\ О О А - 1 /

(5.3.3)

Здесь

А ^ 1 =  —  А ^ 1 =  А к2 — ш2ехх/с2

(к2 -  и 2ехх/с2 ) 2 +  шАе 2ху/сА ’

.-1  =  _  .-1  = _________ ^ Ж|//с 2_________
{к2 -  ш2ехх/с2 ) 2 +  / с 4 •

(5.3.4)

Для упрощения задачи будем рассматривать кристаллическую ре­
шетку с гексагональной симметрией, ось симметрии четвертого по­
рядка которой совпадает с осью Ог, т.е. параллельна магнитному по­
лю. Тензор (Зц1 при этом имеет следующие отличные от нуля компо­
ненты:

$ 1  =  Рх,хг =  Рх,гх  =  @ у , у г  =  Р у , г у 1

(5.3.5)
$ 2  =  @ г , х х  =  Р г ; у у 1 Дз =  $ 2 ,22-1

а тензор обладает с хорошей степенью точности симметрией изо­
тропной среды, т.е.

Л1к]1ккк1 — А ( 5{у к2 +  А 1кгЩ. (5.3.6)

В этих предположениях уравнение (5.3.2) принимает вид

8тг (32 к2
со2 — к2у21г)е{со, к )

Р(то)
(5.3.7)

\1,*г
где уцг

Р(то)
скорость продольного и поперечного звука, а

к̂ к̂
е (ш , к )  =  — ^ - Е у ( а ; , к )  -  продольная диэлектрическая проницаемость.

ГЬ

Это уравнение связывает упругие звуковые волны с продольными ко­
лебаниями плазмы носителей заряда.



Существенно упрощается и уравнение (5.3.1) для одномерных по­
перечных волн, распространяющихся строго вдоль магнитного поля, 
когда л а 1 имеет вид (5.3.3). Оно сводится к системе двух независи­
мых уравнений

связывающих упругие звуковые колебания решетки кристалла с обык­
новенной и необыкновенной электромагнитными волнами в плазме 
свободных носителей твердого тела.

Из структуры уравнений (5.3.7) и (5.3.8) видно, что в пьезополу­
проводниках упругие звуковые колебания решетки связаны с элек­
тромагнитными -  связь с продольными волнами описывается уравне­
нием (5.3.7), а с поперечными волнами -  уравнениями (5.3.8). Послед­
ние были довольно подробно исследованы в предыдущих разделах, 
где приведены спектры частот колебаний и декременты их затуха­
ния ш —>• ша +  г8а. Под а при этом надо понимать ветви собственных 
колебаний плазмы: ионный звук, альфвеновскую либо спиральную 
(геликон) волны и др. Как уже отмечалось ранее, связь упругих зву­
ковых волн с электромагнитными наиболее существенно проявляется 
в условиях, когда их частоты близки. Учитывая это обстоятельство, 
запишем уравнения (5.3.7) и (5.3.8) для волн, распространяющихся 
строго вдоль внешнего магнитного поля:

(5.3.8)
4тт(3̂ к2си2

с2р(т)

(ш2 -  к2у2)(ш - ш а +  г8а) =  А, 
где величины А ж у2 даются соотношениями:

(5.3.9)

(5.3.10)

в случае уравнения (5.3.7) и
4тт ш2132 к2
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в случае уравнений (5.3.8).
Из уравнения (5.3.9) видно, что наиболее сильная связь упругих 

волн с электромагнитными имеет место в условиях резонанса, когда

а (к) =  кур. (5.3.12)

Если в этой области решение (5.3.9) искать в виде ш =  ша+г8 =  кур+гб, 
то для 5 получим уравнение

— 0. (5.3.13)

При анализе уравнения (5.3.13) следует иметь в виду следующее.
Выше при учете резонанса (5.3.12) мы уже приняли, что электромаг­
нитные колебания являются слабозатухающими (<̂а <С ша), а следо­
вательно, в рассматриваемой области частот мнимая (антиэрмитов- 
ская) часть тензора диэлектрической проницаемости мала. Поэтому 
в выражении для А  ею можно пренебречь, считая А  чисто действи­
тельной величиной. Учитывая это обстоятельство и малость пьезо­
электрической связи, находим декременты затухания волн

<*1 =  -$а, $2 =  -т т и т - (5.3.14)2 шб,а

Первый из этих декрементов описывает затухание электромагнит­
ной волны -  в приближении слабой пьезоэлектрической связи он не 
изменился, а второй 62 описывает затухание упругой звуковой волны, 
которая без учета связи вообще не затухала и поэтому ее затухание 
чисто плазменной природы.

Рассмотрим конкретные примеры применения общих формул
(5.3.7)-(5.3.14). Так, для области существования ионно-звуковых ко­
лебаний в сильно замагниченной классической бесстолкновительной
плазме

Спектр таких колебаний, определяемый нулями этого выражения, 
дается известными формулами

2 _  ши  „ ттт

=  ( 5 , 3 , 1 6 )
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При учете слабой пьезоэлектрической связи, как отмечалось выше, 
спектр этот в первом приближении не меняется. Упругие же звуковые 
волны приобретают декремент затухания (5.3.14), который оказыва­
ется равным

Г 2 * 0 1 * 4 '
43 -  - 1 д а г  ( 5 ' 3 ' 1 7 )

Затухание при этом обусловлено черенковской диссипацией на элек­
тронах.

В качестве другого примера рассмотрим связь упругих волн со 
спиральной волной (геликоном) в сильно столкновительной твердо­
тельной плазме. Из предыдущих параграфов мы уже знаем спектр 
спиральной волны, распространяющейся строго вдоль магнитного по­
ля:

к2г2О к2г2
=  -Р а —  (5.3.18)

Ш1 е Ш1е

где ре =  г'эфф Для сильноионизованной невырожденной плазмы, ре =  
=  рре для вырожденной, и ре =  реп для слабоионизованной плазмы. 
Величина же А согласно (5.3.11) дается формулой

„ _  4тг(31ш2к2Пе /С 0 1^
л  ■ ( 5 -3 ' 1 9 )

Учитывая соотношения (5.3.18) и (5.3.19), для декремента затухания 
звука находим:

=

“ 6аи\ ер<™> ' 1
Это затухание звука обусловлено столкновительным поглощением 
электронами плазмы спиральных волн, связанных согласно уравне­
нию (5.3.9) со звуковыми колебаниями кристалла.

§ 5.4. Квантовые эффекты в замагниченной электронной
плазме

В § 4.5 мы показали, что в изотропной электронной плазме кван­
товые эффекты могут проявляться в дисперсии продольных волн, 
причем они обусловлены одночастичными квантовыми колебаниями
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„ Нк2 глсвободного электрона с частотой Шп =  -----. Они становятся сугце-
2га

ственными, когда энергия кванта таких колебаний превосходит энер­
гию теплового движения электронов (энергию Ферми в случае выро­
жденной электронной плазмы; ср. с условием (4.5.5)):

Ь2к2
—  > ёге- (5.4.1)2га

Очевидно, что это условие проявления квантовых эффектов движе­
ния электронов сохранится и в случае замагниченной плазмы.

Кроме того, при наличии внешнего магнитного поля, как уже от­
мечалось в настоящем разделе, существенной становится еще одна 
характерная частота одночастичного движения электронов, именно,
частота их ларморовского вращения Ое =  — -. Отсюда и новая воз-

гас
можность проявления квантовых эффектов движения электронов -  
превышение энергии ларморовского кванта над энергией теплового 
движения (энергией Ферми)

Ш е > 8ре. (5.4.2)

При выполнении этого условия движение электрона поперек магнит­
ного поля становится квантованным и кинетическая энергия отдель­
ного электрона дается формулой

€  =  \п +  -  Ш е +  — (5.4.3)

где п =  1, 2, . . .  -  целые числа.
Ниже мы рассмотрим проявления обоих указанных квантовых эф­

фектов в замагниченной плазме по отдельности. Начнем с рассмо­
трения первого из этих эффектов, считая магнитное поле "классиче­
ским” в том смысле, что выполняется обратное условие (5.4.2). Вме­
сте с тем поле Во предполагается достаточно сильным, так, чтобы 
можно было полностью пренебречь движением электронов поперек 
магнитного поля. При таком предположении решение линеаризован­
ного кинетического уравнения (3.7.7) приводит к следующему выра­
жению для продольной диэлектрической проницаемости электронной
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плазмы

гф , к) =  к )  =  1  +  ^  ф с Щ р )

2тте2 | кг 
тсод к

Ф / о ( р ) х

(5.4.4)

х
со -  к~г~ +  ш.

к,
со — к~г СОп

к.
к ^  4 к

В случае чисто продольной неоднородности поля, т.е. когда к =  \к2\ 
это выражение путем замены переменного интегрирования очевидно 
сводится к е1(со,к) в (4.5.1).

Формула (5.4.4) пригодна для произвольной равновесной функции 
распределения / о ( р ) .  Для случая вырожденного электронного газа 
с распределением Ферми интеграл в (5.4.4) легко вычисляется, что 
приводит к следующему выражению (ср. с (4.5.3)):

е(со, к )  —  1  +  -

3 о;Ье СОЬе

4 к2у2Ре 8ш2кЧ3Ре
х

X , кг\ 2 2 
Ш Ш<1~к )  е

1п

\кг I
Ш +  Ш* ~ к  +  У Р е

СО СОд
к
к

кгУре (5.4.5)

1п
I | 

'9~к
со — соа—г~ +  к2уре

со — со,
к.

я к кгУре

Нули г (а;, к ) ,  как нам известно, определяют спектры продольных 
волн. Из выражения (5.4.5) в условиях слабой пространственной дис­
персии (малых кг) находим спектр продольных волн

к*
со (5.4.6)

Этот спектр аналогичен спектру (4.5.4) и поэтому весь анализ про­
веденный в § 4.5 сохраняет силу. В частности, при условии (5.4.1).
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которое совпадает с (4.5.5), дисперсия в спектре продольных волн 
определяется квантовыми эффектами. Вместе с тем, квантовая дис­
персия по условию получения спектра (5.4.6) должна оставаться ма­
лой. В противном случае нарушается условие применимости газового 
приближения, как это было показано в § 4.5. Как следствие этого об­
стоятельства предельное выражение

к2 2 Аг
^ Ь е  1 2

е(ш,к) =  1 ------------^ - 2 , (5.4.7)
2 2 г

получаемое из (5.4.5) при пренебрежении тепловым движением, пра­
вильно описывает спектр (5.4.6) (без последнего слагаемого), но не 
пригодно для описания экранировки статического продольного поля 
в плазме. Экранировка такого поля как и в случае изотропной элек­
тронной плазмы имеет место при обратном условии (5.4.1) и дается
классической дебаевской формулой с радиусом экранировки г о  =
_  3 УРе

ШЬе
Перейдем теперь к учету квантовых эффектов при выполнении не­

равенства (5.4.2), когда квантованным становится поперечное движе­
ние электронов и одночастичный спектр энергии определяется фор­
мулой (5.4.3). В этом случае для вывода диэлектрической проницае­
мости удобнее оказывается исходить из уравнений квантовой гидро­
динамики (см. § 3.7) и использовать метод, примененный в задаче 6 
по теме IV.

Как и выше ограничимся рассмотрением потенциального электро­
магнитного поля и выведем выражения для квантовой продольной 
диэлектрической проницаемости. При этом поскольку нас интересу­
ют квантовые эффекты, обусловленные сильным квантующим маг­
нитным полем и выполнением неравенства (5.4.2), эффектами свя­
занными с квантовой частотой осцилляций свободного электрона 
пренебрежем, считая выполненным обратное неравенство (5.4.1). В 
результате из соотношения (2) задачи 6 по теме IV следует, что кван­
товое выражение для тензора диэлектрической проницаемости хо­
лодной электронной плазмы в модели квантовой гидродинамики со­
впадает с классическим гидродинамическим выражением. По этой 
причине совпадает с классическим выражением и квантовый тензор 
диэлектрической проницаемости, учитывающий тепловое движение
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электронов. Иными словами, справедливым остается тензор (5.1.7), 
если только выполняется обратное условие (5.4.1) при произвольном 
соотношении НО,е/Ер (либо Т  для невырожденной плазмы).

Однако, если движение электронов квантованно благодаря нали­
чию сильного магнитного поля Вд и имеет место быть соотношение
(5.4.3) выбирать функцию / о ( р )  в виде распределения Максвелла, 
либо Ферми уже нельзя. Из общего курса статистической физики 
(см. Л.Ландау и Е.Лифшиц "Статистическая физика” , Москва, 1976) 
известно, что в случае невырожденного электронного газа в произ­
вольном магнитном поле равновесное распределение по импульсам 
имеет вид1

/о(р)={2,гП)̂ еГ р (■ А  ■ А )  (5-48)
Здесь

Ш  ( Те, Те >  Ш е,Ш е Ш е I е’ е е’
Е± =  - — сЪЪ—— ~ <  (5.4.9)

6 [ Ш е, Ш е > Т е,
т.е. величина Е± играет роль поперечной температуры, совпадает с 
ней при Ш е <С Те и равна Ш е в обратном пределе. Необходимо за­
метить, что условие отсутствия вырождения в общем случае при на­
личии внешнего магнитного поля Во также изменяется и принимает
ВИД

е Р е< Т е1/3Е1/3, (5.4.10)
который в случае Те Ш е, как и следовало ожидать, совпадает с 
используемым нами до сих пор.

После всего сказанного не представляет труда обобщить выра­
жение для продольной диэлектрической проницаемости электронной 
плазмы (5.1.11а) на случай наличия квантующего магнитного поля, 
т.е. на случай Ш е Те:

соАп(гкв) (со — тгО^Л
е(ш, к) =  1 ШЬе

кЧ\е си — ц{1,. \ кгУте
(5.4.11)

к2, НО,Р к2, %
где гКВ =  =  , причем роль ларморовского радиуса играет

т\110 т И Р

I  Птак называемая квантовая длина Акв =  - 1 —

1При произвольной (в том числе сильной) степени вырождения распределение / о ( р )  имеет
существенно более сложный вид (см. упомянутый выше курс "Статистической физики” ).
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Из выражения следует, что в статическом пределе продольное поле 
экранируется, причем радиус экранировки независимо от величины 
магнитного поля определяется дебаевским радиусом, зависящим от 
температуры электронов Те.

Иное положение имет место для продольных волн, распространя­
ющихся строго поперек магнитного поля (моды Бернштейна), т.е. при 
кг =  0. В случае квантующего магнитного поля дисперсионное урав­
нение для таких волн видоизменяется и вместо (5.1.22) принимает 
вид, явно зависящий от квантовой длины Акв:

00 2 2 п 2

*) = 1 - :2 Е  *Ч е  &  -  ^  Л‘ ^  = °- (5'412)

Решения этого уравнения аналогичны изображенным на рис. 5.2 с 
той лишь разницей, что по оси абсцисс отложена величина к±ХКВ, не 
зависящая от температуры, причем изменение характера дисперсии 
происходит при к± Акв ~  1. По оси же ординат величина шье заменя­

ется на Шье\ "7^— ШЬе-

Задачи по теме V

Задача 1. Исследовать продольные волны в бесстолкновительной невырожденной 
электронной плазме, распространяющиеся строго поперек магнитного поля (моды 
Бернстейна),

Решение.
Дисперсионное уравнение для таких волн согласно (5,1,22) записывается в виде

1 , г -  ,  А 24 , Л  т
^  -  пЧЪ) " \ Я 1 )  [ 1

или в области длинных волн к2 г2Гг <С О’­

. ш2е ^  иЬп2 1 (к 2 и2 '  п - 1ш Ь е п  л  Те \ =  П (2)
/,)2 _ ^202 >1! \ 902 /

Отсюда видно, что в пределе к —>• 0 решениями этого уравнения являются

ш = ^и)\ г +  О 2, и  = пИе . (3)
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С другой стороны, в области коротких волн к2у^е Щ имеем

<<)

т.е, при к —>• оо решением дисперсионного уравнения будет

и —>• пИе.

Графически решения уравнения (1) представлены на рис, 5,2, а -  при соре > И,. 
б -  при ооЬе <  Ое.

Задача 2. Исследовать моды Бернстейна для вырожденной электронной плазмы. 

Решение.
В случае вырожденной электронной плазмы дисперсионное уравнение для про­

дольных волн, распространяющихся поперек магнитного поля, имеет вид,

Зсо2 Д  Г . „ п2Ш8шОМ
со2 — П2Ш

е 2 / Ь)ре зтв
Г) О. (1)

В пределе к —>• 0 решениями этого уравнения, как и в случае невырожденной 
плазмы (см, предыдущую задачу), являются

ш  =  \ / Ш 1 е  +  П 1

В пределе же >• имеем

со =  пОе, (2 )

За; 2 00 
Ь е § / 40- 20е

к2уре ^ У  со2 — П20 2 тткурега-1 0
С08

куррЗтв 7Г /  1
О 2 ' П+ “

или

П = 1
■7гк3Уре со2 — п2И2 а

(3)

(4)

Здесь также при к —>• оо частота колебаний со —>• пИ,. но эта зависимость носит 
осциллирующий характер, как показано на рис, 5,3, а -  при соре > И,. б -  при
Ш Ь е

1

Задача 3. Оценить бесстолкновительное поглощение обыкновенной волны, распро­
страняющейся строго поперек магнитного поля, обусловленное релятивистскими 
эффектами движения электронов в нерелятивистской {тс2 Те) максвелловской 
плазме.
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Решение.
Для обыкновенной волны, распространяющейся строго поперек магнитного по­

ля в электронной плазме, имеем

к2 -  = О,с1

1 + 4-7ге2
со

2 т2 /  кл>ге
д/о А  г п V О 7

(1)

со — пИР

Ограничиваясь колебаниями с длиной волны, намного большей ларморовского 
радиуса электронов, т.е, О />туу. из (1) получим

соЬе А-пе2пт-
со со дЕ  402/т2 7 / V 7

1 со2Ье ш 2тте2 к2 / 4
1 -------Т  +  7 * “ Г  7 " (/Р  ^  хиг 15 о;*5 /, (2)

х
2 с2

г) I ^ — И, -— -— -  1 +  5 I со — Ое — -— -
2 с2

Считая для определенности П,е/ш > 0, находим

СО1е . . /тг 32 со2рк2с2 с5Ьег
си2 + г \/2 15 сояПР \ ‘ О,е уТе

СО
5 /2

ехр
2с2 /  си

(3)

Подстановка (3) в (1) дает спектр частот и декремент затухания обыкновенной 
волны (со ^  со +  гб):

со2 =  со2Тр +  А;2с2Ье

6 = 1т о»
7г 16 со\рк2с2 
2 15 со2ПР

1 -  — а
5 /2

ехр 2с2 /  си
Т е \

(4)

Видно, что поглощение существует только вблизи циклотронной частоты со «  Ое

Задача 4. Получить показатель преломления и коэффициент затухания электро­
магнитных волн, распространяющихся вдоль внешнего магнитного поля в области 
частот ионного циклотронного резонанса в бесстолкновительной невырожденной 
плазме.

Решение.
В области частот со 

виде

к2 с2 =

О* <  Ое общее дисперсионное уравнение записывается в

со 1 +
соЬе СОи
С о П е СО (СО —  О*)

Л
СО а

ку-Тг (1)
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со — О* со — О*
Вдали от линии резонансного поглощения, когда —------- 1 , ---------- <С 1, вкла-

кут( со
дом электронных слагаемых в (1) всегда можно пренебречь. Для показателя пре­
ломления и коэффициента затухания ионной циклотронной волны при этом имеем

п ш(сО — О*) ’
(2 )

V 8 СО1 У т г  П 2 П2С02У̂
Внутри же линии поглощения, когда (со — И,)/кгГ; <С 1, электронные слагаемые 

могут оказаться существенными. Так, при г | ;:5>> ьтг (плазма высокого давления) 
из уравнения (1) получаем спектр слабозатухающих электронных волн

9 Рк со2, ; с 1 , .
п « - т р  ------ 2- 3)

С 0 \1 е V 8 СО1 У т г  п

При г | ;:5>> У'п (плазма низкого давления) электронные слагаемые в уравнении 
(1) малы, и мы получаем спектр сильнозатухающих ионных циклотронных волн

. г +  \/3 (  Гк оо2и  с \ 1/3 ,
2 \ V 2 СО1 Утг)

Величина Аск =  —— = 2 | \/— ‘ | характеризует при этом глубину про-
шх \ V тг ° ° °

никновения ионной циклотронной волны в плазму.

Задача 5. Исследовать ионно-звуковые колебания в неизотермической замагни­
ченной плазме с Г, I) гИ О В уЧ*. 10ВИЯХ

Решение.
В указанных условиях ионно-звуковые волны существуют как при со < , так

и при со > IV Дисперсионное уравнение для таких волн записывается в виде

1 ' сои к2ш2КгШЫ С0 е̂ I ■ Гп Ш \ п /1 \
к2(со — О2) к2со2 +  к2у2,е \ +  V 2 \кг\уТе)  =  (

Отсюда, пренебрегая малой мнимой частью, находим уравнение для спектра

со

частот
со 1 + со ШЪ, + О?; ( 1 +

сои
к2у2

+  со2ыИ2 сое2 в =  О, (2)

При со2и  О2 и в Ф 0 имеем приближенные корни

со.

со

шы + ^ (1  + ш<2и/к2ъ:2-*2)
1 + ш и /к; V.

С02ы П 2 С 082 в
(3)

ши  +  (1 +  ши / к  у8)



Этот спектр изображен на рис. 5.4. При в —> 0 согласно (1) имеем

1 + 4 1 / ъч
О 2 - -2 -  и)ы (АЛа'- 1 I . ,2 /7 2,,2 ' V /

Рис. 5.4

Декремент затухания с учетом малой мнимой части (1):

7Г и).

8 \ЩаТе̂ 1 + 1 %2в—-
(<4 -  ^ ) 2

(5)
1

Задача 6. Найти спектр частот и декремент затухания ионно-звуковых волн в 
слабоионизованной вырожденной электронно-дырочной плазме в области частот 

и) '-?> О; и в условиях Г̂ е 2> иеп 2> к~ире, и) Ущ.

Решение.

Ионно-звуковые волны существуют в области фазовых скоростей 
Ь'Рс СО /к^> г)рг и, являясь продольными, удовлетворяют уравнению

г к2Р

+ 3 о;
Здесь

к2 к2
° = ^  + Г Л  (2)

у2Ре -и%еит .. .. ,причем Ши = ---- , =  — —------ соответственно продольный и поперечный коэф-
»еп '2Щ

фпцпенты диффузии электронов в сильном магнитном поле.
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Из (1) видно, что слабозатухающие ионно-звуковые волны существуют в обла­
сти частот со <  к'1!) и их спектр частот и декремент затухания определяются 
соотношениями (си —)► со +  гб):

со 1 + и1е/кЧ1е’
(3)

(5 _  _ у2 1
2 2 А;2Г> 1 +  кЧ 2Ре/и2 1Ье

Задача 7. Исследовать распространение обыкновенной волны поперек магнит­
ного поля в бесстолкновительной вырожденной электронной плазме в условиях 
и1 е >  О2 >  о;2.
Решение.

Дисперсионное уравнение для обыкновенной волны

к2с2 — со2ег О (1)

в указанных условиях сильно упрощается, поскольку в (см, формулы (5,1,7) и 
(5,1,8)) основной вклад дает слагаемое с п =  0:

5 гг =  1 — -  [  8Ш  в С 082 в сЮ ^  8щ  $
2 со1 . V (2)

Учитывая соотношения

30(г) =  — [  соз ( гзт в)  сШ,
к ]о

<7о(г) =  —— [  зт2 в соз (г зт в) сШ,
к ]о

в пределе кг/.г >• И, получаем

Зси|е
сс2 кл)ре

ку Р е + I —  + 0 1 о
Р е

(3)

Таким образом, при со <С со и  имеем:

О.
к с +  Зи>ь -

К У р е

куР е

а +  ,7" I — + •'о I пРе
(4)

Решения этого уравнения существуют только в условиях, когда

4 ( г )  +  Л (г) =  »  о,

22

е



Это уравнение имеет решения с к2 >  0 (область прозрачности плазмы), если

«  Ц]_8, где Ц]_8 -  корни функции Бесселя Л (//18) =  0, Это означает, что вы­л 1е
рожденная плазма большой плотности может оказаться прозрачной для низкоча­
стотных колебаний с длиной волны, кратной ларморовскому радиусу электронов. 

Такое просветление плотной магнитоактивной плазмы относительно недавно 
(в 1970г.) было обнаружено в металлических пленках при низких температурах и 
получило название размерного эффекта.

Задача 8. Исходя из уравнения (5.3.7) получить декремент затухания звуковых 
волн в пьезополупроводнике в бесконечно сильном внешнем магнитном поле.

Решение.
Выше мы рассмотрели слабую связь слабозатухающих волн в пьезополупровод­

никах и нашли, что упругие волны могут поглощаться носителями заряда, т.е. ис­
пытывать чисто плазменное затухание благодаря наличию такой связи волн. Плаз­
менное затухание звука, однако, может возникнуть благодаря пьезоэлектрической 
связи и в области частот, где не существуют слабозатухающие электромагнитные 
волны, если антиэрмитовская часть диэлектрической проницаемости в этой обла­
сти частот велика. Так, например, в сильностолкновительной замагниченной плаз­
ме в области низких частот продольная диэлектрическая проницаемость является 
чисто мнимой

/,)2 к-2
Ф) = * — (1)

С 0 У е К 1

Учитывая это выражение, из уравнения (5.3.7) находим частоты и декременты 
затухания упругих звуковых волн, обусловленные их поглощением электронами 
плазмы (со —>• со +  гб)

ы “  Цг’ Цг ~ со1еР(^к1' ( }

Задача 9. Исходя из выражений (5.1.11а) и (5.4.11) исследовать косую ленгмюров- 
скую волну (волна Трайвелписа-Гоулда).

Решение.
Косой ленгмюровской волной называется низкочастотная (со <С Ое) продольная 

волна, распространяющаяся под углом к внешнему магнитному полю (кг Ф 0). 
Она существует только в длинноволновой области (г <  1, к2у^е <С со2) и поэтому 
согласно (5.1.11а) и (5.4.11) описывается дисперсионным уравнением
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где г
к2 ?)2
^ ± и Т е

О2 -  в классическом (М1е <С Те) магнитном поле и г =  гКВ

квантовом (М1е Те). Из (1) находим

А:?
си А:2

г ,  ,2 ]Л 2 иТе

1 + к2у̂ е

к2_^о2 
к2 е’

А:2 гт^еИе
Ж К !

Те >  Ш е

Те <  Ш е

А:2Й
гпИР

-  в

(2 )г
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ТЕМА VI

ПРОСТРАНСТВЕННО НЕОДНОРОДНАЯ 
ПЛАЗМЕННАЯ СРЕДА

§ 6.1. Приближение геометрической оптики

В предыдущих разделах были исследованы линейные электромаг­
нитные свойства пространственно-однородных плазменных сред, па­
раметры которых не менялись от точки к точке. Реально плазменные 
среды всегда неоднородны: достаточно указать на очевидную их не­
однородность -  ограниченность в пространстве. Неоднородна плазма 
ионосферы и газового разряда, горячая плазма, удерживаемая маг­
нитным полем в термоядерных установках, и наконец, часто неодно­
родна и плазма твердых тел полупроводников и металлов, особенно, 
если происходит разогрев носителей заряда либо протекающим по 
твердому телу током, либо при поглощении падающего на него излу­
чения.

В случае неоднородных сред тензор ёц (1 ,1 ', г, г') уже не является 
разностной функцией координат, а поэтому и уравнения Максвелла 
не сводятся к интегро-дифференциальным уравнениям с разностным 
ядром. На сегодняшний день не существует общих методов решения 
таких уравнений. Поэтому приходится прибегать к различным при­
ближениям, упрощающим задачу.

Исследование свойств неоднородной плазменной среды мы начнем 
с простейшего случая, когда среда является стационарной, а про­
странственной дисперсией полностью можно пренебречь. Это означа­
ет, что ёц{1,11, г, г') является функцией вида ё^(1,1’ , г, г') =
=  ёц(1 — I', г)(5(г — г'). При этом можно ввести тензор

о
Этот тензор по существу совпадает с полученными выше выражени­
ями для диэлектрической проницаемости плазмы носителей заряда

ОО

(6 .1.1)
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в пределе к/ш —>• 0 , т.е. с г^-(о;, 0) -  диэлектрической проницаемостью 
сред в условиях пренебрежения пространственной дисперсией. Мы 
уже знаем, что это предел "холодной” плазмы, когда эффектами, об­
условленными хаотическим тепловым движением носителей, можно 
пренебречь.

Уравнения Максвелла в отсутствие внешних источников поля для 
решений вида е ^ 1^ 1 при учете (6 .1.1) сводятся к уравнению

Это уравнение в общем случае также достаточно сложно для анали­
за, и поэтому мы еще его упростим, а именно, рассмотрим одномерно­
неоднородную среду, считая х) функцией только одной коорди­
наты х. Тогда по остальным двум координатам решение можно пред-

При написании этого уравнения для простоты мы считали среду к 
тому же изотропной, а следовательно, полагали ец{ш,х) =  е{ш,х)8ц. 

Уравнение (6.1.3) по виду совпадает с уравнением Шредингера

где Ф -  волновая функция частицы с массой га, находящейся в поле 
с потенциалом У(х),  а IV -  энергия частицы. Как известно, Ф и IV 
называются соответственно собственными функциями и собственны­
ми значениями уравнения (6.1.4). В квантовой механике разработан 
общий метод определения собственных функций и собственных зна­
чений уравнения Шредингера в пределе % —>• 0, известном как ква- 
зиклассический предел. Метод этот называется методом Вентцеля -  
Крамерса -  Бриллюэна (ВКБ) и позволяет найти собственные функ­
ции и собственные значения не основных, а высоких квантовых уров­
ней, на которых движение почти классическое. Для таких уровней в 
области неоднородности потенциала V(х)  собственная функция Ф(ж) 
меняется быстро, имея вид стоячей волны с большим числом узлов, 
и для определения собственных значений IV справедлива формула

ш
А Е  — §гас! (Ну Е Н— - Б  =  0.

с
(6 .1.2)

ставить в виде ег к у у  +  г к г г  и свести (6 .1.2) к виду

Лх2 и2
[Ж -  У(х)] ф =  о, (6.1.4)
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квантования Бора -  Зоммерфельда
Х-2 -----------------------------------------

/ / 2  771
<1х у  -р - [IV — У{х)\ =  тгп, (6.1.5)

ХЛ

где п 1 -  номер квантового уровня, а х\ и х -2 -  точки, ограничиваю­
щие область классического движения, или точки поворота, в которых 
V (жх) =  V [х 2) =  интегрирование ведется по области положитель­
ности функции []У — У (ж)], или, как говорят, области прозрачности 
среды (см. рис. 6.1).

Ш-У \ у  ! ^

АЛЛЛА 
| %\ |

Л -------- ^
х \ Х 2 \  х

Рис. 6.1

Все сказанное мы можем применить к решению уравнения (6.1.3). 
При этом малым параметром типа параметра квазиклассичности 
(Н —> 0) окажется отношение размера неоднородности поля, 
л с 1Л ~ -----  , к характерному размеру неоднородности среды,

ш 1/ ф ,  х)

Ьй1 ~  —  1п е(и?,х), т.е. 
ах

Л с Л , , . . ч
—  = ----  —  1пг(и>, х) <  1. (6.1.6)
-й) силу е{ш, х) ах

Отсюда и становится понятным, почему квазиклассическое прибли­
жение (или приближение ВКБ) в электродинамике (точнее, в оптике) 
неоднородных сред называется приближением геометрической опти­
ки. При этом дисперсионное уравнение, определяющее спектры соб­
ственных электромагнитных колебаний среды, по аналогии с (6.1.5)



записывается в виде

,2

,2
е(ш, х) — к2 — к2 =  тгп. (6.1.7)

Уравнение (6.1.7) можно представить также в несколько иной фор­
ме, допускающей обобщение. Именно, будем искать решение уравне­
ния (6.1.3) в виде

Тогда в первом приближении по параметру (6.1.6), пренебрегая чле­
нами, содержащими производные функции кх(ш,х), получим

Величина ^ с1хкх(ш,х) называется эйконалом, а уравнение (6.1.9) -

уравнением эйконала. Дисперсионное же соотношение (6.1.7) с уче­
том (6.1.9) принимает вид

причем интегрирование ведется по области прозрачности среды, в ко­
торой к2 {ш,х) > 0, и решение (6 .1.8) носит колебательный характер; 
как говорят, колебания заперты внутри области прозрачности среды.

Первое простое обобщение уравнения (6.1.7) состоит в переходе к 
поглощающим средам, когда е{ш, х) -  комплексная величина. Если 
поглощение слабое, т.е. 1 ше{ш,х)  мало по сравнению с Кее(а;, х), 
то ш тоже будет комплексной величиной с малой мнимой частью, 
ш —>• ш +  гб. Тогда из (6.1.7) получаем:

(6 .1.8)

(6.1.9)
X
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Второе обобщение состоит в переходе к общему случаю сред с 
пространственной дисперсией. Запишем тензор ё^(1,1', г, г') в виде

— I’ , г — г', г). Если зависимость этой функции от г — г' является 
более сильной, чем зависимость от г, то мы можем ввести тензор

Этот тензор в первом приближении геометрической оптики будет 
играть роль тензора диэлектрической проницаемости, а уравнением 
эйконала будет уравнение

которое получается из системы уравнений Максвелла, если поле ис­
кать в виде

и пренебречь производными к(г).
Как мы уже знаем, в области медленных волн с малыми по срав­

нению со скоростью света фазовыми скоростями уравнение (6 .1.12) 
упрощается и принимает вид

Дальнейший анализ задачи распространения электромагнитных 
волн в неоднородных плазменных средах удается провести только в 
случае одномерно-неоднородных сред. Поэтому ниже величину 

к, г) мы будем считать функцией только одной координаты х, 
т.е. положим к, х). При этом из уравнений (6.1.12) и (6.1.14)
следует определять величину кх(со: х); проекции ку и к~ считаются 
заданными и постоянными.

В наиболее интересных случаях уравнения (6.1.12) и (6.1.14) име­
ют попарно сопряженные корни ±к Х8(ш,х), где 5 =  1, 2,... -  число 
таких корней. Если эти корни и области прозрачности для соответ­
ствующих волновых решений, в которых кХ8{ш,х) >  0 , достаточно 
разделены друг относительно друга в пространстве, то каждой паре

ОО

(М\ (Ш1ёц(1\, К, г)е — /кК, (6 .1.11)
о

к25ц -  кгку -  к, г) =  О, (6 .1.12)

(6.1.13)

к̂ ку
^ е ц ( ш }к}т) =  0. (6.1.14)
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корней ± к Х8(ш,х) можно сопоставить в первом приближении геоме­
трической оптики дифференциальное уравнение типа (6.1.3):

+  к2х$(ш,х)у =  0. (6.1.15)

А это означает, что для этой пары корней мы можем воспользовать­
ся правилом квантования Бора -  Зоммерфельда (6.1.10). При этом 
имеем 5 уравнений

^  д,х Ке кХ8(о;, х) =  тгп,
XI а

Х2я I Х2в
д

5 =  — I Ах1шкХ8{ш,х) Ах —  К екХ8(ш, х)
XI в

(6.1.16)

Вр к_( тЛ
дш

которые определяют спектры 5 ветвей колебаний, запертых в соот­
ветствующих 5 областях прозрачности среды. Тем самым уравнения 
(6.1.16) решают поставленную задачу определения спектров колеба­
ний неоднородной плазменной среды в первом приближении геоме­
трической оптики, т.е. для коротковолновых колебаний с длиной вол­
ны меньше размеров неоднородности.

Наконец, отметим, что переход к однородной и неограниченной в 
пространстве среде производится чисто формальным образом. В этом 
случае к2Х8{ш) не зависит от ж и отсутствуют точки поворота. Такие
точки вводят формально и обозначают---------- =  кХ8, т.е.

Х 2  —  Х \

кХ8(ш, х) =  кХ8 =  сопз!. (6.1.17)

Корни этого уравнения а ? ( к )  совпадают, естественно, с корнями урав­
нения эйконала (6 .1.12), которое в этом случае становится дисперси­
онным уравнением.

Часто так поступают и в случае неоднородной среды, т.е. определя­
ют корни о ; ( к ,  х) непосредственно из уравнений эйконала ( 6 . 1 . 1 2 )  или
(6.1.14). Естественно, что найденные при этом решения -  локальные 
спектры колебаний -  носят качественный характер и количествен­
но не совсем верны. Однако, для качественного анализа устойчиво­
сти неоднородной среды и оценки характерных времен колебатель­
ных движений в такой среде так поступать можно. В частности, и
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мы будем поступать так же, зная, что количественный анализ всегда 
можно провести с помощью точных правил квантования (6.1.16).

В ряде случаев область прозрачности располагается на периферии 
плазмы в области пониженной плотности носителей плазмы. В этом 
случае правило квантования, определяющее спектр частот колеба­
ний, принимает вид:

а

^  кх(ш, х) Ах =  7гп, (6.1.18)
х0

где хо -  точка отражения волны со стороны области высокой плот­
ности, а точка а -  граница, удерживающая плазму от расплывания, 
либо граница области, где применима формула для к2(ш, х) > 0. Так 
имеет место, например, в случае изотропной плазмы со слабой дис­
персией, когда продольная диэлектрическая проницаемость дается 
выражением

ШтЛх) ( ' ~к2Уп 4к) =  1 -  1 +  3— . (6.1.19)
со2 \ со2 )

Продольные колебания при этом существуют в области частот 
ш2 > ш2Ье, причем для определения спектра согласно (6.1.14) и (6.1.18) 
имеем уравнение

тгп. (6 .1.20)

Между точкой хо, где шт/ьп =  ш1 е(хо), и точкой а может распола­
гаться целая серия собственных частот с разным п, причем 
шп > ш1е(хо)- Такие колебания действительно наблюдались в газо­
вом разряде и проявлялись в виде резонансов спектрах поглощения; 
они получили название резонансов Тонкса -  Датнера.

Совершенно иное положение имеет место в случае ионно-звуковых 
колебаний неизотермической изотропной плазмы. Эти колебания, на­
против, существуют только в области высокой плотности плазмы, в

о  окоторой и  < что непосредственно следует из вида диэлектриче­
ской проницаемости е1 (ш,к) для области ионно-звуковых частот:

(6 .1.21)
ш2 к2у2

С учетом (6.1.14) при этом находим дисперсионное соотношение, опре­
деляющее спектр ионно-звуковых колебаний, запертых в области
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Ах ш^ ы \х '=  =  пп. (6.1.22)

плотной плазмы:

Ж1 ъ8у ш 2и - ш 2

Здесь точки отражения х\ и х  ̂ определяются из равенств ш2и{х\_2 ) =  
=  ш2 и расположены на периферии плотной плазмы. Колебания же 
заперты в плазме между этими точками. Ионно-звуковые резонансы с 
дискретными частотами также наблюдались на эксперименте одним 
из авторов настоящих лекций (А.Ф.Александров).

§6.2 .  Диэлектрическая проницаемость бесстолкновительной 
неоднородной плазменной среды и проблема устойчивости

ее магнитного удержания

Выше мы умышленно не затрагивали вопроса об удержании плаз­
мы от расплывания, считая, что если она твердотельная, то удержи­
вается кристаллической решеткой; если же газовая -  то она удержи­
вается диэлектриком, который электродинамически не отличается от 
вакуума. К этому очень сложному вопросу мы будем возвращаться 
ниже неоднократно. Теперь же в общем виде постараемся проана­
лизировать неоднородную плазму, удерживаемую в силовом равно­
весии магнитным полем. Эта проблема имеет огромное прикладное 
значение для управляемого термоядерного синтеза (УТС), в которой 
горячая сильно ионизованная плазма удерживается в магнитных ло­
вушках. Поэтому ниже, проблему УТС и будем в основном иметь 
ввиду.

Обсудим свойства такой плазмы, ограничиваясь как всегда внача­
ле рассмотрением линейных свойств. Как и раньше, поведение плаз­
менной среды во внешнем магнитном поле будем описывать с помо­
щью уравнений Власова

%  +  Л' %  +  е { В +  с[л,В1}  1р =  ° ’ (6'2'1}

Считая плазму неоднородной вдоль оси Ох, а магнитное поле, удер­
живающее плазму от поперечного расплывания, направленным вдоль
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оси Ог, уравнение (6.2.1) для стационарной равновесной функции рас­
пределения запишем в виде

соз — О (ж)^^ =  0. (6.2.2)
ох о<р

Здесь для удобства решения выбрана цилиндрическая система ко­
ординат в пространстве скоростей: ух =  у±со 8 <р, уу =  г . яш у. у2, а 
О(ж) =  еВо(х)/тс -  "неоднородная” ларморовская частота.

Общим решением уравнения (6.2.2) является произвольная функ­
ция характеристик 8  и С:

X

/о =  /о (^ С ) ,  С =  у ± 8т<р +  !  с1х'0,(х'). (6.2.3)

Если учесть, что характерный размер неоднородности плазмы, 
удерживаемой магнитным полем, как правило, намного больше лар­
моровского радиуса частиц, то можно провести разложение характе­
ристики С, записав решение (6.2.3) в виде

М е , о  =  (1 +  ^ 1 ) т * ) .  (6.2.4)

Под Г ( 8 ,х )  мы будем понимать распределение Максвелла, если речь 
пойдет о невырожденной плазме, либо распределение Ферми, когда 
будем говорить о плазме твердого тела с вырожденными носителями 
заряда.

Распределение (6.2.4), естественно, должно быть согласовано с 
уравнениями Максвелла. Учитывая квазинейтральность плазменной 
среды, остается согласовать лишь уравнение для магнитного поля:

го* В 0 =  — зо =  —  ^  е [  у /о  (8 , С) ф .  (6.2.5)с с з

Подставляя сюда распределение (6.2.4), получим окончательно сле­
дующее уравнение, которое представляет собой условие силового рав­
новесия при магнитном удержании плазменной среды:

й ( 5 +р“) = о’ ( 6 - 2 - 6 )

где Ро _ газокинетическое давление: для невырожденной плазмы Ро — 
=  ^ 2  -^Т, а для плазмы с вырожденными носителями заряда Ро =  
=  ^ 2(2тг2)2/3Л ^ 3/5  гп2.
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Плазму можно эффективно удерживать магнитным полем, если 
магнитное давление намного превосходит газокинетическое, т.е. если

/3 =  «  1. (6.2.7)
О

Такую плазму принято называть плазмой низкого давления. Видно, 
что характерный размер неоднородности магнитного поля
г и / дВ° гЬв ~  В о /  — в такой плазме намного превосходит размер неод-/  ох

нородности плотности и температуры носителей Ьр ~  Ро у / , так

как согласно (6.2.6) Ьр/Ьв ~  ■ ! <С 1. Поэтому магнитное поле с хо­
рошей степенью точности можно считать практически однородным в 
пространстве.

Итак, мы установили, что возможно существование силового рав­
новесия, которое и обеспечивает магнитное удержание неоднородной 
плазменной среды. Однако неоднородная плазменная среда является 
термодинамически неравновесной и со временем благодаря процессам 
диффузии и теплопроводности носителей должна стать однородной 
в пространстве. Эти процессы обусловлены столкновениями носите­
лей и за времена, меньшие, чем времена между столкновениями, по­
ка среду можно считать бесстолкновительной, не проявляются. Но 
не возникнут ли в такой среде более быстрые бесстолкновительные 
процессы, приводящие к появлению больших полей, рассеивающих 
частицы и тем самым приводящих к сглаживанию пространствен­
ной неоднородности? Другими словами, устойчиво ли найденное нами 
равновесие и не разовьются ли в плазменной среде быстрые бесстолк­
новительные неустойчивости, разрушающие найденное силовое рав­
новесие (6.2.6)? Чтобы ответить на поставленный вопрос, нам нужно 
исследовать малые колебания среды вблизи состояния равновесия. 
Мы исследуем их в приближении геометрической оптики, т.е. рас­
смотрим колебания с длиной волны меньшей размера неоднородно­
сти. Представим отклонение функции распределения от равновесной 
в виде

$$ =  §/ ( ж)е- ^  +  1куУ +  }к-:-

и, подставив его в предварительно линеаризованное уравнение Вла-
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(ш -  куУу -  кгуг)5/ +

сова (6.1.2), получим
. 9 8 !

дх
гП

др>

Ч Е + ̂ В1Ш'
(6.2.8)

Здесь Е и В -  малые поля колебаний, а /о дается выражением (6.2.4).
Характеристика уравнения (6.2.8) совпадает с (6.2.3). Учитывая 

это обстоятельство и полагая поле Вд однородным (т.е. считая 1), 
легко находим общее решение (6 .2.8):

ч>

* /( X
ОО Ч>'

х ехр — Ар>"(и -  куу± 81П р>" -  кгуг)

(6.2.9)

Величины х ‘ , р>‘ и х, р> связаны между собой уравнением характери­
стики

у± 8тр> +  Ож =  у± 8т <р' +  0,х' =  С. (6.2.10)

Представляя далее д/{х). Е(ж) и В (ж) в виде ехр г кх(х') Ах и

ограничиваясь первым приближением геометрической оптики, нахо­
дим

5/{к: х) =  -  Ар?1
СО

оо

^ д/0 (х',<р')х сц (/с, со) ехр
ОРп

со
X

— Ар>"(ио -  к у )^
ч>

(6 .2 .11)

Это выражение по виду совпадает с решением уравнения Власова в 
случае однородной магнитоактивной плазмы; отличие состоит толь­
ко в виде равновесной функции, которая в рассматриваемом случае 
дается формулой (6.2.4).

X
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Дальнейшее вычисление тока в плазменной среде, обусловленно­
го наличием неравновесной поправки 5/ ,  подобно уже проделанному 
в предыдущей главе для случая однородной магнитоактивной плаз­
мы и мы его здесь опустим, приведя лишь окончательные результаты 
расчета. Тензор диэлектрической проницаемости неоднородной маг­
нитоактивной плазменной среды в первом приближении геометриче­
ской оптики оказывается равным

Ец(со: к, х ) =  5 ц +

2 , \ (6.2.12)кууТа д
шПа дх  ̂ 0:1 %3а ~ '

Та[е^(ш, к, ж) -  < у ,

если носители заряда невырождены, и 
к, х) =  5^+

_  2 куу%а д 1 п М Л  _  (6-2-12а)
О / ,П  Я ™  / х )  °т ->\ 3 дх )  1 13а 4 7

если носители вырождены. В формулах (6.2.12) и (6.2.13) под 
с-'Да;. к, х) следует понимать соответствующую парциальную диэлек­
трическую проницаемость частиц сорта а в пространственно одно­
родной среде, в которой, однако, плотность и температура носителей 
считаются функциями х.

Теперь мы можем исследовать спектры электромагнитных колеба­
ний неоднородной магнитоактивной плазменной среды и ответить на 
вопрос об устойчивости магнитного удержания такой среды. Для это­
го достаточно выражение (6.2.12) или (6.2.12а) подставить в уравне­
ние эйконала (6 .1.12), определить функцию кХ8{ш, х) и далее, восполь­
зовавшись формулами квантования Бора -  Зоммерфельда (6.1.16), 
проанализировать полученные таким путем дисперсионные соотно­
шения. Нам, однако, здесь удобнее анализировать непосредственно 
уравнение (6 .1.12), так как найденные прямо из этого уравнения ло­
кальные спектры колебаний дают качественно правильные результа­
ты, особенно, если речь идет об устойчивости среды.

Прежде, однако, заметим, что в формулах (6.2.12) и (6.2.12а) явно 
появилась новая частота, характерная для неоднородной магнитоак­
тивной плазмы, которая называется дрейфовой частотой,

.. ку4а  1 /й(1 ю )^др ~  о  г ’ (6.2.13)“ а
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где Уоа -  средняя скорость хаотического теплового движения носите­
лей /'о,, =  либо /'о,, =  Vра. Видно, что в области частот, больших
чем дрейфовые, когда ш ^  о;др, выражения (6 .2.12) и (6 .2.12а) по 
виду совпадают с диэлектрическими проницаемостями однородных 
плазменных сред. Поэтому в этой области и не следует ожидать по­
явления новых ветвей колебаний и качественно новых явлений, хотя 
уже из самого факта неоднородности среды следует возможность су­
ществования точек поворота и областей прозрачности среды для тех 
или иных уже известных из теории ветвей колебаний однородных 
сред. Наличие таких точек, естественно, свидетельствует о возмож­
ности запирания колебаний внутри плазменной среды.

Именно такое положение имело место выше, когда мы рассматри­
вали высокочастотные плазменные колебания, запертые между плот­
ной плазмой и диэлектрической стенкой, удерживающей плазму, а 
также низкочастотные ионно-звуковые колебания, запертые внутри 
области высокой плотности плазмы. Совершенно аналогично, в маг­
нитоактивной плазме спиральные волны (геликоны) оказываются за­
пертыми внутри плазмы высокой плотности, в которой ш\е ^  
альфвеновские волны также заперты в плотной плазме, в которой 
шы(х ) >  Для ионно-звуковых волн также необходимо наличие 
высокой плотности плазмы, ибо они существуют только в области 
частот ш2 <  ш2и . Вместе с тем ленгмюровские колебания и при нали­
чии сильного внешнего магнитного поля возможны в редкой плазме, 
в которой ш < Ое, а шре <  Ое (косая ленгмюровская волна), хотя при 
этом требуется ш < шц. Воспользовавшись общим дисперсионным 
уравнением для колебаний пространственно однородной плазмы, ко­
торое было весьма подробно рассмотрено в предыдущих разделах, не­
трудно написать соответствующие правила квантования и обобщение 
уравнений для определения аналогичных спектров колебаний в слу­
чае неоднородной магнитоактивной плазмы. Но как уже отмечалось, 
здесь ничего принципиально нового ждать не следует.

Качественно новых явлений, характерных только для неоднород­
ных плазменных сред, следует ожидать в области частот ш <  о;др, в 
которой диэлектрическая проницаемость сред полностью изменяется. 
Поэтому колебания с именно такими частотами и будут рассмотрены 
ниже.

Появление новой характерной частоты о;др имеет глубокий физи­
ческий смысл. При наличии магнитного поля в неоднородной плаз­
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менной среде в поперечном к нему направлении возникает так назы­
ваемый ларморовский дрейф носителей. Он не связан с их реальным 
переносом в пространстве, но с ним связан ток в плазме, называе­
мый ларморовским дрейфовым током. Его природа хорошо видна из 
рис. 6.2, если заметить, что ток этот можно оценить по формуле

3Уа рй еаЫа(х +  Аж)г;оа(ж +  Аж) -  еа]Уа(ж)г;0а(ж) ~

* дМау$а еаМау1а дЫМа 
~ еаАх^ -  ~  дх  ~

г?оа д 1п Ыа
Здесь Утфа ~  — -----------<с г̂ оа является скоростью ларморовского

и а дх
дрейфа носителей, направленного вдоль оси 0у. Доплеровская ча­
стота, связанная с этим дрейфом, и есть ларморовская дрейфовая 
частота о;дра =  ^ дра.

X ]\[(ж+Аж)
_____ _ ’ Т(х+Ах)

/  _  Цх+Ах)
У  © В 0 Д '

\  Ы(х)
а д

)  № )

У
Рис. 6.2

Легко видеть, что в условиях, когда радиус ларморовского враще­
ния носителей мал по сравнению с размером неоднородности среды, 
эта частота мала по сравнению с циклотронными частотами носи­
телей о;дра <С Оа. Мы учтем это обстоятельство и проанализируем 
колебания плазмы только в области низких частот ш < и,’дрп -С . 
Кроме того, рассматривая плазму низкого давления (/? <С 1), ограни­
чимся анализом только продольных электростатических колебаний.

Для классической плазмы с максвелловским распределением ча-
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стиц по скоростям уравнение эйконала при этом запишется в виде

е(ш, к, х Е шЬа

а
кЧ2Та

У т о
ш̂ 1а

д\пКа

дх
дта д
дх дТг

X (6.2.14)

х Лг
'к\ 4 а  
. п* ,

Л
со

0.

Приступая к анализу уравнения (6.2.14), еще раз заметим, что в 
области частот ш ^  шДр оно описывает хорошо известные спектры 
низкочастотных продольных колебаний магнитоактивной плазмы, но 
уже неоднородной в пространстве. Чтобы убедиться в этом, проана­
лизируем его для быстрых волн, ш/кг ^  Ута, в длинноволновом пре­
деле, к±Ута Оп. Из (6.2.14) для этой области получаем:

к2 I,?
Шт’: ~ (6.2.15)

к2 I,?^ __ ■ Ье

к2 ОТ
^  Г М  =  о
к2 а 2

Это уравнение как раз и описывает так называемые косые ленгмю- 
ровские волны в магнитоактивной плазменной среде. Но поскольку в 
рассматриваемом случае среда считается неоднородной -  неоднород­
на ее плотность Ы(х), то из (6.2.15), согласно изложенному в преды­
дущем параграфе, для нахождения спектров колебаний мы должны 
сначала найти эйконал кх(ш,х):

к2х(ш,х) -ку +  кг
шЬе (6.2.16)

а уже затем подстановка этого выражения в правила квантования 
Бора-Зоммерфельда приводит к следующему дисперсионному урав­
нению колебаний:

-ку +  кг
шЬе 7ТП. (6.2.17)

Видим, что колебания заперты между точками поворота х\ и Х2 в 
области, где подкоренное выражение положительно. Очевидно, что 
в этой области ш2 < ш2Ье. Для случая пространственно однородной 
плазменной среды это обстоятельство уже отмечалось ранее.
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Принципиально нового типа волны в неоднородной плазме возни­
кают в области частот ш < о;др. Приступая к их анализу, прежде 
всего заметим, что и в этой области частот самые медленные вол­
ны, для которых ш <  к2Ут{, вообще не существуют: столь медлен­
ные колебания в плазменной среде отсутствуют, поскольку для них 

ш2
е =  1 +  ь% и имеет место дебаевская экранировка поля. Это

а к УТа
легко понять из чисто физических соображений. Дело в том, что в
бесстолкновительной плазме благодаря свободному пролету частиц

1 Л2за время -------~  —  происходит выравнивание неоднородностей рас-
к~Уп УТг

пределения как ионов, так и электронов. Условие ш <С кгУт% означает, 
что время выравнивания неоднородностей на длине волны колебаний 
мало по сравнению с периодом самих колебаний. Очевидно, что такие 
колебания в среде существовать не могут.

Рассмотрим теперь обратный предел быстрых колебаний, для ко­
торых ш ^  кгУте• Будем также считать, что А ^  у г -,/{!■,. ограниче­
ний же на отношение шщ,/ш не будем накладывать. В результате из 
уравнения (6.2.14) получим:

_ куу%е дЫ МТЛ  +  
шПр дх )

ши  к1 Л  куутг дЫЫТ
(6.2.18)

В области частот ш ^  Шщ, это уравнение переходит в проанализиро­
ванное выше уравнение (6.2.15), описывающее уже известную ветвь 
устойчивых колебаний магнитоактивной плазмы -  косых ленгмюров­
ских волн. В области же низких частот, когда ш <С о;др, из (6.2.18) 
находим локальный спектр

2 к2 Те М  о д\пМТе 
^  (6.2.19)

к± т ш п Л !)

Мы нашли качественно новую ветвь колебаний неоднородной магни­
тоактивной среды с частотой ниже дрейфовых частот электронов и 
ионов. И более того, поскольку реально всегда

д\пМТе Л
а Ш Щ  > °- ( 6 ' 2 ' 2 0 )
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то такая неоднородная плазменная среда оказывается всегда неустой­
чивой. Поэтому эта неустойчивость получила название универсаль­
ной. Инкремент ее нарастания может достигать по величине дрей­

фовой частоты, т.е. 1т  ш <
УТг , где Ьо ~  Ь± -  характерный раз­

мер неоднородности среды. Заметим только, что в действительности 
для развития этой неустойчивости необходимо, чтобы ш2 <С Г2?, а это 
означает, что необходимо выполнение неравенства

кг Ь± IтТ,1
---  ~  1 ------- .к I Ц\ V  мтР (6 .2 .21)

Отсюда следует, что эта неустойчивость может развиваться толь­
ко в достаточно длинных системах, таких, в которых продольный 
размер среды превышает ее поперечный размер по крайней мере в 
л/М/т >  40 раз.

Рассмотренная универсальная неустойчивость неоднородной плаз­
мы является недиссипативной, она не связана ни с черенковским, ни с 
циклотронным механизмами диссипации энергии электромагнитного 
поля в среде. В этом смысле ее еще называют гидродинамической не­
устойчивостью. В неоднородной плазме возможна, однако, и кинети­
ческая неустойчивость, обусловленная обращением знака черенков- 
ской диссипации вследствие ларморовского дрейфа носителей. Это 
имеет место в области фазовых скоростей ут% <С ш/кг <С Уте- Уравне­
ние (6.2.14) при этом записывается в виде

ши
к2у2

куу2 дЫ М  
и;0 ,- дх

к2112
ш2

куУ̂ ч д  1п ЫТ,1 

и;0 ,- дх

ТГ ш Ье Ш
2 к2у\е \кг\уТе

куУТе
(6 .2 .22)

д  , N
-----111---------
дх у/%

0 .

Отсюда находим следующие локальные спектры (со —>• ш +  г8) \ первый

куу23д\пМ 
О,- дх '

Шл
2 \кг\уТе

к2г2
к2у:

О е п 2г

1д\пТе
2 д Ы К

(6.2.23а)
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справедливый в области со2 к2V2, ж второй

_  к2гПг 
Ш2 дЫ М '  

у дх (6.2.236)

\кг\уте \ 2 $1п N )

справедливый в области частот ш2 <С к2г 2 (при Те '̂ > 7}). а также 
спектры

дЫТ;

г ,2 _  _ ь2 2куУтгдЫТг
ш4 Кгг)я

(6.2.23в)

„  я ь т *справедливые в области частот со <С о;др и при условии —— — 1.
о  1п /V

Первые два спектра называют дрейфово-диссипативными; неустой­
чивости на этих ветвях колебаний (возникающеие при 5 > 0) обусло­
влены обращением знака черенковского поглощения электромагнит­
ного поля электронами плазменной среды. Последние же два спек­
тра суть недиссипативные дрейфовые колебания, существующие в 
среде с резким градиентом температуры, а поэтому они называют­
ся дрейфово-температурными колебаниями.

Колебания со спектрами о?2, о?з, ал* могут существовать в от­
носительно коротких системах -  для их существования достаточно 
потребовать выполнения неравенства Шщ, > к2Ут{, которое сводится к
ВИДУ

и I/1Г2» . .
т 1  > >  1, 6.2.24
Ь± УТ%

(ср. с (6.2.21)).
В заключение настоящего параграфа обобщим полученные выше 

общие соотношения на случай вырожденной плазмы. В первую оче­
редь отметим, что формулы (6.2.15)—(6.2.17), естественно, сохраняют 
силу и в вырожденной плазме, поскольку они вообще не зависят яв­
но от характеристик теплового движения носителей. Формулы же
(6.2.18)-(6.2.23) изменяются. Однако по существу все сводится к за­
мене температуры носителей на энергию Ферми. Так, например, в 
случае вырожденных электронов и невырожденных ионов в области
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фазовых скоростей Ут% со/кг <С Уре и при условии ш < о;др <С О
имеем (при этом у

т
Ш

:УРе У-

Шы
к2у2

куу2 д Ы И  
и д х

.тг Зш\е (

к2112
и 2 шО,4 дх

2 кЧ2Р1,
1 куУре дЫЫ' 
3 шПр дх

(6.2.25)

0.

Это уравнение очень напоминает уравнение (6.2.22), а поэтому и ре­
шения его подобны (6.2.23). Так, в области частот со2 к2у2 имеем 
(‘ш —̂ цо -\- гб):

куУ2 дЫ И  
О,- дх  '

ТГ ш 2„,2
1 к у

2 \кг\уре ш2и
(6.2.26а)

Если же ш2 <  к2у2 то

ш 2
к2Л
д Ы И ' бо

ТГ

к 2 \к2\уре '
(6.2.266)

дх
дЫ % „

и, наконец, при —— 77 >  1 в области частот
дЫЫ

,2 2 д 1 п Т г 
’^ д Ы М ’

ДР

к,у1-д  1пТ*
Шл

?г2 2 У Тг 
2 8 ^2 дх

(6.2.26в)

Так же как и в невырожденной плазме, колебания со спектра­
ми (6.2.26) могут существовать в относительно коротких системах, 
в которых о;др кгУт%• Последнее, очевидно, сводится к неравен­
ству (6.2.24).

§ 6.3. Влияние столкновений носителей заряда на спектр 
дрейфовых колебаний плазменной среды

Выше мы убедились, что ларморовский дрейф носителей заряда в 
неоднородной магнитоактивной плазменной среде становится причи­
ной ее неустойчивости. Причем при пренебрежении столкновитель- 
ной диссипацией неустойчивость эта не только не стабилизируется
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бесстолкновительной черенковской диссипацией, но и, наоборот, по­
следняя обращается по знаку и сама может привести к развитию 
диссипативной дрейфовой неустойчивости в области частот

/  кУу0 1 4) (а о -п

где Уо -  тепловая скорость носителей, Ьо -  характерный размер неод­
нородности, который порядка поперечного размера среды Ь±. Един­
ственным ограничением области существования дрейфовой неустой­
чивости является неравенство

2

^дра ~  >  ~  (6.3.2)
(X _|_ ||

где Уо1 -  тепловая скорость тяжелых носителей (ионов), Ьц -  про­
дольный размер плазменной среды. Условие (6.3.2), которое сводит­
ся к (6.2.24), имеет ясный физический смысл: в бесстолкновительном 
пределе время Ь\\/уо% есть максимальное время "диффузионного” рас­
сасывания неоднородности, связанной с возмущением плотности сре­
ды вдоль магнитного поля. Если это время больше времени дрейфо­
вой неустойчивости го Ь±&‘а/г)0а1 то она успевает развиться прежде, 
чем неоднородность расплывается, в противном случае дрейфовая 
неустойчивость развиться не успевает. Если исходить из такой фи­
зической картины, то в столкновительной плазме для существова­
ния дрейфовых колебаний, очевидно, следует потребовать выполне­
ния неравенства

Шип ГУ

Здесь щ -  частота столкновений тяжелых носителей (ионов), а в пра­
вой части неравенства стоит обратное время диффузии ионов в плаз­
менной среде.

Условие (6.3.3) является необходимым, но не достаточным. Легко 
понять, что для существования дрейфового движения необходимо, 
чтобы частица сорта а за время между столкновениями успевала 
многократно совершить ларморовское вращение, т.е. должно быть

Па >  (6.3.4)

по крайней мере для легких носителей (электронов). Если неравен­
ства (6.3.4) выполнены для носителей обоих типов, то равновесная



199

функция распределения остается такой же, как и в отсутствие столк­
новений, т.е. дается формулами (6.2.3), (6.2.4).

Учтем теперь столкновения носителей. Следуя общему методу ана­
лиза колебаний среды, будем их учитывать при вычислении неравно­
весной добавки к равновесной функции распределения и нахождении 
тензора диэлектрической проницаемости.

Начнем с наиболее простого случая слабоионизованной плазмен­
ной среды, столкновения носителей в которой описываются интегра­
лом БГК. Для неравновесной добавки к функции распределения

5/а =  Й/аПе~Ш  +  гк’,У +  Лг!2

в нулевом приближении геометрической оптики имеем:

д61а-г(ш -  к у )6/а -  &а~

т
{Е  +  [V »]}

д(р

д к 1а
а ду

V,а
/о

(6.3.5)
а

а N. а
а

Здесь мы ограничились изотермической моделью интеграла БГК. При­
мем, кроме того, что плазма -  низкого давления, и ограничимся ана­
лизом потенциального поля возмущений, Е =  — \7Ф =  — гкФ, В =  0. 
Проведение дальнейших вычислений, связанных с решением уравне­
ния (6.3.5) и нахождением продольной диэлектрической проницаемо­
сти, не представляет большого труда, поэтому мы сразу же выпишем 
ответы.

Для слабоионизованной газовой плазмы и твердотельной плазмы 
с невырожденными носителями заряда имеем

е(и>, к, х) =  1 +
шЬа

а кЧ<2Та
V,ап

Ш +  IV ап
-Л х

х «74 ап кУУТа
Па(ш +  Шап)

X (6.3.6)

X
'дыыа , дта д

дх дх ОТ,

2 Л,2
Ло

к\уТа

К

Ш  +  IV.ап
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В случае же сильного вырождения носителей

За;,
е(и>, к, х) =  1 + Ьа

а
к2у2Ра

X

X IV.

Ав 8П1 в /п
/  к±Ура 8111 0 '
V ,

ап V +  Шап -  к г У Р а  СОЗ в
Ш +  IVап

1 --------------- X
(6.3.7)

X

/
1

1 -  - ку” Ра
Я1 д? * М 5ш в ^ ( к^ п в^  
д  1пЛГ„ Г 0 ^ п а

\
3 Оа(о; +  гг/ап) <9ж ]  ш +  шап -  кгуРа соз в

о /

При получении формул (6.3.6), (6.3.7) мы положили со <С Г2а, что 
оправдано, поскольку о;дра «  Оа, а для длинноволновых дрейфовых 
колебаний всегда ш < О а.

В случае же полностью ионизованной плазмы дело обстоит слож­
нее, поскольку интеграл столкновений Ландау имеет интегральный 
вид со сложным ядром. Кинетическое уравнение для носителей за­
ряда, даже линеаризованное по возмущениям, с интегралом столк­
новений Ландау в общем виде решить не удается. Поэтому здесь мы 
рассмотрим несколько простых примеров, однако таких, которые про­
демонстрируют роль кулоновских столкновений в развитии дрейфо­
вой неустойчивости. Для простоты ионы будем считать бесс гол к но­
ви тельными. полагая о;дра щ. Что же касается электронов, то при 
отсутствии вырождения в условиях (ш,ре,куте) Ое кинетическое 
уравнение Власова-Ландау сводится к виду

еФ
(ш -  кгуг)5/е =  —

д\пТе
дх

3
2

к~1'~

V

^Те.

куУ Те
а

~дЫК

/ое +  г

(6.3.8)

Последнее слагаемое в правой части уравнения учитывает столкно­
вения электронов с электронами и ионами и имеет вид, приведенный 
в § 3.3 (мы здесь его выписывать не будем).
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При решении уравнения (6.3.8) ограничимся случаем частых столк­
новений электронов, когда уе ^  ш, к-г-тс- При этом столкновительный 
член в (6.3.8) становится главным, и это уравнение можно решать ме­
тодом Чепмена -  Энскога, считая функцию распределения близкой к 
равновесной. Представим 5/е в виде

У г »  е
шО,Р ТР

д Ы Ы е  Э Ы Т е

дх дх
3

'2
У

2у .Те.
Ф/ое +  Ре- (6.3.9)

Для нахождения Ре из (6.3.8) получаем

ге
ТР

кгУг Ф/ое к У4 е

соО,Р
дЫЫТР д\пТР

дх

VX -
2у.Т е ,

дРе
д1

дх

ее

$1

■X

(6.3.10)
'дРе

д1

е%

Суть метода Чепмена -  Энскога состоит в разложении Ре по полино­
мам Сонина -  Ляггера

К  = Оо +  «1
V

2 у 2
(6.3.11)

Коэффициенты од и «1 подлежат определению из системы уравне­
ний

куу\е д  1п ЫТе

т„к‘ф

ч шО,е

куУ̂ е д  1п Те 
и д х

дх

^эфф

(6.3.12)

Находя отсюда аож а\, получим Ре и 5/е и далее -  вклад электронов в 
диэлектрическую проницаемость. Опуская эти вычисления, приведем 
окончательный результат для электронного вклада в продольную ди­
электрическую проницаемость:

6ее{ш, к, ж) =  р з -
К ГВ е

к у у Т е  

соО,Р дх

1,96
к1! 1г Ге

^эфф
куу2Тед ы м т у г

(6.3.13)

дх
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при шщфф >  кЬ:1п. и

(6.3.14)

при шщфф <  к\у\е.
Теперь мы можем приступить к выяснению роли столкновений в 

развитии дрейфовых неустойчивостей в плазменной среде. Как уже 
отмечалось, в качестве наиболее яркого примера рассмотрим предел 
частых столкновений электронов, для которых уе Ауг/-,.. и бес- 
СТОЛКНОВИТеЛЬНЫХ ИОНОВ, Д Л Я которых СО /У/. к ~ 1 ' т ; .  Если при этом 
со1Уе ~  00щ,еуе ^  кЪ'^.. то уравнение эйконала в первом приближении 
геометрической оптики записывается в виде

Здесь V,. =  у,.„. о =  3 =  1 для слабоионизованной плазменной среды с 
невырожденными носителями заряда и V =  э̂фф, а =  1,96, /3 = 1 , 71 
для сильноионизованной плазмы. Столкновениями ионов в (6.3.15) 
так же, как и черенковской диссипацией на электронах, полностью 
пренебрегается.

Уравнение (6.3.15) -  квадратное и легко решается в общем случае. 
Однако для наглядности мы здесь приведем лишь предельные слу­
чаи общего решения. Для колебаний с длиной волны больше деба-

е(со} к, х )

(6.3.15)

к2г МП?

{со —̂ со ъб)'.
. .  *»4«0ълт/=  ^---------п------

(6.3.16)
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Если же а;Л1) ш8, то

■ П д ъ м т ?  , г , , „

шо =  гшч— ——— 6. 3. 17 
8Т4 дЫЫЪ К ;

Видно, что рассматриваемые дрейфовые колебания в неоднородной 
магнитоактивной плазменной среде в условиях частых столкновений 
электронов всегда неустойчивы, причем с ростом частоты столкнове­
ний электронов инкремент их нарастания даже возрастает, т.е. столк­
новения электронов оказываются как бы причиной неустойчивости. 
В действительности столкновительная диссипация, в данном случае
-  трение электронов, обращает свой знак в области частот ш < шДр. 
И в этом как раз и состоит причина неустойчивости.

Дрейфовая неустойчивость остается и в условиях шуе <С к2г 2(.. ко­
гда диссипация носит диффузионный характер. И здесь также в дрей­
фовой области частот обращается знак диффузионной диссипации 
продольных колебаний. Действительно, уравнение эйконала в этих 
условиях записывается в виде

ШЬе

кЧ\е
1

куу2д\пЫ к2у2 /  куУ^^дЫЫТъ 
шПъ дх ш2 I дх

(6.3.18)

Здесь П| =  1. :3\ =  0 в случае слабоионизованной плазмы и
1Уе =  э̂фф) а \ — 1; 44, (3\ =  0, 56 для сильноионизованной.

Уравнение (6.3.18) имеет вид, аналогичный (6.2.22), и отличается 
от последнего только малым диссипативным слагаемым. В уравнении 
(6 .2.22) его появление обусловлено черенковской диссипацией волн 
на электронах, а в (6.3.18) -  диффузией электронов. Учитывая это 
сходство, мы можем отметить, что неустойчивые дрейфовые колеба­
ния, описываемые уравнениями (6.2.23), с небольшими очевидными 
изменениями сохраняют силу в рассматриваемом столкновительном 
пределе, причем причиной неустойчивости является обращение знака 
диффузионной диссипации в области частот ш < шДр.

Не представляет труда убедиться в том, что дрейфовые неустой­
чивости проявляются в столкновительном пределе и в случае выро­
жденной плазменной среды. Так, для вырожденных электронов, но 
невырожденных ионов в условиях, когда ре ^  к ~ г ш ;ц}. а
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а;Л1) ^  А'гу’/-/. у\ причем шЛрРе ^  к2 у г,.. из (6.3.7) получаем следую­
щее уравнение эйконала:

Это уравнение по виду совпадает с (6.3.15) с точностью до замены 
УТе VРе- Поэтому все сказанное выше о дрейфовых колебаниях при 
учете столкновений электронов сохраняет силу и в случае вырожден­
ной плазмы.

Дрейфовую неустойчивость могут вызвать и столкновения ионов. 
Единственным ограничением для существования дрейфовой неустой­
чивости в столкновительной плазме является необходимость выпол­
нения неравенства Шщ,уа ^  к2у$а, которое позволяет пренебречь диф­
фузией электронов и ионов в процессе развития дрейфовой неустой­
чивости. Эти неравенства обусловливают возможность существова­
ния продольной неоднородности за время развития дрейфовой не­
устойчивости. В безразмерном виде они записываются так:

В противном случае неоднородности распределений частиц в возму­
щениях вследствие диффузии и теплопроводности будут выравни­
ваться быстрее, чем успеет заметно развиться дрейфовая неустой­
чивость.

В заключение отметим, что появление в неоднородной плазме, удер­
живаемой сильным магнитным полем, нового типа низкочастотных 
колебаний -  дрейфовых колебаний на сегодняшний день представля­
ется почти очевидным. Их отличительная особенность состоит в том, 
что они являются неустойчивыми даже в термодинамически равно­
весной по функциям распределения частиц плазме. Поэтому их ам­
плитуды должны намного превышать амплитуды других типов низ­
кочастотных волн, исследованных в термодинамически равновесной 
и пространственно однородной магнитоактивной плазме. Кроме то­
го, дрейфовые колебания имеют спиральную структуру (в них от­
личны от нуля и ку и кг) и, более того, они однонаправленны -  их

(6.3.19)

(6.3.20)
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спектр частот нечетен по ку, а поэтому ш(ку) ф ш(—ку). Эти обсто­
ятельства существенно облегчили их экспериментальную идентифи­
кацию и исследование. Они весьма детально были изучены в спе­
циальных установках для создания равновесной плазмы, так назы­
ваемых (^-машинах. Эксперименты полностью подтвердили теорети­
ческие представления. Кроме того, исследования мерцающих ионо­
сферных неоднородностей с помощью шаров-зондов и искусственных 
спутников Земли также свидетельствуют об их дрейфовой природе. 
Наконец, аномально большая диффузия плазмы поперек магнитного 
поля в термоядерных установках с магнитным удержанием связыва­
ется с наличием дрейфовых неустойчивостей в высокотемпературной

1 2 I
плазме. Если считать, что время диффузии порядка г

где Ь± -  поперечный размер плазмы, то отсюда следует Т>± ~  Во, 
что подтверждается экспериментально. Следует отметить, что дрей­
фовые колебания, сопровождаемые аномальной диффузией плазмы 
поперек магнитного поля, впервые экспериментально наблюдались в 
обычном газовом разряде при достаточно сильных магнитных полях 
и высоком давлении газа (А.А.Зайцев).

§ 6.4. Дрейфовая раскачка упругих колебаний в 
неоднородной плазменной среде

Выше мы убедились, что пространственная неоднородность плот­
ности и температуры носителей в магнитоактивной плазменной среде 
может стать причиной неустойчивости. Такая неоднородность приво­
дит к появлению ларморовского дрейфа носителей и дрейфовой ча­
стоты, которая и оказывается характерной частотой, разделяющей 
области устойчивых и неустойчивых мод колебаний. В частности, в 
неизотермической плазме в условиях, когда ларморовская дрейфовая 
частота превосходит частоту ионно-звуковых колебаний, происходит 
раскачка последних. В настоящем же параграфе мы покажем, что 
неоднородность носителей может стать причиной раскачки упругих 
колебаний кристаллической решетки в пьезополупроводниках. При 
этом сам кристалл мы будем считать пространственно однородным, 
носители же заряда -  распределенными в пространстве неоднород­
но. Очевидно, в этих условиях для пьезополупроводника в нулевом
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приближении геометрической оптики останется справедливым урав­
нение (5.5.1), полученное в предыдущем разделе, если только под ео 
понимать тензор диэлектрической проницаемости в нулевом прибли­
жении для неоднородной плазменной подсистемы. Это уравнение, од­
нако, теперь уже следует трактовать как уравнение эйконала.

Ограничиваясь рассмотрением низкочастотных потенциальных 
(квазипродольных) колебаний, мы будем анализировать здесь урав­
нение (5.5.2). Более того, будем считать, что решетка обладает гек­
сагональной симметрией с главной осью симметрии, направленной 
вдоль поля Во || 0г, и запишем (5.5.2) в виде уравнения (5.5.7):

8тг/?32д* 2(шг — к2у21г)е{ш, к, х)
Р(то) (6.4.1)

Здесь /’/./;• -  скорость упругих звуковых волн, а для к, х) следу­
ет воспользоваться выражением (6.3.15) либо (6.3.19), считая плазму 
твердого тела сильностолкновительной и к тому же неизотермиче­
ской с холодными ионами (тяжелыми носителями), т.е.

Здесь а

е(ш, к,

1 И V,.

X
к2, ши
к2 О2

га
I,)2 к2 ^Ье г
СОРРк2

шДР

ш
(6.4.2)

//еп для слабоионизованной плазмы с невыро­

жденными электронами, причем шлре куУте д  1п ЫТе
а дх

если же не­
вырожденная электронная плазма сильноионизована, то а =  1,96,

куу^е д\пКТ^71
V,е — э̂фф; Ццре а
электронной плазмы а

дх

1, Ур '■

-. Наконец, в случае вырожденной

Уеп1 Ццре
куУ2Ре д  1п N
ЗОе дх

Теперь мы можем решить уравнение (6.4.1) с учетом выражения 
(6.4.2). Легко видеть, что при ш =  шш =  ку8а <  о;дре под действием 
ларморовского дрейфа легких носителей (электронов) будет проис­
ходить возбуждение звуковых упругих волн в пьезополупроводнике, 
причем

ш кУ1
4тгД3,1

,Рг
Р(тп) к2 (,)2 К±_ ШЫ

к2 п 2

га
I, 2 к2^Ье г
сорек2

шДР

ш
(6.4.3)

Видно, что при ш =  кУ1 г̂ < Шщ, колебания неустойчивы, причем не­
устойчивость обусловлена обращением знака мнимой части диэлек-
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трической проницаемости носителей в этой области частот и пьезо­
эффектом.

В заключение заметим, что дрейфовое возбуждение упругих волн в 
пьезополупроводниках обсуждается как один из возможных методов 
измерения очень сильных импульсных магнитных полей 
(Во > 106Гаусс), генерируемых при взрывном обжатии соленоидов 
(метод А.Д.Сахарова).

Задачи по теме VI

Задача 1. Исследовать в нулевом приближении геометрической оптики спектр 
частот спиральных волн (геликонов) в плазме с неоднородной плотностью п(х) =

=  — х2/хц и сравнить его со спектром в однородной плазме с плотностью щ
(локальным спектром),

Решение.
В этом случае следует рассматривать геликон, распространяющийся под углом 

к магнитному полю В 0 || Ог, локальный спектр которого имеет вид,

к\кг\с2Пеи = ——2---- . (1)
Ш 1 е

4-7ге2пе е2 ВпЗдесь к2 =  к2 +  к2, и)2, „ = -  О2 =  —,, ,,, В нулевом приближении уравнение
х г е т т2с2 " _________

(1) является уравнением эйконала, причем щ  —>• п(х) =  — х 2/х$. Определив
из (1) кх(со,х) и используя правило квантования, находим дисперсионное соотно­
шение для определения спектра геликона в неоднородной плазме:

2 Л  _  =  ™  ( 2 )

сАЩк2 \ х 2 )  2 ’о ’
где х\, определяется областью прозрачности плазмы по отношению к геликону, т.е,

■г2 1,4 4 о 2
—| =  1 — (3)
Ч V

После несложного интегрирования находим спектр частот искомых колебаний 
(ш2 > 0):

с2\кг\Пе (  п I п2\

и = ^ 4 Г [ Т '  + Г '  + 4 ) '  (4)
где и -  большое целое число. Сравнение этого спектра с (1) показывает их суще-

п , "ственное различие при — > />•-..
х 0
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Задача 2. Показать, что в неоднородной плазме, удерживаемой внешним маг­
нитным полем с криволинейной конфигурацией силовых линий поля (” магнитная 
бутылка” -  пробкотроп) возникает апериодическая неустойчивость, обусловленная 
наличием этой кривизны поля, даже при полном пренебрежении тепловым движе­
нием носителей.

Решение.

Рис. 6.3

Силовые линии магнитного поля пробкотрона изображены на рис. 6.3. В таком 
поле частицы совершают свободное движение вдоль силовых линий магнитного 
поля. В результате на частицу действует центробежная сила (см. задачу 5 по те­
ме III): ’

2

= + (1)
Здесь п -  единичный вектор от центра кривизны вдоль неоднородности плазмы, Н, 
-  радиус кривизны. Усредненная по частицам эта сила порядка

Г = (9 )о Е , Ы

где (у2) -  квадрат тепловой скорости (скорости свободного движения на магнит­
ной поверхности пробкотрона). При наличии продольной составляющей магнитного
поля эта сила вызывает реальный центробежный дрейф частиц в радиальном на­
правлении (в плоской геометрии вдоль оси Ос) со скоростью

=  =  (3)
I V  1 '

где введено обозначение поля центробежных сил да =  — . После этого о самомп
тепловом движении можно забыть. Учет дрейфа (3) в уравнении эйконала (6.2.14)



происходит путем простой замены ш —>• ш'а =  и) ^ куиа. Переходя теперь в этом 
уравнении к Та —>• 0, а поэтому считая ш'а с̂ др, получим:

V к\ ку д\ппа\

В это уравнение вообще не входит температура частиц. Это означает, что его можно 
п о л у ч и т ь  в модели независимых частиц при формальном введении поля тяжести 
9а =  П п/и. направленного вдоль неоднородности, т.е. оси Ох.

Считая фазовую скорость — >• иа, из (4) находим локальный спектр:
к

7„2 „ д\пп | ;̂ 2 2 „,2 /„2 ~ку9эфф п кгсОреиА/сдх____________
; 2 /'1 I 2 / 2\ 1 V /к (1+ У4/С )

Здесь //,фф = ------м -  эффективное поле тяжести.
Из (5) видно, что наличие кривизны силовых линий магнитного поля стремит­

ся дестабилизировать плазму, возбудить апериодическую электростатическую не­
устойчивость; конечное же значение кг стабилизирует неустойчивость. Посколь­
ку неустойчивость развивается при малых кг —>• 0, ее называют желобковой или 
перестановочной неустойчивостью (она приводит к перестановке силовых линий 
магнитного поля и вмороженных в них частиц вдоль неоднородности плазмы).

В системах конечной длины вдоль оси 0; такая неустойчивость развивается при 
условии

Ь \ \

ь  I >
м п, , ,Я ------- •-------------  (6)

\ \М- + г’<
Отметим, что именно желобковая неустойчивость, очень быстро развивающаяся

и поэтому очень опасная, стала причиной закрытия работ по пробкотронам, как
бесперспективным термоядерным установкам.

Задача 3. Показать, что в сильно замагниченном холодном плазменном пото­
ке, имеющем неоднородный профиль направленной скорости, симметричные моды 
колебаний при ку =  0 затухают из-за резонансного взаимодействия колебаний с 
потоком (аналог затухания Ландау).

Решение.
Уравнение эйконала для таких мод продольных колебаний в неоднородном по­

токе холодной замагниченной плазмы записывается в виде

Считая для простоты О2 из (1) в области частот (ш — кги)2 <С со\е при
учете (6.1.7') получаем дисперсионное уравнение
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где п -  целые числа, а интегрирование ведется по области прозрачности, ,г\ < .г < 
которая определяется условием (со — кги)2 <С со\е.

Пусть это условие выполняется во всей области, занятой плазмой, \х\ < о, при­
чем на границе плазмы заданы недиссипативные граничные условия. Тогда в (2) 
интегрирование ведется по области —а < х < а .  При интегрировании следует учи­
тывать полюс />•. //(.г) =  со, соответствующий резонансному взаимодействию волны с 
неоднородным электронным пучком в точках, где скорость пучка совпадает с фа­
зовой скоростью волны. Следствием подобного взаимодействия может оказаться 
поглощение волны в резонансных точках пучка.

Для пучка с однородной плотностью N  =  со1Ы и неоднородной скоростью 
и(х) =  щх/а из (2) получаем:

соьеа
щ 1п

со -\- кги0
со — кгщ

т (  к~щ — со
-ТГ 1 + пп. (3)

\кгщ — со |

Отсюда находим условие применимости геометрической оптики:

соЬеа >  щ. (4)

Из уравнения (3) следует, что в рассматриваемых условиях колебания возмож­
ны лишь в области частот со > кгщ, когда мнимое слагаемое тождественно равно 
нулю и поглощение волны отсутствует. При этом спектр колебаний имеет вид

со =  кгщ с т - -------, (5)
п.-

В области частот со < кгщ  вследствие сильного поглощения в резонансных точ­
ках колебания оказываются невозможными.

Иное положение имеет место, если неоднородна также плотность пучка. Пусть 
N  =  М0 ехр(х2/Ь )̂ и Ьд <  о2. Тогда из (2) получаем:

V 7Г соп \кгщ ь 0)

Легко видеть, что в пределе со < к-:11п1.п/<1 из-за сильного поглощения в резо­
нансных точках колебания в пучке невозможны, В области же частот со кгиаЬа/а
уравнение (6) приводит к следующему спектру слабозатухающих колебаний
(со —>• со +  гб):

_  / 2~ ̂ Ье(0)\кг \ т
СО ^  \ -------------------------- 1

7Г п
(7)

6_ _  ^ е(0)а ....  (_1  0)д2
ехр I 9 2

СО ПЩ \  7Г Пг Щ

Рассмотренный механизм поглощения аналогичен черенковскому механизму по­
глощения волн, обусловленному тепловым движением частиц в плазме и приводя­
щему к затуханию Ландау, В данном случае, однако, это поглощение существенно 
зависит от вида, функции и(х).
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Задача 4. В приближении геометрической оптики получить квазиклассические 
правила квантования для дифференциальных уравнений четвертого порядка при 
наличии точек ветвления.

В общем виде уравнение четвертого порядка, возникающее при изучении малых 
колебаний слабонеоднородной плазмы без учета диссипативных эффектов в первом 
приближении геометрической оптики, можно записать в виде

Здесь р(ш,х), х) -  медленно меняющиеся действительные функции х, так что

а действительная функция е(ш,х) сама имеет первый порядок малости по //. 
Решение уравнения (1) запишем в виде

Тогда в нулевом приближении геометрической оптики (т.е, по г]) для к(ш,х) полу­
чаем:

Видно, что приближение геометрической оптики нарушается (поправка 5к не­
ограниченно растет) вблизи точек

Первая из этих точек называется точкой поворота, вторая -  точкой ветвления. 
Поведение решений вблизи точек поворота было изучено выше. Здесь рассмотрим 
поведение решений вблизи точек ветвления, В этих точках к\ и Щ совпадают и про­
исходит трансформация различных собственных решений друг в друга, что приво­
дит к зацеплению к\ и к,2 в правилах квантования уже в нулевом приближении 
геометрической оптики.

Действительно, рассмотрим случай, когда имеются только две точки ветвления 
о и Ь и между ними нет других особых точек (рис, 6,4), причем р(х) > 0, При 
этом в области II (область прозрачности) вдали от точек ветвления общее решение 
уравнения (1) с точностью до членов первого порядка малости по г/ запишется в

Решение.

уш +  2р(и>, х)у11 +  2е(ш, х)у' +  д(ш, х)у  =  О, (1)

(2 )

(3)

к1,2 (Х) = Р± \/.Р2 -  Ч■ 
В первом приближении по г/ находим поправку

(4)

(6 )
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виде

II I Л  л 1 Г Р' ~  е  лу = ----------------- —гг ехр г кхах — -  / —, ах
[к2{р2 - д ) ] У '1 2 .1 у У  - Я

Щр2 -  9)]
^ 2 ехр ( —г I к\д,х — -  I ^ 6 йх1/4

(7)

ехр (г  I  к2с1х-----/  \ 6 с1х
Щ ( р 2 - я) } 1/4

1 ехр ( — г I к‘2(1х — -  /  \ _ йх
[А К /-? ) ]17* 2 ,/ у ' / _г

а

Рис. 6.4

В областях I и III (области непрозрачности) в соответствии с финитностью ре­
шений при х —>■ ±оо  должны быть отброшены нарастающие решения. При этом 
имеем

У
С[ . Г т г [  р' -  е .--------- 777 ехр г к\ах Л—  —. ах +

П ?-Р 2)]1/4 I {  2{
(8)

С<~'4

- Р 2)}
2л1 1/'17  ехр I —г I к2Лх — - I \ Е (1х

2 У \/д~Р2

,111 Г"

ч ((1-Р2)\
1/4 ехр I г / \ Ах

(9)

а
-Р 2)]2М !/4

ехр I —г I коЛх----- \ -Лх1 ' 2 ./ ^ / ^ 2

ь
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где
*1)2 = Р ±  г л / д - р 2.

Сшивая эти решения путем обхода вокруг точек а и Ь в комплексной плоскости 
х, найдем связь между коэффициентами ( и С[ (г =  1,2, 3,4), При этом каждое 
из двух линейно независимых решений в областях непрозрачности разлагается по 
двум независимым решениям в области прозрачности. Из требования однознач­
ности решения в области прозрачности получаем искомые правила квантования, 
определяющие спектр собственных значений ш:

где п -  целые числа.
Наличие мнимых слагаемых в правилах квантования соответствует возможно­

сти перекачки энергии из одной ветви колебаний во вторую в точках ветвления, 
где к\ и А:| совпадают.

Если в области изменения х имеется лишь одна точка ветвления о и на вто­
рой границе области прозрачности Ь заданы недиссипативные граничные условия 
у{Щ =  у'(Ь) =  0, то правило квантования запишется в виде

ь ь

/ (10)

а а

Ь

( И )

а

Здесь опущены малые действительные слагаемые порядка // как несущественные.
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ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫ Е СВОЙСТВА 
ПОЛУ ОГРАНИЧЕННОЙ ПЛАЗМЕННОЙ СРЕДЫ

ТЕМА VII

§ 7.1. Электромагнитные свойства пространственно 
полуограниченной холодной плазмы. Поверхностные волны

в холодной плазме

В случае пространственно-ограниченной среды появляются две но­
вые проблемы: первая -  это проблема новых типов волн -  волн, су­
щественно связанных с поверхностью среды, распространяющихся 
вдоль поверхности и затухающих при удалении от нее как в глубь 
среды, так и вне ее, и потому известных как поверхностные, и вторая
-  давно и хорошо известная проблема Френеля -  проблема отражения 
и преломления электромагнитных волн, падающих на поверхность 
раздела сред (см. рис. 7.1). Вторая проблема тесно связана с пер­
вой, поскольку при ее решении необходимо знание всех типов волн, 
которые могут возбудиться в среде при падении на нее внешней элек­
тромагнитной волны. Кроме того, проблема собственных колебаний, 
в отличие от задачи Френеля, получила свое развитие относительно 
недавно, начиная с 70-х годов, поэтому мы начнем с анализа именно 
первой проблемы.

Изучение свойств ограниченной плазменной среды невозможно без 
знания граничных условий. И здесь возникают свои неприятности 
и свои трудности. Так, при использовании кинетического описания 
плазменной среды возникает вопрос об ее удержании, а именно, во­
прос о том, что удерживает плазму от теплового расширения, и о том, 
как ее частицы отражаются от поверхности, какова структура само­
го приграничного слоя. Эти вопросы существенным образом зависят 
от того, удерживается ли плазма в стеклянном (или любом другом) 
сосуде, или носители заряда удерживаются магнитным полем, ли­
бо полем кристаллической решетки. В случае магнитного удержания 
можно вполне определенно судить о движении частиц вблизи грани­
цы плазмы, что мы и сделаем в одном из последующих разделов. В
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Рис. 7.1

настоящем же параграфе в основном ограничимся простейшими мо­
делями плазмы, когда вопрос о граничных условиях решается оче­
видным образом.

Начнем с рассмотрения "холодной” плазмы, которую не надо удер­
живать и которая описывается моделью независимых частиц. Ди­
электрическая проницаемость такой плазмы в отсутствие внешних 
полей имеет вид

а
еч(ш,т) = е(ш,т)8ц, е(ш, г) =  1 -  ^  (7-1.1)

И очень важно, что это выражение справедливо в случае произ­
вольно неоднородной плотности частиц па (г). Поэтому, рассматривая 
полуограниченную плазму, мы будем считать, что (см. рис. 7.1)

{

Ща — сопвЪ при X > О,
«а(г) =  { (7.1.2)

О при х < 0.

Теперь мы можем записать уравнения Максвелла с учетом (7.1.1) 
и (7.1.2), представив поля без ограничения общности в виде 
А(х)е гкгх о̂сь направлена вдоль поверхности плазмы).



216

Имеем:

к%Еу +  Вх 
с

О,
ш

к%Ву ^е[х )Ех О,

к%Ех +  гдЕ*
дх

- В у =  О, к а  +  +  - е { х ) Е у =  О,
с дх с

(7.1.3)

.дЕь
- В , О,

,6»Д, ш
—е(х)Ег =  О.1 4, '“'5ОХ С Ох с

Эти уравнения дополняются очевидными граничными условиями, 
которые получаются непосредственно из них же путем интегрирова­
ния по бесконечно малому (по сравнению с размером неоднородности 
полей Е(ж) и В (;/;)) слою между точками ж =  0 — 5 ж х =  0 +  5, где 
5 —>• 0. В результате имеем:

{ Е г } х = 0  —  { Е у } х= 0 — { В г } х- о  — { В у } х=о 0 . (7.1.4)

При получении этих соотношений учитывались конечность полей Е 
и В как физических величин и конечность скачка плотности па(х).

Уравнения (7.1.3) легко сводятся к двум уравнениям для компо­
нент полей Е~ и В~:

, , ( д 2Ег 
Ф )

д 2В ,

ш
кгЕг +  —  е(х )Ег =  0,

к1В~ +  и̂ ге(х)Вг =  0 .

(7.1.5а)

(7.1.56)
д х 2 ~ с*

Остальные компоненты полей Е и В выражаются через Е~ и В~ с 
помощью соотношений

г , дЕ х
о •■'г" о 12 ОХ

Ех = ---- -к г
К,

ги; дВ г 
ск,2 дх  ’

гш
ск4

Е„

.дЕг
дх

д В 7
(7.1.6)

„  г , и — ____ь, ___ 1
' - ' . г  ------- •( "  7  .  4 1К1 ~ “дх

2 т 2 2 / 2где к =  кг — ш е/с .
Уравнения (7.1.5) и соотношения (7.1.6) пригодны во всей области 

изменения ж, как внутри среды при х >  0 , так и вне ее при х <  0 . 
Поэтому мы можем найти поля в этих областях и сшить найденные 
решения с помощью граничных условий (7.1.4).
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Прежде, однако, заметим, что существует решение уравнения 
(7.1.5а)

соответствующее чисто потенциальной объемной волне, запертой вну­
три плазмы и обладающей спектром локализованных около точки х 
электронных плазменных колебаний.

Остальные уравнения делятся на два не связанных между собой 
класса для компонент Ех, Е~. В,,. и Вх. В~. Еу. Первый класс на­
зывают ТМ или Е-волной, а второй ТЕ или В-волной. При анали­
зе решений этих уравнений, как уже говорилось, следует различать 
две постановки задачи: задачу на собственные значения, или как го­
ворят, задачу о существовании локализованных вблизи поверхности 
волнах, известных как поверхностные волны, и задачу Френеля об от­
ражении и преломлении падающей на поверхность плазменной среды 
электромагнитной волны. В настоящем параграфе рассматривается 
только первая из этих задач. Вторая будет рассмотрена в задачах по 
теме VII.

Можно показать, что уравнение (7.1.56) для волны В-типа не до­
пускает решений в виде поверхностной волны. Поэтому ограничимся 
анализом уравнения (7.1.5а) для волны Е-типа и в соответствии с 
постановкой задачи о поверхностной волне запишем его решение в 
виде

При этом предполагается, что ш2 < к2 с2, т.е. волна медленная, и 
к2с2 > ш2е. что при о; > т.е. в слабостолкновительной плазме, 
выполняется легко. Структура поля (7.1.8) показана на рис. 7.1.

Подставляя (7.1.8) в граничные условия для Ег и Вг (с учетом 
(7.1.6)), окончательно получим дисперсионное уравнение для иско-

х) =  О, (7.1.7)

при х > 0

Ег = (7.1.8)

при х < 0 .
V
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о о Т"Чмои поверхностной волны Ь-типа:

у/ к 1/ 1 — ш2е  +  е \ / к 2с 2 — ш 2 =

----------------------  /  ш2 ч (7-1.9)
=  ^ к 2с2 +  -  ш2 +  ( 1 -  \/ к2 с2 -  и 2 =  0.

При написании последнего соотношения мы полностью пренебрегли 
столкновениями, т.е. положили ие —> 0. Решение уравнения (7.1.9) 
представлено на рис. 7.2. В длинноволновом (низкочастотном) пре­
деле ш =  кгс и поле волны в сильной степени непотенциально (попе­
речно)1, в то время как в коротковолновом (высокочастотном) случае

^Ье , т -чш ~  —= кгс и поле почти потенциально. В этом последнем пределе
V 2 *

для ее описания можно было исходить из уравнения Пуассона

, _  д дФ д дФ ч
скуО =  —-  е—-  =  —  г—--- к„еФ =  0, (7.1.10)

ОГ( ОГ) ох дх “

откуда путем интегрирования вблизи х =  0 находятся и граничные 
условия:

(7л-п )

Рис. 7.2

С ледует заметить, что сильно непотенциальная волна существует и в плотной сильностолк-
-’Ье

С — I -и
Ценнике- Зоммерфельда.

новительной плазме (металле), когда, е =  г— -  —> ос. Эта волна в металлах известна как волна' ил'р
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Сформулированная задача приводит к следующему дисперсионно­
му уравнению для поверхностной волны:

е =  — 1 или ш =  —̂  — г— . (7.1.12)
у/2 2  1 ;

Здесь мы учли слабое столкновительное затухание высокочастотной 
(коротковолновой) плазменной поверхностной волны. Учет столкно­
вений приводит к слабому затуханию и в длинноволновом пределе, 
в чем предоставляем читателю убедиться самому. Заметим, однако, 
что учет теплового движения и связанного с ним бесстолкновитель- 
ного затухания для поверхностной волны оказывается более важным. 
Это связано с затуханием поля в поперечном к поверхности плазмы 
направлении, что приводит к эффективному "замедлению” волны и 
возрастанию роли бесстолкновительного поглощения. Этот вопрос бу­
дет рассмотрен в следующем параграфе.

Здесь же обсудим вопрос о поверхностных волнах в замагниченной 
плазменной среде, считая магнитное поле параллельным поверхности 
среды. При наличии внешнего магнитного поля задача в общем слу­
чае становится весьма громоздкой и поэтому мы ограничимся рассмо­
трением только медленных волн, считая поле потенциальным. Тензор 
диэлектрической проницаемости в модели независимых частиц, кото­
рый раньше выписывался неоднократно, оказывается справедливым 
и для случая произвольно неоднородной плотности носителей и мы 
для простоты воспользуемся им в бесстолкновительном приближе­
нии:

/  е I га 0 \
(7.1.13)

где

При наличии магнитного поля Вд || 0 г решения уравнений поля 
уже следует искать в виде А(х) ехр(—гш1 +  гкуу +  гкгг). В результате 
уравнение Пуассона примет вид

д дФ д дФ 2 дд , 2 л л /п-мтл----- к 8±Ф -  куФ - ---к..8\ Ф =  0. (7.1.15)
" .'V'. _ УЛ т  УЛ т  У & УЛ т  * I I 4 /

1( е± гд 0
ец =  1 - г д 0

\К 0 0 е\\

дг ,1 дг  ̂ дх дх у дх
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Отсюда находим граничные условия:

Г дФ
{ ф},с=0 =  0, дх '“у

Подставляя решения уравнения (7.1.15)

ф

С\ ехр 1Л -I- Ь2 - 0 -  грА / д .  | /у «Ду

к?, ГТ‘*Л>

кудФ > =  0.
)  х= 0

при х >  О,

при х < О,

(7.1.16)

(7.1.17)

в граничные условия, получаем дисперсионное уравнение потенци­
альной поверхностной волны вблизи поверхности замагниченной по­
лу ограниченной плазменной среды:

0. (7.1.18)

Из анализа этого уравнения следуют два важных следствия. Во-пер­
вых, поверхностная волна в магнитоактивной плазме существует толь­
ко при конечной величине внешнего магнитного поля, пока второе 
слагаемое в уравнении (7.1.18) остается определяющим. Во-вторых, 
благодаря именно этому слагаемому поверхностная волна оказыва­
ется не взаимной (однонаправленной) в том смысле, что

ш ш ■к, (7.1.19)

В этом особенно легко убедиться для волн с =  0 и Ое >  а; >  П*, 
когда решение (7.1.18) записывается в виде

к, ш
ш Ье (7.1.20)

\ку\ О е(2 + шЬе/Щ

О независимых однонаправленных поверхностных волнах впервые 
заговорили в начале 80-х годов применительно к плазме твердого те­
ла. Здесь следует заметить, что все полученные в этом параграфе 
результаты применимы как для газовой плазмы и невырожденной 
плазмы носителей твердого тела, так и для вырожденной плазмы 
металлов и полупроводников, поскольку они получены при полном 
пренебрежении тепловым движением носителей. Именно использо­
ванием особенностей распространения таких волн в конечных образ­
цах твердого тела (они излучаются в одном направлении с границы
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образца) для диагностики плотности носителей объясняется бурное 
развитие в последние годы теории поверхностных волн и эксперимен­
тальной техники их детектирования.

§ 7.2. Кинетическая теория поверхностных волн в
полуограниченной плазменной среде. Модель зеркально

отражающей поверхности

Перейдем теперь к вопросу о влиянии теплового движения носите­
лей на характер распространения и поглощения поверхностных волн 
в полуограниченной плазме. Это требует уже использования кинети­
ческого уравнения, решение которого, в свою очередь, возможно при 
известных граничных условиях. Здесь мы рассмотрим простейшую и 
очень распространенную модель зеркального (упругого) отражения 
носителей от поверхности среды. Такая модель более или менее об­
основана для плазмы твердого тела и то -  как мы убедимся ниже -  
только в отсутствие внешнего магнитного поля. Плазменную среду, 
удерживаемую магнитным полем, рассмотрим в следующем парагра­
фе.

Таким образом рассмотрим плоскую границу, разделяющую изо­
тропную плазму и вакуум, как это показано на рис. 7.1 (обобщение на 
случай границы раздела двух плазменных сред не представляет тру­
да). Равновесную функцию распределения носителей заряда будем 
считать максвелловской, либо фермиевской с сильным вырождени­
ем, когда плотность носителей меняется скачкообразно:

{ Ща  =  СОПЗЪ, X >  О,
(7.2.1)

О, х < 0.

Кроме того, для простоты плазменную среду будем считать изо­
тропной и бесстолкновительной, описываемой уравнением Власова 
при отсутствии внешних полей. Это вполне оправдано: как мы не­
однократно подчеркивали, в плазменной среде бесстолкновительные 
процессы протекают, как правило, быстрее, чем столкновительные. 
Выпишем поэтому линеаризованное уравнение Власова для возмуще­
ния функции распределения 8/ ,  которое без ограничения общности
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мы будем искать в виде 8/(х) ехр(—гиЛ +  гкгг). Тогда для 8/  получим 
уравнение

-гш8/ +  ъкгуг8 {  +  Ух^р~ +  е Е ^  =  0. (7.2.2)
ох  ар

Это уравнение является дифференциальным и требует задания гра­
ничного условия.

Проблема граничных условий -  одна из сложнейших проблем фи­
зики поверхности сплошных сред. Что представляет собой поверх­
ность среды, каким образом она удерживает носители заряда? От 
этого зависит конкретный вид граничных условий. Если поверхность 
среды жесткая, точнее, если вблизи поверхности имеется потенци­
альный барьер для носителей заряда, то скорее всего носители будут 
отражаться от этой поверхности, возвращаясь назад в среду. Такая 
ситуация имеет место в плазме твердых тел. Но и в случае газо­
вой плазмы, удерживаемой стенками стеклянного сосуда либо маг­
нитным полем, носители заряда (во всяком случае, легкие частицы
-  электроны) отражаются от ограничивающей ее поверхности. При 
этом возможно частичное поглощение носителей на поверхности -  их 
рекомбинация, прилипание и т.п. Такими процессами мы будем пре­
небрегать, считая, что носители заряда упруго отражаются от грани­
цы плазменной среды. Это сводится к требованию

8/{0: ух > 0 )  =  8/{0: ух < 0 ) : (7.2.3)

которое называется условием зеркального отражения носителей от 
поверхности (границы) плазменной среды.

Условие (7.2.3), вообще говоря, недостаточно для решения урав­
нения Власова (7.2.2). Его следует дополнить требованием затуха­
ния (убывания) 8 }'(:>:). а также полей Е(ж) и В(ж) при удалении от 
поверхности плазменной среды по обе ее стороны. Именно в этом и 
состоит новая характерная особенность поверхностных типов волн в 
полуограниченной среде.

Теперь уже задача корректно сформулирована, и для ее решения 
представим 8/(х. гх) в виде суммы:

<*/(ж, ух) =  8/+(х, ух) +  6/~(х, ух),

( 8/{х: ух >  0), (7.2.4)
=  {

I 3 / ( х : у х <  0).
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При этом сформулированные выше граничные условия записываются 
в виде

8/+(0,ух) =  6/~(0, ух),
(7.2.5)

6/~(оо,ух) =  О,
причем очевидно, что функции 5/± (х ,ух) по отдельности удовлетво­
ряют уравнению Власова (7.2.2).

Дальнейшая процедура решения уравнений Власова для 5/± (х, ух) 
состоит в следующем. Вначале находим 6$~(х,ух), используя второе 
граничное условие (7.2.5):

ОО

6/~(х, ух) =  !  Лх'Щх') ехр — (х -  х')(ш -  кгуг)
VI

(7.2.6)

Подставляя далее (7.2.6) в первое условие (7.2.5), находим 

5 { + (х ,ух) =

д к  1>_______
др ух

Ах1Е(х1) ехр
П р ___  Пр
•Лу  «ду

Vа
(ш -  кгуг)

(7.2.7)

ОО

+  Ах'~Е(х') ехр
гр __  гр ̂(ЛУ (ЛУ I / _ ч

г------------- (ш +  кгуг)
VX

Теперь мы можем, используя (7.2.4), найти описываемый возму­
щением 5/  индуцированный в плазменной среде ток

Зг{х) =  ^ 2 е  Ар [5/+{х ,ух) +  5/ (х ,у х)]

ОО

Ах [Кц(\х — х !\) +  Кц(\х +  х1])] Еу(х'),

(7.2.8)

ще

к а ( х ) =  - ^ 2  е 2 / Ар Ч_дк
ух др3

ехр г— (ш — к~1'~
Ух

(7.2.9)

При подстановке выражения (7.2.8) в уравнения поля получается 
система интегральных уравнений со сложным неразностным ядром,
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причем эта система распадается на две подсистемы для компонент 
Ех, Ег, Ву ж Вх, Вг, Еу соответственно. Решения типа поверхностной 
волны допускает только первая из них. Для решения этой подсисте­
мы уравнений мы поступим следующим образом. Мысленно продол­
жим плазменную среду в область х < О, т.е. примем Щ)(х) =  П{)(—х), 
и запишем там решение в том же виде, что и для случая однородной 
среды. Аналогично решение, найденное для области вакуума, про­
должим на область х > 0. При этом Ех(х) и Ву(х) продолжаются 
нечетно, а Ег(х) -  четно. Далее эти два решения сошьем в точке 
х =  0, используя электродинамические граничные условия, которые 
получаются путем интегрирования уравнения поля вблизи границы 
раздела среда -  вакуум. В результате окончательно находим усло­
вие существования решений уравнений поля в виде поверхностных 
волн, которое и есть дисперсионное уравнение для волн на границе 
изотропная плазма-вакуум:

к2,с2 к!с22и; [' Лкх 7 " '"ЯГ
ш2е1(ш} к) к2с2 — ш2е*г(ш} к)

0. (7.2.10)

Уравнение (7.2.10) определяет спектр поверхностных волн ш =  
=  ш{кг) без каких-либо ограничений на их фазовую скорость. Однако, 
если интересоваться только медленными волнами с фазовой скоро­
стью, намного меньшей скорости света, то в (7.2.10) можно перейти 
к пределу с —>• оо. При этом уравнение (7.2.10) сводится к виду

ОО

2 Г Акх\кЛ
1 + ^ / в д Г 0' (7-2'п )

о
Оно описывает продольные (потенциальные) поверхностные волны 
на границе изотропная плазменная среда -  вакуум. С анализа этого 
уравнения мы и начнем изучение поверхностных волн.

Прежде всего рассмотрим предел холодной бесстолкновительной 
плазменной среды, для которой е\ш, к) =  е(ш, к) =  1 — ш\е/ш2. Из
(7.2.11) в этом пределе имеем:

ш2
ф )  +  1 =  2 -  =  0. (7.2.12)

со2
Отсюда следует спектр частот незатухающих поверхностных волн на 
плоской границе раздела холодная плазменная среда -  вакуум:

1 / 2 ,  (7.2.13)со2 =  ш
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который уже был исследован выше (см. (7.1.12)).
Можно сказать, что эти колебания представляют собой поверх­

ностный аналог объемных ленгмюровских (плазменных) колебаний 
холодной плазменной среды. Так же, как и объемные ленгмюров- 
ские волны, поверхностные колебания со спектром (7.2.12) не обла­
дают дисперсией. Но если это так, то учет теплового движения дол­
жен привести к появлению как дисперсии, так, и это более важно, 
затухания этих волн, обусловленного их черенковским поглощением 
электронами. В случае объемных волн при условии ш/к Уте это за­
тухание оказывается экспоненциально малым. Как же обстоит дело 
для поверхностных волн? Ведь их пространственная структура суще­
ственно отличается от структуры объемных волн -  их амплитуда до­
вольно резко убывает при удалении от поверхности плазменной сре­
ды. Прежде чем анализировать этот вопрос количественно, заметим, 
что такая структура поверхностных волн должна сказаться на вели­
чине их эффективной фазовой скорости, а следовательно, на погло­
щении этих волн электронами. Действительно, в уравнении (7.2.11) 
содержится интегрирование по кх вплоть до кх -4 ос. Это означает, 
что и величина кх может быть сколь угодно большой, а фазовая ско­
рость ш/к, напротив, малой. Как следствие в значительной области 
изменения кх мнимая часть е 1 {ш, к) велика и поглощение существенно. 
По этой причине при учете теплового движения носителей уравнение
(7.2.11) удается точно анализировать только численно. Однако, если 
ш/к ^  Уте, то можно воспользоваться приближенным анализом этого 
уравнения, подставляя в него е1 (ш,к) для невырожденной плазмы в 
виде

еЧш, к) =  1 ~ У  +  - р  ( - ^ )  • (Т.2.14)

Учитывая далее, что основной вклад в интеграл (7.1.11) даст область 
больших кх, окончательно получим дисперсионное уравнение в виде

2 — -у -  (1  ~ 2г\^ кг^ Те\ =  0. (7.2.15)
Шг  \ V 7Г Ш I

Отсюда находим декремент затухания высокочастотных поверхност­
ных волн, обусловленный их черенковским поглощением электрона­
ми (ш —>• ш +  гб):

6 =  -\  -\кг\уТе,  (7.2.16)7Т
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Декремент (7.2.16), хотя и мал по сравнению с частотой (7.2.13), но не 
экспоненциально мал, а это как раз и является следствием определя­
ющего вклада в мнимую часть е1 (ш, к) от области больших кх. В этом 
и заключается основная новизна поверхностного аналога ленгмюров­
ских волн в плазменной среде, спектр частот которых изображен на 
рис. 7.3.

Рис. 7.3

Заметим, что линейный рост затухания поверхностной волны с ро­
стом волнового вектора в бесстолкновительной плазме был недавно 
обнаружен в так называемом сурфатроне, использующем такую вол­
ну для генерации плазмы.

Аналогичное положение имеет место и в случае вырожденной элек­
тронной плазмы. Действительно, если в (7.2.11) подставить выраже­

н и е  2 2

е\и, к) =  1 -  ^-у +  9(куРе -  ш), (7.2.17)
и г 2 к6Уре

то (7.2.11) принимает вид

(  3\кг\уге\ . .

2 ----- у  ( 1 — г -  1 =  0. (7.2.18)

Отсюда находим декремент затухания ленгмюровских поверхностных 
волн в вырожденной плазме (о; —> о; +  гб)

$ = - 3 \кг\Уре. (7.2.19)
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Заметим, что объемные колебания в этой области частот в электрон­
ной плазме вообще не затухают.

Рассмотрим теперь вопрос о существовании поверхностных ионно­
звуковых волн в изотропной плазменной среде. Так же, как и объем­
ные волны, они могут существовать только в неизотермической плаз­
ме с Те >  ^  в области фазовых скоростей ш/к Ут%- Ионно­
звуковые поверхностные волны, очевидно, являются продольными и 
описываются общим дисперсионным уравнением (7.2.11), которое при 
подстановке выражения

е [ш к)
шы шЬе

Шс к2у1е
1 +  г

легко интегрируется и сводится к виду

\ "1/2
1

ши 2 га

ттМ \кг\3у3
X

X Ах

\/ X2 +  1 (х2 +  1 +  Ш2и/к1 у2$6 г
О,

(7.2.20)

(7.2.21)

ще
ш

Ег и
шА

Отсюда следует, что поверхностные ионно-звуковые волны могут 
существовать только в области частот ш < шц/у/2 } причем их спектр 
дается следующими ассимптотическими формулами (ш ^  ш +  /д):

ш

1 2 2 кг у 8 при к2 г2 «  ш{-.

при к2г 2 >  ш2и .
(7.2.22)

ш

'7Г га 
Ш

тп ши
ттМ

при

при

<  и 2ы ,

к1 4  >

(7.2.23)

Спектр частот (7.2.22) представлен графически на рис. 7.4.
Заметим, что формулы (7.2.22) (7.2.23) легко обобщаются на слу­

чай плазменной среды с вырожденными электронами. Для этого под



Рис. 7.4

3  т
~^дуРе-> а в выражениях для 8 надо ввестиу8 следует понимать у8

множитель л/тт/2 .
До сих пор мы говорили о потенциальных поверхностных волнах, 

учитывая малость их фазовых скоростей по сравнению со скоростью 
света, и пренебрегали непотенциальной частью поля в этих волнах. 
При этом остался открытым вопрос о том, когда строго применимо 
это приближение и как выглядит спектр поверхностных волн в непо­
тенциальном приближении. На этот вопрос мы ответим для случая

, >21 / \ Т ,.|..холодной плазмы, для которой е' =  е' =  е(ш) =  1 ------ т-. В этом про­
стейшем пределе общее дисперсионное уравнение (7.2.10) принимает 
довольно простой вид:

\/к2с2 — ои2г(си) +  е{ш)\/к2с2 — со2 =

проанализированный выше (см. (7.1.8)).
Уравнение (7.2.10), полученное для изотропной плазмы, в принци­

пе можно обобщить на случай анизотропной замагниченной плазмен­
ной среды. Но это довольно громоздкая процедура, которая, однако, 
становится простой в потенциальном пределе, когда это уравнение

\ !  к 2г с 2  +  Ш1 е

(7.2.24)
о?2 +  1 с2 — ш2 =  0,
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записывается в виде:

2 °Г +  Щ+  Щ
(7.2.25)

Легко показать, что в условиях среды без пространственной дис­
персии, когда и ец являются только функциями частоты, из(7.2.25) 
получаем:

Это уравнение отличается от уравнения от (7.2.18) отсутствием сла­
гаемого куд , что указывает на независимость поверхностных волн в 
магнитоактивной среде. Таким образом, модель зеркального отраже­
ния неадекватно учитывает поверхностные эффекты, в частности, это 
видно на примере холодной магнитоактивной плазмы, где в дополни- 
телных граничных условиях вообще нет необходимости. Это утвер­
ждение весьма серьезно, если учесть, что существование однонапра­
вленных поверхностных волн в замагниченной плазменной среде не 
только доказано экспериментально, но как отмечалось выше, они эф­
фективно используются для измерения плотности носителей в таких 
средах вблизи поверхности.

§ 7.3. Неустойчивость границы плазмы, удерживаемой
магнитным полем

Исследуем теперь полуограниченную плазму, удерживаемую силь­
ным магнитным полем, параллельным поверхности плазмы и напра­
вленным вдоль оси Ог. Неоднородная граница плазмы, удерживаемой 
магнитным полем, обладает характерным размером, намного превы­
шающим ларморовские радиусы частиц. Эту границу будем считать 
расположенной вблизи плоскости х =  0 (рис. 7.5). Для простоты 
столкновениями заряженных частиц в плазме пренебрежем, пред­
полагая выполненными неравенства иа, где а =  е, г. Невоз­
мущенную электромагнитным полем колебаний функцию распреде­
ления частиц сорта а при этом находим так же, как это было сде­
лано в разделе, посвященном геометрико-оптическому приближению

(7.2.26)
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(см. тему VI):

У± 81П (р д
Оа дх

(7.3.1)

где Рда(Е, х) является либо функцией распределения Максвелла, ли­
бо функцией распределения Ферми, но с зависящими от х темпера­
турой и плотностью частиц.

В отличие от темы VI, где плазма считалась плавно неоднород­
ной, здесь плазма неоднородна в узком слое вблизи плоскости х =  0 
(поверхность плазмы). В этом слое и проявляется отличие функции 
распределения (7.3.1) от равновесной и именно здесь локализованы 
диамагнитные токи, обусловленные ларморовским вращением частиц 
в пространственно неоднородной плазме. Как было показано выше, 
диамагнитные токи могут стать причиной возбуждения в области не­
однородности плазмы коротковолновых (по сравнению с размером 
неоднородности) дрейфовых колебаний, описываемых в рамках при­
ближения геометрической оптики. В дальнейшем будет показано, что 
диамагнитные токи могут возбуждать также колебания с длиной вол­
ны, значительно большей размера неоднородности границы плазмы. 
Это поверхностные волны, затухающие в глубь плазмы.

Для поверхностных волн границу плазмы можно считать бесконеч­
но тонкой и диамагнитные токи рассматривать как граничные усло­
вия к уравнениям электромагнитного поля. Задачей исследования, 
таким образом, является вывод уравнений поля и граничных усло-

х

В0
0

У

Рис. 7.5
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вий к ним, учитывающих неоднородность поверхностного слоя плаз­
мы и возникающие в нем диамагнитные токи. Сформулированную 
задачу будем решать на примере продольных (потенциальных) волн, 
поскольку в случае удержания плазмы магнитным полем магнитное 
давление намного превышает газодинамическое и колебания плазмы 
с хорошей степенью точности можно считать потенциальными. По 
этой же причине, как и выше, будем пренебрегать неоднородностью 
магнитного поля по сравнению с неоднородностью плазмы.

При указанных ограничениях кинетическое уравнение для нерав­
новесной добавки к функции распределения (7.3.1), зависящей от вре­
мени и координат как

5 1 а  =  б / а ( х )  ехр(—ш 1  +  г к у у  +  гк2г). 

записывается в виде

ш -  куУу -  кгуг)д }а +  IV, гП а -е
ар

-\7Ф.

(7.3.2)

(7.3.3)у X  »~1 “  “ IX »~1ох ор
Здесь Е -  потенциальное поле возмущений Е

Решение уравнение (7.3.3) находим путем интегрирования по ха­
рактеристике

У ±  8111 р  +  0,а Х =  СОП81. (7.3.4)
При этом

8 / а ( х )  =

ч>

тап а
Ар'ЧФ(х')д ^ Х К

ОУ
00

х ехр
О

Ар" (со — куУ± 8111 р" — кгуг)
а

(7.3.5)

Здесь х 1 и х, р 1 и р  связаны между собой соотношением характери­
стики (7.3.4).

Подставляя решение (7.3.5) в формулу для плотности заряда

Р(х ) =
а

и используя уравнение Пуассона

Дф =  -4тгр(х),

(7.3.6)

(7.3.7)
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после довольно громоздких вычислений (подобных проведенным вы­
ше) окончательно получаем в случае невырожденной плазмы следу­
ющее уравнение для потенциала поля колебаний:

ДФ Акх Ф(кх)егктх иЬа
V.Та

Е ш
ш зП

X
а

X \ ку 4 а  д °
соО,а дх

8 Ш 
%а

■ кх4 а  д° А'лг,а
О2 д х А 3 (га)

х (7.3.8)

ще

я,
к2 II2
К± у Т а

Ш
\кг\̂ Та 

д {) д\тга дта д
а О2 ’ дх дх дх дТа

Оператор д°/дх действует на все стоящие справа от него величины.
Следует отметить, что уравнение (7.3.8) пригодно во всем про­

странстве как в плазме (область х "> 0). так и в вакууме (область 
х < 0). Поэтому оно не требует задания специальных граничных 
условий; их можно получить путем интегрирования самого уравне­
ния (7.3.8) по физически бесконечно узкому переходному слою вблизи 
поверхности плазмы, малому по сравнению с длиной волны поверх­
ностных волн.

Анализ уравнения (7.3.8) начнем с холодной плазмы, когда диа­
магнитными токами в поверхностном слое можно полностью прене­
бречь. Другими словами, рассмотрим колебания с фазовой скоро­
стью, намного большей тепловых скоростей частиц, и с длиной волны, 
значительно превышающей их ларморовские радиусы. В уравнении 
(7.3.8) при этом следует перейти к пределу Т  —>• 0. В результате по­
лучим уравнение

к: Ф Е шТа

а

дФ д  I шТа
дх дх а и* о а

шТаР*а
дх ^  ш{ш2 — Оа)

Ф +

0,

(7.3.9)

совпадающее с (7.1.15). Как уже отмечалось выше, это уравнение не 
зависит от вида функции распределения частиц, и поэтому справед-
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ливо как для невырожденной, так и для вырожденной плазмы. Оно 
подробно проанализировано в § 7.1, где было показано, что в холод­
ной бесстолкновительной замагниченной плазме в условиях полного 
пренебрежения тепловым движением частиц поверхностные волны в 
плазме с резкой границей всегда устойчивы. Более того, учет столк­
новений частиц приводит к их затуханию (см. задачу 3 по данной 
теме). В этом нет ничего удивительного, поскольку в рассматривае­
мом приближении полностью пренебрегается диамагнитными токами 
в неоднородном поверхностном слое плазмы, которые могут привести 
к раскачке колебаний.

Картина качественно меняется при учете конечной температуры 
плазмы, а вместе с ней и конечного ларморовского радиуса частиц. 
При этом, кроме того, что вступают в силу диссипативные эффекты, 
обусловленные бесстолкновительным черенковским поглощением и 
излучением волн частицами плазмы, существенными становятся диа­
магнитные токи в неоднородном поверхностном слое плазмы, кото­
рые могут оказаться причиной неустойчивости поверхностных волн 
в плазме. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим уравнение (7.3.8) в 
области низкочастотных (ш <С Г2а) и длинноволновых (к21у ^ а <С Па) 
колебаний. Разлагая функции А 3 (га) по степеням га и ограничиваясь 
в сумме по циклотронным гармоникам членом с 5 =  0, из интегро- 
дифференциального уравнения (7.3.8) получаем дифференциальное 
уравнение второго порядка1

При выводе этого уравнения было принято еще одно упрощающее 
допущение, а именно, ио2 к\ <С к2&2.

Граничные условия для потенциала Ф получают путем интегриро­
вания уравнения (7.3.10) по переходному слою вблизи границы плаз-

1 Следует отметить, что в приближении геометрической оптики из уравнения (7.3.8) получаем 
уравнение эйконала для бесстолкновительной плазмы вида е(ш, к , х) =  0, которое в низкочастот­
ном пределе подробно было проанализировано в предыдущем разделе.

ДФ = Е
а

ф+

(7.3.10)
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мы так же, как это было сделано ранее. В результате имеем:

{Ф}*=о =

(7.3.11)
0.

дх  „ ^а \кгУТа/ \дх  Ш ,а х 4 7 4 ' ) ж=0
Теперь, когда получены граничные условия, можно записать уравне­
ние (7.3.10) в следующем виде: 
для плазмы (х >  0, Ф =  Ф1)

шЬа
V.а Та

ш

V.Та Л
ш

а
к

Ф1+

д 2

(7.3.12)

у д х 2 Ф1

для вакуума (х < 0, Ф =  Ф2)

ДФ? =  0. (7.3.13)

Решения этих уравнений, затухающие при х —>• ±оо, соответствен­
но имеют вид

ФДж) =  Сге ^ х , ФДж) =  С\е
х^ Щ  +  к\

(7.3.14)

ще
шЬа

х2 = к2у +
V.а Та

Ш

1 + Е
шЬа т
П2 ^

СО
(7.3.15)

а ыа
Подставив решения (7.3.14) в граничные условия (7.3.11), получим 

систему однородных алгебраических уравнений для постоянных С\ и 
С2, условие разрешимости которой представляет искомое дисперси­
онное уравнение для поверхностных волн в полуограниченной плазме 
с учетом диамагнитных токов на ее поверхности:

ш1 + ̂. а 11

Ш х+Е Ш

а а
(7.3.16)

+-\Д2 +  к2 — 0.
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Приступая к анализу дисперсионного уравнения (7.3.16), прежде 
всего заметим, что поверхностные волны возможны лишь в области 
частот, где \2 > 0; при этом в области частот ш ^  кгУте тепловым 
движением частиц можно пренебречь и уравнение (7.3.16) перехо­
дит в (7.3.15). В этом пределе пренебрегается также диамагнитными 
токами на поверхности плазмы и, как следует ожидать, колебания 
не нарастают во времени. Как подчеркивалось, учет диамагнитных 
токов может привести к раскачке поверхностных колебаний. Чтобы 
убедиться в этом, исследуем решения уравнения (7.3.16) в области 
частот кгУт% <  <  к~г-т,.. в которой существенны эффекты, обусло­
вленные тепловым движением электронов. Из уравнения (7.3.16) в 
этой области частот получаем:

Для мод с Щ ^  к\ при условии ш2и  ^  О2 (которое, как прави­
ло, с большим запасом выполнено в реальной плазме, удерживаемой 
магнитным полем) из уравнения (7.3.17) находим следующий спектр 
слабонарастаюгцих колебаний (ш —)■ ш +  ъ6 ):

ваемой сильным магнитным полем, под действием диамагнитных то­
ков, протекающих в тонком неоднородном поверхностном слое с раз­
мером порядка ларморовского радиуса частиц, происходит раскачка 
поверхностных ионно-звуковых волн, распространяющихся почти под 
прямым углом к внешнему магнитному полю (\ку\ \кг\) и убываю­
щих в глубь плазмы на глубине порядка Только в сильно не­
изотермической плазме с Те >  этот размер больше ларморовского 
радиуса ионов (а следовательно, толщины поверхностного слоя).

Наконец заметим, что обобщение рассмотренного явления на слу­
чай плазмы с вырожденными носителями заряда не представляет 
большого труда и проводится в одной из задач по данной теме.

( 1 +
(7.3.17)

причем

(7.3.18)

2  7 2  2 (7.3.19)

Т
где У’2 =  Отсюда видно, что в полуограниченной плазме, удержи-
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§ 7.4. Связанные упруго-электромагнитные поверхностные
волны

При наличии связи между упругими и электромагнитными харак­
теристиками плазменных сред поверхностные волны уже не могут 
быть чисто электромагнитной природы. В ограниченном образце пье­
зополупроводника, который мы только и рассматриваем, электромаг­
нитное поле поверхностной волны, проникая в глубь образца, вызы­
вает движение элементов кристаллической решетки, и поверхностная 
волна оказывается упруго-электромагнитной. Очевидно, аналогичное 
явление имеет место также и в непьезополупроводнике, если только 
учесть влияние поля поверхностной волны на деформацию кристал­
лической решетки через деформационный потенциал. Этот эффект, 
однако, намного слабее и ниже нами не рассматривается.

Описание связанных упруго-электромагнитных поверхностных 
волн в плазменных средах дело довольно сложное, особенно в услови­
ях, когда существенны эффекты теплового движения носителей заря­
да и для их описания необходимо использовать кинетическое урав­
нение. Поэтому мы здесь ограничимся рассмотрением простейшего 
случая изотропной плазменной среды в отсутствие внешних полей. 
Кроме того, электромагнитное поле поверхностной волны будем счи­
тать потенциальным, полагая Е =  — \7Ф, В =  0. Уравнения теории 
упругости, описывающие колебания решетки, как обычно, записыва­
ем в виде

=  ^  { 7 А 1 )
где

дФ
СГ̂ -(х) =  Лу1т (х )и 1т  -  (7.4.2)

а уравнения поля сводятся к уравнению Пуассона

д
дх,;

47г /?(х ). (7.4.3)

Здесь р(х) -  плотность носителей заряда, определяемая возмущени­
ями функций распределений:

Р(х ) =  ^ 2 е [  (7ЛЛ)
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д б /  д б /  д Ф д / 0 Л _  .
------- 1- V ----- — е-----------=  0 (7 4 5)
т дт дт др  ’ { }

Уравнения (7.4.1) и (7.4.5) должны быть дополнены граничными усло­
виями. Из (7.4.1) непосредственно следует условие на поверхности 
(нормаль к поверхности совпадает с осью Ох) пьезополупроводника:

<^4=0 =  (7-4.6)

Что касается граничного условия для уравнения Власова, то мы бу­
дем предполагать, как и выше, выполненным условие зеркального 
отражения носителей от поверхности пьезополупроводника:

ух > 0) |х=о =  ух < 0) |ж=0. (7.4.7)

Для упрощения задачи, как и всюду выше, пьезокристалл счита­
ем гексагонально симметричным с главной осью симметрии вдоль оси 
0г, а тензор \ ц т аппроксимируем изотропным тензором. Кроме того, 
ограничимся рассмотрением волн, распространяющихся строго попе­
рек главной оси симметрии, и представим все возмущенные величины 
в виде А(х) ехр(—ш 1  +  куу). При этих ограничениях уравнение (7.4.1) 
для компоненты иг запишется в виде

- ш2р{гп)иг =  -  к2\1гиг -  -  к2(ЗгФ =  0. (7.4.8)
их Ох у Ох Ох у

Уравнения для компонент их и иу отщепляются и вообще не содер­
жат электромагнитного поля, т.е. описывают чисто упругие колеба­
ния кристаллической решетки, поэтому они здесь не рассматривают­
ся. Из (7.4.8) следует граничное условие (7.4.6)

причем <̂ (х) является решением уравнения Власова

Л ди2
А* 2Чг' дх

=  0. (7.4.9)
ж=0

Уравнение Пуассона (7.4.3) для рассматриваемой волны принимает
ВИД

0 011
^ 2  -  Щ}Ф -  АпЩ/Зхщ +  4 ж -  4тгр(х) =  0. (7.4.10)

Здесь р(х) -  плотность индуцированного носителями заряда, кото­
рая находится по формуле (7.4.4) с подстановкой решения уравнения



Власова (7.4.5) с граничным условием (7.4.7). Решение этого урав­
нения, так же как и уравнения поля (7.4.10), полностью аналогично 
проведенному в § 7.1. Поэтому здесь мы не будем его повторять. От­
метим только, что Ф(ж) продолжается в вакуумную область четным

 ̂ дФ диг
образом, —— и —------нечетным. Далее решения в областях х >  0 и

ох ох
х <  0 сшиваются с помощью обычных граничных условий электроди­
намики, что окончательно приводит к следующему дисперсионному 
уравнению для поверхностной волны на границе раздела пьезополу­
проводник-вакуум:

ОО
лкх \и „ ч12/1 -  =  0. (7.4.11)

, гг I, м 4?г^ 1о кге\ш,к) Ш2р(т) — \1гк2

В отсутствие пьезоэффекта, т.е. в пределе (3\ —>• 0, уравнение
(7.4.11) переходит в дисперсионное уравнение для продольных волн 
полуограниченной изотропной плазменной среды, подробно исследо­
ванное в § 7.1. Можно показать непосредственно из уравнений (7.4.1) 
и (7.4.2), что в рассматриваемой геометрии чисто упругие поверх­
ностные волны существовать не могут. Поэтому появление связанной 
упруго-электромагнитной поверхностной волны, описываемой урав­
нением (7.3.11), в действительности есть проявление поверхностной 
электромагнитной волны в пьезополупроводнике: благодаря пьезо­
связи электромагнитных и упругих свойств поверхностная электро­
магнитная волна вызывает вынужденные упругие колебания кри­
сталлической решетки, которые так же, как поле электромагнитной 
волны, затухают в глубь пьезополупроводника.

Чтобы убедиться в сказанном, рассмотрим простейший случай вы­
сокочастотных поверхностных волн, считая е1 (ш, к) функцией только 
частоты и пренебрегая тем самым пространственной дисперсией носи­
телей заряда в пьезополупроводнике. В этом случае интегрирование 
в (7.4.11) легко выполняется и это уравнение сводится к виду
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В условиях, когда мы имеем пьезодиэлектрик и е(ш) =  сопз!, соотно­
шение (7.4.12) описывает закон дисперсии поверхностной волны и она 
называется волной Гуляева -  Блюштейна, которые впервые получи­
ли это уравнение. Надо заметить, что эта волна получила широкое 
применение в акустоэлектронике после ее экспериментального обна­
ружения, как одно из эффективных средств создания периодических 
структур на поверхности пьезодиэлектриков, и принесла мировую из­
вестность ее первооткрывателям.

Заметим, что уравнение (7.4.12) можно получить, и не решая кине­
тического уравнения Власова (7.4.5). Следует исходить из уравнения 
теории упругости (7.4.8) и уравнения Пуассона (7.4.10), записанного 
в виде

0. (7.4.13)

При этом к граничному условию (7.4.9) добавляется условие непре­
рывности потенциала Ф на поверхности х =  0 и условие

с?Ф ди 1
е(со')—— 4тг. |̂ — / — 0, (7.4.14)

дх дх   ̂т=0

которое получается из (7.4.10) при интегрировании по бесконечно 
тонкому поверхностному слою вблизи х =  0. Решение этих уравне­
ний внутри и вне пьезополупроводника и их сшивка на границе плаз­
менной среды окончательно приводит к дисперсионному уравнению
(7.4.12).

Рассмотренная поверхностная волна, как уже отмечалось, в дей­
ствительности является квазиповерхностной упругой волной, посколь­
ку при (3\ —̂ 0, т.е. в отсутствие пьезоэффекта в кристалле, она суще­
ствовать не может и переходит в объемную упругую волну, однород­
ную вдоль оси Ож (вдоль этой оси она не затухает). Учет пьезоэффек­
та замедляет скорость объемной волны и тем самым обусловливает 
существование поверхностной упругой волны. Кроме замедления пье­
зоэффект приводит к качественно новому явлению -  плазменному 
затуханию упругих колебаний. Формально оно является следствием 
наличия мнимой части у диэлектрической проницаемости е(ш), име­
ющей в высокочастотной области хорошо известный вид:

е(ш) =  1 -  ^  (7.4.15)
иг

_д_
дх;

дФ
е(и;)—  +  4тт (5ш (х)икщ
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Здесь ь>е -  частота электронных столкновений, а поэтому диссипация 
звуковой волны обусловлена трением электронов в пьезополупровод­
нике.

Обратим внимание еще на одну интересную особенность поведе­
ния связанных упруго-электромагнитных волн вблизи собственных 
частот электромагнитных поверхностных колебаний, где

е(ш) +  1 =  0, ш =  ш . (7.4.16)

В этой области частот, учитывая малость пьезоэффекта, уравнение 
(7.4.12) запишем в виде

(и? -  к Ч г) [е(и) +  1]; к2у2
' 4ТГ/?!2 '
У " ‘Ч .

(7.4.17)

где т2г =  \1г/ . Будем искать решение уравнения (7.4.17) в виде

ш =  куУ1Г +  8 =  — +  8. (7.4.18)
у2

Находим:

-ш
4тг (З2

У т Ч ,
(7.4.19)

Формально это уравнение имеет три решения:
1/3

/  \ “

81

/
/  \ 2 '

и 4тг/?12
< 2 2 де

>

V \РЧгдш / У

8
1 ±  гу/3

2,3

/  \ 2 '
Ш 4тг/?1

< 2 2 дЕ
>

V \ Р Ч г д ш / У

1/3
(7.4.20)

однако легко показать, что только первый корень удовлетворяет тре­
бованию поверхностной локализации рассматриваемой волны, про­
странственный коэффициент затухания которой

к
4тт(3-1
Ру1

дш

(7.4.21)
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положителен при —— > 0. Именно такое положение имеет место в
дш

термодинамически равновесной среде с е(ш) в виде (7.4.15).

Задачи по теме VII

Задача 1. (задача Френеля), На плоскую поверхность холодной полуограниченной 
изотропной плазменной среды, плотность которой возрастает в области 0 < г < а

1-1 л 2тгсот пуля до пр =  сонм. падает /-.-волна с частотой со < сор, причем А = ----->• о,
со

Оценить поглощаемую плазмой энергию поля вследствие трансформации падаю­
" со2 (г о)

щей волны в плазменную в резонансной точке г 6 [0, а], где е(го) =  1 ----- р ,,— =  0," со
Решение.

Уравнения поля для /-.'-волны сводятся к одному уравнению для Ву =
Ву(г) ещ>(^гсо1 +  гкхх):

й 1 йВ„

При этом
г (г) йг

и: йВу 
сое(г) йг

Е я
кхс 

сое (г)
В„.

(1)

(2)

шЦа)
Затухающее в области г > а, где е(а) =  1 ----- р ,, < 0, решение (1) имеет вид

со1

Ву(г) =  Ву(а)е^ К(а г̂ , к2 =  к2х -  ^ е .  (3)

В области же г < 0 решение (1) состоит из падающей и отраженной волн, причем

Д г о т р (О )  =  г Ех п а д (0 ) ,  (4 )

где г -  коэффициент отражения, а А =  1 — Iг |2 — доля поглощаемой плазмой энергии
поля, а

Для решения (1) в области 0 < г < а учтем, что к(а)а ~  — <С 1. Тогда с точно-
А

стью до членов ~  — найдем: Л

В у (г) =  С\ ^  йг' е(г') +  ( V 
о

йг'е(г') йг"
к2 {г") 
е(г")

С2 + С ^  йг'"ф'")
. о .

(5)

гс
Ех(г) = -----(Л

СО

г г

1 - / ^]  Ф')
. о о

йг" е(г")
о

2
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со
где к (г) =  кх ----- ,, Поскольку в области 0 <  г <  й в  точке г =  го е(го) =  0, ас
ка <С 1, то с хорошей степенью точности

Отсюда

Ву ~  С2, Ех(г) ~  - - С г  +  - С 2 йг'.
со со ,) е(г ’)

о

1С С7Г
Ех{0) = -----Съ Ех(а) =  Ех{0) -  — ф 2хВу{0),

со со

Ву(а>) — Ву( 0) — 0,

где г] 1 йе(го) сЛпе^о)
йг о йга

С другой стороны, согласно (2) и (3)

1ск(а)
Ех{о) — Ву(а).

сое

Из соотношений (6)-(8) находим поверхностный импеданс

я = —
СО

,к(а) о

г ЯДО) = — /ЩД0),
47Г

а следовательно, и коэффициент отражения
со

4-7ШЛ
СО ’ 

1 + ----2,Атхкп

(в)

(7)

(8)

(9)

(10)

Поскольку поглощение, обусловленное неоднородностью плазмы, мало по пара­
метру о/А <С 1, то Ке/? <С 1 т 2 ’. Учитывая это, окончательно находим:

А
к^е2 +  к2 (а) к$ а; А ( Н )

Таким образом, только малая часть падающей поперечной волны преобразуется 
в резонансной точке в продольную волну и поглощается в плазме. Генерируемая 
в резонансной точке плазменная волна захватывает и ускоряет часть электронов, 
причем

е2Е 2ад /А
пр(г0) ~ Ш  ’ 5уск ~  2ггш? \ а )  ' (12)

Здесь Пуск _ число ускоренных электронов, а Еиад -  амплитуда падающей волны.

г

Задача 2. Исследовать проникновение квазистатического монохроматического по­
ля с частотой со в полуограниченную изотропную плазму с резкой границей. Отра­
жение частиц от поверхности плазмы принять зеркальным.
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Решение.
Считая поле нормальным к поверхности для области х >  0 (в плазме), можно 

записать

Т -  »>
или

И(х) =  Е0, (2)

где Ео -  напряженность электрического поля на поверхности плазмы,
С другой стороны, П(х) можно определить, продолжив П(х) в область х < О 

четным образом и произведя преобразование Фурье

О О  О О

Г>{к) =  2*_ I  0 { х ) е ^ гкх йх, Е {х) =  I  0 {к )е гкх йк. (3)
— оо —оо

В результате из (2) получаем:

00 гкх
0 (к )е }кх йк =  —  Г ——-— йк. (4)

т ]  к
—  О О

Отсюда, учитывая, что при зеркальном отражении частиц от поверхности плаз­
мы для продольного поля

Б  (к) = е ‘ (со,к)Е(к), (5)

получаем

<6>
пли, подставляя это выражение в (3),

^  7  ег к х Лк

^  т п  У ке‘(и1 ,к) '   ̂ ^
—  О О

Эта формула определяет проникновение квазистатического поля в полуограни- 
чеппую изотропную плазму нормально к ее поверхности.

Интеграл (7) существенно определяется полюсами подынтегральной функции

к =  0, е1(со, к) =  0, (8)

На больших расстояниях от поверхности плазмы, х — — — г, где Уое -  ско-IШ + IVе\
рость хаотического движения электронов, вклад в интеграл (7) дает только первый 
из этих полюсов. При этом

т?( \ Е 0
Щ х )  =  -77 ------=  ---------------------------2---------------------------------------------------------------------- ' ( 9 )е1(и,0) х ш1и

ш (ш  +  гие )
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т т  ^  ^ О еНа малых же расстояниях от поверхности плазмы, х <С -----------г, существенны-\ш + 11̂е\ "
ми становятся также полюсы, определяемые нулями диэлектрической проницаемо­
сти е1(со, к). Для чисто электронной плазмы (со2 ^ / () при условии \ио +  гие\ <С со̂ е 
эти полюсы находятся из уравнения

1 +  * 4 ; ( 1 + ” 1* ^ )  =  ° '  (10)

где а =  \Дг/2, г2Ве =  г'2Гг/^]г -  для невырожденной электронной плазмы и а =  -тт/2,
г1)е =  ~ .ыя вырожденной, В результате имеем:

Е(х) =  Е 0е ~ х ^  (1  +  — V  (И )V 2 ?)0е )

Часто вводят понятие импеданса слоя <1 плазмы:

а
Е(х)  йх

2 = ^ -------- ■ (12)
— шЕ0 
4 7 Г  г

В числителе фигурирует падение напряжения на слое <1. а  в  знаменателе -  
ток, проходящий через этот слой. Величина Ке 2  характеризует поглощение по­
ля в слое (I.

На больших расстояниях от поверхности плазмы импеданс характеризует объ­
емное поглощение, причем согласно (9)

г о6 =  (13)

На малых расстояниях можно ввести понятие поверхностного импеданса, ис­
пользуя (11);

оо

2шт = ^ [ Лхег Ф ^ (  1 + М = « г4 1  + ,“ У  (14)
СО )  \  2  У 0 е /  Со V  2 %  /о

Задача 3. Найти столкновительную поправку к декременту затухания высокоча­
стотных поверхностных волн в электронной плазме.

Решение.
При учете столкновений электронов независимо от степени вырождения плазмы 

в дисперсионном уравнении (7,1,9) следует положить

Ф ) = 1 -  , ̂ = 1 -  ^  (1 -  * - )  , (1)со[со +  гие) со1 \ со)
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где -  для полностью ионизованной плазмы и //,. =  -  для слабоионизо-
ваппой плазмы, В результате из (7,1,9) получаем (ш —>• ш +  /г),.,):

А;2 с2 при А;2 с2 -С о>|е,

"Ёе/2

кУ/ш1

при А:2 с2 >• ы|е, 

при А;2с2 <  ы|е,

(2)

с̂т (3)
1 при к2с >• и>1е

Предел //;<•- ;:5>> ы|е соответствует продольным колебаниям, поэтому г)с г в этом 
пределе совпадает с найденным в (7,1,12),

Задача 4. Исходя из общего выражения (7,2,10), вычислить поверхностный импе­
данс при нормальном падении электромагнитной волны на поверхность полуогра­
ниченной плазмы при \', . х  <С ооье и связать его с коэффициентами отражения и 
поглощения волны.

Решение.
При нормальном падении волны кг =  0 и поверхностный импеданс дается вы­

ражением ОО

г“  = ,8ш I (1)О
Проникновение поля в плазму при этом определяется формулой

ОО • 7

ем = 1 ^ 1  ^  ■ и<> 1 2 1г ( 1 ^о к2 ^  — е1г(ш,к) с1

На больших расстояниях от поверхности плазмы, .г  ---- —— г, пространствен-
|о> +  гуе |

ной дисперсией в егг(ш,к) можно пренебречь, записав:

е*г(о;, к) —>• =  1 ------ , — -, (3)1 ’  ш(ш +  гие) К 1

В этом случае

_  . , В Л 0) 1—у/е(ш)х Вч( 0)  гу. / \
ЕЛх) ра -------т = =  е с К ' = -------у- ^ = е  Х>Аск. 4)

Ау/е(ш) Ау/ е (ш )

Отсюда, в частности, видно, что при ^ . поле в плазме затухает по
экспоненциальному закону, причем длина затухания (глубина проникновения)

.с  1 с
Аск =  г------- = =  к , -----. (5)

^ У 6\и})
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Если ^ < /', • т  следует ввести комплексную длину затухания

Л,ск
С I —  

СО

1 (г +  1 )с (г +  1 )с (6)
тгасо

где а =  ^7(./1т7/',- -  статическая проводимость плазмы.
Отметим, что при подстановке (3) в (2) получаем для холодной плазмы:

АттгсоX 4-7Г
ск

л/е{ш)с
(7)

Наконец, при нормальном падении электромагнитной волны на поверхность по­
луограниченной плазмы с диэлектрической проницаемостью е(оо) коэффициент от­
ражения определяется модулем комплексной величины

(3
1 -  У ф )  _  1 + |^плН  
1 + >/е(ш) 1 -  /-2пл(ш)

47Г

(8)

На малых же расстояниях от поверхности плазмы, х <С Ите при вычи-
| о >  +  гие \'

слепни интеграла (2) существенным становится учет сильной пространственной 
дисперсии егг(со,к). При этом

е г(оо, к) =  1 +  га
соЬ е

ио\к\уте (9)

где а =  тг/2 -  для невырожденной плазмы и а =  37Г/4  -  для вырожденной. Под­
становка (9) в (2) и (1) дает экспоненциальный спад поля в глубь плазмы, причем

Ег(х) и е_а:/ Аск,

2 \ 1/3
С У т е

асосоЬ е ( 10)

_  4тпи
^П Л  — о ^СК5

1 +
47Г

1~ т 2™47Г

С

Г

г

Задача 5. Показать, что поверхность плазмы, удерживаемой магнитным полем с 
положительной кривизной силовых линий (т.е, с внешней нормалью, направленной 
от поверхности плазмы), неустойчива по отношению к низкочастотным желобко- 
вым возмущениям.

Решение.
Кривизну силовых линий магнитного поля будем учитывать введением центро­

бежного ускорения для частиц сорта а, равного г’2Гп/П. где К -  радиус кривизны
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“г

силовых линий магнитного поля, и направленного вдоль внешней нормали к по­
верхности плазмы. Это приводит к дрейфу частиц вдоль поверхности плазмы (ось

V2 "О у) со скоростью иа =  — , В результате в дисперсионном уравнении (7,3,15)
величина со заменяется на со — куиа и для желобковых мод колебаний в области 
низких частот со — куиа «С 12,, получаем:

Ш Ь г \  , I I .  | ^ ! г ( ^  +  4 г )

где г; =  Г, /М -  скорость ионного звука. Отсюда

ш2 =  _  (2)
1 +  2 ,2/с 2 1 ;

Здесь дэфф -  эффективное гравитационное поле, учитывающее кривизну силовых 
линий удерживающего плазму магнитного поля.

Поскольку со2 < 0, заключаем, что поверхность плазмы, удерживаемой маг­
нитным полем с положительной кривизной силовых линий, всегда неустойчива. 
Неустойчивость эта аналогична исследованной в § 7,3 неустойчивости границы 
плазмы, удерживаемой магнитным полем, -  обе они обусловлены поверхностны­
ми токами, В рассматриваемом случае, однако, поверхностный ток возникает из-за 
реального дрейфа частиц в криволинейном магнитном поле, в то время как в § 7,3 
поверхностный ток в плазме возникал из-за учета конечного ларморовского ра­
диуса частиц и не был связан с реальным их движением (см, также следующую 
задачу),

Задача 6. Обобщить полученные в § 7,3 результаты по неустойчивости грани­
цы плазмы, удерживаемой внешним магнитным полем, на случай вырожденных 
носителей.

Решение.
Все формулы (7,3,1)-(7,3,7), очевидно, не зависят от явного вида равновесной 

функции Роа(8 ,х ). В случае фермиевского распределения меняются лишь оконча­
тельные уравнения (7,3,8) и (7,3,10) (для низкочастотных длинноволновых возму­
щений), что, в свою очередь, приводит к изменению граничных условий (7,3,11), 
Обобщение тривиально и мы здесь приведем лишь результаты вычислений. Вместо 
(7,3,10) получим уравнение

ДФ 3-7,,

СО

1 со 1п

со

со +  кгУра 
г/- ., Ш — к- Г/. , ,

со -|- кгУра
2 к2гУ2Ра

1п
со кгУра

Р а

402

д 2
дх2

со
2кЫа

(1)

справедливое как внутри плазмы (х >  0), так и вне ее (х <  0), Граничные же

2
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условия, дополняющие (1), записываются в виде (ср. с (7,3,11))

{Ф}ж=0 —

аФ
дх

\ 'Л О!

2 ^  А
Ща
4Щ,

со
+

со
к\ю\а ' 2кгура

со
^Ура

1п
и) кгУра 
^ ~ к̂ Ура

х
(2)

( дф ,х ( д------ку-^Ф\ дх со
0.

х = 0

Решение сформулированной задачи полностью аналогично проведенному в § 7,3, В 
области частот кгУрг <С со <С к7у Ре оно выглядит следующим образом (со —>• со +  гб, 
ср. с (7.3.19)):

.2
(3)

причем V
т

Ж ]Ре'
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ТЕМА VIII

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА  
ПРОСТРАНСТВЕННО-ОГРАНИЧЕННОЙ 

ПЛАЗМЕННОЙ СРЕДЫ

§ 8.1. Линейные электромагнитные волны в плоском слое 
изотропной плазменной среды в условиях зеркального 

отражения носителей от его границ

В этом разделе мы изучим линейные волны в полностью ограни­
ченной плазменной среде, причем как и выше рассмотрим два пре­
дельных случая граничных условий: а) когда плазма удерживает­
ся твердой гладкой поверхностью и носители заряда отражаются от 
этой поверхности зеркально и б) когда плазма удерживается внеш­
ним магнитным полем большой, но конечной напряженности. Рас­
смотрение начнем со случая плоского слоя плазменной среды, в ко­
тором плотность носителей отлична от нуля в области 0 < х < а 
(см. рис. 8.1), причем от ограничивающих поверхностей х =  0, а но­
сители заряда отражаются зеркально.

вакуум плазма вакуум

О а ос

Рис. 8.1
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В отличие от предшествующего раздела рассмотрение начнем сра­
зу же с учетом теплового движения носителей, т.е. будем исходить 
из линеаризованного кинетического уравнения Власова

,<9/о7ТТ1 ,-гиб/  + /кгг~д/ + г— ух5/ +  еЕ-
а ар

0. .1.1)

Здесь /о -  равновесное распределение Максвелла либо Ферми, причем 
учитывая геометрию задачи, решение ищем в виде

+ 00 • , , -7 ,—гшг +  у А'-,; +  г— х
<5/= Е  Ы ‘ е а - <8Л-2)

п = —оо

где а -  толщина плазменного слоя. Естественно, в таком же виде 
ищутся и решения для компонент полей в уравнениях поля. В ре­
зультате эти уравнения запишутся в виде

г— Ег — гкгЕх — г—Ву =  О, 
а с

со 4тт
гк2Ву -  г - Е х +  г— ] х =  О, 

с с
.1.3)

.ттп 
г— Ву 

а
2

а
Ву(а)е -тп В у (  0)

.Ш 4тт ,
1 Ех % ]~

с с
0.

Здесь Ву(0) и Ву(а) -  значения Ву(х ) на границах слоя, а х̂ и также 
как и Ех
величин в ряд Фурье. В случае изотропной плазмы

Е2 и  Ву -  коэффициенты разложения соответствующих

3*(и,к) ^ )  СТ‘ > ,  к )  +  к ) Еу(и>,  к ) ,  (8.1.4)

где а1,гг(ш, к) -  известные нам продольная и поперечная проводимости 
неограниченной однородной плазменной среды, в которых, однако,
следует полагать к  =  (— , 0, кг).

а
Уравнения (8.1.3) справедливы как внутри слоя \х\ <  о, так и вне 

слоя х <  0 и х > 0, где ̂  =  0. Поэтому мы определяем из этой алгебра­
ической системы величину Ву(ш, к) и, используя обратное преобразо­
вание Фурье, находим Ву(со: к~. х) как внутри, так и вне плазменного 
слоя. Далее, используя непрерывность функции Ву(ш,кг, х) на гра­
ницах х =  0,о, сшиваем эти три функции между собой. В результате 
получаем алгебраическую систему уравнений, условие разрешимости
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которой представляет собой искомое дисперсионное уравнение линей­
ных электромагнитных волн в плазменном слое, затухающих вне слоя 
аналог поверхностных волн, но по отношению ко всему слою):

V*2 Е'с- ± \  Е'™» = о- <8-!-5)
п > 0 п >О

Здесь штрих над знаком суммирования означает, что слагаемое с 
п =  0 должно домножаться на величину 1/2. Два знака соответству­
ют двум поверхностям и привязанным к ним двум ветвям колебаний. 
Кроме того, введено следующее обозначение:

С 1 (  %  ^ А 2 А=2 ^  ( 8 . ш

п к2 к) к2с2 — ш2егг(ш, к))  ’
2 22 , о ТГ П( 7ТТ1 \

— , 0, кгу , а поэтому к2 =  к2 +
а /  сг

В дальнейшем для простоты мы ограничимся рассмотрением ме­
дленных волн, а поэтому в (8.1.5) перейдем к пределу с —>• оо. В 
результате получаем дисперсионное уравнение для продольных элек­
тростатических или потенциальных волн в плоском слое плазменной 
среды:

О ^

1 +  -Т П  Е  [! ±  ( - 1)"] ,2 и м  =  °- (8.1.7)о - Ы  ^  1 ' ’ ' к 2е 1{ ы , Н )  х '

Двум знакам в этом уравнении соответствуют четные (знак ” + ” ) и 
нечетные (знак ” —” ) моды колебаний.

Прежде всего отметим, что в пределе достаточно толстого слоя, ко­
гда \кг\а 1, т.е. длина волны вдоль слоя намного меньше толщины
слоя, в уравнениях (8.1.5) и (8.1.7) от суммирования можно перейти

„  ттАп
к интегрированию, считая а -> оо и вводя акх = ------ , где Ап  =  1.

а
В результате из (8.1.5) и (8.1.7), соответственно, получим уравнения
(7.2.10) и (7.2.11), исследованные в предыдущем разделе как уравне­
ния для поверхностных волн полуограниченной плазменной среде.

Поэтому здесь мы рассмотрим обратный предел, когда \кг\а <С 1, 
причем основное внимание будем уделять анализу спектров продоль­
ных волн, описываемых уравнением (8.1.7). Начнем анализ с области 
высоких частот, в которой пространственной дисперсией можно пре­
небречь, считая

е1(и>,к) =  е(и>) =  1 -  , Ье ч. (8.1.8)
у у ' ш(ш +  грел х '
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Подставим (8.1.8) в уравнение (8.1.7) и учтем следующие математи­
ческие соотношения:

1 -  (—1)те
<Р Е

п >  О
п2 +  ц1

7Т
—  [со!Ь ттг} — созЬ ттг}

<р Е'
п> О

1 +  ( - 1 ) ’
п2 +  Г]2

2 ’ 

7Т 
{

1 <  1, 

Ц >  1,

(8.1.9а)

7Г г 1 , 1 ’Ч
----- СОШ  ТТГ} +  С0811 7ГГ}\ Н---------г
2/7 тг

, 2̂ 7 ’
В результате из уравнения (8.1.7) получаем:

77 <С 1, 

77 >  1.

е(о;) + о;Ье 0.

(8.1.96)

I, I - / . ч I |,| ^.1.10)
а \ к г \ +  I V е ) а \ к г \

Отсюда находим следующий спектр высокочастотных продольных 
колебаний в тонком слое плазменной среды:

ш

ш

2 и 2Ье\кг\а V,,

ш
—  \кг\а 2г/ ' 1 -2тта\кг\а <С Vе,

ш
ще а Ье низкочастотная проводимость плазмы. Верхнее из этих
выражений соответствует так называемому спектру ” глубокой воды” 
в тонком плазменном слое (см. Л.Ландау и Е.Лифшиц "Механика 
сплошных сред” , Москва, 1954, или "Гидродинамика” , Москва, 1980), 
нижнее описывает так называемую максвелловскую релаксацию не­
равновесного заряда легких носителей (электронов) в таком слое. 
Видно, что полученные спектры существенным образом зависят от 
толщины слоя а.

2г



Формулы (8.1.11) пригодны как для невырожденной, так и для вы­
рожденной плазмы, единственным ограничением является малость 
тепловых скоростей по сравнению с фазовыми скоростями волн, т.е.

ио >  к г у Т е , к г у Р е .

Рассмотрим теперь волны в тонком плазменном слое в условиях 
сильной пространственной дисперсии, соответствующие области ча­
стот ионного звука, т.е. Ауг(); кгу ое, где /’о,../ -  скорость хаоти­
ческого движения носителей, у{)(._-, =  -  в случае максвелловского
распределения, либо у$е  ̂ =  уре  ̂ -  в случае распределения Ферми. В 
этой области частот

е1(со, к)
сои
со*

11 — г— 
со к2г1е

/ '  [тт со \

V  2  куТе
1 +  г <

ТТСО

\ 1 куРе /

.1.12)

Верхнее выражение для мнимой части во втором слагаемом относит­
ся к невырожденной плазме, причем г2Ве =  Уте/Шье  ̂ а нижнее, соот­

ветственно, к вырожденной, причем гВе
V Ре . Подставляя (8.1.12)

в уравнение (8.1.7), получим явный вид дисперсионного уравнения. 
Как и выше, рассмотрим волны в тонком слое, а поэтому примем 
а\кг\ <  1, но а2 ^  г2Ве (что реально всегда выполняется). Используя 
формулы (8.1.9) из уравнения (8.1.7) получим:

сои
а\кг | иг

.Щ
со к2Г2Ве

/ [тт со ^

V  2  \кг \уТе
1 +  г <

ттсо

\ К \ к г \ у р е /

0. (8.1.13)

Отсюда находим следующий спектр ионно-звуковых волн в тонком 
слое плазмы (со —>• со +  гб):
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где у8 =  у/г2Веш2ы -  скорость ионного звука в среде. Здесь также мы 
видим зависимость спектра от толщины слоя о, которая проявляется 
в условиях а\кг\ <С к2гг2Ве, т.е. в коротковолновой части спектра, при­
нимающего вид спектра "глубокой воды” для ионной компоненты.

В заключение данного параграфа заметим, что нетрудно обобщить 
полученные выше результаты и на случай магнитоактивной плазмен­
ной среды с зеркальным отражением носителей от поверхности. В 
частности, уравнение (8.1.7), описывающее продольные волны (с —>• оо, 
Е =  —УФ), сохраняет свой вид, если под к) понимать к) =  

кк-
=  к), где с/До;, к) -  уже известный нам тензор диэлектриче-

ГЬ

ской проницаемости неограниченной плазменной среды. В частности, 
в отсутствие пространственной дисперсии в (8.1.7) следует к2 заме­
нить на к2 =  к2 +  к2 (поле Вд || 0г), а

е{ш) =  ^ку +  е±(и) +  к2ге\\(ш), (8.1.15)

где е±_(ш) и ец(о;) -  известные поперечная и продольная компоненты 
тензора диэлектрической проницаемости магнитоактивной плазмен­
ной среды.

Из выражения (8.1.15) сразу же видна несовершенность модели 
зеркального отражения носителей от поверхности плазменной сре­
ды. Именно, уравнение (8.1.7) при подстановке (8.1.15) вместо е1(ш, к) 
оказывается четным по отношению к ку, что свидетельствует об от­
сутствии однонаправленных (невзаимных) волн в такой среде. Из пре­
дыдущего раздела мы знаем, что в замагниченной полуограниченной 
плазме при ку ф 0 такие волны, локализованные вблизи поверхно­
стей, обязательно должны существовать. В следующем параграфе 
будет показано, что с уменьшением толщины слоя а невзаимность 
таких волн ослабевает, но принципиально не пропадает.

§ 8.2. Электромагнитные колебания плоского слоя 
плазменной среды, удерживаемой внешним магнитным

полем

Весь вывод уравнения для потенциала, проведенный в § 7.4 сохра­
няет силу и в рассматриваемом случае. Поэтому мы здесь выпишем
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уравнение (7.4.10) для невырожденной плазмы

*ф =  Е
шЬа
V.

V■Та
П2

а

Л

Та

ш

ш
к

, к~1' гп 

д 2 \

У т о  д ° г 
о;Г2а дх

ш
+

, _ д Ф ' 4 я д^ 
дх  Ш  дх  4

кг11 Та,

СО

ф+

.2.1)

-а хк гуТа ) \  у д х 2)  д х Щ д х  \ к гУТа )  )

и граничные условия к нему, которые имеют вид (4.7.11), но уже на 
обеих границах слоя:

{Ф }ж=о,а

дФ
дх Е шЬа т

п 2
ш

=  0 

дФ П (8 .2 .2)

а а к , г т п )  \ д х
0.

х=0,а

Теперь мы можем записать решения (8.2.1) вне плазменного слоя

Ф

и внутри слоя

ще

С\ ехр у—х у к 2 +  к2̂  , х > 0

Сг ехр (^ху-к2лг к2̂  , х <  0

Ф =  С^ехр(кх) +  С4вхр(—к х ) ,

к1 + ^2

(8.2.3)

(8.2.4)

Ьа

К к у + а
Л

Е шЬа т
о 2

и
(8.2.5)

а иа к~1' у,,

Подставляя решения (8.2.3) и (8.2.4) в граничные условия (8.2.2), 
получаем дисперсионное уравнение для продольных поверхностных 
колебаний плазменного слоя, удерживаемого внешним сильным маг­
нитным полем:

[(1 +  (3)2к2 +  к2к2г — 7 2] 1апЬ (ка) +  2к(1 +  (5) ̂ к 2 +  к2 =  0. (8.2.6)

Здесь введены обозначения

■3 = Е
а

ШЬа Л
Ш

Т = Е ^ - / -к~1' у,,
ш

иа к~1' у,,
(8.2.7)
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(1 +  @)к +  ^  к2 +  к2 гЬ 'у =  0, (8.2.8)

описывающие независимые поверхностные волны для толстого слоя 
плазмы (по существу, полуограниченной плазмы). Они были подроб­
но исследованы в предыдущем разделе. Главное, что там отмеча­
лось, это наличие однонаправленных поверхностных волн и неустой­
чивость поверхностных звуковых волн при магнитном удержании 
плазмы.

Рассмотрим теперь обратный предел тонкого плазменного слоя, 
считая к «  1. Уравнение (8.2.6) в низшем приближении по этому 
параметру сводится к виду

2 — I
а

Из этого уравнения сразу же видно, что в рассматриваемом при­
ближении невзаимность, обеспечивающая существование однонапра­
вленных волн, отсутствует. Это результат слияния двух поверхност­
ных волн на противоположных границах слоя в одну. Естественно, 
в следующем порядке по параметру ка слабая невзаимность вновь 
появляется.

Решение уравнения (8.2.9) в условиях ш2и ^  О2 (что практически 
всегда имеет место в сильном магнитном поле) записывается в виде

В пределе ка ^  1 уравнение (8.2.6) переходит в два уравнения:

2 /----------
(1 +  /З)2к2 +  к2 +  к2 — 'у2 Н— (1 +  /?) у  к2 +  к2 /у =  0. (8.2.9)

со
Ъ,2„.2 , ,
К у У 8 / . /7Г СО

2 ку у ;  \ V 2 \кг\уТе1 +  ЧоТТГТ—  • (8.2.10)

Отсюда видно, что колебания неустойчивы, причем сильная зависи­
мость от толщины слоя проявляется в коротковолновой области спек­
тра, когда он принимает характер спектра "глубокой воды” 
(‘со —̂ со -\- 2<5):

со2-\к„\а „ [тт со2
со"

2 V 2 |/?г|̂ Те
Полученные результаты легко обобщаются на случай вырожден­

ной плазмы. С этой целью мы вновь воспользуемся уравнением (1) 
задачи 6 предыдущего раздела, дополнив его граничными условиями
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на двух поверхностях х =  0, а:

Дф = Е шЬа

V
а Р а

Ш 1п
2кгУра Ш -  кгУра

Ф УР а

Ш Ш
2кгУра кУ ра ,

1п к
о»2

у д х 2

ш

кУра

Ф

.2.11)

{Ф },=х=0,а О,

дФ
дх Е

а

3 <
402

Ш СО

,кУра 2 к г У р а

СО

кУра.
X

.2 .12)

х 1п ^  +  к г У р а

кгУРаСО

дФ
дх

0.
х=0,а

Дальнейшие вычисления полностью подобны проведенным выше и 
приводят к спектру (ср. (8.2.10))

ш
КуУ8
2 к,

1 +  г-
ттш

у: к г\ УРе
.2.13)

аши

Естественно, подобен проведенному выше и анализ этого спектра.
Таким образом, в плазменном слое, удерживаемом магнитным по­

лем, проявляются два качественно новых явления, не описываемые 
моделью зеркального отражения носителей от границ: а) наличие од­
нонаправленных волн, которые с уменьшением отношения \кг\а ~  

«  1 в первом приближении по этому параметру вообще от-а

сутствуют, и б) появление зарядов (и токов) на поверхности плазмы, 
приводящих к неустойчивости ее границы. Наличие однонаравлен- 
ных волн и неустойчивости границы присущи и полуограниченным 
плазменным средам при магнитном удержании плазмы. Более то­
го, эти два явления тесно связаны: именно, однонаправлены волны с 
ку ф 0 и они же неустойчивы и возбуждаются благодаря появлению 
на границе поверхностного тока вдоль оси 0у. Такой ток возникает 
только, если носители замагничены (Оа > ра) и магнитное давление 
превосходит газокинетическое (Бд > 8ттРо). В реальном эксперименте
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это явление должно проявляться в виде надтеплового микроволно­
вого (с о ; щ) излучения, сильно анизотропного поперек поля и 
параллельного поверхности плазмы. Эксперименты с импульсными 
мегагауссными магнитными полями действительно указывают на су­
ществование такого эффекта.

§ 8.3. Поверхностные волны в тонком слое 
пьезополупроводника

Для анализа электромагнитных колебаний в тонком слое пьезопо­
лупроводника при зеркальном отражении носителей от ограничиваю­
щих его поверхностей мы, естественно, можем воспользоваться систе­
мой уравнений (7.5.8) и (7.5.10), дополнив ее граничными условиями 
(7.5.9) и требованием непрерывности потенциала поля на границах 
х =  0, а. Опуская выкладки, полностью аналогичные проведенным 
в §§ 7.5 и 8.1, окончательно получим следующее уравнение для про­
дольных колебаний слоя полупроводника с изотропным распределе­
нием носителей по скоростям (ср. с (7.5.11) и (8.1.7)):

0 / \Л

1 1 «> 0 к 2е 1( ш , к )
ш2рт — Х^к2

( 7ТТ1 \
— , 0, кгу , Вд || 0г.>оа /

Обобщение уравнения (8.3.1) на магнитоактивную плазму являет­
ся очевидным и состоит в следующих заменах к2 -4 к2 +  к2, к2 -4 к2 +

кк-
+к2г +  тт2п2/а2, е1(ш, к) —>• е(ш, к) =  к), где е(ш, к) -  квазипро-

ГЬ

дольная компонента диэлектрической проницаемости магнитоактив­
ной плазмы носителей заряда.

В пределе а\кг\ >  1 в уравнении (8.3.1) от суммирования мож­
но перейти к интегрированию, в результате чего получим уравне­
ние (7.5.11), проанализированное в предыдущем параграфе. Поэтому 
здесь рассмотрим противоположный предел а\кг\ <  1 и, как и выше, 
ограничимся средой без пространственной дисперсии, полагая

+
а\кг\

(8.3.2)
Рт
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Вновь мы имеем два связанных колебательных контура: первая скоб­
ка в левой части соответствует продольным колебаниям тонкого слоя 
плазмы носителей, а вторая -  объемному поперечному звуку в кри­
сталлической решетке пьезополупроводника. Связь осуществляется 
малой правой частью, содержащей пьезоэффект. В рассматриваемом 
случае, когда пространственный дисперсией пренебрегается,

е(со)
соЬе СОЬе

Со(ш +  IVе
1 — г—  

со
.3.3)

Пренебрегая далее столкновениями, находим максимальную поправ­
ку ^тах  к частотам колебаний обеих колебательных систем, полагая

'со
со Ье к? а

+ тах \кг\У1Г +  б,,тах- (8.3.4)

В результате для 5тах находим

6.
ТТ^Цк^а

тах
р;т (8.3.5)

Без особого труда анализируется уравнение (8.3.1) и в области ча­
стот ионного звука при куо* <С со <С кУое. В этом случае (см. (8.1.12)):

е 1(и;, к)
сои 11 — г— 

со к2Г2Ве

/ \ г [* Ш \
V  2  куТе

1 +  <
. ТТСО

\ { куре /

(8.3.6)

Подставляя это выражение в (8.3.1) и пренебрегая как и выше дис­
сипацией (она учитывается в одной из задач к этому разделу), по­
лучаем искомое уравнение для связанных ионно-звуковых и упругих 
колебаний в пьезополупроводнике:

сои
со* Ь,2Г 2

~ Б е а\к,
(ш* -  Ы )  =  (8.3.7)

ьг\ / Р

Здесь также имеем связанные колебания и поэтому решение этого 
уравнения можно искать в виде

со

\

сои
тах I кг IУ1Г +  5,тах- (8.3.8)

а\кг \ к\г\Пе
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Для максимальной раздвижки спектров при этом имеем

^  (8-3.9)
шы Р

Наконец, отметим, что все полученные в этом параграфе результа­
ты пригодны как для невырожденной, так и вырожденной плазмы 
носителей (при правильном понимании величины гре).

§ 8.4. Плазменный волновод

В предыдущих параграфах мы начали изучать электромагнитные 
колебания неоднородной плазмы в пределе X Ь, т.е. в случае, ко­
гда существует резкая граница (поверхность) раздела, и обнаружили 
новый тип колебаний -  поверхностные волны, затухающие при уда­
лении от поверхности и бегущие вдоль нее. В плазме, которая имеет 
изотропную функцию распределения по скоростям, т.е. в которой нет 
внешних электрических и магнитных полей, поверхностные волны, 
которые связаны с анизотропией самой среды, в общем случае не 
являются ни чисто продольными, ни чисто поперечными. В области 
малых фазовых скоростей они с хорошей степенью точности явля­
ются продольными, в области же Уте ш/кг < с они электронные и 
имеют отличную от нуля поперечную составляющую. Наибольший 
интерес представляет область малых к~. так как именно в этой обла­
сти поверхностные волны имеют фазовую скорость Уф —>• с, сильно 
непотенциальны и для них отличен от нуля вектор Пойнтинга. Та­
кие волны хорошо излучаются из плазмы, что и придает им особый 
интерес. В связи с этим следует рассмотреть вопрос о существовании 
поверхностных волн в реальной геометрии, близкой к эксперименту.

Итак, пусть плазменный цилиндр с радиусом г о помещен в метал­
лический волновод с радиусом Я > го (см. рис. 8.2). Если Я =  го, то 
говорят, что плазма полностью заполняет металлический волновод; 
если Я —>• оо (т.е. г о Я), то имеем плазменный волновод со свобод­
ной поверхностью. Эти два случая и рассматриваются ниже. Вся си­
стема считается помещенной во внешнее магнитное поле Вд || Ог (оси 
волновода), удерживающее плазму от расплывания. Условия, накла­
дываемые на величину Вд, будут обсуждены ниже. В дальнейшем
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//////////////////////////

Рис. 8.2

будем интересоваться волнами, фазовые скорости которых намного 
больше тепловых скоростей частиц, вследствие чего тепловое движе­
ние носителей заряда можно не учитывать. Мы уже знаем, что волны 
в таких условиях можно анализировать, используя простейшую мо­
дель -  модель независимых частиц или модель холодной плазмы:

дп
—  +  шу п\ =  О, 
о^

(8.4.1)

^  + (у У)у =  — | е  +  — [уВ] 1 .
о  ̂ т { с ^

Будем считать, что в равновесном состоянии п =  щ  при г < г о, а 
Уо =  0, и решим эти уравнения в цилиндрической системе координат.

Как обычно, считаем далее, что все неравновесные величины за­
висят от времени и координат в виде

А =  А(г) +  й(р +  гкгг). (8.4.2)

Подставляя такую зависимость в (8.4.1), получаем систему алгебра­
ических уравнений, из которой находим направленную скорость, вы­
званную действием электрического поля. После этого можно запи­
сать

31 =  ещу<1 =  (ТгуЕу, (8.4.3)

а отсюда уже нетрудно определить тензор диэлектрической прони-
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цаемости в цилиндрической системе координат

где

1/ 6Г /р/р &Г(р 0
егЗ = ', &(рг &{р{р 0

\ 0 0 г̂г

, у у
п г

(8.4.4)

'Пр

-гг

(8.4.5)

Зная диэлектрическую проницаемость, мы можем подставить ее в 
уравнения поля, которые тоже следует записать в цилиндрической 
системе координат. С учетом (8.4.2) при этом получим:

Ш-гоЪ Е =  г—В
с

го! В
.ш
г—и , (8.4.6)

причем

поскольку в модели независимых частиц материальное уравнение 
является локальным.

Окончательно уравнения поля с учетом (8.4.4) и (8.4.5) записыва­
ются в виде

Е, кгЕт — I . 
г с

-В , ь яГьг±у‘р
Ш
— (е±Ег +  гдЕр). 
с

, ^  9Ег к~Ег '+  г-
дг

-В ,(рч к ~ВГ +  гдВг
дг

ш
{ б̂±Е(р %дЕг),

с
(8.4.7)

г д
-Ег

ш
-В

г с %•>
г д

-Вт
ш

г г с
Эта система уравнений справедлива при любой степени неоднород­
ности плазменной среды, т.е. она пригодна как для среды (г < го), 
так и для вакуума (го < г < Я). Поэтому граничные условия можно 
получить непосредственно из этих же уравнений путем их интегри­
рования по бесконечно тонкому переходному слою среда-вакуум. В

г



263

результате имеем

г = Г д  г = Г д  \ . ^ (р '\ г = Г д (8.4.8)

На поверхности металлического волновода должны выполняться есте­
ственные условия

Итак, имеется система дифференциальных уравнений с граничны­
ми условиями. Из этой системы можно определить спектры собствен­
ных электромагнитных колебаний в плазменном волноводе в пределе 
холодной плазмы, когда фазовые скорости частиц намного превыша­
ют их тепловые скорости. Здесь мы рассмотрим два предельных слу­
чая: предел, когда го =  Я, т.е. плазма полностью заполняет волновод 
и может удерживаться стенками волновода, при этом возможно рав­
новесие плазмы и при Вд =  0, и случай, когда Я —>• оо, т.е. плазмен­
ный цилиндр со свободной поверхностью, удерживаемой полем Во- 

Анализ задачи начнем с первого случая, когда можно считать, что 
внешнее магнитное поле отсутствует (Во —>• 0), т.е. Оа -> 0 и плазма 
изотропна. В этом пределе для компонент поля Ег и Вг получаем два 
независимых уравнения второго порядка:

Все остальные компоненты поля выражаются через Е~ и В~. а имен­
но:

Е%\г=л Ер |г_д (8.4.9)

Л,<; +  -еВ г =  О, (8.4.10)
с

причем

(8.4.11)
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щ е

к2 =  к2г -----^ е. (8.4.12)

Поскольку компоненты Ег и Вг не связаны друг с другом, можно
рассмотреть два случая:

а) Ег ф 0. В~ =  0. Такие волны называются волнами Е-типа, а ино- 
ща ТН-волнами, у них продольная составляющая магнитного поля 
равна нулю (трансверсальное или поперечное магнитное поле);

б) Ег =  0. В~ ф 0. Такие волны называются волнами Н-типа, а 
иногда ТЕ-волнами; у них имеется трансверсальная (поперечная) со­
ставляющая электрического поля.

Рассмотрим волны Е-типа. Уравнение, описывающее эти волны,

е ( а Ег Н— 2 еЕ~^ =  0 (8.4.13)

распадается на два уравнения. Первое из них,

ф )  =  0, (8.4.14)

соответствует чисто продольным колебаниям, которые в отсутствие 
внешнего магнитного поля всеща существуют в плазме. Их спектр 
дается формулой ш2 =  а;|е, собственные функции Ег(г) произвольны. 
Второе уравнение

ш2
АЕ~ + е Е~ =  0. (8.4.15)

с
решением которого является сумма функций Бесселя

Ег =  Сг^(гкг) +  С2̂ (г « г ) , (8.4.16)

соответствует волнам Е-типа в плазменном волноводе. Поскольку 
при г —̂ 0, N1 —̂ оо, а поле Ег должно быть ограничено, то С2 =  0.

Если плазма полностью заполняет металлический волновод, то на 
границе с металлом имеем Е~(Н) =  0. Отсюда находим гкЯ =  
или к2 =  —щ8/К2 =  —к±: а следовательно, дисперсионное уравнение 
волны Е-типа записывается в виде

’  =  §  +  *5 =  ^ (  1 - ^ ) ,  (8.4.17)

причем величина к]_ =  ц23/Я2 принимает дискретные значения. Таких 
поперечных мод имеется бесконечное число, соответствующее корням

/ ;2
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функции Бесселя Для каждой радиальной моды имеется своя
критическая частота, при которой к~ =  0. а

^кр =  (8.4.18)

Распространение волны в волноводе с частотой ш < о;кр оказывается 
невозможным.

Для волн Н-типа имеем

Вг =  Вг0^(гкг). (8.4.19)

Удовлетворив граничному условию Е(р(Я) =  0, получаем

Ш , )  =  0- (8-4.20)

Отсюда следует, что спектр колебаний имеет такой же вид, как 
для волн Е-типа, но только с заменой —>• ц'18.

Спектры Е- и Н-волн в изотропном плазменном волноводе пред­
ставлены на рис. 8.3.

Рис. 8.3

Пусть теперь го ф Я, т.е. плазменная среда не полностью заполня­
ет волновод. Более того, будем считать, что Я —>• оо, т.е. среда имеет 
свободную поверхность (границу). Тогда при решении системы урав­
нений (8.4.10) мы должны рассмотреть две области: область I, где
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г <  го, и область II, где го < г < К. В области I решения уравнений 
поля для волны Е-типа имеют тот же вид, что и выше:

В области же II с учетом конечности полей при г —>• оо имеем

Удовлетворив граничным условиям (8.4.3) при г =  го, получим 
дисперсионное уравнение для электромагнитных волн Е-типа в плаз­
менном цилиндре со свободной поверхностью. В общем случае оно 
имеет громоздкий вид, поэтому проанализируем его в двух предель­
ных случаях: коротковолновом, «щ го ^  1, и длинноволновом,
К1л /• «  1. В коротковолновом пределе для симметричных мод ко­
лебаний с I =  0 дисперсионное уравнение имеет вид

Это уравнение в точности совпадает с дисперсионным уравнением 
для поверхностных волн в полуограниченной плазме. Этого и сле­
довало ожидать, так как в коротковолновом пределе геометрия по­
верхности плазменной среды не играет никакой роли. Из условий 
1̂,п̂ о 1 ПРИ этом, однако, следует, что в плазменном цилиндре

такие коротковолновые поверхностные колебания существуют толь­
ко в случае достаточно плотной среды, когда о;|еГд с2, &2Гд ^  1.

В редкой же плазменной среде, в которой о;|еГд <С с2, возмож­
ны только длинноволновые поверхностные колебания с Кщго <С 1. 
Дисперсионное уравнение для аксиально симметричных мод (I =  0) 
таких колебаний имеет вид

Е г  I  =  Е гШ1 1 ( к 1 г ) . (8.4.21)

Е г  п  =  Е г ц 0К 1( к ц г ) . (8.4.22)

Здесь

1 е
0 (8.4.23)+

« II « I

ИЛИ

с 2  —  ш 2 =  0 . (8.4.24)

(8.4.25)
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Отсюда следует, что длинноволновые поверхностные колебания, так 
же как и коротковолновые, существуют только в области частот 
ш < к~с. шье; при этом длинноволновые колебания близки к чисто 
потенциальным, а их спектр определяется соотношением

1,2 2 Гь̂ 1 п
со2 =  ^ ш 22Тр 1п ——— . (8.4.26)

* |**|го 1 '

В общем случае решение дисперсионного уравнения, т.е. спектр 
частот поверхностных волн, имеет вид, представленный на рис. 8.3, 
кривая 4. Заметим, что поверхностные волны могут быть только Е- 
типа (ТМ). Поверхностных волн Н-типа (ТЕ) нет.

При наличии внешнего магнитного поля анализ собственных ко­
лебаний плазменного волновода становится столь сложным, что в 
общем случае его удается провести только численными методами. 
Аналитически исследовать можно только предел бесконечно сильно­
го магнитного поля В () -4 ос. В этом случае тензор сильно
упрощается; отличны от нуля только компоненты

ш2
е „  =  Ещ, =  1, =  е(ш) =  1 -  (8.4.27)

Уравнения поля для Ег и Вг при этом записываются в виде 

А ±Е г — к2еЕ~ =  0, к2 =  к2г — о;2/с 2,

ш 1 д д
(8.4.28)

А  ±Вг +  еВ~ =  0, А±  =  г --------»,

причем поля Е<р, Ег, В(/?, Вг легко выражаются через Е~ и В~:

^ 1 /  дЕ г I \ л 1 (ш! , дВ Л
Ег =  — ( гкг— -1- ш -В г ) , В,. =  — ( — Е~ +  /к-

ог г } к, \ ст ог

тр _  1 ( и 1 т? , , . д В Л  и  _  1 1„ 1 п  \Е р  —  0 I к~ Е г  +  и? I ,  В  ~ —  I / к~ В~  I .

\ Г ОГ )  К1 \ с ог г )
(8.4.29)

В пределе сильного магнитного поля не существует строго про­
дольных колебаний, как это имело место в изотропном плазменном 
цилиндре. Более того, для волн Н-типа среда вообще не играет ника­
кой роли и закон дисперсии для них такой же, как и для вакуумного 
волновода. Уравнение же для Е-волны принципиального изменения
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не претерпело. Поэтому спектр объемных колебаний Е-типа в волно­
воде, полностью заполненном плазмой, находится аналогично тому, 
как это было сделано выше. Разница только в том, что нет плаз­
менной объемной волны. Графически спектры объемных колебаний 
замагниченного плазменного волновода изображены на рис. 8.4.

В плазменном цилиндре со свободной поверхностью (Я —>• оо) в 
сильном магнитном поле также возможны поверхностные волны, убы­
вающие вне плазменного цилиндра. Легко показать, что в коротко­
волновом пределе поверхностные колебания в плазменном цилиндре 
в сильном магнитном поле существовать не могут. В длинноволно­
вом же пределе « 2Гд 1, к2г$е <С 1 уравнение, описывающее поверх­
ностные колебания, имеет тот же самый вид, что и для плазменного 
цилиндра в отсутствие магнитного поля:

поэтому его анализ проводится точно так же, как это сделано выше. 
Единственное отличие состоит в том, что в изотропном плазменном 
цилиндре поле Ег слабо затухает в направлении от поверхности ци­
линдра к его оси, в то время как в магнитоактивной плазме оно, 
наоборот, слабо нарастает, достигая максимума на оси волновода.

к'2

Рис. 8.4

(8.4.30)
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В заключение заметим, что проведенный в этом параграфе анализ 
электромагнитных волн в плазменном волноводе относился к преде­
лу холодной плазменной среды, т.е. тепловым движением носителей 
пренебрегалось. Поэтому все сказанное выше справедливо при про­
извольном вырождении носителей заряда.

Задачи по теме VIII

Задача 1. Найти частоту собственных электростатических (потенциальных) ко­
лебаний плоского слоя холодной электронной плазмы толщиной 2(1, помещенной 
между обкладками плоского конденсатора (рис. 8.5). Электрическое поле колеба­
ний считать нормальным к поверхности слоя. Расстояние между обкладками 2Ь.

Решение.

Рис. 8.5

Уравнение поля во всех трех областях имеет один и тот же вид:

д 2Ф
Аф = = °>от/

поэтому его решения запишем таким образом:

" СЦХ +  0,2 при —  Ь <  X  <  сI,

Ф(ж) =  Ь\х +  Ь-2 при |л;| < <1,

С\Х +  С‘2 при (I <  X <  Ь.

( 1)

(2)
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(3)

Подстановка этих решений в граничные условия

Ф ( - Ь )  =  Ф ( + 1 ) =  0,

{Ф}-.г ■/ =  {Ф1-,- ■/ =  о ,

ЗФ1 Г ЗФ1 п

1 оЛЛх) 9 , . . .где е =  I --------- — , причем со^Ах) ф 0 только при \х\ < о, приводит к дисперсион-
соному соотношению

Е + г Ь  = а (4)
Отсюда находим спектр частот колебаний:

Ту — г12 ^ и 2  ̂ 2 /Г\со — ^ соЬе < сои . (5)

Это хорошо известный из эксперимента так называемый геометрический резо­
нанс.

Задача 2. Исследовать уравнение (8,1,5) в плазменном слое без дисперсии в обла­
сти частот, в которой егт =  е1 =  е(со) 1. п происходит скинирование поперечного 
электромагнитного поля.

Решение.
В изотропной плазменной среде без пространственной дисперсии

Ф )  = 1 -  , ^  , « ---- , ^  (1)со(со +  цуе) со(и) гие)

В этом случае скинирование поля имеет место в условиях

со\г >• из2 >• V2 либо со\г >• соие >• со2, (2)

Первая область соответствует бесстолкновительной плазме и скинирование об-
Со'т

условлено отрицательностью диэлектрической проницаемости е(со) = ----- ,* < 0 и
* со
|е| 1, Такое скинирование называют инерционным. Вторая же область частот

соответствует обычному скин-эффекту в сильно диссипативной среде с е{со) «  Г  ' г00 Уе
и |е| >• 1 (металл).

При подстановке (1) в уравнение (8,1,5) получаем:

2(1 I //; — —̂е
к2 | у °2 /  1 (~1)” ^ 0

г с2 +  7гЧ (со) ^  2 а2 ш2 \ { )
” >° гг +  —  \ к2 ----- - е

тт2 \ г с2
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соНас интересует только случай I />•„.----- - е  ] а <  1, поскольку в противоположном

пределе получаем уравнение для поверхностной волны в полуограниченной сре­
де, Вместе с тем для скинирования непотенциального поля необходимо, чтобы 
е(со)\кг\а 1, В этом пределе решения уравнения (3), которое для симметричных 
мод (четных п) приобретает вид,

Ф ) ^ 1

записываются в виде (со —>• со +  г<̂ ): 

со =  \кг\с гб, 6 =

со
с1Щ+ а\кг\

О, (4)

4 с2со2иР
2,,,4а,ооЬ е

4 с2со2и1 
2 / ,  ,6а, со

П р и  СОЬе >• СО >• 1Уе ,

П р и  Со\е > •  V 2 > •  СО2.

(5)

Ь е

Глубина проникновения поля в плазменный слой при этом равна:
1А,ск 1т кг

с
+ Щ’ (6)

где 5 -  дается формулой (5), причем верхнее выражение соответствует инерционно­
му, а нижнее -  диссипативному скип-эффекту. Из (5) и (6) следует, что поперечноео 9 /9поле полностью проникает в слой, поскольку о <С с /со1е - в случае инерционного

скин-эффекта, и о2 -С
2

С 001*2

СО
-  в случае нормального скин-эффекта.

Ь е

Для несимметричных мод (нечетные п) из уравнения (8,1,5) в пределе 
,2 "

а <  1 находим уравнение

Ф М 1
00* 

к2 с2+
к: — ^ -е  ) о2

а\кг\
О, (7)

решение которого (со —>■ со +  гб) имеет вид (ср. с (5)):

при со и  >• со >• ие,

со =  \кг\с — гб,

а2со6
С 2 Ш  1 е у е

2 4аи уе
(8)

■2,.,2
С * 00

при СОье >• Ъ>е >• СО.

Ь е

Глубина скинирования поля здесь также дается формулой (6), в которой под 5 
следует понимать (8); здесь также верхнее выражение соответствует инерционному, 
а нижнее -  диссипативному скип-эффекту.

с

Задача 3. Исследовать то же, что и в задаче 2, но в условиях сильной простран­
ственной дисперсии, когда |со +  гие\ <С к.гп. где г„ =  г/> -  тепловая скорость в 
случае невырожденной среды, либо г„ =  г,.г -  для вырожденной.
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Решение.
В этой области частот

е 1 =  1 +  ^  ^  =  1 +  г а - ^ -  ~  т - ^ - ,  (1)
к т 0 е к т 0 е соку§ соку о

[ т т  3-7Г
у 2  при • и а =  —

В результате подстановки (1) в уравнение (8,1,5) получаем:

где а =  <1 — при г„ =  гг,.. и а =  —  при г„ =  /у,.: соответственно понимается и /•/>,• 
V 2 4

А;2с2 7гс2 |А:г| ' п3 — гу
г 1 г| п > 0  1

„ о шаш?, о .  ̂ .Здесь 7  =  а ————  =  . где Лск -  глубина скин-слоя для объемной плазменнойтт2с2Уо А̂ к "
среды.

Проанализируем уравнение (2) только в пределе тонкого слоя, считая о3/ 7 3 <С 1 
(в противном случае приходим к уравнению для полуограниченной плазменной сре­
ды), При этом для симметричных (верхнее выражение) и несимметричных (нижнее 
выражение) мод соответственно из (2 ) получаем:

со2 2 оы2 (1  — г) Г О
к^ 2 + \ Ц т , -  2ъ<?\к,\ х \ ч ] - 0 ’  ( 3 )

где в а г/ находятся из суммирования последнего слагаемого в (2), Приближенно 
в ~  0, 34, а г/ ~  2,47,

Решение уравнения (3) мы вновь ищем в виде (5):

4 Г
со =  \кг\с — гб, 6 =  -\со\а2к2 х < , (4)

9 г]2

Мы здесь (так же как всюду выше) опустили малую поправку к реальной части 
со, обусловленную вторым слагаемым (3), полагая о /•/>,• Глубина скинирования 
при этом определяется соотношением

1 с
^ск =  т 1Г =  ТлТ’ ^1т  кг | о |

где 6 дается формулами (4),

Задача 4. При получении величины 8тах в спектрах (8,4,4) и (8,4,8) мы пренебре­
гли диссипацией. Найти поправки к 8тах, учитывая малую диссипацию.

Решение.
При получении спектра (8,4,4) мы воспользовались выражением (8,4,3) при 

условии уе —>• 0, Подставляя это выражение в уравнение (8,4,2) с учетом конечного 
значения ие, получим следующее соотношение для определения 8тах (ср. с (8,4,5)):

(г ,Уе\ , _  7г/?2о|А:г|3
\̂ тах 2 /  ах рГп ' ' '
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При 8тах уе мы имеем решение (8,4,5), В обратном же пределе находим поправку

Я цц --?итах ь
.27Г/3̂ \кг\ а

рг (2)

соответствующую затуханию волн ” глубокой воды” и упругого звука.
Совершенно аналогично при использовании выражения (8,4,6) с учетом дисси­

пации вместо соотношения (8,4,9) получим:

/ "  [ г г  со2 \

'Ц . V  8  А : г  г ; т е

а х  “ Ь  ^ 7 )  Ь  2  <А
2  т т ш 2

V . \кг \Уре /

ш2 2тг0(\к21 и |22
(3)

При пренебрежении мнимыми слагаемыми в (3) мы получаем формулу (8,4,9), В 
обратном же пределе находим декременты затухания ионно-звуковых и упругих 
волн в слое, причем они равны между собой:

. СО2 2тт/32к2 
1<  Рт

/ " [тт со2 \
V 2 А:г г;те

— +  4 2 2ттш2

V , \кг\Уре /

(4)
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ТЕПЛОВЫЕ ФЛУКТУАЦИИ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ  

В ПЛАЗМЕННОЙ СРЕДЕ

ТЕМА IX

§ 9.1. Корреляционные функции системы заряженных 
частиц. Общее рассмотрение

В предыдущих разделах плазма рассматривалась как система ча­
стиц, характеризуемая набором макроскопических параметров, пред­
ставляющих собой средние значения соответствующих микроскопиче­
ских величин. В то же время известно, что параметры любой системы 
могут испытывать отклонение от средних значений, которые называ­
ются флуктуациями физических величин.

В этом разделе мы изучим флуктуационные явления в плазмен­
ной среде и некоторые связанные с ними процессы. Помимо само­
стоятельного интереса (поскольку, например, тепловые флуктуации 
электромагнитного поля определяют уровень ” шумов” в плазме) из­
учение флуктуаций важно и с других точек зрения. В частности, 
вследствие тепловых флуктуаций могут протекать такие процессы, 
как рассеяние и трансформация волн в плазме. Ниже будет показа­
но, что флуктуации определяют интеграл столкновений заряженных 
частиц в плазменной среде и более того, в случае равновесной плазмы 
он совпадает с интегралом Ленарда -  Балеску (или Ландау, см. те­
му IV).

Теорию флуктуаций в плазме будем излагать на основе макроско­
пических характеристик электромагнитных свойств плазменной сре­
ды (диэлектрическая проницаемость и проводимость), которые были 
изучены в предыдущих разделах, исходя из наиболее общей модели 
среды -  кинетического уравнения с самосогласованным полем. Одна­
ко возможен и обратный подход к изучению электромагнитных явле­
ний -  определение с помощью микроскопической теории флуктуаций 
в плазме ее диэлектрической проницаемости.
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Для количественной характеристики флуктуаций введем так на­
зываемые корреляционные функции. Рассмотрим флуктуации неко­
торой величины, например, плотности т о к а г ) ,  считая эту величи­
ну вещественной, а ее среднее значение -  равным нулю

<К*,г)) =  0. (9.1.1)

В общем случае усреднение в (9.1.1) должно проводиться как по 
всем возможным квантовомеханическим состояниям системы, так и 
по вероятности статистического распределения этих состояний, т.е. 
по статистическому ансамблю, что эквивалентно усреднению по вре­
мени.

Пространственно-временную корреляционную функцию (или про­
сто коррелятор) определяют как среднее значение произведения флук­
туаций величины г) в различных точках пространства в различ­
ные моменты времени. При этом, если среда однородна не только в 
пространстве, но и во времени1, то квадратичную пространственно­
временную корреляционную функцию записывают в виде

(а д к г  =  У»(*Ъ Г 1 )^ 2 , Г2))*,г (9.1.2)

где I =  1\ — 2̂, Г =  Г2 — 1*1.
Поскольку рассматривается пространственно однородная и стаци­

онарная плазменная среда, можно применить преобразование Фурье

•К‘ >Г) =  Щ 4  I  +
(9.1.3)

К ш ,к )=  [  <Й<й-е+*ш (~ Л г .К4,г),

определив спектральное распределение пространственно-временной 
корреляционной функции в виде

Ш ^ъ Г 1 )^ 2 ,Г 2))и,,к =  ^  (ИАтеш1 - г к г  (зд)*,г. (9.1.4)

Введенную величину называют также спектральной плотностью 
корреляционной функции. Используя (9.1.3) и определение (9.1.4),

1Ниже мы ограничимся случаем пространственно неограниченной однородной плазменной сре­
ды, так как ограниченность или неоднородность среды не приводит к появлению принципиально 
новых результатов. Кроме того, возникающие здесь особенности можно учесть с помощью изло­
женного общего анализа флуктуаций в однородной среде.
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легко показать, что имеется следующее соотношение

связывающее среднее значение произведения Фурье-компонент флук­
туирующих величин со спектральным распределением корреляцион­
ной функции.

Часто флуктуации удобно характеризовать пространственной

корреляционными функциями, представляющими среднее значение 
флуктуаций величин либо в заданный момент времени, но в различ­
ных точках пространства, либо в заданной точке пространства, но в 
различные моменты времени.

Нетрудно убедиться, что имеются следующие соотношения для 
спектральных компонент корреляционных функций

Это означает, в частности, что спектральная плотность автокорре­
ляционной функции представляет собой интеграл по всем волновым 
векторам от спектральной плотности пространственно-временного 
распределения флуктуаций.

С помощью автокорреляционной функции можно определить сред­
нюю по всему спектру характерную частоту флуктуаций

Аналогично, с помощью пространственной корреляционной функции 
можно найти характерную длину, на которой происходит корреляция 
между флуктуациями данной величины.

{Зг{1,тг) з ^ , т 2)) =  ( з д >  г

или временной (автокорреляционной)

Ш *ъ г)^ (*2 ,г)) =  (а д Ь

(9.1.6)

(9.1.7)

(9.1.8)

(9.1.9)
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Отметим одно важное следствие соотношения (9.1.1), для чего пе­
репишем его в виде равенства нулю среднего значения амплитуд 
Фурье-компонент флуктуирующих величин

(*(и>,к)) =  0. (9.1.10)

Комплексную амплитуду к )  можно представить как

Зг(ш}к) =  \зг(ш} к)|ег<̂ , (9.1.11)

где <р -  фаза соответствующей Фурье-компоненты плоской волны. То­
гда из (9.1.10) следует, что фазы Фурье-компонент флуктуирующих 
величин случайны, и усреднение (9.1.10) означает усреднение по слу­
чайным фазам. В этом состоит существенное различие между флук- 
туационными возмущениями равновесного состояния среды от возму­
щений с регулярной фазой, которые соответствуют собственным ко­
лебаниям среды, подробно рассмотренным в предыдущих разделах.

Основной задачей общей теории флуктуаций в материальных сре­
дах является нахождение связи корреляционных функций для раз­
личных физических величин с макроскопическими характеристика­
ми среды -  диэлектрической проницаемостью или проводимостью. 
Для плазмы как системы заряженных частиц такая задача решается 
строго благодаря наличию малого параметра т] -  отношения энергии 
взаимодействия к среднему значению энергии теплового движения. В 
первом приближении заряженные частицы в плазменной среде мож­
но считать невзаимодействующими.

Переходя к расчету флуктуаций различных конкретных параме­
тров среды, вспомним, что введенная нами одночастичная функция 
распределения / (г ,  V, I) является, по определению, средним статисти­
ческим значением микроскопической функции распределения

ж
/м (г, у ,<) =  ^  (5 (г -  г„й )<5(у -  у ,(< )), (9.1.12)

8=1

характеризующей микроскопическое распределение электронов в фа­
зовом пространстве, т.е.

/ ( г ,у ,* )  =  </м(г,у,*)>. (9.1.13)

Здесь усреднение производится по распределению различных воз­
можных состояний рассматриваемого статистического ансамбля из
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N  частиц, т.е. по так называемой функции распределения Лиувилля, 
зависящей от координат и скоростей всех N  частиц, образующих ан­
самбль У {г\.. . .  .г\-. V) . . . .  . уд-.^). Поэтому естественно рассмотреть 
прежде всего флуктуацию самой функции распределения, которую 
следует определить как разность микроскопического распределения 
в фазовом пространстве (9.1.12) и его среднего значения

с>/( г, V, I) =  /м(г, V, I) — / ( г ,  V, I). (9.1.14)

Очевидно, что в системе невзаимодействующих частиц в отсут­
ствие внешних полей их траектории -  прямые линии, вследствие чего 
в (9.1.12) следует положить у®( )̂ =  V® =  сопз!, г®(2) =  г® +  у®(  ̂— 1о), 
где индекс ” 0” означает, что данная величина относится к системе
без взаимодействия, а г® и -  начальные положение и скорость ча­
стицы. Функция распределения Лиувилля представляется при этом 
в виде

ж
^ ( г “ , . . . ,  4 ,  у ? , . . . ,  у%) =  Ц  Д у “). (9.1.15)

8=1

Здесь учтено, что в силу пространственной однородности и стацио­
нарности системы одночастичные функции распределения /(у®) за­
висят ТОЛЬКО ОТ скорости V ®  =  V .

Образуя коррелятор для флуктуаций распределения частиц одно­
го сорта и производя далее усреднение по функции (9.1.15), можно по­
казать, что в отсутствие взаимодействия между частицами простран­
ственно-временная корреляционная функция для флуктуаций функ­
ции распределения имеет вид1

’ (9.1.16)
=  8 ( у  -  у')<* [г -  г' -  у(* -  *')] /(у ) .

Переходя к Фурье-образам, находим для спектрального распреде­
ления флуктуаций функций распределения в отсутствие взаимодей­
ствия выражение

(3/(у) 8/(у ') )°>к =  2тт8(у -  у ')8(ш -  к у ) /(у ) . (9.1.17)

Здесь / (у )  -  произвольная неравновесная функция распределения.
13аметим, что при усреднении микроскопической функции /м (г , V, I) по распределению (9.1.15) 

получаем соотношение (/м (г , V ,I)) =  / ( у ° ) .
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С помощью коррелятора (9.1.17) легко найти спектральные рас­
пределения для флуктуаций всех параметров, характеризующих си­
стему невзаимодействующих заряженных частиц. Так, например, ум­
ножая (9.1.17) сначала на е2, а затем -  на е2у ^  и дважды интегрируя 
по импульсам, находим спектральные распределения пространствен­
но-временных корреляционных функций соответственно для плотно­
сти заряда, плотности частиц и плотности тока в отсутствие взаимо­
действия частиц

{р2)1,к =  е2<̂ гг2)°,к =  2?ге2 У  Ф  / ( Р Ж ^ -  к у )> (9.1.18)

{э*0з)иМ =  2же2 /  ^ Р ^ 'Д р Ж ^  -  к у )- (9.1.19)

При наличии внешних полей для вычисления корреляционных фун­
кций необходимо знать закон движения частиц в этих полях. В част­
ности, если на плазму наложено внешнее магнитное поле Вд, то

= { - ^ С08 + ’ ^ 81п + ,г;||4  ’ (9Л-20)

где 7 -  релятивистский фактор; О =  -  циклотронная частота; у±
тс

и г>ц -  поперечная и продольная (по отношению к внешнему магнит­
ному полю) компоненты скорости заряженных частиц; <р -  фаза в 
начальный момент времени 1 =  0; магнитное поле считается напра­
вленным вдоль оси Ог.

Образуя, как и в изотропной плазменной среде, корреляционную 
функцию флуктуаций плотности тока согласно (9.1.14), после вычи­
слений, аналогичных проведенным в § 5.1 при выводе тензора диэлек­
трической проницаемости магнитоактивной плазмы, получаем

М *  =  2*е2 Е  у ' / ( р ) П ^ )( р ) < 5 ^ ш - ^ - * | |И ц )  йр, (9.1.21)

где тензор П<'0 определяется подынтегральным выражением форму­
лы (5.1.7).

Выражение для спектрального распределения флуктуаций плот­
ности заряда оказывается более простым

(Р2)1,к =  2^е2 ^  ^  1 { р ) 4 ^ Щ ^ б ( ^ - 7̂ - Щ у 1̂  ф .  (9.1.22)
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Корреляционную функцию флуктуаций плотности частиц получают 
из (9.1.22) простым делением на е2.

Соотношения (9.1.18)—(9.1.22) связывают флуктуации плотностей 
заряда и тока в системе невзаимодействующих частиц с функцией 
распределения /(р ) .  В этом приближении (при полном пренебреже­
нии взаимодействием частиц) флуктуации в электронной и ионной 
компонентах плазмы независимы, и найденные соотношения можно 
рассматривать для каждой из них отдельно. Затем следует учесть 
взаимодействие между частицами плазмы посредством самосогласо­
ванного поля. Для этого плотность флуктуационного тока ,10 ( а ; ,  к )  

нужно подставить в систему уравнений Максвелла в качестве внеш­
него источника и определить поле, создаваемое этим током. В резуль­
тате имеем

к 28 ц  — к^к^ — - у в у ( ш ,  к )  >  к )

А ц ( ш ,  к ) Е у ( ш ,  к )  =  к ) .

а

(9.1.23)

Здесь суммирование распространяется по всем сортам заряженных 
частиц а  =  е, г, а Е ц ( ш ,  к )  -  тензор диэлектрической проницаемости 
среды.

Решение уравнения (9.1.23) можно формально записать в виде

Ез(и> к) =  к)> (9.1.24)С
а

где АII (ш. к) -  тензор, обратный тензору Л^-(о;,к) (т.е.
Ац(ш: к)А ^(ш : к) =  8ц).

Используя (9.1.5) и (9.1.24), находим спектральное распределение 
флуктуаций самосогласованного поля в плазменной среде

(О Д )* *  =  ^ ^ Л ^ ш . Ц Л ^ . к )  (9.1.25)
а

При выводе этого соотношения было учтено, что в приближении не­
взаимодействующих частиц

ОТ ф1,к = 5а М  3̂ )1,V (9.1.26)
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Формулы (9.1.25) и (9.1.21) связывают коррелятор {Е* Е^)ш̂  с функ­
цией распределения частиц в плазме.

Теперь, когда известна корреляционная функция флуктуаций са­
мосогласованного поля, можно найти поправки к флуктуациям то­
ка и заряда, обусловленные самосогласованным взаимодействием ча­
стиц в плазменной среде. Так, под действием флуктуаций самосогла­
сованного поля возникает поправка к флуктуации плотности тока 
частиц сорта а:

В результате полная плотность флуктуационного тока частиц сор­
та а:

Отсюда получаем искомую связь между спектральным распределе­
нием флуктуаций плотности тока, учитывающим самосогласованное 
взаимодействие частиц в среде, и коррелятором флуктуаций плотно­
сти тока невзаимодействующих частиц:

Спектральное распределение корреляций плотности заряда при 
учете самосогласованного взаимодействия частиц в среде легко по­
лучить, используя уравнение непрерывности. В результате имеем

Делением этого соотношения на еаер находим коррелятор флуктуа­
ций плотности частиц {//,, п к.

Аналогично находятся корреляционные функции флуктуаций маг­
нитного поля, среднего значения энергии и других физических вели­
чин. Все они выражаются через коррелятор флуктуаций плотности 
тока невзаимодействующих частиц, который в свою очередь согласно

(9.1.27)

3 ?(ш}к) =  ^ 5 е^ (ш }к)Ай1(ш}к )^ 2 ^ ° (ш }к) + ^ ° (ш }к). (9.1.28)

(9.1.29)

х к)А 81/(ш,к) 0'“ '^ ) ° , к-

(9.1.30)
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(9.1.18) и (9.1.21) определяется интегралом от функций распределе­
ния частиц по скоростям.

В заключение еще раз подчеркнем, что полученные в этом пара­
графе соотношения носят общий характер и применимы как к рав­
новесной, так и к неравновесной среде. Единственным ограничением 
является требование устойчивости среды, что, в частности, заложено 
в предположении ее пространственной однородности и стационарно­
сти равновесного состояния.

§ 9.2. Флуктуации в равновесной плазменной среде.
Флуктуационно-диссипативная теорема

Применим полученные общие результаты к термодинамически рав­
новесной плазме. Начнем с невырожденной изотропной бесстолкно­
вительной плазмы, имеющей максвелловскую функцию распределе­
ния /оа(р) и температуру Т  для всех сортов частиц. При этом вклад 
частиц сорта а в антиэрмитовскую часть диэлектрической проница­
емости определяется выражением (5.1.11), из которого следует соот­
ношение

Сравнивая это выражение с (9.1.19), получаем связь коррелятора то­
ков невзаимодействующих частиц с антиэрмитовской частью парци­
ального тензора диэлектрической проницаемости

Из формулы (9.2.2) видно, что флуктуации в плазме пропорцио­
нальны ее температуре и антиэрмитовской части тензора диэлектри­
ческой проницаемости, ответственной за диссипацию энергии элек­
тромагнитного поля в плазме.

Учтем далее, что в изотропной плазме

(9.2.1)

(9.2.2)

, .2 1
^■е‘Ци,,к) +  к2 . (9.2.3)
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Используя соотношения (9.1.29) и (9.2.2), коррелятор флуктуаций 
плотности полного тока после несложных выкладок можно привести 
к виду

{ЗгЗз)1/со, к
Ти
2ж

кгку 1 т  е1 (ш, к) 
к2 \е1 (со: к) \ 2

к̂ к̂ к2с2\ 1 т  е 1г{ш,к)

е1г{ш,к)
к2 с2

(9.2.4)

Соотношение (9.2.4) представляет собой так называемую флуктуа- 
ционно-диссипативную теорему для невырожденной термодинамиче­
ски равновесной изотропной плазмы. Она является частным случаем 
более общей флуктуационно-диссипативной теоремы, справедливой 
для термодинамически равновесной анизотропной плазменной среды

{ЗгЗз)о;,к
гс2Т
4ттшл “. (л1з

гс2Т  1 
4тго; Л

(9.2.5)

А?, (Ад- -  А д°
К1Р

где Л = 
Лу, А^

| Л /у | -  определитель, составленный из элементов матрицы 
алгебраическое дополнение А^А^-

к)чг Нт Л^-(о;,к) кг к̂ к̂ (9.2.6)

Флуктуационно-диссипативная теорема вида (9.2.5) применима так­
же к произвольной анизотропной плазменной среде, как невырожден­
ной, так и вырожденной. Необходимо только, чтобы среда находилась 
в состоянии термодинамического равновесия с температурой Т, оди­
наковой для всех сортов заряженных частиц. Кроме того, при выводе 
этой теоремы предполагалось выполненным неравенство %ш <С Т, что 
обусловило применимость классического рассмотрения. В квантовой 
статистической физике флуктуационно-диссипативная теорема дока-
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зывается в более общем виде без учета этого неравенства

В пределе Тьш < Т  она переходит в (9.2.5).
При использовании флуктуационно-диссипативной теоремы в

(9.2.5) и (9.2.7) следует подставлять Л (о;, к), Л^-(о;,к) и Ац(ш, к), вы­
численные с учетом соответствующих ограничений. В настоящей кни­
ге для описания движения заряженных частиц в плазме в основном 
использовалось классическое кинетическое уравнение с самосогласо­
ванным взаимодействием, справедливое в условиях %ш <С {€), где (Е)
-  среднее значение энергии хаотического движения частиц1. Это озна­
чает: для невырожденной плазмы Ни; <С Т, для вырожденной плазмы 
%ш <  Ер; отношение Нш/Т может быть произвольным. Поэтому да­
лее для невырожденной плазмы будем пользоваться флуктуационно- 
диссипативной теоремой (9.2.5), а для вырожденной -  (9.2.7).

Из соотношений (9.2.5) и (9.2.7) следует, в частности, один общий 
весьма важный вывод: спектральная плотность флуктуаций резко 
возрастет в случае, когда возможно выполнение равенства

Это есть не что иное, как дисперсионное уравнение для спектров 
собственных колебаний плазмы, подробно исследованное в предыду­
щих разделах. Таким образом, флуктуации имеют резкие максимумы 
вблизи частот собственных колебаний плазмы.

С помощью соотношений (9.2.4)-(9.2.7) были выражены флуктуа­
ции в равновесной плазменной среде через макроскопическую харак­
теристику ее электромагнитных свойств -  диэлектрическую проница­
емость, точнее, ее антиэрмитовскую часть к). Можно поступить 
и обратным образом -  с помощью формулы (9.2.2) выразить антиэр­
митовскую часть диэлектрической проницаемости через коррелятор 
плотности тока для системы невзаимодействующих частиц

1 Условие Тио <С ( 8 )  следует из приближения р Кк, примененного при выходе кинетического 
уравнения с учетом столкновений частиц (см. тему III). Домножив это неравенство на скорость 
V =  ш/к, которая для плазменных волн порядка тепловых скоростей частиц, приходим к исход­
ному условию.

(9.2.8)

(9.2.9)



285

Приведенное соотношение составляет математическое содержание так 
называемого обращения флуктуационно-диссипативной теоремы, с по­
мощью которого можно найти тензор диэлектрической проницаемо­
сти среды, если предварительно определить из микроскопической те­
ории флуктуации плотности тока или заряда в плазме.

§ 9.3. Спектральное распределение флуктуаций в 
равновесной бесстолкновительной плазменной среде

Рассмотрим флуктуации в равновесной бесстолкновительной элек­
тронной плазме. Начнем с наиболее простого случая изотропной не­
вырожденной плазмы. Будем исходить из выражения (9.2.4) для кор­
релятора флуктуаций плотности тока. Используя далее связь само­
согласованного поля и плотности тока

можно с помощью (9.2.4) определить коррелятор флуктуаций само­
согласованного поля

Из формул (9.2.4) и (9.3.2) видно, что корреляторы флуктуаций 
плотности тока и электрического поля распадаются на два слагае­
мых, характеризующих продольные и поперечные флуктуации. Та­
ким образом, в изотропной плазменной среде продольные и попереч­
ные флуктуации оказываются независимыми.

(9.3.1)

^ ( ш ,  к )  =  ~ — бЕ*г { и ,  к ) Е ‘ г { и ,  к )

(9.3.2)
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учитывая (9.2.4), легко находим коррелятор флуктуаций плотности 
заряда

/ „2\ _  к2 |2\ _  к2Т 1т е 1 (ш} к)
(Р и  -  ^ { е  >и,к -

Естественно, что флуктуации плотности заряда зависят только от 
продольной диэлектрической проницаемости.

Выразим теперь корреляционные функции через параметры сре­
ды, для чего используем явный вид диэлектрической проницаемо­
сти. Ограничимся вначале случаем чисто электронной невырожден­
ной плазмы, воспользовавшись для е 1 {и;,к) и егг(ш,к) соответствую­
щими выражениями (4.1.7) и (4.1.6) (см. тему IV).

Расссмотрим флуктуации плотности заряда. Проанализируем об­
ласть высоких частот (больших фазовых скоростей) ш ^  кг г,., в кото­
рой существуют продольные слабозатухающие ленгмюровские волны 
со спектром, определяемым дисперсионным уравнением е 1(ш, к) =  0. 
Для этой области частот из (9.3.4) имеем

к2 к2Т  1
(/> % , к =  7 7 ^ { Е ‘ % . к  =  - 7 7 — '[ т

Из уравнения непрерывности

шр =  кЦа;, к ), (9.3.3)

167Г2 ’ 2ттсо е1(и;, &)
(9.3.5)

к2Т
« ------тт8 ГКее^а;, к)] .

2ттш

При получении этой формулы была использована возможность 
формальной замены

1 т -г -— — =  —7г8 [Кеег(а;, к)] , (9.3.6)
е 1 (ш,к)

справедливой для области прозрачности среды, когда
Кее1 (а;, к) 1 т е 1 (а;, к).

Подставляя в (9.3.5) выражение для е1(ш, к), которое в рассматри­
ваемой области имеет вид

К ее\и ,к) =  1 - ^ ( 1  +  3 1Щ ,  (9.3.7)
СО2 \ оо1 )
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окончательно находим 
к2Т

< / и  =  ^ 1 я ^ 2 -  <4е -  3 * 4 .) ,
< (9.3.8)

_  107Г 2\ _  2 г/ 2 2 0 7,2 2 \
)ш,к — ~Т2~\Р )^к — шЬе°\ш шЬе Ут ).к1 и

Здесь учтено, что спектр продольных волн лежит в узком диапазоне 
частот ш2 > ш\е.

Таким образом, в высокочастотной области спектра флуктуации 
плотности заряда в плазме существуют только в узком диапазоне 
частот, соответствующем спектру плазменных колебаний. Это иллю­
стрируется рис. 9.1, на котором представлена зависимость спектраль­
ных распределений величины 2 {р2 )ы̂ /(е2пе) от безразмерной частоты 
ш/куте• Видно, что максимумы резкие только при малых значениях 
к2гВе, а с уменьшением длины волны (увеличением волнового числа 
к) полностью пропадают из-за сильного затухания Ландау.

Рис. 9.1

Используя асимптотику функции .1+ (ш/кут<>) при малых значени­
ях ш/кг^е5 можно исследовать и область низких частот, однако соот­
ветствующие расчеты не приводят к простым выражениям и выпи­
сывать их здесь не представляет интереса.
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Для дальнейшей характеристики флуктуаций удобно рассмотреть 
временную корреляцию флуктуаций с заданной длиной волны, кото­
рая получается интегрированием спектрального распределения кор­
реляционной функции по частотам

ОО ОО

( р \ =  I {рХ м ^ ,  (Е,2)к =  I (9.3.9)
~00 -00

Интегрирование в (9.3.9) легко провести с помощью формулы Кра- 
мерса-Кронига, которую следует применить к функции [е1 (ш,к)

00
К ее 1 (ш, к) 'г> г т—  '
\е1 (ш, к) |

1 =  — /  2 <Ь/.
тт У ( ш  — ш ) \ е  ( ш  , &)|

— ОО

(9.3.10)

Полагая в (9.3.10) ш =  0 и учитывая, что 1 т  е1 (0, /г) =  0, из (9.3.9) 
находим

(Е12) к

А-Т
47Г 

= 4тгТ

г (О, к) 

1
(9.3.11)

г (О, /г).
Таким образом, спектральная плотность пространственной корре­

ляционной функции флуктуаций плотности заряда и продольного 
электрического поля полностью определяется продольной статиче­
ской диэлектрической проницаемостью. Подставляя в (9.3.11) значе­
ние г1 (0, к) для изотропной плазменной среды

е 1 (0  ,к) =  1 +
к2г2в  ’

получаем

(/> .
е2пРк2

1 2 , 1 / 2 ’ )к 7.2 , 1 / 2 ■к +  1 / Г д  к +  1 / Г д
(9.3.12)

Производя обратное преобразование Фурье, нетрудно найти про­
странственные корреляционные функции флуктуаций плотности за-

2
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1 ехр (—г/гр )

ряда и продольного электрического поля

{р )г =  2е гге 8 ( т

(Е12)т =  8 тте2п(:

4тт

ехр (—г/гр )

Б
(9.3.13)

Отсюда следует, что характерным расстоянием, на котором происхо­
дит корреляция между флуктуациями плотности заряда и продоль­
ного электрического поля в плазменной среде, является дебаевский 
радиус. В этом случае при <  1 энергия флуктуаций продольного 
поля мала по сравнению с тепловой энергией электронов

(Е 12 2е 'пе
47тпеТ гПепеТ

2 1/3 \ 3/ 2 е Пе

~т~
<  1. (9.3.14)

Найдем далее среднюю квадратичную частоту флуктуаций, кото­
рая определяется выражением (9.1.9)

ОО

(С2) -оо
оо (9.3.15)

{р2)со,к^ш
-ОО

Интегрирование в этом соотношении также удобно провести с помо­
щью формулы Крамерса-Кронига, что дает

(со2) =  Н т  со2 [1 — е1(и;, к)]
ег(0 ,к)

(9.3.16)

Как неоднократно было показано ранее и как следует из общих 
физических соображений, в области высоких частот пространствен­
ная дисперсия несущественна и для е1 (ш,к) при ш ^  кг/-,, можно 
пользоваться формулой элементарной теории

к)
шЬе
Ш2 '

1 Далее для простоты ионы считаются однозарядными.
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С учетом этого средняя квадратичная частота флуктуаций

^ ( 0 ,  к )

1 (9.3.17)

откуда видно, что она меньше частоты собственных плазменных ко­
лебаний ш2 =  ш\е +  3к2у^е. Из (9.3.17) следует также, что все полу­
ченные формулы, основанные на (9.3.4), справедливы при условии 
%ш <  Т, которое, как правило, всегда хорошо выполняется в невы­
рожденной плазменной среде.

Проанализируем особенности флуктуаций в вырожденной элек­
тронной плазменной среде. Будем исходить из выражения (9.2.7) для 
коррелятора Используя уравнение непрерывности (9.3.3),
можно получить из (9.2.7) выражение для коррелятора флуктуаций 
электронной плотности в изотропной среде

Отметим прежде всего следующее важное обстоятельство. Соглас­
но флуктуационно-диссипативной теореме в классическом пределе, 
т.е. когда %ш <С Т  и справедливо соотношение (9.2.5), при Т  =  0 
флуктуации невозможны. В вырожденной плазменной среде это не 
так. Действительно, из (9.3.18) видно, что флуктуации в вырожден­
ной плазменной среде возможны и при Т  =  0 (полное вырождение), 
но только с отрицательными частотами ш < 0. Физически это явля­
ется следствием того, что при Т  =  0 частицы системы занимают 
все возможные низшие энергетические уровни, т.е. система ферми- 
частиц находится в основном энергетическом состоянии и допускает 
переходы только в состояние с большей энергией, что соответствует 
поглощению кванта энергии, т.е. отрицательному значению частоты. 
Флуктуации при Т  =  0 являются чисто квантовыми и пропорцио­
нальны постоянной Планка Тг.

Проанализируем выражение (9.3.18) при произвольном отношении 
?ш/Т, используя в качестве е1 (ш, к) формулу для вырожденной плаз­
мы. Начнем с области высоких частот ш > к г При этом мнимая 
часть диэлектрической проницаемости в бесстолкновительном преде­
ле строго равна нулю и флуктуации в плазменной среде невозможны.

(9.3.18)
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Однако при учете редких столкновений частиц проявляется отличная 
от нуля мнимая часть е1 (ш,к), а вместе с ней и флуктуации на часто­
тах собственных незатухающих плазменных колебаний:

В области низких частот ш <С куре для е 1 (ш, к) справедливо стати­
ческое асимптотическое представление, подстановка которого в 
(9.3.18) дает

Отсюда для области малых длин волн (к2гВе '̂ > 1) получаем

В области больших длин волн (к2г2Ве <С 1), когда существенны кол­
лективные эффекты, из (9.3.20) следует

Сравнение полученных выражений (9.3.21) и (9.3.22) показывает, 
что в области низких частот (малых фазовых скоростей) основную 
роль играют длинноволновые флуктуационные возбуждения; флук­
туации с малой длиной волны в системе невзаимодействующих ферми- 
частиц относительно малы.

Наконец, заметим, что, зная флуктуации плотности электронов, 
нетрудно определить флуктуации плотности заряда и продольного

к2 П
5 [е1 (со: к)]

(9.3.19)
к Ч е _______

2е2 ехр 1

с 2 25 Ш -Ш Ъе
( 1 +

(9.3.21)

(9.3.22)



292

электрического поля в плазме

{Р )ш,к е { ^ е)а;,к•)

(9.3.23)

V

Оценка по этой формуле энергии, связанной с флуктуацией продоль­
ного поля, показывает, что так же как и для невырожденной плазмен­
ной среды, она мала по сравнению с энергией хаотического движения 
электронов. Так, в пределе %ш < Т  имеем

Таким образом, в вырожденной изотропной плазменной среде, так 
же как и в невырожденной, возможны высокочастотные флуктуации 
плотности заряда и продольного электрического поля на частотах, 
близких к ленгмюровской частоте электронов. Однако, в отличие от 
невырожденной среды такие флуктуации в вырожденной плазме име­
ют место как при Нш < Т, когда они определяются температурой (по­
добно невырожденной плазме), так и при Ншье > Т  —>• 0, когда они 
носят чисто квантовый характер.

В заключение кратко проанализируем флуктуации в невырожден­
ной магнитоактивной плазме, находящейся в состоянии термодина­
мического равновесия. Коррелятор флуктуаций плотности тока опре­
деляют в этом случае с помощью флуктуационно-диссипативной те­
оремы (9.2.5). Входящие в это соотношение величины выражаются 
через тензор диэлектрической проницаемости магнитоактивной плаз­
мы с Те =  Т,; =  Т. Видно, что в общем случае анализ флуктуаций в 
магнитоактивной плазме связан с громоздкими вычислениями. Тем 
не менее вид спектрального распределения корреляционных функ­
ций качественно остается прежним: он характеризуется наличием 
резких максимумов вблизи собственных частот колебаний магнито­
активной плазмы, которые детально проанализированы в теме V. По­
этому ограничимся простым примером. Вычислим корреляционную 
функцию флуктуаций плотности заряда в пределе холодной плазмы. 
С помощью (9.2.5) и уравнения непрерывности (9.3.3) получаем

(9.3.24)

(9.3.25)
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ще

к4 г4 к2 г2
Р(из, к) =  — -̂--- (е_|_ соз2 в +  е± +  ей аш2 в)-

Ш4 ' " ' из*

+  (е2 — д2) соз2 в +  е\\е± аш2 в ,

к4 с4
(9.3.26)

Л (о;, к) =  '-^ -(е±  з т 2 9 +  + е ц  соз2 в)
из

- ^ г  [2е±е \\ +  (е\ -  д2 -  е±ец) аш2 в] +  егц(е\ -  д4

где 9 -  угол между векторами к  и Вд, а компоненты тензора диэлек­
трической проницаемости е±, ец и д для рассматриваемого случая 
чисто электронной плазмы определяются формулами

, ,2 , ,2 ,2 () 
с- — 1 _  с, — 1 _  о 97\
е± 1 „ 0 2 ’ 2 ’ 9 ( 2  02\ ’ (9.0.2 /)изг — Щ изг ио(ио1 — Щ)

Ограничиваясь пределом (к2с2 /из2) ^  1, когда волны в магнитоак­
тивной плазме с хорошим приближением можно считать потенциаль­
ными, выражение (9.3.25) можно упростить

к2Т (  1 \
(р % , к =  1т  1 --г г — --------~а ■ (9.3.28)

2 т т ш  \ 81П в  +  Е|| С08 в  I

При учете исчезающе малых мнимых частей и ец, обусловлен­
ных, например, столкновениями частиц, из (9.3.28) находим

= к2Т ю2 {и2 -  П2)2
{ Р ) “ -к ~  4 ш|еШ4вт2в + ( Ш* - ^ )*СОв2вХ (9 3 29)

х [^(^ —  ш\) +  8 (из +  ш\) +  8 (из —  из?) +  8 (из +  ̂ 2)] ■>

где частоты из\ и из? определяются корнями дисперсионного уравнения 
для продольных ленгмюровских волн в магнитоактивной плазме

, . 2  _  Ш1 е  +

Ш 1, 2 —  --------- о --------- ±  у 'К »  +  П2)2 -  4ш|еП| соз2 в. (9.3.30)

Этот спектр можно получить, используя формулы § 5.1.
Из условия применимости теоремы (9.2.5) следует, что формулы

(9.3.25), (9.3.28) справедливы при %из\_2 Т. Так как они относятся
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к холодной магнитоактивной плазме, то пригодны как для невыро­
жденной, так и для вырожденной плазмы. Более того, не представля­
ет труда обобщение этих формул на случай вырожденной плазмы при 
произвольном отношении Тгшх̂ /Т. Для этого величину Т  в них сле­
дует заменить на Ни [ехр (Ни/Т) — I]-1 . Видно, что аналогично изо­
тропной плазме в магнитоактивной вырожденной плазме возможны 
чисто квантовые флуктуации в пределе Т  —>• 0, причем частоты этих 
флуктуаций также отрицательны.

§ 9.4. Флуктуации и столкновения частиц

В предыдущих параграфах флуктуации в плазменной среде рас­
сматривались в пренебрежении столкновениями частиц. Проанализи­
руем связь столкновительных и флуктуационных процессов, которая 
особенно наглядно проявляется для среды как системы заряженных 
частиц, силы взаимодействия которых -  дальнодействуюгцие. Этот 
вопрос имеет два аспекта. Первый из них заключается в том, что 
столкновения должны оказывать существенное влияние на вид кор­
реляторов флуктуаций электромагнитных полей и параметров среды, 
так как флуктуации определяются диссипацией электромагнитной 
энергии в среде, которая, в частности, обусловлена столкновениями 
частиц. Учет столкновений при этом можно достаточно просто про­
вести с привлечением рассмотренных общих методов. Действительно, 
поскольку флуктуации полностью определяются (по крайней мере, в 
термодинамически равновесной плазме) диэлектрической проницае­
мостью среды, точнее, ее антиэрмитовской частью, расчет флуктуа­
ций можно проводить с помощью приведенных в предыдущих пара­
графах соотношений, например (9.2.2), (9.2.4) для равновесной плаз­
мы, в которые следует подставить выражения для тензора к),
учитывающие столкновения частиц и приведенные в §§ 4.3 и 5.2.

С принципиальной точки зрения дальнейшее рассмотрение флук­
туаций электромагнитных полей и параметров среды не затрудни­
тельно, но связано с громоздкими выкладками. Физически же вли­
яние столкновений на корреляторы флуктуаций различных величин 
вполне ясно. В самом деле, столкновительная диссипация должна 
приводить к двоякого рода эффектам. С одной стороны, вдали от
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областей прозрачности среды флуктуации должны возрастать вслед­
ствие дополнительного диссипативного механизма. С другой -  по той 
же причине должно измениться и спектральное распределение флук­
туаций вблизи резонансных частот. В предыдущих параграфах счи­
талось, что вблизи частот собственных слабозатухающих колебаний 
среды флуктуации пропорциональны ^-функциям от соответствую­
щих частот, т.е. неограниченно возрастают вблизи них. Однако, ре­
ально флуктуации конечны и при резонансных частотах в силу нали­
чия затухания Ландау. При этом резонансные пики имеют не только 
конечную амплитуду, но и конечную ширину. Учет столкновений дол­
жен привести к усилению этих эффектов, а именно, к уменьшению 
амплитуды резонансных флуктуаций и уширению резонанса.

Рассмотрим в качестве примера флуктуации плотности заряда в 
изотропной плазме при учете столкновений частиц вблизи частот соб­
ственных плазменных колебаний. Если частоту столкновений считать 
малой: ш ре, куте> то столкновительная поправка к продольной ди­
электрической проницаемости как для слабоионизованной, так и для 
полностью ионизованной плазмы будет иметь вид (см. § 4.1)

где ие =  реп -  для слабоионизованной плазмы и уе =  э̂фф _ Для 
полностью ионизованной плазмы.

Подставляя выражение (9.4.1) в (9.3.4), получаем следующие со­
отношения для флуктуаций плотности заряда: вблизи резонансной 
частоты ш2 =  а;2 =  ш2Ье +  ЗА;2У’|-(.

Из этих соотношений видно, что при возрастании ие величина (р2)ш,к 
снижается, а ширина резонансной кривой растет. При ие —>• 0 из (9.4.3) 
получаем выражение (9.3.8) для бесстолкновительной плазмы.

1 т  к) (9.4.1)

(9.4.2)

в области частот вне резонанса

(9.4.3)
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Другой аспект рассматриваемого вопроса состоит в том, что сами 
столкновения тесно связаны с флуктуациями. Для столкновений с 
нейтральными частицами в слабоионизованной плазме это особенно 
очевидно, так как там силы взаимодействия очень быстро убывают с 
расстоянием и столкновение есть в прямом смысле слова тесное сбли­
жение частиц. Но это и есть флуктуация по отношению к однородно­
му в среднем пространственному распределению частиц. Несколько 
сложнее дело обстоит в случае полностью ионизованной плазмы, в 
которой силы взаимодействия частиц медленно убывают с рассто­
янием. По существу этот вопрос был затронут в общей форме при 
обсуждении возможности описания плазмы с помощью бесс гол к но­
ви тельного кинетического уравнения Власова. Действительно, опре­
делив поле в плазменной среде через функцию распределения ча­
стиц, усредненную по флуктуациям, флуктуационные эффекты, так­
же связанные с кулоновским взаимодействием частиц, можно было 
вынести в правую часть кинетического уравнения и отождествить их 
со столкновениями. Для обычного газа, в котором частицы в целом 
нейтральны, вследствие чего силы взаимодействия между ними очень 
быстро убывают с расстоянием, такое отождествление вполне закон­
но и используется в кинетической теории газов. В полностью иони­
зованной плазме, в которой силы взаимодействия частиц медленно 
убывают с расстоянием, вклад во флуктуационное взаимодействие, 
связанный с одновременным взаимодействием многих, хотя и доста­
точно удаленных частиц, оказывается более существенным, чем от­
дельные сближения частиц, которые и являются парными столкнове­
ниями. Поэтому в полностью ионизованной плазме понятие столкно­
вения имеет условный смысл, и для описания флуктуационного взаи­
модействия более удобна непрерывная модель, рассматривающая его 
не как дискретный процесс парных столкновений, а как непрерывно 
действующую силу кулоновского трения. Следствием этого и явился 
тот факт, что процесс вычисления интеграла столкновений для пол­
ностью ионизованной плазмы привел к уравнению Фоккера -  Планка 
(см. задачу 6 по теме III), которое является основным в непрерывной 
модели описания различных случайных процессов. Для пояснения 
сказанного получим уравнение Фоккера-Планка общим методом.

Рассмотрим поведение функции распределения заряженных ча­
стиц в плазменной среде под влиянием флуктуационного взаимодей­
ствия, или иначе под влиянием кулоновских соударений. Пусть в мо­
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мент времени 1  функция распределения / ( у  — Ду, 2), а в момент вре­
мени I +  А 1  под влиянием флуктуационного взаимодействия она из­
менится и станет / ( у ,  2 +  А 1 ). Если вероятность такого перехода из 
одного состояния в другое (с одной фазовой траектории на другую) 
равна 1К(Ду. Д^). то можно записать

/ ( у ,  I +  А 1 ) =  ^ / ( у  -  Д у , * ) Ж ( Д у , А 1 ) ^ Д у ,  (9.4.4)

где Л А  у  -  полный дифференциал, т.е. произведение дифференциалов 
компонент вектора изменения скорости.

Разлагая левую часть уравнения (9.4.4) в ряд Тейлора по степеням 
АЬ, а правую -  по степеням Д у и ограничиваясь первыми членами 
разложений, можно преобразовать его в дифференциальное уравне­
ние вида

(9.4.5)
<9/(у, I) _  <9/(у, I) (А у{) 1 <92/( у ,  I) (Д^Д^-)

в! дс-, АЬ 2 дс-Дс '! АЬ ’

которое называется уравнением Фоккера -  Планка. Здесь

I  Ж (Д у, А1) (1Ау =  1,

I  1К(Ду. А()Аг;(1Алг =  (А г ) .  (9.4.6)

I  IV(Ду, Д ^ Д /’/Д '’.; (1Алг =  (Ду’/Д 'у)-

причем первое соотношение является условием нормировки, а следу­
ющие -  обычным определением средних значений. Уравнение (9.4.5) 
можно записать также в форме

< « *

ще величины

. (А уЛ 1 (А у^АуЛ . .
Аг =  - - Ц - Ч  Д 7- =  - - — —̂ -  9.4.8* А1 ’ у 2 Д* 1 ;

называются коэффициентами Фоккера -  Планка. Уравнение (9.4.7) 
по виду совпадает с полученным в задаче 6 по теме III, однако коэф­
фициенты Фоккера -  Планка (коэффициенты динамического трения
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и диффузии в пространстве скоростей) непосредственно выражены 
через флуктуации скоростей.

Заметим, что согласно кинетической теории газов отброшенные 
члены в разложении (9.4.5), содержащие более высокие степени А 
описывают парные столкновения, при которых скорость претерпева­
ет резкие скачкообразные изменения, а их суммирование приводит к 
интегралу столкновений Больцмана. Из физических соображений яс­
но, что коэффициент динамического трения в пространстве скоростей 
А ,1 характеризует среднее изменение абсолютного значения скорости 
частиц за единицу времени, вследствие чего он может быть выражен 
через потери энергии направленного движения заряженных частиц 
в плазме. Коэффициент имеет чисто флуктуационное происхо­
ждение и характеризует направленное изменение скорости частиц 
вследствие рассеяния на флуктуационных полях в плазме, поэтому 
он называется коэффициентом диффузии в пространстве скоростей.

Коэффициенты А* и можно вычислить из формул (9.4.8) и
уравнений движения заряженных частиц во флуктуационных полях. 
Однако поступим иначе. Выразим коэффициенты А* и через флук­
туации продольного поля и потери энергии пробной частицы на возбу­
ждение продольного поля в плазме. Для простоты ограничимся рас­
смотрением невырожденной изотропной электронной плазмы с уче­
том лишь электрон-электронных столкновений. Согласно § 3.3 коэф­
фициенты Иц и АI при этом запишутся в виде

С другой стороны, согласно (9.3.1) для электронной плазмы имеем

т.е. коэффициент диффузии выражается через флуктуации продоль­
ного поля в плазменной среде.

Д Д у) =  2е4

(9.4.9)

А* (у) =  2е4 йр

39-7г3р2 Г
{Е'2)* *  = I йр,/Мй{ку - ку,)- {9А10)

Из сравнения (9.4.9) и (9.4.10) следует, что

(9.4.11)
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Выразим теперь коэффициент динамического трения А* через по­
ляризационные потери энергии пробной частицы в плазменной среде. 
С этой целью запишем выражение для продольного поля излучения 
движущегося электрона в изотропной среде

^ 7/, , N 4жге к . „ .
( У ’ ) =  Р ” (2тг)%!(кV ,*:) ' ( • Л )

Учитывая, что

=  Ь р & М й ( ш - к у ) ,  (9.4.13)
и  У кг ар

находим окончательно

Л (̂у ) =   ̂ [  сйс ^  клерку, кШЧку, к )Е г*(ку, к). (9.4.14)
32тг- У

Отсюда видно, что коэффициент динамического трения выражается 
через продольное поле, создаваемое в плазменной среде движущим­
ся электроном. Это поле ответственно за поляризационные потери 
энергии движущегося электрона.

Отметим, что коэффициенты А* и выражены через продольные 
поля в плазме. В действительности вклад дают также поперечные по­
ля -  потери на излучение волн и флуктуации поперечного поля. Од­
нако в нерелятивистской плазменной среде вклад поперечных полей 
пренебрежимо мал. В изотропной среде поперечные волны вообще не 
излучаются, а флуктуации поперечного поля малы по сравнению с 
флуктуациями продольного поля в с3/уте раз (см. задачу 1 по этой те­
ме) . Поэтому и рассеянием частиц на флуктуациях поперечного поля 
можно пренебречь.

Таким образом, нами показано, что интеграл столкновений в ки­
нетическом уравнении для заряженных частиц в полностью ионизо­
ванной нерелятивистской плазменной среде выражается через флук­
туации продольного поля. Это означает, что изменение импульса за­
ряженных частиц из-за кулоновских столкновений можно трактовать 
как потери энергии и диффузию в пространстве скоростей вследствие 
рассеяния частиц в случайных электростатических полях, обусло­
вленных тепловыми флуктуациями в среде. Такую тесную взаимо­
связь между тепловыми флуктуациями и столкновениями заряжен­
ных частиц в термодинамически равновесной полностью ионизован­
ной плазме можно усмотреть также из соотношения (9.3.14), если
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переписать его в виде

{Е12)т ( е2п1/3\ 3/ рэфф
4ттпеТе \ Т е ШЬе

<  1. (9.4.15)

Из этого соотношения следует равенство относительной энергии флук­
туации продольного поля (по отношению к тепловой энергии) и отно­
сительной эффективной частоты столкновений электронов в плазме 
по отношению к собственной частоте плазменных колебаний).

Задачи по теме IX

Задача 1. Получить выражение для флуктуаций магнитного поля в равновесной 
изотропной плазме.

Решение.
Из соотношения (9,3,2) определяем коррелятор флуктуации поперечного элек­

трического поля в изотропной плазме

8ттТ 1те1г(ш,к)
ь

со к2г
егг(со,к) иг

(1)

Используя далее связь В (си, к) =  -[к Е ] , получаем

Св 2
к2г

'ш.к иг

СО

ш.к
8ттТк2с2 1тегг(со,к)

со- к2г
егг(со,к) со*

(2 )

В области прозрачности плазмы, т.е, в пределе со >• />т/у. когда е г(со,к) ~  1 2 / 2I — соЬе]со , отсюда находим

1 й̂ -2т1 .̂2„2
( в 2)ш,к =  6(и>2 -  со1 -  к2с2). (3)

\со

Интегрирование этого выражения по частотам дает

, 2\ 8тг2Тк2с2
В к = 2 ,.2 2-

Ш Ь е  +  к  С

Отсюда легко найти пространственную корреляционную функцию

{В2)г =  Нт:2'/'
47Г Г 2Гкор

(4)

(5)
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где гкор =  с/с^ье -  длина корреляции флуктуаций магнитного поля в изотропной 
плазме, равная глубине поляризационного скип-эффекта.

Из (5) при г «  Гкор получаем

(В2)г (Е ^ ) г 1 _ 1 _ < д«)р (б)
\?711, Г  177/', /  г к о р П е С3 г Ь е П е С3 1“ /', '/'

Таким образом, энергия флуктуации поперечного поля в плазме в г3/Г у (. раз 
меньше энергии флуктуации продольного поля.

Задача 2. Определить относительный вклад интенсивности высокочастотных 
флуктуаций в полную интенсивность флуктуаций плотности заряда в равновес­
ной электронной плазме.

Решение.
Интегральный вклад высокочастотных флуктуаций определяем путем интегри­

рования выражения (9,3,8) по частотам

О О

Искомое отношение высокочастотной интенсивности к полной находим с исполь­
зованием выражения (9,3,12) для полной интенсивности

(р2) к =  1 +  к2г2Ве 
{р2) к 1 +  Зк2г1е ' (2 )

Отсюда следует, что при к2г2Ве <С 1 , т.е, в области больших по сравнению с деба­
евским радиусом длин волн, в спектре флуктуаций остаются практически только 
высокочастотные флуктуации на плазменной частоте, С уменьшением длины вол­
ны роль низкочастотных флуктуаций возрастает и при к2г2Пе 1 основной вклад 
в полную интенсивность дают низкочастотные флуктуации.
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ТЕМА X

НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ЯВЛЕНИЯ  
В ПЛАЗМЕННЫ Х СРЕДАХ

§ 10.1. Многоиндексные тензоры диэлектрической 
проницаемости. Укороченное уравнение для 

взаимодействия волн

Современная нелинейная электродинамика плазменных сред раз­
вивается в двух направлениях: а) построение теории нелинейной ди­
электрической проницаемости (нелинейный закон Ома) на основе ре­
шения кинетических уравнений методом разложения по степеням 
электромагнитного поля с последующим решением укороченных (обо­
рванных на некоторой степени поля) уравнений и б) точный учет ли­
нейного поглощения поля в среде и сопровождающих это явление из­
менений равновесной функции распределения либо равновесных па­
раметров с самосогласованным анализом линейных свойств в этом 
новом состоянии. Первое направление известно как теория нелиней­
ного взаимодействия волн в плазменной среде, а второе -  как квази­
линейная теория колебаний и волн.

Естественно, нелинейная электродинамика среды должна учиты­
вать как эффекты нелинейного взаимодействия волн, так и эффекты 
квазилинейной релаксации. Но это одновременно сделать сложно и 
поэтому их рассматривают отдельно и сравнивают времена их про­
явления, определяя условия, при которых тот или иной эффект явля­
ется доминирующим.

В настоящем параграфе мы начинаем излагать основы первого из 
отмеченных выше направлений в нелинейной электродинамике плаз­
менных сред. Как обычно исходим из уравнения Власова

(10.1.1)

представляя /  в виде разложения по степеням поля

/  — /о +  /1  +  /2  +  ••• +  /«  +  •• (10.1.2)
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где / п го Е п, а /о -  равновесное однородное распределение Максвелла 
либо Ферми.

Для простоты ограничимся рассмотрением изотропной плазмен­
ной среды в отсутствие внешних полей. Тогда из (10.1.1) и (10.1.2) 
получаем

д ! п > <9/„ Г_ 1
91 ^  +  е 1Е +  с[' 'В1} Й| г ~ 0' (10.1.3)

Разложим все / п(г, Ь) и Е(г, Ь), В(г, Ь) в интегралы Фурье 

А(г,*) = I  Аш I  а к е ^ ш̂ ^ гА(ш,к).

В результате из (10.1.3) / п(о;,к) выражается через / п_1(о;,к) и т.д., 
/ 1 (0 ;, к) -  через /о. Найдя затем индуцированный ток в виде ряда по 
степеням поля

.К ’̂-к) =  XIе/ / у Ф  =  .Ь +  .Ь • • - Ж

а вместе с ним нелинейный закон индукции 

Д ( ш,к )  =  Ец(со: к)Е^(ш, к ) +

(10.1.4)

ОО г

Е /п= 2

(1ш\ . . .  Лшп^хЛкх. . .  с?к„ , _ 1  х■п—1 ■
(10.1.5)

х Е к (ш -  ел, к -  к^  . . .  Е-1п(и.’Зп \ш п - 1 ,  1

Здесь к) -  известный тензор диэлектрической проницаемости
второго ранга, а (о;. к; к ^  . . .  шп- 1 , кп_ 1 ) -  многоиндексные тен­
зоры

-  4тт(-ге п —1 щ
(10.1.6)

Ф  —9^31 • • .0пГ,п/(Ъо;



304

щ е

1
9 = ------- т— , 9п1 ? УТ1 1 5

а; —  к у  а;п  —  к п у

Г,ъ — [(кп кп^̂ )̂ пУ^+ (10.1.7)

д
1 ’̂ г(кте кп_1))] ~о̂ ~-

Как отмечалось, соотношение (10.1.5) является точным. Дальней­
шее упрощение связано с обрезанием ряда на каком-либо п >  2. Есте­
ственно, наинизшим нелинейным приближением является так назы­
ваемое трехволновое приближение, когда в правой части (10.1.5) учи­
тывают члены только до кубического включительно. При этом важ­
ную роль играет линейное приближение в (10.1.5), которое и приводит 
при подстановке в уравнения Максвелла к условию существования 
ненулевых решений в виде плоских монохроматических волн

ш 2
к28ц -  к̂ к̂  -  к) 0 . (10.1.8)

Это уравнение определяет все возможные волны в среде и их за­
кон дисперсии о;(к). При учете нелинейных членов в соотношении
(10.1.5) появляются нелинейные и комбинационные гармоники ли­
нейных волн, что приводит к слабой зависимости от времени этих 
волн, т.е.

Е (г , I) =  Е(о>, к, *)е- ^  +  *кг +  Е*(о>, к, *к г . (10.1.9)

Уравнение для этих амплитуд находится, исходя из (10.1.5) и закона 
сохранения энергии

сЮ 5В 1 г п . .

Е —  +  В —  +  —  с!1у Е В  =  0. 10.1.10)
д1 д1 4тг 1 ] 1 ;

Кроме того, считая фазы полей случайными, проводится усреднение
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по фазам (или по времени)1: 

(Е(о;, к, Ь)} =  0,

=  { Е ^ Е ^ ^ б ^  -  Ш 1 ) 8 ( к - к г )

(10.1.11)

1,2 2 / ь,ь,.1ъ О { С

Коррелятор 4-го порядка выражается как произведение коррелято­
ров второго порядка (10.1.11). В результате в трехволновом прибли­
жении получается довольно громоздкое уравнение для ко­
торое ниже представлено только схематически

Ядра этого интегрального уравнения и (^2г]цу являются слож­
ными функциями параметров плазмы и имеют громоздкий вид. Мы 
их здесь не будем выписывать (их можно найти в рекомендуемых ни­
же учебниках), отметим только, что они пропорциональны обратному 
тензору 1. а поэтому их полюса соответствуют собственным ли­
нейным волнам, зависимость амплитуд которых от времени и учиты­
вает левая часть уравнения (10.1.12). Первое же слагаемое в правой 
части учитывает линейное затухание, обусловленное мнимой частью 
линейной диэлектрической проницаемости; оно же определяет порог 
развития нелинейных процессов, обусловленных вторым и третьим 
слагаемыми.

Уравнение (10.1.12) описывает все многообразие трехволновых про­
цессов в плазме, их великое множество. Естественно, мы здесь их не 
будем даже перечислять, а рассмотрим только некоторые, наиболее 
важные в прикладном отношении. Все эти случаи будут к тому же

Индекс ” э” , как обычно, означает эрмитовую часть тензора.
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наиболее простыми для анализа, поскольку в них одна волна будет 
считаться заданной, называемой волной накачки. При этом уравне­
ние (10.1.12) сведется к линейному уравнению, описывающему ро­
ждение плазменных волн под действием падающей заданной волны 
накачки. Следовательно, решение этого уравнения сведется к анали­
зу условия его разрешимости -  дисперсионного уравнения возбужде­
ния в плазме волн при взаимодействии с заданной нелинейной вол­
ной. Ниже рассмотрим несколько примеров применения уравнения
(10.1.12) при заданном поле волны накачки.

§ 10.2. Параметрическая раскачка плазменных колебаний в 
плазменной среде во внешнем однородном СВЧ 

электрическом поле

Рассмотрим плазму во внешнем однородном СВЧ поле

Ео(^) =  Ео8шо;о1 (10.2.1)

Эту задачу мы будем решать, предполагая, что а;о > шье,0,е, допус­
кая тем самым возможность резонансного возбуждения в плазменной 
среде собственных колебаний и их комбинационных гармоник. Един­
ственным ограничением является относительная малость амплитуды 
Ео, что позволяет ограничиться учетом только квадратичных членов 
по Ео. Это заложено в уравнении (10.1.12). Кроме того, для просто­
ты и две другие волны будем считать продольными (СВЧ поле, как 
однородное в пространстве, очевидно, является продольным). Таким 
образом, если говорить на языке взаимодействия волн, то мы рассма­
триваем трехволновые процессы с участием только продольных волн. 
В результате из (10.1.12) следует дисперсионное уравнение

е ( ш ,  к )

6 б г ( и ; : к )  [ 1  +  8 е е ( ш ,  к ) ]

(10.2 .2)
, (кге)2

е ( а ;  +  а ; о , к )  е{ш — И ) ,  к )

0,

где ге =  —  = -----о -  амплитуда осцилляций электрона в поле СВЧ
соо тсод

волны, а
е{ш, к) =  1 +  8ее( со, к) +  8 в {{и), к),



307

где бее4(ш: к) -  эффективные парциальные продольные диэлектриче­
ские проницаемости электронов и ионов.

Из уравнения (10.2.2) сразу же видно, что наиболее сильное воз­
действие СВЧ поле оказывает на плазменную среду в условиях, когда 
одновременно выполняются соотношения

е(а;,к) =  0, е(со ±  соо, к) =  0. (10.2.3)

Это означает, что ш п ш ± ц  одновременно являются частотами соб­
ственных продольных колебаний среды, т.е.

и}() — со\ со?■, (10.2.4)

где о?о, со\ ИШ2 -  частоты собственных колебаний. Это условие назы­
вается распадным.

Анализ распадных процессов начнем с изотропной максвелловской 
плазмы, в которой, как мы уже знаем, существуют только две ветви 
продольных колебаний -  высокочастотная электронная ленгмюров- 
ская СШ] ~  шье и низкочастотная ионно-звуковая со? — ку8, суще­
ствующая в неизотермической плазме (Те '̂ > 7}) в области частот 
кгт; <С со <С куте- Из уравнения (10.2.2) именно в этой области частот 
имеем

со к2у2 (  . со \ (кгЕ)2 А
К  V . ,  у  ■ "■ о * * »

где А  =  ( —^  — 1 ] -  так называемая расстройка резонанса. Легко 
\^о )

видеть, что при условии

соо ~  и)1е +  ку8 =  со\ +  Ш2 (10.2.6)

решение уравнения (10.2.5) имеет вид

со =  ку8 +  гб =  С02 +  гб,

5 =  -  <АГ [ 2 (кгд)2 (10.2.7)
16а,’2 V ж кгг%е Т"

Отсюда следует, что в области со$ > соье, (или А  > 0), т.е. в обла­
сти прозрачности плазмы, б >  0 и имеет место неустойчивость, со­
ответствующая распаду СВЧ поля на электронные ленгмюровские и
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ионно-звуковые колебания при выполнении распадного условия
(10.2.6). Очевидно, что такой распад возможен, если инкремент 8 пре­
восходит декремент затухания ленгмюровских колебаний, который 
порядка е̂/2, т.е.

Еп Г  гп ре . ____ _
=  8 ^  > \1**М ^  (10'2'8)

В магнитоактивной плазменной среде число ветвей колебаний зна­
чительно разнообразнее. Более богатым оказывается и возможность 
распадов. Ограничимся лишь демонстрацией существования такого 
распада и поэтому рассмотрим только один простой пример. Именно, 
рассмотрим слабозамагниченную плазму, в которой { В
такой плазме существуют две высокочастотные (электронные) ветви 
продольных колебаний

к2
~  ш\е, ш\ ~  =  О2 соз2$, (10.2.9)

где д -  угол между направлением распространения волны и магнит­
ным полем (осью Ог). СВЧ поле с частотой ш ~  ш\ +  ш? приводит к 
параметрической раскачке именно этих колебаний, в чем легко убе­
диться из дисперсионного соотношения

ш? +  .<* (кг е )2^ 1 - п1) =  х 210)
ши 28 8 (А +  г8)ш\

при получении которого из (10.2.2) было принято ш =  ш\ +  гб. Здесь 
А  =  а;о — ш\ — ш? -  расстройка. При А^> 8, если принять

т (кг^)2 О3 соз $ з т 2 $
А

то получаем
М  8 ш2Ье

х2 _  ( т \ 2 (кгд)2 Ое С08 # 81п2 # _  т АшЬе МП9 1-П
“  \м)  16 соЬе ~  М  2 ’ \ )

Поскольку 82 > 0, то и 8 > 0 и система неустойчива. Порог неустой­
чивости при этом, очевидно, определяется из условия 8 > е̂/2, т.е. 
инкремент должен превосходить линейное затухание, обусловленное 
столкновениями.

Обобщение полученных выше результатов на случай вырожденной 
плазменной среды очевидно: необходимо всюду произвести замену 
>'г„
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§ 10.3. Плазменная среда в поле сильной электромагнитной 
волны. Вынужденное рассеяние волн

В предыдущем параграфе мы рассмотрели задачу распада волн 
в плазменной среде, помещенной в пространственно однородное СВЧ 
электрическое поле. Учтем теперь пространственную неоднородность, 
или конечную длину волны этого поля. Тем самым мы переходим к 
задаче распада в поле сильной электромагнитной волны, амплиту­
да которой считается заданной. Последнее облегчает рассмотрение 
задачи в рамках трехволнового приближения.

Из всех возможных трехволновых процессов мы ограничимся рас­
смотрением задачи рассеяния высокочастотной поперечной электро­
магнитной волны в изотропной среде с возбуждением продольных 
плазменных колебаний, считая амплитуду падающей волны задан­
ной. При этом из уравнения (10.1.12) получаем следующее дисперси­
онное соотношение

7/ , ч 5 е { ( с о , к )
в (ио, & )  И -------ту------------ —к х

1 '  4а>о(ко — к)

к2 (соо -  ш)2 [(к0 -  к) х уд]'
(10.3.1)

(о?о — со)2е1г(со — о?о, к) — с2(к — к0)2 
При получении уравнения (10.3.1) предполагалось, что частота па­

дающей волны со$ со,соье '̂ > куте,^ы- Волна накачки с частотой со$ 
и рассеянная волна с частотой со8 =  со$ — со считаются поперечными, 
т.е. Е3 ±  (к —к0), а Е0 _1_ ко , причем ш и к -  частота и волновой вектор 
возбуждаемой в процессе рассеяния плазменной волны. В принятых 
выше ограничениях

с о 2
е1(со} к) ~  1 +  5е1е(со} к) ~  1 ----- — со}к) ~  1, (10.3.2)

со
а уравнение (10.3.1) можно переписать в виде

I,)2 к2112
( , . 2  , ,2 и ,  .2 „27„2\ ^Ь е Е М  п  о о\-  шье) К  “  с кз) = --- -̂----> (10.3.3)

где со8 =  со$ — со, а кЙ =  ко — к , причем со$ ~  ск{). а ц ~  ск8.
Теперь мы можем решать уравнение (10.3.3). Здесь следует разли­

чать два предельных случая: а) случай со ^  соье, именуемый томсо-
новскпм рассеянием и б) случай со =  +  /д. где 5 <С соре, именуемый
рамановским рассеянием.
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Для случая томсоновского рассеяния из (10.3.3) следует выраже­
ние для инкремента нарастания продольной волны

Ы ш  =  ̂  ( к 2^ 1Л 1/3 <  ^  { 1 0 3 А )
2 \ 8ш0 /  -  2 \ 2 с2 )  к >

Максимум инкремента достигается при к =  2«о =  2— , т.е. для рассе-
с

янпя назад. Из условия 1 т  а; ^  шье находим условие применимости 
томсоновского приближения

4  »  — . (10.3.5)
С2 ш 0

которое можно считать также порогом рассматриваемого процесса.
При нарушении неравенства (10.3.5) процесс рассеяния меняет свой 

характер -  из томсоновского он переходит в рамановский, когда ш =  
=  ^ 1л- +  Для 8 при этом из (9.3.3) находим

Здесь также максимум инкремента достигается для рассеяния назад,
когда к =  2ко ~  2— . Для рамановского рассеяния порог уже опре-

с
деляется столкновительным затуханием возбуждаемых плазменных 
волн и дается неравенством 8 > е̂/2 , или

2 2 
4 .  . .  к
2с2Ш°ШЬе > ^  (10-3-7)

В заключение настоящего параграфа рассмотрим вынужденное рас­
сеяние падающей поперечной волны на ионно-звуковых колебаниях 
неизотермической плазмы (Те Т*), известное как рассеяние Ман­
дельштама -  Бриллюена. Считая амплитуду падающей волны доста­
точно большой и поэтому заданной, будем исходить из уравнения
(10.3.1), подставляя в него выражения

к) = щ - с ( 1 + ■ &<н = - У  ■ (10-3-8)
В результате из (10.3.1) получаем

(10.3.9)
ко) X VЕ] _

4(к  — ко)2 2а;а;о +  с2(к — ко''2
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Знаменатель правой части уравнения (10.3.9) соответствует часто­
те рассеянной волны ш8 =  о?о — ш с волновым вектором к й =  кд — к. 
Учитывая, что ш <С о?о, мы здесь произвели преобразование

(о?о — и>) е (и>о — и) — с ( к 0 —  к )  ~  +  с (к — 2 к к 0 ). (10.3.10)

Кроме того, в уравнении (10.3.1) следует учесть также слагаемые с 
(о;о +  о;) и ( к  +  к д ) ,  добавив аналогичную второму слагаемому поправ­
ку. Такая же поправка, очевидно, возникнет и в правой части (10.3.9). 
Полученное в результате уравнение имеет решение следующего вида

о; =  кг,н +  /д. (10.3.11)

причем для 5 при условии (10.3.10) находим выражение

бгаах  =  ^  { \ 1 ~ & У 2а +  Т " ~ ~ “ Т —  [ У2Е к 2  -  ( к У д ) 2 ]  -  А ~ Ь ) 8 >  >  0 ,тах п Л\ 1 2 М  8 4Ш0ку8 1 Е К ^  ]/ 8 М  ( ’

(10.3.12)
которое свидетельствует о нарастании рассеянной ионно-звуковой вол­
ны. Однако, порог у этого процесса все-таки есть и он следует из усло­
вия пренебрежения столкновительным затуханием падающей волны

&шш >  (Ю.3.13)

Обобщение полученных результатов на случай вырожденной плаз­
мы очевидно.

§ 10.4. Квазилинейная теория колебаний плазменной среды

Выше мы рассмотрели такие нелинейные явления в плазме, кото­
рые не изменяли ее основного равновесного состояния /о (р). К таким 
явлениям относятся нелинейное взаимодействие волн, вынужденное 
рассеяние с возбуждением плазменных колебаний и комбинационных 
гармоник. Здесь же мы рассмотрим, напротив, изменение основного 
состояния плазмы в результате поглощения электромагнитной вол­
ны, как бы из-за ” нагрева” плазмы полем волны, изменяющего, в 
свою очередь, характер самого поглощения, поскольку он определя­
ется основным состоянием /о(р, 2). Тем самым процесс поглощения
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волны и изменения равновесного состояния взаимно согласуются. Та­
кое приближение, в котором волна считается "линейной” и описыва­
ется формулами линейной теории, но в этих формулах учитывается 
медленное изменение равновесной функции /о (р,1) вследствие погло­
щения волны, известно как квазилинейное приближение.

Мы здесь изложим основы квазилинейной теории на примере про­
дольных колебаний поля (Е =  —УФ) и рассмотрим несколько про­
стейших примеров ее применения. В отсутствие внешнего магнитного 
поля будем исходить из уравнения Власова и уравнений Максвелла 
в форме

Обе последние формы записи уравнений поля при Е =  — \7Ф экви­
валентны, в чем не трудно убедиться, воспользовавшись уравнением 
непрерывности. Будем считать поле относительно слабым, так, что

Левая часть этого неравенства позволяет пренебречь столкновени­
ями частиц в плазме, а правая -  использовать линейное приближение 
для описания малых колебаний, представив /(р ,г,2) в виде

к

Здесь /о(р, 2) -  медленно меняющаяся по сравнению с /Др, г, I) функ­
ция времени, причем /1 <С /о- Так же можно представить и поле

к

Подставляя (10.4.3) и (10.4.4) в уравнение (10.4.1) и проводя усредне­
ние по времени, легко получаем два уравнения для медленной /о(р, 2)

(10.4.1)

либо

(10.4.2)

Я р , г ,<) = /о(р,<) + Л (р , г,<)

(10.4.3)

(10.4.4)
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и быстрой /Др, г,^) частей функции распределения

д/о д/г .

аГ +  е (Е а ? > =  0,
(10.4.5)

а/1 0»/1 3/о Л
ТТ- +  V—— |- еЕ—— — 0. 
от о  г ар

Поскольку второе уравнение линейное, а /о -  медленно меняющаяся 
функция, то используя (10.4.3) получаем

1и. =  1>А. (10.4.6)
ш  — к у  ар

В таком же приближении для малых колебаний справедливо дис­
персионное уравнение

к а д

причем

ф ,  к) =  1 +  - р -  у  — ^  йр =  0, (10.4.7)

9|Ек1-  =  24|Ек|2,

. а / о  (10'4'8)к -

Ы

ь = - \ т . Ц г 1 ъ 1 т ^ -

Для получения уравнения для /о(р, 2) подставляем (10.4.6) в пер­
вое уравнение (10.4.5). В результате получим уравнение диффузии в 
пространстве импульсов

<9/о =  д_ д/о
д{ др; и дру

(10.4.9)
е_ у Щ |Е к |21т ---
2 ^  к1 1 1 ш - к у

к

Уравнения (10.4.7)-(10.4.9) образуют полную систему уравнений ква­
зилинейной теории для продольных колебаний изотропной плазмы. 
Ее нетрудно обобщить на случай магнитоактивной плазмы и произ­
вольных непотенциальных колебаний. Легко показать, что эта си­
стема обеспечивает выполнение трех основных законов сохранения:



314

числа частиц, импульса и энергии

с11

с1
с11 Е//^ рр+Ек |Ек|:

87ГО; =  0, (10.4.10)

сI 
(И Е / - :

Р
2 т Е !Ек|:

87Г
О,

в чем можно убедиться простой проверкой.
Применим теперь полученную систему уравнений к решению кон­

кретных задач. Пусть в начальный момент времени в изотропной тер­
модинамически равновесной электронной плазме в некоторой доста­
точно узкой области фазовых скоростей заданы плазменные колеба­
ния (ограничиваемся одномерным случаем):

И4 (о) |Щ0)|
87Г

о,

0,

<  У\.

СО
Щ < — <  У2,

со
к * * 2'

(10.4.11)

Рис. 10.1
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На рис. 10.1 изображено начальное одномерное максвелловское
распределение *■„(„, 0), нормированное „а  единин, /  =  1,
и указана область фазовых скоростей плазменных колебаний 

со
VI < — < ^2, причем предполагается У\,У2 Уте с тем, чтобы обес- 

к
печить малость затухания Ландау, А  у =  г? — V’] <С Уте- В результате 
поглощения колебаний начальная функция распределения

,2

.Ро(и,0)
т

2жТР

ту
’ 2т; (10.4.12)

будет искажаться. Требуется описать временную динамику Шк(€) и 
^о(^,0), исходя из квазилинейных уравнений, которые в одномерном 
случае записываются в виде

дР0
д^

д_п т
ду д у '

о
2 т2 № со ку 2 т2ку

д\Ек\2
д1 2$к\Ек\2,

(10.4.13)

СОЬе
4 к2

Лу кг^- 1 т  (со — ку) 
ар

ТГ ио2ье дРо
2 к2 ду У

со
к

Из этой системы видно, что существует стационарное решение с 

=  0 в области У\ < у < У?-, причем в этом состоянии 8% =  0
ду

и поэтому \Ек(1 —>• оо)|2 ф 0. Такое решение описывает образование 
” плато” на функции -Ро( )̂ и реализуется, если в начальном состоянии 
энергия колебаний (ЕДО))2 достаточно велика. На рис. 10.1 образова­
ние ” плато” указано пунктирной линией.

Уравнения (10.4.13) описывают временную динамику квазилиней­
ной релаксации плазменных колебаний. Мы здесь выпишем лишь ре­
зультаты, относящиеся к конечному состоянию с образовавшимся на 
функции распределения ” плато” . Из закона сохранения числа частиц 
в интервале скоростей (У\,У2 ) определяется установившаяся высота

е
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плато

Ро(у, оо)
V? -  VI

0) Ау. (10.4.14)

Уравнения же (10.4.13) при использовании этого соотношения дают 
установившуюся амплитуду плазменных колебаний

т (о о )  -  т ( о )  =

2, ,4т соЬе
4тге2к2

йу
у2 -  У\

Ау Ро (у, 0) — .Ро (у, 0)
(10.4.15)

Заметим, что описанное установившееся состояние с образованием 
” плато” достигается только при достаточно высоком уровне началь­
ных колебаний. При малом уровне колебания могут полностью погло­
титься в плазме, прежде чем на функции распределения образуется 
” плато” . Тем самым процесс релаксации досрочно завершится.

Наконец, приведем оценку времени установления ” плато” . Соглас­
но первому уравнению (10.4.13) оно порядка

у2пТР шЬе п Т е

4,±Ъ.\\'ь к2у^е I I /,- соре 
Более того, это время больше чем 1/6%.

>
^Ье

(10.4.16)

§ 10.5. Солитоны и нелинейные волны в плазменной среде

В этом заключительном параграфе нашего курса мы рассмотрим 
некоторые точные решения уравнений поля, наиболее распространен­
ные в нелинейной динамике плазменных сред. Прежде, однако, изло­
жим общий математический аппарат, используемый при этом.

а) Основы теории солитонов в плазме. Наиболее распростра­
ненные спектры со(к) в плазменной среде можно разбить на два клас­
са: спектры акустического типа

со(к) =  ку8 — (З8к3 (10.5.1)

и спектры оптического типа

со(к) =  соо +  Ро к2. (10.5.2)
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Действительно, к первому типу относятся ионно-звуковые колебания, 
которые при малой дисперсии (к2гВе <С 1) для невырожденной среды 
приобретают вид (10.5.1)

ш(к) =  ку8 -  к3у8г2Ве =  ку8 -  к3р8:
(10.5.3)

Рз =
Ко второму типу относятся ленгмюровскпе колебания, которые в 
этом же пределе в случае максвелловской плазмы записываются в 
виде (10.5.2)

3 к2у2 3
Ш =Ш1е +  ------^  =  Ш1е +  (30к2, Ро =  ^УТеГОе- (Ю.5.4)

I Шье I
Оба эти колебания чисто потенциальные и потенциалы их полей 

соответствуют следующим уравнениям (в одномерном случае)

дФ дФ д3Ф , ч
+  :Х =  0 (10.5.5)

ог ох ох6
в случае колебаний акустического типа и

$Ф $2Ф; _ _ Шоф + Д_  = 0. (ю.5.6)

для колебаний оптического типа. Благодаря последним слагаемым 
происходит линейное дисперсионное расплывание описываемых ими 
колебаний акустического и оптического типов.

Учтем теперь нелинейности. Для акустических колебаний они, в 
первую очередь, связаны с разогревом среды (в плазме -  электро­
нов), который при малом нагреве можно учесть через зависимость 
скорости звука у8 от потенциала поля (через Те)

V., =  щ +  аяФ”- \  (10.5.7)

где тп >  1. Подстановка этого выражения в (10.5.5) приводит к из­
вестному нелинейному уравнению Картевега-де-Вриза (КдВ)

дФ дФ а8дФт п д 3Ф п . г
+  — I--------о---- Рз~̂ ~о — 0. (10.5.8)ог ох т ох ох6

Путем замены Ф =  — — / ( х  — г>оМ) э т о  уравнение сводится к виду
а™ 1

1 д Г 1
+ - Ч - +  =  0 (10-5-9)ог т ох ох6
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и имеет очевидный первый интеграл
2̂ х т

^ ^ - ^ /  +  —  =  0, (10.5.10)

где  ̂ =  х — у$Ь, прртчем учтено, что /(^ ) —>• 0 при  ̂—> ±оо. В свою оче­
редь уравнение (10.5.10) допускает солитонное (уедршенное) решеште

ДО =  !тТ (  \ • (10.5.11)

л "  (I)
Прямой подстановкой этого решения в (10.5.10) находим связь между 
характеристиками солитона (10.5.11)

1
п = -------- > 0,

га — 1

2(1 +  пК1 +  2п)д  =  (10 5 12)

2 п Р' -10 тахЩ — (2п +  1)(п +  1) ’

Общий вид солитона при (38 > 0 представлен на рргс. 10.2. При (З3 < 0 
эта крртвая меняет знак. Такртм образом, с о л р т т о н  существует при лю­
бом знаке в8.

4

Рис. 10.2
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Рассмотрим теперь нелинейную оптическую волну при учете зави­
симость о>о от амплитуды поля

шо =  шоо +  ао\Ф\2т, (10.5.13)

где т >  0. Подстановка (10.5.12) в уравнение (10.5.6) в одномерном 
случае приводит к нелинейному уравнению Шредингера (НУШ)

$Ф о $2Ф
г—  — а;ооФ — а0|Ф| т Ф +  =  *“*• (10.5.14)

Для "стационарного” решения вида Ф =  Фе—ги  ̂ отсюда имеем

дЩ
д х 2

Щ х,1) р 
. 6Д, +  .

Ф =  0. (10.5.15)

Здесь Ы(х,1) =  —6«о|Ф| т играет роль медленно меняющейся со вре-
со -  ш00

менем потенциальной энергии, а с  =  — -------- роль собственного зна-
Ро

_  1 и ( х ^ )чения. Если функция — > 0 в конечной области и стремится к
6(30

нулю при х —>• ±оо, то уравнение (10.5.15) описывает финитное дви­
жение, локализованное в области положительности Ц(х. 1). Если же 
и(х,1) является решением уравнения КдВ, т.е. уравнения (10.5.9), то 
несмотря на зависимость этой функции от времени, собственное зна­
чение В =  сопзЪ.

Пусть Ц(х,1) совпадает с (10.5.11) при п =  1, т.е.

1А(х,€) =  =  —6ао|Ф|2т, (10.5.16)
сЬ2|

А
где  ̂ =  х — VI. Тогда уравнение (10.5.15) при т =  1 имеет решение в 
виде гипергеометрической функции (полинома степени к =  0 ,1 ,...), 
причем каждому уравнению к, соответствует собственное значение 
с к > 8

8 =  I  ( V I  +  Ш А 2 -  1)  , е к =  - 8̂ ^  ■ (10.5.17)

Если учесть, что т =  1 согласно (9.5.11) ЫоА2 =  2, а поэтому 5 =  1 и 
к =  0, то

г = -^ 2= -у -  (10-5-18)

2
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Таким образом, мы нашли оптический солитон, локализованный в 
бегущей потенциальной яме акустического солитона, которым явля­
ется величина |Ф|2, представляющая собой энергию оптической вол­
ны. Такой акустический солитон называется солитоном огибающей.

б) Ионно-звуковой солитон в неизотермической плазме. Вы­
ше уже отмечалось, что примером акустической волны в плазме явля­
ется ионно-звуковая волна, которая существует в плазме с Ге >  Т* 
и описывается одножидкостной гидродинамикой. Чтобы учесть не­
линейную динамику этой волны, мы выйдем за рамки одножидкост­
ной гидродинамики и учтем малое отклонение от квазинейтральности 
плазмы, записав уравнения в одномерном случае:

дщ дщу д 2Ф
^ -  +  ^ —  =  0, — ^  =  47те(пе - щ ) :
01 ОХ ОХг

(10.5.19)
ду , е _ т еФ/Те0 , [уУ ) у =  —— УФ, пе =  щ е .
д1 х } М  ’

Из этой системы уравнений, используя разложение по степеням Ф, в 
наинизшем приближении с еФ < Т е получаем

где 4' =  х — . г/),. =  \/Те/4тте2щ  -  дебаевский радиус электронов, а и
подлежит определению. Это уравнение совпадает по виду с (10.5.10) 
и поэтому его решение сводится к

Ф
Ф =  Г " (10.5.21)

ще

Таким образом, и ж у8} а рассмотренное решение есть ионно-звуковой 
солитон.
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Задача 1. Рассмотреть рассеяние внешней электромагнитной волны на плазмен­
ных колебаниях произвольно движущейся холодной плазмы (электронном пучке).

Решение.
Для решения этой задачи заметим, что полученные в § 10,3 результаты легко 

обобщаются на случай рассеяния сильной электромагнитной волны на релятивист­
ском электронном пучке. Электронный пучок -  это такая же электронная плазма 
как и рассмотренная выше, в особенности, если перейти в движущуюся систему ко­
ординат, связанную с пучком. Вместе с тем, эта задача имеет большое прикладное 
значение, поскольку при таком рассеянии частота рассеянного излучения может 
значительно отличаться от частоты падающей волны. Так, при рассеянии назад, 
используя обычные формулы преобразования Лоренца, получаем, что

ш3 = 4у2ш0, (1)
1 Iе)

где 7  =  (1 — //2/г 2) -  релятивистский фактор пучка. При 1 получаем значи­
тельное преобразование частоты и даже переход от СВЧ области (о»0 —
~  Ю10 —1011 с” 1) в оптическую (ш3 ~  1014 —101 5с-1). Поэтому устройства, где реали­
зуется процесс рассеяния на релятивистском электронном пучке с возбуждением 
пучковых ленгмюровских колебаний, называют лазером на свободных электронах 
(ЛСЭ).

Дисперсионное уравнение для ЛСЭ получается из (10,3,1) простой заменой ш 
и к на лоренцовеки преобразованные их аналоги и/ и к', что является следстви­
ем перехода в движущуюся систему пучка и нами уже изучалось. Поэтому, полу­
чив формулы для частот и инкрементов нарастания волн в этой системе, которые, 
очевидно, легко находятся из полученных в § 10,3 с помощью указанной замены 
ш —>• и/ п к —>• к' (при этом надо еще учитывать преобразование плазменной часто­
ты ьо\е -л и)\е/7 ) легко произвести обратный переход в лабораторную систему, что 
приводит к следующему выражению для инкремента

5 =  25', (2 )

где 8' -  инкремент в движущейся системе.
Отметим, что ЛСЭ на сильноточных релятивистских электронных пучках в на­

стоящее время интенсивно используются для преобразования мощного СВЧ излу­
чения в миллиметровое и даже в оптическое излучение.

Задача 2. На примере ленгмюровских колебаний изотропной плазмы показать, 
что при учете столкновений электронов в результате квазилинейной релаксации 
устанавливается распределение с конечным наклоном функции распределения по 
скоростям в резонансной области скоростей частиц.

Решение.
Столкновения частиц стремятся превратить функцию распределения в термо­

динамически равновесную, т.е, максвелловскую. Учитывая, что ленгмюровские ко­
лебания искажают распределение частиц в области у г Гг. в случае полностью

Задачи по теме X
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ионизованной плазмы квазилинейное уравнение для функции распределения элек­
тронов с учетом электрон-электронных столкновений запишем в виде

Здесь уц и -  соответственно проекции скорости вдоль и поперек направления 
распространения волны; /м -  максвелловская функция распределения;

е2 \Ек \2 п 2 , „,2  ̂ _  2тге4п0Ь ^
1т1 у\\к |̂| гпг1)̂ е

Из (1) видно, что время релаксации функции распределения к максвелловской
1 /  Ау[\\2 1

вследствие столкновений частиц равно те =  — I ----  — , где Дш -  ширина
Уе \ Ъ'Те )  Уе

резонансной области, в которой искажается функция распределения электронов 
под действием колебаний.

Таким образом, в (1) учитываются как квазилинейное искажение функции рас­
пределения электронов, т.е, образование ” плато” , так и столкновительная ее ре­
лаксация к максвелловской. В результате этих двух процессов устанавливается 
стационарное распределение (в предположении, что поле колебаний поддержива­
ется стационарным внешним источником)

д/о = д/м_ 1
дгщ ду\\ 1 +  -О /А ;'

В отсутствие столкновений I), —>• 0. а следовательно, и <)]п/<)г —>• 0.
В слабоионизованной плазме вместо (1), используя кинетическое уравнение с 

модельным интегралом столкновений БГК, получаем

Ё1и = А . в дЛ  _ „>(/о _ м , (4)
д1 дгщ ду\\ К 1 К 1

где ие =  со!Ы .
Здесь также видно, что при ъ>е ф 0 и д/о/ду^ Ф 0.

Задача 3. Получить уравнения квазилинейной теории для низкочастотных дрей­
фовых колебаний бесстолкновительной магнитоактивной неоднородной плазмы в 
нулевом приближении геометрической оптики.

Решение.
Уравнения квазилинейной теории можно записать только для слабонараста- 

ющих кинетически неустойчивых дрейфовых колебаний, поскольку для них из к, 
~  ыДр 5. За раскачку указанных колебаний в бесстолкновительной плазме ответ­
ственна черепковская диссипация волн на электронах плазмы. Поэтому в результа­
те развития подобных неустойчивостей будет искажаться функция распределения 
электронов.
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Следуя § 10,4 и учитывая явный вид функции распределения электронов в не­
однородной плазме (см, § 6 ,8 ), для низкочастотных дрейфовых колебаний (со <С Ое) 
вместо (10,4,9) получаем

д/о
т

1 е2
2 т2 Е 1 ф<

к
д ку д 

Пд^{ + П~ед^ х

/  к±у± \
(1)

1т 1 д ку д
0 \ Пе  ̂ \ со — к\\у 

Для слабонарастающих неустойчивых колебаний имеем

/о-

1т
1

со
-тг8(со — к\Щ\

Учитывая это обстоятельство, из (1) находим уравнение для стационарной функ­
ции распределения

со д
у\\ дуп ИР дх

0. (2 )

Отсюда видно, что при развитии дрейфовых неустойчивостей на квазилинейной 
стадии устанавливается состояние без ” плато” , т.е, О/п/О г ф 0, Учитывая малое 
отклонение /о от максвелловской функции распределения, приближенно можно 
записать

д/о _  куу\\ д/м 
ду\\ соГ1Р дх ' (3)

Задача 4. Исследовать нелинейную поперечную волну в изотропной холодной 
плазме, распространяющуюся вдоль оси Ог.

Решение.
Рассмотрим поперечную электромагнитную волну с частотой со и отличными от 

нуля компонентами Еу ехр(—гсо{) и Вх ехр(—гсо{), которые подчиняются уравнениям

й,Вх 47г гоо
епеуу ------ Еу

аг с с
(1)

йЕг ъоо
I   Х У 7 1 ■

йг с

Эти уравнения мы дополним уравнением движения электронов

гп̂ т̂- = —ипсоУу = еЕу (2)
йх

и условием равновесия -  равенством градиента давления электронов (температуру 
которых для простоты считаем постоянной) и усредненной понперомоторной силы, 
действующей на электроны в поле волны, обеспечивающим отсутствие движения 
вдоль оси Ог

Те йпе _  е2 йЕ2
п, йг 4-7Гсо2 йг
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Исключая из системы уравнений (1) и (2) магнитную ингтукттию Вх и скорость 
уу, сведем ее к двум уравнениям

где пео -  плотность электронов в отсутствие поля (либо в точках, где поле Еу равно 
нулю),

Таким образом, самосогласованное пространственное распределение электро­
магнитного поля и плотности электронов описывается сложным нелинейным урав­
нением с экспоненциальной нелинейностью. Первый интеграл этого уравнения пред­
ставляет собой условие равновесия плазменной среды в поле волны

Из этого соотношения, а также из закона распределения плотности электронов в 
поле волны видно, что электроны вытесняются из областей сильного поля; рас­
пределение их плотности подчиняется барометрическому закону в потенциальном 
поле усредненной силы.

Наконец, общий интеграл (5), представляющий решение задачи, имеет вид,

где а =  с2/ Аттш2Те, ; 0 -  точка обращения поля в нуль,
В зависимости от соотношения между постоянными интегрирования С\ и 2пе$Те 

имеем различные распределения поля Еу в пространстве. Так, если С\ > 2пе$Те, 
т.е, когда плотность электронов пренебрежимо мала, из (6 ) находим распределение

соответствующее стоячей электромагнитной волне. Напротив, если С\ < 2пе$Те, то 
распределение (6 ) сильно отличается от (7), в частности, величина Е 2 уже нигде 
не обращается в нуль, а заключена в некоторой конечной области, как это пока­
зано на рис. 10.3. Имеет место пространственная модуляция плотности электронов 
плазменной среды периодическим в пространстве полем электромагнитной волны. 
В свою очередь, среда искажает пространственное распределение поля, которое 
оказывается существенно отличающимся от распределения поля в вакууме в виде 
стоячей волны (7). В целом устанавливается самосогласованная периодическая в 
пространстве структура.

(4)

(5)

т у С г - т  -  пе0Тее ат

со
с (* -  2о) , (6)

(7)

Задача 5. Исправить формулы (10.5.20)—(10.5.22) для ионно-звукового солитона 
с учетом захвата электронов в поле волны.
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Рис. 10.3

Решение.
Заметим, что полученные в § 10.5 формулы для ионно-звукового солитона, стро­

го говоря, не точны, поскольку неточной является модель (10.5.19), не учитываю­
щая эффект захвата (увлечения) электронов в поле ионно-звуковой волны. Чи­
сло таких электронов легко оценить из условия захвата электронов с энергией

2та
< еФ

2
3 /2

С учетом захвата электронов уравнение (10.4.21) перепишется в виде

й2Ф „ Г /еФ \ 1 4 /  еФ \ 3/2

1Щ  =  4ТС" “ СХР Ы  ”  1 -  2<=Ф/А/|,'2 ”  V ?  Ы (2 )

В результате в уравнении Пуассона появляется нелинейное слагаемое более низко­
го порядка, чем в (10.5.20)

сРФ [% (_ и, \ т 2 т3/2
х/ ■ пе „о и I- ,Ф +  — ^ Ф л/2 =  0, (3)2 V в й V с V и) 3 ^

что приводит к изменению формы солитона (ср. с (10.5.21))

Ф =  (4)

* '  (д .
Здесь уже Фтах, Л и и связаны между собой отличными от (10.5.22) соотношениями 

V, 8 ( еФгпаЛ1'2 еФгпах 225г'кр . ч
1“ 7  = 1 5 (у Г )  у Г  = ^ <<1- (5)

однако, качественные зависимости и(Фгпах) и Д(Фтаж) остаются неизменными. Вид 
кривых (10.4.23) и (10.4.26) хотя и различен, но качественно они выглядят сходным 
образом так, как это изображено на рис. 10.2 (только с заменой /  на Ф).
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Элементы тензорного исчисления

Понятие о тензоре тесно связано с преобразованием систем координат, В книге 
использовалась в основном трехмерная ортогональная декартова система коорди­
нат Оху г, которую далее будем записывать в симметричной форме Оа̂ а̂ Жз- Пусть 
заданы две декартовы системы координат Оххх^хз и Ох'̂ х̂ х'̂  с общим началом ко­
ординат 0, Тогда координаты любой точки М  в нештрихованной и штрихованной 
системах связаны между собой соотношениями

Хк =  ещх'р  х'к =  е^Ху =  е^ х^  (1 )

где ( -  косинусы углов между осями штрихованной и нештрихованной систем:

(2 )

а по повторяющимся (немым) индексам везде далее подразумевается суммирование 
от 1 до 3,

Легко показать, что имеет место соотношение

{ 1 при г =  ].
(3)

О при г Ф 2 .

Преобразование (1) называют ортогональным афинным преобразованием (по­
воротом системы координат), а матрицу

х>2 х2
Х \ еп 612 е 13

х2 е21 6 22 623
х3 ез1 С32 езз

/ ец С12 ехз \

еч — е21 6 22 2̂3
\ е31 С32 е33 /

(4)

-  матрицей преобразования.
Поскольку с точкой М  связан вектор х с компонентами Х1,Х2 ,Хз, либо х' с ком­

понентами х\. соответственно в нештрихованной и штрихованной системах
координат, соотношения (1 ) выражают законы преобразования векторных величин 
при поворотах системы координат. Более того, совокупность трех чисел, преобра­
зующихся согласно (1), является вектором.

Если заданы два вектора а =  (ч\. </->. и л) и Ь =  (!ц. !>■>.1>Л). то их скалярное про­
изведение, определенное соотношением

(аЪ) — — (1\Ъ\ -\~ Й2&2 “Ь ®3 3̂ ; (5)
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оказывается инвариантным при преобразованиях системы координат (1 ), т.е.

что и требовалось показать.
Свойство инвариантности скалярного произведения (6 ) часто используется в 

качестве определения вектора. Так, если заданы вектор х =  (.Г|. .г-,. ,гл) и совокуп­
ность трех чисел щ =  (ч\. <!■>. »■•,). причем линейная форма

инварианта при преобразованиях системы координат (1 ), то совокупность щ обра­
зует вектор, (щ) =  а.

По аналогии определяется и тензор второго ранга: если заданы два вектора 
х =  (х1,х 2 , жз) и у =  (2/1, 2/2 , Уз) и квадратичная форма

инвариантна при преобразованиях системы координат (1), то совокупность 9 чисел 
с!у называют тензором второго ранга.

Легко показать, что совокупность 5^, определенная соотношением (3), является 
тензором второго ранга. Действительно,

Из определения (8 ) следуют формулы преобразования для тензора второго ран­
га

Таким образом, тензор второго ранга преобразуется как общее произведение 
двух векторов Поэтому часто тензор второго ранга определяется как совокуп­
ность 9 чисел, преобразующихся как общее произведение двух векторов.

Аналогично определяются тензоры более высоких рангов. Так, тензором тре­
тьего ранга называется совокупность 27 чисел, оставляющих инвариантом при 
преобразованиях (1) кубическую форму

о (6)

Действительно,
— С'кгО'к̂зФз — к̂з&кЪз —

Р\ = (7)

Р2 = йг]ХгУз (8)

=  Х]У] =  Ху =  СОШ4, (9)

(10)

или
(и)

Аналогично получается формула

(12)

3̂ РгзкхгУ]%к7 (13)

когда х, у и 2  -  векторы, либо совокупность чисел преобразующихся как общее 
произведение трех векторов а,. />;-. г*. и т.д. При этом скалярную величину можно 
рассматривать как тензор нулевого ранга, а векторную -  как тензор первого ранга.
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Компоненты тензоров могут быть как действительными, так и комплексными 
числами. Поэтому в общем случае говорят о комплексных тензорах. При этом важ­
ное значение имеет понятие об эрмитовости тензора. Так, тензор второго ранга
называется эрмитовским, если (звездочка означает знак комплексного сопря­
жения)

= 4 '  <14)
Если же

<  =  -<*%  (15)

то тензор называется антиэрмитовским. Очевидно, что любой тензор можно раз­
ложить на сумму эрмитовской и антиэрмитовской частей.

Ранее говорилось о тензорах как о совокупности комплексных чисел. Компо­
ненты тензора, однако, могут быть функциями как скалярных (например, времени, 
о:ц(^)), так и векторных, (например, координат, а^(г))  величин. Поэтому в общем 
случае следует записывать:

г) -  скаляр (тензор нулевого ранга), 
а*(2, г) -  вектор (тензор первого ранга),
0 :^(2, г) -  тензор второго ранга,
. (1. 1') -  тензор третьего ранга и т.д.
Аналогично определяются тензоры как функции многих скалярных и вектор­

ных (а также тензорных) переменных.
При дифференцировании тензора по скаляру ранг его не меняется; дифферен­

цирование же тензора по вектору увеличивает его ранг. Так,

'  “ ектор (тензор ,1 е р “ 0 1 0  ранга)-
дсц(1 ,т) — -----тензор второго ранга,дгз
д а ц & г ) — -----тензор третьего ранга и т.д.дгк
Это обстоятельство следует учитывать при разложении тензора в ряд по степе­

ням векторной величины

. , \ , , да;Л1,т) д г) д д
г +  Дг) =  ау-(*,г) Н------ 1-------Д/7,- +  я „----- АгкАг3 + . . . .  (16)

от & о г кд г в

Разложение в ряд по степеням скалярной величины проводят обычным образом. 
До сих пор говорилось о повороте системы координат и определялись тензорные 

величины как обладающие определенной симметрией по отношению к преобразова­
нию поворота (1), Введем преобразование зеркального отражения осей симметрии 
координат. При этом все тензорные величины следует делить на истинные и псев­
довеличины, Так, истинным скаляром называется величина, которая инвариантна 
не только при поворотах системы координат, но и при преобразовании зеркального 
отражения. Если же величина не меняется при поворотах системы координат, но 
меняет свой знак при зеркальном отражении, то она называется псевдоскаляром. 
Подобным образом определяют истинные и псевдотензоры любого ранга. Истинный 
тензор четного ранга не меняет знака при преобразовании зеркального отражения, 
а псевдотензор меняет. Истинный тензор нечетного ранга меняет знак при преобра­
зовании зеркального отражения, а псевдотензор не меняет.
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К числу истинных векторов в трехмерном пространстве относятся радиус-вектор 
г, векторы скорости V и импульса р, волновой вектор к, векторы напряженности 
электрического поля Е и электрической индукции В, вектор плотности тока д и 
др. Истинными скалярами являются время /. плотность заряда р, энергия части­
цы 8 (р) и частота ш (к ), причем

ск  д € { р )  дш(к) (

"  = т = - э Г ’ Тг" = -ш Г - (17)
Псевдовектор можно образовать как векторное произведение двух истинных 

векторов а и Ь, т.е, [аЬ] является псевдовектором. Наоборот, векторное произве­
дение истинного вектора а на псевдовектор с1 дает истинный вектор [ас1] , Поэтому 
магнитное поле В является псевдовектором -  его векторное произведение на вектор 
скорости V дает истинный вектор силы Г ~  1УВ].

Особую роль в электродинамике материальных сред играет единичный полно­
стью антисимметричный тензор третьего ранга е^к, определяемый соотношением

0 — если какая-либо пара индексов?, ] и к совпадает,

1 — если индексы?, ]  и к образуют правильную
е^к =  последовательность чисел 1 , 2 , 3, (18)

— 1 — если индексы г. ]  и к образуют неправильную 
последовательность чисел 1 , 2 , 3,

Правильной называется циклическая последовательность чисел 1, 2, 3, непра­
вильной -  нециклическая последовательность этих чисел.

Тензор е^к является псевдотензором третьего ранга. Поэтому векторное произ­
ведение двух векторов а и Ь можно записать в виде

[аЪ]* (19)

Скалярное произведение истинного вектора а на псевдовектор с1 в отличие от 
скалярного произведения двух истинных векторов является псевдоскаляром

(ас!) = щй] = щефЪуСк. (20)
Здесь (!) =  е̂ ф̂ск - псевдовектор, а Ь и с истинные векторы.

Сказанное справедливо не только для числовых и функциональных векторов 
о*(г) и тензоров о^-(г), (Зф(г), но также для векторных и тензорных операторов.
Как отмечалось, при дифференцировании по векторному аргументу ранг матри­
цы увеличивается. Теперь можно ввести оператор дифференцирования как вектор

=  —  =  V,. и определить операцию дифференцирования как векторное, либо
ОГ1 ОТ
скалярное произведение

д
— ф )  =  У Гг'(г) =  §га<1 у>(г),

д
— щ(г) =  У га(г) =  сИуа(г), (21)
ОТ{

д
ет - ^ а к{т) =  [УРа(г)]. =  го*а(г) и т.д.
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При этом, если Г'(г) -  истинный скаляр, а г -  истинный вектор, то первая из ве­
личин (2 1 ) -  истинный вектор; если же Г'(г) -  псевдоскаляр, а г -  истинный вектор, 
то эта величина -  псевдовектор; псевдовектором она будет также, если Г'(г) истин­
ный скаляр, а г -  псевдовектор. Аналогично расшифровываются и другие величины 
(21), а также высшие производные и операторы высшего порядка. Например,

д д (  д2 д2 д2 \
<Шг8 г ж М г )  =  ^  ^ - ф )  =  А ф )  =  ( ^ _  +  _  +  ^ )  Ф ) ,

д д
го* го* а(г) =  [УР [УРа(г)]]- =  еНтпегф—  —  ак =  (2 2 )

д д д2 
=  —— —— а -Аг) — — о*(г) =  етас! сИу а(г) — Аа(г) и т.д.

аг* ОГу ОГ^ОГу

Изложенную теорию трехмерных тензоров легко обобщить на четырехмерный 
случай, В четырехмерном пространстве времени и координат (2, г) преобразованием 
поворота являются преобразования Лоренца, которые и положены в основу опре­
деления четырехмерных векторов и тензоров. Четырехмерными векторами, кроме 
(2 , г), являются плотности тока и заряда (р,з), волновой вектор и частота (о;,к) и 
др. Теорию четырехмерных тензоров, однако, здесь не будем излагать, поскольку 
в настоящей книге они по-существу не использовались.

Пример 1. Сокращением тензора по двум индексам называется суммирова­
ние диагональных элементов квадратной матрицы тензора по этим индексам. При 
сокращении тензора по двум индексам его ранг уменьшается на два.

Сократить единичный тензор второго ранга 8 ,̂ т.е, найти 5ц

5ц = 1 +  1 +  1 =  3.

Пример 2. Составить общий тензор второго ранга : (Дк) =  ец(—к) из одного 
истинного вектора к и сократить его по индексам:

к) =  «1% +  а2кнкз = е1г +

т.е,
_/ _<гЬТ о С

« 1  =  е , а  2 =  — г~о— .к,
В пределе к —>• 0 отсюда имеем : (;(0) =  аг5̂, а е1 =  е1г =  е. Таким образом, 

общим тензором второго ранга в отсутствие какого-либо вектора, к —̂ 0 , является

ец(к) = (3 -  1)е1г + е1 = 2е1г + е1, ец(0) = 3:.

Пример 3. Составить тензор второго ранга Е,;,(В) =  5у(-В ) из одного псевдо­
вектора В и сократить его по индексам:

е ^ ( В )  =  «1%  + а 2Ъфу +  а 3е ф Ь к =  е± 6^  +  (ец -  +  гдеф Ьк,

где Ь =  В/В.
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В матричной форме этот тензор имеет вид

г., (В)
(  е± *9 0 \

—га е±  О
V 0 0 е-ц )

Здесь ось ()./•;•, =  0 г направлена вдоль вектора В, В отсутствие вектора В имеем

е у (0  ) = е 5 у ,  е ± = е ц = е .

Наконец,
Ец(В )  =  2>Е ±  вц, 0) =  3.".

Пример 4. Составить тензор второго ранга В) =  Е̂̂ (—к, —В) из истинного 
вектора к и псевдовектора В и сократить его по индексам:

г « ( к , В )  ~Ь С ^ з “Ь С̂ 4 ^ Ь ^ г т п ^ з г в к г п & п к ф в ^

^гО^(^{€^пппктЬпк^ а ^ т п к т Ь п к г),

где Ь =  В /В.
Направив ось 0.г;! =  Ог вдоль вектора Ь, а ось 0.г | =  0.г так, чтобы вектор 

к =  (к±, 0, к\\), получим

%'(к,В)
( 1̂1 1̂2 1̂3 ^

1̂2 2̂2 2̂3
\ х̂з 2̂3 /

Здесь
&11 = «1 + а2к\, 622 = «1 + (У,§к\,

1̂2 = 0:4 + 2̂3 = —

^ 13 =  <22&±&||, ^33 =  « 1  +  « 2 ^ 1  +  « з -

Сокращая полученный тензор по индексам, находим

^и(к, В) =  Ец +  &22 +  з̂з =  3»! +  а2к2 +  «з +  а§к\
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