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ÂÂÅÄÅÍ È Å

Í àñòîÿùèé êóðñ ëåêöèé ñòàâèò ñâîåé öåëüþ äàòü ïðåäñòàâëåíèÿ î
ðàçíîîáðàçíûõ ïîäõîäàõ è ìåòîäàõ, ïðèìåíÿåìûõ â èññëåäîâàíèÿõ ðàçâè-
òîé òóðáóëåíòíîñòè.

Êóðñ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ï åðâàÿ ÷àñòü âêëþ÷àëà òðè ãëàâû:
1.Îñíîâû, 2.Õàîñ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, 3.Ïîëóýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè.
Ï åðâàÿ ãëàâà ñîäåðæàëà áàçîâûå ñâåäåíèÿ îá óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ èäå-
àëüíîé è ðåàëüíîé æèäêîñòè è êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ è íåêîòîðûõ ðåçóëü-
òàòîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Âî âòîðîé
ãëàâå îáñóæäàëèñü ìåòîäû è ïîäõîäû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîçâî-
ëèâøåé çíà÷èòåëüíî óãëóáèòü ïîíèìàíèå ïðîöåññîâ ïåðåõîäà îò äåòåðìè-
íèðîâàííîãî ïîâåäåíèÿ ê õàîòè÷åñêîìó. Òðåòüÿ ãëàâà êðàòêî çíàêîìèëà ñ
ïîäõîäîì Ðåéíîëüäñà ê îïèñàíèþ ñðåäíèõ ïîëåé â ðàçâèòûõ òóðáóëåíòíûõ
òå÷åíèÿõ è âûòåêàþùèìè èç íåãî ïîëóýìïèðè÷åñêèìè ìîäåëÿìè òóðáó-
ëåíòíîñòè.

Í óæíî îòìåòèòü, ÷òî â ïåðâóþ ÷àñòü êóðñà áûëè âêëþ÷åíû â îñíîâ-
íîì ñâåäåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ðàçëè÷íûõ ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðàôè-
ÿõ. Íàñòîÿùàÿ, âòîðàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû, êîòîðûå, çà ðåäêèì èñ-
êëþ÷åíèåì, íå âîøëè åùå â êíèãè è ìîãóò áûòü íàéäåíû òîëüêî â îðèãè-
íàëüíûõ ñòàòüÿõ. Ýòà ÷àñòü, ïðåäëàãàåìàÿ âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ, ñîñòîèò èç
÷åòûðåõ ãëàâ (ñ ÷åòâåðòîé ïî ñåäüìóþ, òàê êàê äëÿ îáåèõ ÷àñòåé ïðèíÿòà
ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ).

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìîäåëÿì îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé òóð-
áóëåíòíîñòè. Çäåñü ñîáðàíû ìîäåëè ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè, íà-
÷èíàÿ ñî çíàìåíèòîé òåîðèè Êîëìîãîðîâà 1941 ãîäà. Îïèñàíû ïåðâûå ïî-
ïûòêè ó÷åòà ïåðåìåæàåìîñòè (ëîã-íîðìàëüíàÿ ìîäåëü, áåòà-ìîäåëü). Ïîêà-
çàíî, ÷òî äàëî  ïðèìåíåíèå ê òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè èäåè ôðàêòàëüíîñòè è
êàê èñïîëüçîâàíèå íîâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ñòðóêòóðå ïîëÿ
äèññèïàöèè ýíåðãèè è î ïîâåäåíèè âûñøèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ïðè-
âåëî ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ëîã-ïóàññîíîâñêîé ñòàòè-
ñòèêå  òóðáóëåíòíûõ ïîëåé.

Ï ÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì òóðáóëåíòíûì ïî-
òîêàì. Ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, â
êîòîðîé íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïðèâîäèò ê êà÷åñò-
âåííî èíîìó ïîâåäåíèþ ìåëêîìàñøòàáíîãî òå÷åíèÿ. Í à ïðèìåðå òóðáó-
ëåíòíîñòè, âûçâàííîé ñèëàìè ïëàâó÷åñòè (ò.å. êîíâåêòèâíîé òóðáóëåíòíî-
ñòè), ïîêàçàíî, êàê ìîæåò ìåíÿòüñÿ  äèíàìèêà èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïîä
äåéñòâèåì äîïîëíèòåëüíîãî ñèëîâîãî ïîëÿ.
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Â øåñòîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ áàçèñîâ, âîñïðîèçâîäÿùèõ ñòðóêòóðó òóð-
áóëåíòíûõ ïîòîêîâ. Ýòè áàçèñû ïîëó÷èëè íàçâàíèå èåðàðõè÷åñêèõ è ïî ñî-
âðåìåííîé òåðìèíîëîãèè îòíîñÿòñÿ ê âåéâëåò-áàçèñàì. Âåéâëåò-àíàëèç
(âîçíèêøèé çàìåòíî ïîçæå ïåðâûõ èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé) ïðåâðàòèëñÿ íà
ñåãîäíÿ â ðàçâèòóþ îáëàñòü ìàòôèçèêè è åãî çíà÷åíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è  òóðáóëåíòíîñòè íå èñ÷åðïû-
âàåòñÿ ïðèìåíåíèåì âåéâëåò-áàçèñîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷å-
íèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ëèòåðàòóðà î âåéâëåòàõ íà ðóñ-
ñêîì ÿçûêå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò, â ýòîé æå ãëàâå äàåòñÿ êðàòêîå èçëî-
æåíèå îñíîâ âåéâëåò-àíàëèçà, ñ ïðèìåðàìè åãî ïðèìåíåíèÿ ê ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèì ñèñòåìàì.

Ï îñëåäíèé, ñåäüìîé ðàçäåë ïîñâÿùåí êàñêàäíûì ìîäåëÿì òóðáóëåíò-
íîñòè - ïðîñòåéøèì ìîäåëÿì ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, äîêàçàâøèì ñâîþ
ýôôåêòèâíîñòü â ìîäåëèðîâàíèè ñâîéñòâ òóðáóëåíòíîñòè â èíåðöèîííûõ
èíòåðâàëàõ ïðè î÷åíü âûñîêèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Ýòè ìîäåëè, ÿâëÿÿñü äè-
íàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè îòíîñèòåëüíî âûñîêîãî ïîðÿäêà (íåñêîëüêî äåñÿò-
êîâ óðàâíåíèé), îïèñûâàþò êàñêàäíûå ïðîöåññû â øèðîêîì èíòåðâàëå
ìàñøòàáîâ. Äàíî èçëîæåíèå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ýòîãî òèïà, ïðè-
âåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé
è ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èõ ïðèìåíåíèÿ.

Êóðñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-
ìàòèêà", îðèåíòèðóþùèõñÿ íà ðàáîòó â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ó÷ðåæ-
äåíèÿõ è íà êàôåäðàõ, â îñîáåííîñòè òåõ, ÷òî ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ìå-
õàíèêè æèäêîñòè è ãàçà. Â òî æå âðåìÿ, â êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ è îáùèå
ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïîëåçíûìè ñïåöèàëèñòàì, çàíèìàþùèìñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ (è íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèõ) ñèñòåì è ÿâëåíèé.

1. ÎÑÍÎÂÛ

2. ÕÀÎÑ Â ÄÈÍÀÌ È×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÀÕ

3. ÏÎËÓÝÌ Ï È ÐÈ×ÅÑÊÈÅ Ì ÎÄÅËÈ



6

4. ÎÄÍÎÐÎÄÍÀß  ÒÓÐÁÓËÅÍ ÒÍÎÑÒÜ

4.1. Îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ òóðáóëåíòíîñòü

Í à÷èíàÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè, ñäåëà-
åì íåñêîëüêî âàæíûõ çàìå÷àíèé, ÷àñòè÷íî ïîâòîðÿþùèõ âûâîäû, îáñóæ-
äàâøèåñÿ â ïåðâîé ÷àñòè êóðñà. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî ìû îãðàíè÷è-
âàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îïèñûâàåìûõ
óðàâíåíèÿìè Íàâüå - Ñòîêñà, êîòîðûå çàïèøåì â âèäå

iijjiijjit fvpvvv +∂+∂−=∂+∂ − 21 νρ ,            (4.1)
0=∂ kk v . (4.2)

Çäåñü iv - êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, if - êîìïîíåíòû ñèëû, ρ - ïëîòíîñòü,
p - äàâëåíèå, ν - âÿçêîñòü. Ïðè ýòîì íóæíî íå çàáûâàòü, ÷òî ñàìà âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé (4.1)-(4.2) ê îïèñàíèþ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé
ïðè îãðîìíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé, òàê êàê
ïðè èõ âûâîäå èñïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî òåíçîð âÿçêèõ íà-
ïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé òîëüêî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ
ñêîðîñòè (ñì. ââîäíûå çàìå÷àíèÿ ê ðàçäåëó 3).

Âàæíî òàêæå ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòàÿ òóðáóëåíò-
íîñòü, õàðàêòåðèçóåìàÿ íàïîëíåííûìè ñïåêòðàìè Ô óðüå (êàê âðåìåííûìè,
òàê è ïðîñòðàíñòâåííûìè), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâîâàíèè ìíîãî-
ìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû ïîëÿ ñêîðîñòè. Èìåííî ìíîãîìàñøòàáíîñòü è ÿâ-
ëÿåòñÿ âàæíåéøèì ïðèçíàêîì ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, ïðèâîäÿ ê âîçáó-
æäåíèþ ãèãàíòñêîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ì û óæå ãîâîðèëè î òîì, ÷òî ëþáîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ðàçâèòîé
òóðáóëåíòíîñòè ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîò èëè èíîé ñïîñîá îãðàíè÷å-
íèÿ ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïðèâîäÿùèé ê ñîîòâåòñòâóþùèì ìîäåëÿì. Â
ãëàâå 3 áûë ðàññìîòðåí ïîäõîä Ðåéíîëüäñà, ñîñòîÿùèé â ïðåäñòàâëåíèè
âõîäÿùèõ â (4.1)-(4.2) ïîëåé â âèäå ñóìì ñðåäíèõ ïîëåé è ïóëüñàöèé:

),(),(),( trutrUtrv iii
rrr += , ),(),(),( trptrPtrp

rrr ′+= ,  ),(),(),( trftrFtrf
rrr ′+= .  (4.3)

Ï îäõîä ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí

 iijjijjiijjit FuuUPUUU +∂−∂+∂−=∂+∂ − 21 νρ , (4.4)

0=∂ kkU , (4.5)
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âêëþ÷àþùèì íîâûé ÷ëåí - òåíçîð íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà (óãëîâûå
ñêîáêè ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àþò îñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé).
Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé (4.4)-(4.5) ñîñòàâëÿþò ñóòü ïîëó-
ýìïèðè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ï îäõîä Ðåéíîëüäñà (è ñâÿçàííûå ñ íèì ïîëóýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè)
íàïðàâëåí íà îïèñàíèå ñðåäíèõ ïîëåé ñêîðîñòè, âîçíèêàþùèõ â êîíêðåò-
íûõ ïîòîêàõ. Êàæäàÿ ïîëóýìïèðè÷åñêàÿ ìîäåëü àäàïòèðóåòñÿ äëÿ çàäàííî-
ãî (êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî óçêîãî) êëàññà òå÷åíèé è âêëþ÷àåò ðÿä ïàðà-
ìåòðîâ, ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûõ èìåííî äëÿ äàííîãî êëàññà òå÷å-
íèé è ñïðàâåäëèâûõ â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ÷èñëà Ðåéíîëüäñà.
Òàêèì îáðàçîì, äåëàåòñÿ ïîïûòêà îãðàíè÷èòüñÿ îïèñàíèåì êðóïíîìàñ-
øòàáíûõ ïîëåé, à âëèÿíèå ìåëêîìàñøòàáíûõ ïîëåé îõàðàêòåðèçîâàòü ñ
ïîìîùüþ íåáîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ.

Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì î òîì, åñòü ëè ó òóðáóëåíòíîñòè íåêèå
óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà, íå çàâèñÿùèå îò êîíêðåòíûõ óñëîâèé åå âîçáóæ-
äåíèÿ? Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññ÷èòûâàòü íà îáíàðóæåíèå òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ
ñâîéñòâ ìîæíî òîëüêî âäàëè îò ãðàíèö è íà ìàñøòàáàõ, ñóùåñòâåííî
ìåíüøèõ ðàçìåðîâ îáëàñòè, çàíÿòûõ òóðáóëåíòíûì òå÷åíèåì. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû íà÷èíàåì èçó÷åíèå ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè, â ñìûñëå,
÷òî îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äëÿ íàñ ìàñøòàáû Ll <<  ( L  - âíåøíèé,
èëè èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè). Â òî æå âðåìÿ, ãîâîðÿ î ðàç-
âèòîé òóðáóëåíòíîñòè, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ñòîëü âå-
ëèêè, ÷òî îñòàåòñÿ øèðîêèé äèàïàçîí âîçáóæäåííûõ ìàñøòàáîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ. È íà÷å ãîâîðÿ, Ll <<<<λ , ãäå λ  - ìèêðîìàñøòàá
òóðáóëåíòíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé ìàñøòàáû ïóëüñàöèé ñêîðîñòè, íà êî-
òîðûõ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé âÿçêàÿ äèññèïàöèÿ.

Í à ðèñ.4.1 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû òðè ðàçëè÷íûõ òóðáóëåíòíûõ ïî-
òîêà (òóðáóëåíòíûé ñëåä, òå÷åíèå â òðóáå è êîíâåêòèâíûé ôàêåë) è îáëàñòè

â íèõ, èçîáðàæåííûå â âèäå êóáîâ, â êîòîðûõ ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà âûÿâëå-

Ðèñ.4.1
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íèå òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ ñâîéñòâ. Ïðè íàëè÷èè îñðåäíåííîãî òå÷åíèÿ (ïî-
òîê â òðóáå) âûäåëåííûé êóá äâèæåòñÿ ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ýòîãî ïîòîêà.

Âûäåëåííûå îáëàñòè íå ñëó÷àéíî èìåþò êóáè÷åñêóþ ôîðìó.  Äåëî â
òîì, ÷òî, æåëàÿ èçáåæàòü âëèÿíèÿ ãðàíèö, ìû â òî æå âðåìÿ õîòèì ðàññìàò-
ðèâàòü îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïîòîêà, ïðè÷åì ñâîéñòâà òå÷åíèÿ â ýòîé îá-
ëàñòè íå äîëæíû çàâèñåòü îò åå òî÷íîãî ïîëîæåíèÿ (äðóãèìè ñëîâàìè, èñ-
ïîëüçóåòñÿ ãèïîòåçà îá îäíîðîäíîñòè òóðáóëåíòíîñòè íà ìàñøòàáàõ, ìíîãî
ìåíüøèõ ìàñøòàáà åå âîçáóæäåíèÿ L ). Í àèáîëåå ïðîñòîé ïóòü óäîâëåòâî-
ðåíèÿ ýòèõ ïðîòèâîðå÷èâûõ òðåáîâàíèé ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè êóáè÷å-
ñêîé îáëàñòè ñ ðåáðîì D , íà ãðàíÿõ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ýòî óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè è
ëþáûõ öåëûõ qmn ,,

),,(),,( zyxfqDzmDynDxf =+++ . (4.6)

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î÷åíü óäîáíà äëÿ ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèé (4.1)-(4.2). È ìåííî äëÿ êóáà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (äëÿ êâàäðàòà â ñëó÷àå äâóìåðíûõ òå÷åíèé) âûïîëíåíû ïðàêòè-
÷åñêè âñå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ îäíîðîäíîé
òóðáóëåíòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå îäíîðîäíîñòè íåìåäëåííî ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî óðàâíåíèå (4.4) äîïóñêàåò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

0),( =rtU
rr

. Êóáè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ñîçäàþò èäåàëü-
íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ (è ñïåêòðàëüíî-ñåòî÷íûõ) ìåòî-
äîâ, òàê êàê ëþáàÿ ôóíêöèÿ ),( rtf

r  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

rki

q,m,n k
k

)qzmynx(
D

i

nmq e)t(fe)t(f)r,t(f
rr

r

))r ∑ ∑==
++π2

, (4.7)

ãäå )(
2

zyx eqemen
D

k
rrrr

++= π  åñòü âîëíîâîé âåêòîð, à êîýôôèöèåíòû Ô óðüå îï-

ðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

∫∫∫ −=
D

rki
D D

k rde)r,t(f
D

)t(f
0 0 0

3

1 rr) rr

.  (4.8)

Â ñâåòå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî òåì, ÷òî
êàæäàÿ ãàðìîíèêà ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ îïðåäåëåííîãî ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ìàñøòàáà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýíåðãèþ âñåõ äâèæåíèé çàäàííî-
ãî ìàñøòàáà kl π2= , íóæíî ïðîñóììèðîâàòü âñå ãàðìîíèêè, âîëíîâûå âåê-
òîðû êîòîðûõ ðàâíû ïî ìîäóëþ

∑
=

=
k|k|

k |v|)k(E
r

)r 2 . (4.9)
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4.2. Áàëàíñ ýíåðãèè ïî ìàñøòàáàì. Êàñêàä

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî áàëàíñ ýíåðãèè â îäíîì
îòäåëüíî âçÿòîì ìàñøòàáå, íóæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Íàâüå - Ñòîêñà (4.1)-
(4.2) â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå. Ïðè ýòîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðÿäàìè Ô ó-
ðüå âèäà (4.7), èìåÿ â âèäó êóáè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëî-
âèÿìè, ëèáî èíòåãðàëàìè Ô óðüå, îïèðàÿñü íà ðàññìîòðåíèå òóðáóëåíòíîãî
òå÷åíèÿ â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.  ×òîáû íå ñîç-
äàòü âïå÷àòëåíèå, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû ñ èñêóññòâåííî
âûáðàííîé ôîðìîé îáëàñòè, âîñïîëüçóåìñÿ â äàííîì ïàðàãðàôå èíòåãðà-
ëàìè Ô óðüå (âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ðÿäîâ îñòàâèì äëÿ äîìàøíèõ óïðàæíå-
íèé).

È òàê, ïóñòü òå÷åíèå çàíèìàåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü, çàòóõàÿ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè, è âñå âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ Í àâüå - Ñòîêñà âåëè÷èíû äîïóñ-
êàþò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

∫
∞

∞−

= kde)t,k(f)t,r(f rki
rr)r rr

38
1
π

, (4.10)

ãäå

,rde)t,r(f)t,k(f rki∫
∞

∞−

−= rrr) rr

(4.11)

),,( zyxr =r - ðàäèóñ-âåêòîð, ),,( zyx kkkk =
r

 - âîëíîâîé âåêòîð.
Âñå âåëè÷èíû â óðàâíåíèè (4.1) âûðàçèì ÷åðåç ôóðüå-îáðàçû (4.10)

∫∫∫

∫∫∫
∞

∞−

′
∞

∞−

′
∞

∞−

′−

∞

∞−

′′′
∞

∞−

′′
∞

∞−

′

′′+′′+′′∇−=

=′′′′′′∇
′
′′′′+′′∂

kde)t,k(fkde)t,k(vkde)t,k(p

kde)t,k(vkde)t,k(vkde)t,k(v

rkirkirki

rkirkirki
t

rr)rr)rrr)r

rr)rrrr)rrr)r

rrrrrr

rrrrrr

∆νρ

π

1

38
1

è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î äèôôåðåíöèðîâàíèè (ñì. ïàðàãðàô 2.4.2 ÷àñòè
1)

.kde)k(fkde)k(vkkde)k(pki

kdkde)k(v]k)k(v?[ikde)k(v

rkirkirki

r)kk(irki
t

∫∫∫

∫∫∫
∞

∞−

′
∞

∞−

′
∞

∞−

′

∞

∞−

′′′+′′
∞

∞−

∞

∞−

′

′′+′′′−′′′−=

=′′′′′′′′′′′′′+′′∂

rr)rr)rrr)r

rrr)rrrrrr)r

rrrrrr

rrrrr

2

38

ν
ρ

π
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Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè âî âñåõ ôóíêöèÿõ çäåñü è äàëåå îïóñêàåòñÿ àð-
ãóìåíò t . Óðàâíåíèå óìíîæàåòñÿ íà rkie

rr−  è èíòåãðèðóåòñÿ ïî rd
r . Ó÷èòûâàÿ,

÷òî

)kk(rde r)kk(i
rrrrrr

−′=∫
∞

∞−

−′ δπ2 , à )()()( kfkdkkkf
rrrrr

=′−′′∫
∞

∞−

δ ,

è ïåðåîáîçíà÷èâ qk
rr

=′′ , ïîëó÷àåì

).k(f)k(vk)k(pkiqd)qk(v)]qk)(q(v[
i

)k(vt
r)r)rr)rrrr)rrrr)rr)r +−−=−−+∂ −

∞

∞−
∫ 21

38
νρ

π
(4.12)

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (4.2) â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå èìååò ïðîñòîé
âèä

0=⋅ )k(vk
r)rr

(4.13)

è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç óðàâíåíèÿ (4.12) ÷ëåíà ñ
äàâëåíèåì. Óìíîæåíèå (4.12) íà k

r
 ñ ó÷åòîì (4.13) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

)k(f
k
ki

qd)qk(v)]qk)(q(v[
k
k

)k(p
r)

r
rrr)rrrr)r

r
r)

223
1

8
−−−−= ∫

∞

∞−

−

π
ρ . (4.14)

Ï îäñòàâëÿÿ (4.14) â (4.12) è èñïîëüçóÿ  ôîðìóëó )()()( baccabcba
rrrrrrrrr −=××  äëÿ

îáúåäèíåíèÿ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

)k('f)k(vkqd)]qk)(q(v[
k

)]k)qk(v(k[i
)k(vt

r)r)rrrrr)r
rrr)rr

r)r +−=−×−×+∂ ∫
∞

∞−

2
238

ν
π

, (4.15)

ãäå )]kf(k[k)k('f
r)rrr)r
××= − 2 .

Ö åëüþ ïðîâîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè,
çàêëþ÷åííîé â äàííûõ ìàñøòàáàõ (âîëíîâûõ ÷èñëàõ), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò ïîëÿ ñêîðîñòè ïî
âñåì âîëíîâûì âåêòîðàì ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ìîäóëÿ kk =||

r
:

∫
=

=
|k|k

kd|)k(v|)k(E
rr

rr)r 2 . (4.16)
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Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç (4.15) ïóòåì åãî äîìíîæå-
íèÿ íà )(?* kv

rr  è èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû
çàäàííîãî ðàäèóñà k  è èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

)()()()( kFkDkTkEt +−=∂   . (4.17)

Çäåñü )(kT  - ÷ëåí, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íåëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèÿ
(4.15) è îïèñûâàþùèé ïåðåíîñ ýíåðãèè â çàäàííûé ìàñøòàá â ðåçóëüòàòå
âçàèìîäåéñòâèÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà, )()( 2 kEkkD ν−=  è
îïèñûâàåò ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè çà ñ÷åò äåéñòâèÿ ìîëåêóëÿðíîé
âÿçêîñòè, à )(kF  õàðàêòåðèçóåò ïðèòîê ýíåðãèè çà ñ÷åò ñèë, ïîääåðæèâàþ-
ùèõ òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå (ðàáîòà âíåøíèõ ñèë). Òî÷íûé âèä äëÿ )(kT  è

)(kF  ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç (4.15). Ì û íå âûïèñûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âû-
ðàæåíèé, òàê êàê èíòåðåñóþùèå íàñ âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü èñõîäÿ èç îá-
ùèõ ñîîáðàæåíèé îá èõ ñòðóêòóðå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñòàöèîíàðíîãî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà. Ñòàöèî-
íàðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ, ââîäèìàÿ â ïîòîê çà åäèíèöó âðåìåíè, â
òî÷íîñòè ðàâíà ýíåðãèè, ïðåâðàùàþùåéñÿ â òåïëî çà ñ÷åò äåéñòâèÿ âÿçêî-
ñòè, à 0)( =∂ kEt  äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà (äëÿ ëþáîãî ìàñøòà-
áà). Ñëåäîâàòåëüíî,

0)()()( =+− kFkDkT ,

ïðè÷åì ïðèòîê ýíåðãèè â òå÷åíèå è åå äèññèïàöèÿ ïðîèñõîäÿò â ðàçëè÷íûõ
ìàñøòàáàõ. Ñèòóàöèþ ïîÿñíÿåò ðèñ.4.2, ãäå ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû
ôóíêöèè )(kD  è )(kF . Ïðèòîê ýíåðãèè ïðîèñõîäèò âáëèçè âîëíîâîãî ÷èñëà

Lk , ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêðîìàñøòàáó òóðáóëåíòíîñòè L . Äèññèïàöèÿ ñòà-
íîâèòñÿ ýôôåêòèâíîé òîëüêî íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ (áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñ-
ëàõ), òàê êàê 2)( kkD ≈  è ôóíêöèÿ )(kD  ëîêàëèçîâàíà âáëèçè âîëíîâîãî ÷èñ-
ëà λk  (λ - ìèêðîìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè, íàçûâàåìûé ÷àñòî ìàñøòàáîì
Êîëìîãîðîâà). Îòìåòèì, ÷òî ïëîùàäè, çàêëþ÷åííûå ïîä îáåèìè êðèâûìè,
äîëæíû áûòü â òî÷íîñòè ðàâíû äðóã äðóãó. Ì åæäó äâóìÿ êðèâûìè îñòàåòñÿ
çíà÷èòåëüíûé (òåì áîëüøèé, ÷åì áîëüøå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà) èíòåðâàë ìàñ-
øòàáîâ λkkk L <<<< , â êîòîðûõ 0)()( == kFkD , à ñëåäîâàòåëüíî è 0)( =kT .
Ýòîò èíòåðâàë ìàñøòàáîâ íàçûâàþò èíåðöèîííûì èíòåðâàëîì  è åãî ïðè-

Ðèñ.4.2
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ñóòñòâèå ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè. Ï îñêîëüêó ýíåðãèÿ
âíîñèòñÿ â ïîòîê íà îäíîì êðàþ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà, à âûíîñèòñÿ - íà
äðóãîì, òî îíà î÷åâèäíûì îáðàçîì äîëæíà áûòü ïåðåíåñåíà âäîëü âñåãî
èíòåðâàëà. Óñëîâèå 0)( =kT  îçíà÷àåò, ÷òî ïðèòîê â äàííûé ìàñøòàá èç
áîëüøèõ ìàñøòàáîâ â òî÷íîñòè ðàâåí îòòîêó ýíåðãèè èç äàííîãî ìàñøòàáà
â ìåíüøèå.

Ï îëåçíî ðàññìîòðåòü âåëè÷èíó

∫ ′′=Ε
k

kdkEk
0

)()( ,

ðàâíóþ ýíåðãèè, çàêëþ÷åííîé âî âñåõ ìàñøòàáàõ, áîëüøèõ äàííîãî
( kk <′ ). Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíå-
íèÿ (4.17) îò íóëÿ äî òåêóùåãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà è èìååò âèä

∫∫ ′′+′′−Π=Ε∂
kk

t kdkFkdkDkk
00

)()()()(   .

Åñëè ðàññìîòðåòü ìàñøòàá, ïðèíàäëåæàùèé èíåðöèîííîìó èíòåðâàëó, è
ñ÷èòàòü òå÷åíèå ñòàöèîíàðíûì, òî

constk =Φ=Π )( .

)(kΠ  åñòü ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç òåêóùèé ìàñøòàá k . Ýòîò ïîòîê ðàâåí ñóì-
ìàðíîé ýíåðãèè Φ , âíîñèìîé â ïîòîê çà åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó ìàñ-
ñû. Ýòîò ïîòîê ðàâåí è ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè, òî åñòü ýíåðãèè, ïðå-
âðàùàþùåéñÿ â òåïëî çà åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó ìàññû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîäîøëè ê êëþ÷åâîìó ìîìåíòó òåîðèè ìåëêî-
ìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè, ñîñòîÿùåìó â òîì, ÷òî ïðîöåññû âîçáóæäåíèÿ
òå÷åíèÿ, íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé âèõðåé è âÿçêîé äèññèïàöèè, ñîñóùå-
ñòâóþùèå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ñòðîãî ðàçíåñåíû â ïðîñòðàíñòâå
ìàñøòàáîâ. Ï åðâûé øàã â ïîíèìàíèè ïðîáëåìû ñäåëàë Ë.Ðè÷àðäñîí, êî-
òîðûé âûäâèíóë â 1922 ãîäó èäåþ êàñêàäà ýíåðãèè, òî åñòü ïðîöåññà ïåðå-
äà÷è ýíåðãèè ïî öåïî÷êå îò áîëüøèõ âèõðåé - ìåíüøèì. Ñòðîãóþ ôîðìó-
ëèðîâêó ïðîáëåìû, äàâøóþ êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû, ïðåäëîæèë
À.Í .Êîëìîãîðîâ â ñåðèè ðàáîò 1941 ãîäà.
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4.3. Òåîðèÿ Êîëìîãîðîâà 1941 ãîäà (Ê41)

4.3.1. Àíàëèç ðàçìåðíîñòåé

À.Í .Êîëìîãîðîâ â ñâîåé êëàññè÷åñêîé ðàáîòå, ïîëîæèâøåé íà÷àëî
ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè, ñôîðìóëè-
ðîâàë äâå ãèïîòåçû, êàñàþùèåñÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îäíîðîäíîé è
èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà.

1-ÿ ãèïîòåçà Êîëìîãîðîâà. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà â èíåðöèîííîì è
äèññèïàòèâíîì èíòåðâàëå ( ò.å. íà ìàñøòàáàõ Ll << ) íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà
âîçáóæäåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè è óíèâåðñàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ òðå-
ìÿ ïàðàìåòðàìè: ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè ýíåðãèè ε , êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêî-
ñòüþ ν  è ñàìèì ìàñøòàáîì l .

2-ÿ ãèïîòåçà Êîëìîãîðîâà. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òóðáóëåíòíîñòè
â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå óíèâåðñàëüíû è çàâèñÿò òîëüêî îò ñêîðîñòè äèñ-
ñèïàöèè ýíåðãèè ε  è  ìàñøòàáà l .

Ýòè ãèïîòåçû ñîäåðæàò îòâåò íà âîïðîñ, êàêèå âåëè÷èíû ìîãóò âëè-
ÿòü íà äèíàìèêó èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà. Ãîâîðÿ î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîé-
ñòâàõ, ìû â ïåðâóþ î÷åðåäü èìååì â âèäó ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó
äâèæåíèÿìè ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà, õîòÿ, êîíå÷íî æå, ïîìíèì, ÷òî ïîëå
ñêîðîñòè - ýòî ïîëå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ÷òîáû îïèñàòü åãî, íóæíî çíàòü
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ëèáî, ÷òî òî æå ñàìîå, ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ýòîé âåëè÷èíû.

Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè, îòñòîÿùèå äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè l
(ðèñ.4.3), è â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ïóëüñàöèé ñêîðîñòè íà ìàñøòàáå l
âûáåðåì  ðàçíîñòü ïðîåêöèé ñêîðîñòè â ýòèõ òî÷êàõ íà íàïðàâëåíèå, ñâÿ-
çûâàþùåå ýòè òî÷êè

)()( rvlrvv lll
rrr −+=δ  . (4.18)

Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà lvδ  õàðàêòåðèçóåò ïðîäîëüíûå
ïóëüñàöèè ñêîðîñòè (íà ñâÿçè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ïóëüñàöèé ìû îñ-
òàíîâèìñÿ íèæå). Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû ýòîé âåëè÷èíû

>=< q
lq vlS δ)( (4.19)

íàçûâàþò ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè è â
ñèëó èçîòðîïèè òå÷åíèÿ îíè íå äîëæíû
çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿ îòðåçêà l

r
. Í à-

ðÿäó ñî ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè qS

ðàññìàòðèâàþò è ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè
âèäà

Ðèñ.4.3
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  >=< q
lq vlT ||)( δ  . (4.20)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè (4.19) è (4.20) ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ q
èäåíòè÷íû è îòëè÷èÿ ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèÿõ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ.

Âòîðàÿ ãèïîòåçà Êîëìîãîðîâà óòâåðæäàåò, ÷òî â èíåðöèîííîì èíòåð-
âàëå ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò ìàñøòàáà è ñêîðîñòè äèññè-
ïàöèè ýíåðãèè

),()( lflS q ε= .

Äàëåå äåëàåòñÿ ñàìîå ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ïî ñóòè
ãëàâíîé ãèïîòåçîé òåîðèè Ê41. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêîðîñòü äèññèïà-
öèè ýíåðãèè ñ÷èòàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé êîíñòàíòîé äëÿ çàäàííîãî òå÷åíèÿ,
òî åñòü â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè è â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà äèññèïàöèÿ
ýíåðãèè çà åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó ìàññû ðàâíà ε . Âåëè÷èíà ε  îïðå-
äåëÿåòñÿ ýíåðãèåé, ââîäèìîé â ïîòîê íà åäèíèöó ìàññû, è õàðàêòåðèçóåò
ïîòîê ýíåðãèè, ïðîêà÷èâàåìîé âäîëü âñåãî èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà äî
äèññèïàòèâíûõ ìàñøòàáîâ.

Ï ðèíÿâ ñôîðìóëèðîâàííûå ãèïîòåçû, ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä âàæíûõ
ðåçóëüòàòîâ, ïîëüçóÿñü òîëüêî ñîîáðàæåíèÿìè ðàçìåðíîñòè. Íàïîìíèì,
÷òî, ãîâîðÿ îá ýíåðãèè, ìû âñå âðåìÿ èìååì â âèäó ýíåðãèþ íà åäèíèöó
ìàññû, òî åñòü ýíåðãèÿ èçìåðÿåòñÿ â 22 ñì . Òîãäà ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè
äèññèïàöèè ýíåðãèè åñòü 32 ñì ,  è äëÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè ìîæíî ñîñòà-
âèòü òîëüêî îäíó êîìáèíàöèþ âåëè÷èí ε  è l  ñ òðåáóåìîé ðàçìåðíîñòüþ  (

ñì )

3/1)(~ lvl εδ . (4.21)

Ýòó çàâèñèìîñòü íàçûâàþò çàêîíîì Êîëìîãîðîâà - Îáóõîâà.
Ï îïûòêà ïðèìåíèòü ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ê ñòðóêòóðíûì ôóíê-

öèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

3/)(~)( q
q llS ε . (4.22)

Ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü è ôîðìó ýíåðãåòè÷åñêîãî
ñïåêòðà ïóëüñàöèé ñêîðîñòè (4.16). Ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè èìååò âåëè÷èíà

dkkE )( . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü âåëè÷èíû )(kE  åñòü 23 ñì . Ï îñêîëüêó
ñïåêòð ýíåðãèè ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò âåëè÷èí ε  è k , òî åäèíñòâåííî
âîçìîæíàÿ êîìáèíàöèÿ åñòü

3/53/2)( −= kCkE ε . (4.23)
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Ô îðìóëó (4.23) íàçûâàþò çàêîíîì Êîëìîãîðîâà, à âõîäÿùóþ â íåå êîí-
ñòàíòó C  - êîíñòàíòîé Êîëìîãîðîâà.

×òîáû óâèäåòü ñòåïåííîé çàêîí, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàâèñèìîñòü íóæ-
íî ïðåäñòàâèòü â ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ðèñ.4.4). Â òàêîì ïðåä-
ñòàâëåíèè èíåðöèîííîìó èíòåðâàëó ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê
ñïåêòðà, íàêëîí êîòîðîãî äîëæåí áûòü ðàâåí ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè â çàêîíå
(4.23).

Ì îæíî ëè îöåíèòü äèññèïàòèâíûé
ìàñøòàá λ ? È ñõîäÿ èç ïåðâîé ãèïîòåçû
Êîëìîãîðîâà ýòîò ìàñøòàá ìîæåò çàâè-
ñåòü òîëüêî îò ñêîðîñòè äèññèïàöèè
ýíåðãèè è âåëè÷èíû ìîëåêóëÿðíîé âÿçêî-
ñòè (ðàçìåðíîñòü êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêî-
ñòè ñì /][ 2=ν ). Òîãäà ïîäáîð íóæíîé
ðàçìåðíîñòè ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

4/13

~ 




ε
νλ . (4.24)

È íòåðåñíî âûðàçèòü äèññèïàòèâíûé
(âíóòðåííèé) ìàñøòàá ÷åðåç ìàêðîïàðàìåòðû òóðáóëåíòíîñòè. Ï óñòü òå÷å-
íèå íà ìàêðîìàñøòàáå L  õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòüþ U . Õàðàêòåðèñòèêîé
òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ν/ULR = . Ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåð-
ãèè, ðàâíàÿ ñêîðîñòè ïîäâîäà ýíåðãèè â òóðáóëåíòíîñòü, ìîæåò áûòü âû-
ðàæåíà è ÷åðåç ìàêðîïàðàìåòðû 13~ −LUε . Òîãäà

4/3

4/1

33

434/1

3

34/13

~~~~ −


















LR
LU
L

U
L νν

ε
νλ . (4.25)

Ô îðìóëà (4.25) äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, âîçáó-
æäåííûõ â òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ïðè çàäàííîì ÷èñëå Ðåéíîëüäñà. Ñ÷èòàÿ,
÷òî 3)/(~ λLN , íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

4/9
3

4/3
~~ R

LR
L

N 






− . (4.26)

Âûðàæåíèå (4.26) ìîæåò ñëóæèòü îöåíêîé ðàçìåðîâ ñåòêè, íåîáõîäèìîé äëÿ
ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ñ çàäàííûì
÷èñëîì Ðåéíîëüäñà.

Ðèñ.4.4
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4.3.2. Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

Ì åòîäîì àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé óäàëîñü ïîëó÷èòü îöåíêè (4.21)-
(4.22), êà÷åñòâåííî îïèñûâàþùèå êîððåëÿöèè ñêîðîñòè â äâóõ òî÷êàõ îä-
íîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà
íà ðàññòîÿíèå l . Ï ðîäîëæàÿ ñëåäîâàòü  ðàáîòàì Êîëìîãîðîâà 1941 ãîäà,
ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò è òî÷íûé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ñòðóêòóðíîé
ôóíêöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà.

 Ðàññìîòðèì äâóõòî÷å÷íûé êîððåëÿöèîííûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà

>−−=< ))(( 1212 kkiiik vvvvB , (4.27)

ãäå 1v
r  è 2v

r  - ñêîðîñòè â äâóõ òî÷êàõ, îòñòîÿùèõ íà ðàññòîÿíèè l  (ñì.
ðèñ.4.3). Ñ÷èòàåì, ïî-ïðåæíåìó, ÷òî òóðáóëåíòíîñòü îäíîðîäíà è èçîòðîï-
íà, à ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ.

Ââåäåííûé òåíçîð â ñèëó èçîòðîïèè è îäíîðîäíîñòè ïîòîêà ìîæåò
çàâèñåòü òîëüêî îò ìîäóëÿ âåêòîðà l

r
, ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè. Ââåäåì

åäèíè÷íûé âåêòîð n
r, íàïðàâëåííûé âäîëü âåêòîðà l

r
, è çàïèøåì îáùèé âèä

ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, çàâèñÿùåãî îò ðàññòîÿíèÿ l ,

kiikik nnlBlAB )()( += δ . (4.28)

×òîáû ïðèäàòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèÿì )(lA  è )(lB , íàïðàâèì
âåêòîð l

r
 âäîëü îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò (ýòî âîçìîæíî îïÿòü æå áëàãîäàðÿ

èçîòðîïèè). Êîìïîíåíòó ñêîðîñòè âäîëü ýòîé îñè îáîçíà÷èì êàê lv , à ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ êîìïîíåíòó - êàê nv . Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíòà

llB  ðàâíà ñðåäíåìó êâàäðàòó îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö â äâóõ òî÷êàõ
â íàïðàâëåíèè äðóã ê äðóãó. Êîìïîíåíòà nnB  ðàâíà ñðåäíåìó êâàäðàòó îò-
íîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè è õàðàêòå-
ðèçóåò, òàêèì îáðàçîì, âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî äðóã
äðóãà. Ïðè âûáðàííîì íàïðàâëåíèè îòðåçêà åäèíè÷íûé âåêòîð )0,0,1(=n

r  è
ñîãëàñíî (4.28)

.0)(),()(),()()( ln ==+= lBlAlBlBlAlB nnll (4.29)

È ñïîëüçóÿ (4.29), ïåðåïèøåì (4.28) â âèäå

( ) kinnlliknnik nnlBlBlBB )()()( −+= δ . (4.30)

Ðàñêðîåì ïðîèçâåäåíèå â îïðåäåëåíèè (4.27)
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><+><−><−>=< kiikkikiik vvvvvvvvB 11212122

è ó÷òåì, ÷òî â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïîòîêà îäíîòî÷å÷íûå êîððåëÿöèè íå çà-
âèñÿò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè

><>=>=<< 2
1122 3

vvvvv ik
kiki

δ ,

à â ñèëó èçîòðîïèè
>>=<< ikki vvvv 2121

(ïðè ïåðåñòàíîâêå òî÷åê ìåñòàìè ðåçóëüòàò íå ìåíÿåòñÿ). Òîãäà

ikikik bvB 2
3
2 2 −><= δ , (4.31)

ãäå >=< kiik vvb 21  åñòü âñïîìîãàòåëüíûé, ñèììåòðè÷íûé òåíçîð, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ∞→l  (áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè ñòàòè-
ñòè÷åñêè íåçàâèñèìû).

Âûðàæåíèå (4.31) ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè 2 è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè:

022 22122 >=∂<−=∂−=∂ kkiikkikk vvbB . (4.31)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ikB  ïî êîîðäèíàòå âòîðîé òî÷êè ýêâèâàëåíòíî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè âåêòîðà l

r
, ïîñêîëüêó òåíçîð

çàâèñèò òîëüêî îò ýòîãî âåêòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, 02 =∂=∂ ikkikk BB  è, ïîä-
ñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó âûðàæåíèå (4.30), ïîëó÷èì

( ) ( )
( ) 0

2

)()()()()()(

=




 −+′=

=∂−+∂′−′+∂′=∂

innllll

kiknnllkkinnllknnikikk

nBB
l

B

nnlBlBlnnlBlBllBB δ

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî l . Ï ðè âû÷èñëåíèÿõ áûëî
ó÷òåíî, ÷òî

,/2
kkikk nlxxl ==∂=∂

lnnlxn kiikikik /)()/( −=∂=∂ δ ,
lnkk /2=∂ ,

lnnnnnnn ikkiikkkik /2)( =∂+∂=∂ .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå, íàçûâàåìîå ïåðâûì óðàâíåíèåì
Êàðìàíà - Õîâàðòà, ïîëó÷åííîå ýòèìè àâòîðàìè â 1937 ãîäó.
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( ) 0
2 =−+′ nnllll BB
l

B . (4.32)

Ýòî óðàâíåíèå äàåò ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíûìè è ïîïåðå÷íûìè êîððåëÿöèÿ-
ìè llB  è nnB . Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè åãî âûâîäå èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî
óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Óðàâíåíèå (4.32) ïåðåïèøåì â âèäå

l
Bl

B
l

BB lll
llllnn 2

)(
2

2∂=′+= (4.33)

è ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè  llB  è nnB  ïðè êîíêðåò-
íûõ ñòåïåííûõ çàêîíàõ äëÿ êîððåëÿöèé. Ïóñòü l  ñòîëü ìàëû, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþò äèññèïàòèâíîìó èíòåðâàëó ( λ<l ). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ðÿäà Òåéëîðà è, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî lvl ~δ , çàïèñàòü

2clBll =                         (4.34)

ãäå c  - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ï îäñòàâëÿÿ (4.34) â (4.33), ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî
22clB ntt = . Ñëåäîâàòåëüíî, â äèññèïàòèâíîì èíòåðâàëå êîððåëÿöèè ñâÿçàíû

êàê

llnn BB 2= .

Â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ( Ll <<<<λ ) ñîãëàñíî (4.21) èìååì îöåíêó
3/2

1lcBll = . Ñ ïîìîùüþ (4.33) âíîâü ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçü ïðîäîëüíûõ è ïîïå-
ðå÷íûõ êîððåëÿöèé, êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

llnn BB
3
4= .

Âàæíûé âûâîä, êîòîðûé ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (4.32), ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðè ëþáîì ñòåïåííîì ïîâåäåíèè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè llB  è nnB  ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñëåäóþò îäíîìó è òîìó æå ñòåïåí-
íîìó çàêîíó.

Òåïåðü ââåäåì êîððåëÿöèîííûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà

>−−−=< )vv)(vv)(vv(B imlkkiiikm 21212 (4.35)

è âñïîìîãàòåëüíûé òåíçîð
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><−>==< mkimkimik vvvvvvb 122211, . (4.36)

Òåíçîð mikb , ñèììåòðè÷åí ïî ïåðâîé ïàðå èíäåêñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îä-
íîé òî÷êå, è ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå òî÷åê ìåñòàìè, òàê êàê ýòà ïåðå-
ñòàíîâêà ýêâèâàëåíòíà èçìåíåíèþ çíàêà l

r
, à èíâåðñèÿ êîîðäèíàò ìåíÿåò

çíàê òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà. Ï ðè ∞→l  âñå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ (4.35) è
(4.36) äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâåäåíèå â (4.35) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
0222111 >=>=<< mkimki vvvvvv  (ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà

ñëó÷àéíûõ ñîìíîæèòåëåé, ñðåäíåå çíà÷åíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíî íó-
ëþ), ïîëó÷àåì

)(2 ,,, kmiikmmikikm bbbB ++= . (4.37)

Çàòåì çàïèñûâàåì îáùèé âèä òåíçîðà, ñèììåòðè÷íîãî ïî ïåðâîé ïàðå èí-
äåêñîâ è çàâèñÿùåãî îò êîìïîíåíò åäèíè÷íîãî âåêòîðà n

r:

 mkiikmkimmikmik nnnlFnnlDnlCb )())(()(, +++= δδδ . (4.38)

Òðåáóåòñÿ âûðàçèòü ôóíêöèè )(lC , )(lD  è )(lF  ÷åðåç èìåþùèå ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî ñíîâà
âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

02211,2 >=∂=<∂ mmkimikm vvvb . (4.39)

Ï îäñòàâëÿåì â (4.39) âûðàæåíèå (4.38) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

l
nn

nnn ki
mkim

2
)(2 =∂ ,

ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü ôóíêöèè  )(lD  è )(lF  ÷åðåç
)(lC :

2
Cl

CD
′−−= , CClF −′= .

Â ðåçóëüòàòå

mkiikmkimmikmik nnnCClnnClCnCb )())(
2
1

(, −′++′+−= δδδ

è âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà òàêæå âêëþ÷àåò òîëüêî îäíó
íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ  )(lC :

( )( ) ( ) mkiikmkimmikikm nnnCClnnnCClB −′++++′−= 62 δδδ . (4.40)
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Âíîâü  íàïðàâèì âåêòîð l
r
 âäîëü îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò ( )0,0,1(=n

r ) è âû-
ïèøåì êîìïîíåíòû òåíçîðà (4.40):

CBlll 12−= , )(2 ClCBlnn ′+−= , 0== nnnlln BB . (4.41)

Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äâå êîìïîíåíòû òåíçîðà, êîòîðûå
ìîæíî ñâÿçàòü ñîîòíîøåíèåì

)(
6
1 ′= llllnn lBB . (4.42)

Êîìáèíèðóÿ ôîðìóëû (4.38)-(4.41), âûðàçèì âñïîìîãàòåëüíûé òåíçîð
mikb ,  ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà ikmB  (ýòî åñòü 2-å óðàâíåíèå Êàðìàíà - Õî-

âàðòà)

( )( ) ( ) mkillllllikmkimllllllmiklllm,ik nnnBBlnnBBlnBb −′−++′+−=
12
1

2
24
1

12
1 δδδ . (4.43)

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Êàðìàíà - Õîâàðòà
èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè. ×òîáû ñâÿçàòü êîððåëÿ-
öèîííûå òåíçîðû âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà íóæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíå-
íèå Í àâüå - Ñòîêñà.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò òåíçîðà >=< kiik vvb 21 , èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèå Í àâüå - Ñòîêñà äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò ñêîðîñòè

( )
( ).21

2
221

2
1

122211
1

22122111

2112

><+ ∂><∂+
+><+ ∂><∂−><− ∂><− ∂=

>=∂<+>∂=<∂
−

kijjkijj

ikkijkijkijj

ktiitkikt

vvvv

vpvpvvvvvv

vvvvb

ν
ρ

Äâóõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè ðàâíà
íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ñèëó èçîòðîïèè ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü
âèä

)(21 lfnvp
rr >=< ,

à åå äèâåðãåíöèÿ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ ( 0221212 >=∂>=<<∂ kkkk vpvp ). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ïîñëåäíåìó òðåáîâàíèþ, íóæíî ïîëî-

æèòü 2l/c)l(f =  (òîãäà 0
212

2
2

32 =




 +−=





∂

ll
n

l
cn

l
c

kkk ), à òàê êàê ïðè 0→l  êîððå-

ëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü êîíå÷íà, òî åäèíñòâåííî âîçìîæíîå çíà-
÷åíèå êîíñòàíòû åñòü 0=c .
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Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â çàìåíå ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì òî-
÷åê 1 è 2 íà ïðîèçâîäíûå ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà l

r
. Ýòî îïðàâäûâàåòñÿ

òåì, ÷òî âñå êîððåëÿöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè â îäíîðîäíîì ïîòîêå çàâèñÿò
òîëüêî îò ýòîãî âåêòîðà. Ïðè ýòîì kk − ∂=∂1 , à kk ∂=∂2 . Ï îëó÷àåì

><∆+><− ∂><∂=∂ kijkijkijjikt vvvvvvvvb 21221211 2ν
è, îêîí÷àòåëüíî,

ikikjkijjikt bbbb ∆++∂=∂ ν2)( ,, . (4.44)

Â óðàâíåíèå (4.44) íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ
kijb ,  (4.43) è ikb  (4.34). Ï ðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ïîñëåä-

íåãî ïîÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ñðåäíåãî êâàäðàòà ñêîðîñòè,
êîòîðàÿ åñòü ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè

ε
2
3

3

2

=><∂ v
t .

Îïóñêàÿ äîñòàòî÷íî äëèííûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíîå óðàâ-
íåíèå

( ) ( )′′−′=∂−− lllllllt Bl
l

Bl
l

B 4
4

4
46

1
2
1

3
2 νε . (4.45)

Ðàññìàòðèâàÿ ñòàöèîíàðíóþ èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, êâàçèñòàöèîíàð-
íóþ òóðáóëåíòíîñòü, êîãäà ÷ëåí llt B∂  âñå ðàâíî ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè
äèññèïàöèè, ìîæíî îòáðîñèòü ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. È í-
òåãðèðîâàíèå (4.45) ïî l   äàåò  óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

lllll BlB ′+−= νε 6
5
4 . (4.46)

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíÿòà ðàâíîé íóëþ â ñèëó òðåáîâàíèÿ
îáðàùåíèÿ â íóëü êîððåëÿöèé ïðè ∞→l .

Óðàâíåíèå (4.46), êàê è óðàâíåíèå (4.45), âêëþ÷àåò äâå íåçàâèñèìûå
êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè è íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ.
Ï îïûòêà íàïèñàòü äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîãî òåíçî-
ðà òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðèâåäåò ê óðàâíåíèþ, ñîäåðæàùåìó òåíçîð ÷åòâåðòî-
ãî ïîðÿäêà è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ñíîâà âîçíèêàåò ïðîáëåìà çàìûêàíèÿ, ñ
êîòîðîé ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèé äëÿ îäíîòî-
÷å÷íûõ ìîìåíòîâ òóðáóëåíòíûõ ïîëåé.

Óðàâíåíèå (4.46) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ Ll << , òî åñòü è äëÿ èíåðöèîí-
íîãî, è äëÿ äèññèïàòèâíîãî èíòåðâàëîâ. Â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ïîñëåä-
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íèì ñëàãàåìûì, ïðîïîðöèîíàëüíûì âÿçêîñòè, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïîëó-
÷èòü çàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà

lBlll ε
5
4−= . (4.47)

Óðàâíåíèå (4.47), êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàþò «çàêîíîì 4/5», îñòàåòñÿ
îäíèì èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ìåëêîìàñøòàáíîé òóð-
áóëåíòíîñòè. Ñëåäóåò åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çàêîí (4.47) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òî÷íûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé äëÿ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà òîëüêî
íà îñíîâå óðàâíåíèé Í àâüå - Ñòîêñà. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè îöåíîê (4.22)
åñòü îäíà, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííîé, à èìåííî,

llS ε~)(3 .

Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ôîðìóëà (4.22) ÿâëÿåòñÿ
ëèøü îöåíêîé, íà ñëàáîñòü êîòîðîé âïåðâûå óêàçàë Ë.Ëàíäàó óæå â 1942
ãîäó. Ñóòü çíàìåíèòîãî çàìå÷àíèÿ Ëàíäàó ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñ-
òè ôîðìóëû ñòîèò ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè ε , êîòîðàÿ â äåéñòâèòåëü-
íîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âå-
ëè÷èíó, õàðàêòåðèçóåìóþ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Â âûðà-
æåíèå äëÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà âõîäèò ñîáñòâåííî ñðåä-
íåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè äèññèïàöèè è ïðîáëåìû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íå âîçíè-
êàåò. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ â îöåíêè âõîäÿò ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû è, åñòåñòâåííî, ñðåäíåå çíà÷åíèå îò âåëè÷èíû â íåêîòî-
ðîé ñòåïåíè íå åñòü ýòà æå ñòåïåíü îò ñðåäíåãî.

4.4. Ëîãíîðìàëüíàÿ ìîäåëü (Ê62)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåëêîìàñ-
øòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè âåäóòñÿ, íà÷èíàÿ ñ ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ. Íà ïåðâûõ
ïîðàõ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿëî ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå
çàêîíà «ïÿòè òðåòåé» (4.23) è îïðåäåëåíèå âõîäÿùåé â íåãî êîíñòàíòû. Â
ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ áûëî ïîäòâåðæäåíî ñóùåñòâîâàíèå èíåð-
öèîííîãî èíòåðâàëà ñ ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ïóëüñàöèé ñêîðîñòè, áëèç-
êèì ê çàêîíó «5/3». È çìåðåíèÿ âõîäÿùåé â çàêîí êîíñòàíòû äàëè çíà÷åíèÿ

5.1≈C , íî èíòåðåñ ê òî÷íîìó èçìåðåíèþ ýòîé âåëè÷èíû óïàë ïîñëå òîãî,
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êàê ñòàëî ÿñíî, ÷òî çàêîí (4.23) îïèñûâàåò ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ òîëüêî ïðè-
áëèçèòåëüíî.

Í àèáîëåå òî÷íûå èçìåðåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà îäíîðîäíîé
òóðáóëåíòíîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî îí ïîä÷èíÿåòñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó âèäà

α−kkE ~)( (4.48)

ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè 02.071.1 ±=α . Îòëè÷èå îò ïÿòè òðåòåé, íà ïåðâûé
âçãëÿä, íå âåëèêî, íî îíî ïðèíöèïèàëüíî. Áîëåå ïîëíóþ êàðòèíó ìîæíî
ïîëó÷èòü, èññëåäóÿ ïîâåäåíèå ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Íà
ïðàêòèêå èçìåðÿþò çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè â äâóõ òî÷êàõ, âû÷èñëÿþò ñòðóêòóð-
íûå ôóíêöèè (4.19) è, îæèäàÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòåïåííûõ çàêîíîâ âèäà

qllS q
ς~)( , (4.49)

ñòðîÿò ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Ïðè
âûïîëíåíèè (4.49) äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ êàðòèíêà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ.4.5,à
- â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå âîçíèêàþò ëèíåéíûå ó÷àñòêè, íàêëîí êîòîðûõ
äàåò âåëè÷èíó ñòåïåííûõ ïîêàçàòåëåé qς . Êà÷åñòâåííî âèä ïîëó÷àþùåãîñÿ
ãðàôèêà äëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 4.5,á. Ïóíêòèðíàÿ
ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çàâèñèìîñòè (4.20) è ïîìå÷åíà íàäïèñüþ «Ê41». Íà
ýòîé ëèíèè âûäåëåíû äâå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ îöåíêà (4.22) ÿâëÿåòñÿ òî÷-
íîé. Ýòî íà÷àëî êîîðäèíàò  ( 00 =ς ) è òî÷êà 13 =ς , ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàêîíó
«÷åòûðåõ ïÿòûõ» (4.47). Ýêñïåðè-
ìåíòàëüíàÿ êðèâàÿ äåéñòâèòåëüíî
ïåðåñåêàåò ýòè äâå òî÷êè, óäàëÿÿñü
îò ïðÿìîé 3/qq =ς  ïî ìåðå ðîñòà
ïîðÿäêà  q . Ï îä÷åðêíåì, ÷òî èç-
ìåðåíèå ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé âû-
ñîêèõ ïîðÿäêîâ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû-
÷àéíî ñëîæíîé çàäà÷åé è òîëüêî â
ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëèñü íàäåæ-
íûå èçìåðåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðíûõ
ôóíêöèé ïîðÿäêà 10>q . Òåì íå
ìåíåå,  óæå ïåðâûå  èçìåðåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé îòíîñè-
òåëüíî íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïîä-
òâåðäèëè ñïðàâåäëèâîñòü çàìå÷à-
íèÿ Ëàíäàó - ëîêàëüíûå âàðèàöèè
ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè íà-

Ðèñ.4.5
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ðóøàþò êîëìîãîðîâñêèé ñöåíàðèé îäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòè.
Í àðóøåíèå ëîêàëüíîé îäíîðîäíîñòè òóðáóëåíòíîñòè ïîëó÷èëî íà-

çâàíèå «ïåðåìåæàåìîñòè». Ñóòü ýòîãî ÿâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òóðáó-
ëåíòíîñòè äàæå ïðè ñêîëü óãîäíî  áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà àêòèâíûå
îáëàñòè ñîñóùåñòâóþò ñ ïàññèâíûìè, â êîòîðûõ òå÷åíèå êâàçèëàìèíàðíî.

Ï åðâóþ ïîïûòêó ñêîððåêòèðîâàòü çàêîí (4.22) ïóòåì ó÷åòà ñòàòèñòè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè ñäåëàë ñàì Êîëìîãîðîâ â 1962 ãî-
äó (ýòó ìîäåëü áóäåì íàçûâàòü Ê62).

Äëÿ ó÷åòà ñòðóêòóðû ïîëÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè Êîëìîãîðîâ ââåë â
ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó lε , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíþþ ñêîðîñòü
äèññèïàöèè, èçìåðåííóþ âíóòðè îáúåìà ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì l  (íà-
ïðèìåð, ñôåðû èëè êóáà). Ì îäåëü äåðæèòñÿ íà äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ãèïî-
òåçàõ.

Ï åðâàÿ ãèïîòåçà - ýòî ãèïîòåçà ïîäîáèÿ

3/3/~)( qq
l

q
lq lvlS ><>=< εδ , (4.50)

îáîáùàþùàÿ ôîðìóëó (4.22) â òîì ñìûñëå, ÷òî òåïåðü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò
íå ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ε  â ñòåïåíè 3/q , à ñòàòèñòè÷åñêèé ìîìåíò ïîðÿäêà

3/q , õàðàêòåðèçóþùèé ñòðóêòóðó ñëó÷àéíîãî ïîëÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàñøòàáàõ l .

Ãèïîòåçó ïîäîáèÿ (4.50) ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå. Åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå ñòåïåííûõ çàêîíîâ âèäà (4.49) è  äëÿ ìîìåíòîâ ïîëÿ
äèññèïàöèè, òî åñòü

qlq
l

τε ~>< , (4.51)

òî ãèïîòåçà (4.50) âûðàæàåòñÿ â âèäå ïðîñòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîêàçà-
òåëÿìè ñòåïåíè â (4.49) è (4.51):

3/3 qq
q τς += .  (4.52)

Î÷åâèäíî, ÷òî (4.52) âîçâðàùàåò íàñ ê ìîäåëè Ê41, åñëè 0=qτ  äëÿ ëþáûõ q .
Âòîðàÿ ãèïîòåçà Ê62 êàñàåòñÿ âèäà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòè äëÿ âåëè÷èíû lε . Îáû÷íî â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè
ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, îäíàêî, â íàøåì ñëó÷àå îíî íå
ãîäèòñÿ, òàê êàê äèññèïàöèÿ - âåëè÷èíà ñóãóáî ïîëîæèòåëüíàÿ, à õâîñò
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óõîäèò â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.
Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë èçáåæàòü ýòó òðóäíîñòü ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ëîã-
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåí ëîãà-
ðèôì äèññèïàöèè ýíåðãèè)
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2

2

2

)(ln

)( l

a

l ceP σ
ε

ε
−−

= . (4.53)

Çäåñü P  - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè,  εln=a , 2
lσ - äèñïåðñèÿ, ðàâ-

íàÿ íà ìàñøòàáå l  âåëè÷èíå

)/ln(2 lLAl µσ += . (4.54)

Ëîãíîðìàëüíàÿ ìîäåëü ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ ïî-
êàçàòåëåé ñòåïåíè:

( )qqq −= 1
2
µτ , ( )qq

q
q −+= 3

183
µς . (4.55)

Âåëè÷èíà µ , íàçûâàåìàÿ êîýôôèöèåíòîì ïåðåìåæàåìîñòè, èìååò
ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë - ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ýòî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè ( µτ −=2 ), ò.å.

µε −>< ll ~2 .

Ñâÿçàííûé ñî âòîðûì ìîìåíòîì ïîëÿ äèññèïàöèè øåñòîé ìîìåíò ïî-
ëÿ ñêîðîñòè òàêæå ïîçâîëÿåò ïðîñòî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ïåðåìåæàå-
ìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (4.55),

µς −= 26 ,

òî åñòü êîýôôèöèåíò ïåðåìåæàåìîñòè  ðàâåí îòêëîíåíèþ ñòåïåííîãî ïîêà-
çàòåëÿ 6ς  îò çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåãî èç ìîäåëè îäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòè
Ê41.

Ãèïîòåçà î ëîãíîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè áûëà îïðîâåðãíóòà è ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî, è òåîðåòè÷åñêè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî â êîîðäèíàòàõ ( Pln,lnε ) ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò íåñèììåòðè÷íûé âèä, â òî âðåìÿ êàê ëîãíîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå â òàêèõ êîîðäèíàòàõ äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïàðàáîëå.

Îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ôóíêöèè )(qς  áûëî äîêàçàíî äâà óòâåðæäåíèÿ
1. Âî-ïåðâûõ, )(qς - ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ, ò.å. 0<′′ς  è, âî âòîðûõ, qq ςς ≥+ 1  äëÿ
ëþáûõ q . Ô îðìóëà (4.55) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó òðåáîâàíèþ (à òàêæå
îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé 00 =ς  è 13 =ς ), íî íå óäîâëåòâîðÿåò âòî-
ðîìó - ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè q  ôóíêöèÿ (ýòî ïàðàáîëà) èìååò ìàêñèìóì,
ïîñëå êîòîðîãî çíà÷åíèÿ )(qς  íà÷èíàþò óáûâàòü.

                                                          
1 U.Frisch. Turbulence. Cambridge University Press. 1995. 296 p.
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Â îòëè÷èå îò âòîðîé ãèïîòåçû, ãèïîòåçà ïîäîáèÿ (4.50) èñïîëüçóåòñÿ
äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, õîòÿ åå èíòåðïðåòàöèÿ ïðåòåðïåëà ñóùåñòâåííûå
èçìåíåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå (4.50) ýòà ãèïîòåçà íåñåò â ñåáå
äâà ïðîòèâîðå÷èÿ. Âî-ïåðâûõ, ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ ñîäåðæèò âåëè÷èíó,
îòíîñÿùóþñÿ ê èíåðöèîííîìó èíòåðâàëó, à ïðàâàÿ - âåëè÷èíó, ýôôåêòèâ-
íóþ òîëüêî â äèññèïàòèâíîì. Âî-âòîðûõ, äèññèïàöèÿ ýíåðãèè åñòü âåëè÷è-
íà ñóãóáî ïîëîæèòåëüíàÿ, à ïóëüñàöèè ñêîðîñòè - íåò. Â òàêîì ñëó÷àå òðóä-
íî ðàññ÷èòûâàòü, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ âåëè÷èí îäèíàêîâû, à
èìåííî â ýòîì è ñîñòîèò ñóòü ãèïîòåçû ïîäîáèÿ.

È çáåæàòü îòìå÷åííûõ ïðîòèâîðå÷èé ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âûäåëèì â ïðîñòðàíñòâå, çàíÿòîì òóðáóëåíòíûì òå÷åíèåì, ïðîèçâîëüíûé
îáúåì ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì l  è ðàññìîòðèì èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ýíåð-
ãèè ïóëüñàöèé ñêîðîñòè â ýòîì îáúåìå:
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∫∫∫∫∫
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Çäåñü lε  åñòü äèññèïàöèÿ ýíåðãèè çà åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó ìàñ-
ñû, lq  - ïðèòîê ýíåðãèè çà ñ÷åò ðàáîòû âíåøíèõ ñèë (òàêæå çà åäèíèöó âðå-
ìåíè è íà åäèíèöó ìàññû). Ï åðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, îáîçíà÷åííîå
êàê lη , îïèñûâàåò ïðèòîê ýíåðãèè â âûäåëåííûé îáúåì ÷åðåç åãî ïîâåðõ-
íîñòü.

È ç ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè ìîæíî âûäåëèòü åå ñðåäíåå çíà÷åíèå
ll εεε ′+= . Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíî âîçáóæäàåìàÿ òóðáóëåíò-

íîñòü, òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äèññèïàöèè äîëæíà áûòü ðàâíà ïëîòíîñòè ïðè-
òîêà ýíåðãèè çà ñ÷åò âíåøíèõ ñèë, ò.å. ε=lq . Òîãäà

lllt e εη ′−=∂ , (4.56)

òî åñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè â âûäåëåííîì îáúåìå îïðåäåëÿþòñÿ ïîòîêîì
ýíåðãèè ÷åðåç åãî ïîâåðõíîñòü è âàðèàöèÿìè äèññèïàöèè. È çáåæàòü îòìå-
÷åííûõ âûøå ïðîòèâîðå÷èé ìîæíî ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ íå ñêîðîñòè äèññè-
ïàöèè ýíåðãèè â îáúåìå çàäàííîãî ìàñøòàáà, à ïîòîêîâ ýíåðãèè ÷åðåç ïî-
âåðõíîñòü ýòîãî îáúåìà. Ïîñëåäíèé îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèåì íåëèíåéíîãî
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÷ëåíà â óðàâíåíèè Íàâüå - Ñòîêñà, òî åñòü èìåííî òîãî ÷ëåíà, êîòîðûé îï-
ðåäåëÿåò íåëèíåéíóþ äèíàìèêó ïîòîêà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà.

È ìåííî âåëè÷èíà lη  è áóäåò èñïîëüçîâàíà â äàëüíåéøåì êàê õàðàêòå-
ðèñòèêà ïîòîêîâ ýíåðãèè íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ äâèæåíèÿ. Í åîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä îò èñïîëüçîâàíèÿ lε  ê lη  ïðîèçîøåë ñîâñåì íåäàâíî,
à òðàäèöèÿ ïðèìåíåíèÿ â ìîäåëÿõ ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè ñêî-
ðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè ñòîëü êðåïêà, ÷òî ÷àñòî äàæå â ðàáîòàõ, ãäå ðå-
àëüíî ïîëüçóþòñÿ âåëè÷èíîé lη , àâòîðû, òåì íå ìåíåå, èñïîëüçóþò òåðìèí
«ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè».

4.5. Ô ðàêòàëû è òóðáóëåíòíîñòü

Êîëìîãîðîâñêàÿ ìîäåëü îäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòè (Ê41) ïîäðàçó-
ìåâàåò ðàâíîìåðíîå çàïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà âèõðÿìè êàæäîãî ìàñøòàáà.
Òàêóþ ñòðóêòóðó òóðáóëåíòíîñòè èëëþñòðèðóåò ðèñ.4.6,à, íà êîòîðîì ñõå-
ìàòè÷åñêè èçîáðàæåí êàñêàä ýíåðãèè îò âèõðåé áîëüøåãî ìàñøòàáà ê âèõ-
ðÿì ìåíüøåãî ìàñøòàáà è äëÿ ïðîñòîòû ïðåäñòàâëåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà êà-
æäûé âèõðü äàííîãî ìàñøòàáà èìååò ïîä ñîáîé äâà âèõðÿ ìåíüøåãî. Ï ðè
ýòîì âèõðè êàæäîãî ìàñøòàáà çàíèìàþò âñå ïðîñòðàíñòâî (íà ðèñóíêå îíî
îäíîìåðíî).

È íàÿ êàðòèíà ñîîòâåòñòâóåò òóðáóëåíòíîñòè ñ ïåðåìåæàåìîñòüþ
(ðèñ.4.6,á). Â ðàìêàõ àíàëîãè÷íîé ñõåìû â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòü âèõðåé íå ïî-
ëó÷àåò ýíåðãèþ îò âèõðåé âåðõíåãî óðîâíÿ. Í à ñëåäóþùåì óðîâíå ýíåðãèÿ
îñòàâøèõñÿ (àêòèâíûõ) âèõðåé âíîâü ïåðåäàåòñÿ òîëüêî ÷àñòè âèõðåé è òàê
äàëåå. Â ðåçóëüòàòå â ïðîñòðàíñòâå îáðàçóåòñÿ ìíîãîìàñøòàáíàÿ ñèñòåìà
àêòèâíûõ è ïàññèâíûõ îáëàñòåé, êîòîðàÿ ïî ïîñòðîåíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî (ñì. ï.2.6 ÷àñòè 1).

È äåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôðàêòàëîâ äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïîëÿ äèññè-
ïàöèè ýíåðãèè âïåðâûå áûëà âûñêàçàíà â ðàáîòå Í îâèêîâà è Ñòüþàðòà â

Ðèñ.4.6
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1964ã.2 Ï ðîñòåéøàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà, ïðèâî-
äÿùàÿ ê ôðàêòàëàì, ïðåäëîæåíà â ðàáîòå 3. Ýòà ìîäåëü, íàçâàííàÿ àâòîðà-
ìè β -ìîäåëüþ, îïèñàíà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ô ðàêòàëû ïðèíåñëè â òåîðèþ òóðáóëåíòíîñòè  åùå îäíó âàæíóþ
èäåþ - èäåþ î íåîäíîçíà÷íîñòè ìàñøòàáíûõ ïîêàçàòåëåé, èíà÷å ãîâîðÿ,
èäåþ î ñîñóùåñòâîâàíèè â ðàçâèòûõ òóðáóëåíòíûõ ïîëÿõ ïîäìíîæåñòâ ñ
ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ìàñøòàáíîãî ïîäîáèÿ (ñêåéëèíãà).

Í àïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèÿ Íàâüå - Ñòîêñà ïîä÷èíÿþòñÿ øåñòè ïðèí-
öèïàì èíâàðèàíòíîñòè, òî åñòü, äîïóñêàþò øåñòü âèäîâ ïðåîáðàçîâàíèé,
ïðè êîòîðûõ ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ),( trv

rr  îñòàåòñÿ ðåøåíèåì ýòèõ
óðàâíåíèé:

1) ïðîñòðàíñòâåííûé ñäâèã,
2) ñäâèã ïî âðåìåíè,
3) ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ,
4) ÷åòíîñòü,
5) âðàùåíèå,
6) ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü (ñêåéëèíã).
Ï îñëåäíåå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ Íàâüå - Ñòîêñà èíâàðè-

àíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèþ
vrtvrt
rr

a
rr αα λλλ −+ ,,,, 1 .

Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â óðàâ-
íåíèè äâèæåíèÿ ñëåäóþùèõ ìíîæèòåëåé

vPvvvt
rrrrr ∆=∇+∇+∂ −−−−−−− 211212 ])[( ααα νλρλλ .

Ï ðè êîíå÷íîé âÿçêîñòè èíâàðèàíòíîñòü (ïîäîáèå) îáåñïå÷èâàåòñÿ
åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ðåøåíèåì 1=α , ýêâèâàëåíòíûì òðåáîâàíèþ ïî-
ñòîÿíñòâà ÷èñëà Ðåéíîëüäñà (âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ ìàñøòàá, âî
ñòîëüêî æå ðàç äîëæíà áûòü óìåíüøåíà ñêîðîñòü). Îäíàêî, ïðè 0→ν  ìàñ-
øòàáíîå ïîäîáèå îáåñïå÷èâàåòñÿ ëþáûì α . Ê41 äàåò ðåøåíèå 3/1=α , ìî-
íîôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü òèïà β -ìîäåëè ïðèâîäèò ê äðóãîìó, íî òàêæå åäèí-
ñòâåííîìó, ðåøåíèþ. Áèôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü (ïàðàãðàô 4.5.2) ïðåäïîëàãàåò
ñîñóùåñòâîâàíèÿ â ïîòîêå äâóõ ïîäìíîæåñòâ ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ïî-
äîáèÿ (ðàçëè÷íûìè α ), à ìóëüòèôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü (ïàðàãðàô 4.5.3) ðàñ-
ñìàòðèâàåò íåïðåðûâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ïîäìíîæåñòâ, ïðèâîäÿ
ê ïîíÿòèþ ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà.

                                                          
2 Í îâèêîâ Å.À., Ñòüþàðò Ð.Â. Ï åðåìåæàåìîñòü òóðáóëåíòíîñòè è ñïåêòð äèññèïàöèè ýíåðãèè // È çâ.ÀÍ
ÑÑÑÐ: Ñåðèÿ ãåîôèçè÷åñêàÿ. 1964. N.3. C.408-413.
3 Frisch U., Sulem P.-L., Nelkin M. A simple dynamic model of intermittent fully developed turbulence // J.Fluid
Mechanics. 1978. Vol.87. P.719-736.
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4.5.1. β -ìîäåëü

Îáðàòèìñÿ ê òóðáóëåíòíîñòè â êóáè÷åñêîé îáëàñòè è ðàññìîòðèì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìàñøòàáîâ

n
n ll −= 20 .

Í à êàæäîì ìàñøòàáå n  èñõîäíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà êóáèêè ñ ðåáðîì
nl , îáùåå ÷èñëî êîòîðûõ åñòü n

nllN 33
0 2)/( == .

Ñëåäóÿ ñõåìå ðèñ.4.6,á, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê êàæäîìó
ñëåäóþùåìó ìàñøòàáó àêòèâíîé îñòàåòñÿ òîëüêî çàäàííàÿ ÷àñòü êóáèêîâ
β , ïðè÷åì ýòà ÷àñòü åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïàðàìåòðîì
ìîäåëè. Äâóìåðíàÿ êàðòèíêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîìó ïîñòðîåíèþ ñ

4/3=β , ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.4.7.
Í à ìàñøòàáå n  ÷èñëî àêòèâíûõ

âèõðåé åñòü nNM β= , ãäå

)3(

3

0 2 −
−

=



== Dn

D

n

n
n l

lββ ,     (4.57)

à D  åñòü ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü
àêòèâíîé îáëàñòè. Âåëè÷èíà Dd −= 3 ,
ðàâíàÿ ðàçíîñòè ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà è ðàçìåðíîñòè ôðàêòàëüíî-
ãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ êîðàçìåð-
íîñòüþ è ïðîñòî ñâÿçàíà ñ ïàðàìåò-
ðîì β :

βln
2ln=d . (4.58)

Ðàññìîòðèì òåïåðü êàñêàä ýíåðãèè â òàêîé ìîäåëè. Õàðàêòåðíîå çíà-
÷åíèå  ïóëüñàöèè ñêîðîñòè íà ìàñøòàáå nl  îáîçíà÷èì êàê nvδ . Òîãäà õàðàê-
òåðíîå âðåìÿ (âðåìÿ îáîðîòà âèõðÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàñøòàáà) åñòü

nnn vlt δ/~ . Ï ðè ñïëîøíîì çàïîëíåíèè ïðîñòðàíñòâà (ñëó÷àé îäíîðîäíîé
òóðáóëåíòíîñòè) ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïóëüñàöèé ìàñøòàáà n

2~ nn vE δ , (4.59)

à ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè ÷åðåç äàííûé ìàñøòàá åñòü

Ðèñ.4.7
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n

n

n

n
n l

v
t
E 3

~~
δε . (4.60)

Òîãäà èç ãèïîòåçû ïîñòîÿíñòâà ïîòîêà ýíåðãèè â ëþáîì ìàñøòàáå, îòíî-
ñÿùåìñÿ ê èíåðöèîííîìó èíòåðâàëó,

const== εεn (4.61)

íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ êîëìîãîðîâñêîå âûðàæåíèå

( ) 3/1~ εδ nn lv . (4.62)

Â β - ìîäåëè ýíåðãèÿ äàííîãî ìàñøòàáà ñîñðåäîòî÷åíà òîëüêî â àêòèâíîé
÷àñòè ïîòîêà è ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè íà ýòîì ìàñøòàáå ðàâíà

nnn vE βδ 2
~ . (4.63)

Ãèïîòåçà (4.61) îñòàåòñÿ â ñèëå - ïîòîê ýíåðãèè ïî-ïðåæíåìó ïîñòîÿ-
íåí, íî, ïî ìåðå äâèæåíèÿ ê ìàëûì ìàñøòàáàì, îí ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ âñå â
ìåíüøåé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî,

εδβε =
n

n
n

n

n
n l

v
t
E 3

~~ , (4.64)

à âìåñòî (4.62) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè:

( ) ( ) 3/23/13/3/1 ~~ −− D
n

n
nn llv εβεδ . (4.65)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü D  íå ìîæåò áûòü ìåíüøå äâóõ,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ïóëüñàöèé ñêîðîñòè áóäåò íàðàñòàòü ñ
óìåíüøåíèåì ìàñøòàáîâ.

Ï îëó÷èì òåïåðü îöåíêó äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî ïî-
ðÿäêà. È ìååì

( ) ( )( ) 3/333/3/3/13/3/ ~~~)( qDq
n

qqnq
n

qq
nn

q
lnq llvvlS −−+−>=< εβεδβδ (4.66)

èëè

 ( )( )
3

33
3

qDq
q

−−+=ς . (4.67)

Â îòëè÷èå îò ëîãíîðìàëüíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ äàåò êâàäðàòè÷íóþ ïî-
ïðàâêó ê êîëìîãîðîâñêîìó çàêîíó 3/q  äëÿ ìàñøòàáíûõ ïîêàçàòåëåé, β  -
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ìîäåëü äàëà ëèíåéíóþ ïîïðàâêó, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 13 =ς , íî
íàðóøàåò òðåáîâàíèå 00 =ς .

4.5.2. Áèôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü

Â îñíîâå β -ìîäåëè ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå î òóðáóëåíòíîì ïîëå ñêîðî-
ñòåé, êàê îá îäíîðîäíîì ôðàêòàëå, õàðàêòåðèçóåìîì åäèíñòâåííûì ïàðà-
ìåòðîì. Äàâàåìûé ýòîé ìîäåëüþ ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì äëÿ
áîëüøèõ q , ãäå ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü )(qς õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíû-
ìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, îäíàêî âñòóïàåò â ÿâíûå ïðîòèâîðå÷èÿ
è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, è ñ òåîðåòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè ïðè

0→q .
Ñðåäè ïîïûòîê óñîâåðøåí-

ñòâîâàíèÿ β -ìîäåëè ìîæíî âûäå-
ëèòü äâå. Ï åðâàÿ - ýòî òàê íàçû-
âàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ β -ìîäåëü. Åñëè
â ñòàíäàðòíîé β -ìîäåëè îáëàñòè
äåëÿòñÿ íà àêòèâíûå è ïàññèâíûå,
òî åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òóð-
áóëåíòíîñòü â äàííîé òî÷êå ñóùå-
ñòâóåò, ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî
åäèíèöå, òî â ñëó÷àéíîé β -ìîäåëè
ââîäÿòñÿ äâà äîïîëíèòåëüíûõ ïà-
ðàìåòðà 1p  è 2p , îïðåäåëÿþùèå
âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè ïðè î÷åðåäíîì äðîáëåíèè íà
áîëåå àêòèâíóþ è ìåíåå àêòèâíóþ ÷àñòè.

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà âòîðîé ìîäèôèêàöèè β -ìîäåëè, ïî-
ëó÷èâøåé íàçâàíèå áèôðàêòàëüíîé ìîäåëè. È äåÿ ýòîé ìîäåëè ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèå äâóõ ôðàêòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ
ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ñêåéëèíãà âèäà (4.65) è ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàç-
ìåðíîñòÿìè 1D  è 2D . Äëÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè íà ìàñøòàáå n  ïîëó÷àåì
îöåíêó

2211
21~ PlPlv nnn
αα µµδ + ,

Ðèñ.4.8
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ãäå iµ  - íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè, à âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ýëåìåí-
òîâ ïîäìíîæåñòâ îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå
è ðàâíû  iD

n
n

ii llP −== 3
0 )/(β . Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè èìååì

2211 3
02

3
01 )/()/(~ D

n
D

nn llllv −+−+ + αα µµδ ,

à äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

221121 3
02

3
012211 )/()/(~~)( Dq

n
Dq

n
q

n
q

n
q

lnq llllPlPlvlS −+−+ ++>=< αααα µµµµδ . (4.68)

Í àñ èíòåðåñóåò âèä ìàñøòàáíûõ ìíîæèòåëåé â ñòåïåííûõ çàêîíàõ
qllS q
ς~)(  (4.49). Ïîñêîëüêó )/( 0lln  åñòü âåëè÷èíà ìàëàÿ, òî îïðåäåëÿþùèé

âêëàä â âûðàæåíèè (4.68) äàåò ñëàãàåìîå ñ íàèìåíüøèì ïîêàçàòåëåì ñòåïå-
íè. È ç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

( )2211 3,3min DqDqq −+−+= αας . (4.69)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäíî èç äâóõ ïîäìíî-
æåñòâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå êîëìîãîðîâñêîå ïîëå ( 3/1,3 11 == αD ),
à âòîðîå - ôðàêòàëüíîå ( 3/)2(,32 222 −=<< DD α ). Óñëîâèå (4.69) ïðèâîäèò ê










−−+
=

3
)3)(3(

3

3
2 qDq

q

qς   ïðè    
.3

3

>

≤

q

q
(4.70)

Ï îëó÷åííûé ðåçóëüòàò èëëþñòðèðóåò ðèñ.4.8, íà êîòîðîì ïîêàçàíû
ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå Ê41, β -ìîäåëè è èõ êîìáèíàöèè (4.70), ê êîòî-
ðîé ïðèâîäèò áèôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü.

4.5.3. Ì óëüòèôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì îïèñàííîé âûøå áèôðàêòàëüíîé ìîäåëè
ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî â òóðáóëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä-
ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ïîêàçàòåëåì α . Çíà-
÷åíèÿ  α  ëåæàò â èíòåðâàëå maxmin ααα << .

Ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ïîëó÷àþò âêëàä îò âñåõ ïîäìíîæåñòâ è îïðå-
äåëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè
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∫ 



>=<

max

min

)(~
0

α

α

α

ααδ dP
l
l

vS
q

q
lq ,

â êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
)(

0

~)(
α

α
f

l
l

P
−





 .

Òîãäà

∫
−





=

max

min

)(

0

~
α

α

αα

αd
l
l

S
fq

q . (4.71)

Ï îñêîëüêó 1/ 0 <<ll , òî íàèáîëüøèé âêëàä â èíòåãðàë äàåò ñîñòàâëÿþùàÿ ñ
ìèíèìàëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëüíî,

( ))(min αας fqq −= . (4.72)

Óñëîâèå ìèíèìóìà äàåò
)(αfq ′= . (4.73)

Â òàêîé ìîäåëè α  åñòü ëîêàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñêåéëèíãîâûõ
ñâîéñòâ, à ôóíêöèÿ )(αf , íàçûâàåìàÿ ìóëüòèôðàêòàëüíûì ñïåêòðîì, îïè-
ñûâàåò ãëîáàëüíóþ ïðèðîäó ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûì ñêåéëèí-
ãîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ìóëüòèôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü èìååò ïî ñóòè áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ïàðàìåòðîâ è ìîæåò îïèñàòü ëþáóþ ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåí-
íóþ çàâèñèìîñòü )(qς .

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà.
Ï óñòü èìååòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ âåëè÷èíà ξ  (ýòî ìîæåò áûòü
ïëîòíîñòü ýíåðãèè, çàâèõðåííîñòè, ñêîðîñòè äèññèïàöèè è ò.ä.). È ññëåäóå-
ìóþ îáëàñòü ðàçîáüåì íà êóáèêè ñ ðåáðîì l  (âñåãî N  êóáèêîâ) è ââåäåì âå-
ëè÷èíû

∑
=

=
N

i
i

i
i

1

ξ

ξρ ,

ãäå iξ  åñòü ñðåäíåå ïî êóáèêó i  çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû. Îï-
ðåäåëèì ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè

∑=
i

q
iqS ρ , (4.74)

è âñïîìíèì ââåäåííîå â ïàðàãðàôå 2.6.3 ÷àñòè 1 ïîíÿòèå îáîáùåííîé ðàç-
ìåðíîñòè, êîòîðàÿ åñòü (ñì. ôîðìóëó (2.37) )
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( ) lq
D i

q
i

lq ln1

ln
lim

0 −
=

∑
→

ρ
. (4.75)

È ñõîäÿ èç ìóëüòèôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëÿ, òî
åñòü ñ÷èòàÿ, ÷òî â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà èññëåäóåìàÿ âåëè÷èíà
ïîä÷èíÿåòñÿ ìàñøòàáíîìó çàêîíó òèïà αρ ll ~)(   ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
ïîêàçàòåëÿ α , ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (4.71), à èìåííî

 ∫ −
max

min

)(~
α

α

αα αdlS fq
q . (4.76)

Ï ðè 0→l  â èíòåãðàëå (4.76) äîìèíèðóþùóþ ðîëü èãðàþò îáëàñòè,
îáåñïå÷èâàþùèå  ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëü-
íî, çíà÷åíèå âåëè÷èíû qς  îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (4.72)-(4.73).

Ï óñòü )(~ qα  åñòü çíà÷åíèå α , îáåñïå÷èâàþùåå óñëîâèå ìèíèìóìà (4.73)
äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ q . Òîãäà

)~(~
~ αα fq

q lS − .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (4.75)

( ) )1(
)~(~

ln1

ln
lim

0 −
−≅

−
=

→ q
fq

lq

S
D q

lq
αα

èëè
)1()(~)~( −−= qDqqf qαα . (4.77)

Âûðàæåíèå (4.77) äèôôåðåíöèðóåì ïî q . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
dq
d

d
df

dq
df α

α
=  è

óñëîâèå (4.73), ïîëó÷àåì

( )[ ]qDq
dq
d

q 1)(~ −=α . (4.78)

Ðèñ.4.9
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Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. È ìåÿ èçìåðåíèÿ iξ , ïî ôîðìóëå (4.75) âû÷èñëÿþò
ðàçìåðíîñòü )(qD  äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé q  (êàê ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è
îòðèöàòåëüíûõ). Çàòåì ïî ôîðìóëå (4.78) îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ )(~ qα , îáåñ-
ïå÷èâàþùèå ìèíèìóì (4.72) äëÿ äàííîãî q . Ï îñëå ýòîãî ïî ôîðìóëå (4.77)
âû÷èñëÿþò ñïåêòð )(αf .

Òèïè÷íûé âèä ôóíêöèé )(qD  è )(αf  ïîêàçàí íà ðèñ.4.9. Ô óíêöèÿ )(qD
ïåðåñåêàåò îñü îðäèíàò â òî÷êå, äàþùåé ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà (òðè,
åñëè ðå÷ü èäåò îá îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïîòîêå, ëèáî äâà, åñëè èññëåäóåòñÿ
äâóìåðíàÿ êàðòèíà). Í à ãðàôèêå )(αf  òî÷êà ìàêñèìóìà ñîîòâåòñòâóåò ìî-
ìåíòó íóëåâîãî ïîðÿäêà ( 0)( ==′ qf α ). Àáñöèññà ýòîé òî÷êè, îáîçíà÷åííàÿ
íà ðèñóíêå êàê 0α , äàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ñêåéëèíãà α . Íàèáîëåå
âåðîÿòíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû α  äàåò òî÷êà 1α , îïðåäåëÿþùàÿ òî÷êó êðè-
âîé, â êîòîðîé  1=′= fq .

4.6. Ëîãïóàññîíîâñêèå ìîäåëè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëè ïîñëåäíåãî ïîêîëåíèÿ, âîç-
íèêøèå â ñåðåäèíå 90-õ ãîäîâ. Ï åðâîé îïèñàíà ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ Ø å è
Ëåâåêîì â 1994 ãîäó 4. Îñíîâàííàÿ íà òðåõ ãèïîòåçàõ, èç êîòîðûõ äâå êàçà-
ëèñü íå î÷åíü óáåäèòåëüíûìè, ìîäåëü äàëà ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ çàâèñè-
ìîñòè qς . Ï î ñ÷àñòëèâîìó ñòå÷åíèþ îáñòîÿòåëüñòâ, â ýòî æå âðåìÿ ãðóïïîé
èòàëüÿíñêèõ è ôðàíöóçñêèõ èññëåäîâàòåëåé ýêñïåðèìåíòàëüíî áûë îáíà-
ðóæåí ëþáîïûòíûé ôàêò, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ðàñøèðåííîé àâòîìîäåëü-
íîñòè, êîòîðûé ïîçâîëèë ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòàëü-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé  qς  äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé âûñîêèõ ïî-
ðÿäêîâ. Íîâûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû óäèâèòåëüíî õîðîøî ñîâïà-
ëè ñ ôîðìóëîé Ø å - Ëåâåêà. Ñóùåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîé ìîäåëè áûëî
ñäåëàíî Á.Äþáðþëü5, êîòîðàÿ âêëþ÷èëà â ìîäåëü è èäåþ ðàñøèðåííîé àâ-
òîìîäåëüíîñòè. Ðàñøèðåííîé àâòîìîäåëüíîñòè ïîñâÿùåí âòîðîé ïàðàãðàô
ðàçäåëà. Ì îäåëü Äþáðþëü îïèñàíà â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ýòîãî ðàçäåëà.

                                                          
4 She Z.S., Leveque E. Universal scaling laws in fully developed turbulence // Physical Review Letters, 1994.
Vol.72. P.336-339.
5 Dubrulle B. Intermittency in fully developed turbulence: log-Poisson statistics and generalized scale covariance
// Physical Review Letters, 1994. Vol.73. P.959-962.
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4.6.1. Ì îäåëü Ø å - Ëåâåêà

Ì îäåëü Ø å - Ëåâåêà äåðæèòñÿ íà òðåõ ãèïîòåçàõ. Ï åðâàÿ - ýòî ãèïîòå-
çà ïîäîáèÿ, ââåäåííàÿ Êîëìîãîðîâûì â ìîäåëè Ê62

3/3/~)( qq
l

q
lq lvlS ><>=< εδ , (4.50)

êîòîðàÿ çàïèñûâàëàñü âûøå è â âèäå

3/3 qq
q τς += , (4.52)

ïðåäïîëàãàþùåì ñóùåñòâîâàíèå ñòåïåííîãî çàêîíà qlq
l

τε ~><  äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ïîëÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè.

Ì îäåëü ñîäåðæèò â ñåáå è èäåþ ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè ðàçâèòîé òóð-
áóëåíòíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâíîé (êà÷åñòâåííûé) âûâîä èç ìóëüòèô-
ðàêòàëüíîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî â ïîòîêå ñîñóùåñòâóþò îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ñêåé-
ëèíãà è ÷òî äëÿ ìîìåíòîâ (ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé) ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà îï-
ðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàþò îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ñêåéëèíãîì. Â ðàññìàòðè-
âàåìîé ìîäåëè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äèññèïàöèÿ ýíåðãèè lε  õàðàêòåðèçóåòñÿ «èå-
ðàðõèåé ôëóêòóèðóþùèõ ñòðóêòóð» )(q

lε , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê îòíî-
øåíèå ïîñëåäóþùèõ ìîìåíòîâ ïîëÿ äèññèïàöèè

><
><=

+

q
l

q
lq

l ε
εε

1
)( . (4.79)

Ï îñëåäîâàòåëüíîñòü îòíîñèòåëüíûõ ìîìåíòîâ )(q
lε  îãðàíè÷åíà, ñ îäíîé

ñòîðîíû, ÷ëåíîì )0(
lε , êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ñêîðîñòè

äèññèïàöèè ( εε =)0(
l ), è ÷ëåíîì

><
><=

+

∞→

∞
q

l

q
l

ql ε
εε

1
)( lim (4.80)

ñ äðóãîé ñòîðîíû. Îòíîñèòåëüíûå ìîìåíòû (4.79) óäîáíû òåì, ÷òî âñå îíè
èìåþò ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè äèññèïàöèè. Ïîëå äèññèïàöèè êðàéíå íåîä-
íîðîäíî è ôîðìèðóåòñÿ ñòðóêòóðàìè ñ ðàçëè÷íûìè ñêåéëèíãîâûìè ñâîéñò-
âàìè. ×åì áîëüøå  íîìåð îòíîñèòåëüíîãî ìîìåíòà q , òåì áîëåå íåîäíî-
ðîäíûå ñòðóêòóðû îí îïèñûâàåò. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (4.80) ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ïðåäåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ
ñòðóêòóð, â êîòîðûõ ñêîðîñòü äèññèïàöèè äîñòèãàåò ýêñòðåìàëüíî áîëüøèõ
çíà÷åíèé. È ñõîäÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé ïîñëåäíèõ ëåò, àâòî-
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ðû ìîäåëè ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ýòè ïðåäåëüíûå ñòðóêòóðû èìåþò âèä âèõðå-
âûõ íèòåé ñ ðàçìåðíîñòüþ 1=D .

Äâå îñòàâøèåñÿ ãèïîòåçû êàñàþòñÿ ñâîéñòâ îòíîñèòåëüíûõ ìîìåíòîâ
)(q

lε . Ãèïîòåçà 2 ââîäèò óíèâåðñàëüíóþ ñâÿçü, ñâÿçûâàþùóþ ñòàðøèé ìî-
ìåíò  ñ ìëàäøèì,

)1()()()1( ββ
εεε

−∞+ = l
q

lq
q

l A . (4.81)

Ñîîòíîøåíèå âêëþ÷àåò íåèçâåñòíûé ïîêà ïàðàìåòð β  è ÿâëÿåòñÿ,
ïîæàëóé, ñàìûì ñèëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì, ñäåëàííûì ïðè ïîñòðîåíèè
ìîäåëè. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ãèïîòåçà îòíîñèòåëüíî ñâÿçè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìî-
ìåíòîâ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ åñòü, ïî ñóòè, ãèïîòåçà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ìîìåíòû êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî ãèïîòåçà (4.81) ïîäðàçóìåâàåò ëîãïóàññîíîâ-
ñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ýòîò ôàêò áûë îáíàðóæåí ïîçæå, íåçàâèñèìî
×.-Ç.Ø å è Á.Äþáðþëü).

Òðåòüÿ ãèïîòåçà êàñàåòñÿ âåëè÷èíû )(∞
lε . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà

ïîä÷èíÿåòñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó
3/2)( ~ −∞ llε . (4.82)

Ô èçè÷åñêàÿ ìîòèâèðîâêà (4.82) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êàê óêàçûâà-
ëîñü âûøå, âåëè÷èíà )(∞

lε  çàâèñèò îò ïðåäåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð è
èìååò ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè äèññèïàöèè  ýíåðãèè. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàç-
ìåðíûõ ñîîáðàæåíèé

l
l t

E ∞
∞ δε ~)( ,

ãäå ∞Eδ  åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè, äîñòóïíîé äèññèïàöèè â òåõ íèòåâèäíûõ
ñòðóêòóðàõ, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â ýòèõ äèññèïàòèâíûõ
ñòðóêòóðàõ èìååò ìåñòî êâàçèðàçðûâ, òî åñòü íåçàâèñèìî îò ìàñøòàáà

0vvl δδ ≈   è ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò ìàñøòàáà l . Ì àñøòàá âðåìåíè ïðèíèìàåò-
ñÿ êîëìîãîðîâñêèì ( 3/23/1~ lt l

−ε  ), ÷òî ïðèâîäèò ê îöåíêå

3/2)( ~
1

~ −∞ l
t l

lε .

Í à îñíîâå ââåäåííûõ ãèïîòåç ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñòðóê-
òóðíûõ ôóíêöèé ïîëÿ äèññèïàöèè, à çàòåì è ïîëÿ ñêîðîñòè. È ç òðåòüåé ãè-
ïîòåçû (4.82) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ∞→q

3/2
1

)( ~~
1

−
+ +

><
><= l

l
l

q

q

q
l

q
lq

l τ

τ

ε
εε
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ q

Cqq +−=
3
2τ . (4.83)

Ï îëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèÿìè î ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðå ñ ðàçìåðíîñòüþ
D  ìîæíî çàïèñàòü (ïî-ïðåæíåìó äëÿ áîëüøèõ q )

D/qq
l ll~ −−>< 332ε ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîíñòàíòà C  èìååò ñìûñë êîðàçìåðíîñòè, à ïîñêîëüêó
ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñòðóêòóðû åñòü íèòè, òî èõ êîðàçìåð-
íîñòü ðàâíà äâóì. Òàêèì îáðàçîì, 2=C .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ  çíà÷åíèé q  ê âûðàæåíèþ (4.83) ñëåäóåò äîáàâèòü
ôóíêöèþ, âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âòîðîé ãèïîòåçû. È òàê,

Cqqfq +−=
3
2

)(τ , (4.84)

ïðè÷åì 0)( →qf  ïðè ∞→q . Âûðàæåíèå (4.81) ïåðåïèøåì â âèäå

)1()(
1

1

2
β

β

ε
ε
ε

ε
ε −∞

+

+

+







><
><=

><
><

lq
l

q
l

qq
l

q
l A ,

ýêâèâàëåíòíîì óðàâíåíèþ

)1(
3
2

)1( 12 ββττβτ −−−+= ++ qqq .

Ï îëüçóÿñü ôîðìóëîé (4.84),  ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè )(qf

0112 =+++−+ )q(f)q(f)()q(f ββ , (4.85)

ðåøåíèå êîòîðîãî  åñòü qqf αβ=)(  è, ñëåäîâàòåëüíî,

Cqq
q +−=

3
2αβτ .

Âõîäÿùèå â ðåøåíèå êîíñòàíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé 010 ==ττ
( 010 ~,1 lll εεε >=<>=< ). È ç ïåðâîãî óñëîâèÿ

2−=−= Cα ,
èç âòîðîãî -
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3
23/2 =−=

C
Cβ .

Îêîí÷àòåëüíî èìååì
















−+−=

q

q
q

3
2

12
3

2τ , (4.86)

à ïîëüçóÿñü ïåðâîé ãèïîòåçîé  - ãèïîòåçîé ïîäîáèÿ Ê62  (4.52), ïîëó÷àåì
èñêîìóþ ôîðìóëó äëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïîëÿ
ñêîðîñòè



















−+=

3

3
212

9

q

q
qς . (4.87)

Ì îäåëü Ø å - Ëåâåêà ïðå-
òåíäóåò íà òî, ÷òî îíà ëèøåíà
ïàðàìåòðîâ. Ýòî íå ñîâñåì òàê,
ïîñêîëüêó ëåæàùèå â åå îñíîâå
ãèïîòåçû ñîäåðæàò  â ñåáå êî-
ëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè
(íàïðèìåð, ñòåïåíü äâå òðåòè â
ãèïîòåçå 3). Òåì íå ìåíåå, ïî-
ëó÷åííàÿ ôîðìóëà çàìå÷àòåëü-
íûì îáðàçîì âîñïðîèçâîäèò
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ
âåëè÷èí qς . Í à ðèñ.4.10 ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå äàííûå, âçÿòûå
èç ðàçëè÷íûõ ðàáîò, ïðèâåäå-
íû âìåñòå ñ êðèâûìè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè âñåì ðàññìîòðåí-
íûì íàìè ìîäåëÿì.

4.6.2. Ðàñøèðåííàÿ àâòîìîäåëüíîñòü

Ðàñøèðåííàÿ àâòîìîäåëüíîñòü (â îðèãèíàëå - Extended Self Similarity,
äàâøàÿ óæå óñòîÿâøóþñÿ àááðåâèàòóðó ESS, êîòîðîé ìû òàêæå áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ) - ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåííûé ôàêò, íå íàøåäøèé
åùå äîñòàòî÷íîãî òåîðåòè÷åñêîãî îñìûñëåíèÿ.

Ï åðâûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè èçìåðåíèÿõ ñâîéñòâ ìåëêî-
ìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå è îïóáëèêîâàíû â

Ðèñ.4.10
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ðàáîòå 6. Ö åëü ðàáîòû ñîñòîÿëà â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé
)(lSq  è  >=< q

lq vlT ||)( δ  (4.20). Âî-ïåðâûõ, â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ôóíêöèè qT  ñòàòèñòè÷åñêè áîëåå óñòîé÷èâû (äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ òðåáóåòñÿ
ìåíüøåå ÷èñëî ðåàëèçàöèé) è ïîä÷èíÿþòñÿ òåì æå ñòåïåííûì çàêîíàì, ÷òî
è ôóíêöèè qS  (ðå÷ü èäåò î ôóíêöèÿõ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ, ïîñêîëüêó äëÿ
÷åòíûõ ôóíêöèè ïðîñòî ñîâïàäàþò).  Âî-âòîðûõ, áûëà îáíàðóæåíà èíòå-
ðåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

Í àïîìíèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòåïåííûõ ïîêàçàòåëåé qς  îáû÷íî
èñïîëüçóþò äâîéíûå ëîãàðèôìè÷åñêèå êîîðäèíàòû, îòêëàäûâàÿ ëîãàðèôì
ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò ëîãàðèôìà ìàñ-
øòàáà. Íà ãðàôèêàõ âûäåëÿþò ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê è, ñ÷èòàÿ, ÷òî
èìåííî îí ñîîòâåòñòâóåò èíåðöèîííîìó èíòåðâàëó, îïðåäåëÿþò ïî åãî íà-
êëîíó ïîêàçàòåëü qς . ×åì âûøå ïîðÿäîê ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè, òåì êîðî÷å
è ìåíåå âûðàæåííûì ñòàíîâèòñÿ ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê íà ãðàôèêå.

Í à ðèñ.4.11 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè
âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûå äëÿ  òå÷åíèÿ â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå ïðè
òðåõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà (êâàäðàòû - 6000Re = , êðóæêè - 22500Re =
è êðåñòû - 47000Re = ). È çó÷àÿ ýòè äàííûå, ìîæíî âèäåòü, ÷òî âîïðîñ îá
èäåíòèôèêàöèè èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà äàëåêî íå ïðîñò äàæå äëÿ äîñòà-
òî÷íî âûñîêèõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ðåéíîëüäñà.

 Îáðàáàòûâàÿ ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïóëüñà-
öèé ñêîðîñòè, àâòîðû ïðåäëîæèëè íåîáû÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ. Ïî
îñè àáñöèññ âìåñòî ìàñøòàáà l   áûëà îòëîæåíà ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ
òðåòüåãî ïîðÿäêà 3S . Â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå, ñîãëàñíî çàêîíó «÷åòûðåõ
ïÿòûõ» (4.46), ýòà çàìåíà òîæäåñòâåííà è íå ìîæåò èçìåíèòü íàêëîí êðè-
âîé. Í åîæèäàííûé ðåçóëüòàò ñîñòîÿë â òîì, ÷òî ïðè ïðåäñòàâëåíèè ðåçóëü-
òàòîâ â êîîðäèíàòàõ )ln,(ln 3SSq  èíåðöèîííûé èíòåðâàë ñòàíîâèòñÿ áîëåå
âûðàæåííûì - ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê ãðàôèêà ïðîäëÿåòñÿ äî ìàñøòàáîâ,

                                                          
6 Benzi R., Ciliberto S., Tripiccione R., Baudet C., Massaioli F., Succi S. Extended self-similarity in turbulent
flows // Physical Review E, 1993. Vol.48. P.R29-R32.Ðèñ.4.11 Ðèñ.4.12
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ëèøü â íåñêîëüêî ðàç ïðåâûøàþùèõ äèññèïàòèâíûé ìàñøòàá λ . Âàæíî,
÷òî íàêëîí êðèâîé îñòàåòñÿ ïðè ýòîì ïðåæíèì.

Í à ðèñ.4.12, âçÿòîì èç òîé æå ðàáîòû, âñå äàííûå ïðåäûäóùåãî ðè-
ñóíêà ïðåäñòàâëåíû â òàêèõ êîîðäèíàòàõ. Âèäíî, ÷òî âñå äàííûå (äàæå
ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì ðåæèìàì òå÷åíèÿ) ëåãëè íà îäíó ïðÿìóþ, îïðåäå-
ëåíèå íàêëîíà êîòîðîé íå âûçûâàåò òðóäà. Òàêèì îáðàçîì, îáíàðóæåííûé
ýôôåêò ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòå-
ëåé qς .

È íòåðåñíî, ÷òî ESS ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ «èíåðöèîííîãî èíòåðâà-
ëà» è ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, êîãäà â îáû÷-
íîì ïðåäñòàâëåíèè èíåðöèîííûé èíòåðâàë íå îáíàðóæèâàåòñÿ âîâñå.

Â áîëåå îáùåì âèäå ðàñøèðåííàÿ àâòîìîäåëüíîñòü (ESS) ïðîÿâëÿåòñÿ
ïðè ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè âèäà

pq
pq SlS ςς /)( = , (4.88)

òî åñòü ðàñøèðåíèå èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïðîèñõîäèò ïðè èñïîëüçîâà-
íèè â êà÷åñòâå îñåé êîîðäèíàò ëþáîé ïàðû ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé.   

4.6.3. Ì îäåëü Ø å - Ëåâåêà - Äþáðþëü

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì îáîáùåíèå  ìîäåëè Ø å - Ëåâåêà, ïðåäëî-
æåííîå Á.Äþáðþëü. Â îñíîâå îáîáùåíèÿ ëåæàò ñëåäóþùèå èäåè. Âî-
ïåðâûõ, èñïîëüçóÿ ðàñøèðåííóþ àâòîìîäåëüíîñòü, èçáàâèòüñÿ îò àáñîëþò-
íîãî ìàñøòàáà l . Âî-âòîðûõ, îòêàçàòüñÿ îò ïîïûòêè ïîëó÷åíèÿ áåñïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî ãèïîòåç,
àïðèîðíî çàëîæåíûõ â ìîäåëü, íî â ðàñïëàòîé çà ýòî ÿâëÿþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå ïàðàìåòðû, òðåáóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ. Â-
òðåòüèõ, âìåñòî âåëè÷èíû lε  ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà

)(∞=
l

l
l ε

επ , (4.89)

ÿâëÿþùàÿñÿ áåçðàçìåðíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè (ëè-
áî ïîòîêà ýíåðãèè) íà ìàñøòàáå l .

Â ôîðìóëèðîâêå Äþáðþëü òðè ãèïîòåçû Ø å - Ëåâåêà ïðèîáðåòàþò
ñëåäóþùèé âèä:

I) ìîäèôèöèðîâàííàÿ ãèïîòåçà ïîäîáèÿ
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><
=

><
=

>< l

l

l

l
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l

l

v
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π

ε
ε

δ
δ

3

3

, (4.90)

ãäå çíàê 
stat
=  îçíà÷àåò íàëè÷èå îäèíàêîâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ;

II) èåðàðõèÿ ìîìåíòîâ

β

π
π

π
π







><
><=

><
><

−

+

1

1

q
l

q
l

qq
l

q
l A ; (4.91)

III) ãèïîòåçà î ïåðåìåæàåìîñòè (î íàëè÷èè ñòåïåííîãî çàêîíà äëÿ âå-
ëè÷èíû >< lπ )

∆






 ><><
λε
δπ

3

~ l
l

v . (4.92)

Ñâÿçü ìîäèôèöèðîâàííîé ãèïîòåçû ïîäîáèÿ ñ ãèïîòåçîé ïîäîáèÿ Ê62 áó-
äåò îáñóæäåíà íèæå. Âòîðàÿ ãèïîòåçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷íóþ êîïèþ
ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïîòåçû Ø å - Ëåâåêà, ïåðåïèñàííîé â òåðìèíàõ âåëè÷è-
íû lπ . Â òðåòüåé ãèïîòåçå ïîÿâèëñÿ íåçàâèñèìûé  ïàðàìåòð ∆ , õàðàêòåðè-
çóþùèé ñêåéëèíãîâûå ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíûõ ñòðóêòóð (â âûðàæåíèè
(4.98) â çíàìåíàòåëå ñòîèò âåëè÷èíà )(∞

lε ).
Ãèïîòåçû (4.90)-(4.92) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïîñëå íåñëîæíûõ

âû÷èñëåíèé ôîðìóëó äëÿ ïîêàçàòåëåé qς . Äëÿ ýòîãî, ïîëüçóÿñü âòîðîé ãè-
ïîòåçîé, ïîëó÷àåì ñâÿçü âûñøèõ ìîìåíòîâ âåëè÷èíû lπ  ñ ïåðâûì. Äåéñòâè-
òåëüíî, (4.91) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ββ πππ −−++ ><>>=<< 111 q
l

q
l

q
l (4.93)

è ïîñòðîèòü öåïî÷êó âûðàæåíèé
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β
β

ππ −
−

>>=<< 1
1 q

l
q

l . (4.94)

È ñïîëüçóÿ òðåòüþ ãèïîòåçó (4.92), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

 β
β

δπ −
−∆

><>< 1
1

~
q

l
q

l v . (4.95)

×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïóëüñàöèé ïî-
ëÿ ñêîðîñòè, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâîé ãèïîòåçîé (4.90)

β
β

δ
π
πδδ −

−∆+∆−
>=<

><
><><>< 1

1
)1(

33
3/

3/
3/3

3/

~
qq

lq
l

q
lq

l
q

l vvv .

Òîãäà ôîðìóëà äëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè åñòü

( )
β
βς
−
−∆+∆−=
1

1
1

3

3/q

q
q . (4.96)

Â ðåçóëüòèðóþùóþ ôîðìóëó âõîäÿò äâà ïàðàìåòðà, êîòîðûå äîëæíû
áûòü îïðåäåëåíû îïûòíûì ïóòåì: β  è ∆ . Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû óâè-
äèì, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ, äåëàÿ ìîäåëü ðàáîòîñïîñîáíîé â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ òóðáó-
ëåíòíûõ ïîòîêàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî âûáîð 3/2=∆=β  äåëàåò ôîðìóëó (4.96)
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëå Ø å - Ëåâåêà (4.87).

Åùå îäèí âàæíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû Äþáðþëü ñîñòîÿë â òîì, ÷òî áûë
ïîêàçàí ñìûñë ãèïîòåçû îá «èåðàðõè÷åñêîé ñâÿçè ìîìåíòîâ».  Òî÷íåå ãî-
âîðÿ, åé óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ãèïîòåçà (4.91) ïðè 1≡qA  ñîîòâåòñòâóåò òðå-
áîâàíèþ î ëîã-ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè âåëè÷èíû lπ .

Ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòè âèäà

)1(
)(

+Γ
=

−

y
e

yP
yy µµ , (4.97)

ãäå >=< yµ , à Γ åñòü ãàììà-ôóíêöèÿ. Ëîãïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå ãèïîòåçå (4.91), ïîëó÷àåòñÿ ïðè

β
π

ln
ln ly = .

Í åêîòîðûå àðãóìåíòû â ïîëüçó ëîãïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòè â òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ áóäóò äàíû íèæå. Ñïðàâåäëèâîñòè ðà-
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äè, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ñäåëàíû ïîïûòêè îïèñàòü
ñëó÷àéíûå òóðáóëåíòíûå ïîëÿ è ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
(íàïðèìåð, ëîã-ëåâè) è îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î çàêîíàõ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ äàëåêî íå ÿñåí.
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5. ÄÂÓÌ ÅÐÍÀß  ÒÓÐÁÓËÅÍ ÒÍÎÑÒÜ

Ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì óïðîùåíèÿ ôèçè÷åñêîé çàäà÷è ïðè åå
òåîðåòè÷åñêîì è ÷èñëåííîì ðåøåíèè ÿâëÿåòñÿ ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà. È ìåííî äëÿ äâóìåðíîé ïîñòàíîâêè ïîëó÷åíû ïî÷òè âñå òî÷íûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Í àâüå - Ñòîêñà. Êàê ïðàâèëî, è ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷ î ëàìèíàðíîì òå÷åíèè æèäêîñòè ïðîâîäÿò äëÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè.
Ï ðè ïåðåõîäå ê òóðáóëåíòíûì òå÷åíèÿì, êîãäà ÷èñëî òî÷åê, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòîêà, ðàñòåò ñîãëàñíî îöåíêå (4.26) êàê ÷èñëî Ðåé-
íîëüäñà â ñòåïåíè «9/4» è áûñòðî äîñòèãàåò ïðåäåëîâ âîçìîæíîñòåé âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ìàøèí, òàêæå êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì íà÷àòü ÷èñëåííîå ìîäåëè-
ðîâàíèå òóðáóëåíòíîñòè ñ ðàññìîòðåíèÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé.

Îäíàêî, òóðáóëåíòíîñòü - ÿâëåíèå ñóùåñòâåííî òðåõìåðíîå è â ñëó÷àå
òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ ïåðåõîä ê ïëîñêîé ãåîìåòðèè ïðèâîäèò ê êà÷åñò-
âåííûì èçìåíåíèÿì ñâîéñòâ òå÷åíèé. Ô àêò, ÷òî äâóìåðíàÿ òóðáóëåíòíîñòü
íå ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííîé ìîäåëüþ òðåõìåðíîé, áûë óñòàíîâëåí íåçàâèñèìî
Êðåé÷íàíîì  è Áýò÷åëîðîì  â ñåðåäèíå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ. Ïðàêòè÷åñêè
ñðàçó ñòàëî ÿñíî è òî, ÷òî øàíñîâ íà ðåàëèçàöèþ ÷èñòî äâóìåðíîé òóðáó-
ëåíòíîñòè â ïðèðîäíûõ è äàæå â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ôàêòè÷åñêè íåò.
Í åñìîòðÿ íà ýòî, äâóìåðíàÿ òóðáóëåíòíîñòü ïðèâëåêëà ê ñåáå çíà÷èòåëüíîå
âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé, êîòîðîå íå îñëàáåâàåò è ïî ñåãîäíÿøíèé äåíü.
Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî íåñêîëüêèìè ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ, êà÷åñòâåííîå ñâîå-
îáðàçèå äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè äàåò ïðåêðàñíûå âîçìîæíîñòè äëÿ îï-
ðîáîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè (ìîäåëü, ïðåòåíäóþùàÿ íà
àäåêâàòíîå îïèñàíèå òóðáóëåíòíîñòè, äîëæíà áûòü ÷óâñòâèòåëüíîé ê èç-
ìåíåíèþ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ïðàâèëüíî îòðàæàòü åå ñâîéñòâà â
ñëó÷àå òðåõ è äâóõ èçìåðåíèé). Âî-âòîðûõ, äâóìåðíàÿ òóðáóëåíòíîñòü ñòà-
ëà äîñòóïíîé äëÿ ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ óæå â 70-õ ãîäàõ (â 80-
õ ñ ïîÿâëåíèåì ÝÂÌ  òèïà «Cray» óäàëîñü âûéòè íà ñåòêè ðàçìåðîì
1024õ1024, äîñòàòî÷íûå äëÿ ïðèëè÷íîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ èíåðöèîííûõ
èíòåðâàëîâ), à òàêîå æå ðàçðåøåíèå äëÿ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ ñòàëî âîç-
ìîæíûì òîëüêî â ïîñëåäíèå ãîäû.  Òðåòüÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, õî-
òÿ ñòðîãî äâóìåðíûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé è íå ñóùåñòâóåò, íåêîòîðûå
÷åðòû äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ïðîÿâëÿþò ìíîãèå êðóïíîìàñøòàáíûå
ãåîôèçè÷åñêèå è àñòðîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ (â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáû÷íî ãîâîðÿò
î êâàçèäâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè).
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5.1. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è èíåðöèîííûå èíòåðâàëû

Ñíîâà âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì Íàâüå - Ñòîêñà è îñòàíîâèìñÿ íà âî-
ïðîñå îá èíòåãðàëàõ äâèæåíèÿ, òî åñòü âåëè÷èíàõ, ñîõðàíÿåìûõ óðàâíå-
íèÿìè ïðè íåâÿçêîé ýâîëþöèè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèøåì â ïåðåìåí-
íûõ Ëàãðàíæà

vpvd t
rrr ∆+∇−= − νρ 1 ,            (5.1)

óìíîæèì íà ñêîðîñòü è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáúåìó V , âêëþ÷àþùåìó
âñþ äâèæóùóþñÿ æèäêîñòü

∫∫∫ ∆+∇−= −

VVV
t dVvvdVvpdV

v
d

rrrr
νρ 1

2

2
. (5.2)

Ï åðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.2) ðàâåí íóëþ. Äåéñò-
âèòåëüíî,

( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫ ==∇=∇−∇=∇
V SV VV

SdvpdVvpdVvpdVvpdVvp .0
rrrrrrrrrr

Ï ðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè è
òåîðåìà Ãàóññà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îò èíòåãðàëà ïî îáúåìó ïåðåøëè ê èí-
òåãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòü âûáèðàåòñÿ òàêîé, ÷òî îíà îõâàòûâà-
åò âåñü îáúåì, çàíÿòûé äâèæóùåéñÿ æèäêîñòüþ, è ñêîðîñòü â ëþáîé òî÷êå
ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà íóëþ.

Ï îñëåäíåå ñëàãàåìîå â (5.2) ïðåîáðàçóåì, èñïîëüçóÿ äâå  ôîðìóëû
âåêòîðíîãî àíàëèçà,

( ) ( ) AAA
rrrrrrr
∆−∇∇=×∇×∇ , (5.3)

( ) ( ) ( )BAABBA
rrrrrrrrr

×∇−×∇=×∇ , (5.4)
è ïîëó÷èì

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) .rotrotrot 22 ∫∫∫
∫ ∫∫∫

−=−×=

=×∇×∇−×∇×∇=×∇×∇−=∆

VVS

V VVV

dVvdVvSdvv

dVvvdVvvdVvvdVvv

rrrrr

rrrrrrrrvrrrrr

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå
v
rr

rot=ω (5.5)

(íàïîìíèì, ÷òî ωr  íàçûâàåòñÿ çàâèõðåííîñòüþ), ïðèõîäèì ê óðàâíå-
íèþ äëÿ ýâîëþöèè îáùåé ýíåðãèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè
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∫ Ω−=−=
V

t dVÅd νων 2|| 2r , (5.6)

ãäå âåëè÷èíà

∫=Ω
V

dV2||
2
1 ωr , (5.7)

ðàâíàÿ èíòåãðàëó îò êâàäðàòà çàâèõðåííîñòè ïî âñåìó îáúåìó, íàçû-
âàåòñÿ ýíñòðîôèåé.

Ñâîáîäíàÿ ýâîëþöèÿ òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ñîïðîâîæäàåòñÿ,
êàê ìû âûÿñíèëè âûøå, ïåðåíîñîì ýíåðãèè ê ìàëûì ìàñøòàáàì. Â òåðìè-
íàõ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè )(kE  ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåíîñó ýíåð-
ãèè ê áîëüøèì âîëíîâûì ÷èñëàì. Äëÿ ýíñòðîôèè òàêæå ìîæíî ââåñòè
ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü )(kΩ , ïðè÷åì â ñèëó (5.5) îíà ñâÿçàíà ñî ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

)(~)( 2 kEkkΩ , (5.8)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïåðåíîñ
ýíåðãèè ê áîëüøèì âîëíîâûì ÷èñëàì
(ìàëûì ìàñøòàáàì) âëå÷åò çà ñîáîé
ðîñò ýíñòðîôèè. Ðîñò ýíñòðîôèè, â
ñâîþ î÷åðåäü, ñîãëàñíî (5.6) ïðèâîäèò
ê ðîñòó ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè
( Ed t≡ε ). Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê
ñëåäóþùåé êà÷åñòâåííîé êàðòèíå äëÿ
ýâîëþöèè ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåð-
ãèè â òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè
(ðèñ.5.1): íà ðàííèõ ýòàïàõ ïðîèñõîäèò
óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè äèññèïàöèè ñ ïî-
ñëåäóþùèì åå óáûâàíèåì. È çìåíåíèå
ε  íîñèò ïðè ýòîì êðàéíå íåðåãóëÿðíûé
õàðàêòåð, èçîáèëóÿ êðàòêîâðåìåííûìè âñïëåñêàìè è ïðîâàëàìè.

Êà÷åñòâåííî ïðîöåññû ïåðåäà÷è ýíåðãèè ê ìàëûì ìàñøòàáàì ñ îäíî-
âðåìåííûì ðîñòîì çàâèõðåííîñòè îïèñûâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûì «ìåõà-
íèçìîì ðàñòÿæåíèÿ âèõðåâûõ òðóáîê». Ýòîò ìåõàíèçì ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì. Âèõðü, ïîïàäàÿ â çîíó äåôîðìàöèè âèõðÿ áîëüøåãî ìàñøòàáà, ðàñòÿ-
ãèâàåòñÿ è ðàñêðó÷èâàåòñÿ â ñèëó äåéñòâèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èì-
ïóëüñà. Ïðè ýòîì äåôîðìèðóþòñÿ âèõðè, îðèåíòèðîâàííûå ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî áîëüøîìó âèõðþ, òî åñòü ìåõàíèçì èìååò ïðèíöèïèàëüíî òðåõìåð-
íóþ ïðèðîäó.

Îòìåòèì, ÷òî òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ Í àâüå - Ñòîêñà èìåþò åùå îäèí
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Â íåâÿçêîì ïðåäåëå ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé ÿâëÿåò-
ñÿ ñïèðàëüíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

Ðèñ.5.1
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∫=
V

dVvH ωrr
2
1 . (5.9)

Â îòëè÷èå îò ýíåðãèè è ýíñòðîôèè, ñïèðàëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì (ìåíÿåò
çíàê ïðè ïåðåõîäå îò ïðàâîâèíòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ëåâîâèíòîâîé) è
îòëè÷íà îò íóëÿ â ñëó÷àå, åñëè â òå÷åíèè ñóùåñòâóþò ñïèðàëüíûå âèõðè è
êîëè÷åñòâî ñïèðàëåé ñ ïðàâîé çàêðóòêîé áîëüøå (ìåíüøå), ÷åì  ëåâîé. Ýòà
âåëè÷èíà ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé òîëüêî â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ òå÷å-
íèÿõ, êàê ïðàâèëî, àíèçîòðîïíûõ. Ê òàêèì òå÷åíèÿì îòíîñÿòñÿ ìíîãèå ãåî-
è àñòðîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ. Îñîáåííî âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñïèðàëüíîñòü â
çàäà÷àõ âîçáóæäåíèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé â òå÷åíèÿõ ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè
(ïðîáëåìà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äèíàìî).

Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ çàâèõðåííîñòè, äëÿ ÷åãî íà  óðàâíåíèå (5.1)
íåîáõîäèìî ïîäåéñòâîâàòü îïåðàòîðîì rot ,

ωνωωω rrrrrrrr ∆+∇−=∇+∂ vvt )()( (5.10)

è ðàññìîòðèì âîïðîñ îá èíòåãðàëàõ äâèæåíèÿ ïðè äâóìåðíîì äâèæå-
íèè æèäêîñòè. Äâóìåðíîñòü äâèæåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè
èìååò òîëüêî äâå îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû )0,,( yx vvv =r , à çàâèõðåí-
íîñòü - òîëüêî îäíó ),0,0( ωω =r , ñòàíîâÿñü, òàêèì îáðàçîì, ïñåâäîñêàëÿðíîé
âåëè÷èíîé.

Óðàâíåíèå (5.10) ïðèíèìàåò â ýòîì ñëó÷àå ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòîé âèä

ωνωω ∆=∇+∂ )(
rr

vt , (5.11)

ñîâïàäàÿ ñ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà ñêàëÿðíîé ïðèìåñè. Í à ñõîäñòâå è
ðàçëè÷èè óðàâíåíèÿ äëÿ çàâèõðåííîñòè è óðàâíåíèÿ äëÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè
ìû îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íèæå, à ñåé÷àñ çàïèøåì (5.11) â ïåðåìåí-
íûõ Ëàãðàíæà

ωνω ∆=td . (5.12)

È ç (5.12) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0→ν æèäêàÿ ÷àñòèöà
ïåðåíîñèò çàâèõðåííîñòü áåç èçìåíåíèé, à ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ

)(ωf  ñòàíîâèòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äâóìåðíûé ïîòîê â
íåâÿçêîì ïðåäåëå îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì íàáîðîì èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.
Ñðåäè ýòèõ èíòåãðàëîâ îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ýíñòðîôèÿ (5.7), êîòîðàÿ, êàê
è ýíåðãèÿ, îñòàåòñÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé è ïðè êîíå÷íîìåðíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ïîëåé ñêîðîñòè è çàâèõðåííîñòè (ïðè îáðûâå ðÿäîâ Ô óðüå, åñëè
ãîâîðèòü î ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëåé).

Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ýâîëþöèè ýíñòðîôèè ïðè äâóìåðíîì òå÷åíèè
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ãäå ωε   åñòü ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíñòðîôèè.
Îòëè÷èÿ â ñâîáîäíîé ýâîëþöèè äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè îò ýâî-

ëþöèè òðåõìåðíîé ñëåäóþò èç ñîâìåñòíîãî àíàëèçà óðàâíåíèé (5.6) è (5.13).
Ï ðè íóëåâîé âÿçêîñòè ýíñòðîôèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, à ïðè êîíå÷-
íîé âÿçêîñòè ýíñòðîôèÿ, êàê âèäíî èç (5.13), ìîæåò òîëüêî óáûâàòü ñî âðå-
ìåíåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â äâóìåðíîì ïî-
òîêå ìîæåò ëèøü ìîíîòîííî óáûâàòü ñî âðåìåíåì (ðèñ.5.2). Ô èçè÷åñêè â
äâóìåðíîì ïîòîêå áëîêèðîâàí ìåõàíèçì ðàñòÿæåíèÿ âèõðåâûõ òðóáîê, êî-
òîðûé îáåñïå÷èâàåò ðîñò ýíñòðîôèè â òðåõìåðíîì òå÷åíèè.

Ï îÿâëåíèå âòîðîé ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû ìåíÿåò è õàðàêòåð êàñ-
êàäíûõ ïðîöåññîâ â òóðáóëåíòíîñòè. Â äâóìåðíîì òóðáóëåíòíîì ïîòîêå
èìåþòñÿ äâå êâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû, ïåðå-
íîñèìûå îò îäíèõ ìàñøòàáîâ ê äðóãèì, è
ïðîöåññû ïåðåíîñà îïðåäåëÿþòñÿ òåïåðü
äâóìÿ âåëè÷èíàìè - ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè
ýíåðãèè ε  è ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè ýíñòðî-
ôèè ωε .

Åñëè ýíåðãèÿ è ýíñòðîôèÿ âíîñÿòñÿ â
ïîòîê íà íåêèõ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàñøòàáàõ

Ik , äàëåêèõ îò äèññèïàòèâíîãî ìàñøòàáà,
òî îíè îáå äîëæíû âîâëåêàòüñÿ â êàñêàä-
íûé ïðîöåññ. Îäíàêî, ñâÿçü ñïåêòðàëüíûõ
ïëîòíîñòåé ýíåðãèè è ýíñòðîôèè (5.8) çà-
ïðåùàåò îäíîâðåìåííûé ïåðåíîñ îáåèõ âåëè÷èí ê ìåëêèì ìàñøòàáàì. Ï ðè
ñâîáîäíîé ýâîëþöèè òóðáóëåíòíîñòè ñðåäíèå ñïåêòðàëüíûå ïîòîêè ýíåð-
ãèè è ýíñòðîôèè äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû ê ïðîòèâîïîëîæíûì êîíöàì
ñïåêòðà, ïðè÷åì ê ìàëûì ìàñøòàáàì íàïðàâëåí ïîòîê ýíñòðîôèè, à ê
áîëüøèì - ïîòîê ýíåðãèè.

Â ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ äâóõ èíåðöè-
îííûõ èíòåðâàëîâ. Â áîëüøèõ ìàñøòàáàõ (ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ Ikk < )
êàñêàäíûé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè ýíåðãèè ε  è àíàëèç
ðàçìåðíîñòè åñòåñòâåííî ïðèâîäèò íàñ ê ôîðìóëå Êîëìîãîðîâà

Ðèñ.5.2
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3/53/2)( −= kCkE ε (5.14)

ñ òåì ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ îò ìåíüøèõ
ìàñøòàáîâ ê áîëüøèì - èìååò ìåñòî îáðàòíûé (êðàñíûé) êàñêàä ýíåðãèè.

Äëÿ ìàëûõ ìàñøòàáîâ ( Ikk > ) îïðåäåëÿþùåé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ
ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíñòðîôèè. Åå ðàçìåðíîñòü 3/1][ ñ=ωε  è åäèíñòâåííî
âîçìîæíàÿ êîìáèíàöèÿ äàåò ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

33/2)( −= kCkE ωωε , (5.15)

îïèñûâàþùåå èíåðöèîí-
íûé èíòåðâàë ïåðåíîñà ýíñòðî-
ôèè. Êàñêàä ýíñòðîôèè - ýòî
ïðÿìîé êàñêàä, òî åñòü ýíñòðî-
ôèÿ ïåðåíîñèòñÿ îò áîëüøèõ
ìàñøòàáîâ ê ìåíüøèì.

Êà÷åñòâåííóþ ñòðóêòóðó
ñïåêòðà äâóìåðíîé òóðáóëåíòíî-
ñòè èëëþñòðèðóåò ðèñ.5.3. Í à ðè-
ñóíêå ïîêàçàíû îáà èíåðöèîí-
íûõ èíòåðâàëà ñ çàêîíàìè (5.14)
è (5.15) è íàïðàâëåíèÿ ïåðåíîñà
ïî ñïåêòðó ýíåðãèè è ýíñòðîôèè.

Ãðàíèöà èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíñòðîôèè îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé âÿçêîñòè è ïîòîêîì ýíñòðîôèè îò áîëüøèõ ìàñøòàáîâ. Òðåáóå-
ìóþ ðàçìåðíîñòü äàåò âûðàæåíèå

6/1

3~ 





ν
εω

νk . (5.16)

Ëåâàÿ ãðàíèöà èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíåðãèè íå ìîæåò
áûòü ïîñòîÿííîé, òàê êàê äèññèïàöèè ýíåðãèè â ýòèõ ìàñøòàáàõ íå ïðîèñ-
õîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàñøòàá, íà êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ ìàêñèìóì ýíåðãèè
â ñïåêòðå, ),( tfkE ε=  è ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè äàþò îöåíêó

21

3

/

E t
~k

−






ε , (5.17)

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ ýíåðãèè â áîëüøèõ ìàñ-
øòàáàõ è ñîîòâåòñòâóþùèé äðåéô ìàêñèìóìà â ñïåêòðå â ñòîðîíó ìàëûõ
âîëíîâûõ ÷èñåë.

Ðèñ.5.3
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5.2. Ëàáîðàòîðíûå ýêñïåðèìåíòû

Ñîâåðøåííî îñîáåííîå ïîâåäåíèå äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè äåëàåò
èíòåðåñíûì äåòàëüíîå èçó÷åíèå åå ñâîéñòâ è çàñòàâëÿåò çàäóìàòüñÿ íàä âî-
ïðîñîì, ñóùåñòâóåò ëè òóðáóëåíòíîñòü ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè. Í àäåÿòüñÿ íà
ñóùåñòâîâàíèå ÷èñòî äâóìåðíîãî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà ïðè áîëüøèõ ÷èñ-
ëàõ Ðåéíîëüäñà, ïî-âèäèìîìó, íå ïðèõîäèòñÿ. Îäíàêî, ìîæíî ðàññ÷èòû-
âàòü íà ñóùåñòâîâàíèå «êâàçèäâóìåðíûõ ïîòîêîâ», îáëàäàþùèõ íåêîòî-
ðûìè ÷åðòàìè äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè.

Ï ðîñòåéøèé ôàêòîð, ïðèâîäÿùèé ê «äâóìåðèçàöèè» òóðáóëåíòíîãî
ïîòîêà - ýòî ãåîìåòðèÿ ïîëîñòè, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò òóðáóëåíòíîñòü.
Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î òîíêèõ ñëîÿõ æèäêîñòè, â êîòîðûõ îäèí ðàçìåð
îáëàñòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå äâóõ äðóãèõ. Íà÷èíàÿ ñ ïåðâûõ æå ðàáîò ïî
äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, îáñóæäàëàñü âîçìîæíîñòü îáíàðóæåíèÿ
ñâîéñòâ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè â êðóïíîìàñøòàáíûõ òå÷åíèÿõ îêåàíà è
àòìîñôåðû. Äåéñòâèòåëüíî, òîëùèíà ïëîòíîé àòìîñôåðû âñåãî ëèøü 10 êì,
â òî âðåìÿ êàê õàðàêòåðíûé ìàñøòàá êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåé (öèêëîíîâ
è àíòèöèêëîíîâ) ñîñòàâëÿåò òûñÿ÷è
êèëîìåòðîâ.

Ãåîìåòðèÿ - òîëüêî îäèí èç
âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïîäàâëåíèÿ
äâèæåíèé âäîëü îäíîé èç êîîðäè-
íàò. Ê äðóãèì âîçìîæíîñòÿì îòíî-
ñÿòñÿ óñòîé÷èâàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ
æèäêîñòè, ñèëüíîå âðàùåíèå, ìàã-
íèòíûå ïîëÿ.

Ï åðâàÿ ïîïûòêà ðåàëèçîâàòü
äâóìåðíóþ òóðáóëåíòíîñòü â ëàáî-
ðàòîðíûõ óñëîâèÿõ áûëà îñíîâàíà
íà èäåå ïîäàâëåíèÿ îäíîé êîìïî-
íåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè ìàãíèòíûì
ïîëåì. Îïûòû ïðîâîäèëèñü â È í-
ñòèòóòå ôèçèêè â Ðèãå, ãäå  èññëå-
äîâàëîñü òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå
æèäêîãî ìåòàëëà (ðòóòè) çà ðåøåò-
êîé ïðè âêëþ÷åíèè ñèëüíîãî ïîïå-
ðå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Óäàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî äâèæåíèÿ âäîëü ïîëÿ äåéñòâèòåëüíî ìåíåå èíòåíñèâíû, ÷åì â
äâóõ äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ, íî èçìåðåííûå ñïåêòðû ñ òðóäîì ïîääàâàëèñü
äàæå êà÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè.

Ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò ïî äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè áûë ïðîâåäåí
È .Êóäåðîì, êîòîðûé èçó÷àë äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ìûëüíûõ ïëåíêàõ. Â

Ðèñ.5.4
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ýòèõ îïûòàõ óäàëîñü ïîêàçàòü íàëè÷èå îáðàòíîãî êàñêàäà ýíåðãèè (òî÷íåå
ãîâîðÿ, áûë çàôèêñèðîâàí ðîñò ñðåäíåãî ðàçìåðà âèõðÿ ñî âðåìåíåì).

Í àèáîëåå óäà÷íûì ýêñïåðèìåíòîì ïî äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè îñ-
òàåòñÿ ðàáîòà Ñîììåðèà7, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî. Â ýòîé
ðàáîòå èññëåäîâàëñÿ îáðàòíûé êàñêàä ýíåðãèè â ïëîñêîì òå÷åíèè â òîíêîì
ñëîå ðòóòè, âîçáóæäàåìîì ýëåêòðîìàãíèòíûìè ñèëàìè íà ìàëûõ ìàñøòà-
áàõ. Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàíà íà ðèñ.5.4. Íà ïëîñêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ
êþâåòó ðàçìåðàìè 120õ120õ22ìì, çàïîëíåííóþ ðòóòüþ, íàêëàäûâàëîñü

âåðòèêàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå, äîñòèãàâ-
øåå âåëè÷èíû 1 Òë. Òàêîå ñèëüíîå ìàã-
íèòíîå ïîëå ïðàêòè÷åñêè ïîäàâëÿåò âåðòè-
êàëüíûå äâèæåíèÿ è ïðèâîäèò ê ôîðìèðî-
âàíèþ ãîðèçîíòàëüíîãî òå÷åíèÿ ñ âåðòè-
êàëüíûì ïðîôèëåì, îïèñûâàåìûì èçâåñò-
íûì ðåøåíèåì Ãàðòìàíà. Ãàðòìàíîâñêèé
ïðîôèëü õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ÿäðà ñ
îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè è
óçêèì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì, òîëùèíà êîòî-
ðîãî òåì ìåíüøå, ÷åì ñèëüíåå íàëîæåííîå
ìàãíèòíîå ïîëå.  Ï ðåäïîëàãàåìûé ïðî-
ôèëü ñêîðîñòè òàêæå èçîáðàæåí íà ðèñ.5.4.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé â òîíêèõ ñëîÿõ æèäêîñòè ñóùåñòâóåò
ïðîñòîé, íî ýôôåêòèâíûé ñïîñîá, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ïîëå ñêîðîñòè

)0,,( yx vvv =r  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
)(),(),,( zfyxvzyxv

rr = , (5.18)

ãäå ôóíêöèÿ )(zf  îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ïðîôèëÿ ïîïåðåê ñëîÿ ( â íàøåì
ñëó÷àå ýòî ðåøåíèå Ãàðòìàíà). Âûðàæåíèå (5.18) ïîäñòàâëÿåòñÿ â òðåõìåð-
íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðûå èíòåãðèðóþòñÿ çàòåì ïîïåðåê ñëîÿ

( ) zdzfvzdzfvdzpzdzfvvzdzfv
hhhhh

t ∫∫∫∫∫ ′′+∆+∇−=∇+∂ ⊥
−

000

1

0

2

0

)()()()(
rrrrrrr ννρ .

Îïåðàòîð Ëàïëàñà ïðåäñòàâëåí â âèäå zz∂+∆=∆ ⊥ , ãäå yyxx ∂+∂=∆ ⊥ . Ï îëó÷à-
åòñÿ äâóìåðíîå óðàâíåíèå

( ) vvpvvvt
rrrrrrr µνρα −∆+∇−=∇+∂ ⊥

− 1 , (5.19)

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû α  è µ  çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ïðîôèëÿ òå÷åíèÿ â
ñëîå. Óðàâíåíèå (5.19) íàçûâàþò ÷àñòî óðàâíåíèåì ñ ëèíåéíûì òðåíèåì.

                                                          
7 Sommeria J. Experimental study of the two-dimensional inverse energy cascade in a square box // J.Fluid Me-
chanics. 1986. Vol.170. P.139-168.

Ðèñ.5.5
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Ëèíåéíîå òðåíèå, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé âÿçêîñòè, îäèíàêîâî ýôôåêòèâíî
íà âñåõ ìàñøòàáàõ (ôèçè÷åñêè ýòî òðåíèå â âÿçêîì ïîãðàíñëîå) è îñóùåñòâ-
ëÿåò îòâîä ýíåðãèè èç òå÷åíèÿ íà ýíåðãîñîäåðæàùèõ ìàñøòàáàõ Ek . Ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýòîò ìàñøòàá ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òðåíèÿ µ  èìååò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé ñå-
êóíäû, ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

ε
µµε

3

~),(kk EE = . (5.20)

Âîçáóæäåíèå òå÷åíèÿ â îïûòàõ ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ ñèë. Â äíî êþâåòû áûëè âñòðîåíû 36 òî÷å÷íûõ ýëåêòðîäîâ, ê
êîòîðûì ïîäâîäèëîñü ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå (ïîëÿðíîñòü ÷åðåäîâàëàñü â
øàõìàòíîì ïîðÿäêå). Ðàñòåêàþùèåñÿ â ñëîå ýëåêòðè÷åñêèå òîêè âçàèìî-
äåéñòâîâàëè ñ âåðòèêàëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì è ïðèâîäèëè ê ôîðìèðîâà-
íèþ 36 ïëàíàðíûõ âèõðåé, çàêðó÷åííûõ òàêæå â øàõìàòíîì ïîðÿäêå.
Âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ïðèëîæåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñèëû òîêà, ìîæíî
áûëî ìåíÿòü èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ è âåëè÷èíó ëèíåéíîãî òðåíèÿ.

Â îïûòàõ èññëåäîâàëèñü òóðáóëåíòíûå ðåæèìû, â êîòîðûõ óäàëîñü
íàáëþäàòü ôîðìèðîâàíèå îáðàòíîãî êàñêàäà ýíåðãèè ñî ñïåêòðîì «-5/3» è
ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (5.20). Íà ðèñ.5.5 ïðèâåäåí ýêñïåðèìåí-
òàëüíûé ñïåêòð ïóëüñàöèé ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûé â ýòîé ðàáîòå, è îòìå÷åí
îæèäàåìûé íàêëîí ñïåêòðà. Î÷åâèäíî, ÷òî äèàïàçîí ìàñøòàáîâ, â êîòîðîì
ìîæíî îæèäàòü ôîðìèðîâàíèÿ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà, äîñòàòî÷íî ìàë è
ðåçóëüòàò íîñèò ñêîðåå êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð, íî èìåííî ýòà ðàáîòà óáå-
äèòåëüíî äîêàçàëà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ (è íàáëþäåíèÿ) îáðàòíîãî
êàñêàäà ýíåðãèè â êâàçèäâóìåðíûõ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ.

5.3. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ

Ì û óæå óïîìèíàëè î òîì, ÷òî îñíîâíûì îáúåêòîì ÷èñëåííûõ èññëå-
äîâàíèé îäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûå òå÷åíèÿ. Ñïðà-
âåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî äâóìåðíîé òóð-
áóëåíòíîñòè ïîëó÷åíû ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ì û êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà
ìåòîäàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â ñëå-
äóþùåì ïàðàãðàôå ìû îòäåëüíî  îáñóäèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ê äâó-
ìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ìîäåëè, îïèñàííîé â ïàðàãðàôå 4.5.3.

Ï ðè ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê
ïðàâèëî, â ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ òîêà - çàâèõðåííîñòü (âûâîä ýòèõ óðàâíå-
íèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ïàðàãðàôå 1.5 ÷àñòè 1)

{ } Dft ++∆=+∂ ωνωψω , , (5.21)
ψω ∆= , (5.22)
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ãäå ψ  - ôóíêöèÿ òîêà, ω -çàâèõðåííîñòü. Óðàâíåíèÿ äîïîëíåíû äâóìÿ ÷ëå-
íàìè: f - ýòî ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñèëû, âîçáóæäàþùèå òå÷åíèå, D  -
ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ äîïîëíèòåëüíóþ äèññèïàöèþ ýíåðãèè. Ââåäåíèå
âíåøíèõ ñèë íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîé òóðáóëåíòíîñòè.
Äîïîëíèòåëüíàÿ äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ òàêæå íåèçáåæíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñòàöèîíàðíîé êàðòèíû, òàê êàê â äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ïðîèñõîäèò
íàêîïëåíèå ýíåðãèè íà êðóïíûõ ìàñøòàáàõ, è òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü åå îò-
âîä èìåííî èç áîëüøèõ ìàñøòàáîâ.

Ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà äëÿ êâàäðàòíîé îáëàñòè ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ â
ðàííèõ ðàáîòàõ èñïîëüçîâàëè ëèáî ñåòî÷íûå, ëèáî ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû,
íî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ àëãîðèòìîâ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ô óðüå (ÁÏ Ô )
ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçóþò ñïåêòðàëüíî-ñåòî÷íûé ìåòîä
Îðñçàãà. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: 1) íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè
ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (5.21) ìåòîäîì ñåòîê è ïîëó÷àþò ïîëå çàâèõ-
ðåííîñòè, 2) èñïîëüçóÿ ÁÏ Ô , ïîëó÷àþò ôóðüå-ðàçëîæåíèå ïîëÿ çàâèõðåí-
íîñòè, 3) â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå ðåøàþò óðàâíåíèå (5.22) (ìû óæå ãîâîðèëè
î òîì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå òðèâèàëüíî,
òàê êàê ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ àìïëèòóäû êàæäîé ãàðìîíèêè íà êâàäðàò âîë-
íîâîãî ÷èñëà), 4) âíîâü èñïîëüçóþò ÁÏ Ô  äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëÿ ôóíêöèè òîêà
â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ì åòîä èñïîëüçóåò ëó÷øèå ñâîéñòâà è ñåòî÷-
íûõ, è ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ è äàåò çíà÷èòåëüíûé âûèãðûø â ñêîðîñòè
âû÷èñëåíèé.

Âñå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ï åðâàÿ
ãðóïïà - ýòî ýêñïåðèìåíòû ïî ñâîáîäíîìó âûðîæäåíèþ òóðáóëåíòíîñòè,
âòîðàÿ - ïî ñòàöèîíàðíî âîçáóæäàåìîé òóðáóëåíòíîñòè. Ñâîáîäíîå âûðî-
æäåíèå ïîäðàçóìåâàåò îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë. Â ýòîì ñëó÷àå â (5.20)

0== Df  è ðåøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè èíåðöèîííûõ èíòåðâàëîâ (5.14) è (5.15) áî-

ëåå èíòåðåñíû ýêñïåðèìåíòû ïî ìîäåëèðîâàíèþ ñòàöèîíàðíîé òóðáóëåíò-
íîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ïîä-
âîä ýíåðãèè. Â äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè èíòåðåñíû äèíàìè÷åñêèå ïðî-
öåññû ïî îáå ñòîðîíû îò  ìàñøòàáîâ âîçáóæäåíèÿ, ïîýòîìó ñèëà f  çàïèñû-
âàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíà ïîääåðæèâàåò íà çà-
äàííîì óðîâíå ýíåðãèþ ãàðìîíèê ñ çàäàííûì ìîäóëåì âîëíîâîãî ÷èñëà

Ikk =||
r

.
Îñîáîãî ðàçãîâîðà çàñëóæèâàåò äèññèïàòèâíûé ÷ëåí D . Âî-ïåðâûõ,

îí äîëæåí îáåñïå÷èòü îòâîä ýíåðãèè èç òå÷åíèÿ íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ
(ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ). Âî-âòîðûõ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå âûðàæåííîãî
èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíñòðîôèè  ÷àñòî ìîäèôèöèðóþò è õà-
ðàêòåð òðåíèÿ â ìàëûõ ìàñøòàáàõ (áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ). Ïðè íàïè-
ñàíèè îáû÷íîãî äèññèïàòèâíîãî ñëàãàåìîãî â ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ïîëó-
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÷àåì ÷ëåí âèäà 2~)( kkD ν . Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñêóññòâåííûì îáðà-
çîì ïîâûøàþò ñòåïåíü âîëíîâîãî ÷èñëà è çàïèñûâàþò äèññèïàöèþ â âèäå

mn kkkD νµ −−= −)( (5.23)

ñ òèïè÷íûì çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè 8== mn . Äèññèïàòèâíûé ÷ëåí
âèäà (5.23) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äåéñòâèå äèññèïàöèè êîíöåíòðèðóåòñÿ â
óçêèõ èíòåðâàëàõ  âáëèçè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìûõ âîëíîâûõ
÷èñåë.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.21)-(5.22) äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë Ðåé-
íîëüäñà ïðèíåñëè ìíîãî íåîæèäàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Áîëüøîé íåîæèäàííî-
ñòüþ ñòàë î÷åíü êðóòîé ñïåêòð â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ïåðåíîñà ýíñòðî-
ôèè. Âìåñòî çàêîíà (5.15) ñ íàêëîíîì «-3» ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äàëè
çíà÷åíèÿ  îò -3.5 äî  -5. Íàïîìíèì, ÷òî â òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ïåðå-
ìåæàåìîñòü äàåò ïîïðàâêè ê çàêîíó «-5/3» ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòûõ, à â
äâóìåðíîé ðàñõîæäåíèå ñîñòàâèëî åäèíèöû!

Ðàññìîòðèì òðè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü À,
Â è Ñ, âçÿòûå èç ðàáîòû 8. Ýêñïåðèìåíò À ìîäåëèðóåò ïðÿìîé êàñêàä ýíñò-
ðîôèè. È ñïîëüçóåòñÿ ñåòêà 1024õ1024, ñëó÷àéíàÿ ñèëà äåéñòâóåò íà âîëíî-
âûõ ÷èñëàõ 10=Ik , äèññèïàòèâíûé ÷ëåí èñïîëüçóåòñÿ â ôîðìå (5.23). Ýêñïå-
ðèìåíò Â ìîäåëèðóåò îáðàòíûé êàñêàä ýíåðãèè. Ñåòêà òàêæå 1024õ1024, íî
ñèëà äåéñòâóåò íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ ( 256=Ik ). Â òðåòüåì ÷èñëåííîì ýêñïå-
ðèìåíòå  (Ñ) äåëàåòñÿ ïîïûòêà îäíîâðåìåííî ïîëó÷èòü îáà èíåðöèîííûõ
èíòåðâàëà. È ñïîëüçîâàíà ñåòêà 1728õ1728 è âîçáóæäåíèå íà ïðîìåæóòî÷-
íûõ ìàñøòàáàõ ( 40=Ik ). Í à ðèñóíêàõ 5.6-5.8 ïîêàçàíû ñïåêòðû ýíåðãèè äëÿ
âñåõ òðåõ ñëó÷àåâ.

                                                          
8 Babiano A., Frick P., Dubrulle B. Scaling properties of numerical two-dimensional turbulence // Physical Re-
view E, 1995. Vol.52. N.4. P.3719-3729.
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Í à ðèñ.5.9 ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè  ïîòîêà ýíñòðîôèè ïî ñïåê-
òðó, ïîëó÷åííûé â ýêñïåðèìåíòå À. Âèäíî, ÷òî â êðóïíûõ ìàñøòàáàõ (ìà-
ëûõ k ) ïîòîê ýíñòðîôèè ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò, à â ìàëûõ ìàñøòàáàõ
âûäåëÿåòñÿ èíòåðâàë ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû, ïåðåíîñèìîé ïî

Ðèñ.5.6 Ðèñ.5.7

Ðèñ.5.7

Ðèñ.5.8 Ðèñ.5.10
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ñïåêòðó ýíñòðîôèè. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå (ðèñ.5.10) ïîêàçàí ñïåêòðàëü-
íûé ïîòîê ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëåííîìó ýêñïåðèìåíòó Â. Â ýòîì
ñëó÷àå âèäåí ó÷àñòîê ñ ïîñòîÿííûì îòðèöàòåëüíûì ïîòîêîì, ÿâëÿþùèìñÿ
ïðèçíàêîì èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíåðãèè ê êðóïíûì ìàñøòà-
áàì (îáðàòíûé êàñêàä). È ìåííî íàëè÷èå èíòåðâàëîâ ñ ïîñòîÿííûì ïîòî-
êîì è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ïðèçíàêîì íàëè÷èÿ èíåðöèîííîãî èíòåðâà-
ëà (ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà ïåðåíîñèòñÿ îò ìàñøòàáà ê
ìàñøòàáó áåç äèññèïàöèè).

Í à ðèñ.5.11 ïîêàçàí ïðèìåð ïîëÿ çàâèõðåííîñòè, ïîëó÷åííûé ïðè
ìîäåëèðîâàíèè èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíñòðîôèè (ýòîò è äâà
ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêà âçÿòû èç ðàáîòû 9). Í à ðèñóíêå ïîêàçàíû ëèíèè ðàâ-
íîé çàâèõðåííîñòè. Òåìíûå ïÿòíà óêàçûâàþò íà îáëàñòè ñ âûñîêîé çàâèõ-
ðåííîñòüþ, õàðàêòåðèçóåìûå áîëüøîé ïëîòíîñòüþ èçîëèíèé. Ýòè îáëàñòè
èìåþò áëèçêèå ðàçìåðû è ïîëó÷èëè íàçâàíèå «êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð», õîòÿ
ýòî íàçâàíèå íåëüçÿ ïðèçíàòü óäà÷íûì. Ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü îá èçîëèðî-
âàííûõ âèõðÿõ, êîòîðûå, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, ñëàáî
âçàèìîäåéñòâóþò ñ îêðóæàþùèì èõ òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì. È ìåííî ýòè
èçîëèðîâàííûå âèõðè è ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ñòîëü êðóòûõ
ñïåêòðîâ. Â öèòèðóåìîé ðàáîòå áûë ïðîâåäåí èíòåðåñíûé ýêñïåðèìåíò.
È çîëèðîâàííûå âèõðè  ðàçðóøàëèñü èñêóññòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè
ýòîì íå èçìåíÿëîñü ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñïåêòðó (ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì
âíåñåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñäâèãîâ ôàç â ôóðüå- êîìïîíåíòû). Â ðåçóëüòàòå ñïåê-
òðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè âîçâðàùàëîñü ê âèäó (5.15).

                                                          
9 Babiano A., Basdevant C., Legras B., Sadourny R. Vorticity and passive-scalar dynamics in two-dimensional
turbulence // J. Fluid Mechanics. 1987. Vol.183. P.379-397.

Ðèñ.5.11 Ðèñ.5.12
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Ì û óæå ãîâîðèëè î òîì, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ çàâèõðåííîñòè (5.11) ñîâ-
ïàäàåò ïî âèäó ñ óðàâíåíèåì äëÿ ïåðåíîñà ïàññèâíîé ñêàëÿðíîé ïðèìåñè. Â
êà÷åñòâå ïàññèâíîé ïðèìåñè ìîæåò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, òåìïåðàòóðà,
óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîé èìååò âèä

{ } TTTt ∆=+∂ χψ , , (5.24)

ãäå χ - òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü æèäêîñòè. Â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ïåðå-
íîñà ýíñòðîôèè, ãäå ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñëåäóåò çàêîíó (5.15),
ñïåêòð ýíñòðîôèè ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.8) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó

1~)( −Ω kk . (5.25)

Ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðèâîäÿò ê òàêîé æå
ôîðìå çàâèñèìîñòè è äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû.

Îäíàêî, àíàëîãèÿ ìåæäó óðàâíåíèÿìè (5.11) è (5.24) íå ðàáîòàåò. Íà
ðèñ.5.12 ïîêàçàíî ïîëå êîíöåíòðàöèé ïàññèâíîé ïðèìåñè (òåìïåðàòóðû),
ïîëó÷åííîé â òîì æå ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå, ÷òî è ïîëå çàâèõðåííîñòè,
ïîêàçàííîå íà ïðåäûäóùåì ðèñóíêå. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì,
÷òî â ïîëå ïàññèâíîé ïðèìåñè íåò ñòîëü âûðàæåííûõ èçîëèðîâàííûõ
ñòðóêòóð. Ñëåä îò  êàæäîãî èçîëèðîâàííîãî âèõðÿ ìîæíî ÿñíî óâèäåòü è â
ïîëå ïàññèâíîé ïðèìåñè, è ýòî êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì, íî ïðè ýòîì íå íà-
áëþäàåòñÿ èíòåíñèâíûé ðîñò êîíöåíòðàöèè ê öåíòðó âèõðÿ, êàê ýòî èìååò
ìåñòî â ñëó÷àå çàâèõðåííîñòè. Íà ðèñ.5.13 ïîêàçàíû ñïåêòðû ïóëüñàöèé çà-
âèõðåííîñòè è êîíöåíòðàöèè ïàññèâíîé ïðèìåñè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêà-
çàííûì ïîëÿì. Ì îæíî âèäåòü, ÷òî ñïåêòð ïàññèâíîé ïðèìåñè ñîîòâåòñòâó-
åò çàêîíó (5.25), â òî âðåìÿ êàê ñïåêòð çàâèõðåííîñòè (ýíñòðîôèè) ïîñëå
ñðàâíèòåëüíî êîðîòêîãî ó÷àñòêà, áëèçêîãî ê íàêëîíó «-1», äàåò êðóòîé
ñïàä ñ çàêîíîì, áëèçêèì ê «-3» (ýòî çàêîí «-5» äëÿ ñïåêòðà ýíåðãèè).

Ðàçëè÷èå â ñïåêòðàëüíîì ïîâåäåíèè
çàâèõðåííîñòè è ïàññèâíîé ïðèìåñè îáó-
ñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè âñåì ñõîäñòâå
óðàâíåíèé (5.11) è (5.24) ìåæäó íèìè ñó-
ùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíîå  îòëè÷èå. Ñî-
ñòîèò îíî â òîì, ÷òî â óðàâíåíèè (5.24)
ôóíêöèÿ òîêà (ïîëå ñêîðîñòè) äåéñòâè-
òåëüíî íå çàâèñèò îò ïîëÿ òåìïåðàòóðû
(ïðèìåñü ïàññèâíà), à â óðàâíåíèè (5.11)
ôóíêöèÿ òîêà è çàâèõðåííîñòü îäíîçíà÷-
íî ñâÿçàíû óðàâíåíèåì (5.12).

Ñïåêòð ýíåðãèè, ïîëó÷åííûé â ýêñ-
ïåðèìåíòå Ñ (ñì. ðèñ.5.8) ïîêàçûâàåò îá-
ùóþ ñòðóêòóðó ñïåêòðà äâóìåðíîé òóðáó-
ëåíòíîñòè ïðè íàëè÷èè øèðîêîãî èíòåð-
âàëà ìàñøòàáîâ è âîçáóæäåíèè íà ïðî-Ðèñ.5.13
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ìåæóòî÷íûõ ìàñøòàáàõ. Âëåâî îò ìàñøòàáà âîçáóæäåíèÿ ôîðìèðóåòñÿ
èíåðöèîííûé èíòåðâàë ïåðåíîñà ýíåðãèè è ñïåêòð áëèçîê çàêîíó «-5/3»
(5.14). Ñïðàâà îò ìàñøòàáà âîçáóæäåíèÿ ïðèñóòñòâóåò äîñòàòî÷íî øèðîêàÿ
îáëàñòü ( KSI kkk << ), â êîòîðîé íåò âûðàæåííîãî ñòåïåííîãî çàêîíà. Ýòà
îáëàñòü ìàñøòàáîâ ñîîòâåòñòâóåò òåì ñàìûì èçîëèðîâàííûì âèõðÿì (êî-
ãåðåíòíûì ñòðóêòóðàì), î êîòîðûõ øëà ðå÷ü âûøå. Äàëåå ( DKS kkk << ) âèäåí
èíåðöèîííûé èíòåðâàë ïåðåíîñà ýíñòðîôèè, íàêëîí ñïåêòðà â êîòîðîì â
ýòîì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå áëèçîê ê «-4».

5.4. Ï åðåìåæàåìîñòü â äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè

Ì û âèäåëè, ÷òî â äâóìåðíîé
òóðáóëåíòíîñòè, êàê è â òðåõìåðíîé,
ïîëó÷àåìûå ñïåêòðàëüíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò çàêîíîâ, ïðåä-
ñêàçûâàåìûõ  èç ñîîáðàæåíèé ðàç-
ìåðíîñòè. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà îêà-
çûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåé, ÷åì
ïðåäïîëàãàåò ãèïîòåçà î ñòàòèñòè÷å-
ñêîé îäíîðîäíîñòè  òóðáóëåíòíîñòè.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîïûòàåìñÿ
äàòü êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè
ïåðåìåæàåìîñòè â äâóìåðíîé òóðáó-
ëåíòíîñòè íà îñíîâå ìîäåëè Ø å - Ëå-
âåêà - Äþáðþëü è ñðàâíèòü ïîëó÷åí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ñ òåìè, ÷òî áûëè
ïîëó÷åíû äëÿ òðåõìåðíîé òóðáó-
ëåíòíîñòè. Ì û áóäåì èñïîëüçîâàòü
ðåçóëüòàòû òåõ æå òðåõ ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ (À, Â, Ñ), î êîòîðûõ
óæå øëà ðå÷ü âûøå.

Ï ðèëîæåíèå ìîäåëè, îïèñàí-
íîé â ïàðàãðàôå 4.5.3, ê äâóìåðíîé
òóðáóëåíòíîñòè òðåáóåò ðÿäà äîïîë-
íèòåëüíûõ êîììåíòàðèåâ. Ïðåæäå
âñåãî, íóæíî îñòàíîâèòüñÿ íà âîïðî-
ñå î òîì, ÷òî ïîíèìàòü ïîä âåëè÷è-
íîé lπ . Ýòîò âîïðîñ ðàñïàäàåòñÿ, â
ñâîþ î÷åðåäü, íà äâà: êàêóþ èç äâóõ
êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí (ýíåðãèè è ýí-
ñòðîôèè) ðàññìàòðèâàòü è ÷òî êîí-
êðåòíî è êàê èçìåðÿòü â ÷èñëåííîì Ðèñ.5.14
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ýêñïåðèìåíòå?
Ì û óæå îáñóæäàëè âûøå âîïðîñ î òîì, ÷òî âìåñòî ñêîðîñòè äèññèïà-

öèè ýíåðãèè, êîòîðàÿ òðàäèöèîííî ïðèñóòñòâóåò âî âñåõ ìîäåëÿõ òóðáó-
ëåíòíîñòè, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ñïåêòðàëüíûé ïîòîê, êîòîðûé ðåàëüíî
îïðåäåëÿåò äèíàìèêó èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðå÷ü
ìîæåò èäòè î ïîòîêå ýíåðãèè, ëèáî î ïîòîêå ýíñòðîôèè. ×èñëåííûå îïûòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàòü ìîæíî è òó è äðóãóþ âåëè÷èíó, ïðè÷åì íå-
çàâèñèìî îò òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè èíòåðâàë ïåðåíîñà ýíåðãèè èëè ýíñò-
ðîôèè. Ñòàòèñòè÷åñêè áîëåå óñòîé÷èâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè âû-
÷èñëåíèè ïîòîêîâ ýíñòðîôèè. È òàê, îïðåäåëèì â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè
ñïåêòðàëüíîãî ïîòîêà íà ìàñøòàáå l  âåëè÷èíó

( ) dlvldSvl n
LS

l ∫∫ −− =∇= 222 || ωωωη
rr , (5.26)

ðàâíóþ ïîòîêó çàâèõðåííîñòè ÷åðåç
ãðàíèöó îáëàñòè (êâàäðàòà) ñî ñòîðî-
íîé l . Äàëåå, ñëåäóÿ ìîäåëè Ø ËÁ (ñì.
ï.4.5.3), ââåäåì âåëè÷èíó

∞=
l

l
l η
ηπ ,

><
><=

+

∞→

∞
q
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q
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ql η
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lim .  (5.27)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñïðàâåäëè-
âîñòü ãèïîòåç è ïðåäïîëîæåíèé, ëå-
æàùèõ â îñíîâå ìîäåëè. Ì îäåëü
Ø ËÁ âêëþ÷àåò â ñåáÿ èäåþ ðàñøè-
ðåííîé àâòîìîäåëüíîñòè (ESS). Äëÿ
íà÷àëà íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî îíà ðàáîòàåò â äâóìåðíîé òóðáó-
ëåíòíîñòè. Íà ðèñ.5.14,à ïîêàçàíû
ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòè
÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ( .12,10,8,6,4,3,2=q ) è
òðåòüåãî ïîðÿäêà, âû÷èñëåííûå â
ýêñïåðèìåíòå Â è ïðåäñòàâëåííûå â
äâîéíûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíà-
òàõ êàê ôóíêöèè ìàñøòàáà. Íà
ðèñ.5.14,á ýòè æå ñòðóêòóðíûå ôóíê-
öèè ïðåäñòàâëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
èäåè ðàñøèðåííîé àâòîìîäåëüíîñòè,
òî åñòü ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà
ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ òðåòüåãî ïîðÿä-
êà. Ì îæíî âèäåòü, ÷òî ëèíèè íà ãðà-
ôèêå âûïðÿìëÿþòñÿ, íî îñîáåííî íà-

Ðèñ.5.15
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ãëÿäíî ýôôåêò âèäåí íà ðèñ.5.15, ãäå ïîêàçàíû ñòåïåííûå ïîêàçàòåëè qς ,

âû÷èñëåííûå ñîîòâåòñòâåííî ïî äàííûì ðèñóíêà 5.14,à è 5.14,á. Åñëè â
ïåðâîì ñëó÷àå (ðèñ.5.15,à) íà ãðàôèêå âîâñå îòñóòñòâóþò ãîðèçîíòàëüíûå
ó÷àñòêè (à èìåííî îíè è äîëæíû ïîäòâåðæäàòü íàëè÷èå èíåðöèîííîãî èí-
òåðâàëà), òî âî âòîðîì ñëó÷àå (ðèñ.5.15,á) âûðàæåííûå ãîðèçîíòàëüíûå
ó÷àñòêè ïîÿâëÿþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ 8<q . Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìà-
íèå íà òî, êàê áûñòðî ðàñòåò óðîâåíü îøèáîê ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ñòðóêòóð-
íûõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ESS äåéñòâèòåëüíî ïîìîãàåò
âûäåëèòü èíåðöèîííûé èíòåðâàë è îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñòåïåííûõ ïîêàçà-
òåëåé.

Ñëåäóþùèì ïîëîæåíèåì, òðåáóþùèì ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâî-
âàíèå ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû
∞

lη (5.27) è âîçìîæíîñòü åå ïîëó÷å-
íèÿ ñ ïîìîùüþ ïîääàþùèõñÿ èçìå-
ðåíèþ ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî íå-
áîëüøîãî ïîðÿäêà. Íàëè÷èå ïðåäå-
ëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5.27) ïîä-
òâåðæäàåò ðèñ.5.16, ïðè÷åì ìîæíî
âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ óæå ïðè 10≈q . Óáåäèâ-
øèñü â ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîé
âåëè÷èíû ∞

lη , ìîæíî ïðèñòóïèòü ê
íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå òðåòüåé
ãèïîòåçû ìîäåëè Ø ËÄ (4.92), êà-
ñàþùåéñÿ íàëè÷èÿ ñòåïåííîãî çà-
êîíà ó âåëè÷èíû lπ .  Í à ðèñ.5.17
ïîêàçàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðà-

Ðèñ.5.16 Ðèñ.5.17

Ðèñ.5.18
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ôèêîâ âåëè÷èí ><>< )(/ qll ηη  äëÿ âñå âîçðàñòàþùèõ çíà÷åíèé q , ïîëó÷åí-
íûõ òàêæå äëÿ äàííûõ ýêñïåðèìåíòà Â. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòè òðåòüåãî ïîðÿäêà. È ñïîëüçîâàíû ëî-
ãàðèôìè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ì îæíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõî-
äèòñÿ è â èíòåðâàëå êàñêàäíîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè ( IE kkk << ) ïðåäåëüíàÿ
ôóíêöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó. Íàêëîí ïðÿìîé äàåò çíà÷åíèå
ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â çàêîíå (4.92) 47.0=∆ . Àíàëîãè÷íûå èçìåðåíèÿ, ïðîâå-
äåííûå â ýêñïåðèìåíòå À äëÿ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíñòðî-
ôèè, äàëè çíà÷åíèå 13.0=∆ . Áëèçêèå çíà÷åíèÿ áûëè ïîëó÷åíû è â ýêñïåðè-
ìåíòå Ñ, ãäå îäíîâðåìåííî íàáëþäàëèñü îáà èíòåðâàëà ( 4.0=∆  äëÿ èíòåð-
âàëà ïåðåíîñà ýíåðãèè è 1.0=∆  äëÿ èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíñòðîôèè). Çàìå-
òèì, ÷òî ìàëûå çíà÷åíèÿ ∆  ñîîòâåòñòâóþò íèçêîìó óðîâíþ ïåðåìåæàåìî-
ñòè (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå 67.0=∆ ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî èìåííî â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ïåðåíîñà ýí-
ñòðîôèè ïåðåìåæàåìîñòü ïî÷òè îòñóòñòâóåò (íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îòêëîíå-
íèå îò îæèäàåìîãî çàêîíà «-3» î÷åíü çíà÷èòåëüíî).

Âòîðàÿ ãèïîòåçà ìîäåëè Ø ËÄ (4.91) ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà äâóìÿ
ñïîñîáàìè. Ì îæíî ñòðîèòü ìîìåíòû ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà >< q

lπ  êàê ôóíê-
öèè ìîìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðîâåðÿÿ òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü ñîîò-
íîøåíèÿ (4.94), âûòåêàþùåãî èç (4.92). Ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû íà ãðà-
ôèêàõ äîëæíû âûäåëÿòüñÿ èíåðöèîííûå èíòåðâàëû, à óãëû íàêëîíà äàäóò
îöåíêó ïàðàìåòðà β . Òàêîé ãðàôèê, ïîñòðîåííûé äëÿ ýêñïåðèìåíòà Ñ, ïî-
êàçàí íà ðèñ.5.18, íà êîòîðîì õîðîøî ðàçëè÷èìû îáà èíåðöèîííûõ èíòåð-
âàëà.

Âîçìîæíà è ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ôîðìóëû (4.92). Ýòîò ñïîñîá èëëþñòðè-
ðóåò ðèñ.5.19, íà êîòîðîì ñâåäåíû âìåñòå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ À è Â. Â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.92) ñòðîÿòñÿ îò-
íîøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ äðóã îò äðóãà. Êàæäàÿ ãðóïïà òî÷åê
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ âåëè÷èíû q . Ï ðè íåâûïîëíåíèè
ñâÿçè (4.92) ýòè ãðóïïû òî÷åê äàëè áû íåïàðàëëåëüíûå îòðåçêè (ëèáî âî-
îáùå íå îòðåçêè), à ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà ñ îòëè÷àþùèìèñÿ êîíñòàí-
òàìè qA  îòðåçêè áûëè áû ïàðàëëåëüíû, íî íå ëåæàëè áû íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðèñ.5.19
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Òàêèì îáðàçîì, ðèñóíîê ñâèäåòåëüñòâóåò î âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ
(4.92), ïðè÷åì ñ îäèíàêîâûìè êîíñòàíòàìè qA . Ï îñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî
ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó ëîãïóàññîíîâñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí.

Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β  äàëè áëèçêèå, íî îòëè÷àþùèåñÿ
çíà÷åíèÿ ( 7.0=β  â èíòåðâàëå ïåðåíîñà ýíåðãèè è 55.0=β - â èíòåðâàëå ïåðå-
íîñà ýíñòðîôèè).

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ãèïîòåç, ëåæàùèõ â îñíîâå
ìîäåëè. Â ñîîòíîøåíèå (4.91) (è/èëè (4.81)) âõîäÿò îòíîñèòåëüíûå ìîìåíòû,
êàæäûé èç êîòîðûõ òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â ñòåïåííîé ôîðìå âèäà

qlq
l

q
lq

l
δ

η
ηη −

+

><
><= ~

1
)( . (5.28)

Ï îñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé qδ  îãðàíè÷åíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷ëåíîì

0δ, õàðàêòåðèçóþùèì ïîâåäåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïîòîêà >=< ll ηη )0( , è
÷ëåíîì ∞δ , îòâå÷àþùèì çà ïîâåäåíèå )(∞

lη , ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ðÿä
qδîáðàçóåò íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è  ìîæåò èìåòü îäíó èç ñëå-

äóþùèõ ÷åòûðåõ ôîðì (ðèñ.5.20): ñëó÷àé
à) ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè Ê41 ( 0≡qδ ); ñëó-
÷àé á) õàðàêòåðèçóåò ñèòóàöèþ, êîãäà
äàæå ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà çàâèñèò îò
ìàñøòàáà, íî ñòåïåíü íåîäíîðîäíîñòè íå
ðàñòåò ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ( Ñq ≡δ ); ñëó÷àé
â) âîñïðîèçâîäèò êàðòèíó, çàëîæåííóþ â
ìîäåëü Ø å - Ëåâåêà (ñðåäíåå çíà÷åíèå íå
çàâèñèò îò ìàñøòàáà óñðåäíåíèÿ, íî ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë äëÿ áîëüøèõ ìîìåíòîâ,

00 =δ , 3/2=∞δ ); è ïîñëåäíèé ñëó÷àé ã)
îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà ñðåäíåå çíà-
÷åíèå çàâèñèò îò ìàñøòàáà, íî ïîêàçà-
òåëü ðàñòåò ñ ðîñòîì q .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãèïîòåçà (4.92)
ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ

3

0

ς
δδ −=∆ ∞ , (5.29)

òî åñòü ïàðàìåòð ∆  â ìîäåëè Ø ËÄ õà-
ðàêòåðèçóåò ðàçíîñòü 0δδ −∞ .  Ðÿä qδ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü òîãäà â âèäå Ðèñ.5.20
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)(3 qhq ∆+= ∞ ςδδ , (5.30)

ãäå )(qh  åñòü ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî 1)0( =h , à 0)( =∞h .
Ï ðîñòåéøàÿ ïîäõîäÿùàÿ ôóíêöèÿ åñòü ýêñïîíåíòà }exp{)( aqqh −= , ïðè÷åì

)/()0( 3∆
′= ςδqa . Í åïîñðåäñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà (5.30) â (4.81) ïîêàçûâàåò,

÷òî âòîðàÿ ãèïîòåçà Ø å - Ëåâåêà ðàâíîñèëüíî ïðåäïîëîæåíèþ îá ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ôîðìå ôóíêöèè )(qh  è }exp{ a−=β .

Âîçâðàùàÿñü ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîé
òóðáóëåíòíîñòè, íóæíî îòìåòèòü, ÷òî åå ïîâåäåíèå ðàçëè÷íî â èíòåðâàëàõ
ïåðåíîñà ýíåðãèè è ýíñòðîôèè, íî íèãäå íå ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè Ø å-
Ëåâåêà (ò.å. ðèñ.5.20,â). Â èíòåðâàëå ïåðåíîñà ýíñòðîôèè óðîâåíü ïåðåìå-
æàåìîñòè íèçîê (∆áëèçêà ê íóëþ), íî ïåðâûé ìîìåíò ïîòîêà η  (ñðåäíåå
çíà÷åíèå) çàâèñèò îò ìàñøòàáà óñðåäíåíèÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ îòâå÷àåò ñëó-
÷àþ, ïîêàçàííîìó íà ðèñ.5.20,á, è âûçâàíà íàëè÷èåì ñèëüíûõ èçîëèðîâàí-
íûõ âèõðåé. È ìåííî ñ âèõðÿìè ñâÿçàíî ñèëüíîå îòëè÷èå â ñïåêòðå èíåðöè-
îííîãî èíòåðâàëà ýíñòðîôèè (à íå ñ ïåðåìåæàåìîñòüþ, êàê òàêîâîé).

Áîëåå ñëîæíî ïîâåäåíèå â
èíòåðâàëå îáðàòíîãî êàñêàäà
ýíåðãèè. Óðîâåíü ïåðåìåæàåìî-
ñòè â íåì áëèçîê òîìó, ÷òî ïî-
ëó÷àåòñÿ â òðåõìåðíûõ òå÷åíè-
ÿõ, íî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ

00 ≠δ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàðó-
øàåòñÿ îñíîâíàÿ ãèïîòåçà Êîë-
ìîãîðîâà îòíîñèòåëüíî ïîñòî-
ÿíñòâà ïîòîêà ýíåðãèè ïî ñïåê-
òðó! Åñòåñòâåííî, ðå÷ü íå èäåò î
íàðóøåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè è íóæíî åùå ðàç îáðà-
òèòü âíèìàíèå íà îïðåäåëåíèå
âåëè÷èí lη  (5.26) (è âåëè÷èíû lε

â ñëó÷àå òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè). Ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò èíòåí-
ñèâíîñòü ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ýíåðãèè íåçàâèñèìî îò èõ íàïðàâëåíèÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè ïîòî-
êîâ ýíåðãèè, îáðàòíûõ îñíîâíîìó íàïðàâëåíèþ ïåðåíîñà, è îáùàÿ èíòåí-
ñèâíîñòü ïîòîêîâ èçìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ìàñøòàáà. Êà÷åñòâåííî òàêîé
ñöåíàðèé ïåðåíîñà ýíåðãèè ïî ñïåêòðó èëëþñòðèðóåò ðèñ.5.21.

Ï îñëåäíèé âàæíûé âîïðîñ êàñàåòñÿ ñâÿçè ãèïîòåçû ïîäîáèÿ â ôîðìå
(4.90), èñïîëüçîâàííîé â ìîäåëè Ø ËÄ ñ ãèïîòåçîé ïîäîáèÿ Ê62 (4.50). È ç
(4.90)
ñëåäóåò, ÷òî

Ðèñ.5.21
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à ýòî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ

( ) 3/03 3 qq
q τδςς ++= . (5.31)

Î÷åâèäíî, ÷òî (5.31) ñîâïàäàåò ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ãèïîòåçîé ïîäî-
áèÿ Êîëìîãîðîâà (Ê62) òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà 13 =ς  è 00 =δ . Îáà óñëîâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ â òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, íî íàðóøàþòñÿ â äâóìåðíîé,
ãäå, òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèìà òîëüêî ãèïîòåçà ïîäîáèÿ â âèäå (4.90).

5.5. Êîíâåêòèâíàÿ òóðáóëåíòíîñòü

 Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû ðàññìîòðèì ïðèìåð òóðáóëåíòíîñòè, ðàç-
âèâàþùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëîâîãî ïîëÿ, ñâÿçàííîãî ñ ñàìèì òå÷åíèåì.
Òàêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåëåÿ
(Ãðàññãîôà). Ì û ðàññìîòðèì ñïåöèôèêó êîíâåêòèâíîé òóðáóëåíòíîñòè êàê
â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî, òàê è â ñëó÷àå äâóìåðíîãî äâèæåíèÿ.

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæå-
íèè Áóññèíåñêà, êîòîðûå ìû âûâîäèëè â ðàçäåëå 1.3 ÷àñòè 1 ýòîãî êóðñà,

( ) zt eGTvPvvv
rrrrr +∆+− ∇=∇+∂ ,      (5.32)

( ) TTvTt ∆=∇+∂ − 1σr , (5.33)
.0div =v

r (5.34)

Óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â áåçðàçìåðíîé ôîðìå è âêëþ÷àþò äâà áåçðàçìåðíûõ
ïàðàìåòðà: ÷èñëî Ãðàññãîôà 23

0 /νβ LTgG =  è ÷èñëî Ïðàíäòëÿ χνσ /=  (ñìûñë
ýòèõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ îáñóæäàëñÿ â ï.1.3).

Ì àëûå ÷èñëà Ãðàññãîôà ñîîòâåòñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà âëèÿíèå òåì-
ïåðàòóðû íà ïîëå ñêîðîñòè ìàëî è òåìïåðàòóðà âåäåò ñåáÿ êàê ïàññèâíàÿ
ïðèìåñü, íå âëèÿÿ íà ñâîéñòâà ïîëÿ ñêîðîñòè. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà
âîçìîæíîì ïîâåäåíèè ïàññèâíîé ïðèìåñè â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå ñ çàäàí-
íûìè ñâîéñòâàìè. Âèä ñïåêòðà ïóëüñàöèé ïàññèâíîé ïðèìåñè ìîæíî
îöåíèòü, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Â ïðåäåëå ìàëîé òåìïåðàòó-
ðîïðîâîäíîñòè ñèñòåìà (5.32)-(5.34) ñîõðàíÿåò êâàäðàò ïóëüñàöèé òåìïåðà-
òóðû, à âåëè÷èíîé, ðåãóëèðóþùåé ïðîöåññû ïåðåíîñà ýíåðãèè ïóëüñàöèé
òåìïåðàòóðû ïî ñïåêòðó, ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà Tε - ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåð-
ãèè ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû. Ýòà âåëè÷èíà ñâÿçàíà ñ ïóëüñàöèÿìè òåìïåðà-
òóðû lTδ  íà ìàñøòàáå l  ñîîòíîøåíèåì
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Ï îâòîðÿÿ êîëìîãîðîâñêèå ðàññóæäåíèÿ, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåîäíî-
ðîäíîñòü òåìïåðàòóðû âíîñèòñÿ â ïîòîê íà ìàêðîìàñøòàáå, à òåìïåðàòó-
ðîïðîâîäíîñòü (äèññèïàöèÿ) ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé òîëüêî íà ìèêðî-
ìàñøòàáå è â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ïîñòîÿííûé, íå
çàâèñÿùèé îò ìàñøòàáà ïîòîê ýíåðãèè ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû, ðàâíûé
ñêîðîñòè åå äèññèïàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,

const~~
22

=
l

vT
t
T ll

l

l
T

δδδε . (5.35)

×òîáû ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû îò ìàñøòàáà,
íóæíî â (5.35) ïîäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàâèñèìîñòü äëÿ ïóëüñàöèé
ñêîðîñòè. Òàê, åñëè ñïåêòð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñëåäóåò çàêîíó Êîëìîãî-
ðîâà «-5/3» (5.14) è 3/13/1~ lvl εδ , òî ïîëó÷àåì îöåíêó

3/16/12/1~ lT Tl
−εεδ , (5.36)

ñîîòâåòñòâóþùóþ ñïåêòðó ýíåðãèè ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû âèäà

3/53/1)( −−= kCkE TTT εε . (5.37)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñïåêòð (5.37) èìååò îäèíàêîâûé âèä è äëÿ òðåõ-
ìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè è äëÿ èíòåðâàëà îáðàòíîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè â
äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, ïðè÷åì è â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå
êàñêàäà ýíåðãèè ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû ïðÿìîå, òî åñòü ýíåðãèÿ ïóëüñàöèé
ïåðåíîñèòñÿ â ìàëûå ìàñøòàáû íåçàâèñèìî îò íàïðàâëåíèÿ êàñêàäà êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè.

Â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ïåðåíîñà ýíñòðîôèè, ãäå ñïåêòð êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ñëåäóåò çàêîíó (5.15), à ïóëüñàöèè ñêîðîñòè îöåíèâàþòñÿ êàê

lvl
3/1~ ωεδ , (5.35) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

6/12/1~ −
ωεεδ TlT

è ñïåêòðó
13/1)( −−′= kCkE TTT ωεε . (5.38)

Ï ðîâåäåííûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî
Ï ðàíäòëÿ 1~σ , òî åñòü âÿçêîñòü è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü èìåþò îäèí
ïîðÿäîê âåëè÷èíû.

Ï îñìîòðèì òåïåðü, êàê âåäåò ñåáÿ ïàññèâíàÿ ïðèìåñü ïðè ýêñòðå-
ìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ï ðàíäòëÿ. Ïóñòü 1<<σ , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñ-



67

ñìîòðåíèþ æèäêîñòè ñ î÷åíü õîðîøåé òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòüþ (äëÿ îï-
ðåäåëåííîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òóðáóëåíò-
íîñòü â ðòóòè èëè äðóãîì æèäêîì ìåòàëëå). Â òàêîé ñðåäå äèôôóçèÿ òåïëà
ýôôåêòèâíåé êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ. Åñëè òóðáóëåíòíîñòü ñóùåñòâóåò è åñòü
êàñêàä êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñ çàêîíîì (5.14), òî ïîëå ñêîðîñòè íåïðåðûâ-
íî ñîçäàåò è ïóëüñàöèè òåìïåðàòóðû, íî ïîñëåäíèå ðàññàñûâàþòñÿ íà òåõ
æå ìàñøòàáàõ, ÷òî è ñîçäàþòñÿ, íå óñïåâàÿ âñòóïèòü â íåëèíåéíûé êàñêàä-
íûé ïðîöåññ. È ñòî÷íèêîì ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû ñëóæèò êðóïíîìàñ-
øòàáíîå ïîëå 0Tδ , à îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû íà ìàñ-
øòàáå l  ïîëó÷àåì, ñðàâíèâàÿ âåëè÷èíó êîíâåêòèâíîãî è äèññèïàòèâíîãî
ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè (5.32)

2
0 ~

l
T

L
T

v l
l

δδδ .

È ñïîëüçóÿ êîëìîãîðîâñêóþ îöåíêó äëÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè, ïîëó÷à-
åì 3/7~ lTlδ , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðó

3/17~)( −kkET . (5.39)

È íòåðâàë ìàñøòàáîâ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàþò èíåðöèîííî-
äèôôóçèîííûì èíòåðâàëîì. Â äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè â èíåðöèîííîì
èíòåðâàëå ýíñòðîôèè ïðè ñïåêòðå ñêîðîñòè «-3» àíàëîãè÷íûå îöåíêè äàþò
åùå áîëåå áûñòðîå ñïàäàíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïóëüñàöèé

7~)( −kkET . (5.40)

Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé,
ýòî áîëüøèå ÷èñëà Ïðàíäòëÿ 1>>σ
: âÿçêàÿ æèäêîñòü ñ ïëîõîé òåìïå-
ðàòóðîïðîâîäíîñòüþ (òàêèìè ñâîé-
ñòâàìè îáëàäàþò ìíîãèå ìàñëà). Â
ýòîì ñëó÷àå êàñêàä ïóëüñàöèé ñêî-
ðîñòè áûñòðî çàòóõàåò ïîä äåéñòâè-
åì âÿçêèõ ñèë, íî ïóëüñàöèè òåìïå-
ðàòóðû óíîñÿòñÿ â çíà÷èòåëüíî áî-
ëåå ìåëêèå ìàñøòàáû, ÷åì ìàñøòàá
âÿçêîé äèññèïàöèè. Ñóùåñòâóåò òàê
íàçûâàåìûé âÿçêî-êîíâåêòèâíûé
èíòåðâàë. Åãî äèíàìèêà îïðåäåëÿ-
åòñÿ êðóïíîìàñøòàáíûì ïîëåì
ñêîðîñòè, òàê êàê íà ýòèõ ìàñøòà-
áàõ ïóëüñàöèè ñêîðîñòè ïîäàâëåíû âÿçêîñòüþ. Òîãäà

Ðèñ.5.22
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è 0~ lTlδ . Ï îëó÷àåì ñïåêòð, íà êîòîðûé âïåðâûå óêàçàë Áýò÷åëîð,

1~)( −kkET . (5.41)

Ñâîäíàÿ êàðòèíà âîçìîæíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàêîíîâ äëÿ ïóëüñàöèé
ïàññèâíîé ïðèìåñè ïðèâåäåíà íà ðèñ.5.22.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ñîáñòâåííî ê êîíâåêòèâíîé òóðáóëåíòíîñòè, òî
åñòü òóðáóëåíòíîñòè, â êîòîðîé îñíîâíîé äâèæóùåé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ íåîä-
íîðîäíîñòü òåìïåðàòóðû. ×èñëî Ãðàññõîôà 1>>G , à ÷èñëî Ïðàíäòëÿ äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü  ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïóñòü äâèæåíèå âûçûâàåòñÿ
íåîäíîðîäíûì íàãðåâîì íà ìàêñèìàëüíîì ìàñøòàáå L , è âîçíèêàþùåå
äâèæåíèå ñòîëü èíòåíñèâíî, ÷òî äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ òóðáóëåíòíûì. Â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå äâà ñöåíàðèÿ ðàçâèòèÿ òóðáóëåíòíîñòè.
Ï åðâûé (êîëìîãîðîâñêèé) ñîñòîèò â òîì, ÷òî òóðáóëåíòíîñòü ðàçâèâàåòñÿ
ïî îáû÷íîìó èçîòåðìè÷åñêîìó ñöåíàðèþ è äèíàìèêà ìåíüøèõ ìàñøòàáîâ
îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïîòîêîì ýíåðãèè, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ íà ýòèõ
ìàñøòàáàõ ñóùåñòâåííåå, ÷åì ðàáîòà ñèë Àðõèìåäà. Íà âîçìîæíîñòü äðó-
ãîãî ñöåíàðèÿ âïåðâûå óêàçàëè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà À.Îáóõîâ è
Ð.Áîëäæèàíî. Ýòîò ñöåíàðèé (áóäåì íàçûâàòü åãî îáóõîâñêèì) ïðåäïîëàãà-
åò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ñèë Àðõèìåäà â øèðîêîì èíòåðâàëå ìàñøòàáîâ.  Òàê
êàê ðåæèì äâèæåíèÿ çàâåäîìî íåëèíåéíûé, òî ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå, åñëè
íà êàæäîì ìàñøòàáå èìååò ìåñòî áàëàíñ ìåæäó íåëèíåéíûì è àðõèìåäî-
âûì ñëàãàåìûìè â óðàâíåíèè (5.32). Ýòî óñëîâèå âûðàæàåòñÿ (â ðàçìåðíîì
âèäå) ñîîòíîøåíèåì

l
l Tg

l
v βδδ

~
2

. (5.42)

Í àðÿäó ñ ýòèì óñëîâèåì îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì óñëîâèå (5.35), òðå-
áóþùåå ïîñòîÿíñòâà ïîòîêà ýíåðãèè ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû ïî ñïåêòðó.
Îíî äàåò âòîðîå ñîîòíîøåíèå

l
vT ll

T
δδε

2

~ . (5.43)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (5.42)-(5.43), ïîëó÷àåì

( ) 5/35/25/1~ lgv Tl βεδ , (5.44)
( ) 5/15/15/2~ lgT Tl

−βεδ . (5.45)



69

Îöåíêè (5.44)-(5.45) ñîîòâåòñòâóþò ñïåêòðàëüíûì çàêîíàì

5/11~)( −kkÅ , (5.46)
5/7~)( −kkET . (5.47)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ñïåêòðàëüíûå çàêîíû íå çàâèñÿò îò
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü îíè ìîãóò âîçíèêíóòü êàê â òðåõ-, òàê è
â äâóìåðíîì òå÷åíèè. Ï îä äâóìåðíûì êîíâåêòèâíûì äâèæåíèåì ìû ïîä-
ðàçóìåâàåì ïðè ýòîì òå÷åíèå â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, òî åñòü ïëîñêîñòè,
â êîòîðîé ëåæèò âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Òàêèå äâóìåðíûå
êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â âåðòèêàëüíîé ùåëè ñ íå-
ðàâíîìåðíûì íàãðåâîì.

Êîíâåêòèâíûé (îáóõîâñêèé) èíòåðâàë âèäà (5.46)-(5.47) íå ìîæåò ðàñ-
òè íåîãðàíè÷åííî äàæå â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ÷èñëà
Ãðàññãîôà. Äåëî  â òîì, ÷òî ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ñèëàìè Àðõèìåäà çà åäè-
íèöó âðåìåíè íà åäèíèöó ìàññû

5/45/65/3 )(~)(~ lgTvg TllA βεδδβΠ , (5.48)

ïàäàåò ñ óìåíüøåíèåì ìàñøòàáà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü
ìàñøòàá, íà êîòîðîì îáû÷íûé êîëìîãîðîâñêèé ìåõàíèçì ñòàíåò ýôôåê-
òèâíåé êîíâåêòèâíîãî è íà ñìåíó îáóõîâñêîìó ðåæèìó äîëæåí ïðèéòè
êîëìîãîðîâñêèé. Ýòîò ìàñøòàá ïðèíÿòî íàçûâàòü ìàñøòàáîì Áîëäæèàíî
è îí ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðèðàâíÿòü (5.48) ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè

( ) 4/34/52/3~ −−
TB gL εεβ . (5.49)

Îæèäàåìàÿ êàðòèíà ñïåêòðàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýíåðãèè äëÿ òðåõìåðíîé
òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè ïîêàçàíà íà ðèñ.5.23.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ íà ìàñøòàáàõ BLl >  ïîëíîñòüþ àíàëî-
ãè÷íà ñèòóàöèè â òðåõìåðíîì òå÷åíèè. Îòëè÷èÿ âîçíèêàþò íà ìàëûõ ìàñ-
øòàáàõ, òàê êàê ïðÿìîé êàñêàä ýíåðãèè â äâóìåðíîì ïîòîêå íåâîçìîæåí.

Ðèñ.5.23 Ðèñ.5.24
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Êîíâåêòèâíûé èíòåðâàë îáåñïå÷èâàåò ïðÿìîé ïîòîê ýíåðãèè ïî ñïåêòðó, à
íà ìàñøòàáå Áîëäæèàíî êàñêàä áëîêèðóåòñÿ. Ñïðàâà îò ýòîãî ìàñøòàáà
äîëæåí óñòàíîâèòüñÿ èíòåðâàë ïåðåíîñà ýíñòðîôèè, à ñëåâà íà÷íåòñÿ ôîð-
ìèðîâàíèå èíòåðâàëà îáðàòíîãî êàñêàäà ýíåðãèè. Îáùàÿ êàðòèíà ñïåêòðîâ
â äâóìåðíîé êîíâåêòèâíîé òóðáóëåíòíîñòè ïîêàçàíà íà ðèñ.5.24.

Îòìåòèì åùå îäèí èíòåðâàë, êîòîðûé ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïðè òóðáó-
ëåíòíîé êîíâåêöèè â æèäêîñòè ñ áîëüøèì ÷èñëîì Ïðàíäòëÿ. Ñèëüíàÿ âÿç-
êîñòü ïîäàâëÿåò äâèæåíèå íà ìàñøòàáàõ, íà êîòîðûõ åùå ñóùåñòâóþò ïóëü-
ñàöèè òåìïåðàòóðû. Áåç ó÷åòà ñèë ïëàâó÷åñòè ýòî ïðèâîäèò ê ñïåêòðó Áýò-
÷åëîðà (5.41). Ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ãðàññãîôà âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà
íåëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèè äëÿ ñêîðîñòè ñòàíîâÿòñÿ ìàëû, à äèíàìèêà
ïóëüñàöèé îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì ñèë Àðõèìåäà è ñèë âÿçêîñòè. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïóëüñàöèè òåìïåðàòóðû ñëåäóþò çàêîíó Áýò÷åëîðà (5.41), ïî-
ëó÷àåì èç (5.50) ñïåêòðàëüíûé çàêîí äëÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè

5~)( −kkE . (5.51)

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î ñïåêòðàëüíûõ çàêîíàõ â êîíâåêòèâíîé
òóðáóëåíòíîñòè äàëåê îò ñâîåãî îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå èçìåðåíèÿ êàñàþòñÿ, â îñíîâíîì, òîëüêî ïîëåé òåìïåðàòóðû è äà-
þò ðàçíîðå÷èâûå ðåçóëüòàòû. Í à ñåãîäíÿ íåò äàæå åäèíîãî ìíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî òîãî, ìîæåò ëè ðåàëèçîâàòüñÿ èíåðöèîííûé èíòåðâàë Îáóõîâà. Ê
ýòîìó âîïðîñó ìû âåðíåìñÿ â ïîñëåäíåé ãëàâå êóðñà.
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6. È ÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈ Å Ì ÎÄÅËÈ  ÒÓÐÁÓËÅÍ ÒÍÎÑÒÈ
È  ÂÅÉ ÂËÅÒÛ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëè, îñíîâàííûå íà èäåå ïðèìåíåíèÿ
ôóíêöèîíàëüíîãî áàçèñà ñïåöèàëüíîãî òèïà, íàèáîëåå òî÷íî ñîîòâåòñò-
âóþùåãî ñòðóêòóðå òóðáóëåíòíûõ ïîëåé. È äåÿ òàêîãî áàçèñà âïåðâûå áûëà
ïðåäëîæåíà Â.Çèìèíûì â êîíöå ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ è ñîñòîÿëà â èñïîëüçî-
âàíèè ñåìåéñòâà  ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé ïðîãðåññèâíî óáûâàþùåãî ìàñ-
øòàáà10. Áàçèñ áûë íàçâàí èåðàðõè÷åñêèì è íà åãî îñíîâå áûëè ïîñòðîåíû
è èññëåäîâàíû ìíîãî÷èñëåííûå ìîäåëè, òàêæå íàçâàííûå èåðàðõè÷åñêèìè
(ñì. êíèãó Â.Çèìèíà è Ï .Ô ðèêà11). Â êîíöå âîñüìèäåñÿòûõ ãîäîâ â íàó÷íîé
ëèòåðàòóðå ïîÿâèëîñü ñëîâî «âåéâëåò», à ê íà÷àëó äåâÿíîñòûõ âåéâëåò-
àíàëèç ïðåâðàòèëñÿ â ñàìîñòîÿòåëüíóþ, õîðîøî ðàçâèòóþ îáëàñòü ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. È äåè, ëåæàùèå â îñíîâå òåîðèè âåéâëåòîâ, ñîâïàäàþò ñ
èäåÿìè èåðàðõè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òóðáóëåíòíûõ ïîëåé è â òåðìèíàõ
ýòîé ìîëîäîé íàóêè èåðàðõè÷åñêèå ìîäåëè - ýòî ìîäåëè, ïîñòðîåííûå ñ
ïîìîùüþ âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèÿ îïèñûâàåìûõ ïîëåé.

Ï îñêîëüêó öåëü íàøåãî êóðñà ñîñòîèò â èçëîæåíèè ïîäõîäîâ ê ìîäå-
ëèðîâàíèþ òóðáóëåíòíîñòè, òî ãëàâó ìû íà÷íåì ñ èäåé, ïðèâåäøèõ ê èå-
ðàðõè÷åñêèì ìîäåëÿì. Â òî æå âðåìÿ, íåëüçÿ íå îñòàíîâèòüñÿ è íà ôîðìó-
ëèðîâêå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé âåéâëåò-àíàëèçà, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ÷ðåç-
âû÷àéíî ïîëåçíûì ïðè àíàëèçå âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû
íåëèíåéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ èäåé
íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî âåéâëåò-àíàëèçà è íåêîòîðûå ïðèìåðû åãî
èñïîëüçîâàíèÿ ñîñòàâÿò âòîðóþ ïîëîâèíó ýòîé ãëàâû.

6.1. È åðàðõè÷åñêèé áàçèñ äëÿ òóðáóëåíòíûõ ïîëåé

Ðàññìàòðèâàÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèä-
êîñòè, ìû ãîâîðèëè î òîì, ÷òî ÷àùå âñåãî äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçóþòñÿ ëè-
áî ñåòî÷íûå, ëèáî ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû, ëèáî èõ êîìáèíàöèÿ. È  òå, è äðó-
ãèå ìîæíî îòíåñòè ê ïðîåêöèîííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò ïðîåêöèè âñåõ ïîëåé íà
ôóíêöèîíàëüíûå áàçèñû.

Â ñåòî÷íûõ ìåòîäàõ ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ,
ïëîòíîñòü êîòîðûõ ñâÿçàíà ñî ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè ðàññìàòðèâàå-
                                                          
10 Çèìèí Â.Ä. È åðàðõè÷åñêàÿ ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè // È çâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ: Ô èçèêà àòìîñôåðû è îêåàíà.
Ò.17. N.12. Ñ.1265-1273.
11 Çèìèí Â.Ä., Ô ðèê Ï .Ã. Òóðáóëåíòíàÿ êîíâåêöèÿ. Ì .: Í àóêà, 1988. 178 ñ.
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ìûõ ïîëåé (ìåëêîìàñøòàáíûå âèõðè íå äîëæíû ïðîâàëèâàòüñÿ ìåæäó òî÷-
êàìè ñåòêè). Áîëåå ñòðîãî ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ òåîðåìîé Êîòåëüíèêîâà,
ñîãëàñíî êîòîðîé ôóíêöèÿ )(xf , ñïåêòð êîòîðîé îãðàíè÷åí ïðîñòðàíñò-
âåííîé ÷àñòîòîé h/2π , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñóììîé ôóíêöèé îòñ÷åòîâ
(ñèíêóñîâ), öåíòðû êîòîðûõ ðàçìåùåíû íà ñåòêå ñ øàãîì h . Î÷åâèäíî, ÷òî
ñåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ýôôåêòèâíî ïðè îïèñàíèè ëîêàëüíûõ ñòðóêòóð -
ìåëêîìàñøòàáíûé âèõðü îïèñûâàåòñÿ íåáîëüøèì ÷èñëîì òî÷åê, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ îïèñà-
íèÿ äàæå î÷åíü ïðîñòîãî ïî ñòðóêòóðå êðóïíîìàñøòàáíîãî âèõðÿ òðåáóåò-
ñÿ èñïîëüçîâàíèå âñåõ áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû èñïîëüçóþò ðàçëîæåíèå ïî ôóðüå-ãàðìîíèêàì.
Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâàåò, ïî ñóòè, ñèñòåìó êîãå-
ðåíòíûõ âèõðåé, çàíèìàþùóþ âñå ïðîñòðàíñòâî. Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè
î÷åíü ïðîñòî îïèñàòü âèõðü, çàíèìàþùèé âñþ îáëàñòü, èëè ïåðèîäè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó âèõðåé - è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî îäíîé áàçèñ-
íîé ôóíêöèè. Îäíàêî, åñëè òðåáóåòñÿ îïèñàòü îòäåëüíûé âèõðü, çàíèìàþ-
ùèé ìàëóþ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, òî ïîòðåáóåòñÿ âåñü ãàðìîíè-
÷åñêèé ðÿä.

Âûøå óæå îáñóæäàëèñü è ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè îáîèõ ìåòîäîâ
ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè. Ñåòî÷íûå ìåòîäû ýô-
ôåêòèâíû ïðè âû÷èñëåíèè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, òàê êàê ïîçâîëÿþò âûðà-
çèòü çíà÷åíèå â òî÷êå ÷åðåç íåáîëüøîå ÷èñëî ñîñåäíèõ òî÷åê, íî ïðèâîäÿò
ê áîëüøèì çàòðàòàì ìàøèííîãî âðåìåíè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññî-
íà, òðåáóþùåãî ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, â êîòîðûé âîâëå÷åíû
âñå òî÷êè îáëàñòè. Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû, íàîáîðîò, äåëàþò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà òðèâèàëüíûì, íî ïðèâîäÿò ê î÷åíü ñëîæíîé ñòðóêòóðå
íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ.

Ï ðîáëåìû äâóõ ôóíêöèîíàëüíûõ áàçèñîâ ñâÿçàíû ñ èõ ëîêàëèçîâàí-
íîñòüþ â ôèçè÷åñêîì è â ôóðüå-ïðîñòðàíñòâàõ. Ñåòêè ñòðîãî ëîêàëèçîâà-
íû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íî ñïåêòð òî÷êè (äåëüòà-ôóíêöèè) åñòü áå-
ëûé øóì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè äåëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå Ô ó-
ðüå. Îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ðàçëîæåíèè Ô óðüå. Êàæäàÿ ãàðìî-
íèêà ïðåäñòàâëÿåò ñòðîãî îäíó ÷àñòîòó, íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ
çàíèìàåò âñå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå ñîñóùåñòâóþò âèõðè ñàìîãî ðàçëè÷íîãî
ìàñøòàáà, íî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèñõîäÿò ìåæäó
âèõðÿìè (ñòðóêòóðàìè), áëèçêèìè è â ôèçè÷åñêîì, è â ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå.
Ï åðâîå î÷åâèäíî - ÷òîáû âèõðè âçàèìîäåéñòâîâàëè, îíè äîëæíû ïåðåêðû-
âàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò îñíîâó êîíöåïöèè
êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ - âçàèìîäåéñòâóþò âèõðè ñðàâíèìûõ ðàçìåðîâ (åñëè
ðàçìåðû íå ñîïîñòàâèìû, òî ìàëåíüêèå âèõðè ïðîñòî ïåðåíîñÿòñÿ áîëüøè-
ìè áåç îáìåíà ýíåðãèåé).  Ýòî çàñòàâëÿåò îáðàòèòüñÿ ê ïîèñêó ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé, áîëåå òî÷íî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðå òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà.
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Â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè âàæíóþ ðîëü èãðàåò èäåÿ ìàñøòàáíîãî ïî-
äîáèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èñêîìûé áàçèñ äîëæåí áûòü ñîñòàâëåí èç ïîäîáíûõ
ôóíêöèé.

Åùå îäèí íåäîñòàòîê èñïîëüçîâàíèÿ ðÿäîâ Ô óðüå ñîñòîèò â íèçêîé
èíôîðìàòèâíîñòè âûñîêèõ ÷àñòîò. Õîðîøî ïîíÿòåí ñìûñë ðàññìîòðåíèÿ
âèõðåé ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ,...3/,2/, LLL , íî îòäåëüíîå îïèñàíèå ìàñ-
øòàáîâ ,...959/,958/,957/ LLL   è ò.ä. ìàëî îïðàâäàíî. Ýòî ñîîáðàæåíèå íàâî-
äèò íà ìûñëü î íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé, ìàñøòàá êîòîðûõ
èçìåíÿåòñÿ ïðîãðåññèâíî - òàêîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàâíîìåð-
íîì ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà ìàñøòàáîâ â ëîãàðèôìè÷åñêîì ïðåäñòàâëå-
íèè.

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ îïè-
ñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ:

1) ôóíêöèè áàçèñà äîëæíû áûòü ëîêàëèçîâàíû è â ôèçè÷åñêîì, è â
ôóðüå-ïðîñòðàíñòâàõ;

2) ôóíêöèè äîëæíû áûòü ïîäîáíû è îïèñûâàòü èåðàðõèþ âèõðåé
ïðîãðåññèâíî óáûâàþùèõ ìàñøòàáîâ;

3) ìåëêîìàñøòàáíûå âèõðè äîëæíû ïåðåíîñèòüñÿ â ïîëå âèõðåé
áîëüøåãî ìàñøòàáà;

4) ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèÿ Í àâüå - Ñòîêñà ôóíêöèîíàëüíûé áà-
çèñ äîëæåí ïðèâîäèòü ê ñëàáîñâÿçàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå.

Ï îïðîáóåì ïîñòðîèòü áàçèñ, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì òðåáîâàíèÿì.
Ï îñòðîåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, òàê êàê ýòî óïðîùàåò
èëëþñòðàöèþ ðåçóëüòàòîâ è çàïèñü ôóíêöèé.

È òàê, èìååì äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ),( yxr =r  è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
ïðîñòðàíñòâî âîëíîâûõ âåêòîðîâ ),( yx kkk =

r
. Ô óðüå-ïëîñêîñòü ðàçîáüåì íà

êîëüöåâûå çîíû (ðèñ.6.1) òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ çîíû ñ íîìåðîì N

Ðèñ.6.1
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1|| +<< NN kkk
r

, N
Nk 2π= , ,...2,1,0 ±±=N . (6.1)

Êàæäàÿ êîëüöåâàÿ çîíà âêëþ÷àåò, òàêèì îáðàçîì, îäíó îêòàâó âîë-
íîâûõ ÷èñåë (íàïîìíèì, ÷òî îêòàâîé íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë, â ïðåäåëàõ êî-
òîðîãî ÷àñòîòà èçìåíÿåòñÿ â äâà ðàçà).

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîëå çàâèõðåííîñòè ),,( yxtω  è ïðåäñòàâèì åãî
â âèäå

∑=
N

N yxtyxt ),,(),,( ωω , (6.2)

ãäå êàæäàÿ ôóíêöèÿ Nω  åñòü ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè â ôóðüå-ïëîñêîñòè
ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó êîëüöó (6 .1):

∫∫ ′′′−′−′′= ydxdyyxxgyxtyxt NN ),(),,(),,( ωω . (6.3)

Çäåñü )(rg N
r åñòü ôóíêöèÿ, ôóðüå-îáðàç êîòîðîé )(? kg N

r
 ëîêàëèçîâàí â

êîëüöå



=

.N
,N

)k(g
êîëüöàâíå

êîëüöåâ
0
1r) (6.4)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ôèëüòðàöèè (6.3)-(6.4)

NMMN rd δωω ~∫ r

è, ñëåäîâàòåëüíî, ýíñòðîôèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó

∑∫ Ω==Ω
N

Nrd
r2

2
1 ω , rdNN

r∫=Ω 2

2
1 ω . (6.5)

Òàêóþ æå îïåðàöèþ ôèëüòðàöèè ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ïîëþ ñêîðî-
ñòè, ðàçáèâ òåì ñàìûì è ýíåðãèþ íà ñóììó ýíåðãèé, ïðèíàäëåæàùèõ ðàç-
ëè÷íûì îêòàâàì âîëíîâûõ ÷èñåë

∑ ∫∑ ==
N

N
N

N rdvEE
rr 2

2
1 . (6.6)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåëè ïåðâóþ ÷àñòü ïîñòðîåíèÿ - ðàçáèëè èñ-
õîäíîå ïîëå ïî ìàñøòàáàì. Íà âòîðîì ýòàïå íóæíî ïðîâåñòè ðàçáèåíèå
ïîëó÷åííûõ ïîëåé Nω  íà ñóììó ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåò
ïîëå çàâèõðåííîñòè äàííîãî ìàñøòàáà òîëüêî â îïðåäåëåííîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà
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∑ −=
n

NnNNnN rrft )()(
rrωω , (6.7)

ãäå )(rf N
r åñòü áàçèñíûå ôóíêöèè ìàñøòàáà N , Nnr

r - ðàäèóñ-âåêòîð öåí-
òðà âèõðÿ (ôóíêöèè). Ô óíêöèè )(rf N

r  äîëæíû áûòü ïîäîáíû è îáåñïå÷è-
âàòü ðàçðÿæåííóþ ìàòðèöó íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé NnMmLlX  â óðàâíå-
íèè

∑ += ...LlMmNnMmLlNnt Xd ωωω , (6.8)

ïîëó÷àþùåìñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè óðàâíåíèé Í àâüå - Ñòîêñà íà
ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ. Ïðè ýòîì õîòåëîñü áû èìåòü ïîëíûé îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ ôóíêöèé.

Óâû, óäîâëåòâîðèòü âñåì ïðèâåäåííûì òðåáîâàíèÿì íå óäàåòñÿ. Çà-
äà÷à èìååò ðåøåíèå â òàêîé ïîñòàíîâêå òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Îä-
íîìåðíûé áàçèñ, êîíå÷íî, íå èìååò èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ òóð-
áóëåíòíîñòè, íî åãî ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëÿåò ìåòîäè÷åñêèé èíòåðåñ è ìû
åãî ïðîâåäåì.

6.1.1. Îäíîìåðíûé èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ )(xf , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå
Ô óðüå,

∫
∞

∞−

−= dxe)x(f)(f xiγπγ 2
)

. (6.9)

Îñü âîëíîâûõ ÷èñåë γ (íàïîìíèì, ÷òî πγ2=k ) ðàçáèâàåì íà îêòàâû
N

N 2=γ  (ðèñ.6.2) è ââîäèì ôóíêöèè



 <<= +

çîíûâíå0
1NN

N
||)(f

)(f
γγγγγ

)
)

(6.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ∑= )(f)(f N γγ
))

. Ï îëó÷åííûå ôóíêöèè Nf?  îáëàäàþò çà-
ìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì - îíè äîïóñêàþò ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà
âñþ îñü γ ñ ïåðèîäîì Nγ2 (ðèñ.6.3)

Ðèñ.6.2
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( )
( )

( )
( ) NN

NN

NN

NN
N mm

mm
åñëè

)m(f

)m(f
)(F

γγγ
γγγ

γγ
γγ

γ
212
122

12

12
<<−
+<<






−−
+−

= )

)
)

Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü ôóíêöèè )(FN γ
)

 â ðÿä Ô óðüå

∑ −=
n

nih
NnNN

NeAh)(F γπγ 2)
, (6.11)

ãäå )2/(1 NNh γ= . Ô óíêöèè γπ Ninh
N eh 2−  îáðàçóþò ïîëíûé áàçèñ â êëàññå

ôóíêöèé NF? , à òå æå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå âíóòðè çîíû (6.10), - ïîëíûé
áàçèñ â êëàññå ôóíêöèé Nf? . ×òîáû ïîëó÷èòü âèä áàçèñíîé ôóíêöèè â ôèçè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íóæíî âçÿòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ô óðüå. Ï îëó-
÷àåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

( )

( )
( )






 −

−







 −

= nhx
hnhx

nhx
h

h
xf N

N
N

N
N

N
Nn 2

3
cos

2

2
sin

1
)(

π
π

π

. (6.12)

Âèä ôóíêöèè (6.12) äëÿ 0=n
ïîêàçàí íà ðèñ.6.4. Ýòè ôóíêöèè èç-
âåñòíû â ìàòåìàòèêå êàê ôóíêöèè
Ëèòëâóäà - Ï åëëè. Ô óíêöèè ìåä-
ëåííî óáûâàþò â ôèçè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ( 1~)( −xxf Nn ), ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì îáðûâà ôóíêöèé â ïðî-
ñòðàíñòâå Ô óðüå. Âñå áàçèñíûå
ôóíêöèè âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, òî
åñòü

Ðèñ.6.3

Ðèñ.6.4
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∫ = nmNMMmNn dxxfxf δδ)()( ,

÷òî ñëåäóåò èç îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé â ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå è èí-
âàðèàíòíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ô óðüå. Êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (6.11) îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé

∫= dxxfxfA NnNn )()( . (6.13)

Áàçèñíûå ôóíêöèè èìåþò äâîéíóþ èíäåêñàöèþ. Áîëüøîé èíäåêñ îò-
âå÷àåò çà ìàñøòàá, ìàëûé - çà ïîëîæåíèå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå. Óâåëè-
÷åíèå èíäåêñà N íà åäèíèöó ñæèìàåò ôóíêöèþ âäâîå, óâåëè÷åíèå èíäåêñà n
íà åäèíèöó ñäâèãàåò ôóíêöèþ âäîëü îñè x  íà âåëè÷èíó Nh .

6.1.2. Äâóìåðíûé áàçèñ

Ï ðîñòåéøèé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ äâóìåðíîãî áàçèñà ñîñòîèò â îïðåäå-
ëåíèè äâóìåðíîé ôóíêöèè êàê ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ

)()(),( yfxfyxf MmNnNnMm = ,

îäíàêî, òàêèå ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè è íå óäîâëåòâîðÿ-
þò òðåáîâàíèþ ïîäîáèÿ. Ï îñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî íå îñòàâëÿåò íàäåæä íà
ïîëó÷åíèå ïðîñòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæå-
íèÿ.

È ñõîäÿ èç ëîêàëüíîé èçîòðîïèè ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè è
ñòðåìëåíèÿ ïîëó÷èòü áàçèñ, îáðàçîâàííûé ðàçíîìàñøòàáíûìè, íî îäíî-
òèïíûìè ôóíêöèÿìè, ïîñòðîèì îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé, íî «íå ñîâñåì îðòî-
ãîíàëüíûé» áàçèñ.

È òàê, ðàñêëàäûâàåì ïîëå çàâèõðåííîñòè â ðÿä

∑ −=
Nn

NnNnNn rrtAyxt )()(),,(
rrωω , (6.14)

ãäå NnA  - çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè àìïëèòóäà, Nnω - îñåñèììåòðè÷íàÿ áà-
çèñíàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé áîëüøîé èíäåêñ îòâå÷àåò çà ìàñøòàá, à ìàëûé -
çà ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå, è Nnr

r - ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ôóíêöèè.
È ñïîëüçóåì ââåäåííîå âûøå ðàçáèåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîñêîñòè íà

ðàñøèðÿþùèåñÿ êîëüöåâûå çîíû (6.1) è îïðåäåëèì áàçèñíóþ ôóíêöèþ òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî åå ôóðüå-îáðàç ðàâåí êîíñòàíòå â ïðåäåëàõ ñîîòâåòñò-
âóþùåãî êîëüöà:
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

 <<= +

−

çîíûâíå0
1

2
NN

ri

Nn

||e
)(

Nn γγγαγω
γπ rr

r) (6.15)

Ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü çàäàåò ñäâèã öåíòðà âèõðÿ â ôèçè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. òåîðåìó î ñäâèãå è äðóãèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ô óðüå â ïàðàãðàôå 2.4.2 ÷àñòè 1). Êîýôôèöèåíò α  ìîæåò áûòü âûáðàí èç
óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ∫ =12 γω r) dNn , êîòîðîå äàåò

N−= 2
3
2
π

α . (6.16)

Í àðÿäó ñ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ çàâèõðåííîñòè ìîæíî çàïèñàòü è
ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèè òîêà è ñêîðîñòè. Â ôóðüå ïðîñòðàíñòâå âñå òðè
ôóíêöèè ñâÿçàíû ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

)(?)( NnNn γω
γπ

γψ rr)
224

1−= ,

)(?)e(i)(v NnNn γψγπγ rrrr)r ×= 2 ,

ãäå e
r  åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ðàññìàòðèâàåìîé

ïëîñêîñòè.
×òîáû ïîëó÷èòü âèä ôóíêöèè â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íóæíî

âçÿòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ô óðüå îò (6.15). Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñ-
ëåíèÿ äàþò

∫
−

=−
s

s

N

NnNn dz
z

zJ
rr

2
0

3

)(

3

2
)(

π
ψ rr , (6.17)






 −×=−

−

s
sJsJes

rrv
N

NnNn
)()2(

3
)(2

)( 00

π

rr
rrr , (6.18)






 −=− −

s
sJsJ

rr N
NnNn

)()2(2
2

3
)( 11πω rr , (6.19)

ãäå ||2 Nn
N rrs

rr −= π , à )(0 sJ , )(1 sJ  åñòü
ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ
ñêîðîñòè è çàâèõðåííîñòè ïîêàçàíû íà
ðèñ.6.5.

Ì û îñòàâèëè áåç âíèìàíèÿ âîïðîñ î
êîëè÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé è îá èõ
ðàñïðåäåëåíèè â ïðîñòðàíñòâå. Ï ëîòíîñòü
ôóíêöèé â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæ-
íî îöåíèòü èñõîäÿ èç ïðèíöèïà íåîïðåäå-

Ðèñ.6.5
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ëåííîñòè. Åñëè îáëàñòè ëîêàëèçàöèè â r
r  è k

r
 ïðîñòðàíñòâàõ èìåþò, ñîîò-

âåòñòâåííî, ðàçìåðû r∆  è k∆ , òî, òðåáóÿ

π2=∆∆ kr , (6.20)

ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîòíîñòü ôóíêöèé çàäàííîãî ìàñøòàáà Nρ  ñâÿçàíà ñ
ïëîùàäüþ îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ôóðüå kS∆  êàê

Nk
N

S 2
2 2

4
3

4
π

π
ρ =∆= . (6.21)

Ï ðè âû÷èñëåíèè (6.21) ó÷ëè, ÷òî kS∆  åñòü ïëîùàäü êîëüöåâîé îáëàñ-
òè (6.1). Ô îðìóëà (6.21) îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ÷èñëî âèõðåé ïðè ïåðåõîäå
îò ìàñøòàáà ê ìàñøòàáó ðàñòåò â ÷åòûðå ðàçà (åñòåñòâåííî, ÷òî â òðåõìåð-
íîì ñëó÷àå ýòî îòíîøåíèå áóäåò ðàâíî âîñüìè).

Âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå áîëåå ñëîæåí.
Ô îðìóëèðóÿ òðåáîâàíèÿ ê áàçèñó, ìû õîòåëè âîñïðîèçâåñòè ñòðóêòóðó
òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà, â êîòîðîì ìåëêèå âèõðè ïåðåíîñÿòñÿ êðóïíûìè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ôóíêöèè äîëæåí ïîä÷èíÿòüñÿ
óðàâíåíèþ

∑ ∑
<

−=
NM m

MmNnMmNnt rrvrd )(
rrrr . (6.22)

Ï îä÷åðêíåì, ÷òî ñóììèðîâàíèå â (6.22) âåäåòñÿ ïî âñåì ìàñøòàáàì,
áîëüøèì äàííîãî.

Ââåäåííûé òàêèì îáðàçîì áàçèñ îðòîãîíàëåí ïî èíäåêñó N , òàê êàê
â ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèè ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà çàíèìàþò íåïåðå-
êðûâàþùèåñÿ îáëàñòè. Í åîðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé ïî ìàëîìó èíäåêñó,
îòâå÷àþùåìó çà ïîëîæåíèå âèõðåé â ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî îöåíèòü ïóòåì
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ∫ rdMmNn

rωω  äëÿ äâóõ âèõðåé îäíîãî ìàñøòàáà, ðàñïî-

ëîæåííûõ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2/1−
Nρ , ðàâíîì ñðåäíåìó ðàññòîÿíèþ

ìåæäó âèõðÿìè äàííîãî ìàñøòàáà. Òàêàÿ îöåíêà äàåò äëÿ ôóíêöèé (6.19)
çíà÷åíèå ïîðÿäêà 0,1.

6.1.3. Òðåõìåðíûé áàçèñ

Ï îñòðîåíèå èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà äëÿ òðåõìåðíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àåòñÿ îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå
ôóíêöèè ëîêàëèçóþòñÿ â ñôåðè÷åñêèõ ñëîÿõ è, ïîñëå ïåðåõîäà â ôèçè÷åñêîå
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ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþòñÿ ôóíêöèè ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, èìåþùèå
âèä

3
2/3 cossin2cos22sin

2)(
s

ssssss
sf N

Nn
+−−=α , (6.23)

ãäå α  - íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò, à s  èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â
äâóìåðíûõ ôóíêöèÿõ.

Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé ñèòóàöèÿ îòëè÷àåòñÿ, òàê êàê ïîÿâëÿåòñÿ òðåòèé
èíäåêñ, ñâÿçàííûé ñ îðèåíòàöèåé âèõðÿ â ïðîñòðàíñòâå. Òàê, íàïðèìåð,
ôóíêöèþ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( ) )(sfsev NnNn
rrr ×= νν α . (6.24)

Çäåñü νe
r  - åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îäíîé èç îñåé êî-

îðäèíàò, à )(sf Nn  - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñ øàðîâîé ñèììåòðèåé.

6.2. È åðàðõè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè

È ñïîëüçóåì ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ, ââåäåííûé â ï.6.1.2  äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëè äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Ðå÷ü èäåò èìåííî î ìîäåëè, à
íå î ïðÿìîì ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñ ïîìîùüþ ýòîãî ôóíêöèîíàëüíîãî áàçèñà,
òàê êàê áàçèñ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îðòîãîíàëüíûì è íå ðåøàåò ïðîáëåìû
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ çàâèõðåííîñòè

ωνωω ∆=∇+∂ )(
rr

vt (6.25)

è ñïðîåêòèðóåì åãî íà áàçèñ (6.14)-(6.19). Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

∑ ∑ ∑ ∑+=
Mm Mm Ll Mm

NnMmMmLlMmNnMmLlNnMmMmt KAAARPAd ν , (6.26)

ãäå
∫= rdP MmNnNnMm

rωω , (6.27)

∫ ∆= rdK MmNnNnMm
rωω , (6.28)

∫ ∇= rdvR LlMmNnNnMmLl
rrr ωω )( . (6.29)
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Ýëåìåíòû ìàòðèö NnMmP , NnMmK  è NnMmLlR  çàâèñÿò îò âðåìåíè, òàê îíè çà-
âèñÿò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ âèõðåé, à ïîëîæå-
íèÿ âèõðåé ìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (6.22). Ýíñòðîôèÿ è
ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

∑ ∑=Ω
Nn Mm

MmNnNnMm AAP , (6.30)

∑ ∑ ′=
Nn Mm

MmNnNnMm AAPE , (6.31)

ãäå
∫=′ rdvvP MmNnNnMm

rrr . (6.32)

Í à ýòîì ýòàïå äåëàåòñÿ ïåðâîå ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ñîñòîÿùåå â
òîì, ÷òî ìû ïðåíåáðåãàåì íåäèàãîíàëüíîñòüþ ìàòðèö P , P′ è K  ïî ìàëî-
ìó èíäåêñó (ïî áîëüøîìó èíäåêñó ìàòðèöû äèàãîíàëüíû â ñèëó ñïîñîáà
ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âîëíîâûõ âåêòîðîâ). Òîãäà

∑=Ω
Nn

NnA 2 , ∑ −=
Nn

Nn
N AEE 22

0 2 , (6.33)

à óðàâíåíèå (6.26) ïðèíèìàåò âèä

∑ ∑ −=
Mm Ll

Nn
N

LlMmNnMmLlNnt AKAARAd 2
0 2ν . (6.34)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
äèàãîíàëüíîñòü ìàòðèöû P  íå
âëå÷åò çà ñîáîé äèàãîíàëüíîñòè
ìàòðèöû K  (ýòèì çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèé â ðÿä Ô óðüå) è ïîñëåäíåå
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì ïðåä-
ïîëîæåíèåì.

ßñíî, ÷òî ñòåïåíü ïðîñòîòû
(èëè ñëîæíîñòè) ïîëó÷àåìîé ìî-
äåëè çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ìàòðè-
öû íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé

NnMmLlR . Ï åðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü
ê ñëåäóþùèì êîíêðåòíûì øàãàì
ïî óïðîùåíèþ ìîäåëüíûõ óðàâíå-
íèé, ïðîàíàëèçèðóåì îáùóþ
ñòðóêòóðó ýòîé ìàòðèöû. Äëÿ ýòî-
ãî çàïèøåì âèä åå ýëåìåíòîâ â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå
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[ ] γγγωγγγγωπωω ′′′−′=∇= ∫∫∫ rrr)rr)rrr)rrr
dd)()(v)(ird)v(R LlMmNnLlMmNnNnMmLl 2 . (6.35)

È íòåãðèðîâàíèå â (6.35) âåäåòñÿ ïî ïåðåñå÷åíèþ îáëàñòåé

12||2 +<< NN γr , 12||2 +<′−< MM γγ rr , 12||2 +<′< LL γr , (6.36)

÷òî è îïðåäåëÿåò õàðàêòåð çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû. Âñå òðè óñëîâèÿ (6.36) âû-
ïîëíÿþòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè äâà èç òðåõ èíäåêñîâ N , M  è L  îòëè÷àþò-
ñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà åäèíèöó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû ñîñðåäîòî÷åíû âáëèçè  äèàãîíàëåé  MN = , LN =  è ML = , ïðè÷åì
òðåòèé èíäåêñ ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò äâóõ, áëèçêèõ ïî çíà÷åíèþ, íî
áûòü ìåíüøå ïîñëåäíèõ  (ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê èç äâóõ äëèííûõ
îòðåçêîâ è îäíîãî êîðîòêîãî, íî íåëüçÿ ïîñòðîèòü èç îäíîãî äëèííîãî è
äâóõ êîðîòêèõ). Ñòðóêòóðó ìàòðèöû èëëþñòðèðóåò ðèñ.6.6, íà êîòîðîì ïî-
ìå÷åíû âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû. ×åðíûì öâåòîì âûäåëåí ýëåìåíò

NNNT , à êðåñòèêàìè - äèàãîíàëü NMNT .
Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå ìîäåëè òðåáóåò íîâûõ ïðåäïîëîæåíèé è ãè-

ïîòåç, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñäåëàíû
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Í å îñòà-
íàâëèâàÿñü íà àëüòåðíàòèâíûõ
ñïîñîáàõ, ìû êðàòêî îïèøåì ìî-
äåëü, ðàññìîòðåííóþ â ðàáîòå12, è
ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû.

Ì îäåëü íàçûâàåòñÿ èåðàðõè-
÷åñêîé ïîòîìó, ÷òî áàçèñíûå
ôóíêöèè îáðàçóþò èåðàðõè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó, óñëîâíî èçîáðàæåííóþ
íà ðèñ.6.7. Ñîâîêóïíîñòü âèõðåé
îäíîãî ìàñøòàáà áóäåì íàçûâàòü
ÿðóñîì. Êàæäûé âèõðü äàííîãî
ÿðóñà íåñåò íà ñåáå ÷åòûðå âèõðÿ
ñëåäóþùåãî è òàê äàëåå. Ï ðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåíüøèé
âèõðü ïåðåíîñèòñÿ áîëüøèì áåç

äåôîðìàöèè, òî åñòü ìåíüøèé ñîâåðøàåò ñòðîãî îñåñèììåòðè÷íîå îòíîñè-
òåëüíî áîëüøåãî äâèæåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äëÿ öåíòðà
âèõðÿ (6.22). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè
ïàðû âèõðåé, ñâÿçàííûõ âåðòèêàëüíîé ñâÿçüþ íà ñõåìå ðèñ.6.7, îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì.

Ñëåäóþùèé øàã êàñàåòñÿ âèäà ìàòðèöû íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé
(6.29). Îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñîáëþäåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ -
                                                          
12 Aurell E., Frick P., Shaidurov V. Hierarshical tree-model of two-dimensional turbulence // Physica D, 1994.
Vol.72. P.95-109.
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óðàâíåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè äèññèïàòèâíîãî ÷ëåíà äîëæíû ñîõðàíÿòü ýíåð-
ãèþ è ýíñòðîôèþ, îïðåäåëåííûå âûðàæåíèÿìè (6.33). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ñîõðàíåíèå êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí, íóæíî ÷òîáû îíè ñîõðàíÿ-
ëèñü â åäèíè÷íîì âçàèìîäåéñòâèè òðåõ âèõðåé. Ï åðåïèøåì óðàâíåíèå
(6.34) â âèäå

∑ ∑
>

−=
ML ml

Nn
N

LlMmNnMmLlNnt AKAATAd 2
0 2ν , (6.37)

ãäå ìàòðèöà T  âêëþ÷àåò âñå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äàííîé òðîéêîé âèõðåé
(ìàòðèöó R ñëîæèëè âäîëü äèàãîíàëè ML = ) NnLlMmNnMmLNnMmLl RRT +=  è çàìå-
òèì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû T  çàâèñÿò òîëüêî îò îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæå-
íèÿ òðåõ âèõðåé è îòíîøåíèÿ èõ ìàñøòàáîâ (íîìåðîâ ÿðóñîâ)

)2,2(2),(),,( ln,,0ln rrTrrTrrrT N
mn

N
NLNM

N
mnNMLLlMmNnNnMmLl

rrrrrrr
−−== , (6.38)

ãäå  NnMmmn rrr
rrr −=  è NnLl rrr

rrr −=ln .
Ñ ó÷åòîì (6.38) çàïèøåì óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ýíñòðîôèè,

èñïîëüçóÿ òîëüêî áîëüøèå èíäåêñû ìàòðèöû:

022 1,1,
1

1,,1,, =++ −−−
−

++++− NjNNjNjNN
j

NjNN TTT , (6.39)
022 1,1,1,,1,, =++ −−−+++

−
+− NjNNjNjNN

j
NjNN TTT . (6.40)

Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå äâóõ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ èñêëþ÷àåò íàëè÷èå íåíóëåâûõ
äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ è îñòàâëÿåò â ìàò-
ðèöå òîëüêî ýëåìåíòû òðåõ òèïîâ, âîøåä-
øèå â ñîîòíîøåíèÿ (6.39)-(6.40). Ðåøàÿ
ñèñòåìó (6.39)-(6.40), âûðàæàåì âñå ýëå-
ìåíòû ÷åðåç îäèí, êîòîðûé äëÿ óïðîùå-
íèÿ îáîçíà÷åíèé ïåðåîáîçíà÷èì êàê jΤ
(èíäåêñ j  õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü óäàëåí-
íîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ âèõðåé: 1=j
îçíà÷àåò, ÷òî âçàèìîäåéñòâóþò âèõðè èç
òðåõ ïîñëåäóþùèõ ÿðóñîâ; 2=j  ñîîòâåòñò-
âóåò âçàèìîäåéñòâèþ äâóõ âèõðåé èç ñî-
ñåäíèõ ÿðóñîâ ñ òðåòüèì, êîòîðûé îòñòîèò îò íèõ ÷åðåç îäèí ÿðóñ, è ò.ä.),

j
N

j
N

NjNN TT Τ== −+− 22 1,,01,, ,

( )
( ) jj

jN

j
N

NjNNT Τ
−

−=Τ′= −−

−

−−− 22
212

2 12

2

1,1, ,

Ðèñ.6.8



84

( ) jjj

N

j
N

jNjNNT Τ
−
⋅=Τ′′= +−+++ 21,, 22
23

2 . (6.41)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òðîéêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ âèõðåé îñòà-
ëàñü îäíà âåëè÷èíà jΤ , òðåáóþùàÿ âû÷èñëåíèÿ ïðè èõ çàäàííîì âçàèìíîì
ïîëîæåíèè. Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå âèõðåé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà-
÷åíèåì óãëîâ β  ìåæäó âåêòîðàìè, ñîåäèíÿþùèìè öåíòðû áîëüøåãî âèõðÿ
ñ ìåíüøèì è ò.ä. (ðèñ.6.8). Âåëè÷èíà jΤ  âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî
ôîðìóëå (6.35) ñ ó÷åòîì âèäà ôóíêöèé (6.18)-(6.19) è òàáóëèðóåòñÿ äëÿ âñå-
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé óãëîâ.  Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, çàïèøåì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ êàæäûé âèõðü n  ÿðóñà
(ìàñøòàáà) N : àìïëèòóäû NnA  è óãëà Nnβ

NnNn
N

NN
i k

jkjNijN

J

j i
NNjiNjNNNjNjN

N
Nnt

fAKAA

AAAAAd

J J

+−

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

Τ′′+

+


 Τ+Τ′=

++
= =

+
++

+
+

= =
−
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+

−
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−
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−−

∑ ∑
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+

2
021

2

1

2

1
,1,

1

4

1
1,12111

2,..),(

,..),(,..),(2

1

νββ

ββββ
(6.42)

NnNnt Ad =β . (6.43)

Â óðàâíåíèè (6.42) èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ −
− kNA  äëÿ èíäèêàöèè

âèõðÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â èåðàðõè÷åñêîì äåðåâå íà k  ÿðóñîâ âûøå äàííîãî, è
+
+ ikNA ,  äëÿ i -ãî âèõðÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â äåðåâå íà   k  ÿðóñîâ íèæå äàííîãî (òà-

êèõ âèõðåé âñåãî k22  øòóê).
Ñèñòåìà (6.42)-(6.43) õîðîøà òåì, ÷òî â íåé êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ (êàæ-

äûé âèõðü) ñâÿçàíà ëèøü ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ñîñåäåé ïî èåðàðõè÷åñêîìó
äåðåâó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 6.7. Òàêîãî òèïà ñèñòåìû óäîáíû äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ ñèñòåì ìàññèðîâàííîãî ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.  Â öè-
òèðóåìîé ðàáîòå ýòà ñèñòåìà ðåøàëàñü íà ïàðàëëåëüíîì êîìïüþòåðå òèïà
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ÑÌ -200 ôèðìû Thinking Machines Corporation, èìåþùåì 8192 ïðîöåññîðà.
Êîìïüþòåð îòíîñèòñÿ ê ïàðàëëåëüíûì ñèñòåìàì òèïà SIMD (Single Instruc-
tion Multi Data), äîïóñêàþùèì îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå âñåìè ïðîöåñ-
ñîðàìè òîëüêî îäíîé è òîé æå îïåðàöèè. Òàêèå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû
ýôôåêòèâíû òîëüêî ïðè ðåøåíèè çàäà÷, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îäíîâðåìåí-
íîå âûïîëíåíèå áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ äåéñòâèé ñ ðàçëè÷íûìè äàí-
íûìè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ìîäåëü êàê ðàç è îòíîñèòñÿ ê òàêèì
çàäà÷àì.

Ðåøàëàñü ñèñòåìà äëÿ 12 ÿðóñîâ ( N  îò 0 äî 11), âêëþ÷àþùàÿ âñåãî
5592405 âèõðåé. Ì îäåëèðîâàëñÿ èíåðöèîííûé èíòåðâàë ïåðåíîñà ýíñòðî-
ôèè - ïîäêà÷êà îñóùåñòâëÿëàñü â ïåðâîì è âòîðîì ÿðóñå, à îòâîä ýíåðãèè -
â íóëåâîì.

Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå èçìåðÿëèñü èíòåãðàëüíûå è ëîêàëüíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîëåé çàâèõðåííîñòè è ñêîðîñòè. Í à ðèñ.6.9 ïîêàçàíû îñðåä-
íåííûå ïî âðåìåíè  ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè è ýíñòðîôèè ïî ÿðóñàì. Íàêëîí
ãðàôèêà ýíåðãèè â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðàëüíîìó
çàêîíó 05.03.3~)( ±−kkE . Ï ðåèìóùåñòâî èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì,
÷òî îíà ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî ïðîíàáëþäàòü ëîêàëüíûå âàðèàöèè
íàêëîíà ñïåêòðàëüíîãî çàêîíà äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè. Äåéñòâèòåëüíî, ëî-
êàëüíûé íàêëîí ñïåêòðà ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïî îòíîøåíèþ ýíåðãèè ïà-
ðû âåðòèêàëüíûõ ñîñåäåé â èåðàðõè÷åñêîì äåðåâå. Ðèñ.6.10 ïîêàçûâàåò
ãèñòîãðàììó òàêèõ ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ (òî÷íåå, íà ãðàôèêå  ïîêàçàí ëî-
ãàðèôì îòíîøåíèÿ ýíåðãèé ïîñëåäîâàòåëüíîé ïàðû âèõðåé â äåðåâå). Ðàç-
íûìè çíà÷êàìè îáîçíà÷åíû äàííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ÿðóñàì.
Ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ íàêëîíà ñïåêòðà ëåæàò â øèðîêîì èíòåðâàëå çíà÷å-
íèé, íåïîñðåäñòâåííî ïîäòâåðæäàÿ êîíöåïöèþ ìóëüòèôðàêòàëüíîé ñòðóê-
òóðû òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà.

Â ïðåäåëàõ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷-
íûì ÿðóñàì, ëîæàòñÿ íà ãèñòîãðàììàõ íà îäíó êðèâóþ ëèíèþ, îäíàêî, áî-
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ëåå òùàòåëüíîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîêàçû-
âàåò ñèñòåìàòè÷åñêîå èçìåíåíèå åå ñòðóêòóðû ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ìàñ-
øòàáîâ. Â êà÷åñòâå ìåðû îòëè÷èÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îò íîðìàëü-
íîãî ÷àñòî èñïîëüçóþò êîýôôèöèåíò ýêñöåññà, îïðåäåëÿåìûé â íàøåì ñëó-
÷àå äëÿ êàæäîãî ÿðóñà, êàê

3
))((

)(
222

42

−
><
><=

Nn

Nn
N A

Aγ . (6.44)

Í à ðèñ.6.11 ïîêàçàíî èçìåíåíèå âî âðåìåíè êîýôôèöèåíòîâ ýêñöåññà,
âû÷èñëÿåìûõ äëÿ øåñòîãî è âîñüìîãî ÿðóñîâ (îáà âíóòðè èíåðöèîííîãî
èíòåðâàëà). Ãëÿäÿ íà ðèñóíîê, ìîæíî ñäåëàòü äâà âàæíûõ âûâîäà. Âî-
ïåðâûõ, ãðàôèêè ñâèäåòåëüñòâóþò î ñèëüíîé âðåìåííîé ïåðåìåæàåìîñòè -
â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè ýêñöåññ ðàñòåò äî çíà÷åíèé, ðàâíûõ íå-
ñêîëüêèì ñîòíÿì. Âî-âòîðûõ, ìîæíî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ýêñöåññà
âîñüìîãî ÿðóñà ñèñòåìàòè÷åñêè ïðåâûøàåò êîýôôèöèåíò øåñòîãî ÿðóñà.
Ýòîò ôàêò ïîäòâåðæäàåò è ðèñ.6.12, íà êîòîðîì ïîêàçàíû ñðåäíèå ïî âðå-
ìåíè çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìà êîýôôèöèåíòîâ (6.44) äëÿ âñåõ ÿðóñîâ (òî÷êè 1).
Âèäåí ìîíîòîííûé ðîñò ýêñöåññà ñ ðîñòîì íîìåðà ÿðóñà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
÷åì ìåíüøå ìàñøòàá, òåì áîëüøèå âûáðîñû âîçíèêàþò â ôóíêöèÿõ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (íà ãèñòîãðàììàõ ýòè âûáðîñû ïðàêòè÷åñêè íå

âèäíû, òàê êàê ñëèâàþòñÿ ñ îñüþ àáñöèññ). Íà ýòîì æå ðèñóíêå äëÿ ñðàâíå-
íèÿ ïðèâåäåíû êîýôôèöèåíòû ýêñöåññà, ïîëó÷åííûå â êàñêàäíîé ìîäåëè
äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Îá ýòèõ ìîäåëÿõ ðå÷ü ïîéäåò â ïîñëåäíåé ãëàâå
è òàì ìû âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ ýòîãî ãðàôèêà.

Ï îñëåäíèé ðèñ.6.13 ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû íåïîñðåäñòâåííîãî âû-
÷èñëåíèÿ ôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà )(αf  ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â ïàðà-
ãðàôå 4.5.3. Ãðàôèê ïîäòâåðæäàåò âûâîäû, ñôîðìóëèðîâàííûå ïðè îáñóæ-
äåíèè ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ìîäåëåé, à èìåííî òîò ôàêò, ÷òî, ÿâëÿÿñü ïî ñó-
òè ìîäåëüþ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ, òàêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò
ëþáîé ñïåêòð. Âèä ôóíêöèè )(αf  âñåãäà îäèíàêîâ. È íòåðåñ â íåé ïðåäñòàâ-
ëÿþò ëèøü íåñêîëüêî òî÷åê, íàïðèìåð âåðøèíà, àáñöèññà êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóåò ñðåäíåìó íàêëîíó ñïåêòðà.

Ðèñ.6.12 Ðèñ.6.13
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Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè ðåøåíèè èåðàðõè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîé
òóðáóëåíòíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîäåëü íå âîñïðîèçâîäèò õàðàêòåðíûõ
äëÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè êîãåðåíòíûõ âèõðåé è ñâÿçàííîãî ñ íèìè
êðóòîãî ó÷àñòêà ñïåêòðà. Ï ðè÷èíîé òîìó ñëóæèò îòñóòñòâèå â ìîäåëè
âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó âèõðÿìè-ñîñåäÿìè (íåò ãîðèçîíòàëüíûõ ñâÿçåé â
èåðàðõè÷åñêîì äåðåâå ðèñ.6.7.). Ì îäåëü òåðÿåò, òàêèì îáðàçîì, ÷åðòû òóð-
áóëåíòíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðîöåññàìè ñàìîîðãàíèçàöèè â ôèçè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â òî æå âðåìÿ îíà íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî íåîä-
íîðîäíîñòü êàñêàäíîãî ïðîöåññà (ïåðåìåæàåìîñòü) âîçíèêàåò è áëàãîäàðÿ
ñàìèì íåëèíåéíûì âçàèìîäåéñòâèÿì îáìåíà ýíåðãèè â èåðàðõè÷åñêîé
ñòðóêòóðå.

6.3. Âåéâëåòû

Â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè âîçíèêàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ àíà-
ëèçîì ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîëåé ñî ñëîæíîé, ìíîãîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðîé
ëèáî âðåìåííûõ ñèãíàëîâ ñ ìåíÿþùèìñÿ ñî âðåìåíåì ñïåêòðàëüíûì ñîñòà-
âîì. Ýòè çàäà÷è çàñòàâëÿëè èññëåäîâàòåëåé äåëàòü ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé, áëèçêèõ ïî ñâîåé èäåîëîãèè
îïèñàííîìó âûøå èåðàðõè÷åñêîìó áàçèñó. Ö åíòðàëüíîé èäååé âñåõ ýòèõ
ïîäõîäîâ áûëî èñïîëüçîâàíèå áàçèñà, êàæäàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî õàðàêòå-
ðèçóåò êàê îïðåäåëåííóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ (âðåìåííóþ) ÷àñòîòó, òàê è
ìåñòî åå ëîêàëèçàöèè  â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (âî âðåìåíè).

Ñëîâî «âåéâëåò» (àíãëèéñêîå ñëîâî «wavelet»
îçíà÷àåò ìàëåíüêóþ âîëíó èëè ðÿáü) áûëî ââåäåíî
À.Ãðîññìàííîì è Æ .Ì îðëå â 1984 ãîäó â ðàáîòå13,
âûïîëíåííîé â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé àíàëèçà ñåéñìè÷å-
ñêèõ ñèãíàëîâ, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ âûäåëèòü  è âðå-
ìÿ (ïîëîæåíèå) âñïëåñêà â ñèãíàëå è åãî ñïåêòðàëü-
íûé ñîñòàâ (ìàñøòàá). Â ýòîé ñòàòüå áûëè ñôîðìóëè-
ðîâàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàíû îñíîâî-
ïîëàãàþùèå òåîðåìû. Ðàáîòà âûçâàëà îãðîìíûé èí-
òåðåñ è óæå ê íà÷àëó 90-õ ãîäîâ âåéâëåò-àíàëèç ïðå-
âðàòèëñÿ â ðàçâèòóþ îáëàñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè, íàøåäøåé øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ àíàëè-
çà âðåìåííûõ ñèãíàëîâ, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è
ñèíòåçà èçîáðàæåíèé, øèôðîâêè è äåøèôðîâêè èí-
ôîðìàöèè è ìíîãèõ äðóãèõ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âåéâëåòû èñïîëüçóþòñÿ
êàê ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ñèãíàëîâ, òàê è ïðè èñ-

                                                          
13 Grossmann A., Morlet J. Decomposition of Hardy functions into square integrable wavelets of constant shape
// SIAM J.Math.Analysis, 1984. Vol.15. N.4. P.723-736.

Ðèñ.6.14



88

ñëåäîâàíèè ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîëåé. Âðåìåííûå ðÿäû ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îäíîìåðíûé ñèãíàë è âñå îñíîâíûå èäåè ïðîùå ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü íà çàäà÷àõ àíàëèçà âðåìåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ìû çàáóäåì íà íåêîòîðîå âðåìÿ î ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîëÿõ è ïåðå-
êëþ÷èìñÿ íà ñèãíàëû âèäà )(tf .

Ï åðâàÿ ïîïûòêà ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç
ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåò ïóëüñàöèè îïðåäåëåííîé ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè  â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè, ïðèíàäëåæèò À.Õààðó
(1909ã.). Ï åðâûå ñåìü ôóíêöèé Õààðà, ïîñòðîåííûå íà åäèíè÷íîì îòðåçêå,
ïîêàçàíû íà  ðèñ.6.14. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ñëåäóþ-
ùèõ äðóã çà äðóãîì ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñ ðàçíûìè çíàêàìè è îäè-
íàêîâîé äëèòåëüíîñòüþ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ, à
ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé îáðàçóåò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Êàæ-
äàÿ ôóíêöèÿ ñòðîãî ëîêàëèçîâàíà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (âî âðåìåíè),
íî õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåäëåííî ñïàäàþùèì ñïåêòðîì ÷àñòîò (êàê ν/1 ).

Ñëåäóþùèì øàãîì ñòàëè ôóíê-
öèè Ëèòëâóäà - Ï åëëè (1937ã.). È ìåííî
ýòî ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïîëó÷àåòñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè îäíîìåðíîãî èåðàðõè÷å-
ñêîãî áàçèñà. Ô óíêöèè ñòðîÿòñÿ ïóòåì
âûðåçàíèÿ ïîëîñû ÷àñòîò â ïðîñòðàí-
ñòâå Ô óðüå. Ýòî äàåò ñòðîãóþ ëîêàëè-
çàöèþ â ïðîñòðàíñòâå ÷àñòîò, íî ìåä-
ëåííîå çàòóõàíèå ôóíêöèè â ôèçè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå (âî âðåìåíè): ôóíê-
öèè îïèñûâàþò îñöèëëÿöèè, àìïëèòóäà
êîòîðûõ ïàäàåò êàê t/1 .

Âàæíûì ýòàïîì â ðàçâèòèè èäåè ëîêàëüíîãî àíàëèçà ñïåêòðàëüíûõ
(÷àñòîòíûõ) ñâîéñòâ ñòàëî ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà (1946ã.), íàçûâàåìîå
òàêæå ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì â îêíàõ. Ô óíêöèè Ãàáîðà ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë, ìîäóëèðîâàííûé ôóíêöèåé Ãàóññà. Îíè õîðî-
øî ëîêàëèçîâàíû è âî âðåìåíè è â ÷àñòîòàõ, íî êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ãàáîðà
õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: ïîëîæåíèåì öåíòðà îêíà 0t , øèðèíîé
îêíà τ  è ÷àñòîòîé îñöèëëÿöèé ν  (ðèñ.6.15). Ïðè ýòîì ôóíêöèè ðàçëè÷íîãî
ìàñøòàáà íå ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè (èìåþò ðàçëè÷íîå ÷èñëî îñöèëëÿöèé).

Âåéâëåòû îáúåäèíèëè â ñåáå äâà âàæíûõ ñâîéñòâà - ïîäîáèå è âûðà-
æåííóþ ëîêàëèçîâàííîñòü â ôèçè÷åñêîì è ôóðüå-ïðîñòðàíñòâàõ. Ñôîðìó-
ëèðóåì òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé,
÷òîáû áûòü âåéâëåòàìè.

1) Äîïóñòèìîñòü. Ô óíêöèÿ )(tψ , êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü àíàëèçè-
ðóþùèì âåéâëåòîì (óïîòðåáëÿþò òàêæå òåðìèí ìàòåðèíñêèé âåéâëåò),
äîëæíà èìåòü íóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå:

Ðèñ..6.15
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∫
∞

∞−

= 0)( dttψ . (6.45)

Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî è áîëåå ñòðîãî. Ãîâîðÿò, ÷òî )(tψ
åñòü âåéâëåò ïîðÿäêà M , åñëè äëÿ âñåõ Mm ≤  âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∫
∞

∞−

= 0)( dttt mψ , (6.46)

òðåáóþùåå ðàâåíñòâà íóëþ M  ïåðâûõ ìîìåíòîâ âåéâëåòà.
2) Ï îäîáèå. Âñå ôóíêöèè ñåìåéñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç àíàëèçèðóþùåãî

âåéâëåòà ïóòåì ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñäâèãà,






 −=

a
bt

tba ψψ )(, . (6.47)

Òàêèì îáðàçîì, âåéâëåòû îáðàçóþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíê-
öèé, â êîòîðîì ïàðàìåòð a  îòâå÷àåò çà ìàñøòàá (ðàñòÿæåíèå) ôóíêöèè, à
ïàðàìåòð b  - çà åå ïîëîæåíèå (ñäâèã).

3) Îáðàòèìîñòü. Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî áûòü îáðàòèìî, òî
åñòü äîëæíî ñóùåñòâîâàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îäíîçíà÷íî âîññòà-
íàâëèâàþùåå èñõîäíóþ ôóíêöèþ ïî åå âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèþ.

4) Ðåãóëÿðíîñòü. Ô óíêöèÿ )(tψ äîëæíà áûòü õîðîøî ëîêàëèçîâàíà è â
ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå.

Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó òðåáîâàíèþ è ôóíêöèè Õààðà è ôóíêöèè Ëèò-
ëâóäà - Ï åëëè íå ïîïàäàþò ïîä îïðåäåëåíèå âåéâëåòîâ. Ï î ñóòè, îíè ÿâëÿ-
þò ñîáîé äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ (â îäíîì ñëó÷àå ðåçêèå ãðàíèöû â ôèçè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå ïðèâîäÿò ê áåñêîíå÷íûì â ïðèíöèïå õâîñòàì â ïðî-
ñòðàíñòâå ÷àñòîò è, íàîáîðîò, îáðûâ â ïðîñòðàíñòâå ÷àñòîò äàåò äëèííûå
õâîñòû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå â äðóãîì).

Â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ô óðüå, âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå äîïóñ-
êàåò øèðîêèé âûáîð àíàëèçèðóþùåé ôóíêöèè. Ñîãëàñíî ïåðâîìó  òðåáî-
âàíèþ, âåéâëåò âñåãäà ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé, âêëþ÷àþùåé
îáû÷íî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî îñöèëëÿöèé. Âûáîð êîíêðåòíîãî âèäà âåéâ-
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ëåòà çàâèñèò îò öåëåé ïðîâîäèìîãî àíàëèçà.
Ï ðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ øèðîêî èñïîëüçóåìûõ âåéâëåòîâ.

Ï ðîñòûì âåùåñòâåííûì âåéâëåòîì, øèðîêî èñïîëüçóåìûì â çàäà÷àõ, òðå-
áóþùèõ õîðîøåãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ è íå òðåáîâàòåëüíûõ ê
ñïåêòðàëüíîìó ðàçðåøåíèþ, ÿâëÿåòñÿ âåéâëåò, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå «ìåê-
ñèêàíñêàÿ øëÿïà» (ðèñ.6.16,à),

2/2 2

)1()( tett −−=ψ . (6.48)

Â çàäà÷àõ, òðåáóþùèõ ëó÷øåãî ñïåêòðàëüíîãî ðàçðåøåíèÿ, ÷àñòî èñïîëüçó-
åòñÿ âåéâëåò Ì îðëå - êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

tit eet 0
2 2/)( ωψ −= . (6.49)

Í à ðèñ.6.16,á ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà åãî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü, à ïóíê-
òðèíîé - ìíèìàÿ. Ñàìà ôóíêöèÿ (6.49) ñîâïàäàåò ñ âèäîì ôóíêöèé, èñïîëü-
çóåìûõ â ïðåîáðàçîâàíèè Ãàáîðà, íî ñåìåéñòâî âåéâëåòîâ îòëè÷àåòñÿ îò
ôóíêöèé Ãàáîðà òåì, ÷òî îäèí ðàç âûáðàâ ÷àñòîòó 0ω  äëÿ àíàëèçèðóþùåãî
âåéâëåòà è çàäàâ òåì ñàìûì ÷èñëî îñöèëëÿöèé, ìû â äàëüíåéøåì ñæèìàåì
èëè ðàñòÿãèâàåì ôóíêöèþ êàê öåëîå, íå íàðóøàÿ ïîäîáèÿ îòäåëüíûõ ôóíê-
öèé ñåìåéñòâà.

6.4. Í åïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå

Í åïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå îäíîìåðíîé ôóíêöèè )(tf åñòü
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ãäå )(tψ  - âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðå-
áîâàíèÿì 1-4 ðàçäåëà 6.4. Åñëè ∫ −= dte)t()( tiωψωψ)  åñòü ôóðüå-îáðàç àíàëèçè-

ðóþùåãî âåéâëåòà è âûïîëíåíî óñëîâèå
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òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.50) ñóùåñòâóåò ôîðìóëà îáðàùåíèÿ
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Óñëîâèå (6.51) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (6.45), òàê êàê èíòåãðàë (6.51) ðàñõî-
äèòñÿ ïðè íàëè÷èè â ñïåêòðå âåéâëåòà íóëåâûõ ÷àñòîò, ÷òî ðàâíîñèëüíî îò-
ëè÷íîìó îò íóëÿ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ. Â îïðåäåëåíèè (6.50) ïðèñóòñòâóåò ïà-
ðàìåòð κ- ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ. Êîíêðåòíûé âû-
áîð ýòîãî ïàðàìåòðà çàâèñèò îò öåëåé àíàëèçà. Ø èðîêî èñïîëüçóåòñÿ íîð-
ìèðîâêà 1−=κ , ïðè êîòîðîé ðàâíûå çíà÷åíèÿ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ

),( baw  ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûì àìïëèòóäàì ïóëüñàöèé ñèãíàëà, íåçàâèñèìî
îò ìàñøòàáà ïóëüñàöèé.

Âåéâëåò-îáðàç ),( baw  ôóíêöèè )(tf  ìîæíî âûðàçèòü è ÷åðåç åå ôóðüå-
îáðàç )(? ωf . Äåéñòâèòåëüíî,
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Ï îëüçóÿñü  ñîîòíîøåíèÿìè (6.53)-(6.54) è òåîðåìîé Ï àðñåâàëÿ (2.26)
íåñëîæíî ïîëó÷èòü àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ

∫∫∫
∞ ∞

∞−
+

∞

∞−

=
0

2321221
1

κ
ψ a

dadb)b,a(w)b,a(w
C

dt)t(f)t(f ** , (6.55)

èç êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò
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Í àïîìíèì, ÷òî â ôóðüå-àíàëèçå  ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ÿâëÿåò-
ñÿ âåëè÷èíà 2|)(?|)( ωω fE =   (íàçûâàåìàÿ òàêæå ñïåêòðîì ýíåðãèè) è ââåäåì
âåëè÷èíó

∫
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= dbbawaM 2|),(|)(  , (6.57)

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü âñåõ ïóëüñàöèé çàäàííîãî ìàñøòàáà.
Åñëè â îïðåäåëåíèè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëîæèòü 2/1−=κ , òî ôîðìó-
ëó (6.56) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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∫∫
∞∞

==
0

2
0

)()(
a
da

aMdEE ωω . (6.58)

Â ýòîì ñëó÷àå )(aM  îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïóëüñàöèé ïî ìàñ-

øòàáàì è íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì âåéâëåò-ñïåêòðîì. È ç ñêàçàííîãî ñëå-
äóåò, ÷òî íîðìèðîâêà  2/1−=κ  äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ, åñëè ðåçóëüòàòû
âåéâëåò-àíàëèçà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîïîñòàâëÿòü ñ ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèåì ñèã-
íàëà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóðüå-ñïåêòð ñëåäóåò ñòåïåííîìó çàêîíó

αωω ~)(E , òî ïðè ýòîé íîðìèðîâêå èíòåãðàëüíûé âåéâëåò-ñïåêòð áóäåò
èìåòü òîò æå ñòåïåííîé çàêîí αα ω~~)( −aaM  (ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (6.58)
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî a/1~ω , à 2/~ adad −ω ).

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îäíîé
ïåðåìåííîé (âðåìÿ) â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ (âðåìÿ è
÷àñòîòà, èëè âðåìÿ è ìàñøòàá) è ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì. È çáûòî÷íîñòü íå-
ïðåðûâíîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæàåòñÿ â êîððåëèðîâàííîñòè
âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðàÿ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ðàññìàòðèâàå-
ìûé ìàñøòàá a . È íà÷å ãîâîðÿ, ÷åì áîëüøå ìàñøòàá, òåì ìåíüøå íåçàâè-
ñèìûõ òî÷åê â âåéâëåò-ðàçëîæåíèè. Ýòîò íåäîñòàòîê óñòðàíÿåòñÿ â äèñ-
êðåòíîì âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèè (ïðèìåð òîìó - ðàññìîòðåííûé âûøå èå-

Ðèñ.6.17 Ðèñ.6.18
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ðàðõè÷åñêèé áàçèñ, â êîòîðîì ÷èñëî ôóíêöèé ãåîìåòðè÷åñêè óìåíüøàåòñÿ ñ
ðîñòîì ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà).

Ï ðåèìóùåñòâî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèåì Ô ó-
ðüå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì ñïåêòðàëü-
íûõ ñâîéñòâ ñèãíàëà ñî âðåìåíåì, óêàçàòü, êàêèå ÷àñòîòû (ìàñøòàáû) äî-
ìèíèðóþò â ñèãíàëå â êàæäûé êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè. Íà  ðèñ.6.17 è
6.18 ïîêàçàíû äâà ïðèìåðà âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ ïðîñòûõ âðåìåííûõ ñèãíà-
ëîâ ñ ïîìîùüþ âåéâëåòà Ì îðëå (6.49). Â âåðõíåé ÷àñòè êàæäîãî ðèñóíêà
ïîêàçàí ìîäóëü âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ),( ba , à â íèæíåé - ôàçà.
Í à ðèñ.6.17 ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ãàðìîíèê, à â
ñèãíàëå íà ðèñ.6.18 ýòè æå äâå ÷àñòîòû ïîÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà
äðóãîì. Ô óðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ äâóõ ñèãíàëîâ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè-
÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, òàê êàê ñïåêòð Ô óðüå òåðÿåò âñÿêóþ èíôîðìàöèþ î
òîì, êîãäà êàêàÿ ãàðìîíèêà ïðèñóòñòâîâàëà â ñèãíàëå. Âåéâëåò-àíàëèç ïî-
çâîëÿåò âîññòàíîâèòü ïîëíóþ ýâîëþöèþ ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà ñèãíàëà âî
âðåìåíè. Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ñïåêòðàëüíî-âðåìåííîé ñòðóêòóðå ñèãíàëà
ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ø è-
ðèíà ïîëîñû, ïîëó÷àåìîé ïðè ðàçëîæåíèè ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà, õàðàê-
òåðèçóåò ñïåêòðàëüíîå ðàçðåøåíèå èñïîëüçóåìîãî àíàëèçèðóþùåãî âåéâëå-
òà. Ðàñïðåäåëåíèå ôàçû âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ìåíåå èíôîðìàòèâíî, îñî-
áåííî äëÿ ñëîæíûõ ñèãíàëîâ. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, èìåííî ôàçà äàåò íàè-
áîëåå òî÷íóþ èíôîðìàöèþ îá îñîáåííîñòÿõ (ñèíãóëÿðíîñòÿõ) â ñèãíàëå.
Òàê íà ðèñ.6.18 ìîæíî âèäåòü, ÷òî èìåííî ïî ðàñïðåäåëåíèþ ôàçû ìîæíî ñ
áîëüøîé òî÷íîñòüþ èäåíòèôèöèðîâàòü ìîìåíò ñìåíû ÷àñòîòû.

Ðèñ.6.19
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Í à ðèñ.6.19 ïîêàçàí ðåçóëüòàò âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñ íå-
ïðåðûâíî ìåíÿþùèìèñÿ ÷àñòîòàìè (ñíîâà èñïîëüçîâàí âåéâëåò Ì îðëå).
Ñàì ñèãíàë ïîêàçàí â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà, ìîäóëü âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ -
â âåðõíåé ÷àñòè. Âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íûé âèä
ýâîëþöèè ÷àñòîòû êàæäîãî èç äâóõ ñèãíàëîâ.

Í à ðèñ.6.20 äàí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî âåéâëåòà òè-
ïà (6.48). Â êà÷åñòâå ñèãíàëà èñïîëüçîâàí òîò æå âðåìåííîé ðÿä, ÷òî è â
ïðèìåðå íà ðèñ.6.18 ( óäâîåíèå ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé). Â ýòîì

ñëó÷àå ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ  äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà,
ìîäóëü êîòîðîé ïîêàçàí íà ðèñóíêå. Áåëûå ïîëîñû íà âåéâëåò-ïëîñêîñòè,
íåèçáåæíî ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ðàáîòå ñ âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè, ñîîò-
âåòñòâóþò ñìåíå çíàêà âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ è ñîäåðæàò, ïî ñóòè, èí-
ôîðìàöèþ, êîòîðóþ â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè íåñåò ôàçà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-
öèé, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íà ýòàïå ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà ïî âåéâëåòàì (àíà-
ëèçà) è ýòàïå âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà ïî åãî âåéâëåò-îáðàçó
(ñèíòåçà) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñåìåéñòâà âåéâëåòîâ.  Ïóñòü äëÿ
àíàëèçà èñïîëüçóåòñÿ âåéâëåò )(tψ , à äëÿ ñèíòåçà - âåéâëåò )(tϕ . Òîãäà ïðÿ-
ìîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (6.50), à ôîð-
ìóëà âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà (6.52) ïðèìåò âèä
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Âîññòàíîâëåíèå (6.59) âîçìîæíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

∫
∞

∞−

∞<= ω
ω

ωϕωψ
ϕψ d

||
)()(|

C
*))

.

Ýòî óñëîâèå ìÿã÷å, ÷åì óñëîâèå (6.51), òàê êàê òåïåðü îäèí èç äâóõ âåéâëå-
òîâ ìîæåò è íå óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèþ (6.51) (íî, ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî
«íåäîñòàòêè» êîìïåíñèðóåò âåéâëåò, èñïîëüçóåìûé íà âòîðîì ýòàïå). Ï ðå-

Ðèñ.6.20
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èìóùåñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ïî ôîðìóëå (6.59) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâî-
ëÿåò èñïîëüçîâàòü íà îäíîì èç ýòàïîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèíãóëÿðíóþ ôóíê-
öèþ (íàïðèìåð, δ- ôóíêöèþ), êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå íå ïîïàäàåò ïîä îïðå-
äåëåíèå âåéâëåòà.

6.5. Äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå

     Í àðÿäó ñ íåïðåðûâíûì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî  ðàññìîòðåòü
ðàçëîæåíèå ïî êîíå÷íîìó íàáîðó âåéâëåò-ôóíêöèé, çàäàííûõ íà  íåêîòî-
ðîé   ñåòêå  è  ïîëó÷àåìûõ  îïðåäåëåííûì  ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.
Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì  ìàñøòàáèðîâàíèåì è ðàâíîìåðíîé
äëÿ çàäàííîãî  ìàñøòàáà  ïðîñòðàíñòâåííîé  ñåòêîé,  òî îäíîìåðíóþ áà-
çèñíóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå





 −= M

M

Mm a
mbaxψψ ,

äëÿ êîòîðîãî äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ  ïîëíîãî  îðòîãîíàëüíîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî áàçèñà. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî  íå  ïðè ëþáîì  âûáîðå
çíà÷åíèé  âåëè÷èí  a   è  b .   Í àèáîëåå   åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ  ïðè-
íÿòîå  è  â   èåðàðõè÷åñêèõ   ìîäåëÿõ   ðàçáèåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà îêòàâû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ 2=a .

Äëÿ îäíîìåðíîé ôóíêöèè )(xf  ñîîòâåòñòâóþùåå  ðàçëîæåíèå  â  ðÿä
âûãëÿäèò êàê
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Çäåñü è äàëåå â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèíÿòà íîðìèðîâêà 2/1−=κ  è äëÿ óäîá-
ñòâà çàïèñè ýòà íîðìèðîâêà âêëþ÷åíà â îïðåäåëåíèå âåéâëåòà.

Çàäà÷à  î  âûáîðå  ôóíêöèè  ( )xψ , îáåñïå÷èâàþùåé   îðòîãîíàëüíîñòü
ðàçëîæåíèÿ (6.60), ò.å. ñîáëþäåíèå óñëîâèÿ
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M dxnxmx δδψψ 22 (6.61)

äàëåêî íå òðèâèàëüíà  è  áûëà  ðåøåíà  ëèøü  íåäàâíî  (È .Ì åéåð,1986;
È .Äîáåøè, 1988). Óñëîâèÿì (6.59)-(6.61) ñîîòâåòñòâóþò,  ïðàâäà,  è äàâíî
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èçâåñòíûå ôóíêöèè Õààðà, íå óäîâëåòâîðèòåëüíûå, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñ
òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëèçàöèè â ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåðîì ãëàäêèõ ôóíê-
öèé, îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,  ÿâëÿåòñÿ  âåéâëåò, îáîçíà-
÷àåìûé ïî ôàìèëèÿì àâòîðîâ àááðåâèàòóðîé LMB  (Lemarie,  Meyer,
Battle).  Ãðàôèêè ôóíêöèè LMB è  åå  ôóðüå-îáðàçà  ïðèâåäåíû  íà
ðèñ.6.21.  Ô óíêöèÿ  LMB óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî â ôèçè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå è ïî 4−k  çàêîíó - â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ââîäèòñÿ äëÿ ôóíêöèè ( )xf , çàäàííîé íà
ðàâíîìåðíîé ñåòêå xixi ∆= , ãäå x∆  - øàã ñåòêè. Îáîçíà÷àÿ ( )ii xff =  è ñ÷èòàÿ

1=∆x , çàïèøåì âìåñòî (6.60)

( )∑ ∑
∞

=

∞

− ∞=
⋅−=

0

2
M m

M
MMmi miwf ψ , (6.62)

ãäå êîýôôèöèåíòû Mmw  îïðåäåëÿþòñÿ êàê

( )∑
∞

− ∞=
⋅−=

i

M
MiMm mifw 2ψ ,

à óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

∑ ∑∑
∞

=

∞

− ∞=

∞

− ∞=
=

1

22

M i
i

m
Mm fw .

Ô óíêöèÿ ( )iMψ , ÿâëÿþùàÿñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ôóíêöèè ( )xψ , äîëæíà
âìåñòî (6.61) óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

( ) ( )∑
∞

− ∞=
=⋅−⋅−

i
nmNM

N
N

M
M nimi δδψψ 22 . (6.63)

Ï åðåõîä îò ôóíêöèè ( )xMψ  ê åå äèñêðåòíîé âåðñèè ( )iMψ  òðåáóåò äîïîëíè-
òåëüíûõ ïîÿñíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ òåì, ÷òî âûáîðêà if  ïðîèçâîäèòñÿ íå ñ ïî-

ìîùüþ δ-ôóíêöèé, à ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñãëàæèâàþùåé ôóíêöèè ( )xφ .

Ðèñ.6.21
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Áîëåå  ïîäðîáíî  ïðîöåäóðó   ïîñòðîåíèÿ   äèñêðåòíîãî   âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå àëãîðèòìà  Ì àëëà  ñ  ïåðåìåííûì
ðàçðåøåíèåì (multiresolution wavelet algorithm), êîòîðûé ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëÿåò  êîýôôèöèåíòû  ðàçëîæåíèÿ, ïåðåõîäÿ îò ìåíüøèõ ìàñøòàáîâ ê
áîëüøèì.
 Ï óñòü èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ( )xf ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó èíòåãðèðóå-
ìûõ â êâàäðàòå ôóíêöèé ( )RL2 . Îáîçíà÷èì  ïîäïðîñòðàíñòâî  ôóíêöèé, àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ ( )RL2  ñ ðàçðåøåíèåì M

Ma 2=   êàê MV . Ï ðè ýòîì MM VV ⊂+ 1 .
Ï îñòðîåíèå íà÷èíàåòñÿ  ñ  ðàçðåøåíèÿ ( )010 == Ma .  Îòìåòèì,  ÷òî  â

îòëè÷èå  îò  èåðàðõè÷åñêèõ  ìîäåëåé  çäåñü  óâåëè÷åíèþ èíäåêñà
M ñîîòâåòñòâóåò   ïåðåõîä   ê   áîëüøèì   ìàñøòàáàì   (áîëåå   ãðóáîìó ðàç-
ðåøåíèþ). Îáîçíà÷àåì çà Mf  ñîîòâåòñòâóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè
f . Í à ïðàêòèêå  ôóíêöèÿ 0f  ñ  òî÷íîñòüþ  äî  çàäàííîé  ïîãðåøíîñòè ñîâ-

ïàäàåò ñ f  è ñëóæèò èñõîäíîé äëÿ íà÷àëà âû÷èñëåíèé.
Ï ðåäïîëàãàåì íàëè÷èå áàçèñíûõ ôóíêöèé ( )ix −0φ ,  êîòîðûå  òîëüêî

ïóòåì ñäâèãà âäîëü îñè  ñîçäàþò ïîëíûé  îðòîíîðìèðîâàííûé  áàçèñ  â
ïðîñòðàíñòâå 0V

( ) ( )∑
∞

− ∞=
−=

i
i ixsxf 000 φ , (6.64)

ãäå 0
is  - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

( ) ( ) ( )dxixxfxsi ∫
∞

∞−

−= 000 φ . (6.65)

( )xφ  -  áûñòðî  óáûâàþùàÿ  ôóíêöèÿ,  ÷òî  ïîçâîëÿåò  èíòåðïðåòèðîâàòü êî-
ýôôèöèåíòû 0

is   êàê äèñêðåòíóþ âûáîðêó ôóíêöèè 0f  ñ ðàçðåøåíèåì   íà
ñåòêå  ñ øàãîì 1=a . Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè åñòü

( ) ( )∫
∞

∞−

=−− ijdxjxix δφφ 00 . (6.66)

Ï ðè  ïåðåõîäå  ê  áîëåå  ãðóáîìó   ðàçðåøåíèþ M
Ma 2=  èñïîëüçóåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâî MV ,  îïèñûâàþùååñÿ  áàçèñîì Mφ ,   ôóíêöèè   êîòîðîãî ïîëó÷à-
þòñÿ ðàñòÿæåíèåì èñõîäíîé ôóíêöèè 0φ

( ) ( )xx M
M

M −−
= 22 02 φφ . (6.67)

Äèñêðåòíàÿ âûáîðêà ôóíêöèè ( )xf 0  ñ ðàçðåøåíèåì M
Ma 2=  åñòü  íàáîð êî-

ýôôèöèåíòîâ M
is

( ) ( )dxixxfs MMM
i ∫

∞

∞−

−= 20 φ . (6.68)

Ï îñêîëüêó MM VV ⊂+ 1 ,  òî  áàçèñíûå  ôóíêöèè  ìàñøòàáà 1+M  ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç áàçèñ ìàñøòàáà M :
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( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫
∞

− ∞=

∞

∞−

++++ −






 ′−′−′=−
j

MMMMMMMM jxxdjxixix 2222 1111 φφφφ (6.69)

èëè

( ) ( )∑
∞

− ∞=
−

++ −=−
j

MM
ij

MM jxhix 22 2
11 φφ , (6.70)

ãäå

( )∫
∞

∞−

− ′−′




 ′= xdkx

x
hk

002
1

2
2 φφ . (6.71)

È ç (6.69)-(6.70) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû 1+Ms  ìîæíî  îïðåäåëèòü, èñïîëü-
çóÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòû Ms :

∑
∞

− ∞=
−

+ =
j

M
jij

M
i shs 2

1 . (6.72)

Ï åðåõîä îò Ms  ê 1+Ms  ñîîòâåòñòâóåò  î÷åðåäíîìó  îãðóáëåíèþ  èñõîäíûõ
äàííûõ ïóòåì èõ âûáîðêè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ms  ñ âåñîâîé  ôóíêöèåé
h . C óâåëè÷åíèåì  ÷èñëà  òî÷åê  êîëè÷åñòâî  îïåðàöèé  ðàñòåò  òîëüêî ãåî-
ìåòðè÷åñêè è (6.71)-(6.72) ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé áûñòðîãî âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ (ÁÏÂ, ïî àíàëîãèè ñ áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì  Ô óðüå  -
ÁÏ Ô ).

Î÷åâèäíî,  ÷òî  ôóíêöèè 1+Mφ      íå  ìîãóò  áûòü   îðòîãîíàëüíûìè
ôóíêöèÿì Mφ , òàê êàê îáðàçóåìîå èìè ïðîñòðàíñòâî 1+MV  ñîäåðæèòñÿ  â
ïðîñòðàíñòâå MV .  Îñíîâíàÿ  èäåÿ  àëãîðèòìà ÁÏ Â  ñîñòîèò  â  ïîñòðîåíèè
âåéâëåò-áàçèñà ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíîñòè èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ
â ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ êàê

1+MO . 1+MO  îðòîãîíàëüíî ( )111 +++ ⊥ MMM VOV , à 1+MO  è 1+MV  ñîñòàâëÿþò
( )MMMM VVOV =⊕ ++ 11 . Âåéâëåò  ( )ix MM 11 2 ++ −ψ  îïðåäåëÿåòñÿ êàê áàçèñíàÿ ôóíê-

öèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà 1+MO . Ï ðè  ýòîì  îñòàåòñÿ  ñïðàâåäëèâûì ñîîòíîøå-
íèå òèïà (6.67):

( ) ( )xx M
M

M −−
= 22 02 ψψ , (6.73)

ïðåäïîëàãàþùåå, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé 1+Mψ  îáðàçóåò  îðòîíîðìàëü-
íûé áàçèñ â 1+MO . Òîãäà ñîâîêóïíîñòü  âñåõ ( )K2,1,0=MMψ  îáðàçóåò ïîëíûé
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ äëÿ  0V .

Êîýôôèöèåíòû âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ åñòü

( ) ( )dxmxxfw MMM
i ∫

∞

∞−

−= 20 ψ , (6.74)
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à òàê êàê ôóíêöèè 1+Mψ  îòíîñÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó 1+MO , à MM VO ⊂+ 1 , òî

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫
∞

− ∞=

∞

∞−

++++ −






 ′−′−′=−
j

MMMMMMMM jxxdjxixix 2222 1111 φφψψ , (6.75)

÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

∑
∞

− ∞=
−

+ =
j

M
jij

M
i sgw 2

1 , (6.76)

ãäå

( )∫
∞

∞−

− ′−′




 ′= xdkx

x
g k

002
1

2
2 φψ . (6.77)

Âèäíî,  ÷òî  äëÿ  îïðåäåëåíèÿ  êîýôôèöèåíòîâ   âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèÿ
äàííîãî ìàñøòàáà òðåáóþòñÿ íå èñõîäíûå äàííûå, à òîëüêî  ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå äëÿ ïðåäûäóùåãî ìàñøòàáà.

Ï ðè âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè f  ïðîöåññ èäåò îò êðóïíûõ  ìàñøòàáîâ
ê ìåëêèì è íà êàæäîì øàãå

[ ]∑
∞

− ∞=

+
−

+
− +=

j

M
jji

M
jji

M
i wgshs 1

2
1

2 . (6.78)

Ñëåäóåò óêàçàòü òàêæå ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè kg , kh   è äèñêðåòíîé
ôîðìîé âåéâëåò-ôóíêöèè )(kMψ . Òàê êàê

∑ ∑ ∑
∞

− ∞=

∞

− ∞=

∞

− ∞=

−
−−−

+ ===
j j k

M
kjkij

M
jij

M
i shgsgw KK1

222
1

òî, â êîíå÷íîì èòîãå,

( )∑
∞

− ∞=

+ −=
j

j
MMM

i sijw 01 2ψ , (6.79)

ãäå
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
∑∑∑ −−−

−−
−=−

1
112

21
1 222

2
j

ijjj
jj

jj
MM ghhij

MM
MM Kψ .

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà âîïðîñå î âûáîðå êîíêðåòíûõ ôóíêöèé ψ  è ϕ .
Âûøå äëÿ íèõ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:
     1) âñå âåéâëåò-ôóíêöèè îðòîíîðìàëüíû

( ) ( )∫
∞

∞−

=⋅−⋅− nmNM
N

N
M

M dxnxmx δδψψ 22 , (6.80)

     2) ñãëàæèâàþùèå ôóíêöèè ( )ix MM 2−φ  îðòîíîðìàëüíû  äëÿ  çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ M



100

( ) ( )∫
∞

∞−

=−− ij
MMMM dxjxix δφφ 22 , (6.81)

     3) âåéâëåò-ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû ñãëàæèâàþùèì  ôóíêöèÿì  òîãî  æå
ìàñøòàáà

( ) ( )∫
∞

∞−

=−− ij
MMMM dxjxix δψφ 22 . (6.82)

     Ï ðèâåäåì ïðèìåðû îðòîãîíàëüíûõ âåéâëåòîâ è  ñîîòâåòñòâóþùèõ  èì
äèñêðåòíûõ ôèëüòðîâ ih , ig .
     à) Ï ðîñòåéøåé   îðòîãîíàëüíîé   ñèñòåìîé   ÿâëÿåòñÿ,   êàê   óæå îòìå÷à-
ëîñü, ñèñòåìà ôóíêöèé Õààðà. Äëÿ íåå

( )






≤≤−
≤≤

=
,

.
.

xïðî÷èõäëÿ0
1x50ïðè1
50x0ïðè1

xψ

à ñãëàæèâàþùàÿ ôóíêöèÿ φ

( )


 ≤≤
=

.xïðî÷èõäëÿ0
1x0ïðè1

xφ

Äèñêðåòíûå ôèëüòðû äëÿ ÁÏ Â ïîëó÷àþòñÿ èç (6.71) è (6.77) è, ñîîòâåòñò-
âåííî, ðàâíû

01
2/1

010 ,2 ggghh −==== − . (6.83)

     á) Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé - îäíîìåðíûå  èåðàðõè÷åñêèå  ôóíêöèè
(îíè æå ôóíêöèè Ëèòëâóäà-Ï åëëè) äëÿ êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ  ïîëíîòà  è
îðòîãîíàëüíîñòü. È õ æå íàçûâàþò èíîãäà  ïîëîñîâûìè  ôèëüòðàìè  è,  â
ïîñëåäíåå âðåìÿ, ôóðüåëåòàìè.  Òàê  êàê  îíè  âûðåçàþò  îïðåäåëåííóþ ïî-
ëîñó â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå, òî  óäîáíåé  è  äåéñòâèÿ  ïðîâîäèòü  â ïðî-
ñòðàíñòâå ÷àñòîò,  à âìåñòî h  è g  ïîëüçîâàòüñÿ èõ  ôóðüå-îáðàçàìè h? è g? .

( ) ∑
∞

− ∞=

−=
j

ijk
jehkh

)
, ( ) ∑

∞

− ∞=

−=
j

ijk
jegkg) .

Äëÿ íèõ

   ( )






≤≤−=
kïðî÷èõïðè0

2
k

2
ïðè2kh

2
1 ππ)

( )






≤≤=
kïðî÷èõïðè0

k
2

ïðèe2kg
ijk2

1

ππ
) (6.84)

Í å òðóäíî ïîëó÷èòü è ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðåòíûå ôèëüòðû  â  ôèçè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå
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                                                  




=

2
j

sin
2 π
πj

hi  ,

  ( )
( ) ( )





 −





 −

−
=

4
1j3

cos
4

1
sin

1
22 ππ

π
j

g j .          (6.85)

Ñóùåñòâåííàÿ íåëîêàëüíîñòü áàçèñíûõ ôóíêöèé â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñò-
âå äåëàåò áîëåå ïðàêòè÷íîé ðåàëèçàöèþ áûñòðîãî àëãîðèòìà  äëÿ  ôóðüå-
îáðàçà èñõîäíîãî ñèãíàëà.
     â) Âåéâëåò LMB. Â ôóðüå ïðîñòðàíñòâå

             ( ) ( ) 2
1

1
2

1
22

2

22 

















+

= −−− kkkkek nnn
n

ik

ΓΓ
π

Γψ)

                                              ( ) ( )[ ]2
1

2
−−= kkk n

n Γφ
)

                                              ( ) ( ) ( )[ ]211
22

21 22 kkkh nn
n −−= ΓΓ

)

( ) ( )∗− += πkh?ekg ik) (6.86)

ãäå   ( ) ( )∑
∞

− ∞=

−+=Γ
m

n
n mkk π2 .

     ã) Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà ïðèâåäåì  ñåìåéñòâî  âåéâëåòîâ Äîáå-
øè.  Ô óíêöèè Äîáåøè çàìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî îïðåäåëåíû íà êîíå÷íîì  èí-
òåðâàëå, çà ïðåäåëàìè êîòîðîãî îíè òîæäåñòâåííî ðàâíû  íóëþ è, â òî æå
âðåìÿ, ôóíêöèè n  ðàç äèôôåðåíöèðóåìû.  Ï ëàòà  çà ýòî  -  íåñèììåòðè÷-
íîñòü  ôóíêöèé.  Í èæå ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû çíà÷åíèé äëÿ 4  è  8 òî÷å÷íûõ
ôèëüòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèÿì Äîáåøè ïåðâîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà
(ôóíêöèè Äîáåøè íóëåâîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè Õààðà).
     ×åòûðåõòî÷å÷íûé ôèëüòð Äîáåøè:

    ( )( )24310 ⋅+=h                                    ( )
( )24

33
1 ⋅

+=h

                                ( )( )24332 ⋅−=h                                    ( )
( )24

31
3 ⋅

−=h

                           03122130 ,,, hghghghg −==−== (6.87)

    Âîñüìèòî÷å÷íûé ôèëüòð Äîáåøè:
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850105974017.0
850105974017.0

63084138183.0
191870348117.0
72798376941.0

306308807679.0
537148465705.0
092303778133.0

5

4

3

2

1

0

1

2

−=
−=
=
−=
−=
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6.6. Âåéâëåò-àíàëèç âðåìåííûõ êîëåáàíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëè õàðàêòåð êîëåáàíèé,
âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà â íàäêðèòè÷åñêèõ ðå-
æèìàõ, òî åñòü ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì ïðåâûøåíèè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì ïàðàìåòðîì (íàïðèìåð, ÷èñëîì Ðåëåÿ) êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè
ýòîì ïî ìåðå ñòîõàñòèçàöèè òå÷åíèÿ ñïåêòðû ñòàíîâÿòñÿ ñïëîøíûìè, à
ïðèçíàêîì ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè ñëóæèò ðàçâèòûé èíåðöèîííûé èí-
òåðâàë. Îäíàêî, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî â ðàçâèòûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ îò-
ñóòñòâóþò âûäåëåííûå êðóïíîìàñøòàáíûå ïóëüñàöèè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè â çàìêíóòûõ îáúåìàõ ïîêàçûâàþò,
÷òî òå÷åíèÿ íà ìàñøòàáàõ, ñðàâíèìûõ ñ ðàçìåðàìè ñàìîé ïîëîñòè, õàðàê-
òåðèçóþòñÿ öåëûìè ñåðèÿìè âûäåëåííûõ ÷àñòîò, ïðè÷åì ïåðèîäû êîëåáà-
íèé ìîãóò â òûñÿ÷è ðàç ïðåâûøàòü âðåìÿ îáîðîòà æèäêîñòè â ïîëîñòè. Ýòè
ðåçóëüòàòû ïîäêðåïëÿþòñÿ è íàáëþäåíèÿìè çà ïðèðîäíûìè ñèñòåìàìè.
Òàê Ñîëíöå, ÿâëÿþùåå ñîáîé êðóïíåéøóþ èç äîñòóïíûõ ïðÿìîìó íàáëþ-

äåíèþ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê
(èìåííî êîíâåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâíûì èñòî÷íèêîì äâèæåíèÿ íà
Ñîëíöå è õàðàêòåðèçóåòñÿ îíà
ãèãàíòñêèì çíà÷åíèåì ÷èñëà Ðå-
ëåÿ), äåìîíñòðèðóåò öåëûé íàáîð
öèêëîâ ñ ïåðèîäàìè îò íåñêîëü-
êèõ äíåé äî òûñÿ÷ ëåò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèëî-
æåíèÿ âåéâëåò-àíàëèçà ê èññëå-
äîâàíèþ âðåìåííîé èçìåí÷èâî-
ñòè ñëîæíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ìû ðàññìîòðèì ðåçóëüòà-

Ðèñ.6.22
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òû àíàëèçà ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè ïî äâóì õàðàêòåðèñòèêàì: âàðèàöèÿì
÷èñëà ãðóïï ñîëíå÷íûõ ïÿòåí è âàðèàöèÿì ñîëíå÷íîãî äèàìåòðà.

Î òîì, ÷òî íà Ñîëíöå åñòü ïÿòíà, çíàåò êàæäûé øêîëüíèê. Î òîì, ÷òî
÷èñëî ýòèõ ïÿòåí êîëåáëåòñÿ è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðèìåðíî êàæäûå 11
ëåò, çíàþò ïî÷òè âñå. Ì åíåå èçâåñòåí ôàêò, ÷òî ÷èñëî ïÿòåí ñâÿçàíî ñ èí-
òåíñèâíîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ Ñîëíöà. Ýòó ñâÿçü ïîÿñíÿåò ðèñ.6.22. Ì àã-
íèòíîå ïîëå Ñîëíöà èìååò ïîëîèäàëüíóþ êîìïîíåíòó (ñèëîâûå ëèíèè âû-
õîäÿò íà ïîâåðõíîñòü âáëèçè îäíîãî ïîëþñà è çàõîäÿò âáëèçè äðóãîãî) è
áîëåå ìîùíóþ àçèìóòàëüíóþ - åå ñèëîâûå ëèíèè îáðàçóþò çàìêíóòûå
êîëüöà âíóòðè êîíâåêòèâíîé îáîëî÷êè Ñîëíöà. Êîãäà íàïðÿæåííîñòü ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ðàñòåò, òî âñëåäñòâèå íåóñòîé÷èâîñòè íà ýòèõ ìàãíèòíûõ ëè-
íèÿõ âîçíèêàþò ãèãàíòñêèå ïåòëè, âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû êîíâåêòèâíîé
îáîëî÷êè. Â ìåñòàõ âûõîäà ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âåðòèêàëüíî è ïî-
äàâëÿåò êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå, ïðèíîñÿùåå ãîðÿ÷óþ ïëàçìó èç íåäð Ñîëí-
öà. Â ðåçóëüòàòå òåìïåðàòóðà îêàçûâàåòñÿ íèæå, ÷åì íà îñòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè, òàê ÷òî ýòà îáëàñòü âèäíà êàê òåìíîå ïÿòíî.  ×åì ñèëüíåå ìàãíèòíîå
ïîëå, òåì áîëüøå ïåòåëü è òåì áîëüøå ïÿòåí âèäíî íà ïîâåðõíîñòè Ñîëíöà.

Ñâÿçü ïÿòåí ñ ìàãíèòíûìè ïîëÿìè ñòàëà ïîíÿòíà íå òàê äàâíî, íî ñà-
ìî ñóùåñòâîâàíèå ïÿòåí íà Ñîëíöå â ñâîå âðåìÿ òàê  âçâîëíîâàëî ÷åëîâå÷å-
ñòâî, ÷òî àñòðîíîìû íà÷àëè âåñòè ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîäñ÷åò ýòèõ ïÿòåí
ïðàêòè÷åñêè ñ òîãî ìîìåíòà, êàê Ãàëèëåé ïîñòðîèë ïåðâûé òåëåñêîï (êî-
íå÷íî, èíîãäà ñîëíå÷íûå ïÿòíà íàáëþäàëè íåâîîðóæåííûì ãëàçîì è ðàíü-
øå). Äîëãîâðåìåííàÿ çàïèñü ñðåäíåìåñÿ÷íûõ ÷èñåë ñîëíå÷íûõ ïÿòåí íà÷è-
íàåòñÿ ñ íàáëþäåíèé Ãàëèëåÿ â ôåâðàëå 1610 ãîäà, à ñ îêòÿáðÿ 1611 ãîäà
íàáëþäåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ äîâîëüíî ðåãóëÿðíûìè. È ìåþùèéñÿ íà ñåãîäíÿ ðÿä
äàííûõ íå èìååò â àñòðîíîìèè àíàëîãîâ ïî ðåãóëÿðíîñòè è ïðîäîëæèòåëü-
íîñòè íàáëþäåíèé.

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ ÷èñëà ñîëíå÷íûõ ïÿòåí óæå ñòîëåòèÿ ïðèâëåêàåò
âíèìàíèå ó÷åíûõ, òàê êàê äîêàçàíî, ÷òî ìíîãèå ïðîöåññû íà Çåìëå ñâÿçàíû

Ðèñ.6.23
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ñ óðîâíåì ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè.  Ï åðâîå, ÷òî áðîñàåòñÿ â ãëàçà ïðè âçãëÿ-
äå íà ãðàôèê (ðèñ.6.23) ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè - ýòî ÷åðåäà ïèêîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ îõâàòûâàåò ïðèáëèçèòåëüíî 11 ëåò.  Ýòî è åñòü çíàìåíèòûé
îäèííàäöàòèëåòíèé ñîëíå÷íûé öèêë, õàðàêòåðèçóþùèé ðàáîòó ñîëíå÷íîãî
äèíàìî - ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà  ïîëÿ.  Ì îæíî, îäíàêî,
çàìåòèòü, ÷òî àìïëèòóäà öèêëîâ íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ, à âðåìåíàìè â ðà-
áîòå äèíàìî âîçíèêàþò  ñáîè.  Ñàìûé çàìåòíûé ñáîé èìåë ìåñòî â êîíöå
17 - íà÷àëå 18 âåêîâ, êîãäà â òå÷åíèå ïî÷òè 50 ëåò ïÿòåí íà Ñîëíöå ïðàêòè-
÷åñêè íå áûëî. Ýòîò ïåðèîä íàçûâàþò ìèíèìóìîì Ì àóíäåðà. Äðóãîå çà-
ìåòíîå îñëàáëåíèå ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè èìåëî ìåñòî â íà÷àëå XIX âåêà è
íàçûâàåòñÿ ìèíèìóìîì Äàëüòîíà.

×òî íîâîãî ìîãóò äàòü âåéâëåòû â èçó÷åíèè çàïèñè ÷èñëà ñîëíå÷íûõ
ïÿòåí, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñîòíè ëþäåé óæå àíàëèçèðîâàëè ýòîò ñèãíàë ñàìû-
ìè ðàçíûìè ìåòîäàìè? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïpîñ îápàòèìñÿ ê påçóëüòàòàì
pàáîò 14 è 15.

Âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèå ïðîåêòèðóåò îäíîìåðíûé ñèãíàë (êîòîðûé
áûë ôóíêöèåé òîëüêî âðåìåíè) íà ïëîñêîñòü âðåìÿ - ÷àñòîòà è ïîçâîëÿåò
óâèäåòü èçìåíåíèå âî âðåìåíè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñèãíàëà.  Íà ðèñ.6.24
ïîêàçàí ìîäóëü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííûõ ñ ðèñ.6.23, ïîëó÷åííîãî ñ
ïîìîùüþ âåéâëåòà Ì îðëå. Í à âåéâëåò-ïëîñêîñòè îäèííàäöàòèëåòíåìó
öèêëó ñîîòâåòñòâóåò òåìíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà. Ïðè ýòîì íàïîìíèì,
÷òî èäåàëüíî ðîâíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà ñîîòâåòñòâîâàëà áû óñòîé÷è-
âîìó ïåðèîäè÷åñêîìó êîëåáàíèþ. Ì û âèäèì, ÷òî êðîìå îñíîâíîãî, îäèí-
íàäöàòèëåòíåãî êîëåáàíèÿ, â èññëåäóåìîé çàïèñè ïðèñóòñòâóåò åùå îäíà -
ïðèáëèçèòåëüíî 100-ëåòíÿÿ ïåðèîäè÷íîñòü. Îñîáåííî õîðîøî ýòè ïåðèî-
äè÷íîñòè âèäíû íà èíòåãðàëüíîì âåéâëåò-ñïåêòðå (êðèâàÿ b íà ðèñ.6.25).
Í à ýòîì æå pèñóíêå äëÿ ñpàâíåíèÿ ïîêàçàí è ñïåêòp Ô ópüå òîãî æå ñèãíàëà
(êðèâàÿ a), â êîòîpîì îäèííàäöàòèëåòíèé öèêë âûäåëÿåòñÿ íà ôîíå ñïëîø-
                                                          
14 Frick P., Galyagin D., et al. Wavelet analysis of solar activity recorded by sunspot groups // Astronomy and
Astrophysics, 1997. Vol.328. P.670-681.
15 Nemes-Ribes E., Frick P. Et al. Wavelet analysis of Maunder minimum as recorded in Solar diameter data //
Comptes Rendues Acad.Sciences Paris, Serie IIb, 1995. V.321. P.525-532.
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íîãî ÷àñòîêîëà ïèêîâ. Ïî ïîâîäó çíà÷èìîñòè ýòèõ ïèêîâ âåëèñü ñïîðû
äîëãèå äåñÿòèëåòèÿ. Ñðàâíèâàÿ äâà ñïåêòðà íà ðèñóíêå, åùå ðàç âñïîìíèì,
÷òî âåéâëåò-ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ ñãëàæåííîé âåðñèåé ñïåêòðà Ô óðüå è ÷òî âåéâ-
ëåò-ñïåêòð íå äàåò êðàòíûõ ãàðìîíèê ïðè íåãàðìîíè÷åñêîì õàðàêòåðå êî-
ëåáàíèé.

Âåéâëåò-àíàëèç ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü êàê ìåíÿåòñÿ äëèòåëüíîñòü íî-
ìèíàëüíîãî 11-ëåòíåãî öèêëà ñî âðåìåíåì, ïîêàçûâàÿ, ÷òî 100-ëåòíèé öèêë
ôèêñèðóåò ïåðèîäè÷åñêèå ïîïûòêè ìåõàíèçìà ãåíåðàöèè ñîëíå÷íîãî ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ äàòü ñáîé è ñâåðíóòü ñ îáû÷íûõ 11-ëåòíèõ êîëåáàíèé â íîâûé
ýïèçîä òèïà ìèíèìóìà Ì àóíäåðà. Óäàåòñÿ  ïîëó÷èòú è íåèçâåñòíóþ ðàíåå
êîëè÷åñòâåííóþ çàêîíîìåðíîñòú â ôîðìèðîâàíèè ñáîåâ â ðàáîòå ñîëíå÷-
íîãî äèíàìî. Í à ðèñ.6.26 ïðèâåäåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ äëèíû ñîëíå÷íîãî
öèêëà ñî âðåìåíåì. Ýòîò ãðàôèê ïîëó÷åí ïóòåì îöèôðîâêè ìàêñèìóìà â
òåìíîé ïîëîñå, ñîîòâåòñòâóþùåé íà âåéâëåò-ïëîñêîñòè 11-ëåòíåìó öèêëó.
Í à ýòîì ðèñóíêå âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû èçâåñòíûå íàáëþäàòå-
ëÿì ïåðèîäû ñíèæåíèÿ ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè. Í åîæèäàííûé ðåçóëüòàò ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî âñå ýòè ïåðèîäû ñîâïàäàþò ñî ñïàäàþùèìè ó÷àñòêàìè íà
ãðàôèêå )(tT . Ïðè÷åì, ÷åì âûøå áûëî çíà÷åíèå T  ïåðåä íà÷àëîì î÷åðåäíî-
ãî ìèíèìóìà, òåì ãëóáæå áûë ñàì ìèíèìóì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ñîâìåñòíî
ñ èìåþùèìñÿ íà ñåãîäíÿ çíà÷åíèåì ïåðèîäà ñîëíå÷íîãî öèêëà ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü âûâîä,  ÷òî õîòÿ î÷åðåäíîé ñáîé â ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè è ìîæíî
îæèäàòü â íà÷àëå ñëåäóþùåãî ñòîëåòèÿ, íîâîãî ìèíèìóìà Ì àóíäåðà ñëó-
÷èòüñÿ íå äîëæíî.

Í à ïðèìåðå àíàëèçà ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè ïîêàæåì ýôôåêòèâíîñòü
âåéâëåò-àíàëèçà â ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ è ñîâìåñòíîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ.
Â ýïîõó çíàìåíèòîãî ìèíèìóìà Ì àóíäåðà ïîñòîÿííî èçìåðÿëàñü åùå îäíà
õàðàêòåðèñòèêà Ñîëíöà - ñîëíå÷íûé äèàìåòð. Âàðèàöèè âèäèìîãî ñîëíå÷-

íîãî äèàìåòðà íåïðåðûâíî ðåãèñòðèðîâàëèñü â ïàðèæñêîé îáñåðâàòîðèè ñ
1683 ïî 1718 ãîäû (îòäåëüíûå ñåðèè èçìåðåíèé ïðîâîäèëèñü ðàçëè÷íûìè
àñòðîíîìàìè è ðàíåå). È íòåðåñ ê ñèñòåìàòè÷åñêèì èçìåðåíèÿì âàðèàöèé
ñîëíå÷íîãî äèàìåòðà âíîâü ïîÿâèëñÿ òîëüêî â íàøå âðåìÿ è èçìåðåíèÿ áû-
ëè âîçîáíîâëåíû, íà÷èíàÿ ñ 1978ã.

Ðèñ.6.25 Ðèñ.6.26
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Âñå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñîáðàíû íà ðèñ.6.27. Áðîñàåòñÿ â ãëàçà ñó-
ùåñòâåííîå îòëè÷èå ñîâðåìåííûõ äàííûõ îò òåõ, ÷òî áûëè âûïîëíåíû ÷å-
òûðå ñòîëåòèÿ íàçàä. Í àïðàøèâàåòñÿ ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ýòîìó ôàêòó, ñî-
ñòîÿùåå â òîì, ÷òî êà÷åñòâî èçìåðåíèé â òî äàëåêîå âðåìÿ áûëî ñóùåñòâåí-
íî íèæå, è ýòî îáóñëîâèëî âûñîêèé óðîâåíü ïóëüñàöèé ñèãíàëà (ñèñòåìàòè-
÷åñêîå îòëè÷èå â óðîâíå ñèãíàëà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âèäèìûé äèàìåòð
Ñîëíöà - âåëè÷èíà ñóáúåêòèâíàÿ è çàâèñèò îò ñïîñîáà åãî îïðåäåëåíèÿ).

Âåéâëåòû äàþò âîçìîæíîñòü èçó÷èòü ñòåïåíü êîððåëèðîâàííîñòè
äâóõ ñèãíàëîâ îòäåëüíî íà êàæäîì
âðåìåííîì ìàñøòàáå. Â ñëîæíîé
ñèñòåìå, êàêîâîé ÿâëÿåòñÿ Ñîëíöå,
âïîëíå âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñè-
òóàöèþ, êîãäà êàêèå-ëèáî äâà ñèã-
íàëà ñêîððåëèðîâàíû íà îäíèõ
ìàñøòàáàõ è ïðàêòè÷åñêè íåçàâè-
ñèìû íà äðóãèõ. Îïðåäåëèì êîððå-
ëÿöèîííóþ ôóíêöèþ  äâóõ ñèãíà-
ëîâ â âèäå

( ) 2/12
2

2
1

*
21

),(),(

),(),(
)(

∫∫
∫=

dbbawdbbaw

dbbawbaw
aC ,

(6.89)

ãäå 1w  è 2w  - âåéâëåò-îáðàçû ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñèãíàëîâ. Í à
ðèñ.6.28 ïîêàçàíà êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ (6.89), âû÷èñëåííàÿ äëÿ
âàðèàöèé ÷èñëà ãðóïï ïÿòåí è âà-
ðèàöèé äèàìåòðà ïî ïåðåêðûâàþ-

Ðèñ.6.29

Ðèñ.6.27
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ùèìñÿ èíòåðâàëàì íàáëþäåíèé. Âèäíî, ÷òî  íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà 2 ëåò
èìååòñÿ óçêèé ïîëîæèòåëüíûé ïèê, à íà âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà 10
ëåò è áîëåå ñèãíàëû ñòàíîâÿòñÿ ñòðîãî àíòèêîððåëèðîâàíû (áîëüøå ïÿòåí -
ìåíüøå äèàìåòð).

Í àèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò ÷àñòîòà îñíîâíîãî (11-
ëåòíåãî) ñîëíå÷íîãî öèêëà. Âûäå-
ëÿÿ èç âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèé âðåìåííîé ìàñøòàá,
ïîñòðîèì çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ),( baw  äëÿ

ëåòa 11= . Ãðàôèêè îòôèëüòðîâàí-
íûõ 11-ëåòíèõ âàðèàöèé äèàìåòðà è
÷èñëà ãðóïï ïÿòåí äëÿ èíòåðâàëà
âðåìåíè 1666-1718 ïîêàçàíû íà
ðèñ.6.29. Áåññïîðíîé íàó÷íîé óäà-
÷åé ìîæíî ñ÷èòàòü òîò ôàêò, ÷òî
íàáëþäåíèÿ çà èçìåíåíèÿìè ñîëíå÷íîãî äèàìåòðà íà÷àëèñü âî âðåìÿ ìè-
íèìóìà Ì àóíäåðà  è ïðîäîëæàëèñü âî âðåìÿ âûõîäà èç ìèíèìóìà.  Ðåçóëü-
òàòû âåéâëåò-ôèëüòðàöèè äàííûõ íàáëþäåíèé, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå
äàëè ñîâåðøåííî íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî 11-ëåòíèå
âàðèàöèè ñîëíå÷íîãî äèàìåòðà èìåëè íàèáîëüøóþ àìïëèòóäó êàê ðàç âî
âðåìÿ ãëóáîêîãî ìèíèìóìà ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè. Ï î ìåðå âûõîäà èç ìè-
íèìóìà âàðèàöèè ÷èñëà ïÿòåí íà÷èíàþò íàðàñòàòü, à âàðèàöèè äèàìåòðà
ñïàäàòü. Ýòîò ðåçóëüòàò äàåò âîçìîæíîñòü îáúÿñíèòü ðàçèòåëüíîå îòëè÷èå
ñîâðåìåííûõ äàííûõ îò äàííûõ XVIII âåêà: â ñðàâíåíèè ñ 1718 ãîäîì, êî-
ãäà áûëè ïðåêðàùåíû èçìåðåíèÿ äèàìåòðà, ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ãðóïï ïÿòåí
âîçðîñëî ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê, à â ñâåòå ïîëó÷åííîé çàêîíîìåðíîñòè ýòî
äîëæíî ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ èíòåíñèâíîñòè âàðèàöèé
äèàìåòðà - ÷òî è ïîäòâåðæäàþò ñîâðåìåííûå íàáëþäåíèÿ.

Ï îëó÷åííûé ðåçóëüòàò çàñòàâëÿåò ïåðåñìîòðåòü ñëîæèâøèéñÿ âçãëÿä
íà ïðèðîäó ñîëíå÷íîãî öèêëà. 11-ëåòíèé öèêë îáúÿñíÿþò, èñõîäÿ èç òî÷êè
çðåíèÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì äèíàìî-ïðîöåññîâ. Ñëåäóÿ ýòîé òî÷êå
çðåíèÿ, íóæíî ïðèçíàòü, ÷òî âî âðåìÿ îñòàíîâêè äèíàìî äîëæåí èñ÷åçíóòü
è ýòîò öèêë. Ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò çàñòàâëÿåò äóìàòü, ÷òî ïðèðîäà 11-
ëåòíåãî öèêëà íå ñâÿçàíà ñîáñòâåííî ñ äèíàìî-ïðîöåññîì. Ì åõàíèçì åãî
çàðîæäåíèÿ íå ÿñåí, íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî îí äåéñòâóåò íåçàâèñèìî îò äè-
íàìî, ìîäóëèðóÿ àêòèâíîñòü ïîñëåäíåãî. Êîãäà äèíàìî íå ðàáîòàåò, ýíåð-
ãèÿ ýòîãî ïðîöåññà âûëèâàåòñÿ â ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäó, ïðèâîäÿ ê 11-
ëåòíèì âàðèàöèÿì äèàìåòðà çâåçäû.

Ñïèñîê ðåêîìåíäóåìîé ëèòåðàòóðû

Ðèñ.6.28
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7. ÊÀÑÊÀÄÍ Û Å Ì ÎÄÅËÈ   ÒÓÐÁÓËÅÍ ÒÍÎÑÒÈ

7.1. Êàñêàäíûå ìîäåëè

Âî âòîðîé ãëàâå ìû âèäåëè, íàñêîëüêî ïîëåçíûìè îêàçàëèñü ìàëîìî-
äîâûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû äëÿ ïîíèìàíèÿ ïóòåé ïåðåõîäà îò äåòåðìèíè-
ðîâàííûõ äâèæåíèé ê õàîñó. Â ýòîé ãëàâå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïðîñòåéøèìè
ìîäåëÿìè ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, ïî ñóòè, òàêæå ïðåäñòàâëÿþùèìè ñî-
áîé äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, íî îòíîñèòåëüíî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (íå-
ñêîëüêî äåñÿòêîâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ïðîñòûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé òå÷å-
íèé (òèïà ìîäåëè Ëîðåíöà äëÿ êîíâåêöèè â ïîäîãðåâàåìîì ñíèçó ñëîå æèä-
êîñòè) âñå ìîäû îïèñûâàþò ñòðóê-
òóðû áëèçêîãî ìàñøòàáà. Îñíîâ-
íûì ïðèçíàêîì ðàçâèòîé òóðáó-
ëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå øèðî-
êîãî äèàïàçîíà âîçáóæäåííûõ ìàñ-
øòàáîâ è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó
áîëüøîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû.
Ñïðàøèâàåòñÿ, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü
ìàëîìîäîâóþ ìîäåëü ðàçâèòîé òóð-
áóëåíòíîñòè, êîòîðàÿ íå îãðàíè÷è-
âàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì êðóïíîìàñ-
øòàáíîãî ïîòîêà (êàê ïîëóýìïèðè-
÷åñêèå ìîäåëè), à îïèñûâàåò êàñ-
êàäíûå ïðîöåññû ïåðåíîñà ýíåðãèè
ïî ñïåêòðó îò èíòåãðàëüíîãî ìàñ-
øòàáà äî äèññèïàòèâíîãî.

È äåÿ ìîäåëåé ýòîãî òèïà, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå «êàñêàäíûõ ìîäåëåé»
(â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëî óïîòðåáëÿòüñÿ è ïðèøåäøåå ñ çàïàäà íàçâàíèå
«îáîëî÷å÷íûå ìîäåëè» - ïåðåâîä àíãëèéñêîãî òåðìèíà «shell models»), ñî-
ñòîèò â ðàññìîòðåíèè öåïî÷êè ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàåò
ïóëüñàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè îïðåäåëåííîãî  ìàñøòàáà.

 Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé öåëè îñü âîëíîâûõ ÷èñåë ðàçáèâàåòñÿ íà ïðî-
ãðåññèâíî ðàñøèðÿþùèåñÿ çîíû

1|| +<< nn kkk
r

,                  0kqk n
n = (7.1)

(ýòîò øàã ïîâòîðÿåò èäåîëîãèþ ïîñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé). Äà-
ëåå, äëÿ êàæäîé  çîíû ââîäèòñÿ  îäíà (äåéñòâèòåëüíàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ)
ïåðåìåííàÿ nU , êâàäðàò êîòîðîé ðàâåí ýíåðãèè âñåõ ïóëüñàöèé, çàêëþ÷åí-

Ðèñ.7.1
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íûõ â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè âîëíîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ðèñ.7.1). Âåëè÷è-
íó nU  íàçûâàþò èíîãäà êîëëåêòèâíîé ïåðåìåííîé äëÿ âñåõ ïóëüñàöèé, ëå-
æàùèõ â âûäåëåííîì äèàïàçîíå âîëíîâûõ ÷èñåë.

Äëÿ ïåðåìåííûõ nU  òðåáóåòñÿ íàïèñàòü óðàâíåíèÿ, êîòîðûå áóäóò
ìîäåëèðîâàòü «áàçîâûå ñâîéñòâà» óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè (êàê ïðà-
âèëî, ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèÿõ Í àâüå - Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè).
Ï îä «áàçîâûìè» ñâîéñòâàìè ïîíèìàåòñÿ, êàê ìèíèìóì, âûïîëíåíèå çàêî-
íîâ ñîõðàíåíèÿ è êâàäðàòè÷íàÿ íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé. Îáùèé âèä êàñ-
êàäíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

nnnlmnmlnt fUKUUTUd +−= ∑  . (7.2)

Êîíêðåòíûå ìîäåëè îòëè÷àþòñÿ, â îñíîâíîì, âèäîì ìàòðèöû íåëèíåéíûõ
âçàèìîäåéñòâèé nmlT . Ï àðàìåòð q , îïðåäåëÿþùèé øèðèíó îòäåëüíîé çîíû,
êàê ïðàâèëî, âûáèðàþò ðàâíûì äâóì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ïðî-
ñòðàíñòâà âîëíîâûõ âåêòîðîâ íà îêòàâû. Äèññèïàòèâíîå ñëàãàåìîå çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå nnnn UkUK 2= , ïîâòîðÿþùåì âèä äèññèïàòèâíîãî ÷ëåíà
óðàâíåíèÿ Í àâüå - Ñòîêñà â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå, à ïåðåìåííàÿ nf  îïèñûâà-
åò äåéñòâèå âíåøíèõ ñèë â çàäàííîé îêòàâå âîëíîâûõ ÷èñåë.

7.2. Ì îäåëü Íîâèêîâà - Äåñíÿíñêîãî

Êàñêàäíûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè ìîäåëÿìè òóðáóëåíòíî-
ñòè, òàê êàê îïèñûâàþò ïðîöåññû ïåðåíîñà ýíåðãèè ïî ñïåêòðó. Ïîêàæåì,
êàê ïîëó÷èòü ïðîñòóþ êàñêàäíóþ ìîäåëü ñ ïîìîùüþ ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ
óðàâíåíèé Í àâüå - Ñòîêñà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ
êîìïîíåíò ïîëÿ ñêîðîñòè

jkkjjkkjt vPvvv 21)( ∂+∂−∂−=∂ − νρ , (7.3)

à ñêîðîñòü ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà Ô óðüå
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(çäåñü p
r  è q

r - âîëíîâûå âåêòîðû) è, ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ íà rkie
rr− ,

èíòåãðèðóåì åãî ïî rd
r . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

)k(vk)k(Pki)q(vq)qk(vi)k(v j
q

jjkkjt

r)r)r)rr)r)
r

21 νρ −−−−=∂ ∑ − .

Ï îëüçóÿñü óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè, êîòîðîå â ïðîñòðàíñòâå Ô óðüå èìå-
åò âèä

0=iivk , (7.5)

èñêëþ÷èì èç óðàâíåíèÿ äàâëåíèå. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå íà jk  è
ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì
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 −−=∂ ∑ . (7.6)

Ñòðóêòóðà íåëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî â (7.6) òàêîâà, ÷òî âî âçàèìîäåéñòâèÿõ
âñåãäà ó÷àñòâóþò òðè ìîäû Ô óðüå )k(v

r)r , )q(v
r)r  è )qk(v

rr)r −  - ýòî çíà÷èò, ÷òî
âçàèìîäåéñòâóþò  òðè âîëíû,  âîëíîâûå âåêòîðû êîòîðûõ îáðàçóþò òðå-
óãîëüíèê.

Ðàññìîòðèì âûáîðêó âîëíîâûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî n
n kk 2|| 0=
r

 è âûáåðåì
èç ñóììû (7.6) òîëüêî ñëàãàåìûå, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ìîä. Íàáîð âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé íà òàêîì íàáîðå âåêòîðîâ îã-
ðàíè÷åí, òàê êàê èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü òîëüêî ðàâíîáåäðåííûå òðå-
óãîëüíèêè, â êîòîðûõ îñíîâàíèå ìåíüøå èëè ðàâíî áîêîâûì ñòîðîíàì
(âîçìîæåí, êîíå÷íî, è ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, íî îí ñîîòâåòñòâóåò
âçàèìîäåéñòâèÿì âíóòðè äàííîé îêòàâû âîëíîâûõ ÷èñåë, êîòîðûå â ðàìêàõ
äàííûõ ìîäåëåé íå ðàññìàòðèâàþòñÿ), è ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà äâå áî-
êîâûå ñòîðîíû âäâîå ìåíüøå îñíîâàíèÿ, è òðåóãîëüíèê âûðîæäàåòñÿ â
ïðÿìóþ.   Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ìû ïðèìåì çà êàñêàäíûå ïåðåìåííûå ñîîò-
âåòñòâóþùèå ãàðìîíèêè Ô óðüå ( )k(vU nn

)r= ), òî â ìàòðèöå nmlT  óðàâíåíèÿ
(7.2) îñòàíóòñÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû nmmT  è mnmT  ( ,......2,1,1 ++−= nnnm ).

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü ëî-
êàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òî åñòü âçàèìîäåéñòâèÿìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé â
öåïî÷êå. Òîãäà îäíà èç âîçìîæíûõ ôîðì  ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé åñòü



112

nnnnnn UkUbUUkU 2
1

2
1 )( ν−−= +−

& . (7.7)

Ö åïî÷êà óðàâíåíèé (7.7) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàñêàäíóþ ìîäåëü Í îâèêîâà
- Äåñíÿíñêîãî16 - ïåðâóþ êàñêàäíóþ ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè. Óðàâíåíèÿ ñî-
äåðæàò îäíó êîíñòàíòó b , êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåé ñèñòåìû åñòü

∑∑ == 2

2
1

nn UEE . (7.8)

 Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè îòñóòñòâèè äèññèïàòèâíîãî ñëàãàåìîãî ñèñ-
òåìà óðàâíåíèé (7.7) ñîõðàíÿëà ýíåðãèþ, òî èç ýòîãî óñëîâèÿ ëåãêî íàõî-
äèòñÿ çíà÷åíèå êîíñòàíòû: 2=b . Àíàëîãîì ýíñòðîôèè â êàñêàäíîé ìîäåëè
ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

22

2
1

nn Uk∑=Ω . (7.9)

Òðåáîâàíèå ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè (7.9) ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ êîíñòàíòû
8=b .

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü (7.7) ìîæåò îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿòü
òîëüêî îäíîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (7.7) èìåþò ñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íàëè÷èþ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà. Ýòè ðåøå-
íèÿ ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ ïðè ìàëîé âÿçêîñòè (áîëüøîì ÷èñëå Ðåéíîëüäñà)
è äîëæíû èìåòü ñòåïåííîé âèä

α
nn kUU 0= . (7.10)

Í åòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ n
n kk 20= ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå âèäà (7.10) âîç-

íèêàåò ïðè

3
log 2 b−=α .  (7.11)

Ï ðè 2=b  (ñîõðàíÿåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ) ýòî äàåò ðåøåíèå
3

0 2
n

n UU
−

= , à ïðè 8=b (ñîõðàíÿåòñÿ ýíñòðîôèÿ) ðåøåíèå åñòü n
n UU −= 20 . Ï åð-

âîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò êîëìîãîðîâñêîìó ñïåêòðó äëÿ èíåðöèîííîãî
èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíåðãèè 3/5~)( −kkE , à âòîðîå -  ñïåêòðó Êðåé÷íàíà

3~)( −kkE  äëÿ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíñòðîôèè, ðåàëèçóþùåìó-
ñÿ â äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñïåêòð ýíåðãèè ïîä÷è-
íÿåòñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó λkkE ~)( , òî ýíåðãèÿ îêòàâû n

1~)(
1

+∫
+

= λ
n

k

k
n kdkkEE

n

n

, (7.12)

                                                          
16 Äåñíÿíñêèé Â.Í ., Í îâèêîâ Å.À. Ì îäåëèðîâàíèå êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ â òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ //  Ï ðè-
êëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, 1974. Ò.38. N.3. Ñ.507-513.
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è èç ñðàâíåíèÿ (7.12) ñ (7.10) ñëåäóåò, ÷òî

2
1+= λα . (7.13)

Ï ðîñòåéøåå îáîáùåíèå ìîäåëè (7.7) ñîñòîèò â äîáàâëåíèè äîïîëíèòåëüíîé
ïàðû ÷ëåíîâ

 [ ] nnnnnnnnn UkUUUÑUUUkU 22
111

2
1 )2(2 ν−−+−= +−+−

& . (7.14)

Â óðàâíåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèí ïàðàìåòð C , êîòîðûé, îäíàêî, íå ïîçâî-
ëÿåò ïîñòàâèòü âòîðîå óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ, òàê êàê äâå íåëèíåéíûõ ïàðû
ñëàãàåìûõ ïîäîáíû.

7.3. Ì îäåëü GOY

Ê ìîäåëÿì âèäà (7.2) ìîæíî ïðèéòè ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè. Áîëåå ôîð-
ìàëèçîâàíûé ïóòü îñíîâàí íà ââåäåííîì À.Ì .Îáóõîâûì ïîíÿòèè ñèñòåìû
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà (ÑÃÒ).

Ñèñòåìîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ÷åòûðåì óñëîâèÿì:

1) â áåçäèññèïàòèâíîì ïðåäåëå ñèñòåìà ñîõðàíÿåò ôàçîâûé îáúåì;
2) ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå îäíîãî êâàäðàòè÷íîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ;
3) óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò êâàäðàòè÷íóþ íåëèíåéíîñòü;
4) ïðè ðàññìîòðåíèè äëèííûõ öåïî÷åê óðàâíåíèé, ïîñëåäíèå îãðàíè-

÷èâàþòñÿ ëîêàëüíûìè âçàèìîäåéñòèÿìè, òî åñòü âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî
áëèæàéøèå ñîñåäè.

Ï ðîñòåéøàÿ ÑÃÒ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèïëåò.  Ñîáèðàÿ öåïî÷êó èç
îòäåëüíûõ òðèïëåòîâ, ìîæíî ïðèéòè ê ñèñòåìàì âèäà (7.2).

Óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà, îáëàäàþùèå
íåñêîëüêèìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. ÑÃÒ ñ äâóìÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ
áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå17, à íà åå îñíîâå ïîçæå  áûëà ïîñòðîåíà êàñêàäíàÿ
ìîäåëü äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè  âèäà18

nnnnnnnnnn UkUcUUbUUaUkU 2
211112 )( ν−++= +++−−−

& . (7.15)

                                                          
17 Ãëåäçåð Å.Á. Ñèñòåìà äèíàìè÷åñêîãî òèïà, äîïóñêàþùàÿ äâà êâàäðàòè÷íûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ // Äîê-
ëàäû Àêàäåìèè Í àóê CCCÐ, 1973. Ò.209. N.5.
18 Ãäåäçåð Å.Á., Ì àêàðîâ À.Ë. Î ïîñòðîåíèè êàñêàäíîé ìîäåëè äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè // È çâåñòèÿ ÀÍ
ÑÑÑÐ, Ô èçèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, 1979. Ò.9. N.7.Ñ.899-906.
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Â ìîäåëè òèïà (7.15) â êàæäîì âçàèìîäåéñòâèè ó÷àñòâóþò òðè ñîñåä-
íèõ ÷ëåíà öåïî÷êè ïåðåìåííûõ nU . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà nmlT  íå ñî-
äåðæèò äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ - ýòî íå ñëó÷àéíî, òàê êàê äèàãîíàëüíûå
÷ëåíû íå ìîãóò îäíîâðåìåííî îáåñïå÷èòü ñîõðàíåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ
âåëè÷èí.

Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äàåò óðàâíåíèå
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32121111

211112
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UUEd &

(7.16)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ðàâíà íóëþ ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíà-
êîâûõ êîìáèíàöèÿõ ïåðåìåííûõ (â óðàâíåíèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðîéêà
÷ëåíîâ âûäåëåíà ïîä÷åðêèâàíèåì). Òîãäà óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè åñòü

011 =++ +− akbkck nnn , (7.17)

à óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äàåò

03
1

33
1 =++ +− akbkck nnn . (7.18)

Îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì. Ïîëàãàÿ, íàïðèìåð,
1=c , ïîëó÷àåì

16
1=a ,

8
5−=b . (7.19)

Óðàâíåíèå (7.15) èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ âèäà (7.10). Ïîä-
ñòàâëÿÿ  (7.10) â (7.15) è îáîçíà÷àÿ x=α32 , ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,
êîðíè êîòîðîãî ( 2/11 =x , 8/12 =x ) äàþò 3/11 −=α , 12 −=α . Ýòè ðåøåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþò äâóì ñïåêòðàëüíûì çàêîíàì, ïðåäñêàçûâàåìûì äëÿ äâóìåðíîé
òóðáóëåíòíîñòè ñîîáðàæåíèÿìè ðàçìåðíîñòè.

Óïîìÿíåì è òðåòèé ïóòü ïîëó÷åíèÿ êàñêàäíûõ ìîäåëåé, êîòîðûé îñ-
íîâàí íà ðåäóêöèè èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè. È äåÿ ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò âî
ââåäåíèè îäíîé àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè äëÿ âñåõ ôóíêöèé âûäåëåí-
íîãî ÿðóñà (ìàñøòàáà) è âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íåëèíåéíûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé íà îñíîâå îöåíêè ñðåäíåãî ðåçóëüòàòà âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ
âèõðåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàñøòàáîâ ïðè èõ ðàçëè÷íîì âçàèìíîì ïîëîæå-
íèè. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå òðåáóåòñÿ èñêóñ-
ñòâåííî îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ëîêàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé.
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Êàñêàäíàÿ ìîäåëü òàêîãî òèïà áûëà âïåðâûå ïîñòðîåíà â ðàáîòå19 äëÿ äâó-
ìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè (äâóìåðíàÿ òóðáóëåíòíîñòü ïðèâëåêàòåëüíà íàëè-
÷èåì âòîðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåîïðåäåëåííîñòè ïðè âûâîäå óðàâíåíèé). Óðàâíåíèÿ
ìîäåëè èìåþò âèä

 nn

J

j
jnjnjnjnnnjnnjnnnjnnjnnn UkUUTUUÒUUTU 2

1
11,,11,,111,1, )( ν−++= ∑

=
+++++++−+−−−−−−−

&     (7.20)

è ïðè 1=J  ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè (7.15). Í àëè÷èå äâóõ çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (7.20) â âèäå

 
,

24
23

22
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2
12

1
11132
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
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        (7.21)

ñîäåðæàùåì òîëüêî âåëè÷èíû 1,,0 jj TT −= .
Ï åðâûå æå ïîïûòêè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé

êàñêàäíûõ óðàâíåíèé ïîêàçàëè, ÷òî ñòàöèî-
íàðíûå ðåøåíèÿ íå óñòîé÷èâû. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà, íà ðèñ.7.2 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.21) ñ
çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è íóëåâîé
âÿçêîñòüþ. Í à ãðàôèêå ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ nU  (íà êàðòèíêå ñòîèò îáîçíà÷åíèå

NA ) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè èìååò
ìàêñèìóì íà ïðîìåæóòî÷íûõ ìàñøòàáàõ (êðè-
âàÿ à).  Êðèâàÿ á ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó âðåìå-
íè, êîãäà â ìåëêîìàñøòàáíîé ÷àñòè ñïåêòðà
çàêàí÷èâàåòñÿ óñòàíîâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ

n
nU −2~ , îòâå÷àþùåãî ñïåêòðó 3~)( −kkE . Êðè-

âàÿ â ôèêñèðóåò íà÷àëî ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâî-
ñòè, íà÷èíàþùåéñÿ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ. Ï î-
ñëåäíÿÿ êðèâàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ê ìîìåíòó, êî-
ãäà íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå âèäà 3/2~ n

nU −  ( 3/5~)( −kkE ), íåóñ-
òîé÷èâîñòü äîñòèãàåò ãðàíèöû äâóõ èíòåðâàëîâ.

                                                          
19 Ô ðèê Ï .Ã. È åðàðõè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè // Ì àãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà. 1983. N.1.
C.60-66.

Ðèñ.7.2
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Í à ðèñ.7.3 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè. Ïîêà-
çàíû äâà ìîìåíòà âðåìåíè: ÷åðíûå òî÷êè ôèêñèðóþò ðàñïðåäåëåíèå àìïëè-
òóä íà ìîìåíò óñòàíîâëåíèÿ ñòåïåííîãî çàêîíà â ìåëêîìàñøòàáíîé ÷àñòè
ñïåêòðà, à ñâåòëûå - íà ìîìåíò ôîðìèðîâàíèÿ ñòåïåííîãî çàêîíà â êðóïíî-
ìàñøòàáíîé ÷àñòè ñïåêòðà è íà÷àëà ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.
Âèäíî, ÷òî ââåäåíèå âÿçêîñòè ñòàáèëèçèðóåò ïðàâûé êðàé èíåðöèîííîãî
èíòåðâàëà è âîçìóùåíèÿ íà÷èíàþò ðàçâèâàòüñÿ, õîòÿ è ìåäëåííåå, íà åãî
ëåâîì êðàþ.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ êàñêàäíûõ óðàâíåíèé íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ
âðåìåíè ïîêàçûâàþò, ÷òî êàñêàäíûå ïåðåìåííûå ñîâåðøàþò ñòîõàñòè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ, à ñòåïåííûå çàêîíû ðåàëèçóþòñÿ â ñðåäíåì.

È ìåííî óðàâíåíèÿ âèäà (7.15) ïîëó÷èëè íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå
â ìîäåëèðîâàíèè êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè. È íòåðåñ
ê íèì áûë âûçâàí ðàáîòîé20, â êîòîðîé âïåðâûå â ðàìêàõ òàêèõ ìîäåëåé
èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Â öèòè-
ðóåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå nU , à óðàâíåíèÿ
(7.15) áûëè çàïèñàíû â âèäå

nn
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n

*
n

*
n

*
n

*
n

*
nnn UkUU

)(
UUUUikU 2

121121 4
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2
νεε −





 −+−= −−+−++

& . (7.22)

Â òàêîì âèäå ñèñòåìà ñîäåðæèò ñâîáîäíûé ïàðàìåòð ε , ïðè÷åì íåçà-
âèñèìî îò åãî çíà÷åíèÿ ñèñòåìà îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå ýíåðãèè. È íòåðå-

                                                          
20 Yamada M., Okhitani K. // J. Physical Society of Japon, 1987. V.56. P.4210.

Ðèñ.7.3
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ñóÿñü îáû÷íîé òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòüþ, àâòîðû âûáðàëè äëÿ ýòîãî
ïàðàìåòðà çíà÷åíèå 2/1=ε . Ï ðè 4/5=ε  óðàâíåíèÿ (7.22) ñîâïàäàþò ñ ìîäå-
ëüþ Ãëåäçåðà (7.15). Ýòà ìîäåëü èçâåñòíà ïîä èìåíåì GOY (Gledzer-
Ohkitani-Yamada) è ÿâëÿåòñÿ íà ñåãîäíÿ íàèáîëåå èññëåäóåìîé êàñêàäíîé
ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè.

Ñâîéñòâà ýòîé ìîäåëè îáñóäèì áîëåå ïîäðîáíî. Ðàññìîòðèì  êâàäðà-
òè÷íóþ âåëè÷èíó

∑=
n

n
n UzW 2||

è çàïèøåì óñëîâèå åå ñîõðàíåíèÿ
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.0.......
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1
1

1
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
 −+−+=

=+=

+−
+

+
−

−

∑
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n
nn

n

UUUzkzkzki

ñêUUzW

εε

&&

Ï ðè âûáðàííîì ðàçáèåíèè ( )n
nk 2=  óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñïðàâåäëèâî

óðàâíåíèå
0)1(1 2 =−+− zz εε ,

èìåþùåå äâà êîðíÿ

.
1

1
,1

2

1

−
=

=

ε
z

z

Ï åðâûé êîðåíü íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε  è ñîîòâåòñòâóåò ñîõðàíåíèþ
ýíåðãèè ( ∑== 2

1 || nUEW ). Âòîðîé êîðåíü ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé âåëè-
÷èíå ∑ −−= 2

2 ||)1( n
n UW ε , êîòîðàÿ èìååò ðàçëè÷íûé ñìûñë ïðè 1>ε  è 1<ε . Â

ïåðâîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íîé è ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

∑=Ω= 2
2 || nn UkW λ , (7.23)

ãäå
|1|log 2 −−= ελ . (7.24)

Âåëè÷èíà (7.23) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåííàÿ ýíñòðîôèÿ (îíà
ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ýíñòðîôèåé ïðè 4/5=ε ). Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà 1<ε ,
ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà

∑ −== 2
2 ||)1( nn

n UkHW λ (7.25)

ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè, òàêæå îïðåäåëÿåìûì ïî ôîðìóëå (7.24). Âàæíî îò-
ìåòèòü, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà. Åå íàçû-
âàþò îáîáùåííîé ñïèðàëüíîñòüþ, òàê êàê ñîõðàíÿåìûìè çíàêîïåðåìåí-
íûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè â ãèäðîäèíàìèêå ÿâëÿþòñÿ èìåííî ñïè-
ðàëüíîñòè (ïîìèìî óïîìèíàâøåéñÿ â ãëàâå 4 ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïèðàëü-
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íîñòè, â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå âàæíóþ ðîëü èãðàþò ìàãíèòíàÿ ñïè-
ðàëüíîñòü è ïåðåêðåñòíàÿ ñïèðàëüíîñòü). Ïðè  2/1=ε  ðàçìåðíîñòü ýòîé âå-
ëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïèðàëüíîñòè. Ëþ-
áîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî ñàì ôàêò íàëè÷èÿ ýòîãî èíòåãðàëà â ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé (7.22) áûë îáíàðóæåí çíà÷èòåëüíî ïîçæå ðàáîòû Îõèòàíè è ßìàäû,
â êîòîðîé èìåííî ýòî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà áûëî âûáðàíî, ïî-âèäèìîìó,
ñëó÷àéíî. Í èæå ìû óâèäèì, ÷òî òîëüêî ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε  è
äîñòèãàåòñÿ òî çàìå÷àòåëüíîå ñîâïàäåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëè è
ðåàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè, êîòîðîå ïðèâëåêëî øèðîêèé èíòåðåñ ê êàñêàä-
íûì  ìîäåëÿì.

Ñèñòåìà (7.22) èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ âèäà  α
nn kUU 0= , çà-

âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ε . Ïîäñòàâëÿÿ (7.10) â (7.22) è îáîçíà÷àÿ x=α32 , ëåã-
êî ïîëó÷àåì èñêîìûå ðåøåíèÿ

.
2

1
log

3
1

,
3
1

22

1

−=

−=

εα

α
(7.26)

Ï åðâîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò êîëìîãîðîâñêîìó ñïåêòðó 3/5−k  è  ïðè-
ñóòñòâóåò â ñèñòåìå ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. ×èñëåííûå èññëåäîâà-
íèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.22) ïîêàçàëè, ÷òî ïðè 384.01 =< εε  êîëìîãîðîâ-
ñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôîêóñîì ñèñòåìû. Ïðè 1εε =  èìååò ìå-
ñòî áèôóðêàöèÿ Õîïôà, à ïðè 395.02 == εε  ïðîèñõîäèò íîâàÿ áèôóðêàöèÿ,
ïîñëå êîòîðîé â ñèñòåìå âîçíèêàåò õàîñ.

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî òî÷êà 1=ε   ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé íà îñè çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà. Â ýòîé òî÷êå ìåíÿåòñÿ òèï èíòåãðàëà äâèæåíèÿ, à ïðè
ïðèáëèæåíèè ê íåé èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ âåëè÷èíà (7.23) èëè
(7.25) ñ ïîêàçàòåëåì ∞→λ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî íè î êàêîì  êàñêàäå â ñèñòåìå íå
ìîæåò áûòü è ðå÷è. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â òî÷êå  2=ε  îáà ðåøåíèÿ (7.26)
ñîâïàäàþò, à åäèíñòâåííûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ ((7.23)
ñîâïàäàåò  ñ ýíåðãèåé).
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7.4. Ñêåéëèíã è ïåðåìåæàåìîñòü â êàñêàäíûõ ìîäåëÿõ ðàçâèòîé
òóðáóëåíòíîñòè

Â ïàðàãðàôå 4.6.3 áûëà îïèñàíà ìîäåëü ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè
Ø ËÄ (Ø å - Ëåâåê - Äþáðþëü), ïðåòåíäóþùàÿ íà òî, ÷òî èìåþùèåñÿ  â íåé
ïàðàìåòðû ïîçâîëÿþò îïèñàòü øèðîêèé êëàññ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé (íà-
ïîìíèì, ÷òî ïðåäøåñòâîâàâøàÿ åé ìîäåëü Ø å - Ëåâåêà áûëà ñòðîãî îðèåí-
òèðîâàíà íà îïèñàíèå ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíî-
ñòè). Ï åðâîå òåñòèðîâàíèå ìîäåëè Ø ËÄ íà óíèâåðñàëüíîñòü áûëî âûïîë-
íåíî ñ ïîìîùüþ êàñêàäíîé ìîäåëè (7.22) â ðàáîòå21. Êàñêàäíàÿ ìîäåëü òè-
ïà GOY äàåò ïðåêðàñíóþ âîçìîæíîñòü äëÿ òàêîãî òåñòà, òàê êàê ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü öåëûé êëàññ ñèñòåì ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ.

Âî âñåõ ìîäåëÿõ ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè (è/èëè ïåðåìåæàåìîñòè)
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòè. Â êàñêàäíîé ìîäå-
ëè ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà q  ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

>=< q
nq US , (7.27)

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñ-
ðåäíåíèå ïî âðåìåíè. Í àïîìíèì,
÷òî äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé
ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ñòåïåí-
íûõ çàêîíîâ âèäà qlSq

ς~ , à èñ-
ïîëüçîâàâøàÿñÿ â ìîäåëè Ø ËÄ
ðàñøèðåííàÿ àâòîìîäåëüíîñòü óñ-
òàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ëþáîé
ïàðîé ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé â âè-
äå

pq
pq SS ςς /~ . (7.28)

Ì û âèäåëè, ÷òî ðàñøèðåí-
íàÿ àâòîìîäåëüíîñòü ïîçâîëÿåò
ïîâûñèòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ
ñêåéëèíãîâûõ ïîêàçàòåëåé qς .
Ðèñ.7.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñøè-
ðåííàÿ àâòîìîäåëüíîñòü ïðîÿâëÿ-
åò ñåáÿ â ïîëíîé ìåðå è â êàñêàä-
íûõ ìîäåëÿõ. Äëÿ ñëó÷àÿ 4/5=ε  íà
ðèñ.7.4,à ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü âå-

                                                          
21 Frick P.G., Babiano A., Dubrulle B. Scaling properties of a class of shell models // Physical Review E, 1995.
Vol.51. P.5582-5593.

Ðèñ.7.4
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ëè÷èí qς  îò íîìåðà ÿðóñà n  (òî åñòü îò ìàñøòàáà) äëÿ øèðîêîãî èíòåðâàëà
q  (âïëîòü äî 25). Çàìåòèì, ÷òî íè ýêñïåðèìåíò, íè ïðÿìîå ÷èñëåííîå

ìîäåëèðîâàíèå íå ìîãóò îáåñ-
ïå÷èòü íè òàêîãî äèàïàçîíà
ìàñøòàáîâ, íè òàêîãî âûñîêîãî
ïîðÿäêà q . Ì îæíî âèäåòü, ÷òî
äàæå äëÿ íèçêèõ ïîðÿäêîâ çíà-
÷åíèå ñêåéëèíãîâûõ ïîêàçàòå-
ëåé ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, íà-
÷èíàÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà èíåðöè-
îííîãî èíòåðâàëà. Í à ðèñ.7.4,á
ïîêàçàíû îòíîñèòåëüíûå ïîêà-
çàòåëè 3/~ ςςς qq = . ßñíî âèäíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ
øèðîêèé èíòåðâàë ìàñøòàáîâ, â
êîòîðîì ïîêàçàòåëè ñîõðàíÿþò
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå (ãîðèçîí-
òàëüíûå ëèíèè íà ãðàôèêàõ).

Ö åíòðàëüíîé âåëè÷èíîé
âî âñåõ ìîäåëÿõ ðàçâèòîé òóð-
áóëåíòíîñòè, íà÷èíàÿ ñ òåîðèè
Êîëìîãîðîâà, ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü
äèññèïàöèè ýíåðãèè, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåò ïîòîê ýíåðãèè, ïðîíèçûâàþùèé âåñü èíåðöèîííûé èíòåðâàë è,
êàê ñëåäñòâèå, îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ïîñëåäíåãî. Â ãëàâå 5 ìû óæå îñòàíàâ-
ëèâàëèñü íà âîïðîñå î òîì, ÷òî ðåàëüíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùåé äèíà-
ìèêó èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà, ÿâëÿåòñÿ íå ñêîðîñòü äèññèïàöèè, à ñàì ïî-
òîê ýíåðãèè, êîòîðûé ê òîìó æå íå âñåãäà ïîñòîÿíåí âäîëü  èíåðöèîííîãî
èíòåðâàëà. Â êàñêàäíîé ìîäåëè ïîòîê ýíåðãèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ìàñøòàá
n  (òî÷íåå, ýíåðãèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ îò âñåõ ÿðóñîâ ñ nm <  ÿðóñàì ñ nm ≥ ), åñòü














 −−==Π +−−−

≥
∑ 1112 2

1
4

1
Im nnnnnnn

nm
nn UUUUUUkE

ε . (7.29)

Åñëè êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå çàïèñàòü â âèäå ni
nn eU φρ= , òî âûðàæå-

íèå (7.29) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó






 Θ−Θ−=Π − nnnn k

2
1

4
1

1
ε , (7.30)

ãäå  )sin( 1111 +−+− ++=Θ nnnnnnn φφφρρρ .

Ðèñ.7.5
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Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ãèïîòåçû ìîäåëè Ø ËÁ â òåðìèíàõ
êàñêàäíûõ ïåðåìåííûõ. Ï åðâàÿ ãèïîòåçà - ãèïîòåçà ïîäîáèÿ (4.90), äåêëà-
ðèðóþùàÿ íàëè÷èå îäèíàêîâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ïðèíèìàåò ôîðìó

||
||

||
||

3

3

n

n
stat

n

n
stat

n

n

Θ
Θ=

Π
Π=

ρ
ρ . (7.31)

Â êà÷åñòâå áåçðàçìåðíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà ýíåðãèè ïî ñïåêòðó
(4.89) â äàííîì ñëó÷àå âûñòóïàåò âåëè÷èíà

)(

||
∞Π
Π= n

nπ , (7.32)

ãäå

p
n

p
n

pn
||

||
lim

1
)(

Π
Π

=Π
+

∞→

∞ . (7.33)

Âòîðàÿ ãèïîòåçà - ãèïîòåçà îá èåðàð-
õèè ìîìåíòîâ áåçðàçìåðíîãî ïîòîêà ýíåð-
ãèè (4.91) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä

β

π

π

π

π









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
=

−

+

1

1

p
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p
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p
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A , (7.34)

à òðåòüÿ (ãèïîòåçà î ïåðåìåæàåìîñòè) - çà-
ïèñûâàåòñÿ êàê

∆3~ nn ρπ . (7.35)

Í àïîìíèì, ÷òî ðåçóëüòàòîì ïðèìå-
íåíèÿ òðåõ ãèïîòåç ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà äëÿ
ñêåéëèíãîâûõ ýêñïîíåíò

( )
β
βς
−
−∆+∆−=
1

1
1

3

3/q

q
q . (7.36)

Ï ðîâåðêà ïåðâîé ãèïîòåçû òðåáóåò ñîïîñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ âñåõ òðåõ âåëè÷èí. Â ïåðâîì ïðèáëèæå-
íèè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñðàâíåíèåì íèçøèõ ìîìåíòîâ, èëè êîýôôèöèåí-
òîâ àñèììåòðèè è ýêñöåññà. Çàâèñèìîñòü àñèììåòðèè è ýêñöåññà âñåõ âåëè-
÷èí îò ìàñøòàáà (íîìåðà ÿðóñà) ïðèâåäåíà íà ðèñ.7.5 äëÿ ñëó÷àÿ 5.0=ε .

Ðèñ.7.6
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Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì âåëè÷èíàì, õîðîøî ñîâïàäàþò. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâåííûé ðîñò íåðàâíîìåðíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ ðîñòîì âîëíîâîãî ÷èñëà - êîýôôèöèåíò ýêñ-
öåññà âîçðàñòàåò â 1000 ðàç.

Ðèñ.7.6 ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè âòîðîé ãèïîòåçû. Â äâîéíîì
ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïî-
êàçàíà çàâèñèìîñòü âåëè÷èí

><>< + p
n

p
n ππ /1  îò ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ çíà÷åíèé ><>< − 1/ p
n

p
n ππ .

Âåðõíèé ãðàôèê ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ 42.0=ε  (ïàðàìåòð íåçíà-
÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå,
ïðè êîòîðîì íàñòóïàåò ñòîõàñ-
òèçàöèÿ ðåøåíèé) è ïîêàçûâàåò,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå, ãèïîòåçà íå
âûïîëíÿåòñÿ - ãðóïïû òî÷åê, îò-
íîñÿùèåñÿ ê ìîìåíòàì ðàçëè÷-

íîãî ïîðÿäêà, îáðàçóþò îòðåçêè ñ ðàçíûìè óãëàìè íàêëîíà. Òàêàÿ ñèòóà-
öèÿ ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ  45.0<ε . Ï ðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà (ïîêàçàíû
ñëó÷àè: 7,0) =εb ; 25,1) =εc ; 0,3) =εd  ñîîòíîøåíèå (7.34) õîðîøî âûïîëíÿåòñÿ
- âñå òî÷êè ëîæàòñÿ íà îáùóþ ïðÿìóþ, íàêëîí êîòîðîé ïîçâîëÿåò îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñò-
âóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β .

Ðèñ.7.7 êàñàåòñÿ ïðîâåðêè
òðåòüåé ãèïîòåçû. Îí äàåò çàâè-
ñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî ïîòîêà
ýíåðãèè îò ñòðóêòóðíîé ôóíê-
öèè òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ òðåõ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
ε . Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âûäå-
ëèòü ïðÿìîé ó÷àñòîê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñòåïåííîìó çàêîíó
(7.35), è îïðåäåëèòü çíà÷åíèå
êîýôôèöèåíòà ∆ . Âåðõíÿÿ ãðóï-
ïà òî÷åê ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ

4/5=ε  (ïðè ýòîì ìîäåëèðóåòñÿ
èíåðöèîííûé èíòåðâàë ïåðåíî-
ñà ýíñòðîôèè â äâóìåðíîé òóð-
áóëåíòíîñòè). Òî÷êè ëåæàò ïî÷-
òè ãîðèçîíòàëüíî ( 013.0=∆ ),
÷òî ãîâîðèò îá î÷åíü íèçêîì
óðîâíå ïåðåìåæàåìîñòè. Ýòîò

Ðèñ.7.7

Ðèñ.7.8
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ðåçóëüòàò õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè îáðàáîòêå
äàííûõ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èíòåðâàëà ïåðåíîñà ýíñòðîôèè
â äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè (ïàðàãðàô 5.4).

Ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ∆  è  β  ñóììèðóåò ðèñ.7.8, íà êî-
òîðîì ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí îò ïàðàìåòðà ìîäåëè ε  (íà-
ïîìíèì, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð ñâÿçàí ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ). Í à ðèñóíêå ðàç-
äåëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ 1<ε  è 1>ε , òàê êàê ñâîéñòâà ñèñòåìû â ýòèõ äâóõ
îáëàñòÿõ îòëè÷àþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò è ðèñ.7.8.

Ï îñëåäíèé ðèñ.7.9 ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè )( nP π  ïðè
äâóõ çíà÷åíèÿõ   ε  : à) 42.0=ε , á) 0.3=ε . Í à îáîèõ ãðàôèêàõ ïóíêòèðîì
ïðîâåäåíà ëèíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîã-ïóàññîíîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷åííàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàëåêà îò ýòîé
êðèâîé (÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ
ðèñ.7.6,à), â òî âðåìÿ êàê íà âòî-
ðîì - ñîâïàäåíèå äîñòàòî÷íî õî-
ðîøåå. Âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íåñèììåòðè÷íà (íà-
ïîìíèì, ÷òî ëîãíîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå â òàêîì ïðåäñòàâëå-
íèè äîëæíî áûëî áû äàòü ñèì-
ìåòðè÷íóþ ïàðàáîëó).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî
ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
β  è ∆  ïðè ïîäñòàíîâêå â ôîðìó-
ëó (7.36) äàëè çíà÷åíèÿ qς , ñîâïà-
äàþùèå ñ òî÷íîñòüþ íå íèæå 10%
ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè íå-
ïîñðåäñòâåííî ïî ðàñ÷åòàì íà-
êëîíà ãðàôèêîâ ñòðóêòóðíûõ
ôóíêöèé. Ïîäòâåðæäåíèå ôîðìó-
ëû (7.36) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé
ïðîâåðêîé ðàáîòîñïîñîáíîñòè
ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè Ø ËÄ.

Ðèñ.7.9
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7.5 Ì îäåëü êîíâåêòèâíîé òóðáóëåíòíîñòè

Ðàññìîòðèì òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ, îïèñûâàåìûå â ðàìêàõ ïðèáëè-
æåíèÿ Áóññèíåñêà äëÿ òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøåì â áåçðàçìåðíîé ôîðìå

∂t u u u P Gr u eTr r r r r+ ⋅∇ = − ∇ + +−( ) ,/1 2∆                                  (7.36)
                       ∂ σt T u T Gr T+ ⋅∇ = − −r 1 1 2/ ,∆                                                 (7.37)

 ∇ ⋅ =ru 0 ,                                                                         (7.38)

ãäå ru  - ñêîðîñòü, P - äàâëåíèå, T - òåìïåðàòóðà, re - åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü
âåðòèêàëüíîé îñè, Gr = g L Tβ ν3 2∗ − - ÷èñëî Ãðàññãîôà,σ ν χ=  - ÷èñëî Ï ðàíäò-
ëÿ, ν - êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü,χ - òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü. Â êà÷åñòâå
åäèíèöû äëèíû âûáðàí ìàêðîìàñøòàá L, åäèíèöû òåìïåðàòóðû - õàðàê-
òåðíàÿ äëÿ ýòîãî ìàñøòàáà ðàçíîñòü òåìïåðàòóðû T ∗ , åäèíèöû ñêîðîñòè -
V g LT= ∗( ) /β 1 2  è åäèíèöû âðåìåíè - t=L/V. Ï ðè âûáðàííîé åäèíèöå ñêîðîñòè
÷èñëî Ãðàññãîôà ïðîñòî ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà Gr V L= =−2 2 2 2ν Re .

Ì û ïîñòðîèì êàñêàäíóþ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùóþ ðàññìîòðåòü ñïåöè-
ôèêó êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ âáëèçè ìàñøòàáà Áîëäæèàíî â äâóìåðíîé òóð-
áóëåíòíîñòè (ñìîòðè ïàðàãðàô 5.5), à òàêæå êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ ïðè
î÷åíü íèçêèõ è î÷åíü âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ï ðàíäòëÿ. Ýòè çàäà÷è âû-
áðàíû ïîòîìó, ÷òî ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì ñëó÷àÿ, êîãäà ðàññìîòðåíèå íåëî-
êàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé ñòàíîâèòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì è ìîäåëü òèïà GOY
ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòàì.

Êàñêàäíàÿ ìîäåëü äëÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè, âêëþ-
÷àþùàÿ íåëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ,  áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå 22 è èìåëà
âèä

     d U T U U k U Ft n n m l m l
m l

n n n n= − +∑ −
, ,

,

Re 1 2 Θ ,                              (7.39)

d H U kt n n m l m l
m l

n nΘ Θ Θ= −∑ −
, ,

,

( Re)2 1σ ,                                   (7.40)

ãäå F F T T H Hn
n

n m l
N

m n l n n m l
N

m n l n= = =− − − −0 0 02 2 2, , ,, , , , , , , ,  à çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ äëÿ öåí-
òðàëüíûõ ÷àñòåé ìàòðèö T m l0, ,   è H m l0, ,   ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ. Ñòðóêòóðà
ìàòðèö ñëåäóåò èç ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âîëíîâûõ âåêòîðîâ íà îêòàâû è
èç òðåáîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé  ýíåðãèè E UV nn

= ∑ 2 , ýíñòðîôèè

Ω = ∑ 2
2n

nn
U è  ýíåðãèè ïóëüñàöèé  òåìïåðàòóðû  ET

n
nn

= ∑ 2
2Θ .

                                                          
22 Ô ðèê Ï .Ã. Ì îäåëèðîâàíèå êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ â äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè // Æ óðíàë ïðè-
êëàäíîé ìåõàíèêè è òåõíè÷åñêîé ôèçèêè. 1986. N.2. Ñ.71-79.
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                                                                 T m l0, ,

l m\ -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
4 0.155
3 0.242
2 0.431
1 -0.0088 -0.0257 -0.0796 -0.269
0
1 0.0032 0.0096 0.0269
2

                                                                 H m l0, ,

l m\      -4    -3    -2    -1     0    1    2    3
  4  -0.0537
  3  -0.0941 -1.493
  2  -0.125 -0.720 -0.153
  1  -0.0058  -0.0145 -0.0374  -0.0996 -0.221 -0.365 -0.145
  0
 -1   0.0018  0.00468  0.0125  0.0277 0.0457 0.0181
 -2 0.00196 0.0113 0.00239
 -3 0.00018 0.00291 0.00030
 -4 0.00001 0.00073 0.00004

Ýòà ìîäåëü áûëà  ìîäèôèöèðîâàíà â ðàáîòå 23.  Âî-ïåðâûõ, â ðàñ-
ñìîòðåíèå áûëè ââåäåíû êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ
ñóùåñòâåííî ñíèæàåò âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ
óñòîé÷èâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Âî-âòîðûõ, â ìàòðèöå Hn m l, ,   áû-
ëè îñòàâëåíû òîëüêî ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå ãåíåðàöèþ íåîäíîðîäíîñòåé
òåìïåðàòóðû êðóïíîìàñøòàáíûì ïîëåì ñêîðîñòè (ñòðîêè l m= ± <1 0, ),  è
äèàãîíàëè  m=n  è  l=m, êîòîðûå î÷åâèäíî äîìèíèðóþò íàä ñîîòâåòñò-
âóþùèìè áîêîâûìè ñòîëáöàìè. Òîãäà, ñ ó÷åòîì ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè
ìàòðèöû, ñëåäóþùèõ èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü
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Ï àðàìåòð J ôèêñèðóåò íàèáîëåå äàëåêèå âçàèìîäåéñòâèÿ (ïðè J =1
ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó êàñêàäíûõ óðàâíåíèé, îïèñû-
âàþùèõ òîëüêî ëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ).

                                                          
23 Ëîæêèí Ñ.À., Ô ðèê Ï .Ã. Ì îäåëèðîâàíèå êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ â òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè ïðè ýêñòðå-
ìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ï ðàíäòëÿ // Ì àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì è ïðîöåññîâ, Ï åðì. ãîñ.
òåõí. óí-ò, Ï åðìü, 1996. N.4, Ñ.53-60.
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Ï åðå÷èñëèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ýòîé ìî-
äåëè.

 Óìåðåííûå ÷èñëà Ïðàíäòëÿ  ( 1~σ ). Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ñïåêòðîâ
äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè ïðè î÷åíü áîëüøèõ ÷èñëàõ Ãðàññãîôà,
êîãäà áîëüøîé èíòåðâàë çíà÷åíèé  âîëíîâûõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü
çà ôîðìèðîâàíèåì ñïåêòðîâ ïî îáå ñòîðîíû îò ìàñøòàáà Áîëäæèàíî. Ñèñ-
òåìà  óðàâíåíèé (7.41)-(7.42) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî Ï ðàíäòëÿ ðàâíî åäè-
íèöå, à ÷èñëî Ãðàññãîôà 1410=Gr  (÷òî ñîîòâåòñòâóåò 710Re = ), èíòåãðèðîâà-
ëàñü ìåòîäîì Ðóíãå - Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî
âðåìåíè äëÿ 0 ≤ n ≤ 30. Ðàâíîìåðíûé íàãðåâ íà ìàêðîìàñøòàáå ìîäåëèðî-
âàëñÿ ïóòåì ïîääåðæàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ïåðåìåííîé

1|| 0 =Θ .
Â îòëè÷èå îò òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, â äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé

òóðáóëåíòíîñòè ñóùåñòâîâàíèå èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ñ ïðÿìûì êàñêà-
äîì ýíåðãèè íåâîçìîæíî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðåïÿòñòâóåò óñòàíîâëåíèþ
ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî ñïåêòðó. Ï ðîöåññ ïåðåäà÷è ýíåð-
ãèè ê ìåëêîìàñøòàáíîìó äâèæåíèþ áëîêèðóåòñÿ íà ìàñøòàáå Áîëäæèàíî

BL ,  âïðàâî îò êîòîðîãî ôîðìèðóåòñÿ èíåðöèîííûé èíòåðâàë ïåðåíîñà ýí-
ñòðîôèè. Âëåâî îò BL   ðàçâèâàåòñÿ èíòåðâàë îáðàòíîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè ê
êðóïíûì ìàñøòàáàì ñî ñïåêòðàëüíûì çàêîíîì "-5/3", ïðè÷åì ãðàíèöà ýòî-
ãî èíòåðâàëà ïðîäâèãàåòñÿ âëåâî ïî ìåðå íàêîïëåíèÿ ñèñòåìîé ýíåðãèè.

Ñòàöèîíàðíîé ñèòóàöèè óäàåòñÿ äîáèòüñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíè-
òåëüíîé äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ (â óðàâ-
íåíèå äëÿ  U n   äîïèñûâàåòñÿ ÷ëåí âèäà  − γU n  , òàê íàçûâàåìîå ëèíåéíîå
òðåíèå, îáû÷íî èñïîëüçóåìîå è ïðè ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ
äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòüþ). Íà ðèñ.7.10 ïîêàçàíû îñðåäíåííûå ïî âðå-
ìåíè çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïóëüñàöèé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû â îòäåëüíûõ îê-
òàâàõ EV n  è ET n . Ï ðîâåäåíû ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåííûì çàêîíàì
äëÿ ñïåêòðîâ E kV ( )  è  E kT ( ) . Ýòîò ðèñóíîê íóæíî ñðàâíèòü  ñ ðèñ.5.24, ãäå
êà÷åñòâåííî áûëè èçîáðàæåíû îæèäàåìûå ñïåêòðàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè. Ï ðè ðàññìàòðèâàíèè ðèñóíêîâ
ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äëÿ âåëè÷èíû E kn n( ) íà åäèíèöó
ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñàìîãî ñïåêòðà E k( ) , ÷òî ñâÿçàíî ñ ïðèíÿòûì äåëåíèåì îñè
âîëíîâûõ âåêòîðîâ íà îêòàâû. Ãðàíèöû ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ áîëåå ÷åòêî
âûðàæåíû â ñïåêòðå ïóëüñàöèé ñêîðîñòè. Â ñïåêòðå ïóëüñàöèé òåìïåðàòó-
ðû ïåðåõîäû ðàçìûòûå è ñòåïåííûå ó÷àñòêè íå ñòîëü ÿðêî âûðàæåíû.

Ì àëûå ÷èñëà Ï ðàíäòëÿ (σ<< 1) ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ èíåðöè-
îííî-äèôôóçèîííîãî èíòåðâàëà â ñïåêòðå ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû. Îí âîç-
íèêàåò â ìàñøòàáàõ, íà êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ îáû÷íûé èíåðöèîííûé èí-
òåðâàë â ïîëå ñêîðîñòè, íî ñóùåñòâåííà òåïëîâàÿ äèôôóçèÿ. È ç ñîïîñòàâ-
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ëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (7.37) δδ δV T L Tll l0
1 2− −~   è ñïåêòðà

Êðåé÷íàíà äëÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ïåðåíîñà ýí-
ñòðîôèè E k k( ) ~ − 3  ïîëó÷àåòñÿ

  E k kT ( ) ~ .− 7                                                    (7.43)

Ï ðè ñòîëü áûñòðîì çàòóõàíèè ýíåðãèè ïóëüñàöèé òðóäíî ðàññ÷èòû-
âàòü íà ôîðìèðîâàíèå ïðîòÿæåííîãî èíòåðâàëà. Ýòî ïîäòâåðæäàþò è ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ñ÷åòà äëÿ ñëó÷àÿ  σ= −10 8  , ïðèâåäåííûå íà ðèñ.7.11,
ãäå íå óäàåòñÿ âûäåëèòü èíòåðâàëà ñ ïîñòîÿííûì ñòåïåííûì çàêîíîì.

Í à ðèñóíêå äàíû ðåçóëüòàòû ñ÷åòà ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðà-
ìåòðà J. Â êîíâåêòèâíîì èíòåðâàëå îòëè÷èå íåâåëèêî, òàê êàê çäåñü äîìè-
íèðóþò ëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû. Ðàçëè-
÷èÿ õîðîøî âèäíû â ìåëêîìàñøòàáíîé ÷àñòè ñïåêòðà, ãäå ôîðìèðóåòñÿ
èíåðöèîííûé èíòåðâàë ïåðåíîñà ýíñòðîôèè. È çâåñòíî, ÷òî êàñêàäíûå ìî-
äåëè èñïûòûâàþò ïðîáëåìû ñ îïèñàíèåì êàñêàäà ýíñòðîôèè, âûðàæàþ-
ùèåñÿ â òîì, ÷òî ïîòîê ýíñòðîôèè â íèõ ñëàá â ñðàâíåíèè ñ ïóëüñàöèÿìè
ýíñòðîôèè â îòäåëüíîì ìàñøòàáå è ïàäàåò ñ ðîñòîì n, à ñïåêòðû ýíåðãèè íå
ñëåäóþò åäèíîìó ñòåïåííîìó çàêîíó. Óâåëè÷åíèå J óñèëèâàåò ïîòîê ýíñò-
ðîôèè è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïðîòÿæåííîãî èíòåðâàëà, â êîòîðîì ñïåêòð
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñëåäóåò ñòåïåííîìó çàêîíó ñ íàêëîíîì E k k( ) ~ /− 10 3 .
È íòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èìåííî òàêîé íàêëîí ñïåêòðà áûë ïîëó÷åí ïðè
èññëåäîâàíèè äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ èåðàðõè÷åñêîé ìîäå-
ëè, â êîòîðîé ÷èñëî ïåðåìåííûõ ðàñòåò êàê 22n  ïî ìåðå ðîñòà âîëíîâîãî

Ðèñ.7.10
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÷èñëà kn
n= 2 , ÷òî ïîçâîëÿåò â îòëè÷èå îò êàñêàäíûõ ìîäåëåé ó÷èòûâàòü è

ïðîñòðàíñòâåííóþ íåîäíîðîäíîñòü òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ.

Áîëüøèå ÷èñëà Ï ðàíäòëÿ (σ>> 1) ñïîñîáñòâóþò ôîðìèðîâàíèþ âÿç-
êî-êîíâåêòèâíîãî èíòåðâàëà, â êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèå ìàñøòàáû ïîëÿ
ñêîðîñòè ïîäàâëåíû âÿçêîñòüþ, íî îñòàåòñÿ ñïåêòðàëüíûé ïîòîê ïóëüñàöèé
òåìïåðàòóðû, ïîääåðæèâàåìûé ëèøü êðóïíîìàñøòàáíûì ïîëåì ñêîðîñòè.
Ï îñêîëüêó äèôôóçèÿ òåïëà ïðîèñõîäèò íà ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ ìàñøòà-
áàõ, òî ïîòîê ýíåðãèè ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû ïî ñïåêòðó îñòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííûì, íî õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïåðåíîñà îïðåäåëÿåòñÿ êðóïíîìàñøòàáíûìè
ïóëüñàöèÿìè ñêîðîñòè è ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äëÿ ýòîãî èíòåðâàëà ïîñòîÿííûì.
Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñïåêòðó Áýò÷åëîðà (5.41),

E k kT ( ) ~ .− 1                                               (7.44)

Ì åæäó êîíâåêòèâíûì (îáóõîâñêèì) è âÿçêî-êîíâåêòèâíûì èíòåðâà-
ëàìè ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ èíòåðâàëà (5.51), â êîòîðîì âÿçêèé ÷ëåí
ñòàíîâèòñÿ âåñîìåå íåëèíåéíîãî, íî îñòàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ñèëà ïëàâó÷å-
ñòè. Òîãäà áàëàíñ àðõèìåäîâûõ è âÿçêèõ ñèë   âìåñòå ñ (7.44) ïðèâîäèò ê
ñïåêòðó

.~)( 5−kkEV                                               (7.45)

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ñëó÷àÿ 10Re,106 ==σ  ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ.7.12 è ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåðâàë, â êîòîðîì óñòàíàâëèâàþòñÿ çàêîíû
(7.44-7.45), ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîòÿæåííûì. Ì îæíî âèäåòü, ÷òî óâå-

Ðèñ.7.11
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ëè÷åíèå J  ïðèâîäèò ê ðàñòÿæåíèþ èíòåðâàëà (7.44), íî ïðàêòè÷åñêè íå
âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïóëüñàöèé ñêîðîñòè.

Ðèñ.7.12
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7.6. Êàñêàäíûå ïðîöåññû â Ì ÃÄ-òóðáóëåíòíîñòè

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Ñïåöèôèêà äâèæåíèé æèäêîñòè ñ ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî æèäêîñòü íå òîëüêî ïîäâåðæåíà äåéñòâèþ äîïîëíèòåëüíîãî ñèëîâîãî
ïîëÿ (â ìàãíèòíîì ïîëå âîçíèêàåò ñèëà Ëîðåíöà), íî è ñàìà îêàçûâàåò âîçäåéñòâèå íà
ìàãíèòíîå ïîëå. Ï ðè ýòîì âàæíî, ÷òî  âîçäåéñòâèå íå ñâîäèòñÿ ê çàïóòûâàíèþ ñèëîâûõ
ëèíèé è ðàçìåëü÷åíèþ ñòðóêòóðû ïîëÿ (êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåìåøèâàíèè ïàñ-
ñèâíîé ïðèìåñè èëè òåïëà), à ìîæåò, â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ,  è ãåíåðèðîâàòü ìàãíèò-
íûå ïîëÿ. Õîðîøî ïðîâîäÿùèå æèäêîñòè - ýòî æèäêèå ìåòàëëû, íî â ñôåðó äåéñòâèÿ
ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (Ì ÃÄ) ïîïàäàþò è ìíîãèå äðóãèå ñðåäû - ýëåêòðîëèòû,
ïëàçìà (îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîëíå÷íàÿ è çâåçäíàÿ ïëàçìà), ìåæçâåçäíàÿ ñðåäà.

Ñèëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ìàãíèò-
íîé èíäóêöèè B

r
. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âêëþ÷àþò óðàâíåíèå Í àâüå - Ñòî-

êñà, äîïîëíåííîå ñèëîé Ëîðåíöà, óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà èíäóêöèè, óðàâíå-
íèå íåðàçðûâíîñòè è óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñèñòåìó
óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â áåçðàçìåðíîì âèäå

v
B

PBBvvvt
rrrrrrrrr ∆+



 +∇−∇=∇+∂

Re
1

2
)()(

2

, (7.46)

BvBBvBt

rrrrrrrr
∆+∇=∇+∂

Rm
1

)()( , (7.47)

0=∇ v
rr , (7.48)

0=∇B
rr

. (7.49)

Çäåñü ν/Re UL= - îáû÷íîå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, à
mmUL PrRe/Rm ⋅== ν  - ìàãíèòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, îïðåäåëåííîå ÷åðåç ìàã-

íèòíóþ âÿçêîñòü µσν /1=m  (µ  - ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, σ  - ýëåê-
òðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü). Îòíîøåíèå êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè ê ìàãíèò-
íîé âÿçêîñòè íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíûì ÷èñëîì Ï ðàíäòëÿ  mm νν /Pr = .

Îñíîâíûå îñîáåííîñòè Ì ÃÄ-òå÷åíèé ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ïðîâîäÿùàÿ
æèäêîñòü óâëåêàåò ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ïðåäåëå èäåàëüíîé
ïðîâîäèìîñòè íàñòóïàåò ýôôåêò âìîðîæåííîñòè - ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ îêà-
çûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ æèäêèìè ÷àñòèöàìè.

Í àèáîëåå èíòðèãóþùèì ñâîéñòâîì Ì ÃÄ-ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñïî-
ñîáíîñòü ãåíåðèðîâàòü ìàãíèòíûå ïîëÿ. Âïåðâûå èäåþ Ì ÃÄ-äèíàìî, à
èìåííî èäåþ î òîì, ÷òî èñòî÷íèêîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ Ñîëíöà ÿâëÿþòñÿ òå-
÷åíèÿ  â åãî  íåäðàõ, âûñêàçàë Ëàðìîð åùå â 1919 ãîäó. Îäíàêî, ïîïûòêè
ïîñòðîèòü òåîðèþ äèíàìî èëè õîòÿ áû äàòü ïðèìåðû òå÷åíèé, ñïîñîáíûõ
ãåíåðèðîâàòü ìàãíèòíûå ïîëÿ, äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëèñü íåóäà÷íûìè. Ï åð-
âûå òî÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè íåãàòèâíûìè è âûëèëèñü â òàê íàçûâàåìûå
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òåîðåìû çàïðåòà (èëè àíòèäèíàìî òåîðåìû). Ï åðâóþ òåîðåìó äîêàçàë Êàó-
ëèíã (1934ã.), ïîêàçàâ, ÷òî íèêàêîå îñåñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå íå ìîæåò ãå-
íåðèðîâàòü ìàãíèòíîå ïîëå. Âòîðóþ òåîðåìó çàïðåòà äîêàçàë Çåëüäîâè÷ â
1956ã. Ñóòü òåîðåìû â òîì, ÷òî ìàãíèòíûå ïîëÿ íå ìîãóò ãåíåðèðîâàòüñÿ
äâóìåðíûìè ïîòîêàìè (ýòî íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè âðåìåííîãî óñèëå-
íèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íî çàïðåùàåò åãî óñòîé÷èâûé ðîñò è ñòàöèîíàðíîå
ïîääåðæàíèå). Òàêèì îáðàçîì, áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìåõàíèçì äèíàìî ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí òîëüêî â ñóùåñòâåííî òðåõìåðíîì ïîòîêå, ïðè÷åì âàæ-
íåéøóþ ðîëü â ýòîì ïðîöåññå èãðàåò ñïèðàëüíîñòü.

Â êîíòåêñòå èçëîæåíèÿ ñâîéñòâ è âîçìîæíîñòåé êàñêàäíûõ ìîäåëåé
Ì ÃÄ-òóðáóëåíòíîñòü èíòåðåñíà êàê ïðèìåð ñëîæíîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷å-
íèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî îñîáûì íàáîðîì èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Óðàâíåíèÿ
(7.46)-(7.49) â áåçäèññèïàòèâíîì ïðåäåëå ñîõðàíÿþò òðè êâàäðàòè÷íûå âå-
ëè÷èíû. Â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî äâèæåíèÿ ýòî îáùàÿ ýíåðãèÿ E , ïåðåêðåñò-
íàÿ ñïèðàëüíîñòü CH  è ìàãíèòíàÿ ñïèðàëüíîñòü BH :

( )∫ += rdBvE
rrr 22 , (7.50)

( )∫ ⋅= rdBvH C
rrr , (7.51)

( )∫ ⋅= rdBAH B
rrr
, (7.52)

ãäå A
r

 åñòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ ( AB
rr

rot= ). Â ñëó÷àå äâó-
ìåðíîãî òå÷åíèÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ êâàäðàòîì âåêòîðíîãî ïî-
òåíöèàëà

( )∫= rdAa
rr

2 . (7.53)

Í àëè÷èå ó êàñêàäíûõ ìîäåëåé òèïà (7.22) çíàêîïåðåìåííûõ èíòåãðà-
ëîâ ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü íà ïîñòðîåíèå ìîäåëè, óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì
èçâåñòíûì â Ì ÃÄ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ. Òàêàÿ ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà â
ðàáîòå 24 â ôîðìå
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24 Frick P.G., Sokoloff D.D. Cascade and dynamo action in a shell model of turbulence // Physical Review  E,
1998, Vol.57.N.4. P.4155-4164.
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Ï ðè 0≡nB  ñèñòåìà (7.54)-(7.55) ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ GOY (7.22). Â
îáùåì ñëó÷àå ìîäåëü ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð mε . Îòìåòèì,
÷òî ýíåðãèÿ è ïåðåêðåñòíàÿ ñïèðàëüíîñòü, âûðàæàåìûå â ìîäåëè â âèäå

( )∑ +=
n

nn BUE 22 |||| , (7.56)

( )∑ +=
n

nnnnC BUBUH ** , (7.57)

ñîõðàíÿþòñÿ ñèñòåìîé ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà mε . Òðåáîâàíèå ñî-
õðàíåíèÿ âåëè÷èíû

∑ −−=
n

nn
n

B BkH 21 ||)1( , (7.58)

ñëóæàùåé àíàëîãîì ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè (7.53), ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷-
íîìó îïðåäåëåíèþ îáîèõ ïàðàìåòðîâ: 2/1=ε , 3/1=mε . Îòìåòèì, ÷òî ïàðà-
ìåòð ε  ñîâïàäàåò ïðè ýòîì ñî çíà÷åíèåì, ïîëó÷àåìûì â ìîäåëè òðåõìåðíîé
òóðáóëåíòíîñòè èç òðåáîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïèðàëüíî-
ñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðèáëèæåíèè ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé ñèñòåìà
(7.54)-(7.55) âíîâü ñîõðàíÿåò ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñïèðàëüíîñòü.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîé Ì ÃÄ-òóðáóëåíòíîñòè íóæíî ïîòðåáî-
âàòü ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû

∑ −=
n

nn Bka 22 || (7.59)

(êâàäðàòà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà), ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ: 4/5=ε  , 3/1−=mε .

Ì û ïðèâåäåì òîëüêî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñâîáîäíî âûðîæäàþùåéñÿ Ì ÃÄ-òóðáóëåíòíîñòè, õîòÿ
êàñêàäíàÿ ìîäåëü, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, äàëà íîâûå ðåçóëüòàòû è ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ ñòàöèîíàðíî âîçáóæäàåìîé Ì ÃÄ-òóðáóëåíòíîñòè.
Ñâîáîäíîå âûðîæäåíèå ïîäðàçóìåâàåò ðàâåíñòâî íóëþ ñèë nf  è ng  â óðàâ-
íåíèÿõ (7.54)-(7.55) è ðåøåíèå çàäà÷è ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî
ñïåêòðó, ñîîòâåòñòâóþùåå ñïåêòðàëüíûì çàêîíàì âèäà 2~~ −kEE BV  (äëÿ
âñåõ 0≥n ), óðîâåíü ìàãíèòíîé ýíåðãèè ñóùåñòâåííî íèæå ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî óðîâíÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ( 0001,0,1 ≈≈ BV EE ). ×èñëî Ðåéíîëüäñà

710Re = , ìàãíèòíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ 310Pr −=m .
Í à ðèñ.7.13 ïîêàçàí õàðàêòåð ýâîëþöèè êèíåòè÷åñêîé (ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ) è ìàãíèòíîé (òîíêàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ýíåðãèè â òðåõìåðíîé Ì ÃÄ-
òóðáóëåíòíîñòè (óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ : 2/1=ε , 3/1=mε ). Âèäíî,
÷òî çà êîðîòêîå âðåìÿ (áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, îïðåäåëåííîå ïî õàðàêòåðíîìó
âðåìåíè îáîðîòà ìàêðîñêîïè÷åñêîãî âèõðÿ UL / , ïîðÿäêà  åäèíèöû) ìàã-
íèòíàÿ ýíåðãèÿ äîñòèãàåò óðîâíÿ ïîðÿäêà 1/10 îò óðîâíÿ êèíåòè÷åñêîé
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ýíåðãèè. Çàòåì íàñòóïàåò îòíîñèòåëüíî äîëãèé ïðîìåæóòî÷íûé ýòàï (ïî-
ðÿäêà äâàäöàòè áåçðàçìåðíûõ åäèíèö âðåìåíè), â òå÷åíèå êîòîðîãî ìàã-
íèòíàÿ ýíåðãèÿ îñòàåòñÿ íà òîì æå óðîâíå. Ï îñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò íîâûé
ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ è åãî ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèåé, îñòàâàÿñü âñå æå ìåíüøå åå. Îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäèò ìåäëåí-
íîå ñíèæåíèå îáùåãî óðîâíÿ ýíåðãèè, îáóñëîâëåííîå âÿçêèìè è îìè÷åñêè-
ìè ïîòåðÿìè.

Í à òîì æå ðèñ.7.13 òîëñòîé ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ
ìàãíèòíîé ýíåðãèè â òàê íàçûâàåìîì êèíåìàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Êè-
íåìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïðåäïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ èíäóê-
öèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè, òî åñòü
ïðåíåáðåæåíèå îáðàòíûì äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ  íà ïîëå ñêîðîñòè. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò îòáðàñûâàíèþ ÷ëåíîâ ñ ïå-
ðåìåííûìè nB   èç óðàâíåíèÿ (7.54). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ ýâîëþöèè
ìàãíèòíîé ýíåðãèè äàåò íåîãðàíè÷åííûé ðîñò (ñèñòåìà óðàâíåíèé íå óäîâ-
ëåòâîðÿåò áîëåå çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ), õîòÿ íàðàñòàíèå ýíåðãèè è íå ïðîèñ-
õîäèò ìîíîòîííûì îáðàçîì, à âêëþ÷àåò è îòäåëüíûå èíòåðâàëû, â òå÷åíèå
êîòîðûõ ýíåðãèÿ ïîëÿ ïàäàåò.

Òàêîå ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóåò êà÷åñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì î ïîâå-
äåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òóðáóëåíòíîé ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Â òî æå âðåìÿ,
èçâåñòíûå ïîïûòêè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ì ÃÄ-
òóðáóëåíòíîñòè, âîïðåêè îæèäàíèÿì, äàþò ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ òîëüêî
äî  óðîâíÿ, â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøåãî óðîâíÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîòîêà.
Ï ðèâåäåííûé ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ êàñêàäíûõ óðàâíåíèé äàåò âîçìîæíóþ
èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî ôàêòà. Äåëî â òîì, ÷òî ñàìûå ïðîäîëæèòåëüíûå ÷èñ-
ëåííûå ðåøåíèÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé íå âûõîäÿò çà âðåìåííîé èíòåðâàë

( 10≈t ). Â ñâåòå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà íå óñïå-
âàåò âûéòè çà ðàìêè ïðîìåæóòî÷íîãî ýòàïà ýâîëþöèè.

Í à ðèñ.7.14 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ âûðîæ-
äàþùåéñÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïóíêòèð ïî ïðåæíåìó ïîêàçûâàåò
óðîâåíü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ â äâóìåðíîì ïîòîêå óáûâàåò êðàé-

Ðèñ.7.13 Ðèñ.7.14
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íå ìåäëåííî. Òîíêàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ìàãíèòíîé
ýíåðãèè â ïîëíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå, à òîëñòàÿ ëèíèÿ - â êèíåìàòè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå è ðåøåíèÿ ïîëíîé íåëèíåéíîé
ñèñòåìû, è ðåøåíèÿ â êèíåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå äàþò çàòóõàíèå ýíåðãèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñî âðåìåíåì (âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà çàïðåòà Çåëüäîâè÷à,
èñêëþ÷àþùàÿ âîçìîæíîñòü óñòîé÷èâîãî äèíàìî â äâóìåðíîì ïîòîêå). Õà-
ðàêòåðíîå âðåìÿ çàòóõàíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèíàêîâî, õîòÿ ýâîëþöèÿ â
íåëèíåéíîì ñëó÷àå èìååò çíà÷èòåëüíî áîëåå ãëàäêèé õàðàêòåð.

 Â òî æå âðåìÿ õàðàêòåð ñâîáîäíîé ýâîëþöèè äâóìåðíîé Ì ÃÄ-
òóðáóëåíòíîñòè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ è îò õàðàêòåðà ýâîëþöèè äâóìåð-
íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè. Í àïîìíèì, ÷òî â äâóìåðíîé òóð-
áóëåíòíîñòè ýíñòðîôèÿ, à âìåñòå ñ íåé è ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè, ñî
âðåìåíåì ìîãóò òîëüêî óáûâàòü. Ïðèñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàðóøàåò
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè. Â ïðîöåññå ñâîáîäíîãî âûðîæäåíèÿ ýíñòðî-
ôèÿ âîçðàñòàåò, à ýòî ïðèâîäèò ê ðîñòó ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè.
Ï ðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå â ïîâåäåíèè ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè â  âû-
ðîæäàþùåéñÿ äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé è ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîé òóðáóëåíòíîñòè èëëþñòðèðóåò  ðèñ.7.15 (ñðàâíèòå ñ ðèñ.5.2, ãäå ïîêà-
çàíà ýâîëþöèÿ ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè â äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè).

Ï îìèìî ýâîëþöèè èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, êàñêàäíûå ìîäåëè
ïîçâîëÿþò ïðîñëåäèòü è çà èçìåíåíèåì ñïåêòðàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýíåð-
ãèè. Í à ðèñ.7.16 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé (ñâåòëûå òî÷êè) è
ìàãíèòíîé (òåìíûå òî÷êè) ýíåðãèè äâóìåðíîé Ì ÃÄ-òóðáóëåíòíîñòè  ïî

ñïåêòðó (òî÷íåå, ïî îêòàâàì), ïîëó-
÷åííûå îñðåäíåíèåì  ïî ðàçëè÷íûì
èíòåðâàëàì âðåìåíè. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîå
ïðåâûøåíèå îáùåãî óðîâíÿ êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè íàä ìàãíèòíîé, ñóùåñò-
âóåò äèàïàçîí ìàñøòàáîâ, â êîòîðîì
ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ èìååò òîò æå ïîðÿ-
äîê, ÷òî è êèíåòè÷åñêàÿ. Ýòî îòíîñè-
òåëüíî ìåëêèå ìàñøòàáû, íåïîñðåäñò-
âåííî ïðèëåãàþùèå ê äèññèïàòèâíîìó
èíòåðâàëó ( 85 ≤≤ n ).

Ýâîëþöèÿ ñïåêòðîâ ýíåðãèè â
òðåõìåðíîé Ì ÃÄ-òóðáóëåíòíîñòè ïîêàçàíà íà ðèñ.7.17. Â ýòîì ñëó÷àå ñó-
ùåñòâóåò ïðîòÿæåííûé èíòåðâàë ìàñøòàáîâ, â êîòîðîì ìàãíèòíàÿ è êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèè áëèçêè ïî âåëè÷èíå. Ì àãíèòíàÿ ýíåðãèÿ çàòóõàåò íà áîëåå
êðóïíûõ ìàñøòàáàõ, ÷åì êèíåòè÷åñêàÿ - ýòî åñòåñòâåííûé ðåçóëüòàò, òàê
êàê ìàãíèòíîå ÷èñëî Ï ðàíäòëÿ ìàëî ( 310 − ). Ñïåêòð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñ
õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñëåäóåò çàêîíó «-5/3» ( íà ðèñóíêå ýòîìó çàêîíó ñîîò-
âåòñòâóåò ïðÿìàÿ ëèíèÿ). Ñïåêòð ìàãíèòíîé ýíåðãèè áîëåå êðóò (÷òî-òî ïî-
ðÿäêà «-2»).

Ðèñ.7.15
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ â ïîâåäåíèè
äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ Ì ÃÄ-ïîòîêîâ ïðèíÿòî îáúÿñíÿòü òîïîëîãè÷å-
ñêèìè àðãóìåíòàìè è òîò ôàêò, ÷òî ïðîñòûå êàñêàäíûå ìîäåëè, êîòîðûå
òåðÿþò âñÿêóþ èíôîðìàöèþ î ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðå òå÷åíèé, âîñ-
ïðîèçâîäÿò ýòè ðàçëè÷èÿ, ñâèäåòåëüñòâóåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, î ÷ðåçâû÷àéíî
âàæíîé ðîëè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (òîëüêî ÷åðåç íèõ è ñîõðàíÿåòñÿ â ìîäåëè
ïàìÿòü î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà) è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, î òîì, ÷òî âîç-
ìîæíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ
ñèñòåì äàëåêî íå èñ÷åðïàíû.
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8. ÇÀÊËÞ ×ÅÍ È Å

Òóðáóëåíòíîñòü, ñîñòàâèâøàÿ ïðåäìåò íàñòîÿùåãî êóðñà, ñòîëü ñëîæ-
íà è ïîäõîäû ê åå èçó÷åíèþ ñòîëü ðàçíîîáðàçíû, ÷òî îíà íå îñòàâëÿåò
øàíñîâ íà ñèñòåìàòè÷åñêîå è, ãëàâíîå, ïîëíîå èçëîæåíèå â ðàìêàõ ãîäîâî-
ãî êóðñà. Àâòîð  ñòàâèë ïåðåä ñîáîé áîëåå ñêðîìíóþ öåëü, ñîñòîÿùóþ â
òîì, ÷òîáû îñòàâèòü ó ñëóøàòåëåé öåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì ðàçäåëå
ãèäðîäèíàìèêè è äàòü ïðåäñòàâëåíèå î òîì øèðîêîì íàáîðå ìåòîäîâ è ìî-
äåëåé, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â ýòîé îáëàñòè. Óäàëîñü ëè äîñòè÷ü ýòó öåëü -
ñóäèòü ÷èòàòåëþ. Ëþáûå êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è ñîâåòû áóäóò âîñïðèíÿ-
òû àâòîðîì ñ áëàãîäàðíîñòüþ.
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