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A = {f (n1)
1 (xi1 , . . . , xin1

), f (n2)
2 (xj1 , . . . , xjn2

), . . .}.

�%
�& F = {f (n1)
1 , f

(n2)
2 , . . .} L !��3�
��� $%�#0�����&��"


�!�����* 
������
��%FI�" $%�#0�9! �� A � ����! ���%#�
������ �� �������� ������� ��� A �

1. (� �3���� xi * xi ∈ X * 9��9��
9 $� !%��4 ��� A M
��#�� $� !%�� ������F�
9 ���	���������

2. N
�� Φ1, . . . ,Φn L $� !%�� ��� A * n ≥ 1 * � f (n) L
n�!�
���4 $%�#0�����&��4 
�!��� �� F * �� �� �3����

Φ = f (n)(Φ1, . . . ,Φn)

9��9��
9 $� !%��4 ��� A M $� !%�� Φ1, . . . ,Φn ������F�
9
������������ ������� Φ �

� ������5���
9 � � D��!* ��� ��#�#�" � %5�" $� !%�
��� A �� 
%I�
��%��* �� �
�& #�3��9 $� !%�� ��� A !��
3�� ���& ���%���� � �!������! #������5� ��
�� � ����
1 � 2 � J�#�! �� ���!* $� !%�� ��� A L D�� 
���� �� ��
�������5� ���� 6#������4 �����7 � ��$����� X ∪ F ∪ V *
5�� V L !��3�
��� �
��!�5����&��" 
�!�����* 
�
��9I��
�� 
�!����� ����4 � � ���4 
#���#* � ��#3� ���9��4�

��9 
�# �I���9 ����
� $� !%� �����! ��#��� �� 
��
5��G���9�



�� ��������� ��������	
� 
 ����	 !�	
� ��

�7 �%��! ��%
#��& ���G��� 
#��#�M


7 �� �%��! ��#�F���& � 
#��#� �� �!����� � #��
������

O� �� Φ(x̃) �%��! ���������& ��#%F $� !%�% Φ * � #����
 %F �"��9� 
�!���� �� �!����" x1, . . . , xn � ���&#� ����

��9 #�3��5� ���� � α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ En �� �����!
�������� Φ(α̃) * #��� �� � ���!��� $� !%�� Φ �� ���� �
α̃ � N
�� Φ L � �����&��9 $� !%�� ���� xi * 1 ≤ i ≤ n * ��
D�� ��������  ���� αi � �%
�& Φ �!��� ���

Φ(x̃) = f (m)(Φ1(x̃1), . . . ,Φm(x̃m)),

5�� f (m) ∈ F * m ≥ 1 * x̃1, . . . , x̃m L ������� � ���� � x̃ *
� Φ1, . . . * Φm L $� !%�� ��� A * ��9 #��� �" �������9
Φ1(α̃1), . . . * Φm(α̃m) 65�� α̃1, . . . , α̃m L ������� � ���� � α̃7
%3� �� ������� �  ���� β1, . . . , βm 
������
������� J�5��

Φ(α̃) = f (m)(β1, . . . , βm).

J�# #�# !� !�3�! �� ������& �������� $� !%�� Φ ��
�F��! ���� � �� �!����"* �� ��! 
�!�! !� 
���
����!
D��4 $� !%�� ��#��� %F $%�#0�F f(x1, . . . , xn) � � � $%�#�
0�F* 
���
�������%F %#������! ��G� 
��
���! $� !%��*
5��� 9�* ��� ��� ����������! ��� 	���"����! D��4 $� !%�
��4� J�#�! �� ���!* #�3��9 $� !%�� �� �3��� #�#%F���
$%�#0�F ��5�� � ��5�#��

E� !%�� Φ1 � Φ2 ������F�
9 #�	�	��������� 6����
�������� Φ1 = Φ2 7* �
�� ���  �����%F�  ����� $%�#0���

>�� �!� * $� !%�� x1 → x2 � x1 ∨ x2 D#�����������

2�!���!  9� 
��4
�� D��!���� ��" $%�#0�4� )�5#� ���
���&* ��� $%�#0�� x1&x2 * x1 ∨x2 � x1 + x2 ������F� 
��4�

���!� #�!!%�������
�� � �

�0�������
��� � �!� ��5�*
D�� $%�#0�� ������F� 
��4
���!� ��
� ��%�����
���



�
 ���� �����	
���� 
����� �����

x1 & (x2 ∨ x3) = (x1 & x2) ∨ (x1 & x3)

x1 & (x2 + x3) = (x1 & x2) + (x1 & x3),

x1 ∨ (x2 & x3) = (x1 ∨ x2) & (x1 ∨ x3).

�� D��" 
��4
�� ��� %��� ����
�� 
���%FI�� � ������ �
#��KF�#0�� �� ��
#��&#�" ������ !�3�� � ������&��! ���
 ���! �" �� �
����9�& � � ������&��! �� ���!  �

����9�&

#��#�� <����5���� ��9 ���KF�#0�� � 
%!!� �� !��%�F 
�

>�� �!� *

((x1x2)(x3x4))x5 = (x1(x3x5))(x4x2).

8�� � ����� ������9�� ���
�� ���&��4G�� 
�5��G���9*
%� �I�FI�� ��� $� !%��

?7 � $� !%��"* ���%��FI�"
9 !��5�# ����! � �!����
���! #��KF�#0�� # ����� � �
��! $� !%��!* �%��! ��%
�
#��& 
#��#��

<����5���� ��9 ���KF�#0�� � 
%!!� �� !��%�F 2 � >��
� �!� * �!�
��

((Φ1 ∨ Φ2) ∨ Φ3) ∨ (Φ4 ∨ Φ5)

�%��! ��
��&
Φ1 ∨ Φ2 ∨ Φ3 ∨ Φ4 ∨ Φ5.

� �!� ��5�* �%��! 
�����&* ���

.7 #��KF�#0�9 
�9������ 
��&��� ��! ���KF�#0�9 �

%!!� �� !��%�F 
* � �%��! ��%
#��& 
������
��%FI�� 
#���
#��

>�� �!� * �!�
�� x1 ∨ (x2x3) �%��! ��
��& x1 ∨ x2x3 �

(����! ��#3� 
���%FI�� 
�5��G���9 ��9 ����
� $� �
!%��



�� ��������� ��������	
� 
 ����	 !�	
� �?

n∨
i=1

Φi = Φ1 ∨ Φ2 ∨ . . . ∨ Φn,

n∑
i=1

Φi = Φ1 + Φ2 + . . . + Φn.

���#* !� �� ������� 
��
�� �� �3����9 $%�#0�4 ���
5�� � ��5�#� $%�#0�9!� 
�
��!� A ⊆ P2 � 8��� 
��
��
!� �%��! �������& ��������� ������������� N
�� $%�#0�9
f(x̃)  ���������� ��#��� �4 ��� �����&��4 $� !%��4 ���
A * �� �%��! ��#3� 5��� ��&* ��� f(x̃) ���%���� ��� �0��4

%�� ����0�� �� $%�#0�4 
�
��!� A � 2�������* ��� ��
��
��!� 
�%��9!� ��� �0�� 
%�� ����0�� 9��9F�
9 
���%F�
I�� ��� �0�� ��� �%����!� $%�#0�9!�� �� �
�����#� ���
 �!����"* �� ��!�������� �� �!����"* ���3��
������� ���
 �!����"* #�!����0�9 $%�#0�4 6�� �
�& ���
�����#� $%�#�
0�4 �� !�
�� �� �!����" � � %5�� $%�#0��7� ���3�
���
�
�" $%�#0�4* #��� �� !�5%� ���&  ���������� ��� ����
��&��!� $� !%��!� ��� A �%��! �������& ����������
���"���	� A ������������ �������� ������������ 6����
�������� [A]C 7� ���3�
��� A ⊆ P2 ��������
9 ���������
������������ �������� ������������ 6��� C ����������
�������7* �
�� [A]C = A �

2� �����! �I� ���� 
��
�� �� �3����9 $%�#0�4 L ����
����� 		�����! ���� ���	����� ����������� /��%�&����!
� �!�����9 D��4 ��� �0�� # n�!�
���4 �%����4 $%�#0��
f (n)(x1, . . . , xn) * n ≥ 1 * 9��9��
9 (n + 1)�!�
���9 $%�#0�9
��5�� � ��5�#� f (n+1)(x1, . . . , xn, xn+1) * �������� #��� �4
�� � ������&��! ���� � (α1, . . . , αn, αn+1) �� En+1 �� ��
���9��
9  ����
���!

f (n+1) (α1, . . . , αn, αn+1) = f (n)(α1, . . . , αn).



�. ���� �����	
���� 
����� �����

2�!���!* ��� D�� ��� �0�9* ����I� 5��� 9* �� 9��9��
9
��
���! 
�%���! ��� �0�� 
%�� ����0���

$��������� ���"���	� A 6������������ ��������
������������ � 		�����! ���� ���	����� ����������7 �%�
��! �������& !��3�
��� �
�" $%�#0�4* #��� �� !�5%� ���&
���%���� �� $%�#0�4 
�
��!� A � �!������! ��� �0�4 
%�
�� ����0�� � �������9 $�#�����4 �� �!����4 6�����������
[A]7�

2�!���! ��#��� �� 
��4
��� ��� �0�� ��!�#���9�

�� A ⊆ [A] �

� N
�� A ⊆ B * �� [A] ⊆ [B] �
?� [[A]] = [A] �
���3�
��� A ⊆ P2 ��������
9 ��������� �������

������ �������� ������������ � 		�����! ���� ���	�����

���������� 6��� ��������� �������7* �
�� [A] = A � 2���
�����* ��� ��9 �F��" !��3�
�� A � B �� P2 !��3�
���
[A] ∩ [B] 9��9��
9 ��!#�%��!� 2�!���! ��#3�* ���* �
��
[A] = A * �� [A]C = A M �� �����* ����I� 5��� 9* �� �� �
��� >�� �!� * �
�� f (1)(x) L � ������&��9 �%���� $%�#0�9
����4 �� �!����4* ��

[{f (1)(x)}]C �= [{f (1)(x)}].

@�
��!� $%�#0�4 ��5�� � ��5�#� A ��������
9 ������*
�
�� [A] = P2 � '��� 9�* ��� 
�
��!� A * A ⊆ F ⊆ P2 * �����
"���� #��

 F 6
������
������ C ���!#�%��4 #��

 F 7*
�
�� [A] = F 6
������
������ [A]C = F 7� ( D��! 
�%���
5��� 9� ��#3�* ��� 
�
��!� A 9��9��
9 ������ 	 ������ F �
������� #��

� F ��������
9 ��#�9 �� �3��FI�9 F 
�
���
!� A * �F��9 
��
������9 ���
�
��!� #��� �4 �� �� �3����
F � ���

 ��������
9 ����%�� ����"������* �
�� �� �!���
#������4 ����
�



�� ��������� ��������	
� 
 ����	 !�	
� ��

�%
�& F � G L ��!#�%��� #��

� �%����" $%�#0�4
��#��* ��� F ⊆ G � ���

 F ��������
9 ���������� 	 G *
�
�� F �= G � ��9 �F��4 $%�#0�� f ∈ G\F 
�
��!� F ∪{f}
9��9��
9 �����4 � G � 1�!#�%��� #��

�* � �������� � P2 *
������F�
9 ��#3� ����������� ���������



� ����!�������	�� "�������	
�

�� �� �������F $%�#0�9 f(x1, . . . , xn) ��&���!�� ����

������ 1 6
������
������ 07* �
�� f(1̃) = 1 6
������
�����
�� f(0̃) = 07� E%�#0�9 f(x1, . . . , xn) ��������
9 �	����	���
��� # $%�#0�� f(x̃) 6����������� f∗(x̃)7M $%�#0�9 f �����
����
9 �����	����	�����* �
�� f = f∗ � E%�#0�9 f(x̃) ���
������
9 ����������* �
�� f(α̃) ≤ f(β̃) ��9 �F��" ��%"
���� �� α̃ = (α1, . . . , αn) * β̃ = (β1, . . . , βn) �� En * ��#�"* ���
α1 ≤ β1, . . . , αn ≤ βn � '��� 9�* ��� $%�#0�9 f(x̃) �� ���	���
&���� $%�#0�� g(x̃) 6����������� f ≤ g 7* �
�� f(α̃) ≤ f(α̃)
��9 �F��5� ���� � α̃ ∈ En M f ����'� g 6�����������
f < g 7* �
�� f ≤ g � f �= g � 2�!���!* ��� D�� ����G��
��9 6#�# � ���9���  ����
��� $%�#0�47 �� ������� ���&#�
��9 $%�#0�4* ����
9I�" �� ����5� � ��5� 3� !��3�
���
�� �!����"� J�! �� !����* !� ���5�� ��9 %���
��� �����

���9 �%��! �" �
���&�����& ��#3� ��9 
 ������9 $%�#�
0�4* ����
9I�" ��  ����" !��3�
�� �� �!����"* ������99
��! 
�!�! ����"���!�� ��
�� ��
%I�
������" �� �!����"
�  �

!�� ����!�� $%�#0���

E%�#0�9 f(x̃) ��������
9 ��������* �
�� ������9��
9
 ����
���

f(x̃) = c0 + c1x1 + . . . + cnxn

6
%!!� �� ��
9 �� !��%�F 27* �����������* �
��

f(x̃) = c0 & (c1 ∨ x1) & . . . &(cn ∨ xn),

� �����������* �
��



�" #$��%�� ����	�� &����'��	
� ��

f(x̃) = c0 ∨ c1x1 ∨ . . . ∨ cnxn,

5�� ci ∈ E * i = 1, . . . , n �

'��� 9�* ��� $%�#0�9 ���	���	��!�� ����	�� < 0μ >
6
������
������ < 1μ >7* �
�� �F��� μ ���� �� 6μ ≥ 27*
�� #��� �" $%�#0�9  ���� 0 6
������
������ 17* �!�F� ���
I%F �%���%F 6
������
������ �������%F7 #�!������%� '��
�� 9�* ��� $%�#0�9 f(x̃) ���	���	��!�� ����	�� < 0∞ >
6
������
������ < 1∞ >7* �
�� 
%I�
��%�� ��#�4 ��!� i *
1 ≤ i ≤ n * ��� f ≥ xi 6
������
������ f ≤ xi 7�

2� �����! 
���%FI�� !��3�
��� �%����" $%�#0�4�
T1 L !��3�
��� �
�" $%�#0�4* 
�" ��9FI�" #��
����% 1 M
T0 L !��3�
��� �
�" $%�#0�4* 
�" ��9FI�" #��
����% 0 M
S L !��3�
��� �
�" 
�!����4
������" $%�#0�4M M L !���
3�
��� �
�" !��������" $%�#0�4M L L !��3�
��� �
�" ���
��4��" $%�#0�4M K L !��3�
��� �
�" #��KF�#0�4M D L
!��3�
��� �
�" ���KF�#0�4M Oμ L !��3�
��� �
�" $%�#�
0�4* %�������� 9FI�" %
����F < 0μ > * μ = 2, 3, . . . ,∞ M
Iμ L !��3�
��� �
�" $%�#0�4* %�������� 9FI�" %
����F
< 1μ > * μ = 2, 3, . . . ,∞ M U L !��3�
��� �
�" $%�#0�4*

%I�
������ ����
9I�" �� ����� ��! �� ����4 �� �!���
��4M C L !��3�
��� �
�" $%�#0�4* �� �!�FI�" 
%I�
�����
��" �� �!����"� >�� %��� ��#����&* ��� �
� �� ���
����
��� !��3�
��� 9��9F�
9 ��!#�%��!� #��

�!� 6
!� ��#�
3� A
?*
.C7* � ��9 �
�" μ = 2, 3, . . . ,∞ ������9F�
9 
������
G���9

1 ∈ O∞ ⊆ . . . ⊆ Oμ ⊆ . . . ⊆ O2;

0 ∈ I∞ ⊆ . . . ⊆ Iμ ⊆ . . . ⊆ I2.

	%��! ���������& �� �� fT1 * fT0 * fS * fM * fL * fK * fD ���
#�� �%���� $%�#0��* #��� �� �� � ������3�� !��3�
���!
T1 * T0 * S * M * L * K * D 
������
�������



�, ���� �����	
���� 
����� �����

����������� �� (�"��! ������! f (n)(x̃) �� P2 ���

"�� 
��� �������	���� 	 ������ �� �����)

f (n)(x̃) = a +
∑

i1,...,is

ai1,...,is(xi1 ∨ . . . ∨ xis), 6�7

��� a, ai1,...,is ∈ E * � ����� (�� ������ 2) 
�����! �� 	���
	����"��� �������� ������"���	�� {i1, i2, . . . , is} ����
"���	� {1, 2, . . . , n}* s ≥ 1�

��#������&
��� D��5� %��� 3����9 ��� %��� ���%���&*
%������9* ��� ��9 �F��4 �%����4 $%�#0�� f(x1, . . . , xn) *
n ≥ 2 * 
� �������� � ��
��������

f = (x1 ∨ f1) + (x1 ∨ f0) + f1,

5�� f1 = f(1, x2, . . . , xn) * f0 = f(0, x2, . . . , xn) * � �
���&�%9

�����G���� x ∨ (y + z) = (x ∨ y) + (x ∨ z) + x �

(� �3���� ���� 6�7 �%��! �������& ������ ��������
���� ���
������9 ��
�� $%�#0�4 f(x̃) �� P2 � ��
��  ���
�����" 
%!! ���KF�#0�4 �� �� �!����" x1, . . . , xn * ���%�
���!* ��� #�3��9 �%���� $%�#0�9 �!��� ����
������� � ���

�������� � ���� 
%!!� ���KF�#0�4�

J�#�! �� ���!* #�3�%F �%���% $%�#0�F !�3�� �� ��
���& � ���� $� !%�� ��� !��3�
���! {0, 1, x ∨ y, x + y} �
��D��!%

[{0, 1, x ∨ y, x + y}] = P2.

�� �3��FI�� 
�
��!� ��!#�%��" #��

�� !�5%� ���&
��4���� 
 �
���&�������! 
���%FI�5� � �
��5� %��� 3���
��9 6
!� ��#3� A
?*
.C7�

����������� � 6��
�������� %
����� �������7� +����
���� ������� 
���	�& ������� A � B * ����� %�� [A] = F
� ��
�! ������! �� A 	���"����! �������� ��� B � �����
[B] = F �



�" #$��%�� ����	�� &����'��	
� ��

�
���&�%9 ��
�������� %
����� �������* ��� %��� ��#��
���&* ��� 
�
��!� {1, x ∨ y, x + y} * {1, xy, x + y} * {x, x ∨ y} *
{x, xy} * {0, x ∨ y} 9��9F�
9 �����!��

����������� � 6� ��0�� ���4
������
��7� ,���

F (x̃) = f0(f1(x̃), . . . , fm(x̃)),

��

F ∗(x̃) = f∗
0 (f∗

1 (x̃), . . . , f∗
m(x̃)).

��#������&
��� D��5� %��� 3����9 ����
 ��
������ 
���
�%�� �� �� �������9 6
!� ��#3� A
?*
.C7�

����������� �� -�! ��
�& ������� fK * fD �� M
	�����!���! ������'���!

x ∨ y ∈ [{1, fK}], xy ∈ [{0, fD}].

���� �����
���� /�

!�� �! $%�#0�F fK(x1, . . . , xn)
�� M, 
%I�
������ ����
9I%F �� �
�" 
���" �� �!����"�
2�������* ��� n ≥ 2 � J�# #�# fK /∈ K * ��4���
9 ���� 
α̃ ∈ En ; ����4 �%����4 #�!�������4 6�%
�&* ��� �!� *
α̃ = (0, 1, . . . , 1)7 ��#�4* ���

fK(α̃) = fK(0, 1, . . . , 1) = 1.

J�# #�# $%�#0�9 fK 
%I�
������ ����
�� �� �� �!����4
x1 * ��4���
9 ���� β̃ = (β2, . . . , βn) ��#�4* ���

fK(1, β̃) = 1, fK(0, β̃) = 0,

β̃ �≡ 1̃ � �%
�&* ��� �!� * β2 P . . . P βk = 0 * βk+1 P . . .
P βn = 1 * k ≥ 2 � ����3�! x1 = x * x2 = . . . = xk = y *
xk+1 = . . . = xn = 1 � J�5�� fK(x, y, . . . , y, 1, . . . , 1) = x ∨ y, �
��D��!%

x ∨ y ∈ [{1, fK}].




+ ���� �����	
���� 
����� �����

���4
������! �� ���! %
�����������
9 
� ��������
�&

�����G���9

xy ∈ [{0, fD}].

����������� !� -�! ��
�& ������� fM * fL �� T1

	�����!���! ������'����

x ∨ y ∈ [{1, fM , fL}].

���� �����
���� /�

!�� �! ��!�������%F $%�#0�F
fM (x1, . . . , xn) �� T1 � 2�������* ��� n ≥ 2 � �%
�&* ��� ��
!� * $%�#0�9 fM ��!�������� �� �� �!����4 x1 � J�5�� 
%�
I�
��%�� ��#�4 ���� α̃ P (α2, . . . , αn) * ���

fM (0, α̃) = 1, fM (1, α̃) = 0,

α̃ �≡ 1̃ � �%
�&* ��� �!� * α2 = . . . = αk = 0 * αk+1 = . . .
. . . = αn = 1 * k ≥ 2 � ����3�! x1 = x * x2 = . . . = xk = y *
xk+1 = . . . = xn = 1 � J�5�� fM (x, y, . . . , y, 1, . . . , 1) L D��
���� x ∨ y * ���� x + y + 1 �

(� ��� �! 
�%���  �

!�� �! ������4�%F $%�#0�F
fL(x1, . . . , xn) �� T1 * n ≥ 2 � /�

!�� �! � ��
�������� ��9
fL � ���� 
%!!� ���KF�#0�4� (��� �! � D��! � ��
������
��� 
 ��� ���KF�#0�4* 
��� 3�I�" �� # �4��4 !� � ���
�� �!�����* ���KF�#0�F 
 ���!��&G�! ��
��! �� �!���
��"� �%
�&* ��� �!� * ��� �!��� ��� x1 ∨ . . . ∨ xk * k ≥ 2 �
����3�! x1 = x * x2 = . . . = xk = y * xk+1 = . . . = xn = 1 �
J�5��

g(x, y) = fL(x, y, . . . , y, 1, . . . , 1) /∈ L.

J�# #�# g ∈ T1 * �� g L ���� �� 
���%FI�" $%�#0�4� x ∨ y *
x ∨ y * x ∨ y * xy * � � ��%�!�� %��� 3����� 
���%�� �� � ���

�������4

x ∨ y = (x ∨ y) + y + 1, x ∨ y = xy + x + 1.



�" #$��%�� ����	�� &����'��	
� 
�

"���
���� �� -�! ��
�� ������� fM 	�����!���! ���

����'����

x ∈ [{0, 1, fM}].
"���
���� �� -�! ��
�� ������� fL 	�����!���! ���

����'����

x ∨ y ∈ [{1, x, fL}].
���� �����
���� ��4
������&��* �� ��#������&
��� %��

�� 3����9 � 
���%��* ��� !��3�
��� [{1, fL, fL}] 
��� 3��
���% �� 
���%FI�" $%�#0�4� x∨y * x∨y * x∨y * xy � ��D��!%

x ∨ y ∈ [{1, x, fL, fL}] = [{1, x, fL, }].
"���
���� �� -�! ��
�& ������� fM * fL 	�����!���

�! ������'����

[{0, 1, fM , fL}] = P2.

����������� #� -�! ��
�� ������� fS �� T0∩T1 	��

����!���! �� ������� ���� ���� �� ������ �& ������'��

���)

x ∨ y ∈ [{fS}], x& y ∈ [{fS}].
���� �����
���� /�

!�� �! ��
�!����4
�����%F

$%�#0�F fS(x1, . . . , xn) �� T0 ∩ T1 � 2�������* ��� n ≥ 2 *
� fS(x, . . . , x) = x � @%I�
��%�� ���� α̃ = (α1, . . . , αn) ���
#�4* ���

fS(α1, . . . , αn) = fS(α1, . . . , αn),

5�� α̃ �≡ 0̃, 1̃ � �%
�&* ��� �!� * α1 = . . . = αk = 0 * αk+1 = . . .
. . . = αn = 1 * 1 ≤ k < n � ����3�! x1 = . . . = xk = x * xk+1 =
= . . . = xn = y � J�5�� fS(x, . . . , x, y, . . . , y) L D�� ���� x∨ y *
���� x & y �

����������� $� -�! ��
�� ���������� ������� f *
����� %�� f �≡ 0, 1* 	�����!���! ������'����

f ∈ [{x ∨ y, xy}].





 ���� �����	
���� 
����� �����

��#������&
��� D��5� %��� 3����9 ��� %��� ���%���&*
%������9* ��� ��9 �F��4 $%�#0�� f(x1, . . . , xn) �� M *
n ≥ 2 * 
� �������� � ��
��������

f = x1&f1 ∨ f0,

5�� f1 = f(1, x2, . . . , xn 7* f0 = f(0, x2, . . . , xn) * � ���! $%�#�
0�� f1 � f0 � ������3�� !��3�
��% M * � �
�� � � D��!
f �≡ 0, 1 * �� f1 �≡ 0 * f0 �≡ 1 �



�# $�	��	�� ��������!����

��!�	"��% �������

%�

� �� +���� A . �����	������ ���"���	� �����

��� ����
�� ������ �����* %�� x ∨ y ∈ [A]� ����� ����
f ∈ [A ∪ {0}]* g ∈ [A] � g ≤ f * �� f ∈ [A]�

���� �����
���� �%
�& $%�#0�� f(x̃) � g(x̃) %������
��� 9F� %
����9! ��!!�* � Φf L $� !%�� ��� A ∪ {0} *
 �����%FI�9 f � 1�!���! �
9#�� �"�3����� #��
����� 0 �
Φf �� ���%F �� �!���%F y � ���%��! $� !%�% Φ ��� A *
 �����%FI%F ��#��� %F $%�#0�F h(y, x̃) ∈ [A] * � ���!
h(0, x̃) = f(x̃) � J�# #�# g ≤ f * ��

f(x̃) = g(x̃) ∨ h(g(x̃), x̃)

�* ��#�! �� ���!* f ∈ [A] �
2� �����! $%�#0�F ω(x, y, z) � ����3�! ω = x ∨ yz �

2�������* ��� ω ∈ O∞ �

%�

� �� -�! ��
�� ���������� ������� f ∈ O∞ *
f �≡ 1* 	�����!���! ������'���� f ∈ [{ω}] �

���� �����
���� �%
�& f(x1, . . . , xn)L � ������&��9
!��������9 $%�#0�9 �� O∞ * f �≡ 1 * n ≥ 1 � 2�������* ���
x ∨ y ∈ [{ω}] * xy ∈ [{ω, 0}] � ��D��!% � 
��% %��� 3����9 �
f ∈ [{ω, 0}] � � �!� ��5�* xi ≤ f � � ��#��� �! i * 1 ≤ i ≤ n *
� xi ∈ [{ω}] � ��D��!% � 
��% ��!!� � f ∈ [{ω}] �

2� �����! $%�#0�� dp(x1, . . . , xp) * p ≥ 2 * 
���%FI�!
�� ���!�

dp(x1, . . . , xp) =
∨

1≤i<j≤p

xixj .




. ���� �����	
���� 
����� �����

2�!���! 
���%FI�� 
��4
��� $%�#0�4 ω � dp * p ≥ 2 �
1. ω ∈ [{1, fK , fD}]* ���� fK , fD ∈ M �

��4
������&��* � 
��% %��� 3����9 . ������9F�
9 
��
����G���9 x∨y, xy ∈ [{0, 1, fK , fD}] � ��D��!% � 
��% %��� �
3����9 �

ω ∈ [{x ∨ y, xy}] ⊆ [{0, 1, fK , fD}].

� �!� ��5�* x, x ∨ y ∈ [{1, fK , fD}] * x ≤ ω * � ������* � 
��%
��!!� � ω ∈ [{1, fK , fD}] �

2. ω ∈ [{1, d3}]/ ���� p > 3* �� ω ∈ [{dp}]�
8�� 
��4
��� 
���%�� �� 
�����G���4

d3(1, x, d3(x, y, z)) = ω, dp(x, . . . , x, y, z) = ω.

3. dp+1(x1, . . . , xp, 1) = x1 ∨ . . .∨ xp * dp+1(x1, . . . , xp, 0) =
= dp(x1, . . . , xp)�

4. dp+1(x1, . . . , xp+1) > dp(x1, . . . , xp)�
5. dp ∈ Oμ * ���� p ≥ μ + 1/ ���%� dp /∈ Oμ ��! 	��&

μ ≥ 2/ dp /∈ O∞ * ��! 	��& p ≥ 2�
6. [{ω}] ⊂ [{ω, dp+1}] ⊂ [{ω, dp}]* p ≥ 2�
��4
������&��* � 
��% ��!!� � � 
��4
��� . � � �
�"

p ≥ 2 ������9F�
9 
�����G���9

[{ω}] ⊆ [{ω, dp+1}] ⊆ [{ω, dp}].

�� �� �������F ω ∈ O∞ * � � 
��% 
��4
��� � dp+1 �∈ O∞ �
� �!� ��5�* ω, dp+1 ∈ Op * �� dp /∈ Op �

7. d3 ∈ S / � ���� p �= 3* �� dp /∈ S �

�%
�& f(x1, . . . , xn) L ��#��� �9 !��������9 $%�#0�9*
n ≥ 2 � 2�������! �� �� Ak(f) * k = 1, . . . , n − 1 * !��3��

��� �
�" $%�#0�4 �� k �� �!����"* ���%��FI�"
9 �� f
���3��
�������! �� �!����"�



�( 
�	�!	 � ����'� �%�$�� � %�	&��) �� $$�� 
�

%�

� �� -�! ��
�� ���������� 
���	�� �������

f(x1, . . . , xn)* n ≥ 2* 	�����!���! ������'����

f ∈ [{ω, dn} ∪ An−1(f)].

���� �����
���� ���� 3����� ��������* �
�� f L #���

�����* � �
�� f ∈ O∞ * f �≡ 1 * �� ��� 
���%�� �� ��!!� 
�

�%
�& f /∈ O∞ * f �≡ 0 � ����3�!

Hf = {ω, dn} ∪ An−1(f).

��#������&
��� �%��! ��
�� ���%#0��4 �� n � @�%��4 n = 2
��������� �%
�& n > 2 � %��� 3����� ��!!� 
� ��������
��9 �
�" $%�#0�4* ����
9I�" !���� ��! �� n �� �!����"�
����3�! g = f(0, x2, . . . , xn) � N
�� g ≡ 0 * ��

f(x, y, . . . , y) = x&f(1, y, . . . , y) = xy,

�� �
�& xy ∈ [An−1(f)] * � %��� 3����� ��!!� 
���%�� ��
%��� 3����9 ��

�%
�& g �≡ 0 � /�

!�� �! 
���%FI�� $%�#0���

f i
j = f(x1, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . , xn), i, j = 1, . . . , n, i �= j;

gi
j = g(x2, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . , xn), i, j = 2, . . . , n, i �= j;

ϕ(y1, . . . , yn) = y1&(y2 ∨ . . . ∨ yn) ∨ g(y2, . . . , yn);

λ(x1, . . . , xn) = ϕ(x1, f
2
1 , . . . , fn

1 ).

����3�!

Bn−2(g) = {gi
j , 5�� i, j = 2, . . . , n; i �= j}.

2�������* ���

Bn−2(g) ⊆ An−2(g), [Bn−2(g)] = [An−2(g)].




- ���� �����	
���� 
����� �����

�� � ������3���F ���%#0�� 
%I�
��%�� $� !%�� ���
!��3�
���! {ω, dn−1}∪An−2(g) *  �����%FI�9 $%�#0�F g �
��D��!% ��4���
9 $� !%�� Φg ��� {ω, dn−1} ∪Bn−2(g),  ��
����%FI�9 g(y2, . . . , yn) � 1�!���! �
9#�� �"�3����� $%�#�
0�� gi

j � Φg �� $%�#0�F f i
j * i, j = 2, . . . , n, i �= j * � �
9�

#�� �"�3����� $%�#0�� dn−1 L �� $%�#0�F dn * ���
����
�99 �
9#�4  �� �� !�
�� �� ��4 �� �!����4 �� �!���%F y1 �
���%��! $� !%�% Φ ��� !��3�
���! Hf *  �����%FI%F
��#��� %F $%�#0�F

h(y1, . . . , yn) ∈ [Hf ].

�� �� �������9 $%�#0�4 g * f i
j * gi

j � 
��4
��� 3 
���%�
�� 
�����G���� h(0, y2, . . . , yn) = g(y2, . . . , yn) * � ��# #�#
f(1, 0, . . . , 0) = 0 � dn(1, 0, . . . , 0) = 0 * �� ������9F�
9  ��
���
���

h(1, 0, . . . , 0) = 0 = g(0, . . . , 0).

��D��!% 
� �������� � ��
��������

ϕ(y1, . . . , yn) = y1&(y2 ∨ . . . ∨ yn) ∨ h(y1, . . . , yn).

J�#�! �� ���!* ϕ ∈ [Hf ] * � ������* � λ ∈ [Hf ] � J�# #�#
f ∈ M * �� ��9 �
�" i = 2, . . . , n * �� ������9F�
9 
�����G��
��9

x1&f i
1 ≤ f, f i

1 ≤ xi ∨ f.

��D��!%

λ = x1&(f2
1 ∨ . . . ∨ fn

1 ) ∨ g(f2
1 , . . . , fn

1 ) ≤

≤ f ∨ g(x2 ∨ f, . . . , xn ∨ f) ≤ f.

� �!������ # $%�#0�9! f � λ ��!!� � ��#������� � ��
�%�!�� %��� 3������



�( 
�	�!	 � ����'� �%�$�� � %�	&��) �� $$�� 
�

�%
�& f(x̃) L !��������9 $%�#0�9* f /∈ O∞ * f �≡ 0 �
2�������! �� �� Ff !��3�
��� �
�" ��#�" $%�#0�4* #����
 �� ���%��F�
9 �� f ���3��
�������! �� �!����" 6���&
!�3��* �%
��!7 � �� � ������3�� O∞ * � � � �
9#�! ���3�
��
������� ��%" �� �!����" �� �"��9� � $%�#0�� �� O∞ �
O� �� p(f) ��������! !���!��&��� ��
�� 
%I�
������" ���
 �!����" % $%�#0�4 �� Ff �

��
#��&#% f(x, . . . , x) = x ∈ O∞ * �� Ff �= ∅ � p(f) ≥ 2 �
� �!� ��5�* �F��9 $%�#0�9 h �� Ff * 
%I�
������ ����
9�
I�9 �� p �� �!����"* �!��� ��� h = dp 6�� 
�����G���9
h /∈ O∞ 
���%��* ���

h(1, 0, . . . , 0) = ... = h(0, . . . , 0, 1) = 0,

� �� D��"  ����
�� � 
�����G���9 h(x1, x1, x3, . . . , xp) ∈ O∞


���%��* ��� h(1, 1, 0, . . . , 0) = 1 * � �� ��7� ��D��!%

dp(f) ∈ [{f}]. 6
7

%�

� �� -�! ��
�� ���������� ������� f /∈ O∞ *
f �≡ 0* 	�����!���! ������'����

f ∈ [{ω, dp(f)}].

���� �����
���� 2�������* ��� n ≥ 2 � ( 
��% ��!!�
? �!��!

f(x̃) ∈ [{ω, dn} ∪ An−1(f)].

N
�� p(f) < n * �� � �!���! #� �
�! $%�#0�9! �� An−1(f)
�����5����� 
�����G���9� ���%��!

f ∈ [{ω, dn, dn−1} ∪ An−2(f)]

� �� �� ( #��0� #��0�� ���%��!

f ∈ [{ω, dn, dn−1, . . . , dp(f)} ∪ Ap(f)−1(f)],




, ���� �����	
���� 
����� �����

� ���! #�3��9 $%�#0�9 �� Ap(f)−1(f) � ������3�� !���
3�
��% O∞ � �� ��!!� 
 � 
��4
��� - �!��!

f ∈ [{ω, dp(f)}].

%�

� !� -�! ��
�� ������� f(x̃) �������! ��������
��! ������! g(x̃) �� [{1, x ∨ y, f}] ����!* %�� g ≤ f �
+�� #��� ���� f ∈ T0 * �� g ∈ [{x ∨ y, f}]�

���� �����
���� ���� 3����� ��!!� ��������* �
��
f L !��������9 $%�#0�9� �%
�& f(x1, . . . , xn) /∈ M * n ≥ 1 �
N
�� n = 1 * �� f = x1 * � %��� 3����� ��!!� �������
��� �%
�& n ≥ 2 � f ��!��������* ��� �!� * �� �� �!���
��4 x1 � J�5�� ��4���
9 ���� α̃ = (α2, . . . , αn) ��#�4* ���
f(0, α̃) = 1 * f(1, α̃) = 0 � 2�������! �� �� R !��3�
��� �
�"
��#�" ���� �� α̃ ∈ En−1 � �%
�& ψR(x2, . . . , xn) L "� �#���
 �
����
#�9 $%�#0�9� !��3�
��� R � ����3�!

g1(x̃) = f((f(x̃) ∨ ψR(x2, . . . , xn)), x2, . . . , xn).

/�

!�� �! � ������&��4 ���� β̃ = (β1, γ̃) ����� n � N
�
�� γ̃ ∈ R * �� g1(1, γ̃) = g1(0, γ̃) = f(1, γ̃) = 0 M �
�� 3�
γ̃ /∈ R * �� ���� f(0, γ̃) = f(1, γ̃) * ���� f(β1, γ̃) = β1 * ��D��!%
g1(β̃) = f(β̃) � J�#�! �� ���!* g1 < f � � �!� ��5�*

f ∨ ψR ∈ [{1, x ∨ y, f, 0}] = P2

6� 
��% 
���
���9 ? �� %��� 3����9 �7* f ≤ f∨ψR * � ������*
� 
��% ��!!� �

f ∨ ψR ∈ [{1, x ∨ y, f}].
>� ��5�� � g1 ∈ [{1, x∨y, f}] � N
�� g1 L ��!��������9 $%�#�
0�9* �� � �!���! # ��4 �����5����� � ��� �������� � �� ��

����
��� ψR(x2, . . . , xn) �������	�� ������������	���
� �
�����

�� ��
������ R ∈ En−1 � ����  �����	�� ψR(α2, . . . , αn) = 1 ��!���
���	�� 	���� � 	���
� 	����� 
���� (α2, . . . , αn) ∈ R �



�( 
�	�!	 � ����'� �%�$�� � %�	&��) �� $$�� 
�

( #��0� #��0��� ���%��! �
#�!%F !�������%F $%�#0�F g *
��#%F ��� g ≤ f * g ∈ [{1, x ∨ y, f}] �

�%
�& ���� & $%�#0�9 f � ������3�� T0 � �%
�& Φ L
$� !%�� ��� {1, x∨ y, f} *  �����%FI�9 $%�#0�F g * g ≤ f �
1�!���! �
9#�� �"�3����� #��
����� 1 � Φ �� x1∨ . . .∨xn �
���%��! $� !%�% ��� {x∨y, f} *  �����%FI%F $%�#0�F g �

%�

� #� +���� A ⊆ S � ����� B ⊆ [A]* [B ∪ {1}] =
= [A ∪ {1}]� �����

[A] = [B] = [A ∪ {1}] ∩ S.

���� �����
���� 2�������* ���

[B] ⊆ [A] ⊆ [A ∪ {1}] ∩ S.

�%
�& f(x̃) L � ������&��9 $%�#0�9 �� [A ∪ {1}] ∩ S * �
Φ L $� !%�� ��� B ∪ {1} *  �����%FI�9 f � 1�!���! �
9�
#�� �"�3����� #��
����� 1 � Φ �� �� �!���%F y � ���%��!
$� !%�% ��� B *  �����%FI%F ��#��� %F $%�#0�F g(y, x̃) �
J�# #�# $%�#0�� f � g � ������3�� S * � g(1, x̃) = f(x̃) * ��
�!��! g ≡ f � ��D��!% [A ∪ {1}] ∩ S ⊆ [B] � J�#�! �� ���!*

[A] = [B] = [A ∪ {1}] ∩ S.

%�

� $� +���� A ⊆ T0 � ����� B ⊆ [A]* x ∨ y ∈ [A]*
[B ∪ {1}] = [A ∪ {1}]� �����

[A] = [B ∪ {x ∨ y}] = [A ∪ {1}] ∩ T0.

���� �����
���� 2�������* ���

[B ∪ {x ∨ y}] ⊆ [A] ⊆ [A ∪ {1}] ∩ T0.

�"���� !�
���	�� #	� !�	 �$��	�� �� $���� n %����� 	�
 
�
 &��
�
��� g1 ����	���� !� !� ������' x1 � 
	� ����	�����	� !���� 
������
%��� $���	 ��� ���	����



?+ ���� �����	
���� 
����� �����

�%
�& f(x̃) L � ������&��9 $%�#0�9 �� [A∪{1}]∩T0 * � Φ L
$� !%�� ��� B ∪ {1} *  �����%FI�9 $%�#0�F f � 1�!���!
�
9#�� �"�3����� #��
����� 1 � Φ �� x1∨ . . .∨xn � ���%��!
��#��� %F $� !%�% ��� B ∪ {x ∨ y} � )�5#� �����&* ��� ���
 �����%�� $%�#0�F f � ��D��!%

[A ∪ {1}] ∩ T0 = [B ∪ {x ∨ y}].
���4
������! �� ���! ��#�������
9 
���%FI�9

%�

� �� +���� A ⊆ T1 � ����� B ⊆ [A]* xy ∈ [A]*
[B ∪ {0}] = [A ∪ {0}]� �����

[A] = [B ∪ {xy}] = [A ∪ {0}] ∩ T1.

&����
� �� +���� A . �����	������ ���"���	� 
��

��	�& �������� ����� ����� [A] ����� ����%��� 
�����
���� �����
���� /�

!�� �! ���� � 
�%��9�

1. 0, 1 ∈ [A] � N
�� A 0���#�! 
��� 3��
9 � ����! ��
#��

�� K, D, L * �� %��� 3����� ��� �!� ��������� �%
�&
� A �
�& $%�#0�� fK , fD, fL �

N
�� A ⊆ M * ��* 
�5��
�� %��� 3����9! . � �*

[A] = [{0, 1, x ∨ y, xy}] = [{0, 1, fK , fD}] = M ;

�
�� 3� A 
��� 3�� ��!�������%F $%�#0�F fM * �� � 
��%

���
���9 ? �� %��� 3����9 �

[A] = [{0, 1, fM , fL}] = P2.

2. 1 ∈ [A] * 0 /∈ [A] � )�5#� �����&* ��� [A] ⊆ T1 � N
�
�� A 0���#�! 
��� 3��
9 � ����! �� #��

�� K, D, L * ��
%��� 3����� ��� �!� ��������� �%
�& � A �
�& $%�#0��
fK , fD, fL �

�7 �%
�& [A] ⊆ M � J�5�� � 
��% 
��4
��� �

ω ∈ [{1, fK , fD}] ⊆ [A].



�( 
�	�!	 � ����'� �%�$�� � %�	&��) �� $$�� ?�

N
�� A ⊆ O∞ * �� � 
��% ��!!� 
 A ⊆ M∩O∞ ⊆ [{1, ω}] �
��D��!%

[A] = M ∩ O∞ = [{1, ω}] = [{1, fK , fD}].
N
�� A �⊆ O∞ * ��  �

!�� �! p(A) = min p(f) * 5�� !����

!%! �� ��
9 �� �
�! $%�#0�9! f �� A ��#�!* ��� f /∈ O∞ M
�%
�& D��� !���!%! ��
��5���
9 �� $%�#0�� fp(A) � �� ��!!

* . � 
��4
��� - 
���%��* ���

A ⊆ [{1, ω, dp(A)}],

� ���! � 
��% 
�����G���9 6
7 dp(A) ∈ [{fp(A)}] ⊆ [A] � J��
#�! �� ���!*

[A] = [{1, ω, dp(A)}] = [{1, fK , fD, fp(A)}].
�7 �%
�& � A �
�& $%�#0�9 fM � @�5��
�� %��� 3����F

�* �!��!
x ∨ y ∈ [{1, fM , fL}] ⊆ [A].

J�# #�# x ∨ y = (x ∨ y) ∨ y * �� x ∨ y ∈ [{x ∨ y}] � � �!�
��5�* [{x ∨ y, 0}] = P2 � ��D��!% � 
��% ��!!� � ��9 �F��4
$%�#0�� f ∈ O∞ ������9��
9 
�����G����

f ∈ [{x ∨ y)}]
6
!� ��#3� ��#������&
��� ��!!� 27* �� �
�& O∞ ⊆ [{x∨y)}] �

N
�� A ⊆ O∞ * ��

[A] = O∞ = [{x ∨ y)}] = [{1, fM , fL}].
�%
�& A �⊆ O∞ � �� ��!!� � ��9 #�3��4 $%�#0�� f ��

A ��4���
9 !��������9 $%�#0�9 gf �� [{1, x∨ y, f}] ��#�9*
��� gf ≤ f * � ���! �
�� f /∈ O∞ * �� � gf /∈ O∞ � ����3�!

D =
⋃

{gf},



?
 ���� �����	
���� 
����� �����

5�� ��K�������� �� ��
9 �� �
�! $%�#0�9! f �� A * f /∈ O∞ �
/�

!�� �! $%�#0�F gp(D) � ��������! �� �� f̂p(D) 6� ��
�����&�%F7 $%�#0�F �� A * � � ��!�I� #��� �4 ���%����
$%�#0�9 gp(D) � �!��!

gp(D) ∈ [{1, x ∨ y, f̂p(D)}].

�� ��#������!% ��G�

[D] = [{1, ω, dp(D)}].

����3�!
B = {1, ω, dp(D), x ∨ y}.

J�#�! �� ���!* �
�� f ∈ A * �� gf ∈ [B] � ��D��!% � 
��%
��!!� � �!��! A ⊆ [B] � J�# #�#

x ∨ yz = x ∨ (x ∨ y) ∨ z,

�� ω ∈ [{x ∨ y}] � ��D��!% �� 
�����G���4

1, x ∨ y, ω ∈ [{x ∨ y}],

dp(D) ∈ [{1, x ∨ y, f̂p(D)} ⊆ [A]

�#�������&�� ���%���!

[A] = [B] = [{x ∨ y, dp(D)}] = [{1, fM , fL, f̂p(D)}].

3. 0 ∈ [A] * 1 /∈ [A] � ( D��! 
�%��� %��� 3����� ��� �!�

���%�� �� � ����%I�5� 
�%��9 � 
��% � ��0��� ���4
�����
��
���

4. 0, 1 /∈ [A] � ( 
��% ��G� � ��������"  �

!�� ���4
��9 �F��4 
�
��!� $%�#0�4 A 
%I�
��%F� #������� 
��

��!� B1,B0 ��#��* ��� B1,B0 ⊆ A �

[B1 ∪ {1}] = [A ∪ {1}], [B0 ∪ {0}] = [A ∪ {0}].



�( 
�	�!	 � ����'� �%�$�� � %�	&��) �� $$�� ??

��D��!% �
�� A ⊆ S * �� � 
��% ��!!� - [A] = [B1] � N
��
3� � A �
�& ��
�!����4
������9 $%�#0�9 fS * �� ��9 �F��4
$%�#0�� g ∈ A ������9��
9 
�����G���� g(x, . . . , x) = x *
��# #�# ����� !��3�
��� [{fS , g}] 
��� 3�� #��
����%� ���
D��!% A ⊆ T0 ∩ T1 * � � 
��% %��� 3����9 - !��3�
��� [A]

��� 3�� �� # �4��4 !� � ���% �� $%�#0�4 x∨ y * xy � N
��
x ∨ y ∈ [A] * �� � 
��% ��!!� �

[A] = [B1 ∪ {x ∨ y}];

� �
�� xy ∈ [A] * �� � 
��% ��!!� ,

[A] = [B0 ∪ {xy}].

'�
������ ��2�!���!* ��� 0, 1 ∈ [A] ��5�� � ���&#� ���
5��* #�5�� 
�
��!� A 
��� 3�� $%�#0�� fT0 , fT1 , fS 6��# #�#
0, 1 ∈ [{fT0 , fT1 , fS}]7M 1 ∈ [A] * 0 /∈ [A] ��5�� � ���&#� ��5��*
#�5�� A ⊆ T1 � � A �
�& $%�#0�9 fT0 6��# #�# 1 ∈ [{fT0}]7M
0 ∈ [A] * 1 /∈ [A] ��5�� � ���&#� ��5��* #�5�� A ⊆ T0 � � A
�
�& $%�#0�9 fT1 6��# #�# 0 ∈ [{fT1}]7M 0, 1 /∈ [A] ��5�� �
���&#� ��5��* #�5�� A ⊆ T0 ∩ T1 ��� A ⊆ S �



�& 
��"��"�� ��!�	"��% �������

����3�! T01 = T0 ∩ T1 � 2�������! �� �� M1 * L1 * K1 *
D1 * U1 * C1 * Iμ

1 �� �
������ #��

� T1 ; !��3�
���!� M *
L * K * D * U * C * Iμ 
������
������M �� �� M0 * L0 * K0 *
D0 * U0 * C0 * Oμ

0 L �� �
������ #��

� T0 ; !��3�
���!�
M * L * K * D * U * C * Oμ 
������
������M �� �� S01 * M01 *
L01 * K01 * D01 * U01 L �� �
������ T01 ; !��3�
���!� S *
M * L * K * D * U 
������
������M �� �� MOμ * MIμ * MOμ

0 *
MIμ

1 * MU L �� �
������ M 
 !��3�
���!� Oμ * Iμ * Oμ
0 *

Iμ
1 * U 
������
������* μ = 2, 3, . . . ,∞ � ����3�!

SM = S ∩ M, SL = S ∩ L, SU = S ∩ U.

&����
� �� 0��"���	� ��������& ������	 ����
��

������ ��%����	����! ������ �� ��������

1� (�����* �����"� �� ��������� + � ��

P2, M, L, K, D, U, MU, C.

2� (�����* �����"� �� � � �� �����"� �� +�

T1, M1, L1, K1, D1, U1, C1, Oμ, MOμ,

μ = 2, 3, . . . ,∞ �

3� (�����* �����"� �� + � �� �����"� �� ��

T0, M0, L0, K0, D0, U0, C0, Iμ, MIμ,

μ = 2, 3, . . . ,∞ �

4� (�����* �� �����"� �� + � ��

T01, S01, M01, L01, K01, D01, U01; S, SM, SL, SU ;



�* ���&��&� � %�	&��) �� $$�� ?�

Oμ
0 , MOμ

0 , Iμ
1 , MIμ

1 ,

μ = 2, 3, . . . ,∞ �

+�� #��� 	�� ����%�������� ������ �����%���

���� �����
���� �%
�& F L � ������&��4 ��!#�%��4
#��

 ��5�� � ��5�#�� /�

!�� �! ���� � 
�%��9�

1. 0, 1 ∈ F � N
�� F ⊆ L * �� F L ���� �� #��

���

L = [{1, x + y}], U = [{1, x}],

MU = [{0, 1, x}], C = [{0, 1}].
N
�� F ⊆ K � F �⊆ U * ��

F = K = [{0, 1, xy}].

N
�� F ⊆ D � F �⊆ U * ��

F = D = [{0, 1, x ∨ y}].

N
�� 3� F 
��� 3�� $%�#0�� fL, fK , fD * �� � 
��% ��� �!�
� 6
!� 
�%��4 �7 F L ���� �� #��

���

M = [{0, 1, x ∨ y, xy}], P2 = [{x, x ∨ y}].

2 � 1 ∈ F * 0 /∈ F � N
�� F ⊂ L * �� F L ���� �� #��

���

L1 = [{x + y + 1}], U1 = [{1, x}], C1 = [{1}].

N
�� F ⊂ K � F �⊆ U * ��

F = K1 = [{1, xy}].

N
�� F ⊂ D � F �⊆ U * ��

F = D1 = [{1, x ∨ y}].



?- ���� �����	
���� 
����� �����

�%
�& F 
��� 3�� $%�#0�� fL, fK , fD �

�7 F ⊆ M � N
�� F ⊆ O∞ * �� � 
��% ��� �!� � 6
!�

�%��4 
* �� � 7

F = MO∞ = [{1, ω}] = [{1, x ∨ yz}].
( � ������! 
�%���

F = [{1, ω, dμ+1}]
6���
& p(A) = μ + 17* μ = 1, 2, . . . .

� � μ = 1 
�5��
�� %��� 3����F �

F = M1 = [{1, x ∨ y, xy}].
� � μ ≥ 2 * 
 ����4 
�� ���*

1, ω, dμ+1 ∈ MOμ

6
!� 
��4
��� �7M 
 � %5�4 
�� ���* ��9 �F��4 $%�#0�� f
�� MOμ * f /∈ O∞ * ������9��
9 �� ����
��� p(f) ≥ μ + 1
6
!� 
��4
��� �7* � ������* � 
��% ��!!� . � 
��4
��� -

f ∈ [{1, ω, dμ+1}].
J�#�! �� ���!* � 
��% 
��4
��� 


F = MOμ = [{1, ω, dμ+1}] = [{1, dμ+1}],
μ = 2, 3, . . . �

�7 F �⊆ M � N
�� F ⊆ O∞ * �� � 
��% ��� �!� � 6
!�

�%��4 
* �� 
 7

F = O∞ = [{x ∨ y}].
N
�� F �⊆ O∞ * ��

F = [{x ∨ y, dμ+1}], μ = 1, 2, . . . .



�* ���&��&� � %�	&��) �� $$�� ?�

� � μ = 1 * 
 ����4 
�� ���*

x ∨ y, xy ∈ T1;


 � %5�4 
�� ���* ��9 �F��4 $%�#0�� f(x̃) �� T1 ������9�
��
9 
�����G���� x1& . . .&xn ≤ f * � ���!

x1& . . .&xn, x ∨ y ∈ [{x ∨ y, xy}],
� ��D��!% � 
��% ��!!� � f ∈ [{x ∨ y, xy}] � J�#�! �� ���!*

F = T1 = [{x ∨ y, xy}].
� � μ ≥ 2 * 
 ����4 
�� ���*

x ∨ y, dμ+1 ∈ Oμ;


 � %5�4 
�� ���* � 
��% ��!!� � ��9 �F��4 $%�#0�� f ��
Oμ ��4���
9 $%�#0�9 g ∈ MOμ ��#�9* ��� g ≤ f * � ���!
�� ��#������!% ��G�

g ∈ [{x ∨ y, dμ+1}],
� ��D��!% � 
��% ��!!� � $%�#0�9 f � ������3�� !��3��

��% [{x ∨ y, dμ+1}]. J�#�! �� ���!*

F = Oμ = [{x ∨ y, dμ+1}],
μ = 2, 3, . . . �

3 � 0 ∈ F * 1 /∈ F � ( 
��%  �

!�� ���4 � ����%I�5�

�%��9 � � ��0��� ���4
������
�� F L ���� �� #��

���

L0 = [{x + y}], U0 = [{0, x}], C0 = [{0}],

K0 = [{0, xy}], D0 = [{0, x ∨ y}],

MI∞ = [{0, x(y ∨ z)}], M0 = [{0, x ∨ y, xy}],



?, ���� �����	
���� 
����� �����

I∞ = [{xy}], T0 = [{xy, x ∨ y}],
MIμ = [{0, d∗μ+1}], Iμ = [{xy, d∗μ+1}],

μ = 2, 3, . . . 6d∗μ+1 L $%�#0�9* ���4
������9 # $%�#0��
dμ+1(x1, . . . xμ+1)7�

4. 0, 1 /∈ F � N
�� F ⊂ L * �� F L ���� �� #��

���

SL = [{x + y + z + 1}], L01 = [{x + y + z}];

SU = [{x}], U01 = [{x}].
N
�� F ⊂ K � F �⊆ U * ��

F = K01 = [{xy}].

N
�� F ⊂ D � F �⊆ U * ��

F = D01 = [{x ∨ y}].

�%
�& F 
��� 3�� $%�#0�� fL, fK , fD �

�7 F ⊆ S � N
�� � F �
�& $%�#0�9 fT1 * �� fT1 /∈ M �
��D��!% [F ∪ {1}] = [{1, fT1 , fL}] = P2 * � � 
��% ��!!� -

F = S = [{fT1 , fL}],

��� �!� *
S = [{x, d3}].

�%
�& F ⊆ T1 � N
�� � F �
�& $%�#0�9 fM * �� � 
��%
%��� 3����9 �

x ∨ y ∈ [{1, fM , fL }].

���
����99 � $� !%�% ��� !��3�
���! {1, fM , fL} *  �����
�%FI%F $%�#0�F x∨y * �!�
�� #��
����� 1 �� �!���%F z *



�* ���&��&� � %�	&��) �� $$�� ?�

���%��! $� !%�% ��� {fM , fL} *  �����%FI%F ��#��� %F
$%�#0�F h(x, y, z) �� S * � ���! ������9��
9 
�����G����
h(x, y, 1) = x ∨ y � ��D��!%

h(x, y, z) = z(x ∨ y) ∨ xy = d3(x, y, z).

1�����* d3(x, y, z) ∈ [{fM , fL}] * �� ��5�� yz ∈ {1, fM , fL} �

T1 = [{x ∨ y, xy} ⊆ [{1, fM , fL}].

J�#�! �� ���!* [{1, fM , fL}] = [F ∪ {1}] = T1 * � � 
��% ��!�
!� -

F = T1 ∩ S = S01 = [{fM , fL}],
��� �!� *

S01 = [{d3(x, y, z)}].
N
�� F ⊆ M * �� � 
��% %��� 3����9 . x∨y ∈ [{1, fK}] * �

������* d3(x, y, z) ∈ [{1, fK}] 6 �

%3����� �����5���� � ��
�������!% ��G�7� J�# #�# � 
��% 
��4
��� � ������9��
9

�����G���� ω ∈ [{1, fK , fD}] * ��

[F ∪ {1}] ⊇ [{1, fK , fD}] ⊇ [{1, ω, d3}].

� �!� ��5�* ��9 �F��4 $%�#0�� f �� SM * f /∈ O∞ * � 
��
�% 
��4
��� � ������9��
9  ����
��� p(f) = 3 � ��D��!%*

�5��
�� ��!!� .* �!��!

F ⊆ SM ⊆ [{1, ω, d3}] = MO2,

� [F ∪{1}] = [{1, fK , fD}] = [{1, ω, d3}] = MO2 � J�#�! �� ��
��!* � 
��% ��!!� -

F = MO2 ∩ S = SM = [{fK , fD}],

��� �!� *
SM = [{d3}].



.+ ���� �����	
���� 
����� �����

�%
�& � F �
�& $%�#0�9 fS � J�5�� � 
��% ��� �!� � 6
!�

�%��4 .7 F ⊆ T01 * � 
�5��
�� %��� 3����F - ���� x∨y ∈ F *
���� xy ∈ F �

�7 x ∨ y ∈ F � �%
�& F ⊆ M � N
�� F ⊆ O∞ * �� � 
��%
��� �!� � 6
!� 
�%��4 
* �� � 7

[F ∪ {1}] = MO∞ = [{1, ω}] = [{1, fK , fD}],

� � 
��% ��!!� �

F = MO∞ ∩ T0 = MO∞
0 = [{x ∨ y, fK , fD}],

��� �!� *

MO∞
0 = [{x ∨ y, ω}] = [{x ∨ yz}].

( � ������! 
�%���

[F ∪ {1}] = [{1, ω, dμ+1}] = [{1, fK , fD, fμ+1}],

μ = 1, 2, . . . . ( 
��% ��!!� �

F = [{1, ω, dμ+1}] ∩ T0 = [{x ∨ y, fK , fD, fμ+1}],

μ = 1, 2, . . . .

� � μ = 1

F = M1 ∩ T0 = M01 = [{x ∨ y, xy}].

� � μ ≥ 2
F = MOμ ∩ T0 = MOμ

0 ,

��� �!� *

MOμ
0 = [{x ∨ y, dμ+1}].



�* ���&��&� � %�	&��) �� $$�� .�

�%
�& � F �
�& $%�#0�9 fM � N
�� F ⊆ O∞ * �� � 
��%
��� �!� � 6
!� 
�%��4 
* �� 
 7

[F ∪ {1}] = O∞ = [{x ∨ y}] = [{1, fM , fL}],

� � 
��% ��!!� �

F = O∞ ∩ T0 = O∞
0 = [{x ∨ y, fM , fL}],

��� �!� *

O∞
0 = [{x ∨ y, x ∨ yz}] = [{x ∨ yz}].

( � ������! 
�%���

[F ∪ {1}] = [{x ∨ y, dμ+1 }] = [{1, fM , fL, f̂μ+1}],

μ = 1, 2, . . . . ( 
��% ��!!� �

F = [{x ∨ y, dμ+1}] ∩ T0 = [{x ∨ y, fM , fL, f̂μ+1}],

μ = 1, 2, . . . . � � μ = 1

F = T1 ∩ T0 = T01,

��� �!� *

T01 = [{x ∨ y, x ∨ yz, xy}] = [{x ∨ yz, xy}].

� � μ ≥ 2
F = Oμ ∩ T0 = Oμ

0 ,

��� �!� *

Oμ
0 = {x ∨ y, x ∨ yz, dμ+1}] = [{x ∨ yz, dμ+1}],

μ = 2, 3, . . . �



.
 ���� �����	
���� 
����� �����

�7 xy ∈ F � ( D��! 
�%��� � 
��% � ��0��� ���4
�����
��
�� �  �

!�� ���4 � ����%I�5� 
�%��9 F L ���� ��
#��

���

MI∞1 = [{x(y ∨ z)}], M01, MIμ
1 = [{xy, d∗μ+1}],

I∞1 = [{x(y ∨ z)], T01, Iμ
1 = [{x(y ∨ z), d∗μ+1}],

μ = 2, 3, . . . .

J�#�! �� ���!* �� ��9 ��
�& %��� 3����9 ��� �!� ���
#�����M ��#������&
��� ��� �4 ��
�� ��5#� �����#���
9 ��
� ��������"  �

!�� ���4�

'�
������ �� >� �
���� � ��������"  �

!�� ���4
��� %��� ��
� ���& ����%F ���5 �!!% �#�F����4 #��

��
$%�#0�4 ��5�� � ��5�#�* ��!#�%��" ����
����&�� ��� ��
0�4 
%�� ����0�� � �������9 ��
%I�
������4 �� �!����4
6 �
� �7�

( � ���3���� 6����� .7 � ������ �����4 �� ����& ���
!#�%��" #��

�� �%����" $%�#0�4�
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�!
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�
�#
�
F
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�



�' 
��"��"�� C (��!�	"��% �������

��
#��&#% #�3��4 ��!#�%��4 #��

 $%�#0�4 ��5�� �
��5�#� 9��9��
9 C ���!#�%��!* �� ���
��! ���&#� ��#��
C ���!#�%��" #��

�* #��� �� �� 9��9F�
9 ��!#�%��!��

2� �����! 
���%FI�� !��3�
��� �%����" $%�#0�4�
K̂01 L !��3�
��� �
�" #��KF�#0�4* �� �!�FI�" $�#����
��" �� �!����"M D̂01 L !��3�
��� �
�" ���KF�#0�4* ��
�!�FI�" $�#�����" �� �!����"� ����3�!

K̂0 = K̂01 ∪ C0, D̂1 = D̂01 ∪ C1.

2�������! �� �� U (1) * MU (1) * C(1) * U
(1)
1 * C

(1)
1 * U

(1)
0 *

C
(1)
0 * SU (1) * U

(1)
01 !��3�
��� �
�" $%�#0�4 ����4 �� �!���

��4 �� #��

�� U * MU * C * U1 * C1 * U0 * C0 * SU *
U01 
������
������� ����3�!

Û = U (1) ∪ C, M̂U = MU (1) ∪ C,

Û1 = U
(1)
1 ∪ C1, Û0 = U

(1)
0 ∪ C0.

)�5#� �����&* ��� �
� �� ���
������ !��3�
��� 9��9F�
9
C ���!#�%��!� � �� 9��9F�
9 ��!#�%��!� #��

�!��

����������� �� -�! ��
�� ������� A ⊆ P2 * ������

"� �� ����������� ������� e
(2)
1 * 	�����!���! �������

'����

[A]C = [A].



�+ ���&��&� C ,� %�	&��) �� $$�� .�

��#������&
��� D��5� %��� 3����9 
���%�� �� �� ������
��9 ��� �0�4 
%�� ����0�� � �������9 $�#�����4 �� �!���
��4�

&����
� �� 0��"���	� C ���������& ������	 ����
��
������* �� !	�!� �&�! ���������� ��������* ��%����	��

���! ������ �� ��������

1� (�����* �����"� �� �� ���	����� ������� :

K̂0, K̂01, D̂1, D̂01.

2� (�����* �����"� �� ��������� 0(n) ��� 1(n) *

n ≥ 2* � �� �����"� �� �� ���	����& ������� :

Û , M̂U, Û1, Û0.

3� (����� ������� ����� ���������� :

U (1), MU (1), C(1), U
(1)
1 , C

(1)
1 , U

(1)
0 , C

(1)
0 , SU (1), U

(1)
01 .

+�� #��� 	�� ����%�������� ������ �����%���

���� �����
���� �%
�& F L � ������&��4 C ���!#�%�
��4 #��

 ��5�� � ��5�#� ��#�4* ��� F �= [F ] � /�

!�� �!
� � 
�%��9�

1 � F 
��� 3�� 
%I�
�����%F $%�#0�F f(x1, . . . , xn) *
n ≥ 2 � 2�������* ��� f /∈ S �

Q) F ⊆ D � N
�� 0(n) ∈ F * n ≥ 1 * �� e
(2)
1 ∈ F * � �


��% %��� 3����9 , ������9��
9  ����
��� F = [F ] * ���
� ����� ���� %
����FM �
�� 1(n) ∈ F * 0(m) /∈ F * n, m ≥ 1 *
��

F = D̂1 = [{x ∨ y, 1(1)}]C ;

�
�� 0(m), 1(n) /∈ F * n, m ≥ 1 * ��

F = D̂01 = [{x ∨ y}]C .



.- ���� �����	
���� 
����� �����

�) F ⊆ K � ��  �

!�� ���4* �����5����" � ����%I�!%

�%��F* 
���%��* ��� F L ���� �� #��

���

F = K̂0 = [{xy, 0(1)}]C , F = K̂01 = [{xy}]C .

�%
�& F 
��� 3�� $%�#0�� fK � fD � ��#�3�!* ��� �

D��! 
�%��� F 
��� 3�� $%�#0�F e
(2)
1 �

N
�� 0, 1 ∈ F * ��

e
(2)
1 ∈ [{0, 1, f}]C ⊆ F.

N
�� 1 ∈ F * 0 /∈ F * �� F ⊆ T1 � /�

!�� �! $%�#0�F
fD(x1, . . . , xm) * m ≥ 1 � J�# #�# fD /∈ D * �� m ≥ 2 � ��4���
9
���� α̃ = (α1, . . . , αm) ��#�4* ��� α̃ �= (0, . . . , 0) * fD(α̃) = 0 *
� ��9 �F��5� ���� � β̃ ∈ Em ��#�5�* ��� β̃ ≥ α̃ ������9��
9
 ����
��� fD(β̃) = 1 � �%
�&* ��� �!� * α1 = . . . = αk = 0 *
αk+1 = . . . = αm = 1 * k < m � ����3�! x1 = . . . = xk = x *
xk+1 = . . . = xm = 1(y) � J�5��

fD(x, . . . , x, 1(y), . . . , 1(y)) = e
(2)
1 (x, y).

N
�� 0 ∈ F * 1 /∈ F * �� F ⊆ T0 � /�

!�� �! $%�#0�F
fK(x1, . . . , xp) * p ≥ 1 � J�# #�# fK /∈ K * �� p ≥ 2 � ��4���
9
���� α̃ = (α1, . . . , αp) ��#�4* ��� α̃ �= (1, . . . , 1) * fK(α̃) = 1 *
� ��9 �F��5� ���� � β̃ ∈ Ep * ��#�5� ��� β̃ ≤ α̃ ������9��
9
 ����
��� fK(β̃) = 0 M �%
�&* ��� �!� * α1 = . . . = αk = 1 *
αk+1 = . . . = αp = 0 * k < p � ����3�! x1 = . . . = xk = x *
xk+1 = . . . = xp = 0(y) � J�5��

fK(x, . . . , x, 0(y), . . . , 0(y)) = e
(2)
1 (x, y).

�%
�& 0, 1 /∈ F � J�5�� F ⊆ T0 ∩ T1 6��# #�# f /∈ S 7*
� �� ��#������&
��� %��� 3����9 - 
���%��* ��� !��3�
���
[{f}]C 
��� 3�� �� # �4��4 !� � ���% �� 
���%FI�" $%�#�
0�4� x ∨ y * xy � ��D��!% ������9��
9 
�����G����

e
(2)
1 (x, y) ∈ [{f, fD, fK}]C .



�+ ���&��&� C ,� %�	&��) �� $$�� .�

J�#�! �� ���!* $%�#0�9 e
(2)
1 � ������3�� F * � � 
��%

%��� 3����9 , F = [F ]C * ��� � ����� ���� %
����F�

2. F �� 
��� 3�� 
%I�
������" $%�#0�4* � F �⊆ U (1) �
N
�� 0(2), 1(2) ∈ F * �� F L ���� �� #��

���

Û = [{1(2), x}]C , M̂U = [{0(2), 1(2), x}]C ;

�
�� 1(2) ∈ F, 0(2) /∈ F * ��

F = Û1 = [{1(2), x}]C ;

�
�� 3� 0(2) ∈ F, 1(2) /∈ F * ��

F = Û0 = [{0(2), x}]C .

3. F ⊆ U (1) � J�5�� F L ���� �� #��

���

U (1) = [{1(1), x}]C , C(1) = [{0(1), 1(1)}]C ;

MU (1) = [{0(1), 1(1), x}]C ,

U
(1)
1 = [{1(1), x}]C , U

(1)
0 = [{0(1), x}]C ;

C
(1)
1 = [{1(1)}]C , C

(1)
0 = [{0(1)}]C ,

SU (1) = [{x}]C , U
(1)
01 = [{x}]C .

J�#�! �� ���!* �� ��9 ��
�& %��� 3����9 ��� �!� ���
#�����* ��� �9 ��
�& ���������

'�
������ �� >� �
���� � ��������" ��G�  �

!�� ��
��4 ��� %��� ��
� ���& ����%F ���5 �!!% �#�F����4 �
�"
#��

�� ��
�� L C ���!#�%��" #��

�� �%����" $%�#0�4
6 �
� 
7�
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���� 
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T1

O2

O3

O

M T01

S

SM

O2
0

M O2

M O2
0

O3
0

M O3
0

M O3

M 1

M 01

S01

P2

O0

M O0

M O

I21

T0

M 0

I2

M I21

M I2

I3

M I3
I31

M I31

I

I1

M I
M I1

K0

K

K1

K01

K0

K01

L
L0

SL
L1

L01U

SU

M U U

U(1)

U0 U1

U01
M U

D1

D
D0

D01

D1

D01

SU(1)

U0 U1

C M U(1)

C0 C1

U(1) U(1)
0 1

C(1)0 C(1)0

C(1)
U(1)
01

/�
� 
� ���5 �!!� �#�F����4 #��

�� ��
��



�+ ���&��&� C ,� %�	&��) �� $$�� .�

( � ���3���� 6����� �7 � ������ �� ����& �
�" C ���!#�
�%��" #��

�� $%�#0�4 ��5�� � ��5�#�* #��� �� �� 9��9�
F�
9 ��!#�%��!� 6
!� ��#3� A�C7�
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