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Ïðåäèñëîâèå

Ýòà êíèãà äëÿ òåõ, êòî ïðèñòóïàåò ê èçó÷åíèþ òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îíà íàïèñàíà íà îñíî-
âå ëåêöèé ïî êóðñàì �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé�, �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñòàòèñòèêà�, �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòè-
êà�, ÷èòàåìûõ àâòîðîì â Äíåïðîïåòðîâñêîì íàöèîíàëüíîì óíè-
âåðñèòåòå äëÿ ñòóäåíòîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,
ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è äðóãèõ ôàêóëüòåòîâ.

Êíèãà îõâàòûâàåò òðàäèöèîííóþ òåìàòèêó êóðñîâ �Òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé� è �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà�: ñòîõàñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò è åãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, äèñêðåòíàÿ ìîäåëü,
ñõåìà íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, åå ðàñïðå-
äåëåíèå è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, ñâåðòêà, ñõîäèìîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèé, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäåëüíûå òåîðå-
ìû, îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé, ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê, ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, ïàðàìåòðè÷åñêèå è
íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè, ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà èëëþñòðèðóåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè
ïðèìåðàìè è çàäà÷àìè. Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè â
ñâîåì áîëüøèíñòâå ôîðìóëèðóþòñÿ íå â ôîðìàëüíî ìàòåìàòè-
÷åñêèõ òåðìèíàõ (ïîíÿòèÿõ), à â åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ � òàê,
êàê îíè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà:
â ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ãåíåòèêå, ìåäèöèíå; â ïñèõîëîãèè,
ýêîëîãèè, ñåëüñêîì õîçÿéñòâå; â àñòðîíîìèè, ìàøèíîñòðîåíèè,
ñòðîèòåëüñòâå, ãåîëîãèè, ìåòàëëóðãèè; â ýêîíîìèêå, ëèíãâèñòè-
êå, ïåäàãîãèêå, ñïîðòå è ò. ä.

Âî âòîðîì èçäàíèè äîáàâèëàñü ãëàâà �Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ�,
áûëè èñïðàâëåíû çàìå÷åííûå îïå÷àòêè è íåòî÷íîñòè è âíåñåíû
èçìåíåíèÿ â èçëîæåíèå ìàòåðèàëà, êîñíóâøèåñÿ â îñíîâíîì ãëàâ
10, 12, 13, 14.

Ó÷åáíèêîì ìîãóò ïîëüçîâàòüñÿ ñòóäåíòû êàê ìåõàíèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, ôàêóëüòåòîâ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è êèáåðíåòèêè óíèâåðñèòåòîâ, òàê è òåõíè÷åñêèõ, ïåäàãîãè÷åñ-
êèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.
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4 Ïðåäèñëîâèå

Àâòîð áëàãîäàðåí ñûíó Åâãåíèþ Òóð÷èíó è äî÷åðè Íàòàëüå
Îëåðèõ çà òùàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè êíèãè è åå ñîäåðæà-
òåëüíîå îáñóæäåíèå.

Àâòîð áóäåò ïðèçíàòåëåí âñåì, êòî â òîé èëè èíîé ôîð-
ìå âûñêàæåò ñâîè ïîæåëàíèÿ, çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî ñîäåðæàíèÿ êíèãè. Ïðåäëîæåíèÿ è ïîæåëàíèÿ ïðî-
ñèì ïðèñûëàòü ïî àäðåñó: Óêðàèíà, 49010, Äíåïð-10, ïð. Ãàãà-
ðèíà, 72, Äíåïðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Îëå-
ñÿ Ãîí÷àðà, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êàôåäðà ñòà-
òèñòèêè è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, Â. Í. Òóð÷èíó èëè ïî àäðåñó
vnturchyn@gmail.com



Ââåäåíèå

Ñëó÷àéíàÿ ïðèðîäà ÿâëåíèé ìèðà. Îêðóæàþùèé íàñ
ìèð ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð.

Ñëó÷àéíûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäû àòîìîâ è ìîëåêóë èç îäíèõ
ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé â äðóãèå, ýòè ïåðåõîäû ñîïðîâîæäà-
þòñÿ ïîãëîùåíèåì èëè èçëó÷åíèåì ñâåòà. Òàê ÷òî ñâåò, îêðóæà-
þùèé íàñ âñþäó, ïî ñâîåé ïðèðîäå ñëó÷àåí.

Ñëó÷àéíûé õàðàêòåð íîñÿò ÿäåðíûå ðåàêöèè. Íî èìåííî îíè
ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì ýíåðãèè çâåçä è ñîáñòâåííîãî òåïëà ïëà-
íåò; ÿäåðíûå ðåàêöèè íà Ñîëíöå ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé æèçíåííûõ
ïðîöåññîâ íà íàøåé ïëàíåòå.

Äðóãèì âèäîì ñëó÷àéíîñòè â ìèêðîìèðå, âëèÿíèå êîòîðîãî
òðóäíî ïåðåîöåíèòü, ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêîå äâèæåíèå � õàîòè÷åñ-
êîå äâèæåíèå ÷àñòèö ïîä âîçäåéñòâèåì òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ìî-
ëåêóë ãàçîâ è æèäêîñòåé, â êîòîðîì ïîñëåäíèå ïîñòîÿííî ïðå-
áûâàþò. Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ïî ñâîåé ïðèðîäå ñëó÷àéíî, íî
èìåííî áëàãîäàðÿ áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ ïðîèñõîäèò ðàñòâî-
ðåíèå âåùåñòâ, èäóò õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, ïðîòåêàþò æèçíåííî
âàæíûå ïðîöåññû â æèâûõ îðãàíèçìàõ.

Ñëó÷àéíûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåäà÷à íàñëåäñòâåííûõ ïðèçíàêîâ,
ñîëíå÷íûå âñïûøêè, ðîæäåíèå íîâûõ è ñâåðõíîâûõ çâåçä . . .

Êàêîâà æå ïðèðîäà ñëó÷àéíîñòè? Åñëè èñõîäèòü èç ñîâðå-
ìåííûõ ôèçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î ñòðîåíèè Âñåëåííîé, òî
îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ñëó÷àéíîñòè ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ ïðèðîäà
ÿâëåíèé ìèêðîìèðà. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ìíîãèå ôóí-
äàìåíòàëüíûå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ïî ñâîåé ñóòè.

Èçó÷åíèå ñëó÷àéíîñòè.Ìîæíî ëè òî÷íûìè ìåòîäàìè èçó-
÷àòü ñëó÷àéíîñòü? Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî íåò, ÷òî ìàòå-
ìàòèêà, èçâåñòíàÿ íåïðåëîæíîñòüþ è äîñòîâåðíîñòüþ ñâîèõ âû-
âîäîâ, íèêàê íå ìîæåò ñëóæèòü èíñòðóìåíòîì â èçó÷åíèè ñëó-
÷àéíîãî. Íî èìåííî ìàòåìàòèêîé áûëà ïðåäëîæåíà êîëè÷åñò-
âåííàÿ ìåðà ñëó÷àéíîñòè � âåðîÿòíîñòü, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæ-
íîñòü èçó÷àòü ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû.
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Ðàçäåë ìàòåìàòèêè, çàíèìàþùèéñÿ èçó÷åíèåì ñëó÷àéíûõ ÿâ-
ëåíèé, ïðîöåññîâ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ñîáûòèé, íîñèò íàçâàíèå
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ êîìáèíàòîðíûìè çàäà÷àìè
àçàðòíûõ èãð è îòíîñÿò ê XVII âåêó. Àçàðòíûå èãðû åäâà ëè
ìîæíî ñ÷èòàòü ñåðüåçíûì çàíÿòèåì, íî èìåííî îíè ïðèâåëè ê
çàäà÷àì, êîòîðûå íåâîçìîæíî áûëî ðåøèòü â ðàìêàõ èçâåñò-
íûõ íà òî âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è êîòîðûå òåì ñàìûì
ñòèìóëèðîâàëè ïîÿâëåíèå â ìàòåìàòèêå íîâûõ èäåé è ïîäõîäîâ.
Ïåðâûå îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è
î ðàçäåëå ñòàâêè, âñòðå÷àþòñÿ ó Ïàñêàëÿ (1623 � 1662), Ôåðìà
(1601 � 1665), Ãþéãåíñà (1629 � 1695). Íî îáû÷íî èñòîðèþ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé íà÷èíàþò ñ ðàáîòû ßêîáà Áåðíóëëè (1654 � 1705)
�Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèÿ� (îïóáëèêîâàíà â 1713 ã.), â êîòîðîé
áûëà ïðèâåäåíà ïåðâàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè âåðîÿòíîñ-
òåé � çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.

Ôóíäàìåíòàëüíûé òðóä Ëàïëàñà (1749 � 1827) �Àíàëèòè÷åñ-
êàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé� ïðèäàåò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â èç-
âåñòíîì ñìûñëå, çàêîí÷åííûé âèä. Íî òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ Ëà-
ïëàñîì íà îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ êàê îòíîøåíèÿ ÷èñ-
ëà èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ, ê îáùåìó ÷èñëó èñ-
õîäîâ, íå ìîãëà îõâàòèòü øèðîêèé êðóã íàáëþäàåìûõ ñëó÷àé-
íûõ ÿâëåíèé, è ïîýòîìó áûëî ïîíÿòíûì ïàäåíèå èíòåðåñà ê
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, âïëîòü äî íåïðèçíàíèÿ åå ìàòåìàòè÷åñêîé
äèñöèïëèíîé.

Âûäàþùèåñÿ ó÷åíûå ïðåäâèäåëè âàæíóþ ðîëü íàóêè, çàíè-
ìàþùåéñÿ èçó÷åíèåì ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ, íî åùå
äîëãî àçàðòíûå èãðû, ñòðàõîâàíèå è äåìîãðàôèÿ áûëè òåìè
îáëàñòÿìè, â êîòîðûõ âîçíèêàëè çàäà÷è, ôîðìèðîâàëèñü ïîíÿ-
òèÿ è ñîçäàâàëèñü ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â êîíöå XIX
âåêà è íà÷àëå XX âåêà ïîÿâèëñÿ ðÿä ñåðüåçíûõ çàäà÷, âûçâàí-
íûõ íóæäàìè åñòåñòâîçíàíèÿ è ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñëó÷àé-
íûõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ñòàëè òîë÷êîì ê ðàçâèòèþ òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé êàê áîëüøîãî, â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ñàìîñòîÿòåëüíîãî,
ðàçäåëà ìàòåìàòèêè.

Îñíîâîïîëîæíèêàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê ñòðîãîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé íàóêè áûëè âûäàþùèåñÿ ðîññèéñêèå ìàòåìàòèêè:
Ï. Ë. ×åáûø¼â (1821 � 1894) è åãî ó÷åíèêè À. À. Ìàðêîâ
(1856 � 1922) è À. Ì. Ëÿïóíîâ (1857 � 1918). ×èñëî ðàáîò
Ï. Ë. ×åáûø¼âà ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íåâåëèêî � âñåãî ÷å-
òûðå, íî èõ ðîëü òðóäíî ïåðåîöåíèòü.

Îñíîâíîé âêëàä â ñòàíîâëåíèå è ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âíåñëà ïëåÿäà áëåñòÿùèõ ìàòåìàòèêîâ:
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Ñ. Í. Áåðíøòåéí, Ý. Áîðåëü, Á. Â. Ãíåäåíêî, À. Í. Êîëìîãîðîâ,
Ï. Ëåâè, Ð. Ìèçåñ, À. ß. Õèí÷èí. Â ÷àñòíîñòè, À. Í. Êîëìî-
ãîðîâûì â 1933 ãîäó â êíèãå �Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé� áûëà ïðåäëîæåíà àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
íûíå îáùåïðèíÿòàÿ âî âñåì ìèðå. Ýòà àêñèîìàòèêà íå òîëüêî
îõâàòûâàåò êëàññè÷åñêèå îáëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íî è ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ðàçâèòèÿ åå ìíîãî÷èñëåííûõ íîâûõ ðàçäå-
ëîâ. Ïîñòðîåííàÿ íà àêñèîìàòèêå À. Í. Êîëìîãîðîâà êàê ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé �ðàáîòàåò� â ïðè-
ëîæåíèÿõ òàê æå õîðîøî, êàê, íàïðèìåð, åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ
èëè íüþòîíîâà ìåõàíèêà.

Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè âíåñëè óêðàèíñêèå ìàòåìàòèêè:
Á. Â. Ãíåäåíêî, È. È. Ãèõìàí, È. Í. Êîâàëåíêî, Â. Ñ. Êîðîëþê,
À. Â. Ñêîðîõîä, Ì. È. ßäðåíêî.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà
êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà çàðîæäàåòñÿ
â 20 � 30-å ãã. XX âåêà. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìàòåìàòè÷åñ-
êàÿ ñòàòèñòèêà çàíèìàåòñÿ çàäà÷àìè, îáðàòíûìè çàäà÷àì òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé. Åñëè îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè âåðîÿòíîñòåé �
èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ñ öåëüþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ,
òî çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � âûÿâëåíèå ñòðóêòóðû
âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ïî ðåçóëüòàòàì ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ.

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ âûäå-
ëèëàñü èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî. Òðàäèöè-
îííàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò ìãíîâåííî ñêëàäûâàþùèå-
ñÿ ñëó÷àéíûå ñèòóàöèè, òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ èññëåäóåò
ïðîöåññû, íàõîäÿùèåñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ
è ðàçâîðà÷èâàþùèåñÿ âî âðåìåíè, ïðîñòðàíñòâå, . . . Îñíîâíûìè
îáëàñòÿìè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ
ðàäèî- è ýëåêòðîòåõíèêà, êèáåðíåòèêà, ýêîíîìèêà, áèîëîãèÿ, íî
âëèÿíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè,
ïîæàëóé, íå èçáåæàëà íè îäíà èç åñòåñòâåííûõ íàóê.

Ïðèëîæåíèÿ. Òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé (âìåñòå ñ ïðèìûêàþ-
ùèìè ê íåé ñòàòèñòèêîé è ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè) ñïðàâåäëè-
âî îòíîñÿò ê ÷èñëó ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, èìåþùèõ øè-
ðîêèå è òåñíûå ñâÿçè ñ ïðàêòèêîé. Ê äîñòîèíñòâàì òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé â ïðèëîæåíèÿõ ñëåäóåò îòíåñòè òî, ÷òî ïðåäëàãàå-
ìûå åþ ìåòîäû ðàáîòàþò è äîñòàâëÿþò êà÷åñòâåííóþ è êîëè-
÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ â êðàéíå íåáëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ,
êîãäà îá èçó÷àåìîì ÿâëåíèè, ïîðîæäàþùèõ åãî ôàêòîðàõ, èç-
âåñòíî ìàëî, à òî, ÷òî èçâåñòíî, èìååò ñòîõàñòè÷åñêóþ ïðèðî-
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äó. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ øèðîêîå ïðèìåíåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ
� îò èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ôèçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è
êâàíòîâîé ìåõàíèêè äî ñîöèîëîãèè, ýêîíîìèêè, èíôîðìàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé. È êàêèì áû ñòðàííûì ýòî íè ïîêàçàëîñü, íî
÷åì ãëóáæå ìû ïðîíèêàåì â ñóòü ÿâëåíèé, òåì â áîëüøåé ìåðå
âîçðàñòàåò ðîëü, çíà÷åíèå è øèðîòà ïðèìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíî-
ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.



Ãëàâà 1

Ñòîõàñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò ñòîõàñòè÷åñêèå (ñëó÷àéíûå)
ýêñïåðèìåíòû, òî÷íåå, êîëè÷åñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè ñòîõàñ-
òè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, èññëåäóÿ èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè.

Ïîä ñòîõàñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì ìû áóäåì ïîíèìàòü
ýêñïåðèìåíò, èñõîä êîòîðîãî íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü çàðàíåå
(äî ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà), íî êîòîðûé ìîæíî ïîâòîðèòü
(âîñïðîèçâåñòè) â ïðèíöèïå íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì
òàê, ÷òîáû ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ýêñïåðèìåíòîâ íå âëèÿëè
íà ïîñëåäóþùèå (íåçàâèñèìûì îáðàçîì).

Íàøà áëèæàéøàÿ çàäà÷à � ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

1.1 Ïðèìåðû ñòîõàñòè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ

1. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû. Â ðåçóëü-
òàòå ýêñïåðèìåíòà ìîæåò âûïàñòü ëèáî ãåðá, ëèáî ðåøåòêà. Çà-
ðàíåå (äî ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà) ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî
âûïàäåò. Ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïîâòîðèòü íåçàâèñèìûì îáðàçîì
íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

2. Ïîäáðàñûâàþò ïàðó ìîíåò. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ýêñ-
ïåðèìåíòà íà êàæäîé èç íèõ ìîæåò âûïàñòü ëèáî ãåðá, ëèáî
ðåøåòêà. ×òî âûïàäåò � äî ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïðåäñêà-
çàòü íåâîçìîæíî. Ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïîâòîðèòü íåçàâèñèìûì
îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.
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3. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû äî ïåðâî-
ãî âûïàäåíèÿ �ãåðáà�. Ñêîëüêî ïîäáðàñûâàíèé áóäåò ïðîâåäåíî
� çàðàíåå ïðåäñêàçàòü íåëüçÿ. Ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïîâòîðèòü
íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

4. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè
(èãðàëüíàÿ êîñòü � êóáèê, ãðàíè êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû îò 1
äî 6). Ïðåäñêàçàòü íàïåðåä, êàêîå ÷èñëî î÷êîâ âûïàäåò íà ãðàíè
èãðàëüíîé êîñòè, íåâîçìîæíî. Ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïîâòîðèòü
íåçàâèñèìûì îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

5. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè íà îòðå-
çîê [0; 1]. Çàðàíåå íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü, ïîïàäåò ëè òî÷êà â
çàäàííûé ïðîìåæóòîê [a; b] èç [0; 1]. Ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïîâòî-
ðèòü íåçàâèñèìûì îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

6. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ñðîêà ñëóæáû èç-
äåëèÿ äî ïåðâîãî îòêàçà. Ïðåäñêàçàòü äëèòåëüíîñòü áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû çàðàíåå íåâîçìîæíî. Ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïîâòîðèòü
íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

7. ×àñòèöà ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â áðîóíîâñêîì äâèæåíèè �
äâèæåòñÿ âñëåäñòâèå òîë÷êîâ ìîëåêóë æèäêîñòè ëèáî ãàçà. Ñà-
ìè æå ìîëåêóëû ïðåáûâàþò â õàîòè÷åñêîì òåïëîâîì äâèæåíèè.
Íàáëþäàÿ ÷àñòèöó â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî ïðîìåæóòêà âðåìå-
íè, ìîæíî íà÷åðòèòü òðàåêòîðèþ åå äâèæåíèÿ. Âèä ýòîé òðà-
åêòîðèè íåâîçìîæíî ïðåäâèäåòü çàðàíåå. Çäåñü ìû èìååì äåëî
ñî ñòîõàñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû. Ýêñïåðèìåíò
ìîæíî ïîâòîðèòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íå ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ íå-
ïðåäñêàçóåìûì èñõîäîì ìîæíî ðàññìîòðåòü âûáîðû äåïóòàòîâ
â ïàðëàìåíò � ðåçóëüòàò âûáîðîâ (áóäóùèé ñîñòàâ ïàðëàìåíòà)
äî èõ ïðîâåäåíèÿ ïðåäñêàçàòü íåëüçÿ, íî ïîâòîðèòü ýêñïåðèìåíò
íåâîçìîæíî.

1.2 Àëãåáðà íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïîïûòàåìñÿ âûäåëèòü õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêî-
ãî ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûìè åãî ìîæíî áûëî áû îïèñàòü, è â
äàëüíåéøåì, ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòóëè-
ðîâàòü.

Èç îïûòà èçâåñòíî, ÷òî ñ êàæäûì ñòîõàñòè÷åñêèì ýêñïåðè-
ìåíòîì ìîæíî ñâÿçàòü ñåìåéñòâî ñîáûòèé, êîòîðûå ìîæíî íà-
áëþäàòü (êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè) â äàííîì ýêñïåðèìåíòå, áó-
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äåì èõ íàçûâàòü íàáëþäàåìûìè ñîáûòèÿìè. Íàáëþäàåìûå ñî-
áûòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àþò
áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A,B,C, . . . , à ñåìåéñòâî âñåõ íà-
áëþäàåìûõ ñîáûòèé � ãîòè÷åñêîé áóêâîé M.

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ñîáûòè-
ÿìè òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû � ïðîèçîøëî ñîáûòèå â ýêñïåðè-
ìåíòå èëè íåò è êàê ÷àñòî ñîáûòèå ïðîèñõîäèò.

Ïðèìåðû íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñ-
ïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè ïàðû ìîíåò. Íàáëþäàåìûå
ñîáûòèÿ: A � �âûïàë õîòÿ áû îäèí ãåðá�, B � �ìîíåòû ëåãëè
ðàçíûìè ñòîðîíàìè�, C � �îáå ìîíåòû ëåãëè îäíîé ñòîðîíîé�.

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè èã-
ðàëüíîé êîñòè. Íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ: A � �âûïàëî ÷åòíîå ÷èñ-
ëî î÷êîâ�, B � �âûïàëî íå÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�, C � �âûïàëî
÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå òðåì�, D � �âûïàëî 6 î÷êîâ�.

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ñðîêà
ñëóæáû äàííîãî ïðèáîðà. Íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ: �ñðîê ñëóæ-
áû áîëåå 100 ÷àñîâ�, �ñðîê ñëóæáû íå ïðåâîñõîäèò 50 ÷àñîâ�.

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷-
êè íà îòðåçîê [0, 1]. Íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ: �òî÷êà ïîïàëà íà
îòðåçîê [0, 1/2]�, �òî÷êà ïîïàëà íà îòðåçîê [1/4, 3/4]�.

Àëãåáðà íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé. Åñëè íàáëþäàåìûå ñî-
áûòèÿ A è B òàêîâû, ÷òî âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðîèñõîäèò ñîáû-
òèå A, ïðîèñõîäèò è ñîáûòèå B, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèå A
âëå÷åò ñîáûòèå B, è áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî òàê: A ⊂ B.

Íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ A è B òàêèå, ÷òî A ⊂ B è B ⊂ A,
(âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðîèñõîäèò A, ïðîèñõîäèò è B, è âñÿêèé
ðàç, êîãäà ïðîèñõîäèò B, ïðîèñõîäèò è A) â òåîðèè âåðîÿòíîñ-
òåé íåðàçëè÷èìû. Ìû èõ îòîæäåñòâëÿåì è çàïèñûâàåì ýòî òàê:
A = B.

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå �âëå÷åò�, óïîòðåáëÿåìîå ïî îòíîøåíèþ
ê ñëó÷àéíûì ñîáûòèÿì, îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòîãî â îáû-
äåííîé æèçíè, ãäå ñîáûòèå A, âëåêóùåå ñîáûòèå B, âî-ïåðâûõ,
ïðîèñõîäèò ðàíüøå âî âðåìåíè, è, âî-âòîðûõ, âûñòóïàåò äëÿ B
â êà÷åñòâå ïðè÷èíû. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè÷èííàÿ çàâèñè-
ìîñòü ìåæäó A è B íåîáÿçàòåëüíà.

Â ñåìåéñòâå M íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà âûäåëÿþòñÿ äâà � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå (áóäåì îáî-
çíà÷àòü åãî U), îíî ïðîèñõîäèò ïðè êàæäîé ðåàëèçàöèè ñòîõàñ-
òè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, è íåâîçìîæíîå � ñîáûòèå, êîòîðîå íå
ïðîèñõîäèò íè ïðè îäíîé ðåàëèçàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà (åãî îáîçíà÷àþò V ). Íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòå, ñîñòîÿ-
ùåì â ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè, äîñòîâåðíûìè ÿâëÿþòñÿ
ñîáûòèÿ �÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íå ïðåâîñõîäèò øåñòè�, �÷èñëî
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âûïàâøèõ î÷êîâ ìåíüøå äåñÿòè�, íåâîçìîæíûìè ÿâëÿþòñÿ ñî-
áûòèÿ �÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íà ãðàíè èãðàëüíîé êîñòè ðàâíî
äåñÿòè�, �÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ êðàòíî ñåìè�. Â òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé âñå äîñòîâåðíûå ñîáûòèÿ îòîæäåñòâëÿþò è ðàññìàòðèâà-
þò òîëüêî îäíî äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, âñå íåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ
òàêæå îòîæäåñòâëÿþò è ðàññìàòðèâàþò òîëüêî îäíî íåâîçìîæ-
íîå ñîáûòèå.

Äàëåå, åñëè ñîáûòèå A� íàáëþäàåìîå, òî, åñòåñòâåííî, ñîáû-
òèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî A íå ïðîèñõîäèò, òàêæå íàáëþäàåìîå,
áóäåì åãî íàçûâàòü ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèþ A, è îáîçíà-
÷àòü A (ïðè ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè ñîáûòèåì, ïðîòè-
âîïîëîæíûì ñîáûòèþ A � �âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�, ÿâëÿ-
åòñÿ ñîáûòèå B � �âûïàëî íå÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�).

Åñëè A è B � íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà, òî ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò õîòÿ áû
îäíî èç ñîáûòèé A èëè B � íàáëþäàåìîå, áóäåì åãî íàçûâàòü
ñóììîé ñîáûòèé A è B è îáîçíà÷àòü A+B èëè A ∪B.

Åñëè A è B � íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà, òî ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò êàê
ñîáûòèå A, òàê è ñîáûòèå B, òàêæå íàáëþäàåìîå, áóäåì íàçû-
âàòü åãî ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A è B è îáîçíà÷àòü AB èëè
A ∩B (ïðè ïîäáðàñûâàíèè ïàðû ìîíåò ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé
A � �âûïàë õîòÿ áû îäèí ãåðá� è B � �îáå ìîíåòû ëåãëè îäíîé
ñòîðîíîé� ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèå �îáå ìîíåòû ëåãëè ãåðáàìè�).

Äëÿ íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé A è B ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì,
÷òî A ïðîèñõîäèò, à B íå ïðîèñõîäèò, òàêæå íàáëþäàåìîå, áóäåì
åãî íàçûâàòü ðàçíîñòüþ ñîáûòèé A è B è îáîçíà÷àòü A \ B
(ïðè ïîäáðàñûâàíèè ïàðû ìîíåò ðàçíîñòüþ ñîáûòèé A � �âûïàë
õîòÿ áû îäèí ãåðá� è B � �ìîíåòû ëåãëè ðàçíûìè ñòîðîíàìè�
ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèå �íà îáåèõ ìîíåòàõ âûïàë ãåðá�).

Ñîáûòèÿ A è B áóäåì íàçûâàòü íåñîâìåñòíûìè, åñëè AB =
= V (ïðè ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè ñîáûòèÿ A � �âûïà-
ëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ� è ñîáûòèå B � �âûïàëî íå÷åòíîå ÷èñëî
î÷êîâ� íåñîâìåñòíû).

Èòàê, êëàññM íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà âìåñòå ñ êàæäûì íàáëþäàåìûì ñîáûòèåì A ñîäåðæèò
ñîáûòèå A, ïðîòèâîïîëîæíîå A, âìåñòå ñ êàæäîé ïàðîé íàáëþ-
äàåìûõ ñîáûòèé A è B ñîäåðæèò èõ ñóììó A∪B. Òàêîå ñåìåéñò-
âî ñîáûòèé áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé.

Ïðîèëëþñòðèðóåì åùå ðàç ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ñóììû, ïðî-
èçâåäåíèÿ, ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ, íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé
íà ïðèìåðå òàê íàçûâàåìîé äèàãðàììû Âåííà.
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Ïðèìåð 1.2.1 (äèàãðàììà Âåííà). Ýêñïåðèìåíò ñîñòî-
èò â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè â êâàäðàò è íàáëþäåíèè ñîáû-
òèé, ñîñòîÿùèõ â ïîïàäàíèè òî÷êè â òå èëè èíûå åãî ïîäìíî-
æåñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå �òî÷êà ïîïàëà â âåðòè-
êàëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê�, à ÷åðåç B � �òî÷êà ïîïàëà â ãîðèçîí-
òàëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê�. Òîãäà íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ A, B, A,
A∪B, A∩B, B\A ñîñòîÿò â ïîïàäàíèè òî÷êè â ñîîòâåòñòâó-
þùèå çàøòðèõîâàííûå îáëàñòè (ñì. ðèñ. 1.2.1).

A B A

A A AB B B

Ðèñ. 1.2.1: Äèàãðàììà Âåííà

1.3 Èñõîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà

Ñðåäè íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà ìîæíî âûäåëèòü �ýëåìåíòàðíûå� (�íåðàçëîæèìûå�, �íåäåëè-
ìûå�) ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü èñõîäàìè. Òî÷íåå,
íàáëþäàåìîå ñîáûòèå E ìû áóäåì íàçûâàòü èñõîäîì ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî íàáëþäàåìîãî
ñîáûòèÿ A ëèáî E ⊂ A, ëèáî E ∩ A = V (äâà ïîñëåäíèõ ñîîò-
íîøåíèÿ � ôîðìàëèçîâàííûå óñëîâèÿ �ýëåìåíòàðíîñòè�, �íåðàç-
ëîæèìîñòè�). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà áóäåì îáîçíà÷àòü E .

Ïðèìåðû
1. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè

äâóõ ðàçëè÷èìûõ ìîíåò. Èñõîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà: �íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë ãåðá, íà âòîðîé � ãåðá�, �íà ïåðâîé
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ìîíåòå âûïàë ãåðá, íà âòîðîé � ðåøåòêà� è ò. ä. Êàæäîå èç ïå-
ðå÷èñëåííûõ ñîáûòèé äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñîáûòèÿ ëèáî âëå÷åò
åãî, ëèáî íåñîâìåñòíî ñ íèì � ÿâëÿåòñÿ èñõîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà.

2. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè èã-
ðàëüíîé êîñòè. Èñõîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà: �âûïàëî
1 î÷êî�, �âûïàëî 2 î÷êà�, . . . , �âûïàëî 6 î÷êîâ�. Êàæäîå èç ýòèõ
ñîáûòèé äëÿ ëþáîãî äðóãîãî íàáëþäàåìîãî ñîáûòèÿ ëèáî âëå÷åò
åãî, ëèáî íåñîâìåñòíî ñ íèì � ÿâëÿåòñÿ èñõîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà.

3. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â áðîñàíèè òî÷êè íà
îòðåçîê [0, 1]. Âîçìîæíûå èñõîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà:
�áðîøåííàÿ òî÷êà ïîïàëà â òî÷êó a�, a ∈ [0, 1].

Â äàëüíåéøåì äëÿ íàñ ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì áóäåò ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå ñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàð-
íûìè è íàáëþäàåìûìè ñîáûòèÿìè.

Êàæäîå íàáëþäàåìîå ñîáûòèå A ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ìîæíî îïèñàòü íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñò-
âà åãî èñõîäîâ E , à èìåííî, ïîäìíîæåñòâîì òåõ èñõîäîâ E,
êîòîðûå âëåêóò A:

A = {E : E ∈ E , êîòîðûå âëåêóò A}. (1.3.1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå íàáëþäàåìîå ñîáûòèå A ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü (ðàññìàòðèâàòü) êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-
ñòâà E èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïðèìåð. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðà-
ñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Îïèñàòü ìíîæåñòâî èñõîäîâ E ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà; îïèñàòü ñîáûòèå A � �âûïàëî ÷åò-
íîå ÷èñëî î÷êîâ� êàê ïîäìíîæåñòâî E.

Ðåøåíè å. Ìíîæåñòâî èñõîäîâ E = {�âûïàëî 1 î÷êî�, �âû-
ïàëî 2 î÷êà�, . . . , �âûïàëî 6 î÷êîâ�}.

Ñîáûòèå A � �âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ� � îïèñûâàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì {�âûïàëî 2 î÷êà�, �âûïàëî 4 î÷êà�, �âûïàëî 6
î÷êîâ�} ìíîæåñòâà èñõîäîâ E .

Èç îïðåäåëåíèé îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, âçÿòèÿ ïðî-
òèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ ñëåäóåò, ÷òî

A+B = {E : E ∈ E , êîòîðûå âëåêóò A èëè B},

AB = {E : E ∈ E , êîòîðûå âëåêóò A èB},

A = {E : E ∈ E , êîòîðûå âëåêóò A}.
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1.4 ×àñòîòà ñîáûòèÿ

Êàæäîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó ýêñïåðèìåíòó ñîîòâåòñòâóåò ïà-
ðà {E ,M}, â êîòîðîé E îïèñûâàåò èñõîäû ýêñïåðèìåíòà, M �
íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ. Íî ïàðû {E ,M} ÿâíî íåäîñòàòî÷íî äëÿ
îïèñàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Êàê ïîêàçûâàåò îïûò,
â ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå îäíè ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò �÷à-
ùå�, äðóãèå ïðîèñõîäÿò �ðåæå� � êàæäîìó íàáëþäàåìîìó ñî-
áûòèþ ñâîéñòâåííà ñâîÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ � â äëèííîé ñåðèè
íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ äîëÿ òåõ èç íèõ, â êîòîðûõ íàáëþ-
äàåòñÿ äàííîå ñîáûòèå, îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííîé. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, åñëè kn(A) � ÷èñëî òåõ ýêñïåðèìåíòîâ èç n ïðî-
âåäåííûõ, â êîòîðûõ íàñòóïèëî ñîáûòèå A, òî èõ äîëÿ

kn(A)

n
= νn(A) (1.4.1)

ñðåäè n, åùå íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè n ýêñïåðèìåíòîâ, ïðè áîëüøèõ n ïðàêòè÷åñêè íåèçìåí-
íà. Íà ÷àñòîòó νn(A) ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n ýêñ-
ïåðèìåíòîâ åñòåñòâåííî ñìîòðåòü êàê íà êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó
÷àñòîòû åãî ïîÿâëåíèÿ â n ýêñïåðèìåíòàõ.

Ñîáûòèÿ A, ó êîòîðûõ ÷àñòîòà kn(A)/n áîëüøå, ïðîèñõîäÿò
÷àùå, ñîáûòèÿ B, ó êîòîðûõ ÷àñòîòà kn(B)/n ìåíüøå, ïðîèñ-
õîäÿò ðåæå. Íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòå, ñîñòîÿùåì â ïîäáðàñû-
âàíèè ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè, ñîáûòèå A � �îäíî î÷êî
íå âûïàëî� ïðîèñõîäèò ÷àùå ñîáûòèÿ B � �îäíî î÷êî âûïàëî�;
â ýêñïåðèìåíòå, ñîñòîÿùåì â ïîäáðàñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé ìî-
íåòû äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà, ñîáûòèå D � �ýêñïåðèìåíò
çàêîí÷èëñÿ íà 1-ì øàãå� (ãåðá âûïàë ïðè ïåðâîì æå ïîäáðàñû-
âàíèè) ïðîèñõîäèò ãîðàçäî ÷àùå ñîáûòèÿ C � �ýêñïåðèìåíò çà-
êîí÷èëñÿ íà 10-ì øàãå� (9 ðàç ïîäðÿä âûïàëà ðåøåòêà, è òîëüêî
ïîòîì ãåðá).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû ñîáûòèÿ â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ, ñì. (1.4.1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
å¼ ñâîéñòâà:

1◦ äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A

νn(A) ≥ 0

(÷àñòîòà íåîòðèöàòåëüíà);
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2◦ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B

νn(A+B) = νn(A) + νn(B)

(÷àñòîòà àääèòèâíà);
3◦ äëÿ äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ U

νn(U) = 1

(÷àñòîòà íîðìèðîâàíà).
Çàìåòèì, ÷òî νn(A) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà òîëüêî ïîñëå ïðî-

âåäåíèÿ n ýêñïåðèìåíòîâ è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåòñÿ, åñëè ïðî-
âåñòè äðóãóþ ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ èëè èçìåíèòü n.

Ðåçþìå.Èòàê, ñ êàæäûì ñòîõàñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì
ìû ñâÿçûâàåì òðè îáúåêòà:

1◦ ìíîæåñòâî èñõîäîâ E ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà;
2◦ àëãåáðó íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé M ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà;
3◦ ÷àñòîòó νn(A) íàáëþäàåìîãî ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ýêñïåðèìåíòîâ.



Ãëàâà 2

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà

Ìû áóäåì ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, ââîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî 1) ìîäåëü ñîâîêóïíîñòè
èñõîäîâ E ; 2) ìîäåëü àëãåáðû íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé M; 3) ìî-
äåëü ÷àñòîòû ñîáûòèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ.

2.1 Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîâîêóïíîñòè E èñõîäîâ
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω, âîîáùå
ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíîå, íî òàêîå, ÷òî ìåæäó èñõîäàìè E ñîâîêóï-
íîñòè âñåõ èñõîäîâ E ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà è ýëåìåíòà-
ìè ω ìíîæåñòâà Ω ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå (äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî Ω òàêîå, ÷òî êàæäûé
èñõîä E äàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî îáîçíà-
÷èòü îäíèì ýëåìåíòîì ω èç Ω è ïîñëå ýòîãî â Ω íå îñòàíåòñÿ
ýëåìåíòîâ). Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èñõîäà-
ìè èç E è ýëåìåíòàìè èç Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç K:

K : E → ω = K(E). (2.1.1)

Ìíîæåñòâî Ω íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé (ïðîñòðàíñòâîì èñõîäîâ) ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà,
à åãî ýëåìåíòû ω � ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè (èñõîäàìè).
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Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ÿâëÿåòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñîâîêóïíîñòè èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäûé èñõîä E ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî ýêñïåðèìåíòà îïèñûâàåòñÿ îäíèì è òîëüêî îäíèì ýëåìåí-
òîì ω èç Ω.

Ïðîâåäåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê ñëó÷àéíûé âûáîð òî÷êè ω èç ìíîæåñòâà Ω.

Ç àì å ÷ à í è å. Äëÿ äàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà
ìîæíî ïîñòðîèòü íå îäíî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω.
Ìåæäó ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè åñòåñòâåííûì îáðàçîì óñòàíàâëè-
âàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Îòíîñèòåëüíî âûáîðà
Ω òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé íå äàåò íèêàêèõ ïðàâèë è ðåêîìåíäàöèé.

Ïðèìåð 2.1.1 . Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â
ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ñîâîêóïíîñòüþ èñõîäîâ E ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâ-
ëÿåòñÿ {�âûïàëî 1 î÷êî�, �âûïàëî 2 î÷êà�, . . . , �âûïàëî 6 î÷êîâ�}.

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ìîæíî è
åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, óñòàíî-
âèâ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó E è Ω ñëåäóþùèì
îáðàçîì: �âûïàëî 1 î÷êî� ↔ 1, �âûïàëî 2 î÷êà� ↔ 2, . . . , �âûïàëî
6 î÷êîâ� ↔ 6 (ñì. ðèñ. 2.1.1).

1

2

3

4

5

6

“выпало 1 очко”

“выпало 2 очка”

“выпало 3 очка”

“выпало 6 очков”

“выпало 5 очков”

“выпало 4 очка”

Ω ε

Ðèñ. 2.1.1: Èëëþñòðàöèÿ ê ïîñòðîåíèþ Ω
â ïðèìåðå 2.1.1
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2.2 Àëãåáðà ìíîæåñòâ

Òåïåðü ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü àëãåáðû íàáëþäà-
åìûõ ñîáûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Êàæäîå ñîáûòèå A èç àëãåáðû íàáëþäàåìûõ ñîáûòèéM îïè-
ñûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà E èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, à èìåííî, ïîäìíîæåñòâîì òåõ èñõîäîâ, êîòîðûå
âëåêóò ñîáûòèå A:

A = {E : E ∈ E , êîòîðûå âëåêóò A}.
Ìåæäó ìíîæåñòâîì èñõîäîâ E è ìíîæåñòâîì Ω ñóùåñòâóåò

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

K : E → ω = K(E),

ñì. îïðåäåëåíèå (2.1.1) îòîáðàæåíèÿK è ðèñóíîê 2.2.1. Ïîýòîìó
êàæäîìó íàáëþäàåìîìó ñîáûòèþ A èçM åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîäìíîæåñòâî MA èç Ω:

MA = {ω : ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå E âëåêóò A}
(ñì. òàêæå ðèñ. 2.2.1). Â òåðìèíàõ îòîáðàæåíèÿ K

A→ K(A) =MA, A ∈ M.

Êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ MA (A ∈ M) ìíîæåñòâà Ω îáîçíà÷èì
÷åðåç A.

A

B

M
A

M
B

ε

Ω

Ðèñ. 2.2.1: Èëëþñòðàöèÿ ê îïðåäåëåíèþ MA
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Êëàññ A îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1◦ Äëÿ ëþáîãî MA èç A åãî äîïîëíåíèå MA òàêæå ïðèíàä-

ëåæèò A, ïîñêîëüêó

A→ K(A) =MA =MA.

2◦ Äëÿ ëþáûõMA èMB èç A èõ îáúåäèíåíèåMA∪MB òàêæå
ïðèíàäëåæèò A, ïîñêîëüêó

A ∪B → K(A ∪B) =MA∪B =MA ∪MB.

3◦ Äëÿ ëþáûõMA èMB èç A èõ ïåðåñå÷åíèåMA∩MB òàêæå
ïðèíàäëåæèò A, ïîñêîëüêó

A ∩B → K(A ∩B) =MA∩B =MA ∩MB.

Êëàññ ïîäìíîæåñòâ, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè 1◦ è 2◦, íàçû-
âàþò àëãåáðîé.

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîé êëàññ A ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñò-
âà Ω áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ Ω, åñëè:

1◦ âìåñòå ñ ëþáûì C èç A åãî äîïîëíåíèå C òàêæå ïðèíàä-
ëåæèò A (êëàññ A çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ);

2◦ âìåñòå ñ ëþáûìè C è D èç A èõ îáúåäèíåíèå C ∪D òàêæå
ïðèíàäëåæèò A (êëàññ A çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáú-
åäèíåíèÿ).

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû ìíîæåñòâ ñëåäóåò, ÷òî
îíà çàìêíóòà è îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå K (ñì.
(2.1.1)) ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ E è Ω çàäàåò âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîáûòèÿìè àëãåáðû íàáëþäàå-
ìûõ ñîáûòèé M è ìíîæåñòâàìè íåêîòîðîé àëãåáðû A ïîäìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, ïðè÷åì îíî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1◦ � 3◦.
Ïîýòîìó àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ A ïðîñòðàíñòâà Ω åñòåñòâåí-
íî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñåìåé-
ñòâà (àëãåáðû) íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé M, â òîì ñìûñëå, ÷òî
êàæäîå íàáëþäàåìîå ñîáûòèå èç àëãåáðû M îäíîçíà÷íî îïèñû-
âàåòñÿ íåêîòîðûì (âïîëíå îïðåäåëåííûì) ïîäìíîæåñòâîì MA
èç àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ A ïðîñòðàíñòâà Ω, ïðè ýòîì ñóììå ñî-
áûòèé èç M ñîîòâåòñòâóåò îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç A, ïðî-
èçâåäåíèþ ñîáûòèé èç M ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
èç A, ïðîòèâîïîëîæíîìó ñîáûòèþ èç M ñîîòâåòñòâóåò äîïîë-
íåíèå ìíîæåñòâà èç A, äîñòîâåðíîìó ñîáûòèþ ñîîòâåòñòâóåò Ω,
à íåâîçìîæíîìó � ∅.

Ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñëó÷àéíûé
âûáîð òî÷êè ω èç Ω. Åñëè ïðè ýòîì ω ∈ MA, òî ìû ãîâîðèì,
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÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñîáûòèå A íå
ïðîèçîøëî.

Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâîMA èç àëãåáðû A, ïîäìíîæåñòâ Ω,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáûòèþ A ∈ M, áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóê-
âîé A, à ïîäìíîæåñòâà Ω èç A áóäåì íàçûâàòü íàáëþäàåìûìè
ñîáûòèÿìè, èëè ïðîñòî ñîáûòèÿìè.

Èòàê, íà äàííîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïîä åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
áóäåì ïîíèìàòü ïàðó {Ω,A}, ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé � ìíîæåñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîé ïðèðîäû (ìî-
äåëü ñåìåéñòâà èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà), A � àë-
ãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω � ìîäåëü ñåìåéñòâà M íà-
áëþäàåìûõ ñîáûòèé.

Ïðèìåð. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðà-
ñûâàíèè ïàðû ðàçëè÷èìûõ ìîíåò.

Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñåìåéñòâà èñõîäîâ
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, îïèñàòü ñîáûòèå A � �ìîíå-
òû ëåãëè ðàçíûìè ñòîðîíàìè� êàê ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω åñòåñòâåí-
íî ðàññìîòðåòü Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ}. Ñîáûòèå A � �ìîíåòû ëåã-
ëè ðàçíûìè ñòîðîíàìè� îïèøåòñÿ òàê: A = {ÃÐ,ÐÃ}.

2.3 Âåðîÿòíîñòü

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñ-
òè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ.

Â ïàðàãðàôå 1.4 â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé ìåðû ÷àñòîòû íà-
áëþäàåìîãî ñîáûòèÿ A áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü ÷àñòîòó
νn(A) íàáëþäàåìîãî ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n ýêñïå-
ðèìåíòîâ. Ê ñîæàëåíèþ ýòà êîëè÷åñòâåííàÿ ìåðà èìååò íåäî-
ñòàòîê: åñëè ïðîâåñòè äðóãóþ ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ èëè èçìå-
íèòü n, òî νn(A), âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíèòñÿ � îäíîìó è òîìó
æå íàáëþäàåìîìó ñîáûòèþ A, â çàâèñèìîñòè îò n èëè îò ñåðèè
ýêñïåðèìåíòîâ, ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûå ÷èñëà νn(A),
÷òî ñòàâèò ïîä ñîìíåíèå êîððåêòíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ νn(A) â
êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé ÷àñòîòû ñîáûòèÿ A. Íî, êàê ïî-
êàçûâàåò îïûò íå îäíîãî ïîêîëåíèÿ èññëåäîâàòåëåé, ÷àñòîòà
νn(A) íàáëþäàåìîãî ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïåðè-
ìåíòîâ îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè: ïðè áîëüøèõ n
îíà ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííà � íåñóùåñòâåííî óêëîíÿåòñÿ îò
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íåêîòîðîãî ÷èñëà (÷àñòîòà óñòîé÷èâà) è ñ ðîñòîì n çàìåò-
íûå óêëîíåíèÿ νn(A) îò íåãî âñòðå÷àþòñÿ âñå ðåæå (÷àñòîòà
ñòàáèëèçèðóåòñÿ). Íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòàõ, ïðîâåäåííûõ
Æ. Áþôôîíîì è Ê. Ïèðñîíîì è ñîñòîÿùèõ â ïîäáðàñûâàíèè
ìîíåòû, ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ ãåðáà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïå-
ðèìåíòîâ âåëà ñåáÿ, êàê óêàçàíî â òàáë. 2.3.1.

Òàá ë èö à 2.3.1

Ýêñïåðè- ×èñëî ïîä- ×èñëî âûïà - ×àñòîòà
ìåíòàòîð áðàñûâàíèé äåíèé ãåðáà

Æ. Áþôôîí 4040 2048 0,5080
Ê. Ïèðñîí 12 000 6019 0,5016
Ê. Ïèðñîí 24 000 12 012 0,5005

Ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè ÷àñòîòû νn(A) â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ äàåò îñíîâàíèå ïðåäïîëîæèòü ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim

n
νn(A) (îáîçíà÷èì åãî ν(A)). Ïðåäåë

lim
n
νn(A) = ν(A),

åñëè áû åãî ñóùåñòâîâàíèå áûëî ãàðàíòèðîâàíî, è áûë áû òîé
êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A, êîòîðàÿ
äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A îïðåäåëÿëàñü áû îäíîçíà÷íî � íå çà-
âèñåëà îò ñåðèè è îò ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ â ñåðèè. Ïðè ýòîì
ïðåäåë ν(A) îáëàäàë áû ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦ äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A

ν(A) ≥ 0

(íåîòðèöàòåëüíîñòü ν);
2◦ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B

ν(A+B) = ν(A) + ν(B)

(àääèòèâíîñòü ν);
3◦ åñëè U � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, òî

ν(U) = 1

(íîðìèðîâàííîñòü ν).
Íî â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü

ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ÷àñòîòû νn(A) ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ � ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü â ïðèíöèïå.
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È êîëü ñêîðî, ê ñîæàëåíèþ, ýòî òàê, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïîñòóëèðóåì äëÿ êàæäîãî íàáëþäàåìîãî ñîáûòèÿ A ñóùå-
ñòâîâàíèå ÷èñëà P(A), ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì,
ó÷èòûâàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåííûé ôàêò óñòîé÷èâîñòè
÷àñòîòû νn(A) ñîáûòèÿ A, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû íàáîð ÷èñåë P(A),
A ∈ M, îáëàäàë ñâîéñòâàìè, êîòîðûå èìåë áû

lim
n
νn(A) = ν(A),

åñëè áû åãî ñóùåñòâîâàíèå áûëî ãàðàíòèðîâàíî (ñì. ñâîéñòâà
1◦ � 3◦ ïðåäåëà ν(A)), à èìåííî:

1◦ äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A

P(A) ≥ 0

(íåîòðèöàòåëüíîñòü P);
2◦ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B

P(A+B) = P(A) + P(B)

(àääèòèâíîñòü P);
3◦ åñëè U � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, òî

P(U) = 1

(íîðìèðîâàííîñòü P).
×èñëî P(A) áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A, à íà-

áîð ÷èñåë P(A) (A ∈ M), òî÷íåå ôóíêöèþ P(A) íà M, áóäåì
íàçûâàòü âåðîÿòíîñòüþ íà M. Ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòè ïîñ-
òóëèðóåòñÿ äëÿ êàæäîãî íàáëþäàåìîãî ñîáûòèÿ âíå çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ïðîâîäèëàñü ñåðèÿ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ èëè íåò.

Äëÿ ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íàì ïîíàäîáÿòñÿ
ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà. Åñëè êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó A èç
íåêîòîðîãî êëàññà A ïîäìíîæåñòâ Ω ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî W (A), âîçìîæíî ðàâíîå +∞ èëè −∞, òî áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî íà êëàññå A çàäàíà ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ñî çíà÷åíèÿìè
â [−∞,+∞].

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ ìíîæåñòâà W ñî çíà÷åíèÿìè â
[−∞,+∞], çàäàííóþ íà êëàññå ïîäìíîæåñòâ A, áóäåì íàçûâàòü
êîíå÷íî-àääèòèâíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ
òîëüêî îäíîãî çíàêà è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîïàðíî íå-
ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Ai (Ai ∈ A, Ak ∩Aj = ∅, k ̸= j) òàêèõ,
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÷òî
n∪

i=1
Ai ∈ A,

W

(
n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

W (Ai).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ ìíîæåñòâà W ñî çíà÷åíèÿìè â
[−∞,+∞], çàäàííóþ íà êëàññå ïîäìíîæåñòâ A, áóäåì íàçûâàòü
ñ÷åòíî-àääèòèâíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ
òîëüêî îäíîãî çíàêà è äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Ai (Ai ∈ A, Ak ∩ Aj = ∅, k ̸= j) òàêèõ,

÷òî
∞∪
i=1

Ai ∈ A

W

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

W (Ai).

Àääèòèâíûå ôóíêöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò íà
ïðàêòèêå. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

1. Äëèíà. Êàæäîìó ïðîìåæóòêó [ai, bi) ïðÿìîé R1 ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå åãî äëèíà:

L([ai, bi)) = bi − ai.

Åñëè ïðè ýòîì [ai, bi) ∩ [aj , bj) = ∅, i ̸= j, òî

L

(∪
i

[ai, bi)

)
=
∑
i

L([ai, bi)).

2. Ïëîùàäü. Êàæäîé ÷àñòè Qi îáëàñòè Q ñòàâèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèå åå ïëîùàäü S(Qi). Åñëè ïðè ýòîì Qi ∩ Qj = ∅, i ̸= j,
òî

S

(∪
i

Qi

)
=
∑
i

S(Qi).

3. ×èñëî æèòåëåé. Êàæäîé ÷àñòè Si äàííîãî ãåîãðàôè-
÷åñêîãî ðàéîíà S (Si ⊂ S) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êîëè÷åñòâî
k(Si) æèòåëåé ýòîãî ðàéîíà. Åñëè ïðè ýòîì Si ∩ Sj = ∅, i ̸= j, òî

k

(∪
i

Si

)
=
∑
i

k(Si).
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4. Ðàññòîÿíèå. Êàæäîé ÷àñòè ti ïðîìåæóòêà âðåìåíè t ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàññòîÿíèå L(ti), êîòîðîå ïðîëåòåë ñàìî-
ëåò. Åñëè ïðè ýòîì ti ∩ tj = ∅, i ̸= j, òî

L

(∪
i

ti

)
=
∑
i

L(ti).

5. ×èñëî òåëåôîííûõ âûçîâîâ. Êàæäîé ÷àñòè ti âðå-
ìåííîãî ïðîìåæóòêà t ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî n(ti) òå-
ëåôîííûõ âûçîâîâ íà ÀÒÑ çà ïðîìåæóòîê ti. Åñëè ïðè ýòîì
ti ∩ tj = ∅, i ̸= j, òî

n

(∪
i

ti

)
=
∑
i

n(ti).

6. Ïðèìåðû íåàääèòèâíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà. Ðàñ-
ñìîòðèì ìåòàëëè÷åñêèé ñòåðæåíü, íàïðèìåð, åäèíè÷íîé äëèíû.
Îäèí êîíåö åãî ïîìåñòèì â òî÷êó 0, äðóãîé � â òî÷êó 1. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ óñòàíîâèëàñü, íàïðèìåð,
25 ïî Öåëüñèþ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ìíîæåñòâà T � êàæäîé
÷àñòè ñòåðæíÿ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åå òåìïåðàòóðó. Òîãäà
T ([0, 1/2]) = 25, T ([1/2, 1]) = 25, T ([0, 1]) = 25. Ïðè ýòîì

25 = T ([0, 1/2]∪ [1/2, 1]) ̸= T ([0, 1/2])+T ([1/2, 1]) = 25+25 = 50.

Òàê ÷òî òåìïåðàòóðà êàê ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà íå àääèòèâíà.
Öåíà òêàíè. Êàæäîìó îòðåçó (÷àñòè) òêàíè ñòàâèòñÿ â ñî-

îòâåòñòâèå ÷èñëî � åãî öåíà. Êàê ïðàâèëî, öåíà ðóëîíà (îïòà)
ìåíüøå ñóììàðíîé öåíû ÷àñòåé. Òàê ÷òî öåíà, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ôóíêöèåé.

Âåðîÿòíîñòü.Èçëîæåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ è ôàêòû ïðè-
âîäÿò ê ñëåäóþùåìó ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè
êàê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÷àñòîòû ñîáûòèÿ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ýêñïåðèìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Íåîòðèöàòåëüíóþ ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ íîð-
ìèðîâàííóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà, çàäàííóþ íà àëãåáðå ïîäìíî-
æåñòâ A ïðîñòðàíñòâà Ω, áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòüþ íà A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü P � ýòî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííàÿ íà àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ ïðîñò-
ðàíñòâà Ω, òàêàÿ, ÷òî:
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1◦ äëÿ êàæäîãî A ∈ A

P(A) ≥ 0

(âåðîÿòíîñòü íåîòðèöàòåëüíà);
2◦ äëÿ ëþáûõ Ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , òàêèõ, ÷òî Ak ∩ Aj = ∅,

k ̸= j, è
∞∪
j=1

Aj ∈ A

P

( ∞∪
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

P(Aj)

(âåðîÿòíîñòü ñ÷åòíî-àääèòèâíà);
3◦ äëÿ äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ Ω

P(Ω) = 1

(âåðîÿòíîñòü � íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà).
Ñâîéñòâî 1◦ âåðîÿòíîñòè (íåîòðèöàòåëüíîñòü) � ïîñòóëèðî-

âàííîå ñâîéñòâî íåîòðèöàòåëüíîñòè ÷àñòîòû (νn(A) ≥ 0 äëÿ
êàæäîãî ñîáûòèÿ A).

Ñâîéñòâî 2◦ âåðîÿòíîñòè (ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü) � ïîñòó-
ëèðîâàííîå ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ÷àñòîòû (äëÿ íåñîâìåñòíûõ
ñîáûòèé A è B çíà÷åíèå νn(A + B) = νn(A) + νn(B)), íî óñè-
ëåííîå � âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé
ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé íå òîëüêî äëÿ îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé, íî è äëÿ îáúåäèíåíèÿ èõ
ñ÷åòíîãî ÷èñëà.

Ñâîéñòâî 3◦ âåðîÿòíîñòè (íîðìèðîâàííîñòü) � ïîñòóëèðî-
âàííîå ñâîéñòâî íîðìèðîâàííîñòè ÷àñòîòû: νn(U) = 1.

Âåðîÿòíîñòè, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àþò áîëüøèìè ëàòèíñêè-
ìè áóêâàìè P,Q,F,G.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Ω = Rn, òî âåðîÿòíîñòü íàçûâàþò âå-
ðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì èëè ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñ-
òåé íà Rn.

Î çàäàíèè âåðîÿòíîñòè íà σ-àëãåáðå. Âåðîÿòíîñòü, çà-
äàííóþ íà àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ Ω, âñåãäà, áåç äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííîé íà áîëåå øèðîêîì
êëàññå F ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, ñîäåðæàùåì àëãåáðó A,
íà òàê íàçûâàåìîé íàèìåíüøåé σ-àëãåáðå, ñîäåðæàùåé àëãåá-
ðó A. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü âåðîÿò-
íîñòü çàäàííîé íà σ-àëãåáðå.

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîé êëàññ F ïîäìíîæåñòâ Ω áóäåì íà-
çûâàòü σ-àëãåáðîé, åñëè
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1◦ äëÿ êàæäîãî A ∈ F è A ∈ F,

2◦ äëÿ ëþáûõ Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , è
∞∪
i=1

Ai ∈ F.

Â äàëüíåéøåì âåðîÿòíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü íåîòðèöàòåëü-
íóþ ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ íîðìèðîâàííóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà,
çàäàííóþ íà σ-àëãåáðå F ïîäìíîæåñòâ Ω.

Îïðåäåëåíèå. Òðîéêó {Ω,F,P}, ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé (ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû); F �
σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω; P � âåðîÿòíîñòü íà F,
áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,F,P} ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ýòîì Ω� ïðîñò-
ðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëüþ ñåìåéñòâà èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà; F �
σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω � ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëüþ àëãåáðû íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà (ìíîæåñòâà èç F åùå íàçûâàþò ñîáûòèÿìè); P �
âåðîÿòíîñòü íà F � ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÷àñòîòû
νn(A) ñîáûòèÿ A (A ∈ M) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ñîáûòèÿ � ýòî òå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
èñõîäîâ Ω, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ãîâîðèòü î èõ âåðîÿòíîñòÿõ.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè íà îäíîòî÷å÷íûõ ìíî-
æåñòâàõ {ω} áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(ω), ò. å. P({ω}) = P(ω).

Ïðèìåð. Áðîñàþò äâå ðàçëè÷èìûå ñèììåòðè÷íûå ìîíåòû.
Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé åñòåñòâåííî
ðàññìîòðåòü Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ}, à â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû F íà-
áëþäàåìûõ ñîáûòèé � êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω. Âåðîÿòíîñòü
íà F çàäàäèì òàê. Ñíà÷àëà èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè çàäàäèì
âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé: P (ÃÃ) = 1/4, P (ÃÐ) = 1/4,
P (ÐÃ) = 1/4, P (ÐÐ) = 1/4. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî A ∈ F (ëþáî-
ãî ïîäìíîæåñòâà Ω) îïðåäåëèì P (A) êàê ñóììó âåðîÿòíîñòåé
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â A. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿ-
åò âñåì àêñèîìàì âåðîÿòíîñòè.

Òåì ñàìûì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî � ïîñòðîåíà.

Î äâîéñòâåííîé òåðìèíîëîãèè â òåîðèè âåðîÿòíîñ-
òåé. Â ñâÿçè ñ ïðèâåäåííûì âûøå ïîñòðîåíèåì òåîðåòèêî-ìíî-
æåñòâåííîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà â òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé ñëîæèëàñü äâîéñòâåííàÿ òåðìèíîëîãèÿ � òåîðåòè-
êî-ìíîæåñòâåííàÿ è òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíàÿ. Îñíîâîé ñëîâàðÿ,
ñâÿçûâàþùåãî ýòè äâå òåðìèíîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ òàáë. 2.3.1.
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Òà á ëè ö à 2.3.1. Ñëîâàðü

ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ ßçûê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ïðîñòðàíñòâî Ω Äîñòîâåðíîå ñîáûòèå
ω � òî÷êà èç Ω Èñõîä ñòîõàñòè÷åñêîãî

ýêñïåðèìåíòà
∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå
A � ïîäìíîæåñòâî Ω, A ∈ F A � ñîáûòèå
Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ Ñîáûòèå A âëå÷åò ñîáûòèå B
ïîäìíîæåñòâîì B (A,B ∈ F)
C � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ C � ñóììà ñîáûòèé A è B
A è B èç F
C � ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ C � ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé
A è B èç F A è B
A � äîïîëíåíèå A (A ∈ F) A � ñîáûòèå, ïðîòèâîïîëîæ-

íîå ê A
C � ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B C � ðàçíîñòü ñîáûòèé A è B
(A,B ∈ F)
A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ (A,B ∈ F) Ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû

Î ïðèëîæåíèÿõ. Ïîä÷åðêíåì ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò.
Äîïóñòèì, ÷òî ìû õîòèì ïðèìåíèòü òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé äëÿ
âû÷èñëåíèÿ (îïðåäåëåíèÿ) âåðîÿòíîñòè íåêîòîðîãî ôèçè÷åñêî-
ãî ñîáûòèÿ. Òîãäà ðàñ÷åò, îñíîâàííûé íà ìîäåëè {Ω,F,P}, áóäåò
âåðíûì, åñëè àäåêâàòíî (ïðàâèëüíî) îïðåäåëåíû ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω, σ-àëãåáðà ñîáûòèé F è âåðîÿòíîñòü
íà F. Çàäà÷à âûáîðà ìîäåëè {Ω,F,P} íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â
ðàìêàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè (íàïðè-
ìåð, íåâîçìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ �ãåðáà�
ïðè ïîäáðàñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû ðàâíà 1/2 � ýòî ýì-
ïèðè÷åñêèé ôàêò). Íî êîãäà âûáîð ñäåëàí, ìîæíî, ïî ìåíüøåé
ìåðå â ïðèíöèïå, íàéòè âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ èç σ-àëãåá-
ðû F.

Ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå îá àäåêâàòíîñòè âûáîðà ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëè {Ω,F,P} ñòîõàñòè÷åñêîìó ýêñïåðèìåíòó, ò. å. î ïðà-
âèëüíîñòè âûáîðà ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω, σ-àë-
ãåáðû íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé F è âåðîÿòíîñòè P íà σ-àëãåáðå
F ìîæíî, ñðàâíèâàÿ âûâîäû, ïîëó÷åííûå èç ìîäåëè {Ω,F,P},
ñ ðåçóëüòàòàìè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Òàêîå ñðàâíåíèå
ìîæíî ñäåëàòü, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè.
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2.4 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 2.4.1 . Â ëèôòå 7 ïàññàæèðîâ, ëèôò îñòàíàâëè-

âàåòñÿ íà 10 ýòàæàõ. Äëÿ êàæäîãî ïàññàæèðà ôèêñèðóåòñÿ
íîìåð ýòàæà, íà êîòîðîì îí âûøåë. Ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñ-
òâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâî Ω
ñîáûòèå A � �âñå ïàññàæèðû âûøëè íà ðàçíûõ ýòàæàõ�.

Ðåøåíè å. Êàæäîìó ïàññàæèðó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
íîìåð ýòàæà, íà êîòîðîì îí âûøåë. Ïðîñòðàíñòâî Ω ñîñòîèò èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé 7, ñîñòàâëåííûõ èç 10 ÷èñåë (íî-
ìåðîâ ýòàæåé, íà êîòîðûõ îñòàíàâëèâàåòñÿ ëèôò); ñîáûòèå A
îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ñîñòîÿùèìè èç ðàçëè÷íûõ
÷èñåë.

Ïðèìåð 2.4.2. Â óðíå íàõîäèòñÿ îäèí øàð, î êîòîðîì èç-
âåñòíî, ÷òî îí èëè áåëûé, èëè ÷åðíûé. Â óðíó ïîëîæèëè áåëûé
øàð, à ïîòîì ïîñëå òùàòåëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ âçÿëè îäèí
çà äðóãèì îáà øàðà. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé Ω ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Îïèñàòü êàê
ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A1 � �ïåðâûì âûáðàí áåëûé øàð�,
A2 � �âòîðûì âûáðàí áåëûé øàð�.

Ðåøåíè å. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ïðîñò-
ðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Åñëè îáîçíà÷èòü áåëûé øàð ÷å-
ðåç W , ÷åðíûé � ÷åðåç B, òî ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà áóäåò

Ω = {WW,WB,BW}.

Åñëè áåëûé øàð, êîòîðûé êëàäåòñÿ â óðíó, ïîìåòèòü, íàïðèìåð,
çâåçäî÷êîé è îáîçíà÷èòü ÷åðåçW ∗, òî ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé áóäåò

Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.

Ñîáûòèå A1 êàê ïîäìíîæåñòâî Ω îïèøåòñÿ òàê: {WW,WB},
à êàê ïîäìíîæåñòâî Ω∗ � òàê: {WW ∗,W ∗W,W ∗B}. Ñîáûòèå A2

êàê ïîäìíîæåñòâî Ω îïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: {WW,BW},
à êàê ïîäìíîæåñòâî Ω∗ � òàê: {WW ∗,W ∗W,BW ∗}.

Çàäà÷è
2.1.Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò äâàæäû. Ïîñòðîèòü ïðî-

ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà
Ω ñîáûòèÿ: A � �ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 8�; B � �õîòÿ áû
îäèí ðàç âûïàäåò 6�; C � �ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàäåò
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÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�; D � �ïðè îáîèõ ïîäáðàñûâàíèÿõ âûïàäåò
íå÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�.

2.2. Ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó, à ïîñëå ýòîãî èãðàëüíóþ êîñòü.
Ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê
ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �âûïàë ãåðá�; B � �âûïàëà öèô-
ðà 5�.

2.3. Èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5 ñíà÷àëà âûáèðàþò îäíó, à ïîòîì èç
÷åòûðåõ îñòàâøèõñÿ � äðóãóþ. Ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A �
�íà ïåðâîì øàãå âûáðàíà ÷åòíàÿ öèôðà�, B � �íà âòîðîì øàãå
âûáðàíà ÷åòíàÿ öèôðà�.

2.4. Èç ïàðòèè, ñîäåðæàùåé N èçäåëèé, ñðåäè êîòîðûõ M
áðàêîâàííûõ, íàóäà÷ó âûáèðàþò n èçäåëèé (n ≤ N−M,n ≤ M).
Ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê
ïîäìíîæåñòâî Ω ñîáûòèå A � �ñðåäè âûáðàííûõ èçäåëèé èìå-
åòñÿ ðîâíî m áðàêîâàííûõ�.

2.5. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäáðàñûâàþò n ðàç.
Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü
êàê ïîäìíîæåñòâî Ω ñîáûòèå A � �âûïàäåò n1 åäèíèö, n2 äâîåê,
. . . , n6 øåñòåðîê� (n1 + n2 + . . .+ n6 = n).

2.6. Â íàóäà÷ó âûáðàííîé ãðóïïå, ñîñòîÿùåé èç r (r ≤ 12)
ñòóäåíòîâ, èíòåðåñóåìñÿ èõ ìåñÿöàìè ðîæäåíèÿ. Ïðåäëîæèòü
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíî-
æåcòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �õîòÿ áû äâà ñòóäåíòà ðîäèëèñü â îäíîì
ìåñÿöå�, B � �òîëüêî îäèí ñòóäåíò ðîäèëñÿ â ñåíòÿáðå�, C � �õî-
òÿ áû îäèí ñòóäåíò ðîäèëñÿ â ñåíòÿáðå�, D � �íè îäèí ñòóäåíò
íå ðîäèëñÿ â ñåíòÿáðå�.

2.7. Ïîäáðàñûâàþò òðè èãðàëüíûå êîñòè. Ïðåäëîæèòü ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà
Ω ñîáûòèÿ: A � �åäèíèöà âûïàäåò òîëüêî íà îäíîé èãðàëüíîé
êîñòè�, B � �øåñòåðêà âûïàäåò òîëüêî íà äâóõ êîñòÿõ�, C � �íà
âñåõ êîñòÿõ âûïàäóò ðàçíûå ãðàíè�, D � �íà êîñòÿõ âûïàäåò
îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ�.

2.9. Êàæäàÿ èç n ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïîïàäàåò â îäíó èç m
ÿ÷ååê. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïè-
ñàòü êàê ïîäìíîæåñòâî Ω ñîáûòèå A� �â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïîïàäåò
k1 ÷àñòèö, âî âòîðóþ � k2, è ò. ä., â m-þ � km�.

Ð åø å í è å. Êàæäîé ÷àñòèöå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íîìåð
ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îíà îêàçàëàñü. Ω � ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé äëèíîé n, îáðàçîâàííûõ ÷èñëàìè 1, 2, . . . ,m. Ñî-
áûòèå A îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè "äëèíîé-n, ñîñòàâ-
ëåííûìè èç k1 åäèíèö, k2 äâîåê, . . . , km ÷èñåë m.



Ãëàâà 3

Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè

3.1 Ñëåäñòâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè

Ïðèâîäèìûå äàëåå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êàê íåîòðèöàòåëüíîé ñ÷åòíî-
àääèòèâíîé íîðìèðîâàííîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íó-
ëþ:

P(∅) = 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàâåíñòâà Ω = Ω∪∅∪∅∪ . . . , â ñèëó
ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè èìååì

P(Ω) = P(Ω ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .) = P(Ω) + P(∅) + P(∅) + . . .

Ïîñêîëüêó P(Ω) = 1 (ñâîéñòâî íîðìèðîâàííîñòè âåðîÿòíîñòè),
òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî
êîãäà P(∅) = 0.

Ñëåäñòâèå 1. Âåðîÿòíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé
ôóíêöèåé ìíîæåñòâà: åñëè Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j, i, j = 1, 2, . . . , n,
òî

P

(
n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai).

Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äëÿ äâóõ ñîáûòèé. Åñëè
A ∩B = ∅, òî èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

A ∪B = A ∪B ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . ,

31
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ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè è ðàâåíñòâà P(∅) = 0 ïîëó-
÷àåì

P(A ∪B) = P(A ∪B ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .) =
= P(A) + P(B) + P(∅) + P(∅) + . . . = P(A) + P(B).

Ñëåäñòâèå 2 (îãðàíè÷åííîñòü âåðîÿòíîñòè). Âåðîÿò-
íîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A íå ïðåâîñõîäèò 1:

P(A) ≤ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà Ω = A ∪ A è àääèòèâíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè èìååì 1 = P(A) + P(A). À òàê êàê âåðîÿòíîñòü íåîò-
ðèöàòåëüíà, òî

P(A) ≤ 1.

Òåîðåìà (î âåðîÿòíîñòè ðàçíîñòè ñîáûòèé). Åñëè
A ⊂ B (A,B ∈ F), òî

P(B \A) = P(B)− P(A)

(âåðîÿòíîñòü ðàçíîñòè ñîáûòèé B è A (A ⊂ B) ðàâíà ðàçíîñ-
òè èõ âåðîÿòíîñòåé).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê A ⊂ B, òî

B = A ∪ (B \A),

ïðè÷åì A ∩ (B \ A) = ∅. Ïîýòîìó â ñèëó àääèòèâíîñòè âåðîÿò-
íîñòè èìååì

P(B) = P(A) + P(B \A).
Îòñþäà

P(B \A) = P(B)− P(A).

Ñëåäñòâèå 1 (âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáû-
òèÿ). Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèþ A,
ðàâíà 1− P(A):

P(A) = 1− P(A).

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî A = Ω \A.
Ñëåäñòâèå 2 (ìîíîòîííîñòü âåðîÿòíîñòè). Åñëè

A ⊂ B, òî
P(A) ≤ P(B).

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü íåîòðèöàòåëüíà, òî

P(B)− P(A) = P(B \A) ≥ 0.
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Ïîýòîìó
P(A) ≤ P(B).

Òåîðåìà (ñëîæåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî A ∪B â âèäå

A ∪B = A ∪ (B \ (A ∩B)),

ïðè ýòîì A ∩ (B \ (A ∩ B)) = ∅. Îòñþäà, â ñèëó àääèòèâíîñòè
âåðîÿòíîñòè è òåîðåìû î âåðîÿòíîñòè ðàçíîñòè ñîáûòèé, ïîëó-
÷àåì

P(A ∪B) = P(A ∪ (B \ (A ∩B))) =

= P(A) + P(B \ (A ∩B)) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

Èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ åå) ïîëó-
÷àåì.

Ñëåäñòâèå 1.

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An−1 ∪An) =

=
∑

1≤i1≤n

P (Ai1)−
∑

1≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩Ai2) + . . .+

+(−1)k−1
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) + . . .+

+(−1)n−1
∑

1≤i1<i2<...<in≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Ain) .

Ñëåäñòâèå 2 (ñâîéñòâî ïîëóàääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñ-
òè). Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé Ai, i = 1, 2, . . . , n

P

(
n∪

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äâóõ ñîáûòèé A1 è A2 èç ðàâåíñòâà

P(A1 ∪A2) = P(A1) + P(A2)− P(A1 ∩A2)

èìååì
P(A1 ∪A2) ≤ P(A1) + P(A2)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äëÿ ëþáîãî n èìååì

P

(
n∪

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai).
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3.2 Íåïðåðûâíîñòü âåðîÿòíîñòè

Êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé (ýòî èëëþñòðèðóåò ïðèâîäèìûé äà-
ëåå ïðèìåð). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå óñëîâèÿ
íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà êîíå÷íî-àääèòèâíóþ ôóíêöèþ, ÷òîáû
îíà ñòàëà ñ÷åòíî-àääèòèâíîé?

Ïðèìåð êîíå÷íî-àääèòèâíîé, íî íå ñ÷åòíî-àääèòèâ-
íîé ôóíêöèè. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðî-
ìåæóòêà [0; 1]. Äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë a, b ∈ Ω (a ≤ b) ÷åðåç
Aa,b îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðîìåæóòêà ñ
êîíöàìè a è b, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü è a = b (êîíöû ìîãóò
êàê ïðèíàäëåæàòü, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü ïðîìåæóòêó). Êî-
íå÷íûå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Aa,b îáðàçóþò
àëãåáðó (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç A).

Íà àëãåáðå A îïðåäåëèì ôóíêöèþ ìíîæåñòâà P. Äëÿ ìíî-
æåñòâà Aa,b çíà÷åíèå

P (Aa,b) = b− a.

Çíà÷åíèå P íà ìíîæåñòâå

B =

n∪
i=1

Aai,bi , Aai,bi ∩Aaj ,bj = ∅, i ̸= j,

îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

P(B) = P

(
n∪

i=1

Aai,bi

)
=

n∑
i=1

P (Aai,bi) =

n∑
i=1

(bi − ai).

Òàê îïðåäåëåííàÿ íà A ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà P êîíå÷íî-àääè-
òèâíà (â ýòîì óáåæäàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé), íî íå
ñ÷åòíî-àääèòèâíà.

Ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî Ω ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðîìåæóòêà [0; 1]
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà îäíîòî-
÷å÷íûõ ìíîæåñòâ:

Ω =

∞∪
i=1

{ri}.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî P ñ÷åòíî-àääèòèâíà, òî

P(Ω) = P

( ∞∪
i=1

{ri}

)
=

∞∑
i=1

P({ri}).
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Íî, òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî P (Aa,b) = b− a, ñ îäíîé ñòîðîíû

P(Ω) =
∞∑
i=1

P({ri}) =
∞∑
i=1

(ri − ri) = 0.

à ñ äðóãîé,
P(Ω) = P (A0,1) = 1− 0 = 1

Òàê ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè P ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ: 1 = 0.

Ïðèâîäèìîå äàëåå ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè êîíå÷íî-àääèòèâ-
íîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó ñ÷åòíîé àääè-
òèâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Ai} áóäåì íà-
çûâàòü âîçðàñòàþùåé, åñëè

Ai ⊂ Ai+1, i = 1, 2, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Ai} áóäåì íàçûâàòü óáûâàþ-
ùåé, åñëè

Ai+1 ⊂ Ai, i = 1, 2, . . .

Òåîðåìà 3.2.1 (íåïðåðûâíîñòü âåðîÿòíîñòè). Ïóñòü
P � íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ íîðìèðîâàííàÿ
ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå F ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà Ω. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè:

1◦ P � ñ÷åòíî-àääèòèâíà;
2◦ äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ai}

(Ai ∈ F)

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
= lim

n
P(An);

3◦ äëÿ ëþáîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ai} (Ai ∈ F)

P

( ∞∩
i=1

Ai

)
= lim

n
P(An);

4◦ äëÿ ëþáîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ai} (Ai ∈ F)

òàêîé, ÷òî
∞∩
i=1

Ai = ∅

lim
n

P(An) = 0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 1◦ ⇒ 2◦ ⇒
⇒ 3◦ ⇒ 4◦ ⇒ 1◦.

Ïîêàæåì, ÷òî èç 1◦ ⇒ 2◦.
Ïóñòü P � ñ÷åòíîàääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ è {Ai} � âîçðàñòàþ-

ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ. Î÷åâèäíî,

∞∪
i=1

Ai =

∞∪
i=1

(Ai \Ai−1), ãäå A0 = ∅,

ïðè÷åì
(Ak \Ak−1) ∩ (Aj \Aj−1) = ∅, k ̸= j.

Â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè P

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
= P

( ∞∪
i=1

(Ai \Ai−1)

)
=

∞∑
i=1

P(Ai \Ai−1) =

= lim
n

n∑
i=1

P(Ai \Ai−1) = lim
n

n∑
i=1

(P(Ai)− P(Ai−1)) = lim
n

P(An).

Óñòàíîâèì, ÷òî èç 2◦ ⇒ 3◦.
Ïóñòü èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 2◦. Åñëè {Ai} � óáûâàþ-

ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî {Ai} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìíîæåñòâ è ïîýòîìó äëÿ {Ai} (â ñèëó 2◦) èìååì

P

( ∞∪
n=1

An

)
= lim

n
P(An).

À òàê êàê

lim
n

P(An) = lim
n
(1− P(An)) = 1− lim

n
P(An),

P

( ∞∪
n=1

An

)
= P

( ∞∩
n=1

An

)
= 1− P

( ∞∩
n=1

An

)
,

òî

P

( ∞∩
n=1

An

)
= lim

n
P(An).



3.2. Íåïðåðûâíîñòü âåðîÿòíîñòè 37

Èç 3◦ ⇒ 4◦, ïîñêîëüêó óòâåðæäåíèå 4◦ � ÷àñòíûé ñëó÷àé
óòâåðæäåíèÿ 3◦.

Ïîêàæåì, ÷òî èç 4◦ ⇒ 1◦.
Ïóñòü èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 4◦ è {Ai} � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ èç F (Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j).
Ïîñêîëüêó P � êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
= P

((
n−1∪
i=1

Ai

)
∪

( ∞∪
i=n

Ai

))
=

= P

(
n−1∪
i=1

Ai

)
+ P

( ∞∪
i=n

Ai

)
=

n−1∑
i=1

P(Ai) + P

( ∞∪
i=n

Ai

)
.

Òàê ÷òî

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

n−1∑
i=1

P(Ai) + P

( ∞∪
i=n

Ai

)
. (3.2.1)

Ìíîæåñòâà

Bn =

∞∪
i=n

Ai, n = 1, 2, . . . ,

îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì
∞∩
n=1

Bn = ∅.

Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 4◦

lim
n

P

( ∞∪
i=n

Ai

)
= 0.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî â ðàâåíñòâå (3.2.1)
ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Âåðîÿòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-ïîëóàääèòèâ-
íîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà: äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî-
áûòèé Ai, i = 1, 2, . . .

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

P(Ai). (3.2.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî n

P

(
n∪

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai) (3.2.3)

(ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ). Äàëåå, ñîáûòèÿ

Bn =

n∪
i=1

Ai, n = 1, 2, . . . ,

îáðàçóþò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è

∞∪
i=1

Ai =
∞∪
n=1

Bn.

Ïîýòîìó ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (3.2.3) ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ è
ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èì (3.2.2).

Ç àì å ÷ à í è å. Òåîðåìà èìååò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ íîðìèðî-
âàííîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà (P(Ω) = 1), íî è äëÿ îãðàíè÷åííîé
(P(Ω) <∞).

3.3 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Óñëîâíàÿ ÷àñòîòà. Ïóñòü A è B � íàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåäåì ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïå-
ðèìåíò n ðàç, ïðè ýòîì kn(B) ðàç ïðîèçîøëî ñîáûòèåB, è kn(AB)
ðàç � ñîáûòèå A âìåñòå ñ ñîáûòèåì B. ×àñòîòó ñîáûòèÿ A â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî
ñîáûòèå B:

kn(AB)/kn(B)

áóäåì íàçûâàòü óñëîâíîé ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ñî-
áûòèÿ B â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n ýêñïåðèìåíòîâ è áóäåì îáîçíà-
÷àòü νn(A/B). Òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ

νn(A/B) =
kn(AB)

kn(B)
.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì B óñëîâíàÿ ÷àñòîòà νn(A/B), êàê ôóíê-
öèÿ A, îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ÷àñòîòû:
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1◦ äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A

νn(A/B) ≥ 0

(óñëîâíàÿ ÷àñòîòà íåîòðèöàòåëüíà);
2◦ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A1 è A2

νn((A1 +A2)/B) = νn(A1/B) + νn(A2/B)

(óñëîâíàÿ ÷àñòîòà àääèòèâíà);
3◦ åñëè U � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, òî

νn(U/B) = 1

(óñëîâíàÿ ÷àñòîòà íîðìèðîâàíà).
Òàê æå, êàê ÷àñòîòå νn(A) ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè ýêñïåðèìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòü P(A), ÿâëÿþùàÿñÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÷àñòîòû νn(A), ÷àñòîòå νn(A/B) ñî-
îòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòü P(A/B), ÿâëÿþùàÿñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëüþ óñëîâíîé ÷àñòîòû νn(A/B). Âåðîÿòíîñòü P(A/B) áó-
äåì íàçûâàòü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî
ñîáûòèÿ B.

Î÷åâèäíî,

νn(A/B) =
kn(AB)

kn(B)
=
kn(AB)/n

kn(B)/n
=
νn(AB)

νn(B)
.

Ïîýòîìó, îïðåäåëÿÿ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P(A/B) êàê ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü óñëîâíîé ÷àñòîòû νn(A/B) ñîáûòèÿ A îòíîñè-
òåëüíî B, åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óñëîâíàÿ è áåçóñëîâ-
íàÿ âåðîÿòíîñòè áûëè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

À åñëè âåðîÿòíîñòü P óæå çàäàíà, òî íà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñî-
áûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {Ω,F,P} � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñ-
òâî, B ∈ F, P(B) > 0. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P(A/B) ñî-
áûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå
P(A ∩B)/P(B), ò. å.

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
.
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Äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P(A/B) ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëü-
íî B òàêæå èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå PB(A).

Âåðîÿòíîñòü êàê êîëè÷åñòâåííàÿ ìåðà ïðîãíîçà. Â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè {Ω,F,P} ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà âå-
ðîÿòíîñòü p = P(A) ñîáûòèÿ A ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëüþ ÷àñòîòû νn(A) ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íà âåðîÿòíîñòü p = P(A) ñîáûòèÿ
A ÷àñòî ñìîòðÿò êàê íà êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó ïðîãíîçà ïîÿâ-
ëåíèÿ ñîáûòèÿ A, â òîì ñìûñëå, ÷òî â äîñòàòî÷íî �äëèííîé�
ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ÷àñòîòà νn(A) ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A áóäåò
�áëèçêà� ê p. Óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü p′ = PB(A) ñîáûòèÿ A îòíî-
ñèòåëüíî ñîáûòèÿ B ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîëè÷åñòâåí-
íóþ ìåðó ïðîãíîçà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
ïðîèçîøëî ñîáûòèå B. Â äëèííîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ óñëîâ-
íàÿ ÷àñòîòà νn(A/B) ñîáûòèÿ A, âû÷èñëåííàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè
òåõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, áóäåò áëèç-
êà ê p′.

Äàëüòîíèçì è ïîë (âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ).
×àñòü ëþäåé íå ðàçëè÷àåò öâåòà (êàê ïðàâèëî, êðàñíûé è çå-
ëåíûé) � ñòðàäàåò äàëüòîíèçìîì. Ïðîöåíò ëþäåé, ñòðàäàþùèõ
äàëüòîíèçìîì, ñîñòàâëÿåò 2,625%. Èçâåñòíî, ÷òî äàëüòîíèçì ñâÿ-
çàí ñ ïîëîì, à èìåííî � ïðîöåíò äàëüòîíèêîâ ñðåäè ìóæ÷èí ðà-
âåí 5%, ñðåäè æåíùèí � 0,25%. Ýòèì äàííûì ìîæíî äàòü ñëå-
äóþùóþ âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòî-
õàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò: ñëó÷àéíî âûáèðàþò ÷åëîâåêà è êëàñ-
ñèôèöèðóþò åãî ïî ïîëó (M � �ìóæ÷èíà�, F � �æåíùèíà�) è ïî
îòíîøåíèþ ê äàëüòîíèçìó (D � �äàëüòîíèê�, D � �íå äàëüòî-
íèê�). Òîãäà â äëèííîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ D
�áëèçêà� ê 0, 02625. ×àñòîòà ñîáûòèÿ D, åñëè ïðîèçîøëî ñîáû-
òèå M � ÷àñòîòà äàëüòîíèêîâ, ïîäñ÷èòàííàÿ ñðåäè ìóæ÷èí �
�áëèçêà� ê 0,05, à ÷àñòîòà ñîáûòèÿ D, åñëè ïðîèçîøëî ñîáûòèå
ñîáûòèå F � ÷àñòîòà äàëüòîíèêîâ, ïîäñ÷èòàííàÿ ñðåäè æåíùèí
� �áëèçêà� ê 0,0025. Ýòè ÷èñëà åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â êà-
÷åñòâå âåðîÿòíîñòåé (è êîëè÷åñòâåííîé ìåðû ïðîãíîçà) ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîáûòèé â ýêñïåðèìåíòå, ñîñòîÿùåì â ñëó÷àéíîì âû-
áîðå ÷åëîâåêà è êëàññèôèêàöèè åãî ïî ïîëó è ïî îòíîøåíèþ ê
äàëüòîíèçìó:

P(D) = 0,02625; P(D/M) = 0,05; P(D/F ) = 0,0025.

Êàê âèäíî, ïðîãíîç ñîáûòèÿ D � �äàëüòîíèê� ñóùåñòâåííî ìå-
íÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè âèäà �ïðî-
èçîøëî ñîáûòèå M �, �ïðîèçîøëî ñîáûòèå F �.
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Ïðîñòðàíñòâî {B,FB,PB}. Ïóñòü F � σ-àëãåáðà ïîäìíî-
æåñòâ Ω, B ∈ F. Îáîçíà÷èì ÷åðåç FB êëàññ ïîäìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà Ω âèäà B ∩ A, A ∈ F (FB ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâ
σ-àëãåáðû F ñîäåðæàùèõñÿ â B). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññ
FB ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà B.

Òåîðåìà 3.3.1 (î ïðîñòðàíñòâå {B,FB,PB}). Ïóñòü
{Ω,F,P} � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, B ∈ F � ïðîèçâîëü-
íîå, íî ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî è P(B) > 0. Ôóíêöèÿ ìíî-
æåñòâà PB(·), çàäàííàÿ íà F ðàâåíñòâîì

PB(A) =
P(A ∩B)

P(B)
,

ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íà F.
Òðîéêà {B,FB,PB} ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñò-

âîì.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì, ÷òî PB óäîâëåòâîðÿåò òðåì

àêñèîìàì âåðîÿòíîñòè.
Î÷åâèäíî, PB � íåîòðèöàòåëüíàÿ è íîðìèðîâàííàÿ.
Óáåäèìñÿ, ÷òî PB � ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ. Ïóñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Ai} èç F òàêàÿ, ÷òî Ai ∩Aj = ∅ ïðè i ̸= j,
òîãäà

PB

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

P

(( ∞∪
i=1

Ai

)
∩B

)
P (B)

=

P

( ∞∪
i=1

(Ai ∩B)

)
P (B)

=

=

∞∑
i=1

P(Ai ∩B)

P(B)
=

∞∑
i=1

PB(Ai).

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî {B,FB,PB} ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì
ïðîñòðàíñòâîì, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî PB ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíîé ñ÷åòíî-àääèòèâíîé íîðìèðîâàííîé ôóíêöèåé íà FB.

Òåîðåìà (ôîðìóëà óìíîæåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A
è B ∈ F òàêèõ, ÷òî P(A) > 0,P(B) > 0,

P(A ∩B) = P(A/B)P(B) = P(B/A)P(A).

Ýòî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
, P(B/A) =

P(A ∩B)

P(A)
.
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Òåîðåìà äîïóñêàåò îáîáùåíèå. Ïóñòü A1, A2, . . . , An � òà-
êèå ñîáûòèÿ, ÷òî P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1) > 0, òîãäà

P(An ∩An−1 ∩ . . . ∩A2 ∩A1) =

= P(An/(An−1 ∩ . . . ∩A2 ∩A1))×

×P(An−1/(An−2 ∩An−3 ∩ . . . ∩A2 ∩A1))× . . .× P(A2/A1)P(A1).

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñî-
áûòèÿ B1, B2, . . . , Bn îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, åñëè,
âî-ïåðâûõ,

Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j.

è, âî-âòîðûõ,
n∪

i=1

Bi = Ω.

Òåîðåìà (ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè). Ïóñòü Bi,
i = 1, 2, . . . , n, � ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé, ïðè÷åì P(Bi) > 0,
i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A

P(A) =
n∑

i=1

P(A/Bi)P(Bi). (3.3.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî Ω =
n∪

i=1
Bi,

ïðåäñòàâèì ñîáûòèå A â âèäå

A = A ∩ Ω = A ∩

(
n∪

i=1

Bi

)
=

n∪
i=1

(A ∩Bi) .

ïðè÷åì
(A ∩Bi) ∩ (A ∩Bj) = ∅, i ̸= j,

ïîñêîëüêó Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j. Ïîýòîìó

P(A) = P

(
n∪

i=1

(A ∩Bi)

)
=

n∑
i=1

P(A ∩Bi) =

n∑
i=1

P(A/Bi)P(Bi).
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Ç àì å ÷ à í è å. Ïðè âû÷èñëåíèè P(A) çà÷àñòóþ ïðîùå âû÷èñ-
ëèòü P(A/Bi) è P(Bi), i = 1, 2, . . . , n, äëÿ íåêîòîðîé ïîëíîé ãðóï-
ïû ñîáûòèé {Bi}, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âå-
ðîÿòíîñòè (3.3.1).

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñ÷åòíîé ïîë-
íîé ãðóïïû ñîáûòèé.

Òåîðåìà (ôîðìóëû Áàéåñà). Ïóñòü Bi, i = 1, 2, . . . , n, �
ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé, ïðè÷åì P(Bi) > 0, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A (P(A) > 0)

P(Bi/A) =
P(A/Bi)P(Bi)

n∑
k=1

P(A/Bk)P(Bk)

, i = 1, 2, . . . , n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

P(Bi/A) =
P(Bi ∩A)

P(A)
=

P(A/Bi)P(Bi)
n∑

k=1

P(A/Bk)P(Bk)

, i = 1, 2, . . . , n.

Ïðèìåð 3.3.1. Íà ôîíå øóìà íà âõîä ðàäèîëîêàöèîííîãî
óñòðîéñòâà ñ âåðîÿòíîñòüþ p (0 < p < 1) ïîñòóïàåò ñèãíàë.
Åñëè ïîñòóïàåò ñèãíàë (âñåãäà íà ôîíå øóìà), òî óñòðîéñòâî
ðåãèñòðèðóåò íàëè÷èå ñèãíàëà ñ âåðîÿòíîñòüþ p1, åñëè òîëüêî
øóì, òî óñòðîéñòâî ðåãèñòðèðóåò íàëè÷èå ñèãíàëà ñ âåðîÿò-
íîñòüþ p2. Èçâåñòíî, ÷òî óñòðîéñòâî çàðåãèñòðèðîâàëî ñèã-
íàë. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà âõîä ðàäèîëîêàöèîííîãî
óñòðîéñòâà ïîñòóïèë ñèãíàë?

Ðåøåíè å. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ac � íà âõîä ïîïàë ñèãíàë
(ñ øóìîì), A � íà âõîä ïîïàë òîëüêî øóì, Bc � óñòðîéñòâî çà-
ðåãèñòðèðîâàëî íàëè÷èå ñèãíàëà, B � óñòðîéñòâî çàðåãèñòðè-
ðîâàëî øóì. Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü P(Ac/Bc). Âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé Áàéåñà. Â êà÷åñòâå ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé ðàññìîò-
ðèì ñîáûòèÿ Ac è A. Òîãäà

P(Ac/Bc) =
P(Bc/Ac)P(Ac)

P(Bc/Ac)P(Ac) + P(Bc/A)P(A)
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è P(Ac) = p, P(A) = 1 − p, P(Bc/Ac) = p1,
P(Bc/A) = p2. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

P(Ac/Bc) =
p1p

p1p+ p2(1− p)
.
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3.4 Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé, ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñëó-
÷àéíûõ âåêòîðîâ èãðàåò â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èñêëþ÷èòåëü-
íóþ ðîëü. Ïî ñóòè, áëàãîäàðÿ åìó, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷è-
ëà ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ íàóêà. Ñíà÷àëà
ââåäåì ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé.

Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ ìû ñâÿçûâàåì ñ íåçàâèñèìûìè ñòîõàñ-
òè÷åñêèìè ýêñïåðèìåíòàìè. Ïîä íåçàâèñèìûìè ñòîõàñòè÷åñêè-
ìè ýêñïåðèìåíòàìè áóäåì ïîíèìàòü ýêñïåðèìåíòû, äëÿ êîòîðûõ
èíôîðìàöèÿ îá èñõîäå îäíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà íå
ìåíÿåò ïðîãíîç (âåðîÿòíîñòü) ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé â äðóãîì �
åñëè èçâåñòíî, ÷òî â îäíîì ýêñïåðèìåíòå ïðîèçîøëî ñîáûòèå A,
òî ýòî íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà ïðîãíîçå ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ B â
äðóãîì ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýêñ-
ïåðèìåíòû ñ÷èòàåì çàâèñèìûìè.

Ïðèìåðû íåçàâèñèìûõ è çàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò 1◦ ñîñòîèò â ïîä-
áðàñûâàíèè ïàðû ìîíåò, ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò 2◦ � èã-
ðàëüíîé êîñòè. Èíôîðìàöèÿ îá èñõîäå îäíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà íå ìåíÿåò ïðîãíîç (âåðîÿòíîñòü) ïîÿâëåíèÿ ñîáû-
òèé â äðóãîì ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå. Åñëè èçâåñòåí èñõîä
ýêñïåðèìåíòà 1◦, íàïðèìåð, íà îáåèõ ìîíåòàõ âûïàë ãåðá, òî
ýòî íèêàê íå ìåíÿåò âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé â ñòîõà-
ñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå 2◦ � âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ øåñòåðêè
îñòàåòñÿ ðàâíîé 1/6, ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ � 1/2, . . .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü ýêñïåðèìåíòû ñ êëàññèôèêàöèåé ïî ïî-
ëó è äàëüòîíèçìó. Íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ ÷åëîâåê. Ñòîõàñòè÷åñ-
êèé ýêñïåðèìåíò 1◦ � êëàññèôèêàöèÿ ÷åëîâåêà ïî ïîëó (M �
�ìóæ÷èíà�, F � �æåíùèíà�); ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò 2◦ �
êëàññèôèêàöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê äàëüòîíèçìó (D � �äàëüòîíèê�,
D � �íå äàëüòîíèê�). Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü P(D) ÷åëîâåêó
áûòü äàëüòîíèêîì ðàâíà 0,02625, âåðîÿòíîñòü P(D/M) ìóæ÷èíå
áûòü äàëüòîíèêîì ðàâíà 0,05, à æåíùèíå � P(D/F ) = 0,05.
Èíôîðìàöèÿ îá èñõîäå ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà 1◦ ìåíÿåò
ïðîãíîç ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé â ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå 2◦,
à èìåííî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå 1◦ ïðîèçîøëî ñîáû-
òèåM , âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ D â ýêñïåðèìåíòå 2◦ óâåëè÷èâàåòñÿ
(ñ 0,02625 äî 0,05), à åñëè ïðîèçîøëî ñîáûòèå F , âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ D óìåíüøàåòñÿ (ñ 0,02625 äî 0,0025).

Çàìåòèì, ÷òî ïàðó ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îäèí (ñîñòàâíîé) ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò,
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ñîñòîÿùèé â ïðîâåäåíèè äâóõ. Ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè ââîäèòñÿ
äëÿ ñîáûòèé â îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå �
ñîñòàâíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà (õîòÿ îá ýòîì ñïåöè-
àëüíî íå óïîìèíàåòñÿ).

Ôîðìàëèçóåì îïèñàííîå ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé. Êî-
ëè÷åñòâåííî ïðîãíîç ñîáûòèÿ A ìû îïèñûâàåì âåðîÿòíîñòüþ
P(A), à åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, � óñëîâíîé
âåðîÿòíîñòüþ P(A/B). Ïîýòîìó íåçàâèñèìîñòü ïðîãíîçà ïîÿâ-
ëåíèÿ ñîáûòèÿ A îò ñîáûòèÿ B åñòåñòâåííî îïèñàòü ðàâåíñòâîì

P(A/B) = P(A),

à ó÷èòûâàÿ, ÷òî P(A/B) = P(A ∩ B)/P(B), ýòî ìîæíî çàïèñàòü
â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå:

P(A ∩B) = P(A)P(B).

Èçëîæåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó îïðåäå-
ëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {Ω,F,P} � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñ-
òâî. Ñîáûòèÿ A,B ∈ F áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè, åñëè

P(A ∩B) = P(A)P(B).

Çàì å ÷ à í è å. Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé ñâÿçàíà ñ íåçàâèñè-
ìîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, íî ÿâíî â îïðåäåëåíèè
íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ñòîõàñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû íå ó÷àñò-
âóþò.

Òåîðåìà. Ñîáûòèÿ A è B (P(B) > 0) íåçàâèñèìû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

P(A/B) = P(A).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
=

P(A)P(B)

P(B)
= P(A).

Åñëè P(A/B) = P(A), òî

P(A ∩B) = P(A/B)P(B) = P(A)P(B).

Ïîñëåäíåå êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû.
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Òåîðåìà. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî ñîáûòèÿ A
è B íåçàâèñèìû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

P(A ∩B) = P (A ∩ (Ω\B)) =

= P(A\(A ∩B)) = P(A)− P(A ∩B) =

= P(A)− P(A)P(B) = P(A)(1− P(B)) = P(A)P(B),

ò. å. ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî ñîáûòèÿ

A è B íåçàâèñèìû.
Îïðåäåëåíèå. ÑîáûòèÿA1, A2, . . . , An áóäåì íàçûâàòü íåçà-

âèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè (íåçàâèñèìûìè), åñëè äëÿ ëþáîãî
íàáîðà {i1, i2, . . . , ik}, k = 2, 3, . . . , n, ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ èç
{1, 2, . . . , n}

P(Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik).

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An áóäåì íàçûâàòü ïî-
ïàðíî íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû s, k (s ̸= k) ñîáûòèÿ
As è Ak íåçàâèñèìû.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñîáûòèÿ, íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè, ÿâëÿ-
þòñÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûìè, íî íàîáîðîò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò
(ñì. ïðèìåð Ñ. Í. Áåðíøòåéíà (ïðèìåð 4.4.2)).

Ïðèìåð 3.4.1. Ðàáîòàåò m ðàäèîëîêàöèîííûõ ñòàíöèé,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ çà îäèí öèêë îñìîòðà îáíàðóæèâàåò îáú-
åêò ñ âåðîÿòíîñòüþ p (íåçàâèñèìî îò äðóãèõ öèêëîâ è ñòàí-
öèé). Çà âðåìÿ T êàæäàÿ ñòàíöèÿ óñïåâàåò ñäåëàòü n öèê-
ëîâ îñìîòðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: A � �çà
âðåìÿ T îáúåêò áóäåò îáíàðóæåí� (õîòÿ áû îäíîé ñòàíöèåé),
B � �çà âðåìÿ T îáúåêò áóäåò îáíàðóæåí êàæäîé ñòàíöèåé�.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aji ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì,
÷òî j-ÿ ñòàíöèÿ îáíàðóæèâàåò îáúåêò â i-ì öèêëå, j = 1, 2, . . . ,m;
i = 1, 2, . . . , n; Aj � îáúåêò îáíàðóæåí j-é ñòàíöèåé, j = 1, 2, . . .
. . . ,m. Î÷åâèäíî,

Aj =

n∪
i=1

Aji; A =

m∪
j=1

Aj =

m∪
j=1

n∪
i=1

Aji;

B =

m∩
j=1

Aj =

m∩
j=1

(
n∪

i=1

Aji

)
.
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé Aji, j = 1, 2, . . . ,m;
i = 1, 2, . . . , n, èìååì:

P(A) = 1− P(A) = 1− P

 m∪
j=1

n∪
i=1

Aji

 =

= 1− P

 m∩
j=1

n∩
i=1

Aji

 = 1− (1− p)nm;

P(B) = P

 m∩
j=1

(
n∪

i=1

Aji

) =

m∏
j=1

P

(
n∪

i=1

Aji

)
=

=
m∏
j=1

(
1− P

(
n∪

i=1

Aji

))
=

m∏
j=1

(
1− P

(
n∩

i=1

Aji

))
=

=
m∏
j=1

(1− (1− p)n) = (1− (1− p)n)m.

3.5 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 3.5.1. Ïóñòü {An} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (Ai
∩
Aj = ∅, i ̸= j) è

Bn =

∞∪
i=n

Ai, n = 1, 2, . . .

Äîêàçàòü, ÷òî
∞∩
n=1

Bn = ∅.

Ðåøåíè å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∞∩
n=1

Bn ̸= ∅, è ïóñòü ω ∈
∞∩
n=1

Bn.

Òîãäà ω ∈ B1 =
∞∪
i=1

Ai è, ñëåäîâàòåëüíî, ω ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû
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îäíîìó èç ìíîæåñòâ Ai, i = 1, 2, . . . , à ïîñêîëüêó Ai ∩ Aj = ∅,
i ̸= j, òî òîëüêî îäíîìó ìíîæåñòâó, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç An0 .
Ïîýòîìó

ω /∈
∞∪

i=n0+1

Ai = Bn0+1.

À ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ω ∈
∞∩
n=1

Bn.

Çàäà÷è
3.1. Ïóñòü {An} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ è

B1 = A1, Bn = An\
n−1∪
i=1

Ai, n = 1, 2, . . .

Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Bi ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è

∞∪
n=1

An =

∞∪
n=1

Bn.

3.2. Ðàäèîëîêàöèîííàÿ ñòàíöèÿ âåäåò íàáëþäåíèå çà êîñìè-
÷åñêèì îáúåêòîì, êîòîðûé ìîæåò ñîçäàâàòü ïîìåõè. Åñëè îáú-
åêò íå ñîçäàåò ïîìåõè, òî çà îäèí öèêë îñìîòðà ñòàíöèÿ îáíà-
ðóæèâàåò åãî ñ âåðîÿòíîñòüþ p0, åñëè ñîçäàåò � ñ âåðîÿòíîñòüþ
p1 (p1 < p0). Âåðîÿòíîñòü ñîçäàíèÿ ïîìåõ íà ïðîòÿæåíèè öèêëà
îñìîòðà ðàâíà p è íå çàâèñèò îò òîãî, êàê è êîãäà ñîçäàâàëèñü
ïîìåõè â äðóãèõ öèêëàõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ îáú-
åêòà õîòÿ áû îäèí ðàç íà ïðîòÿæåíèè n öèêëîâ îñìîòðà.

3.3. Ïðè ðåíòãåíîâñêîì îáñëåäîâàíèè âåðîÿòíîñòü îáíàðó-
æèòü çàáîëåâàíèå ó áîëüíîãî òóáåðêóëåçîì ðàâíà 1−β. Âåðîÿò-
íîñòü ïðèíÿòü çäîðîâîãî ÷åëîâåêà çà áîëüíîãî ðàâíà α. Ïóñòü
äîëÿ áîëüíûõ òóáåðêóëåçîì ïî îòíîøåíèþ êî âñåìó íàñåëåíèþ
ñîñòàâëÿåò γ.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê çäîðîâ, åñëè îí áûë
ïðèçíàí áîëüíûì ïðè îáñëåäîâàíèè.

Óê à ç à í è å. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ: S � �÷åëîâåê áîëåí�,
S � �÷åëîâåê çäîðîâ�, RS � �ðåíòãåíîâñêèé àíàëèç ïîëîæèòå-
ëåí�, RS � �ðåíòãåíîâñêèé àíàëèç îòðèöàòåëåí�. Ñîãëàñíî ôîð-
ìóëå Áàéåñà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

P(S/RS) = α(1− γ)/(α(1− γ) + (1− β)γ).



Ãëàâà 4

Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî

4.1 Ïîñòðîåíèå äèñêðåòíîãî
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,F,P}, ãäå Ω � ïðîñò-
ðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èñõî-
äîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà); F � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà Ω (ìîäåëü àëãåáðû íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé); P �
âåðîÿòíîñòü (ìîäåëü ÷àñòîòû νn(A) ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ýêñïåðèìåíòîâ). ×àùå âñåãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñòðîèòñÿ ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì
� îáû÷íî äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé (â êàæ-
äîì ýêñïåðèìåíòå òàêîé êëàññ ñâîé) èçâåñòíû èõ ÷àñòîòû. Ó íàñ,
êàê ïðàâèëî, íå áóäåò òðóäíîñòåé ñ âûáîðîì Ω è σ-àëãåáðû F
íà Ω, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î çàäàíèè âåðîÿòíîñòè � íåîòðèöà-
òåëüíîé ñ÷åòíî-àääèòèâíîé íîðìèðîâàííîé ôóíêöèè. Íî åñëè Ω
êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî (êðàòêî áóäåì ãîâîðèòü � äèñêðåòíî), âå-
ðîÿòíîñòü çàäàòü ïðîñòî � äîñòàòî÷íî çàäàòü âåðîÿòíîñòè ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Òåîðåìà 4.1.1 (âåðîÿòíîñòü íà äèñêðåòíîì Ω). Ïóñòü
Ω � äèñêðåòíî è P � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè íà Ω
òàêàÿ, ÷òî

∑
ω∈Ω

P (ω) = 1. (4.1.1)

49
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Òîãäà ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

P(A) =
∑
ω∈A

P (ω), (4.1.2)

çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω, ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòüþ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëå-
íèå (4.1.2) ôóíêöèè ìíîæåñòâà êîððåêòíî: â ñèëó àáñîëþòíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà (4.1.1) äëÿ êàæäîãî A ⊂ Ω àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
è ðÿä

∑
ω∈A

P (ω).

Óáåäèìñÿ, ÷òî P(·) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íà σ-àëãåáðå âñåõ
ïîäìíîæåñòâ Ω, ò. å. ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, ñ÷åòíî-àääèòèâ-
íîé, íîðìèðîâàííîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü P(A), A ⊂ Ω, ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (4.1.2)
è íåðàâåíñòâ P (ω) ≥ 0, ω ∈ Ω.

Äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâAi, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè àáñîëþòíî ñõî-
äÿùèõñÿ ðÿäîâ, èìååì

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

∑
ω∈

∪
i
Ai

P (ω) =

∞∑
i=1

(∑
ω∈Ai

P (ω)

)
=

∞∑
i=1

P(Ai),

ò. å. P(·) ñ÷åòíî-àääèòèâíà.
Äàëåå, ñîãëàñíî (4.1.2) äëÿ êàæäîãî A ⊂ Ω

P(A) =
∑
ω∈A

P (ω),

â ÷àñòíîñòè, è äëÿ A = Ω

P(Ω) =
∑
ω∈Ω

P (ω),

ïîýòîìó ó÷èòûâàÿ (4.1.1) èìååì

P(Ω) = 1,

ò. å. P(·) � íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà.
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Âåðîÿòíîñòü, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì

P(A) =
∑
ω∈A

P (ω)

íà σ-àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ äèñêðåòíîãî Ω (íà ñàìîé �áîãà-
òîé� σ-àëãåáðå), îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé è íà ëþáîé äðóãîé
σ-àëãåáðå S ïðîñòðàíñòâà Ω (ïîñêîëüêó êàæäàÿ σ-àëãåáðà ïîä-
ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω ñîäåðæèòñÿ â σ-àëãåáðå âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà Ω). Ïîýòîìó, åñëè Ω äèñêðåòíî, íåò íåîáõîäè-
ìîñòè âûäåëÿòü â ïðîñòðàíñòâå Ω σ-àëãåáðó, íà êîòîðîé çàäà-
åòñÿ âåðîÿòíîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,
êîãäà Ω äèñêðåòíî, îáîçíà÷àþò ïàðîé {Ω,P}.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè Ω äèñêðåòíî, òî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñò-
ðàíñòâî {Ω,P} áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíûì.

Âåðîÿòíîñòü P, çàäàííàÿ íà äèñêðåòíîì Ω (íà ìíîæåñòâå
âñåõ ïîäìíîæåñòâ äèñêðåòíîãî Ω) íàçûâàþò äèñêðåòíîé (àòî-
ìè÷åñêîé) âåðîÿòíîñòüþ.

Âåðîÿòíîñòü P(·), çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ
äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè òî÷êè P (ω):

P(A) =
∑
ω∈A

P (ω),

îïðåäåëåíà, â ÷àñòíîñòè, è íà îäíîòî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâàõ {ω}
(ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèÿõ):

P({ω}) =
∑

ω∈{ω}

P (ω) = P (ω),

è åå çíà÷åíèå íà îäíîòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå {ω} ñîâïàäàåò ñî çíà-
÷åíèåì P (ω) ôóíêöèè P â òî÷êå ω. Ïîýòîìó íà çíà÷åíèå P (ω)
ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà âåðîÿòíîñòü P({ω}) ýëåìåíòàðíîãî ñî-
áûòèÿ ω, ïðè ýòîì P({ω}) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(ω).

Òåîðåìà 4.1.1, ïî ñóùåñòâó, óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àå äèñ-
êðåòíîãî Ω äëÿ çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè íà σ-àëãåáðå âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ Ω äîñòàòî÷íî çàäàòü âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé (ýòè ñîáûòèÿ îáðàçóþò äîâîëüíî óçêèé êëàññ). Âåðî-
ÿòíîñòü P(A) ëþáîãî äðóãîãî ñîáûòèÿ A ïî âåðîÿòíîñòÿì P(ω)
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé {ω} âû÷èñëÿþò òàê:

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω)
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� âåðîÿòíîñòü P(A) ñîáûòèÿ A ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â ñîáûòèå A. Â îáùåì ñëó-
÷àå òàê ïðîñòî çàäàòü âåðîÿòíîñòü íå óäàåòñÿ.

Íà äèñêðåòíîì Ω ðàâåíñòâî

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω), A ⊂ Ω,

óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåîò-
ðèöàòåëüíûìè ôóíêöèÿìè òî÷êè

P : ω → P(ω), ω ∈ Ω,

òàêèìè, ÷òî ∑
ω∈Ω

P (ω) = 1,

è íåîòðèöàòåëüíûìè ñ÷åòíî-àääèòèâíûìè íîðìèðîâàííûìè ôóíê-
öèÿìè ìíîæåñòâà

P : A→ P(A) =
∑
ω∈A

P (ω), A ⊂ Ω,

� âåðîÿòíîñòÿìè íà êëàññå âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω.
Ïîýòîìó íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ òî÷êè P(ω), ω ∈ Ω, íà

äèñêðåòíîì Ω, äëÿ êîòîðîé
∑
ω∈Ω

P (ω) = 1, òàêæå íàçûâàþò äèñ-

êðåòíîé (àòîìè÷åñêîé) âåðîÿòíîñòüþ íà Ω.
Äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � äèñêðåòíîå (êî-

íå÷íîå ëèáî ñ÷åòíîå) ïîäìíîæåñòâî Rn. Âåðîÿòíîñòü, çàäàííóþ
íà êëàññå âñåõ ïîäìíîæåñòâ äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn,
åùå íàçûâàþò äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà
X ⊂ Rn (êðàòêî � íà Rn).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1.1, âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P íà
äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rn çàäàåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
â òî÷êàõ x ∈ X ⊂ Rn:

P(A) =
∑
x∈A

P(x), A ⊂ X. (4.1.3)

Ïîýòîìó íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ òî÷êè

P : x→ P(x), x ∈ X ⊂ Rn, (4.1.4)
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ñî çíà÷åíèÿìè â R1 íà äèñêðåòíîì ïîäìíîæåñòâåX ⊂ Rn òàêóþ,
÷òî ∑

x∈X
P(x) = 1,

òàêæå íàçûâàþò äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
íà X ⊂ Rn (íà Rn).

Òî÷êó x ∈ X, òàêóþ, ÷òî

P(x) > 0,

íàçûâàþò àòîìîì ðàñïðåäåëåíèÿ P, à ÷èñëî P(x) íàçûâàþò ìàñ-
ñîé àòîìà x.

Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå óäîáíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê åäèíè÷íóþ ìàññó, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êàõ äèñ-
êðåòíîãî ïîäìíîæåñòâà X: â òî÷êå x ñîñðåäîòî÷åíà ìàññà P(x),
x ∈ X.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî áóñèíû (i-ÿ áóñèíà ñ ìàññîé pi) åäèíè÷íîé
ñóììàðíîé ìàññû (

∑
i
pi = 1) ðàññûïàþò íà ïðÿìîé R1. Òî÷êè

xi ∈ R1, â êîòîðûõ îñòàíîâèëèñü áóñèíû, îáðàçóþò äèñêðåòíîå
ìíîæåñòâî X ⊂ R1 àòîìîâ, ìàññà àòîìà xi ðàâíà ìàññå pi áóñè-
íû, êîòîðàÿ îêàçàëàñü â òî÷êå xi.

Áóñèíû, íàõîäÿùèåñÿ â òî÷êàõ xi ∈ X ⊂ R1, çàäàþò íà X
ôóíêöèþ

P : xi → P(xi) = pi, xi ∈ X,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíîå (àòîìè÷åñêîå) âåðîÿò-
íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà X ⊂ R1 (íà R1).

Åñëè áóñèíû ñóììàðíîé åäèíè÷íîé ìàññû ðàññûïàþò íà ïëîñ-
êîñòè, ïîëó÷àåì äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R2.

Î çàäàíèè âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.
À êàê îïðåäåëÿþòñÿ (îòêóäà áåðóòñÿ) âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé? Èõ ìû çàäàåì ñàìè, ÷àùå âñåãî èñõîäÿ èç ýìïè-
ðè÷åñêèõ äàííûõ î ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå. Òåîðèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé íèêàêèõ ðåêîìåíäàöèé ïî îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íå äàåò. À íà åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèé
çäåñü âîïðîñ: �àäåêâàòíî ëè (ïðàâèëüíî ëè) âûáðàíû âåðîÿòíîñ-
òè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à âìåñòå ñ íèìè è ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü?� îòâå÷àåò îïûò, êàê ïðàâèëî, íà ÿçûêå ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ñòàòèñòèêè, çàíèìàþùåéñÿ ïðîâåðêîé àäåêâàòíîñòè ìîäåëè
îïûòó (ñòîõàñòè÷åñêîìó ýêñïåðèìåíòó).

Ïðèìåð. Ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Ïîñòðîèòü ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî) ýòîãî
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ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ A � �âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�.

Ðåøåíè å. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
Ω åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî Ω = {1, 2, . . . , 6}. Ïðî-
ñòðàíñòâî Ω îïèñûâàåò âîçìîæíûå èñõîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà. Ýëåìåíò i (i = 1, 2, . . . , 6) ïðîñòðàíñòâà Ω îïèñûâàåò
èñõîä �âûïàëî i î÷êîâ�. Ïîñêîëüêó Ω äèñêðåòíî, òî äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,P} äîñòàòî÷íî çàäàòü âå-
ðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ñîáûòèÿ �âûïàëî i î÷êîâ�, i = 1, 2, . . . 6, ÿâëÿþòñÿ íàáëþäà-
åìûìè, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ÷àñòîòå èõ ïîÿâëåíèÿ â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ. Èñõîäÿ èç ýòèõ ÷àñòîò, ò. å.
èç îïûòíûõ äàííûõ, ìû è çàäàåì (ïðèïèñûâàåì) ýëåìåíòàð-
íûì ñîáûòèÿì âåðîÿòíîñòè. Åñëè êîñòü èçãîòîâëåíà òàê, ÷òî
ïðè åå ïîäáðàñûâàíèè ãðàíè ïîÿâëÿþòñÿ �îäèíàêîâî ÷àñòî�, òî
êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ñîáûòèþ åñòåñòâåííî ïðèïèñàòü âåðî-
ÿòíîñòü 1/6 � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê îòðàæåíèå îïûòíîãî ôàêòà,
� íè èç êàêèõ òåîðåì è óòâåðæäåíèé íå ñëåäóåò, ÷òî

P(i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6.

Åùå ãîâîðÿò, ÷òî ìû çàäàåì âåðîÿòíîñòè P(i) = 1/6, i = 1, 2, . . .
. . . , 6, èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè, íî ïîñëåäíåå îïÿòü-
òàêè îòðàæàåò îïûòíûå äàííûå î ïîâåäåíèè ñèììåòðè÷íîé èã-
ðàëüíîé êîñòè êàê òàêîé, ãðàíè êîòîðîé âûïàäàþò îäèíàêîâî
�÷àñòî�. Ðàçóìååòñÿ, ïîäáðàñûâàåìàÿ èãðàëüíàÿ êîñòü íå îáÿçà-
òåëüíî ñèììåòðè÷íàÿ. Ïðåäñòàâèì, ÷òî êîñòü èçãîòîâëåíà òàê,
÷òî ãðàíè 1, 2, 3, 4, 5 âûïàäàþò îäèíàêîâî ÷àñòî, à ãðàíü 6 � òàê
÷àñòî, êàê îñòàëüíûå âìåñòå âçÿòûå. Òîãäà ýëåìåíòàðíûì ñîáû-
òèÿì 1, 2, . . . , 6 åñòåñòâåííî ïðèïèñàòü âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

P(1) = 1/10,P(2) = 1/10, . . . ,P(5) = 1/10,P(6) = 1/2.

È îïÿòü-òàêè ýòî òîëüêî îòðàæåíèå îïûòíîãî ôàêòà è íè èç
êàêèõ òåîðåì íå ñëåäóåò.

Äàëåå, åñëè èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,
òî âåðîÿòíîñòü ëþáîãî äðóãîãî ñîáûòèÿ A îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñ-
òâîì

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω).

Â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � �âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî
î÷êîâ�, îïèñûâàåìîãî ïîäìíîæåñòâîì {2, 4, 6} ïðîñòðàíñòâà Ω,
âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

P(A) = P({2, 4, 6}) = P(2) + P(4) + P(6).
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Äëÿ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè

P(A) = P(2) + P(4) + P(6) =
1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
,

à äëÿ íåñèììåòðè÷íîé

P(A) = P(2) + P(4) + P(6) =
1

10
+

1

10
+

1

2
=

7

10
.

Åñëè Ω äèñêðåòíî, èñõîäíûì �ìàòåðèàëîì� äëÿ ïîñòðîåíèÿ
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè, çàäàííûå
íà êëàññå K ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ïðè ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè êëàññ K îáðàçóþò ñî-
áûòèÿ: �âûïàëî i î÷êîâ�, i = 1, 2, . . . , 6. Âåðîÿòíîñòè íà êëàññå
K ìû çàäàåì, èñõîäÿ èç ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ î ïîâåäåíèè èã-
ðàëüíîé êîñòè ïðè åå ïîäáðàñûâàíèè. Äàëåå �äîñòðàèâàåì� âåðî-
ÿòíîñòü, çàäàííóþ íà êëàññå K, äî âåðîÿòíîñòè íà àëãåáðå âñåõ
ïîäìíîæåñòâ Ω òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè
âåðîÿòíîñòè, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü êàæäîãî äðóãîãî íàáëþäàå-
ìîãî ñîáûòèÿ A îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω).

4.2 Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü

Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
{Ω,P}, ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ êîòîðîãî ðàâíîâåðîÿòíû:

P(ωi) = P(ωj)

äëÿ âñåõ i, j, áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ.
Äàëåå ÷åðåç n(C) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷-

íîãî ìíîæåñòâà C.
Òåîðåìà 4.2.1. Åñëè {Ω,P} � êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü, òî Ω

êîíå÷íî è âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

P(ωi) =
1

n(Ω)
, i = 1, 2, . . . , n(Ω).
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Äåéñòâèòåëüíî, êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü � ÷àñòíûé ñëó÷àé äèñ-
êðåòíîé ìîäåëè, ïîýòîìó∑

ωi∈Ω
P(ωi) = 1,

à òàê êàê âñå P(ωi), ωi ∈ Ω, ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî P(ωi) =
= P(ω1), ωi ∈ Ω, è, ñëåäîâàòåëüíî,∑

ωi∈Ω
P(ω1) = 1. (4.2.1)

Ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì ðàâíûì êîíñòàíòå P(ω1) ñõîäèòñÿ â äâóõ
ñëó÷àÿõ: åñëè P(ω1) = 0, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó∑
ωi∈Ω

P(ω1) = 1, èëè ÷èñëî n(Ω) ÷ëåíîâ ðÿäà êîíå÷íî. Ïîýòîìó

ðàâåíñòâî (4.2.1) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

1 =
∑
ωi∈Ω

P(ω1) = n(Ω)P(ω1).

Îòñþäà

P(ωi) = P(ω1) =
1

n(Ω)
, i = 1, 2, . . . , n(Ω).

Ôîðìóëà êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Â êëàññè÷åñêîé ìî-
äåëè, êàê è â ëþáîì äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå,
äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω),

è ê òîìó æå P(ω) = 1/n(Ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, ïîýòîìó

P(A) =
∑
ω∈A

1

n(Ω)
= n(A)

1

n(Ω)
=
n(A)

n(Ω)
.

Òàê ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâ-
íà îòíîøåíèþ ÷èñëà n(A) ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ
â A, ê îáùåìó ÷èñëó n(Ω) ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ò. å.
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P(A) =
n(A)

n(Ω)
. (4.2.2)

Âåðîÿòíîñòü P, çàäàâàåìóþ ðàâåíñòâîì (4.2.2), íàçûâàþò êëàñ-
ñè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ, à ôîðìóëó (4.2.2) � ôîðìóëîé êëàññè-
÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Èñõîäû (ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ), âõîäÿ-
ùèå â ñîáûòèå A, åùå íàçûâàþò èñõîäàìè, áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùèìè ñîáûòèþ A. Ôîðìóëó êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè ÷àñòî
÷èòàþò òàê: âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñ-
ëà èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A, ê îáùåìó ÷èñëó
èñõîäîâ.

Ïðèìåð (ãèïîòåçà Ä'Àëàìáåðà). Áðîñàþò äâå ñèììåò-
ðè÷íûå ìîíåòû. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
A � �îáå ìîíåòû âûïàëè ãåðáîì�, B � �îáå ìîíåòû âûïàëè ðå-
øåòêîé�, C � �ìîíåòû âûïàëè ðàçíûìè ñòîðîíàìè�.

Çàìå÷àòåëüíûé ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé è ìàòåìàòèê Ä'Àëàì-
áåð ñ÷èòàë, ÷òî óêàçàííûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû è, ñëåäîâà-
òåëüíî, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 1/3. Ìåæäó òåì è äî
Ä'Àëàìáåðà è ïîñëå ñóùåñòâîâàë ïðàâèëüíûé ïîäõîä ê ðåøå-
íèþ ýòîé çàäà÷è: ìîíåòû ñëåäóåò ðàçëè÷àòü. Òîãäà â êà÷åñòâå
ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü
Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ}. À ïîñêîëüêó ìîíåòû ñèììåòðè÷íû, òî
êàæäîìó èñõîäó ñëåäóåò ïðèïèñàòü âåðîÿòíîñòü, ðàâíóþ 1/4.
Ïîýòîìó

P(A) = P(ÃÃ) = 1/4, P(B) = P(ÐÐ) = 1/4,

P(C) = P{ÐÃ,ÃÐ} = P(ÐÃ) + P(ÃÐ) = 1/4 + 1/4 = 1/2.

Ïî-âèäèìîìó, ëîãè÷åñêè îáîñíîâàòü, ïî÷åìó íå ïðàâ Ä'Àëàì-
áåð, ïîëàãàÿ, ÷òî ñîáûòèÿ A,B,C ðàâíîâåðîÿòíû, íåâîçìîæíî.
Â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, â êîòî-
ðûõ ñêîðåå ïðàâ Ä'Àëàìáåð.

Â ðàññìàòðèâàåìîì æå ïðèìåðå â ïîëüçó âòîðîé ìîäåëè ãî-
âîðèò îïûò. Ðåãèñòðèðóÿ ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíî äëèííîé ñå-
ðèè ýêñïåðèìåíòîâ, íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ óáåäèòüñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå ìîäåëè îïèñàííîãî
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñëåäóåò ïðèíÿòü ìîäåëü:

Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ},

P(ÃÃ) = 1/4, P(ÐÃ) = 1/4, P(ÃÐ) = 1/4, P(ÐÐ) = 1/4,

à íå ìîäåëü Ä'Àëàìáåðà.
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Òåîðåìà (âû÷èñëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè â êëàññè-
÷åñêîé ìîäåëè). Åñëè {Ω,P} � êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü è
P(B) > 0, òî {B,PB} òàêæå êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü è óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü PB(A) ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B ðàâ-
íà îòíîøåíèþ ÷èñëà n(A ∩ B) ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿ-
ùèõ â A ∩ B, ê ÷èñëó n(B) ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ
â B :

PB(A) =
n(A ∩B)

n(B)
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî ωi ∈ B

PB({ωi}) =
P({ωi} ∩B)

P(B)
=

P({ωi})
P(B)

=
1/n(Ω)

n(B)/n(Ω)
=

1

n(B)
,

ïîýòîìó {B,PB} � êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü. Îñòàëîñü çàìåòèòü,
÷òî

PB(A) =
P(A ∩B)

P(B)
=
n(A ∩B)/n(Ω)

n(B)/n(Ω)
=
n(A ∩B)

n(B)
.

Ïðèìåð 4.2.1 (çàäà÷à Ëüþèñà Êýððîëà). Â óðíå íàõî-
äèòñÿ îäèí øàð, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî èçâåñòíî, ÷òî îí ëè-
áî áåëûé, ëèáî ÷åðíûé (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2). Â óðíó ïîëîæèëè
áåëûé øàð, à çàòåì, òùàòåëüíî ïåðåìåøàâ øàðû, èçâëåêëè íà-
óäà÷ó îäèí øàð, êîòîðûé îêàçàëñÿ áåëûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
âûíóòü ïîñëå ýòîãî èç óðíû áåëûé øàð?

Ðåøåíè å 1. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì èç-
âëå÷åíèè èç óðíû äâóõ øàðîâ. Îáîçíà÷èì áåëûé øàð ÷åðåç W ,
÷åðíûé � B. Ìíîæåñòâîì âñåõ èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ

Ω = {WW,WB,BW}.
Íàïðèìåð, ïàðà WB îïèñûâàåò èñõîä: �ïåðâûì èçâëå÷åí áåëûé
øàð, âòîðûì � ÷åðíûé�. Ïóñòü ñîáûòèå A1 � �áåëûé øàð âûíóò
ïåðâûì�, ñîáûòèå A2 � �áåëûé øàð èçâëå÷åí âòîðûì�. Íåîáõî-
äèìî âû÷èñëèòü P(A2/A1). Ñîáûòèÿ A1, A2, A1∩A2 êàê ïîäìíî-
æåñòâà Ω îïèøóòñÿ òàê:

A1 = {WW,WB}, A2 = {WW,BW}, A1 ∩A2 = {WW}.
Ïîñêîëüêó â Ω âõîäÿò òðè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèÿ, â A1 � äâà,
â A1 ∩A2 � âõîäèò îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, òî

P(A2/A1) =
P(A2 ∩A1)

P(A1)
=

1/3

2/3
=

1

2
.
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Ð åø åí è å 2. Áåëûé øàð, êîòîðûé ïîëîæèëè â óðíó, ïîìå-
òèì çâåçäî÷êîé è îáîçíà÷èì ÷åðåç W ∗. Òîãäà ìíîæåñòâîì âñåõ
èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ

Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.

Ñîáûòèÿ A1, A2, A1 ∩A2 êàê ïîäìíîæåñòâà Ω∗ îïèøóòñÿ òàê:

A1 = {WW ∗,W ∗W,W ∗B}, A2 = {WW ∗,W ∗W,BW ∗},

A1 ∩A2 = {WW ∗,W ∗W}.
Ïîýòîìó

P(A2/A1) =
P(A2 ∩A1)

P(A1)
=

2/4

3/4
=

2

3
.

Äâà ðåøåíèÿ � äâà ðàçíûõ îòâåòà. Íåõîðîøî.
Â î ï ð î ñ 1. Êàêîå èç ðåøåíèé íåâåðíîå?
Â î ï ð î ñ 2. Ãäå äîïóùåíà îøèáêà?
Ïîïûòàéòåñü ñíà÷àëà îòâåòèòü íà âîïðîñû 1 è 2, íå ÷èòàÿ

äàëåå.
Î ò â å ò ê ï ð èì å ð ó 4.2.1. Ðåøåíèå 1 íåâåðíîå. Ìîäåëü íå

êëàññè÷åñêàÿ, à âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé âû÷èñëÿþòñÿ êàê â êëàñ-
ñè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïîñêîëüêó ñíà÷àëà â óðíå íàõîäèëñÿ áåëûé èëè ÷åðíûé øàð
(ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2), òî ïîñëå òîãî, êàê â óðíó ïîëîæèëè áåëûé
øàð, â óðíå íàõîäÿòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 øàðû îäíîãî öâåòà è
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 � ðàçíîãî. Ïîýòîìó â ýòîé ìîäåëè ýëåìåí-
òàðíûì ñîáûòèÿì íåîáõîäèìî ïðèïèñàòü âåðîÿòíîñòè òàê:

P(WW ) = 1/2,P(WB) = 1/4,P(BW ) = 1/4.

Òîãäà
P(A1 ∩A2) = P(WW ) = 1/2;

P(A1) = P({WW,WB}) = P(WW ) + P(WB) = 1/2 + 1/4 = 3/4,

P(A2/A1) =
P(A2 ∩A1)

P(A1)
=

1/2

3/4
=

2

3
.

Â ðåøåíèè 2 êàæäîìó èñõîäó ïðèïèñûâàåì âåðîÿòíîñòü 1/4.
Çàìåòèì, ÷òî ñîñòàâ óðíû ïîñëå âëîæåíèÿ îäíîãî øàðà è äî
âûáîðà øàðîâ òàêîé: äâà áåëûõ øàðà, îäèí èç êîòîðûõ ïîìå-
÷åííûé (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2), èëè îäèí áåëûé (ïîìå÷åííûé),
äðóãîé ÷åðíûé (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2).
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Êîìì å í ò à ð è é ê ï ð èì å ð ó. Ïðèìåð, â ÷àñòíîñòè, èë-
ëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå ñòîõàñòè÷åñêî-
ãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçíûå ïðîñòðàíñòâà ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à âìåñòå ñ òåì è ðàçíûå âåðîÿòíîñòíûå
ïðîñòðàíñòâà (ìîäåëè) ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, àäåêâàò-
íî åãî îïèñûâàþùèå. Â ïðèìåðå áûëî ïðåäëîæåíî äâà ïðîñòðàí-
ñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé:

Ω = {WW,WB,BW}; Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé Ω:

P(WW ) =
1

2
, P(WB) =

1

4
, P(BW ) =

1

4
,

à íà ïðîñòðàíñòâå Ω∗:

P(WW ∗) =
1

4
, P(W ∗W ) =

1

4
, P(W ∗B) =

1

4
, P(BW ∗) =

1

4
.

Îáå ìîäåëè àäåêâàòíî îïèñûâàþò ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò.
Çàìåòèì, ÷òî îäíà èç íèõ êëàññè÷åñêàÿ, äðóãàÿ � íåò.

4.3 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðèêè

Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñî-
áûòèÿ A ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó îòíîøåíèÿ ÷èñëà n(A) èñõîäîâ,
âõîäÿùèõ â A ê ÷èñëó n(Ω) âñåõ èñõîäîâ Ω. Ïðè ïîäñ÷åòå ýòèõ
÷èñåë âàæíóþ ðîëü èãðàþò ìåòîäû êîìáèíàòîðèêè (ðàçäåë ìà-
òåìàòèêè, èçó÷àþùèé êîíå÷íûå ìíîæåñòâà).

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ (îñíîâíîé ïðèíöèï êîìáèíàòî-
ðèêè). Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Êàæäûå äâà
ýëåìåíòà a ∈ A è b ∈ B îïðåäåëÿþò óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ýëå-
ìåíòîâ (a, b). Ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b), a ∈ A,
b ∈ B íàçûâàþò äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B
è îáîçíà÷àþò A×B.

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. ×èñëî n(A × B) ýëåìåíòîâ äåêàð-
òîâà ïðîèçâåäåíèÿ A × B êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A è B ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ n(A)n(B) ÷èñëà n(A) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A è
÷èñëà n(B) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B:

n(A×B) = n(A)n(B).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A × B ïðåä-
ñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ:

A×B = ({a1} ×B) ∪ ({a2} ×B) ∪ . . . ∪ ({an(A)} ×B)

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {ai} × B, i = 1, 2, . . . , n(A). ×èñëî
ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ {ai} ×B ðàâíî n(B). Ïîýòîìó

n(A×B) = n({a1} ×B) + n({a2} ×B) + . . .+ n({an(A)} ×B) =

= n(B) + n(B) + . . .+ n(B) = n(A)n(B).

Ïðèìåð. Ïóñòü A = {1, 2, 3} è B = {4, 5, 6, 7}. Íàéòè ÷èñëî
ýëåìåíòîâ â A×B.

Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ

n(A×B) = n(A)n(B) = 3 · 4 = 12.

Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A(1), A(2), . . . , A(k)

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(a(1), a(2), . . . , a(k)), a(i) ∈ A(i), i = 1, 2, . . . , k,

è áóäåì îáîçíà÷àòü åãî

A(1) ×A(2) × . . .×A(k).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, óñòàíàâëèâàåì
ñëåäóþùåå îáùåå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ.

×èñëî n(A(1) × A(2) × . . . × A(k)) ýëåìåíòîâ äåêàðòîâà ïðî-
èçâåäåíèÿ A(1) × A(2) × . . . × A(k) ìíîæåñòâ A(1), A(2), . . . , A(k)

ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)) ÷èñëà ýëåìåíòîâ
n(A(1)), n(A(2)), . . . , n(A(k)) ýòèõ ìíîæåñòâ:

n(A(1) ×A(2) × . . .×A(k)) = n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)).

×àñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü òåðìèíàõ
äåéñòâèé.

Ïóñòü íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îäíî çà äðóãèì k äåéñòâèé.
Åñëè ïåðâîå äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü n1 ñïîñîáàìè, âòîðîå
� n2 ñïîñîáàìè è òàê äî k-ãî äåéñòâèÿ, êîòîðîå ìîæíî âû-
ïîëíèòü nk ñïîñîáàìè, òî âñå k äåéñòâèé âìåñòå ìîãóò áûòü
âûïîëíåíû n1n2 . . . nk ñïîñîáàìè.
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Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå � íå ÷òî èíîå êàê ïðàâèëî óìíîæå-
íèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîå â òåðìèíàõ äåéñòâèé. Â ñàìîì äåëå, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ÷åðåç A(1) íàáîð ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèå 1,
÷åðåç A(2) � äåéñòâèå 2, . . . , ÷åðåç A(k) � äåéñòâèå k (ÿñíî, ÷òî

n(A(i)) = ni, i = 1, 2, . . . , k). Òîãäà ýëåìåíò (a(1), a(2), . . . , a(k)) èç

A(1) × A(2) × · · · × A(k) çàäàåò ñïîñîá âûïîëíèòü âñå k äåéñòâèé
âìåñòå (â óêàçàííîì ïîðÿäêå), ïðè ýòîì

n(A(1)×A(2)×· · ·×A(k)) = n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)) = n1n2 . . . nk.

Òàê ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ âûïîëíèòü k äåéñòâèé âìåñòå ðàâíî
n1n2 . . . nk.

Ïðèìåð. Â êàæäóþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû,
ñîñòîÿùåé èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, çàïèñûâàþò ÷èñëà +1
èëè −1. Ñêîëüêî òàáëèö ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì?

Ðåøåíè å. Çàïîëíèòü òàáëèöó m× n ÷èñëàìè +1 è −1 çíà-
÷èò âûïîëíèòü mn äåéñòâèé (ïî ÷èñëó êëåòîê). Êàæäîå äåé-
ñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó â ñèëó ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ ÷èñëî ñïîñîáîâ çàïîëíèòü òàáëèöó (à, ñëåäîâà-
òåëüíî, è èñêîìîå ÷èñëî òàáëèö) ðàâíî 2mn.

À ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàáëèö ó êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå ÷è-
ñåë ïî ñòðîêàì è ïðîèçâåäåíèå ïî ñòîëáöàì ðàâíî +1?

�Ñïîñîá�. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ êîìáèíàòîðèêè íåîáõîäèìî
îòâåòèòü íà âîïðîñ: �Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûïîëíèòü
òî èëè èíîå äåéñòâèå, óïîðÿäî÷èòü òî èëè èíîå ìíîæåñòâî è
ò. ä.?� Ïðè ýòîì, ïðåæäå ÷åì ïîäñ÷èòûâàòü ÷èñëî ñïîñîáîâ,
íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ÷òî èìåííî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïîñîá
èëè êàê (÷åì) åãî ìîæíî îïèñàòü. Ïðåæäå ÷åì îòâå÷àòü íà âî-
ïðîñ �Ñêîëüêî?� íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ �×òî? ×òî áóäåì
ñ÷èòàòü?� Â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè çàäà÷àõ ñïîñîá îáðàçîâàòü,
ñîñòàâèòü, óïîðÿäî÷èòü, è ò. ä., êàê ïðàâèëî, ìîæíî îïèñàòü ýëå-
ìåíòàìè òîãî èëè èíîãî ìíîæåñòâà èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
âûïîëíåíèÿ òåõ èëè èíûõ äåéñòâèé.

Ç àì å ÷ à í è å. Âû÷èñëÿÿ ÷èñëî n(A) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàA,
óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàêèì ôàêòîì: åñëè ìåæäó ìíîæåñòâàìè A
è B óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òî

n(A) = n(B),

÷àñòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B ïîäñ÷èòàòü ïðîùå.
Äàëåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, êîðîòêî áóäåì

íàçûâàòü n-ýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì.
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Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.Ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ìíîæåñ-
òâà è óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííûì,
åñëè êàæäîìó åãî ýëåìåíòó ïðèïèñàí íîìåð, ïðè÷åì òàê, ÷òî
ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì ïðèïèñàíû ðàçëè÷íûå íîìåðà.

Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ
ëèáî ñâîèìè ýëåìåíòàìè, ëèáî èõ ïîðÿäêîì.

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ñëåäóþùèì ñïîñî-
áîì: çàïèñàòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà â ñïèñîê a, b, c, . . . , f ,
è êàæäîìó ýëåìåíòó ïðèïèñàòü åãî íîìåð â ñïèñêå, èëè, ÷òî
òî æå, ðàñïîëîæèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà íà çàíóìåðîâàí-
íûõ ìåñòàõ è êàæäîìó ýëåìåíòó ïðèïèñàòü íîìåð ìåñòà, íà
êîòîðîì îí îêàçàëñÿ. Êàê ïðàâèëî, òàê è áóäåì ïîñòóïàòü.

Ïåðåñòàíîâêè. n-Ýëåìåíòíûå óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñò-
âà äàííîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü åãî ïåðå-
ñòàíîâêàìè.

Ðàçëè÷íûå ïåðåñòàíîâêè äàííîãî ìíîæåñòâà îòëè÷àþòñÿ òîëü-
êî ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ, íî íå ñàìèìè ýëåìåíòàìè.

×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà îáîçíà-
÷àþò Pn.

Ïðèìåð 4.3.1 . Âûïèñàòü âñå ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà
Ω = {a, b, c}.

Ðåøåíè å. (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a) �
âñå ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà {a, b, c}, çàìåòèì, ÷òî P3 = 6.

Òåîðåìà. ×èñëî Pn âñåõ ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà ðàâíî n!, ò. å.

Pn = n!

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóåò ñïîñîá åãî óïîðÿäî÷èòü (óïîðÿäî÷èòü
� ðàñïîëîæèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà íà n çàíóìåðîâàííûõ ìåñ-
òàõ è êàæäîìó ýëåìåíòó ïðèïèñàòü íîìåð ìåñòà, íà êîòîðîì
îí îêàçàëñÿ) è íàîáîðîò � ñïîñîá óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî çà-
äàåò ïåðåñòàíîâêó. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ åãî óïîðÿäî÷èòü. Óïîðÿäî÷èòü
n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî � ðàñïîëîæèòü åãî ýëåìåíòû íà n ìåñ-
òàõ, ìîæíî, âûïîëíèâ n äåéñòâèé: äåéñòâèå ïåðâîå � çàïîëíèòü
ïåðâîå ìåñòî (îäíèì èç n ýëåìåíòîâ), äåéñòâèå âòîðîå � çà-
ïîëíèòü âòîðîå ìåñòî (îäíèì èç (n− 1) îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ)
è ò. ä. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âñå n äåéñòâèé ìîæíî âûïîë-
íèòü n · (n− 1) · · · 2 · 1 ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, n-ýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî Ω ìîæíî óïîðÿäî÷èòü Pn = n! ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ìíî-
æåñòâî ÷èñåë 1, 2, . . . , 2n òàê, ÷òîáû ÷åòíûå ÷èñëà ïîëó÷èëè
÷åòíûå íîìåðà?
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Ðåøåíè å. Ðàñïîëîæèì 2n ÷èñåë 1, 2, . . . , 2n íà 2n ìåñòàõ,
ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ÷åòíûå ÷èñëà çàíÿëè ìåñòà ñ ÷åòíûìè íî-
ìåðàìè (ïðè ýòîì íå÷åòíûå ÷èñëà çàéìóò ìåñòà ñ íå÷åòíûìè
íîìåðàìè). Âûïîëíèì ýòî â äâà äåéñòâèÿ. Äåéñòâèå ïåðâîå �
ðàñïîëîæèòü n ÷åòíûõ ÷èñåë íà n ÷åòíûõ ìåñòàõ (óïîðÿäî÷èòü
n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî), ìîæíî âûïîëíèòü n! ñïîñîáàìè. Äåé-
ñòâèå âòîðîå � ðàñïîëîæèòü n íå÷åòíûõ ÷èñåë íà n íå÷åòíûõ
ìåñòàõ � ìîæíî âûïîëíèòü n! ñïîñîáàìè. Äâà äåéñòâèÿ âìåñòå
ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü n!·n! ñïîñîáàìè.

Ñî÷åòàíèÿ. k-Ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü ñî÷åòàíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k.

Ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàçëè÷íû, åñëè îíè îòëè÷à-
þòñÿ õîòÿ áû îäíèì ýëåìåíòîì. Ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k,
ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, íåðàçëè÷èìû.

×èñëî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k) áóäåì îáîçíà-
÷àòü Ck

n.
Ïðèìåð 4.3.2. Ïóñòü Ω = {a, b, c}. Âûïèñàòü âñå ñî÷åòà-

íèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 1, èç 3 ïî 2.
Ðåøåíè å. {a}, {b}, {c} � âñå 1-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà

3-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {a, b, c} (ñî÷åòàíèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ
ïî 1), çàìåòèì, ÷òî C1

3 = 3. {a, b}, {a, c}, {b, c}� âñå 2-ýëåìåíòíûå
ïîäìíîæåñòâà 3-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (ñî÷åòàíèÿ èç 3 ýëåìåí-
òîâ ïî 2), C2

3 ðàâíî 3.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, {a, b} è {b, a} � îäíî

è òî æå ñî÷åòàíèå.
Òåîðåìà. ×èñëî Ck

n âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ
ïî k) ðàâíî n!/(k!(n− k)!), ò. å.

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëå-
ìåíòíîãî ìíîæåñòâà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî
ðàâíî n! C äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü òàê: ðàçî-
áüåì n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íà äâà ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæà-
ùèõ ñîîòâåòñòâåííî k è (n− k) ýëåìåíòîâ, âûáðàâ k-ýëåìåíòíîå
ïîäìíîæåñòâî (ýòî ìîæíî ñäåëàòü Ck

n ñïîñîáàìè). Çàòåì êàæäîå
èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷èì, ïåðâîå � k! ñïîñîáàìè, âòîðîå
� (n−k)! ñïîñîáàìè è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì n-ýëåìåíòíîå óïî-
ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Âñåãî âûïîëíåíî òðè äåéñòâèÿ, ïîýòîìó
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ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ÷èñëî n-ýëåìåíòíûõ óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ ðàâíî Ck

nk!(n − k)! Òàê ÷òî n! = Ck
nk!(n − k)!

Îòñþäà

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Ïðèìåð 4.3.3 (�øàõìàòíûé ãîðîä�). Ðàññìîòðèì ïðÿìî-
óãîëüíóþ ñåòêó êâàäðàòîâ � �øàõìàòíûé ãîðîä�, ñîñòîÿùèé
èç m × n êâàäðàòíûõ êâàðòàëîâ, ðàçäåëåííûõ n − 1 �ãîðèçîí-
òàëüíûìè� è m− 1 �âåðòèêàëüíûìè� óëèöàìè (ñì. ðèñ. 4.3.1).
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íà ýòîé ñåòêå ðàçëè÷íûõ êðàò÷àéøèõ ïó-
òåé, âåäóùèõ èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà (òî÷êè (0, 0)) â ïðàâûé
âåðõíèé óãîë (òî÷êó (m,n))?

(0,   )n

(    ,   )m 0

0

(m,n)

Ðèñ. 4.3.1: �Øàõìàòíûé ãîðîä�

Ð åø å í è å. Îáîçíà÷èì áóêâîé �Ã� ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê
ïóòè, áóêâîé �Â� � âåðòèêàëüíûé. Êàæäûé êðàò÷àéøèé ïóòü èç
(0, 0) â (m,n) ñîñòîèò èç n âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ è m ãîðèçîí-
òàëüíûõ. Îí ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèíîé
n + m, ñîñòàâëåííîé èç m áóêâ �Ã� è n áóêâ �Â�, è íàîáîðîò.
Ïîýòîìó ÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç (0, 0) â (m,n) ðàâíî ÷èñëó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé n+m, ñîñòàâëåííûõ èç m áóêâ �Ã�
è n áóêâ �Â�. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî çà-
äàåòñÿ âûáîðîìm ìåñò äëÿ áóêâû �Ã� èç n+m ìåñò (îñòàâøèåñÿ
ìåñòà çàïîëíÿþòñÿ áóêâàìè �Â�). Ïîýòîìó ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé èç m áóêâ �Ã� è n áóêâ �Â� ðàâíî Cm

n+m.
Ðàçìåùåíèÿ. k-Ýëåìåíòíûå óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà

äàííîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü ðàçìåùåíèÿ-
ìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k.
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Ðàçìåùåíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàçëè÷íû, åñëè îíè îòëè-
÷àþòñÿ èëè ñâîèìè ýëåìåíòàìè, èëè ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ.

×èñëî âñåõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k áó-
äåì îáîçíà÷àòü Ak

n.
Ïðèìåð 4.3.4. Ïóñòü Ω = {a, b, c}. Âûïèñàòü âñå ðàçìåùå-

íèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 2.
Ðåøåíè å. (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b)� âñå 2-ýëåìåí-

òíûå óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà 3-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
{a, b, c} (ðàçìåùåíèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 2), A2

3 ðàâíî 6.
Òåîðåìà. ×èñëî Ak

n âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ k-ýëåìåíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî k) ðàâíî n!/(n− k)!, ò. å.

Ak
n = n!/(n− k)!

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. k-Ýëåìåíòíûå óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíî-
æåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ äåéñò-
âèÿìè: ñíà÷àëà âûáðàòü k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî n-ýëåìåíò-
íîãî ìíîæåñòâà (Ck

n ñïîñîáàìè), à çàòåì óïîðÿäî÷èòü åãî (k! ñïî-
ñîáàìè). Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ýòè äâà äåéñòâèÿ âìåñòå
ìîæíî âûïîëíèòü Ck

n · k! ñïîñîáàìè. Òàê ÷òî ÷èñëî

Ak
n = Ck

n · k! = n!/(n− k)!

Ðàçáèåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâà, ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòî-
ðåíèÿìè. Ðàçáèåíèåì n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà Ω íà m ïîïàð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî
k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ (k1+ k2+ . . .+ km = n), áóäåì íàçûâàòü
óïîðÿäî÷åííûé íàáîð

(B1, B2, . . . , Bm)

èç m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω,
ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ.

Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bm = Ω.

Äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà íà m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ýëå-
ìåíòîâ, ðàçëè÷íû, åñëè õîòÿ áû â îäíîé ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ
kj-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ (j = 1, 2, . . . ,m) èìåþòñÿ ðàçëè÷-
íûå ýëåìåíòû.
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×èñëî âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà m ïîïàð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî
k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ (k1+k2+· · ·+km = n), áóäåì îáîçíà÷àòü
Cn(k1, k2, . . . , km).

Ïðèìåð 4.3.5 . Ïðèâåñòè âñå âîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ ìíî-
æåñòâà Ω = {a, b, c, d} íà 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà
(B1, B2, B3), ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1 = 1 ýëåìåíòîâ
(â ìíîæåñòâå B1), k2 = 2 ýëåìåíòîâ (â ìíîæåñòâå B2), k3 = 1
ýëåìåíòîâ (â ìíîæåñòâå B3).

Ðåøåíè å.

({a}, {b, c}, {d}), ({a}, {c, d}, {b}), ({a}, {b, d}, {c}),
({b}, {a, c}, {d}), ({b}, {c, d}, {a}), ({b}, {a, d}, {c}),
({c}, {a, b}, {d}), ({c}, {a, d}, {b}), ({c}, {b, d}, {a}),
({d}, {a, b}, {c}), ({d}, {a, c}, {b}), ({d}, {b, c}, {a}),

÷èñëî C4(1, 2, 1) ðàâíî 12.
Çàìåòèì, ÷òî íàïðèìåð, ({a}, {b, c}, {d}) è ({d}, {b, c}, {a})

ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà Ω = {a, b, c, d}.
Òåîðåìà. ×èñëî Cn(k1, k2, . . . , km) âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåí-

òíîãî ìíîæåñòâà Ω íà m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ B1, B2, . . . , Bm, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . .
. . . , km ýëåìåíòîâ (k1+k2+· · ·+km = n), ðàâíî n!/(k1!k2! . . . km!),
ò. å.

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëå-
ìåíòíîãî ìíîæåñòâà Ω. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ÷èñëî, êàê èçâåñò-
íî, ðàâíî n! Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ðàçáèòü n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íà m íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ B1, B2, . . . , Bm, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåí-
íî k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cn(k1, k2, . . . , km)
ñïîñîáàìè). À çàòåì óïîðÿäî÷èòü êàæäîå èç íèõ � ñîîòâåòñòâåí-
íî k1!, k2!, . . . , km! ñïîñîáàìè. Òîãäà ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæå-
íèÿ ÷èñëî n-ýëåìåíòíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñò-
âà Ω ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km! Îòñþäà
èìååì:

n! = Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km!

Ïîýòîìó

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

×èñëà Cn(k1, k2, . . . , km) íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.
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Îïðåäåëåíèå.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé n, ñîñòàâëåííóþ
èç k1 ýëåìåíòîâ (áóêâ) a1, k2 ýëåìåíòîâ (áóêâ) a2, . . . , km ýëåìåí-
òîâ (áóêâ) am (k1 + k2 + . . .+ km = n), áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòà-
íîâêîé ñ ïîâòîðåíèÿìè (ñëîâîì) äëèíîé n èç ýëåìåíòîâ (áóêâ)
a1, a2, . . . , am â êîëè÷åñòâå k1, k2, . . . , km ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïðèìåð, ñëîâî �ñòàòèñòèêà� � ïåðåñòàíîâêà ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ áóêâ �à�, äâóõ áóêâ �è�, îäíîé áóêâû �ê�,
äâóõ áóêâ �ñ�, òðåõ áóêâ �ò�.

Äâå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàçëè÷íû, åñëè ó ïåðå-
ñòàíîâîê õîòÿ áû íà îäíîì ìåñòå (èç n óïîðÿäî÷åííûõ ìåñò)
ðàñïîëîæåíû ðàçëè÷íûå áóêâû.

Ïðèìåð 4.3.6 . Âûïèñàòü âñå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè (ñëîâà) äëèíîé 4, ñîñòàâëåííûå èç áóêâ {a, b}, â êîòîðûõ
áóêâû a, b âñòðå÷àþòñÿ ïî äâà ðàçà.

Ðåøåíè å. (a, a, b, b), (a, b, a, b), (b, a, a, b), (b, a, b, a), (b, b, a, a),
(a, b, b, a).

Òåîðåìà. ×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè (ñëîâ)
äëèíîé n, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç k1 ýëåìåíòîâ a1,
k2 ýëåìåíòîâ a2 è ò. ä., km ýëåìåíòîâ am (k1+k2+· · ·+km = n)
ðàâíî

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàñïîëîæèâ k1 ýëåìåíòîâ a1, k2 ýëå-
ìåíòîâ a2, è ò. ä., km ýëåìåíòîâ am íà n çàíóìåðîâàííûõ ÷èñëà-
ìè 1, 2, . . . , n ìåñòàõ è ïðèïèñàâ êàæäîìó ýëåìåíòó íîìåð ìåñ-
òà, íà êîòîðîì îí îêàçàëñÿ, ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó ñ ïîâòîðå-
íèÿìè. Î÷åâèäíî, ïåðåñòàíîâêà ñ ïîâòîðåíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ
óêàçàíèåì k1 ìåñò äëÿ ýëåìåíòà a1, k2 ìåñò äëÿ ýëåìåíòà a2,
è ò. ä., km ìåñò äëÿ ýëåìåíòà am, ò. å. ðàçáèåíèåì n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà çàíóìåðîâàííûõ ìåñò íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ.
×èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé (à âìåñòå ñ íèìè è ïåðåñòàíîâîê ñ ïî-
âòîðåíèÿìè)

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Çàì å ÷ à í è å. Ñîñòàâëÿÿ ñëîâà, íåîáõîäèìî: 1◦ óêàçàòü äëè-
íó n ñëîâà; 2◦ óêàçàòü íàáîð {a1, a2, . . . , am} ðàçëè÷íûõ áóêâ,
èñïîëüçóåìûõ â çàïèñè ñëîâà; 3◦ óêàçàòü ÷èñëî kj � ïîâòîðåíèé
êàæäîé áóêâû aj , èñïîëüçóåìîé â çàïèñè ñëîâà (j = 1, 2, . . . ,m),
k1 + k2 + . . .+ km = n.
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Êîëè÷åñòâî ñëîâ, êîòîðûå ïðè ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàâíî
Cn(k1, k2, . . . , km).

Òåîðåìà (ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà).

(a1+a2+. . .+am)n =
∑

k1+k2+...+km=n

Cn(k1, k2, . . . , km)ak11 a
k2
2 . . . akmm ,

ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì k1, k2, . . .
. . . , km, äëÿ êîòîðûõ k1 + k2 + . . .+ km = n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ

(a1 + a2 + . . .+ am)n =

= (a1 + a2 + . . .+ am)(a1 + a2 + . . .+ am) . . . (a1 + a2 + . . .+ am)

ðàâíî ñóììå âñåõ ñëàãàåìûõ âèäà d1d2 . . . dn, ãäå êàæäûé ñî-
ìíîæèòåëü di (i = 1, 2, . . . , n), ðàâåí èëè a1, èëè a2, è ò. ä.
èëè am. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñëàãàåìîå d1d2 . . . dn îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëîâîì äëèíîé n, ñîñòàâëåííûì èç áóêâ a1, a2, . . . , am.
Êàæäîìó òàêîìó ñëîâó ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå d1d2 . . . dn=
= ak11 a

k2
2 . . . akmm . Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âèäà ak11 a

k2
2 . . . akmm ðàâíî

÷èñëó ñëîâ äëèíîé n, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç k1 áóêâ a1, k2
áóêâ a2, è ò. ä., km áóêâ am, ò. å. Cn(k1, k2, . . . , km). Òåì ñàìûì
òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìîäåëü Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò
ðàçìåùåíèå ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì.

Òåîðåìà. Ïóñòü n ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî
m ÿ÷åéêàì (îáëàñòÿì ïðîñòðàíñòâà). Òîãäà ÷èñëî âñåõ ðàçìå-
ùåíèé ÷àñòèö ðàâíî mn. ×èñëî ðàçìåùåíèé ÷àñòèö, â êîòî-
ðûõ ïåðâàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò k1 ÷àñòèö, âòîðàÿ � k2 ÷àñòèö
è ò. ä., m-ÿ � km ÷àñòèö (k1 + k2 + . . . + km = n), ðàâíî
Cn(k1, k2, . . . , km).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàíóìåðóåì ÷àñòè-
öû ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n, à ÿ÷åéêè (îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà) � íî-
ìåðàìè 1, 2, . . . ,m.

Îáîðîò �ðàñïðåäåëèòü (ðàçìåñòèòü) n ÷àñòèö ïî m ÿ÷åéêàì�
îáîçíà÷àåò � êàæäîé ÷àñòèöå ïðèïèñàòü íîìåð ÿ÷åéêè, â êî-
òîðîé îíà îêàæåòñÿ. Òàê ÷òî êàæäîìó ðàçìåùåíèþ n ÷àñòèö
ïî m ÿ÷åéêàì ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé n, ñî-
ñòàâëåííàÿ èç ÷èñåë 1, 2, . . . ,m, äðóãèìè ñëîâàìè ñîîòâåòñòâó-
åò ñëîâî (i1, i2, . . . , in) äëèíîé n, ñîñòàâëåííîå èç íîìåðîâ ÿ÷ååê
1, 2, . . . ,m (i1 � íîìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îêàçàëàñü ÷àñòèöà ñ
íîìåðîì 1, i2 � íîìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îêàçàëàñü ÷àñòèöà ñ
íîìåðîì 2 è ò. ä., in � íîìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îêàçàëàñü ÷àñòè-
öà ñ íîìåðîì n). È íàîáîðîò, êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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(ñëîâî) çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå n ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî m ÿ÷åé-
êàì. Ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ ðàçìåùåíèé n ÷àñòèö ïî m ÿ÷åéêàì
ðàâíî mn � ÷èñëó ñëîâ äëèíîé n, ñîñòàâëåííûõ èç ÷èñåë îò 1
äî m. À ÷èñëî ðàçìåùåíèé n ÷àñòèö ïî m ÿ÷åéêàì, ó êîòîðûõ â
ïåðâîé ÿ÷åéêå íàõîäèòñÿ k1 ÷àñòèö, âî âòîðîé � k2 ÷àñòèö è ò. ä.,
â m-é � km ÷àñòèö ðàâíî ÷èñëó ñëîâ äëèíîé n, ñîñòàâëåííûì èç
k1 ýëåìåíòîâ (áóêâ) �1�, k2 ýëåìåíòîâ (áóêâ) �2� è ò. ä., km ýëå-
ìåíòîâ (áóêâ) �m�, ò. å. ðàâíî Cn(k1, k2, . . . , km).

Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè. Íàáîð èç n ýëåìåíòîâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç m òèïîâ, áóäåì íàçû-
âàòü ñî÷åòàíèåì èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè çàäàåòñÿ óêàçàíèåì ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ êàæäîãî òèïà.

Äâà ñî÷åòàíèÿ èç m ýëåìåíòîâ ïî n ðàçëè÷íû, åñëè îíè îò-
ëè÷àþòñÿ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ õîòÿ áû îäíîãî òèïà.

×èñëî âñåõ ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè
áóäåì îáîçíà÷àòü fnm.

Ïðèìåð 4.3.7 . Âûïèñàòü âñå ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè
èç 4 ýëåìåíòîâ a, b, c, d ïî 2.

Ðåøåíè å. aa, bb, cc, dd, ab, ac, ad, bc, bd, dc, çàìåòèì, ÷òî ÷èñ-
ëî f24 = 10.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, ab è ba � îäíî è òî
æå ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Òåîðåìà 4.3.1. ×èñëî fnm ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî n
ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî Cm−1

n+m−1:

fnm = Cm−1
n+m−1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîìó ñî÷åòàíèþ èçm ýëåìåíòîâ ïî
n ñ ïîâòîðåíèÿìè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç n íóëåé è m − 1 åäèíèö ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âûïè-
øåì íóëè â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà,
âõîäÿùèõ â ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè, çàòåì åäèíèöó; äàëåå âû-
ïèñûâàåì íóëè â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó ýëåìåíòîâ âòîðîãî
òèïà, çàòåì åäèíèöó è ò. ä. (ïîñëå íóëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëå-
ìåíòàì m-ãî òèïà, åäèíèöó íå çàïèñûâàåì). Íàîáîðîò, êàæäîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n íóëåé è m − 1 åäèíèö ñîîòâåòñòâóåò
ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè (ñíà÷àëà íàáè-
ðàåì ýëåìåíòû ïåðâîãî òèïà â êîëè÷åñòâå ðàâíîì ÷èñëó íóëåé äî
ïåðâîé åäèíèöû, çàòåì � ýëåìåíòû âòîðîãî òèïà â êîëè÷åñòâå,
ðàâíîì ÷èñëó íóëåé ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé åäèíèöåé, è ò. ä.).
Ïîýòîìó ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè
ðàâíî ÷èñëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç n íóëåé è
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m − 1 åäèíèö, êîëè÷åñòâî æå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâ-
íî Cm−1

n+m−1.
Òåîðåìà 4.3.2 . Åñëè n ≥ m, òî ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç m

ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè, ó êîòîðûõ ýëåìåíò êàæäîãî
òèïà âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç, ðàâíî Cm−1

n−1 .
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñî÷åòà-

íèåì èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè è ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òÿìè èç n íóëåé è m − 1 åäèíèö, êàê ýòî áûëî îïèñàíî â äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.3.1. Ñî÷åòàíèÿì èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ
ïîâòîðåíèÿìè, ó êîòîðûõ ýëåìåíò êàæäîãî òèïà âñòðå÷àåòñÿ õî-
òÿ áû îäèí ðàç, ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n íóëåé è
m− 1 åäèíèö, ó êîòîðûõ íèêàêèå äâå åäèíèöû íå ðàñïîëîæåíû
ðÿäîì. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, âûáðàâ èç
n−1 ïðîìåæóòêîâ ìåæäó íóëÿìè m−1 ïðîìåæóòîê è ðàñïîëî-
æèâ â íèõ åäèíèöû. Ïîñëåäíåå ìîæíî ñäåëàòü Cm−1

n−1 ñïîñîáàìè.
Ïðèìåð. Êîñòü äîìèíî � íàáîð èç äâóõ ÷èñåë, êàæäîå èç

êîòîðûõ âûáðàíî èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2, . . . , 6}. Êîñòü ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñî÷åòàíèå èç m = 7 ýëåìåíòîâ ïî n = 2
ñ ïîâòîðåíèÿì. ×èñëî òàêèõ ñî÷åòàíèé (à âìåñòå ñ íèìè è
÷èñëî êîñòåé äîìèíî) ðàâíî

f27 = C7−1
2+7−1 = C6

8 =
8!

2!6!
=

7 · 8
2

= 28.

Òåîðåìà 4.3.3. Äëÿ öåëîãî n > 0 ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . .+ xm = n (4.3.1)

â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ ðàâíî Cm−1
n+m−1, à â öåëûõ ïî-

ëîæèòåëüíûõ (ïðè n ≥ m) ðàâíî Cm−1
n−1 .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . .+ xm = n

â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(x1, x2, . . . , xm) öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî
x1 + x2 + . . . + xm = n. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çà-
äàåò ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè è íàîáî-
ðîò. Â ñàìîì äåëå, ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðå-
íèÿìè îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ÷èñëîì x1 ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà,
÷èñëîì x2 ýëåìåíòîâ âòîðîãî òèïà è ò. ä., ÷èñëîì xm ýëåìåí-
òîâ m-ãî òèïà â íåãî âõîäÿùèõ, ò. å. çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ (x1, x2, . . . , xm) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òàêîé, ÷òî
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x1 + x2 + . . . + xm = n, è íàîáîðîò, � ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåí-
òîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (x1, x2, . . . , xm) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî
x1+x2+ . . .+xm = n (x1 � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà, x2 �
âòîðîãî è ò. ä., xm � m-ãî òèïà). Ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî ðåøå-
íèé ðàâíî ÷èñëó Cm−1

n+m−1 ñî÷åòàíèé èç m ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.3.1) â öåëûõ ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñëàõ (ïðè óñëîâèè n ≥ m) ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç m
ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè, ó êîòîðûõ ýëåìåíò êàæäîãî òè-
ïà âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç, ò. å. ðàâíî Cm−1

n−1 .
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ìåæäó ìíîæåñòâîì ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåí-

òîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè è ìíîæåñòâîì ðåøåíèé (x1, x2, . . . , xm)
óðàâíåíèÿ x1+x2+. . .+xm = n â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ïðèìåð. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïîðÿäêà n ó áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè m
ïåðåìåííûõ?

Ðåøåíè å. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xm) îòm ïåðåìåííûõ îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷èñëîì äèôôåðåíöèðîâàíèé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è
íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè, ñêàæåì, ïî
ïåðâîé ïåðåìåííîé ìû ïðîäèôôåðåíöèðóåì k1 ðàç, ïî âòîðîé �
k2 ðàç, è ò. ä., ïî m-é � km ðàç (ïðè÷åì k1 + k2 + . . . + km =

= n), òî ïîëó÷èì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
∂nf(x1, x2, . . . , xm)

∂xk11 ∂x
k2
2 . . . ∂xkmm

. ×èñ-

ëî òàêèõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíî ÷èñëó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
k1 + k2 + . . . + km = n â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ, à ïî-
ñëåäíåå ðàâíî

fnm = Cm−1
n+m−1.

Ìîäåëü Á�îçå�Ýéíøòåéíà. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ðàçìå-
ùåíèå íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì.

Òåîðåìà 4.3.4 . Ïóñòü n íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ðàñïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî m ÿ÷åéêàì (îáëàñòÿì ïðîñòðàíñòâà). ×èñëî âñåõ
âîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé ÷àñòèö ðàâíî

fnm = Cm−1
n+m−1.

Åñëè n ≥ m, òî ÷èñëî òåõ ðàçìåùåíèé, ó êîòîðûõ êàæäàÿ
ÿ÷åéêà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ÷àñòèöó, ðàâíî Cm−1

n−1 .
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçìåùåíèå n íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî

m ÿ÷åéêàì çàäàåòñÿ óêàçàíèåì ÷èñëà x1 ÷àñòèö, ïîïàâøèõ â 1-þ
ÿ÷åéêó, x2 � âî 2-þ ÿ÷åéêó è ò. ä., ÷èñëà xm ÷àñòèö, ïîïàâøèõ â
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m-þ ÿ÷åéêó, ò. å. çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (x1, x2, . . . , xm)
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêîé, ÷òî

x1 + x2 + . . .+ xm = n,

äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàåòñÿ ðåøåíèåì (x1, x2, . . . , xm) óðàâíåíèÿ
x1+x2+. . .+xm = n, â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ (è íàîáî-
ðîò). À ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3.3 ðàâíî fnm.

Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè è ñëîâà.Ïóñòü èìååòñÿ ñëîâî
äëèíîé n, ñîñòàâëåííîå èç m áóêâ (ýëåìåíòîâ): x1 áóêâ a1, x2
áóêâ a2 è ò. ä., xm áóêâ am (x1 + x2 + . . . + xm = n). �Cñûïàâ�
áóêâû ñëîâà â óðíó, ïîëó÷èì íàáîð èç n ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì
÷èñëî ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà ðàâíî x1, âòîðîãî � x2, è ò. ä.,
m-ãî òèïà � xm, ò. å. ïîëó÷èì ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n
ñ ïîâòîðåíèÿìè (îäíî) ñ çàäàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ êàæäîãî
òèïà.

Íàîáîðîò. Ïóñòü ìû èìååì ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n
ñ ïîâòîðåíèÿìè, â êîòîðîì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà ðàâ-
íî x1, âòîðîãî � x2, è ò. ä., m-ãî òèïà � xm (èìååì íàáîð èç
n ýëåìåíòîâ �ññûïàííûõ� â óðíó: x1 ýëåìåíòîâ a1, x2 ýëåìåíòîâ
a2 è ò. ä., xm ýëåìåíòîâ am). Ðàçìåñòèâ ýëåìåíòû íà n çàíóìå-
ðîâàííûõ ìåñòàõ (óïîðÿäî÷èâ èõ) ïîëó÷èì ñëîâî. ×èñëî âñåõ
òàêèõ ñëîâ ðàâíî Cn(x1, x2, . . . , xm).

4.4 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Â ïðåäëàãàåìûõ äàëåå çàäà÷àõ, ïðåæäå ÷åì ïîäñ÷èòûâàòü
÷èñëî ýëåìåíòîâ òîãî èëè èíîãî ìíîæåñòâà, íåîáõîäèìî îïðåäå-
ëèòü, ÷òî èìåííî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýòè ýëåìåíòû
(ò. å., ÷òî ïîäñ÷èòûâàòü). Ïðåæäå ÷åì îòâå÷àòü íà âîïðîñ
�Cêîëüêî? �, íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ �×òî?×òî áóäåì
ñ÷èòàòü?�

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 4.4.1. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñû-

âàþò øåñòü ðàç. Ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Îïèñàòü ñîáûòèå A � �âûïà-
äóò âñå øåñòü ãðàíåé� è âû÷èñëèòü åãî âåðîÿòíîñòü.

Ðåøåíè å. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
Ω ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ìíî-
æåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé øåñòü, îáðàçîâàííûõ ÷èñ-
ëàìè 1, 2, . . . , 6. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6, 1, 6, 3, 2, 4) îïè-
ñûâàåò èñõîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùèé â òîì,
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÷òî ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè âûïàëà 6, ïðè
âòîðîì � 1, . . . , ïðè øåñòîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàëà 4.

Ñîáûòèå A � �âûïàëè âñå ãðàíè� îïèøåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ïðîñòðàíñòâà Ω, ñîñòîÿùèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â çàïèñè
êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ êàæäàÿ èç öèôð 1, 2, . . . , 6.

Äàëåå, ïîñêîëüêó êàæäûé èñõîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà íè÷åì íå õóæå è íå ëó÷øå, ÷åì äðóãîé (êîñòü ñèììåò-
ðè÷íà), òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ
ðàâíîâåðîÿòíû (íè èç êàêèõ òåîðåì ýòî óòâåðæäåíèå íå ñëåäó-
åò). Äðóãèìè ñëîâàìè, â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äàííî-
ãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ìî-
äåëü. Òåì ñàìûì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (ìîäåëü ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà) ïîñòðîåíî: ïðåäëîæåíî Ω è äëÿ êàæäîãî
ω ∈ Ω çàäàíà âåðîÿòíîñòü P(ω): P(ω) = 1/n(Ω).

Òåïåðü âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � �âûïàäóò âñå
øåñòü ãðàíåé�. Ïîñêîëüêó ìîäåëü êëàññè÷åñêàÿ, òî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ôîðìóëîé êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè (ñì. (4.2.2)), âåðî-
ÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà n(A) ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â ñîáûòèå A, ê ÷èñëó n(Ω) âñåõ ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé.

Ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â Ω ñòîëüêî, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé 6, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü èç øåñòè
÷èñåë (îò 1 äî 6). Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ, èõ � 66. Ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â ñîáûòèå A, ñòîëüêî, ñêîëüêî
èìååòñÿ ïåðåñòàíîâîê èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 6 � èõ 6!

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

P(A) =
6!

66
.

Ïðèìåð 4.4.2 (Ñ. Í. Áåðíøòåéí). Ïîäáðàñûâàþò ïðà-
âèëüíûé òåòðàýäð, òðè ãðàíè êîòîðîãî îêðàøåíû ñîîòâåòñò-
âåííî â êðàñíûé, ñèíèé è çåëåíûé öâåòà, à â îêðàñêå ÷åòâåðòîé
èìåþòñÿ âñå òðè öâåòà. Ñîáûòèÿ: R � �êðàñíûé�, B � �ñè-
íèé�, G � �çåëåíûé� îáîçíà÷àþò, ÷òî â îêðàñêå ãðàíè, ñîïðèêà-
ñàþùåéñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ, èìåþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå öâåòà.
Óáåäèòåñü, ÷òî ñîáûòèÿ R, B, G ïîïàðíî íåçàâèñèìû, íî íå
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

Ðåøåíè å. Ïîñêîëüêó òåòðàýäð ïðàâèëüíûé, òî â êà÷åñòâå
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà åñòåñò-
âåííî ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü.

Êàæäûé öâåò ïðèñóòñòâóåò â îêðàñêå äâóõ ãðàíåé, ïîýòîìó

P(R) = 2/4 = 1/2, P(B) = 2/4 = 1/2, P(G) = 2/4 = 1/2.
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Â îêðàñêå òîëüêî îäíîé ãðàíè èìåþòñÿ òðè öâåòà, ïîýòîìó

P(R ∩B ∩G) = 1/4, P(R ∩B) = 1/4,

P(R ∩G) = 1/4, P(B ∩G) = 1/4.

Òàê ÷òî

P(R ∩B) = P(R)P(B), P(R ∩G) = P(R)P(G),

P(B ∩G) = P(B)P(G),

ò. å. ñîáûòèÿ R,B,G ïîïàðíî íåçàâèñèìû. Íî

P(R ∩B ∩G) = 1

4
̸= 1

2
· 1
2
· 1
2
= P(R)P(B)P(G).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿ R,B,G íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

Ïðèìåð 4.4.3. Ïîäáðàñûâàþò òðè ñèììåòðè÷íûå èãðàëü-
íûå êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ õîòÿ áû îäíîé åäè-
íèöû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà òðåõ êîñòÿõ âûïàëè ðàçíûå ãðàíè.

Ðåøåíè å. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
Ω ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè, ñîñòàâëåííûå èç ÷èñåë
1, 2, . . . , 6. Ïîñêîëüêó êîñòè ñèììåòðè÷íû, òî åñòåñòâåííî ñ÷è-
òàòü âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè. Òåì ñàìûì
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïî-
ñòðîåíî.

Ïóñòü B � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íà òðåõ êîñòÿõ âû-
ïàëè ðàçíûå ãðàíè, A� õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè âûïàëà åäèíèöà.
Â çàäà÷å íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P(A/B).

Ïî îïðåäåëåíèþ

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Äàëåå,

P(B) =
6 · 5 · 4

63
; P(A ∩B) =

3 · 5 · 4
63

;

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
=

3 · 5 · 4
63

/6 · 5 · 4
63

=
1

2
.

Âåðîÿòíîñòü P(A/B) ìîæíî òàêæå âû÷èñëèòü, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü òåì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè {Ω,P} óñëîâíàÿ âåðîÿò-
íîñòü P(A/B) ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,
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âõîäÿùèõ â A∩B, ê ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ B, ò. å.

P(A/B) =
3 · 5 · 4
6 · 5 · 4

=
1

2
.

Ïðèìåð 4.4.4 (îáîáùåíèå çàäà÷è Ëüþèñà Êýððîëà).
Â óðíå íàõîäèòñÿ îäèí øàð, î êîòîðîì èçâåñòíî, ÷òî îí ëèáî
áåëûé (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2), ëèáî ÷åðíûé. Â óðíó ïîëîæèëè n
áåëûõ øàðîâ, à çàòåì ïîñëå òùàòåëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî èçâëåêëè n øàðîâ, êîòîðûå îêàçàëèñü áåëûìè.

Ðåøåíè å. Øàð, êîòîðûé èçíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ â óðíå, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç W , åñëè îí áåëûé, è ÷åðåç B, åñëè îí ÷åðíûé
(òàê æå áóäåì îáîçíà÷àòü è ñîáûòèÿ �â óðíå èçíà÷àëüíî áå-
ëûé øàð�, �â óðíå èçíà÷àëüíî ÷åðíûé øàð�). Áåëûå øàðû, êî-
òîðûå êëàäóò â óðíó, îáîçíà÷èì ÷åðåç Wi, i = 1, 2, . . . , n (áó-
äåì ñ÷èòàòü èõ ðàçëè÷èìûìè). Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëå-
äîâàòåëüíîì èçâëå÷åíèè èç óðíû (n + 1) øàðîâ. Èñõîäû ýêñ-
ïåðèìåíòà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíîé (n + 1), ñîñòàâëåííûå
èç áóêâ W1,W2, . . . ,Wn,W èëè èç áóêâ W1,W2, . . . ,Wn, B. Ïî-
ñêîëüêó ñíà÷àëà â óðíå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 íàõîäèòñÿ áåëûé
èëè ÷åðíûé øàð, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ìîäåëü êëàññè÷åñêîé.
Ïóñòü An � ñîáûòèå �ïåðâûå n èçâëå÷åííûõ øàðîâ áåëûå�, A
� �ïîñëåäíèé èçâëå÷åííûé øàð áåëûé�. ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü

P(A/An) =
P(A ∩An)

P(An)
.

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè P(An) è P(A ∩ An) ïî ôîðìóëå ïîë-
íîé âåðîÿòíîñòè, â êà÷åñòâå ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé ðàññìîòðèì
ñîáûòèÿ W, B. Èìååì

P(An/W ) = 1, P(An/B) =
n!

(n+ 1)!
=

1

n+ 1
,

P(An) = P(An/W )P(W ) + P(An/B)P(B) =

= 1 · 1
2
+

1

n+ 1
· 1
2
=

1

2

(
1 +

1

n+ 1

)
,

P(A ∩An) = P((A ∩An)/W )P(W ) + P((A ∩An)/B)P(B) =

= 1 · 1
2
+ 0 · 1

2
=

1

2
.
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Òàê ÷òî

P(A/An) =
1/2

(1/2)(1 + 1/(n+ 1))
=
n+ 1

n+ 2
. (4.4.1)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â óðíå íàõîäèòñÿ ÷åðíûé øàð, òî âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûå n âûíóòûõ øàðîâ îêàæóòñÿ áåëûìè

P(An/B) =
1

n+ 1
,

à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ n âûíóòûõ øàðîâ îêàæåò-
ñÿ ÷åðíûé

P(An/B) = 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
,

ò. å. åñëè â óðíå èìååòñÿ ÷åðíûé øàð, òî îí ñêîðåå âñåãî ïîÿâèòñÿ
ñðåäè ïåðâûõ n âûíóòûõ.

È åñëè ïåðâûå n âûíóòûõ øàðîâ îêàçàëèñü áåëûìè, òî ñêîðåå
âñåãî ÷åðíîãî øàðà â óðíå è íå áûëî �

P(B/An) = 1− P(A/An) = 1− n+ 1

n+ 2
=

1

n+ 2

(ñì. (4.4.1)).
Ïîýòîìó åñòåñòâåííî, ÷òî åñëè ñðåäè ïåðâûõ n øàðîâ îêà-

æóòñÿ òîëüêî áåëûå, òî è (n + 1)-é øàð ñêîðåå âñåãî áóäåò áå-
ëûì:

P(A/An) =
n+ 1

n+ 2
.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âïîëíå ñîãëàñóþòñÿ ñ íàøåé èíòóè-
öèåþ.

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà n = 1, ìû èìååì äåëî
ñ çàäà÷åé Ëüþèñà Êýððîëà, ïðè ýòîì

P(A/A1) =
n+ 1

n+ 2
=

2

3
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì ê ýòîé çàäà÷å.
Ïðèìåð 4.4.5. Ñðåäè N ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ n �ñ÷àñò-

ëèâûõ�. Ñòóäåíòû ïîäõîäÿò çà áèëåòàìè îäèí çà äðóãèì.
Ó êîãî áîëüøå âåðîÿòíîñòü âçÿòü �ñ÷àñòëèâûé� áèëåò � ó òî-
ãî, êòî ïîäîøåë ïåðâûì, èëè ó òîãî, êòî ïîäîøåë âòîðûì?
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Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Al
i ñîáûòèå �i-é ñòóäåíò âçÿë

ñ÷àñòëèâûé áèëåò�, i = 1, 2; Au
1 � �1-é ñòóäåíò âçÿë íåñ÷àñòëè-

âûé áèëåò�. Âû÷èñëèì P(Al
1) è P(Al

2).
Ïî ôîðìóëå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

P(Al
1) =

n

N
.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ P(Al
2) âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå ïîëíîé âå-

ðîÿòíîñòè, ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé Al
1

è Au
1 :

P(Al
2) = P(Al

2/A
l
1)P(A

l
1) + P(Al

2/A
u
1)P(A

u
1) =

=
n− 1

N − 1

n

N
+

n

N − 1

N − n

N
=

n

N
.

Òàê ÷òî, âåðîÿòíîñòü âçÿòü ñ÷àñòëèâûé áèëåò äëÿ îáîèõ ñòó-
äåíòîâ îäèíàêîâà.

Ç àì å ÷ à í è å. Òàêîé îòâåò ìû ïîëó÷àåì, åñëè ïåðâûé ñòó-
äåíò íå îáúÿâëÿåò, êàêîé áèëåò îí âûòÿíóë (ñ÷àñòëèâûé èëè
íåñ÷àñòëèâûé). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü âûòÿíóòü ñ÷àñò-
ëèâûé áèëåò âòîðûì ñòóäåíòîì ðàâíà

P(Al
2/A

l
1) = (n− 1)/(N − 1),

åñëè ïåðâûé âûòÿíóë ñ÷àñòëèâûé áèëåò, è

P(Al
2/A

u
1) = n/(N − 1)

� åñëè íåñ÷àñòëèâûé.
Ïðèìåð 4.4.6 (çàäà÷à î ðàçäåëå ñòàâêè). Äâà èãðîêà èã-

ðàþò â ñïðàâåäëèâóþ èãðó � ó îáîèõ øàíñû âûèãðàòü êàæäóþ
ïàðòèþ èãðû îäèíàêîâû, íàïðèìåð, ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷-
íóþ ìîíåòó, åñëè ïðè ýòîì ìîíåòà ëåãëà ãåðáîì, ïàðòèþ âû-
èãðàë ïåðâûé èãðîê, åñëè ðåøåòêîé � âòîðîé. Èãðîêè äîãîâî-
ðèëèñü, ÷òî èãðó âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì âûèãðàåò 6
ïàðòèé, ïðè ýòîì âûèãðàâøèé ïîëó÷àåò âåñü ïðèç. Íà ñàìîì
äåëå èãðà îñòàíîâèëàñü äî òîãî, êàê îäèí èç èãðîêîâ âûèãðàë 6
ïàðòèé, ñêàæåì, ïåðâûé âûèãðàë 5 ïàðòèé, à âòîðîé � 3. Êàê
ñïðàâåäëèâî ðàçäåëèòü ïðèç?

Çàäà÷à î ðàçäåëå ñòàâêè èìååò äàâíèå êîðíè. Âïåðâûå åå
îïóáëèêîâàë â 1494 ã. â Âåíåöèè èçâåñòíûé ìàòåìàòèê Ôðà
Ëóêà Ïà÷îëè, íî èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à èìå-
åò àðàáñêîå ïðîèñõîæäåíèå. Íà åå ðåøåíèå áåçðåçóëüòàòíî áû-
ëî ïîòðà÷åíî íåìàëî óñèëèé çíàìåíèòûõ ìàòåìàòèêîâ. Íåïðà-
âèëüíîå ðåøåíèå � ïðèç ñëåäóåò ðàçäåëèòü â îòíîøåíèè 2 ê 1,
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äàë Íèêêîëî Òàðòàëüÿ (1499 − 1557), õîòÿ îí áûë äîñòàòî÷-
íî ãåíèàëåí, ÷òîáû â ìàòåìàòè÷åñêîé äóýëè çà îäíó íî÷ü íàé-
òè ôîðìóëó êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïîëó÷èëè Ïàñêàëü è Ôåðìà â 1654 ã.
Ýòî îòêðûòèå âûãëÿäåëî íàñòîëüêî âàæíûì, ÷òî ìíîãèå ñ÷è-
òàþò 1654 ã. ãîäîì ðîæäåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ðåøåíè å. Ïàñêàëü è Ôåðìà ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó î ðàç-
äåëå ñòàâêè êàê âåðîÿòíîñòíóþ.

Ïóñòü âìåñòî èãðîêîâ, êîòîðûå ïðåðâàëè èãðó, åå ïðîäîëæà-
þò äâà íîâûõ èãðîêà (îäèí çà ïåðâîãî, äðóãîé � çà âòîðîãî, ìû
ïî-ïðåæíåìó áóäåì íàçûâàòü èõ ïåðâûì è âòîðûì èãðîêàìè).
Îíè èãðàþò äî âûèãðûøà îäíèì èç èãðîêîâ øåñòè ïàðòèé. Ïðè
ýòîì 6 ïàðòèé ìîæåò âûèãðàòü êàê ïåðâûé èãðîê, òàê è âòî-
ðîé. Âîò òîëüêî ñ ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íî ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâûì ðàçäåë ïðèçà ïðîïîðöèîíàëüíî âåðî-
ÿòíîñòÿì âûèãðàòü 6 ïàðòèé ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûì è âòîðûì
èãðîêàìè ïðè ïðîäîëæåíèè èãðû.

Èãðà ïðîäîëæàåòñÿ íå áîëåå òðåõ ïàðòèé. Âòîðîé èãðîê âû-
èãðûâàåò èãðó, åñëè â òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäáðàñûâàíèÿõ
ìîíåòû âûïàäåò òðè ðåøåòêè. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü âûèãðû-
øà èãðû âòîðûì èãðîêîì ðàâíà 1/8 � âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ
òðåõ ðåøåòîê. Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà èãðû ïåðâûì èãðîêîì
ðàâíà 7/8. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèç íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü â îòíî-
øåíèè 7 : 1.

Çàäà÷è
4.1. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà èãð 2n êîìàíä (ðàç-

íûõ ïî ñèëå) íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà äâå ïîäãðóïïû ïî n êî-
ìàíä êàæäàÿ.

1. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå ñàìûå ñèëüíûå êîìàíäû
îêàæóòñÿ: à) â ðàçíûõ ïîäãðóïïàõ; á) â îäíîé ïîäãðóïïå?

2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûðå ñàìûå ñèëüíûå êî-
ìàíäû îêàæóòñÿ: à) â ðàçíûõ ïîäãðóïïàõ (ïî äâå â êàæäîé);
á) â îäíîé ïîäãðóïïå; â) â ðàçíûõ ïîäãðóïïàõ, ïðè÷åì â îäíîé
ïîäãðóïïå òðè êîìàíäû, â äðóãîé � îäíà?

Ð åø åí è å. Áóäåì ðàçëè÷àòü ïîäãðóïïû: ïîäãðóïïà 1◦ è ïîä-
ãðóïïà 2◦. Èñõîä ýêñïåðèìåíòà � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà n-ýëå-
ìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ 2n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (ïðîñòðàíñò-
âî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïàð). Ïðè
ýòîì âûáîð îäíîãî n-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ïàðû (îäíîé èç
ïîäãðóïï, íàïðèìåð, ïîäãðóïïû 1◦) îïðåäåëÿåò ñîñòàâ äðóãîãî
ïîäìíîæåñòâà (ïîäãðóïïû 2◦). Ïîýòîìó âñåãî èñõîäîâ Cn

2n. Ìî-
äåëü êëàññè÷åñêàÿ.

Ñîáûòèå A � �äâå ñàìûå ñèëüíûå êîìàíäû îêàçàëèñü â ðàç-
íûõ ïîäãðóïïàõ� � îïèñûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè
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n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, â ñîñòàâ êàæäîãî èç êîòîðûõ âõî-
äèò ðîâíî îäíà èç íàèáîëåå ñèëüíûõ êîìàíä. Ïîýòîìó

P(A) = C1
2C

n−1
2n−2/C

n
2n.

ÑîáûòèåB � �äâå ñàìûå ñèëüíûå êîìàíäû îêàçàëèñü â îäíîé
ïîäãðóïïå� îïèñûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè n-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ, ïðè÷åì â ñîñòàâ îäíîãî n-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñò-
âà (ïåðâîãî èëè âòîðîãî) âõîäÿò äâå ñàìûå ñèëüíûå êîìàíäû,
â ñîñòàâ äðóãîãî � íè îäíîé. Ïîýòîìó ñíà÷àëà âûáåðåì ïîä-
ãðóïïó (1◦ èëè 2◦), â ñîñòàâ êîòîðîé âîéäóò äâå ñàìûå ñèëüíûå
êîìàíäû (C1

2 ñïîñîáàìè), à çàòåì ñôîðìèðóåì ýòó ïîäãðóïïó �
Cn−2
2n−2 ñïîñîáàìè. Îòñþäà

P(B) = C1
2C

n−2
2n−2/C

n
2n.

4.2. Äåâÿòü ïàññàæèðîâ íàóäà÷ó ðàññàæèâàþòñÿ â òðè âàãî-
íà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) â êàæäûé âàãîí ñÿäóò ïî òðè ïàññàæèðà;
á) â îäèí âàãîí ñÿäóò ÷åòûðå, äðóãîé � òðè, à â òðåòèé �

äâà ïàññàæèðà.
Ð åø å í è å. Îáîðîò �äåâÿòü ïàññàæèðîâ ðàññàæèâàþòñÿ â òðè

âàãîíà� îáîçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó ïàññàæèðó ïðèïèñûâàåòñÿ íî-
ìåð âàãîíà, â êîòîðîì îí îêàçàëñÿ. Èñõîä � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ñëîâî) äëèíîé 9, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷èñåë 1, 2, 3; âñåãî èñõîäîâ 39.
Ìîäåëü êëàññè÷åñêàÿ.

à) Ñîáûòèå �â êàæäûé âàãîí ñÿäóò ïî òðè ïàññàæèðà� îïè-
ñûâàåòñÿ ñëîâàìè äëèíîé 9, ñîñòàâëåííûìè èç òðåõ 1, òðåõ 2,
òðåõ 3; òàêèõ ñëîâ 9!/(3!3!3!). Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâ-

íà
9!/(3!3!3!)

39
.

á) Ñîáûòèå �â îäèí âàãîí ñÿäóò ÷åòûðå, â äðóãîé � òðè, òðå-
òèé � äâà ïàññàæèðà� îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äëè-
íîé 9, îáðàçîâàííûìè öèôðàìè (áóêâàìè) 1, 2, 3, ïðè÷åì îäíà
öèôðà âñòðå÷àåòñÿ ÷åòûðå, äðóãàÿ òðè, òðåòüÿ äâà ðàçà. Âñåãî
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 3!9!/(4!3!2!). Â ñàìîì äåëå, ïåðâûì
äåéñòâèåì âûáåðåì öèôðó, êîòîðàÿ âñòðåòèòñÿ ÷åòûðå ðàçà (òðå-
ìÿ ñïîñîáàìè), ïîòîì öèôðó, êîòîðàÿ âñòðåòèòñÿ òðè ðàçà (äâó-
ìÿ ñïîñîáàìè), öèôðà, âñòðå÷àþùàÿñÿ äâà ðàçà, ìîæåò áûòü âû-
áðàíà îäíèì ñïîñîáîì. Âòîðûì äåéñòâèåì èç âûáðàííûõ öèôð
îáðàçóåì ñëîâî äëèíîé 9 ñ çàäàííûì ÷èñëîì áóêâ êàæäîãî òèïà
(9!/(4!3!2!) ñïîñîáàìè).

Òàê ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
3!9!/(4!3!2!)

39
.
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4.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíåå ïîëó÷èòü ïðè ÷åòûðåõ ïîäáðà-
ñûâàíèÿõ èãðàëüíîé êîñòè õîòÿ áû îäíó åäèíèöó, ÷åì ïðè 24
ïîäáðàñûâàíèÿõ ïàðû èãðàëüíûõ êîñòåé õîòÿ áû îäèí ðàç ïàðó
åäèíèö. (Îòâåò èçâåñòåí êàê �ïàðàäîêñ äå Ìåðå�. Ïðèäâîðíûé
êàâàëåð è àçàðòíûé èãðîê øåâàëüå äå Ìåðå, ñîâðåìåííèê Áëåçà
Ïàñêàëÿ, ñ÷èòàë ýòè âåðîÿòíîñòè ðàâíûìè è îáâèíÿë ìàòåìàòè-
êîâ â ñâîèõ ïðîèãðûøàõ.)

Ð åø å í è å. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ õîòÿ áû îäèí ðàç åäèíè-
öû ïðè ÷åòûðåõ ïîäáðàñûâàíèÿõ èãðàëüíîé êîñòè ðàâíà
1− 54/64, à ïîÿâëåíèå ïàðû (1, 1) õîòÿ áû îäèí ðàç â 24 ïîäáðà-
ñûâàíèÿõ ïàðû êîñòåé ðàâíà 1−3524/3624. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü,
÷òî

1− 54/64 > 1− 3524/3624.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî (35/36)24 > (5/6)4 èëè
(35/36)6 > 5/6. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç íåðàâåíñòâà
(1 + x)n ≥ 1 + nx, x > −1, n ≥ 1 ïðè n = 6, x = −1/36.

4.4. Â ëèôòå ñåìü ïàññàæèðîâ. Ëèôò îñòàíàâëèâàåòñÿ íà
äåñÿòè ýòàæàõ. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèêàêèå äâà
ïàññàæèðà íå âûéäóò íà îäíîì è òîì æå ýòàæå.

Îòâåò: A7
10/10

7, ÷òî ñîñòàâëÿåò îêîëî 0, 06.
4.5. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè �Ñïîðòëîòî� èç 49 íàçâàíèé âèäîâ

ñïîðòà (îáîçíà÷åííûõ ÷èñëàìè 1 � 49) äîëæåí íàçâàòü øåñòü.
Ïîëíûé âûèãðûø ïîëó÷àåò ïðàâèëüíî óêàçàâøèé âñå øåñòü íà-
çâàíèé. Âûèãðûø ïîëó÷àþò è óãàäàâøèå íå ìåíåå òðåõ íàçâà-
íèé. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïîëíîãî âûèãðûøà â �Ñïîðòëîòî�.
Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷àñòíèê �Ñïîðòëîòî� óãàäà-
åò ïÿòü, ÷åòûðå, òðè íàçâàíèÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü
âûèãðûø â �Ñïîðòëîòî�?

Îòâåòû: P(Ar) = { ó÷àñòíèê óãàäàë r âèäîâ }, r = 3, 4, 5, 6;
P(A3) = 0, 017650, P(A4) = 0, 000969, P(A5) = 0, 000018, P(A6) =
= 0, 00000007151.

4.6. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûðåõçíà÷íûé íî-
ìåð ñëó÷àéíî âûáðàííîãî àâòîìîáèëÿ â áîëüøîì ãîðîäå:
à) ñîñòîèò èç ðàçëè÷íûõ öèôð; á) èìååò ðîâíî äâå îäèíàêîâûå
öèôðû; â) èìååò äâå ïàðû îäèíàêîâûõ öèôð; ã) èìååò ðîâíî òðè
îäèíàêîâûå öèôðû; ä) ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ öèôð.

Îòâåòû: à) 10 · 9 · 8 · 7
104

; á)
10C2

94!/(2!1!1!)
104

.

â)×åòûðåõçíà÷íûé àâòîìîáèëüíûé íîìåð � óïîðÿäî÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé 4 (ñëîâî), îáðàçîâàííàÿ èç öèôð
0, 1, 2, . . . , 9; âñåãî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 104. Íîìåðà, èìå-
þùèå äâå ïàðû îäèíàêîâûõ öèôð, � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè



82 Ãëàâà 4. Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(ñëîâà) äëèíîé 4, îáðàçîâàííûå äâóìÿ ðàçíûìè öèôðàìè, êî-
òîðûå âñòðå÷àþòñÿ ïî äâà ðàçà, èõ âñåãî C2

104!/(2!2!). (Ñíà÷àëà
èç 10 öèôð âûáèðàåì äâå (C2

10 ñïîñîáàìè), à çàòåì èç íèõ ñî-
ñòàâëÿåì ñëîâî äëèíîé 4, â êîòîðîå êàæäàÿ áóêâà âõîäèò äâà-
æäû (4!/(2!2!) ñïîñîáàìè)). Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
C2
104!/(2!2!)

104
.

ã)
10 · 9 · 4!/(3!1!)

104
(àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è (ïóíêò â));

ä) 1/103.
4.7 (ïðèçîâàÿ èãðà). Âû ó÷àñòâóåòå â ïðèçîâîé èãðå (ïðèç

� àâòîìîáèëü). Ïåðåä âàìè òðè çàêðûòûõ äâåðè. Çà îäíîé èç
íèõ àâòîìîáèëü. Âåäóùèé ïðåäëàãàåò âàì âûáðàòü äâåðü. Âû
âûáèðàåòå. Ïðåæäå ÷åì îòêðûòü âûáðàííóþ âàìè äâåðü âåäó-
ùèé îòêðûâàåò îäíó èç îñòàâøèõñÿ äâåðåé � çà íåé àâòîìîáèëÿ
íåò. Ïîñëå ýòîãî âåäóùèé ïðåäëàãàåò âàì äâà âàðèàíòà ïîñëå-
äóþùèõ äåéñòâèé: îòêðûòü âûáðàííóþ ðàíåå âàìè äâåðü èëè
îòêðûòü îñòàâøóþñÿ äâåðü. Åñëè çà îòêðûòîé äâåðüþ àâòîìî-
áèëü � îí âàø.

Êàêîé âûáîð ñäåëàòü � îòêðûòü ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííóþ
äâåðü èëè îòêðûòü îñòàâøóþñÿ?

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå òîò âûáîð, êîòîðûé îáåñ-
ïå÷èâàåò áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà àâòîìîáèëÿ.

Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà àâòîìîáèëÿ, åñëè: 1) âû
îòêðûâàåòå ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííóþ äâåðü; 2) âû îòêðûâàåòå
îñòàâøóþñÿ äâåðü.

Ð åø å í è å. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà
äàííîé (âûáðàííîé âàìè) äâåðüþ, ðàâíà 1/3, à ñëåäîâàòåëüíî,
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà äàííîé äâåðüþ àâòîìîáèëÿ íåò � àâ-
òîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà îñòàâøèìèñÿ äâåðÿìè � ðàâíà 2/3 (âíå
çàâèñèìîñòè îò òîãî îòêðûë âåäóùèé äâåðü èëè íåò). Ïîýòîìó
ñëåäóåò îòêàçàòüñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî âûáîðà äâåðè è âûáðàòü
îñòàâøóþñÿ äâåðü (îäíó äâåðü âåäóùèé óæå îòêðûë è çà íåé
àâòîìîáèëÿ íå îêàçàëîñü).

Ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå îñîáåííî �ïðîçðà÷íî�, åñëè àâòîìî-
áèëü íàõîäèòñÿ çà îäíîé èç n äâåðåé (íàïðèìåð, n = 1000).

Âåðîÿòíîñòü àâòîìîáèëþ íàõîäèòüñÿ çà âûáðàííîé âàìè äâå-
ðüþ ðàâíà 1/n, è ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíî-
ãî ñîáûòèÿ � àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà îñòàâøèìèñÿ äâåðÿìè �
ðàâíà 1 − 1/n. Ïðè n = 1000 ýòà âåðîÿòíîñòü ñîñòàâëÿåò 0, 999.
Òàê ÷òî îòêðûâ îñòàâøóþñÿ äâåðü, âû ïî÷òè íàâåðíÿêà óåäåòå
äîìîé íà àâòîìîáèëå.



Ãëàâà 5

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà

Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êàê ìîäåëü ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñòî-
õàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü è ðåãèñòðèðóþò ÷èñëî âû-
ïàâøèõ î÷êîâ.

Ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó è èãðàëüíóþ êîñòü è ðåãèñòðèðóþò
÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ è ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ.

Íà îòðåçîê [0, 1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó è ðåãèñòðèðóþò åå
êîîðäèíàòó.

Ðåãèñòðèðóþò âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû êàæäîãî èç n ïðè-
áîðîâ.

Â ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, îïèñàííûõ â ïðèìåðàõ, èñ-
õîäû �÷èñëîâûå�: ëèáî ÷èñëî, ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
(âåêòîð).

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ
�÷èñëîâûì� ìíîæåñòâîì èñõîäîâ, êàê è êàæäîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,F,P},
íî ÷àñòíîãî âèäà: ìíîæåñòâîì èñõîäîâ Ω ÿâëÿåòñÿ Rn èëè åãî
÷àñòü. Â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû F ïîäìíîæåñòâ Rn, êàê ïðàâèëî,
ðàññìàòðèâàåòñÿ �ñòàíäàðòíàÿ� σ-àëãåáðà, òàê íàçûâàåìàÿ
σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà Rn � íàèìåíüøàÿ
σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ïàðàëëåëåïèïåäû, îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåçBn (ïîäðîáíåå î σ-àëãåáðåBn â ðàçä. 7.2. ãë. 7). Âåðîÿòíîñòü
íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rn îáû÷íî
íàçûâàþò âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà Rn.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,F,P} ñ Ω = Rn è F = Bn

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ (âåðîÿòíîñòè) íà Rn, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà Rn ðàññìàòðèâàþò â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòî-

83
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õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ �÷èñëîâûì� èñõîäîì. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè ìíîæåñòâî èñõîäîâ X ⊂ Rn ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî (êðàòêî, äèñêðåòíî), òî ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîå âå-
ðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Rn.

Ïðèìåðû
1. Ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü è ðåãèñò-

ðèðóþò ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ.
Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå (âåðîÿòíîñòü) íà ïîäìíîæåñòâå {1, 2, . . . , 6} ïðÿìîé R1, çà-
äàâàåìîå ðàâåíñòâàìè

P(i) =
1

6
, i = 1, 2, . . . 6.

2. Íà îòðåçîê [a, b] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó è ðåãèñòðèðóþò
åå êîîðäèíàòó.

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, çàäàííîå íà íàèìåíüøåé σ-àëãåáðå, ñîäåðæàùåé ïðîìåæóò-
êè, è òàêîå, ÷òî çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà êàæäîì ïðîìåæóòêå
[a′, b′] èç [a, b] ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå ïðîìåæóòêà, ò. å.

P([a′, b′]) = (b′ − a′)/(b− a), [a′, b′] ⊂ [a, b].

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ýòîò ïðèìåð ïîäðîáíåå.

5.1 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà êàê ôóíêöèÿ
íà ìíîæåñòâå èñõîäîâ

Ðåçóëüòàò ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ èñõîäàìè â Rn

åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü è êàê âåëè÷èíó, çàâèñÿùóþ îò âìå-
øàòåëüñòâà ñëó÷àÿ. Ïîýòîìó ïîìèìî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íà Rn, êàê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà ñ èñõîäàìè â Rn, â êà÷åñòâå åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ìîæíî ïðåäëîæèòü è äðóãóþ åñòåñòâåííóþ è ñîäåðæàòåëüíóþ
ìîäåëü.

Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ïîä âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé îò âìå-
øàòåëüñòâà ñëó÷àÿ, ìû ïîíèìàåì âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
òå èëè èíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò èñõîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî



5.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà êàê ôóíêöèÿ ... 85

ýêñïåðèìåíòà. Èñõîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà îïèñûâà-
þòñÿ òî÷êàìè ω ïðîñòðàíñòâà Ω ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âåðîÿò-
íîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}. Ïîýòîìó, ôîðìàëèçóÿ ïîíÿòèå
âåëè÷èíû, çàâèñÿùåé îò èñõîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà,
â êà÷åñòâå åå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü
ôóíêöèþ ξ = ξ(ω), çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå èñõîäîâ (ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé) Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}. Òàêèå
ôóíêöèè ìû áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ïðèìåðû
1. Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà êîòîðîé p, ïîäáðà-

ñûâàþò íåçàâèñèìûì îáðàçîì äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà è ðå-
ãèñòðèðóþò ÷èñëî ξ âûïàâøèõ ðåøåòîê � ÷èñëî ïîäáðàñûâàíèé
äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà.

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîäáðàñûâàíèè ìî-
íåòû äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà, îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì
ïðîñòðàíñòâîì {Ω,P}, ãäå

Ω = {Ã,ÐÃ,ÐÐÃ, . . .}, P(ÐÐ . . .Ð︸ ︷︷ ︸
k

Ã) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . .

×èñëî ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííóþ íà Ω è
ïðèíèìàþùóþ â òî÷êå ω = (ÐÐ . . .Ð︸ ︷︷ ︸

k

Ã) çíà÷åíèå k, k = 0, 1, . . .

2. Ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó è ñèììåòðè÷íóþ èã-
ðàëüíóþ êîñòü è ðåãèñòðèðóþò: à) ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ,
á) η � ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ, â) ζ = (ξ, η) � ÷èñëî âûïàâøèõ
ãåðáîâ è ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ.

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîäáðàñûâàíèè
ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû è ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè, îïè-
ñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì {Ω,P}, òî÷êè ω èç Ω �
óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (si), ãäå s ïðèíèìàåò �çíà÷åíèÿ� Ã èëè Ð,
i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , 6, à P(si) = 1/12 äëÿ êàæäîé ïà-
ðû (si).

×èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ ξ, ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ η, ÷èñëî
âûïàâøèõ ãåðáîâ è î÷êîâ ζ = (ξ, η) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèè ξ = ξ(ω), η = η(ω), ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)) íà Ω,
çàäàííûå ðàâåíñòâàìè:

à) ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω):

ξ(Ãi) = 1, ξ(Ði) = 0, i = 1, 2, . . . , 6;

á) ôóíêöèÿ η = η(ω):

η(Ãi) = i, η(Ði) = i, i = 1, 2, . . . , 6;



86 Ãëàâà 5. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

â) ôóíêöèÿ ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)):

ζ(Ãi) = (1, i), ζ(Ði) = (0, i), i = 1, 2, . . . , 6.

Ðåçþìå. Èòàê, äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ �÷èñ-
ëîâûì� èñõîäîì ìîæíî ïðåäëîæèòü äâå ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè:

1) âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Rn;
2) ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íà ìíîæåñòâå

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (èñõîäîâ) Ω íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) íà Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, ïðåäëàãàåìàÿ (ðàññìàòðèâàåìàÿ) â êà÷åñò-
âå ìîäåëè âåëè÷èíû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ
ôàêòîðîâ, íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé. Îíà äîëæíà óäîâëåò-
âîðÿòü íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèÿì, à èìåííî: äëÿ
ìíîæåñòâ B ⊂ Rn èç äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà (â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, à â ñëó÷àå R1 äëÿ îòðåçêîâ) ìîæíî ãî-
âîðèòü î âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèÿ ξ â B.

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì âåëè÷èíó ξ, çàâèñÿùóþ îò ñëó÷àÿ,
êàê ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) òî÷êè íà ìíîæåñòâå èñõîäîâ Ω âåðî-
ÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P} (êàê ôóíêöèþ èñõîäà ω ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà), òî ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòè ïîïàäà-
íèÿ ξ â ìíîæåñòâî B ⊂ Rn ìîæíî òîãäà, êîãäà ìîæíî ãîâîðèòü î
âåðîÿòíîñòè ìíîæåñòâà {ω : ξ(ω) ∈ B}. Íî âåðîÿòíîñòü îïðåäå-
ëåíà òîëüêî äëÿ ìíîæåñòâ èç êëàññà F (èç σ-àëãåáðû ñîáûòèé F),
ïîýòîìó ÷òîáû ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü
â êà÷åñòâå ìîäåëè âåëè÷èíû, çàâèñÿùåé îò âìåøàòåëüñòâà ñëó-
÷àÿ, ìíîæåñòâî {ω : ξ(ω) ∈ B} äîëæíî ïðèíàäëåæàòü êëàññó F
(äîëæíî áûòü ñîáûòèåì).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ôóíêöèè ξ = ξ(ω), çàäàííîé íà Ω äèñêðåò-
íîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,P}, âñåãäà ìîæíî ãîâî-
ðèòü î âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèÿ ξ â B ⊂ Rn, ïîñêîëüêó
äëÿ ëþáîãî B ⊂ Rn ìíîæåñòâî {ω : ξ(ω) ∈ B} ÿâëÿåòñÿ ñî-
áûòèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåíà (â îáùåì
ñëó÷àå íåîáõîäèìî òðåáîâàòü, ÷òîáû ìíîæåñòâî {ω : ξ(ω) ∈ B}
áûëî ñîáûòèåì). Ïîýòîìó ëþáóþ ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) íà äèñêðåò-
íîì Ω ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
âåëè÷èíû, çàâèñÿùåé îò ñëó÷àÿ, òàêèå ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íà
äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P} áóäåì íàçûâàòü
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ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííóþ íà Ω âåðîÿò-
íîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,P}.

Åñëè n > 1, òî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))

íàçûâàþò âåêòîðíîé, åñëè n = 1 � ñêàëÿðíîé.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω)) íà äèñêðåòíîì

{Ω,P} ïðèíèìàåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé, òàêàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé.

Çàì å ÷ à í è å. Åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âåêòîðíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, òî, î÷åâèäíî, êàæäàÿ èç êîì-
ïîíåíò ξj , j = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà-
÷åíèÿìè â R1 (è íàîáîðîò).

Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ =
= ξ(ω). Íàïîìíèì, ÷òî íà äèñêðåòíîì X ⊂ Rn íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè Q(x), x ∈ X òàêàÿ, ÷òî

∑
x∈X

Q(x) = 1, çà-

äàåò íà êëàññå âñåõ ïîäìíîæåñòâ X íåîòðèöàòåëüíóþ ñ÷åòíî-
àääèòèâíóþ íîðìèðîâàííóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà

Q(B) =
∑
x∈B

Q(x), B ⊂ X.

(ñì. (4.1.3)). Êàê ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q(B), B ⊂ X, òàê è ôóíê-
öèÿ òî÷êè Q(x), x ∈ X, òàêàÿ, ÷òî

∑
x∈X

Q(x) = 1, íàçûâàåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì íà äèñêðåòíîì X.
Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íà

äèñêðåòíîì {Ω,P}. Òî÷êó x ∈ Rn áóäåì íàçûâàòü âîçìîæíûì
çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, åñëè

P{ξ = x} = P{ω : ξ(ω) = x} > 0.

Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç X (X ⊂ Rn).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ íà âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P}, âñåãäà çàäàåò íà ìíîæåñòâå X ñâîèõ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, íàçûâàåìîå
ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ = ξ(ω) (ñî çíà÷åíèÿìè â Rn) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

Pξ : x→ Pξ(x) = P{ξ = x}, x ∈ X, (5.1.1)
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çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå X ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âîçìîæ-
íîìó çíà÷åíèþ x ∈ X âåðîÿòíîñòü Pξ(x) = P{ξ = x}, ñ êîòîðîé
ýòî çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ.

Äëÿ ôóíêöèè òî÷êè

Pξ : x→ Pξ(x) = P{ξ = x}, x ∈ X,

âñåãäà ∑
x∈X

Pξ(x) = 1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè àáñî-
ëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è ïðåäñòàâëåíèÿ∪

x∈X
{ω : ξ(ω) = x} = Ω,

{ω : ξ(ω) = xi} ∩ {ω : ξ(ω) = xj} = ∅, xi ̸= xj ,

òàê:

1 = P

(∪
x∈X

{ω : ξ(ω) = x}

)
=
∑
x∈X

P{ω : ξ(ω) = x} =

=
∑
x∈X

P{ξ = x} =
∑
x∈X

Pξ(x).

Òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Pξ(x), x ∈ X, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿ-
åòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå åå çíà÷åíèé.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω)

Pξ : x→ Pξ(x) = P{ξ = x}, x ∈ X,

� ôóíêöèÿ òî÷êè íà ìíîæåñòâå X åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé � çà-
äàåò íà êëàññå ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X íåîòðèöàòåëüíóþ
ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ íîðìèðîâàííóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà

Pξ(B) =
∑
x∈B

Pξ(x), B ⊂ X, (5.1.2)

(ñì. (4.1.3)), êîòîðóþ ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω).
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Äàëåå, äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ X èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B}. (5.1.3)

Îíî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõ-
ñÿ ðÿäîâ è ïðåäñòàâëåíèÿ

{ω : ξ(ω) ∈ B} =
∪
x∈B

{ω : ξ(ω) = x},

{ω : ξ(ω) = xi} ∩ {ω : ξ(ω) = xj} = ∅, xi ̸= xj ,

òàê

P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P

(∪
x∈B

{ω : ξ(ω) = x}

)
=

=
∑
x∈B

P{ω : ξ(ω) = x} =
∑
x∈B

Pξ(x) = Pξ(B).

Íà ðàâåíñòâî (5.1.3) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îïðåäåëåíèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Pξ(B), B ⊂ X, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íà äèñ-
êðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P} çàäàåò äèñêðåòíîå
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pξ íà ìíîæåñòâå ñâîèõ çíà÷åíèéX.
Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü Q: x → Q(x) � âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íà äèñêðåòíîì X ⊂ Rn. Ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñò-
íîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,P} è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω) ñî çíà-
÷åíèÿìè â Rn íà {Ω,P} òàêèå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Q.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå Ω ìíîæåñòâî X, â êà-
÷åñòâå âåðîÿòíîñòè P � ðàñïðåäåëåíèå Q, à ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-
íó ξ = ξ(ω) îïðåäåëèòü êàê òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ξ =
= ξ(ω) = ω. Òîãäà

Pξ(x) = P{ω : ξ(ω) = x} = P(x) = Q(x),

ò. å.
Pξ = Q.

Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ìîäåëüþ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû êàê âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà Rn è ìîäåëüþ
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ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êàê ôóíêöèåé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñî çíà÷åíèÿìè â Rn è, â ÷àñòíîñòè, îáúÿñíÿåò ÷àñòî âñòðå-
÷àþùèéñÿ îáîðîò: �ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ (çàäàåòñÿ)
ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì�.

Ôîðìû çàïèñè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ðàñïðåäåëåíèå

Pξ : x→ Pξ(x), x ∈ X ⊂ Rn,

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn â
êîîðäèíàòíîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

Pξ : (x1, x2, . . . , xn) → Pξ(x1, x2, . . . , xn), (x1, x2, . . . , xn) = x ∈ X,

ãäå X � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), à

Pξ(x1, x2, . . . , xn) = P{(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = (x1, x2, . . . , xn)}

� âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ x = (x1, x2, . . . , xn).

Ðàñïðåäåëåíèå

Pξ : (x1, x2, . . . , xn) → Pξ(x1, x2, . . . , xn)

âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) åùå íàçûâàþò
ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Åñëè ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1, òî
åå ðàñïðåäåëåíèå

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X ⊂ R1

÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå òàáëèöû, â âåðõíåé ñòðîêå êîòîðîé óêà-
çûâàþò ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
à â íèæíåé � âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè îíè ïðèíèìàþòñÿ:

xi x1 · · · xn · · ·

Pξ(xi) Pξ(x1) · · · Pξ(xn) · · ·
.

Åñëè ζ = (ξ, η) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R2,
òî åå ðàñïðåäåëåíèå

Pζ : (xi, yj) → Pζ(xi, yj), (xi, yj) ∈ X ⊂ R2

óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáë. 5.1.1.
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Òàá ë èö à 5.1.1. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ y1 y2 · · · yk · · ·

x1 p11 p12 · · · p1k · · ·

x2 p21 p22 · · · p2k · · ·

...
...

...
...

... · · ·

xs ps1 ps2 · · · psk · · ·

...
...

...
...

...
...

.

Â òàáë. 5.1.1 psk = Pζ(xs, yk), s = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . .
Çàì å ÷ à í è å. Êîãäà ãîâîðÿò �çàäàíû äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû�, �çàäàíî n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí�, èìååòñÿ â âèäó, ÷òî çàäàíà
âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R2, ñî çíà÷åíè-
ÿìè â Rn.

Ïðèìåð 5.1.1. Ïóñòü ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ ïðè ïîä-
áðàñûâàíèè ïàðû ñèììåòðè÷íûõ ìîíåò. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ðåøåíè å. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîä-
áðàñûâàíèè ïàðû ìîíåò, îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì {Ω,P}, ãäå Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ}, P(ÃÃ) = 1/4,P(ÃÐ) =
= 1/4,P(ÐÃ) = 1/4,P(ÐÐ) = 1/4 (ðàâåíñòâî âåðîÿòíîñòåé èñõî-
äîâ îòðàæàåò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè ìîíåòû).

×èñëî ξ âûïàâøèõ ãåðáîâ � ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) íà Ω:

ξ(ÃÃ) = 2, ξ(ÃÐ) = 1, ξ(ÐÃ) = 1, ξ(ÐÐ) = 0.

Âû÷èñëèì Pξ(i) = P{ξ = i}, i = 0, 1, 2:

P{ξ = 0} = P(ÐÐ) = 1/4,P{ξ = 2} = P(ÃÃ) = 1/4,

P{ξ = 1} = P({ÃÐ,ÐÃ}) = P(ÐÃ) + P(ÃÐ) = 1/4 + 1/4 = 1/2.

Òåì ñàìûì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïîëó÷åíî. Åãî
ìîæíî çàïèñàòü è â âèäå

xi 0 1 2

Pξ(xi) 1/4 1/2 1/4
.
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Ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Ôóíê-
öèÿ g(ζ) îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé. Ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ âñåãäà ìîæíî
íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé ôóíêöèè g(ζ) îò ζ.

Òåîðåìà 5.1.2 (î ðàñïðåäåëåíèè ôóíêöèè îò ζ). Ïóñòü
ζ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííàÿ íà äèñ-
êðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P}, è

Pζ : x→ Pζ(x), x ∈ X ⊂ Rn,

åå ðàñïðåäåëåíèå; g � ôóíêöèÿ íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â Rl. Äëÿ
ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ Rl

P{g(ζ) ∈ B} =
∑

x:g(x)∈B

Pζ(x). (5.1.1)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ζ = (ξ, η) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíè-
ÿìè â R2,

Pζ : (xi, yj) → Pζ(xi, yj), (xi, yj) ∈ X ⊂ R2,

� åå ðàñïðåäåëåíèå, g = g(x, y) � ôóíêöèÿ íà R2 ñî çíà÷åíèÿìè
â Rl, òî äëÿ ëþáîãî B ⊂ Rl

P{g(ζ) ∈ B} = P{g(ξ, η) ∈ B} =
∑

(xi,yj):g(xi,yj)∈B

Pζ(xi, yj). (5.1.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì àññîöèà-
òèâíîñòè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, è ïðåäñòàâëåíèåì

{ω : g(ζ(ω)) ∈ B} = {ω : ζ(ω) ∈ g−1(B)} =

=
∪

x:x∈g−1(B)

{ω : ζ(ω) = x} =
∪

x:g(x)∈B

{ω : ζ(ω) = x},

{ω : ζ(ω) = xi} ∩ {ω : ζ(ω) = xj} = ∅, xi ̸= xj ,

ïîëó÷èì

P{g(ζ) ∈ B} =
∑

x:g(x)∈B

P{ω : ζ(ω) = x} =
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=
∑

x:g(x)∈B

P{ζ = x} =
∑

x:g(x)∈B

Pζ(x).

Â òåðìèíàõ êîîðäèíàò óòâåðæäåíèå òåîðåìû çàïèøåòñÿ òàê:

P{g(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ B} =
∑

(x1,x2,...,xn):g(x1,x2,...,xn)∈B

Pζ(x1, x2, . . . , xn).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â Rn, çàäàííàÿ íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñò-
âå {Ω,P}. Äëÿ êàæäîãî B ⊂ Rn

P{ξ ∈ B} =
∑

x:x∈B
Pξ(x) (5.1.3)

èëè â òåðìèíàõ êîîðäèíàò

P{(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ B} =
∑

(x1,x2,...,xn):(x1,x2,...,xn)∈B

Pξ(x1, x2, . . . , xn)

Ñîîòíîøåíèå (5.1.3) ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà (5.1.1), äîñòà-
òî÷íî â êà÷åñòâå g ðàññìîòðåòü g(x) = x � òîæäåñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå Rn íà Rn.

Ñëåäñòâèå 2 (âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû
âåêòîðà). Ïóñòü Pξ(x1, x2, . . . ,︸ ︷︷ ︸

s−1

xs, . . . , xn) � ðàñïðåäåëåíèå âåê-

òîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξs, . . . , ξn) (ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξs, . . . , ξn), òîãäà

Pξs(x) = P{ξs = x} =
∑

(x1,x2,...,xs,...,xn):xs=x

Pξ(x1, x2, . . . , x, . . . , xn).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì

Bx = R1 × R1 × . . .× R1︸ ︷︷ ︸
s−1

×{x} × R1 × . . .× R1.

Pξs(x) = P{ξs = x} = P{(ξ1, ξ2, . . . , ξs, . . . , ξn) ∈ Bx} =

=
∑

(x1,x2,...,xs,...,xn)∈Bx

Pξ(x1, x2, . . . , x, . . . , xn) =



94 Ãëàâà 5. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

=
∑

(x1,x2,...,xs,...,xn):xs=x

Pξ(x1, x2, . . . , x, . . . , xn).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî çíà÷åíèÿìè â R2

(÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé) èìååì:
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü Pζ(xi, yj) � ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà

ζ = (ξ, η) (ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η),
òîãäà

Pξ(x) =
∑
yj

Pζ(x, yj),

Pη(y) =
∑
xi

Pζ(xi, y).

Äåéñòâèòåëüíî,

Pξ(x) = P{ξ = x} = P{(ξ, η) ∈ ({x} × R1)} =

=
∑

(xi,yj)∈{x}×R1

Pζ(xi, yj) =
∑

(xi,yj):xi=x

Pζ(xi, yj) =
∑
yj

Pζ(x, yj).

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ âòîðîå ðàâåíñòâî.
Ç àì å ÷ à í è å. Ñëåäñòâèÿ 2 è 3 óòâåðæäàþò, ÷òî ïî ñîâìåñò-

íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âñåãäà ìîæíî íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå êàæäîé èç íèõ; îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìå-
åò ìåñòà.

Ïðèìåð 5.1.2. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò äâå ñèììåòðè÷íûå
ìîíåòû, ïóñòü ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ ïðè ïåðâîì ïîä-
áðàñûâàíèè, η � ïðè âòîðîì. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ζ = min{ξ, η}.

Ðåøåíè å. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â äâó-
êðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ìîíåò, îïèñûâàåò-
ñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì {Ω,P}, ó êîòîðîãî èñõîäû ω
ðàâíîâåðîÿòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �äëèíîé 4�, ñîñòàâëåííûå
èç áóêâ Ã è Ð. Íàïðèìåð, èñõîä ω = (ÃÐÃÃ) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè äâóõ ìîíåò íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë ãåðá,
íà âòîðîé � ðåøåòêà, à ïðè âòîðîì ïîäáðàñûâàíèè � íà îáåèõ
ìîíåòàõ âûïàë ãåðá. Âñåãî ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ 16, ïîýòîìó
âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èñõîäà ðàâíà 1/16.

Ñíà÷àëà íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ, η).
Îíî ïðèâåäåíî â òàáëèöå:
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Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ 0 1 2

0 1/16 2/16 1/16

1 2/16 4/16 2/16

2 1/16 2/16 1/16

.

Íàïðèìåð, Pξ,η(0, 1) ïîëó÷àåòñÿ òàê:

Pξ,η(0, 1) = P{(ξ, η) = (0, 1)} = P{ω : (ξ(ω), η(ω)) = (0, 1)} =

= P{(ÐÐÃÐ), (ÐÐÐÃ)} = 1/16 + 1/16 = 1/8.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ Pξ,η(i, j) äëÿ äðóãèõ ïàð (i, j).
Äàëåå, ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ, η) âñåãäà

ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé ôóíêöèè g îò (ξ, η):

P{g(ξ, η) ∈ B} =
∑

(xi,yj):g(xi,yj)∈B

Pξ,η(xi, yj).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè g(ξ, η) = min{ξ, η} èìååì:

P{min{ξ, η} = k} =
∑

(i,j):min{i,j}=k

Pξ,η(i, j), k = 0, 1, 2.

Ïðè k = 0

P{min{ξ, η} = 0} =
∑

(i,j):min{i,j}=0

Pξ,η(i, j) =

= Pξ,η(0, 0) + Pξ,η(0, 1) + Pξ,η(0, 2) + Pξ,η(1, 0) + Pξ,η(2, 0) =

=
1

16
+

2

16
+

1

16
+

2

16
+

1

16
=

7

16
.

Àíàëîãè÷íî,

P{min{ξ, η} = 1} =
∑

(i,j):min{i,j}=1

Pξ,η(i, j) =

= Pξ,η(1, 1) + Pξ,η(2, 1) + Pξ,η(1, 2) =
4

16
+

2

16
+

2

16
=

8

16
=

1

2
.
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P{min{ξ, η} = 2} =
1

16
.

Òàê ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà min{ξ, η} èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xi 0 1 2

Pζ(xi) 7/16 1/2 1/16
.

5.2 Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Èíòóèòèâíî äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû, åñ-
ëè èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèè, ïðèíÿòîì îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé (íàïðèìåð, ξ ïðèíÿëà çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà A), íå ìåíÿåò
ïðîãíîç îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ äðóãîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé (íàïðèìåð, η ïðèíÿëà çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà B).

Ïðèìåðû
1. Ïîäáðàñûâàþò äâå ìîíåòû è èãðàëüíóþ êîñòü, ξ � ÷èñ-

ëî âûïàâøèõ ãåðáîâ íà ìîíåòàõ; η � ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íà
ãðàíè èãðàëüíîé êîñòè. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû
(èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèè, ïðèíÿòîì îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé, íå ìåíÿåò ïðîãíîç çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ äðóãîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé).

2. Ïîäáðàñûâàþò äâå ìîíåòû: ξ � ÷èñëî ãåðáîâ, âûïàâøèõ
íà ïåðâîé ìîíåòå; η � ÷èñëî ãåðáîâ, âûïàâøèõ íà îáåèõ ìî-
íåòàõ. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
(èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèè, ïðèíÿòîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, ìå-
íÿåò ïðîãíîç çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé η).

Ó÷èòûâàÿ èíòåðïðåòàöèþ âåðîÿòíîñòè è óñëîâíîé âåðîÿòíîñ-
òè ñîáûòèÿ êàê êîëè÷åñòâåííîé ìåðû ïðîãíîçà åãî ïîÿâëåíèÿ
(ñì. çàìå÷àíèå ê îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè â ðàçä. 3.3
ãë. 3), íåçàâèñèìûìè åñòåñòâåííî íàçâàòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
äëÿ êîòîðûõ

P{η ∈ B/ξ ∈ A} = P{η ∈ B},
èëè, ÷òî òî æå,

P{η ∈ B} =
P{ξ ∈ A, η ∈ B}

P{ξ ∈ A}
,

èëè, â ñèììåòðè÷íîì âèäå,

P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{ξ ∈ A}P{η ∈ B}.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå ôîðìàëüíîå îïðå-
äåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η ñî çíà÷åíèÿìè
â R1 áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ
A è B èç R1

P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{ξ ∈ A}P{η ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn áóäåì íà-
çûâàòü íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè (íåçàâèñèìûìè), åñëè äëÿ
ëþáûõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An èç R1

P{ξ1 ∈ A1, ξ2 ∈ A2, . . . , ξn ∈ An} =

= P{ξ1 ∈ A1}P{ξ2 ∈ A2} . . .P{ξn ∈ An}.
Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn áóäåì íà-

çûâàòü ïîïàðíî íåçàâèñèìûìè, åñëè íåçàâèñèìû ξi è ξj äëÿ ëþ-
áûõ i ̸= j; i, j = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà. Ïóñòü f è g � ôóíêöèè íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè
â R1. Åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî f(ξ)
è g(η) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ôóíêöèè îò íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

P{f(ξ) ∈ A, g(η) ∈ B} = P{ξ ∈ f−1(A), η ∈ g−1(B)} =

= P{ξ ∈ f−1(A)}P{η ∈ g−1(B)} = P{f(ξ) ∈ A}P{g(η) ∈ B}.
Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Ïî ðàñïðåäåëåíèþ âåêòîðà (ξ, η) (ïî ñîâìåñòíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η) âñåãäà ìîæíî íàéòè ðàñ-
ïðåäåëåíèå êàæäîé êîìïîíåíòû (ðàñïðåäåëåíèå êàæäîé èç ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η), ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 5.1.2. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà, èñêëþ÷àÿ âàæíûé
÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
êîãäà ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è η îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿìè ξ è η � à èìåííî, ðàâíî èõ ïðîèçâåäåíèþ.

Òåîðåìà 5.2.1 (î ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pξ,η

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ
ðàñïðåäåëåíèé Pξ è Pη, ò. å.

Pξ,η(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj) (5.2.1)
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äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé xi è yj ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η.
Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ñîâìåñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ξ è η íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, ò. å. äëÿ ëþáûõ A,B ⊂ R1

P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{ξ ∈ A}P{η ∈ B}.

Ïîëîæèâ, â ÷àñòíîñòè, A = {xi}, B = {yj}, ïîëó÷èì:

P{ξ = xi, η = yj} = P{ξ = xi}P{η = yj}

èëè
Pξ,η(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj)

� ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ
è η ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïóñòü òåïåðü

Pξ,η(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj)

äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé xi, yj ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η.
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A è B èç R1

P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{(ξ, η) ∈ A×B} =

=
∑

(xi,yj)∈A×B

Pξ,η(xi, yj) =
∑

(xi,yj)∈A×B

Pξ(xi)Pη(yj) =

=
∑
xi∈A

Pξ(xi)
∑
yj∈B

Pη(yj) = P{ξ ∈ A}P{η ∈ B}

(âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì (5.1.3)).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî è äëÿ n ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, à èìåííî:
Òåîðåìà 5.2.2. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pξ íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñïðå-
äåëåíèé Pξ1 ,Pξ2 , . . . ,Pξn, ò. å.

Pξ(x1, x2, . . . , xn) = Pξ1(x1)Pξ2(x2) . . .Pξn(xn) (5.2.2)

äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x1, x2, . . . , xn ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn.



5.2. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 99

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ñîâìåñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
èõ ðàñïðåäåëåíèé, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâè-
ñèìû.

Çàì å ÷ à í è å. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

Pξ,η(xi, yj) : (xi, yj) → Pξ(xi)Pη(yj) = piqj

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðå-
äåëåíèÿìè

Pξ : xi → Pξ(xi) = pi è Pη : yj → Pη(yj) = qj

â òàáëè÷íîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òàáë. 5.2.1.

Òàá ë èö à 5.2.1. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ y1 y2 · · · yk · · ·

x1 p1q1 p1q2 · · · p1qk · · ·

x2 p2q1 p2q2 · · · p2qk · · ·

...
...

...
...

... · · ·

xs psq1 psq2 · · · psqk · · ·

...
...

...
...

...
...

.

Ïðèìåð 5.2.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ξl = k} =
λk

k!
e−λ, λ > 0, k = 0, 1, . . . , (l = 1, 2, . . . , n).

Âûïèñàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ðåøåíè å. Ïî ðàñïðåäåëåíèÿì Pξ1 ,Pξ2 , . . . ,Pξn íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2 . . . , ξn èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

Pξ(k1, k2, . . . , kn) = P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξn = kn}
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íàõîäèì êàê ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí:

Pξ(k1, k2, . . . , kn) =

n∏
i=1

Pξi(ki) =

n∏
i=1

λki

ki!
e−λ =

λ

n∑
i=1

ki

k1!k2! . . . kn!
e−nλ,

k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ; . . . ; kn = 0, 1, . . .

5.3 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îïèñûâàåòñÿ ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì:

Pξ : xi → Pξ(xi) = P{ξ = xi}, xi ∈ X,

çàäàþùèì çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, è âå-
ðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè ýòè çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþòñÿ. Èíôîðìà-
öèþ î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìû ïîëó÷àåì èç ýêñ-
ïåðèìåíòà (íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû). Íî
çà÷àñòóþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î
ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé ìà-
ëî. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â îïèñàíèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòîðûå, âîç-
ìîæíî, è íå ïîëíîñòüþ åãî îïèñûâàþò, íî äàþò äîñòàòî÷íî õî-
ðîøåå ïðåäñòàâëåíèå î ðàñïðåäåëåíèè, è êîòîðûå ìîæíî îöå-
íèòü ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Òàêèìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-
ñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. (Íåêîòîðûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé çàäàþòñÿ ïîëíîñòüþ.)

Îïðåäåëåíèå.Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ñðåäíèì) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííîé íà
äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P}, áóäåì íàçûâàòü
ñóììó ðÿäà ∑

ω∈Ω
ξ(ω)P(ω),

åñëè îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷àòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå áóäåì ÷åðåç Mξ:

Mξ =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P(ω).
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Òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mξ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) êîíå÷íî.

Åñëè ðÿä
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P(ω) íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íå
ñóùåñòâóåò. Íî äàëåå (â ãë. 9) ìû îïðåäåëèì ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω), ó êîòîðîé ðÿä∑
ω∈Ω

|ξ(ω)|P(ω) ðàñõîäèòñÿ (ïðàâäà, íå äëÿ âñåõ òàêèõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí).
Â äàëüíåéøåì îáîðîòû �ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëå-

íî� è �ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóùåñòâóåò� îáîçíà÷àþò îäíî
è òî æå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2,
. . . , ξn) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Mξ = (Mξ1,Mξ2, . . . ,Mξn).

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ñâîéñòâà ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç åãî îïðå-
äåëåíèÿ.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè ξ = ξ(ω) = c (c � êîíñòàíòà), òî

Mξ = Mc = c

(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíñòàíòû ðàâíî ýòîé æå êîíñ-
òàíòå).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

Mc =
∑
ω∈Ω

cP(ω) = c
∑
ω∈Ω

P(ω) = c.

Ñâîéñòâî 2 (ëèíåéíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ).
Ïóñòü ξ è η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæè-
äàíèÿìè Mξ è Mη, a è b � êîíñòàíòû. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà aξ + bη òàêæå èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è

M(aξ + bη) = aMξ + bMη. (5.3.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóììà àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ åñòü
àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Ïðè ýòîì

aMξ + bMη = a
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P(ω) + b
∑
ω∈Ω

η(ω)P(ω) =
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=
∑
ω∈Ω

(aξ(ω) + bη(ω))P(ω) = M(aξ + bη).

Ñëåäñòâèå 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóììå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

M(ξ + η) = Mξ +Mη.

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (5.3.1), åñëè ïîëîæèòü
a = 1, b = 1.

Ñëåäñòâèå 2. Êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

Maξ = aMξ.

Óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà (5.3.1), åñëè ïîëîæèòü
b = 0.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè
|ξ| ≤ |η|,

òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ Mη ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå Mξ.
Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |ξ| ≤ |η| ñëåäóåò∑

ω∈Ω
|ξ(ω)|P(ω) ≤

∑
ω∈Ω

|η(ω)|P(ω).

Ñâîéñòâî 4. Åñëè Mξ îïðåäåëåíî, òî

|Mξ| ≤ M|ξ|.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Ñâîéñòâî 5. Åñëè ξ ≥ 0, òî

Mξ ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, êàê ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ëþáîé ôóíêöèè îò íåå (åñëè òîëüêî îíî ñóùåñòâóåò).

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äèñ-
êðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç X.

Åñëè ïðè ñóììèðîâàíèè íå óêàçàíû ïðåäåëû èçìåíåíèÿ èí-
äåêñà, òî ñóììèðóþò ïî âñåì âîçìîæíûì åãî çíà÷åíèÿì.
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Òåîðåìà 5.3.1 (î âû÷èñëåíèè Mg(ξ) ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ ξ). Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè
â R1 íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P} è

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X,

� åå ðàñïðåäåëåíèå, òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g = g(x) íà R1

ñî çíà÷åíèÿìè â R1

Mg(ξ) =
∑
xi

g(xi)Pξ(xi), (5.3.2)

â ïðåäïîëîæåíèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îäíîãî èç ðÿäîâ:∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω) èëè
∑
xi

g(xi)Pξ(xi).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ðÿä
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω) ñõîäèòñÿ àá-

ñîëþòíî. Ïðåäñòàâèâ Ω â âèäå îáúåäèíåíèÿ

Ω =
∪
xi

{ω : ξ(ω) = xi}

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {ω : ξ(ω) = xi}, i = 1, 2, . . .
(ñì. òàêæå ðèñ. 5.3.1) è âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì àññîöèàòèâ-
íîñòè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ïîëó÷èì∑

ω∈Ω
|g(ξ(ω))|P(ω) =

∑
ω∈

∪
xi

{ω:ξ(ω)=xi}

|g(ξ(ω))|P(ω) =

=
∑
xi

 ∑
ω:ξ(ω)=xi

|g(ξ(ω))|P(ω)

 =
∑
xi

∑
ω:ξ(ω)=xi

|g(xi)|P(ω) =

=
∑
xi

|g(xi)|
∑

ω:ξ(ω)=xi

P(ω) =
∑
xi

|g(xi)|P{ω : ξ(ω) = xi} =

=
∑
xi

|g(xi)|Pξ(xi),
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ò. å. ∑
ω∈Ω

|g(ξ(ω))|P(ω) =
∑
xi

|g(xi)|Pξ(xi). (5.3.3)

Òàê ÷òî ðÿä
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ðÿä
∑
xi

g(xi)Pξ(xi).

{!: ξ(!) = x   }
1

{!: ξ(!) = x   }
2

{!: ξ(!) = x   }
3

Ðèñ. 5.3.1: Ê ïðåäñòàâëåíèþ Ω

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû, ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå
ïðèâåäåííûì âûøå, ïðèìåíèòåëüíî ê àáñîëþòíî ñõîäÿùåìóñÿ
ðÿäó

∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω), ïîëó÷èì

Mg(ξ) =
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω) =
∑
xi

g(xi)Pξ(xi),

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Ñëåäñòâèå.Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷å-

íèÿìè â R1 íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P}
è

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X,

� åå ðàñïðåäåëåíèå, òîãäà

Mξ =
∑
xi

xiPξ(xi), (5.3.4)

â ïðåäïîëîæåíèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îäíîãî èç ðÿäîâ∑
ω∈Ω

ξ(ω)P(ω) èëè
∑
xi

xiPξ(xi).
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Äîñòàòî÷íî â òåîðåìå â êà÷åñòâå ôóíêöèè g(x) ðàññìîòðåòü
g(x) = x.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà î âû÷èñëåíèè Mg(ξ) ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ ξ èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn (âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû).

Òåîðåìà 5.3.2. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñò-
ðàíñòâå {Ω,P} è

Pξ : (x1, x2, . . . , xn) → Pξ(x1, x2, . . . , xn), (x1, x2, . . . , xn) ∈ X,

åå ðàñïðåäåëåíèå, òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g = g(x1, x2, . . . , xn)
íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1

Mg(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
∑

x1,x2,...,xn

g(x1, x2, . . . , xn)Pξ(x1, x2, . . . , xn),

(5.3.5)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðÿä

∑
x1,x2,...,xn

g(x1, x2, . . . , xn)Pξ(x1, x2, . . . , xn)

èëè ðÿä
∑
ω∈Ω

g(ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))P(ω) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.3.1.
Ïðèìåð 5.3.1. Ïóñòü ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íà èãðàëü-

íîé êîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîñòü èçãîòîâëåíà òàê, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä:

i 1 2 3 4 5 6

Pξ(i) 9/10 1/50 1/50 1/50 1/50 1/50
.

Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ.
Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3.1 î âû÷èñëåíèè ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ
èìååì

Mξ = 1 · 9

10
+ 2 · 1

50
+ 3 · 1

50
+ . . .+ 6 · 1

50
=

13

10
= 1,3.

Åñëè êîñòü ñèììåòðè÷íàÿ, òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ èìååò âèä:
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i 1 2 3 4 5 6

Pξ(i) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
.

Ïðè ýòîì

Mξ = 1 · 1
6
+ 2 · 1

6
+ 3 · 1

6
+ . . .+ 6 · 1

6
= 3,5.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîñòü èçãîòîâëåíà òàê, ÷òî ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä:

i 1 2 3 4 5 6

Pξ(i) 1/50 1/50 1/50 1/50 1/50 9/10
,

òî

Mξ = 1 · 1

50
+ 2 · 1

50
+ . . .+ 5 · 1

50
+ 6 · 9

10
=

57

10
= 5,7.

Ïðèìåð 5.3.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ:

Pξ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Âû÷èñëèòü
M

1

ξ + 1
.

Ðåøåíè å. Ïî ðàñïðåäåëåíèþ Pξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âñåã-
äà ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mg(ξ) ëþáîé
ôóíêöèè g(ξ) îò ξ (åñëè òîëüêî îíî ñóùåñòâóåò), ñì. òåîðåìó
5.3.1. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå g(t) = 1/(t + 1), à ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.
Ïîýòîìó

M
1

ξ + 1
=

∞∑
k=0

1

k + 1
Pξ(k) =

∞∑
k=0

1

k + 1

λk

k!
e−λ =

=
e−λ

λ

∞∑
k=0

λk+1

(k + 1)!
=
e−λ

λ
(eλ − 1) =

1− e−λ

λ
.
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Ïðèìåð 5.3.3. Äâàæäû ïîäáðàñûâàþò äâå ñèììåòðè÷íûå
ìîíåòû; ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ ïðè ïîäáðàñûâàíèè äâóõ
ìîíåò ïåðâûé ðàç; η � âòîðîé.

Âû÷èñëèòü M sin
(
π
6 min{ξ, η}

)
.

Ðåøåíè å. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η)
èçâåñòíî (ñì. ïðèìåð 5.1.2):

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ 0 1 2

0 1/16 2/16 1/16

1 2/16 4/16 2/16

2 1/16 2/16 1/16

.

Ïî ðàñïðåäåëåíèþ ζ = (ξ, η) ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå (åñëè òîëüêî îíî ñóùåñòâóåò) ëþáîé ôóíêöèè

îò ζ, â ÷àñòíîñòè, è f(ζ) = f(ξ, η) = sin
(
π
6 min{ξ, η}

)
, ñì. òåî-

ðåìó 5.3.2. Â íàøåì ïðèìåðå

M sin
(π
6
min{ξ, η}

)
= sin

(π
6
min{0, 0}

)
· 1

16
+

+ sin
(π
6
min{0, 1}

)
· 2

16
+ . . .+ sin

(π
6
min{2, 2}

)
· 1

16
=

= sin
(π
6
· 0
)
· 1
16

+sin
(π
6
· 0
)
· 2
16

+ . . .+sin
(π
6
· 2
)
· 1
16

=
8 +

√
3

32
.

Òåîðåìà 5.3.3 (ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ). Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè Mξ è Mη. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ξη è

Mξη = Mξ ·Mη

� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ Mξ è Mη è òåîðåìû
5.3.1 ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ∑

xi

xiPξ(xi),
∑
yj

yjPη(yj) (5.3.6)

è ðàâåíñòâà

Mξ =
∑
xi

xiPξ(xi), Mη =
∑
yj

yjPη(yj).

Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (5.3.6) è òåîðåìû î ïðîèçâå-
äåíèè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäè-
ìîñòü ðÿäà ∑

xi,yj

xiyjPξ(xi)Pη(yj)

è ðàâåíñòâî(∑
xi

xiPξ(xi)

)(∑
yj

yjPη(yj)

)
=
∑
xi,yj

xiyjPξ(xi)Pη(yj),

êîòîðîå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû:

Pξ,η(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj),

ïåðåïèøåì òàê(∑
xi

xiPξ(xi)

)(∑
yj

yjPη(yj)

)
=
∑
xi,yj

xiyjPξ,η(xi, yj). (5.3.7)

Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà∑
xi,yj

xiyjPξ,η(xi, yj)

è òåîðåìû 5.3.2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ ôóíêöèè g(ξ, η) = ξη îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) è ðàâåíñò-
âî

Mξη =
∑
xi,yj

xiyjPξ,η(xi, yj).
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Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ (5.3.7) èìååì

Mξη = MξMη.

Êîâàðèàöèÿ. Ïóñòü ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíè-
ÿìè â R1 íà {Ω,P}, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþòMξ2 èMη2. Ïîñêîëüêó

|ξη| ≤ 1

2
(ξ2 + η2),

è, â ÷àñòíîñòè,

|ξ| ≤ 1

2
(ξ2 + 1),

òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ Mξ2 è Mη2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå Mξη,
Mξ, Mη.

Çàìåòèì, ÷òî

(Mξη)2 ≤ Mξ2Mη2 <∞. (5.3.8)

Íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êâàäðàòíûé îòíîñèòåëüíî λ
òðåõ÷ëåí M(λξ + η)2 ïðè âñåõ λ ∈ R1 íåîòðèöàòåëåí, à ñëåäîâà-
òåëüíî, åãî äèñêðèìèíàíò ìåíüøå èëè ðàâåí íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî

cov(ξ, η) = M(ξ −Mξ)(η −Mη) = Mξη −MξMη

íàçûâàþò êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η, à ÷èñëî

r(ξ, η) =
M(ξ −Mξ)(η −Mη)√
M(ξ −Mξ)2M(η −Mη)2

íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η.
Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1, ÷òî

ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (5.3.8).
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, η, äëÿ êîòîðûõ cov(ξ, η) = 0, íàçû-

âàþò íåêîððåëèðîâàííûìè.
Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû âñåãäà íåêîððåëèðîâàíû.

Åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñâîéñòâà
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

cov(ξ, η) = Mξη −MξMη = MξMη −MξMη = 0.

Èç íåêîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èõ íåçàâèñè-
ìîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò.
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Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, η ëèíåéíî çàâèñèìû:

η = aξ + b

(a, b � êîíñòàíòû, a ̸= 0), òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè r(ξ, η)
ðàâåí +1 èëè −1.

Äåéñòâèòåëüíî,

r(ξ, η) =
M(ξ −Mξ)(η −Mη)√
M(ξ −Mξ)2M(η −Mη)2

=

=
M(ξ −Mξ)(aξ + b−M(aξ + b))√
M(ξ −Mξ)2M(aξ + b−M(aξ + b))2

=

=
aM(ξ −Mξ)2

|a|
√

(M(ξ −Mξ)2)2
=

a

|a|
.

Öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè. Âàæíûì êëàññîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2, . . .}). Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì ïðè èõ èçó÷åíèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, . . .

Ôóíêöèþ P (t), îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

P (t) = Mtξ =
∞∑
k=0

tkpk, |t| ≤ 1,

áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ (ðàñïðåäåëåíèÿ {pk}).

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pj} ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì
ðàñïðåäåëåíèåì, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, ïî ìåíü-
øåé ìåðå ïðè |t| ≤ 1.

Òåîðåìà 5.3.4. Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è

P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, . . . ,

� åå ðàñïðåäåëåíèå.
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Åñëè ñóùåñòâóåò Mξ, òî åå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

P (t) =

∞∑
k=0

tkpk, |t| ≤ 1, (5.3.9)

äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [−1, 1] è

Mξ = P ′(1). (5.3.10)

Åñëè ñóùåñòâóåò Mξ2, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ P (t),
|t| ≤ 1, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà îò-
ðåçêå [−1, 1] è

Mξ2 = P ′(1) + P ′′(1). (5.3.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, åñëè

∞∑
k=0

kpk <∞,

òî ðÿä
∞∑
k=1

ktk−1pk, |t| ≤ 1,

ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà
∞∑
k=0

tkpk,

|t| ≤ 1, àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå t = 1, à, ñëåäîâàòåëüíî, ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−1, 1]. Ïîýòîìó ðÿä (5.3.9) ìîæíî
ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íà îòðåçêå [−1, 1], à èìåííî

P ′(t) =

∞∑
k=1

ktk−1pk, |t| ≤ 1.

Ïðè ýòîì â òî÷êå t = 1

P ′(1) =

∞∑
k=0

kpk = Mξ.

Åñëè ñóùåñòâóåò Mξ2, ò. å.

Mξ2 =
∞∑
k=1

k2pk <∞,
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òî ðÿä
∞∑
k=2

k(k − 1)tk−2pk, |t| ≤ 1,

ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì äâàæäû ðÿäà
∞∑
k=0

tkpk, |t| ≤ 1, àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå t = 1, à, ñëåäî-

âàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−1, 1]. Ïîýòîìó ðÿä
(5.3.9) ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íà îòðåçêå
[−1, 1], à èìåííî

P ′′(t) =

∞∑
k=2

k(k − 1)tk−2pk, |t| ≤ 1.

Ïðè ýòîì â òî÷êå t = 1

P ′′(1) =

∞∑
k=2

k(k − 1)pk =

∞∑
k=0

k2pk −
∞∑
k=0

kpk = Mξ2 −Mξ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (5.3.10), èìååì, ÷òî

Mξ2 = P ′(1) + P ′′(1).

Ïðèìåð 5.3.4 . Ïóñòü ξ � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ñ ïàðàìåòðîì θ:

P{ξ = k} =
θk

k!
e−θ, k = 0, 1, 2, . . .

Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Âû÷èñ-
ëèòü Mξ è Mξ2.

Ðåøåíè å. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ

P (t) = Mtξ =
∞∑
k=0

tk
θk

k!
e−θ = etθe−θ = exp{θ(t− 1)}.

Äàëåå, ðÿäû
∞∑
k=0

kθ
k

k!
e−θ è

∞∑
k=0

k2 θ
k

k!
e−θ ñõîäÿòñÿ, ïîýòîìó Mξ

è Mξ2 ñóùåñòâóþò è ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3.4

Mξ = P ′(1), Mξ2 = P ′(1) + P ′′(1).
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Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè:

P ′(t) = θ exp{θ(t− 1)}, P ′′(t) = θ2 exp{θ(t− 1)}.

Ïîýòîìó

Mξ = P ′(1) = θ, Mξ2 = P ′′(1) + P ′(1) = θ2 + θ.

Òåîðåìà 5.3.5 (åäèíñòâåííîñòè). Ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñò-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà {0, 1, 2, . . .} èìåþò ðàçëè÷íûå ïðîèçâîäÿ-
ùèå ôóíêöèè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü pk, k = 0, 1, . . . , è fn, n = 0, 1, . . . ,
� âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Èõ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

P (t) =

∞∑
k=0

tkpk, |t| ≤ 1, F (t) =

∞∑
k=0

tkfk, |t| ≤ 1,

êàê ñòåïåííûå ðÿäû, ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íåîãðà-
íè÷åííîå ÷èñëî ðàç âíóòðè èõ ïðîìåæóòêîâ ñõîäèìîñòè (ïî ìåíü-
øåé ìåðå ïðè |t| < 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

P (t) = F (t), |t| < 1. (5.3.12)

Îòñþäà ïðè t = 0 èìååì ðàâåíñòâî P (0) = F (0), èëè p0 = f0.
Ïî÷ëåííî ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (5.3.12), ïîëó÷èì

∞∑
k=1

ktk−1pk = P ′(t) = F ′(t) =
∞∑
k=1

ktk−1fk.

Îòñþäà ïðè t = 0 èìååì, ÷òî P ′(0) = F ′(0), à, ñëåäîâàòåëüíî, è
p1 = f1 è ò. ä. Òàê ÷òî ïðè âñåõ k = 0, 1, . . .

pk = fk.

Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ {pk} è {fk} ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà 5.3.6 (ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïðîèç-

âîäÿùèõ ôóíêöèé). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóììû íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé ñëàãàåìûõ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ è η â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ

Pξ+η(t) = Mtξ+η = Mtξtη = MtξMtη = Pξ(t)Pη(t).
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Ïðèìåð 5.3.5 . Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà íåçàâèñèìûõ ïóàñ-
ñîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé ñ ïàðàìåòðîì, ðàâíûì ñóììå ïàðàìåòðîâ ñëà-
ãàåìûõ.

Ðåøåíè å. Ïóñòü ξ è η � ïóàññîíîâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû ñ ïàðàìåòðàìè θ1 è θ2, èõ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû exp{θ1(t− 1)} è exp{θ2(t− 1)} (ñì. ïðèìåð 5.3.4).
Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóììû ζ = ξ + η íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí

Pζ(t) = Pξ(t)Pη(t) = exp{θ1(t− 1)} exp{θ2(t− 1)} =

= exp{(θ1 + θ2)(t− 1)}
� â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, exp{(θ1 + θ2)(t− 1)} � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-
öèÿ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðîì θ1 + θ2.
Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà 5.3.5) ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ+η ñîâïàäàåò ñ ïóàññîíîâñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì θ1 + θ2.

5.4 Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà,
äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Åñëè Mξ2 <∞, òî äëÿ êàæäîãî
ε > 0

P{|ξ −Mξ| ≥ ε} ≤ M(ξ −Mξ)2

ε2
. (5.4.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

M(ξ −Mξ)2 =
∑
ω∈Ω

(ξ(ω)−Mξ)2P(ω) ≥

≥
∑

ω:|ξ(ω)−Mξ|≥ε

(ξ(ω)−Mξ)2P(ω) ≥

≥ ε2
∑

ω:|ξ(ω)−Mξ|≥ε

P(ω) = ε2P{|ξ −Mξ| ≥ ε}.

Îòñþäà è ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà.
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Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà, â ÷àñòíîñòè, äàåò îòâåò íà âîïðîñ
�Íàñêîëüêî ÷àñòî íàáëþäàþòñÿ áîëüøèå óêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ îò ñâîåãî ñðåäíåãî (ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ)Mξ?�
è ìîòèâèðóåò ââåäåíèå âåëè÷èíû M(ξ − Mξ)2 â êà÷åñòâå êîëè-
÷åñòâåííîé ìåðû ðàçáðîñà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îòíîñèòåëü-
íî Mξ.

Äîãîâîðèìñÿ �áîëüøîå� óêëîíåíèå ξ îò Mξ õàðàêòåðèçîâàòü
íåêîòîðûì ÷èñëîì ε: åñëè |ξ−Mξ| ≥ ε, òî óêëîíåíèå �áîëüøîå�,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � �ìàëîå� (â êàæäîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ε,
ðàçóìååòñÿ, ñâîå). Èç íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
âåëè÷èíàM(ξ−Mξ)2 ìàëà, òî ìàëà è âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ óêëî-
íåíèé ξ îò Mξ (áîëüøèå óêëîíåíèÿ ξ îò Mξ âñòðå÷àþòñÿ èçðåä-
êà). Ïîýòîìó âåëè÷èíó M(ξ − Mξ)2 åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü
â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé ìåðû ðàçáðîñà ξ îòíîñèòåëüíî Mξ,
åå íàçûâàþò äèñïåðñèåé ξ.

Îïðåäåëåíèå. Äèñïåðñèåé Dξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåì
íàçûâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû îò ñâîåãî ñðåäíåãî:

Dξ = M(ξ −Mξ)2.

×àñòî óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì äèñ-
ïåðñèè:

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâ

Dξ = M(ξ −Mξ)2 = M(ξ2 − 2ξMξ + (Mξ)2) =

= Mξ2 − 2(Mξ)2 + (Mξ)2 = Mξ2 − (Mξ)2.

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè. Ïðèâåäåííûå äàëåå ñâîéñòâà äèñïåð-
ñèè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç åå îïðåäåëåíèÿ.

Ñâîéñòâî 1 (äèñïåðñèÿ aξ+b). Ïóñòü a, b � êîíñòàíòû,
òîãäà

D(aξ + b) = a2Dξ.

Äåéñòâèòåëüíî,

D(aξ + b) = M(aξ + b−M(aξ + b))2 =

= Ma2(ξ −Mξ)2 = a2M(ξ −Mξ)2 = a2Dξ.

Ñëåäñòâèå 1. Äèñïåðñèÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ:

Db = 0.
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Äîñòàòî÷íî â ðàâåíñòâå D(aξ + b) = a2Dξ ïîëîæèòü a = 0.
Ñëåäñòâèå 2. Êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà äèñïåð-

ñèè ñ êâàäðàòîì:
D(aξ) = a2Dξ.

Äîñòàòî÷íî â ðàâåíñòâå D(aξ + b) = a2Dξ ïîëîæèòü b = 0.
Ñâîéñòâî 2 (àääèòèâíîñòü äèñïåðñèè). Äëÿ íåçàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η

D(ξ + η) = Dξ + Dη

(äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóì-
ìå èõ äèñïåðñèé).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

D(ξ + η) = M ((ξ + η)−M(ξ + η))2 = M ((ξ −Mξ) + (η −Mη))2 =

= M
(
(ξ −Mξ)2 + 2(ξ −Mξ)(η −Mη) + (η −Mη)2

)
=

= M(ξ −Mξ)2 + 2M(ξ −Mξ)(η −Mη) +M(η −Mη)2 =

= Dξ + Dη + 2M(ξ −Mξ)(η −Mη) =

= Dξ + Dη + 2cov(ξ, η).

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η â ñèëó ñâîéñòâà
ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

cov(ξ, η) = M(ξ−Mξ)(η−Mη) = Mξη−MξMη = MξMη−MξMη = 0.

Òàê ÷òî
D(ξ + η) = Dξ + Dη.

Çàì å ÷ à í è å. Î÷åâèäíî, ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè äèñïåðñèè
èìååò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íî
è äëÿ íåêîððåëèðîâàííûõ.

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ
òàê ñôîðìóëèðîâàë ñóòü çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë: �Çàêîí áîëüøèõ
÷èñåë � îáùèé ïðèíöèï, â ñèëó êîòîðîãî ñîâîêóïíîå äåéñòâèå
áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ïðèâîäèò, ïðè íåêîòîðûõ
âåñüìà îáùèõ óñëîâèÿõ, ê ðåçóëüòàòó, ïî÷òè íå çàâèñÿùåìó
îò ñëó÷àÿ�. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë èçó-
÷àåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò, îòðàæàþùèé ýòîò ïðèí-
öèï, ëåæàùèé â îñíîâå îáúåêòèâíûõ âíóòðåííèõ çàêîíîìåðíîñ-
òåé ðåàëüíîãî ìèðà.
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Òåîðåìà 5.4.1 (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå ×åáû-
ø¼âà). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
äèñïåðñèÿìè, îãðàíè÷åííûìè îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé C
(Dξi ≤ C, i = 1, 2, . . .). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi −
1

n

n∑
i=1

Mξi

∣∣∣∣∣ > ε

}
→ 0

ïðè n→ ∞.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì ×åáû-

øåâà è íåçàâèñèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ïîëó÷èì:

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi −
1

n

n∑
i=1

Mξi

∣∣∣∣∣ > ε

}
=

= P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi −M

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)∣∣∣∣∣ > ε

}
≤

D

(
1
n

n∑
i=1

ξi

)
ε2

=

=

1
n2

n∑
i=1

Dξi

ε2
≤

1
n2
nC

ε2
=

C

nε2
,

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì Mξi = a è êîíå÷íîé äèñïåðñèåé (Dξi = σ2 < ∞). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ïðè n→ ∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi − a

∣∣∣∣∣ > ε

}
→ 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû è ê òîìó
æå

1

n

n∑
i=1

Mξi =
1

n

n∑
i=1

a = a.
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5.5 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 5.5.1 . Ïîäáðàñûâàþò äâå ñèììåòðè÷íûå èãðàëü-

íûå êîñòè. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-
ñèþ ñóììû âûïàâøèõ î÷êîâ.

Ðåøåíè å. Ïóñòü ξ � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåðâîé èã-
ðàëüíîé êîñòè, η � íà âòîðîé, òîãäà ζ = ξ + η � ñóììà î÷êîâ,
âûïàâøèõ íà äâóõ êîñòÿõ. Òàê êàê êîñòè ñèììåòðè÷íû, òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

xi 1 2 3 4 5 6

P(xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
.

Îòñþäà èìååì:

Mζ = M(ξ + η) = Mξ +Mη =
7

2
+

7

2
= 7.

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = 12 · 1
6
+ 22 · 1

6
+ . . .+ 62 · 1

6
−
(
7

2

)2

=
35

12
.

Ïîñêîëüêó ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

Dζ = D(ξ + η) = Dξ + Dη =
35

12
+

35

12
=

35

6
.

Îòìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñóììû ζ î÷êîâ áûëî áû ãðîìîçäêèì.

Ïðèìåð 5.5.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãåîìåòðè÷åñ-
êîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p:

P(k) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . . (0 < p < 1).

Âû÷èñëèòü: Mξ, Mξ2, Dξ.
Ðåøåíè å. Â ñèëó òåîðåìû 5.3.1

Mξ =
∞∑
k=0

k(1− p)kp,
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Mξ2 =
∞∑
k=0

k2(1− p)kp.

×òîáû íàéòè ñóììû ýòèõ ðÿäîâ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè
|x| < 1

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è óìíîæèâ íà x, ïî-
ëó÷èì

∞∑
k=1

kxk =
x

(1− x)2
, (5.5.1)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (5.5.1) è óìíîæèâ åãî íà x, ïî-
ëó÷èì

∞∑
k=0

k2xk =
x(x+ 1)

(1− x)3
. (5.5.2)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâàìè (5.5.1) è (5.5.2), ïðè x = 1 − p
ïîëó÷àåì

Mξ =
∞∑
k=0

k(1− p)kp = p

∞∑
k=0

k(1− p)k = p
1− p

p2
=

1− p

p
.

Mξ2 =
∞∑
k=0

k2(1− p)kp = p

∞∑
k=0

k2(1− p)k =
(1− p)(2− p)

p2
.

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
1− p

p2
.

Ïðèìåð 5.5.3. Òåîðåìà 5.1.1 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,P} è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ = ξ(ω) íà íåì, ðàñïðåäåëåíèå Pξ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ äàííûì
ðàñïðåäåëåíèåì Q:

Pξ = Q,

íî òàêîå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,P} è ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ξ = ξ(ω) íå åäèíñòâåííû.
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Íàïðèìåð, íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P}:

Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}, P(ωi) = 1/4, i = 1, 2, 3, 4,

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ = ξ(ω) = I{ω1,ω2}(ω), ω ∈ Ω,

η = η(ω) = I{ω3,ω4}(ω) ω ∈ Ω,

íå ñîâïàäàþò íè â îäíîé òî÷êå, íî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ è Pη

ñîâïàäàþò, êàæäîå èç íèõ ðàâíî Q:

Q(s) = 1/2, s = 0; 1.

Ðàçóìååòñÿ ðàçëè÷íûìè ìîãóò áûòü è ñàìè ïðîñòðàíñòâà.
Ïðèìåð 5.5.4. Ïóñòü ξj = ξj(ω), j = 1, 2, . . . , n, � íåçàâè-

ñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ

P{ξj > 0} = p,P{ξj < 0} = q,P{ξj = 0} = f, p+ q + f = 1,

j = 1, 2, . . . , n; s � êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñðåäè ξj,
j = 1, 2, . . . , n, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, à µ � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ
ñðåäè ξj, j = 1, 2, . . . , n.

Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µ è s.
Ðåøåíè å. Âåêòîð (µ, s) = (µ(ζ∗), s(ζ∗)) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ζ∗ = (sign ξ1, sign ξ2, . . . , sign ξn).
Ñíà÷àëà íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ζ∗:

P{ζ∗ = x} = P{(sign ξ1, sign ξ2, . . . , sign ξn) = (x1, x2, . . . , xn)} =

=

n∏
i=1

P{sign ξi = xi} = pµ(x)qs(x)−µ(x)fn−s(x),

ãäå xi, i = 1, 2, . . . , n, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ −1, 0, 1, s(x) � êîëè-
÷åñòâî êîìïîíåíò âåêòîðà x, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, µ(x) � ðàâ-
íûõ +1.

P{µ = k, s = j} = P{µ(ζ∗) = k, s(ζ∗) = j} =

=
∑

x:µ(x)=k,s(x)=j

Pζ∗(x) =

=
∑

x:µ(x)=k,s(x)=j

pµ(x)qs(x)−µ(x)fn−s(x) = Cj
nC

k
j p

kqj−kfn−j ,

k = 1, 2, . . . , j; j = 1, 2, . . . , n (ñì. òåîðåìó 5.1.2).
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Ïðèìåð 5.5.5. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå öåëî÷èñëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè

P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, . . . ; P{η = l} = ql, l = 0, 1, . . .

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.
Ðåøåíè å. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñè-

ìû, òî èõ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

P{(ξ, η) = (k, l)} = pkql, k = 0, 1, . . . ; l = 0, 1, . . .

Äàëåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.2 èìååì

P{ζ = m} = P{ξ + η = m} =

=
∑

(k,l):k+l=m

pkql =
m∑
k=0

pkqm−k, m = 0, 1, . . .

Ðàñïðåäåëåíèå

fm =
m∑
k=0

pkqm−k = p0qm + p1qm−1 + . . .+ pmq0, m = 0, 1, . . .

íàçûâàþò ñâåðòêîé ðàñïðåäåëåíèé {pk} è {ql}.
Òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñâåðòêå ðàñïðåäåëåíèé ñëàãàåìûõ.
Çàäà÷è
5.1. Ïîäáðàñûâàþò äâå ñèììåòðè÷íûå èãðàëüíûå êîñòè è

ðàññìàòðèâàþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ζ = (ξ, η), ãäå ξ � ÷èñëî
î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåðâîé èãðàëüíîé êîñòè, η � íà âòîðîé.

1. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) max{ξ, η};
á) min{ξ, η};
â) ξ + η.
2. Âû÷èñëèòü:
à) P{ξ ≤ 2,max{ξ, η} ≥ 4};
á) P{max{ξ, η} ≥ 4};
â) P{|η − ξ| ≥ 3};
ã) P{4 ≤ ξ + η ≤ 6};
ä) P{ξ ≤ 1,max{ξ, η} ≥ 3};
å) P{max{ξ, η} ≤ 4};
æ) P{max{ξ, η} ≥ 3};
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ç) P{ξ ≥ 2,max{ξ, η} ≥ 3}.
3. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) ξ è ξ + η; ÿâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è ξ + η

íåçàâèñèìûìè?
á) ξ èmax{ξ, η}; ÿâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ èmax{ξ, η}

íåçàâèñèìûìè?
â) ξ èmin{ξ, η}; ÿâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ èmin{ξ, η}

íåçàâèñèìûìè?
Ð åø åí è å ï ó í ê ò à 2(æ). Ñíà÷àëà íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå

ζ = (ξ, η).
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)) ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P}, ïðîñòðàíñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω êîòîðîãî îáðàçóþò ïàðû (i, j), i = 1, 2, . . .
. . . , 6, j = 1, 2, . . . , 6, à P(i, j) = 1/36 äëÿ âñåõ (i, j) (âûáðàíà
êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîñêîëüêó êîñòè ñèììåòðè÷íû). Ïîýòîìó
ðàñïðåäåëåíèåì ζ = (ξ, η) ÿâëÿåòñÿ

Pζ(i, j) = P{ζ = (i, j)} = 1/36, i = 1, 2, . . . , 6; j = 1, 2, . . . , 6,

åãî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå òàáë. 5.5.1.

Òà áë è ö à 5.5.1. Ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η)

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ 1 2 3 4 5 6

1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

.

Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η)
(ñì. òàáë. 5.5.1), ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 5.1.2 (çäåñü g = g(s, t) =
= max{s, t}, B = (−∞, 3)), íàõîäèì

P{max{ξ, η} ≥ 3} = 1− P{max{ξ, η} < 3} =
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= 1−
∑

(i,j):max{i,j}<3

Pζ(i, j) =

= 1− (Pζ(1, 1) + Pζ(1, 2) + Pζ(2, 1) + Pζ(2, 2)) = 1− 4/36 = 8/9.

Ðåøåíè å 3(â). Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ è min{ξ, η} (ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà (ξ,min{ξ, η})) íàõî-
äèì êàê ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè θ = g(ξ, η) = (ξ,min{ξ, η}) îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. òàáë.
5.5.1), ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 5.1.2. Âû÷èñëèì íåñêîëüêî çíà÷åíèé
Pθ(i, j) = P{(ξ,min{ξ, η}) = (i, j)}:

P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, 1)} =
∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,1)

Pζ(i, j) =

= Pζ(1, 1) + Pζ(1, 2) + . . .+ Pζ(1, 6) = 6/36;

P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, 2)} =
∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,2)

Pζ(i, j) = 0;

P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, k)} =
∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,k)

Pζ(i, j) = 0;

k = 3, 4, 5, 6. È òàê äàëåå.
Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è min{ξ, η} (ðàñïðåäåëåíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû θ = (ξ,min{ξ, η})) ïðèâåäåíî â òàáë. 5.5.2.

Òà á ëè ö à 5.5.2. Ðàñïðåäåëåíèå θ = (ξ,min{ξ, η})

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ min{ξ, η}
íèÿ ξ 1 2 3 4 5 6

1 6/36 0 0 0 0 0

2 1/36 5/36 0 0 0 0

3 1/36 1/36 4/36 0 0 0

4 1/36 1/36 1/36 3/36 0 0

5 1/36 1/36 1/36 1/36 2/36 0

6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

.
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Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è min{ξ, η} íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè, ïîñêîëüêó èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îòëè÷íî îò ïðîèç-
âåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

1 2 3 4 5 6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è ðàñïðåäåëåíèÿ

1 2 3 4 5 6

11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû min{ξ, η} (ñì. òåîðåìó 5.2.1).
Îòâåò ê ïóíêòó 1(à):

1 2 3 4 5 6

1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36
.

Îòâåò ê ïóíêòó 1(á):

1 2 3 4 5 6

11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36
.

Îòâåòû: 2(à) 1/6; 2(á) 3/4; 2(â) 1/3; 2(ã) 1/3; 2(ä) 1/9; 2(å) 4/9;
2(æ) 8/9; 2(ç) 7/9.

Îòâåòû ê 3(á):
Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ = (ξ,min{ξ, η}) (ñîâ-

ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è min{ξ, η}) ïðèâåäåíî â òàáë. 5.5.2.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è min{ξ, η} íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-

ìûìè, ïîñêîëüêó èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñì. òàáë. 5.5.2)
îòëè÷íî îò ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è
min{ξ, η} (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 5.2.1). Ðàñïðåäåëåíèÿ
min{ξ, η} ïðèâåäåíû â îòâåòå ê 1(à).

5.2. Ãðàíè ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè çàíóìåðîâàíû äâó-
ìÿ åäèíèöàìè, äâóìÿ äâîéêàìè è äâóìÿ òðîéêàìè.
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Â êâàäðàòíîì óðàâíåíèè

ξx2 + ηx+ ζ = 0

ξ, η, ζ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåçóëüòàò òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåçà-
âèñèìûõ ïîäáðàñûâàíèé èãðàëüíîé êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî: 1) óðàâíåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè; 2) óðàâíå-
íèå èìååò ðàöèîíàëüíûå êîðíè; 3) óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíåé.

Óê à ç à í è å. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ, η, ζ:

Pφ(i, j, k) = P{ξ = i, η = j, ζ = k} = 1/27, i, j, k = 1, 2, 3.

Óðàâíåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, åñëè η2 − 4ξζ ≥ 0;

P{η2 − 4ξζ ≥ 0} =
∑

(i,j,k):j2−4ik≥0

Pφ(i, j, k) =
∑

(i,j,k):j2−4ik≥0

1/27 = 4/27

(ñì. òåîðåìó 5.1.2).
5.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1 è ξ2 èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, òî è ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà η = min{ξ1, ξ2} èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
Íàéòè ïàðàìåòð ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè ïàðàìåòðû ðàñïðå-
äåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî p1
è p2.

Îòâåò: p1 + p2 − p1p2.
5.4. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ:

Pξ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Âû÷èñëèòü:

1)M
ξ

1 + η
; 2)Mξη; 3)Dξη; 4)D(ξ + η).

Îòâåòû: 1) 1− e−λ; 2)λ2; 3)λ2(1 + 2λ); 4) 2λ.
5.5. Ñëó÷àéíûé âåêòîð µ = (µ1, µ2, . . . , µr) èìååò ðàñïðåäå-

ëåíèå:

P{(µ1, µ2, . . . , µk, µk+1, . . . , µr) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)} = pk,
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â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) åäèíèöà ðàñïîëîæå-
íà íà k-ì ìåñòå, k = 1, 2, . . . , r.

Âû÷èñëèòü

M exp{i(t, µ)} = M exp{i(t1µ1 + t2µ2 + . . .+ trµr)}.

Îòâåò:
r∑

k=1

pk exp{itk}.

5.6. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â R1, Xj , j =
= 1, 2, . . . , r, � ðàçáèåíèå R1 íà íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñò-

âà:
r∪

j=1
Xj = R1, Xs ∩ Xl = ∅, s ̸= l, P{ξk ∈ Xj} = pj ,

j = 1, 2, . . . , r, ν = (ν1, ν2, . . . , νj , . . . , νr) � ñëó÷àéíûé âåêòîð,
j-ÿ êîìïîíåíòà νj êîòîðîãî ðàâíà êîëè÷åñòâó ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí èç ξ1, ξ2, . . . , ξn, êîòîðûå îêàçàëèñü â Xj , j = 1, 2, . . . , r.

Âû÷èñëèòü

M exp{i(t, ν)} = M exp{i(t1ν1 + t2ν2 + . . .+ trνr)}.

Óêà ç à í è å. Âûðàçèòå âåêòîð ν = (ν1, ν2, . . . , νr) ÷åðåç âåê-
òîðû

(µ
(k)
1 , µ

(k)
2 , . . . , µ(k)r ) = (IX1(ξk), IX2(ξk), . . . , IXr(ξk)) ,

k = 1, 2, . . . , r, ãäå IA � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A.

Îòâåò:

(
r∑

k=1

pk exp{itk}
)n

.



Ãëàâà 6

Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè

6.1 Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè.
Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ñòîõàñòè÷åñ-
êèé ýêñïåðèìåíò, èçâåñòíûé ïîä íàçûâàíèåì èñïûòàíèé Áåðíóë-
ëè. Íà íåôîðìàëüíîì ÿçûêå åãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ äâóìÿ èñõîäàìè (îäèí
èç êîòîðûõ áóäåì íàçûâàòü óñïåõîì, äðóãîé � íåóäà÷åé) è âåðî-
ÿòíîñòüþ óñïåõà, íå èçìåíÿþùåéñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïûòàíèþ.

Ïðèìåðû
Èñïûòàíèÿìè Áåðíóëëè áóäóò:
1) ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäáðàñûâàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ìîíåò

(ãåðá � óñïåõ, ðåøåòêà � íåóäà÷à);
2) ñòðåëüáà ïî ìèøåíè áåç êîððåêòèðîâêè (ïîïàäàíèå � óñ-

ïåõ, ïðîìàõ � íåóäà÷à);
3) íàáëþäåíèÿ çà ïîãîäîé, ïðîâîäèìûå â îïðåäåëåííûé äåíü

(ñêàæåì, 7 ìàÿ) êàæäîãî ãîäà (äîæäü � óñïåõ, íåò äîæäÿ �
íåóäà÷à).

Èñïûòàíèÿìè Áåðíóëëè íå áóäóò:
1) ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäáðàñûâàíèÿ â ðàçíîé ñòåïåíè èçî-

ãíóòûõ ìîíåò � îò ïîäáðàñûâàíèÿ ê ïîäáðàñûâàíèþ ìåíÿåòñÿ
âåðîÿòíîñòü óñïåõà;

2) ñòðåëüáà ïî ìèøåíè ñ êîððåêòèðîâêîé � íåò íåçàâèñè-
ìîñòè ðåçóëüòàòîâ îòäåëüíûõ âûñòðåëîâ, èçìåíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü
óñïåõà;

3) íàáëþäåíèå çà ïîãîäîé â ïîñëåäîâàòåëüíûå äíè îäíîãî
ãîäà � íåò íåçàâèñèìîñòè íàáëþäåíèé.

127
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Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî èñïûòàíèé Áåðíóëëè.
Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà Ω ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé n èñïûòà-
íèé Áåðíóëëè åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé n, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è
åäèíèö. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî îïèñû-
âàåò èñõîä ýêñïåðèìåíòà. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω =
= (110 . . . 01) îïèñûâàåò èñõîä: â ïåðâîì èñïûòàíèè � óñïåõ, âî
âòîðîì � óñïåõ, â òðåòüåì � íåóäà÷à, . . . , â n-ì � óñïåõ (åäè-
íèöåé ìû îáîçíà÷èëè óñïåõ, íóëåì � íåóäà÷ó). Ìíîæåñòâî Ω
êîíå÷íî.

Âåðîÿòíîñòü íà êëàññå âñåõ ïîäìíîæåñòâ äèñêðåòíîãî Ω çà-
äàåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè P(ω) òî÷êè
ω ∈ Ω, òàêîé ÷òî

∑
ω∈Ω

P(ω) = 1 (ñì. òåîðåìó 4.1.1). Â èñïûòàíèÿõ

Áåðíóëëè â êà÷åñòâå P(ω) åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

P : ω → P(ω) = pµ(ω)(1− p)n−µ(ω) = pµ(ω)qn−µ(ω), ω ∈ Ω, (6.1.1)

ãäå µ(ω) � ÷èñëî åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω, (n− µ(ω)) �
÷èñëî íóëåé, p � ïàðàìåòð (0 < p < 1), q = 1− p.

Ôóíêöèÿ P(ω) = pµ(ω)qn−µ(ω), âî-ïåðâûõ, íåîòðèöàòåëüíà:

P(ω) ≥ 0, ω ∈ Ω;

è, âî âòîðûõ, ∑
ω∈Ω

P(ω) = 1.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, äîñòà-
òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

n∪
k=0

{ω : µ(ω) = k} = Ω, {ω : µ(ω) = k}∩{ω : µ(ω) = j} = ∅, k ̸= j,

ïîýòîìó ∑
ω∈Ω

P(ω) =
∑
ω∈Ω

pµ(ω)qn−µ(ω)

=
∑

ω:µ(ω)=0

pµ(ω)qn−µ(ω) +
∑

ω:µ(ω)=1

pµ(ω)qn−µ(ω) + . . .

+
∑

ω:µ(ω)=k

pµ(ω)qn−µ(ω) + . . .+
∑

ω:µ(ω)=n

pµ(ω)qn−µ(ω) =
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= qn+C1
np

1qn−1+C2
np

2qn−2+. . .+Ck
np

kqn−k+. . .+pn = (p+q)n = 1.
(6.1.2)

Êàæäàÿ èç ñóìì
∑

ω:µ(ω)=k

pµ(ω)qn−µ(ω), k = 0, 1, . . . , n, âû÷èñëÿ-

åòñÿ òàê:∑
ω:µ(ω)=k

pµ(ω)qn−µ(ω) =
∑

ω:µ(ω)=k

pkqn−k = Ck
np

kqn−k (6.1.3)

� ÷èñëî îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ pkqn−k â ñóììå
∑

ω:µ(ω)=k

pkqn−k

ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω äëèíîé n, ñîñòàâëåí-
íûõ èç k åäèíèö è n− k íóëåé, à ÷èñëî ïîñëåäíèõ ðàâíî Ck

n.
Ïàðó {Ω,P}, ãäå Ω � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω äëè-

íîé n, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäèíèö, P(ω) � ôóíêöèÿ íà Ω,
îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (6.1.1), è áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà-
÷åñòâå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè)
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â ïðîâåäåíèè n èñ-
ïûòàíèé Áåðíóëëè.

Â íàøèõ èíòóèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îá èñïûòàíèÿõ Áåð-
íóëëè ñîáûòèÿ �óñïåõ� è �íåóäà÷à�, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷íûìè èñ-
ïûòàíèÿìè, íåçàâèñèìû è âåðîÿòíîñòü óñïåõà íå ìåíÿåòñÿ îò èñ-
ïûòàíèÿ ê èñïûòàíèþ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, êîòîðûå èìåííî òàê è ìîæíî òðàêòîâàòü.
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì íà {Ω,P} ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µk:

µk(ω) =
{

1, åñëè â ω íà k-ì ìåñòå 1;
0, åñëè â ω íà k-ì ìåñòå 0,

k = 1, 2, . . . , n. Äðóãèìè ñëîâàìè, µk(ω) � ñèìâîë íà k-ì ìåñòå
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω, ñîñòàâëåííîé èç íóëåé è åäèíèö.

Òåîðåìà 6.1.1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µk, k = 1, 2, . . . n, íåçà-
âèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû:

P{µk = s} = psq1−s, s = 0, 1; k = 1, 2, . . . , n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà íàéäåì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí µk, k = 1, 2, . . . , n.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µk ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1. Ïðè
ýòîì

P{µk = 1} = P{ω : µk(ω) = 1} =
∑

ω:µk(ω)=1

P(ω) =
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= pC0
n−1p

0qn−1 + pC1
n−1p

1qn−2 + . . .+ pCn−1
n−1p

n−1q0 =

= p(p+ q)n−1 = p,

P{µk = 0} = 1− p = q, k = 1, 2, . . . , n.

Ñóììà
∑

ω:µk(ω)=1

P(ω) âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñóììå
∑
ω∈Ω

P(ω),

ñì. (6.1.2). Òàê ÷òî êàæäàÿ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µk, k = 1, 2, . . .
. . . , n, èìååò ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì

P{µk = s} = psq1−s, s = 0, 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µk, k = 1, 2, . . . , n, íåçà-
âèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì èõ ñîâìåñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Ïóñòü xk � âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû µk (xk ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, k = 1, 2, . . . , n),

P{µ1 = x1, µ2 = x2, . . . , µn = xn} =

= P{ω : µ1(ω) = x1, µ2(ω) = x2, . . . , µn(ω) = xn} =

= P(A) =
∑
ω∈A

P(ω).

Ìíîæåñòâî

A = {ω : µ1(ω) = x1, µ2(ω) = x2, . . . , µn(ω) = xn}

ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé n, ñîñòàâëåííûõ èç íó-
ëåé è åäèíèö, ó êîòîðûõ íà ïåðâîì ìåñòå x1, íà âòîðîì x2,
. . . , íà n-ì � xn. Îíî ñîäåðæèò òîëüêî îäíó òî÷êó ω: ω =
= (x1, x2, . . . , xn). Ïîýòîìó

P{µ1 = x1, µ2 = x2, . . . , µn = xn} = P(A) =

= P(x1, x2, . . . , xn) = P(ω) = pµ(ω)qn−µ(ω) = p

n∑
i=1

xi

q
n−

n∑
i=1

xi

,

÷èñëî åäèíèö µ(ω) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = (x1, x2, . . . , xn)

µ(ω) =

n∑
i=1

xi.
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Òàê ÷òî
P{µ1 = x1, µ2 = x2, . . . , µn = xn} =

= p

n∑
i=1

xi

q
n−

n∑
i=1

xi

=
n∏

i=1

pxiq1−xi =
n∏

i=1

P{µi = xi}

� ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µ1, µ2, . . . , µn
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû µ1, µ2, . . . , µn íåçàâèñèìû.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëî-
æåííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò (â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µk)
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñõåìû èñïûòàíèé Áåðíóëëè:

1) ñîáûòèÿ, íàáëþäàåìûå â ðàçíûõ èñïûòàíèÿõ, íåçàâèñèìû
� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µk, k = 1, 2, . . . , n, íåçàâèñèìû;

2) âåðîÿòíîñòü óñïåõà íå ìåíÿåòñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïûòà-
íèþ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µk, k = 1, 2, . . . , n, îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåíû:

P{µk = s} = psq1−s, s = 0, 1.

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ñâÿçè ñ èñïûòàíèÿìè
Áåðíóëëè íàñ ÷àñòî áóäåò èíòåðåñîâàòü îòâåò íà âîïðîñ: êàêî-
âà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè áóäåò ðîâíî k óñïåõîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ = µ(ω) � ôóíêöèÿ íà Ω âåðîÿòíîñòíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,P} n èñïûòàíèé Áåðíóëëè, ïðèíèìàþùàÿ â
òî÷êå ω çíà÷åíèå k, åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω ðîâíî k åäè-
íèö. Âåðîÿòíîñòü P{µ = k} îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷åðåç Pn(k).

Òåîðåìà 6.1.2 . Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n èñïûòàíèé Áåð-
íóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè âåðîÿò-
íîñòü Pn(k) ïîÿâëåíèÿ k óñïåõîâ ðàâíà Ck

np
kqn−k:

Pn(k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, . . . , n. (6.1.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

Pn(k) = P{µ = k} = P{ω : µ(ω) = k} =
∑

ω:µ(ω)=k

P(ω) =

=
∑

ω:µ(ω)=k

pµ(ω)qn−µ(ω) =
∑

ω:µ(ω)=k

pkqn−k = Ck
np

kqn−k,
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îòíîñèòåëüíî âû÷èñëåíèÿ ñóììû
∑

ω:µ(ω)=k

pµ(ω)qn−µ(ω) ñì. ðàâåí-

ñòâî (6.1.3). Òàê ÷òî

P{µ = k} = Pn(k) = Ck
np

kqn−k.

Ýòó ôîðìóëó íàçûâàþò ôîðìóëîé Áåðíóëëè.
Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå

Bn;p(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n, (0 < p < 1)

íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (n; p).
Òàê ÷òî ÷èñëî µ óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; p):

Pn(k) = P{µ = k} = Bn;p(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå B1;p íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíè-
åì Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè, íà-
çûâàþò áåðíóëëèåâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Áåðíóëëèåâàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíà ÷èñëó óñïåõîâ â îäíîì èñïûòàíèè Áåð-
íóëëè.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè
ñ ïàðàìåòðîì p, òî

P{µ = s} = ps(1− p)1−s, s = 0; 1;

Mµ = p, Dµ = p(1− p).

Òåîðåìà 6.1.3. Ïóñòü µ � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè, òîãäà

Mµ = np, Dµ = npq.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×èñëî µ óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñêëà-
äûâàåòñÿ èç ÷èñëà óñïåõîâ â êàæäîì èñïûòàíèè, ò. å.

µ =

n∑
k=1

µk, (6.1.5)

ãäå µk � ÷èñëî óñïåõîâ â k-ì èñïûòàíèè (ðàâíîå 0 èëè 1). Ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû µk íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû:

P{µk = s} = psq1−s, s = 0, 1; k = 1, 2, . . . , n,
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(ñì. òåîðåìó 6.1.1). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì, ÷òî

Mµk = p, Dµk = pq.

À èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6.1.5) ïîëó÷àåì:

Mµ = M
n∑

k=1

µk =

n∑
k=1

Mµk = np,

Dµ = D
n∑

k=1

µk =
n∑

k=1

Dµk = npq

� ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé.

Äàëåå, êàê îáû÷íî, [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.
Òåîðåìà. Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n èñïûòàíèé Áåð-

íóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè ÷èñëî
(n+ 1)p � íå öåëîå è (n+ 1)p > 1, òî

Pn(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå m = [(n+1)p], ìîíî-
òîííî âîçðàñòàÿ ïðè k < m è ìîíîòîííî óáûâàÿ ïðè k > m;
åñëè m = (n + 1)p � öåëîå, òî Pn(k) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî
çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ m− 1 è m (Pn(m− 1) = Pn(m)), ìîíîòîííî
âîçðàñòàÿ ïðè k < m− 1 è ìîíîòîííî óáûâàÿ ïðè k > m.

Åñëè (n+1)p < 1, òî Pn(k) ìîíîòîííî óáûâàåò (íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ðàâíî Pn(0)), åñëè (n + 1)p = 1, òî Pn(0) = Pn(1) è
Pn(k) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè k > 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (n+ 1)p > 1.

Pn(k)

Pn(k − 1)
=

Ck
np

kqn−k

Ck−1
n pk−1qn−(k−1)

=
(n+ 1− k)p

kq
=

=
(n+ 1)p− k(1− q)

kq
= 1 +

(n+ 1)p− k

kq
.

Ïîýòîìó åñëè k < (n + 1)p, òî Pn(k)/Pn(k − 1) > 1 (ñ âîçðàñòà-
íèåì k âåðîÿòíîñòü Pn(k) âîçðàñòàåò); åñëè æå k > (n + 1)p, òî
Pn(k)/Pn(k−1) < 1 (ñ âîçðàñòàíèåì k âåðîÿòíîñòè Pn(k) óáûâà-
åò). Îòñþäà èìååì, ÷òî åñëè (n+1)p íå öåëîå, òî Pn(k) äîñòèãàåò
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå m = [(n+ 1)p]. Åñëè æå (n+ 1)p
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� öåëîå ÷èñëî, òî íàèáîëüøèõ, ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé, çíà÷åíèé
Pn(k) äâà: Pn(m− 1) è Pn(m) (Pn(m− 1) = Pn(m)).

Ñëó÷àè (n + 1)p < 1 è (n + 1)p = 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.

Òåîðåìà 6.1.4 . Ñóììà n íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ñ ïàðàìåòðîì p:

P{ξj = s} = ps(1− p)1−s, s = 0; 1; j = 1, 2, . . . , n,

èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n, p).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2,

. . . , ξn íåçàâèñèìû, èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå
âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)) èìååò âèä

Pξ(x1, x2, . . . , xn) = P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn} =

=

n∏
i=1

P{ξi = xi} =

n∏
i=1

pxi(1−p)1−xi = p

n∑
i=1

xi

(1−p)
n−

n∑
i=1

xi

, (6.1.6)

ãäå xj � âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξj , ðàâíîå 0
èëè 1, j = 1, 2, . . . , n.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn = ξ1 + ξ2 + . . . + ξn
âû÷èñëèì êàê ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè

Sn = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn = g(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ïî åãî ðàñïðåäåëåíèþ
(6.1.6), ñì. òåîðåìó 5.1.2:

P{Sn = k} = P{ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn = k} =∑
(x1,x2,...xn):x1+x2+...+xn=k

Pξ(x1, x2, . . . xn) =

=
∑

(x1,x2,...xn):x1+x2+...+xn=k

p

n∑
i=1

xi

(1− p)
n−

n∑
i=1

xi

=

=
∑

(x1,x2,...xn):x1+x2+...+xn=k

pk(1− p)n−k = Ck
np

k(1− p)n−k.

Òàê ÷òî

P{Sn = k} = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.
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Ìóëüòèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åñòåñòâåííûì îáîá-
ùåíèåì èñïûòàíèé Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n íå-
çàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ r èñõîäàìè, îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç a1, a2, . . .
. . . , ar, è âåðîÿòíîñòÿìè èñõîäîâ, íå ìåíÿþùèìèñÿ îò èñïûòàíèÿ
ê èñïûòàíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà Ω ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé n íåçàâè-
ñèìûõ èñïûòàíèé ñ r èñõîäàìè a1, a2, . . . , ar, áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé n,
ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , ar, ò. å. ìíîæåñòâî ñëîâ
äëèíîé n, ñîñòàâëåííûõ èç áóêâ a1, a2, . . . , ar (î ñëîâàõ ñì. ïå-
ðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè â ðàçä. 4.3. ãëàâû 4).

Ìíîæåñòâî Ω ñëîâ äëèíîé n, ñîñòàâëåííûõ èç áóêâ a1, a2, . . .
. . . , ar êîíå÷íî. Âåðîÿòíîñòü íà êëàññå ïîäìíîæåñòâ Ω çàäàäèì
íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé òî÷êè

P : ω → P(ω) = p
µ1(ω)
1 p

µ2(ω)
2 . . . pµr(ω)

r , ω ∈ Ω,

ñòàâÿùåé â ñîîòâåòñòâèå ñëîâó ω äëèíîé n, ñîñòàâëåííîì èç µ1
áóêâ a1, µ2 áóêâ a2 è ò. ä. µr áóêâ ar (µ1 + µ2 + . . . + µr = n),
÷èñëî

p
µ1(ω)
1 p

µ2(ω)
2 . . . pµr(ω)

r ,

p1 > 0, p2 > 0, . . . , pr > 0; p1 + p2 + . . .+ pr = 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî∑

ω∈Ω
P(ω) =

∑
ω∈Ω

p
µ1(ω)
1 p

µ2(ω)
2 . . . pµr(ω)

r =

=
∑

k1+k2+...+kr=n

∑
ω:µ1(ω)=k1,...,µr(ω)=kr

p
µ1(ω)
1 p

µ2(ω)
2 . . . pµr(ω)

r =

=
∑

k1+k2+...+kr=n

∑
ω:µ1(ω)=k1,...,µr(ω)=kr

pk11 p
k2
2 . . . pkrr =

=
∑

k1+k2+...+kr=n

Cn(k1, k2, . . . , kr)p
k1
1 p

k2
2 . . . pkrr =

= (p1 + p2 + . . .+ pr)
n = 1,

âî �âíåøíåé� ñóììå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òÿì (k1, k2, . . . , kr) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë k1, k2, . . . , kr,
äëÿ êîòîðûõ k1 + k2 + . . .+ kr = n (ñì. òàêæå ïîëèíîìèàëüíóþ
ôîðìóëó â ðàçä. 4.3. ãëàâû 4).
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Ïàðó {Ω,P} è áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ r
èñõîäàìè a1, a2, . . . , ar è âåðîÿòíîñòÿìè èñõîäîâ, íå ìåíÿþùè-
ìèñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïûòàíèþ.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà
óñïåõîâ µ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå
÷èñëà èñõîäîâ a1, a2, . . . , ar � ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà (µ1, µ2, . . .
. . . , µr) � â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ r èñõîäàìè:

P{µ1 = k1, µ2 = k2, . . . , µr = kr} = Cn(k1, k2, . . . , kr)p
k1
1 p

k2
2 . . . pkrr ,

(6.1.7)
k1 = 0, 1, . . . , n; . . . ; kr = 0, 1, . . . , n; k1 + k2 + . . . + kr = n,
pi � âåðîÿòíîñòü èñõîäà ai (i = 1, 2, . . . , r).

Òåîðåìà Áåðíóëëè. Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì òåîðåòè÷åñêèì
ðåçóëüòàòîì, îáúÿñíÿþùèì äàâíî èçâåñòíûé ôàêò óñòîé÷èâîñ-
òè ÷àñòîòû, áûëà çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Áåðíóëëè, âïîñëåäñòâèè
íàçâàííàÿ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëîæèë íà-
÷àëî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê ñàìîñòîÿòåëüíîé íàóêå.

Òåîðåìà 6.1.5 (Áåðíóëëè). Ïóñòü µ � ÷èñëî óñïåõîâ â n
èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïû-
òàíèè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

P
{∣∣∣µ
n
− p
∣∣∣ > ε

}
→ 0

ïðè n→ ∞.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê èçâåñòíî (ñì. ðàâåíñòâî (6.1.5)),

÷èñëî óñïåõîâ µ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

µ =

n∑
k=1

µk,

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µk (k = 1, 2, . . . , n), êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

P{µk = s} = ps(1− p)1−s, s = 0; 1.

Ïîñêîëüêó äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µ1, µ2, . . .

Mµk = p, Dµk = p(1− p) <∞,

òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ïðè n→ ∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

µk − p

∣∣∣∣∣ > ε

}
→ 0.
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Èëè, ÷òî òî æå: ïðè n→ ∞

P
{∣∣∣µ
n
− p
∣∣∣ > ε

}
→ 0.

Òåì ñàìûì òåîðåìà Áåðíóëëè äîêàçàíà.

6.2 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Çàäà÷à î òåëåôîííûõ ëèíèÿõ. Òåëåôîííàÿ ñòàíöèÿ A
äîëæíà ñâÿçàòü 500 àáîíåíòîâ ñ ñîñåäíåé ñòàíöèåé B. Áûëî áû
äîðîãî (è áåññìûñëåííî) ïðîêëàäûâàòü 500 ëèíèé ñâÿçè. Ðàçóì-
íî îãðàíè÷èòüñÿ òàêèì ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ëèíèé, êîòîðîå
áû îáåñïå÷èâàëî ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî ñâÿçè, à èìåííî, âåðîÿò-
íîñòü îòêàçà â ñâÿçè áûëà áû ìàëà, ñêàæåì, íå ïðåâîñõîäèëà
0,01 (â ñðåäíåì íà 100 òðåáîâàíèé ñâÿçè ïðèõîäèòñÿ îäèí îò-
êàç). Êàêèì ïðè ýòîì äîëæíî áûòü ÷èñëî ëèíèé ñâÿçè?

Ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
k ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ëèíèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò îïèñàííîå
êà÷åñòâî ñâÿçè, ÷åðåç µ � ñóììàðíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé ñâÿçè
â íàóäà÷ó âûáðàííûé ìîìåíò íàèáîëåå íàïðÿæåííîãî ÷àñà äíÿ.
Åñëè êàæäîìó àáîíåíòó ñòàíöèè A íåçàâèñèìî îò äðóãèõ íåîáõî-
äèìà ñâÿçü ñ B â ñðåäíåì äëèòåëüíîñòüþ, ñêàæåì, îäíó ìèíóòó,
òî â íàóäà÷ó âûáðàííûé ìîìåíò äàííîãî ÷àñà êàæäûé èç 500
àáîíåíòîâ (íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ) ïîòðåáóåò ñâÿçü ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1/60 (ìîìåíò ñâÿçè ïðèõîäèòñÿ íà äàííóþ ìèíóòó ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1/60). Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
µ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëî óñïåõîâ â 500 íåçàâèñèìûõ
èñïûòàíèÿõ ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p = 1/60 â îäíîì èñïûòà-
íèè. Ðàñïðåäåëåíèåì µ ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè n = 500 è p = 1/60, ò. å.

P{µ = i} = Ci
500p

i(1− p)500−i, i = 0, 1, . . . , 500.

Íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ µ > k îçíà÷àåò îòêàç â ñâÿçè. È ïîñêîëüêó
ìû õîòèì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îòêàçà P{µ > k} íå ïðåâîñõîäè-
ëà 0, 01, òî k ñëåäóåò âûáðàòü (åñòåñòâåííî, ìèíèìàëüíûì) èç
óñëîâèÿ

P{µ > k} =

500∑
i=k+1

Ci
500p

i(1− p)500−i ≤ 0, 01.
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Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé
âèäà

Bn;p(m) = Cm
n p

m(1− p)n−m

ïðè áîëüøèõ n èm (ïîðÿäêà äåñÿòêîâ è ñîòåí), ÷òî äåëàòü íåïî-
ñðåäñòâåííî âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü â ïîëó÷åíèè �õîðîøèõ� ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ Bn;p(m) = Cm

n p
m(1−p)n−m ïðè áîëüøèõ n è m. Äàëåå

ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïðèáëèæåíèÿ äëÿ Bn;p(m) � â ðàçëè÷íûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî n è p. Ýòè ïðèáëèæåíèÿ äàþòñÿ
òåîðåìîé Ïóàññîíà è ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé. Ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì òåîðåìó Ïóàññîíà.

Òåîðåìà Ïóàññîíà. Òåîðåìà Ïóàññîíà äàåò ïðèáëèæåíèå
äëÿ

Bn;p(m) = Cm
n p

m(1− p)n−m,

êîãäà ÷èñëî èñïûòàíèé n �âåëèêî�, à âåðîÿòíîñòü óñïåõà p �ìà-
ëà�.

×òîáû íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå êîððåêòíî âûðàçèòü óòâåð-
æäåíèÿ �÷èñëî n áîëüøîå�, �÷èñëî p ìàëîå�, âåëè÷èíû n è p
äîëæíû áûòü ïåðåìåííûìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ∞
è ê 0. Íî â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè âåðîÿòíîñòü óñïåõà ïîñòîÿí-
íà. Ïîýòîìó òåîðåìà Ïóàññîíà ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ñå-
ðèé èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååò-
ñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé èñïûòàíèé Áåðíóëëè:
â ïåðâîé ñåðèè îäíî èñïûòàíèå, âåðîÿòíîñòü óñïåõà p1, âî âòî-
ðîé ñåðèè äâà èñïûòàíèÿ, âåðîÿòíîñòü óñïåõà p2, è ò. ä., â n-é
ñåðèè n èñïûòàíèé, âåðîÿòíîñòü óñïåõà pn è ò. ä. Â îáîçíà÷åíèè
pn èíäåêñ n áóäåì îïóñêàòü. ×åðåç µ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî
óñïåõîâ.

Òåîðåìà 6.2.1 (Ïóàññîíà). Åñëè â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè
ïðè n→ ∞ ñðåäíåå ÷èñëî óñïåõîâ np ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó λ
(λ > 0), òî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óñïåõîâ

Bn;p(m) = Cm
n p

m(1− p)n−m, m = 0, 1, . . . , n,

ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ: äëÿ êàæ-
äîãî ôèêñèðîâàííîãî m, m = 0, 1, 2, . . .,

lim
n→∞

Cm
n p

m(1− p)n−m =
λm

m!
e−λ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû np→ λ ïðè
n→ ∞, ïîýòîìó np− λ = o(1) (o(1) � âåëè÷èíà, ñòðåìÿùàÿñÿ ê
íóëþ ïðè n→ ∞). Îòñþäà

p = (λ+ o(1))/n
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è, ñëåäîâàòåëüíî, Cm
n p

m(1− p)n−m ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Cm
n p

m(1− p)n−m =

=
n(n− 1) . . . (n− (m− 1))

m!

(
1

n
(λ+ o(1))

)m

×

×
(
1− 1

n
(λ+ o(1))

)n−m

=

=
1

m!
· n(n− 1) . . . (n− (m− 1))

nm
(λ+ o(1))m×

×
(
1− 1

n
(λ+ o(1))

)n−m

.

Äàëåå,

lim
n→∞

n(n− 1) . . . (n− (m− 1))

nm
(λ+ o(1))m =

= lim
n→∞

1

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− m− 1

n

)
(λ+ o(1))m = λm.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

φn =

(
1− 1

n
(λ+ o(1))

)n−m

, n = 1, 2, . . . ,

âû÷èñëèì, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ïðè x→ 0

ln(1 + x) ∼ x.

Èìååì:

lnφn = (n−m) ln

(
1− 1

n
(λ+ o(1))

)
∼ (n−m)

(
− 1

n
(λ+ o(1))

)
.

Îòñþäà lim
n→∞

lnφn = −λ, à lim
n→∞

φn = e−λ. Òàê ÷òî â èòîãå ïîëó-
÷àåì:

lim
n→∞

Cm
n p

m(1− p)n−m =
λm

m!
e−λ.
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Çàì å ÷ à í è å 1. Â ñèëó òåîðåìû Ïóàññîíà ïðè áîëüøèõ n
è ìàëûõ p ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Bn;p(m) ðàâíî λme−λ/m!, ãäå
λ = np. ×òîáû ïîãðåøíîñòü â ðåçóëüòàòå çàìåíû Bn;p(m) íà

λme−λ/m! áûëà íåçíà÷èòåëüíîé, n äîëæíî áûòü íå ìåíüøå íå-
ñêîëüêèõ äåñÿòêîâ, à ëó÷øå ñîòåí, à ïðîèçâåäåíèå np íå äîëæíî
ïðåâîñõîäèòü 10. Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ np ðåêîìåíäóåòñÿ ïðè-
ìåíÿòü ëîêàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ïóàññîíà èìååò ìåñòî îöåíêà

∞∑
m=0

∣∣∣∣Bn;p(m)− λm

m!
e−λ

∣∣∣∣ ≤ 2λmin{2, λ}
n

(6.2.1)

(Þ. Â. Ïðîõîðîâ).

Ç àì å ÷ à í è å 2. Âûðàæåíèå λm

m!
e−λ òàáóëèðîâàíî äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèé m è λ (ñì., íàïðèìåð, òàáë. 27.6.1).
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å î òåëåôîííûõ ëèíèÿõ. ×èñëî µ òðåáîâà-

íèé ñâÿçè â äàííûé ìîìåíò ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ÷èñëî óñïå-
õîâ â n = 500 èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â
îäíîì èñïûòàíèè p = 1/60. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ èìå-
åò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = np:

P{µ = m} =
λm

m!
e−λ, m = 0, 1, 2, . . .

Òîãäà âåðîÿòíîñòü îòêàçà

P{µ > k} =

500∑
m=k+1

λm

m!
e−λ.

À ìèíèìàëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî P{µ > k} ≤ 0,01, íàõîäèì èç
óñëîâèÿ

P{µ > k} =
500∑

m=k+1

λm

m!
e−λ ≤

∞∑
m=k+1

λm

m!
e−λ ≤ 0,01,

ãäå λ = np = 500/60 = 8,33. Ýòî k îêàçàëîñü ðàâíûì 16.
Òàê ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðèåìëåìîé ðàáîòû òåëåôîííîé

ñòàíöèè A íà 500 àáîíåíòîâ (âåðîÿòíîñòü îòêàçà â ñâÿçè íå ïðå-
âîñõîäèò 0,01) äîñòàòî÷íî 16 ëèíèé ñâÿçè.
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Â ñèëó òåîðåìû Ïóàññîíà, ðåøàÿ çàäà÷ó î òåëåôîííûõ ëèíè-
ÿõ, ìîæíî áûëî áû ñ ñàìîãî íà÷àëà èñõîäèòü èç ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà îòêàçîâ µ.

Ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Íàïîìíèì èçâåñòíûå èç
àíàëèçà îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ôóíêöèè α(n) è β(n) ñî çíà÷åíèÿ-
ìè R1, çàäàíû íà N+. Åñëè α(n) → 0 è β(n) → 0 ïðè n → ∞,
ïðè÷åì òàê, ÷òî

α(n)/β(n) → 1,

òî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

α(n) ∼ β(n);

åñëè
α(n)/β(n) → 0,

òî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

α(n) = o(β(n)).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñåðèé èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â êàæ-
äîé ñåðèè.

Òåîðåìà 6.2.2 (ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà). Â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïå-
õà p äëÿ ÷èñëà óñïåõîâ m, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó∣∣∣∣m− np

√
npq

∣∣∣∣ ≤ C <∞,

ïðè n→ ∞

Bn;p(m)

1√
2πnpq

exp

{
−1
2

(
m− np√
npq

)2
} → 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì
m− np√
npq

= xn,m (ïî óñëîâèþ

|xn,m| ≤ C). Òîãäà äëÿ m è n−m ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèÿ

m = np+
√
npqxn,m, n−m = nq −√

npqxn,m. (6.2.2)

Îòñþäà

m

np
= 1 +

q
√
npq

xn,m,
n−m

nq
= 1− p

√
npq

xn,m. (6.2.3)
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Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà

n! ∼
√
2πnnne−n,

èìååì √
2πnpqBn;p(m) =

√
2πnpq

n!

m!(n−m)!
pmqn−m ∼

∼
√

2πnpq

√
2πnnne−npmqn−m

√
2πmmme−m

√
2π(n−m)(n−m)n−me−(n−m)

=

=

√
np

m
· nq

n−m

(
m

np

)−m(n−m

nq

)−(n−m)

.

Èç (6.2.3) ñëåäóåò, ÷òî ðàäèêàë ïðè n → ∞ ñòðåìèòñÿ ê 1. Òàê
÷òî √

2πnpqBn;p(m) ∼
(
m

np

)−m(n−m

nq

)−(n−m)

,

èëè, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (6.2.2),√
2πnpqBn;p(m) ∼

∼
(
np+

√
npqxn,m

np

)−(np+
√
npqxn,m)

×

×
(
nq −√

npqxn,m

nq

)−(nq−√
npqxn,m)

=

=

(
1 +

q
√
npq

xn,m

)−(np+
√
npqxn,m)

×

×
(
1− p

√
npq

xn,m

)−(nq−√
npqxn,m)

(6.2.4)

(çàìåòèì, ÷òî õîòÿ
√
2πnpqBn;p(m) çàâèñèò êàê îò n òàê è îò m,

ñòðåìÿùèõñÿ ê+∞, íî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ëåâîé ÷àñòè, à âìå-
ñòå ñ òåì è ïðàâîé, îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî n ïîñêîëüêó |xn,m| < C).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óñòàíîâèì, ÷òî ïðè n→ ∞

φn = ln

√
2πnpqBn;p(m)

exp
{
−1
2x

2
n,m

} → 0,
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èëè, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (6.2.4) äëÿ
√
2πnpqBn;p(m), ÷òî

φn ∼ −(np+
√
npqxn,m) ln

(
1 +

q
√
npq

xn,m

)
−

−(nq −√
npqxn,m) ln

(
1− p

√
npq

xn,m

)
+

1

2
x2n,m → 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 + o(x2) ïðè x→ 0.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî npq → ∞ ïðè n→ ∞, èìååì:

φn ∼ −(np+
√
npqxn,m) ln

(
1 +

q
√
npq

xn,m

)
−

−(nq −√
npqxn,m) ln

(
1− p

√
npq

xn,m

)
+

1

2
x2n,m =

= −
(
npq

q
+

√
npqxn,m

)
×

×

(
q

√
npq

xn,m − 1

2

(
q

√
npq

)2

x2n,m + o

((
q

√
npq

)2
))

−

−
(
npq

p
−√

npqxn,m

)
×

×

(
− p
√
npq

xn,m − 1

2

(
p

√
npq

)2

x2n,m + o

((
p

√
npq

)2
))

+
1

2
x2n,m =

= −
(
√
npqxn,m + qx2n,m − 1

2
qx2n,m + o(1)

)
−

−
(
−√

npqxn,m + px2n,m − 1

2
px2n,m + o(1)

)
+

1

2
x2n,m =

= −1

2
qx2n,m − 1

2
px2n,m + o(1) +

1

2
x2n,m = o(1).



144 Ãëàâà 6. Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè

Òàê ÷òî ïðè n→ ∞

ln
Bn;p(m)

1√
2πnpq

exp
{
−1
2x

2
n,m

} ∼ o (1) .

Îòñþäà
Bn;p(m)

1√
2πnpq

exp
{
−1
2x

2
n,m

} → 1 (6.2.5)

ïðè n→ ∞.
Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Ïðè n→ ∞ è m òàêèõ, ÷òî |xn,m| < C

Bn;p(m) = (1 + o(1))
1√

2πnpq
exp

{
−1

2
x2n,m

}
. (6.2.6)

Òåîðåìà 6.2.3 (èíòåãðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìó-
àâðà�Ëàïëàñà). Ïóñòü µ � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p. Äëÿ
ëþáûõ −∞ ≤ a < b ≤ +∞

lim
n

P

{
a ≤ µ− np

√
npq

< b

}
=

1√
2π

b∫
a

e−x2/2dx.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ êîíå÷-
íûõ a, b.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ èìååò ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì Bn;p:

P{µ = m} = Bn;p(m), m = 0, 1, 2, , n,

ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.2 äëÿ ôóíêöèè
µ− np√
npq

îò ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû µ

P

{
a ≤ µ− np

√
npq

< b

}
=

∑
m:a≤xn,m<b

Bn;p(m),

ãäå, êàê è ðàíåå, xn,m = (m− np)/
√
npq.
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Â ñèëó (6.2.6) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî C ïðè |xn,m| < C
(ó íàñ a < xn,m < b) è n→ ∞

Bn;p(m) = (1 + o(1))
1√

2πnpq
exp

{
−1

2
x2n,m

}
.

Ïîýòîìó

P

{
a ≤ µ− np

√
npq

< b

}
=

= (1 + o(1))
1√
2π

∑
m:a≤xn,m<b

1
√
npq

exp

{
−1

2
x2n,m

}
.

Äàëåå, äëÿ òî÷åê xn,m

xn,m+1 − xn,m = 1/
√
npq,

ïîýòîìó ñóììà ∑
m:a≤xn,m<b

1
√
npq

exp

{
−1

2
x2n,m

}

îòëè÷àåòñÿ îò èíòåãðàëüíîé ñóììû∑
[a,b]

(xn,m+1 − xn,m) exp

{
−1

2
x2n,m

}
ôóíêöèè e−x2/2 íà îòðåçêå [a, b] íå áîëåå ÷åì íà âåëè÷èíó äâóõ
ñëàãàåìûõ èíòåãðàëüíîé ñóììû � �êðàéíåãî� ëåâîãî è �êðàéíå-
ãî� ïðàâîãî. Êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷è-

íû 1/
√
npq (ïîñêîëüêó e−x2/2 < 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ ïðè n→ ∞. Ïîýòîìó

lim
n

∑
m:a≤xn,m<b

1
√
npq

exp

{
−1

2
x2n,m

}
=

= lim
n

∑
[a,b]

(xn,m+1 − xn,m) exp

{
−1

2
x2n,m

}
=

b∫
a

e−x2/2dx.
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Òàê ÷òî

lim
n

P

{
a ≤ µ− np

√
npq

< b

}
=

= lim
n
(1 + o(1))

1√
2π

∑
m:a≤xn,m<b

1
√
npq

exp

{
−1

2
x2n,m

}
=

=
1√
2π

b∫
a

e−x2/2dx.

Äëÿ êîíå÷íûõ a, b òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ áåñêîíå÷íûõ a è b òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïå-

ðåõîäèì.

6.3 Íåîãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èñïûòàíèé Áåðíóëëè

Èñïûòàíèÿ äî ïåðâîãî óñïåõà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå-
çàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ äâóìÿ èñõîäàìè (óñïåõ, íåóäà÷à) è âå-
ðîÿòíîñòüþ óñïåõà p, íå ìåíÿþùåéñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïûòà-
íèþ, îïðåäåëÿåò ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïðî-
âåäåíèè èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî

Ω = {1, 01, 001, . . . , 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1, . . .}.

Òî÷êà ω = (00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1) ïðîñòðàíñòâà Ω îïèñûâàåò èñõîä ýêñïå-

ðèìåíòà, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ïåðâîìó óñïåõó ïðåäøåñòâóåò k
íåóäà÷. Òàê êàê Ω äèñêðåòíî, òî âåðîÿòíîñòü íà ïîäìíîæåñòâàõ
ïðîñòðàíñòâà Ω çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé ôóíê-
öèè P(ω) òî÷êè, ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðîé

∑
ω∈Ω

P(ω) = 1 (ñì. òåîðåìó

4.1.1). Â êà÷åñòâå P(ω) åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

P(ω) = (1− p)ν(ω)p, ω ∈ Ω, (6.3.1)
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ãäå ν(ω) � ÷èñëî íåóäà÷ äî ïåðâîãî óñïåõà (÷èñëî íóëåé â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ω = (00 . . . 01)). ßñíî, ÷òî P(ω) ≥ 0 è

∑
ω∈Ω

P(ω) =
∑
ω∈Ω

(1− p)ν(ω)p = p

∞∑
k=0

(1− p)k = p
1

1− (1− p)
= 1.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ P(ω), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (6.3.1), çàäàåò
íà ïîäìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà Ω âåðîÿòíîñòü P. Ïàðó {Ω,P} è
áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñ-
òè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â ïðîâåäåíèè íåçàâèñèìûõ
èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà.

Â íàøèõ èíòóèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà èíôîðìàöèÿ î òîì,
÷òî ïåðâûå n èñïûòàíèé çàêîí÷èëèñü íåóäà÷åé íå ìåíÿåò ïðîã-
íîç ÷èñëà èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà. Ïóñòü, íàïðèìåð, ñèì-
ìåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà
(äî ïåðâîãî óñïåõà). Èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâûõ äåñÿòè ïîäáðàñûâà-
íèÿõ ìîíåòà ëåãëà ðåøåòêîé (ïåðâûå äåñÿòü èñïûòàíèé çàêîí-
÷èëèñü íåóäà÷åé). Ýòà èíôîðìàöèÿ íå ìåíÿåò ïðîãíîç ÷èñëà èñ-
ïûòàíèé äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà � íàø ïðîãíîç òàêîé æå,
êàê è äî íà÷àëà ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
íàì ïðèøëîñü áû ñîãëàñèòüñÿ ñ òåì, ÷òî ìîíåòà èìååò ïàìÿòü
� ïîìíèò, ÷òî â ïåðâûõ äåñÿòè ïîäáðàñûâàíèÿõ ãåðá íå ïîÿâèë-
ñÿ, à ïîýòîìó ïîðà áû åìó óæå è âûïàñòü.

Åñëè ïðåäëîæåííàÿ âûøå ìîäåëü {Ω,P} àäåêâàòíî îïèñûâà-
åò ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, òî îíà äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñ-
òâîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâó îòñóòñòâèÿ ïàìÿòè ó ìîíåòû.
Äëÿ ôîðìàëüíîãî åãî îïèñàíèÿ ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëå-
íèÿ.

Çàäàäèì íà Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,P} ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó ν, ðàâíóþ ÷èñëó íåóäà÷, ïðåäøåñòâóþùèõ ïåðâî-
ìó óñïåõó, åå åùå íàçûâàþò âðåìåíåì îæèäàíèÿ ïåðâîãî óñïåõà.
Íà èñõîäå ω = (00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

1) çíà÷åíèå ν(ω) ðàâíî k. Ðàñïðåäåëåíèå

âðåìåíè îæèäàíèÿ ν:

Pν(k) = P{ω : ν(ω) = k} =
∑

ω:ν(ω)=k

P(ω) =

= P((00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1)) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . .
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Îïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåò-
ðîì p (0 < p < 1) íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Pp, çàäàííîå íà
{0, 1, . . .} ðàâåíñòâîì

Pp(k) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . .

ßñíî, ÷òî
∞∑
k=0

(1− p)kp = 1.

Òàê ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ ïåðâîãî óñïåõà â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî-
÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòñóò-
ñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî n, n = 1, 2, . . . ,

P{ξ = n+m/ξ ≥ n} = P{ξ = m}, m = 0, 1, . . . (6.3.2)

Òåîðåìà 6.3.1 (îá îòñóòñòâèè ïîñëåäåéñòâèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ). Äëÿ òîãî ÷òîáû íåîòðèöàòåëü-
íàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îáëàäàëà ñâîéñòâîì îò-
ñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà
èìåëà ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

P{ξ = k} = (1− p)kp, k = 0, 1, . . . , (p > 0).

Òîãäà

P{ξ = n+m/ξ ≥ n} =
P{ξ = n+m, ξ ≥ n}

P{ξ ≥ n}
=

=
P{ξ = n+m}

P{ξ ≥ n}
=

(1− p)n+mp
∞∑
k=n

(1− p)kp

= (1− p)mp = P{ξ = m}.

Òàê ÷òî
P{ξ = n+m/ξ ≥ n} = P{ξ = m}.

Îáðàòíî. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ: äëÿ êàæ-
äîãî n, n = 1, 2, . . .,

P{ξ = n+m/ξ ≥ n} = P{ξ = m}, m = 0, 1, . . . .
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

P{ξ = n+m}
P{ξ ≥ n}

= P{ξ = m}

èëè
P{ξ = n+m} = P{ξ = m}P{ξ ≥ n}.

Ïîëîæèâ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå n = 1, ïîëó÷èì

P{ξ = m+ 1} = P{ξ = m}P{ξ ≥ 1} = P{ξ = m}(1− P{ξ < 1}) =

= P{ξ = m}(1− P{ξ = 0})
èëè, îáîçíà÷èâ P{ξ = 0} = p,

P{ξ = m+ 1} = P{ξ = m}(1− p), m = 0, 1, . . .

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîm = 0, 1, . . . ,
ïîëó÷àåì:

P{ξ = 1} = P{ξ = 0}(1− p) = p(1− p),

P{ξ = 2} = P{ξ = 1}(1− p) = p(1− p)2,

...

P{ξ = m} = P{ξ = m− 1}(1− p) = p(1− p)m.

Òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî m = 0, 1, . . .

P{ξ = m} = p(1− p)m

� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
Âðåìÿ îæèäàíèÿ ν ïåðâîãî óñïåõà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçà-

âèñèìûõ èñïûòàíèé èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå è, ñëå-
äîâàòåëüíî, îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ:

P{ν = n+m | ν ≥ n} = P{ν = m}, m = 0, 1, 2, . . . ,

ïîñëåäíåå êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ïåðâûõ n èñ-
ïûòàíèÿõ, çàêîí÷èâøèõñÿ íåóäà÷åé, íå ìåíÿåò ïðîãíîç î ÷èñëå
èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà.

Èñïûòàíèÿ äî r-ãî óñïåõà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-
ñèìûõ èñïûòàíèé ñ äâóìÿ èñõîäàìè (óñïåõ, íåóäà÷à) è âåðîÿò-
íîñòüþ óñïåõà p, íå ìåíÿþùåéñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïûòàíèþ,
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îïðåäåëÿåò ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïðîâåäå-
íèè èñïûòàíèé äî r-ãî óñïåõà. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è r
åäèíèö è îêàí÷èâàþùèõñÿ åäèíèöåé. Íàïðèìåð, òî÷êà ω =
= (100 . . . 11) îïèñûâàåò èñõîä, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî â ïåðâîì
èñïûòàíèè íàáëþäàëñÿ óñïåõ, â äâóõ ïîñëåäóþùèõ èñïûòàíè-
ÿõ íàáëþäàëèñü íåóäà÷è è ò. ä., â äâóõ ïîñëåäíèõ èñïûòàíè-
ÿõ íàáëþäàëèñü óñïåõè. Ïðîñòðàíñòâî Ω äèñêðåòíî, ïîýòîìó âå-
ðîÿòíîñòü íà êëàññå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω çàäàåò-
ñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé òî÷êè P(ω), ω ∈ Ω, òàêîé ÷òî∑
ω∈Ω

P(ω) = 1 (ñì. òåîðåìó 4.1.1). Â êà÷åñòâå P(ω) åñòåñòâåííî

ðàññìîòðåòü
P(ω) = (1− p)ν(ω)pr, ω ∈ Ω,

ãäå ν(ω) � ÷èñëî íóëåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = (100 . . . 11)
(÷èñëî íåóäà÷ äî r-ãî óñïåõà). Äëÿ ôóíêöèè

P(ω) = (1− p)ν(ω)pr, ω ∈ Ω,

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
∑
ω∈Ω

P(ω) = 1. Óáåäèìñÿ â ýòîì. ßñíî, ÷òî

∑
ω∈Ω

P(ω) =
∑
ω∈Ω

(1− p)ν(ω)pr =
∑

ω:ν(ω)=0

(1− p)ν(ω)pr+

+
∑

ω:ν(ω)=1

(1− p)ν(ω)pr + . . .+
∑

ω:ν(ω)=k

(1− p)ν(ω)pr + . . . =

=
∞∑
k=0

∑
ω:ν(ω)=k

(1− p)ν(ω)pr.

Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, . . .∑
ω:ν(ω)=k

(1− p)ν(ω)pr =
∑

ω:ν(ω)=k

(1− p)kpr = Ck
k+r−1(1− p)kpr,

ïîñêîëüêó ÷èñëî îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå∑
ω:ν(ω)=k

(1− p)kpr
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ðàâíî ÷èñëó Ck
k+(r−1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé k + (r − 1),

ñîñòàâëåííûõ èç k íóëåé è (r − 1) åäèíèö. Ïîýòîìó

∑
ω∈Ω

P(ω) =
∑
ω∈Ω

(1− p)ν(ω)pr =

∞∑
k=0

Ck
k+r−1(1− p)kpr.

Ïîêàæåì, ÷òî
∞∑
k=0

Ck
k+r−1(1− p)kpr = 1.

Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x) = (1 − x)−r â ðÿä Òåéëîðà
ïðè |x| < 1. Èìååì:

f (k)(x) = r(r + 1) . . . (r + (k − 1))(1− x)−(r+k), k = 1, 2, . . . ,

f (k)(0)

k!
=
r(r + 1) . . . (r + k − 1)

k!
=

(k + r − 1)!

k!(r − 1)!
= Ck

k+r−1,

1

(1− x)r
= f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk =

∞∑
k=0

Ck
k+r−1x

k.

Ïîëîæèâ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå x = 1− p, ïîëó÷èì:

1

pr
=

∞∑
k=0

Ck
k+r−1(1− p)k

èëè

1 =
∞∑
k=0

Ck
k+r−1(1− p)kpr. (6.3.3)

Ïàðó {Ω,P}, ãäå P(ω) = (1−p)ν(ω)pr, ν(ω) � ÷èñëî íåóäà÷ äî
r-ãî óñïåõà, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â ïðîâåäåíèè
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé äî r-ãî óñïåõà.

Îïðåäåëåíèå. Îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (r; p) áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå Pr;p, çàäàííîå íà {0, 1, . . .} ðàâåíñòâîì

Pr;p(k) = Ck
k+r−1(1− p)kpr, k = 0, 1, . . .
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò îòðèöà-
òåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r; p), åñëè

Pξ(k) = Ck
k+r−1(1− p)kpr, k = 0, 1, . . .

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ν = ν(ω) íà {Ω,P}, ðàâíóþ ÷èñëó íå-
óäà÷ äî r-ãî óñïåõà, íàçûâàþò âðåìåíåì îæèäàíèÿ r-ãî óñïåõà.

Âðåìÿ ν îæèäàíèÿ r-ãî óñïåõà èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìè-
àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

Pν(k) = P{ν = k} = P{ω : ν(ω) = k} =
∑

ω:ν(ω)=k

P(ω) =

=
∑

ω:ν(ω)=k

(1− p)ν(ω)pr =
∑

ω:ν(ω)=k

(1− p)kpr =

= Ck
k+r−1(1− p)kpr, k = 0, 1, . . .

Òåîðåìà 6.3.2. Ñóììà r íåçàâèñèìûõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñ ïàðàìåòðîì p ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò îòðè-
öàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r; p).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè

η = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξr

îò íåçàâèñèìûõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξr ïî èõ ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñîâìåñò-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1, ξ2, . . . , ξr

P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξr = kr} =

=

r∏
i=1

P{ξi = ki} =

r∏
i=1

p(1− p)ki = pr(1− p)k1+k2+···+kr ,

k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ; . . . ; kr = 0, 1, . . .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.2 î âû÷èñëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (çäåñü g(x) = g(x1, x2, . . . , xr) =
= x1 + x2 + . . . + xr, B = {k}) äëÿ êàæäîãî k, k = 0, 1, . . . ,
èìååì:

P{η = k} = P{ξ1 + ξ2 + . . .+ ξr = k} =

=
∑

(k1,k2,...,kr):k1+k2+···+kr=k

pr(1− p)k1+k2+···+kr =
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=
∑

(k1,k2,...,kr):k1+k2+···+kr=k

(1− p)kpr = Ck
k+r−1(1− p)kpr.

Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íåîòðèöàòåëüíûì öåëî÷èñëåí-
íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (k1, k2, . . . , kr), äëÿ êîòîðûõ k1+ k2+
· · · + kr = k, ò. å. ïî âñåì íåîòðèöàòåëüíûì öåëî÷èñëåííûì ðå-
øåíèÿì óðàâíåíèÿ k1+ k2+ · · ·+ kr = k, à ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé
ðàâíî Ck

k+r−1 (ñì. òåîðåìó 4.3.3).
Ñëåäñòâèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ζ, èìåþùåé îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r, p), ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

Mζ = r
1− p

p
, Dζ = r

1− p

p2
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå ðàñïðåäåëåíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ζ ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììû ξ1+ ξ2+
. . .+ ξr íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξr, èìåþùèõ
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p. Ïîýòîìó ñîâïà-
äàþò èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè:

Mζ = M(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξr) = rMξ1 = r
1− p

p
,

Dζ = D(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξr) = rDξ1 = r
1− p

p2
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðå-
äåëåííîé ñ ïàðàìåòðîì p ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

Mξ =
1− p

p
, Dξ =

1− p

p2
,

ñì. ïðèìåð 5.5.2.

6.4 Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1

Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ íàèáîëåå âàæíûå è ÷àñòî âñòðå÷àþ-
ùèåñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1.

Íàïîìíèì, ÷òî äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
íà Rn ìû íàçûâàåì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ òî÷êè:

P : xi → P(xi), xi ∈ X ⊂ Rn.
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ñî çíà÷åíèÿìè â R1 íà äèñêðåòíîì X ⊂ Rn òàêóþ, ÷òî∑
xi∈X

P(xi) = 1

(ñì. òàêæå (4.1.4)).
Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

P(A) =
∑
xi∈A

P(xi)

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñ÷åòíî-àääèòèâíîé íîðìèðîâàííîé íà
êëàññå âñåõ ïîäìíîæåñòâ äèñêðåòíîãî X ⊂ Rn.

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (n; p) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå Bn;p, çàäàííîå íà {0, 1, . . . , n} ðàâåíñòâîì

Bn;p(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó

n∑
k=0

Bn;p(k) =
n∑

k=0

Ck
np

k(1− p)n−k = (p+ (1− p))n = 1.

Ìóëüòèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.Ìóëüòèíîìèàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (n; p1, p2, . . . , pr), p1 + p2 + . . .
. . .+ pr = 1, 0 < pi < 1, i = 1, 2, . . . , r, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå P, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(k1, k2, . . . , kr) öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë k1, k2, . . . , kr òàêèõ,
÷òî k1 + k2 + . . .+ kr = n, ðàâåíñòâîì

P(k1, k2, . . . , kr) = Cn(k1, k2, . . . , kr)p
k1
1 p

k2
2 . . . pkrr

(ñì. (6.1.7)). Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó∑
k1+k2+...+kr=n

Cn(k1, k2, . . . , kr)p
k1
1 p

k2
2 . . . pkrr =

= (p1 + p2 + . . .+ pr)
n = 1,

ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì k1, k2, . . . , kr,
äëÿ êîòîðûõ k1+k2+. . .+kr = n (ñì. ïîëèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó
â ðàçä. 4.3. ãëàâû 4).
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Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà (ïó-
àññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì) ñ ïàðàìåòðîì λ (λ > 0) íàçû-
âàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pλ, çàäàííîå íà {0, 1, . . .}
ðàâåíñòâîì

Pλ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî ïîñêîëüêó

∞∑
k=0

Pλ(k) =
∞∑
k=0

λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, òåîðèè íàäåæíîñòè, òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð, ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ÷èñëî
÷àñòèö, äîñòèãàþùèõ çàäàííîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ïðè ðàäèî-
àêòèâíîì ðàñïàäå âåùåñòâà; ÷èñëî íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ïðîèñ-
õîäÿùèõ çà åäèíèöó âðåìåíè â äàííîé ñîâîêóïíîñòè èíäèâèäó-
óìîâ.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÷àñòî íàçûâàþò ïî èõ
ðàñïðåäåëåíèÿì. Íàïðèìåð, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ íàçûâàþò
áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (n; p), åñëè åå ðàñ-
ïðåäåëåíèå áèíîìèàëüíîå:

Pξ(k) = Bn;p(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

ïóàññîíîâñêîé � åñëè åå ðàñïðåäåëåíèå ïóàññîíîâñêîå:

Pξ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì p (0 < p < 1) íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
Pp, çàäàííîå íà {0, 1, . . .} ðàâåíñòâîì

Pp(k) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . .

ßñíî, ÷òî
∞∑
k=0

(1− p)kp = 1.

Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îòðè-
öàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (r; p)
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áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pr;p, çàäàííîå íà
{0, 1, . . .} ðàâåíñòâîì

Pr;p(k) = Ck
k+r−1(1− p)kpr, k = 0, 1, . . .

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ñì. ðàâåíñòâî (6.3.3).
Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Â óðíå èìååòñÿ N

ðàçëè÷èìûõ øàðîâ (íàïðèìåð, çàíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò 1
äî N), ñðåäè íèõ M áåëûõ, îñòàëüíûå N −M ÷åðíûå. Ðàññìîò-
ðèì ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â âûáîðå íàóäà÷ó
èç óðíû n øàðîâ, ÷èñëî n ìåíüøå ÷èñëà øàðîâ êàæäîãî öâå-
òà: n ≤ M, n ≤ N −M. Èñõîä ω ýêñïåðèìåíòà � n-ýëåìåíòíîå
ïîäìíîæåñòâî N -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà � ñî÷åòàíèå èç N ýëå-
ìåíòîâ ïî n, Ω � ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ω. Ïîñêîëüêó âûáîð
ïðîèçâîäèòñÿ íàóäà÷ó, òî êàæäîìó èñõîäó ω ñëåäóåò ïðèïèñàòü
âåðîÿòíîñòü P(ω) = 1/Cn

N . Òåì ñàìûì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïîñòðîåíî. Âû÷èñëèì âåðî-
ÿòíîñòü ñîáûòèÿ �ñðåäè n âûáðàííûõ øàðîâm áåëûõ�. Ïîñêîëü-
êó ìîäåëü êëàññè÷åñêàÿ, òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

PN ;M ;n(m) = P{ξ = m} =
Cm
MC

n−m
N−M

Cn
N

, m = 0, 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïà-
ðàìåòðàìè (N ;M ;n), n ≤ M , n ≤ N −M , áóäåì íàçûâàòü âå-
ðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå PN ;M ;n, çàäàííîå íà {0, 1, . . . , n} ðà-
âåíñòâîì:

PN ;M ;n(m) =
Cm
MC

n−m
N−M

Cn
N

, m = 0, 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ïóñòü â óðíå ñî-
äåðæèòñÿ N øàðîâ, ñðåäè íèõM áåëûõ è N−M ÷åðíûõ. ×èñëî
n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ N -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (n ≤ M ,
n ≤ N − M), ñðåäè ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ðîâíî m áåëûõ øà-
ðîâ, î÷åâèäíî, ðàâíî Cm

MC
n−m
N−M . Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû ÷èñëî

âñåõ n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ N -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâ-

íî
n∑

m=0
Cm
MC

n−m
N−M , à ñ äðóãîé Cn

N , ïîýòîìó

n∑
m=0

Cm
MC

n−m
N−M = Cn

N .
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Îòñþäà
n∑

m=0

PN ;M ;n(m) = 1.

Òåîðåìà 6.4.1 (î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè PN ;M ;n(m)).
Ïóñòü N → ∞ è M → ∞, ïðè÷åì òàê, ÷òî M/N → p
(0 < p < 1), òîãäà

PN ;M ;n(m) → Bn;p(m) = Cm
n p

m(1− p)n−m, m = 0, 1, 2, . . . , n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

PN ;M ;n(m) =
Cm
MC

n−m
N−M

Cn
N

=

=
n!(N − n)!

N !
· M !

m!(M −m)!
· (N −M)!

(n−m)!((N −M)− (n−m))!
=

=
n!

m!(n−m)!
· (N − n)!

N !
· M !

(M −m)!
· (N −M)!

((N −M)− (n−m))!
=

=
n!

m!(n−m)!
· 1

N(N − 1) . . . (N − (n− 1))
×

×M(M − 1) . . . (M − (m− 1))

1
×

×(N −M)(N −M − 1) . . . (N −M − (n−m− 1))

1
.

Ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè íà Nn, ïîëó-
÷àåì:

PN ;M ;n(m) =
n!

m!(n−m)!
· 1

1
(
1− 1

N

)
. . .
(
1− n− 1

N

)×
×M
N

(
M

N
− 1

N

)
. . .

(
M

N
− m− 1

N

)
×

×
(
N −M

N

)(
N −M

N
− 1

N

)
. . .

(
N −M

N
− n−m− 1

N

)
.
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ÓñòðåìèâN èM ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òîáûM/N → p, ïîëó÷èì

PN ;M ;n(m) → n!

m!(n−m)!
pm(1− p)n−m = Bn;p(m).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøåé èíòóèöèåé: åñëè
N è M áîëüøèå, òî ðåçóëüòàò îäíîêðàòíîãî âûáîðà n øàðîâ
èç N ìîæíî ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèì ñ ðåçóëüòàòîì èõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî âûáîðà. Ïðè áîëüøèõ N èM ïîñëåäîâàòåëüíûé âûáîð
øàðîâ ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè ñîáûòèÿìè, à âåðîÿòíîñòü
âûíóòü áåëûé øàð � ïîñòîÿííîé è ðàâíîé p = M/N ; ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå íåëüçÿ ïðèíÿòü, åñëè N è M ìàëûå (ðàññìîòðèòå,
íàïðèìåð, ñëó÷àé N = 4, M = 2, n = 2).

Ìíîãîìåðíîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
Â óðíå èìååòñÿ N ðàçëè÷èìûõ øàðîâ (íàïðèìåð, çàíóìåðîâàí-
íûõ ÷èñëàìè îò 1 äîN), ñðåäè íèõM1 øàðîâ öâåòà b1, M2 øàðîâ
öâåòà b2, . . . , Mr øàðîâ öâåòà br (M1 +M2 + . . .+Mr = N). Èç
óðíû íàóäà÷ó âûáèðàþò n øàðîâ, ÷èñëî n ìåíüøå ÷èñëà øàðîâ
êàæäîãî öâåòà: n ≤ M1, n ≤ M2, . . . , n ≤ Mr. Èñõîä ω ýêñïå-
ðèìåíòà � n-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî N -ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà (ñî÷åòàíèå èç N ýëåìåíòîâ ïî n), Ω � ñîâîêóïíîñòü âñåõ
òàêèõ ω. Ïîñêîëüêó âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ íàóäà÷ó, òî êàæäîìó
èñõîäó ω ñëåäóåò ïðèïèñàòü âåðîÿòíîñòü P(ω) = 1/Cn

N . Òåì ñà-
ìûì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà
ïîñòðîåíî.

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü P(m1,m2, . . . ,mr) òîãî, ÷òî ñðåäè n
âûáðàííûõ øàðîâ m1 øàðîâ öâåòà b1, m2 øàðîâ öâåòà b2, è ò. ä.,
mr øàðîâ öâåòà br (m1 ≤M1,m2 ≤M2, . . . ,mr ≤Mr). Ïîñêîëü-
êó {Ω,P} � êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü, òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

P(m1,m2, . . . ,mr) =
Cm1
M1
Cm2
M2

. . . Cmr
Mr

Cn
N

.

Îïðåäåëåíèå.Ìíîãîìåðíûì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè N,M1,M2, . . . ,Mr, n; M1 + M2 + . . .
. . . + Mr = N ;n ≤ M1, n ≤ M2, . . . , n ≤ Mr, áóäåì íàçûâàòü
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé (m1,m2, . . . ,mr) öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
òàêèõ, ÷òî m1 +m2 + . . .+mr = n, ðàâåíñòâîì

P(m1,m2, . . . ,mr) =
Cm1
M1
Cm2
M2

. . . Cmr
Mr

Cn
N

.
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Â òîì, ÷òî ∑
m1+m2+...+mr=n

P(m1,m2, . . . ,mr) = 1,

óáåæäàåìñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (N,M,n).

Êàê è äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ ìíîãî-
ìåðíîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P(m1,m2, . . . ,mr) =
Cm1
M1
Cm2
M2

. . . Cmr
Mr

Cn
N

,

(m1 +m2 + . . . +mr = n, mi � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå) èìååò
ìåñòî óòâåðæäåíèå î åãî ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè.

Òåîðåìà 6.4.2 Ïóñòü N,M1,M2, . . . ,Mr, ñòðåìÿòñÿ ê +∞,
ïðè÷åì òàê, ÷òî

Mi/N → pi, i = 1, 2, . . . , r,

òîãäà ìíîãîìåðíîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

P(m1,m2, . . . ,mr) =
Cm1
M1
Cm2
M2

. . . Cmr
Mr

Cn
N

ñõîäèòñÿ ê ìóëüòèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè
(n, p1, p2, . . . , pr) :

P(m1,m2, . . . ,mr) → Cn(m1,m2, . . . ,mr)p
m1
1 pm2

2 . . . pmr
r

(m1 +m2 + . . .+mr = n, mi � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå).
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.4.1.

Òåîðåìà 6.4.3 (î ñîõðàíåíèè âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ).
1◦ Ñóììà íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïàðàìåòðîì,
ðàâíûì ñóììå ïàðàìåòðîâ ñëàãàåìûõ.

2◦ Ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ îòðè-
öàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r1, θ) è
(r2, θ), èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðàìè (r1 + r2, θ).

3◦ Ñóììà íåçàâèñèìûõ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè (n; θ) è (m; θ) ÿâ-
ëÿåòñÿ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïà-
ðàìåòðàìè (n+m; θ).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1◦ Äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1◦ ïðèâåäåíî â ïðèìåðå 5.3.5.
2◦ Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíî-

ìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r, θ):

P{ξ = k} = Ck
k+r−1(1− θ)kθr, k = 0, 1, . . . ; θ ∈ (0; 1).

Äëÿ å¼ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

Pξ(t) = Mtξ =
∞∑
k=0

tkCk
k+r−1(1− θ)kθr =

= θr
∞∑
k=0

Ck
k+r−1((1− θ)t)k,

ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè 1/(1− x)r â ðÿä Òåéëîðà

1

(1− x)r
=

∞∑
k=0

Ck
k+r−1x

k, |x| < 1,

èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Pξ(t) =
θr

(1− t(1− θ))r
, |t| < 1. (6.4.1)

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóììû ζ = ξ1+ξ2 íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2, èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå áèíîìèàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè (r1, θ) è (r2, θ)

Pζ(t) = Pξ1(t)Pξ2(t) =
θr1

(1− t(1− θ))r1
θr2

(1− t(1− θ))r2
=

=
θr1+r2

(1− t(1− θ))r1+r2
, |t| < 1,

ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé îòðèöàòåëüíîãî áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (r1 + r2, θ). Ïîýòîìó â
ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà 5.3.5) ñóììà íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå áèíîìèàëü-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè (r1, θ) è (r2, θ),
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èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðà-
ìè (r1 + r2, θ).

3◦ Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n, θ):

P{ξ = k} = Ck
nθ

k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n; θ ∈ (0; 1).

Å¼ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Pξ(t) = Mtξ =
n∑

k=0

tkCk
nθ

k(1− θ)n−k =

=

n∑
k=0

Ck
n(tθ)

k(1−θ)n−k = (tθ+(1−θ))n = (1+θ(t−1))n. (6.4.2)

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóììû ζ = ξ + η íåçàâèñèìûõ áèíîìè-
àëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðàìè (n, θ)
è (m, θ)

Pζ(t) = Pξ(t)Pη(t) =

= (1 + θ(t− 1))n(1 + θ(t− 1))m = (1 + θ(t− 1))n+m

ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåí-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè (n + m, θ). Ïîýòîìó,
ñîãëàñíî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè (ñì. òåîðåìó 5.3.5), ðàñïðåäå-
ëåíèå ñóììû ξ + η íåçàâèñèìûõ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðàìè (n, θ) è (m, θ) ñîâïàäàåò ñ
áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (n+m, θ).

Ñëåäñòâèå. Ñóììà r íåçàâèñèìûõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðîì θ èìååò îòðèöà-
òåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r, θ).

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

Pθ(k) = (1− θ)kθ, k = 0, 1, 2, . . .

ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïà-
ðàìåòðàìè (1, θ).

Ìîìåíòû äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (äèñêðåò-
íîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ). Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1 íà {Ω,P}, X � ìíîæåñòâî åå âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé,

Q : x→ Q(x), x ∈ X ⊂ R1
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� ðàñïðåäåëåíèå ξ. Áóäåì íàçûâàòü

Mξr =
∑
x∈X

xrQ(x) = mr,

r = 1, 2, . . . , ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ìî-
ìåíòîì ïîðÿäêà r ðàñïðåäåëåíèÿ Q);

M|ξ|r =
∑
x∈X

|x|rQ(x) = Mr

� àáñîëþòíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (àá-
ñîëþòíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ðàñïðåäåëåíèÿ Q);

M(ξ −m1)
r =

∑
x∈X

(x−m1)
rQ(x)

� öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ðàñïðåäåëåíèÿ Q);

M|ξ −m1|r =
∑
x∈X

|x−m1|rQ(x)

� àáñîëþòíûì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ (àáñîëþòíûì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Q).

×àñòî èñïîëüçóåìîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
(ðàñïðåäåëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿä-
êà, íàçûâàåìûé äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (äèñïåðñèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì Q. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (äèñïåðñèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Q) áóäåì íàçûâàòü

M(ξ −Mξ)2 =
∑
x∈X

(x−m1)
2Q(x).

Äèñïåðñèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Dξ èëè σ2, ò. å. ïî îïðåäåëåíèþ

Dξ = M(ξ −Mξ)2 =
∑
x∈X

(x−m1)
2Q(x) = σ2.
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Âåëè÷èíà
σ =

√
Dξ

íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì óêëîíåíèåì èëè ñòàíäàðò-
íûì óêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ñòàíäàðòíûì óêëîíå-
íèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Q).

Ìîìåíòû íåêîòîðûõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé). Ìîìåíòû
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bn,p (ìîìåíòû áèíîìèàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (n, p) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ):

m1 = np, σ2 = npq

(ñì. òåîðåìó 6.1.3).
Ìîìåíòû ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ

(ìîìåíòû ïóàññîíîâñêîé ñ ïàðàìåòðîì λ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ):

m1 = λ, σ2 = λ.

Ìîìåíòû ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì p
(ìîìåíòû ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðîì p ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ):

m1 =
1− p

p
, m2 =

(1− p)(2− p)

p2
, σ2 =

1− p

p2

(ñì. ïðèìåð 5.5.2).
Ìîìåíòû îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ

ïàðàìåòðàìè (r, p) (ìîìåíòû îòðèöàòåëüíî áèíîìèàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (r, p) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ):

m1 = r
1− p

p
, σ2 = r

1− p

p2

(ñì. ïðèìåð 5.5.2 è òåîðåìó 6.3.2).
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6.5 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 6.5.1. Ó áîëüøîãî ÷èñëà k ëþäåé èññëåäóåòñÿ

êðîâü. Ýòî èññëåäîâàíèå ìîæíî îðãàíèçîâàòü äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè.

Ñïîñîá 1. Êðîâü êàæäîãî ÷åëîâåêà èññëåäóåòñÿ îòäåëüíî.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîòðåáóåòñÿ k àíàëèçîâ.

Ñïîñîá 2. Êðîâü k ëþäåé ñìåøèâàåòñÿ è àíàëèçèðóåòñÿ ïî-
ëó÷åííàÿ ñìåñü. Åñëè ðåçóëüòàò àíàëèçà îòðèöàòåëåí (äèàã-
íîç íå ïîäòâåðæäàåòñÿ), òî ýòîãî îäíîãî àíàëèçà äîñòàòî÷íî
äëÿ k ÷åëîâåê. Åñëè àíàëèç ïîëîæèòåëåí, òî êðîâü êàæäîãî äî-
ïîëíèòåëüíî ïðèõîäèòñÿ àíàëèçèðîâàòü îòäåëüíî, è â öåëîì
íà k ÷åëîâåê ïîòðåáóåòñÿ k+1 àíàëèç. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âå-
ðîÿòíîñòü p ïîëîæèòåëüíîãî àíàëèçà îäíà è òà æå äëÿ âñåõ
ëþäåé è ÷òî ðåçóëüòàòû àíàëèçîâ íåçàâèñèìû (â òåîðåòèêî-
âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå).

1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àíàëèç ñìåøàííîé êðî-
âè k ëþäåé ïîëîæèòåëåí.

2. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ξ àíàëèçîâ,
íåîáõîäèìûõ ïðè âòîðîì ìåòîäå îáñëåäîâàíèÿ.

Ðåøåíè å. Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ �
êîëè÷åñòâà àíàëèçîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðîâè k
÷åëîâåê, åñëè èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñïîñîáîì 2.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ: 1 è k+1. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç η êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ àíàëèçîâ íà k ïðîâåäåí-
íûõ, åñëè êðîâü êàæäîãî èç k ÷åëîâåê àíàëèçèðóåòñÿ îòäåëüíî.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðàìè (k; p), âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî
àíàëèçà íà k ðàâíà

P{η ≥ 1} = 1− P{η = 0} = 1− C0
kp

0(1− p)k = 1− (1− p)k,

à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå àíàëèçû îòðèöàòåëüíû, ðàâíà
(1 − p)k. Ïîýòîìó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò òàêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå:

P{ξ = 1} = P{η = 0} = (1− p)k,

P{ξ = k + 1} = P{η ≥ 1} = 1− (1− p)k.

Ïî ðàñïðåäåëåíèþ ξ íàõîäèì:

Mξ = 1(1− p)k + (k + 1)(1− (1− p)k) = k(1− (1− p)k) + 1.
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Ïðèìåð 6.5.2 (çàäà÷à Áàíàõà). Ìàòåìàòèê íîñèò ñ ñî-
áîé äâå êîðîáêè ñïè÷åê. Êàæäûé ðàç, êîãäà åìó íóæíà ñïè÷êà,
îí íàóäà÷ó áåðåò îäíó èç êîðîáîê, âûíèìàåò ñïè÷êó è âîçâðà-
ùàåò êîðîáêó îáðàòíî. Ðàíî èëè ïîçäíî íàñòóïèò ìîìåíò, êî-
ãäà âûáðàííàÿ êîðîáêà îêàæåòñÿ ïóñòîé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî äðóãàÿ êîðîáêà ñîäåðæèò r ñïè÷åê, â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ñíà÷àëà â êàæäîé êîðîáêå ñîäåðæèòñÿ N (r ≤ N)
ñïè÷åê.

Ðåøåíè å. Ïîìåòèì îäíó èç êîðîáîê, íàïðèìåð, çâåçäî÷-
êîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B∗ ñîáûòèå �ïîìå÷åííàÿ êîðîáêà ïóñòàÿ�,
÷åðåç B � ñîáûòèå �íåïîìå÷åííàÿ êîðîáêà ïóñòàÿ�, ÷åðåç Ar îáî-
çíà÷èì ñîáûòèå �íåïóñòàÿ êîðîáêà ñîäåðæèò r ñïè÷åê�. Òîãäà

P(Ar) = P(Ar|B∗)P(B∗) + P(Ar|B)P(B).

Êîðîáêè áåðóò íàóäà÷ó, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîëîæèòü P(B∗) =
= 1/2, P(B) = 1/2 . Âû÷èñëèì P(Ar|B∗). Êîëü ñêîðî ïðîèçîøëî
ñîáûòèå B∗ � �ïîìå÷åííàÿ êîðîáêà ïóñòàÿ�, òî ñîáûòèå Ar �
�íåïóñòàÿ êîðîáêà ñîäåðæèòñÿ r ñïè÷åê� ïðîèñõîäèò òîãäà, êî-
ãäà êîðîáêè áðàëè (2N − r) ðàç, ïðè÷åì ïîìå÷åííóþ áðàëè N
ðàç. Ïîýòîìó P(Ar|B∗) ðàâíà âåðîÿòíîñòè N óñïåõîâ (óñïåõ �
âûáðàíà ïîìå÷åííàÿ êîðîáêà) â (2N − r) èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè
ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 1/2 â îäíîì èñïûòàíèè, ò. å.

P(Ar|B∗) = CN
2N−r(1/2)

2N−r.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

P(Ar|B) = CN−r
2N−r(1/2)

2N−r.

Òàê ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

P(Ar) =
1

2
CN
2N−r(1/2)

2N−r +
1

2
CN−r
2N−r(1/2)

2N−r =

= CN
2N−r(1/2)

2N−r.

Çàäà÷è
6.1. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìå-

þùèå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè λ
è µ.
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Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ+η = n, ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n;λ/(λ+ µ)), ò. å.

P{ξ = k/ξ + η = n} = Ck
n

(
λ

λ+ µ

)k (
1− λ

λ+ µ

)n−k

,

k = 0, 1, . . . , n.
6.2. Òåõíè÷åñêèé êîíòðîëü ïðîâåðÿåò èçäåëèÿ, êàæäîå èç êî-

òîðûõ, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ, ìîæåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p îêà-
çàòüñÿ äåôåêòíûì.

1) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 10 ïðîâåðåííûõ èçäåëèé
òîëüêî îäíî îêàæåòñÿ äåôåêòíûì?

2) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûì äåôåêòíûì èçäåëèåì
îêàæåòñÿ k-å ïðîâåðåííîå èçäåëèå.

3) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëåäóþùèå 10 èçäåëèé îêà-
æóòñÿ ñòàíäàðòíûìè, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäûäóùèå l èçäåëèé
áûëè ñòàíäàðòíûìè. Çàâèñèò ëè ýòà âåðîÿòíîñòü îò l?

Îòâåòû: 1)C1
10p(1− p)9; 2) p(1− p)k−1; 3) (1− p)10.

6.3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå:
à) îäíîé øåñòåðêè ïðè ïîäáðàñûâàíèè 6 èãðàëüíûõ êîñòåé;
á) äâóõ øåñòåðîê ïðè ïîäáðàñûâàíèè 12 èãðàëüíûõ êîñòåé;
â) òðåõ øåñòåðîê ïðè ïîäáðàñûâàíèè 18 èãðàëüíûõ êîñòåé.

Îòâåòû: a) 1− 56

66
; á) 1− 17 · 511

612
; â) 1− 196 · 516

618
.

6.4. ×òî âåðîÿòíåå: âûèãðàòü ó èãðîêà, ðàâíîãî ïî ñèëå (èãðà
âåäåòñÿ áåç íè÷üèõ),

1) 4 ïàðòèè èç 8 èëè 3 èç 5;
2) 3 ïàðòèè èç 6 èëè 2 èç 4.
Îòâåòû: âåðîÿòíåå âûèãðàòü
1) 3 ïàðòèè èç 5;
2) 2 ïàðòèè èç 4.
6.5. Â ýêñïåðèìåíòàõ íà âñòðå÷íûõ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ

ïó÷êàõ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà åäèíèöó âðåìåíè ïðîèçîéäåò
j ñòîëêíîâåíèé, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ ðîæäåíèåì íîâûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö, ðàâíà

pj =
λj

j!
e−λ, j = 0, 1, . . . ,

λ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ïðè êàæäîì ñòîëêíîâåíèè â ðå-
çóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ ðàçíûå ãðóïïû ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîé ãðóï-
ïû ïîñòîÿííà è íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè
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äðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Â êà÷åñòâå îäíîé èç òàêèõ ãðóïï ðàñ-
ñìîòðèì ïàðó µ-ìåçîíîâ è îáîçíà÷èì ÷åðåç p âåðîÿòíîñòü èõ îá-
ðàçîâàíèÿ ïðè îäíîì ñòîëêíîâåíèè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû � êîëè÷åñòâà ïàð µ-ìåçîíîâ, ðîæäàþùèõñÿ çà
åäèíèöó âðåìåíè.

Îòâåò: ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λp.
6.6. Äâîå èãðàþò â èãðó, ïîäáðàñûâàÿ ïî î÷åðåäè ìîíåòó.

Âûèãðûâàåò òîò, ó êîãî âïåðâûå âûïàäåò ãåðá. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü pk òîãî, ÷òî èãðà çàêîí÷èòñÿ íà k-ì ïîäáðàñûâàíèè. Âî
ñêîëüêî ðàç áîëüøå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ èãðîêà, êîòî-
ðûé íà÷èíàåò ïåðâûì?

Îòâåò: pk = (1/2)k; âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ òîãî, êòî íà-
÷èíàåò ïåðâûì, â äâà ðàçà áîëüøå.

6.7. Òåàòð, âìåùàþùèé 1000 ÷åëîâåê, èìååò äâà ðàçíûõ âõî-
äà. Âîçëå êàæäîãî èç íèõ èìååòñÿ ãàðäåðîá. Êîëè÷åñòâî ìåñò â
ãàðäåðîáàõ îäèíàêîâîå.

Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìåñò äîëæíî áûòü â ãàðäå-
ðîáàõ, ÷òîáû â ñðåäíåì â 9 ñëó÷àÿõ èç 10 âñå çðèòåëè ìîãëè
ðàçäåòüñÿ â ãàðäåðîáå òîãî âõîäà, ÷åðåç êîòîðûé îíè âîøëè?
Ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ: à) çðèòåëè ïðèõîäÿò ïàðàìè; á) çðèòå-
ëè ïðèõîäÿò ïî îäíîìó. Ïðåäïîëîæèòå, ÷òî âõîäû çðèòåëè âû-
áèðàþò ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Ð åø å í è å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k êîëè÷åñòâî ìåñò â êàæäîì
ãàðäåðîáå. Ïóñòü µi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèå 1, åñëè i-é çðèòåëü âûáðàë âõîä 1, è 0, åñëè âûáðàë âõîä 2,
i = 1, 2, . . . , 1000; µi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæ-
äàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{µi = x} = (1/2)x(1/2)1−x, x = 0, 1.

Òîãäà µ =
1000∑
i=1

µi � êîëè÷åñòâî çðèòåëåé, êîòîðûå âîøëè ÷åðåç

âõîä 1, à 1000− µ � ÷åðåç âõîä 2.
Ñîáûòèå �âñå çðèòåëè èìåþò âîçìîæíîñòü ðàçäåòüñÿ� â òåð-

ìèíàõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ çàïèøåòñÿ òàê:

{µ < k, 1000− µ < k} = {1000− k < µ < k}.

Êîëè÷åñòâî ìåñò k (ó êàæäîì ãàðäåðîáå) íàõîäèòñÿ êàê ìè-
íèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

P{1000− k < µ < k} ≥ 0, 90.
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×òîáû íàéòè k, âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé Ìóàâðà�
Ëàïëàñà.

Îòâåò: k = 527.
6.8. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç. Êàê èç-

âåñòíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãåðá âûïàäåò 4 ðàçà, ðàâíà

B10;1/2(4) = C4
10(1/2)

10.

À ÷åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîä-
áðàñûâàíèè ìîíåòû äëÿ ïîÿâëåíèÿ 4-õ ãåðáîâ íåîáõîäèìî ñäå-
ëàòü 10 ïîäáðàñûâàíèé?

Ð åø åí è å. ×èñëî íåóäà÷ ξ äî r-ãî óñïåõà â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â êàæäîì
èñïûòàíèè èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè (r; p):

Pξ(k) = Cr−1
k+r−1p

r(1− p)k, k = 0, 1, . . .

Ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
÷èñëî íåóäà÷ äî 4-ãî óñïåõà ðàâíî 6 (âåðîÿòíîñòü óñïåõà â êàæ-
äîì èñïûòàíèè 1/2). Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

C4−1
6+4−1(1/2)

4(1− 1/2)6 = C3
9 (1/2)

10.

6.9. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñïðàâî÷íîå áþðî íà ïðîòÿæåíèè
÷àñà îáðàòèëîñü k ÷åëîâåê, ðàâíà

λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . ,

(λ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð). Äëÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà âåðîÿò-
íîñòü îòêàçà ðàâíà p (0 < p < 1). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íà ïðîòÿæåíèè ÷àñà s ÷åëîâåê íå ïîëó÷àò îòâåò íà ñâîé âîïðîñ.

Îòâåò: e−λp(λp)s/s!
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Ïîñòðîåíèå
âåðîÿòíîñòíûõ
ïðîñòðàíñòâ

7.1 Ïðîäîëæåíèå âåðîÿòíîñòè.
Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè

Ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà (âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî) � ýòî çíà÷èò îïðåäåëèòü
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω, σ-àëãåáðó F ïîäìíî-
æåñòâ Ω è çàäàòü âåðîÿòíîñòü íà F. Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòû ñîáûòèé íà íåêîòîðîì êëàñ-
ñå K íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé.

Ïðèìåðû
1. Áðîñàþò ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü. Ïîñòðîèòü ìà-

òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.
Ñîáûòèÿ �âûïàëî îäíî î÷êî�, �âûïàëî äâà î÷êà�, . . . , �âûïàëî

øåñòü î÷êîâ� ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè (îáîçíà÷èì èõ 1, 2, . . . , 6),
êëàññ ýòèõ ñîáûòèé îáîçíà÷èì ÷åðåç K. Ñîáûòèÿ èç êëàññà K
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ ïîÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ÷à-
ñòî. Ýòî îïûòíûå äàííûå. Îíè ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà. À èìåííî, ñîáûòèÿì èç êëàññà K åñòåñòâåííî ïðèïèñàòü âå-
ðîÿòíîñòè òàê:

P(i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6.

Âåðîÿòíîñòü P, çàäàííàÿ íà êëàññå K, ïðîäîëæàåòñÿ íà êëàññ

169
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âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω: äëÿ êàæäîãî A ⊂ Ω

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω).

2. Íà îòðåçîê [a; b] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Ïðåäëîæèòü ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Êëàññ K íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé îáðàçóþò ñîáûòèÿ Aa′,b′ =
= �áðîøåííàÿ òî÷êà ïîïàëà â ïðîìåæóòîê ñ êîíöàìè a′, b′;
a′, b′ ∈ [a; b]�. ×àñòîòà ν(Aa′,b′) ñîáûòèÿ Aa′,b′ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ýêñïåðèìåíòîâ áëèçêà ê (b′−a′)/(b−a). Ýòî îïûòíûå äàí-
íûå. Îíè ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. À èìåííî, ñîáûòèþ Aa′,b′

åñòåñòâåííî ïðèïèñàòü âåðîÿòíîñòü

P(Aa′,b′) = (b′ − a′)/(b− a).

Äàëåå, âåðîÿòíîñòü P, çàäàííàÿ íà êëàññå K, ïðîäîëæàåòñÿ
íà íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ êëàññ K.

Î çàäàíèè âåðîÿòíîñòè íà íåñ÷åòíîì ïðîñòðàíñòâå
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé Ω ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà äèñêðåòíî, òî âåðîÿòíîñ-
òè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé P(ω) îäíîçíà÷íî çàäàþò âåðîÿòíîñòè
ñîáûòèé èç σ-àëãåáðû âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω � ñàìîãî �áîãàòîãî�
êëàññà ïîäìíîæåñòâ Ω, à èìåííî, äëÿ êàæäîãî A ⊂ Ω

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω)

(êëàññ K, íà êîòîðîì ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü,
îáðàçóþò ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ).

Â îáùåé ñèòóàöèè îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü íà äîñòàòî÷íî
�áîãàòîì� êëàññå ñîáûòèé ïî âåðîÿòíîñòÿì ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé çàâåäîìî íå óäàñòñÿ. Ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü äàæå ïðè ïî-
ñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà êàê áðîñàíèå ñëó÷àéíûì îáðàçîì òî÷êè íà îòðå-
çîê [0; 1]. Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûìè íóëþ: P(ω) = 0, ω ∈ [0; 1], ïîñêîëü-
êó íóëþ ðàâíà ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ áðîñàåìîé òî÷êè â çàäàííóþ
òî÷êó ω ïðîìåæóòêà [0; 1]. Íî ïî âåðîÿòíîñòÿì ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé, ðàâíûì íóëþ, íåâîçìîæíî êîððåêòíî çàäàòü âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè äàæå â ïðîìåæóòîê, íàïðèìåð, [0; 1/2].
Íà ïîäìíîæåñòâàõ ïðîìåæóòêà [0; 1] ìîæíî çàäàòü ìíîãî âå-
ðîÿòíîñòåé P, çíà÷åíèÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íà ýëåìåíòàðíûõ
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ñîáûòèÿõ ω ðàâíî íóëþ, à çíà÷åíèå íà ïðîìåæóòêå [0; 1/2] ñâîå,
âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîå ÷èñëî (èç [0; 1]). Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîé
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòè P íà [0; 1], ò. å. èìåþùåé
ïëîòíîñòü f(t) (ñì. ïàðàãðàô 9.6 â ãë. 9), âåðîÿòíîñòü P({ω})
òî÷êè ω ∈ [0; 1] ðàâíà íóëþ, êàê çíà÷åíèå

P({ω}) =
∫
{ω}

f(t)dt

èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó ìåðû íóëü, íî ïðè ýòîì çà ñ÷åò âûáîðà
ïëîòíîñòè f, ñêàæåì òàê: f(t) = a, êîãäà t ∈ [0, 1/2] è f(t) = 2−a,
êîãäà t ∈ (1/2, 1] (0 ≤ a ≤ 2), çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè

P([0; 1/2]) =

∫
[0;1/2]

f(t)dt = a/2

ìîæåò áûòü ñäåëàíî ëþáûì ÷èñëîì èç [0; 1]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ òî÷êè â ïðîìåæóòîê
[0; 1/2] ïðè åå áðîñàíèè íà îòðåçîê [0; 1] áëèçêà ê 1/2, à ïîýòîìó
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè íà îòðåçîê [0; 1/2] ñëåäóåò ñ÷èòàòü
ðàâíîé 1/2.

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ñëó÷àéíîãî áðîñàíèÿ òî÷êè íà îò-
ðåçîê [0; 1] âûäåëÿåòñÿ áðîñàíèå, êîãäà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
òî÷êè â ïðîìåæóòîê [a; b] ⊂ [0; 1] ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ïðî-
ìåæóòêà [a; b]. Òàêîå áðîñàíèå òî÷êè áóäåì íàçûâàòü áðîñàíèåì
íàóäà÷ó.

Òàê ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì èñõîäîâ Ω
êëàññ K íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû âåðîÿò-
íîñòè, äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áîãàòûì è óæ çàâåäîìî áîãà÷å
êëàññà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ êàæäîãî ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà êëàññ K ñâîé.

Ïðîäîëæåíèå âåðîÿòíîñòè íà σ-àëãåáðó. �Èñõîäíûì ìà-
òåðèàëîì� äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåò-
ñÿ âåðîÿòíîñòü, çàäàííàÿ èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé íà íåêî-
òîðîì êëàññå A ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω. Ïðè ýòîì ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî êëàññ A âìåñòå ñ A,B ∈ A ñîäåðæèò è A∩B, âìåñ-
òå ñ A ∈ A ñîäåðæèò è A, ò. å. ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî âåðîÿòíîñòü, çàäàííóþ íà àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ Ω, âñåã-
äà (áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà
òàê íàçûâàåìóþ σ-àëãåáðó F = σ(A), ïîðîæäåííóþ àëãåáðîé A.



172 Ãëàâà 7. Ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå. σ-Àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé êëàññîì A, áóäåì
íàçûâàòü σ-àëãåáðó σ(A), êîòîðàÿ, âî-ïåðâûõ, ñîäåðæèò êëàññ A:

A ⊂ σ(A),

è, âî-âòîðûõ, ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé äðóãîé σ-àëãåáðå F, ñîäåðæà-
ùåé êëàññ A:

σ(A) ⊂ F.

σ-Àëãåáðó σ(A) åùå íàçûâàþò íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé, ñî-
äåðæàùåé êëàññ A.

Òåîðåìà 7.1.1 . Äëÿ ëþáîãî êëàññà K ïîäìíîæåñòâ Ω ñó-
ùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà σ(K), åãî ñîäåðæàùàÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî σ-àëãåáð, ñî-
äåðæàùèõ êëàññ K, íå ïóñòî, íàïðèìåð, σ-àëãåáðà âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ Ω ñîäåðæèò K.

Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà σ-àëãåáð Fα, α ∈ J , åñòü
σ-àëãåáðà. Óáåäèìñÿ â ýòîì.

Ïóñòü A ∈
∩
α∈J

Fα, ò. å. A ∈ Fα äëÿ êàæäîãî α ∈ J . Òàê êàê

Fα � σ-àëãåáðà, òî è A ∈ Fα äëÿ êàæäîãî α ∈ J , ò. å. A ∈
∩
α∈J

Fα.

Ïóñòü Ai ∈
∩
α∈J

Fα, i = 1, 2, . . . , ò. å. Ai ∈ Fα, i = 1, 2, . . . , äëÿ

êàæäîãî α ∈ J . Òàê êàê Fα � σ-àëãåáðà, òî è
∞∪
i=1

Ai ∈ Fα äëÿ

êàæäîãî α ∈ J , ò. å.
∞∪
i=1

Ai ∈
∩
α∈J

Fα.

Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ σ-àëãåáðû êëàññ
∩
α∈J

Fα ÿâëÿåòñÿ

σ-àëãåáðîé.
Ïåðåñå÷åíèå

∩
α∈I

Fα âñåõ σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ êëàññ K, è ÿâ-

ëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé K.
Â ñàìîì äåëå, âî-ïåðâûõ,

∩
α∈I

Fα ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé; âî-âòî-

ðûõ,
∩
α∈I

Fα ñîäåðæèò êëàññ K; è, íàêîíåö, σ-àëãåáðà
∩
α∈I

Fα êàê

ïåðåñå÷åíèå âñåõ σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ êëàññ K, ñîäåðæèòñÿ â
ëþáîé σ-àëãåáðå, ñîäåðæàùåé K.

Ïðèìåð 7.1.1. Ïóñòü K1 è K2 � äâà êëàññà ïîäìíîæåñòâ Ω,
ïðè÷åì K1 ⊂ K2. Äîêàçàòü, ÷òî σ(K1) ⊂ σ(K2).

Ðåøåíè å. Èç óñëîâèÿ è îïðåäåëåíèÿ σ-àëãåáðû, ïîðîæ-
äåííîé äàííûì êëàññîì, èìååì: K1 ⊂ K2 ⊂ σ(K2). Ïîýòîìó
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K1 ⊂ σ(K2). À ïîñêîëüêó σ(K1) � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåð-
æàùàÿ êëàññ K1, à σ(K2) � îäíà èç σ-àëãåáð, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
êëàññ K1, òî σ(K1) ⊂ σ(K2).

Òåîðåìà 7.1.2 (Êàðàòåîäîðè î ïðîäîëæåíèè âåðîÿò-
íîñòè). Ïóñòü P(·) � âåðîÿòíîñòü, çàäàííàÿ íà àëãåáðå A ïîä-
ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω. Ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåí-
íàÿ, âåðîÿòíîñòü Q(·), çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå σ(A), ïîðîæäåí-
íîé àëãåáðîé A, òàêàÿ, ÷òî

Q(A) = P(A)

äëÿ êàæäîãî A ∈ A.
Âåðîÿòíîñòü Q íàçûâàþò ïðîäîëæåíèåì âåðîÿòíîñòè P ñ

àëãåáðû A íà σ-àëãåáðó σ(A).
Åäèíñòâåííîñòü ïðîäîëæåíèÿ âåðîÿòíîñòè P ñ àëãåáðû A íà

σ-àëãåáðó σ(A) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Åñëè Q è Q′ � äâà ïðîäîë-
æåíèÿ âåðîÿòíîñòè P íà σ-àëãåáðó σ(A), ò. å. Q � âåðîÿòíîñòü,
çàäàííàÿ íà σ(A), è òàêàÿ, ÷òî

Q(A) = P(A)

äëÿ êàæäîãî A ∈ A, è Q′ � âåðîÿòíîñòü, çàäàííàÿ íà σ(A),
è òàêàÿ, ÷òî

Q′(A) = P(A)

äëÿ êàæäîãî A èç A, òî

Q′(A) = Q(A)

äëÿ âñåõ A èç σ(A).
Ñëåäñòâèå (èç òåîðåìû Êàðàòåîäîðè). Âåðîÿòíîñòè P(·) è

Q(·), çàäàííûå íà σ-àëãåáðå F, ñîâïàäàþò, åñëè îíè ñîâïàäàþò
íà àëãåáðå A, ïîðîæäàþùåé σ-àëãåáðó F (F = σ(A)).

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòè P(·) è Q(·), çàäàííûå
íà σ-àëãåáðå F, ñîâïàäàþò, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè
ñîâïàäàþò íà àëãåáðå A, ïîðîæäàþùåé σ-àëãåáðó F (F = σ(A)).

Â ñèëó òåîðåìû Êàðàòåîäîðè âåðîÿòíîñòü P, çàäàííóþ íà
àëãåáðå A, ìîæíî ïðîäîëæèòü íà σ(A), ïðè÷åì áåç êàêèõ-ëèáî
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà A è P. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü çàäàííîé íà σ-àëãåáðå.

Ìåðû. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ôàê-
òû èç òåîðèè ìåðû.

Îïðåäåëåíèå.Èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì áóäåì íàçûâàòü
ïàðó {Ω,F}, ãäå F � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω.
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Îïðåäåëåíèå. Ìåðîé áóäåì íàçûâàòü íåîòðèöàòåëüíóþ
ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà µ(·), çàäàííóþ íà
σ-àëãåáðå F èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F} è òàêóþ, ÷òî µ(∅) =
= 0.

Ç àì å ÷ à í è å. Óñëîâèå µ(∅) = 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìå-
ðà µ íå ðàâíà òîæäåñòâåííî +∞ íà F (ïðîâåðèòü).

Äëÿ ìåð èìååò ìåñòî ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè, àíàëîãè÷íîå
ñôîðìóëèðîâàííîìó ðàíåå ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè äëÿ âåðîÿò-
íîñòåé (ñì. òåîðåìó 3.2.1).

Îïðåäåëåíèå.Ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé áóäåì íàçûâàòü òðîé-
êó {Ω,F, µ}, ãäå {Ω,F} � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, à µ � ìåðà
íà F.

Îïðåäåëåíèå. Ìåðó µ, äëÿ êîòîðîé µ(Ω) < +∞, áóäåì íà-
çûâàòü êîíå÷íîé ìåðîé.

Ìåðó µ, äëÿ êîòîðîé µ(Ω) = 1, áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðîé.

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ.
Îïðåäåëåíèå.Ìåðó µ íà {Ω,F} áóäåì íàçûâàòü σ-êîíå÷íîé,

åñëè Ω ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Ωi, òàêèõ, ÷òî µ(Ωi) êîíå÷íî äëÿ
êàæäîãî i = 1, 2, . . .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ êîíå÷íûìè è
σ-êîíå÷íûìè ìåðàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ìåðó µ, çàäàííóþ íà σ-àëãåáðå F, áóäåì íà-
çûâàòü ïîëíîé, åñëè äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A ∈ F òàêîãî, ÷òî
µ(A) = 0, èç A′ ⊂ A ñëåäóåò A′ ∈ F.

Ìåðó âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîé, ÷òî ñëåäóåò èç ïðèâîäè-
ìîãî äàëåå óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü ν � ìåðà íà σ-àëãåáðåS ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω.
Îïðåäåëèì êëàññ N ïîäìíîæåñòâ Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N = {N : N ⊂ S ∈ S, ν(S) = 0}

(êëàññN îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâ ν-ìåðû íóëü). ×åðåç
F îáîçíà÷èì êëàññ ìíîæåñòâ âèäà

A =
(
E ∪N ′) \N ′′, ãäå E ∈ S, N ′ ∈ N, N ′′ ∈ N.

Êëàññ ìíîæåñòâ F ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, à ôóíêöèÿ ìíî-
æåñòâà µ, çàäàâàåìàÿ íà F ðàâåíñòâîì

µ(E) = µ
((
E ∪N ′) \N ′′) = ν(E),

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ìåðîé íà σ-àëãåáðå F.
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Ìåðó µ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîäîëæåíèå ìåðû ν â òîì
ñìûñëå, ÷òî

µ(E) = ν(E), E ∈ S.

Ìåðà ìîæåò çàäàâàòüñÿ íå òîëüêî íà σ-àëãåáðå, íî è íà àë-
ãåáðå. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 7.1.3 (Êàðàòåîäîðè î ïðîäîëæåíèè ìåðû).
Ïóñòü µ(·) � ìåðà, çàäàííàÿ íà àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà Ω. Ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, ìåðàM(·),
çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå σ(A), ïîðîæäåííîé àëãåáðîé A, òàêàÿ,
÷òî

M(A) = µ(A)

äëÿ êàæäîãî A ∈ A.
Èç åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ ìåðû ñ àëãåáðû íà σ-àëãåáðó

σ(A) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå (èç òåîðåìû Êàðàòåîäîðè). Ìåðû µ(·) è ν(·), çà-

äàííûå íà σ-àëãåáðå F, ñîâïàäàþò, åñëè îíè ñîâïàäàþò íà àë-
ãåáðå A, ïîðîæäàþùåé σ-àëãåáðó F (F = σ(A)).

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ìåðû µ(·) è ν(·), çàäàííûå íà σ-àëãåá-
ðå F, ñîâïàäàþò, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ñîâïàäàþò íà
àëãåáðå A, ïîðîæäàþùåé σ-àëãåáðó F (F = σ(A)).

7.2 Çàäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà Rn

Ñòîõàñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû ñ èñõîäàìè â Rn (ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàæíûé êëàññ ñòîõàñòè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Èõ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ âåðî-
ÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P} c Rn (èëè ÷àñòüþ Rn) â êà-
÷åñòâå Ω, σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bn â êà÷åñòâå F
(î íåé äàëåå) è âåðîÿòíîñòüþ (âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì)
íà σ-àëãåáðå Bn.

Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà. σ-Àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíî-
æåñòâ íà R1 íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ êëàññîì K
ïðîìåæóòêîâ âèäà [a, b), a, b ∈ R1. Îáîçíà÷àòü σ-àëãåáðó áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R1 áóäåì ÷åðåç B1.

σ-Àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî �áîãà-
òûì� êëàññîì:

B1 ñîäåðæèò âñå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà, òàê êàê

{a} =

∞∩
n=1

[a, a+ 1/n);
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B1 ñîäåðæèò îòêðûòûå èíòåðâàëû (a, b), òàê êàê ëþáîé îò-
êðûòûé èíòåðâàë (a, b) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(a, b) = [a, b) ∩ {a};

B1 ñîäåðæèò âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà, òàê êàê êàæäîå îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî íà R1 ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êî-
íå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ;

B1 ñîäåðæèò âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, òàê êàê çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì îòêðûòîãî.

Ïðèìåð 7.2.1. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ K îòêðûòûõ èíòåðâà-
ëîâ (a, b) íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ íà R1.

Ðåøåíè å. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

{[a, b) : a, b ∈ R1} = K1 ⊂ σ(K),

ïîñêîëüêó σ(K) ñîäåðæèò îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà {a}, ýòî ñëå-
äóåò èç ðàâåíñòâà {a} =

n∩
i=1

(a−1/n, a+1/n), è [a, b) = (a, b)∪{a}.

Ïîýòîìó
B1 = σ(K1) ⊂ σ(K),

ïîñêîëüêó σ(K1) � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ êëàññ
K1, à σ(K) � îäíà èç σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ êëàññ K1. Äàëåå,
K ⊂ B1, ïîýòîìó

σ(K) ⊂ B1,

òàê êàê σ(K) � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ êëàññ K,
à B1 � îäíà èç òàêèõ σ-àëãåáð.

Ñëåäîâàòåëüíî, σ(K) = B1.
σ-Àëãåáðó B1 ïîðîæäàþò, â ÷àñòíîñòè, êëàññû: K1 = {[a, b];

a, b ∈ R1}; K2 = {(−∞, x];x ∈ R1}, K3 = {(−∞, x);x ∈ R1},
K4 = {(x,+∞);x ∈ R1}, K5 = {[x,+∞);x ∈ R1}, êëàññ îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ, êëàññ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. σ-Àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà Rn íà-
çûâàåòñÿ σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ êëàññîì ïàðàëëåëåïèïåäîâ âè-
äà [a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn).

Îáîçíà÷àòü σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà Rn áóäåì
÷åðåç Bn.

Îïðåäåëåíèå.Ìåðó íà σ-àëãåáðåBn áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà {Rn,Bn} íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì
íà Rn.
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Ðàñïðåäåëåíèå F íà Rn òàêîå, ÷òî F(Rn) = 1, íàçûâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòíûì èëè ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, èëè âåðî-
ÿòíîñòüþ.

Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè (ñì. òåîðåìó 7.1.2), â ÷àñòíîñòè, èìååò
ìåñòî äëÿ ðàñïðåäåëåíèé íà Rn.

Òåîðåìà 7.2.1 (Êàðàòåîäîðè î ïðîäîëæåíèè ðàñïðå-
äåëåíèé). Ïóñòü F � ðàñïðåäåëåíèå íà àëãåáðå A êîíå÷íûõ îáú-
åäèíåíèé íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ [a1, b1)× [a2, b2)×
. . .× [an, bn) ïðîñòðàíñòâà Rn.

Ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðàñïðåäåëåíèå Q, çà-
äàííîå íà σ-àëãåáðå Bn = σ(A), ïîðîæäåííîé àëãåáðîé A, òà-
êàÿ, ÷òî

Q(A) = F(A)

äëÿ êàæäîãî A ∈ A.
Ðàñïðåäåëåíèå Q íàçûâàþò ïðîäîëæåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ F

ñ àëãåáðû A íà σ-àëãåáðó σ(A).
Åäèíñòâåííîñòü ïðîäîëæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ àëãåáðû A

íà σ-àëãåáðó σ(A) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Åñëè Q è Q′ � äâà ïðî-
äîëæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F íà σ-àëãåáðó σ(A), ò. å. Q � ðàñïðå-
äåëåíèå, çàäàííîå íà σ(A), òàêîå, ÷òî

Q(A) = F(A)

äëÿ êàæäîãî A ∈ A, Q′ � ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå íà σ(A), òà-
êîå, ÷òî

Q′(A) = F(A)

äëÿ êàæäîãî A èç A, òî

Q(A) = Q′(A)

äëÿ âñåõ σ(A).
Ñëåäñòâèå 1. Ðàñïðåäåëåíèÿ F è Q íà Bn ñîâïàäàþò, åñ-

ëè îíè ñîâïàäàþò íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ [a1, b1) × [a2, b2) × . . .
. . .× [an, bn).

Â ñàìîì äåëå, åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ F è Q, çàäàííûå íà Bn,
ñîâïàäàþò ïàðàëëåëåïèïåäàõ [a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn), òî
îíè ñîâïàäàþò è íà àëãåáðå A êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, à â ñèëó òåîðåìû Êàðàòåîäîðè è
íà σ-àëãåáðå Bn = σ(A), ïîðîæäåííîé àëãåáðîé A.

Ïîýòîìó ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî äâà ðàñïðåäåëåíèÿ íà Rn

(íà Bn) ñîâïàäàþò, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ñîâïàäà-
þò íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ [a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn).
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Â ÷àñòíîñòè äëÿ n = 1 èìååì.
Ñëåäñòâèå 2. Ðàñïðåäåëåíèÿ F è Q íà B1 ñîâïàäàþò, åñëè

îíè ñîâïàäàþò 1) íà ïðîìåæóòêàõ âèäà [a, b); 2) íà ïðîìåæóò-
êàõ âèäà (−∞, c).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ F è Q, ñîâïàäàþò íà ïðî-
ìåæóòêàõ [a, b), òî îíè ñîâïàäàþò è íà àëãåáðå A êîíå÷íûõ îáú-
åäèíåíèé òàêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ, à â ñèëó òåî-
ðåìû Êàðàòåîäîðè è íà σ-àëãåáðå B1 = σ(A), ïîðîæäåííîé àë-
ãåáðîé A.

Ïîýòîìó ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî äâà ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1

(íàB1) ñîâïàäàþò, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ñîâïàäàþò
íà ïðîìåæóòêàõ âèäà [a, b) (íà ïðîìåæóòêàõ âèäà (−∞, c)).

Ïîñòðîåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1 ïî ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Êàê â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé Ω èñõîäíûì �ìàòåðèàëîì� äëÿ çàäàíèÿ âåðîÿòíîñ-
òè íà ïîäìíîæåñòâàõ Ω ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè P(ω) ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé (ñì. òåîðåìó 4.1.1), òàê ïðè ïîñòðîåíèè ìåðû (ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ) íà R1 (íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1) èñ-
õîäíûì �ìàòåðèàëîì� ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ µ([a, b)) ðàñïðåäåëå-
íèÿ µ íà êëàññå ïðîìåæóòêîâ {[a, b), a, b ∈ R1}, ïîñëåäíèå, îáû÷-
íî, çàäàþò ñ ïîìîùüþ, òàê íàçûâàåìîé, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) íà R1 ðàâåíñòâîì

µ([a, b)) = F (b)− F (a).

Îïðåäåëåíèå. Íåîòðèöàòåëüíóþ îãðàíè÷åííóþ ìîíîòîííî
íåóáûâàþùóþ íåïðåðûâíóþ ñëåâà ôóíêöèþ F (x) íà R1 áóäåì
íàçûâàòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

F (+∞) = 1, F (−∞) = 0,

ãäå F (−∞) = lim
x→−∞

F (x), F (+∞) = lim
x→+∞

F (x), áóäåì íàçûâàòü

âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (ñîáñòâåííîé).
Òåîðåìà 7.2.2 (î ïîñòðîåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1).

Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1. Ñóùåñòâóåò,
è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðàñïðåäåëåíèå µ íà σ-àëãåáðå B1 òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R1 (a ≤ b)

µ([a, b)) = F (b)− F (a).

Åñëè ê òîìó æå F � âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,
òî µ � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (âåðîÿòíîñòü).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A àëãåáðó ïîäìíî-
æåñòâ R1, ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ âèäà [a, b) (a è b ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷å-
íèÿ ±∞). Ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F îïðåäåëèì íà A ôóíê-
öèþ ìíîæåñòâà µ. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì µ íà ïðîìåæóòêàõ [a, b):

µ([a, b)) = F (b)− F (a), (7.2.1)

çàòåì íà êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèÿõ

A =

n∪
i=1

[ai, bi) (7.2.2)

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ ([ai, bi) ∩ [aj , bj) = ∅, i ̸= j),
åñòåñòâåííî, òàê:

µ(A) = µ

(
n∪

i=1

[ai, bi)

)
=

n∑
i=1

µ ([ai, bi)) . (7.2.3)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèå µ(A) êîððåêòíî, à èìåí-
íî, íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ A â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ, õîòÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå è íå åäèí-
ñòâåííî.

Òàê îïðåäåëåííàÿ íà A íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñò-
âà µ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé. Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
è ñ÷åòíî-àääèòèâíîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè µ íà àëãåáðå A
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè

[a, b) =
∞∪
k=1

[ak, bk), [ak, bk) ∩ [al, bl) = ∅, k ̸= l,

òî

µ([a, b)) =

∞∑
k=1

µ([ak, bk)).

Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî n èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

n∪
k=1

[ak, bk) ⊂ [a, b),
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ïîýòîìó
n∑

k=1

µ([ak, bk)) ≤ µ([a, b)),

à, ñëåäîâàòåëüíî, è

∞∑
k=1

µ([ak, bk)) ≤ µ([a, b)). (7.2.4)

Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Ïóñòü ε > 0
(ε ïðîèçâîëüíî, íî ôèêñèðîâàíî). Âûáåðåì äëÿ òî÷êè b òî÷-
êó b′ (b′ < b) òàê, ÷òîáû

F (b)− F (b′) ≤ ε

2
, (7.2.5)

è äëÿ êàæäîé òî÷êè ak òî÷êó a
′
k (a′k < ak) òàê, ÷òîáû

F (ak)− F (a′k) ≤
ε

2k+1
(7.2.6)

(ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) íåïðåðûâíà ñëåâà). Èç ðàâåíñòâà

[a, b) =

∞∪
k=1

[ak, bk)

è âêëþ÷åíèé [a, b′] ⊂ [a, b), [ak, bk) ⊂ (a′k, bk), k = 1, 2, . . . , èìå-
åì:

[a, b′] ⊂
∞∪
k=1

(a′k, bk).

Â ñèëó ëåììû Ãåéíå�Áîðåëÿ èç áåñêîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ çàìêíó-
òîãî ïðîìåæóòêà [a, b′] îòêðûòûìè (a′k, bk), k = 1, 2, . . . , ìîæíî
èçâëå÷ü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (a′ks , bks), s = 1, 2, . . . , p:

[a, b′] ⊂
p∪

s=1

(a′ks , bks).

Tîãäà è

[a, b′) ⊂
p∪

s=1

[a′ks , bks).
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå µ([a, b)) (ñì. (7.2.3)), ïîëó÷àåì:

µ([a, b′)) ≤
p∑

s=1

µ([a′ks , bks)) ≤
∞∑
k=1

µ([a′k, bk))

èëè (â òåðìèíàõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x))

F (b′)− F (a) ≤
∞∑
k=1

(F (bk)− F (a′k)).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ñ ó÷åòîì âûáîðà òî÷åê b′ è a′k
(ñì. (7.2.5) è (7.2.6)), ïîëó÷àåì:

F (b)− F (a)− ε

2
≤

∞∑
k=1

(
F (bk)− F (ak) +

ε

2k+1

)
èëè

F (b)− F (a) ≤
∞∑
k=1

(F (bk)− F (ak)) + ε.

À ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî, òî

F (b)− F (a) ≤
∞∑
k=1

(F (bk)− F (ak)) ,

èëè

µ([a, b)) ≤
∞∑
k=1

µ ([ak, bk)) ,

÷òî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì ïðîòèâîïîëîæíîãî ñìûñëà (ñì. (7.2.4))
äàåò

µ([a, b)) =

∞∑
k=1

µ ([ak, bk)) .

Èòàê, êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ µ, îïðåäåëåííàÿ íà àë-
ãåáðå A, ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîàääèòèâíîé (íà A), ïîýòîìó â ñèëó òåî-
ðåìû Êàðàòåîäîðè îíà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà ñ àëãåáðû A íà
σ-àëãåáðó σ(A) = B1 è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïîñòðîåííîå ïî íåé ðàñïðå-
äåëåíèå (ìåðà) µ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

µ([a, b)) = F (b)− F (a).

Äàëåå, åñëè F � âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
(F (+∞) = 1, F (−∞) = 0), òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå µ
ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì (µ(R1) = 1). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
an ↓ −∞, bn ↑ +∞ ïðè n→ ∞, òîãäà

R1 =

∞∪
n=1

[an, bn),

ïðè÷åì [an, bn) ⊂ [an+1, bn+1). Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì íåïðå-
ðûâíîñòè ìåðû, èìååì:

µ(R1) = µ

( ∞∪
n=1

[an, bn)

)
= lim

n
µ([an, bn)) =

= lim
n
(F (bn)− F (an)) = F (+∞)− F (−∞) = 1.

Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ïîñòðîåííîå â òåîðåìå ïî F (x) ðàñïðåäåëåíèå áóäåì íàçû-

âàòü ðàñïðåäåëåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ F (x).

Ïîñòðîåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà Rn ïî ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Êàê íà R1 èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ çàäàíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F íà ïðîìåæóòêàõ
[a, b), çàäàâàåìûå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íà
R1, òàê ïðè ïîñòðîåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ F íà Rn, èñõîäíûìè äàí-
íûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ
[a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn), çàäàâàåìûå ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F (x1, x2, . . . , xn) íà Rn.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íà Rn áóäåì íàçû-
âàòü íåîòðèöàòåëüíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ F (x1, x2, . . . , xn),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

1) F (x1, x2, . . . , xn) íåóáûâàþùàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé;
2) F (x1, x2, . . . , xn) íåïðåðûâíà ñëåâà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé;
3) ∆1

I1
∆2

I2
. . .∆n

In
F (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0,

ãäå Ik = [ak, bk), ak ≤ bk, à ∆k
Ik
g(x1, x2, . . . , xk, . . . , xn) äëÿ ôóíê-

öèè g îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü

g(x1, . . . , bk, . . . , xn)− g(x1, . . . , ak, . . . , xn).
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Òåîðåìà (î ïîñòðîåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà Rn). Ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x1, x2, . . . , xn) íà Rn åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì çàäàåò íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bn ðàñïðåäåëå-
íèå F, ïðè÷åì òàê, ÷òî

F(I1 × I2 × . . .× In) = ∆1
I1 ∆2

I2 . . .∆
n
InF (x1, x2, . . . , xn).

Ðàñïðåäåëåíèå F íà Bn ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çíà-
÷åíèÿ F íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ

A = I1 × I2 × . . .× In (Ik = [ak, bk), k = 1, 2, . . . , n)

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

F(A) = ∆1
I1 ∆2

I2 . . .∆
n
InF (x1, x2, . . . , xn),

íà êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèÿõ
m∪
i=1

Ai íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ A1, A2, . . . , Am (îáðàçóþùèõ àëãåáðó A) ðàâåíñòâîì

F

(
m∪
i=1

Ai

)
=

m∑
i=1

F(Ai).

Òàê îïðåäåëåííàÿ íà àëãåáðå A ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà F ÿâëÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì, ïðè÷åì

F(I1 × I2 × . . .× In) = ∆1
I1 ∆2

I2 . . .∆
n
InF (x1, x2, . . . , xn).

Ñ àëãåáðû A íà σ-àëãåáðó σ(A) = Bn ðàñïðåäåëåíèå F ïðîäîë-
æàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êàðàòåîäîðè.

Ïðèìåð. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òîæäåñ-
òâåííî ðàâíàÿ ïîñòîÿííîé c. Ïîñòðîèòü ïî F (x) ìåðó (ðàñïðå-
äåëåíèå) µ.

Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.2.2 íà ïðîìåæóòêàõ [a, b)

µ([a, b)) = F (b)− F (a) = c− c = 0.

Ïîýòîìó µ ðàâíà íóëþ è äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà èç àëãåáðû A,
îáðàçîâàííîé êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðî-
ìåæóòêîâ âèäà [ai, bi). È ïîñêîëüêó A ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó B1,
òî â ñèëó òåîðåìû Êàðàòåîäîðè µ ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ A
íà B1.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü µ′ � ìåðà íàB1, òîæäåñòâåííî ðàâ-
íàÿ íóëþ, ò. å. µ′(B) = 0 íà êàæäîì B ∈ B1, â ÷àñòíîñòè, è íà
êàæäîì B′ èç àëãåáðû A, îáðàçîâàííîé êîíå÷íûìè îáúåäèíåíè-
ÿìè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ âèäà [ai, bi). Òîãäà â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ ìåðû ñ àëãåáðû íà σ-àëãåáðó (ñì.
òåîðåìó 7.1.2), µ = µ′. Ïîýòîìó ìåðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ≡ c, òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëå-
íèå. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: êàæäîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñîîòâåò-
ñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 7.2.3 . Ïóñòü Q � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà R1. Ôóíêöèÿ òî÷êè Q(x), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

Q(x) = Q((−∞, x)),

ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè ýòîì

Q([a, b)) = Q(b)−Q(a),

Q({x0}) = Q(x0 + 0)−Q(x0 − 0).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî Q(x) îáëàäàåò
âñåìè ñâîéñòâàìè âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèÿ Q(x) íåîòðèöàòåëüíà ïî îïðåäåëåíèþ:

Q(x) = Q((−∞, x)).

Äàëåå, åñëè x1 ≤ x2, òî (−∞, x1) ⊂ (−∞, x2). Ïîýòîìó

Q(x1) = Q((−∞, x1)) ≤ Q((−∞, x2)) = Q(x2),

ò. å. Q(x) � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Íåïðåðûâíîñòü Q(x) ñëåâà ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íà ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ìíîæåñòâ: åñëè xn ↑ x, òî
∞∪
n=1

(−∞, xn) = (−∞, x), ïîýòîìó

Q(x) = Q((−∞, x)) = Q

( ∞∪
n=1

(−∞, xn)

)
=

= lim
n→∞

Q((−∞, xn)) = lim
n→∞

Q(xn),
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ò. å.
Q(x) = lim

xn↑x
Q(xn).

ÐàâåíñòâàQ(−∞) = 0, Q(+∞) = 1 ñëåäóþò èç ñâîéñòâ íåïðå-
ðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Q íà ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òÿõ ìíîæåñòâ è ñîîòíîøåíèé
∞∩
n=1

(−∞, xn) = ∅ ïðè xn ↓ −∞,

∞∪
n=1

(−∞, xn) = (−∞,+∞) ïðè xn ↑ +∞.

Òàê ÷òî Q(x) = Q((−∞, x)) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

Äàëåå, åñëè a < b, òî (−∞, a) ⊂ (−∞, b) è

[a, b) = (−∞, b) \ (−∞, a),

ïîýòîìó

Q([a, b)) = Q((−∞, b))− Q((−∞, a)) = Q(b)−Q(a).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

Q({x0}) = Q(x0 + 0)−Q(x0 − 0).

Î÷åâèäíî,

{x0} =

∞∩
n=1

[
x0 −

1

n
, x0 +

1

n

)
,

ïðè÷åì ìíîæåñòâà [x0−1/n, x0+1/n), n = 1, 2, . . . , îáðàçóþò ìî-
íîòîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîýòîìó â ñèëó ñâîé-
ñòâà íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Q({x0}) = Q

( ∞∩
n=1

[
x0 −

1

n
, x0 +

1

n

))
=

= lim
n

Q

([
x0 −

1

n
, x0 +

1

n

))
=

= lim
n

(
Q

(
x0 +

1

n

)
−Q

(
x0 −

1

n

))
=

= Q(x0 + 0)−Q(x0 − 0).
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîãî âåðîÿòíîñ-
òíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (âåðîÿòíîñòíîé ìåðû) Q íà R1 áóäåì íà-
çûâàòü ôóíêöèþ òî÷êè Q(x), îïðåäåëåííóþ íà R1 ðàâåíñòâîì

Q(x) = Q((−∞, x)).

Ðàñïðåäåëåíèå è åãî ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ïðàâèëî,
îáîçíà÷àþò îäíîé è òîé æå áóêâîé.

Òåîðåìà.Ìåæäó ñåìåéñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèé F (x) íà R1 è êëàññîì âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
µ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè÷åì òà-
êîå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ñîîòâåòñòâóþùåãî
åé ðàñïðåäåëåíèÿ µ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

µ([a, b)) = F (b)− F (a).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîé âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (x) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå µ, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî F (x) ñîãëàñíî òåîðåìå 7.2.2, ïðè
ýòîì

µ([a, b)) = F (b)− F (a).

Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðîÿòíîñòíûìè ôóíê-
öèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ è âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå.

Ðàçëè÷íûì âåðîÿòíîñòíûì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàâÿò-
ñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñ-
ëè ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è G(x) ïîñòàâëåíî â ñîîòâåò-
ñòâèå îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå µ, òî F (x) = G(x). Â ñàìîì
äåëå, äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòêà [xn, x)

G(x)−G(xn) = µ([xn, x)) = F (x)− F (xn).

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè xn ↓ −∞, ïîëó÷àåì

G(x) = µ((−∞, x)) = F (x).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ó êàæäîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ µ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x), êîòîðîé ðàñ-
ïðåäåëåíèå µ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå; ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

G(x) = µ((−∞, x)).

Ìåðà Ëåáåãà. Ïóñòü [a, b) � ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê
íà R1. ×åðåç B1

[a,b) îáîçíà÷èì σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
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âèäà B∩[a, b), B ∈ B1 (B1
[a,b) � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

ïðîìåæóòêà [a, b)).
Îïðåäåëèì íà R1 ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x):

F (x) =

{
0, åñëè x ≤ a;

x− a, åñëè a < x ≤ b;
b− a, åñëè x > b

(7.2.7)

(ñì. òàêæå ðèñ. 7.2.1). Êàê è êàæäàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,
F (x) çàäàåò íà B1 íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå (ìåðó) µ. Â ÷àñò-
íîñòè, ýòà ìåðà îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé íà σ-àëãåáðå B1

[a,b),

ïîñêîëüêó B1
[a,b) ⊂ B1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïîñòðî-

åííàÿ ïî íåé ìåðà µ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

µ([a′, b′)) = F (b′)− F (a′).

Íà [a, b) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ðàâíà x− a, ïîýòîìó äëÿ
ïðîìåæóòêîâ [a′, b′) ⊂ [a, b)

µ([a′, b′)) = F (b′)− F (a′) = b′ − a′.

Òàê ÷òî äëÿ ìåðû, ïîñòðîåííîé ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
çàäàííîé ðàâåíñòâîì (7.2.7), åå çíà÷åíèå íà êàæäîì ïðîìåæóòêå
[a′, b′) èç [a, b) ñîâïàäàåò ñ äëèíîé b′ − a′ ïðîìåæóòêà [a′, b′).

F       

a b x0

b a

(x)

Ðèñ. 7.2.1: Ãðàôèê ôóíêöèè F (x)

Îïðåäåëåíèå.Ìåðó, çàäàííóþ íà σ-àëãåáðåB1
[a,b), çíà÷åíèå

êîòîðîé íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [a′, b′) ⊂ [a, b) ñîâïàäàåò ñ åãî
äëèíîé, áóäåì íàçûâàòü ìåðîé Ëåáåãà íà [a, b).
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Îïðåäåëåíèå.Ìåðó L, çàäàííóþ íà σ-àëãåáðåB1, çíà÷åíèå
êîòîðîé íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [a, b) ñîâïàäàåò ñ åãî äëèíîé:

L([a, b)) = b− a,

áóäåì íàçûâàòü ìåðîé Ëåáåãà íà R1.
Ìåðà Ëåáåãà íà ïðÿìîé ñòðîèòñÿ òàê. Ïðåäñòàâèì ïðÿìóþ R1

â âèäå R1 =
+∞∪

n=−∞
[n, n+ 1). ×åðåç µn îáîçíà÷èì ìåðó Ëåáåãà íà

ïðîìåæóòêå [n, n+1), n ∈ Z. Äàëåå, îïðåäåëèì íà B1 ôóíêöèþ
ìíîæåñòâà ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

L(B) =
+∞∑

n=−∞
µn (B ∩ [n, n+ 1)) , B ∈ B1.

Ôóíêöèÿ L íåîòðèöàòåëüíà è ñ÷åòíî-àääèòèâíà (ñ÷åòíàÿ àääè-
òèâíîñòü L ñëåäóåò èç ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè µn íàB

1
[n,n+1)). Òåì

ñàìûì íà B1 çàäàíà ìåðà L, ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáîãî
ïðîìåæóòêà [a, b)

L([a, b)) = b− a.

Ìåðà Ëåáåãà (ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, çàäàííàÿ íàB1) ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì äëèíû, â òîì ñìûñëå, ÷òî çíà÷åíèå ìåðû íà êàæäîì
ïðîìåæóòêå ñîâïàäàåò ñ åãî äëèíîé.

Ïðèìåð. Íàéòè ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà èððàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ïðîìåæóòêà [0; 1).

Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà íàéäåì ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà Q[0;1)

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðîìåæóòêà [0; 1).
Q[0;1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê: Q[0;1) =

∪
r
{r}, ãäå {r} � îä-

íîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñ-
ëà r. Ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà {r} ðàâíà íóëþ:

L({r}) = L

( ∞∩
n=1

[
r, r +

1

n

))
= lim

n
L

([
r, r +

1

n

))
= lim

n

1

n
= 0.

Ïîýòîìó

L(Q[0;1)) = L

 ∪
r∈[0;1)

{r}

 =
∑

r∈[0;1)

L({r}) =
∑

r∈[0;1)

0 = 0,
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L(Q[0;1)) = L([0; 1))− L(Q[0;1)) = 1.

Îïðåäåëåíèå. Ìåðà L, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå B2, çíà÷åíèå
êîòîðîé íà êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå [a1, b1) × [a2, b2) ñîâïàäàåò
ñ åãî ïëîùàäüþ:

L([a1, b1)× [a2, b2)) = (b2 − a2)(b1 − a1),

íàçûâàåòñÿ ìåðîé Ëåáåãà íà R2.
Îïðåäåëåíèå. Ìåðà L, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå Bn, çíà÷åíèå

êîòîðîé íà êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå

[a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn)

ñîâïàäàåò ñ åãî îáúåìîì:

L([a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn)) =

n∏
i=1

(bi − ai),

íàçûâàåòñÿ ìåðîé Ëåáåãà íà Rn.
Ïîñòðîåíèå ìåðû Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè R2, â ïðîñòðàíñòâå R3

è ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn àíàëîãè÷íî ïîñòðîå-
íèþ ìåðû Ëåáåãà íà ïðÿìîé.

Ìåðà Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè � îáîáùåíèå ïëîùàäè, ìåðà Ëå-
áåãà â ïðîñòðàíñòâå � îáîáùåíèå îáúåìà.

Ìåðó Ëåáåãà, êàê ïðàâèëî, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L.

7.3 Âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1

Îïðåäåëåíèå. Íåîòðèöàòåëüíóþ èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ1

p(t) íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1 òàêóþ, ÷òî∫
R1

p(t)dt = 1,

áóäåì íàçûâàòü ïëîòíîñòüþ íà R1.

1Çäåñü ïîä èíòåãðàëîì ïîíèìàåòñÿ èíòåãðàë â ñìûñëå Ðèìàíà, â îáùåì
ñëó÷àå � â ñìûñëå Ëåáåãà (ñì. ãë. 9).
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Îïðåäåëåíèå. Íåîòðèöàòåëüíóþ èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ
p(t1, t2, . . . , tn) íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1 òàêóþ, ÷òî∫

Rn

p(t1, t2, . . . , tn)d(t1, t2, . . . , tn) = 1,

áóäåì íàçûâàòü ïëîòíîñòüþ íà Rn.
Ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ çàäàíèÿ âåðî-

ÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïëîòíîñòü p(t) çà-
äàåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

F (x) =

x∫
−∞

p(t)dt, x ∈ R1,

à ïîñëåäíÿÿ � ðàñïðåäåëåíèå.
Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ âåðîÿòíîñò-

íûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1, çàäàâàåìûå ïëîòíîñòÿìè.
1. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) (Na;σ2-ðàñïðåäåëåíèåì, ãàóññîâñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì) íàçûâàþò âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäà-
âàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =
1√
2πσ2

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

p(x)

x-4 -2 0 2 4

Ðèñ. 7.3.1: Ãðàôèê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî
ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) ðàñïðåäåëåíèÿ
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Óáåäèìñÿ â êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì,
÷òî

∞∫
−∞

p(x)dx =
1√
2πσ2

∞∫
−∞

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx = 1.

Ïîëîæèâ x− a
σ = t, ïîëó÷èì:

1√
2πσ2

∞∫
−∞

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx =

1√
2π

∞∫
−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt.

Îáîçíà÷èì
∞∫

−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt = 2A,

òîãäà

∞∫
0

exp

{
−u

2

2

}
du = A,

∞∫
0

exp

{
−v

2

2

}
dv = A,

A2 =

∞∫
0

exp

{
−u

2

2

}
du

∞∫
0

exp

{
−v

2

2

}
dv =

=

∫
B

exp

{
−u

2 + v2

2

}
d(u, v),

ãäå B = {(u, v) : u ∈ [0,∞), v ∈ [0,∞)}.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ çàìå-

íîé u = r cosφ, v = r sinφ. Ïîëó÷èì:

A2 =

∫
C

exp

{
−r

2

2

}
rd(φ, r) =

π/2∫
0

dφ

∞∫
0

exp

{
−r

2

2

}
rdr =

=
π

2

∞∫
0

r exp

{
−r

2

2

}
dr =

π

2

∞∫
0

exp

{
−r

2

2

}
d

(
r2

2

)
=
π

2
,
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ãäå C = {(φ, r) : φ ∈ [0, π/2], r ∈ [0,∞)}. Îòñþäà

2A =

∞∫
−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt =

√
2π

(ïîñëåäíèé èíòåãðàë èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì èíòåãðàëà Ýéëåðà�
Ïóàññîíà).

2. Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå. Ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(ν), ν > 0, îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Γ(ν) =

∞∫
0

xν−1e−xdx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:

Γ(ν) = (ν − 1)Γ(ν − 1),

â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 1, 2, . . . èìååì Γ(n) = (n− 1)!

Îïðåäåëåíèå. Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (ν; θ)
ν > 0, θ > 0 (ðàñïðåäåëåíèåì Gν;θ) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1 exp{−θx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê

∞∫
−∞

p(x)dx =

∞∫
0

θν

Γ(ν)
xν−1e−θxdx = 1.
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p(x)

0 x4 8

Ðèñ. 7.3.2: Ãðàôèê ïëîòíîñòè
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, ν > 1

Îïðåäåëÿåìûå äàëåå ïîêàçàòåëüíîå, Ýðëàíãà, χ2 ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì θ, θ > 0, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
θ exp{−θx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì
ñ ïàðàìåòðàìè (1; θ) (ðàñïðåäåëåíèåì G1;θ).

x

1

p(x)

52,50

Ðèñ. 7.3.3: Ãðàôèê ïëîòíîñòè ïîêàçàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, θ = 1
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Ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà. Ðàñïðåäåëåíèåì Ýðëàíãà ñ ïàðà-
ìåòðàìè (m; θ), θ > 0,m ∈ N, íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå, çàäà-
âàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
θm

(m− 1)!
xm−1 exp{−θx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïà-
ðàìåòðàìè (m; θ) (ðàñïðåäåëåíèåì Gm;θ).

χ2-ðàñïðåäåëåíèå. χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =


(
1
2

)n/2
Γ
(
n
2

) xn/2−1 exp
{
−1
2x
}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

χ2-ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåò-
ðàìè (n/2; 1/2) (ðàñïðåäåëåíèåì Gn/2;1/2).

3. Äâóñòîðîííåå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äâó-
ñòîðîííèì ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì θ,
θ > 0, áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =
θ

2
exp{−θ|x|}.

Ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà. Ðàñïðåäåëåíèåì Ëàïëàñà ñ ïàðà-
ìåòðàìè (θ, b), θ > 0, áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå
ïëîòíîñòüþ

p(x) =
θ

2
exp{−θ|x− b|}.

Ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà � ýòî ñäâèíóòîå äâóñòîðîííåå ïîêà-
çàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

4. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì íà ïðîìåæóòêå [a, b] (ðàñïðåäåëåíèåì Ua;b) íàçûâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
1

b− a
, åñëè x ∈ [a, b];

0, åñëè x /∈ [a, b].
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p(x)

0

0.25

4 x

Ðèñ. 7.3.4: Ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíîãî íà
ïðîìåæóòêå [0; 4] ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [a, b] ðàñïðåäåëåíèÿ
óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå

p(x) =
1

b− a
I[a,b](x).

6. Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè. Ðàñïðåäåëåíèåì Êîøè ñ ïàðà-
ìåòðàìè (a; b), a > 0 (ðàñïðåäåëåíèåì Ca;b) íàçûâàåòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =
1

π

a

a2 + (x− b)2
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ðàñïðåäåëåíèåì Êîøè ñ ïàðàìåòðîì a, a > 0, íàçûâàåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèå Ca;0, åãî ïëîòíîñòü

p(x) =
1

π

a

a2 + x2
.

p(x)

0 x4 8

Ðèñ. 7.3.5: Ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè
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5. Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå. Áåòà-ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåò-
ðàìè (µ; ν), µ > 0, ν > 0, áóäåì íàçûâàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

βµ;ν(x) =

{
1

B(µ; ν)
xµ−1(1− x)ν−1, åñëè x ∈ (0, 1);

0, åñëè x∈(0, 1),

ãäå

B(µ; ν) =

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt.

7. Ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ëîãà-
ðèôìè÷åñêè íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (µ;σ2)
íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñ-
òüþ

p(x) =

 1√
2πσ2x

exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Çàìåòèì, ÷òî

1√
2πσ2

∞∫
0

1

x
exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2

}
dx =

1√
2π

∞∫
−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt = 1

(âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë, âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé (lnx−µ)/σ = t).
8. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî. Ðàñïðåäåëåíèåì Ïàðåòî ñ ïà-

ðàìåòðàìè (λ; θ), λ > 0, θ > 2, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
θλθ

xθ+1 , åñëè x > λ;

0, åñëè x ≤ λ.
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7.4 Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

Çäåñü ìû ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè â ìíîæåñò-
âî B èç Rn, íàïðèìåð, íà îòðåçîê [a, b] ⊂ R1, â ïðÿìîóãîëü-
íèê [a1, b1] × [a2, b2] ⊂ R2, â ïàðàëëåëåïèïåä [a1, b1] × [a2, b2] ×
×[a3, b3] ⊂ R3 è ò. ä. Íàáëþäàåìûìè ñîáûòèÿìè òàêèõ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿ âèäà �òî÷êà ïîïàëà
â ïðîìåæóòîê [a′, b′] ⊂ [a, b]�, �òî÷êà ïîïàëà â ïðÿìîóãîëüíèê
[a′1, b

′
1] × [a′2, b

′
2] ⊂ [a1, b1] × [a2, b2]� è ò. ä. Èç îïûòà èçâåñòíî,

÷òî ïðè áðîñàíèè íàóäà÷ó2 òî÷êè íà îòðåçîê [a, b] ÷àñòîòà å¼
ïîïàäàíèÿ â ïðîìåæóòîê [a′, b′] ⊂ [a, b] áëèçêà ê

(b′ − a′)/(b− a) = L([a′, b′])/L([a, b]),

ïðè áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè â ìíîæåñòâî B = [a1, b1] × [a2, b2]
÷àñòîòà å¼ ïîïàäàíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèê B′ = [a′1, b

′
1] × [a′2, b

′
2]

(B′ ⊂ B) áëèçêà ê

(b′1 − a′1)(b
′
2 − a′1)/(b1 − a1)(b2 − a1) = L(B′)/L(B)

è ò. ä., ãäå, êàê îáû÷íî, L(·) � ìåðà Ëåáåãà. Ïîýòîìó äëÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè
â ìíîæåñòâî B èç Rn (0 < L(B) < ∞), â êà÷åñòâå ïðîñòðàí-
ñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî
B ∈ Bn, â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû ñîáûòèé � σ-àëãåáðóBn

B áîðåëåâ-
ñêèõ ïîäìíîæåñòâ B (îíà îáðàçîâàíà ìíîæåñòâàìè âèäà B ∩A,

2Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè, ñêà-
æåì, íà îòðåçîê [0; 1] ìîæíî ðåàëèçîâàòü, íàïðèìåð, òàê. Èç òàáëèöû ñëó-

÷àéíûõ ÷èñåë âûáèðàåì ÷èñëî abcd (îíî ìîæåò áûòü è �äëèííåå�) è òî÷êó íà
îòðåçêå [0; 1] ñ êîîðäèíàòîé a·10−1+b·10−2+c·10−3+d·10−4 ðàññìàòðèâàåì
â êà÷åñòâå èñõîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.
Ýòîò ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ìîæíî ðåàëèçîâàòü è òàê. Ïîñëåäî-

âàòåëüíî íåçàâèñèìûì îáðàçîì ïîäáðàñûâàåì ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó. Âû-
ïàäåíèå ãåðáà îáîçíà÷àåì ÷åðåç 1, ðåøåòêè ÷åðåç � 0. Ïóñòü ê ïðèìåðó,
ìîíåòó ïîäáðàñûâàåì ÷åòûðå ðàçà (ìîæíî ïîäáðàñûâàòü è áîëüøåå ÷èñëî
ðàç) è 1101 � ðåçóëüòàò ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû. Òî÷êó íà îòðåçêå [0; 1] ñ
êîîðäèíàòîé 1 · 2−1 + 1 · 2−2 + 0 · 2−3 + 1 · 2−4 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
èñõîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè
íà îòðåçîê [0; 1].
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôàêòè÷åñêè ìû ìîäåëèðóåì äèñêðåòíîå ïðèáëè-

æåíèå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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A ∈ Bn), à âåðîÿòíîñòü íà Bn
B åñòåñòâåííî çàäàòü ðàâåíñòâîì

P(·) = L(·)
L(B)

. (7.4.1)

Âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì (7.4.1), íàçûâàþò ãåî-
ìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ.

Äàëåå â ñëîâà �òî÷êó íàóäà÷ó áðîñàþò â ìíîæåñòâîB� ìû áó-
äåì âêëàäûâàòü âïîëíå êîíêðåòíîå ñîäåðæàíèå: áðîøåííàÿ òî÷-
êà ìîæåò ïîïàñòü â ëþáîå ïîäìíîæåñòâî B′ (áîðåëåâñêîå) ìíî-
æåñòâà B è âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â B′ ⊂ B ïðîïîðöèîíàëüíà
åãî ìåðå Ëåáåãà L(B′). Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿ-
ùåãî â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè â ìíîæåñòâî B èç Rn, ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {B,Bn

B,P}, ãäå P �
ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü íà Bn

B.
Ïðèìåð 7.4.1 (çàäà÷à Áþôôîíà). Ïëîñêîñòü ðàçãðàô-

ëåíà ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà íà
ðàññòîÿíèè 2a. Íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó3 áðîñàþò èãëó äëèíîé 2l
(2l < 2a). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå÷åò êà-
êóþ-íèáóäü ïðÿìóþ.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû èã-
ëû äî áëèæàéøåé ïðÿìîé, ÷åðåç φ � óãîë, ñîñòàâëåííûé èãëîé
ñ ïðÿìîé (φ áóäåì îòêëàäûâàòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò íà-
ïðàâëåíèÿ èãëû äî íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé, ñì. ðèñ. 7.4.1).

Òîãäà èãëà íà ïëîñêîñòè, ðàçãðàôëåííîé ïàðàëëåëüíûìè ïðÿ-
ìûìè, çàäàåò óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ÷èñåë (φ, x), φ ∈ [0, π],
x ∈ [0, a]. Òà æå ïàðà ÷èñåë (φ, x) çàäàåò íà êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè φ, x òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (φ, x), ïðèíàäëåæàùóþ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêó B = [0, π] × [0, a] (ñì. ðèñ. 7.4.2). È îáðàòíî: êàæ-
äàÿ òî÷êà èç ïðÿìîóãîëüíèêà B îïðåäåëÿåò ïàðó ÷èñåë (φ, x),
à âìåñòå ñ ýòîé ïàðîé è ïîëîæåíèå èãëû ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàë-
ëåëüíûì ïðÿìûì íà ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó áðîñàíèå íàóäà÷ó èãëû
äëèíîé 2l íà ïëîñêîñòü, ðàçãðàôëåííóþ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìû-
ìè, îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2a, è ðåãèñòðàöèÿ
åå ïîëîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìûì ðàâíîñèëüíû áðîñàíèþ
íàóäà÷ó òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíèê B = [0, π]× [0, a] (ñì. ðèñ. 7.4.2).

3Â çàäà÷å îáîðîò �íàóäà÷ó áðîñàþò èãëó� îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: 1◦ ñåðå-
äèíà èãëû (òî÷êà) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå äëèíîé 2a, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì; 2◦ óãîë φ, îáðàçîâàííûé èãëîé ñ
ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0, π];
3◦ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èãëû äî áëèæàéøåé ïðÿ-
ìîé � è φ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè (ñì. ãë. 8).
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Ìàòåìàòè÷åñêîé æå ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñî-
ñòîÿùåãî â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíèê B, ÿâëÿåò-
ñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {B,B2

B,P}, ãäå B = [0, π]× [0, a],
B2

B � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà B, P �
ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü íà B2

B.

' l sin '

x

2a

Ðèñ. 7.4.1: Èãëà íà ðàçãðàôëåííîé ïëîñêîñòè

0

x

a

x = l sin '

π '

Ðèñ. 7.4.2: Ê çàäà÷å Áþôôîíà

Èãëà ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ è
x ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì x ≤ l sinφ (ñì. ðèñ. 7.4.1) èëè, ÷òî
òî æå, áðîøåííàÿ â ïðÿìîóãîëüíèê B = [0, π] × [0, a] òî÷êà ïî-
ïàäàåò â îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé x = l sinφ è îñüþ Oφ
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(ñì. ðèñ. 7.4.2). È ïîñêîëüêó òî÷êà áðîñàåòñÿ íàóäà÷ó, òî èñêî-
ìàÿ âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü,
ò. å.

p =
1

aπ

π∫
0

l sinφdφ =
2l

aπ
.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà π.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãëà áðîøåíà íà ïëîñêîñòü n ðàç è ïóñòü
m � ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé èãëû ñ ïðÿìîé. Ïðè áîëüøîì n ÷àñòîòà
m/n ñîáûòèÿ �èãëà ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ� áëèçêà ê åãî âåðîÿòíîñ-
òè p, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

2l

aπ
≈ m

n
,

îòêóäà ïîëó÷àåì:

π ≈ 2l

a

n

m
.

7.5 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ
ïðîñòðàíñòâ

Ðàññìîòðèì ïàðó íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåí-
òîâ � ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò 1◦ è ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïå-
ðèìåíò 2◦, îïèñûâàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè

{
Ω(1),F(1),P(1)

}
è
{
Ω(2),F(2),P(2)

}
, à âìåñòå ñ íè-

ìè ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïðîâåäåíèè ïàðû
íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ 1◦ è 2◦. Ïîñòðîèì
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïàðû ñòî-
õàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü äåêàðòî-
âî ïðîèçâåäåíèå Ω = Ω(1) × Ω(2) � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð ω =

(
ω(1), ω(2)

)
, ω(1) ∈ Ω(1), ω(2) ∈ Ω(2), â êà÷åñòâå σ-àë-

ãåáðû ñîáûòèé � σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ �ïðÿìîóãîëüíèêàìè�
A(1)×A(2) (A(1) ∈ F(1), A(2) ∈ F(2)). Ýòó σ-àëãåáðó áóäåì îáîçíà-

÷àòü F(1) × F(2) è íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèåì σ-àëãåáð F(1) è F(2).
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Äàëåå, êîëü ñêîðî ñòîõàñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû 1◦ è 2◦ íåçà-
âèñèìû, âåðîÿòíîñòü íà σ-àëãåáðå F=F(1) × F(2) íåîáõîäèìî çà-
äàòü òàê, ÷òîáû ñîáûòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà 1◦ è ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà 2◦ áûëè íåçàâèñèìû. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî òàê îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü íà σ-àëãåáðå F(1) × F(2) ìîæíî
è, áîëåå òîãî, åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Òåîðåìà (î ïðîèçâåäåíèè âåðîÿòíîñòåé). Ïóñòü{
Ω(1),F(1),P(1)

}
è
{
Ω(2),F(2),P(2)

}
� âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàí-

ñòâà. Ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, âåðîÿòíîñòü P,
çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå F = F(1) × F(2) ïîäìíîæåñòâ Ω =
= Ω(1) × Ω(2) òàêàÿ, ÷òî

P
(
A(1) ×A(2)

)
= P(1)

(
A(1)

)
· P(2)

(
A(2)

)
(7.5.1)

äëÿ ëþáûõ A(1) ∈ F(1), A(2) ∈ F(2).
(Áåç äîêàçàòåëüñòâà.)

Âåðîÿòíîñòü P(·), çàäàííóþ íà σ-àëãåáðå F = F(1) × F(2) ðà-

âåíñòâîì (7.5.1) áóäåì îáîçíà÷àòü P(1) × P(2) è íàçûâàòü ïðîèç-
âåäåíèåì âåðîÿòíîñòåé P(1) è P(2).

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,F,P}, ïîñòðîåííîå ïî{
Ω(1),F(1),P(1)

}
è
{
Ω(2),F(2),P(2)

}
òàê, êàê ýòî îïèñàíî â òåî-

ðåìå, íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ

{
Ω(1),F(1),P(1)

}
è
{
Ω(2),F(2),P(2)

}
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n
âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåðî-
ÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñîáûòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà 1◦ ìîæíî îïèñûâàòü íå òîëüêî ìíîæåñòâàìè èç
σ-àëãåáðû F(1), íî è ìíîæåñòâàìè èç σ-àëãåáðû F(1)×F(2). Äåé-
ñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç F̃(1) σ-àëãåáðó öèëèíäðè÷åñêèõ ìíî-
æåñòâ â Ω(1) × Ω(2) ñ îñíîâàíèÿìè â Ω(1). Â F̃(1) âõîäÿò ïîäìíî-
æåñòâà èç Ω(1) × Ω(2) âèäà A(1) × Ω(2), ãäå A(1) ∈ F(1). ßñíî,
÷òî F̃(1) ⊂ F(1) × F(2). Ìåæäó σ-àëãåáðàìè F(1) è F̃(1) óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå: êàæ-
äîìó A(1) ∈ F(1) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå öèëèíäðè÷åñêîå ìíî-
æåñòâî Ã(1) = A(1) × Ω(2) èç F̃(1) ñ îñíîâàíèåì A(1). Ïîýòî-
ìó öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè Ã(1) = A(1) × Ω(2) ìîæíî
îïèñûâàòü ñîáûòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà 1◦, à èìåííî
Ã(1) = A(1) × Ω(2) ∈ F(1) × F(2) îïèñûâàåò ñîáûòèå A(1) ∈ F(1).
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ σ-àëãåáðà F̃(2) è óñòàíàâëèâàåòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó F(2) è F̃(2).

Âåðîÿòíîñòü P íà σ-àëãåáðå F(1) × F(2) îïðåäåëåíà êàê ïðî-
èçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé P(1) è P(2) (ñì. (7.5.1)) ïîýòîìó

P
(
Ã(1)

)
= P

(
A(1) × Ω(2)

)
= P(1)

(
A(1)

)
· P(2)

(
Ω(2)

)
=

= P(1)
(
A(1)

)
· 1 = P(1)

(
A(1)

)
.

Àíàëîãè÷íî
P
(
Ã(2)

)
= P(2)

(
A(2)

)
.

Òåîðåìà. Ïóñòü {Ω,F,P} � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåðîÿò-
íîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ

{
Ω(1),F(1),P(1)

}
è
{
Ω(2),F(2),P(2)

}
, òî-

ãäà äëÿ ëþáûõ A(1) ∈ F(1) è A(2) ∈ F(2) ñîáûòèÿ Ã(1) è Ã(2) èç
F(1) × F(2) íåçàâèñèìû â {Ω,F,P}.

Äåéñòâèòåëüíî,

P
(
Ã(1) ∩ Ã(2)

)
= P

((
A(1) × Ω(2)

)
∩
(
Ω(1) ×A(2)

))
=

= P
(
A(1) ×A(2)

)
= P(1)

(
A(1)

)
·P(2)

(
A(2)

)
= P

(
Ã(1)

)
·P
(
Ã(2)

)
.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,F,P} ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëüþ ïàðû íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Â òàêîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïåð-
âûì ñòîõàñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì è ñî âòîðûì, âñåãäà íåçàâè-
ñèìû.

Ïðèìåð. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò 1◦ ñîñòîèò â ïîäáðà-
ñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû è ðåãèñòðàöèè ÷èñëà âûïàâøèõ
ãåðáîâ, îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì

{
Ω(1),P(1)

}
,

ãäå Ω(1) = {0, 1}, P(1)(i) = 1/2, i = 0, 1. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñ-
ïåðèìåíò 2◦ ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé
êîñòè è ðåãèñòðàöèè ÷èñëà âûïàâøèõ î÷êîâ, îïèñûâàåòñÿ âåðî-
ÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì

{
Ω(2),P(2)

}
, ãäå Ω(2) = {1, 2, . . . , 6},

P(2)(j) = 1/6, j = 1, 2, . . . , 6. Ïàðà íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ 1◦ è 2◦ îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì {Ω,P}, ãäå Ω = Ω(1) × Ω(2), P = P(1) × P(2), ïîäðîá-
íåå, Ω ñîñòîèò èç ïàð (i, j), i = 0, 1; j = 1, 2, . . . , 6; P(i, j) =

= P(1)(i)× P(2)(j) = (1/2) · (1/6) = 1/12, i = 0, 1; j = 1, 2, . . . , 6
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7.6 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 7.6.1. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò ïàðó òî-

÷åê. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íè-
ìè ìåíüøå 1/2.

Ðåøåíè å. Òî÷êè áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëè÷èìûìè (íàïðèìåð,
îíè îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà). Ïóñòü x è y � êîîðäèíàòû ýòèõ
òî÷åê.

Íà îòðåçêå [0; 1] óïîðÿäî÷åííîé ïàðå òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè
x è y ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà â êâàäðàòå [0; 1]× [0; 1] ñ êîîðäè-
íàòàìè (x, y) è íàîáîðîò. Ïîýòîìó áðîñàíèå íàóäà÷ó ïàðû òî÷åê
íà îòðåçîê [0; 1] ðàâíîñèëüíî áðîñàíèþ íàóäà÷ó îäíîé òî÷êè â
êâàäðàò [0; 1]× [0; 1]. Ïðè ýòîì ïàðàì òî÷åê íà îòðåçêå [0; 1], äëÿ
êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåíüøå 1/2 (ò. å. |y − x| < 1/2), ñîîòâåò-
ñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) êâàäðàòà [0; 1]× [0; 1], êîîðäèíàòû
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ |y − x| < 1/2, è íàîáîðîò.
Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç A:

A = {(x, y) ∈ [0; 1]× [0; 1] : |y − x| < 1/2} =

= {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x− 1/2 < y < x+ 1/2}

(ñì. ðèñ. 7.6.1, ìíîæåñòâî A çàøòðèõîâàíî).
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó áðîøåííûìè íà-

óäà÷ó íà îòðåçîê [0; 1] òî÷êàìè áóäåò ìåíüøå 1/2, ðàâíà âåðîÿò-
íîñòè ïîïàäàíèÿ òî÷êè áðîøåííîé íàóäà÷ó â êâàäðàò [0; 1]×[0; 1]
â ìíîæåñòâî A.

x

y

0

1

1

1/2

1/2

Ðèñ. 7.6.1: Ê ïðèìåðó 7.6.1
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Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñî-
ñòîÿùåãî â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè â êâàäðàò [0; 1] × [0; 1], ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {B,B2

B,P}, ãäå B = [0; 1]×
×[0; 1], B2

B � êëàññ (σ-àëãåáðà) áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ êâàä-
ðàòà [0; 1] × [0; 1], P � ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü íà B2

B. Ïî-
ýòîìó

P(A) =
L(A)

L(B)
=

3/4

1
=

3

4
.

Ïðèìåð 7.6.2. Ñòåðæåíü äëèíîé 1 íàóäà÷ó ðàçëàìûâàþò
íà òðè ÷àñòè. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç îáðàçî-
âàâøèõñÿ ÷àñòåé ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê.

Ðåøåíè å. Ñòåðæåíü äëèíîé 1 óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
îòðåçîê [0; 1] íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé. Ðàçëàìûâàòü îòðåçîê
[0; 1] íà òðè ÷àñòè áóäåì òàê: áðîñèì íàóäà÷ó íà îòðåçîê äâå
òî÷êè è ðàçëîìàåì åãî â ýòèõ òî÷êàõ (òî÷êè áóäåì ñ÷èòàòü ðàç-
ëè÷èìûìè, èõ êîîðäèíàòû îáîçíà÷èì x, y). Ïðè ýòîì îáðàçîâà-
ëîñü òðè îòðåçêà: êðàéíèé ëåâûé (äëèíîé min{x, y}), ñðåäíèé
(äëèíîé |x−y|), êðàéíèé ïðàâûé (äëèíîé 1−max{x, y}). Èç ïî-
ëó÷åííûõ îòðåçêîâ ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê, åñëè äëèíà
êàæäîãî èç íèõ ìåíüøå ñóììû äëèí äðóãèõ:{

min{x, y} < |x− y|+ (1−max{x, y});
|x− y| < min{x, y}+ (1−max{x, y});
1−max{x, y} < min{x, y}+ |x− y|.

(7.6.1)

Áðîñàíèå ïàðû òî÷åê íà îòðåçîê [0; 1] ðàâíîñèëüíî áðîñàíèþ
îäíîé òî÷êè â êâàäðàò [0; 1]×[0; 1] (ñì. òàêæå ïðèìåð 7.6.1). Ïðè
ýòîì ïàðàì òî÷åê íà îòðåçêå [0; 1], êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (7.6.1), ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè (x, y) êâàä-
ðàòà [0; 1]×[0; 1], êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñî-
îòíîøåíèÿì. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ÷åðåç A (ñì. òàê-
æå ðèñ. 7.6.2, ìíîæåñòâî A çàøòðèõîâàíî). Åãî óäîáíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå:

A = A ∩ ({(x, y) : x ≤ y} ∪ {(x, y) : x > y}) =

= (A ∩ {(x, y) : x ≤ y}) ∪ (A ∩ {(x, y) : x > y}) =

= {(x, y) : x < 1/2, x+ 1/2 > y, y > 1/2}∪

∪{(x, y) : y < 1/2, x− 1/2 < y, x > 1/2} .
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Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà èç
÷àñòåé îòðåçêà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ
òî÷êè, áðîøåííîé â êâàäðàò [0; 1] × [0; 1], â ìíîæåñòâî A (ñì.
ðèñ. 7.6.2). È ïîñêîëüêó òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó, òî èñêîìàÿ âå-
ðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü:

P(A) =
L(A)

L([0; 1]× [0; 1])
=

1/4

1
=

1

4
.

x

y

0

1

1

1/2

1/2

Ðèñ. 7.6.2: Ê ïðèìåðó 7.6.2

Ïðèìåð 7.6.3 . Íà îêðóæíîñòè íàóäà÷ó âûáèðàþò òðè
òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøè-
íàìè â ýòèõ òî÷êàõ îñòðîóãîëüíûé?

Ðåøåíè å. Ïðè ëþáîì ïîâîðîòå îêðóæíîñòè âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ �òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé� îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, ïî-
ýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èç òðåõ âåðøèí A,B,C îäíà, íàïðè-
ìåð C, ôèêñèðîâàíà. Äâå äðóãèå âûáèðàþò íàóäà÷ó. Áóäåì çàäà-
âàòü ïîëîæåíèÿ òî÷åê A è B îòíîñèòåëüíî òî÷êè C âåëè÷èíàìè
äóã CA = α è CB = β (ñì. ðèñ. 7.6.3 îòêëàäûâàÿ èõ ïðîòèâ
äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè, äóãè áóäåì èçìåðÿòü â ðàäèàíàõ.
Òðåóãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé (ïðè α < β), åñëè êàæäàÿ èç
äóã CA = α,AB = β − α,BC = 2π − β ìåíüøå π, ò. å.

β > α, α < π, β − α < π, β > π, (7.6.2)

èëè (ïðè β < α) êàæäàÿ èç äóã CB = β, BA = α−β, CA = 2π−α
ìåíüøå π, ò. å.

β < α, β < π, α− β < π, α > π. (7.6.3)
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Äàëåå, óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ÷èñåë (α, β), 0 < α < 2π, 0 < β < 2π
ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà êâàäðàòà [0, 2π]× [0, 2π] íà ïëîñêîñòè ñ
îñÿìèOα èOβ è íàîáîðîò. À ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâó äóã α, β,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé: (7.6.2) èëè (7.6.3),
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà [0, 2π] × [0, 2π], êîîð-
äèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé: (7.6.2) èëè
(7.6.3). Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé
èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 7.6.2.

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
2π2/2
(2π)2

= 1
4 .

A

B

C

α
β−α

2π−β

Ðèñ. 7.6.3: Ê ïðèìåðó 7.6.3

Çàäà÷è
7.1. Ïóñòü A � àëãåáðà ìíîæåñòâ íà R1, ýëåìåíòàìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóò-
êîâ âèäà [a, b); a, b ∈ R1, a è b ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ +∞,
−∞. Äîêàçàòü, ÷òî σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ àëãåáðîé A, ÿâëÿ-
åòñÿ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R1.

Ó ê à ç à í è å. Ñì. ïðèìåð 7.2.1.
7.2. Ïóñòü B1 � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R1,

B � ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èçB1. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåçB1

B êëàññ ìíîæåñòâ âèäà B∩A, ãäå A ∈ B1. Äîêàçàòü,
÷òî B1

B ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.
Ïðèì å ÷ à í è å. Äîïîëíåíèå áåðåòñÿ äî ìíîæåñòâà B.
7.3. Íà îòðåçîê [−2; 2] íàóäà÷ó áðîñàþò ïàðó òî÷åê. Ïóñòü

x � êîîðäèíàòà îäíîé, y � äðóãîé. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òàêèõ
ñîáûòèé:
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1) x+ |x| = y + |y|; 8) (y − 2x)(y + 2x) ≥ 0;
2) x− |x| = y − |y|; 9) (|x|+ |y| − 1)(|x|+ |y| − 2) ≤ 0;
3) [y] = [x]; 10) |x− 1|+ |y − 1| ≤ 1;
4) [y] = −[x]; 11) (y − x)(y + x− 2) ≥ 0;
5) [y] = [x− 1]; 12) ([y]− [x])({y} − {x}) ≥ 0;
6) {y} ≤ {x}; 13) (x− signx)2 + (y − sign y)2 ≤ 1;
7) |x|+ |y| ≤ 1; 14) |x− signx|+ |y − sign y| ≤ 1;

15) (|x− 1|+ |y − 1| − 1)(|x− 1|+ |y − 1| − 2) ≤ 0;
16) ((x− signx)2 + (y − sign y)2 − 1)(|x− signx|+
+|y − sign y| − 1) ≤ 0.
Çäåñü [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a, {a} = a − [a] � äðîáíàÿ

÷àñòü ÷èñëà a.
Îòâåòû: 1) 1/4; 2) 1/4; 3) 1/4; 4) 3/16; 5) 3/16; 6) 1/2; 7) 1/8;

8) 1/4; 9) 3/8; 10) 1/8; 11) 1/2; 12) 5/8; 13)π/4; 14) 1/2; 15) 1/4;
16) (π − 2)/4.

7.4. Íà îòðåçêå [−1; 1] íàóäà÷ó âûáèðàþò äâå òî÷êè. Ïóñòü
p è q � êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 + px+ q = 0: 1) èìååò äåéñòâèòåëüíûå
êîðíè; 2) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Îòâåò: 13/24, 11/24.
7.5. Íà îòðåçîê íàóäà÷ó áðîñàþò òðè òî÷êè îäíó çà äðóãîé.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåòüÿ ïî ñ÷åòó òî÷êà îêàæåòñÿ
ìåæäó äâóìÿ ïåðâûìè?

Îòâåò: 1/3.
7.6. Íà îòðåçêå [0; 1] ïîñëåäîâàòåëüíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì

âûáèðàþò òðè ÷èñëà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
1) âûáðàííîå ïîñëåäíèì ÷èñëî íàèáîëüøåå;
2) ÷èñëà èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ?
Îòâåòû: 1) 1/3; 2)1/6.
7.7. Îòðåçîê ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðè òî÷êè, íàóäà÷ó áðîøåííûå íà îòðåçîê,
ïîïàäóò â òðè ðàçíûå ÷àñòè?

7.8. Íà îêðóæíîñòè íàóäà÷ó âûáðàíû òðè òî÷êè. Âû÷èñëèòü
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷-
êàõ:

1) èìååòñÿ óãîë, ìåíüøèé 30◦;
2) âñå óãëû áîëüøå 30◦;
3) èìååòñÿ óãîë 90◦.
Îòâåòû: 1) 3/4; 2) 1/4.
7.9. Íà îòðåçîê [0, nd], ðàçáèòûé òî÷êàìè kd, k =

= 0, 1, . . . , n, íà ÷àñòè, íàóäà÷ó áðîñàþò îòðåçîê ñëó÷àéíîé äëè-
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íû. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòðåçîê �íàêðîåò� îäíó èç
òî÷åê äåëåíèÿ, åñëè åãî äëèíà 1◦ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà
[0, d], 2◦ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà [0, l] (0 < l < d).

7.9.4 Íà îêðóæíîñòè íàóäà÷ó âûáèðàþò òî÷êè: A,B,C,D.
Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòðåçêè AC è BD ïåðåñåêà-
þòñÿ.

Óê à ç à í è å. Çàôèêñèðóåì îäíó èç òî÷åê, íàïðèìåð, A. Òî-
ãäà ïîëîæåíèå äðóãèõ ìîæíî îïèñàòü äóãàìè AB, AC, AD, îò-
ëîæåííûìè ïðîòèâ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Îòâåò: 1/3.
7.10. ×òîáû ñîáðàòü øàðèêîïîäøèïíèê, ðàäèóñ R âíåøíå-

ãî êîëüöà, ðàäèóñ r âíóòðåííåãî êîëüöà è äèàìåòð d øàðèêà
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

0 ≤ R− r − d ≤ δ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R, r, d � íåçàâèñèìûå è ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî íà îòðåçêàõ [50,0; 51,0], [40,0; 41,0],
[9,5; 10,0] ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàðèêîïîäøèïíèê áóäåò ñî-
áðàí, åñëè δ = 0, 5.

7.11. Äâà ñóäíà äîëæíû ïîäîéòè ê îäíîìó ïðè÷àëó. Ìîìåí-
òû ïðèõîäà ñóäåí ê ïðè÷àëó � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ, ðàâíîâîç-
ìîæíûå â òå÷åíèå ñóòîê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäíîìó èç
ñóäåí ïðèäåòñÿ æäàòü îñâîáîæäåíèÿ ïðè÷àëà, åñëè âðåìÿ ñòî-
ÿíêè ïåðâîãî ñóäíà (ñóäíà íîìåð 1) � îäèí ÷àñ, à âòîðîãî (ñóäíà
íîìåð 2) � äâà ÷àñà.

4Âàñèëüåâ. Í. Á. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè // Êâàíò. � 1991. � N 1,
ñ. 47�53.



Ãëàâà 8

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
è å¼ ðàñïðåäåëåíèå

8.1 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ïðîîáðàçû ìíîæåñòâ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîîáðàçà
ìíîæåñòâà. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà;
f � îòîáðàæåíèå X â Y , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëå-
ìåíòó x ∈ X ýëåìåíò y ∈ Y , êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü f(x)
(f : x→ y = f(x)).

Ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B, B ⊂ Y, ïðè îòîáðàæåíèè f áó-
äåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü òî÷åê x ìíîæåñòâà X, äëÿ êîòîðûõ
f(x) ∈ B. Îáîçíà÷àåòñÿ ïðîîáðàç ìíîæåñòâà B ïðè îòîáðàæå-
íèè f ñèìâîëîì f−1(B).

Ïóñòü Bλ, λ ∈ Λ, � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ñîîòíîøåíèÿ:

f−1
(∪

λ

Bλ

)
=
∪
λ

f−1
(
Bλ

)
,

f−1
(∩

λ

Bλ

)
=
∩
λ

f−1
(
Bλ

)
,

f−1(B) = f−1(B).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà êàê ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ðàññìàòðèâàÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ýêñïå-
ðèìåíòû ñ èñõîäàìè â Rn (ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû), ìû ïðèøëè ê
äâóì èõ ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì (ñì. ïàðàãðàô 5.1 ãë. 5):

209
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1◦ âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà Rn;
2◦ ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííîé íà ïðîñòðàíñòâå

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà {Ω,F,P}.

Âîîáùå ãîâîðÿ, íå ëþáàÿ ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) íà Ω ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäåëü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðèâåäåì ñîîá-
ðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîòèâèðóþò îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ
ξ = ξ(ω), çàäàííóþ íà Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P},
ïîçâîëÿþùèå ðàññìàòðèâàòü ξ = ξ(ω) â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ èñõîäàìè â Rn.

Ïåðâûé âîïðîñ, âîçíèêàþùèé ïðè èçó÷åíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñõîäàìè ξ â Rn: �Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîïà-
äàíèÿ ξ â äàííîå ìíîæåñòâî B, íàïðèìåð, â ïàðàëëåëåïèïåä
[a1, b1]×[a2, b2]×. . .×[an, bn] (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå � â ïðîìåæó-
òîê [a, b], â äâóìåðíîì â ïðÿìîóãîëüíèê [a1, b1]× [a2, b2])?� Åñëè
ìû ðàññìàòðèâàåì ξ êàê ôóíêöèþ îò ω, ò. å. ξ = ξ(ω), ω ∈ Ω,
òî ξ ïîïàäàåò â B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ω ïîïàäàåò â ìíî-
æåñòâî {ω : ξ(ω) ∈ B} = ξ−1(B) èç Ω. È, ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû
ìîæíî áûëî ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ξ â B, ìíîæåñò-
âî {ω : ξ(ω) ∈ B} = ξ−1(B) äîëæíî ïðèíàäëåæàòü êëàññó òåõ
ïîäìíîæåñòâ èç Ω, íà êîòîðîì çàäàíà âåðîÿòíîñòü, ò. å. äîëæíî
ïðèíàäëåæàòü σ-àëãåáðå F:

ξ−1(B) ∈ F.

Òàê ÷òî â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ñ èñõîäàìè â Rn åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü òàêóþ
ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}, äëÿ
êîòîðîé

ξ−1(B) ∈ F,

íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå ïîäìíîæåñòâ B èç Rn, ñîäåðæà-
ùåì, â ÷àñòíîñòè, ïàðàëëåëåïèïåäû [a1, b1]×[a2, b2]×. . .×[an, bn]
(â îäíîìåðíîì ñëó÷àå � ïðîìåæóòêè [a, b], â äâóìåðíîì � ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè [a1, b1] × [a2, b2]). Òàêèå ôóíêöèè ìû áóäåì íàçû-
âàòü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà÷åíèÿìè â Rn

áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííóþ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}, òàêóþ, ÷òî
äëÿ êàæäîãî B ∈ Bn

ξ−1(B) ∈ F. (8.1.1)
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Åñëè n > 1, òî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω),
. . . , ξn(ω)) íàçûâàþò ìíîãîìåðíîé, åñëè n = 2� äâóìåðíîé, åñëè
n = 1 � îäíîìåðíîé (ñêàëÿðíîé) èëè ïðîñòî ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé.

Äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àþùåãîñÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ èìååì.
Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà÷åíèÿìè â R1 áó-

äåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííóþ
íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà {Ω,F,P}, òàêóþ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà B ∈ B1

ξ−1(B) ∈ F.

Ðèñóíîê 8.1.1 èëëþñòðèðóåò îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ñî çíà÷åíèÿìè â R1.

ξ  (B)    F
−1

{Ω,F,P}

B   B
1

{R       ,   }
1    1    

B

Ðèñ. 8.1.1: Ê îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Â êà÷åñòâå {Ω,F,P}, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è{
Rl,Bl,P

}
. Äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî, íî âàæíîãî ñëó÷àÿ èìååì.

Îïðåäåëåíèå. Áîðåëåâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (áîðåëåâ-
ñêîé ôóíêöèåé) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàí-
íóþ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Rl âåðîÿòíîñòíîãî
ïðîñòðàíñòâà

{
Rl,Bl,P

}
, òàêóþ, ÷òî äëÿ êàæäîãî B ∈ Bn

ξ−1(B) ∈ Bl.

Ðèñóíîê 8.1.2 èëëþñòðèðóåò îïðåäåëåíèå áîðåëåâñêîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû (áîðåëåâñêîé ôóíêöèè) ñî çíà÷åíèÿìè â R1,
çàäàííîé íà R1.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω) � ýòî ôóíê-
öèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
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Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå (8.1.1). Â àíàëèçå òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò
F-èçìåðèìûìè èëè èçìåðèìûìè îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Â îïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ =
= ξ(ω), çàäàííîé íà {Ω,F,P}, âåðîÿòíîñòü P íèêàê íå ó÷àñò-
âóåò, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, çàäàííîé
íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F}.

Ç àì å ÷ à í è å 3. Â äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
{Ω,P} = {Ω,F,P} σ-àëãåáðó ñîáûòèé îáðàçóåò σ-àëãåáðà F âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííîé íà äèñêðåòíîì Ω,

ξ−1(B) ∈ F, B ∈ Bn.

Òàê ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íà äèñêðåòíîì âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,P} ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïðèíèìàþùóþ íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé, íàçûâàþò äèñêðåòíîé.

B  B
1

 ξ  (B)
−1

 B
1

{R ,B }
1 1

{R ,B }
1 1

Ðèñ. 8.1.2: Ê îïðåäåëåíèþ áîðåëåâñêîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (n = 1, l = 1)

Çàì å ÷ à í è å î ò å ðìèí î ë î ã è è. Îáû÷íî âìåñòî �ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ çàäàíà íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}�, ãîâîðÿò �ξ çàäàíà íà
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F,P}�.

Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííàÿ íà ïðîñò-
ðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà
{Ω,F,P}, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, åñëè äëÿ êàæäîãî
B ∈ Bn åãî ïðîîáðàç ξ−1(B) ïðèíàäëåæèò σ-àëãåáðå F. Íî
îêàçûâàåòñÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω)
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, íå îáÿçàòåëüíî ïðîâåðÿòü ïðè-
íàäëåæíîñòü ξ−1(B) σ-àëãåáðå F äëÿ êàæäîãî B èç Bn, ìîæíî
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îáîéòèñü �áîëåå óçêèì� êëàññîì ïîäìíîæåñòâ èç Rn � êëàññîì
M ïîðîæäàþùèì σ-àëãåáðó Bn.

Ëåììà 8.1.1 (î σ-àëãåáðå ξ(F)). Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ôóíê-
öèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííàÿ íà Ω èçìåðèìîãî ïðîñòðàí-
ñòâà {Ω,F}. Êëàññ S ïîäìíîæåñòâ B èç Rn, äëÿ êîòîðûõ

ξ−1(B) ∈ F,

îáðàçóåò σ-àëãåáðó.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.
1. Ïóñòü B ∈ S, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ−1(B) ∈ F. Òîãäà è

B ∈ S,

ïîñêîëüêó
ξ−1(B) = ξ−1(B) ∈ F.

2. Ïóñòü Bk ∈ S, k = 1, 2, . . ., ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
ξ−1(Bk) ∈ F, k = 1, 2, . . . Òîãäà è

∞∪
k=1

Bk ∈ S,

ïîñêîëüêó

ξ−1

( ∞∪
k=1

Bk

)
=

∞∪
k=1

ξ−1(Bk) ∈ F.

Òàê ÷òî S ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé. σ-Àëãåáðó S åùå îáîçíà÷à-
þò ξ(F).

Òåîðåìà 8.1.1 Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) ñî çíà-
÷åíèÿìè â Rn, çàäàííàÿ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F},
áûëà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ìíîæåñòâ
B ⊂ Rn èç êëàññà M, ïîðîæäàþùåãî σ-àëãåáðó Bn,

ξ−1(B) ∈ F.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ôóíêöèÿ íà {Ω,F}
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâ B ⊂ Rn èç
êëàññà M, ïîðîæäàþùåãî Bn, èõ ïðîîáðàçû ξ−1(B) ïðèíàäëå-
æàò F. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ξ−1(B) ∈ F è äëÿ ìíîæåñòâ B èç Bn

(ïîñëåäíåå áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî ξ = ξ(ω) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç S êëàññ ïîäìíîæåñòâ B ïðîñòðàíñòâà Rn,
äëÿ êîòîðûõ ξ−1(B) ∈ F (ñîãëàñíî ëåììå 8.1.1 êëàññ S ÿâëÿåòñÿ
σ-àëãåáðîé). Äàëåå, ïî óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ êàæäîãî B ∈ M
åãî ïðîîáðàç ξ−1(B) ∈ F, ïîýòîìó

M ⊂ S.

Îòñþäà
Bn = σ(M) ⊂ S

(σ(M) ⊂ S, òàê êàê σ(M) � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæà-
ùàÿ M, à Bn = σ(M) ïî óñëîâèþ òåîðåìû). È ïîñêîëüêó êëàññ
S ñîñòîèò èç òàêèõ B, äëÿ êîòîðûõ ξ−1(B) ∈ F, à Bn ⊂ S, òî,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî B ∈ Bn

ξ−1(B) ∈ F.

Ïîñëåäíåå, ïî îïðåäåëåíèþ, îçíà÷àåò, ÷òî ξ = ξ(ω) ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Â ïðèâåäåííîì äàëåå ñëåäñòâèè ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå êîí-
êðåòíûå êëàññû, ÷àñòî èñïîëüçóåìûå â êà÷åñòâå M.

Ñëåäñòâèå (îá ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿõ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû). Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) ñî çíà-
÷åíèÿìè â R1, çàäàííàÿ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F},
áûëà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ìíîæåñòâ
B èç êëàññà Mi èõ ïðîîáðàçû ξ−1(B) ïðèíàäëåæàëè F, i = 1, 2,
. . . , 8, ãäå

M1 =
{
(−∞, x), x ∈ R1

}
, M2 =

{
(−∞, x], x ∈ R1

}
,

M3 =
{
(x,+∞), x ∈ R1

}
, M4 =

{
[x,+∞), x ∈ R1

}
,

M5 =
{
(a, b), a, b ∈ R1

}
, M6 =

{
[a, b), a, b ∈ R1

}
,

M7 =
{
(a, b], a, b ∈ R1

}
, M8 =

{
[a, b], a, b ∈ R1

}
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé èç
ïåðå÷èñëåííûõ êëàññîâ ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíî-
æåñòâ.
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8.2 Ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Òåîðåìà. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ = φ(x) íà Rl ñî çíà÷åíè-
ÿìè â R1 ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ φ = φ(x) íà Rl íåïðåðûâíà,
ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, åãî ïðîîáðàç � îò-
êðûòîå, à ñëåäîâàòåëüíî, è áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, â ÷àñòíîñòè,
ïðîîáðàç φ−1((a, b)) îòêðûòîãî ïðîìåæóòêà (a, b) áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî. Êëàññ M =

{
(a, b) : a, b ∈ R1

}
îòêðûòûõ ïðîìåæóò-

êîâ íà R1 ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó B1. Îòñþäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ
èç òåîðåìû 8.1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî φ = φ(x) ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé
ôóíêöèåé íà Rl ñî çíà÷åíèÿìè â R1.

Óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ íåïðåðûâíîé íà Rl ôóíêöèè
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn: íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Rl ñî çíà÷åíèÿìè
â Rn ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé.

Òàê ÷òî áîðåëåâñêèìè, ê ïðèìåðó, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x+,
x−, |x|, sinx, |x+ y|, cos(x+ y) + ez, exy.

Òåîðåìà 8.2.1 (î ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû).
Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1 íà
{Ω,F}, φ = φ(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â R1

íà R1. Òîãäà ôóíêöèÿ

η = η(ω) = φ(ξ(ω))

íà {Ω,F} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (áîðåëåâñêàÿ
ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü B ∈ B1. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî
η−1(B) â âèäå

η−1(B) = {ω : η(ω) ∈ B} = {ω : φ(ξ(ω)) ∈ B} =

=
{
ω : ξ(ω) ∈ φ−1(B)

}
= ξ−1(φ−1(B)).

Òàê êàê φ � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, òî φ−1(B) ∈ B1, è ïî-
ñêîëüêó ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî ξ−1(φ−1(B)) ∈ F. Òàê ÷òî
η−1(B) ∈ F. Ïîñëåäíåå ïî îïðåäåëåíèþ îáîçíà÷àåò, ÷òî η � ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Èç òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè ξ � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, òî ξn, eξ, sin ξ, ξ+ = max {ξ, 0} , ξ− = −min {ξ, 0} ,
|ξ| � òàêæå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ìíîãîìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âå-
ëè÷èíó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) â òåðìèíàõ åå êîìïîíåíò ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Òåîðåìà 8.2.2 . Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) =
= (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííàÿ íà èç-
ìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F}, áûëà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè áûëè åå
êîìïîíåíòû ξi = ξi(ω), i = 1, 2, . . . , n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Ïðåä-
ñòàâèì ìíîæåñòâî ξ−1

i (Bi), Bi ∈ B1, â âèäå

ξ−1
i (Bi) = {ω : ξi(ω) ∈ Bi} =

= {ω : (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξi−1(ω), ξi(ω), ξi+1(ω), . . . , ξn(ω)) ∈ Ci} =

= ξ−1(Ci),

ãäå Ci = R1 ×R1 × · · · ×R1 ×Bi ×R1 × · · · ×R1. È òàê êàê Ci �
áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â Rn, à ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà-
÷åíèÿìè â Rn, òî ξ−1(Ci) ∈ F à, çíà÷èò, è ξ−1

i (Bi) ∈ F. Ïîýòîìó
ïî îïðåäåëåíèþ ξi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1,
i = 1, 2, . . . , n.

Äàëåå, ïóñòü ξi = ξi(ω), i = 1, 2, . . . , n, � ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû íà {Ω,F} cî çíà÷åíèÿìè â R1 è

ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))

ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M êëàññ áåñêî-
íå÷íûõ èíòåðâàëîâ

Ia1,a2,...,an = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 < a1, x2 < a2, . . . , xn < an} .

Êëàññ M, âî-ïåðâûõ, ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó Bn (Bn = σ(M)),
à âî-âòîðûõ

ξ−1(Ia1,a2,...,an) = {ω : (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ∈ Ia1,a2,...,an} =

= {ω : ξ1(ω) < a1, ξ2(ω) < a2, . . . , ξn(ω) < an} =

=

n∩
k=1

{ω : ξk(ω) < ak} ∈ F.

Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 8.1.1 ôóíêöèÿ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà÷åíèÿìè â Rn.
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Òåîðåìà 8.2.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � êîíå÷íûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â R1 íà {Ω,F} è φ = φ(t1, t2, . . . , tn) �
áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1, òîãäà

η = η(ω) = φ(ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ îò ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ôóíêöèè ξi = ξi(ω), i = 1, 2, . . .
. . . , n, ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñî çíà÷åíèÿìè â R1, òî
ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ñî çíà÷åíèÿìè â Rn).
Äëÿ êàæäîãî B ∈ B1 ìíîæåñòâî

η−1(B) = {ω : η(ω) ∈ B} = {ω : φ(ξ(ω)) ∈ B} =

=
{
ω : ξ(ω) ∈ φ−1(B)

}
ïðèíàäëåæèò F, ïîñêîëüêó φ−1(B) � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî,
à ξ = ξ(ω) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó, ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíê-
öèÿ η = η(ω) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ξ è η � êîíå÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî
çíà÷åíèÿìè â R1 íà {Ω,F}, òî

ξ ± η, ξη, ξ/η

òàêæå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèè φ1(x, y) =

= x ± y, φ2(x, y) = xy, φ3(x, y) = x/y ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè.
(ïðè ýòîì ôóíêöèþ 1/x íåîáõîäèìî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü â
òî÷êå x = 0).

Ðåçþìå. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-
íàìè íå âûâîäÿò èç êëàññà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïðèìåð. Ïóñòü ξ è η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òîãäà ìíî-
æåñòâà

{ω : ξ(ω) < η(ω)} , {ω : ξ(ω) = η(ω)} , {ω : ξ(ω) ≥ η(ω)}

ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿìè.
Ðåøåíè å. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ξ−η ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíîé.
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8.3 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Çäåñü áóäåò öåëåñîîáðàçíî ðàñøèðèòü êëàññ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, äîïóñòèâ, ÷òî îíè ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ±∞.

Íàïîìíèì èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ïðå-
äåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {an} � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
×èñëî a íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}
è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì liman, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ank

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, ñõîäÿùàÿñÿ ê a, è äëÿ
ëþáîé äðóãîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {anl

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an}, èìåþùåé ïðåäåë: lim anl

= a, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
a ≤ a.

×èñëî a íàçûâàåòñÿ íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an} è îáîçíà÷àåòñÿ liman, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ank

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, ñõîäÿùàÿñÿ ê a, è äëÿ
ëþáîé äðóãîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {anl

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an}, èìåþùåé ïðåäåë: lim anl

= a, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
a ≤ a.

Ïóñòü ξn = ξn(ω), n = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ∈ Ω çíà÷åíèÿ
{ξn(ω)} îáðàçóþò ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ôóíêöèè sup ξn(ω), inf ξn(ω), limξn(ω), limξn(ω), ω ∈ Ω, íà
{Ω,F,P} ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Òåîðåìà 8.3.1. Ïóñòü {ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííûõ íà èçìåðèìîì ïðî-
ñòðàíñòâå {Ω,F}, òîãäà

sup
n
ξn, inf

n
ξn, limξn = inf

n
sup
m≥n

ξm, limξn = sup
n

inf
m≥n

ξm

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

(â èõ ñïðàâåäëèâîñòè óáåæäàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé):{
ω : sup

n
ξn(ω) > x

}
=

∞∪
n=1

{ω : ξn(ω) > x} , (8.3.1)

{
ω : inf

n
ξn(ω) < x

}
=

∞∪
n=1

{ω : ξn(ω) < x} , (8.3.2)
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{
ω : limξn(ω) < x

}
=

∞∪
k=1

∞∪
n=1

∞∩
j=n

{
ω : ξj(ω) < x− 1

k

}
, (8.3.3)

{ω : limξn(ω) > x} =

∞∪
k=1

∞∪
n=1

∞∩
j=n

{
ω : ξj(ω) > x+

1

k

}
. (8.3.4)

Äàëåå, òàê êàê ξ1, ξ2, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî êàæäîå èç
ìíîæåñòâ

{ω : ξn(ω) > x} , {ω : ξn(ω) < x} ,{
ω : ξj(ω) > x+

1

k

}
,

{
ω : ξj(ω) < x− 1

k

}
ïðèíàäëåæèò σ-àëãåáðå F, ïîýòîìó F ïðèíàäëåæàò è ìíîæåñòâà,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (8.3.1) � (8.3.4),
à âìåñòå ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè ýòèõ ðàâåíñòâ σ-àëãåáðå F ïðèíàä-
ëåæàò è ëåâûå ÷àñòè.

Îñòàëîñü ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 8.1.1, çàìåòèâ, ÷òî êëàññû{
(−∞, t), t ∈ R1

}
è
{
(t,+∞), t ∈ R1

}
ïîðîæäàþò σ-àëãåáðó áî-

ðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.
Â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ (8.3.1) � (8.3.4) óáåæäàåìñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí èìååò ïðåäåë
lim
n
ξn = ξ,

òî îí ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè lim

n
ξn

ñóùåñòâóåò, òî
lim ξn = limξn,

à limξn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

8.4 Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω)
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, çàäàííîé íà {Ω,F,P}, áóäåì íàçûâàòü âå-
ðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pξ, îïðåäåëåííîå íà σ-àëãåáðå Bn

ïðîñòðàíñòâà Rn çíà÷åíèé ξ ðàâåíñòâîì

Pξ(B) = P {ω : ξ(ω) ∈ B} = P(ξ−1(B)), B ∈ Bn.
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Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî:
1◦ Pξ(B) ≥ 0 äëÿ êàæäîãî B ∈ Bn;
2◦ åñëè Bi èç Bn, i = 1, 2, . . . , ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ:

Bi
∩
Bj = ∅, i ̸= j, òî

Pξ

( ∞∪
i=1

Bi

)
= P

(
ξ−1

( ∞∪
i=1

Bi

))
= P

( ∞∪
i=1

ξ−1(Bi)

)
=

=

∞∑
i=1

P
(
ξ−1 (Bi)

)
=

∞∑
i=1

Pξ (Bi) ;

3◦ Pξ (Rn) = P {ξ ∈ Rn} = 1.
Ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

ñî çíà÷åíèÿìè â Rn åùå íàçûâàþò ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

ξ  (B)    F
−1

{Ω,F,P}

B   B
1

{R,B}
1    1    

P : B g P (B) = P   (ξ  (B))
ξ ξ

−1

Ðèñ. 8.4.1: Ê îïðåäåëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Äëÿ ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Q ìîæíî óêàçàòü
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ = ξ(ω) íà
íåì, êîòîðàÿ èìååò Q ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Òåîðåìà 8.4.1 . Ïóñòü Q � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà

{
R1,B1

}
. Ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

{Ω,F,P} è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â R1

íà {Ω,F,P} òàêàÿ, ÷òî åå ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñîâïàäàåò ñ Q.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñ-

òâà {Ω,F,P} ðàññìîòðèì
{
R1,B1,Q

}
, ò. å. Ω = R1, F = B1,
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P = Q. À ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ = ξ(ω) íà
{
R1,B1,Q

}
îïðåäå-

ëèì êàê òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå R1 íà R1, ò. å.

ξ : ω → ξ(ω) = ω.

Ïî îïðåäåëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ñ ó÷å-
òîì òîãî, ÷òî ξ � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, èìååì:

Pξ(B) = P(ξ−1(B)) = Q(ξ−1(B)) = Q(B)

äëÿ êàæäîãî B ∈ B1. Òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì Q.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å 1. Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó

äâóìÿ ìîäåëÿìè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ èñõîäàìè â R1:
1◦ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà R1 è 2◦ ôóíêöèåé ñî çíà-
÷åíèÿìè â R1, çàäàííîé íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn,X={x1, x2, . . . , xn, . . . } � ìíîæåñòâî
åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé:

Pξ(xi) = P {ξ = xi} > 0,
∑
xi∈X

Pξ(xi) = 1.

Äëÿ êàæäîãî B ∈ Bn â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè

Pξ(B) = P {ω : ξ(ω) ∈ B} =

= {ω : ξ(ω) ∈ B ∩X} = P
( ∪
xi∈B

{ω : ξ(ω) = xi}
)
=

∑
xi:xi∈B

Pξ(xi),

ò. å. ïî çíà÷åíèÿì Pξ(xi) ìîæíî âû÷èñëèòü Pξ(B) äëÿ ëþáîãî
B ∈ Bn (âåðíî è îáðàòíîå). Ïîýòîìó äàííîå ðàíåå îïðåäåëåíèå
ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êàê ôóíêöèè

Pξ : xi → Pξ(xi) = P {ξ = xi}

íà ìíîæåñòâå X ⊂ Rn åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýêâèâàëåíòíî
ïðèâåäåííîìó îáùåìó îïðåäåëåíèþ.

Ç àì å ÷ à í è å 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâîðèòü î ðàñ-
ïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω), îíà äîëæíà áûòü çà-
äàíà íå íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F}, à íà âåðîÿòíîñòíîì
{Ω,F,P}.
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ðàñïðå-
äåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñî çíà÷åíèÿìè â R1, êàê è
ëþáîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, êîòîðóþ íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ ñî çíà÷åíèÿìè â R1 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Fξ(x) = P {ω : ξ(ω) < x} = Pξ((−∞, x)), x ∈ R1.

Çàìåòèì, ÷òî Pξ((−∞, x)) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êàê è
êàæäàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè (ñì. òåîðåìó 7.2.3):

1◦ 0 ≤ Fξ(x) ≤ 1;
2◦ Fξ(x) íå óáûâàåò: åñëè x1 ≤ x2, òî Fξ(x1) ≤ Fξ(x2);
3◦ Fξ(x) íåïðåðûâíà ñëåâà: Fξ(x) = Fξ(x− 0);
4◦ Fξ(−∞) = 0, Fξ(+∞) = 1.

Êðîìå òîãî,
5◦ P {ξ ∈ [a, b)} = Fξ(b)− Fξ(a);
6◦ P {ξ = x} = Fξ(x+ 0)− Fξ(x− 0).
Ñâîéñòâà 5◦ è 6◦ ïîëó÷àþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Q íà R1 è åãî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Q(x)
âñåãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (ñì. òåîðåìó 7.2.3)

Q([a; b)) = Q(b)−Q(a), Q({x}) = Q(x+ 0)−Q(x− 0).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è åå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x)

Pξ([a, b)) = Fξ(b)− Fξ(a), Pξ({x}) = Fξ(x+ 0)− Fξ(x− 0).

À ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Pξ([a, b)) = P {ξ ∈ [a, b)} ,Pξ({x}) = P {ξ = x} ,

ïîëó÷àåì ñâîéñòâà 5◦ è 6◦.
Èç ñâîéñòâà 6◦ ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìà-

åò äàííîå çíà÷åíèå x ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
â òî÷êå x èìååò ñêà÷îê.
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Ñâîéñòâà 1◦ � 6◦ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç åå îïðåäåëåíèÿ:

Fξ(x) = P {ω : ξ(ω) < x} = P {ξ < x} .

1◦ Ïîñêîëüêó Fξ(x) = P{ξ < x}, òî 0 ≤ Fξ(x) ≤ 1.
2◦ Ïðè x1 ≤ x2 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

{ω : ξ(ω) < x1} ⊂ {ω : ξ(ω) < x2}.

Îòñþäà

Fξ(x1) = P{ω : ξ(ω) < x1} ≤ P{ω : ξ(ω) < x2} = Fξ(x2).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâ 3◦, 4◦, 5◦ èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî
íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè.

3◦ Ïóñòü xn ↑ x, òîãäà

{ω : ξ(ω) < x} =
∞∪
n=1

{ω : ξ(ω) < xn}.

Îòñþäà

Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} = P

( ∞∪
n=1

{ω : ξ(ω) < xn}

)
=

= lim
xn↑x

P{ω : ξ(ω) < xn} = lim
xn↑x

Fξ(xn) = Fξ(x− 0).

4◦ Ïóñòü xn ↑ +∞, òîãäà

∞∪
n=1

{ω : ξ(ω) < xn} = Ω.

Îòñþäà

1 = P

( ∞∪
n=1

{ω : ξ(ω) < xn}

)
=

= lim
xn↑+∞

P{ω : ξ(ω) < xn} = lim
xn↑+∞

Fξ(xn) = Fξ(+∞).

5◦ Ïðè a < b èç ðàâåíñòâà

{ω : ξ(ω) < b} = {ω : ξ(ω) ∈ [a, b)} ∪ {ω : ξ(ω) < a}
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ïîëó÷àåì:

Fξ(b) = P{ω : ξ(ω) < b} = P{ω : ξ(ω) ∈ [a, b)}+P{ω : ξ(ω) < a} =

= P{ω : ξ(ω) ∈ [a, b)}+ Fξ(a).

6◦ Èç ðàâåíñòâà

{ω : ξ(ω) = x} =

∞∩
n=1

{
ω : ξ(ω) ∈

[
x− 1

n
, x+

1

n

)}
,

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà 3◦, èìååì:

P {ξ = x} = Fξ(x+ 0)− Fξ(x− 0).

Îïð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèþ

F (x1, x2, . . . , xn) = P{ω : ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn(ω) < xn},

îïðåäåëåííóþ íà Rn, áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Åñëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (x1, x2, . . . , xn) =

x1∫
−∞

x2∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

p(t1, t2, . . . , tn)dtndtn−1 . . . dt1,

(8.4.1)
òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èìååò àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå (âåêòîð àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé),
à ôóíêöèþ p(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàþò åãî ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, èëè ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x1, x2, . . . , xn) ñëó÷àéíîãî âåêòî-
ðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) íåîòðèöàòåëüíà è

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

. . .

+∞∫
−∞

p(t1, t2, . . . , tn)dtndtn−1 . . . dt1 = 1.
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Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî
çíà÷åíèÿìè â R1. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ ïðåäñòàâèìà â âèäå

F (x) =

x∫
−∞

p(t)dt,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íîå ðàñïðåäåëåíèå, ôóíêöèþ p(t) íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à ñàìó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
åùå íàçûâàþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé. Ïîêà èíòåãðàë ïîíèìà-
åì êàê èíòåãðàë Ðèìàíà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ñëåäóåò, ÷òî

1◦ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x):

d

dx
F (x) = p(x);

2◦ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) íåîòðèöàòåëüíà;

3◦
∞∫

−∞
p(t)dt = 1;

4◦ P{ξ ∈ [a, b)} =
b∫
a
p(t)dt.

Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû íàçûâàþò ïî èõ ðàñïðåäåëåíèÿì. Ñëó÷àéíóþ âå-
ëè÷èíó ξ ñî çíà÷åíèÿìè â R1 áóäåì íàçûâàòü íîðìàëüíî ðàñïðå-
äåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) (ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé), åñëè åå ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2); ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà ïðî-
ìåæóòêå [a, b], åñëè åå ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå íà
[a, b] ðàñïðåäåëåíèå; ãàììà-ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (ν; θ),
åñëè åå ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè (ν; θ); ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðîì θ,
åñëè åå ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðîì θ, è ò. ä.

Ïðèâîäèìàÿ äàëåå òåîðåìà äàåò âîçìîæíîñòü ïî ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé íà [0, 1] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ñòðîèòü ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñ çàäàííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.
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Òåîðåìà 8.4.2 . Ïóñòü ξ � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà
[0, 1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, F (x) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íå-
ïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1, òîãäà
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

η = F−1(ξ)

èìååò ñâîåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è åå ìîíîòîííîñòè èìååì

Fη(x) = P{η < x} = P{F−1(ξ) < x} = P{F (F−1(ξ)) < F (x)} =

= P{ξ < F (x)} = Fξ(F (x)) = F (x).

Ðàâåíñòâî Fξ(F (x)) = F (x) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ξ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1] � ïðè t ∈ [0, 1] åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Fξ(t) = t.

Ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ ïîêàçàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñò-
âèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ s > 0, t > 0,

P {ξ < s+ t / ξ ≥ s} = P {ξ < t} . (8.4.1)

Òåîðåìà 8.4.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ ñ äèôôåðåíöèðóåìîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü â òî÷êå x = 0,
îáëàäàëà ñâîéñòâîì îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ξ � ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåí-
íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =

{
1− e−λx ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0

(λ > 0). Äëÿ ëþáûõ s > 0, t > 0

P {ξ < s+ t / ξ ≥ s} =
P {s ≤ ξ < s+ t}

P {ξ ≥ s}
=
F (s+ t)− F (s)

1− F (s)
=

=
e−λs − e−λ(s+t)

e−λs
= 1− e−λt = P {ξ < t} ,

ò. å.
P {ξ < s+ t / ξ ≥ s} = P {ξ < t} .
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àò, ÷òî ξ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòñóò-
ñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ.

Äàëåå. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îò-
ñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ:

P {ξ < s+ t / ξ ≥ s} = P {ξ < t} , s > 0, t > 0,

èëè

P {ξ < t} =
P {s ≤ ξ < s+ t}

P {ξ ≥ s}
,

â òåðìèíàõ ôóíêöèè F (t) :

F (s+ t)− F (s)

1− F (s)
= F (t). (8.4.2)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â òåðìèíàõ ôóíêöèè Q(t) = 1− F (t) ïåðå-
ïèøåòñÿ òàê:

Q(s+ t)−Q(s)

Q(s)
= Q(t)−Q(0) (8.4.3)

(ïîñêîëüêó F (0) = 0, òî Q(0) = 1.) Ôóíêöèÿ Q(t) = 1 − F (t)
äèôôåðåíöèðóåìà, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ F (t) äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.

Ïóñòü s ∈ (0,+∞). Ðàçäåëèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (8.4.3) íà t, ïîëó÷èì:

(Q(s+ t)−Q(s))/t

Q(s)
=
Q(t)−Q(0)

t
. (8.4.4)

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ 0+0, ïîëó÷àåì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Q(s):

Q′(s)

Q(s)
= Q′(0).

èëè
d

ds
lnQ(s) = Q′(0)

(ôóíêöèÿ Q(s) äèôôåðåíöèðóåìà ñïðàâà â òî÷êå 0, ÷òî ñëåäó-
åò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïðè t → 0 ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
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(8.4.4)). Ðåøàÿ ïîñëåäíåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðè íà-
÷àëüíîì óñëîâèè Q(0) = 1, ïîëó÷àåì:

Q(s) = eQ
′(0)s

(çàìåòèì åùå, ÷òî Q′(0) < 0, ïîñêîëüêó Q(t) � ìîíîòîííî óáû-
âàþùàÿ ïðè t > 0 ôóíêöèÿ). Òàê ÷òî

F (s) = 1−Q(s) = 1− eQ
′(0)s.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

8.5 Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 ñî çíà÷åíèÿìè
â R1 íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ B1, B2 ∈ B1

P {ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2} = P {ξ1 ∈ B1}P {ξ2 ∈ B2} .

Î íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ ñìîòðè òàêæå â ïàðà-
ãðàôå 5.3 ãëàâû 5.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn ñî çíà÷å-
íèÿìè â R1 íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè (íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóï-
íîñòè), åñëè äëÿ ëþáûõ B1, B2, . . . Bn ∈ B1

P {ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2, . . . , ξn ∈ Bn} =

= P {ξ1 ∈ B1}P {ξ2 ∈ B2} . . .P {ξn ∈ Bn} . (8.5.1)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ξ1, ξ2, . . . , ξn ïîïàðíî íåçàâèñèìû, åñëè
äëÿ êàæäîé ïàðû ñëó÷àéíûx âåëè÷èí ξi, ξj (i ̸= j) è äëÿ ëþáûõ
ìíîæåñòâ Bi, Bj ∈ B1, i, j = 1, 2, . . . , n,

P {ξi ∈ Bi, ξj ∈ Bj} = P {ξi ∈ Bi}P {ξj ∈ Bj} .

Èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ñëåäóåò
èõ ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå èìååò
ìåñòà.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðåäåëå-
íèé.
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Ïóñòü {R1,B1,Fi} � âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà, i =
= 1, 2, . . . , n. Ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðàñïðåäå-
ëåíèå F, çàäàííîå íà σ-àëãåáðå Bn áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà Rn òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
B1, B2, . . . , Bn èç R1

F(B1 ×B2 × . . .×Bn) = F1(B1)F2(B2) . . .Fn(Bn). (8.5.2)

Ðàñïðåäåëåíèå F, çíà÷åíèå êîòîðîãî íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ
B1 × B2 × . . . × Bn îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (8.5.2), íàçûâàþò
ïðîèçâåäåíèåì ðàñïðåäåëåíèé F1,F2, . . . ,Fn è îáîçíà÷àþò ÷åðåç
F1 × F2 × . . .× Fn, ò. å.

F = F1 × F2 × . . .× Fn.

Ðàâåíñòâî (8.5.1), îïðåäåëÿþùåå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

P {ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2, . . . , ξn ∈ Bn} = Pξ1(B1)Pξ2(B2) . . .Pξn(Bn),

÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íàçûâàþò
íåçàâèñèìûìè, åñëè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñïðåäåëåíèé:

Pξ = Pξ1 × Pξ2 × . . .× Pξn ,

ò. å. äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1, B2, . . . , Bn

Pξ(B1 ×B2 × . . .×Bn) = Pξ1(B1)Pξ2(B2) . . .Pξn(Bn).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íàçûâàþò ïîïàðíî íåçà-
âèñèìûìè, åñëè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξi, ξj ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ âñåõ i ̸= j,
i, j = 1, 2, . . . , n :

Pξi,ξj = Pξi × Pξj .

Òåîðåìà 8.5.1. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â R1, f è g � áîðåëåâñêèå ôóíêöèè íà R1 ñî
çíà÷åíèÿìè â R1, òîãäà f(ξ) è g(η) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A è B � áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà
èç B1, òîãäà

P {f(ξ) ∈ A, g(η) ∈ B} = P
{
ξ ∈ f−1(A), η ∈ g−1(B)

}
=

= P
{
ξ ∈ f−1(A)

}
P
{
η ∈ g−1(B)

}
= P {f(ξ) ∈ A}P {g(η) ∈ B} .

Èìååò ìåñòî è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 8.5.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn, η1, η2, . . . , ηm � íåçàâè-

ñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, f � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn ñî
çíà÷åíèÿìè â R1, g � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rm ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â R1, òîãäà f(ξ1, ξ2, . . . , ξn) è g(η1, η2, . . . , ηm) � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

8.6 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 8.6.1 . Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.

Ðåøåíè å. Ïî îïðåäåëåíèþ Fη(x) = P{η < x}. Îòñþäà

1− Fη(x) = 1− P{η < x} = P{η ≥ x} =

= P{min{ξ1, ξ2, . . . , ξn} ≥ x} =

= P{ξ1 ≥ x, ξ2 ≥ x, . . . , ξn ≥ x} =

n∏
i=1

P{ξi ≥ x} =

=

n∏
i=1

(1− Fξi(x)) =

n∏
i=1

(1− F (x)) = (1− F (x))n

(âîñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn). Òàê ÷òî

Fη(x) = 1− (1− F (x))n.
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Ïðèìåð 8.6.2. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó, äå-
ëÿùóþ åãî íà äâå ÷àñòè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû
ìåíüøåé ÷àñòè îòðåçêà [0; 1].

Ðåøåíè å. Ïóñòü ξ � êîîðäèíàòà áðîøåííîé òî÷êè, òîãäà
äëèíà η ìåíüøåé ÷àñòè îòðåçêà ðàâíà min{ξ, 1 − ξ}. Çàìåòèì,
÷òî Fη(x) = 0 ïðè x ≤ 0 è Fη(x) = 1 ïðè x ≥ 1/2.

Ïðè 0 < x ≤ 1/2 èìååì:

Fη(x) = P{η < x} = P{min{ξ, 1− ξ} < x} =

= 1− P{min{ξ, 1− ξ} ≥ x} = 1− P{ξ ≥ x, 1− ξ ≥ x} =

= 1− P{x ≤ ξ ≤ 1− x}.

Âåðîÿòíîñòü P{x ≤ ξ ≤ 1 − x} âû÷èñëÿåì êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ
âåðîÿòíîñòü (òî÷êó íà îòðåçîê [0; 1] áðîñàþò íàóäà÷ó).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;
2x, åñëè 0 < x ≤ 1/2;
1, åñëè x > 1/2.

Ïðèìåð 8.6.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Na,σ2 . Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = (η − a)/σ èìååò
ðàñïðåäåëåíèå N0;1.

Ðåøåíè å.

Fξ(x) = P{ξ < x} = P

{
η − a

σ
< x

}
= P{η < a+ σx} =

=
1√
2πσ

a+σx∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2σ2

}
dt =

1√
2π

x∫
−∞

exp
{
−u2/2

}
du.

(âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé (t− a)/σ = u).
Çàäà÷è
8.1◦. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè x ̸∈ [−1; 1];

1− |x|, åñëè x ∈ [−1; 1].

Âû÷èñëèòü P{ξ2 > 1/4}.
Îòâåò: 1/4.
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8.2◦. Íà îòðåçîê [0, l] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó, ξ � åå êîîð-
äèíàòà. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Îòâåò:

Fξ(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;
x/l, åñëè 0 < x ≤ l;
1, åñëè x > l.

8.3. Cëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îò-
ðåçêå [−2; 2]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû η = |ξ|.

Îòâåò:

pη(x) =

{
0, åñëè x ̸∈ [0; 2];
1/2, åñëè x ∈ [0; 2].

8.4. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ η = ξ2.

Îòâåò:

Fη(x) =

{
F (

√
x)− F (−

√
x+ 0), åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

8.5. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = F (ξ).

Îòâåò: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = F (ξ) ðàñïðåäåëåíà ðàâíî-
ìåðíî íà îòðåçêå [0; 1].

8.6. Íà îòðåçîê [0; l] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó, äåëÿùóþ åãî
íà äâå ÷àñòè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû áîëüøåé
÷àñòè.

Óê à ç à í è å. Ñì. ïðèìåð 8.6.2.
Îòâåò:

Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ l/2;

(2x− l)/l, åñëè l/2 < x ≤ l;
1, åñëè x > l.

8.7. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
η = min{ξ, L} (L � êîíñòàíòà).

Ð åø å í è å.

Fη(x) = P{η < x} = P{min{ξ, L} < x} =

=

∫
t:min{t,L}<x

Pξ(dt) =

{
Pξ(−∞, x), åñëè x ≤ L;

1, åñëè x > L.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå

Ïðåæäå ÷åì äàâàòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ (èíòåãðàëà Ëåáåãà), ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðè-
ìåðîâ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿùèõ ê ýòîìó ïîíÿòèþ.

Ïðèìåð (äîõîä òåëåôîííîé ñòàíöèè). Íà òåëåôîííîé
ñòàíöèè â êàæäûé ìîìåíò t ïðîìåæóòêà âðåìåíè I ôèêñèðó-
åòñÿ ÷èñëî f(t) âåäóùèõñÿ òåëåôîííûõ ðàçãîâîðîâ. Èçâåñòíà
ñòîèìîñòü F(Is) îäíîãî ðàçãîâîðà çà âðåìÿ Is � ôóíêöèÿ, ñòà-
âÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ÷àñòè Is ïðîìåæóòêà I ñòî-
èìîñòü îäíîãî ðàçãîâîðà çà âðåìÿ Is (F : Is → F(Is)). Íàéòè
íàêîïëåííûé äîõîä òåëåôîííîé ñòàíöèè çà âðåìÿ I.

Ôóíêöèÿ f(t) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè ÷åðåç {t : f(t) = k} � îáîçíà-
÷èòü ÷àñòü ïðîìåæóòêà I, íà êîòîðîì âåëîñü k ðàçãîâîðîâ, òî
î÷åâèäíî, íàêîïëåííûé äîõîä áóäåò ðàâåí∑

k

kF{t : f(t) = k}.

Ïîñëåäíþþ ñóììó ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü
∫
I

f(t)F(dt) è íàçûâàòü

èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò f(t) ïî ìåðå F.
Ïðèìåð (óðîæàé ñ ïîëÿ). Ïóñòü f(x) � óðîæàéíîñòü

ïøåíèöû íà ïîëå Q (x ∈ Q), F � ïëîùàäü � ôóíêöèÿ ìíî-
æåñòâà, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ÷àñòè Qi ïîëÿ Q
÷èñëî, ðàâíîå åå ïëîùàäè F(Qi) (F : Qi → F(Qi)). Íàéòè âåëè-
÷èíó óðîæàÿ ñ ïîëÿ Q.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x)
�ñïëîøü çàïîëíÿþò� íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê.

233
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Èçìåðÿÿ óðîæàéíîñòü, ìû ïîëüçóåìñÿ òîé èëè èíîé åäèíè-
öåé óðîæàéíîñòè ε. Íàïðèìåð, ε = 1 ö, 0,5 ö, 0,1 ö è ò. ä. (åäè-
íèöà èçìåðåíèÿ ε, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü âûáðàíà ëþáîé).
Ïóñòü An,ε = {x : (n − 1)ε ≤ f(x) < nε} (An,ε � ÷àñòü Q, íà
êîòîðîé óðîæàéíîñòü f ëåæèò â ïðåäåëàõ îò (n − 1)ε äî nε).
Óðîæàéíîñòü íà An,ε áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé (n−1)ε. Ðàññìîòðèì
íà Q ôóíêöèþ fε(x), ïðèíèìàþùóþ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé,
à èìåííî fε(x) = (n − 1)ε ïðè x ∈ An,ε (fε(x) � óðîæàéíîñòü,
èçìåðåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ε). Â êà÷åñòâå âåëè÷èíû óðîæàÿ ñ Q
åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü∑

n

(n− 1)εF{x : (n− 1)ε ≤ f(x) < nε}.

×åì òî÷íåå ìû õîòèì ïîäñ÷èòàòü âåëè÷èíó óðîæàÿ, òåì ìåíüøå
íåîáõîäèìî âûáèðàòü åäèíèöó èçìåðåíèÿ óðîæàéíîñòè. Â êà÷åñò-
âå èñòèííîé âåëè÷èíû óðîæàÿ ñ ïîëÿ Q åñòåñòâåííî ðàññìàòðè-
âàòü

lim
ε→0

∑
n

(n− 1)εF{x : (n− 1)ε ≤ f(x) < nε}.

Ýòîò ïðåäåë ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò f(x) ïî
ìåðå F è îáîçíà÷àòü

∫
Q

f(x)F(dx).

Ïðèìåð (ñðåäíåå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû). Ïóñòü ξ =
= ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííàÿ
íà {Ω,F,P}. ×òî ïîíèìàòü ïîä ñðåäíèì çíà÷åíèåì ξ?

Áóäåì ïîñòóïàòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ïîñòóïàëè â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå. Ñíà÷àëà âûáåðåì íåêîòîðóþ åäèíèöó èçìåðå-
íèÿ ε, êîòîðîé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, èçìåðÿÿ çíà÷åíèÿ, ïðèíèìà-
åìûå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ. Ïóñòü

An,ε = {ω : (n− 1)ε ≤ ξ(ω) < nε}

(An,ε � ÷àñòü ìíîæåñòâà òî÷åê Ω, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ξ(ω) ëå-
æàò ìåæäó (n − 1)ε è nε, n ∈ Z). Îïðåäåëèì íà Ω ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ξε = ξε(ω), êîòîðàÿ íà ìíîæåñòâå An,ε ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå ξε(ω) = (n− 1)ε (ξε = ξε(ω) ïîñòðîåíà ïî ξ = ξ(ω) èçìåðå-
íèåì ïîñëåäíåé ñ òî÷íîñòüþ äî ε, ò. å. èçìåðåíèåì ξ �ëèíåéêîé�
ñ öåíîé äåëåíèÿ ε). Â êà÷åñòâå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïðåäåë

lim
ε→0

∑
n

(n− 1)εP{ω : (n− 1)ε ≤ ξ(ω) < nε},
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êîòîðûé ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò ξ ïî ìåðå P
èëè ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è îáî-
çíà÷àòü

∫
Ω

ξ(ω)P(dω).

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò òîò ôàêò, ÷òî êîí-
ñòðóêöèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà âîçíèêàåò â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëü-
íîñòè ÷åëîâåêà òàê æå åñòåñòâåííî êàê, íàïðèìåð, ïîíÿòèå ïëî-
ùàäè ó äðåâíèõ åãèïòÿí ïðè èçìåðåíèè ïëîùàäåé ïîëåé ðàçëè÷-
íîé ôîðìû ïîñëå ðàçëèâîâ Íèëà.

9.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîñòîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Íàïîìíèì, ÷òî èíäèêàòîðîì ìíîæåñòâà A ⊂ Ω íàçûâàþò
ôóíêöèþ

IA = IA(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ A;
0, åñëè ω /∈ A.

Äëÿ èíäèêàòîðîâ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñîîò-
íîøåíèÿ:

1◦ Åñëè A ∩B = ∅, òî IA∪B = IA + IB.
2◦ IA∩B = IAIB.
3◦ IA = 1− IA.
4◦ Åñëè A ⊂ B, òî IA ≤ IB.

5◦ Åñëè Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, B =
∞∪
i=1

Bi, òî

IB =

∞∑
i=1

IBi .

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (F-èçìåðèìóþ ôóíê-
öèþ) ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííóþ íà {Ω,F,P}, áóäåì
íàçûâàòü ïðîñòîé, åñëè ïðîñòðàíñòâî Ω ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
Ai ∈ F:

Ω =

n∪
i=1

Ai, Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j,

íà êàæäîì èç êîòîðûõ ξ = ξ(ω) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå:

ξ(ω) = ai, ω ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n.
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Êàæäóþ ïðîñòóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíäèêàòîðîâ:

ξ = ξ(ω) =
n∑

i=1

aiIAi(ω), ω ∈ Ω.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå åäèíñòâåí-
íî.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (èíòåãðàë Ëå-
áåãà) îò íåîòðèöàòåëüíîé ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (èíòåãðàëîì
Ëåáåãà ïî ìåðå P) îò íåîòðèöàòåëüíîé ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû

ξ = ξ(ω) =
n∑

i=1

aiIAi(ω)

áóäåì íàçûâàòü
n∑

i=1

aiP(Ai).

Îáîçíà÷àòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
áóäåì ÷åðåç Mξ, à èíòåãðàë Ëåáåãà îò ξ ïî ìåðå P � ÷åðåç∫
Ω

ξ(ω)P(dω). Òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ

Mξ =
n∑

i=1

aiP(Ai) =

∫
Ω

ξ(ω)P(dω).

Íà èíòåãðàë
∫
Ω

ξ(ω)P(dω) ìû áóäåì ñìîòðåòü êàê íà èíòåãðàëü-

íóþ ôîðìó çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Mξ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, à âìåñòå ñ íåé è Mξ,
ìîæåò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îò ïðîñòîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ êîððåêòíî, à èìåííî, íå çàâèñèò îò ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ξ â âèäå ξ =
n∑

i=1
aiIAi . Ýòî ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé

äàëåå ëåììû.
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Ëåììà 9.1.1 . Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðîñòàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà, äëÿ êîòîðîé èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ:

ξ =
n∑

i=1

aiIAi ,
n∪

i=1

Ai = Ω, Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j, Ai ∈ F,

ξ =
m∑
j=1

bjIBj ,
m∪
j=1

Bj = Ω, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, Bj ∈ F,

òîãäà
n∑

i=1

aiP(Ai) =

m∑
j=1

bjP(Bj).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì

Dij = Ai ∩Bj , i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.

Î÷åâèäíî

Ω =
∪
i,j

Dij , Ai =

m∪
j=1

Dij , Bj =

n∪
i=1

Dij

(íåêîòîðûå èçDij ìîãóò áûòü ïóñòûìè). Çíà÷åíèå ξ íà íåïóñòîì
Dij îáîçíà÷èì ÷åðåç dij , ÿñíî, ÷òî dij = ai = bj . Ïîýòîìó

∑
i,j

dijP(Dij) =
n∑

i=1

m∑
j=1

dijP(Dij) =
n∑

i=1

 m∑
j=1

dijP(Dij)

 =

=

n∑
i=1

 m∑
j=1

aiP(Dij)

 =

n∑
i=1

ai m∑
j=1

P(Dij)

 =

n∑
i=1

aiP(Ai).

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

∑
i,j

dijP(Dij) =

m∑
j=1

bjP(Bj).

Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.
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Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ îò íåîòðèöàòåëüíîé ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ëèíåéíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ýòè ñâîéñòâà
ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ñâîéñòâ êîíå÷íûõ ñóìì.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè k � ïîñòîÿííàÿ, òî

Mkξ = kMξ,

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
Ω

kξ(ω)P(dω) = k

∫
Ω

ξ(ω)P(dω)

(êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ).

Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü ξ1 è ξ2 � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, òîãäà

M(ξ1 + ξ2) = Mξ1 +Mξ2,

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
Ω

(ξ1(ω) + ξ2(ω))P(dω) =

∫
Ω

ξ1(ω)P(dω) +

∫
Ω

ξ2(ω)P(dω)

(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî
ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñëàãàåìûõ).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ξ1 è ξ2 � ïðîñòûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, òî äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

ξ1 =

n∑
i=1

aiIAi , ξ2 =

m∑
j=1

bjIBj .

Îáîçíà÷èì

Dij = Ai ∩Bj , i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.

Íà íåïóñòîì Dij ñóììà ξ1 + ξ2 ïîñòîÿííà è ðàâíà ai + bj . Ïî
îïðåäåëåíèþ M(ξ1 + ξ2) èìååì:

M(ξ1 + ξ2) =
∑
i,j

(ai + bj)P(Dij) =
∑
i,j

aiP(Dij) +
∑
i,j

bjP(Dij) =
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=

n∑
i=1

 m∑
j=1

aiP(Dij)

+

m∑
j=1

(
n∑

i=1

bjP(Dij)

)
=

=

n∑
i=1

aiP(Ai) +

m∑
j=1

bjP(Bj) = Mξ1 +Mξ2.

Àääèòèâíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êàê ôóíê-
öèè ìíîæåñòâà. Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðîñòàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà (ïðîèçâîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ) ñî çíà÷åíèÿìè
â R1 íà {Ω,F,P}. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(ξIB), B ∈ F,
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ìíîæåñòâà íà F. Ôóíêöèåé ìíîæåñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ è èíòåãðàë ∫

Ω

ξ(ω)IB(ω)P(dω),

êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
∫
B

ξ(ω)P(dω) è è íàçûâàòü èí-

òåãðàëîì Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó B. Çàìåòèì, ÷òî

M(ξIB) =

∫
B

ξ(ω)P(dω).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
îò ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååì:

M(cIB) =

∫
Ω

cIB(ω)P(dω) = cP(B).

Ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè. Åñëè B1 ∩ B2 = ∅ (B1, B2 ∈ F),
òî

M(ξIB1∪B2) = M(ξIB1) +M(ξIB2),

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
B1∪B2

ξ(ω)P(dω) =

∫
B1

ξ(ω)P(dω) +

∫
B2

ξ(ω)P(dω).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
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M(ξIB) =

∫
B

ξ(ω)P(dω), B ∈ F,

êàê ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà àääèòèâíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê B1 ∩B2 = ∅, òî

IB1∪B2 = IB1 + IB2 .

Ïîýòîìó

M(ξIB1∪B2) = M(ξ (IB1 + IB2)) = M(ξIB1) +M(ξIB2).

Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Åñëè 0 ≤ ξ ≤ η, òî

Mξ ≤ Mη,

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
Ω

ξ(ω)P(dω) ≤
∫
Ω

η(ω)P(dω).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η â
âèäå ñóììû íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

η = ξ + ζ,

ãäå

ζ(ω) =

{
η(ω)− ξ(ω), åñëè ξ(ω) < +∞;

0, åñëè ξ(ω) = +∞.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

Mη = M(ξ + ζ) = Mξ +Mζ.

Äàëåå, åñëè Mξ = +∞, òî è Mη = +∞, ïîýòîìó

Mξ ≤ Mη.

Åñëè Mξ <∞, òî Mη −Mξ = Mζ ≥ 0, ò. å.

Mξ ≤ Mη.

Òåì ñàìûì ñâîéñòâî óñòàíîâëåíî.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ áóäåì íàçûâàòü

ξ+ = max{ξ, 0},

îòðèöàòåëüíîé ÷àñòüþ �

ξ− = −min{ξ, 0}.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàç-
íîñòè äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

ξ = ξ+ − ξ−.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ó êîòîðîé õî-
òÿ áû îäíî èç ÷èñåë Mξ+ èëè Mξ− îòëè÷íî îò áåñêîíå÷íîñòè,
Mξ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Mξ = Mξ+ −Mξ−.

Åñëè Mξ+ = +∞ è Mξ− = +∞, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íå ñóùåñòâóåò (íå îïðåäåëåíî).

Ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìå-
þò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
îáîèõ çíàêîâ.

9.2 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
(îáùèé ñëó÷àé)

Äàëåå îïðåäåëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (èíòåãðàë Ëåáå-
ãà) îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿì â R1 â îáùåì ñëó÷àå.

Ïîñêîëüêó ëþáóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ âñåãäà ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ:

ξ = ξ+ − ξ−,

òî äîñòàòî÷íî èìåòü �õîðîøåå� îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îò íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå îò ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ = ξ+ − ξ−,
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îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

Mξ = Mξ+ −Mξ−,

ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë Mξ+ èëè Mξ− êîíå÷íî.
Ìàòåìàòè÷åñêîå æå îæèäàíèå (èíòåãðàë Ëåáåãà) îò íåîòðè-

öàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü òàê:
ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùóþñÿ ê ξ, è ïîëîæèòü

Mξ = lim
n

Mξn.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî,
à èìåííî:

1◦ äëÿ êàæäîé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæ-
íî óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùóþñÿ ê ξ;

2◦ limMξn ñóùåñòâóåò;
3◦ limMξn çàâèñèò òîëüêî îò ξ è íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {ξn}, àïïðîêñèìèðóþùåé ξ.
Ê òîìó æå òàê îïðåäåëåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû äîëæíî îáëàäàòü �õîðîøèìè� ñâîéñòâàìè: ëè-
íåéíîñòè, ìîíîòîííîñòè, àääèòèâíîñòè è ò. ä.

Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ íàìå÷åííàÿ ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñíà÷àëà óñ-
òàíîâèì, ÷òî ëþáóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîæíî ñêîëü óãîäíî
òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîñòûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ëåììà 9.2.1 (îá àïïðîêñèìàöèè). Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) ñóùåñòâóåò ìîíîòîííî íåóáû-
âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ(ω) â êàæäîé òî÷êå ω ∈ Ω.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ξ = ξ(ω) äëÿ êàæäîãî n (n = 1, 2, . . .)
îïðåäåëèì ξn = ξn(ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçîáüåì ïðîìå-
æóòîê [0, n) ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé [0,+∞] ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ òî÷êàìè j/2n, j = 1, 2, . . . , 2nn, íà íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ÷àñòè [(j − 1)/2n, j/2n) , j = 1, 2, . . . , 2nn. Îïðåäåëèì
ξn = ξn(ω) â òî÷êå ω ∈ Ω òàê: åñëè çíà÷åíèå ξ(ω) ≥ n, òî ξn(ω)
â ýòîé òî÷êå ïîëîæèì ðàâíûì n; åñëè ξ(ω) < n, à ñëåäîâà-
òåëüíî, ξ(ω) ïîïàäàåò â îäèí èç ïðîìåæóòêîâ [(j − 1)/2n, j/2n),
j = 1, 2, . . . , 2nn, òî çíà÷åíèå ξn(ω) ïîëàãàåì ðàâíûì (j − 1)/2n.
Òåì ñàìûì ξn = ξn(ω) îïðåäåëåíà (ñì. ðèñ. 9.2.1). (Ñëó÷àéíàÿ
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âåëè÷èíà ξn = ξn(ω) ïîëó÷àåòñÿ èç ξ = ξ(ω) èçìåðåíèåì çíà÷å-
íèé ξ �ëèíåéêîé� äëèíîé n ñ öåíîé äåëåíèÿ 1/2n.)

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ξn} îáëàäàåò ïåðå÷èñëåííûìè â ëåììå ñâîéñòâàìè.

Î÷åâèäíî, ξn(ω) ≥ 0 äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω, n = 1, 2, . . .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè â òî÷êå ω çíà÷åíèå ξ(ω) < n, òî ξ(ω) ïðèíàäëå-
æèò îäíîìó èç ïðîìåæóòêîâ [(j − 1)/2n, j/2n) (j = 1, 2, . . . , 2nn),
è ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèå ξn(ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn â òî÷-
êå ω ðàâíî (j−1)/2n. Ïðè ïîñòðîåíèè ξn+1 ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðîèçâîäèòñÿ ñ øàãîì 1/2n+1,
ïîýòîìó êàæäûé èç ïðîìåæóòêîâ [(j − 1)/2n, j/2n) ðàçáèâàåòñÿ
íà äâà:[

j − 1

2n
,
j

2n

)
=

[
j − 1

2n
,
j − 1

2n
+

1

2n+1

)∪[
j − 1

2n
+

1

2n+1
,
j

2n

)
.

È êîëü ñêîðî çíà÷åíèå ξ(ω) ïðèíàäëåæèò [(j − 1)/2n, j/2n), òî
îíî áóäåò ïðèíàäëåæàòü îäíîìó èç ïðîìåæóòêîâ:[

j − 1

2n
,
j − 1

2n
+

1

2n+1

)
èëè

[
j − 1

2n
+

1

2n+1
,
j

2n

)
.

ïîýòîìó çíà÷åíèå ξn+1(ω) ðàâíî (j−1)/2n èëè (j−1)/2n+1/2n+1,
à, ñëåäîâàòåëüíî,

ξn(ω) ≤ ξn+1(ω).

Åñëè â òî÷êå ω çíà÷åíèå ξ(ω) ≥ n, òî ξn(ω) = n, à çíà÷åíèå
ξn+1(ω) â ýòîé òî÷êå, î÷åâèäíî, íå ìåíüøå n.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ξn(ω) ñõîäèòñÿ ê ξ(ω) ïðè n → ∞ â êàæäîé
òî÷êå ω ∈ Ω.

Åñëè â òî÷êå ω çíà÷åíèå ξ(ω) êîíå÷íî, òî íàéäåòñÿ òàêîå
íàòóðàëüíîå n, ÷òî ξ(ω) < n. Ïðè ýòîì ξ(ω) ïðèíàäëåæèò íåêî-
òîðîìó ïðîìåæóòêó [(j − 1)/2n, j/2n), ïîýòîìó, ïî ïîñòðîåíèþ,
ξn(ω) â òî÷êå ω ðàâíà (j − 1)/2n, è, ñëåäîâàòåëüíî,

|ξ(ω)− ξn(ω)| ≤
1

2n
.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ξn(ω) ñõîäèòñÿ ê ξ(ω) ïðè n→ ∞.
Åñëè â òî÷êå ω çíà÷åíèå ξ(ω) = +∞, òî äëÿ êàæäîãî n èìå-

åì ξ(ω) ≥ n, ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ ξn(ω) = n. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ξn(ω) = n ïðè n → +∞ ñõîäèòñÿ ê +∞, à çíà÷èò, è
ê ξ(ω).
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n

ω

                              / 

ξ(ω)

(j    1)/2  + 1/2  

(j   1)/2 

ξ     (ω)

ξ  (ω) A

B

n n+1

n

n

n+1

n n,j

n

2j

Ðèñ. 9.2.1: Èëëþñòðàöèÿ ê ïîñòðîåíèþ ξn ïî ξ

Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å 1 ê ë åìì å. Åñëè îáîçíà÷èòü

Bn = {ω : ξ(ω) ≥ n},

An,j =

{
ω :

j − 1

2n
≤ ξ(ω) <

j

2n

}
, j = 1, 2, . . . , 2nn,

òî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξn = ξn(ω), àïïðîêñèìèðóþùóþ ξ, ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ξn(ω) =

2nn∑
j=1

j − 1

2n
IAn,j (ω) + nIBn(ω), ω ∈ Ω,

èëè êîðî÷å

ξn =

2nn∑
j=0

an,jIAn,j , (9.2.1)

An,0 = {ω : ξ(ω) ≥ n}, an,0 = n, an,j =
j − 1

2n
, j = 1, 2, . . . , 2nn.

Çàì å ÷ à í è å 2 ê ë åìì å. Ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî çíà÷å-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) ìîæíî èçìåðèòü ñêîëü óãîäíî
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òî÷íî, âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé öåíó äåëåíèÿ �ëèíåéêè�, êî-
òîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ â êàæäîé òî÷êå ω ∈ Ω.

Â ñàìîì äåëå, ξ = ξ+ − ξ−. Äëÿ ξ+ ñóùåñòâóåò ìîíîòîí-
íî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn = ηn(ω), ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ+, ïðè÷åì
ηn(ω) = 0 íà ìíîæåñòâå {ω : ξ(ω) < 0}. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò
ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ
ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζn = ζn(ω), ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ

−, ïðè-
÷åì ζn(ω) = 0 íà ìíîæåñòâå {ω : ξ(ω) > 0}. Òîãäà, î÷åâèäíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ξn = ηn − ζn

ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ = ξ+ − ξ− â êàæäîé òî÷êå.
Ñóùåñòâîâàíèå lim

n
Mξn. Åñëè {ξn} � ìîíîòîííî íåóáû-

âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mξn} òàêæå ìîíîòîííî íåóáûâà-
þùàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n
Mξn (âîçìîæíî

ðàâíûé +∞).
Íåçàâèñèìîñòü lim

n
Mξn îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn}.

Ïóñòü {ξn} � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå-
îòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ. Îïðåäåëå-
íèå Mξ êàê lim

n
Mξn áóäåò êîððåêòíûì, åñëè äëÿ ëþáîé äðó-

ãîé ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ηn} íåîòðè-
öàòåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùåéñÿ ê ξ, èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n

Mξn = lim
n

Mηn.

Ýòî ðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå ïðèâîäèìûõ äàëåå ëåìì 9.2.2 è
9.2.3.

Ëåììà 9.2.2 . Ïóñòü η � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðîñòàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà, {ξn} � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è

B = {ω : lim
n
ξn(ω) ≥ η(ω)},

òîãäà
lim
n

M(ξnIB) ≥ M(ηIB),
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èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,

lim
n

∫
B

ξn(ω)P(dω) ≥
∫
B

η(ω)P(dω).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü 0 ≤ h1 < h2 < · · · < hs � çíà-
÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé η (íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h1 > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåðà-
âåíñòâî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ìíîæåñòâà B \ {ω : η(ω) = 0}).
Äàëåå, ïóñòü 0 < ε < h1/2. Äëÿ êàæäîãî m ≥ 1 îïðåäåëèì ìíî-
æåñòâî

Qm = {ω : ω ∈ B, ξm(ω) ≥ η(ω)− ε}.
Ïîñêîëüêó {ξn}� ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
òî: 1) íàQm âñå ξn, íà÷èíàÿ ñ íîìåðàm, áóäóò áîëüøå èëè ðàâíû
η − ε; 2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Qm} ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è

B =

∞∪
m=1

Qm.

Ïðè n ≥ m, íà ìíîæåñòâå Qm

M(ξnIB) ≥ M(ξnIQm) ≥ M((η − ε)IQm) = M(ηIQm)−M(εIQm) =

= M(ηIQm)− εP(Qm) ≥ M(ηIQm)− εP(B).

Òàê ÷òî
M(ξnIB) ≥ M(ηIQm)− εP(B).

Îòñþäà, çàìåíèâ M(ηIQm) åãî âûðàæåíèåì èç ðàâåíñòâà

M(ηIB) = M(ηIQm) +M(ηIB\Qm
),

ïîëó÷èì:

M(ξnIB) ≥ M(ηIB)−M(ηIB\Qm
)− εP(B) ≥

≥ M(ηIB)− hsP(B \Qm)− εP(B).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè m → ∞ (òàê êàê n ≥ m, òî è n → ∞).
Ïðè ýòîì â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè lim

m
P(B \Qm) = 0.

Ïîýòîìó
lim
n

M(ξnB) ≥ M(ηIB)− εP(B),
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è, òàê êàê ε ïðîèçâîëüíî, òî

lim
n

M(ξnIB) ≥ M(ηIB).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 9.2.3. Åñëè {ξn} è {ηn} � ìîíîòîííî íåóáûâàþùèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí è

B =
{
ω : lim

n
ξn(ω) = lim

n
ηn(ω)

}
,

òî
lim
n

M(ξnIB) = lim
n

M(ηnIB),

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,

lim
n

∫
B

ξn(ω)P(dω) = lim
n

∫
B

ηn(ω)P(dω).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî íà ìíî-
æåñòâå B äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m

lim
n
ξn(ω) ≥ ηm(ω).

Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 9.2.2

lim
n

M(ξnIB) ≥ M(ηmIB),

è òàê êàê m ïðîèçâîëüíî, òî

lim
n

M(ξnIB) ≥ lim
m

M(ηmIB).

Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn} íè÷åì íå õóæå è íå ëó÷øå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {ξn}, ïîýòîìó

lim
m

M(ηmIB) ≥ lim
n

M(ξnIB).

Òàê ÷òî
lim
n

M(ξnIB) = lim
m

M(ηmIB).

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ïðî-
èçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.



248 Ãëàâà 9. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Mξ îò íåîòðè-
öàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â R1,
çàäàííîé íà {Ω,F,P}, áóäåì íàçûâàòü ïðåäåë

lim
n

Mξn = Mξ,

ãäå {ξn} � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíà-
êîâ, è õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë Mξ+ èëè Mξ− êîíå÷íî, òî Mξ îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Mξ = Mξ+ −Mξ−.

Åñëè Mξ+ è Mξ− ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè, òî Mξ íå îïðåäåëåíî
(íå ñóùåñòâóåò).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæåò ïðè-
íèìàòü áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Èíòåãðàë Ëåáåãà
∫
Ω

ξ(ω)P(dω) ïî ìåðå P îò íåîòðèöàòåëüíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííîé íà
{Ω,F,P}, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫

Ω

ξ(ω)P(dω) = lim
n

∫
Ω

ξn(ω)P(dω),

ãäå {ξn} � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ.

Åñëè ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ è õîòÿ áû îäíî èç
÷èñåë

∫
Ω

ξ+(ω)P(dω) èëè
∫
Ω

ξ−(ω)P(dω) êîíå÷íî, òî
∫
Ω

ξ(ω)P(dω)

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:∫
Ω

ξ(ω)P(dω) =

∫
Ω

ξ+(ω)P(dω)−
∫
Ω

ξ−(ω)P(dω).

Åñëè
∫
Ω

ξ+(ω)P(dω) è
∫
Ω

ξ−(ω)P(dω) ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè, òî

èíòåãðàë Ëåáåãà íå îïðåäåëåí (íå ñóùåñòâóåò).
Èíòåãðàë Ëåáåãà

∫
B

ξ(ω)P(dω) ïî ìíîæåñòâó B ∈ F îïðåäåëÿ-

åì ðàâåíñòâîì ∫
B

ξ(ω)P(dω) =

∫
Ω

ξ(ω)IB(ω)P(dω).
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Ç àì å ÷ à í è ÿ ê îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà.
1◦. Ðàññìîòðåííîå âûøå ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî ìå-

ðå P îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω), çàäàííîé íà âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F,P}, áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà
F-èçìåðèìûå ôóíêöèè f = f(ω), çàäàííûå íà ïðîñòðàíñòâå ñ
ìåðîé {Ω,F, µ}. Ïðè÷åì ìåðà µ ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîé, òàê è
áåñêîíå÷íîé (µ(Ω) = +∞), à ôóíêöèÿ f ìîæåò ïðèíèìàòü áåñ-
êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷àòü èíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìåðå µ îò
ôóíêöèè f = f(ω) áóäåì òàê:

∫
Ω

f(ω)µ(dω).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Ω = Rn,F = Bn, µ � ìåðà Ëåáåãà íà Bn,
òî èíòåãðàë Ëåáåãà îò f(x) îáîçíà÷àþò ÷åðåç

∫
Rn

f(x)L(dx) èëè∫
Rn

f(x)dx, ïîäðîáíåå òàê:
∫
Rn

f(x1, x2, . . . , xn)d(x1, x2, . . . , xn), ïðè

n = 1 òàê
∫
R1

f(x)d(x).

2◦. Ïóñòü {Ω,F, µ} � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, B ∈ F, µ(B) > 0.
Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâîì {Ω,F, µ} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ìåðîé {B,FB, µ}, FB îáðàçîâàíî ìíîæåñòâàìè âèäà
B ∩A, ãäå A ∈ F. Ïðè÷åì èíòåãðàë

∫
B

f(ω)µ(dω) îò f(ω), çàäàí-

íîé íà {B,FB, µ}, ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì
∫
Ω

f(ω)IB(ω)µ(dω) îò

ôóíêöèè f(ω)IB(ω), çàäàííîé íà {Ω,F, µ}.
Äåéñòâèòåëüíî, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f ≥ 0. Ïóñòü {fn} � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ F-èçìåðèìûõ ôóíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ê f
íà Ω. Ïî îïðåäåëåíèþ∫

Ω

f(ω)IB(ω)µ(dω) = lim
n

∫
Ω

fn(ω)IB(ω)µ(dω) =

= lim
n

2nn∑
j=1

j − 1

2n
µ(Aj ∩B) + nµ(Bn ∩B)

 .

Äàëåå fIB � ýòî FB-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà {B,FB, µ}; {fnIB}
� ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ íà B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöà-
òåëüíûõ ïðîñòûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ê fIB, ïî-
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ýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà îò fIB íà {B,FB, µ}∫
B

f(ω)µ(dω) = lim
n

∫
B

fn(ω)µ(dω) =

= lim
n

2nn∑
j=1

j − 1

2n
µ(Aj ∩B) + nµ(Bn ∩B)

 .

È, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
∫
B

f(ω)µ(dω) îò ôóíêöèè f(ω), çà-

äàííîé íà {B,FB, µ}, ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì
∫
Ω

f(ω)IB(ω)µ(dω)

îò ôóíêöèè f(ω)IB(ω), çàäàííîé íà {Ω,F, µ}.
Ïðèâîäèìûå äàëåå ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè è ëèíåéíîñòè ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ïðîñ-
òûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 9.2.1 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè). Åñëè B1∩B2 =
= ∅, B1, B2 ∈ F, òî

M(ξIB1∪B2) = M(ξIB1) +M(ξIB2),

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
B1∪B2

ξ(ω)P(dω) =

∫
B1

ξ(ω)P(dω) +

∫
B2

ξ(ω)P(dω)

ïðè óñëîâèè, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè íå ñòîÿò áåñêîíå÷íîñòè ðàç-
íûõ çíàêîâ.

Òåîðåìà 9.2.2. Åñëè α � êîíñòàíòà, òî

M(αξIB) = αM(ξIB),

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
B

αξ(ω)P(dω) = α

∫
B

ξ(ω)P(dω), B ∈ F

(êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ).
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Òåîðåìà 9.2.3.

M((ξ + η)IB) = M(ξIB) +M(ηIB),

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
B

(ξ(ω) + η(ω)P(dω) =

∫
B

ξ(ω)P(dω) +

∫
B

η(ω)P(dω),

åñëè â ïðàâîé ÷àñòè íå ñòîÿò áåñêîíå÷íîñòè ðàçíûõ çíàêîâ
(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî
ñóììå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé).

Ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Ýòè ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ
ìîíîòîííîñòè äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 9.2.4. Åñëè ξ ≥ 0 íà ìíîæåñòâå B ∈ F, òî

M(ξIB) ≥ 0

(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû íåîòðèöàòåëüíî), èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫

B

ξ(ω)P(dω) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Òåîðåìà 9.2.5. Åñëè ξ ≤ η íà B, òî

M(ξIB) ≤ M(ηIB),

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
B

ξ(ω)P(dω) ≤
∫
B

η(ω)P(dω)

Ñëåäñòâèå. Åñëè Mξ ñóùåñòâóåò, òî

|Mξ| ≤ M|ξ|,

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

ξ(ω)P(dω)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|ξ(ω)|P(dω).
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Èç íåðàâåíñòâ
−|ξ| ≤ ξ ≤ |ξ|,

èìååì:
−M|ξ| ≤ Mξ ≤ M|ξ|

èëè, ÷òî òî æå,
|Mξ| ≤ M|ξ|.

Òåîðåìà 9.2.6 (èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó P-ìåðû íóëü).
Åñëè P(B) = 0, òî äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (F-èçìåðè-
ìîé ôóíêöèè)

M(ξIB) = 0

èëè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:∫
B

ξ(ω)P(dω) = 0

(èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó P-ìåðû íóëü ðàâåí íóëþ).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê

M(ξIB) = M(ξ+IB)−M(ξ−IB),

òî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ïóñòü

ξn =
2nn∑
j=0

an,jIAn,j

� ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëü-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ (ñì. ëåììó 9.2.1 è ïðåä-
ñòàâëåíèå (9.2.1)). Òîãäà

ξnIB = IB
∑
j

an,jIAn,j =
∑
j

an,jIAn,jIB =
∑
j

an,jIAn,j
∩

B,

à òàê êàê P(B) = 0, òî

M(ξnIB) =
∑
j

an,jP(An,j ∩B) = 0,
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

M(ξIB) = lim
n

M(ξnIB) = 0.

Ýêâèâàëåíòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû (F-èçìåðèìûå ôóíêöèè) ξ è η áóäåì íàçûâàòü ýêâèâà-
ëåíòíûìè íà ìíîæåñòâå B, åñëè

P{ω : ω ∈ B, ξ(ω) ̸= η(ω)} = 0.

Òåîðåìà 9.2.7 . Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (F-èçìåðèìûå
ôóíêöèè) ξ è η ýêâèâàëåíòíû íà B, òî

M(ξIB) = M(ηIB)

(ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ðàâíû), èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫

B

ξ(ω)P(dω) =

∫
B

η(ω)P(dω).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

M(ξIB) = M((η + (ξ − η))IB) = M(ηIB) +M((ξ − η)IB),

M((ξ − η)IB) = M((ξ − η)I{ω∈B,ξ(ω)=η(ω)})+

+M((ξ − η)I{ω∈B,ξ(ω)̸=η(ω)}) =

= M(0 · I{ω∈B,ξ(ω)=η(ω)}) +M((ξ − η)I{ω∈B,ξ(ω) ̸=η(ω)}) = 0,

M((ξ−η)I{ω∈B,ξ(ω) ̸=η(ω)}) = 0 ïîñêîëüêó P{ω ∈ B, ξ(ω) ̸= η(ω)} =
= 0.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âû-
ïîëíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, åñëè îíî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê
ω ∈ Ω ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâî
òî÷åê P-ìåðû íóëü.

Èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (F-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ) ξ èíòåãðèðóå-
ìà íà ìíîæåñòâå B ïî ìåðå P (íå îáÿçàòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé),
åñëè ∣∣∣∣∣∣

∫
B

ξ(ω)P(dω)

∣∣∣∣∣∣ <∞.
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Òåîðåìà 9.2.8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ (F-èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ) èíòåãðèðóåìà íà ìíîæåñòâå B òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èíòåãðèðóåìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà |ξ|.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíòåãðàë∫
B

ξ(ω)P(dω) =

∫
B

ξ+(ω)P(dω)−
∫
B

ξ−(ω)P(dω)

êîíå÷åí (ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � èíòåãðèðóåìà), òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êîíå÷íû èíòåãðàëû

∫
B

ξ+(ω)P(dω) è
∫
B

ξ−(ω)P(dω).

Èíòåãðàë ∫
B

|ξ|(ω)P(dω) =
∫
B

ξ+P(dω) +

∫
B

ξ−(ω)P(dω)

êîíå÷åí (ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà |ξ| � èíòåãðèðóåìà) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà êîíå÷íû èíòåãðàëû

∫
B

ξ+(ω)P(dω) è
∫
B

ξ−(ω)P(dω).

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
ìàæîðèðóåìà íà ìíîæåñòâå B ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé η, åñëè
íà B

|ξ| ≤ η.

Òåîðåìà 9.2.9 . Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ìàæîðèðóåìàÿ íà
ìíîæåñòâå B èíòåãðèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé η, èíòå-
ãðèðóåìà íà B.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü |ξ| ≤ η è
∫
B

η(ω)P(dω) < ∞. Èç

íåðàâåíñòâà |ξ| ≤ η ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∫
B

|ξ(ω)|P(dω) ≤
∫
B

η(ω)P(dω) <∞,

ïîýòîìó |ξ| � èíòåãðèðóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à âìåñòå ñ
íåé èíòåãðèðóåìà è ξ.

Ñðåäíåå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è åå çíà÷åíèÿ. Ñëåäóþ-
ùèå äâå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî íåêîòîðûå âûâîäû î çíà÷å-
íèÿõ, ïðèíèìàåìûõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ìîæíî ñäåëàòü ïî åå
ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ (ñðåäíåìó).

Òåîðåìà 9.2.10. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåîòðè-
öàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíî íóëþ, òî è ñàìà ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ðàâíà íóëþ (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ξ(ω) ≥ 0, ω ∈ Ω, è

B = {ω : ξ(ω) > 0}, Bn = {ω : ξ(ω) > 1/n}, n = 1, 2, . . .

Î÷åâèäíî

B =

∞∪
n=1

{ω : ξ(ω) > 1/n} =

∞∪
n=1

Bn, (9.2.2)

ïðè÷åì
Bn ⊂ Bn+1, n = 1, 2, . . .

Äàëåå

0 = Mξ =

∫
Ω

ξ(ω)P(dω) ≥

≥
∫
Bn

ξ(ω)P(dω) ≥
∫
Bn

1

n
P(dω) =

1

n
P(Bn),

ïîýòîìó P(Bn) = 0, n = 1, 2, . . . Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëå-
íèå (9.2.2) è ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì:

P{ω : ξ(ω) > 0} = P(B) = P
( ∞∪
n=1

Bn

)
= lim

n
P(Bn) = 0.

Çàì å ÷ à í è å. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ
íåïîëîæèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 9.2.11. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû îòëè÷íî îò +∞, òî è ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
îòëè÷íà îò +∞ (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1)).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Mξ ̸= +∞. Ïîñêîëüêó Mξ =
= Mξ+ − Mξ−, òî ñîîòíîøåíèå Mξ ̸= +∞ ðàâíîñèëüíî Mξ+ ̸=
̸= +∞. Çàìåòèì åùå, ÷òî {ω : ξ(ω) = +∞} = {ω : ξ+(ω) = +∞}.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Mξ+ ̸= +∞, òî è

P{ω : ξ+(ω) ̸= +∞} = 1.

èëè
P{ω : ξ+(ω) = +∞} = 0.

Ïî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ+ îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{hn} ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

hn(ω) =

{
n, åñëè ξ+(ω) = +∞,
0, åñëè ξ+(ω) < +∞.
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Î÷åâèäíî, ξ+ ≥ hn äëÿ êàæäîãî n, ïîýòîìó

Mξ+ ≥ Mhn = 0 · P{ω : ξ+(ω) <∞}+ n · P{ω : ξ+(ω) = +∞}.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P{ω : ξ+(ω) = +∞} > 0, ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà çà ñ÷åò âûáîðà n ìîæåò áûòü ñäåëàíà
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, ëåâàÿ æå ÷àñòü Mξ+ êîíå÷íà, ïîýòîìó
P{ω : ξ+(ω) = +∞} = 0.

Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Àíàëîãè÷íî èìååì.
Åñëè Mξ ̸= −∞, òî è

P{ω : ξ(ω) ̸= −∞} = 1

(åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòëè÷íî
îò −∞, òî è ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îòëè÷íà îò −∞ (ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1)).

Ñëåäñòâèå. Åñëè M|ξ| ̸= ∞, òî

P{ω : |ξ(ω)| ̸= ∞} = 1.

Òåîðåìà 9.2.12 (ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ). Åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè Mξ è Mη, òî Mξη òàêæå êîíå÷íî è

Mξη = Mξ ·Mη

(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ = ξ+ − ξ− è η =
= η+ − η−, òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü ξ è η � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è

ξn =

2nn∑
i=0

an,iIAn,i , ηn =

2nn∑
j=0

bn,jIBn,j

� ìîíîòîííî íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëü-
íûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê
ξ, η (ñì. ëåììó 9.2.1 è ïðåäñòàâëåíèå (9.2.1)). Ìîíîòîííî íåóáû-
âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξnηn} ñõîäèòñÿ ê ξη.
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Ïîêàæåì, ÷òî
Mξnηn = MξnMηn.

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η � íåçàâèñèìû, òî íåçà-
âèñèìû è ñîáûòèÿ An,i è Bn,j , òàê êàê An,0 = {ω : ξ(ω) ≥ n},
An,i = {ω : (i− 1)/2n ≤ ξ(ω) < i/2n} , i = 1, 2, . . . , 2nn, Bn,0 =
= {ω : η(ω) ≥ n}, Bn,j = {ω : (j − 1)/2n ≤ η(ω) < j/2n} ,
j = 1, 2, . . . , 2nn (ñì. ëåììó 9.2.1). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

MIAn,iIBn,j = MIAn,i
∩

Bn,j
= P(An,i ∩Bn,j) =

= P(An,i)P(Bn,j) = MIAn,iMIBn,j .

Äàëåå

Mξnηn = M

(2nn∑
i=0

an,iIAn,i

)
·

2nn∑
j=0

bn,jIBn,j

 =

= M

2nn∑
i=0

2nn∑
j=0

an,ibn,jIAn,iIBn,j

 =

2nn∑
i=0

2nn∑
j=0

an,ibn,jMIAn,iIBn,j =

=

2nn∑
i=0

2nn∑
j=0

an,ibn,jMIAn,iMIBn,j =

=

2nn∑
i=0

2nn∑
j=0

an,ibn,jP (An,i)P (Bn,j) =

=

(
2nn∑
i=0

an,iP (An,i)

)2nn∑
j=0

bn,jP (Bn,j)

 = Mξn ·Mηn.

Òàê ÷òî
Mξnηn = Mξn ·Mηn.

Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ê ïðå-
äåëó ïðè n → ∞, ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
îò íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïîëó÷àåì:

Mξη = Mξ ·Mη. (9.2.3)
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Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâ M|ξ| <∞,M|η| <∞ èìå-
åì M|ξη| <∞.

Ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Ïóñòü èìååòñÿ äâà
ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé: {Ω(1),F(1), µ(1)} è {Ω(2),F(2), µ(2)}. ×åðåç
Ω(1)×Ω(2) îáîçíà÷èì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ Ω(1) è
Ω(2) � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (ω(1), ω(2)), ãäå

ω(1) ∈ Ω(1), ω(2) ∈ Ω(2). ×åðåç F(1) × F(2) îáîçíà÷èì σ-àëãåáðó
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω(1)×Ω(2), ïîðîæäåííóþ �ïðÿìîóãîëü-
íèêàìè� A(1) × A(2) (A(1) ∈ F(1), A(2) ∈ F(2)), áóäåì åå íàçûâàòü

ïðîèçâåäåíèåì σ-àëãåáð F(1) è F(2).

Íà σ-àëãåáðå F(1) × F(2) ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ,
ìåðà ν òàêàÿ, ÷òî

ν(A(1) ×A(2)) = µ(1)(A(1))µ(2)(A(2)).

Ìåðó ν íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì ìåð µ(1) è µ(2) è îáîçíà÷àþò
µ(1) × µ(2).

Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé {Ω,F, ν}, ãäå Ω = Ω(1) × Ω(2),F =

= F(1) × F(2), ν = µ(1) × µ(2) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ìåðîé {Ω(1),F(1), µ(1)} è {Ω(2),F(2), µ(2)}.

Ïðèìåð. Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé {R2,B2, L2}, ãäå L2 � ìå-
ðà Ëåáåãà íà B2, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîèçâåäåíèå ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ìåðîé {R1,B1, L} è {R1,B1, L}, ãäå L � ìåðà Ëåáåãà
íà ïðÿìîé.

Òåîðåìà 9.2.13 (Ôóáèíè). Ïóñòü {Ω,F, ν} � ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé {Ω(1),F(1), µ(1)} è {Ω(2),F(2), µ(2)}:
Ω = Ω(1) × Ω(2), F = F(1) × F(2), ν = µ(1) × µ(2); f(ω(1), ω(2))

� F(1) × F(2)-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííîé íà Ω(1) × Ω(2).
Åñëè èíòåãðàë∫

Ω(1)×Ω(2)

f(ω(1), ω(2))ν(d(ω(1), ω(2)))

êîíå÷åí, òî ∫
Ω(1)×Ω(2)

f(ω(1), ω(2))ν(d(ω(1), ω(2))) =
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=

∫
Ω(2)

 ∫
Ω(1)

f(ω(1), ω(2))µ(1)(dω(1))

µ(2)(dω(2)) =

=

∫
Ω(1)

 ∫
Ω(2)

f(ω(1), ω(2))µ(2)(dω(2))

µ(1)(dω(1)).

Çàì å ÷ à í è å. Åñëè f(x, y) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà R2,

µ(1) = L, µ(2) = L � ìåðû Ëåáåãà íà R1, L2 = L × L � ïðîèçâå-
äåíèå ìåð L è L, òî ∫

R2

f(x, y)L2(d(x, y)) =

=

∫
R1

 ∫
R1

f(x, y)L(dx)

 L(dy) =

∫
R1

 ∫
R1

f(x, y)L(dy)

 L(dx)

èëè â ïðèâû÷íîé çàïèñè

∫
R2

f(x, y)d(x, y) =

∫
R1

 ∫
R1

f(x, y)dx

 dy =

∫
R1

 ∫
R1

f(x, y)dy

 dx.

9.3 Íåðàâåíñòâà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ g(x) ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííóþ
íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R1, áóäåì íàçûâàòü âûïóêëîé íà I, åñëè äëÿ
ëþáûõ x1, x2 ∈ I è t ∈ [0, 1]

g((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)g(x1) + tg(x2)

è âîãíóòîé íà I, åñëè

g((1− t)x1 + tx2) ≥ (1− t)g(x1) + tg(x2).
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Çàìåòèì, ÷òî

x = (1− t)x1 + tx2, y = (1− t)g(x1) + tg(x2), 0 ≤ t ≤ 1

� ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè
(x1, g(x1)) è (x2, g(x2)).

Òåîðåìà 9.3.1 (íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà). Ïóñòü äåéñò-
âèòåëüíûå ÷èñëà p > 0, q > 0 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
1/p+ 1/q = 1, òîãäà

M|ξη| ≤ (M|ξ|p)1/p (M|η|q)1/q , (9.3.1)

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,

∫
Ω

|ξ(ω)η(ω)|P(dω) ≤

∫
Ω

|ξ(ω)|pP(dω)

1/p∫
Ω

|η(ω)|qP(dω)

1/q

.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë M|ξ|p èëè
M|η|q ðàâíî íóëþ, òî

P {ω : |ξ(ω)|p = 0} = 1

èëè
P {ω : |η(ω)|q = 0} = 1,

ñì. òåîðåìó 9.2.10. Îòñþäà P {ω : |ξ(ω)η(ω)| = 0} = 1, à çíà÷èò,
M|ξ(ω)η(ω)| = 0 è íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà èìååò ìåñòî.

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé M|ξ|p èëè
M|η|q ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Ïóñòü 0 < M|ξ|p < ∞, 0 < M|η|q < ∞. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåðàâåíñòâà (9.3.1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

M
|ξ|

(M|ξ|p)1/p
|η|

(M|η|q)1/q
≤ 1,

èëè, îáîçíà÷èâ,

ξ̃ =
|ξ|

(M|ξ|p)1/p
è η̃ =

|η|
(M|η|q)1/q

,

÷òî
Mξ̃η̃ ≤ 1;
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çàìåòèì, ÷òî

ξ̃ > 0, η̃ > 0, Mξ̃p = 1,Mη̃q = 1.

Ôóíêöèÿ y = lnx âîãíóòà íà (0,+∞), ò. å. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
x1 > 0 è x2 > 0 è ïðîèçâîëüíîãî t ∈ [0; 1] èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî

ln((1− t)x1 + tx2) ≥ (1− t) lnx1 + t lnx2 = ln(x1−t
1 xt2),

à âìåñòå ñ íèì è íåðàâåíñòâî

(1− t)x1 + tx2 ≥ x1−t
1 xt2.

Ïîëîæèâ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå t = 1/q, x1 = ξ̃p, x2 = η̃q,
ïîëó÷èì:

ξ̃η̃ ≤ 1

p
ξ̃p +

1

q
η̃q.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1/p+ 1/q = 1, èìååì

Mξ̃η̃ ≤ 1

p
Mξ̃p +

1

q
Mη̃q =

1

p
+

1

q
= 1.

Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî).

M|ξη| ≤
(
Mξ2

)1/2 (
Mη2

)1/2
.

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà
Ã¼ëüäåðà ïðè p = 2, q = 2.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî åñëè Mξ2 <∞, Mη2 <∞, òî è

M|ξη| <∞.

Ñëåäñòâèå (íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà). Åñëè 0 < s < t, òî

(M|ζ|s)1/s ≤
(
M|ζ|t

)1/t
. (9.3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

M|ξη| ≤ (M|ξ|p)1/p (M|η|q)1/q ,
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1/p+ 1/q = 1 (p > 0, q > 0) ïðè η = 1 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

M|ξ| ≤ (M|ξ|p)1/p ,

êîòîðîå, ïîëîæèâ ξ = |ζ|s, ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

M|ζ|s ≤ (M|ζ|sp)1/p . (9.3.3)

Äàëåå âûáåðåì p òàê, ÷òîáû sp = t (ïîñêîëüêó s < t ýòî ìîæíî
ñäåëàòü). Òîãäà íåðàâåíñòâî (9.3.3) çàïèøåòñÿ â âèäå

M|ζ|s ≤
(
M|ζ|t

)s/t
èëè

(M|ζ|s)1/s ≤
(
M|ζ|t

)1/t
.

Ñëåäñòâèå. Åñëè M|ζ|t <∞, òî äëÿ 0 < s < t è M|ζ|s < ∞.
Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå âûïóêëîé

ôóíêöèè, ýêâèâàëåíòíîå ïðèâåäåííîìó âûøå.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g = g(x) ñî

çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííàÿ íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R1, âûïóêëà íà I,
åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 èç I ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ(x0),
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ I

g(x0) + λ(x0)(x− x0) ≤ g(x).

Çàìåòèì, ÷òî

y = g(x0) + λ(x0)(x− x0)

� óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, g(x0)) ñ óãëî-
âûì êîýôôèöèåíòîì λ(x0), ñì. òàêæå ðèñ. 9.3.1.

Åñëè g(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå I è
g′′(x) ≥ 0, òî g(x) âûïóêëà íà ïðîìåæóòêå I.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g′′(x) ≥ 0, òî äëÿ ëþáûõ x, x0 ∈ I,
x > x0,

x∫
x0

g′′(t)dt = g′(x)− g′(x0) ≥ 0,

x∫
x0

(g′(t)− g′(x0))dt = g(x)− g(x0)− g′(x0)(x− x0) ≥ 0,
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ò. å.
g(x) ≥ g(x0) + g′(x0)(x− x0).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ x < x0 àíàëîãè÷íî.

(x                        ;g(x ))
0 0

y  = g(x ) + λ(x )(x  - x )
00 0

  x                       
0   x                       

g(x)

g(x )
0

Ðèñ. 9.3.1: Ê îïðåäåëåíèþ âûïóêëîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 9.3.2 (íåðàâåíñòâî Èåíñåíà). Äëÿ âûïóêëîé íà
R1 áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g(x) è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷-
íûì Mξ

g (Mξ) ≤ Mg(ξ).

Â ÷àñòíîñòè,

(Mξ)2 ≤ Mξ2, |Mξ|r ≤ M|ξ|r, r ≥ 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ g(x) âûïóêëà, ò. å. äëÿ êàæ-
äîãî x0 ∈ R1 ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ(x0) òàêîå, ÷òî

g(x0) + λ(x0)(x− x0) ≤ g(x), x ∈ R1.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ
x0, x ∈ R1, òî, ïîëîæèâ x0 = Mξ è x = ξ, ïîëó÷èì:

g(Mξ) + λ(Mξ)(ξ −Mξ) ≤ g(ξ).

Âû÷èñëèâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé,
èìååì

g(Mξ) ≤ Mg(ξ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå g(x) ðàññìîòðåòü âûïóêëûå
ôóíêöèè g(x) = x2, g(x) = |x|r, r ≥ 1, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

(Mξ)2 ≤ Mξ2, |Mξ|r ≤ M|ξ|r, r ≥ 1.
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9.4 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn}, çàäàííàÿ íà {Ω,F,P}, ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 (ñõîäèòñÿ P-ïî÷òè âñþäó, ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå)
ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (êîíå÷íîé), åñëè {ξn(ω)} ñõîäèòñÿ ê ξ(ω)
äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâî òî÷åê P-ìåðû
íóëü, ò. å.

P{ω : lim
n
ξn(ω) = ξ(ω)} = 1.

Îáîçíà÷àòü ýòó ñõîäèìîñòü áóäåì òàê:

lim
n
ξn = ξ (ï.â.).

Ïðèìåð. Ïóñòü Ω = [0, 1], B1
[0;1] � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ

ìíîæåñòâ íà [0; 1], P � ìåðà Ëåáåãà íà B1
[0;1]. Íà âåðîÿòíîñò-

íîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,B1
[0;1],P} ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξn = ξn(ω) = ωn, n = 1, 2, . . .

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} íà ñõîäèìîñòü ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1 ê ξ = ξ(ω) = 0.

Ðåøåíè å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(ω)} ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíå

ξ = ξ(ω) = 0, ω ∈ [0, 1],

â êàæäîé òî÷êå ω ∈ [0; 1], èñêëþ÷àÿ òî÷êó ω = 1. È ïîñêîëüêó
P({1}) = 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ {ξn} íà [0; 1] ñõîäèòñÿ ê ξ(ω) = 0
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Åñëè âåðîÿòíîñòü Q íà [0; 1] çàäàíà ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Q(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;
x/2, åñëè 0 < x ≤ 1;
1, åñëè x > 1;

(ïðè ýòîì çíà÷åíèå Q({1}) = 1/2), òî íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå {[0, 1],B1

[0;1],Q} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn(ω) = ωn íå

ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ê ξ = ξ(ω) = 0 (ξn(ω) íå ñõîäèòñÿ
ê ξ(ω) òîëüêî â îäíîé òî÷êå 1, íî Q({1}) = 1/2 ̸= 0).
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Î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn}
ñõîäèòñÿ ï.â. ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé {Mξn} ñõî-
äèòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ Mξ ïðåäåëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè {ξn}, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò äàæå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé {Mξn} (ñì. ïðèìåð 9.4.1),
íî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mξn} ñõîäèòñÿ è, áîëåå òîãî,

lim
n

Mξn = M lim
n
ξn.

Ïðèìåð 9.4.1. Ïîñòðîèòü ñõîäÿùóþñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ
êîòîðîé limMξn íå ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü Ω = [0, 1], F = B1
[0;1] � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ íà [0; 1], P � ìåðà Ëåáåãà íà B1
[0;1].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn = ξn(ω), çàäàí-
íàÿ íà {Ω,F,P} ðàâåíñòâàìè

ξn = ξn(ω) =

{
2n, åñëè ω ∈ [0; 1/n];
0, åñëè ω /∈ [0; 1/n],

äëÿ ÷åòíûõ n è ðàâåíñòâàìè

ξn = ξn(ω) =

{
n, åñëè ω ∈ [0; 1/n];
0, åñëè ω /∈ [0; 1/n],

äëÿ íå÷åòíûõ n, ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, íî limMξn íå ñóùå-
ñòâóåò.

Òåîðåìà 9.4.1 (Ëåáåãà î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè). Åñ-
ëè ñõîäÿùàÿñÿ ï. â. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk} íåîòðèöàòåëü-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ, òî ñõîäèòñÿ
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mξk} è

lim
k

Mξk = M lim
k
ξk,

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,

lim
k

∫
Ω

ξk(ω)P(dω) =

∫
Ω

lim
k
ξk(ω)P(dω).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk} ìî-
íîòîííî íåóáûâàþùàÿ, òî ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {Mξk}, à ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò lim

k
Mξk. Óáå-

äèìñÿ, ÷òî lim
k

Mξk = M lim
k
ξk.

Äëÿ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk íàéäåòñÿ ìîíîòîííî íå-

óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ
(n)
k , n = 1, 2, . . . , íåîòðèöàòåëü-

íûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξk ïðè n→ ∞:

ξ
(n)
k ↑ ξk.

(ñì. ëåììó îá àïïðîêñèìàöèè 9.2.1). Äëÿ âñåõ n, k (n = 1, 2, . . . ;
k = 1, 2, . . .) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ξ
(n)
k ≤ ξk,

à âìåñòå ñ íèìè è íåðàâåíñòâà

max
k:k≤n

ξ
(n)
k ≤ max

k:k≤n
ξk = ξn (9.4.1)

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó ìîíîòîííîñòè {ξk}).
Îáîçíà÷èì

ηn = max
k:k≤n

ξ
(n)
k .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn} ïðîñòûõ (ïî ïîñòðîåíèþ) ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ � ïîñêîëüêó

ξ
(n)
k ≤ ξ

(n+1)
k ,

òî

ηn = max
k:k≤n

ξ
(n)
k ≤ max

k:k≤n
ξ
(n+1)
k ≤ max

k:k≤n+1
ξ
(n+1)
k = ηn+1.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn} ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ = lim

k
ξk.

Èç (9.4.1) èìååì

ξ
(n)
k ≤ ηn ≤ ξn, k ≤ n. (9.4.2)
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Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâàõ (9.4.2) ê ïðåäåëó ñíà÷àëà ïî n:

ξk = lim
n
ξ
(n)
k ≤ lim

n
ηn ≤ lim

n
ξn = ξ,

ξk ≤ lim
n
ηn ≤ ξ;

çàòåì ïî k:
ξ = lim

k
ξk ≤ lim

n
ηn ≤ ξ,

ïîëó÷èì
lim
n
ηn = ξ.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî {ηn} � ìîíîòîííî íå-
óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ, ïî îïðåäåëåíèþ Mξ èìååì

lim
n

Mηn = Mξ. (9.4.3)

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâ (9.4.2) èìååì

Mξ
(n)
k ≤ Mηn ≤ Mξn, k ≤ n. (9.4.4)

Äâàæäû ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ (9.4.4), ñíà÷àëà ïî n:

Mξk = lim
n

Mξ
(n)
k ≤ lim

n
Mηn ≤ lim

n
Mξn,

çàòåì ïî k:
lim
k

Mξk ≤ lim
n

Mηn ≤ lim
n

Mξn,

ïîëó÷èì
lim
k

Mξk = lim
n

Mηn = lim
n

Mξn,

èëè
lim
k

Mξk = Mξ = lim
n

Mξn

� ðàâåíñòâî lim
n

Mξ
(n)
k =Mξk ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñ-

êîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk, à ðàâåíñòâî

lim
n

Mηn = Mξ

èç îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ (ñì. 9.4.3). Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð. Ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè â òåîðåìå 9.4.1 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Ðåøåíè å. Ïóñòü Ω = [0, 1], B1
[0;1] � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ

ìíîæåñòâ íà [0; 1], P � ìåðà Ëåáåãà íà B1
[0;1]. Íà âåðîÿòíîñò-

íîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,B1
[0;1],P} ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξn = ξn(ω) =

{
n, åñëè ω ∈ [0, 1/n),
0, åñëè ω ∈ [1/n, 1],

n = 1, 2, . . . Äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n
ξn = 0 (ï.â.), íî

M lim
n
ξn ̸= lim

n
Mξn.

Ñëåäñòâèå 1 (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ðÿ-

äà). Åñëè ξk ≥ 0, k = 1, 2, . . . , è ðÿä
∞∑
k=1

ξk ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1, òî

M
∞∑
k=1

ξk =

∞∑
k=1

Mξk

è äëÿ êàæäîãî A ∈ F

M

(( ∞∑
k=1

ξk

)
IA

)
=

∞∑
k=1

M(ξkIA)

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
A

( ∞∑
k=1

ξk(ω)

)
P(dω) =

∞∑
k=1

∫
A

ξk(ω)P(dω)

(êðàòêî � ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû èç íåîòðèöàòåëüíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ηn =
n∑

k=1

ξk. Òàê êàê ξk ≥ 0, òî

{ηn} � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöà-
òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó
∞∑
k=1

ξk. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè

M lim
n
ηn = lim

n
Mηn
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èëè

M lim
n

n∑
k=1

ξk = lim
n

M
n∑

k=1

ξk = lim
n

n∑
k=1

Mξk.

Òàê ÷òî

M
∞∑
k=1

ξk =

∞∑
k=1

Mξk.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî

IA

∞∑
k=1

ξk =

∞∑
k=1

IAξk

ïî÷òè âñþäó.
Ñëåäñòâèå 2 (ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà Ëåáå-

ãà). Åñëè Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j, òî∫
∞∪
i=1

Ai

ξ(ω)P(dω) =
∞∑
i=1

∫
Ai

ξ(ω)P(dω),

â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè, äðó-
ãèìè ñëîâàìè, èíòåãðàë Ëåáåãà

ρ(A) =

∫
A

ξ(ω)P(dω), A ∈ F,

ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà:

ρ

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

ρ(Ai).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñíà÷àëà ξ ≥ 0.

Åñëè A =
∞∪
i=1

Ai è Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j, òî

IA =

∞∑
i=1

IAi , ξIA =

∞∑
i=1

ξIAi .
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Îòñþäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1∫
Ω

ξ(ω)IA(ω)P(dω) =
∞∑
i=1

∫
Ω

ξ(ω)IAi(ω)P(dω)

èëè ∫
A

ξ(ω)P(dω) =
∞∑
i=1

∫
Ai

ξ(ω)P(dω)

èëè

ρ(A) =
∞∑
i=1

ρ(Ai).

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ
è
∫
A

ξ(ω)P(dω) ñóùåñòâóåò, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç åãî ñïðàâåä-

ëèâîñòè äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ðàâåíñòâà∫
A

ξ(ω)P(dω) =

∫
A

ξ+(ω)P(dω)−
∫
A

ξ−(ω)P(dω).

Ñëåäñòâèå 3 (ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ). Åñëè Ω =
∞∪
i=1

Ai è Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j, òî

Mξ =
∞∑
i=1

M(ξIAi),

â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ Mξ, äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ρ(A) = M(ξIA), A ∈ F,

êàê ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, ñ÷åòíî-àääèòèâíî.
Ñëåäñòâèå 3 ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 2, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

M(ξIA) =

∫
A

ξ(ω)P(dω).
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Èç ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà êàê ôóíêöèè ìíî-
æåñòâà, â ÷àñòíîñòè, èìååì:

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà, çàäàííàÿ íà {Ω,F,P}, òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

ρ(A) =

∫
A

ξ(ω)P(dω), A ∈ F,

ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà F è, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An}∫

∪
An

ξ(ω)P(dω) = lim
n

∫
An

ξ(ω)P(dω),

äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An}∫
∩

An

ξ(ω)P(dω) = lim
n

∫
An

ξ(ω)P(dω).

Òåîðåìà 9.4.2 (ëåììà Ôàòó). Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {ξn} íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Mlim ξn ≤ limMξn,

èëè, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,∫
Ω

lim ξn(ω)P(dω) ≤ lim

∫
Ω

ξn(ω)P(dω).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ξk} îãðàíè÷åíà ñíèçó (ξk ≥ 0), òî lim ξn êîíå÷åí. Ïðåä-
ñòàâèì åãî â âèäå ïðåäåëà ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζn = inf{ξn, ξn+1, . . .}:

lim ξn = lim ζn.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëåáåãà î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè,
ïðèìåíèòåëüíî ê ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ζn}, ñõîäÿùåéñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó lim ξn, ïîëó÷àåì:

Mlim ξn = M lim
n
ζn = lim

n
Mζn = limMζn ≤ limMξn
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(íåðàâåíñòâî limMζn ≤ limMξn ñëåäóåò èç ζn ≤ ξn). Òàê ÷òî

Mlim ξn ≤ limMξn.

Çàìå÷àíèå. Ëåììà Ôàòó èìååò ìåñòî è äëÿ ëþáîé îãðàíè-
÷åííîé ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} íåîòðèöà-
òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò ïðåäåë ï.â., òî

M lim
n
ξn ≤ limMξn.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî

limMξn ≤ Mlim ξn,

Òåîðåìà 9.4.3 (Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè).
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn} ìàæîðèðó-
åìà èíòåãðèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé:

|ξn| ≤ η, Mη <∞, n = 1, 2, . . . ,

òî
Mlim ξn ≤ limMξn ≤ limMξn ≤ Mlim ξn.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn} ìàæîðè-
ðóåìà èíòåãðèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è ñõîäèòñÿ ï.â., òî
ñõîäèòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mξn} è

limMξn = M lim ξn,

â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

lim
n

∫
Ω

ξn(ω)P(dω) =

∫
Ω

lim
n
ξn(ω)P(dω).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû |ξn| ≤ η èëè, ÷òî
òî æå, −η ≤ ξn ≤ η. Îòñþäà η + ξn ≥ 0, n = 1, 2, . . . Ïðèìåíÿÿ
ëåììó Ôàòó ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {η + ξn}, ïîëó÷àåì:

Mlim (η + ξn) ≤ limM(η + ξn) (9.4.5)

èëè
Mη +Mlim ξn ≤ Mη + limMξn.
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À ïîñêîëüêó Mη êîíå÷íî, òî âû÷èòàÿ Mη èç îáåèõ ÷àñòåé íåðà-
âåíñòâà, ïîëó÷èì

Mlim ξn ≤ limMξn. (9.4.6)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {−ξn} èìååò òó æå èíòåãðèðóåìóþ ìà-
æîðàíòó η, ïîýòîìó

Mlim (−ξn) ≤ limM(−ξn),

à òàê êàê liman = −lim (−an), òî M(−lim ξn) ≤ −limMξn, èëè

limMξn ≤ Mlimξn,

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è (9.4.6) èìååì:

Mlim ξn ≤ limMξn ≤ limMξn ≤ Mlim ξn.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ñõîäèòñÿ, òî

lim ξn = lim
n
ξn = lim

n
ξn.

Ïîýòîìó

M lim
n
ξn = Mlim ξn ≤ limMξn ≤ limMξn ≤ Mlim ξn = M lim

n
ξn.

Òàê ÷òî
lim
n

Mξn = M lim
n
ξn.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåãðàëàìè Ëåáåãà è Ðèìàíà.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ
èçìåðèìûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ëþáîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìå-
ðîé {Ω,F, µ}. Èíòåãðàë Ðèìàíà íà àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
{Ω,F, µ} âîîáùå íå îïðåäåëÿåòñÿ, à åãî ïîñòðîåíèå íà Rn çàâèñèò
îò n.

Â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà è Ëåáåãà ïîëîæå-
íû ðàçëè÷íûå èäåè. Ïåðâûé øàã â êîíñòðóêöèè èíòåãðàëà (êàê
Ðèìàíà, òàê è Ëåáåãà) � ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîé ñóììû. Íî
ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà òî÷êè ω èç îáëàñòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ Ω ãðóïïèðóþòñÿ ïî ïðèçíàêó áëèçîñòè çíà÷åíèé èíòå-
ãðèðóåìîé ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ, à ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà
Ðèìàíà òî÷êè ãðóïïèðóþòñÿ ïî ïðèçíàêó èõ áëèçîñòè â Ω = Rn.
Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë Ðèìàíà îïðåäåëåí äëÿ
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�íå ñëèøêîì ðàçðûâíûõ� ôóíêöèé, â òî âðåìÿ êàê èíòåãðàë Ëå-
áåãà îïðåäåëåí äëÿ èçìåðèìûõ ôóíêöèé � øèðîêîãî êëàññà,
âêëþ÷àþùåãî, â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Åñëè æå èí-
òåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òî èíòåãðàëû
Ëåáåãà è Ðèìàíà îò g(x) ñîâïàäàþò:

(L)

b∫
a

g(x)dx =(R)

∫
[a,b]

g(x)dx,

äëÿ òàêèõ ôóíêöèé èíòåãðàë Ëåáåãà ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê èí-
òåãðàë Ðèìàíà.

Òåîðåìà. Åñëè g = g(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷å-
íèÿìè â R1, çàäàííàÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a, b] ⊂ R1, òî
çíà÷åíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà (L)

∫
[a,b]

g(x)dx ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíè-

åì èíòåãðàëà Ðèìàíà (R)
b∫
a
g(x)dx.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ðàçîáüåì
ïðîìåæóòîê [a, b] òî÷êàìè x0, x1, . . . , xn (a = x0 < x1 < . . .
. . . < xn = b) ïðè÷åì òàê, ÷òîáû max(xi+1 −xi) → 0 ïðè n→ ∞.
Íà [a, b] ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé

gn(x) =

n−1∑
i=1

g(x̃i)I[xi,xi+1)(x), x̃i ∈ [xi, xi+1), g(b) = g(x̃n−1).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], à ñëåäîâàòåëüíî,
è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî

sup
a≤x≤b

|gn(x)− g(x)| → 0 ïðè n→ ∞,

ò. å. äëÿ äàííîãî ε > 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N (n ≥ N),

sup
a≤x≤b

|gn(x)− g(x)| ≤ ε.

Îòñþäà, âî-ïåðâûõ,

lim
n
gn(x) = g(x),
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âî-âòîðûõ, ïðè n ≥ N

sup
x∈[a,b]

|gn(x)| ≤ sup
x∈[a,b]

|gn(x)− g(x)|+ sup
x∈[a,b]

|g(x)| ≤ ε+ C,

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {gn(x)} ïðè n ≥ N ìàæîðè-
ðóåìà èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé ε + C (êîíñòàíòà íà êîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå Ëåáåãà). Ïîýòîìó â ñèëó òåî-
ðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè

lim
n
(L)

∫
[a,b]

gn(x)dx = (L)

∫
[a,b]

g(x)dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

lim
n
(L)

∫
[a,b]

gn(x)dx = lim
n

n−1∑
i=0

g(x̃i)(xi+1 − xi) = (R)

b∫
a

g(x)dx.

Òàê ÷òî

(L)

∫
[a,b]

g(x)dx = (R)

b∫
a

g(x)dx.

9.5 Àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F � ðàñïðåäåëåíèå íà Rn. Òî÷êó
x0 ∈ Rn íàçûâàþò àòîìîì ðàñïðåäåëåíèÿ F, åñëè F({x0}) > 0,
à ñàìî ÷èñëî F({x0}) íàçûâàþò ìàññîé àòîìà x0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F ñîñðåäîòî÷åíî íà ìíî-
æåñòâå A ∈ Bn, åñëè F(A) = 0.

Ðàñïðåäåëåíèå F íàçûâàåòñÿ àòîìè÷åñêèì (äèñêðåòíûì), åñ-
ëè îíî ñîñðåäîòî÷åíî íà ìíîæåñòâå ñâîèõ àòîìîâ.

Ðàñïðåäåëåíèå, íå èìåþùåå àòîìîâ, áóäåì íàçûâàòü íåïðå-
ðûâíûì.

Ç àì å ÷ à í è å. Ðàçóìååòñÿ ìîæíî ãîâîðèòü íå òîëüêî îá àòî-
ìè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ íà {Rn,Bn}, íî è îá àòîìè÷åñêèõ ìå-
ðàõ íà {Ω,F}.
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Òåîðåìà 9.5.1. ×èñëî àòîìîâ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî A àòîìîâ âåðîÿòíîñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ F ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ

A =

∞∪
k=2

Ak,

ãäå Ak � ìíîæåñòâî àòîìîâ ñ ìàññîé, áîëüøåé 1/k, k = 2, 3, . . .
Ïîñêîëüêó F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (F(R1) = 1), òî
÷èñëî àòîìîâ ñ ìàññîé, áîëüøåé 1/2, íå ïðåâûøàåò îäíîãî; ÷èñëî
àòîìîâ ñ ìàññîé, áîëüøåé 1/3, íå ïðåâûøàåò äâóõ; ÷èñëî àòîìîâ
ñ ìàññîé, áîëüøåé 1/k, íå ïðåâûøàåò (k − 1) è ò. ä. Ïîýòîìó
÷èñëî àòîìîâ (ò. å. ÷èñëî ýëåìåíòîâ â A) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, êàê
îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ç àì å ÷ à í è å. Àòîìè÷åñêîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå F
çàäàåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ìíîæåñòâå A àòîìîâ � äëÿ êàæ-
äîãî B ∈ Bn

F(B) = F((B ∩A) ∪ (B ∩A)) = F(B ∩A) + F(B ∩A) =

= F(B ∩A) =
∑

xi∈B∩A
F({xi}).

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòíîå àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî îïðå-
äåëÿþò êàê íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ òî÷êè, çàäàííóþ íà íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå A ⊂ Rn, òàêóþ, ÷òî∑

xi∈A
F({xi}) = 1.

Àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íà R1. Ïóñòü F � âåðîÿò-
íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R1 è F (x) � åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

Òî÷êó x0 áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ F (x), åñëè

F (x0 + 0)− F (x0 − 0) > 0.

Âåëè÷èíó F (x0+0)−F (x0−0) áóäåì íàçûâàòü ñêà÷êîì ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) â òî÷êå x0.
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Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0

F({x0}) = F (x0 + 0)− F (x0 − 0). (9.5.1)

(ñì. òåîðåìó 7.2.3). Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà � çíà÷åíèå ðàñïðå-
äåëåíèÿ â òî÷êå x0, ïðàâàÿ � âåëè÷èíà ñêà÷êà ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ â òî÷êå x0.

Ðàâåíñòâî (9.5.1) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì àòîìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ è ìíîæå-
ñòâîì òî÷åê ðàçðûâà åãî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Îòñþäà
è èç òåîðåìû 9.5.1 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà âåðîÿò-
íîñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà (9.5.1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9.5.2 . Òî÷êà x0 ∈ R1 ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ñ ìàñ-
ñîé p0 âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
ïðè ýòîì âåëè÷èíà ñêà÷êà F (x0 +0)−F (x0 − 0) ðàâíà ìàññå p0
àòîìà x0 :

F (x0 + 0)− F (x0 − 0) = p0.

Òî÷êà x0 íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ðàñïðåäåëåíèÿ F òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) â òî÷êå x0 íåïðå-
ðûâíà.

Òåîðåìà 9.5.3 (î ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìè÷å-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ). Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) âåðîÿò-
íîñòíîãî àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì àòî-
ìîâ x1, x2, . . . , xi, . . . , xn êóñî÷íî ïîñòîÿííà, ñî ñêà÷êàìè â àòî-
ìàõ è âåëè÷èíîé ñêà÷êà F (xi+0)−F (xi− 0) â àòîìå xi ðàâíîé
åãî ìàññå F({xi}).

Êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà x1, x2, . . . , xi, . . . , xn ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F
ñ àòîìàìè â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàññîé
àòîìà xi ðàâíîé âåëè÷èíå ñêà÷êà F (xi +0)−F (xi − 0) ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) â òî÷êå xi.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü àòîìû âåðîÿòíîñòíîãî àòîìè÷å-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F ïåðåíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:
x1 < . . . < xi < xi+1 < . . . < xn, òàê ÷òî ìåæäó ñîñåäíèìè àòî-
ìàìè xi è xi+1 íåò äðóãèõ àòîìîâ. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
ïîñòîÿííà íà êàæäîì ïðîìåæóòêå (xi, xi+1], i = 1, 2, . . . , n. Åñëè
áû íàøëèñü òî÷êè y′, y′′ (y′ < y′′) èç ïðîìåæóòêà (xi, xi+1], òà-
êèå ÷òî F (y′′)− F (y′) > 0, òî F([y′, y′′)) = F (y′′)− F (y′) > 0 (ñì.
òåîðåìó 7.2.3), è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ïðîìåæóòêå [y′, y′′) áûëà áû
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ñîñðåäîòî÷åíà ïîëîæèòåëüíàÿ ìàññà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïî-
ëîæåíèþ îá îòñóòñòâèè àòîìîâ àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F
ìåæäó òî÷êàìè xi è xi+1. Òàê ÷òî íà ïðîìåæóòêå (xi, xi+1] ìåæ-
äó ñîñåäíèìè àòîìàìè xi è xi+1 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
ïîñòîÿííà è

F (x) = F (xi+1).

Òîò ôàêò, ÷òî F (x) â àòîìå xi èìååò ñêà÷åê pi ñëåäóåò èç
ðàâåíñòâà (9.5.1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñîîòâåòñòâóåò ðàñ-
ïðåäåëåíèå F (ñì. òåîðåìó 7.2.2), ïðè÷åì

F([a, b)) = F (b)− F (a), a < b,

F({xi}) = F (xi + 0)− F (xi − 0).

È òàê êàê F (x) êóñî÷íî ïîñòîÿííà ñî ñêà÷êàìè â òî÷êàõ xi,
i = 1, 2, . . . , n, òî òî÷êè xi ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè è âñÿ ìàññà ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíà â íèõ � ðàñïðåäåëåíèå F àòîìè÷åñêîå.

Ãðàôèê ôóíêöèè àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ãðà-
ôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) âåðîÿòíîñòíîãî àòîìè÷åñêîãî
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì àòîìîâ

x1 < x2 < . . . < xi < xi+1 < . . . < xn

ìîæíî ïîñòðîèòü òàê.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòî-

ÿííà íà ïðîìåæóòêàõ (xi, xi+1], ïîýòîìó

F (xi + 0) = F (x) = F (xi+1 − 0) = F (xi+1). (9.5.2)

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = F ((−∞, x)),
ïîýòîìó F (x1) = F ((−∞, x1)) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
x ∈ (−∞, x1]

F (x) = 0.

Ïî èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ F (x) = 0 íà (−∞, x1] è èçâåñòíîé
âåëè÷èíå ñêà÷êà ôóíêöèè F (x) â àòîìå x1:

F (x1 + 0)− F (x1 − 0) = p1

îïðåäåëèì çíà÷åíèå F (x) íà ïðîìåæóòêå (x1, x2]. Ïîñêîëüêó

F (x1 + 0) = F (x1 − 0) + p1 = F (x1) + p1 = 0 + p1 = p1,
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è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïîñòîÿííà íà ïðîìåæóòêå (x1, x2]
(ñì. 9.5.2), òî ïðè âñåõ x ∈ (x1, x2]

F (x) = F (x1 + 0) = p1.

Ïî èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ F (x) = p1 íà (x1, x2] è èçâåñòíîé
âåëè÷èíå ñêà÷êà ôóíêöèè F (x) â àòîìå x2 :

F (x2 + 0)− F (x2 − 0) = p2

îïðåäåëèì çíà÷åíèå F (x) íà ïðîìåæóòêå (x2, x3]. Ïîñêîëüêó

F (x2 + 0) = F (x2 − 0) + p2 = F (x2) + p2 = p1 + p2,

è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïîñòîÿííà íà (x2, x3] (ñì. (9.5.2)),
òî ïðè x ∈ (x2, x3]

F (x) = F (x2 + 0) = p1 + p2.

È òàê äàëåå � ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç àòîì xi ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F (x) âîçðàñòàåò ñêà÷êîì íà âåëè÷èíó pi = F ({xi}) ìàññû
àòîìà xi (ñì. ðèñ. 9.5.1).
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Ðèñ. 9.5.1: Ãðàôèê ôóíêöèè âåðîÿòíîñòíîãî
àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F, ñîñðåäîòî÷åííîãî

â àòîìàõ xi (F({xi}) = pi, i = 1, 2, . . . , n)
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Òåîðåìà 9.5.4 (î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïî àòîìè÷åñ-
êîìó ðàñïðåäåëåíèþ). Åñëè F � àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
íà Rn, ñîñðåäîòî÷åííîå íà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå
A = {x1, x2, . . . } ñâîèõ àòîìîâ, òî äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíê-
öèè g íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1∫

Rn

g(x)F(dx) =
∑
xj

g(xj)F({xj}), (9.5.3)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåãðàë
∫
Rn

g(x)F(dx) êîíå÷åí èëè ðÿä∑
xj

g(xj)F({xj}) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) èíòåãðèðó-
åìà âìåñòå ñî ñâîèì ìîäóëåì |g(x)|.

Ïîñêîëüêó F � àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå è A =
∞∪
j=1

{xj} �

ìíîæåñòâî åãî àòîìîâ, òî F(Rn \A) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,∫
Rn

|g(x)|F(dx) =
∫
A

|g(x)|F(dx)+
∫

Rn\A

|g(x)|F(dx) =
∫
A

|g(x)|F(dx).

Â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàë Ëåáåãà∫
A

|g(x)|F(dx) =
∫

∪
{xj}

|g(x)|F(dx) =

=
∞∑
j=1

∫
{xj}

|g(x)|F(dx) =
∞∑
j=1

|g(xj)|F({xj}),

ò. å. ∫
A

|g(x)|F(dx) =
∞∑
j=1

|g(xj)|F({xj}), (9.5.4)

çäåñü ∫
{xj}

|g(x)|F(dx) = |g(xj)|F({xj})
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êàê èíòåãðàë Ëåáåãà îò ïðîñòîé ôóíêöèè (íà êîíå÷íîì ìíîæåñò-
âå êàæäàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòàÿ). Òàê ÷òî

∫
Rn

|g(x)|F(dx)

êîíå÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðÿä
∑
xj

|g(xj)|F({xj}) ñõîäèò-
ñÿ.

Ðàâåíñòâî (9.5.3) ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (9.5.4), ïîëü-
çóÿñü ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà.

9.6 Àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå F íà Rn íàçûâàåòñÿ àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûì îòíîñèòåëüíî ìåðû L íà Rn, åñëè îíî ïðåäñòà-
âèìî â âèäå:

F(B) =

∫
B

f(x)L(dx), B ∈ Bn, (9.6.1)

ãäå f(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1,
íàçûâàåìàÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ F îòíîñèòåëüíî ìåðû L.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè L� ìåðà Ëåáåãà, òî F íàçûâàþò àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, à f � ïëîòíîñòüþ.

Ðàâåíñòâî (9.6.1) êîðîòêî áóäåì çàïèñûâàòü òàê:

F(dx) = f(x)L(dx),

à åñëè L � ìåðà Ëåáåãà, òî òàê

F(dx) = f(x)dx,

Îáû÷íî ðàñïðåäåëåíèå è åãî ïëîòíîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü îä-
íîé áóêâîé � ðàñïðåäåëåíèå ïðîïèñíîé, ïëîòíîñòü ñòðî÷íîé.

Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ãîâîðèòü è îá àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè
íå òîëüêî ðàñïðåäåëåíèé, íî è îá àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè
ìåð.

Ïóñòü µ è ν � ìåðû íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F}. Ìåðó
µ áóäåì íàçûâàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû ν,
åñëè îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

µ(B) =

∫
B

f(ω)ν(dω), B ∈ F,
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f(ω) � F-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà {Ω,F} ñî çíà÷åíèÿìè â R1,
íàçûâàåìàÿ ïëîòíîñòüþ ìåðû µ îòíîñèòåëüíî ìåðû ν.

Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïëîòíîñòü äàííî-
ãî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F íà Rn îòíîñèòåëü-
íî äàííîé ìåðû L

1) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíî-
æåñòâî òî÷åê L-ìåðû íóëü;

2) íåîòðèöàòåëüíà, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâî
òî÷åê L-ìåðû íóëü.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f è φ � ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ F
îòíîñèòåëüíî ìåðû L. Îáîçíà÷èì

B1 = {x : φ(x) > f(x)}

(çàìåòèì ÷òî B1 ∈ Bn). Èç îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ èìååì:

F(B1) =

∫
B1

f(x)L(dx), F(B1) =

∫
B1

φ(x)L(dx).

Îòñþäà: ∫
B1

(φ(x)− f(x))L(dx) = 0,

à òàê êàê íà B1 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ(x)− f(x) áîëüøå íóëÿ, òî
L(B1) = 0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìíîæåñòâà B2 = {x : φ(x) < f(x)} èìååì
L(B2) = 0. Ïîýòîìó

L{x : f(x) ̸= φ(x)} = L(B1 ∪B2) = 0.

Òàê ÷òî
φ(x) = f(x),

èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâî òî÷åê L-ìåðû íóëü.
Äàëåå, ïóñòü f � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ F è

B = {x : f(x) < 0}, òîãäà

0 ≤ F(B) =

∫
B

f(x)L(dx) ≤ 0.

Ïîýòîìó ∫
B

f(x)L(dx) = 0,
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à òàê êàê íà B çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ìåíüøå íóëÿ, òî

L(B) = 0.

Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Ïëîòíîñòü f äàííîãî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî âåðîÿòíîñòíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ F íà Rn îòíîñèòåëüíî äàííîé ìåðû L

1) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíî-
æåñòâî òî÷åê L-ìåðû íóëü;

2) íåîòðèöàòåëüíà, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâî
òî÷åê L-ìåðû íóëü;

3)
∫
Rn

f(x)L(dx) = 1.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå, à èìåííî: íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðå-
ëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1 òàêàÿ, ÷òî∫

Rn

f(x)L(dx) = 1,

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà Rn îòíîñèòåëüíî ìåðû L.

Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà F, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñò-
âîì

F(B) =

∫
B

f(x)L(dx), B ∈ Bn, (9.6.2)

ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé (êàê èíòåãðàë Ëåáåãà), íåîòðèöà-
òåëüíîé è ê òîìó æå F(Rn) = 1, ò. å. F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå íà Rn. À ðàâåíñòâî (9.6.2) îçíà÷àåò, ÷òî f(x) � ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ F îòíîñèòåëüíî ìåðû L.

Ïîýòîìó ÷àñòî íåîòðèöàòåëüíóþ áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ íà
Rn òàêóþ, ÷òî ∫

Rn

f(x)L(dx) = 1,

íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ.
Òåîðåìà 9.6.1 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àáñîëþòíîé íåïðå-

ðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íà Rn ). Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñïðå-
äåëåíèå F íà Rn áûëî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì îòíîñèòåëüíî
ìåðû L è áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ≥ 0, x ∈ Rn, áûëà åãî
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ïëîòíîñòüþ, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà êëàññå K ïàðàëëåëåïèïåäîâ
[a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn) = B, ai, bi ∈ R1, i = 1, 2, . . . , n,

F(B) =

∫
B

f(x)L(dx). (9.6.3)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå F íà R1 áûëî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì îòíîñèòåëüíî ìåðû L è áîðåëåâñêàÿ
ôóíêöèÿ f(x) ≥ 0 áûëà åãî ïëîòíîñòüþ, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
íà êëàññå K ïðîìåæóòêîâ [a, b), a, b ∈ R1,

F([a, b)) =

∫
[a,b)

f(t)L(dt). (9.6.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ F(B) è
∫
B

f(x)L(dx)

ñîâïàäàþò íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ [a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn) =
= B (ñì. (9.6.3)), òî îíè ñîâïàäàþò è íà àëãåáðå A êîíå÷íûõ
îáúåäèíåíèé ïàðàëëåëåïèïåäîâ, à â ñèëó òåîðåìû Êàðàòåîäîðè
(ñì. òåîðåìó 7.1.3) è íà σ-àëãåáðå σ(A) = Bn:

F(B) =

∫
B

f(x)L(dx), B ∈ Bn.

Ïîñëåäíåå è îáîçíà÷àåò, ÷òî F àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñè-
òåëüíî ìåðû L.

Ñëåäñòâèå 1 (ôóíêöèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ).
Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå F íà R1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíî,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
ïðåäñòàâèìà â âèäå:

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt, x ∈ R1, (9.6.5)

ãäå f(t) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1, ïðè
ýòîì f(t) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (9.6.5).
Çàìåòèì, ÷òî f(x) íåîòðèöàòåëüíà êàê ïðîèçâîäíàÿ îò ìî-

íîòîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöèè F (x).
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Èç ðàâåíñòâà (9.6.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîìåæóòêîâ [a, b),
a, b ∈ R1,

F([a, b)) =

∫
[a,b)

f(t)dt,

ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû ðàñïðåäåëåíèå F àáñîëþòíî íåïðåðûâíî
è f(t) åãî ïëîòíîñòü.

Åñëè F àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ f, òî

F (x) = F((−∞, x)) =

x∫
−∞

f(t)dt, x ∈ R1,

Çàì å ÷ à í è å. Ñëåäñòâèå 1 äàåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè F � àáñîëþòíîå íåïðåðûâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå íà R1, òî åãî ïëîòíîñòü f(t) ðàâíà (ï.â.) ïðîèçâîäíîé
îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) :

f(x) = F ′(x).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè F � àáñîëþòíîå íåïðåðûâíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f(x), òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) = F((−∞, x)) =

x∫
−∞

f(t)dt. (9.6.6)

Ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ, F (x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó (îòíî-
ñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà), à, âî-âòîðûõ, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâî-
åé ïðîèçâîäíîé ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ, à èìåí-
íî:

x∫
a

F ′(t)dt = F (x)− F (a).

Îòñþäà

F([a, x)) =

∫
[a,x)

F′(t)dt.

Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 1 ôóíêöèÿ F ′(x) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ F, à â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïëîòíîñòè

f(x) = F ′(x) (ï.â.).
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Òåîðåìà 9.6.2 (î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïî àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ). Åñëè F � àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîå îòíîñèòåëüíî ìåðû L ðàñïðåäåëåíèå íà Rn,
f � åãî ïëîòíîñòü, òî äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g íà
Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1∫

Rn

g(x)F(dx) =

∫
Rn

g(x)f(x)L(dx), (9.6.7)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïðåäåëåí èíòåãðàë
∫
Rn

g(x)F(dx) èëè èí-

òåãðàë
∫
Rn

g(x)f(x)L(dx).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà
Ëåáåãà è ïðåäñòàâëåíèÿ g = g+− g− ôóíêöèè g â âèäå ðàçíîñòè
íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé g+ è g−, òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ g.

Òåîðåìà èìååò ìåñòî, åñëè g � èíäèêàòîð, ò. å. g(x) =
= IB(x), B ∈ Bn. Â ñàìîì äåëå, ñ îäíîé ñòîðîíû,∫

Rn

g(x)F(dx) =

∫
Rn

IB(x)F(dx) = F(B),

ñ äðóãîé �∫
Rn

g(x)f(x)L(dx) =

∫
Rn

IB(x)f(x)L(dx) =

∫
B

f(x)L(dx) = F(B),

ïîýòîìó ∫
Rn

g(x)F(dx) =

∫
Rn

g(x)f(x)L(dx).

Â ñèëó ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà òåîðåìà ñïðà-
âåäëèâà è äëÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èíäèêàòîðîâ, ò. å. äëÿ ïðîñ-
òûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé.

Äàëåå, ïóñòü g � íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ.
Ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ
ïðîñòûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé

gk(x) =

2kk∑
j=1

j − 1

2k
I{x:(j−1)/2k≤g(x)<j/2k}(x) + kI{x:g(x)≥k}(x)
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ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ R1 ê g(x) (ñì. ëåììó 9.2.1). Äëÿ
ïðîñòûõ gk(x) òåîðåìà èìååò ìåñòî:∫

Rn

gk(x)F(dx) =

∫
Rn

gk(x)f(x)L(dx).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëåáåãà î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè,
ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà: ∫

Rn

g(x)F(dx) =

∫
Rn

g(x)f(x)L(dx).

Òàê ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû
∫
Rn

g(x)F(dx)(dx) îïðåäåëåí

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëåí èíòåãðàë
∫
Rn

g(x)f(x)L(dx)

è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (9.6.7).
Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å. Òåîðåìà èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå èíòåãðèðîâà-

íèÿ îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìåðû µ F-èçìåðèìîé
ôóíêöèè, çàäàííîé íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé {Ω,F}.

Èíòåãðàë ïî ñóììå ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü F è G ðàñïðå-
äåëåíèÿ íà Rn. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå
Bn ðàâåíñòâîì

Q(B) = F(B) + G(B), B ∈ Bn,

î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì. Ðàñïðåäåëåíèå Q áóäåì íà-
çûâàòü ñóììîé ðàñïðåäåëåíèé F è G è áóäåì îáîçíà÷àòü F+ G.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà ïîëó÷à-
åì, ÷òî ∫

Rn

g(x)Q(dx) =

∫
Rn

g(x)F(dx) +

∫
Rn

g(x)G(dx)

(â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàñïðåäåëåíèå Q ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (ñ ïëîòíîñòüþ f) è àòî-
ìè÷åñêîãî G, òî∫

Rn

g(x)Q(dx) =

∫
Rn

g(x)f(x)dx+
∑
xi

g(xi)G({xi}),

â ïîñëåäíåé ñóììå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìíîæåñòâó àòîìîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ G.
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9.7 Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå
è äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå. Â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, êàêèì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì èëè äèñêðåòíûì, � ìû áóäåì
ðàçëè÷àòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû.

Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè åå ðàñ-
ïðåäåëåíèå Pξ äèñêðåòíîå (àòîìè÷åñêîå).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn

áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íîå ìíîæåñòâî òî÷åê xi ∈ Rn òàêèõ, ÷òî

Pξ({xi}) = P{ξ = xi} > 0, i = 1, 2, . . . ,
∑
xi

Pξ({xi}) = 1. (9.7.1)

Òî÷êè xi ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P{ξ = xi} > 0,

íàçûâàþò âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû.

Ç àì å ÷ à í è å îòíîñèòåëüíî îáîçíà÷åíèé. Çíà÷åíèå

Pξ({xi}) = P{ξ ∈ {xi}} = P{ξ = xi}

äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ íà àòîìå {xi} åùå áóäåì îáîçíà-
÷àòü Pξ(xi) (åñëè çàïèñü Pξ(xi) ïîíèìàåòñÿ îäíîçíà÷íî), ò. å.

Pξ({xi}) = Pξ(xi).

Òåîðåìà 9.7.1. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ôóíêöèÿ íà {Ω,F,P} ñî
çíà÷åíèÿìè â R1, ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî
çíà÷åíèé x1, x2, . . . Åñëè äëÿ êàæäîãî xi

{ω : ξ(ω) = xi} ∈ F, (9.7.2)

òî ξ = ξ(ω) ÿâëÿåòñÿ F-èçìåðèìîé (ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé).
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Äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî x

{ω : ξ(ω) < x} =
∪

xi:xi<x

{ω : ξ(ω) = xi} ∈ F,

ïîýòîìó ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 8.1.1 ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω)
ÿâëÿåòñÿ F èçìåðèìîé.

Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû L, åñëè åå ðàñïðåäåëåíèå Pξ àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî L.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû L, åñëè åå ðàñïðåäå-
ëåíèå Pξ ïðåäñòàâèìî â âèäå:

Pξ(B) =

∫
B

p(x)L(dx), B ∈ Bn, x ∈ Rn, (9.7.3)

ãäå p(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1, íà-
çûâàåìàÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îò-
íîñèòåëüíî ìåðû L.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàñïðåäåëåíèå Pξ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íî îòíîñèòåëüíî îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, òî p(x) íàçûâàþò
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñè-
òåëüíî ìåðû L, áóäó÷è ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ,

1) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíî-
æåñòâî òî÷åê L-ìåðû íóëü;

2) íåîòðèöàòåëüíà, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâî
òî÷åê L-ìåðû íóëü;

3)
∫
Rn

p(x)L(dx) = 1.

Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî, íåîòðèöà-
òåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1

òàêàÿ, ÷òî ∫
Rn

f(x)L(dx) = 1,

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â Rn.
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Òåîðåìà 9.7.2 (î ôóíêöèè è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ξ ñî çíà÷åíèÿìè â R1 áûëà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) áûëà
ïðåäñòàâèìà â âèäå:

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt, x ∈ R1,

ïðè ýòîì áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî
çíà÷åíèÿìè â R1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî åãî ïëîòíîñòü f(t)
ðàâíà (ï.â.) ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) :

f(x) = F ′(x).

Òåîðåìà è ñëåäñòâèå èç íåå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåä-
ñòâèé 1 è 2 èç òåîðåìû 9.6.1, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âåðîÿòíîñòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïî
ðàñïðåäåëåíèþ Pξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âñåãäà ìîæíî íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé ôóíêöèè g(ξ) îò ξ.

Òåîðåìà 9.7.3 (î ðàñïðåäåëåíèè ôóíêöèè îò ξ). Ïóñòü
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn è
Pξ � åå ðàñïðåäåëåíèå, g(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn ñî
çíà÷åíèÿìè â Rl. Äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B èç Rl

P{g(ξ) ∈ B} =

∫
x:g(x)∈B

Pξ(dx), x ∈ Rn;

åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà è pξ(x) � åå ïëîòíîñòü, òî

P{g(ξ) ∈ B} =

∫
x:g(x)∈B

pξ(x)dx, x ∈ Rn;
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åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è
Pξ : x→ Pξ(x) � åå ðàñïðåäåëåíèå, òî

P{g(ξ) ∈ B} =
∑

x:g(x)∈B

Pξ(x)

(ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî àòîìàì ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ, ïðèíàä-
ëåæàùèì ìíîæåñòâó {x : g(x) ∈ B}).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

P{g(ξ) ∈ B} = P{ξ ∈ g−1(B)} = Pξ(g
−1(B)) =

=

∫
g−1(B)

Pξ(dx) =

∫
x:x∈g−1(B)

Pξ(dx) =

∫
x:g(x)∈B

Pξ(dx).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ pξ(x) = pξ(x1, x2, . . . , xn), òî

P{g(ξ) ∈ B} =

∫
x:g(x)∈B

Pξ(dx) =

∫
x:g(x)∈B

pξ(x)dx, x ∈ Rn

(â ñèëó òåîðåìû 9.6.2 î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ).

Åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è
Pξ : x→ Pξ(x) � åå ðàñïðåäåëåíèå, òî

P{g(ξ) ∈ B} =

∫
x:g(x)∈B

Pξ(dx) =
∑

x:g(x)∈B

Pξ(x),

ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî àòîìàì ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ èç ìíîæåñò-
âà {x : g(x) ∈ B} (â ñèëó òåîðåìû 9.5.4 î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
Ëåáåãà ïî äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn è Pξ � åå ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî
áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B èç Rn

P{ξ ∈ B} =

∫
B

Pξ(dx), x ∈ Rn;
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åñëè ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è pξ(x) � åå ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ, òî

P{ξ ∈ B} =

∫
B

pξ(x)dx, x ∈ Rn;

åñëè ξ � äèñêðåòíà è Pξ : x→ Pξ(x) � åå ðàñïðåäåëåíèå, òî

P{ξ ∈ B} =
∑
x∈B

Pξ(x)

(ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî àòîìàì ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ, ïðèíàä-
ëåæàùèì ìíîæåñòâó B).

Äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå g ðàññìîòðåòü òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå Rn íà Rn.

Ïðèìåð 9.7.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïîêàçà-
òåëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû η = 1/(1− ξ).

Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ η, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 9.7.3

Fη(x) =



1−1/x∫
1

λe−λtdt, åñëè x < 0,

+∞∫
1

λe−λtdt, åñëè 0 ≤ x ≤ 1,

1−1/x∫
1

λe−λtdt+
+∞∫
1

λe−λtdt, åñëè x > 1,

pη(x) =

{
0, åñëè x ∈ [0; 1];

λ exp {−λ(1− 1/x)} /x2, åñëè x ̸∈ [0; 1].
Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) åùå íàçûâà-
þò ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn,
à ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), åñëè îíà
ñóùåñòâóåò, � ïëîòíîñòüþ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 1 ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn.

Ïî ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ξ1, ξ2, . . . , ξn âñåãäà ìîæíî
íàéòè ðàñïðåäåëåíèå êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, ïîñêîëü-
êó êîìïîíåíòà ξi âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
îò ξ. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, èñêëþ÷àÿ ÷àñòíûé, íî

1Ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn
åùå íàçûâàþò ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn.
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âàæíûé è ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, êîãäà ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ1, ξ2, . . . ξn ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñïðåäåëåíèé:

Pξ(B1 ×B2 × . . .×Bn) = Pξ1(B1)Pξ2(B2) . . .Pξn(Bn)

äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1, B2, . . . , Bn èç R1.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååì.
Òåîðåìà 9.7.4. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

Pξ(xi, yj , . . . , zk) = P{(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = (xi, yj , . . . , zk)}

íåçàâèñèìûõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñïðåäåëåíèé Pξ1(xi),Pξ2(yj), . . . ,Pξn(zk):

Pξ(xi, yj , . . . , zk) = Pξ1(xi)Pξ2(yj) . . .Pξn(zk) (9.7.4)

äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé xi, yj , . . . , zk ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçà-
âèñèìû, òî

Pξ(xi, yj , . . . , zk) = P{ξ1 = xi, ξ2 = yj , . . . , ξn = zk} =

= P{ξ1 = xi}P{ξ2 = yj} . . .P{ξn = zk} =

= Pξ1(xi)Pξ2(yj) . . .Pξn(zk).

Ïðèìåð 9.7.2. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìå-
åò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p.

Ðåøåíè å. Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, i = 1, 2, . . . , n,

Pξi(ki) = p(1− p)ki , ki = 0, 1, . . .

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξi, i = 1, 2, . . . , n,

P(k1, k2, . . . , kn) =
n∏

i=1

Pξi(ki) =
n∏

i=1

p(1−p)ki = pn(1−p)k1+k2+...+kn ,

k1 = 0, 1, 2, . . . ; k2 = 0, 1, 2, . . . ; . . . kn = 0, 1, 2, . . .



294 Ãëàâà 9. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Òåîðåìà 9.7.5. Åñëè ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîò-
íîñòÿìè p1(x1), p2(x2), . . . , pn(xn), òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü
p(x1, x2, . . . , xn) ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn, è îíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ ïëîòíîñòåé:

p(x1, x2, . . . , xn) = p1(x1) p2(x2) . . . pn(xn).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2,
. . . , ξn íåçàâèñèìû è àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî ñ
ïëîòíîñòÿìè p1(x1), p2(x2), . . . , pn(xn), òî äëÿ ëþáûõ [ai, bi),
i = 1, 2, . . . , n, íà B = [a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn) çíà÷åíèå

Pξ(B) = Pξ([a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn)) =

= P{(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ [a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn)} =

= P{ξ1 ∈ [a1, b1), ξ2 ∈ [a2, b2), . . . , ξn ∈ [an, bn)} =

= P{ξ1 ∈ [a1, b1)}P{ξ2 ∈ [a2, b2)} . . .P{ξn ∈ [an, bn)} =

=

∫
[a1,b1)

p1(x1)dx1

∫
[a2,b2)

p2(x2)dx2 . . .

∫
[an,bn)

pn(xn)dxn =

=

∫
B

p1(x1) p2(x2) . . . pn(xn)d(x1, x2, . . . , xn),

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè. Òàêèì
îáðàçîì, äâà ðàñïðåäåëåíèÿ, à èìåííî, ðàñïðåäåëåíèå

Pξ(B), B ∈ Bn,

è ðàñïðåäåëåíèå

G(B)=

∫
B

p1(x1)p2(x2) . . . pn(xn)d(x1, x2, . . . , xn), B ∈ Bn

ñîâïàäàþò íà êëàññå ïàðàëëåëåïèïåäîâ B = [a1, b1) × [a2, b2) ×
. . . × [an, bn), à çíà÷èò, è íà àëãåáðå A êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, à â ñèëó òåîðåìû Êàðà-
òåîäîðè è íà σ-àëãåáðå σ(A) = Bn áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ:

Pξ(B) =

∫
B

p1(x1)p2(x2) . . . pn(xn) d(x1, x2, . . . , xn), B ∈ Bn.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Pξ âåêòîðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî,
è ôóíêöèÿ p1(x1)p2(x2) . . . pn(xn) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ Pξ � ïëîòíîñòüþ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ:
åñëè ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ ïëîòíîñòåé, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 9.7.3. Íàéòè ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì θ :

p(x; θ) =

{
θ exp{−θx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ãäå θ > 0.
Ðåøåíè å. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn

p(x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

p(xi) =

=
n∏

i=1

θ exp{−θxi} = θn exp

{
−θ

n∑
i=1

xi

}
,

åñëè âñå xi ïîëîæèòåëüíû, è ðàâíà íóëþ, åñëè õîòÿ áû îäíî èç
xi íåïîëîæèòåëüíî.

9.8 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåð 9.8.1. Ïóñòü P � ìåðà Ëåáåãà íà R1. Åñëè ôóíê-
öèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé,
òî äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî P(A) < δ,∫

A

|f(x)|P(dx) < ε.
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Ðåøåíè å. Èíòåãðàë

Q(B) =

∫
B

|f(x)|P(dx), B ∈ B1,

êàê ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ìåðîé.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå P íà R1, òî

P{x : |f(x)| = ∞} = 0

(ñì. òåîðåìó 9.2.11 è ñëåäñòâèÿ èç íåå).
Ïóñòü An = {x : |f(x)| > n}. Î÷åâèäíî An+1 ⊂ An è

{x : |f(x)| = ∞} =
∞∩
n=1

An.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ìåðû Q

0 = Q({x : |f(x)| = ∞}) = lim
n

Q(An).

Ïîýòîìó äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N, ÷òî

Q(AN ) =

∫
AN

|f(x)|P(dx) < ε/2.

Äëÿ ëþáîãî A

Q(A) =

∫
A∩AN

|f(x)|P(dx) +
∫

A∩AN

|f(x)|P(dx) ≤

≤ NP(A ∩AN ) +

∫
AN

|f(x)|P(dx) ≤ NP(A) + ε/2.

Ïîýòîìó, åñëè â êà÷åñòâå δ ðàññìîòðåòü δ = ε/2N, òî äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà A, òàêîãî, ÷òî P(A) ≤ ε/2N = δ, çíà÷åíèå

Q(A) =

∫
A

|f(x)|P(dx) < ε.



Ãëàâà 10

Âû÷èñëåíèå
ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ

10.1 Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ

Ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âñåãäà ìîæíî íàé-
òè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mg(ξ) ëþáîé ôóíêöèè g(ξ) îò ξ,
ëèøü áû òîëüêî Mg(ξ) ñóùåñòâîâàëî.

Òåîðåìà 10.1.1 (î âû÷èñëåíèè Mg(ξ) ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ ξ). Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1

è Pξ � åå ðàñïðåäåëåíèå, äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g(x)
íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1

Mg(ξ) =

∫
R1

g(x)Pξ(dx), (10.1.1)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mg(ξ) èëè îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
R1

g(x)Pξ(dx).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ g = g+ − g−, ñâîéñò-
âà ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è èíòåãðàëà Ëåáåãà
ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé.

Òåîðåìà èìååò ìåñòî, åñëè g(x) � èíäèêàòîð, ò. å.

g(x) = IB(x), B ∈ B1.
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Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû,∫
R1

g(x)Pξ(dx) =

∫
R1

IB(x)Pξ(dx) =

= 1 · Pξ(B) + 0 · Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B},
c äðóãîé �

Mg(ξ) = MIB(ξ) = 1 · P{ω : ξ(ω) ∈ B}+ 0 · P{ω : ξ(ω) ∈ B} =

= P{ω : ξ(ω) ∈ B}.
Â ñèëó ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è

èíòåãðàëà Ëåáåãà ðàâåíñòâî (10.1.1) èìååò ìåñòî è äëÿ ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé èíäèêàòîðîâ, ò. å. äëÿ ïðîñòûõ áîðåëåâñêèõ
ôóíêöèé.

Ïóñòü g(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Ìîíî-
òîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñ-
òûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé,

gn(x) =

2nn∑
j=1

j − 1

2n
I{x:(j−1)/2n≤g(x)<j/2n}(x) + nI{x:g(x)≥n}(x),

n = 1, 2, . . . , ñõîäèòñÿ ê g(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ R1 (ñì. ëåììó
9.2.1). È òàê êàê gn(x) � ïðîñòàÿ, òî

Mgn(ξ) =

∫
R1

gn(x)Pξ(dx).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëåáåãà î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè,
ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñò-
âà, ïîëó÷èì

Mg(ξ) =

∫
R1

g(x)Pξ(dx).

Òàê ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mg(ξ) îïðåäåëåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëåí èíòå-
ãðàë

∫
R1

g(x)Pξ(dx), è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (10.1.1).
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè
â R1 è Pξ � åå ðàñïðåäåëåíèå, òîãäà

Mξ =

∫
R1

xPξ(dx),

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mξ èëè îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
R1

xPξ(dx).

Äîñòàòî÷íî â òåîðåìå â êà÷åñòâå ôóíêöèè g(x) ðàññìîòðåòü
g(x) = x.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà î âû÷èñëåíèè Mg(ξ) ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ ξ èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè
â Rn.

Òåîðåìà 10.1.2. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn è Pξ � åå ðàñïðåäåëåíèå,
äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g(x) = g(x1, x2, . . . , xn) íà Rn

ñî çíà÷åíèÿìè â R1

Mg(ξ) =

∫
Rn

g(x)Pξ(dx), x ∈ Rn, (10.1.2)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mg(ξ) èëè îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
Rn

g(x)Pξ(dx).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10.1.1.
Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè ðàâåíñòâî (10.1.2), çàïèñûâàåòñÿ òàê

Mg(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

∫
Rn

g(x1, x2, . . . , xn)Pξ(d(x1, x2, . . . , xn)).

Äàëåå ïðèâåäåíû äâà íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñëó÷àÿ
âû÷èñëåíèÿ Mg(ξ) ïî ðàñïðåäåëåíèþ Pξ: êîãäà ðàñïðåäåëåíèå
Pξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è êîãäà Pξ äèñêðåòíî.

Òåîðåìà 10.1.3 (î âû÷èñëåíèè Mg(ξ) ïî ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ξ). Åñëè ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1 è pξ(x) � åå ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, òî äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g(x) íà R1 ñî
çíà÷åíèÿìè â R1

Mg(ξ) =

∫
R1

g(x)pξ(x)dx, (10.1.3)



300 10. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mg(ξ) èëè îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
R1

g(x)pξ(x)dx.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû î âû÷èñ-
ëåíèè Mg(ξ) ïî ðàñïðåäåëåíèþ ξ (òåîðåìà 10.1.1) è òåîðåìû î
âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ (òåîðåìà 9.6.2)

Mg(ξ) =

∫
R1

g(x)Pξ(dx) =

∫
R1

g(x)pξ(x)dx.

Òàê ÷òîMg(ξ) îïðåäåëåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëåí
èíòåãðàë

∫
R1

g(x)pξ(x)dx è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (10.1.3).

Ñëåäñòâèå. Åñëè ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1 è pξ(x) � åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, òî

Mξ =

∫
R1

xpξ(x)dx,

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mξ èëè îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
R1

xpξ(x)dx.

Äîñòàòî÷íî â òåîðåìå â êà÷åñòâå ôóíêöèè g(x) ðàññìîòðåòü
g(x) = x.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà î âû÷èñëåíèè Mg(ξ) ïî ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ξ èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî çíà÷å-
íèÿìè â Rn.

Òåîðåìà 10.1.4. Åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn è
pξ(x) = pξ(x1, x2, . . . , xn) � åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, òî
äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g(x) = g(x1, x2, . . . , xn) íà Rn

ñî çíà÷åíèÿìè â R1.

Mg(ξ) =

∫
Rn

g(x)pξ(x)dx, x ∈ Rn, (10.1.4)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mg(ξ) èëè îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
R1

g(x)pξ(x)dx.
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Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè ðàâåíñòâî (10.1.4) çàïèñûâàåòñÿ òàê

Mg(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

=

∫
Rn

g(x1, x2, . . . , xn)pξ(x1, x2, . . . , xn)d(x1, x2, . . . , xn).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 10.1.3.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 10.1.5. Åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñî çíà÷åíèÿìè â R1

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = a:

f(a+ t) = f(a− t), t ∈ R1,

òî
Mξ = a

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Mξ êîíå÷íî.
Åñëè f(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñî çíà÷åíèÿìè â R1, òî f(x − c) �
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ + c, ïðè
ýòîì

Mη = Mξ + c.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñèììåòðè÷íîñòü ïëîòíîñòè f(x) îòíî-
ñèòåëüíî ïðÿìîé x = a:

f(a+ t) = f(a− t), t ∈ R1,

îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ(t) = f(a+ t) ÷åòíàÿ.
Äàëåå,

Mξ =

+∞∫
−∞

xf(x)dx.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó x = t+ a. Èìååì

+∞∫
−∞

xf(x)dx =

+∞∫
−∞

(t+ a)f(t+ a)dt =
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= a

+∞∫
−∞

f(t+ a)dt+

+∞∫
−∞

tf(t+ a)dt = a · 1 + 0 = a,

èíòåãðàë
+∞∫
−∞

tf(t + a)dt ðàâåí íóëþ êàê èíòåãðàë îò íå÷åòíîé

ôóíêöèè tf(t+a) ïî ïðîìåæóòêó, ñèììåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî
íóëÿ.

×òîáû óáåäèòñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ, äî-
ñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû η

Fη(x) = P{ξ + c < x} = Fξ(x− c),

à ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fη(x) =
d

dx
Fη(x) =

d

dx
Fξ(x− c) = f(x− c).

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

Mη = Mξ + c

î÷åâèäíà.
Íàïðèìåð, êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû ïîëó÷àåì: ìàòåìàòè÷åñ-

êîå îæèäàíèå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíî a (åå ïëîòíîñòü ñèììåòðè÷íà îòíî-
ñèòåëüíî ïðÿìîé x = a); ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé íà ïðîìåæóòêå [a, b] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâ-
íî (a + b)/2 (åå ïëîòíîñòü ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
x = (a+ b)/2).

Ïðèìåð 10.1.1. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó,
îíà äåëèò åãî íà äâå ÷àñòè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå è âû÷èñ-
ëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëèíû îêðóæíîñòè ñ ðàäè-
óñîì, ðàâíûì äëèíå áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

Ðåøåíè å. Ïóñòü ξ � êîîðäèíàòà íàóäà÷ó áðîøåííîé íà îò-
ðåçîê [0; 1] òî÷êè, òîãäà η = max{ξ, 1−ξ}� äëèíà áîëüøåé ÷àñòè
îòðåçêà, ζ = 2πη � äëèíà îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì η.

Ñíà÷àëà íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû η = max{ξ, 1 − ξ}. Ïðè x < 1/2, î÷åâèäíî, P{η < x} = 0,
à ïðè x > 1 çíà÷åíèå P{η < x} = 1. Åñëè 1/2 < x ≤ 1, èìååì:

P{η < x} = P{max{ξ, 1− ξ} < x} = P{ξ < x, 1− ξ < x} =

= P{1− x < ξ < x} = (x− (1− x))/(1− 0) = 2x− 1.
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Âåðîÿòíîñòü P{1−x < ξ < x} âû÷èñëåíà êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ âå-
ðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ �òî÷êà, áðîøåííàÿ íàóäà÷ó íà îòðåçîê [0; 1],
ïîïàäåò íà îòðåçîê [1−x;x]�. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ÿâëÿåòñÿ

Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 1/2;

2x− 1, åñëè 1/2 < x ≤ 1;
1, åñëè x > 1

(η ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [1/2; 1]). Îòñþäà ïîëó-
÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ζ:

Fζ(x) = P{ζ < x} = P{2πη < x} = P
{
η <

x

2π

}
= Fη

( x
2π

)
.

Ïîñêîëüêó η ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [1/2; 1], òî

Mζ = M2πη = 2πMη = 3π/2.

Îòìåòèì, ÷òî Mζ ìîæíî âû÷èñëèòü è êàê ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ôóíêöèè ζ = 2πmax{ξ, 1 − ξ} ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ (ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [0; 1]), ñì. òåîðåìó
10.1.3:

Mζ = M2πmax{ξ, 1− ξ} = 2π

+∞∫
−∞

max{x, 1− x}pξ(x)dx =

= 2π

1∫
0

max{x, 1− x}dx = 3π/2.

Òåîðåìà 10.1.6 (î âû÷èñëåíèèMg(ξ), êîãäà ξ äèñêðåò-
íà). Åñëè ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè
â R1 è

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X,

� åå ðàñïðåäåëåíèå, òî äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g(x) íà
R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1

Mg(ξ) =
∑
xi

g(xi)Pξ(xi), (10.1.5)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mg(ξ) êî-
íå÷íî èëè ðÿä

∑
xi

g(xi)Pξ(xi) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû î âû÷èñ-
ëåíèè Mg(ξ) ïî ðàñïðåäåëåíèþ ξ (òåîðåìà 10.1.1) è òåîðåìû î
âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
(òåîðåìà 9.5.4)

Mg(ξ) =

∫
R1

g(x)Pξ(dx) =
∑
xi

g(xi)Pξ(xi).

Òàê ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåMg(ξ) êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ðÿä

∑
xi

g(xi)Pξ(xi) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî (10.1.5).
Ñëåäñòâèå. Åñëè ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî

çíà÷åíèÿìè â R1 è

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X,

� åå ðàñïðåäåëåíèå, òî

Mξ =
∑
xi

xiPξ(xi), (10.1.6)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mξ êîíå÷íî
èëè ðÿä

∑
xi

xiPξ(xi) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äîñòàòî÷íî â òåîðåìå â êà÷åñòâå ôóíêöèè g(x) ðàññìîòðåòü
g(x) = x.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà î âû÷èñëåíèè Mg(ξ) ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ ξ, êîãäà ξ äèñêðåòíà, èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â Rn.

Òåîðåìà 10.1.7. Åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � äèñêðåòíàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â Rn è

Pξ : (x1, x2, . . . , xn) → Pξ(x1, x2, . . . , xn), x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X,

� åå ðàñïðåäåëåíèå, òî äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g(x) =
= g(x1, x2, . . . , xn) íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1

Mg(ξ) =
∑
x

g(x)Pξ(x), (10.1.7)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mg(ξ) êî-
íå÷íî èëè ðÿä

∑
x
g(x)Pξ(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè ðàâåíñòâî (10.1.7) çàïèñûâàåòñÿ òàê

Mg(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
∑

g(x1, x2, . . . , xn)Pξ(x1, x2, . . . , xn),

ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ àòîìîâ äèñêðåòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ.

Ïðèìåð 10.1.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïîêà-
çàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì θ.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = [ξ], âû÷èñ-
ëèòü Mη ([x] � öåëàÿ ÷àñòü x).

Ðåøåíè å. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = [ξ] ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
0, 1, 2, . . . (ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé). Åå ðàñïðåäåëåíèå:

Pη(k) = P{η = k} = P{[ξ] = k} = P{k ≤ ξ < k + 1} =

=

k+1∫
k

θe−θxdx = e−θk(1− e−θ) = p(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå p = 1− e−θ. Òàê ÷òî η = [ξ] èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p = 1− e−θ.

Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû η åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âû÷èñëÿåòñÿ òàê (ñì. òåî-
ðåìó 10.1.6):

Mη =
∞∑
k=0

kPη(k) =
∞∑
k=0

k(1− p)kp =
1− p

p
=

e−θ

1− e−θ
.

10.2 Ìîìåíòû. Äèñïåðñèÿ.
Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíè-
ÿìè â R1 íà {Ω,F,P}, F � åå ðàñïðåäåëåíèå, r = 1, 2, . . . Áóäåì
íàçûâàòü

Mξr =

∫
R1

xrF(dx) = mr
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ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ìîìåíòîì ïîðÿä-
êà r ðàñïðåäåëåíèÿ F);

M|ξ|r =
∫
R1

|x|rF(dx) = Mr

� àáñîëþòíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (àá-
ñîëþòíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ðàñïðåäåëåíèÿ F);

M(ξ −m1)
r =

∫
R1

(x−m1)
rF(dx)

� öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ðàñïðåäåëåíèÿ F);

M|ξ −m1|r =
∫
R1

|x−m1|rF(dx)

� àáñîëþòíûì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ (àáñîëþòíûì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F).

×àñòî èñïîëüçóåìîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
(ðàñïðåäåëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿä-
êà, íàçûâàåìûé äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (äèñïåðñèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì F. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (äèñïåðñèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F) áóäåì íàçûâàòü

M(ξ −Mξ)2 =

∫
R1

(x−m1)
2F(dx).

Äèñïåðñèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Dξ èëè σ2, ò. å. ïî îïðåäåëåíèþ

Dξ = M(ξ −Mξ)2 =

∫
R1

(x−m1)
2F(dx) = σ2.

Âåëè÷èíà
σ =

√
Dξ
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íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì óêëîíåíèåì èëè ñòàíäàðò-
íûì óêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ñòàíäàðòíûì óêëîíå-
íèåì ðàñïðåäåëåíèÿ F).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M|ξ|r < ∞, M|ξn|r < ∞, n = 1, 2, . . . ,
r � ïîëîæèòåëüíîå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn} ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ïîðÿäêà r ê ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, åñëè

M|ξn − ξ|r → 0, ïðè n→ ∞.

Â ñëó÷àå r = 2 ýòà ñõîäèìîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ â ñðåä-
íåì êâàäðàòè÷åñêîì.

Èç íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà

(M|ζ|s)1/s ≤
(
M|ζ|t

)1/t
, 0 < s < t,

ñëåäóåò, ÷òî ïðè s < t ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîðÿäêà t âëå÷åò
ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîðÿäêà s.

Òåîðåìà 10.2.1 (íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà). Ïóñòü f(x)
� çàäàííàÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè íåîòðèöàòåëüíàÿ ìî-
íîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ è ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî
çíà÷åíèÿìè â R1. Äëÿ ëþáîãî a > 0

P{|ξ| ≥ a} ≤ Mf(|ξ|)
f(a)

,

â ÷àñòíîñòè,

P{|ξ| ≥ a} ≤ M|ξ|
a

,

P{|ξ −Mξ| ≥ a} ≤ Dξ

a2
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ó÷åòîì íåîòðèöàòåëüíîñòè è ìîíî-
òîííîñòè f(x) èìååì:

Mf(|ξ|) =
∫
Ω

f(|ξ(ω)|)P(dω) =

=

∫
{ω:|ξ(ω)|≥a}

f(|ξ(ω)|)P(dω) +
∫

{ω:|ξ(ω)|<a}

f(|ξ(ω)|)P(dω) ≥
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≥
∫

{ω:|ξ(ω)|≥a}

f(|ξ(ω)|)P(dω) ≥
∫

{ω:|ξ(ω)|≥a}

f(a)P(dω) =

= f(a)P{|ξ| ≥ a}.
Îòñþäà

P{|ξ| ≥ a} ≤ Mf(|ξ|)
f(a)

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(x) = x, òî

P{|ξ| ≥ a} ≤ M|ξ|
a

.

Åñëè f(x) = x2, à â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàññìîòðåòü
(ξ −Mξ), òî

P{|ξ −Mξ| ≥ a} ≤ M(ξ −Mξ)2

a2
=

Dξ

a2

(÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ ôîðìà íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà).
Èç íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà:

P{|ξ −Mξ| ≥ a} ≤ M|ξ −Mξ|r

ar

ïîëó÷àåì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî
âåðîÿòíîñòè, îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü
F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R1 ñ êîíå÷íîé äèñïåðñè-
åé σ2. Äëÿ ëþáîãî a > 0

F{x : |x−m1| ≥ a} ≤ σ2

a2
(10.2.1)

(ìàññà ðàñïðåäåëåíèÿ F, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà åãî �õâîñòàõ�
(−∞,m1 − a] ∪ [m1 + a,+∞), íå ïðåâîñõîäèò σ2/a2).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî,

σ2 =

∫
R1

(x−m1)
2F(dx) =
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=

∫
{x:|x−m1|≥a}

(x−m1)
2F(dx) +

∫
{x:|x−m1|<a}

(x−m1)
2F(dx) ≥

≥
∫

{x:|x−m1|≥a}

(x−m1)
2F(dx) ≥

∫
{x:|x−m1|≥a}

a2F(dx) =

= a2F{x : |x−m1| ≥ a}.
Òàê ÷òî

F{x : |x−m1| ≥ a} ≤ σ2

a2
.

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèñïåð-
ñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êîíå÷íû.

1. Äëÿ ëþáûõ a è b (a, b � êîíñòàíòû)

D(aξ + b) = a2Dξ.

Â ÷àñòíîñòè,
D(aξ) = a2Dξ

(êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà äèñïåðñèè ñ êâàäðàòîì) è

Db = 0

(äèñïåðñèÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ).
Äåéñòâèòåëüíî,

D(aξ + b) = M(aξ + b−M(aξ + b))2 = M(aξ + b− aMξ − b)2 =

= a2M(ξ −Mξ)2 = a2Dξ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè b = 0, òî

D(aξ) = a2Dξ,

åñëè a = 0, òî
Db = 0.

2. Äèñïåðñèÿ ñóììû ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé:

D

(
n∑

i=1

ξi

)
=

n∑
i=1

Dξi,
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Äåéñòâèòåëüíî,

D

(
n∑

i=1

ξi

)
= M

(
n∑

i=1

ξi −M
n∑

i=1

ξi

)2

=

= M

(
n∑

i=1

(ξi −Mξi)

)2

= M
n∑

i,j=1

(ξi −Mξi)(ξj −Mξj) =

=

n∑
i=1

M(ξi −Mξi)(ξi −Mξi) +
∑
i̸=j

M((ξi −Mξi)(ξj −Mξj)) =

=
n∑

i=1

Dξi +
∑
i ̸=j

M((ξi −Mξi)(ξj −Mξj)) =
n∑

i=1

Dξi.

Ïðè i ̸= j â ñèëó ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ

M(ξi −Mξi)(ξj −Mξj) = M(ξi −Mξi)M(ξj −Mξj) = 0.

3. Åñëè Dξ = 0, òî

P{ξ = Mξ} = 1.

Î÷åâèäíî,

{ω : |ξ(ω)−Mξ| > 0} =

∞∪
n=1

{
ω : |ξ(ω)−Mξ| > 1

n

}
,

ïðè÷åì{
ω : |ξ(ω)−Mξ| > 1

n

}
⊂
{
ω : |ξ(ω)−Mξ| > 1

n+ 1

}
,

n = 1, 2, . . . Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè, íåðàâåíñòâîì ×åáûø¼âà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Dξ = 0,
ïîëó÷àåì:

P{|ξ −Mξ| > 0} = lim
n

P

{
|ξ −Mξ| > 1

n

}
≤ lim

n

Dξ

1/n2
= 0.



10.2. Ìîìåíòû. Äèñïåðñèÿ. Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà 311

Ïîýòîìó
P{|ξ −Mξ| = 0} = 1

èëè, ÷òî òî æå,
P{ξ = Mξ} = 1.

4. Äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû c

M(ξ − c)2 ≥ M(ξ −Mξ)2 = Dξ

(M(ξ − c)2 ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, åñëè c = Mξ).
Äåéñòâèòåëüíî,

M(ξ − c)2 = M((ξ −Mξ) + (Mξ − c))2 = M(ξ −Mξ)2+

+2(Mξ − c)M(ξ −Mξ) + (Mξ − c)2 = Dξ + (Mξ − c)2 ≥ Dξ.

Òåîðåìà 10.2.2 (î ìîìåíòàõ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ). Ïóñòü ξ � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñ ïàðàìåòðàìè
(a;σ2) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà

M(ξ − a)2k−1 = 0, M(ξ − a)2k = (2k − 1)!!σ2k,

k = 1, 2, . . . , ãäå (2k − 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1). Â ÷àñòíîñòè,

Mξ = a, Dξ = σ2.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

M(ξ − a)n =
1√
2πσ

∫
R1

(x− a)n exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx =

=
1√
2πσ

∫
R1

σn+1sn exp

{
−1

2
s2
}
ds =

σn√
2π

∫
R1

sn exp

{
−1

2
s2
}
ds

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé ïåðåìåííîé (x− a)/σ = s), ò. å.

M(ξ − a)n =
σn√
2π

∫
R1

sne−s2/2ds.
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Åñëè n = 2k − 1, òî

M(ξ − a)n =
σn√
2π

∫
R1

sne−s2/2ds =

=
σn√
2π

lim
m

∫
[−m,m]

sne−s2/2ds = 0

(ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ êàê èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíê-
öèè ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1 èìååì M(ξ − a) = 0, èëè

Mξ = a.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè
(a;σ2) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî a
(ïåðâûé ìîìåíò Na;σ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí a).

Åñëè n ÷åòíîå (n = 2k), òî

M (ξ − a)n = M (ξ − a)2k =
σ2k√
2π

+∞∫
−∞

s2k exp

{
−1

2
s2
}
ds =

=
2σ2k√
2π

+∞∫
0

s2k exp

{
−1

2
s2
}
ds.

Âûïîëíèâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé s2/2 = t,
ïîëó÷èì:

2σ2k√
2π

+∞∫
0

(2t)k e−t (2t)−1/2 dt =
2kσ2k√

π

+∞∫
0

t(k+1/2)−1e−tdt =

=
2kσ2k√

π
Γ

(
k +

1

2

)
=

2kσ2k√
π

(
k +

1

2
− 1

)
·
(
k +

1

2
− 2

)
· · ·

. . .

(
k +

1

2
− k

)
Γ

(
1

2

)
=

2kσ2k√
π

· 2k − 1

2
· 2k − 3

2
. . .

1

2
Γ

(
1

2

)
=
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=
σ2k√
π
(2k − 1)!! Γ

(
1

2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî

√
2π =

+∞∫
−∞

e−t2/2dt =
√
2

+∞∫
0

u−1/2e−udu =
√
2Γ

(
1

2

)

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé ïåðåìåííîé t2/2 = u). Îòñþäà

Γ(1/2) =
√
π.

È ñëåäîâàòåëüíî,

M (ξ − a)2k = (2k − 1)!!σ2k.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 1 èìååì M (ξ − a)2 = 1!!σ2 = σ2, à ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî Mξ = a, ïîëó÷àåì:

Dξ = M (ξ − a)2 = σ2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè
(a;σ2) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äèñïåðñèÿ ðàâíà σ2 (âòîðîé öåíò-
ðàëüíûé ìîìåíò Na;σ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí σ2).

Ç àì å ÷ à í è å. Çíà÷åíèå M(ξ − a)2 ìîæíî âû÷èñëèòü è òàê:

M(ξ − a)2 =
σ2√
2π

+∞∫
−∞

s2e−s2/2ds = − σ2√
2π

+∞∫
−∞

sde−s2/2 =

= − σ2√
2π

(
se−s2/2

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

−
+∞∫

−∞

e−s2/2ds

)
= σ2.

Ïðèìåð 10.2.1 . Âû÷èñëèòü ìîìåíòû k-ãî ïîðÿäêà (k =
= 1, 2, 3, . . .) è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (ν; θ) :

p(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx} , åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.
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Ðåøåíè å. Â ñèëó òåîðåìû 10.1.3 î âû÷èñëåíèè Mg(ξ) ïî
ðàñïðåäåëåíèþ ξ èìååì:

Mξ =

+∞∫
−∞

xp(x)dx =

+∞∫
0

x
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx}dx =

=
Γ(ν + 1)

θΓ(ν)

+∞∫
0

θν+1

Γ(ν + 1)
x(ν+1)−1 exp {−θx}dx =

=
Γ(ν + 1)

θΓ(ν)
· 1 =

νΓ(ν)

θΓ(ν)
=
ν

θ
.

+∞∫
0

θν+1

Γ(ν + 1)
xν exp {−θx} dx = 1

êàê èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè
(ν + 1; θ).

Àíàëîãè÷íî èìååì:

Mξk =
ν(ν + 1) . . . (ν + (k − 1)

θk
, k = 2, 3, . . .

Äèñïåðñèÿ

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
ν(ν + 1)

θ2
−
(ν
θ

)2
=

ν

θ2
.

Ïðèìåð 10.2.2 . Ïðèìåðîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ó êîòîðîãî íå
îïðåäåëåí ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Êî-
øè.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàñïðåäåëåíèÿ F

m1 =

+∞∫
−∞

x+F(dx)−
+∞∫

−∞

x−F(dx),

åñëè òîëüêî èíòåãðàëû îò ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè x+ è îòðèöà-
òåëüíîé ÷àñòè x− íå ðàâíû ∞.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè èìååì
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+∞∫
−∞

(x+)
1

π

1

1 + x2
dx =

+∞∫
0

x
1

π

1

1 + x2
dx =

=
1

2π
ln(1 + x2)

∣∣∣∣+∞

0

= +∞,

è àíàëîãè÷íî

+∞∫
−∞

(x−)
1

π

1

1 + x2
dx =

0∫
−∞

(−x) 1
π

1

1 + x2
dx = +∞.

Ïîýòîìó ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè íå îïðå-
äåëåí (íå ñóùåñòâóåò).

Ïðèìåð 10.2.3. Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , � íåçàâèñèìûå îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìî-
ìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ν � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, i = 1, 2, . . ..

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Sν îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

Sν =

ν∑
j=0

ξj .

Âû÷èñëèòü MSν , DSν .
Ðåøåíè å. Ðàâåíñòâî

Sν =
ν∑

j=0

ξj ,

ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê

Sν =
∞∑
k=1

SkI{ν=k}.

Îáîçíà÷èì ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξi ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç m1 è m2, ïàðàìåòð ïóàññîíîâñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç θ.
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Â ñèëó ñâîéñòâà ñ÷¼òíîé àääèòèâíîñòè è ìóëüòèïëèêàòèâíî-
ñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååì

MSν =

∞∑
k=1

M(SνI{ν=k}) =

=

∞∑
k=1

M(SkI{ν=k}) =

∞∑
k=1

MSkMI{ν=k} =

∞∑
k=1

MSk ·
θk

k!
e−θ =

∞∑
k=1

m1k
θk

k!
e−θ = m1θ.

Òàê ÷òî
MSν = m1θ.

Äàëåå,
DSν = MS2

ν − (MSν)
2.

Âû÷èñëèì MS2
ν .

MS2
ν =

∞∑
k=1

M(S2
νI{ν=k}) =

=

∞∑
k=1

M(S2
kI{ν=k}) =

∞∑
k=1

MS2
kMI{ν=k} =

∞∑
k=1

MS2
k

θk

k!
e−θ;

MS2
k = M

(
k∑

i=1

ξi

)2

= M

 k∑
i=1

ξ2i +

k∑
i,j,i̸=j

ξiξj

 =

= km2 + k(k − 1)m2
1,

ïîýòîìó

MS2
ν =

∞∑
k=1

(km2 + k(k − 1)m2
1)
θk

k!
e−θ =

= m2

∞∑
k=1

k
θk

k!
e−θ +m2

1

( ∞∑
k=1

k2
θk

k!
e−θ −

∞∑
k=1

k
θk

k!
e−θ

)
=

= m2θ +m2
1(θ

2 + θ − θ) = m2θ +m2
1θ

2.
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Òàê ÷òî
MS2

ν = m2θ +m2
1θ

2,

DSν = m2θ +m2
1θ

2 − (m1θ)
2 = m2θ.

Ìîìåíòû íåêîòîðûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äàëåå ïðèâåäåíû âû÷èñëåí-
íûå ðàíåå ìîìåíòû íåêîòîðûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé (ñì. òåîðåìó 10.2.2, ïðèìåð 10.2.1).

Ìîìåíòû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2)
(ìîìåíòû íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ):

Mξ = a, Dξ = σ2,

M(ξ − a)2k−1 = 0, M(ξ − a)2k = (2k − 1)!!σ2k, k = 1, 2, . . .

Ìîìåíòû ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (ν, θ) (ìî-
ìåíòû ãàììà-ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (ν, θ) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ):

m1 =
ν

θ
, σ2 =

ν

θ2
.

mk =
ν(ν + 1) . . . (ν + (k − 1))

θk
, k = 1, 2, . . .

Ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà ñ ïàðàìåòðàìè (m, θ) �
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì (m, θ):

m1 =
m

θ
, σ2 =

m

θ2
,

mk =
m(m+ 1) . . . (m+ (k − 1))

θk
, k = 1, 2, . . .

Ìîìåíòû ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ
� ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì (1, θ):

m1 =
1

θ
, σ2 =

1

θ2
,

mk =
1 · 2 · · · k

θk
, k = 1, 2, 3, . . .
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Ìîìåíòû χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì n � ãàììà-ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (n/2, 1/2)

m1 = n, σ2 = 2n.

Ìîìåíòû ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [a, b] ðàñïðåäåëåíèÿ,
ìîìåíòû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà ïðîìåæóòêå [a, b] ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ:

m1 =
a+ b

2
, σ2 =

(b− a)2

12
.

10.3 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 10.3.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñ ðàñïðåäåëåíèåì F

èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mξ = a.
Ïóñòü

ξn = ξI{y:|y|≤n}(ξ), ηn = ξI{y:|y|>n}(ξ).

Äîêàçàòü, ÷òî

lim
n

Mηn = 0, lim
n

Mξn = Mξ = a.

Ðåøåíè å. Åñëè

a =

∫
R1

xF(dx) ̸= ∞,

òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

Q(A) =

∫
A

xF(dx),

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìíîæåñòâ

An = (−∞,−n) ∪ (n,+∞), n = 1, 2, . . . ,

∞∩
n=1

An = ∅
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Ïîýòîìó

lim
n

Q(An) = lim
n

∫
An

xF(dx) =

∫
∅

xF(dx) = 0,

È ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n

Mηn = lim
n

∫
R1

xIAn(x)F(dx) = lim
n

∫
An

xF(dx) = 0.

Äàëåå, ïîñêîëüêó
ξ = ξn + ηn,

òî
Mξ = Mξn +Mηn.

Îòñþäà
lim
n

Mξn = Mξ = a.

Çàäà÷è
10.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η èìååò ðàñïðåäåëåíèå N0;σ2 . Âû-

÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η+ =
= max{0, η}.

Îòâåò: Mη+ = σ/
√
2π.

10.2. Ïóñòü ζ = (ξ, η) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé âåêòîð ñ
ïëîòíîñòüþ fζ(x, y). Âû÷èñëèòü Mξ, Mη.

Ó ê à ç à í è å. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåþ âåê-
òîðà ζ = (ξ, η):

ξ = g(ζ) = g(ξ, η),

ïîýòîìó

Mξ = Mg(ζ) =

∫
R2

g(x, y)fζ(x, y)d(x, y) =

∫
R2

xfζ(x, y)d(x, y).

10.3. Íà îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì R íàóäà÷ó áåðóò äâå òî÷-
êè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ η ìåæäó íèìè è
âû÷èñëèòü Mη.

Ó ê à ç à í è å. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì ïîâîðîòå îêðóæíîñòè âå-
ðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, çàâèñÿùåãî îò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâó-
ìÿ òî÷êàìè îêðóæíîñòè, îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, òî îäíó èç òî÷åê
ìîæíî ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííîé.
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Îòâåò:

Fη(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

2
π arcsin x

2R, åñëè 0 < x ≤ 2R;
1, åñëè x > 2R.

10.4. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ

p(x) =
1

π(1 + x2)
.

Âû÷èñëèòü Mmin{|ξ|, 1}.
Îòâåò: (ln 2)/π + 1/2.
10.5. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Îíà äåëèò åãî

íà äâå ÷àñòè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå è âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η:

1. Äëèíû îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì äëèíå: à) ìåíüøåé
÷àñòè îòðåçêà; á) áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

2. Ïëîùàäè êðóãà ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì äëèíå: à) ìåíüøåé
÷àñòè îòðåçêà; á) áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

10.6. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîåé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè x ≤ θ;

1
α exp

{
− 1
α(x− θ)

}
, åñëè x > θ, α > 0.

Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

1) ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi; 2) min{ξi};

3) θ̂1 = min{ξi} −
ξ −min{ξi}

n
; 4) θ̂2 = ξ − θ̂1.

Îòâåòû: 1)Mξ = θ + α; 2)Mmin{ξi} = θ + α/n; 3)Mθ̂1 =

= θ + α/n2; 4)Mθ̂2 = α(1− 1/n2).
10.7. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîåé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè x ̸∈ [θ − h; θ + h];

1/2h, åñëè x ∈ [θ − h; θ + h].
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Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

1) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn};

3) (max{ξ1, ξ2, . . . , ξn} −min{ξ1, ξ2, . . . , ξn})/2.

Îòâåòû: 1) θ − n− 1
n+ 1h; 2) θ + n− 1

n+ 1h; 3) n− 1
n+ 1h.

10.8∗. Ïóñòü Ax = {(u, v) : u + v < x} � ìíîæåñòâî â R2,
x � ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ζ = (ξ, η) � ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R2.

Âû÷èñëèòü MIAx(ξ, η), åñëè èçâåñòíî, ÷òî:
1) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, η íåçàâèñèìû è èìåþò ñâîèìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿìè F è G ñîîòâåòñòâåííî;
2) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, η íåçàâèñèìû è àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíû ñ ïëîòíîñòÿìè f è g ñîîòâåòñòâåííî.
Óê à ç à í è å. Ïîñêîëüêó ξ è η íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû, ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ, η) ÿâëÿåòñÿ
F × G. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âû÷èñëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ,
èìååì

MIAx(ξ, η) =

∫
R2

IAx(u, v)F× G(d(u, v)) =

=

∫
R1

( ∫
R1

IAx(u, v)F(du)

)
G(dv) =

∫
R1

F (x− v)G(dv).

À åñëè ξ è η àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, òî äëÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà èìååì:∫

R1

F (x− v)G(dv) =

+∞∫
−∞

( x−v∫
−∞

f(s)ds

)
g(v)dv.

Çàìåòèì, ÷òî MIAx(ξ, η), êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò
ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû IAx(ξ, η), ðàâíî P{ξ + η < x} �
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ + η â òî÷êå x.

10.9. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì F) ñî
çíà÷åíèÿìè â R1;

R1 =

r∪
i=1

Xi, Xi ∩Xj = ∅, i ̸= j;
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νi � ÷èñëî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, ïîïàâøèõ â Xi,
pi = F(Xi) = P{ξk ∈ Xi} � âåðîÿòíîñòü, òîãî, ÷òî ξk ïîïàäåò â
Xi, i = 1, 2, . . . , r.

Âû÷èñëèòü
Mνi, Dνi, i = 1, 2, . . . , r.

Âûïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ν = (ν1, ν2, . . . , νr).
Óêà ç à í è å. Î÷åâèäíî

νi =

n∑
k=1

IXi(ξk), i = 1, 2, . . . , r.

10.10. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn, � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F (x).

Ôóíêöèÿ F̂n(x), îïðåäåëåííàÿ íà R1 ðàâåíñòâîì

F̂n(x) =
1

n

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk),

íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F̂n(x), êàê ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

1◦ Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå F̂n(x).
2◦ Ïîêàçàòü, ÷òî

MF̂n(x) = F (x),

DF̂n(x) =
1

n
F (x)(1− F (x)).



Ãëàâà 11

Ñâåðòêà

11.1 Ñâåðòêà è ðàñïðåäåëåíèå ñóììû
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå. Ñâåðòêîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè φ íà R1 ñî
çíà÷åíèÿìè â R1 ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì F íà R1 íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u = u(x), îïðåäåëÿåìàÿ äëÿ êàæäîãî x ∈ R1

ðàâåíñòâîì

u(x) =

∫
R1

φ(x− y)F(dy),

îáîçíà÷àåòñÿ ñâåðòêà φ ñ F òàê:

u = F ∗ φ.

Ñâåðòêà îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè φ ñ âåðîÿòíîñò-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì F âñåãäà îïðåäåëåíà � îãðàíè÷åííàÿ ôóíê-
öèÿ èíòåãðèðóåìà ïî âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Åñëè âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå F àáñîëþòíî íåïðåðûâíî
è f åãî ïëîòíîñòü, òî

u(x) = F ∗ φ(x) =
∫
R1

φ(x− y)F(dy) =

∫
R1

φ(x− y)f(y)dy,

à åñëè F � àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå â àòî-
ìàõ y1, y2, . . . , òî

u(x) = F ∗ φ(x) =
∫
R1

φ(x− y)F(dy) =
∑
yi

φ(x− yi)F ({yi}) .

323
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Çàìåòèì, ÷òî ñâåðòêà ôóíêöèè φ ñ ðàñïðåäåëåíèåì F îïðå-
äåëÿåòñÿ è äëÿ ðàñïðåäåëåíèé F, îòëè÷íûõ îò âåðîÿòíîñòíûõ.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïîðÿäîê êîìïîíåíò â ñâåðòêå F ∗ φ ñóùåñòâå-
íåí. Ñèìâîë φ ∗ F, âîîáùå ãîâîðÿ, ñìûñëà íå èìååò.

Ïðèìåð 11.1.1 . Ïóñòü φ(x) = I[0;1)(x), F � àòîìè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå:

F({i}) = 1/3, i = 0, 1, 2.

Íàéòè F ∗ φ.
Ðåøåíè å. Ïî îïðåäåëåíèþ ñâåðòêè u(x) = F ∗ φ(x)

u(x) =

+∞∫
−∞

φ(x− y)F(dy) =

+∞∫
−∞

I[0;1)(x− y)F(dy) =

= I[0;1)(x) · F({0}) + I[0;1)(x− 1) · F({1}) + I[0;1)(x− 2) · F({2}) =

= I[0;1)(x) ·
1

3
+ I[0;1)](x− 1) · 1

3
+ I[0;1)(x− 2) · 1

3
=

1

3
· I[0;3)(x).

Òåîðåìà 11.1.1 (ñâîéñòâà ñâåðòêè). Ñâåðòêà F ∗φ ôóíê-
öèè φ ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì F

1) îãðàíè÷åíà, åñëè φ îãðàíè÷åíà;
2) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà, åñëè φ îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâ-

íà;
3) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè

φ � âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

u = F ∗ φ.

Åñëè φ îãðàíè÷åíà (|φ(x)| ≤ C < +∞, x ∈ R1), òî

|u(x)| ≤
∫
R1

|φ(x− y)|F(dy) ≤ C < +∞.

Äàëåå, ïóñòü φ îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà. Äëÿ êàæäîãî
x ∈ R1 (ïðîèçâîëüíîãî, íî ôèêñèðîâàííîãî)

u(x+ h)− u(x) =

∫
R1

φ(x+ h− y)F(dy)−
∫
R1

φ(x− y)F(dy) =
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=

∫
R1

(φ(x+ h− y)− φ(x− y))F(dy).

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

ψh(y) = φ(x+ h− y)− φ(x− y), y ∈ R1,

âî-ïåðâûõ, ìàæîðèðóåìà èíòåãðèðóåìîé ïî âåðîÿòíîñòíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ ôóíêöèåé 2C è, âî-âòîðûõ, ñõîäèòñÿ ïðè h → 0 ê
ôóíêöèè ψ(y) = 0 ïîñêîëüêó φ íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó ñîãëàñíî
òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ïðè h→ 0

u(x+ h)− u(x) =

∫
R1

ψh(y)F(dy) → 0.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà â òî÷êå x.
Ïóñòü φ � âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � íåîò-

ðèöàòåëüíàÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíê-
öèÿ, èìåþùàÿ ïðåäåëû íà �áåñêîíå÷íîñòÿõ�: φ(−∞) = 0,
φ(+∞) = 1. Òîãäà u = F ∗ φ íåïðåðûâíà ñëåâà (ñëåäóåò èç îãðà-
íè÷åííîñòè è íåïðåðûâíîñòè ñëåâà φ), è ìîíîòîííà (ñëåäóåò èç
ìîíîòîííîñòè φ). Äàëåå, â èíòåãðàëå

u(x) =

∫
R1

φ(x− y)F(dy)

ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ψx(y) = φ(x− y), y ∈ R1, ìàæîðèðó-
åìà íà R1 èíòåãðèðóåìîé ïî âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ F
ôóíêöèåé ψ(y) ≡ 1 è ïðè x→ +∞ ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ψ(y) ≡ 1.
Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè

lim
x→+∞

u(x) = lim
x→+∞

∫
R1

φ(x− y)F(dy) =

=

∫
R1

lim
x→+∞

φ(x− y)F(dy) =

∫
R1

1F(dy) = 1.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

lim
x→−∞

u(x) = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, u(x) = F ∗ φ(x) � âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñâåðòêà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñâåðòêîé âå-
ðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì F áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Q, ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Q(x) êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ G(x) ñ ðàñïðåäåëåíèåì F:

Q(x) =

∫
R1

G(x− y)F(dy).

Îáîçíà÷àòü ñâåðòêó âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G ñ âåðîÿò-
íîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì F áóäåì òàê F ∗ G:

Q = F ∗ G

Êîððåêòíîñòü ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû
11.1.1.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå, íå èìåþùåãî àòîìîâ, íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Èç òåîðåìû 11.1.1 êàê ñëåäñòâèå, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ñâåðòêà Q = F ∗ G íåïðåðûâíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ G ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì F � ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Äàëåå ìû óñòàíîâèì, ÷òî äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
F è G

F ∗ G = G ∗ F,
ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ñâåðòêå âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé G è F.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F íà Rn ñîñðåäîòî÷åíî íà ìíî-
æåñòâå A ⊂ Rn, åñëè F(A) = 0.

Òåîðåìà 11.1.2 (î ñâåðòêå àòîìè÷åñêèõ ðàñïðåäåëå-
íèé). Ñâåðòêà

Q = F ∗ G
àòîìè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé G è F, ñîñðåäîòî-
÷åííûõ íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . } ÿâëÿåòñÿ àòîìè÷åñêèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì, ñîñðåäîòî÷åííûì íà òîì æå ìíîæåñòâå, ïðè÷åì

Q({k}) =
k∑

j=0

G({k − j})F({j}), k = 0, 1, . . . (11.1.1)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñâåðòêè Q = F ∗ G âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé F è G

Q(x) =

∫
R1

G(x− y)F(dy).

Çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Q â òî÷êå x ∈ R1 ðàâíî

Q ({x}) = Q(x+ 0)−Q(x− 0).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñ-
òè ïîëó÷àåì

Q ({x}) =
∫
R1

(G(x−y+0)−G(x−y−0))F(dy) =

∫
R1

G ({x− y})F(dy)

Òàê êàê F � àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå íà
ìíîæåñòâå {0, 1, . . . }, òî â ñèëó òåîðåìû î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
Ëåáåãà ïî àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ (òåîðåìà 9.5.4)

Q ({x}) =
∞∑
j=0

G ({x− j})F({j}).

Íî G � òàêæå àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå íà

ìíîæåñòâå {0, 1, . . . }, ïîýòîìó çíà÷åíèå
∞∑
j=0

G ({x− j})F({j}) =

= Q ({x}) ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî äëÿ öåëûõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ x, à ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå Q ñîñðåäîòî÷åíî
íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . } ïðè ýòîì

Q({k}) =
k∑

j=0

G({k − j})F({j}), k = 0, 1, . . .

Çàì å ÷ à í è å. Åñëè îáîçíà÷èòü

G ({i}) = gi, i = 0, 1, . . . ; F ({j}) = fj , j = 0, 1, . . . ;

Q ({k}) = qk, k = 0, 1, . . .

òî ðàâåíñòâî (11.1.1) çàïèøåòñÿ òàê

qk =

k∑
j=0

gk−jfj , k = 0, 1, . . .
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Òåîðåìà 11.1.3 (î ïëîòíîñòè ñâåðòêè). Ñâåðòêà

V = F ∗ G

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G ñ âå-
ðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì F ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì è åãî ïëîòíîñòü v ðàâíà
ñâåðòêå ïëîòíîñòè g àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G
ñ ðàñïðåäåëåíèåì F:

v = F ∗ g.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ V (x) ñâåðòêè

V = F ∗ G îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

V (x) =

+∞∫
−∞

G(x− y)F(dy).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî G � àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ g, èìååì:

V (x) =

+∞∫
−∞

G(x− y)F(dy) =

+∞∫
−∞

 x−y∫
−∞

g(t)dt

F(dy).

Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííîé s = t+ y, ïîëó÷èì:

+∞∫
−∞

 x−y∫
−∞

g(t)dt

F(dy) =

+∞∫
−∞

 x∫
−∞

g(s− y)ds

F(dy) =

=

x∫
−∞

 +∞∫
−∞

g(s− y)F(dy)

 ds

(âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé Ôóáèíè).
Èòàê, äëÿ êàæäîãî x ∈ R1 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ V (x)

ïðåäñòàâèìà â âèäå:

V (x) =

x∫
−∞

 +∞∫
−∞

g(s− y)F(dy)

 ds =

x∫
−∞

v(s) ds,
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ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 èç òåîðåìû î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè
àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. òåîðåìó 9.6.1)
ðàñïðåäåëåíèå V àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, è åãî ïëîòíîñòü v(s)

ðàâíà
+∞∫
−∞

g(s− y)F(dy), ò. å.

v = F ∗ g.

Ñëåäñòâèå. Ñâåðòêà V = F ∗G àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé G è F ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíî-
ñòÿìè g è f àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, è åå ïëîòíîñòü v ðàâíà
ñâåðòêå ïëîòíîñòåé g è f :

v(x) =

∫
R1

g(x− t)f(t)dt.

Äåéñòâèòåëüíî,

v(x) =

+∞∫
−∞

g(x− t)F(dt) =

+∞∫
−∞

g(x− t)f(t)dt.

Ñâåðòêó ïëîòíîñòåé g è f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f ∗ g,
ò. å.

v = f ∗ g.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ñâåðò-
êè F ∗ G âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Òåîðåìà 11.1.4 . Ðàñïðåäåëåíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñâåðòêå ðàñïðåäåëåíèé ñëàãàåìûõ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G, òî ðàñïðå-
äåëåíèå Q ñóììû ξ + η ðàâíî F ∗ G, ò. å.

Q(x) =

∫
R1

G(x− u)F(du) =

∫
R1

F (x− u)G(du). (11.1.2)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Q(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ + η:

Q(x) = P{ξ + η < x}.

Åñëè ÷åðåç IAx = IAx(u, v) îáîçíà÷èòü èíäèêàòîð ìíîæåñòâà
Ax = {(u, v) : u + v < x} ⊂ R2, òî äëÿ Q(x) ïîëó÷èì ïðåä-
ñòàâëåíèå

Q(x) = P{ξ + η < x} = MIAx(ξ, η)

� äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü MIAx(ξ, η) êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû IAx(ξ, η), ïðèíèìàþùåé çíà-
÷åíèå 1, åñëè ξ + η < x, è çíà÷åíèå 0, åñëè ξ + η ≥ x.

Äàëåå âû÷èñëèì MIAx(ξ, η) êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ôóíêöèè IAx(ξ, η) îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ, η) ñî çíà÷åíèÿìè
â R2 ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ, ñì. òåîðåìó 10.1.2. (Ðàñïðåäåëåíèå
(ξ, η), êàê ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ è η ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G, ðàâíî ïðî-
èçâåäåíèþ F× G ðàñïðåäåëåíèé F è G.) Èìååì

MIAx(ξ, η) =

∫
R2

IAx(u, v)F× G(d(u, v)).

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëèì, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôó-
áèíè:∫

R2

IAx(u, v)F× G(d(u, v)) =

∫
R1

∫
R1

IAx(u, v)G(dv)

F(du).

Ïðè ôèêñèðîâàííîì u ôóíêöèÿ IAx(u, v) ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì
ìíîæåñòâà (−∞, x− u), ïîýòîìó∫

R1

∫
R1

IAx(u, v)G(dv)

F(du) =

=

∫
R1

(
1 · G((−∞, x− u)) + 0 · G([x− u,+∞))

)
F(du) =

=

∫
R1

G(x− u)F(du)
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(ñì. òàêæå ðèñ. 11.1.1). Â èòîãå ïîëó÷àåì

Q(x) =

∫
R1

G(x− u)F(du).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

Q(x) =

∫
R1

F (x− u)G(du).

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

u + v = x

v = x - u

v

u

Ðèñ. 11.1.1: Ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà∫
R1

( ∫
R1

IAx(u, v)G(dv)
)
F(du)

Ñëåäñòâèå 1. Â êëàññå âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé îïå-
ðàöèÿ ñâåðòêè êîììóòàòèâíà:

F ∗ G = G ∗ F

è àññîöèàòèâíà:

F ∗ (G ∗ Q) = (F ∗ G) ∗ Q.



332 Ãëàâà 11. Ñâåðòêà

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè ñâåðòêè äî-
êàçàíà â òåîðåìå 11.1.4 (ñì. (11.1.2)).

Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ñâåðòêè: ñëåäóåò èç àññîöèàòèâ-
íîñòè ñëîæåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξ, η, ζ ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè F,G,Q,

F ∗ (G ∗ Q) = (F ∗ G) ∗ Q,

ïîñêîëüêó
ξ + (η + ζ) = (ξ + η) + ζ.

Èç òåîðåìû 11.1.4 è òåîðåìû î ïëîòíîñòè ñâåðòêè (òåîðåìà
11.1.3) ïîëó÷èì ðÿä óòâåðæäåíèé î ðàñïðåäåëåíèè ñóììû íåçà-
âèñèìûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñëåäñòâèå 2. Ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, õî-
òÿ áû îäíà èç êîòîðûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ÿâëÿåòñÿ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, è åå ïëîòíîñòü ðàâ-
íà ñâåðòêå ïëîòíîñòè àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì äðóãîé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G, ïðè÷åì ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
è f � åå ïëîòíîñòü, òî ñóììà ξ+η àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è åå
ïëîòíîñòü p ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòè f ñ ðàñïðåäåëåíèåì G :

p(x) =

∫
R1

f(x− y)G(dy)

èëè
p = G ∗ f.

Ðàñïðåäåëåíèå P ñóììû ξ+η ðàâíî G∗F (ñì. òåîðåìó 11.1.4).
À òàê êàê F àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è f � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ F, òî â ñèëó òåîðåìû î ïëîòíîñòè ñâåðòêè (òåîðåìà 11.1.3)

p(x) =

∫
R1

f(x− y)G(dy).

Ñëåäñòâèå 3. Ïëîòíîñòü ñóììû íåçàâèñèìûõ àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòåé
ñëàãàåìûõ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè f
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è g, òî ïëîòíîñòü p ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ξ+ η ðàâíà ñâåðòêå
ïëîòíîñòåé f è g :

p(x) =

∫
R1

f(x− y)g(y)dy =

∫
R1

g(x− y)f(y)dy

èëè
p = g ∗ f = f ∗ g.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâè-
åì 2 è òåîðåìîé î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Ñëåäñòâèå 4.Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè
f è g, òîãäà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè ζ = ξ − η

p(x) =

∫
R1

f(x+ y)g(y)dy.

Äåéñòâèòåëüíî, ñóììà ζ = ξ − η = ξ + (−η) èìååò ñâîåé
ïëîòíîñòüþ ôóíêöèþ

p(x) =

∫
R1

f(x− t)s(t)dt, (11.1.3)

ãäå s(t) � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû −η. Âûðàçèì s(t) ÷å-
ðåç ïëîòíîñòü g(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η:

F(−η)(t) = P{−η < t} = P{η > −t} =

+∞∫
−t

g(u)du = 1−
−t∫

−∞

g(u)du,

s(t) =
d

dt
F(−η)(t) =

d

dt

1−
−t∫

−∞

g(u)du

 = g(−t).

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (11.1.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

p(x) =

+∞∫
−∞

f(x− t)g(−t)dt,
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èëè, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ y = −t,

p(x) =

+∞∫
−∞

f(x+ y)g(y)dy.

Ïðèìåð 11.1.2. Ïóñòü F è G � âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íà R1, u(s) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè
â R1. Äîêàçàòü, ÷òî∫

R1

u(s)F ∗ G(ds) =
∫
R2

u(x+ y)F× G(d(x, y)),

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåãðàëû îïðåäåëåíû.
Ðåøåíè å. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ñî-

îòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G, âû÷èñëèì Mu(ξ+η) ñíà-
÷àëà êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ζ = ξ + η (ñ ðàñïðåäåëåíèåì F ∗G), à çàòåì êàê ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå Mu(ξ + η) ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
(ξ, η) (ñ ðàñïðåäåëåíèåì F× G).

Òåîðåìà 11.1.5. Ñåìåéñòâî ãàììà-ïëîòíîñòåé çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè:

fµ;θ ∗ fν;θ = fµ+ν;θ

(ñóììà íåçàâèñèìûõ ãàììà-ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïàðàìåòðàìè
(ν; θ) è (µ; θ), ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí åñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåííàÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (µ+ ν; θ) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
(ν; θ) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è åãî ïëîòíîñòü

fν;θ(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1e−θx ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

Ïðè x ≤ 0 ðàâåíñòâî

fµ;θ ∗ fν;θ = fµ+ν;θ

î÷åâèäíî.
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Ïðè x > 0 èìååì

fµ;θ ∗ fν;θ(x) =
∞∫
0

fν;θ(x− y)fµ;θ(y)dy =

x∫
0

fν;θ(x− y)fµ;θ(y)dy =

=

x∫
0

θν

Γ(ν)
(x− y)ν−1e−θ(x−y) θµ

Γ(µ)
yµ−1e−θydy =

=
θν+µ

Γ(ν)Γ(µ)
e−θx

x∫
0

(x− y)ν−1yµ−1dy.

Âûïîëíèâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé y = xt,
ïîëó÷èì:

θν+µ

Γ(ν)Γ(µ)
e−θx

1∫
0

(x− xt)ν−1(xt)µ−1xdt =

=
θν+µ

Γ(ν)Γ(µ)
e−θxxν+µ−1

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt =

=
θν+µ

Γ(ν + µ)
xν+µ−1e−θx Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt =

= fµ+ν;θ(x) ·
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

fµ;θ ∗ fν;θ(x) = fµ+ν;θ(x) ·
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt. (11.1.4)
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È ïîñêîëüêó fµ;θ ∗ fν;θ(x) è fµ+ν;θ(x) � ïëîòíîñòè, òî, ïðîèíòå-
ãðèðîâàâ (11.1.4) ïî R1, ïîëó÷àåì, ÷òî

Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt = 1. (11.1.5)

Òàê ÷òî
fµ;θ ∗ fν;θ = fµ+ν;θ.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

11.2 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 11.2.1. Íåçàâèñèìûì îáðàçîì áðîñàþò äâå ìîíå-

òû, îäíà èç êîòîðûõ ñèììåòðè÷íàÿ, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ
ãåðáà íà äðóãîé ìîíåòå ðàâíà 3/4. Ïóñòü ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ
ãåðáîâ íà ïåðâîé ìîíåòå, η � íà âòîðîé. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.

Ðåøåíè å. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η:

Pξ(i) = fi, i = 0, 1; f0 = 1/2, f1 = 1/2;

Pη(j) = gj , j = 0, 1; g0 = 1/4, g1 = 3/4.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 11.1.2 ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ζ = ξ + η ðàâíî ñâåðòêå ðàñïðåäåëåíèé Pξ è Pη:

Pζ(k) = qk =
k∑

i=0

fk−igi =
k∑

i=0

gk−ifi, k = 0, 1, 2.

Ïîäðîáíåå:

Pζ(0) = q0 =

0∑
i=0

f0−igi = f0g0 =
1

2
· 1
4
=

1

8
,

Pζ(1) = q1 =

1∑
i=0

f1−igi = f1g0 + f0g1 =
1

2
· 1
4
+

1

2
· 3
4
=

1

2
,
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Pζ(2) = q2 =

2∑
i=0

f2−igi = f2g0 + f1g1 + f0g2 = f1g1 =
1

2
· 3
4
=

3

8

(Pξ(2) = f2 = 0 òàê êàê f0 + f1 = 1; Pη(2) = g2 = 0, ïîñêîëüêó
g0 + g1 = 1).

Ïðèìåð 11.2.2. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0; 1].

Íàéòè:
1) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ = ξ + η;
2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ = ξ + η;
3) P{|ξ + η − 1/2| < 1}.
Ðåøåíè å.
1) Ïî èçâåñòíûì ïëîòíîñòÿì ðàñïðåäåëåíèé

fξ(y) =

{
1, åñëè y ∈ [0; 1];
0, åñëè y ̸∈ [0; 1],

fη(y) =

{
1, åñëè y ∈ [0; 1];
0, åñëè y ̸∈ [0; 1]

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ =
= ξ + η íàõîäèì êàê ñâåðòêó ïëîòíîñòåé ñëàãàåìûõ (ñì. ñëåä-
ñòâèå èç òåîðåìû 11.1.4):

fζ(x) =

∫
R1

fξ(x− y)fη(y)dy =

1∫
0

fξ(x− y)dy =

x∫
x−1

fξ(t)dt.

Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ∈ (−∞,+∞).
Èìååì:

åñëè x < 0, òî
x∫

x−1

fξ(t)dt =
x∫

x−1

0dt = 0;

åñëè 0 < x < 1, òî
x∫

x−1

fξ(t)dt =
0∫

x−1

0dt+
x∫
0

1dt = x;

åñëè 0 < x− 1 < 1, òî
x∫

x−1

fξ(t)dt =
1∫

x−1

1dt+
x∫
1

0dt = 2− x;

åñëè x− 1 > 1, òî
x∫

x−1

fξ(t)dt =
x∫

x−1

0dt = 0.

Òàê ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ+η
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ðàâíà

fζ(x) =


0, åñëè x < 0;
x, åñëè 0 ≤ x < 1;

2− x, åñëè 1 ≤ x < 2;
0, åñëè x ≥ 2.

2) Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ ïî
åå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fζ(t) íàõîäèòñÿ òàê:

Fζ(x) =

x∫
−∞

fζ(t)dt =

=



x∫
−∞

0dt = 0, åñëè x < 0;

0∫
−∞

0dt+
x∫
0

tdt = x2/2, åñëè 0 ≤ x < 1;

1∫
0

tdt+
x∫
1

(2− t)dt = −(x− 2)2/2 + 1, åñëè 1 ≤ x < 2;

0∫
−∞

0dt+
1∫
0

tdt+
2∫
1

(2− t)dt = 1, åñëè x ≥ 2.

3) Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ζ ïîïàäàåò â ìíîæåñò-
âî B, ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fζ(t) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ζ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P{ζ ∈ B} =

∫
B

fζ(t)dt

(ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 9.7.3). Â ÷àñòíîñòè, â äàííîé çàäà÷å

P {|ξ + η − 1/2| < 1} = P {|ζ − 1/2| < 1} =

= P {−1/2 ≤ ζ ≤ 3/2} =

=

3/2∫
−1/2

fζ(t)dt =

0∫
−1/2

0dt+

1∫
0

tdt+

3/2∫
1

(2− t)dt =
7

8
.
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Ïðèìåð 11.2.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì N0;1. Íàéòè ðàñïðåäå-
ëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η =
n∑

i=1

ξ2i .

Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî åñëè ξ ðàñïðåäåëåíà N0;1,
òî η = ξ2 èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (1/2; 1/2).

Â ñàìîì äåëå,

Fη(x) = P{η < x} = P{ξ2 < x}.

Ïðè x ≤ 0 çíà÷åíèå Fη(x) = P{ξ2 < x} ðàâíî íóëþ, à ïðè x > 0

Fη(x) = P{|ξ| <
√
x} =

1√
2π

√
x∫

−
√
x

exp{−t2/2}dt.

Èëè ïîñëå çàìåíû t2 = s ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

Fη(x) =
1√
2π

x∫
0

s−1/2e−s/2ds =
(1/2)1/2

Γ(1/2)

x∫
0

s1/2−1e−s/2ds,

à ýòî ôóíêöèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (1/2; 1/2)
(âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî Γ(1/2) =

√
π).

Äàëåå, ïîñêîëüêó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå çàìêíóòî îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèè ñâåðòêè (ñì. òåîðåìó 11.1.5), òî ñóììà íåçàâèñèìûõ
ãàììà-ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïàðàìåòðàìè (1/2; 1/2) ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ
ïàðàìåòðàìè (n/2; 1/2).

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n/2; 1/2) åùå íàçûâà-
þò χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïðèìåð 11.2.4 . Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà [0; 1), η èìååò ñâîèì
ðàñïðåäåëåíèåì Pη(k) = P{η = k} = 1/2, k = 0, 1. Íàéòè ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.
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Ðåøåíè å. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
(åå ïëîòíîñòü fξ(x) = I[0,1)(x)), ïîýòîìó ζ = ξ + η òàêæå àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíà è åå ïëîòíîñòü

fζ(x) =

∫
R1

I[0,1)(x− y)Pη(dy) =
1

2
I[0,1)(x) +

1

2
I[0,1)(x− 1).

èëè

fζ(x) =

{
0, åñëè x /∈ [0, 2];
1/2, åñëè x ∈ [0, 2].

Çàäà÷è
11.1. Íàéòè ñâåðòêó ôóíêöèè φ = φ(x), çàäàííîé íà R1,

ñ àòîìè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, ñîñðåäîòî÷åííûì â òî÷êå a.
Îòâåò: φ(x− a).
11.2. Ïóñòü Q � ñîáñòâåííîå àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ñî-

ñðåäîòî÷åííîå â òî÷êå 1, à ðàñïðåäåëåíèå Qn çàäàíî ðàâåíñòâîì

Qn = Qn∗ = Q(n−1)∗ ∗ Q, n = 2, 3, . . . , Q1∗ = Q.

Íàéòè Qn.
Îòâåò: ñîáñòâåííîå àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî-

÷åííîå â òî÷êå n.
11.3. Ïóñòü U[0,a] � ðàâíîìåðíîå íà ïðîìåæóòêå [0, a] ðàñ-

ïðåäåëåíèå, Pθ � ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì θ,
Gp � ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p.

Íàéòè ñâåðòêè:
1) Pθ ∗ U[0,1],
2) Pθ ∗ U[0,1/2] ∗ U[0,1/2],
3) Gp ∗ U[0,1],
4) Gp ∗ U[0,1/2] ∗ U[0,1/2],
Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ïëîòíîñòåé ïîëó÷åííûõ ñâåðòîê.
Îòâåòû:
1) Ïëîòíîñòü ñâåðòêè Pθ ∗ U[0,1] :

f1(x) =
∞∑
k=0

θk

k!
e−θI[0,1)(x− k).

2) Ñíà÷àëà íàõîäèì ïëîòíîñòü ñâåðòêè U[0,1/2] ∗ U[0,1/2] :

φ(x) = I[0,1)(x)(2− 4|x− 1/2|).
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Ïëîòíîñòü ñâåðòêè Pθ ∗ U[0,1/2] ∗ U[0,1/2] = Pθ ∗ φ(x) ðàâíà

f2(x) =

∞∑
k=0

θk

k!
e−θφ(x− k).

11.4. Ïóñòü µ � ñ÷èòàþùàÿ ìåðà � àòîìè÷åñêàÿ ìåðà, ñî-
ñðåäîòî÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå N, òàêàÿ, ÷òî

µ({k}) = 1, k ∈ N.

è ïóñòü φ = φ(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè
â R1.

Íàéòè ñâåðòêó µ ∗ φ, åñëè
1) φ(x) = 4I[0,1](x)(x− 1/2)2,

2) φ(x) = I[0,1](x)(1− 4(x− 1/2)2),

3) φ(x) = I[0,1](x)|x− 1/2|,
4) φ(x) = I[0,1](x)(1/2− |x− 1/2|).
Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé µ ∗ φ(x).
11.5. Ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü è íà-

óäà÷ó áðîñàþò òî÷êó íà îòðåçîê [0; 1]. Ïóñòü η � ÷èñëî âûïàâ-
øèõ î÷êîâ, à ξ � êîîðäèíàòà òî÷êè íà îòðåçêå [0; 1]. Íàéòè ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.

Îòâåò: ðàâíîìåðíîå íà ïðîìåæóòêå [1; 7] ðàñïðåäåëåíèå.
11.6. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû n íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïîêàçàòåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ. Ñðàâíèòå åå ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà.

11.7. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûå íà [0; 1] ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η = ξ1ξ2 . . . ξn.

Âû÷èñëèòü Mη.
Îòâåò:

Mη = Mξ1ξ2 . . . ξn = Mξ1Mξ2 . . .Mξn = (1/2)n.

×òîáû íàéòè ðàñïðåäåëåíèå η, âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà − ln ξi èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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11.8. Ïóñòü F è G � âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1.
Äîêàçàòü, ÷òî∫

R1

sF ∗ G(ds) =
∫
R1

xFd(x) +

∫
R1

y Gd(y),

ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåãðàëû îïðåäåëåíû.
Óê à ç à í è å. Óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è èç ðàâåíñòâà

M(ξ + η) = Mξ +Mη,

çàïèñàâ åãî â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí.

11.9. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà [0; 2], ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà η � íà [−2; 0]. Âû÷èñëèòü

P {|ξ − 1|+ |η + 1| > 1} .

11.10. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû;
ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà [−1; 1], η � íà [0; 1].

Âû÷èñëèòü:
1) P{ξ2 + η > 1/2};
2) P{ξ + η > 1};
3) P{|ξ + η| > 1/2};
4) P{|η − ξ| < 1/2};
5) P{η2 − ξ > 0};
6) P{|ξ|+ η > 1}.
Ó ê à ç à í è å. Ñíà÷àëà íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñóììû (ðàçíîñ-

òè) ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Äðóãîé ïîäõîä � íàéòè ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ ξ è η, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 9.7.3.
Îòâåòû: 1) 1−1/(3

√
2); 2) 1/4; 3) 9/16; 4) 7/16; 5) 2/3; 6) 1/2.



Ãëàâà 12

Ñõîäèìîñòü
ðàñïðåäåëåíèé

12.1 Ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé:
îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû

Èçëàãàåìûå äàëåå ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòè n
ïðîñòðàíñòâà Rn. Íî ìû äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îäíîìåðíûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàë I âèäà [a, b) áóäåì íàçûâàòü èí-
òåðâàëîì íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ F, åñëè åãî êîíöû a è b
íå ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè F.

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ðàñïðåäåëåíèÿ F,
åñëè F({x0}) > 0.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F, åñëè äëÿ êàæäîãî
îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà íåïðåðûâíîñòè I ðàñïðåäåëåíèÿ F

Fn(I) → F(I)

ïðè n→ ∞.
Ýòó ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü òàê:

Fn → F

èëè
lim
n

Fn = F.

Ïðåäåë ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé åäèí-
ñòâåíåí.

343
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Ââåäåííîå îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé, ðàçóìå-
åòñÿ, èìååò ìåñòî è äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äàëåå ìû
ðàñøèðèì ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è âåðîÿòíîñò-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàñïðåäåëåíèå F íà R1 áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòíûì, åñ-
ëè F(R1) ≤ 1. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå F áóäåì íàçûâàòü
ñîáñòâåííûì, åñëè F(R1) = 1 è íåñîáñòâåííûì, åñëè F(R1) < 1.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íà R1 áóäåì íàçûâàòü âåðî-
ÿòíîñòíîé, åñëè 0 ≤ F (x) ≤ 1. Âåðîÿòíîñòíóþ ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííîé, åñëè F (+∞) = 1 è
F (−∞) = 0, è íåñîáñòâåííîé, åñëè F (+∞) < 1 èëè F (−∞) > 0.

Íåñîáñòâåííûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âîçíèêàþò êàê ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðîÿò-
íîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ëåììà 12.1.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (ñîá-
ñòâåííûì èëè íåñîáñòâåííûì).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {Fn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ F.
Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà íåïðåðûâíîñòè [as, bs) ðàñïðåäåëåíèÿ F

F([as, bs)) = lim
n

Fn([as, bs)) ≤ 1.

Îòñþäà ïðè as ↓ −∞, bs ↑ +∞ â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì

F(R1) = lim
s

F([as, bs)) ≤ 1.

Òàê ÷òî F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé ìîæåò áûòü êàê ñîáñòâåííûì, òàê è íåñîáñòâåííûì (ýòî èë-
ëþñòðèðóþò ïðèâîäèìûå äàëåå ïðèìåðû). Ìû áóäåì ðàçëè÷àòü
ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé ê ñîáñòâåííîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ è ê íå-
ñîáñòâåííîìó.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ è ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå F ñîá-
ñòâåííîå, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî {Fn} ñõîäèòñÿ ê F â ñîáñòâåí-
íîì ñìûñëå (ñõîäèìîñòü Fn → F ñîáñòâåííàÿ).

Åñëè {Fn} ñõîäèòñÿ è ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå F íåñîá-
ñòâåííîå, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî {Fn} ñõîäèòñÿ ê F â íåñîáñòâåí-
íîì ñìûñëå (ñõîäèìîñòü Fn → F íåñîáñòâåííàÿ).
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Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèìåð 12.1.1 . Ïóñòü F � ñîáñòâåííîå íåïðåðûâíîå (íå
èìåþùåå àòîìîâ) âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîîò-
âåòñòâåííî ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) = F (x+ 1/n).

Ïîêàæåì, ÷òî {Fn} ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F.
Òàê êàê F (x) íåïðåðûâíà, òî äëÿ êàæäîãî x ∈ R1

lim
n
Fn(x) = lim

n
F (x+ 1/n) = F (x),

ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà [a, b)

lim
n

Fn([a, b)) = lim
n

(Fn(b)− Fn(a)) =

= lim
n
Fn(b)− lim

n
Fn(a) = F (b)− F (a) = F([a, b)).

Ïîñëåäíåå ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî Fn → F ïðè n → ∞.
È ïîñêîëüêó ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå F � ñîáñòâåííîå, òî ñõî-
äèìîñòü Fn → F ñîáñòâåííàÿ.

Ïðèìåð 12.1.2 . Ïóñòü F � ñîáñòâåííîå íåïðåðûâíîå âå-
ðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñîîòâåòñòâåííî ñ ôóíêöè-
ÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) = F (x/n).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
{Fn} ñõîäèòñÿ ê íåñîáñòâåííîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ Q, òîæäåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ (ðàñïðåäåëåíèå Q ≡ 0, åñ-
ëè äëÿ êàæäîãî B ∈ B1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Q(B) = 0).

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü F (x), èìååì:

lim
n

Fn([a, b)) = lim
n

(Fn(b)− Fn(a)) =

= lim
n

(F (b/n)− F (a/n)) = F (0)− F (0) = 0 = Q([a, b))

äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòêà [a, b), ò. å. Fn → Q ïðè n→ ∞. À òàê êàê
Q � íåñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ñõîäèìîñòü
Fn → Q íåñîáñòâåííàÿ.
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Ñõîäèìîñòü â îñíîâíîì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn(x)}
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñõîäèòñÿ â îñíîâíîì ê ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (x), åñëè {Fn(x)} ñõîäèòñÿ ê F (x) â êàæäîé òî÷êå
íåïðåðûâíîñòè F (x). (Ñõîäèìîñòü Fn(x) â îñíîâíîì ê F (x) ýòî
ñõîäèìîñòü Fn((−∞, x)) ê F((−∞, x) â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâ-
íîñòè F (x).)

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé. Ñõî-
äèìîñòü â îñíîâíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn(x)} âåðîÿòíîñò-
íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) âëå-
÷åò ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèé {Fn} ê ðàñïðåäåëåíèþ F (èç ñõîäèìîñòè â îñíîâíîì
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè {Fn(x)} ñõîäèòñÿ ê F (x) â îñíîâíîì,
òî äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà íåïðåðûâíîñòè [a, b)
ðàñïðåäåëåíèÿ F

Fn([a, b)) = Fn(b)− Fn(a) → F (b)− F (a) = F([a, b)),

ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî Fn → F.
Îáðàòíîå íåâåðíî. Èç ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé Fn → F,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â îñíîâíîì ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèé Fn(x) ê F (x). Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ïóñòü F (x) � ñîáñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñ
ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) = F (x+ (−1)nn) .

Äëÿ êàæäîãî x ∈ R1 èìååì:

lim
k→∞

F2k(x) = 1, lim
k→∞

F2k+1(x) = 0.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé Fn(x) íå
ñõîäèòñÿ íè â îäíîé òî÷êå x ∈ R1, õîòÿ ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

Fn → Q ≡ 0.

Ñîáñòâåííàÿ æå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè â îñíîâíîì èõ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 12.1.1. Ñîáñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ê ðàñïðåäåëåíèþ F
ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè â îñíîâíîì {Fn(x)} ê ñîáñòâåííîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñõîäèìîñòè â îñíîâíîì {Fn(x)} ê
ñîáñòâåííîé âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) â ñè-
ëó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñîáñòâåííàÿ ñõîäè-
ìîñòü {Fn} ê F.

Ïîêàæåì îáðàòíîå: èç ñîáñòâåííîé ñõîäèìîñòè {Fn} ê F ñëå-
äóåò ñõîäèìîñòü {Fn(x)} ê F (x) â îñíîâíîì.

Ïóñòü ε > 0. Òàê êàê F � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå (F((−∞,+∞)) = 1), òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿò-
íîñòè íàéäåòñÿ òàêîé êîíå÷íûé èíòåðâàë [a, b) (äîïîëíèòåëüíî
âûáåðåì åãî èíòåðâàëîì íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ F), ÷òî

F[a, b)) ≥ 1− ε. (12.1.1)

À ïîñêîëüêó Fn → F, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N (n ≥ N), è

Fn([a, b)) ≥ 1− 2ε. (12.1.2)

Èç íåðàâåíñòâà (12.1.1) ñëåäóåò, ÷òî

F ((−∞, a) ∪ [b,+∞)) ≤ ε,

à èç íåðàâåíñòâà (12.1.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè n ≥ N

Fn((−∞, a) ∪ [b,+∞)) ≤ 2ε.

Ïóñòü x� òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
è n ≥ N .

1. Åñëè x < a, òî

|Fn(x)− F (x)| = |Fn((−∞, x))− F((−∞, x))| ≤

≤ Fn((−∞, a)) + F((−∞, a)) ≤ 3ε.

2. Åñëè x ≥ b, òî

|Fn(x)− F (x)| = |Fn((−∞, x))− F((−∞, x)) + 1− 1| ≤

≤ |1− Fn((−∞, x))|+ |1− F((−∞, x))| =

= Fn([x,+∞)) + F([x,+∞)) ≤ Fn([b,+∞)) + F([b,+∞)) ≤ 3ε.

3. Åñëè x ∈ [a, b), òî

|Fn(x)− F (x)| = |Fn((−∞, x))− F ((−∞, x))| =
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= |Fn((−∞, a)) + Fn([a, x))− F((−∞, a))− F([a, x))| ≤
≤ Fn((−∞, a)) + F((−∞, a)) + |Fn([a, x))− F([a, x))| ≤

≤ 2ε+ ε+ ε = 4ε,

(|Fn([a, x))−F([a, x))| < ε ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ïîñêîëüêó
Fn → F, à [a, x) � ïðîìåæóòîê íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ F).

Òàê ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè íåïðåðûâíîñòè x ∈ R1 ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïðè n→ ∞ èìååì Fn(x) → F (x).

Ïðèìåð 12.1.3. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèé ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) =

{
0, åñëè x < 0;
nx, åñëè 0 ≤ x ≤ 1/n;
1, åñëè x > 1/n.

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} íà ñõîäèìîñòü.
Ðåøåíè å. Ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Fn(x)

ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå (èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, òî÷êó x = 0)
ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =
{

1, åñëè x > 0;
0, åñëè x ≤ 0

àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êå 0 (x = 0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà F (x)).

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà, ëåæàùàÿ ñëåâà îò íóëÿ. Ïî óñëîâèþ â ýòîé òî÷êå
Fn(x) = 0 ïðè êàæäîì n, ïîýòîìó lim

n
Fn(x) = 0 = F (x). Äà-

ëåå, ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ
ñïðàâà îò íóëÿ. Ïîñêîëüêó n→ ∞, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N
(n ≥ N), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1/n < x è, ñëåäîâàòåëüíî,
Fn(x) = 1. Ïîýòîìó lim

n
Fn(x) = 1 = F (x) è ïðè x > 0. Òî åñòü

ïðè n→ ∞
Fn(x) → F (x)

â êàæäîé òî÷êå x ∈ R1, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, òî÷êó 0. Îòñþäà
â ñèëó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé èìååì:

Fn → F.

Òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ ê
ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó
â òî÷êå 0.
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Ñòîõàñòè÷åñêàÿ îãðàíè÷åííîñòü.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âå-
ðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé {Fn} áóäåì íàçûâàòü ñòîõàñòè÷åñ-
êè îãðàíè÷åííîé, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå a, ÷òî
äëÿ âñåõ n íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N

Fn([−a, a)) ≥ 1− ε.

Ñîáñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü è ñòîõàñòè÷åñêàÿ îãðàíè÷åííîñòü âå-
ðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. À èìåí-
íî, èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñõî-
äèòñÿ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå, òî îíà ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷å-
íà, è åñëè ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñòîõàñòè÷åñ-
êè îãðàíè÷åíà, òî îíà ñõîäèòñÿ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ F. Äîêàæåì, ÷òî {Fn} ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åíà.

Òàê êàê F � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî
äëÿ ε > 0 íàéäåòñÿ èíòåðâàë [−a, a) òàêîé, ÷òî

F([−a, a)) ≥ 1− ε,

äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû [−a, a) áûë èíòåðâàëîì íåïðå-
ðûâíîñòè F. À ïîñêîëüêó Fn([−a, a)) → F([−a, a)), òî, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî N,

Fn([−a, a)) > 1− 2ε,

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åíà.
Ïóñòü òåïåðü Fn → F è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñòîõàñòè÷åñ-

êè îãðàíè÷åíà. Äîêàæåì, ÷òî ñõîäèìîñòü Fn → F ñîáñòâåííàÿ,
ò. å. F � ñîáñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ïðîìåæóòîê [−a, a)
(äîïîëíèòåëüíî âûáåðåì åãî ïðîìåæóòêîì íåïðåðûâíîñòè F),
÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N (n ≥ N)

Fn([−a, a)) ≥ 1− ε.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, ñíà÷àëà ïðè
n→ ∞, à çàòåì ïðè a→ ∞ ïîëó÷àåì:

F
(
R1
)
≥ 1− ε.

Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî F � ñîáñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Òåîðåìà 12.1.2 (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñ-
òè ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîáñòâåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Fn ñ îäíèì è òåì
æå ñðåäíèì a è äèñïåðñèÿìè σ2n, ñõîäÿùèìèñÿ ê íóëþ, ñõîäèò-
ñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åí-
íîìó â òî÷êå a.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì ×åáû-
ø¼âà, óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) ïðè σ

2
n → 0

ñõîäèòñÿ â îñíîâíîì ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F0(x) =
{

0, åñëè x ≤ a,
1, åñëè x > a

ñîáñòâåííîãî àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F0, ñîñðåäîòî÷åííîãî
â òî÷êå a (âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ Fn ê F0).

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ
ëåâåå a. Ïðåäñòàâèâ x â âèäå x = a− t (t > 0) ïîëó÷èì

Fn(x)− F0(x) = Fn(a− t)− 0 = Fn(a− t) = Fn{y : y < a− t} =

= Fn{y : y − a < −t} ≤ Fn{y : |y − a| > t} ≤ σ2n
t2
.

Îòñþäà ïðè n→ ∞ ñëåäóåò, ÷òî Fn(x) → F0(x).
Åñëè x � ïðîèçâîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ

ïðàâåå a, òî ïðåäñòàâèâ x â âèäå x = a+ t (t > 0), ïîëó÷èì

F0(x)−Fn(x) = 1−Fn(x) = 1−Fn(a+t) = 1−Fn{y : y < t+a} =

= Fn{y : y ≥ a+t} = Fn{y : y−a ≥ t} ≤ Fn{y : |y−a| ≥ t} ≤ σ2n
t2
.

Òàê ÷òî Fn(x) → F0(x) ïðè σ
2
n → 0 â êàæäîé òî÷êå íåïðå-

ðûâíîñòè F0(x).
Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 12.1.3 (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäè-

ìîñòè ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ). Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Fn} ñîáñòâåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîîò-
âåòñòâåííî ñî ñðåäíèìè an, ñõîäÿùèìèñÿ ê a, è äèñïåðñèÿ-
ìè σ2n, ñõîäÿùèìèñÿ ê 0, ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó âåðîÿò-
íîñòíîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â
òî÷êå a.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {Fn(x)} ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ

F0(x) =
{

0, åñëè x ≤ a;
1, åñëè x > a

àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êå a, âî âñåõ
òî÷êàõ x ̸= a.

Ïóñòü t > 0, x = a−2t. Ïîñêîëüêó an → a, ïðè n→ ∞, òî an
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòü (a − t,+∞)
òî÷êè a, ò. å.

a− t < an,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
a− 2t < an − t.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, èìååì:

Fn(x) = Fn(a− 2t) = Fn((−∞, a− 2t)) ≤ Fn((−∞, an − t)) =

= Fn{y : y < an − t} ≤ Fn{y : |y − an| ≥ t} ≤ σ2n
t2

(âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà). Ïîýòîìó

Fn(a− 2t) → 0

ïðè σ2n → 0.
Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî Fn(a+ 2t) → 1 ïðè n→ ∞.
Ïðèìåð 12.1.4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Qn} ñ ïëîòíîñòÿìè

qn(x) =
n√
2π

exp

{
−(x− (−1)n)2n2

2

}
, n = 1, 2, . . . ,

ñîîòâåòñòâåííî.
Ðåøåíè å. Â ñèëó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ê àòî-

ìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. òåîðåìó 12.1.2) äëÿ ÷åòíûõ n
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Qn} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííî-
ìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 1,
à ïðè íå÷åòíûõ n � ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå −1. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Qn} íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.
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12.2 Òåîðåìà Õåëëè î âûáîðå

Ñòàíäàðòíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ñóùåñòâîâàíèå ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîòÿ áû îäíîé ïðåäåëü-
íîé òî÷êè, çàòåì åå åäèíñòâåííîñòü. Ñõîäíûé ïðèåì ïðèìåíèì
è ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ðàñïðåäåëåíèé. Àíàëîãîì òåîðåìû î
ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîé òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìà Õåëëè î âûáîðå. Òåîðåìà Õåëëè âåðíà â ïðîñòðàíñòâå
Rs ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Ìû äîêàæåì åå äëÿ îä-
íîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 12.2.1 (Õåëëè). Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà R1 ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿ-
ùóþñÿ â ñîáñòâåííîì èëè íåñîáñòâåííîì ñìûñëå ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü.

Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî èç {Fn} ìîæíî âûáðàòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk

} äîñòàòî÷íî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ {Fn(x)}
ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk

(x)}, ñõîäÿùóþñÿ â
îñíîâíîì ê íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) (ñîáñòâåííîé èëè íåñîáñòâåííîé).

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {un} (ñî

çíà÷åíèÿìè â R1), çàäàííîé íà ñ÷åòíîì ïîäìíîæåñòâå {ai}
ïðÿìîé R1, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùó-
þñÿ â êàæäîé òî÷êå aj ∈ {ai} (áûòü ìîæåò, ê ±∞).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âîñïîëüçóåìñÿ �äèàãîíàëüíûì ìå-
òîäîì� Êàíòîðà.

Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {un} ìîæíî âûáðàòü ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {unk

}, ñõîäÿùóþñÿ â òî÷êå a1 (áûòü ìîæåò,
ê ±∞). ×òîáû èçáåæàòü ñëîæíûõ èíäåêñîâ, îáîçíà÷èì unk

=

= u
(1)
k , òàê ÷òî

{
u
(1)
k

}
� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {un}, ñõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå a1. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé

{
u
(1)
k

}
âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
u
(2)
k

}
, ñõîäÿùóþ-

ñÿ â òî÷êå a2, êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
u
(1)
k

}
îíà ñõîäèòñÿ è â òî÷êå a1. Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ïî-

ñòðîèì äëÿ êàæäîãî s (s = 1, 2, . . .) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-

öèé
{
u
(s)
k

}
, ñõîäÿùóþñÿ â òî÷êå as è ÿâëÿþùóþñÿ ïîäïîñëå-
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äîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
u
(s−1)
k

}
, à ñëåäîâàòåëüíî,

ñõîäÿùóþñÿ è â òî÷êàõ a1, a2, . . . , as−1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü �äèàãîíàëüíóþ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóí-

êöèé: u
(1)
1 , u

(2)
2 , . . . Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â êàæäîé

òî÷êå aj ìíîæåñòâà {ai}. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü as � ïðîèçâîëü-
íàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç {ai}. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü u
(s)
k , k = 1, 2, . . . , ñõîäèòñÿ â òî÷êå as. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü æå u
(1)
1 , u

(2)
2 , . . . , u

(s)
s , . . . , u

(l)
l , . . ., íà÷èíàÿ ñ íîìåðà s,

ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u
(s)
k , k =

= 1, 2, . . . (ñõîäÿùåéñÿ â òî÷êå as), è ïîýòîìó îíà ñõîäèòñÿ â
òî÷êå as. À ïîñêîëüêó òî÷êà as âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, òî ëåììà
äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû î âûáîðå.
Ïóñòü {ai} � ñ÷åòíàÿ âñþäó ïëîòíàÿ â R1 ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê. Â ñèëó ëåììû èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
{Fn(y)} ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk

(y)}, ñõî-
äÿùóþñÿ â êàæäîé òî÷êå aj ∈ {ai}. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå
{ai} ôóíêöèþ F (y) ðàâåíñòâîì:

F (aj) = lim
nk

Fnk
(aj), aj ∈ {ai}.

Ôóíêöèÿ F (y), çàäàííàÿ íà {ai}, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî
íåóáûâàþùåé è 0 ≤ F (ai) ≤ 1. Äîîïðåäåëèì F (y) íà R1 \ {ai},
ïîëàãàÿ â êàæäîé òî÷êå y ∈ R1 \ {ai}

F (y) = sup
ak: ak<y

F (ak). (12.2.1)

Òàê îïðåäåëåííàÿ íà R1 ôóíêöèÿ F (y) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
[0; 1] è ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé.

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk
(y)}, y ∈ R1,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn(y)} ñõîäèòñÿ ê F (y) íå òîëüêî â òî÷êàõ
ìíîæåñòâà {ai} (íà {ai} îíà ñõîäèòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ), íî è â
êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè x ôóíêöèè F (y).

Ïóñòü ε > 0, x � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (y), íå
ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó {ai}. Â ñèëó ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà
{ai} â R1 è íåïðåðûâíîñòè F (y) â òî÷êå x íàéäåòñÿ ïàðà òî÷åê
ai, aj èç {ak} òàêèõ, ÷òî ai < x < aj è

|F (aj)− F (ai)| ≤ |F (aj)− F (x)|+ |F (x)− F (ai)| ≤ ε. (12.2.2)
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Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé F (y) è Fnk
(y) èìåþò ìåñòî íåðà-

âåíñòâà
F (ai) ≤ F (x) ≤ F (aj), (12.2.3)

Fnk
(ai) ≤ Fnk

(x) ≤ Fnk
(aj),

à âìåñòå ñ ïîñëåäíèì íåðàâåíñòâîì, è íåðàâåíñòâî,

F (ai) ≤ limFnk
(x) ≤ limFnk

(x) ≤ F (aj), (12.2.4)

ïîëó÷åííîå èç íåãî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. Èç íåðàâåíñòâ (12.2.3)
è (12.2.4) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè F (x), limFnk

(x), limFnk
(x) ïðèíàä-

ëåæàò îòðåçêó [F (ai), F (aj)], äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò ε
(ñì. íåðàâåíñòâî (12.2.2)) ). È ïîñêîëüêó ε > 0 ïðîèçâîëüíî, òî
âñå òðè òî÷êè F (x), limFnk

(x), limFnk
(x) ñîâïàäàþò:

limFnk
(x) = limFnk

(x) = F (x).

Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî Fnk
(x) ñõîäèòñÿ ê F (x) (â êàæäîé

òî÷êå íåïðåðûâíîñòè x ôóíêöèè F (y)).
Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Õåëëè çàêàí÷èâàëîñü áû,

åñëè áû F (y) áûëà ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷åãî ìû óòâåð-
æäàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåì � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé ñëåâà, à F (y) òàêîâîé, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ. �Ïîäïðàâèì� ôóíêöèþ F (y) â òî÷êàõ ðàçðûâà òàê,
÷òîáû îíà ñòàëà íåïðåðûâíîé ñëåâà. Òî÷íåå, îïðåäåëèì íà R1

ôóíêöèþ F̃ (y), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ F (y) â òî÷êàõ íåïðåðûâ-

íîñòè F (y), à â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè F (y) çíà÷åíèÿ F̃ (y)

îïðåäåëèì òàê, ÷òîáû F̃ (y) áûëà íåïðåðûâíîé ñëåâà. À èìåííî,
åñëè â òî÷êå z ôóíêöèÿ F (y) òåðïèò ðàçðûâ, òî ïîëîæèì

F̃ (z) = lim
y↑z

F (y).

Ôóíêöèÿ F̃ (y) ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ ñëåâà

è 0 ≤ F̃ (y) ≤ 1, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè÷åì
ïîñêîëüêó â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (y) âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî F̃ (y) = F (y), òî â ýòèõ òî÷êàõ

lim
nk→∞

Fnk
(y) = F (y) = F̃ (y).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ñèëó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñ-

òè ðàñïðåäåëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî Fnk
→ F̃ ïðè nk → ∞.
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12.3 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé

Ëåììà 12.3.1 (î çàäàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿìè
èíòåãðàëîâ). Ðàñïðåäåëåíèå íà R1 çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè èí-
òåãðàëîâ (ïî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ) íà êëàññå {φ} íåïðåðûâíûõ
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé φ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü âíå îãðàíè÷åí-
íûõ ïðîìåæóòêîâ.

Åñëè çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì F è G íà êëàñ-
ñå {φ} íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé φ, îáðàùàþùèõñÿ â
íóëü âíå îãðàíè÷åííûõ ïðîìåæóòêîâ, ñîâïàäàþò:∫

R1

φ(x)F(dx) =

∫
R1

φ(x)G(dx), (12.3.1)

òî ñîâïàäàþò è ñàìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

F = G.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F, çàäàííîãî
íà R1 (F(R1) <∞), èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ

I(φ) =

∫
R1

φ(x)F(dx)

íà êëàññå {φ} íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, îáðàùàþ-
ùèõñÿ â íóëü âíå îãðàíè÷åííûõ ïðîìåæóòêîâ.

Ðàñïðåäåëåíèå íà R1 îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿ-
ìè íà ïðîìåæóòêàõ âèäà [a, b), a < b, a, b ∈ R1 (ñì. ñëåäñòâèå 2
èç òåîðåìû 7.2.1). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ
F([a, b)) ðàñïðåäåëåíèÿ F íà ïðîìåæóòêàõ [a, b) çàäàþòñÿ çíà÷å-
íèÿìè I(φ).

Çíà÷åíèå

F([a, b)) =

∫
R1

I[a,b)(x)F(dx).

Ïðåäñòàâèì èíäèêàòîð I[a,b)(x) ïðîìåæóòêà [a, b) â âèäå ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {φn(x)} íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü âíå êîíå÷íûõ ïðîìåæóòêîâ:

I[a,b)(x) = lim
n
φn(x).
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Â êà÷åñòâå φn(x) ìîæíî ðàññìîòðåòü, íàïðèìåð, ôóíêöèè âèäà:

φn(x) =


0, ïðè x ∈ (−∞, a− 1/n),

n(x− (a− 1/n)), ïðè x ∈ [a− 1/n, a),
1, ïðè x ∈ [a, b− 1/n),

−n(x− b), ïðè x ∈ [b− 1/n, b),
0, ïðè x ∈ [b,+∞).

Òîãäà

F([a, b)) =

∫
R1

I[a,b)(x)F(dx) =

∫
R1

(
lim
n
φn(x)

)
F(dx)

èëè, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäè-
ìîñòè,

F([a, b)) = lim
n

∫
R1

φn(x)F(dx) = lim
n
I(φn).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è îáîçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ ïî ýòîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ íà êëàññå {φ} íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé φ,
îáðàùàþùèõñÿ â íóëü âíå îãðàíè÷åííûõ ïðîìåæóòêîâ.

Äàëåå, åñëè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé F è G èìååò ìåñòî (12.3.1),
òî îíî èìååò ìåñòî, â ÷àñòíîñòè, åñëè φ(x) = φn(x):∫

R1

φn(x)F(dx) =

∫
R1

φn(x)G(dx).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ è
ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ïîëó-
÷àåì: ∫

R1

I[a,b)(x)F(dx) =

∫
R1

I[a,b)(x)G(dx)

èëè
F([a, b)) = G([a, b)).

Èç ñîâïàäåíèÿ F è G íà ïðîìåæóòêàõ [a, b) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2
èç òåîðåìû Êàðàòåîäîðè (òåîðåìà 7.2.1) ñëåäóåò, ÷òî

F = G.
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Îáîçíà÷åíèÿ.Ìû áóäåì ðàçëè÷àòü íà R1 òðè êëàññà ôóíê-
öèé: êëàññ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé (îáîçíà÷åíèå
C(−∞,+∞)); êëàññ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé u, èìå-
þùèõ êîíå÷íûå ïðåäåëû u(−∞) è u(+∞) ñîîòâåòñòâåííî íà −∞
è íà +∞ (îáîçíà÷åíèå C[−∞,+∞]); êëàññ íåïðåðûâíûõ îãðàíè-
÷åííûõ ôóíêöèé u, èìåþùèõ ïðåäåëû u(−∞) = 0 è u(+∞) = 0
íà −∞ è íà +∞ (îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè), îáî-
çíà÷åíèå C0[−∞,+∞]. Î÷åâèäíî,

C0[−∞,+∞] ⊂ C[−∞,+∞] ⊂ C(−∞,+∞).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ sinx ∈ C(−∞,+∞), íî íå ïðèíàäëåæèò

êëàññó C[−∞,+∞]; ôóíêöèÿ 1 + e−|x| sinx ∈ C[−∞,+∞], íî

1 + e−|x| sinx /∈ C0[−∞,+∞]; e−|x| sinx ∈ C0[−∞,+∞].
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü U � êëàññ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé íà

R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F îòíîñè-
òåëüíî êëàññà U , åñëè äëÿ êàæäîé u ∈ U ïðè n→ ∞∫

R1

u(x)Fn(dx) →
∫
R1

u(x)F(dx).

Ìû äîêàæåì, ÷òî ââåäåííàÿ íàìè ðàíåå ñõîäèìîñòü ðàñïðå-
äåëåíèé ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè îòíîñèòåëüíî êëàññà
C0[−∞,+∞]. Ïîíÿòèå ñëàáîé ñõîäèìîñòè èìååò òî ïðåèìóùå-
ñòâî, ÷òî ïðèìåíèìî ê ïðîèçâîëüíûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàí-
ñòâàì, íî íàøå îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò
èíòóèöèè.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

Mnu =

∫
R1

u(x)Fn(dx), Mu =

∫
R1

u(x)F(dx).

Òåîðåìà 12.3.1 (î ñõîäèìîñòè è ñëàáîé ñõîäèìîñòè
ðàñïðåäåëåíèé). Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} âåðî-
ÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê ðàñïðåäåëåíèþ F (ñîáñòâåííàÿ èëè
íåñîáñòâåííàÿ) ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè {Fn} ê F îò-
íîñèòåëüíî êëàññà C0[−∞,+∞].

Ñîáñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} âåðîÿò-
íîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê ðàñïðåäåëåíèþ F âëå÷åò ñëàáóþ ñõî-
äèìîñòü {Fn} ê F îòíîñèòåëüíî êëàññà C(−∞,+∞).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè
Fn → F (ñîáñòâåííîé èëè íåñîáñòâåííîé) ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäè-
ìîñòü Fn ê F îòíîñèòåëüíî êëàññà C0[−∞,+∞].

Ïóñòü Fn → F (ñîáñòâåííî èëè íåñîáñòâåííî) è ïóñòü
u ∈ C0[−∞,+∞]. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n→ ∞

Mnu =

∫
R1

u(x)Fn(dx) →
∫
R1

u(x)F(dx) = Mu.

Ïîñêîëüêó u ∈ C0[−∞,+∞], òî

lim
x→+∞

u(x) = 0, lim
x→−∞

u(x) = 0,

è äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê J òàêîé,
÷òî ïðè âñåõ x /∈ J çíà÷åíèå |u(x)| ≤ ε (äîïîëíèòåëüíî âûáåðåì
J èíòåðâàëîì íåïðåðûâíîñòè F).

Äëÿ ôóíêöèè u(x) ïîñòðîèì íà R1 êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíê-
öèþ φ(x), ïðèíèìàþùóþ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé è îòëè÷àþ-
ùóþñÿ îò u(x) íå áîëåå ÷åì íà ε. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç íåïðåðûâíîñòè u(x) íà R1 ñëåäóåò åå
ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íà êàæäîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå,
â ÷àñòíîñòè è íà J . Ïîýòîìó J ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî
r íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ Jk:

J =
r∪

k=1

Jk, Ji ∩ Jj = ∅, i ̸= j

(äîïîëíèòåëüíî âûáåðåì èõ èíòåðâàëàìè íåïðåðûâíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F) òàê, ÷òîáû íà êàæäîì èç íèõ

sup
(x′,x′′):(x′,x′′)∈Jk

|u(x′)− u(x′′)| ≤ ε.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî Jk ìîæíî
óêàçàòü òàêîå ÷èñëî φk, ÷òî

|u(x)− φk| ≤ ε, x ∈ Jk, k = 1, 2, . . . , r.

Îïðåäåëèì òåïåðü íà R1 ôóíêöèþ

φ(x) =

r∑
k=1

φkIJk(x). (12.3.2)
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Ôóíêöèÿ φ(x) êóñî÷íî-ïîñòîÿííà � ðàâíà φk íà Jk ⊂ J ,
k = 1, 2, . . . , r, è íóëþ âíå J � è ïî ïîñòðîåíèþ íà ïðîìåæóòêå J
óêëîíÿåòñÿ îò u(x) íå áîëüøå, ÷åì íà ε:

|u(x)− φ(x)| ≤ ε.

À ïîñêîëüêó ïðè x /∈ J çíà÷åíèå |u(x)| ≤ ε, òî è ïðè âñåõ x ∈ R1

|u(x)− φ(x)| ≤ ε,

êðàòêî
|u− φ| ≤ ε.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ φ(x), îöåíèì

|Mnu−Mu|.

Äëÿ ýòîãî îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà

|Mnu−Mu| ≤ |Mnu−Mnφ|+ |Mu−Mφ|+ |Mnφ−Mφ|.

Ïîñêîëüêó |u− φ| ≤ ε, òî

|Mnu−Mnφ| ≤ Mn|u− φ| ≤ ε,

|Mu−Mφ| ≤ M|u− φ| ≤ ε.

Ñëàãàåìîå |Mnφ−Mφ| îöåíèì òàê:

|Mnφ−Mφ| =

=

∣∣∣∣∣∣
∫
R1

(
r∑

k=1

φkIJk(x)

)
Fn(dx)−

∫
R1

(
r∑

k=1

φkIJk(x)

)
F(dx)

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
r∑

k=1

φkFn(Jk)−
r∑

k=1

φkF(Jk)

∣∣∣∣∣ ≤
r∑

k=1

|φk||Fn(Jk)− F(Jk)|.

Ïîñêîëüêó Fn → F, òî Fn(Jk) → F(Jk) äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . .
. . . , r, è ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

r∑
k=1

|φk||Fn(Jk)− F(Jk)| ≤ ε,
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à ñëåäîâàòåëüíî, è
|Mnφ−Mφ| ≤ ε. (12.3.3)

Òàê ÷òî äëÿ ôóíêöèè u ∈ C0[−∞,+∞], íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
N (n ≥ N),

|Mnu−Mu| ≤ 3ε,

ò. å. ïðè n→ ∞
Mnu→ Mu.

Ïóñòü òåïåðü Fn → F â ñîáñòâåííîì ñìûñëå (ïðåäåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå F � ñîáñòâåííîå) è ïóñòü u ∈ C(−∞,+∞) (íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |u| ≤ 1). Äîêàæåì, ÷òî
ïðè n→ ∞

Mnu→ Mu.

Òàê êàê F � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
(F(R1) = 1), òî äëÿ äàííîãî ε > 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè ìîæíî âûáðàòü îãðàíè÷åííûé èíòåðâàë J òàêîé, ÷òî
F(J) ≥ 1− ε, à ñëåäîâàòåëüíî,

F(J) ≤ ε (12.3.4)

(äîïîëíèòåëüíî âûáåðåì J èíòåðâàëîì íåïðåðûâíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ F). Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó {Fn} ñõîäèòñÿ ê F, òî, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãîN (n ≥ N), çíà÷åíèÿ Fn(J) ≥ 1−2ε, à ñëåäîâàòåëüíî,

Fn(J) ≤ 2ε. (12.3.5)

Äàëåå, äëÿ ôóíêöèè u(x) ñòðîèì íà R1 êóñî÷íî ïîñòîÿííóþ
ôóíêöèþ φ(x), îòëè÷àþùóþñÿ îò u(x) íà ïðîìåæóòêå J íå áîëåå
÷åì íà ε (êàê ýòî äåëàëè ðàíåå, ñì. (12.3.2)).

Èñïîëüçóÿ φ(x), îöåíèì

|Mnu−Mu|.

Äëÿ ýòîãî îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà

|Mnu−Mu| ≤ |Mnu−Mnφ|+ |Mu−Mφ|+ |Mnφ−Mφ|.

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èìååì:

|Mnu−Mnφ| =

∣∣∣∣∣∣
∫
R1

u(x)Fn(dx)−
∫
R1

φ(x)Fn(dx)

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∫
R1

|u(x)− φ(x)|Fn(dx) =

=

∫
J

|u(x)− φ(x)|Fn(dx) +
∫
J

|u(x)− φ(x)|Fn(dx) ≤

≤
∫
J

εFn(dx) +

∫
J

1Fn(dx) ≤ ε+ Fn(J) ≤ ε+ 2ε = 3ε,

Fn(J) ≤ 2ε, ñì. (12.3.5). Àíàëîãè÷íî

|Mu−Mφ| ≤ ε+ F(J) ≤ 2ε,

F(J) ≤ ε, ñì. (12.3.4). Ñëàãàåìîå |Mnφ − Mφ| ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n íå ïðåâîñõîäèò ε, ñì. (12.3.3). Ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî N (n ≥ N),

|Mnu−Mu| ≤ 6ε,

ò. å. ïðè n→ ∞
Mnu→ Mu.

Òàê ÷òî èç ñîáñòâåííîé ñõîäèìîñòè Fn → F ñëåäóåò ñëàáàÿ
ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} ê F îòíîñèòåëüíî êëàññà
íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè Fn → F îòíî-
ñèòåëüíî êëàññà C0[−∞,+∞] ñëåäóåò ñõîäèìîñòü Fn → F (ñîá-
ñòâåííàÿ èëè íåñîáñòâåííàÿ).

Ïóñòü äëÿ êàæäîé ôóíêöèè u èç êëàññà C0[−∞,+∞]

Mnu =

∫
R1

u(x)Fn(dx) →
∫
R1

u(x)F(dx) = Mu. (12.3.6)

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñõîäèòñÿ ê F (ñîá-
ñòâåííî èëè íåñîáñòâåííî).

Â ñèëó òåîðåìû Õåëëè î âûáîðå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn}
ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk

}, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêî-
òîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ G (â ñîáñòâåííîì èëè íåñîáñòâåííîì ñìûñ-
ëå). Ïîêàæåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, G = F, à, âî-âòîðûõ, è ñàìà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F.
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Èç ñõîäèìîñòè Fnk
→ G ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

u ∈ C0[−∞,+∞]

lim
nk

∫
R1

u(x)Fnk
(dx) =

∫
R1

u(x)G(dx) (12.3.7)

(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∫
R1

u(x)Fnk
(dx), áóäó÷è ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
∫
R1

u(x)Fn(dx), ñõîäÿùåéñÿ ê
∫
R1

u(x)F(dx)

(ñì. (12.3.6)), ñõîäèòñÿ ê
∫
R1

u(x)F(dx):

lim
nk

∫
R1

u(x)Fnk
(dx) =

∫
R1

u(x)F(dx).

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (12.3.7) èìååì∫
R1

u(x)G(dx) =

∫
R1

u(x)F(dx)

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè u ∈ C0[−∞,+∞]. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû
12.3.1 î çàäàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ

G = F.

Òàê ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê F îòíî-
ñèòåëüíî êëàññà C0[−∞,∞], òî êàæäàÿ åå ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {Fnk

} ñõîäèòñÿ ê F. Ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn
òàêæå ñõîäèòñÿ ê F � åñëè áû {Fn} íå ñõîäèëàñü ê F, òî â ñè-
ëó òåîðåìû î âûáîðå Õåëëè íàøëàñü áû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Fn′

s
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ðàñ-

ïðåäåëåíèþ G′ ̸= F, ÷òî íåâîçìîæíî, ò. ê. êàæäàÿ ñõîäÿùàÿñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} ñõîäèòñÿ ê F.

Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé ñõîäèòñÿ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ê ðàñïðåäåëåíèþ F è
ut = ut(x) � ñåìåéñòâî ôóíêöèé èç êëàññà C(−∞,+∞), çàâè-
ñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t ∈ T . Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ T
ïðè n→ ∞

Mnut → Mut.
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Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé Mnut ê ôóíêöèè Mut ðàâíîìåðíàÿ îòíîñè-
òåëüíî t ∈ T .

Íàïîìíèì, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé ut = ut(x), çàâèñÿùåå îò
ïàðàìåòðà t ∈ T , ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî M , ÷òî

|ut| ≤M

äëÿ âñåõ t ∈ T .
Ñåìåéñòâî ôóíêöèé ut = ut(x), t ∈ T , íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòå-

ïåííî íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0
(îáùåå äëÿ âñåõ t) òàêîå, ÷òî èç |x2 − x1| ≤ δ ñëåäóåò

|ut(x2)− ut(x1)| ≤ ε

äëÿ âñåõ t ∈ T .
Ñëåäñòâèå (êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòèMnut).

Ïóñòü Fn → F â ñîáñòâåííîì ñìûñëå. Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé
ut = ut(x), t ∈ T, èç êëàññà C(−∞,+∞), çàâèñÿùåå îò ïàðà-
ìåòðà t, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì è ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííûì, òî ñõîäèìîñòü

Mnut → Mut

ïðè n→ ∞ ðàâíîìåðíàÿ ïî t ∈ T.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûëî èñïîëü-

çîâàíî ðàçáèåíèå èíòåðâàëà J íà èíòåðâàëû J1, J2, . . . , Jr, íà
êàæäîì èç êîòîðûõ êîëåáàíèå

sup
(x′,x′′):(x′,x′′)∈Jk

|u(x′)− u(x′′)|

ôóíêöèè u ìåíüøå ε. Â ñèëó ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè ñå-
ìåéñòâà ut ýòî ðàçáèåíèå ìîæåò áûòü âûáðàíî îäíèì è òåì æå
äëÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé ñåìåéñòâà ut, t ∈ T, ïîýòîìó, ïîâòîðÿÿ
ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû, ïîëó÷àåì:

|Mnut −Mut| ≤ 6ε

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ âñåõ t.
Òåì ñàìûì ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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12.4 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 12.4.1 . Ïóñòü Fh � ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ

ðàñïðåäåëåíèé, çàäàííûõ ïëîòíîñòÿìè

fh(x) =
1√
2πh

exp

{
−(x− a)2

2h2

}
, h > 0.

Èññëåäîâàòü Fh íà ñõîäèìîñòü 1◦ ïðè h→ ∞; 2◦ ïðè h→ 0.
Ðåøåíè å. 1◦ Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (x) = c, x ∈ R1,

ãäå c � êîíñòàíòà (0 ≤ c ≤ 1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ íåñîáñòâåííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òîæäåñòâåí-
íî ðàâíîãî íóëþ. Â ñàìîì äåëå, çíà÷åíèå F([a, b)) ðàñïðåäåëåíèÿ
F íà ïðîìåæóòêàõ [a, b) ðàâíî F (b)− F (a) = c− c = 0, à ñëåäî-
âàòåëüíî, F = 0 è íà ìíîæåñòâàõ èç àëãåáðû A êîíå÷íûõ îáú-
åäèíåíèé íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ âèäà [a, b), à â ñèëó
òåîðåìû Êàðàòåîäîðè è íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ.

Äàëåå,

Fh(x) =

x∫
−∞

fh(t)dt =
1√
2πh

x∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2h2

}
dt =

=
1√
2π

(x−a)/h∫
−∞

exp

{
−u

2

2

}
du

(âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé (t−a)/h = u). Ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì x

lim
h→∞

Fh(x) =
1√
2π

0∫
−∞

exp

{
−u

2

2

}
du =

1

2
.

Ïîýòîìó Fh ïðè h → ∞ ñõîäèòñÿ ê íåñîáñòâåííîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ.

2◦ Ïðè h → 0 ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Fh ñõîäèòñÿ ê ñîá-
ñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â
òî÷êå a (â ñèëó òåîðåìû 12.1.2 î ñõîäèìîñòè ê àòîìè÷åñêîìó
ðàñïðåäåëåíèþ).
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Çàäà÷è
12.1. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé çà-

äàííûõ ñâîèìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèé

Fn(x) =

{
0, åñëè x ≤ −1/n;

n(x+ 1/n)/2, åñëè − 1/n < x ≤ 1/n;
1, åñëè x > 1/n.

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} íà ñõî-
äèìîñòü.

12.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïðè n → ∞ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé Fn ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =

{
n/2, åñëè x ∈ [−1/n; 1/n];
0, åñëè x ̸∈ [−1/n; 1/n].

Îòâåò: Fn ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

12.3. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîãî
ñîáñòâåííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü êàæäóþ èç ïåðå÷èñëåííûõ äàëåå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé, çàäàííûõ ñâîèìè ôóíêöè-
ÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

1) Fn(x) = F (x+ 1/n), n = 1, 2, . . . ;
2) Gn(x) = F (x+ n), n = 1, 2, . . . ;
3) Sn(x) = F (x− n), n = 1, 2, . . . ;
4) Pn(x) = F (x/n), n = 1, 2, . . . ;
5) Qn(x) = F (x+ (−1)nn), n = 1, 2, . . .
Îòâåò: Fn ñõîäèòñÿ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ê F; ðàñïðåäåëå-

íèÿ Gn, Sn, Pn, Qn ñõîäÿòñÿ ê íåñîáñòâåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ,
òîæäåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ.

12.4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qn ñîáñòâåííîå àòîìè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå â òî÷êå an. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Qn} 1◦ ïðè an → +∞;
2◦ ïðè an → −∞; 3◦ ïðè an → a.

12.5.Ïóñòü {Fn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ñ ïëîò-
íîñòÿìè

fn(x) =

{
n/2, åñëè x ∈ [(−1)n − 1/n; (−1)n + 1/n];
0, åñëè x ̸∈ [(−1)n − 1/n; (−1)n + 1/n],

ñîîòâåòñòâåííî.
Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü {Fn} ïðè n→ ∞.
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Îòâåò: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé Fn íå ÿâëÿåòñÿ ñõî-
äÿùåéñÿ.

12.6. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé çà-
äàííûõ ñâîèìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Fn(x) =

{
0, åñëè x ≤ −1/n;

G(x), åñëè − 1/n < x ≤ 1/n;
1, åñëè x > 1/n,

G(x) � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ
ñî çíà÷åíèÿìè â [0, 1], çàäàííàÿ íà [−1, 1].

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} íà ñõî-
äèìîñòü.

12.7. Ïóñòü Dn � àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

Dn(k) = 1/n, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé Dn íà ñõîäè-
ìîñòü ïðè n→ ∞.

12.8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèé:

1) Fn :

(
−n n
1/2 1/2

)
, n = 1, 2, . . . ;

2) Gn :

(
−1/n 1/n
1/2 1/2

)
, n = 1, 2, . . . ;

3) Fn :

(
n n2

1/2 1/2

)
, n = 1, 2, . . . ;

4) Sn :

(
−n(−1)n n(−1)n

1/2 1/2

)
, n = 1, 2, . . .

Îòâåòû: 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ
ê íåñîáñòâåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ;
2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Gn} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåí-
íîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

12.9. Ïóñòü

Nx;σ2(y) =
1√
2πσ

y∫
−∞

exp

{
−(t− x)2

2σ2

}
dt; x, y ∈ R1, σ > 0.

Âû÷èñëèòü lim
σ→0

Nx;σ2(y).

Îòâåò: I(−∞;y)(x) äëÿ êàæäîé ïàðû (x, y), x ̸= y.
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12.10∗. Ïóñòü Fλ � ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

Fλ(y) =
∑

k:0≤k<y

λk

k!
e−λ, y ∈ R1, λ > 0,

k � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå.
Èññëåäîâàòü Fλ íà ñõîäèìîñòü ïðè λ→ 0.
Ð åø å í è å. Fλ � ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì λ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ ðàâíû λ. Ïðè λ → 0, ïóàññî-
íîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó
ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

12.11. Ïóñòü N0,ct (t > 0) � ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé ñî ñðåäíèì 0 è äèñïåðñèåé ct, t > 0, c > 0, c � êîíñòàíòà.

Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Qt (t > 0) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

Qt(dy) =
1

ct
y2N0,ct(dy)

èëè, ÷òî òî æå,

Qt(B) =

∫
B

1

ct
y2N0,ct(dy), B ∈ B1

(ðàñïðåäåëåíèå Qt àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ðàñïðå-

äåëåíèÿ N0,ct ñ ïëîòíîñòüþ
1
cty

2).
Èññëåäîâàòü Qt íà ñõîäèìîñòü ïðè t→ 0.
12.12. Ïóñòü F � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

íà R1, U[−h,h] � ðàâíîìåðíîå íà [−h, h] ðàñïðåäåëåíèå. Äîêàçàòü,
÷òî ïðè h→ 0 ðàñïðåäåëåíèå

Fh = F ∗ U[−h,h]

ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F.
12.13. Ïóñòü Qn � àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå ðà-

âåíñòâîì
Qn({k/n}) = 1/n, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Èññëåäîâàòü Qn íà ñõîäèìîñòü ïðè n→ ∞.
Óêà ç à í è å. Ðàñïðåäåëåíèå Qn ñõîäèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó íà

ïðîìåæóòêå [0, 1] ðàñïðåäåëåíèþ. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
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0 ≤ x ≤ 1 äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Qn(x) èìåþò ìåñòî íåðà-
âåíñòâà

x− 1/n ≤ Qn(x) ≤ x+ 1/n.

12.14∗. Ïóñòü Fλ �ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

Fλ(y) =
∑

k:0≤k<y

λk

k!
e−λ, y ∈ R1, λ > 0,

k � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå.
Âû÷èñëèòü

lim
λ→0

+∞∫
−∞

e−y2/2 Fλ(dy).



Ãëàâà 13

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ

13.1 Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z = (a, b) íà-
çûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (a, b); ÷èñ-
ëî a áóäåì íàçûâàòü äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = (a, b), b � ìíèìîé.

Ñóììîé z1 + z2 ÷èñåë z1 = (a1, b1) è z2 = (a2, b2) íàçûâàåòñÿ
êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a1 + a2, b1 + b2).

Ïðîèçâåäåíèåì z1z2 ÷èñåë z1 = (a1, b1) è z2 = (a2, b2) íàçû-
âàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a1a2 − b1b2, a1b2 + b1a2).

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà (a, 0) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ äåé-
ñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà (0, 1) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé
è îáîçíà÷àåòñÿ i, ò. å. i = (0, 1). Î÷åâèäíî,

i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (a, b) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

z = (a, b) = a+ ib

(àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà). Îïåðàöèè
íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè z1 = a1 + ib1 è z2 = a2 + ib2 óäîá-
íî âûïîëíÿòü êàê îïåðàöèè íàä ìíîãî÷ëåíàìè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
i2 = −1.

369
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Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ ib íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|z| =
√
a2 + b2.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷èñëî z = a+ib èçîáðàæàþò
òî÷êîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (a, b).

Èç ñîîòíîøåíèé ìåæäó äåêàðòîâûìè (a, b) è ïîëÿðíûìè
(ρ, φ) êîîðäèíàòàìè òî÷êè íà ïëîñêîñòè (a = ρ cosφ, b = ρ sinφ)
ïîëó÷àåì:

z = (a, b) = a+ ib = ρ(cosφ+ i sinφ)

(òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà).
Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî îïðåäå-

ëÿþòñÿ êàê ñóììû àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, à èìåííî:

ez =
∞∑
k=0

1

k!
zk,

sin z =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1,

cos z =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k,

ln(z + 1) =
∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
zk+1, |z| < 1.

Ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà:

eiφ = cosφ+ i sinφ,

êîòîðàÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ âûøå îïðå-
äåëåíèé ez, sin z, cos z. Èç íåå, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî z = (a, b) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

z = ρeiφ

(ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà).
Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïóñòü ξ1 =

= ξ1(ω) è ξ2 = ξ2(ω) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â R1
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íà {Ω,F,P}. Ôóíêöèþ ξ = ξ1+iξ2 ñî çíà÷åíèÿìè â C íà {Ω,F,P}
áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ = ξ1 + iξ2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Mξ = M(ξ1 + iξ2) = Mξ1 + iMξ2

è îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
äåéñòâèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (çà èñêëþ÷åíèåì ñâîéñòâà
ìîíîòîííîñòè):

M(ξIB) = 0, åñëèP(B) = 0,

M(ξIB1∪B2) = M(ξIB1) +M(ξIB2), åñëèB1 ∩B2 = ∅,

M(αξIB) = αM(ξIB), α � êîíñòàíòà,

M((ξ + η)IB) = M(ξIB) +M(ηIB),

|Mξ| ≤ M|ξ|.
Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî, î÷å-
âèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Äîêàæåì, ÷òî
|Mξ| ≤ M|ξ|.

Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ è åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå Mξ â ïîêàçàòåëüíîì âèäå:

ξ = ρeiφ, |ξ| = ρ; Mξ = reiβ , |Mξ| = r

(ρ = ρ(ω), φ = φ(ω) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; r, β � ïîñòîÿííûå).
Èç ïîñëåäíèõ ïðåäñòàâëåíèé èìååì

|Mξ| = r = e−iβMξ = e−iβMρeiφ = Mρei(φ−β) =

= Mρ cos(φ− β) + iMρ sin(φ− β).

È òàê êàê r � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî r = Mρ cos(φ − β), ïî-
ýòîìó

|Mξ| = r = Mρ cos(φ− β) ≤ Mρ = M|ξ|.
Òàê ÷òî

|Mξ| ≤ M|ξ|.
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Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ξ = ξ1 + iξ2 è η = η1 + iη2 áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè, åñëè
äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1, B2, D1, D2

P{ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2, η1 ∈ D1, η2 ∈ D2} =

= P{ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2}P{η1 ∈ D1, η2 ∈ D2}.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
èìååò ìåñòî ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ:

Mξη = MξMη.

13.2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ �
îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà

Ïðèâîäèìîå äàëåå îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè ââîäèòñÿ äëÿ êîíå÷íûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí è äëÿ ñîáñòâåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì àïïàðàòîì
èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ìåæäó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñóùåñòâóåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî íåïðåðûâíîå ñîîòâåòñòâèå. Ïî-
ýòîìó ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî èçó÷àòü, èçó÷àÿ ñâîéñòâà
èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â R1 è F � åå ðàñïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ F) áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ φ(t),
îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

φ(t) = Meitξ =

∫
R1

eitxF(dx).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
(ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F) îïðåäåëåíà, ïîñêîëü-
êó |eitξ| = 1, à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îãðàíè÷åííîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ñóùåñòâóåò è êîíå÷íî.
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Åñëè ðàñïðåäåëåíèå F (ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ)
äèñêðåòíî � ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî-
÷åê xk òàêèõ, ÷òî Pξ(xk) = F({xk}) > 0 è

∑
k

F({xk}) = 1, òî

φ(t) = Meitξ =
∑
k

eitxkF({xk}).

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå F (ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ)
àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ f , òî

φ(t) = Meitξ =

∫
R1

eitxf(x)dx. (13.2.1)

Ïðèìåð 13.2.1. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ.

Ðåøåíè å. Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå Pλ ñ ïàðàìåòðîì λ
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Pλ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Ïîýòîìó

φ(t) =

∫
R1

eitxPλ(dx) =
∞∑
k=0

eitk
λk

k!
e−λ =

= e−λ
∞∑
k=0

(
λeit

)k
k!

= e−λeλe
it
= exp

{
λ(eit − 1)

}
.

Ïðèìåð 13.2.2. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Fa, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êå a.

Ðåøåíè å.

φ(t) =

∫
R1

eitxFa(dx) = eitaFa(a) = eita.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî-
ëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç åå îïðåäåëåíèÿ.
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Ëåììà 13.2.1 . 1◦ Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà:

|φ(t)| ≤ 1, φ(0) = 1, t ∈ R1.

2◦ Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ψ(t) ñóììû

η = σξ + a

ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ φ(σt)eita.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1◦ |φ(t)| = |Meitξ| ≤ M|eitξ| = 1; φ(0) = Mei0ξ = 1, t ∈ R1.
Äàëåå,

|φ(t+ h)− φ(t)| = |Mei(t+h)ξ −Meitξ| =

= |Meitξ(eihξ − 1)| ≤ M|eihξ − 1|.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà |eihξ − 1| ìàæîðèðóåìà èíòåãðèðóåìîé ïî
âåðîÿòíîñòíîé ìåðå ôóíêöèåé γ(ω) ≡ 2 è |eihξ − 1| → 0 ïðè
h → 0 â êàæäîé òî÷êå ω. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà î
ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè M|eihξ − 1| → 0 ïðè h → 0. Òàê ÷òî
φ(t) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

2◦ ψ(t) = Meitη = Meit(σξ+a) = eitaMei(tσ)ξ = φ(σt)eita.
Ëåììà 13.2.2 (ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóì-
ìû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëàãàåìûõ, â òåðìèíàõ ñâåðòîê: õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâåðòêè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G è õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè φ(t) è ψ(t). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ñóììû ξ + η:

Meit(ξ+η) = Meitξeitη = MeitξMeitη = φ(t)ψ(t)

� ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû eitξ è eitη íåçàâèñèìû
êàê ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η).
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Äàëåå, ïîñêîëüêó F ∗G � ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ξ+ η íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η (ñì. òåîðåìó 11.1.4), òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗G ñîâïàäàåò ñ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñóììû ξ+η, à ïîñëåäíÿÿ ðàâíà ïðîèç-
âåäåíèþ φ(t)ψ(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé
F è G:

φ(t)ψ(t) = Meit(ξ+η) = Meitζ =

∫
R1

eitxF ∗ G(dx).

13.3 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè, ñ êîòîðîé ôóíê-
öèÿ eit àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûì îòðåçêîì ñâîåãî ðÿäà Òåé-
ëîðà.

Ëåììà 13.3.1 (îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè). Ïîãðåøíîñòü
ïðè çàìåíå ôóíêöèè eit, t ∈ R1, îòðåçêîì åå ðÿäà Òåéëîðà íå
ïðåâîñõîäèò ìîäóëÿ ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ÷ëåíà:∣∣∣∣eit − (1 + it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n

n!

)∣∣∣∣ ≤ |t|n+1

(n+ 1)!
, (13.3.1)

n = 0, 1, 2, . . .
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρn(t) ïîãðåøíîñòü ïðè

çàìåíå eit îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà:

ρn(t) = eit −
(
1 +

it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n

n!

)
,

n = 0, 1, 2, . . . Â ÷àñòíîñòè,

ρ0(t) = eit − 1.

Î÷åâèäíî,

i

t∫
0

eixdx = eit − 1 = ρ0(t),
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Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

ρn(t) = i

t∫
0

ρn−1(x)dx, n ≥ 1.

Îòñþäà äëÿ t > 0 ïîñëåäîâàòåëüíî èìååì:

|ρ0(t)| =

∣∣∣∣∣∣i
t∫

0

eixdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
t∫

0

∣∣eix∣∣ dx ≤ t,

|ρ1(t)| =

∣∣∣∣∣∣i
t∫

0

ρ0(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
t∫

0

|ρ0(x)| dx ≤
t∫

0

x dx ≤ t2

2

è ò. ä.

|ρn(t)| ≤
tn+1

(n+ 1)!
=

|t|n+1

(n+ 1)!
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ t > 0, àíàëîãè÷íî îíî äî-
êàçûâàåòñÿ ïðè t < 0.

Òàê ÷òî äëÿ öåëûõ n ≥ 0

|ρn(t)| ≤
|t|n+1

(n+ 1)!
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ öåëûõ n ≥ 0

eit = 1 +
it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n

n!
+

(it)n

n!
ε(t), (13.3.2)

ïðè÷åì ε(t) → 0 ïðè t→ 0 è |ε(t)| ≤ 2, â ÷àñòíîñòè, ïðè t→ 0

eit = 1 +
it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n

n!
+ o(tn).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû

eit = 1 +
it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n

n!
+ ρn(t), (13.3.3)
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ïðè÷åì

|ρn(t)| ≤
|t|n+1

(n+ 1)!
.

Ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà

∣∣∣∣(it)nn!

∣∣∣∣, ïîëó÷èì:∣∣∣∣ρn(t)/(it)n

n!

∣∣∣∣ ≤ |t|
n+ 1

. (13.3.4)

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

ε(t) = ρn(t)
/(it)n

n!
,

òî äëÿ ρn(t) ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

ρn(t) =
(it)n

n!
ε(t),

à íåðàâåíñòâî (13.3.4) çàïèøåòñÿ â âèäå

|ε(t)| ≤ |t|/(n+ 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ε(t) → 0 ïðè t→ 0 è

ρn(t) = o (tn) .

Òàê ÷òî ðàâåíñòâî (13.3.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

eit = 1 +
it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n−1

(n− 1)!
+

(it)n

n!
+

(it)n

n!
ε(t), (13.3.5)

ïðè÷åì ε(t) → 0 ïðè t→ 0, â ÷àñòíîñòè, ïðè t→ 0

eit = 1 +
it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n−1

(n− 1)!
+

(it)n

n!
+ o(tn).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà |ε(t)| ≤ 2. Ïåðå-
ïèøåì ðàâåíñòâî (13.3.5) òàê:

eit = 1 +
it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n−1

(n− 1)!
+

(it)n

n!
(1 + ε(t)).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

eit = 1 +
it

1!
+

(it)2

2!
+ . . .+

(it)n−1

(n− 1)!
+ ρn−1(t).

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ èìååì:

ρn−1(t) =
(it)n

n!
(1 + ε(t)).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî∣∣∣∣(it)nn!
(1 + ε(t))

∣∣∣∣ = |ρn−1(t)| ≤
∣∣∣∣(it)nn!

∣∣∣∣ ,
ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:

|1 + ε(t)| ≤ 1, |ε(t)| = |ε(t) + 1− 1| ≤ |ε(t) + 1|+ 1 ≤ 2.

Òàê ÷òî
|ε(t)| ≤ 2.

Òåì ñàìûì ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ïóñòü F � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé è φ � åãî õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

mn =

∫
R1

xnF(dx), Mn =

∫
R1

|x|nF(dx).

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó âìåñòå ñî
ñâîèì ìîäóëåì.

Òåîðåìà 13.3.1 (î äèôôåðåíöèðóåìîñòè õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêîé ôóíêöèè). Åñëè n-é ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ F êîíå-
÷åí, òî ó åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

φ(t) =

∫
R1

eitxF(dx)

ñóùåñòâóåò n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ, îíà íåïðåðûâíà, è ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

φ(n)(t) = in
∫
R1

eitxxnF(dx).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

φ(t+ h)−φ(t)
h

=

∫
R1

ei(t+h)x−eitx

h
F(dx) =

∫
R1

eitx
eihx−1

h
F(dx).

(13.3.6)

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ eitx e
ihx − 1
h

(çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåò-

ðà h):
1◦ ìàæîðèðóåìà èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé |x|∣∣∣∣eitx eihx − 1

h

∣∣∣∣ = ∣∣eitx∣∣ ∣∣∣∣eihx − 1

h

∣∣∣∣ ≤ |ihx|
|h|

= |x|

(ôóíêöèÿ |x| èíòåãðèðóåìà, òàê êàê ïî óñëîâèþ |x|n èíòåãðèðó-
åìà, ñì. íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà (9.3.2));

2◦ ñõîäèòñÿ ê ixeitx ïðè h→ 0, òàê êàê∣∣∣∣eitx eihx − 1

h
− ixeitx

∣∣∣∣ = ∣∣eitx∣∣ ∣∣∣∣eihx − (1 + ihx)

h

∣∣∣∣ ≤
≤ |ihx|2/2!

|h|
=

|h|
2
|x|2

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåììîé îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè (ëåììà
13.3.1)). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõî-
äèìîñòè

lim
h→0

∫
R1

eitx
eihx − 1

h
F(dx) =

=

∫
R1

lim
h→0

eitx
eihx − 1

h
F(dx) =

∫
R1

ixeitxF(dx).

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (13.3.6) ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâîâà-
íèå

lim
h→0

φ(t+ h)− φ(t)

h
,

à âî-âòîðûõ, ðàâåíñòâî

φ′(t) = i

∫
R1

eitxxF(dx).
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Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì:

φ(n)(t) = in
∫
R1

eitxxnF(dx).

Íåïðåðûâíîñòü φ(n)(t) ñëåäóåò èç îöåíêè∣∣∣φ(n)(t+ h)− φ(n)(t)
∣∣∣ ≤ ∫

R1

∣∣∣inxnei(t+h)x − inxneitx
∣∣∣F(dx) =

=

∫
R1

|x|n
∣∣∣eihx − 1

∣∣∣F(dx).
Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ |x|n

∣∣eihx − 1
∣∣ ìàæîðèðóåìà èíòåãðè-

ðóåìîé ïî ðàñïðåäåëåíèþ F ôóíêöèåé 2|x|n (ïî óñëîâèþ 2|x|n
èíòåãðèðóåìà) è ïðè h→ 0 ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó

|x|n
∣∣∣eihx − 1

∣∣∣ ≤ |x|n|hx|.

Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè
ïðè h→ 0 ∫

R1

|x|n
∣∣∣eihx − 1

∣∣∣F(dx) → 0

à, ñëåäîâàòåëüíî, è

|φ(n)(t+ h)− φ(n)(t)| → 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè n-é ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F) êîíå÷åí, òî

φ(n)(0) = inmn = inMξn. (13.3.7)

Äîñòàòî÷íî â ðàâåíñòâå

φ(n)(t) = in
∫
R1

eitxxnF(dx)

ïîëîæèòü t = 0.
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Òåîðåìà 13.3.2 (î ðàçëîæåíèè Òåéëîðà äëÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè). Åñëè n-é ìîìåíò âåðîÿòíîñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ F êîíå÷åí, òî äëÿ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè φ â îêðåñòíîñòè íóëÿ èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Òåéëîðà:

φ(t) = 1 +
φ′(0)

1!
t+

φ′′(0)

2!
t2 + · · ·+ φ(n)(0)

n!
tn +

tn

n!
δ(t),

ïðè÷åì δ(t) → 0 ïðè t→ 0 è |δ(t)| ≤ 2Mn.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 13.3.1 îá

îöåíêå ïîãðåøíîñòè

eitx = 1 +
itx

1!
+

(itx)2

2!
+ . . .+

(itx)n

n!
+

(itx)n

n!
ε(tx),

ïðè÷åì ε(tx) → 0 ïðè tx → 0 è |ε(tx)| ≤ 2. Ïî÷ëåííîå èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ F ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî

Mn =

∫
R1

|x|nF(dx) <∞ è φ(k)(0) = ikmk = ik
∫
R1

xkF(dx),

k = 1, 2, . . . , n, äàåò:

φ(t) = 1 +
φ′(0)

1!
t+

φ′′(0)

2!
t2 + · · ·+ φ(n)(0)

n!
tn +

tn

n!
δ(t),

ãäå

δ(t) = in
∫
R1

xnε(tx)F(dx).

Äàëåå, xnε(tx) → 0 ïðè t → 0 è |xnε(tx)| ≤ 2|x|n, ïðè÷åì ôóíê-
öèÿ |x|n èíòåãðèðóåìà ïî ðàñïðåäåëåíèþ F. Ïîýòîìó â ñèëó òåî-
ðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè δ(t) → 0 ïðè t → 0.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

|δ(t)| ≤
∫
R1

|xnε(tx)|F(dx) ≤ 2

∫
R1

|x|nF(dx) = 2Mn.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïðè t→ 0

φ(t) = 1 +
φ′(0)

1!
t+

φ′′(0)

2!
t2 + · · ·+ φ(n)(0)

n!
tn + o(tn).
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Òåîðåìà 13.3.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) ðàâíà

e−t2/2.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ

φ(t) =

+∞∫
−∞

eitx
1√
2π
e−x2/2dx =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

cos tx · e−x2/2dx+ i
1√
2π

+∞∫
−∞

sin tx · e−x2/2dx.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ êàê èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíê-
öèè ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó:

+∞∫
−∞

sin tx · e−x2/2dx = lim
n

n∫
−n

sin tx · e−x2/2dx = 0.

Ïîýòîìó

φ(t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

cos tx · e−x2/2dx. (13.3.8)

Ó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíå÷åí ïåðâûé ìîìåíò (êàê, âïðî-
÷åì, âñå îñòàëüíûå) ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàòü (ñì. òåîðåìó 13.3.1), ïðè÷åì â ïðàâîé ÷àñòè
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

φ′(t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

x(− sin tx)e−x2/2dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

sin tx de−x2/2 =

= − 1√
2π

+∞∫
−∞

t cos tx · e−x2/2dx = −tφ(t).

Òàê ÷òî φ(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

φ′(t)/φ(t) = −t.



13.4. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè, ôîðìóëà îáðàùåíèÿ 383

Ðåøàÿ åãî ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ φ(0) = 1, ïîëó÷àåì:

φ(t) = e−t2/2.

Ñëåäñòâèå.Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) ðàâíà

eita−t2σ2/2.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè η � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñ
ïàðàìåòðàìè (a;σ2) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ = (η−a)/σ ðàñïðåäåëåíà N0;1 (â ÷åì óáåæäàåìñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííîé ïðîâåðêîé). Ïîýòîìó Na;σ2-ðàñïðåäåëåííóþ ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó η ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

η = a+ σξ,

ãäå ξ ðàñïðåäåëåíà N0;1. Îòñþäà

Meitη = Meit(a+σξ) = eitaMei(tσ)ξ = eitae−t2σ2/2 = eita−t2σ2/2.

13.4 Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè,
ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ïóñòü F è G � âåðîÿòíîñòíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè φ è γ ñîîò-
âåòñòâåííî, òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:∫

R1

e−istφ(s)G(ds) =

∫
R1

γ(x− t)F(dx). (13.4.1)

Ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ F

φ(s) =

∫
R1

eisxF(dx).

Óìíîæèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà íà e−ist:

e−istφ(s) =

∫
R1

eis(x−t)F(dx)
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è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ðàñïðåäåëåíèþ G, ïîëó÷èì:

∫
R1

e−istφ(s)G(ds) =

∫
R1

 ∫
R1

eis(x−t)F(dx)

G(ds) =

=

∫
R1

 ∫
R1

eis(x−t)G(ds)

F(dx) =

∫
R1

γ(x− t)F(dx).

Òåîðåìà 13.4.1 (åäèíñòâåííîñòè). Ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñò-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-
öèè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñâîþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φ. ×åì ìû è çàéìåìñÿ.

Ââåäåì ðàñïðåäåëåíèå

Fσ = F ∗ N0;σ2 = N0;σ2 ∗ F

è óñòàíîâèì, ÷òî
1◦ ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Fσ ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F

ïðè σ → 0;
2◦ ïëîòíîñòü fσ ðàñïðåäåëåíèÿ Fσ, à âìåñòå ñ íèì è ñàìî ðàñ-

ïðåäåëåíèå, îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ φ ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

lim
σ→0

Fσ = F.

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè y ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)

lim
σ→0

Fσ(y) = F (y).

Ðàâåíñòâî Fσ = N0;σ2 ∗ F îçíà÷àåò, ÷òî

Fσ(y) =

+∞∫
−∞

F (y − x)N0;σ2(dx) =
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=

+∞∫
−∞

F (y − x)
1√
2πσ

exp

{
− x2

2σ2

}
dx.

Ñäåëàâ çàìåíó x/σ = t, ïîëó÷èì

Fσ(y) =

+∞∫
−∞

F (y − σt)
1√
2π

exp

{
− t

2

2

}
dt =

=

+∞∫
−∞

F (y − σt)N0,1(dt).

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ F (y−σt) ìàæîðèðóåìà èíòåãðèðóå-
ìîé ïî N0,1-ðàñïðåäåëåíèþ ôóíêöèåé f(t) = 1 è â êàæäîé òî÷êå
íåïðåðûâíîñòè y ôóíêöèè F (x)

F (y − σt) → F (y)

ïðè σ → 0. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé
ñõîäèìîñòè

lim
σ→0

Fσ(y) = lim
σ→0

+∞∫
−∞

F (y − σt)N0,1(dt) =

=

+∞∫
−∞

( lim
σ→0

F (y − σt))N0,1(dt) =

=

+∞∫
−∞

F (y)N0,1(dt) = F (y)

+∞∫
−∞

N0,1(dt) = F (y).

Òåì ñàìûì ìû óñòàíîâèëè, ÷òî â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè y
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)

F (y) = lim
σ→0

Fσ(y). (13.4.2)

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî ïëîòíîñòü fσ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Fσ = F ∗ N0;σ2 , à âìåñòå ñ íåé è ñàìî ðàñïðå-
äåëåíèå Fσ, îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
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ôóíêöèþ φ ðàñïðåäåëåíèÿ F. Ïëîòíîñòü fσ ñâåðòêè Fσ = F∗N0;σ2

ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòè

1√
2πσ

exp

{
− s2

2σ2

}
ðàñïðåäåëåíèÿ N0;σ2 ñ ðàñïðåäåëåíèåì F:

fσ(t) =

∫
R1

1√
2πσ

exp

{
−(t− x)2

2σ2

}
F(dx) (13.4.3)

(ñì. òåîðåìó 11.1.3).
×òîáû âûðàçèòü fσ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φ

ðàñïðåäåëåíèÿ F, âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ:

+∞∫
−∞

e−istφ(s)G(ds) =

+∞∫
−∞

γ(x− t)F(dx).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ G íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå N0;1/σ2 , åãî ïëîòíîñòü

g(s) =
σ√
2π

exp

{
−s

2σ2

2

}
,

à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

γ(s) = exp

{
− s2

2σ2

}
.

Ïîëó÷èì

+∞∫
−∞

e−istφ(s)
σ√
2π

exp

{
−s

2σ2

2

}
ds =

+∞∫
−∞

exp

{
−(x− t)2

2σ2

}
F(dx)

èëè, ïî÷ëåííî óìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà 1√
2πσ

,

1

2π

+∞∫
−∞

e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}
ds =
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=

+∞∫
−∞

1√
2πσ

exp

{
−(t− x)2

2σ2

}
F(dx) = fσ(t)

(ñì. òàêæå ðàâåíñòâî (13.4.3)). Òàê ÷òî ïëîòíîñòü fσ(t) ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Fσ îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ φ:

fσ(t) =
1

2π

∫
R1

e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}
ds. (13.4.4)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (13.4.2) èìååì:

F (y) = lim
σ→0

Fσ(y) = lim
σ→0

y∫
−∞

fσ(t)dt =

= lim
σ→0

y∫
−∞

 1

2π

+∞∫
−∞

e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}
ds

 dt.

Èòàê, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y), à ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìî
ðàñïðåäåëåíèå F, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî φ. Áîëåå òîãî, ìû
ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå äëÿ F (y) ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ φ ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Ïðèìåð 13.4.1 (ñâåðòêà íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé).
Ïóñòü F è Q � íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè
(a1;σ

2
1) è (a2;σ

2
2) ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ñâåðòêó F ∗ Q ðàñ-

ïðåäåëåíèé Q è F.
Ðåøåíè å. Âîñïîëüçîâàâøèñü ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñâîéñò-

âîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ñâåðòêè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé), ïî èçâåñòíûì õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì ôóíêöèÿì

φ1(t) = exp

{
ita1 −

t2σ21
2

}
è φ2(t) = exp

{
ita2 −

t2σ22
2

}
íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé F è Q ñ ïàðàìåòðàìè ñîîòâåòñòâåííî
(a1;σ

2
1) è (a2;σ

2
2) ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñâåðò-

êè F ∗ Q:

φ(t) = φ1(t)φ2(t) = exp

{
it(a1 + a2)−

t2(σ21 + σ22)

2

}
.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû

φ(t) = exp

{
it(a1 + a2)−

t2(σ21 + σ22)

2

}
� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè (a1+a2, σ

2
1+σ

2
2). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåí-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèå F ∗Q ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì ñ ïàðàìåòðàìè (a1 + a2;σ

2
1 + σ22).

Òàê ÷òî ñâåðòêà íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè
(a1;σ

2
1) è (a2;σ

2
2) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðà-

ìåòðàìè (a1 + a2;σ
2
1 + σ22).

Ôàêòè÷åñêè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: êëàññ íîðìàëü-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè.

Ïðèìåð 13.4.2 (ñâåðòêà ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëå-
íèé). Ïóñòü F è Q � ïóàññîíîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåò-
ðàìè ñîîòâåòñòâåííî λ1 è λ2. Íàéòè ñâåðòêó F ∗ Q ðàñïðåäå-
ëåíèé Q è F.

Ðåøåíè å. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ïóàññîíîâñêèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2 ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

φ1(t) = exp{λ1(eit − 1)} è φ2(t) = exp{λ2(eit − 1)}

(ñì. ïðèìåð 13.2.1), à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ñâåðòêè
F ∗ Q â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñâîéñòâà ðàâíà

φ(t) = φ1(t)φ2(t) = exp{(λ1 + λ2)(e
it − 1)}.

Íî exp{(λ1 + λ2)(e
it − 1)} � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïóàñ-

ñîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ1+λ2. Ïîýòîìó â ñèëó
òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðàñïðåäåëåíèå F ∗ Q ñîâïàäàåò ñ ïóàñ-
ñîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì λ1 + λ2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðòêà ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïà-
ðàìåòðàìè λ1 è λ2 ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ
ïàðàìåòðîì λ1 + λ2.

Òàê ÷òî ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: êëàññ ïóàññîíîâñêèõ
ðàñïðåäåëåíèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè.

Òåîðåìà 13.4.2 (ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè).
Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ F èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå Ëåáåãà
( ∫

R1

|φ(s)|ds < ∞
)
,
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òî ðàñïðåäåëåíèå F àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, åãî ïëîòíîñòü f(t)
ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(t) =
1

2π

∫
R1

e−istφ(s)ds (13.4.5)

è ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è íåïðåðûâíîé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû åäèíñòâåí-

íîñòè áûëî ââåäåíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå

Fσ = F ∗ N0;σ2 ,

è óñòàíîâëåíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïðè σ → 0

Fσ → F,

à, âî-âòîðûõ, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Fσ

fσ(t) =
1

2π

∫
R1

e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}
ds. (13.4.6)

Ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè σ → 0 ïëîòíîñòü fσ(t) èìååò ïðåäåë

lim
σ→0

fσ(t)dt = f(t),

è ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ F.

×òîáû óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå lim
σ→0

fσ(t)dt äîñòàòî÷íî çà-

ìåòèòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (13.4.6) ìàæîðèðóåìà èíòåãðèðóåìîé ïî ìåðå Ëåáåãà ôóíê-
öèåé |φ(s)|: ∣∣∣∣e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}∣∣∣∣ ≤ |φ(s)|,

ïðè σ → 0 ñõîäèòñÿ

e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}
→ e−istφ(s),
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è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìî-
ñòè:

lim
σ→0

fσ(t)dt = lim
n

1

2π

∫
R1

e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}
ds =

=
1

2π

∫
R1

e−istφ(s)ds = f(t). (13.4.7)

Äàëåå, ïîñêîëüêó Fσ → F, òî äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà íåïðå-
ðûâíîñòè [a, b) ðàñïðåäåëåíèÿ F

F([a, b)) = lim
σ→0

Fσ([a, b)),

à, ó÷èòûâàÿ, ÷òî fσ(t) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Fσ

F([a, b)) = lim
σ→0

∫
[a,b)

fσ(t)dt. (13.4.8)

Â ïðàâîé ÷àñòè (13.4.8) âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíà-
êîì èíòåãðàëà ïðè σ → 0. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

fσ(t) =
1

2π

∫
R1

e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}
ds.

ïðè σ → 0 èìååò ïðåäåë (ñì. (13.4.7)) è îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé:

|fσ(t)| ≤
1

2π

∫
R1

∣∣∣∣e−istφ(s) exp

{
−s

2σ2

2

}∣∣∣∣ ds ≤ ∫
R1

|φ(s)| ds = C <∞

� èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèåé íà êàæäîì êîíå÷íîì ïðî-
ìåæóòêå, è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé
ñõîäèìîñòè:

F([a, b)) = lim
σ→0

∫
[a,b)

fσ(t)dt =

∫
[a,b)

f(t)dt.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáîçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ

f(t) =
1

2π

∫
R1

e−istφ(s)ds

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ F.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïëîòíîñòü

f(t) =
1

2π

∫
R1

e−istφ(s)ds

îãðàíè÷åíà (ýòî ñëåäóåò èç èíòåãðèðóåìîñòè φ(s)) è íåïðåðûâ-
íà, ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

|f(t+ h)− f(t)| ≤ 1

2π

∫
R1

∣∣∣e−is(t+h)φ(s)− e−istφ(s)
∣∣∣ ds ≤

≤ 1

2π

∫
R1

∣∣∣e−ish − 1
∣∣∣ |φ(s)|ds

è òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè.
Ïðèìåð 13.4.3 (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ Êîøè). Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ Ca,0 � ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè (a, 0),
åãî ïëîòíîñòü:

p(x) =
1

π

a

a2 + x2
, x ∈ R1.

Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
äâóñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñ ïëîòíîñòüþ
f(t) = a

2 exp {−a|t|}:

φ(s) =

+∞∫
−∞

eistf(t)dt =

+∞∫
−∞

eist
a

2
e−a|t|dt =

a2

a2 + s2
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

φ(s) =
a2

a2 + s2
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èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå Ëåáåãà∫
R1

|φ(s)|ds <∞.

Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû îáðàùåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè èìååì:

a

2
e−a|t| =

1

2π

+∞∫
−∞

e−its a2

a2 + s2
ds,

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

e−a|t| =

+∞∫
−∞

eits
1

π

a

a2 + s2
ds.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë � íå ÷òî èíîå, êàê
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïàðàìåò-
ðàìè (a, 0).

Ñëåäñòâèå.Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êî-
øè ñ ïàðàìåòðàìè (a, b) (ðàñïðåäåëåíèÿ Ca,b)

φ(t) = e−a|t|+itb.

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå Ca,0, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = ξ + b èìååò
ðàñïðåäåëåíèå Ca,b, â ïîñëåäíåì óáåæäàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé .

Ïðèìåð 13.4.4 (ñâåðòêà ðàñïðåäåëåíèé Êîøè). Ïóñòü
F è Q � ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè
(a1, 0) è (a2, 0). Íàéòè ñâåðòêó F ∗ Q ðàñïðåäåëåíèé Q è F.

Ðåøåíè å. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé Êî-
øè ñ ïàðàìåòðàìè (a1, 0) è (a2, 0) ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

φ1(t) = e−a1|t| è φ2(t) = e−a2|t|

(ñì. ïðèìåð 13.4.3), à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ñâåðòêè
F ∗ Q â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ðàâíà

φ(t) = φ1(t)φ2(t) = e−(a1+a2)|t|.
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Íî e−(a1+a2)|t| � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè (a1+a2, 0). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû åäèí-
ñòâåííîñòè ðàñïðåäåëåíèå F∗Q ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Êî-
øè ñ ïàðàìåòðàìè (a1 + a2, 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðòêà ðàñïðåäåëåíèé Êîøè ñ ïàðàìåòðà-
ìè (a1, 0) è (a2, 0) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Êîøè ñ ïàðàìåò-
ðàìè (a1 + a2, 0).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

Ca1,b1 ∗ Ca2,b2 = Ca1+a2, b1+b2 .

Òàê ÷òî ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: êëàññ ðàñïðåäåëåíèé
Êîøè çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè.

Òåîðåìà 13.4.3 (î ñîõðàíåíèè âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ).
1◦ Ñóììà íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðàìè (a1, σ
2
1) è (a2, σ

2
2) ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïàðàìåòðàìè
(a1 + a2, σ

2
1 + σ22).

Â òåðìèíàõ ñâåðòîê � ñâåðòêà íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ñ ïàðàìåòðàìè (a1, σ

2
1) è (a2, σ

2
2) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (a1 + a2, σ
2
1 + σ22) :

Na1,σ2
1
∗ Na2,σ2

2
= Na1+a2, σ2

1+σ2
2
.

2◦ Ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè (a1, b1) è (a2, b2), èìååò ðàñ-
ïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè (a1 + a2, b1 + b2).

Â òåðìèíàõ ñâåðòîê � ñâåðòêà ðàñïðåäåëåíèé Êîøè ñ ïà-
ðàìåòðàìè (a1, b1) è (a2, b2) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Êîøè ñ
ïàðàìåòðàìè (a1 + a2, b1 + b2) :

Ca1,b1 ∗ Ca2,b2 = Ca1+a2, b1+b2 .

3◦ Ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (ν1; θ) è (ν2, θ), èìååò ãàììà-ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (ν1 + ν2, θ).

Â òåðìèíàõ ñâåðòîê � ñâåðòêà ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé ñ ïà-
ðàìåòðàìè (ν1, θ) è (ν2, θ) ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì ñ
ïàðàìåòðàìè (ν1 + ν2, θ) :

Gν1,θ ∗ Gν2,θ = Gν1+ν2, θ.

4◦ Ñóììà íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè θ1 è θ2 ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâ-
ñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïàðàìåòðîì θ1 + θ2.
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Â òåðìèíàõ ñâåðòîê � ñâåðòêà ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëå-
íèé ñ ïàðàìåòðàìè θ1 è θ2 ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäå-
ëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì θ1 + θ2 :

Pθ1 ∗ Pθ2 = Pθ1+θ2 .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòîâ 1◦, 2◦ è 4◦ ñì.
ñîîòâåòñòâåííî â ïðèìåðàõ 13.4.1, 13.4.4 è 13.4.2, äîêàçàòåëüñòâî
ïóíêòà 3◦ � ñì. òåîðåìó 11.1.5.

13.5 Òåîðåìà Ëåâè

Òåîðåìà 13.5.1 (Ëåâè). Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
φn(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé Fn ê íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè φ(t) â êàæäîé òî÷êå t ∈ R1 âëå÷åò ñîáñòâåí-
íóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé Fn è íåïðå-
ðûâíûé ïðåäåë φ(t) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé φn(t) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïðåäåëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Fn.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå. Ñîáñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Fn âëå÷åò ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
φn(t) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè φ(t) ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F ïðè÷åì ñõîäèìîñòü φn(t) → φ(t) ðàâíîìåðíàÿ íà êàæ-
äîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî èç ñîáñòâåííîé
ñõîäèìîñòè Fn → F ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé Fn ñëå-
äóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φn(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé Fn ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè φ(t)
ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî t ôóíêöèè ut = ut(x) = eitx, x ∈ R1,
ïðèíàäëåæàò êëàññó C(−∞,+∞), òî â ñèëó òåîðåìû î ñëàáîé
ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé (ñì. òåîðåìó 12.3.1) èç ñîáñòâåííîé
ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé Fn ê ðàñïðåäåëåíèþ F äëÿ êàæäîãî
t ∈ R1 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

φn(t) =

∫
R1

eitxFn(dx) →
∫
R1

eitxF(dx) = φ(t),

à ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ íà îãðàíè-
÷åííûõ ïðîìåæóòêàõ, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû î ñëàáîé
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ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé (òåîðåìà 12.3.1) äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé

ut = ut(x) = eitx, x ∈ R1, |t| ≤ a <∞,

çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòå-
ïåííî íåïðåðûâíî. Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ýòîãî ñåìåé-
ñòâà î÷åâèäíà, à ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç íåðà-
âåíñòâ

|ut(x+ h)− ut(x)| = |eit(x+h) − eitx| =
= |eitx||eith − 1| ≤ |ith| = |t||h| ≤ a|h|.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

φn(t) =

∫
R1

eitxFn(dx)

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé Fn ê íåêîòîðîé íå-
ïðåðûâíîé ôóíêöèè φ(t) ñëåäóåò ñîáñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé {Fn}.

Â ñèëó òåîðåìû Õåëëè î âûáîðå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèé {Fn} ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk

},
ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ F
(â ñîáñòâåííîì èëè íåñîáñòâåííîì ñìûñëå). Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî

1◦ ñõîäèìîñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fnk
} ê F ñîáñòâåííàÿ

(ò. å. F � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå) è
2◦ íå òîëüêî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk

}, íî è ñàìà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {Fn} ñõîäèòñÿ ê F.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîáñòâåííîé ñõîäèìîñòè Fnk
→ F âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ:∫
R1

e−istφ(s)G(ds) =

∫
R1

γ(x− t)F(dx)

(ñì. (13.5.1)), ðàññìîòðåâ â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ F ðàñïðåäå-
ëåíèå Fnk

(ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé φnk
(s)), à â êà÷åñòâå

ðàñïðåäåëåíèÿ G � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N0;σ2 (åãî õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ γ(s) = exp
{
−s2σ2/2

}
):∫

R1

e−istφnk
(s)N0;σ2(ds) =

∫
R1

exp

{
−(t− x)2σ2

2

}
Fnk

(dx).

(13.5.2)
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Óáåäèìñÿ, ÷òî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðå-
äåëó ïðè nk → ∞, ïðè÷åì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
e−istφnk

(s) â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (13.5.2) ñõîäèòñÿ (ïðè nk →
→ ∞) è ìàæîðèðóåìà èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé u(s) = 1
(u(s) = 1 èíòåãðèðóåìà ïî ðàñïðåäåëåíèþ N0;σ2). Ïîýòîìó â ñè-
ëó òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ñóùåñòâóåò ïðå-
äåë ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (13.5.2), à ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò
ïðåäåë è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. È â ñèëó òåîðåìû î ñëàáîé
ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà (ñõîäèìîñòü Fnk

→ F ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé ñõî-
äèìîñòè Fnk

ê F îòíîñèòåëüíî êëàññà C0[−∞,+∞], à ôóíêöèÿ

exp

{
−(t− x)2σ2

2

}
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ïðèíàäëåæèò

C0[−∞,+∞]). Â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè nk → ∞
èìååì:∫

R1

e−istφ(s)N0;σ2(ds) =

∫
R1

exp

{
−(t− x)2σ2

2

}
F(dx) ≤

≤
∫
R1

F(dx) = F(R1).

Òàê ÷òî ∫
R1

e−istφ(s)N0;σ2(ds) ≤ F(R1). (13.5.3)

Äàëåå, ïðè σ → 0 ðàñïðåäåëåíèå N0;σ2 ñõîäèòñÿ â ñîáñòâåííîì
ñìûñëå ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ N0;0, ñîñðåäîòî÷åííîìó
â òî÷êå 0, à ôóíêöèÿ e−istφ(s) ïðèíàäëåæèò êëàññó C(−∞,+∞)
íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé (φ(s) íåïðåðûâíà ïî óñëî-
âèþ, è îãðàíè÷åíà: |φ(s)| ≤ 1 � ïîñêîëüêó φ(s) = lim

n
φn(s),

à |φn(s)| ≤ 1). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 12.3.1 ñóùåñòâóåò

lim
σ→0

∫
R1

e−istφ(s)N0;σ2(ds)

è â íåðàâåíñòâå (13.5.3) âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíà-
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êîì èíòåãðàëà: ∫
R1

e−istφ(s)N0;0(ds) ≤ F(R1).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî∫
R1

e−istφ(s)N0;0(ds) = φ(0) = 1,

φ(0) = 1, êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φn(0) = 1, n = 1, 2, . . .
Òàê ÷òî

1 ≤ F(R1),

ò. å. F � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñõîäèìîñòü Fnk

→ F ñîáñòâåííàÿ.
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî íå òîëüêî Fnk

→ F, íî è Fn → F. Åñëè
áû {Fn} íå ñõîäèëàñü ê F, òî â ñèëó òåîðåìû î âûáîðå Õåëëè
íàøëàñü áû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn′

l
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{Fn}, ñõîäÿùàÿñÿ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ê íåêîòîðîìó ðàñïðå-

äåëåíèþ F̃, îòëè÷íîìó îò F (ñîáñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü óñòàíàâëè-
âàåòñÿ òàê æå, êàê è ðàíåå). Íî òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó
òåîðåìû î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé

lim
nk

φnk
(t) = lim

nk

∫
R1

eitxFnk
(dx) =

∫
R1

eitxF(dx);

lim
n′
l

φn′
l
(t) = lim

n′
l

∫
R1

eitxFn′
l
(dx) =

∫
R1

eitxF̃(dx).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, {φnk
(t)} è {φn′

l
(t)} êàê ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {φn(t)}, ñõîäÿùåéñÿ ê φ(t), ñõîäÿòñÿ
ê φ(t). Ïîýòîìó èõ ïðåäåëû ñîâïàäàþò è ðàâíû ïðåäåëó φ(t)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φn(t) :∫

R1

eitxF̃(dx) =

∫
R1

eitxF(dx) = φ(t), t ∈ R1, (13.5.4)
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ò. å. ñîâïàäàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé F̃
è F. À ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, ñîâïàäà-
þò è ñàìè ðàñïðåäåëåíèÿ: F = F̃, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî-
æåíèþ F ̸= F̃. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {Fn} ê F.

Ðàâåíñòâî ∫
R1

eitxF(dx) = φ(t),

(ñì. (13.5.4)) îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 13.5.2 (ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå â ñõåìå

ñåðèé) . Ïóñòü ξn,1, ξn,2, . . . , ξn,k, . . . , ξn,n � íåçàâèñèìûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì(

1 0
pn 1− pn

)
,

Sn =
n∑

k=1

ξn,k.

Åñëè ïðè n→ ∞ çíà÷åíèå pn → 0 òàê, ÷òî

npn = MSn → λ > 0,

òî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû Sn ñõîäèòñÿ ê ïóàññîíîâñêîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ ñ ïàðàìåòðîì λ:

P {Sn = m} → λm

m!
e−λ, m = 0, 1, . . .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn ïðè n→ ∞ :

ψn(t) = M exp {itSn} = M exp

{
it

n∑
k=1

ξn,k

}
=

=

n∏
k=1

M exp {itξn,k} =

n∏
k=1

(
eitpn + (1− pn)

)
=
(
1 + pn(e

it − 1)
)n
.
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Ïðè n → ∞ çíà÷åíèå pn → 0 òàê, ÷òî npn → λ, ïîýòîìó äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t

lnψn(t) = n ln
(
1 + pn

(
eit − 1

))
∼ npn

(
eit − 1

)
→ λ

(
eit − 1

)
,

îòñþäà
ψn(t) → exp

{
λ
(
eit − 1

)}
� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ψn(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn
ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè exp

{
λ
(
eit − 1

)
ïóàñ-

ñîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ. Ïîýòîìó â ñèëó òåî-

ðåìû Ëåâè ðàñïðåäåëåíèå ñóììû Sn =
n∑

k=1

ξn,k ñõîäèòñÿ ê ðàñ-

ïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.

13.6 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Ñìåñü ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü F0,F1, . . . � ñîáñòâåííûå âå-
ðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1, {pk} � ñîáñòâåííîå âåðîÿò-

íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1, 2, . . .}
( ∞∑
k=0

pk = 1
)
. È ïóñòü

Qn(x) =
n∑

k=0

pkFk(x), x ∈ R1,

Q(x) =
∞∑
k=0

pkFk(x) = lim
n

n∑
k=0

pkFk(x) = lim
n
Qn(x), x ∈ R1,

Q(x) � ñîáñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
(â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî óáåæäàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-
âåðêîé), Q è Qn � ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì
ðàñïðåäåëåíèÿ Q(x) è Qn(x).

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x

Q(x) = lim
n
Qn(x), x ∈ R1,

òî â ñèëó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé

Q = lim
n

Qn,
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ïðè÷åì åñëè F0,F1, . . . � ñîáñòâåííûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, òî ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííàÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå Q, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

Q = lim
n

Qn = lim
n

n∑
k=0

pkFk, (13.6.1)

íàçûâàåòñÿ ñìåñüþ ðàñïðåäåëåíèé Fk, k = 0, 1, . . . , è îáîçíà÷àåò-
ñÿ

Q =
∞∑
k=0

pkFk.

Òåîðåìà 13.6.1 (î õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñìå-
ñè). Ïóñòü F0,F1, . . . � ñîáñòâåííûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ íà R1, φ0, φ1, . . . � èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè,
{pk} � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1, 2, . . .}.
Ñìåñü

Q =

∞∑
k=0

pkFk

ðàñïðåäåëåíèé F0,F1, . . . èìååò ñâîåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé

ω(t) =

∞∑
k=0

pkφk(t).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ñìåñè Q ðàñïðåäåëå-
íèé F0,F1, . . .

Q = lim
n

n∑
k=0

pkFk = lim
n

Qn,

è ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèÿ F0,F1, . . . ñîáñòâåííûå, òî ñõîäèìîñòü

Qn → Q

ñîáñòâåííàÿ. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèé (ñì. òåîðåìó 12.3.1) èìååì

ω(t) =

∫
R1

eitxQ(dx) = lim
n

∫
R1

eitxQn(dx) =
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= lim
n

n∑
k=0

pk

∫
R1

eitxFk(dx) = lim
n

n∑
k=0

pkφk(t) =
∞∑
k=0

pkφk(t).

Ñóììà ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . �
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ξ0 = 0,

Sk = ξ0 + ξ1 + . . .+ ξk, k = 0, 1, 2, . . . ,

ν � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè-
÷åì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . íåçà-
âèñèìûå.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Sν , îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

Sν =

∞∑
k=0

SkI{ν=k},

íàçûâàþò ñóììîé ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, åå åùå
îáîçíà÷àþò òàê:

Sν =
ν∑

k=0

ξk.

Òåîðåìà 13.6.2 (î ðàñïðåäåëåíèè ñóììû ñëó÷àéíîãî
÷èñëà ñëàãàåìûõ). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíè-
åì F è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé φ, ν � íåîòðèöàòåëüíàÿ
öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ν = k} = pk, k = 0, 1, . . . ,

íå çàâèñÿùàÿ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . Òîãäà ðàñïðåäåëå-
íèå Q ñóììû

Sν =
ν∑

k=0

ξk, ξ0 = 0,

ðàâíî ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé F0∗,F1∗,F2∗, . . . , à èìåííî

Q =

∞∑
k=0

pkF
k∗
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(F0∗ � àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå â òî÷êå 0,
F1∗ = F, Fk∗ = F1∗ ∗ F(k−1)∗, k = 2, 3, . . .), à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ñóììû Sν

ω(t) =
∞∑
k=0

pkφ
k(t) = P(φ(t)),

ãäå P (s) =
∞∑
k=0

pks
k.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óáåäèìñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ñìåñè

Q =

∞∑
k=0

pkF
k∗

è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sν ñîâïà-
äàþò.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñìåñè

Q =
∞∑
k=0

pkF
k∗

ðàñïðåäåëåíèé Fk∗, k = 0, 1, 2, . . . , â ñèëó òåîðåìó 13.6.1 ðàâíà

ω(t) =
∞∑
k=0

pkφ
k(t) = P (φ(t))

(õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Fk∗ ðàâíà φk(t) â ñèëó ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîãî ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sν âû-
÷èñëèì, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñâîéñòâîì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

MeitSν =

∞∑
k=0

MeitSνI{ν=k} =

∞∑
k=0

MeitSkI{ν=k} =

=

∞∑
k=0

MeitSkMI{ν=k} =

∞∑
k=0

MeitSkP{ν = k} =
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=
∞∑
k=0

pkMe
itSk =

∞∑
k=0

pkφ
k(t) = P (φ(t))

(MeitSk = φk(t) � êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû Sk
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ω(t) ñìåñè

Q =

∞∑
k=0

pkF
k∗

ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû Sν , ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sν ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Q.

13.7 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 13.7.1 . Ïóñòü η = ξ + a (a � êîíñòàíòà),

φ(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Âû-
÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ η.

Ðåøåíè å. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîíñòàíòû a ðàâ-
íà eita, à φη(t) = eitaφ(t), ò. å. ñîìíîæèòåëü eita �îòâå÷àåò� çà
ñäâèã ξ íà âåëè÷èíó a.

Ïðèìåð 13.7.2. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè (n, p):

P{ξ = k} = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Ðåøåíè å. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n, p), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû

ξ =

n∑
k=1

µk

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µ1, µ2, . . . , µn, êàæäàÿ ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì

P{µk = s} = ps(1− p)1−s, s = 0, 1; k = 1, 2, . . . , n,
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è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

φ(t) = Meitµk = eit·1p+ eit·0(1− p) = peit + 1− p = 1 + p(eit − 1),

k = 1, 2, . . . , n. Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñâîé-
ñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì:

φξ(t) =

n∏
k=1

φ(t) =
(
1 + p(eit − 1)

)n
.

Çàäà÷è
13.1. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì p:

P{ξ = k} = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .

13.2. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà [−a; a].

13.3. Ïóñòü ξn,pn � áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñ ïàðà-
ìåòðàìè (n, pn) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè
n → ∞, çíà÷åíèå pn → 0, òàê, ÷òî ñðåäíåå npn → λ , òî ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn,pn ñõîäèòñÿ ê ïóàññîíîâñêîìó
ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðîì λ (ñì. òàêæå òåîðåìó 13.5.2).

13.4. Â òåîðåìå 13.5.2 èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
ñóììû Sn, åñëè ïðè n→ ∞ çíà÷åíèå npn → 0.

13.5.Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξλ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-
ñîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè λ→ ∞

P

{
ξλ − λ√

λ
< x

}
→ 1√

2π

x∫
−∞

e−t2/2dt.

13.6. Â êàæäîé òî÷êå xj = j/n, j = 0, 1, . . . , n, îòðåçêà [0; 1]
ñîñðåäîòî÷åíà ìàññà 1/(n+ 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn òàê îïðåäå-
ëåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

1◦ Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φn(t) ðàñïðåäåëå-
íèÿ Fn.

2◦ Âû÷èñëèòü ïðåäåë φn(t) ïðè n→ ∞.
3◦ Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó íà [0; 1] ðàñïðåäåëåíèþ.
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13.7. Äîêàçàòü, ÷òî àòîìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

D =

(
0 1
1/2 1/2

)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðåäåëà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé.

Óê à ç à í è å. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fσ = D∗N0,σ2 ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ D.

13.8. Ïóñòü Pθ � ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì θ.

Èññëåäîâàòü Pθ íà ñõîäèìîñòü ïðè θ → 0.
13.9. Ïóñòü Gp � ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì p.
Èññëåäîâàòü Gp íà ñõîäèìîñòü ïðè p→ 1.
13.10. (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà). Ïóñòü {ξn}

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñðåäíèì 0 è êîíå÷íîé äèñïåðñèåé
Dξk = σ2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

Sn =
1

σ
√
n

n∑
k=1

ξk

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Ó ê à ç à í è å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-

öèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk (k = 1, 2, . . .), à ÷åðåç ψn(t) � ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû 1
σ
√
n

n∑
k=1

ξk.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòå òàêèå çàäà÷è:
1◦ Âûïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ψn(t) ÷åðåç õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φ(t).
2◦ Âûïèñàòü ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ φ(t) â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè t = 0, ñîäåðæàùåå t2.
3◦ Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ïóíêòîâ 1◦ è 2◦, íàéòè

ïðåäåë õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ψn(t), ïðè n→ ∞.
4◦ Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì ïóíêòà 3◦ è òåîðåìîé Ëå-

âè, äîêàçàòü, ÷òî ïðè n→ ∞, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû 1
σ
√
n

n∑
k=1

ξk ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðà-

ìåòðàìè (0; 1).
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13.11. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â R1 (êàæäàÿ ñ
ðàñïðåäåëåíèåì F),

R1 =

r∪
i=1

Xi, Xi ∩Xj = ∅, i ̸= j,

νi � ÷èñëî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, ïîïàâøèõ â Xi,
pi = F(Xi) = P{ξk ∈ Xi} � âåðîÿòíîñòü, òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξk ïîïàäåò â Xi, i = 1, 2, . . . , r.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n→ ∞, ðàñïðåäåëåíèå

νi − npi√
npi(1− pi)

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
13.12. Ïóñòü {ξk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Åñëè

Dξk = σ2 <∞,

òî èç íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà

P{|ζ −Mζ| ≥ ε} ≤ Dζ/ε2

ñëåäóåò, ÷òî ïðè n→ ∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Sn =
1

n

n∑
k=1

ξk

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê a = Mξ1, ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0

P{|Sn − a| ≥ ε} → 0.

Òåïåðü íå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû σ2 <∞, íî ïóñòü

Mξk = a ̸= ∞.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ñõîäèòñÿ ïî
âåðîÿòíîñòè ê a (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå Õèí÷èíà).



Ãëàâà 14

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë
è åãî ïðèëîæåíèÿ

14.1 Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå ×åáûø¼âà. Â ïðèëîæå-
íèÿõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îáû÷íî âîçíèêàåò êàê ðåçóëüòàò èçìå-
ðåíèé (íàáëþäåíèé). Ëþáûå èçìåðåíèÿ íåèçáåæíî ñîïðîâîæäà-
þòñÿ ïîãðåøíîñòÿìè (èçìåðåíèé áåç ïîãðåøíîñòåé íå áûâàåò),
ïðè ýòîì îáúåêòû èçìåðåíèé çà÷àñòóþ âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì
îáðàçîì, à ÷àùå âñåãî èìååò ìåñòî è òî, è äðóãîå. Äàâíî áûëî
çàìå÷åíî, ÷òî â òî âðåìÿ êàê ðåçóëüòàòû ξ1, ξ2, . . . , ξn îòäåëüíûõ
èçìåðåíèé (íàáëþäåíèé) âåäóò ñåáÿ äîâîëüíî �íåðåãóëÿðíî�, èõ
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå (ξ1+ξ2+. . .+ξn)/n ñðàâíèòåëüíî óñòîé-
÷èâî. Ýòîò ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò, â ÷àñòíîñòè, íàáëþäàåòñÿ
ïðè èçó÷åíèè ÷àñòîòû

νn(A) =
1

n
kn(A) =

1

n

(
I
(1)
A + I

(2)
A + · · ·+ I

(n)
A

)
ñîáûòèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ (I

(k)
A � èíäèêàòîð

ñîáûòèÿ A â k-ì ýêñïåðèìåíòå) � åñëè I
(k)
A âåäóò ñåáÿ �íåðåãó-

ëÿðíî� � ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 èëè 0, òî ÷àñòîòà νn(A) âåäåò
ñåáÿ óñòîé÷èâî � çàìåòíûå óêëîíåíèÿ νn(A) îò íåêîòîðîãî ÷èñ-
ëà íàáëþäàþòñÿ èçðåäêà.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýìïèðè÷åñêîìó ôàêòó óñòîé÷èâîñòè ñðåäíèõ.
Îäíèì èç òàêèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.

407
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Òåîðåìà 14.1.1 (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå ×åáû-
øåâà). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
äèñïåðñèÿìè, îãðàíè÷åííûìè îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé C.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè n→ ∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi −
1

n

n∑
i=1

Mξi

∣∣∣∣∣ > ε

}
→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.1.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì Mξi = a è êîíå÷íîé äèñïåðñèåé (Dξi = σ2 < ∞). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ïðè n→ ∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi − a

∣∣∣∣∣ > ε

}
→ 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû è ê òîìó
æå

1

n

n∑
i=1

Mξi =
1

n

n∑
i=1

a = a.

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå Õèí÷èíà. Åñëè ξ1, ξ2, . . .
� íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, òî çàêîí áîëüøèõ
÷èñåë èìååò ìåñòî è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè äèñ-
ïåðñèè. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå
ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζn}
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíå ζ, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïðè n→ ∞

P {ω : |ζn(ω)− ζ(ω)| > ε} → 0.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζn}
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ∞, åñëè äëÿ
ëþáîãî N > 0 ïðè n→ ∞

P {ω : |ζn(ω)| > N} → 1.

Îáîçíà÷àòü ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ζn} ê ζ áóäåì òàê:

ζn
P→ ζ.
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Òåîðåìà 14.1.2 (Õèí÷èí). Äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk, k = 1, 2, . . . , ñ êîíå÷íûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Mξk = a ïðè n→ ∞

1

n

n∑
k=1

ξk
P→ a.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì
n∑

k=1

ξk ÷åðåç Sn. Ñíà÷àëà äî-

êàæåì, ÷òî ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå Fn ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Sn/n ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ F0,
ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå a. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé
Ëåâè (òåîðåìà 13.5.1), ñîãëàñíî êîòîðîé äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé {ψn(t)}
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Sn/n ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè eita àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷-
êå a, äëÿ êàæäîãî t ∈ R1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξk, k = 1, 2, . . . Â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñâîé-
ñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

ψn(t) = M exp

{
it
1

n
Sn

}
= M exp

{
i
t

n

n∑
k=1

ξk

}
=

(
φ

(
t

n

))n

.

Òàê êàê Mξk = a êîíå÷íî, òî äëÿ φ(s) â îêðåñòíîñòè íóëÿ èìååò
ìåñòî ðàçëîæåíèå

φ(s) = 1 + sφ′(0) + o(s) = 1 + isa+ o(s)

(ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 13.3.2). Îòñþäà, ïîëîæèâ s = t/n, äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t, ïðè n→ ∞ èìååì:

φ

(
t

n

)
= 1 + i

t

n
a+ o

(
1

n

)
,

à äëÿ ψn(t)

ψn(t) =

(
1 + i

t

n
a+ o

(
1

n

))n

.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè n→ ∞ ïîëó÷àåì:
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lnψn(t) = n ln

(
1 + i

t

n
a+ o

(
1

n

))
∼

∼ n

(
i
t

n
a+ o

(
1

n

))
= ita+ o(1),

ψn(t) → eita.

Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåâè ðàñïðåäåëåíèå Fn ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû Sn/n ïðè n→ ∞ ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó
ðàñïðåäåëåíèþ F0, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå a.

Äàëåå óñòàíîâèì, ÷òî èç ñîáñòâåííîé ñõîäèìîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèé Fn ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Sn/n ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ F0, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå a, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü Sn/n ê
a ïî âåðîÿòíîñòè.

Ñîáñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} âåðîÿòíîñ-
òíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê F0 ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè â îñíîâíîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn(x)} ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé ê ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x) àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäî-
òî÷åííîãî â òî÷êå a. Ïîýòîìó ïðè n→ ∞

P

{
Sn
n
< x

}
= Fn(x) → F0(x) =

{
0, åñëè x ≤ a
1, åñëè x > a. (14.1.1)

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì:

P

{∣∣∣∣Snn − a

∣∣∣∣ ≥ ε

}
= P

({
Sn
n

≤ a− ε

}
∪
{
Sn
n

≥ a+ ε

})
=

= P

{
Sn
n

≤ a− ε

}
+ P

{
Sn
n

≥ a+ ε

}
≤

≤ P

{
Sn
n
< a− ε

2

}
+

(
1− P

{
Sn
n
< a+ ε

})
=

= Fn(a− ε/2) + (1− Fn(a+ ε)).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè n→ ∞

Fn(a− ε/2) → F0(a− ε/2) = 0,

1− Fn(a+ ε) → 1− F0(a+ ε) = 0
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(ñì. (14.1.1)), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè n→ ∞

P

{∣∣∣∣Snn − a

∣∣∣∣ ≥ ε

}
→ 0.

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ. Ýòîò ìå-
òîä åùå íàçûâàþò ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [0; 1], g(x) � ôóíêöèÿ íà

[0; 1] ñî çíà÷åíèÿìè â R1, òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë
1∫
0

g(x)dx êîíå-

÷åí, òîãäà ïðè n→ ∞

1

n

n∑
i=1

g(ξi)
P→

1∫
0

g(x)dx.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âìåñòå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ξ1, ξ2, . . .
ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí g(ξ1), g(ξ2), . . . Äëÿ g(ξi) èìååì:

Mg(ξi) =

∫
R1

g(x)pξi(x)dx =

1∫
0

g(x)dx, i = 1, 2, . . .

Â ñèëó òåîðåìû Õèí÷èíà ïðè n→ ∞

1

n

n∑
i=1

g(ξi)
P→ Mg(ξk) =

1∫
0

g(x)dx.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ n çíà÷èòåëü-

íûå óêëîíåíèÿ âåëè÷èíû 1
n

n∑
i=1

g(ξi) îò
1∫
0

g(x)dx âñòðå÷àþòñÿ èç-

ðåäêà è ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà
1∫
0

g(x)dx ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 1
n

n∑
i=1

g(ξi).

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äàåò òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñëåäó-

þùåãî àëãîðèòìà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
1∫
0

g(x)dx.
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1. Ìîäåëèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìûõ
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà [0; 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

2. Ïîëàãàåì
1∫
0

g(x)dx ðàâíûì ñóììå 1
n

n∑
i=1

g(ξi).

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî ëþáîìó ïðîìåæóòêó
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïî ïðîìåæóòêó [0; 1].

Îïèñàííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ íàçûâàåòñÿ ìåòî-
äîì Ìîíòå-Êàðëî (ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé). Îí îñî-
áåííî ýôôåêòèâåí ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ áîëüøîé êðàò-
íîñòè, êîãäà äðóãèå ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî àíàëèçà íåïðèãîä-
íû.

14.2 Ñëàáûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Ñëàáûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà. Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà, íå-
ñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì óòâåðæäåíèåì. Èç
íåãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò òåîðåìà Ñ. Í. Áåðíøòåéíà îá àïïðîê-
ñèìàöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà (òåî-
ðåìà 14.2.2). Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñè-
ìàöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìàìè óñòàíàâëèâàåò òîëü-
êî ñóùåñòâîâàíèå àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ.

Ïóñòü {ηn;θ} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îä-
íèì è òåì æå ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

Mηn;θ = θ, n = 1, 2, . . . ,

è äèñïåðñèÿìè Dηn;θ = σ2n(θ), ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞
(θ � ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íî-
ãî èëè áåñêîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà Θ ⊂ R1). Ïîñêîëüêó σ2n(θ) ïðè
áîëüøèõ n ìàëà, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà çíà÷åíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ηn;θ áëèçêè ê θ è ëèøü èçðåäêà çíà÷èòåëüíî
óêëîíÿþòñÿ îò ñâîåãî ñðåäíåãî θ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü,
÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(x) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mu(ηn;θ) áóäåò áëèçêî ê u(θ). Ôîðìàëüíî ýòî óòâåðæäåíèå çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 14.2.1 (ñëàáûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Ïóñòü
{ηn;θ} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì Mηn;θ = θ è äèñïåðñèÿìè Dηn;θ = σ2n(θ),
ñõîäÿùèìèñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ θ ∈ Θ. Òîãäà äëÿ



14.2. Ñëàáûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë 413

îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u = u(x) íà R1 ñî çíà÷åíè-
ÿìè â R1 ïðè n→ ∞

Mu(ηn;θ) → u(θ), θ ∈ Θ,

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ, åñëè ôóíêöèÿ u(θ) ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà Θ è äèñïåðñèè σ2n(θ) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåð-
íî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îöåíèì |Mu(ηn;θ)− u(θ)| ñâåðõó, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì ×åáûø¼âà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn;θ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ηn;θ.
Òîãäà

|Mu(ηn;θ)− u(θ)| ≤ M |u(ηn;θ)− u(θ)| =
∫
R1

|u(x)− u(θ)|Pn;θ(dx).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u(x) íåïðåðûâíà, òî äëÿ äàííûõ θ ∈ Θ è
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ(ε, θ), ÷òî íà ìíîæåñòâå òî÷åê

{x : |x− θ| < δ(ε, θ)}

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |u(x) − u(θ)| < ε, ïðè ýòîì îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ R1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

{x : |x− θ| < δ(ε, θ)} ∪ {x : |x− θ| ≥ δ(ε, θ)}.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü u(x) (|u(x)| ≤ C <∞), èìååì∫
R1

|u(x)− u(θ)|Pn;θ(dx) =

∫
{x:|x−θ|<δ(ε,θ)}

|u(x)− u(θ)|Pn;θ(dx)+

+

∫
{x:|x−θ|≥δ(ε,θ)}

|u(x)− u(θ)|Pn;θ(dx) ≤

≤
∫

{x:|x−θ|<δ(ε,θ)}

εPn;θ(dx) +

∫
{x:|x−θ|≥δ(ε,θ)}

2CPn;θ(dx) ≤

≤ ε+ 2CPn;θ{x : |x− θ| ≥ δ(ε, θ)}.



414 14. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è åãî ïðèëîæåíèÿ

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îöåíèì, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì
×åáûø¼âà (10.2.1) äëÿ ðàñïðåäåëåíèé

Pn;θ{x : |x− θ| ≥ δ(ε, θ)} ≤ σ2n(θ)

δ2(ε, θ)
,

ïåðâûé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ Pn;θ ðàâåí θ, à äèñïåðñèÿ ðàâíà
σ2n(θ). Òàê ÷òî

|Mu(ηn;θ)− u(θ)| ≤ ε+ 2C
σ2n(θ)

δ2(ε, θ)
.

È òàê êàê σ2n(θ) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, òî, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî N , èìååì:

|Mu(ηn;θ)− u(θ)| ≤ 2ε.

Äëÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà Θ ôóíêöèè u(θ) çíà÷åíèå
δ(ε, θ) ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ θ èç Θ, ò. å. δ(ε, θ) = δ(ε), åñëè
ê òîìó æå σ2n(θ) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ Θ, òî

2C
σ2n(θ)

δ2(ε, θ)
= 2C

σ2n(θ)

δ2(ε)
≤ ε,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N äëÿ âñåõ θ ∈ Θ. Òàê ÷òî Mu(ηn;θ) ïðè
n→ ∞ ñõîäèòñÿ ê u(θ) ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ Θ.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü {ξi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-

ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ìàòåìà-
òè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè Mξi = θ è êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè
Dξi = σ2(θ) < ∞, i = 1, 2, . . . , θ ∈ Θ. Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηn;θ =
1

n

n∑
i=1

ξi, n = 1, 2, . . . ,

èìååò ìåñòî ñëàáûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë: åñëè u � îãðàíè÷åí-
íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1, òî ïðè
n→ ∞

Mu(ηn;θ) → u(θ), θ ∈ Θ,
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ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ íà Θ, åñëè íà Θ ôóíêöèÿ u(θ)
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è Dηn;θ ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηn;θ =
1

n

n∑
i=1

ξi, n = 1, 2, . . . ,

ïîñòðîåííàÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . , óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèÿì òåîðåìû:

Mηn;θ = θ

è ïðè n→ ∞
Dηn;θ = σ2(θ)/n→ 0.

Ïðèëîæåíèÿ ê àíàëèçó. Èç ñëàáîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷è-
ñåë, ôàêòè÷åñêè êàê åãî ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì òåîðåìó Ñ. Í. Áåðí-
øòåéíà îá àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïîëèíîìàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëèíîìîì Áåðíøòåéíà ñòåïåíè n ôóíê-
öèè u(θ), çàäàííîé íà [0; 1], íàçûâàåòñÿ ïîëèíîì

Bn,u(θ) =

n∑
k=0

u

(
k

n

)
Ck
nθ

k(1− θ)n−k.

Òåîðåìà 14.2.2 (Ñ.Í. Áåðíøòåéí). Äëÿ íåïðåðûâíîé íà
çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [0; 1] ôóíêöèè u(θ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
åå ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà

Bn,u(θ) =

n∑
k=0

u

(
k

n

)
Ck
nθ

k(1− θ)n−k, n = 1, 2, . . . ,

ïðè n→ ∞ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê u(θ), θ ∈ [0; 1].
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {ξi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå

Pξi(k) = θk(1− θ)1−k, k = 0, 1.

Çàìåòèì, ÷òî

Mξi = θ, Dξi = σ2(θ) = θ(1− θ), θ ∈ [0; 1].
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Ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηn;θ =
1

n

n∑
i=1

ξi

Mηn;θ = θ, Dηn;θ = D

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)
=

1

n
σ2(θ) =

θ(1− θ)

n
.

Ïîýòîìó â ñèëó ñëàáîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë (òåîðåìà 14.2.1)
äëÿ íåïðåðûâíîé íà [0; 1] ôóíêöèè u(θ) ïðè n→ ∞

Mu(ηn;θ) → u(θ),

ïðè÷åì ðàâíîìåðíî íà [0; 1], ïîñêîëüêó u(θ) ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà [0, 1] (êàê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà çàìêíóòîì ïðîìå-
æóòêå), à äèñïåðñèÿ Dηn;θ = θ(1 − θ)/n ïðè n → ∞ ñõîäèòñÿ ê
íóëþ ðàâíîìåðíî íà [0; 1].

Âû÷èñëèì

Mu(ηn;θ) = Mu

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)
= Mu

(
1

n
ζn

)
êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè u

(
1
nζn

)
îò ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ζn =
n∑

i=1
ξi. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζn =

n∑
i=1

ξi êàê ñóììà

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, êàæäàÿ ñ ðàñïðå-
äåëåíèåì

Pξi(k) = θk(1− θ)1−k, k = 0, 1,

èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

P {ζn = k} = Ck
nθ

k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Ïîýòîìó

Mu(ηn;θ) = Mu

(
1

n
ζn

)
=

n∑
k=0

u

(
k

n

)
Ck
nθ

k(1− θ)n−k.

Èòàê, äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [0; 1]
ôóíêöèè u(θ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà
Bn,u(θ) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê u(θ).

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
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14.3 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 14.3.1 . Ïóñòü u � ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿì â R1,

çàäàííàÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Åñëè u = u(θ) íåïðåðûâíà
íà [0; l], òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

∞∑
k=0

u

(
k

n

)
(nθ)k

k!
e−nθ

ïðè n→ ∞ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê u(θ) íà [0, l].
Ðåøåíè å. Ïóñòü {ξi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì θ:

Pξi(k) =
θk

k!
e−θ, k = 0, 1, . . . , θ ∈ (0,∞).

Òàê êàê Mξi = θ, Dξi = σ2(θ) = θ, i = 1, 2, . . . , òî äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn;θ =
1
n

n∑
i=1

ξi èìååì Mηn;θ = θ,

Dηn;θ = θ/n.
Íà êàæäîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [0; l] èçìåíåíèÿ θ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Dηn;θ = σ2(θ)/n = θ/n ïðè n→ ∞ ñõîäèòñÿ ê íóëþ
ðàâíîìåðíî, à íåïðåðûâíàÿ íà [0; l] ôóíêöèÿ u = u(θ) ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, ïîýòîìó ïðè n→ ∞ ñõîäèìîñòü

Mu(ηn;θ) → u(θ)

ðàâíîìåðíàÿ ïî θ íà [0; l].
Âû÷èñëèì

Mu(ηn;θ) = Mu

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)
= Mu

(
1

n
ζn

)
êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ζn =
n∑

i=1
ξi, êîòîðàÿ, êàê ñóììà n íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåò-
ðîì nθ:

P {ζn = k} =
(nθ)k

k!
e−nθ, k = 0, 1, . . .

Èìååì:

Mu(ηn;θ) = Mu

(
1

n
ζn

)
=

∞∑
k=0

u

(
k

n

)
(nθ)k

k!
e−nθ.

Èòàê, äëÿ íåïðåðûâíîé íà [0; l] ôóíêöèè u = u(θ)

∞∑
k=0

u

(
k

n

)
(nθ)k

k!
e−nθ

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê u(θ) ïðè n→ ∞.
Çàäà÷è
14.1. Ïóñòü {ξk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì F.
Äëÿ öåëîãî n ≥ 1 îïðåäåëèì íà R1 ôóíêöèþ

F̂n(x) =
1

n

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk)

(F̂n(x) = F̂n(x, ω) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω � ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ).

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞ äëÿ êàæäîãî x ∈ R1 ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà F̂n(x) ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê F (x).

14.2. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîé íåïðåðûâíîé íà [0; 1] ôóíêöèè f
âû÷èñëèòü ïðåäåë:

lim
n→∞

1∫
0

· · ·
1∫

0︸ ︷︷ ︸
n

f

(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
dx1dx2 . . . dxn.

Óêà ç à í è å. Âîñïîëüçóéòåñü ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 14.2.1.
Ðàññìîòðèòå â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξi} ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0; 1].

Îòâåò: f(1/2).



Ãëàâà 15

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ
òåîðåìà

Ìû èçó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, èññëåäóÿ åãî ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,F,P}.
Âìåñòå ñ {Ω,F,P} áûëè ââåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé: ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Âçàèìîñâÿçè
è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè âûðàæàþòñÿ ðÿäîì òåîðåì. Àíàëèç
ñîäåðæàíèÿ ââåäåííûõ ïîíÿòèé îáíàðóæèâàåò, ÷òî îíè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ íîâûìè â ìàòåìàòèêå. Ýòè ïîíÿòèÿ õîðîøî èçâåñòíû â
àíàëèçå:

ñîáûòèå � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî,
âåðîÿòíîñòü � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà,
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé,
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � èíòåãðàë Ëåáåãà,
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Îäíàêî çà êàæäîé íàóêîé ïðèçíàåòñÿ ïðàâî íà ñàìîñòîÿòåëü-
íîñòü, åñëè â íåé èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû âíå åå ðàìîê. Äëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òàêèì ðåçóëü-
òàòîì, çàíèìàþùèì â íåé èñêëþ÷èòåëüíîå ìåñòî, ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ÖÏÒ), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ ñóììà áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî
âñåé ñóììîé, èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó. Çíà-
÷åíèå ýòîé òåîðåìû âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé. Îíà, â ÷àñòíîñòè, îáúÿñíÿåò îñîáóþ ðîëü íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
� âñåãäà, êîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé áîëüøîãî ÷èñëà ìàëûõ íåçàâè-

419
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ñèìûõ ñëàãàåìûõ, åå ðàñïðåäåëåíèå íåñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
îò íîðìàëüíîãî. Òàêèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ, íà-
ïðèìåð, ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, ïðîäîëæèòåëüíîñòü èñïðàâíîé
ðàáîòû ïðèáîðà (êîãäà âûõîä åãî èç ñòðîÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ óñòàëîñòíûõ èçìåíåíèé), ñêîðîñòè äâè-
æåíèÿ ìîëåêóë ãàçà è ò. ä.

Ïåðâûé âàðèàíò öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû � èíòåã-
ðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà (1812) � óòâåðæäàåò, ÷òî

äëÿ ÷èñëà óñïåõîâ µ =
n∑

k=1

µk â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ïðè

n→ ∞

P

{
x1 <

µ−Mµ√
Dµ

< x2

}
→ 1√

2π

x2∫
x1

e−t2/2dt.

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x1 è x2 (ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí µ1, µ2, . . . èìååò ìåñòî ÖÏÒ).

Äàëåå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à � äëÿ êàêèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . (ïîìèìî óïîìÿíóòûõ) èìååò ìåñòî

ÖÏÒ, ò. å. ïðè n→ ∞ äëÿ Sn =
n∑

k=1

ξk

P

{
x1 <

Sn −MSn√
DSn

< x2

}
→ 1√

2π

x2∫
x1

e−t2/2dt.

Âïåðâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ÖÏÒ äëÿ øè-
ðîêîãî êëàññà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áûëè ïîëó÷åíû Ï. Ë. ×å-
áûø¼âûì (1887). Â äîêàçàòåëüñòâå áûëè îáíàðóæåíû ïðîáåëû,
âîñïîëíåííûå À. À. Ìàðêîâûì (1898). Ðåøåíèå, áëèçêîå ê îêîí-
÷àòåëüíîìó, áûëî ïîëó÷åíî À. Ì. Ëÿïóíîâûì (1901). Îêîí÷à-
òåëüíîå ðåøåíèå � äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ÖÏÒ,
â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêèå ê íåîáõîäèìûì, � ïîëó÷åíû Ëèí-
äåáåðãîì. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íàéäåíû Ôåëëåðîì.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòîé, íî âàæíûé è ÷àñòî âñòðå÷àþ-
ùèéñÿ âàðèàíò ÖÏÒ, � öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ìû âûäåëÿåì
ñëó÷àé îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êàê â ñè-
ëó åãî âàæíîñòè, òàê è âîçìîæíîñòè (è íåîáõîäèìîñòè) ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàòü ñóùíîñòü ìåòîäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
êîãäà îí ñâîáîäåí îò òðóäíîñòåé, åìó íå ñâîéñòâåííûõ.
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15.1 ÖÏÒ äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Â ãëàâå 15 ñóììó
n∑

k=1

ξk áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sn, íå îãîâà-

ðèâàÿ ýòî ñïåöèàëüíî êàæäûé ðàç.
Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:
Ëåììà 15.1.1. Ïðè |z| ≤ 1/2

| ln(1 + z)− z| ≤ |z|2. (15.1.1)

Äåéñòâèòåëüíî,

ln(1 + z) =

∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
zk+1 = z +

∞∑
k=1

(−1)k

k + 1
zk+1, |z| < 1.

Îòñþäà

| ln(1 + z)− z| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(−1)k

k + 1
zk+1

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

1

k + 1
|z|k+1 ≤

≤ 1

2

∞∑
k=1

|z|k+1 =
|z|2

2(1− |z|)
.

Ïðè |z| ≤ 1/2 çíà÷åíèå 1− |z| ≥ 1/2, ïîýòîìó äëÿ òàêèõ z

| ln(1 + z)− z| ≤ |z|2.

Òåì ñàìûì èñêîìàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà. Èç íåå, â ÷àñòíîñòè, ñëå-
äóåò, ÷òî ïðè z → 0

ln(1 + z)

z
→ 1. (15.1.2)

Ñëåäñòâèå. Ïðè |zk| ≤ ε ≤ 1/2, k = 1, 2, . . . , n,

n∑
k=1

| ln(1 + zk)− zk| ≤ ε

n∑
k=1

|zk|.

Ïîñêîëüêó

| ln(1 + zk)− zk| ≤ |zk|2 ≤ ε|zk|,
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òî
n∑

k=1

| ln(1 + zk)− zk| ≤ ε

n∑
k=1

|zk|.

Òåîðåìà 15.1.1 (ÖÏÒ äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Ïóñòü ξk, k = 1, 2, . . . , � íåçàâèñè-
ìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñðåäíèìè
m1 = Mξk è êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè Dξk = σ2 > 0, òîãäà ïðè
n→ ∞ ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîé ñóììû

Sn −MSn√
DSn

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî m1 = Mξk = 0. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ëåâè (òåîðåìà
13.5.1), ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí

Sn −MSn√
DSn

=
1

σ
√
n
Sn

ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

ψn(t) = M exp

{
it

1

σ
√
n
Sn

}
= M exp

{
it

1

σ
√
n

n∑
k=1

ξk

}

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1
σ
√
n
Sn ñõîäèòñÿ ê e

−t2/2 � õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ξk:

φ(t) = M exp{itξk}, k = 1, 2, . . . ,

(îíè ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ξk, k = 1, 2, . . . , îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåíû). Â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé (ξk, k = 1, 2, . . . , íåçàâèñèìû)

ψn(t) = M exp

{
i
t

σ
√
n

n∑
k=1

ξk

}
=

n∏
k=1

φ

(
t

σ
√
n

)
=

(
φ

(
t

σ
√
n

))n

,
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ò. å.

ψn(t) =

(
φ

(
t

σ
√
n

))n

. (15.1.3)

Äàëåå, âòîðîé ìîìåíò m2 = σ2 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk êîíå-
÷åí, ïîýòîìó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè φ(s) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξk ïðè s→ 0 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

φ(s) = 1 + φ′(0)s+
φ′′(0)

2!
s2 + o(s2)

(òåîðåìà 13.3.2), èëè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

φ(k)(0) = ikmk

(ñì. ðàâåíñòâî (13.3.7)) è m1 = 0, m2 = σ2,

φ(s) = 1− s2σ2

2!
+ o(s2).

Îòñþäà, ïîëîæèâ s = t/(σ
√
n), äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t

ïðè n→ ∞ èìååì

φ

(
t

σ
√
n

)
= 1− 1

2
σ2

t2

σ2n
+ o

(
1

n

)
= 1− t2

2n
+ o

(
1

n

)
.

Òàê ÷òî äëÿ ψn(t) ïðè n→ ∞ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ψn(t) =

(
φ

(
t

σ
√
n

))n

=

(
1− t2

2n
+ o

(
1

n

))n

(ñì. ðàâåíñòâî (15.1.3)). Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ïðè
z → 0

ln(1 + z) ∼ z,

ïîëó÷èì, ÷òî ïðè n→ ∞

lnψn(t) = n ln

(
1− t2

2n
+ o

(
1

n

))
∼

∼ n

(
− t2

2n
+ o

(
1

n

))
= − t

2

2
+ o(1)
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

lnψn(t) → − t
2

2
, à ψn(t) → e−t2/2.

Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ç àì å ÷ à í è å. Ìû äîêàçàëè òåîðåìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

m1 = Mξk = 0. Åñëè m1 = Mξk ̸= 0, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηk = ξk −m1, k = 1, 2, . . . Ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ηk, k = 1, 2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåíû ñî ñðåäíèì Mηk = 0 è êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè Dηk =
= σ2 > 0. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

1

σ
√
n

n∑
k=1

ηk =
Sn −MSn√

DSn

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1),

ãäå Sn =
n∑

k=1

ξk.

Ñëåäñòâèå (èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà).
Ïóñòü µ � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ âåðîÿò-
íîñòüþ óñïåõà p (0 < p < 1) â îäíîì èñïûòàíèè. Ïðè n → ∞
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

µ− np
√
npq

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê èçâåñòíî, ÷èñëî óñïåõîâ µ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µk:

µ =

n∑
k=1

µk,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

P{µk = s} = ps(1− p)1−s, s = 0; 1,

ïðè ýòîì
Mµk = p, Dµk = pq.
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Â ñèëó òåîðåìû 15.1.1 ïðè n→ ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

n∑
k=1

µk −M
n∑

k=1

µk√
D

n∑
k=1

µk

=
µ− np
√
npq

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).

15.2 ÖÏÒ â ôîðìå Ëèíäåáåðãà

Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ξk, k = 1, 2, . . . ,� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëå-
íèÿìè Fk. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Mξk = 0, k = 1, 2, . . . Äèñïåðñèþ Dξk ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk áó-
äåì îáîçíà÷àòü σ2k, õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ � φk(t). Íà-
ïîìíèì, ÷òî Mξk, σ

2
k, φk(t) ïî ðàñïðåäåëåíèþ Fk âû÷èñëÿþòñÿ

òàê:

Mξk =

∫
R1

xFk(dx), Dξk = σ2k =

∫
R1

x2Fk(dx), φk(t) =

∫
R1

eitxFk(dx).

Îáîçíà÷èì åùå

Sn =

n∑
k=1

ξk, DSn = D
n∑

k=1

ξk =

n∑
k=1

σ2k = s2n.

Óñëîâèå Ëèíäåáåðãà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè
Mξk = 0 è êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè σ2k, k = 1, 2, . . . , âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà, åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî)
τ > 0 ïðè n→ ∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) → 0.

Èç óñëîâèÿ Ëèíäåáåðãà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëü-
øèõ n äèñïåðñèè σ2k îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ ξk, k = 1, 2, . . . , n,
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ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñïåðñèåé s2n ñóììû Sn =
n∑

k=1

ξk â ñëå-

äóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N , òàêîå, ÷òî ïðè
n ≥ N

σ2k
s2n

≤ ε, k = 1, 2, . . . , n.

Äåéñòâèòåëüíî,

σ2k
s2n

=
1

s2n

∫
|x|<τsn

x2Fk(dx) +
1

s2n

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) ≤

≤ 1

s2n

∫
|x|<τsn

τ2s2nFk(dx) +
1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) =

= τ2
∫

|x|<τsn

Fk(dx) +
1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) ≤

≤ τ2 +
1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx).

Âûáèðàÿ τ òàê, ÷òîáû τ2 < ε/2, à çàòåì N íàñòîëüêî áîëüøèì,
÷òîáû ïðè n > N

1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) < ε/2,

ïîëó÷èì:
σ2k
s2n

< ε, k = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà 15.2.1 (Ëèíäåáåðãà). Ïóñòü äëÿ íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk, k = 1, 2, . . . , ñî ñðåäíèìè Mξk = 0 è êî-
íå÷íûìè äèñïåðñèÿìè σ2k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà: äëÿ
ëþáîãî τ > 0 ïðè n→ ∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) → 0,
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òîãäà ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîé ñóììû

Sn −MSn√
DSn

=
Sn
sn

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ëåâè, ñîãëàñ-

íî êîòîðîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Sn/sn ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðà-
ìåòðàìè (0; 1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

ψn(t) = M exp

{
it
Sn
sn

}
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Sn/sn ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè exp{−t2/2} íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Ýòèì è çàéìåìñÿ.

Âûïèøåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
ψn(t) ñóììû Sn/sn ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè φk(t) ñëà-
ãàåìûõ ξk, k = 1, 2, . . . , n. Âîñïîëüçóåìñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì
ñâîéñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

ψn(t) = M exp

{
it
Sn
sn

}
= M exp

{
i
t

sn

n∑
k=1

ξk

}
=

n∏
k=1

φk

(
t

sn

)
.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ R1 ïðè n→ ∞

lnψn(t) = ln

n∏
k=1

φk

(
t

sn

)
=

n∑
k=1

lnφk

(
t

sn

)
→ − t

2

2
.

Äëÿ ýòîãî îöåíèì ñâåðõó∣∣∣∣lnψn(t)−
(
− t

2

2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

lnφk

(
t

sn

)
+
t2

2

∣∣∣∣∣ .
Èç óñëîâèÿ Ëèíäåáåðãà ñëåäóåò, ÷òî ïðè n → ∞ íåèçáåæíî

sn → +∞. Îòñþäà èìååì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t
ïðè n→ ∞ äðîáü t/sn → 0, à ñëåäîâàòåëüíî,

φk(t/sn)− 1 → 0.
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Ïîýòîìó äëÿ lnφk(t/sn) ïðè n→ ∞ èìååì:

lnφk

(
t

sn

)
= ln

(
1 +

(
φk

(
t

sn

)
− 1

))
∼ φk

(
t

sn

)
− 1,

ò. å.

lnφk

(
t

sn

)
∼ φk

(
t

sn

)
− 1,

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîòèâèðóåò òàêóþ îöåíêó:∣∣∣∣lnψn(t) +
t2

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

lnφk

(
t

sn

)
+
t2

2

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

lnφk

(
t

sn

)
−

n∑
k=1

(
φk

(
t

sn

)
− 1

)
+

+

n∑
k=1

(
φk

(
t

sn

)
− 1

)
+

t2

2s2n

n∑
k=1

σ2k

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=1

∣∣∣∣ln(1 + (φk

(
t

sn

)
− 1

))
−
(
φk

(
t

sn

)
− 1

)∣∣∣∣+
+

n∑
k=1

∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1 +

t2

2s2n
σ2k

∣∣∣∣ = An +Bn. (15.2.1)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n → ∞ ê íóëþ ñõîäèòñÿ êàæäîå èç ñëà-
ãàåìûõ An è Bn â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Äëÿ
ýòîãî îöåíèì èõ ñâåðõó. Îñíîâíûì �èíñòðóìåíòîì� ïðè ýòîì áó-
äåò îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè çàìåíå ýêñïîíåíòû îòðåçêîì ðÿäà
Òåéëîðà (ñì. îöåíêó (13.3.1)). Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ãàðàíòè-
ðîâàíà êîíå÷íîñòü òîëüêî âòîðûõ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξk, òî â îöåíêàõ ìîãóò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ñíà÷àëà îöåíèì

An =

n∑
k=1

∣∣∣∣ln(1 + (φk

(
t

sn

)
− 1

))
−
(
φk

(
t

sn

)
− 1

)∣∣∣∣ .
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Ìû ïðåäïîëàãàåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì

n∑
k=1

| ln(1 + zk)− zk| ≤ ε

n∑
k=1

|zk|, |zk| < ε ≤ 1

2
, k = 1, 2, . . . , n,

(15.2.2)
ñ (φk(t/sn)− 1) â êà÷åñòâå zk. Äëÿ ýòîãî îöåíèì |φk (t/sn)− 1| .
Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïðè çàìåíå exp

{
i tsnx

}
îò-

ðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà (íàïîìíèì, ÷òî Mξk = 0):∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫
R1

(
exp

{
i
t

sn
x

}
−
(
1 + i

t

sn
x

))
Fk(dx)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫
R1

∣∣∣∣exp{i tsnx
}
−
(
1 + i

t

sn
x

)∣∣∣∣Fk(dx) ≤ ∫
R1

∣∣∣∣∣12
(
itx

sn

)2
∣∣∣∣∣Fk(dx) =

=
t2

2s2n

∫
R1

x2Fk(dx) =
t2

2s2n
σ2k.

Òàê ÷òî ∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1

∣∣∣∣ ≤ t2

2s2n
σ2k. (15.2.3)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàí-
íîãî ε (ε ≤ 1/2) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1

∣∣∣∣ ≤ ε ≤ 1

2
, k = 1, 2, . . . , n,

ïîñêîëüêó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (n ≥ N) â ñèëó óñëîâèÿ
Ëèíäåáåðãà

t2

2
·
σ2k
s2n

< ε, k = 1, 2, . . . , n.

Äàëåå, ïîëüçóÿñü ñíà÷àëà íåðàâåíñòâîì (15.2.2) c (φk(t/sn)− 1)
â êà÷åñòâå zk, à çàòåì îöåíêîé (15.2.3), ïîëó÷àåì:

An =

n∑
k=1

∣∣∣∣ln(1 + (φk

(
t

sn

)
− 1

))
−
(
φk

(
t

sn

)
− 1

)∣∣∣∣ ≤
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≤ ε
n∑

k=1

∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1

∣∣∣∣ ≤ ε
n∑

k=1

t2

2s2n
σ2k = ε

t2

2s2n

n∑
k=1

σ2k =
1

2
εt2.

Òàê ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî t ∈ R1 ïðè n→ ∞

An → 0.

Äàëåå îöåíèì ñâåðõó

Bn =

n∑
k=1

∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1 +

t2

2s2n
σ2k

∣∣∣∣ .
Èìååì

Bn =

n∑
k=1

∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1 +

t2

2s2n
σ2k

∣∣∣∣ =
=

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
∫
R1

(
exp

{
i
t

sn
x

}
−

(
1 + i

t

sn
x+

1

2

(
i
t

sn
x

)2
))

Fk(dx)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=1

∫
R1

∣∣∣∣∣exp
{
i
t

sn
x

}
−

(
1 + i

t

sn
x+

1

2

(
i
t

sn
x

)2
)∣∣∣∣∣Fk(dx) =

=

n∑
k=1

∫
|x|<τsn

∣∣∣∣∣exp
{
i
t

sn
x

}
−

(
1 + i

t

sn
x+

1

2

(
i
t

sn
x

)2
)∣∣∣∣∣Fk(dx)+

+
n∑

k=1

∫
|x|≥τsn

∣∣∣∣∣exp
{
i
t

sn
x

}
−

(
1 + i

t

sn
x+

1

2

(
i
t

sn
x

)2
)∣∣∣∣∣Fk(dx).

Ïåðâóþ èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñóìì, ïîëüçóÿñü îöåíêîé ïîãðåøíîñ-

òè ïðè çàìåíå exp
{
i tsnx

}
îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà, îöåíèì òàê:

n∑
k=1

∫
|x|<τsn

∣∣∣∣∣exp
{
i
t

sn
x

}
−

(
1 + i

t

sn
x+

1

2

(
i
t

sn
x

)2
)∣∣∣∣∣Fk(dx) ≤
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≤
n∑

k=1

∫
|x|<τsn

1

3!

|t|3

s3n
|x|3Fk(dx) ≤

1

3!

|t|3

s3n

n∑
k=1

∫
|x|<τsn

|x||x|2Fk(dx) ≤

≤ 1

6

|t|3

s3n

n∑
k=1

∫
|x|<τsn

τsnx
2Fk(dx) ≤

1

6

|t|3

s3n
τsn

n∑
k=1

∫
R1

x2Fk(dx) =

=
1

6
τ
|t|3

s2n

n∑
k=1

σ2k =
1

6
τ |t|3 1

s2n
s2n =

1

6
τ |t|3.

Âòîðóþ ñóììó îöåíèì òàê:

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

∣∣∣∣∣exp
{
i
t

sn
x

}
−

(
1 + i

t

sn
x+

1

2

(
i
t

sn
x

)2
)∣∣∣∣∣Fk(dx) ≤

≤
n∑

k=1

∫
|x|≥τsn

(∣∣∣∣exp{i tsnx
}
−
(
1 + i

t

sn
x

)∣∣∣∣+ 1

2

t2

s2n
x2
)
Fk(dx) ≤

≤
n∑

k=1

∫
|x|≥τsn

(
1

2

t2

s2n
x2 +

1

2

t2

s2n
x2
)
Fk(dx) = t2

1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx).

Òàê ÷òî äëÿ Bn èìååì îöåíêó:

Bn =

n∑
k=1

∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1 +

t2σ2k
2s2n

∣∣∣∣ ≤ τ |t|3

6
+
t2

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx).

Âûáèðàÿ τ òàê, ÷òîáû τ |t|3/6 < ε/2, à çàòåì n íàñòîëüêî áîëü-
øèì, ÷òîáû

t2
1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) ≤
1

2
ε,

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n:

Bn =

n∑
k=1

∣∣∣∣φk

(
t

sn

)
− 1 +

t2

2s2n
σ2k

∣∣∣∣ ≤ ε.
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Ïîýòîìó èç (15.2.1), ó÷èòûâàÿ, ÷òî è An → 0 ïðè n→ ∞ ñëåäóåò,
÷òî

lnψn(t) =

n∑
k=1

lnφk

(
t

sn

)
→ − t

2

2
.

Òåì ñàìûì öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â ôîðìå Ëèí-
äåáåðãà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ íåçà-
âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Ëèíäåáåðãà ïîñêîëüêó
äëÿ òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óñëîâèå Ëèíäåáåðãà âûïîëíÿåòñÿ.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ξk, k = 1, 2, . . . ,� íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè
σ2k = σ2, k = 1, 2, . . . , òî

1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) =
1

σ2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τσ

√
n

x2F(dx) =

=
1

σ2n
n

∫
|x|≥τσ

√
n

x2F(dx) =
1

σ2

∫
|x|≥τσ

√
n

x2F(dx).

Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

Q(A) =
1

σ2

∫
A

x2F(dx), A ∈ B1,

ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà R1. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìíîæåñòâ An = {x : |x| ≥ τσ

√
n}, n = 1, 2, . . . , ìîíîòîííî

óáûâàþùàÿ (An+1 ⊂ An, n = 1, 2, . . .) è B =
∞∩
n=1

An = ∅. Ïîýòî-

ìó â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè (ðàñïðåäåëåíèÿ)
ïðè n→ ∞

Q(An) =
1

σ2

∫
An

x2F(dx) → 1

σ2

∫
B

x2F(dx) = 0,

à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n→ ∞ è

1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|≥τsn

x2Fk(dx) =
1

σ2

∫
|x|≥τσ

√
n

x2F(dx) → 0.
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Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, ðàçóìååòñÿ, èìååò ìåñòî
è äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk ñ Mξk = ak ̸= 0.

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk,
k = 1, 2, . . . , ñî ñðåäíèìè Mξk = ak è êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿ-
ìè σ2k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà: äëÿ êàæäîãî τ > 0 ïðè
n→ ∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
y:|y−ak|≥τsn

(x− ak)
2Fk(dx) → 0,

òî ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîé ñóììû

Sn −MSn√
DSn

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Ïóñòü

ηk = ξk − ak, k = 1, 2, . . .

Ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηk

Mηk = 0, Dηk = σ2k.

Îáîçíà÷èì ðàñïðåäåëåíèå ηk ÷åðåç Gk. Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η1, η2, . . . ñî ñðåäíèì Mηk = 0 âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà: äëÿ êàæäîãî τ > 0 ïðè n→ ∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
y:|y|≥τsn

x2Gk(dx) → 0.

Â ñàìîì äåëå,

1

s2n

n∑
k=1

∫
y:|y|≥τsn

x2Gk(dx) =

=
1

s2n

n∑
k=1

∫
R1

x2I{y:|y|≥τsn}(x)Gk(dx) =
1

s2n

n∑
k=1

Mη2kI{y:|y|≥τsn}(ηk) =

=
1

s2n

n∑
k=1

M(ξk − ak)
2I{y:|y|≥τsn}(ξk − ak) =
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=
1

s2n

n∑
k=1

M(ξk − ak)
2I{y:|y−ak|≥τsn}(ξk) =

=
1

s2n

n∑
k=1

∫
R1

(x− ak)
2I{y:|y−ak|≥τsn}(x)Fk(dx) =

=
1

s2n

n∑
k=1

∫
y:|y−ak|≥τsn

(x− ak)
2Fk(dx) → 0

ïðè n → ∞. Ïîýòîìó äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηk èìååò ìåñòî

ÖÏÒ: ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 1
sn

n∑
k=1

ηk ñõîäèòñÿ ê

íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1). À òàê êàê

1

sn

n∑
k=1

ηk =
1

sn

n∑
k=1

(ξk − ak) =
Sn−MSn√

DSn
,

òî è ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîé ñóììû

Sn −MSn√
DSn

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Òåîðåìà 15.2.2 (Ëÿïóíîâà). Åñëè äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ξk, k = 1, 2, . . . , ñî ñðåäíèìè Mξk = ak è êî-
íå÷íûìè äèñïåðñèÿìè σ2k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëÿïóíîâà: ñó-
ùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè n→ ∞

1

s2+δ
n

n∑
k=1

∫
R1

|x− ak|2+δFk(dx) → 0,

òî ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîé ñóììû

Sn −MSn√
DSn

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óáåäèìñÿ, ÷òî èç óñëîâèÿ Ëÿ-
ïóíîâà ñëåäóåò óñëîâèå Ëèíäåáåðãà.

Äåéñòâèòåëüíî,

1

s2n

n∑
k=1

∫
x:|x−ak|≥τsn

(x− ak)
2Fk(dx) =

1

s2n

n∑
k=1

∫
x:

|x−ak|
τsn

≥1

(x− ak)
2Fk(dx) ≤

≤ 1

s2n

n∑
k=1

∫
x:

|x−ak|
τsn

≥1

(x− ak)
2

(
|x− ak|
τsn

)δ

Fk(dx) =

=
1

τ δs2+δ
n

n∑
k=1

∫
x:

|x−ak|
τsn

≥1

|x− ak|2+δFk(dx) ≤

≤ 1

τ δ
1

s2+δ
n

n∑
k=1

∫
R1

|x− ak|2+δFk(dx),

÷òî äëÿ êàæäîãî τ > 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞.
Î äðóãîé ôîðìóëèðîâêå ÖÏÒ. Â ðàññìîòðåííûõ ïðå-

äåëüíûõ òåîðåìàõ â òåõ èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëü-
íî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk, k = 1, 2, . . . , ñ êîíå÷íû-
ìè äèñïåðñèÿìè σ2k óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðî-
âàííîé ñóììû

Sn −MSn√
DSn

ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ N0;1 (â ñîáñòâåííîì ñìûñëå), à ñîá-
ñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü, êàê èçâåñòíî, ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ãë. 13), ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ïðè n→ ∞

P

{
Sn −MSn√

DSn
< x

}
→ 1√

2π

x∫
−∞

e−t2/2dt.

×àñòî ÖÏÒ èìåííî â òàêîì âèäå è ôîðìóëèðóåòñÿ.
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15.3 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 15.3.1. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü p ðîæäåíèÿ

ìàëü÷èêà ñîñòàâëÿåò 0,515. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç
n = 10 000 íîâîðîæäåííûõ äåòåé ìàëü÷èêîâ áóäåò ìåíüøå, ÷åì
äåâî÷åê.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ ñðåäè
n = 10 000 íîâîðîæäåííûõ, òîãäà äåâî÷åê áóäåò 10 000−ξ. Íåîá-
õîäèìî âû÷èñëèòü P{ξ < 10 000− ξ} = P{ξ < 5000}.

Êîëè÷åñòâî ξ ìàëü÷èêîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
n∑

i=1
µi, ãäå

µi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè i-é íîâîðîæäåííûé � ìàëü÷èê
è 0 � åñëè äåâî÷êà. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µi, i = 1, 2, . . . , n,
íåçàâèñèìû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{µi = 1} = p, P{µi = 0} = q.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé Ìóàâðà�Ëàï-
ëàñà (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 15.1.1). Ïîñêîëüêó ÷èñëî íåçà-

âèñèìûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå ξ =
n∑

i=1
µi áîëüøîå (n = 10 000), òî

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

P

{
ξ − np
√
npq

< x

}
=

1√
2π

x∫
−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt.

È ñëåäîâàòåëüíî,

P{ξ < 5000} =

= P

{
ξ − 5150√

10000 · 0,515 · 0,485
<

−150√
10000 · 0,515 · 0,485

}
=

= P

{
ξ − 5150

49,98
< −3,0

}
=

1√
2π

−3,0∫
−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt = 0,0013

(çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïîëó÷åíî ïî òàáëèöå 27.1.1 íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ).

Òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10 000 íîâîðîæäåííûõ
äåòåé ìàëü÷èêîâ áóäåò ìåíüøå, ÷åì äåâî÷åê, ðàâíà 0,0013.
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Ïðèìåð 15.3.2. Òåàòð, âìåùàþùèé 1000 ÷åëîâåê, èìååò
äâà ðàçíûõ âõîäà. Îêîëî êàæäîãî èç âõîäîâ èìååòñÿ ñâîé ãàð-
äåðîá (êîëè÷åñòâî ìåñò â ãàðäåðîáàõ îäèíàêîâî). Ñêîëüêî ìåñò
äîëæíî áûòü â ãàðäåðîáàõ äëÿ òîãî, ÷òîáû â ñðåäíåì â 90
ñëó÷àÿõ èç 100 âñå çðèòåëè ìîãëè ðàçäåòüñÿ â ãàðäåðîáå òî-
ãî âõîäà, ÷åðåç êîòîðûé îíè âîøëè? Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:
à) çðèòåëè ïðèõîäÿò ïàðàìè; á) çðèòåëè ïðèõîäÿò ïîîäèíî÷-
êå. Ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âõîäû çðèòåëè âûáèðàþò ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè.

Ðåøåíè å. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çðèòåëè ïðèõîäÿò ïî-
îäèíî÷êå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k êîëè÷åñòâî ìåñò â êàæäîì ãàð-
äåðîáå. Ïóñòü µi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷å-
íèå 1, åñëè i-é çðèòåëü âûáðàë âõîä 1, è 0 � åñëè âõîä 2, i =
= 1, 2, . . . , 1000. Cëó÷àéíûå âåëè÷èíû µi, i = 1, 2, . . . , 1000, íåçà-
âèñèìûå, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{µi = s} = 1/2, s = 0, 1.

Òîãäà µ =
1000∑
i=1

µi � êîëè÷åñòâî çðèòåëåé, êîòîðûå âîøëè ÷åðåç

âõîä 1, à (1000− µ) � ÷åðåç âõîä 2.
Ñîáûòèå �âñå çðèòåëè èìåþò âîçìîæíîñòü îñòàâèòü îäåæäó

â ãàðäåðîáå� â òåðìèíàõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ çàïèøåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

{µ < k, 1000− µ < k} = {1000− k < µ < k}.

×èñëî ìåñò k (â êàæäîì ãàðäåðîáå) íàõîäèòñÿ êàê ìèíèìàëü-
íîå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

P{1000− k < µ < k} ≥ 0, 90.

×òîáû îïðåäåëèòü k, âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé Ìó-
àâðà�Ëàïëàñà (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 15.1.1, à òàêæå ïðè-
ìåð 15.3.1).

Îòâåò: k = 527.
Çàäà÷è
15.1.Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξλ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-

ñîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.
Äîêàçàòü, ÷òî ïðè λ→ ∞

P

{
ξλ − λ√

λ
< x

}
→ 1√

2π

x∫
−∞

e−t2/2dt.
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15.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå (êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì F) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî
çíà÷åíèÿìè â Rs è ïóñòü

Rs =

r∪
j=1

Xj , Xi ∩Xj = ∅, i ̸= j;

pj = F(Xj) = P{ξk ∈ Xj} � âåðîÿòíîñòü, òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξk ïîïàäåò â Xj , j = 1, 2, . . . , r, νj � ÷èñëî ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, ïîïàâøèõ â Xj :

νj =

n∑
k=1

IXj (ξk), j = 1, 2, . . . , r.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n→ ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû √

n

pj(1− pj)

(νj
n

− pj

)
ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).

Ó ê à ç à í è å. Âîñïîëüçóéòåñü öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-
ìîé.



Ãëàâà 16

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè

Èçëîæåíèå îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è åå ñâÿçåé ñ
òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé íà÷íåì ñ ïîñòàíîâêè òèïè÷íûõ çàäà÷ òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè íà ïðèìåðå áè-
íîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
(n, p) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Bn,p(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Îíî, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óñïåõîâ â ñõå-
ìå èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Íàïðèìåð, ÷èñëî âûïàäåíèé ãåðáà â n
íåçàâèñèìûõ ïîäáðàñûâàíèÿõ ìîíåòû, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ
ãåðáà êîòîðîé ðàâíà p, èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðàìè (n, p).

Òèïè÷íàÿ çàäà÷à òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Èçâåñòíà ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü {Ω,P}:

Ω = {0, 1, . . . , n}, P(k) = Bn,p(k), k = 0, 1, . . . , n,

ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â ïîäáðàñûâàíèè n
ðàç ìîíåòû, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà êîòîðîé ðàâíà p. Âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ãåðáîâ, íå÷åòíîãî,
÷èñëà ãåðáîâ, íå ïðåâîñõîäÿùåãî äàííîãî m � âû÷èñëèòü âåðî-
ÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî ñîáûòèÿ ïî èçâåñòíîé ìîäåëè ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà � òèïè÷íàÿ çàäà÷à òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Òèïè÷íàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ñòîõàñ-
òè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè íåçàâèñèìûì
îáðàçîì n ðàç ìîíåòû, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà p êîòîðîé
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íåèçâåñòíà. Ðåçóëüòàò ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà èçâåñòåí �
ãåðá âûïàë µ ðàç, èëè, ÷òî òî æå, ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ ãåðáà ðàâ-
íà µ/n. Âûáðàòü ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïî åãî
èñõîäó � ïî ÷èñëó âûïàäåíèÿ ãåðáà � òèïè÷íàÿ çàäà÷à ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðèìåíèòåëüíî ê áèíîìèàëüíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ.

Â îáùåì âèäå òèïè÷íàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
ôîðìóëèðóåòñÿ òàê � ïî èñõîäó ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà
ïðåäëîæèòü (âûáðàòü) åãî ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü. Ê å¼ ðåøå-
íèþ âîçìîæíû ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ïîäõîäà, ïðèâîäÿùèå ñîîò-
âåòñòâåííî ê çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ è ê
çàäà÷å ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè-
ìåíèòåëüíî ê áèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàäà÷à îöåíèâà-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà p êîòîðîé íåèç-
âåñòíà, íåçàâèñèìûì îáðàçîì ïîäáðàñûâàþò n ðàç è ðåãèñòðè-
ðóþò ÷èñëî µ âûïàâøèõ ãåðáîâ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ èìååò
áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

P{µ = k} = Bn,p(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Ïî ðåçóëüòàòó ýêñïåðèìåíòà � ÷èñëó âûïàâøèõ ãåðáîâ µ (÷àñòî-
òå µ/n ïîÿâëåíèÿ ãåðáà) íåîáõîäèìî îöåíèòü (îïðåäåëèòü) íåèç-
âåñòíûé ïàðàìåòð p ðàñïðåäåëåíèÿ Bn,p (íåèçâåñòíóþ âåðîÿò-
íîñòü p âûïàäåíèÿ ãåðáà).

Â îáùåì âèäå çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëå-
íèÿ F(·; θ) ôîðìóëèðóåòñÿ òàê. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x; θ)
(à âìåñòå ñ íåé è ðàñïðåäåëåíèå F(·; θ)) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ (ñêàëÿðíîãî èëè
âåêòîðíîãî), çíà÷åíèå êîòîðîãî íåèçâåñòíî. Ïî ðåçóëüòàòó ýêñ-
ïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â íàáëþäåíèè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå F(·; θ), íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
(îöåíèòü) íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàçëè÷àþò çàäà÷è òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è çà-
äà÷è èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ. Åñëè ïî ðåçóëüòà-
òó íàáëþäåíèé íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå θ̂, êîòîðîå áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà θ, òî ìû èìååì äåëî ñ çà-
äà÷åé òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà, à åñëè òðåáóåòñÿ ïîëó-
÷èòü èíòåðâàë, êîòîðûé ñ òîé èëè èíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîäåðæèò
íåèçâåñòíîå èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ, ýòî çàäà÷à èíòåð-
âàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà.

Çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Äðóãîé ïîä-
õîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è âûáîðà ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
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ìåíòà ïî åãî èñõîäó ïðèâîäèò ê çàäà÷å ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñ-
êèõ ãèïîòåç. Ïðèìåíèòåëüíî ê áèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ýòà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê. Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ
ãåðáà p êîòîðîé íåèçâåñòíà, íåçàâèñèìûì îáðàçîì ïîäáðàñûâà-
þò n ðàç è ðåãèñòðèðóþò ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà � ÷èñëî µ
âûïàâøèõ ãåðáîâ. Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà p áè-
íîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Bn,p(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

ñîãëàñíî êîòîðîìó ðàñïðåäåëåíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ, âûäâè-
ãàåòñÿ ãèïîòåçà (ïðåäïîëîæåíèå) � ïàðàìåòð p ðàâåí äàííîìó
÷èñëó p0, íàïðèìåð, 1/2. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-
òåç � âûÿñíèòü (ïðîâåðèòü), ñîãëàñóåòñÿ ëè âûäâèíóòàÿ ãèïî-
òåçà ñ èñõîäîì ýêñïåðèìåíòà �÷èñëî óñïåõîâ ðàâíî µ� èëè, ÷òî
òî æå, �÷àñòîòà âûïàäåíèÿ ãåðáà ðàâíà µ/n�.

Â îáùåì âèäå çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ξ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, ðàñïðåäåëåíèå F êîòîðîé íåèçâåñòíî.
Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ F âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà: F ñîâïà-
äàåò ñ äàííûì ðàñïðåäåëåíèåì G èëè, íàïðèìåð, F ïðèíàäëåæèò
äàííîìó êëàññó ðàñïðåäåëåíèé, ñêàæåì, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ñîãëàñóåòñÿ ëè âûäâè-
íóòàÿ ãèïîòåçà ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû.

Ç àì å ÷ à í è å. Ê çàäà÷å ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç,
ïîìèìî âûáîðà ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñâîäèòñÿ
çàäà÷à ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîìó ýêñïåðè-
ìåíòó. Ýòà çàäà÷à åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò íà ïðàêòèêå:
òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò ñòîõàñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû, èñ-
ñëåäóÿ èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðåäëîæåííûå èññëåäîâàòå-
ëåì èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé (ðåêîìåíäàöèé ïî âûáîðó ìî-
äåëåé òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé íå äàåò). ×òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëü-
íûå âûâîäû î ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå, èçó÷àÿ åãî ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü, ñíà÷àëà íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, àäåêâàòíî ëè
(ïðàâèëüíî ëè) ìîäåëü åãî îïèñûâàåò.

Çàäà÷à ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîìó ýêñ-
ïåðèìåíòó ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñî-
ñòîÿùèé â ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû. Ýêñïåðèìåíòàòîð ñ÷èòàåò,
÷òî âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà ðàâíà P(Ã) = 1/2. Ýòî, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íèîòêóäà íå ñëåäóåò, è, ñêàæåì, ãèïîòåçà P(Γ) = 2/3
íè÷åì íå õóæå (êàê, âïðî÷åì, è íå ëó÷øå) ïåðâîé. Íî ÷òîáû
ìîäåëü ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòà,
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îíà äîëæíà àäåêâàòíî åãî îïèñûâàòü. Ïîýòîìó íåîáõîäèìà ïðî-
âåðêà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ýêñïåðèìåíòó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ÷èñëî ðàç ïðîâîäÿò ýêñïåðèìåíò è ñìîòðÿò, ñîãëàñóåòñÿ
ëè ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñ åãî ðåçóëüòàòàìè.

Ðåçþìå. Â çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïî èçâåñòíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìû âû÷èñ-
ëÿåì âåðîÿòíîñòè òåõ èëè èíûõ ñîáûòèé.

Â çàäà÷àõ æå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïî ðåçóëüòàòó ýêñ-
ïåðèìåíòà, ñôîðìóëèðîâàííîìó, êàê ïðàâèëî, â òåðìèíàõ ÷àñ-
òîò, íåîáõîäèìî ïðåäëîæèòü (âûáðàòü) ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü
{Ω,F,P} ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ó íàñ íå áóäåò òðóäíîñòåé ñ âûáîðîì ìíîæåñòâà èñõîäîâ ýêñ-
ïåðèìåíòà è êëàññà íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé � èìè, êàê ïðàâè-
ëî, áóäóò Rn è Bn (èëè ïîäìíîæåñòâî B ⊂ Rn è Bn

B), ÷åãî íå
ñêàæåøü î âûáîðå ðàñïðåäåëåíèÿ íà Bn. Òàê ÷òî âûáîð ìîäå-
ëè ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
íà Rn.

Â ïðèâåäåííîì îïèñàíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
ñëîâî �÷àñòîòà� óïîìèíàëîñü íåîäíîêðàòíî. Ïîýòîìó ïðè èçëî-
æåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè åñòåñòâåííûì ìàòåìàòè÷åñ-
êèì àïïàðàòîì áóäåò äèñöèïëèíà, èçó÷àþùàÿ ÷àñòîòû ñîáûòèé
â ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå, ò. å. òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.



Ãëàâà 17

Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ

17.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Âûáîðêà. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïðèíÿòû ñëåäóþ-
ùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñî çíà-
÷åíèÿìè â Rn áóäåì íàçûâàòü âûáîðêîé (âûáîðî÷íûì âåêòîðîì).

Âûáîðêó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), îáðàçîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì G, áóäåì íàçûâàòü
âûáîðêîé îáúåìîì n èç ðàñïðåäåëåíèÿ (çàêîíà) G.

Çíà÷åíèå ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2,
. . . , ξn) áóäåì íàçûâàòü åå ðåàëèçàöèåé.

Ìíîæåñòâî X âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé (ðåàëèçàöèé) âû-
áîðêè áóäåì íàçûâàòü âûáîðî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì (X � ýòî
Rn èëè åãî ÷àñòü).

Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ âûáîðêàìè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ðàñïðå-
äåëåíèÿ F(·; θ) (ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x; θ)) êîòîðûõ çàâè-
ñÿò îò ïàðàìåòðà θ, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà Θ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, êàê ïðàâèëî, Θ � ïîäìíîæåñòâî
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rs. Ðàñïðåäåëåíèÿìè, çàâèñÿùè-
ìè îò ïàðàìåòðà, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ: íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, åãî ïëîòíîñòü

f(x; θ) = f(x; a, σ2) =
1√
2πσ2

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
,

443
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ïàðàìåòð θ = (a;σ2) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà

Θ = {(a;σ2); a ∈ R1, σ2 > 0} ⊂ R2;

ðàâíîìåðíîå íà ïðîìåæóòêå [a, b] ðàñïðåäåëåíèå, åãî ïëîòíîñòü

f(x; θ) = f(x; a, b) =

{
1

b− a
, åñëè x ∈ [a, b];

0, åñëè x /∈ [a, b],

ïàðàìåòð θ = (a; b) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà

Θ = {(a, b); a, b ∈ R1, a < b} ⊂ R2;

ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

P(k; θ) =
θk

k!
e−θ, k = 0, 1, . . . ,

ïàðàìåòð θ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà

Θ = {θ : θ > 0} ⊂ R1.

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Èìå-
åòñÿ ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âûáîðêè ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ðàñïðåäåëåíèå F(·; θ) êîòîðîé çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðà θ ∈ Θ. Ïàðàìåòð θ íåèçâåñòåí. Ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) âû-
áîðêè ξ (ïî âûáîðêå ξ) íåîáõîäèìî îöåíèòü (îïðåäåëèòü) ïàðà-
ìåòð θ. Ýòà çàäà÷à èçâåñòíà êàê çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Åäèíñòâåííîå, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ (÷òî íàì èçâåñòíî) äëÿ
îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ, � ýòî ðåàëèçàöèÿ ξ(ω)
âûáîðêè ξ (êðîìå ξ(ω) ìû íå èìååì íè÷åãî, ÷òî áû íåñëî èíôîð-
ìàöèþ î ïàðàìåòðå θ). Ïîýòîìó �îöåíèòü (îïðåäåëèòü) θ ïî ξ(ω)�,
òî÷íî èëè õîòÿ áû ïðèáëèæåííî, îçíà÷àåò ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ðåàëèçàöèè ξ(ω) çíà÷åíèå θ̂ èç ìíîæåñòâà Θ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé θ, êîòîðîå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íåèçâåñò-
íîãî íàì ïàðàìåòðà θ. Ôîðìàëüíî, äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà
θ íà âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå X � ìíîæåñòâå ðåàëèçàöèé âû-
áîðêè � íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü (ïîñòðîèòü) ôóíêöèþ h(·) ñî
çíà÷åíèÿìè â Θ � ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ
� òàêóþ, ÷òî çíà÷åíèå

θ̂ = h(ξ(ω))
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ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà, ðàñ-

ïðåäåëåíèå F(·; θ) êîòîðîé çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ ∈ Θ. Áîðå-
ëåâñêóþ ôóíêöèþ h(·), çàäàííóþ íà âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå
X ⊂ Rn, ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå Θ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà θ, áóäåì íàçûâàòü ñòàòèñòèêîé, à ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó

θ̂ = h(ξ) = h(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

� ôóíêöèþ îò âûáîðêè � îöåíêîé.
Ïîëó÷àòü (ñòðîèòü) ñòàòèñòèêè h(·), à âìåñòå ñ íèìè è îöåí-

êè θ̂ = h(ξ) ïàðàìåòðà θ, òî÷íî (îäíîçíà÷íî) îïðåäåëÿþùèå
íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ:

θ = θ̂ = h(ξ),

çàâåäîìî íå óäàñòñÿ óæå õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî θ � êîíñòàíòà,
à îöåíêà θ̂ = h(ξ), êàê ôóíêöèÿ îò âûáîðêè � ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà (äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè ξ(ω) çíà÷åíèå θ̂ = h(ξ(ω)), èñ-
ïîëüçóåìîå â êà÷åñòâå θ, ñâîå). Ïîýòîìó, íðàâèòñÿ íàì ýòî èëè

íåò, íî îöåíêó θ̂ = h(ξ) ïàðàìåòðà θ ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî êàê åãî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå.

Äàëåå îáîðîò � θ̂ = h(ξ) � îöåíêà ïàðàìåòðà θ� îçíà÷àåò, ÷òî

θ̂ = h(ξ) èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà θ; îáîðîò �îöåíèòü ïàðàìåòð θ� îçíà÷àåò ïîëó÷èòü ïðè-
áëèæåííîå çíà÷åíèå θ̂ = h(ξ) ïàðàìåòðà θ; îáîðîò � θ̂ = h(ξ)

� îöåíêà� îçíà÷àåò, ÷òî θ̂ = h(ξ) � ôóíêöèÿ (áîðåëåâñêàÿ) îò
âûáîðêè.

Äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïàðàìåòðà θ ìîæíî ïðåäëîæèòü íå
îäíó îöåíêó (ôóíêöèé θ̂ = h(ξ) îò âûáîðêè ξ ñî çíà÷åíèÿìè â Θ
ìíîãî). Íàïðèìåð, äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà θ ðàâíîìåðíîãî
íà ïðîìåæóòêå [θ − 1, θ + 1] ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü
ñëåäóþùèå îöåíêè

θ̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi; θ̂2 =
ξ1 + ξn

2
; θ̂3 =

1

2
(max{ξi}+min{ξi}).

Ïðè ýòîì (è íå òîëüêî çäåñü), åñòåñòâåííî, âîçíèêàþò âîïðî-
ñû: �Êàêàÿ èç îöåíîê ëó÷øå?�, �Êàê ñòðîèòü õîðîøèå îöåíêè?�,
�Ñóùåñòâóåò ëè íàèëó÷øàÿ îöåíêà?�
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Ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà. Â ñâÿçè ñ çàäà-
÷åé îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ F(·; θ)
ïî âûáîðêå ξ, êàê çàäà÷åé ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ
θ̂ = h(ξ) (îöåíêè) ïàðàìåòðà θ, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîãðåøíîñòè

îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà θ îöåíêîé θ̂ � î ïîãðåøíîñòè ïðè çàìåíå
θ åãî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì θ̂ = h(ξ). Ãîâîðèòü î θ̂ = h(ξ)
êàê î ïðèáëèæåííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ èìååò ñìûñë òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìû èìååì âîçìîæíîñòü îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ïðè
çàìåíå θ íà θ̂.

Ïóñòü θ̂ � îöåíêà ïàðàìåòðà θ, ò. å. θ̂ = h(ξ) ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ. Â êà÷åñòâå ïîãðåøíîñ-
òè ïðè çàìåíå ïàðàìåòðà θ åãî îöåíêîé θ̂ = h(ξ) (â êà÷åñòâå

êîëè÷åñòâåííîé ìåðû ðàçáðîñà çíà÷åíèé îöåíêè θ̂ îòíîñèòåëüíî
îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà θ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó

M(θ̂ − θ)2,

à åñëè ïàðàìåòð θ âåêòîðíûé: θ = (θ1, θ2, . . . , θs) � âåëè÷èíó

M∥θ̂ − θ∥2 = M
s∑

i=1

(θ̂i − θi)
2 =

s∑
i=1

M(θ̂i − θi)
2.

Ïåðåïèøåì M(θ̂ − θ)2 òàê:

M(θ̂ − θ)2 = M((θ̂ −Mθ̂) + (Mθ̂ − θ))
2
=

= M((θ̂ −Mθ̂)2 + 2(θ̂ −Mθ̂)(Mθ̂ − θ) + (Mθ̂ − θ)2) =

= Dθ̂ + (Mθ̂ − θ)
2
,

ò. å.
M(θ̂ − θ)2 = Dθ̂ + (Mθ̂ − θ)2. (17.1.1)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ðàçáðîñà M(θ̂ − θ)2 îöåíêè θ̂ îòíîñè-
òåëüíî îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà θ (ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå θ

íà θ̂) ñêëàäûâàåòñÿ èç âåëè÷èíû ðàçáðîñà ñàìîé îöåíêè

M(θ̂ −Mθ̂)2 = Dθ̂ è âåëè÷èíû (Mθ̂ − θ)2.
Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà θ åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü

îöåíêè θ̂, ðàçáðîñ M(θ̂ − θ)2 êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî θ (ïîãðåø-
íîñòü ïðè çàìåíå θ íà θ̂) êàê ìîæíî ìåíüøå. Èç ðàâåíñòâà

M(θ̂ − θ)2 = Dθ̂ + (Mθ̂ − θ)2
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ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýòîãî îò îöåíêè θ̂ ïàðàìåòðà θ íåîáõîäèìî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû (Mθ̂ − θ)2 = 0 èëè, ÷òî òî æå, Mθ̂ = θ,
è ÷òîáû êàê ìîæíî ìåíüøèì áûë ðàçáðîñ Dθ̂ ñàìîé îöåíêè θ̂.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå.Îöåíêó θ̂ áóäåì íàçûâàòü íåñìåùåííîé îöåí-
êîé ïàðàìåòðà θ, åñëè

Mθ̂ = θ.

Íàãëÿäíîå ñîäåðæàíèå ñâîéñòâà íåñìåùåííîñòè îöåíêè θ̂ ïà-
ðàìåòðà θ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ìíîãîêðàòíîì èñïîëüçîâàíèè θ̂
â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ θ ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè θ̂−θ ðàâíî
íóëþ.

×àñòî ìû èìååì âîçìîæíîñòü �íàðàùèâàòü� îáúåì âûáîð-
êè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìàòðèâàòü íå îäíó

îöåíêó θ̂ = h(ξ) = h(ξ1, ξ2, . . . , ξn), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê

θ̂n = hn(ξ1, ξ2, . . . , ξn), n = 1, 2, . . . Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî
ãîâîðèòü îá èõ àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

θ̂n = hn(ξ1, ξ2, . . . , ξn), n = 1, 2, . . . ,

áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ îöåíîê ïàðàìåòðà θ, åñëè ïðè n→ ∞

Mθ̂n → θ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

θ̂n = hn(ξ1, ξ2, . . . , ξn), n = 1, 2, . . . ,

áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îöåíîê
ïàðàìåòðà θ, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïðè n→ ∞

P{|θ̂n − θ| > ε} → 0,

äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü θ̂n ñõîäèòñÿ ïî âåðî-
ÿòíîñòè ê θ.

Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè θ̂n ê θ áóäåì îáîçíà÷àòü òàê

θ̂n
P→ θ.
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Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåñìåùåííûõ îöåíîê θ̂n ïàðàìåò-
ðà θ òàêàÿ, ÷òî Dθ̂n → 0, òî θ̂n ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ îöåíîê ïàðàìåòðà θ. Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
×åáûø¼âà:

P{|θ̂n − θ| > ε} ≤ Dθ̂n
ε2

.

Çàì å ÷ à í è å 1. Ê çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñâîäèòñÿ áîëåå îáùàÿ çàäà÷à � îïðåäåëåíèå íåèçâåñò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F. Îñíîâíîé ïîäõîä ê åå ðåøåíèþ � ïîä-
áîð F èç íåêîòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) îïðåäåëÿåò-
ñÿ íåáîëüøèì ÷èñëîì (îáû÷íî íå áîëåå òðåõ-÷åòûðåõ) ïàðàìåò-
ðîâ, êîòîðûå ïîäëåæàò îöåíèâàíèþ. Íàïðèìåð, íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì, ïóàññîíîâ-
ñêîå � îäíèì. ×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âûáèðàþò ìî-
ìåíòû

ak =

+∞∫
−∞

xkF(dx), k = 1, 2, . . .

Çàì å ÷ à í è å 2. Ñîãëàñíî ñëîæèâøåéñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå òðàäèöèè, âûáîðêîé íàçûâàþò íå òîëüêî ñëó÷àéíûé
âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), íî è åãî ðåàëèçàöèþ, óïîòðåáëÿÿ ê òî-
ìó æå îäíè è òå æå îáîçíà÷åíèÿ êàê äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ,
òàê è äëÿ åãî ðåàëèçàöèè.

Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, äî ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà,
âûáîðêà � ýòî ñëó÷àéíûé âåêòîð, ïîñëå ïðîâåäåíèÿ � ðåàëèçà-
öèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, õîòÿ ïî-ïðåæíåìó ìû áóäåì íàçûâàòü
åãî âûáîðêîé.

Íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòå äåâÿòü ðàç íåçàâèñèìûì îáðà-
çîì èçìåðÿåòñÿ òî÷êà ïëàâëåíèÿ æåëåçà. �Áóäóùèé ðåçóëüòàò�
ýêñïåðèìåíòà � ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξ9), ðåçóëü-
òàò ýêñïåðèìåíòà (ïðîâåäåííîãî) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë:
1493, 1519, 1518, 1514, 1489, 1508, 1485, 1503, 1497 � ðåàëè-
çàöèÿ ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξ9(ω)) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξ9).

Ïðèìåð. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
0, åñëè x ≤ α,

e−(x−α), åñëè x > α.



17.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ 449

ßâëÿåòñÿ ëè α̂ = −1/n + min{ξ1, ξ2, . . . , ξn} íåñìåùåííîé è
ñîñòîÿòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îöåíîê ïàðàìåòðà α?

Ðåøåíè å. Ïî îïðåäåëåíèþ α̂ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåí-
êîé ïàðàìåòðà α, åñëè Mα̂ = α. Óáåäèìñÿ, ÷òî Mα̂ = α.

Îáîçíà÷èì ζ = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Òîãäà

Mα̂ = M

(
− 1

n
+ ζ

)
= − 1

n
+Mζ.

Âû÷èñëèì Mζ. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Ñíà÷àëà íàéäåì ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn
íåçàâèñèìû è èõ ïëîòíîñòè èçâåñòíû:

pξk(x) = p(x) =

{
0, åñëè x ≤ α,

e−(x−α), åñëè x > α,

k = 1, 2, . . . , n. Îòñþäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξk

F (x) = P{ξk < x} =

x∫
−∞

p(t)dt =

{
0, åñëè x ≤ α,

1− e−(x−α), åñëè x > α.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ:

Fζ(x) = 1− P{ζ ≥ x} = 1− P{min{ξ1, ξ2, . . . , ξn} ≥ x} =

= 1− P

( n∩
i=1

{ξi ≥ x}
)

= 1−
n∏

i=1

P{ξi ≥ x} =

= 1−
n∏

i=1

(1− F (x)) = 1− (1− F (x))n =

=

{
0, åñëè x ≤ α,

1− e−n(x−α), åñëè x > α;

Fζ(x) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ïîýòîìó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ
èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ è îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

pζ(x) =
d

dx
Fζ(x) =

{
0, åñëè x ≤ α,

ne−n(x−α), åñëè x > α.
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Îòñþäà

Mζ =

∞∫
α

xpζ(x)dx =

∞∫
α

xne−n(x−α)dx = α+
1

n
,

Mα̂ = − 1

n
+Mζ = − 1

n
+ α+

1

n
= α,

ò. å. α̂ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé α.
Âûÿñíèì òåïåðü, ÿâëÿåòñÿ ëè α̂ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïà-

ðàìåòðà α, ò. å. áóäåò ëè α̂ ñõîäèòüñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê α ïðè
n→ ∞.

Ïóñòü ε > 0. Âû÷èñëèì P{|α̂ − α| ≥ ε}. Ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n

P{|α̂− α| ≥ ε} = P{|ζ − (α+ 1/n)| ≥ ε} =

∫
|x−(α+1/n)|≥ε

pζ(x)dx =

=

∫
x≤α+1/n−ε

pζ(x)dx+

∫
x≥α+1/n+ε

pζ(x)dx =

∞∫
α+1/n+ε

ne−n(x−α)dx = e−nε−1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P{|α̂ − α| ≥ ε} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
n→ ∞, ò. å. α̂ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà α.

17.2 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 17.2.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, b) =

{
1

b− a
, åñëè x ∈ [a, b];

0, åñëè x /∈ [a, b].

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}, θ̂2 = max{ξ1, ξ2, . . . , ξn},

θ̂3 =
1

n

n∑
i=1

ξi, θ̂4 =
ξn−1 + ξn

2
.
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Êàêèå èç îöåíîê θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4 è äëÿ êàêèõ ïàðàìåòðîâ (âîçìîæíî,
îòëè÷íûõ îò a è b) ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè? Ñî-
ñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè?

Ðåøåíè å. Ðàññìîòðèì êàæäóþ èç îöåíîê.

Îö å í ê à θ̂2 = max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Ñíà÷àëà íàéäåì ðàñïðå-

äåëåíèå θ̂2. Ïî óñëîâèþ ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàâíîìåð-
íîãî íà îòðåçêå [a, b] ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçà-
âèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëå-
íà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b]. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ñ ïëîòíîñòÿ-
ìè f(x; a, b), èìååì:

Fθ̂2
(x) = P{θ̂2 < x} = P{max{ξ1, ξ2, . . . , ξn} < x} =

= P{ξ1 < x, ξ2 < x, . . . , ξn < x} =
n∏

i=1

P{ξi < x} =

=

n∏
i=1

x∫
−∞

f(y; a, b) dy =

 x∫
−∞

f(y; a, b) dy

n

.

Ïîýòîìó θ̂2 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è åå
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fθ̂2(x) =
d

dx
Fθ̂2

(x) = nf(x; a, b)

 x∫
−∞

f(y; a, b) dy

n−1

.

À òàê êàê

x∫
−∞

f(y; a, b) dy =


0, åñëè x < a;

x− a
b− a

, åñëè a ≤ x ≤ b;

1, åñëè x > b,

òî

fθ̂2(x) =

{
0, åñëè x ̸∈ [a, b];

n
(b− a)n

(x− a)n−1, åñëè x ∈ [a, b].

Ãðàôèê ïëîòíîñòè fθ̂2(x) èçîáðàæåí íà ðèñ. 17.2.1.
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Ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè θ̂2 âû÷èñëÿåì
åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

Mθ̂2 =

∞∫
−∞

xfθ̂2(x) dx =

=

b∫
a

x
n

(b− a)n
(x− a)n−1 dx =

n

n+ 1
b+

a

n+ 1
.

Òàê ÷òî îöåíêà θ̂2 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé íè ïàðà-
ìåòðà a, íè ïàðàìåòðà b. Íî ïðè n→ ∞

Mθ̂2 =
n

n+ 1
b+

a

n+ 1
→ b.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî θ̂2 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåí-
íîé îöåíêîé ïàðàìåòðà b.

f       (x)               
θ2

n

b    a

  a b 0 x

Ðèñ. 17.2.1: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè θ̂2

Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè θ̂2 ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåò-
ðà b, ò. å. ñõîäèòñÿ ëè θ̂2 ïî âåðîÿòíîñòè ê b. Äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε èìååì:

P{|θ̂2 − b| > ε} = P{θ̂2 ∈ (−∞, b− ε) ∪ (b+ ε,+∞)} =
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=

b−ε∫
−∞

fθ̂2(x) dx+

+∞∫
b+ε

fθ̂2(x) dx =

b−ε∫
a

fθ̂2(x) dx =

=

b−ε∫
a

n

(b− a)n
(x− a)n−1 dx =

(
1− ε

b− a

)n

,

÷òî ñõîäèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n→ ∞

P{|θ̂2 − b| > ε} → 0.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî θ̂2 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïà-
ðàìåòðà b.

Î ö å í ê à θ̂1 = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Îöåíêà θ̂1 èññëåäóåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî îöåíêå θ̂2.

Ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè θ̂1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ñ ïëîòíî-
ñòüþ

fθ̂1(x) =

{
0, åñëè x ̸∈ [a, b];

n
(b− a)n

(b− x)n−1, åñëè x ∈ [a, b].

Îòñþäà

Mθ̂1 =
n

n+ 1
a+

b

n+ 1
.

Ïîýòîìó θ̂1 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé íè ïàðàìåòðà a,
íè ïàðàìåòðà b, íî îíà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé
îöåíêîé ïàðàìåòðà a.

Îöåíêà θ̂1 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà a.

Î ö å í ê à θ̂3 = 1
n

n∑
i=1

ξi. Ïîñêîëüêó ξi, i = 1, 2, . . . , n, � ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [a, b] ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
à äëÿ íèõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m1, êàê èçâåñòíî, ðàâíî
(a+ b)/2, òî

Mθ̂3 = M
1

n

n∑
i=1

ξi = m1 =
a+ b

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, θ̂3 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé íè ïàðàìåò-
ðà a, íè ïàðàìåòðà b, íî θ̂3 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà
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m1 = (a + b)/2 � ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàâíîìåðíîãî íà
îòðåçêå [a, b] ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äàëåå, ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, θ̂3 =
1
n

n∑
i=1

ξi ñõîäèòñÿ

ïî âåðîÿòíîñòè ê m1 = (a+ b)/2, ò. å. θ̂3 � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà
ïàðàìåòðà m1 = (a+ b)/2.

Î ö å í ê à θ̂4 = (ξn−1 + ξn)/2. Äëÿ îöåíêè θ̂4

Mθ̂4 = M
ξn−1 + ξn

2
=

1

2
(Mξn−1 +Mξn) =

a+ b

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, θ̂4 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà m1 =
= (a+ b)/2.

Îöåíêà θ̂4 íå ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè íè ê îäíîé êîíñòàíòå
(ïàðàìåòðó). Â ñàìîì äåëå, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû θ̂4 = (ξn−1 + ξn)/2

fθ̂4(x) =


0, åñëè x ̸∈ [a, b];

4
(b− a)2

(x− a), åñëè x ∈ [a, a+ b
2 ];

4
(b− a)2

(b− x), åñëè x ∈ [a+ b
2 , b]

(ñíà÷àëà ïîëó÷åíà ïëîòíîñòü pζ(x) ñóììû ζ = ξn−1 + ξn, êàê
ñâåðòêà ïëîòíîñòåé ðàâíîìåðíûõ íà îòðåçêå [a, b] ðàñïðåäåëå-

íèé, à çàòåì ïëîòíîñòü fθ̂4(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ̂4 = ζ/2,

ãðàôèê fθ̂4(x) èçîáðàæåí íà ðèñ. 17.2.2).

f       (x)               
θ2

2

b    a

  a b 0 xθ     −ε θ              +εθ    

Ðèñ. 17.2.2: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè θ̂4
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È åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî θ̂4 ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íåêî-
òîðîé êîíñòàíòå θ (ñì. ðèñ. 17.2.2), òî äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ε > 0 ïðè n→ ∞ âåðîÿòíîñòü

P{|θ̂4 − θ| > ε} =

∫
{x:|x−θ|>ε}

fθ̂4(x)dx

äîëæíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íî P{|θ̂4−θ| > ε} > 0 è íå çàâèò îò n
(÷èñëåííî ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà çàøòðèõîâàííîé ïëîùàäè, ñì.
ðèñ. 17.2.2) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞.

Çàäà÷è
17.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-

íîñòüþ

f(x; θ, b) =

{
1
θ
exp{−1

θ
(x− b)}, åñëè x > b;

0, åñëè x ≤ b.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi; θ̂2 = min{ξi}; θ̂3 = θ̂1 − θ̂2.

Èìåþòñÿ ëè ñðåäè θ̂1, θ̂2, θ̂3 íåñìåùåííûå, ñîñòîÿòåëüíûå
îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ è b? Âîçìîæíî, ñðåäè íèõ èìåþòñÿ íåñìå-
ùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ? Êàêèõ èìåí-
íî?

17.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(x; θ) =

{
1

2h0
, åñëè x ∈ [θ − h0, θ + h0];

0, åñëè x /∈ [θ − h0, θ + h0],

h0 � èçâåñòíî.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 = min{ξi}; θ̂2 = max{ξi}; θ̂3 =
1

n

n∑
i=1

ξi;

θ̂λ = λ(max{ξi} − h0) + (1− λ)(min{ξi}+ h0), λ ∈ [0; 1].
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Âûÿñíèòü, êàêèå èç îöåíîê θ̂i (i = 1, 2, 3), θ̂λ íåñìåùåííûå,
ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðà θ. Âîçìîæíî, ñðåäè íèõ èìå-
þòñÿ íåñìåùåííûå, ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ?
Êàêèõ èìåííî?

17.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(x; θ, h) =

{
1
2h
, åñëè x ∈ [θ − h, θ + h];

0, åñëè x ̸∈ [θ − h, θ + h].

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 =
1

2
(max{ξi} −min{ξi}) ; θ̂2 =

1

2
(max{ξi}+min{ξi});

θ̂3 = min{ξi} −
1

n− 1
(max{ξi} −min{ξi});

θ̂4 = max{ξi}+
1

n− 1
(max{ξi} −min{ξi}).

Âûÿñíèòü, êàêèå èç îöåíîê θ̂i, i = 1, 2, 3, 4, íåñìåùåííûå, ñî-
ñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ è h. Âîçìîæíî, ñðåäè íèõ èìå-
þòñÿ ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ? Êàêèõ èìåííî?

17.4. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî íà îò-
ðåçêå [a; a+ 1] ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îöåíêè ïà-
ðàìåòðà a:

â1 =
1

n

n∑
i=1

ξi −
1

2
; â2 = max{ξi} −

n

n+ 1
.

Äîêàçàòü, ÷òî â1 è â2 ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ïà-
ðàìåòðà a.

Íàéòè Dâ1 è Dâ2. Äîêàçàòü, ÷òî

Dâ2 = o(Dâ1),

ïðè n→ ∞.



Ãëàâà 18

Îöåíêè ñ ìèíèìàëüíîé
äèñïåðñèåé

Ðàñïðåäåëåíèå F(·; θ), âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) çàâèñèò îò
íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ ∈ Θ. Ïóñòü

θ̂ = h(ξ)

� îöåíêà ïàðàìåòðà θ � ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå ïî
âûáîðêå ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn). Ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå ïàðàìåò-

ðà θ åãî îöåíêîé θ̂ ìû èçìåðÿåì âåëè÷èíîé M(θ̂− θ)2, åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

M(θ̂ − θ)2 = Dθ̂ + (Mθ̂ − θ)2,

ñì. (17.1.1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà θ,
âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåñìåùåííûå îöåíêè ïàðà-
ìåòðà θ, ò. å. òàêèå îöåíêè, äëÿ êîòîðûõ

Mθ̂ = θ

(åñëèMθ̂ ̸= θ, òî ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå θ íà θ̂ çàâåäîìî áîëüøå
÷åì ó íåñìåùåííîé îöåíêè), è, âî-âòîðûõ, ñðåäè íåñìåùåííûõ

îöåíîê θ̂ ïàðàìåòðà θ ñëåäóåò âûáèðàòü òå, êîòîðûå èìåþò ïî
âîçìîæíîñòè ìåíüøóþ äèñïåðñèþ Dθ̂, à â èäåàëå ìèíèìàëüíî
âîçìîæíóþ.

Çäåñü, åñòåñòâåííî, ñðàçó æå âîçíèêàåò çàäà÷à � à íàñêîëüêî
ìàëûìè ìîãóò áûòü äèñïåðñèè îöåíîê θ̂ ïàðàìåòðà θ?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå F(·; θ) âûáîðêè ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ,
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òî ìîæíî óêàçàòü íèæíþþ ãðàíèöó äèñïåðñèé âñåõ íåñìåùåí-
íûõ îöåíîê θ̂ = h(ξ) ïàðàìåòðà θ. Ýòà ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì F(·; θ) âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è äàåòñÿ â
ôîðìå íåðàâåíñòâà Êðàìåðà�Ðàî.

18.1 Íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî

Íàïîìíèì óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(x; θ),
(x, θ) ∈ Rn × (a, b), ïî ïàðàìåòðó θ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 18.1.1 Åñëè ôóíêöèÿ f(x; θ), (x, θ) ∈ Rn × (a, b),
äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Rn è ïðîèçâîäíàÿ
∂
∂θ
f(x; θ) ìàæîðèðóåìà èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé:∣∣∣∣ ∂∂θf(x; θ)

∣∣∣∣ ≤ Y (x),

∫
Rn

Y (x)dx <∞,

òî
∂

∂θ

∫
Rn

f(x; θ)dx =

∫
Rn

∂

∂θ
f(x; θ)dx.

Äåéñòâèòåëüíî,

1

h

 ∫
Rn

f(x; θ + h)dx−
∫
Rn

f(x; θ)dx

 =

∫
Rn

f(x; θ + h)− f(x; θ)

h
dx.

(18.1.1)
Â ñèëó òåîðåìû î ñðåäíåì∣∣∣∣f(x; θ + h)− f(x; θ)

h

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂∂tf(x; t)|t=θ+sh

∣∣∣∣ ≤ Y (x), 0 ≤ s ≤ 1,

ïîýòîìó ïðè h → 0 ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé
ñõîäèìîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (18.1.1):

lim
h→0

∫
Rn

f(x; θ + h)− f(x; θ)

h
dx =

∫
Rn

∂

∂θ
f(x; θ)dx,
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à ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë è ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåõîäÿ â
ðàâåíñòâå (18.1.1) ê ïðåäåëó ïðè h→ 0, ïîëó÷èì:

∂

∂θ

∫
Rn

f(x; θ)dx =

∫
Rn

∂

∂θ
f(x; θ)dx.

Ñë å ä ñ ò â è å. Åñëè ôóíêöèÿ f(x; θ), (x, θ) ∈ Rn×(a, b), m ðàç
äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåòðó θ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Rn è ïðî-

èçâîäíûå ∂k

∂θk
f(x; θ) ìàæîðèðóåìû èíòåãðèðóåìûìè ôóíêöèÿ-

ìè:∣∣∣∣ ∂k∂θk f(x; θ)
∣∣∣∣ ≤ Yk(x),

∫
Rn

Yk(x)dx <∞, x ∈ Rn, k = 1, 2, . . . ,m,

òî

∂k

∂θk

∫
Rn

f(x; θ)dx =

∫
Rn

∂k

∂θk
f(x; θ)dx, k = 1, 2, . . . ,m.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûáîðêó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî å¼ ðàñïðå-
äåëåíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âû-
áîðêè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ), ïàðà-
ìåòð θ áóäåì ñ÷èòàòü îäíîìåðíûì, à â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà åãî
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Θ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûé èíòåð-
âàë.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ

I(θ) = D
∂

∂θ
ln f(ξ; θ), θ ∈ Θ,

áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè ïî Ôèøåðó.
Òåîðåìà 18.1.2 (íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî). Ïóñòü

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé âûáîðî÷íûé âåê-
òîð ñ ïëîòíîñòüþ f(x; θ), x ∈ Rn, θ ∈ Θ, è θ̂ = h(ξ) � íåñìå-
ùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.

Åñëè ôóíêöèè f(x; θ) è h(x)f(x; θ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó θ ∈ Θ ïîä çíàêîì èí-
òåãðàëà, ïðè÷åì f(x; θ) � äèôôåðåíöèðóåìîñòè äâàæäû (ñì.
òåîðåìó 18.1.1), è

M

∣∣∣∣ ∂2∂θ2 ln f(ξ; θ)
∣∣∣∣ <∞,
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òî I(θ) <∞ è

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
, (18.1.2)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂

∂θ
ln f(x; θ) = C(θ)(h(x)− θ).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû ïðè âñåõ θ ∈ Θ

M
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 0,

I(θ) = D
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = −M

∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ) <∞. (18.1.3)

Äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f(x; θ) =
= f(x1, x2, . . . , xn; θ), x ∈ Rn, θ ∈ Θ, âñåãäà èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî ∫

Rn

f(x; θ)dx = 1.

È êîëü ñêîðî f(x; θ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè ïî ïàðàìåòðó θ ∈ Θ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (ñì. òåîðåìó
18.1.1), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫

Rn

∂

∂θ
f(x; θ)dx = 0, (18.1.4)

à âìåñòå ñ íèì è ðàâåíñòâî∫
Rn

(
∂

∂θ
ln f(x; θ)

)
f(x; θ)dx = 0,

êîòîðîå â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü
òàê

M
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 0. (18.1.5)

Òàê ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âñåãäà èìååò ìåñòî, ëèøü áû f(x; θ)
ìîæíî áûëî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì èíòåã-
ðàëà.
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Ïëîòíîñòü f(x; θ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè äâàæäû ïî ïàðàìåòðó θ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîýòîìó
èç (18.1.4) ñëåäóåò ∫

Rn

∂2

∂θ2
f(x; θ)dx = 0.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû M ∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ) êîíå÷íî, ïîýòîìó â ñèëó

òåîðåìû î âû÷èñëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèé îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2 . . . , ξn) (ñì. òåîðåìó 10.1.4)

M
∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ) =

∫
Rn

(
∂2

∂θ2
ln f(x; θ)

)
f(x; θ)dx =

=

∫
Rn

(
∂

∂θ

(
f ′θ(x; θ)

f(x; θ)

))
f(x; θ)dx =

=

∫
Rn

f ′′θθ(x; θ)f(x; θ)− (f ′θ(x; θ))
2

f2(x; θ)
f(x; θ)dx =

=

∫
Rn

f ′′θθ(x; θ)dx−
∫
Rn

(
f ′θ(x; θ)

f(x; θ)

)2

f(x; θ)dx =

= −
∫
Rn

(
f ′θ(x; θ)

f(x; θ)

)2

f(x; θ)dx =

= −
∫
Rn

(
∂

∂θ
ln f(x; θ)

)2

f(x; θ)dx = −M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

.

Òàê ÷òî

I(θ) = D
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) =

= M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= −M
∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ) <∞.
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Äàëåå, ïî óñëîâèþ òåîðåìû θ̂ = h(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà
ïàðàìåòðà θ, ò. å.

θ = Mθ̂ = Mh(ξ)

èëè

θ =

∫
Rn

h(x)f(x; θ)dx. (18.1.6)

Ïî÷ëåííî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî (óñëîâèÿ òåîðåìû
îáåñïå÷èâàþò äèôôåðåíöèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà):

1 =

∫
Rn

h(x)f ′θ(x; θ)dx.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà:∫
Rn

h(x)f ′θ(x; θ)dx =

∫
Rn

(
h(x)

∂

∂θ
ln f(x; θ)

)
f(x; θ)dx =

= Mh(ξ)
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = Mθ̂

∂

∂θ
ln f(ξ; θ).

Òàê ÷òî èç (18.1.6) èìååì

Mθ̂
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 1, (18.1.7)

à èç (18.1.5) �

Mθ
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 0. (18.1.8)

Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî èç ðàâåíñòâà (18.1.7) ðàâåíñòâî (18.1.8), ïî-
ëó÷àåì:

M(θ̂ − θ)
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 1.

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,
èìååì:

1 =

(
M(θ̂ − θ)

∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

≤

≤ M(θ̂ − θ)2M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= Dθ̂I(θ), (18.1.9)
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èëè

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (18.1.9) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂

∂θ
ln f(x; θ) = C(θ)(h(x)− θ).

Íà íåôîðìàëüíîì ÿçûêå íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðè îöåíèâàíèè ïàðàìåòðà θ ïî âûáîðêå
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå âåëè÷èíû 1/I(θ) (êàêîé áû íåñìåùåííîé
îöåíêîé äëÿ îöåíèâàíèÿ θ ìû íå ïîëüçîâàëèñü).

Ç àì å ÷ à í è å. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû íåÿâíî ïðåäïîëà-
ãàëîñü, ÷òî f(x; θ) > 0 íà Rn. Åñëè f(x; θ) ìîæåò îáðàùàòüñÿ
â íóëü, òî èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìíîæåñòâó òî÷åê X, ãäå
f(x; θ) > 0.

Îïðåäåëåíèå. Íåñìåùåííóþ îöåíêó θ∗ ïàðàìåòðà θ áóäåì
íàçûâàòü ýôôåêòèâíîé èëè íàèëó÷øåé íåñìåùåííîé îöåíêîé,
åñëè

Dθ∗ = inf
θ̂:Mθ̂=θ

Dθ̂.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ íåñìåùåííîé îöåíêè θ∗ ïàðàìåòðà θ
íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî

1

I(θ)
= Dθ∗,

òî θ∗ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.
Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ äëÿ ëþáîé íåñìåùåííîé îöåíêè θ̂ ïà-

ðàìåòðà θ

Dθ∗ =
1

I(θ)
≤ Dθ̂.

Îòñþäà

Dθ∗ ≤ inf
θ̂:Mθ̂=θ

Dθ̂.

Íî θ∗ � îäíà èç íåñìåùåííûõ îöåíîê, ïîýòîìó

inf
θ̂:Mθ̂=θ

Dθ̂ ≤ Dθ∗,
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Òàê ÷òî
Dθ∗ = inf

θ̂:Mθ̂=θ
Dθ̂,

ò. å. θ∗ � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûé âûáîðî÷íûé âåêòîð ñ ïëîòíîñòüþ f(x; θ), x ∈ Rn,
θ ∈ Θ, θ̂ = h(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.

Åñëè ïëîòíîñòü f(x; θ) è ñòàòèñòèêà h(x) ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèåì

∂

∂θ
ln f(x; θ) = C(θ)(h(x)− θ), x ∈ Rn, (18.1.10)

òî θ̂ = h(ξ) � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî (18.1.10) ãàðàíòèðóåò îáðàùåíèå

íåðàâåíñòâà Êðàìåðà�Ðàî â ðàâåíñòâî, à âìåñòå ñ íèì è ýô-
ôåêòèâíîñòü îöåíêè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ïëîòíîñòè f(x; θ) è ñòàòèñòèêè h(x)
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (18.1.10), òî

I(θ) = M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= C2(θ)M(h(ξ)− θ)2 = C2(θ)Dθ̂

è
1

I(θ)
= Dθ̂.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå |C(θ)| =
= I(θ).

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ g(x; θ), θ̂ = h(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåí-
êà ïàðàìåòðà θ, ïðè÷åì ñòàòèñòèêà h(x) è ñîâìåñòíàÿ ïëîò-
íîñòü

f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ) =

n∏
i=1

g(xi; θ)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû. Òîãäà èíôîðìàöèÿ

I(θ) = nD
∂

∂θ
ln g(ξ1; θ), (18.1.11)
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à íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Dθ̂ ≥ 1

nD ∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
. (18.1.12)

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ ñëåäñòâèÿ äëÿ
êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè I(θ) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

I(θ) = D
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) =

= −M
∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ) = −M

∂2

∂θ2
ln

n∏
i=1

g(ξi; θ) =

= −M
∂2

∂θ2

n∑
i=1

ln g(ξi; θ) = −M
n∑

i=1

∂2

∂θ2
ln g(ξi; θ) =

= −
n∑

i=1

M
∂2

∂θ2
ln g(ξi; θ) = −nM ∂2

∂θ2
ln g(ξ1; θ) =

= nM

(
∂

∂θ
ln g(ξ1; θ)

)2

= nD
∂

∂θ
ln g(ξ1; θ).

Åñëè ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî
èç íåðàâåíñòâà Êðàìåðà�Ðàî (18.1.12) ñëåäóåò, ÷òî íèæíÿÿ
ãðàíèöà äèñïåðñèé íåñìåùåííûõ îöåíîê ïðè n → ∞ èìååò ïî-
ðÿäîê 1/n.

Íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî (äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå). Íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî, ðàçóìååòñÿ, èìååò ìåñòî è
äëÿ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ âûáîðî÷íûõ âåêòîðîâ. Íàïîì-
íèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Pξ âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äèñêðåòíî,
åñëè ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X ⊂ Rn òàêîå,
÷òî ∑

x∈X
Pξ(x) = 1.

Íàïîìíèì åùå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðÿäà ïî ïàðà-
ìåòðó.
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Òåîðåìà 18.1.3. Åñëè ôóíêöèÿ P(x; θ), x ∈ X ⊂ Rn, θ ∈ Θ,
ïðè âñåõ x äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåòðó θ è ðÿä∑

x∈X

∂

∂θ
P(x; θ)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî θ ∈ Θ, òî ðÿä∑
x∈X

P(x; θ) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó:

∂

∂θ

∑
x∈X

P(x; θ) =
∑
x∈X

∂

∂θ
P(x; θ).

Òåîðåìà 18.1.4 (íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî, äèñêðåò-
íîå ðàñïðåäåëåíèå). Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � äèñêðåòíûé
âûáîðî÷íûé âåêòîð ñ ðàñïðåäåëåíèåì Pξ(x) = P(x; θ), x ∈ X,

θ ∈ Θ è θ̂ = h(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
Åñëè ðÿäû ∑

x∈X
P(x; θ) è

∑
x∈X

h(x)P(x; θ)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó
θ ∈ Θ, ïðè÷åì ðÿä

∑
x∈X

P(x; θ) � äèôôåðåíöèðóåìîñòè äâàæäû

(ñì. òåîðåìó 18.1.3), è

M

∣∣∣∣ ∂2∂θ2 lnP(ξ; θ)
∣∣∣∣ <∞,

òî I(θ) <∞ è

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂

∂θ
lnP(x; θ) = C(θ)(h(x)− θ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.1.4 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 18.1.2.

Èç òåîðåìû 18.1.4 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäñòâèÿ àíàëîãè÷íûå ñëåä-
ñòâèÿì 1, 2, 3 èç òåîðåìû 18.1.2. Èõ ôîðìóëèðîâêè ñîâïàäàþò ñ
ôîðìóëèðîâêàìè ñëåäñòâèé 1, 2, 3 èç òåîðåìû 18.1.2 ñ çàìåíîé
ïëîòíîñòè f(x, θ) íà ðàñïðåäåëåíèå P(x, θ).
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18.2 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 18.2.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç íîðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (θ; 1), θ ïðèíàäëåæèò îò-
ðåçêó [a, b]. ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ = ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
Ðåøåíè å. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè íåñìå-

ùåííàÿ îöåíêà θ̂ = ξ ïàðàìåòðà θ åãî ýôôåêòèâíîé îöåíêîé, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êðàìåðà�Ðàî (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðå-
ìû 18.1.2): åñëè

Dθ̂ =
1

I(θ)
,

òî îöåíêà θ̂ � ýôôåêòèâíàÿ.
Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (θ; 1) è ôóíêöèè

h(x) =
1

n

n∑
k=1

xk

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 18.1.2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(t; θ) ïëîòíîñòü

1√
2π

exp

{
−1

2
(t− θ)2

}
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (θ; 1). Ïëîòíîñòü

f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ) =

=

n∏
i=1

g(xi; θ) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n∑
i=1

(xi − θ)2
}
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ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìà ïî θ è

∂

∂θ
lnf(x; θ) =

∂

∂θ
ln

n∏
i=1

g(xi; θ) =

=

n∑
i=1

∂

∂θ
ln g(xi; θ) =

n∑
i=1

(xi − θ);

∂2

∂θ2
lnf(x; θ) =

∂

∂θ

n∑
i=1

(xi − θ) = −n;

M

∣∣∣∣ ∂2∂θ2 lnf(ξ; θ)
∣∣∣∣ = M| − n| = n.

Äàëåå, ôóíêöèÿ h(x)f(x; θ) äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ, ïðè÷åì

∂

∂θ
h(x)f(x, θ) =

∂

∂θ
h(x1, x2, . . . , xn)f(x1, x2, . . . , xn; θ) =

=
∂

∂θ
x

n∏
j=1

g(xj ; θ) =

n∑
i=1

x

(
∂

∂θ
g(xi; θ)

) n∏
j=1,j ̸=i

g(xj ; θ) =

=
1

n

n∑
i=1

n∑
k=1

xk

(
∂

∂θ
g(xi; θ)

) n∏
j=1,j ̸=i

g(xj ; θ) =

=
1

n

n∑
i=1

n∑
k=1

xk(xi − θ)

n∏
j=1

g(xj ; θ).

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

∂

∂θ
g(xi; θ) =

∂

∂θ

1√
2π

exp

{
−(xi − θ)2

2

}
=

= (xi − θ)
1√
2π

exp

{
−(xi − θ)2

2

}
= (xi − θ)g(xi; θ).
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×òîáû óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòû

äëÿ ôóíêöèè h(x) ∂
∂θ
f(x; θ), äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî îíà ñó-

ùåñòâóåò äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé

xkxi

n∏
j=1

g(xj ; θ), k, i = 1, 2, . . . , n; θ ∈ [a, b].

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ v(t) òàê:

v(t) =

{
g(t; b), åñëè t > b;
g(t; a), åñëè t < a;
c, åñëè a ≤ t ≤ b,

ãäå c = max
t,θ∈[a,b]

g(t; θ).

Ôóíêöèÿ |t|v(t) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé äëÿ
tg(t; θ), θ ∈ [a, b]. Â ïîñëåäíåì óáåæäàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

|xk|v(xk)|xi|v(xi)
n∏

j=1,j ̸=i,j ̸=k

v(xj)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé äëÿ ôóíêöèè

xkxi

n∏
j=1

g(xj ; θ).

Â ïîñëåäíåì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôó-
áèíè.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ òåîðåìû 18.1.2 âûïîëíÿþòñÿ è íåðà-
âåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî èìååò ìåñòî:

1

I(θ)
≤ Dθ̂.

Ïðè ýòîì

I(θ) = M

(
∂

∂θ
lnf(ξ; θ)

)2

= −M

(
∂2

∂θ2
lnf(ξ; θ)

)
= n;
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Dθ̂ = D

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)
=

1

n2
nDξi =

1

n
1 =

1

n
,

ò. å. íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ÷òî ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýôôåêòèâíîñòè îöåíêè θ̂ ïàðà-
ìåòðà θ.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ïðèìåðà ñîñòîèò â ïðîâåðêå äîñòà-
òî÷íîãî óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ íåðàâåíñòâà Êðàìåðà�Ðàî â ðàâåí-
ñòâî, à èìåííî:

∂

∂θ
lnf(x; θ) = c(θ)(h(x)− θ); x ∈ Rn.

Èìååì:

∂

∂θ
lnf(x; θ) =

∂

∂θ
lnf(x1, x2, . . . , xn; θ) =

=
∂

∂θ
ln

n∏
i=1

g(xi; θ) =
∂

∂θ

n∑
i=1

lng(xi; θ) =

=

n∑
i=1

∂

∂θ
ln

1√
2π

exp

{
−(xi − θ)2

2

}
=

=
n∑

i=1

∂

∂θ

(
−(xi − θ)2

2

)
=

n∑
i=1

xi − nθ =

= n

(
1

n

n∑
i=1

xi − θ

)
= n(h(x)− θ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî θ̂ = ξ � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
Çàäà÷è
18.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-

íîñòüþ

f(x; θ) =

 1
θ
exp

{
−1
θ
x

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

θ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a, b].
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ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
18.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ

P(k; θ) = Ck
Nθ

k(1− θ)N−k, k = 0, 1, . . . , N,

ãäå N � èçâåñòíîå öåëîå ÷èñëî, θ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îò-
ðåçêó [a, b].

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

nN

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
18.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-

íîñòüþ

f(x; θ) =

 x
θ
exp

{
−x

2

2θ

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0

(f(x; θ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ðýëåÿ), ïàðàìåòð θ ïðèíàä-
ëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a; b].

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

2n

n∑
i=1

ξi
2

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
18.4. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-

íîñòüþ

f(x; θ) =
1

2θ
exp

{
−1

θ
|x|
}
, θ > 0.

(f(x; θ) � ïëîòíîñòü äâóñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ).

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

|ξi|

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
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18.5. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

P(k; θ) =
1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . ,

ãäå θ > 0 è ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a, b].
ßâëÿåòñÿ ëè

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?

Çàì å ÷ à í è å. Åñëè îáîçíà÷èòü 1
1 + θ

= p, òî ðàñïðåäåëåíèå

P(k; θ) =
1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . ,

ïðèíèìàåò âèä õîðîøî èçâåñòíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ

P(k; p) = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .

18.6. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ

p(x) =

 1√
2πσ2x

exp

{
−(lnx− µ0)

2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

(p(x)� ïëîòíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ),
µ0 � èçâåñòíî, σ2 > 0 è ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a, b],
a > 0.

ßâëÿåòñÿ ëè

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(lnξi − µ0)
2

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà σ2?
18.7. Äîêàçàòü òåîðåìó 18.1.4.



Ãëàâà 19

Ýìïèðè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè

19.1 Îöåíèâàíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ

Ïóñòü A � íàáëþäàåìîå ñîáûòèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà, âåðîÿòíîñòü p = P(A) êîòîðîãî íåèçâåñòíà. Èçâåñòíî ÷èñ-
ëî µ íàñòóïëåíèé ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n íåçàâèñè-
ìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçâåñòíî ÷èñëî µ óñïå-
õîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, óñïåõ � íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A.
Íåîáõîäèìî îöåíèòü íåèçâåñòíóþ âåðîÿòíîñòü p. Ïîñêîëüêó ÷àñ-
òîòà µ/n ñîáûòèÿ A áëèçêà ê åãî âåðîÿòíîñòè p = P(A), òî å¼
è åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îöåíêè p̂ âåðîÿòíîñòè p.

Òåîðåìà 19.1.1. ×àñòîòà p̂ = µ/n óñïåõà â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòî-
ÿòåëüíîé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè óñïåõà p.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×èñëî µ óñïåõîâ â n íåçàâèñèìûõ èñ-
ïûòàíèÿõ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
(n; p). Ïîýòîìó

Mµ = np, Dµ = npq.

Îòñþäà

Mp̂ = M
µ

n
=

1

n
Mµ =

1

n
np = p,

ò. å. p̂ � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà p.
Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà

P {|p̂− p| > ε} = P {|p̂−Mp̂| > ε} ≤

≤ Dp̂

ε2
=

D(µ/n)

ε2
=

pq

nε2
.
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Ïîñëåäíÿÿ äðîáü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞ è, ñëåäîâàòåëü-
íî, p̂ � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà p.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñõîäèìîñòü p̂
P→ p òàêæå ñëåäóåò èç çàêîíà

áîëüøèõ ÷èñåë.

19.2 Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ F, ïî êîòîðîé åãî íåîáõîäèìî îöåíèòü. Ïîñêîëüêó ðàñïðåäå-
ëåíèå F îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ F (x), òî äîñòàòî÷íî îöåíèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
ò. å. îöåíèòü çíà÷åíèå F (x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ R1.

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ R1 âûáîðêà ξ1, ξ2, . . . , ξn
èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, êàæäàÿ ñ
ðàñïðåäåëåíèåì F) çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñî-
áûòèé

{ξk ∈ (−∞, x)} , k = 1, 2, . . . , n,

âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ

px = P {ξk ∈ (−∞, x)} = F (x),

à âìåñòå ñ íèìè çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n èñïûòàíèé Áåðíóë-
ëè: óñïåõ â k-ì èñïûòàíèè � ïðîèçîøëî ñîáûòèå {ξk ∈ (−∞, x)},
âåðîÿòíîñòü óñïåõà px = F (x). À, êàê èçâåñòíî (ñì. òåîðåìó
19.1.1), íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè
px = F (x) óñïåõà ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòîòà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé:

p̂x =
µx
n
,

ãäå µx � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ èëè, ÷òî òî æå, ÷èñ-
ëî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ1, ξ2, . . . , ξn ìåíüøèõ x (ïîïàâøèõ â
(−∞, x)). Î÷åâèäíî µx ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

µx =

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk).
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Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè p̂x âåðîÿòíîñòè px = F (x) èìååò ìåñòî ïðåä-
ñòàâëåíèå

p̂x =
µx
n

=
1

n

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk) = F̂n(x).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F. Ôóíêöèÿ F̂n(x), îïðåäåëåííàÿ íà R1 ðàâåíñòâîì

F̂n(x) =
1

n

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk),

èëè, ÷òî òî æå,

F̂n(x) =
µx
n
,

íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷àñòîòà p̂ = µ/n ñîáûòèÿ â n íåçàâèñèìûõ

íàáëþäåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé
âåðîÿòíîñòè p åãî ïîÿâëåíèÿ (ñì. òåîðåìó 19.1.1), à F̂n(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ {ξk ∈ (−∞, x)}, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî
ðàâíà F (x), èìååì:

Òåîðåìà 19.2.1 . Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ýìïèðè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è
ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé F (x):

MF̂n(x) = F (x),

F̂n(x)
P→ F (x)

ïðè n→ ∞.
Â ýòîì ñìûñëå ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x)

ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé îöåíêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

Ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) ÷àñòî íàçû-
âàþò ñòàòèñòè÷åñêèì àíàëîãîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
(òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F (x) íåïðåðûâíà, ïðè ýòîì
âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ðàâíà íóëþ.

Ðàñïðåäåëåíèå F̂n(x). Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñè-
ðîâàííîì x ∈ R1, ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F̂n(x) =
1

n

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk),
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êàê ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ1, ξ2, . . . , ξn, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé:

F̂n(x) = F̂n(x, ω), ω ∈ Ω,

ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî x ∈ R1 ìîæíî ãîâîðèòü î ðàñïðåäåëå-
íèè F̂n(x).

Òåîðåìà 19.2.2 (î ðàñïðåäåëåíèè F̂n(x)). Ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì x

P{F̂n(x) = k/n} = Ck
n(F (x))

k(1− F (x))n−k, k = 0, 1, . . . , n,

M(F̂n(x)) = F (x),

D(F̂n(x)) =
1

n
F (x)(1− F (x)).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x cëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà

nF̂n(x) =

n∑
j=1

I(−∞,x)(ξj),

êàê ñóììà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí I(−∞,x)(ξj), j = 1, 2, . . . , n, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P
{
I(−∞,x)(ξj) = 1

}
= F (x), P

{
I(−∞,x)(ξj) = 0

}
= 1− F (x),

áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòðàìè (n, F (x)) :

P
{
nF̂n(x) = k

}
= Ck

n(F (x))
k(1− F (x))n−k, k = 1, 2, . . . , n,

(ñì. òåîðåìó 6.1.4), ïîýòîìó

M(nF̂n(x)) = nF (x),

D(nF̂n(x)) = nF (x)(1− F (x)),

P
{
F̂n(x) = k/n

}
=

= P
{
nF̂n(x) = k

}
= Ck

n(F (x))
k(1− F (x))n−k, k = 1, 2, . . . , n.

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî

MF̂n(x) = F (x),
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D(F̂n(x)) =
1

n
F (x)(1− F (x)).

Âàðèàöèîííûé ðÿä.Ïî ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì ξ1, ξ2, . . . , ξn
îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ∗1 , ξ

∗
2 , . . . , ξ

∗
n ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ω ∈ Ω óïîðÿäî÷èì çíà÷åíèÿ
ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è ýòè óïîðÿäî÷åí-
íûå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ∗1(ω), ξ

∗
2(ω), . . . , ξ

∗
n(ω), ω ∈ Ω;

çàìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè,

ξ∗1(ω) = min{ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)},

ξ∗n(ω) = max{ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)}.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ω çíà÷åíèå ξ∗k(ω) (k = 1, 2, . . . , n) ñîâïàäàåò
ñ îäíèì èç çíà÷åíèé ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω), íî êàê ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ∗k = ξ∗k(ω), ω ∈ Ω, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò íè
ñ îäíîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ∗1 , ξ

∗
2 , . . . , ξ

∗
n íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè ξ1, ξ2, . . . , ξn, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ∗i , i = 1, 2, . . . , n, íàçû-
âàþò ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè.

Èíäåêñ j â ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêå ξ∗j ðàâåí ÷èñëó âûáîðî÷-

íûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ ëåâåå ξ∗j (âêëþ÷àÿ ξ
∗
j ).

Ðåàëèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîâåäåíèå ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:

Òåîðåìà.Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ðåàëèçàöèÿ F̂n(x) =

= F̂n(x, ω) ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííîé
ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn, ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, ìîíîòîí-
íî íåóáûâàþùåé, íåïðåðûâíîé ñëåâà, êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíê-
öèåé ñî ñêà÷êàìè, ðàâíûìè 1/n â òî÷êàõ ξk, k = 1, 2, . . . , n, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×èñëî

µx =

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk)

âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξk, ìåíüøèõ x, ðàâíî ÷èñëó

µ∗x =

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξ
∗
k)
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çíà÷åíèé ξ∗k, ìåíüøèõ x,

µ∗x = µx.

Ïîýòîìó ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå:

F̂n(x) = F̂n(x, ω) =
µ∗x
n
. (19.2.1)

Çàôèêñèðóåì ω. Íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà (19.2.1) ïîëó÷à-

åì, ÷òî F̂n(x) = 0 íà ïðîìåæóòêå (−∞, ξ∗1 ], òàê êàê ïðè x ≤ ξ∗1
÷èñëî òåõ ξ∗k, äëÿ êîòîðûõ ξ∗k < x ðàâíî íóëþ; F̂n(x) = 1/n íà
ïðîìåæóòêå (ξ∗1 , ξ

∗
2 ], ïîñêîëüêó ïðè x ∈ (ξ∗1 , ξ

∗
2 ] ÷èñëî òåõ ξ

∗
k, äëÿ

êîòîðûõ ξ∗k < x ðàâíî 1 è ò. ä., è, íàêîíåö, F̂n(x) = 1 íà ïðî-
ìåæóòêå (ξ∗n,+∞), òàê êàê ïðè x ∈ (ξ∗n,+∞) ÷èñëî òåõ ξ∗k, äëÿ
êîòîðûõ ξ∗k < x ðàâíî n (ñì. ðèñ. 19.2.1, à òàêæå ðèñ. 19.2.2).

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) = F̂n(x, ω):

1◦ íåîòðèöàòåëüíà;
2◦ ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞, ξ∗1 ], (ξ

∗
k, ξ

∗
k+1],

k = 1, 2, . . . , n− 1, (ξ∗n,+∞) (à, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà ñëå-
âà);

3◦ ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ, ïðè ýòîì F̂n(x) �âîçðàñòàåò ñêà÷-
êàìè� 1/n, â òî÷êàõ ξ∗k, k = 1, 2, . . . , n.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ýìïèðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) = F̂n(x, ω) êàê ôóíêöèÿ x îáëà-
äàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òèïè÷íûé ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

F̂n(x) = F̂n(x, ω) =
1

n

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξ
∗
k(ω)),

èçîáðàæåí íà ðèñ. 19.2.1.
Ïðåäñòàâëåíèå îá ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F̂n(x) = F̂n(x, ω) êàê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ x è ω äàåò ðèñ.
19.2.2.

Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò èìåòü ñêà÷êè
âåëè÷èíîé l/n (â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ l âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé).
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Ñîâïàäàòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ìîãóò êàê çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îíè
ôàêòè÷åñêè ðåãèñòðèðóþòñÿ ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ (÷àñòü
äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ îòáðàñûâàåòñÿ), òàê è çà çà ñ÷åò òîãî, ÷òî
âûáîðêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

x

F (x)^

ξ
∗

1
ξ

∗

2
ξ

∗

3
ξ

∗

n
ξ

∗
n-1

n

Ðèñ. 19.2.1: Ðåàëèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x,ω)
n

ξ

ξ

ξ

1

2

3

ω

x

Ðèñ. 19.2.2: Ê îïðåäåëåíèþ ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ðàñïðåäåëå-
íèå F̂n, ñîîòâåòñòâóþùåå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
F̂n(x), íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì.
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Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ àòîìè÷åñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì, ñîñðåäîòî÷åííûì â àòîìàõ ξk(ω), k = 1, 2, . . . , n, ñ ìàñ-
ñîé 1/n â êàæäîì àòîìå.

Îá óêëîíåíèÿõ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ F̂n(x) îò òåîðåòè÷åñêîé F (x). Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), áóäó÷è ïðè êàæäîì x íåñìåùåííîé è ñî-
ñòîÿòåëüíîé îöåíêîé F (x), äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ F (x).
Íî â ðÿäå çàäà÷ ýòîãî íå äîñòàòî÷íî � íåîáõîäèìî çíàòü íà-
ñêîëüêî ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), ïîñòðîåí-
íàÿ ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç F, óêëîíÿåòñÿ îò F (x) (êàêèìè
ìîãóò áûòü óêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò
òåîðåòè÷åñêîé).

Ìåðó óêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x)
îò F (x) ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, òàê:

sup
−∞<x<∞

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ (A. Í. Êîëìîãîðîâ).

Èëè òàê:
r∑

i=1

n

pi

(νi
n

− pi

)2
(Ê. Ïèðñîí),

ãäå pi � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ â ïðî-
ìåæóòîê [ai, bi), âû÷èñëåííàÿ ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
νi/n � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â òîò æå ïðîìåæóòîê, âû÷èñëåí-

íàÿ ïî ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) (âñÿ ïðÿìàÿ

ðàçáèòà íà r íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ [aj , bj):
r∪

j=1
[aj , bj) =

= R1, äâà êðàéíèõ èç íèõ áåñêîíå÷íû). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ââå-
äåííûå ìåðû óêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
F̂n(x) îò òåîðåòè÷åñêîé F (x) îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè � âíå çàâèñèìîñòè îò ðàñïðåäåëåíèÿ F, èç êîòîðîãî ïîëó-
÷åíà âûáîðêà, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ðàñïðåäåëåíèå óêëîíå-

íèÿ sup
−∞<x<∞

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣/ 1√

n
áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ

À. Í. Êîëìîãîðîâà, åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

K(x) =

+∞∑
n=−∞

(−1)ne−2n2x2
,
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à ðàñïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ Ê. Ïèðñîí áëèçêî ê χ2-ðàñïðåäåëå-
íèþ ñ (r − 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (óêëîíåíèå F̂n(x) îò F (x) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, è êîãäà ìû ãîâîðèì î òàêîì óêëî-
íåíèè, íåîáõîäèìî ãîâîðèòü î åãî ðàñïðåäåëåíèè).

Âûáîðî÷íûå êâàíòèëè. Ïóñòü F � íåïðåðûâíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà R1, α ∈ (0, 1). ×èñëî xα, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ

F (x) = α,

íàçûâàåòñÿ α-êâàíòèëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ F; 1/2-êâàíòèëü íàçû-
âàåòñÿ ìåäèàíîé ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Ðåøåíèå xα óðàâíåíèÿ F (x) = α, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèí-
ñòâåííîå, íî åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñòðîãî âîçðàñ-
òàþùàÿ, òî ðåøåíèå xα åäèíñòâåííîå.

α-Êâàíòèëü xα ðàñïðåäåëåíèÿ F � ýòî ÷èñëî, �îòñåêàþùåå
ëåâûé õâîñò� ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ �ìàññîé� α:

F (xα) = F((−∞, xα)) = α

(ñì. ðèñ. 19.2.3).

x

f(x)

0 xα 2 4

α

Ðèñ. 19.2.3: Ê îïðåäåëåíèþ α-êâàíòèëè
ðàñïðåäåëåíèÿ, f(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ F

Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì F, α-êâàíòèëü xα ðàñïðåäåëåíèÿ F åùå íàçûâàþò α-êâàí-
òèëüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Äðóãèìè ñëîâàìè, α-êâàíòèëü xα
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ýòî ÷èñëî xα, äëÿ êîòîðîãî

P {ξ < xα} = α.
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Â ÷àñòíîñòè, ìåäèàíà x1/2 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ýòî ÷èñëî,
äëÿ êîòîðîãî

P
{
ξ < x1/2

}
= 1/2.

Çàìåòèì, ÷òî
P
{
ξ < x1/2

}
= P

{
ξ ≥ x1/2

}
,

ò. å. ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ áîëüøèå x1/2 è ìåíüøèå x1/2.

Äëÿ äàííûõ α ∈ (0, 1) è öåëîãî n (n = 1, 2, . . .) îïðåäåëèì
öåëîå ÷èñëî k(α) ðàâåíñòâîì

k(α) =

{
nα, åñëè nα öåëîå;
[nα]+1, åñëè nα íå öåëîå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ F. Âûáîðî÷íîé (ýìïèðè÷åñêîé) α-êâàíòèëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó

ζα = ξ∗k(α),

â ÷àñòíîñòè, ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó

ζ1/2 = ξ∗k(1/2)

íàçûâàþò âûáîðî÷íîé ìåäèàíîé.
Òåîðåìà. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F

ñ íåïðåðûâíîé ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
òîãäà ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà

ζα = ξ∗k(α)

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé α-êâàíòèëè xα ðàñïðåäåëå-
íèÿ F.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî x

µ(x) =

n∑
j=1

I(−∞,x)(ξj)

� êîëè÷åñòâî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ìåíüøèõ x, ñëåäîâàòåëüíî
ξ∗µ(x) � íàèáîëüøåå èç íèõ è

ξ∗1 ≤ ξ∗2 ≤ . . . ≤ ξ∗µ(x).
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Ïîýòîìó, åñëè äëÿ èíäåêñà k(α) çíà÷åíèå ξ∗k(α) < x, òî

k(α) ≤ µ(x), ò. å.

{ξ∗k(α) < x} ⊂ {k(α) ≤ µ(x)}

Îáðàòíî, åñëè äëÿ èíäåêñà k(α) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
k(α) ≤ µ(x), òî ξ∗k(α) < ξ∗µ(x) < x, ò. å.

{ξ∗k(α) < x} ⊂ {k(α) ≤ µ(x)}.

Òàê ÷òî
{ξ∗k(α) < x} = {k(α) ≤ µ(x)}. (19.2.2)

Ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíîå, ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Èç ñîîòíî-
øåíèÿ (19.2.2) ïðè x = xα + ε èìååì:{

ω : ξ∗k(α)(ω) < xα + ε
}
=
{
ω : k(α) ≤ µ(xα + ε)

}
=

=
{
ω :

k(α)

n
≤ µ(xα + ε)

n

}
=
{
ω :

k(α)

n
≤ F̂n(xα + ε)

}
.

Ïðè n→ ∞

F̂n(xα + ε) → F (xα + ε) > F (xα) = α,

ò. å. F̂n(xα+ ε) ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå F (xα+ ε) áîëüøåé α, à îò-
íîøåíèå k(α)/n ñõîäèòñÿ ê α, ïîñêîëüêó

nα ≤ k(α) ≤ nα+ 1.

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ{
ω :

k(α)

n
≤ F̂n(xα + ε)

}
áëèçêà ê 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, áëèçêà ê 1 âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

{ω : ξ∗k(α)(ω) < xα + ε}.

Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà

{ω : ξ∗k(α)(ω) ≥ x} = {ω : k(α) ≥ µ(x)},
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ôîðìîé çàïèñè (19.2.2), ïðè x = xα− ε
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

{ω : ξ∗k(α)(ω) ≥ xα − ε}

áëèçêà ê 1.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 çà ñ÷åò âûáîðà n äîñòà-

òî÷íî áîëüøèì P{xα − ε ≤ ξ∗k(α) < xα + ε} = P{|ξ∗k(α) − xα| ≤ ε}
ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî ξ∗k(α) ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê xα, äðóãèìè ñëîâàìè,

ζα = ξ∗k(α)

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ xα.

19.3 Ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F(·; θ), çàâè-
ñÿùåãî îò ïàðàìåòðà θ, ïðè÷åì ïàðàìåòð θ îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì F(·; θ) (ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (·; θ)),
ò. å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì

θ = Φ(F (·; θ)),

çàäàííûì íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ðàñïðåäåëåíèé F (ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)). Íàïðèìåð, ñðåäíåå a =

∫
R1

xF(dx), ìîìåíòû

mr =
∫
R1

xrF(dx), r = 1, 2, . . ., äèñïåðñèÿ σ2 =
∫
R1

(
x−
∫
R1

tF(dt)
)2
F(dx)

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ F (x).

Ïî ýìïèðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ F̂n (ïî ýìïèðè÷åñêîé ôóí-

êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x)) ñòðîÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ýìïèðè÷åñ-
êèå (âûáîðî÷íûå) îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ = Φ(F (·; θ)).

Âûáîðêà ξ1, ξ2, . . . , ξn èç ðàñïðåäåëåíèÿ F(·; θ) çàäàåò ýìïè-

ðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x). È ïîñêîëüêó F̂n(x)
�áëèçêà� ê F (x; θ), à θ = Φ(F (·; θ)), òî â êà÷åñòâå îöåíêè ïà-
ðàìåòðà θ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü

θ̂ = Φ(F̂n(·)).
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Îïðåäåëåíèå. Îöåíêà θ̂ ïàðàìåòðà θ = Φ(F (·; θ)), îïðåäå-
ëåííàÿ ðàâåíñòâîì

θ̂ = Φ
(
F̂n(·)

)
,

íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé îöåíêîé θ èëè ýìïèðè÷åñêèì (âûáî-
ðî÷íûì) çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà θ.

Íàïðèìåð, ýìïèðè÷åñêèì (âûáîðî÷íûì) çíà÷åíèåì ñðåäíåãî

a =

∫
R1

xF(dx) = Φ1(F (·))

ÿâëÿåòñÿ

â =

∫
R1

xF̂n(dx) =
1

n

n∑
i=1

ξi,

ýìïèðè÷åñêèì (âûáîðî÷íûì) çíà÷åíèåì ìîìåíòà

mr =

∫
R1

xrF(dx) = Φr(F (·))

ÿâëÿåòñÿ

m̂r =

∫
R1

xrF̂n(dx) =
1

n

n∑
i=1

ξri ,

ýìïèðè÷åñêèì (âûáîðî÷íûì) çíà÷åíèåì äèñïåðñèè

σ2 =

∫
R1

(
x−

∫
R1

tF(dt)
)2

F(dx) = Φ(F (·))

ÿâëÿåòñÿ

σ̂2 =

∫
R1

(
x−

∫
R1

tF̂n(dt)
)2

F̂n(dx) =

∫
R1

(
x− 1

n

n∑
k=1

ξk

)2
F̂n(dx) =

=

∫
R1

(x− â)2F̂n(dx) =
1

n

n∑
i=1

(ξi − â)2.
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Èíòåãðàëû âû÷èñëåíû êàê èíòåãðàëû Ëåáåãà ïî äèñêðåòíîìó
(àòîìè÷åñêîìó) ðàñïðåäåëåíèþ F̂n, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êàõ
ξ1, ξ2, . . . , ξn ñ ìàññîé 1/n â êàæäîé:∫

R1

g(x)F̂n(dx) =
n∑

k=1

g(ξk)F̂n ({ξk}) =
n∑

k=1

g(ξk)
1

n
=

1

n

n∑
k=1

g(ξk).

Ýìïèðè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà G =
∫
R1

g(x)F(dx).

Î ðàñïðåäåëåíèè F ìîæíî ñóäèòü ïî çíà÷åíèÿì èíòåãðàëà

G =

∫
R1

g(x)F(dx)

íà íåêîòîðûõ êëàññàõ ôóíêöèé g. Â ÷àñòíîñòè, åñëè, ñêàæåì,
g = g(x) = x, òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà

G =

∫
R1

g(x)F(dx) =

∫
R1

xF(dx) = m1

ðàâíî ïåðâîìó ìîìåíòó ðàñïðåäåëåíèÿ F è äàåò ïðåäñòàâëåíèå î
ñðåäíåì ðàñïðåäåëåíèÿ F, åñëè g = g(x) = (x−m1)

2, òî çíà÷åíèå

G =

∫
R1

g(x)F(dx) =

∫
R1

(x−m1)
2F(dx) = σ2

ðàâíî âòîðîìó öåíòðàëüíîìó ìîìåíòó ðàñïðåäåëåíèÿ F. Âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà G =

∫
R1

g(x)F(dx) íà ñðàâíè-

òåëüíî óçêîì êëàññå ôóíêöèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðàñïðå-
äåëåíèå F. Íàïðèìåð, íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëà

G =

∫
R1

g(x)F(dx)

íà êëàññå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ôóíêöèé: g1 = g1(x) = x è g2 =
= g2(x) = (x−m1)

2.
Íà G =

∫
R1

g(x)F(dx) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ïàðàìåòð ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F.
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Òåîðåìà 19.3.1 (î âûáîðî÷íîì çíà÷åíèè äëÿ ïàðàìåò-
ðà G =

∫
R1

g(x)F(dx)). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F, g(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè
â R1 è

G =

∫
R1

g(x)F(dx).

Âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå

Ĝn =

∫
R1

g(x)F̂n(dx) =
1

n

n∑
k=1

g(ξk)

ïàðàìåòðà G ÿâëÿåòñÿ åãî íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî G êîíå÷íî).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

MĜn = M
1

n

n∑
k=1

g(ξk) =
1

n

n∑
k=1

Mg(ξk) =
1

n

n∑
k=1

G = G,

ò. å. Ĝn ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà G.
Äàëåå, g(ξ1), g(ξ2), . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (êàê ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . .) è

Mg(ξk) = G ̸= ∞,

ïîýòîìó â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå Õèí÷èíà ïðè
n→ ∞

1

n

n∑
k=1

g(ξk)
P−→ G,

ò. å. Ĝn � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà G.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ F, r � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè r-é ìîìåíò ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F êîíå÷åí:

mr =

∫
R1

xrF(dx) ̸= ∞,
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òî r-é âûáîðî÷íûé ìîìåíò

m̂r =
1

n

n∑
k=1

ξrk

ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé mr.
Äîñòàòî÷íî â òåîðåìå â êà÷åñòâå g(x) ðàññìîòðåòü g(x) = xr.
Òåîðåìà 19.3.2. Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ(t1, t2, . . . , ts)

(íà Rs ñî çíà÷åíèÿìè â R1), èç ñõîäèìîñòè ïðè n → ∞ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ(k)n
P→ ξ(k), k = 1, 2, . . . , s,

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

φ(ξ(1)n , ξ(2)n , . . . , ξ(s)n )
P→ φ(ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(s)).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè lim
n
ξn

P
= ξ, lim

n
ηn

P
= η, òî

lim
n
(αξn + βηn)

P
= αξ + βη, lim

n
ξnηn

P
= ξη.

Çàì å ÷ à í è å. Ñóììó âèäà 1
n

n∑
k=1

ak ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü a.

Òåîðåìà 19.3.3 (îá îöåíêàõ σ̂2, s2). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn
� âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé σ2. Âûáî-
ðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

σ̂2 =
1

n

n∑
k=1

(ξk − ξ)2

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé è àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåí-
êîé äèñïåðñèè σ2, à îöåíêà

s2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(ξk − ξ)2

� ñîñòîÿòåëüíîé è íåñìåùåííîé.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì

Mσ̂2 = M
1

n

n∑
k=1

(ξk − ξ)2 =
1

n

n∑
k=1

M(ξk − ξ)2.

Åñëè äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Mη = 0, òî Dη = Mη2, ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ÷òî M(ξk − ξ) = 0,
èìååì:

M(ξk − ξ)2 = D(ξk − ξ) = D

ξk − 1

n

n∑
j=1

ξj

 =

= D

(1− 1

n

)
ξk −

1

n

n∑
j=1, j ̸=k

ξj

 =

(
n− 1

n

)2

Dξk+

+
1

n2

n∑
j=1, j ̸=k

Dξj =

(
n− 1

n

)2

σ2 +
1

n2
(n− 1)σ2 =

n− 1

n
σ2.

È ñëåäîâàòåëüíî

Mσ̂2 =
1

n

n∑
k=1

M(ξk − ξ)2 =
1

n
n

(
n− 1

n
σ2
)

=
n− 1

n
σ2

(îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî σ̂2 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìå-
ùåííàÿ îöåíêà σ2).

Îöåíêà s2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç σ̂2 òàê:

s2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(ξk − ξ)2 =
n

n− 1
σ̂2.

Ïîýòîìó

Ms2 = M
n

n− 1
σ̂2 =

n

n− 1
· n− 1

n
σ2 = σ2.

Òàê ÷òî s2 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà σ2.
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Ïîêàæåì, ÷òî σ̂2 � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà σ2. Âû-

áîðî÷íóþ äèñïåðñèþ σ̂2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

σ̂2 =
1

n

n∑
k=1

(ξk − ξ)2 =
1

n

(
n∑

k=1

ξ2k − 2ξ

n∑
k=1

ξk + nξ
2

)
=

=
1

n

n∑
k=1

ξ2k − ξ
2
= m̂2 − (m̂1)

2.

Âûáîðî÷íûå ìîìåíòû m̂1 è m̂2 ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî ê m1 è m2 (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 19.3.1), ôóíêöèÿ
φ(t2, t1) = t2 − t21 íåïðåðûâíà, ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 19.3.2

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà φ(m̂2, m̂1) = m̂2 − (m̂1)
2 = σ̂2 ñõîäèòñÿ ïî

âåðîÿòíîñòè ê φ(m2,m1) = m2 −m2
1 = σ2. Òàê ÷òî σ̂2 � ñîñòîÿ-

òåëüíàÿ îöåíêà σ2.
Ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè s2 äëÿ ïàðàìåòðà σ2 ñëåäóåò èç ñî-

îòíîøåíèÿ

s2 =
n

n− 1
σ̂2

è ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè σ̂2 äëÿ σ2.

19.4 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 19.4.1. Íà îòðåçîê [0; 2] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó,

äåëÿùóþ åãî íà äâå ÷àñòè, è ôèêñèðóþò êîîðäèíàòó ξ òî÷êè
äåëåíèÿ.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí 10 ðàç. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî 10 çíà÷å-
íèé íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ: 0,00; 0,31;
0,70; 1,40; 0,08; 1,93; 0,79; 1,43; 1,42; 1,69.

Îöåíèòü ïî âûáîðêå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáúåìà êó-
áà ñ ðåáðîì, ðàâíûì áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

Ðåøåíè å. Ðåáðî êóáà ðàâíîmax{ξ, 2−ξ}. Îáúåì êóáà g(ξ) =
= (max{ξ, 2− ξ})3 � ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Çíà÷åíèå
G = Mg(ξ) êîíå÷íî, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ ñîñðåäîòî÷åíî íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [0;2], à ôóíêöèÿ
g(x) íà ýòîì ïðîìåæóòêå îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó íåñìåùåííîé è
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ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îáúåìà êóáà
G = Mg(ξ) = M(max{ξ, 2− ξ})3 ÿâëÿåòñÿ

Ĝn =
1

n

n∑
i=1

g(ξi) =
1

n

n∑
i=1

(max{ξi, 2− ξi})3

(ñì. òåîðåìó 19.3.1). Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 10, à âû-
áîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn ïðèâåäåíû â óñëîâèè. Çíà÷åíèÿ
Ĝ10 = 4,44.

Çàäà÷è
19.1. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (òàáë. 27.10.1)

îöåíèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà

+∞∫
−∞

exp

{
−x

2

2

}
dx.

Óêà ç à í è å 1. Ñäåëàòü â èíòåãðàëå çàìåíó

y =
1

π
arctg x+

1

2
.

Óêà ç à í è å 2. Ïî òàáëèöå ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (òàáë. 27.10.1)
ïîëó÷èòü âûáîðêó èç ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0; 1] ðàñïðåäåëå-
íèÿ è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 19.3.1.

19.2. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîëó÷èòü âû-
áîðêó îáúåìîì n = 20 èç ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýì-
ïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), n = 20. Ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè F (x) ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

19.3. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì.
òàáë. 27.10.1), ïîëó÷èòü 10 íåçàâèñèìûõ âûáîðîê îáúåìîì 12
èç ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì èõ

ξk,1, ξk,2, . . . , ξk,12, k = 1, 2, . . . , 10.
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Ïóñòü

ηk =
12∑
i=1

ξk,i − 6, k = 1, 2, . . . , 10.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü η1, η2, . . . , η10 ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç íåêîòî-
ðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëè-
çàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂10(x). Ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè N0;1(x) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåò-
ðàìè (0;1). Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣N0;1(x)− F̂10(x)
∣∣∣ .

19.4. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîòû ýëåìåíòà äî ïåðâîãî âû-
õîäà èç ñòðîÿ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé. Íàáëþäàëàñü ðàáîòà 20 ýëåìåíòîâ è ôèêñèðîâàëàñü
ïðîäîëæèòåëüíîñòü èõ ðàáîòû äî ïåðâîãî âûõîäà èç ñòðîÿ (â ÷à-
ñàõ): 11, 149, 846, 563, 384, 950, 864, 63, 990, 77, 685, 158, 348, 318,
25, 278, 1803, 83, 1544, 380.

Ïî âûáîðêå íàéòè îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòà, åñëè åãî ìåíÿþò
ïîñëå 200 ÷àñîâ íåïðåðûâíîé ðàáîòû, äàæå åñëè ýëåìåíò íå âû-
øåë èç ñòðîÿ.

19.5.Íàáëþäàþòñÿ öèôðîâûå ÷àñòè íîìåðîâ 10 àâòîìîáèëåé
(â íîìåðå ïÿòü öèôð), ïðîåçæàþùèõ ìèìî âàñ. Ïóñòü ai, bi, ci,
di, ei � öèôðû, âñòðå÷àþùèåñÿ â íîìåðå i-ãî àâòîìîáèëÿ, åñëè
åãî ÷èòàòü ñëåâà íàïðàâî. Ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

ξi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di + 10−5ei,

i = 1, 2, . . . , 10. Èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûáîðêó èç íåêî-
òîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξ10 ïîñòðîèòü ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) (n = 10). Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè F (x) ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû÷èñ-
ëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

Çàì å ÷ à í è å. Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à, åñëè â öèô-
ðîâîé ÷àñòè íîìåðà àâòîìîáèëÿ ÷åòûðå öèôðû, ïðè ýòîì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ξi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di,

i = 1, 2, . . . , 10.



Ãëàâà 20

Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê

20.1 Ìåòîä ìîìåíòîâ

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F(·; θ1, θ2, . . .
. . . , θs), çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θs. Ïàðàìåòðû
θ1, θ2, . . . , θs íåèçâåñòíû è èõ íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî âûáîðêå
ξ1, ξ2, . . . , ξn. Ïåðâûì îáùèì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ îöåíîê íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn áûë ìåòîä ìîìåí-
òîâ, ïðåäëîæåííûé Ê. Ïèðñîíîì. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â ïðèðàâ-
íèâàíèè îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ m̂r
ñîîòâåòñòâóþùèì ìîìåíòàì

mr(θ1, θ2, . . . , θs) =

∫
R1

xrF(dx; θ1, θ2, . . . , θs) (20.1.1)

ðàñïðåäåëåíèÿ F(·; θ1, θ2, . . . , θs), âû÷èñëåííûì ïðè çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θs, ðàâíûõ ñîîòâåòñòâåííî θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s (ìî-
ìåíòû mr = mr(θ1, θ2, . . . , θs) ðàñïðåäåëåíèÿ F(·; θ1, θ2, . . . , θs)
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θs, ñì. ðàâåíñòâî
(20.1.1)). À èìåííî:

m̂1 =

∫
R1

xF(dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s),

m̂2 =

∫
R1

x2F(dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s),

...

493
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m̂s =

∫
R1

xsF(dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s).

Ðàññìàòðèâàÿ êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ, ðàâíîå êîëè÷åñòâó íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîäëåæàùèõ îöåíèâàíèþ, ïîëó÷àåì òàêîå
æå êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s äàþò
èñêîìûå îöåíêè.

Ìåòîä ïðèìåíèì, åñëè ñóùåñòâóþò âñå ïåðå÷èñëåííûå ìî-
ìåíòû, è íà ïðàêòèêå ïðèâîäèò ê ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì âû÷èñ-
ëåíèÿì.

Åñëè îöåíèâàåòñÿ s ïàðàìåòðîâ, òî, êàê ïðàâèëî, ïðèðàâíè-
âàþò ìîìåíòû m̂r è mr(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s) ñ 1-ãî ïî s-é.

Ïðèìåð 20.1.1. Ïîëó÷èòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è σ2 íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x; a, σ2) =
1√
2πσ2

x∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2σ2

}
dt

ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ.
Ðåøåíè å.

m1(a, σ
2) =

∫
R1

x
1√
2πσ2

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx = a,

m2(a, σ
2) =

∫
R1

x2
1√
2πσ2

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx = σ2 + a2,

m̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi, m̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξ2i .

Ïðèðàâíèâàÿ ìîìåíòû m1(a, σ
2) è m2(a, σ

2), âû÷èñëåííûå ïðè

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è σ2, ðàâíûõ ñîîòâåòñòâåííî â è σ̂2, ñî-
îòâåòñòâóþùèì ýìïèðè÷åñêèì ìîìåíòàì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

îòíîñèòåëüíî â è σ̂2:

m1(â, σ̂2) = m̂1, m2(â, σ̂2) = m̂2,
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ïîäðîáíåå:

â = m̂1, σ̂2 + â2 = m̂2.

Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé è áóäóò îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî ïàðà-
ìåòðîâ a è σ2, ïîëó÷åííûìè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ. Îöåíêîé äëÿ
a ÿâëÿåòñÿ

â = m̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi,

äëÿ σ2 :

σ̂2 = m̂2 − (m̂1)
2 =

=
1

n

n∑
i=1

ξ2i −

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)2

=
1

n

n∑
i=1

(
ξi − ξ

)2
.

20.2 Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü äàíà ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âûáî-
ðî÷íîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ðàñïðåäåëåíèå F(·; θ) êîòîðî-
ãî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ (θ ∈ Θ). Ïàðàìåòð θ íåèçâåñòåí è åãî
íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) âûáîðêè ξ, äðóãèìè ñëî-
âàìè, ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) âûáîðêè ξ íåîáõîäèìî èç ìíîæåñòâà

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Θ ïàðàìåòðà θ âûáðàòü θ̂, êîòîðîå áóäåì
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà θ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå
F(·; θ), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì θ è íàîáîðîò, ðàñ-
ïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî çàäàåò ïàðàìåòð. Íàïðèìåð, íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå Na;σ2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì

θ = (a;σ2) è íàîáîðîò.
Îáùèì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ îöåíîê, íàèáîëåå âàæíûì êàê â

òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè, òàê è â ïðèëîæåíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðåäëîæåííûé Ôèøåðîì. Ìåòîä
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ íåôîð-
ìàëüíûõ ñîîáðàæåíèÿõ (äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå F(·; θ) âûáîðî÷íîãî âåêòîðà ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íî, åãî ïëîòíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç f(x; θ)).
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Ïî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn) âñåãäà ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäà-
íèÿ çíà÷åíèÿ âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) â ëþáîå áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî B:

P{ξ ∈ B} =

∫
B

f(x)dx, x ∈ Rn.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÷àùå (ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îêðåñòíîñòè òî÷êè xm, â êîòîðîé ïëîò-
íîñòü f(x) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Ýòîò ôàêò èëëþñ-
òðèðóåò ðèñ. 20.2.1 (äëÿ íàãëÿäíîñòè n = 1, ïðè ýòîì
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) = ξ1). Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèÿ ξ â
îêðåñòíîñòü (a, b) òî÷êè xm áîëüøå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ξ â
ïðîìåæóòêè (c, d) âíå îêðåñòíîñòè òî÷êè xm (÷èñëåííî ýòè âåðî-
ÿòíîñòè ðàâíû ïëîùàäÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâîëèíåéíûõ òðà-
ïåöèé, ñì. ðèñ. 20.2.1). Ïîýòîìó, åñëè ξ(ω) � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà ξ ñ ïëîòíîñòüþ f(x), òî �÷àùå âñåãî� çíà÷åíèå
f(ξ(ω)) ïëîòíîñòè f(x) â òî÷êå ξ(ω) è åå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
f(xm) áëèçêè ìåæäó ñîáîé.

a b c d xξ(!) xm

f(ξ(!))

f(x   )m

Ðèñ. 20.2.1: Ê âû÷èñëåíèþ âåðîÿòíîñòè
P{ξ ∈ (a, b)}

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ èç
ñåìåéñòâà f(x; θ), θ ∈ Θ, åãî âîçìîæíûõ ïëîòíîñòåé (�êàíäèäà-

òóð� íà ïëîòíîñòü âåêòîðà ξ) âûäåëÿåò ïëîòíîñòü f(x, θ̂) âåêòî-

ðà ξ (à âìåñòå ñ íåé è çíà÷åíèå θ̂ ïàðàìåòðà θ) òåì, ÷òî çíà÷åíèå
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f(ξ(ω), θ̂) ïëîòíîñòè f(x, θ̂) âåêòîðà ξ â òî÷êå ξ(ω) íàèáîëüøåå
ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèÿìè f(ξ(ω), θ) òî÷êå ξ(ω) äðóãèõ âîç-
ìîæíûõ ïëîòíîñòåé, à èìåííî:

f(ξ(ω), θ̂) = max
θ∈Θ

f(ξ(ω); θ). (20.2.1)

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå îöåíêè θ̂ ïàðàìåòðà θ åñòåñòâåííî âû-
áðàòü òî÷êó θ̂, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(ξ(ω), θ), îò θ ∈ Θ, äî-
ñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, ò.å. òî÷êó θ̂, ÿâëÿþùóþñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (20.2.1).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå. Ïóñòü ξ(ω) � ðåàëèçàöèÿ âû-
áîðêè ξ îáúåìîì 1 èç ðàñïðåäåëåíèÿ Nθ;1, θ ∈ R1, è f(x; θ) �
åãî ïëîòíîñòü (îáúåì âûáîðêè 1 � äëÿ íàãëÿäíîñòè). Ñåìåéñòâî
âîçìîæíûõ ïëîòíîñòåé

f(x; θ) =
1√
2π

exp

{
−(x− θ)2

2

}
, θ ∈ R1, (20.2.2)

âûáîðêè ξ è åå ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) � çíà÷åíèå, ïðèíÿòîå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé ξ, èçîáðàæåíî íà ðèñ. 20.2.2.

f(x;θ)

ξ(ω)

Ðèñ. 20.2.2: Ê âûáîðó ïëîòíîñòè ξ
èç ñåìåéñòâà f(x; θ) ïî çíà÷åíèþ ξ(ω)

Èç âñåõ ïëîòíîñòåé ñåìåéñòâà (20.2.2) òî÷êà ξ(ω) âûäåëÿåò êàê
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ òó ïëîòíîñòü,
êîòîðàÿ â òî÷êå ξ(ω) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ (ïëîò-
íîñòü, âûäåëåííàÿ íà ðèñ. 20.2.2 �æèðíî�, â òî÷êå ξ(ω) ïðèíè-
ìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, à, íàïðèìåð, ïëîòíîñòü, âûäåëåííàÿ
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ïóíêòèðîì, � íåò). Âìåñòå ñ ïëîòíîñòüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ, òî÷íåå, åãî îöåíêó. Çäåñü
îöåíêîé ïàðàìåòðà θ ÿâëÿåòñÿ θ̂ = ξ(ω).

Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ìîæíî ïîâòîðèòü ñ íåçíà-
÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè è äëÿ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííîãî âåê-
òîðà ξ.

Äàëåå èçëîæåííûé ïîäõîä ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïðèâîäèòñÿ â
ôîðìàëèçîâàííîì âèäå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ âû-
áîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñ ðàñïðåäåëåíèåì F(·; θ), çàâèñÿùèì îò
ïàðàìåòðà θ ∈ Θ ⊂ Rs, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ L(θ) ïàðàìåòðà
θ ∈ Θ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

L(θ) = f(ξ; θ), θ ∈ Θ,

åñëè âûáîðî÷íûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûé ñ ïëîòíîñòüþ f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ), x ∈ Rn, è ðà-
âåíñòâîì

L(θ) = F(ξ; θ), θ ∈ Θ,

åñëè âûáîðî÷íûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äèñêðåòíûé ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì F(x; θ) = F(x1, x2, . . . , xn; θ).

Îïðåäåëåíèå. Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïà-
ðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ òî÷êà θ̂, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, äðóãèìè
ñëîâàìè, îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ �
ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L(θ̂) = max
θ∈Θ

L(θ).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè L(θ) è lnL(θ) äîñòèãàþò íàèáîëüøåãî
çíà÷åíèÿ â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ (ôóíêöèÿ y = lnx ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò), à íàõîäèòü òî÷êó, â êîòîðîé lnL(θ) äîñòèãàåò íàè-
áîëüøåãî çíà÷åíèÿ, çà÷àñòóþ ïðîùå, òî îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

lnL(θ̂) = max
θ∈Θ

lnL(θ).

Ôóíêöèþ lnL(θ) åùå íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Åñëè ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ L(θ1, θ2, . . . , θs)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ1, θ2, . . . , θs, òî äëÿ ðåøåíèÿ
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óðàâíåíèÿ

lnL(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s) = max
(θ1,θ2,...,θs)∈Θ

lnL(θ1, θ2, . . . , θs) (20.2.3)

äîñòàòî÷íî íàéòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè lnL(θ1, θ2, . . . , θs),
ðåøàÿ óðàâíåíèÿ

∂

∂θi
lnL(θ1, θ2, . . . , θs) = 0, i = 1, 2, . . . , s,

è, ñðàâíèâ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè lnL(θ1, θ2, . . . , θs) â åå ñòàöèîíàð-
íûõ òî÷êàõ è ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà Θ, âûáðàòü òî÷êó
θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s), â êîòîðîé ôóíêöèÿ lnL(θ1, θ2, . . . , θs) äîñòè-
ãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Ýòà òî÷êà è áóäåò ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (20.2.3).

Óðàâíåíèÿ

∂

∂θi
lnL(θ1, θ2, . . . , θs) = 0, i = 1, 2, . . . , s,

íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
Çàì å ÷ à í è å. Ïîëó÷àÿ îöåíêó ïàðàìåòðà θ êàê ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ L(θ̂) = max
θ∈Θ

L(θ), ñëåäóåò îòáðîñèòü âñå ðåøåíèÿ âèäà

θ = const. Îöåíêè, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðêè, äëÿ íàñ èíòåðåñà
íå ïðåäñòàâëÿþò.

Ïðèìåð 20.2.1 (îöåíèâàíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ).
Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

Q(x; p) = px(1− p)1−x, x = 0, 1; p ∈ (0; 1).

Ïîëó÷èòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p.
Ðåøåíè å. Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ p̂ ïàðà-

ìåòðà p ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

Âûïèøåì ôóíêöèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ñîâìåñò-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn

F(x1, x2, . . . , xn; p) =
n∏

i=1

Q(xi; p) =

=

n∏
i=1

pxi(1− p)1−xi = p

n∑
i=1

xi

(1− p)
n−

n∑
i=1

xi

,
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à, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ

L(p) = p

n∑
i=1

ξi
(1− p)

n−
n∑

i=1
ξi
.

À ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

lnL(p) =
n∑

i=1

ξi ln p+ (n−
n∑

i=1

ξi) ln(1− p) =

= n(ξ ln p+ (1− ξ) ln(1− p)).

Ôóíêöèÿ lnL(p) äèôôåðåíöèðóåìà ïî p, ïîýòîìó ìîæíî âûïè-
ñàòü óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

d

dp
lnL(p) = 0,

èëè, ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

n(ξ/p− (1− ξ)/(1− p)) = 0.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ p = ξ. Íà ãðà-
íèöå îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ p çíà÷åíèå L(p) = 0,
ïîýòîìó ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ L(p) äîñòèãà-
åò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå p = ξ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

p̂ = ξ

ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p.
Ïðèìåð 20.2.2. Ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç ïîêàçàòåëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x; θ) =

{
θe−θx, ïðè x > 0,

0, ïðè x ≤ 0

ïîëó÷èòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåò-
ðà θ.

Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà âûïèøåì ôóíêöèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü p(x1, x2, . . . , xn; θ) ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ðàâíà ïðî-
èçâåäåíèþ ïëîòíîñòåé p(xi; θ) êîìïîíåíò:

p(x1, x2, . . . , xn; θ) =

n∏
i=1

p(xi; θ) =

n∏
i=1

θe−θxi = θne
−θ

n∑
i=1

xi

,
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åñëè âñå xi > 0, à åñëè õîòÿ áû îäíî xi ≤ 0, òî

p(x1, x2, . . . , xn; θ) = 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ L(θ)
âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn

L(θ) = θn exp

{
−θ

n∑
i=1

ξi

}
= θn exp

{
−θnξ

}
,

åñëè âñå ξi > 0 (è ðàâíà 0, åñëè õîòÿ áû îäíî ξj ≤ 0,) à ëîãàðèô-
ìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

lnL(θ) = n ln θ − nθξ

(åñëè âñå ξi > 0). Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ, ïîýòîìó ìîæíî âûïè-
ñàòü óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

d

dθ
lnL(θ) = 0

èëè, ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

n/θ − nξ = 0.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ θ = 1/ξ. Ôóíê-
öèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ L(θ) íà ãðàíèöå îáëàñòè äî-
ïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ ðàâíà 0. Ïîýòîìó â òî÷êå
θ̂ = 1/ξ ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ L(θ) äîñòèãàåò
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

θ̂ = 1/ξ

ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ.
Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ. Ìû ðàññìîòðåëè ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îöåíêè, ïîëó-
÷åííûå ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, �õîðîøèå�,
à èìåííî, îíè ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè, àñèìïòîòè÷åñêè íîð-
ìàëüíûìè è àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè.
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Íàïîìíèì, ÷òî íåñìåùåííàÿ îöåíêà θ∗ ïàðàìåòðà θ íàçûâà-
åòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè

Dθ∗ = inf
θ̂:Mθ̂=θ

Dθ̂.

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà

e(θ̂) =

inf
θ̂:Mθ̂=θ

Dθ̂

Dθ̂

íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòüþ íåñìåùåííîé îöåíêè θ̂ ïàðàìåò-
ðà θ.

ßñíî, ÷òî äëÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêè θ∗ ïàðàìåòðà θ çíà÷åíèå
e(θ∗) = 1, è íàîáîðîò, åñëè äëÿ íåñìåùåííîé îöåíêè θ∗ ïàðàìåò-
ðà θ çíà÷åíèå e(θ∗) = 1, òî θ∗ � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåò-
ðà θ.

Ïóñòü îáúåì âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn ìîæåò íåîãðàíè÷åííî âîç-
ðàñòàòü, è ïóñòü θ̂n � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ, à e(θ̂n)

� ýôôåêòèâíîñòü îöåíêè θ̂n, n = 1, 2, . . . Åñëè ïðè n→ ∞

e(θ̂n) =

inf
θ̂:Mθ̂=θ

Dθ̂

Dθ̂n
→ 1,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̂n} ïàðàìåòðà θ íàçûâàþò àñèìï-
òîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ g(x; θ), θ̂n � íåñìåùåííàÿ îöåíêà

ïàðàìåòðà θ, ïðè÷åì g(x; θ) è θ̂n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî (ñì. òåîðåìó
18.1.2), òîãäà

Dθ̂n ≥ 1

nD
(
∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
)

(ñì. ðàâåíñòâî (18.1.12)). Ïîýòîìó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n

inf
θ̂n:Mθ̂n=θ

Dθ̂n ≥ 1

nD
(
∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
) ,
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

e(θ̂n) =

inf
θ̂:Mθ̂=θ

Dθ̂

Dθ̂n
≥ 1

nD
(
∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
)
Dθ̂n

.

Åñëè ïðè ýòîì

1

nD
(
∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
)
Dθ̂n

→ 1,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̂n} ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýô-
ôåêòèâíîé.

×àñòî áûâàåò èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̂n}
äàííîãî ïàðàìåòðà θ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðà-
ìè (θ; 1/(c2n)) (c > 0), ò. å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

(θ̂n − θ)

/
1

c
√
n

ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1). Ïðè ýòîì θ̂n ìîãóò áûòü êàê
íåñìåùåííûìè, òàê è ñìåùåííûìè îöåíêàìè θ, íî åñëè ïðè ýòîì

1

nD
(
∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
)

1
c2n

=
1

1
c2
D
(
∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
) = 1, (20.2.4)

òî àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíóþ ñ ïàðàìåòðàìè (θ; (1/(c2n))) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̂n} ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü àñèìï-
òîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé.

Òåîðåìà 20.2.1 (î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ìàêñèìàëüíî-
ãî ïðàâäîïîäîáèÿ). Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ g(x; θ),
θ ∈ Θ. Åñëè g(x; θ) òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåò-
ðó θ ∈ Θ, äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè
äâàæäû ïî ïàðàìåòðó θ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (ñì. òåîðåìó
18.1.1) è

M

∣∣∣∣ ∂2∂θ2 ln g(ξ1; θ)
∣∣∣∣ < +∞,
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M

∣∣∣∣ ∂3∂θ3 ln g(ξ1; θ)
∣∣∣∣ ≤ K

äëÿ âñåõ θ ∈ Θ, òî ðåøåíèå θ∗n óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

∂

∂θ
ln

n∏
i=1

g(xi; θ) = 0

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé ñ ïàðà-
ìåòðàìè (θ, 1/In(θ)) è àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé îöåíêîé
ïàðàìåòðà θ, ãäå

In(θ) = nD

(
∂

∂θ
ln g(ξ1; θ)

)
= nσ2

� èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn îáî-

çíà÷èì ÷åðåç f(x; θ):

f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ) =

n∏
i=1

g(xi; θ).

×åðåç θ0 îáîçíà÷èì íåèçâåñòíîå èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ.
Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî θ0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà èíòåðâàëà Θ.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå θ∗n óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 0

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé θ0, ò. å. ïðè n→ ∞ ñõîäèòñÿ ïî
âåðîÿòíîñòè ê θ0.

Âûïèøåì ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè

∂

∂θ
ln f(ξ; θ) =

∂

∂θ
ln f(ξ1, ξ2, . . . , ξn, ; θ) =

=
∂

∂θ
ln

n∏
i=1

g(ξi; θ) =

n∑
i=1

∂

∂θ
ln g(ξi; θ)

â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ0. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ∂
∂θ

ln g(ξi; θ),

i = 1, 2, . . . , n, â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ0 èìååì

∂

∂θ
ln g(ξi; θ) =

∂

∂θ
ln g(ξi; θ0) + (θ − θ0)

∂2

∂θ2
ln g(ξi; θ0)+
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+
1

2
(θ − θ0)

2 ∂
3

∂θ3
ln g(ξi; θ0 + t(ξi)),

θ0+ t(ξi) � òî÷êà èç ïðîìåæóòêà ñ êîíöàìè θ0 è θ, i = 1, 2, . . . , n.
Ïðîñóììèðîâàâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïî i îò 1 äî n è óìíîæèâ
íà 1/n, ïîëó÷èì:

1

n

∂

∂θ
ln f(ξ; θ) =

1

n

n∑
i=1

∂

∂θ
ln g(ξi; θ0)+

+(θ − θ0)
1

n

n∑
i=1

∂2

∂θ2
ln g(ξi; θ0)+

+
1

2
(θ − θ0)

2 1

n

n∑
i=1

∂3

∂θ3
ln g(ξi; θ0 + t(ξi)) =

= B0 + (θ − θ0)B1 +
1

2
(θ − θ0)

2B2,

ãäå

B0 =
1

n

n∑
i=1

∂

∂θ
ln g(ξi; θ0), B1 =

1

n

n∑
i=1

∂2

∂θ2
ln g(ξi; θ0),

B2 =
1

n

n∑
i=1

∂3

∂θ3
ln g(ξi; θ0 + t(ξi)).

Òîãäà óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 0

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

B0 + (θ − θ0)B1 +
1

2
(θ − θ0)

2B2 = 0. (20.2.5)

Îöåíèì çíà÷åíèÿ êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî θ òðåõ÷ëåíà

1

n

∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = B0 + (θ − θ0)B1 +

1

2
(θ − θ0)

2B2
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íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [θ0 − δ, θ0 + δ] ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ è
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûÿñíèì, êàê âåäóò
ñåáÿ êîýôôèöèåíòû B0, B1, B2 ïðè n→ ∞. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî

M
∂3

∂θ3
ln g(ξi; θ0 + t(ξi)) = C ̸= ∞,

à â òåîðåìå 18.1.2 óñòàíîâëåíî, ÷òî

M

(
∂

∂θ
ln g(ξi; θ0)

)
= 0,

M

(
∂2

∂θ2
ln g(ξi; θ0)

)
= −D

(
∂

∂θ
ln g(ξi; θ0)

)
= −σ2 ̸= ∞.

Ïîýòîìó ïðè n → ∞ ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå
Õèí÷èíà (ñì. òåîðåìó 14.1.2) êîýôôèöèåíòû B0, B1, B2 ñõîäÿòñÿ
ïî âåðîÿòíîñòè, à èìåííî

B0 =
1

n

n∑
i=1

∂

∂θ
ln g(ξi; θ0)

P→ M
∂

∂θ
ln g(ξi; θ0) = 0,

B1 =
1

n

n∑
i=1

∂2

∂θ2
ln g(ξi; θ0)

P→ M
∂2

∂θ2
ln g(ξi; θ0) = −σ2,

B2 =
1

n

n∑
i=1

∂3

∂θ3
ln g(ξi; θ0 + t(ξi))

P→ M
∂3

∂θ3
ln g(ξi; θ0 + t(ξi)) = C.

È, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàííûõ δ > 0 è ε > 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî N (n > N),

P
{
−δ2 < B0 < δ2

}
≥ 1−ε/3, P

{
−3σ2/2 < B1 < −σ2/2

}
≥ 1−ε/3,

P {−2|C| < B2 < 2|C|} ≥ 1− ε/3,

à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

S = {−δ2 < B0 < δ2}∩

∩{−3σ2/2 < B1 < −σ2/2} ∩ {−2|C| < B2 < 2|C|}
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áîëüøå 1− ε :
P(S) ≥ 1− ε

(ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî P(S) ≤ ε).
Ïóñòü ω ∈ S è n > N . Îïðåäåëèì çíàê ìíîãî÷ëåíà

1

n

∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = B0 + (θ − θ0)B1 +

1

2
(θ − θ0)

2B2

íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [θ0 − δ, θ0 + δ]. Â òî÷êå θ0 + δ çíà÷åíèå

1

n

∂

∂θ
ln f(ξ; θ0 + δ) = B0 + δB1 +

1

2
δ2B2 ≤

≤ δ2 − δσ2/2 +
1

2
δ22|C| = δ

(
δ(1 + |C|)− σ2/2

)
ìåíüøå íóëÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ. Â òî÷êå θ0 − δ çíà÷åíèå

1

n

∂

∂θ
ln f(ξ; θ0 − δ) = B0 − δB1 +

1

2
δ2B2 ≥

≥ −δ2 + δσ2/2 +
1

2
δ2(−2|C|) = δ

(
σ2/2− δ(1 + |C|)

)
,

ïîëîæèòåëüíî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ.
Òàê ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0 è ω ∈ S íåïðåðûâíàÿ

ïî θ ôóíêöèÿ

1

n

∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = B0 + (θ − θ0)B1 +

1

2
(θ − θ0)

2B2

íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [θ0 − δ, θ0 + δ] ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàç-
íûõ çíàêîâ. Ïîýòîìó ïðè ω ∈ S íà ïðîìåæóòêå [θ0 − δ, θ0 + δ]
ñóùåñòâóåò òî÷êà θ∗n, äëÿ êîòîðîé

∂

∂θ
ln f(ξ; θ∗n) = 0,

ò. å. íà ïðîìåæóòêå [θ0−δ, θ0+δ] óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò
êîðåíü. Ôàêòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

S ⊂ {ω : |θ∗n − θ0| < δ}

è, ñëåäîâàòåëüíî,

P {|θ∗n − θ0| < δ} ≥ P(S) ≥ 1− ε.
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Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå θ∗n óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
ïðè n→ ∞ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê θ0, ò. å. θ

∗
n � ñîñòîÿòåëü-

íàÿ îöåíêà θ0.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî θ∗n àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðà-

ìåòðàìè (θ0; (1/In(θ)), ò. å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

(θ∗n − θ0)

/
1√
In(θ)

= (θ∗n − θ0)

/
1

σ
√
n

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè N0;1(x) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðà-
ìåòðàìè (0; 1).

Äëÿ θ∗n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

B0 + (θ∗n − θ0)B1 +
1

2
(θ∗n − θ0)

2B2 = 0.

Îòñþäà

θ∗n − θ0 =
−B0

B1 +
1
2 (θ∗n − θ0)B2

=

n∑
i=1

∂
∂θ

ln g(ξi; θ0)

−n(B1 +
1
2 (θ∗n − θ0)B2)

,

(θ∗n − θ0)

/
1

σ
√
n

=

n∑
i=1

∂
∂θ

ln g(ξi; θ0)

−
√
n
σ

(
B1 +

1
2(θ

∗
n − θ0)B2

) =

=

(
n∑

i=1

∂
∂θ

ln g(ξi; θ0)

)/
σ
√
n

− 1
σ2

(
B1 +

1
2 (θ∗n − θ0)B2

) . (20.2.6)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ ïðàâîé ÷àñòè (20.2.6) ñõî-
äèòñÿ ê N0;1(x) (â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí), à çíàìåíàòåëü
ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê 1, ÷òî ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè

B1
P→ −σ2, B2

P→ C, θ∗n
P→ θ0
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ïðè n → ∞. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äðîáè â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (20.2.6) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ N0;1(x) (ñì., íàïðèìåð, Ã. Êðàìåð �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
ñòàòèñòèêè�, ñòð. 281).

Òàê ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

(θ∗n − θ0)

/
1

σ
√
n

= (θ∗n − θ0)

/
1√
In(θ)

ñõîäèòñÿ ê N0;1(x), ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θ
∗
n ÿâëÿåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêè íîðìàëüíîé ñ ïàðàìåòðàìè (θ0, 1/In(θ)).
Äàëåå, òàê êàê θ∗n àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè

(θ0; 1/In(θ)), à

1

nD
(
∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
)

1
In(θ)

=
1

nσ2 1
σ2n

= 1,

òî θ∗n � àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíà (ñì. ðàâåíñòâî (20.2.4)).
Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

20.3 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ïîëó÷åíèå îöåíêè ìàêñè-

ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ôóíêöèÿ ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà.

Ïðèìåð 20.3.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;α, µ) =
1

2α
exp

{
−|x− µ|

α

}
, x ∈ R1, α > 0,

(f(x;α, µ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà). Íàéòè îöåíêè
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α è µ.

Ðåøåíè å. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ðàâíà

f(x1, x2, . . . , xn;α, µ) =

n∏
i=1

f(xi;α, µ) =
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=

n∏
i=1

1

2α
exp

{
−|xi − µ|

α

}
=

(
1

2α

)n

exp

{
− 1

α

n∑
i=1

|xi − µ|

}
.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

L(α, µ) = f(ξ1, ξ2, . . . , ξn;α, µ) =

(
1

2α

)n

exp

{
− 1

α

n∑
i=1

|ξi − µ|

}
.

Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà (α;µ) ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êà (α̂; µ̂), â êîòîðîé L(α;µ) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà-
÷åíèÿ. Íàéäåì ýòó òî÷êó. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
ïî µ íå äèôôåðåíöèðóåìà.

Ïóñòü

Q(µ) =

n∑
i=1

|ξi − µ|.

×åðåçQ∗ îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèèQ(µ). Ïóñòü
îíî äîñòèãàåòñÿ ïðè µ = µ̂, ò. å.

Q∗ = Q(µ̂)

(ïðè n ≥ 2 çíà÷åíèå Q∗ > 0). Òîãäà äëÿ êàæäîãî α

L(α, µ) =

(
1

2α

)n

exp

{
− 1

α
Q(µ)

}
≤
(

1

2α

)n

exp

{
− 1

α
Q∗
}
.

Äàëåå, ïóñòü α̂ � òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

L(α, µ̂) =

(
1

2α

)n

exp

{
− 1

α
Q∗
}

äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (α;µ)
è òî÷êè (α̂; µ̂) èìååì:

L(α, µ) ≤
(

1

2α

)n

exp

{
− 1

α
Q∗
}

≤
(

1

2α̂

)n

exp

{
− 1

α̂
Q∗
}
.

Ïîýòîìó (α̂; µ̂) � òî÷êà, â êîòîðîé L(α;µ) äîñòèãàåò íàèáîëü-
øåãî çíà÷åíèÿ. È åå ìîæíî ïîëó÷èòü òàê: 1◦ íàõîäèì òî÷êó µ̂,
â êîòîðîé

Q(µ) =

n∑
i=1

|ξi − µ|



20.3. Ïðèìåðû è çàäà÷è 511

äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ; 2◦ íàõîäèì òî÷êó α̂, â êîòîðîé

L(α, µ̂) =

(
1

2α

)n

exp

{
− 1

α
Q∗
}

äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Òî÷êà (α̂; µ̂) è áóäåò èñêîìîé.

Íàéäåì òî÷êó µ̂, â êîòîðîé ôóíêöèÿ Q(µ) =
n∑

i=1
|ξi − µ| äî-

ñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü ξ∗1 , ξ

∗
2 , . . . , ξ

∗
n � âàðèàöèîííûé ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ. Î÷åâèäíî

Q(µ) =

n∑
i=1

|ξi − µ| =
n∑

i=1

|ξ∗i − µ|.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) n � íå÷åòíî è 2) n � ÷åòíî.
1) Ïóñòü n = 2k − 1. Íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞, ξ∗1 ],

(ξ∗i−1, ξ
∗
i ], i = 2, 3, . . . , n, (ξ∗n,+∞) ôóíêöèÿ Q(µ) =

n∑
i=1

|ξ∗i − µ|

ëèíåéíà. Ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêàõ (−∞, ξ∗1 ], (ξ∗i−1, ξ
∗
i ], i =

= 2, 3, . . . , k, óáûâàåò, òàê êàê óãëîâîé êîýôôèöèåíò � êîýô-
ôèöèåíò ïðè µ � îòðèöàòåëåí, à íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ
(ξ∗i−1, ξ

∗
i ], i = k+1, . . . , 2k− 1, (ξ∗2k−1,∞) âîçðàñòàåò (êîýôôèöè-

åíò ïðè µ ïîëîæèòåëåí). Ïîýòîìó íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ Q(µ) äîñòèãàåò â òî÷êå ξ∗k (ñì. ðèñ. 20.3.1).

2) Ïóñòü òåïåðü n = 2k. Òîãäà íà êàæäîì èç ïðîìåæóò-
êîâ (−∞, ξ∗1 ], (ξ

∗
i−1, ξ

∗
i ], i = 2, 3, . . . , k, ôóíêöèÿ Q(µ) óáûâàåò,

íà ïðîìåæóòêå (ξ∗k, ξ
∗
k+1] ïîñòîÿííà, íà ïðîìåæóòêàõ (ξ∗i−1, ξ

∗
i ],

i = k + 2, k + 3, . . . , 2k, (ξ∗n,+∞) âîçðàñòàåò è, ñëåäîâàòåëüíî,
íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ Q(µ) äîñòèãàåò â êàæäîé òî÷êå
ïðîìåæóòêà (ξ∗k, ξ

∗
k+1] (ñì. ðèñ. 20.3.2).

Äàëåå,

L(α, µ̂) =

(
1

2α

)n

exp

{
− 1

α
Q∗
}
,

lnL(α, µ̂) = −n ln(2α)− Q∗

α
,

d

dα
lnL(α, µ̂) = −n

α
+

1

α2
Q∗.
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Ðåøàÿ óðàâíåíèå

−n
α
+

1

α2
Q∗ = 0,

ïîëó÷àåì òî÷êó α̂ = Q∗/n, â êîòîðîé ôóíêöèÿ L(α, µ̂) äîñòèãàåò
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

Q(µ)

ξ
k  2

ξ
k

ξ
k+1

ξ
k  1

ξ
k+2

µ* ****

Ðèñ. 20.3.1: Ãðàôèê ôóíêöèè Q(µ) ïðè n = 2k − 1

Q(µ)

ξ
k  1

ξ
k+1

ξ
k  

ξ
k+2

µ* ***

Ðèñ. 20.3.2: Ãðàôèê ôóíêöèè Q(µ) ïðè n = 2k

Èòàê, ïðè n = 2k−1 îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
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ïàðàìåòðà (α, µ) ÿâëÿåòñÿ

(α̂, µ̂) =

(
1

n
Q∗, ξ∗k

)
,

ïðè n = 2k �

(α̂, µ̂) =

(
1

n
Q∗, µ̂

)
,

ãäå µ̂ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà (ξ∗k, ξ
∗
k+1].

Çàäà÷è
20.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-

íîñòüþ

f(x; a, b) =

{
1

b− a
, åñëè x ∈ [a, b];

0, åñëè x ̸∈ [a, b].

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ â è b̂ ïàðàìåòðîâ a è b èõ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè? Ñîñòî-
ÿòåëüíûìè îöåíêàìè?

20.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(x; θ, h) =

{
1
2h
, åñëè x ∈ [θ − h, θ + h];

0, åñëè x ̸∈ [θ − h, θ + h]

(f(x; θ, h) � ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [θ − h, θ + h]
ðàñïðåäåëåíèÿ).

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ è h ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ θ̂ è ĥ ïàðàìåòðîâ θ è h íåñìåùåííûìè îöåíêàìè? Ñîñòîÿ-
òåëüíûìè îöåíêàìè?

20.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(x; θ) =

{
1

2h0
, åñëè x ∈ [θ − h0, θ + h0];

0, åñëè x ̸∈ [θ − h0, θ + h0].

Íàéòè îöåíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ.
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Âûÿñíèòü, áóäåò ëè θ̂ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé
ïàðàìåòðà θ.

20.4. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(x;h) =

{
1
2h
, åñëè x ∈ [θ0 − h, θ0 + h];

0, åñëè x ̸∈ [θ0 − h, θ0 + h].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà h ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ ïàðàìåòðà h åãî íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé.

20.5. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì p:

P(k; p) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . .

Îöåíèòü ïàðàìåòð p ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ.
20.6. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-

íîñòüþ

f(x; a, b) =

 1
a exp

{
−1
a(x− b)

}
, åñëè x > b;

0, åñëè x ≤ b

(f(x; a, b) � ïëîòíîñòü ñìåùåííîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ).

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ ïàðàìåòðîâ a è b íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêà-
ìè.

20.7. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

P(k; θ) =
1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . , θ > 0.

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêa ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ ïàðàìåòða θ åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé, ýôôåêòèâíîé
îöåíêîé.
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20.8.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó � ÷èñëî íåóäà÷
äî r-ãî óñïåõà â íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñè-
ìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ) ñ ïàðàìåòðàìè (r, p):

P{ξ = k} = Ck
r−1+k p

r(1− p)k, k = 0, 1, . . .

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (r, p), r � èçâåñòíî. Íàéòè
îöåíêó ïàðàìåòðà p ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ.

Óê à ç à í è å. Îáùåå êîëè÷åñòâî íåóäà÷ äî r-ãî óñïåõà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû:

ξ = η1 + η2 + . . .+ ηr,

ãäå η1, η2, . . . , ηr � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p.

20.9. Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà N ðûáèí â îçåðå âû-
ëîâèëè K ðûáèí, ïîìåòèëè èõ è âûïóñòèëè â îçåðî. ×åðåç íåêî-
òîðîå âðåìÿ â îçåðå âûëîâèëè n ðûáèí. Ïðè ýòîì k èç íèõ îêà-
çàëèñü ìå÷åííûìè.

Êàêîå íàèáîëåå âåðîÿòíîå êîëè÷åñòâî ðûáèí â îçåðå?
Óê à ç à í è å. Çàäà÷ó ðåøèòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîëè÷åñ-

òâî N ðûáèí â îçåðå âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ n. Â ýòîì ïðåäïî-
ëîæåíèè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ � êîëè÷åñòâî ìå÷åííûõ ðûáèí
ñðåäè n âûëîâëåííûõ � ìîæíî ñ÷èòàòü áèíîìèàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííîé.

20.10.Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(x; a, b) =

 1
a exp

{
−1
a(x− b)

}
, åñëè x > b;

0, åñëè x ≤ b.

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ.
20.11. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ

P(k;m) = Ck
mp

k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m.

(m èçâåñòíî).
Íàéòè îöåíêó p̂ ïàðàìåòðà p ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ. Âûÿñíèòü,

ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêa p̂ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé è ýôôåêòèâ-
íîé îöåíêîé p.
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20.12. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà

P(k;λ) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà λ ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ïàðàìåòðà λ åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé, ýôôåêòèâíîé îöåí-
êîé.

20.13.Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(x; θ, h) =

{
1

2
√
3h
, åñëè x ∈ [θ −

√
3h, θ +

√
3h];

0, åñëè x ̸∈ [θ −
√
3h, θ +

√
3h].

Íàéòè îöåíêè θ̂ è ĥ ïàðàìåòðîâ θ è h ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè θ̂, ĥ íåñìåùåííûìè, ñîñòîÿòåëüíûìè

îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ θ, h.



Ãëàâà 21

Íîðìàëüíàÿ âûáîðêà

21.1 Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå

Çäåñü íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âåêòîð (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
êàê âåêòîð-ñòîëáåö ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′ (øòðèõ îáîçíà÷àåò îïå-
ðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ).

Îïðåäåëåíèå.Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′ íàçûâàåòñÿ âåêòîð

Mξ = (Mξ1,Mξ2, . . . ,Mξn)
′.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé
ìàòðèöû V (n×m) = [vkj ], k = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m, íà-
çûâàåòñÿ ìàòðèöà

MV = [Mvkj ], k = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.

Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.Äëÿ
ñëó÷àéíûõ ìàòðèö V (n×m) è W (n×m)

M(V +W ) = MV +MW.

Äëÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöû V (n×m) è ïîñòîÿííûõ ìàòðèö A(p×n),
B(m×q)

M(AV B) = A(MV )B.

Ðàâåíñòâà î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ èç ñâîéñòâà ëè-
íåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.

517



518 Ãëàâà 21. Íîðìàëüíàÿ âûáîðêà

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Êîâà-
ðèàöèîííîé ìàòðèöåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

Γ = M(ξ −Mξ)(ξ −Mξ)′,

äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòðèöà Γ = [Γkj ] , k, j = 1, 2, . . . , n, ýëåìåí-
òàìè Γkj êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

Γkj = M(ξk −Mξk)(ξj −Mξj), k, j = 1, 2, . . . , n.

Çàìåòèì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Γjj , j = 1, 2, . . . , n, êîâà-
ðèàöèîííîé ìàòðèöû Γ = [Γkj ] , k, j = 1, 2, . . . , n, ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî Dξj :

Γjj = M(ξj −Mξj)(ξj −Mξj) = M(ξj −Mξj)
2 = Dξj .

Ëåììà 21.1.1. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà

η = Aξ,

ïîëó÷åííîãî èç âåêòîðà ξ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì A, ðàâíà

Γη = AΓξA
′.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

Γη = M(η −Mη)(η −Mη)′ = M(Aξ −MAξ)(Aξ −MAξ)′ =

= MA(ξ −Mξ)(ξ −Mξ)′A′ = AM(ξ −Mξ)(ξ −Mξ)′A′ = AΓξA
′.

Çàì å ÷ à í è å. Êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû âåêòîðîâ ξ è ξ+a
ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íîé è ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Γ � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′. Åå ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ

Γkj = M(ξk −Mξk)(ξj −Mξj), k, j = 1, 2, . . . , n.

Î÷åâèäíî, ÷òî

Γkj = Γjk, k, j = 1, 2, . . . , n,

ò. å. êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.
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Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà Γ = [Γkj ] ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðå-
äåëåíà, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u = (u1, u2, . . . , un)

′

(Γu, u) ≥ 0,

èëè, ÷òî òî æå
n∑

k,j=1

Γkjukuj ≥ 0.

Äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Γ = [Γkj ] ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
èìååò ìåñòî ïîñêîëüêó

Γkj = M(ξk −Mξk)(ξj −Mξj), k, j = 1, 2, . . . , n,

n∑
k,j=1

Γkjukuj =

n∑
k,j=1

M(ξk −Mξk)(ξj −Mξj)ukuj =

= M
n∑

k,j=1

((ξk −Mξk)uk)((ξj −Mξj)uj) =

= M

(
n∑

k=1

(ξk −Mξk)uk

)2

≥ 0.

Ãàóññîâñêèå âåêòîðû. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn)

′ íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ãàóññîâñêèì âåêòîðîì (ñòàí-
äàðòíûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì), åñëè åãî êîìïîíåíòû íåçàâè-
ñèìû è êàæäàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå N0;1.

Ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé âåêòîð åùå íàçûâàþò âåêòîðîì,
ðàñïðåäåëåííûì N0;I .

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòî-
ðà ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå I (â ýòîì óáåæäàåìñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííîé ïðîâåðêîé).

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð η íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêèì, åñëè îí
ïîëó÷åí èç ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ξ ïðåîáðàçîâàíè-
åì

η = Aξ + a.

Ãàóññîâñêèé âåêòîð

η = Aξ + a
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èìååò ñðåäíåå Mη = a è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó

Γη = AA′.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A = Λ = [δk,jλk], k, j = 1, 2, . . . , n, � äèà-
ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî ãàóññîâñêèé âåêòîð

η = Λξ

èìååò ñðåäíåå Mη = 0 è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó

Γη = [δk,jλ
2
k], k, j = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà 21.1.1. Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ãàóññîâñêèé
âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ â ãàóññîâñêèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü η � ãàóññîâñêèé âåêòîð, ò. å. ïðåä-
ñòàâèì â âèäå η = Aξ+a, ãäå ξ � ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé âåê-
òîð. Âåêòîð ζ ïîëó÷åí èç η ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì B, ò. å.
ζ = Bη. Òîãäà

ζ = Bη = B(Aξ + a) = (BA)ξ +Ba.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ζ ïî îïðåäåëåíèþ îáîçíà÷àåò, ÷òî ζ � ãàóñ-
ñîâñêèé âåêòîð.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′ � ñëó÷àéíûé âåêòîð è F � åãî ðàñïðå-
äåëåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ
(õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F) íàçûâàåòñÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ φ(t), îïðåäåëÿåìàÿ äëÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ t ∈ Rn ðàâåíñòâîì

φ(t) = M exp {i(t, ξ)} =

∫
Rn

exp {i(t, x)}F(dx),

ãäå (t, ξ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ t = (t1, t2, . . . , tn)
è ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn):

(t, ξ) = t1ξ1 + t2ξ2 + · · ·+ tnξn.

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå,

φ(t) = φ(t1, t2, . . . , tn) = M exp {i(t1ξ1 + t2ξ2 + · · ·+ tnξn)} =
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=

∫
Rn

exp {i(t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn)}F(d(x1, x2, . . . , xn)).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

φ(t) = M exp {i(t, ξ)} =

∫
Rn

exp {i(t, x)}F(dx)

ëþáîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ F) îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó |ei(t,ξ)| ≤ 1, à ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå îãðàíè÷åííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñóùåñòâóåò è êî-
íå÷íî.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ (âå-
ðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà Rn) èìååò ìåñòî òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè:

Òåîðåìà 21.1.2 (åäèíñòâåííîñòè). Ðàçëè÷íûì âåðîÿò-
íîñòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì íà Rn ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà.
Ñíà÷àëà íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñòàíäàðòíîãî ãà-
óññîâñêîãî âåêòîðà.

Òåîðåìà 21.1.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñòàíäàðò-
íîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ðàâíà

φ(t) = exp

{
−1

2
(t, t)

}
, t ∈ Rn.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîìïîíåíòû ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêî-
ãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′ íåçàâèñèìû, ïîýòîìó åãî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

φ(t) = M exp {i(t, ξ)} = M exp

i
n∑

j=1

tjξj

 =

= M
n∏

j=1

exp {itjξj} =

n∏
j=1

M exp {itjξj} . (21.1.1)

À ïîñêîëüêó êàæäàÿ êîìïîíåíòà ξj , j = 1, 2, . . . , n, ðàñïðåäåëå-
íà N0;1, òî

φξj (tj) = M exp {itjξj} = exp

{
−1

2
t2j

}
, j = 1, 2, . . . , n.
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Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ è ðàâåíñòâà (21.1.1) èìååì

φ(t) =

n∏
j=1

exp

{
−1

2
t2j

}
= exp

−1

2

n∑
j=1

t2j

 = exp

{
−1

2
(t, t)

}
.

Òåîðåìà 21.1.4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ãàóññîâñêî-
ãî âåêòîðà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a è êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöåé Γ

φ(t) = exp

{
i(t, a)− 1

2
(Γt, t)

}
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ãàóññîâñêèé âåêòîð η ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàí-
äàðòíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ξ ïðåîáðàçîâàíèåì

η = Aξ + a,

ïðè ýòîì
Γ = Γη = AΓξA

′ = AIA′ = AA′.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà η

φ(t) = M exp {i(t, η)} = M exp {i(t, Aξ + a)} =

= M exp {i(t, a) + i(t, Aξ)} = exp {i(t, a)}M exp {i(t, Aξ)} =

= exp {i(t, a)}M exp
{
i(A′t, ξ)

}
,

ãäå M exp {i(A′t, ξ)} � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñòàíäàðò-
íîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ξ, âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå s = A′t. È ïî-
ñêîëüêó

M exp {i(s, ξ)} = exp {−(s, s)/2})

(ñì. òåîðåìó 21.1.3), òî

M exp
{
i(A′t, ξ)

}
= M exp {i(s, ξ)} = exp

{
−1

2
(s, s)

}
=

= exp

{
−1

2
(A′t, A′t)

}
= exp

{
−1

2
(AA′t, t)

}
= exp

{
−1

2
(Γt, t)

}
.

Òàê ÷òî
φ(t) = exp {i(t, a)}M exp

{
i(A′t, ξ)

}
=
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= exp {i(t, a)} exp
{
−1

2
(Γt, t)

}
= exp

{
i(t, a)− 1

2
(Γt, t)

}
.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ(t)

ãàóññîâñêîãî âåêòîðà çàïèñûâàåòñÿ òàê:

φ(t) = φ(t1, t2, . . . , tn) = exp

i
n∑

j=1

tj aj −
1

2

n∑
k,j=1

Γkj tk tj

 .

Ñëåäñòâèå. Ðàñïðåäåëåíèå ãàóññîâñêîãî âåêòîðà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöåé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a è êîâàðè-
àöèîííàÿ ìàòðèöà Γ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà η îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþò åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

φ(t) = M exp {i(t, η)} = exp

{
i(t, a)− 1

2
(Γt, t)

}
,

à âìåñòå ñ íåé, â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, è ðàñïðåäåëåíèå.
Ãàóññîâñêèé âåêòîð ñî ñðåäíèì a è êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-

öåé Γ åùå íàçûâàþò ñëó÷àéíûì âåêòîðîì, ðàñïðåäåëåííûì Na;Γ,
â ÷àñòíîñòè, ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé âåêòîð íàçûâàþò âåêòî-
ðîì, ðàñïðåäåëåííûì N0;I .

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå C èç Rn â Rn íàçûâàåòñÿ îð-
òîãîíàëüíûì, åñëè C ′C = I, ïðè ýòîì

(Cx,Cx) = (C ′Cx, x) = (x, x).

Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå, à âìåñòå ñ íèì è ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè â Rn, ïîñêîëüêó
∥x∥ =

√
(x, x).

Òåîðåìà 21.1.5 (îá îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ãà-
óññîâñêîãî âåêòîðà). Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñòàí-
äàðòíûé ãàóññîâñêèé âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ â ñòàíäàðòíûé ãà-
óññîâñêèé âåêòîð.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âåêòîð

ζ = Cξ

ïîëó÷åí èç ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ξ îðòîãîíàëüíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì C. Âåêòîð ζ � ãàóññîâñêèé, ïðè÷åì

Mζ = MCξ = CMξ = C0 = 0,



524 Ãëàâà 21. Íîðìàëüíàÿ âûáîðêà

Γζ = CΓξC
′ = CIC ′ = CC ′ = I,

ïîýòîìó

φζ(t) = exp

{
−1

2
(t, t)

}
.

Òàê ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà ζ ñîâïàäàåò ñ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà.
Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ζ � ñòàíäàðòíûé ãàóñ-
ñîâñêèé âåêòîð.

Íåêîððåëèðîâàííîñòü è íåçàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ãà-
óññîâñêîãî âåêòîðà. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξk è ξj , k ̸= j, íà-
çûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè

M(ξk −Mξk)(ξj −Mξj) = 0.

Èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëåäóåò èõ íåêîððå-
ëèðîâàííîñòü, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò
ìåñòà. Íî ó ãàóññîâñêîãî âåêòîðà íåêîððåëèðîâàííîñòü åãî êîì-
ïîíåíò ðàâíîñèëüíà íåçàâèñèìîñòè.

Òåîðåìà 21.1.6. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîìïîíåíòû ãàóññîâñêîãî
âåêòîðà áûëè íåçàâèñèìû, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè áûëè íåêîð-
ðåëèðîâàíû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà c íåêîððåëèðîâàííûìè
êîìïîíåíòàìè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé åãî êîìïîíåíò.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φξ(t1, t2, . . . , tn) ãàóññîâñêîãî
âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′ ñî ñðåäíèì Mξ = (a1, a2, . . . , an)
′ è

íåêîððåëèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè: Γkj = 0, k ̸= j, ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå:

φξ(t1, t2, . . . , tn) = M exp

i
n∑

j=1

tjξj

 =

= exp

i
n∑

j=1

tjaj −
1

2

n∑
k,j=1

Γkj tk tj

 =

= exp

i
n∑

j=1

tjaj −
1

2

n∑
j=1

Γjj t
2
j

 .
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Òàê ÷òî äëÿ φξ(t1, t2, . . . , tn) èìååì ïðåäñòàâëåíèå

φξ(t1, t2, . . . , tn) = M exp

i
n∑

j=1

tjξj

 =
n∏

j=1

exp

{
i tjaj −

1

2
Γjj t

2
j

}
.

(21.1.1)
Â òî÷êå (0, . . . , 0, tk, 0, . . . , 0) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåê-
òîðà ξ:

φξ(0, . . . , 0, tk, 0, . . . , 0) = M exp {i tk ξk} = exp

{
i tk ak −

1

2
Γkk t

2
k

}
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ó ãàóññîâñêîãî âåêòîðà
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . . , ξn) ñ íåêîððåëèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè
k-ÿ êîìïîíåíòà ξk (k = 1, 2, . . . , n) ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî, ñ ïà-
ðàìåòðàìè (ak; Γkk), à èç ðàâåíñòâà (21.1.1) ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .
. . . , ξn) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé åãî
êîìïîíåíò:

φξ(t1, t2, . . . , tn) = φξ1(t1)φξ2(t2) . . . φξn(tn). (21.1.2)

Ïåðåïèñàâ ðàâåíñòâî (21.1.2) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå è âîñïîëü-
çîâàâøèñü òåîðåìîé Ôóáèíè, ïîëó÷èì:∫

Rn

ei(t1x1+t2x2+···+tnxn)Pξ (d(x1, x2, . . . , xn)) =

=

∫
R1

eit1x1Pξ1(dx1)

∫
R1

eit2x2Pξ2(dx2) . . .

∫
R1

eitnxnPξn(dxn) =

=

∫
Rn

ei(t1x1+t2x2+...+tnxn)Pξ1 × Pξ2 × . . .× Pξn (d(x1, . . . , xn)) .

Òàê ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ ãàóññîâ-
ñêîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′ ñ íåêîððåëèðîâàííûìè êîìïî-
íåíòàìè ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ Pξ1 × Pξ2 × . . .× Pξn . À ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåí-
íîñòè ñîâïàäàþò è ñàìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Pξ = Pξ1 × Pξ2 × . . .× Pξn . (21.1.3)
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Ðàâåíñòâî æå (21.1.3) îáîçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2,
. . . , ξn íåçàâèñèìû.

Òàê ÷òî èç íåêîððåëèðîâàííîñòè êîìïîíåíò ξ1, ξ2, . . . , ξn ãàóñ-
ñîâñêîãî âåêòîðà ñëåäóåò èõ íåçàâèñèìîñòü.

Ñëåäñòâèå. Åñëè êîìïîíåíòû ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . . , ξn)

′ � ñî ñðåäíèì a = (a1, a2, . . . , a, . . . , an)
′

è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Γ = [Γkj ], íåêîððåëèðîâàíû, òî îíè
íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî: à èìåííî, ξk ðàñïðåäå-
ëåíà íîðìàëüíî ñî ñðåäíèì ak è äèñïåðñèåé Γkk, k = 1, 2, . . . , n.

21.2 Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

Îïðåäåëåíèå. χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

χ2
n =

n∑
i=1

ξ2i , (21.2.1)

ãäå ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ
ðàñïðåäåëåíèåì N0;1.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà èëè t-ðàñïðåäå-
ëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

tn =
ξ√
1
nχ

2
n

, (21.2.2)

ãäå ξ è χ2
n � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ξ ðàñïðåäåëåíà

N0;1, à χ
2
n èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèåì Ôèøåðà èëè F-ðàñïðåäåëå-
íèåì ñ (n;m) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Fn;m =
1
nχ

2
n

1
mχ2

m

, (21.2.3)

ãäå χ2
n è χ2

m � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå
χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ n è m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåîðåìà 21.2.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà χ2
n ïðè n→ ∞ àñèìï-

òîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñî ñðåäíèì n è äèñïåðñèåé 2n, ò. å.

lim
n→∞

P

{
χ2
n − n√
2n

< x

}
=

1√
2π

x∫
−∞

e−t2/2dt

äëÿ êàæäîãî x ∈ R1.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-

ìû (ñì. òåîðåìó 15.1.1) ñóììà χ2
n =

n∑
i=1

ξ2i íåçàâèñèìûõ îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ2i ñ êîíå÷íûìè äèñ-
ïåðñèÿìè (ξi ðàñïðåäåëåíû N0;1) ðàñïðåäåëåíà àñèìïòîòè÷åñêè
íîðìàëüíî ñî ñðåäíèì Mχ2

n è äèñïåðñèåé Dχ2
n, ò. å. ïðè n→ ∞

lim
n→∞

P

{
χ2
n −Mχ2

n√
Dχ2

n

< x

}
=

1√
2π

x∫
−∞

e−t2/2dt,

x ∈ R1. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó äëÿ N0;1-ðàñïðåäåëåí-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξi çíà÷åíèÿ Mξ2ki = (2k − 1)!!
(ñì. òåîðåìó 10.2.2), òî

Mχ2
n = M

n∑
i=1

ξ2i =
n∑

i=1

Mξ2i = n,

Dχ2
n = D

n∑
i=1

ξ2i =
n∑

i=1

Dξ2i =
n∑

i=1

(
Mξ4i − (Mξ2i )

2
)
= 2n.

Òåîðåìà 21.2.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà tn ïðè n→ ∞ àñèìï-
òîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1), ò. å.

lim
n→∞

P {tn < x} =
1√
2π

x∫
−∞

e−t2/2dt

äëÿ êàæäîãî x ∈ R1.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ

tn =
ξ√
1
nχ

2
n

,

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå N0;1, à χ2
n =

=
n∑

i=1
ξ2i èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ

2 ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ñèëó

çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

1

n
χ2
n =

1

n

n∑
i=1

ξ2i ,

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê Mξ21 = 1, è ñëåäîâàòåëüíî,

tn =
ξ√
1
nχ

2
n

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ξ. Èç ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí tn ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ
(ðàñïðåäåëåííîé N0;1) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èõ ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ïîýòîìó

P

 ξ√
1
nχ

2
n

< x

→ P {ξ < x} =
1√
2π

x∫
−∞

e−t2/2dt

äëÿ âñåõ x ∈ R1.

Ç àì å ÷ à í è å. Ðàñïðåäåëåíèÿ χ2, t, F àáñîëþòíî íåïðåðûâíû
(ñì., íàïðèìåð, Êðàìåð Ã., Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè.
� 2-å èçä., ïåðåðàá.� Ì.: Ìèð, 1975.� 648 ñ). Ãðàôèêè ïëîòíî-
ñòåé t-ðàñïðåäåëåíèÿ, χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ, F-ðàñïðåäåëåíèÿ èçîá-
ðàæåíû íà ðèñ. 21.2.1 � 21.2.3.
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x0 2 4-2-4

Ðèñ. 21.2.1: Ãðàôèêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ
Ñòüþäåíòà ñ 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ñïëîøíàÿ

ëèíèÿ) è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè (0; 1) (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà n
ñòåïåíåé ñâîáîäû áëèçêî ê N0;1-ðàñïðåäåëåíèþ, äëÿ íåáîëüøèõ
çíà÷åíèé n çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ îòêëîíåíèé îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ áîëüøå
äëÿ t-ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷åì äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

0 5 10

Ðèñ. 21.2.2: Ãðàôèê ïëîòíîñòè χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ 4 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû áîëüøèì 2 èìååò êà÷åñòâåííî òàêîé æå âèä, êàê è ãðàôèê
ïëîòíîñòè χ2

4-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ðèñ. 21.2.2).
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x
1 4320

Ðèñ. 21.2.3: Ãðàôèê ïëîòíîñòè F-ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ n = 4, m = 8 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âåðõíèé α-ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü F � íåïðåðûâ-
íîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, 0 < α < 1. Âåðõíèì α-ïðå-
äåëîì (âåðõíèì 100α-ïðîöåíòíûì ïðåäåëîì, 100α-ïðîöåíòíîé
òî÷êîé, 100α-ïðîöåíòíûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì) ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî zα, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ

F ([zα,+∞)) = α

èëè, ÷òî òî æå, óðàâíåíèÿ

F (zα) = 1− α,

ãäå F (zα) = F ((−∞, zα)) .
Èíòóèòèâíî, âåðõíèé α-ïðåäåë zα ðàñïðåäåëåíèÿ F � ýòî

òî÷êà, �îòñåêàþùàÿ ïðàâûé õâîñò� ðàñïðåäåëåíèÿ F, íà êîòîðûé
ïðèõîäèòñÿ �ìàññà� α (ñì. ðèñ. 21.2.4).

Âåðõíèé α-ïðåäåë zα ðàñïðåäåëåíèÿ F ñâÿçàí ñ åãî (1 − α)-
êâàíòèëüþ x1−α (òî÷êîé, äëÿ êîòîðîé F (x1−α) = 1 − α) ðàâåí-
ñòâîì

zα = x1−α,

÷òî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà F (zα) = 1− α.
Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì F. Âåðõíèì α-ïðåäåëîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåì íàçû-
âàòü âåðõíèé α-ïðåäåë zα åå ðàñïðåäåëåíèÿ F.



21.2. Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûì 531

α

f(x)

0 z x
α

Ðèñ. 21.2.4: Ê îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî α-ïðåäåëà zα
ðàñïðåäåëåíèÿ F

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé Ñòüþäåíòà, χ2, Ôèøåðà èìååì:
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü χ2

n � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ
ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, 0 < α < 1. ×èñëî χ2

α;n,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

P
{
χ2
n ≥ χ2

α;n

}
= α,

áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì α-ïðåäåëîì (âåðõíåé 100α-ïðîöåíòíîé
òî÷êîé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ2

n, ðàñïðåäåëåíèÿ χ
2 ñ n ñòåïåíÿ-

ìè ñâîáîäû.
Ïóñòü tn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå

Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, 0 < α < 1. ×èñëî tα;n, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

P {tn ≥ tα;n} = α,

áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì α-ïðåäåëîì (âåðõíåé 100α-ïðîöåíòíîé
òî÷êîé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû tn, ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïóñòü Fn;m � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ F-ðàñïðåäåëå-
íèå ñ n,m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, 0 < α < 1. ×èñëî Fα;n;m, óäîâëåò-
âîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

P {Fn;m ≥ Fα;n;m} = α,

áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì α-ïðåäåëîì (100α-ïðîöåíòíîé òî÷êîé)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Fn;m, ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ n,m ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû.
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Ïî çàäàííûì α è n âåðõíèå α-ïðåäåëû (100α-ïðîöåíòíûå
òî÷êè) χ2

α;n, è tα;n ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèé χ2 è Ñòüþ-
äåíòà òàáóëèðîâàíû â òàáë. 27.2.1 è 27.3.1, à ïî α, n,m âåðõíèå
α-ïðåäåëû Fα;n,m ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà òàáóëèðîâàíû â òàáë.
27.4.1, 27.4.2, òî÷êè tα;n, χ

2
α;n, Fα;n,m âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû

ìàññà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà çàøòðèõîâàííûå �õâîñòû� ðàñïðåäåëå-
íèé, áûëà ðàâíà α (ñì. ðèñ. 27.2.1, 27.3.1, 27.4.1).

Âåðõíèé α-ïðåäåë è p-value. Âåðõíèì α-ïðåäåëîì,
α ∈ (0, 1), àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ ïëîò-
íîñòüþ f(t) (f(t) > 0) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

zα : α→ zα

íà (0, 1) ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çíà÷åíèå zα êîòîðîé äëÿ êàæäîãî
α ïîëó÷àþòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∞∫
zα

f(t)dt = α, α ∈ (0, 1).

Îïðåäåëåíèå. p-Value àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F ñ ïëîòíîñòüþ f(t) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

pz : z →
∞∫
z

f(t)dt = pz,

íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè â (0, 1).
Åñëè zα � âåðõíèé α-ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ F � òî÷êà íà R1,

êîòîðàÿ äëÿ äàííîãî α îòñåêàåò ïðàâûé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ F
ñ ìàññîé α, òî p-value pz � ýòî ìàññà ðàñïðåäåëåíèÿ F, ïðèõîäÿ-
ùàÿñÿ íà äàííûé õâîñò [z,+∞).

21.3 Íîðìàëüíàÿ âûáîðêà

Òåîðåìà 21.3.1 (î ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðà (ξ, s2)). Ïóñòü
ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2. Îöåíêè

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi è s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2
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ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïðè ýòîì
n− 1
σ2

s2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,

à ξ ðàñïðåäåëåíà Na;σ2/n.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì

ηi =
ξi − a

σ
, i = 1, 2, . . . , n.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1, η2, . . . , ηn ðàñïðåäåëåíû N0;1, òàê êàê ξi,
i = 1, 2, . . . , n, ðàñïðåäåëåíû Na;σ2 è íåçàâèñèìû êàê ôóíêöèè îò

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âûðàçèì ξ è s2 ÷åðåç êîìïî-
íåíòû ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà η = (η1, η2, . . . , ηn):

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi =
σ

n

n∑
i=1

ξi − a

σ
+ a = σ

1

n

n∑
i=1

ηi + a = ση + a,

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − (ση + a))2 =

=
σ2

n− 1

n∑
i=1

(
ξi − a

σ
− η

)2

=
σ2

n− 1

n∑
i=1

(ηi − η)2 =

=
σ2

n− 1

(
n∑

i=1

η2i − nη2

)
.

Äàëåå, ïóñòü C � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç
Rn â Rn, ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè êîòîðîé

c11 = c12 = . . . = c1n = 1/
√
n. (21.3.1)

Îïðåäåëèì âåêòîð
ζ = Cη.

Âåêòîð ζ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ãàóññîâñêèì, ïîñêîëüêó ïîëó-
÷åí îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâ-
ñêîãî âåêòîðà η. Âûðàçèì s2 è ξ ÷åðåç âåêòîð ζ. Èç (21.3.1) ñëå-
äóåò, ÷òî ζ1 � ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ζ � ðàâíà

ζ1 =
1√
n
η1 +

1√
n
η2 + · · ·+ 1√

n
ηn =

√
nη.



534 Ãëàâà 21. Íîðìàëüíàÿ âûáîðêà

À èç îðòîãîíàëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ C èìååì:

n∑
i=1

η2i = (η, η) = (Cη,Cη) = (ζ, ζ) =

n∑
i=1

ζ2i .

Ïîýòîìó

s2 =
σ2

n− 1

(
n∑

i=1

η2i − nη2

)
=

σ2

n− 1

(
n∑

i=1

ζ2i − ζ21

)
=

σ2

n− 1

n∑
i=2

ζ2i ,

ξ = ση + a = σ
ζ1√
n
+ a.

Èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé s2 è ξ ÷åðåç ζ1, ζ2, . . . , ζn ñëåäóåò, ÷òî
s2 è ξ � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàê ôóíêöèè îò
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζ1 è (ζ2, ζ3, . . . , ζn).

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèÿ s2 è ξ. Òàê êàê

n− 1

σ2
s2 =

n∑
i=2

ζ2i ,

à ζi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëå-

íèåì N0;1, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
n∑

i=2
ζ2i , à âìåñ-

òå ñ íåé è n− 1
σ2

s2, èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ n − 1 ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = 1
n

n∑
i=1

ξi ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî,

êàê ñóììà íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ïðè ýòîì Mξ = a, Dξ = σ2/n. Òàê ÷òî ξ ðàñïðåäåëåíà
Na;σ2/n.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ Na;σ2 . Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

(ξ − a)

/
s√
n

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåïèøåì äðîáü (ξ−a)
/

s√
n
, ðàçäå-

ëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà σ/
√
n:

(ξ − a)

/
s√
n

=
(ξ − a)/ σ√

n√
s2/σ2

.

Â ñèëó òåîðåìû 21.3.1 î ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðà (ξ, s2) ÷èñëè-
òåëü è çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåé äðîáè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè (êàê ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ξ è s2), ïðè÷åì (ξ − a)

/
σ√
n

ðàñïðåäåëåíà N0;1,

à s2/σ2 ðàñïðåäåëåíà òàê æå, êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 1
n− 1χ

2
n−1.

Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ξ−a)
/

s√
n
èìå-

åò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Ñëåäñòâèå 2. Íåñìåùåííîé îöåíêîé äèñïåðñèè

σ2
ξ
= Dξ = σ2/n

âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ξ ÿâëÿåòñÿ

σ̂2
ξ
= s2/n.

Ïîñêîëüêó s2 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà σ2, òî

Mσ̂2
ξ
= M

1

n
s2 =

1

n
σ2 = σ2

ξ

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîìèìî òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ, òàê íàçûâàåìîå, èíòåðâàëüíîå îöåíèâà-
íèå ïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðî÷íûé âåê-
òîð ñ ðàñïðåäåëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà θ, è ïóñòü
γ1(x1, x2, . . . , xn) è γ2(x1, x2, . . . , xn) � áîðåëåâñêèå ôóíêöèè íà
Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R1 òàêèå, ÷òî

γ1(x1, x2, . . . , xn) ≤ γ2(x1, x2, . . . , xn).



536 Ãëàâà 21. Íîðìàëüíàÿ âûáîðêà

Åñëè

P{γ1(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ≤ θ ≤ γ2(ξ1, ξ2, . . . , ξn)} = 1− α,

òî èíòåðâàë (γ1(ξ1, ξ2, . . . , ξn), γ2(ξ1, ξ2, . . . , ξn)) íàçûâàåòñÿ äîâå-
ðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ïàðàìåòðà θ ñ êîýôôèöèåíòîì äîâåðèÿ
(íàäåæíîñòè) 1− α.

Òåîðåìà (î äîâåðèòåëüíîì èíòåðâàëå äëÿ σ2). Ïóñòü
ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2, χ2

α;n−1 � âåðõíèé
α-ïðåäåë, à χ2

1−α;n−1 � âåðõíèé (1−α)-ïðåäåë χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (0 < α < 1/2). Òîãäà

P

{
(n− 1)s2

χ2
α;n−1

≤ σ2 ≤ (n− 1)s2

χ2
1−α;n−1

}
= 1− 2α. (21.3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî

P{χ2
1−α;n−1 ≤ χ2

n−1 ≤ χ2
α;n−1} = 1− 2α.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà n− 1
σ2

s2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ n − 1

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîýòîìó

P

{
χ2
1−α;n−1 ≤

n− 1

σ2
s2 ≤ χ2

α;n−1

}
= 1− 2α

èëè

P

{
(n− 1)s2

χ2
α;n−1

≤ σ2 ≤ (n− 1)s2

χ2
1−α;n−1

}
= 1− 2α.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáîçíà÷àåò, ÷òî èíòåðâàë(
(n− 1)s2

χ2
α;n−1

,
(n− 1)s2

χ2
1−α;n−1

)

ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ σ2 ñ êîýôôèöèåíòîì
äîâåðèÿ 1− 2α.
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Òåîðåìà (î äîâåðèòåëüíîì èíòåðâàëå äëÿ a). Ïóñòü
ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 , tα;n−1 � âåðõíèé
α-ïðåäåë t-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (0 < α <
< 1/2). Òîãäà

P

{
ξ − s√

n
tα;n−1 ≤ a ≤ ξ +

s√
n
tα;n−1

}
= 1− 2α. (21.3.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ tα;n−1 èìååì:

P{−tα;n−1 ≤ tn−1 ≤ tα;n−1} = 1− 2α.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ξ−a)/ s√
n
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåí-

òà ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîýòîìó

P{−tα;n−1 ≤ (ξ − a)/
s√
n
≤ tα;n−1} = 1− 2α,

èëè

P

{
ξ − s√

n
tα;n−1 ≤ a ≤ ξ +

s√
n
tα;n−1

}
= 1− 2α.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáîçíà÷àåò, ÷òî èíòåðâàë(
ξ − s√

n
tα;n−1, ξ +

s√
n
tα;n−1

)
ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ a ñ êîýôôèöèåíòîì
äîâåðèÿ 1− 2α.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó σ̂2
ξ
= s2/n, òî äîâåðèòåëüíûé èíòåð-

âàë äëÿ a ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(
ξ − σ̂ξtα;n−1, ξ + σ̂ξtα;n−1

)
,

ãäå σ̂ξ =
√
σ̂2
ξ
.

Ïðèìåð 21.3.1. Íèæå ïðèâåäåííûå äàííûå îá èçìåðåíèÿõ
íåðîâíîñòåé ïîâåðõíîñòè îäíîé è òîé æå ÷èñòîòû îáðàáîòêè
ïðè ïîìîùè äâîéíîãî ìèêðîñêîïà: 0, 8; 1, 9; 3, 0; 3, 5; 3, 8; 2, 5; 1, 7;
0, 9; 1, 0; 2, 3; 3, 3; 3, 4.

Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïîêàçàíèé ìèêðîñêîïà
ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: 1) 0,90; 2) 0,99.
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Ðåøåíè å. Ïîêàçàíèÿ ìèêðîñêîïà åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ðåà-
ëèçàöèåé âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a (ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ)
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä (21.3.3). Â ðàññìàòðè-
âàåìîì ïðèìåðå n = 12, ξ = 2,34, s2 = 1,66, t0,05;11 = 1,796,
t0,005;11 = 3,106. Ïîýòîìó äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ñ êîýô-
ôèöèåíòîì íàäåæíîñòè 0,90 ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (1,68; 3), à ñ êî-
ýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè 0,99 � èíòåðâàë (1,19; 3,49) (ôàêòè-
÷åñêè íàéäåíû ðåàëèçàöèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, õîòÿ ìû
ãîâîðèì î äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ).

Çàìåòèì, ÷òî çà óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà íàäåæíîñòè ìû
�ðàñïëà÷èâàåìñÿ� ðàñøèðåíèåì äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, è íà-
îáîðîò � ÷åì �óæå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, òåì ìåíüøå êîýô-
ôèöèåíò íàäåæíîñòè.



Ãëàâà 22

Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ
ãèïîòåç

22.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ

Çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ìíîãèå çà-
äà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôîðìóëèðóþòñÿ òàê. Èìååòñÿ
ðåçóëüòàò ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))

′ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â íàáëþäåíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Ðàñïðåäåëåíèå ξ íåèçâåñò-
íî. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ðàñïðåäåëåíèè Pξ âåêòîðà ξ ïî åãî
íàáëþäåíèþ ξ(ω)? Íàïðèìåð, �Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðå-
äåëåíèåì Pξ ÿâëÿåòñÿ äàííîå ðàñïðåäåëåíèå G?� èëè, íàïðèìåð,
�Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèåì Pξ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå?�

Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è òàêîé. Èç êëàññà âîç-
ìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé P âåêòîðà ξ âûáèðàåì ðàñïðåäåëåíèå G
(èëè êëàññ ðàñïðåäåëåíèé G) � êàíäèäàòóðó íà ðàñïðåäåëåíèå
âåêòîðà ξ, ôàêòè÷åñêè âûäâèãàåì ãèïîòåçó (ïðåäïîëîæåíèå):
ðàñïðåäåëåíèåì âåêòîðà ξ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå G (èëè ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåêòîðà ξ ïðèíàäëåæèò êëàññó G). È äàëåå ñëåäóåì
Ñîêðàòó, êîãäà îí õîòåë îïðîâåðãíóòü îïïîíåíòà � åñëè âûäâè-
íóòàÿ ãèïîòåçà ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó ýêñïåðèìåíòà, åå íåîá-
õîäèìî îòêëîíèòü. Òàê è ìû � âûäâèíóòóþ ãèïîòåçó î ðàñïðå-
äåëåíèè Pξ âåêòîðà ξ áóäåì îòêëîíÿòü, åñëè îíà ïðîòèâîðå÷èò
ðåçóëüòàòó ξ(ω) ýêñïåðèìåíòà è íå áóäåì îòêëîíÿòü â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå. Íî è îòëè÷èå îò Ñîêðàòà ó íàñ ñèòóàöèÿ ñëîæíåå,
ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñî ñòîõàñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì è â
íàøè âûâîäû âìåøèâàåòñÿ ñëó÷àé.

539
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Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ïðèíÿòûìè â òåî-
ðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç îïðåäåëåíèÿìè è ïîíÿòè-
ÿìè.

Íóëåâàÿ è àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòåçû. Ãèïîòåçû îòíîñè-
òåëüíî ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áóäåì íàçûâàòü ñòà-
òèñòè÷åñêèìè ãèïîòåçàìè.

Âûáîð èç êëàññà P âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðà ξ êàí-
äèäàòóðû íà åãî ðàñïðåäåëåíèå, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèåì Pξ

ÿâëÿåòñÿ G, íàçûâàþò âûáîðîì íóëåâîé ãèïîòåçû (îñíîâíîé, ïðî-
âåðÿåìîé). Íóëåâóþ ãèïîòåçó îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷åðåçH0. Âìåñ-
òå ñ âûáîðîì íóëåâîé ãèïîòåçû H0 îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëå-
íèÿ Pξ (ðàñïðåäåëåíèå Pξ = G) èç êëàññà âîçìîæíûõ ãèïîòåç
î ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðà ξ âûáèðàþò àëüòåðíàòèâíóþ (êîíêó-
ðèðóþùóþ) ê H0 ãèïîòåçó H1 � ðàñïðåäåëåíèå Pξ âåêòîðà ξ
ïðèíàäëåæèò êëàññó P1 ⊂ P. Äàëåå íóëåâóþ ãèïîòåçó H0 ïðî-
âåðÿþò ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû � åñëè H0 ïðîòèâîðå-
÷èò ðåçóëüòàòó ξ(ω) ýêñïåðèìåíòà, òî H0 îòêëîíÿþò (â ïîëüçó
àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå îòêëîíÿþò.

Àëüòåðíàòèâíàÿ ê H0 ãèïîòåçà � ýòî ãèïîòåçà, â ïîëüçó êî-
òîðîé H0 îòêëîíÿþò (åñëè H0 îòêëîíÿþò). Íóëåâàÿ ãèïîòåçà
âñåãäà ïðîâåðÿåòñÿ ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû.

Â êà÷åñòâå êëàññà P âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðà ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

′ ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðà-
ìåòðè÷åñêèé êëàññ:

P = {Pθ : θ ∈ Θ ⊂ Rs}.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è ïðî-
âåðêè ìîíåòû íà ñèììåòðè÷íîñòü.

Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà θ êîòîðîé íåèçâåñò-
íà, íåçàâèñèìûì îáðàçîì ïîäáðàñûâàþò n ðàç. ×èñëî âûïàâøèõ
ãåðáîâ îêàçàëîñü ðàâíûì ξ(ω). Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìîíå-
òà ñèììåòðè÷íà?

Â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ � ÷èñëà âûïàâøèõ ãåðáîâ � çàäà÷à î ñèììåòðè÷íîñòè ìî-
íåòû ôîðìóëèðóåòñÿ òàê.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðèíàäëåæèò êëàññó
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

P = {Bn,θ : Bn,θ(k) = Ck
nθ

k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n; θ ∈ (0, 1)}.

Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: ðàñ-
ïðåäåëåíèåì Pξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíîå
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ðàñïðåäåëåíèå Bn,1/2, äðóãèìè ñëîâàìè,

H0 : Pξ(k) = Ck
n(1/2)

k(1− 1/2)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Àëüòåðíàòèâíîé (êîíêóðèðóþùåé) ê H0 ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà

H1 : Pξ(k) = Ck
nθ

k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n, θ ∈ (0, 1), θ ̸= 1/2.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 �
îòêëîíèòüH0 èëè íå îòêëîíèòü. Åñëè ãèïîòåçàH0 ïðîòèâîðå÷èò
ðåçóëüòàòó ýêñïåðèìåíòà � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ ðàâíî ξ(ω)
� ìû åå îòêëîíÿåì (â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû H1), â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � íåò.

Ãèïîòåçà îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ, îäíîçíà÷íî åãî îïðå-
äåëÿþùàÿ, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñëîæ-
íîé. Íàïðèìåð, ãèïîòåçà: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ñâîèì
ðàñïðåäåëåíèåì

Pθ0(k) = Ck
nθ

k
0(1− θ0)

n−k, k = 0, 1, . . . , n,

(θ0 è n � èçâåñòíû) � ïðîñòàÿ, à ãèïîòåçà: ðàñïðåäåëåíèåì ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ

Pθ(k) = Ck
nθ

k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n, θ ∈ (1/2, 1)

� ñëîæíàÿ.
Êðèòåðèé. Ïóñòü ξ(ω) � ðåçóëüòàò (èñõîä) ýêñïåðèìåíòà,

ñîñòîÿùåãî â íàáëþäåíèè âåêòîðà ξ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåêòîðà ξ íåèçâåñòíî, H0 � íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòíî-
ñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ, ïóñòü ê ïðèìåðó H0 : Pξ = G, àëü-
òåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0,
à èìåííî, âûíåñòè çàêëþ÷åíèå: îòêëîíèòü ãèïîòåçó H0 èëè íå
îòêëîíèòü. Ñîãëàñíî íàøåìó îáùåìó ïîäõîäó ìû ãèïîòåçó H0
îòêëîíÿåì (â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû H1), åñëè îíà ïðîòèâîðå÷èò
ðåçóëüòàòó ýêñïåðèìåíòà, è íå îòêëîíÿåì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûì ãèïîòåçà H0 ïðîòèâîðå÷èò,
ðàçóìååòñÿ, ìîæåò áûòü ìíîãî, îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî èñõî-
äîâ � ïîäìíîæåñòâî âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ⊂ Rn � ÷å-
ðåç S. Òîãäà ìû ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, åñëè èñõîä ýêñïåðèìåí-
òà ξ(ω) îêàçàëñÿ â ìíîæåñòâå S (ìíîæåñòâå èñõîäîâ, êîòîðûì
H0 ïðîòèâîðå÷èò) è íå îòêëîíÿåì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå. Áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî S âûáîðî÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà X ⊂ Rn òàêîå, ÷òî ïðè ξ ∈ S ãèïîòåçó H0 îòêëî-
íÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò, íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì (êðè-
òè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ) äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0.
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Äàëåå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à: êàê âûáðàòü (ïîñòðî-
èòü) êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S äëÿ ïðîâåðêè äàííîé ãèïîòå-
çû H0?×òîáû íàéòè ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ, ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
òàê íàçûâàåìûå îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, íåèçáåæíûå
ïðè ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Îøèáêè ï å ð â î ã î è â ò î ð î ã î ð î ä à. Ïóñòü S � êðè-
òè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: åñëè èñõîä ξ(ω)
ýêñïåðèìåíòà ïîïàäàåò â S, òî ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå � íåò. Ïîñêîëüêó çàêëþ÷åíèå îá îòêëîíåíèè èëè
íåîòêëîíåíèè ãèïîòåçûH0 ìû äåëàåì ïî èñõîäó ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0 âîçìîæíà îäíà èç ÷å-
òûðåõ ñèòóàöèé: ãèïîòåçà H0 âåðíà èëè íåò (àïðèîðè ìû ýòîãî
íå çíàåì), ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ïîïàëà â S èëè
íåò. Ïîäðîáíåå.

1◦ Ãèïîòåçà H0 âåðíà. Ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) íå ïîïàëà â S, è ñîã-
ëàñíî êðèòåðèþ S ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì.

2◦ Ãèïîòåçà H0 âåðíà. Ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) ïîïàëà â S, è ñîãëàñ-
íî êðèòåðèþ S ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì.

3◦ Ãèïîòåçà H0 íåâåðíà. Ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) íå ïîïàëà â S,
è ñîãëàñíî êðèòåðèþ S ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì.

4◦ Ãèïîòåçà H0 íåâåðíà. Ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) ïîïàëà â S, è ñîã-
ëàñíî êðèòåðèþ S ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì.

Èç ÷åòûðåõ ñèòóàöèé äâå: 1◦ è 4◦ óäîâëåòâîðèòåëüíû è äâå:
2◦ è 3◦ íåóäîâëåòâîðèòåëüíû.

Â ñëó÷àÿõ 2◦ è 3◦ ìû ãîâîðèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâà-
íèÿ êðèòåðèÿ S äîïóñêàåòñÿ îøèáêà.

Îøèáêè �âåðíóþ ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì� è �íåâåðíóþ ãèïî-
òåçó H0 íå îòêëîíÿåì� êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íû. Ïðîèëëþñòðèðó-
åì ýòî ðàçëè÷èå íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ ìåäèöèíñêîãî ïðåïà-
ðàòà íà òîêñè÷íîñòü.

Ìåäèöèíñêèé ïðåïàðàò ïåðåä âûïóñêîì â ïðîäàæó èññëå-
äóþò íà òîêñè÷íîñòü áèîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè: îïðåäåëåííóþ
äîçó ïðåïàðàòà ââîäÿò ïîäîïûòíûì æèâîòíûì (ìûøàì, êðîëè-
êàì) è, â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâî ξ ëåòàëüíûõ èñõîäîâ (÷èñ-
ëî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà) äåëàþò âûâîäû
î òîêñè÷íîñòè ïðåïàðàòà � �ïðåïàðàò òîêñè÷åí� èëè �ïðåïàðàò
íåòîêñè÷åí�.

Çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ïðåïàðàòà íà òîêñè÷íîñòü áèîëîãè÷åñ-
êèìè ìåòîäàìè â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç
ôîðìóëèðóþò òàê: îòíîñèòåëüíî òîêñè÷íîñòè ïðåïàðàòà âûäâè-
ãàþò ãèïîòåçó H0: ïðåïàðàò òîêñè÷åí (àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà
H1 � ïðåïàðàò íåòîêñè÷åí). Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü H0, ò. å. îò-
êëîíèòü H0 èëè íåò. Âûáîð ìåæäó ýòèìè äåéñòâèÿìè îñóùåñò-
âëÿåòñÿ ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ïî ÷èñëó
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ëåòàëüíûõ èñõîäîâ â ãðóïïå æèâîòíûõ) � åñëè ξ(ω) îêàçàëîñü
ìàëûì, ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿþò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Êàê è â êàæäîé çàäà÷å ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç,
çäåñü âîçìîæíû îøèáêè: 1◦ ãèïîòåçà H0 âåðíà, íî ñîãëàñíî êðè-
òåðèþ åå îòêëîíÿþò, è 2◦ ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, íî ñîãëàñíî êðè-
òåðèþ åå íå îòêëîíÿþò.

Ïîñìîòðèì, êàêîâû ïîñëåäñòâèÿ (êàêîâà �öåíà�) ýòèõ îøèáîê
â äàííîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ïðîâåðêè ïðåïàðàòà íà òîêñè÷-
íîñòü (ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: ïðåïàðàò òîêñè÷åí).

1◦ Ïóñòü äîïóùåíà îøèáêà: ãèïîòåçà H0 âåðíà, íî ñîãëàñíî
êðèòåðèþ H0 îòêëîíèëè (÷èñëî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ ξ(ω) îêàçà-
ëîñü ìàëûì). Óòâåðæäåíèå �H0 âåðíà� îçíà÷àåò, ÷òî ïðåïàðàò
òîêñè÷åí (îïàñåí äëÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòîâ, åãî ïðèíèìàþùèõ).
Óòâåðæäåíèå �H0 îòêëîíèëè� îçíà÷àåò, ÷òî ïðåïàðàò ñîãëàñíî
êðèòåðèþ êëàññèôèöèðîâàí êàê íåòîêñè÷íûé. Â èòîãå � òîê-
ñè÷íûé ïðåïàðàò (îïàñíûé äëÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòîâ) êëàññèôè-
öèðîâàí êàê íåòîêñè÷íûé (áåçîïàñíûé äëÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòîâ)
è îòïðàâëåí â ïðîäàæó äëÿ ðåàëèçàöèè. Ïîñëåäñòâèÿ îøèáêè
òàêîãî ðîäà ìîãóò ïðèâåñòè ê ëåòàëüíûì èñõîäàì ïàöèåíòîâ,
ïðèíèìàþùèõ ýòîò ïðåïàðàò (�öåíà� îøèáêè � ëåòàëüíûå èñõî-
äû).

2◦ Ïóñòü äîïóùåíà îøèáêà: ãèïîòåçàH0 íåâåðíà, íî ñîãëàñíî
êðèòåðèþ H0 íå îòêëîíèëè (÷èñëî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ ξ(ω) îêà-
çàëîñü áîëüøèì). Óòâåðæäåíèå �ãèïîòåçà H0 íåâåðíà� â íàøåé
çàäà÷å îçíà÷àåò, ÷òî ïðåïàðàò íåòîêñè÷åí (áåçîïàñåí äëÿ çäîðî-
âüÿ ïàöèåíòîâ). Óòâåðæäåíèå �H0 íå îòêëîíèëè� îçíà÷àåò, ÷òî
ñîãëàñíî êðèòåðèþ ïðåïàðàò êëàññèôèöèðîâàí êàê òîêñè÷íûé.
Â èòîãå íåòîêñè÷íûé ïðåïàðàò êëàññèôèöèðîâàí êàê òîêñè÷-
íûé, è, ñëåäîâàòåëüíî, îòïðàâëåí ïîñòàâùèêó (äëÿ ïåðåðàáîòêè
èëè óíè÷òîæåíèÿ). Ïîñëåäñòâèÿ îøèáêè òàêîãî ðîäà âûðàæà-
þòñÿ â ôèíàíñîâûõ óáûòêàõ, óâåëè÷åíèè ñòîèìîñòè ïðåïàðàòà
(�öåíà� îøèáêè � ôèíàíñîâûå ïîòåðè).

Î÷åâèäíî, èç äâóõ îøèáîê: âåðíóþ ãèïîòåçó H0 îòêëîíèòü,
(ïîñëåäñòâèÿ îøèáêè � âûïóñê â ïðîäàæó òîêñè÷íîãî ïðåïàðà-
òà), è íåâåðíóþ ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíèòü (ïîñëåäñòâèÿ îøèá-
êè � âîçâðàùåíèå ïîñòàâùèêó íåòîêñè÷íîãî ïðåïàðàòà), âàæíåå
èçáåæàòü ïåðâîé.

Îïðåäåëåíèå. Îøèáêà, ñîñòîÿùàÿ â îòêëîíåíèè âåðíîé ãè-
ïîòåçû H0, íàçûâàåòñÿ îøèáêîé ïåðâîãî ðîäà. Îøèáêà, ñîñòîÿ-
ùàÿ â íåîòêëîíåíèè íåâåðíîé ãèïîòåçûH0, íàçûâàåòñÿ îøèáêîé
âòîðîãî ðîäà.
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Î âûáîðå íóëåâîé ãèïîòåçû. Èñïûòóåìóþ ãèïîòåçó èç
ñîâîêóïíîñòè âîçìîæíûõ ãèïîòåç ìû âûáèðàåì ñàìè. Îøèáêè,
ñâÿçàííûå ñ ïðîâåðêîé ãèïîòåç è ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî äàííóþ
ãèïîòåçó Hθ, θ ∈ Θ, îòêëîíÿþò, êîãäà îíà âåðíà, ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü è íå âûáðàâ íóëåâóþ ãèïîòåçó. Òàê âîò, â êà÷åñòâå
ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû, êàê ïðàâèëî, âûáèðàþò òó, äëÿ êîòîðîé
âàæíåé èçáåæàòü îøèáêè, ñîñòîÿùåé â åå îòêëîíåíèè, êîãäà îíà
âåðíà. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà � ýòî îøèáêà, êîòîðîé âàæíåé èç-
áåæàòü (�öåíà� êîòîðîé âûøå).

Îòíîñèòåëüíî òîêñè÷íîñòè ïðåïàðàòà èìååòñÿ äâå ãèïîòåçû:
H1 � ïðåïàðàò íåòîêñè÷åí, H2 � òîêñè÷åí (êëàññ âîçìîæíûõ
ãèïîòåç ñîñòîèò èç äâóõ ãèïîòåç: H1 è H2). Áåçóñëîâíî, âàæíåå
èçáåæàòü îøèáêè, ñîñòîÿùåé â êëàññèôèêàöèè òîêñè÷íîãî ïðå-
ïàðàòà êàê íåòîêñè÷íîãî, ò. å. â îòêëîíåíèè âåðíîé H2. Ïîýòîìó
â êà÷åñòâå ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû H0 âûáèðàåì ãèïîòåçó H2 �
ïðåïàðàò òîêñè÷åí, òîãäà îøèáêà, ñîñòîÿùàÿ â êëàññèôèêàöèè
òîêñè÷íîãî ïðåïàðàòà êàê íåòîêñè÷íîãî, áóäåò îøèáêîé ïåðâîãî
ðîäà.

Óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ. Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ.
Ïðè ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç îøèáêè íåèçáåæíû � êà-
êèì áû íè áûëî êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S äëÿ ïðîâåðêè ãèïî-
òåçû H0, çíà÷åíèå ξ(ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðè âåðíîé H0
ìîæåò ïîïàñòü â S, ÷òî ïðèâîäèò ê îøèáêå ïåðâîãî ðîäà, à ïðè
íåâåðíîé ãèïîòåçå H0 çíà÷åíèå ξ(ω) ìîæåò íå ïîïàñòü â S, ÷òî
ïðèâîäèò ê îøèáêå âòîðîãî ðîäà. È êîëü ñêîðî íåâîçìîæíî (íå-
âîçìîæíî â ïðèíöèïå) ñòðîèòü êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè äàííîé
ãèïîòåçû, íå ïðèâîäÿùèå ê îøèáêàì, òî åñòåñòâåííî ïûòàòü-
ñÿ ñòðîèòü òàêèå êðèòåðèè, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ ÷àñòî-
òà îøèáîê áûëà áû ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøåé (çà îøèáêè íàäî
�ïëàòèòü�). Ïîñìîòðèì, êàê ýòî ìîæíî äåëàòü.

ÏóñòüH0 � èñïûòóåìàÿ ãèïîòåçà. Ïðåäïîëîæèì äëÿ íàãëÿä-
íîñòè, ÷òîH0 � ïðîñòàÿ è êîíêóðèðóþùàÿ ãèïîòåçà òîëüêî îäíà
(îáîçíà÷èì åå H1) è îíà òàêæå ïðîñòàÿ. Ïóñòü S � êðèòè÷åñêîå
ìíîæåñòâî. Èñïîëüçóÿ S äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0, à èìåííî,
îòêëîíÿÿ H0, åñëè ξ ïîïàäàåò â S, è íå îòêëîíÿÿ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ìû ìîæåì äîïóñòèòü îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.
Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîïàäà-
íèÿ ξ â êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0, ò. å.
ðàâíà P{ξ ∈ S|H0} (êîðîòêî áóäåì ïèñàòü P(S|H0)). Âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ξ â
S ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H1, ò. å. P{ξ ∈ S|H1} (êîðîòêî áóäåì
ïèñàòü P(S|H1)). (Çàìåòèì, ÷òî P{ξ ∈ S|H0} îáîçíà÷àåò âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ {ξ ∈ S}, âû÷èñëåííóþ ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0,
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è íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ.) ×àñòîòû
îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà áëèçêè ê âåðîÿòíîñòÿì P(S|H0)
è P(S|H1) ýòèõ îøèáîê ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó, ÷òîáû ÷àñòî-
òû îøèáîê áûëè ìàëûìè, êðèòåðèé S äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0 ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû P(S|H0) è P(S|H1) áûëè ïî
âîçìîæíîñòè ìåíüøå. Îáå âåðîÿòíîñòè P(S|H0) è P(S|H1) îä-
íîçíà÷íî çàäàþòñÿ êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì S. Ïîýòîìó, âûáè-
ðàÿ S, ñêàæåì, òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü P(S|H0) îøèáêè ïåðâîãî
ðîäà áûëà ìàëîé, ìû îäíîâðåìåííî ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü îøèá-
êè âòîðîãî ðîäà. (Çàìåòèì, ÷òî êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S ìîæ-
íî âûáðàòü è èç óñëîâèÿ ìàëîñòè âåðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãî
ðîäà, íî ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà îïðåäåëèò-
ñÿ âûáðàííûì S.) Òàê ÷òî âûáèðàòü S òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî
êîíòðîëèðîâàëèñü âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà
�îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî� íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó áóäåì ïî-
ñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó âàæíåå èçáåæàòü îøèá-
êè ïåðâîãî ðîäà (åå �öåíà� âûøå), êðèòåðèé S áóäåì âûáèðàòü
òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà P(S|H0) áûëà ìà-
ëîé. (Òîãäà, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé S äëÿ ïðîâåðêè H0, â äëèííîé
ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ âåðíóþ ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü èç-
ðåäêà.) Ìàëóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà P(S|H0) áóäåì
ãàðàíòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôèêñèðóåì ìàëîå α è êðè-
òè÷åñêîå ìíîæåñòâî S âûáåðåì òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îøèáêè
ïåðâîãî ðîäà íå ïðåâîñõîäèëà α:

P(S|H0) ≤ α.

Êàê ïðàâèëî, ýòî òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî áîëåå
÷åì îäíèì ñïîñîáîì. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî êðèòè÷åñêîå ìíî-
æåñòâî S âûáèðàåì òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà
P(S|H1) áûëà ìèíèìàëüíà. Äëÿ ýòîãî âûáèðàåì S �ïîøèðå�.

Îïðåäåëåíèå.×èñëî α, îãðàíè÷èâàþùåå ñâåðõó âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà, íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè.

Åñëè êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

P(S|H0) ≤ α,

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ çíà÷èìîñòè α.
Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòü P(S|H1) îòêëîíèòü íóëåâóþ ãè-

ïîòåçó, êîãäà âåðíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1, íàçûâàåòñÿ
ìîùíîñòüþ êðèòåðèÿ S.

Åñëè àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà ñëîæíàÿ, ïðè÷åì êîãäà îíà
âåðíà, âåðíà îäíà èç ïðîñòûõ ãèïîòåç Hθ, θ ∈ Θ, òî ïðè êàæäîì
θ ∈ Θ ìîæíî âû÷èñëèòü P(S|Hθ).
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ

β(θ) = P(S|Hθ), θ ∈ Θ,

ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè îòêëîíèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó H0, åñëè âåð-
íà ãèïîòåçà Hθ, θ ∈ Θ, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ìîùíîñòè êðèòå-
ðèÿ S.

Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ P(S|H1) è âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî
ðîäà P(S|H1) ñâÿçàíû òàê:

P(S|H1) = 1− P(S|H1).

×óâñòâèòåëüíîñòü êðèòåðèÿ è âûáîð óðîâíÿ çíà÷è-
ìîñòè. Çàäà÷à êðèòåðèÿ S äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 � íå îò-
êëîíÿòü H0, êîãäà îíà âåðíà, è îòêëîíÿòü, êîãäà îíà íåâåðíà �
ìàëî òîãî ÷òîáû êðèòåðèé íå îòêëîíÿë âåðíóþ H0, îí äîëæåí
îòêëîíÿòü H0, êîãäà H0 íåâåðíà. Ñâîéñòâî êðèòåðèÿ S îòêëî-
íÿòü H0, êîäà H0 íåâåðíà (êîãäà âåðíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòå-
çà H1), íàçûâàþò ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ êðèòåðèÿ. Êîëè÷åñòâåííî
÷óâñòâèòåëüíîñòü êðèòåðèÿ S îïèñûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ P(S|H1)
êðèòåðèÿ (ôóíêöèåé ìîùíîñòè β(θ) = P(S|Hθ), θ ∈ Θ, êðèòå-
ðèÿ) � ÷åì áîëüøå ìîùíîñòü êðèòåðèÿ, òåì êðèòåðèé ÷óâñòâè-
òåëüíåå.

Ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0 ñîïðîâîæäàåòñÿ îøèáêàìè
(ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà). Âûáîðîì óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ìû íå
òîëüêî êîíòðîëèðóåì (îãðàíè÷èâàåì) âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåð-
âîãî ðîäà (à èìåííî, P(S|H0) ≤ α), íî è îïðåäåëÿåì ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü P(S|H1) êðèòåðèÿ. Ïðè ýòîì çà óìåíüøåíèå óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè α (à âìåñòå ñ íèì è âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî
ðîäà P(S|H0)) ìû ðàñïëà÷èâàåìñÿ ïîòåðåé (óìåíüøåíèåì) ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè P(S|H1) êðèòåðèÿ � ïîòåðåé ñâîéñòâà êðèòåðèÿ
îòêëîíÿòü ãèïîòåçó H0, êîãäà îíà íåâåðíà. Ïîñëåäíåå íåîáõî-
äèìî èìåòü â âèäó ïðè âûáîðå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè � êðèòåðèè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëèøêîì ìàëûì óðîâíÿì çíà÷èìîñòè α, èìå-
þò ìàëóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü (ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, à êðèòåðèé
åå íå îòêëîíÿåò).

Ç àì å ÷ à í è å. Îáû÷íî óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ ïîëà-
ãàþò ðàâíûì 0,10; 0,05; 0,01 è ò. ä. ×åì ñåðüåçíåå ïîñëåäñòâèÿ
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà, òåì ìåíüøå äîëæåí áûòü óðîâåíü çíà÷è-
ìîñòè. Íî çà óìåíüøåíèå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ ìû �ðàñ-
ïëà÷èâàåìñÿ� óìåíüøåíèåì åãî ÷óâñòâèòåëüíîñòè, â ÷àñòíîñòè,
êîãäà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà ïðîñòàÿ, óâåëè÷åíèåì âåðîÿòíîñ-
òè îøèáêè âòîðîãî ðîäà.
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22.2 Ïðèìåð. Äèàãíîñòèêà òóáåðêóëåçà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèàãíîñòèêè òóáåðêóëåçà, ñâÿçàííóþ ñ
îòêðûòèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ìåòîä ðåíòãåíîâñêîãî àíàëèçà íå
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íàäåæíûì ïðè äèàãíîñòèêå òóáåðêóëåçà.
Îòêðûòèå ñäåëàíî èçâåñòíûìè ñïåöèàëèñòàìè â ðåíòãåíîëîãèè
äîêòîðàìè Áåðêëîó, ×åìáåðëåíîì, Ôåëïñîì, Çàêñîì è ñòàòèñòè-
êîì ïðîôåññîðîì Èåðóñàëìè (ñì. Journ. Am. Med. Assn., vol. 133,
à òàêæå Public Health Report, vol. 62, 40).

Òåðìèí �ðåíòãåíîâñêèé àíàëèç� óïîòðåáëÿåòñÿ äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ äâóõ îïåðàöèé: (a) èçãîòîâëåíèå ñíèìêà; (b) òîëêîâàíèå
ýòîãî ñíèìêà ðåíòãåíîëîãîì. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìû ãîâîðèì,
÷òî ïðîâåäåíî n ðåíòãåíîâñêèõ àíàëèçîâ èíäèâèäóóìà, òî èìååì
â âèäó, ÷òî ñäåëàíî n ñíèìêîâ è ïî êàæäîìó èç íèõ ïîñòàâëåí
äèàãíîç.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëþäåé ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå
êàòåãîðèè: 1) íå èìåþùèå ïðèçíàêîâ òóáåðêóëåçà â ëåãêèõ,
èõ êðàòêî áóäåì íàçûâàòü �çäîðîâûìè�; 2) ëèöà ñ ïðèçíàêàìè
òóáåðêóëåçà â ëåãêèõ, êîòîðûõ áóäåì íàçûâàòü �áîëüíûìè�. Çäî-
ðîâ èíäèâèäóóì èëè íåò, èñõîä åãî ðåíòãåíîâñêîãî îáñëåäîâà-
íèÿ íà òóáåðêóëåç ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îò-
ðèöàòåëüíûì. (Òåðìèí �ïîëîæèòåëüíûé àíàëèç� îçíà÷àåò, ÷òî
îáñëåäóåìîìó ïàöèåíòó ñòàâèòñÿ äèàãíîç �òóáåðêóëåç ëåãêèõ�.)
Äëÿ êàæäîé êàòåãîðèè áóäåì ïîñòóëèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå âå-
ðîÿòíîñòåé ïîëîæèòåëüíîãî ðåíòãåíîâñêîãî àíàëèçà. Åñëè ïàöè-
åíò ñòðàäàåò òóáåðêóëåçîì, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòäåëüíûé
ðåíòãåíîâñêèé àíàëèç ïîëîæèòåëåí, îáîçíà÷èì ÷åðåç p0; åñëè íå
èìååò íèêàêèõ ïðèçíàêîâ òóáåðêóëåçà � p1. Âåðîÿòíîñòè p0 è p1
çàâèñÿò íå òîëüêî îò îáñëåäóåìûõ èíäèâèäóóìîâ, íî òàêæå îò
òùàòåëüíîñòè èçãîòîâëåíèÿ ðåíòãåíîâñêèõ ñíèìêîâ è êâàëèôè-
êàöèè ðåíòãåíîëîãà, èññëåäóþùåãî ñíèìêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé êëèíèêå ïðè îáñëåäîâàíèè
ñîñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòà äåëàåòñÿ îäíèì è òåì æå ñïîñîáîì
íåñêîëüêî ðåíòãåíîâñêèõ ñíèìêîâ ñ öåëüþ îáíàðóæåíèÿ âîçìîæ-
íûõ ïðèçíàêîâ òóáåðêóëåçà. Äîïóñòèì, ÷òî òîëêîâàíèå íåñêîëü-
êèõ ñíèìêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó æå ïàöèåíòó, ïðî-
èçâîäèòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåçàâèñèìîñòü äèàãíîçà ïî êàæ-
äîìó ñíèìêó îò âûâîäîâ, ñäåëàííûõ ïî ïðåäûäóùèì. Ýòîãî ìîæ-
íî äîñòèãíóòü, íàïðèìåð, ïðåäëàãàÿ ðåíòãåíîëîãó äëÿ ïðîñìîò-
ðà ñíèìêè, ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì ëþäÿì, â ñëó÷àéíîì ïîðÿä-
êå.

Ïóñòü íàø ïðåäøåñòâóþùèé îïûò âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþùåì:



548 Ãëàâà 22. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

1. Åñëè ïàöèåíò ñòðàäàåò òóáåðêóëåçîì, òî âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî îòäåëüíûé ðåíòãåíîâñêèé àíàëèç ïîëîæèòåëåí, ðàâíà
p0 = 0,80.

2. Åñëè ïàöèåíò íå íåñåò íèêàêèõ ïðèçíàêîâ òóáåðêóëåçà,
òî âåðîÿòíîñòü ïîëîæèòåëüíîãî àíàëèçà ðàâíà p1 = 0,01.

Çàäà÷à. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïàöèåíòà äåëàåò-
ñÿ n = 3 íåçàâèñèìûõ ðåíòãåíîâñêèõ àíàëèçà, ïî ðåçóëüòàòàì
êîòîðûõ íåîáõîäèìî âûíåñòè çàêëþ÷åíèå: áîëåí ÷åëîâåê òóáåð-
êóëåçîì èëè íåò, à, çíà÷èò, ñëåäóåò åãî ëå÷èòü èëè íåò.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî åñëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ àíàëèçîâ
�áîëüøîå� (áîëüøå íåêîòîðîãî l), òî íåîáõîäèìî âûíåñòè çàêëþ-
÷åíèå, ÷òî ïàöèåíò �áîëåí� (çàìåòèì, ÷òî �áîëüøîå� ÷èñëî ïîëî-
æèòåëüíûõ àíàëèçîâ ìîæåò áûòü è ó çäîðîâîãî ïàöèåíòà, ïðè
ýòîì áóäåò ïîñòàâëåí îøèáî÷íûé äèàãíîç � òóáåðêóëåç ëåãêèõ);
åñëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ àíàëèçîâ �ìàëîå� (ìåíüøå l), òî çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ïàöèåíò �çäîðîâ� (çàìåòèì, ÷òî �ìàëîå� ÷èñëî ïî-
ëîæèòåëüíûõ àíàëèçîâ ìîæåò áûòü è ó �áîëüíîãî� ïàöèåíòà, ïðè
ýòîì áóäåò äîïóùåíà îøèáêà � ó áîëüíîãî �ïðîñìîòðåëè� òóáåð-
êóëåç). Ê òàêèì åñòåñòâåííûì è ïðàâäîïîäîáíûì âûâîäàì ìû
ïðèõîäèì è íå ïîëüçóÿñü èäåÿìè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-
òåç. Íî íàøè âûâîäû íå ñîäåðæàò êîëè÷åñòâåííîé èíôîðìàöèè:
âî-ïåðâûõ, î ãðàíèöå l, ðàçäåëÿþùåé �áîëüøîå� ÷èñëî ïîëîæè-
òåëüíûõ àíàëèçîâ è �ìàëîå�, âî-âòîðûõ, î ÷àñòîòå îøèáîê, ñî-
ñòîÿùèõ â êëàññèôèêàöèè áîëüíîãî êàê çäîðîâîãî è çäîðîâîãî
êàê áîëüíîãî.

Ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó äèàãíîñòèêè òó-
áåðêóëåçà, ñôîðìóëèðîâàâ åå â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñ-
êèõ ãèïîòåç.

1. Âûá î ð í ó ë å â î é ã è ï î ò å çû. Îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ
çäîðîâüÿ ïàöèåíòà åñòåñòâåííî âûäâèíóòü äâå ãèïîòåçû: H1 �
�ïàöèåíò çäîðîâ� è H2 � �ïàöèåíò áîëåí� (ñòðàäàåò òóáåðêó-
ëåçîì). Èç ýòèõ ãèïîòåç îäíó íåîáõîäèìî âûáðàòü â êà÷åñòâå
íóëåâîé (èñïûòóåìîé). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäñòâèÿ îøè-
áîê, ñîñòîÿùèõ â îòêëîíåíèè ãèïîòåç H1 è H2, êîãäà îíè âåð-
íû. Îøèáêà, ñîñòîÿùàÿ â îòêëîíåíèè âåðíîé H1, ïðèâîäèò ê
èçëèøíåìó áåñïîêîéñòâó çäîðîâîãî ïàöèåíòà, ñâÿçàííîìó ñ åãî
ëå÷åíèåì äî òåõ ïîð, ïîêà î÷åðåäíîå îáñëåäîâàíèå ñîñòîÿíèÿ
çäîðîâüÿ ïàöèåíòà íå óñòàíîâèò, ÷òî åãî ëåãêèå â ïîðÿäêå. Òà-
êàÿ èçëèøíÿÿ ïðåäîñòîðîæíîñòü, ïðîÿâëåííàÿ êëèíèêîé, ìîæåò
ïîâðåäèòü åå ðåïóòàöèè. Îäíàêî îøèáêà, ñîñòîÿùàÿ â îòêëîíå-
íèè H2, êîãäà îíà âåðíà, ÷ðåâàòà äëÿ ïàöèåíòà ïîòåðåé äðà-
ãîöåííîé âîçìîæíîñòè èçáàâèòüñÿ îò áîëåçíè â ðàííåé ñòàäèè.
Ê òîìó æå äëÿ ñïåöèàëèñòîâ êëèíèêè �ïðîñìîòðåòü� áîëåçíü
îçíà÷àëî áû ïîäîðâàòü ñâîþ ðåïóòàöèþ â áîëüøåé ìåðå, ÷åì
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íåîïðàâäàííûì áåñïîêîéñòâîì çäîðîâîãî ïàöèåíòà. Ñ ýòîé òî÷-
êè çðåíèÿ âàæíåå èçáåæàòü îøèáêè, ñîñòîÿùåé â îòêëîíåíèè
ãèïîòåçû H2, êîãäà îíà âåðíà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå èñïûòóåìîé
(íóëåâîé) ãèïîòåçû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèïîòåçóH2 � ïàöèåíò
áîëåí. Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ååH0. Àëüòåðíàòèâíîé ê ãèïîòåçå
H0 ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà H1 � ïàöèåíò çäîðîâ.

2. Ý ê ñ ï å ð èì å í ò. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûíåñòè çàêëþ÷åíèå î
ñîñòîÿíèè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà îòíîñèòåëüíî òóáåðêóëåçà, ïðîâî-
äèì ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîëó÷åíèè ðåàëèçàöèè ξ(ω) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ ðåíòãåíîâñêèõ àíà-
ëèçîâ èç òðåõ ïðîâåäåííûõ (ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3).

3. Ñ åì å é ñ ò â î P â î çì îæíûõ ð à ñ ï ð å ä å ë å í è é ñ ë ó-
÷ à é í î é â å ë è ÷ è íû ξ è ã è ï î ò å çû H0 è H1. Â óñëîâèÿõ
çàäà÷è ñåìåéñòâî P âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ ñîñòîèò èç äâóõ ðàñïðåäåëåíèé:

P0(k) = B3;p0(k) = Ck
3 p

k
0(1− p0)

3−k, k = 0, 1, 2, 3; (22.2.1)

P1(k) = B3;p1(k) = Ck
3 p

k
1(1− p1)

3−k, k = 0, 1, 2, 3. (22.2.2)

Ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî çäîðîâüÿ ïàöèåíòà � ýòî ôàêòè÷åñêè
ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. À èìåííî, ïðè
âåðíîé ãèïîòåçå H0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå B3;p0(k), à ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H1 � áèíîìèàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå B3;p1(k).

4. Âûá î ð ê ð è ò å ð è ÿ. Íàøà çàäà÷à � ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î åå ðàñïðåäåëåíèè:
P0 ìîæåò áûòü ðàñïðåäåëåíèåì ξ (ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì)
èëè P0 íå ìîæåò ðàñïðåäåëåíèåì ξ (ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì).
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óêàçàòü ïîäìíîæåñòâî S ìíîæåñòâà
{0, 1, 2, 3} ðåçóëüòàòîâ ξ(ω) ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûì ãèïîòåçà H0

ïðîòèâîðå÷èò � ïðè ïîïàäàíèè ξ(ω) â êîòîðîå ãèïîòåçó îòêëî-
íÿåì.

Åñëè âåðíà ãèïîòåçà H1 (ò. å. ïàöèåíò çäîðîâ), ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå P1 (ñì. (22.2.2)). Òàáëè÷íàÿ ôîð-
ìà çàïèñè P1:

k 0 1 2 3

P1(k) 0,9702 0,0294 0,0003 0,0000

Åñëè H0 âåðíà (ò. å. ïàöèåíò áîëåí), ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ P0 (ñì. 22.2.1). Òàáëè÷íàÿ ôîðìà çàïè-
ñè P0:

k 0 1 2 3

P0(k) 0,0080 0,0960 0,3840 0,5120
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ ξ åñòåñòâåííî ðàñ-
ñìàòðèâàòü

P1(k) = P1{ξ = k} = Ck
3 p

k
1(1− p1)

3−k, k = 0, 1, 2, 3,

åñëè ξ(ω) ïðèíèìàåò �ìàëûå� çíà÷åíèÿ (ξ ≤ l), è ðàñïðåäåëåíèå

P0(k) = P0{ξ = k} = Ck
3 p

k
0(1− p0)

3−k k = 0, 1, 2, 3,

åñëè ξ(ω) ïðèíèìàåò �áîëüøèå� çíà÷åíèÿ (ξ > l). Ïîýòîìó ãè-
ïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü, åñëè ξ ≤ l, è íå îòêëîíÿòü, åñëè
ξ > l. È ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0: ïàöèåíò áîëåí, ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1: ïàöèåíò
çäîðîâ, åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå S = {x : x ≤ l}. Îêîí÷àòåëü-
íûé âûáîð S îïðåäåëÿåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè è ìîùíîñòüþ
êðèòåðèÿ.

5. Âûá î ð ó ð î â í ÿ ç í à ÷ èì î ñ ò è. Óðîâåíü çíà÷èìîñòè
α � ýòî ÷èñëî, îãðàíè÷èâàþùåå ñâåðõó âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåð-
âîãî ðîäà, ò. å. âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ H0, êîãäà îíà âåðíà.
Âîîáùå ãîâîðÿ, æåëàòåëüíî, ÷òîáû óðîâåíü çíà÷èìîñòè α áûë
ðàâåí íóëþ. Äëÿ α = 0 ðàâåíñòâî

P0(S) = P(S|H0) = P{ξ ≤ l/H0} =

l∑
k=0

Ck
3 p

k
0(1− p0)

3−k ≤ α = 0

èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè S = ∅. Íî äëÿ S = ∅ âñåãäà ξ(ω) /∈ S,
è, ñëåäîâàòåëüíî, âíå çàâèñèìîñòè îò èñõîäà ξ(ω) ýêñïåðèìåíòà
ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì (âñåì ñòàâèì ïîëîæèòåëüíûé äèà-
ãíîç). Òàêîé êðèòåðèé íå ó÷èòûâàåò ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà è,
ðàçóìååòñÿ, èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò. Ïîýòîìó, õî÷åòñÿ íàì òî-
ãî èëè íåò, íî α íåîáõîäèìî âûáðàòü îòëè÷íûì îò íóëÿ. Ïóñòü
α = 0,01. Ïî α îïðåäåëÿåì l êàê íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå, äëÿ
êîòîðîãî

l∑
k=0

Ck
3 p

k
0(1− p0)

3−k ≤ α,

(÷èñëî l îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøåå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü áîëåå
øèðîêîå S = {x : x ≤ l}, à âìåñòå ñ ýòèì á�îëüøóþ ìîùíîñòü
êðèòåðèÿ S). Äëÿ α = 0,01 ïîëó÷àåì l = 0, òàê ÷òî êðèòè÷åñêîå
ìíîæåñòâî S = {x : x ≤ 0}={x : x = 0}.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ àíàëèçîâ ξ ∈ S,
ò. å. ξ ðàâíî íóëþ, ãèïîòåçó H0: ïàöèåíò áîëåí, îòêëîíÿåì, åñëè
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ξ /∈ S, ò. å. õîòÿ áû îäèí àíàëèç ïîëîæèòåëåí, ãèïîòåçó H0 íå
îòêëîíÿåì � ïàöèåíòó ñòàâèì ïîëîæèòåëüíûé äèàãíîç.

6. Â å ð î ÿ ò í î ñ ò è îøè á î ê ï å ð â î ã î è â ò î ð î ã î ð î ä à.
Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà:

P0(S) = P(S|H0) = P{ξ ≤ 0|H0} = C0
3 (0,8)

0(0,2)3 = 0,008.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà:

P1(S) = P(S|H1) = 1− P(S|H1) = 1− P{ξ ≤ 0|H1} =

= 1− C0
3 · 0,010 · 0,993 = 0,0297.

7. Ìîùíî ñ ò ü ê ð è ò å ð è ÿ. Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ ðàâíà âå-
ðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ H0, êîãäà H0 íåâåðíà. Â íàøåé çàäà÷å

β(1) = P(S|H1) = P{ξ ≤ 0|H1} = C0
3 · 0,010 · 0,993 = 0,970.

8. Èí ò å ð ï ð å ò à ö è ÿ ð å ç ó ë ü ò à ò î â. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû:

P(S|H0) = 0,008, P(S|H1) = 0,0297, P(S|H1) = 0,970

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè âûïîëíåíû ñäåëàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ è â êëè-

íèêå èñïîëüçóåòñÿ îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà äèàãíîñòèêè òóáåðêó-
ëåçà, òî ðàâåíñòâî P(S|H0) = 0,008 îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðè âåðíîé
ãèïîòåçå H0 (ïàöèåíò áîëåí) âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ H0 (êëàñ-
ñèôèêàöèè ïàöèåíòà êàê çäîðîâîãî) ðàâíà 0,008. Ýòîìó ðåçóëü-
òàòó ìîæíî äàòü òàêóþ ÷àñòîòíóþ èíòåðïðåòàöèþ: èç 100 áîëü-
íûõ òóáåðêóëåçîì â ñðåäíåì îäíîìó áóäåò ñòàâèòüñÿ îòðèöà-
òåëüíûé äèàãíîç (áîëüíîãî ïàöèåíòà áóäóò êëàññèôèöèðîâàòü
êàê çäîðîâîãî). Èç ðàâåíñòâà P(S|H0) = 0,008 èìååì P(S|H0) =
= 0,992. ×àñòîòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòà � èç 100 áîëüíûõ
òóáåðêóëåçîì â ñðåäíåì 99 áóäåò ïîñòàâëåí ïîëîæèòåëüíûé äè-
àãíîç (ïàöèåíò áîëåí).

Ðàâåíñòâî P(S|H1) = 0,0297 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòå-
çå H1 (ïàöèåíò çäîðîâ) âåðîÿòíîñòü íå îòêëîíÿòü ãèïîòåçó H0

(ïàöèåíò ñòðàäàåò òóáåðêóëåçîì) ðàâíà 0,0297. ×àñòîòíàÿ èí-
òåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòà � èç 100 çäîðîâûõ â ñðåäíåì 3 áóäåò
ïîñòàâëåí ïîëîæèòåëüíûé äèàãíîç (èç 100 çäîðîâûõ ïàöèåí-
òîâ 3 áóäóò êëàññèôèöèðîâàíû êàê áîëüíûå). Äàëåå, P(S|H1) =
= 0,970. Ïîñëåäíåå èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê: èç 100 çäîðîâûõ â



552 Ãëàâà 22. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

ñðåäíåì 97 áóäåò ïîñòàâëåí îòðèöàòåëüíûé äèàãíîç (èç 100 çäî-
ðîâûõ ïàöèåíòîâ 97 áóäóò êëàññèôèöèðîâàíû êàê çäîðîâûå).

Ç àì å ÷ à í è å. Ñëåäóåò ñêàçàòü îá óïðîùåíèÿõ, ââåäåííûõ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèàãíîñòèêè òóáåðêóëåçà.

Âî-ïåðâûõ, ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî äëÿ âñåõ ïàöèåíòîâ, ñòðà-
äàþùèõ òóáåðêóëåçîì, âåðîÿòíîñòü p0 ïîëîæèòåëüíîãî àíàëèçà
îäíà è òà æå, ÷òî åñòåñòâåííî, íå òàê, ïîñêîëüêó p0 çàâèñèò îò
òÿæåñòè áîëåçíè.

Âî-âòîðûõ, ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ðåçóëüòàòû àíàëèçîâ îä-
íîãî è òîãî æå ïàöèåíòà íåçàâèñèìû. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ðåíò-
ãåíîëîã èññëåäóåò ñðàçó íåñêîëüêî ñíèìêîâ ïàöèåíòà è âûíîñèò
ðåøåíèå î äèàãíîçå, ðóêîâîäñòâóÿñü âïå÷àòëåíèåì îò âñåõ ñíèì-
êîâ.

22.3 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 22.3.1(âûáîðî÷íûé êîíòðîëü). Ïðåäíàçíà÷åí-

íàÿ äëÿ ïðîäàæè ïàðòèÿ èçäåëèé â êîëè÷åñòâå 10 000 øòóê
ïðîõîäèò âûáîðî÷íûé êîíòðîëü íà êà÷åñòâî. Ïîñòàâùèê óâå-
ðåí, ÷òî äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé ðàâíà 1% (èëè ìåíüøå), è õî-
÷åò, ÷òîáû âñÿêèé ðàç, êîãäà ýòà äîëÿ ñîñòàâëÿåò 1%, ïàðòèÿ
âûäåðæèâàëà êîíòðîëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,90. Ïîêóïàòåëü ñ÷è-
òàåò, ÷òî ïàðòèþ öåëåñîîáðàçíî çàêóïèòü äàæå â òîì ñëó÷àå,
åñëè äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé áóäåò áîëüøå 1%, íî 6% äåôåêò-
íûõ èçäåëèé îí ñ÷èòàåò ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé äîëåé è õî÷åò,
÷òîáû êîíòðîëü îáíàðóæèâàë ïàðòèè ñ 6% ñîäåðæàíèåì äå-
ôåêòíûõ èçäåëèé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95. Ïîñòàâùèê è ïîêóïà-
òåëü äîãîâîðèëèñü îñóùåñòâëÿòü êîíòðîëü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: èç ïàðòèè â 10 000 èçäåëèé èçâëåêàþò ñëó÷àéíóþ âûáîðêó
îáúåìîì n, åñëè ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ξ(ω) äåôåêòíûõ èçäåëèé
â âûáîðêå îêàæåòñÿ ìàëûì (ìåíüøå íåêîòîðîãî l), òî ïàðòèÿ
âûäåðæèâàåò êîíòðîëü è çàêóïàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïàð-
òèÿ áðàêóåòñÿ.

Êàêèì äîëæåí áûòü îáúåì n âûáîðêè èç ïàðòèè è çíà÷å-
íèå l?

Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ñôîðìóëèðîâàâ è ðåøèâ ïîñòàâ-
ëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Ðåøåíè å. Èçäåëèÿ â âûáîðêó îáúåìîì n èçâëåêàþò ïîñëå-
äîâàòåëüíî. Ïîñêîëüêó îáúåì ïàðòèè áîëüøîé (10 000 èçäåëèé),
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî äåôåêò-
íûõ èçäåëèé â âûáîðêå � èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
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ñ ïàðàìåòðàìè (n; θ):

P{ξ = k} = Bn,θ(k) = Ck
nθ

k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

ïàðàìåòð θ íåèçâåñòåí (âåðîÿòíîñòü âûáîðà äåôåêòíîãî èçäå-
ëèÿ íåèçâåñòíà). Ñåìåéñòâîì âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ P = {Bn,θ, θ ∈ (0; 1)}, ÷åðåç Hθ áó-
äåì îáîçíà÷àòü ãèïîòåçó � ξ èìååò ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì Bn,θ,
θ ∈ (0; 1).

Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èç ñåìåéñòâà P îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà θ è íàîáîðîò.

Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà θ: θ1 = 0,01 è θ2 = 0,06 (èì ñîîòâåòñòâóåò 1% è 6% ñîäåð-
æàíèå äåôåêòíûõ èçäåëèé â ïàðòèè). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå íó-
ëåâîé ãèïîòåçû åñòåñòâåííî âûáðàòü îäíó èç ãèïîòåç: ãèïîòåçó
H0,01 � ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Bn;0,01, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà
H(0,01;1) � ðàñïðåäåëåíèå ξ ïðèíàäëåæèò êëàññó ðàñïðåäåëåíèé
{Bn,θ, θ ∈ (0,01; 1)}, èëè ãèïîòåçó H0,06 � ξ èìååò ðàñïðåäåëå-
íèå Bn;0,06, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H(0;0,06) � ðàñïðåäåëåíèå
ξ ïðèíàäëåæèò êëàññó ðàñïðåäåëåíèé {Bn;θ, θ ∈ (0; 0,06)}. Îñòà-
íîâèìñÿ íà ïîñëåäíåé, à èìåííî, H0 = H0,06, àëüòåðíàòèâíàÿ
ãèïîòåçà H1 = H(0;0,06). Àëüòåðíàòèâà H1 = H(0;0,06) ñëîæíàÿ,
êîãäà H(0;0,06) âåðíà, âåðíà îäíà èç ïðîñòûõ ãèïîòåç Hθ: ξ èìååò
ðàñïðåäåëåíèå Bn,θ, θ ∈ (0; 0,06).

Íåîòêëîíåíèå íóëåâîé ãèïîòåçû H0,06 îçíà÷àåò êëàññèôèêà-
öèþ ïàðòèè êàê ïàðòèè, ñîäåðæàùåé 6% äåôåêòíûõ èçäåëèé,
ñ ïîñëåäóþùèì îòêàçîì â çàêóïêå ïàðòèè. Îòêëîíåíèå íóëåâîé
ãèïîòåçû â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû H1 = H(0;0,06) îçíà÷àåò êëàññè-
ôèêàöèþ ïàðòèè êàê òàêîé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò äîëþ äåôåêòíûõ
èçäåëèé ìåíüøóþ 0,06, ñ ïîñëåäóþùåé çàêóïêîé ïàðòèè. Åñëè
ïðè ýòîì ïàðòèÿ ñ 6% áðàêà (ãèïîòåçà H0 = H0,06 âåðíà) êëàñ-
ñèôèöèðóåòñÿ êàê ïàðòèÿ, ñîäåðæàùàÿ ìåíüøå 6% äåôåêòíûõ
èçäåëèé è, êàê ñëåäñòâèå, çàêóïàåòñÿ (äîïóùåíà îøèáêà ïåðâîãî
ðîäà), òî ïîêóïàòåëü, ðàçóìååòñÿ, ïîíåñåò óáûòêè. Åñëè êàêàÿ-
òî èç ïàðòèé ñ ìàëûì ïðîöåíòîì äåôåêòíûõ èçäåëèé � ìåíü-
øèì 6% (âåðíà ãèïîòåçà H1 = H(0;0,06)), êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê
ïàðòèÿ, ñîäåðæàùàÿ 6% áðàêà, òî ïàðòèÿ áðàêóåòñÿ (äîïóùåíà
îøèáêà âòîðîãî ðîäà), è ýòî óæå ïðîáëåìà ïîñòàâùèêà.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîãî åñòå-
ñòâåííî âûáðàòü ìíîæåñòâî âèäà S = {k : k ≤ l}. Ýòî ìíîæåñòâî
îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì l è îáúåìîì âûáîðêè n.

Ïî äîãîâîðåííîñòè ìåæäó ïîêóïàòåëåì è ïîñòàâùèêîì ìíî-
æåñòâî S = {k : k ≤ l}, à ôàêòè÷åñêè ÷èñëà n è l, äîëæíû áûòü
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òàêèìè, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ïðèâåäåííûå ðàíåå äîãîâîðåííîñòè
ìåæäó ïîêóïàòåëåì è ïîñòàâùèêîì, à èìåííî.

1. Ïàðòèÿ ñ 6% äåôåêòíûõ èçäåëèé äîëæíà îáíàðóæèâàòüñÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95, ò. å.

P(S|H0,06) ≥ 0,95,

èëè, ÷òî òî æå,

P(S|H0,06) = P{ξ ∈ S|H0} = P0,06{ξ ≤ l} =

=

l∑
k=0

Ck
n(0,06)

k(0,94)n−k ≤ α = 0,05.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî � ôîðìàëèçîâàííàÿ çàïèñü òðåáîâàíèé
ïîêóïàòåëÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì ïàðòèè ñ 6% ñîäåðæàíèåì áðàêà
äîëæíû îáíàðóæèâàòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé, ÷åì 0,95.

2. Çíà÷åíèå β(θ) = P(S|Hθ) ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ S
â òî÷êå θ = 0,01 äîëæíî áûòü íå ìåíüøèì 0,9:

β(0,01) = P(S|H0,01) = P{ξ ∈ S|H0,01} = P{ξ ≤ l|H0,01} =

=

l∑
k=0

Ck
n(0,01)

k(0,99)n−k ≥ 0,9.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçîâàííîé çàïèñüþ òðå-
áîâàíèé ïîñòàâùèêà, ñîãëàñíî êîòîðûì ïàðòèè ñ 1% ñîäåðæà-
íèåì áðàêà äîëæíû âûäåðæèâàòü êîíòðîëü ñ âåðîÿòíîñòüþ íå
ìåíüøåé, ÷åì 0,9.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå n è l äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîò-
íîøåíèÿì:

l∑
k=0

Ck
n(0,06)

k(0,94)n−k ≤ 0,05; (22.3.1)

l∑
k=0

Ck
n(0,01)

k(0,99)n−k ≥ 0,9, (22.3.2)

ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì n ñëåäóåò âûáðàòü ïî âîçìîæíîñòè ìåíü-
øèì.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Bn,θ(m) = Cm
n θ

m(1− θ)n−m, m = 0, 1, . . . , n,
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óäîáíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïóàññîíîâñêèì, ïîñêîëüêó ïàðàìåòð θ
ìàëûé (âåðîÿòíîñòü θ âûáîðà äåôåêòíîãî èçäåëèÿ ìàëà), à îáú-
åì n âûáîðêè � áîëüøîé. Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òåîðå-
ìà Ïóàññîíà (ñì. òåîðåìó 6.2.1). ×òîáû ïîãðåøíîñòü àïïðîêñè-
ìàöèè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïóàññîíîâñêèì áûëà íåçíà-
÷èòåëüíîé, n äîëæíî áûòü íå ìåíüøèì íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ
(à ëó÷øå ñîòåí), à ïðîèçâåäåíèå nθ äîëæíî ëåæàòü ìåæäó 1
è 10. Ïðè ýòîì

P{ξ = k|H0,06} = Pλ0(k) =
λk0
k!
e−λ0 , k = 0, 1, 2, . . . , λ0 = n · 0,06,

P{ξ = k|H0,01} = Pλ1(k) =
λk1
k!
e−λ1 , k = 0, 1, 2, . . . , λ1 = n · 0,01,

à n è l äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì:

P{ξ ≤ l|H0,06} =

l∑
k=0

λk0
k!
e−λ0 ≤ 0,05, λ0 = n · 0,06; (22.3.3)

P{ξ ≤ l|H0,01} =

l∑
k=0

λk1
k!
e−λ1 ≥ 0,90, λ1 = n · 0,01 (22.3.4)

(ñðàâíèòå ñ íåðàâåíñòâàìè (22.3.1) è (22.3.2)).
Îïðåäåëÿÿ n è l, ìû, åñòåñòâåííî, áóäåì ñòðåìèòüñÿ âûáðàòü n

ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøèì.
Ïîñìîòðèì, ìîæíî ëè, ñêàæåì, äëÿ n = 50 âûáðàòü l òàê,

÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ (22.3.3) è (22.3.4). Åñëè íåò,
âûáèðàåì n á�îëüøèì, è òàê áóäåì ïîñòóïàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå
íàéäåì n è l, êîòîðûå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì (22.3.3)
è (22.3.4).

Ïðè n = 50 èìååì λ0 = 50 · 0,06 = 3; λ1 = 50 · 0,01 = 0,5.
Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà (ñì. òàáë. 27.6.1),
íàõîäèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (22.3.3) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè l = 0,
à íåðàâåíñòâî (22.3.4) � ïðè l ≥ 1. Ïîýòîìó äëÿ n = 50 íå
ñóùåñòâóåò l, êîòîðîå áû óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâàì (22.3.3) è
(22.3.4).

Ïðè n = 100 èìååì λ0 = 100 · 0,06 = 6; λ1 = 100 · 0,01 = 1.
Èç òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà íàõîäèì, ÷òî íåðàâåíñòâî
(22.3.3) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, ïðè l ≤ 1, à íåðàâåíñòâî (22.3.4) �
ïðè l ≥ 2. Ïîýòîìó äëÿ n = 100 íå ñóùåñòâóåò l, êîòîðîå áû
óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâàì (22.3.3) è (22.3.4).
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Ïðè n = 150 èìååì λ0 = 150 · 0,06 = 9; λ1 = 150 · 0,01 =
= 1,5. Äëÿ òàêèõ λ0 è λ1 íåðàâåíñòâî (22.3.3) óäîâëåòâîðÿåò-
ñÿ, ïðè l ≤ 4, à íåðàâåíñòâî (22.3.4) � ïðè l ≥ 3. Ïîïûòàåìñÿ
óìåíüøèòü n.

Ïóñòü n = 130. Òîãäà λ0 = 130 · 0,06 = 7,8; λ1 =
= 130 · 0,01 = 1,3; íåðàâåíñòâî (22.3.3) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, ïðè
l ≤ 3, à íåðàâåíñòâî (22.3.4) � ïðè l ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
n = 130 è l = 3 îáà íåðàâåíñòâà (22.3.3) è (22.3.4) óäîâëåòâîðÿ-
þòñÿ. È, ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî (êðèòåðèé) äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 èìååò âèä

S = {k : k ≤ 3}.

Äëÿ êðèòåðèÿ S = {k : k ≤ 3} âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî
ðîäà

P{ξ ≤ 3|H0,06} = P0,06(S) =
3∑

k=0

λk0
k!
e−λ0 =

3∑
k=0

7,8k

k!
e−7,8 = 0,048.

Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Èñïîëüçóÿ îïèñàííûé êðè-
òåðèé, íà 100 ïàðòèé èçäåëèé, ñîäåðæàùèõ 6% áðàêà, â ñðåä-
íåì îêîëî 5 ïàðòèé áóäóò êëàññèôèöèðîâàòüñÿ êàê ñîäåðæàùèå
ìåíüøå 6% áðàêà è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäóò çàêóïàòüñÿ.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìîùíîñòè

β(θ) = P(S|Hθ) =
3∑

k=0

(130 · θ)k

k!
e−130·θ, θ ∈ (0; 0,06),

êðèòåðèÿ S â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 22.3.1.

Òàá ë èö à 22.3.1

θ 0,005 0,01 0,02 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08

β(θ) 0,996 0,957 0,736 0,238 0,112 0,048 0,020 0,008
.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå 0,048 ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ β(θ)
â òî÷êå θ = 0,06 ðàâíî âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (íà-
ïîìíèì, ÷òî H0: θ = 0,06).

Ãðàôèê ôóíêöèè ìîùíîñòè β(θ) = P(S|Hθ) êðèòåðèÿ èçîá-
ðàæåí íà ðèñ. 22.3.1.

Â òî÷êå θ = 0,01 çíà÷åíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ

β(0,01) = P{ξ ≤ 3|H0,01} = P0,01(S) =
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=

3∑
k=0

λk1
k!
e−λ1 =

3∑
k=0

1,3k

k!
e−1,3 = 0,957.

Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî íà 100 ïàðòèé èçäåëèé ñ 1% ñîäåð-
æàíèåì áðàêà â ñðåäíåì îêîëî 96 ïàðòèé áóäóò âûäåðæèâàòü
êîíòðîëü.

Ðèñ. 22.3.1: Ãðàôèê ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ
β(θ) = P(S|Hθ)

Â òî÷êå 0,005 çíà÷åíèå

β(0,005) = P{ξ ≤ 3|H0,005} = P0,005(S) = 0,995.

Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: èñïîëüçóÿ êðèòåðèé S =
= {k : k ≤ 3}, â ñðåäíåì íà 100 ïàðòèé èçäåëèé ñ 0,5% ñîäåðæà-
íèåì äåôåêòíûõ èçäåëèé îêîëî 99 ïàðòèé áóäóò âûäåðæèâàòü
êîíòðîëü.

Äàëåå, õîòÿ ãèïîòåçà H0 = H0,06 ïðîâåðÿåòñÿ ïðîòèâ àëüòåð-
íàòèâû H1 = H(0;0,06) � ïàðàìåòð θ ∈ (0; 0,06), ôîðìàëüíî ìû
ìîæåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìîùíîñòè β(θ) = P(S|Hθ)
è ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ > 0,06, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãèïîòå-
çàì î ñîäåðæàíèè äîëè äåôåêòíûõ èçäåëèé â ïàðòèè áîëüøåì
0,06. Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, â òî÷êå θ = 0,08 çíà÷åíèå ôóíêöèè
ìîùíîñòè êðèòåðèÿ

β(0,08) = P{ξ ≤ 3|H0,08} = P0,08(S) = 0,008.

Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0,08 � ïàð-
òèÿ ñîäåðæèò 8% äåôåêòíûõ èçäåëèé, ãèïîòåçà H0 ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0,008 áóäóò îòêëîíÿåòñÿ, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−β(0,08) =
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= 0,992 íå áóäåò îòêëîíÿòüñÿ è, êàê ñëåäñòâèå, ïàðòèÿ, ñîäåð-
æàùàÿ 8% äåôåêòíûõ èçäåëèé, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,992 áóäåò áðà-
êîâàòüñÿ. Òàê ÷òî êðèòåðèé {k : k ≤ 3} �õîðîøî ðàáîòàåò� è ïðè
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ áîëüøèõ 0,06.

Çàäà÷è
22.1 (î òåëåïàòàõ). Íåêîòîðûå ëþäè óòâåðæäàþò, ÷òî îíè

ìîãóò ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè � ÿâëÿþòñÿ òåëåïàòàìè. Ïðè
ýòîì òåëåïàò íå ïðåòåíäóåò íà òî, ÷òî îí ìîæåò áåçîøèáî÷íî ÷è-
òàòü ìûñëè, íî óòâåðæäàåò, ÷òî, èíîãäà îøèáàÿñü, îí âñå-òàêè
÷àùå ÷èòàåò ìûñëè âåðíî, ÷åì íåâåðíî. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü
ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè. Ñ ýòîé öå-
ëüþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè òàêîé ýêñïåðèìåíò. Âû çàäóìûâàåòå
íàóäà÷ó ÷èñëî (äëÿ ïðîñòîòû 0 èëè 1) è ôèêñèðóåòå åãî, íàïðè-
ìåð, íà áóìàãå. Òåëåïàò ÷èòàåò âàøó ìûñëü � çàäóìàííîå ÷èñëî
è òàêæå ôèêñèðóåò åãî, è òàê n ðàç. Åñëè òåëåïàò äåéñòâèòåëü-
íî ÷èòàåò âàøè ìûñëè, òî ÷èñëî ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûõ íóëåé
(íóëü ÷èòàåòñÿ êàê íóëü) è åäèíèö (åäèíèöà ÷èòàåòñÿ êàê åäèíè-
öà), ò. å. äîëÿ óñïåõîâ (óñïåõ � ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûé ñèìâîë)
áóäåò áîëüøîé. Òåëåïàòó ïðåäëàãàåòñÿ ïðî÷èòàòü n ñèìâîëîâ,
ξ(ω) èç íèõ áûëè ïðî÷èòàíû ïðàâèëüíî. Ñâèäåòåëüñòâóåò ëè ýòî
î ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè?

Ïðåäëîæèòü ïðàâèëî (êðèòåðèé), ïî êîòîðîìó ìîæíî îáíà-
ðóæèòü ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè.

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ
ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, à èìåííî:

ïðåäëîæèòü íóëåâóþ (îñíîâíóþ) è àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòå-
çû;

âûÿñíèòü, â ÷åì ñîñòîÿò îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà;
îïðåäåëèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íàáëþäàåìóþ â ýêñïåðè-

ìåíòå (÷òî îçíà÷àþò âûäâèíóòûå ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?);

ïðåäëîæèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû;
âûáðàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ, îáîñíîâàòü âûáîð;
âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà;
èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ;
äàòü ÷àñòîòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Óê à ç à í è å. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: òåëåïàò ìûñëè íå ÷èòàåò.
22.2 (î ñòàòèñòèêå è ýêñïåðèìåíòàòîðå). Äâà ñòóäåíòà

(îäíîãî áóäåì íàçûâàòü ñòàòèñòèêîì, äðóãîãî � ýêñïåðèìåíòà-
òîðîì) èìåþò ìîíåòû: ñèììåòðè÷íóþ è íåñèììåòðè÷íóþ, âå-
ðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ �ãåðáà� ïîñëåäíåé θ (θ ̸= 1/2). Ýêñïåðè-
ìåíòàòîð è ñòàòèñòèê äîãîâàðèâàþòñÿ î ñëåäóþùåì: ýêñïåðè-
ìåíòàòîð âûõîäèò â ñîñåäíþþ êîìíàòó, âûáèðàåò îäíó èç ìîíåò
(êàêóþ � ñòàòèñòèê íå çíàåò), ïîäáðàñûâàåò åå n ðàç è ðåçóëü-
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òàò (÷èñëî âûïàäåíèé �ãåðáà�) ñîîáùàåò ñòàòèñòèêó. Ïîñëåäíèé
óòâåðæäàåò, ÷òî ìîæåò îïðåäåëèòü, êàêóþ èç äâóõ ìîíåò ïîä-
áðàñûâàë ýêñïåðèìåíòàòîð. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòàòîð ñòàâèò ïîä
ñîìíåíèå ýòè ñïîñîáíîñòè ñòàòèñòèêà è êàê àðãóìåíò âûäâèãà-
åò òàêèå âîçðàæåíèÿ: ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà (÷èñëî
âûïàäåíèé �ãåðáà�) ïðåäñêàçàòü íåâîçìîæíî, ïðè÷åì êàê äëÿ
ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû, òàê è äëÿ íåñèììåòðè÷íîé ýòî ÷èñëî
ìîæåò áûòü ëþáûì: 0, 1, . . . , n, òî îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç ìîíåò
áðîñàëàñü, íåâîçìîæíî.

Êòî ïðàâ � ñòàòèñòèê èëè ýêñïåðèìåíòàòîð?
Ñôîðìóëèðóéòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ñ ïîçèöèè ñòàòèñòèêà,

à èìåííî, êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çà-
äà÷ó 22.1). ×òî ìîæíî ñêàçàòü îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòè ðàç-
ëè÷èòü ñèììåòðè÷íóþ è íåñèììåòðè÷íóþ ìîíåòû?

Ïóñòü n = 25. Êàêèìè áóäóò âûâîäû, åñëè ãåðá âûïàë 21
ðàç?

Óê à ç à í è å. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: ìîíåòà ñèììåòðè÷íàÿ,
àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ.

22.3 (î êîíòðîëå ïðåïàðàòà íà òîêñè÷íîñòü). Ïðîöåññ
ïðîèçâîäñòâà íåêîòîðîãî ìåäèöèíñêîãî ïðåïàðàòà äîñòàòî÷íî
ñëîæíûé, òàê ÷òî íåñóùåñòâåííûå íà ïåðâûé âçãëÿä îòêëîíåíèÿ
îò òåõíîëîãèè ìîãóò âûçâàòü ïîÿâëåíèå âûñîêîòîêñè÷íîé ïîáî÷-
íîé ïðèìåñè. Òîêñè÷íîñòü ïîñëåäíåé ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòîëü âû-
ñîêîé, ÷òî äàæå íåçíà÷èòåëüíîå åå êîëè÷åñòâî, êîòîðîå íå ìîæåò
áûòü îáíàðóæåíî ïðè îáû÷íîì õèìè÷åñêîì àíàëèçå, îïàñíî äëÿ
÷åëîâåêà, ïðèíèìàþùåãî ïðåïàðàò. Ïîýòîìó äî ðåàëèçàöèè ïàð-
òèè ïðåïàðàòà åãî èññëåäóþò íà òîêñè÷íîñòü áèîëîãè÷åñêèìè
ìåòîäàìè. Îïðåäåëåííàÿ äîçà ïðåïàðàòà ââîäèòñÿ ïîäîïûòíûì
æèâîòíûì è ðåãèñòðèðóåòñÿ ðåçóëüòàò (êîëè÷åñòâî ëåòàëüíûõ
èñõîäîâ).

Åñëè ïðåïàðàò òîêñè÷íûé, òî âñå èëè ïî÷òè âñå æèâîòíûå
ãèáíóò � êîëè÷åñòâî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ ξ(ω) áîëüøîå (ξ(ω) ≥ l).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ ξ(ω) ìàëîå
(ξ(ω) < l), èëè, ÷òî òî æå, êîëè÷åñòâî âûæèâøèõ æèâîòíûõ
áîëüøîå.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òîêñè÷íîãî ïðåïàðàòà âåðîÿòíîñòü ëåòàëü-
íîãî èñõîäà íå ìåíüøå ÷åì 0,9, à åñëè ïðåïàðàò íåòîêñè÷íûé,
òî âåðîÿòíîñòü ëåòàëüíîãî èñõîäà íå ïðåâûøàåò 0,05. Êàêîå ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî n æèâîòíûõ íåîáõîäèìî èíúåöèðîâàòü, ÷òîáû
òîêñè÷íûé ïðåïàðàò îáíàðóæèâàëñÿ (êëàññèôèöèðîâàëñÿ êàê
òîêñè÷íûé) ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé, ÷åì 0,999, à íåòîêñè÷-
íûé ïðåïàðàò âûäåðæèâàë êîíòðîëü (êëàññèôèöèðîâàëñÿ êàê
íåòîêñè÷íûé) ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98? Íàéòè n, ñôîðìóëèðîâàâ
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ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç (ñì. çàäà÷ó 22.1).

Ó ê à ç à í è å. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: ïðåïàðàò òîêñè÷íûé.
22.4 (î êîíòðîëå ÷èñòîòû âîäû). Äëÿ íóæä íåêîòîðîãî

õèìè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû èñïîëüçóåìàÿ âî-
äà áûëà ÷èñòîé � ñîäåðæàëà ìàëî áàêòåðèé. Âîäà, ñîäåðæàùàÿ
â ñðåäíåì ìåíåå îäíîé áàêòåðèè íà åäèíèöó îáúåìà, ñ÷èòàåò-
ñÿ ïðèãîäíîé äëÿ äàííîãî õèìè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà. Åñëè æå
ñðåäíåå êîëè÷åñòâî áàêòåðèé íà åäèíèöó îáúåìà âîäû ðàâíî îä-
íîé èëè áîëüøå, òî åå ïðèìåíåíèå íåäîïóñòèìî.

Îáû÷íàÿ ìåòîäèêà êîíòðîëÿ âîäû íà ÷èñòîòó òàêàÿ. Áåðåò-
ñÿ 10 (â îáùåì ñëó÷àå n) ïðîá âîäû åäèíè÷íîãî îáúåìà. Ïîòîì
êàæäàÿ èç ýòèõ ïðîá äîáàâëÿåòñÿ â êîëáû ñ ïèòàòåëüíîé ñðå-
äîé, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå, áëàãîïðèÿòíîé äëÿ
ðîñòà áàêòåðèé. Åñëè ïðîáà çàãðÿçíåíà, ò. å. ñîäåðæèò ïî ìåíü-
øåé ìåðå îäíó áàêòåðèþ, òî êîëîíèÿ áàêòåðèé áóäåò ðàñòè è
ïåðâîíà÷àëüíî ïðîçðà÷íûé ðàñòâîð ïîìóòíååò. Î ÷èñòîòå âîäû
ñóäÿò ïî êîëè÷åñòâó ξ çàãðÿçíåííûõ ïðîá: åñëè ýòî êîëè÷åñòâî
íå ïðåâûøàåò îïðåäåëåííîãî ÷èñëà l, òî âîäà ñ÷èòàåòñÿ ÷èñòîé;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � çàãðÿçíåííîé, òîãäà ïðîâîäèòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ î÷èñòêà âîäû, ÷òî, åñòåñòâåííî, òðåáóåò òðóäà è çàòðàò,
è îíà ñíîâà ïðîõîäèò êîíòðîëü íà ÷èñòîòó. Îäíàêî, åñëè èñ-
ïîëüçóåìàÿ âîäà ñîäåðæèò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî áàêòåðèé,
òî âûçâàííûå ýòèì ïîòåðè çíà÷èòåëüíî áîëüøå.

Êàêèì äîëæíî áûòü l, ÷òîáû âîäà ñî ñðåäíèì ñîäåðæàíèåì
áàêòåðèé, ðàâíûì îäíîé íà åäèíèöó îáúåìà, îáíàðóæèâàëàñü ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,99? Íàéòè óêàçàííîå l, ñôîðìóëèðîâàâ ïîñòàâ-
ëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì.
çàäà÷ó 22.1).

Ç àì å ÷ à í è å. Â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà áàêòåðèé â
åäèíè÷íîì îáúåìå âîäû ñî ñðåäíèì ñîäåðæàíèåì λ áàêòåðèé íà
åäèíèöó îáúåìà åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïóàññîíîâñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

Ó ê à ç à í è å. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: λ = 1 � ñðåäíåå ñîäåðæà-
íèå áàêòåðèé íà åäèíèöó îáúåìà âîäû ðàâíî 1. Àëüòåðíàòèâíàÿ
ãèïîòåçà H = Hλ (λ < 1) � ñðåäíåå ñîäåðæàíèå áàêòåðèé íà
åäèíèöó îáúåìà âîäû ìåíüøå ÷åì 1.

Íàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � êîëè÷åñòâî çàãðÿç-
íåííûõ ïðîá � èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè (10, θ), ãäå θ � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðîáå áóäåò ïî
ìåíüøåé ìåðå îäíà áàêòåðèÿ. Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: λ = 1
çíà÷åíèå p = p0 = 1− e−1. Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ ïðîâåð-
êè ãèïîòåçû H0 èìååò âèä S = {k : k ≤ l}.
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22.5 (î ëåäè, ïðîáóþùåé ÷àé). Íåêàÿ ëåäè óòâåðæäàåò,
÷òî, ïîïðîáîâàâ ÷àøêó ÷àÿ ñ ìîëîêîì, îíà ìîæåò îïðåäåëèòü,
÷òî áûëî ñíà÷àëà íàëèòî â ÷àøêó � ìîëîêî èëè ÷àé (ðàçëè÷à-
åò ðåöåïòû ïðèãîòîâëåíèÿ ÷àÿ). Ïðè ýòîì ëåäè íå ïðåòåíäóåò
íà áåçîøèáî÷íîå îïðåäåëåíèå ðàçíèöû âî âêóñå, íî óòâåðæäàåò,
÷òî, ïóñòü èíîãäà îøèáàÿñü, îíà ÷àùå îïðåäåëÿåò ïðàâèëüíî,
íåæåëè íåïðàâèëüíî.

Ïðåæäå ÷åì ïðèçíàòü íàëè÷èå ó ëåäè ñïîñîáíîñòåé ðàçëè-
÷àòü ðåöåïòû ïðèãîòîâëåíèÿ ÷àÿ, åé ïðåäëàãàþò ïîïðîáîâàòü è
êëàññèôèöèðîâàòü n ïàð ÷àøåê ÷àÿ (ïî ïàðå ÷àøåê çà çàâòðà-
êîì â òå÷åíèå n äíåé). Â êàæäóþ ïàðó âõîäèò ïî ÷àøêå ÷àÿ,
ïðèãîòîâëåííîãî ïî ðàçíûì ðåöåïòàì. Êîëè÷åñòâî ξ ïðàâèëüíî
êëàññèôèöèðîâàííûõ ïàð ðåãèñòðèðóåòñÿ. Ïóñòü ëåäè èç n ïàð
÷àøåê ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàëà ξ(ω). Ñâèäåòåëüñòâóåò ëè
ýòî î ñïîñîáíîñòÿõ ëåäè?

Âû � ÷ëåí äîáðîæåëàòåëüíîãî æþðè � íå õîòèòå ïîíàïðàñ-
íó îòâåðãíóòü ñïîñîáíîñòè ëåäè, åñëè îíè ó ëåäè â ñàìîì äåëå
èìåþòñÿ. Ïðåäëîæèòå ïðàâèëî (êðèòåðèé), êîòîðûì äîëæíî ðó-
êîâîäñòâîâàòüñÿ æþðè, âûíîñÿ çàêëþ÷åíèå î ñïîñîáíîñòÿõ ëåäè
ðàçëè÷àòü ðåöåïòû ïðèãîòîâëåíèÿ ÷àÿ.

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ
ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 22.1).

Âûÿñíèòå, êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â çà-
âèñèìîñòè îò óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ è êîëè÷åñòâà n ïàð
÷àøåê ÷àÿ, ïðåäëàãàåìûõ äëÿ êëàññèôèêàöèè.

Ç àì å ÷ à í è å. Êàê ÷ëåí æþðè âû, ðàçóìååòñÿ, íå õîòèòå ïðè-
çíàòü çà ëåäè óïîìÿíóòûå ñïîñîáíîñòè, åñëè îíà èõ íå èìååò;
ïîýòîìó â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû ïðåäëàãàåòå ãèïîòåçó H0:
ëåäè íå èìååò ñïîñîáíîñòåé. Íî êàê ÷ëåí äîáðîæåëàòåëüíîãî
æþðè, íå õîòèòå ïîíàïðàñíó îòâåðãíóòü ñïîñîáíîñòè ëåäè, åñëè
îíà èõ èìååò, è ïîýòîìó íàçíà÷àåòå íå ñëèøêîì ìàëûé óðîâåíü
çíà÷èìîñòè.

22.6 (î âûáîðî÷íîì êîíòðîëå). Ïîòðåáèòåëü ïðèîáðåòà-
åò êðóïíûå ïàðòèè òîâàðîâ. ×òîáû èçáåæàòü çíà÷èòåëüíîé äî-
ëè äåôåêòíûõ èçäåëèé, îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîðî÷íûé êîíòðîëü.
Èç êàæäîé ïàðòèè äëÿ êîíòðîëÿ âûáèðàåòñÿ n èçäåëèé. Ïàðòèÿ
ïðèíèìàåòñÿ, åñëè ÷èñëî äåôåêòíûõ èçäåëèé ñðåäè n ïðîâåðåí-
íûõ íå ïðåâûøàåò l.

Ïîòðåáèòåëü ïðåäúÿâëÿåò ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ ê êîíòðî-
ëþ: åñëè äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé â ïàðòèè ìåíüøå ÷åì 8%,
òî ïàðòèÿ âûäåðæèâàåò êîíòðîëü è çàêóïàåòñÿ, íî ïàðòèè ñ 8%
äåôåêòíûõ èçäåëèé äîëæíû îáíàðóæèâàòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ íå
ìåíüøåé ÷åì 0,9. Ó ïîñòàâùèêà ñâîè ïîæåëàíèÿ îòíîñèòåëüíî
êîíòðîëÿ: îí õî÷åò, ÷òîáû ïàðòèÿ, äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé â
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êîòîðîé ñîñòàâëÿåò 1%, áðàêîâàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëü-
øåé ÷åì 0,04.

Êàêèìè äîëæíû áûòü îáúåì n âûáîðêè èç ïàðòèè (ðàçóìå-
åòñÿ, ìèíèìàëüíûé) è çíà÷åíèå l?

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåðìè-
íàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 22.1 è ïðèìåð
22.3.1).

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü çàáðàêîâàòü ïàðòèþ òîâàðîâ, ñîäåðæà-
ùóþ 1; 2; 4; 8; 10% äåôåêòíûõ èçäåëèé?

Óê à ç à í è å. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé
ñîñòàâëÿåò 0,01; àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Hp: p ∈ (0,01; 1) (Hp

ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé). Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S = {k : k > l}.
Òðåáîâàíèå ïîòðåáèòåëÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

β(0,08) = P(S|H0,08) ≥ 0,9,

ãäå β(p) � ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ S.
22.7 (îá èãðàëüíûõ êîñòÿõ). Èìåþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñ-

òè: îäíà � ñèììåòðè÷íàÿ (âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ êàæäîé ãðàíè
ðàâíà 1/6), äðóãàÿ � íåñèììåòðè÷íàÿ, öåíòð òÿæåñòè êîòîðîé
ñìåùåí òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà î÷êîâ, áîëüøåãî
3, ïðåâûøàåò 1/2.

Ñ öåëüþ îáíàðóæèòü íåñèììåòðè÷íóþ êîñòü áåðåì îäíó (êà-
êóþ èìåííî, íåèçâåñòíî � êîñòè âíåøíå ðàçëè÷èòü íåâîçìîæ-
íî), ïîäáðàñûâàåì åå n ðàç è ðåãèñòðèðóåì êîëè÷åñòâî âûïàâ-
øèõ î÷êîâ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîäáðàñûâàíèé íåîá-
õîäèìî âûïîëíèòü, ÷òîáû ñèììåòðè÷íàÿ êîñòü êëàññèôèöèðî-
âàëàñü êàê íåñèììåòðè÷íàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëüøåé ÷åì 0,1,
à íåñèììåòðè÷íàÿ, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9 âûïàäåíèÿ êîëè÷åñòâà
î÷êîâ áîëüøåãî ÷åì 3, îáíàðóæèâàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95?

Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàâ åå êàê çàäà÷ó
ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 22.1).

Èññëåäîâàòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â
çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ è ÷èñëà ïîäáðàñû-
âàíèé êîñòè.

Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåñèììåòðè÷íàÿ èãðàëü-
íàÿ êîñòü, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ÷èñëà î÷êîâ áîëüøåãî ÷åì 3
êîòîðîé ðàâíà 0,6; 0,7; 0,8; 0,9, áóäåò îáíàðóæåíà; íå áóäåò îá-
íàðóæåíà.

Óê à ç à í è å. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: èãðàëüíàÿ êîñòü ñèììåò-
ðè÷íàÿ, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Hp: p ∈ (0,05; 1]. Êðèòè÷åñêîå
ìíîæåñòâî S = {k : k > l}.

22.8 (î áóëî÷êàõ ñ èçþìîì). Ãîñóäàðñòâåííûì ñòàíäàð-
òîì óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âûïå÷êå ñëàäêèõ áóëî÷åê íà 1000 èç-
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äåëèé äîëæíî ïðèõîäèòüñÿ 10 000 èçþìèí (â ñðåäíåì 10 íà îäíó
áóëî÷êó). Ó íàñ, îäíàêî, åñòü ñîìíåíèå, ÷òî âåñü èçþì áûë èç-
ðàñõîäîâàí ïî íàçíà÷åíèþ (åãî ìîãëè, ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòè÷-
íî, èñïîëüçîâàòü äëÿ äðóãèõ öåëåé), è ìû õîòèì ïðîâåðèòü, äåé-
ñòâèòåëüíî ëè ýòî òàê. Äëÿ ýòîãî ìû ïîêóïàåì îäíó áóëî÷êó è
ïåðåñ÷èòûâàåì êîëè÷åñòâî èçþìèí â íåé: îêàçàëîñü, ÷òî â áó-
ëî÷êå ξ(ω) èçþìèí. Ïî ÷èñëó ξ(ω) èçþìèí â áóëî÷êå íåîáõîäèìî
ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, âåñü ëè èçþì èñïîëüçîâàí ïî íàçíà÷åíèþ.

Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàâ åå êàê çàäà÷ó
ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 22.1).

Êàê èçìåíÿòñÿ âûâîäû, åñëè èçþìèíû ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ â
äâóõ áóëî÷êàõ?

Óê à ç à í è å. Íóëåâàÿ ãèïîòåçàH0: âåñü èçþì èñïîëüçîâàí ïî
íàçíà÷åíèþ, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Hλ: äîëÿ λ èçþìà ðàçî-
øëàñü ïî äðóãèì êàíàëàì, λ ∈ (0, 1).

22.9 (î êà÷åñòâå èíñåêòèöèäà). Êàê ñïåöèàëèñòà ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé âàñ ïðèãëàøàþò ïðîàíàëèçèðîâàòü ðå-
çóëüòàòû èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû, ñâÿçàííîé ñ ïðîèçâîäñòâîì
èíñåêòèöèäîâ. Êà÷åñòâî èíñåêòèöèäà îïðåäåëÿåòñÿ �ïðîöåíòîì
ïîðàæåíèÿ� � ïðîöåíòîì íàñåêîìûõ, êîòîðûå ãèáíóò â ïîïóëÿ-
öèè, îáðàáîòàííîé èíñåêòèöèäîì. Ëó÷øèé èç èìåþùèõñÿ èíñåê-
òèöèäîâ èìååò ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ 92. Â ëàáîðàòîðèè ñîçäàí íî-
âûé èíñåêòèöèä INC. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò èíñåê-
òèöèä áîëåå êà÷åñòâåííûì? ×òîáû âûÿñíèòü, èìåþòñÿ ëè ðàç-
ëè÷èÿ â êà÷åñòâå èíñåêòèöèäîâ, ïðåäëàãàåòñÿ îáðàáîòàòü íîâûì
èíñåêòèöèäîì 100 íàñåêîìûõ è ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âûæèâ-
øèõ ñðåäè íèõ. Åñëè êîëè÷åñòâî âûæèâøèõ íàñåêîìûõ ìåíüøå
íåêîòîðîãî ÷èñëà l, òî INC êà÷åñòâåííåå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
íåò.

Àâòîðû íîâîãî èíñåêòèöèäà óòâåðæäàþò, ÷òî ïðîöåíò åãî
ïîðàæåíèÿ íå ìåíåå 98, è õîòÿò, ÷òîáû ýòî ñâîéñòâî íîâîãî ïðå-
ïàðàòà ïðîÿâëÿëîñü ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé ÷åì 0,96. Èí-
ñåêòèöèä INC äîðîæå èìåþùèõñÿ â ïðîäàæå ïðåïàðàòîâ ñ ïðî-
öåíòîì ïîðàæåíèÿ 92, è ïîêóïàòåëü, åñòåñòâåííî, îòêàçûâàåò-
ñÿ ïîêóïàòü INC, åñëè åãî ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ 92, íàñòàèâàÿ,
÷òîáû ïðè òåñòèðîâàíèè èíñåêòèöèäà INC, ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ
êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò 92, ýòî îáíàðóæèâàëîñü ñ âåðîÿòíîñòüþ íå
ìåíüøåé ÷åì 0,95.

Ìîæíî ëè, îáðàáîòàâ èíñåêòèöèäîì INC 100 íàñåêîìûõ, âû-
íåñòè çàêëþ÷åíèå î åãî êà÷åñòâå, îáåñïå÷èâ âûïîëíåíèå ïåðå-
÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèé? Åñëè 100 íàñåêîìûõ íåäîñòàòî÷íî,
òî êàêèì ìèíèìàëüíûì äîëæíî áûòü êîëè÷åñòâî íàñåêîìûõ â
îáðàáàòûâàåìîé ïîïóëÿöèè, ÷òîáû ìîæíî áûëî îòâåòèòü íà ïî-
ñòàâëåííûé âîïðîñ?
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Äàéòå îòâåòû íà ïåðå÷èñëåííûå âîïðîñû, ñôîðìóëèðîâàâ ïî-
ñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç
(ñì. çàäà÷ó 22.1).

Ó ê à ç à í è å. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ èí-
ñåêòèöèäà ñîñòàâëÿåò θ = 92, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Hθ: θ ∈
∈ (92; 100]. Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S = {k : k > l}. Òðåáîâàíèå
àâòîðîâ íîâîãî èíñåêòèöèäà:

β(98) = P(S|H98) ≥ 0,96,

ãäå β(θ) � ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ S.



Ãëàâà 23

Ïðîâåðêà ãèïîòåç
î ïàðàìåòðàõ
íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

23.1 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû a = a0
(äèñïåðñèÿ èçâåñòíà)

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü èäåþ ïðîâåðêè ãèïîòåç î ïàðà-
ìåòðàõ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íå çàãðîìîæäàÿ èçëîæåíèå
òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè, ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåð-
êè ãèïîòåçû H0: a = a0, êîãäà äèñïåðñèÿ σ

2 èçâåñòíà.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))

� ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2). Ïàðàìåòð a íåèçâåñòåí, ïî
ðåàëèçàöèè ξ(ω) âûáîðêè ξ íåîáõîäèìî ñäåëàòü âûâîäû î åãî
çíà÷åíèè. Âîçìîæíû ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ
ýòîé çàäà÷è: ïåðâûé � ïîëó÷èòü îöåíêó íåèçâåñòíîãî ïàðàìåò-
ðà a (ýòèì ìû çàíèìàëèñü ðàíåå) è âòîðîé � ïðîâåðèòü ãèïîòåçû
î çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a, ÷åì ìû è çàéìåìñÿ. Îòíîñèòåëüíî çíà-
÷åíèÿ ñðåäíåãî a íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûäâèãàåòñÿ ãè-
ïîòåçà H0: a = a0 èëè, ÷òî òî æå, ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))
� ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè èç Na0;σ2 . Àëüòåðíàòèâà H1 ê ãèïîòåçå
H0 ìîæåò áûòü êàê îäíîñòîðîííÿÿ: åñëè a ̸= a0, òî a > a0 (îíà
ìîæåò áûòü è òàêîé: a < a0), òàê è äâóñòîðîííÿÿ: åñëè a ̸= a0,
òî a > a0 èëè a < a0 (âûáîð àëüòåðíàòèâû îïðåäåëÿåòñÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷åé).

565
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Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 :
a = a0.

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ. Ïóñòü
ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç Na;σ2 . Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíà
ãèïîòåçà H0: a = a0 èëè íåò, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé è íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà a,
ÿâëÿåòñÿ �õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì� ïàðàìåòðà a. Ïîñëåäíåå îáî-
çíà÷àåò, ÷òî óêëîíåíèå (ξ − a) îöåíêè ξ îò ïàðàìåòðà a ìàëîå

� ëåæèò â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ1
√

M(ξ − a)2 =

= σ/
√
n, ò. å. îòíîøåíèå

φ0 = (ξ − a)
/ σ√

n

ÿâëÿåòñÿ ìàëûì. Ïîýòîìó, åñëè ãèïîòåçà H0: a = a0 âåðíà, òî
îòíîøåíèå

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n
= (ξ − a)

/ σ√
n

ìàëîå.
Åñëè æå ãèïîòåçà H0: a = a0 íåâåðíà (ñêàæåì, a > a0), òî

óêëîíåíèå ξ−a0 = (ξ−a)+(a−a0) îöåíêè ξ îò ãèïîòåòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ a0 ïàðàìåòðà a áîëüøîå � ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò
ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ σ/

√
n ïàðàìåòðà a îöåíêîé ξ, ò. å.

îòíîøåíèå
φ = (ξ − a0)

/ σ√
n

ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì.
È ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0 âû÷èñ-

ëÿåì îòíîøåíèå

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n
,

1Ïîãðåøíîñòè ïðè îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ íåèçáåæíû, îöåíîê ïàðàìåò-
ðà áåç ïîãðåøíîñòåé íå áûâàåò. Ïàðàìåòð a âåëè÷èíîé ξ îöåíèâàåòñÿ ñ ïî-

ãðåøíîñòüþ
√

M(ξ − a)2 = σ/
√
n. Î ïîãðåøíîñòÿõ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ

ñì. â ãëàâå 17, ïàðàãðàô 17.1, ïóíêò �Ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà.�
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� åñëè φ ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, òî ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå îòêëîíÿåì.

×òîáû ìîæíî áûëî ñóäèòü, áîëüøîå èëè ìàëîå çíà÷åíèå ïðè-
íÿëî îòíîøåíèå

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n
,

íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò îòíîøåíèå φ, êî-
ãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà (êîãäà îòíîøåíèå φ ÿâëÿåòñÿ ìàëûì)
è êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò îòíîøåíèå φ, êîãäà ãèïîòåçà H0
íåâåðíà (êîãäà îòíîøåíèå φ ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì). Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå φ, êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà
è êîãäà îíà íåâåðíà èëè õîòÿ áû êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà.

Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, îòíîøåíèå

φ0 = (ξ − a)
/ σ√

n
,

èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1), ïîñêîëü-
êó ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2/n).
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 îò-
íîøåíèå φ0, áóäó÷è ìàëûì, �ïî÷òè âñåãäà� � ñ âåðîÿòíîñòüþ
1 − 2α � ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó (−Nα;0;1, Nα;0;1), ãäå Nα;0;1
� âåðõíèé α-ïðåäåë N0;1-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Åñëè ãèïîòåçà H0: a = a0 íåâåðíà (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
a > a0), òî îòíîøåíèå

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n
= (ξ − a)

/ σ√
n
+ (a− a0)

/ σ√
n

èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ äèñïåðñèåé 1 è ìàòåìàòè÷åñ-
êèì îæèäàíèåì

Mφ = M

(
(ξ − a0)

/ σ√
n

)
= (a− a0)

/ σ√
n
= b > 0

(ñì. ðèñ. 23.1.1). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

P {b−Nα;0;1 ≤ φ ≤ b+Nα;0;1} = 1− 2α

è ïðè n→ ∞
Mφ −→ ∞,

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n

P−→ ∞.
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Òàê ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: a = a0 îòíîøåíèå

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n
,

áóäó÷è ìàëûì, �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−2α) ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèÿ èç îêðåñòíîñòè (−Nα;0;1, Nα;0;1) íóëÿ. Åñëè ãèïîòå-
çà H0 íåâåðíà, òî φ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 2α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

èç îêðåñòíîñòè (b − Nα;0;1, b + Nα;0;1) òî÷êè b = (a − a0)
/

σ√
n

(ñì. ðèñ. 23.1.1). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ãðàíèö, îòäåëÿþùèõ áîëü-
øèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ φ îò ìàëûõ, åñòåñòâåííî âûáðàòü ÷èñ-
ëà −Nα;0;1, Nα;0;1. Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ φ, ïðèíàäëåæàùèå ïðî-
ìåæóòêó (−Nα;0;1, Nα;0;1), áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü êàê ìàëûå,
à íå ïðèíàäëåæàùèå � êàê áîëüøèå. È äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: a = a0 âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n

è âûÿñíÿåì, áîëüøîå îíî èëè ìàëîå, ñðàâíèâàÿ φ ñ ãðàíèöà-
ìè −Nα;0;1 è Nα;0;1, îòäåëÿþùèìè ìàëûå çíà÷åíèÿ φ îò áîëü-
øèõ. Åñëè φ ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, ãèïîòåçóH0 îòêëîíÿåì,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0. Ïóñòü
ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç Na;σ2 ñ èçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2, Nα;0;1

� âåðõíèé α-ïðåäåë N0;1-ðàñïðåäåëåíèÿ.
Åñëè ãèïîòåçó H0: a = a0 îòêëîíÿòü ïðè

|φ| = |ξ − a0|
/ σ√

n
> Nα;0;1

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α
ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: a = a0 ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n
= (ξ − a)

/ σ√
n

èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1), ïîýòîìó

P

{
|ξ − a0|

/ σ√
n
≥ Nα;0;1

}
= 2α.
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Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèâåäåííîãî êðè-
òåðèÿ ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà, ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 2α.

Ýòèì êðèòåðèåì ìû ïîëüçóåìñÿ, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçó H0:
a = a0 ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû a < a0 èëè a > a0.

Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, íàïðèìåð, a > a0, òî φ
ñðàâíèâàþò ñ Nα;0;1: ïðè

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n
> Nα;0;1

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿþò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðîâåíü çíà-
÷èìîñòè ýòîãî îäíîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Ç àì å ÷ à í è å. Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0
ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû a ̸= a0 êàê ïîäìíîæåñòâî S
ïðîñòðàíñòâà Rn (åñëè ξ(ω) ïîïàäàåò â S, òî H0 îòêëîíÿåòñÿ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò) èìååò âèä:

S =

{
(x1, x2, . . . , xn) : |x− a0|

/ σ√
n
> Nα;0;1

}
,

ãäå x = 1
n

n∑
i=1

xi, σ
2 � èçâåñòíàÿ äèñïåðñèÿ.

Îá îøèáêàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Âíå çàâèñèìîñòè
îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0: a = a0 èëè íåò, îòíîøåíèå

φ0 = (ξ − a)
/ σ√

n

èìååò ðàñïðåäåëåíèå N0;1, è êàê ñëåäñòâèå,

P

{
|ξ − a|

/ σ√
n
≤ Nα;0;1

}
= 1− 2α.

Ïîýòîìó ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: a = a0 îòíîøåíèå φ = φ0,
�ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α) ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ èç
îêðåñòíîñòè (−Nα;0;1;Nα;0;1) òî÷êè 0 (ñì. ðèñ. 23.1.1, ñëåâà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ φ0 îáîçíà÷åíû çâåçäî÷êàìè), ìîæåò, õîòÿ
è èçðåäêà (ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α), ïðèíÿòü çíà÷åíèå âíå îêðåñòíî-
ñòè (−Nα;0;1;Nα;0;1) (ñì. ðèñ. 23.1.1, ñëåâà, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-
÷åíèå îáîçíà÷åíî òî÷êîé). Ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 îòêëîíèì
è òåì ñàìûì ñîâåðøèì îøèáêó � îøèáêó ïåðâîãî ðîäà (H0 îò-
êëîíÿåòñÿ, õîòÿ îíà âåðíà).



570 Ãëàâà 23. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõ

-N Nα;0,1α;0,1

-Nα;0,1

Nα;0,1

b  +Nα;0,1

b  -Nα;0,1

b 

Ðèñ. 23.1.1: Èëëþñòðàöèÿ ê êðèòåðèþ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0 : a = a0, äèñïåðñèÿ èçâåñòíà (åäèíèöû

ïî îñÿì ðàçëè÷íûå)

Äàëåå, ïðè íåâåðíîé ãèïîòåçå H0: a = a0 îòíîøåíèå

φ = (ξ − a0)
/ σ√

n
= (ξ − a)

/ σ√
n
+ (a− a0)

/ σ√
n
=

= (ξ − a)
/ σ√

n
+ b,

�ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α), ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ èç
ïðîìåæóòêà (b − Nα;0;1, b + Nα;0;1) (ñì. ðèñ. 23.1.1, ñïðàâà, ñî-
îòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷åíû çâåçäî÷êàìè), ìîæåò ïðè-
íÿòü çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà (−Nα;0;1;Nα;0;1) (ñì. ðèñ. 23.1.1,
ñïðàâà, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå îáîçíà÷åíî òî÷êîé), ïðè ýòîì
ìû ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíèì è òåì ñàìûì ñîâåðøèì îøèáêó �
îøèáêó âòîðîãî ðîäà (H0 íå îòêëîíÿåòñÿ, õîòÿ îíà è íåâåðíà).

Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ.Êðèòåðèé S (êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâ)
îïèñûâàåòñÿ ñâîåé ôóíêöèåé ìîùíîñòè

β(θ) = P (S |Hθ) , θ ∈ Θ

(β(θ) ðàâíî âåðîÿòíîñòè îòêëîíèòü ãèïîòåçó H0, êîãäà âåðíà
ãèïîòåçà Hθ, θ ∈ Θ).

Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0
î ïàðàìåòðå a íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 (äèñïåðñèÿ σ2

èçâåñòíà) ïðè äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå èìååò âèä:

S =

{
(x1, x2, . . . , xn) : |x− a0|

/ σ√
n
> Nα;0;1

}
.
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Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ S

β(a) = P (S|Ha) = P {(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ S|Ha} =

= P

{
|ξ − a0|

/ σ√
n
> Nα;0;1|Ha

}
=

= P

{
|ξ − a0|

/ σ√
n
> Nα;0;1

}
, a ∈ R1,

ãäå ξ = 1
n

n∑
i=1

ξi âû÷èñëåíà ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç Na;σ2 . Ïî-

äðîáíåå,

β(a) = 1− P

{
|ξ − a0|

/ σ√
n
≤ Nα;0;1

}
=

= 1− P

{
(a0 − a)

/ σ√
n
−Nα;0;1 ≤ (ξ − a)

/ σ√
n
≤

≤ (a0 − a)
/ σ√

n
+Nα;0;1

}
=

= 1− N0;1

([
(a0 − a)

/ σ√
n
−Nα;0;1; (a0 − a)

/ σ√
n
+Nα;0;1

])
,

èëè

β(a) = 1−
(
N0;1

(
(a0 − a)

/ σ√
n
+Nα;0;1

)
−

−N0;1

(
(a0 − a)

/ σ√
n
−Nα;0;1

))
.

Çíà÷åíèå N0;1([x, y]) ðàñïðåäåëåíèÿ N0;1 íà ïðîìåæóòêå [x, y]
ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ N0;1(s), s ∈ R1, âû÷èñëÿåòñÿ òàê:
N0;1([x, y]) = N0;1(y)−N0;1(x).

Ïðèìåð (êîíòðîëü ïðî÷íîñòè ïðîâîëîêè). Äëÿ ñòàëü-
íîé ïðîâîëîêè, èäóùåé íà èçãîòîâëåíèå êàíàòîâ, ñðåäíåå ïðå-
äåëüíîå çíà÷åíèå ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ äîëæíî áûòü íå ìåíü-
øèì 6720 êã/ñì2. Ñåðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåäåííûõ íàáëþ-
äåíèé ïîêàçàëà, ÷òî ñðåäíåå ïðåäåëüíîå ðàñòÿãèâàþùåå óñè-
ëèå, âûäåðæèâàåìîå ïðîâîëîêîé, ìîæíî ñ÷èòàòü íîðìàëüíî
ðàñïðåäåëåííûì, à ñòàíäàðòíîå óêëîíåíèå ðàâíûì 220 êã/ñì2.
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Ñ öåëüþ êîíòðîëÿ âåëè÷èíû ïðåäåëüíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî óñè-
ëèÿ èç êàæäîé ïàðòèè ïðîâîëîêè, ïîñòóïàþùåé íà çàâîä, ïîä-
âåðãàåòñÿ èñïûòàíèþ 20 ýêçåìïëÿðîâ. Ðåçóëüòàòû îäíîãî èç
òàêèõ èñïûòàíèé ïðèâåäåíû íèæå: 6300, 6870, 6720, 6980, 6780,
6780, 6760, 6720, 6630, 6650, 6900, 7130, 6690, 6750, 6560, 6700,
6930, 6720, 6950, 6960.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ óòâåðæäàòü, ÷òî
äëÿ äàííîé ïàðòèè ïðîâîëîêè ñðåäíåå ïðåäåëüíîå ðàñòÿãèâàþ-
ùåå óñèëèå íå ìåíåå 6720 êã/ñì2?

Ðåøèòü çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàâ åå â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç:

� âûáðàòü íóëåâóþ ãèïîòåçó è àëüòåðíàòèâíóþ;
� âûÿñíèòü, â ÷åì ñîñòîÿò îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà;
� ïðåäëîæèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû

(à âìåñòå ñ íèì è óðîâåíü çíà÷èìîñòè);
� âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â òî÷-

êàõ 6000 + 50i, i = 10, 11, . . . , 15;
� êàêîâà âåðîÿòíîñòü çàáðàêîâàòü ïàðòèþ, äëÿ êîòîðîé

ñðåäíåå ïðåäåëüíîå ðàñòÿãèâàþùåå óñèëèå ðàâíî 6500, 6550, 6600;
� êàêèì äîëæíî áûòü êîëè÷åñòâî îáðàçöîâ äëÿ êîíòðîëÿ,

÷òîáû ïàðòèÿ ñî ñðåäíèì ïðåäåëüíûì ðàñòÿãèâàþùèì óñèëè-
åì íà ðàçðûâ ðàâíûì 6600 îáíàðóæèâàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ
0, 99;

� êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ êðèòåðèé ñ èçìåíåíèåì n; ÷òî èçìå-
íèòñÿ, åñëè äëÿ êîíòðîëÿ îòáèðàåòñÿ 10 îáðàçöîâ, 30 îáðàçöîâ;

� äàòü ÷àñòîòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûì ðåçóëüòà-
òàì.

Ðåøåíè å. Â êà÷åñòâå íóëåâîé (ïðîâåðÿåìîé) ãèïîòåçû ðàñ-
ñìîòðèì ãèïîòåçó H0 � âûáîðêà ïîëó÷åíà èç Na0;σ2 , a0 = 6720.
Ïîñêîëüêó íàøà çàäà÷à � îáíàðóæèòü ïðîâîëîêó, ñðåäíåå ïðå-
äåëüíîå ðàñòÿãèâàþùåå óñèëèå íà ðàçðûâ êîòîðîé ìåíüøå 6720
êã/ñì2, òî â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíî-
ñòîðîííþþ àëüòåðíàòèâó Ha: a < a0. Ïðè òàêîì âûáîðå íóëåâîé
è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåç îøèáêà ïåðâîãî ðîäà áóäåò ñîñòîÿòü â
òîì, ÷òî ïðîâîëîêà ñî ñðåäíèì ïðåäåëüíûì ðàñòÿãèâàþùèì óñè-
ëèåì íà ðàçðûâ â 6720 êã/ñì2 áóäåò áðàêîâàòüñÿ � êëàññèôèöè-
ðîâàòüñÿ êàê ïðîâîëîêà ñî ñðåäíèì ïðåäåëüíûì ðàñòÿãèâàþùèì
óñèëèåì íà ðàçðûâ ìåíüøèì 6720 êã/ñì2. Îøèáêà âòîðîãî ðîäà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîâîëîêà ñî ñðåäíèì ïðåäåëüíûì ðàñòÿãèâà-
þùèì óñèëèåì íà ðàçðûâ, ðàâíûì a (a < 6720), áóäåò êëàññèôè-
öèðîâàòüñÿ êàê ïðîâîëîêà, âûäåðæèâàþùàÿ ñðåäíåå ïðåäåëüíîå
óñèëèå íà ðàçðûâ â 6720 êã/ñì2 � áóäåò âûäåðæèâàòü êîíòðîëü.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0 (a0 = 6720) ïðîòèâ îäíî-
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ñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû H1: a < a0 âîñïîëüçóåìñÿ îäíîñòîðîí-
íèì êðèòåðèåì: åñëè

(ξ̄ − a0)
/ σ√

n
< −Nα;0;1,

òî ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðîâåíü
çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å n = 20; ξ̄ = 6775; σ = 220. Óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè α âûáåðåì ðàâíûì 0,05, ïðè ýòîì N0,05;0;1 =
= 1,65 (N0,05;0;1 � âåðõíèé 0,05-ïðåäåë N0;1-ðàñïðåäåëåíèÿ �
íàéäåí ïî òàáë. 27.1.1). Íîðìèðîâàííîå óêëîíåíèå

(ξ̄ − a0)
/ σ√

n
= (6775− 6720)

/ 220√
20

= 1,13 > −1,65 = −N0,05;0,1.

Ïîýòîìó íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè ãèïîòåçà H0 � ñðåäíåå ïðå-
äåëüíîå ðàñòÿãèâàþùåå óñèëèå íà ðàçðûâ ðàâíî 6720 êã/ñì2, íå
îòêëîíÿåòñÿ.

Çíà÷åíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ

S =

{
(x1, x2, . . . , xn) : (x̄− a0)

/ σ√
n
< −Nα;0;1

}
(23.1.1)

â òî÷êå a ðàâíî

β(a) = P

{
(ξ̄ − a0)

/ σ√
n
< −Nα;0;1

∣∣∣∣Ha

}
=

= P

{
(ξ̄ − 6720)

/ 220√
20

< −Nα;0;1

}
,

ãäå ξ̄ = 1
n

n∑
i=1

ξi � îöåíêà ïàðàìåòðà a, ïîëó÷åííàÿ ïî âûáîðêå

ξ1, ξ2, . . . , ξn èç Na;σ2 . Ïîýòîìó β(a) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

β(a) = P

{
(ξ̄ − a0)

/ σ√
n
< −Nα;0;1

}
=

= P

{
((ξ̄ − a)− (a0 − a))

/ σ√
n
< −Nα;0;1

}
=
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= P

{
(ξ̄ − a)

/ σ√
n
< (a0 − a)

/ σ√
n
−Nα;0;1

}
=

= N0;1

(
(a0 − a)

/ σ√
n
−Nα;0;1

)
èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî a0 = 6720, σ = 220, n = 20, òàê

β(a) = N0;1

(
(a0 − a)

/ σ√
n
−Nα;0;1

)
=

= N0;1

(
(6720− a)

/ 220√
20

− 1,65

)
(N0;1(x) � çíà÷åíèå ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðàìè (0; 1) â òî÷êå x).

Çíà÷åíèÿ β(a) ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ S â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ ïðèâåäåíû â òàáë. 23.1.1. Ãðàôèê ôóíêöèè ìîùíîñòè
êðèòåðèÿ (23.1.1) ïðèâåäåí íà ðèñ. 23.1.2.

Òàá ë èö à 23.1.1

ai 6500 6550 6600 6650 6700 6720 6750

β(ai) 0,997 0,965 0,785 0,409 0,108 0,049 0,012

Âåðîÿòíîñòü çàáðàêîâàòü ïàðòèþ (êëàññèôèöèðîâàòü êàê èìå-
þùóþ ñðåäíåå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå íà ðàçðûâ ìåíüøåå 6720),
äëÿ êîòîðîé ýòî çíà÷åíèå íà ñàìîì äåëå 6500, ðàâíà β(a) =
= β(6500) = 0,99, äëÿ ïàðòèè ñ a = 6550 è ñ a = 6600 ýòè
âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû β(6550) = 0,96 è β(6600) =
= 0,79.

Êîëè÷åñòâî n îáðàçöîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 0,99 ïàðòèè ñî ñðåäíèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì íà
ðàçðûâ 6600, ïîëó÷àåì èç ñîîòíîøåíèÿ

β(6600) = N0;1

(
(6720− 6600)

/220√
n
− 1,65

)
= 0,99.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. òàáë. 27.1.1), èìååì:

120
/220√

n
− 1,65 = 2,33.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìûé îáúåì âûáîðêè ñîñòàâëÿåò
n = 54.

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

6500 6550 6600 6650 6700 6750

Ðèñ. 23.1.2: Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ (23.1.1)

Ïðè èçìåíåíèè n (îáúåìà âûáîðêè) óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðè-
òåðèÿ íå ìåíÿåòñÿ, íî ìåíÿåòñÿ ìîùíîñòü êðèòåðèÿ.

Äëÿ n = 10 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ S â íåêî-
òîðûõ òî÷êàõ ïðèâåäåíû â òàáë. 23.1.2, à äëÿ n = 30 � â òàáë.
23.1.3.

Òàá ë èö à 23.1.2

ai 6500 6550 6600 6650 6700 6720 6750

β(ai) 0,936 0,788 0,532 0,261 0,087 0,049 0,019
.

Òàá ë èö à 23.1.3

ai 6500 6550 6600 6650 6700 6720 6750

β(ai) 0,999 0,996 0,910 0,534 0,125 0,049 0,008
.

Ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ ÷àñòîò-
íóþ èíòåðïðåòàöèþ (äëÿ n = 20).

Óðîâåíü çíà÷èìîñòè α = 0,05 îáîçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïðîèç-
âîäèòü êîíòðîëü ñ îòáîðîì 20 îáðàçöîâ, òî íà 100 ïàðòèé ñî
ñðåäíèì ïðåäåëüíûì ðàñòÿãèâàþùèì óñèëèåì íà ðàçðûâ a =
= 6720 êã/ñì2 â ñðåäíåì ïÿòü ïàðòèé áóäóò áðàêîâàòüñÿ.
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Çíà÷åíèå β(a) = β(6500) = 0, 99 ôóíêöèè ìîùíîñòè êðè-
òåðèÿ â òî÷êå 6500 èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê. Íà 100 ïàðòèé ñî
ñðåäíèì ïðåäåëüíûì ðàñòÿãèâàþùèì óñèëèåì íà ðàçðûâ a =
= 6500 êã/ñì2 â ñðåäíåì 99 áóäóò áðàêîâàòüñÿ. Àíàëîãè÷íî èí-
òåðïðåòèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ β(a) â äðóãèõ òî÷êàõ a.

Äàëåå, õîòÿ ãèïîòåçà H0: a = 6720 ïðîâåðÿåòñÿ ïðîòèâ àëü-
òåðíàòèâû H1: a < 6720, ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ôóíê-
öèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ è â òî÷êàõ a > 6720. Íàïðèìåð, â òî÷êå
a = 6750 çíà÷åíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè β(6750) = 0,012 (ñì. òàáë.
23.1.1). Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H6750 �
ñðåäíåå ïðåäåëüíîå óñèëèå íà ðàçðûâ ïðîâîëîêè ðàâíî 6750, ãè-
ïîòåçà H0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,012 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, è ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 − β(6750) = 0,988 íå áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, ò. å. ïàðòèÿ
ïðîâîëîêè ñî ñðåäíèì ïðåäåëüíûì ðàñòÿãèâàþùèì óñèëèåì íà
ðàçðûâ ðàâíûì a = 6750 êã/ñì2 áóäåò âûäåðæèâàòü êîíòðîëü ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,988. Òàê ÷òî íàø êðèòåðèé �ïðàâèëüíî ðàáîòà-
åò� è ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a > 6720.

23.2 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû a = a0
(äèñïåðñèÿ íåèçâåñòíà)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))
� ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2). Ïàðàìåòðû a è σ2 íåèçâåñò-
íû. Îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî íàì, íî âïîëíå îïðå-
äåëåííîãî a, âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: a = a0, èëè, ÷òî òî æå,
ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç Na0;σ2 . Àëüòåðíàòèâà ó ãèïîòåçû H0 ìîæåò
áûòü êàê îäíîñòîðîííÿÿ: åñëè a ̸= a0, òî a > a0 (îíà ìîæåò áûòü
è òàêîé: a < a0), òàê è äâóñòîðîííÿÿ � åñëè a ̸= a0, òî a > a0
èëè a < a0. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ýòîé
ãèïîòåçû.

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ. Èç òåõ
æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0: a = a0, êî-
ãäà σ2 èçâåñòíà (ñì. ïàðàãðàô 23.1), óêëîíåíèå (ξ − a0) îöåíêè
ξ ïàðàìåòðà a îò åãî ãèïîòåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ a0 ñëåäîâàëî

áû ñðàâíèâàòü ñ ïîãðåøíîñòüþ
√

M(ξ − a)2 = σ/
√
n îöåíèâà-

íèÿ ïàðàìåòðà a îöåíêîé ξ. Åñëè óêëîíåíèå (ξ − a0) ëåæèò â
ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ, ãèïîòåçó H0: a = a0 íå îò-
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êëîíÿåì, åñëè æå óêëîíåíèå (ξ − a0) ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò
ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ, ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì. Íî çäåñü

ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ
√

M(ξ − a)2 = σ/
√
n íåèçâåñòíà. Ïî-

ýòîìó ìû áóäåì ñðàâíèâàòü óêëîíåíèå (ξ − a0) ñ îöåíêîé s/
√
n

ïîãðåøíîñòè σ/
√
n, èñïîëüçóÿ âìåñòî íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2

åå íåñìåùåííóþ ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2,

� åñëè îòíîøåíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n

ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, ãèïîòåçóH0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � íåò.

×òîáû ìîæíî áûëî ñóäèòü, áîëüøîå èëè ìàëîå çíà÷åíèå ïðè-
íÿëî îòíîøåíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n

(è â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî îòêëîíÿòü èëè íå îòêëîíÿòüH0), íåîá-
õîäèìî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò t, êîãäà ãèïîòåçà H0
âåðíà (êîãäà îòíîøåíèå t ÿâëÿåòñÿ ìàëûì) è êàêèå çíà÷åíèÿ
ïðèíèìàåò îòíîøåíèå t, êîãäà ãèïîòåçà H0 íåâåðíà (êîãäà îò-
íîøåíèå t ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì). Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî
çíàòü ðàñïðåäåëåíèå t, êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà è êîãäà îíà
íåâåðíà.

Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, îòíîøåíèå t, êîòîðîå ïðè ýòîì îáî-
çíà÷èì ÷åðåç tn−1:

tn−1 = (ξ − a)
/ s√

n
,

áóäó÷è ìàëûì, èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ (n− 1) ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû (ñì. òåîðåìó 21.3.1). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäó-
åò, ÷òî çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ tn−1 �ïî÷òè âñåãäà� � ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ 1− 2α � ëåæàò â ïðîìåæóòêå (−tα;n−1, tα;n−1), ãäå tα;n−1 �
âåðõíèé α-ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ (n−1) ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, è

Mt = Mtn−1 = 0.
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Åñëè æå ãèïîòåçà H0: a = a0 íåâåðíà (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
a > a0), òî îòíîøåíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n
= (ξ − a)

/ s√
n
+ (a− a0)

/ s√
n
=

= tn−1 + (a− a0)
/ s√

n

èìååò òàê íàçûâàåìîå íåöåíòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà.
Èç ðàâåíñòâà

t = tn−1 + (a− a0)
/ s√

n
,

â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

P

{
(a− a0)

/ s√
n
− tα;n−1 ≤ t ≤ (a− a0)

/ s√
n
+ tα;n−1

}
= 1− 2α

è ïðè n→ ∞
Mt −→ ∞,

t = (ξ − a0)
/ s√

n

P−→ ∞.

Òàê ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: a = a0 îòíîøåíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n
,

�ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
ïðîìåæóòêà (−tα;n−1, tα;n−1), åñëè æå ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, òî t
�ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
ïðîìåæóòêà(

(a− a0)
/ s√

n
− tα;n−1, (a− a0)

/ s√
n
+ tα;n−1

)
.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ãðàíèö, îòäåëÿþùèõ ìàëûå çíà÷åíèÿ îòíî-
øåíèÿ t îò áîëüøèõ çíà÷åíèé, åñòåñòâåííî âûáðàòü ÷èñëà
−tα;n−1, tα;n−1. Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ t, ïðèíàäëåæàùèå ïðîìå-
æóòêó (−tα;n−1, tα;n−1), áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü êàê ìàëûå, à íå
ïðèíàäëåæàùèå � êàê áîëüøèå. È äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
a = a0 âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ

t = (ξ − a0)
/ s√

n
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è âûÿñíÿåì, áîëüøîå îíî èëè ìàëîå, ñðàâíèâàÿ t ñ ãðàíèöàìè
−tα;n−1, tα;n−1, îòäåëÿþùèìè ìàëûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ t îò
áîëüøèõ. Åñëè t ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, ãèïîòåçó H0: a = a0
îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
a = a0. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç Na;σ2 , tα;n−1

� âåðõíèé α-ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ (n− 1) ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû.

Åñëè ãèïîòåçó H0 : a = a0 îòêëîíÿòü ïðè

|t| = |ξ − a0|
/ s√

n
> tα;n−1

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α
ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 : a = a0 ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà t = (ξ − a0)/

s√
n
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ

(n− 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîýòîìó

P

{
|ξ − a0|

/ s√
n
> tα;n−1

}
= 2α.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ
Ñòüþäåíòà ãèïîòåçàH0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà, ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 2α (ýòèì êðèòåðèåì ìû ïîëüçóåìñÿ äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0: a = a0 ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû: a < a0
èëè a > a0).

Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, íàïðèìåð, a > a0, òî t
ñðàâíèâàåì ñ tα;n−1 : ïðè

t = (ξ − a0)
/ s√

n
> tα;n−1

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðîâåíü çíà-
÷èìîñòè ýòîãî îäíîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Ç àì å ÷ à í è å. Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0
êàê ïîäìíîæåñòâî S âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Rn (åñëè ξ ïî-
ïàäàåò â S, òî H0 îòêëîíÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò) èìååò
âèä:

S =

{
(x1, x2, . . . , xn) : |x− a0|

/ s√
n
> tα;(n−1)

}
,
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ãäå

x =
1

n

n∑
i=1

xi, s
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2.

Îá îøèáêàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Âíå çàâèñèìîñòè
îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0 : a = a0 èëè íåò, óêëîíåíèå tn−1 =

= (ξ̄−a)
/

s√
n
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n−1 ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû, è, êàê ñëåäñòâèå,

P

{
|ξ − a|

/ s√
n
≤ tα;n−1

}
= 1− 2α,

ò. å. tn−1 �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−2α) ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ èç îêðåñòíîñòè (−tα;n−1, tα;n−1) òî÷êè 0 (ñì. ðèñ. 23.2.1). Íî

èçðåäêà (ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α) óêëîíåíèå tn−1 = (ξ̄ − a)
/

s√
n
ìî-

æåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ âíå îêðåñòíîñòè (−tα;n−1, tα;n−1). Ïî-
ýòîìó ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: a = a0 óêëîíåíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n

ìîæåò (õîòÿ è ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ) ïðèíÿòü �áîëüøîå� çíà÷å-
íèå, ò. å. |t| > tα;n−1. Ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 îòêëîíèì è òåì
ñàìûì ñîâåðøèì îøèáêó � îøèáêó ïåðâîãî ðîäà (H0 îòêëîíÿ-
åòñÿ, õîòÿ îíà âåðíà).

t tα,n−1 α,n−1

Ðèñ. 23.2.1: Èëëþñòðàöèÿ ê êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0
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Äàëåå, ïðè íåâåðíîé ãèïîòåçå H0: a = a0 óêëîíåíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n
= (ξ − a)

/ s√
n
+ (a− a0)

/ s√
n
=

= tn−1 + (a− a0)
/ s√

n
,

ïî÷òè âñåãäà ïðèíèìàÿ �áîëüøèå� çíà÷åíèÿ, ìîæåò ïðèíÿòü çíà-
÷åíèå èç ïðîìåæóòêà (−tα;n−1, tα;n−1), ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0
íå îòêëîíèì è òåì ñàìûì ñîâåðøèì îøèáêó � îøèáêó âòîðîãî
ðîäà (H0 íå îòêëîíèëè, õîòÿ îíà è íåâåðíà).

Ïðèìåð 23.2.1 (ýôôåêò èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé
ñåÿëêè). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòà èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëü-
íîé ñåÿëêè 10 ó÷àñòêîâ çåìëè çàñåÿëè ïðè ïîìîùè îáûêíîâåí-
íîé ñåÿëêè è 10 � ñïåöèàëüíîé, à çàòåì ñðàâíèëè ïîëó÷åííûå
óðîæàè çåðíà. 20 ó÷àñòêîâ îäèíàêîâîé ïëîùàäè áûëè ðàçäåëå-
íû íà ïàðû, ïðè÷åì â êàæäóþ ïàðó âõîäèëè ñìåæíûå ó÷àñò-
êè. Âîïðîñ î òîì, êàêîé èç äâóõ ñìåæíûõ ó÷àñòêîâ äîëæåí
áûë îáðàáàòûâàòüñÿ ñïåöèàëüíîé ìàøèíîé, ðåøàëñÿ ïîäáðàñû-
âàíèåì ìîíåòû. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðàçíîñòè óðîæàåâ ñ ïàð
ñìåæíûõ ó÷àñòêîâ, çàñåÿííûõ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêîé è îáû÷íîé.

Íîìåð Ðàçíîñòü Íîìåð Ðàçíîñòü
ïàðû óðîæàåâ ïàðû óðîæàåâ

1 2,4 6 1,6
2 1,0 7 −0,4
3 0,7 8 1,1
4 0,0 9 0,1
5 1,1 10 0,7

Ïîäòâåðæäàþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå íàëè÷èå ýôôåêòà
èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè, äðóãèìè ñëîâàìè, äàåò ëè
åå èñïîëüçîâàíèå ïðèáàâêó óðîæàÿ?

Ðåøåíè å. Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç çà-
äà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååì 10 íå-
çàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñì. òàáëèöó) �
ðåàëèçàöèþ ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξ10(ω) âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξ10 èç íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 (ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ îïðàâäûâàåòñÿ), ïàðàìåòðû a è σ2 ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
íåèçâåñòíû. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà a ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 âû-
äâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: a = 0 îá îòñóòñòâèè ýôôåêòà èñïîëüçî-
âàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè (îáèäíàÿ äëÿ ðàçðàáîò÷èêîâ íîâîé
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ñåÿëêè). Àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: a > 0 (ñïåöèàëüíàÿ ñå-
ÿëêà êîíñòðóèðîâàëàñü äëÿ ïîâûøåíèÿ óðîæàéíîñòè). Îòêëî-
íåíèå ãèïîòåçû H0: a = 0 â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû a > 0 áóäåì
òðàêòîâàòü êàê íàëè÷èå ýôôåêòà èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé
ñåÿëêè, íåîòêëîíåíèå H0: a = 0 � êàê îòñóòñòâèå ýôôåêòà.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðè-
òåðèåì Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0 ïðîòèâ
àëüòåðíàòèâû a > a0 âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n

è ñðàâíèâàåì åãî ñ tα;(n−1) � âåðõíèì α-ïðåäåëîì t(n−1)-ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Åñëè

t = (ξ − a0)
/ s√

n
> tα;(n−1),

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðîâåíü çíà-
÷èìîñòè êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 10,

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi =
1

10
(2,4 + 1,0 + . . .+ 0,7) = 0,83;

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)
2
=

1

9
((2,4− 0,83)2+

+(1,0− 0,83)2 + . . .+ (0,7− 0,83)2) = 0,667;

t = ξ
/√s2

n
= 0,83

/√0,667

10
= 0,83/0,258 = 3,22.

Òàêèì îáðàçîì,

t = ξ
/ s√

n
= 3,22 > 2,26 = t0,025;9.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà ãèïîòåçà H0: a = 0 îò-
êëîíÿåòñÿ â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû a > 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãèïî-
òåçà î òîì, ÷òî âûáîðêà ïîëó÷åíà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñî ñðåäíèì 0, ïðîòèâîðå÷èò èìåþùèìñÿ äàííûì (ñì. òàáëèöó).
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàçíîñòü óðîæàåâ ñ ó÷àñòêîâ, çà-
ñåÿííûõ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè è îáû÷íîé, íåñóùåñò-
âåííî îòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ, ïðîòèâîðå÷èò èìåþùèìñÿ äàííûì.
Äëÿ ñåÿëêè, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé íå äàåò ýôôåêòà, òàêèå îò-
êëîíåíèÿ ðàçíîñòè óðîæàåâ îò íóëÿ, êàê ïðèâåäåíû â òàáëèöå,
íåâîçìîæíû (òî÷íåå, âîçìîæíû, íî êðàéíå ðåäêî). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ýêñïåðèìåíò äàåò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ýôôåêò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè ñóùåñòâóåò (ê ðàäîñòè å¼ ðàç-
ðàáîò÷èêîâ).

23.3 Ñðàâíåíèå ñðåäíèõ äâóõ âûáîðîê

Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðà-
âåíñòâå äâóõ ñðåäíèõ è ñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ åå ïðîâåðêè, äî-
êàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êðèòåðèÿ.

Òåîðåìà 23.3.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm � íåçà-
âèñèìûå âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 . Òîãäà îòíîøåíèå

tn+m−2 = (ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ (n+m− 2) ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû, ãäå

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi, η =
1

m

m∑
j=1

ηj ,

s2ξ =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2, s2η =
1

m− 1

m∑
j=1

(ηj − η)2,

s2 =
1

n+m− 2

(
(n− 1)s2ξ + (m− 1)s2η

)
. (23.3.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â
òåîðåìå 21.3.1 î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, s2), âû-
ðàçèì ξ, η, s2ξ , s

2
η, s

2 ÷åðåç íåçàâèñèìûå N0;1-ðàñïðåäåëåííûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ′i =
ξi − a

σ
, η′j =

ηj − a

σ
, i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m :
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ξ = σ
1

n

n∑
i=1

ξi − a

σ
+ a = σξ′ + a, η = σ

1

m

m∑
j=1

ηj − a

σ
+ a = ση′ + a,

s2ξ =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2 = σ2
1

n− 1

n∑
i=1

(ξ′i − ξ′)2 =

= σ2
1

n− 1

(
n∑

i=1

(ξ′i)
2 − n(ξ′)2

)
,

s2η =
1

m− 1

m∑
j=1

(ηj − η)2 = σ2
1

m− 1

m∑
j=1

(η′j − η′)2 =

= σ2
1

m− 1

 m∑
j=1

(η′i)
2 −m(η′)2

 ,

s2 =
1

n+m− 2

(
(n− 1)s2ξ + (m− 1)s2η

)
=

= σ2
1

n+m− 2

 n∑
i=1

(ξ′i)
2 +

m∑
j=1

(η′j)
2 − n(ξ′)2 −m(η′)2

 .

(23.3.2)
Ïðåîáðàçóåì ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé âåêòîð

α = (ξ′1, ξ
′
2, . . . , ξ

′
n, η

′
1, η

′
2, . . . , η

′
m)′

îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç Rn+m â Rn+m ñ ìàòðèöåé C
ñïåöèàëüíîãî âèäà:

c1j = 1/
√
n, j = 1, 2, . . . , n;

cij = 0, i = 1, 2, . . . , n; j = n+ 1, n+ 2, . . . , n+m;

cn+1,j = 1/
√
m, j = n+ 1, n+ 2, . . . , n+m,

ci,j = 0, i = n+ 1, n+ 2, . . . , n+m; j = 1, 2, . . . , n;

îñòàëüíûå cij âûáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòè C (C ′C = CC ′ = I). Âåêòîð

ζ = Cα (23.3.3)
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ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ãàóññîâñêèì âåêòîðîì.
Âûïèøåì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ − η è

s2 ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðà ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζn, ζn+1, . . . , ζn+m)′.
Ó÷èòûâàÿ âèä 1-é è (n+ 1)-é ñòðîê ìàòðèöû C, èìååì:

ζ1 =
√
n ξ′, ζn+1 =

√
mη′,

è, â ÷àñòíîñòè,

ξ−η = σξ′+a−(ση′+a) = σ(ξ′−η′) = σ

(
ζ1√
n
− ζn+1√

m

)
. (23.3.4)

Äàëåå, ïîñêîëüêó C � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî

(ζ, ζ) = (Cα,Cα) = (α, α),

ïîäðîáíåå
n+m∑
i=1

ζ2i =

n∑
i=1

(ξ′i)
2 +

m∑
j=1

(η′j)
2,

è, ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî ζ1 =
√
n ξ′, ζn+1 =

√
mη′, äëÿ s2 (ñì.

(23.3.2)) ïîëó÷àåì:

s2 = σ2
1

n+m− 2

 n∑
i=1

(ξ′i)
2 +

m∑
j=1

(η′j)
2 − n(ξ′)2 −m(η′)2

 =

= σ2
1

n+m− 2

n+m∑
j=1

ζ2j − ζ21 − ζ2n+1

 . (23.3.5)

Îòíîøåíèå

(ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
,

ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (23.3.4) è (23.3.5), çàïèøåì â âèäå

(ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
=

σ

(
ζ1√
n
− ζn+1√

m

)√
nm
n+m

σ
√
s2/σ2

=
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=

(
ζ1√
n
− ζn+1√

m

)√
nm
n+m√

1
n+m− 2

(
n+m∑
i=1

ζ2i − ζ21 − ζ2n+1

) . (23.3.6)

×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåé äðîáè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè (êàê ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Ïðè ýòîì ÷èñëèòåëü, êàê ñóììà íåçàâè-
ñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìååò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, åãî ïàðàìåòðû:

M

(
ζ1√
n
− ζn+1√

m

)√
nm

n+m
= 0,

D

(
ζ1√
n
− ζn+1√

m

)√
nm

n+m
=

nm

n+m
D

(
ζ1√
n
− ζn+1√

m

)
=

=
nm

n+m

(
1

n
+

1

m

)
= 1

(ìû ó÷ëè, ÷òî ζ1 è ζn+1 êàê êîìïîíåíòû ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâ-
ñêîãî âåêòîðà ðàñïðåäåëåíû N0;1). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

1

n+m− 2

(
n+m∑
i=1

ζ2i − ζ21 − ζ2n+1

)

â çíàìåíàòåëå äðîáè (23.3.6) ðàñïðåäåëåíà êàê 1
n+m− 2 χ

2
n+m−2,

ïîñêîëüêó ζ � ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé âåêòîð. Ïîýòîìó îòíî-
øåíèå

(ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
=

(
ζ1√
n
− ζn+1√

m

)√
nm
n+m√

1
n+m− 2

(
n+m∑
i=1

ζ2i − ζ21 − ζ2n+1

)
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ (n+m−2) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ñðåäíèõ äâóõ âûáîðîê.

Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè
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ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Naξ;σ2 è η(ω) = (η1(ω), η2(ω),

. . . , ηm(ω)) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè η = (η1, η2, . . . , ηm) èç ðàñïðå-
äåëåíèÿ Naη ;σ2 , âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm íåçàâèñèìû.

Cðåäíèå aξ, aη è äèñïåðñèÿ σ
2 (îäíà è òà æå äëÿ îáåèõ âûáîðîê)

íåèçâåñòíû.
Îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ aξ è aη âûäâèãàåòñÿ ãè-

ïîòåçà H0: aξ − aη = 0, èëè, ÷òî òî æå, âûáîðêè ξ è η ïîëó÷åíû
èç îäíîãî è òîãî æå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Àëüòåðíàòèâà
ê ãèïîòåçå ìîæåò áûòü êàê îäíîñòîðîííåé, òàê è äâóñòîðîííåé.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0.

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ. Âíå çà-
âèñèìîñòè îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0: aξ − aη = 0 èëè íåò,

ξ è η � ñîñòîÿòåëüíûå è íåñìåùåííûå îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî
aξ è aη, è, ñëåäîâàòåëüíî, (ξ − η) � ñîñòîÿòåëüíàÿ è íåñìåùåí-

íàÿ îöåíêà ðàçíîñòè aξ − aη, äðóãèìè ñëîâàìè, îöåíêà (ξ − η)
ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ðàçíîñòè (aξ−aη). Èç ïîñëåä-
íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: aξ − aη = 0 ðàçíîñòü

(ξ − η)− (aξ − aη) = ξ − η ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ � ëåæèò

â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè
√

M((ξ − η)− (aξ − aη))2 = σ

√
1
n + 1

m
îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà (aξ−aη) îöåíêîé (ξ−η). Åñëè æå ãèïîòåçà
H0: aξ−aη = 0 íåâåðíà, ðàçíîñòü (ξ−η), áóäó÷è áëèçêîé ê aξ−aη,
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ � ïðåâûøàåò ïîãðåøíîñòü îöå-
íèâàíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0: aξ−aη = 0 ñëåäóåò

âû÷èñëèòü ðàçíîñòü (ξ−η) è ñðàâíèòü åå ñ ïîãðåøíîñòüþ îöåíè-

âàíèÿ
√

M((ξ − η)− (aξ − aη))2 = σ

√
1
n + 1

m � åñëè ξ−η ëåæèò
â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ, ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îòêëîíÿåì. À ïîñêîëüêó σ2 íåèçâåñòíà,

òî ξ − η áóäåì ñðàâíèâàòü ñ îöåíêîé s

√
1
n + 1

m ïîãðåøíîñòè

σ

√
1
n + 1

m, èñïîëüçóÿ âìåñòî σ2 åå íåñìåùåííóþ ñîñòîÿòåëüíóþ
îöåíêó

s2 =
1

n+m− 2

(
(n− 1)s2ξ + (m− 1)s2η

)
,

� åñëè îòíîøåíèå

t = (ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
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ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, ãèïîòåçóH0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � íåò.

×òîáû ìîæíî áûëî ñóäèòü, áîëüøîå èëè ìàëîå çíà÷åíèå ïðè-
íÿëî îòíîøåíèå

t = (ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
(è â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî îòêëîíÿòü èëè íå îòêëîíÿòüH0), íåîá-
õîäèìî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ îíî ïðèíèìàåò, êîãäà ãèïîòåçà H0
âåðíà (êîãäà îòíîøåíèå t ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ), è êîãäà
H0 íåâåðíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå
îòíîøåíèÿ t, êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà è êîãäà îíà íåâåðíà.

Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 îòíîøåíèå t, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç tn+m−2:

tn+m−2 = (ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
,

áóäó÷è ìàëûì, èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n+m−2 ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû (ñì. òåîðåìó 23.3.1). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî tn+m−2 �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α) ïðèíàäëå-
æèò ïðîìåæóòêó (−tα;n+m−2, tα;n+m−2), ãäå tα;n+m−2 � âåðõíèé
α-ïðåäåë t-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n+m− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, è

Mt = Mtn+m−2 = 0.

Åñëè ãèïîòåçàH0: aξ−aη = 0 íåâåðíà (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
aξ > aη), òî îòíîøåíèå

t = (ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
=

= ((ξ−aξ)−(η−aη))

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
+(aξ−aη)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
=

= tn+m−2 + (aξ − aη)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
(23.3.1)
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èìååò íåöåíòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà. Èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ (23.3.1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

P {t(aξ, aη)− tα;n+m−2 ≤ t ≤ t(aξ, aη) + tα;n+m−2} = 1− 2α,

ãäå

t(aξ, aη) = (aξ − aη)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
,

è ïðè n,m→ ∞
Mt −→ ∞,

t = (ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
P−→ ∞.

Òàê ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: aξ = aη îòíîøåíèå

t = (ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
,

áóäó÷è ìàëûì, �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−2α) ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà (−tα;n+m−2, tα;n+m−2), åñëè æå ãè-
ïîòåçà H0 íåâåðíà, òî t �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà

(t(aξ, aη)− tα;n+m−2, t(aξ, aη) + tα;n+m−2).

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ãðàíèö, îòäåëÿþùèõ áîëüøèå çíà÷åíèÿ îò-
íîøåíèÿ t îò ìàëûõ, åñòåñòâåííî âûáðàòü ÷èñëà −tα;n+m−2 è
tα;n+m−2. Çíà÷åíèÿ óêëîíåíèÿ t, ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó
(−tα;n+m−2, tα;n+m−2), áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü êàê ìàëûå, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå � êàê áîëüøèå. È äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
aξ − aη = 0 âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ

t = (ξ − η)

/(
s

√
n+m

nm

)

è âûÿñíÿåì, áîëüøîå îíî èëè ìàëîå, ñðàâíèâàÿ t ñ ãðàíèöàìè
−tα;(n+m−2) è tα;(n+m−2), îòäåëÿþùèìè áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòíî-
øåíèÿ t îò ìàëûõ. Åñëè t ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, ãèïîòåçó
îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.
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Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
aξ−aη = 0. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm � íåçàâèñèìûå
âûáîðêè ñîîòâåòñòâåííî èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ2 è
Naη ;σ2 ; tα;n+m−2 � âåðõíèé α-ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà
ñ (n+m−2) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Åñëè ãèïîòåçó H0: aξ−aη = 0
îòêëîíÿòü ïðè

|t| = |ξ − η|

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
≥ tα;n+m−2

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α
ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãèïîòåçà H0 : aξ − aη = 0 âåðíà, óêëîíå-
íèå

t = (ξ − η)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ (n+m−2) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,
ïîýòîìó

P

{
|ξ − η|

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
≥ tα;n+m−2

}
= 2α.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ
Ñòüþäåíòà ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà, ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 2α.

Ýòèì êðèòåðèåì ìû ïîëüçóåìñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 :
aξ − aη = 0 ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû: aξ − aη < 0
èëè aξ − aη > 0. Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, íàïðèìåð,
aξ − aη > 0, òî ñ tα;n+m−2 ñðàâíèâàåì t: ïðè

t ≥ tα;n+m−2

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå îòêëîíÿåì (óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Ïðèìåð 23.3.1 (ñðàâíåíèå ïðî÷íîñòè áåòîíà). ×òî-
áû ïðîâåðèòü, âëèÿåò ëè íà ïðî÷íîñòü áåòîíà îñîáûé ñïî-
ñîá åãî ïðèãîòîâëåíèÿ, ïðåäïîëîæèòåëüíî ïîâûøàþùèé ïðî÷-
íîñòü áåòîíà, áûë ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò. Èç äàííîé ïàðòèè
ñûðüÿ áûëè âçÿòû øåñòü ïîðöèé, êîòîðûå áûëè ñëó÷àéíûì îá-
ðàçîì ðàçäåëåíû íà äâå ãðóïïû ïî òðè ïîðöèè êàæäàÿ, è èç
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êàæäîé áûë ñäåëàí ïðîáíûé êóá, ïðè÷åì êóáû, èçãîòîâëåííûå
èç ïîðöèé ñûðüÿ âòîðîé ãðóïïû, ïîäâåðãëèñü îñîáîé îáðàáîòêå.
Ïîñëå 28-äíåâíîé âûäåðæêè øåñòè ïðîáíûõ êóáîâ îïðåäåëèëè
èõ ñîïðîòèâëåíèå íà ñæàòèå, ïîëó÷èâ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû
îïûòà (ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íàãðóçêè, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
ðàçðóøåíèå îáðàçöîâ � êîðîòêî áóäåì ãîâîðèòü �ïðåäåë ïðî÷-
íîñòè�, áåòîí 1 � ñòàíäàðòíîãî ïðèãîòîâëåíèÿ, áåòîí 2 �
îñîáîãî ïðèãîòîâëåíèÿ):

Áåòîí 1 290 311 284

Áåòîí 2 309 318 318

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î íàëè÷èè ýôôåêòà ñïå-
öèàëüíîé îáðàáîòêè áåòîíà?

Ðåøåíè å. Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ýòó
çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Èìåþòñÿ ðåàëèçàöèè
ξ1(ω), ξ2(ω), ξ3(ω) è η1(ω), η2(ω), η3(ω) (ñì. òàáëèöó) äâóõ íåçà-
âèñèìûõ âûáîðîê ñîîòâåòñòâåííî èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé Naξ;σ2 è Naη ;σ2 (ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè ðåçóëüòà-

òîâ èçìåðåíèé, êàê ïðàâèëî, ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòîì); ξ1, ξ2, ξ3 �
âûáîðêà ïðåäåëà ïðî÷íîñòè áåòîíà ñòàíäàðòíîãî ïðèãîòîâëåíèÿ
(áåòîíà 1), η1, η2, η3 � áåòîíà îñîáîãî ïðèãîòîâëåíèÿ (áåòîíà 2).
Ïàðàìåòðû (aξ, σ

2) è (aη, σ
2) íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ2

è Naη ;σ2 íåèçâåñòíû. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ aξ è aη âûäâè-
ãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη îá îòñóòñòâèè ýôôåêòà îáðàáîòêè
(îáèäíàÿ äëÿ àâòîðîâ ñïåöèàëüíîé îáðàáîòêè áåòîíà), äðóãè-
ìè ñëîâàìè, íàøè äàííûå (ñì. òàáëèöó) � ðåàëèçàöèè âûáîðîê
èç îäíîãî è òîãî æå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî ïîñòàíîâ-
êå çàäà÷è â êà÷åñòâå ãèïîòåçû, àëüòåðíàòèâíîé ê ãèïîòåçå H0,
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü îäíîñòîðîííþþ àëüòåðíàòèâó aη > aξ.
Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 â ïîëüçó ýòîé àëüòåðíàòèâû èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ êàê íàëè÷èå ýôôåêòà îáðàáîòêè, íåîòêëîíåíèå � êàê
îòñóòñòâèå.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
aξ = aη ïðè àëüòåðíàòèâå aη > aξ íåîáõîäèìî çíà÷åíèå

t = (η̄ − ξ̄)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
ñðàâíèòü ñ âåðõíèì α-ïðåäåëîì tα;(n+m−2) ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþ-
äåíòà ñ (n+m− 2) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Åñëè ïðè ýòîì

t > tα;(n+m−2),
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òî ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðîâåíü
çíà÷èìîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å n = 3, m = 3.

ξ̄ =
1

3
(290 + 311 + 284) = 295; η̄ =

1

3
(309 + 318 + 318) = 315;

s2ξ =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ̄)2, s2η =
1

m− 1

m∑
j=1

(ηj − η̄)2;

s2 =
1

n+m− 2

(
(n− 1)s2ξ + (m− 1)s2η

)
= 114,

t = (η̄ − ξ̄)

/(
s

√
1

n
+

1

m

)
= (315− 295)

/(√
114

1, 5

)
= 2,29.

Äëÿ α = 0,05 çíà÷åíèå tα;(n+m−2) = t0,05;4 = 2,13 (íàéäåíî ïî
òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà (ñì. òàáë. 27.3.1)). Çíà÷åíèå

t = 2,29 > 2,13 = t0,05;4,

ïîýòîìó ãèïîòåçàH0: aξ = aη îòêëîíÿåòñÿ � ïðîòèâîðå÷èò îïûò-
íûì äàííûì.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Äàí-
íûå ïî èçìåðåíèþ ïðåäåëà ïðî÷íîñòè áåòîíà íà ñæàòèå (ñì.
òàáëèöó) äàþò îñíîâàíèå ñ÷èòàòü, ÷òî îñîáûé ñïîñîá ïðèãîòîâ-
ëåíèÿ áåòîíà ïîâûøàåò åãî ïðî÷íîñòü.

23.4 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû σ2 = σ2
0

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))
� ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 .

Ïàðàìåòðû a è σ2 íåèçâåñòíû. Îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà σ2 âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: σ

2 = σ20. Ýòó ãèïîòåçó ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ïîãðåøíîñòü σ2 èçìåðåíèé (íàáëþäåíèé),
ïðåäñòàâëåííûõ âûáîðêîé ξ1, ξ2, . . . , ξn, ðàâíà äàííîìó çíà÷å-
íèþ σ20. Ìû áóäåì çàïèñûâàòü H0 â âèäå H0: σ

2/σ20 = 1. Àëü-
òåðíàòèâà ê ãèïîòåçå H0 ìîæåò áûòü êàê îäíîñòîðîííåé: åñëè
σ2/σ20 ̸= 1, òî σ2/σ20 > 1 (îíà ìîæåò áûòü è òàêîé: σ2/σ20 < 1),
òàê è äâóñòîðîííåé: åñëè σ2/σ20 ̸= 1, òî σ2/σ20 > 1 èëè σ2/σ20 < 1.
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Àëüòåðíàòèâà îïðåäåëÿåòñÿ ðåøàåìîé çàäà÷åé. Îòêëîíåíèå ãè-
ïîòåçû σ2/σ20 = 1 â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû σ2/σ20 > 1 ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ïðåâûøåíèå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, ïðåä-
ñòàâëåííûõ âûáîðêîé ξ1, ξ2, . . . , ξn, äàííîãî çíà÷åíèÿ σ

2
0. Ïî ðå-

àëèçàöèè ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn) íåîáõîäèìî âûíåñòè çàêëþ÷åíèå î ãèïîòåçåH0: σ

2/σ20 = 1
� îòêëîíèòü H0 èëè íå îòêëîíèòü.

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ. Âíå çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0: σ

2/σ20 = 1 èëè íåò, îöåíêà

s2 = 1
n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2, ïîëó÷åííàÿ ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç

Na;σ2 , ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåò-

ðà σ2, ò. å. Ms2 = σ2 è s2
P−→ σ2 ïðè n→ ∞. Îòñþäà

M
s2

σ2
= 1 è

s2

σ2
P−→ 1.

Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå s2/σ2 ìàëî óêëîíÿåòñÿ
îò 1. Ïîýòîìó, åñëè ãèïîòåçà H0 σ2 = σ20 âåðíà, îòíîøåíèå
s2/σ20 = s2/σ2 ìàëî óêëîíÿåòñÿ îò 1. Åñëè æå ãèïîòåçà H0:
σ2/σ20 = 1 íåâåðíà, íàïðèìåð, σ2/σ20 > 1, òî

M
s2

σ20
=
σ2

σ20
> 1 è

s2

σ20

P−→ σ2

σ20
> 1,

ò. å. îòíîøåíèå s2/σ20 îòëè÷àåòñÿ îò 1 ñóùåñòâåííî. È ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: σ

2/σ20 = 1 âû÷èñëÿåì îò-
íîøåíèå s2/σ20 è â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíÿëî îíî çíà÷åíèå,
ñóùåñòâåííî óêëîíÿþùååñÿ îò 1, èëè íåò, îòêëîíÿåì ãèïîòåçó
H0 èëè íå îòêëîíÿåì. ×òîáû òàê ìîæíî áûëî ïîñòóïàòü, íåîá-
õîäèìî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò îòíîøåíèå s2/σ20 (íåîá-
õîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ s2/σ20), êîãäà ãèïîòåçà
H0 âåðíà è êîãäà H0 íåâåðíà.

Ïðåäñòàâèì îòíîøåíèå s2/σ20 â âèäå

s2

σ20
=
σ2

σ20
· s

2

σ2
=
σ2

σ20
· 1

n− 1
χ2
n−1,

χ2
n−1 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ (n−1)

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå
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H0: σ
2/σ20 = 1 îòíîøåíèå s2/σ20 ðàñïðåäåëåíî êàê ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà 1
n− 1χ

2
n−1 è â, ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå s

2/σ20 �ïî÷òè âñåãäà�

(ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 2α) ëåæèò â îêðåñòíîñòè(
1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
òî÷êè 1 (ìàëî óêëîíÿþòñÿ îò 1), ãäå χ2

α;n−1 è χ2
1−α;n−1 � ñî-

îòâåòñòâåííî âåðõíèé α-ïðåäåë è âåðõíèé (1 − α)-ïðåäåë χ2
n−1-

ðàñïðåäåëåíèÿ.
Åñëè ãèïîòåçà H0: σ

2/σ20 = 1 íåâåðíà (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè σ2/σ20 > 1), òî èç ðàâåíñòâà

s2

σ20
=
σ2

σ20

s2

σ2

èìååì, ÷òî îòíîøåíèå s2/σ20 ðàñïðåäåëåíî êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà σ
2

σ20

1
n− 1 χ

2
n−1 è, â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèÿ s

2/σ20 �ïî÷òè âñåãäà�

(ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 2α) ëåæàò â îêðåñòíîñòè(
σ2

σ20

1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

σ2

σ20

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
òî÷êè σ2/σ20.

Òàê ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: σ
2/σ20 = 1 îòíîøåíèå s2/σ20

�ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
îêðåñòíîñòè (

1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
òî÷êè 1 (ìàëî óêëîíÿåòñÿ îò 1), åñëè æå ãèïîòåçà H0 íåâåðíà,
îòíîøåíèå s2/σ20 �ïî÷òè âñåãäà� ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îêðåñò-
íîñòè (

σ2

σ20

1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

σ2

σ20

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
òî÷êè σ2/σ20 (ñóùåñòâåííî óêëîíÿåòñÿ îò 1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: σ

2/σ20 = 1 âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå îòíîøå-
íèÿ s2/σ20 è âûÿñíÿåì, íàñêîëüêî îíî îòëè÷àåòñÿ îò 1. Åñëè s

2/σ20
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îêàçàëîñü ëåæàùèì âíå îêðåñòíîñòè(
1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
,

òî÷êè 1, ìû ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.
Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: σ2/σ2

0 = 1.
Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç Na;σ2 . Åñëè ãèïîòåçó H0 :

σ2/σ20 = 1 îòêëîíÿòü ïðè

s2

σ20
/∈
(

1

n− 1
χ2
1−α;n−1,

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α
ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà.

Ïîñêîëüêó ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 : σ2/σ20 = 1 îòíîøåíèå
s2/σ20 = s2/σ2 ðàñïðåäåëåíî êàê χ2

n−1/(n− 1), òî

P

{
s2

σ20
/∈
(

1

n− 1
χ2
1−α;n−1,

1

n− 1
χ2
α;n−1

)}
= 2α.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïðèâå-
äåííîãî êðèòåðèÿ ðàâåí 2α. Ýòèì êðèòåðèåì ìû ïîëüçóåìñÿ,
åñëè àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ: σ2/σ20 < 1 èëè σ2/σ20 > 1.

Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, íàïðèìåð, σ2/σ20 > 1, òî
s2/σ20 íåîáõîäèìî ñðàâíèòü ñ χ

2
α;n−1/(n− 1): ïðè

s2

σ20
>

1

n− 1
χ2
α;n−1

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå îòêëîíÿåì (óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè ýòîãî îäíîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Îá îøèáêàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïðè âåðíîé ãèïî-
òåçå H0: σ

2/σ20 = 1 îòíîøåíèå s2/σ20 = s2/σ2 ðàñïðåäåëåíî êàê

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 1
n− 1 χ

2
n−1 è, êàê ñëåäñòâèå, çíà÷åíèÿ s

2/σ20
�ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−2α) ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè(

1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
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òî÷êè 1. Íî s2/σ20 ìîæåò, õîòÿ è èçðåäêà (ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α),
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ âíå îêðåñòíîñòè(

1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
,

ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì è òåì ñàìûì äîïóñêàåì
îøèáêó � îøèáêó ïåðâîãî ðîäà.

Äàëåå, åñëè ãèïîòåçàH0: σ
2/σ20 = 1 íåâåðíà, îòíîøåíèå s2/σ20,

�ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α) ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ èç îêðåñò-
íîñòè (

σ2

σ20

1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

σ2

σ20

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
òî÷êè σ2/σ20, ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèå èç îêðåñòíîñòè(

1

n− 1
χ2
1−α;n−1;

1

n− 1
χ2
α;n−1

)
òî÷êè 1, ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíèì è òåì ñàìûì
äîïóñòèì îøèáêó � îøèáêó âòîðîãî ðîäà (H0 íå îòêëîíÿåòñÿ,
õîòÿ îíà è íåâåðíà).

23.5 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû σ2
ξ = σ2

η

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))
è η(ω) = (η1(ω), η2(ω), . . . , ηm(ω)) � ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ
âûáîðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è η = (η1, η2, . . . , ηm) ñîîòâåòñòâåííî
èç ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ

2
ξ
è Naη ;σ2

η
. Ïàðàìåòðû (aξ;σ

2
ξ ) è (aη;σ

2
η)

íåèçâåñòíû. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ σ2ξ è σ
2
η âûäâèãàåòñÿ ãè-

ïîòåçà
H0 : σ

2
ξ = σ2η.

Åå óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå H0 : σ
2
ξ/σ

2
η = 1. Ýòó ãèïîòåçó ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê ãèïîòåçó îá îäèíàêîâîé ïîãðåøíîñòè èç-
ìåðåíèé (íàáëþäåíèé), ïðåäñòàâëåííûõ âûáîðêàìè ξ1, ξ2, . . . , ξn
è η1, η2, . . . , ηm. Àëüòåðíàòèâà ê ãèïîòåçå H0 ìîæåò áûòü êàê
äâóñòîðîííåé: σ2ξ/σ

2
η > 1 èëè σ2ξ/σ

2
η < 1, òàê è îäíîñòîðîííåé:

σ2ξ/σ
2
η < 1 (îäíîñòîðîííÿÿ àëüòåðíàòèâà ìîæåò áûòü è òàêîé:
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σ2ξ/σ
2
η > 1). Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû σ2ξ/σ

2
η = 1, ñêàæåì, â ïîëü-

çó àëüòåðíàòèâû σ2ξ/σ
2
η > 1, èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê á�îëüøàÿ ïî-

ãðåøíîñòü â èçìåðåíèÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ âûáîðêîé ξ1, ξ2, . . . , ξn
ïî ñðàâíåíèþ ñ âûáîðêîé η1, η2, . . . , ηm. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: σ

2
ξ/σ

2
η = 1.

Î âûáîðå ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ. Âíå
çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0 : σ

2
ξ/σ

2
η = 1 èëè íåò,

s2ξ =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2 è s2η =
1

m− 1

m∑
j=1

(ηj − η)2

ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ñîîòâåò-
ñòâåííî ïàðàìåòðîâ σ2ξ è σ

2
η: ïðè n→ ∞, m→ ∞

s2ξ
P−→ σ2ξ , s

2
η

P−→ σ2η.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå s2ξ/s
2
η ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò σ

2
ξ/σ

2
η.

Ïîýòîìó, åñëè σ2ξ/σ
2
η = 1 (ãèïîòåçà H0 âåðíà), òî îòíîøåíèå

s2ξ/s
2
η îöåíîê s2ξ è s2η ñîîòâåòñòâåííî äèñïåðñèé σ2ξ è σ2η ìàëî

óêëîíÿåòñÿ îò 1. Åñëè æå ãèïîòåçà H0: σ
2
ξ/σ

2
η = 1 íåâåðíà, íà-

ïðèìåð, σ2ξ/σ
2
η > 1, òî îòíîøåíèå s2ξ/s

2
η, áóäó÷è áëèçêèì ê σ2ξ/σ

2
η,

îòëè÷àåòñÿ îò 1 ñóùåñòâåííî.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0: σ

2
ξ/σ

2
η = 1 âû÷èñ-

ëÿåì îòíîøåíèå s2ξ/s
2
η è, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíÿëî îíî

çíà÷åíèå, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùååñÿ îò 1, èëè íåò, îòêëîíÿåì
ãèïîòåçó H0 èëè íå îòêëîíÿåì. ×òîáû òàê ìîæíî áûëî ïîñòó-
ïàòü, íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò îòíîøåíèå
s2ξ/s

2
η (íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ s

2
ξ/s

2
η), êîãäà

ãèïîòåçà H0 âåðíà è êîãäà îíà íåâåðíà.
Ïðåäñòàâèì îòíîøåíèå s2ξ/s

2
η â âèäå

s2ξ
s2η

=
σ2ξ
σ2η

·
s2ξ/σ

2
ξ

s2η/σ
2
η

=
σ2ξ
σ2η

1
n− 1χ

2
n−1

1
m− 1χ

2
m−1

=
σ2ξ
σ2η
Fn−1,m−1,

ò. å.
s2ξ
s2η

=
σ2ξ
σ2η
Fn−1,m−1, (23.5.1)
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ãäå Fn−1;m−1 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå
Ôèøåðà ñ (n−1,m−1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Èç ðàâåíñòâà (23.5.1)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: σ

2
ξ/σ

2
η = 1

s2ξ/s
2
η = Fn−1,m−1.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 îò-
íîøåíèå s2ξ/s

2
η �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α) ïðèíàä-

ëåæèò ïðîìåæóòêó

(F1−α;n−1,m−1;Fα;n−1,m−1) ,

ãäå Fα;n−1,m−1 è F1−α;n−1,m−1 � ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèé α-ïðå-
äåë è âåðõíèé (1−α)-ïðåäåë Fn−1,m−1-ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì,
÷òî ïåðâûé ìîìåíò F -ðàñïðåäåëåíèÿ ñ (n,m) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ðàâåí m/(m− 2).

Åñëè ãèïîòåçà H0: σ
2
ξ/σ

2
η = 1 íåâåðíà (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè σ2ξ/σ
2
η > 1), òî èç ðàâåíñòâà (23.5.1) ñëåäóåò, ÷òî �ïî÷òè

âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2α) îòíîøåíèå s2ξ/s
2
η ïðèíàäëåæèò

ïðîìåæóòêó (
σ2ξ
σ2η
F1−α;n−1,m−1;

σ2ξ
σ2η
Fα;n−1,m−1

)
.

Çàì å ÷ à í è å. Âåðõíèé (1 − α)-ïðåäåë Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ
íàì áóäåò óäîáíî âûðàæàòü ÷åðåç âåðõíèé α-ïðåäåë ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Fm,n, à èìåííî:

F1−α;n;m =
1

Fα;m;n
.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàê. Ïî îïðåäåëåíèþ, Fn;m-
ðàñïðåäåëåíèå � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Fn;m =
χ2
n/n

χ2
m/m

,

ãäå χ2
n è χ

2
m � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàñ-

ïðåäåëåíèå χ2 ñ n è m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïî îïðåäåëåíèþ, (1 − α)-ïðåäåë Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ � ýòî
÷èñëî F1−α;n;m, äëÿ êîòîðîãî

P{Fn;m ≥ F1−α;n;m} = 1− α.

Îòñþäà èìååì:

1− α = P {Fn;m ≥ F1−α;n;m} = P

{
1

Fn;m
≤ 1

F1−α;n;m

}
=

= P

{
Fm;n ≤ 1

F1−α;n;m

}
= 1− P

{
Fm;n >

1

F1−α;n;m

}
,

èëè

P

{
Fm;n >

1

F1−α;n;m

}
= α.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî α-ïðåäåëà
Fm;n-ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì, ÷òî

Fα;m;n =
1

F1−α;n;m

èëè

F1−α;n;m =
1

Fα;m;n
.

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû σ2
ξ/σ

2
η = 1. Ïóñòü

ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm � íåçàâèñèìûå âûáîðêè ñîîòâåò-
ñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ

2
ξ
è Naη ;σ2

η
.

Åñëè ãèïîòåçó H0 : σ
2
ξ/σ

2
η = 1 îòêëîíÿòü ïðè

s2ξ
s2η

/∈
(

1

Fα;m−1;n−1
, Fα;n−1;m−1

)
è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α
ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà.

Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 : σ
2
ξ/σ

2
η = 1 îòíîøåíèå s2ξ/s

2
η èìååò

ðàñïðåäåëåíèå Fn−1;m−1, ïîýòîìó

P

{
s2ξ
s2η

/∈
(

1

Fα;m−1;n−1
, Fα;n−1;m−1

)}
= 2α.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïðèâå-
äåííîãî êðèòåðèÿ ðàâåí 2α.

Ýòèì êðèòåðèåì ìû ïîëüçóåìñÿ, åñëè àëüòåðíàòèâà äâóñòî-
ðîííÿÿ: σ2ξ/σ

2
η < 1 èëè σ2ξ/σ

2
η > 1. Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòî-

ðîííÿÿ, íàïðèìåð σ2ξ/σ
2
η > 1, òî s2ξ/s

2
η ñðàâíèâàåì ñ Fα;n−1;m−1:

ïðè
s2ξ
s2η

> Fα;n−1;m−1

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðîâåíü çíà-
÷èìîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Ç àì å ÷ à í è å. Ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0 : σ
2
ξ/σ

2
η = 1 íå èìå-

åò çíà÷åíèÿ, êàêîå èç îòíîøåíèé s2ξ/s
2
η èëè s

2
η/s

2
ξ ðàññìàòðèâàòü,

÷òî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà{
1

Fα;m−1;n−1
<
s2ξ
s2η

< Fα;n−1;m−1

}
=

=

{
1

Fα;n−1;m−1
<
s2η
s2ξ

< Fα;m−1;n−1

}
.

Îá îøèáêàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïðè âåðíîé ãèïîòå-
çåH0 : σ

2
ξ/σ

2
η = 1 îòíîøåíèå s2ξ/s

2
η èìååò ðàñïðåäåëåíèå Fn−1;m−1

è ïîýòîìó �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−2α) çíà÷åíèÿ s2ξ/s
2
η

ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè(
1

Fα;m−1;n−1
, Fα;n−1;m−1

)
(23.5.2)

òî÷êè 1. Íî îòíîøåíèå s2ξ/s
2
η ìîæåò, õîòÿ è èçðåäêà (ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 2α), ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ âíå îêðåñòíîñòè (23.5.2). Ïðè
ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 : σ

2
ξ/σ

2
η = 1 îòêëîíÿåì è òåì ñàìûì ñîâåð-

øàåì îøèáêó � îøèáêó ïåðâîãî ðîäà.
Ïðè íåâåðíîé ãèïîòåçåH0: σ

2
ξ/σ

2
η = 1 îòíîøåíèå s2ξ/s

2
η ìîæåò

(õîòÿ è èçðåäêà) ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç îêðåñòíîñòè(
1

Fα;m−1;n−1
, Fα;n−1;m−1

)
,

òî÷êè 1, ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì è òåì ñàìûì
ñîâåðøàåì îøèáêó � îøèáêó âòîðîãî ðîäà.
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23.6 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 23.6.1. Íèæå ïðèâåäåíû äàííûå îá èçìåðåíèÿõ

íåðîâíîñòåé ïîâåðõíîñòè îäíîé è òîé æå ÷èñòîòû îáðàáîòêè
ïðè ïîìîùè äâóõ äâîéíûõ ìèêðîñêîïîâ.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó ïîêàçàíèÿìè ïðèáîðîâ íåò
ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ?

Ìèêðîñêîï I: 0,8; 1,9; 3,0; 3,5; 3,8; 2,5; 1,7; 0,9; 1,0; 2,3;
3,3; 3,4.

Ìèêðîñêîï II: 1,4; 2,1; 3,1; 3,6; 2,7; 1,7; 1,1; 0,2; 1,6; 2,8;
4,0; 4,7.

Ð åø å í è å. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
ξ1, ξ2, . . . , ξn äàííûå èçìåðåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ïåð-
âîãî ìèêðîñêîïà, ÷åðåç η1, η2, . . . , ηm � ïðè ïîìîùè âòîðîãî.

Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ýòó çàäà÷ó ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Èìååì ðåàëèçàöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ
âûáîðîê ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm (ñì. äàííûå) èç ðàñïðåäå-
ëåíèé Naξ;σ2 è Naη ;σ2 ñîîòâåòñòâåííî (ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëü-
íîì ðàñïðåäåëåíèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé â áîëüøèíñòâå ñëó÷à-
åâ îïðàâäûâàåò ñåáÿ). Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ aξ è aη âûäâè-
ãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη. Ýòî ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè ñèñòå-
ìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ïîêàçàíèÿìè ïðèáîðîâ. Àïðè-
îðè, åñëè aξ ̸= aη, òî ìîæåò áûòü êàê aξ < aη, òàê è aξ > aη;
ïîýòîìó àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ. Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 â
ïîëüçó ýòîé àëüòåðíàòèâû èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íàëè÷èå ñèñòå-
ìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ ïîêàçàíèé ïðèáîðîâ, íåîòêëîíåíèå �
êàê îòñóòñòâèå ðàñõîæäåíèÿ.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
aξ = aη ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû aξ < aη èëè aξ > aη
íåîáõîäèìî ñðàâíèòü çíà÷åíèå

|t| = |ξ − η|

/(
s

√
n+m

nm

)
ñ tα;(n+m−2) � âåðõíèì α-ïðåäåëîì t(n+m−2)-ðàñïðåäåëåíèÿ.
Åñëè

|t| = |ξ − η|

/(
s

√
n+m

nm

)
≥ tα;(n+m−2),

ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðîâåíü
çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ 2α).
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 12, m = 12,

ξ =
1

12
(0,8 + 1,9 + . . .+ 3,4) = 2,34,

η =
1

12
(1,4 + 2,1 + . . .+ 4,7) = 2,42,

s2 =
1

n+m− 2
((n− 1)sξ

2 + (m− 1)sη
2) = 1,44,

|t| = |ξ−η|
/(

s

√
n+m

nm

)
= |2,42−2,34|

/√1,44(12 + 12)

(12 · 12)
= 0,16,

ãäå

sξ
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2, sη
2 =

1

m− 1

m∑
i=1

(ηi − η)2.

Òàê ÷òî
|t| = 0,16 < 2,074 = t0,025; 22.

Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà ãèïîòåçà H0
î ðàâåíñòâå aξ = aη íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî òðàêòîâàòü òàê. Ïðåäïîëîæåíèå îá
îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ïîêàçàíèÿìè
ìèêðîñêîïîâ íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. (Òà-
êèå ïîêàçàíèÿ âïîëíå ìîãëè áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðàáîòå ñ îäíèì
è òåì æå ïðèáîðîì.) Äðóãèìè ñëîâàìè, ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñ-
íîâàíèé ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäå-
íèÿ ìåæäó ïîêàçàíèÿìè ìèêðîñêîïîâ.

Ïðèìåð 23.6.2 (òî÷íîñòü èçìåðåíèé). Îïðåäåëÿåòñÿ ïðå-
äåë ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ ìàòåðèàëà íà äâóõ ðàçíûõ ñòåíäàõ:
A è B. Ïîëó÷åíû òàêèå âûáîðêè çíà÷åíèé ïðåäåëà ïðî÷íîñòè
íà ðàçðûâ:

Ñòåíä A: 1,32; 1,35; 1,32; 1,35; 1,30; 1,30; 1,37; 1,31; 1,39; 1,39.
Ñòåíä B: 1,35; 1,31; 1,31; 1,41; 1,39; 1,37; 1,32; 1,34.
Âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîñòü èçìåðåíèé

ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ íà ñòåíäàõ A è B îäèíàêîâà.
Ðåøåíè å. Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ýòó

çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Èìååì äâå ðåàëèçàöèè (ñì.
äàííûå) íåçàâèñèìûõ âûáîðîê èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
Naξ;σ

2
ξ
è Naη ;σ2

η
(ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) �
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âûáîðêà, ïîëó÷åííàÿ íà ñòåíäå A, η = (η1, η2, . . . , ηm) � íà ñòåí-
äå B). Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ σ2ξ è σ

2
η âûäâèãà-

åòñÿ ãèïîòåçà H0: σ
2
ξ/σ

2
η = 1 � ãèïîòåçà îá îäèíàêîâîé òî÷íîñòè

(îá îäèíàêîâîé ïîãðåøíîñòè) èçìåðåíèé íà ñòåíäàõ A è B. Àëü-
òåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ: σ2ξ/σ

2
η < 1 èëè σ2ξ/σ

2
η > 1, ïîñêîëüêó

íåò íèêàêîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî òî÷íîñòè ðà-
áîòû ñòåíäîâ A è B. Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 â ïîëüçó ýòîé àëü-
òåðíàòèâû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå ðàñõîæäåíèé â
òî÷íîñòè èçìåðåíèé íà ñòåíäàõ, íåîòêëîíåíèå � êàê îòñóòñòâèå
ðàñõîæäåíèé.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: σ
2
ξ/σ

2
η = 1

ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, åñ-
ëè

s2ξ
s2η

̸∈
(

1

Fα;(m−1);(n−1)
, Fα;(n−1);(m−1)

)
,

è íå îòêëîíÿåì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 10, m = 8, ξ = 1,34;

η = 1,35,

sξ
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2 = 12,2 · 10−4;

s2η =
1

m− 1

m∑
j=1

(ηi − η)2 = 14,0 · 10−4;

s2ξ
s2η

=
12,2 · 10−4

14,0 · 10−4
= 0,87;

Fα;(n−1);(m−1) = F0,01;9;7 = 6,72;

1

Fα;(m−1);(n−1)
=

1

5,61
= 0,18.

Çíà÷åíèå s2ξ/s
2
η ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó(

1

Fα;(m−1);(n−1)
, Fα;(n−1);(m−1)

)
= (0,18; 6,72),

ïîýòîìó ãèïîòåçà H0: σ
2
ξ/σ

2
η = 1 íà 2% óðîâíå çíà÷èìîñòè íå

îòêëîíÿåòñÿ.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ïðåäïîëîæå-
íèå (ãèïîòåçà), ÷òî ñòåíäû A è B èìåþò îäèíàêîâóþ òî÷íîñòü
èçìåðåíèé ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ, íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. (Òàêèå äàííûå ìîãëè áûòü ïîëó÷åíû
ïðè ðàáîòå íà îäíîì è òîì æå ñòåíäå.) Äðóãèìè ñëîâàìè, ýêñïå-
ðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî òî÷íîñòü èçìåðåíèé
ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ íà ñòåíäàõ A è B ðàçëè÷íà.

Çàäà÷è
23.1. Íà ïðîòÿæåíèè ëåòíèõ êàíèêóë 10 ó÷åíèêîâ íàõîäè-

ëèñü â ñïîðòèâíîì ëàãåðå. Â íà÷àëå ñåçîíà è ïîñëå åãî çàâåð-
øåíèÿ ó íèõ îïðåäåëÿëè åìêîñòü ëåãêèõ (â ìèëëèëèòðàõ). Ïî
ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ñóùåñòâåííî ëè
èçìåíèëñÿ ýòîò ïîêàçàòåëü ïîä âëèÿíèåì èíòåíñèâíûõ ôèçè÷å-
ñêèõ óïðàæíåíèé.

Ó÷å- Äî ñå- Ïîñëå Ó÷å� Äî ñå- Ïîñëå
íèê çîíà ñåçîíà íèê çîíà ñåçîíà

1 3400 3800 6 3100 3200
2 3600 3700 7 3200 3200
3 3000 3300 8 3400 3300
4 3500 3600 9 3200 3500
5 2900 3100 10 3400 3600

23.2. Îäèí èç ìåòîäîâ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñòåïåíè èç-
íîñà øèíû ñîñòîèò â èçìåðåíèè ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ ùóïà2

â îïðåäåëåííîì ìåñòå øèíû. Èìååòñÿ ïîäîçðåíèå, ÷òî ïîÿâëåíèå
çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè äèñïåðñèè èçìåðåíèé ñâÿçàíî ñ äåéñòâèÿìè
êîíòðîëåðîâ. ×òîáû èñêëþ÷èòü èç îáùåé äèñïåðñèè èçìåðåíèé
óêàçàííóþ åå ÷àñòü, äâóì êîíòðîëåðàì ïðåäëîæèëè ïðîâåñòè
ïî 12 èçìåðåíèé â îäíîé è òîé æå òî÷êå øèíû. Ïîëó÷èëè òàêèå
ðåçóëüòàòû:

Êîíòðîëåð Õ: 121, 121, 126, 130, 127, 131, 127, 124, 125, 119,
126, 123.

Êîíòðîëåð Y: 120, 129, 128, 136, 117, 138, 124, 119, 136, 136,
134, 132.

Ñóùåñòâåííî ëè îòëè÷àþòñÿ äèñïåðñèè èçìåðåíèé, ïðîâå-
äåííûõ ðàçíûìè êîíòðîëåðàìè?

23.3.Íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíêå îáðàáàòûâàþòñÿ âòóëêè. Ïî-
ñëå íàñòðîéêè ñòàíêà áûëà ïîëó÷åíà âûáîðêà èç 10 èçäåëèé.
Îêàçàëîñü, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ξ äèàìåòðà âòóëêè ñîñòàâëÿ-
åò 2,059 ìì, à çíà÷åíèå íåñìåùåííîé îöåíêè äèñïåðñèè s2ξ ðàâíî

2Çäåñü ùóï � òîíêàÿ ïðîäîëãîâàòàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà ïðÿìî-
óãîëüíîé ôîðìû.
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4,4 ìêì2. ×åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñ öåëüþ êîí-
òðîëÿ íàñòðîéêè ñòàíêà íà äàííûé äèàìåòð âòóëêè ñíîâà áûëà
ïîëó÷åíà âûáîðêà èç 10 èçäåëèé, äëÿ êîòîðîé âûáîðî÷íîå ñðåä-
íåå η = 2,063 ìì, à çíà÷åíèå íåñìåùåííîé îöåíêè äèñïåðñèè s2η
ðàâíî 8,6 ìêì2. Ïðåäïîëîæèì,÷òî íà ïðîòÿæåíèè óêàçàííîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè èçìåíåíèÿ â ðàáîòå ñòàíêà ìîãóò ñêàçàòü-
ñÿ òîëüêî íà óðîâíå åãî íàñòðîéêè, íî òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà
íå ìåíÿåòñÿ.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå îá èçìåíåíèè óðîâ-
íÿ íàñòðîéêè ñòàíêà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè, êîòîðûé îòäåëÿåò
ìîìåíòû ïîëó÷åíèÿ âûáîðîê?

23.4. Â çàäà÷å 23.3 îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ êîíòðîëÿ çà ðàáîòîé
ñòàíêà-àâòîìàòà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷íîñòü ðàáî-
òû ñòàíêà íå èçìåíÿåòñÿ, õîòÿ çíà÷åíèÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê
äèñïåðñèé ïîñëå íàñòðîéêè ñòàíêà è ÷åðåç îïðåäåëåííîå âðåìÿ
ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî s2ξ = 4,4 ìêì2 è s2η = 8,6 ìêì2.

ßâëÿåòñÿ ëè îáîñíîâàííûì ïðåäïîëîæåíèå î íåèçìåííîñòè
òî÷íîñòè ðàáîòû ñòàíêà?

Ð åø åí è å. Òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà õàðàêòåðèçóåòñÿ äèñ-
ïåðñèåé è ñî âðåìåíåì íå âîçðàñòàåò (à äèñïåðñèÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî íå óìåíüøàåòñÿ). Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-
òåç ïðåäïîëîæåíèå î íåèçìåííîñòè òî÷íîñòè ðàáîòû ñòàíêà ôîð-
ìóëèðóåòñÿ êàê ãèïîòåçà H0: σ

2
ξ/σ

2
η = 1, àëüòåðíàòèâà îäíîñòî-

ðîííÿÿ: σ2ξ/σ
2
η < 1. Çíà÷åíèå s2ξ/s

2
η = 0,51 > 0,31 = 1/F0,05;9;9 =

= 1/Fα;(m−1);(n−1). Ïîýòîìó íóëåâàÿ ãèïîòåçà íå îòêëîíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà
íå óìåíüøèëàñü (õîòÿ çíà÷åíèå îöåíêè äèñïåðñèè è âîçðîñëî
ñ s2ξ = 4,4ìêì2 äî s2η = 8,6ìêì2, íî ýòî äîïóñòèìîå óâåëè÷åíèå

äèñïåðñèè).
23.5. Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà ýëåêòðè÷åñêèõ ñ÷åò÷èêîâ ñ

âðàùàþùèìñÿ äèñêîì èõ ðàáîòà áûëà ñèíõðîíèçèðîâàíà ñ ðàáî-
òîé ñòàíäàðòíîãî ñ÷åò÷èêà (ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñòàí-
äàðòíûé ñ÷åò÷èê, ðàâíà 1). Ïðîâåðêà 10 ñ÷åò÷èêîâ, ñîñòîÿùàÿ
â îïðåäåëåíèè èõ ïîñòîÿííîé ñ ïîìîùüþ òî÷íûõ âàòòìåòðîâ è
ñåêóíäîìåðîâ, äàëà òàêèå ðåçóëüòàòû:

Íîìåð Çíà÷åíèå Íîìåð Çíà÷åíèå
ñ÷åò÷èêà ïîñòîÿííîé ñ÷åò÷èêà ïîñòîÿííîé

1 0,983 6 0,988
2 1,002 7 0,994
3 0,998 8 0,991
4 0,996 9 1,005
5 1,003 10 0,986
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Ìîæíî ëè îòêëîíåíèÿ îò ñòàíäàðòà ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó-
÷àéíûå, èëè, íàîáîðîò, ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïîñòî-
ÿííûå îòðåãóëèðîâàííûõ ñ÷åò÷èêîâ ñèñòåìàòè÷åñêè îòêëîíÿþò-
ñÿ îò ïîñòîÿííîé ñòàíäàðòíîãî ñ÷åò÷èêà?

Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ïðîâåðèâ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî 10
èçìåðåíèé îáðàçóþò âûáîðêó, ïîëó÷åííóþ èç íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì 1,000.

23.6. Â îäíîì êëàññå èç 20 äåòåé íàóäà÷ó áûëè âûáðàíû 10,
êîòîðûì åæåäíåâíî íà÷àëè âûäàâàòü àïåëüñèíîâûé ñîê. Îñòàëü-
íûå 10 ó÷åíèêîâ åæåäíåâíî ïîëó÷àëè ìîëîêî. ×åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ çàôèêñèðîâàëè óâåëè÷åíèå ìàññû äåòåé â ôóíòàõ (1 ôóíò
= 453,6 ã):

Ñîê 4,0 2,5 3,5 4,0 1,5 1,0 3,5 3,0 2,5 3,5

Ìîëîêî 1,5 3,5 2,5 3,0 2,5 2,0 2,0 2,5 1,5 3,0

Ñðåäíåå óâåëè÷åíèå âåñà îäíîãî ó÷åíèêà â ãðóïïå, ãäå âû-
äàâàëè àïåëüñèíîâûé ñîê, ñîñòàâèëî 2,9 ôóíòà, à â ãðóïïå, ãäå
âûäàâàëè ìîëîêî, � 2,4. Ñóùåñòâåííî ëè îòëè÷àåòñÿ óâåëè÷åíèå
âåñà äåòåé â ãðóïïàõ?

23.7. Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëü-
êèõ ëåò, ïîñëå òîãî, êàê â ïðàêòèêå ëûæíîãî ñïîðòà ñòàëà èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêà êîíüêîâûõ õîäîâ, äàþò îñíîâàíèå ñ÷è-
òàòü, ÷òî îíà, â óñëîâèÿõ ñïåöèàëüíî ïîäãîòîâëåííîé òðàññû,
îáåñïå÷èâàåò íà äèñòàíöèè 15 êì ó ìóæ÷èí âûèãðûø ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ òðàäèöèîííîé òåõíèêîé áîëåå ÷åì 1 ìèí. Íèæå ïðèâåäå-
íû ðåçóëüòàòû â ìèíóòàõ ñîðåâíîâàíèé äâóõ ãðóïï ëûæíèêîâ
(äèñòàíöèÿ 15 êì): îäíè ïðîõîäèëè äèñòàíöèþ òðàäèöèîííûì
õîäîì, à äðóãèå � êîíüêîâûì.

Òðàäèöèîííàÿ òåõíèêà: 37,02; 36,74; 37,82; 38,12; 36,91; 37,98;
38,21; 37,51; 37,56; 38,03.

Òåõíèêà êîíüêîâûõ õîäîâ: 35,81; 35,61; 35,02; 35,53; 35,84;
35,12; 36,12; 36,49; 35,62; 36,28.

Ìîæíî ëè ïî ðåçóëüòàòàì ýòèõ ñîðåâíîâàíèé ïðèéòè ê âûâî-
äó î íàëè÷èè áîëåå ÷åì îäíîìèíóòíîãî ýôôåêòà òåõíèêè êîíü-
êîâûõ õîäîâ?

Ð åø åí è å. Ïóñòü aξ è aη � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ
ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíèêè òðàäèöèîííûõ è êîíüêîâûõ õîäîâ
ñîîòâåòñòâåííî. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ − 1 = aη, àëüòåðíàòè-
âà îäíîñòîðîííÿÿ: aξ − 1 > aη. Îòêëîíåíèå íóëåâîé ãèïîòåçû â
ïîëüçó àëüòåðíàòèâíîé aξ − 1 > aη áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î
íàëè÷èè áîëåå ÷åì îäíîìèíóòíîãî ýôôåêòà êîíüêîâûõ õîäîâ,
íåîòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 � îá îòñóòñòâèè òàêîãî ýôôåêòà.
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Çíà÷åíèå

t = ((ξ̄ − 1)− η̄)
/(

s

√
1

n
+

1

m

)
ñðàâíèâàåì ñ tα;n+m−2 � åñëè t > tα;n+m−2, ãèïîòåçà H0 îòêëî-
íÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò. Èìååì:

t = 3,774 > 2,10 = t0,05;18 = tα;n+m−2.

Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà ãèïîòåçà H0:
aξ − 1 = aη íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè îòêëîíÿåòñÿ, ÷òî èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ êàê áîëåå ÷åì îäíîìèíóòíûé âûèãðûø ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè òåõíèêè êîíüêîâûõ õîäîâ ñðàâíèòåëüíî ñ òðàäèöè-
îííîé.

23.8 (äëèòåëüíîñòü îáåçáîëèâàþùåãî äåéñòâèÿ ïðå-
ïàðàòà). Ñðàâíèâàåòñÿ äåéñòâèå îáåçáîëèâàþùèõ ïðåïàðàòîâ
A è B. (Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îäíèì èç �ëåêàðñòâ� ìîæåò áûòü
èíåðòíîå ïëàöåáî, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîíòðîëÿ ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè äåéñòâèÿ äðóãîãî ïðåïàðàòà.)

Â ãðóïïå áîëüíûõ, êîòîðûå èçúÿâèëè æåëàíèå ïðèíÿòü ó÷àñ-
òèå â ýêñïåðèìåíòå, íàñ÷èòûâàëîñü âîñåìü ÷åëîâåê. Âïîëíå âîç-
ìîæíî, ÷òî ó ýòèõ áîëüíûõ âîçðàñò, ïîë, îáùåå ñîñòîÿíèå è
ò. ä. äàëåêî íå îäèíàêîâûå. Ïîýòîìó îáà ïðåïàðàòà äàþò êàæ-
äîìó áîëüíîìó è ôèêñèðóþò ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáåçáîëèâàþ-
ùåãî äåéñòâèÿ êàæäîãî èç íèõ. Ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ÷èñòîòû
ýêñïåðèìåíòà, ïðèíÿòû âñå ðàçóìíûå ìåðû ïðåäîñòîðîæíîñòè:
ìåæäó ïðèåìàìè îáîèõ ïðåïàðàòîâ ïðîõîäèò âðåìÿ, èñêëþ÷à-
þùåå �ïåðåêðûâàíèå� èõ äåéñòâèÿ; ÷åòâåðî áîëüíûõ ïîëó÷àþò
ñíà÷àëà ïðåïàðàò A, à äðóãèå ÷åòâåðî � ñíà÷àëà ïðåïàðàò B,
ïðè ýòîì íè îäèí èç íèõ íå çíàåò, êàêîé èìåííî ïðåïàðàò îí
ïðèíèìàåò, è ò. ä. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå (ôèêñèðîâàëàñü â ÷àñàõ äëèòåëüíîñòü îáåçáîëèâàþùåãî
äåéñòâèÿ ïðåïàðàòîâ A è B).

Áîëü- Äëèòåëüíîñòü Ðàçíîñòü äëèòåëüíîñòè
íîé äåéñòâèÿ ïðåïàðàòà äåéñòâèÿ ïðåïàðàòîâ

A B B è A

1 3,2 3,8 0,6
2 1,6 1,0 −0,6
3 5,7 8,4 2,7
4 2,8 3,6 0,8
5 5,5 5,0 −0,5
6 1,2 3,5 2,3
7 6,1 7,3 1,2
8 2,9 4,8 1,9
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Âûíåñòè çàêëþ÷åíèå îá ýôôåêòèâíîñòè äåéñòâèÿ ïðåïàðà-
òîâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî:

1◦ îòñóòñòâóåò àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýôôåêòèâíîñòè
ïðåïàðàòîâ;

2◦ ýôôåêòèâíîñòü äåéñòâèÿ ïðåïàðàòà B åäâà ëè ìåíüøå,
÷åì ïðåïàðàòà A.

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.
23.9. Íà ñòàíêå-àâòîìàòå èçãîòàâëèâàåòñÿ îäèí âèä ïðîäóê-

öèè. Êðèòè÷åñêèì ðàçìåðîì èçäåëèé ÿâëÿåòñÿ âíåøíèé äèà-
ìåòð. Ïîñëå íàñòðîéêè ñòàíêà îòîáðàëè 20 èçäåëèé. Ïðè ýòîì
îêàçàëîñü, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ðàçìåðà âíåøíåãî äèàìåò-
ðà ñîñòàâëÿåò 0,84 ìì2. ×åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñ
öåëüþ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ðàáîòû ñòàíêà (è, ïðè íåîáõîäèìîñòè,
åãî íàñòðîéêè) îòîáðàëè 15 èçäåëèé. Îêàçàëîñü, ÷òî âûáîðî÷íàÿ
äèñïåðñèÿ, âû÷èñëåííàÿ ïî íèì, ðàâíà 1,07 ìì2.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå îá èçìåíåíèè òî÷-
íîñòè ðàáîòû ñòàíêà?



Ãëàâà 24

Êðèòåðèé χ2

24.1 Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F, ðàñ-
ïðåäåëåíèå F íåèçâåñòíî. Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ F âûäâè-
ãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: F = G, G � ðàñïðåäåëåíèå ñ çàäàííûìè
ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, G � ðàâíîìåðíîå íà [0; 1] ðàñïðåäåëå-
íèå, èëè, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå G ïðèíàäëåæèò êëàññó íîð-
ìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ îáùèå ñîîáðàæåíèÿ,
êîòîðûìè åñòåñòâåííî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êðè-
òåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç âèäà H0: F = G. (Äëÿ íàãëÿäíîñòè,
G � ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîå ðàñïðåäåëåíèå.)

Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0: F = G èëè
íåò, ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå F̂n, ïîñòðîåííîå ïî âûáîðêå
ξ1, ξ2, . . . , ξn èç ðàñïðåäåëåíèÿ F, �áëèçêî� ê F � ÿâëÿåòñÿ õî-
ðîøåé àïïðîêñèìàöèåé F, è ñ óâåëè÷åíèåì n àïïðîêñèìàöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ F ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì F̂n ñòàíîâèò-
ñÿ ëó÷øå, à èìåííî, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ýìïèðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé è
íåñìåùåííîé îöåíêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à âìåñòå ñ

ýòèì F̂n([a, b)) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé è íåñìåùåííîé îöåíêîé
F([a, b)) (äëÿ ëþáûõ a < b). Òàê ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0:

F = G ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå F̂n ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò G,
åñëè æå G ̸= F, òî ðàñïðåäåëåíèå F̂n, áóäó÷è áëèçêèì ê F, îò
ðàñïðåäåëåíèÿ G îòëè÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ ââåñòè óêëîíåíèå D(F̂n,G)

ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì F̂n è ãèïîòåòè÷åñêèì G,
ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: F = G îíî ïðè-

609
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íèìàëî ìàëûå çíà÷åíèÿ, à åñëè ãèïîòåçà H0:F = G íåâåðíà �
áîëüøèå (çàìåòèì, ÷òî óêëîíåíèå D(F̂n,G), êàê ôóíêöèÿ âû-
áîðêè, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì
óäàëîñü ââåñòè òàêîå óêëîíåíèå. Òîãäà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: F = G âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ D(F̂n,G) è, â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, áîëüøèì èëè ìàëûì îíî îêàçàëîñü, îòêëîíÿåì
èëè íå îòêëîíÿåì ãèïîòåçó H0: F = G. ×òîáû òàê ìîæíî áûëî
ïîñòóïàòü, íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò óêëî-
íåíèå D(F̂n,G), êîãäà ãèïîòåçà H0: F = G âåðíà (êîãäà óêëî-

íåíèÿ D(F̂n,G) ìàëûå) è êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò óêëîíåíèå

D(F̂n,G), êîãäà ãèïîòåçà H0 íåâåðíà (êîãäà óêëîíåíèÿ D(F̂n,G)

áîëüøèå). À ïîñêîëüêó D(F̂n,G) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
òî ïîñëåäíåå ôàêòè÷åñêè îáîçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî çíàòü ðàñ-
ïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿD(F̂n,G), êîãäà ãèïîòåçàH0 âåðíà è êîãäà
H0 íåâåðíà, èëè õîòÿ áû êîãäà H0 âåðíà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàñ-
ïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ D(F̂n,F) èçâåñòíî, îíî íå ìîæåò çàâèñåòü
îò ðàñïðåäåëåíèÿ F, èç êîòîðîãî ïîëó÷åíà âûáîðêà ξ1, ξ2, . . . , ξn
� ðàñïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ D(F̂n,F) îäíî è òî æå ïðè âñåõ âîç-

ìîæíûõ F. È õîòÿ ïðåäúÿâëåííûå ê D(F̂n,G) òðåáîâàíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ñòîëü æåñòêèìè, ÷òî âîçíèêàåò ñîìíåíèå â ñóùå-
ñòâîâàíèè òàêèõ óêëîíåíèé, òåì íå ìåíåå îíè ñóùåñòâóþò.

Ïóñòü óêëîíåíèå D(F̂n,G) îáëàäàåò ïåðå÷èñëåííûìè âûøå
ñâîéñòâàìè, à èìåííî, âî-ïåðâûõ, ïðè âåðíîé ãèïîòåçåH0: F = G
óêëîíåíèå D(F̂n,G) = D(F̂n,F) = Dn ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷å-
íèÿ, à åñëè H0: F = G íåâåðíà � áîëüøèå, è, âî-âòîðûõ, ïðè
âåðíîé ãèïîòåçå H0 ðàñïðåäåëåíèå D(F̂n,G) = D(F̂n,F) = Dn
èçâåñòíî.

Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå Dn, íàéäåì ïðîìåæóòîê [0, Dα,n], â êî-
òîðîì �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1− α) ëåæàò
çíà÷åíèÿ Dn. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü Dα,n òàê, ÷òîáû

P{Dn > Dα,n} = α (24.1.1)

(èëè êàê íàèìåíüøåå D, äëÿ êîòîðîãî P{Dn > D} ≤ α). Çíà÷å-

íèÿ D(F̂n,G), ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó [0, Dα,n], áóäåì êëàñ-
ñèôèöèðîâàòü êàê ìàëûå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � êàê áîëüøèå.
Äàëåå äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: F = G âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå
óêëîíåíèÿ D(F̂n,G) è âûÿñíÿåì, áîëüøîå îíî èëè ìàëîå, ñðàâ-

íèâàÿ åãî ñ Dα,n. Åñëè ïðè ýòîì D(F̂n,G) ïðèíÿëî áîëüøîå çíà-
÷åíèå:
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D(F̂n,G) > Dα,n,

ãèïîòåçó H0: F = G îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.
Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãè-

ïîòåçû H0: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ G.
Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

D(F̂n,G) > Dα,n

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãèïîòåçàH0 âåðíà, ò. å. ðàñïðåäåëåíèå G
ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì F, òî D(F̂n,G) = D(F̂n,F) = Dn è,
ñëåäîâàòåëüíî,

P{D(F̂n,G) > Dα,n} = P{Dn > Dα,n} ≤ α.

Òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ âåðíîé ãèïîòåçû H0 íå ïðåâîñ-
õîäèò α.

Âèä óêëîíåíèÿ D(F̂n,G) îïðåäåëÿåò òîò èëè èíîé êðèòåðèé
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: F = G.

Ìû ðàññìîòðèì óêëîíåíèÿ D(F̂n,G) ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ F̂n îò ãèïîòåòè÷åñêîãî G, ïðåäëîæåííûå Ê. Ïèðñîíîì
è À. Í. Êîëìîãîðîâûì. Ïî íèì ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êðèòå-
ðèé χ2 è êðèòåðèé À. Í. Êîëìîãîðîâà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ G.

24.2 Êðèòåðèé χ2 (ïàðàìåòðû èçâåñòíû)

Ðàññìàòðèâàåìûé äàëåå êðèòåðèé χ2 äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ G, ñòðîèòñÿ

ïî óêëîíåíèþD(F̂n,G) ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì F̂n
è ãèïîòåòè÷åñêèì G, ïðåäëîæåííîìó Ê. Ïèðñîíîì.

Ìû ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà êðèòåðèÿ χ2: 1) ãèïîòåòè÷åñ-
êîå ðàñïðåäåëåíèå G íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, íà-
ïðèìåð, G � ðàâíîìåðíîå íà [0; 1] ðàñïðåäåëåíèå; 2) ãèïîòåòè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå G ïðèíàäëåæèò äàííîìó êëàññó ðàñïðåäå-
ëåíèé G(·; θ1, θ2, . . . , θk), çàâèñÿùåìó îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
θ1, θ2, . . . , θk, íàïðèìåð, G � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (çàâèñèò
îò ïàðàìåòðîâ a è σ2).



612 Ãëàâà 24. Êðèòåðèé χ2

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì êðèòåðèé χ2 äëÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, íå çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðîâ.

Óêëîíåíèå Ïèðñîíà ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò
ãèïîòåòè÷åñêîãî. Äâà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ F è G, çà-
äàííûå íà X ⊂ R1, ñîâïàäàþò, åñëè äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî
ìíîæåñòâà B èç X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F(B) = G(B). Åñëè
F è G ðàçëè÷íû, òî íàéäåòñÿ áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî B′ ⊂ X
òàêîå, ÷òî F(B′) ̸= G(B′). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå óêëîíåíèÿ ìåæäó
ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó

r∑
j=1

cj(F(Xj)− G(Xj))
2,

ãäå cj � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû, à {Xj} � ðàçáèåíèå X íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà:

r∪
j=1

Xj = X, Xi ∩Xj = ∅, i ̸= j, 2 ≤ r <∞,

çà÷àñòóþ Xj = [aj , bj), j = 1, 2, . . . , r. Óêëîíåíèå Ïèðñîíà ìåæ-

äó ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì F̂n, ïîñòðîåííûì ïî âûáîðêå
ξ1, ξ2, . . . , ξn, è ãèïîòåòè÷åñêèì G èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé è ñòðîèò-
ñÿ. À èìåííî, â êà÷åñòâå óêëîíåíèÿ ìåæäó F̂n è G ðàññìàòðèâàåì

D(F̂n,G) =
r∑

j=1

cj(F̂n(Xj)− G(Xj))
2,

ãäå G(Xj) � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ â
ìíîæåñòâî Xj , âû÷èñëåííàÿ ïî ãèïîòåòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëå-

íèþ G (äàëåå å¼ áóäåì îáîçíà÷àòü G(Xj) = pj), F̂n(Xj) � âå-
ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ â Xj , âû÷èñëåííàÿ

ïî ýìïèðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ F̂n (÷èñëåííî F̂n(Xj) ðàâíà
÷àñòîòå νj/n ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâî Xj ,
âû÷èñëåííîé ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn, νj � ÷èñëî âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé èç ξ1, ξ2, . . . , ξn, ïîïàâøèõ â Xj), cj � êîýôôèöèåíòû,

âûáîð êîòîðûõ è îïðåäåëÿåò óêëîíåíèå D(F̂n,G).
Ê. Ïèðñîí â êà÷åñòâå cj ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü n/pj ,

j = 1, 2, . . . , r. Ïðè ýòîì óêëîíåíèå D(F̂n,G) ïðèíèìàåò âèä

D(F̂n,G) =
r∑

j=1

n

pj

(
F̂n(Xj)− G(Xj)

)2
=

r∑
j=1

n

pj

(νj
n

− pj

)2
.
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Ââîäÿ óêëîíåíèå

r∑
j=1

n

pj

(νj
n

− pj

)2
ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì è ãèïîòåòè÷åñêèì, Ê. Ïèð-
ñîí, ïî-âèäèìîìó, èñõîäèë èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0: F = G èëè íåò,
÷àñòîòà νj/n ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé â Xj , âû÷èñëåí-
íàÿ ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç F, ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñ-
òîÿòåëüíîé îöåíêîé F(Xj), ò. å.

M(νj/n) = F(Xj)

è ïðè n→ ∞
νj/n

P−→ F(Xj)

(äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , r). Ïîýòîìó, åñëè ãèïîòåçà H0: F = G
âåðíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, F(Xj) = G(Xj) = pj , òî

νj/n− pj
P−→ 0, j = 1, 2, . . . , r.

Ïðè÷åì

νj =

n∑
k=1

IXj (ξk),

êàê ñóììà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, èìååò ðàñïðåäåëåíèå áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó, à èìåííî,
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

νj −Mνj√
Dνj

=
νj − npj√
npj(1− pj)

=

√
n

pj(1− pj)

(νj
n

− pj

)
ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1),
j = 1, 2, . . . , r. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ñóììû êâàäðàòîâ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò ðàñïðåäåëåíèå
áëèçêîå ê χ2-ðàñïðåäåëåíèþ. Íà ñàìîì äåëå ïðè n→ ∞ ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

r∑
j=1

(√
n

pj

(νj
n

− pj

))2

=

r∑
j=1

(
νj − npj√

npj

)2

=

r∑
j=1

n

pj

(νj
n

− pj

)2
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ñõîäèòñÿ ê χ2-ðàñïðåäåëåíèþ ñ (r − 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Åñëè æå ãèïîòåçàH0: F = G íåâåðíà, ò. å. F ̸= G, òî óêëîíåíèå

D(F̂n,G) =
r∑

j=1

n

pj

(νj
n

− pj

)2
ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ, è ïðè n→ ∞ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿò-
íîñòè ê +∞, ïîñêîëüêó(νj

n
− pj

)2 P−→ (F(Xj)− pj)
2 = (F(Xj)− G(Xj))

2 ,

à ñðåäè ÷èñåë

(F(Xj)− G(Xj))
2 , j = 1, 2, . . . , r,

ïðè äîñòàòî÷íî �ìåëêîì� ðàçáèåíèè âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñò-
âà X íàéäóòñÿ ÷èñëà ñòðîãî áîëüøèå íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,
íàéäóòñÿ Xj , äëÿ êîòîðûõ ïðè n→ +∞

n

pj

(νj
n

− pj

)2 P−→ +∞,

à âìåñòå ñ íèìè è D(F̂n,G) → +∞. Òàê ÷òî óêëîíåíèå Ê. Ïèð-
ñîíà

D(F̂n,G) =
r∑

j=1

n

pj

(νj
n

− pj

)2
=

r∑
j=1

(
νj − npj√

npj

)2

êîãäà ãèïîòåçàH0: F = G âåðíà, ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ (ïðè

ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ìàëûõ óêëîíåíèé D(F̂n,F) áëèçêî ê ðàñïðå-
äåëåíèþ χ2

r−1), à êîãäà ãèïîòåçà H0: F = G íåâåðíà, óêëîíåíèå

D(F̂n,G) ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ è

D(F̂n,G) → +∞

ïðè n→ ∞.
Òåîðåìà 24.2.1 (î ðàñïðåäåëåíèè óêëîíåíèÿ Ê. Ïèð-

ñîíà). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F
íà R1; Xj, j = 1, 2, . . . , r, � ðàçáèåíèå âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñò-

âà X ⊂ R1 (
r∪

j=1
Xj = X, Xi ∩ Xj = ∅, i ̸= j, r ≥ 2);
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pj = P{ξk ∈ Xj} = F(Xj) � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷-
íîãî çíà÷åíèÿ â Xj, j = 1, 2, . . . , r, âû÷èñëåííàÿ ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ F; νj � ÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ1, ξ2, . . . , ξn, ïîïàâøèõ
â Xj, j = 1, 2, . . . , r. Òîãäà ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

△n =

r∑
j=1

(
νj − npj√

npj

)2

ñõîäèòñÿ ê χ2-ðàñïðåäåëåíèþ ñ r − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ò. å.

P{△n < x} → P{χ2
r−1 < x}

äëÿ êàæäîãî x ∈ (−∞,∞).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζr) =

(
ν1 − np1√

np1
,
ν2 − np2√

np2
, . . . ,

νr − npr√
npr

)
.

(24.2.1)
Â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (ñì. òåîðåìó 15.1.1)
ðàñïðåäåëåíèå êàæäîé êîìïîíåíòû ζj = (νj − npj)/

√
npj âåê-

òîðà ζ ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííî îæèäàòü, ÷òî

1) ðàñïðåäåëåíèå Fζ âåêòîðà ζ ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Fα
íåêîòîðîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà α = (α1, α2, . . . , αr);

2) ðàñïðåäåëåíèå ñóììû êâàäðàòîâ êîìïîíåíò âåêòîðà ζ

△n =
r∑

j=1

(
νj − npj√

npj

)2

=
r∑

j=1

ζj
2 = (ζ, ζ) = △n(ζ)

ñõîäèòñÿ ê χ2-ðàñïðåäåëåíèþ.
Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ýòîãî, âîñïîëü-

çîâàâøèñü òåîðåìîé Ëåâè, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζr) ñõîäèòñÿ ê
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íåêîòîðîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà.

×òîáû íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ âåêòîðà ζ (ñì.
(24.2.1)), âûïèøåì ñíà÷àëà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ âåê-
òîðà ν = (ν1, ν2, . . . , νr), îïèñûâàþùåãî ÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé, ïîïàâøèõ â X1, X2, . . . , Xr (νj � ÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé èç ξ1, ξ2, . . . , ξn ïîïàâøèõ âXj , j = 1, 2, . . . , r). Ïðåäñòàâèì
âåêòîð ν = (ν1, ν2, . . . , νr) â âèäå ñóììû âåêòîðîâ

µ(k) = (IX1(ξk), IX2(ξk), . . . , IXr(ξk)) , k = 1, 2, . . . , n,
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à èìåííî:

ν = (ν1, ν2, . . . , νr) =
n∑

k=1

µ(k). (24.2.2)

Âåêòîðû µ(k), k = 1, 2, . . . , n, íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåíû (êàê ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk), ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
φν(t) âåêòîðà (24.2.2) êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà èõ ïðîèçâåäåíèþ:

φν(t1, t2, . . . , tr) = φν(t) = M exp {i(t, ν)} =

= M exp

{
i

(
t,

n∑
k=1

µ(k)

)}
= M exp

{
i

n∑
k=1

(
t, µ(k)

)}
=

= M
n∏

k=1

exp
{
i
(
t, µ(k)

)}
=

n∏
k=1

M exp
{
i
(
t, µ(k)

)}
=

=
(
M exp

{
i
(
t, µ(1)

)})n
.

×òîáû âû÷èñëèòü M exp
{
i
(
t, µ(1)

)}
, íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå âåê-

òîðà µ(1) (òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå èìåþò âñå µ(k), k = 1, 2, . . . , n).

Ïîñêîëüêó X =
r∪

j=1
Xj , è Xi ∩Xj = ∅, i ̸= j, òî ó âåêòîðà

µ(1) = (IX1(ξ1), IX2(ξ1), . . . , IXr(ξ1))

òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà ðàâíà 1, îñòàëüíûå ðàâíû 0, ïîýòîìó

P{µ(1) = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j − 1

, 1, 0, 0, . . . , 0)} =

= P{IXj (ξ1) = 1} = P{ξ1 ∈ Xj} = pj , (24.2.3)

j = 1, 2, . . . , r (pj � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà-
÷åíèÿ ξ1 â Xj). Ðàâåíñòâà (24.2.3) è îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå

âåêòîðà µ(1).
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà exp
{
i
(
t, µ(1)

)}
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äèñ-

êðåòíîãî âåêòîðà µ(1) ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P
{
µ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0)

}
= p1,

P
{
µ(1) = (0, 1, 0, . . . , 0)

}
= p2,

...

P
{
µ(1) = (0, 0, 0, . . . , 1)

}
= pr

(ñì. ðàâåíñòâî (24.2.3)). Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå î âû÷èñëå-
íèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû (îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà) ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. òåîðåìó
5.3.2) èìååì

M exp
{
i(t, µ(1)

}
= p1 exp {i(t1 · 1 + t2 · 0 + . . .+ tr · 0)}+

+p2 exp {i(t1 · 0 + t2 · 1 + . . .+ tr · 0)}+ . . .

. . .+ pr exp i(t1 · 0 + t2 · 0 + . . .+ tr · 1)} =

= p1 exp {it1}+ p2 exp {it2}+ . . .+ pr exp {itr} .
Òàê ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà ν = (ν1, ν2, . . . , νr)

φν(t1, t2, . . . , tr) = M exp{i(t, ν)} =
(
M exp

{
i(t, µ(1)

})n
=

= (p1 exp{it1}+ p2 exp{it2}+ . . .+ pr exp{itr})n.
Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè âåêòîðà ν íàéäåì õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêóþ ôóíêöèþ φζ(t1, t2, . . . , tr) âåêòîðà ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζr)
(ñì. (24.2.1)):

φζ(t1, t2, . . . , tr) = M exp {i(t, ζ)} =

= M exp

{
i

(
t1
ν1 − np1√

np1
+ t2

ν2 − np2√
np2

+ . . .+ tr
νr − npr√

npr

)}
=

= M exp

{
i

(
ν1

t1√
np1

+ ν2
t2√
np2

+ . . .+ νr
tr√
npr

)
−
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−i

(
t1
√
np1 + t2

√
np2 + . . .+ tr

√
npr

)}
=

= exp

{
−i

√
n

r∑
k=1

tk
√
pk

}
×

×M exp

{
i

(
ν1

t1√
np1

+ ν2
t2√
np2

+ . . .+ νr
tr√
npr

)}
=

= exp

{
−i

√
n

r∑
k=1

tk
√
pk

}
×

×
(
p1 exp

{
i
t1√
np1

}
+ p2 exp

{
i
t2√
np2

}
+ . . .+ pr exp

{
i
tr√
npr

})n

.

Ïðè áîëüøèõ n (ïðè n→ ∞), ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ez = 1 + z + z2/2 + o(z2) ïðè z → 0,

äëÿ lnφζ (t1, t2, . . . , tr) èìååì:

lnφζ (t1, t2, . . . , tr) = −i
√
n

r∑
k=1

tk
√
pk+

+n ln

(
p1 exp

{
i
t1√
np1

}
+ . . .+ pr exp

{
i
tr√
npr

})
=

= −i
√
n

r∑
k=1

tk
√
pk+

+n ln

(
p1

(
1 + i

t1√
np1

− 1

2

t21
np1

+ o(1/n)

)
+ . . .

. . . +pr

(
1 + i

tr√
npr

− 1

2

t2r
npr

+ o(1/n)

))
=

= −i
√
n

r∑
k=1

tk
√
pk+
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+n ln

(
1 +

i√
n

r∑
k=1

tk
√
pk −

1

2n

r∑
k=1

t2k + o(1/n)

)
.

Ïðè n→ ∞ âåëè÷èíà

z =
i√
n

r∑
k=1

tk
√
pk −

1

2n

r∑
k=1

t2k + o(1/n) → 0,

ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì

ln(1 + z) = z − z2/2 + o(z2) ïðè z → 0,

äëÿ lnφζ(t1, t2, . . . , tr) èìååì (â ÿâíîì âèäå âûïèøåì òîëüêî ÷ëå-
íû, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞ íå áûñòðåå ÷åì o(1/n)):

lnφζ(t1, t2, . . . , tr) = −i
√
n

r∑
k=1

tk
√
pk+

+n

 i√
n

r∑
k=1

tk
√
pk −

1

2n

r∑
k=1

t2k −
1

2

(
i√
n

r∑
k=1

tk
√
pk

)2

+ o

(
1

n

) =

= −i
√
n

r∑
k=1

tk
√
pk + i

√
n

r∑
k=1

tk
√
pk −

1

2

r∑
k=1

t2k+

+
1

2

(
r∑

k=1

tk
√
pk

)2

+ o(1) = −1

2

r∑
k=1

t2k +
1

2

(
r∑

k=1

tk
√
pk

)2

+ o(1)

= −1

2

 r∑
k=1

t2k −

(
r∑

k=1

tk
√
pk

)2
+ o(1).

Òàê ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ζ =
= (ζ1, ζ2, . . . , ζr)

φζ(t1, t2, . . . , tr) =

= exp

−1

2

 r∑
k=1

t2k −

(
r∑

k=1

tk
√
pk

)2
+ o(1)

 .
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Ïîñëåäíÿÿ ïðè n→ ∞ ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå t = (t1, t2, . . . , tr)
ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

exp

−1

2

 r∑
k=1

t2k −

(
r∑

k=1

tk
√
pk

)2
 = φα(t1, t2, . . . , tr),

(24.2.4)
ÿâëÿþùåéñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ãàóññîâñêîãî âåêòî-
ðà α = (α1, α2, . . . , αr) ñî ñðåäíèì íóëü è êîâàðèàöèîííîé ìàò-
ðèöåé Γα, îïðåäåëÿåìîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

(Γαt, t) =

r∑
k=1

t2k −

(
r∑

k=1

tk
√
pk

)2

, (24.2.5)

çàìåòèì, ÷òî ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà, ïîñêîëüêó(

r∑
k=1

tk
√
pk

)2

≤

(
r∑

k=1

t2k

)(
r∑

k=1

(
√
pk)

2

)
=

r∑
k=1

t2k.

Èç ñõîäèìîñòè

φζ(t1, t2, . . . , tr) → φα(t1, t2, . . . , tr)

â ñèëó òåîðåìû Ëåâè (ñì. òåîðåìó 13.5.1), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå Fζ âåêòîðà ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζr) ñõîäèòñÿ â
ñîáñòâåííîì ñìûñëå ê ðàñïðåäåëåíèþ Fα ãàóññîâñêîãî âåêòîðà α
(ñî ñðåäíèì íóëü è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Γα).

Òåïåðü óñòàíîâèì, ÷òî ïðè n→ ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

△n = △n(ζ) = (ζ, ζ) =

r∑
j=1

(
νj − npj√

npj

)2

ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

△ = △(α) = (α, α) =

r∑
k=1

α2
k.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ëåâè, äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ△n(u) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû △n = △n(ζ)
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ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè φ△(u) ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû △ = △(α).

Èç ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ âåêòîðà ζ ê ðàñïðåäåëå-
íèþ Fα âåêòîðà α â ñèëó òåîðåìû î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðàñïðå-
äåëåíèé (ñì. òåîðåìó 12.3.1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè n → ∞ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

φ△n(u) = M exp {iu△n} = M exp {iu(ζ21 + ζ22 + . . .+ ζ2r )} =

=

∫
Rr

exp
{
iu
(
z21 + z22 + . . .+ z2r

)}
Fζ(d(z1, z2, . . . , zr))

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû △n = (ζ, ζ) ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè

φ△(u) = M exp {iu△(α)} =

=

∫
Rr

exp
{
iu
(
z21 + z22 + . . .+ z2r

)}
Fα(d(z1, z2, . . . , zr))

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû △ = △(α) = (α, α) (ïðè êàæäîì ôèêñè-
ðîâàííîì u ∈ R1 ôóíêöèÿ exp

{
iu(z21 + z22 + . . .+ z2r )

}
ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ z1, z2, . . . , zr).
Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåâè (ñì. òåîðåìó 13.5.1) ðàñïðåäåëå-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû △n(ζ) ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû △(α).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü äîêàçàòü,

÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà△(α) =
r∑

k=1

α2
k = (α, α)� ñóììà êâàäðà-

òîâ êîìïîíåíò ãàóññîâñêîãî âåêòîðà α = (α1, α2, . . . , αr) ñ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé (24.2.4), èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ r−1
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ãàóññîâñêèé âåêòîð

β = Cα,

ïîëó÷åííûé èç ãàóññîâñêîãî âåêòîðà α îðòîãîíàëüíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì ñ ìàòðèöåé C, ïåðâàÿ ñòðîêà êîòîðîé èìååò âèä
(
√
p1,

√
p2, . . . ,

√
pr). Èç îðòîãîíàëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ C ñëå-

äóåò, ÷òî
(α, α) = (Cα,Cα) = (β, β)

(çäåñü è äàëåå β, α, s, t � âåêòîð-ñòîëáöû). Ó ãàóññîâñêîãî âåê-
òîðà β = Cα

Mβ = MCα = CMα = 0.
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À êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó Γβ = CΓαC
′ âåêòîðà β ïî êîâàðèà-

öèîííîé ìàòðèöå Γα âåêòîðà α ïîëó÷èì, ñäåëàâ â êâàäðàòè÷íîé
ôîðìå

(Γαt, t) =
r∑

k=1

t2k −

(
r∑

k=1

tk
√
pk

)2

çàìåíó t = C ′s (s = Ct). Èìååì:

(ΓαC
′s, C ′s) =

r∑
k=1

s2k − s21

èëè

(CΓαC
′s, s) =

r∑
k=2

s2k.

Òàê ÷òî

(Γβs, s) =

r∑
k=2

s2k

è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà β èìååò âèä

Γβ =

0 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · 1

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïîíåíòû ãàóññîâñêîãî âåêòîðà β íåêîð-
ðåëèðîâàíû, à çíà÷èò è íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èìååò ðàñïðåäå-
ëåíèå N0;1, èñêëþ÷àÿ êîìïîíåíòó β1, âûðîæäàþùóþñÿ â íóëü.
Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
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(α, α) = (β, β) =
r∑

k=2

β2k

èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ r − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Êðèòåðèé χ2 (ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâè-

ñèò îò ïàðàìåòðîâ). Èç òåîðåìû 24.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âåð-
íîé ãèïîòåçå H0 : F = G äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n â êà÷åñòâå
ðàñïðåäåëåíèÿ óêëîíåíèÿ D(F̂n,G) = D(F̂n,F) = Dn ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ r− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîýòî-
ìó Dα;n � ìèíèìàëüíîå D, äëÿ êîòîðîãî

P {Dn > D} ≤ α

(ñì. íåðàâåíñòâî (24.1.1)), ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì ìèíèìàëüíî-
ìó D, äëÿ êîòîðîãî

P
{
χ2
r−1 > D

}
≤ α,

ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Dα;n = χ2
α;r−1, ãäå χ

2
α;r−1 � âåðõíèé

α-ïðåäåë χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ r − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Êðèòåðèé χ2. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç íåèç-

âåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F, χ2
α;r−1 � âåðõíèé α-ïðåäåë χ2-ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñ r − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Åñëè ãèïîòåçó H0: F = G (G íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ)

îòêëîíÿòü ïðè

D(F̂n,G) =
r∑

j=1

(
νj − npj√

npj

)2

> χ2
α;r−1

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ α
ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà.

Çàì å ÷ à í è å ê òåîðåìå Ê. Ïèðñîíà. Â âûðàæåíèå óêëîíå-
íèÿ Ê. Ïèðñîíà

D(F̂n,G) =
r∑

j=1

(
νj − npj√

npj

)2
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ðàñïðåäåëåíèÿ G è F̂n âõîäÿò òîëüêî ÷åðåç ãèïîòåòè÷åñêèå âå-
ðîÿòíîñòè pj = G(Xj) è ÷àñòîòû νj/n = F̂n(Xj) ïîïàäàíèÿ âû-
áîðî÷íûõ çíà÷åíèé â ïîäìíîæåñòâà Xj âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X. È ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ðàñïðåäåëåíèè óêëî-
íåíèÿ

△n =

r∑
j=1

(
νj − npj√

npj

)2

ìû íèãäå íå ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì R1. Ïîýòîìó òåîðåìîé Ê. Ïèðñîíà ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ, ðàññìàòðèâàÿ óêëîíåíèå ìåæäó èñòèííûì è ýì-
ïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèÿìè è äëÿ âûáîðî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ,
îòëè÷íûõ îò R1, ñì. äàëåå êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ.

Ïðîáëåìà âûáîðà êëàññîâ. Ñíà÷àëà îòìåòèì îäèí ìî-
ìåíò èç ïðàêòèêè èñïîëüçîâàíèÿ êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ χ2.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ χ2 ñïðàâåäëèâà
ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X íà íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ êëàññû Xi (i = 1, 2, . . . , r):

X =
r∪

i=1

Xi, Xi ∩Xj = ∅, i ̸= j, i, j = 1, 2, . . . , r,

ïî êîòîðûì ãðóïïèðóþòñÿ íàáëþäåíèÿ, åñëè òîëüêî êëàññû îïðå-
äåëÿþòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê ïîñëåäíèì (áåçîòíîñèòåëüíî ê âû-
áîðêå). Îäíàêî îáû÷íî êëàññû âûáèðàþòñÿ ïî âûáîðêå, à ýòî
îáîçíà÷àåò, ÷òî ãðàíèöû êëàññîâ ñëó÷àéíû. Ìîæíî ëè ïðè ýòîì
ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2? Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî � àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ òåîðèÿ ñïðàâåäëèâà è â îïèñàííîé ñèòóàöèè.

Äàëåå îòíîñèòåëüíî ïðîáëåìû âûáîðà êëàññîâ.
1◦ Åñëè äàííûå â çàäà÷å äèñêðåòíû èëè ìû èìååì âûáîðêó

èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî çàäà÷à î âûáîðå êëàññîâ âîç-
íèêàåò òîëüêî â ñìûñëå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñ öåëüþ
óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðè çàìåíå ðàñïðåäåëåíèÿ óêëîíåíèÿ
D(F̂n,F) ðàñïðåäåëåíèåì χ2 êàê, íàïðèìåð, äëÿ ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî îáúåäèíÿòü êëàññû ñ ìàëûìè ãèïî-
òåòè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Íî ïî ñóùåñòâó ïðîáëåìà âûáîðà êëàññîâ âîçíèêàåò òîãäà,
êîãäà ìû èìååì âûáîðêó èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

2◦ Ìåòîä ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé âûáîðà êëàññîâ.
Åñëè èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé ÷èñëî êëàññîâ r îïðåäåëå-

íî, òî êëàññû ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ãèïîòåòè÷åñêèå âåðî-
ÿòíîñòè G(Xj) áûëè ðàâíû 1/r (è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû ìåæäó
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ñîáîé) èëè, ïî-âîçìîæíîñòè, êàê ìîæíî áëèæå ê 1/r. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòè ïðè çàìåíå ðàñïðåäåëåíèÿ óêëîíåíèÿ
D(F̂n,F) ðàñïðåäåëåíèåì χ2 áóäóò á�îëüøèìè.

Îïðåäåëèâøèñü ñ ãðàíèöàìè êëàññîâ, ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å
î âûáîðå ÷èñëà êëàññîâ.

3◦ Ïðîáëåìà âûáîðà ÷èñëà êëàññîâ â ìåòîäå ðàâíûõ âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè ÷èñëî êëàññîâ r íå äîñòà-
òî÷íî âåëèêî, òî êðèòåðèé ìîæåò òåðÿòü �÷óâñòâèòåëüíîñòü�,
à èìåííî, äëÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G, ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþùåãîñÿ îò ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òåì íå ìåíåå

r∑
j=1

(
νj − npj√

npj

)2

≤ χ2
α;r−1

è ãèïîòåçà H0 : F = G íå áóäåò îòêëîíÿòüñÿ. Åñëè æå ÷èñëî
êëàññîâ r ñëèøêîì áîëüøîå, òî êîëè÷åñòâî âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé, ïîïàâøèõ â êëàññû, ìîæåò áûòü ìàëûì, à ýòî óâåëè÷èâà-
åò ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå ðàñïðåäåëåíèÿ óêëîíåíèÿ D(F̂n,F)
ðàñïðåäåëåíèåì χ2. Íà ïðàêòèêå ðóêîâîäñòâóþòñÿ ñëåäóþùèì
ïðàâèëîì: r âûáèðàåì òàê, ÷òîáû

npj ≥ 10, j = 1, 2, . . . , r.

Ìàíí è Âàëüä äîêàçàëè, ÷òî îïòèìàëüíîå (â ñìûñëå ìîùíîñ-
òè êðèòåðèÿ) ÷èñëî r = rn êëàññîâ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

rn ∼ 4 · 21/5
(

n

Nα;0;1

)2/5

ïðè n → ∞, ãäå Nα;0;1 � âåðõíèé α-ïðåäåë N0;1-ðàñïðåäåëåíèÿ
(α � óðîâåíü çíà÷èìîñòè). Âïîñëåäñòâèè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî
áåç ñóùåñòâåííûõ ïîòåðü ìîùíîñòè êðèòåðèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïðè áîëüøèõ n

rn ≈ 2 · 21/5
(

n

Nα;0;1

)2/5

.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðèìåíåíèþ êðèòåðèÿ χ2.
1◦ Èñïîëüçîâàòü êëàññû ñ ðàâíûìè èëè áëèçêèìè ê ðàâíûì

ãèïîòåòè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè ïîïàäàíèÿ â ýòè êëàññû.
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2◦ Ñîîòíîøåíèåì

rn ≈ 2 · 21/5
(

n

Nα;0;1

)2/5

,

ïîëüçóþòñÿ äëÿ α = 0,05 íà÷èíàÿ ñ n ≥ 450, à äëÿ α = 0,01
íà÷èíàÿ ñ n ≥ 300.

3◦ Äëÿ α = 0,05 è n ≤ 450 è äëÿ α = 0,01 è n ≤ 300 ÷èñ-
ëî r êëàññîâ âûáèðàþò ïî-âîçìîæíîñòè á�îëüøèì, íî ïðè ýòîì
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

npi ≥ 10, i = 1, 2, . . . , r.

Åñëè ïðè äàííîì ðàçáèåíèè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ Xi çíà-
÷åíèÿ

npi < 10,

òî ðàññìàòðèâàþò äðóãîå ðàçáèåíèå (÷àùå âñåãî îáúåäèíÿÿ íåêî-
òîðûå Xj) òàêîå, ÷òîáû äëÿ íîâûõ X ′

j , j = 1, 2, . . . , r′ íåðàâåíñò-
âà

np′j ≥ 10, j = 1, 2, . . . , r′,

âñå òàêè âûïîëíÿëèñü. Åñëè æå n íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî ýòî ñäå-
ëàòü íåâîçìîæíî, êðèòåðèåì χ2 íå ïîëüçóþòñÿ.

Îáû÷íî χ2-ðàñïðåäåëåíèå òàáóëèðîâàíî äëÿ ÷èñëà ñòåïåíåé
ñâîáîäû, ìåíüøèõ 30. Åñëè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áîëüøå 30,
â êà÷åñòâå χ2

r-ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëüçóþòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (r; 2r), ñì. òåîðåìó 21.2.1.

Ïðèìåð. Áþôôîí, ïîäáðîñèâ ìîíåòó n = 4040 ðàç, ïîëó-
÷èë ν1 = 2048 âûïàäåíèé ãåðáà è ν0 = 1992 âûïàäåíèé ðåøåò-
êè. Ñîâìåñòèìà ëè ãèïîòåçà: âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà p
ðàâíà 1/2 (èëè, ÷òî òî æå, ìîíåòà ñèììåòðè÷íà) ñ ýòèìè
äàííûìè?

Ðåøåíè å. Ýêñïåðèìåíò ñ ïîäáðàñûâàíèåì ìîíåòû ìîæíî
îïèñàòü â òåðìèíàõ íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ, ïðèíèìàþùåé äâà çíà÷åíèÿ: 1, åñëè âûïàë ãåðá, è 0, åñëè
âûïàëà ðåøåòêà. Ãèïîòåçà î ñèììåòðè÷íîñòè ìîíåòû â òåðìè-
íàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
ðàñïðåäåëåíèåì ξ ÿâëÿåòñÿ

P{ξ = k} = G{k} = 1/2, k = 0, 1. (24.2.6)

Ïðîâåðèì ýòó ãèïîòåçó.
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Ìíîæåñòâî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé X = {0; 1} ðàçáèâàåòñÿ íà
äâà ïîäìíîæåñòâà X0 = {0} è X1 = {1}. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäà-
íèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé â ýòè ïîäìíîæåñòâà, âû÷èñëåííûå ïî
ãèïîòåòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. (24.2.6)), ðàâíû p0 = 1/2,
p1 = 1/2. Ïðè ýòîì

np0 = 4040 · 1
2
≥ 10, np1 = 4040 · 1

2
≥ 10.

Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2. Çíà÷åíèå óêëî-
íåíèÿ ìåæäó ãèïîòåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì è ýìïèðè÷åñêèì

D(F̂n,G) =
(ν0 − np0)

2

np0
+

(ν1 − np1)
2

np1
=

=
(1992− 2020)2

2020
+

(2048− 2020)2

2020
= 0, 776.

Çíà÷åíèå χ2
α;(r−1) äëÿ α = 0, 05 è r = 2, ðàâíîå χ2

0,05;1 = 3, 84

íàõîäèì â òàáëèöå χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. òàáë. 27.2.1). Äàëåå,

D(F̂n,G) = 0, 776 < 3, 84 = χ2
0,05;1,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà: ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ ÿâëÿåòñÿ

P{ξ = k} = 1/2, k = 0, 1,

íå îòêëîíÿåòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãèïîòåçà î ñèììåòðè÷íîñòè
ìîíåòû íå ïðîòèâîðå÷èò îïûòíûì äàííûì. Ïðè ïîäáðàñûâàíèè
4040 ðàç çàâåäîìî ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû ïîÿâëåíèå ãåðáà 2048
ðàç âïîëíå åñòåñòâåííî è äîïóñòèìî.

24.3 Êðèòåðèé χ2 (ïàðàìåòðû íåèçâåñòíû)

Ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, íå çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðîâ,
â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ ðåäêî. ×àùå ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå G(·; θ1, θ2, . . . , θk) (äàëåå êðàòêî G(θ1, θ2, . . . , θk)) çàâèñèò
îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θk, îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé
êîòîðûõ ìû ðàñïîëàãàåì ëèøü òîé èíôîðìàöèåé, êîòîðàÿ ìî-
æåò áûòü èçâëå÷åíà èç âûáîðêè. Ìîæíî ëè â ýòîé ñèòóàöèè
ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2 è åñëè äà, òî êàê?
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Èòàê, ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F.
Îòíîñèòåëüíî F âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

H0 : F = G(θ1, θ2, . . . , θk),

ïàðàìåòðû θ1, θ2, . . . , θk íåèçâåñòíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãèïîòå-
çó H0 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: F ïðèíàäëåæèò êëàññó ðàñ-
ïðåäåëåíèé G(θ1, θ2, . . . , θk), ò. å. ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ðàñïðå-
äåëåíèé G(θ1, θ2, . . . , θk) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
θ1, θ2, . . . , θk. Íàïðèìåð, ãèïîòåçó

H0 : F = Na;σ2 , a ∈ R1, σ2 ∈ (0,∞)

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: F ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì. Íàøà çàäà÷à � ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0.

Êàê è ðàíåå, ðàçîáüåì âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî (ìíîæåñò-
âî X) íà r íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ X1, X2, . . . , Xr. Îáî-
çíà÷èì ÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, ïîïàâøèõ â ìíîæåñòâà
X1, X2, . . . , Xr ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ν1, ν2, . . . , νr, à âåðîÿòíîñ-
òè ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé â X1, X2, . . . , Xr, âû÷èñëåí-
íûå ïî ãèïîòåòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ G(θ1, θ2, . . . , θk), ñîîò-
âåòñòâåííî ÷åðåç p1(θ1, θ2, . . . , θk), . . . , pr(θ1, θ2, . . . , θk). Åñëè áû
�èñòèííûå çíà÷åíèÿ� ïàðàìåòðîâ θj , j = 1, 2, . . . , r, áûëè èçâåñò-
íû, òî îñòàâàëîñü áû âû÷èñëèòü

D(F̂n,G(θ1, θ2, . . . , θk)) =
r∑

i=1

(νi − npi(θ1, θ2, . . . , θk))
2

npi(θ1, θ2, . . . , θk)

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì ðàíåå êðèòåðèåì χ2. Îäíàêî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ θj , j = 1, 2, . . . , k, à âìåñòå ñ íèìè è âåðîÿò-
íîñòè pi(θ1, θ2, . . . , θk) íåèçâåñòíû. Â ýòîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî
ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îöåíèòü ïàðàìåòðû θ1, θ2, . . . , θk
ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn è â êà÷åñòâå ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðàññìîòðåòü G(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) (θ̂i � îöåíêà θi, i = 1, 2, . . . , k),
à â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòè pi(θ1, θ2, . . . , θk) ïîïàäàíèÿ â Xi ðàñ-

ñìîòðåòü pi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k). Íî pi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) êàê ôóíêöèè âû-
áîðêè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è ìû íå ìîæåì óòâåð-
æäàòü, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 óêëîíåíèå

△n =

r∑
i=1

(νi − npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k))
2

npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k)
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èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ r − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à ñëåäîâà-
òåëüíî, íå ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2 â ïðèâåäåííîé âû-
øå ôîðìóëèðîâêå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, êàê è ðàíåå, âîçíèêàåò çàäà-
÷à: íàéòè ðàñïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ △n = △n(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) èëè
õîòÿ áû åãî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè n→ ∞.

Ðàçëè÷íûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ äàþò, âîîáùå ãî-
âîðÿ, ðàçíûå îöåíêè è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû △n(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) áóäåò â òîé èëè èíîé ìåðå çà-
âèñåòü îò ìåòîäà îöåíèâàíèÿ. Ð. Ôèøåð óñòàíîâèë, ÷òî åñëè
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû θ1, θ2, . . . , θk îöåíèâàòü ïî âûáîðêå ìå-
òîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, òî ïðè n → ∞ ðàñïðåäå-
ëåíèå óêëîíåíèÿ △n(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) ñõîäèòñÿ ê χ

2-ðàñïðåäåëåíèþ
ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû (r − 1 − k), ãäå k � ÷èñëî ïàðàìåò-
ðîâ, îöåíåííûõ ïî âûáîðêå. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0 : F = G(θ1, θ2, . . . , θk) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2,

ñðàâíèâàÿ D(F̂n,G(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) ñ χ
2
α;(r−1−k).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

D(F̂n,G(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k)) =

=
r∑

i=1

(νi − npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k))
2

npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k)
> χ2

α;(r−1−k)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ α
ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà.

Êðèòåðèåì χ2 â òàêîé ôîðìóëèðîâêå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ,
åñëè îáúåì âûáîðêè n è âåðîÿòíîñòè pi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k), i = 1, 2, . . .
. . . , r, ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé â ìíîæåñòâà Xi, âû÷èñ-
ëåííûå ïî ãèïîòåòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâàì:

npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) ≥ 10, i = 1, 2, . . . , r.

Ïðèìåð. Â òå÷åíèå Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû íà Ëîíäîí óïà-
ëî 537 ñàìîëåòîâ-ñíàðÿäîâ. Âñÿ òåððèòîðèÿ Ëîíäîíà áûëà ðàç-
äåëåíà íà 576 ó÷àñòêîâ ïëîùàäüþ 0,25 êâ.êì. Â òàáëèöå, ïðè-
âåäåííîé íèæå, óêàçàíî ÷èñëî νi ó÷àñòêîâ, íà êîòîðûå óïàëî i
ñíàðÿäîâ.

i 0 1 2 3 4 5 6 7

νi 229 211 93 35 7 0 0 1
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Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ χ2 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó, ÷òî ÷èñëî ñà-
ìîëåòîâ-ñíàðÿäîâ, óïàâøèõ íà ó÷àñòîê, èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà.

Ð åø å í è å. Èìååòñÿ n = 576 íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé (ïî
÷èñëó ó÷àñòêîâ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà ñàìîëåòîâ-ñíà-
ðÿäîâ, óïàâøèõ íà ó÷àñòîê. Çàìåòèì, ÷òî íàáëþäåíèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíû íå âûáîðêîé, à òàáëèöåé, ôàêòè÷åñêè çàäàþùåé ýìïèðè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ÷èñëà ñàìîëåòîâ-
ñíàðÿäîâ, óïàâøèõ íà ó÷àñòîê:

i 0 1 2 3 4 5 6 7

νi
n

229
576

211
576

93
576

35
576

7
576

0
576

0
576

1
576

Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ(k), k = 0, 1, . . .,
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

H0 : Pξ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . ,

êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü.
Ïàðàìåòð λ ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòåí.

Â êà÷åñòâå λ ðàññìîòðèì çíà÷åíèå λ̂ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà:

λ̂ = ξ̄ =
1

576

576∑
i=1

ξi =

=
0 · 229 + 1 · 211 + 2 · 93 + 3 · 35 + 4 · 7 + 7 · 1

576
≈ 0,9

(çàìåòèì, ÷òî õîòÿ âûáîðêà ξ1, ξ2, . . . , ξ576 ÿâíî íå äàíà, îöåíêó

λ̂ = ξ̄ ïîëó÷èòü ìîæíî). Òàê ÷òî ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
èìååò âèä

Pξ(k) =
0,9k

k!
e−0,9, k = 0, 1, . . . ,

(çíà÷åíèÿ Pλ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . , äëÿ ðàçëè÷íûõ λ òàáóëè-

ðîâàíû, ñì., íàïðèìåð, òàáë. 27.6.1).
Äàëåå, ïîëüçóÿñü îïèñàííîé âûøå ìåòîäèêîé ïðèìåíåíèÿ êðè-

òåðèÿ χ2, ðàçáèâàåì âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X = {0, 1, 2, . . .}
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� ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâàXi, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû äëÿ êàæ-
äîãî èç íèõ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå npi > 10. Äëÿ ïîäìíîæåñòâ
Xi = {i} , i = 0, 1, . . . , 4, èìååì:

X0 = {0} , p0 =
0, 90

0!
e−0,9 = 0, 4066, np0 = 234 > 10;

X1 = {1} , p1 =
0, 91

1!
e−0,9 = 0, 3659, np1 = 211 > 10;

X2 = {2} , p2 = 0, 1646, np2 = 97 > 10;

X3 = {3} , p3 = 0, 0493, np3 = 29 > 10;

X4 = {4} , p4 = 0, 0111, np4 = 6 < 10.

Ïðè÷åì íåðàâåíñòâî np4 < 10 èìååò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ X4 =
= {4}, íî è äëÿ X ′

4 = {4, 5, 6, . . .}. Ïîýòîìó ïîäìíîæåñòâà X4 â
ðàçáèåíèè âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X = {0, 1, 2, . . .} íå áóäåò,
à â êà÷åñòâå X3 âìåñòî ðàíåå âûáðàííîãî X3 = {3} ðàññìîòðèì
X3 = {3, 4, . . .}. Äëÿ ýòîãî íîâîãî X3 âåðîÿòíîñòü P {ξ ∈ X3} =
= P {ξ ≥ 3} = 0, 0629, à np3 = 36. Òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî Xi,
i = 0, 1, 2, 3, çíà÷åíèå npi > 10. Äàëåå,

D(F̂576,G) =
3∑

i=0

(νi − npi)
2

npi
=

(229− 234)2

234
+

(211− 211)2

211
+

+
(93− 97)2

97
+

(43− 36)2

36
= 1,53.

Çíà÷åíèå D(F̂576,G) ñðàâíèâàåì ñ χ2
α;(r−1−k), ãäå k � ÷èñëî ïàðà-

ìåòðîâ, îöåíåííûõ ïî âûáîðêå, r � êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ, íà
êîòîðûå ðàçáèòî âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Ó íàñ r = 4, k = 1,
χ2
α;(r−1−k) = χ2

α;2. Çíà÷åíèå χ
2
0,05;2 = 5,99 íàéäåíî ïî òàáëèöå

χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. òàáë. 27.2.1). Èìååì:

D(F̂576,G) = 1,53 < 5,99 = χ2
0,05;2,

ïîýòîìó íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè ãèïîòåçà

H0 : Pξ(k) =
0,9k

k!
e−0,9, k = 0, 1, . . . ,



632 Ãëàâà 24. Êðèòåðèé χ2

î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà ñàìîëåòîâ-ñíàðÿäîâ, óïàâ-
øèõ íà ó÷àñòîê, íå îòêëîíÿåòñÿ (íå ïðîòèâîðå÷èò èìåþùèìñÿ
äàííûì). Ïðè íàáëþäåíèè 576 çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
çàâåäîìî èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå

pk = Pξ(k) =
0,9k

k!
e−0,9, k = 0, 1, . . . ,

ïîÿâëåíèå çíà÷åíèé 0, 1, 2, . . . â êîëè÷åñòâå, óêàçàííîì â òàáëè-
öå, âïîëíå åñòåñòâåííî è äîïóñòèìî.

24.4 Êðèòåðèé χ2 êàê êðèòåðèé
íåçàâèñèìîñòè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èìååòñÿ n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé
(ai, bj), i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k, âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ζ = (ξ, η) ñî çíà÷åíèÿìè â R2. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå (ai, bj)
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = (ξ, η) ïðèíÿëà νij ðàç, i = 1, 2, . . . , s,

j = 1, 2, . . . , k (ÿñíî, ÷òî
s∑

i=1

k∑
j=1

νij = n). Ðåçóëüòàòû íàáëþäå-

íèé óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàê íàçûâàåìîé òàáëèöû ñî-
ïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ (ñì. òàáë. 24.4.1), êîòîðàÿ ôàêòè÷å-
ñêè çàäàåò ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ζ = (ξ, η) (ñì. òàáë. 24.4.2), çàìåòèì, ÷òî êðàéíèé ïðàâûé ñòîë-
áåö òàáë. 24.4.2 çàäàåò ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ξ, à íèæíÿÿ
ñòðîêà çàäàåò ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå η. Íî íè ðàñïðåäå-
ëåíèå âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η):

P{ζ = (ai, bj)} = pi,j , i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k (24.4.1)

(ñì. òàêæå òàáë. 24.4.3), íè ðàñïðåäåëåíèÿ åå êîìïîíåíò ξ è η:

P{ξ = ai} = pi·, i = 1, 2, . . . , s; P{η = bj} = p·j , j = 1, 2, . . . , k

íåèçâåñòíû.
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Òà áë è ö à 24.4.1. Òàáëèöà ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ b1 b2 · · · bk Ñóììà

a1 ν11 ν12 · · · ν1k ν1·

a2 ν21 ν22 · · · ν2k ν2·

...
...

...
...

...
...

as νs1 νs2 · · · νsk νs·

Ñóììà ν·1 ν·2 · · · ν·k n

Â òàáë. 24.4.1

νi· =
k∑

j=1

νij , ν·j =
s∑

i=1

νij , i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k.

Òàá ë èö à 24.4.2. Ýìïèðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η)

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ b1 b2 · · · bk Ñóììà

a1 ν11/n ν12/n · · · ν1k/n ν1·/n

a2 ν21/n ν22/n · · · ν2k/n ν2·/n

...
...

...
...

...
...

as νs1/n νs2/n · · · νsk/n νs·/n

Ñóììà ν·1/n ν·2/n · · · ν·k/n 1
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Òà áë è ö à 24.4.3. Ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η)

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ b1 b2 · · · bk Ñóììà

a1 p11 p12 · · · p1k p1·

a2 p21 p22 · · · p2k p2·

...
...

...
...

...
...

as ps1 ps2 · · · psk ps·

Ñóììà p·1 p·2 · · · p·k 1

Â òàáë. 24.4.3

pij = P{(ξ, η) = (ai, bj)}, pi· =
k∑

j=1

pij , p·j =
s∑

i=1

pij .

Îòíîñèòåëüíî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ è η âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

H0 : pij = pi· p·j , i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k,

� ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå pi,j , i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k
(ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ζ = (ξ, η)) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ðàñïðå-
äåëåíèé êîìïîíåíò (ñì. òàáë. 24.4.4). Äðóãèìè ñëîâàìè, H0 �
ýòî ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η (åùå ãî-
âîðÿò, ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ). Íåîáõîäèìî ïðî-
âåðèòü H0.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû

H0 : pij = pi· p·j , i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k,

âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì χ2 ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ ãèïîòåòè-
÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

G = G(p1·, p2·, . . . , ps·, p·1, p·2, p·k) = pi·p·j ,

çàâèñÿùåãî îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ pi· è p·j , i = 1, 2, . . . , s,
j = 1, 2, . . . , k, ïðè÷åì

s∑
i=1

pi· = 1,

k∑
j=1

p·j = 1.
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Òà á ëè ö à 24.4.4. Ãèïîòåòè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η)

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ b1 b2 · · · bk Ñóììà

a1 p1·p·1 p1·p·2 · · · p1·p·k p1·

a2 p2·p·1 p2·p·2 · · · p2·p·k p2·

...
...

...
...

...
...

as ps·p·1 ps·p·2 · · · ps·p·k ps·

Ñóììà p·1 p·2 · · · p·k 1

Óêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ νij/n, i = 1, 2, . . . , s,
j = 1, 2, . . . , k, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) îò ãèïîòåòè÷åñ-
êîãî èç êëàññà ðàñïðåäåëåíèé pij = pi· p·j , i = 1, 2, . . . , s, j =
= 1, 2, . . . , k, ðàâíî

D(F̂n,G) =
s∑

i=1

k∑
j=1

(νij − np̂i·p̂·j)
2

np̂i·p̂·j
,

ãäå p̂i· è p̂·j � îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ïàðàìåòðîâ pi· è p·j . Â êà÷åñòâå ðàçáèåíèÿ âûáîðî÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïîäìíîæåñòâà Xi × Yj = (ai, bj), i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k.

Íàéäåì îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ pi· è p·j , i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k. Ñíà÷àëà âûïè-
øåì ôóíêöèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè ζ1, ζ2, . . .
. . . , ζn. Ðàñïðåäåëåíèåì êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζl = (ξl, ηl),
l = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ

P{ζl = (ai, bj)} = pi·p·j , i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k.

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ζ1, ζ2, . . . , ζn ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ðàñïðåäåëåíèé, òàê ÷òî ôóíê-
öèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

L = L(p1·, p2·, . . . , ps·, p·1, p·2, . . . , p·k) =

= P{ζ1 = (ai1 , bj1), ζ2 = (ai2 , bj2), . . . , ζn = (ain , bjn)} =
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= P{ζ1 = (ai1 , bj1)}P{ζ2 = (ai2 , bj2)} . . .P{ζn = (ain , bjn)}.

×èñëî n ñîìíîæèòåëåé â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ðàâíî
s∑

i=1

k∑
j=1

νij ,

ïðè÷åì ñðåäè íèõ êàæäûé ñîìíîæèòåëü P{ζ = (ai, bj)} = pi·p·j
âñòðå÷àåòñÿ νij ðàç, i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k. Ïîýòîìó ôóíê-
öèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

L = L(p1·, p2·, . . . , ps·, p·1, p·2, . . . , p·k) =

= (p1·p·1)
ν11(p1·p·2)

ν12 . . . (p1·p·k)
ν1k×

×(p2·p·1)
ν21(p2·p·2)

ν22 . . . (p2·p·k)
ν2k × . . .

. . . (ps·p·1)
νs1(ps·p·2)

νs2 . . . (ps·p·k)
νsk =

= pν1·1· p
ν2·
2· . . . p

νs·
s· p

ν·1
·1 p

ν·2
·2 . . . pν·k·k =

s∏
i=1

pνi·i·

k∏
j=1

p
ν·j
·j

(ñì. òàêæå òàáë. 24.4.1 è òàáë. 24.4.4). Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíà

lnL =
s∑

i=1

νi· ln pi· +
k∑

j=1

ν·j ln p·j .

Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ pi·, p·j , i =
= 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k, ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ L
(èëè lnL) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì

G1 =
s∑

i=1

pi· − 1 = 0, G2 =
k∑

j=1

p·j − 1 = 0. (24.4.2)

×òîáû ïðè óñëîâèÿõ (24.4.2) íàéòè òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè
lnL, ñíà÷àëà íàéäåì åå òî÷êè ýêñòðåìóìîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòî-
äîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: òî÷êà ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè lnL, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂
∂pi·

(lnL− λ1G1 − λ2G2) = 0, i = 1, 2, . . . , s;

∂
∂p·j

(lnL− λ1G1 − λ2G2) = 0, j = 1, 2, . . . , k;

G1 = 0;
G2 = 0
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èëè, ÷òî òî æå,

νi·
1
pi· − λ1 = 0, i = 1, 2, . . . , s;

ν·j
1
p·j − λ2 = 0, j = 1, 2, . . . , k;

s∑
i=1

pi· = 1;

k∑
j=1

p·j = 1.

Èç ïåðâûõ s è ïîñëåäóþùèõ k óðàâíåíèé èìååì:

pi· = νi·/λ1, i = 1, 2, . . . , s,

p·j = ν·j/λ2, j = 1, 2, . . . , k.

Ïîäñòàâëÿÿ pi· è p·j â îñòàâøèåñÿ äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì
λ1 = n, λ2 = n è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì ïîñëåäíåé ñèñòå-
ìû ÿâëÿåòñÿ

pi· = νi·/n, i = 1, 2, . . . , s; p·j = ν·j/n, j = 1, 2, . . . , k,

(ýòî òî÷êè, ïîäîçðèòåëüíûå íà ýêñòðåìóì). Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
ìíîæåñòâà

0 ≤ pi· ≤ 1, i = 1, 2, . . . , s,

s∑
i=1

pi· = 1,

0 ≤ p·j ≤ 1, j = 1, 2, . . . , k,
k∑

j=1

p·j = 1,

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ pi· è p·j çíà÷åíèå ôóíêöèè
ïðàâäîïîäîáèÿ

L =

s∏
i=1

pνi·i·

k∏
j=1

p
ν·j
·j

ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äîñòèãàåò ïðè

pi· = νi·/n, i = 1, 2, . . . , s; p·j = ν·j/n, j = 1, 2, . . . , k,
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è ñëåäîâàòåëüíî,

p̂i· = νi·/n, i = 1, 2, . . . , s; p̂·j = ν·j/n, j = 1, 2, . . . , k,

ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ïàðàìåòðîâ pi·, p·j , i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k. Çàìåòèì,
÷òî îöåíêîé ïàðàìåòðà pi· ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòà νi·/n ïîïàäàíèÿ ξ
â {ai}, i = 1, 2, . . . , s, îöåíêîé ïàðàìåòðà p·j � ÷àñòîòà ν·j/n
ïîïàäàíèÿ η â {bj}, j = 1, 2, . . . , k (ñì. òàêæå òàáë. 24.4.2).

Ïîëó÷èâ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ, óêëîíåíèå D(F̂n,G) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

D(F̂n,G) =
s∑

i=1

k∑
j=1

(νij − np̂i·p̂·j)
2

np̂i·p̂·j
=

s∑
i=1

k∑
j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)
2

(νi·ν·j)/n
.

×èñëî ïàðàìåòðîâ pi·, p·j , îöåíåííûõ ïî âûáîðêå, ðàâíî (s−1)+

+(k − 1) (ïîñêîëüêó
s∑

i=1
pi· = 1,

k∑
j=1

p·j = 1). Êîëè÷åñòâî ïîä-

ìíîæåñòâ Xi,j , i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k, íà êîòîðûå ðàçáèòî
âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ðàâíî r = sk. Ïîýòîìó ïðè n → ∞
ðàñïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ D(F̂n,F) ñõîäèòñÿ ê χ

2-ðàñïðåäåëåíèþ
ñ sk − 1− ((s− 1) + (k − 1)) = (s− 1)(k − 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Èòàê, åñëè ãèïîòåçó H0 î íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò âåê-
òîðà ζ = (ξ, η) îòêëîíÿòü ïðè

D(F̂n,G) =
s∑

i=1

k∑
j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)
2

(νi·ν·j)/n
> χ2

α;(s−1)(k−1)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ α
ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà.

Çàì å ÷ à í è å. Çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η åùå íàçû-
âàþò ïðèçíàêàìè è â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î êðèòåðèè χ2 äëÿ
íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ.

Ïðè ðàçáèåíèè âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ×Y äâóìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíî-
æåñòâà Xi × Yj íåîáõîäèìî ñëåäèòü, ÷òîáû äëÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ
âåðîÿòíîñòåé p̂i·p̂·j ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé (ξ, η) â Xi × Yj âûïîë-
íÿëèñü íåðàâåíñòâà

(p̂i·p̂·j)n = (νi·ν·j)/n ≥ 10, i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k,

ãäå n � îáúåì âûáîðêè.
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Ïðèìåð 24.4.1 (ïðèâèâêà ïðîòèâ õîëåðû). Â òàáëèöå
(Ãðèíâóä, Þë, 1915) ïðèâåäåíû äàííûå î 818 íàáëþäåíèÿõ, êëàñ-
ñèôèöèðîâàííûõ ïî äâóì ïðèçíàêàì: íàëè÷èå ïðèâèâêè ïðîòèâ
õîëåðû è îòñóòñòâèå çàáîëåâàíèÿ.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ïðèéòè ê âûâîäó î çà-
âèñèìîñòè ìåæäó îòñóòñòâèåì çàáîëåâàíèÿ è íàëè÷èåì ïðè-
âèâêè?

Íàëè÷èå Íàëè÷èå çàáîëåâàíèÿ

ïðèâèâêè Íå çàáîëåëè Çàáîëåëè Âñåãî

Ïðèâèòûå 276 3 279
Íå ïðèâèòûå 473 66 539

Âñåãî 749 69 818

Ðåøåíè å. Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ïî-
ñòàâëåííàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòå-
çû î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ (íàëè÷èå ïðèâèâêè è îòñóòñòâèå
çàáîëåâàíèÿ).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå s = 2, k = 2, n = 818. Çíà÷å-
íèÿ νij , νi·, ν·j , i, j = 1, 2, ïðèâåäåíû â òàáëèöå ñîïðÿæåííîñòè
ïðèçíàêîâ. Ïîñêîëüêó

(p̂i·p̂·j)n = νi·ν·j/n ≥ 10, i, j = 1, 2,

òî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2.

Çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì
F̂n è ãèïîòåòè÷åñêèì G:

D(F̂n,G) =
s∑

i=1

k∑
j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)
2

(νi·ν·j)/n
=

=
(276− 279 · 749/818)2

279 · 749/818
+

(3− 279 · 69/818)2

279 · 69/818
+

+
(473− 539 · 749/818)2

539 · 749/818
+

(66− 539 · 69/818)2

539 · 69/818
= 29,61.

Òàêèì îáðàçîì,

D(F̂n,G) = 29,61 > 3,84 = χ2
0,05;1 = χ2

α;(s−1)(k−1).
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Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ χ2 ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ïðè-
çíàêîâ (îòñóòñòâèå çàáîëåâàíèÿ è íàëè÷èå ïðèâèâêè) îòêëîíÿ-
åòñÿ; îíà ïðîòèâîðå÷èò èìåþùèìñÿ äàííûì. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðèâåäåííûå äàííûå íàáëþäåíèé äàþò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü,
÷òî ýôôåêò ïðèâèâêè ïðîòèâ õîëåðû ñóùåñòâóåò.

24.5 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 24.5.1. Ñðåäè 2020 ñåìåé ñ äâóìÿ äåòüìè 527 èìå-

þò äâóõ ìàëü÷èêîâ, 476 � äâóõ äåâî÷åê, ó îñòàëüíûõ 1017 ñå-
ìåé äåòè ðàçíîãî ïîëà.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ â ñåìüå,
èìåþùåé äâóõ äåòåé, ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé?

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ â ñåìüå
ñ äâóìÿ äåòüìè, ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ: 0, 1, 2. Îòíîñèòåëüíî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

H0 : P{ξ = k} = Pξ(k) = Ck
2 p

k(1− p)2−k, k = 0, 1, 2,

êîòîðóþ è íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü.
Ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò íåèçâåñòíîãî ïà-

ðàìåòðà p. Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P(k; p) = Ck
mp

k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,

ïîëó÷åííîé ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn, ÿâëÿåòñÿ

p̂ =
1

mn

n∑
k=1

ξk.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå çíà÷åíèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p ðàâíî:

p̂ =
0 · 476 + 1 · 1017 + 2 · 527

2 · 2020
= 0,513.

Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïðè çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà p, ðàâíîì p̂ = 0,513, ÿâëÿåòñÿ

P(k) = Ck
2 (0,513)

k(1− 0,513)2−k, k = 0, 1, 2.
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Åãî ìîæíî çàïèñàòü è â òàêîì âèäå:

G =
(

0 1 2
0,237 0,500 0,263

)
.

Â êà÷åñòâå ðàçáèåíèÿ âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X = {0, 1, 2}
ðàññìîòðèì X0 = {0}, X1 = {1}, X2 = {2}. Äëÿ ìíîæåñòâ Xi
îöåíêè p̂i ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé â Xi, i = 0, 1, 2, ñî-
îòâåòñòâåííî ðàâíû 0,237, 0,500, 0,263, îáúåì âûáîðêè n = 2020,
ïîýòîìó

np̂i ≥ 10, i = 0, 1, 2,

è ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2 äëÿ ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû H0: F = G(θ1, θ2, . . . , θk) êîãäà ãèïîòåòè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ.

Çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ Ïèðñîíà ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì F̂n è ãè-
ïîòåòè÷åñêèì G ðàñïðåäåëåíèÿìè

D(F̂n,G) =
(ν0 − np̂0)

2

np̂0
+

(ν1 − np̂1)
2

np̂1
+

(ν2 − np̂2)
2

np̂2
=

=
(476− 478,74)2

478,74
+

(1017− 1010)2

1010
+

(527− 531,26)2

531,26
= 0,098.

Òàê ÷òî

D(F̂n,G) = 0,098 < 3,84 = χ2
0,05;1 = χ2

α;(r−1−k)

(r−1−k = 3−1−1 = 1, ãäå k = 1 � êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, êî-
òîðûå áûëè îöåíåíû ïî âûáîðêå, r = 3 � ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ, íà
êîòîðûå äåëèòñÿ âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî). Ïîýòîìó ñîãëàñíî
êðèòåðèþ χ2 ãèïîòåçà î áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ. Ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ â ñåìüÿõ ñ äâóìÿ äåòüìè
èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íå ïðîòèâîðå÷èò èìåþùèì-
ñÿ äàííûì.

Çàäà÷è
24.1 (ðàñïðåäåëåíèå α-÷àñòèö). Â ýêñïåðèìåíòå Ðåçåð-

ôîðäà è Ãåéãåðà ðàäèîàêòèâíîå âåùåñòâî íàáëþäàëîñü íà ïðî-
òÿæåíèè N = 2612 ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè (êàæäûé äëèòåëüíîñ-
òüþ 1/8 ìèí), äëÿ êîòîðûõ ðåãèñòðèðîâàëîñü êîëè÷åñòâî
α-÷àñòèö, äîñòèãàþùèõ ñ÷åò÷èêà.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî Nk ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè,
íà ïðîòÿæåíèè êîòîðûõ íàáëþäàëîñü ðîâíî k α-÷àñòèö. Îáùåå
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÷èñëî ÷àñòèö T =
∑
k

kNk = 10 132. Ñðåäíåå èõ êîëè÷åñòâî, çà-

ðåãèñòðèðîâàííîå çà îäèí ïðîìåæóòîê, ñîñòàâëÿåò λ = T/N =
= 10 132/2 612 = 3,879.

k Nk k Nk

0 57 6 273
1 203 7 139
2 383 8 49
3 525 9 27
4 532 10 10
5 408 > 10 6

Âñåãî 2612

Âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì χ2, ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïóàñ-
ñîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà ÷àñòèö, äîñòèãàþùèõ ñ÷åò÷èêà,
çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè äëèòåëüíîñòüþ 1/8 ìèí.

24.2 (êîëè÷åñòâî ñìåðòåé îò óäàðà êîïûòîì). Äàëåå
ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêèå äàííûå ôîí Áîðòêåâè÷à î êîëè÷åñòâå
ëèö, óáèòûõ óäàðîì êîïûòà ëîøàäè â 10 ïðóññêèõ àðìåéñêèõ
êîðïóñàõ çà 20 ëåò (1875 � 1895):

i 0 1 2 3 4 5 è áîëåå Âñåãî

ni 109 65 22 3 1 0 200
·

Â òàáëèöå: i � êîëè÷åñòâî ñìåðòåé â îäíîì êîðïóñå çà ãîä;
ni � êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî i ñìåðòåé.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè êîëè÷å-
ñòâà ñìåðòåé îò óäàðà êîïûòîì ëîøàäè â îäíîì êîðïóñå íà ïðî-
òÿæåíèè ãîäà.

24.3 (ñìûøëåíîñòü è ìàòåðèàëüíûå óñëîâèÿ). Â òàá-
ëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îáñëåäîâàíèÿ 697 øêîëüíèêîâ.

Ìàëü÷èêè áûëè óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñíî IQ è â ñîîòâåòñòâèè
ñ óñëîâèÿìè èõ æèçíè äîìà. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷å-
íèÿ: A � î÷åíü ñïîñîáíûé, B � äîñòàòî÷íî óìíûé, C � èìååò
ñðåäíèå ñïîñîáíîñòè, D � íåäîñòàòî÷íî ðàçâèò, E � óìñòâåííî
îòñòàëûé.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèÿ æèçíè (îáåñïå÷åííîñòü) äå-
òåé âëèÿþò íà èõ ñìûøëåíîñòü?

Ñìûøëåíîñòü ìàëü÷èêîâ

Îáåñïå÷åííîñòü A B C D E Âñåãî

Õîðîøàÿ 33 137 125 47 8 350
Ïëîõàÿ 21 127 129 61 9 347

Âñåãî 54 264 254 108 17 697
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Ç àì å ÷ à í è å. IQ �Intellectual quality (óìñòâåííûå ñïîñîáíî-
ñòè) � ïîêàçàòåëü óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé ó÷åíèêîâ â áàëëàõ,
èñïîëüçóåìûé â àìåðèêàíñêîé ïåäàãîãè÷åñêîé ïðàêòèêå.

24.4 (ïðåäâçÿòîñòü íàáëþäàòåëÿ). Ïåðåä äàò÷èêîì, ñî-
ñòîÿùèì èç êðóãëîãî äèñêà, ðàçäåëåííîãî íà 10 îäèíàêîâûõ ñåê-
òîðîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ öèôðàìè îò 0 äî 9, ïîñòàâèëè íàáëþ-
äàòåëÿ. Äèñê âðàùàëñÿ ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ. Âðåìÿ îò âðåìåíè
ïåðåä íèì âñïûõèâàëà ýëåêòðè÷åñêàÿ ëàìïî÷êà íà ñòîëü êîðîò-
êîå âðåìÿ, ÷òî äèñê êàçàëñÿ íåïîäâèæíûì. Íàáëþäàòåëü äîë-
æåí áûë ñìîòðåòü íà äèñê è çàïèñûâàòü íîìåð òîãî ñåêòîðà,
êîòîðûé â ìîìåíò âñïûøêè ëàìïî÷êè íàõîäèëñÿ íàïðîòèâ ôèê-
ñèðîâàííîãî óêàçàòåëÿ.

Ïðèáîð ïðåäíàçíà÷àëñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è
â ñàìîì äåëå èõ äîñòàâëÿë ïðè ðàáîòå ñ äðóãèì íàáëþäàòåëåì.
Íî íàáëþäàòåëü, î êîòîðîì øëà ðå÷ü âûøå, ñíèìàë ïîêàçàíèÿ
ñ çàìåòíîé ïðåäâçÿòîñòüþ.

×àñòîòû ïîÿâëåíèÿ öèôð â 10 000 âûïîëíåííûõ èì íàáëþ-
äåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå (â òàáëèöå ÷àñòîòà öèôðû � êîëè-
÷åñòâî åå ïîÿâëåíèé íà 10 000 íàáëþäåíèé).

Ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ïðèâåäåííûå äàííûå óêàçûâà-
þò íà ïðèñòðàñòèå íàáëþäàòåëÿ.

Öèôðà ×àñòîòà Öèôðà ×àñòîòà

0 1083 5 1007
1 865 6 1081
2 1053 7 997
3 884 8 1025
4 1057 9 948

Âñåãî 10 000

Çàì å ÷ à í è å. Åñëè áû íàáëþäàòåëü áûë íåïðåäâçÿòûì, òî
öèôðû ïîÿâëÿëèñü áû ïðèáëèçèòåëüíî ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé.
Èç òàáëèöû, îäíàêî, âèäíî, ÷òî îí èìåë ïðèñòðàñòèå ê ÷åòíûì
öèôðàì è ïðåäóáåæäåíèå ïðîòèâ íå÷åòíûõ öèôð 1, 3 è 9. Ïðè÷è-
íà òàêîãî ïîâåäåíèÿ è ïðèñòðàñòèÿ íåÿñíà è çàãàäî÷íà, ïîñêîëü-
êó íàáëþäàòåëü íå äîëæåí áûë ïðîèçâîäèòü îöåíêó, à äîëæåí
áûë òîëüêî çàïèñûâàòü òî, ÷òî âèäåë, èëè äóìàë, ÷òî âèäèò.
Îáúÿñíåíèå, ïî-âèäèìîìó, ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàáëþäàòåëü îò-
äàâàë ñèëüíîå ïðåäïî÷òåíèå íåêîòîðûì öèôðàì, ò. å. ôèêñèðî-
âàë íå òå èç íèõ, êîòîðûå â ìîìåíò âñïûøêè ëàìïî÷êè â ñàìîì
äåëå âèäåë íàïðîòèâ óêàçàòåëÿ. Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ îäíîé
èç ÷ðåçâû÷àéíî ñèëüíûõ ôîðì ïñèõîëîãè÷åñêîé ïðåäâçÿòîñòè.

24.5 (ïåðåñòðîéêà õðîìîñîì â êëåòêå). Ðåíòãåíîâñêîå
îáëó÷åíèå âûçûâàåò â îðãàíè÷åñêèõ êëåòêàõ îïðåäåëåííûå ïðî-
öåññû, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòðîéêîé õðîìîñîì. ×èñëî
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ïåðåñòðîåê õðîìîñîì â êëåòêå ñîãëàñíî òåîðèè äîëæíî ïîä÷è-
íÿòüñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòà (ïîäñ÷èòûâàëîñü êîëè÷åñòâî ïåðåñòðîåê õðîìîñîì
â êëåòêå ïîä âîçäåéñòâèåì ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé)

i 0 1 2 3 4 è áîëåå Âñåãî

ni 434 195 44 9 0 682
.

Â òàáëèöå: i � êîëè÷åñòâî ïåðåñòðîåê õðîìîñîì â êëåòêå; ni �
÷èñëî êëåòîê, â êîòîðûõ íàáëþäàëîñü i ïåðåñòðîåê õðîìîñîì.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ñ ïðèâåäåííûìè äàííûìè ãèïîòåçà î ïóàññî-
íîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà ïåðåñòðîåê â êëåòêå?

24.6 (ñëó÷àéíî è ïðîèçâîëüíî). Ñëó÷àéíî íå îçíà÷àåò
ïðîèçâîëüíî: ñëó÷àéíîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ ñâîèì ñòðîãèì çàêîíàì.
Íàïðèìåð, íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ïðåäëîæèòü ñëó÷àé-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð ïðîñòî. Íî íà ñàìîì äåëå ýòî
ìîãóò ñäåëàòü ëèøü î÷åíü íåìíîãèå ëþäè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ öèôð äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ðÿäó òðåáîâàíèé ñëó-
÷àéíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îò òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòåñòâåí-
íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîÿâëåíèå öèôð 0, 1, . . . , 9 áûëî ðàâíîâå-
ðîÿòíûì.

Ïðîâåðüòå ñâîè ñïîñîáíîñòè: âûïèøèòå ñëó÷àéíóþ (ñ âàøåé
òî÷êè çðåíèÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: 1) èç 150 �÷åòûðåõçíà÷íûõ�
÷èñåë (íóëü ìîæåò çàíèìàòü ïåðâîå ìåñòî ñëåâà, êàê è ëþáàÿ
äðóãàÿ öèôðà), 2) èç 600 öèôð. Ïðîâåðüòå ñ ïîìîùüþ êðèòå-
ðèÿ χ2, äåéñòâèòåëüíî ëè â ïðåäëîæåííîé âàìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè öèôðû 0, 1, . . . , 9 âñòðå÷àþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/10.

Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Ïðèì å ÷ à í è å. Âûïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå ïðîñìàò-

ðèâàéòå è íå èñïîëüçóéòå êàêèì-ëèáî äðóãèì ñïîñîáîì âûïè-
ñàííóþ åå ÷àñòü: êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî (êàæäóþ ñëåäóþùóþ
öèôðó) âûïèñûâàéòå òàê, êàê áóäòî âû åãî (åå) ïèøåòå âïåðâûå,
êàê áóäòî äî ýòîãî íè÷åãî íå âûïèñûâàëîñü.

Ç àì å ÷ à í è å. Âñòðå÷àþòñÿ ëþäè, ó êîòîðûõ ïñèõîëîãè÷åñ-
êèå ïðîöåññû ñòîëü õîðîøî ñáàëàíñèðîâàíû, ÷òî îíè ìîãóò èç-
âëåêàòü ñëó÷àéíûå âûáîðêè. Îáû÷íî òàêèå ëèöà ñ÷èòàþò ñåáÿ
÷ðåçâû÷àéíî îäàðåííûìè.

24.7 (ñåëåêöèÿ ãîðîõà Ã. Ìåíäåëåì). Â ýêñïåðèìåíòàõ
ïî ñåëåêöèè ãîðîõà Ã. Ìåíäåëü íàáëþäàë ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ
ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñåìÿí, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ñêðåùèâàíèÿ
ðàñòåíèé ñ êðóãëûìè æåëòûìè è ìîðùèíèñòûìè çåëåíûìè ñå-
ìåíàìè (â ýòîé çàäà÷å ÷àñòîòà � êîëè÷åñòâî ñåìÿí îïðåäåëåí-
íîãî âèäà). Ýòè äàííûå è çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé,
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êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî òåîðèè íàñëåäñòâåííîñòè Ìåí-
äåëÿ, ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Âèä ñåìÿí ×àñòîòà Âåðîÿòíîñòü

Êðóãëûå æåëòûå 315 9/16
Ìîðùèíèñòûå æåëòûå 101 3/16
Êðóãëûå çåëåíûå 108 3/16
Ìîðùèíèñòûå çåëåíûå 32 1/16

Âñåãî 556 1

Ñîãëàñóþòñÿ ëè âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî òåîðèè
Ìåíäåëÿ, ñ ïðèâåäåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè?

24.8 (ãèïîòåçà Ä'Àëàìáåðà). Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ìîíåò. Çàìå÷à-
òåëüíûé ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé è ìàòåìàòèê Ä'Àëàìáåð ñ÷èòàë,
÷òî ñîáûòèÿ A � �îáå ìîíåòû âûïàëè ãåðáîì�, B � �îáå ìîíå-
òû âûïàëè ðåøåòêîé�, C � �ìîíåòû âûïàëè ðàçíûìè ñòîðîíà-
ìè�, ðàâíîâåðîÿòíû è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç
íèõ ðàâíà 1/3. À âïðî÷åì, è äî Ä'Àëàìáåðà, è ïîñëå íåãî áûë
èçâåñòåí ïðàâèëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è: ìîíåòû
íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ðàçëè÷èìûõ ìîíåò
êàæäîìó èç èñõîäîâ: ÃÃ, ÐÐ, ÃÐ, ÐÃ íåîáõîäèìî ïðèïèñàòü âå-
ðîÿòíîñòü 1/4 (áóêâà Ã îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå ãåðáà, áóêâà Ð �
ðåøåòêè). Òîãäà

P(A) = P(ÃÃ) = 1/4, P(B) = P(ÐÐ) = 1/4,

P(C) = P({ÃÐ,ÐÃ}) = P(ÃÐ) + P(ÐÃ) = 1/4 + 1/4 = 1/2.

Íî, ïî-âèäèìîìó, íåâîçìîæíî ëîãè÷åñêè îáîñíîâàòü, ïî÷åìó íå
ïðàâ Ä'Àëàìáåð, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîáûòèÿ A,B,C ðàâíîâåðîÿòíû.
Â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, â êîòî-
ðûõ Ä'Àëàìáåð ñêîðåå ïðàâ, ÷åì íåïðàâ.

Ðàññìîòðèòå äâå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñî-
ñòîÿùåãî â ïîäáðàñûâàíèè äâóõ ìîíåò:

Ìîäåëü 1 (ãèïîòåçà Ä'Àëàìáåðà):

Ω∗ = {A,B,C}, P(A) = 1

3
, P(B) =

1

3
, P(C) =

1

3

(ñîáûòèÿ A,B,C îïðåäåëåíû âûøå).
Ìîäåëü 2:

Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ},

P(ÃÃ) =
1

4
, P(ÃÐ) =

1

4
, P(ÐÃ) =

1

4
, P(ÐÐ) =

1

4
.
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Ñ öåëüþ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè îïèñàíèÿ óêàçàííûìè ìîäå-
ëÿìè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîâåäèòå åãî äîñòàòî÷íîå
÷èñëî ðàç è ïðîâåðüòå:

1◦ Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
ìîäåëüþ 1 (ñîãëàñóåòñÿ ëè ãèïîòåçà Ä'Àëàìáåðà ñ ðåçóëüòàòàìè
ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ)?

2◦ Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
ìîäåëüþ 2?

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ îïèñàíèÿ îäíîãî è òîãî
æå ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðåäëîæèòü íå îäíó
ìîäåëü, êîòîðàÿ àäåêâàòíî åãî îïèñûâàåò, íî èç ïðåäëîæåííûõ
âûøå ìîäåëåé îäíà çàâåäîìî íå áóäåò àäåêâàòíî îïèñûâàòü ýêñ-
ïåðèìåíò, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòè, íàïðèìåð, ñîáûòèÿ �ìîíåòû
ëåãëè ðàçíûìè ñòîðîíàìè�, âû÷èñëåííûå â ðàçíûõ âåðîÿòíîñò-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàçëè÷íû.

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 1 áóäåì ôèêñèðîâàòü
÷èñëî ïîäáðàñûâàíèé äâóõ ìîíåò, â êîòîðûõ îáå ìîíåòû ëåãëè
ãåðáîì, îáå � ðåøåòêàìè, ìîíåòû ëåãëè ðàçíûìè ñòîðîíàìè.

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 2 áóäåì ðåãèñòðèðîâàòü
÷èñëî ïîäáðàñûâàíèé äâóõ ìîíåò, â êîòîðûõ îáå ìîíåòû ëåãëè
ãåðáîì, îáå � ðåøåòêàìè, ïåðâàÿ ìîíåòà ëåãëà ãåðáîì, à âòîðàÿ
� ðåøåòêîé, ïåðâàÿ ìîíåòà ëåãëà ðåøåòêîé, à âòîðàÿ � ãåðáîì.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå ïðèâå-
äåííûõ äàëåå òàáëèö (ïåðâàÿ òàáëèöà äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíî-
ñòè ìîäåëè 1, âòîðàÿ � ìîäåëè 2), ãäå, íàïðèìåð, Nãð � êîëè-
÷åñòâî ïîäáðàñûâàíèé èç N ïðîâåäåííûõ, â êîòîðûõ íà ïåðâîé
ìîíåòå âûïàë ãåðá, íà âòîðîé � ðåøåòêà.

A B C

NA NB NC

ÃÃ ÐÐ ÃÐ ÐÃ

Nãã Nðð Nãð Nðã

24.9 (î òåëåïàòàõ). Íà÷èíàÿ ñ äâàäöàòûõ ãîäîâ äâàäöà-
òîãî ñòîëåòèÿ â Ãàðâàðäñêîì óíèâåðñèòåòå, óíèâåðñèòåòå Äþêà
è äðóãèõ ôèíàíñèðóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî
òåëåïàòèè (÷òåíèè ìûñëåé íà ðàññòîÿíèè), â êîòîðûõ, â ÷àñòíîñ-
òè, èñïîëüçóþòñÿ êàðòû Çåíåðà ñ èçîáðàæåíèåì ïÿòè ñèìâîëîâ:
îêðóæíîñòü, êâàäðàò, ïëþñ, òðè âîëíèñòûå ëèíèè, çâåçäà (ðèñ.
24.5.1).

Ïðè ïîìîùè êàðò Çåíåðà ïðîâåðèòü ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà
÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîâåñòè ñëåäóþ-
ùèé ýêñïåðèìåíò. Èç êîëîäû êàðò Çåíåðà íàóäà÷ó âûáðàòü îä-
íó è çàôèêñèðîâàòü ðåçóëüòàò. Òåëåïàò ÷èòàåò âûáðàííóþ âàìè
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êàðòó è òàêæå ôèêñèðóåò ðåçóëüòàò. Ýêñïåðèìåíò ïðîâåñòè äî-
ñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç.

Åñëè òåëåïàò â ñàìîì äåëå ÷èòàåò ìûñëè, òî ÷àñòîòà ïðà-
âèëüíî ïðî÷èòàííûõ ñèìâîëîâ (îêðóæíîñòü ÷èòàåòñÿ êàê îê-
ðóæíîñòü, êâàäðàò � êàê êâàäðàò, . . .), ò. å. ÷àñòîòà óñïåõîâ
áóäåò áîëüøîé (óñïåõ � ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûé ñèìâîë, íåóäà-
÷à � íåïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûé ñèìâîë).

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñäåëàòü âûâîä
îòíîñèòåëüíî ñïîñîáíîñòåé òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿ-
íèè.

Ðèñ. 24.5.1: Êàðòû Çåíåðà

Óê à ç à í è å 1. Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïðîâåðêè ñïîñîáíîñ-
òåé òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Â êà÷åñòâå íóëåâîé ðàññìîòðåòü ãèïî-
òåçó: òåëåïàò ìûñëè íå ÷èòàåò. Âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2.

Ó ê à ç à í è å 2. Ïðîâåðèòü òåëåïàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè ñâîåãî
òîâàðèùà, çíàêîìîãî (ïîïðîñèòå ïðî÷èòàòü âàøè ìûñëè).

24.10. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò èç èçâåñòíîé çàäà÷è Ëüþ-
èñà Êýððîëà (ñì. ïðèìåð 4.2.1) ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì èç-
âëå÷åíèè èç óðíû äâóõ øàðîâ. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ïî ìåíüøåé
ìåðå äâå ìîäåëè (äâà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâà) ýòîãî ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà (êàê è â ïðèìåðå 4.2.1, áåëûé øàð
îáîçíà÷èì ÷åðåç W , ÷åðíûé � ÷åðåç B, áåëûé øàð, âëîæåííûé
â óðíó, ïîìåòèì çâåçäî÷êîé è îáîçíà÷èì ÷åðåç W ∗).

Ìîäåëü 1:
Ω = {WW,WB,BW},

P(WW ) =
1

3
, P(WB) =

1

3
, P(BW ) =

1

3
.

Ìîäåëü 2:

Ω = {WW ∗,W ∗W,W ∗B,BW ∗},

P(WW ∗) =
1

4
, P(W ∗W ) =

1

4
, P(W ∗B) =

1

4
, P(BW ∗) =

1

4
.



648 Ãëàâà 24. Êðèòåðèé χ2

Ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ðåøåíèè ê ïðè-
ìåðó 4.2.1, ñêëîíÿþò íàñ ê ìûñëè, ÷òî àäåêâàòíîé ìîäåëüþ ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü 2. Íî òàê ëè ýòî íà
ñàìîì äåëå?

Ïðîâåäèòå ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íîå ÷èñëî
ðàç è ïðîâåðüòå:

1◦ Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
ìîäåëüþ 1?

2◦ Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
ìîäåëüþ 2?

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ äëÿ îäíîãî è òîãî æå ýêñïåðèìåíòà ìîæíî
ïðåäëîæèòü íå îäíó ìîäåëü, êîòîðàÿ àäåêâàòíî åãî îïèñûâàåò,
äëÿ äàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ìåíüøåé ìåðå îä-
íà èç ìîäåëåé íå áóäåò àäåêâàòíîé ýêñïåðèìåíòó óæå õîòÿ áû
ïîòîìó, ÷òî âåðîÿòíîñòè îäíîãî è òîãî æå ñîáûòèÿ, âû÷èñëåííûå
â ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàçíûå (ñì. ïðèìåð
4.2.1).

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò áóäåì ïðîâîäèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âîçüìåì äâå óðíû: âñïîìîãàòåëüíóþ è îñíîâíóþ. Âî
âñïîìîãàòåëüíîé íàõîäÿòñÿ äâà øàðà: áåëûé è ÷åðíûé. Èç âñïî-
ìîãàòåëüíîé óðíû íàóäà÷ó âûáèðàåì îäèí øàð è ïåðåêëàäûâàåì
â îñíîâíóþ, íå ðåãèñòðèðóÿ ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâ-
íîé óðíå íàõîäèòñÿ áåëûé øàð (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2) èëè ÷åðíûé
øàð. Äàëåå â îñíîâíóþ óðíó êëàäåì áåëûé øàð, åãî ïðè ïðî-
âåðêå àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 2 ïîìåòèì çâåçäî÷êîé. È, íàêîíåö,
èç îñíîâíîé óðíû ïîñëåäîâàòåëüíî âûíèìàåì îáà øàðà, ôèêñè-
ðóÿ ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà: WW,WB,BW � â ñëó÷àå ïðîâåð-
êè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 1 è WW ∗,W ∗W,W ∗B,BW ∗ � â ñëó÷àå
ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 2.

Äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ óäîáíî çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû (ïåð-
âàÿ � äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 1, âòîðàÿ � ìîäåëè 2),
ãäå, íàïðèìåð, ÷åðåç NWW îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåí-
òîâ èç N ïðîâåäåííûõ, â êîòîðûõ èñõîäîì áûëà ïàðà WW .

WW WB BW

NWW NWB NBW

WW ∗ W ∗W W ∗B BW ∗

NWW∗ NW∗W NW∗B NBW∗

24.11. Ñ 1871 ïî 1900 ã. â Øâåéöàðèè ðîäèëèñü 1 359 671
ìàëü÷èê è 1 285 086 äåâî÷åê.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ñ ýòèìè äàííûìè ãèïîòåçà H0: âåðîÿòíîñòü
ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ñîñòàâëÿåò: à) 0,5; á) 0,515?
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24.12 (íåïðåäâçÿòîñòü ýêñïåðèìåíòàòîðà). Êàæäóþ èç
150 ñïè÷åê ðàçëîìàéòå íàóäà÷ó íà äâå ÷àñòè. Ëèíåéêîé ñ ìèëëè-
ìåòðîâûìè äåëåíèÿìè èçìåðüòå ñ òî÷íîñòüþ äî äåñÿòûõ äîëåé
ìèëëèìåòðà äëèíó 300 ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé.

Çàôèêñèðóéòå äåñÿòûå äîëè ìèëèìåòðà. Ïðè ýòîì ïðèäåò-
ñÿ îöåíèâàòü ïåðâûé çíàê ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè
äëèíû ÷àñòè ñïè÷êè â ìèëëèìåòðàõ. Çàôèêñèðóéòå ýòîò çíàê
(ïîñëåäíþþ öèôðó çàïèñè).

Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ni

ãäå i � ïîñëåäíÿÿ öèôðà â çàïèñè ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ äëèíû
÷àñòè ñïè÷êè i = 0, 1, . . . , 9; ni � ÷èñëî ïîÿâëåíèé ïîñëåäíåé
öèôðû i â èçìåðåíèÿõ.

Ïðîâåðüòå ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ χ2 íåïðåäâçÿòîñòü âàøèõ
èçìåðåíèé.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïðåäâçÿòîñòü ïðè ñíÿòèè ïîêàçàíèé íàáëþäà-
åòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Ñîìíèòåëüíî, ÷òîáû áûëà êàêàÿ-òî îáú-
åêòèâíàÿ ïðè÷èíà, êîòîðàÿ áû îáóñëàâëèâàëà áîëåå ÷àñòîå ïîÿâ-
ëåíèå îäíèõ öèôð ñðàâíèòåëüíî ñ äðóãèìè; ïîýòîìó åñòåñòâåííî
ïðåäïîëîæèòü,÷òî íåîäèíàêîâàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ öèôð óêà-
çûâàåò íà ïðåäâçÿòîñòü íàáëþäàòåëÿ. Äàæå òå èññëåäîâàòåëè,
êîòîðûå çíàþò î âîçìîæíîñòè ïðåäâçÿòîñòè è î íåîáõîäèìîñòè
îñòîðîæíîñòè ïðè ñíÿòèè ïîêàçàíèé, âñå-òàêè íå âñåãäà ìîãóò
èçáåæàòü åå.

24.13 (çàäà÷à î ðàçäåëå ñòàâêè II). Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å
î ðàçäåëå ñòàâêè, âïåðâûå îïóáëèêîâàííîé â Âåíåöèè â 1494 ã.
Ôðà Ëóêà Ïà÷îëè (ñì. ïðèìåð 4.4.6).

Äâà èãðîêà èãðàþò â ñïðàâåäëèâóþ èãðó, íàïðèìåð, ïîäáðà-
ñûâàÿ ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó � åñëè ìîíåòà ëåãëà ãåðáîì, ïàð-
òèþ âûèãðàë ïåðâûé èãðîê, åñëè ðåøåòêîé � âòîðîé. Èãðó âû-
èãðûâàåò òîò èç èãðîêîâ, êòî ïåðâûì âûèãðàåò 6 ïàðòèé, ïðè
ýòîì îí ïîëó÷àåò âåñü ïðèç. Íà ñàìîì äåëå èãðà îñòàíîâèëàñü,
êîãäà ïåðâûé èãðîê âûèãðàë 5 ïàðòèé, à âòîðîé � 3. Êàê ñïðà-
âåäëèâî ðàçäåëèòü ïðèç?

Çàäà÷ó ïûòàëèñü ðåøèòü (áåçóñïåøíî) ìíîãèå çíàìåíèòûå
ìàòåìàòèêè. Ðåøåíèå â 1654 ã. íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïîëó÷è-
ëè Ïàñêàëü è Ôåðìà � ïðèç ìåæäó èãðîêàìè ñëåäóåò ðàçäåëèòü
ïðîïîðöèîíàëüíî âåðîÿòíîñòÿì 7/8 è 1/8 âûèãðûøà øåñòè ïàð-
òèé ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûì è âòîðûì èãðîêàìè, åñëè áû èãðà
ïðè ñ÷åòå 5 ê 3 íå áûëà ïðåðâàíà.

Íó à êàê íà ñàìîì äåëå?
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Ñîãëàñóåòñÿ ëè ðåøåíèå Ïàñêàëÿ è Ôåðìà ñ îïûòîì? Âåäü
ðåøåíèÿ, ïðåäëàãàâøèåñÿ ðàíåå âèäíûìè ìàòåìàòèêàìè, âûãëÿ-
äåëè íå ìåíåå ïðàâäîïîäîáíî è òåì íå ìåíåå áûëè îøèáî÷íû-
ìè, â ÷àñòíîñòè, Íèêêîëî Òàðòàëüÿ, ïîëó÷èâøèé çà îäíó íî÷ü
ôîðìóëó êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñ÷èòàë, ÷òî ïðèç íåîá-
õîäèìî ðàçäåëèòü â îòíîøåíèè 2 ê 1. Ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ýòî
ôàêòè÷åñêè âîïðîñ îá àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ýêñïåðèìåíòó.

Â ñâÿçè ñ òàêîé ïîñòàíîâêîé âîïðîñà î ñîãëàñèè ñ îïûòîì
ðåøåíèÿ Ïàñêàëÿ è Ôåðìà çàäà÷è î ðàçäåëå ñòàâêè ïðîâåäåì
ýêñïåðèìåíò.

Áóäåì ïîäáðàñûâàòü ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó (ïðîäîëæàÿ ïðå-
ðâàííóþ èãðó). Ïðè ýòîì âûïàäåíèå ãåðáà èíòåðïðåòèðóåì êàê
âûèãðûø ïàðòèè ïåðâûì èãðîêîì, ðåøåòêè � âòîðûì. Ìîíåòó
áóäåì ïîäáðàñûâàòü ïîêà íå ïîÿâèòñÿ ãåðá èëè òðè ðàçà (ðàçóìå-
åòñÿ, êðÿäó) ðåøåòêà. Íà ýòîì èãðà çàâåðøàåòñÿ � âûèãðûøåì
ïåðâîãî èãðîêà, åñëè âûïàë ãåðá è âòîðîãî, åñëè âûïàëè òðè
ðåøåòêè.

Ïðîâåäåì ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàç. Ðåçóëüòàò óäîá-
íî çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû

G1 G2

n1 n2
,

ãäå n1� ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ èç n ïðîâåäåííûõ, çàêîí÷èâøèõñÿ
âûèãðûøåì èãðû ïåðâûì èãðîêîì (èãðîêîì G1), n2� âòîðûì
(èãðîêîì G2).

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì χ2, ïðîâåðèòü, ñîãëàñó-
åòñÿ ëè ãèïîòåçà H0 :

G1 G2

7/8 1/8

î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé âûèãðûøà èãðû ïåðâûì è âòî-
ðûì èãðîêîì ñ ðåçóëüòàòàìè îïûòà:

G1 G2

n1 n2
.
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Íåïàðàìåòðè÷åñêèå
êðèòåðèè

Ðîáàñòíîñòü. Ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû îñíîâûâàþòñÿ íà òåõ
èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î íàáëþäåíèÿõ. ×àùå âñåãî ÿâíî èëè
íåÿâíî äåëàþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î íåçàâèñèìîñòè íàáëþäåíèé
è î âèäå ðàñïðåäåëåíèé, êàê ïðàâèëî, î íîðìàëüíîé ðàñïðåäå-
ëåííîñòè íàáëþäåíèé. Íàáîð òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íàáëþäå-
íèé. Îäíàêî íåëüçÿ íå çàìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå îòêëîíåíèÿ
îò ìîäåëè (á�îëüøèå èëè ìåíüøèå) íåèçáåæíû. Îñòàþòñÿ ëè ïðè
ýòîì âåðíûìè ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû, ïîëó÷åííûå â ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ ìîäåëè (õîòÿ áû òîãäà, êîãäà îòêëîíåíèÿ îò íèõ íå
î÷åíü áîëüøèå)? Êëàññè÷åñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû, îñíîâàí-
íûå íà ïðåäïîëîæåíèè î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé, ÷àñòî
íå÷óâñòâèòåëüíû ê îòêëîíåíèÿì îò ïîñëåäíèõ. Ê ñîæàëåíèþ,
ýòî èìååò ìåñòî äàëåêî íå âñåãäà � îòêëîíåíèÿ îò ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè, äàæå íåçíà÷èòåëüíûå, ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñóùå-
ñòâåííûì îøèáêàì â îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòàõ. Íî, îêàçûâà-
åòñÿ, ñóùåñòâóåò öåëûé êëàññ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ âûâîäîâ, ìàëî ÷óâñòâèòåëüíûõ ê îòêëîíåíèÿì îò ïðåäïî-
ëîæåíèé ìîäåëè. Òàêèå ìåòîäû íàçûâàþò ðîáàñòíûìè. Ê íèì, â
÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Îíè íå ïðåä-
íàçíà÷åíû äëÿ îïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàñ-
ïðåäåëåíèé è ñïåöèàëüíî ñòðîÿòñÿ òàê, ÷òîáû âîâñå îáõîäèòüñÿ
áåç ïðåäïîëîæåíèé î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ.
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25.1 Êðèòåðèé À. Í. Êîëìîãîðîâà

Ïåðâûì ïðîðûâîì â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêå áûëà òåî-
ðåìà À. Í. Êîëìîãîðîâà î ðàñïðåäåëåíèè íàèáîëüøåãî óêëî-
íåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò òåîðåòè÷åñêîé.
Ýòî óêëîíåíèå åùå íàçûâàþò ñòàòèñòèêîé À. Í. Êîëìîãîðîâà.
Ïî ñòàòèñòèêå À. Í. Êîëìîãîðîâà ñòðîèòñÿ êðèòåðèé, íîñÿùèé
åãî èìÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîð-
êà èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (F � íåèçâåñòíî). Îòíî-
ñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ F âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: F = G,
ãäå G � ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîå (íå çàâèñÿùåå îò íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ) íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íåîáõîäèìî ïîñòðî-
èòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû. Îáùèé ïîäõîä (ñì.

ðàçäåë 24.1 â ãë. 24) òàêîé. Ââîäèì óêëîíåíèå D(F̂n,G) ýìïèðè-

÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n, ïîñòðîåííîãî ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn,
îò ãèïîòåòè÷åñêîãî G, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ïðè âåðíîé ãèïîòå-
çå H0: F = G óêëîíåíèå D(F̂n,G) ïðèíèìàëî ìàëûå çíà÷åíèÿ,
à ïðè G ̸= F � áîëüøèå. Ãèïîòåçó H0: F = G îòêëîíÿåì, åñëè
óêëîíåíèå D(F̂n,G) ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, è íå îòêëîíÿåì
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. À. Í. Êîëìîãîðîâ â êà÷åñòâå óêëîíåíèÿ
ýìïèðè÷åñêîãî F̂n, ïîñòðîåííîãî ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn, îò ãè-
ïîòåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü

D(F̂n,G) = sup
x∈R1

|G(x)− F̂n(x)|, (25.1.1)

ãäå F̂n(x) � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

I(−∞,x)(ξi), x ∈ R1. (25.1.2)

Ñâîéñòâà ñòàòèñòèêè À. Í. Êîëìîãîðîâà.Îïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèìè òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 25.1.1 (î ðàñïðåäåëåíèè sup
x

|F (x) − F̂n(x)|).
Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , n, � âûáîðêà èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ F, òîãäà

ηi = F (ξi), i = 1, 2, . . . , n,
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� âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ U, ðàâíîìåðíîãî íà [0; 1], è

sup
x∈(−∞,+∞)

|F (x)− F̂n(x)| = sup
t∈(0,1)

|U(t)− Ûn(t)|, (25.1.3)

ãäå F̂n(x) è Ûn(t) � ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî-
ñòðîåííûå ñîîòâåòñòâåííî ïî âûáîðêàì ξ1, ξ2, . . . , ξn èç F è
η1, η2, . . . , ηn èç U.

Ìû äîêàæåì òåîðåìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (x) ñòðîãî ìîíîòîííàÿ, íî òåîðåìà èìååò ìåñòî è
äëÿ âûáîðîê èç ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), x ∈ (−∞,+∞), èìååò íåïðåðûâíóþ
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ F−1(t), t ∈ (0; 1),
ïðè÷åì çíà÷åíèÿ F−1(t) �ïðîáåãàþò� ïðÿìóþ (−∞,+∞), êîãäà t
�ïðîáåãàåò� èíòåðâàë (0; 1) (ñì. òàêæå ðèñ. 25.1.1).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηi = F (ξi), i = 1, 2, . . . , n, íåçàâèñèìû,
êàê ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn,
è êàæäàÿ ηi, i = 1, 2, . . . , n, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0; 1].
Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ

Fηi(t) = P{ηi < t} = P{F (ξi) < t}.

Çíà÷åíèÿ F (ξi) ∈ [0, 1], ïîýòîìó, åñëè t ≤ 0, òî Fηi(t) = 0, åñëè
t > 1, òî Fηi(t) = 1, åñëè 0 < t ≤ 1, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî F (x) èìå-
åò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ íåïðåðûâíóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ
F−1(t), ïîëó÷àåì:

Fηi(t) = P{F (ξi) < t} = P{ξi < F−1(t)} = F (F−1(t)) = t.

Òàê ÷òî

Fηi(t) = U(t) =

{
0 ïðè t ≤ 0,
t ïðè 0 < t ≤ 1,
1 ïðè t > 1,

i = 1, 2, . . . , n.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

sup
x∈(−∞,+∞)

|F (x)− F̂n(x)| = sup
t∈(0,1)

|U(t)− Ûn(t)|.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ F−1(t) �ïðîáåãàþò� (−∞,+∞), êîãäà t
�ïðîáåãàåò� èíòåðâàë (0; 1), òî
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sup
x∈(−∞,+∞)

|F (x)− F̂n(x)| = sup
t∈(0;1)

|F (F−1(t))− F̂n(F
−1(t))| =

= sup
t∈(0,1)

|U(t)− F̂n(F
−1(t))|.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

F̂n(F
−1(t)) = Ûn(t), t ∈ (0, 1),

ÿâëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííîé
ïî âûáîðêå η1, η2, . . . , ηn èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0; 1]
ðàñïðåäåëåíèÿ.

x

F  (x)

1

F (y)

η = F (ξ )
i i

ξi
y F    (t)

-1

t

Ðèñ. 25.1.1: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû

Çíà÷åíèå F̂n(x) â òî÷êå F
−1(t) ðàâíî

F̂n(F
−1(t)) =

1

n

n∑
i=1

I(−∞,F−1(t))(ξi) =

=
1

n

n∑
i=1

I(0,t)(ηi), t ∈ (0; 1),

ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî çíà÷åíèå I(−∞,F−1(t))(ξi) ðàâíî 1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà −∞ < ξi < F−1(t) èëè 0 < F (ξi) < t
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èëè 0 < ηi < t èëè I(0,t)(ηi) = 1. Çàìåòèì åùå, ÷òî ïîñêîëüêó
ηi ∈ (0, 1), òî

1

n

n∑
i=1

I(0,t)(ηi) = Ûn(t), t ∈ (0, 1).

� ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âûáîðêè η1, η2, . . . , ηn èç ðàâíîìåð-
íîãî íà [0, 1] ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàê ÷òî F̂n(F

−1(t)) = Ûn(t) ïðè
t ∈ (0, 1).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn èç ëþáîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ F ñ íåïðåðûâíîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (x) ðàñïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ

sup
x

|F (x)− F̂n(x)|

ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

sup
t

|U(t)− Ûn(t)|,

è, ñëåäîâàòåëüíî, íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ F.
Ïðè áîëüøèõ n ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî óêëîíåíèÿ

sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
/

1√
n

îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé À. Í. Êîëìîãîðîâà.

Òåîðåìà 25.1.2 (À. Í. Êîëìîãîðîâà). Ïóñòü F̂n(x) �
ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå
ξ1, ξ2, . . . , ξn èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F, òîãäà ïðè
n→ ∞ ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî óêëîíåíèÿ

sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
/

1√
n

ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Êîëìîãîðîâà: äëÿ êàæäîãî λ > 0

P

{
sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
/

1√
n
< λ

}
→

+∞∑
k=−∞

(−1)ke−2k2λ2
= K(λ).
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Ïîñòðîåíèå êðèòåðèÿ À. Í. Êîëìîãîðîâà. Èç òåîðå-
ìû 25.1.2, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè n→ ∞, òî

D(F̂n,F) = sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
P−→ 0,

ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè n→ ∞

P{D(F̂n,F) < ε} = P{sup
x

|F (x)− F̂n(x)| < ε} =

= P{sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
/ 1√

n
< ε

√
n} → 1.

Ïîýòîìó, åñëè ãèïîòåçà H0: F = G âåðíà, òî ïðè n→ ∞ óêëîíå-
íèå

D(F̂n,G) = D(F̂n,F) = sup
x

|F (x)− F̂n(x)|

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ (ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ).
Åñëè ãèïîòåçà H0: F = G íåâåðíà, ò. å. F ̸= G, òî

sup
x

|G(x)− F (x)| = a > 0,

è óêëîíåíèå
sup
x

|G(x)− F̂n(x)|

íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ), ïîñêîëüêó

|G(x)− F (x) ≤ |G(x)− F̂n(x)|+ |F (x)− F̂n(x)|,

sup
x

|G(x)− F (x)| − sup
x

|F (x)− F̂n(x)| ≤ sup
x

|G(x)− F̂n(x)|.

Òàê ÷òî, åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, óêëîíåíèå

D(F̂n,G) = D(F̂n,F)

ìàëî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áîëüøîå. È ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû H0: F = G âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ
D(F̂n,G) è â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì îíî îêàæåòñÿ � áîëü-
øèì èëè ìàëûì, îòêëîíÿåì ãèïîòåçóH0 èëè íå îòêëîíÿåì. ×òî-
áû òàê ìîæíî áûëî ïîñòóïàòü, íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèå çíà÷å-
íèÿ ïðèíèìàåò óêëîíåíèå D(F̂n,G) (â èäåàëå íàéòè ðàñïðåäå-

ëåíèå D(F̂n,G)), êîãäà ãèïîòåçà H0: F = G âåðíà è êîãäà îíà
íåâåðíà.
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Èç òåîðåìû 25.1.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0:
F = G ðàñïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ

D(F̂n,G) = D(F̂n,F) = sup
x

|F (x)− F̂n(x)|

íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ F, èç êîòîðîãî ïîëó÷åíà âûáîðêà,
è åãî ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûì � îíî ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì óêëîíåíèÿ sup

t
|U(t) − Ûn(t)| (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû

25.1.1), à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàí-

íîãî óêëîíåíèÿD(F̂n,F)
/ 1√

n áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ À. Í. Êîë-

ìîãîðîâà (ñì. òåîðåìó 25.1.1). Ïîýòîìó ìîæíî óêàçàòü ïðîìåæó-
òîê [0; εα,n], â êîòîðîì �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−α) ëå-
æàò çíà÷åíèÿD(F̂n,F). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü â êà÷åñòâå
εα,n íàèìåíüøåå ε, äëÿ êîòîðîãî

P{sup
x

|F (x)− F̂n(x)| ≥ ε} ≤ α

(εα,n íàçûâàþò α-êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì óêëîíåíèÿ D(F̂n,F)).
Êðèòåðèé À. Í. Êîëìîãîðîâà. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âû-

áîðêà èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F, εα,n � α-êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå äëÿ sup

x
|F (x) − F̂n(x)|. Åñëè ãèïîòåçó H0: F = G îò-

êëîíÿòü ïðè
sup
x

|G(x)− F̂n(x)| ≥ εα,n

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà.

Äåéñòâèòåëüíî, H0 îòêëîíÿåòñÿ, åñëè

sup
x

|G(x)− F̂n(x)| ≥ εα,n.

Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: F = G

sup
x

|G(x)− F̂n(x)| = sup
x

|F (x)− F̂n(x)|,

ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ H0

P{sup
x

|G(x)− F̂n(x)| ≥ εα,n} = P{sup
x

|F (x)− F̂n(x)| ≥ εα,n} ≤ α.
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Çàì å ÷ à í è å 1. Ïðè n ≤ 100 ïî çàäàííûì α è n êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ εα,n äëÿ sup

x
|F (x) − F̂n(x)| òàáóëèðîâàíû (ñì. òàáë.

27.7.1).
Äëÿ n ≥ 100 â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ εα,n ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü λα/
√
n, ò. å.

εα,n = λα/
√
n,

ãäå λα � âåðõíèé α-ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ À. Í. Êîëìîãîðîâà,
ò. å. êîðåíü óðàâíåíèÿ K([λα,+∞)) = α. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó
òåîðåìû À. Í. Êîëìîãîðîâà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

P

{
sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
/

1√
n
< λ

}
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ K(λ). Ïîýòîìó ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ n (íà÷èíàÿ óæå ñ n = 100) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ
íåçíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ

P

{
sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
/

1√
n
< λ

}
= K(λ),

îòñþäà

P

{
sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
/

1√
n
≥ λα

}
= K([λα,+∞)) = α.

Ïîýòîìó εα,n = λα/
√
n.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Êðèòåðèåì À. Í. Êîëìîãîðîâà ìîæíî ïîëü-
çîâàòüñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå G
íåïðåðûâíî è íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

Åñëè æå ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî âûáîðêå, êðèòåðèåì Êîë-
ìîãîðîâà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: F = G â ïðèâåäåííîé âûøå
ôîðìå ïîëüçîâàòüñÿ íåëüçÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû sup

x
|F (x) − F̂n(x)| áóäåò îòëè÷íî îò ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû sup
t∈(0,1)

|U(t) − Ûn(t)| (ñì. òåîðåìó

25.1.1), à ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

sup
x

|F (x)− F̂n(x)|
/

1√
n

áóäåò îòëè÷íûì îò ðàñïðåäåëåíèÿ À. Í. Êîëìîãîðîâà.
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Ïðèìåð 25.1.1. Íèæå ïðèâåäåíû ïîêàçàíèÿ 14 ìåõàíè-
÷åñêèõ ÷àñîâ, âûñòàâëåííûõ â âèòðèíàõ ÷àñîâîãî ìàãàçèíà:
9 ÷. 18 ìèí., 8 ÷. 35 ìèí., 10 ÷. 45 ìèí., 11 ÷. 30 ìèí.,
3 ÷. 06 ìèí., 7 ÷. 50 ìèí., 4 ÷. 22 ìèí., 10 ÷. 12 ìèí., 7 ÷.
47 ìèí., 4 ÷. 28 ìèí., 11 ÷. 16 ìèí., 7 ÷. 08 ìèí., 5 ÷. 53 ìèí.,
8 ÷. 00 ìèí.

Ìîìåíò îñòàíîâêè ÷àñîâ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ íà ïðîìåæóò-
êå [0; 12]. Ñîãëàñóåòñÿ ëè ãèïîòåçà î ðàâíîìåðíîì íà ïðîìå-
æóòêå [0; 12] ðàñïðåäåëåíèè ïîêàçàíèé ÷àñîâ ñ ïðèâåäåííûìè
äàííûìè?

Ðåøåíè å. Çàïèøåì ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ â äåñÿòè÷íîé ôîðìå:
9,30; 8,58; 10,75; 11,5; 3,1; 7,83; 4,36; 10,2; 7,78; 4,47; 11,27; 7,13;
5,88; 8,00. Äàëåå áóäåì èìåòü äåëî ñ ýòîé âûáîðêîé.

Ïîêàçàíèÿ 14 ÷àñîâ � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè èç íåêîòîðîãî
íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ïðîìåæóò-
êå [0; 12]. Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F âûäâè-
ãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: F � ðàâíîìåðíîå íà [0; 12] ðàñïðåäåëåíèå.
Îáîçíà÷èì ðàâíîìåðíîå íà ïðîìåæóòêå [0; 12] ðàñïðåäåëåíèå ÷å-
ðåç G, åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

G(x) =

{
0, ïðè x < 0,

x/12, ïðè 0 ≤ x < 12,
1, ïðè x ≥ 12.

Áóäåì ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó H0: F = G, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîë-
ìîãîðîâà. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ

D(F̂n,G) = sup
x

|G(x)− F̂n(x)|

è ñðàâíèì åãî ñ α-êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì εα;n (çäåñü n = 14,

F̂n(x) � ðåàëèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî-
ñòðîåííîé ïî âûáîðêå). Åñëè

D(F̂n,G) ≥ εα;n,

òî ãèïîòåçó H0: F = G îòêëîíèì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.
Ïîñêîëüêó F̂n(x) � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ñî ñêà÷êà-

ìè â òî÷êàõ ξ∗1 , ξ
∗
2 , . . . , ξ

∗
n, à G(x) � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ

ôóíêöèÿ, òî sup
x

|G(x)− F̂n(x)| ðàâåí íàèáîëüøåìó èç ÷èñåë∣∣∣G(ξ∗k)− F̂n(ξ
∗
k)
∣∣∣ , ∣∣∣G(ξ∗k)− F̂n(ξ

∗
k+1)

∣∣∣ ,



660 25. Íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè

k = 1, 2, . . . , n, ãäå îáîçíà÷åíî F̂n(ξ
∗
n+1) = 1. Âàðèàöèîííûé ðÿä

ξ∗1 , ξ
∗
2 , . . . , ξ

∗
n, çíà÷åíèÿ F̂n(ξ

∗
k), G(ξ

∗
k) è ðàçíîñòè∣∣∣G(ξ∗k)− F̂n(ξ

∗
k)
∣∣∣ , ∣∣∣G(ξ∗k)− F̂n(ξ

∗
k+1)

∣∣∣ ,
k = 1, 2, . . . , n, ñâåäåíû â òàáëèöó 25.1.1. Èç òàáëèöû èìååì:

D(F̂14,G) = sup
x

|G(x)− F̂14(x)| = 0,30.

Òà á ëè ö à 25.1.1. Ê âû÷èñëåíèþ sup
x

∣∣∣G(x)− F̂14(x)
∣∣∣

ξ∗k F̂14(ξ
∗
k) G(ξ∗k) = ξ∗k/12

∣∣∣G(ξ∗k)− F̂14(ξ
∗
k)
∣∣∣ ∣∣∣G(ξ∗k)− F̂14(ξ

∗
k+1)

∣∣∣
3,10 0 0,26 0,26 0,19
4,36 0,07 0,36 0,29 0,22
4,47 0,14 0,37 0,23 0,16
5,88 0,21 0,49 0,28 0,20
7,13 0,29 0,59 0,30 0,23
7,78 0,36 0,65 0,29 0,22
7,83 0,43 0,65 0,22 0,15
8,00 0,50 0,67 0,17 0,10
8,58 0,57 0,72 0,15 0,08
9,30 0,64 0,78 0,14 0,07
10,20 0,71 0,85 0,14 0,06
10,75 0,79 0,90 0,11 0,04
11,27 0,86 0,94 0,08 0,01
11,50 0,93 0,96 0,03 0,04

1,00

Îòñþäà
D(F̂n,G) = 0,30 < 0,35 = ε0,05;14

(çíà÷åíèå εα,n ïðè α = 0,05 è n = 14, ðàâíîå 0,35, íàéäåíî ïî
òàáë. 27.7.1). Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0: F = G íà 5% óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ.

Äëÿ âûáîðêè îáúåìîì n = 14 èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóò-
êå [0; 12] ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåå óêëîíåíèå ìåæäó ýìïèðè÷åñ-

êîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n è ôóíêöèåé G(x) ðàâíîìåðíîãî
íà ïðîìåæóòêå [0; 12] ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíîå 0,30, åñòåñòâåííî è
äîïóñòèìî.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ïðåäïîëîæå-
íèå (ãèïîòåçà) î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ìîìåíòà îñòàíîâêè
÷àñîâ íå ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé.
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25.2 Êðèòåðèé çíàêîâ äëÿ ïîâòîðíûõ
íàáëþäåíèé

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îäíó çàäà÷ó. Íåêèé ïðåïàðàò ïðåäïîëî-
æèòåëüíî ïîâûøàåò êðîâÿíîå äàâëåíèå. ×òîáû óáåäèòüñÿ, òàê
ëè ýòî, èçìåðÿþò äàâëåíèå ó 10 ïîäîïûòíûõ êðîëèêîâ, çàòåì
êðîëèêàì ââîäÿò ïðåïàðàò è ñíîâà èçìåðÿþò äàâëåíèå. Ðåçóëü-
òàòû ðåãèñòðèðóþò: äàâëåíèå ïîâûñèëîñü, îñòàëîñü íåèçìåííûì,
ïîíèçèëîñü. Ïî ýòèì äàííûì íåîáõîäèìî âûíåñòè çàêëþ÷åíèå î
âîçäåéñòâèè ïðåïàðàòà íà äàâëåíèå. Äëÿ ýòîãî åñòåñòâåííî ïîä-
ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ, äàâëåíèå ó êîòîðûõ ïîâûñèëîñü
(ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé ìåæäó äàâ-
ëåíèåì ïîñëå è äî ââåäåíèÿ ïðåïàðàòà). Åñëè ÷èñëî ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàçíîñòåé îêàçàëîñü áëèçêèì ê ïîëîâèíå èìåþùèõñÿ
(â íàøåì ñëó÷àå ê ïÿòè), òî çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðåïàðàò íå îêàçû-
âàåò âëèÿíèÿ íà äàâëåíèå, åñëè æå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðàç-
íîñòåé áóäåò ñóùåñòâåííî áîëüøèì ïîëîâèíû, òî äåëàåì âûâîä,
÷òî ïðåïàðàò ïîâûøàåò êðîâÿíîå äàâëåíèå.

Ïî ïîñòàíîâêå è ìåòîäàì ðåøåíèÿ ýòà è ìíîãèå äðóãèå çàäà-
÷è óêëàäûâàþòñÿ â ïðèâåäåííóþ äàëåå îáùóþ ñõåìó.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èìååòñÿ n ïàð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn) îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èçâåñòíî, ÷òî
ðàçíîñòè ζj = ηj − ξj ïðåäñòàâèìû â âèäå:

ζj = ηj − ξj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,

ãäå θ � êîíñòàíòà, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû e1, e2, . . . , en íåçàâè-
ñèìûå (ñàìè ηj è ξj ìîãóò áûòü è çàâèñèìû), ñèììåòðè÷íî ðàñ-
ïðåäåëåííûå îòíîñèòåëüíî íóëÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ ej è −ej ñîâïà-
äàþò) è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå. Äàëåå ïðåäïîëîæåíèå îá àá-
ñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè e1, e2, . . . , en áóäåò ñíÿòî.

Ïàðàìåòð θ íåèçâåñòåí. Îòíîñèòåëüíî θ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòå-
çà H0: θ = 0. Àëüòåðíàòèâà ãèïîòåçå H0: θ = 0 ìîæåò áûòü êàê
îäíîñòîðîííåé: åñëè θ ̸= 0, òî θ > 0 (îíà ìîæåò áûòü è òàêîé:
θ < 0), òàê è äâóñòîðîííåé: åñëè θ ̸= 0, òî θ > 0 èëè θ < 0.

Íàøà çàäà÷à � ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: θ = 0.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïàðû (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn) ÷àñòî èíòåð-
ïðåòèðóþò êàê 2n íàáëþäåíèé: ïî äâà íà êàæäûé èç n îáúåêòîâ,
ïàöèåíòîâ, ïðèáîðîâ, . . . Ïðè ýòîì ξj íàçûâàþò íàáëþäåíèåì äî
�îáðàáîòêè�, ηj � ïîñëå �îáðàáîòêè�, ïàðàìåòð θ íàçûâàþò �ýô-
ôåêòîì îáðàáîòêè�. Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 ñâèäåòåëüñòâóåò â
ïîëüçó íàëè÷èÿ ýôôåêòà îáðàáîòêè, íåîòêëîíåíèå � â ïîëüçó
îòñóòñòâèÿ.
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Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ. Ðàññìîò-
ðåííûé ïðèìåð ïîäñêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0: θ = 0 åñòåñòâåííî
ðàññìàòðèâàòü êîëè÷åñòâî µ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé

ζj = ηj − ξj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó µ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

µ =

n∑
j=1

I(0,+∞)(ζj)

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

I(0,+∞)(ζj) = I(0,+∞)(θ + ej), j = 1, 2, . . . , n.

Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: θ = 0

P{I(0,+∞)(ζj) = 1} = P{ζj > 0} = P{ej > 0} = 1/2

� ïîñêîëüêó ej , j = 1, 2, . . . , n, ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíû îò-
íîñèòåëüíî íóëÿ è àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, òî

1 = P{ej > 0}+ P{ej < 0}+ P{ej = 0} =

= P{ej > 0}+P{−ej < 0} = P{ej > 0}+P{ej > 0} = 2P{ej > 0}.
Ïîýòîìó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ, êàê ñóììà íåçàâèñèìûõ îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì

P{I(0,+∞)(ζj) = s} = 1/2, s = 0, 1,

èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; 1/2):

P{µ = k} = Ck
n (1/2)

n , k = 0, 1, . . . , n,

è, êàê ñëåäñòâèå,
Mµ = n/2.

Åñëè ãèïîòåçà H0: θ = 0 íåâåðíà, íàïðèìåð θ > 0, òî (ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ θ)

P{I(0,+∞)(ζj) = 1} = P{ζj > 0} =
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= P{θ + ej > 0} = P{ej > −θ} = p(θ) ≥ 1/2, j = 0, 1, . . . , n,

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðàìè (n; p(θ)), p(θ) ≥ 1/2, è, êàê ñëåäñòâèå,

Mµ = np(θ) ≥ n/2.

Òàê ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: θ = 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ
ìàëî óêëîíÿåòñÿ îò n/2, à ïðè íåâåðíîé ãèïîòåçå H0 óêëîíåíèå
îò n/2 ñóùåñòâåííîå. È ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: θ = 0 ïîäñ÷èòûâàåì êîëè÷åñòâî µ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé
ζj = ηj−ξj , j = 1, 2, . . . , n, è, â çàâèñèìîñòè îò òîãî ñóùåñòâåííî
µ óêëîíÿåòñÿ îò n/2 èëè íåñóùåñòâåííî, îòêëîíÿåì ãèïîòåçóH0:
θ = 0 èëè íå îòêëîíÿåì. Ãðàíèöû, îòäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ µ, ìàëî
óêëîíÿþùèåñÿ îò n/2, îò çíà÷åíèé µ óêëîíÿþùèõñÿ îò n/2 ñó-
ùåñòâåííî, íàõîäèì ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ0,
èìåþùåé áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; 1/2),
äðóãèìè ñëîâàìè, ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ, êî-
ãäà ãèïîòåçà H0: θ = 0 âåðíà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ0 èìååò áèíîìè-
àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; 1/2), 0 < α < 1. Ìèíè-
ìàëüíîå öåëîå m, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

P{µ0 > m} ≤ α,

èëè, ÷òî òî æå, óñëîâèþ

n∑
k=m+1

Ck
n (1/2)

n ≤ α

áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì α-ïðåäåëîì áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (n; 1/2) è áóäåì îáîçíà÷àòü mα;n.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ0 �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ íå
ìåíüøåé 1− 2α) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà ñ êîíöàìè
n−mα;n è mα;n.

Çíà÷åíèÿ ÷èñëà µ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ ïðîìåæóòêó µ ∈ [n−mα;n,mα;n], áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü
êàê ìàëî óêëîíÿþùèåñÿ îò n/2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � êàê óêëî-
íÿþùèåñÿ îò n/2 ñóùåñòâåííî.

È, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: θ = 0 ïîäñ÷è-
òûâàåì êîëè÷åñòâî µ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé ζj = ηj − ξj è
âûÿñíÿåì, ñóùåñòâåííî îíî óêëîíÿåòñÿ îò n/2 èëè íåò, ñðàâíè-
âàÿ åãî ñ ãðàíèöàìè n − mα;n è mα;n, îòäåëÿþùèìè áîëüøèå
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óêëîíåíèÿ µ îò ìàëûõ. Åñëè µ /∈ [n −mα;n,mα;n], ãèïîòåçó H0:
θ = 0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå îòêëîíÿåì.

Êðèòåðèé çíàêîâ. Ïóñòü äëÿ n ïàð (ξj , ηj), j = 1, 2, . . . , n,
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàçíîñòè ζj = ηj − ξj ïðåäñòàâèìû â âèäå:

ζj = ηj − ξj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû e1, e2, . . . , en íåçàâèñèìûå, ñèììåòðè÷-
íî ðàñïðåäåëåííûå îòíîñèòåëüíî íóëÿ è àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûå, µ � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé ñðåäè ζj = ηj − ξj,
j = 1, 2, . . . , n.

Åñëè ãèïîòåçó H0: θ = 0 îòêëîíÿòü ïðè

µ > mα;n

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà (àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: θ > 0).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

µ /∈ [n−mα;n,mα;n]

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé 2α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà (àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ: θ < 0 èëè θ > 0).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ãèïîòåçàH0 âåðíà, òîãäà µ èìååò
áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; 1/2), ïîýòîìó

P{µ > mα;n} ≤ α,

P{µ /∈ [n−mα;n,mα;n]} =

= P{µ ∈ [0, n−mα;n)}+ P{µ ∈ (mα;n, n]} ≤ 2α.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî, ïîëüçóÿñü ïðèâåäåííûì êðèòåðèåì, âåð-
íóþ ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõî-
äÿùåé α, åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, è ñ âåðîÿòíîñòüþ,
íå ïðåâîñõîäÿùåé 2α, åñëè àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ.

Îá îøèáêàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïðè âåðíîé ãèïîòå-
çå H0: θ = 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðàç-
íîñòåé ζj = ηj−ξj , j = 1, 2, . . . , n, � èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; 1/2). Ïîýòîìó µ, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ
0, 1, 2, . . . , n, è ïî÷òè âñåãäà ìàëî óêëîíÿÿñü îò n/2, èçðåäêà âñå
æå ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèå, çíà÷èòåëüíî óêëîíÿþùååñÿ îò n/2
(ò. å. çíà÷åíèå èç [0, n−mα;n)∪ (mα;n, n]). Ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó
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H0: θ = 0 îòêëîíèì è òåì ñàìûì ñîâåðøèì îøèáêó � îøèáêó
ïåðâîãî ðîäà (åå âåðîÿòíîñòü íå ïðåâîñõîäèò âûáðàííîãî óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè).

Åñëè ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, íàïðèìåð, θ > 0, òî µ, ïî÷òè
âñåãäà ïðèíèìàÿ áîëüøèå çíà÷åíèÿ (çíà÷åíèÿ èç (mα;n, n]), ìî-
æåò, õîòÿ è èçðåäêà, ïðèíÿòü çíà÷åíèå, áëèçêîå ê n/2, ïðè ýòîì
ìû ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíèì è òåì ñàìûì ñîâåðøèì îøèáêó �
îøèáêó âòîðîãî ðîäà.

25.3 Êðèòåðèé çíàêîâ ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé

Ñíèìåì òåïåðü òðåáîâàíèå àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèé ðàçíîñòåé ζj = ηj − ξj , j = 1, 2, . . . , n. Òîãäà ðàçíîñ-
òè ζj ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íóëü ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ (ãî-
âîðÿò, ÷òî èìåþòñÿ ñâÿçè). Ìîæíî ëè ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì
çíàêîâ â ýòîé ñèòóàöèè, è åñëè äà, òî êàê? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äà
� ìîæíî, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ðàçíîñòè ðàâíûå íóëþ îòáðî-
ñèòü (êàê áóäòî èõ è íå áûëî) è ïðèìåíÿòü êðèòåðèé çíàêîâ ê
îñòàâøèìñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ ðàçíîñòÿì. ×òîáû óáåäèòüñÿ â
ýòîì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ζj , j = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, òàêèå, ÷òî P{ζj > 0} = p > 0, P{ζj < 0} = q > 0,
P{ζj = 0} = f > 0, p + q + f = 1, s � ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íó-
ëÿ ñðåäè ζj , j = 1, 2, . . . , n, à µ � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
ñðåäè íèõ.

Óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ îòíîñèòåëü-
íî ñîáûòèÿ {s = i} (i = 1, 2, . . . , n) ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (i; p/(p+ q)):

P{µ = k|s = i} = Ck
i

(
p

p+ q

)k ( q

p+ q

)i−k

, k = 0, 1, . . . , i.

(25.3.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì P{µ = k, s = i} è P{s = i}.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µ è s ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ñëó÷àé-

íîãî âåêòîðà ζ∗ = (sign ζ1, sign ζ2, . . . , sign ζn). Íàéäåì åãî ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñîñòàâëåííàÿ èç +1, −1 è 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ζj , j = 1, 2, . . . , n, �
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìååì:

Pζ∗(x) = P{ζ∗ = x} =
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= P{(sign ζ1, sign ζ2, . . . , sign ζn) = (x1, x2, . . . , xn)} =

= P{sign ζ1 = x1, sign ζ2 = x2, . . . , sign ζn = xn} =

=

n∏
j=1

P{sign ζj = xj} = pµ(x)qs(x)−µ(x)fn−s(x),

ãäå µ(x) ðàâíî êîëè÷åñòâó +1 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (x1, x2,
. . . , xn), (n− s(x)) � êîëè÷åñòâó íóëåé, à s(x) ðàâíî êîëè÷åñòâó
ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (x1, x2, . . . , xn), îòëè÷íûõ îò
íóëÿ. Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå ζ∗, ïîëó÷àåì:

P{µ = k, s = i} = P{µ(ζ∗) = k, s(ζ∗) = i} =
∑

x:µ(x)=k;s(x)=i

Pζ∗(x) =

=
∑

x:µ(x)=k;s(x)=i

pµ(x)qs(x)−µ(x)fn−s(x) =
∑

x:µ(x)=k;s(x)=i

pkqi−kfn−i =

= Ci
nC

k
i p

kqi−kfn−i, s = 0, 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . , s.

Äàëåå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà s� ÷èñëî ðàçíîñòåé ζj , j = 1, 2, . . . , n,
îòëè÷íûõ îò íóëÿ, èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè (n, p+ q):

P{s = i} = Ci
n(p+ q)ifn−i, i = 0, 1, 2, . . . , n,

êàê ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, �óñïåõ� � ðàçíîñòü
ζj îòëè÷íà îò íóëÿ, �íåóäà÷à� � ðàçíîñòü ζj ðàâíà íóëþ, j =
= 1, 2, . . . , n; âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà p+q, âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è
ðàâíà 1− (p+ q) = f. Îòñþäà èìååì, ÷òî

P{µ = k|s = i} =
P{µ = k, s = i}

P{s = i}
=
Ci
nC

k
i p

kqi−kfn−i

Ci
n(p+ q)ifn−i

=

=
Ck
i p

kqi−k

(p+ q)i
= Ck

i

(
p

p+ q

)k ( q

p+ q

)i−k

, k = 0, 1, 2, . . . , i.

(25.3.2)
Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζj , j = 1, 2, . . . , n,

íåçàâèñèìû è ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ,
òîãäà äëÿ êàæäîãî i (i = 1, 2, . . . , n):

P{µ = k|s = i} = Ck
i (1/2)

i , k = 0, 1, . . . , i. (25.3.3)
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Òàê êàê ζj , j = 1, 2, . . . , n, ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíû îòíî-
ñèòåëüíî íóëÿ, òî

p = P{ζj > 0} = P{−ζj > 0} = P{ζj < 0} = q.

À ïðè p = q óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå (25.3.1) ïðèíèìàåò âèä
(25.3.3).

Äàëåå, ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζ1, ζ2, . . . , ζn íåçàâèñèìû
è ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ, s � êîëè÷åñò-
âî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñðåäè ζ1, ζ2, . . . , ζn. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
mα;s îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû s ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäî-
ãî çíà÷åíèÿ i, i = 1, 2, . . . , n, ïðèíÿòîãî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé s,
îïðåäåëèì mα;i êàê âåðõíèé α-ïðåäåë áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (i; 1/2), ò. å. mα;i � ìèíèìàëüíîå mi, äëÿ
êîòîðîãî

i∑
k=mi+1

Ck
i

(
1

2

)i

≤ α.

Òîãäà

P{µ > mα;i|s = i} =

i∑
k=mα;i+1

P{µ = k|s = i} =

=

i∑
k=mα;i+1

Ck
i (1/2)

i ≤ α,

à âìåñòå ñ ýòèì è P{µ > mα;s|s = i} ≤ α ïîñêîëüêó

P{µ > mα;s|s = i} =
P{µ > mα;s, s = i}

P{s = i}
=

=
P{µ > mα;i, s = i}

P{s = i}
= P{µ > mα;i|s = i} ≤ α.

Äëÿ i = 0 åñòåñòâåííî ïîëîæèòü mα;0 = 0 è

P{µ > mα;s|s = 0} = 0.
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Êðèòåðèé çíàêîâ ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé. Ïóñòü (ξi, ηi),
i = 1, 2, . . . , n, � n ïàð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñ-
òè ζj = ηj − ξj ïðåäñòàâèìû â âèäå

ζj = ηj − ξj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû e1, e2, . . . , en íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëå-
íû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ; s � ÷èñëî ðàçíîñòåé îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ, µ � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñðåäè íèõ.

Åñëè ãèïîòåçó H0: θ = 0 îòêëîíÿòü ïðè

µ > mα;s

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà (àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: θ > 0).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

µ /∈ [s−mα;s,mα;s]

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé 2α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà (àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ: θ < 0 èëè θ > 0).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 äëÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí µ è mα;s èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

P{µ > mα;s|s = i} ≤ α, i = 0, 1, 2, . . . , n.

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ïî-
ëó÷àåì îöåíêó

P{µ > mα;s} =

n∑
i=0

P{µ > mα;s|s = i}P{s = i} ≤

≤
n∑

i=0

αP{s = i} ≤ α,

ò. å.
P{µ > mα;s} ≤ α.

Òàê ÷òî, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì çíàêîâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: θ = 0 ïðîòèâ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû θ > 0, âåðíóþ
ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåé α.



25.3. Êðèòåðèé çíàêîâ ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé 669

Äàëåå, ïîñêîëüêó ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 èìåþò ìåñòî íåðà-
âåíñòâà

P{µ ∈ (mα;s, s]} ≤ α, P{µ ∈ [0, s−mα;s)} ≤ α

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîãî è ðàâåíñòâ Ck
n =

= Cn−k
n ), òî

P{µ /∈ [s−mα;s;mα;s]} =

= P{µ ∈ [0, s−mα;s)}+ P{µ ∈ (mα;s, s]} ≤ 2α.

Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì çíàêîâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: θ = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû: θ > 0 èëè θ < 0, âåðíóþ ãèïîòå-
çó H0 áóäåì îòêëîíÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé 2α.

Ïðèìåð 25.3.1. Â ýêñïåðèìåíòàõ ïî èñêóññòâåííîìó ñòè-
ìóëèðîâàíèþ äîæäÿ áûëè çàìåðåíû äîæäåâûå îñàäêè â òå÷åíèå
16 ïàð äíåé, ïðè÷åì â êàæäîé ïàðå îäèí äåíü îáëàêà çàñåèâàëè
ñòèìóëÿòîðîì, â äðóãîé � íåò. Äëÿ êàæäîé ïàðû äåíü çàñåè-
âàíèÿ âûáèðàëñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çà-
ìåðû îñàäêîâ, ïîëó÷åííûå ñïåöèàëüíûìè ïðèáîðàìè çà ýòè 16
ïàð äíåé.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î íàëè÷èè ýôôåê-
òà çàñåèâàíèÿ?

Íîìåð Óðîâåíü îñàäêîâ Íîìåð Óðîâåíü îñàäêîâ
ïàðû ñ çàñ. áåç çàñ. ïàðû ñ çàñ. áåç çàñ.

1 0 1,37 9 0 0
2 2,09 0 10 1,87 0,62
3 0,07 0 11 2,50 0
4 0,30 0,10 12 3,15 5,54
5 0 0,44 13 0,15 0,01
6 2,55 0 14 2,96 0
7 1,62 1,01 15 0 0
8 0 0,54 16 0 0,75

Ðåøåíè å. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Èìååòñÿ 16 ïàð íàáëþäåíèé (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξ16, η16)
(ηj � çàìåð óðîâíÿ îñàäêîâ ïîñëå çàñåèâàíèÿ, ξj � áåç çàñåè-
âàíèÿ). Íåçàâèñèìîñòü ïàð íàáëþäåíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëó÷àé-
íûì âûáîðîì äíåé çàñåèâàíèÿ.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηj è ξj
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

ζj = ηj − ξj = θ + ej ,
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j = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì ej , j = 1, 2, . . . , n, íåçàâèñèìû è ðàñïðåäå-
ëåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðà θ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: θ = 0 (ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè
ýôôåêòà çàñåèâàíèÿ îáëàêîâ ñòèìóëÿòîðîì). Ïîñêîëüêó îáëàêà
çàñåèâàþòñÿ ñ öåëüþ âûçâàòü îñàäêè, â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû
åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü îäíîñòîðîííþþ àëüòåðíàòèâó: θ > 0.
Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0: θ = 0 â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû θ > 0
áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î íàëè÷èè ýôôåêòà ñòèìóëÿòîðà, íåîò-
êëîíåíèå � îá îòñóòñòâèè.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0 âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì çíàêîâ.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì çíàêè ðàçíîñòåé ηj − ξj , j = 1, 2, . . . , 16:

−, +, +, +, −, +, +, −, 0, +, +, −, +, +, 0, −.

Íåêîòîðûå èç íèõ îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïîýòîìó áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ êðèòåðèåì çíàêîâ ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé. Âñåãî ðàçíîñòåé
n = 16, îòëè÷íûõ îò íóëÿ s = 14. Ðàçíîñòè, îáðàùàþùèåñÿ â
íóëü, ó÷èòûâàòü íå áóäåì (êàê áóäòî èõ è íå áûëî). Èòàê, èìå-
åòñÿ 14 îòëè÷íûõ îò íóëÿ ðàçíîñòåé, èç íèõ µ = 9 ïîëîæèòåëü-
íûõ. Çíà÷åíèå mα;s äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α = 0, 025 è s = 14,
ðàâíîå m0,025;14 = 11, îïðåäåëÿåì ïî òàáë. 27.9.1. Òàê ÷òî

µ = 9 ≤ 11 = m0,025;14.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ çíàêîâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
θ = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû θ > 0 ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ïðåä-
ïîëîæåíèå îá îòñóòñòâèè ýôôåêòà çàñåèâàíèÿ îáëàêîâ ñòèìó-
ëÿòîðîì íå ïðîòèâîðå÷èò îïûòíûì äàííûì (9 ïîëîæèòåëüíûõ
ðàçíîñòåé íà 14 íåíóëåâûõ íàáëþäåíèé åñòåñòâåííû è äîïóñòè-
ìû). Òàêèå ðåçóëüòàòû (ñì. òàáëèöó) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
òèïè÷íûå äëÿ çàìåðîâ îñàäêîâ, åñëè áû çàìåðû ïðîèçâîäèëèñü â
16 ïàðàõ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ äíåé áåç êàêîãî-ëèáî çàñåèâàíèÿ
îáëàêîâ.

25.4 Äâóõâûáîðî÷íûé êðèòåðèé çíàêîâ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηn �
íåçàâèñèìûå âûáîðêè ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé F è G.
Ðàñïðåäåëåíèÿ F è G ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì G(x) = F (x − θ).
Ïàðàìåòð θ íåèçâåñòåí. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, îòëè÷íî çíà÷åíèå
θ îò íóëÿ èëè íåò. Áóäåì ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ïðîâåðÿÿ
ãèïîòåçó H0: θ = 0 (íóëåâóþ ãèïîòåçó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è
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òàê H0: F = G). Àëüòåðíàòèâà ê ãèïîòåçå H0: θ = 0 ìîæåò áûòü
êàê îäíîñòîðîííåé, òàê è äâóñòîðîííåé.

Ãèïîòåçó H0: θ = 0 ìîæíî ïðîâåðÿòü, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì
çíàêîâ â òîé æå ôîðìóëèðîâêå, ÷òî è äëÿ ïàðíûõ íàáëþäåíèé:
ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî µ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé ζj = ηj − ξj ñðå-
äè ζ1, ζ2, . . . , ζn è ñðàâíèâàòü åãî ñ mα;s (ñì. êðèòåðèé çíàêîâ
ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ, ïîêàæåì, ÷òî ðàçíîñòè ζj = ηj − ξj ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

ζj = ηj − ξj = θ + ej ,

ãäå ej , j = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå, ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäå-
ëåííûå îòíîñèòåëüíî íóëÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Çàïèøåì ζj â âèäå

ζj = ηj − ξj = θ + ((ηj − θ)− ξj) = θ + ej ,

ãäå ej = (ηj − θ) − ξj , j = 1, 2, . . . , n. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
e1, e2, . . . , en íåçàâèñèìû êàê ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí. Óáåäèìñÿ åùå, ÷òî e1, e2, . . . , en ðàñïðåäåëåíû ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ ej è −ej ñîâïàäà-
þò). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ej è −ej . Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ej :

M exp{itej} = M exp{it((ηj − θ)− ξj)} =

= M exp{it(ηj − θ)} exp{i(−t)ξj} =

= M exp{it(ηj − θ)}M exp{i(−t)ξj} (25.4.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξj . Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ηj − θ ñîâïà-
äàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξj :

P{ηj−θ < x} = P{ηj < x+θ} = G(x+θ) = F ((x+θ)−θ) = F (x),

ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ηj − θ ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèé φ(t) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξj è äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ej è −ej ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ:

M exp{itej} = φ(t)φ(−t),

M exp{it(−ej)} = φ(−t)φ(t)
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(ñì. (25.4.1)). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ej è −ej ñîâïàäàþò, ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ñîâ-
ïàäàþò è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ej ñèì-
ìåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê ξ1, ξ2, . . . , ξn è
η1, η2, . . . , ηn ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé F è G, ñâÿçàííûõ
ñîîòíîøåíèåìG(x) = F(x−θ), ðàçíîñòè ζj = ηj−ξj ïðåäñòàâèìû
â âèäå:

ζj = ηj − ξj = θ + ej ,

j = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû e1, e2, . . . , en ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè è ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûìè îòíîñè-
òåëüíî íóëÿ. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: θ = 0 ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì çíàêîâ â ïðèâåäåííîé ðàíåå ôîðìóëè-
ðîâêå.

25.5 Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà

Ïåðâûé ïðîðûâ â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ñäåëàë
À. Í. Êîëìîãîðîâ (ñòàòèñòèêà À. Í. Êîëìîãîðîâà), âòîðîé �
Âèëêîêñîí (ðàíãîâûå êðèòåðèè).

Ìû ðàññìîòðèì êðèòåðèé Âèëêîêñîíà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòå-
çû îá îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm �
íåçàâèñèìûå âûáîðêè ñîîòâåòñòâåííî èç àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé F è G ñ ïëîòíîñòÿìè f è g (äàëåå ÷åðåç
ξ1, ξ2, . . . , ξn áóäåì îáîçíà÷àòü âûáîðêó ìåíüøåãî îáúåìà, ÷åðåç
η1, η2, . . . , ηm � áîëüøåãî). Ðàñïðåäåëåíèÿ F è G ñâÿçàíû ñîîòíî-
øåíèåì G(x) = F (x−θ), íî íè ðàñïðåäåëåíèÿ F è G, íè çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà θ íåèçâåñòíû. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà θ âûäâèãàåò-
ñÿ ãèïîòåçà H0 : θ = 0 (åå ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå
H0: F = G). Àëüòåðíàòèâà ãèïîòåçå H0 ìîæåò áûòü êàê îäíîñòî-
ðîííåé: åñëè θ ̸= 0, òî θ > 0 (îíà ìîæåò áûòü è òàêîé: θ < 0),
òàê è äâóñòîðîííåé: åñëè θ ̸= 0, òî θ > 0 èëè θ < 0.

Íèæå ñòðîèòñÿ êðèòåðèé Âèëêîêñîíà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: θ = 0. Ïîñòðîåíèå êðèòåðèÿ îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ ñîîá-
ðàæåíèÿõ.

Ïî ïëîòíîñòè f(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âåðîÿòíîñòü ïîïà-
äàíèÿ ξ â äàííûé ïðîìåæóòîê [a, b] âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

P{ξ ∈ [a, b]} =

b∫
a

f(x)dx
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(÷èñëåííî âåðîÿòíîñòü P{ξ ∈ [a, b]} ðàâíà ïëîùàäè êðèâîëè-
íåéíîé òðàïåöèè ñ îñíîâàíèåì [a, b], îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ïëîò-
íîñòüþ f(x) (ñì. ðèñ. 25.5.1). Ïîýòîìó âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî,
âåðíà ãèïîòåçà H0 èëè íåò, âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξi è ηj ïî îòíî-
øåíèþ ê ñâîèì ïëîòíîñòÿì f(x) è g(x) ðàñïîëàãàþòñÿ òàê, êàê
ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 25.5.1 è 25.5.2, à èìåííî �â áîëüøèíñòâå�
ñîñðåäîòî÷åíû íà òåõ ïðîìåæóòêàõ, ãäå ïëîòíîñòè f(x) è g(x)
ïðèíèìàþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ (íà ðèñ. 25.5.1 è 25.5.2 âûáîðî÷-
íûå çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn èçîáðàæåíû òî÷êàìè, à âûáîðî÷íûå
çíà÷åíèÿ η1, η2, . . . , ηm � çâåçäî÷êàìè). Îòñþäà èìååì, ÷òî åñëè
G = F, ò. å. ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm � íåçàâèñèìûå âûáîð-
êè èç îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî âûáîðî÷íûå çíà÷å-
íèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òî÷êè
è çâåçäî÷êè) �ïåðåìåøàíû õîðîøî� (ñì. ðèñ. 25.5.1). Åñëè æå
θ ̸= 0, íàïðèìåð θ > 0, òî âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn è
η1, η2, . . . , ηm (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òî÷êè è çâåçäî÷êè) �ïåðå-
ìåøàíû ïëîõî� (ñì. ðèñ. 25.5.2) � áîëüøèíñòâî çâåçäî÷åê ëåæèò
ïðàâåå òî÷åê, ïîñêîëüêó g(x) = f(x− θ), θ > 0.

f(x) = g(x)

xa b0

Ðèñ. 25.5.1: Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : θ = 0 âåðíà,
òî÷êè è çâåçäî÷êè ïåðåìåøàíû õîðîøî

Òàê ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: G = F åñòåñòâåííî ðàñïîëî-
æèòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm â îáùèé
âàðèàöèîííûé ðÿä:

ηξηξηηη . . . ξηη

(èíäåêñû îïóùåíû � â íèõ íåò íåîáõîäèìîñòè). Åñëè ïðè ýòîì
ξ è η â îáùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó îêàæóòñÿ �ïåðåìåøàííûìè
õîðîøî�, ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì, �ïëîõî� � îòêëîíÿåì.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû òàê ìîæíî áûëî ïîñòóïàòü, íåîáõîäèìî èìåòü
êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó èíòóèòèâíî ÿñíîãî ïîíÿòèÿ �ïå-
ðåìåøàííîñòè� áóêâ ξ è η â îáùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó, òàêîé
õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà Âèëêîêñîíà.

f(x) g(x) = f(x  − θ)  (θ > 0)

x

Ðèñ. 25.5.2: Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: θ = 0 íåâåðíà
(àëüòåðíàòèâà θ > 0), òî÷êè è çâåçäî÷êè

ïåðåìåøàíû ïëîõî

Ñòàòèñòèêà Âèëêîêñîíà. Ðàíãîì ÷èñëà ζi â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ÷èñåë ζ1, ζ2, . . . , ζk áóäåì íàçûâàòü íîìåð ìåñòà, êî-
òîðûé îíî ïîëó÷àåò â âàðèàöèîííîì ðÿäó ζ∗1 , ζ

∗
2 , . . . , ζ

∗
k .

Ðàíã 1 ïîëó÷àåò íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ζ1, ζ2, . . . , ζk, ðàíã 2 �
âòîðîå ïî âåëè÷èíå è ò. ä., ðàíã k ïîëó÷àåò íàèáîëüøåå èç ÷èñåë
ζ1, ζ2, . . . , ζk. Åñëè ñðåäè ÷èñåë ζ1, ζ2, . . . , ζk åñòü ñîâïàäàþùèå, òî
êàæäîìó èç íèõ ìû ïðèïèñûâàåì ñðåäíèé ðàíã. Íàïðèìåð, åñëè
ζi = 8,6, ζj = 8,6, ζl = 8,6 è ïåðåä 8,6 â âàðèàöèîííîì ðÿäó
ðàñïîëîæåíû 4 âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèÿ, òî êàæäîìó èç ζi, ζj , ζl
ïðèïèñûâàåòñÿ îäèí è òîò æå ðàíã (5 + 6 + 7)/3 = 6.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm � íåçàâèñèìûå âûáîðêè
ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé F è G. Ðàñïîëîæèâ âûáîðî÷-
íûå çíà÷åíèÿ â îáùèé âàðèàöèîííûé ðÿä, ìû ïîëó÷èì ïåðåñòà-
íîâêó ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n áóêâ ξ è m áóêâ η (n ≤ m). Ìíî-
æåñòâî âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω, ñàìè ïåðå-
ñòàíîâêè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ω. Îïðåäåëèì íà Ω ôóíêöèþ
W = W (ω) êàê ñóììó ðàíãîâ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé âûáîðêè
ìåíüøåãî îáúåìà. Òàê ÷òî åñëè â ïåðåñòàíîâêå ω = (ξηξηη . . . ξ)
áóêâû ξ ðàñïîëàãàþòñÿ íà ìåñòàõ ñ íîìåðàìè r1, r2, . . . , rn, òî

W (ω) = r1 + r2 + · · ·+ rn.
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Ôóíêöèÿ W =W (ω) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé Âèëêîêñîíà.
Î ñòåïåíè ïåðåìåøàííîñòè áóêâ ξ è η â ïåðåñòàíîâêå ω =

= (ξηξηη . . . ξ) ìîæíî ñóäèòü ïî çíà÷åíèÿì, ïðèíèìàåìûì ñòà-
òèñòèêîé Âèëêîêñîíà W (ω): áîëüøèå çíà÷åíèÿ W (ω), êîãäà ξ
â îñíîâíîì èäóò ïîñëå η, èëè ìàëûå, êîãäà áîëüøèíñòâî ξ ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ äî η, ñâèäåòåëüñòâóþò î ïëîõîé ïåðåìåøàííîñòè ξ è
η â ïåðåñòàíîâêå ω. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ W (ω) ãîâîðÿò î õîðîøåé
ïåðåìåøàííîñòè ξ è η â ïåðåñòàíîâêå ω.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïîñêîëüêó ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm � âû-
áîðêè èç íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé F è G, ñðåäè ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn, η1, η2, . . . , ηm ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íåò ñîâïàäàþùèõ. Íî ó
ðåàëèçàöèé âûáîðîê ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm, ïîëó÷åííûõ
â ýêñïåðèìåíòå, ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñîâïàäàþùèå çíà÷åíèÿ, ýòî
ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò ðåãèñòðàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì çíàêîâ.

Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Âèëêîêñîíà. Íåçàâèñèìûå
âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðå-
äåëåíèé F è G (G(x) = F (x−θ)) çàäàþò íà ìíîæåñòâå Ω ïåðåñòà-
íîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n áóêâ ξ è m áóêâ η âåðîÿòíîñòü P. Âå-
ðîÿòíîñòü P çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ. Ïðè θ = 0 (èëè, ÷òî òî æå,
G = F), âñå ïåðåñòàíîâêè ω ðàâíîâåðîÿòíû, åñëè æå θ ̸= 0, íà-
ïðèìåð, θ > 0, òî ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêè, ó êîòîðûõ â
îñíîâíîì ñíà÷àëà èäóò ξ, à çàòåì η (ïîñêîëüêó G(x) = F (x−θ)),
òàêèå ïåðåñòàíîâêè èìåþò á�îëüøóþ âåðîÿòíîñòü ïî ñðàâíåíèþ
ñ äðóãèìè.

Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Âèëêîêñîíà � ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû W = W (ω), îïðåäåëåííîé íà äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω,
âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

P{W = l} =
∑

ω:W (ω)=l

P(ω).

Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: θ = 0 (èëè, ÷òî òî æå, G = F), âñå
ïåðåñòàíîâêè ω ðàâíîâåðîÿòíû, ïîýòîìó êàæäîé èç íèõ íåîáõî-
äèìî ïðèïèñàòü îäíó è òó æå âåðîÿòíîñòü

P(ω) = 1/Cn
n+m

(÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω ðàâíî Cn
n+m), è, ñëåäîâàòåëüíî:

P{W = l} =
∑

ω:W (ω)=l

1

Cn
n+m

. (25.5.1)
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Î ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè W ïðè
G = F. Çàìåòèì, ÷òî n(n+ 1)/2 � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà-
÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W , nm+ n(n+ 1)/2 � ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå, n(n+m+ 1)/2 � ñðåäíåå çíà÷åíèå W .

Äàëåå ñòàòèñòèêó W ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: G = F áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç W0.

Òåîðåìà. Åñëè G = F, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà W0 ðàñïðåäå-
ëåíà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû n(n+m+1)/2 ïðî-
ìåæóòêà [n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2] � çíà÷åíèÿ W0, ðàâíî-
óäàëåííûå îò òî÷êè n(n +m + 1)/2, ïðèíèìàþòñÿ ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû W0 = W0(ω), ðàâíîóäàëåííûå îò êîíöîâ ïðî-
ìåæóòêà [n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2], ïðèíèìàþòñÿ ñ ðàâíû-
ìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Ðàññìîòðèì äâå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè � ïåðåñòàíîâ-
êó ω = (ξξ . . . ξηη . . . η), ó êîòîðîé ñíà÷àëà ðàñïîëàãàþòñÿ ξ, à çà-
òåì η, è ïåðåñòàíîâêó ω∗ = (η . . . ηηξ . . . ξξ), ïîëó÷åííóþ èç ïå-
ðåñòàíîâêè ω çàïèñüþ áóêâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Äëÿ ýòèõ ïåðå-
ñòàíîâîê

W0(ω) =
n(n+ 1)

2
, W0(ω

∗) = nm+
n(n+ 1)

2
.

Áóäåì â ïåðåñòàíîâêå ω ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿòü ìåñòàìè ñîñåä-
íèå áóêâû ξ è η, à â ïåðåñòàíîâêå ω∗ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñåäíèå
áóêâû η è ξ, ïðè ýòîì â ïåðåñòàíîâêå ω áóêâû ξ �ïåðåìåùàþòñÿ�
âïðàâî, à â ïåðåñòàíîâêå ω∗ � âëåâî; çà ïåðåñòàíîâêàìè îñòàâèì
òå æå îáîçíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå êàæäîé òàêîé ïåðåìåíû ìåñò
çíà÷åíèå W0(ω) óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, à çíà÷åíèå W0(ω

∗)
óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Ïîñëå ïåðâîé ïåðåìåíû ìåñò ñîñåäíèõ
áóêâ ξ è η çíà÷åíèå

W0(ω) =
n(n+ 1)

2
+ 1, W0(ω

∗) = nm+
n(n+ 1)

2
− 1,

ïîñëå âòîðîé ïåðåìåíû ìåñò �

W0(ω) =
n(n+ 1)

2
+ 2, W0(ω

∗) = nm+
n(n+ 1)

2
− 2

è ò. ä. Òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî k, k = 0, 1, . . . , u (u =
= [n(n+m+ 1)/2] − n(n + 1)/2, [x] � öåëàÿ ÷àñòü x) ÷èñëî ïå-
ðåñòàíîâîê, äëÿ êîòîðûõ

W0(ω) =
n(n+ 1)

2
+ k,
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è ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, äëÿ êîòîðûõ

W0(ω
∗) = nm+

n(n+ 1)

2
− k,

îäèíàêîâî. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ n(n+1)/2+k è nm+n(n+1)/2 − k
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W0, ðàâíîóäàëåííûå îò êîíöîâ ïðîìåæóò-
êà [n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2], ïðèíèìàþòñÿ ñ ðàâíûìè âåðî-
ÿòíîñòÿìè. À, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïðèíè-
ìàþòñÿ è çíà÷åíèÿ W0, ðàâíîóäàëåííûå îò ñåðåäèíû

n(n+m+ 1)/2

ïðîìåæóòêà [n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2], ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ

W0(ω) = n(n+ 1)/2 + k è W ∗
0 (ω) = nm+ n(n+ 1)/2− k,

k = 0, 1, . . . , u, ðàâíîóäàëåííûå îò êîíöîâ ïðîìåæóòêà

[n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2] ,

ðàâíîóäàëåíû è îò åãî ñåðåäèíû n(n+m+ 1)/2:

n(n+ 1)

2
+ k =

n(n+m+ 1)

2
− n(n+m+ 1)

2
+
n(n+ 1)

2
+ k =

=
n(n+m+ 1)

2
−
(nm

2
− k
)
=
n(n+m+ 1)

2
− s,

nm+
n(n+ 1)

2
− k =

n(n+m+ 1)

2
−

−n(n+m+ 1)

2
+ nm+

n(n+ 1)

2
− k =

=
n(n+m+ 1)

2
+
(nm

2
− k
)
=
n(n+m+ 1)

2
+ s.

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå. Åñëè G = F, òî

MW0 =
n(n+m+ 1)

2
.
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà W0 − n(n +m + 1)/2 çíà÷åíèÿ s è −s
ïðèíèìàåò ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ïîýòîìó

M (W0 − n(n+m+ 1)/2) = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

MW0 = n(n+m+ 1)/2.

Îïðåäåëåíèå.Íèæíèì α-ïðåäåëîìWα;n;m ñòàòèñòèêè Âèë-
êîêñîíà íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå t, äëÿ êîòîðîãî

P{W0 ≤ t} ≤ α.

Ïî îïðåäåëåíèþ

P{W0 ≤Wα;n;m} ≤ α.

Èç ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W0 íà
ïðîìåæóòêå

[n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2]

è îïðåäåëåíèÿ Wα;n;m ïîëó÷àåì:

P{W0 ≥ n(n+m+ 1)−Wα;n;m} ≤ α.

Ïî çàäàííûì α, n,m çíà÷åíèÿWα;n;m òàáóëèðîâàíû (ñì., íà-
ïðèìåð, òàáë. 27.8.1).

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ. Ïðè âåð-
íîé ãèïîòåçå H0: θ = 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà W = W0 ìàëî
óêëîíÿåòñÿ îò n(n + m + 1)/2 ïî ñðàâíåíèþ ñ óêëîíåíèåì W
îò n(n + m + 1)/2, êîãäà ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, à èìåííî: åñëè
θ = 0, òî

M (W0 − n(n+m+ 1)/2) = 0,

è W0 ïî÷òè âñåãäà (ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 1− 2α) ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà

(Wα;n;m; n(n+m+ 1)−Wα;n;m).

Åñëè ãèïîòåçà H0: θ = 0 íåâåðíà, íàïðèìåð θ > 0, òî ïåðå-
ñòàíîâêàì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n áóêâ ξ è m áóêâ η, ó êîòîðûõ
ñíà÷àëà èäóò ξ, à çàòåì η, ïðèïèñûâàþòñÿ á�îëüøèå âåðîÿòíîñòè,
ïîýòîìóW ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ
(çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [n(n+1)/2; Wα;n;m]) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâåííî óêëîíÿåòñÿ îò n(n+m+ 1)/2.
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Òàê ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: θ = 0 (àëüòåðíàòèâà
θ ̸= 0) åñòåñòâåííî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå W è âûÿñíèòü, íàñêîëü-
êî îíî îòêëîíÿåòñÿ îò n(n +m + 1)/2. Åñëè W îòêëîíÿåòñÿ îò
n(n+m+ 1)/2, çíà÷èòåëüíî, ò. å.

W /∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m),

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå îòêëîíÿåì.
Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà.Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm

� íåçàâèñèìûå âûáîðêè èç àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé F è G ñîîòâåòñòâåííî, G(x) = F (x − θ). Åñëè ãèïîòåçó
H0: θ = 0 îòêëîíÿòü ïðè

W ≤Wα;n;m

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà (àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: θ > 0).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

W ≥ n(n+m+ 1)−Wα;n;m

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà (àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: θ < 0).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

W /∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé 2α, ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà
âåðíà (àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ: θ < 0 èëè θ > 0).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0

P{W ≤Wα;n;m} ≤ α, P{W ≥ n(n+m+ 1)−Wα;n;m} ≤ α,

P{W /∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m)} ≤ 2α.

Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Âèëêîêñîíà, âåðíóþ ãèïîòåçóH0:
θ = 0 ìû áóäåì îòêëîíÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé α,
êîãäà îíà ïðîâåðÿåòñÿ ïðîòèâ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû
θ > 0 (èëè θ < 0) è ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé 2α, êîãäà
îíà ïðîâåðÿåòñÿ ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû θ < 0 èëè
θ > 0.

Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà ïðè áîëüøèõ n,m. Íåïîñðåä-
ñòâåííîå âû÷èñëåíèå Wα;n;m äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî è ñ ðîñ-
òîì n è m òðóäíîñòè âîçðàñòàþò. Íî äëÿ áîëüøèõ n è m çíà÷å-
íèåWα;n;m ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïðèmin{n,m} →
→ ∞ ñòàòèñòèêà W0 àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà.
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Òåîðåìà. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm � íåçàâèñèìûå
âûáîðêè èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè min{n,m} → ∞
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàW0 àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñî ñðåäíèì
n(n+m+ 1)/2 è äèñïåðñèåé nm(n+m+ 1)/12, ò. å.

P

W0 − 1
2n(n+m+ 1)√

1
12nm(n+m+ 1)

< x

→ 1√
2π

x∫
−∞

exp
{
−s2/2

}
ds

äëÿ êàæäîãî x ∈ R1.
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò ðàñïðå-

äåëåíèå W0, à èìåííî, ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå

P

W0 − 1
2n(n+m+ 1)√

1
12nm(n+m+ 1)

< x

 (25.5.2)

çíà÷åíèåì

1√
2π

x∫
−∞

exp
{
−s2/2

}
ds

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåò-
ðàìè (0; 1) ìàëà, óæå íà÷èíàÿ ñ n,m, äëÿ êîòîðûõ

min{n,m} ≥ 6 è n+m ≥ 20.

Ïîýòîìó ïðè min{n,m} ≥ 6 è n + m ≥ 20 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âåðîÿòíîñòü (25.5.2) ðàâíà

1√
2π

x∫
−∞

exp
{
−s2/2

}
ds,

â ÷àñòíîñòè, äëÿ x = zα � α-êâàíòèëè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1):

1√
2π

zα∫
−∞

exp
{
−s2/2

}
ds = α,
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ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

P

W0 − 1
2n(n+m+ 1)√

1
12nm(n+m+ 1)

≤ zα

 = α.

Îòñþäà

P

{
W0 ≤

1

2
n(n+m+ 1) + zα

√
1

12
nm(n+m+ 1)

}
= α.

Òàê ÷òî ïðè min{n,m} ≥ 6, n + m ≥ 20 çíà÷åíèÿ Wα;n,m è
n(n+m+ 1)−Wα;n,m ìîæíî ïîëó÷èòü òàê

Wα;n,m =
1

2
n(n+m+ 1) + zα

√
1

12
nm(n+m+ 1),

n(n+m+ 1)−Wα;n,m =

=
1

2
n(n+m+ 1)− zα

√
1

12
nm(n+m+ 1),

ãäå zα � α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðà-
ìè (0; 1).

Îá îøèáêàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïðè âåðíîé ãèïîòå-
çåH0: θ = 0 (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîí-
íÿÿ) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà W =W0 � ñóììà ðàíãîâ âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé âûáîðêè ìåíüøåãî îáúåìà, ìàëî óêëîíÿÿñü îò ñåðå-
äèíû n(n +m + 1)/2 ïðîìåæóòêà [n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2]
è ïî÷òè âñåãäà (ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1 − 2α) ïðèíèìàÿ
çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà (Wα;n,m;n(n+m+1)−Wα;n,m), ìîæåò,
õîòÿ è èçðåäêà, ïðèíèìàòü ìàëûå çíà÷åíèÿ (ò. å. W0 ≤ Wα;n,m)
èëè áîëüøèå (ò. å.W0 ≥ n(n+m+1)−Wα;n,m). Ïðè ýòîì ìû ãè-
ïîòåçó H0 îòêëîíÿåì è òåì ñàìûì ñîâåðøàåì îøèáêó � îøèáêó
ïåðâîãî ðîäà.

Åñëè ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, òî W , ïî÷òè âñåãäà ïðèíèìàÿ
áîëüøèå èëè ìàëûå çíà÷åíèÿ, ìîæåò, õîòÿ è èçðåäêà, ïðèíÿòü
çíà÷åíèå, áëèçêîå ê n(n+m+ 1)/2, ò. å.

W ∈ (Wα;n,m;n(n+m+ 1)−Wα;n,m),

ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíèì è òåì ñàìûì ñîâåðøèì
îøèáêó � îøèáêó âòîðîãî ðîäà.
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Ïðèìåð 25.5.1. ×åòíîå ÷èñëî ìûøåé áûëî ðàññàæåíî ïî
îäíîé â êëåòêè, îáúåäèíåííûå ñëó÷àéíûì îáðàçîì â äâå ãðóï-
ïû ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê: ãðóïïà A � êîíòðîëü-
íàÿ, ãðóïïà B � èñïûòóåìàÿ. Ìûøàì èç ãðóïïû B áûë ââåäåí
ïðåïàðàò, êîòîðûé, ïðåäïîëîæèòåëüíî, óãíåòàåò ïàëî÷êó Êî-
õà (âîçáóäèòåëü òóáåðêóëåçà). Ïîñëå ýòîãî âñåõ æèâîòíûõ â
ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå çàðàæàëè òóáåðêóëåçîì. (Îòìåòèì, ÷òî
îáû÷íî ýêñïåðèìåíòàòîðû ñíà÷àëà âíîñÿò èíôåêöèþ æèâîò-
íûì êîíòðîëüíîé ãðóïïû, à çàòåì èñïûòóåìîé, ÷òî ñîâåðøåí-
íî íåïðàâèëüíî.) Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äíè ñìåðòè ìûøåé ïî-
ñëå èíôèöèðîâàíèÿ, ïðè ýòîì äàííûå îá îäíîé èç ìûøåé áûëè
óòåðÿíû.

Ãðóïïà A 5 6 7 7 8 8 8 9 12

Ãðóïïà B 7 8 8 8 9 9 12 13 14 17

Èç ïðåäâàðèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èçâåñòíî, ÷òî ïðèìå-
íÿåìûé ïðåïàðàò íå ÿâëÿåòñÿ òîêñè÷íûì, ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè â èñïûòóåìîé ãðóï-
ïå íå ìåíüøå, ÷åì â êîíòðîëüíîé.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ äàííûõ ãîâîðèòü îá
ýôôåêòå ïðåïàðàòà?

Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàâ åå êàê çàäà÷ó
ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Ðåøåíè å. Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç çà-
äà÷ó îá ýôôåêòå ïðåïàðàòà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Èìå-
þòñÿ ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ âûáîðîê ξ1, ξ2, . . . , ξ9 è η1, η2, . . .
. . . , η10 ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé F è G, ñâÿçàííûõ ñî-
îòíîøåíèåì G(x) = F (x − θ) (F � ðàñïðåäåëåíèå ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè æèçíè ìûøåé â êîíòðîëüíîé ãðóïïå, G � â èñïû-
òóåìîé). Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà θ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0:
θ = 0 (ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè ýôôåêòà ïðåïàðàòà). Ïîñêîëü-
êó ìû èíòåðåñóåìñÿ íàëè÷èåì ïðîòèâîòóáåðêóëåçíîãî ýôôåêòà
ïðåïàðàò è ê òîìó æå èçâåñòíî, ÷òî ïðåïàðàò çàâåäîìî íå òîêñè-
÷åí (ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè â èñïûòóåìîé ãðóïïå íå ìåíü-
øå, ÷åì â êîíòðîëüíîé), òî â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ê ãèïîòåçå
H0: θ = 0 ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü îäíîñòîðîííþþ àëüòåðíàòèâó
θ > 0. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0, ïðîòèâ àëüòåðíàòè-
âû θ > 0, ò. å. ïî ðåàëèçàöèÿì âûáîðîê ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå �
îòêëîíÿòü H0 èëè íå îòêëîíÿòü. Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0: θ = 0
â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû θ > 0 áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè-
÷èå ïðîòèâîòóáåðêóëåçíîãî ýôôåêòà ïðåïàðàòà, íåîòêëîíåíèå �
êàê îòñóòñòâèå ýôôåêòà.
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Ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè ìûøåé åñòåñòâåííî ðàññìàòðè-
âàòü êàê íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïî-
ýòîìó â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Âèëêîêñîíà, ÷òî ìû è ñäåëàåì.

Ðàñïîëîæèì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξ9 è η1, η2, . . .
. . . , η10 â îáùèé âàðèàöèîííûé ðÿä, ïîä÷åðêíóâ âûáîðî÷íûå çíà-
÷åíèÿ âûáîðêè ìåíüøåãî îáúåìà:

5 6 7 7 7 8 8 8 8 8 8 9 9 9 12 12 13 14 17.

Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèå W � ñóììû ðàíãîâ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
âûáîðêè ìåíüøåãî îáúåìà (ñóììó ðàíãîâ ïîä÷åðêíóòûõ âûáî-
ðî÷íûõ çíà÷åíèé):

W = 1 + 2 + 2 · 3 + 4 + 5

3
+ 3 · 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11

6
+

+
12 + 13 + 14

3
+

15 + 16

2
= 65.

Äàëåå, äëÿ α = 0,05, n = 9, m = 10

Wα;n;m =W0,05;9;10 = 69

(ñì. òàáë. 27.8.1). Îòñþäà

W = 65 < 69 =Wα;n;m,

è ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà H0: θ = 0 îá îòñóòñòâèè ýôôåêòà îò-
êëîíÿåòñÿ â ïîëüçó îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû θ > 0 � îíà
ïðîòèâîðå÷èò îïûòíûì äàííûì. Äëÿ ïðåïàðàòà, íå îêàçûâàþ-
ùåãî ïðîòèâîòóáåðêóëåçíîãî ýôôåêòà, òàêîå ïðåâûøåíèå ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè æèçíè â èñïûòóåìîé ãðóïïå ïî ñðàâíåíèþ ñ
êîíòðîëüíîé ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Òàê ÷òî óêàçàííîå ïðå-
âûøåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè ìûøåé â èñïûòóåìîé ãðóï-
ïå ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó íàëè÷èÿ ýôôåêòà ïðåïàðàòà.

25.6 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 25.6.1. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷è-

ñåë (òàáë. 27.10.1), ïîëó÷èòü âûáîðêó îáúåìîì 10 èç ñòàíäàðò-
íîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü, äåéñòâè-
òåëüíî ëè ýòà âûáîðêà ïîëó÷åíà èç óêàçàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ðåøåíè å. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåíà íà ïðîìåæóòêå [0;1] è F (x)� âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, îïðåäåëåí-
íàÿ ðàâåíñòâîì

ξ = F−1(η),

èìååò ñâîåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Â ñàìîì äåëå,

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{F−1(η) < x} =

= P{η < F (x)} = Fη (F (x)) = F (x).

Ýòî óòâåðæäåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ïî âûáîðêå η = (η1, η2, . . .
. . . , ηn) èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðî-
èòü âûáîðêó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F,
à èìåííî:

ξi = F−1(ηi), i = 1, 2, . . . , n,

ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç ðàñïðåäåëåíèÿ F. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà-
÷åñòâå F (x) ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

N0;1(x) =
1√
2π

x∫
−∞

exp

{
−s

2

2

}
ds,

òî
ξi = N−1

0;1 (ηi), i = 1, 2, . . . , 10,

ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç N0;1.
Âûáîðêó èç ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæ-

íî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (òàáë.
27.10.1).

Âûáåðåì èç òàáëèöû 27.10.1 ïîñëåäîâàòåëüíî 10 ÷èñåë (äëÿ
îïðåäåëåííîñòè � ÷åòûðåõçíà÷íûõ). Âûáîð ìîæíî íà÷èíàòü ñ
ëþáîãî ìåñòà òàáëèöû (ñêàæåì, ñ âåðõíåãî ïðàâîãî óãëà) è ïðî-
äîëæàòü ëþáûì ïðåäâàðèòåëüíî îãîâîðåííûì ñïîñîáîì. Íàïðè-
ìåð, äâèãàÿñü ïî äèàãîíàëè, ïîëó÷èì:

1009 5420 2689 2529 7080
3407 5718 1656 7048 7835

×èñëà

0,1009 0,5420 0,2689 0,2529 0,7080
0,3407 0,5718 0,1656 0,7048 0,7835
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èç îòðåçêà [0;1] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåàëèçàöèþ âûáîð-
êè η1, η2, . . . , η10 èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0; 1] ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Ðåàëèçàöèþ âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξ10 èç ñòàíäàðòíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âûáîðêå η1, η2, . . . , η10 ïîëó÷èì òàê:

ξi = N−1
0;1 (ηi) = Φ−1(ηi),

i = 1, 2, . . . , 10 (ôóíêöèÿ N0;1(x) = Φ(x) òàáóëèðîâàíà, ñì. òàáë.
27.1.1). Èìååì:

−1,27 0,11 −0,62 −0,67 0,55
−0,41 0,18 −0,97 0,54 0,78

(ïîñëåäíèé çíàê ïîëó÷åí ìåòîäîì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè).
Äàëåå, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà, ïðîâåðèì íóëå-

âóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ξ1, ξ2, . . . , ξ10 � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ N0;1. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

D(F̂n,G) = sup
x

∣∣∣G(x)− F̂n(x)
∣∣∣ ,

ãäå n = 10, G(x) = N0;1(x) � ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1), F̂n(x) � ðåàëèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííîé ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξ10:

D(F̂n,N0;1) = sup
x

∣∣∣N0;1(x)− F̂n(x)
∣∣∣ = 0,21.

È ñðàâíèì çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ D(F̂n,G) ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷å-
íèåì εα;n:

D(F̂n,N0;1) = 0,21 < 0,4087 = ε0,05;10 = εα;n

(êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ε0,05;10 ïîëó÷åíî èç òàáë. 27.7.1). Ïîýòî-
ìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà, ãèïîòåçà
H0: ξ1, ξ2, . . . , ξ10 � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè (0;1), íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ.

Äëÿ âûáîðêè îáúåìîì 10 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè (0;1) ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ìåæäó ýìïèðè÷åñ-

êîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F̂10(x) è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
N0;1(x), ðàâíîå 0,21, íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì, òàêîå îòêëîíåíèå
åñòåñòâåííî è äîïóñòèìî.



686 Ãëàâà 25. Íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè

Ïðèìåð 25.6.2 (ñìåùåíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ó
êîíòðîëåðîâ). Îäèí èç ìåòîäîâ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñòå-
ïåíè èçíîñà øèíû ñîñòîèò â èçìåðåíèè ãëóáèíû ïðîíèêíîâå-
íèÿ ùóïà1 â êàíàâêó ïðîòåêòîðà â îïðåäåëåííîì ìåñòå øèíû.

Â ðàìêàõ äîðîæíî-ýêñïëóàòàöèîííûõ èññëåäîâàíèé äâà êîí-
òðîëåðà èçìåðÿþò ãëóáèíó êàíàâîê íà øèíàõ ïîñëå êàæäîãî
ýêñïåðèìåíòà. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé êîíòðîëåð èìååò ñâîþ, ïðèñóùóþ
òîëüêî åìó ñìåùåííîñòü ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, ñâÿçàííóþ
ñ ñèëîé äàâëåíèÿ íà ùóï (îò ñèëû äàâëåíèÿ çàâèñèò ãëóáèíà
ïðîíèêíîâåíèÿ ùóïà â êàíàâêó ïðîòåêòîðà).

Ðåçóëüòàòû 10 èçìåðåíèé, âûïîëíåííûõ êîíòðîëåðàìè â 10
ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ øèíû, ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Åñòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî êîíòðîëåð I ïîëó÷àåò áîëåå âû-
ñîêèå ðåçóëüòàòû, ÷åì êîíòðîëåð II.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïå-
ðèìåíòà?

Òî÷- Êîíòðî- Êîíòðî- Òî÷- Êîíòðî- Êîíòðî-
êà ëåð I ëåð II êà ëåð I ëåð II

1 126 125 6 159 152
2 128 120 7 152 150
3 157 163 8 138 136
4 131 118 9 138 140
5 142 129 10 142 136

Ðåøåíè å. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, âûïîëíåííûõ ïåðâûì êîí-
òðîëåðîì, îáîçíà÷èì ÷åðåç ηj , âòîðûì � ÷åðåç ξj , j = 1, 2,
. . . , 10. Ðàçíîñòè ζj = ηj−ξj , j = 1, 2, . . . , 10, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü
ïðåäñòàâèìûìè â âèäå

ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , 10,

ãäå ej � íåçàâèñèìûå ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Ïàðàìåòð θ õàðàêòåðèçóåò îòëè÷èÿ, åñëè îíè èìåþò-
ñÿ, â ñèëå äàâëåíèÿ êîíòðîëåðîâ I è II íà ùóï: åñëè θ = 0, òî
îòëè÷èé íåò, åñëè θ ̸= 0, òî îíè èìåþòñÿ.

Ïî äàííûì èçìåðåíèé íåîáõîäèìî ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ,
äåéñòâèòåëüíî ëè êîíòðîëåð I ïîëó÷àåò áîëåå âûñîêèå ðåçóëü-
òàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíòðîëåðîì II.

Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ýòó çàäà÷ó ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà θ âûäâèãàåì

1Çäåñü ùóï � òîíêàÿ ïðîäîëãîâàòàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà ïðÿìî-
óãîëüíîé ôîðìû.
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ãèïîòåçó H0: θ = 0 (êîíòðîëåðû ïîëó÷àþò îäèíàêîâûå ðåçóëü-
òàòû). Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ê ãèïîòåçå H0 âûáèðàåì îäíî-
ñòîðîííþþ àëüòåðíàòèâó: θ > 0 (ïîñêîëüêó èìååòñÿ ïîäîçðåíèå,
÷òî êîíòðîëåð I ïîëó÷àåò áîëåå âûñîêèå ðåçóëüòàòû). Îòêëîíå-
íèå ãèïîòåçûH0: θ = 0 áóäåì òðàêòîâàòü â ïîëüçó áîëåå âûñîêèõ
ðåçóëüòàòîâ êîíòðîëåðà I ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè êîíòðî-
ëåðà II, íåîòêëîíåíèå � êàê îòñóòñòâèå ðàçëè÷èé â èçìåðåíèÿõ
êîíòðîëåðîâ.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0 âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì çíàêîâ.
Èìååì òàêèå çíàêè ðàçíîñòåé:

++−+++++−+ .

Âñåãî ðàçíîñòåé 10 (âñå îíè îòëè÷íû îò íóëÿ), êîëè÷åñòâî µ
ïîëîæèòåëüíûõ ñðåäè íèõ ðàâíî 8. Ïðè ýòîì

µ = 8 ≤ 8 = m0,025;10 = mα;n.

Ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì çíàêîâ, äëÿ ïðîâåðêè ãè-
ïîòåçû H0: θ = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû θ > 0 ãèïîòåçà H0 íà
óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,025 íå îòêëîíÿåòñÿ (ïîÿâëåíèå âîñüìè ïî-
ëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé èç 10 âîçìîæíûõ äîïóñòèìî).

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî òðàêòîâàòü òàê. Ãèïîòåçà î òîì, ÷òî
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé (ñì. òàáëèöó), ïîëó÷åííûå êîíòðîëåðàìè,
îäèíàêîâû (ñèëà äàâëåíèÿ íà ùóï îäèíàêîâà), íå ïðîòèâîðå÷èò
äàííûì ýêñïåðèìåíòà. Òàêèå ðåçóëüòàòû ìîãëè áûòü ïîëó÷åíû
îäíèì è òåì æå êîíòðîëåðîì. Ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé
óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ïîëó÷åííûå êîíòðîëå-
ðîì I, âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè êîí-
òðîëåðîì II.

Çàäà÷è
25.1 (àíêåòèðîâàíèå �Ïðåïîäàâàòåëü ãëàçàìè ñòóäåí-

òîâ� � ýôôåêò ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêè). Âîïðîñ î íåïðåä-
âçÿòîñòè îöåíèâàíèÿ òåõ èëè èíûõ êà÷åñòâ, âåëè÷èí, ïàðàìåò-
ðîâ âåñüìà èíòåðåñåí. Ïðè ýòîì ïðåäâçÿòîñòü â îöåíèâàíèè âñòðå-
÷àåòñÿ çàìåòíî ÷àùå, ÷åì íåïðåäâçÿòîñòü.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ïðè÷èíû ïðåäâçÿòîñòè ìîæíî îáú-
ÿñíèòü, â äðóãèõ îíè àáñîëþòíî çàãàäî÷íû è íåïîíÿòíû (ñì.,
íàïðèìåð, çàäà÷ó 24.4 èç ãë. 24, ãäå ïðèâåäåí ïðèìåð ñèëüíîãî
ïðåäóáåæäåíèÿ ïðè ñ÷èòûâàíèè öèôð ñ âðàùàþùåãîñÿ ñ áîëü-
øîé ñêîðîñòüþ êðóãà).

Ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ àíêåòèðîâàíèÿ �Ïðåïîäàâàòåëü
ãëàçàìè ñòóäåíòîâ�, êàê è ïðè ëþáîì äðóãîì îöåíèâàíèè, âîç-
íèêàþò âîïðîñû: 1) î íåïðåäâçÿòîñòè îöåíèâàíèÿ (êîòîðóþ åäâà
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ëè ñëåäóåò îæèäàòü) è 2) î ïðè÷èíàõ ïðåäâçÿòîñòè (â ýòîì îöå-
íèâàíèè âïîëíå ïîíÿòíûõ).

Ìû, èññëåäóÿ âîçìîæíûå ïðè÷èíû ïðåäâçÿòîãî îöåíèâàíèÿ,
ðàññìîòðèì:

1◦ ýôôåêò ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêè (çàäà÷à 25.1);
2◦ ýôôåêò ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ � çàâèñèìîñòü îöåíêè ïðå-

ïîäàâàòåëÿ ñòóäåíòàìè îò òîãî, ïðîâîäèò ïðåïîäàâàòåëü â ãðóï-
ïå (ïàðàëëåëüíî ñ ÷òåíèåì ëåêöèé) ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ èëè
íåò (çàäà÷à 25.2).

Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, èìåþò ëè ìåñòî ïåðå÷èñëåííûå ýô-
ôåêòû.

Ìîæíî èññëåäîâàòü è äðóãèå ôàêòîðû êàê âîçìîæíûå ïðè-
÷èíû ïðåäâçÿòîãî îöåíèâàíèÿ.

Ýôôåêò ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêè. Åùå äî íà÷àëà àí-
êåòèðîâàíèÿ âûñêàçûâàëèñü ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî îöåíêà õàðàêòå-
ðèñòèê ïðåïîäàâàòåëÿ ñòóäåíòàìè íå ìîæåò áûòü íåïðåäâçÿòîé.
Êàê íà ïðè÷èíó ïðåäâçÿòîãî îöåíèâàíèÿ óêàçûâàëîñü íà òî, ÷òî
ñòóäåíòó íà ýêçàìåíå ïðåïîäàâàòåëü âûñòàâëÿåò îöåíêó, è ïî-
ýòîìó, îöåíèâàÿ ïðåïîäàâàòåëÿ, ñòóäåíò ñîçíàòåëüíî èëè ïîäñî-
çíàòåëüíî ó÷èòûâàåò ðåçóëüòàò ýêçàìåíà � ïîëó÷åííóþ îöåíêó,
îñîáåííî åñëè îíà íåóäîâëåòâîðèòåëüíàÿ.

Â ñâÿçè ñ âûäâèíóòîé ãèïîòåçîé î íàëè÷èè ýôôåêòà ýêçàìå-
íàöèîííîé îöåíêè âîçíèêàåò âîïðîñ: ñîãëàñóåòñÿ ëè îíà ñ ýêñïå-
ðèìåíòîì (ðåçóëüòàòàìè àíêåòèðîâàíèÿ)?

Â òàáë. 25.6.1 (ñòîëáöû 2 è 3) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíêåòè-
ðîâàíèÿ â ñòóäåí÷åñêèõ ãðóïïàõ: ñòîëáåö 2 � â ãðóïïå
ÏÌ-84-4, ñòîëáåö 3 � â ãðóïïå ÏÌ-84-1. Ïðè ýòîì îáå ñòóäåí÷å-
ñêèå ãðóïïû íàõîäèëèñü â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî
ïðåïîäàâàòåëÿ: â îáåèõ ãðóïïàõ íà ïðîòÿæåíèè ãîäà îí ÷èòàë
ëåêöèè, âåë ïðàêòè÷åñêèå è ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ, ïðèíèìàë
çà÷åòû, ýêçàìåíû. Îäíàêî ðåçóëüòàòû ýêçàìåíà â ýòèõ ãðóïïàõ
çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ êîëè÷åñòâîì ïîëó÷åííûõ ñòóäåíòàìè äâîåê
(ñì. òàáë. 25.6.2 è ïðèìå÷àíèå 1).

Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó îá ýôôåêòå ýêçàìåíàöèîííîé îöåí-
êè êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç è ðåøèòü åå:

âûáðàòü îñíîâíóþ ãèïîòåçó è àëüòåðíàòèâíûå (÷òî îçíà÷àåò
îòêëîíåíèå îñíîâíîé ãèïîòåçû? åå íåîòêëîíåíèå?);

ïðåäëîæèòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè è êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè
îñíîâíîé ãèïîòåçû;

ïðîâåðèòü îñíîâíóþ ãèïîòåçó;
äàòü ÷àñòîòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.
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Òà á ëè ö à 25.6.1. Îöåíêè ñòóäåíòàìè õàðàêòåðèñòèê ïðåïîäàâàòåëÿ

Õàðàêòåðèñòèêà ïðåïîäàâàòåëÿ Îöåíêà

1 2 3 4 5 6 7

1. Ïðåïîäàåò ÿñíî è äîñòóïíî 8,4 7,3 7,9 7,9 7,1 8,1
2. Ðàçúÿñíÿåò ñëîæíûå ìåñòà 8,3 7,3 8,5 8,0 7,5 8,3
3. Âûäåëÿåò ãëàâíûå ìîìåíòû 8,5 7,5 8,5 8,4 7,8 8,5
4. Óìååò âûçâàòü è ïîääåðæàòü

èíòåðåñ àóäèòîðèè ê ïðåäìåòó 8,6 6,4 7,9 8,7 5,8 7,2
5. Ñëåäèò çà ðåàêöèåé àóäèòîðèè 8,4 8,3 7,9 7,3 6,1 7,6
6. Çàäàåò âîïðîñû, ïîáóæäàåò

ê äèñêóññèè 8,2 5,5 7,2 6,0 4,7 6,7
7. Ñîáëþäàåò ëîãè÷åñêóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ 8,5 7,7 8,9 8,6 8,4 8,8
8. Äåìîíñòðèðóåò êóëüòóðó ðå÷è,

÷åòêîñòü äèêöèè, íîðìàëüíûé
òåìï èçëîæåíèÿ 7,0 3,9 6,5 6,4 5,5 6,5

9. Óìååò ñíÿòü íàïðÿæåíèå 8,1 5,6 7,1 5,8 5,1 6,5
10. Îðèåíòèðóåò íà èñïîëüçîâàíèå

ìàòåðèàëà â áóäóùåé ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè 6,9 6,1 7,9 5,1 3,9 6,5

11. Òâîð÷åñêèé ïîäõîä è èíòåðåñ
ê ñâîåìó äåëó 8,5 7,2 7,9 7,9 7,1 8,1

12. Äîáðîæåëàòåëüíîñòü è òàêò ïî
îòíîøåíèþ ê ñòóäåíòàì 8,0 6,6 7,9 8,1 7,7 7,9

13. Òåðïåíèå 8,2 5,8 8,5 8,0 7,1 8,3
14. Òðåáîâàòåëüíîñòü 8,8 8,3 8,9 8,7 8,8 8,8
15. Çàèíòåðåñîâàííîñòü â óñïåõàõ

ñòóäåíòîâ 8,4 6,4 8,0 7,7 7,2 7,8
16. Îáúåêòèâíîñòü â îöåíèâàíèè

çíàíèé ñòóäåíòîâ 8,7 6,2 7,4 7,7 7,3 7,5
17. Óâàæèòåëüíîå îòíîøåíèå

ê ñòóäåíòàì 8,6 6,5 8,5 8,3 7,9 8,4
18. Ðàñïîëàãàåò ê ñåáå âûñîêîé

ýðóäèöèåé, ìàíåðîé ïîâåäåíèÿ 8,8 6,5 7,9 8,4 8,1 8,2

Ïðèì å ÷ à í è å. 1. Â òàáë. 25.6.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îöå-
íèâàíèÿ àâòîðà êàê ïðåïîäàâàòåëÿ ñòóäåíòàìè ãðóïï
ÏÌ-84-4, ÏÌ-84-1, ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3, ÏÌ-85-4, à èìåí-
íî, îöåíêè â áàëëàõ õàðàêòåðèñòèê ïðåïîäàâàòåëÿ � ñðåäíåå
â ãðóïïå èëè â íåñêîëüêèõ ãðóïïàõ (ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ
îöåíêà õàðàêòåðèñòèêè � 9 áàëëîâ):

ñòîëáåö 2 � â ãðóïïå ÏÌ-84-4; íà ýêçàìåíå øåñòü ñòóäåíòîâ
ïîëó÷èëè íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå îöåíêè (÷åòâåðî èç íèõ îòêàçà-
ëèñü îòâå÷àòü ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ ñîäåðæàíèåì ýêçàìåíàöè-
îííîãî áèëåòà, ò. å. ôàêòè÷åñêè ñàìè îöåíèëè ñâîè çíàíèÿ êàê
íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå (ñì. òàáë. 25.6.2));

ñòîëáåö 3 � â ãðóïïå ÏÌ-84-1; íà ýêçàìåíå äåâÿòü ñòóäåíòîâ
ïîëó÷èëè íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå îöåíêè (ñì. òàáë. 25.6.2);
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ñòîëáåö 4 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ãäå ëåêòîð âåë
òàêæå ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ;

ñòîëáåö 5 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-3, ÏÌ-85-4, ãäå ëåêòîð íå âåë
ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé (èõ ïðîâîäèë äðóãîé ïðåïîäàâàòåëü);

ñòîëáåö 6 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3, ÏÌ-85-4
(àíêåòèðîâàíèå ïðîâåäåíî äî ýêçàìåíà);

ñòîëáåö 7 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3, ÏÌ-85-4
(àíêåòèðîâàíèå ïðîâåäåíî ïîñëå ýêçàìåíà).

Àíêåòà ïðèâåäåíà â îðèãèíàëüíîì âèäå.

Òà á ëè ö à 25.6.2. Ðåçóëüòàòû ýêçàìåíà

Îöåíêà íà Êîëè÷åñòâî îöåíîê â ãðóïïàõ

ýêçàìåíå ÏÌ-84-4 ÏÌ-84-1 ÏÌ-85-1 ÏÌ-85-3
ÏÌ-85-2 ÏÌ-85-5

Îòëè÷íî 1 4 3 4
Õîðîøî 7 2 10 6
Óäîâëåòâîðèòåëüíî 4 6 7 6
Íåóäîâëåòâîðèòåëüíî 6 9 11 15

Ïðèì å ÷ à í è å. 2. Â òàáë. 25.6.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïåð-
âîé ñäà÷è ýêçàìåíà: ðå÷ü èäåò îá ýêçàìåíå ïî êóðñó �Òåîðèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà� íà ôàêóëüòåòå ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè Äíåïðîïåòðîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà âî âðåìÿ çèìíèõ ñåññèé 1986/87 è 1987/88 ó÷åáíûõ
ãîäîâ.

25.2 (âëèÿíèå ðàáîòû ìåòðîíîìà íà ïëàâíîñòü ðå÷è).
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì èçó-
÷àëîñü âëèÿíèå ðàáîòû ìåòðîíîìà íà ðå÷ü ëþäåé, ñòðàäàþùèõ
çàèêàíèåì.

Íîìåð ×èñëî çàèêàíèé Íîìåð ×èñëî çàèêàíèé
ó÷àñòíèêà ïðè óñëîâèè ó÷àñòíèêà ïðè óñëîâèè

N R A N R A

1 15 3 5 7 10 0 2
2 11 3 3 8 8 0 3
3 18 1 3 9 13 0 2
4 21 5 4 10 4 1 0
5 6 2 2 11 11 2 4
6 17 0 2 12 17 2 1

Îáñëåäîâàëîñü 12 ÷åëîâåê ñ òÿæåëîé ôîðìîé çàáîëåâàíèÿ.
Êàæäûé èç íèõ èìïðîâèçèðîâàë òðåõìèíóòíóþ ðå÷ü ïðè óñëî-
âèÿõ N, R, A:

N � ãîâîðèòü áåç ìåòðîíîìà;
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R � ãîâîðèòü ïðè ðåãóëÿðíîé (ðèòìè÷íîé) ðàáîòå ìåòðîíî-
ìà (120 óäàðîâ çà ìèíóòó), ïðè÷åì ÷åëîâåê áûë ïðåäâàðèòåëüíî
ïðîèíñòðóêòèðîâàí î íåîáõîäèìîñòè ïðîèçíîñèòü îäèí ñëîã ñëî-
âà íà êàæäûé óäàð ìåòðîíîìà;

A � ãîâîðèòü ïðè íåðèòìè÷íîé ðàáîòå ìåòðîíîìà, ðàáîòà-
þùåãî ñî ñëó÷àéíûìè èíòåðâàëàìè ìåæäó óäàðàìè (îò 0,3 äî
0,7 ñ), ñîâåðøàÿ ïðè ýòîì â ñðåäíåì òå æå 120 óäàðîâ â ìèíóòó
(ïðè óñëîâèè A, êàê è ïðè óñëîâèè R, ÷åëîâåê äîëæåí ïðîèçíî-
ñèòü îäèí ñëîã íà êàæäûé óäàð ìåòðîíîìà).

Ïðèâåäåííûå äàííûå, áåçóñëîâíî, ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì,
÷òî ðàáîòà ìåòðîíîìà óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî çàèêàíèé (ïî÷å-
ìó?). À ñóùåñòâóþò ëè îòëè÷èÿ âî âëèÿíèè íà çàèêàíèå ðèò-
ìè÷íî è íåðèòìè÷íî ðàáîòàþùèõ ìåòðîíîìîâ?

25.3 (àíêåòèðîâàíèå �Ïðåïîäàâàòåëü ãëàçàìè ñòóäåí-
òîâ� � ýôôåêò ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ). Ïðè îöåíèâàíèè
ñòóäåíòàìè ïðåïîäàâàòåëÿ âûäâèãàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î íàëè-
÷èè ýôôåêòà ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ: åñëè â ãðóïïå ïàðàëëåëüíî
ñ ÷òåíèåì ëåêöèé ïðåïîäàâàòåëü âåäåò ïðàêòè÷åñêèå (ëàáîðà-
òîðíûå) çàíÿòèÿ, òî îöåíêà åãî ñòóäåíòàìè âûøå.

Â òàáë. 25.6.1 ïðèâåäåíû îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ïðåïîäàâà-
òåëÿ ñòóäåíòàìè: ñòîëáåö 4 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1 è ÏÌ-85-2,
ãäå ïðåïîäàâàòåëü ÷èòàë ëåêöèè è âåë ïðàêòè÷åñêèå è ëàáîðà-
òîðíûå çàíÿòèÿ, à ñòîëáåö 5 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-3 è ÏÌ-85-4,
ãäå ïðàêòè÷åñêèå è ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ âåë äðóãîé ïðåïîäà-
âàòåëü (àíêåòèðîâàíèå ïðîâåäåíî ïîñëå ýêçàìåíà).

Ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè ýôôåêò ïðàêòè÷åñêîãî (ëàáîðà-
òîðíîãî) çàíÿòèÿ.

Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó î íàëè÷èè ýôôåêòà ïðàêòè÷åñêîãî
(ëàáîðàòîðíîãî) çàíÿòèÿ ïðè îöåíèâàíèè ïðåïîäàâàòåëÿ êàê çà-
äà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç è ðåøèòü åå (ïîäðîáíåå
ñì. çàäà÷ó 25.1).

25.4 (ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ). Ýêñïåðèìåíò
ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû 2n = 40 ðàç
è ðåãèñòðàöèè ìîìåíòà (íîìåðà èñïûòàíèÿ), êîãäà â ïîñëåäíèé
ðàç êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ �ãåðáîâ� è �ðåøåòîê� áûëî îäèíàêîâî.
Áóäåì ãîâîðèòü: íàáëþäàåòñÿ ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ
êîëè÷åñòâà �ãåðáîâ� è �ðåøåòîê�. Â ýêñïåðèìåíòå ýòèìè ìîìåí-
òàìè ÿâëÿþòñÿ 0, 2, 4, . . . , 40.

Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà ïîñëåäíåãî óðàâíèâà-
íèÿ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà: ìîìåíò 2k ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ
èìååò ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà; ïîäðîáíåå � ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà 2k/2n = k/n èìååò ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà, ò. å. åå ôóíê-
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öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

A(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

2
π arcsin

√
x, åñëè 0 < x ≤ 1;

1, åñëè x > 1.

Ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò ïÿòü ðàç, ôèêñèðóÿ ìîìåíò ïîñëåäíå-
ãî óðàâíèâàíèÿ êîëè÷åñòâà �ãåðáîâ� è �ðåøåòîê�.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñ÷èòàòü, ÷òî
ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíó-
ñà?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.
Âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ýêñïåðèìåíò óäîáíî ïðîâîäèòü òàê. Ïîä-
áðàñûâàåì ìîíåòó è âûïàäåíèå �ãåðáà� îáîçíà÷àåì ÷åðåç +1,
à �ðåøåòêè� ÷åðåç −1. Ïîñëå 40 ïîäáðàñûâàíèé ïîëó÷àåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, îáðàçîâàííóþ èç ÷èñåë +1 è −1. Ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñêëàäûâàÿ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ ïåðâî-
ãî, çàôèêñèðóåì ìîìåíò, êîãäà ñóììà áóäåò ðàâíà íóëþ � ýòî
áóäåò ìîìåíò âòîðîãî óðàâíèâàíèÿ (ìîìåíò ïåðâîãî óðàâíèâà-
íèÿ ðàâåí íóëþ); è òàê ïðîäîëæàåì, ïîêà íå íàéäåì çíà÷åíèå
ìîìåíòà ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ (ñì. òàêæå çàäà÷ó 25.5).

Ç àì å ÷ à í è å 2. Íèæå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà A(x) â òî÷êàõ 0,05 · i, i = 0, 1, 2, . . . , 10:

x A(x) x A(x)

0,00 0,000 0,30 0,369
0,05 0,144 0,35 0,403
0,10 0,205 0,40 0,436
0,15 0,253 0,45 0,468
0,20 0,295 0,50 0,500
0,25 0,333

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé A(x), åñëè 0,5 < x < 1,0, ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

A(x) = 1−A(1− x).

25.5. Ïðîâåñòè ñåðèþ èç 10 ýêñïåðèìåíòîâ, êàæäûé èç êî-
òîðûõ ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè 16 ìîíåò è ðåãèñòðàöèè êî-
ëè÷åñòâà si âûïàâøèõ �ãåðáîâ� (i � íîìåð ýêñïåðèìåíòà, i =
= 1, 2, . . . , 10). Ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

ξi =
si − 8

2
, i = 1, 2, . . . , 10.
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Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ξ1, ξ2, . . . , ξ10 ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ?

Èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé âûäâèíóòà ñôîðìóëèðîâàííàÿ ãèïî-
òåçà?

Ïðèì å ÷ à í è å. Ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîäáðàñûâàíèè
16 ìîíåò, óäîáíî ïðîâåñòè, íàïðèìåð, òàê: ïîìåñòèòü â êîðîáêó
âñå 16 ìîíåò, à ïîòîì, õîðîøî âñòðÿõíóâ åå, ïîäñ÷èòàòü êîëè-
÷åñòâî âûïàâøèõ �ãåðáîâ�. Ýêñïåðèìåíò ïîâòîðèòü íåîáõîäèìîå
êîëè÷åñòâî ðàç.

25.6 (âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå).
Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîäáðàñûâàíèè ìî-
íåòû 2n = 40 ðàç (îäíî ïîäáðàñûâàíèå íà åäèíèöó âðåìåíè).
Ïîÿâëåíèå �ãåðáà� áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç +1, à ïîÿâëåíèå �ðå-
øåòêè� � ÷åðåç −1. Òàêèì îáðàçîì, íà k-ì øàãå, k = 1, 2, . . .
. . . , 2n, èìååì ñèìâîë εk, ðàâíûé +1 èëè −1 â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, êàêîé ñòîðîíîé ëåãëà ìîíåòà. Ïóñòü

sk = ε1 + ε2 + . . .+ εk, s0 = 0, k = 1, 2, . . . , 2n,

ãäå sk � ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì �ïëþñîâ� è �ìèíóñîâ�
(ìåæäó êîëè÷åñòâîì �ãåðáîâ� è �ðåøåòîê�). Åñëè âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òåðìèíîëîãèåé è ñèñòåìîé êîîðäèíàò (t, x),
òî ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëîìàíîé
ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (k, sk), k = 1, 2, . . . , 2n (ðèñ. 25.6.1).

x

t2n0

4 7 10

Ðèñ. 25.6.1: Ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà � ëîìàíàÿ ñ
âåðøèíàìè â òî÷êàõ (k, sk), k = 0, 1, . . . , 2n

Âû÷èñëèì âðåìÿ, êîãäà ìîíåòà íàõîäèëàñü íà �ïîëîæèòåëü-
íîé� ñòîðîíå, ò. å. êîãäà ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì �ãåðáîâ�
è �ðåøåòîê� áûëà ïîëîæèòåëüíîé. Íàïðèìåð, åñëè â ðåçóëüòàòå
ïåðâûõ 10 ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
+1,+1,−1,−1,−1,−1,−1,+1,+1,−1 (ñì. òàêæå ðèñ. 25.6.1), òî
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âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ìîíåòû íà �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå ñîñòàâ-
ëÿåò 4 åäèíèöû.

Îòíîñèòåëüíî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ íà �ïîëîæèòåëüíîé� ñòî-
ðîíå âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà: âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà �ïîëîæèòåëü-
íîé� ñòîðîíå èìååò ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà. Ïîäðîáíåå, ðàñ-
ïðåäåëåíèå àðêñèíóñà (ñì. çàäà÷ó 25.4) èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà 2k/2n = k/n, ãäå ÷åðåç 2k îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî åäèíèö
âðåìåíè (èç 2n åäèíèö), êîãäà ìîíåòà ïðåáûâàëà íà �ïîëîæè-
òåëüíîé� ñòîðîíå.

Ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò ïÿòü ðàç, ôèêñèðóÿ âðåìÿ ïðåáûâà-
íèÿ ìîíåòû íà �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ çàêëþ÷èòü, ÷òî
âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ìîíåòû íà �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå èìååò
ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç,
âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà è çàìå÷àíèåì 1 ê çà-
äà÷å 25.4.

25.7. Øåéêè ðàáî÷åé ÷àñòè ñâåðë îáðàáàòûâàþòñÿ íà øëè-
ôîâàëüíîì ñòàíêå. Íîìèíàëüíûé äèàìåòð øåéêè ñîñòàâëÿåò
9,8 ìì ñ òåõíè÷åñêèì äîïóñêîì 0,04 ìì.

Áûëè èçìåðåíû äèàìåòðû ðàáî÷åé ÷àñòè øåéêè 16 ñâåðë.
Ïîëó÷åíû òàêèå èõ çíà÷åíèÿ (â ìèëëèìåòðàõ): 9,76; 9,78; 9,81;
9,77; 9,75; 9,78; 9,75; 9,77; 9,74; 9,78; 9,77; 9,83; 9,78; 9,81; 9,79;
9,80.

Ìîæíî ëè çàêëþ÷èòü, ÷òî íîìèíàëüíûé äèàìåòð øåéêè ðà-
âåí 9,8 ìì ñ òåõíè÷åñêèì äîïóñêîì 0,04 ìì ïðè íîðìå îòõîäà
5%, ò. å. ÷òî ðàçìåð äèàìåòðà øåéêè ñâåðëà íàõîäèòñÿ â ïðåäå-
ëàõ îò 9,76 äî 9,84 ìì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95?

Óê à ç à í è å 1. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç è âîñïîëüçîâàòüñÿ êðè-
òåðèåì Êîëìîãîðîâà.

Óê à ç à í è å 2. Çàäà÷ó ðåøèòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåçóëü-
òàòû èçìåðåíèé ÿâëÿþòñÿ âûáîðêîé èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.



Ãëàâà 26

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

26.1 Íîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè. Â ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíû y è x ñâÿçàíû ôóíêöèîíàëüíîé çàâè-
ñèìîñòüþ, ñàìà æå çàâèñèìîñòü y = f(x) íåèçâåñòíà. Ìû èìååì
âîçìîæíîñòü â äàííûõ, âïîëíå îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ x1, x2, . . . , xn
íàáëþäàòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y1, y2, . . . , yn âåëè÷èíû y,
íî íå òî÷íî, à ñ íåêîòîðûìè ïîãðåøíîñòÿìè ej , j = 1, 2, . . . , n
(íàáëþäåíèé, èçìåðåíèé áåç ïîãðåøíîñòåé íå áûâàåò), ò. å. íà-
áëþäàÿ yj , ìû ôàêòè÷åñêè â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà íàáëþäåíèÿ
ïîëó÷àåì

ξj = yj + ej , j = 1, 2, . . . , n.

Ïîãðåøíîñòè ej , j = 1, 2 . . . n, íåèçâåñòíû, îäíàêî èõ åñòåñòâåííî
ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè (íàáëþäåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íåçàâèñèìî)
íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñî ñðåä-
íèìè Mej ðàâíûìè íóëþ (ïðè ýòîì Mξj = yj , j = 1, 2, . . .
. . . , n) è îäíîé è òîé æå íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2 (ïîñëåäíÿÿ
êàê ðàç è îïðåäåëÿåò ïîãðåøíîñòü íàáëþäåíèé).

Ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé ξ1, ξ2, . . . , ξn âåëè÷èíû y â òî÷-
êàõ x1, x2, . . . , xn íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü (íàéòè) çàâèñèìîñòü
âåëè÷èíû y îò x.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó âîññòà-
íîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè y = f(x) â ÷àñòî âñòðå÷àþùåéñÿ ñèòóà-
öèè, êîãäà èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé èçâåñòíî (ìîæíî ñ÷è-
òàòü), ÷òî çàâèñèìîñòü y = f(x) âåëè÷èíû y îò x ëèíåéíàÿ, ò. å.

y = a+ bx.

695
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Â ýòîì ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèå çàâèñèìîñòè ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëå-
íèþ (îöåíèâàíèþ) ïàðàìåòðîâ a, b, σ2 ïî íàáëþäåíèÿì ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn âåëè÷èí y1, y2, . . . , yn â òî÷êàõ x1, x2, . . . , xn. (Ðàçóìååòñÿ,
êîëü ñêîðî çíà÷åíèÿ yj , j = 1, 2 . . . n, íàáëþäàþòñÿ ñ ïîãðåø-
íîñòüþ, òî è ïàðàìåòðû a, b, σ2 íåèçáåæíî áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñ
ïîãðåøíîñòüþ.)

Â ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à âîññòàíîâëå-
íèÿ (îïðåäåëåíèÿ) çàâèñèìîñòè y = a + bx ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξj , j = 1, 2, . . . , n, ñîîòâåòñòâåííî ñî
ñðåäíèìè yj = a+bxj è îäíîé è òîé æå äèñïåðñèåé σ

2. Ïàðàìåò-
ðû a, b, σ2 íåèçâåñòíû, è èõ íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ôóíêöèþ
y = a+ bx,

çàäàþùóþ çàâèñèìîñòü y îò x, íàçûâàþò ïðîñòîé ëèíåéíîé ðå-
ãðåññèåé, êðàòêî � ëèíåéíîé ðåãðåññèåé (�ïðîñòàÿ� îáîçíà÷àåò
çàâèñèìîñòü îò îäíîé ïåðåìåííîé). Êîãäà ïåðåìåííàÿ y ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé îò x, òî ãîâîðèì �ðåãðåññèÿ y íà x�, êîãäà x ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé îò y, òî ãîâîðèì �ðåãðåññèÿ x íà y�.

Ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ. Äàëåå ïðîñòóþ ëèíåéíóþ
ðåãðåññèþ y = a+ bx ìû áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

y = α+ β(x− x̄),

ãäå x = 1
n

n∑
i=1

xi; x1, x2, . . . , xn � çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x; α, β, σ2

� íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû.
Îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2 ìû ïîëó÷èì ìå-

òîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè:

x =
1

n

n∑
i=1

xi, S
2
1 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2, S1 =
√
S2
1 ,

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi, S
2
2 =

1

n

n∑
i=1

(ξi − ξ)2, S2 =
√
S2
2 ,

R12 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(ξi − ξ).
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Òåîðåìà 26.1.1 (îá îöåíêàõ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2).
Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñðåäíèìè

yi = α+ β(xi − x), i = 1, 2, . . . , n,

è äèñïåðñèåé σ2.
Îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2

ÿâëÿþòñÿ

α̂ = ξ, β̂ =
R12

S2
1

, σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(ξi − (α̂+ β̂(xi − x)))2.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñ ïàðàìåòðàìè
(α+ β(xi − x);σ2), i = 1, 2, . . . , n, òî èõ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü

f(t1, t2, ..., tn;α, β, σ
2) =

=

n∏
i=1

1√
2πσ2

exp

{
− 1

2σ2
(ti − (α+ β(xi − x)))2

}
=

=
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(ti − (α+ β(xi − x)))2

}
.

Ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn
èìååò âèä

L(α, β, σ2) =
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(ξi − (α+ β(xi − x)))2

}
=

=
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
Q(α, β)

}
,

ãäå

Q(α, β) =
n∑

i=1

(ξi − (α+ β(xi − x)))2. (26.1.1)

Òî÷êà (α̂, β̂, σ̂2), â êîòîðîé ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2. ×òîáû íàéòè ýòó



698 Ãëàâà 26. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

òî÷êó, îòìåòèì, ÷òî åñëè â òî÷êå (α̂, β̂) ôóíêöèÿ Q(α, β) (ñì.
(26.1.1)) äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ:

Q(α̂, β̂) = Q∗ = min
α,β

Q(α, β),

à â òî÷êå θ̂ = σ̂2 ôóíêöèÿ

φ(θ) =
1

(2πθ)n/2
exp

{
− 1

2θ
Q∗
}

(26.1.2)

äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, òî ôóíêöèÿ L(α, β, σ2) â òî÷êå

(α̂, β̂, σ̂2) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè
(α, β, σ2) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, òî

L(α, β, σ2) =

=
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
Q(α, β)

}
≤ 1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
Q∗
}

≤

≤ 1

(2πσ̂2)n/2
exp

{
− 1

2σ̂2
Q∗
}

=
1

(2πσ̂2)n/2
exp

{
− 1

2σ̂2
Q(α̂, β̂)

}
.

Òàê ÷òî, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êó, â êîòîðîé L(α, β, σ2) äî-

ñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî íàéòè òî÷êó (α̂, β̂),
â êîòîðîé ôóíêöèÿ Q(α, β) (ñì. (26.1.1)) äîñòèãàåò íàèìåíüøå-

ãî çíà÷åíèÿ, à ïîòîì òî÷êó θ̂ = σ̂2, â êîòîðîé ôóíêöèÿ φ(θ)
(ñì. (26.1.2)) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

Ñíà÷àëà íàéäåì òî÷êó (α̂, β̂), â êîòîðîé ôóíêöèÿ Q(α, β) äî-
ñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì Q(α, β) â
âèäå

Q(α, β) =

n∑
i=1

(ξi − (α+ β(xi − x)))2 =

=
n∑

i=1

((ξi − ξ)− (α− ξ)− β(xi − x))2 =

=

n∑
i=1

(ξi − ξ)2 + n(α− ξ)2 + β2
n∑

i=1

(xi − x)2−
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−2(α−ξ)
n∑

i=1

(ξi−ξ)−2β
n∑

i=1

(ξi−ξ)(xi−x)+2β(α−ξ)
n∑

i=1

(xi−x).

Çàìåòèâ, ÷òî

n∑
i=1

(xi − x) = 0,

n∑
i=1

(ξi − ξ) = 0, (26.1.3)

ïîëó÷èì äëÿ Q(α, β) ïðåäñòàâëåíèå

Q(α, β) = n

(
(α− ξ)2 +

1

n

n∑
i=1

(ξi − ξ)2 + β2
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2−

−2β
1

n

n∑
i=1

(ξi − ξ)(xi − x)

)
= n((ξ − α)2 + S2

2 + β2S2
1 − 2βR12) =

= n((ξ − α)2 + S2
2 + S2

1(β
2 − 2β(R12/S

2
1))).

Äîïîëíèâ êâàäðàòíûé îòíîñèòåëüíî β òðåõ÷ëåí äî ïîëíîãî êâàä-
ðàòà, ïîëó÷èì

Q(α, β) = n

(
(ξ − α)2 + S2

1

(
β − R12

S2
1

)2

+ S2
2 −

R2
12

S2
1

)
.

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Q(α, β) äâóõ ïåðåìåííûõ ñëå-
äóåò, ÷òî Q(α, β) äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå

α = α̂ = ξ, β = β̂ =
R12

S2
1

.

Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(α, β) ðàâíî

Q∗ = Q(α̂, β̂) =
n∑

i=1

(ξi − (α̂+ β̂(xi − x)))2 = n

(
S2
2 −

R2
12

S2
1

)
.

(26.1.4)
Òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

φ(θ) =
1

(2πθ)n/2
exp

{
− 1

2θ
Q∗
}
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äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé, â êîòîðîé
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ äîñòèãàåò ôóíêöèÿ

lnφ(θ) = −n
2
ln(2πθ)− Q∗

2θ

(â ñèëó ìîíîòîííîñòè y = lnx). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîé òî÷-
êîé ÿâëÿåòñÿ

θ̂ =
1

n
Q∗.

Òàê ÷òî

θ̂ = σ̂2 =
1

n
Q∗ =

1

n
Q(α̂, β̂) =

1

n

n∑
i=1

(ξi − (α̂+ β̂(xi − x)))2

� îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ = σ2. Åå
÷àñòî óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå

σ̂2 =
1

n
Q(α̂, β̂) = S2

2 −
R2

12

S2
1

= S2
2

(
1− R2

12

S2
1S

2
2

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å 1. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

σ̂ =
√
σ̂2.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Çíàê ∼ îáîçíà÷àåò �ðàñïðåäåëåíî êàê�, �èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå�.

Òåîðåìà 26.1.2 (î ðàñïðåäåëåíèè îöåíîê α̂, β̂, σ̂2).
Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

α̂ = ξ; β̂ =
R12

S2
1

; σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(ξi − (α̂+ β̂(xi − x)))2

ïàðàìåòðîâ α, β, σ2 íîðìàëüíîé ðåãðåññèè

y = α+ β(x− x)

îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) α̂, β̂, σ̂2 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àé-

íûìè âåëè÷èíàìè;
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2) α̂, β̂ � íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ñîîòâåò-
ñòâåííî α è β; σ̂2 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿ-
òåëüíàÿ îöåíêà σ2;

3)

(α̂− α)
/ σ̂√

n− 2
∼ tn−2, (26.1.5)

(β̂ − β)
/ σ̂

S1
√
n− 2

∼ tn−2, (26.1.6)

nσ̂2

σ2
∼ χ2

n−2, (26.1.7)(
(α̂− α)2 + S2

1(β̂ − β)2
)/

2

σ̂2/(n− 2)
∼ F2;n−2. (26.1.8)

Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõ ïðîñòîé íîðìàëüíîé
ðåãðåññèè. Èç ñîîòíîøåíèé (26.1.5), (26.1.6), (26.1.7), (26.1.8)
ìîæíî ïîëó÷èòü êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç î êîýôôèöè-
åíòàõ α, β è äèñïåðñèè σ2 è ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû äëÿ íèõ.

Äàëåå, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåì ÷åðåç tγ;k, χ2
γ;k âåðõíèå

γ-ïðåäåëû ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèé tk, χ
2
k, à ÷åðåç Fγ;n,m

� âåðõíèé γ-ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ Fn,m.
Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : α = α0. Åñëè

ãèïîòåçó H0 : α = α0 îòêëîíÿòü ïðè∣∣∣∣(α̂− α0)
/ σ̂√

n− 2

∣∣∣∣ > tγ;n−2 (26.1.9)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2γ ãè-
ïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ).

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : β = β0. Åñëè
ãèïîòåçó H0 : β = β0 îòêëîíÿòü ïðè∣∣∣∣(β̂ − β0)

/ σ̂

S1
√
n− 2

∣∣∣∣ > tγ;n−2 (26.1.10)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2γ ãè-
ïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ).
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Â ÷àñòíîñòè, êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : β = 0
(ãèïîòåçà î çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè) ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: Åñëè ãè-
ïîòåçó H0 : β = 0 îòêëîíÿòü ïðè∣∣∣∣β̂/ σ̂

S1
√
n− 2

∣∣∣∣ > tγ;n−2 (26.1.11)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2γ ãè-
ïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ).

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : σ2 = σ2
0. Åñëè

ãèïîòåçó H0 : σ
2 = σ20 îòêëîíÿòü ïðè

nσ̂2

σ20
> χ2

γ;n−2 (26.1.12)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ γ ãè-
ïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà
îäíîñòîðîííÿÿ: σ2 > σ20).

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0 : α = α0, β = β0.
Åñëè ãèïîòåçó H0 : α = α0, β = β0 îòêëîíÿòü ïðè

((α̂− α0)
2 + S2

1(β̂ − β0)
2)/2

σ̂2/(n− 2)
> Fγ;2;n−2 (26.1.13)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ γ ãè-
ïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà:
α ̸= α0 èëè β ̸= β0).

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîñòîé
ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåò-
ðîâ α, β, σ2 ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè î÷åâèäíûì îáðàçîì
ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (26.1.5), (26.1.6) (26.1.7):

α̂− tγ;n−2
σ̂√
n− 2

≤ α ≤ α̂+ tγ;n−2
σ̂√
n− 2

, (26.1.14)

β̂ − tγ;n−2
σ̂

S1
√
n− 2

≤ β ≤ β̂ + tγ;n−2
σ̂

S1
√
n− 2

, (26.1.15)

nσ̂2

χ2
γ;n−2

< σ2 <
nσ̂2

χ2
1−γ;n−2

. (26.1.16)
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Êîýôôèöèåíò äîâåðèÿ êàæäîãî èç ýòèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåð-
âàëîâ ðàâåí 1− 2γ.

Ñîâìåñòíàÿ äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü äëÿ α è β. Èç ñî-
îòíîøåíèÿ (26.1.8) ïîëó÷àåì

P

{
((α− α̂)2 + S2

1(β − β̂)2)/2

σ̂2/(n− 2)
≤ Fγ;2;n−2

}
= 1− γ,

èëè

P

{
(α− α̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(n− 2)
+

(β − β̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(S2
1(n− 2))

≤ 1

}
= 1− γ,

(26.1.17)
ãäå Fγ;2;n−2 � âåðõíèé γ-ïðåäåë F-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ (2;n−2) ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû.

Ðàâåíñòâî (26.1.17) îáîçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y),
çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâîì

(x− α̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(n− 2)
+

(y − β̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(S2
1(n− 2))

≤ 1, (26.1.18)

ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòüþ äëÿ ïàðàìåòðîâ (α, β) ñ êî-
ýôôèöèåíòîì äîâåðèÿ 1 − γ (äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü (26.1.18)
�íàêðûâàåò� íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû (α, β) ëèíåéíîé ðåãðåññèè
y = α + β(x− x) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− γ). Ãðàíèöåé ýòîé îáëàñòè
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ

(x− α̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(n− 2)
+

(y − β̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(S2
1(n− 2))

= 1 (26.1.19)

ñ öåíòðîì â òî÷êå (α̂, β̂) è ïîëóîñÿìè√
2Fγ;2;n−2 σ̂2/(n− 2),

√
2Fγ;2;n−2 σ̂2/(S2

1(n− 2)).

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè. Èçâåñòíî, ÷òî âåëè-
÷èíà y ñâÿçàíà ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ñ âåëè÷èíîé x,
íî ñàìà ýòà çàâèñèìîñòü íåèçâåñòíà. Â òî÷êàõ x1, x2, . . . , xn ñ
íåêîòîðûìè ïîãðåøíîñòÿìè ej , j = 1, 2, . . . , n, ìû íàáëþäàåì
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y1, y2, . . . , yn, ò. å. íàáëþäàÿ yj , ôàê-
òè÷åñêè ïîëó÷àåì

ξj = yj + ej , j = 1, 2, . . . , n. (26.1.20)
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Ïîãðåøíîñòè íàáëþäåíèé ej , j = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå íîð-
ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñðåäíèìè 0 è
îäíîé è òîé æå íåèçâåñòíîé íàì äèñïåðñèåé σ2 (êîòîðàÿ ôàêòè-
÷åñêè è îïðåäåëÿåò ïîãðåøíîñòü íàáëþäåíèé). Ïðè ýòîì

Mξj = yj , j = 1, 2, . . . , n.

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè y îò x (èç òåõ
èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé) âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: çàâèñèìîñòü
y îò x èìååò âèä

y = f(x),

ãäå f(x) � âïîëíå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ (èëè f(x) ïðèíàäëå-
æèò äàííîìó êëàññó ôóíêöèé). Ãèïîòåçà

H0 : y = f(x)

� ýòî ãèïîòåçà îá àäåêâàòíîñòè îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè y îò x
ôóíêöèåé y = f(x) (ðåãðåññèåé y = f(x)). Ïî ðåçóëüòàòàì íà-
áëþäåíèé ξ1, ξ2, . . . , ξn çíà÷åíèé y1, y2, . . . , yn ñîîòâåòñòâåííî â
òî÷êàõ x1, x2, . . . , xn íåîáõîäèìî ñäåëàòü âûâîäû î ãèïîòåçå H0
� îòêëîíÿòü H0 èëè íå îòêëîíÿòü. Åñëè ãèïîòåçà H0 : y = f(x)
íå îòêëîíÿåòñÿ, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ðåãðåññèÿ y = f(x) àäåêâàò-
íî (õîðîøî) îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü y îò x, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
� íåò.

Ïðè íàëè÷èè ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü êðè-
òåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : y = f(x), ïî ìåíüøåé ìåðå
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : y = α+ β(x− x).

Ïîä ïîâòîðíûìè íàáëþäåíèÿìè çíà÷åíèÿ yj (â òî÷êå xj) áó-
äåì ïîíèìàòü íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ξj,1, ξj,2, . . . , ξj,nj ñî ñðåäíèì yj :

Mξj,ν = yj , ν = 1, 2, . . . , nj , (26.1.21)

è äèñïåðñèåé σ2, îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ íàáëþäåíèé ξj,ν :

Dξj,ν = σ2, ν = 1, 2, . . . , nj ,

nj � êîëè÷åñòâî ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé â òî÷êå xj . Âñåãî èìååò-
ñÿ k òî÷åê xj , j = 1, 2, . . . , k, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîâîäèëîñü
ñîîòâåòñòâåííî ïî nj íàáëþäåíèé. Êîëè÷åñòâî âñåõ íàáëþäåíèé,
êàê è ðàíåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç n, ÿñíî ÷òî

k∑
j=1

nj = n.
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Íàëè÷èå ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé ξj,ν , ν = 1, 2, . . . , nj , çíà÷åíèé
yj â òî÷êàõ xj , j = 1, 2, . . . , k, äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ïîãðåø-
íîñòü íàáëþäåíèé σ2 � â êà÷åñòâå îöåíêè s21 äëÿ σ

2 åñòåñòâåííî
ðàññìîòðåòü

s21 =
1

n− k

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(ξj,ν − ξj)
2,

ãäå

ξj =
1

nj

nj∑
ν=1

ξj,ν , j = 1, 2, . . . , k, n =
k∑

j=1

nj

(s21 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà σ2).
Â òåðìèíàõ íàáëþäåíèé ξj,ν , ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k,

ãèïîòåçà H0 � çàâèñèìîñòü y îò x èìååò âèä y = f(x), ôîðìó-
ëèðóåòñÿ òàê: ó íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξj,ν ñî ñðåäíèìè Mξj,ν = yj , ν = 1, 2, . . . , nj ,
j = 1, 2, . . . , k, è îäíîé è òîé æå äèñïåðñèåé σ2

yj = f(xj), j = 1, 2, . . . , k.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: çà-
âèñèìîñòü y îò x îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé y = f(x), ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Òåì èëè èíûì ñïîñîáîì (÷àùå âñåãî ìåòîäîì ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èëè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ)
ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé ξj,ν , ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k,
îöåíèâàåì ãèïîòåòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü y = f(x) � ïîëó÷àåì

ýìïèðè÷åñêóþ ðåãðåññèþ y = f̂(x), à âìåñòå ñ íåé è îöåíêè

f̂(xj) ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èí yj , j = 1, 2, . . . , k, âû÷èñëåííûå

ïî ýìïèðè÷åñêîé ðåãðåññèè y = f̂(x) (åñëè ïðîâåðÿåòñÿ ãèïî-
òåçà H0: y = α + β(x − x), ýìïèðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ èìååò âèä

y = α̂+ β̂(x−x)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âíå çàâèñèìîñòè îò âûäâè-
íóòîé ãèïîòåçû H0: y = f(x), ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé ξj,ν ,
ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k, âñåãäà ìîæíî îöåíèòü çíà÷åíèÿ
yj â òî÷êàõ xj , j = 1, 2, . . . , k, � â êà÷åñòâå îöåíîê äëÿ yj åñòå-
ñòâåííî ðàññìîòðåòü èõ íåñìåùåííûå îöåíêè

ξj =
1

nj

nj∑
ν=1

ξj,ν , j = 1, 2, . . . , k

(òàê êàêMξj,ν = yj , òî ξj � íåñìåùåííàÿ îöåíêà yj , j = 1, 2, . . . , k).
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È åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) àäåêâàòíî (õîðîøî) îïèñûâàåò
çàâèñèìîñòü y îò x (ãèïîòåçà H0 âåðíà), òî óêëîíåíèÿ îöåíîê

f̂(xj) äëÿ yj , âû÷èñëåííûõ ïî ýìïèðè÷åñêîé ðåãðåññèè y = f̂(x)

â òî÷êàõ xj , îò íåñìåùåííûõ îöåíîê ξj òåõ æå çíà÷åíèé yj ,
j = 1, 2, . . . , k, äîëæíû áûòü ìàëûìè. Åñëè æå ôóíêöèÿ y = f(x)
íåàäåêâàòíî îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü y îò x (ãèïîòåçà H0 íåâåð-

íà), óêëîíåíèÿ ìåæäó îöåíêàìè f̂(xj) è ξj äëÿ yj áóäóò áîëüøè-

ìè. Êîëè÷åñòâåííî óêëîíåíèå ìåæäó îöåíêàìè ξj è f̂(xj) äëÿ yj ,
j = 1, 2, . . . , k, åñòåñòâåííî îïèñûâàòü âåëè÷èíîé

s22 = c
k∑

j=1

nj∑
ν=1

(ξj − f̂(xj))
2 (26.1.22)

(c � íåêîòîðûé íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü).
Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: y = f(x) âû÷èñëÿåì

óêëîíåíèå s22. Åñëè s
2
2 ïðèíÿëî ìàëîå çíà÷åíèå � ëåæèò â ïðå-

äåëàõ ïîãðåøíîñòè íàáëþäåíèé σ2, ò. å. îòíîøåíèå s22/σ
2 ìà-

ëîå, ìû ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì. Åñëè çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ s
2
2

ïðåâûøàåò ïîãðåøíîñòü íàáëþäåíèé σ2, ò. å. îòíîøåíèå s22/σ
2

áîëüøîå, ìû ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì. À ïîñêîëüêó ïîãðåøíîñòü
íàáëþäåíèé σ2 íåèçâåñòíà, ìû áóäåì ñðàâíèâàòü óêëîíåíèå s22
íå ñ σ2, à ñ åå íåñìåùåííîé îöåíêîé

s21 =
1

n− k

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(ξj,ν − ξj)
2

� åñëè îòíîøåíèå s22/s
2
1 ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå � ãèïîòåçó

H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.
×òîáû ìîæíî áûëî ñóäèòü, áîëüøîå èëè ìàëîå çíà÷åíèå ïðè-

íÿëî îòíîøåíèå s22/s
2
1 (è â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî îòêëîíÿòü èëè

íå îòêëîíÿòü H0), íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìà-
åò îòíîøåíèå s22/s

2
1, êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà (êîãäà îòíîøåíèå

s22/s
2
1 ÿâëÿåòñÿ ìàëûì) è êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò îòíîøåíèå

s22/s
2
1, êîãäà ãèïîòåçà H0 íåâåðíà (êîãäà îòíîøåíèå s

2
2/s

2
1 ÿâëÿ-

åòñÿ áîëüøèì). Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäå-
ëåíèå îòíîøåíèÿ s22/s

2
1, êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà è êîãäà îíà

íåâåðíà, èëè õîòÿ áû êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà.
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Â ñëó÷àå ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: çàâèñèìîñòü y îò x îïèñû-
âàåòñÿ ôóíêöèåé

y = α+ β(x− x),

óêëîíåíèå s22 (ñì. (26.1.22)) ìåæäó íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ξj
äëÿ yj è îöåíêàìè f̂(xj) = α̂ + β̂(xj − x) äëÿ yj , ïîëó÷åííûìè
ïî ýìïèðè÷åñêîé ëèíèè ðåãðåññèè

y = α̂+ β̂(x− x),

èìååò âèä

s22 = c

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(ξj − f̂(xj))2 =
1

k − 2

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(ξj − (α̂+ β̂(xj −x)))2 =

=
1

k − 2

k∑
j=1

nj(ξj − (α̂+ β̂(xj − x)))2 (26.1.23)

(â êà÷åñòâå c âûáðàíî 1/(k−2)). È, ÷òî âàæíî, ïðè âåðíîé ãèïî-
òåçå H0 îòíîøåíèå s22/s

2
1 èìååò Fk−2;n−k-ðàñïðåäåëåíèå. Ïî-

ñëåäíåå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû

H0 : Mξj,ν = α+ β(xj − x), ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k,

� ãèïîòåçû îá àäåêâàòíîñòè îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè y îò x ëè-
íåéíîé ðåãðåññèåé y = α+ β(x− x).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îá àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè îò-
êëîíÿòü ïðè

s22
s21
> Fγ;k−2;n−k

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ γ
ãèïîòåçó áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà.

Çàì å ÷ à í è å 1. Â ñëó÷àå ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé, âûïèñû-

âàÿ çíà÷åíèå x è çíà÷åíèÿ îöåíîê α̂, β̂, σ̂2 ñîîòâåòñòâåííî ïàðà-
ìåòðîâ α, β, σ2, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äâîéíûìè èíäåêñàìè íå
òîëüêî äëÿ íàáëþäåíèé:

ξj,ν , ν = 1, 2, . . . , nj ; j = 1, 2, . . . , k,
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íî è äëÿ òî÷åê xj , â êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü íàáëþäåíèÿ, à èìåííî

xj,ν = xj , ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k.

Ïðè ýòîì äëÿ x, S2
1 , ξ, S

2
2 , R12 (ñì. òåîðåìó 26.1.1 îá îöåíêàõ

ïàðàìåòðîâ) ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

x =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

xj,ν =
1

n

k∑
j=1

njxj ;

S2
1 =

1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(xj,ν −x)2 =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(xj −x)2 =
1

n

k∑
j=1

nj(xj −x)2;

ξ =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

ξj,ν ;

S2
2 =

1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(ξj,ν − ξ)2;

R12 =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(xj,ν − x)(ξj,ν − ξ) =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(xj − x)(ξj,ν − ξ).

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè òåîðèè ýêñïåðèìåíòó. Äëÿ âå-
ëè÷èíû y èçâåñòíî òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàííîå (âû÷èñëåííîå)
çíà÷åíèå x. Âåëè÷èíà y íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå n ðàç è äëÿ
êàæäîãî íàáëþäåíèÿ yj ìû èìååì åãî òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàí-
íîå çíà÷åíèå xj , j = 1, 2, . . . , n.

Â ýêñïåðèìåíòå ìû íàáëþäàåì çíà÷åíèÿ yj ñ ïîãðåøíîñòÿìè,
ò. å. íàáëþäàÿ yj , ìû ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåì

ξj = yj + ej , j = 1, 2, . . . , n,

ãäå ej � ïîãðåøíîñòü j-ãî íàáëþäåíèÿ j = 1, 2, . . . , n (èçáå-
æàòü ïîãðåøíîñòåé â íàáëþäåíèÿõ íåâîçìîæíî � íàáëþäåíèé
áåç ïîãðåøíîñòåé íå áûâàåò). Ïîýòîìó, äàæå åñëè òåîðåòè÷åñ-
êèå çíà÷åíèÿ x1, x2, . . . , xn òî÷íî ïðåäñêàçûâàþò y1, y2, . . . , yn,
ò. å. y1 = x1, y2 = x2, . . . , yn = xn � òåîðèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïå-
ðèìåíòîì, íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn ñîîòâåòñòâåííî
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âåëè÷èí y1, y2, . . . , yn è èõ òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ x1, x2, . . . , xn
ñîâïàäàòü íå áóäóò � ïîãðåøíîñòè

ξj − xj = ej , j = 1, 2, . . . , n,

íåèçáåæíî îòëè÷íû îò íóëÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: �Ìîæíî ëè ïî òåîðåòè÷åñêè

ïðåäñêàçàííûì çíà÷åíèÿì x1, x2, . . . , xn âåëè÷èí y1, y2, . . . , yn è
èõ íàáëþäàåìûì çíà÷åíèÿì ξ1, ξ2, . . . , ξn ñäåëàòü âûâîäû î ñî-
ãëàñèè (èëè íåñîãëàñèè) òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì?� Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñõîæäåíèÿ ξ1 − x1 = e1,
ξ2 − x2 = e2, . . . , ξn − xn = en ìåæäó íàáëþäàåìûìè çíà÷åíèÿìè
ξ1, ξ2, . . . , ξn âåëè÷èí y1, y2, . . . , yn è èõ òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíè-
ÿìè x1, x2, . . . , xn íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòåé íàáëþäå-
íèé èëè æå ýòè ðàñõîæäåíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î íåàäåêâàòíîñòè
òåîðèè íàáëþäåíèÿì?

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü
èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé èçâåñòíî (ìîæíî ñ÷èòàòü), ÷òî
âåëè÷èíà y è å¼ ïðåäñêàçàííîå òåîðèåé çíà÷åíèå x ñâÿçàíû ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòüþ

y = α+ β(x− x).

Ïî íàáëþäåíèÿì ξ1, ξ2, . . . , ξn ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè α̂, β̂, äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè y = α + β(x − x) è ïðîâå-
ðèòü òå èëè èíûå ãèïîòåçû î ïàðàìåòðàõ α, β. Â ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷å îá àäåêâàòíîñòè òåîðèè ýêñïåðèìåíòó ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ãèïîòåç

1) H0;1 : β = 0; 2) H0;2 : β = 1;

3) H0;3 : β = β0 = 1, α = α0 = x,

êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü î ñîãëàñèè èëè íåñîãëàñèè
òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì.

1. Ãèïîòåçà H0;1: β = 0. Åñëè ãèïîòåçà H0;1: β = 0 íå îòêëî-
íÿåòñÿ, òî çàâèñèìîñòü y îò x èìååò âèä

y = α+ β(x− x) = α.

Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà y íå çàâèñèò îò x, ò. å. çíà-
÷åíèå xj , �ïðåòåíäóþùåå� íà ðîëü ïðåäñêàçàííîãî çíà÷åíèÿ yj ,
íà ñàìîì äåëå òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ.

2. Ãèïîòåçà H0;2: β = 1. Íåîòêëîíåíèå ãèïîòåçû ñâèäåòåëü-
ñòâóåò â ïîëüçó ñîãëàñèÿ òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì, åñëè ïðè ýòîì
α− x ̸= 0, òî ïðèñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà.
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3. Ãèïîòåçà H0;3: β = β0 = 1, α = α0 = x. Åñëè ãèïîòåçà H0;3:
β = β0 = 1, α = α0 = x íå îòêëîíÿåòñÿ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
çàâèñèìîñòü y = α+ β(x− x) âåëè÷èíû y îò x èìååò âèä

y = x,

÷òî åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñîãëàñèå òåîðèè ñ ýêñïå-
ðèìåíòîì.

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Â ñïðàâåäëèâîñòè (èëè îøèáî÷íîñòè)
ïðåäïîëîæåíèÿ î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè y = α+β(x−x) ìåæäó
íàáëþäàåìûìè â îïûòå çíà÷åíèÿìè y è ïðåäñêàçàííûìè òåîðè-
åé çíà÷åíèÿìè x ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîâåðèâ ãèïîòåçó îá àäåê-
âàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè y = α+ β(x− x) (ïðè íàëè÷èè ïî-
âòîðíûõ íàáëþäåíèé ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü). Åñëè ïðè ýòîì
ãèïîòåçà îá àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè íå îòêëîíÿåòñÿ,
òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçëîæåííûì ïîäõîäîì ïðîâåðêè ñî-
ãëàñèÿ òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì (c îïûòíûìè äàííûìè), â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Ïðèìåð 26.1.1 (ýêñïåðèìåíò Ýääèíãòîíà). Ðàññìîò-
ðèì ïðèìåð ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè òåîðèè ýêñïåðèìåíòó.
Ðå÷ü èäåò î ïðîâåðêå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïî îò-
êëîíåíèþ ëó÷à ñâåòà â ïîëå òÿãîòåíèÿ. Äàííûå äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîé îáðàáîòêè âçÿòû èç ñáîðíèêà ñòàòåé Àëüáåðòà Ýéí-
øòåéíà �Ôèçèêà è ðåàëüíîñòü� (Ì.,�Íàóêà�, 1965).

Ñõåìà îïûòà, ïðîâåäåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì Ýääèíãòîíà,
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (ñì. ðèñ. 26.1.1). Ïóñòü çâåçäà ëåæèò
ïðèìåðíî â ïëîñêîñòè çåìíîé îðáèòû. Òîãäà â ìîìåíò, êîãäà
Çåìëÿ íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 1, çâåçäà âèäíà â íàïðàâëåíèè 1.

×åðåç ïîëãîäà Çåìëÿ îêàæåòñÿ â ïîëîæåíèè 2, è åñëè áû
ëó÷ ñâåòà â ïîëå òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà íå îòêëîíÿëñÿ, çâåçäà èç
ïîëîæåíèÿ 2 Çåìëè â íàïðàâëåíèè 2 íå íàáëþäàëàñü áû. Òåì
íå ìåíåå çâåçäà èç ïîëîæåíèÿ 2 íàáëþäàåòñÿ (ñì. ðèñ. 26.1.1),
íî îíà êàê áû ñìåùåíà è ýòî ñìåùåíèå ìîæíî âû÷èñëèòü.
(Ðàçóìååòñÿ, íàáëþäàòü çâåçäó èç ïîëîæåíèÿ 2 Çåìëè â íà-
ïðàâëåíèè 2 ìîæíî ëèøü â ìîìåíò ïîëíîãî ñîëíå÷íîãî çàòìå-
íèÿ � êîãäà Ñîëíöå �íå ìåøàåò� íàáëþäàòü çâåçäó.)

Äëÿ íàáëþäåíèÿ áûëî âûáðàíî 7 çâåçä. Èõ âèäèìûå ïåðå-
ìåùåíèÿ (âåêòîðû íà íåáåñíîé ñôåðå, êîòîðûå èç-çà ìàëîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîðàìè íà ïëîñêîñòè) ðàçëàãàëèñü ïî äâóì
îñÿì êîîðäèíàò. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (â óãëîâûõ ñåêóíäàõ)
ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 26.1.1, 26.1.2, ãäå xi � âû÷èñëåííàÿ êî-
îðäèíàòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ, ξi � íàáëþäåííàÿ êîîðäèíàòà
âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ.
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Òà á ëè ö à 26.1.1. Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà

xi −0,22 +0,31 +0,10 +0,12 +0,04 +0,09 +0,85

ξi −0,19 +0,29 +0,11 +0,20 +0,10 −0,08 +0,95

Òà á ëè ö à 26.1.2. Âòîðàÿ êîîðäèíàòà

xi +0,02 −0,43 +0,74 +0,87 +0,40 +0,32 −0,09

ξi +0,16 −0,46 +0,83 +1,00 +0,57 +0,35 −0,27

*

*

Солнце

Луна

 Земная

орбита

    Земля в

положении 1 Направление 1 Звезда

Направление 2    Земля в

положении 2

   Видимое

положение

    звезды

         Луч света,

отклонённый Солнцем

Ðèñ. 26.1.1: Îòêëîíåíèå ëó÷à ñâåòà çâåçäû â ïîëå
òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà

Ñîãëàñóþòñÿ ëè âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ
ïåðåìåùåíèé ñ íàáëþäåííûìè?

Ðåøåíè å. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñîãëàñèè âû÷èñëåííûõ çíà-
÷åíèé êîîðäèíàò ñ íàáëþäåííûìè äëÿ ïåðâîé êîîðäèíàòû
(ñì. òàáë. 26.1.1).

Ïðîâåäåííûå ðàíåå íàáëþäåíèÿ äàþò îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî
âû÷èñëåííûå (ïðåäñêàçàííûå òåîðèåé) çíà÷åíèÿ x êîîðäèíàò è
íàáëþäåííûå y ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

y = α+ β(x− x).
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Çäåñü

x =
1

7

7∑
i=1

xi = 0,184.

Ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé (ñì. òàáë. 26.1.1) ïîëó÷èì îöåíêè
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè:

α̂ = ξ = 0,197; β̂ = 1,081, σ̂2 = 0,006, S2
1 = 0,0948

(ñì. òåîðåìó 26.1.1).
Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0;1 : β = 0, íåîòêëîíåíèå êî-

òîðîé ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè êàêîé-ëèáî ñâÿçè ìåæäó
òåîðèåé è ýêñïåðèìåíòîì.

Ñîãëàñíî (26.1.11),∣∣∣∣∣ β̂

σ̂/(S1
√
n− 2)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1,081√

0,006/(0,0948 · 5)

∣∣∣∣∣ = 9,61 > t0,01;5 = 3,365.

Òàê ÷òî îáèäíàÿ äëÿ Ýéíøòåéíà ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè ñâÿçè
òåîðèè ñ îïûòîì îòêëîíÿåòñÿ.

Äàëåå ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0;2 : β = β0 = 1.
Ñîãëàñíî (26.1.11),∣∣∣∣∣ β̂ − β0

σ̂/(S1
√
n− 2)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1,081− 1√

0,006/(0,0948 · 5)

∣∣∣∣∣ = 0,72 < t0,01;5 = 3,365.

È, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçàH0;2 : β = β0 = 1 íå îòêëîíÿåòñÿ. Ïî-
ñëåäíåå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñîãëàñèå îïûòà ñ ýêñïåðèìåíòîì,
íî ïðè ýòîì âîçìîæíà ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà (åñëè α ̸= x).

Â ñîãëàñèè (èëè íåñîãëàñèè) òåîðèè ñ îïûòîì ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçó

H0;3 : β = 1, α = 0,184.

Ñîãëàñíî (26.1.13)

((α̂− α)2 + S2
1(β̂ − β)2)/2

σ̂2/(n− 2)
=

=
((0,197− 0,184)2 + 0,0948(1,081− 1)2)/2

0,006/5
=
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= 0,33 < F0,01;2;5 = 13,3.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî β = 1, α = 0,184, à, ñëåäîâàòåëüíî,
çàâèñèìîñòü y îò x èìååò âèä

y = x,

ïîäòâåðæäàþùèé ñîãëàñèå òåîðèè ñ îïûòîì ïî ïåðâîé êîîðäè-
íàòå.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñîãëàñèè òåîðèè ñ îïûòîì ïî
âòîðîé êîîðäèíàòå.

26.2 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèìåð 26.2.1. Â �Îñíîâàõ õèìèè� Ä. È. Ìåíäåëååâà ïðèâî-

äÿòñÿ äàííûå î ðàñòâîðèìîñòè àçîòíî-êèñëîãî íàòðèÿ NaNO3
â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû âîäû.

×èñëî óñëîâíûõ ÷àñòåé NaNO3, ðàñòâîðèâøèõñÿ â 100 ÷àñ-
òÿõ âîäû, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåìïåðàòóðàõ ïðèâåäåíî â
òàáëèöå (x � òåìïåðàòóðà â ãðàäóñàõ, ξ � ðàñòâîðèìîñòü â
óñëîâíûõ ÷àñòÿõ íà 100 ÷àñòåé âîäû).

x ξ x ξ

0 66,7 29 92,9
4 71,0 36 99,4
10 76,3 51 113,6
15 80,6 68 125,1
21 85,7

Òåîðåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü, ÷òî êî-
ëè÷åñòâåííàÿ ñòîðîíà ýòîãî ÿâëåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî îïè-
ñûâàåòñÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ:

y = α+ β(x− x).

Íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α, β,
äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : β = 0 î çíà÷èìîñòè
ðåãðåññèè.

Ðåøåíè å .

x =
1

9

9∑
i=1

xi =
234

9
= 26; ξ =

1

9

9∑
i=1

ξi =
811,3

9
= 90,14,
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S2
1 =

1

9

9∑
i=1

(xi − x)2 =
4060

9
= 451,11,

S2
2 =

1

9

9∑
i=1

(ξi − ξ)2 =
3083,98

9
= 342,66,

R12 =
1

9

9∑
i=1

(xi − x)(ξi − ξ) =
3534,8

9
= 392,75.

Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ êîýôôèöèåíòîâ α, β
ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

α̂ = ξ = 90,14;

β̂ =
R12

S2
1

=
392,75

451,11
= 0,87.

Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äèñïåðñèè σ2:

σ̂2 = S2
2

(
1− R2

12

S2
1S

2
2

)
= 342,66

(
1− 392,752

451,11 · 342,66

)
= 0,7158.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè èìååò âèä

y = 90,14 + 0,87(x− 26),

èëè
y = 0,87x+ 67,51.

Ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0 : β = 0 î çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè. Ïî-
ñêîëüêó ∣∣∣∣∣ β̂

σ̂/
√
S2
1(n− 2)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0,87√

0,7158/451,11(9− 2)

∣∣∣∣∣ =
= 57,83 > t0,05;7 = 1,895,

òî ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿåòñÿ, ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ çíà-
÷èìà. Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ñ ïîâûøåíèåì òåìïå-
ðàòóðû âîäû êîëè÷åñòâî ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (êîëè÷åñòâî
ðàñòâîðåííîãî àçîòíî-êèñëîãî íàòðèÿ) âîçðàñòàåò.
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Ñîãëàñíî (26.1.14), (26.1.15), (26.1.16), äîâåðèòåëüíûìè èí-
òåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè 0,9 äëÿ ïàðàìåòðîâ
ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ: (89,538; 90,750) � äëÿ ïàðàìåòðà α; (0,842;
0,899) � äëÿ ïàðàìåòðà β; (0,457; 2,968) � äëÿ ïàðàìåòðà σ2.

Çàäà÷è.
26.1. Ïðîâåðèòü ñîãëàñèå òåîðèè ñ îïûòîì ïî âòîðîé êîîð-

äèíàòå (ñì. ïðèìåð 26.1.1 è äàííûå òàáë. 26.1.2).
Ïðèì å ÷ à í è å. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè:

α̂ = 0,311, β̂ = 1,154, σ̂2 = 0,009, S2
1 = 0,1831.

26.2 (òîðìîçíîé ïóòü è ñêîðîñòü). Ïðè èçó÷åíèè äâè-
æåíèÿ óëè÷íîãî òðàíñïîðòà ôèêñèðîâàëîñü ðàññòîÿíèå s, ïðîé-
äåííîå àâòîìîáèëåì ïî èíåðöèè ïîñëå ñèãíàëà �îñòàíîâèòüñÿ�
(òîðìîçíîé ïóòü) â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè v. Íàáëþäåíèÿ ïðî-
âîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ àâòîìîáèëåé, ñ ðàçíûìè âîäèòåëÿìè,
ðàçëè÷íûì ïîâåðõíîñòíûì ïîêðûòèåì äîðîãè è ò. ä. Ðåçóëüòà-
òû íàáëþäåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå, ãäå s � òîðìîçíîé ïóòü
àâòîìîáèëÿ â ìåòðàõ, v � ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ â êì/÷àñ.

v s v s v s v s

6 0,6 19 7,3 26 9,8 32 14,6
3,0 8,5 12,2 15,6

11 1,2 21 7,9 27 9,8 17,1
6,7 10,4 12,2 19,5

13 4,9 10,4 15,2 35 20,1
14 3,0 14,0 29 12,8 37 16,5
16 5,5 23 7,9 17,1 39 21,3

7,9 11,0 23,2 28,0
10,4 18,3 25,6 28,4

18 5,2 24,4 31 11,0 36,6
8,5 24 6,1 14,0 40 25,9

19 4,3 7,9 20,8
6,1 16,5 32 9,8

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó òîðìîçíûì ïóòåì àâ-
òîìîáèëÿ è ñêîðîñòüþ ëèíåéíàÿ:

s = α+ β(v − v),

íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α, β è
äèñïåðñèè σ2; ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ α, β, σ2; ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : β = 0 î çíà÷èìîñòè
ðåãðåññèè. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó îá àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðå-
ãðåññèè.



716 Ãëàâà 26. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Íà ïëîñêîñòè (v, s) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïîñòðîèòü
ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

26.3 (îñòåîïåíèÿ è êîëè÷åñòâî âûâîäèìîãî èç îðãà-
íèçìà êàëüöèÿ). Ïîòåðÿ êàëüöèÿ â êîñòíîé òêàíè ÷åëîâåêà
�� îñòåîïåíèÿ 1, 2, 3, 4 ñòåïåíè â ñâîèõ òÿæåëûõ ôîðìàõ (4-ÿ
ñòåïåíü îñòåîïåíèè �� îñòåîïîðîç) âåäåò ê ðàçðóøåíèþ êîñòíîé
òêàíè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòåîïîðîç ïðèîáðåòàåò ôîðìû øè-
ðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî çàáîëåâàíèÿ. Ñòåïåíü ïîòåðè êàëüöèÿ
â êîñòíîé òêàíè ÷åëîâåêà îïðåäåëÿþò ïðè ïîìîùè óëüòðàçâó-
êîâîé äåíñèòîìåòðèè, êîòîðàÿ ìàëî äîñòóïíà êàê ïî ïðè÷èíå
åå äîðîãîâèçíû, òàê è íåäîñòàòî÷íîé îáåñïå÷åííîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé àïïàðàòóðîé. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä äèàãíîñòèðîâàíèÿ
ñòåïåíè îñòåîïåíèè � ïî ñîäåðæàíèþ êàëüöèÿ, âûâîäèìîãî ñ
ìî÷îé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ðåçóëüòàò äåíñèòîìåòðè÷åñêîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî ïëîòíîñòü êîñòíîé òêàíè è ñî-
äåðæàíèå êàëüöèÿ â íåé. Åñëè çíà÷åíèå T ïðèíàäëåæèò ïðî-
ìåæóòêó [−i − 1;−i), òî ñîñòîÿíèå êîñòíîé òêàíè îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê i-ÿ ñòåïåíü îñòåîïåíèè, i = 1, 2, 3, 4. Ïðè çíà÷åíèè T èç
ïðîìåæóòêà [−2;−1) ñòåïåíü îñòåîïåíèè êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê
ñðåäíÿÿ, ïðè T ≤ −2 � êàê òÿæåëàÿ. ×åðåç Ca îáîçíà÷èì êîëè-
÷åñòâî êàëüöèÿ, âûâîäèìîãî ñ ìî÷îé. Èñõîäÿ èç äàííûõ Èíñòè-
òóòà ãàñòðîýíòåðîëîãèè Àêàäåìèè ìåäèöèíñêèõ íàóê Óêðàèíû
(ñì. òàáëèöó), óáåäèòüñÿ, ÷òî ìåæäó âåëè÷èíàìè T è Ca ñóùå-
ñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü � ïîñòðîéòå ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ
T íà Ca. Ïðîâåðüòå ãèïîòåçû î çíà÷èìîñòè è àäåêâàòíîñòè ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè. Ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè T îò Ca äèôôåðåí-
öèðóéòå òÿæåëóþ ôîðìó îñòåîïåíèè (îñòåîïîðîç) ïî êîëè÷åñòâó
âûâîäèìîãî Ca.

Ca T Ca T Ca T Ca T

2,2 0,23 3,12 −1, 63 3, 84 −2, 1 4, 4 −1, 77
0, 6 3, 2 −0, 21 4, 1 −1, 51 4, 63 −1, 61

2, 24 −1, 21 2, 06 4, 12 −1, 86 4, 8 −1, 04
2, 32 −0, 04 −1, 2 −0, 65 5, 8 −2, 13
2, 5 0, 14 −1, 49 4, 2 −0, 8 5, 84 −2, 94
2, 6 0, 49 3, 35 −0, 9 −0, 6 5, 9 −2, 34

0, 07 3, 5 −1, 4 0, 54 6, 1 −2, 56
2, 62 −0, 02 0, 23 −2, 23 6, 7 −1, 62
2, 64 −0, 27 3, 6 −0, 15 4, 24 0, 15 6, 8 −2, 67
2, 67 −1, 62 −0, 2 0, 0 6, 82 −2, 96
2, 76 −0, 05 −0, 2 4, 3 −1, 43 7, 82 −4, 08
2, 8 −1, 84 1, 0 4, 32 −1, 8 −3, 61

−2, 04 3, 64 −1, 46 4, 4 −1, 61 −2, 91

Íà ïëîñêîñòè (Ca, T ) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïîñòðî-
èòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.
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26.4 (ïîòðåáëåíèå âèíà è ñìåðòü îò ñåðäå÷íîãî ïðè-
ñòóïà). Ïîëåçíî ëè âèíî äëÿ çäîðîâüÿ? Èìåþòñÿ äàííûå, ñâè-
äåòåëüñòâóþùèå î òîì, ÷òî ïîòðåáëåíèå âèíà â óìåðåííûõ êî-
ëè÷åñòâàõ ñïîñîáñòâóåò ïðåäîòâðàùåíèþ ñåðäå÷íûõ ïðèñòóïîâ.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î ãîäîâîì ïîòðåáëåíèè âèíà
(â ëèòðàõ l àëêîãîëÿ âûïèòîãî ñ âèíîì) íà ÷åëîâåêà è êîëè÷å-
ñòâå ñìåðòåé â ãîä îò ñåðäå÷íûõ çàáîëåâàíèé (êîëè÷åñòâî n ñìåð-
òåé íà 100 000 ÷åëîâåê) â 19 ðàçâèòûõ ñòðàíàõ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì n ñìåðòåé
îò ñåðäå÷íûõ ïðèñòóïîâ è ïîòðåáëåíèåì l âèíà ëèíåéíàÿ:

n = α+ β(l − l),

íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α, β è
äèñïåðñèè σ2; ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ α, β, σ2;
ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè.

Ñòðàíà l n Ñòðàíà l n

Àâñòðàëèÿ 2,5 211 Íèäåðëàíäû 1,8 167
Àâñòðèÿ 3,9 167 Íîâàÿ Çåëàíäèÿ 1,9 266
Áåëüãèÿ 2,9 131 Íîðâåãèÿ 0,8 227
Êàíàäà 2,4 191 Èñïàíèÿ 6,5 86
Äàíèÿ 2,9 220 Øâåöèÿ 1,6 207
Ôèíëÿíäèÿ 0,8 297 Øâåéöàðèÿ 5,8 115
Ôðàíöèÿ 9,1 71 Âåëèêîáðèòàíèÿ 1,3 285
Èñëàíäèÿ 0,8 211 ÑØÀ 1,2 199
Èðëàíäèÿ 0,7 300 Ãåðìàíèÿ 2,7 172
Èòàëèÿ 7,9 107

Íà ïëîñêîñòè (n, l) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïîñòðîèòü
ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

26.5 (ñòîèìîñòü ýêñïëóàòàöèè ñàìîëåòà è åãî �âîç-
ðàñò�). Äèðåêöèÿ àâèàêîìïàíèè ñ öåëüþ ïëàíèðîâàíèÿ ðàñõî-
äîâ õî÷åò óñòàíîâèòü êîëè÷åñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòè
ýêñïëóàòàöèè ñàìîëåòà îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè åãî ýêñïëóàòàöèè
(îò �âîçðàñòà� ñàìîëåòà). Ñî âðåìåíåì èç-çà ñòàðåíèÿ äåòàëåé è
óçëîâ ñàìîëåòà êîìïàíèÿ íåñåò áîëüøèå çàòðàòû íà ïîääåðæà-
íèå åãî â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî ÷àùå ïðî-
âîäèòü ðåìîíòíî-ïðîôèëàêòè÷åñêèå ðàáîòû, çàìåíÿòü îòäåëü-
íûå óçëû.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î ñòîèìîñòè ýêñïëóàòàöèè ñà-
ìîëåòîâ è èõ �âîçðàñòå� (x � �âîçðàñò ñàìîëåòà� â ãîäàõ; y �
ñòîèìîñòü ýêñïëóàòàöèè ñàìîëåòà â òå÷åíèå ïîëóãîäà â äîëëà-
ðàõ).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòè ýêñïëóàòàöèè ñà-
ìîëåòà îò åãî �âîçðàñòà� ëèíåéíàÿ, íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíî-
ãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α, β è äèñïåðñèè σ2; ïîñòðîèòü
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äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü
ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè, ãèïîòåçó îá àäåê-
âàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

x y x y

4,5 619 5,5 987
1049 0,5 163
1033 182

4,0 495 6,0 764
723 1373
681 1,0 978

5,0 890 466
1522 549
1194

Íà ïëîñêîñòè (x, y) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïîñòðîèòü
ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

26.6. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïî èçó-
÷åíèþ íîâîãî ìåòîäà èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè êðîâè. Ìîæíî ëè ñ÷è-
òàòü, ÷òî îáà ìåòîäà äàþò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ
ñêîðîñòè êðîâè.

x y x y x y

1190 1115 1900 1830 2720 2630
1455 1425 1920 1920 2710 2740
1550 1515 1960 1970 2530 2390
1730 1795 2295 2300 2900 2800
1745 1715 2335 2280 2760 2630
1770 1710 2490 2520 3010 2970

x � îöåíêà ñêîðîñòè êðîâè, ïîëó÷åííàÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì,
y � íîâûì ìåòîäîì.

Óê à ç à í è å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü êðîâè, ïîëó÷åííàÿ
ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà, ëèíåéíî çàâèñèò îò ñêîðîñòè êðîâè,
ïîëó÷åííîé ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì:

y = α+ β(x− x).

Ïðîâåðüòå ãèïîòåçó

H0 : β = 1, α = x.
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Òàáëèöû ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè

Â ýòó ãëàâó âêëþ÷åíû âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû ñ ó÷åáíè-
êîì òàáëèöû. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíû êâàíòèëè, âåðõíèå ïðåäå-
ëû (êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ) îñíîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñòàòèñòèêè: ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî, Ñòüþäåíòà, Ôè-
øåðà, χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü F � àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ êàæ-
äîãî β ∈ (0; 1) ÷èñëî xβ , ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

F (xβ) = β,

èëè, ÷òî òî æå, F((−∞, xβ)) = β, íàçûâàåòñÿ β-êâàíòèëüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F.

Äëÿ êàæäîãî α ∈ (0; 1) ÷èñëî zα, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

1− F (zα) = α,

èëè, ÷òî òî æå, F([zα,+∞)) = α, áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì
α-ïðåäåëîì (âåðõíèì 100α-ïðîöåíòíîé ïðåäåëîì, 100α-ïðîöåíò-
íîé òî÷êîé, 100α-êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì) ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Î÷åâèäíî, âåðõíèé α-ïðåäåë zα ðàñïðåäåëåíèÿ F è åãî
(1− α)-êâàíòèëü ñîâïàäàþò: x1−α = zα.

719
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27.1 Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Â òàáë. 27.1.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(t) íîðìàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1) (êâàíòèëè íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ): äëÿ çàäàííûõ t òàáóëèðîâàíû çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè

N0;1(t) = Φ(t) =
1√
2π

t∫
−∞

exp

{
−s

2

2

}
ds.

Äëÿ êàæäîãî t çíà÷åíèå N0;1(t) ÷èñëåííî ðàâíî ïëîùàäè çà-
øòðèõîâàííîé íà ðèñ. 27.1.1 ôèãóðû.

xt0

f(x)

N      (t)
0;1

Ðèñ. 27.1.1: Ê îïðåäåëåíèþ êâàíòèëè
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ; f(x) � ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ N0;1

Çíà÷åíèå Na;σ2(x) � ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) � âû÷èñëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì òàáóëèðî-
âàííîé ôóíêöèè N0;1(x) = Φ(x) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè (0; 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Na;σ2(x) = Φ

(
x− a

σ

)
.

Òàáëèöà 27.1.1 äîïóñêàåò ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ.
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Òàá ë èö à 27.1.1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(t)

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

−0,0 ,5000 ,4960 ,4920 ,4880 ,4840 ,4801 ,4761 ,4721 ,4681 ,4641

−0,1 ,4602 ,4562 ,4522 ,4483 ,4443 ,4404 ,4364 ,4325 ,4286 ,4247

−0,2 ,4207 ,4168 ,4129 ,4090 ,4052 ,4013 ,3974 ,3936 ,3897 ,3859

−0,3 ,3821 ,3783 ,3745 ,3707 ,3669 ,3632 ,3594 ,3557 ,3520 ,3483

−0,4 ,3446 ,3409 ,3372 ,3336 ,3300 ,3264 ,3228 ,3192 ,3156 ,3121

−0,5 ,3085 ,3050 ,3015 ,2981 ,2946 ,2912 ,2877 ,2843 ,2810 ,2776

−0,6 ,2743 ,2709 ,2676 ,2643 ,2611 ,2578 ,2546 ,2514 ,2483 ,2451

−0,7 ,2420 ,2389 ,2358 ,2327 ,2297 ,2266 ,2236 ,2206 ,2177 ,2148

−0,8 ,2119 ,2090 ,2061 ,2033 ,2005 ,1977 ,1949 ,1922 ,1894 ,1867

−0,9 ,1841 ,1814 ,1788 ,1762 ,1736 ,1711 ,1685 ,1660 ,1635 ,1611

−1,0 ,1587 ,1562 ,1539 ,1515 ,1492 ,1469 ,1446 ,1423 ,1401 ,1379

−1,1 ,1357 ,1335 ,1314 ,1292 ,1271 ,1251 ,1230 ,1210 ,1190 ,1170

−1,2 ,1151 ,1131 ,1112 ,1093 ,1075 ,1056 ,1038 ,1020 ,1003 ,0985

−1,3 ,0968 ,0951 ,0934 ,0918 ,0901 ,0885 ,0869 ,0853 ,0838 ,0823

−1,4 ,0808 ,0793 ,0778 ,0764 ,0749 ,0735 ,0721 ,0708 ,0694 ,0681

−1,5 ,0668 ,0655 ,0643 ,0630 ,0618 ,0606 ,0594 ,0582 ,0571 ,0559

−1,6 ,0548 ,0537 ,0526 ,0516 ,0505 ,0495 ,0485 ,0475 ,0465 ,0455

−1,7 ,0446 ,0436 ,0427 ,0418 ,0409 ,0401 ,0392 ,0384 ,0375 ,0367

−1,8 ,0359 ,0351 ,0344 ,0336 ,0339 ,0322 ,0314 ,0307 ,0301 ,0294

−1,9 ,0288 ,0281 ,0274 ,0268 ,0262 ,0256 ,0250 ,0244 ,0239 ,0233

−2,0 ,0228 ,0222 ,0217 ,0212 ,0207 ,0202 ,0197 ,0192 ,0188 ,0183

−2,1 ,0179 ,0174 ,0170 ,0166 ,0162 ,0158 ,0154 ,0150 ,0146 ,0143

−2,2 ,0139 ,0136 ,0132 ,0129 ,0125 ,0122 ,0119 ,0116 ,0113 ,0110

−2,3 ,0107 ,0104 ,0102 ,0099 ,0096 ,0094 ,0091 ,0089 ,0087 ,0084

−2,4 ,0082 ,0080 ,0078 ,0075 ,0073 ,0071 ,0069 ,0068 ,0066 ,0064

−2,5 ,0062 ,0060 ,0059 ,0057 ,0055 ,0054 ,0052 ,0051 ,0049 ,0048

−2,6 ,0047 ,0045 ,0044 ,0043 ,0041 ,0040 ,0039 ,0038 ,0037 ,0036

−2,7 ,0035 ,0034 ,0033 ,0032 ,0031 ,0030 ,0029 ,0028 ,0027 ,0026

−2,8 ,0026 ,0025 ,0024 ,0023 ,0023 ,0022 ,0021 ,0021 ,0020 ,0019

−2,9 ,0019 ,0018 ,0018 ,0017 ,0016 ,0016 ,0015 ,0015 ,0014 ,0014

t −3,0 −3,1 −3,2 −3,3 −3,4 −3,5 −3,6 −3,7 −3,8 −3,9

Φ(t) ,0013 ,0010 ,0007 ,0005 ,0003 ,0002 ,0002 ,0001 ,0001 ,0000
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Òàá ë èö à 27.1.1 (îêîí÷àíèå)

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 ,5000 ,5040 ,5080 ,5120 ,5160 ,5199 ,5239 ,5279 ,5319 ,5359

0,1 ,5398 ,5438 ,5478 ,5517 ,5557 ,5596 ,5636 ,5675 ,5714 ,5753

0,2 ,5793 ,5832 ,5871 ,5910 ,5948 ,5987 ,6026 ,6064 ,6103 ,6141

0,3 ,6179 ,6217 ,6255 ,6293 ,6331 ,6368 ,6406 ,6443 ,6480 ,6517

0,4 ,6554 ,6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 ,6772 ,6808 ,6844 ,6879

0,5 ,6915 ,6950 ,6985 ,7019 ,7054 ,7088 ,7123 ,7157 ,7190 ,7224

0,6 ,7257 ,7291 ,7324 ,7357 ,7389 ,7422 ,7454 ,7486 ,7517 ,7549

0,7 ,7580 ,7611 ,7642 ,7673 ,7703 ,7734 ,7764 ,7794 ,7823 ,7852

0,8 ,7881 ,7910 ,7939 ,7967 ,7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 ,8133

0,9 ,8159 ,8186 ,8212 ,8238 ,8264 ,8289 ,8315 ,8340 ,8365 ,8389

1,0 ,8413 ,8438 ,8461 ,8485 ,8508 ,8531 ,8554 ,8577 ,8599 ,8621

1,1 ,8643 ,8665 ,8686 ,8708 ,8729 ,8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,8830

1,2 ,8849 ,8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 ,8980 ,8997 ,9015

1,3 ,9032 ,9049 ,9066 ,9082 ,9099 ,9115 ,9131 ,9147 ,9162 ,9177

1,4 ,9192 ,9207 ,9222 ,9236 ,9251 ,9265 ,9279 ,9292 ,9306 ,9319

1,5 ,9332 ,9345 ,9357 ,9370 ,9382 ,9394 ,9406 ,9418 ,9429 ,9441

1,6 ,9452 ,9463 ,9474 ,9484 ,9495 ,9505 ,9515 ,9525 ,9535 ,9545

1,7 ,9554 ,9564 ,9573 ,9582 ,9591 ,9599 ,9608 ,9616 ,9625 ,9633

1,8 ,9641 ,9649 ,9656 ,9664 ,9671 ,9678 ,9686 ,9693 ,9699 ,9706

1,9 ,9713 ,9719 ,9726 ,9732 ,9738 ,9744 ,9750 ,9756 ,9761 ,9767

2,0 ,9772 ,9778 ,9783 ,9788 ,9793 ,9798 ,9803 ,9808 ,9812 ,9817

2,1 ,9821 ,9826 ,9830 ,9834 ,9838 ,9842 ,9846 ,9850 ,9854 ,9857

2,2 ,9861 ,9864 ,9868 ,9871 ,9875 ,9878 ,9881 ,9884 ,9887 ,9890

2,3 ,9893 ,9896 ,9898 ,9900 ,9904 ,9906 ,9909 ,9911 ,9913 ,9916

2,4 ,9918 ,9920 ,9922 ,9925 ,9927 ,9929 ,9931 ,9923 ,9934 ,9936

2,5 ,9938 ,9940 ,9941 ,9943 ,9945 ,9946 ,9948 ,9949 ,9951 ,9952

2,6 ,9953 ,9955 ,9956 ,9957 ,9959 ,9960 ,9961 ,9962 ,9963 ,9964

2,7 ,9965 ,9966 ,9967 ,9968 ,9969 ,9970 ,9971 ,9972 ,9973 ,9974

2,8 ,9974 ,9975 ,9976 ,9977 ,9977 ,9978 ,9979 ,9979 ,9980 ,9981

2,9 ,9981 ,9982 ,9982 ,9983 ,9984 ,9984 ,9985 ,9985 ,9986 ,9986

t 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9

Φ(t) ,9987 ,9990 ,9993 ,9995 ,9997 ,9998 ,9998 ,9999 ,9999 ,1000
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27.2 Ðàñïðåäåëåíèå χ2

χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (êîðîòêî χ2
n-ðàñ-

ïðåäåëåíèåì) áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû

χ2
n =

n∑
i=1

ξ2i , (27.2.1)

ãäå ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ
ðàñïðåäåëåíèåì N0;1.

Â òàáë. 27.2.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè χ2
α;n, èëè, ÷òî

òî æå, âåðõíèå α-ïðåäåëû (100α-êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ) ðàñïðå-
äåëåíèÿ Ïèðñîíà.

Äëÿ äàííûõ α è n çíà÷åíèå χ2
α;n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ
+∞∫

χ2
α;n

f(x)dx = α,

ãäå f(x) � ïëîòíîñòü χ2
n-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ðèñ. 27.2.1).

α

χ0

f(x)

x
α;n

2

Ðèñ. 27.2.1: Ê îïðåäåëåíèþ χ2
α;n � âåðõíåãî

α-ïðåäåëà χ2
n-ðàñïðåäåëåíèÿ, f(x) � ïëîòíîñòü
χ2
n-ðàñïðåäåëåíèÿ
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Òà áë è ö à 27.2.1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè χ2
α;n

Çíà÷åíèÿ α

n 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010

1 0,00 0,00 0,00 0,02 2,71 3,84 5,02 6,64

2 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21

3 0,12 0,22 0,35 0,58 6,23 7,82 9,35 11,34

4 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,48 11,14 13,28

5 0,55 0,83 1,14 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09

6 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 14,45 16,81

7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,48

8 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,53 20,09

9 2,90 2,70 3,32 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67

10 2,56 3,25 3,94 4,86 15,99 18,31 20,48 23,21

11 3,05 3,82 4,58 5,58 17,28 19,68 21,92 24,72

12 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,22

13 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69

14 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,12 29,14

15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,49 30,58

16 5,81 6,91 7,96 9,31 23,54 26,30 28,85 32,00

17 6,41 7,56 8,67 10,09 24,77 27,59 30,19 33,41

18 7,02 8,23 9,39 10,86 25,99 28,87 31,53 34,81

19 7,63 8,91 10,12 11,65 27,20 30,14 32,85 36,19

20 8,26 9,59 10,85 12,44 28,41 31,41 34,17 37,57

21 8,90 10,28 11,59 13,24 29,62 32,67 35,48 38,93

22 9,54 10,98 12,34 14,04 30,81 33,92 36,78 40,29

23 10,20 11,69 13,09 14,85 32,01 35,17 38,08 41,64

24 10,86 12,40 13,85 15,66 33,20 36,42 39,36 42,92

25 11,52 13,12 14,61 16,47 34,38 37,65 40,65 44,31

26 12,20 13,84 15,38 17,29 35,56 38,89 41,92 45,64

27 12,88 14,57 16,15 18,11 36,74 40,11 43,19 46,96

28 13,56 15,31 16,93 18,94 37,92 41,34 44,46 48,26

29 14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,59

30 14,95 16,79 18,49 20,60 40,26 43,77 46,98 50,89
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Òàá ë èö à 27.2.1 (îêîí÷àíèå)

Çíà÷åíèÿ α

n 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010

40 22,16 24,43 26,51 29,05 51,80 55,76 59,34 63,69

50 29,71 32,36 34,76 37,69 63,17 67,50 71,42 76,15

60 37,48 40,48 43,19 46,46 74,40 79,08 83,30 88,38

70 45,44 48,76 51,74 55,33 85,53 90,53 95,02 100,4

80 53,54 57,15 60,39 64,28 96,58 101,9 106,6 112,3

90 61,75 65,65 69,13 73,29 107,6 113,1 118,1 124,1

100 70,06 74,22 77,93 82,36 118,5 124,3 129,6 135,8

27.3 Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà èëè t-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû (êîðîòêî tn-ðàñïðåäåëåíèåì) áóäåì íàçûâàòü ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

tn =
ξ√
1
nχ

2
n

, (27.3.1)

ãäå ξ è χ2
n � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ξ ðàñïðåäåëåíà

N0;1, à χ
2
n èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Â òàáë. 27.3.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè tα;n, èëè, ÷òî òî
æå, âåðõíèå α-ïðåäåëû (100α-êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ) ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (tn-ðàñïðåäåëåíèÿ).

Äëÿ äàííûõ α è n çíà÷åíèå tα;n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

+∞∫
tα;n

f(x)dx = α,

ãäå f(x) � ïëîòíîñòü tn-ðàñïðåäåëåíèÿ, tα;n � ÷èñëî, îòñåêàþ-
ùåå ïðàâûé �õâîñò� tn-ðàñïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ
�ìàññà� α (ñì. ðèñ. 27.3.1).
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f(x)

x0 t

α

α,n

Ðèñ. 27.3.1: Ê îïðåäåëåíèþ tα;n � âåðõíåãî
α-ïðåäåëà tn-ðàñïðåäåëåíèÿ, f(x) � ïëîòíîñòü

tn-ðàñïðåäåëåíèÿ

Òàá ë èö à 27.3.1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè tα;n

Çíà÷åíèÿ α Çíà÷åíèÿ α

n 0,050 0,025 0,010 0,005 n 0,050 0,025 0,010 0,005

1 6,314 12,706 31,821 63,657 18 1,734 2,101 2,552 2,878

2 2,920 4,303 6,965 9,925 19 1,729 2,093 2,539 2,861

3 2,353 3,182 4,541 5,841 20 1,725 2,086 2,528 2,845

4 2,132 2,776 3,747 4,604 21 1,721 2,080 2,518 2,831

5 2,015 2,571 3,365 4,032 22 1,717 2,074 2,508 2,819

6 1,943 2,447 3,143 3,707 23 1,714 2,069 2,500 2,807

7 1,895 2,365 2,998 3,499 24 1,711 2,064 2,492 2,797

8 1,860 2,306 2,896 3,355 25 1,708 2,060 2,485 2,787

9 1,833 2,262 2,821 3,250 26 1,706 2,056 2,479 2,779

10 1,812 2,228 2,764 3,169 27 1,703 2,052 2,473 2,771

11 1,796 2,201 2,718 3,106 28 1,701 2,048 2,467 2,763

12 1,782 2,179 2,681 3,055 29 1,699 2,045 2,462 2,756

13 1,771 2,160 2,650 3,012 30 1,697 2,042 2,457 2,750

14 1,761 2,145 2,624 2,977 40 1,684 2,021 2,423 2,704

15 1,753 2,131 2,602 2,947 60 1,671 2,000 2,390 2,660

16 1,746 2,120 2,583 2,921 120 1,658 1,980 2,358 2,617

17 1,740 2,110 2,567 2,898 ∞ 1,645 1,960 2,326 2,576
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27.4 Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà

Ðàñïðåäåëåíèåì Ôèøåðà èëè F-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n,m ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû (êîðîòêî Fn,m-ðàñïðåäåëåíèåì) áóäåì íàçûâàòü
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Fn;m =
1
nχ

2
n

1
mχ2

m

, (27.4.1)

ãäå χ2
n è χ

2
m � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, χ2

n èìååò ðàñ-
ïðåäåëåíèå Ïèðñîíà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, χ2

m � ñm ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû.

Â òàáë. 27.4.1 è 27.4.2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Fα;n;m,
èëè, ÷òî òî æå, âåðõíèå α-ãðàíèöû (100α-êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ)
Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ äàííûõ α, n,m çíà÷åíèå Fα;n;m îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ

+∞∫
Fα;n;m

f(x)dx = α,

ãäå f(x) � ïëîòíîñòü Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ðèñ. 27.4.1).

α

f(x)

0 xF
α;n;m

Ðèñ. 27.4.1: Ê îïðåäåëåíèþ Fα;n;m � âåðõíåãî
α-ïðåäåëà Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ, f(x) � ïëîòíîñòü

Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ
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Òà áë è ö à 27.4.1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Fα;n;m

(óðîâåíü çíà÷èìîñòè 0,05)

n (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ)

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 10,1 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85

12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75

13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49

17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45

18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41

19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35

22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30

24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25

26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22

28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19

30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16

40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08

50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,03

60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99

100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93
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Òàá ë èö à 27.4.1 (îêîí÷àíèå)

n (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ)

m 12 14 16 18 20 30 40 50 60 100

3 8,74 8,71 8,69 8,67 8,66 8,62 8,59 8,58 8,57 8,55

4 5,91 5,87 5,84 5,82 5,80 5,75 5,72 5,70 5,69 5,66

5 4,68 4,64 4,60 4,58 4,56 4,50 4,46 4,44 4,43 4,41

6 4,00 3,96 3,92 3,90 3,87 3,81 3,77 3,75 3,74 3,71

7 3,57 3,53 3,49 3,47 3,44 3,38 3,34 3,32 3,30 3,27

8 3,28 3,24 3,20 3,17 3,15 3,08 3,04 3,02 3,01 2,97

9 3,07 3,03 2,99 2,96 2,94 2,86 2,83 2,80 2,79 2,76

10 2,91 2,86 2,83 2,80 2,77 2,70 2,66 2,64 2,62 2,59

11 2,79 2,74 2,70 2,67 2,65 2,57 2,53 2,51 2,49 2,46

12 2,69 2,64 2,60 2,57 2,54 2,47 2,43 2,40 2,38 2,35

13 2,60 2,55 2,51 2,48 2,46 2,38 2,34 2,31 2,30 2,26

14 2,53 2,48 2,44 2,41 2,39 2,31 2,27 2,24 2,22 2,19

15 2,48 2,42 2,38 2,35 2,33 2,25 2,20 2,18 2,16 2,12

16 2,42 2,37 2,33 2,30 2,28 2,19 2,15 2,12 2,11 2,07

17 2,38 2,33 2,29 2,26 2,23 2,15 2,10 2,08 2,06 2,02

18 2,34 2,29 2,25 2,22 2,19 2,11 2,06 2,04 2,02 1,98

19 2,31 2,26 2,21 2,18 2,16 2,07 2,03 2,00 1,98 1,94

20 2,28 2,22 2,18 2,15 2,12 2,04 1,99 1,97 1,95 1,91

22 2,23 2,17 2,13 2,10 2,07 1,98 1,94 1,91 1,89 1,85

24 2,18 2,13 2,09 2,05 2,03 1,94 1,89 1,86 1,84 1,80

26 2,15 2,09 2,05 2,02 1,99 1,90 1,85 1,82 1,80 1,76

28 2,12 2,06 2,02 1,99 1,96 1,87 1,82 1,79 1,77 1,73

30 2,09 2,04 1,99 1,96 1,93 1,84 1,79 1,76 1,74 1,70

40 2,00 1,95 1,90 1,87 1,84 1,74 1,69 1,66 1,64 1,59

50 1,95 1,89 1,85 1,81 1,78 1,69 1,63 1,60 1,58 1,52

60 1,92 1,86 1,82 1,78 1,75 1,65 1,59 1,56 1,53 1,48

100 1,85 1,79 1,75 1,71 1,68 1,57 1,52 1,48 1,45 1,39
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Òà áë è ö à 27.4.2. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Fα;n;m

(óðîâåíü çíà÷èìîñòè 0,01)

n (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ)

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 34,1 30,8 29,5 28,7 28,2 27,9 27,7 27,5 27,3 27,2

4 21,2 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 15,0 14,8 14,7 14,5

5 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,5 10,3 10,2 10,1

6 13,7 10,9 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87

7 12,2 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62

8 11,3 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81

9 10,6 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26

10 10,0 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85

11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,54

12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30

13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10

14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94

15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80

16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69

17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59

18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51

19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43

20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37

22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26

24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 3,17

26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,09

28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03

30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98

40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80

50 7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,79 2,70

60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63

100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 2,50
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Òàá ë èö à 27.4.2 (îêîí÷àíèå)

n (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ)

m 12 14 16 18 20 30 40 50 60 100

3 27,1 26,9 26,8 26,8 26,7 26,5 26,4 26,4 26,3 26,2

4 14,4 14,2 14,2 14,1 14,0 13,8 13,7 13,7 13,7 13,6

5 9,89 9,77 9,68 9,61 9,55 9,38 9,29 9,24 9,20 9,13

6 7,72 7,60 7,52 7,45 7,40 7,23 7,14 7,09 7,06 6,99

7 6,47 6,36 6,27 6,21 6,16 5,99 5,91 5,86 5,82 5,75

8 5,67 5,56 5,84 5,41 5,36 5,20 5,12 5,07 5,03 4,96

9 5,11 5,00 4,92 4,86 4,81 4,65 4,57 4,52 4,48 4,42

10 4,71 4,60 4,52 4,46 4,41 4,25 4,17 4,12 4,08 4,01

11 4,40 4,29 4,21 4,15 4,10 3,94 3,86 3,81 3,78 3,71

12 4,16 4,05 3,97 3,91 3,86 3,70 3,62 3,57 3,54 3,47

13 3,96 3,86 3,78 3,72 3,66 3,51 3,43 3,38 3,34 3,27

14 3,80 3,70 3,62 3,56 3,51 3,35 3,27 3,22 3,18 3,11

15 3,67 3,56 3,49 3,42 3,37 3,21 3,13 3,08 3,05 2,98

16 3,55 3,45 3,37 3,31 3,26 3,10 3,02 2,97 2,93 2,86

17 3,46 3,35 3,27 3,21 3,16 3,00 2,92 2,87 2,83 2,76

18 3,37 3,27 3,19 3,13 3,08 2,92 2,84 2,78 2,75 2,68

19 3,30 3,19 3,12 3,05 3,00 2,84 2,76 2,71 2,67 2,60

20 3,23 3,13 3,05 2,99 2,94 2,78 2,69 2,64 2,61 2,54

22 3,12 3,02 2,94 2,88 2,83 2,67 2,58 2,53 2,50 2,42

24 3,03 2,93 2,85 2,79 2,74 2,58 2,49 2,44 2,40 2,33

26 2,96 2,86 2,78 2,72 2,66 2,50 2,42 2,36 2,33 2,25

28 2,90 2,79 2,72 2,65 2,60 2,44 2,35 2,30 2,26 2,19

30 2,84 2,74 2,66 2,60 2,55 2,39 2,30 2,25 2,21 2,13

40 2,66 2,56 2,48 2,42 2,37 2,20 2,11 2,06 2,02 1,94

50 2,56 2,46 2,38 2,32 2,27 2,10 2,01 1,95 1,91 1,82

60 2,50 2,39 2,31 2,25 2,20 2,03 1,94 1,88 1,84 1,75

100 2,37 2,26 2,19 2,12 2,07 1,89 1,80 1,73 1,69 1,60
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27.5 Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Òà áë è ö à 27.5.1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè P (i;n, p) = Ci
np

i(1− p)
n−i

p

n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0,34868 0,10737 0,02825 0,00605 0,00098 10

1 ,38742 ,26844 ,12106 ,04031 ,00977 9

2 ,19371 ,30199 ,23347 ,12093 ,04395 8

3 ,05740 ,20133 ,26683 ,21499 ,11719 7

4 ,01116 ,08808 ,20012 ,25082 ,20508 6

10 5 0,00149 0,02642 0,10292 0,20066 0,24609 5 10

6 ,00014 ,00551 ,03676 ,11148 ,20508 4

7 ,00001 ,00079 ,00900 ,04247 ,11719 3

8 ,00007 ,00145 ,01062 ,04395 2

9 ,00014 ,00157 ,00977 1

10 ,00001 ,00010 ,00098 0

0 0,20589 0,03518 0,00475 0,00047 0,00003 15

1 ,34315 ,13194 ,03052 ,00470 ,00046 14

2 ,26690 ,23090 ,09156 ,02194 ,00320 13

3 ,12851 ,25014 ,17004 ,06339 ,01389 12

15 4 ,04284 ,18760 ,21862 ,12678 ,04166 11 15

5 0,01047 0,10318 0,20613 0,18594 0,09164 10

6 ,00194 ,04299 ,14724 ,20660 ,15274 9

7 ,00028 ,01382 ,08113 ,17708 ,19638 8

8 ,00003 ,00345 ,03477 ,11806 ,19638 7

9 ,00067 ,01159 ,06121 ,15274 6

0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n

p
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Òà á ëè ö à 27.5.1 (ïðîäîëæåíèå)

p

n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

10 0,00010 0,00298 0,02449 0,09164 5

11 ,00001 ,00058 ,00742 ,04166 4

15 12 ,00008 ,00165 ,01389 3 15

13 ,00001 ,00025 ,00320 2

14 ,00002 ,00046 1

15 ,00003 0

0 0,12158 0,01153 0,00080 0,00004 20

1 ,27017 ,05765 ,00684 ,00049 ,00002 19

2 ,28518 ,13691 ,02785 ,00309 ,00018 18

3 ,19012 ,20536 ,07160 ,01235 ,00109 17

4 ,08978 ,21820 ,13042 ,03499 ,00462 16

5 0,03192 0,17456 0,17886 0,07465 0,01479 15

6 ,00887 ,10910 ,19164 ,12441 ,03696 14

7 ,00197 ,05455 ,16426 ,16588 ,07393 13

8 ,00036 ,02216 ,11440 ,17971 ,12013 12

9 ,00005 ,00739 ,06537 ,15974 ,16018 11

20 10 0,00001 0,00203 0,03082 0,11714 0,17620 10 20

11 ,00046 ,01201 ,07099 ,16018 9

12 ,00009 ,00386 ,03550 ,12013 8

13 ,00001 ,00102 ,01456 ,07393 7

14 ,00022 ,00485 ,03696 6

15 0,00004 0,00129 0,01479 5

16 ,00001 ,00027 ,00462 4

17 ,00004 ,00109 3

18 ,00018 2

19 ,00002 1

20 0

0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n

p
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Òàá ë èö à 27.5.1 (îêîí÷àíèå)

p

n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0,07179 0,00378 0,00013 25

1 ,19942 ,02361 ,00144 ,00005 24

2 ,26589 ,07084 ,00739 ,00038 ,00001 23

3 ,22650 ,13577 ,02428 ,00194 ,00007 22

4 ,13842 ,18668 ,05723 ,00710 ,00038 21

5 0,06459 0,19602 0,10302 0,01989 0,00158 20

6 ,02392 ,16335 ,14717 ,04420 ,00528 19

7 ,00722 ,11084 ,17119 ,07999 ,01433 18

8 ,00180 ,06235 ,16508 ,11998 ,03223 17

9 ,00038 ,02944 ,13364 ,15109 ,06089 16

10 0,00007 0,01178 0,09164 0,16116 0,09742 15

11 ,00001 ,00401 ,05355 ,14651 ,13284 14

12 ,00117 ,02678 ,11395 ,15498 13

25 13 ,00029 ,01148 ,07597 ,15498 12 25

14 ,00006 ,00422 ,04341 ,13284 11

15 0,00001 0,00132 0,02122 0,09742 10

16 ,00035 ,00884 ,06089 9

17 ,00008 ,00312 ,03223 8

18 ,00002 ,00092 ,01433 7

19 ,00023 ,00528 6

20 0,00005 0,00158 5

21 ,00001 ,00038 4

22 ,00007 3

23 ,00001 2

0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n

p
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27.6 Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Òàá ë èö à 27.6.1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

Pλ(k) =
λk

k!
e−λ

Çíà÷åíèÿ λ

k 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

0 ,9048 ,8187 ,7408 ,6703 ,6065 ,5488 ,4966 ,4493 ,4066

1 ,0905 ,1637 ,2222 ,2681 ,3033 ,3293 ,3476 ,3595 ,3659

2 ,0045 ,0164 ,0333 ,0536 ,0758 ,0988 ,1217 ,1438 ,1647

3 ,0002 ,0011 ,0033 ,0072 ,0126 ,0198 ,0284 ,0383 ,0494

4 ,0001 ,0003 ,0007 ,0016 ,0030 ,0050 ,0077 ,0111

5 ,0001 ,0002 ,0004 ,0007 ,0012 ,0020

6 ,0001 ,0002 ,0003

Çíà÷åíèÿ λ

k 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0

0 ,3679 ,1353 ,0498 ,0183 , 0067 ,0025 ,0009 ,0003 ,0001

1 ,3679 ,2707 ,1494 ,0733 , 0337 ,0149 ,0064 ,0027 ,0011

2 ,1839 ,2707 ,2240 ,1465 , 0842 ,0446 ,0223 ,0107 ,0050

3 ,0613 ,1804 ,2240 ,1954 , 1404 ,0892 ,0521 ,0286 ,0150

4 ,0153 ,0902 ,1680 ,1954 , 1755 ,1339 ,0912 ,0573 ,0337

5 ,0031 ,0361 ,1008 ,1563 , 1755 ,1606 ,1277 ,0916 ,0607

6 ,0005 ,0120 ,0504 ,1042 , 1462 ,1606 ,1490 ,1221 ,0911

7 ,0001 ,0034 ,0216 ,0595 , 1044 ,1377 ,1490 ,1396 ,1171

8 ,0009 ,0081 ,0298 , 0653 ,1033 ,1304 ,1396 ,1318

9 ,0002 ,0027 ,0132 , 0363 ,0688 ,1014 ,1241 ,1318

10 ,0008 ,0053 , 0181 ,0413 ,0710 ,0993 ,1186

11 ,0002 ,0019 , 0082 ,0225 ,0452 ,0722 ,0970

12 ,0001 ,0006 , 0034 ,0113 ,0264 ,0481 ,0728

13 ,0002 , 0013 ,0052 ,0142 ,0296 ,0504

14 ,0001 , 0005 ,0022 ,0071 ,0169 ,0324

15 , 0002 ,0009 ,0033 ,0090 ,0194

16 ,0003 ,0014 ,0045 ,0109

17 ,0001 ,0006 ,0021 ,0058
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27.7 Êðèòåðèé À. Í. Êîëìîãîðîâà.
Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

Â òàáë. 27.7.1 ïðèâåäåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ εα;n ñóïðå-
ìóìà ìîäóëÿ ðàçíîñòè èñòèííîé è ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèé.

Çíà÷åíèå εα;n äëÿ äàííûõ α è n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëü-
íîå ε, äëÿ êîòîðîãî

P{sup
x

|F (x)− F̂n(x)| ≥ ε} ≤ α.

Òà á ëè ö à 27.7.1. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ εα;n äëÿ ñóïðåìóìà ìîäóëÿ
ðàçíîñòè èñòèííîé è ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

Çíà÷åíèÿ α Çíà÷åíèÿ α

n 0,05 0,02 0,01 n 0,05 0,02 0,01

1 0,9750 0,9900 0,9950 25 0,2640 0,2952 0,3166

2 0,8419 0,9000 0,9293 30 0,2417 0,2702 0,2899

3 0,7076 0,7846 0,8290 35 0,2243 0,2507 0,2690

4 0,6239 0,6889 0,7342 40 0,2101 0,2349 0,2520

5 0,5633 0,6272 0,6685 45 0,1984 0,2218 0,2380

6 0,5193 0,5774 0,6166 50 0,1884 0,2107 0,2260

7 0,4834 0,5384 0,5758 55 0,1798 0,2011 0,2157

8 0,4543 0,5065 0,5418 60 0,1723 0,1927 0,2067

9 0,4300 0,4796 0,5133 65 0,1657 0,1853 0,1988

10 0,4093 0,4566 0,4889 70 0,1598 0,1786 0,1917

11 0,3912 0,4367 0,4677 75 0,1544 0,1727 0,1853

12 0,3754 0,4192 0,4491 80 0,1496 0,1673 0,1795

13 0,3614 0,4036 0,4325 85 0,1452 0,1624 0,1742

14 0,3489 0,3897 0,4176 90 0,1412 0,1579 0,1694

15 0,3376 0,3771 0,4042 95 0,1375 0,1537 0,1649

20 0,2941 0,3287 0,3524 100 0,1340 0,1499 0,1608

Ïðè n > 100 ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ãðàíè-
öàìè

ε0,05;n =
1,36√
n
; ε0,01;n =

1,63√
n
.
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27.8 Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà.
Íèæíèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

Â òàáë. 27.8.1 ïðèâåäåíû íèæíèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
Wα;n;m ðàñïðåäåëåíèÿ W � ñóììû ðàíãîâ âûáîðêè ìåíüøåãî
îáúåìà.

Çíà÷åíèåWα;n;m äëÿ äàííûõ α (óðîâíÿ çíà÷èìîñòè), n èm�
îáúåìîâ âûáîðîê (n � îáúåì ìåíüøåé âûáîðêè, m � á�îëüøåé)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøåå öåëîå t, äëÿ êîòîðîãî

P{W ≤ t} ≤ α.

Ïðè çíà÷åíèÿõ n è m áîëüøèõ, ÷åì ïðèâåäåííûå â òàáëèöå
(à ôàêòè÷åñêè ïðè n è m, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
min{n,m} ≥ 6,m+ n ≥ 20), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Wα;n;m ðàâíî

1

2
n(n+m+ 1) + zα

√
1

12
nm(n+m+ 1),

ãäå zα � ýòî α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåò-
ðàìè (0;1) (ñì. òàáë. 27.1.1).

Òà áë è ö à 27.8.1. Íèæíèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ Wα;n;m

ðàñïðåäåëåíèÿ W

Îáú- Îáú-

åìû Çíà÷åíèÿ α åìû Çíà÷åíèÿ α

n m 0,005 0,01 0,025 0,05 n m 0,005 0,01 0,025 0,05

6 6 23 24 26 28 6 18 37 40 45 49

7 24 25 27 29 19 38 41 46 51

8 25 27 29 31 7 7 32 34 36 39

9 26 28 31 33 8 34 35 38 41

10 27 29 32 35 9 35 37 40 43

11 28 30 34 37 10 37 39 42 45

12 30 32 35 38 11 38 40 44 47

13 31 33 37 40 12 40 42 46 49

14 32 34 38 42 13 41 44 48 52

15 33 36 40 44 14 43 45 50 54

16 34 37 42 46 15 44 47 52 56

17 36 39 43 47 16 46 49 54 58
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Òàá ë èö à 27.8.1 (îêîí÷àíèå)

Îáú- Îáú-

åìû Çíà÷åíèÿ α åìû Çíà÷åíèÿ α

n m 0,005 0,01 0,025 0,05 n m 0,005 0,01 0,025 0,05

7 17 47 51 56 61 9 13 65 68 73 78

18 49 52 58 63 14 67 71 76 81

8 8 43 45 49 51 15 69 73 79 84

9 45 47 51 54 16 72 76 82 87

10 47 49 53 56 10 10 71 74 78 82

11 49 51 55 59 11 73 77 81 86

12 51 53 58 62 12 76 79 84 89

13 53 56 60 64 13 79 82 88 92

14 54 58 62 67 14 81 85 91 96

15 56 60 65 69 15 84 88 94 99

16 58 62 67 72 11 11 87 91 96 100

17 60 64 70 75 12 90 94 99 104

9 9 56 59 62 66 13 93 97 103 108

10 58 61 65 69 14 96 100 106 112

11 61 63 68 72 12 12 105 109 115 120

12 63 66 71 75 13 109 113 119 125

27.9 Êðèòåðèé çíàêîâ.
Ãðàíèöû êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

Â òàáë. 27.9.1 ïðèâåäåíû ëåâàÿ (n − mα;n) (ëåâûé ñòîëáåö)
è ïðàâàÿ mα;n (ïðàâûé ñòîëáåö) ãðàíèöû êðèòè÷åñêîé îáëàñòè
êðèòåðèÿ çíàêîâ (ïðåäåëû îáëàñòè îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû
H0: θ = 0).

Çíà÷åíèå mα;n äëÿ äàííûõ α (óðîâíÿ çíà÷èìîñòè) è n (÷èñ-
ëà îòëè÷íûõ îò íóëÿ ðàçíîñòåé) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå
öåëîå m, äëÿ êîòîðîãî P{µ > m} ≤ α, ãäå µ � áèíîìèàëüíî
ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðàìè n è 1/2.
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Êðèòè÷åñêèå îáëàñòè êðèòåðèÿ çíàêîâ:
(mα;n;n] äëÿ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû θ > 0;
[0;n−mα;n) äëÿ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû θ < 0;
[0;n−mα;n)∪(mα;n;n] äëÿ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû θ < 0

èëè θ > 0;
Óðîâåíü çíà÷èìîñòè îäíîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ íå ïðåâûøà-

åò α, äâóñòîðîííåãî � 2α.

Òà á ëè ö à 27.9.1. Ãðàíèöû êðèòè÷åñêèõ îáëàñòåé êðèòåðèÿ çíàêîâ

Çíà÷åíèÿ α Çíà÷åíèÿ α

n 0,025 0,010 0,005 n 0,025 0,010 0,005

5 0 5 0 5 0 5 25 8 17 7 18 6 19

6 1 5 0 6 0 6 26 8 18 7 19 7 19

7 1 6 1 6 0 7 27 8 19 8 19 7 20

8 1 7 1 7 1 7 28 9 19 8 20 7 21

9 2 7 1 8 1 8 29 9 20 8 21 8 21

10 2 8 1 9 1 9 30 10 20 9 21 8 22

11 2 9 2 9 1 10 31 10 21 9 22 8 23

12 3 9 2 10 2 10 32 10 22 9 23 9 23

13 3 10 2 11 2 11 33 11 22 10 23 9 24

14 3 11 3 11 2 12 34 11 23 10 24 10 24

15 4 11 3 12 3 12 35 12 23 11 24 10 25

16 4 12 3 13 3 13 36 12 24 11 25 10 26

17 5 12 4 13 3 14 37 13 24 11 26 11 26

18 5 13 4 14 4 14 38 13 25 12 26 11 27

19 5 14 5 14 4 15 39 13 26 12 27 12 27

20 6 14 5 15 4 16 40 14 26 13 27 12 28

21 6 15 5 16 5 16 41 14 27 13 28 12 29

22 6 16 6 16 5 17 42 15 27 14 28 13 29

23 7 16 6 17 5 18 43 15 28 14 29 13 30

24 7 17 6 18 6 18 44 16 28 14 30 14 30
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Òàá ë èö à 27.9.1 (îêîí÷àíèå)

Çíà÷åíèÿ α Çíà÷åíèÿ α

n 0,025 0,010 0,005 n 0,025 0,010 0,005

45 16 29 15 30 14 31 73 28 45 27 46 26 47

46 16 30 15 31 14 32 74 29 45 27 47 26 48

47 17 30 16 32 15 32 75 29 46 27 48 26 49

48 17 31 16 32 15 33 76 29 47 28 48 27 49

49 18 31 16 33 16 33 77 30 47 28 49 27 50

50 18 32 17 33 16 34 78 30 48 29 49 28 50

51 19 32 17 34 16 35 79 31 48 29 50 28 51

52 19 33 18 34 17 35 80 31 49 30 50 29 51

53 19 34 18 35 17 36 81 32 49 30 51 29 52

54 20 34 19 35 18 36 82 32 50 31 51 29 53

55 20 35 19 36 18 37 83 33 50 31 52 30 53

56 21 35 19 37 18 38 84 33 51 31 53 30 54

57 21 36 20 37 19 38 85 33 52 32 53 31 54

58 22 36 20 38 19 39 86 34 52 32 54 31 55

59 22 37 21 38 20 39 87 34 53 33 54 32 55

60 22 38 21 39 20 40 88 35 53 33 55 32 56

61 23 38 21 40 21 40 89 35 54 34 55 32 57

62 23 39 22 40 21 41 90 36 54 34 56 33 57

63 24 39 22 41 21 42 91 36 55 34 57 33 58

64 24 40 23 41 22 42 92 37 55 35 57 34 58

65 25 40 23 42 22 43 93 37 56 35 58 34 59

66 25 41 24 42 23 43 94 38 56 36 58 35 59

67 26 41 24 43 23 44 95 38 57 36 59 35 60

68 26 42 24 44 23 45 96 38 58 37 59 35 61

69 26 43 25 44 24 45 97 39 58 37 60 36 61

70 27 43 25 45 24 46 98 39 59 38 60 36 62

71 27 44 26 45 25 46 99 40 59 38 61 37 62

72 28 44 26 46 25 47 100 40 60 38 62 37 63



27.10. Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà 741

27.10 Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå ÷èñëà

Ïðèâåäåííûå â òàáë. 27.10.1 öèôðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ñ îä-
íîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ 0,1.

Òàáóëèðîâàííûå öèôðû ñãðóïïèðîâàíû ïî äâå. Ïàðû ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ îò 00
äî 99 ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ 0,01.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü, åñëè öèô-
ðû ãðóïïèðîâàòü ïî òðè, ÷åòûðå è ò. ä.

Ðàññìîòðèì ãðóïïû èç k öèôð êàê öåëûå ÷èñëà. Óìíîæèì
êàæäîå èç íèõ íà 10−k. Ïîëó÷åííûå ÷èñëà ìîæíî ñ÷èòàòü ðå-
àëèçàöèÿìè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0; 1].

Òà áë è ö à 27.10.1. Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå ÷èñëà

10 09 73 25 33 76 52 01 35 86 34 67 35 48 76 80 95 90 91 17

37 54 20 48 05 64 89 47 42 96 24 80 52 40 37 20 63 61 04 02

08 42 26 89 53 19 64 50 93 03 23 20 90 25 60 15 95 33 47 64

99 01 90 25 29 09 37 67 07 15 38 31 13 11 65 88 67 67 43 97

12 80 79 99 70 80 15 73 61 47 64 03 23 66 53 98 95 11 68 77

66 06 57 47 17 34 07 27 68 50 36 69 73 61 70 65 81 33 98 85

31 06 01 08 05 45 57 18 24 06 35 30 34 26 14 86 79 90 74 39

85 26 97 76 02 02 05 16 56 92 68 66 57 48 18 73 05 38 52 47

63 57 33 21 35 05 32 54 70 48 90 55 35 75 48 28 46 82 87 09

73 79 64 57 53 03 52 96 47 78 35 80 83 42 82 60 93 52 03 44

98 52 01 77 67 14 90 56 86 07 22 10 94 05 58 60 97 09 34 33

11 80 50 54 31 39 80 82 77 32 50 72 56 82 48 29 40 52 42 01

83 45 29 96 34 06 28 89 80 83 13 74 67 00 78 18 47 54 06 10

88 68 54 02 00 86 50 75 84 01 36 76 66 79 51 90 36 47 64 93

99 59 46 73 48 87 51 76 49 69 91 82 60 89 28 93 78 56 13 68
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Òà á ëè ö à 27.10.1 (ïðîäîëæåíèå)

65 48 11 76 74 17 46 85 09 50 58 04 77 69 74 73 03 95 71 86

80 12 43 56 35 17 72 70 80 15 45 31 82 23 74 21 11 57 82 53

74 35 09 98 17 77 40 27 72 14 43 23 60 02 10 45 52 16 42 37

69 91 62 68 03 66 25 22 91 48 36 93 68 72 03 76 62 11 39 90

09 89 32 05 05 14 22 56 85 14 46 42 75 67 88 96 29 77 88 22

91 49 91 45 23 68 47 92 76 86 46 16 28 35 54 94 75 08 99 23

80 33 69 45 98 26 94 03 68 58 70 29 73 41 35 53 14 03 33 40

44 10 48 19 49 85 15 74 79 54 32 97 92 65 75 57 60 04 08 81

12 55 07 37 42 11 10 00 20 40 12 86 07 46 97 96 64 48 94 39

63 60 64 93 29 16 50 53 44 84 40 21 95 25 63 43 65 17 70 82

61 19 69 04 46 26 45 74 77 74 51 92 43 37 29 65 39 45 95 93

15 47 44 52 66 95 27 07 99 53 59 36 78 38 48 82 39 61 01 18

94 55 72 85 73 67 89 75 43 87 54 62 24 44 31 91 19 04 25 92

42 48 11 62 13 97 34 40 87 21 16 86 84 87 67 03 07 11 20 59

23 52 37 83 17 73 20 88 98 37 68 93 59 14 16 26 25 22 96 63

04 49 35 24 94 75 24 63 38 24 45 86 25 10 25 61 96 27 93 35

00 54 99 76 54 64 05 18 81 59 96 11 96 38 96 54 69 28 23 91

35 96 31 53 07 26 89 80 93 54 33 35 13 54 62 77 97 45 00 24

59 80 80 83 91 45 42 72 68 42 83 60 94 97 00 13 02 12 48 92

46 05 88 52 36 01 39 09 22 86 77 28 14 40 77 93 91 08 36 47

32 17 90 05 97 87 37 92 52 41 05 56 70 70 07 86 74 31 71 57

69 23 46 14 06 20 11 74 52 04 15 95 66 00 00 18 74 39 24 23

19 56 54 14 30 01 75 87 53 79 40 41 92 15 85 66 67 43 68 06

45 15 51 49 38 19 47 60 72 46 43 66 79 45 43 59 04 79 00 33

94 86 43 19 94 36 16 81 08 51 34 88 88 15 53 01 54 03 54 56

98 08 62 48 26 45 24 02 84 04 44 99 90 88 96 39 09 47 34 07

33 18 51 62 32 41 94 15 09 49 89 43 54 85 81 88 69 54 19 94

80 95 10 04 06 96 38 27 07 74 20 15 12 33 87 25 01 62 52 98

79 75 24 91 40 71 96 12 82 96 69 86 10 25 91 74 85 22 05 39

18 63 33 25 37 98 14 50 65 71 31 01 02 46 74 05 45 56 14 27
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Òà á ëè ö à 27.10.1 (ïðîäîëæåíèå)

74 02 94 39 02 77 55 73 22 70 97 79 01 71 19 52 52 75 80 21

54 17 84 56 11 80 99 33 71 43 05 33 51 29 69 56 12 71 92 55

11 66 44 98 83 52 07 98 48 27 59 38 17 15 39 09 97 33 34 40

48 32 47 79 28 31 24 96 47 10 02 29 53 68 70 32 30 75 75 46

69 07 49 41 38 87 63 79 19 76 35 58 40 44 01 10 51 82 16 15

09 18 82 00 97 32 82 53 95 27 04 22 08 63 04 83 38 98 73 74

90 04 58 54 97 51 98 15 06 54 94 93 88 19 97 91 87 07 61 50

73 18 95 02 07 47 67 72 62 69 62 29 06 44 64 27 12 46 70 18

75 76 87 64 90 20 97 18 17 49 90 42 91 22 72 95 37 50 58 71

54 01 64 40 56 66 28 13 10 03 00 68 22 73 98 20 71 45 32 95

08 35 86 99 10 78 54 24 27 85 13 66 15 88 73 04 61 89 75 53

28 30 60 32 64 81 33 31 05 91 40 51 00 78 93 32 60 46 04 75

53 84 08 62 33 81 59 41 36 28 51 21 59 02 90 28 46 66 87 95

91 75 75 37 41 61 61 36 22 69 50 26 39 02 12 55 78 17 65 14

89 41 59 26 94 00 39 75 83 91 12 60 71 76 46 48 94 97 23 06

77 51 30 38 20 86 83 42 99 01 68 41 48 27 74 51 90 81 39 80

19 50 23 71 74 69 97 92 02 88 55 21 02 97 73 74 28 77 52 51

21 81 85 93 13 93 27 88 17 57 05 68 67 31 56 07 08 28 50 46

51 47 46 64 99 68 10 72 36 21 94 04 99 13 45 42 83 60 91 91

99 55 96 83 31 62 53 52 41 70 69 77 71 28 30 74 81 97 81 42

33 71 34 80 07 93 58 47 28 69 51 92 66 47 21 58 30 32 98 22

85 27 48 68 93 11 30 32 92 70 28 83 43 41 37 73 51 59 04 00

84 13 38 96 40 44 03 55 21 66 73 85 27 00 91 61 22 26 05 61

56 73 21 62 34 17 39 59 61 31 10 12 39 16 22 85 49 65 75 60

65 13 85 68 06 87 64 88 52 61 34 31 36 58 61 45 87 52 10 69

38 00 10 21 76 81 71 91 17 11 71 60 29 29 37 74 21 96 40 49

37 40 29 63 97 01 30 47 75 86 56 27 11 00 86 47 32 46 26 05

97 12 54 03 48 87 08 33 14 17 21 81 53 92 50 75 23 76 20 47

21 82 64 11 34 47 14 33 40 72 64 63 88 59 02 49 13 90 64 41

73 13 54 27 42 95 71 90 90 35 85 79 47 42 96 08 78 98 81 56



744 27. Òàáëèöû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Òàá ë èö à 27.10.1 (îêîí÷àíèå)

07 63 87 79 29 03 06 11 80 72 96 20 74 41 56 23 82 19 95 38

60 52 88 34 41 07 95 41 98 14 59 17 52 06 95 05 53 35 21 39

83 59 63 56 55 06 95 89 29 83 05 12 80 97 19 77 43 35 37 83

10 85 06 27 46 99 59 91 05 07 13 49 90 63 19 53 07 57 18 39

39 82 09 89 52 43 62 26 31 47 64 42 18 08 14 43 80 00 93 51

59 58 00 64 78 75 56 97 88 00 88 83 55 44 86 23 76 80 61 56

38 50 80 73 41 23 79 34 87 63 90 82 29 70 22 17 71 90 42 07

30 69 27 06 68 94 68 81 61 27 56 19 68 00 91 82 06 76 34 00

65 44 39 56 59 18 28 82 74 37 49 63 22 40 41 08 33 76 56 76

27 26 75 02 64 13 19 27 22 94 07 47 74 46 06 17 98 54 89 11

91 30 70 69 91 19 07 22 42 10 36 69 95 37 28 28 82 53 57 93

68 43 49 46 88 84 47 31 36 22 62 12 69 84 08 12 84 38 25 90

48 90 81 58 77 54 74 52 45 91 35 70 00 47 54 83 82 45 26 92

06 91 34 51 97 42 67 27 86 01 11 88 30 95 28 63 01 19 89 01

10 45 51 60 19 14 21 03 37 12 91 34 23 78 21 88 32 58 08 51

12 88 39 73 43 65 02 76 11 84 04 28 50 13 92 17 97 41 50 77

21 77 83 09 76 38 80 73 69 61 31 64 94 20 96 63 28 10 20 23

19 52 35 95 15 65 12 25 96 59 86 28 36 82 58 69 57 21 37 98

67 24 55 26 70 35 58 31 65 63 79 24 68 66 86 76 46 33 42 22

60 58 44 73 77 07 50 03 79 92 45 13 42 65 29 26 76 08 36 37

53 85 34 13 77 36 06 69 48 50 58 83 87 38 59 49 36 47 33 31

24 63 73 87 36 74 38 48 93 42 52 62 30 79 92 12 36 91 86 01

83 08 01 24 51 38 99 22 28 15 07 75 95 17 77 97 37 72 75 85

15 44 42 43 34 36 15 19 90 73 27 49 37 09 39 85 13 03 25 52

60 79 01 81 57 57 17 86 57 62 11 16 17 85 76 45 81 95 29 79

03 99 11 04 61 93 71 61 68 94 66 08 32 46 53 84 60 95 82 32

38 55 59 55 54 32 88 65 97 80 08 35 56 08 60 29 73 54 77 62

17 54 67 37 04 92 05 24 62 15 55 12 12 92 81 59 07 60 79 36

32 64 35 28 61 95 81 90 68 31 00 91 19 89 36 76 35 59 37 79

69 57 26 87 77 39 51 03 59 05 14 06 04 06 19 29 54 96 96 16
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