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Ïðåäèñëîâèå

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ââåäåíè-
åì â òåîðèþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæà-
òåëüíîé, øèðîêî èñïîëüçóåìîé â ïðèëîæåíèÿõ îáëàñòüþ ñîâðå-
ìåííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Îíî íàïèñàíî íà îñíîâå ëåêöèé,
÷èòàåìûõ àâòîðàìè â Äíåïðîïåòðîâñêîì íàöèîíàëüíîì óíèâåð-
ñèòåòå èìåíè Îëåñÿ Ãîí÷àðà.

Ìàðêîâñêèå öåïè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøèé òèï ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî �îòñóòñòâèå ïàìÿ-
òè�. Êíèãà îõâàòûâàåò òðàäèöèîííóþ òåìàòèêó êóðñà �Ìàðêîâ-
ñêèå öåïè�: ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé è çàäàíèå ìàð-
êîâñêîé öåïè, âîçâðàòíîñòü, êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé, êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè, ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà, ýðãîäè÷åñêèå è ñòàöèî-
íàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ìàðêîâñêîé öåïè,
ìàðêîâñêàÿ öåïü, îïèñûâàþùàÿ î÷åðåäü, çàäà÷à î ðàçîðåíèè èã-
ðîêà, ìàðêîâñêèå öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ïóàññîíîâñêèé
ïðîöåññ, ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè, îáðàòíûå è ïðÿìûå óðàâ-
íåíèÿ Êîëìîãîðîâà, ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ïðîöåññà ðîæäå-
íèÿ è ãèáåëè, îáñëóæèâàíèå ñ îæèäàíèåì, äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé è âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà èëëþñòðèðóåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè
ïðèìåðàìè è çàäà÷àìè, â ÷àñòíîñòè, èç òåîðèè ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ.

Ó÷åáíûì ïîñîáèåì ìîãóò ïîëüçîâàòüñÿ êàê ñòóäåíòû ìåõàíè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, ôàêóëüòåòîâ ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè è êèáåðíåòèêè óíèâåðñèòåòîâ, òàê è òåõíè÷åñêèõ, ïå-
äàãîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.

Àâòîðû áóäóò ïðèçíàòåëüíû âñåì, êòî â òîé èëè èíîé ôîð-
ìå âûñêàæåò ñâîè ïîæåëàíèÿ, çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ñîäåðæàíèÿ êíèãè. Ïðåäëîæåíèÿ è ïîæåëàíèÿ ïðî-
ñèì ïðèñûëàòü ïî àäðåñó: Óêðàèíà, 49010, Äíåïðîïåòðîâñê-10,
ïð. Ãàãàðèíà, 72, Äíåïðîïåòðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Îëåñÿ Ãîí÷àðà, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êà-
ôåäðà ñòàòèñòèêè è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, Â. Í. Òóð÷èíó èëè ïî
àäðåñó vnturchyn@gmail.com





Ãëàâà 1

Öåïè Ìàðêîâà �
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
è ôàêòû

Äåòåðìèíèðîâàííûå è ñòîõàñòè÷åñêè äåòåðìèíèðî-
âàííûå ñèñòåìû. Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ, íà-
óêè è òåõíèêè ìû èìååì äåëî ñ ñèñòåìàìè, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ
â äàííûé ìîìåíò îïðåäåëÿåò èõ äàëüíåéøóþ ýâîëþöèþ. Òàêèå
ñèñòåìû íàçûâàþò äåòåðìèíèðîâàííûìè. Åñòåñòâåííûì îáîá-
ùåíèåì äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè äå-
òåðìèíèðîâàííûå ñèñòåìû. Îíè ýâîëþöèîíèðóþò ñëó÷àéíûì îá-
ðàçîì, íî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäå-
ëÿåò åå ðàñïðåäåëåíèå (âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ)
âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâà-
þòñÿ ìàðêîâñêèìè.

Ìû áóäåì èçó÷àòü ìàðêîâñêèå ñèñòåìû, ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ ñîñòîÿíèé X êîòîðûõ � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî � êîíå÷íî
ëèáî ñ÷åòíî (áóäåì ñ÷èòàòü X ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë èëè åãî
÷àñòüþ).

Ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ìàðêîâñêèõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ
ïåðåõîäû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå îñóùåñòâëÿþòñÿ â öåëî-
÷èñëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, 1, 2, . . . ÿâëÿþòñÿ öåïè Ìàð-
êîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, à ìîäåëÿìè ñèñòåì, ó êîòîðûõ ïå-
ðåõîäû ìîãóò ïðîèñõîäèòü â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [0,+∞),
ÿâëÿþòñÿ öåïè Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.
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1.1 Îïðåäåëåíèå öåïè Ìàðêîâà.
Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Äàëåå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé öåïè � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî X
� ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë èëè åãî ÷àñòü.

Îïð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk} öåëî÷èñëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî

P{ξk+1 = ik+1|ξ0 = i0, ξ1 = i1, ..., ξk = ik} =

= P{ξk+1 = ik+1|ξk = ik} (1.1.1)

äëÿ êàæäîãî k ≥ 0 è ëþáûõ i0, i1, ..., ik+1 èç ôàçîâîãî ïðîñò-
ðàíñòâà X áóäåì íàçûâàòü öåïüþ Ìàðêîâà (ìàðêîâñêîé öåïüþ).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè, ó÷àñòâóþ-
ùèå â îïðåäåëåíèè ìàðêîâñêîé öåïè, îïðåäåëåíû.

Ðàâåíñòâî (1.1.1) íàçûâàþò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì.
Òàê ÷òî ìàðêîâñêàÿ öåïü � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëî-

÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ìàð-
êîâñêîå ñâîéñòâî.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξk áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèåì ñèñòå-
ìû â ìîìåíò âðåìåíè t = k, k = 0, 1, ..., âåðîÿòíîñòü P{ξk = i},
i ∈ X, � âåðîÿòíîñòüþ ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû (öåïè) â ñîñòîÿ-
íèè i, à âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P{ξk = i}, i ∈ X, áóäåì
íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì öåïè â ìîìåíò t = k, k = 0, 1, ...

Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîé öåïè. Óñëîâíóþ
âåðîÿòíîñòü P{ξk+1 = j|ξk = i} íàçûâàþò îäíîøàãîâîé ïåðåõîä-
íîé âåðîÿòíîñòüþ èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j è îáîçíà÷àþò
Pij(k, k + 1) :

P{ξk+1 = j|ξk = i} = Pij(k, k + 1).

Óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P{ξk+n = j|ξk = i} íàçûâàþò n-øà-
ãîâîé ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j è
îáîçíà÷àþò Pij(k, k + n), ò. å.

P{ξk+n = j|ξk = i} = Pij(k, k + n).

Â îáùåì ñëó÷àå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè çàâèñÿò íå òîëüêî îò
íà÷àëüíîãî i è êîíå÷íîãî j ñîñòîÿíèé öåïè, íî è îò k (ìîìåíòà
ïåðåõîäà).

Îïð å ä å ë å í è å. Ìàðêîâñêóþ öåïü áóäåì íàçûâàòü ñòàöè-
îíàðíîé, åñëè åå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(k, k+n) íå çàâèñÿò
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îò k. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò ñòàöèî-
íàðíûìè è îáîçíà÷àþò Pij(n):

Pij(k, k + n) = Pij(n),

Pij(n) åùå íàçûâàþò âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà öåïè èç i â j çà n
øàãîâ (n-øàãîâîé ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ). Ïî îïðåäåëåíèþ

Pii(0) = 1, Pij(0) = 0, j 6= i.

Îäíîøàãîâûå ñòàöèîíàðíûå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè îáîçíà÷à-
þò ÷åðåç Pij , ò. å.

P{ξk+1 = j|ξk = i} = Pij .

Âåðîÿòíîñòü Pij åùå íàçûâàþò âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà öåïè èç
i â j çà îäèí øàã.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñòàöèîíàðíûå ìàð-
êîâñêèå öåïè.

Åñëè ξk = i, ξk+1 = j, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öåïü çà îäèí
øàã ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j.

Åñëè ξk = i, ξk+n = j, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öåïü çà n øàãîâ
ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j.

Ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü {ξk} � ìàð-
êîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {0, 1, . . .}. Ìàò-
ðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ýëåìåíòîâ Pij(n), íàçûâàþò ìàòðèöåé
n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé è îáîçíà÷àþò

P(n) = [Pij(n)] =


P00(n) P01(n) . . .
P10(n) P11(n) . . .

...
...

...
Pi0(n) Pi1(n) . . .

...
...

. . .

 .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 1, òî ìàòðèöó P(1) = P, ñîñòàâëåííóþ èç
ýëåìåíòîâ Pij(1) = Pij , íàçûâàþò ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðå-
õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé è îáîçíà÷àþò

P = [Pij ] =


P00 P01 . . .
P10 P11 . . .
...

...
...

Pi0 Pi1 . . .
...

...
. . .

 .
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Ìàòðèöà n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (â ÷àñòíîñòè,
ìàòðèöà îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè:

1◦ Pij(n) ≥ 0, i, j = 0, 1, . . . ,

2◦
∑
j

Pij(n) = 1, i = 0, 1, . . .

Ñâîéñòâî 1◦ î÷åâèäíî (ïîñêîëüêó Pij(n) ÿâëÿþòñÿ âåðîÿò-
íîñòÿìè).

Ñâîéñòâî 2◦ ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè � äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü
P (·/{ξ0 = i}) îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ {ξ0 = i} ÿâëÿåòñÿ âåðî-
ÿòíîñòüþ, à

Ω =
⋃
j

{ξn = j}, {ξn = k} ∩ {ξn = l} = ∅, k 6= l.

Òîãäà

1 = P (Ω|{ξ0 = i}) =
∑
j

P{ξn = j|ξ0 = i} =
∑
j

Pij(n).

Ñâîéñòâà 1◦, 2◦ îáîçíà÷àþò, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû
n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì
ðàñïðåäåëåíèåì íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå öåïè.

Îïð å ä å ë å í è å. Ìàòðèöà [Pij ], ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì

Pij ≥ 0, i, j ∈ X,∑
j

Pij = 1, i ∈ X,

íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåä-

ñòâèåì ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà.
Ò å î ð åì à 1.1.1 (óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà). Â ìàð-

êîâñêîé öåïè äëÿ ëþáûõ i, j èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X è ëþ-
áûõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë r, s

Pij(r + s) =
∑
k∈X

Pik(r)Pkj(s) (1.1.2)

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå:

P(r + s) = P(r)P(s).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî

{ξr+s = j, ξ0 = i} =
⋃
k

{ξ0 = i, ξr = k, ξr+s = j},

ïðè÷åì ñîáûòèÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåñîâìåñòíû. Îòñþäà, ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî äëÿ {ξn} èìååò ìåñòî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî, ïîëó÷àåì

P{ξr+s = j|ξ0 = i} =
∑
k

P{ξr+s = j, ξr = k|ξ0 = i} =

=
∑
k

P{ξr+s = j, ξr = k, ξ0 = i}
P{ξ0 = i}

=

=
∑
k

P{ξr+s = j|ξr = k, ξ0 = i}P{ξr = k, ξ0 = i}
P{ξ0 = i}

=

=
∑
k

P{ξr+s = j|ξr = k}P{ξr = k|ξ0 = i} =
∑
k

Pik(r)Pkj(s).

Òàê ÷òî
Pij(r + s) =

∑
k

Pik(r)Pkj(s), i, j ∈ X.

Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ðàâåíñòâ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå
òàê:

P(r + s) = P(r)P(s).

Èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà ñëåäóåò, ÷òî ïî ìàòðèöå
îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âñåãäà ìîæíî âûïèñàòü
ìàòðèöó n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ñë å ä ñ ò â è å 1.Ìàòðèöà n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé ðàâíà n-é ñòåïåíè ìàòðèöû îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé:

P(n) = (P)n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåìû

P(r + s) = P(r)P(s).

Â ÷àñòíîñòè,

P(n) = PP(n− 1) = P(PP(n− 2)) = (P)2P(n− 2) = . . . = (P)n.
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Ñë å ä ñ ò â è å 2.Ìàòðèöà n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé ìàðêîâñêîé öåïè ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñëåäñòâèÿ 1 èìååì

P(n) = (P)n.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ìàòðèöà (P)n ñòîõàñòè÷åñêàÿ.
Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè P� ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà,

òî è (P)2 òàêæå ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà.
Ýëåìåíòû ìàòðèöû (P)2 èìåþò âèä∑

k

PikPkj , i, j ∈ X.

Îòñþäà, âî-ïåðâûõ, ñëåäóåò, ÷òî îíè íåîòðèöàòåëüíû, è, âî-âòîðûõ,
ñóììà ýëåìåíòîâ i-ñòðîêè, i ∈ X,∑

j

(∑
k

PikPkj

)
=
∑
k

∑
j

PikPkj =

=
∑
k

Pik
∑
j

Pkj =
∑
k

Pik = 1, i ∈ X.

Ñë å ä ñ ò â è å 3.

Pij(r + s) ≥ Pik(r)Pkj(s), k ∈ X.

Ñë å ä ñ ò â è å 4. Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ X è öåëûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ r, s, t

Pij(r + s+ t) =
∑
k,u∈X

Pik(r)Pku(s)Puj(t) .

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå

P(r + s+ t) = P(r)P(s)P(t).

Ñë å ä ñ ò â è å 5.

Pij(r + s+ t) ≥ Pik(r)Pku(s)Puj(t), k, u ∈ X.

Ïðèìåðû ìàðêîâñêèõ öåïåé. Ê ïðèâåäåííûì ïðèìåðàì
ìàðêîâñêèõ öåïåé ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî âîçâðàùàòüñÿ.



1.1. Îïðåäåëåíèå öåïè Ìàðêîâà. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà 11

Ïðèì å ð 1.1.1 (îäíîìåðíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå). ×àñòèöà
äâèæåòñÿ ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , ìå-
íÿÿ ñâîå ïîëîæåíèå â öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ξn, n = 0, 1, 2, . . ., ïîëîæåíèå (êîîðäèíàòó) ÷àñòè-
öû â ìîìåíò âðåìåíè n. Çà åäèíèöó âðåìåíè (çà îäèí øàã)
÷àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿ èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé i â òî÷êó ñ
êîîðäèíàòîé (i− 1) ñ âåðîÿòíîñòüþ qi, â òî÷êó (i+ 1) � ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ pi, ëèáî îñòàåòñÿ â òî÷êå i ñ âåðîÿòíîñòüþ ri
(pi + qi + ri = 1) � áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòèöà ïðèíèìàåò
ó÷àñòèå â îäíîìåðíîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî öåëî÷èñëåííîé
ðåøåòêå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn} åùå íà-
çûâàþò îäíîìåðíûì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì.

Óáåäèìñÿ, ÷òî {ξn} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ öåïü è íàéäåì åå
ìàòðèöó îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} îáëàäàåò ìàðêîâñêèì
ñâîéñòâîì. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì

P{ξn+1 = j|ξn = i, ξn−1 = in−1, . . . , ξ0 = i0}, P{ξn+1 = j|ξn = i}.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî îäíîìåðíîé öåëî÷èñ-
ëåííîé ðåøåòêå,

P{ξn+1 = j|ξn = i, ξn−1 = in−1, . . . , ξ0 = i0} =

=

{
pi, åñëè j = i+ 1;
qi, åñëè j = i− 1;
ri, åñëè j = i;

P{ξn+1 = j|ξn = i} =

{
pi, åñëè j = i+ 1;
qi, åñëè j = i− 1;
ri, åñëè j = i.

(1.1.3)

Òàê ÷òî

P{ξn+1 = j|ξn = i, ξn−1 = in−1, . . . ξ0 = i0} = P{ξn+1 = j|ξn = i},

ò. å. äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn} èìååò ìåñ-
òî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî, {ξn} ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâ-
ñêîé öåïüþ.

Ðàâåíñòâà (1.1.3) çàäàþò ýëåìåíòû ìàòðèöû îäíîøàãîâûõ
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P = [Pij ]. Ïîäðîáíåå:

P{ξn+1 = i+ 1|ξn = i} = Pi,i+1 = pi,

P{ξn+1 = i− 1|ξn = i} = Pi,i−1 = qi,
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P{ξn+1 = i|ξn = i} = Pi,i = ri,

ãäå pi ≥ 0, qi ≥ 0, ri ≥ 0, pi + qi + ri = 1, i = . . . ,−1, 0, 1, . . .
Åñëè ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X ìàðêîâñêîé öåïè ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, òî ìàòðèöà ïåðåõîä-
íûõ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, î÷åâèäíî, èìååò âèä

P =


r0 p0 0 0 · · ·
q1 r1 p1 0 · · ·
0 q2 r2 p2 · · ·
...

...
...

...
. . .

 . (1.1.4)

ßñíî, ÷òî p0 + r0 = 1. Åñëè ïðè ýòîì p0 = 1 (à çíà÷èò r0 = 0),
òî íóëåâîå ñîñòîÿíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòðàæàþùåãî ýêðà-
íà (â íóëå íàõîäèòñÿ óïðóãàÿ ñòåíêà). Åñëè p0 = 0, r0 = 1, òî
ñîñòîÿíèå íóëü âåäåò ñåáÿ êàê ïîãëîùàþùèé ýêðàí � ïîïàâ â
ñîñòîÿíèå íóëü, ÷àñòèöà îñòàåòñÿ â íåì íàâñåãäà. Åñëè p0 > 0,
r0 > 0, òî ñîñòîÿíèå íóëü � ÷àñòè÷íî îòðàæàþùèé ýêðàí.

Åñëè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ îãðàíè-
÷åíî, íàïðèìåð, X = {0, 1, . . . ,M}, òî ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé èìååò âèä

P =


r0 p0 0 0 . . . 0 0 0
q1 r1 p1 0 . . . 0 0 0
0 q2 r2 p2 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . qM−1 rM−1 pM−1
0 0 0 0 . . . 0 qM rM

. (1.1.5)

Ñîñòîÿíèÿ 0 è M ìîãóò áûòü ýêðàíàìè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
òèïîâ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ {ξn} èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå

ξk+1 = ξk + vk+1, k = 0, 1, 2, . . . ,

èëè, ÷òî òî æå,

ξk+1 = ξ0 +

k+1∑
i=1

vi, k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû vk íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå

P{vk = −1} = qk, P{vk = 0} = rk, P{vk = 1} = pk, pk+qk+rk = 1.
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Ïðèì å ð 1.1.2 (àçàðòíàÿ èãðà). Èãðîê Gm (ñ êàïèòàëîì m)
èãðàåò â àçàðòíóþ èãðó ñ èãðîêîì GM (ñ êàïèòàëîìM), ó÷àñò-
âóÿ â ñåðèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïàðòèé èãðû. Â ðåçóëüòàòå êàæ-
äîé ïàðòèè êàïèòàë èãðîêà Gm ñ âåðîÿòíîñòüþ p óâåëè÷èâà-
åòñÿ íà 1 (çà ñ÷åò èãðîêà GM ) è ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1 − p
óìåíüøàåòñÿ íà 1 (â ïîëüçó èãðîêà GM ). Ðåçóëüòàò êàæäîé
ïàðòèè íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ïàðòèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξk êàïèòàë èãðîêà Gm ïîñëå k-é ïàðòèè,
÷åðåç n ñóììàðíûé êàïèòàë èãðîêîâ Gm è GM : n = m+M . Åñ-
ëè ξk = 0 èëè ξk = n, òî èãðà ïðåêðàùàåòñÿ. Ñîáûòèå {ξk = 0}
îçíà÷àåò ðàçîðåíèå èãðîêà Gm, ñîáûòèå {ξk = n} � ðàçîðåíèå
èãðîêà GM .

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk} îáðàçóåò ìàðêîâ-
ñêóþ öåïü, íàéäåì åå ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç vk ðåçóëüòàò k-é ïàðòèè � èç-
ìåíåíèå êàïèòàëà èãðîêà Gm â ðåçóëüòàòå k-é ïàðòèè, vk � ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{vk = 1} = p, P{vk = −1} = q,

p > 0, q > 0, p+q = 1, k = 1, 2, . . . Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû v1, v2, . . .
íåçàâèñèìû.

Î÷åâèäíî,

ξk+1 = ξk + vk+1, k = 0, 1, . . . , ξ0 = m

èëè, ÷òî òî æå,

ξk+1 = ξ0 +
k+1∑
i=1

vi, k = 0, 1, 2, . . . ; ξ0 = m.

Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξk} èìååò ìåñòî ìàð-
êîâñêîå ñâîéñòâî. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì

P{ξk+1 = j|ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m},

P{ξk+1 = j|ξk = i}.
Èìååì:

P{ξk+1 = j|ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m} =

=
P{ξk+1 = j, ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}

P{ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}
=
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=
P{ξk + vk+1 = j, ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}

P{ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}
=

=
P{i+ vk+1 = j, ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}

P{ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}
=

=
P{vk+1 = j − i}P{ξk = i, ξk−1 = ik−1 . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}

P{ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}
=

= P{vk+1 = j − i},
âîñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòüþ ñîáûòèé

{vk+1 = j − i}, {ξk = i, ξk−1 = ik−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = m}.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

P{ξk+1 = j|ξk = i} = P{vk+1 = j − i}

(÷òîáû ñóììà ξk+1 = ξk + vk+1 áûëà ðàâíà j, ïðè óñëîâèè, ÷òî
ξk = i, ñëàãàåìîå vk+1 äîëæíî áûòü ðàâíî j − i).

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξk} îáëà-
äàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâ-
ñêîé öåïüþ. Ýëåìåíòû åå ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Pij = P{ξk+1 = j|ξk = i} = P{vk+1 = j − i},

i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 0, 1, . . . , n. Åñëè i = 0, òî

P{ξk+1 = 0|ξk = 0} = 1,

åñëè i = n, òî
P{ξk+1 = n|ξk = n} = 1.

Öåïü ñòàöèîíàðíàÿ, ïîñêîëüêó ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

Pij = P{vk+1 = j − i}

íå çàâèñÿò îò k (ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû vk, k = 1, 2, . . . , îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíû).

Ïîäðîáíåå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà-
ïèøóòñÿ òàê

P00 = P{ξk+1 = 0|ξk = 0} = 1,

Pnn = P{ξk+1 = n|ξk = n} = 1,

Pi,i+1 = P{ξk+1 = i+ 1|ξk = i} = p, i = 1, 2, . . . , n− 1,
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Pi,i−1 = P{ξk+1 = i− 1|ξk = i} = q, i = 1, 2, . . . , n− 1,

âñå íåïåðå÷èñëåííûå Pi,j ðàâíû íóëþ. Ñàìà ìàòðèöà ïåðåõîä-
íûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ξk} èìååò âèä

P =


1 0 0 0 . . . 0 0 0
q 0 p 0 . . . 0 0 0
0 q 0 p . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . q 0 p
0 0 0 0 . . . 0 0 1

.

Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ 0 è n ÿâëÿþòñÿ ïîãëîùàþùèìè ýêðàíà-
ìè.

Åñëè êàïèòàë èãðîêà GM íåîãðàíè÷åí (M = ∞), ìàòðèöà
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ξk} èìååò âèä

P =


1 0 0 0 . . .
q 0 p 0 . . .
0 q 0 p . . .
...

...
...

...
. . .

 (1.1.6)

(ñîñòîÿíèå 0 ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì ýêðàíîì).
Ìàðêîâñêàÿ öåïü, îïèñàííàÿ â ïðèìåðå 1.1.2, ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (ñì. ïðèìåð 1.1.1).
Ïðèì å ð 1.1.3 (ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êàê

ìàðêîâñêàÿ öåïü). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . . � íåçàâèñèìûå íåîò-
ðèöàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì

P{ξk = l} = pl, l = 0, 1, 2, . . .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηn =
n∑
k=1

ξk, n = 1, 2, . . .

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ
öåïü è íàéäåì åå ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ðåøåíè å. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ýòî äåëàëè â ïðèìåðå
1.1.2, ïîëó÷àåì

P{ηn+1 = j|ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1} = P{ξn+1 = j − i},
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P{ηn+1 = j|ηn = i} = P{ξn+1 = j − i}

(÷òîáû ñóììà ηk+1 = ηk + ξk+1 áûëà ðàâíà j ïðè óñëîâèè, ÷òî
ηk = i, ñëàãàåìîå ξk+1 äîëæíî áûòü ðàâíî j − i).

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, {ηn} �
ìàðêîâñêàÿ öåïü (äëÿ {ηn} âûïîëíÿåòñÿ ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî),
à âî-âòîðûõ, ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé {ηn} èìååò âèä

P = [Pij ] = [P{ηn+1 = j|ηn = i}] = [P{ξn+1 = j − i}] , i, j = 1, 2, . . .

Ïîäðîáíåå

P = [Pij ] =


p0 p1 p2 p3 . . .
0 p0 p1 p2 . . .
0 0 p0 p1 . . .
0 0 0 p0 . . .

. . .

 .
Ç àì å ÷ à í è å. Ñóììà íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí áóäåò ìàðêîâñêîé öåïüþ è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá
èõ íåîòðèöàòåëüíîñòè.

Çàäàíèå ìàðêîâñêîé öåïè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ çàäàåò-
ñÿ ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì Pξ, ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ0, ξ1, . . . , ξn) �
ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì Pξ0,ξ1,...,ξn ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ0, ξ1, . . . , ξn, áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ0, ξ1, . . . , ξn, . . . (â ÷àñòíîñòè, ìàðêîâñêàÿ öåïü) çàäàíà, åñ-
ëè äëÿ êàæäîãî n (n = 0, 1, . . .) èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà (ξ0, ξ1, . . . , ξn) � èçâåñòíû êîíå÷íîìåðíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ0, ξ1, . . . , ξn, . . . Íî îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òîáû çàäàòü ìàðêîâñêóþ öåïü � áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ìàð-
êîâñêîå ñâîéñòâî, äîñòàòî÷íî çàäàòü ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ ξ0 öåïè è ìàòðèöó [Pij ] îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé.

Ò å î ð åì à 1.1.2. Ìàðêîâñêàÿ öåïü çàäàåòñÿ ìàòðèöåé îäíî-
øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pij ] è ñâîèì ðàñïðåäåëåíè-
åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìàðêîâ-
ñêîé öåïè {ξn} êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ0,ξ1,...,ξn âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ee îäíîøàãîâûì ïåðåõîäíûì âåðîÿòíîñòÿì Pij è ðàñ-
ïðåäåëåíèþ {pk} ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ0:

P{ξ0 = k} = pk, k = 0, 1, . . .
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Ïîëüçóÿñü ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, èìååì

Pξ0,ξ1,...,ξn(i0, i1, . . . , in) =

= P{ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn−1 = in−1, ξn = in} =

= P{ξn = in|ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn−1 = in−1}×

×P{ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn−1 = in−1} =

= P{ξn = in|ξn−1 = in−1}P{ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn−1 = in−1} =

= Pin−1,inP{ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn−1 = in−1} = . . .

. . . = pi0Pi0i1Pi1i2 . . . Pin−1in .

Òàê ÷òî

Pξ0,ξ1,...,ξn(i0, i1, . . . , in) = pi0Pi0i1Pi1i2 . . . Pin−1in . (1.1.7)

Ç àì å ÷ à í è å. Ïîñêîëüêó îäíîøàãîâûå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñ-
òè

Pij = P{ξk+1 = j|ξk = i} = P{ξk+1 = j, ξk = i}/P{ξk = i},

òî äëÿ çàäàíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî åå äâó-
ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

P{ξk+1 = j, ξk = i}, i, j = 0, 1, 2, . . . ,

îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äâóìåðíûå:

P{ξk = i} =
∑
s

P{ξk = i, ξk−1 = s}

Îïð å ä å ë å í è å. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ξ0(ω), ξ1(ω), . . . , ξk(ω), . . . áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðè-
åé ìàðêîâñêîé öåïè {ξn}.

Ñîîòíîøåíèå (1.1.7) çàäàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìàðêîâ-
ñêàÿ öåïü â ìîìåíòû âðåìåíè 0, 1, . . . , n ïðîéäåò ñîîòâåòñòâåííî
÷åðåç òî÷êè i0, i1, . . . , in−1, in.
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Òå î ð åì à 1.1.3. Ðàñïðåäåëåíèå

P{ξn = j}, j ∈ X,

ìàðêîâñêîé öåïè {ξn} â ìîìåíò âðåìåíè t = n çàäàåòñÿ åå ðàñ-
ïðåäåëåíèåì

pi = P{ξ0 = i}, i ∈ X,
â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 è ìàòðèöåé n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé:

P{ξn = j} =
∑
i∈X

piPij(n), j ∈ X. (1.1.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ {ξ0 = i}, i ∈ X,
îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó:

Ω =
⋃
i∈X
{ξ0 = i}, {ξ0 = k} ∩ {ξ0 = l} = ∅, k 6= l,

òî ñîãëàñíî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P{ξn = j} =
∑
i∈X

P{ξ0 = i}P{ξn = j|ξ0 = i} =
∑
i∈X

piPij(n).

Ñë å ä ñ ò â è å. Èç ðàâåíñòâà (1.1.8) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíîå
ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Qn(j) = P{ξn = j}, j ∈ X,

ìàðêîâñêîé öåïè ïðè n→∞ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîâåäå-
íèåì n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè (è, âîçìîæíî,
åå íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì P{ξ0 = i} = pi, i ∈ X).

Ò å î ð åì à 1.1.4. Êàæäàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà çàäàåò
ìàðêîâñêóþ öåïü, äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äàííîé ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ìàòðèöû íàéäåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü, ìàòðèöà ïåðåõîä-
íûõ âåðîÿòíîñòåé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ äàííîé ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ìàòðèöåé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü [Pij ] � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà,
{pi} � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1, 2, . . .}. Îïðåäåëèì
íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2, . . .} ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé P (i0, i1, . . . , in) � äëÿ êàæäîãî n è ëþáûõ i0, i1, . . . , in ïîëî-
æèì

P (i0, i1, . . . , in) = Pin−1inPin−2in−1 . . . Pi1i2Pi0i1pi0 . (1.1.9)
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Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî∑
in,in−1,...,i0

Pin−1inPin−2in−1 . . . Pi1i2Pi0i1pi0 = 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, ξ1, . . . îïðåäåëèì
òàê, ÷òîáû å¼ êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. ðàñïðåäåëåíèÿ
âåêòîðîâ (ξ0, ξ1, . . . , ξn), ïðè êàæäîì n ñîâïàäàëè ñ ðàñïðåäåëå-
íèÿìè (1.1.9):

P{ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn−1 = in−1, ξn = in} =

= Pξ0,ξ1,...,ξn(i0, i1, . . . , in) = Pin−1inPin−2in−1 . . . Pi1i2Pi0i1pi0

(òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, ξ1, . . . âñåãäà
ñóùåñòâóåò).

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, ξ1, . . .
îáëàäàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì. Èìååì

P{ξn+1 = j | ξn = i, ξn−1 = in−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = i0} =

=
P{ξn+1 = j, ξn = i, ξn−1 = in−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = i0}

P{ξn = i, ξn−1 = in−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = i0}
=

=
PijPin−1iPin−2in−1 . . . Pi1i2Pi0i1pi0
Pin−1iPin−2in−1 . . . Pi1i2Pi0i1pi0

= Pij ,

P{ξn+1 = j | ξn = i} =
P{ξn+1 = j, ξn = i}

P{ξn = i}
=∑

in−1,in−2,...,i0

P{ξn+1 = j, ξn = i, ξn−1 = in−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = i0}∑
in−1,in−2,...,i0

P{ξn = i, ξn−1 = in−1, . . . , ξ1 = i1, ξ0 = i0}
=

=

∑
in−1,in−2,...,i0

PijPin−1iPin−2in−1 . . . Pi1i2Pi0i1pi0∑
in−1,in−2,...,i0

Pin−1iPin−2in−1 . . . Pi1i2Pi0i1pi0
= Pij . (1.1.10)

Òàê ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξk} èìååò
ìåñòî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî, {ξk} ÿâëÿåòñÿ ìàð-
êîâñêîé öåïüþ, ïðè÷åì åå ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

[P{ξn+1 = j | ξn = i}], i, j = 0, 1, 2, . . .
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ñîâïàäàåò ñ äàííîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé [Pij ], ò. å.

P{ξn+1 = j | ξn = i} = Pij , i, j = 0, 1, 2, . . .

(ñì. ðàâåíñòâî (1.1.10)).
Èòàê, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà [Pij ] ðàâåíñòâîì (1.1.9) âñåã-

äà çàäàåò íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2, . . .} ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, à
âìåñòå ñ íèì è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, ξ1, . . .
ñ êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè (1.1.9). Òàêîé âèä êîíå÷íî-
ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, ξ1, . . . ãàðàíòèðó-
åò âûïîëíåíèå äëÿ íèõ ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà, ïîýòîìó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ξ0, ξ1, . . . ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ.

Ïðèì å ð 1.1.4. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
X = {1, 2, 3} îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé

P =

[
1/2 1/2 0
0 1/2 1/2

1/2 0 1/2

]
.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
1◦ öåïü, ñòàðòîâàâ èç ñîñòîÿíèÿ 1, ÷åðåç äâà øàãà îêàæåò-

ñÿ â ñîñòîÿíèè 3;
2◦ öåïü, ñòàðòîâàâ èç ñîñòîÿíèÿ 2, ÷åðåç òðè øàãà îêà-

æåòñÿ â ñîñòîÿíèè 3.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò t = 2 (÷åðåç äâà øàãà

ïîñëå ñòàðòà), åñëè â ìîìåíò t = 0 öåïü ñ ðàâíûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñâîèõ ñîñòîÿíèé.

Ðåøåíè å. ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè

P{ξ2 = 3|ξ0 = 1} = P1,3(2), P{ξ3 = 3|ξ0 = 2} = P2,3(3),

èëè, ÷òî òî æå, ýëåìåíò P1,3(2) ìàòðèöû P(2) è ýëåìåíò P2,3(3)
ìàòðèöû P(3). Ìàòðèöû P(2) è P(3) íàõîäèì ïî ìàòðèöå P îä-
íîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé: P(2) = (P)2, P(3) = (P)3.

Ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò t = 2 (ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ2) ïîëó÷èì ïî èçâåñòíîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ (

1 2 3
1/3 1/3 1/3

)
öåïè è ìàòðèöå P(2) äâóõøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé,
âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (1.1.8).
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Îòâåòû:
1◦ P{ξ2 = 3 |ξ0 = 1} = 1/4;
2◦ P{ξ3 = 3 |ξ0 = 2} = 3/8.
Ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò t = 2:

P{ξ2 = 1} = 1/3, P{ξ2 = 2} = 1/3, P{ξ2 = 3} = 1/3.

1.2 Âîçâðàòíîñòü

Êàæäîå ñîñòîÿíèå ìàðêîâñêîé öåïè õàðàêòåðèçóåòñÿ âðåìå-
íåì ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ.

Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî {ξ0 = i} â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñëåäóþ-
ùèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ:

{ξ0 = i, ξ1 = i}, {ξ0 = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . },

{ξ0 = i, ξn = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , n− 1}, n = 2, 3, . . . ,

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó τ = τ(ω) òàê: íà ìíîæåñòâå
{ξ0 = i, ξ1 = i} îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, íà ìíîæåñòâå
{ξ0 = i, ξn = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , n − 1} (n ≥ 2) � çíà÷å-
íèå n, íà ìíîæåñòâå {ξ0 = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . } � çíà÷åíèå +∞
(íà äîïîëíåíèè ê {ξ0 = i} ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó τ áóäåì ñ÷èòàòü
ðàâíîé 0). Èç îïðåäåëåíèÿ τ = τ(ω) ñëåäóåò, ÷òî

{τ = 1} = {ξ0 = i, ξ1 = i},

{τ =∞} = {ξ0 = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . },

{τ = n} = {ξ0 = i, ξn = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , n− 1}, n = 2, 3, . . .

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì ïåðâîãî âîçâðà-
ùåíèÿ â ñîñòîÿíèå i.

Îáîçíà÷èì

fii(n) = P{τ = n|ξ0 = i}, n = 1, 2, . . . ,

çíà÷åíèå fii(0) ïîëîæèì ðàâíûì 0 (ïî îïðåäåëåíèþ). Âåðîÿò-
íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

P{τ = n|ξ0 = i} = fii(n), n = 0, 1, . . . ,
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áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì âðåìåíè ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ â
ñîñòîÿíèå i.

Ïî îòíîøåíèþ êî âðåìåíè ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ âñå ñîñòîÿ-
íèÿ äåëÿòñÿ íà âîçâðàòíûå è íåâîçâðàòíûå.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñîñòîÿíèå i áóäåì íàçûâàòü âîçâðàòíûì,
åñëè

P{τ <∞|ξ0 = i} = 1

è íåâîçâðàòíûì, åñëè

P{τ <∞|ξ0 = i} < 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîñòîÿíèå i âîçâðàòíî, åñëè

P{τ =∞|ξ0 = i} = 0,

è íåâîçâðàòíî, åñëè

P{τ =∞|ξ0 = i} > 0.

Âåðîÿòíîñòü P{τ <∞|ξ0 = i} íàçûâàþò âåðîÿòíîñòüþ ïåð-
âîãî âîçâðàùåíèÿ â ñîñòîÿíèå i.

Òàê êàê

{τ <∞} =
∞⋃
n=0

{τ = n},

òî âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P{τ <∞|ξ0 = i} =
∞∑
n=0

P{τ = n|ξ0 = i} =
∞∑
n=0

fii(n),

å¼ îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷åðåç f∗ii:

f∗ii =
∞∑
n=0

fii(n).

Â òåðìèíàõ f∗ii ñîñòîÿíèå i âîçâðàòíî, åñëè

f∗ii = 1

è íåâîçâðàòíî, åñëè
f∗ii < 1.
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Ñðåäíåå âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ

Mτ =
∞∑
n=0

nfii(n)

ó âîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñ-
êîíå÷íûì.

Ó íåâîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäíåå âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ ðàâ-
íî áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Íàïîìíèì òåîðåìó î ïðîèçâå-
äåíèè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ò å î ð åì à 1.2.1. Åñëè ñòåïåííûå ðÿäû

A(s) =
∞∑
k=0

aks
k, |s| < 1, è B(s) =

∞∑
l=0

bls
l, |s| < 1,

àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ, òî àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è ðÿä

C(s) =

∞∑
n=0

cns
n, |s| < 1,

ãäå
cn = a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0, n = 0, 1, 2, . . . ,

è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

A(s)B(s) = C(s). (1.2.1)

Ðÿä C(s) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðÿäîâ A(s) è B(s).
Î ï ð å ä å ë å í è å. Cóììó

A(s) =
∞∑
k=0

aks
k, |s| < 1,

àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

aks
k áóäåì íàçûâàòü

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak}.
Â ÷àñòíîñòè,

P̃ii(s) =

∞∑
k=0

Pii(k)sk, |s| < 1, F̃ii(s) =

∞∑
k=0

fii(k)sk, |s| < 1,
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� ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{Pii(k)} è {fii(k)}.

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè P̃ii(s) è F̃ii(s) îïðåäåëåíû, ò. ê. ïðè
|s| < 1

∞∑
k=0

|Pii(k)sk| ≤
∞∑
k=0

|s|k =
1

1− |s|
,

∞∑
k=0

|fii(k)sk| ≤
∞∑
k=0

|s|k =
1

1− |s|
.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà Àáåëÿ.

Ë åììà 1.2.1 (ëåììà Àáåëÿ). 1◦ Åñëè ðÿä
∞∑
k=0

aks
k, |s| < 1, àá-

ñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå s = 1, òî ñóùåñòâóåò lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k

è

lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k =

∞∑
k=0

ak. (1.2.2)

2◦ Ïóñòü ak ≥ 0, k = 0, 1, . . . Åñëè ñóùåñòâóåò lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k

(êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé), òî

lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k =

∞∑
k=0

ak.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1◦.

Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=0

aks
k â òî÷êå s = 1, î÷å-

âèäíî, ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=0

aks
k ïðè |s| < 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (1.2.2) îöåíèì ðàçíîñòü∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

aks
k −

∞∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣
â îêðåñòíîñòè òî÷êè s = 1. Î÷åâèäíî,∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

aks
k −

∞∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

ak(s
k − 1)

∣∣∣∣∣ ≤
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≤

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

ak(s
k − 1)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

ak(s
k − 1)

∣∣∣∣∣
(N âûáåðåì äàëåå).

Ñíà÷àëà îöåíèì ñâåðõó∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

ak(s
k − 1)

∣∣∣∣∣ .
Çàïèøåì ak â òåðìèíàõ îñòàòêîâ Ak = ak+ak+1 + . . . ðÿäà

∞∑
l=0

al:

ak = Ak −Ak+1.

Èìååì

∞∑
k=N+1

ak(s
k − 1) =

∞∑
k=N+1

(Ak −Ak+1)(s
k − 1) =

=
∞∑

k=N+1

Ak(s
k − 1)−

∞∑
k=N+1

Ak+1(s
k − 1) =

= AN+1(s
N+1 − 1) +

∞∑
k=N+2

Ak(s
k − 1)−

∞∑
k=N+1

Ak+1(s
k − 1) =

= AN+1(s
N+1 − 1) +

∞∑
k=N+2

Ak(s
k − 1)−

∞∑
k=N+2

Ak(s
k−1 − 1) =

= AN+1(s
N+1 − 1) +

∞∑
k=N+2

Ak(s
k − sk−1).

Ïîñêîëüêó Ak � îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
l=0

|al|, òî äëÿ äàí-

íîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ N èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà |Ak| ≤ ε. Ïîýòîìó∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

ak(s
k − 1)

∣∣∣∣∣ ≤ |AN+1||(sN+1 − 1)|+
∞∑

k=N+2

|Ak||sk − sk−1| ≤
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≤ ε|sN+1 − 1|+ ε
∞∑

k=N+2

|sk−1||s− 1| ≤

≤ 2ε+ ε|s|N+1|s− 1| 1

1− |s|
=

= 2ε+ ε|s|N+1(1− s) 1

1− s
≤ 2ε+ ε = 3ε.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
N∑
k=0

ak(s
k − 1)→ 0 ïðè s→ 1 (â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
N∑
k=0

ak(s
k − 1)).

Óáåäèìñÿ òåïåðü â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 2◦ òåîðåìû.

Ïóñòü ak ≥ 0, k = 0, 1, . . ., è ñóùåñòâóåò lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k. Ðàñ-

ñìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

a) lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k = +∞, b) lim

s→1−0

∞∑
k=0

aks
k <∞.

a) Èç

lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k = +∞

è íåðàâåíñòâà
∞∑
k=0

aks
k ≤

∞∑
k=0

ak

(ïðè 0 < s < 1) ñëåäóåò, ÷òî
∞∑
k=0

ak = +∞, ïîýòîìó

lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k =

∞∑
k=0

ak.

b) Ïóñòü

lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k = a <∞.
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Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå

n∑
k=0

aks
k ≤

∞∑
k=0

aks
k

ê ïðåäåëó ñíà÷àëà ïðè s→ 1− 0, à ïîòîì ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

∞∑
k=0

ak ≤ lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k = a <∞.

Òàê ÷òî ðÿä
∞∑
k=0

ak àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1◦

ëåììû

lim
s→1−0

∞∑
k=0

aks
k =

∞∑
k=0

ak.

Ëåììà äîêàçàíà.
Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçâðàòíîñòè

ñîñòîÿíèÿ. Äàëåå ìû ïîëó÷èì óñëîâèÿ íåâîçâðàòíîñòè è âîç-
âðàòíîñòè ñîñòîÿíèÿ i â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè
ðÿäà

∑
n
Pii(n).

Ò å î ð åì à 1.2.2 (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîçâðàò-
íîñòè ñîñòîÿíèÿ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñòîÿíèå i áûëî âîçâðàò-

íûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿä
∞∑
n=0

Pii(n) ðàñõîäèë-

ñÿ.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè P̃ii(s), F̃ii(s) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Pii(n)}, {fii(n)} ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì

P̃ii(s) =
1

1− F̃ii(s)
, |s| < 1. (1.2.3)

Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pii(n)}, {fii(n)}
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Pii(n) =

n∑
k=0

fii(k)Pii(n− k), n = 1, 2, . . . , (1.2.4)

(ïðè n = 0 ðàâåíñòâî íå èìååò ìåñòà).



28 Ãëàâà 1. Öåïè Ìàðêîâà � îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû

Ïðåäñòàâèì ñîáûòèå {ξn = i, ξ0 = i} â âèäå îáúåäèíåíèÿ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé

E1 = {ξn = i, ξ0 = i, ξ1 = i};

Ek = {ξn = i, ξ0 = i, ξk = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , k − 1},
k = 2, 3, . . . , n (ñîáûòèå Ek ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ìîìåíòû 0 è n
öåïü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i, è ïåðâîå âîçâðàùåíèå â ñîñòîÿíèå
i ïðîèñõîäèò íà k-ì øàãå):

{ξn = i, ξ0 = i} =

n⋃
k=1

Ek.

Îòñþäà

P{ξn = i|ξ0 = i} =
n∑
k=1

P{Ek|ξ0 = i}. (1.2.5)

È ïîñêîëüêó
P{Ek|ξ0 = i} =

=
P{ξn = i, ξ0 = i, ξk = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , k − 1}

P{ξ0 = i}
=

= P{ξn = i|ξk = i, ξ0 = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , k − 1}×
×P{ξk = i, ξ0 = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , k − 1}/P{ξ0 = i} =

= P{ξn = i|ξk = i}×
×P{ξk = i, ξ0 = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , k − 1|ξ0 = i} =

= Pii(n− k)fii(k),

k = 2, 3, . . . , n, ðàâåíñòâî (1.2.5) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

Pii(n) =

n∑
k=1

fii(k)Pii(n− k),

èëè, ó÷èòûâàÿ ÷òî fii(0) = 0, òàê:

Pii(n) =

n∑
k=0

fii(k)Pii(n− k)
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äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . (ïðè n = 0 ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íå èìååò
ìåñòà).

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ïðè
|s| < 1 ñòåïåííûõ ðÿäîâ (ñì. òåîðåìó 1.2.1)

F̃ii(s) =

∞∑
k=0

fii(k)sk è P̃ii(s) =

∞∑
l=0

Pii(l)s
l.

F̃ii(s)P̃ii(s) =
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

fii(k)Pii(n− k)

)
sn =

=

(
0∑

k=0

fii(k)Pii(0− k)

)
s0 +

∞∑
n=1

(
n∑
k=0

fii(k)Pii(n− k)

)
sn =

=

∞∑
n=1

Pii(n)sn =

∞∑
n=1

Pii(n)sn + Pii(0)s0 − Pii(0)s0 =

=
∞∑
n=0

Pii(n)sn − 1 = P̃ii(s)− 1.

Îòñþäà è ïîëó÷àåì, ÷òî

P̃ii(s) =
1

1− F̃ii(s)
.

Äàëåå, ðÿä
∞∑
n=0

fii(n) = f∗ii ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî (f∗ii ≤ 1), ïî-

ýòîìó â ñèëó ëåììû Àáåëÿ (ñì. ëåììó 1.2.1), âî-ïåðâûõ, ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë

lim
s→1−0

∞∑
n=0

fii(n)sn = lim
s→1−0

F̃ii(s)

è, âî-âòîðûõ, ýòîò ïðåäåë ðàâåí
∞∑
n=0

fii(n) = f∗ii, ò. å.

lim
s→1−0

F̃ii(s) = f∗ii
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(äëÿ âîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ i çíà÷åíèå f∗ii = 1, äëÿ íåâîçâðàò-

íîãî f∗ii < 1). Èç ñóùåñòâîâàíèÿ lim
s→1−0

F̃ii(s) = f∗ii è ðàâåíñòâà

(1.2.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè s→ 1− 0 ñóùåñòâóåò

lim
s→1−0

P̃ii(s) = lim
s→1−0

∞∑
n=0

Pii(n)sn,

(áåñêîíå÷íûé, åñëè f∗ii = 1, è êîíå÷íûé, åñëè f∗ii < 1), à èç ëåììû
Àáåëÿ ñëåäóåò, ÷òî

lim
s→1−0

∞∑
n=0

Pii(n)sn =
∞∑
n=0

Pii(n).

Òàê ÷òî åñëè f∗ii = 1 (i âîçâðàòíî), òî

∞∑
n=0

Pii(n) =∞,

åñëè f∗ii < 1 (i íåâîçâðàòíî), òî

∞∑
n=0

Pii(n) <∞.

Ñë å ä ñ ò â è å. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîñòîÿíèå i áûëî íåâîçâðàò-

íî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿä
∞∑
n=0

Pii(n) ñõîäèëñÿ.

Íåíóëåâûå ñîñòîÿíèÿ; íóëåâûå ñîñòîÿíèÿ, íóëåâûå
âîçâðàòíûå è íóëåâûå íåâîçâðàòíûå ñîñòîÿíèÿ. Ñîñòî-
ÿíèå i íàçûâàåòñÿ íåíóëåâûì, åñëè Pii(n) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè n→∞.

Íåíóëåâîå ñîñòîÿíèå i âñåãäà âîçâðàòíî, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî

ðÿä
∞∑
n=0

Pii(n) ðàñõîäèòñÿ.

Ñîñòîÿíèå i íàçûâàåòñÿ íóëåâûì, åñëè ïðè n→∞

Pii(n)→ 0.

Íóëåâîå ñîñòîÿíèå i ìîæåò áûòü êàê âîçâðàòíûì, òàê è

íåâîçâðàòíûì � ðÿä
∞∑
n=0

Pii(n) ñ îáùèì ÷ëåíîì Pii(n), ñòðåìÿ-

ùèìñÿ ê íóëþ, ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî âîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå i ìîæåò áûòü êàê íó-

ëåâûì, òàê è íåíóëåâûì � ó ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=0

Pii(n) îá-

ùèé ÷ëåí Pii(n) ìîæåò êàê ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, òàê è íå ñòðå-
ìèòüñÿ.

Íåâîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå i ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, ïîñêîëüêó äëÿ

íåâîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ i ðÿä
∞∑
n=0

Pii(n) ñõîäèòñÿ.

1.3 Ñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ.
Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïð å ä å ë å í è å. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå j äîñòè-
æèìî èç ñîñòîÿíèÿ i (îáîçíà÷åíèå i → j), åñëè íàéäåòñÿ òàêîå
n ≥ 0, ÷òî Pij(n) > 0, äðóãèìè ñëîâàìè, j äîñòèæèìî èç i, åñëè
èç i ìîæíî ïîïàñòü â j (ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ).

Ïîñêîëüêó Pii(0) = 1, òî i âñåãäà äîñòèæèìî èç i.
Òðàíçèòèâíîñòü ñâîéñòâà äîñòèæèìîñòè: åñëè j äîñòèæèìî

èç i, à k äîñòèæèìî èç j, òî k äîñòèæèìî èç i.
Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà (ñëåä-

ñòâèå 2) èìååì

Pik(n+m) ≥ Pij(n)Pjk(m).

È òàê êàê i→ j, à j → k, òî íàéäóòñÿ òàêèå n > 0 è m > 0, ÷òî
Pij(n) > 0, Pjk(m) > 0, ïîýòîìó

Pik(n+m) ≥ Pij(n)Pjk(m) > 0.

Íåðàâåíñòâî
Pik(n+m) > 0

îáîçíà÷àåò, ÷òî k äîñòèæèìî èç i.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñîñòîÿíèÿ i è j áóäåì íàçûâàòü ñîîáùàþ-

ùèìèñÿ, åñëè i äîñòèæèìî èç j, è j äîñòèæèìî èç i.
Òîò ôàêò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ i è j ñîîáùàþùèåñÿ, áóäåì îáîçíà-

÷àòü òàê: i↔ j.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñîñòîÿíèÿ i è j íå ÿâëÿ-

þòñÿ ñîîáùàþùèìèñÿ, òî ëèáî Pij(n) = 0 äëÿ âñåõ n > 0, ëèáî
Pji(m) = 0 äëÿ âñåõ m > 0.

Èç òðàíçèòèâíîñòè ñâîéñòâà äîñòèæèìîñòè ñëåäóåò òðàíçè-
òèâíîñòü ñâîéñòâà ñîîáùàåìîñòè: åñëè i↔ j è j ↔ k, òî i↔ k.
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Îïð å ä å ë å í è å. Ñîñòîÿíèå i íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñ-
ëè äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ j, äîñòèæèìîãî èç i, ñîñòîÿíèå i äîñ-
òèæèìî èç j.

Ñîñòîÿíèå i ñóùåñòâåííîå, åñëè, ñòàðòîâàâ èç i, â i âñåãäà
ìîæíî âåðíóòüñÿ.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñîñòîÿíèå i íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì,
åñëè íàéäåòñÿ ñîñòîÿíèå j, äîñòèæèìîå èç i, èç êîòîðîãî i íå
äîñòèæèìî.

Cîñòîÿíèå i íåñóùåñòâåííîå, åñëè íàéäåòñÿ ñîñòîÿíèå j, â êî-
òîðîå èç i ìîæíî ïîïàñòü, íî îáðàòíî â i âåðíóòüñÿ íåâîçìîæíî.

Íåñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå i ÿâëÿåòñÿ íåâîçâðàòíûì è, êàê
ñëåäñòâèå, íóëåâûì.

Â ñàìîì äåëå, åñëè i � íåñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå, òî íàé-
äåòñÿ ñîñòîÿíèå j, äîñòèæèìîå èç i ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ p
òàêîå, ÷òî ñîñòîÿíèå i íå äîñòèæèìî èç j. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü
P{τ = +∞|ξ0 = i} íå ìåíüøå p è, ñëåäîâàòåëüíî,

P{τ <∞|ξ0 = i} < 1,

ò. å. i � íåâîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå.
Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ìàð-

êîâñêîé öåïè �ðàñïàäàåòñÿ� íà íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è ñó-
ùåñòâåííûå, ïîñëåäíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàçóþò íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ìåæäó ñîáîé êëàññû ñóùåñòâåííûõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòî-
ÿíèé.

Ò å î ð åì à 1.3.1.Ìíîæåñòâî âñåõ ñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé
ìàðêîâñêîé öåïè ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ êëàññîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ñîîáùàþùèõñÿ
ìåæäó ñîáîé ñîñòîÿíèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî ñóùåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ i
ðàññìîòðèì êëàññ ñîñòîÿíèé Si, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ñîñòîÿíèå i
è âñå ñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ, ñ íèì ñîîáùàþùèåñÿ. Òàê îïðå-
äåëåííûå êëàññû ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Åñëè Si è Sj ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ñîâïàäàþò. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü k ∈ Si ∩ Sj . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ l ∈ Si èìååì:
l ↔ i ↔ k ↔ j, ò. å. l ↔ j. Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî l ∈ Sj .
È òàê êàê l ïðîèçâîëüíîå èç êëàññà Si, òî Si ⊂ Sj . Àíàëîãè÷íî
èìååì Sj ⊂ Si, ïîýòîìó Si = Sj .

Î ï ð å ä å ë å í è å. Êëàññ âñåõ ñóùåñòâåííûõ ñîîáùàþùèõñÿ
ìåæäó ñîáîé ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé öåïè íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì îáîçíà÷àòü
áóêâîé C, âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè.

Îïð å ä å ë å í è å. Ìàðêîâñêàÿ öåïü, âñå ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé
îáðàçóþò îäèí êëàññ ñóùåñòâåííûõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé,
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íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé èëè íåðàçëîæèìîé ìàðêîâñêîé öå-
ïüþ.

Åñëè ìàðêîâñêàÿ öåïü ñîäåðæèò íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ
èëè áîëåå îäíîãî êëàññà ñóùåñòâåííûõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿ-
íèé (èëè è òî, è äðóãîå), òî åå íàçûâàþò ïðèâîäèìîé (ðàçëîæè-
ìîé) ìàðêîâñêîé öåïüþ.

Â íåïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé öåïè êàæäîå ñîñòîÿíèå äîñòè-
æèìî èç êàæäîãî.

Åñëè â ìàòðèöå îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âû-
÷åðêíóòü ñòðîêè è ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì, íå
âõîäÿùèì â äàííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, òî ïîëó÷åííàÿ ìàò-
ðèöà áóäåò ñòîõàñòè÷åñêîé.

Ìàðêîâñêàÿ öåïü, ïîïàâ â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîêèíóòü
åãî íå ìîæåò.

Ìàðêîâñêóþ öåïü, ïîëó÷åííóþ èç äàííîé öåïè ñóæåíèåì åå
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X äî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè C
(C ⊂ X), òàêæå áóäåì íàçûâàòü êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìàò-
ðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ýòîé öåïè ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðè-
öû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pij ] äàííîé öåïè è èìååò âèä [Pij ],
i, j ∈ C.

Î ï ð å ä å ë å í è å. ÏóñòüMi � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë m, äëÿ êîòîðûõ Pii(m) > 0. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
d(i) ñîâîêóïíîñòèMi áóäåì íàçûâàòü ïåðèîäîì ñîñòîÿíèÿ i. Åñ-
ëè Mi = ∅, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì d(i) = 0. Åñëè d(i) = 1,
òî ñîñòîÿíèå i áóäåì íàçûâàòü íåïåðèîäè÷åñêèì.

Èç òîãî, ÷òî ñîñòîÿíèå i ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîäîì d, íå ñëåäóåò,
÷òî Pii(d) > 0.

Ï ð èì å ð. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X =
= {1, 2, . . . , 7} è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =


0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1/2 1/2 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0


èìååò ïåðèîä 2, íî Pii(2) = 0, i = 1, 2, . . . , 7.

Ò å î ð åì à 1.3.2 (ñîëèäàðíîñòè). Â íåïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé
öåïè âñå ñîñòîÿíèÿ ïðèíàäëåæàò îäíîìó òèïó: 1) åñëè îäíî
âîçâðàòíî, òî âñå âîçâðàòíû; 2) åñëè îäíî íóëåâîå, òî âñå íó-
ëåâûå; 3) åñëè îäíî ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîäîì d, òî âñå ïåðèîäè÷íû
ñ ïåðèîäîì d.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü i è j � ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ.
Äëÿ ëþáûõ n, s,m

Pii(n+ s+m) ≥ Pij(n)Pjj(s)Pji(m)

(â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4 èç óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà). Òàê
êàê öåïü íåïðèâîäèìàÿ, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà n è m (çàôèêñèðóåì
èõ), òàêèå ÷òî

Pij(n) = α > 0, Pji(m) = β > 0,

ïîýòîìó
Pii(n+ s+m) ≥ αβPjj(s). (1.3.1)

Àíàëîãè÷íî
Pjj(m+ r + n) ≥ αβPii(r). (1.3.2)

Ïîñêîëüêó r è s ïðîèçâîëüíû, òî ìîæíî âûáðàòü r òàê, ÷òîáû
m+ r + n = s. Òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ òàê:

Pjj(s) ≥ αβPii(s− (n+m)). (1.3.3)

Èç íåðàâåíñòâ (1.3.1) è (1.3.3) èìååì

αβPii(s− (n+m)) ≤ Pjj(s) ≤
1

αβ
Pii(s+ (n+m)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà Pii(k) è Pjj(k)
îäèíàêîâû: åñëè Pii(k)→ 0 (ñîñòîÿíèå i íóëåâîå), òî ÿñíî, ÷òî è
Pjj(k)→ 0 (ñîñòîÿíèå j íóëåâîå); åñëè∑

k

Pii(k) =∞

(ñîñòîÿíèå i âîçâðàòíîå), òî è∑
k

Pjj(k) =∞

(ñîñòîÿíèå j âîçâðàòíîå).
Óñòàíîâèì, ÷òî d(i) = d(j) � âñå ñîñòîÿíèÿ èìåþò îäèí è òîò

æå ïåðèîä.
Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè öåïè íàéäåòñÿ r òàêîå, ÷òî

Pii(r) > 0,
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è òàêèå n è m, ÷òî

Pjj(m+ r + n) ≥ αβPii(r) > 0,

à âìåñòå ñ íèìè è

Pjj(m+ 2r + n) ≥ αβPii(2r) ≥ αβPii(r)Pii(r) > 0

(ñì. (1.3.2)), ò. å.

Pjj(m+ 2r + n) > 0 è Pjj(m+ r + n) > 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà d(j) ñîñòîÿíèÿ j ñëåäóåò, ÷òî d(j) �
äåëèòåëü ÷èñåë (m + r + n) è (m + 2r + n), à, ñëåäîâàòåëüíî, è
÷èñëà (m + 2r + n) − (m + r + n) = r. Òàê ÷òî d(j) � äåëèòåëü
÷èñåë r > 0, äëÿ êîòîðûõ Pii(r) > 0, à d(i), êàê ïåðèîä i, �
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü òàêèõ ÷èñåë, ïîýòîìó d(j) ≤ d(i).
Àíàëîãè÷íî d(i) ≤ d(j), ñëåäîâàòåëüíî d(i) = d(j).

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû ñîëèäàðíîñòè ñëåäóåò êîððåêòíîñòü òàêèõ îïðå-

äåëåíèé.
Îïð å ä å ë å í è å. Íåïðèâîäèìóþ ìàðêîâñêóþ öåïü áóäåì íà-

çûâàòü íåíóëåâîé, åñëè õîòÿ áû îäíî åå ñîñòîÿíèå íåíóëåâîå, íó-
ëåâîé, åñëè õîòÿ áû îäíî åå ñîñòîÿíèå íóëåâîå, âîçâðàòíîé, åñëè
õîòÿ áû îäíî åå ñîñòîÿíèå âîçâðàòíîå, ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèî-
äîì d, åñëè õîòÿ áû îäíî åå ñîñòîÿíèå ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèî-
äîì d, è ò. ä.

Àíàëîãè÷íî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåì íàçûâàòü íåíóëå-
âûì, åñëè õîòÿ áû îäíî åãî ñîñòîÿíèå íåíóëåâîå, íóëåâûì, åñëè
õîòÿ áû îäíî åãî ñîñòîÿíèå íóëåâîå, âîçâðàòíûì, åñëè õîòÿ áû
îäíî åãî ñîñòîÿíèå âîçâðàòíîå, è ò. ä.

Ò å î ð åì à 1.3.3. Â íóëåâîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ëþ-
áûõ i, j

Pi,j(m)→ 0

ïðè m→ +∞.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî

Pjj(n+m) ≥ Pji(n)Pij(m). (1.3.4)

Ïîñêîëüêó i, j ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, íàéäåòñÿ n, ÷òî Pji(n) > 0. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà
(1.3.4), ó÷èòûâàÿ, ÷òî Pjj(n+m)→ 0 ïðè m→ +∞, ïîëó÷àåì,
÷òî è Pij(m)→ 0 ïðè m→ +∞.
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Òå î ð åì à 1.3.4 (àñèìïòîòèêà íóëåâîé öåïè). Íåïðèâîäèìàÿ
íóëåâàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü {ξn} ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
X = {0, 1, 2, . . .} ïðè n→ +∞ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê +∞ :
äëÿ ëþáîãî M > 0 ïðè n→∞

P{ξn ≥M} → 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãîM
îöåíèì P{ξn ≤M}, âîñïîëüçîâàâøèñü (1.1.8):

P{ξn ≤M} =
M∑
i=0

P{ξn = i} =
M∑
i=0

∞∑
k=0

pkPki(n) =

=

∞∑
k=0

pk

M∑
i=0

Pki(n) =

K∑
k=0

pk

M∑
i=0

Pki(n) +

∞∑
k=K+1

pk

M∑
i=0

Pki(n) ≤

≤
K∑
k=0

pk

M∑
i=0

Pki(n) +

∞∑
k=K+1

pk.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå äàííîãî ε çà ñ÷åò
âûáîðà K, à ïåðâîå ñëàãàåìîå çà ñ÷åò âûáîðà n � â íåïðèâîäè-
ìîé íóëåâîé ìàðêîâñêîé öåïè äëÿ ëþáûõ k, i ïðè n→ +∞

Pki(n)→ 0.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñë å ä ñ ò â è å. Íåâîçâðàòíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü

{ξn} ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {0, 1, 2, . . .} ïðè n → +∞
ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê +∞ : äëÿ ëþáîãîM > 0 ïðè n→∞

P{ξn ≥M} → 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåâîçâðàòíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ÿâëÿåò-
ñÿ íóëåâîé.

Ç àì å ÷ à í è å. Òåîðåìà è ñëåäñòâèå èìåþò ìåñòî è äëÿ ìàð-
êîâñêîé öåïè ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîìX = {. . . ,−1, 0, 1, 2, . . .}.

Ï ð èì å ð 1.3.1. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
X = {1, 2, 3} îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé [

0 1 0
0 1/2 1/2
0 1/2 1/2

]
.
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Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ öåïè (óêàçàòü ñóùåñòâåííûå,
íåñóùåñòâåííûå, ïåðèîäè÷åñêèå, íåïåðèîäè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ).

Ðåøåíè å. Ñîñòîÿíèå 1 èìååò ïåðèîä, ðàâíûé íóëþ.
Ñîñòîÿíèå i çàâåäîìî íåïåðèîäè÷åñêîå, åñëè ñ íåíóëåâîé âå-

ðîÿòíîñòüþ èç i ìîæíî âåðíóòüñÿ â i çà îäèí øàã. Ïîýòîìó ñî-
ñòîÿíèÿ 2 è 3 � íåïåðèîäè÷åñêèå.

Ñîñòîÿíèå 2 äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ 1. Ñîñòîÿíèå 1 íåäî-
ñòèæèìî íè èç 2, íè èç 3. Ñîñòîÿíèå 1 íåñóùåñòâåííîå, ñîñòî-
ÿíèÿ 2 è 3 � ñóùåñòâåííûå. Ñîñòîÿíèÿ 2 è 3 ñîîáùàþùèåñÿ, 1 è 2
� íåñîîáùàþùèåñÿ. Öåïü ïðèâîäèìà, ïîñêîëüêó â íåé èìåþòñÿ
íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ.

Ïðèì å ð 1.3.2. Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé
öåïè, îïèñûâàþùåé àçàðòíóþ èãðó, ñì. ïðèìåð 1.1.2 (ñ. 13).

Ðåøåíè å. Åñëè êàïèòàë èãðîêà GM êîíå÷åí (ðàâåí M), òî
ñîñòîÿíèÿ 0 è n (n = m + M) ÿâëÿþòñÿ ïîãëîùàþùèìè ýêðà-
íàìè; ñîñòîÿíèÿ 1, 2, . . . , n − 1 ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè, à,
ñëåäîâàòåëüíî, è íåâîçâðàòíûìè.

Åñëè êàïèòàë èãðîêà GM áåñêîíå÷åí, òî ñîñòîÿíèå 0 ÿâëÿåò-
ñÿ ïîãëîùàþùèì ýêðàíîì; ñîñòîÿíèÿ 1, 2, . . . , ÿâëÿþòñÿ íåñóùå-
ñòâåííûìè è íåâîçâðàòíûìè.

Ïðèì å ð 1.3.3 (îäíîìåðíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ïðîäîë-
æåíèå). Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî öå-
ëî÷èñëåííîé ðåøåòêå � ìàðêîâñêóþ öåïü, îïèñûâàþùóþ äâè-
æåíèå ÷àñòèöû, êîòîðàÿ çà åäèíèöó âðåìåíè ïåðåìåùàåòñÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ p íà åäèíèöó âïðàâî è ñ âåðîÿòíîñòüþ q íà
åäèíèöó âëåâî (p + q = 1); ñîñòîÿíèå ξn öåïè � êîîðäèíàòà
÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè n (ñì. òàêæå ïðèìåð 1.1.1).

Èññëåäîâàòü íà âîçâðàòíîñòü ñîñòîÿíèÿ îïèñàííîé ìàð-
êîâñêîé öåïè.

Ðåøåíè å. Ïîñêîëüêó öåïü íåïðèâîäèìàÿ, äîñòàòî÷íî èñ-
ñëåäîâàòü íà âîçâðàòíîñòü, íàïðèìåð, ñîñòîÿíèå 0. Íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âîçâðàòíîñòè ñîñòîÿíèÿ 0 ÿâëÿåò-

ñÿ ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=0

P00(n). Èññëåäóåì ýòîò ðÿä íà ñõîäè-

ìîñòü. Î÷åâèäíî, P00(2n+ 1) = 0. Ïîýòîìó

∞∑
n=0

P00(n) =

∞∑
n=0

P00(2n).

Âûïèøåì ïîäðîáíåå âûðàæåíèå äëÿ P00(2n). Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî öåïü, ñòàðòîâàâ èç ñîñòîÿíèÿ 0 (P{ξ0 = 0} = p0 = 1),
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âåðíåòñÿ â ñîñòîÿíèå 0, ïðîéäÿ ïî äàííîìó ïóòè

{ξ0 = 0, ξ1 = i1, . . . , ξ2n−1 = i2n−1, ξ2n = 0},

ðàâíà

P{ξ0 = 0, ξ1 = i1, . . . , ξ2n = 0|ξ0 = 0} = p0P0i1Pi1i2 . . . Pi2n−10 =

= P0i1Pi1i2 . . . Pi2n−10

(ñì. (1.1.7)). Ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåìåùåíèé âïðàâî ðàâíî ÷èñëó
ïåðåìåùåíèé âëåâî. Ïîýòîìó â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè n ñî-
ìíîæèòåëåé ðàâíî p è n ñîìíîæèòåëåé � q. Ñàìî ïðîèçâåäåíèå
P0i1Pi1i2 . . . Pi2n−10 ðàâíî pnqn. Ïóòü èç 0 â 0 äëèíîé 2n îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëîâîì äëèíîé 2n, ñîñòàâëåííûì èç äâóõ áóêâ: Ï �
âïðàâî è Ë � âëåâî. ×èñëî âñåõ òàêèõ ñëîâ, à âìåñòå ñ íèìè è
ïóòåé èç 0 â 0, ðàâíî Cn2n. È, ñëåäîâàòåëüíî,

P00(2n) = Cn2np
nqn =

(2n)!

n!n!
pnqn.

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà:

n! ∼ nne−n
√

2πn ïðè n→∞,

ïîëó÷èì, ÷òî ïðè n→∞

P00(2n) =
(2n)!

n!n!
pnqn ∼

∼ (2n)2ne−2n
√

2π2n

(nne−n
√

2πn)2
pnqn =

22n√
πn

(pq)n =
(4pq)n√
πn

,

ò. å.

P00(2n) ∼ (4pq)n√
πn

. (1.3.5)

Ïîýòîìó îáà ðÿäà

∞∑
n=0

P00(2n) è
∞∑
n=1

(4pq)n√
πn

ñõîäÿòñÿ èëè îáà ÿâëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ.
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Ðàññìîòðèì îáùèé ÷ëåí
(4pq)n√
πn

ðÿäà
∞∑
n=0

(4pq)n√
πn

. Ïðîèçâåäå-

íèå pq (0 ≤ p ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå,
ðàâíîå 1/4, ïðè p = q = 1/2, ÷òî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

pq = p(1− p) = p− p2, 0 ≤ p ≤ 1.

Ïîýòîìó 0 ≤ 4pq ≤ 1, è 4pq = 1 òîëüêî ïðè p = q = 1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p = q = 1/2

(4pq)n√
πn

=
1√
πn

,

à ðÿä ñ òàêèì îáùèì ÷ëåíîì ðàñõîäèòñÿ.
Åñëè p 6= q, òî 4pq = c < 1. Ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì cn/

√
πn

(c < 1) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.
Èòàê, ïðè p = q = 1/2 ìàðêîâñêàÿ öåïü âîçâðàòíà, à ïðè

p 6= q íåâîçâðàòíà (çàêëþ÷åíèå î âîçâðàòíîñòè èëè íåâîçâðàò-
íîñòè öåïè ìû äåëàåì ïî âîçâðàòíîñòè èëè íåâîçâðàòíîñòè ñî-
ñòîÿíèÿ 0, ïîñêîëüêó öåïü íåïðèâîäèìàÿ).

Êîíå÷íûå öåïè Ìàðêîâà. Äàëåå ïîñìîòðèì, ÷òî ìîæíî
ñêàçàòü î ñîñòîÿíèÿõ ìàðêîâñêîé öåïè, åñëè öåïü êîíå÷íà � êî-
íå÷íî åå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Ò å î ð åì à 1.3.5. Êîíå÷íàÿ íåïðèâîäèìàÿ öåïü Ìàðêîâà ÿâ-
ëÿåòñÿ íåíóëåâîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M � ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîíå÷íîé
íåïðèâîäèìîé öåïè. Ñòàðòóÿ èç ñîñòîÿíèÿ i, çà n øàãîâ öåïü ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 îêàæåòñÿ â îäíîì èç ñâîèõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿ-
íèé, ïîýòîìó

M∑
j=1

Pij(n) = 1. (1.3.6)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öåïü íóëåâàÿ, òî äëÿ ëþáûõ i, j èç ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Pij(n)→ 0

ïðè n → ∞ (ñì. òåîðåìó 1.3.3). Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (1.3.6) ê
ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå: 0 = 1. Òàê ÷òî â
êîíå÷íîé öåïè âñå ñîñòîÿíèÿ íåíóëåâûå.

Ñë å ä ñ ò â è å 1.Êîíå÷íàÿ íåïðèâîäèìàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü âîç-
âðàòíà.

Ïîñêîëüêó â êîíå÷íîé íåïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé öåïè êàæ-
äîå ñîñòîÿíèå i íåíóëåâîå � Pii(n) ïðè n → ∞ íå ñòðåìèòñÿ ê



40 Ãëàâà 1. Öåïè Ìàðêîâà � îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû

íóëþ, òî ðÿä
∑
n
Pii(n) ðàñõîäèòñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå i

âîçâðàòíî.
Ñë å ä ñ ò â è å 2. Íåâîçâðàòíûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íå

ìîæåò áûòü êîíå÷íûì.
Òå î ð åì à. Â êîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè õîòÿ áû îäíî ñîñ-

òîÿíèå ñóùåñòâåííîå.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåçX = {1, 2, . . . ,M}ôà-

çîâîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ öåïè íåñóùåñòâåííûå. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò öåïü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i1. Òàê êàê i1 � íåñóùåñòâåí-
íîå, òî íàéäåòñÿ ñîñòîÿíèå i2, â êîòîðîå èç i1 ìîæíî ïîïàñòü
ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ, íî âåðíóòüñÿ èç i2 â i1 íåâîçìîæ-
íî. Ñîñòîÿíèå i2 òàêæå íåñóùåñòâåííîå, ïîýòîìó íàéäåòñÿ ñî-
ñòîÿíèå i3, â êîòîðîå èç i2 ìîæíî ïîïàñòü, íî âåðíóòüñÿ â i2
íåâîçìîæíî, íåâîçìîæíî èç i3 ïîïàñòü è â i1, òàê êàê òîãäà èç
i2 ìîæíî áûëî áû âåðíóòüñÿ â i1 (÷åðåç i3), ÷òî íåâîçìîæíî,
è òàê äàëåå. Çà M èëè ìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ ìû îêàæåìñÿ â
íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè im (m ≤ M), èç êîòîðîãî íåëüçÿ ïîïàñòü
â i1,i2, . . ., im−1 ïî ïîñòðîåíèþ, à â äðóãèå (åñëè òàêèå åùå îñòà-
íóòñÿ) íåëüçÿ ïîïàñòü, â ñèëó èõ íåäîñòèæèìîñòè èç im. Ïî-
ýòîìó öåïü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè im, ò. å. çà
êàæäûé ïîñëåäóþùèé øàã îíà ïåðåõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èç
im â im. Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî im � ñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Âîçâðàòíûå è íåâîçâðàòíûå êëàññû. Ïîíÿòèå âîçâðàò-
íîñòè ñîñòîÿíèÿ ââåäåíî áåçîòíîñèòåëüíî ê äðóãèì ñîñòîÿíèÿì
öåïè. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì âîçâðàòíûå è íåâîçâðàòíûå êëàññû
ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü j 6= i. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

fij(k) = P{ξ0 = i, ξk = j, ξν 6= j, ν = 1, 2, . . . , k − 1|ξ0 = i},

k = 2, 3, . . . , äëÿ k = 0 è 1 ïîëîæèì

fij(0) = 0, fij(1) = P{ξ0 = i, ξ1 = j|ξ0 = i};

fij(k) � âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ j èç ñîñòî-
ÿíèÿ i íà k-ì øàãå.

Îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ j èç i (j 6= i) ÷åðåç f∗ij ,
ÿñíî, ÷òî

f∗ij =

∞∑
k=0

fij(k).
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Ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûìè äàëåå ñîîòíî-
øåíèÿìè ìåæäó f∗ii è f

∗
ij , êîãäà i, j ïðèíàäëåæàò äàííîìó êëàññó

ýêâèâàëåíòíîñòè.
Óðàâíåíèÿ äëÿ f∗

ij è äëÿ f∗
ii. Äëÿ i, j èç îäíîãî êëàññà

ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè êàæäîì n (n = 1, 2, . . .)

f∗ij = Pij(n) +
∑

k∈X\{j}

Pik(n)f∗kj . (1.3.7)

Äëÿ ñîñòîÿíèé i èç äàííîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè
êàæäîì n (n = 1, 2, . . .)

f∗ii = Pii(n) +
∑

k∈X\{i}

Pik(n)f∗ki. (1.3.8)

Äàëåå ÷åðåç P̃ij(s) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pij(n)}:

P̃ij(s) =

∞∑
k=0

Pij(k)sk, |s| < 1,

à ÷åðåç F̃ij(s) � ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fij(n)}:

F̃ij(s) =
∞∑
k=0

fij(k)sk, |s| < 1.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå (1.2.4),
ïîëó÷àåì

Pij(n) =

n∑
k=0

fij(k)Pjj(n− k), n ≥ 0, j 6= i. (1.3.9)

Èç òåîðåìû î ïðîèçâåäåíèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ (òåîðåìà 1.2.1)
è ðàâåíñòâà (1.3.9), àíàëîãè÷íî òîìó êàê áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíî-

øåíèå (1.2.3) ìåæäó ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè P̃ii(s) è F̃ii(s),
ïîëó÷àåì

P̃ij(s) = F̃ij(s)P̃jj(s), |s| < 1. (1.3.10)
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Òå î ð åì à 1.3.6 (íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåâîç-
âðàòíîñòè ñîñòîÿíèÿ â êëàññå). Ïóñòü i, j ïðèíàäëåæàò îäíîìó
êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñòîÿíèå j áûëî

íåâîçâðàòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿä
∞∑
n=0

Pij(n)

ñõîäèëñÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó f∗ij =
∞∑
k=0

fij(k) ≤ 1, òî â

ñèëó ëåììû Àáåëÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò lim
s→1−0

F̃ij(s) è

lim
s→1−0

F̃ij(s) =

∞∑
k=0

fij(k).

Åñëè j � íåâîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå, òî ðÿä
∞∑
n=0

Pjj(n) ñõîäèòñÿ,

è â ñèëó ëåììû Àáåëÿ

lim
s→1−0

P̃jj(s) =

∞∑
n=0

Pjj(n).

Ïîýòîìó ïðè s → 1 − 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà

P̃ij(s) = F̃ij(s)P̃jj(s),

à, ñëåäîâàòåëüíî, è ëåâîé, è â ñèëó ëåììû Àáåëÿ

lim
s→1−0

P̃ij(s) =
∞∑
n=0

Pij(n).

Òàê ÷òî åñëè j íåâîçâðàòíî, ðÿä
∞∑
n=0

Pij(n) ñõîäèòñÿ.

Óñòàíîâèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=0

Pij(n) ñëåäóåò íåâîç-

âðàòíîñòü ñîñòîÿíèÿ j.
Èç ðàâåíñòâà (1.3.10) èìååì

P̃jj(s) = P̃ij(s)/F̃ij(s). (1.3.11)
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Èç ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∞∑
n=0

Pij(n) è
∞∑
k=0

fij(k) ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ lim
s→1−0

P̃ij(s) è lim
s→1−0

F̃ij(s) (ñì. ëåì-

ìó Àáåëÿ), à âìåñòå ñ íèìè ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
s→1−0

P̃jj(s) (ñì. ðàâåíñòâî (1.3.11)). Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû Àáå-

ëÿ ðÿä
∞∑
n=0

Pjj(n) ñõîäèòñÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå j íåâîç-

âðàòíî.
Ñë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü i, j ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýê-

âèâàëåíòíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñòîÿíèå j áûëî âîçâðàò-

íûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿä
∞∑
n=0

Pij(n) ðàñõîäèë-

ñÿ.
Ñë å ä ñ ò â è å 2. Äëÿ ëþáûõ i, j èç íåâîçâðàòíîãî êëàññà ýê-

âèâàëåíòíîñòè ïðè n→∞
Pij(n)→ 0.

Êîëü ñêîðî ñîñòîÿíèå j íåâîçâðàòíîå, òî ðÿä
∞∑
n=0

Pij(n) ñõî-

äèòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, Pij(n)→ 0.
Ò å î ð åì à 1.3.7 (f∗ji â íåâîçâðàòíîì êëàññå). Â íåâîçâðàò-

íîé íåïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé öåïè äëÿ êàæäîãî i èç ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà X íàéäåòñÿ ñîñòîÿíèå j ∈ X, j 6= i òàêîå, ÷òî

f∗ji < 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàâåíñòâà (1.3.8) ïðè n = 1 èìååì

f∗ii = Pii +
∑

k∈X\{i}

Pikf
∗
ki.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â íåâîçâðàòíîé öåïè f∗ki = 1 äëÿ âñåõ
k ∈ X \ {i}, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

f∗ii = Pii +
∑

k∈X\{i}

Pik

èëè òàê:
f∗ii =

∑
k∈X

Pik.

Îòñþäà èìååì
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f∗ii = 1,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåâîçâðàòíîñòè öåïè.
Ñë å ä ñ ò â è å. Åñëè â íåïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé öåïè íàé-

äåòñÿ ñîñòîÿíèå i òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî j 6= i çíà÷åíèå
f∗ji = 1, òî öåïü âîçâðàòíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â íåâîçâðàòíîé öåïè äëÿ êàæäîãî i
íàéäåòñÿ j, òàêîå, ÷òî f∗ji < 1.

Òå î ð åì à 1.3.8 (f∗ji â âîçâðàòíîì êëàññå). Â âîçâðàòíîé íå-

ïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé öåïè äëÿ êàæäîé ïàðû j, i èç ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà X çíà÷åíèÿ

f∗ji = 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî n (n = 1, 2, . . . )

f∗ii = Pii(n) +
∑

k∈X\{i}

Pik(n)f∗ki

(ñì. ðàâåíñòâî (1.3.8)), à ïîñêîëüêó öåïü âîçâðàòíà, ò. å. f∗ii = 1,
òî äëÿ êàæäîãî n (n = 1, 2, . . . )

Pii(n) +
∑

k∈X\{i}

Pik(n)f∗ki = 1. (1.3.12)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî n (n = 1, 2, . . . )

Pii(n) +
∑

k∈X\{i}

Pik(n) = 1. (1.3.13)

Âû÷èòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èç ðàâåíñòâà (1.3.13) ðàâåíñòâî (1.3.12),
ïîëó÷èì ∑

k∈X\{i}

Pik(n)(1− f∗ki) = 0. (1.3.14)

äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïàðà j, i
(j 6= i), ó êîòîðîé f∗ji < 1, òî èç ðàâåíñòâà (1.3.14) ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . çíà÷åíèÿ Pij(n) äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ.
Íî öåïü íåïðèâîäèìà, ïîýòîìó íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî n, äëÿ
êîòîðîãî Pij(n) > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò
òåîðåìó.
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Òàê ÷òî â âîçâðàòíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ëþáûõ j, i
çíà÷åíèå f∗ji = 1.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè íàéäåòñÿ ïà-
ðà ñîñòîÿíèé i, j òàêèõ, ÷òî f∗ij < 1, òî êëàññ ÿâëÿåòñÿ íåâîç-
âðàòíûì.

Â ñàìîì äåëå, â âîçâðàòíîì êëàññå f∗ij = 1 äëÿ ëþáûõ i, j.

Ò å î ð åì à (î âåðîÿòíîñòè ïîñåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ). Ìàðêîâ-
ñêàÿ öåïü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîñåùàåò âîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, à íåâîçâðàòíîå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîñå-
ùàåò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A∗ii = {öåïü ïîñåùàåò ñîñòîÿíèå i áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç},

A
(N)
ii = {öåïü ïîñåùàåò ñîñòîÿíèå i íå ìåíåå N ðàç}.

ßñíî, ÷òî

A
(N+1)
ii ⊂ A(N)

ii , N = 1, 2, . . . ,

A∗ii =

∞⋂
N=1

A
(N)
ii ,

â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà óáåæäàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-
âåðêîé.

Âû÷èñëèì P (A∗ii|ξ0 = i). Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì íåïðå-
ðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè:

P (A∗ii|ξ0 = i) = lim
N
P (A

(N)
ii |ξ0 = i).

Îáîçíà÷èì

Q
(N)
ii = P (A

(N)
ii | ξ0 = i).

Î÷åâèäíî,

Q
(N)
ii = Q

(N−1)
ii f∗ii, N = 2, 3, . . .

Îòñþäà

QNii = (f∗ii)
N , N = 2, 3, . . .

P (A∗ii|ξ0 = i) = lim
N
Q

(N)
ii = lim

N
(f∗ii)

N .
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Ïîýòîìó åñëè ñîñòîÿíèå i âîçâðàòíî, ò. å. f∗ii = 1, òî

P (A∗ii|ξ0 = i) = 1,

à åñëè ñîñòîÿíèå i íåâîçâðàòíî, ò. å. f∗ii < 1, òî

P (A∗ii|ξ0 = i) = 0.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ð å çþì å. Ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè äåëÿòñÿ íà íåñóùå-

ñòâåííûå è ñóùåñòâåííûå.
Ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ðàñïàäàåòñÿ íà íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ñóùåñòâåííûõ ñîîáùàþùèõñÿ ìåæäó ñî-
áîé ñîñòîÿíèé � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì èëè
íåíóëåâûì.

Íóëåâîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåò áûòü êàê âîçâðàò-
íûì, òàê è íåâîçâðàòíûì.

Ïåðèîäè÷åñêèå öåïè. Ïóñòü {ξk} � ìàðêîâñêàÿ öåïü. Äëÿ
äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî t > 0 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ζk}:

ζk = ξkt, k = 0, 1, 2, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζk} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ öåïü � äëÿ {ζk}
âûïîëíÿåòñÿ ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî.

Ïóñòü P = [Pij ] � ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâ-
ñêîé öåïè {ξk}:

Pij = P{ξk+1 = j|ξk = i}, i, j ∈ X,

à Q = [Qij ] � ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîé
öåïè {ζk}:

Qij = P{ζk+1 = j|ζk = i}, i, j ∈ X.

Èç îïðåäåëåíèÿ öåïè {ζk} èìååì

Qij = P{ζk+1 = j|ζk = i} = P{ξ(k+1)t = j|ξkt = i} =

= P{ξkt+t = j|ξkt = i} = Pij(t),

ò. å.
Qij = Pij(t), i, j ∈ X,
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èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Q = P(t) = (P)t.

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî s ≥ 0

Qij(s) = P{ζk+s = j|ζk = i} = P{ξ(k+s)t = j|ξkt = i} =

= P{ξkt+st = j|ξkt = i} = Pij(st),

ò. å.
Qij(s) = Pij(st), i, j ∈ X, (1.3.15)

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Q(s) = P(st).

Ìàðêîâñêóþ öåïü ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P áó-
äåì íàçûâàòü P-öåïüþ.

Èç îïðåäåëåíèÿ P-öåïè {ξk}, Q-öåïè {ζk} è ðàâåíñòâà

Qij(s) = Pij(st), i, j ∈ X,

ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèå j äîñòèæèìî èç i â Q-öåïè çà s øàãîâ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â P-öåïè j äîñòèæèìî èç i çà st
øàãîâ.

Ò å î ð åì à 1.3.9 (î ñòðóêòóðå ïåðèîäè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öå-
ïè). 1◦ Â íåïðèâîäèìîé ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì t ìàðêîâñêîé
P-öåïè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî G ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäè-
íåíèÿ t íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ G0, G1, . . . , Gt−1, P-öåïü çà
îäèí øàã èç êëàññà Gν ïåðåõîäèò â êëàññ Gν+1 (ν = 0, 1, . . .
. . . , t − 2), èç êëàññà Gt−1 â êëàññ G0; çà st (s = 1, 2, . . .) øàãîâ
P-öåïü èç êëàññà Gν ïåðåõîäèò â êëàññ Gν .

2◦ Â Q-öåïè (Q = P(t)) êàæäûé èç êëàññîâ G0, G1, . . . , Gt−1
ÿâëÿåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèì êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè.

3◦ Åñëè P-öåïü âîçâðàòíà, òî êàæäûé èç êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè G0, G1, . . . , Gt−1 â Q-öåïè ÿâëÿåòñÿ âîçâðàòíûì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñ ïåðèîäîì t ìàðêîâñêîé öåïè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî:

Ë åììà. Åñëè ñîñòîÿíèå i äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ j çà
n1 è çà n2 øàãîâ (Pji(n1) > 0, Pji(n2) > 0), òî n1 è n2 ïðåäñòà-
âèìû â âèäå
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n1 = ν + s1t, n2 = ν + s2t, 0 ≤ ν ≤ t− 1, (1.3.16)

ïðè÷åì ν îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Èç ñëåäñòâèÿ 2 òåîðåìû 1.1.1 (óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�×åï-

ìåíà) èìååì
Pjj(n1 +m) ≥ Pji(n1)Pij(m),

Pjj(n2 +m) ≥ Pji(n2)Pij(m).

Èç íåïðèâîäèìîñòè öåïè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíî-
ãî m, äëÿ êîòîðîãî Pij(m) > 0, äàëåå m ìèíèìàëüíîå èç òàêèõ
÷èñåë (îíî åäèíñòâåííî). Ïîýòîìó

Pjj(n1 +m) > 0,

Pjj(n2 +m) > 0.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó öåïü ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì t, ñëåäóþò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ

n1 +m = s′1t,

n2 +m = s′2t,

èëè
n1 = s′1t−m,
n2 = s′2t−m.

èëè
n1 = (s′1t− st) + (st−m) = s1t+ ν,

n2 = (s′2t− st) + (st−m) = s2t+ ν,

ãäå ν = st−m. Âûáðàâ s òàê, ÷òîáû ν ëåæàëî ìåæäó 0 è t−1 (òà-
êîå ν îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì), ïîëó÷èì òðåáóåìîå
ïðåäñòàâëåíèå.

Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.
Ïðåäñòàâëåíèå

n = ν + st, 0 ≤ ν ≤ t− 1,

äëÿ ÷èñëà n øàãîâ, çà êîòîðîå â ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì t
öåïè ñîñòîÿíèå i äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ j, äàåò âîçìîæíîñòü
ðàçáèòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî G ìàðêîâñêîé öåïè íà t íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ êëàññîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó öåïü íåïðè-
âîäèìà, òî êàæäîå ñîñòîÿíèå äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ 1, ïðè÷åì
â ñèëó ëåììû òîëüêî çà ÷èñëî øàãîâ âèäà

n = ν + st, 0 ≤ ν ≤ t− 1.
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Îòíåñåì â êëàññG0 âñå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè, äîñòèæèìûå
èç ñîñòîÿíèÿ 1 çà

n = 0 + st

øàãîâ. Â êëàññ G1 îòíåñåì âñå ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå èç 1 çà

n = 1 + st

øàãîâ, è ò. ä., â êëàññ Gν îòíåñåì âñå ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå
èç 1 çà

n = ν + st

øàãîâ (0 ≤ ν ≤ t− 1). À ïîñêîëüêó ν â ïðåäñòàâëåíèè n = ν+ st
åäèíñòâåííî, òî êëàññû Gν , ν = 0, 1, . . . , t− 1, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äàëåå, ïóñòü öåïü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i èç êëàññà Gν
(ν = 0, 1, . . . , t − 2), ò. å. ñîñòîÿíèå i äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ 1
çà st+ ν øàãîâ. Çà îäèí øàã èç ñîñòîÿíèÿ i êëàññà Gν öåïü ïå-
ðåéäåò â íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå j. Ñîñòîÿíèå j äîñòèæèìî èç 1 çà
(st+ ν) + 1 = st+ (ν + 1) øàãîâ, ïîýòîìó j ïðèíàäëåæèò êëàññó
Gν+1. Òàêèì îáðàçîì, P-öåïü èç êëàññà Gν çà îäèí øàã ïåðåõî-
äèò â êëàññ Gν+1, à èç êëàññà Gt−1 çà îäèí øàã öåïü ïåðåõîäèò
â êëàññ G0.

Ïóñòü i ∈ Gν , ò. å. i äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ 1 çà ν+s′tøàãîâ,
è ïóñòü ñäåëàíî st øàãîâ, ïðè ýòîì öåïü îêàçàëàñü â íåêîòîðîì
ñîñòîÿíèè j, êîòîðîå äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ 1 çà ν + s′t+ st =
= ν + (s′ + s)t øàãîâ. Ïîýòîìó j ∈ Gν . Òàê ÷òî çà st øàãîâ öåïü
ïåðåõîäèò èç êëàññà Gν â êëàññ Gν .

Óáåäèìñÿ, ÷òî â Q-öåïè êàæäûé èç êëàññîâ Gν ÿâëÿåòñÿ
êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â ñàìîì äåëå, âñå ñîñòîÿíèÿ èç êëàññà Gν ñîîáùàþòñÿ â
P-öåïè, ïðè÷åì òîëüêî çà ÷èñëî øàãîâ âèäà st, ò. å. äëÿ äàí-
íûõ i, j íàéäóòñÿ ÷èñëà s1 è s2, ÷òî Pij(s1t) > 0, Pji(s2t) > 0
èëè, ÷òî òî æå Qij(s1) > 0, Qji(s2) > 0. Äâà ïîñëåäíèõ íåðà-
âåíñòâà îáîçíà÷àþò, ÷òî êàæäûå äâà ñîñòîÿíèÿ i, j èç êëàññà Gν
ñîîáùàþòñÿ â Q-öåïè.

Äàëåå, â Q-öåïè ñîñòîÿíèÿ èç êëàññà Gν ñîîáùàþòñÿ òîëüêî
ñ ñîñòîÿíèÿìè èç Gν . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü i ∈ Gν è i → j,
ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå s, ÷òî Qij(s) > 0, à, ñëåäîâàòåëüíî, è
Pij(st) > 0. Íî èç ñîñòîÿíèÿ i ∈ Gν â P-öåïè çà st øàãîâ ìîæíî
ïîïàñòü òîëüêî â ñîñòîÿíèå èç êëàññà Gν , ïîýòîìó j ∈ Gν .

Óáåäèìñÿ, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Gν â Q-öåïè íåïåðèî-
äè÷åñêèé. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. È ïóñòü j ∈ Gν è í. î. ä. òåõ
÷èñåë u, äëÿ êîòîðûõ Qjj(u) > 0 ðàâåí d > 1, ò. å. ÷èñëà u èìåþò
âèä u = vd. Ïåðåõîä èç j â j â P-öåïè âîçìîæåí òîëüêî çà ÷èñëî
øàãîâ âèäà ut, ïðè ýòîì

0 < Qjj(u) = Qjj(vd) = Pjj((vd)t) = Pjj(v(dt)).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä ñîñòîÿíèÿ j â P-öåïè íå ìåíåå dt,
ïðè÷åì dt > t. Íî ïåðèîä P-öåïè ðàâåí t. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è
äîêàçûâàåò, ÷òî Q-öåïü ÿâëÿåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè P-öåïü âîçâðàòíà, òî êàæäûé
èç êëàññîâGν âQ-öåïè âîçâðàòåí. Ïóñòü i ∈ Gν . Ñîñòîÿíèå i âîç-
âðàòíî â P-öåïè, ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

∑
n
Pii(n).

Íî â P-öåïè èç ñîñòîÿíèÿ i êëàññà Gν â ñîñòîÿíèå i ìîæíî âåð-
íóòüñÿ òîëüêî çà st øàãîâ, ïîýòîìó∑

n

Pii(n) =
∑
s

Pii(st) =
∑
s

Qii(s)

(âîñïîëüçîâàëèñü (1.3.15)). Òàê ÷òî ðÿä
∑
s
Qii(s) ÿâëÿåòñÿ ðàñõî-

äÿùèìñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, i � âîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå â Q-öåïè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å Åñëè â ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì t ìàðêîâ-

ñêîé öåïè ñîñòîÿíèå i äîñòèæèìî èç j ∈ Gf çà n øàãîâ, òî

n = ν + st, 0 ≤ ν ≤ t− 1,

ïðè ýòîì çà ïåðâûå ν øàãîâ öåïü, ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäÿ
èç êëàññà â êëàññ, ïåðåéäåò â êëàññ Gf+ν , à çàòåì çà êàæäûå
ïîñëåäóþùèå t øàãîâ áóäåò ïåðåõîäèòü èç êëàññà Gf+ν â êëàññ
Gf+ν , ïîêà íå îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè i.

Ï ð èì å ð 1.3.4 (Q-öåïü äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ). Ðàñ-
ñìîòðèì îäíîìåðíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî öåëî÷èñëåííîé
ðåøåòêå ñ âåðîÿòíîñòüþ p ïåðåõîäà íà åäèíèöó âïðàâî è ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ q ïåðåõîäà íà åäèíèöó âëåâî (p+ q = 1, 0 < p < 1),
ñì. òàêæå ïðèìåð 1.1.1. P-öåïü íåïðèâîäèìà è èìååò ïåðèîä 2.
À ïîòîìó ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Q-öåïè

Q = (P)2.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî Z ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèå
äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ G0 è G1, à èìåííî

G0 = {. . . ,−2n, . . . ,−2, 0, 2, . . . , 2n, . . .},

G1 = {. . . ,−(2n+ 1), . . . ,−3,−1, 1, 3, . . . , 2n+ 1, . . .}.
Ïðè ýòîì ìû çà îäèí øàã â P-öåïè ïåðåõîäèì èç êëàññà G0 â
êëàññ G1, à èç G1 â G0. Â Q-öåïè G0 è G1 ÿâëÿþòñÿ íåïåðèî-
äè÷åñêèìè êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ïðèì å ð 1.3.5. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
{1, 2, 3, 4} çàäàíà ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé

P =

 0 0 1/2 1/2
0 0 1 0
1 0 0 0

1/2 1/2 0 0

.
Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè. Óáåäèòüñÿ,

÷òî öåïü ïåðèîäè÷íà. Ïóñòü t � ïåðèîä öåïè, ïðåäñòàâèòü
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â âèäå:

G = G0 ∪G1 ∪ . . . ∪Gt−1.

Â Q-öåïè (Q = P(t)) íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè G0, G1, . . . , Gt−1. Êëàññèôèöèðî-
âàòü ñîñòîÿíèÿ â êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè Gν , ν = 0, 1, . . .
. . . , t− 1.

Ðåøåíè å. Öåïü íåïðèâîäèìàÿ.
Èç ñîñòîÿíèÿ 1 â ñîñòîÿíèå 1 ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî çà ÷åòíîå

÷èñëî øàãîâ: 2, 4, 6, . . . Ïîýòîìó ñîñòîÿíèå 1, à âìåñòå ñ íèì è
öåïü, ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî G (ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.9) ïðåäñòàâè-
ìî â âèäå

G = G0 ∪G1 = {1, 2} ∪ {3, 4}.
Êëàññ G0 îáðàçóþò ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûå èç ñîñòîÿíèÿ 1 ìîæíî
ïîïàñòü çà st+ 0 = s · 2 + 0 øàãîâ, òàêèìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþò-
ñÿ {1, 2}. Êëàññ G1 îáðàçóþò ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûå èç 1 ìîæíî
ïîïàñòü çà st+ 1 = s · 2 + 1 øàã, òàêèìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
{3, 4}.

Êàæäûé èç êëàññîâG0 èG1 âQ = P(2)-öåïè ÿâëÿåòñÿ íåïåðèî-
äè÷åñêèì âîçâðàòíûì êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Q-öåïè

Q = P(2) = (P)2 =

=

 0 0 1/2 1/2
0 0 1 0
1 0 0 0

1/2 1/2 0 0


 0 0 1/2 1/2

0 0 1 0
1 0 0 0

1/2 1/2 0 0

 =

=

 3/4 1/4 0 0
1 0 0 0
0 0 1/2 1/2
0 0 3/4 1/4

 .
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Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Q0 êëàññà ýêâèâàëåíòíîñ-
òè G0: [

3/4 1/4
1 0

]
.

Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Q1 êëàññà ýêâèâàëåíòíîñ-
òè G1: [

1/2 1/2
3/4 1/4

]
.

1.4 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèì å ð 1.4.1.Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâ-

ñêîé öåïè ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {1, 2, 3} èìååò âèä

P =

[
0, 1 0, 5 0, 4
0, 6 0, 2 0, 2
0, 3 0, 4 0, 3

]
.

Ðàñïðåäåëåíèå öåïè (ïî ñîñòîÿíèÿì) â ìîìåíò t = 0, äðóãèìè
ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ0, èìååò âèä(

1 2 3
0,7 0,2 0,1

)
.

Íàéòè:
1◦ ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò t = 2;
2◦ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíòû t = 0, 1, 2, 3 öåïü áó-

äåò íàõîäèòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ñîñòîÿíèÿõ 1, 3, 3, 2, ò. å.
íàéòè P{ξ0 = 1, ξ1 = 3, ξ2 = 3, ξ3 = 2}.

Ðåøåíè å.
1◦ Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (1.1.8) ïðè n = 2, X = {1, 2, 3}:

P{ξ2 = j} =
3∑
i=1

piPij(2), j = 1, 2, 3.

2◦ Â ñèëó òåîðåìû 1.1.2 (ñì. (1.1.7)) èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå öåïè è îäíîøàãîâûå
ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè:

P{ξ0 = 1, ξ1 = 3, ξ2 = 3, ξ3 = 2} =

= P{ξ0 = 1}P13P33P32 = 0, 0336.
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Ïðèì å ð 1.4.2. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
X = {1, 2, 3, 4, 5} çàäàåòñÿ ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé

P = [Pij ] =


0 1/3 1/3 0 1/3

1/3 0 0 1/3 1/3
0 0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2 0
0 0 0 0 1

.
Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ öåïè.
Ðåøåíè å. Ñîñòîÿíèÿ 1 è 2 � íåñóùåñòâåííûå, òàê êàê èç 1 è

èç 2 ìîæíî ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàñòü â 5, íî âåðíóòüñÿ
èç ñîñòîÿíèÿ 5 íåâîçìîæíî (öåïü ïðèâîäèìà).

Ñîñòîÿíèÿ 3 è 4 � ñóùåñòâåííûå, 5 � ñóùåñòâåííîå.
Ñîñòîÿíèÿ 3 è 4 îáðàçóþò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè (êîíå÷-

íûé), ïîýòîìó ñîñòîÿíèÿ 3 è 4 íåíóëåâûå è âîçâðàòíûå (ñì. òåî-
ðåìó 1.3.5).

Ñîñòîÿíèå 5 îáðàçóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, 5 íåíóëåâîå,
âîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå.

Ñîñòîÿíèÿ 3,4,5 � íåïåðèîäè÷åñêèå.
Ïðèì å ð 1.4.3. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñû-

âàþò íåçàâèñèìûì îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü
ξk � ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ ïðè k-ì ïîäáðàñûâàíèè êîñòè, k =
= 1, 2, . . . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηn = max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}, n = 1, 2, . . .

Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ
öåïü, íàéòè åå ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, êëàññèôè-
öèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ öåïè.

Ðåøåíè å. Çàìåòèâ, ÷òî

ηn+1 = max{ξ1, ξ2, . . . , ξn, ξn+1} = max{ηn, ξn+1},

ïîëó÷èì

P{ηn+1 = j|ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1} =

=
P{ηn+1 = j, ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1}

P{ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1}
=

=
P{max{ξn+1, ηn} = j, ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1}

P{ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1}
=
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=
P{max{ξn+1, i} = j, ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1}

P{ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1}
=

=
P{max{ξn+1, i} = j}P{ηn = i, ηn−1 = in−1 . . . , η1 = i1}

P{ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η1 = i1}
=

= P{max{ξn+1, i} = j}.
Âîñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòüþ ñîáûòèé

{max{ξn+1, i} = j}, {ηn = i, . . . , η1 = i1}.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

P{ηn+1 = j|ηn = i} = P{max{ξn+1, i} = j}.

Îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí {ηn} èìååò ìåñòî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn} ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ, ïðè÷åì
ñòàöèîíàðíîé.

Ìàòðèöà îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè

Pij = P{ηn+1 = j|ηn = i} = P{max{ξn+1, i} = j}, i, j = 1, 2, . . . 6,

ïîäðîáíåå

P = [Pij ] =


1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 2/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 0 3/6 1/6 1/6 1/6
0 0 0 4/6 1/6 1/6
0 0 0 0 5/6 1/6
0 0 0 0 0 1

.
Ñîñòîÿíèÿ 1, 2, . . . , 5 íåñóùåñòâåííûå. Ñîñòîÿíèå 6 ñóùåñòâåí-

íîå, îíî îáðàçóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè è ÿâëÿåòñÿ âîçâðàò-
íûì, íåïåðèîäè÷åñêèì.

Ïðèì å ð 1.4.4. Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà êî-
òîðîé ðàâíà p (0 < p < 1), ïîäáðàñûâàþò íåçàâèñèìûì îáðàçîì
íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü ξk � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ
ïðè k-ì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû, k = 1, 2, . . . Ðàññìîòðèì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηn+1 = (ηn + 1)I{1}(ξn+1), η0 = 0, n = 0, 1, 2, . . .

Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ
öåïü, íàéòè åå ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, êëàññèôè-
öèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ öåïè.
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Ð åø å í è å. Â òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçóåò ìàðêîâ-
ñêóþ öåïü, óáåæäàåìñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ïðè-
ìåðå 1.4.3.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
öåïè

P{ηn+1 = j|ηn = i} =
P{ηn+1 = j, ηn = i}

P{ηn = i}
=

=
P{(ηn + 1)I{1}(ξn+1) = j, ηn = i}

P{ηn = i}
=

=
P{(i+ 1)I{1}(ξn+1) = j, ηn = i}

P{ηn = i}
=

=
P{(i+ 1)I{1}(ξn+1) = j}P{ηn = i}

P{ηn = i}
=

= P{(i+ 1)I{1}(ξn+1) = j},

èëè
Pij = P{(i+ 1)I{1}(ξn+1) = j}, i, j ∈ X.

Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè

P =


q p 0 0 0 . . .
q 0 p 0 0 . . .
q 0 0 p 0 . . .

...

 .
Öåïü íåïðèâîäèìà, íåïåðèîäè÷íà.
Óáåäèìñÿ, ÷òî öåïü âîçâðàòíà. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî ñî-

ñòîÿíèÿ 0 âîçâðàòíî (ñì. òåîðåìó ñîëèäàðíîñòè). Äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì âîçâðàòíîñòè ñîñòîÿíèÿ 0 ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

P0,0(n)

(ñì. òåðåìó 1.2.2).
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

P0,0(1) = q, P0,0(2) = q, P0,0(3) = q, . . . , P0,0(n) = q, . . .
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� äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè P0,0(n + 1) äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî
ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû P(n), ïîñêîëüêó

P(n+ 1) = PP(n), n = 1, 2, . . . ,

à ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû P(n) èìååò âèä

(q q q q . . .)′.

Ïîýòîìó
∞∑
n=1

P0,0(n) =
∞∑
n=1

q =∞.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî âîçâðàòíîñòè ñîñòîÿíèÿ 0:

P{τ <∞|η0 = 0} =

∞∑
n=1

P{τ = n|η0 = 0}

= P (Ð) + P (ÃÐ) + P (ÃÃÐ) + . . . =

= q + pq + p2q + . . . = q(1 + p+ p2 + . . .) = q
1

1− p
= 1

(áóêâà Ã îáîçíà÷àåò âûïàäåíèå ãåðáà, áóêâà Ð � âûïàäåíèå ðå-
øåòêè).

Ç àì å ÷ à í è å. Ìàðêîâñêàÿ öåïü {ηn} îïèñûâàåò äëèíó ñåðèè
óñïåõîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿò-
íîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè. Êàæäàÿ íîâàÿ ñåðèÿ íà÷è-
íàåòñÿ ïîñëå íåóäà÷è.

Ïðèì å ð 1.4.5 (ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî äâóìåðíîé ðåøåò-
êå). Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî äâó-
ìåðíîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå: âåðîÿòíîñòè ñìåùåíèÿ íà åäè-
íèöó âïðàâî, âëåâî, ââåðõ, âíèç ðàâíû ïî 1/4. Èññëåäîâàòü íà
âîçâðàòíîñòü ñîñòîÿíèå O(0; 0) � íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ðåøåíè å. Âîçâðàùåíèå èç O(0; 0) â O(0; 0) îáåñïå÷èâàþò
òðàåêòîðèè (ïóòè), ñîñòîÿùèå èç i ïåðåìåùåíèé âëåâî, i ïåðåìå-
ùåíèé âïðàâî, j ïåðåìåùåíèé ââåðõ, j ïåðåìåùåíèé âíèç (âñåãî
ïåðåìåùåíèé 2i + 2j = 2n). Êàæäàÿ òàêàÿ òðàåêòîðèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëîâîì äëèíîé 2n, ñîñòàâëåííûì èç i áóêâ Ï (âïðàâî),
i áóêâ Ë (âëåâî), j áóêâ Â (ââåðõ), j áóêâ Í (âíèç).

Âåðîÿòíîñòü ÷àñòèöå ïðîéòè èç O(0; 0) â O(0; 0) ïî äàííîé
òðàåêòîðèè äëèíîé 2n ðàâíà (1/4)2n, ïî òðàåêòîðèè äëèíîé 2n,
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ñîñòîÿùåé èç i ïåðåìåùåíèé âëåâî, i ïåðåìåùåíèé âïðàâî, j ïå-
ðåìåùåíèé ââåðõ, j ïåðåìåùåíèé âíèç ðàâíà

C2n(i, i, j, j)

(
1

4

)2n

=
(2n)!

i!i!j!j!

(
1

4

)2n

,

êîýôôèöèåíò ïðè (1/4)2n ðàâåí ÷èñëó ñëîâ äëèíîé 2n, ñîñòàâ-
ëåííûõ èç áóêâ Ï, Ë, Â, Í ñîîòâåòñòâåííî â êîëè÷åñòâå i, i, j, j.
À âåðîÿòíîñòü P00(2n) âîçâðàùåíèÿ èç O(0; 0) â O(0; 0) ðàâíà

P00(2n) =
∑

(i,i,j,j):2i+2j=2n

(2n)!

i!i!j!j!

(
1

4

)2n

=

=

(
1

4

)2n ∑
(i,i,j,j):i+j=n

(2n)!n!n!

n!n!i!i!j!j!
=

=

(
1

4

)2n (2n)!

n!n!

∑
(i,i,j,j):i+j=n

n!n!

i!i!j!j!
=

=

(
1

4

)2n

Cn2n

n∑
i=0

CinC
i
n =

(
1

4

)2n

Cn2nC
n
2n,

âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì

n∑
i=0

CinC
i
n = Cn2n.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà (ñì. ïðèìåð 1.3.3), ïîëó÷èì(
1

4

)2n

(Cn2n)2 ∼
(

1

4

)2n( 4n√
πn

)2

=
1

πn
.

Ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì 1/(πn) ðàñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ñîñòîÿíèåO(0; 0),
à âìåñòå ñ íèì è ìàðêîâñêàÿ öåïü âîçâðàòíàÿ.

Óñòàíîâèì èñïîëüçîâàííîå â äîêàçàòåëüñòâå òîæäåñòâî

n∑
k=0

CknC
k
n = Cn2n.
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×èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç òî÷êè O(0; 0) â òî÷êó A(n;n)
ðàâíî Cn2n. Êàæäûé òàêîé ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó è òîëü-
êî îäíó èç òî÷åê Ak(k;n − k), 0 ≤ k ≤ n (òî÷êè Ak ëåæàò
íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè (0;n) è (n; 0)). ×èñëî ïóòåé èç
òî÷êè O(0; 0) â òî÷êó Ak(k;n − k) ðàâíî Ckk+(n−k) = Ckn, ïîýòî-

ìó ÷èñëî ïóòåé èç òî÷êè O(0; 0) â òî÷êó A(n;n), ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç Ak(k;n − k) ðàâíî CknC

k
n (â ñèëó ïðàâèëà óìíîæåíèÿ).

Ñëîæèâ êîëè÷åñòâî ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êàæäóþ èç òî÷åê
Ak(k;n− k), k = 0, 1, . . . , n, ïîëó÷èì îáùåå êîëè÷åñòâî ïóòåé èç

O(0; 0) â òî÷êó A(n;n), ò. å.
n∑
k=0

CknC
k
n . Òåì ñàìûì òîæäåñòâî

äîêàçàíî.
Ç àì å ÷ à í è å. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñèììåòðè÷íîãî

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî îäíîìåðíîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå è
ïî äâóìåðíîé, ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî òðåõìåð-
íîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ÿâëÿåòñÿ íåâîçâðàòíûì. Íà íåôîð-
ìàëüíîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åëîâåê, çëîóïîòðåáëÿþùèé
ñïèðòíûì, ñëó÷àéíî áëóæäàÿ ïî ãîðîäó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñåãäà
âåðíåòñÿ äîìîé, à âîò õëåáíóâøèé ëèøíåãî âîðîáåé, âîçâðàùà-
ÿñü äîìîé (âñå åùå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � íå ïåøêîì)
ðèñêóåò äîìîé íå âåðíóòüñÿ.

Çàäà÷è
Çàäà÷à 1.1. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

X = {1, 2, 3} îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé

P =

[
1/3 2/3 0
0 1/3 2/3

1/3 0 2/3

]
.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
1◦ öåïü, ñòàðòîâàâ èç ñîñòîÿíèÿ 2, ÷åðåç äâà øàãà îêàæåòñÿ

â ñîñòîÿíèè 1;
2◦ öåïü, ñòàðòîâàâ èç ñîñòîÿíèÿ 3, ÷åðåç òðè øàãà âåðíåòñÿ

â ñîñòîÿíèå 3.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå öåïè ÷åðåç òðè øàãà ïîñëå ñòàðòà

(â ìîìåíò t = 3), åñëè íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì öåïè (ðàñ-
ïðåäåëåíèåì â ìîìåíò t = 0) ÿâëÿåòñÿ(

1 2 3
1/3 1/3 1/3

)
.

Îòâ å òû:
1◦ P{ξ2 = 1 | ξ0 = 2} = P21(2) = 2/9;
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2◦ P{ξ3 = 3 | ξ0 = 3} = P33(3) = 12/27.
Ðàñïðåäåëåíèå öåïè ÷åðåç 3 øàãà ïîñëå ñòàðòà:(

1 2 3
20/81 19/81 42/81

)
Çàäà÷à 1.2. Ìàòðèöà îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-

ñòåé ìàðêîâñêîé öåïè èìååò âèä

P =

[
0, 1 0, 8 0, 1
0, 4 0, 4 0, 2
0, 5 0, 5 0

]
.

Ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò t = 0 (ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ0) èìååò âèä(

1 2 3
0,7 0,2 0,1

)
.

Íàéòè:
1◦ ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò t = 2;
2◦ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíòû t = 0, 1, 2, 3 öåïü áóäåò

íàõîäèòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ñîñòîÿíèÿõ 2, 3, 1, 2;
3◦ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíòû t = 0, 1, 2, 3, 4 öåïü áó-

äåò íàõîäèòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ñîñòîÿíèÿõ 3, 2, 1, 1, 3.
Î ò â å òû:
1◦ Ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò t = 2:(

1 2 3
0,351 0,491 0,158

)
2◦ 0,016; 3◦ 0,0002.
Çàäà÷à 1.3 (ñóùåñòâåííûå è íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿ-

íèÿ). 1◦ Ìîãóò ëè âñå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè áûòü ñóùåñò-
âåííûìè? ó êîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè? ó áåñêîíå÷íîé? (ïðèâåñ-
òè ïðèìåðû).

Î ò â å ò. Ó ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå
(ñì. 1.3.3) âñå ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâåííûå.

Ó êîíå÷íîé íåïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé öåïè âñå ñîñòîÿíèÿ
ñóùåñòâåííûå.

2◦ Ìîãóò ëè âñå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè áûòü íåñóùåñò-
âåííûìè? (ïðèâåñòè ïðèìåðû).

Î ò â å ò: â áåñêîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè âñå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò
áûòü íåñóùåñòâåííûìè, â êîíå÷íîé � íåò.

Ïðèìåðîì ìàðêîâñêîé öåïè, âñå ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé íåñóùåñò-
âåííûå, ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ìàòðèöåé ïå-
ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
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P =


0 1/2 1/22 1/23 1/24 1/25 . . .
0 0 1/2 1/22 1/23 1/24 . . .
0 0 0 1/2 1/22 1/23 . . .
...

...
...

...
...

...
...

.
3◦ Ìîãóò ëè â ìàðêîâñêîé öåïè áûòü êàê ñóùåñòâåííûå, òàê

è íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ? (ïðèâåñòè ïðèìåðû).
Î ò â å ò: äà, íàïðèìåð, â ìàðêîâñêîé öåïè ñ ìàòðèöåé ïåðå-

õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =

[
1/3 1/3 1/3
0 1/2 1/2
0 1/2 1/2

]
.

4◦Ìîãóò ëè íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè áûòü
ñîîáùàþùèìèñÿ? (ïðèâåñòè ïðèìåð).

Î ò â å ò: äà, ñì. ïðèìåð 1.3.2, ñîñòîÿíèÿ 1, 2, . . . , n − 1 íåñó-
ùåñòâåííûå ñîîáùàþùèåñÿ.

5◦ Ìîãóò ëè íåñóùåñòâåííûå è ñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ìàð-
êîâñêîé öåïè áûòü ñîîáùàþùèìèñÿ?

Îò â å ò. Íåò, íå ìîãóò. Ïóñòü i � íåñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå,
òîãäà íàéäåòñÿ k òàêîå, ÷òî i → k, íî i íå äîñòèæèìî èç k.
Ïóñòü j � ñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå è j ↔ i, òîãäà j → i→ k. Íî
j � ñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå, ïîýòîìó k → j, à, ñëåäîâàòåëüíî, è
k → j → i, ò. å. i äîñòèæèìî èç k � ïðîòèâîðå÷èå.

6◦ Ìîãóò ëè ñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè áûòü
íåñîîáùàþùèìèñÿ? (ïðèâåñòè ïðèìåðû).

Î ò â å ò: äà, åñëè ìàðêîâñêàÿ öåïü ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, ñì. ïðèìåð 1.3.2 (ñ. 37), ñîñòîÿíèÿ 0 è
n ñóùåñòâåííûå, íî íåñîîáùàþùèåñÿ.

7◦ Êàæäàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü èìååò õîòÿ áû îäèí êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Ñïðàâåäëèâî ëè ýòî óòâåðæäåíèå?

Îòâåò: äà äëÿ êîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè, äëÿ áåñêîíå÷íîé
� íåò (ñì. 2◦ â çàäà÷å 1.3).

Çàäà÷à 1.4 (íóëåâûå, íåíóëåâûå ñîñòîÿíèÿ). 1◦ Ìîãóò
ëè âñå ñîñòîÿíèÿ íåïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé öåïè áûòü íóëåâû-
ìè? (ïðèâåñòè ïðèìåðû).

Î ò â å ò: Äà � â áåñêîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè, ñì. ïðèìåð
1.3.3 (ñ. 37) è ïðèìåð 1.4.5 (ñ. 56). Íåò � â êîíå÷íîé ìàðêîâñêîé
öåïè, ñì. òåîðåìó 1.3.5.

2◦ Ìîãóò ëè â êîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè áûòü íóëåâûå ñî-
ñòîÿíèÿ? (ïðèâåñòè ïðèìåðû).
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Îò â å ò: äà.
3◦ Ìîãóò ëè âñå ñîñòîÿíèÿ êîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè áûòü

íóëåâûìè?
Îò â å ò: íåò (ñì. òåîðåìó 1.3.5).
4◦ Ìîãóò ëè â êîíå÷íîé ìàðêîâñêîé öåïè âñå ñîñòîÿíèÿ áûòü

íåíóëåâûìè? Åñëè äà, òî ÷òî íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü îò òàêîé
öåïè?

Îò â å ò: äà, öåïü íå äîëæíà èìåòü íåñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿ-
íèé.

Çàäà÷à 1.5 (íóëåâûå è âîçâðàòíûå ñîñòîÿíèÿ). Ìîæåò
ëè íåïðèâîäèìàÿ íóëåâàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü áûòü

1◦ âîçâðàòíîé;
2◦ íåâîçâðàòíîé?
Ð åøå í è å. Çàìåòèì, ÷òî â êîíå÷íîé íåïðèâîäèìîé ìàðêîâ-

ñêîé öåïè âñå ñîñòîÿíèÿ íåíóëåâûå, ïîýòîìó íåïðèâîäèìóþ íó-
ëåâóþ ìàðêîâñêóþ öåïü íàäî èñêàòü ñðåäè áåñêîíå÷íûõ öåïåé.

Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåðîì íåïðèâîäèìîé íóëåâîé ìàðêîâñêîé öåïè, ïîñêîëüêó

P00(2n) ∼ (4pq)n√
πn

.

Ïðè ýòîì öåïü ìîæåò áûòü êàê âîçâðàòíîé (ïðè p = q = 1/2),
òàê è íåâîçâðàòíîé (ïðè p 6= q).

3◦ Ìîæåò ëè íåïðèâîäèìàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü, ñõîäÿñü ïî âå-
ðîÿòíîñòè ê ∞, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âîçâðàùàòüñÿ â êàæäîå ñâîå
ñîñòîÿíèå áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç? Åñëè äà � ïðèâåñòè ïðèìåðû.

Îò â å ò: äà, íàïðèìåð, ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî öåëî÷èñëåí-
íîé ðåøåòêå, êîãäà p = q = 1/2 � ñ îäíîé ñòîðîíû, ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå, êàê íóëåâàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü, ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿò-
íîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè p = q = 1/2 îíî
âîçâðàòíî.

4◦ Äîêàçàòü, ÷òî íåñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåâîç-
âðàòíûì.

5◦ Äîêàçàòü, ÷òî íåñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íóëå-
âûì.

Çàäà÷à 1.6. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ êîíå÷íàÿ ìàðêîâ-
ñêàÿ öåïü âîçâðàòíàÿ.

Óê à ç à í è å. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ öåïü íåíóëåâàÿ.
Çàäà÷à 1.7. 1◦ Äîêàçàòü, ÷òî â íåâîçâðàòíîé íåïðèâîäèìîé

ìàðêîâñêîé öåïè ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

X = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}
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äëÿ ëþáîãî K

P{|ξn| > K} → 1 ïðè n→∞.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåïðèâîäèìàÿ íåâîçâðàòíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü
ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} ïðè n →
→∞ �óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü� (ïî âåðîÿòíîñòè).

Óê à ç à í è å. Íåâîçâðàòíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ÿâëÿåòñÿ íóëå-
âîé.

Çàäà÷à 1.8. Êîíå÷íàÿ íåïðèâîäèìàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ÿâ-
ëÿåòñÿ íåíóëåâîé, à ìîæåò ëè íåïðèâîäèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìàð-
êîâñêàÿ öåïü áûòü íåíóëåâîé? (åñëè äà, òî ïðèâåñòè ïðèìåðû).

Ð åø å í è å. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X =
= {1, 2, . . .} è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =


0 1/2 1/22 1/23 . . .
1 0 0 0 . . .
1 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...


ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé íåíóëåâîé.

Ó ìàòðèöû P(2) ïåðâûé ñòîëáåö èìååò âèä (1 0 0 . . .)′, à, ñëå-
äîâàòåëüíî, òàêîé æå âèä èìååò è ñòîëáåö ó ìàòðèöû P(2n),
n = 1, 2, . . .. Òàê ÷òî P11(2n) = 1, n = 1, 2, . . ., ïîýòîìó öåïü
íåíóëåâàÿ.

Çàäà÷à 1.9. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåïðèâîäèìîé âîçâðàòíîé ìàð-
êîâñêîé öåïè, êîòîðàÿ áûëà áû íóëåâîé. Êàêîå ìîæåò áûòü ÷èñ-
ëî ñîñòîÿíèé ýòîé öåïè: 1) òîëüêî êîíå÷íîå, 2) òîëüêî áåñêîíå÷-
íîå, 3) ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêîíå÷íûì?

Îò â å ò: ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî îäíîìåðíîé öåëî÷èñëåííîé
ðåøåòêå ïðè p = q = 1/2 ÿâëÿåòñÿ âîçâðàòíûì. Ïðè ýòîì öåïü
íóëåâàÿ, òàê êàê

P00(2n) ∼ (4pq)n√
πn

=
1√
πn
→ 0

ïðè n→∞ (ñì. (1.3.5)).
Íåïðèâîäèìàÿ âîçâðàòíàÿ íóëåâàÿ öåïü ìîæåò áûòü òîëüêî

áåñêîíå÷íîé.
Çàäà÷à 1.10. Äîêàçàòü, ÷òî

Pij(n) =

n∑
k=0

fij(k)Pjj(n− k), n = 0, 1, . . .
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì, óñòàíîâèòü, ÷òî

P̃ij(s) = F̃ij(s)P̃jj(s)

(ñì. òàêæå (1.3.9), (1.3.10)).
Ó ê à ç à í è å. Ñì. â òåîðåìå 1.2.2 äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà

Pii(n) =

n∑
k=0

fii(k)Pii(n− k).

Çàäà÷à 1.11. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâà-
þò íåçàâèñèìûì îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü ξk
� ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè k-ì ïîäáðàñûâàíèè êîñòè, k =
= 1, 2, . . . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1) ζn = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}, n = 1, 2, . . . ;
2) ηn+1 = min{ηn + 1, ξn}, η1 = ξ1, n = 1, 2, . . . ;
3) θn+1 = min{θn + 2, ξn}, θ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .
4) τn+1 = max{τn, ξn}, τ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .;
5)ϕn+1 = max{(ϕn − 2)+, ξn}, ϕ1 = ξ1, n = 1, 2, . . . ,

ãäå x+ = max{0, x} � ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x;
6)ψn+1 = max{(ψn − 1), ξn}, ψ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .
Ïîêàçàòü, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò

ìàðêîâñêèå öåïè, íàéòè èõ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé,
êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ýòèõ öåïåé.

Î ò â å ò. Â òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò ìàðêîâ-
ñêèå öåïè, óáåæäàåìñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ýòî äåëàëè â
ïðèìåðå 1.4.3.

1) Ìàòðèöà îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ζn}:

P = [Pij ] = [P{min{i, ξn} = j}], i, j = 1, 2, . . . 6,

ïîäðîáíåå

P = [Pij ] =


1 0 0 0 0 0

1/6 5/6 0 0 0 0
1/6 1/6 4/6 0 0 0
1/6 1/6 1/6 3/6 0 0
1/6 1/6 1/6 1/6 2/6 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

 .

Ñîñòîÿíèÿ 1, 2, . . . , 6 íå ñîîáùàþòñÿ, ñîñòîÿíèÿ 2, 3, . . . , 6 íåñó-
ùåñòâåííûå. Ñîñòîÿíèå 1 îáðàçóåò âîçâðàòíûé íåïåðèîäè÷åñêèé
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.
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2) Ìàòðèöà îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ηn}:

P = [Pij ] = [P{min{i+ 1, ξn} = j}], i, j = 1, 2, . . . 6,

ïîäðîáíåå

P = [Pij ] =


1/6 5/6 0 0 0 0
1/6 1/6 4/6 0 0 0
1/6 1/6 1/6 3/6 0 0
1/6 1/6 1/6 1/6 2/6 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

.
Öåïü {ηn} íåïðèâîäèìàÿ, âîçâðàòíàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ.

3) Ìàòðèöà îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {θn}:

P = [Pij ] = [P{min{i+ 2, ξn} = j}], i, j = 1, 2, . . . 6.

P = [Pij ] =


1/6 1/6 4/6 0 0 0
1/6 1/6 1/6 3/6 0 0
1/6 1/6 1/6 1/6 2/6 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

.
Öåïü {θn} íåïðèâîäèìàÿ, âîçâðàòíàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ.

4) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {τn}

P = {Pij} = [P{max{i, ξn} = j}] , i, j = 1, 2, . . . , 6,

ïîäðîáíåå

P =


1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 2/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 0 3/6 1/6 1/6 1/6
0 0 0 4/6 1/6 1/6
0 0 0 0 5/6 1/6
0 0 0 0 0 1

.
Ñîñòîÿíèÿ 1, 2, . . . , 5 � íåñóùåñòâåííûå, ñîñòîÿíèå 1 îáðàçó-

åò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.
5) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ϕn}

P = {Pij} =
[
P{max{(i− 2)+, ξn} = j}

]
, i, j = 1, 2, . . . , 6,

ïîäðîáíåå
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P =


1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 2/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 0 3/6 1/6 1/6 1/6
0 0 0 4/6 1/6 1/6

 .
Öåïü íåïðèâîäèìàÿ, âîçâðàòíàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ.
6) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ψn}

P = {Pij} =
[
P{max{(i− 1)+, ξn} = j}

]
, i, j = 1, 2, . . . 6,

ïîäðîáíåå

P =


1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 2/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 0 3/6 1/6 1/6 1/6
0 0 0 4/6 1/6 1/6
0 0 0 0 5/6 1/6

 .
Öåïü íåïðèâîäèìàÿ, âîçâðàòíàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ.
Çàäà÷à 1.12. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâà-

þò íåçàâèñèìûì îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü ξk
� ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ ïðè k-ì ïîäáðàñûâàíèè êîñòè, k =
= 1, 2, . . . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1) ηn =
n∑
k=1

ξk, n = 1, 2, . . .;

2) ζn+1 = (ζn − 1)+ + ξn, ζ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .;
3) θn+1 = (θn − 2)+ + ξn, θ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .;
Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ηn}, {ζn}, {θn} îáðàçó-

þò ìàðêîâñêèå öåïè. Íàéòè ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé,
êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ öåïåé.

Î ò â å ò. Â òîì, ÷òî {ηn}, {ζn}, {θn} îáðàçóþò ìàðêîâñêèå öå-
ïè, óáåæäàåìñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ýòî äåëàëè â ïðèìåðå
1.4.3.

1) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ηn}:

P = [Pij ] = [P{i+ ξn = j}] , i, j = 1, 2, . . . ,

ïîäðîáíåå

P =

 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 . . .
0 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 . . .

...

 .
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Âñå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè {ηn} íåñóùåñòâåííûå.
2) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ζn}:

P = [Pij ] =
[
P{(i− 1)+ + ξn = j}

]
, i, j = 1, 2, . . . ,

ïîäðîáíåå

P =

 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 0 . . .
0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 . . .

...

 .
Âñå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè íåñóùåñòâåííûå.

3) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {θn}:

P = [Pij ] =
[
P{(i− 2)+ + ξn = j}

]
, i, j = 1, 2, . . . ,

ïîäðîáíåå

P =


1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 0 . . .
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 0 . . .
0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 . . .
0 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 . . .

...

 .

Öåïü íåïðèâîäèìàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ.
Çàäà÷à 1.13. Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà êîòî-

ðîé ðàâíà p (0 < p < 1), ïîäáðàñûâàþò íåçàâèñèìûì îáðàçîì
íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü ξk � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ
ïðè k-ì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû, k = 1, 2, . . . Ðàññìîòðèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1) ηn+1 = max{ηn, ξn}, η1 = ξ1, n = 1, 2, . . .;
2) ζn+1 = max{(ζn − 1)+, ξn}, ζ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .;
3) θn+1 = min{θn, ξn}, θ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .;
4) ϕn+1 = min{ϕn + 1, ξn}, ϕ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .

5) ψn =
n∑
k=1

ξk, n = 1, 2, . . .

Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ηn}, {ζn}, {θn}, {ϕn},
{ψn} îáðàçóþò ìàðêîâñêèå öåïè, íàéòè èõ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé, êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ.
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Îò â å ò. Â òîì, ÷òî {ηn}, {ζn}, {θn}, {ϕn}, {ψn} îáðàçóþò
ìàðêîâñêèå öåïè, óáåæäàåìñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëà-
ëîñü â ïðèìåðå 1.4.3.

1) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ηn}:

P = {Pij} = [P{max{i, ξn} = j}] , i, j = 0, 1,

ïîäðîáíåå [
1− p p

0 1

]
.

2) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ζn}:

P = {Pij} =
[
P{max{(i− 1)+, ξn} = j}

]
, i, j = 0, 1,

ïîäðîáíåå [
1− p p
1− p p

]
.

3) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {θn}:

P = {Pij} = [P{min{i, ξn} = j}] , i, j = 0, 1,

ïîäðîáíåå [
1 0

1− p p

]
.

4) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ϕn}:

P = {Pij} = [P{min{i+ 1, ξn} = j}] , i, j = 0, 1,

ïîäðîáíåå [
1− p p
1− p p

]
.

5) Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ψn}

P = {Pij} = [P{i+ ξn = j}] , i, j = 1, 2, . . . ,

ïîäðîáíåå

P =


1− p p 0 0 0 . . .

0 1− p p 0 0 . . .
0 0 1− p p 0 . . .

...

 .
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Âñå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè {ψn} íåñóùåñòâåííûå.
Çàäà÷à 1.14. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

{1, 2, 3, 4} çàäàíà ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé

P =

 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1
1 0 0 0

1/2 1/2 0 0

 .
Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè. Óáåäèòüñÿ, ÷òî
öåïü ïåðèîäè÷íà. Ïóñòü t � ïåðèîä öåïè. Ïðåäñòàâèòü ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî â âèäå:

G = G0 ∪G1 ∪ . . . ∪Gt−1.

Â Q-öåïè (Q = P(t)) íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè G0, G1, . . . , Gt−1. Êëàñ-
ñèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ â êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè Gν , ν =
= 0, 1, . . . , t− 1.

Çàäà÷à 1.15. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
{1, 2, 3, 4, 5} çàäàíà ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-
íîñòåé

P =


0 0 1 0 0
0 0 1 0 0

1/4 1/2 0 0 1/4
0 0 0 0 1
0 0 1/2 1/2 0

 .
Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè. Óáåäèòüñÿ, ÷òî
öåïü ïåðèîäè÷íà. Ïóñòü t � ïåðèîä öåïè. Ïðåäñòàâèòü ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî â âèäå:

G = G0 ∪G1 ∪ . . . ∪Gt−1.

Â Q-öåïè (Q = P(t)) íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè G0, G1, . . . , Gt−1. Êëàñ-
ñèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ â êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè Gν , ν =
= 0, 1, . . . , t− 1.

Çàäà÷à 1.16. Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà êîòî-
ðîé p, ïîäáðàñûâàþò íåçàâèñèìûì îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñ-
ëî ðàç. Ïóñòü ξn � ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì âûïàâøèõ ãåðáîâ è
ðåøåòîê ïîñëå n-ãî ïîäáðàñûâàíèÿ.

Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ
öåïü, íàéòè åå ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.
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Óê à ç à í è å. Ïóñòü ξn = i � ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì âûïàâ-
øèõ ãåðáîâ è ðåøåòîê. Åñëè â (n + 1)-ì ïîäáðàñûâàíèè âûïàë
ãåðá, òî ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, ÷èñëî ðå-
øåòîê îñòàåòñÿ òåì æå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ξn+1 = i+ 1, à

P{ξn+1 = i+ 1|ξn = i} = p

Åñëè âûïàëà ðåøåòêà, òî

P{ξn+1 = i− 1|ξn = i} = 1− p.

Çàäà÷à 1.17. Â äâóõ óðíàõ íàõîäèòñÿ 2N øàðîâ (ïî N â
êàæäîé), ñðåäè íèõ N áåëûõ è N ÷åðíûõ. Èç êàæäîé óðíû íà-
óäà÷ó âûáèðàþò ïî øàðó è ïåðåêëàäûâàþò èç îäíîé óðíû â
äðóãóþ. Ïóñòü ξn � ÷èñëî áåëûõ øàðîâ â ïåðâîé óðíå ïîñëå
n-ãî ïåðåêëàäûâàíèÿ (â ìîìåíò n).

Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ
öåïü, íàéòè åå ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Óê à ç à í è å. Ïóñòü ξn = k (1 ≤ k ≤ N − 1). Çíà÷åíèå ξn+1 =
= k+1, åñëè èç ïåðâîé óðíû âûáðàí ÷åðíûé øàð, à èç âòîðîé �
áåëûé, âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà (N − k)2/N2. Çíà÷åíèå
ξn+1 = k−1, åñëè èç ïåðâîé óðíû âûáðàí áåëûé øàð, à èç âòîðîé
� ÷åðíûé, âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà k2/N2. Çíà÷åíèå
ξn+1 = k, åñëè èç ïåðâîé è âòîðîé óðíû âûáðàíû øàðû îäíî-
ãî öâåòà, âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 2k(N − k)/N2. Åñëè
ξn = 0, òî ξn+1 = 1; åñëè ξn = N , òî ξn+1 = N−1. Äëÿ 0 < k < N

Pk,k+1 = (N − k)2/N2, Pk,k−1 = k2/N2, Pk,k = 2k(N − k)/N2,

P0,1 = 1, PN,N−1 = 1.

Äëÿ îñòàëüíûõ ïàð i, j çíà÷åíèÿ Pi,j = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñîñòîÿíèå ξn+1 ñèñòåìû � ÷èñëî áåëûõ øàðîâ

â ïåðâîé óðíå ïîñëå (n+ 1)-ãî ïåðåêëàäûâàíèÿ � îïðåäåëÿåòñÿ
ñîñòîÿíèåì ξn ñèñòåìû â ìîìåíò n è íå çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî
áåëûõ øàðîâ áûëî â ïåðâîé óðíå äî ìîìåíòà n. Ïîýòîìó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ξn} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ öåïü.

Çàäà÷à 1.18. Îðãàíèçì â êîíöå ñâîåé æèçíè ïðîèçâîäèò
ñëó÷àéíîå ÷èñëî ξ ïîòîìêîâ. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ:

P{ξ = k} = ak, k = 0, 1, 2, . . . (1.4.1)

Êàæäûé èç ïîòîìêîâ â êîíöå ñâîåé æèçíè íåçàâèñèìî îò äðó-
ãèõ ïîòîìêîâ ïðîèçâîäèò ïîòîìñòâî, ÷èñëåííîñòü êîòîðîãî èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå (1.4.1). (Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîäîë-
æèòåëüíîñòü æèçíè îäèíàêîâà äëÿ âñåõ îðãàíèçìîâ.)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζn ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â n-ì ïîêîëåíèè,
n = 1, 2, . . .

Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζn} îáðàçóåò ìàðêîâ-
ñêóþ öåïü, íàéòè åå ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ζn} èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåñ-
ñà).

Ó ê à ç à í è å. Ïóñòü ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â n-ì ïîêîëåíèè
ðàâíà i, ò. å. ζn = i. Êàæäûé èç i ÷ëåíîâ ïîïóëÿöèè ïðîèçâî-
äèò ξ ïîòîìêîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ÷èñëåííîñòü ζn+1 ïîïóëÿöèè â
(n+ 1)-ì ïîêîëåíèè ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ξ1 + ξ2 + . . .+ ξi.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

Pi,j = P{ζn+1 = j|ζn = i} = P{ξ1 + ξ2 + . . .+ ξi = j}.

Ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà çíà÷åíèþ â òî÷êå j ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû

ξ1 + ξ2 + . . .+ ξi

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξi, ðàñïðåäåëåíèå êàæ-
äîé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1.4.1).

Çàäà÷à 1.19. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî (1.1.9) ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì n çàäàåò âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíî-
æåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé i0, i1, . . . , in öåëûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë.



Ãëàâà 2

Ïðåäåëüíûå òåîðåìû
äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé

2.1 Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà

Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå âîññòàíîâëåíèÿ.Êëþ÷åâûì â àíà-
ëèçå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð åì à 2.1.1 (óðàâíåíèå âîññòàíîâëåíèÿ).Ïóñòü
1) F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå íà

ìíîæåñòâå öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêîå, ÷òî í.î.ä.
òåõ k, äëÿ êîòîðûõ

F ({k}) = ak > 0, k = 0, 1, . . . ,

ðàâåí 1;

2)
∞∑
k=0

bk � ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Åñëè óðàâíåíèå âîññòàíîâëåíèÿ

un −
n∑
k=0

akun−k = bn, n = 0, 1, . . . , (2.1.1)

èìååò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå u = (u0, u1, . . .):

sup
n
|un| ≤M,
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òî îíî èìååò è ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
n
un =

∞∑
k=0

bk

/ ∞∑
k=0

kak, (2.1.2)

åñëè
∞∑
k=0

kak <∞, è

lim
n
un = 0,

åñëè
∞∑
k=0

kak =∞.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû äîêàæåì òåîðåìó â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî a1 > 0, íî îíà èìååò ìåñòî è â ïðèâåäåííîé âûøå ôîð-
ìóëèðîâêå.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ íåîò-
ðèöàòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, èç a1 > 0 ñëåäóåò 0 < 1− a0. Ïîëà-
ãàÿ â (2.1.1) ïîñëåäîâàòåëüíî n = 0, 1, 2 . . . , ïîëó÷àåì: ïðè n = 0

u0 − a0u0 = b0, u0(1− a0) = b0,

è òàê êàê 0 < 1− a0, b0 ≥ 0, òî u0 ≥ 0; ïðè n = 1

u1 − (a0u1 + a1u0) = b1, u1(1− a0) = b1 + a1u0,

è òàê êàê b1 ≥ 0, a1 ≥ 0, u0 ≥ 0, òî è u1 ≥ 0. È òàê äàëåå (ïî
èíäóêöèè) ïîëó÷àåì, ÷òî un ≥ 0 äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óñòàíîâèì, ÷òî

∞∑
k=0

bk

/ ∞∑
k=0

kak ≤ limun ≤ limun ≤
∞∑
k=0

bk

/ ∞∑
k=0

kak, (2.1.3)

åñëè
∞∑
k=0

kak <∞, è

0 ≤ limun ≤ limun ≤ 0

åñëè
∞∑
k=0

kak =∞.

Îáîçíà÷èì
µ = limun, λ = limun.
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Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåð-
æäåíèå.

Åñëè {unj} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{un}, äëÿ êîòîðîé

lim
nj
unj = λ = limun,

òî è
lim
nj
unj−d = λ (2.1.4)

äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî d.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó λ = limun, òî äëÿ äàííîãî ε > 0,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n0 (n > n0)

un ≤ λ+ ε. (2.1.5)

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

lim
nj
unj−1 = λ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. unj−1 íå ñõîäèòñÿ ê λ. Òîãäà íàé-
äåòñÿ λ′ < λ (íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü (λ′,+∞) òî÷êè λ), ÷òî äëÿ
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé èíäåêñà nj

unj−1 ≤ λ′ < λ.

Äëÿ ýòèõ èíäåêñîâ îöåíèì unj ñâåðõó, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,
÷òî unj óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

unj =

nj∑
k=0

akunj−k + bnj

(ñì. (2.1.1)) èëè

unj =
N∑

k=0,k 6=1

akunj−k + a1unj−1 +

nj∑
k=N+1

akunj−k + bnj

(N âûáåðåì äàëåå). Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà.
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Ïîñêîëüêó unj−1 ≤ λ′, òî

a1unj−1 ≤ a1λ′.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ nj çíà÷åíèå

bnj ≤ ε,

ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
k=0

bk ñõîäèòñÿ.

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=0

ak è îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {un} ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî

nj∑
k=N+1

akunj−k ≤M
nj∑

k=N+1

ak ≤M
∞∑

k=N+1

ak ≤ ε,

çàôèêñèðóåì ýòî N .
È, íàêîíåö, â ñèëó (2.1.5), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ nj

(nj ≥ n0, nj ≥ N) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî k ≤ N, èìååì

N∑
k=0, k 6=1

akunj−k ≤ (λ+ ε)
N∑

k=0, k 6=1

ak ≤

≤ (λ+ ε)
∞∑

k=0, k 6=1

ak = (λ+ ε)(1− a1).

�Ñîáèðàÿ� âñå îöåíêè, ïîëó÷èì

unj ≤ (λ+ε)(1−a1)+a1λ
′+ε+ε = λ(1−a1)+ε(1−a1)+a1λ

′+2ε ≤

≤ λ− λa1 + λ′a1 + 3ε = λ− a1(λ− λ′) + 3ε.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè

3ε =
1

2
a1(λ− λ′),

òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ nj èìååì

unj ≤ λ−
1

2
a1(λ− λ′),
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ò. å. áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {unj}, ñõî-
äÿùåéñÿ ê λ, íå ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè òî÷êè λ. Èç ïîëó÷åí-
íîãî ïðîòèâîðå÷èÿ è ñëåäóåò, ÷òî åñëè unj → λ, òî è unj−1 → λ.

Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê unj−1, óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî unj−2 ñõîäèòñÿ ê λ è ò. ä.

Òàê ÷òî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {unj} ñõîäèòñÿ ê λ, òî è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {unj−d} òàêæå ñõîäèòñÿ ê λ äëÿ êàæäîãî

öåëîãî d > 0.
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ µ = limun.
Åñëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {unj} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {un},

ñõîäèòñÿ ê µ:
lim
nj
unj = µ = limun,

òî è
lim
nj
unj−d = µ = limun (2.1.6)

äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî d.
Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ

un −
n∑
k=0

akun−k = bn, n = 0, 1, . . . ,

â òåðìèíàõ îñòàòêîâ:

rn = an+1 + an+2 + . . . , n = 0, 1, . . . ,

ðÿäà
∞∑
k=0

ak.

Î÷åâèäíî,

r0 = a1 + a2 + a3 + . . . = 1− a0.

an = rn−1 − rn, n = 1, 2, . . . ,

a0 = 1− r0.
Ïðè n = 0 èç óðàâíåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ (ñì. (2.1.1)) èìååì

u0 − u0a0 = b0

èëè, â òåðìèíàõ îñòàòêîâ,

r0u0 = b0; (2.1.7)
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ïðè n ≥ 1 èç (2.1.1) èìååì

un − (a0un + a1un−1 + . . .+ an−1u1 + anu0) = bn,

â òåðìèíàõ îñòàòêîâ �

un(1−a0)−((r0−r1)un−1+(r1−r2)un−2+ . . .+(rn−1−rn)u0) = bn

èëè

r0un + r1un−1 + . . .+ rnu0 − (r0un−1 + . . .+ rn−1u0) = bn.

Îáîçíà÷èâ

r0un + r1un−1 + . . .+ rnu0 = An, n = 0, 1, 2, . . . ,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå âîññòàíîâëåíèÿ òàê:

An −An−1 = bn, n = 1, 2, . . . ,

ïðè n = 0
A0 = b0

(ñì. ðàâåíñòâî (2.1.7)). È, íàêîíåö, òàê:

An =
n∑
k=0

bk, n = 0, 1, . . . ,

èëè, ïîäðîáíåå,

r0un + r1un−1 + . . .+ rnu0 =
n∑
k=0

bk, n = 0, 1, . . . (2.1.8)

(óðàâíåíèå âîññòàíîâëåíèÿ â òåðìèíàõ îñòàòêîâ).
Íà ñëåäóþùåì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà, èñïîëüçóÿ çàïèñü óðàâ-

íåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ â òåðìèíàõ îñòàòêîâ, ïðåäåëüíûì ïåðåõî-
äîì ïî n ïîëó÷èì, ÷òî

limun = µ = λ = limun.

Ïóñòü {nj} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ

lim
nj
unj = λ,
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à, ñëåäîâàòåëüíî, è
lim
nj
unj−d = λ

äëÿ êàæäîãî d. Ïîëîæèâ â (2.1.8) n = nj , ïîëó÷èì

r0unj+r1unj−1+. . .+rNunj−N+rN+1unj−(N+1)+. . .+rnju0 =

nj∑
k=0

bk.

Îòñþäà

r0unj + r1unj−1 + . . .+ rN unj−N ≤
nj∑
k=0

bk.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè nj → ∞ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ïî-
ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, èìååì

λ(r0 + r1 + . . .+ rN ) ≤
∞∑
k=0

bk,

îòñþäà

λ ≤
∞∑
k=0

bk

/
N∑
k=0

rk. (2.1.9)

Äàëåå ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ:

∞∑
k=0

rk = +∞;
∞∑
k=0

rk <∞

(çàìåòèì, ÷òî
∞∑
k=0

rk =
∞∑
k=0

kak).

Åñëè
∞∑
k=0

rk = +∞, òî ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (2.1.9) ê ïðå-

äåëó ïðè N →∞, ïîëó÷àåì

λ ≤ 0,

÷òî ñ âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ µ ≤ λ ≤ 0 äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Åñëè
∞∑
k=0

rk <∞, òî èç (2.1.9) èìååì

λ ≤
∞∑
k=0

bk

/ ∞∑
k=0

rk.

Óñòàíîâèì, ÷òî èìååò ìåñòî è íåðàâåíñòâî

∞∑
k=0

bk

/ ∞∑
k=0

rk ≤ µ.

Ïóñòü nj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ

µ = lim
nj
unj ,

à, ñëåäîâàòåëüíî, è
lim
nj
unj−d = µ

äëÿ êàæäîãî d > 0. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ èç (2.1.8) èìååì

r0unj + r1unj−1 + . . .+ rN unj−N+

+(rN+1 unj−(N+1) + . . .+ rnju0) =

nj∑
k=0

bk.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî sup
k
uk ≤M , ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

r0unj + r1unj−1 + . . .+ rN unj−N +M(rN+1 + . . .+ rnj ) ≥
nj∑
k=0

bk .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè nj →∞ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ýòîãî
íåðàâåíñòâà, èìååì

µ(r0 + r1 + . . .+ rN ) +M
∞∑

k=N+1

rk ≥
∞∑
k=0

bk,

äàëåå, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N →∞ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

lim
N→∞

∞∑
k=N+1

rk = 0
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(ðÿä
∞∑
k=0

rk ñõîäèòñÿ), ïîëó÷àåì

µ
∞∑
k=0

rk ≥
∞∑
k=0

bk,

èëè
∞∑
k=0

bk

/ ∞∑
k=0

rk ≤ µ.

×òî âìåñòå ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì íåðàâåíñòâîì

λ ≤
∞∑
k=0

bk

/ ∞∑
k=0

rk

è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ öåïåé.

Íàïîìíèì, ÷òî

Pii(0) = 1, Pii(n) = P{ξn = i|ξ0 = i}, n = 1, 2, . . . ,

fii(0) = 0, fii(1) = P{ξ1 = i|ξ0 = i} = Pii(1),

fii(n) = P{ξn = i, ξ0 = i, ξν 6= i, ν = 1, 2, . . . , n− 1|ξ0 = i},
n = 2, 3, . . .,

Pii(n) =

n∑
k=0

fii(k)Pii(n− k), n = 1, 2, . . . ,

τi � ìîìåíò ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ â ñîñòîÿíèå i, åãî ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå

Mτi =

∞∑
k=0

kfii(k).

Òå î ð åì à 2.1.2 (ýðãîäè÷åñêàÿ). Â íåïðèâîäèìîé âîçâðàòíîé
íåïåðèîäè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé i, j ñó-
ùåñòâóþò lim

n
Pii(n), lim

n
Pji(n) è

lim
n
Pji(n) = lim

n
Pii(n),
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ïðè÷åì, åñëè Mτi <∞, òî

lim
n
Pii(n) =

1

Mτi
,

åñëè Mτi =∞, òî
lim
n
Pii(n) = 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàâåíñòâà

Pii(0) = 1, Pii(n)−
n∑
k=0

fii(k)Pii(n− k) = 0, n = 1, 2, . . . ,

îáîçíà÷àþò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

un = Pii(n), n = 0, 1 . . . ,

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ

un −
n∑
k=0

akun−k = bn, n = 0, 1, . . . ,

ó êîòîðîãî
ak = fii(k), k = 0, 1, 2, . . . ,

b0 = 1, bn = 0, n = 1, 2, . . .

Ïðè ýòîì, âî-ïåðâûõ, ak = fii(k), k = 0, 1, 2, . . . , � âåðîÿòíîñò-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2, . . .} � ïîñêîëüêó öåïü
âîçâðàòíà, òî

∞∑
k=0

fii(k) = 1,

è, âî-âòîðûõ, öåïü íåïåðèîäè÷íà, ò. å. íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü òåõ k, äëÿ êîòîðûõ Pii(k) > 0 ðàâåí 1 (íå íàðóøàÿ îáù-
íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî fii(1) = Pii(1) > 0). Ïîýòîìó ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.1.1 îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå {Pii(n)} óðàâíåíèÿ âîññòà-
íîâëåíèÿ èìååò ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
n
Pii(n) =

1
∞∑
k=0

kfii(k)

=
1

Mτi
,
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åñëè Mτi <∞, è
lim
n
Pii(n) = 0,

åñëè Mτi =∞.
Óñòàíîâèì åù¼, ÷òî

lim
n
Pji(n) = lim

n
Pii(n).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ëåãêî ïðîâåðÿåìîå ñîîòíîøåíèå:

Pji(n) =
n∑
k=0

fji(k)Pii(n− k), n = 0, 1, 2, . . . ,

êîòîðîå â îáîçíà÷åíèÿõ Pji(n) = yn, Pii(n) = xn, fji(k) = bk,
ïåðåïèøåì òàê:

yn =
n∑
k=0

bkxn−k, n = 0, 1, 2, . . . ,

ïðè÷åì, ïîñêîëüêó öåïü âîçâðàòíàÿ, òî

∞∑
k=0

bk =
∞∑
k=0

fji(k) = f∗ji = 1,

ñì. òåîðåìó 1.3.8.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè xn → c ïðè n→∞ (|xn| ≤ 1 è |c| ≤ 1), òî

yn → c ïðè n→∞.
Äåéñòâèòåëüíî,

yn − c =

n∑
k=0

bkxn−k − c =

n∑
n=0

bkxn−k − c
∞∑
k=0

bk =

=

n∑
k=0

bk(xn−k − c)− c
∞∑

k=n+1

bk =

=
N∑
k=0

bk(xn−k − c) +
n∑

k=N+1

bk(xn−k − c)− c
∞∑

k=n+1

bk.
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Îòñþäà

|yn − c| ≤
N∑
k=0

bk|xn−k − c|+
n∑

k=N+1

bk|xn−k − c|+ c
∞∑

k=n+1

bk.

Áóäåì îöåíèâàòü ïðàâóþ ÷àñòü, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ñóììû.
Ïóñòü ε > 0. Âûáåðåì N òàê, ÷òîáû

n∑
k=N+1

bk|xn−k − c| ≤ 2
n∑

k=N+1

bk ≤ 2
∞∑

k=N+1

bk ≤ ε

è çàôèêñèðóåì. Äàëåå, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xl} ñõî-
äèòñÿ ê c, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

N∑
k=0

bk|xn−k − c| ≤ ε.

Òðåòüÿ ñóììà êàê îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ìåíüøå ε. Ïîýòîìó
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

|yn − c| ≤ 3ε.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñë å ä ñ ò â è å 1. Â íåíóëåâîé íåïðèâîäèìîé íåïåðèîäè÷åñêîé

ìàðêîâñêîé öåïè äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé i, j ñóùåñòâóþò lim
n
Pii(n),

lim
n
Pji(n) è

lim
n
Pji(n) = lim

n
Pii(n),

ñðåäíåå âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ

Mτi =
∞∑
k=0

kfii(k)

êîíå÷íî è

lim
n
Pii(n) =

1

Mτi
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê öåïü íåíóëåâàÿ, òî îíà âîç-
âðàòíà, è â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû ñóùåñòâóþò è ðàâíû
lim
n
Pii(n), lim

n
Pji(n).
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Äàëåå, ñðåäíåå âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ Mτi â ñîñòîÿíèå i êî-
íå÷íî � åñëè áû Mτi = ∞, òî â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû
lim
n
Pii(n) = 0, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pii(n) íå ñòðåìèòñÿ ê íó-

ëþ (öåïü íåíóëåâàÿ). Â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû

lim
n
Pii(n) =

1

Mτi
.

Ç àì å ÷ à í è å. Â ñèëó òåîðåìû 1.3.1 ìíîæåñòâî ñóùåñòâåí-
íûõ ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé öåïè ðàñïàäàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ êëàññû ñîîáùàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ñîñòîÿíèé (êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè). Äëÿ òåõ èç êëàññîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âîç-
âðàòíûìè íåïåðèîäè÷åñêèìè, èìååò ìåñòî ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðå-
ìà.

Ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � âîçâðàòíûé íå-
ïåðèîäè÷åñêèé êëàññ. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå {πj}, çàäàí-
íîå íà êëàññå C ðàâåíñòâàìè

πj = lim
n
Pjj(n), j ∈ C,

íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì. Åñëè ïðè ýòîì õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i
çíà÷åíèå πi > 0, òî êëàññ C íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì íåíóëåâûì
(ýðãîäè÷åñêèì), åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî k çíà÷åíèå πk = 0, òî
êëàññ íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì íóëåâûì (ñëàáî ýðãîäè÷åñêèì).

Îïðåäåëåíèå ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âîçâðàòíîãî íåíó-
ëåâîãî è âîçâðàòíîãî íóëåâîãî êëàññîâ êîððåêòíî. Èç

∞∑
j=0

Pij(n) = 1

èìååì
N∑
j=0

Pij(n) ≤ 1. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðå-

äåëó ñíà÷àëà ïî n, à çàòåì ïî N , ïîëó÷èì

∞∑
j=0

πj ≤ 1,

ò. å. {πj} ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (ñîáñòâåí-
íûì1 èëè íåñîáñòâåííûì).

1Ðàñïðåäåëåíèå {πj} íàçûâàþò ñîáñòâåííûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì, åñëè
∞∑
j=0

πj = 1 è íåñîáñòâåííûì, åñëè
∞∑
j=0

πj < 1.
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Äàëåå, äëÿ ëþáûõ i, j ∈ C

Pjj(n+ s+m) ≥ Pji(n)Pii(s)Pij(m) (2.1.10)

(ñì. ñëåäñòâèå 3 èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà � ×åïìåíà). Â ñè-
ëó íåïðèâîäèìîñòè êëàññà C ÷èñëà n è m ìîæíî âûáðàòü òàê,
÷òî Pji(n) > 0, Pij(m) > 0. Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (2.1.10) ê
ïðåäåëó ïðè s→∞, ïîëó÷àåì

πj ≥ Pji(n)πiPij(m).

Ïîýòîìó, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i çíà÷åíèå πi > 0, òî πj > 0 è äëÿ
êàæäîãî äðóãîãî j ∈ C; åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j çíà÷åíèå πj = 0,
òî äëÿ âñåõ i ∈ C çíà÷åíèå πi = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ó íóëåâîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè C ýðãîäè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ j èç íóëåâîãî êëàññà C

lim
n
Pjj(n) = 0.

Òå î ð åì à 2.1.3 (î ïðåäåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàðêîâñêîé
öåïè). Ðàñïðåäåëåíèå íåïðèâîäèìîé âîçâðàòíîé íåïåðèîäè÷åñêîé
ìàðêîâñêîé öåïè ñõîäèòñÿ ê åå ýðãîäè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ {πk}:

lim
n
P{ξn = k} = πk, k = 0, 1, . . .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì P{ξn = k} ÷åðåç Qn({k}).
Â ñèëó (1.1.8) Qn({k}) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Qn({k}) = P{ξn = k} =
∞∑
i=0

piPik(n).

Îòñþäà

|Qn({k})− πk| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

piPik(n)− πk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

piPik(n)− πk
∞∑
i=0

pi

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

pi(Pik(n)− πk)

∣∣∣∣∣ ≤



2.1. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà 85

≤
N∑
i=0

pi |Pik(n)− πk|+
∞∑

i=N+1

pi |Pik(n)− πk| ≤

≤
N∑
i=0

pi|Pik(n)− πk|+ 2

∞∑
i=N+1

pi.

Âûáåðåì N òàê, ÷òîáû 2
∞∑

i=N+1

pi < ε è çàôèêñèðóåì. Äàëåå, ïî-

ñêîëüêó Pik(n)→ πk ïðè n→∞, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

N∑
i=0

pi|Pik(n)− πk| < ε,

à, ñëåäîâàòåëüíî,
|Qn({k})− πk| ≤ 3ε.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîé öåïè. Ñòà-

öèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàðêîâñêîé öåïè ñ ìàòðèöåé ïåðå-
õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P = [Pij ] íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå {vk} (ñîáñòâåííîå èëè íåñîáñòâåííîå), äëÿ êîòîðîãî
ïðè êàæäîì n

∞∑
i=0

viPij(n) = vj , j = 0, 1, . . . , (2.1.11)

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå,

P′(n)v = v,

ãäå v = (v0, v1, v2, . . .)
′.

Ïóñòü {vi}� íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîé öåïè {ξn}:

P{ξ0 = i} = vi, i = 0, 1, . . . ,

òîãäà äëÿ ëþáîãî n∑
i

viPik(n) = P{ξn = k}, k = 0, 1, . . .
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Åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå {vi} öåïè ÿâëÿåòñÿ åå ñòàöèîíàð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ
ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåïè ñëåäóåò

P{ξn = k} = vk, k = 0, 1, . . . ,

ò. å. ïðè êàæäîì n ðàñïðåäåëåíèå P{ξn = k}, k = 0, 1, . . . , öåïè
ñîâïàäàåò ñ åå ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì {vk} � ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå öåïè íå ìåíÿåòñÿ.

Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå {vk} ìàð-

êîâñêîé öåïè ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P = [Pij ]
áûëî ñòàöèîíàðíûì, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∞∑
i=0

viPik = vk, k = 0, 1, . . . , (2.1.12)

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå,

P′v = v.

Â ñàìîì äåëå, óìíîæèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà

∞∑
i=0

viPik = vk, k = 0, 1, . . . ,

íà Pkj è ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì k, ïîëó÷èì

∞∑
i=0

vi

∞∑
k=0

PikPkj =

∞∑
k=0

vkPkj ,

èëè
∞∑
i=0

viPij(2) = vj , j = 0, 1, . . .

Ïîâòîðèâ ýòó îïåðàöèþ n ðàç, ïîëó÷èì (2.1.11).
Ðàñïðåäåëåíèå {vk}, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî (2.1.12), òàê-

æå íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûì.
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Ò å î ð åì à 2.1.4 (î ñòàöèîíàðíîì è ýðãîäè÷åñêîì ðàñïðåäå-
ëåíèÿõ). Ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íåïðèâîäèìîé íåíóëåâîé
íåïåðèîäè÷åñêîé öåïè ÿâëÿåòñÿ åå ñîáñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì, è íàîáîðîò: ñîáñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íåïðèâîäèìîé âîçâðàòíîé íåïåðèîäè÷åñêîé öåïè ÿâëÿ-
åòñÿ åå ýðãîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî íåíóëåâàÿ öåïü çàâåäîìî
âîçâðàòíàÿ, ïîýòîìó ó íå¼ ñóùåñòâóåò ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå öå-
ïè {πj} (πj = lim

n
Pjj(n)) ÿâëÿåòñÿ åå ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì, ò. å.
∞∑
i=0

πiPij = πj , j = 0, 1, . . .

Èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà äëÿ ëþáûõ n èìååì

Pjj(n+ 1) =
∞∑
k=0

Pjk(n)Pkj ≥
N∑
k=0

Pjk(n)Pkj ,

N ïðîèçâîëüíîå. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè
n→∞, ïîëó÷àåì

πj ≥
N∑
k=0

πkPkj ,

à ò. ê. N ïðîèçâîëüíî, òî è

πj ≥
∞∑
k=0

πkPkj , j = 0, 1, . . . (2.1.13)

Íà ñàìîì äåëå âñå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà (2.1.13) ÿâëÿþòñÿ ðà-
âåíñòâàìè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ
(2.1.13) ñòðîãîå è ïðîñóììèðîâàòü âñå íåðàâåíñòâà (2.1.13), òî
ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå:

∞∑
j=0

πj >
∞∑
j=0

( ∞∑
k=0

πkPkj

)
=
∞∑
k=0

πk

∞∑
j=0

Pkj =
∞∑
k=0

πk.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . .

∞∑
k=0

πkPkj = πj .
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Òàê ÷òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñòàöè-
îíàðíûì.

Óáåäèìñÿ, ÷òî â íåíóëåâîé (íåïðèâîäèìîé) öåïè ýðãîäè÷å-
ñêîå ðàñïðåäåëåíèå {πi} ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì.

Ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå {πj} âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèî-
íàðíûì: äëÿ ëþáîãî n

∞∑
k=0

πkPkj(n) = πj , j = 0, 1, 2, . . . (2.1.14)

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïðè÷åì â
ëåâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì ñóììû (åñëè òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
âîçìîæåí), ïîëó÷èì

∞∑
k=0

πkπj = πj .

Îòñþäà, ïîñêîëüêó êëàññ íåíóëåâîé è, ñëåäîâàòåëüíî πj 6= 0,
èìååì

∞∑
k=0

πk = 1,

ò. å. ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â íåíóëåâîì êëàññå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì.

Óáåäèìñÿ, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.1.14) ìîæíî ïåðåé-
òè ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ ïîä çíàêîì ñóììû. Äëÿ ýòîãî îöåíèì
ñâåðõó ðàçíîñòü ∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

πkPkj(n)− πj

∣∣∣∣∣ .
Èìååì ∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

πkPkj(n)− πj

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

πkPkj(n)−
∞∑
k=0

πkπj

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

πk(Pkj(n)− πj)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

πk(Pkj(n)− πj)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

N∑
k=0

πk|Pkj(n)− πj |+ 2

∞∑
k=N+1

πk.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå, êàê ýòî îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ìîæíî ñäå-
ëàòü ìåíüøå äàííîãî ε çà ñ÷åò âûáîðà N . Ïðè ôèêñèðîâàííîì
N ïåðâîå ñëàãàåìîå ìåíüøå ε äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òàê
÷òî äëÿ ëþáîãî äàííîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

πkPkj(n)− πj

∣∣∣∣∣ < 2ε.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.1.14).
Ïóñòü òåïåðü {vj} � ñîáñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå íåïðèâîäèìîé âîçâðàòíîé íåïåðèîäè÷åñêîé öåïè: äëÿ êàæ-
äîãî n = 1, 2, . . .

∞∑
i=0

viPij(n) = vj , j = 0, 1, . . . ,
∞∑
j=0

vj = 1.

Óáåäèìñÿ, ÷òî {vj} ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.
Êàê è â ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû, ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå

∞∑
i=0

viPij(n) = vj

ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì ñóììû ïðè n→∞, ïîëó÷èì

∞∑
i=0

viπj = vj , j = 0, 1, . . . ,

(ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ lim
n
Pij(n) ãàðàíòèðîâàíî âîçâðàòíîñ-

òüþ è íåïåðèîäè÷íîñòüþ íåïðèâîäèìîé öåïè). È ïîñêîëüêó ðàñ-

ïðåäåëåíèå {vi} ñîáñòâåííîå, ò. å.
∞∑
i=0

vi = 1, òî

vj = πj , j = 0, 1, . . .

Ç àì å ÷ à í è å. Â òåîðåìå â ÿâíîì âèäå íåïåðèîäè÷íîñòüþ ìû
íå ïîëüçóåìñÿ. Íåïåðèîäè÷íîñòü âìåñòå ñ âîçâðàòíîñòüþ îáåñ-
ïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ð å çþì å. Åñëè êëàññ C íóëåâîé, òî âñå ïðåäåëüíûå çíà-
÷åíèÿ äëÿ Pij(n) èçâåñòíû � îíè ðàâíû íóëþ (íåçàâèñèìî îò
òîãî êëàññ âîçâðàòíûé èëè íåò, ïåðèîäè÷åñêèé èëè íåò). Åñëè
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æå êëàññ C íåíóëåâîé (êàê ñëåäñòâèå îí âîçâðàòíûé) è íåïåðè-
îäè÷åñêèé (òðåáîâàíèå íåïåðèîäè÷íîñòè öåïè íå ïðèíöèïèàëü-
íî), òî â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå
(ýðãîäè÷åñêèå) çíà÷åíèÿ äëÿ Pij(n):

lim
n
Pij(n) = πj , j ∈ C,

çàâåäîìî îòëè÷íûå îò íóëÿ (êëàññ íåíóëåâîé).
Ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå {πj} íåíóëåâîãî êëàññà ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ñîâïàäàåò ñ åãî ñîáñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì è ïîýòîìó ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

P′π = π,
∑
i∈C

πi = 1.

Ïðèì å ð 2.1.1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì X = {1, 2, 3}, çàäàííàÿ ìàòðèöåé îäíîøà-
ãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé[

4/5 1/5 0
3/5 1/5 1/5
0 4/5 1/5

]
.

1◦ Ñóùåñòâóåò ëè lim
n
Pii(n), i = 1, 2, 3?

2◦ Åñëè lim
n
Pii(n), ñóùåñòâóåò, íàéòè åãî.

3◦ Âû÷èñëèòü ñðåäíåå Mτi âðåìåíè ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ τi
â ñîñòîÿíèå i, i = 1, 2, 3.

Ðåøåíè å. Ìàðêîâñêàÿ öåïü, îïèñûâàåìàÿ ìàòðèöåé ïåðå-
õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P, íåïðèâîäèìàÿ è íåïåðèîäè÷åñêàÿ. Ïî-
ñêîëüêó öåïü êîíå÷íà, òî îíà íåíóëåâàÿ è, êàê ñëåäñòâèå, âîç-
âðàòíàÿ. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå ñóùåñòâóåò

lim
n
Pii(n) = πi, i = 1, 2, 3.

Äàëåå, â íåïðèâîäèìîé íåíóëåâîé íåïåðèîäè÷åñêîé ìàðêîâ-
ñêîé öåïè ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì
ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

P′π = π,
3∑
j=1

πj = 1,
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èëè, ÷òî òî æå, ñèñòåìå

4

5
π1 +

3

5
π2 + 0π3 = π1,

1

5
π1 +

1

5
π2 +

4

5
π3 = π2,

0π1 +
1

5
π2 +

1

5
π3 = π3,

π1 + π2 + π3 = 1.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì

π1 =
12

17
, π2 =

4

17
, π3 =

1

17
.

Ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå ñðåäíåå âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ

Mτi = 1/πi, i = 1, 2, 3.

Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé öåïè. Èñ-
ñëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé Pij(n) ïðè n → ∞ â ïåðèîäè÷åñêîé öåïè ñâîäèòñÿ ê èõ èñ-
ñëåäîâàíèþ â íåïåðèîäè÷åñêîé öåïè.

Ò å î ð åì à 2.1.5 (ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

öåïåé). Ïóñòü G =
t−1⋃
ν=0

Gν � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íåïðèâî-

äèìîé âîçâðàòíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì t ìàðêîâñêîé öå-
ïè ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P = [Pij ], ìàòðèöà
[Qij ] = Q = P(t).

Äëÿ êàæäîãî i ∈ Gν (ν = 0, 1, . . . , t− 1)

lim
n
Pij(nt) =

{
qj = lim

n
Qjj(n), åñëè j ∈ Gν ,

0, åñëè j /∈ Gν ,

lim
n
Pij(k + nt) =

{
qj = lim

n
Qjj(n), åñëè j ∈ Gν+k,

0, åñëè j /∈ Gν+k,
k = 1, 2, . . . , t− 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñòðóêòóðå ïåðèîäè-
÷åñêîé öåïè (ñì. òåîðåìó 1.3.9) â Q-öåïè êàæäûé êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè Gν ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé âîçâðàòíîé íåïåðèîäè÷å-
ñêîé öåïüþ, ïîýòîìó äëÿ i, j ∈ Gν â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû



92 Ãëàâà 2. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé

ñóùåñòâóåò lim
n
Qjj(n) è

lim
n
Qij(n) = lim

n
Qjj(n) = qj .

À ïîñêîëüêó
Pij(nt) = Qij(n)

(ñì. 1.3.15), òî

lim
n
Pij(nt) = lim

n
Qij(n) = qj

äëÿ i, j ∈ Gν .
Åñëè j /∈ Gν , òî Pij(nt) = 0 (çà nt øàãîâ èç i ∈ Gν ìîæíî

ïåðåéòè òîëüêî â êëàññ Gν), à çíà÷èò

lim
n
Pij(nt) = 0.

Ïóñòü òåïåðü i ∈ Gν , j ∈ Gν+k (k = 1, 2, . . . , t− 1). Óáåäèìñÿ
â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

lim
n
Pij(k + nt) = qj . (2.1.15)

Èç êëàññà Gν P-öåïü çà ïåðâûå k øàãîâ ïåðåéäåò â êëàññ
Gν+k (ñì. òåîðåìó 1.3.9), ïîýòîìó â ñèëó óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�
×åïìåíà

Pij(k + nt) =
∑

s∈Gν+k

Pis(k)Psj(nt). (2.1.16)

Çà ïîñëåäóþùèå ntøàãîâ P-öåïü èç êëàññàGν+k ïåðåõîäèò òîëü-
êî â êëàññ Gν+k (ñì. òåîðåìó 1.3.9).

Ïðè n → ∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.1.16) èìååò ïðåäåë,
ðàâíûé qj . Óáåäèìñÿ â ýòîì. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ñâåðõó ðàçíîñòü∣∣∣∣∣∣

∑
s∈Gν+k

Pis(k)Psj(nt)− qj

∣∣∣∣∣∣ .
Èìååì ∣∣∣∣∣∣

∑
s∈Gν+k

Pis(k)Psj(nt)− qj

∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣
∑

s∈Gν+k

Pis(k)Psj(nt)−
∑

s∈Gν+k

Pis(k)qj

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑
s∈M

Pis(k) |Psj(nt)− qj |+
∑

s∈Gν+k\M

Pis(k) |Psj(nt)− qj | ≤

≤
∑
s∈M

Pis(k) |Psj(nt)− qj |+ 2
∑

s∈Gν+k\M

Pis(k).

Äëÿ äàííîãî ε > 0, âûáðàâ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ Gν+k
òàê, ÷òîáû ∑

s∈Gν+k\M

Pis(k) ≤ ε,

à çàòåì (ïðè ôèêñèðîâàííîì M) n íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû∑
s∈M

Pis(k) |Psj(nt)− qj | < ε,

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n∣∣∣∣∣∣
∑

s∈Gν+k

Pis(k)Psj(nt)− qj

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Òàê ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.1.16), à âìåñòå ñ íåé è âåðî-
ÿòíîñòü Pij(k + nt), ïðè n→∞ èìååò ïðåäåë, ðàâíûé qj .

Åñëè j /∈ Gν+k, òî Pij(k + nt) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n
Pij(k + nt) = 0.

Ïðèì å ð 2.1.2. Íàéòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Pij(n) ïðè
n→∞ (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè, çàäàííîé
ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =

 0 0 1/2 1/2
0 0 3/4 1/4

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0

 .
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Ðåøåíè å. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå î ñòðóêòóðå ìàðêîâñêîé öåïè ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî G öåïè ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ
êëàññîâ G0 è G1, ïðè÷åì çà 2 øàãà P-öåïü ïåðåõîäèò èç êëàññà
Gν â êëàññ Gν , ν = 0, 1. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Q = P(2) = (P)2,

ïîäðîáíåå

Q = P · P=

 0 0 1/2 1/2
0 0 3/4 1/4

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0


 0 0 1/2 1/2

0 0 3/4 1/4
1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0

=

=

 1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
0 0 5/8 3/8
0 0 5/8 3/8

.
Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè

G0 = {1, 2} èìååò âèä

Q0 =

[
1/2 1/2
1/2 1/2

]
,

êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè G1 = {3, 4} �

Q1 =

[
5/8 3/8
5/8 3/8

]
.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìîé äëÿ ïåðèîäè÷åñ-
êîé öåïè (òåîðåìà 2.1.5).

Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî âîçâðàòíîãî êëàññà G0 = {1, 2} ñ ìàò-
ðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Q0 =

[
1/2 1/2
1/2 1/2

]
íàéäåì ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå {q1, q2}, îíî ñîâïàäàåò ñ ñîá-
ñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì öåïè, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ñèñòåìû {

Q′0q = q,
q1 + q2 = 1,
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ãäå q = (q1, q2)
′. Ïîäðîáíåå:{

q1/2 + q2/2 = q1,
q1/2 + q2/2 = q2,

q1 + q2 = 1.

Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

q1 =
1

2
, q2 =

1

2
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå {q3, q4} íåïå-
ðèîäè÷åñêîãî âîçâðàòíîãî êëàññà G1 = {3, 4} ñ ìàòðèöåé îäíî-
øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Q1 =

[
5/8 3/8
5/8 3/8

]
êàê ðåøåíèå ñèñòåìû{

(5/8)q3 + (5/8)q4 = q3,
(3/8)q3 + (3/8)q4 = q4,

q3 + q4 = 1,

ãäå q = (q3, q4)
′. Èìååì

q3 =
5

8
, q4 =

3

8
.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ öå-
ïåé èìååì: äëÿ i ∈ {1, 2}

lim
n
Pij(2n) =

{
qj = lim

n
Qjj(n), j ∈ {1, 2};

0, j ∈ {3, 4};

lim
n
Pij(2n+ 1) =

{
qj = lim

n
Qjj(n), j ∈ {3, 4};

0, j ∈ {1, 2};

äëÿ i ∈ {3, 4}

lim
n
Pij(2n) =

{
qj = lim

n
Qjj(n), j ∈ {3, 4};

0, j ∈ {1, 2};
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lim
n
Pij(2n+ 1) =

{
qj = lim

n
Qjj(n), j ∈ {1, 2};

0, j ∈ {3, 4}.

Âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ. Ñëåäóþùàÿ äàëåå òåîðåìà îïè-
ñûâàåò ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå Pij(n) ïðè n→∞, êîãäà i � íåñó-
ùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå, à ñîñòîÿíèå j ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó
êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè C. Êëàññ C áóäåì ñ÷èòàòü íåïåðèîäè-
÷åñêèì (èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîé öåïè ñâîäèòñÿ ê èññëåäî-
âàíèþ íåïåðèîäè÷åñêîé).

Äàëåå ÷åðåç πi(C) áóäåì îáîçíà÷àòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
öåïü, ñòàðòîâàâ èç íåñóùåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ i, äîñòèãíåò âîç-
âðàòíîãî êëàññà C.

Ò å î ð åì à 2.1.6 (î âåðîÿòíîñòÿõ ïîãëîùåíèÿ). Åñëè i � íåñó-
ùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå, ñîñòîÿíèå j ïðèíàäëåæèò âîçâðàòíî-
ìó íåïåðèîäè÷åñêîìó êëàññó C, òî

lim
n→∞

Pij(n) = πi(C)πj ,

ãäå πj = lim
n
Pjj(n).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îöåíèì ðàçíîñòü |Pij(n)−πi(C)πj |.Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç π

(ν)
ik (C) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü, ñòàðòîâàâ èç

íåâîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ i, âîéäåò â êëàññ C ÷åðåç ñîñòîÿíèå
k íà ν-ì øàãå (çàìåòèì, ÷òî öåïü, ïîïàâ â êëàññ C, èç íåãî íå
âûéäåò, ïîñêîëüêó C � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè). Òîãäà äëÿ πi(C)
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

πi(C) =
∞∑
ν=1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C),

à äëÿ Pij(n) � ïðåäñòàâëåíèå

Pij(n) =
n∑
ν=1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C)Pkj(n− ν)

� öåïü, ñòàðòîâàâ èç ñîñòîÿíèÿ i, âõîäèò â êëàññ C (÷åðåç îäíî
èç åãî ñîñòîÿíèé k) íà íåêîòîðîì øàãå ν (1 ≤ ν ≤ n), à çàòåì çà
îñòàâøèåñÿ n− ν øàãîâ èç ñîñòîÿíèÿ k ïîïàäàåò â ñîñòîÿíèå j.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ πi(C) è Pij(n),
îöåíèì ðàçíîñòü

|Pij(n)− πjπi(C)|
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(äàëåå C ′ � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî C):

|Pij(n)−πjπi(C)| =

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C)Pkj(n− ν)− πj

∞∑
ν=1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C)(Pkj(n− ν)− πj)− πj

∞∑
ν=n+1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

∑
k∈C′

π
(ν)
ik (C)(Pkj(n− ν)− πj)+

+
n∑
ν=1

∑
k∈C\C′

π
(ν)
ik (C)(Pkj(n− ν)− πj)− πj

∞∑
ν=n+1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

N∑
ν=1

∑
k∈C′

π
(ν)
ik (C)|Pkj(n− ν)− πj |+

+
n∑

ν=N+1

∑
k∈C′

π
(ν)
ik (C)|Pkj(n− ν)− πj |+

+

n∑
ν=1

∑
k∈C\C′

π
(ν)
ik (C)|Pkj(n− ν)− πj |+ πj

∞∑
ν=n+1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C) ≤

≤
N∑
ν=1

∑
k∈C′

π
(ν)
ik (C)|Pkj(n− ν)− πj |+

+2

n∑
ν=N+1

∑
k∈C′

π
(ν)
ik (C)+

+2
n∑
ν=1

∑
k∈C\C′

π
(ν)
ik (C) + πj

∞∑
ν=n+1

∑
k∈C

π
(ν)
ik (C).

Ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå. Âûáåðåì N òàê, ÷òî-
áû âòîðàÿ ñóììà, êàê îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, áûëà ìåíüøå ε
(è çàôèêñèðóåì N). Âûáåðåì êîíå÷íîå C ′ òàê, ÷òîáû òðåòüÿ
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ñóììà, êàê îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, áûëà ìåíüøå ε (è çàôèê-
ñèðóåì C ′). ×åòâåðòàÿ ñóììà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìåíü-
øå ε (êàê îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà). È, íàêîíåö, ïåðâàÿ ñóììà
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, êàê êîíå÷íîå ÷èñëî �ìàëûõ� ñëàãàå-
ìûõ, ìåíüøå ε � êàæäîå ñëàãàåìîå ìàëî ïðè áîëüøèõ n â ñèëó
ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû. Òàê ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

|Pij(n)− πjπi(C)| ≤ 4ε,

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ïðèì å ð 2.1.3. Ïóñòü ìàðêîâñêàÿ öåïü çàäàíà ìàòðèöåé

îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =


1/3 1/3 1/3 0 0
2/3 1/6 1/6 0 0
1/2 1/4 1/4 0 0
0 0 0 1 0
0 1/3 0 1/3 1/3


Íàéòè lim

n
Pij(n) äëÿ âñåõ ïàð (i, j).

Ðåøåíè å. Ñîñòîÿíèå {5}� íåñóùåñòâåííîå, êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè C1 = {1, 2, 3} è C2 = {4} ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè íåïå-
ðèîäè÷åñêèìè. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ lim

n
Pij(n), i, j = 1, 2, 3,

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ñòàöèîíàðíîì è ýðãîäè÷å-
ñêîì ðàñïðåäåëåíèÿõ (ñì. òåîðåìó 2.1.4), lim

n
P44(n), î÷åâèäíî,

ðàâåí 1.
Äàëåå, Pi4(n) = 0 äëÿ i = 1, 2, 3 è P4j(n) = 0 äëÿ j = 1, 2, 3,

ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå 4 è ñîñòîÿíèÿ 1, 2, 3 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì
êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çíà÷åíèÿ lim
n
Pi5(n) = 0, i = 1, 2, 3, è lim

n
P45(n) = 0 ò. ê.

ñîñòîÿíèÿ {1, 2, 3}, {4} îáðàçóþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòî-
ðûì ñîñòîÿíèå {5} íå ïðèíàäëåæèò.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ lim
n
P5j(n), j = 1, 2, 3, 4 âîñïîëüçóåìñÿ òåî-

ðåìîé î âåðîÿòíîñòÿõ ïîãëîùåíèÿ (ñì. òåîðåìó 2.1.6):

lim
n
P5j(n) = π5(C1)πj , j = 1, 2, 3;

lim
n
P54(n) = π5(C2)π4.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

π5(C1) =
1

3
+

1

9
+

1

27
+ . . . =

1

2
;
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π5(C2) =
1

3
+

1

9
+

1

27
+ . . . =

1

2
.

Ïîýòîìó

lim
n
P5j(n) = π5(C1)πj = πj/2, j = 1, 2, 3;

lim
n
P54(n) = π5(C2)π4 = 1/2.

Âåðîÿòíîñòè πj , j = 1, 2, 3, íàõîäèì, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ñòà-
öèîíàðíîì è ýðãîäè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè (ñì. òåîðåìó 2.1.4):
π1 = 7/15, π1 = 4/15, π1 = 4/15.

Î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ìàðêîâñêîé öåïè. Êàê èç-
âåñòíî, ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé öåïè � ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî � ðàñïàäàåòñÿ íà íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è íå-
ïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé � êëàññû ýê-
âèâàëåíòíîñòè (íåêîòîðûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìîãóò ñîñòî-
ÿòü èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ). Ìû èññëåäîâàëè ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå
Pij(n) ïðè n→∞ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïàð i, j :

1◦ Äëÿ íåñóùåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ j

lim
n
Pij(n) = 0,

âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå i � ñó-
ùåñòâåííûì èëè íåñóùåñòâåííûì.

2◦ Åñëè ñîñòîÿíèÿ i è j ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êëàññàì ýê-
âèâàëåíòíîñòè, òî

lim
n
Pij(n) = 0,

ïîñêîëüêó Pij(n) = 0 äëÿ âñåõ n.
3◦ Ñîñòîÿíèÿ j è i ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâà-

ëåíòíîñòè. Åñëè êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íóëåâîé, òî

lim
n
Pij(n) = 0.

Åñëè êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íåíóëåâîé, òî

lim
n
Pij(n) = πj , j ∈ C,

� â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû.
Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î ïîâåäåíèè Pij(n) ïðè n→∞

ñëåäóåò, ÷òî ïðè n→∞ ðàñïðåäåëåíèå

Qn({k}) = P{ξn = k}, k ∈ X,
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ìàðêîâñêîé öåïè âñåãäà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ:

1◦ Â íóëåâîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè C äëÿ ëþáîãî N > 0
ïðè n→∞

P{|ξn| > N} → 1

� �öåïü óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü� (ñì. òåîðåìó 1.3.4).
Åñëè êëàññ C íóëåâîé âîçâðàòíûé, òî öåïü, óõîäÿ â áåñêî-

íå÷íîñòü èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ j, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âîçâðàùà-
åòñÿ â íåãî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, åñëè æå êëàññ C íóëåâîé
íåâîçâðàòíûé, òî öåïü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âîçâðàùàåòñÿ â ñî-
ñòîÿíèå i êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

2◦ Â íåíóëåâîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò ñîá-
ñòâåííîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå öåïè, ñîâïàäàþùåå ñ ýðãîäè-
÷åñêèì:

limQn({k}) = limP{ξn = k} = πk, k ∈ C.

3◦ Öåïü, ñòàðòóþùàÿ èç íåñóùåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ i, �ïî-
ãëîùàåòñÿ� êëàññîì (êëàññàìè) ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðè ýòîì
öåïü, áóäó÷è ïîãëîùåííîé íóëåâûì êëàññîì, óõîäèò â áåñêî-
íå÷íîñòü, åñëè æå öåïü ïîãëîùàåòñÿ íåíóëåâûì êëàññîì ýê-
âèâàëåíòíîñòè, òî åå ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó
ýðãîäè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Êðèòåðèè âîçâðàòíîñòè è íåâîçâðàòíîñòè ìàðêîâñêîé
öåïè. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
íåâîçâðàòíîñòè ìàðêîâñêîé öåïè â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ âîçâðàòíîñòè öåïè â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Ò å î ð åì à 2.1.7 (êðèòåðèé íåâîçâðàòíîñòè öåïè). Ïóñòü B
� íåïðèâîäèìàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
X = {0, 1, . . .} è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P = [Pij ].
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàðêîâñêàÿ öåïü B áûëà íåâîçâðàòíîé, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé

yi =

∞∑
j=0

Pijyj , i = 1, 2, . . . , (2.1.17)

èìåëà îãðàíè÷åííîå îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû ðåøåíèå.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â íåïðèâîäèìîé ìàðêîâñêîé öåïè B ñ

ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {0, 1, . . .} è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ
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âåðîÿòíîñòåé P = [Pij ] âåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ f∗i0 óäîâëåòâî-
ðÿþò ðàâåíñòâàì

f∗i0 = Pi0 +
∑

j∈X\{0}

Pijf
∗
j0, i = 1, 2, . . . (2.1.18)

(ñì. (1.3.7)). Ðàâåíñòâà (2.1.18) îçíà÷àþò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

y0 = 1, yj = f∗j0, j = 1, 2, . . . (2.1.19)

âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.1.17).
Åñëè öåïü B íåâîçâðàòíàÿ, òî íàéäåòñÿ j (j = 1, 2, . . .) òàêîå,

÷òî
f∗j0 < 1

(ñì. òåîðåìó 1.3.7). È ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåâîçâðàòíîé öåïè B
ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (2.1.17). Òàêèì ðåøåíèåì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ (2.1.19).

Ïóñòü ñèñòåìà (2.1.17) èìååò îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû îãðàíè-
÷åííîå ðåøåíèå {yj}:

|yj | ≤ C <∞, j = 0, 1, . . .

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà öåïü B íåâîçâðàòíàÿ.
Îãðàíè÷åííîå îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.17)

ìîæíî ñ÷èòàòü òàêèì, ÷òî

y0 = 1, 0 ≤ yj ≤ 2, j = 0, 1, . . . . (2.1.20)

Â ñàìîì äåëå, âìåñòå ñ êàæäûì ðåøåíèåì {yj} ñèñòåìû (2.1.17)
åãî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

zi = ayi + b, i = 0, 1, . . .

(äëÿ ëþáûõ a è b) òàêæå áóäåò ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû. Çà ñ÷åò
âûáîðà a è b äëÿ çíà÷åíèé

zi = ayi + b, i = 0, 1, . . . ,

ìîæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèé

z0 = 1, 0 ≤ zi ≤ 2, i = 0, 1, . . . ,
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(ñì. ðèñ. 2.1.1), íàïðèìåð, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû a è b â ëèíåéíîì
ïðåîáðàçîâàíèè z = ay + b óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå{

aC + b ≤ 2,
−aC + b ≥ 0,
ay0 + b = 1

(ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü, âûðàçèâ b èç óðàâíåíèÿ ay0 + b = 1 è
ïîäñòàâèâ åãî â íåðàâåíñòâà).

Òàê ÷òî äàëåå ðåøåíèå {yj} ñèñòåìû (2.1.17) òàêîå, ÷òî

y0 = 1, 0 ≤ yj ≤ 2, j = 0, 1, 2 . . .

6

-
���

���
���

���
���

�r
q
y0

qz0 = 1

yi

zi
rq q

C−C

z = ay + b

2
zi

y

Ðè ñ. 2.1.1.

Äàëåå, âìåñòå ñ ìàðêîâñêîé öåïüþ B ñ ìàòðèöåé îäíîøàãî-
âûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P = [Pij ] ðàññìîòðèì ìàðêîâñêóþ

öåïü B̃ (åå ïàðàìåòðû áóäåì �ìàðêèðîâàòü� çíà÷êîì ∼) ñ ìàòðè-
öåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P̃ = [P̃ij ], ó êîòîðîé
ñîñòîÿíèå 0 ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì ýêðàíîì (äàëåå {0} = C0),
à âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó äðóãèìè ñîñòîÿíèÿìè òå æå, ÷òî
è â öåïè B. Öåïü B̃ ïîëó÷åíà èç öåïè B ïðåâðàùåíèåì ñîñòîÿ-
íèÿ 0 â ïîãëîùàþùèé ýêðàí. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
P̃ öåïè B̃ èìååò âèä

P̃ = [P̃ij ] =


P̃00 P̃01 P̃02 . . .
P̃10 P̃11 P̃12 . . .
P̃20 P̃21 P̃22 . . .
...

...
...

...

 =


1 0 0 . . .
P10 P11 P12 . . .
P20 P21 P22 . . .
...

...
...

...

,
(2.1.21)
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ò. å.
P̃00 = 1, P̃0j = 0, j = 1, 2, . . .

P̃ij = Pij , i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . .

Êàæäîå èç ñîñòîÿíèé i, i = 1, 2, . . ., â öåïè B̃ íåñóùåñòâåííîå
(à ñëåäîâàòåëüíî, è íåâîçâðàòíîå) � ïîñêîëüêó öåïü B íåïðèâî-
äèìà, òî ñîñòîÿíèå 0 äîñòèæèìî èç êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ i (i 6= 0)

â öåïè B, à, ñëåäîâàòåëüíî, è â öåïè B̃, ïîñêîëüêó Pi0 = P̃i0,
i = 1, 2, . . . À òàê êàê C0 = {0} � ïîãëîùàþùèé ýêðàí â öåïè B̃,

òî ñîñòîÿíèÿ i = 1, 2, . . . â öåïè B̃ íåñóùåñòâåííûå.
Îãðàíè÷åííîå îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû ðåøåíèå {yj} (y0 =

= 1, 0 ≤ yj ≤ 2, j = 0, 1, 2 . . .) ñèñòåìû (2.1.17) ïðè êàæäîì
n = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è ñèñòåìû

yi =

∞∑
j=0

P̃ij(n)yj , i = 0, 1, . . . (2.1.22)

Â ñàìîì äåëå, {yj} � ðåøåíèå ñèñòåìû

yi =
∞∑
j=0

P̃ijyj , i = 0, 1, . . . ,

ïîñêîëüêó ïðè i = 1, 2, . . . óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàþò
ñ óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû (2.1.17), à ïðè i = 0 ñîîòâåòñòâóþùåå
óðàâíåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû èìååò âèä

y0 = P̃00 · y0,

èëè
y0 = 1 · y0.

Èç

yi =
∞∑
j=0

P̃ijyj , i = 0, 1, . . . ,

yj =

∞∑
k=0

P̃jkyk, j = 0, 1, . . . ,
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èìååì

yi =
∞∑
j=0

P̃ij

∞∑
k=0

P̃jkyk =
∞∑
k=0

yk

∞∑
j=0

P̃ijP̃jk =
∞∑
k=0

P̃ik(2)yk

ò. å.

yi =

∞∑
k=0

P̃ik(2)yk

è òàê äàëåå. Òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . ñèñòåìà (2.1.22)
èìååò ñâîèì ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîå îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû ðå-
øåíèå {yj} ñèñòåìû (2.1.17).

Èç (2.1.22) äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . èìååì

yi =

∞∑
j=0

P̃ij(n)yj ≥ P̃i0(n)y0 = P̃i0(n), i = 0, 1, 2, . . .

ò. å.
P̃i0(n) ≤ yi, i = 0, 1, 2 . . .

Ïåðåõîäÿ â ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè n→∞
â ñèëó òåîðåìû î âåðîÿòíîñòÿõ ïîãëîùåíèÿ (ñì. òåîðåìó 2.1.6)
ïîëó÷èì

π̃i(C0)π̃0 ≤ yi, i = 0, 1, 2, . . . ,

à, ó÷èòûâàÿ, ÷òî π̃0 = 1,

π̃i(C0) ≤ yi, i = 0, 1, 2, . . .

È ïîñêîëüêó
π̃i(C0) = f∗i0, i = 0, 1, 2, . . . ,

òî äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . .

f∗i0 ≤ yi.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi} íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à y0 = 1, ïî-
ýòîìó íàéäóòñÿ òàêèå yk, ÷òî yk < 1 èëè yk > 1. Åñëè íàéäåòñÿ
yk < 1, òî

f∗k0 ≤ yk < 1.

È, ñëåäîâàòåëüíî, öåïüB íåâîçâðàòíà � ó âîçâðàòíîé öåïè âñå f∗kj ,
è â ÷àñòíîñòè f∗k0, ðàâíû 1.
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Åñëè âñå yk > 1, òî

zi = −yi + 2, i = 0, 1, . . .

� îãðàíè÷åííîå îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.17),
ïðè÷åì zi < 1. È ìû ïðèõîäèì ê óæå ðàññìîòðåííîé ñèòóàöèè.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ò å î ð åì à 2.1.8 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîçâðàòíîñòè öåïè).

Ïóñòü B � íåïðèâîäèìàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì X = {0, 1, . . .} è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
P = [Pij ]. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âîçâðàòíîñòè öåïè B ÿâëÿ-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñòðåìÿùåãîñÿ ê +∞ ðåøåíèÿ {yj} ñèñòå-
ìû íåðàâåíñòâ

yi ≥
∞∑
j=0

Pijyj , i = 1, 2, . . . (2.1.23)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {yj} � ñòðåìÿùååñÿ ê +∞ ðå-
øåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (2.1.23). Áóäåì ñ÷èòàòü åãî ïîëîæè-
òåëüíûì, ïîñêîëüêó âìåñòå ñ êàæäûì ðåøåíèåì {yj} ñèñòåìû
(2.1.23) åå ðåøåíèåì áóäåò

zj = yj + b, j = 0, 1, 2, . . .

Ðåøåíèå {yj} ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (2.1.23) ïðè êàæäîì n =
= 1, 2, . . . ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

yi ≥
∞∑
j=0

P̃ij(n)yj , i = 0, 1, . . . (2.1.24)

(P̃ij è P̃ij(n) ââåäåíû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.7). Â ñàìîì
äåëå, {yj} � ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

yi ≥
∞∑
j=0

P̃ijyj , i = 0, 1, . . .

Èç

yi ≥
∞∑
j=0

P̃ijyj , i = 0, 1, . . . ,
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yj ≥
∞∑
k=0

P̃jkyk, j = 0, 1, . . . ,

èìååì

yi ≥
∞∑
j=0

P̃ijyj ≥
∞∑
j=0

P̃ij

( ∞∑
k=0

P̃jkyk

)
=

∞∑
k=0

P̃ik(2)yk, i = 0, 1, . . . ,

èëè

yi ≥
∞∑
k=0

P̃ik(2)yk, i = 0, 1, . . . ,

è òàê äàëåå. Òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
(2.1.24) èìååò ñâîèì ðåøåíèåì ñòðåìÿùååñÿ ê +∞ ðåøåíèå {yj}.
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (2.1.23).

Èç (2.1.24) äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . èìååì

yi ≥
M−1∑
j=0

P̃ij(n)yj +
∞∑
j=M

P̃ij(n)yj ≥

≥
M−1∑
j=0

P̃ij(n)yj + min
r≥M
{yr}

∞∑
j=M

P̃ij(n) =

=
M−1∑
j=0

P̃ij(n)yj + min
r≥M
{yr}

1−
M−1∑
j=0

P̃ij(n)

 ,

ò. å.

yi ≥
M−1∑
j=0

P̃ij(n)yj + min
r≥M
{yr}

1−
M−1∑
j=0

P̃ij(n)

 , i = 1, 2, . . .

Ïåðåéäåì â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞. Äëÿ
i = 1, 2, . . . , j 6= 0 ïîëó÷èì

lim
n
P̃ij(n) = 0,

ïîñêîëüêó â öåïè B̃ âñå ñîñòîÿíèÿ j = 1, 2, . . . íåñóùåñòâåííûå.
Äëÿ i = 1, 2, . . . è j = 0 â ñèëó òåîðåìû î âåðîÿòíîñòÿõ ïîãëîùå-
íèÿ

lim
n
P̃ij(n) = π̃i(C0)π̃0 = π̃i(C0),
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ïîñêîëüêó i = 1, 2, . . . � íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ, à êëàññ
{0} = C0 â öåïè B̃ âîçâðàòíûé. Òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðåäåëü-
íîãî ïåðåõîäà èìååì

yi ≥ π̃i(C0)y0 + min
r≥M
{yr}(1− π̃i(C0)), i = 1, 2, . . .

Îòñþäà

1− π̃i(C0) ≤
yi − π̃i(C0)y0

min
r≥M
{yr}

, i = 1, 2, . . .

Ïåðåéäåì â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè M →∞. Òàê
êàê yn → ∞ ïðè n → ∞, òî è min

r≥M
{yr} → ∞ ïðè M → ∞,

ïîýòîìó â ïðåäåëå èìååì

1− π̃i(C0) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,

è ñëåäîâàòåëüíî,

π̃i(C0) = 1, i = 1, 2, . . .

À ïîñêîëüêó
π̃i(C0) = f∗i0, i = 1, 2, . . . ,

òî
f∗i0 = 1, i = 1, 2, . . .

Ïîýòîìó öåïü B âîçâðàòíà � â íåâîçâðàòíîé öåïè õîòÿ áû äëÿ
îäíîãî i çíà÷åíèå f∗i0 < 1 (ñì. òåîðåìó 1.3.7).

2.2 Äèñêðåòíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü,
îïèñûâàþùàÿ î÷åðåäü

Âàæíûì ïðèëîæåíèåì ìàðêîâñêèõ öåïåé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ðàññìîòðèì îäíó èç ïðîñòåéøèõ åå
çàäà÷ � îáñëóæèâàíèå ñ îæèäàíèåì.

Çàÿâêè â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïîñòóïàþò ê ìåñòó
îáñëóæèâàíèÿ è ñòàíîâÿòñÿ â î÷åðåäü. Îáñëóæèâàíèå îäíîé çà-
ÿâêè çàíèìàåò ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ � áóäåì ñ÷èòàòü åãî ðàâ-
íûì 1. Çà åäèíèöó âðåìåíè îáñëóæèâàåòñÿ îäíà çàÿâêà. Íà÷èíà-
åòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå â öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äëèíû î÷åðåäè â ìîìåíò âðåìå-
íè n, åñëè íå ïðè âñåõ n, òî õîòÿ áû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ,
ò. å. â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηn ÷èñëî çàÿâîê, æäóùèõ îáñëóæèâàíèÿ ê
ìîìåíòó âðåìåíè n � äëèíó î÷åðåäè èç çàÿâîê ê ìîìåíòó âðåìå-
íè n. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ηn áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèåì ñèñòå-
ìû îáñëóæèâàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè n, n = 0, 1, 2, . . . Â òå÷åíèå
âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ äàííîé çàÿâêè ìîãóò ïîñòóïàòü íîâûå
çàÿâêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξn ÷èñëî çàÿâîê, ïîñòóïèâøèõ çà ïåðè-
îä îáñëóæèâàíèÿ [n, n+ 1), ÷èñëî çàÿâîê ξn ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé, n = 0, 1, 2, . . . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξn, n = 0, 1, . . ., íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëå-
íû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ξn = k} = ak, k = 0, 1, . . .

ßñíî, ÷òî ïî èñòå÷åíèè ïåðèîäà îáñëóæèâàíèÿ [n, n+1) ñèñòåìà
èç ñîñòîÿíèÿ ηn ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå

ηn+1 = (ηn − 1)+ + ξn, η0 = 0, n = 0, 1, . . . (2.2.1)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ηn} îáðàçóåò ìàð-
êîâñêóþ öåïü. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ {ηn}
âûïîëíÿåòñÿ ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî. Èìååì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû {ξn} íåçàâèñèìû,

P{ηn+1 = j|ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η0 = i0} =

= P{(ηn − 1)+ + ξn = j |ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η0 = i0} =

=
P{(i− 1)+ + ξn = j, ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η0 = i0}

P{ηn = i, ηn−1 = in−1, . . . , η0 = i0}
=

= P{(i− 1)+ + ξn = j} = P{ξn = j − (i− 1)+}.
Àíàëîãè÷íî

P{ηn+1 = j|ηn = i} = P{ξn = j − (i− 1)+}. (2.2.2)

Òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ηn} � äëèíà
î÷åðåäè èç çàÿâîê, æäóùèõ îáñëóæèâàíèÿ ê ìîìåíòó n, îáëà-
äàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâ-
ñêîé öåïüþ. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ýòîé
öåïè (ñì. 2.2.2) èìåþò âèä

Pij = P{ηn+1 = j|ηn = i} = P{ξn = j − (i− 1)+}, i, j = 0, 1, . . .

(÷òîáû öåïü çà ïåðèîä îáñëóæèâàíèÿ ïåðåøëà èç ñîñòîÿíèÿ i
â ñîñòîÿíèå j, çà ýòîò ïåðèîä äîëæíî ïîñòóïèòü j − (i − 1)+
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çàÿâîê). Öåïü ñòàöèîíàðíàÿ � ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij íå
çàâèñèò îò n, ïîñêîëüêó ξn îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.

Ïîñêîëüêó ξn � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ξn = k} = ak, k = 0, 1, . . .

(çíà÷åíèÿ P{ξn = k} = 0, k = −1,−2, . . .), òî ýëåìåíòû

Pij = P{ξn = j − (i− 1)+}, i, j = 0, 1, . . .

ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþ-
ùåì âèäå: ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè (i = 0)

P0j = P{ξn = j − (0− 1)+} = P{ξn = j} = aj , j = 0, 1, . . . ,

à ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ñòðîêè (i ≥ 1), j = 0, 1, . . . ,

Pij = P{ξn = j − (i− 1)+} =

= P{ξn = j − (i− 1)} = aj−(i−1), (2.2.3)

ïðè j − (i − 1) < 0 çíà÷åíèÿ aj−(i−1) = 0. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé öåïè

P = [Pij ] =


a0 a1 a2 a3 . . .
a0 a1 a2 a3 . . .
0 a0 a1 a2 . . .
0 0 a0 a1 . . .
...

...
...

...
. . .

 .
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ak, k = 0, 1, . . . , ñòðîãî áîëü-

øå íóëÿ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îáåñïå÷èâàåò íåïðèâîäèìîñòü öå-
ïè {ηn}.

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê è ðàñïðåäåëåíèå äëèíû î÷åðå-
äè. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî åñëè ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê

Mξn =
∑
k

kak,

êîòîðûå ïîñòóïàþò çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ äàííîé çàÿâêè, áîëü-
øå ÷èñëà çàÿâîê, îáñëóæèâàåìûõ çà ïåðèîä (çäåñü áîëüøå 1):∑

k

kak > 1,
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òî ñ ðîñòîì n äëèíà ηn î÷åðåäè çàÿâîê áóäåò íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàòü. Åñëè æå ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê

∑
k

kak, ïîñòóïèâøèõ

çà ïåðèîä îáñëóæèâàíèÿ, ìåíüøå 1:∑
k

kak < 1,

òî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äëèíû î÷åðåäè äîëæ-
íî ñòðåìèòüñÿ ê íåêîòîðîìó ñòàöèîíàðíîìó (ðàâíîâåñíîìó) ðàñ-
ïðåäåëåíèþ.

Ò å î ð åì à 2.2.1. Åñëè â ìàðêîâñêîé öåïè

ηn+1 = (ηn − 1)+ + ξn, η0 = 0, n = 0, 1, . . . ,

îïèñûâàþùåé î÷åðåäü,

∞∑
k=0

kak > 1,

è ak > 0, k = 0, 1, . . ., òî öåïü {ηn} ÿâëÿåòñÿ íåâîçâðàòíîé è,
êàê ñëåäñòâèå, ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ∞.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñëîâèå

ak > 0, k = 0, 1, . . . ,

îáåñïå÷èâàåò íåïðèâîäèìîñòü ìàðêîâñêîé öåïè. Ïîêàæåì, ÷òî
åñëè

∞∑
k=0

kak > 1,

òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

yi =
∞∑
j=0

Pijyj , i = 1, 2, . . . (2.2.4)

èìååò îãðàíè÷åííîå îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû ðåøåíèå, ÷òî, ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 2.1.7, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåâîçâðàò-
íîñòè öåïè.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2.4) â âèäå

yj = xj , j = 0, 1, . . . ,



2.2. Öåïü, îïèñûâàþùàÿ î÷åðåäü 111

ãäå x � ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà (0; 1), ò. å. óáåäèìñÿ â ñóùåñòâîâà-

íèè ÷èñëà x0 ∈ (0; 1) òàêîãî, ÷òî yj = xj0, j = 0, 1, . . . , ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì (2.2.4).

Åñëè yj = xj , j = 0, 1, . . ., � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2.4), òî

∞∑
j=0

Pijx
j = xi, i = 1, 2, . . . (2.2.5)

À ïîñêîëüêó, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ñòðîêè, ò. å. ïðè i ≥ 1, ýëåìåíòû
ìàòðèöû P = [Pij ] èìåþò âèä

Pij = aj−(i−1),

ïðè÷åì ïðè j − (i− 1) < 0 çíà÷åíèå aj−(i−1) = 0, òî

∞∑
j=0

Pijx
j =

∞∑
j=0

aj−(i−1)x
j =

∞∑
j=i−1

aj−(i−1)x
j , i = 1, 2, . . . ,

è ñèñòåìó (2.2.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∞∑
j=i−1

aj−(i−1)x
j = xi, i = 1, 2, . . . ,

èëè
∞∑

j=i−1
aj−(i−1)x

j−(i−1) = x, i = 1, 2, . . . ,

èëè
∞∑
k=0

akx
k = x, i = 1, 2, . . .

(âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû îêàçàëèñü îäèíàêîâûìè).
Óáåäèìñÿ, ÷òî óðàâíåíèå

f(x) = x,

ãäå f(x) =
∞∑
k=0

akx
k, èìååò ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå (0, 1).
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Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ íà [0, 1] ôóíêöèþ

F (x) = f(x)− x.

Äëÿ F (x) èìååì
F (0) = f(0) = a0 > 0;

F (1) = f(1)− 1 =
∞∑
k=0

ak − 1 = 0,

F ′(x) = f ′(x)− 1 =
∞∑
k=1

kakx
k−1 − 1,

F ′(1) =
∞∑
k=1

kak − 1 > 0,

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïî-
ýòîìó íà ïðîìåæóòêå (0, 1) íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé F (x) îò-
ðèöàòåëüíà. È ïîñêîëüêó F (x) íåïðåðûâíà íà [0, 1], ñóùåñòâóåò
òî÷êà x0 ∈ (0; 1), òàêàÿ, ÷òî

F (x0) = f(x0)− x0 = 0,

èëè, ÷òî òî æå,
∞∑
k=0

akx
k
0 = x0,

à â èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

∞∑
j=0

Pijx
j
0 = xi0, i = 1, 2, . . .

Âåêòîð

yj = xj0, j = 0, 1, . . .

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îòëè÷íûì îò êîíñòàíòû ðåøåíèåì
ñèñòåìû (2.2.4), ÷òî âëå÷åò íåâîçâðàòíîñòü öåïè {ηn}.

Íåïðèâîäèìàÿ íåâîçâðàòíàÿ, à, çíà÷èò, è íóëåâàÿ öåïü {ηn}
ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {0, 1, . . .} ïðè n → ∞ ñõîäèòñÿ
ïî âåðîÿòíîñòè ê +∞ (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1.3.4). Ïîñëåä-
íåå îçíà÷àåò íåîãðàíè÷åííûé ðîñò äëèíû î÷åðåäè ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè.

Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2.2.1 èìååò ìåñòî, åñëè
çà åäèíèöó âðåìåíè îáñëóæèâàåòñÿ s çàÿâîê.
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Ò å î ð åì à 2.2.2. Åñëè â ìàðêîâñêîé öåïè

ηn+1 = (ηn − s)+ + ξn, η0 = 0, n = 0, 1, . . . ,

îïèñûâàþùåé î÷åðåäü,

∞∑
k=0

kak > s,

è ak > 0, k = 0, 1, . . ., òî öåïü {ηn} ÿâëÿåòñÿ íåâîçâðàòíîé è,
êàê ñëåäñòâèå, ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê +∞.

Òå î ð åì à 2.2.3. Åñëè â ìàðêîâñêîé öåïè

ηn+1 = (ηn − 1)+ + ξn, η0 = 0, n = 0, 1, . . . ,

îïèñûâàþùåé î÷åðåäü,

∞∑
k=0

kak < 1,

è ak > 0, k = 0, 1, . . ., òî öåïü {ηn} ÿâëÿåòñÿ âîçâðàòíîé è, êàê
ñëåäñòâèå, åå ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ýðãîäè÷åñêîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñëîâèå

ak > 0, k = 0, 1, . . . ,

îáåñïå÷èâàåò íåïðèâîäèìîñòü è íåïåðèîäè÷íîñòü ìàðêîâñêîé öå-
ïè. Ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè

∞∑
k=0

kak < 1

ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

yi ≥
∞∑
j=0

Pijyj , i = 1, 2, . . . ,

èìååò ðåøåíèå, ñòðåìÿùååñÿ ê +∞, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.8,
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âîçâðàòíîñòè öåïè {ηn}, à, ñëå-
äîâàòåëüíî, è åå ýðãîäè÷íîñòè. Òàêèì ðåøåíèåì, â ÷àñòíîñòè,
ÿâëÿåòñÿ

yj = j, j = 0, 1, . . .
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Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ó÷èòûâàÿ âèä ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé öåïè, îïèñûâàþùåé î÷åðåäü (ñì. (2.2.3)), èìååì:

∞∑
j=0

Pijj =

∞∑
j=0

aj−(i−1)j =

∞∑
j=i−1

aj−(i−1)j =

=

∞∑
j=i−1

aj−(i−1)(j − (i− 1)) +

∞∑
j=i−1

aj−(i−1)(i− 1) =

=
∞∑
k=0

kak + (i− 1) =
∞∑
k=0

kak − 1 + i ≤ i,

i = 1, 2, . . . Òàê ÷òî

i ≥
∞∑
j=0

Pijj, i = 1, 2, . . . ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 2.1.8 öåïü {ηn} âîçâðàòíàÿ.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.3 ðàñïðåäåëåíèå âîçâðàòíîé íåïðèâî-

äèìîé íåïåðèîäè÷åñêîé öåïè ñõîäèòñÿ ê ýðãîäè÷åñêîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ. Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äëèíû î÷å-
ðåäè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ.

Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2.2.3 èìååò ìåñòî, åñëè
çà åäèíèöó âðåìåíè îáñëóæèâàåòñÿ s çàÿâîê.

Ò å î ð åì à 2.2.4. Åñëè â ìàðêîâñêîé öåïè

ηn+1 = (ηn − s)+ + ξn, η0 = 0, n = 0, 1, . . . ,

îïèñûâàþùåé î÷åðåäü,

∞∑
k=0

kak < s,

è ak > 0, k = 0, 1, . . ., òî öåïü {ηn} ÿâëÿåòñÿ âîçâðàòíîé è, êàê
ñëåäñòâèå, åå ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ýðãîäè÷åñêîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ.
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2.3 Çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà

Èãðîê Gm (ñ êàïèòàëîì m) èãðàåò â àçàðòíóþ èãðó ñ èãðî-
êîì GM (ñ êàïèòàëîì M), ó÷àñòâóÿ â ñåðèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïàðòèé èãðû. Â ðåçóëüòàòå êàæäîé ïàðòèè êàïèòàë èãðîêà Gm
ñ âåðîÿòíîñòüþ p óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 (çà ñ÷åò èãðîêà GM ) è ñ
âåðîÿòíîñòüþ q = 1−p óìåíüøàåòñÿ íà 1 (â ïîëüçó èãðîêà GM ).
Ðåçóëüòàò êàæäîé ïàðòèè íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäó-
ùèõ ïàðòèé. Åñëè êàïèòàë îäíîãî èç èãðîêîâ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì
íóëþ, òî èãðîê ðàçîðÿåòñÿ, èãðà ïðåêðàùàåòñÿ. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü ðàçîðåíèÿ èãðîêà Gm.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξk êàïèòàë èãðîêà Gm ïîñëå k-é ïàðòèè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξk} îáðàçóåò ìàðêîâ-
ñêóþ öåïü, ñì. ïðèìåð 1.1.2 (ñ. 13). Ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ìàð-
êîâñêîé öåïè {ξk} ÿâëÿåòñÿ {0, 1, . . . , n}, ãäå n = m+M � ñóì-
ìàðíûé êàïèòàë èãðîêîâ. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öå-
ïè {ξk} èìååò âèä

P =


1 0 0 0 . . . 0 0 0
q 0 p 0 . . . 0 0 0
0 q 0 p . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . q 0 p
0 0 0 0 . . . 0 0 1

. (2.3.1)

Ñîñòîÿíèÿ 1, 2, . . . , n − 1 íåñóùåñòâåííûå. Ñîñòîÿíèÿ 0 è n ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîãëîùàþùèìè ýêðàíàìè, öåïü, ïîïàâ â ïîãëîùàþùåå
ñîñòîÿíèå, îñòàåòñÿ â íåì íàâñåãäà. Äàëåå êëàññ {0} áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç C0, à êëàññ {n} � ÷åðåç Cn.

Â òåðìèíàõ ìàðêîâñêîé öåïè {ξk} âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èã-
ðîêà Gm � ýòî âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ öåïè êëàññîì C0. È, ñëå-
äîâàòåëüíî, çàäà÷à �íàéòè âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èãðîêà Gm� â
òåðìèíàõ ìàðêîâñêîé öåïè {ξk} ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: �íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ öåïè {ξk} êëàññîì C0�.

Óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïîãëîùåíèÿ. Ïóñòü {ζk}
� ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pij ],
C � íåêîòîðûé åå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, T � ìíîæåñòâî âñåõ
íåñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé öåïè, i � íåñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå
öåïè. ×åðåç πi(C), êàê è ðàíåå, áóäåì îáîçíà÷àòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî öåïü, ñòàðòóÿ èç íåñóùåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ i, ðàíî
èëè ïîçäíî äîñòèãíåò êëàññà C, è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò èì ïî-

ãëîùåíà, à ÷åðåç π
(k)
i (C) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü, ñòàðòóÿ
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èç ñîñòîÿíèÿ i, äîñòèãíåò êëàññà C íà k-ì øàãå (πi(C) áóäåì

íàçûâàòü âåðîÿòíîñòüþ ïîãëîùåíèÿ öåïè êëàññîì C, à π
(k)
i (C)

� âåðîÿòíîñòüþ ïîãëîùåíèÿ öåïè êëàññîì C íà k-ì øàãå).
Âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ πi(C), i ∈ T, êëàññîì C öåïè ñ

ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pij ], óäîâëåòâîðÿþò ñèñ-
òåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

πi(C) = π
(1)
i (C) +

∑
j∈T

Pijπj(C), i ∈ T. (2.3.2)

Çàìåòèì, ÷òî π
(1)
i (C) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ýëåìåíòàì ìàòðèöû ïåðå-

õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pij ] :

π
(1)
i (C) =

∑
j∈C

Pij , i ∈ T.

Âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èãðîêà, èãðàþùåãî ñ ïàðòíå-
ðîì, êàïèòàë êîòîðîãî îãðàíè÷åí. Ìàðêîâñêàÿ öåïü {ξk},
îïèñûâàþùàÿ ðàçìåð êàïèòàëà èãðîêà Gm, èãðàþùåãî ñ ïàðòíå-
ðîì GM , êàïèòàë M êîòîðîãî îãðàíè÷åí, èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
ñîñòîÿíèé: 0, 1, . . . , n (n = m+M � ñóììàðíûé êàïèòàë èãðîêîâ
Gm è GM ) è å¼ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pij ] èìååò âèä
(2.3.1).

Âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èãðîêà Gm, íàêîïèâøåãî êàïèòàë äî
ðàçìåðà i, ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ πi(C0) öåïè êëàññîì
C0 = {0}, i = 1, 2, . . . , n− 1. Íàéäåì âåðîÿòíîñòè

ui = πi(C0), i = 1, 2, . . . , n− 1,

êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3.2), êîãäà C = C0 = {0},
ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P èìååò âèä (2.3.1), êëàññ T =
= {1, 2, . . . , n− 1}. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (2.3.2) çàïèøåòñÿ òàê:

πi(C0) = π
(1)
i (C0) +

n−1∑
j=1

Pijπj(C0), i = 1, 2, . . . , n− 1, (2.3.3)

ãäå

π
(1)
i (C0) =

∑
j∈C0

Pij =
∑
j∈{0}

Pij = Pi0, i = 1, 2, . . . , n− 1,



2.3. Çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà 117

èëè òàê:
ui = Pi0 +

∑
j=1

Pijuj , i = 1, 2, . . . , n− 1. (2.3.4)

Ïåðâîå óðàâíåíèå (ñîîòâåòñòâóþùåå i = 1) ñèñòåìû (2.3.4) çà-
ïèøåòñÿ òàê:

u1 = q + pu2.

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.3.4) äëÿ i = 2, 3, . . . , n− 2 èìåþò âèä

ui = qui−1 + pui+1.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (ïðè i = n− 1) ñèñòåìû (2.3.4) èìååò âèä

un−1 = qun−2.

Òàê ÷òî ñèñòåìà (2.3.4) çàïèøåòñÿ òàê:

u1 = q + pu2,
u2 = qu1 + pu3,

...
ui = qui−1 + pui+1,

...
un−2 = qun−3 + pun−1,
un−1 = qun−2.

(2.3.5)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3.5) îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àÿ
q 6= p è äëÿ ñëó÷àÿ q = p = 1/2.

Ïóñòü q 6= p. Ñíà÷àëà íàéäåì ðåøåíèå ñèñòåìû

ui = qui−1 + pui+1, i = 2, 3, . . . , n− 2. (2.3.6)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ui = xi, i = 2, 3, . . . , n − 2. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ui = xi, i = 2, 3, . . . , n− 2, â óðàâíåíèÿ

ui = qui−1 + pui+1, i = 2, 3, . . . , n− 2,

ïîëó÷èì:

xi = qxi−1 + pxi+1, i = 2, 3, . . . , n− 2,

èëè
px2 + q = x.
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Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ: x = 1 è x =
= q/p.

Ïðè x = 1 èìååì

ui = πi(C0) = xi = 1, i = 2, 3, . . . , n− 2.

Íî ui, i = 2, 3, . . . , n− 2, � âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ öåïè êëàñ-
ñîì C0, è îíè íå ìîãóò áûòü ðàâíû 1, ïîñêîëüêó öåïü ñ íåíóëå-
âîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò áûòü ïîãëîùåíà è êëàññîì Cn = {n},
ïîýòîìó ðåøåíèå πi(C0) = ui = 1, i = 2, 3, . . . , n − 2, ñèñòåìû
(2.3.6) ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòåé ïî-
ãëîùåíèÿ êëàññîì C0.

Äëÿ x = q/p � âòîðîãî êîðíÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ � èìå-
åì òàêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3.6):

ui =

(
q

p

)i
, i = 2, 3, . . . , n− 2.

Âìåñòå ñ ðåøåíèåì ui, i = 2, 3, . . . , n− 2, ñèñòåìû óðàâíåíèé
(2.3.6), åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ è

A+Bui, i = 2, 3, . . . , n− 2,

äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò A è B (â ïîñëåäíåì óáåæäàåìñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííîé ïðîâåðêîé). Âûáåðåì êîíñòàíòû A è B òàê, ÷òîáû ýòî
ðåøåíèå áûëî ðåøåíèåì òàêæå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèé
ñèñòåìû (2.3.5).

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

u1 = q + pu2

ñèñòåìû (2.3.5) èìååì:

A+Bu1 = q + p(A+Bu2),

A(1− p) = q +B(pu2 − u1),

Aq = q +B

(
p

(
q

p

)2

− q

p

)
,

Aq = q −Bq,
A+B = 1.
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Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ

un−1 = qun−2

ñèñòåìû (2.3.5) ïîëó÷àåì:

A+Bun−1 = q(A+Bun−2),

A(1− q) = B(qun−2 − un−1),

Ap = B

(
q

(
q

p

)n−2
−
(
q

p

)n−1)
,

Ap = −B
(
q

p

)n−2 q2
p
,

Apn +Bqn = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ A è B èìååì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé {

A+B = 1,
Apn +Bqn = 0.

Îòñþäà
(1−B)pn +Bqn = 0,

B =
pn

pn − qn
,

A = 1−B = 1− pn

pn − qn
=

qn

qn − pn
.

È ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.3.5), åñëè q 6= p, ÿâëÿåòñÿ

ui = A+B

(
q

p

)i
=

qn

qn − pn
+

pn

pn − qn

(
q

p

)i
=

=
1

qn − pn

(
qn − pn

(
q

p

)i)
=

(q/p)i − (q/p)n

1− (q/p)n
,

i = 1, 2, . . . , n− 1.
Òàê ÷òî ïðè q 6= p èãðîê Gm, èìåÿ íàêîïëåííûé êàïèòàë r,

ðàçîðèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ

ur =
(q/p)r − (q/p)n

1− (q/p)n
, r = 1, 2, . . . , n− 1.
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Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èãðîêà Gm íå çàâèñèò îò
åãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà m, îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàïèòàëîì r, íà-
êîïëåííûì èì ê äàííîìó ìîìåíòó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà q = p = 1/2 . Ñèñòåìà
(2.3.5) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

u1 = 1/2 + u2/2,
u2 = u1/2 + u3/2,

...
ui = ui−1/2 + ui+1/2,

...
un−2 = un−3/2 + un−1/2,
un−1 = un−2/2.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû

ui =
1

2
ui−1 +

1

2
ui+1, i = 2, 3, . . . , n− 2,

ÿâëÿåòñÿ
ui = i, i = 2, 3, . . . , n− 2,

â ýòîì óáåæäàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî âìåñòå ñ ðåøåíèåì ui ðåøåíèåì ïîñëåäíåé ñèñòåìû áóäåò è

A+Bui = A+Bi, i = 2, 3, . . . , n− 2.

Âûáåðåì òåïåðü A è B òàê, ÷òîáû ýòî ðåøåíèå áûëî òàêæå ðå-
øåíèåì ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèé ñèñòåìû. Äëÿ ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ èìååì

A+B =
1

2
+

1

2
(A+ 2B).

Îòñþäà
A = 1.

Äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ

un−1 =
1

2
un−2

ñèñòåìû èìååì

A+B(n− 1) =
1

2
(A+B(n− 2)).
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Îòñþäà

B = − 1

n
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.3.5), åñëè q = p = 1/2
ÿâëÿåòñÿ

ui = 1− i

n
, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Òàê ÷òî åñëè èãðîê Gm, ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1/2 óâåëè÷èâàÿ ñâîé
êàïèòàë íà 1 â ðåçóëüòàòå êàæäîé ïàðòèè (è ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/2 òåðÿÿ åäèíèöó êàïèòàëà), ñòàë îáëàäàòåëåì êàïèòàëà r, òî
âåðîÿòíîñòü åãî ðàçîðåíèÿ

ur = 1− r

n
, r = 1, 2, . . . , n− 1,

à âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ

1− ur =
r

n
, r = 1, 2, . . . , n− 1,

ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå r íàêîïëåííîãî êàïèòàëà.
Ç àì å ÷ à í è å. Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî âå-

ðîÿòíîñòü vr ðàçîðåíèÿ èãðîêà GM , åñëè îí íàêîïèë êàïèòàë r,
ðàâíà

1− ur, r = 1, 2, . . . , n− 1.

Âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èãðîêà, èãðàþùåãî ñ áåñêî-
íå÷íî áîãàòûì ïàðòíåðîì. Ïóñòü òåïåðü èãðîê Gm èãðàåò ñ
èãðîêîì G∞, êàïèòàë êîòîðîãî íåîãðàíè÷åí (ðàâåí +∞). Ìàò-
ðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîé öåïè {ξk}, îïèñûâà-
þùåé ðàçìåð êàïèòàëà èãðîêà Gm, èìååò âèä

P =


1 0 0 0 . . .
q 0 p 0 . . .
0 q 0 p . . .
...

...
...

...
. . .

 , (2.3.7)

ñîñòîÿíèå 0 (C0 = {0}) öåïè ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì, ñîñòîÿíèÿ
1, 2, . . . � íåñóùåñòâåííûå.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.3.2) äëÿ âåðîÿòíîñòåé ui = πi(C),
i ∈ T , ïîãëîùåíèÿ öåïè êëàññîì C, êîãäà ìàòðèöà ïåðåõîä-
íûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè èìååò âèä (2.3.7), êëàññ C0 = {0}, à
T = {1, 2, . . .} çàïèøåòñÿ òàê:{

u1 = q + pu2,
ui = qui−1 + pui+1, i = 2, 3, . . . (2.3.8)
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Ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïîëó÷àåì òàê æå, êàê è â ñëó÷àå
èãðû ñ èãðîêîì GM , êàïèòàë êîòîðîãî îãðàíè÷åí.

Ñíà÷àëà íàéäåì ðåøåíèå ñèñòåìû

ui = qui−1 + pui+1, i = 2, 3, . . .

Ïðè q 6= p åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ui = A+B

(
q

p

)i
, i = 2, 3, . . . ,

åñëè q = p = 1/2, òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ui = A+B · i, i = 2, 3, . . .

Ïðè q/p > 1 è ïðè p = q = 1/2 èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè
ðåøåíèÿ ui, i = 2, 3, . . . , ïîëó÷àåì, ÷òî B = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,
êàê ïðè q > p, òàê è ïðè p = q = 1/2 ðåøåíèå ñèñòåìû

ui = qui−1 + pui+1, i = 2, 3, . . . ,

èìååò âèä
ui = A, i = 2, 3, . . .

Âûáåðåì A òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ui = A, i = 1, 2, 3, . . .
áûëà ðåøåíèåì è óðàâíåíèÿ

u1 = q + pu2

ñèñòåìû (2.3.8). Äëÿ ýòîãî A äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

A = q + pA.

Îòñþäà A = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.3.8) ÿâ-
ëÿåòñÿ

ui = 1, i = 1, 2, . . . ,

ò. å.
π(C0) = ui = 1, i = 1, 2, . . .

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè q ≥ p, òî èãðîê Gm, èãðàÿ ñ èã-
ðîêîì G∞, êàïèòàë êîòîðîãî íåîãðàíè÷åí, íåèçáåæíî ðàçîðèòñÿ
(âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ðàâíà 1) âíå çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà åãî
íà÷àëüíîãî êàïèòàëà.

Åñëè âåðîÿòíîñòü p âûèãðûøà èãðîêà Gm áîëüøå âåðîÿòíîñ-
òè q âûèãðûøà èãðîêà G∞, ò. å. p > q, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûâîäîâ
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î âåðîÿòíîñòè πr(C0) ðàçîðåíèÿ èãðîêà Gm, èãðàþùåãî ñ èãðî-
êîì G∞, êàïèòàë êîòîðîãî íåîãðàíè÷åí, âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëü-
òàòîì, ïîëó÷åííûì â çàäà÷å î ðàçîðåíèè èãðîêà Gm, èãðàþùåãî
ñ èãðîêîì GM , êàïèòàë M êîòîðîãî îãðàíè÷åí.

Â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ πr(C0) èãðîêà Gm, èãðà-
þùåãî ñ èãðîêîì G∞, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíîå çíà-
÷åíèå âåðîÿòíîñòè

ur = ur(n) =
(q/p)r − (q/p)n

1− (q/p)n

ðàçîðåíèÿ èãðîêà Gm ïðè n = M +m→∞ � ïðè íåîãðàíè÷åí-
íîì ðîñòå êàïèòàëà M èãðîêà GM , à èìåííî

πr(C0) = (q/p)r, r = 1, 2, . . .

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ÷åì áîëüøå íàêîïëåííûé
êàïèòàë r èãðîêà Gm è ÷åì áîëüøå âåðîÿòíîñòü p âûèãðûøà
èãðîêà Gm â îäíîé ïàðòèè, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü πr(C0) åãî
ðàçîðåíèÿ, ÷òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøåé èíòóèöèåé.

Åñëè, ê ïðèìåðó, p = 2/3 è r = 10, òî âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ
èãðîêà Gm, èãðàþùåãî ñ áåñêîíå÷íî áîãàòûì èãðîêîì, ðàâíà(

q

p

)r
=

(
1/3

2/3

)10

=
1

1024
,

à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðîê íå ðàçîðèòñÿ, åñòåñòâåííî, ðàâíà
1− 1/1024.

Èíòåðåñíî, ÷òî åñëè âåðîÿòíîñòü p âûèãðûøà èãðîêà Gm
áîëüøå âåðîÿòíîñòè q âûèãðûøà èãðîêà G∞, òî èãðîê Gm ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1− (q/p)r íå òîëüêî íå ðàçîðèòñÿ, íî ñ ðîñòîì
÷èñëà k ñûãðàííûõ ïàðòèé íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èò ñâîé êàïè-
òàë.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü èãðîê Gm íà÷èíàåò èãðó ñ êàïèòàëîì r.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî L ïðè

k →∞

P{ξk > L} → 1− πr(C0) = 1−
(
q

p

)r
.

Î÷åâèäíî,

P{ξk ≤ L} = P{ξk ∈ C0}+ P{1 ≤ ξk ≤ L}. (2.3.9)
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Ïî îïðåäåëåíèþ

πr(C0) =
∞∑
s=1

π(s)r (C0) =
k∑
s=1

π(s)r (C0) +
∞∑

s=k+1

π(s)r (C0),

è ò. ê.
k∑
s=1

π(s)r (C0) = P{ξk ∈ C0},

òî

πr(C0) = P{ξk ∈ C0}+

∞∑
s=k+1

π(s)r (C0).

Ïîýòîìó ïðè k →∞

P{ξk ∈ C0} → πr(C0). (2.3.10)

Îöåíèì ñâåðõó P{1 ≤ ξk ≤ L}. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì
(1.1.8), ïîëó÷èì

P{1 ≤ ξk ≤ L} =

L∑
j=1

P{ξk = j} =

L∑
j=1

∞∑
i=1

piPij(k) =

L∑
j=1

Prj(k)

(äëÿ i 6= r çíà÷åíèÿ pi = 0, à pr = 1 � öåïü ñòàðòóåò èç ñîñòî-
ÿíèÿ r). È ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèÿ j = 1, 2, . . . , L íåñóùåñòâåííûå,
à, ñëåäîâàòåëüíî, è íåâîçâðàòíûå, òî Prj(k) → 0 ïðè k → ∞.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k

P{1 ≤ ξk ≤ L} ≤ ε.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ñîîòíîøåíèé (2.3.9), (2.3.10) ïîëó-
÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî L ïðè k →∞

P{ξk ≥ L} → 1− πr(C0) = 1− (q/p)r.

Åñëè ó èãðîêà Gm, èãðàþùåãî ñ áåñêîíå÷íî áîãàòûì èãðî-
êîì G∞, âåðîÿòíîñòü p âûèãðûøà â îäíîé ïàðòèè ðàâíà, íàïðè-
ìåð, 2/3, òî îí, íà÷èíàÿ èãðó ñ êàïèòàëîì m = 10, ñ âåðîÿò-
íîñòüþ

1−
(

1/3

2/3

)10

= 1− 1

1024

íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èò ñâîé êàïèòàë (íó î÷åíü ðàçáîãàòååò).
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2.4 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèì å ð 2.4.1. Ïóñòü ìàðêîâñêàÿ öåïü çàäàíà ìàòðèöåé

îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =


4/5 1/5 0 0 0
3/5 1/5 1/5 0 0
0 4/5 1/5 0 0
0 0 0 1 0

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

.
Íàéòè lim

n
Pij(n) äëÿ âñåõ ïàð (i, j), i, j = 1, 2, . . . , 5, åñëè

ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.
Ðåøåíè å. Êëàññû C1 = {1, 2, 3}, C2 = {4} âîçâðàòíûå íåíó-

ëåâûå íåïåðèîäè÷åñêèå, ñîñòîÿíèå {5} � íåñóùåñòâåííîå.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ π5(C1), π5(C2) âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

π5(C1) =

∞∑
ν=1

∑
k∈C1

π
(ν)
5k (C1) =

∞∑
ν=1

(π
(ν)
51 (C1) + π

(ν)
52 (C1) + π

(ν)
53 (C1)),

∞∑
ν=1

π
(ν)
51 (C1) =

1

5
+

(
1

5

)2

+

(
1

5

)3

+ . . . =
1

4
.

(ñì. îáîçíà÷åíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.6). Àíàëîãè÷íî

∞∑
ν=1

π
(ν)
52 (C1) =

1

4
,

∞∑
ν=1

π
(ν)
53 (C1) =

1

4
,

òàê ÷òî
π5(C1) = 3/4.

Äëÿ êëàññà C2

π5(C2) =
∞∑
ν=1

π
(ν)
54 (C2) =

1

5
+

1

52
+

1

53
+ . . . =

1

4
.

Äàëåå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå Pij(n) èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ïðèìåðå 2.1.3.
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Çàäà÷è
Çàäà÷à 2.1. 1) Äîêàçàòü, ÷òî ó êîíå÷íîé íåïðèâîäèìîé íåïå-

ðèîäè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ñòàöèî-
íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

2) Äîêàçàòü, ÷òî ó êîíå÷íîé íåïðèâîäèìîé íåïåðèîäè÷åñêîé
ìàðêîâñêîé öåïè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
n
Pij(n),

ïðè÷åì èõ çíà÷åíèÿ îòëè÷íû îò íóëÿ.
Óê à ç à í è å ê ï. 1. Îïèñàííàÿ öåïü íåíóëåâàÿ, à, ñëåäîâà-

òåëüíî, âîçâðàòíàÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå. Äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2.1.4.

Çàäà÷à 2.2. Â äâóõ óðíàõ íàõîäèòñÿ 8 øàðîâ � â ïåðâîé
4 áåëûõ, âî âòîðîé 4 ÷åðíûõ.

Èç êàæäîé óðíû íàóäà÷ó âûáèðàþò ïî øàðó è ïåðåêëàäû-
âàþò èç îäíîé óðíû â äðóãóþ. Ïóñòü ξn � ÷èñëî áåëûõ øàðîâ â
ïåðâîé óðíå ïîñëå n-ãî ïåðåêëàäûâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî øà-
ðû ìîæíî ïåðåêëàäûâàòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç (n→∞).

Íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà áåëûõ øàðîâ â ïåð-
âîé óðíå (åñëè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò).

Ó ê à ç à í è å. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ÿâëÿ-
åòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ.

Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ lim
n
P{ξn = k} ñîâïàäàþò ñ ýðãîäè÷åñ-

êèì ðàñïðåäåëåíèåì {πk}:

π0 =
1

70
, π1 =

16

70
, π2 =

36

70
, π3 =

16

70
, π4 =

1

70
.

Çàäà÷à 2.3. Â äâóõ óðíàõ íàõîäèòñÿ 6 øàðîâ (ïî 3 â êàæäîé)
ñðåäè íèõ 3 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ.

Èç êàæäîé óðíû íàóäà÷ó âûáèðàþò ïî øàðó è ïåðåêëàäû-
âàþò èç îäíîé óðíû â äðóãóþ. Ïóñòü ξn � ÷èñëî áåëûõ øàðîâ â
ïåðâîé óðíå ïîñëå n-ãî ïåðåêëàäûâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî øà-
ðû ìîæíî ïåðåêëàäûâàòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç (n→∞).

Íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ξn ïðè n→∞, ò. å.

lim
n
P{ξn = k}, k = 0, 1, 2, 3,

(åñëè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò).
Ó ê à ç à í è å. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ÿâëÿ-

åòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ. Çíà÷åíèÿ

lim
n
P{ξn = k} = πk, k = 0, 1, 2, 3.
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Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè 0 1 0 0
1/9 4/9 4/9 0
0 4/9 4/9 1/9
0 0 1 0

.
Ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå öåïè

π0 =
1

20
, π1 =

9

20
, π2 =

9

20
, π3 =

1

20
.

Çàäà÷à 2.4. Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà êîòî-
ðîé ðàâíà p (0 < p < 1), ïîäáðàñûâàþò íåçàâèñèìûì îáðàçîì
íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü ξk � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ
ïðè k-ì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû, k = 1, 2, . . . Ðàññìîòðèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηn+1 = (ηn + 1)I{1}(ξn), η0 = 0, n = 0, 1, 2, . . .

Âû÷èñëèòü
lim
n
P{ηn = k}, k = 0, 1, 2, . . . ,

åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.
Çàäà÷à 2.5. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâà-

þò íåçàâèñèìûì îáðàçîì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü ξk �
÷èñëî âûïàâøèõ øåñòåðîê ïðè k-ì ïîäáðàñûâàíèè êîñòè,
k = 1, 2, . . . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηn+1 = (ηn + 1)I{6}(ξn), η0 = 0, n = 0, 1, 2, . . .

Âû÷èñëèòü
lim
n
P{ηn = k}, k = 0, 1, 2, . . .

åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.
Çàäà÷à 2.6. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

X = {1, 2, 3} îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé:[
1/4 3/4 0
1/4 1/4 1/2
0 1/4 3/4

]
.

Íàéòè lim
n
P11(n), åñëè îí ñóùåñòâóåò.

Î ò â å ò: lim
n
P11(n) = 1/10.
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Çàäà÷à 2.7. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
X = {1, 2, 3} îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé [

1/2 1/2 0
1/4 1/2 1/4
0 1/2 1/2

]
.

Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë lim
n
P22(n)? Åñëè ñóùåñòâóåò � íàéòè

åãî.
Î ò â å ò: lim

n
P22(n) = 1/2.

Çàäà÷à 2.8. Ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
X = {1, 2, 3} îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé[

1/4 3/4 0
1/4 1/2 1/4
0 1/4 3/4

]
.

Çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 (íà÷àëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå): (

1 2 3
3/8 1/4 3/8

)
.

Âû÷èñëèòü
lim
n
P{ξn = k}, k = 1, 2, 3.

Óêà ç à í è å. Âîñïîëüçóéòåñü ñëåäñòâèåì èç ýðãîäè÷åñêîé òåî-
ðåìû 2.1.2 è òåîðåìîé 2.1.4 (î ñòàöèîíàðíîì è ýðãîäè÷åñêîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè).

Î ò â å ò:
lim
n
P{ξn = 1} = 1/7, lim

n
P{ξn = 2} = 3/7, lim

n
P{ξn = 3} = 3/7.

Çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Çàäà÷à 2.9. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì

ïðîñòðàíñòâîì X = {1, 2, 3, 4}, îïèñûâàåìàÿ ìàòðèöåé ïåðåõîä-
íûõ âåðîÿòíîñòåé  2/3 1/3 0 0

1/3 1/3 1/3 0
0 1/3 2/3 0
0 0 0 1

.
Âû÷èñëèòü lim

n
Pij(n), i, j = 1, 2, 3, 4, åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñò-

âóþò.
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Çàäà÷à 2.10. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì {1, 2, 3}, îïèñûâàåìàÿ ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïå-
ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé[

4/5 1/5 0
3/5 1/5 1/5
0 4/5 1/5

]
.

1◦ Ñóùåñòâóåò ëè lim
n
P11(n)?

2◦ Åñëè ñóùåñòâóåò lim
n
P11(n), íàéòè åãî.

Î ò â å ò: lim
n
P11(n) = 12/17.

Çàäà÷à 2.11. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì {1, 2, 3, 4, 5}, îïèñûâàåìàÿ ìàòðèöåé îäíîøàãî-
âûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

1/3 2/3 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0
0 1/3 0 2/3 0
0 0 1/3 0 2/3
0 0 0 1/3 2/3

.
Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè. Äëÿ âîçâðàò-

íûõ ñîñòîÿíèé íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ïåðâî-
ãî âîçâðàùåíèÿ â ñîñòîÿíèå.

Î ò â å ò: Mτ1 = 17, Mτ2 = 17/2, Mτ3 = 17/2, Mτ4 = 17/4,
Mτ5 = 17/8.

Çàäà÷à 2.12. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì {1, 2, 3}, îïèñûâàåìàÿ ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïå-
ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé[

4/5 1/5 0
3/5 1/5 1/5
0 4/5 1/5

]
.

Çàäàíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå öåïè (ðàñïðåäåëåíèå â ìî-
ìåíò âðåìåíè 0): (

1 2 3
1/10 4/5 1/10

)
.

Âû÷èñëèòü lim
n
P{ξn = k}, k = 1, 2, 3.
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Çàäà÷à 2.13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì {1, 2, 3, 4}, îïèñûâàåìàÿ ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé 3/4 1/4 0 0

1/4 1/2 1/4 0
0 1/4 1/2 1/4
0 0 1/2 1/2

.
1◦ Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî lim

n
P32(n) ñóùåñòâóåò?

2◦ Åñëè lim
n
P32(n) ñóùåñòâóåò, íàéòè åãî.

3◦ Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ïåðâîãî âîç-
âðàùåíèÿ â ñîñòîÿíèå 2.

Çàäà÷à 2.14. Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ öåïè Ìàðêîâà ñ
ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

1/2 0 1/2 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1/2 1/4 1/4
0 0 2/3 1/6 1/6
0 0 1/3 1/3 1/3

.
è âû÷èñëèòü lim

n
Pij(n), åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.

Äëÿ âîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âðåìåíè ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ.

Çàäà÷à 2.15. Íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîé
öåïè, çàäàííîé ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé

P =


4/5 1/5 0 0 0
3/5 1/5 1/5 0 0
0 4/5 1/5 0 0
0 0 0 1 0

1/4 1/4 1/4 1/4 0

.
Óêà ç à í è å. Ñì. ïðèìåð 2.1.3.
Çàäà÷à 2.16. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü {ξn} ñ ôà-

çîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {1, 2, 3} è ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =

[
1/4 3/4 0
1/4 1/4 1/2
0 1/4 3/4

]
.
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Çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0:(
1 2 3

1/4 1/2 1/4

)
.

Âû÷èñëèòü lim
n
P{ξn = k}, k = 1, 2, 3.

Î ò â å ò: lim
n
P{ξn = 1} = 1/10, lim

n
P{ξn = 2} = 3/10,

lim
n
P{ξn = 3} = 6/10.

Çàäà÷à 2.17. Êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ öåïè Ìàðêîâà ñ
ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =


1/8 1/2 1/8 1/8 1/8
0 1 0 0 0
0 0 1/2 1/4 1/4
0 0 2/3 1/6 1/6
0 0 1/3 1/3 1/3

.
Íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîé öåïè.
Çàäà÷à 2.18. Íàéòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Pij(n) äëÿ ìàð-

êîâñêèõ öåïåé, çàäàííûõ ìàòðèöàìè îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé: [

0 1/3 2/3
0 2/3 1/3
1 0 0

]
,

 0 0 1/3 2/3
0 0 2/3 1/3
0 1 0 0
1 0 0 0

.
Çàäà÷à 2.19. Íàéòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Pij(n) äëÿ ìàð-

êîâñêîé öåïè, çàäàííîé ìàòðèöåé îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé  0 0 0 1

0 0 1 0
1/4 3/4 0 0
1/2 1/2 0 0

.
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Çàäà÷à 2.20. Ïóñòü ìàðêîâñêàÿ öåïü çàäàíà ìàòðèöåé îä-
íîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =


1/2 1/4 1/4 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
1/4 1/4 1/2 0 0
0 0 0 1 0

1/4 1/4 0 1/4 1/4

.
Íàéòè lim

n
Pij(n) äëÿ âñåõ ïàð (i, j).

Çàäà÷à 2.21. Äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè ñ ìàòðèöåé îäíîøàãî-
âûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =


3/4 1/4 0 0 0 0
0 3/4 1/4 0 0 0

1/4 0 3/4 0 0 0
1/4 1/4 1/4 0 0 1/4
1/5 1/5 1/5 0 1/5 1/5
0 0 0 0 0 1

 .
Âû÷èñëèòü lim

n
Pij(n), i, j = 1, 2, . . . 6, åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñò-

âóþò.
Î ò â å ò. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè � C1 = {1, 2, 3}, C2 = {6};

ñîñòîÿíèÿ {4} è {5} � íåñóùåñòâåííûå.

lim
n
P4i(n) = π4(C1)πi, i = 1, 2, 3;

lim
n
P5i(n) = π5(C1)πi, i = 1, 2, 3;

lim
n
P56(n) = π5(C2)π6; lim

n
P46(n) = π4(C2)π6.

Äàëåå ñì. ïðèìåð 2.4.1.
Çàäà÷à 2.22. Äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè ñ ìàòðèöåé îäíîøàãî-

âûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P =


3/4 1/4 0 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0 0
1/4 1/4 1/5 0 1/5 1/10
1/10 1/5 0 1/2 1/10 1/10

0 0 0 0 1/5 4/5
0 0 0 0 2/5 3/5


âû÷èñëèòü lim

n
Pij(n), i, j = 1, 2, . . . 6, åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùå-

ñòâóþò.
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Çàäà÷à 2.23. Äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé {ζn}, {θn} , îïèñàííûõ â
çàäà÷å 1.11, íàéòè: 1) lim

n
Pij(n), i, j = 1, 2, . . . 6 (åñëè ýòè ïðåäå-

ëû ñóùåñòâóþò); 2) ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìàðêîâñêèõ
öåïåé (åñëè îíè ñóùåñòâóþò).

Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âðåìåíè ïåðâîãî âîç-
âðàùåíèÿ â ñîñòîÿíèå.

Î ò â å ò.
1) Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ 2, 3, . . . , 6 íåñóùåñòâåííûå, à ñîñ-

òîÿíèå 1 ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì ýêðàíîì.
Äëÿ i 6= 1

6∑
j=1

Pij(n) = 1. (2.4.1)

Ïîñêîëüêó ïðè j 6= 1 çíà÷åíèÿ lim
n
Pij(n) = 0 � ñîñòîÿíèÿ i, j =

= 2, 3, . . . , 6, íåñóùåñòâåííûå, òî ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (2.4.1)
ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷èì lim

n
Pi1(n) = 1.

2) Ìàðêîâñêàÿ öåïü {θn} íåïðèâîäèìàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ,
âîçâðàòíàÿ, íåíóëåâàÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýðãîäè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå

lim
n
Pij(n) = πj , j = 1, 2, . . . 6

è îíî ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì,
ò. å. óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå{

P′π = π,∑6
j=1 πj = 1.

Ïîäðîáíåå ýòà ñèñòåìà ïåðåïèøåòñÿ òàê:

π1 + π2 + π3 + π4 + π5 + π6 = 6π1,
π1 + π2 + π3 + π4 + π5 + π6 = 6π2,
4π1 + π2 + π3 + π4 + π5 + π6 = 6π3,

3π2 + π3 + π4 + π5 + π6 = 6π4,
2π3 + π4 + π5 + π6 = 6π5,

π4 + π5 + π6 = 6π6,
π1 + π2 + π3 + π4 + π5 + π6 = 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ïî-
ñëåäíåå, ïîëó÷àåì

π1 =
1

6
, π2 =

1

6
.



134 Ãëàâà 2. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé

Âû÷èòàÿ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîñëåäíåå, èìååì

3π1 = 6π3 − 1,

îòñþäà π3 = 1/4. È òàê äàëåå, ïîëó÷àåì

π4 =
7

36
, π5 =

11

72
, π6 =

5

72
.

Çàäà÷à 2.24. Èññëåäîâàòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ìàðêîâ-
ñêèõ öåïåé îïèñàííûõ â çàäà÷å 1.11.

Çàäà÷à 2.25. Ïóñòü {ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-
ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ξk = j} = aj , j = 0, 1, 2, . . .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
1) ζn+1 = (ζn − 1)+ + ξn, ζ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .;
2) θn+1 = (θn − 3)+ + ξn, θ1 = ξ1, n = 1, 2, . . .;
3) ϕn+1 = (ϕn − s)+ + ξn, ϕ1 = ξ1, n = 1, 2, . . . , s � öåëîå

ïîëîæèòåëüíîå.
Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ζn}, {θn}, {ϕn} îáðàçóþò

ìàðêîâñêèå öåïè. Íàéòè èõ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.
Ïóñòü
1) ξk èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

P{ξk = j} = 1/m, j = 1, 2, . . . ,m;

2) ξk èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

P{ξk = j} = Cj5p
j(1− p)5−j , j = 0, 1, . . . , 5.

Èññëåäîâàòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå öåïåé {ζn}, {θn}, {ϕn}.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ m, p öåïè èìåþò ñîáñòâåí-

íîå ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå? ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëü-
íîì ïîâåäåíèè öåïè, åñëè öåïü íå èìååò ñîáñòâåííîãî ýðãîäè÷å-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ?

Çàäà÷à 2.26. Äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè èç ïðèìåðà 1.3.5 íàé-
òè: 1) lim

n
Pij(n), i, j = 1, 2, 3, 4 (åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò);

2) ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè. Âû÷èñëèòü ìà-
òåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âðåìåíè ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ â ñîñòî-
ÿíèå.



Ãëàâà 3

Ìàðêîâñêèå öåïè
ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îïð å ä å ë å í è å. Ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{ξ(t), t ∈ [0,∞)}

ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà t ∈ [0,∞), áóäåì
íàçûâàòü ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííûì
íà ìíîæåñòâå [0,∞).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(t) �
ôóíêöèÿ íà Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {Ω,F,P}:

ξ(t) = ξ(t, ω),

ïîýòîìó ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

ξ(t) = ξ(t, ω), (t, ω) ∈ [0,∞)× Ω,

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ t è ω.
Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ω ∈ Ω ôóíêöèþ

ξ(t) = ξ(t, ω), t ∈ [0,∞),

ñî çíà÷åíèÿìè â R1, çàäàííóþ íà [0,∞), áóäåì íàçûâàòü òðàåê-
òîðèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà {ξ(t), t ∈ [0,∞)}.



136 Ãëàâà 3. Ìàðêîâñêèå öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Îïð å ä å ë å í è å. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {ξ(t), t ∈ [0,+∞)} ñî
çíà÷åíèÿìè â {0, 1, . . .} áóäåì íàçûâàòü ìàðêîâñêîé öåïüþ ñ íå-
ïðåðûâíûì âðåìåíåì, åñëè äëÿ íåãî èìååò ìåñòî ìàðêîâñêîå
ñâîéñòâî: äëÿ ëþáûõ t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 è j0, j1, . . . , jn−1, i, j

P{ξ(tn+1) = j | ξ(tn) = i, ξ(tn−1) = jn−1, . . . , ξ(t1) = j1, ξ(t0) = j0} =

= P{ξ(tn+1) = j | ξ(tn) = i}.

Äàëåå ìíîæåñòâî X = {0, 1, . . .} çíà÷åíèé öåïè áóäåì íàçû-
âàòü å¼ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü

P{ξ(t) = j | ξ(s) = i} = Pij(s, t),

s, t ∈ [0;∞), s < t, i, j = 0, 1, 2, . . . , íàçûâàþò ïåðåõîäíîé âåðî-
ÿòíîñòüþ (âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà) ìàðêîâñêîé öåïè.

Âåðîÿòíîñòü

Pk(t) = P{ξ(t) = k}, t > 0,

íàçûâàþò âåðîÿòíîñòüþ ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè k, k = 0, 1, . . .
Îïð å ä å ë å í è å. Ìàðêîâñêóþ öåïü áóäåì íàçûâàòü ìàðêîâñ-

êîé öåïüþ ñî ñòàöèîíàðíûìè ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè �
ñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé öåïüþ, åñëè åå ïåðåõîäíûå âåðîÿò-
íîñòè

P{ξ(t+ s) = j | ξ(s) = i} = Pij(s, s+ t), i, j = 0, 1, 2, . . . ; s, t > 0

íå çàâèñÿò îò s. Ïðè ýòîì ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò
ñòàöèîíàðíûìè è îáîçíà÷àþò Pij(t):

Pij(s, s+ t) = Pij(t), i, j = 0, 1, 2, . . . ; s, t > 0.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàðêîâñêèå öåïè ñî ñòàöèîíàðíû-
ìè ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Îïð å ä å ë å í è å. Ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàð-
êîâñêîé öåïè {ξ(t), t ∈ [0,∞)} áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó, ýëåìåí-
òàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

Pij(t) = P{ξ(t+ s) = j | ξ(s) = i}, i, j = 0, 1, 2, . . .

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé ñëåäóþò òàêèå å¼ ñâîéñòâà:
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1◦ Pij(t) ≥ 0,
∑
j

Pij(t) = 1, t ≥ 0; i = 0, 1, 2, . . .

� êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çàäàåò íà
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå X = {0, 1, 2, . . .} ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t.

2◦ Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà:

Pij(s+ t) =

∞∑
k=0

Pik(s)Pkj(t), s, t > 0, i, j = 0, 1, 2, . . . ,

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå,

P(s+ t) = P(s)P(t),

ãäå P(t) = [Pij(t)], t ≥ 0.
Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì

ñëåäñòâèåì ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà.
Äàëå ìû áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

Pij(h), i, j = 0, 1, 2, . . . , îáëàäàëè ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè â
òî÷êå 0:

lim
h→0+0

Pij(h) =
{

1, åñëè j = i,
0, åñëè j 6= i

(â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè öåïè íåïðåðûâíîñòü ïåðåõîäíîé âåðîÿò-
íîñòè â òî÷êå 0 âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü â êàæäîé òî÷êå t > 0).

Íåïðåðûâíîñòü ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ôàêòè÷åñêè îáî-
çíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé öåïè � åñëè
öåïü â ìîìåíò t íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i, òî çà ìàëîå âðåìÿ h
ñ âåðîÿòíîñòüþ áëèçêîé ê 1 öåïü è îñòàíåòñÿ â ñîñòîÿíèè i (çà
ìàëîå âðåìÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ áëèçêîé ê 1 ñîñòîÿíèå öåïè íå èç-
ìåíèòñÿ).

Ïåðåõîäíóþ ìàòðèöó, ýëåìåíòû Pij(h), i, j = 0, 1, 2, . . . , êî-
òîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè, áóäåì íàçûâàòü
ñòàíäàðòíîé ìàòðèöåé.

Ò å î ð åì à 3.1.1 (óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà).Ïåðåõîä-
íûå âåðîÿòíîñòè ñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé öåïè óäîâëåòâîðÿ-
þò óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà:

Pij(s+ t) =
∑
k

Pik(s)Pkj(t), s, t > 0, i, j = 0, 1, . . . , (3.1.1)
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èëè â ìàòðè÷íîì âèäå:

P(s+ t) = P(s)P(t).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî,

{ξ(s+ t) = j, ξ(0) = i} =
⋃
k

{ξ(0) = i, ξ(s) = k, ξ(t+ s) = j},

ïðè÷åì ñîáûòèÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåñîâìåñòíû. Îòñþäà

P{ξ(s+t) = j | ξ(0) = i} =
∑
k

P{ξ(s+t) = j, ξ(s) = k | ξ(0) = i} =

=
∑
k

P{ξ(s+ t) = j, ξ(s) = k, ξ(0) = i}
P{ξ(0) = i}

=

=
∑
k

P{ξ(s+ t) = j | ξ(s) = k, ξ(0) = i}P{ξ(s) = k, ξ(0) = i}
P{ξ(0) = i}

=

=
∑
k

P{ξ(s+ t) = j | ξ(s) = k}P{ξ(s) = k, ξ(0) = i}
P{ξ(0) = i}

=

=
∑
k

P{ξ(s+ t) = j | ξ(s) = k}P{ξ(s) = k | ξ(0) = i} =

=
∑
k

Pik(s)Pkj(t).

Ç àì å ÷ à í è å . Ðàâåíñòâî

P(s+ t) = P(s)P(t), s > 0, t > 0,

îáîçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ P(t), t > 0, îáëàäàåò ïî-
ëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì.

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Äëÿ ëþáûõ t1, t2, . . . , tn

Pij(t1 + t2 + . . .+ tn) =
∑

k1,k2,...,kn−1

Pik1(t1)Pk1k2(t2) . . . Pkn−1j(tn).

(3.1.2)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

Pij(t1 + t2 + . . .+ tn) = Pij(t1 + (t2 + . . .+ tn)) =
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=
∑
k1

Pik1(t1)Pk1j(t2 + t3 + . . .+ tn) =

=
∑
k1

Pik1(t1)
∑
k2

Pk1k2(t2)Pk2j(t3 + t4 + . . .+ tn) = . . .

. . . =
∑

k1,k2,...,kn−1

Pik1(t1)Pk1k2(t2) . . . Pkn−1j(tn).

Ñë å ä ñ ò â è å 2.

Pij(t1 + t2 + . . .+ tn) ≥ Pik1(t1)Pk1k2(t2) . . . Pkn−1j(tn).

Ñë å ä ñ ò â è å 3.

Pii(t) ≥ (Pii(t/n))n.

Äîñòàòî÷íî â ñëåäñòâèè 2 ïîëîæèòü t1 = t2 = . . . = tn = t/n,
j = i, k1 = i, k2 = i, . . . , kn−1 = i.

Çàäàíèå ìàðêîâñêîé öåïè. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {ξ(t),
t ∈ [0,+∞)}, â ÷àñòíîñòè, ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðå-
ìåíåì {ξ(t), t ∈ [0,+∞)} ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè çàäàíû åå êî-
íå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, à èìåííî, äëÿ ëþáûõ 0 = t0, t1, . . . tn
è i0, i1, . . . , in çàäàíû

Pt0t1...tn(i0, i1, . . . in) = P{ξ(t0) = i0, ξ(t1) = i1, . . . , ξ(tn) = in}.

Êàê è äëÿ öåïåé Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, ìàðêîâ-
ñêàÿ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì çàäàåòñÿ ñâîèì íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì (ðàñïðåäåëåíèåì ïðè t = 0) è ìàòðèöåé ïåðå-
õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pij(t)], t > 0.

Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ïóñòü 0 = t0 < t1 < . . . < tn. Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ôîðìóëîé óìíîæåíèÿ è ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, èìååì

P{ξ(t0) = i0, ξ(t1) = i1, . . . , ξ(tn−1) = in−1, ξ(tn) = in} =

= P{ξ(tn) = in | ξ(tn−1) = in−1, . . . , ξ(t0) = i0}×
×P{ξ(tn−1) = in−1, ξ(tn−2) = in−2, . . . , ξ(t0) = i0} =

= P{ξ(tn) = in | ξ(tn−1) = in−1}×
×P{ξ(tn−1) = in−1, ξ(tn−2) = in−2, . . . , ξ(t0) = i0} =

= Pin−1 in(tn − tn−1)×
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×P{ξ(tn−1) = in−1, ξ(tn−2) = in−2, . . . , ξ(t0) = i0} =

= Pin−1 in(tn − tn−1) · Pin−2 in−1(tn−1 − tn−2)× . . .

. . .× Pi0 i1(t1 − t0) · P{ξ(t0) = i0}.
Ðàâåíñòâî

P{ξ(t0) = i0, ξ(t1) = i1, . . . , ξ(tn−1) = in−1, ξ(tn) = in} =

= Pin−1 in(tn − tn−1) · Pin−2 in−1(tn−1 − tn−2)× . . .

. . .× Pi0 i1(t1 − t0) · P{ξ(t0) = i0}. (3.1.3)

è îáîçíà÷àåò, ÷òî öåïü çàäàåòñÿ åå íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
P{ξ(t0) = i0} è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pij(t)].

Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ïîâåäåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé [Pij(h)] â îêðåñòíîñòè íóëÿ îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ Pn(t), n = 0, 1, 2, . . . , ïðè âñåõ t > 0.
Òî÷íåå, ìîæíî âûïèñàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò Pn(t). Ïîýòîìó îáùèé ïîäõîä â
çàäàíèè ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñîñòîèò â
çàäàíèè (ïîñòóëèðîâàíèè) âèäà ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé [Pij(h)] â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ïðè èçó÷åíèè öåïåé Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (êàê
è äëÿ öåïåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì) âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ
èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ(t), ò. å.
ïîâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ

P{ξ(t) = n} = Pn(t), n = 0, 1, 2, . . . ,

ïðè t→∞.

3.2 Ïðîöåññ ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ

Ïóñòü ξ(t) � ðàçìåð ïîïóëÿöèè ëåììèíãîâ, çàéöåâ, ëèñ, âîë-
êîâ, . . . íà äàííîé òåððèòîðèè. Ïðè áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ
� äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïèùè, îòñóòñòâèå ñìåðòíîñòè, îòñóò-
ñòâèå ìèãðàöèè ðàçìåð ïîïóëÿöèè áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè.
(Ðåàëüíî íåîãðàíè÷åííûé ðîñò íåâîçìîæåí õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî
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ïðè áîëüøîì ðàçìåðå ïîïóëÿöèè ïèùè äëÿ âñåõ íå õâàòèò.) Ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè â îïèñàííîé ñè-
òóàöèè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïðîöåññ ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å. Ïðîöåññîì ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ áóäåì íàçû-
âàòü ñòàöèîíàðíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì,
ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè êîòîðîé â îêðåñòíîñòè íóëÿ óäîâëåòâî-
ðÿþò ïîñòóëàòàì:

1◦ Pk,k+1(h) = λkh+ o(h), h→ 0 + 0, k = 0, 1, . . . ;
2◦ Pk,k(h) = 1− λkh+ o(h), h→ 0 + 0, k = 0, 1, . . . ;
3◦ Pk,j(0) = δk,j , k, j = 0, 1, . . .
Èç 1◦ � 2◦ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ j 6= k, k + 1

Pk,j(h) = o(h), h→ 0 + 0

� âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â íåñîñåäíèå ñîñòîÿíèÿ åñòü âåëè÷èíû
ïîðÿäêà o(h) ïðè h→ 0 + 0.

Ïàðàìåòðû λk, k = 0, 1, 2, . . . , � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,
o(h) ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñåòü îò k.

×èñëà λk, k = 0, 1, . . . , íàçûâàþò èíôèíèòåçèìàëüíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè èëè èíôèíèòåçèìàëüíûìè èíòåíñèâíîñòÿ-
ìè ðîñòà ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ.

Ìàòðèöó 
−λ0 λ0 0 0 . . .

0 −λ1 λ1 0 . . .
0 0 −λ2 λ2 . . .
...

...
...

...
. . .


íàçûâàþò èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæ-
äåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå íóëü ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ïåðå-
õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ è îíè ðàâíû
èíòåíñèâíîñòÿì ðîñòà:

P ′k, k+1(0) = λk,

P ′k, k(0) = −λk.

Ïåðâûé ïîñòóëàò ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ îáîçíà÷àåò, ÷òî
ïðè ìàëûõ h âåðîÿòíîñòü ïîêèíóòü ñîñòîÿíèå k (ïåðåéòè â ñîñ-
òîÿíèå k+ 1) ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè h (êàê λkh), âòî-
ðîé ïîñòóëàò îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëûõ h âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ
â ñîñòîÿíèè k óáûâàåò (êàê 1− λkh).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïå-
ðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè.
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Ïîñòóëèðóÿ òàêîé âèä ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè ïðè
ìàëûõ h (ëîêàëüíî), ìû îáåñïå÷èâàåì ìîíîòîííîñòü òðàåêòîðèé
öåïè � çà ìàëîå âðåìÿ (ëîêàëüíî) öåïü èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ k
ìîæåò ïåðåéòè òîëüêî â ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå k+1 (ñ âåðîÿòíîñòüþ
λkh+o(h)), ëèáî îñòàòüñÿ íà ìåñòå (â ñîñòîÿíèè k), åñòåñòâåííî,
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− λkh+ o(h).

Çàäàííûå ëîêàëüíî (ïðè ìàëûõ h) ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè
Pij(h) îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ Pk(t) = P{ξ(t) = k}
öåïè ξ(t) äëÿ âñåõ t > 0.

Òå î ð åì à 3.2.1. Âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ

Pk(t) = P{ξ(t) = k}, k = 0, 1, 2, . . . ,

ïðîöåññà {ξ(t), t ∈ [0;∞), ξ(0) = 0} ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ, âûõîäÿ-
ùåãî èç 0, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé {

P ′0(t) = −λ0P0(t),
P ′k+1(t) = −λk+1Pk+1(t) + λkPk(t), k = 0, 1, . . . ,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

P0(0) = 1, Pk(0) = 0, k = 1, 2, . . .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà ñîñòàâèì óðàâíåíèå äëÿ âåðî-
ÿòíîñòè P0(t) ïðåáûâàíèÿ öåïè â òî÷êå 0.

Äëÿ ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ

P0(t+ h) = P{ξ(t+ h) = 0} = P{ξ(t+ h) = 0, ξ(t) = 0} =

= P{ξ(t+ h) = 0 | ξ(t) = 0}P{ξ(t) = 0} = P00(h)P0(t) =

= (1− λ0h+ o(h))P0(t),

îòñþäà
P0(t+ h) = P0(t)− λ0hP0(t) + P0(t)o(h)

èëè
P0(t+ h)− P0(t)

h
= −λ0P0(t) + P0(t)

o(h)

h
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ïðè h → 0 + 0
(ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò), ïîëó÷àåì

P ′0(t) = −λ0P0(t). (3.2.1)
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Äàëåå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âåðîÿò-
íîñòè ïðåáûâàíèÿ Pk(t), k = 1, 2, . . . Èìååì

Pk+1(t+ h) = P{ξ(t+ h) = k + 1} =

= P

(
{ξ(t+ h) = k + 1} ∩

(
k+1⋃
i=0

{ξ(t) = i}

))
=

=
k+1∑
i=0

P{ξ(t+ h) = k + 1, ξ(t) = i} =

=
k+1∑
i=0

P{ξ(t+ h) = k + 1 | ξ(t) = i}P{ξ(t) = i} =

=
k+1∑
i=0

Pi,k+1(h)Pi(t) =

= Pk+1, k+1(h)Pk+1(t) + Pk,k+1(h)Pk(t)+

+
k−1∑
i=0

Pi(t)Pi,k+1(h) =

= Pk+1(t)(1− λk+1h+ o(h)) + Pk(t)(λkh+ o(h))+

+
k−1∑
i=0

Pi(t) o(h) =

= Pk+1(t)− λk+1hPk+1(t) + λkhPk(t) + o(h).

Îòñþäà

Pk+1(t+h)−Pk+1(t) = −λk+1hPk+1(t)+λkhPk(t)+o(h), h→ 0+0,

ãäå o(h)/h → 0 ïðè h → 0 ðàâíîìåðíî ïî t. Ðàçäåëèâ ëåâóþ
è ïðàâóþ ÷àñòè íà h è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè h → 0 + 0, äëÿ
âåðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ Pk(t), k = 0, 1, . . ., ïîëó÷èì ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

P ′0(t) = −λP0(t),
P ′k+1(t) = −λk+1Pk+1(t) + λkPk(t), k = 1, 2, . . .

(3.2.2)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

P0(0) = 1, Pk(0) = 0, k = 1, 2, . . .

Äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ Pk(t) ìîæíî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå è ëåâîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.2.2)

P ′0(t) = −λ0P0(t),

ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ P0(0) = 1 ïîëó÷àåì

P0(t) = e−λ0t.

Ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ λk ≥ 0 ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ (3.2.2).

Îïð å ä å ë å í è å. Âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè
{ξ(t), t ∈ [0;∞), ξ(0) = 0}, ñòàðòóþùåé èç ñîñòîÿíèÿ 0, â ñî-
ñòîÿíèè 0 áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

τ0 = inf{t : ξ(t) 6= 0, ξ(0) = 0}.

Öåïü äî ìîìåíòà τ0 ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè 0, à â ìîìåíò τ0
�óõîäèò� èç ñîñòîÿíèÿ 0.

Ñë å ä ñ ò â è å. Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ τ0 â ñîñòîÿíèè 0 ïðîöåññà
÷èñòîãî ðîæäåíèÿ, âûõîäÿùåãî èç 0, ðàñïðåäåëåíî ïîêàçàòåëü-
íî ñ ïàðàìåòðîì λ0:

P{τ0 < t} = 1− e−λ0t, t > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t > 0

P{τ0 < t} = 1−P{τ0 ≥ t} = 1−P{ξ(t) = 0} = 1−P0(t) = 1−e−λ0t.

Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Îäíèì èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðî-
öåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ.

Îïð å ä å ë å í è å 1. Ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðîì
λ (λ > 0), ñòàðòóþùèì èç íóëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ ÷èñòîãî
ðîæäåíèÿ {ξ(t), t ∈ [0; +∞), ξ(0) = 0}, ó êîòîðîãî èíòåíñèâíîñòè
ðîñòà

λk = λ, k = 0, 1, 2, . . .
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Ò å î ð åì à 3.2.2. Ó ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà

{ξ(t), t ∈ [0,∞), ξ(0) = 0}

ñ ïàðàìåòðîì λ, ñòàðòóþùåãî èç íóëÿ, âåðîÿòíîñòè ïðåáûâà-
íèÿ

Pk(t) =
(λt)k

k!
e−λt, k = 0, 1, . . .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2.1, âåðîÿòíîñòè ïðå-
áûâàíèÿ Pk(t), k = 0, 1, 2, . . . , ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè, ó êî-
òîðîãî èíòåíñèâíîñòè ðîñòà λk = λ, k = 0, 1, 2, . . ., óäîâëåòâîðÿ-
þò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

P ′0(t) = −λP0(t),
P ′k+1(t) = −λPk+1(t) + λPk(t), k = 0, 1, . . .

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

P0(0) = 1, Pk(0) = 0, k = 1, 2, . . .

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ââåäåì ôóíêöèè
Qk(t):

Pk(t) = e−λtQk(t), k = 0, 1, . . . , (3.2.3)

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó â òåðìèíàõ Qk(t). Èìååì:(
e−λtQk+1(t)

)′
= −λe−λtQk+1(t) + λe−λtQk(t),

−λe−λtQk+1(t) + e−λtQ
′
k+1(t) = −λe−λtQk+1(t) + λe−λtQk(t),

èëè
Q′k+1(t) = λQk(t), k = 0, 1, . . . (3.2.4)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó

P0(0) = 1, Pk(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,

òî èç ðàâåíñòâ (3.2.3) äëÿ Qk(t) ïîëó÷àåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Q0(0) = 1, Qk(0) = 0, k = 1, 2, . . .

Ðåøèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.2.4) ïðè
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Q0(0) = 1, Qk(0) = 0, k = 1, 2, . . .
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Ðàíåå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

P0(t) = e−λt,

ïîýòîìó èç (3.2.3) ïðè k = 0 èìååì

Q0(t) ≡ 1.

Äëÿ Q1(t), Q2(t), . . . , Qk(t), . . . ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

Q′1(t) = λQ0(t) = λ,

Q1(t)−Q1(0) = λt,

÷òî ñ ó÷åòîì Q1(0) = 0 äàåò

Q1(t) = λt;

Q′2(t) = λQ1(t) = λ2t,

Q2(t)−Q2(0) =
λ2t2

2
,

÷òî ñ ó÷åòîì Q2(0) = 0 äàåò

Q2(t) =
(λt)2

2
,

è ò. ä.,

Qk(t) =
(λt)k

k!
.

Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèÿì Pk(t), ïîëó÷àåì

Pk(t) = e−λtQk(t) =
(λt)k

k!
e−λt, k = 0, 1, . . .

Òàê ÷òî äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà {ξ(t), t ∈ [0,∞), ξ(0) = 0}
ñ ïàðàìåòðîì λ, ñòàðòóþùåãî èç íóëÿ, ïðè êàæäîì t ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ(t) èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì λt.

Ýêâèâàëåíòíûì âûøå äàííîìó îïðåäåëåíèþ ïóàññîíîâñêîãî
ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå.

Îïð å ä å ë å í è å 2. Ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðîì
λ (λ > 0), ñòàðòóþùèì èç íóëÿ, áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûé
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ïðîöåññ {ξ(t), t ∈ [0; +∞), ξ(0) = 0}, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþ-
ùèì ïîñòóëàòàì:

1) äëÿ ëþáûõ 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < tn ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξ(t1) − ξ(t0), ξ(t2) − ξ(t1), . . . , ξ(tn) − ξ(tn−1) íåçàâè-
ñèìû (ξ(t) � ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè),

2) ïðèðàùåíèÿ ξ(t) − ξ(s), 0 ≤ s < t, èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ(t− s):

P{ξ(t)− ξ(s) = k} =
(λ(t− s))k

k!
e−λ(t−s), k = 0, 1, 2, . . .

Íåôîðìàëüíî ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ, âûõî-
äÿùèé èç íóëÿ, ìîæíî îïèñàòü òàê. Ñòàðòóÿ èç íóëÿ, ïðîöåññ
â òå÷åíèè âðåìåíè τ0, ðàñïðåäåëåííîì ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåò-
ðîì λ, ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè 0. Â ìîìåíò âðåìåíè τ0 ïðîöåññ
ñêà÷êîì ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå 1 è ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè 1 â òå-
÷åíèè âðåìåíè τ1, ðàñïðåäåëåííîì ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ
è íå çàâèñÿùèì îò τ0. Â ìîìåíò âðåìåíè τ0 +τ1 ïðîöåññ ñêà÷êîì
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå 2 è ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè 2 â òå÷åíèè
âðåìåíè τ2, ðàñïðåäåëåííîì ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ è íå
çàâèñÿùèì îò τ0 è τ1. Â ìîìåíò âðåìåíè τ0 + τ1 + τ2 ïðîöåññ
ñêà÷êîì ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå 3 è ò. ä.

Îïð å ä å ë å í è å. Ïóñòü τ0, τ1, τ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåçàâèñèìûõ ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïàðàìåòðîì λ ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè (ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí)

tn =
n∑
k=0

τk, n = 0, 1, 2, . . . ,

íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøèì ïîòîêîì ñîáûòèé ñ ïàðàìåòðîì λ (èí-
òåíñèâíîñòè λ).

Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ çàäàåò ïðîñòåéøèé
ïîòîê ñîáûòèé:

tn =

n∑
k=0

τk, n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå τk � âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà ξ(t) â ñîñòîÿíèè k, k =
= 0, 1, 2, . . .

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå. Ïðîñòåéøèé ïîòîê ñîáûòèé

tn =

n∑
k=0

τk, n = 0, 1, 2, . . . ,
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ñ ïàðàìåòðîì λ îïðåäåëÿåò ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ

{ξ(t), t ∈ [0; +∞), ξ(0) = 0}

ñ ïàðàìåòðîì λ, âûõîäÿùèé èç íóëÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîöåññ
ξ(t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå k, åñëè tk−1 < t ≤ tk, k = 1, 2, . . . Íà
ïðîìåæóòêå [0, τ0] çíà÷åíèå ξ(t) ðàâíî 0.

Ïðîöåññ Þëà. Ðàññìîòðèì îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé
ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ, òàê íàçûâàåìûé ïðîöåññ Þëà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ïîïóëÿöèè èìå-
åòñÿ N îñîáåé (N > 0). ×åðåç ξ(t) îáîçíà÷èì ðàçìåð ïîïóëÿöèè
â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ îñîáü ïîïóëÿöèè
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ â èíòåðâàëå âðåìåíè äëèíîé h ñ âåðîÿò-
íîñòüþ βh+ o(h) ïîðîæäàåò íîâóþ îñîáü.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàçìåð ïîïóëÿöèè ξ(t) = k,
(k = N,N + 1, . . .), òî çà âðåìÿ h ðàçìåð ïîïóëÿöèè óâåëè÷è-
âàåòñÿ íà 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ

C1
k(βh+ o(h))1(1− βh− o(h))k−1 = kβh+ o(h), h→ 0 + 0.

Ïîýòîìó ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà ξ(t) ïðè ìàëûõ h
(h→ 0 + 0) èìåþò âèä

P{ξ(t+ h) = k + 1 | ξ(t) = k} = kβh+ o(h),

P{ξ(t+ h) = k | ξ(t) = k} = 1− (kβh+ o(h))

èëè
Pk,k+1 = kβh+ o(h) = λkh+ o(h),

Pk,k = 1− kβh+ o(h) = 1− λkh+ o(h)

(ó ïðîöåññà Þëà λk = kβ).
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.2.2) äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ ïðî-

öåññà Þëà, ñòàðòóþùåãî èç 1 (ðàçìåð ïîïóëÿöèè ξ(0) â ìîìåíò
âðåìåíè 0 ðàâåí 1), èìååò âèä{

P ′1(t) = −λ1P1(t),
P ′k+1(t) = −λk+1Pk+1(t) + λkPk(t), k = 1, 2, . . . ,

ïîäðîáíåå,{
P ′1(t) = −βP1(t),
P ′k+1(t) = −(k + 1)βPk+1(t) + kβPk(t), k = 1, 2, . . .
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

P1(0) = 1, Pk(0) = 0, k = 2, 3, . . .

Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

P1(t) = e−βt,

Pk(t) = e−βt(1− e−βt)k−1, k = 2, 3, . . . ,

â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.
Çàìåòèì, ÷òî

Pk(t) = e−βt(1− e−βt)k−1, k = 1, 2, 3, . . . ,

ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì pt =
= e−βt, �ñìåùåííûì íà 1�, ò. å. çàäàííûì íà ìíîæåñòâå
k = 1, 2, 3, . . .

3.3 Ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè � åñëè â ìîìåíò t ïðîöåññ
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè k, òî çà ìàëîå âðåìÿ h îí ïåðåõîäèò â
îäíî èç ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé (k + 1) èëè (k − 1) èëè îñòàåòñÿ â
òîì æå ñîñòîÿíèè k.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ è ãèáåëè áóäåì íàçû-
âàòü ñòàöèîíàðíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì,
ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè êîòîðîé â îêðåñòíîñòè íóëÿ óäîâëåòâî-
ðÿþò ïîñòóëàòàì:

1◦ Pk,k+1(h) = λkh+ o(h) ïðè h→ 0 + 0, k ≥ 0;
2◦ Pk,k−1(h) = µkh+ o(h) ïðè h→ 0 + 0, k ≥ 1;
3◦ Pk,k(h) = 1− (λk + µk)h+ o(h) ïðè h→ 0 + 0, k ≥ 0;
4◦ Pk,j(0) = δkj , k, j = 0, 1, 2, . . .
Èç 1◦ � 3◦ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ j 6= k − 1, k, k + 1

Pk,j(h) = o(h), h→ 0 + 0

� âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèÿ îòëè÷íûå îò ñîñåäíèõ åñòü
âåëè÷èíû ïîðÿäêà o(h) ïðè h→ 0 + 0.

Ïàðàìåòðû λk, µk (µ0 = 0, λ0 > 0), k = 0, 1, 2, . . ., íåîòðè-
öàòåëüíû, èõ íàçûâàþò èíôèíèòåçèìàëüíûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè (èíôèíèòåçèìàëüíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè) ðîæäåíèÿ è
ãèáåëè ñîîòâåòñòâåííî.
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Â ðàâåíñòâàõ ïóíêòîâ 1◦ � 3◦ ÷ëåí o(h) ìîæåò çàâèñåòü îò k.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ìàòðèöó

ν =


−λ0 λ0 0 0 . . .
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 . . .
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 . . .
0 0 µ3 −(λ3 + µ3) . . .
...

...
...

...


áóäåì íàçûâàòü èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé ïðîöåññà ðîæ-
äåíèÿ è ãèáåëè.

Ç àì å ÷ à í è å. Èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà ïðîöåññà ðîæ-
äåíèÿ è ãèáåëè � ýòî ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-
íîñòåé ïðîöåññà â òî÷êå íóëü.

Îáðàòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãî-
ðîâà äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè. Ïåðåõîäíûå âåðîÿò-
íîñòè Pi,j(t) ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èçâåñòíûõ ïîä íàçâàíèåì îáðàò-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà. Ïîëó÷èì ýòè
óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü h > 0, t > 0. Èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà èìå-
åì ïðè i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, 2, . . .

Pi,j(h+ t) =

∞∑
k=0

Pi,k(h)Pk,j(t) =

= Pi,i−1(h)Pi−1,j(t) + Pi,i(h)Pi,j(t) + Pi,i+1(h)Pi+1,j(t)+

+
∑
k

′
Pi,k(h)Pk,j(t), i = 1, 2, . . . , (3.3.1)

â ïîñëåäíåé ñóììå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì k 6= i−1, i, i+1.
Ïðè h→ 0∑
k

′
Pi,k(h)Pk,j(t) ≤

∑
k

′
Pi,k(h) = 1−(Pi,i−1(h)+Pi,i(h)+Pi,i+1(h)) =

= 1− (µih+ o(h))− (1− (λi + µi)h+ o(h))− (λih+ o(h)) = o(h).

Òàê ÷òî ∑
k

′
Pi,k(h)Pk,j(t) = o(h).
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Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ïîñòóëàòû 1◦�3◦ ïðîöåññà ðîæ-
äåíèÿ è ãèáåëè, ðàâåíñòâî (3.3.1) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Pi,j(t+h) = µihPi−1,j(t)+(1−(λi+µi)h)Pi,j(t)+λihPi+1,j(t)+o(h),

i = 1, 2, . . . Ïåðåíåñåì Pi,j(t) â ëåâóþ ÷àñòü, ðàçäåëèì ïîëó÷åí-
íîå ðàâåíñòâî íà h è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè h → 0 + 0. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì

P ′i,j(t) = µiPi−1,j(t)− (λi + µi)Pi,j(t) + λiPi+1,j(t), i = 1, 2, . . .
(3.3.2)

Äëÿ i = 0, j = 0, 1, 2, . . . âûêëàäêè àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì
âûøå äàþò

P ′0,j(t) = −λ0P0,j(t) + λ0P1,j(t), (3.3.3)

ïðè t = 0
Pk,j(0) = δkj , k, j = 0, 1, 2, . . .

Óðàâíåíèÿ (3.3.2), (3.3.3) íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Êîëìîãîðîâà.

Â îáðàòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ íà÷àëüíîå ñî-
ñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ �ïåðåìåííûì�, à êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå �ôèêñè-
ðîâàííûì� (â Pi,j ìåíÿåòñÿ ïåðâûé èíäåêñ).

Îáðàòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ óäîáíî çàïèñûâàòü
â ìàòðè÷íîì âèäå

P′(t) = νP(t),

ãäå ν � èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãè-
áåëè, P′(t) = [P ′ij(t)].

Ïðÿìûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðî-
âà äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè. Ïðè âûâîäå îáðàò-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà ìû âîñïîëüçî-
âàëèñü óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà, ðàçáèâ ïðîìåæóòîê
(0, t+ h) íà ÷àñòè (0, h) è (h, t+ h). Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò
åñëè ïðîìåæóòîê (0, t + h) ðàçáèòü íà ÷àñòè (0, t) è (t, t + h) è
èñïîëüçîâàòü òîò æå ïîäõîä, ÷òî è ïðè âûâîäå îáðàòíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà ïðè j = 1, 2, . . . , i =
= 0, 1, . . . èìååì

Pi,j(t+ h) =
∞∑
k=0

Pi,k(t)Pk,j(h) =

= Pi,j−1(t)Pj−1,j(h) + Pi,j(t)Pj,j(h) + Pi,j+1(t)Pj+1,j(h)+
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+
∑
k

′
Pi,k(t)Pk,j(h), j = 1, 2, . . . (3.3.4)

Îöåíèì
∑
k

′Pi,k(t)Pk,j(h) :

∑
k

′
Pi,k(t)Pk,j(h) =

∑
k

′
Pi,k(t)hok(1) =

= h sup
k
ok(1)

∑
k

′
Pi,k(t) ≤ h sup

k
ok(1).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ k 6= j − 1, j, j + 1 ïåðåõîä-
íûå âåðîÿòíîñòè Pk,j(h) = hok(1) ïðè h → 0 + 0 óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ

sup
k
ok(1) = o(1).

Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðè h→ 0 + 0∑
k

′
Pi,k(t)Pk,j(h) = o(h).

Èç ðàâåíñòâà (3.3.4), ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è ïîñòóëàòîâ 1◦�3◦

ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ïðè j = 1, 2, . . . èìååì

Pi,j(t+h) = Pi,j−1(t)(λj−1h+o(h))+Pi,j(t)(1−(λj+µj)h+o(h))+

+Pi,j+1(t)(µj+1h+ o(h)) + o(h).

Ïåðåíåñåì Pi,j(t) â ëåâóþ ÷àñòü, ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå ðàâåí-
ñòâî íà h è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè h → 0. Â ðåçóëüòàòå äëÿ
j = 1, 2, . . . ïîëó÷èì

P ′i,j(t) = λj−1Pi,j−1(t)− (λj + µj)Pi,j(t) + µj+1Pi,j+1(t). (3.3.5)

Äëÿ j = 0, i = 0, 1, . . . âûêëàäêè àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì
âûøå äàþò

P ′i,0(t) = −λ0Pi,0(t) + µ1Pi,1(t). (3.3.6)

Ïðè t = 0 çíà÷åíèÿ Pi,j(0) = δij , j = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . .
Óðàâíåíèÿ (3.3.5), (3.3.6) èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì ïðÿìûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà.
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Â ïðÿìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ êîíå÷íîå ñîñòî-
ÿíèå ÿâëÿåòñÿ �ïåðåìåííûì�, à íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå �ôèêñèðî-
âàííûì� (â Pi,j ìåíÿåòñÿ âòîðîé èíäåêñ).

Ïðÿìûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ óäîáíî çàïèñûâàòü â
ìàòðè÷íîì âèäå

P′(t) = νT (P(t))T ,

ãäå ν � èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáå-
ëè, νT è (P(t))T � ìàòðèöû, òðàíñïîíèðîâàííûå ñîîòâåòñòâåííî
ê ìàòðèöàì ν è P(t), P′(t) = [P ′ij(t)].

Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãè-
áåëè. Äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå äëÿ äèñêðåò-
íûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Ò å î ð åì à 3.3.1 (ýðãîäè÷åñêàÿ äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãè-
áåëè). Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Pi,j(t), i, j = 0, 1, 2, . . . , ïðîöåñ-
ñà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ðîæäåíèÿ λj è ãèáå-
ëè µj è èõ ïðîèçâîäíûå P ′i,j(t) ïðè t→∞ èìåþò ïðåäåëû

lim
t→∞

Pi,j(t) = πj , lim
t→∞

P ′i,j(t) = 0, j = 0, 1, 2, . . . ,

ïðåäåëû πj íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i è óäîâëåòâî-
ðÿþò óðàâíåíèÿì

−λ0π0 + µ1π1 = 0,

λj−1πj−1 − (λj + µj)πj + µj+1πj+1 = 0, j = 1, 2, . . .

Ôîðìàëüíî ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðåäåëîâ πj ïîëó÷àþò-
ñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè t → ∞ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ
ïðÿìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà:

P′(t) = νT (P(t))T .

Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ

πj = lim
t→+∞

Pij(t), j = 0, 1, 2, . . . ,

çàäàþò íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå {0, 1, 2, . . .} öåïè âåðîÿòíîñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå (ñîáñòâåííîå èëè íåñîáñòâåííîå). Äåéñòâèòåëüíî,
èç

∞∑
j=0

Pi,j(t) = 1
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èìååì
N∑
j=1

Pi,j(t) ≤ 1.

Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè t→∞ ïîëó÷àåì

N∑
j=1

πj ≤ 1,

îòñþäà ïðè N →∞ èìååì

∞∑
j=0

πj ≤ 1.

Îïð å ä å ë å í è å. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

πj = lim
t→∞

Pi,j(t), j = 0, 1, 2, . . . ,

íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è
ãèáåëè.

Ò å î ð åì à 3.3.2 (î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè âåðîÿòíîñòåé ïðå-
áûâàíèÿ). Ó ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ Pk(t) ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò ñ ýð-
ãîäè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè:

lim
t→∞

Pk(t) = πk, k = 0, 1, . . .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äàííî-
ãî ε

|Pk(t)− πk| ≤ ε
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t.

Ïóñòü {xi} � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå öåïè. Òîãäà

Pk(t) = P{ξ(t) = k} =

∞∑
i=0

xiPik(t)

Îòñþäà èìååì

|Pk(t)− πk| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

xiPik(t)−
∞∑
i=0

xiπk

∣∣∣∣∣ ≤
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≤
N∑
i=0

xi|Pik(t)− πk|+ 2

∞∑
i=N+1

xi.

Âòîðîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò ε çà ñ÷åò âûáîðà N äîñòàòî÷íî
áîëüøèì, à ïåðâîå íå ïðåâîñõîäèò ε ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t
â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû.

Îïð å ä å ë å í è å. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå {vj} áóäåì
íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è
ãèáåëè ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [Pi,j(t)], åñëè äëÿ
âñåõ t > 0

∞∑
i=0

viPi,j(t) = vj , j = 0, 1, 2, . . .

Òå î ð åì à 3.3.3 (îá ýðãîäè÷åñêîì è ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäå-
ëåíèÿõ). Ó ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì è íàîáîðîò, ñîá-
ñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óáåäèìñÿ, ÷òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.

Èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà äëÿ ëþáûõ s, t è N
èìååì

Pjj(s+ t) =

∞∑
k=0

Pjk(s)Pkj(t) ≥
N∑
k=0

Pjk(s)Pkj(t).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè s→∞, ïîëó÷àåì

πj ≥
N∑
k=0

πkPkj(t)

(â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû lim
t→∞

Pi,k(t) = πk). À ïîñêîëüêó N
ïðîèçâîëüíî, òî è

πj ≥
∞∑
k=0

πkPkj(t), j = 0, 1, . . . (3.3.7)

Íà ñàìîì äåëå âñå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà (3.3.7) ÿâëÿþòñÿ ðà-
âåíñòâàìè

πj =

∞∑
k=0

πkPkj(t), j = 0, 1, . . .
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ (3.3.7) ñòðî-
ãîå è ïðîñóììèðîâàòü âñå íåðàâåíñòâà (3.3.7), òî

∞∑
j=0

πj >
∞∑
j=0

( ∞∑
k=0

πkPkj(t)

)
=
∞∑
k=0

πk

∞∑
j=0

Pkj(t) =
∞∑
k=0

πk.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
k=0

πkPkj(t) = πj , j = 0, 1, . . .

Òàê ÷òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.
Ïóñòü òåïåðü {vj} � ñîáñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå öåïè:
∞∑
i=0

viPij(t) = vj , j = 0, 1, . . . , (3.3.8)

∞∑
j=0

vj = 1.

Ôîðìàëüíî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t → ∞ â ïðàâîé è ëåâîé
÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (3.3.8) (â ñèëó ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû ïðåäåëû
Pij(t) ñóùåñòâóþò), ïîëó÷àåì

∞∑
i=0

viπj = vj , j = 0, 1, . . .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî
∞∑
i=0

vi = 1, èìååì

vj = πj , j = 0, 1, . . .

Êîððåêòíîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäÿ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

viPij(t)−
∞∑
i=0

viπj

∣∣∣∣∣ ≤
N∑
i=0

vi|Pij(t)− πj |+ 2
∞∑

i=N+1

vi,

â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü ìåíüøå 2ε ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t
(âòîðîå ñëàãàåìîå ìåíüøå ε çà ñ÷åò âûáîðà N , ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì N ïåðâîå ñëàãàåìîå ìåíüøå ε çà ñ÷åò âûáîðà t).
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Ò å î ð åì à 3.3.4 (î ïðåäñòàâëåíèè ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ). Ïóñòü {ξ(t), t ∈ [0,∞)} � ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ
èíòåíñèâíîñòÿìè ðîñòà λj è ãèáåëè µj (µj > 0, j = 1, 2, . . .),

u0 = 1, uj =
λ0
µ1

λ1
µ2
· · · λj−1

µj
, j = 1, 2, . . .

Åñëè
∞∑
k=0

uk <∞,

òî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðî-
öåññà {ξ(t), t ∈ [0,∞)} è îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå

πj = uj
1
∞∑
k=0

uk

, j = 0, 1, 2, . . .

Åñëè
∞∑
k=0

uk = +∞,

òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì è

πj = 0, j = 0, 1, 2, . . .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî

uj = uj−1
λj−1
µj

, j = 1, 2, . . . (3.3.9)

Ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå (ñì. òåîðåìó 3.3.1), ýðãîäè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå {πj} (ñîáñòâåííîå èëè íåñîáñòâåííîå) ñó-
ùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

−λ0π0 + µ1π1 = 0,

λj−1πj−1 − (λj + µj)πj + µj+1πj+1 = 0, j = 1, 2, . . . (3.3.10)

Ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

πk = ukπ0, k = 1, 2, . . . (3.3.11)
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Äåéñòâèòåëüíî, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì

π1 = (λ0/µ1)π0 = u1π0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (3.3.11) èìååò ìåñòî è ïðè k =
= 2, 3, . . . , j è óñòàíîâèì, ÷òî îíî èìååò ìåñòî è äëÿ k = j + 1.

Èç ðàâåíñòâà (3.3.10) èìååì

µj+1πj+1 = (λj + µj)πj − λj−1πj−1.

Èç ðàâåíñòâ
πk = ukπ0, k = 1, 2, . . . , j,

è ðàâåíñòâà (3.3.9) ïîëó÷àåì

µj+1πj+1 = (λj + µj)ujπ0 − λj−1uj−1π0 =

= λjujπ0 + (µjujπ0 − λj−1uj−1π0) =

= λjujπ0 + (µjuj − λj−1uj−1)π0 = λjujπ0,

ò. å.
µj+1πj+1 = λjujπ0

èëè
πj+1 = (λj/µj+1)ujπ0 = uj+1π0, j = 1, 2, . . .

Òàê ÷òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå {πk} ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è
ãèáåëè ïðåäñòàâèìî â âèäå

πk = ukπ0, k = 0, 1, . . .

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå, èìååì

∞∑
k=0

πk =
∞∑
k=0

ukπ0 = π0

∞∑
k=0

uk. (3.3.12)

Åñëè ðÿä
∞∑
k=0

uk ñõîäèòñÿ, òî ïîëîæèâ

π0 = 1
/ ∞∑
k=0

uk,
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ïîëó÷èì
∞∑
k=0

πk = 1,

ò. å. ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå {πk},
ïðè ýòîì

πj = ujπ0 = uj
1
∞∑
k=0

uk

, j = 0, 1, 2, . . .

Åäèíñòâåííîñòü ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç åäèí-
ñòâåííîñòè ïðåäåëà

πj = lim
t→∞

Pi,j(t), j = 0, 1, 2, . . .

Åñëè
∞∑
k=0

uk = +∞ (ðÿä ðàñõîäÿùèéñÿ), òî èç ðàâåíñòâà

∞∑
k=0

πk = π0

∞∑
k=0

uk,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî {πk}� âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñëåäóåò, ÷òî
π0 = 0. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå

πj = ujπ0 = 0, j = 0, 1, 2, . . . ,

íåñîáñòâåííîå.
Ç àì å ÷ à í è å. Òîò ôàêò, ÷òî

πk = 0, k = 0, 1, 2, . . .

(ïðè
∑
k

uk =∞) îáîçíà÷àåò, ÷òî öåïü ïðè t→∞ �óõîäèò íà∞�.

3.4 Îáñëóæèâàíèå ñ îæèäàíèåì

Ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó òåîðèè ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ â òîé ïîñòàíîâêå, â êàêîé îíà áûëà ðåøåíà À.Ê. Ýð-
ëàíãîì.

1◦ Íà îáñëóæèâàþùèé ïðèáîð ïîñòóïàåò ïðîñòåéøèé ïîòîê
òðåáîâàíèé èíòåíñèâíîñòè λ.
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2◦ Åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ ïðèáîð ñâîáîäåí,
òðåáîâàíèå íà÷èíàåò íåìåäëåííî îáñëóæèâàòüñÿ. Åñëè ïðèáîð
çàíÿò, òî òðåáîâàíèå ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü çà ïîñòóïèâøèìè ðà-
íåå òðåáîâàíèÿìè.

3◦ Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ζ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíî
ðàñïðåäåëåíî ñ ïàðàìåòðîì µ è íå çàâèñèò îò ïðîäîëæèòåëüíîñ-
òè îáñëóæèâàíèÿ ðàíåå ïîñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé.

Ç à ä à ÷ à. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äëèíû ξ(t) î÷åðåäè � êîëè-
÷åñòâà ξ(t) òðåáîâàíèé â î÷åðåäè â ìîìåíò âðåìåíè t (åñëè íå
ïðè âñåõ t, òî õîòÿ áû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ, ò. å. â óñòà-
íîâèâøåìñÿ ðåæèìå).

Ðåàëüíûõ ñèòóàöèé, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ïîäîáíûå çàäà÷è,
âåëèêîå ìíîæåñòâî. À.Ê. Ýðëàíã ðåøèë ýòó çàäà÷ó ïðèìåíè-
òåëüíî ê òåëåôîííîé ñâÿçè.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ââåäåííûå â ïóíêòàõ 1◦ è 3◦ ïîíÿòèÿ
ïðîñòåéøåãî ïîòîêà òðåáîâàíèé è îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

Ïðîñòåéøèé ïîòîê òðåáîâàíèé. Ïîä ïðîñòåéøèì ïîòî-
êîì òðåáîâàíèé èíòåíñèâíîñòè λ ìû ïîíèìàåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

tn =

n∑
k=0

τk, n = 0, 1, 2, . . .

ãäå τk, k = 0, 1, 2, . . . , � íåçàâèñèìûå ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåí-
íûå ñ ïàðàìåòðîì λ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû:

P{τk < t} = 1− λe−λt, t > 0.

Çíà÷åíèÿ tn, n = 0, 1, 2, . . ., ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê ìîìåíòû
ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé (tn � ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ (n + 1)-ãî
òðåáîâàíèÿ, t0 = τ0 � ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ),
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τk, k = 1, 2, . . . , ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê
ïðîìåæóòêè ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé.

Â ïðîñòåéøåì ïîòîêå òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì λ çà ìà-
ëîå âðåìÿ h (h→ 0 + 0) òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò òàê: îäíî òðå-
áîâàíèå ïîñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ λh + o(h), äâà è áîëüøå
òðåáîâàíèé ïîñòóïàþò ñ âåðîÿòíîñòüþ o(h).

Â ñàìîì äåëå, ïðîñòåéøèé ïîòîê òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì λ
îïðåäåëÿåò ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ {ξ(t), t ∈ [0;∞)} � ÷èñëî òðå-
áîâàíèé ξ(t), ïîñòóïèâøèõ ê ìîìåíòó âðåìåíè t, t ∈ [0;∞). Äëÿ
ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ ïàðàìåòðîì λ

P{ξ(t)− ξ(s) = k} =
(λ(t− s))k

k!
e−λ(t−s), k = 0, 1, . . .
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Ïîýòîìó

P{ξ(t+h)−ξ(t) = 1} =
(λh)

1!
e−λh = λh(1−λh+o(h)) = λh+o(h),

ò. å. âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ îäíîãî òðåáîâàíèÿ çà âðåìÿ h:

P{ξ(t+ h)− ξ(t) = 1} = λh+ o(h), h→ 0 + 0. (3.4.1)

Âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ äâóõ è áîëåå òðåáîâàíèé

P{ξ(t+ h)− ξ(t) ≥ 2} = 1− P{ξ(t+ h)− ξ(t) ≤ 1} =

= 1− (P{ξ(t+ h)− ξ(t) = 0}+ P{ξ(t+ h)− ξ(t) = 1}) =

= 1−
(

(λh)0

0!
e−λh +

λh

1!
e−λh

)
= 1− e−λh(1 + λh) =

= 1− (1− λh+ o(h))(1 + λh) = (λh)2 + o(h) = o(h), h→ 0 + 0,

ò. å.
P{ξ(t+ h)− ξ(t) ≥ 2} = o(h), h→ 0 + 0. (3.4.2)

Ïîêàçàòåëüíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ. Èç ïðåäïîëîæå-
íèÿ î ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ζ
òðåáîâàíèÿ:

P{ζ < t} = 1− e−µt, t > 0,

è íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζ1, ζ2, . . . (âðåìÿ îáñëóæè-
âàíèÿ ζi i-ãî òðåáîâàíèÿ íå çàâèñèò îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè îá-
ñëóæèâàíèÿ ïîñòóïèâøèõ ðàíåå òðåáîâàíèé) ñëåäóåò, ÷òî çà ìà-
ëîå âðåìÿ h (h → 0 + 0) òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ òàê: îäíî
òðåáîâàíèå çà âðåìÿ h îáñëóæèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
µh + o(h), äâà è áîëåå òðåáîâàíèé çà âðåìÿ h îáñëóæèâàþò-
ñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ o(h), h→ 0 + 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèáîð
îáñëóæèâàåò òîëüêî îäíî òðåáîâàíèå, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
äî ìîìåíòà h áóäåò îáñëóæåíî íàõîäÿùååñÿ íà îáñëóæèâàíèè
òðåáîâàíèå ðàâíà

P{ζ < h} = 1− e−µh = µh+ o(h), h→ 0 + 0, (3.4.3)

ãäå ζ � ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ � ïîêà-
çàòåëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñ ïàðàìåòðîì µ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Äàëåå, òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ îäíî çà äðóãèì. Ïóñòü
ζi � âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ i-ãî òðåáîâàíèÿ, i = 1, 2, . . . Òîãäà
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ñîáûòèå �äî ìîìåíòà âðåìåíè h áóäåò îáñëóæåíî n òðåáîâàíèé�
ïðåäñòàâèìî â âèäå

{ζ1 + ζ2 + . . .+ ζn < h}.

Ïóñòü Ah � ñîáûòèå �çà âðåìÿ h áóäåò îáñëóæåíî áîëåå îäíîãî
òðåáîâàíèÿ�, ßñíî, ÷òî

Ah ⊂
∞⋃
n=2

{ζ1 + ζ2 + . . .+ ζn < h},

P (Ah) ≤
∞∑
n=2

P{ζ1 + ζ2 + . . .+ ζn < h},

{ζ1 + ζ2 + . . .+ ζn < h} ⊂
n⋂
i=1

{ζi < h},

P{ζ1 +ζ2 + . . .+ζn < h} ≤
n∏
i=1

P{ζi < h} = (µh+o(h))n ≤ (2µh)n,

P (Ah) ≤
∞∑
n=2

(2µh)n ≤ (2µh)2
1

1− 2µh
≤ 8(µh)2 = o(h), h→ 0 + 0,

ò. å. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ìàëîå âðåìÿ h (h → 0 + 0) áóäåò
îáñëóæåíî äâà èëè áîëåå òðåáîâàíèé ðàâíà o(h), h→ 0 + 0.

Ìàðêîâñêàÿ öåïü, îïèñûâàþùàÿ î÷åðåäü. Îòíîñèòåëü-
íî äëèíû î÷åðåäè {ξ(t), t ∈ [0; +∞)} â çàäà÷å îáñëóæèâàíèÿ ñ
îæèäàíèåì èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïðîñòåéøåì ïîòîêå ïîñòóïëåíèÿ òðå-
áîâàíèé è ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè èõ îáñëóæè-
âàíèÿ äëèíà î÷åðåäè ξ(t), t ∈ [0;∞), ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé
ìàðêîâñêîé öåïüþ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Âûïèøåì ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàð-
êîâñêîé öåïè, îïèñûâàþùåé äëèíó î÷åðåäè òðåáîâàíèé.

Ïóñòü äëèíà î÷åðåäè ξ(t) = k è h ìàëîå (h→ 0 + 0). Âåðîÿò-
íîñòü P{ξ(t+h) = k+1 | ξ(t) = k} óâåëè÷åíèÿ äëèíû î÷åðåäè íà
åäèíèöó çà âðåìÿ h ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîñòóïëåíèÿ îäíîãî òðå-
áîâàíèÿ çà âðåìÿ h, ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà λh+ o(h), h→ 0 + 0.
Ïîýòîìó

P{ξ(t+ h) = k + 1 | ξ(t) = k} = λh+ o(h), h→ 0 + 0,
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èëè
Pk;k+1(h) = λh+ o(h), h→ 0 + 0.

Ïóñòü äëèíà î÷åðåäè ξ(t) = k > 0 è h ìàëîå (h → 0 + 0).
Âåðîÿòíîñòü P{ξ(t + h) = k − 1 | ξ(t) = k} óìåíüøåíèÿ äëèíû
î÷åðåäè íà åäèíèöó çà âðåìÿ h ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çà
âðåìÿ h áóäåò îáñëóæåíî îäíî òðåáîâàíèå, ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâ-
íà µh+ o(h), h→ 0 + 0. Ïîýòîìó

P{ξ(t+ h) = k − 1 | ξ(t) = k} = µh+ o(h), h→ 0 + 0,

èëè
Pk;k−1(h) = µh+ o(h), h→ 0 + 0.

Äàëåå, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ìàëîå âðåìÿ h (h → 0 + 0)
äëèíà î÷åðåäè èçìåíèòñÿ áîëåå ÷åì íà 1 ðàâíà o(h), ïîñêîëü-
êó âåðîÿòíîñòü óâåëè÷åíèÿ äëèíû î÷åðåäè áîëåå ÷åì íà åäèíè-
öó ðàâíà o(h) è âåðîÿòíîñòü óìåíüøåíèÿ äëèíû î÷åðåäè áîëåå
÷åì íà åäèíèöó ðàâíà o(h), h → 0 + 0. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü
P{ξ(t + h) = k | ξ(t) = k} òîãî, ÷òî äëèíà î÷åðåäè çà âðåìÿ h
íå èçìåíèòñÿ, ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ, ïðîòèâîïîëîæíîãî ê
ñîáûòèþ �äëèíà î÷åðåäè óâåëè÷èòñÿ íà 1, èëè óìåíüøèòñÿ íà 1,
èëè èçìåíèòñÿ áîëåå ÷åì íà 1�:

P{ξ(t+ h) = k | ξ(t) = k} = 1− (λh+ µh+ o(h)),

èëè
Pk;k(h) = 1− (λh+ µh) + o(h), h→ 0 + 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè {ξ(t), t ∈ [0,∞)}, îïè-
ñûâàþùåé äëèíó î÷åðåäè, â ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïðîñòåéøåì ïî-
òîêå ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé è ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
âðåìåíè èõ îáñëóæèâàíèÿ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ: ïðè h→ 0 + 0

Pk,k+1(h) = λh+ o(h),

Pk,k−1(h) = µh+ o(h),

Pk,k(h) = 1− (λ+ µ)h+ o(h).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìàðêîâñêàÿ öåïü {ξ(t), t ∈ [0;∞)}, îïè-
ñûâàþùàÿ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ
èíòåíñèâíîñòÿìè ðîæäåíèÿ λ è ãèáåëè µ.

Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå äëèíû î÷åðåäè. Ðàññìîòðèì ïî-
âåäåíèå äëèíû î÷åðåäè {ξ(t), t ∈ [0;∞)} ïðè áîëüøèõ t (t→∞).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå îá ýðãîäè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè ïðîöåññà
ðîæäåíèÿ è ãèáåëè (ñì. òåîðåìó 3.3.1) äëèíà î÷åðåäè, êàê ïðî-
öåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè, èìååò ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå �
ðàñïðåäåëåíèå P{ξ(t) = j}, j = 0, 1, 2, . . . , äëèíû î÷åðåäè ξ(t)
ïðè t → ∞ ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ {πj}. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ýðãîäè-
÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. òåîðåìó 3.3.4), åñëè

∞∑
k=0

uk <∞,

òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

πj = uj
1
∞∑
k=0

uk

, j = 1, 2, . . . ,

à åñëè
∞∑
k=0

uk = +∞,

òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì è

πj = 0, j = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå

u0 = 1, uj =
λ0
µ1

λ1
µ2
· · · λj−1

µj
, µj > 0, j = 1, 2, . . .

Ïîýòîìó åñëè â öåïè {ξ(t), t ∈ [0;∞)}, îïèñûâàþùåé î÷åðåäü,
çíà÷åíèå λ/µ ìåíüøå 1, ò. å. ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíîãî
òðåáîâàíèÿ 1/µ ìåíüøå ñðåäíåãî âðåìåíè 1/λ ìåæäó ïîñòóïëå-
íèåì òðåáîâàíèé, òî

∞∑
k=0

uk =
∞∑
k=0

(
λ

µ

)k
=

µ

µ− λ
<∞,

è, ñëåäîâàòåëüíî, öåïü èìååò ñîáñòâåííîå ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå:

πj =
uj
∞∑
k=0

uk

=

(
1− λ

µ

)(
λ

µ

)j
, j = 0, 1, 2, . . .
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(ñîâïàäàþùåå ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì
1−λ/µ). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè λ/µ < 1, òî ïðè äîñòàòî÷-
íî áîëüøèõ t ðàñïðåäåëåíèå äëèíû î÷åðåäè �óñòàíàâëèâàåòñÿ�.

Åñëè, íàïðèìåð, λ = 1, µ = 2 � ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ
îäíîé çàÿâêè 1/µ = 1/2, ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè
òðåáîâàíèé 1/λ = 1, òî

π0 = 1/2, π1 = 1/4, π2 = 1/8, π3 = 1/16, . . .

Ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè â î÷åðåäè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 áóäóò îòñóòñòâîâàòü òðåáîâà-
íèÿ, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4 áóäåò îäíî òðåáîâàíèå, ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/8 � äâà òðåáîâàíèÿ, . . .

Åñëè λ/µ > 1 � ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ 1/µ îäíîé çà-
ÿâêè áîëüøå ñðåäíåãî âðåìåíè 1/λ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè òðå-
áîâàíèé, òî

∞∑
k=0

uk =
∞∑
k=0

(
λ

µ

)k
=∞,

ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå öåïè ξ(t) íåñîáñòâåííîå è èìååò âèä

πk = 0, k = 0, 1, 2, . . .

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè λ/µ > 1, òî ñî âðåìåíåì ðàñïðåäå-
ëåíèå äëèíû î÷åðåäè òðåáîâàíèé �óõîäèò íà∞� � äëèíà î÷åðå-
äè ñî âðåìåíåì íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò.

Ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ � îäíîãî îáñëóæè-
âàþùåãî ïðèáîðà. Ðàçóìååòñÿ, îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ ìîæåò
áûòü áîëüøå îäíîãî.

3.5 Ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè â íóëå ïåðåõîäíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé Pij(t) ñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé öåïè ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì ìîæíî ïîëó÷èòü íåîæèäàííî ìíîãî ñîäåðæàòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ. Îäíèì èç òàêèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü Pij(t).

Ìû äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü Pij(t), i, j = 0, 1, 2, . . . ,
â òî÷êå 0. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü Pii(t) è Pij(t) (j 6= i) áóäåì
äîêàçûâàòü ïî îòäåëüíîñòè.
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Òå î ð åì à 3.5.1 (î äèôôåðåíöèðóåìîñòè Pii(t)). Åñëè ïåðå-
õîäíûå âåðîÿòíîñòè Pii(t) ìàðêîâñêîé öåïè íåïðåðûâíû â íóëå,
òî îíè è äèôôåðåíöèðóåìû â íóëå � ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
t→0

1− Pii(t)
t

= −P ′ii(0) = qi

äëÿ êàæäîãî i.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàì áóäåò óäîáíî äîêàçàòü äèôôåðåí-

öèðóåìîñòü â íóëå ôóíêöèè

ϕ(t) = − lnPii(t), t ∈ [0,∞).

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü Pii(t) áóäåò ñëåäîâàòü èç ðàâåíñòâà

Pii(t) = exp{−ϕ(t)}, t ∈ [0,∞).

Ôóíêöèÿ ϕ(t) = − lnPii(t) îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ïîñêîëüêó
ïðè âñåõ t ≥ 0 çíà÷åíèå Pii(t) > 0. Â ñàìîì äåëå èç íåïðåðûâíîñ-
òè Pii(t) â íóëå è ðàâåíñòâà Pii(0) = 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå u, ÷òî ïðè âñåõ s èç [0, u]

Pii(s) > 1− ε.

À â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà äëÿ äàí-
íîãî t è ëþáîãî n

Pii(t) ≥ (Pii (t/n))n .

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n çíà÷åíèå s = t/n ïðèíàäëåæèò ïðî-
ìåæóòêó [0, u], ïîýòîìó

Pii(t) > 0

äëÿ âñåõ t ∈ [0;∞).
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t)
1◦ íåîòðèöàòåëüíà è êîíå÷íà;
2◦ ïîëóàääèòèâíà:

ϕ(t+ s) ≤ ϕ(t) + ϕ(s).

Íåîòðèöàòåëüíîñòü è êîíå÷íîñòü ϕ(t) ñëåäóþò èç íåðàâåíñòâ

0 < Pii(t) ≤ 1,
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ïîëóàääèòèâíîñòü ϕ(t) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

Pii(t+ s) ≥ Pii(t)Pii(s).

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ϕ(t) â òî÷êå 0, ò. å. ñóùåñòâîâàíèå ïðå-
äåëà

lim
t→0

ϕ(t)− ϕ(0)

t
= lim

t→0

ϕ(t)

t
,

ìû äîêàæåì, óñòàíîâèâ, ÷òî âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ϕ(t)/t
ðàâíû ÷èñëó

qi = sup
t>0

ϕ(t)

t
:

à èìåííî,

lim
t→0

ϕ(t)

t
= qi, lim

t→0

ϕ(t)

t
= qi.

Ïîñêîëüêó ϕ(t) ∈ [0,∞), òî sup
t>0

(ϕ(t)/t) = qi ìîæåò ïðèíè-

ìàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáûå çíà÷åíèÿ èç [0; +∞]. Ìû ðàññìîò-
ðèì îòäåëüíî ñëó÷àè qi <∞ è qi = +∞.

1◦ Ïóñòü

qi = sup
t>0

ϕ(t)

t
<∞.

Ïî îïðåäåëåíèþ sup
t>0

(ϕ(t)/t) = qi äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ

t0 > 0 òàêîå, ÷òî

qi − ε ≤
ϕ(t0)

t0
.

Ïðåäñòàâèì t0 â âèäå

t0 = nh+ δ, 0 ≤ δ < h < t0, n ≥ 0.

Â ñèëó ïîëóàääèòèâíîñòè ϕ(s) èìååì:

qi − ε ≤
ϕ(t0)

t0
=
ϕ(nh+ δ)

t0
≤ nϕ(h) + ϕ(δ)

t0
=
nϕ(h)

t0
+
ϕ(δ)

t0
=

=
nh

t0
· ϕ(h)

h
+
ϕ(δ)

t0
,

ò. å.

qi − ε ≤
nh

t0
· ϕ(h)

h
+
ϕ(δ)

t0
.
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Âû÷èñëèì íèæíèé ïðåäåë îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ïðè h→ 0:

qi− ε ≤ lim
h→0

(
nh

t0
· ϕ(h)

h
+
ϕ(δ)

t0

)
= lim

h→0

nh

t0
· lim
h→0

ϕ(h)

h
+ lim
h→0

ϕ(δ)

t0
.

Çíà÷åíèå
lim
h→0

ϕ(δ) = lim
h→0

ϕ(δ) = 0,

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ϕ(s) íåïðåðûâíà â íóëå, ϕ(0) = 0 è δ → 0
ïðè h→ 0. Ðàâåíñòâî

lim
h→0

nh

t0
= lim

h→0

nh

t0
= 1

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà t0 − nh = δ. Ïîýòîìó

qi − ε ≤ lim
h→0

ϕ(h)

h
.

È, ñëåäîâàòåëüíî,

qi − ε ≤ lim
h→0

ϕ(h)

h
≤ lim

h→0

ϕ(h)

h
≤ sup

h>0

ϕ(h)

h
= qi.

À ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî, òî

qi = lim
h→0

ϕ(h)

h
= lim

h→0

ϕ(h)

h
= qi.

Ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò

lim
t→0

ϕ(t)

t
= ϕ′(0)

è, âî-âòîðûõ,

ϕ′(0) = sup
t>0

ϕ(t)

t
= qi.

Äàëåå, ïîñêîëüêó

Pii(t) = exp{−ϕ(t)},
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òî
P ′ii(t) = −ϕ′(t) exp{−ϕ(t)},

P ′ii(0) = −ϕ′(0)e0 = −ϕ′(0) = −qi.
Òàê ÷òî

−P ′ii(0) = qi = sup
t>0

ϕ(t)

t
.

2◦ Ïóñòü òåïåðü

sup
t>0

ϕ(t)

t
= qi = +∞.

Èç ðàâåíñòâà

sup
t>0

(ϕ(t)/t) = qi = +∞

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííîãî M > 0 íàéäåòñÿ t0 > 0 òàêîå, ÷òî

M ≤ ϕ(t0)

t0
.

Îòñþäà, ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì

M ≤ lim
t→0

ϕ(t)

t
.

Ïîñêîëüêó M ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, òî

+∞ ≤ lim
t→0

ϕ(t)

t
≤ lim

t→0

ϕ(t)

t
.

È, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→0

ϕ(t)

t
= qi = +∞.

Òå î ð åì à 3.5.2 (î äèôôåðåíöèðóåìîñòè Pij(t)). Åñëè ïåðå-
õîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(t) i, j = 0, 1, 2, . . . , ìàðêîâñêîé öåïè
íåïðåðûâíû â íóëå, òî Pij(t), j 6= i, äèôôåðåíöèðóåìû â íóëå
�ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

lim
t→0

Pij(t)

t
= P ′ij(0) = qij , j 6= i,

i, j = 0, 1, 2, . . .
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó.
Äëÿ äàííûõ i, j (j 6= i) è ε > 0 íàéäåòñÿ t0 (äîñòàòî÷íî

ìàëîå), ÷òî ïðè ëþáûõ h è n (n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå)
òàêèõ, ÷òî 0 < nh < t0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(1− 3ε)
Pij(h)

h
≤ Pij(nh)

nh
. (3.5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Äëÿ äàííîãî h (ïðîèçâîëüíîãî, íî
ôèêñèðîâàííîãî) ïî ìàðêîâñêîé öåïè {ξ(t), t ∈ [0,∞)} ñ íåïðå-
ðûâíûì âðåìåíåì îïðåäåëèì ìàðêîâñêóþ öåïü {ξk,h} ñ äèñêðåò-
íûì âðåìåíåì:

ξk,h = ξ(kh), k = 0, 1, . . .

Ìàòðèöà îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè {ξk,h} ðàâ-
íà [Pij(h)], à ìàòðèöà n-øàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàâ-
íà [Pij(nh)].

Äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè {ξn,h} îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòè jPii(nh)
ïåðåõîäà èç i â i ñ çàïðåòàìè:

jPii(0) = 1,

jPii(nh) = P{ξn,h = i, ξ0,h = i, ξν,h 6= j, ν = 1, 2, . . . , n−1 | ξ0,h = i}

� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü {ξk,h}, ñòàðòîâàâ èç i, çà n øàãîâ
âåðíåòñÿ â i áåç çàõîäà â j. Íàïîìíèì åùå, ÷òî

fij(nh) = P{ξn,h = j, ξ0,h = i, ξν,h 6= j, ν = 1, 2, . . . , n−1 | ξ0,h = i}.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Pij(nh) ≥
n−1∑
ν=0

jPii(νh)Pij(h)Pjj((n− (ν + 1))h) (j 6= i). (3.5.2)

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.5.2) ñîîòâåòñòâóåò ïóòè
äëèíîé n, âåäóùåìó èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j (øàã äëèíîé h),
ó êîòîðîãî èìååòñÿ ïåðåõîä èç i â j çà îäèí øàã. Ýòè ïóòè íåñîâ-
ìåñòíû, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñ÷åðïûâàþò âñåõ ïóòåé èç i â j çà
n øàãîâ (çäåñü ó÷òåíû òîëüêî ïóòè, ó êîòîðûõ èìååòñÿ ïåðåõîä
èç i â j çà îäèí øàã, íî ñðåäè ïóòåé èç i â j íå âñå òàêèå).
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Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü (3.5.2) ñíèçó. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îöå-
íèì ñíèçó jPii(νh), âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì

Pii(νh) =

ν−1∑
m=1

fij(mh)Pji((ν −m)h) + jPii(νh),

� ïåðåõîä èç i â i çà ν øàãîâ âîçìîæåí ñ çàõîäîì â j è áåç çàõîäà
â j. Èìååì

jPii(νh) = Pii(νh)−
ν−1∑
m=1

fij(mh)Pji((ν −m)h) ≥

≥ Pii(νh)− max
1≤m≤ν−1

Pji((ν −m)h)
ν−1∑
m=1

fij(mh) ≥

≥ Pii(νh)− max
1≤m≤ν−1

Pji((ν −m)h),

ò. å.

jPii(νh) ≥ Pii(νh)− max
1≤m≤ν−1

Pji((ν −m)h). (3.5.3)

Èç (3.5.2) è (3.5.3) èìååì

Pij(nh) ≥

≥
n−1∑
ν=0

(
Pii(νh)− max

1≤m≤ν−1
Pji((ν −m)h)

)
Pij(h)Pjj((n− (ν + 1))h)).

(3.5.4)
Äàëåå, ïóñòü ε > 0 (ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå). Äëÿ äàí-
íûõ i, j â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Pii(t), Pji(t), Pjj(t) íàéäåòñÿ òà-
êîå t0 (äîñòàòî÷íî ìàëîå), ÷òî ïðè 0 ≤ t ≤ t0

Pii(t) ≥ 1− ε, Pji(t) ≤ ε, Pjj(t) ≥ 1− ε.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ h > 0 è öåëûõ k òàêèõ, ÷òî 0 < kh < t0
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

Pii(kh) ≥ 1− ε, Pji(kh) ≤ ε, Pjj(kh) ≥ 1− ε.
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Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíèå òðè íåðàâåíñòâà, äëÿ h > 0 è n òàêèõ, ÷òî
nh < t0, èç íåðàâåíñòâà (3.5.4) ïîëó÷àåì

Pij(nh) ≥
n−1∑
ν=0

(1− ε− ε)Pij(h)(1− ε) =

= (1− 2ε)(1− ε)nPij(h) ≥ (1− 3ε)nPij(h),

èëè
Pij(nh) ≥ (1− 3ε)nPij(h).

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà nh, ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî (3.5.1).

Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.
Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåò îñíîâàíî íà íåðà-

âåíñòâå (3.5.1).
Îáîçíà÷èì

qij = lim
h→0

Pij(h)

h
.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå
qij <∞.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ òàêîå t0, ÷òî äëÿ ëþáûõ n è h, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
nh ∈ (t0/2, t0) ⊂ (0, t0],

(1− 3ε)
Pij(h)

h
≤ Pij(nh)

nh
≤ 1

t0/2
=

2

t0
,

ïîýòîìó qij <∞.
Äàëåå äîêàæåì, ÷òî

lim
t→0

Pij(t)

t
≤ qij = lim

t→0

Pij(t)

t
.

Ïîñêîëüêó

qij = lim
t→0

Pij(t)

t
,

òî äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ t′ ∈ (0, t0) òàêîå, ÷òî

Pij(t
′)

t′
< qij + ε.
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Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Pij(t) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî
è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (t′ − h0, t

′ + h0) òî÷êè t′ (äîïîëíè-
òåëüíî âûáåðåì åå ïðèíàäëåæàùåé ïðîìåæóòêó (0, t0)), ò. å.

Pij(t)

t
≤ qij + ε, t ∈ (t′ − h0, t′ + h0) ⊂ (0, t0). (3.5.5)

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h (0 < h < h0) íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî
nh ∈ (t′ − h0, t′ + h0) ⊂ (0, t0). Ïîýòîìó èç (3.5.1) è (3.5.5) èìååì

(1− 3ε)
Pij(h)

h
≤ Pij(nh)

nh
≤ qij + ε

ïðè h < h0. Òàê ÷òî äëÿ h < h0

(1− 3ε)
Pij(h)

h
≤ qij + ε.

Âû÷èñëÿÿ âåðõíèé ïðåäåë ïðè h → 0 îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

(1− 3ε) lim
h→0

Pij(h)

h
≤ qij + ε,

à ïîñêîëüêó ε ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, òî

lim
h→0

Pij(h)

h
≤ qij ,

÷òî âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì

qij = lim
h→0

Pij(h)

h

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Ïðèì å ð 3.5.1. Äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ èíòåí-

ñèâíîñòÿìè ðîñòà λi è ãèáåëè µi âû÷èñëèòü

qi = −P ′ii(0) è qij = P ′ij(0).

Ðåøåíè å. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè
ïðè h→ 0 + 0

Pij(h) =

{
λih+ o(h), åñëè j = i+ 1;

1− (λi + µi)h+ o(h), åñëè j = i;
µih+ o(h), åñëè j = i− 1.
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Pij(h) íåïðåðûâíû â íóëå, ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå î äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè Pij(h) ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå P ′ii(0) è P ′ij(0),

j 6= i (ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò è
èç âèäà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Pij(h)). Ïðè ýòîì

qi = −P ′ii(0) = lim
h→0

1− Pii(h)

h
=

= lim
h→0

1− (1− (λi + µi)h+ o(h))

h
= λi + µi,

qi,i+1 = P ′i,i+1(0) = lim
h→0

Pi,i+1(h)

h
= lim

h→0

λih+ o(h)

h
= λi,

qi,i−1 = P ′i,i−1(0) = lim
h→0

µih+ o(h)

h
= µi,

äëÿ j 6= i− 1, i, i+ 1

P ′ij(0) = lim
h→0

Pi,j(h)

h
= lim

h→0

o(h)

h
= 0.

3.6 Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
â ñîñòîÿíèè

Èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè Pii(t) ìû ïîëó÷èì âàæ-
íîå óòâåðæäåíèå î ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ öåïè â
äàííîì ñîñòîÿíèè.

Îïð å ä å ë å í è å. Âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè i ìàð-
êîâñêîé öåïè {ξ(t), t ∈ [0,∞)}, ñòàðòóþùåé èç i, áóäåì íàçûâàòü
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó τi, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

τi = inf{t : ξ(t) 6= i, ξ(0) = i}.

Ìàðêîâñêàÿ öåïü {ξ(t), t ∈ [0,∞)} â ìîìåíò τi ñêà÷êîì óõî-
äèò èç ñîñòîÿíèÿ i. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò τi çíà÷åíèå
ξ(τi) âñå åùå ðàâíî i, ò. å. ξ(τi) = i.

Ò å î ð åì à 3.6.1 (î ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ). Åñ-
ëè ó ñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé öåïè {ξ(t), t ∈ [0,∞)}

qi <∞,
òî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ τi â ñîñòîÿíèè i öåïè, ñòàðòóþùåé èç i,
èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì qi:

P{τi < t | ξ(0) = i} = 1− exp{−qit}, t ≥ 0.



3.6. Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ 175

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü t > 0 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðî-
âàííîå. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå

{τi ≥ t, ξ(0) = i}

� âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ τi öåïè, ñòàðòóþùåé èç ñîñòîÿíèÿ i, â ñî-
ñòîÿíèè i áîëüøå t. Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê [0, t] òî÷êàìè

sk = k
t

2n
, k = 0, 1, . . . , 2n (s0 = 0, s2n = t)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç An(t) ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â ìîìåí-
òû âðåìåíè sk, k = 0, 1, . . . , 2n, öåïü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i:

An(t) = {ξ (s0) = i, ξ (s1) = i, . . . , ξ (s2n) = i} .

ßñíî, ÷òî
An+1(t) ⊂ An(t), n = 1, 2, . . .

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî

{τi ≥ t, ξ(s0) = i} =
∞⋂
n=1

An(t).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè âåðî-
ÿòíîñòè èìååì

P{τi ≥ t, ξ(s0) = i} = P

( ∞⋂
n=1

An(t)

)
= lim

n
P (An(t)) . (3.6.1)

Âû÷èñëèì lim
n
P (An(t)).

Â ìàðêîâñêîé öåïè êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñ-
òè è

P (An(t)) = P{ξ(s0) = i, ξ(s1) = i, . . . , ξ(s2n−1) = i, ξ(s2n) = i},

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è ïåðå-
õîäíûå âåðîÿòíîñòè (ñì. (3.1.3)):

P (An(t)) = P{ξ(s0) = i, ξ(s1) = i, . . . , ξ(s2n−1) = i, ξ(s2n) = i} =

= P{ξ(s2n) = i | ξ(s2n−1) = i}P{ξ(s2n−1) = i | ξ(s2n−2) = i} . . .
. . . P{ξ(s1) = i | ξ(s0) = i}P{ξ(s0) = i} =
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=

(
Pii

(
t

2n

))2n

· P{ξ(s0) = i}.

Ïîýòîìó (3.6.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

P{τi ≥ t, ξ(s0) = i} = P{ξ(s0) = i} lim
n

(
Pii

(
t

2n

))2n

.

Íàéäåì lim
n

(
Pii

(
t

2n
))2n

.

Ïîñêîëüêó Pii(s) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è ïî óñëîâèþ òåî-
ðåìû −P ′ii(0) = qi <∞, òî

Pii(s) = 1− qis+ o(s), s→ 0.

Ïîëîæèâ s = t/2n, ïðè n→∞ ïîëó÷èì:

Pii

(
t

2n

)
= 1− qi

t

2n
+ o

(
1

2n

)
, (3.6.2)

(
Pii

(
t

2n

))2n

=

(
1− qi

t

2n
+ o

(
1

2n

))2n

= ϕn(t),

lnϕn(t) = 2n ln

(
1− qi

t

2n
+ o

(
1

2n

))
∼

∼ 2n
(
−qi

t

2n
+ o

(
1

2n

))
= −qit+ o(1),

lnϕn(t)→ −qit,

ϕn(t)→ e−qit.

Òàê ÷òî ïðè n→∞

ϕn(t) =

(
Pii

(
t

2n

))2n

→ e−qit,

lim
n
P (An(t)) = P{ξ(s0) = i}e−qit.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (3.6.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

P{τi ≥ t, ξ(s0) = i} = P{ξ(s0) = i}e−qit.



3.6. Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ 177

Îòñþäà
P{τi ≥ t | ξ(0) = i} = e−qit, t > 0,

P{τi < t | ξ(0) = i} = 1− e−qit, t > 0,

ò. å. âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ öåïè, ñòàðòóþùåé èç ñîñòîÿíèÿ i, â ñî-
ñòîÿíèè i èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè qi = 0, òî

P{τi = +∞| ξ(0) = i} = 1,

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè qi = 0, òî öåïü, ñòàðòîâàâ èç ñîñòîÿ-
íèÿ i, îñòàíåòñÿ â i íàâñåãäà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè qi = 0 èç ðàâåíñòâà (3.6.2) èìååì

Pii

(
t

2n

)
= 1 + o

(
1

2n

)
.

Îòñþäà, ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè òåîðåìû, ïîëó÷èì ÷òî äëÿ ëþáîãî
t > 0

P{τi ≥ t | ξ(0) = i} = 1.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè t → +∞, ïîëó-
÷èì

P{τi ≥ +∞| ξ(0) = i} = 1.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñîñòîÿíèå i, äëÿ êîòîðîãî

qi <∞,

íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì.
Ñîñòîÿíèå i, äëÿ êîòîðîãî

qi = 0,

íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùèì (öåïü, ïîïàâ â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿ-
íèå i, îñòàåòñÿ â íåì íàâñåãäà).

Ñîñòîÿíèå i, äëÿ êîòîðîãî

qi = +∞,

íàçûâàåòñÿ ìãíîâåííûì.
Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ öåïè âî ìãíîâåííîì ñîñòîÿíèè

ðàâíî íóëþ. Ïîïàäàÿ â òàêîå ñîñòîÿíèå, öåïü ìãíîâåííî åãî ïî-
êèäàåò. Òåîðèÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, èìå-
þùèõ ìãíîâåííûå ñîñòîÿíèÿ, êðàéíå ñëîæíà.
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Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàðêîâñêèå öåïè, ó êîòîðûõ
èìåþòñÿ ìãíîâåííûå ëèáî ïîãëîùàþùèå ñîñòîÿíèÿ.

Âëîæåííàÿ öåïü. Ñîáûòèå �öåïü, ïðåáûâàÿ â ñîñòîÿíèè i,
â ìîìåíò âðåìåíè t ïîêèäàåò i � îáîçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî,
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî h, ïðîèñõîäèò ñîáûòèå

{ξ(t) = i, ξ(t+ h) 6= i}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Rij(h) = P{ξ(t+ h) = j | ξ(t) = i, ξ(t+ h) 6= i}

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü â ìîìåíò t + h ïðåáûâàåò â ñîñòî-
ÿíèè j ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåáûâàÿ â ìîìåíò t â ñîñòîÿíèè i,
â ìîìåíò t+ h îíà â ñîñòîÿíèè i íå ïðåáûâàåò. Òîãäà

pij = lim
h→0

Rij(h)

åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü (èíòåðïðåòèðîâàòü) êàê âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ �ïîêèäàÿ ñîñòîÿíèå i, öåïü ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå j�.

Óáåäèìñÿ, ÷òî lim
h→0

Rij(h) ñóùåñòâóåò, è áîëåå òîãî

lim
h→0

Rij(h) =
qij
qi
.

Äëÿ Rij(h) èìååì

Rij(h) = P{ξ(t+ h) = j | ξ(t) = i, ξ(t+ h) 6= i} =

=
P{ξ(t+ h) = j, ξ(t) = i, ξ(t+ h) 6= i}

P{ξ(t) = i, ξ(t+ h) 6= i}
=

=
P{ξ(t+ h) = j, ξ(t) = i}
P{ξ(t+ h) 6= i, ξ(t) = i}

=
P{ξ(t+ h) = j | ξ(t) = i}
P{ξ(t+ h) 6= i | ξ(t) = i}

=

=
P{ξ(t+ h) = j | ξ(t) = i}

1− P{ξ(t+ h) = i | ξ(t) = i}
=

Pij(h)

1− Pii(h)
,

ò. å.

Rij(h) =
Pij(h)

1− Pii(h)
, (3.6.3)

ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

{ξ(t+ h) = j, ξ(t) = i} ⊂ {ξ(t+ h) 6= i, ξ(t) = i},
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{ξ(t+ h) = j, ξ(t+ h) 6= i, ξ(t) = i} = {ξ(t+ h) = j, ξ(t) = i}.

Ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.6.3)
íà h è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè h → 0 (ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà
ñëåäóåò èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè Pii(t) è Pij(t)), ïîëó÷èì

lim
h→0

Rij(h) = lim
h→0

Pij(h)/h

(1− Pii(h))/h
=
qij
qi

= pij .

Èòàê, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü, ïîêèäàÿ ñîñòîÿíèå i, ïå-
ðåéäåò â ñîñòîÿíèå j ðàâíà

pij =
qij
qi
.

Íàïðèìåð, äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè âåðîÿòíîñòü pij
òîãî, ÷òî öåïü, ïîêèäàÿ ñîñòîÿíèå i, ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå j, ðàâ-
íà

pi,i+1 = lim
h→0

Ri,i+1(h) =
qi,i+1

qi
=

λi
λi + µi

,

pi,i−1 = lim
h→0

Ri,i−1(h) =
qi,i−1
qi

=
µi

λi + µi
,

äëÿ j 6= i− 1, i+ 1 çíà÷åíèÿ

pi,j = lim
h→0

Ri,j(h) =
qi,j
qi

= 0,

ñì. òàêæå ïðèìåð 3.5.1 (ñ. 173).
Ñòðóêòóðà ìàðêîâñêîé öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì îïè-

ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
Ñòàöèîíàðíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü {ξ(t), t ∈ [0;∞), ξ(0) = i},

ñòàðòîâàâ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èç ñîñòîÿíèÿ i, ïðåáûâàåò
â i ñëó÷àéíîå âðåìÿ τi, èìåþùåå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðîì qi = −P ′ii(0).

Ïî îêîí÷àíèè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ öåïè â ñîñòîÿíèè i öåïü,
óõîäÿ èç ñîñòîÿíèÿ i, ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå j 6= i ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ pij = qij/qi è ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè j ñëó÷àéíîå âðå-
ìÿ τj, èìåþùåå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì qj,
è ò. ä.

Îïð å ä å ë å í è å. Ïóñòü {ξ(t), t ∈ [0;∞)} � ñòàöèîíàðíàÿ
ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì X = {0, 1, 2, . . .}, pij = qij/qi � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç
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ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j (j 6= i) ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè ïðåáûâà-
íèÿ τi öåïè â ñîñòîÿíèè i. Ìàðêîâñêóþ öåïü {ξn} ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì, ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé

[pij ], i, j ∈ X, pii = 0, i ∈ X,
áóäåì íàçûâàòü âëîæåííîé ìàðêîâñêîé öåïüþ ñòàöèîíàðíîé ìàð-
êîâñêîé öåïè {ξ(t), t ∈ [0;∞)}.

Ìàòðèöó [pij ] íàçûâàþò ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
âëîæåííîé ìàðêîâñêîé öåïè.

Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëà νij (i, j = 0, 1, 2, . . .), îïðåäåëÿåìûå
ðàâåíñòâîì

νij =
{ −qi, åñëè j = i,

qij , åñëè j 6= i,

íàçûâàþòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõî-
äà ìàðêîâñêîé öåïè {ξ(t), t ∈ [0;∞)} ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì,
à ìàòðèöó ν = [νij ] íàçûâàþò ìàòðèöåé èíôèíèòåçèìàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê.

Ìàòðèöà èíôèíèòåçèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê çàäàåò ìàðêîâ-
ñêóþ öåïü: νii = qi � ïàðàìåòð ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ öåïè â ñîñòîÿíèè i, à pij = qij/qi � âåðîÿò-
íîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j (j 6= i).

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà èíôèíèòåçèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

ν = P′(0).

3.7 Îáðàòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà

Îïð å ä å ë å í è å. Ìàðêîâñêóþ öåïü {ξ(t), t ∈ [0;∞)} ñ íåïðå-
ðûâíûìè â íóëå ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè áóäåì íàçûâàòü
êîíñåðâàòèâíîé, åñëè äëÿ âñåõ i∑

j:j 6=i
qij = qi (0 < qi <∞). (3.7.1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàðêîâñêàÿ öåïü êîíñåðâàòèâíà, åñëè äëÿ âñåõ i∑
j:j 6=i

pij = 1.

Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ pij = qij/qi,
i, j = 0, 1, 2, . . .
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Ïðèì å ð 3.7.1. Ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè êîíñåðâàòèâåí,
ïîñêîëüêó

qi,i+1 = λi, qi,i−1 = µi, qij = 0, j 6= i, j 6= i− 1, j 6= i+ 1,

qi = λi + µi.

Òå î ð åì à 3.7.1 (îáðàòíûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà). B êîí-
ñåðâàòèâíîé öåïè Ìàðêîâà ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(t) óäîâ-
ëåòâîðÿþò îáðàòíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì Êîëìî-
ãîðîâà:

P ′ij(t) =
∑
k:k 6=i

qikPkj(t)− qiPij(t) (3.7.2)

äëÿ âñåõ i, j = 0, 1, 2, . . .; â ìàòðè÷íîì âèäå

P′(t) = νP(t),

ãäå ν � èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà èìå-

åì
Pij(h+ t)− Pij(t) =

∑
k

Pik(h)Pkj(t)− Pij(t) =

=
∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t) + (Pii(h)− 1)Pij(t).

Îòñþäà

Pij(h+ t)− Pij(t)
h

=
∑
k:k 6=i

Pik(h)

h
Pkj(t) +

Pii(h)− 1

h
Pij(t).

Ôîðìàëüíî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè h→ 0 + 0, ïðè÷åì â ïðàâîé
÷àñòè ïîä çíàêîì ñóììû, äëÿ âñåõ i, j, ïîëó÷èì

P ′ij(t) =
∑
k:k 6=i

qikPkj(t)− qiPij(t).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà óñòàíîâèì, ÷òî∑
k:k 6=i

qikPkj(t) ≤ lim
h→0+0

1

h

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
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≤ lim
h→0+0

1

h

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
∑
k:k 6=i

qikPkj(t).

Äëÿ ëþáîãî N

1

h

N∑
k=1, k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
1

h

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t).

Îòñþäà

N∑
k=1, k 6=i

qikPkj(t) ≤ lim
h→0+0

1

h

∑
k 6=i

Pik(h)Pkj(t),

à òàê êàê N ïðîèçâîëüíî, òî∑
k:k 6=i

qikPkj(t) ≤ lim
h→0+0

1

h

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t). (3.7.3)

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

lim
h→0+0

1

h

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
∑
k:k 6=i

qikPkj(t).

Ïóñòü N äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òàê ÷òî i ∈ [0, N). Òîãäà

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
N∑

k=1, k 6=i
Pik(h)Pkj(t) +

∞∑
k=N+1

Pik(h) =

=
N∑

k=1, k 6=i
Pik(h)Pkj(t) + 1−

N∑
k=1

Pik(h) =

=

N∑
k=1, k 6=i

Pik(h)Pkj(t)+
(

(1− Pii(h))−
N∑

k=1, k 6=i
Pik(h)

)
.

Ðàçäåëèâ íà h è âû÷èñëèâ âåðõíèé ïðåäåë ïðè h → 0 + 0 îò
îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì

lim
h→0+0

1

h

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
N∑

k=1, k 6=i
qikPkj(t) +

(
qi −

N∑
k=1, k 6=i

qik

)
.
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ÏðèN → +∞, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîöåññ êîíñåðâàòèâåí (ñì. (3.7.1)),
à, ñëåäîâàòåëüíî,

qi −
N∑

k=1, k 6=i
qik → 0,

ïîëó÷àåì

lim
h→0+0

1

h

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
∑
k:k 6=i

qikPkj(t).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (3.7.3) ñëåäóåò, ÷òî,
âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò

lim
h→+0

1

h

∑
k:k 6=i

Pik(h)Pkj(t),

è, âî-âòîðûõ, îí ðàâåí
∑
k:k 6=i

qikPkj(t).

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å. Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(t) êîíñåðâàòèâ-

íîé ìàðêîâñêîé öåïè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå îáðàòíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.7.2) è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ êîí-
ñåðâàòèâíîñòè, íî ïîñëåäíåå äåëàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñî-
áåííî ïðîñòûì.

3.8 Ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïðèìåðû
Ïðèì å ð 3.8.1 (öåïü ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè). Ïóñòü {ξ(t), t ∈

∈ [0,∞)} � ñòàöèîíàðíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðå-
ìåíåì è ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {0; 1}.

Íàéòè Pij(t), i, j = 0, 1, ïî èçâåñòíûì q0 è q1, åñëè ñîñòî-
ÿíèÿ öåïè íåíóëåâûå, ò. å. q0 > 0 è q1 > 0, è íå ìãíîâåííûå,
ò. å. q0 6=∞ è q1 6=∞.

Ðåøåíè å. Ïîñêîëüêó ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî X = {0; 1} ñî-
ñòîèò èç äâóõ ñîñòîÿíèé è ñîñòîÿíèÿ íåíóëåâûå � öåïü íå îñòà-
åòñÿ â ñîñòîÿíèÿõ 0 è 1, òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà âî âëîæåííîé
öåïè ðàâíû:

p01 = 1, p10 = 1.

Äàëåå,

pij =
qij
qi
, j 6= i,
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ïîýòîìó

p01 =
q01
q0
, p10 =

q10
q1
,

à ò. ê.
p01 = 1, p10 = 1,

òî
q01 = q0, q10 = q1

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà èíôèíèòåçèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

ν =
[ −q0 q01

q10 −q1
]

=
[ −q0 q0

q1 −q1
]
.

Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(t), i, j = 0, 1, íàéäåì êàê ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà:

P′(t) = νP(t),

ïîäðîáíåå
P ′00(t) = −q0P00(t) + q0P10(t), (3.8.4)

P ′01(t) = −q0P01(t) + q0P11(t), (3.8.5)

P ′10(t) = q1P00(t)− q1P10(t), (3.8.6)

P ′11(t) = q1P01(t)− q1P11(t), (3.8.7)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Pij(0) = δij , i, j = 0, 1. (3.8.8)

Ïîñêîëüêó

P00(t) + P01(t) = 1, P10(t) + P11(t) = 1, (3.8.9)

òî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.8.4) − (3.8.7) äîñòàòî÷íî
íàéòè P00(t) è P10(t), ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.8.4) è (3.8.6).
Âû÷èòàÿ óðàâíåíèå (3.8.6) èç óðàâíåíèÿ (3.8.4), ïîëó÷èì:

(P00(t)− P10(t))
′ = −(q1 + q0)(P00(t)− P10(t)). (3.8.10)

Ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè íà-
÷àëüíîì óñëîâèè

P00(0)− P10(0) = 1
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ÿâëÿåòñÿ
P00(t)− P10(t) = e−(q0+q1)t. (3.8.11)

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.8.4), ïîëó÷èì:

P ′00(t) = −q0e−(q0+q1)t.

Îòêóäà ∫ t

0
P ′00(s)ds = −

∫ t

0
q0e
−(q0+q1)sds,

P00(t) = P00(0)− q0
q0 + q1

(1− e−(q0+q1)t).

Èòàê,

P00(t) =
q1

q0 + q1
+

q0
q0 + q1

e−(q0+q1)t, t ≥ 0.

Ïî P00(t) íàõîäèì îñòàâøèåñÿ Pij(t).
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ P00(t) â ðàâåíñòâî (3.8.11), íàõî-

äèì, ÷òî

P10(t) =
q1

q0 + q1
− q1
q0 + q1

e−(q0+q1)t, t ≥ 0.

Íàêîíåö, èç (3.8.9) ïîëó÷àåì, ÷òî

P01(t) = 1− P00(t) =
q0

q0 + q1
− q0
q0 + q1

e−(q0+q1)t, t ≥ 0,

P11(t) = 1− P10(t) =
q0

q0 + q1
+

q1
q0 + q1

e−(q0+q1)t, t ≥ 0.

Èç íàéäåííûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ Pij(t), i, j = 0, 1, ïîëó÷àåì

lim
t→∞

Pi0(t) =
q1

q0 + q1
, i = 0, 1,

lim
t→∞

Pi1(t) =
q0

q0 + q1
, i = 0, 1.

Ïðèì å ð 3.8.2. Ïóñòü {ξ(t), t ∈ [0,∞), ξ(0) = 0} � ïðîöåññ
÷èñòîãî ðîæäåíèÿ, ñòàðòóþùèé èç 0 ñ ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì X = {0, 1, 2, . . .} è ïîëîæèòåëüíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè
ðîñòà λk.
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Âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ Pk(t) = P{ξ(t) = k}, k = 0, 1, 2, . . .
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

P ′0(t) = −λP0(t),
P ′k(t) = −λkPk(t) + λk−1Pk−1(t), k ≥ 1.

(3.8.12)

Ñèñòåìà (3.8.12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {Pk(t)}, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì

Pk(t) ≥ 0,
∞∑
k=0

Pk(t) ≤ 1.

Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

∞∑
k=0

Pk(t) = 1 ïðè âñåõ t > 0,

òî ðÿä
∞∑
k=0

1

λk
(3.8.13)

ðàñõîäèòñÿ.
Ðåøåíè å. Èç (3.8.12) ïîëó÷àåì:

λkPk(t) = −P ′k(t) + λk−1Pk−1(t). (3.8.14)

Ïîëüçóÿñü ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (3.8.14), èìååì:

λkPk(t) = −P ′k(t) + λk−1Pk−1(t) =

= −P ′k(t)− P ′k−1(t) + λk−2Pk−2(t) = . . . = −
k∑
j=0

P ′j(t).

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì:

λk

t∫
0

Pk(s)ds =

− k∑
j=0

Pj(s)

∣∣∣∣∣
t

0

=



3.8. Ïðèìåðû è çàäà÷è 187

=
k∑
j=0

(Pj(0)− Pj(t)) = 1−
k∑
j=0

Pj(t),

(âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðîöåññ ñòàðòóåò èç íóëÿ: P0(0) =
= 1, Pj(0) = 0, j = 1, 2, . . .) èëè

0 ≤
k∑
j=0

Pj(t) = 1− λk

t∫
0

Pk(s)ds.

Îòñþäà èìååì
t∫

0

Pk(s)ds ≤
1

λk
. (3.8.15)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∞∑
k=0

Pk(t) = 1.

Ñëîæèâ ïî÷ëåííî íåðàâåíñòâà (3.8.15) (k = 0, 1, 2, . . .) è âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëåáåãà î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè, ïî-
ëó÷èì:

∞∑
k=0

1

λk
≥
∞∑
k=0

t∫
0

Pk(s)ds =

t∫
0

∞∑
k=0

Pk(s)ds =

t∫
0

1dt = t

ïðè âñåõ t > 0, ÷òî äîêàçûâàåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (3.8.13).
Â ñëó÷àå æå, êîãäà ðÿä (3.8.13) ñõîäèòñÿ, äëÿ íåêîòîðîãî t0

∞∑
k=0

Pk(t0) 6= 1,

ò. å. â ìîìåíò âðåìåíè t0 ìû èìååì äåëî ñ ïàðàäîêñàëüíîé ñèòóà-
öèåé (âåäü ñîáûòèÿ {ξ(t0) = k}, k = 0, 1, 2, . . . îáðàçóþò ïîëíóþ
ãðóïïó ñîáûòèé è ñóììà èõ âåðîÿòíîñòåé îáÿçàíà ðàâíÿòüñÿ 1).
Îáúÿñíèòü ýòî ÿâëåíèå ìîæíî òàê: ïðè äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðå-
ìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè èíòåíñèâíîñòÿõ ðîñòà λk (íàñòîëüêî
áûñòðî, ÷òî ðÿä (3.8.13) ñõîäèòñÿ) ðàçìåð ïîïóëÿöèè ìîæåò çà
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êîíå÷íîå âðåìÿ T âûðîñòè äî áåñêîíå÷íîñòè (òàê íàçûâàåìûé
âçðûâ) è ïðîöåññ ïðè t > T íå îïðåäåëåí.

Çàäà÷è
Çàäà÷à 3.1. Âûïèñàòü îáðàòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ.
Î ò â å ò:

P′(t) = νP(t),

ãäå

ν =


−λ0 λ0 0 0 . . .

0 −λ1 λ1 0 . . .
0 0 −λ2 λ2 . . .
...

...
...

...
. . .

 .
Çàäà÷à 3.2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ i ìàðêîâ-

ñêîé öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ â
èñõîäíîå ñîñòîÿíèå Pii(t) ñòðîãî áîëüøå íóëÿ ïðè âñåõ t > 0.

Ó ê à ç à í è å. Âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà-×åï-
ìåíà.

Çàäà÷à 3.3. Ïóñòü i, j � äâà ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ñóùåñòâóåò t0 òàêîå, ÷òî Pij(t0) > 0.
Äîêàçàòü, ÷òî Pij(t) > 0 äëÿ ëþáîãî t > 0.

Ó ê à ç à í è å. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Êîëìîãîðîâà-×åï-
ìåíà.

Çàäà÷à 3.4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîöåññà ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ
ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

Pi,j(t) = λj−1 e
−λjt

t∫
0

eλjsPi,j−1(s)ds, j > i.

Óêà ç à í è å. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðÿìûìè äèôôåðåíöèàëüíû-
ìè óðàâíåíèÿìè.

Çàäà÷à 3.5. Ïóñòü ξ(t) � ïðîöåññ ÷èñòîãî ðîæäåíèÿ ñ èí-
òåíñèâíîñòÿìè ðîñòà λ0 = 1, λ1 = 3, λ2 = 2, λ3 = 5. Íàéòè P0,n(t)
ïðè n = 0, 1, 2, 3.

Çàäà÷à 3.6. Ïóñòü ξ(t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåí-
ñèâíîñòüþ λ = 5. Íàéòè:

1)P{ξ(3) = 8, ξ(7) = 12}; 2)P{ξ(3) = 3, ξ(6) = 5}.
Çàäà÷à 3.7. Ïóñòü ξ(t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåí-

ñèâíîñòüþ λ = 7. Íàéòè

P{ξ(3) = 8 | ξ(10) = 22}.
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