
ÌÈÍÈÑÒÅÐÑÒÂÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÔÅÄÅÐÀÖÈÈ

ÒÂÅÐÑÊÎÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Ì.À.Òàéöëèí

ÃÐÀÔÛ

Òâåðü 2000 ãîä



ÓÄÊ 519.7
Áðîøþðà ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ ïåðâîíà÷àëüíûõ ñâåäåíèé î ãðàôàõ

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñè ëåêöèé, êîòîðûå ÿ ÷èòàþ íà ïåðâîì êóðñå
â ðàìêàõ ëåêöèé ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå.

$1 ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ, îïèñàíèå ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ãðàôîâ è ïðè-
ìåðû ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàçëè÷íûì óñëîâèÿì.

Â $2 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû äîñòèæèìîñòè è ïîíÿòèÿ êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè, à òàêæå ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå òàêèõ êîìïîíåíò.

Â $3 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà äåðåâüåâ. Äëÿ íàãðóæåííîãî ãðàôà ïðèâî-
äèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñàìîãî äåø¼âîãî îñòîâà.

Â $4 èçó÷àþòñÿ ÷¼òíûå ãðàôû. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ýéëåðà î òîì,
÷òî ìîæíî îáîéòè áåç ïîâòîðåíèé âñå ð¼áðà ãðàôà òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ãðàô ÷¼òåí. Ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî ïîäãðàôîâ íàä ïîëåì èç
äâóõ ýëåìåíòîâ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà
÷¼òíûõ ïîäãðàôîâ.

Â $5 îáñóæäàåòñÿ àëãîðèòì Äåéêñòðû ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè
â ñâÿçíîì íàãðóæåííîì ãðàôå.
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4 Ââåäåíèå

Ââåäåíèå
Áðîøþðà ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ ïåðâîíà÷àëüíûõ ñâåäåíèé î ãðàôàõ

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñè ëåêöèé, êîòîðûå ÿ ÷èòàþ íà ïåðâîì êóðñå
â ðàìêàõ ëåêöèé ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå.

$1 ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ, îïèñàíèå ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ãðàôîâ è ïðè-
ìåðû ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàçëè÷íûì óñëîâèÿì.

Â $2 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû äîñòèæèìîñòè è ïîíÿòèÿ êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè, à òàêæå ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå òàêèõ êîìïîíåíò.

Â $3 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà äåðåâüåâ. Äëÿ íàãðóæåííîãî ãðàôà ïðèâî-
äèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñàìîãî äåø¼âîãî îñòîâà.

Â $4 èçó÷àþòñÿ ÷¼òíûå ãðàôû. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ýéëåðà î òîì,
÷òî ìîæíî îáîéòè áåç ïîâòîðåíèé âñå ð¼áðà ãðàôà òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ãðàô ÷¼òåí. Ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî ïîäãðàôîâ íàä ïîëåì èç
äâóõ ýëåìåíòîâ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà
÷¼òíûõ ïîäãðàôîâ.

Â $5 îáñóæäàåòñÿ àëãîðèòì Äåéêñòðû ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè
â ñâÿçíîì íàãðóæåííîì ãðàôå.

Ãëàâíàÿ èñïîëüçóåìàÿ ìíîé êíèãà:
Christofides, Nicos. Graph theory. An algorithmic approach. Computer

Science and Applied Mathematics.
Academic Press [Harcourt Brace Jovanovich, Publishers], New York-

London, 1975. xv+400 pp.
Êíèãà ïåðåâåäåíà íà ðóññêèé ÿçûê.
Í.Êðèñòîôèäåñ. Òåîðèÿ ãðàôîâ. Àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä. Ïåðåâîä

ñ àíãëèéñêîãî. ¾Ìèð¿, Ìîñêâà, 1978.
ß ïðèäåðæèâàþñü, â îñíîâíîì, òåðìèíîëîãèè îðèãèíàëà è èãíîðè-

ðóþ òåðìèíîëîãèþ ïåðåâîä÷èêà.
ß èñïîëüçîâàë è äðóãèå êíèãè ïî òåîðèè ãðàôîâ.
Ñèìâîë îáîçíà÷àåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà èëè îòñóòñòâèå äîêàçà-

òåëüñòâà.
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1 ÑÏÎÑÎÁÛ ÇÀÄÀÍÈß ÃÐÀÔÎÂ
1.1 Îïðåäåëåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 1.1.1 (îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà). Îðèåí-
òèðîâàííûì ìóëüòèãðàôîì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ÷åòûð¼õ îáúåê-
òîâ: ìíîæåñòâà B âåðøèí, ìíîæåñòâà P ð¼áåð è äâóõ îòîáðàæåíèé
τ1 è τ2 ìíîæåñòâà P âî ìíîæåñòâî B, ñòàâÿùèõ êàæäîìó ðåáðó â
ñîîòâåòñòâèå åãî íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ âåðøèíû. Åñëè íà÷àëüíàÿ
âåðøèíà ðåáðà ñîâïàäàåò ñ åãî êîíå÷íîé âåðøèíîé, òî òàêîå ðåáðî íà-
çûâàåòñÿ ïåòë¼é. Ýòîò ìóëüòèãðàô îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

〈B,P, τ1, τ2〉.

Îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì,
åñëè ëþáûå äâà ðåáðà, èìåþùèå îäèíàêîâûå íà÷àëüíûå è îäèíàêîâûå
êîíå÷íûå âåðøèíû, ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2 (ìóëüòèãðàôà). Ìóëüòèãðàôîì íàçûâàåòñÿ
ñîâîêóïíîñòü òð¼õ îáúåêòîâ: ìíîæåñòâà B âåðøèí, ìíîæåñòâà P
ð¼áåð è îòîáðàæåíèÿ τ , ñòàâÿùåãî êàæäîìó ðåáðó â ñîîòâåòñòâèå
îäíó âåðøèíó èëè äâå âåðøèíû. Åñëè ðåáðó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
îäíà âåðøèíà, òî ðåáðî íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é, à ñîïîñòàâëåííàÿ âåðøè-
íà íàçûâàåòñÿ êîíöîì ýòîé ïåòëè. Åñëè ðåáðó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå äâå âåðøèíû, òî îíè íàçûâàþòñÿ êîíöàìè ýòîãî ðåáðà. Ýòîò
ìóëüòèãðàô îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

〈B, P, τ〉.

Ìóëüòèãðàô íàçûâàåòñÿ ãðàôîì, åñëè ëþáûå äâà ðåáðà, èìåþùèå îäè-
íàêîâûå êîíöû, ñîâïàäàþò.

Ìóëüòèãðàô (ãðàô) íàçûâàþò åù¼ íåîðèåíòèðîâàííûì ìóëüòèãðà-
ôîì (ãðàôîì), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå îò îðèåíòèðîâàííîãî ìóëü-
òèãðàôà (ãðàôà). Ïîíÿòíî, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô, â êîòîðîì äëÿ êàæ-
äîãî ðåáðà èìååòñÿ äðóãîå ðåáðî, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ êîíöîì
ïåðâîãî ðåáðà, à êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïåðâîãî ðåáðà.

Îáû÷íî îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàííûå ìóëüòèãðàôû èçî-
áðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè. Ð¼á-
ðà îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà èçîáðàæàþòñÿ ñòðåëêàìè, èäóùèìè
èç íà÷àëüíîé âåðøèíû (íà÷àëà) â êîíå÷íóþ âåðøèíó (êîíåö) ðåáðà.
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Ð¼áðà íåîðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà èçîáðàæàþòñÿ îòðåçêàìè, ñî-
åäèíÿþùèìè êîíöû ðåáðà. Ïåòëÿ èçîáðàæàåòñÿ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþ-
ùèì åäèíñòâåííûé êîíåö ïåòëè ñ ñàìèì ñîáîé.

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà.
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Ïðèìåð 1.1.2.
Â ïðèìåðå 1.1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Âåðøè-

íû ýòîãî ãðàôà îáîçíà÷åíû ÷èñëàìè 0, 1, . . . , 19. Âñåãî ó ýòîãî ãðàôà 20
âåðøèí. Âåðøèíà 11 ñîåäèíåíà ð¼áðàìè ñ âåðøèíàìè 10, 9 è 12, âåðøè-
íà 12 ñîåäèíåíà ð¼áðàìè ñ âåðøèíàìè 9, 11 è 13, âåðøèíà 9 ñîåäèíåíà ñ
ð¼áðàìè 4, 14, 11 è 12, âåðøèíà 19 ñîåäèíåíà ðåáðîì òîëüêî ñ âåðøèíîé
14, à âåðøèíà 14 ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè 19, 9, 13 è 15. È òàê äàëåå.
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Â ïðèìåðå 1.1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, èìåþùèé
20 âåðøèí, îáîçíà÷åííûõ ÷èñëàìè îò 0 äî 19, è ð¼áðà, èäóùèå èç âåðøè-
íû 0 â âåðøèíó 1, èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 2, èç âåðøèíû 2 â âåðøèíó
3 è òàê äàëåå, èç âåðøèíû 8 â âåðøèíó 18, èç âåðøèíû 18 â âåðøèíû
10 è 16, èç âåðøèíû 12 â âåðøèíû 9 è 13, èç âåðøèíû 13 â âåðøèíû 1
è 14 è òàê äàëåå. Âñåãî â ýòîì ãðàôå 21 ðåáðî.

Áèíàðíûì îòíîøåíèåì (èëè áèíàðíûì ïðåäèêàòîì) íà ìíîæåñò-
âå A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Îòíîøåíèå
íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûì, åñëè îíî ïóñòî. Îòíîøåíèå íàçû-
âàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ
ïàð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Åñëè ïàðà âõîäèò â îòíîøåíèå, òî ãîâîðÿò,
÷òî ýòî îòíîøåíèå èñòèííî íà ýòîé ïàðå, à åñëè ïàðà íå âõîäèò â îòíî-
øåíèå, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ëîæíî íà ýòîé ïàðå. Ìíîæåñòâî A
ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîøåíèÿ. Çàïèñü
Q(a, b) îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ñ èìåíåì Q èñòèííî íà ïàðå 〈a, b〉.

Îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a
íîñèòåëÿ ïàðà 〈a, a〉 âõîäèò â îòíîøåíèå.

Ïðèìåðîì ðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå äåëèìîñ-
òè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ èððåôëåêñèâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
a íîñèòåëÿ ïàðà 〈a, a〉 íå âõîäèò â îòíîøåíèå.

Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ÿâëÿåòñÿ èð-
ðåôëåêñèâíûì.

Îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû 〈a, b〉
èç ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîùåíèÿ ïàðà 〈b, a〉 òîæå âõîäèò â îòíîøåíèå.

Îòíîøåíèå äåëèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Îäíàêî ñèììåò-
ðè÷íûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îäèíà-
êîâûõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ íà ìíîæåñòâå áóëåâûõ ôóíêöèé.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå Q íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b è c ìíîæåñòâà A èç èñòèííîñòè Q(a, b)
è Q(b, c) ñëåäóåò èñòèííîñòü Q(a, c).

Îòíîøåíèå äåëèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Òðàíçèòèâíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ è îòíîøåíèå ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îäèíàêîâûõ
íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå Q íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ òîòàëüíûì, åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a è b ìíîæåñòâà A ëèáî èñòèííî
Q(a, b), ëèáî èñòèííî Q(b, a).

Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ÿâëÿåòñÿ òî-
òàëüíûì.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñ-
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ëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.
Îòíîøåíèå ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îäèíàêîâûõ íàáîðàõ

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíî-
æåñòâå áóëåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.1 (î ðàçáèåíèè). Ñ êàæäûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè ñâÿçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå íîñèòåëÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíî-
æåñòâà ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Ýòè ïîäìíîæåñòâà îáû÷íî íàçûâàþò êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Aa

âñåõ åìó ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè êàêîé-òî ýëåìåíò a ýêâèâàëåí-
òåí äâóì ðàçíûì ýëåìåíòàì b è c, òî ýòè ýëåìåíòû b è c ýêâèâàëåíòíû
ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Aa ïîïàðíî ýêâèâàëåíò-
íû, à ëþáîé ýëåìåíò, ýêâèâàëåíòíûé b, ýêâèâàëåíòåí è c. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Ab = Ac. Çíà÷èò, ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà Ab è Ac íå èìåþò îáùèõ
ýëåìåíòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé ýëåìåíò a íîñèòåëÿ ëåæèò âî
ìíîæåñòâå Aa.

Îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû
〈a, b〉 èç ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîøåíèÿ ïàðà 〈b, a〉 íå âõîäèò â îòíîøåíèå.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, åñëè îíî àí-
òèñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà ìíî-
æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, åñëè îíî òî-
òàëüíî è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íà íà-
òóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Êàê ìû çíàåì, îòíîøåíèå íà êîðòåæàõ, ñîñòàâëåí-
íûõ èç íóëåé è åäèíèö, ñîäåðæàùèõ òå è òîëüêî òå ïàðû êîðòåæåé,
êîòîðûå ðàçëè÷íû è ó êîòîðûõ êàæäàÿ êîîðäèíàòà ïåðâîãî êîðòåæà íå
ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû âòîðîãî êîðòåæà, ÿâëÿåòñÿ
÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì.

Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû èñïîëüçóþò äëÿ çàäàíèÿ áèíàðíûõ îòíî-
øåíèé.

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô çàäà¼ò áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå
ñâîèõ âåðøèí. Äëÿ äâóõ âåðøèí ýòî îòíîøåíèå èñòèííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èìååòñÿ ñòðåëêà, èäóùàÿ èç ïåðâîé âåðøèíû âî âòîðóþ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ ðåáðî ñ íà÷àëîì â ïåðâîé âåðøèíå è êîíöîì
âî âòîðîé.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàô îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì, åñëè ýòèì ñâîéñò-
âîì îáëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå áèíàðíîå îòíîøåíèå.

Íàïðèìåð, â ïðèìåðå 1.1.2 çàäà¼òñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå, êîòîðîå íà
ïàðå <1, 2> èñòèííî, à íà ïàðå <3, 1> ëîæíî. Ýòî îòíîøåíèå èððåôëåê-
ñèâíî è íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, òàê êàê îíî èñòèííî íà ïàðå <1,2>
è íà ïàðå <2,3>, íî ëîæíî íà ïàðå <1,3>. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì è íå ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíûì. Âìåñòå ñ òåì îíî àíòèñèììåòðè÷íî.

Â ñâîþ î÷åðåäü êàæäîå áèíàðíîå îòíîøåíèå çàäà¼ò îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû íîñèòåëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî îòíîøåíèÿ. Â ýòîì ãðàôå èìååòñÿ ðåáðî, èäóùåå èç ïåðâîé
âåðøèíû âî âòîðóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà ñîîòâåòñòâóþùåé
ïàðå îòíîøåíèå èñòèííî.

Ïðè ýòîì äëÿ çàäàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Â ýòîì ñëó÷àå â ãðàôå èìååòñÿ ðåáðî,
ñîåäèíÿþùåå ïàðó âåðøèí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå èñ-
òèííî íà ýòîé ïàðå.

1.2 Ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ
Äëÿ çàäàíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ìîæíî ïðîñòî ïåðå÷èñëèòü ýëå-

ìåíòû íîñèòåëÿ è âõîäÿùèå â ýòî îòíîøåíèå ïàðû. Òàêèì îáðàçîì ìîæ-
íî çàäàâàòü è ãðàôû, ïåðå÷èñëÿÿ âåðøèíû è ð¼áðà êàê ïàðû âåðøèí.
Íî áîëåå íàãëÿäíûì è êîìïàêòíûì ñïîñîáîì çàäàíèÿ áèíàðíûõ îòíî-
øåíèé è ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ òàáëèöû.

Ñïîñîáîì çàäàíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ è çàäàâàåìîãî èì ãðàôà
ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà ñìåæíîñòè, â êîòîðîé ñòðîêè è ñòîëáöû ïîìå÷åíû
âåðøèíàìè ãðàôà, à íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ñòîèò 1 èëè 0 â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, èìååòñÿ ëè èëè íåò ðåáðî, èäóùåå èç ìåòêè ñòðîêè
â ìåòêó ñòîëáöà.

Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü íàãðóæåííûå ãðàôû, â êîòîðûõ êàæ-
äîìó ðåáðó ïðèñâîåíà åãî ñòîèìîñòü, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì öåëûì ÷èñëîì. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî 1 â òàáëèöå ïîìåùàåòñÿ ñòîè-
ìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâóåò ðåá-
ðî, èäóùåå èç ìåòêè ñòðîêè â ìåòêó ñòîëáöà, òî íà ïåðåñå÷åíèè ýòîé
ñòðîêè è ýòîãî ñòîáöà ïîìåùàåòñÿ ñòîèìîñòü ýòîãî ðåáðà, à åñëè òà-
êîãî ðåáðà íåò, òî ïîìåùàåòñÿ 0. Îáû÷íîìó (íåíàãðóæåííîìó) ãðàôó
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé, êîãäà ñòîèìîñòè âñåõ ð¼áåð ðàâíû 1. Âìåñòî ñòî-
èìîñòè èíîãäà ãîâîðÿò î âåñå ðåáðà.

Íàïðèìåð, ãðàô 1.1.2 ìîæåò áûòü çàäàí ñëåäóþùåé òàáëèöåé ñìåæ-
íîñòè (â ìåòêàõ âòîðîé ïîëîâèíû ñòîëáöîâ îïóùåíà öèôðà 1 êàê öèôðà
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äåñÿòêîâ):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
9 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
13 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
16 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Äðóãèì ñïîñîáîì çàäàíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ òàá-
ëèöà èíöèäåíòíîñòè. Â òàêîé òàáëèöå ñòðîêè ïîìå÷åíû âåðøèíàìè
ãðàôà, à ñòîëáöû � ð¼áðàìè. Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ïîìå-
ùàåòñÿ 1, åñëè âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ðåáðà, ïîìåùàåòñÿ �1, åñëè
âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà, è ïîìåùàåòñÿ 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷à-
ÿõ. Åñëè ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é, ìîæíî âìåñòî ïàðû <1,�1> ïîìåùàòü,
íàïðèìåð, 2.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû ëèáî èìååò ðîâíî îäíà
åäèíèöà è îäíà åäèíèöà ñ ìèíóñîì, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ íó-
ëÿìè, ëèáî èìååòñÿ ðîâíî îäíà äâîéêà, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ
íóëÿìè.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ãðàô 1.2.1, â êîòîðîì âåðøèíû ïîìå÷åíû
öèôðàìè îò 10 äî 18, à ð¼áðà � öèôðàìè îò 1 äî 9. Â ãðàôå èìååòñÿ
ïåòëÿ, íà÷àëîì è êîíöîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà 13. Â ãðàôå èìååòñÿ
âåðøèíà 11, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè íà÷àëüíîé, íè êîíå÷íîé âåðøèíîé
íèêàêîãî ðåáðà. Òàêèå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ èçîëèðîâàííûìè. Â ãðàôå
èìååòñÿ âåðøèíà 10, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé âåðøèíîé íèêàêîãî
ðåáðà. Òàêèå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ñòîêàìè. Â ãðàôå èìååòñÿ òàêæå
âåðøèíà 12, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé âåðøèíîé íèêàêîãî ðåáðà.
Òàêèå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ èñòî÷íèêàìè.
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Ïðèìåð 1.2.1.
Ýòîò ãðàô 1.2.1 ìîæåò áûòü çàäàí ñëåäóþùåé òàáëèöåé èíöèäåíò-

íîñòè:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12 1 0 0 0 0 0 0 0 0
13 −1 1 0 0 0 0 0 0 2
14 0 −1 1 0 0 0 0 0 0
15 0 0 −1 1 0 0 0 0 0
16 0 0 0 −1 1 0 −1 0 0
17 0 0 0 0 −1 1 0 0 0
18 0 0 0 0 0 −1 1 1 0

Ýòîò ñïîñîá ãîäèòñÿ è äëÿ çàäàíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ è íåîðèåíòè-
ðîâàííûõ ìóëüòèãðàôîâ. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå ïîìåùàåòñÿ 1,
åñëè âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êîíöåâûõ âåðøèí ðåáðà, è ïîìåùàåòñÿ
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

1.3 Ïóòè
Îïðåäåëåíèå 1.3.1 (ïóòè). Ïóò¼ì â îðèåíòèðîâàííîì ìóëüòèãðà-
ôå íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð¼áåð, â êîòîðîé êîíå÷íàÿ
âåðøèíà âñÿêîãî ðåáðà, îòëè÷íîãî îò ïîñëåäíåãî, ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé
âåðøèíîé ñëåäóþùåãî ðåáðà. Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ð¼áðà â
í¼ì íå ïîâòîðÿþòñÿ (êàæäîå ðåáðî âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðà-
çà). Íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ïåðâîãî ðåáðà íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì ïóòè. Êî-
íå÷íàÿ âåðøèíà ïîñëåäíåãî ðåáðà íàçûâàåòñÿ êîíöîì ïóòè. Ãîâîðÿò,
÷òî ïóòü ñîåäèíÿåò ñâî¼ íà÷àëî ñî ñâîèì êîíöîì èëè ÷òî ïóòü èä¼ò
èç ñâîåãî íà÷àëà â ñâîé êîíåö. Ïóòü íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè
âåðøèíû â íåì íå ïîâòîðÿþòñÿ (êàæäàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé
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âåðøèíîé òîëüêî îäíîãî ðåáðà ýòîãî ïóòè, à êîíåö ïóòè íå ÿâëÿåòñÿ
îòëè÷íîé îò íà÷àëà ýòîãî ïóòè íà÷àëüíîé âåðøèíîé íèêàêîãî ðåá-
ðà ýòîãî ïóòè). Ïóòü íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè îí ñîäåðæèò ð¼áðà
è åñëè åãî íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ åãî êîíöîì. Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì
(ýëåìåíòàðíûì), åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî, ýëå-
ìåíòàðíûì) ïóò¼ì.

Íàïðèìåð, â ãðàôå 1.2.1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð¼áåð 1,2,3 ÿâëÿåòñÿ ïó-
ò¼ì, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1,3,4 ïóò¼ì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïóòü 5,6,7 ÿâëÿåòñÿ
öèêëîì. Ïóòè 1,2,3 è 5,6,7 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Ïóòü 2,3,4,5,6,7
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì è íå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì.
Ïóòü 2,3,4,5,6,7,5,6,7 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Äëèíîé ïóòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ð¼áåð â ýòîì ïóòè (äëèíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè). Íàïðèìåð, äëèíîé ïóòè 2,3,4,5,6,7,5,6,7 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 9.

Â íàãðóæåííîì ìóëüòèãðàôå âåñîì ïóòè íàçûâàåòñÿ ñóììà âåñîâ
âõîäÿùèõ â ýòîò ïóòü ð¼áåð.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2 (ïóòè â íåîðèåíòèðîâàííîì ìóëüòèãðàôå).
Ïóò¼ì â íåîðèåíòèðîâàííîì ìóëüòèãðàôå íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

A1, r1, A2, r2, . . . , Am, rm, Am+1

ïàð (âåðøèíà,ðåáðî), çàêàí÷èâàþùàÿñÿ âåðøèíîé, â êîòîðîé äëÿ i =
1, 2, . . . , m âåðøèíû Ai, Ai+1 ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîíöàìè ðåáðà ri, à ñîñåä-
íèå ð¼áðà ri è ri+1 ðàçëè÷íû. Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ð¼áðà â
í¼ì íå ïîâòîðÿþòñÿ (êàæäîå ðåáðî âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà).
A1 íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì ïóòè. Am+1 íàçûâàåòñÿ êîíöîì ïóòè. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ïóòü ñîåäèíÿåò ñâî¼ íà÷àëî ñî ñâîèì êîíöîì èëè ÷òî ïóòü
èä¼ò èç ñâîåãî íà÷àëà â ñâîé êîíåö. Ïóòü íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì,
åñëè âåðøèíû â íåì íå ïîâòîðÿþòñÿ (ëèáî îíè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ëè-
áî âñå âåðøèíû, êðîìå êîíöà ïóòè, ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à êîíåö ïóòè
ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì). Ïóòü íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè îí ñîäåðæèò
ð¼áðà è åñëè åãî íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ åãî êîíöîì. Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñ-
òûì (ýëåìåíòàðíûì), åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî,
ýëåìåíòàðíûì) ïóò¼ì.

Îïðåäåëåíèå äëèíû è âåñà ïóòè â íåîðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå íå îò-
ëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îðèåíòèðîâàí-
íûõ ìóëüòèãðàôîâ.
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Ïðèìåð 1.3.1.

Íàïðèìåð, â ãðàôå 1.3.1 ïóòü 14,3,15,4,16,7,18,6,17 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òàðíûì ïóò¼ì èç 14 â 17.

1.4 Äâóäîëüíûå ãðàôû
Îïðåäåëåíèå 1.4.1 (äâóäîëüíîãî ãðàôà). Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ìîæíî ðàçáèòü íà òàêèå
äâà ïîäìíîæåñòâà áåç îáùèõ ýëåìåíòîâ, ÷òî êàæäîå ðåáðî èìååò êî-
íåö êàê â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òàê è â äðóãîì ïîäìíîæåñòâå.

Â ÷àñòíîñòè, äâóäîëüíûé ãðàô íå èìååò ïåòåëü.
Íàïðèìåð, ãðàô 1.3.1 íå ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì. Êàê áû ìû íå ðàç-

áèâàëè âåðøèíû ýòîãî ãðàôà, âåðøèíû 16 è 17 äîëæíû áûòü â ðàçíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ. Íî òîãäà âåðøèíó 18 íåëüçÿ îòíåñòè íè ê ïåðâîìó, íè
êî âòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ðàçáèåíèÿ.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îí èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåð-
øèí.

Äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íàçûâàþòñÿ ñìåæ-
íûìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè êàêîãî-òî ðåáðà ýòîãî ãðàôà. Ïðî ýòî
ðåáðî ãîâîðÿò, ÷òî îíî ñîåäèíÿåò ýòè âåðøèíû.

Òåîðåìà 1.2 (î äâóäîëüíûõ ãðàôàõ). Íåîðèåíòèðîâàííûé êîíå÷-
íûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå èìå-
åò öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èìååòñÿ öèêë íå÷åòíîé äëèíû, òî ãðàô íå ÿâ-
ëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, òàê êàê íà÷àëî öèêëà íåëüçÿ îòíåñòè íè ê ïåðâîìó,
íè êî âòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ðàçáèåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âåðøèíû, íà-
õîäÿùèåñÿ íà íå÷åòíîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà, äîëæíû ïîïàäàòü â òî
ïîäìíîæåñòâî ðàçáèåíèÿ, êîòîðîå íå ñîäåðæèò íà÷àëî.

Ïóòü òåïåðü ãðàô íå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.
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Íà÷èíàåì ïåðâûé øàã ïîñòðîåíèÿ. Âûáåðåì êàêóþ-òî âåðøèíó è
ïîìåòèì å¼ çíàêîì ¾+¿. Âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ âûáðàííîé, ïîìåòèì
çíàêîì ¾�¿.

Ïóñòü óæå ïîìå÷åíû íåêîòîðûå âåðøèíû çíàêàìè ¾+¿ è ¾�¿. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ¾+¿ íà ýòîì øàãå, èìååòñÿ
ïóòü ÷åòíîé äëèíû â ýòó âåðøèíó èç ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé âåðøè-
íû íà ýòîì øàãå, à äëÿ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ¾�¿, èìååòñÿ ïóòü íå÷åòíîé
äëèíû èç ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé âåðøèíû íà ýòîì øàãå â ýòó âåð-
øèíó.

Åñëè åñòü íåïîìå÷åííûå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ ïîìå÷åííûìè, âûáå-
ðåì îäíó èç íèõ. Åñëè âûáðàííàÿ âåðøèíà A ñìåæíà ñ âåðøèíîé Bm,
ïîìå÷åííîé ¾+¿, òî ïîìåòèì å¼ çíàêîì ¾�¿.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ñìåæíûå ñ âûáðàííîé âåðøèíû ëèáî íåïîìå÷åíû,
ëèáî ïîìå÷åíû çíàêîì ¾+¿. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñìåæíàÿ ñ âûáðàííîé
âåðøèíà As ïîìå÷åíà çíàêîì ¾�¿, òî èìååòñÿ ïóòü íå÷åòíîé äëèíû

A1, r1, A2, r2, . . . , rs, As

èç ïåðâîíà÷àëüíî ïîìå÷åííîé â ñìåæíóþ ñ âûáðàííîé è èìååòñÿ ïóòü
÷åòíîé äëèíû

A1, t1, B2, t2, . . . , tm, Bm

èç ïåðâîíà÷àëüíî ïîìå÷åííîé â ñìåæíóþ ñ âûáðàííîé. Çàìåòèì, ÷òî As

è Bm ðàçëè÷íû, òàê êàê ïîìå÷åíû ðàçíûìè ìåòêàìè. Ïîýòîìó èìååòñÿ
öèêë

A1, r1, A2, r2, . . . , rs, As, r, A, s,Bm, tm, . . . , t2, B2, t1, A1

íå÷åòíîé äëèíû.
Ïîìåòèì âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ âûáðàííîé âåðøèíîé A, çíàêîì

¾+¿. Ïî ïðåäûäóùåìó, ìåòêè ðàíåå ïîìå÷åííûõ âåðøèí ïðè ýòîì íå
èçìåíÿòñÿ.

Ïðè ýòîì äëÿ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ¾+¿, èìååòñÿ ïóòü ÷åòíîé äëèíû
â ýòó âåðøèíó èç ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé âåðøèíû, à äëÿ âåðøèí,
ïîìå÷åííûõ ¾�¿, èìååòñÿ ïóòü íå÷åòíîé äëèíû èç ïåðâîíà÷àëüíî âû-
áðàííîé âåðøèíû â ýòó âåðøèíó.

Åñëè âûáðàííàÿ âåðøèíà íå ñìåæíà íè ñ êàêîé âåðøèíîé, ïîìå÷åí-
íîé çíàêîì ¾+¿, íî ñìåæíà ñ âåðøèíîé, ïîìå÷åííîé çíàêîì ¾�¿, òî ïî-
ìåòèì å¼ çíàêîì ¾+¿. Ïî ïðåäûäóùåìó, êàæäàÿ ñìåæíàÿ ñ âûáðàííîé
âåðøèíà ëèáî íåïîìå÷åíà, ëèáî ïîìå÷åíà ¾�¿.

Ïîìåòèì âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ âûáðàííîé âåðøèíîé A, çíàêîì
¾�¿. Ïî ïðåäûäóùåìó, ìåòêè ðàíåå ïîìå÷åííûõ âåðøèí ïðè ýòîì íå
èçìåíÿòñÿ.
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Ïðè ýòîì äëÿ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ¾+¿, èìååòñÿ ïóòü ÷åòíîé äëèíû
â ýòó âåðøèíó èç ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé íà ýòîì øàãå âåðøèíû, à
äëÿ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ¾�¿, èìååòñÿ ïóòü íå÷åòíîé äëèíû èç ïåðâî-
íà÷àëüíî âûáðàííîé íà ýòîì øàãå âåðøèíû â ýòó âåðøèíó.

Åñëè íåò íåïîìå÷åííûõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ ïîìå÷åííûìè, ïåðåõî-
äèì ê ñëåäóþùåìó øàãó. Âûáåðåì îäíó èç íåïîìå÷åííûõ âåðøèí, íàçî-
âåì å¼ ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé è ïîìåòèì å¼ çíàêîì ¾+¿. Âñå ñìåæ-
íûå ñ íåé âåðøèíû íåïîìå÷åíû. Ïîìåòèì èõ çíàêàìè ¾�¿. Äàëåå äåéñò-
âóåì óæå îïèñàííûì ñïîñîáîì.

×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîìåòèì âñå âåðøèíû.
Îòíåñåì âåðøèíû, ïîìå÷åííûå ¾+¿, ê ïåðâîìó ïîäìíîæåñòâó, à âåð-

øèíû, ïîìå÷åííûå ¾�¿ � êî âòîðîìó.
Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû, ïîìå÷åííûå îäèíàêîâûì

çíàêîì, íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè.
Ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíû, ïîëó÷èâøèå ìåòêè íà ðàç-

íûõ øàãàõ, íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé, êîãäà îáå âåðøèíû ïîëó÷àþò ìåòêè íà îäíîì è òîì æå øàãå.
Íî â ýòîì ñëó÷àå äâå ñìåæíûå âåðøèíû íå ìîãóò èìåòü îäèíàêîâóþ
ìåòêó.
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2 ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÜ È ÑÂßÇÍÎÑÒÜ
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îðèåíòèðîâàííûå è íåîðè-

åíòèðîâàííûå ìóëüòèãðàôû, ó êîòîðûõ ÷èñëî âåðøèí êîíå÷íî. Òàêèå
ìóëüòèãðàôû ìû íàçûâàåì êîíå÷íûìè.

2.1 Òàáëèöà äîñòèæèìîñòè
Âåðøèíà A îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà íàçûâàåòñÿ äîñòèæè-

ìîé èç âåðøèíû B ýòîãî ìóëüòèãðàôà, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü â ýòîì
ìóëüòèãðàôå èç B â A. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà äî-
ñòèæèìà èç ñàìîé ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè ðåô-
ëåêñèâíî.

Òåîðåìà 2.1 (òðàíçèòèâíîñòü äîñòèæèìîñòè). Îòíîøåíèå äîñòè-
æèìîñòè òðàíçèòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç A â B è èç B â C, òî ñó-
ùåñòâóåò è ïóòü èç A â C. Äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà âûïèñàòü ð¼áðà ïåðâîãî
ïóòè, à ïîòîì ð¼áðà âòîðîãî ïóòè.

Òàáëèöåé äîñòèæèìîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà íàçûâà-
åòñÿ òàáëèöà, â êîòîðîé ñòðîêè è ñòîëáöû ïîìå÷åíû âåðøèíàìè ýòîãî
ìóëüòèãðàôà, à íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ñòîèò 1, åñëè ìåòêà
ñòîëáöà äîñòèæèìà èç ìåòêè ñòðîêè, è ñòîèò 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû äîñòèæèìîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùèé àëãîðèòì.

Âåðøèíà A îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà íàçûâàåòñÿ ñìåæíîé ñ
âåðøèíîé B ýòîãî ìóëüòèãðàôà, åñëè â ýòîì ìóëüòèãðàôå ñóùåñòâóåò
ðåáðî, íà÷àëüíîé âåðøèíîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ B, à êîíå÷íîé âåðøèíîé
ÿâëÿåòñÿ A.

Âûáèðàåì âåðøèíó A è íàõîäèì âñå âåðøèíû, äîñòèæèìûå èç A.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûïèñûâàåì ñàìó âûáðàííóþ âåðøèíó, à çàòåì

âñå ñìåæíûå ñ íåé. Âûáðàííóþ âåðøèíó ñ÷èòàåì îáîçðåâàåìîé.
Åñëè îáîçðåâàåìàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé, òî âñå âåðøèíû,

äîñòèæèìûå èç A, íàéäåíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì îáîçðåâàåìîé
ñëåäóþùóþ âåðøèíó âûïèñûâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è äîáàâëÿåì â
êîíöå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå âåðøèíû, êîòîðûå ñìåæíû ñ îáîçðåâàå-
ìîé, íî íå âñòðå÷àþòñÿ åù¼ â âûïèñûâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîâòîðÿåì ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà îáîçðåâàåìàÿ âåðøèíà íå
îêàæåòñÿ ïîñëåäíåé.
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Òåîðåìà 2.2 (êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà äîñòèæèìîñòè). Â ïî-
ñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêàæóòñÿ âñå âåðøèíû, äîñòèæèìûå
èç A è òîëüêî òàêèå âåðøèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü

r1, r2, . . . , rm

èç A â B è B1, B2, . . . , Bm ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè âåðøèíàìè ð¼áåð ýòîãî
ïóòè, òî ýòè âåðøèíû áóäóò âêëþ÷åíû â âûïèñûâàåìóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî m. Âåðøèíà B1 áóäåò âêëþ÷åíà
ñðàçó. Åñëè âêëþ÷åíà âåðøèíà Bi, òî îíà â êàêîé-òî ìîìåíò îêàæåò-
ñÿ îáîçðåâàåìîé, ïîñëå ÷åãî áóäåò âêëþ÷åíà è ñìåæíàÿ ñ íåé âåðøèíà
Bi+1.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî âñÿêàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ äîñòèæèìîé èç A
âåðøèíîé, ñàìà äîñòèæèìà èç A.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü r1, r2, . . . , rm èç A â B è ðåáðî
rm+1, èäóùåå èç B â C, òî ñóùåñòâóåò ïóòü r1, r2, . . . , rm, rm+1 èç A â
C.

Äîêàæåì òåïåðü èíäóêöèåé ïî íîìåðó âåðøèíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè, ÷òî âñå âêëþ÷åííûå â âûïèñûâàåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèíû
äîñòèæèìû èç A. Êàæäàÿ âåðøèíà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèáî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðâîé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëèáî ñìåæíà ñ íåêîòîðîé ïðåäû-
äóùåé âåðøèíîé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê êàê ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà äîñòèæèìà èç A, òî è ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ âåðøèíà òîæå äîñòèæèìà èç A.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñíîâà ãðàô 1.2.1, â êîòîðîì âåðøèíû ïîìå-
÷åíû öèôðàìè îò 10 äî 18, à ð¼áðà � öèôðàìè îò 1 äî 9.

Âåðøèíà 11 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé. Íèêàêàÿ äðóãàÿ âåðøèíà íå
äîñòèæèìà èç 11. Âåðøèíà 10 íå èìååò âåðøèí, ñìåæíûõ ñ íåé. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå íèêàêàÿ äðóãàÿ âåðøèíà íå äîñòèæèìà èç íå¼.

Íàéä¼ì âåðøèíû, äîñòèæèìûå èç 12. Ñíà÷àëà ïîìåùàåì 12, 13. Ïî-
òîì îáîçðåâàåì 13 è ïîìåùàåì 14. Ïîëó÷àåì 12, 13, 14. Ïîòîì îáîçðå-
âàåì 14 è ïîìåùàåì 15. Ïîòîì îáîçðåâàåì 15 è ïîìåùàåì 16. Ïîòîì
îáîçðåâàåì 16 è ïîìåùàåì 17. Ïîòîì îáîçðåâàåì 17 è ïîìåùàåì 18.
Ïîëó÷àåì

12, 13, 14, 15, 16, 17, 18.
Äàëåå îáîçðåâàåì 18 è ïîìåùàåì 10. 16 ïðè ýòîì ïîìåùàòü íå íàäî,

òàê êàê ýòà âåðøèíà óæå åñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáîçðåâàÿ çàòåì
10, ìû íå äîáàâëÿåì íîâûõ âåðøèí è çàêàí÷èâàåì ïîñòðîåíèå.
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Òàêèì îáðàçîì èç 12 äîñòèæèìû 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 è 10.
Íàéä¼ì âåðøèíû, äîñòèæèìûå èç 17. Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïèñûâàåì:
17, 18, 10, 16.
Ýòè æå âåðøèíû äîñòèæèìû èç 16 è 18. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó-

÷àåì, ÷òî èç 13 äîñòèæèìû 13, 14, 15, 16, 17, 18 è 10. Èç 14 äîñòèæèìû
14, 15, 16, 17, 18 è 10. Èç 15 äîñòèæèìû 15, 16, 17, 18 è 10.

10 11 12 13 14 15 16 17 18
. . . . . . . . .- - - - - -H
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Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó äîñòèæèìîñòè:

10 11 12 13 14 15 16 17 18
10 1 0 0 0 0 0 0 0 0
11 0 1 0 0 0 0 0 0 0
12 1 0 1 1 1 1 1 1 1
13 1 0 0 1 1 1 1 1 1
14 1 0 0 0 1 1 1 1 1
15 1 0 0 0 0 1 1 1 1
16 1 0 0 0 0 0 1 1 1
17 1 0 0 0 0 0 1 1 1
18 1 0 0 0 0 0 1 1 1

Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà îòíîøåíèå äîñòèæèìîñ-
òè ñèììåòðè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî òîæå èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåí-
íûé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû äîñòèæèìîñòè.

2.2 Êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè
Îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè òðàíçèòèâíî è ðåôëåêñèâíî. Ïîýòîìó îò-

íîøåíèå âçàèìíîé äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñ-
òè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îòíîøåíèå ðàçáèâàåò âåðøèíû íà êëàññû âçàèì-
íî äîñòèæèìûõ âåðøèí. Ýòè êëàññû íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñèëü-
íîé ñâÿçíîñòè.

Îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè îí
ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
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Íàïðèìåð, â ãðàôå 1.2.1 êîìïîíåíòàìè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ÿâëÿþòñÿ:
{10}, {11}, {12}, {13}, {14}, {15}, {16, 17, 18}.
Íà êîìïîíåíòàõ ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþ-

ùåå îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 (äîñòèæèìîñòè íà êîìïîíåíòàõ). Êàæäàÿ
êîìïîíåíòà äîñòèæèìà èç ñàìîé ñåáÿ. Åñëè êîìïîíåíòû ðàçëè÷íû,
âûáèðàåì â êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïîíåíò ïî îäíîìó ýëå-
ìåíòó. Âûáðàííûå ýëåìåíòû íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî äîñòèæèìûìè,
òàê êàê êîìïîíåíòû ðàçëè÷íû. Êîìïîíåíòà äîñòèæèìà èç äðóãîé
êîìïîíåíòû, åñëè âûáðàííûé â íåé ýëåìåíò äîñòèæèì èç ýëåìåíòà,
âûáðàííîãî â äðóãîé êîìïîíåíòå. Êîìïîíåíòà ñòðîãî äîñòèæèìà èç
äðóãîé êîìïîíåíòû, åñëè îíà äîñòèæèìà è ýòè êîìïîíåíòû ðàçëè÷-
íû.

Òåîðåìà 2.3 (î ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå íà êîìïîíåíòàõ). Îïðåäåëå-
íèå äîñòèæèìîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà ýëåìåíòîâ â êîìïîíåíòàõ.
Îòíîøåíèå ñòðîãîé äîñòèæèìîñòè íà êîìïîíåíòàõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñ-
òè÷íûì ïîðÿäêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì èç êîìïîíåíòû K1 ýëåìåíòû a1 è a2, à èç
êîìïîíåíòû K2 ýëåìåíòû d1 è d2. Ïóñòü a1 äîñòèæèì èç d1. Òàê êàê d1

äîñòèæèì èç d2 è a2 äîñòèæèì èç a1, òî a2 äîñòèæèì èç d2.
Îòíîøåíèå ñòðîãîé äîñòèæèìîñòè íà êîìïîíåíòàõ òðàíçèòèâíî, òàê

êàê îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè íà âåðøèíàõ òðàíçèòèâíî. Âìåñòå ñ òåì
äâå ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû íå ìîãóò áûòü âçàèìíî äîñòèæèìûìè, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â êàæäîì èç íèõ ìîæíî áûëî áû âûáðàòü ïî
âåðøèíå òàê, ÷òîáû âûáðàííûå âåðøèíû áûëè âçàèìíî äîñòèæèìû.
Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå êîìïîíåíòû ñîâïàäàþò. Ïîýòî-
ìó îòíîøåíèå ñòðîãîé äîñòèæèìîñòè íà êîìïîíåíòàõ àíòèñèììåòðè÷-
íî.

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ñëåäóþùèé ñïîñîá. Íàçîâ¼ì ýëåìåíò ìèíèìàëüíûì, åñëè îí íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñìåæíûì íè ñ êàêèì ýëåìåíòîì. Ðàñïîëîæèì ìèíèìàëüíûå ýëå-
ìåíòû íà íèæíåì óðîâíå. Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû. Êàæäûé
ìèíèìàëüíûé èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæèì íà âòîðîì óðîâíå.
Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû ýëåìåíòû íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ óðîâíåé. Êàæ-
äûé ìèíèìàëüíûé èç ýëåìåíòîâ, íå ïîìåùåííûõ åù¼ íè íà îäèí èç
óæå ïîñòðîåííûõ óðîâíåé, ïîìåùàåì íà ñëåäóþùèé ïîñëå âñåõ ðàíåå
ïîñòðîåííûõ óðîâåíü. Èç ýëåìåíòîâ îäíîãî óðîâíÿ íè îäèí íå ÿâëÿåòñÿ
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ñìåæíûì ê äðóãîìó. Åñëè ýëåìåíò âåðõíåãî óðîâíÿ a ÿâëÿåòñÿ ñìåæ-
íûì ê ýëåìåíòó ìåíüøåãî óðîâíÿ b è íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî òàêîãî
ýëåìåíòà c ïðîìåæóòî÷íîãî óðîâíÿ, ÷òî a ñìåæåí ñ c, à c ñìåæåí ñ b, òî
ñîåäèíÿåì a è b îòðåçêîì.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êîìïîíåíòàõ
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

{10}

{11}{12}

{13}

{14}

{15}

{16,17,18}

.

..

.

.

.

.

Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà îòíîøåíèå âçàèìíîé äî-
ñòèæèìîñòè ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì äîñòèæèìîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìíî-
æåñòâî âåðøèí ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, à âåðøèíû èç
ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò íå äîñòèæèìû îäíà èç äðóãîé. Òàêèì îáðàçîì,
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êîìïîíåíòàõ ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Êàæäàÿ
êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì ýëåìåíòîì â ýòîì ÷àñòè÷íîì ïî-
ðÿäêå.

Íåîðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè îí ñî-
ñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

2.3 Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà. Áàçû
Ìíîæåñòâî âåðøèí îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà íàçûâàåòñÿ ïî-

ðîæäàþùèì, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà äîñòèæèìà èç îäíîé èç âåðøèí ýòî-
ãî ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî âåðøèí îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà íàçûâàåòñÿ åãî
áàçîé, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì, íî ïåðåñòàíåò áûòü ïîðîæäà-
þùèì ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ èç íåãî ëþáîé îäíîé âõîäÿùåé â íåãî âåð-
øèíû.

Íàïðèìåð, â ãðàôå 1.2.1 èìååòñÿ òîëüêî îäíà áàçà {11, 12}. Â ñàìîì
äåëå, êàæäàÿ áàçà äîëæíà ñîäåðæàòü âåðøèíû 11 è 12, òàê êàê êàæäàÿ
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èç íèõ íå äîñòèæèìà íè èç êàêîé îòëè÷íîé îò íå¼ âåðøèíû. Íî èç 12
äîñòèæèìû âñå âåðøèíû, êðîìå 11.

Òåîðåìà 2.4 (î áàçàõ). Ìíîæåñòâî âåðøèí îðèåíòèðîâàííîãî ìóëü-
òèãðàôà ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò
ðîâíî ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé
ñâÿçíîñòè è íå ñîäåðæèò äðóãèõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ âåðøèíà äîñòèæèìà èç ëþáîé âåðøèíû
êàêîé-òî ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
êàæäàÿ âåðøèíà ëèáî ëåæèò â ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòå è òîãäà äîñòè-
æèìà èç ëþáîé âåðøèíû ýòîé êîìïîíåíòû, òàê êàê ëþáûå äâå âåðøè-
íû îäíîé êîìïîíåíòû âçàèìíî äîñòèæèìû, ëèáî ëåæèò â êîìïîíåíòå,
êîòîðàÿ äîñòèæèìà èç íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû è òîãäà äî-
ñòèæèìà èç ëþáîé âåðøèíû ýòîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû.

Íèêàêàÿ âåðøèíà èç ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû íå äîñòèæèìà íè èç
êàêîé âåðøèíû, íå ëåæàùåé â ýòîé êîìïîíåíòå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â êàæ-
äîé áàçå äîëæíà áûòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà èç êàæäîé ìèíèìàëüíîé
êîìïîíåíòû.

Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ áàçà ñîäåðæèò âñå èñòî÷íèêè è íå ñîäåðæèò
ñòîêîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè.
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3 ÄÅÐÅÂÜß
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà-

ôû áåç ïåòåëü.

3.1 Îïðåäåëåíèÿ äåðåâà
Îïðåäåëåíèå 3.1.1 (äåðåâà). Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô áåç
öèêëîâ.

Òåîðåìà 3.1 (îá îñòîâå ãðàôà). Èç ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà
óäàëåíèåì ð¼áåð ìîæíî ïîëó÷èòü äåðåâî.

Ïîëó÷åííîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ îñòîâîì ýòîãî ãðàôà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîêàæåì òðè ëåììû.

Ëåììà 3.2. Âûáðàñûâàíèåì ð¼áåð èç êàæäîãî ïóòè, íå ÿâëÿþùåãîñÿ
öèêëîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òå æå
âåðøèíû.

Èç êàæäîãî ïðîñòîãî öèêëà âûáðàñûâàíèåì ð¼áåð ìîæíî ïîëó÷èòü
ýëåìåíòàðíûé öèêë, ñîåäèíÿþùèé òå æå âåðøèíû.

Åñëè ãðàô ñîäåðæèò öèêë, òî îí ñîäåðæèò è ïðîñòîé öèêë.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èç ïóòè âûáðîñèòü åãî íà÷àëüíóþ èëè êîíå÷-
íóþ ÷àñòü, òî ïîëó÷èòñÿ ïóòü. Ðàññìîòðèì ïóòü íàèìåíüøåé äëèíû,
ñîåäèíÿþùèé òå æå âåðøèíû. Åñëè â íåì âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ñîâïà-
äàåò ñ êîíöåâîé, òî èìååòñÿ áîëåå êîðîòêèé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òå æå
âåðøèíû, à åñëè ñîâïàäàþò äâå âíóòðåííèå âåðøèíû, à êîíöû ïóòè ðàç-
ëè÷íû è îòëè÷íû îò âíóòðåííèõ âåðøèí, òî ìîæíî óäàëèòü ÷àñòü ïóòè,
ñîåäèíÿþùóþ ýòè ñîâïàäàþùèå âåðøèíû. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïåðâóþ
âíóòðåííþþ âåðøèíó, äëÿ êîòîðîé åñòü ñîâïàäàþùàÿ âíóòðåííÿÿ âåð-
øèíà, íàéäåì ïîñëåäíþþ âåðøèíó ïóòè, ñîâïàäàþùóþ ñ ýòîé âíóòðåí-
íåé âåðøèíîé, è âûáðîñèì îòðåçîê ïóòè îò ïåðâîé äî ïîñëåäíåé ñ íåé
ñîâïàäàþùåé. Ñëåäóþùåå ïîñëå âûáðîøåííîãî îòðåçêà ðåáðî îòëè÷íî
îò ðåáðà, íàõîäÿùåãîñÿ ïåðåä âûáðîøåííûì îòðåçêîì.

Âûáåðåì â öèêëå òàêîé îòðåçîê, â êîòîðîì âíóòðåííèå âåðøèíû íå
ïîâòîðÿþòñÿ è îòëè÷íû îò êîíöîâ îòðåçêà, à êîíöû îòðåçêà îäèíàêîâû.
Ýòîò îòðåçîê áóäåò ýëåìåíòàðíûì öèêëîì.

Íå âåðíî, ÷òî èç öèêëà âûáðàñûâàíèåì ðåáåð ìîæíî ïîëó÷èòü öèêë,
ñîåäèíÿþùèé òå æå âåðøèíû. Íàïðèìåð, èç öèêëà

A, r,B, t, C, s, D, u,B, r,A
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íåëüçÿ ïîëó÷èòü öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç A â ãðàôå:

r t s

u

A B C D
. . . .H

HH
HH

Ðåáðî ãðàôà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè îíî âõîäèò â êàêîé-òî
ïðîñòîé öèêë. Îñòàëüíûå ð¼áðà íàçûâàþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè.

Ëåììà 3.3 (î öèêëè÷åñêîì ðåáðå). Ïîñëå óäàëåíèÿ öèêëè÷åñêîãî
ðåáðà èç ñâÿçíîãî ãðàôà ýòîò ãðàô îñòà¼òñÿ ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû ñâÿçàíû ïó-
ò¼ì â ïîëó÷åííîì ãðàôå. Â íà÷àëüíîì ãðàôå îíè ñâÿçàíû ýëåìåíòàðíûì
ïóò¼ì. Åñëè ýòîò ïóòü íå ïðîõîäèò ÷åðåç âûáðîøåííîå ðåáðî, îí îñòà-
íåòñÿ ïóò¼ì è â ïîëó÷åííîì ãðàôå. Ïóñòü âûáðîøåíî ðåáðî r ñ êîíöàìè
A è B. Ïóñòü ýòî ðåáðî âõîäèò â ïðîñòîé öèêë

A, r,B, r1, A1, . . . , rs, A.

Çàìåíèì â ïóòè, ñâÿçûâàþùèì ðàññìàòðèâàåìûå âåðøèíû, âûáðîøåí-
íîå ðåáðî íà ïóòü

A, rs, . . . , A1, r1, B.

Ïîëó÷èì ïóòü â ïîëó÷åííîì ãðàôå, ñâÿçûâàþùèé ðàññìàòðèâàåìûå âåð-
øèíû.

Ëåììà 3.4 (îá àöèêëè÷åñêîì ðåáðå). Ïîñëå óäàëåíèÿ àöèêëè÷åñ-
êîãî ðåáðà èç ñâÿçíîãî ãðàôà ýòîò ãðàô ïåðåñòà¼ò áûòü ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû â ïîëó÷åííîì ãðàôå êîíöû âûáðîøåííîãî
ðåáðà ñâÿçûâàëèñü êàêèì-òî ýëåìåíòàðíûì ïóò¼ì, òî äîáàâèâ ê íåìó
âûáðîøåííîå ðåáðî, ìû ïîëó÷èëè áû ïðîñòîé öèêë, à âûáðîøåííîå ðåá-
ðî áûëî áû öèêëè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Åñëè â ãðàôå åñòü öèêëû, òî åñòü è ïðîñ-
òûå öèêëû. Âûáðîñèâ öèêëè÷åñêîå ðåáðî, ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô ñ
ìåíüøèì ÷èñëîì ð¼áåð. Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà â
ãðàôå åñòü öèêëû. Òàê êàê â ãðàôå áåç ð¼áåð öèêëîâ íåò, òî ïðîöåññ
çàêàí÷èâàåòñÿ è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî.
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Òåîðåìà 3.5 (î ïóòÿõ â äåðåâå). Â äåðåâå äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ
âåðøèí ñóùåñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí ñâÿçûâàþùèé èõ ýëåìåíòàð-
íûé ïóòü.

Åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí ñóùåñò-
âóåò îäèí è òîëüêî îäèí ñîåäèíÿþùèé ýòè âåðøèíû ýëåìåíòàðíûé
ïóòü, òî ýòîò ãðàô íå èìååò öèêëîâ è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü äâà ðàçëè÷íûå ýëåìåíòàðíûå ïóòè, ñîåäè-
íÿþùèå òå æå âåðøèíû. Åñëè ýòè äâà ïóòè èìåþò îáùóþ âíóòðåííþþ
âåðøèíó, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå êîðîòêèå ïóòè. Åñëè îíè íå èìå-
þò îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí, òî ïðîõîäÿ ñíà÷àëà ïåðâûé ïóòü, à ïîòîì
âòîðîé â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ìû ïîëó÷èì ïðîñòîé öèêë.

Åñëè â ãðàôå åñòü ýëåìåíòàðíûé öèêë, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî ðàç-
ëè÷íûõ âåðùèí ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ñîåäèíÿþùèõ ýòè âåðøèíû
ýëåìåíòàíûõ ïóòè.

Ïðåäëîæåííîå îïðåäåëåíèå äåðåâà ÿâëÿåòñÿ äåíîòàöèîííûì (îïèñà-
òåëüíûì). Íî ìîæíî ïðåäëîæèòü è îïåðàöèîííîå îïðåäåëåíèå.

Ãðàô ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé íàçûâàåòñÿ Ä-ãðàôîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí ëèáî èìååò îäíó âåðøèíó è íå èìååò íè îäíîãî ðåáðà,
ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà Ä-ãðàôîâ áåç ïîïàðíî îáùèõ âåð-
øèí è áåç ïîïàðíî îáùèõ ð¼áåð äîáàâëåíèåì íîâîé âåðøèíû, êîòîðàÿ
áóäåò åãî âûäåëåííîé âåðøèíîé, è äîáàâëåíèåì íîâûõ ðåáåð, ñîåäèíÿ-
þùèõ íîâóþ âåðøèíó ñ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè çàäàííûõ Ä-ãðàôîâ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòîò Ä-ãðàô ïîëó÷àåòñÿ ñîåäè-
íåíèåì Ä-ãðàôîâ. Âûäåëåííàÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ êîðíåì Ä-ãðàôà.

Òåîðåìà 3.6 (ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå äåðåâà). Ãðàô ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëå îáúÿâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
åãî âåðøèíû âûäåëåííîé îí ñòàíîâèòñÿ Ä-ãðàôîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô ïîñëå âûäåëåíèÿ âåðøèíû ñòàíîâèòñÿ Ä-
ãðàôîì. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó åãî ýëåìåíòîâ äîêàæåì, ÷òî îí ñâÿçåí è
íå èìååò öèêëîâ.

Â ñàìîì äåëå, ýòî âåðíî äëÿ ãðàôà ñ îäíîé âåðøèíîé è áåç ð¼áåð.
Åñëè ýòî âåðíî äëÿ êàêèõ-òî Ä-ãðàôîâ, èç êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìûé
Ä-ãðàô ïîëó÷àåòñÿ ñîåäèíåíèåì, òî ëþáûå äâå åãî ðàçëè÷íûå âåðøèíû
ëèáî ëåæàò â îäíîì èç ñîåäèíÿåìûõ Ä-ãðàôîâ è òîãäà èìåþò åäèíñò-
âåííûé ñîåäèíÿþùèé èõ ýëåìåíòàðíûé ïóòü, ëèáî ëåæàò â ðàçíûõ ñî-
åäèíÿåìûõ Ä-ãðàôàõ è òîãäà åäèíñòâåííûé ñîåäèíÿþùèé ýòè âåðøèíû
ýëåìåíòàðíûé ïóòü ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ïóòåé èç
ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû â êîðåíü ñîåäèíÿåìîãî Ä-ãðàôà, èç ýòîãî



3.2 Ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî îñòîâà 25

êîðíÿ â êîðåíü íîâîãî Ä-ãðàôà, èç íåãî â êîðåíü äðóãîãî ñîåäèíÿåìîãî
Ä-ãðàôà è èç ýòîãî êîðíÿ âî âòîðóþ âåðøèíó.

Èç ýòîãî è òåîðåìû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé Ä-ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðå-
âîì ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé.

Âûäåëèì òåïåðü â äåðåâå îäíó âåðøèíó è íàçîâ¼ì å¼ êîðíåì. Ðàñ-
ñòîÿíèåì âåðøèíû ýòîãî ãðàôà îò êîðíÿ íàçîâåì äëèíó ýëåìåíòàðíîãî
ïóòè èç ýòîé âåðøèíû â êîðåíü. Ñêàæåì, ÷òî âåðøèíà ðàñïîëîæåíà íà
óðîâíå i, åñëè å¼ ðàññòîÿíèå îò êîðíÿ ðàâíî i.

Êàæäàÿ âåðøèíà óðîâíÿ i+1 ñìåæíà ñ îäíîé è òîëüêî îäíîé âåðøè-
íîé óðîâíÿ i, íàçûâàåìîé ïðåäêîì ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû óðîâíÿ
i +1. Äëÿ âåðøèíû óðîâíÿ i ñìåæíàÿ ñ íåé âåðøèíà óðîâíÿ i +1 íàçû-
âàåòñÿ å¼ íåïîñðåäñòâåííûì ïîòîìêîì.

Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííûå ïîòîìêè êîðíÿ. Ðàññìîòðèì äëÿ êàæ-
äîãî òàêîãî ïîòîìêà âñå âåðøèíû äåðåâà, ýëåìåíòàðíûé ïóòü èç êîòî-
ðûõ â êîðåíü äåðåâà ïðîõîäèò ÷åðåç ýòîò ïîòîìîê. Åñëè îñòàâèòü òîëüêî
ð¼áðà, êîíöû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òàêèìè âåðøèíàìè, òî ïîëó÷èì ñâÿç-
íûé ãðàô áåç öèêëîâ.

Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ãðàôû íå èìåþò îáùèõ âåðøèí è ð¼áåð.
Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ÷èñëó âåðøèí äåðåâà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè
ãðàôû ÿâëÿþòñÿ Ä-äåðåâüÿìè, êîðíÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàññìàòðè-
âàåìûå íåïîñðåäñòâåííûå ïîòîìêè êîðíÿ. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî äåðåâî ñ
âûäåëåííîé âåðøèíîé ÿâëÿåòñÿ Ä-ãðàôîì.

Òåîðåìà 3.7 (î ÷èñëå âåðøèí äåðåâà). Ñâÿçíûé ãðàô òîãäà è òîëü-
êî òîãäà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, êîãäà ÷èñëî âåðøèí â í¼ì íà îäíó áîëüøå,
÷åì ÷èñëî ð¼áåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíîâåðøèííîì Ä-ãðàôå ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîë-
íÿåòñÿ. Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ â ñîåäèíÿåìûõ Ä-ãðàôàõ, òî âûïîëíÿåòñÿ
è â ñîåäèíåíèè, òàê êàê äîáàâëÿåòñÿ ñòîëüêî ð¼áåð, ñêîëüêî ãðàôîâ ñî-
åäèíÿåòñÿ, è îäíà âåðøèíà.

Åñëè ÷èñëî âåðøèí íà îäíó áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ð¼áåð, òî öèêëè÷åñêèõ
ð¼áåð íåò, òàê êàê ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ ïîëó÷èëîñü áû äåðåâî, â êîòîðîì
ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì âåðøèí è ÷èñëîì ð¼áåð áîëüøå åäèíèöû.

3.2 Ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî îñòîâà
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ñâÿçíûå ãðàôû.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòîâà ð¼áðà ìîæíî óäàëÿòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè,

îäíàêî îáùåå ÷èñëî óäàë¼ííûõ ð¼áåð íå çàâèñèò îò ñïîñîáà óäàëåíèÿ
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ð¼áåð. Òàê êàê â ðåçóëüòàòå ÷èëî âåðøèí äîëæíî áûòü íà îäíó áîëüøå
÷èñëà ð¼áåð, ÷èñëî óäàëåííûõ ð¼áåð ðàâíî ÷èñëó ð¼áåð ìèíóñ ÷èñëî
âåðøèí ïëþñ îäèí.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé íàãðóæåííîãî ãðàôà, ð¼áðà êîòîðîãî èìå-
þò çàäàííûå ñòîèìîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåìûå îñòîâû íå ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîïðîâíûìè è ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ ñàìîãî äåø¼âîãî
îñòîâà. Ñóììà ñòîèìîñòåé âñåõ åãî ð¼áåð íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ñòîè-
ìîñòåé âñåõ ð¼áåð ëþáîãî äðóãîãî îñòîâà. Ñàìûé äåø¼âûé îñòîâ åù¼
íàçûâàþò ìèíèìàëüíûì.

Àëãîðèòì 1 (äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà). Ðàñïîëà-
ãàåì âñå ð¼áðà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ ñòîèìîñòåé (ãðóïïû ð¼áåð
ñ îäèíàêîâîé ñòîèìîñòüþ ìîæíî âûïèñûâàòü â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿä-
êå).

Âûáèðàåì ïåðâîå ðåáðî è âêëþ÷àåì åãî â îñòîâ.
Ïóñòü óæå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ð¼áðà è íåêîòîðûå èç íèõ âêëþ-

÷åíû â îñòîâ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðåáðî. Åñëè âìåñòå ñ óæå âêëþ÷¼ííûìè â

îñòîâ ð¼áðàìè îíî îáðàçóåò ãðàô áåç öèêëîâ, òî âêëþ÷àåì åãî â îñòîâ,
èíà÷å îòáðàñûâàåì ýòî ðåáðî è ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî
ðåáðà.

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà â îñòîâ áóäåò âêëþ÷åíî ñòîëü-
êî ð¼áåð, ÷òî èõ ÷èñëî íà îäíî ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí.

Òåîðåìà 3.8 (î êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà 1). Àëãîðèòì 1 äåéñò-
âèòåëüíî ñòðîèò ìèíèìàëüíûé îñòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé îñòîâ D1 íå äîðîæå
ëþáîãî äðóãîãî îñòîâà. Ïóñòü D2 � ñàìûé äåø¼âûé îñòîâ. Èíäóêöèåé
ïî ÷èñëó ð¼áåð â D2, íå ÿâëÿþùèõñÿ ð¼áðàìè îñòîâà D1, äîêàæåì, ÷òî
D1 íå äîðîæå D2. Ðàññìîòðèì ïåðâîå ðåáðî (â ïîðÿäêå èõ âêëþ÷åíèÿ
â D1) îñòîâà D1, íå âõîäÿùåå â D2. Ïóòü A è B � êîíöû ýòîãî ðåáðà.
Ýòè âåðøèíû â äåðåâå D2 ñîåäèíåíû íåêîòîðûì ýëåìåíòàðíûì ïóò¼ì.
Ýòîò ïóòü íå ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ð¼áåð îñòîâà D1, òàê êàê òîãäà
â D1 áûë áû öèêë. Âûáðîñèì èç D2 òàêîå ðåáðî ýòîãî ïóòè, êîòîðîå íå
ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì îñòîâà D1, è äîáàâèì ðàññìàòðèâàåìîå ðåáðî ñ êîíöà-
ìè A è B. Íîâûé îñòîâ íå äîðîæå îñòîâà D2, íî èìååò ìåíüøå ð¼áåð,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ð¼áðàìè îñòîâà D1.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íàãðóæåííûé ãðàô, çàäàííûé òàáëè-
öåé ñìåæíîñòè:
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


A B C D E
A 0 33 16 2 719
B 33 0 3 222 3
C 16 3 0 7 1
D 2 222 7 0 77
E 719 3 1 77 0




.

Ðàñïîëîæèì ð¼áðà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

(E, C), (A,D), (B,C), (B, E), (C, D), (A, C), (A, B), (D, E), (B, D), (A, E).

Èõ ñòîèìîñòè ðàâíû: 1, 2, 3, 3, 7, 16, 33, 77, 222, 719.
Âêëþ÷àåì â îñòîâ ð¼áðà:

(E, C), (A,D), (B, C).

Ñëåäóþùåå ðåáðî âêëþ÷àòü íåëüçÿ, òàê êàê ïîÿâèòñÿ öèêë. Âêëþ÷àåì
â îñòîâ ðåáðî (C, D). Ïîëó÷àåì ÷åòûðå ðåáðà è çàêàí÷èâàåì ïîñòðîåíèå
îñòîâà.
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Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå êîíå÷íûå ãðà-

ôû áåç ïåòåëü. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàô ñîäåðæèò ð¼áðà è, çíà÷èò,
èìååò áîëåå îäíîé âåðøèíû.

4.1 ×¼òíûå ãðàôû
Îïðåäåëåíèå 4.1.1 (èíäåêñà âåðøèíû). Èíäåêñîì âåðøèíû ãðàôà
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âñåõ ð¼áåð, äëÿ êîòîðûõ ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîí-
öåâîé.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2 (÷¼òíîãî ãðàôà). Ãðàô íàçûâàåòñÿ ÷¼òíûì, åñ-
ëè èíäåêñ êàæäîé åãî âåðøèíû ÷¼òåí.

Òåîðåìà 4.1 (Ýéëåðà î ÷¼òíûõ ãðàôàõ). Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåò-
ñÿ ÷¼òíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ð¼áðà ãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîñòîì öèêëå èíäåêñ êàæäîé âåðøèíû ÷¼òåí.
Ïóñòü â ñâÿçíîì ãðàôå èíäåêñ êàæäîé âåðøèíû ÷¼òåí.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó. Òàê êàê ãðàô ñâÿçåí, ñóùåñòâóåò

ðåáðî, äëÿ êîòîðîãî ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé. Ðàññìîòðèì äðó-
ãîé êîíåö ýòîãî ðåáðà. Òàê êàê åãî èíäåêñ ÷¼òåí, ñóùåñòâóåò äðóãîå
ðåáðî ñ êîíöîì â ýòîé âåðøèíå. Ðàññìîòðèì äðóãîé êîíåö ýòîãî ðåáðà
è òàê äàëåå. Âûáèðàÿ òàêèì îáðàçîì êàæäûé ðàç íîâîå ðåáðî è èñïîëü-
çóÿ ÷¼òíîñòü èíäåêñà êàæäîé âåðøèíû, ìû ÷åðåç êàêîå-òî ÷èñëî øàãîâ
âåðí¼ìñÿ â âåðøèíó, âûáðàííóþ ïåðâîé. Ëèáî ïðè ýòîì áóäóò ïðîéäåíû
âñå ð¼áðà, ëèáî îäíî èç íåïðîéäåííûõ ð¼áåð èìååò îäíó èç ïðîéäåííûõ
âåðøèí êîíöåâîé. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, ãðàô íå áûë áû ñâÿçíûì,
òàê êàê íåïðîéäåííûå âåðøèíû íå áûëè áû äîñòèæèìû èç ïðîéäåííûõ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðî-
äîëæèì ïîñòðîåíèå, âûáèðàÿ ýòî íåïðîéäåííîå ðåáðî è åãî íåïðîéäåí-
íûé êîíåö.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçíûé ÷¼òíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
ïðîñòûõ öèêëîâ áåç îáùèõ ð¼áåð, â êîòîðîì êàæäûé ñëåäóþùèé öèêë
èìååò îáùóþ âåðøèíó ñ îáúåäèíåíèåì ïðåäûäóùèõ. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
îáúåäèíåíèå ïðåäûäóùèõ öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì, ïîëó÷àåì,
÷òî ýòî îáúåäèíåíèå âìåñòå ñ ðàññìàòðèâàåìûì öèêëîì òîæå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì öèêëîì (îáõîä íàäî íà÷àòü ñ îáùåé âåðøèíû).
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4.2 Ïîäãðàôû
Îïðåäåëåíèå 4.2.1 (ïîäãðàôà). Ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ âñå âåðøèíû çàäàííîãî ãðàôà, à ð¼áðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåêî-
òîðûå ð¼áðà çàäàííîãî ãðàôà, íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì çàäàííîãî ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2 (ñóììû ïîäãðàôîâ). Ðàññìîòðèì äâà ïîäãðà-
ôà íåêîòîðîãî ãðàôà. Ñóììîé ýòèõ ïîäãðàôîâ íàçîâ¼ì òàêîé ïîäãðàô,
÷òî ðåáðî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ñóììû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ýòî ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì îäíîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäãðàôîâ è íå
ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì äðóãîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäãðàôîâ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñëîæåíèå ïîäãðàôîâ êîììóòàòèâíî è
àññîöèàòèâíî, à ñóììà ïîäãðàôà ñ ñàìèì ñîáîé íå ñîäåðæèò ð¼áåð. Ïîä-
ãðàô áåç ð¼áåð íàçûâàåòñÿ ïóñòûì. Ñóììà ïóñòîãî ïîäãðàôà ñ ëþáûì
ïîäãðàôîì G äà¼ò ýòîò ïîäãðàô G. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî ïîäãðàôîâ
ñ ýòîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2. Ñàì ãðàô òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ýòîãî ãðàôà.
Ýòîò ïîäãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.
Òåîðåìà 4.2 (î ñóììå ÷¼òíûõ ïîäãðàôîâ). Ñóììà ÷¼òíûõ ïîäãðà-
ôîâ ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ïîäãðàôîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäåêñ âåðøèíû â ñóììå ðàâåí ñóììå èíäåêñîâ ýòîé
âåðøèíû â ñóììèðóåìûõ ãðàôàõ ìèíóñ óäâîåííîå ÷èñëî ð¼áåð, êîòîðûå
èìåþò ýòó âåðøèíó â êà÷åñòâå êîíöà è êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàê ð¼áðàìè
ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, òàê è ð¼áðàìè âòîðîãî.

Ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà ïîäãðàôîâ íàçûâàåòñÿ êàæäîå òà-
êîå ìíîæåñòâî ïîäãðàôîâ, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ ïîäãðàôîâ èç ýòîãî
ìíîæåñòâà ñíîâà ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó.

Òàêèì îáðàçîì, ÷¼òíûå ïîäãðàôû îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñò-
ðàíñòâà âñåõ ïîäãðàôîâ.

Áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ êàæäîå òàêîå åãî ïîäìíîæåñò-
âî, ÷òî êàæäûé ïîäãðàô èç ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà. Ïðè ýòîì ñóììà ïóñòîãî ìíîæåñòâà ïîäãðàôîâ ñ÷èòàåòñÿ
ïóñòûì ïîäãðàôîì. ×èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïî òåîðåìå Ýéëåðà, â äåðåâå íåò íåïóñòûõ ÷åòíûõ ïîäãðàôîâ, òàê
êàê â äåðåâå íåò öèêëè÷åñêèõ ð¼áåð. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñò-
ðàíñòâà ÷¼òíûõ ïîäãðàôîâ â äåðåâå ðàâíà 0, à áàçèñ ýòîãî ïîäïðîñò-
ðàíñòâà ïóñò.
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Êàê èçâåñòíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà äå-
ðåâà èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà âûáðàñûâàíèÿ ð¼áåð. ×èñëî âûáðîøåííûõ
ð¼áåð ïðè ýòîì ðàâíî ÷èñëó ð¼áåð ìèíóñ ÷èñëî âåðøèí ïëþñ îäèí.

Âûáðîøåííûå ð¼áðà íàçûâàþòñÿ õîðäàìè. Õîðäû, êàê ìû çíàåì, íå
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ âñåõ õîðä ïîëó÷àåòñÿ
äåðåâî, íàçûâàåìîå îñòîâîì ãðàôà.

Òåîðåìà 4.3 (î ðàçìåðíîñòè è áàçèñå ïîäïðîñòðàíñòâà ÷¼òíûõ
ïîäãðàôîâ). Äëÿ êàæäîé õîðäû h ðàññìîòðèì åäèíñòâåííûé ýëå-
ìåíòàðíûé ïóòü â îñòîâå, ñîåäèíÿþùèé êîíöû ýòîé õîðäû. Ð¼áðà
ýòîãî ïóòè âìåñòå ñ õîðäîé îáðàçóþò ÷¼òíûé ïîäãðàô Th, òàê êàê
îáðàçóþò ýëåìåíòàðíûé öèêë.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëó÷åííûõ ïîäãðàôîâ Th äëÿ âñåõ õîðä îáðàçóåò
áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå ÷¼òíûõ ïîäãðàôîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåð-
íîñòü ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà ÷èñëó õîðä.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ñóììû ïîëó÷åííûõ ïîäãðàôîâ
ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå õîðäû è ïîýòîìó ðàçëè÷íû.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ÷¼òíûé ïîäãðàô. Îí ëèáî ïóñò, ëèáî ñî-
äåðæèò õîðäû, òàê êàê â äåðåâå íå ìîæåò áûòü ÷¼òíûõ ïîäãðàôîâ. Äëÿ
êàæäîé õîðäû h, ÿâëÿþùåéñÿ ðåáðîì ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäãðàôà, ïðè-
áàâèì ê ðàññìàòðèâàåìîìó ïîäãðàôó ïîëó÷åííûé ïîäãðàô Th, ñîäåðæà-
ùèé ýòó õîðäó.

Â ïîëó÷åííîé ñóììå õîðäû íå ÿâëÿþòñÿ ð¼áðàìè. Çíà÷èò, ýòà ñóì-
ìà ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ïîäãðàôîì îñòîâà. Íî îñòîâ íå ñîäåðæèò íåïóñòûõ
÷¼òíûõ ïîäãðàôîâ. Çíà÷èò, ýòà ñóììà ïóñòà è ðàññìàòðèâàåìûé ïîä-
ãðàô ðàâåí ñóììå âñåõ Th äëÿ âñåõ òàêèõ õîðä h, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
åãî ð¼áðàìè.
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Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì îðèåíòèðîâàííûå êîíå÷íûå íà-

ãðóæåííûå ãðàôû áåç ïåòåëü. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàô ñèëüíî ñâÿ-
çåí (ëþáàÿ âåðøèíà äîñòèæèìà èç ëþáîé äðóãîé) è ñîäåðæèò áîëåå
îäíîé âåðøèíû.

Ãðàô çàäà¼òñÿ òàáëèöåé ñìåæíîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ ëþáîé äðóãîé îòëè÷íîé îò íå¼ âåð-
øèíîé. Òàêèì îáðàçîì, â òàáëèöå ñìåæíîñòè ïî äèàãîíàëå ñòîÿò íóëè,
à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè. ×å-
ðåç ρ(A, B) îáîçíà÷àåòñÿ ñòîèìîñòü ðåáðà, èäóùåãî èç A â B.

Íàïîìíèì, ÷òî ñòîèìîñòüþ ïóòè íàçûâàåòñÿ ñóììà ñòîèìîñòåé (âå-
ñîâ) âñåõ âõîäÿùèõ â ýòîò ïóòü ð¼áåð. Ïóòü ñ íàèìåíüøåé ñòîèìîñòüþ
ìû íàçûâàåì ñàìûì äåø¼âûì. Ìû îáñóæäàåì âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ñàìî-
ãî äåø¼âîãî ïóòè èç ïåðâîé çàäàííîé âåðøèíû âî âòîðóþ. Ñòîèìîñòü
ýòîãî ñàìîãî äåø¼âîãî ïóòè ìû íàçûâàåì êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì Äåéêñòðû. Â
ýòîì àëãîðèòìå âåðøèíàì ïðèïèñûâàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñ-
ëà â êà÷åñòâå ìåòîê. Ìåòêà çàäà¼ò âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ êðàò÷àéøåãî
ðàññòîÿíèÿ ïîìå÷åííîé âåðøèíû îò âûáðàííîé. Ìåòêè áûâàþò âðåìåí-
íûìè è ïîñòîÿííûìè. Âðåìåííûå ìåòêè óìåíüøàþòñÿ â õîäå ðàáîòû àë-
ãîðèòìà äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñòàíîâÿòñÿ ïîñòîÿííûìè. Íà êàæäîì øàãå
ðàáîòû àëãîðèòìà òî÷íî îäíà èç âðåìåííûõ ìåòîê ñòàíîâèòñÿ ïîñòî-
ÿííîé. Ïîñòîÿííàÿ ìåòêà ðàâíà êðàò÷àéøåìó ðàññòîÿíèþ ïîìå÷åííîé
âåðøèíû îò âûáðàííîé. Ìåòêà âåðøèíû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç µ(A).

Êðîìå òîãî âåðøèíàì ïðèïèñûâàþòñÿ ïóòè èç âûáðàííîé âåðøèíû
â ðàññìàòðèâàåìóþ. Åñëè ìåíÿåòñÿ ìåòêà, òî ìåíÿåòñÿ è ïðèïèñàííûé
ïóòü.

Àëãîðèòì 2 (àëãîðèòì Äåéêñòðû). Àëãîðèòì ðàáîòàåò ïî øàãàì.
Âûáåðåì âåðøèíó C.

Øàã 0. Âûáðàííàÿ âåðøèíà C ïîëó÷àåò ìåòêó 0. Ýòà ìåòêà îáú-
ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Âûáðàííûé ïóòü èç C â C íå ñîäåðæèò ð¼-
áåð. Êàæäàÿ äðóãàÿ âåðøèíà B â êà÷åñòâå âðåìåííîé ìåòêè ïîëó÷à-
åò ñòîèìîñòü ðåáðà, èäóùåãî èç âûáðàííîé âåðøèíû C â ïîìå÷àåìóþ
âåðøèíó B. Âûáðàííûé ïóòü èç C â B ñîñòîèò èç îäíîãî ýòîãî ðåáðà.

Øàã i äëÿ ëþáîãî i > 0. Ñðåäè âåðøèí ñ âðåìåííûìè ìåòêàìè
íàéòè âåðøèíû ñ íàèìåíüøåé ìåòêîé. Ñðåäè òàêèõ âåðøèí âçÿòü
îäíó. Ìåòêó ýòîé âåðøèíû A îáúÿâèòü ïîñòîÿííîé. Åñëè âñå âåðøèíû
ïîëó÷èëè ïîñòîÿííûå ìåòêè, çàêîí÷èòü ðàáîòó àëãîðèòìà.
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Ìåòêè îñòàâøèõñÿ âåðøèí ñ âðåìåííûìè ìåòêàìè çàìåíèòü ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Åñëè ρ(A,B) + µ(A) íå ìåíüøå µ(B), òî ìåòêó B íå ìåíÿåì.
Åñëè æå ρ(A,B)+µ(A) ìåíüøå µ(B), òî ìåòêó âåðøèíû B ìåíÿåì

íà ρ(A,B) + µ(A). Âûáðàííûé ïóòü èç C â B ìåíÿåì íà âûáðàííûé
ïóòü èç C â A, äîïîëíåííûé ðåáðîì èç A â B.

Ïåðåõîäèì íà øàã i + 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ èíèöèàëèçàöèÿ (øàã 0), à ïî-
òîì âûïîëíÿþòñÿ øàãè 1, 2, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà åù¼ åñòü âðåìåííûå
ìåòêè.

Òåîðåìà 5.1 (òåîðåìà î êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû).
Ïîñòîÿííàÿ ìåòêà âåðøèíû A ðàâíÿåòñÿ êðàò÷àéøåìó ðàññòîÿíèþ
ýòîé âåðøèíû A îò âûáðàííîé âåðøèíû C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìåòêà âåðøèíû ðàâíà ñòîèìîñòè
âûáðàííîãî ïóòè èç C â ýòó âåðøèíó. Êðîìå òîãî, äëÿ âåðøèíû ñ ïîñòî-
ÿííîé ìåòêîé âûáðàííûé ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû ñ ïîñòîÿííûìè
ìåòêàìè, ïîëó÷åííûìè íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ àëãîðèòìà.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âåðøèíû A ñ ïîñòîÿííîé ìåòêîé âûáðàííûé ïóòü
α èç C â A ÿâëÿåòñÿ ñàìûì äåø¼âûì.

Äîêàçûâàòü ýòî áóäåì èíäóêöèåé ïî íîìåðó øàãà àëãîðèòìà, íà êî-
òîðîì âåðøèíà A ïîëó÷àåò ïîñòîÿííóþ ìåòêó.

Ïóòü èìååòñÿ áîëåå äåø¼âûé ïóòü β èç C â A.
Åñëè ïóòü β íå ïðîõîäèò òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû ñ ïîñòîÿííûìè ìåò-

êàìè íà øàãå, íà êîòîðîì A ïîëó÷àåò ïîñòîÿííóþ ìåòêó, ïóñòü D �
ïåðâàÿ âåðøèíà ýòîãî ïóòè, êîòîðàÿ íå ïîëó÷èëà ïîñòîÿííîé ìåòêè äî
ðàññìàòðèâàåìîãî øàãà, à E � ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà.

Òîãäà
µ(E) + ρ(E, D) > µ(D) > µ(A).

Òåì áîëåå ñòîèìîñòü ïóòè β íå ìåíüøå ñòîèìîñòè ïóòè α.
Çíà÷èò, ïóòü β ïðîõîäèò òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû, ïîëó÷èâøèå ïîñòî-

ÿííûå ìåòêè äî ðàññìàòðèâàåìîãî øàãà.
Ðàññìîòðèì ïðåäïîñëåäíèå âåðøèíû B1 è B2 ïóòåé α è β. Òàê êàê

µ(A) 6 µ(B2) + ρ(B2, A),

òî ñòîèìîñòü ïóòè β íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ñòîèìîñòè ïóòè α.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð.
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Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû ïîñòðîèì ñàìûé äåø¼âûé ïóòü èç
âåðøèíû A â âåðøèíó E â îðèåíòèðîâàííîì íàãðóæåííîì ãðàôå, â
êîòîðîì ñòîèìîñòè ð¼áåð çàäàíû òàáëèöåé:

A B C D E
A 0 33 16 2 719
B 170 0 36 222 3
C 1 101 0 7 1
D 22 11 46 0 77
E 54 1 16 111 0

Øàã 0.

A B C D E
0 33 16 2 719

Øàã 1.
Ïîñòîÿííóþ ìåòêó ïîëó÷àåò D. Âûáðàííûé ïóòü åñòü (A,D).

A B C D E
0 13 16 2 79

Øàã 2.
Ïîñòîÿííóþ ìåòêó ïîëó÷àåò B. Âûáðàííûé ïóòü åñòü (A,D), (D, B).

A B C D E
0 13 16 2 16

Øàã 3.
Ïîñòîÿííóþ ìåòêó ïîëó÷àåò C. Âûáðàííûé ïóòü åñòü (A, C).

A B C D E
0 13 16 2 16

Øàã 4.
Ïîñòîÿííóþ ìåòêó ïîëó÷àåò E. Âûáðàííûé ïóòü åñòü (A,D), (D,B), (B,E).

A B C D E
0 13 16 2 16
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