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ПРЕДИСЛОВИЕ
к I тому 24-го издания

В чем притягательная сила этого энциклопедического учебника,
который выдерживает испытание временем уже более семидесяти
лет, переведен на множество языков мира, ссылки на который име-
ются в научных публикациях самого последнего времени?
Прежде всего это основополагающая идея, выдвинутая выда-

ющимися учеными, академиками В.А.Фоком и В.И.Смирновым,
работавшими на физическом факультете Ленинградского универ-
ситета. Она состояла в том, что для студентов физиков и, даже
шире, для естествоиспытателей и инженеров, требуется совсем иное
содержание и стиль изложения математики, чем для студентов ма-
тематиков. Формализованный стиль, основанный на чередовании
определений, лемм и теорем, и доведение условий до предельно об-
щих за счет громоздкости доказательства представляется ненуж-
ным мышлению физика, использующего эмпирический подход ча-
ще, чем дедуктивный.
Второй составляющей успеха представляемой книги был непре-

взойденный педагогический дар Владимира Ивановича. До пре-
клонных лет он был одним из любимейших лекторов на физи-
ческом факультете. Книги, написанные им, читаются просто и
увлекательно, даже те страницы, где проводятся громоздкие вы-
числения. И все это с сохранением достаточной строгости изло-
жения.
Третьим важным моментом является энциклопедический охват

материала. Курс включает как общие разделы математики, чита-
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емые для физиков, химиков, инженеров и т. д., так и более специ-
ализированные разделы, например, теорию групп или теорию спе-
циальных функций.
При написании раздела по теории групп значительную по-

мощь ему оказал мой отец член-корреспондент Д.К.Фаддеев. В
последнем томе курса впервые в советской математике было да-
но изложение функционального анализа. Часть разделов, связан-
ных с функциональным анализом, была доработана после смерти
В.И.Смирнова академиком О.А.Ладыженской.
Несколько слов надо сказать о личности Владимира Ивановича.

Он был очень скромным, открытым человеком, никогда не требо-
вавшим от университетского начальства ни отдельного кабинета,
ни личной секретарши. Однако он был тверд и решителен, когда
выступал в защиту гонимых по тем или иным причинам математи-
ков, когда отстаивал научные принципы университетского образо-
вания. Ту же О.А.Ладыженскую он неоднократно спасал от адми-
нистративного произвола, сохранив для математики выдающегося
ученого. Авторитет Владимира Ивановича как в Ленинградском
математическом сообществе, так и в мировой науке был чрезвы-
чайно высок.
До сих пор курс В.И.Смирнова используется как основное учеб-

ное пособие на физическом факультете Санкт-Петербургского госу-
дарственного университета. На младших курсах одним из лекторов
по высшей математике была Е.А. Гринина, которая и подготовила
данное переиздание к печати.

академик РАН Л.Д.Фаддеев

Общая цель сделанных комментариев состоит в том, чтобы
упростить современному студенту использование данной книги и
как единого учебного пособия, и как справочного материала при
работе с другими изданиями. Мною отмечена устаревшая термино-
логия, даны замечания по поводу опущенных вычислений. Также
сделаны некоторые замечания, связанные с методикой изложения
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материала, отличающейся от принятой в большинстве современных
лекционных курсов. В ходе работы были исправлены опечатки, до-
пущенные в предыдущем издании.

канд. физ.-мат. наук Е.А.Гринина



ГЛАВА I

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И РЕШЕНИЕ СИСТЕМ
УРАВНЕНИЙ

§ 1. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ И ЕГО СВОЙСТВА

1. Понятие об определителе. Мы начнем настоящий пара-
граф с решения простой алгебраической задачи, а именно задачи
о решении систем уравнений первой степени. Рассмотрение этой
задачи приведет нас к важному понятию об определителе.
Начнем с рассмотрения наиболее простых частных случаев.

Возьмем сначала систему двух уравнений с двумя неизвестными:

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2.

Коэффициенты при неизвестных aik снабжены двумя значками,
первый из которых указывает, в каком уравнении находится этот
коэффициент, а второй значок указывает, при каком из неизвест-
ных он стоит.
Решение написанной системы, как известно, имеет вид

x1 =
b1a22 − a12b2
a11a22 − a12a21

; x2 =
a11b2 − b1a21

a11a22 − a12a21
.

Возьмем теперь три уравнения с тремя неизвестными:

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
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a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3,

причем мы пользуемся прежними обозначениями для коэффициен-
тов. Перепишем первые два уравнения в виде

a11x1 + a12x2 = b1 − a13x3, a21x1 + a22x2 = b2 − a23x3.

Решая их относительно неизвестных x1 и x2 по предыдущим
формулам, будем иметь

x1 =
(b1 − a13x3)a22 − a12(b2 − a23x3)

a11a22 − a12a21
;

x2 =
a11(b2 − a23x3) − (b1 − a13x3)a21

a11a22 − a12a21
.

Подставляя эти выражения в последнее уравнение системы, по-
лучим уравнение для определения неизвестного x3 и, наконец, ре-
шая это уравнение, будем иметь окончательное выражение для это-
го неизвестного:

x3 =

=
a11a22b3+a12b2a31+b1a21a32−a11b2a32−a12a21b3−b1a22a31

a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31
.

(1)
Рассмотрим подробно конструкцию этого выражения. Заметим

прежде всего, что его числитель может быть получен из знамена-
теля простой заменой коэффициентов ai3 при определяемом неиз-
вестном свободными членами bi. Таким образом, остается выяснить
закон образования знаменателя, который не содержит уже свобод-
ных членов и составлен исключительно из коэффициентов нашей
системы. Запишем эти коэффициенты в виде квадратной таблицы,
сохраняя тот порядок, в котором они стоят в самой системе∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥ . (2)

Написанная таблица содержит три строки и три столбца. Числа
aik называются ее элементами. Первый из значков показывает, в
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какой строке стоит этот элемент, а второй значок указывает номер
столбца. Выпишем теперь знаменатель выражения (1):

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.
(3)

Как мы видим, он состоит из шести членов, и каждый его член
есть произведение трех элементов таблицы (2), причем в этом про-
изведении участвуют элементы каждой строки и каждого столбца.
Действительно, эти произведения имеют вид

a1pa2qa3r, (4)

где p, q, r суть целые числа 1, 2, 3, расставленные в некотором опре-
деленном порядке. Таким образом, как первые, так и вторые знаки
представляют собою совокупность целых чисел 1, 2, 3, и произве-
дения (4) действительно содержат по одному элементу из каждой
строки и из каждого столбца. Чтобы получить все члены выраже-
ния (3), надо в произведении (4) взять вторые значки p, q, r в
различных возможных порядках. Таких возможных перестановок
из вторых значков будет, очевидно, шесть:

1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2; 1, 3, 2; 2, 1, 3; 3, 2, 1, (5)

и мы получаем, таким образом, все шесть членов выражения (3). Но
мы видим, что некоторые из произведений (4) входят в выражение
(3) со знаком плюс, а другие со знаком минус, и остается лишь
выяснить то правило, согласно которому надо выбирать знак. Со
знаком плюс, как мы видим, входят те произведения (4), у которых
вторые значки образуют следующие перестановки:

1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2, (51)

a со знаком минус входят те произведения, вторые значки которых
образуют перестановки:

1, 3, 2; 2, 1, 3; 3, 2, 1. (52)

Выясним теперь, чем перестановки (51) отличаются от пере-
становок (52). Назовем беспорядком в перестановке тот факт, что
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большее число стоит впереди меньшего, и подсчитаем число беспо-
рядков в перестановках (51). В первой из этих перестановок беспо-
рядков вовсе нет, т. е. число беспорядков равно нулю. Перейдем ко
второй перестановке и сравним по величине каждое из чисел, в нее
входящих, со всеми следующими. Мы видим, что здесь имеются два
беспорядка, а именно число 2 стоит перед числом 1 и число 3 стоит
перед числом 1. Точно так же нетрудно убедиться, что и третья из
перестановок (51) содержит два беспорядка. Одним словом, можно
сказать, что все перестановки (51) содержат четное число беспоряд-
ков. Совершенно так же исследуя перестановки (52), мы убеждаем-
ся, что все они содержат нечетное число беспорядков. Мы можем
теперь формулировать правило знаков в выражении (3), а именно:
те произведения (4), в которых число беспорядков в перестановке,
образованной вторыми значками, есть число четное, входят в выра-
жение (3) без всякого изменения. Те же произведения (4), у которых
перестановки, образованные вторыми значками, содержат нечетное
число беспорядков, входят в выражение (3) с приписанным к ним
знаком минус. Выражение (3) называется определителем третье-
го порядка, соответствующим таблице чисел (2). Нетрудно теперь
обобщить предыдущее на случай определителей любого порядка.
Пусть имеется n2 чисел, расставленных в виде квадратной таб-

лицы, имеющей n строк и n столбцов:∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (6)

Элементы этой таблицы aik суть заданные комплексные числа,
причем значки i и k указывают номер строки и столбца, на пересе-
чении которых стоит число aik. Составим всевозможные произведе-
ния из чисел таблицы (6) так, чтобы эти произведения содержали
по одному числу из каждой строки и из каждого столбца. Эти про-
изведения будут иметь вид

a1p1 a2p2 . . . anpn , (7)

где p1, p2, . . . , pn суть числа 1, 2, . . . , n, расставленные в неко-
тором порядке. Чтобы получить всевозможные произведения вида
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(7), нам надо взять всевозможные перестановки вторых значков.
Как известно из элементарной алгебры, число таких перестановок
будет равно факториалу целого числа n:

1 · 2 · 3 . . . n = n!

Каждая из этих перестановок будет иметь некоторое число бес-
порядков по сравнению с основной перестановкой

1, 2, 3, . . . , n.

Те произведения вида (7), вторые значки которых образуют пе-
рестановку с четным числом беспорядков, возьмем без всякого из-
менения, а к тем произведениям вида (7), у которых перестановка
вторых значков имеет нечетное число беспорядков, припишем знак
минус. Сумма всех полученных таким образом произведений и на-
зывается определителем n-го порядка, соответствующим таблице
(6). Эта сумма будет, очевидно, содержать n! слагаемых. Нетрудно
представить это определение в виде формулы. Введем для этого
некоторое обозначение. Пусть p1, p2, . . . , n—некоторая переста-
новка из чисел 1, 2, . . . , n. Обозначим число беспорядков в этой
перестановке символом

[p1, p2, . . . , pn].

Тогда данное выше определение определителя, соответствующе-
го таблице (6), может быть записано в виде следующей формулы,
причем для обозначения определителя мы пишем таблицу (6) меж-
ду вертикальными чертами:∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∑

p1,p2,...,pn

(−1)[p1,p2,...,pn]a1p1a2p2 . . . anpn . (8)

Здесь суммирование распространяется на всевозможные пе-
рестановки вторых значков, т. е. на всевозможные перестановки
(p1, p2, . . . , pn). Говоря о таблице как таковой, а не об определите-
ле, из нее составленном, мы ставим эту таблицу между двойными
вертикальными чертами.
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Заметим, что в выражении (3) мы в каждом произведении рас-
ставили сомножители в таком порядке, чтобы первые значки обра-
зовывали основную перестановку 1, 2, 3, и таким образом все на-
ши рассуждения относились к перестановкам, образуемым вторы-
ми значками. Можно, наоборот, поставить в каждом произведении
сомножители так, чтобы вторые значки всегда шли в возрастающем
порядке; при этом выражение (3) перепишется в виде

a11a22a33 − a31a12a23 − a21a32a13 − a11a32a23 − a21a12a33 − a31a22a13.
(9)

Здесь первые значки образуют всевозможные перестановки p, q,
r, причем легко проверить, что правило знаков у членов выражения
(9) может быть формулировано совершенно так же, как и выше, но
только по отношению к первым значкам. Это приводит нас к тому,
чтобы наряду с суммой (8) рассматривать аналогичную сумму вида∑

p1,p2,...,pn

(−1)[p1, p2, ..., pn]a1
p1 a

2
p2 . . . a

n
pn
. (10)

Очевидно, что эта последняя сумма состоит из тех же членов,
что и сумма (8). В дальнейшем мы увидим, что и знаки ее членов
такие же, как и в сумме (8), т. е. так же, как и при n = 3, сумма
(10) совпадает с суммой (8).
Обратимся, наконец, к случаю n = 2. При этом таблица имеет

вид ∥∥∥∥a11 a12

a21 a22

∥∥∥∥
и формула (8) дает следующее выражение для определителя вто-
рого порядка, соответствующего этой таблице:∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21. (11)

Из предыдущего непосредственно следует, что для выяснения
свойств определителя необходимо познакомиться ближе со свой-
ствами перестановок, к чему мы сейчас и переходим.
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2. Перестановки. Пусть имеется n каких-нибудь элементов,
расставленных в определенном порядке. Назовем это перестанов-
кой, образованной из наших элементов. Докажем прежде всего, что
таких различных перестановок будет n!. При n = 2 это очевидно,
ибо два элемента могут образовывать две различные перестанов-
ки. При n = 3 это непосредственно следует из подсчета перестано-
вок (5), где роль элементов играют числа 1, 2, 3. Без труда можно
убедиться, что (5) дают всевозможные перестановки из этих трех
элементов. Докажем наше утверждение при любом целом n по за-
кону индукции. Предполагая, что наше утверждение справедливо
при некотором n, докажем, что оно справедливо и для числа эле-
ментов (n+ 1). Положим, что n элементов дают n! перестановок, и
рассмотрим какие-нибудь (n+ 1) элементов, которые обозначим

C1, C2, . . . , Cn+1.

Обратим сначала внимание на те перестановки, у которых пер-
вым элементом будет C1. Чтобы получить всевозможные такие пе-
рестановки, надо поставить на первое место C1, а затем писать
всевозможные перестановки из оставшихся n элементов, и число
таких перестановок будет по предположению равно n!. Таким об-
разом, число перестановок из элементов Ck, начинающихся с эле-
мента C1, будет равно n!. Совершенно так же число перестановок
из элементов Ck, начинающихся с элемента C2, будет равно также
n!. В общем, число различных перестановок из элементов Ck будет:

n! · (n+ 1) = 1 · 2 · . . . n · (n+ 1) = (n+ 1)!,

что и требовалось доказать.
Мы можем, конечно, считать, что за элементы взяты целые чис-

ла, начиная с единицы, чего мы и будем придерживаться в дальней-
шем. Назовем транспозицией операцию, которая состоит в том,
что в некоторой перестановке мы меняем местами два элемента.
Непосредственно очевидно, что из всякой перестановки мы можем
получить всякую другую перестановку, совершая несколько транс-
позиций. Например, возьмем две перестановки из четырех элемен-
тов

1, 3, 4, 2, 2, 4, 1, 3.
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Можно перейти от первой из этих перестановок ко второй при
помощи транспозиций путем следующего перехода:

1, 3, 4, 2 → 2, 3, 4, 1 → 2, 4, 3, 1 → 2, 4, 1, 3.

Здесь нам понадобились три транспозиции, чтобы перейти от
первой перестановки ко второй. Если бы мы совершали транспози-
ции иным образом, то мы могли бы и другим путем перейти от пер-
вой перестановки ко второй при помощи транспозиций, т. е., иначе
говоря, число транспозиций, необходимых для перехода от одной
перестановки к другой, не есть строго определенное число. Можно
переходить от одной перестановки к другой при помощи различно-
го числа транспозиций. Но для нас будет существенным доказать,
что эти различные числа для двух заданных перестановок будут
всегда или все четные или все нечетные. Иначе это выражают, го-
воря, что эти числа всегда одинаковой четности. Чтобы выяснить
это, введем понятие о беспорядке, которым мы уже пользовались в
предыдущем номере. Пусть имеются перестановки из n элементов
1, 2, . . . , n. Назовем основной перестановкой ту перестановку

1, 2, . . . , n, (12)

в которой числа идут возрастающим порядком. Назовем беспоряд-
ком в некоторой перестановке тот факт, когда два элемента этой
перестановки следуют не в том порядке, в каком они стоят в ос-
новной перестановке (12), т. е., иначе говоря, когда большее чис-
ло стоит левее меньшего. Назовем перестановками первого класса
те перестановки, в которых число беспорядков есть число четное,
и перестановками второго класса —те, где это число есть число
нечетное. Основным для дальнейшего будет следующая теорема:

Транспозиция меняет число беспорядков на число нечетное.
Возьмем некоторую перестановку

a, b, . . . , k, . . . , p, . . . , s (13)

и положим, что мы применяем к этой перестановке транспозиции
по отношению к элементам k и p, т. е. меняем эти два элемента
взаимно местами. После такой транспозиции взаимное расположе-
ние элементов k и p относительно элементов, стоящих левее k или
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правее p, останется прежним. Изменится лишь взаимное располо-
жение элементов k и p относительно тех элементов, которые стоят
в перестановке между k и p, а также изменится, конечно, взаимное
расположение элементов k и p одного относительно другого. Под-
считаем общее изменение числа беспорядков. Положим, что между
элементами k и p в перестановке (13) стоит всего m элементов, и
пусть эти средние элементы по сравнению с элементом k дают α
порядков и β беспорядков, относительно же элемента p дают α1

порядков и β1 беспорядков. Имеем, очевидно:

α+ β = α1 + β1 = m. (14)

В результате транспозиции порядок перейдет в беспорядок, и
наоборот, т. е., точнее говоря, если элемент k с некоторым средним
элементом до транспозиции был в порядке, то после транспозиции
он окажется в беспорядке, и наоборот, и то же самое для элемента
p. Таким образом, общее число беспорядков у элементов k и p отно-
сительно средних элементов до транспозиции было β + β1 и после
транспозиции α+ α1, т. е. изменение числа беспорядков будет:

γ = (α+ α1) − (β + β1).

Пользуясь (14), мы можем переписать это число в виде

γ = (α+ α1) − (m− α+m− α1) = 2(α+ α1 −m),

откуда непосредственно следует, что это число γ будет четным.
Остается обратить внимание на взаимное расположение самих эле-
ментов k и p. Если до транспозиции они образовывали порядок,
то после они образуют беспорядок, и наоборот, т. е. здесь измене-
ние числа беспорядков равно единице, и таким образом общее из-
менение числа беспорядков, происшедших от транспозиции, будет
числом нечетным.
Выясним некоторые следствия, вытекающие из доказанной тео-

ремы.
Сл е д с т в и е I. Если выписать все n! перестановок и в каждой

из них произвести транспозицию двух определенных элементов, на-
пример элементов 1 и 3, то все перестановки первого класса станут
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перестановками второго класса, и наоборот; а в общем получится
опять вся совокупность n! перестановок. Отсюда непосредственно
следует, что число перестановок первого и второго классов одина-
ково.
Сл е д с т в и е II. Всякая перестановка может быть получена из

основной путем транспозиций. Из доказанной теоремы непосред-
ственно следует, что первый класс образуют те перестановки, ко-
торые получаются из основной путем четного числа транспози-
ций, а второй класс —те перестановки, которые получаются из
основной путем нечетного числа транспозиций.
Сл е д с т в и е III. Выбор основной перестановки совершенно

произволен. Мы могли бы вместо перестановки (12) выбрать за ос-
новную какую-нибудь другую перестановку, при этом, конечно, при
определении беспорядков надо сравнивать перестановку с основ-
ной, т. е. исходить из того порядка элементов, в котором они стоят в
основной перестановке. Нетрудно видеть, что если мы возьмем вме-
сто перестановки (12) за основную перестановку какую-нибудь из
перестановок первого класса, то перестановки первого класса оста-
нутся по-прежнему перестановками первого класса, а перестанов-
ки второго класса останутся перестановками второго класса. На-
оборот, если мы за основную перестановку возьмем какую-нибудь
перестановку второго класса, то перестановки второго класса ста-
нут перестановками первого класса, и перестановки первого класса
станут перестановками второго класса.
Например, если в шести перестановках из элементов 1, 2, 3 мы

примем за основную перестановку 2, 1, 3, то перестановками пер-
вого класса будут перестановки:

2, 1, 3; 1, 3, 2; 3, 2, 1.

Во второй из этих перестановок мы имеем два беспорядка: 1 стоит
перед 2 и 3 перед 2, а в основной 2 стоит перед 1 и 2 перед 3.
Перестановками второго класса будут перестановки:

1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2.

В первой из этих перестановок мы имеем один беспорядок по срав-
нению с основной 2, 1, 3, а именно 1 стоит перед 2.
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Принимая во внимание сказанное выше, мы можем формулиро-
вать правило знаков в выражении (8) следующим образом: мы пи-
шем перед произведением знак плюс, если перестановка из вторых
значков принадлежит первому классу, и знак минус, если пере-
становка из вторых значков принадлежит второму классу, при-
чем за основную перестановку принята перестановка 1, 2, . . . , n.
Выясним теперь одно из основных свойств определителя. Пере-

ставим в таблице, дающей определитель, первый и второй столбцы.
Числа, которые мы раньше обозначали через aik, мы по-прежнему
будем обозначать этими же буквами с теми же самыми значками.
Вместо таблицы (6) будем иметь таблицу:∥∥∥∥∥∥∥∥

a12 a11 a13 . . . a1n

a22 a21 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an2 an1 an3 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (15)

Мы можем теперь, пользуясь определением, выражаемым фор-
мулой (8), составить определитель, соответствующий таблице (15).
В этой таблице столбцы пронумерованы в следующем порядке: 2, 1,
3, . . . , n, и эту перестановку мы должны считать за основную. Она
получилась из прежней основной при помощи одной транспозиции
и, следовательно, раньше принадлежала ко второму классу. Таким
образом, прежние перестановки второго класса станут при новом
выборе основной перестановки перестановками первого класса, и
наоборот. Следовательно, определитель, соответствующий таблице
(15), будет суммой тех же слагаемых, которые стоят в формуле (8),
но вследствие указанного только что изменения в распределении
перестановок вторых значков по классам знаки у членов новой сум-
мы будут противоположны знакам слагаемых суммы (8), т. е. при
перестановке двух столбцов величина определителя меняет знак.
Мы доказали это свойство, переставляя первый и второй столбцы.
Точно такое же доказательство годится и при перестановке двух
любых столбцов. Так, например, имеет место формула∣∣∣∣∣∣

1 0 3
2 7 6
5 3 0

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣
1 3 0
2 6 7
5 0 3

∣∣∣∣∣∣ .
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Второй определитель получается из первого перестановкой вто-
рого и третьего столбцов.
Выясним еще одно свойство определителя. Возьмем некоторое

слагаемое суммы (8):

(−1)[p1,p2,...,pn]a1p1a2p2 . . . anpn . (161)

Переставляя порядок сомножителей, мы можем привести в пол-
ный порядок вторые значки, но при этом первые значки будут об-
разовывать некоторую перестановку q1, q2, . . . , qn, и предыдущее
выражение запишется в виде

(−1)[p1,p2,...,pn]a1
q1a

2
q2 . . . a

n
qn
. (162)

Переход от (161) к (162) можно совершить при помощи несколь-
ких транспозиций сомножителей. Всякая такая транспозиция бу-
дет одновременно транспозицией в перестановке как первых, так и
вторых значков. Если число необходимых транспозиций для пере-
хода от (161) к (162) будет четным, то отсюда будет следовать, что
перестановка p1, p2, . . . , pn принадлежит первому классу, так как
она переходит в основную 1, 2, . . . , n при помощи четного числа
транспозиций и, следовательно, очевидно, может быть получена из
основной также при помощи четного числа транспозиций. Но при
этом и перестановка q1, q2, . . . , qn принадлежит к первому классу,
так как она одновременно получается из основной при помощи того
же четного числа транспозиций. Точно так же, если p1, p2, . . . , pn
принадлежит второму классу, то и q1, q2, . . . , qn принадлежит вто-
рому классу. Отсюда следует, что (−1)[p1,p2,...,pn] = (−1)[q1,q2,...,qn],
и, следовательно, мы можем написать:

(−1)[p1,p2,...,pn]a1p1a2p2 . . . anpn = (−1)[q1,q2,...,qn]a1
q1a

2
q2 . . . aqnn.

Итак, если мы сравним соответствующие слагаемые в суммах (8)
и (10), то увидим, что эти суммы в точности совпадают. В сум-
ме (10) строки играют ту же роль, что столбцы в сумме (8), и из
наших рассуждений непосредственно следует, что если в таблице
заменить все строки столбцами и столбцы строками, не меняя
их порядка, то величина определителя от этого не изменится.
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Так, например, мы имеем равенство следующих двух определи-
телей третьего порядка:∣∣∣∣∣∣

2 3 5
7 0 1
2 1 6

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2 7 2
3 0 1
5 1 6

∣∣∣∣∣∣ .
3. Основные свойства определителя. I. Формулируем преж-

де всего только что доказанное свойство— величина определителя
не меняется при замене строк столбцами. В дальнейшем все, что
будет доказано для столбцов, будет годиться и для строк, и наобо-
рот.
II. В предыдущем номере мы видели, что перестановка двух

столбцов меняет лишь знак у определителя, то же относится и к
строкам, т. е. при перестановке двух строк (столбцов) между со-
бой величина определителя меняет лишь знак.
III. Если определитель имеет две одинаковые строки, то, пере-

ставляя их, мы, с одной стороны, ничего не изменим, а с другой
стороны, по доказанному переменим знак определителя, т. е., обо-
значая через Δ величину определителя, Δ = −Δ или Δ = 0. Итак,
определитель с двумя одинаковыми строками (столбцами) равен
нулю.
IV. Линейной однородной функцией переменных x1, x2, . . . , xn

называется полином первой степени этих переменных без свобод-
ного члена, т. е. выражение вида

ϕ(x1, x2, . . . , xn) = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn,

где коэффициенты ai не зависят от xs. Такая функция обладает
двумя очевидными свойствами:

ϕ(kx1, kx2, . . . , kxn) = kϕ(x1, x2, . . . , xn),
ϕ(x1+y1, x2+ y2, . . . , xn+ yn)= ϕ(x1, x2, . . . , xn)+ϕ(y1, y2, . . . , yn).

Последнее свойство имеет место и для любого числа слагаемых.
Обращаясь к формуле (8), мы видим, что каждое слагаемое напи-
санной суммы содержит множителем один и только один элемент из
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каждой строки. Отсюда следует, что определитель есть линейная
однородная функция элементов какой-нибудь строки (или какого-
нибудь из столбцов).
Следовательно, если все элементы некоторой строки (столб-

ца) содержат общий множитель, то его можно вынести за знак
определителя.
Величина определителя, соответствующего таблице (6), часто

обозначается, как мы уже указывали выше, в виде∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
или более коротко:

|aik| (i, k = 1, 2, . . . , n).

Доказанное свойство можно в частном случае записать, напри-
мер, в виде ∣∣∣∣∣∣

ka11 ka12 ka13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
Второе из указанных свойств линейных однородных функций

дает следующее свойство определителя: если элементы некоторой
строки (столбца) суть суммы равного числа слагаемых, то опре-
делитель равен сумме определителей, в которых элементы упомя-
нутой строки (столбца) заменены отдельными слагаемыми. Так,
например: ∣∣∣∣∣∣

a b c+ c′

d e f + f ′

g h i+ i′

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a b c′

d e f ′

g h i′

∣∣∣∣∣∣ .
Отметим еще одно очевидное следствие линейности и однород-

ности. Если все элементы некоторой строки (столбца) равны ну-
лю, то и определитель равен нулю.
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V. Если из таблицы (6) вычеркнуть i-ю строку и k-й столбец,
на пересечении которых находится элемент aik, то останется (n −
1) строк и столько же столбцов. Соответствующий определитель
(n − 1)-го порядка называется минором основного определителя
n-го порядка, соответствующим элементу aik. Обозначим его через
Δik и составим произведение

Aik = (−1)i+kΔik (17)

и назовем его алгебраическим дополнением элемента aik. Покажем
теперь, что эти алгебраические дополнения являются коэффициен-
тами той линейной однородной функции, о которой мы говорили в
предыдущем свойстве, т. е., что для любой i-й строки имеет место
формула

Δ = Ai1ai1 + Ai2ai2 + . . .+Ainain (i = 1, 2, . . . , n) (18)

и для любого k-го столбца—формула

Δ = A1ka1k +A2ka2k + . . .+Ankank (k = 1, 2, . . . , n), (19)

где Δ— величина определителя. Иначе говоря, мы должны пока-
зать, что если в сумме (8) мы соберем все члены, содержащие
некоторый определенный элемент aik, то коэффициентом при этом
элементе будет его алгебраическое дополнение Aik, определяемое
формулой (17). Обозначим предварительно этот коэффициент че-
рез Bik и заметим прежде всего, что этот коэффициент представ-
ляет собой сумму произведений из (n − 1) элементов, причем эти
произведения не содержат уже элементов i-й строки и k-го столбца.
Возьмем сначала случай i = k = 1 и выпишем те слагаемые

суммы (8), которые содержат элемент a11:

a11

∑
(p2,...,pn)

(−1)[1,p2,...,pn]a2p2 . . . anpn .

Здесь суммирование должно распространяться на всевозмож-
ные перестановки p2, p3, . . . , n из чисел 2, 3, . . . , n. В полной пе-
рестановке 1, p2, . . . , pn первый элемент единица по отношению ко
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всем следующим находится в порядке, а потому для числа беспо-
рядков мы имеем:

[1, p2, . . . , pn] = [p2, . . . , pn],

причем за основную перестановку в обоих случаях берется та, где
числа идут в возрастающем порядке. Мы имеем, таким образом,
следующее выражение для коэффициента при a11:

B11 =
∑

(p2, p1, ..., pn)

(−1)[p2,...,pn]a2p2 . . . anpn .

Эта сумма подходит под определение определителя, но только
по сравнению с исходным определителем отсутствуют первая стро-
ка и первый столбец. Отсюда видно, что B11 = Δ11 = (−1)1+1Δ11 =
A11, т. е. при i = k = 1 наше утверждение доказано. Перейдем к слу-
чаю любых i и k. Будем переставлять i-ю строку постепенно с более
высокими строками так, чтобы она попала на место первой строки.
Для этого придется сделать (i−1) перестановок строк. Совершенно
так же постепенной перестановкой приведем k-й столбец на место
первого столбца. После этих перестановок элемент aik попадет в
левый верхний угол на место элемента a11. Строка с номером i и
столбец с номером k окажутся на первом месте, а порядок осталь-
ных строк и столбцов не изменится. Полученный выше результат
показывает, что после упомянутых перестановок коэффициент при
aik будет равен Δik. Но нам пришлось применить (i − 1) + (k − 1)
перестановок строк и столбцов попарно, и каждая такая переста-
новка добавляет множитель (−1) к определителю, т. е., в общем,
мы добавили множитель (−1)(i−1)+(k−1) = (−1)i+k, и, следователь-
но, окончательное выражение для коэффициента Bik будет

Bik =
Δik

(−1)i+k
= (−1)i+kΔik = Aik,

что и требовалось доказать. Таким образом мы доказали формулы
(18) и (19). Если мы в определителе Δ заменим элементы i-й стро-
ки последовательно некоторыми числами c1, c2, . . . , cn, не меняя
остальных строк, то в формуле (18) множители Ais не изменятся,
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и величина нового определителя будет:

Δ′ = Ai1c1 +Ai2c2 + . . .+Aincn. (20)

В частности, если мы возьмем числа c1, c2, . . . , cn равными элемен-
там aj1, aj2, . . . , ajn другой строки с номером j, отличным от i, то
определитель Δ′ будет иметь две одинаковые строки i-ю и j-ю, и
его величина будет равна нулю: Δ′ = 0, т. е.

Ai1aj1 +Ai2aj2 + . . .+Ainajn = 0 (i �= j). (211)

Точно так же для столбцов:

A1ka1l +A2ka2l + . . .+Ankanl = 0 (k �= l). (212)

Формулы (19) и (211, 211,2) приводят нас к следующему важному
в дальнейшем свойству определителя.

Если элементы некоторой строки (столбца) умножить на их
алгебраические дополнения и эти произведения сложить, то по-
лучится величина определителя. Если же элементы некоторой
строки (столбца) умножить на алгебраические дополнения соот-
ветствующих элементов другой строки (столбца) и эти произ-
ведения сложить, то сумма будет равна нулю.
VI. Прибавим к элементам первой строки определителя Δ

элементы второй строки, умноженные на некоторый множитель
p. Элементы первой строки станут равными a1s + pa2s (s =
1, 2, . . . , n), и в силу свойства IV новый определитель будет сум-
мой двух определителей: прежнего определителя и второго опреде-
лителя, у которого первая строка состоит из элементов pa2s (s =
1, 2, . . . , n), а остальные строки одинаковы с Δ. Вынося из первой
строки p, получим одинаковые первую и вторую строки, и, следо-
вательно, величина этого второго определителя равна нулю, т. е.
вообще величина определителя не изменится, если к элементам
некоторой строки (столбца) добавить соответствующие элемен-
ты другой строки (столбца), предварительно умножив эти по-
следние на один и тот же множитель.
Укажем некоторые обозначения, которыми мы будем пользо-

ваться в дальнейшем. Пусть, как и выше, имеется квадратная таб-
лица чисел (6) и пусть l— целое положительное число, не большее,
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чем n. Введем следующее обозначение определителя порядка l, со-
ставленного из строк таблицы (6) с номерами p1, p2, . . . , pl и столб-
цов с номерами q1, q2, . . . , ql:

A

(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ap1q1 ap1q2 . . . ap1ql

ap2q1 ap2q2 . . . ap2ql

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aplq1 aplq2 . . . aplql

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (22)

При этом обычно определителем первого порядка, соответству-
ющим какому-либо числу a, называют само это число, т. е. A(pq) =
apq. Последовательности целых положительных чисел p1, p2, . . . , pl
и q1, q2, . . . , ql могут быть расположены и не в порядке возрастания
чисел ps и qs. Если в обеих этих последовательностях числа идут в
возрастающем порядке, то определитель (22) называется минором
порядка l определителя (8). Этот определитель (22) получается из
(8) вычеркиванием (n − l) строк и (n − l) столбцов. Пусть номера
этих вычеркнутых строк и столбцов в возрастающем порядке суть:
r1, r2, . . . , rn−l и s1, s2, . . . , sn−l. Минор

A

(
r1 r2 . . . rn−l
s1 s2 . . . sn−l

)
называется минором, дополнительным к минору (22), а выражение

(−1)p1+p2+...+pl+q1+q2+...+qlA

(
r1 r2 . . . rn−l
s1 s2 . . . sn−l

)
(221)

называется алгебраическим дополнением минора (22). Для отдель-
ного элемента aik это определение алгебраического дополнения сов-
падает с прежним определением (17).
Алгебраическое дополнение (221) обозначим через

A′
(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
.

Оно вполне определяется заданием определителя (22), т. е. задани-
ем последовательностей номеров его строк p1, p2, . . . , pl и столбцов
q1, q2, . . . , ql.
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Фиксируем номера строк. Величина определителя Δ является, очевидно,
однородным полиномом степени l элементов этих строк, и она выражается,
как можно доказать, формулой (теорема Лапласа):

Δ =
∑

q1<q2<...<ql

A

(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
A′
(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
, (23)

где суммирование проводится по всевозможным возрастающим последова-
тельностям чисел q1, q2, . . . , ql, взятых из последовательности 1, 2, . . . ,
n. Число слагаемых в сумме (23) равно числу сочетаний из n элементов
по l:

Cln =
n(n− 1) . . . (n− l + 1)

l!
,

поскольку порядок чисел qs не играет роли, ибо они берутся при составлении
суммы (23) только в возрастающем порядке. При l = 1 мы имеем A(p1q1 ) = ap1q1 ,
и формула (23) переходит в формулу (18) при i = p1. Легко построить формулу,
аналогичную (23) и соответствующую разложению Δ по элементам каких-либо
выбранных столбцов. Мы не будем в дальнейшем пользоваться формулой (23)
и не приводим ее доказательства.

4. Вычисление определителя. Вычисление определителя
второго порядка очень просто. Согласно формуле (11) достаточно
написать таблицу ∥∥∥∥∥∥∥∥

a11

��
��

��
��

a12

�
�

�
�

a21 a22

∥∥∥∥∥∥∥∥
и взять произведение элементов, стоящих на диагонали, отмечен-
ной сплошной чертой, с собственным знаком, и отмеченной пунк-
тиром— с обратным знаком.
Перейдем к определителю третьего порядка. В раскрытом виде

он записан нами в формуле (3). Нетрудно проверить, что его можно
образовать следующим путем: выписываем таблицу, дающую опре-
делитель, и подписываем под ней еще раз первую и вторую строки.
Будем иметь таблицу, содержащую шесть диагоналей, по три эле-
мента в каждой.
Берем произведение элементов, стоящих на диагоналях, отме-

ченных сплошной чертой, без изменения и на диагоналях, отмечен-
ных пунктиром, — со знаком минус. Сумма этих шести произведе-
ний и дает определитель (правило Сарруса).
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∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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a12 a13
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a23
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�
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�

a31
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a33
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a13

a21 a22 a23

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Правило это не обобщается на определители более высокого порядка, и там

приходится поступать иначе для сокращения вычислений. Полезно, например,
пользоваться указанным в предыдущем номере свойством VI определителя.
Выясним это на примере. Возьмем определитель четвертого порядка

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 1 0
2 1 4 5
1 7 4 2

−3 5 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Умножаем третью строчку на (−2) и складываем со второй; кроме того, умно-
жаем эту же строчку на 3 и складываем с четвертой и вычитаем из первой.
Таким образом, в силу упомянутого свойства придем к определителю, равно-
му вышенаписанному, причем этот определитель будет иметь в первом столбце
три нуля:

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −16 −11 −6
0 −13 −4 1
1 7 4 2
0 26 13 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Отсюда, разлагая по элементам первого столбца, согласно формуле (19),

получим:

Δ =

∣∣∣∣∣∣
−16 −11 −6
−13 −4 1

26 13 7

∣∣∣∣∣∣ .
Умножаем третий столбец на 4 и складываем со вторым и затем умножаем его
на 13 и складываем с первым. Получаем таким образом:

Δ =

∣∣∣∣∣∣
−94 −35 −6

0 0 1
117 41 7

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣−94 −35
117 41

∣∣∣∣ = 94 · 41 − 35 · 117 = −241.
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5. Примеры. I. Пусть требуется вычислить объем параллеле-
пипеда, три ребра которого, выходящих из одной вершины, суть
векторыА,B иC. Как известно [II, 117], искомый объем выражает-
ся скалярным произведением вектораА на векторное произведение
(B × C):

V = A(B × C). (24)
При этом объем получается со знаком плюс, если векторы А,

B, C дают ту же ориентировку, что координатные оси, и со знаком
минус, если упомянутые ориентировки различны. Составляющие
векторного произведения равны

ByCz −BzCy , BzCx −BxCz , BxCy −ByCx,

и таким образом скалярное произведение, входящее в формулу (24),
будет:

Ax(ByCz −BzCy) +Ay(BzCx −BxCz) +Az(BxCy −ByCx).

Нетрудно видеть, что эта последняя сумма представляет собою
определитель третьего порядка, т. е.

V =

∣∣∣∣∣∣
Ax Bx Cx
Ay By Cy
Az Bz Cz

∣∣∣∣∣∣ . (25)

Равенство нулю этого определителя будет нам показывать, что объ-
ем равен нулю, иначе говоря, что наши три вектора компланарны,
т. е. находятся в одной плоскости. Если мы в определителе пере-
ставим две строки (столбца), например первую и вторую, то этим
самым порядок векторов А, B, C заменится другим порядком B,
A, C, и если векторы в прежней последовательности давали ту же
ориентировку, что координатные оси, то теперь они будут давать
уже иную ориентировку, и наоборот. В соответствии с этим вели-
чина определителя изменит знак.
Если аналогичным образом в плоскости XY рассмотрим два

вектора с составляющими (Ax, Ay) и (Bx, By), то площадь парал-
лелограмма, построенного на этих двух векторах, будет равна опре-
делителю второго порядка:

P =
∣∣∣∣Ax Bx
Ay By

∣∣∣∣ .
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Рассмотрим теперь треугольник, координаты вершин которого
суть

M1(x1, y1), M2(x2, y2), M3(x3, y3).

Берем векторы A = M1M2 и B = M1M3 с составляющими:

M1M2(x2 − x1, y2 − y1), M1M3(x3 − x1, y3 − y1),

и площадь нашего треугольника может быть выражена в виде

P =
1
2

∣∣∣∣x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

∣∣∣∣ .
Нетрудно показать, что написанный определитель второго по-

рядка можно заменить определителем третьего порядка и написать
формулу в следующем виде

P =
1
2

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ .
Равенство нулю этого определителя дает условие того, что точ-

ки M1, M2, M3 находятся на одной прямой. Иначе говоря, урав-
нение прямой, проходящей через две заданные точки (x1, y1) и
(x2, y2), может быть написано в виде∣∣∣∣∣∣

x x1 x2

y y1 y2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

II. Нетрудно составить, пользуясь определителями, уравнения
некоторых геометрических мест. Пусть, например, ищется уравне-
ние окружности, проходящей через три заданные точки: (x1, y1),
(x2, y2) и (x3, y3). Легко видеть, что это уравнение запишется, при
помощи определителя четвертого порядка, следующим образом:∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 x2
1 + y2

1 x2
2 + y2

2 x2
3 + y2

3

x x1 x2 x3

y y1 y2 y3
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (26)
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Действительно, разлагая по элементам первого столбца, убеж-
даемся, что написанное уравнение есть уравнение второй степени,
в котором коэффициенты при x2 и y2 одинаковы, и член с произ-
ведением xy отсутствует, т. е. уравнению (26) соответствует окруж-
ность. Наконец, если мы в этом уравнении подставим x = xk и
y = yk (k = 1, 2, 3), то первый столбец определителя будет совпа-
дать с одним из следующих, и уравнение будет удовлетворено, т. е.
окружность действительно проходит через три заданные точки. За-
метим, что если три заданные точки находятся на одной прямой,
то в уравнении (26) коэффициент при (x2 + y2) окажется равным
нулю, и уравнению будет соответствовать не окружность, а прямая.
Совершенно так же уравнение плоскости в пространстве с ося-

ми OX, OY, OZ, проходящей через три заданные точки (x1, y1, z1),
(x2, y2, z2) и (x3, y3, z3), может быть написано в виде определителя
четвертого порядка: ∣∣∣∣∣∣∣∣

x x1 x2 x3

y y1 y2 y3
z z1 z2 z3
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (27)

Если три заданные точки лежат на одной прямой, то уравнение
(27) превратится в тождество 0 = 0.
III. Рассмотрим определитель Dn порядка n, каждая строчка

которого состоит из степеней некоторого числа, начиная с (n−1)-й
степени и до нулевой включительно:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xn−1

1 xn−2
1 . . . x1 1

xn−1
2 xn−2

2 . . . x2 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1
n xn−2

n . . . xn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (28)

При n = 1 и 2 будем иметь:

D1 = 1;D2 = x1 − x2.

Для раскрытия определителя D3 мы заменим в первой строчке это-
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го определителя число x1 буквой x. Получим определитель вида

D3(x) =

∣∣∣∣∣∣
x2 x 1
x2

2 x2 1
x2

3 x3 1

∣∣∣∣∣∣ .
Разлагая его по элементам первой строки, видим, что D3(x)

есть полином второй степени от x. Если подставить в определитель
x = x2 или x = x3, то первая строка станет одинаковой со второй
или третьей, и величина определителя будет нуль, т. е. квадратный
трехчлен D3(x) имеет корни x2 и x3 и может быть представлен в
виде

D3(x) = A3(x− x2)(x− x3),

где A3 есть коэффициент при x2, т. е. алгебраическое дополнение
элемента x2 определителя D3(x), стоящего в левом верхнем углу.
Отсюда следует

A3 =
∣∣∣∣x2 1
x3 1

∣∣∣∣ ,
т. е. A3 есть определитель D2, составленный из чисел x1 и x3. Окон-
чательно:

D3(x) = (x2 − x3)(x− x2)(x− x3).

Подставляя x = x1, получим для D3 выражение в виде произведе-
ния трех множителей:

D3 =
(x1 − x2)(x1 − x3)

(x2 − x3).

Совершенно аналогично, имея выражение D3, можно получить
выражение для D4. Оно будет иметь вид произведения шести мно-
жителей:

D4 =
(x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)

(x2 − x3)(x2 − x4)
(x3 − x4)

.

Точно так же при любом n получим следующее выражение
для определителя Dn, который обычно называется определителем
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Вандермонда:

Dn =

(x1 − x2)(x1 − x3) . . . (x1 − xn)
(x2 − x3) . . . (x2 − xn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(xn−1 − xn)

. (29)

Написанное выражение имеет интересную связь с основным
определением определителя. Любой определитель порядка n может
быть записан в виде ∣∣∣∣∣∣∣∣

x1n x1n−1 . . . x11

x2n x2n−1 . . . x21

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xnn xnn−1 . . . xn1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (30)

Заменим в нем чисто формально каждый элемент xik на xk−1
i . По-

сле такой замены определитель (30) перейдет, очевидно, в опреде-
литель Вандермонда (28). Отсюда вытекает непосредственно следу-
ющее правило образования суммы, дающей величину определителя
(30): в выражении (29) открываем скобки и в каждом из получен-
ных после этого членов заменяем xs−1

k на xks, причем если такой
член не содержит степени некоторого числа xk, то в соответству-
ющем произведении надо добавить множитель x0

k, который после
упомянутой замены перейдет в xk1. Заметим, что это последнее
правило может быть принято за определение определителя.
IV. Рассмотрим выражение, с которым нам придется иметь дело

в последующем:

Δ(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 a13 . . . a1n

a21 a22 + x a23 . . . a2n

a31 a32 a33 + x . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (31)

и разложим его по степеням буквы x. Для этого перепишем его
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предварительно в следующем виде:

Δ(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 + 0 a13 + 0 . . . a1n + 0
a21 + 0 a22 + x a23 + 0 . . . a2n + 0
a31 + 0 a32 + 0 a33 + x . . . a3n + 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 + 0 an2 + 0 an3 + 0 . . . ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (32)

Каждый из столбцов этого определителя есть сумма двух сла-
гаемых, и, применяя несколько раз свойства IV определителя, мы
представим его в виде суммы 2n определителей, столбцы которых
уже не содержат сумм. Если во всех столбцах выражения (32) вы-
черкнуть вторые слагаемые, то мы получим член, не содержащий
буквы x, т. е. свободный член в разложении Δ(x):

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (33)

Наоборот, если вычеркнуть во всех столбцах первые слагаемые,
то получится старший член полинома Δ(x), равный∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 . . . 0
0 x 0 . . . 0
0 0 x . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xn.

Рассмотрим теперь средние члены полинома. Положим, что в
столбцах с номерами p1, p2, . . . , ps мы удерживаем вторые слагае-
мые, а в остальных столбцах— первые слагаемые. При этом каж-
дый столбец с номером pk(k = 1, 2, . . . , s) будет состоять сплошь
из нулей, кроме одного элемента, равного x и стоящего на глав-
ной диагонали, т. е. на пересечении строки и столбца с одинако-
вым номером. Разлагая полученный определитель последователь-
но по элементам столбцов p1, p2, . . . , ps, мы от этих столбцов полу-
чим множитель xs и должны будем вычеркнуть строки с номерами
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p1, p2, . . . , ps и столбцы с такими же номерами. После каждого та-
кого вычеркивания алгебраические дополнения соответствующего
элемента будут равны в точности минорам ввиду совпадения номе-
ра вычеркиваемой строки и столбца. Итак, при любом выборе номе-
ров столбцов pk (k = 1, 2, . . . , s) наш определитель будет содержать
xs с коэффициентом, равным определителю порядка (n− s), полу-
чаемому из основного определителя (33) вычеркиванием тех строк
и столбцов, на пересечении которых стоят элементы главной диаго-
нали ap1p1 , ap2p2 , . . . , apsps . Обозначим этот определитель порядка
(n − s) символом Δp1p2...ps

p1p2...ps

. Он называется обычно главным мино-
ром определителя Δ, порядка (n−s). Выбирая числа p1, p2, . . . , ps
различным образом, получим в общем окончательный коэффици-
ент при xs в выраженииΔ(x), в виде суммы всевозможных главных
миноров порядка (n− s), т. е.

Δ(x) = xn + S1x
n−1 + S2x

n−2 + . . .+ Sn−1x+ Sn,

где Sk есть сумма всех главных миноров определителя Δ поряд-
ка k и, в частности, Sn равно Δ. Напишем явное выражение для
коэффициента

Sk =
(1,2,...,n)∑

p1<p2<...<pn−k

Δp1p2...pn−k
p1p2...pn−k

=

=
∑

q1<q2<...<qk

∣∣∣∣∣∣∣∣
aq1q1 aq1q2 . . . aq1qk

aq2q1 aq2q2 . . . aq2qk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aqkq1 aqkq2 . . . aqkqk

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (34)

Здесь суммирование распространяется на всевозможные ком-
бинации из k чисел q1, q2, qk, идущих в возрастающем порядке и
взятых среди чисел 1, 2, . . . , n. Если бы мы стали суммировать в
выражении (34) по каждому значку qj просто по всем значениям
от 1 до n, то в перестановке q1, q2, . . . , qk целые числа шли бы не
только в возрастающем порядке, но и во всех других возможных
порядках. Точнее говоря, всякая возрастающая последовательность
при суммировании по всем qj от 1 до n дала бы всего k! переста-
новок. Заметим теперь, что при перестановке каких-нибудь двух
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чисел qi и qj величина определителя, стоящего в формуле (34), не
изменится. Действительно, если мы переставим, например, q1 и q2,
то тем самым в упомянутом определителе переставятся первая и
вторая строки и первый и второй столбцы, что не повлияет на ве-
личину определителя. Таким образом, из предыдущего следует, что
если мы в выражении (34) будем суммировать по каждому из чисел
qj просто от 1 до n, то каждое слагаемое суммы (34) повторится k!
раз, и, следовательно, мы можем написать выражение коэффици-
ента Sk в виде,

Sk =
1
k!

n∑
q1=1

n∑
q2=1

. . .

ñ∑
qk=1

A

(
q1 q2 . . . qk
q1 q2 . . . qk

)
. (35)

6. Теорема об умножении определителей. В этом номере
мы выведем формулу для произведения двух определителей одного
и того же порядка.
Пусть имеются два определителя порядка n:

Δ = |aik|n1 (361)

и
Δ1 = |bik|n1 . (362)

Составим новый определитель, элементы которого выражаются
формулами

cik =
n∑
s=1

aisbsk (i, k = 1, 2, . . . , n), (37)

и докажем, что этот определитель равен произведению определи-
телей (361) и (362). Начнем со случая n = 2. Принимая во внима-
ние формулы (37) и разлагая определитель на слагаемые, согласно
свойству IV из [3], получим:∣∣∣∣c11 c12c21 c22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a11b11 a11b12
a21b11 a21b12

∣∣∣∣+
+
∣∣∣∣a11b11 a12b22
a21b11 a22b22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a12b21 a11b12
a22b21 a21b12

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a12b21 a12b22
a22b21 a22b22

∣∣∣∣ .
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Вынося одинаковые множители из элементов одного и того же
столбца, мы получим в первом и четвертом слагаемом определи-
тели с одинаковыми столбцами, равные нулю. Переставляя еще в
одном из определителей столбцы, будем иметь:∣∣∣∣c11 c12c21 c22

∣∣∣∣ = b11b22

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣+ b12b21

∣∣∣∣a12 a11

a22 a21

∣∣∣∣ =
= b11b22

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣− b12b21

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ (b11b22 − b12b21) =

=
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣b̃11 b̃12b̃21 b̃22

∣∣∣∣ ,
что и требовалось доказать.
В общем случае порядка n после применения свойства IV из [3]

будем иметь:

|cik|n1 =
∑

(s1,s2,...,sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1s1bs11 a1s2bs22 . . . a1snbsnn

a2s1bs11 a2s2bs22 . . . a2snbsnn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ans1bs11 ans2bs22 . . . ansnbsnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (38)

где переменные суммирования s1, s2, . . . , sn принимают целые зна-
чения 1, 2, . . . , n. Слагаемые этой суммы могут быть записаны в
виде

bs11bs22 . . . bsnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1s1 a1s2 . . . a1sn

a2s1 a2s2 . . . a2sn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ans1 ans2 . . . ansn

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (39)

Если среди чисел s1, s2, . . . , sn есть одинаковые, то написанный
определитель имеет одинаковые столбцы, и соответствующее сла-
гаемое равно нулю. Таким образом, мы можем ограничиться рас-
смотрением таких слагаемых, у которых среди чисел sk нет одина-
ковых, и таким образом эта последовательность чисел s1, s2, . . . , sn
представляет собой некоторую перестановку из чисел 1, 2, . . . , n.
Умножим выражение (39) дважды на (−1)[s1,s2,...,sn], в результате
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чего оно, очевидно, не изменится, и это выражение можно перепи-
сать в виде произведения двух множителей:

(−1)[s1,s2,...,sn]

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1s1 a1s2 . . . a1sn

a2s1 a2s2 . . . a2sn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ans1 ans2 . . . ansn

∣∣∣∣∣∣∣∣·(−1)[s1,s2,...,sn]bs11bs22 . . . bsnn.

В первом множителе путем нескольких транспозиций перестановку
s1, s2, . . . , sn приведем к виду 1, 2, . . . , n. При каждой транспо-
зиции величина (−1)[s1,s2,...,sn] и написанный определитель будут
лишь менять знак, а весь первый множитель останется без изме-
нения. Таким образом выражение (39) может быть переписано в
виде ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ · (−1)[s1,s2,...,sn]bs11bs22 . . . bsnn

и, следовательно, возвращаясь к сумме (38), получим:

|cik|n1 = Δ
∑

(s1,s2,...,sn)

(−1)[s1,s2,...,sn]bs11bs22 . . . bsnn,

где суммирование распространяется на все перестановки s1, s2, . . . ,
sn из чисел 1, 2, . . . , n. Написанная сумма есть определитель Δ1,
т. е. |cik|n1 = ΔΔ1, что и требовалось доказать. Формула (37) для
cik сводится к следующему: элементы i-й строки определителя Δ
умножаются на соответствующие элементы k-го столбца второго
определителя, и эти произведения складываются. Мы знаем, что
в определителе можно заменить строки столбцами, не меняя его
величины. Следовательно, предыдущее правило умножения строки
на столбец можно заменить тремя другими правилами: строка на
строку, столбец на столбец и столбец на строку.
Формулируем окончательно теорему: пусть имеются два опре-

делителя n-го порядка:
|aik| и |bik|.
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Составляем новый определитель

|cik|,

элементы которого вычисляются по одной из следующих формул:

cik =
n∑
s=1

aisbsk, (401)

cik =
n∑
s=1

aisbks, (402)

cik =
n∑
s=1

asibsk, (403)

cik =
n∑
s=1

asibks (i, k = 1, 2, . . . , n). (404)

При этом величина определителя |cik| равна произведению
определителей |aik| и |bik|.
Прим е р. Наряду с основным определителем

Δ = |aik|

рассмотрим определитель, составленный из алгебраических допол-
нений его элементов

|Aik|.
Согласно приведенной выше теореме, выразим произведение

|aik| · |Aik| также в виде определителя, умножая строку на стро-
ку. Мы будем иметь для этого определителя следующие элементы:

cik =
n∑
s=1

aisAks.

В силу свойства V определителя мы получим:

cik = 0 при i �= k; cii = Δ,
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т. е.

|aik| · |Aik| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Δ 0 0 . . . 0
0 Δ 0 . . . 0
0 0 Δ . . . 0
. . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . Δ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
или

|aik|n1 |Aik|n1 = Δn, т. е. Δ|Aik|n1 = Δn.

Считая Δ отличным от нуля и сокращая на него, будем иметь:

|Aik|n1 = Δn−1. (41)

Если элементы aik = a
(0)
ik таковы, что определитель Δ равен нулю,

то можно указать такие значения aik, сколь угодно близкие a
(0)
ik ,

при которых определитель Δ отличен от нуля. Для этих значений
aik будем иметь формулу (41), а потому в пределе при aik → a

(0)
ik

эта формула будет иметь место и при aik = a
(0)
ik , т. е. эта фор-

мула имеет место и при Δ = 0. Если выразить Δ и Aik через
элементы aik, то она представляет собой тождество относитель-
но aik.

7. Прямоугольные таблицы. В дальнейшем мы будем встре-
чаться и с такими таблицами чисел, в которых число строк и столб-
цов может быть и неодинаково. Рассмотрим такую более общую
таблицу: ∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (42)

Она содержит m строк и n столбцов, причем числа m и n мо-
гут быть или различны, или равны. Вычеркивая из этой таблицы
некоторые строки и столбцы так, чтобы число оставшихся строк и
столбцов было одинаково, мы сможем из оставшихся строк и столб-
цов составить определитель. Такие определители назовем опреде-
лителями, входящими в состав таблицы (42). Наивысший порядок,
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который они могут иметь, равен, очевидно, наименьшему из двух
чисел m и n, а наименьший порядок этих определителей равен еди-
нице, причем определители первого порядка суть сами элементы
таблицы (42). Положим, что все определители некоторого поряд-
ка l, входящие в таблицу, равны нулю. Нетрудно видеть, что то-
гда и все определители порядка (l+ 1), входящие в таблицу, также
равны нулю. Действительно, всякий такой определитель порядка
(l + 1) можно представить в виде суммы произведений элементов
его некоторой строки на алгебраические дополнения этих элемен-
тов. Но последние с точностью до знака совпадают с некоторыми
определителями порядка l таблицы и, следовательно, все равны ну-
лю. Раз все определители порядка (l + 1) равны нулю, то так же,
как и выше, все определители порядка (l + 2) также будут рав-
ны нулю и т. д. Итак, если все определители некоторого опреде-
ленного порядка, входящие в таблицу (42), равны нулю, то и все
определители более высокого порядка этой таблицы также равны
нулю.
Введем важное для дальнейшего понятие о ранге таблицы, или,

как говорят, матрицы (42). Рангом матрицы (42) называется наи-
высший порядок определителя этой таблицы, отличного от нуля,
т. е. если ранг таблицы есть k, то среди определителей порядка k,
входящих в эту таблицу, есть по крайней мере один, отличный от
нуля, но все определители таблицы порядка (k + 1) равны нулю.
Пусть наряду с таблицей (42) имеется таблица∥∥∥∥∥∥∥∥

b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnm

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (43)

содержащая n строк и m столбцов. Образуем m2 чисел

cik =
n∑
s=1

aisbsk (i, k = 1, 2, . . . , m). (44)

Квадратная таблица, составленная из чисел cik, называется обычно
произведением прямоугольных таблиц (42) и (43).
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Докажем теорему, которая является обобщением теоремы об
умножении определителей.
Т е о р ем а. Если m � n, то

|cik|m1 =
∑

r1<r2<...<rm

A

(
1 2 . . . m
r1 r2 . . . rm

)
B

(
r1 r2 . . . rm
1 2 . . . m

)
,

(45)
где суммирование распространяется на все значения rk из ряда,
чисел 1, 2, . . ., n, удовлетворяющие указанному неравенству. Если
же m > n, то определитель |cik|m1 равен нулю.
Смысл символов

A

(
1 2 . . . m
r1 r2 . . . rm

)
и B

(
r1 r2 . . . rm
1 2 . . . m

)
указан в [3]. Второй из них обозначает определитель, составленный
из элементов таблицы (43), принадлежащих строкам r1, r2, . . . , rm
и столбцам 1, 2, . . . , m. При m = n сумма, входящая в формулу
(45), содержит лишь одно слагаемое, соответствующее r1 = 1, r2 =
2, . . . , rm = m, и формула (45) выражает теорему об умножении
определителей.
Рассмотрим случай m < n. Доказательство формулы (45) будет

аналогично доказательству теоремы об умножении определителей.
Как и при этом доказательстве, мы имеем:

|cik|m1 =
∑

(s1,...,sm)

A

(
1 2 . . . m
s1 s2 . . . sm

)
bs11bs22 . . . bsmm, (46)

причем каждое из чисел sk может принимать значения 1, 2, . . . , n,
и можно отбросить те слагаемые, у которых среди чисел sk есть
равные, так как эти слагаемые равны нулю. Возьмем какую-либо
определенную последовательность чисел r1 < r2 < . . . < rm из ряда
чисел 1, 2, . . . , n и выделим из суммы (45) те слагаемые, у которых
совокупность чисел s1, s2, . . . , sm совпадает с совокупностью чисел
r1, r2, . . . , rm. Мы получим таким образом часть суммы (46):∑

(t1,t2,...,tm)

A

(
1 2 . . . m
t1 t2 . . . tm

)
bt11bt22 . . . btmm, (47)
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где сумма распространяется на всевозможные перестановки
(t1, t2, . . . , tm) из чисел r1, r2, . . . , rm. Умножая каждое слагаемое
суммы (47) дважды на (−1)[t1,t2,...,tm], мы докажем совершенно так
же, как и в [6], что эта сумма равна

A

(
1 2 . . . m
r1 r2 . . . rm

)
B

(
r1 r2 . . . rm
1 2 . . . m

)
.

Чтобы получить всю сумму, входящую в формулу (46), достаточно
просуммировать это произведение по всем r1 < r2 < . . . < rm, что
и дает формулу (45). Положим, наконец, что m > n. Мы можем
при этом добавить к таблице (42) (m − n) столбцов, состоящих из
нулей, а к таблице (43) — (m− n) строк, состоящих из нулей. Если
после такого добавления мы будем вычислять cik не по формулам
(44), а по формулам

cik =
m∑
s=1

aisbsk (i, k = 1, 2, . . . , m), (48)

то получим прежние значения cik, так как добавленные слагаемые в
правой части (48) равны нулю. С другой стороны, после указанного
добавления таблицы (42) и (43) превратились в квадратные табли-
цы, которым соответствуют определители, равные нулю, а пото-
му, согласно теореме об умножении определителей, и определитель
|cik|m1 равен нулю, и теорема полностью доказана.
З ам е ч а н и е. Если две прямоугольные таблицы имеют каждая

m строк и n столбцов, то, умножая строка на строку:

cik =
n∑
s=1

aisbks (i, k = 1, 2, . . . , m),

получим определитель |cik|m1 , величина которого равна нулю при
m > n, а при m � n выражается формулой

|cik|m1 =
∑

r1<r2<...<rm

A

(
1 2 . . . m
r1 r2 . . . rm

)
B

(
1 2 . . . m
r1 r2 . . . rm

)
.
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Сл е д с т в и е. Пусть имеются две квадратные таблицы поряд-
ка n, составленные из элементов aik и bik, а числа cik опреде-

ляются формулами (44). Выразим любой минор C
(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
определителя |cik|n1 через миноры определителей |aik|n1 и |bik|n1 .
Нетрудно видеть, что квадратная таблица, которая образует минор

C

(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
, является произведением прямоугольных таблиц:∥∥∥∥∥∥∥∥

ap11 ap12 . . . ap1n
ap21 ap22 . . . ap2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
apl1 apl2 . . . apln

∥∥∥∥∥∥∥∥ и
∥∥∥∥∥∥∥∥
b1q1 b1q2 . . . b1ql

b2q1 b2q2 . . . b2ql

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bnq1 bnq2 . . . bnql

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Применяя доказанную теорему, мы и получим искомое выраже-

ние:

C

(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
=

∑
r1<r2<...<rl

A

(
p1 p2 . . . pl
r1 r2 . . . rl

)
B

(
r1 r2 . . . rl
q1 q2 . . . ql

)
,

(49)

где rk принимают значения из ряда 1, 2, . . . , n. ПустьRA, RB, RC —
ранги таблиц ||aik||n1 , ||bik||n1 и ||cik||n1 . Если, например, RA < n и в

формуле (49) мы возьмем любое l > RA, то все A
(
p1 p2 . . . pl
r1 r2 . . . rl

)
будут, в силу определения RA, равны нулю, а потому и все

C

(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
равны нулю. Отсюда следует, что RC < l, т. е.

RC � RA. Если ранг таблицы ||aik||n1 равен n, то, очевидно, RC �
RA, ибо RC � n. Совершенно аналогично RC � RB. В дальнейшем
мы покажем, что если определитель |bik|n1 �= 0, то RC = RA, а если
|aik|n1 �= 0, то RC = RB.

§ 2. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

8. Теорема Крамера. Установив понятие об определителе и
выяснив его основные свойства, мы переходим теперь к примене-
нию этого понятия к решению систем уравнений первой степени.
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Рассмотрим сначала основной случай, когда число уравнений сов-
падает с числом неизвестных. Мы можем записать такую систему,
содержащую n уравнений и n неизвестных, в виде

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn,

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (1)

причем обозначения коэффициентов такие же, какие мы ввели в [1]
для случая трех уравнений с тремя неизвестными. Сделаем одно
предположение, а именно будем считать, что определитель систе-
мы, т. е. определитель, соответствующий таблице коэффициентов
aik системы, отличен от нуля:

Δ = |aik| �= 0. (2)

Умножим обе части уравнений системы (1) на алгебраические
дополнения элементов k-го столбца этого определителя, т. е. обе ча-
сти первого уравнения системы умножим на A1k, второго на A2k

и т. д. Полученные таким образом уравнения сложим. В резуль-
тате мы придем к уравнению, в правой части которого стоит
сумма

A1kb1 +A2kb2 + . . .+Ankbn,

а в левой части коэффициент при неизвестном xl выражается сум-
мой

A1ka1l +A2ka2l + . . .+Ankanl (l = 1, 2, . . . , n).

Эта последняя сумма равна нулю при l �= k и определителю Δ при
l = k, т. е. мы приходим к уравнению вида

Δ · xk = A1kb1 +A2kb2 + . . .+Ankbn.
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Проделав это для каждого значка k, мы, как следствие уравне-
ний (1), получим систему новых уравнений

Δ · xk = A1kb1 +A2kb2 + . . .+Ankbn (k = 1, 2, . . . , n). (3)

Нетрудно показать, что и, наоборот, из системы (3), как следствие,
получается система (1). Действительно, умножим обе части уравне-
ния (3) на alk и просуммируем затем по всем k от 1 до n. Пользуясь
опять свойством V определителя, мы придем, как нетрудно видеть,
к уравнению

Δ · (al1x1 + al2x2 + . . .+ alnxn) = Δ · bl, (4)

что после сокращения на множитель Δ, отличный от нуля, даст
нам уравнение с номером l системы (1), причем мы можем это про-
делать для любого l. Итак, системы (1) и (3) равносильны, и мы
можем вместо системы (1) решать систему (3). Последняя систе-
ма решается непосредственно и дает одно и только одно решение,
вычисляемое по формулам

xk =
A1kb1 +A2kb2 + . . .+Ankbn

Δ
(k = 1, 2, . . . , n). (5)

Заметим, что в силу сказанного в [3] числитель написанного вы-
ражения представляет собой определитель, который получается из
определителя Δ заменой элементов k-го столбца, т. е. коэффициен-
тов aik при xk, свободными членами bi. Мы имеем таким образом
следующую теорему:
Т е о р ем а Кр ам е р а. Если определитель Δ системы (1) от-

личен от нуля, то эта система имеет одно определенное решение,
выражаемое формулами (5). Согласно этим формулам, каждое из
неизвестных выражается частным двух определителей, причем в
знаменателе стоит определитель системы, а в числителе— опре-
делитель, который из него получается заменой коэффициентов
при определяемом неизвестном соответствующими свободными
членами.
При большом числе уравнений пользование теоремой Крамера

неудобно, и существуют другие, приближенные, практические спо-
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собы решения систем многих уравнений со многими неизвестными,
на чем мы останавливаться не будем.

9. Общий случай систем уравнений. Рассмотрим общий
случай m уравнений с n неизвестными:

X1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1kxk + a1,k+1xk+1 + . . .+ a1nxn = b1,

X2 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2kxk + a2,k+1xk+1 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xk = ak1x1 + ak2x2 + . . .+ akkxk + ak,k+1xk+1 + . . .+ aknxn = bk,

Xk+1 = ak+1,1x1 + ak+1,2x2 + . . .+ ak+1,kxk+
+ ak+1,k+1xk+1 + . . .+ ak+1,nxn = bk+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xm = am1x1 + am2x2 + . . .+ amkxk + am,k+1xk+1+
+ . . .+ amnxn = bm.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6)

Для краткости в дальнейших выкладках мы обозначили че-
рез Xs всю левую часть уравнения с номером s. Коэффициенты
aik этой системы образуют прямоугольную таблицу, и пусть k—
ее ранг. Переставляя строки и столбцы, т. е. переменяя нумерацию
уравнений и неизвестных, мы можем достигнуть того, чтобы неко-
торый определитель порядка k, входящий в таблицу и отличный от
нуля, стоял в левом верхнем углу. Назовем его главным определи-
телем системы. Он будет иметь вид

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (7)

Составим (m − k) определителей порядка (k + 1), которые назы-
ваются характеристическими определителями системы и кото-
рые получаются из главного определителя, если к нему добавить
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одну строку, состоящую из коэффициентов уравнений с номером,
бо́льшим чем k, и один столбец, состоящий из свободных членов.
Уточняя сказанное, определим эти характеристические определи-
тели следующими формулами:

Δk+s =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1k b1
a21 a22 . . . a2k b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk bk
ak+s,1 ak+s,2 . . . ak+s,k bk+s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(k + s = k + 1, k + 2, . . . , m). (8)

Если k = m, т. е. ранг равен числу уравнений, то характери-
стических определителей вовсе не будет. Рассмотрим наряду с ха-
рактеристическими определителями другие определители, которые
получаются из них заменой в последнем столбце свободных членов
левыми частями уравнений:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1k X1

a21 a22 . . . a2k X2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk Xk

ak+s,1 ak+s,2 . . . ak+s,k Xk+s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (9)

Эти последние определители, кроме заданных коэффициентов
aik, содержат xj . Но нетрудно показать, что определители (9) тож-
дественно равны нулю. Действительно, элементы последнего столб-
ца этих определителей в силу

Xi = ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn

состоят из n слагаемых, и, следовательно, всякий определитель (9)
может быть представлен, согласно свойству IV из [3], в виде суммы
членов следующей формы:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1k a1j

a21 a22 . . . a2k a2j

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk akj
ak+s,1 ak+s,2 . . . ak+s,k ak+s,j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· xj .
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Легко убедиться, что определитель, состоящий множителем при
xj , равен нулю. Действительно, если j � k, то последний стол-
бец этого определителя совпадает с одним из предыдущих. Если
же j > k, то упомянутый определитель есть определитель порядка
(k+1), входящий в таблицу (5), и, следовательно, он равен нулю, так
как по предположению ранг этой таблицы равен k. Вычитая опре-
делители (9), равные тождественно нулю, из характеристических
определителей и пользуясь свойством IV определителей, мы мо-
жем представить характеристические определители в следующем
виде:

Δk+s =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1k b1 −X1

a21 a22 . . . a2k b2 −X2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk bk −Xk

ak+s,1 ak+s,2 . . . ak+s,k bk+s −Xk+s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (10)

(k + s = k + 1, k + 2, . . . , m)

причем в этой форме они лишь по виду зависят от букв xj . Пред-
положим теперь, что наша система (6) имеет некоторое решение:

x1 = x
(0)
1 , x2 = x

(0)
2 , . . . , xn = x(0)

n .

Подставляя xj = x
(0)
j в последний столбец определителей (10),

мы будем иметь в этом последнем столбце нули, т. е. все характе-
ристические определители должны равняться нулю.
Т е о р ем а I. Для того чтобы система (6) имела хоть одно ре-

шение, необходимо, чтобы все характеристические определители
(8) были равны нулю.
Докажем теперь достаточность этого условия и дадим способ

нахождения всех решений системы. Итак, предположим, что все ха-
рактеристические определители равны нулю. Возьмем их в форме
(10) и разложим по элементам последнего столбца. Нетрудно ви-
деть, что алгебраическое дополнение элемента (bk+s −Xk+s) будет
равно главному определителю Δ, отличному от нуля, и мы можем
записать наше условие, что все характеристические определители
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равны нулю, в виде

a
(k+s)
1 (b1 −X1) + a

(k+s)
2 (b2 −X2) + . . .+ a

(k+s)
k (bk −Xk)+

+ Δ(bk+s −Xk+s) = 0 (k + s = k + 1, k + 2, . . . , m), (11)

где a(q)
p — численные коэффициенты, не представляющие для нас

никакого интереса.
Положим теперь, что мы имеем какое-нибудь решение первых k

уравнений системы, и подставим мысленно это решение вместо xj
в тождества (11). При этом все разности

b1 −X1, b2 −X2, . . . , bk −Xk

обратятся в нуль, и мы получим после указанной подстановки

Δ · (bk+s −Xk+s) = 0

или в силу Δ �= 0:

bk+s −Xk+s = 0 (k + s = k + 1, k + 2, . . . , m),

т. е. оказывается, что если все характеристические определители
равны нулю, то всякое решение первых k уравнений системы будет
удовлетворять и всем следующим уравнениям, и нам остается в
этом случае решить только первые k уравнений.
Перенесем в этих уравнениях все неизвестные с номером,

бо́льшим k, в правую часть, после чего эти уравнения примут вид

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1kxk = b1 − a1,k+1xk+1 − . . .− a1nxn,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2kxk = b2 − a2,k+1xk+1 − . . .− a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + . . .+ akkxk = bk − ak,k+1xk+1 − . . .− aknxn.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(12)

Будем рассматривать эти уравнения как систему для определе-
ния x1, x2, . . . , xk. Ее определитель Δ уже отличен от нуля, и мы
можем получить для нее одно определенное решение согласно фор-
муле Крамера. Заметим только, что свободные члены последней
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системы содержат буквы xk+s, . . . , xn, которым можно придавать
любые значения. Из формул Крамера непосредственно вытекает,
что решение системы (12) будет иметь вид

xj = αj + β
(j)
k+1xk+1 + . . .+ β(j)

n xn (j = 1, 2, . . . , k), (13)

где αs и β
(q)
p —некоторые численные коэффициенты и xk+1, . . . , xn

остаются произвольными. Из предыдущего вытекает, что эти фор-
мулы и дают самое общее решение системы (6) при сделанном пред-
положении о равенстве нулю всех характеристических определите-
лей.
Т е о р ем а II. Если все характеристические определители си-

стемы равны нулю, то достаточно решить лишь те уравнения
системы, которые содержат главный определитель относитель-
но тех неизвестных, коэффициенты которых и составляют этот
главный определитель. Это решение может быть произведено
по формулам Крамера и дает выражение для k неизвестных (где
k— ранг таблицы коэффициентов) в виде линейных функций (13)
остальных (n− k) неизвестных, значения которых остаются со-
вершенно произвольными. Таким образом получаются все решения
системы (6).
Сравнивая теоремы I и II, приходим к выводу:
Т е о р ем а III. Необходимым и достаточным условием суще-

ствования решений системы (6) является равенство нулю всех
характеристических определителей этой системы.
Заметим, что если k = n, т. е. если ранг равен числу неизвест-

ных, то формулы (13) вовсе не содержат в правых частях xj , и все
неизвестные от x1 до xn вполне определяются.
Т е о р ем а IV. Для того чтобы система имела одно определен-

ное решение, необходимо и достаточно, чтобы все характеристи-
ческие определители были равны нулю и чтобы ранг таблицы ее
коэффициентов был равен числу неизвестных.
Заметим, что все предыдущие рассуждения годятся, очевидно, и

для того случая, когда число уравнений равно числу неизвестных,
т. е. когда m = n.

Прим е р. Рассмотрим систему четырех уравнений с тремя неизвестными

x− 3y − 2z = −1,
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2x+ y − 4z = 3,

x+ 4y − 2z = 4,

5x+ 6y − 10z = 10.

Напишем таблицу ее коэффициентов:∥∥∥∥∥∥∥∥
1 −3 −2
2 1 −4
1 4 −2
5 6 −10

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Нетрудно убедиться, что все определители третьего порядка, входящие в

эту таблицу, равны нулю и что определитель второго порядка, стоящий в левом
верхнем углу, отличен от нуля. Таким образом, его можно принять за главный
определитель, и ранг системы будет равен двум. Составляем характеристиче-
ские определители. Их будет в данном случае два:

Δ3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −3 −1
2 1 3
1 4 4

∣∣∣∣∣∣ = 0; Δ4 =

∣∣∣∣∣∣
1 −3 −1
2 1 3
5 6 10

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Оба они равны нулю, и, следовательно, данная система совместна. Поэто-
му достаточно решить первые два уравнения относительно x и y, перенося z
направо:

x− 3y = 2z − 1, 2x+ y = 4z + 3.

Решение получится в виде

x =

∣∣∣∣2z − 1 −3
4z + 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣1 −3
2 1

∣∣∣∣ = 2z +
8

7
, y =

∣∣∣∣1 2z − 1
2 4z + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣1 −3
2 1

∣∣∣∣ =
5

7
,

причем z—произвольно.

10. Однородные системы. Система называется однородной,
если в ней все свободные члены bi равны нулю. Если такая однород-
ная система имеет характеристические определители, то их послед-
ний столбец состоит из нулей, и они все равны нулю. Совершенно
очевидно, что всякая однородная система имеет решение

x1 = x2 = . . . = xn = 0,

которое в дальнейшем мы будем называть нулевым. Для однород-
ной системы основным является вопрос о том, имеет ли она реше-
ния, отличные от нулевого, и если имеет, то какова будет совокуп-
ность всех таких решений. Рассмотрим сначала тот случай, когда
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число уравнений равно числу неизвестных. Система будет иметь
вид

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (14)

Если определитель этой системы отличен от нуля, то, согласно
теореме Крамера, эта система имеет одно определенное решение, а
именно в данном случае нулевое решение. Если же этот определи-
тель равен нулю, то ранг k таблицы коэффициентов будет меньше
числа неизвестных n и, следовательно, значения (n−k) неизвестных
останутся совершенно произвольными, и мы будем иметь бесчис-
ленное множество решений, отличных от нулевого. Мы приходим
таким образом к следующей основной теореме:
Т е о р ем а I. Для того чтобы система (14) имела решение,

отличное от нулевого, необходимо и достаточно, чтобы ее опре-
делитель равнялся нулю.
Проведем параллель тех результатов, которые мы получили для

неоднородной системы (1) и однородной системы (14). Если опреде-
литель системы отличен от нуля, то неоднородная система (1) имеет
одно определенное решение, а однородная система— только нулевое
решение. Если же определитель системы равен нулю, то однород-
ная система (14) имеет решения, отличные от нулевого, но при этом
условии неоднородная система (1), вообще говоря, вовсе решения
не имеет, ибо для того, чтобы она имела решение, необходимо, что-
бы свободные ее члены были выбраны так, чтобы они обращали в
нуль все характеристические определители. Приведенный паралле-
лизм результатов будет играть в дальнейшем существенную роль.
В вопросах физики однородные системы встретятся при рассмот-
рении собственных колебаний, а неоднородные— при рассмотрении
вынужденных колебаний, и указанный выше случай равенства ну-
лю определителя будет характеризовать для однородной системы
наличие собственных колебаний, а для неоднородной системы— яв-
ление резонанса.
Переходим теперь к более подробному рассмотрению решения

системы (14), когда ее основной определитель равен нулю. Пусть
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k есть ранг таблицы ее коэффициентов, причем, очевидно, k < n.
Согласно доказанной в предыдущем номере теореме, мы должны
взять те k уравнений, которые содержат главный определитель, и
решить их относительно k неизвестных. Положим, не ограничивая
общности, что эти неизвестные будут x1, . . . , xk. Решения получат-
ся в виде

xj = β
(j)
k+1xk+1 + . . .+ β(j)

n xn (j = 1, 2, . . . , k), (15)

где β(q)
p —определенные численные коэффициенты и xk+1, . . . , xn

могут принимать произвольные значения.
Отметим одно общее свойство решения системы (14), непосред-

ственно вытекающее из линейности и однородности этой системы,
и которое может быть названо принципом наложения решений, а
именно: если мы имеем несколько решений системы

xs = x(1)
s ; xs = x(2)

s ; xs = x(3)
s ; . . . ; xs = x(l)

s (s = 1, 2, . . . , n),
(16)

то, умножая их на произвольные постоянные и складывая, мы по-
лучим также решение системы

xs = C1x
(1)
s + C2x

(2)
s + C3x

(3)
s + . . .+ Clx

(l)
s (s = 1, 2, . . . , n).

Поступая аналогично тому, как это мы делали для линейных диф-
ференциальных уравнений [II, 27], назовем решения (16) линейно
независимыми, если не существует никаких значений постоянных
Ci, среди которых есть отличные от нуля, таких, что при всяком s
имеют место равенства:

l∑
i=1

Cix
(i)
s = 0.

Нетрудно построить (n − k) линейно независимых решений си-
стемы таких, что, умножая их на произвольные постоянные и скла-
дывая, получим все решения системы. Действительно, обратимся к
формулам (15), дающим общее решение системы, и построим на ос-
нове этих формул решения следующим образом: в первом решении
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положим xk+1 = 1, а все остальные xk+s равными нулю; во втором
решении положим xk+2 = 1, а все остальные xk+s равными нулю и
т. д. и, наконец, в последнем (n−k)-м решении положим xn = 1 и все
остальные xk+s равными нулю. Нетрудно видеть, что построенные
решения линейно независимы, так как каждое из них содержит од-
но из неизвестных равным единице, которое в остальных решениях
равно нулю. Обозначим полученные решения следующим образом:

xs = x(k+1)
s ; xs = x(k+2)

s ; . . . ; xs = x(m)
s (s = 1, 2, . . . , n).

Возьмем теперь какое-нибудь решение системы (14). Оно полу-
чается по формулам (15) при некоторых частных значениях:

xk+1 = γk+1; xk+2 = γk+2; . . . ; xn = γn.

Непосредственно очевидно, что это решение есть линейная ком-
бинация построенных нами решений, а именно:

xs = γk+1x
(k+1)
s + γk+2x

(k+2)
s + . . .+ γnx

(n)
s (s = 1, 2, . . . , n).

Мы вернемся к исследованию решений однородной системы (14)
и покажем, что при любом выборе линейно независимых решений
их общее число будет равно (n− k).
Обратимся к общему случаюm однородных уравнений с n неиз-

вестными. Если m < n, то ранг k, который не может превышать
m, также будет меньше n, и (n − k) неизвестных останутся про-
извольными, т. е. если число однородных уравнений меньше числа
неизвестных, то система имеет решения, отличные от нулевого.
Вообще k � n и при k = n система будет иметь только нулевое

решение.

11. Линейные формы. С вопросом о решении систем уравне-
ний первой степени тесно связано исследование систем линейных
форм. Под линейной формой переменных x1, x2, . . . , xn мы подра-
зумеваем линейную однородную функцию этих переменных. Пусть
имеются m таких линейных форм:

ys = as1x1 + as2x2 + . . .+ asnxn (s = 1, 2, . . . , m). (17)
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Написанные формы называются линейно независимыми, если су-
ществуют постоянные α1, α2, . . . , αm, среди которых есть отлич-
ные от нуля, такие, что имеет место, тождественно относительно
переменных x1, x2, . . . , xn, соотношение:

α1y1 + α2y2 + . . .+ αmym = 0.

Если таких постоянных нет, то формы (17) называются линейно
независимыми. Мы должны в написанном тождестве приравнять
нулю коэффициенты при всех переменных xl. Таким образом, на-
писанное тождество равносильно следующей системе n равенств:

α1a11 + α2a21 + . . .+ αmam1 = 0,
α1a12 + α2a22 + . . .+ αmam2 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1a1n + α2a2n + . . .+ αmamn = 0.

Формы ys линейно независимы тогда и только тогда, когда эта
система однородных уравнений относительно α1, α2, . . . , αm име-
ет только нулевое решение. Полученные выше результаты приво-
дят к ряду следствий, касающихся линейной зависимости форм.
Если m > n, то написанная однородная система имеет, наверно,
не нулевые решения, и формы линейно зависимы. Для того что-
бы формы были независимыми, необходимо и достаточно, чтобы
ранг k таблицы коэффициентов apq был равен числу форм m. Если
m = n, т. е. если число форм равно числу переменных, то для ли-
нейной независимости необходимо и достаточно, чтобы опреде-
литель из всей квадратной (m = n) таблицы apq был отличен от
нуля. В этом случае говорят, что имеется полная система линейно
независимых форм. Если m � n и формы (17) линейно независимы
(т. е. если k = m), то при любых значениях ys система уравнений
(17) разрешима относительно тех переменных xl, коэффициенты
при которых образуют определитель порядка k, отличный от нуля,
т. е. линейно независимые формы могут принимать любую сово-
купность значений ys. Если k = m = n, то при заданных ys опре-
делятся все переменные xl.
Положим теперь, что k < m. Соответственно нумеруя формы ys

и переменные xl, можем считать, что в таблице apq в левом верх-
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нем углу стоит определитель порядка k, отличный от нуля. При
этом первые k форм: y1, y2, . . . , yk линейно независимы, а каждая
из остальных форм yk+t выражается линейно через первые k форм.
Действительно, для первых k форм ранг таблицы коэффициентов,
равный k, совпадает с числом форм, а потому формы линейно неза-
висимы. Если мы возьмем (k+1) форму y1, y2, . . . , yk, yk+t, то ранг
их таблицы коэффициентов, равный тоже k, меньше числа форм,
так что формы линейно зависимы, т. е. существуют постоянные βs
такие, что β1y1 + . . . + βkyk + βk+1yk+1 = 0. В этом соотношении
коэффициент βk+1 должен быть отличным от нуля, так как ина-
че формы y1, y2, . . . , yk оказались бы линейно зависимыми, и мы
получаем линейное выражение yk+1 через первые k форм:

yk+1 = − β1

βk+1
y1 − β2

βk+1
y2 − . . .− βk

βk+1
yk.

Число k мы назовем рангом системы форм (17). Это число, рав-
ное рангу таблицы коэффициентов, с другой стороны— равное наи-
большему числу линейно независимых форм из системы форм (17).
Положим, мы имеем k линейно независимых форм: y1, y2, . . . ,

yk, где k < n. Можно считать, что определитель порядка k, стоя-
щий в верхнем левом углу таблицы apq, отличен от нуля. Нетрудно
видеть, что можно дополнить систему этих k форм до полной си-
стемы n линейно независимых форм. Действительно, достаточно
для этого положить, например:

yk+1 = xk+1; . . . ; yn = xn.

Определитель полученных k форм будет:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1k a1, k+1 . . . a1n

a21 a22 . . . a2k a2, k+1 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk ak, k+1 . . . akn
0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Разлагая этот определитель, начиная с элементов последней стро-
ки, потом по элементам предпоследней строки и т. д., видим, что
его величина равна определителю порядка k, стоящему в ле-
вом верхнем углу, т. е. отлична от нуля. Следовательно, формы
y1, y2, . . . , yn, действительно, линейно независимы. Итак, всякую
систему линейно независимых форм можно дополнить до полной
системы линейно независимых форм.

12. n-мерное векторное пространство. Мы дадим получен-
ным выше результатам геометрическую формулировку, которой бу-
дем пользоваться в дальнейшем. Для этого введем понятия о век-
торе в n-мерном пространстве, а именно назовем таким вектором
совокупность n чисел (комплексных), идущих в определенном по-
рядке. Таким образом, всякий такой вектор x характеризуется
последовательностью n комплексных чисел, которые называются
составляющими этого вектора: x(x1, x2, . . . , xn). Совокупность
всех таких векторов образует n-мерное векторное простран-
ство Rn.

Два вектора считаются равными тогда и только тогда, ко-
гда все их составляющие одинаковы, т. е. если имеются два век-
тора u(u1, u2, . . . , un) и v(v1, v2, . . . , vn), то векторное равенство
u = v равносильно следующим n скалярным равенствам: u1 = v1;
u2 = v2; . . . ; un = vn. Определим операцию— умножение вектора
на число и сложение векторов. По определению, умножение векто-
ра на число сводится к умножению всех составляющих вектора на
это число, т. е. если вектор x имеет составляющие (x1, x2, . . . , xn),
то вектор kx имеет составляющие (kx1, kx2, . . . , kxn). Сложение
векторов сводится к сложению составляющих, т. е. если имеются
векторы x (x1, x2, . . . , xn) и y(y1, y2, . . . , yn), то, по определению,
сумма x + y имеет составляющие (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).
Нулевым вектором называется вектор (0, 0, . . . , 0), у которого все
составляющие равны нулю. Обозначим этот вектор символом θ. Мы
имеем, очевидно, θ = 0x , где x — любой вектор, и x +θ = x . Вычи-
тание векторов определяется так: вектор x−y имеет составляющие
(x1 − y1, x2 − y2, . . . , xn − yn). Мы имеем, очевидно, x − x = θ и
x − y = x + (−1)y , т. е. вычитание вектора y равносильно сло-
жению с вектором y , умноженным на число (−1). В дальнейшем
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нам придется часто писать векторные равенства. Всякое такое ра-
венство равносильно n скалярным равенствам, выражающим тот
факт, что соответствующие составляющие обеих частей равенства
одинаковы. В дальнейшем мы не будем пользоваться символом θ
для нулевого вектора, но надо помнить, что если в векторном ра-
венстве с одной стороны стоит нуль, то этот нуль надо понимать
как нулевой вектор. Из данных выше определений непосредственно
вытекают обычные свойства сложения и умножения:

x + y = y + x ; x + (y + z ) = (x + y) + z ;
(k1 + k2)x = k1x + k2x ; k(x + y) = kx + ky ;

k1(k2x ) = (k1k2)x .

В сумме векторов с любым числом слагаемых можно, таким обра-
зом, переставлять слагаемые и заключать их в группы. Из равен-
ства x + y = z следует x = z – y и y = z – x и, наоборот, из x – y = z
следует x=y – z .
Введем теперь понятие о линейной зависимости и независимости

векторов. Векторы
x (1), x (2), . . . , x (l) (18)

будем называть линейно зависимыми, если существуют такие по-
стоянные C1, . . . , Cl; не все равные нулю, что

C1x (1) + C2x (2) + . . .+ Clx (l) = 0. (19)

Если таких постоянных не существует, то будем называть
векторы (18) линейно независимыми. Обозначим составляющие
векторов x (j) через (x(j)

1 , x
(j)
2 , . . . , x

(j)
n ). Условие (19), очевид-

но, равносильно системе n уравнений с неизвестными C1, C2,
. . . , Cl:

x
(1)
1 C1 + x

(2)
1 C2 + . . .+ x

(l)
1 Cl = 0,

x
(1)
2 C1 + x

(2)
2 C2 + . . .+ x

(l)
2 Cl = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x(1)
n C1 + x(2)

n C2 + . . .+ x(l)
n Cl = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
(20)
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Пользуясь полученными выше результатами для однородной си-
стемы, нетрудно вывести из них ряд следствий и придать этим ре-
зультатам геометрическую формулировку. Положим сначала, что
l > n, т. е. число векторов больше числа измерений пространства.
При этом в однородной системе (20) число уравнений будет мень-
ше числа неизвестных, и эта система, как мы знаем, наверно, будет
иметь для неизвестных Cj решения, отличные от нулевого, т. е. на-
ши векторы будут, наверно, линейно зависимыми. Иначе говоря,
число линейно независимых векторов, самое большее, равно числу
измерений пространства. Рассмотрим теперь случай l = n. При
этом система (20) будет содержать одинаковое число уравнений
и неизвестных и будет иметь решения, отличные от нулевого, то-
гда и только тогда, когда ее определитель равен нулю, т. е. если
в n-мерном пространстве мы имеем n векторов, и составим из n2

составляющих этих векторов определитель, помещая, например, со-
ставляющие каждого вектора в определенном столбце и считая но-
мер строки совпадающим с номером составляющей, то для линей-
ной независимости векторов необходимо и достаточно, чтобы этот
определитель был отличен от нуля. Величина этого определителя
имеет аналог с объемом параллелепипеда в вещественном трехмер-
ном пространстве.
Мы можем в любом определителе |bik| порядка n рассматри-

вать элементы каждого столбца (b1k, b2k, bnk) как составляющие
некоторого вектора b(k), и при этом величина определителя будет
функцией n векторов b(1), . . . , b(n). Равенство нулю этого опреде-
лителя будет равносильно тому факту, что эти векторы линейно
зависимы.
Обозначим величину определителя как функцию векторов b(k)

через

|bik| = Δ(b(1), b(2), . . . , b(n)).

Вспоминая, что при перестановке двух столбцов величина опре-
делителя меняет знак, мы можем утверждать, что функция Δ из-
менит лишь знак, если поменять местами ее два аргумента. Такая
функция называется обычно антисимметрической. Нетрудно ви-
деть, например, что определитель Вандермонда Dn, который мы
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рассматривали в [5], есть также антисимметрическая функция сво-
их аргументов x1, . . . , xn.
Вернемся к рассмотрению системы (20) и к вопросу о линейной

независимости векторов x (1), . . . , x (l), предполагая l � n. Обозна-
чим через k ранг таблицы, образованной составляющими x(q)

p . Если
k = l, то, как мы видели, система имеет только нулевое решение,
т. е. векторы линейно независимы. Если же k < l, то система бу-
дет, наверно, иметь решение, отличное от нулевого, т. е. для линей-
ной независимости векторов необходимо и достаточно, чтобы их
число равнялось рангу таблицы, образованной их составляющими.
Положим теперь, что k < l, т. е. что векторы линейно зависимы.
Выделим из них те k векторов (возможно, что это можно будет
сделать несколькими способами), составляющие которых содержат
определитель порядка k, отличных от нуля. Согласно доказанно-
му выше, эти векторы линейно независимы. Нетрудно видеть, что
каждый из остальных векторов может быть выражен линейно через
выделенные векторы. Действительно, пусть x (1), . . . , x (k) —линей-
но независимые векторы. Присоединяя к ним какой-нибудь вектор
x (k+s), получим (k+1) векторов, которые будут линейно зависимы,
так как ранг k таблицы их составляющих меньше их числа l = k+1.
Итак, будут существовать постоянные Ci (i = 1, 2, . . . , k, k+s), сре-
ди которых есть отличные от нуля, такие, что

C1x (1) + C2x (2) + . . .+ Ckx (k) + Ck+sx (k+s) = 0.

При этом, наверно, Ck+s �= 0, ибо в противном случае векторы
x(1), x (2), . . . , x (k) оказались бы линейно зависимы. Из написанного
равенства следует:

x (k+s) = − C1

Ck+s
x (1) − C2

Ck+s
x (2) − . . .− Ck

Ck+s
x (k),

т. е. x (k+s) выражается линейно через x (1), x (2), . . . , x (k). Пусть
x (1), x(2), . . . , x(k) — n каких-нибудь линейно независимых векто-
ров. В качестве примера таких векторов мы можем указать век-
торы:

(1, 0, 0, . . . , 0); (0, 1, 0, . . . , 0); . . . ; (0, 0, 0, . . . , 1). (21)
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Если мы возьмем какой угодно вектор x , то (n + 1) векторов x (1),
x (2), . . . , x (n), x , как мы видели выше, наверно, линейно зависимы:

C1x (1) + C2x (2) + . . .+ Cnx (n) + Cx = 0,

причем постоянная C, наверно, отлична от нуля, ибо в противном
случае векторы x (1), x (2), . . . , x (n) оказались бы линейно зависи-
мы. Из предыдущего следует, что любой вектор x выражается
через n линейно зависимых векторов:

x = α1x (1) + α1x (2) + . . .+ αnx (n)

(
αs = −Cs

C

)
. (22)

Нетрудно видеть, что существует лишь одно определенное выра-
жение x через x (1), x (2), . . . , x (n). Действительно, если бы, кроме
написанного выражения, существовало еще одно выражение:

x = β1x (1) + β2x (2) + . . .+ βnx (n),

в котором есть коэффициенты βs, отличные от соответствующих
αs, то, вычитая два написанных соотношения почленно, мы полу-
чили бы:

(α1 − β1)x (1) + (α2 − β2)x (2) + . . .+ (αn − βn)x (n) = 0,

т. е. векторы x (1), x (2), . . . , x (n) оказались бы линейно зависимыми.
Если за векторы x (1), x (2), . . . , x (n) принять векторы (21), то числа
αs формулы (22) будут, очевидно, совпадать с составляющими xs
вектора x (x1, x2, . . . , xn). В общем случае их можно назвать так-
же составляющими вектора x , если x (1), x (2), . . . , x (n) принять
за орты. Придавая числам αs всевозможные комплексные значе-
ния, получим все векторы нашего n-мерного пространства. Поло-
жим теперь, что мы имеем k линейно независимых векторов

x (1), x (2), . . . , x (n), (23)

причем k < n. Говорят, что совокупность векторов, получаемых по
формуле

y = C1x (1) + C2x (2) + . . .+ Ckx (k), (231)
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где Cs —произвольные постоянные, образует некоторое подпро-
странство Lk измерения k. Как и выше, можно показать, что
всякий вектор, принадлежащий Lk, единственным образом выра-
жается через x (1), x (2), . . . , x (k). Говорят иначе, что векторы (23)
образуют подпространство Lk.
Заметим, что если какой-нибудь вектор z принадлежит Lk, т. е.

выражается формулой вида (231), то вектор cz , где c— любая по-
стоянная, также выражается, очевидно, формулой вида (231), т. е.
также принадлежит Lk. Точно так же, если z (1) и z (2) принад-
лежат Lk, то их сумма z (1) + z (2) также принадлежит Lk. Отсю-
да непосредственно следует и более общее свойство: если некото-
рые векторы z(1), z(2), . . . , z(p) принадлежат Lk, то их любая ли-
нейная комбинация γ1z(1) + γ2z(2) + . . . + γpz(p) также принадле-
жит Lk.
Возьмем m каких-нибудь векторов, принадлежащих Lk:

y(s) = C
(s)
1 x (1) + C

(s)
2 x (2) + . . .+ C

(s)
k x (k) (s = 1, 2, . . . ,m). (24)

В силу линейной независимости векторов (23) соотношение вида

α1y (1) + α2y (2) + . . .+ αmy (m) = 0

равносильно системе k однородных уравнений

α1C
(1)
q + α2C

(2)
q + . . .+ αmC

(m)
q = 0 (q = 1, 2, . . . , k).

Если эта система имеет решения, отличные от нулевого, то векто-
ры (24) линейно зависимы. В частности, если m > k, то, навер-
но, имеются решения, отличные от нулевого, т. е. всякая совокуп-
ность векторов числом больше k из подпространства, образован-
ного векторами (23), будет совокупностью линейно зависимых век-
торов. Отсюда непосредственно следует, что подпространство, об-
разованное линейно независимыми векторами (23), не может быть
образовано никакой совокупностью линейно независимых векторов
z (1), . . . , z (l), число которых l < k. Действительно, согласно выше-
указанному, в таком подпространстве не может существовать боль-
ше, чем l, линейно независимых векторов, а с другой стороны, это-
му подпространству должны принадлежать линейно независимые
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векторы (23), число которых k больше l. Если мы возьмем k каких-
нибудь линейно независимых векторов u(1), u(2), . . . , u(k), принад-
лежащих Lk, то они образуют, в указанном выше смысле, это
же подпространство Lk.
Действительно, в силу определения подпространства всякая ли-

нейная комбинация

C1u(1) + C2u(2) + . . .+ Cku(k)

принадлежит Lk. С другой стороны, возьмем какой-нибудь вектор
y из Lk. Векторы u(1), . . . , u (k), y , числом (k+1), принадлежат Lk
и, по предыдущему, должны быть линейно зависимыми:

β1u(1) + β2u(2) + . . .+ βku(k) + γy = 0,

и поскольку u(1), . . . , u(k) —линейно независимы, коэффициент γ
должен быть отличным от нуля, т. е. всякий вектор y из Lk выража-
ется через u(1), . . . , u(k), т. е. эти последние векторы действительно
образуют Lk. Если в формулах (24) m = k и определитель из ко-
эффициентов C(q)

p отличен от нуля, то векторы y(1), . . . , y(k) будут
линейно независимыми векторами из Lk. В общем случае нетруд-
но показать, что число линейно независимых векторов, даваемых
формулами (24), равно рангу таблицы C

(q)
p .

Выше мы видели, что если вектор z принадлежит некоторому
подпространству L, то вектор cz при любом постоянном c также
принадлежит L, и если z(1) и z(2) принадлежат L, то (z(1) + z(2))
также принадлежат L. Мы могли бы дать новое определение под-
пространства, а именно назвать подпространством такую совокуп-
ность векторов, что если z принадлежит L, то и cz также принадле-
жит L, и если z(1) и z(2) принадлежат L, то (z(1) + z(2)) также при-
надлежит L. Отсюда непосредственно следует, что всякая линей-
ная комбинация векторов, принадлежащих L, также принадлежит
L. Мы только что видели, что из прежнего определения подпро-
странства вытекают, как следствие, те свойства, которые сформу-
лированы в новом определении. Покажем и наоборот, что из нового
определения вытекает прежнее, т. е. что эти два определения равно-
сильны.
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Возьмем некоторый вектор x(1), принадлежащий L. По опреде-
лению подпространства L векторы C1x(1), при произвольном C1,
также принадлежат L. Если этими векторами исчерпывается все
L, то мы имеем L1 в прежнем смысле. В противном случае в L
входит некоторый вектор x(2), линейно независимый с x(1), и век-
торы C1x(1) + C2x(2), при произвольных C1 и C2, принадлежат L.
Если этими векторами исчерпывается всё L, то L совпадает с неко-
торыми L2 в прежнем смысле. В противном случае в L входит
некоторый вектор x(3) такой, что x(1), x(2), x(3) линейно независи-
мы. Продолжая так и дальше, мы, путем присоединения конечного
числа линейно независимых x(s), исчерпаем все L, так как не су-
ществует более n линейно независимых векторов. Общее число k
этих векторов x(s) дает нам измерение подпространства L. Если
окажется, что k = n, то L совпадает со всем n-мерным простран-
ством.
Отметим одно обстоятельство, связанное с образованием под-

пространства. Положим, что векторы x(1), x(2), . . . , x(k) —линейно
зависимы. При этом по-прежнему говорят, что формула (231) опре-
деляет некоторое подпространство L. Положим, что среди указан-
ных векторов первые l: x(1), x(2), . . . , x(l) —линейно независимы, а
каждый из следующих векторов: x(l+1), . . . , x(k) выражается линей-
но через первые l. При этом совокупность векторов, определяемых
формулой (231), будет, очевидно, совпадать с совокупностью век-
торов, определяемых формулой

y = C1x(1) + C2x(2) + . . .+ Clx(l),

т. е. подпространство L, образуемое линейно зависимыми вектора-
ми x(1), x(2), . . . , x(k), имеет размерность l(l < k).
Рассмотрим вещественное трехмерное пространство и условим-

ся откладывать векторы от некоторой определенной точки O (на-
чало). В данном случае n = 3. При k = 1 подпространство L1 есть
некоторая прямая, проходящая через O, а L2 есть некоторая плос-
кость, проходящая через O.

13. Скалярное произведение. Условимся относительно одно-
го обозначения. Если α—некоторое комплексное число, то симво-
лом α будем обозначать число, сопряженное с α, и символом |α|—
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модуль числа α, так что αα = |α|2. Если α вещественно, то α = α
и |α|2 = α2. Введем теперь новое понятие, которое в дальнейшем
будет играть большую роль.
О пр е д е л е н и е. Скалярным произведением двух векторов

x (x1, x2, . . . , xn) и y (y1, y2, . . . , yn)

называется число, равное следующей сумме:

n∑
s=1

xsys.

Мы будем обозначать скалярное произведение символом (x, y).
Имеем:

(x, y) =
n∑
s=1

xsys; (y, x) =
n∑
s=1

ysxs,

откуда следует
(y, x) = (x, y).

Назовем два вектора взаимно перпендикулярными или взаим-
но ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю.
Поскольку число, сопряженное с нулем, есть также нуль, в усло-
вии ортогональности порядок векторов в скалярном произведении
роли не играет. Нетрудно видеть, что нулевой вектор (0, 0, . . . , 0)
ортогонален к любому вектору x.
Из определения скалярного произведения непосредственно вы-

текают следующие его свойства:

(αx, y) = α(x, y); (x, αy) = α(x, y),

где α— численный множитель. Кроме того:

(x + y, z) = (x, z) + (y, z); (x, y + z) = (x, y) + (x, z),

и этот распределительный закон имеет место для любого числа сла-
гаемых. Из него следует, между прочим:

(x + y, u + v) = (x, u) + (x, v) + (y, u) + (y, v).
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Составим скалярное произведение вектора x (x1, x2, . . . , xn) на
этот же вектор:

(x, x) =
n∑
s=1

xsxs =
n∑
s=1

|xs|2.

Мы получаем таким образом вещественное число, которое будет
положительным для вектора x, отличного от нулевого вектора
(0, 0, . . . , 0), и равным нулю для нулевого вектора. Корень квад-
ратный (арифметическое значение) из вещественного числа (x, x)
называется нормой или длиной вектора x. Обозначая эту норму
символом ||x||, можем написать:

||x||2 = (x, x) =
n∑
s=1

|xs|2; ||x|| =
√

(x , x) =

√√√√ n∑
s=1

|xs|2.

Равенство ||x|| = 0 равносильно тому, что x есть нулевой вектор.
Положим, что имеются три взаимно перпендикулярных вектора x,
y и z, т. е.

(x, y) = 0; (x, z) = 0; (y, z) = 0.

Применяя распределительный закон для скалярного произведе-
ния и принимая во внимание написанные равенства, получим:

(x + y + z, x + y + z) = (x, x) + (y, y) + (z, z))

или
||x + y + z||2 = ||x||2 + ||y||2 + ||z||2.

Эта формула выражает теорему Пифагора. Она справедлива для
любого числа слагаемых. Существенно лишь, что эти слагае-
мые векторы попарно ортогональны. Покажем, что если векторы
x(1), x(2), . . . , x(l) попарно ортогональны и среди них нет нулевого
вектора, то они линейно независимы. Действительно, положим

l∑
s=1

Csx(s) = 0
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и покажем, что все числа Cs должны равняться нулю. Умножим
обе части этого равенства скалярно на x(k), где k—одно из чисел
1, 2, . . . , l:

l∑
s=1

Cs(x(s), x(k)) = 0.

В силу того, что векторы x(s) попарно ортогональны, (x(s), x(k)) = 0
при s �= k, так что последняя формула дает: Ck(x(k), x(k)) = 0, т. е.
Ck||x(k)||2 = 0, откуда, в силу ||x(k)||2 > 0, следует Ck = 0, и это
при любом выборе k.

14. Геометрическая интерпретация однородных систем.
Рассмотрим однородную систему

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (25)

Введем векторы:

a(1)(a11, a12, . . . , a1n); . . . ; a(n)(an1, an2, . . . , ann). (26)

При этом система (25) может быть записана в следующем сжа-
том виде:

(x, a(1)) = 0; . . . ; (x, a(n)) = 0, (27)

т. е. дело сводится к нахождению вектора x, перпендикулярного
ко всем векторам a(j). Если определитель |aik| отличен от нуля,
то, очевидно, и определитель |aik|, с ним сопряженный по вели-
чине, также отличен от нуля. В этом случае векторы a(j) линейно
независимы, и система (27) имеет только нулевое решение, т. е. не
существует вектора (кроме нуля), который был бы одновременно
перпендикулярен к n линейно независимым векторам (в n-мерном
пространстве).
Рассмотрим теперь другой случай, когда определитель систе-

мы (25) равен нулю. Положим, что ранг системы будет k. Если
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составить таблицу из сопряженных элементов, то входящие в нее
определители будут по величине сопряженными с определителя-
ми, входящими в таблицу aik, и ранг сопряженной таблицы будет
также, очевидно, k. Таким образом, по доказанному выше, среди
векторов a(j) будет k линейно независимых, а остальные векторы
будут их линейными комбинациями. Не ограничивая общности, мо-
жем считать, что эти линейно независимые векторы суть

a(1), . . . , a(k), (28)

а для остальных будем иметь выражения вида

a(k+s) = β
(k+s)
1 a(1) + . . .+ β

(k+s)
k a(k) (k + s = k + 1, k + 2, . . . , n),

где β(q)
p — численные коэффициенты. Из последнего непосредствен-

но следует, что если x перпендикулярен векторам (28), то тем са-
мым он будет перпендикулярен и ко всем векторам a(j). Действи-
тельно:

(x, a(k+s)) =
k∑
i=1

(x, β(k+s)
i a(i))

и вся сумма равна нулю, так как каждое из отдельных слагаемых
по условию обращается в нуль. Итак, достаточно решить первые k
уравнений системы. Считая, как всегда, что определитель порядка
k, отличный от нуля, стоит в левом верхнем углу, для искомого век-
тора x мы получим (n− k) линейно независимых решений x(1), . . . ,
x(n−k) тем способом, который был указан в [12], и всякое решение
будет представлять собою линейную комбинацию этих (n− k) век-
торов. Можно сказать, что в данном случае векторы, определяемые
формулой

y = C1a(1) + . . .+ Cka(k),

где Ci —произвольные постоянные, образуют пространство Lk из-
мерения k, которое является подпространством для всего простран-
ства n измерений. Совершенно так же найденные векторы x(1), x(2),
. . . , x(n−k) образуют некоторое подпространство Mn−k измерения
(n − k). Подпространство Mn−k ортогонально подпространству
Lk в том смысле, что всякий вектор из Mn−k ортогонален всяко-
му вектору из Lk (и, очевидно, наоборот). Подпространство Mn−k
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состоит из векторов, которые удовлетворяют системе (27), т. е. ор-
тогональны a1, a(2), . . . , ak. Нетрудно видеть, что n векторов a(1),
. . . , a(k), x(1), . . . , x(n−k) —линейно независимы. Действительно, по-
ложим, что между ними существует соотношение:

(c1a(1) + . . .+ cka(k)) + (d1x(1) + . . .+ dn−kx(n−k)) = 0. (29)

Первая скобка дает некоторый вектор a из Lk, а вторая— некото-
рый вектор x из Mn−k, и мы имеем a + x = 0 или a = −x. Но
векторы a и x взаимно ортогональны, т. е. оказывается, что вектор
a ортогонален сам себе, иначе говоря, (a, a) = 0 или ||a|| = 0, отку-
да следует, что вектор a есть нулевой вектор; то же можно сказать
и о векторе x. Итак:

c1a(1) + . . .+ cka(k) = 0 и d1x(1) + . . .+ dn−kx(n−k) = 0.

Но векторы a(1), . . . , a(k), по условию, линейно независимы, и, сле-
довательно, все постоянные cs должны быть равны нулю; то же
можно утверждать и относительно ds. Итак, в соотношении (29)
все коэффициенты должны быть равны нулю, т. е. векторы a(1),
. . . , a(k), x(1), . . . , x(n−k) действительно линейно независимы.
Всякий вектор x единственным образом может быть представ-

лен в виде

x = (γ1a(1) + . . .+ γka(k)) + (δ1x(1) + . . .+ δn−kx(n−k)),

причем первая скобка дает вектор, принадлежащий Lk, а вторая—
вектор, принадлежащий Mn−k. Векторы, входящие в состав Mn−k,
суть, как мы уже упоминали, всевозможные решения системы (27),
и, таким образом, при любом выборе полной системы линейно неза-
висимых решений число таких решений будет равно (n − k), т. е.
числу измерений Mn−k. Приведенное выше исследование однород-
ной системы приводит нас к следующему важному результату:

Если имеется подпространство Lk измерения k(k < n), то век-
торы, ортогональные к этому подпространству, образуют под-
пространство Mn−k измерения (n − k), и всякий вектор x из Rn
может быть представлен в виде суммы x = y + z, где y принад-
лежит Lk и z принадлежит Mn−k.



14] § 2. Решение систем уравнений 71

Покажем, что такое представление единственно. Пусть, кроме
указанного представления, имеется еще одно: x = u + v, где u из
Lk и v —из Mn−k. Надо доказать, что u = y и v = z. Мы имеем:
y+z = u+v, откуда y−u = v−z. Разность y−u принадлежит Lk, а
разность v−z принадлежитMn−k, откуда следует, что вектор y−u
ортогонален сам себе, т. е. (y−u, y−u) = 0 или ||y−u|| = 0, откуда
y − u = 0 и y = u. При этом из y − u = v − z следует, что v = z.
Вектор y, входящий в представление x = y+z, называется проекци-
ей x в подпространство Lk. В указанном представлении векторы
y и z ортогональны, и теорема Пифагора дает: ||x||2 = ||y||2 + ||z||2,
откуда следует, что ||y || � ||x||, причем знак равенства имеет место
в том и только в том случае, когда z есть нулевой вектор, т. е. когда
x принадлежит Lk, так что y = x. Аналогично ||z|| � ||x||, и знак
равенства имеет место только в том случае, когда x ортогональ-
но Lk, т. е. z = x. Подпространства Lk и Mn−k называются обыч-
но дополнительными ортогональными подпространствами. Если
k = n, то Ln есть все Rn, аM0 сводится к одному нулевому вектору.
Положим, что мы имеем вещественное трехмерное простран-

ство, о котором мы говорили выше, и пусть k = 2, так что n− k =
3 − 2 = 1. Подпространство L2 есть некоторая плоскость P , про-
ходящая через точку O, а M1 есть прямая, проходящая через O
и перпендикулярная P . Всякий вектор может быть единственным
образом представлен как сумма двух векторов, из которых один
лежит в плоскости P , а другой— на прямой K. Мы провели гео-
метрическую интерпретацию решения однородной системы в том
случае, когда число уравнений равно числу неизвестных. Совер-
шенно так же можно провести рассуждения и в общем случае, ко-
гда число векторов a(s) не обязательно равно числу n. Аналогичное
замечание относится и к следующему номеру.

15. Случай неоднородной системы. Рассмотрим неоднород-
ную систему:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (30)
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Ее можно толковать как задачу нахождения вектора x (x1, . . . ,
xn) при заданных векторах (26) из системы

(x, a(1)) = b1; . . . ; (x, a(n)) = bn. (31)

Если определитель системы отличен от нуля, то теорема Кра-
мера дает один определенный ответ. Положим, что определитель
системы равен нулю и ранг таблицы ее коэффициентов равен k,
причем определитель порядка k, отличный от нуля, стоит, как все-
гда, в левом верхнем углу. Наряду с системой (30) напишем систе-
му однородных уравнений, коэффициенты которых получаются из
коэффициентов данной системы заменой строк столбцами и всех
чисел — сопряженными. Эта новая система будет, таким образом,
иметь вид

a11y1 + a21y2 + . . .+ an1yn = 0,
a12y1 + a22y2 + . . .+ an2yn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1ny1 + a2ny2 + . . .+ annyn = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ . (32)

Таблица ее коэффициентов по-прежнему имеет ранг k, и опреде-
литель k-го порядка, стоящий в левом верхнем углу, по-прежнему
отличен от нуля. Назовем эту однородную систему союзной с си-
стемой (30). Как мы видели выше, ее общее решение есть линейная
комбинация (n− k) решений (векторов), которые можно получить,
например, если решить по теореме Крамера первые k уравнений
относительно y1, . . . , yk, полагая остальные yk+s равными нулю,
кроме одного, которое надо считать равным единице. Мы придем
таким путем при yk+1 = 1 к системе:

a11y1 + a21y2 + . . .+ ak1yk = −ak+1,1,

a12y1 + a22y2 + . . .+ ak2yk = −ak+1,2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1ky1 + a2ky2 + . . .+ akkyk = −ak+1,k.

Решая эту систему и переходя к сопряженным величинам, получим:

ym = −Δ′
m

Δ′ (m = 1, 2, . . . , k), (33)
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yk+1 = 1; yk+2 = yk+3 = . . . = yn = 0,

где

Δ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11, a21, . . . , ak1
a12, A22, . . . , ak2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1k, a2k, . . . , akk

∣∣∣∣∣∣∣∣ �= 0,

и Δ′
m получается из Δ′ заменой элементов m-го столбца на

ak+1,1, . . . , ak+1,k. Составим условие перпендикулярности вектора
b с составляющими (b1, . . . , bn) с вектором y, полученным только
что при решении системы (32):

(b,y) = −
k∑

m=1

Δ′
m

Δ′ bm + bk+1 = 0

или

−
k∑

m=1

Δ′
mbm + Δ′bk+1 = 0. (34)

Заменяя в определителе Δ′
m строки столбцами и переставляя затем

m-ю строку на последнее место при помощи (k −m) перестановок
последних строк, получим:

−Δ′
m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am−1,1 am−1,2 . . . am−1,k

am+1,1 am+1,2 . . . am+1,k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk
ak+1,1 ak+1,2 . . . ak+1,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· (−1)k+1+m.

Это есть как раз алгебраическое дополнение элемента bm в ха-
рактеристическом определителе:

Δk+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1k b1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk bk
ak+1,1 ak+1,2 . . . ak+1,k bk+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,



74 Гл. I. Определители и решение систем уравнений [15

и условие (34) выражает как раз равенство нулю этого характери-
стического определителя. Аналогичным образом при yk+s = 1 мы
получим условие Δk+s = 0. Приходим, таким образом, к следующе-
му результату: если определитель системы (30) равен нулю, то для
существования решения этой системы необходимо и достаточно,
чтобы вектор (b1, . . . , bn) был ортогонален ко всем векторам, да-
ющим решение однородной союзной системы (32).
Общее решение системы (30) будет суммой какого-нибудь част-

ного решения этой системы и общего решения соответствующей
однородной системы, которая получается из (30) заменой всех bj
нулями. Это общее решение однородной системы будет содержать
(n− k) произвольных постоянных.
Укажем еще одну, важную в дальнейшем, геометрическую ин-

терпретацию основной теоремы о решении систем. Пусть имеется n
линейных форм с n независимыми переменными:

y1 = a11x1 + . . .+ a1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = an1x1 + . . .+ annxn.

Будем считать, что xs могут принимать любые комплексные
значения, а (y1, . . . , yn)— пусть составляющие некоторого векто-
ра. Если определитель |aik| отличен от нуля, то при любых зна-
чениях yk мы получаем определенные значения xk, и предыдущие
формулы дают всё n-мерное пространство y. Положим теперь, что
таблица ||aik|| имеет ранг r < n. Не ограничивая общности, можем
считать, что определитель r-го порядка, стоящий в левом верхнем
углу, отличен от нуля. При этом основная теорема о решении систем
дает нам следующее: совокупность значений (y1, . . . , yn), получае-
мых по предыдущим формулам, обладает тем свойством, что зна-
чения y1, . . . , yr могут быть произвольными, но если фиксировать
эти значения, то значения yr+1, . . . , yn получаются вполне опреде-
ленными, а именно эти последние значения получаются из условия
равенства нулю характеристических определителей. На языке гео-
метрии это значит, что предыдущие формулы дают подпростран-
ство измерения r, которое образовано теми векторами. которые по-
лучатся, если положить одно из ys (s = 1, 2, . . . , r) равным еди-
нице, а остальные— нулю. Итак, если ранг таблицы ||aik|| равен r,
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то предыдущие формулы дают совокупность значений (y1, . . . , yn),
определяющих некоторое подпространство измерения r.
Мы рассмотрели тот случай, когда число линейных форм равно

числу переменных xs. Можно взять общий случай

y1 = a11x1 + . . .+ a1nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym = am1x1 + . . .+ amnxn.

В этом случае эти формулы при произвольных xs определяют в
пространстве m измерений подпространство, число измерений ко-
торого равно рангу таблицы ||aik||. Доказательство не отличается
вовсе от предыдущего.

16. Определитель Грамма. Неравенство Адамара. Пусть имеется m
векторов:

x(s)(x
(s)
1 , x

(s)
2 , . . . , x

(s)
n ) (s = 1, 2, . . . , m).

Составим определитель порядка m из скалярных произведений (x(i), x(k)) и
введем для него специальное обозначение:

G(x(1), x(2), . . . , x(m)) = |(x(i), x(k))|m1 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
(x(1), x(1)) (x(1), x(2)) . . . (x(1), x(m))

(x(2), x(1)) (x(2), x(2)) . . . (x(2), x(m))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(x(m), x(1)) (x(m), x(2)) . . . (x(m), x(m))

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (35)

Этот определитель называется определителем Грамма векторов:

x(1), x(2), . . . , x(m).

Разберем отдельно случаи m = n,m < n и m > n. Общий член написанного
определителя имеет вид

(x(i), x(k)) =
n∑
s=1

x
(i)
s x

(k)
s .

При m = n определитель (35) равен произведению определителей∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x
(1)
1 x

(1)
2 . . . x

(1)
n

x
(2)
1 x

(2)
2 . . . x

(2)
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(n)
1 x

(n)
2 . . . x

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
(1)
1 x

(2)
1 . . . x

(n)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 . . . x

(n)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(1)
n x

(2)
n . . . x

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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причем применяется правило строка на столбец. Принимая во внимание неиз-
менность величин определителя при замене строк столбцами, можем утвер-
ждать, что второй множитель будет комплексно сопряженным с первым, и,
следовательно, величина определителя Грамма (35) при m = n равна квадрату
модуля определителя |x(i)

k |n1 , образованного составляющими x
(i)
k векторов x1,

x2, . . . , xn. Таким образом, определитель (35) положителен, если указанные
векторы линейно независимы, и равен нулю, если они линейно зависимы [12].
При m �= n мы имеем две прямоугольные таблицы:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x
(1)
1 x

(1)
2 . . . x

(1)
n

x
(2)
1 x

(2)
2 . . . x

(2)
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(m)
1 x

(m)
2 . . . x

(m)
n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(361) и

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x
(1)
1 x

(2)
1 . . . x

(m)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 . . . x

(m)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(1)
m x

(2)
m . . . x

(m)
m

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (362)

и таблица, входящая в определитель (35), является произведением последних
двух таблиц [7]. В силу теоремы, доказанной в [7], определитель (35) равен
нулю при m > n. Но в этом случае векторы x (1), x (2), . . . , x (m) —линейно
зависимы [12]. При m < n, в силу указанной выше теоремы,

G(x (1), x (2), . . . , x (m)) =
∑

r1<r2<...<rm

X

(
1, 2, . . . , m
r1, r2, . . . , rm

)
Y

(
r1, r2, . . . , rm
1, 2, . . . , m

)
,

где X
(

1, 2, . . . , m
r1, r2, . . . , rm

)
означает миноры таблицы (361) и Y

(
r1, r2, . . . , rm
1, 2, . . . , m

)
—

миноры таблицы (362). Как и выше, Y
(
r1, r2, . . . , rm
1, 2, . . . , m

)
есть число, сопряжен-

ное с X
(

1, 2, . . . , m
r1, r2, . . . , rm

)
, и последняя формула переписывается в виде

G(x (1), x (2), . . . , x (m)) =
∑

r1<r2<...<rm

∣∣∣∣X ( 1, 2, . . . , m
r1, r2, . . . , rm

)∣∣∣∣2 . (37)

Если векторы x (1), x (2), . . . , x (m) —линейно независимы, то ранг таблицы
(361) равен m [12], и среди неотрицательных слагаемых, стоящих в правой
части равенства (37), по крайней мере, одно слагаемое положительно. Если же
упомянутые векторы линейно зависимы, то ранг таблицы (361) меньше m, все
определители порядка m, содержащиеся в этой таблице, равны нулю, и из (37)
следует, что в этом случае G(x (1), x (2), . . . , x (m)) = 0. Таким образом, рас-
смотрение всех трех случаев: m = n,m > n и m < n приводит нас к следующей
общей теореме:

Т е о р ем а. Определитель Грамма G(x (1), x (2), . . . , x (m)) положителен,
если векторы x (1), x (2), . . . , x (m) линейно независимы, и равен нулю, если
они линейно зависимы.

Сейчас мы докажем еще одну формулу для определителя Грамма. Пред-
варительно условимся в некоторых обозначениях. Пусть x —любой вектор из
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Rn, и для него имеет место разложение x = y + z, где y принадлежит подпро-
странству, определяемому векторами x (1), x (2), . . . , x (m), а z— ортогонален к
этому подпространству. Формула, которую мы хотим доказать, имеет вид

G(x (1), x (2), . . . , x (m), x ) = ||z||2G(x (1), x (2), . . . , x (m)). (38)

Принимая во внимание равенства: (x (s), x ) = (x (s), y); (x , x (s)) =
(y, x (s)), которые следуют из ортогональности z ко всем x (s), и формулу
(x , x ) = (y, y) + (z, z) [13], можем написать:

G(x (1), x (2), . . . , x (m), x ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x (1), x (1)) (x (1), x (2)) . . . (x (1), x (m)) (x (1), y)

(x (2), x (1)) (x (2), x (2)) . . . (x (2), x (m)) (x (2), y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(x (m), x (1)) (x (m), x (2)) . . . (x (m), x (m)) (x (m), y)

(y , x (1)) (y , x (2)) . . . (y , x (m)) (y , y) + (z, z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Представляя элементы последней строки в виде

(y, x(1)) + 0, (y, x(2)) + 0, . . . , (y, x(m)) + 0, (y, y) + (z, z)

и представляя определитель в виде суммы двух определителей согласно свой-
ству IV из [3], можем написать:

G(x(1), x(2), . . . , x(m), x) = G(x(1), x(2), . . . , x(m), y)+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x (1), x (1)) (x (1), x (2)) . . . (x (1), x (m)) (x (1), y)

(x (2), x (1)) (x (2), x (2)) . . . (x (2), x (m)) (x (2), y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(x (m), x (1)) (x (m), x (2)) . . . (x (m), x (m)) (x (m), y)
0 0 . . . 0 ||z||2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (39)

Вектор y принадлежит подпространству, определяемому векторами x (1), x (2),
. . . , x (m), т. е. линейно выражается через x (s), и потому, в силу доказанной
теоремы:

G(x (1), x (2), . . . , x (m), y) = 0.

Разлагая определитель формулы (39) по элементам последней строки, мы
и получаем формулу (38).

Из этой формулы непосредственно следует неравенство

G(x (1), x (2), . . . , x (m), x ) � ||x ||2G(x (1), x (2), . . . , x (m)). (40)

Отметим, что если векторы x (s) линейно зависимы, то

G(x (1), x (2), . . . , x (m), x ) = G(x (1), x (2), . . . , x (m)) = 0.

Если x (s) —линейно независимы, то в неравенстве (40) имеет место знак
равенства в том и только в том случае, когда y = 0, т. е. когда x ортогонален
ко всем x (s).
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Если мы к исходному определителю Грамма G(x (1), x (2), . . . , x (m)) приме-
ним несколько раз неравенство (40), то получим для него следующую оценку:

G(x (1), x (2), . . . , x (m)) � ||x (1)||2||x (2)||2 . . . ||x (m)||2. (41)

При этом надо иметь в виду, что G(x (1)) = ||x (1)||2.
Знак равенства в (41) имеет место в том и только в том случае, когда

векторы попарно ортогональны. Считается при этом, что ни один из векто-
ров не есть нулевой вектор. Доказанное неравенство легко приводит к оценке
любого определителя. Пусть Δ—определитель порядка n с элементами aik . Бу-
дем рассматривать элементы i-й строки этого определителя (ai1, a(i2), . . . , ain)

как составляющие некоторого вектора x (i) из Rn. Составим новый определи-
тель с элементами aik — сопряженными с aik . Он равен, очевидно, Δ. Умно-
жая Δ на Δ по правилу строка на строку, получим определитель Грамма
G(x (1), x (2), . . . , x (n)), величина которого, в силу теоремы об умножении опре-
делителей, равна ΔΔ, т. е. равна |Δ|2. Применяя неравенство (41), получим
следующую оценку для модуля определителя, принадлежащую Адамару:

|Δ|2 �
n∑
k=1

|a1k|2 ·
n∑
k=1

|a2k |2 . . .
n∑
k=1

|ank|2. (42)

Если определитель Δ имеет вещественные элементы, то можем написать:

Δ2 �
n∑
k=1

a21k ·
n∑
k=1

a22k . . .
n∑
k=1

a2nk . (43)

Если для элементов определителя Δ имеет место оценка |aik | �M (i, k =
1, 2, . . . , n), то, очевидно:

n∑
k=1

|aik |2 � nM2,

и (42) дает оценку:
|Δ| � n

n
2 Mn. (44)

Знак равенства в (42) имеет место, в силу сказанного выше, в том и только
в том случае, когда векторы x(i) попарно ортогональны.

Можем получить и другие оценки для определителя Грамма. Они основы-
ваются на неравенстве, которое является обобщением неравенства (40).

Пусть каждая из букв X, Y, Z обозначает последовательность некоторых
векторов из Rn. Неравенство, о котором мы упоминали, имеет вид

G(X, Y, Z)G(X) �G(X, Z)G(X, Y ). (45)

В этом неравенстве не исключен случай пустой последовательности векто-
ров, т. е. такой последовательности, которая не содержит ни одного вектора.
Если W — такая последовательность, то надо считать G(W ) = 1.



17] § 2. Решение систем уравнений 79

На основе этого неравенства может быть получена следующая оценка опре-
делителя Грамма:

G(x (1), x (2), . . . , x (m)) �
[
m∏
k=1

G(x (1), x (k−1), x (k+1), . . . , x(m))

] 1
m−1

,

где
∏

— знак произведения. Многократное применение этой оценки приводит
к новым оценкам, в которых определитель Грамма содержит меньшее число
векторов. Во всех этих оценках знак равенства имеет место в том и только в
том случае, когда векторы попарно ортогональны. Указанные только что оцен-
ки определителя Грамма даны М.К.Ф а г е (Доклады Академии наук СССР,
1946 г., т. LIV, №9).

17. Системы линейных дифференциальных уравнений с
постоянными коэффициентами. Применим полученные резуль-
таты к задаче интегрирования систем линейных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами. Напишем такую
систему в виде

x′1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn,

x′2 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′n = an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn,

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (46)

где xj —искомые функции от t, x′j — их производные и aik — задан-
ные постоянные. Будем искать решение в виде

x1 = b1e
λt; x2 = b2e

λt; . . . ; xn = beλtn . (47)

Подставляя в систему (46) и сокращая на множитель eλt, будем
иметь для определения постоянных b1, . . . , bn систему уравнений

(a11 − λ)b1 + a12b2 + . . .+ a1nbn = 0,
a21b1 + (a22 − λ)b2 + . . .+ a2nbn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1b1 + an2b2 + . . .+ (ann − λ)bn = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (48)

Так как для неизвестных bj мы должны получить решение, от-
личное от нулевого, определитель написанной системы должен рав-
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няться нулю, т. е. для постоянной λ мы получаем уравнение вида∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (49)

Уравнение такого вида называется обычно вековым уравнени-
ем. Оно хорошо известно при рассмотрении колебаний механиче-
ских систем без сопротивления в частном случае, когда таблица
коэффициентов aik симметрична, т. е. когда aik = aki, и все ко-
эффициенты вещественны, о чем мы будем говорить дальше при
рассмотрении малых колебаний. Сейчас мы займемся исследова-
нием системы в общем случае. Уравнение (49) есть алгебраическое
уравнение степени n со старшим членом (−λ)n. Если это уравнение
имеет n различных корней

λ = λ1, . . . , λ = λn,

то, подставляя каждый из них λ = λj в коэффициенты системы
(48), мы будем иметь n однородных уравнений для соответству-
ющих неизвестных b1, . . . , bn с определителем, равным нулю, и
сможем получить для этих неизвестных решение, отличное от ну-
левого. Таким образом, по формулам (47) мы получим n линейно
независимых решений нашей системы (46), и их линейная комбина-
ция даст общий интеграл системы. Если же вековое уравнение (49)
имеет кратные корни, то решение задачи будет более сложным, а
именно — каждому корню уравнения (49) кратности k должны со-
ответствовать k линейно независимых решений системы (46), при-
чем одно из этих решений будет, наверно, иметь вид (47), а осталь-
ные будут, вообще говоря, содержать еще множителем полином от
t. Но в данном случае в отличие от одного уравнения с постоянными
коэффициентами [II, 39] может случиться, что не одно, а несколь-
ко решений (или даже все), соответствующих упомянутому крат-
ному корню, будут иметь вид (47). Мы не будем более подробно
останавливаться на исследовании этого обстоятельства, так как в
дальнейшем, пользуясь теорией функций комплексного переменно-
го, применим для решения системы (46) другой метод.
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Вернемся к рассмотрению векового уравнения (49), которое играет основ-
ную роль в нашей задаче. Решение этого уравнения, хотя бы и приближенное,
представляет при больших n практические трудности, вызванные тем обстоя-
тельством, что искомое неизвестное λ стоит не в каком-нибудь одном столбце
или строке, а входит в диагональные члены. Разложение левой части этого
уравнения по степеням λ требует больших вычислений, которые нами указаны
выше в [4]. Укажем прием преобразования уравнения (49) к практически более
удобному виду, при котором неизвестное λ попадает в один столбец. Прием этот
принадлежит акад. А.Н.Крылову и изложен им в работе «О численном реше-
нии уравнения, которым в технических вопросах определяются частоты малых
колебаний материальных систем» (Известия Академии наук СССР, 1931 г.).

Составим линейную комбинацию искомых величин

ξ = α01x1 + α02x2 + . . .+ α0nxn, (50)

где α0j — взятые каким-нибудь образом численные коэффициенты. Будем диф-
ференцировать уравнение (50) n раз по t, заменяя каждый раз в правой части
производные x′j их выражениями из системы (46). Мы получим таким образом
(n+ 1) уравнений вида

ξ = α01x1 + α02x2 + . . .+ α0nxn

ξ′ = α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ξ(n−1) = αn−1,1x1 + αn−1,2x2 + . . .+ αn−1,nxn

ξ(n) = αn1x1 + αn2x2 + . . .+ αnnxn

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (51)

Положим, что определитель, составленный из коэффициентов αik, входящих в
первые n уравнений, отличен от нуля. При этом первые n уравнений дадут нам
выражение xj через ξ, ξ′, . . . , ξ(n−1), и, подставляя их в последнее уравнение,
будем иметь уравнение n-го порядка для ξ. Можно непосредственно произве-
сти это исключение xj из (n + 1) уравнений (51) при помощи определителей.
Действительно, перепишем эти уравнения следующим образом:

ξx0 + α01x1 + α02x2 + . . .+ α0nxn = 0,

ξ′x0 + α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ξ(n)x0 + αn1x1 + αn2x2 + . . .+ αnnxn = 0,

где x0 = −1, и будем рассматривать эти (n + 1) уравнений как однородные
уравнения относительно величин x0, x1, . . . , xn.

Определитель написанной системы должен равняться нулю, что и дает нам
искомый результат исключения:∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ α01 α02 . . . α0n

ξ′ α11 α12 . . . α1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ξ(n) αn1 αn2 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (52)
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Будем искать решение этого уравнения в виде
ξ = eλt.

Подставляя это в первый столбец определителя (52) и вынося из первого
столбца за знак определителя множитель eλt, мы придем, сокращая на этот
множитель, к следующему уравнению для определения λ:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α01 α02 . . . α0n

λ α11 α12 . . . α1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λn αn1 αn2 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (53)

Нетрудно показать, что при нашем предположении уравнение (53) имеет те
же корни, что и уравнение (49). Действительно, пусть λ = λ0 есть некоторый
корень уравнения (53). Мы имеем при этом для (52) решение вида

ξ = Ceλ0t, (54)

где C —произвольная постоянная. При этом первые n уравнений системы (51)
дадут нам и для xj решения вида (47) при λ = λ0, т. е. λ = λ0 будет и корнем
уравнения (49). Наоборот, если λ = λ0 есть корень уравнения (49), то мы имеем
для xj решение вида (47) при λ = λ0, где bj —численные постоянные, среди
которых есть отличные от нуля. Подставляя эти выражения xj в первое из
уравнений системы (51), мы получим и для ξ решение вида (54), причем это
решение будет, наверно, отлично от нуля. Действительно, в противном случае
мы имели бы ξ = ξ′ = . . . = ξ(n−1) = 0, откуда, в силу первых n уравнений
системы (51), непосредственно следовало бы x1 = x2 = . . . = xn = 0.

Таким образом, действительно всякий корень λ = λ0 уравнения (49) будет и
корнем уравнения (53). Итак, при нашем предположении уравнение (53) имеет
те же корни, что и уравнение (49). Применение этого метода к численным
примерам, а также рассмотрение случая, когда наше предположение не имеет
места, можно найти в вышеупомянутой статье акад. А.Н.Крылова.

Наиболее простые вычисления получатся, если формулу (50) взять в виде
ξ = x1. В этом случае уравнение (53) будет иметь вид∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 . . . 0
λ α11 α12 . . . α1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λn αn1 αn2 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.1

Вместо системы (46) рассмотрим систему уравнений второго по-
рядка вида

x′′1 = a11x1 + a11x2 + . . .+ a1nxn,

x′′2 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′′n = an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (55)

1Удобный метод преобразования векового уравнения был дан
А.Д анил е в с к им (Математический сборник, т. 2, вып. 1).
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Такие системы часто встречаются в механике. Если искать их
решение в виде

xj = bj cos(λt+ ϕ),

то получим для λ уравнение вида∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + λ2 a12 . . . a1n

a21 a22 + λ2 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann + λ2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (56)

Постоянные bj определятся из системы, аналогичной системе
(48), и ϕ останется произвольным.
Наконец, для систем вида

x′′1 = a11x1 + . . .+ a1nxn + c11x
′
1 + . . .+ c1nx

′
n,

x′′2 = a21x1 + . . .+ a2nxn + c21x
′
1 + . . .+ c2nx

′
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′′n = an1x1 + . . .+ annxn + cn1x
′
1 + . . .+ cnnx

′
n,

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (57)

содержащих и первые производные, отыскивая опять решения в
форме (47), мы приходим к вековому уравнению вида∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + c11λ− λ2, a12 + c12λ . . . a1n + c1nλ
a21 + c21λ, a22 + c22λ− λ2 . . . a2n + c2nλ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 + cn1λ, an2 + cn2λ . . . ann + cnnλ− λ2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

(58)
Вводя добавочные неизвестные

xn+1 = x′1; xn+2 = x′2; . . . ; x2n = x′n, (59)

мы приведем систему (57) к 2n уравнениям первого порядка, из
которых n уравнений получатся из (57) заменой

x′′j = x′n+j и x′j = xn+j (j = 1, 2, . . . , n),

а остальные n суть уравнения (59).
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18. Функциональные определители. Пусть имеются n
функций от n переменных x1, x2, . . . , xn:

ϕ1(x1, x2, . . . , xn); ϕ2(x1, x2, . . . , xn); . . . ; ϕn(x1, x2, . . . , xn).
(60)

Функциональным определителем от этих функций по перемен-
ным xs называется определитель n-го порядка, элементы которого
вычисляются по формулам: aik = ∂ϕj

∂xk
. Введем специальное обозна-

чение для функционального определителя:

D(ϕ1, . . . , ϕn)
D(x1, . . . , xn)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1
∂x1

∂ϕ1
∂x2

. . . ∂ϕ1
∂xn

∂ϕ2
∂x1

∂ϕ2
∂x2

. . . ∂ϕ2
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕn

∂x1

∂ϕn

∂x2
. . . ∂ϕn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (61)

Мы встречались уже раньше с такими определителями при замене
переменных в кратных интегралах [II, 63 и 80]. Если мы имеем
замену переменных на плоскости

x = ϕ(u, v); y = ψ(u, v), (62)

при которой точка (u, v) переходит в точку (x, y), то абсолютное
значение функционального определителя

D(ϕ, ψ)
D(u, v)

(63)

дает коэффициент изменения площади в данной точке (u, v) при
точечном преобразовании (61), причем мы считаем, что в той обла-
сти, в которой применяется точечное преобразование (62), частные
производные от функций (62) по u и v непрерывны, и определитель
(63) в нуль не обращается. Аналогичным образом, если имеется то-
чечное преобразование в трехмерном пространстве:

x = ϕ(q1, q2, q3); y = ψ(q1, q2, q3); z = ω(q1, q2, q3),

при котором точка с координатами (q1, q2, q3) переходит в точку
(x, y, z), а объем (V1) переходит в объем (V ), то формула замены
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переменных в тройном интеграле имеет вид [II, 63]:∫∫∫
(V )

f(x, y, z)dx dy dz =
∫∫∫
(V1)

f [ϕ, ψ, ω]|D|dq1 dq2 dq3,

где

D =
D(ϕ, ψ, ω)
D(q1, q2, q3)

,

и |D| дает коэффициент изменения объема в данном месте при пе-
реходе от (q1, q2, q3) к (x, y, z).
Совершенно так же мы могли бы рассматривать одну функцию

от одной независимой переменной u = f(x) как точечное преобра-
зование на оси OX , при котором точка с абсциссой x переходит в
новое положение с абсциссой u. При этом, очевидно, абсолютное
значение производной |f ′(x)| характеризует изменения линейного
размера в данном месте. Все сказанное выше распространяется и
на случай точечного преобразования в n-мерном пространстве и
при замене переменных в n-кратном интеграле [II, 100].
Выясненная на случаях двух и трех измерений аналогия между

функциональным определителем и производной имеет своим след-
ствием и некоторую аналогию между их формальными свойствами,
которую мы сейчас и покажем.
Пусть имеется система функций

ϕ1(y1, . . . , yn), . . . , ϕn(y1, . . . , yn),

и положим, что y1, . . . , yn не суть независимые переменные, а са-
ми функции от x1, . . . , xn, так что в конечном счете функции ϕi
будут функциями переменных xi. Мы можем составить три функ-
циональных определителя:

D(ϕ1, . . . , ϕn)
D(y1, . . . , yn)

;
D(ϕ1, . . . , ϕn)
D(x1, . . . , xn)

;
D(y1, . . . , yn)
D(x1, . . . , xn)

.

Элементы этих функциональных определителей будут соответ-
ственно

∂ϕi
∂yk

;
∂ϕi
∂xk

;
∂yi
∂xk

.
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Но по правилу дифференцирования сложных функций мы
имеем:

∂ϕi
∂xk

=
∂ϕi
∂y1

· ∂y1
∂xk

+ . . .+
∂ϕi
∂yn

· ∂yn
∂xk

,

и применяя теорему об умножении определителей по схеме стро-
ка на столбец, получим равенство, выражающее первое свойство
функционального определителя:

D(ϕ1, . . . , ϕn)
D(x1, . . . , xn)

=
D(ϕ1, . . . , ϕn)
D(y1, . . . , yn)

· D(y1, . . . , yn)
D(x1, . . . , xn)

. (64)

Это равенство аналогично правилу дифференцирования слож-
ных функций одной независимой переменной.
Выясним еще одно свойство функциональных определителей.

Систему функций ϕi можно рассматривать как преобразование от
переменных xi к новым переменным ϕi:

ϕi = ϕi(x1, . . . , xn) (i = 1, 2, . . . , n). (65)

Отметим сначала один частный случай, а именно случай так
называемого тождественного преобразования:

ϕ1 = x1; ϕ2 = x2; . . . ; ϕn = xn.

Его функциональный определитель будет∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

Представим себе, что уравнения (65) решены относительно xi
так, что xi выражены через ϕi:

xi = xi(ϕ1, . . . , ϕn) (i = 1, 2, . . . , n). (66)

Преобразование (66) естественно назвать обратным преобразо-
ванию (65). Если подставить выражения (66) в правые части ра-
венств (65), то получим тождества ϕ1 = ϕ1; . . . ; ϕn = ϕn, или,
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иначе говоря, получим тождественное преобразование. Применим
теперь к этому частному случаю формулу (64), причем нам надо
будет считать yi = xi и xi = ϕi, а в левой части формулы (64) мы
получим функциональный определитель тождественного преобра-
зования:

D(ϕ1, . . . , ϕn)
D(ϕ1, . . . , ϕn)

=
D(ϕ1, . . . , ϕn)
D(x1, . . . , xn)

· D(x1, . . . , xn)
D(ϕ1, . . . , ϕn)

или
D(ϕ1, . . . , ϕn)
D(x1, . . . , xn)

D(x1, . . . , xn)
D(ϕ1, . . . , ϕn)

= 1, (67)

т. е. произведение функциональных определителей прямого и об-
ратного преобразований равно единице. Это свойство аналогично
свойству производной обратной функции для случая одного неза-
висимого переменного.

Выясним теперь смысл того условия, что функциональный определитель
D(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)

D(x1, x2, . . . , xn)
(68)

от функций ϕ1(x1, . . . , xn); ϕ2(x1, . . . , xn); . . . ;ϕn(x1, . . . , xn) по переменным
xs тождественно равен нулю. Положим, что эти функции связаны функцио-
нальной зависимостью:

F (ϕ1, . . . , ϕn) = 0, (69)

причем это равенство есть тождество относительно независимых переменных
xj . Дифференцируя его по всем независимым переменным, получим n тож-
деств:

∂F

∂ϕ1

∂ϕ1

∂x1
+ . . .+

∂F

∂ϕn

∂ϕn

∂x1
= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂F

∂ϕ1

∂ϕ1

∂xn
+ . . .+

∂F

∂ϕn

∂ϕn

∂xn
= 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(70)

Мы можем рассматривать написанные тождества как линейные уравнения
относительно n величин:

∂F

∂ϕ1
, . . . ,

∂F

∂ϕn
,

причем, очевидно, величины эти не могут одновременно равняться нулю тож-
дественно, так как в противном случае F не содержало бы ни одной из функций
ϕi. Таким образом, определитель однородной системы (70) должен равняться
нулю, что и сводится к тому, что функциональный определитель (68) равен ну-
лю. Итак, из наличия функциональной зависимости (69) вытекает тождествен-
ное равенство нулю функционального определителя (68). Можно доказать и об-
ратное предложение, на чем мы останавливаться не будем, т. е. тождественное
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равенство нулю функционального определителя (68) является необходимым
и достаточным условием зависимости между функциями ϕi(x1, . . . , xn).2

Рассмотрим в качестве примера три функции от трех независимых пере-
менных

ϕ1 = x2
1 + x2

2 + x3
3; ϕ2 = x1 + x2 + x3; ϕ3 = x1x2 + x1x3 + x2x3. (71)

Нетрудно проверить, что между ними существует следующая зависимость:

ϕ2
2 − ϕ1 − 2ϕ3 = 0.

Составим для системы функций (71) функциональный определитель:

D(ϕ1, ϕ2, ϕ3)

D(x1, x2, x3)
=

∣∣∣∣∣∣
2x1 2x2 2x3

1 1 1
x2 + x3 x1 + x3 x1 + x2

∣∣∣∣∣∣ .
Предоставляем читателю показать, что этот определитель обращается тож-

дественно в нуль.

19. Неявные функции. Мы доказали в томе I теорему о существовании
неявной функции [1, 15, 7], определяемой одним уравнением. Обобщим теперь
эту теорему на случай системы уравнений. Формулируем сначала доказанную
теорему: пусть x = x0, y = y0 —решение уравнения

F (x, y) = 0, (72)

и пусть F (x, y) и ее частные производные первого порядка — непрерывные
функции при x = x0, y = y0 и при всех значениях x, y, достаточно близких
к ним, и пусть, наконец, частная производная F ′

y(x, y) отлична от нуля при
x = x0, y = y0. При этом уравнение (72) определяет при x, достаточно близких
к x0, единственную функцию y(x), непрерывную, имеющую производственную
и удовлетворяющую условию y(x0) = y0. Как мы уже упоминали, совершенно
так же можно доказать, что уравнение

F (x, y, z) = 0,

имеющее решение x = x0, y = y0, z = z0, при условии непрерывности функции
F (x, y, z) и ее частных производных первого порядка в окрестности указанных
значений и при условии F ′

z(x0, y0, z0) �= 0, определяет единственную функцию
z(x, y), непрерывную в окрестности x = x0, y = y0, имеющую производные по
x и y и удовлетворяющую условию z(x0, y0) = z0. Рассмотрим теперь систему
двух уравнений:

ϕ(x, y, z) = 0; ψ(x, y, z) = 0. (73)

Пусть эта система имеет решение x = x0, y = y0, z = z0, функции ϕ(x, y, z),
ψ(x, y, z) и их частные производные непрерывны в окрестности указанных

2Заметим, что наши рассуждения относительно системы (70) носят фор-
мальный характер и не являются, строго говоря, доказательством.
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значений, и функциональный определитель

D(ϕ, ψ)

D(y, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂y
,

∂ϕ

∂z

∂ψ

∂y
,

∂ψ

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂z
− ∂ϕ

∂z

∂ψ

∂y
(74)

отличен от нуля при указанных значениях переменных. При этом систе-
ма (73) определяет при x, достаточно близких к x0, единственную систему
функций y(x), z(x), непрерывных, имеющих производные первого порядка и
удовлетворяющих условию y(x0) = y0, z(x0) = z0.

Так как выражение (74) отлично от нуля при x = x0, y = y0, z = z0, то
по крайней мере одна из частных производных ∂ψ

∂y
или ∂ψ

∂z
отлична от нуля.

Положим, например, что ∂ψ
∂z

отлична от нуля при указанных значениях пере-
менных. Согласно формулированной выше теореме, второе из уравнений (73)
определяет единственным образом функцию z(x, y). Подставляя эту функцию
в первое из уравнений системы, получим уравнение с переменными x и y:

ϕ[x, y, z(x, y)] = 0. (75)

Чтобы доказать теорему, нам остается только показать, что частная производ-
ная от левой части уравнения (75) по y отлична от нуля при x = x0, y = y0.
Эта частная производная выразится формулой(

∂ϕ

∂y

)
=
∂ϕ

∂y
+
∂ϕ

∂z
· ∂z
∂y
, (76)

где
( ∂ϕ
∂y

)
есть полная производная от ϕ(x, y, z) по аргументу y. Функция z(x, y)

есть решение второго из уравнений (73), что приводит к тождеству:

ψ[x, y, z(x, y)] ≡ 0.

Дифференцируя это тождество по y, получим:

∂ψ

∂y
+
∂ψ

∂z
· ∂z
∂y

≡ 0. (77)

Умножим обе части (76) на ∂ψ
∂z

и сложим с тождеством (77), предваритель-
но умножив обе его части на − ∂ϕ

∂z
. Мы получим таким образом после элемен-

тарного преобразования:

∂ψ

∂z
·
(
∂ϕ

∂y

)
=
D(ϕ, ψ)

D(y, z)
.

При x = x0, y = y0 функция z(x, y) обращается в z0, и при указанных значе-
ниях переменных ∂ψ

∂z
и (74) отличны от нуля, а потому

( ∂ϕ
∂y

)
также отлична от

нуля. Следовательно, уравнение (75) определяет единственную функцию y(x).
Подставляя ее в z(x, y), получаем и z как функцию от x. Это доказательство
справедливо для случая нескольких независимых переменных.
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В общем случае теорема о неявных функциях читается так: пусть имеется
система n уравнений:

F1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0;

Fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0, (78)

имеющая решение

xk = x
(0)
k , yl = y

(0)
l

(
k = 1, . . . , m
l = 1, . . . , n

)
; (79)

пусть Fl —непрерывные функции с непрерывными частными производными
первого порядка в окрестности значений (79) и пусть, наконец, функциональ-
ный определитель

D(F1, . . . , Fn)

D(y1, . . . , yn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1
∂y1

∂F1
∂y2

. . . ∂F1
∂yn

∂F2
∂y1

∂F2
∂y2

. . . ∂F2
∂yn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Fn
∂y1

∂Fn
∂y2

. . . ∂Fn
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(80)

отличен от нуля при значениях (79). При этом уравнения (78) при xk,
достаточно близких к x

(0)
k , определяют единственную систему функций

yl(x1, . . . , xn) непрерывных, имеющих производные первого порядка и удовле-
творяющих условию yl(x

(0)
1 , . . . , x

(0)
k ) = y

(0)
l .

Наметим доказательство этой теоремы. Считая теорему справедливой для
системы (n − 1) уравнений (при n = 1 и n = 2 она действительно справед-
лива), докажем ее для системы n уравнений. Разлагая определитель (80) по
элементам первого столбца, можем утверждать, что хоть одно из алгебраиче-
ских дополнений этих элементов отлично от нуля при значениях (79), ибо сам
определитель при этих значениях по условию отличен от нуля. Соответствен-
но нумеруя функции Fl, можем считать, что отлично от нуля алгебраическое
дополнение элемента ∂F1

∂y1
. Это алгебраическое дополнение представляет собою

функциональный определитель от функций F2, . . . , Fn, по переменным y2, . . . ,
yn. Согласно теореме для систем (n− 1) уравнений, уравнения

F2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0; . . . ;Fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0 (81)

определяют единственным образом функции

y2 = ϕ2(x1, . . . , xm, y1); . . . ; yn = ϕn(x1, . . . , xm, y1). (82)

Подставляя эти функции в первое из уравнений системы (78), получим урав-
нение для определения y1:

F1(x1, . . . , xm, y1, ϕ2, . . . , ϕn) = 0. (83)

Нам остается проверить, что полная производная от левой части этого уравне-
ния по y1 отлична от нуля при значениях (79). Эта производная выражается
формулой (

∂F1

∂y1

)
=
∂F1

∂y1
+

n∑
s=2

∂F1

∂ϕs
· ∂ϕs
∂y1

. (84)
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Подставляя функции (82) в левые части уравнений (81), получим тождества,
которые дифференцируем по y1:

∂Fl

∂y1
+

n∑
s=2

∂Fl

∂ϕs
· ∂ϕs
∂y1

= 0 (l = 2, . . . , n). (85)

Обозначим через A1, A2, . . . , An алгебраические дополнения элементов первого
столбца определителя (80). Умножим (84) на A1, (85) на Al и вычтем последние
тождества из первого. Таким путем мы получим равенство:

A1

(
∂F1

∂y1

)
=

n∑
l=1

∂Fl

∂y1
Al +

n∑
s=2

[ n∑
l=1

∂Fl

∂ϕs
Al

]
∂ϕs

∂y1
.

В правой части первая сумма дает определитель (80), который мы для кратко-
сти обозначим просто буквой D, а суммирование по l во второй части представ-
ляет собой сумму произведений элементов некоторого столбца D, с номером,
отличным от единицы, на алгебраические дополнения соответствующих эле-
ментов первого столбца, т. е. эта сумма равна нулю. Заметим при этом, что
дифференцирование по ϕs, все равно что дифференцирование по ys. Таким
образом предыдущая формула переписывается в виде

A1

(
∂F1

∂y1

)
= D.

При значениях (79) A1 и D отличны от нуля, и, следовательно, то же можно
утверждать и относительно производной левой части уравнения (83) по y1, и
это уравнение дает единственную функцию y1(x1, x2, . . . , xm), подставив ко-
торую в функции (82), получаем окончательный результат.

Частным случаем теоремы о неявных функциях является теорема об об-
ращении системы функций. Пусть имеются уравнения

yk = fk(x1, . . . , xn) (k = 1, 2, . . . , n). (86)

Положим, что функции fk непрерывны вместе со своими производными пер-
вого порядка в окрестности значений xk = x

(0)
k (k = 1, 2, . . . , n), и при этих

значениях функциональный определитель

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(87)

отличен от нуля. При этом уравнения (86) определяют единственным об-
разом xk(y1, . . . , yn), как функции y1, . . . , yn в окрестности значений y

(0)
k =

fk(x
(0)
k , . . . , x

(0)
n ), причем эти функции непрерывны, имеют производные пер-

вого порядка и xk(y
(0)
l , . . . , y

(0)
n ) = x

(0)
k .

Чтобы доказать эту теорему, достаточно рассмотреть уравнения:

fk(x1, . . . , xn) − yk = 0 (k = 1, 2, . . . , n)

и воспользоваться теоремой о неявных функциях, причем в данном случае роль
yl играют xk.
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Если fk суть линейные однородные функции переменных xk, то система
(86) имеет вид

yk = ak1x1 + ak2x2 + . . .+ aknxn.

Определитель (87) в данном случае сводится к определителю |aki| из коэффи-
циентов aki, и возможность однозначного решения системы дается теоремой
Крамера.



ГЛАВА II

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

§ 3. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

20. Преобразование координат в трехмерном простран-
стве. Линейным преобразованием с n переменными называется
преобразование вида

x′1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn,

x′2 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′n = an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (1)

Можно толковать это преобразование как переход от некоторо-
го вектора (x1, . . . , xn) n-мерного пространства к другому вектору
(x′1, . . . , x

′
n). Можно иначе толковать (x1, . . . , xn) как координаты

точки в n-мерном пространстве, а преобразование (1) — как переход
от одной точки к другой.
Можно толковать (1) еще и иначе, а именно: считать, что

(x1, . . . , xn) и (x′1, . . . , x
′
n) суть составляющие одного и того же век-

тора (координаты одной и той же точки), но при различном выборе
осей. Формулы (1) дают при этом формулы преобразования состав-
ляющих (координат) при переходе от одной координатной системы
к другой. Раньше мы неоднократно встречались с формулами вида
(1) при n = 2 и n = 3.
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Настоящая глава в своей первой части и будет посвящена
подробному рассмотрению линейного преобразования вида (1).
Для большей ясности мы начнем с рассмотрения вещественного
трехмерного пространства, а затем перейдем к общему случаю
n-мерного пространства и комплексных составляющих. В случае
трехмерного пространства мы начнем рассмотрение с того наибо-
лее простого случая, когда преобразованию (1) соответствует пе-
реход от одних прямоугольных осей к другим таким же. Откла-
дывая векторы от начала координат, мы можем считать, очевид-
но, (x1, x2, x3) или составляющими вектора, или координатами его
конца.
Как известно из аналитической геометрии, формулы преобразо-

вания прямолинейных прямоугольных координат имеют вид

x′1 = a11x1 + a12x2 + a13x3

x′2 = a21x1 + a22x2 + a23x3

x′3 = a31x1 + a32x2 + a33x3

⎫⎪⎬⎪⎭ , (2)

где aik суть косинусы углов, образованных новыми осями с преж-
ними; aik определяются по следующей таблице:

X1 X2 X3

X ′
1 a11 a12 a13

X ′
2 a21 a22 a23

X ′
3 a31 a32 a33

(3)

Как известно, таблица коэффициентов (3) обладает в данном
случае тем свойством, что сумма квадратов элементов каждой
строки и столбца равна единице и сумма произведений соответ-
ствующих элементов двух разных строк или разных столбцов рав-
на нулю. Величина определителя |aik| равна, очевидно [5], объе-
му прямоугольного параллелепипеда с ребрами, равными единице
и направленными по новым координатным осям, т. е. эта величи-
на равна единице, если ориентировки осей одинаковы, и (−1), ес-
ли они различны. Преобразование, дающее обратный переход от
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(x′1, x
′
2, x

′
3) к (x1, x2, x3), будет, очевидно, иметь вид

x1 = a11x
′
1 + a21x

′
2 + a31x

′
3,

x2 = a12x
′
1 + a22x

′
2 + a32x

′
3,

x3 = a13x
′
1 + a23x

′
2 + a33x

′
3.

⎫⎪⎬⎪⎭ (21)

Иначе говоря, преобразование, обратное (2), получается простой
перестановкой строк и столбцов таблицы его коэффициентов. Опре-
делитель этого обратного преобразования, очевидно, равен опреде-
лителю преобразования (2).
Покажем теперь, что упомянутое выше свойство коэффициен-

тов преобразования (2) может быть получено при выполнении од-
ного требования, которое непосредственно вытекает из геометри-
ческой сущности вопроса, а именно — поставим себе следующую
задачу: найти все вещественные преобразования вида (2) такие, что

x
′2
1 + x

′2
2 + x

′2
3 = x2

1 + x2
2 + x2

3. (4)

Такая постановка задачи дает возможность обобщить рассмот-
ренные нами выше преобразования на случай пространства с лю-
бым числом измерений. Покажем, что наши преобразования, требу-
емые новой задачей, совпадают с теми, которые нами рассмотрены
были выше, т. е. покажем, что требование (4) приведет к упомя-
нутым выше соотношениям для коэффициентов aik. Подставляя
выражения (2) в левую часть соотношения (4), раскрывая скобки
и приравнивая коэффициенты при квадратах переменных единице,
а при произведениях различных коэффициентов— нулю, мы полу-
чим как раз шесть соотношений вида

a1ka1l + a2ka2l + a3ka3l = δkl (k, l = 1, 2, 3), (5)

где
δkl = 0 при k �= l и δkk = 1, (6)

т. е. сумма квадратов элементов каждого столбца равна единице
и сумма произведений соответствующих элементов разных столб-
цов равна нулю. Эти условия называются обычно условиями ор-
тогональности по столбцам. Таким образом, элементы каждого
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столбца равны направляющим косинусам некоторого направления
и направления, соответствующие различным столбцам, взаимно ор-
тогональны. Отсюда непосредственно следует, что в рассматрива-
емом случае преобразование (2) совпадает с рассмотренным выше,
и свойство ортогональности имеет место не только по отношению
к столбцам, но и по отношению к строкам.
Формулы (2) мы можем толковать не как преобразование коор-

динат в неизменном пространстве, а как преобразование простран-
ства при неизменности координатных осей. Положим сначала, что
определитель преобразования равен (+1), т. е. обе системы коорди-
натных осей имеют одну и ту же ориентировку. Мы можем при
этом повернуть пространство, как твердое целое, вокруг начала
вместе с осями (X ′

1, X
′
2, X

′
3) так, чтобы эти оси совпали с осями

(X1, X2, X3), которые мы считаем неподвижными при этом вра-
щении и к которым мы относим координаты всякой точки как до
вращения, так и после него. Если некоторая точка M имела до
вращения координаты (x1, x2, x3), то в результате вращения эта
точка займет новое положение M ′ и будет иметь новые координа-
ты (x′1, x

′
2, x

′
3). Поскольку точка M движется вместе с координат-

ными осями (X ′
1, X

′
2, X

′
3), координаты (x′1, x

′
2, x

′
3) точки M ′ отно-

сительно осей (X1, X2, X3), с которыми совпали оси (X ′
1, X

′
2, X

′
3)

в результате вращения, будут совпадать с координатами точки M
относительно осей (X ′

1, X
′
2, X

′
3) до вращения. Мы видим, таким об-

разом, что формулы (2) в случае определителя (+1) представляют
собой преобразование координат любой точки в результате произ-
веденного вращения пространства.
Положим теперь, что определитель |aik| равен (−1). Вместо пре-

образования (2) рассмотрим преобразование

x′′i = −ai1x1 − ai2x2 − ai3x3 (i = 1, 2, 3).

Его коэффициенты по-прежнему обладают свойствами (5), но опре-
делитель из коэффициентов уже равен (+1), т. е. этому преобразо-
ванию соответствует вращение пространства вокруг начала. Чтобы
получить координаты (x′1, x

′
2, x

′
3), нам надо совершить еще преоб-

разование:
x′1 = −x′′1 ; x′2 = −x′′2 ; x′3 = −x′′3 ,
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а такое изменение знаков у всех координат есть преобразование
симметрии относительно начала. Итак, в случае определителя (−1)
преобразованию (2) соответствует некоторое вращение простран-
ства вокруг начала с последующей симметрией относительно на-
чала.
Мы видели выше, что девять коэффициентов aik должны удо-

влетворять шести соотношениям (5). Отсюда следует, что они
должны выражаться через три независимых параметра. Укажем
на один из возможных выборов этих параметров в случае враще-
ния пространства вокруг начала.

Рис. 1.

Введем в рассмотрение две си-
стемы координатных осей: одну
X ′

1, X
′
2, X

′
3— неподвижную, к ко-

торой относятся все координа-
ты, и другую X1, X2, X3, неиз-
менно связанную с вращающим-
ся пространством. Чтобы опреде-
лить вращение, надо установить
три параметра, которые опреде-
ляли бы положение второй си-
стемы осей относительно первой.
Пусть ON (рис. 1) — пересечение

плоскости X ′
1OX

′
2 с плоскостью X1OX2. Возьмем на этой прямой

определенным образом выбранное направление, и пусть α— угол
X ′

1ON , отсчитываемых отOX ′
1. Введем еще угол β = X ′

3OX3 и угол
γ = NOX1. Эти три угла вполне характеризуют положение второй
системы осей относительно первой, т. е. вполне характеризуют про-
изведенное вращение. Будем обозначать его следующим символом:
{α, β, γ}. Из предыдущего непосредственно следует, что наше дви-
жение есть результат последовательно проведенных трех следую-
щих движений: 1) вращение вокруг оси X ′

3 на угол α; 2) вращение
вокруг нового положения оси X ′

1 на угол β; 3) вращение вокруг
новой оси X3 на угол γ. Эти три угла называются обычно углами
Эйлера. Заметим, что для этих углов мы можем написать следую-
щие пределы их изменения: 0 � α < 2π; 0 � β < π; 0 � γ < 2π.
Если β = 0, то движение {α, β, γ} сводится просто к повороту

вокруг оси X3 на угол α + γ, и в этом смысле при любом δ мы
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имеем:
{α, 0, γ} = {α+ δ, 0, γ − δ}.

Это обстоятельство указывает на то, что в некоторых случаях па-
раметры {α, β, γ} соответствуют вращениям пространства вокруг
начала не вполне однозначно. Различным значениям параметров
соответствуют одни и те же вращения. Нетрудно вывести формулы,
выражающие коэффициенты aik через тригонометрические функ-
ции углов α, β, γ [см. 62]. В дальнейшем мы будем иметь и другой
выбор параметров, характеризующих вращение пространства во-
круг начала, и вернемся еще к углам Эйлера.

21. Общие линейные преобразования вещественного
трехмерного пространства. Будем рассматривать теперь линей-
ные вещественные преобразования вида (2) с любыми коэффици-
ентами, но будем всегда считать, что определитель преобразования
отличен от нуля:

|aik| �= 0. (7)

В этом случае преобразование обычно называется собственным
преобразованием. Если оно не удовлетворяет условиями (5), то оно
связано с деформацией пространства [II, 125]. Заметим, что в преоб-
разовании (2) характерным является таблица его коэффициентов,
из которой вполне определяется закон перехода от любого вектора
с составляющими (x1, x2, x3) к новому вектору с составляющими
(x′1, x

′
2, x

′
3). Обозначим всю таблицу коэффициентов одной буквой

A =

∥∥∥∥∥∥
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥ , (8)

причем мы ставим эту таблицу, как и раньше, между двойными
чертами, чтобы отличить ее от определителя. Она называется иначе
матрицей1. Определитель таблицы (8) будем обозначать символом
D(A). Это есть некоторое определенное число. Преобразование (2)

1В современном математической литературе матрицы, как правило, обозна-
чаются круглыми скобками.
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мы запишем символически в следующем виде:

x′ = Ax, (9)

где x′ —вектор с составляющими (x′1, x′2, x′3) и x— вектор с состав-
ляющими (x1, x2, x3).
Преобразование, при котором каждый вектор остается неизмен-

ным, назовем тождественным преобразованием. Ему соответству-
ет таблица ∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥ , (10)

которая называется обычно единичной таблицей, или единичной
матрицей, и обозначается символом I.
Считая D(A) �= 0, можем решить уравнения (2) относительно

(x1, x2, x3) и получим формулы

x1 =
A11

D(A)
x′1 +

A21

D(A)
x′2 +

A31

D(A)
x′3,

x2 =
A12

D(A)
x′1 +

A22

D(A)
x′2 +

A32

D(A)
x′3,

x3 =
A13

D(A)
x′1 +

A23

D(A)
x′2 +

A33

D(A)
x′3,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(11)

где Aik — алгебраические дополнения элементов aik в определителе
D(A). Это линейное преобразование называется обычно преобра-
зованием, обратным (2), и если матрица этого последнего обозна-
чена через A, то матрицу преобразования (11) обозначают через
A−1. Введем теперь важное для дальнейшего понятие о произве-
дении двух преобразований или произведении двух матриц. Поло-
жим, что мы имеем два линейных преобразования, от (x1, x2, x3)
к (x′1, x′2, x′3):

x′1 = a11x1 + a12x2 + a13x3,

x′2 = a21x1 + a22x2 + a23x3,

x′3 = a31x1 + a32x2 + a33x3

⎫⎪⎬⎪⎭ , или x′ = Ax, (12)
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и затем от (x′1, x
′
2, x

′
3) к (x′′1 , x

′′
2 , x

′′
3 ):

x′′1 = b11x
′
1 + b12x

′
2 + b13x

′
3,

x′′2 = b21x
′
1 + b22x

′
2 + b23x

′
3,

x′′3 = b31x
′
1 + b32x

′
2 + b33x

′
3

⎫⎪⎬⎪⎭ , или x′′ = Bx′. (13)

Этот последовательный переход от (x1, x2, x3) к (x′1, x
′
2, x

′
3) и

затем от (x′1, x′2, x′3) к (x′′1 , x′′2 , x′′3 ) можно заменить непосредствен-
ным переходом от (x1, x2, x3) к (x′′1 , x

′′
2 , x

′′
3 ), который также будет

линейным преобразованием

x′′k = ck1x1 + ck2x2 + ck3x3 (k = 1, 2, 3). (14)

Это последнее линейное преобразование называется произведе-
нием преобразований (12) и (13), причем здесь существенно отме-
тить порядок, в котором производились преобразования. Подстав-
ляя выражения (12) в правые части формулы (13), мы и получим
формулы (14). Отсюда непосредственно получается выражение эле-
ментов cik таблицы произведения преобразований через элементы
таблиц перемножаемых преобразований:

cik =
3∑
s=1

bisask (i, k = 1, 2, 3). (15)

Преобразование (14) обычно записывается следующим образом:

x ′′ = BAx. (16)

Матрицу C с элементами cik, получаемыми по формулам (15),
называют произведением матриц A и B и записывают это в следу-
ющем виде:

C = BA, (17)

причем в смысле порядка следования преобразований надо читать
это произведение справа налево. Принимая во внимание теорему
об умножении определителей и формулы (15), мы можем написать
для определителей преобразований очевидное равенство:

D(C) = D(B)D(A), (18)
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т. е. определитель произведения преобразований равен произведе-
нию определителей этих преобразований. Нетрудно доказать сле-
дующие соотношения, имеющие простой геометрический смысл:

AA−1 = A−1A = I. (19)

Заметим, кроме того, что из самого процесса образования обрат-
ного преобразования следует, что преобразование, обратное A−1,
будет преобразование A. Действительно, решая систему (11) отно-
сительно x′k, получим, очевидно, опять формулы (2). Это можно
записать следующим образом:

(A−1)−1 = A. (20)

Понятие произведения преобразований может быть распростра-
нено на случай любого числа сомножителей, а именно: результатом
последовательного преобразования с некоторыми матрицами A, B
и C будет новое преобразование с матрицей D:

D = CBA. (21)

Если матрицы A, B и C имеют элементы aik, bik и cik, то матри-
ца D, являющаяся их произведением, будет иметь элементы, опре-
деляемые по формулам

dik =
3∑

p,q=1

ciqbqpapk. (22)

Действительно, для элементов матрицы E = BA имеем форму-
лы

eik =
3∑
p=1

bipapk

и, наконец, для матрицы CE будем иметь, согласно (15), формулы

dik =
3∑
q=1

ciqeqk,
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т. е. как раз формулы (22). Заметим, что в дальнейшем мы будем
часто обозначать элементы матрицы A символом

{A}ik.

Произведение матриц не подчиняется, вообще говоря, переме-
стительному закону, т. е. вообще BA �= AB, но, как нетрудно
видеть, подчиняется сочетательному закону— сомножители можно
соединять в группы:

C(BA) = (CB)A. (23)

В левой его части мы должны матрицу A умножить на B слева
и затем полученный результат умножить на матрицу C. В правой
части мы сначала должны помножить матрицу B на C, а затем
матрицу A помножить на матрицу, полученную в результате толь-
ко что произведенного умножения. Нетрудно видеть, что в обоих
случаях элементы матрицы, получающиеся в окончательном про-
изведении, будут выражаться по формулам (22). Действительно,
для левой части это было показано выше. Что же касается правой
части, то мы имеем, производя последовательно указанные умно-
жения:

{CB}ik =
3∑
q=1

{C}iq{B}qk

и

{(CB)A}ik =
3∑
p=1

{CB}ip{A}pk =
3∑

p,q=1

{C}ik{B}qp{A}pk,

что совпадает, очевидно, с (22) при наших новых обозначениях.
Отметим еще один важный тип линейных преобразований, а

именно рассмотрим преобразования

x′1 = k1x1; x′2 = k2x2; x′3 = k3x3, (24)

которые сводятся к растяжению вдоль координатных осей, причем
численные коэффициенты k1, k2, k3 характеризуют величину это-
го растяжения (или сжатия). Матрица указанного преобразования
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имеет, очевидно, вид ∥∥∥∥∥∥
k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3

∥∥∥∥∥∥ ,
т. е. все ее элементы, стоящие вне главной диагонали, равны нулю.
Такая матрица называется диагональной матрицей, и мы ее будем
обозначать символом

[k1, k2, k3].

В частности, если числа одинаковы, т. е. если k1 = k2 = k3 = k,
то преобразование сведется к умножению всех составляющих век-
тора на одно и то же число k, и это будет, очевидно, преобразование
подобия с центром в начале координат. Всякий вектор, не меняя
своего направления (считаем k > 0), изменится лишь по длине,
причем его длина умножится на k. Такое преобразование будем
обозначать

x′ = kx,

т. е. будем число k считать частным случаем матрицы, а именно бу-
дем диагональную матрицу с одинаковыми элементами на главной
диагонали ∥∥∥∥∥∥

k 0 0
0 k 0
0 0 k

∥∥∥∥∥∥ (25)

считать числом k. Нетрудно видеть, пользуясь (15), что произведе-
ние таких матриц сводится к обычному перемножению чисел, т. е.

[k, k, k] · [l, l, l] = [kl, kl, kl].

Вообще легко проверить, что для диагональных матриц имеет
место простой закон умножения

[k1, k2, k3] · [l1, l2, l3] = [k1l1, k2l2, k3l3], (26)

т. е. два растяжения вдоль координатных осей равносильны одному
растяжению с коэффициентами, равными произведению соответ-
ствующих коэффициентов составляющих растяжений. Из форму-
лы (26), между прочим, непосредственно следует, что произведение
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двух диагональных матриц не меняется при перестановке сомножи-
телей. Пользуясь представлением числа в виде диагональной мат-
рицы (25) и формулой (15), нетрудно видеть, что произведение kA
сводится к умножению всех элементов матрицы A на число k. Это
произведение не зависит от порядка сомножителей, т. е.

{kA}ik = {Ak}ik = k{A}ik. (27)

Мы рассматривали основное линейное преобразование (2) как
деформацию пространства, при которой вектор с составляющими
(x1, x2, x3) переходит в новый вектор с составляющими (x′1, x

′
2, x

′
3).

Можно, конечно, как мы уже указывали и раньше, толковать это
преобразование и как точечное преобразование, при котором точ-
ка с координатами (x1, x2, x3) переходит в точку с координатами
(x′1, x′2, x′3).
При определении составляющих вектора мы могли пользовать-

ся любой системой осей, иначе говоря, любыми ортами, т. е. мы
могли взять любые три некомпланарных вектора i, j, k за основ-
ные векторы (за орты), и при этом для всякого вектора x мы, как
известно, имеем единственное представление вида [II, 114]:

x = x1i + x2j + x3k. (28)

Числа x1, x2, x3 и называются составляющими вектора x во
взятой системе координат, определяемой ортами i, j и k. Нашей
задачей сейчас является исследовать влияние различного выбора
ортов на вид линейного преобразования.
Точнее говоря, если в системе координат, определяемой ортами

i, j и k, некоторое линейное преобразование имеет вид (12), то ка-
ким образом будет выглядеть то же самое линейное преобразование
пространства в другой системе координат, определяемой ортами i1,
j1, k1? Положим, что новые орты выражаются через старые по фор-
мулам

i1 = t11i + t12j + t13k,
j1 = t21i + t22j + t23k,
k1 = t31i + t32j + t33k.

⎫⎪⎬⎪⎭ (29)

Заметим, что определитель, составленный из коэффициентов
tik, должен быть отличным от нуля. В противном случае векторы



21] § 3. Линейные преобразования 105

i1, j1 и k1 оказались бы линейно зависимыми, т. е. компланарными.
В новой системе координат наш вектор, определяемый формулой
(28), будет иметь уже новые составляющие

y1i1 + y2j1 + y3k1.

Установим прежде всего формулу, выражающую новые состав-
ляющие вектора через его прежние составляющие. Мы имеем, оче-
видно, используя выражения (29) новых ортов:

3∑
s=1

ys(ts1i + ts2j + ts3k) = x1i + x2j + x3k.

Сравнивая коэффициенты при i, j и k, получим формулы, вы-
ражающие прежние составляющие через новые:

x1 = t11y1 + t21y2 + t31y3,

x2 = t12y1 + t22y2 + t32y3,

x3 = t13y1 + t23y2 + t33y3.

⎫⎪⎬⎪⎭ (30)

Таблица этого преобразования отличается от таблицы преобра-
зования (29) тем, что строки заменены столбцами. Действительно,
в каждой строке таблицы (29) не меняется первый значок, а в таб-
лице (30) это имеет место для второго значка. Обозначая таблицу
преобразования (29) через T , мы будем таблицу преобразования
(30) обозначать через T (∗) и называть ее транспонированной по от-
ношению к T .2 При этом можно записать формулы (30) коротко в
следующей форме:

(x1, x2, x3) = T (∗)(y1, y2, y3), (31)

причем (x1, x2, x3) обозначает три составляющие вектора в преж-
них ортах, а (y1, y2, y3)— в новых ортах. Выражение новых состав-
ляющих через старые будет иметь вид

(y1, y2, y3) = T (∗)−1(x1, x2, x3),
2В современных курсах алгебры для обозначения транспонированной мат-

рицы обычно используют символ T (или t). То есть AT (или At) есть матрица,
транспонированная по отношению к A.
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где T (∗)−1 есть линейное преобразование, обратное T (∗). Оно назы-
вается обычно контраградиентным по отношению к T . Для крат-
кости письма обозначим соответствующую ему таблицу особой бук-
вой

U = T (∗)−1. (32)

Мы можем, таким образом, утверждать, что при перемене ос-
новных ортов, согласно формуле (29), составляющие всякого век-
тора испытывают линейное преобразование с таблицей U , опре-
деляемой по формуле (32). Таким образом, наши два вектора
x (x1, x2, x3) и x′(x′1, x

′
2, x

′
3), входящие в преобразование (9), по-

сле преобразования ортов будут иметь уже другие составляющие,
определяемые через прежние по формулам

(y1, y2, y3) = U(x1, x2, x3); (y′1, y
′
2, y

′
3) = U(x′1, x

′
2, x

′
3). (33)

Нашей задачей, таким образом, является установить линейную
зависимость между составляющими (y1, y2, y3) и (y′1, y

′
2, y

′
3). Мы

можем совершить переход от вектора (y1, y2, y3) к новому век-
тору (y′1, y

′
2, y

′
3) следующим образом: сначала перейти от векто-

ра (y1, y2, y3) к вектору (x1, x2, x3), что в силу (33) совершается
при помощи таблицы U−1. Затем перейти от вектора (x1, x2, x3) к
вектору (x′1, x

′
2, x

′
3) при помощи таблицы A преобразования (9) и,

наконец, от вектора (x′1, x′2, x′3) к вектору (y′1, y′2, y′3) при помощи
таблицы преобразования U . Окончательно мы будем иметь линей-
ное преобразование следующего вида:

y′ = UAU−1y. (34)

Это преобразование называется подобным преобразованию (9),
и его матрица UAU−1 называется подобной матрице A.
Формулируем окончательно полученный результат.Если форму-

лы (33) выражают линейное преобразование составляющих век-
тора, вызываемое переменой основных ортов, то всякое линейное
преобразование пространства, которое в прежних основных ор-
тах имело вид

x′ = Ax,
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будет иметь в новой координатной системе вид

y′ = UAU−1y.

22. Ковариантные и контравариантные афинные векторы. Поло-
жим, что линейное преобразование (9) выражает просто переход от одной си-
стемы декартовых координатных осей к другой, т. е. что его коэффициенты
суть направляющие косинусы, определяемые по таблице (3). В этом случае,
как мы видели в [20], транспонированная таблица A(∗) совпадает с обратной
таблицей A−1 и, следовательно, контраградиентная таблица A(∗)−1 будет сов-
падать с основной таблицей A, т. е.

A(∗) = A−1; A(∗)−1 = A. (35)

Рассматривая неизменный по длине и направлению вектор, мы можем, ко-
нечно, утверждать, что его составляющие преобразуются по тем же самым
формулам (9), что и координаты, т. е.

x′1 = a11x1 + a12x2 + a13x3,

x′2 = a21x1 + a22x2 + a23x3,

x′3 = a31x1 + a32x2 + a33x3.

⎫⎪⎬⎪⎭ (36)

Таким образом, вектор вполне характеризуется тремя числами во всякой
фиксированной декартовой координатной системе, и при переходе от одной
декартовой системы к другой эти три числа (составляющие вектора) преоб-
разуются по тем же формулам (36), что и координаты. Предположим теперь,
что мы принимаем в расчет не только переход от одной декартовой системы к
другой, но вообще всевозможные линейные преобразования координат с опре-
делителем, отличным от нуля, что соответствует, как мы выше видели, произ-
вольному выбору трех некомпланарных векторов за основные орты. Будем, как
и выше, наряду с таблицей A преобразования (36) рассматривать и контрагра-
диентную таблицу V = A(∗)−1. В общем случае они будут различными, и мы
имеем таким образом возможность двоякого определения вектора при любом
линейном преобразовании координат. Во-первых, можно определить вектор как
тройку чисел, которая преобразуется при переходе от одной системы координат
к другой по тем же формулам, что и сами координаты. т. е. по формулам

(x′1, x
′
2, x

′
3) = A(x1, x2, x3). (37)

Такой вектор назовем контравариантным афинным вектором, причем об-
щее линейное преобразование (36) называется иногда афинным преобразова-
нием. Во-вторых, можно определить вектор так, чтобы при всяком линейном
преобразовании (36) его составляющие испытывали соответствующее контра-
градиентное преобразование, т. е.

(x′1, x
′
2, x

′
3) = V (x1, x2, x3). (38)

Такой вектор называется ковариантным афинным вектором.
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В обоих случаях, имея составляющие вектора в какой-нибудь координатной
системе, мы тем самым имеем его составляющие и во всех других системах ко-
ординат, получаемых из упомянутой при помощи любого афинного преобразо-
вания. Приведем примеры векторов обоего рода. Прежде всего радиус-вектор,
соединяющий две определенные точки пространства, является, очевидно, кон-
травариантным вектором, так как его составляющие в вышеуказанном смысле
слова (разности координат его концов) преобразуются по тем же линейным
формулам, что и сами координаты. Приведем еще пример контравариантного
вектора. Положим, что координаты точки (x1, x2, x3) суть функции некоторо-
го параметра t, и определим вектор скорости, имеющий составляющие(

dx1

dt
,
dx2

dt
,
dx3

dt

)
.

Дифференцируя основные формулы (36) по t, убеждаемся непосредственно
в том, что вектор скорости также является контравариантным вектором.

Дадим теперь пример контравариантного вектора. Рассмотрим для этого
некоторую функцию точки f(x1, x2, x3) в пространстве и определим в любой
координатной системе вектор, называемый градиентом этой функции и опре-
деляемый следующими составляющими:

∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3
.

Согласно правилу дифференцирования сложных функций и формулам
(36), будем иметь:

∂f

∂xs
= a1s

∂f

∂x′1
+ a2s

∂f

∂x′2
+ a3s

∂f

∂x′3
(s = 1, 2, 3),

т. е. составляющие градиента в осях (x1, x2, x3) выражаются через составляю-
щие градиента в осях (x′1, x

′
2, x

′
3) линейным преобразованием с таблицей A(∗)

и, следовательно, составляющие в осях (x′1, x
′
2, x

′
3) через составляющие в осях

(x1, x2, x3) выражаются линейным преобразованием с таблицей A(∗)−1 = V ,
т. е. градиент функции есть действительно ковариантный вектор.

Нетрудно выразить формулы (37) и (38) через частные производные новых
координат по старым, и наоборот. Введем обозначения, несколько отличные от
предыдущих, которые являются обычными в теории векторов. Будем у состав-
ляющих контравариантных векторов приписывать значок сверху, а у ковари-
антных — снизу. В соответствии с этим у самих координат будем писать значок
сверху.

Коэффициенты преобразования (36) можно представить в виде частных
производных следующим образом:

aik =
∂x′(i)

∂x(k)
. (39)

Элементы контраградиентной матрицы V будут:

Vik =
Aik

D(A)
,
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и те же элементы имеет матрица (A−1)(∗), т. е.

(A(∗))−1 = (A−1)(∗),

т. е. можно сначала перейти к обратной матрице, а потом переставить строки
и столбцы. При переходе к обратной матрице коэффициент cik будет ∂x(i)

∂x′(k) и
после транспонирования получим для элементов матрицы V выражения

Vik =
∂x(k)

∂x′(i)
. (40)

Пусть u(s) — составляющие контравариантного вектора в координатах x(k)

и u′(s)— в координатах x′(s). По определению имеем:

u′(i) =
3∑
s=1

∂x′(i)

∂x(s)
u(s) (i = 1, 2, 3). (41)

Точно так же для ковариантного вектора по определению получим:

u′i =
3∑
s=1

∂x(s)

∂x′(i)
us. (42)

Заметим, что мы можем пользоваться этими формулами для определения
составляющих вектора не только при линейном преобразовании координат, но
и в случае самого общего преобразования, когда одни координаты выражаются
через другие при помощи любых, вообще нелинейных, функций.

Укажем еще на одну возможность определения ковариантного вектора,
причем контравариантный вектор определяется просто как такой вектор, со-
ставляющие которого преобразуются по тем же формулам, что и координаты.
Итак, пусть мы имеем некоторый контравариантный вектор u(s) и ковариант-
ный вектор vs.

Составим сумму произведений:

u(1)v1 + u(2)v2 + u(3)v3. (43)

Нетрудно видеть, что она остается неизменной, или, как говорят, есть ска-
ляр, если u(s) и vs изменяются по соответствующим им формулам (41) и (42).

Действительно, будем иметь непосредственно в силу правила дифференци-
рования сложных функций

3∑
s=1

u′(s)v′s =

=
3∑
s=1

[ 3∑
k=1

∂x′(s)

∂x(k)
u(k)

][ 3∑
l=1

∂x(l)

∂x′(s)
vl

]
= u(i)v1 + u(2)v2 + u(3)v3.

Таким образом, определив контравариантный вектор указанным выше спо-
собом, мы можем определить закон изменения составляющих ковариантного
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вектора из требования, чтобы выражение (43) оставалось неизменным. Приме-
няя буквально те же вычисления, которыми мы пользовались в предыдущем
номере, мы придем к тому, что при инвариантности выражения (43) состав-
ляющие vs должны испытывать линейное преобразование, контравариантное
тому, которое испытывают составляющие u(s). Предоставляем читателю пока-
зать, что при любом преобразовании координат (не только линейном) вектор
скорости является контравариантным вектором и градиент функции — ковари-
антным вектором.

В заключение сделаем одно замечание по поводу разницы между контрава-
риантными и ковариантными векторами, которые были определены выше чи-
сто формальным образом —формулами перехода от одной системы к другой.
Пусть x—некоторый вектор, заданный своей длиной и направлением. Имея ор-
ты, мы образуем составляющие вектора по формуле (28). Назовем эти составля-
ющие сейчас контравариантными составляющими и напишем формулу (28)
в виде

x = x(1)i + x(2)j + x(3)k. (44)

Назовем ковариантной составляющей вектора x на орт i величину пря-
моугольной проекции x на i, умноженную на длину i, и аналогично для двух
других ортов. Таким образом имеем для каждой системы ортов три ковариант-
ные составляющие (x1, x2, x3). Можно показать, что они преобразуются при
переходе от одних ортов к другим как составляющие ковариантного вектора.
Действительно, можно показать, на чем мы не останавливаемся, что в данном
случае выражение x(1)x1 +x(2)x2 +x(3)x3 будет давать квадрат длины вектора
x и таким образом будет оставаться неизменным при преобразовании ортов.

23. Понятие тензора.Мы переходим теперь к некоторому обобщению по-
нятия вектора, причем сначала будем рассматривать только линейные преоб-
разования координат. Пусть в некоторой координатной системе задана таблица
девяти чисел:

bik (i, k = 1, 2, 3).

Составим выражение вида
3∑

i,k=1

biku
(i)v(k), (45)

где u(i) и v(k) суть составляющие двух контравариантных векторов. Совершая
переход к новым координатам, мы можем в выражении (45) выразить u(i) и v(k)
через новые составляющие u′(i) и v′(k) и таким образом преобразуем выражение
(45) к следующему виду:

3∑
i,k=1

biku
(i)v(k) =

3∑
i,k=1

b′iku
′(i)v′(k). (46)

Мы будем иметь, таким образом, и в новой координатной системе таблицу
девяти чисел с элементами b′ik. Такая таблица, определенная в любой коор-
динатной системе из требования инвариантности выражения (45), называется
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ковариантным тензором второго ранга. Точно так же, взяв два ковариантных
вектора с составляющими ui и vk и образовав выражение

3∑
i,k=1

b(i,k)uivk, (47)

мы, задав в какой-либо координатной системе таблицу девяти чисел b(i,k), бу-
дем иметь из требования инвариантности выражения (47) таблицу девяти чисел
и в любой другой координатной системе. Это даст нам так называемый кон-
травариантный тензор второго ранга. Наконец, взяв один контравариантный
вектор с составляющими u(i) и один ковариантный вектор с составляющими
vk и образовав выражение

3∑
i,k=1

b
(k)
i u(i)vk , (48)

мы таким же точно путем придем к понятию смешанного тензора второго
ранга.

Покажем теперь, каким образом, имея коэффициенты линейного преоб-
разования координат (36), можно составить формулы, выражающие состав-
ляющие некоторого тензора в новых координатах через его составляющие в
прежних координатах. Остановимся сначала на случае ковариантного тензора
второго ранга. Составляющие u(i) и v(k) контравариантных векторов в преж-
ней координатной системе выражаются через составляющие u′(i) и v′(k) в новой
координатной системе при помощи линейного преобразования с таблицей A−1.
Обозначая элементы этой таблицы через {A−1}ik , мы будем иметь таким об-
разом:

u(i) =
3∑
k=1

{A−1}iku′(k); v(i) =
3∑
k=1

{A−1}ikv′(k).

Подставляя в выражение (45) и определяя коэффициент при произведе-
нии u′(i)v′(k), мы получим выражение для составляющей b′ik тензора в новой
координатной системе:

b′ik =

3∑
p,q=1

bpq{A−1}pi{A−1}qk . (49)

Для случая контравариантного тензора второго ранга нам совершенно так
же надо будет выразить составляющие ковариантных векторов ui и vk через
новые составляющие. Согласно определению ковариантного вектора, u′i выра-
жается через ui при помощи таблицы A(∗)−1 и, следовательно, ui выражается
через u′i при помощи таблицы A(∗), транспонированной по отношению к A, и
аналогично vi, т. е.

ui =
3∑
k=1

{A}kiu′k; vi =
3∑
k=1

{A}kiv′k.
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Подставляя это в выражение (47), получим формулы преобразования для
составляющих контравариантного тензора второго ранга:

b′(i,k) =
3∑

p,q=1

b(p,q){A}ip{A}kq . (50)

Точно так же для составляющих смешанного тензора второго ранга будем
иметь следующую формулу преобразования:

b
′(k)
i =

3∑
p,q=1

b
(q)
p {A−1}pi{A}kq. (51)

Если мы выразим коэффициенты линейного преобразования через частные
производные

∂x′(i)

∂x(k)
и

∂x(i)

∂x′(k)
и подставим эти выражения в предыдущие формулы, то будем иметь форму-
лы преобразования тензоров второго ранга для случая любого преобразования
координат. Совершенно аналогично предыдущему можно определить понятие
и о тензоре ранга выше второго, на чем мы останавливаться не будем.

В предыдущем мы все время имели дело с таблицей, выражающей линей-
ное преобразование трехмерного пространства в некоторых координатных осях.
Пусть это будет таблица B и положим, что мы совершили афинное преобразо-
вание координат по формулам

(y1, y2, y3) = A(x1, x2, x3),

где A есть некоторая таблица с определителем, отличным от нуля. Как было
показано выше, в новых координатах наше преобразование пространства будет
иметь таблицу

ABA−1.

Нетрудно видеть, что такое преобразование таблицы B совпадает с указан-
ным выше преобразованием для смешанного тензора второго ранга. Действи-
тельно, применяя правила для перемножения таблиц, будем иметь следующие
формулы:

{BA−1}qi =
3∑
p=1

{B}qp{A−1}pi,

и дальше отсюда

{A(BA−1)}ki =
3∑
q=1

{A}kq{BA−1}qi =
3∑

p,q=1

{B}qp{A−1}pi{A}kq .

Обозначая b(i)k вместо {B}ik , получим как раз формулы вида (51).
Упомянем еще о некоторых тензорах частного вида. Положим, что в неко-

торой координатной системе ковариантный тензор обладает тем свойством, что

bik = bki (i, k = 1, 2, 3). (52)
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Нетрудно видеть, что он будет обладать этим же свойством и в любой дру-
гой координатной системе. Действительно, согласно (49):

b′ki =
3∑

p,q=1

bpq{A−1}pk{A−1}qi

или в силу (52):

b′ki =
3∑

p,q=1

bqp{A−1}pk{A−1}qi,

или, изменяя обозначения переменных суммирования:

b′ki =
3∑

p,q=1

bpq{A−1}qk{A−1}pi,

откуда непосредственно видно, что b′ki действительно совпадает с b′ik . Такой
тензор называется симметричным ковариантным тензором.Совершенно ана-
логично определение симметричного контравариантного тензора. Точно так
же, если в некоторой координатной системе bik = −bki или b(i,k) = −b(k,i), то то
же будет иметь место и в любой другой координатной системе, и соответству-
ющие тензоры называются кососимметрическими. Для смешанного тензора
указанное обстоятельство уже не будет иметь места, так что, например, соот-
ношение b(k)i = b

(i)
k не будет инвариантным при преобразовании координат. Мы

переходим теперь к рассмотрению некоторых частных случаев тензоров.

24. Примеры афинных ортогональных тензоров. В дальнейших при-
мерах мы ограничим линейные преобразования координат лишь теми преоб-
разованиями, которые были рассмотрены в [20] и которые соответствуют пе-
реходу от одной декартовой системы к другой. Такие преобразования назы-
ваются обычно ортогональными преобразованиями трехмерного пространства.
Для них, как мы видели выше, контраградиентное преобразование A(∗)−1 сов-
падает с A и исчезает разница ковариантного и контравариантного вектора.
Точно так же для этих преобразований координат будем, очевидно, иметь од-
но только понятие тензора второго ранга. Обозначая таблицу коэффициентов
ортогонального преобразования координат, как и выше, через {A}ik , получим
для формулы преобразования тензора второго ранга следующую формулу:

b′ik =
3∑

p,q=1

bpq{A}ip {A}kq , (53)

которая непосредственно вытекает из формул предыдущего параграфа. Будем
толковать элементы каждого столбца таблицы ||bik|| как составляющие неко-
торого вектора. Мы имели, таким образом, три вектора:

b(1)(b11, b21, b31); b(2)(b12, b22, b32); b(3)(b13, b23, b33).
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Будем говорить, что первый из них соответствует оси x1, второй — оси x2

и третий — оси x3. Сопоставим теперь любому направлению n вектор b(n) со-
гласно формуле

b(n) = cos(n, x1)b(1) + cos(n, x2)b(2) + cos(n, x3)b(3). (54)

Возьмем теперь какие-нибудь декартовы оси (x′1, x
′
2, x

′
3) вместо прежних

(x1, x2, x3) и составим векторы согласно формуле (54), соответствующие на-
правлениям новых координатных осей:

b′(k) = cos(x′k, x1)b(1) + cos(x′k, x2)b(2) + cos(x′k, x3)b(3). (55)

Рассматривая проекции этих векторов на новые координатные оси
x′1, x

′
2, x

′
3, будем иметь таблицу девяти чисел ||b′ik||, аналогичную таблице

||bik||. Покажем, что элементы новой таблицы выражаются через элементы таб-
лицы bik как раз по формулам преобразования составляющих тензоров второго
ранга. Действительно, рассмотрим, например, элемент b′12. Согласно определе-
нию, это есть составляющая вектора b′(2) на новую ось x′1. Формула (55) дает:

b′(2) = cos(x′2, x1)b(1) + cos(x′2, x2)b(2) + cos(x′2, x3)b(3), (56)

откуда видно, что b′(2) есть линейная функция векторов b(i), и, чтобы полу-
чить b′12, достаточно в правой части формулы (56) заменить векторы b(i) их
проекциями на ось x′1, т. е. заменить эти векторы следующими выражениями:
b(i) —на b1i cos(x′1, x1) + b2i cos(x′1, x2) + b3i cos(x′1, x3) (i = 1, 2, 3). Заметим,
кроме того, что согласно таблице (2): cos(x′i, xk) = aik = {A}ik .

Подставляя эти выражения вместо упомянутых векторов в правую часть
формулы (56), будем иметь:

b′12 =
3∑

p,q=1

bpq{A}1p{A}2q,

что как раз и совпадает с формулой (53). Таким образом, мы можем утвер-
ждать, что если для трех взаимно перпендикулярных направлений определе-
ны три вектора b(1), b(2), b(3) и по формуле (54) определен вектор для лю-
бого направления (n), то таблица девяти чисел. дающих проекции векторов
b′(k) (k = 1, 2, 3) на оси x′(k) в любой декартовой координатной системе,
определяет афинный ортогональный тензор второго ранга, т. е. тензор второго
ранга, определенный для всевозможных ортогональных преобразований.

Заметим, что когда мы говорим, что b(1) соответствует направлению неко-
торой оси x1, то это не значит, что b(1) должен иметь направление оси x1.
Существенным является лишь формула (54), которая сопоставляет всякому на-
правлению (n) вектор b(n), направление которого, вообще говоря, не совпадает
с (n).

Приведем теперь два примера афинного ортогонального тензора второго
ранга. Первый из этих примеров есть известный из теории упругости тензор
напряжения. Рассмотрим деформированное упругое тело и проведем в некото-
рой фиксированной его точке M бесконечно малую площадку dσ с нормалью
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(n). В теории упругости принимают, что воздействие на упомянутую площадку
той части упругой среды, которая находится со стороны определяемой направ-
лением нормали, будет равносильно произведению некоторого вектора b(n),
зависящего от направления нормали (n), на величину площадки dσ. Из рас-
смотрения условий равновесия бесконечно малого тетраэдра, выделенного из
упругого тела, получается равенство (54), из которого непосредственно выте-
кает, что напряжение есть тензор второго ранга. В любой декартовой коор-
динатной системе этот тензор будет характеризоваться таблицей девяти чисел
||bik||, причем, как доказывается в теории упругости, этот тензор будет сим-
метричным, т. е. bik = bki. Иначе говоря, проекция на ось xi напряжения,
действующего на площадку, перпендикулярную к оси xk, равна проекции на
ось xk напряжения, действующего на площадку, перпендикулярную к оси xi.

Перейдем теперь к другому примеру тензора. Рассмотрим некоторое век-
торное поле C(M). Если выбрать некоторую декартову координатную систему
(x1, x2, x3) и взять производные от составляющих поля (c1, c2, c3) по коорди-
натам, то мы получим следующую таблицу девяти величин:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂c1

∂x1

∂c1

∂x2

∂c1

∂x3
∂c2

∂x1

∂c2

∂x2

∂c2

∂x3
∂c3

∂x1

∂c3

∂x2

∂c3

∂x3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (57)

Для любого направления (n) определим вектор, соответствующий этому
направлению, как производную ∂c

∂n
, так что элементы таблицы (57), находя-

щиеся в k-м столбце, будут давать составляющие вектора, соответствующего
направлению оси xk. Для любого направления (n) будем иметь формулу [II,
120]:

∂ci

∂n
= cos(n, x1)

∂ci

∂x1
+ cos(n, x2)

∂ci

∂x2
+ cos(n, x3)

∂ci

∂x3
(i = 1, 2, 3),

т. е. определенная нами таблица представляет собою тензор второго ранга. Этот
тензор не будет, вообще говоря, ни симметричным, ни антисимметричным. Но
нетрудно его представить в виде суммы симметричного и антисимметричного
тензора, понимая под суммой двух таблиц сумму соответствующих элементов
этих таблиц.

Предварительно сделаем некоторые общие замечания. Из линейного харак-
тера формул (53) вытекает, что если ||bik|| и ||cik|| будут два тензора, то сумма
||bik+cik|| также будет тензором. Кроме того, эта же формула сохраняется при
перестановке значков, т. е.

b′ki =
3∑

p,q=1

bqp{A}ip{A}kq,

так что если некоторые таблицы, определенные для всех осей, дают тензор, то
и транспонированные таблицы дают тензор. Положим теперь, что мы имеем
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некоторый тензор ||bik||. Мы можем представить его в виде суммы

||bik|| =

∣∣∣∣∣∣∣∣ bik + bki

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∣∣∣∣ bik − bki

2

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Первое слагаемое представляет собою, очевидно, симметричный тензор, а вто-
рое — антисимметричный тензор.

Применяя это разбиение к тензору, определяемому таблицей (57), получим
его симметричную часть в виде∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂c1

∂x1
,

1

2

(
∂c1

∂x2
+
∂c2

∂x1

)
,

1

2

(
∂c1

∂x3
+
∂c3

∂x1

)
1

2

(
∂c1

∂x2
+
∂c2

∂x1

)
,

∂c2

∂x2
,

1

2

(
∂c2

∂x3
+
∂c3

∂x2

)
1

2

(
∂c1

∂x3
+
∂c3

∂x1

)
,

1

2

(
∂c2

∂x3
+
∂c3

∂x2

)
,

∂c3

∂x3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (58)

Если имеется деформация сплошной среды и MC есть вектор смещения, т. е.
тот вектор, на который сместилась точка M среды, то таблица (58) опреде-
ляет так называемый тензор деформации. Антисимметрическая часть тензора
будет: ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0,
1

2

(
∂c1

∂x2
− ∂c2

∂x1

)
,

1

2

(
∂c1

∂x3
− ∂c3

∂x1

)
1

2

(
∂c2

∂x1
− ∂c1

∂x2

)
0,

1

2

(
∂c2

∂x3
− ∂c3

∂x2

)
1

2

(
∂c3

∂x1
− ∂c1

∂x3

)
,

1

2

(
∂c3

∂x2
− ∂c2

∂x3

)
, 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (59)

Мы уже раньше производили разбиение тензора на две части для частного
случая линейной однородной деформации [II, 125] и видели, что в этом случае
антисимметрической части соответствовало вращение пространства, как целого
(без деформации), вокруг некоторой оси.

25. Случай n-мерного комплексного пространства. Обра-
тимся сейчас к общему случаю n-мерного пространства. Вектором
в таком пространстве мы раньше уже назвали последовательность
n чисел, вещественных или комплексных [12]:

x (x1, x2, . . . , xn),

причем эти числа называются составляющими вектора x. Мы счи-
таем при этом, что пространство отнесено к определенным ортам:

a(1)(1, 0, . . . , 0); a(2)(0, 1, . . . , 0); a(n)(0, 0, . . . , 1),
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так что
x = x1a(1) + x2a(21) + . . .+ xna(n). (60)

Условие равенства векторов и простейшие действия над ними были
определены в [12].
Линейным преобразованием n-мерного пространства назовем

переход от вектора x (x1, x2, . . . , xn) к вектору y (y1, y2, . . . , yn) по
формулам

yi = ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn (i = 1, 2, . . . , n), (61)

или иначе
y = Ax, (62)

где A есть таблица или матрица ||aik||n1 преобразования. Если ее
определитель D(A) отличен от нуля, то преобразование (62) назы-
вается неособым преобразованием, а матрица A— неособой матри-
цей (таблицей). В этом случае, решая уравнение (61) относительно
xi, получим преобразование, обратное (61) или (62):

x = A−1y, (63)

где таблица A−1 имеет элементы

{A−1}ik =
Aki
D(A)

, (64)

причем черезD(A) мы обозначаем определитель таблицы A и через
Aik — алгебраические дополнения его относительно элементов aik.
Дальше, аналогично предыдущему [21], определяется произве-

дение двух преобразований, а именно последовательное применение
двух преобразований

y = Ax; z = By

равносильно одному линейному преобразованию

z = BAx,
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которое называется произведением преобразований A и B и табли-
ца которого определяется по формуле

{BA}ik =
3∑
s=1

{B}is{A}sk. (65)

Это произведение зависит, вообще говоря, от порядка сомножите-
лей, т. е., кроме исключительных случаев, мы имеем

BA �= AB.

Нетрудно распространить определение произведения на случай
любого числа сомножителей, причем имеет место сочетательный
закон, т. е. сомножители можно соединять в группы:

(CB)A = C(BA). (66)

Обратное преобразование удовлетворяет соотношениям

AA−1 = A−1A = I; (A−1)−1 = A, (67)

где символом I мы обозначили так называемую единичную мат-
рицу, у которой элементы, стоящие на главной диагонали, равны
единице, а остальные элементы— нулю. Этой матрице соответству-
ет тождественное преобразование yi = xi (i = 1, 2, . . . , n).
Так же, как и выше, определим диагональную матрицу порядка

n:

[k1, k2, . . . , kn] =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
k1 0 0 . . . 0
0 k2 0 . . . 0
0 0 k3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . kn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (68)

Ей соответствует преобразование: yi = kix (i = 1, 2, . . . , n).
Произведение диагональных матриц не зависит от порядка со-

множителей и определяется по формуле

[k1, k2, . . . , kn] [l1, l2, . . . , ln] = [l1, l2, . . . , ln] [k1, k2, . . . , kn] =
= [k1l1, k2l2, . . . , knln].
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В частном случае k1 = k2 = . . . = kn = k мы получим матрицу

[k, k, . . . , k] =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
k 0 0 . . . 0
0 k 0 . . . 0
0 0 k . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . k

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (69)

которой будет соответствовать умножение всех составляющих век-
тора на число k. В соответствии со сказанным в начале настоящего
параграфа мы будем считать, что матрица (69) является просто
числом k, т. е. будем считать число k частным случаем матрицы.
Нетрудно видеть, пользуясь формулой (65), что произведение числа
k, трактуемого как матрица (69), на любую матрицу A не зависит
от порядка сомножителей и сводится к умножению всех элементов
матрицы A на число k:

{[k, k, . . . , k]A}ik = {kA}ik = k{A}ik. (70)

Положим теперь, что мы взяли за основные орты не векторы
a (k), а новые векторы b(k), которые выражаются через a (k) по фор-
мулам

b(1) = t11a (1) + t12a (2) + . . .+ t1na(n),

b(2) = t21a (1) + t22a (2) + . . .+ t2na(n),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b(n) = tn1a(1) + tn2a (2) + . . .+ tnna (n),

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
(71)

причем определитель, составленный из элементов tik, не равен ну-
лю. При этом векторы a(k), наоборот, выражаются линейно через
векторы b(k), и всякая линейная комбинация векторов a(k) есть в
то же самое время линейная комбинация векторов b(k), и наобо-
рот. Иначе говоря, векторы b(k), как орты, образуют то же про-
странство, что и векторы a(k). Если некоторый вектор x в си-
стеме координат, определяемой ортами a(k), имеет составляющие
(x1, . . . , xn), то в системе координат, определяемой ортами bk, он
будет иметь другие составляющие (x′1, . . . , x

′
n), которые выражают-

ся через прежние при помощи линейного преобразования, контра-
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градиентного преобразованию (71), что можно записать так:

(x′1, . . . , x
′
n) = T (∗)−1(x1, . . . , xn), (72)

где таблица T (∗) есть транспонированная таблица по отношению к
таблице T , соответствующей преобразованию (71).
Если мы имели некоторое преобразование пространства, кото-

рое в первоначальной координатной системе выражалось формулой
(62), то в новой координатной системе это же преобразование будет
выражаться формулой

y′ = UAU−1x′, (73)

где
U = T (∗)−1.

Матрица
UAU−1

называется подобной матрице A.
Основными понятиями в предыдущем изложении являлись по-

нятия вектора и матрицы. Заметим, что иногда рассматривают век-
тор x (x1, . . . , xn) тоже как матрицу, один из столбцов которой, без-
различно какой, заполнен числами (x1, . . . , xn), а остальные эле-
менты матрицы равны нулю. Положим, например, что мы ставим
составляющие вектора в первый столбец. Таким образом, мы будем
иметь представление нашего вектора в виде матрицы:∥∥∥∥∥∥∥∥

x1 0 . . . 0
x2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .
xn 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Иногда такую матрицу, у которой только один столбец содержит

элементы, отличные от нуля, обозначают символом⎛⎜⎜⎜⎝
x1

x2

...
xn

⎞⎟⎟⎟⎠ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
x1 0 . . . 0
x2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .
xn 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (74)
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Покажем теперь, что линейное преобразование (62) может быть
записано в виде произведения матрицы (74) на матрицу преобразо-
вания A. Действительно, перемножая матрицу (74) на матрицу A
по правилу (65) и принимая во внимание, что у матрицы (74) только
элементы первого столбца отличны от нуля, мы получим произве-
дение в виде матрицы, у которой тоже только элементы первого
столбца будут отличными от нуля, и эти элементы, как нетрудно
видеть, будут:

yi = ai1x1 + ai2x2 + ainxn,

т. е. они дают как раз линейное преобразование (62). Мы можем,
таким образом, записать это преобразование в виде⎛⎜⎜⎜⎝

y1
y2
...
yn

⎞⎟⎟⎟⎠ = A

⎛⎜⎜⎜⎝
x1

x2

...
xn

⎞⎟⎟⎟⎠ , (75)

где справа стоит произведение двух матриц.
В заключение настоящего номера отметим еще раз общие зако-

ны, которым подчиняются действия с векторами в n-мерном про-
странстве:

x + y = y + x; (x + y) + z = x + (y + z).

Если x и y— какие-нибудь два вектора, то вектор z = y − x с
составляющими (yk−xk) является единственным вектором, удовле-
творяющим условию x + z = y.
Пусть a и b—какие-нибудь числа. Мы имеем:

(a+ b)x = ax + bx; a(bx) = (ab)x; a(x + y) = ax + ay.

Для числа единица мы имеем 1x = x и 0x = 0, где нуль, стоя-
щий справа, обозначает вектор, у которого все составляющие равны
нулю.

26. Основы матричного исчисления. В формулах, приве-
денных в предыдущем номере, матрица входила в качестве ново-
го символа, над которым мы могли производить и некоторые дей-
ствия, аналогичные действиям над обычными числами. Это приво-
дит нас к естественной мысли построить новую алгебру, которая
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годилась бы для символов, под которыми мы подразумеваем мат-
рицы. Иначе говоря, мы будем толковать матрицу как новый вид
числа, как некоторое гиперкомплексное число. Совершенно так же,
как с помощью двух вещественных чисел мы пришли выше к по-
строению чисел новой природы, а именно комплексных чисел вида
a+ ib, так и теперь мы с помощью n2 комплексных чисел aik, рас-
ставленных в виде квадратной таблицы, приходим к понятию но-
вого числа —матрицы. Но только надо отметить их существенную
разницу. А именно: мы видели, что над буквами, изображающими
комплексные числа, можно производить все формальные операции
алгебры, известные для вещественных чисел. Для матриц мы по-
лучим алгебру, существенно отличную от известной нам алгебры
комплексных чисел. Существенным моментом, который вызывает
это отличие, является некоммутативность умножения, т. е. за-
висимость результата умножения от порядка сомножителей. Мы
переходим сейчас к установлению основных правил алгебры мат-
риц, причем во многих отношениях руководящим путем для нас
будут служить те результаты, которые мы получили выше, толкуя
матрицу как таблицу линейного преобразования.
Везде в дальнейшем, если не будет оговорено особо, мы будем

рассматривать квадратные матрицы одного и того же порядка n.
Если A—такая матрица, то, как и выше, ее элементы будем обо-
значать через {A}ik.
Две матрицы A и B считаются равными тогда и только тогда,

когда
{A}ik = {B}ik (i, k = 1, 2, . . . , n), (76)

т. е. когда все их соответствующие элементы одинаковы.
Сложение матриц определяется по формуле

{A+B}ik = {A}ik + {B}ik, (77)

т. е. сводится к сложению соответствующих элементов.
Произведение определяется по формуле

{BA}ik =
n∑
s=1

{B}is{A}sk. (78)
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Как мы выше видели, вообще говоря, BA �= AB, но имеет место
сочетательный закон [21]:

(CB)A = C(BA). (79)

Определитель произведения равен произведению определителей
перемножаемых матриц:

D(BA) = D(B) ·D(A). (80)

Имеет место, очевидно, и распределительный закон:

(A+B)C = AC +BC и C(A+B) = CA+ CB. (81)

Отметим еще одну особенность умножения, а именно произведе-
ние матриц может обращаться в нуль, т. е. в матрицу, у которой все
элементы равны нулю, хотя все сомножители и отличны от нуля. В
качестве примера приведем произведение двух одинаковых матриц
второго порядка ∥∥∥∥0 0

1 0

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥0 0
1 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥0 0
0 0

∥∥∥∥ .
Совершенно так, как было указано в предыдущем номере, вводится
понятие обратной матрицы A−1, если A— неособая матрица, т. е.
если D(A) �= 0. Если C = BA и RA, RB и RC — ранги матриц A,
B, C, то, как мы видели, RC � RA [7]. Если B— неособая матрица,
то A = B−1C, и, как и выше, можно утверждать, что RA � RC
и, следовательно, RC = RA, т. е. при умножении матрицы A на
неособую матрицу B (справа или слева) ее ранг не меняется. Для
единичной матрицы I имеет место соотношение

BI = IB = B, (82)

где B —любая матрица.
Нетрудно видеть, что матрица A−1 является единственным ре-

шением уравнений

AX = I и XA = I, (83)
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где I — единичная матрица. Действительно, умножая, например,
первое из этих равенств слева на A−1 и принимая во внимание (79)
и (67), получим X = A−1 и аналогично для второго уравнения.
Отметим, что если D(A) = 0, то уравнения (83) вовсе не имеют
решений, т. е. матрица A не имеет обратной. Действительно, как
следствие уравнений (83), имеем: D(A)D(X) = 1, что противоре-
чит условию D(A) = 0.
Напомним также понятие диагональной матрицы, введенное в

предыдущем номере, а также того, что всякое число k можно рас-
сматривать как частный случай матрицы. Нетрудно ввести понятие
целой положительной степени матрицы

Ap = A ·A · · ·A.
Целые отрицательные степени матрицы вводятся как целые по-

ложительные степени обратной матрицы, т. е.

A−p = (A−1)p. (84)

Имеем, очевидно:

A−p = (Ap)−1, т. е. A−pAp = ApA−p = I. (85)

Символ частного двух матриц

A

B

не имеет определенного смысла. Мы можем толковать его двояко—
или как произведение AB−1, или как произведение B−1A, при-
чем эти два произведения, вообще говоря, различны, и только в
тех частных случаях, когда они совпадают, символ частного имеет
определенный смысл.
Далее, основным понятием является понятие подобных матриц,

которое мы также ввели в предыдущем номере. Отметим некоторые
очевидные формулы:

(CBA)−1 = A−1B−1C−1, (86)

CBAC−1 = (CBC−1)(CAC−1). (87)
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Если через A(∗) обозначить матрицу, транспонированную по от-
ношению к A, то имеет место формула

(CBA)(∗) = A(∗)B(∗)C(∗), (88)

которую нетрудно проверить, пользуясь определением умножения.
Введем два обозначения. Обозначим через A матрицу, элементы
которой суть числа, сопряженные с элементами матрицы A, т. е.

{A}ik = {A}ki, (89)

причем символом α обозначаем комплексное число, сопряженное
с α, и через Ã3 матрицу, которая получается из A, если строки
заменить столбцами и все элементы— сопряженными числами, т. е.

{Ã}ik = {A}ki. (90)

Матрица Ã называется иногда сопряженной или эрмитовски со-
пряженной с матрицей A4. Нетрудно проверить формулу

˜CBA = ÃB̃C̃. (91)

Предлагаем проверить также следующую элементарную фор-
мулу:

(A(∗))−1 = A−1(∗),

т. е. что знак обратной матрицы и транспонирования можно менять
местами, о чем мы уже упоминали и выше [20].
Отметим еще одну полезную в дальнейшем формулу. Из соот-

ношения (67) непосредственно вытекает

D(A)D(A−1) = 1,

т. е.
D(A−1) = D(A)−1. (92)

3В современных курсах алгебры такие матрицы обозначаются символом ∗
(звездочка), т. е. A∗ есть матрица, сопряженная к матрице A.

4По имени французского математика второй половины XIX века —
Ш.Эрмита.
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Иначе говоря, определитель обратной матрицы обратен по ве-
личине определителю основной матрицы.
Введем еще понятие квазидиагональной матрицы5, являющей-

ся обобщением диагональной матрицы. Выясним это понятие сна-
чала на частном случае. Пусть имеется матрица седьмого порядка
вида ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

b11 b12 b13 0 0 0 0
b21 b22 b23 0 0 0 0
b31 b32 b33 0 0 0 0
0 0 0 c11 c12 0 0
0 0 0 c21 c22 0 0
0 0 0 0 0 d11 d12

0 0 0 0 0 d21 d22

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Обозначим через B матрицу третьего порядка с элементами
bik, а через C и D—матрицы второго порядка с элементами cik
и dik. Предыдущая матрица седьмого порядка называется квази-
диагональной структуры {3, 2, 2} и обозначается символом

[B, C, D].

Положим вообще, что главная диагональ матрицы порядка n,
состоящая из элементов aii, разбита на m частей, причем первая
часть состоит из первых k1 элементов, вторая— из следующих k2

элементов и т. д., так что k1 + . . .+ km = n. Мы можем рассматри-
вать первые k1 элементов как главную диагональ некоторой мат-
рицы X1 порядка k1; следующие k2 элементов — как главную диа-
гональ некоторой матрицы X2 порядка k2 и т. д. Положим, что все
элементы нашей матрицы A, не принадлежащие к матрицам Xs,
равны нулю. При этом матрица A называется квазидиагональной
матрицей структуры {k1, . . . , km} и обозначается следующим об-
разом:

A = [X1, X2, . . . , Xm].

Правила действия с квазидиагональными матрицами одинако-
вой структуры отличаются большой простотой. Мы приведем со-
ответствующие формулы, не останавливаясь на их доказательстве.

5Такие матрицы также называются блочно-диагональными матрицами.
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Оно может быть проведено совершенно элементарно на основе опре-
деления действий. Для сложения квазидиагональных матриц оди-
наковой структуры мы имеем формулу

[X1, X2, . . . , Xm] + [Y1, Y2, . . . , Ym] =
= [X1 + Y1, X2 + Y2, . . . , Xm + Ym], (93)

причем одинаковость структуры равносильна тому, что порядок
всякой матрицы Xk совпадает с порядком соответствующей мат-
рицы Yk. Точно так же для умножения и возвышения в степень
имеем:

[Y1, Y2, . . . , Ym][X1, X2, . . . , Xm] = [Y1X1, Y2X2, . . . , YmXm], (94)

[X1, X2, . . . , Xm]p = [Xp
1 , X

p
2 , . . . , X

p
m], (95)

где p—любое целое положительное или отрицательное число, при-
чем если p есть целое отрицательное число, то необходимо, конечно,
требовать, чтобы определители D(Xk) были отличны от нуля.
Правило подобного преобразования матрицы [X1, X2, . . . , Xm]

при помощи матрицы той же структуры выражается формулой

[Y1, . . . , Ym][X1, . . . , Xm][Y1, . . . , Ym]−1 =

[Y1X1Y
−1
1 , . . . , YmXmY

−1
m ]. (96)

Отметим геометрический смысл тех линейных преобразований,
которые доставляются квазидиагональными матрицами. Рассмот-
рим для простоты случай указанной выше квазидиагональной мат-
рицы седьмого порядка, структуры {3, 2, 2}. Рассмотрим линейное
преобразование, соответствующее этой матрице. Если в первона-
чальном векторе (x1, . . . , x7) мы имеем: x4 = x5 = x6 = x7 = 0, то
и в преобразованном, очевидно, будет: y4 = y5 = y6 = y7 = 0, т. е.,
иными словами, все векторы, которые принадлежат подпростран-
ству, образованному тремя первыми основными ортами, и после
преобразования будут принадлежать этому подпространству, и са-
мо преобразование будет определяться матрицей третьего порядка
B. То же относится к подпространству, образованному следующи-
ми двумя ортами, и, наконец, к подпространству, образованному
последними двумя ортами.
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Напомним при этом, что подпространством, образованным век-
торами x(1), . . . , x(l), мы называем совокупность векторов, опреде-
ляемых формулой

c1x(1) + . . .+ clx(l),

где c1, . . . , cl —произвольные постоянные.

27. Характеристические числа матриц и приведение
матриц к каноническому виду. Подобные матрицы не равны,
конечно, между собою в смысле (76), но в геометрическом смысле
равносильны в том отношении, что они осуществляют одно и то же
линейное преобразование пространства, но выраженное в различ-
ных координатных системах. Мы займемся сейчас разыскиванием
инвариантов этих матриц, т. е. таких выражений, составленных из
элементов, которые имели бы одинаковое значение для всех по-
добных матриц. Нетрудно составить один из таких инвариантов.
Это будет определитель матрицы. Действительно, пусть A—неко-
торая матрица и UAU−1 — ей подобная, причем U — любая матрица
с определителем, отличным от нуля. Мы имеем в силу (80) и (92):

D(UAU−1) = D(U)D(A)D(U−1) = D(U)D(A)D(U)−1 = D(A).

Чтобы построить еще другие инварианты, образуем полином
ϕ(λ) степени n от некоторого параметра λ, равный определителю
матрицы, которая получается из матрицы A, если мы вычтем из
всех ее диагональных членов параметр λ, т. е. положим

ϕ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (97)

где aik — элементы матрицы A. Иначе мы можем записать это так:

ϕ(λ) = D(A− λ) = D(A− λI), (98)

ибо по условию λ или λI есть диагональная матрица, у которой
все элементы, стоящие на главной диагонали, равны λ. Подстав-
ляя UAU−1 вместо A и принимая во внимание, что любая матрица
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переместительна с числом λ и, следовательно, UλU−1 = λ, будем
иметь:

D(UAU−1 − λ) = D[U(A− λ)U−1] = D(A− λ),

т. е.
D(UAU−1 − λ) = D(A− λ). (99)

Мы видим, таким образом, что полином (97), составленный для
матрицы UAU−1, совпадает с таким же полиномом, составлен-
ным для матрицы A. Иными словами, все коэффициенты полинома
(97) суть инварианты по отношению к подобным матрицам. Стар-
ший коэффициент написанного полинома, как легко видеть, равен
(−1)n. Отметим особо два его коэффициента, а именно свободный
член и коэффициент при (−1)n−1λn−1. Первый из них равен, оче-
видно, определителю, и этот инвариант мы уже отметили и раньше.
Что же касается коэффициента при (−1)n−1λn−1, то, пользуясь ре-
зультатами [5], мы видим, что он совпадает с суммой диагональных
элементов. Эта сумма называется обычно следом матрицы и обо-
значается следующим образом:

Sp(A) = {A}11 + {A}22 + . . .+ {A}nn = a11 + a22 + . . .+ ann,

где Sp есть начальные буквы немецкого слова «Spur», что значит
по-русски «след» (французское «trace»). Итак, подобные матрицы
имеют одинаковый определитель и одинаковый след.
Напишем теперь уравнение

D(A− λ) = 0, (100)

которое называется характеристическим уравнением матрицы A,
а его корни— характеристическими числами, или собственными
значениями матрицы A. Согласно предыдущему, мы можем ска-
зать, что подобные матрицы имеют одинаковые характеристиче-
ские числа. Мы уже имели уравнение вида (100) раньше.
Поставим теперь следующий вопрос: нельзя ли найти матрицу

V , совершающую преобразование подобия от заданной матрицы A
к матрице V −1AV так, чтобы последняя матрица была диагональ-
ной матрицей. Иными словами, с точки зрения линейных преобра-
зований пространства нельзя ли выбрать такие координатные оси, в
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которых линейное преобразование, характеризуемое в первоначаль-
ной системе координат матрицей A, сводилось бы просто в новых
осях к преобразованию вида yk = λkxk. Заметим, что мы пишем
подобную матрицу в виде V −1AV вместо прежнего вида UAU−1,
что не имеет, конечно, существенного значения.
Мы можем записать наше условие в виде

V −1AV = [λ1, λ2, . . . , λn], (101)

где искомыми являются элементы матрицы V и числа λk. Можно,
очевидно, переписать это условие, умножая обе части слева на V ,
в виде

AV = V [λ1, λ2, . . . , λn]. (102)

Определим по формуле (65) элементы обеих частей написанного
равенства со значками i и k. Таким образом мы получим n2 урав-
нений:

n∑
s=1

aisvsk = vikλk,

где aik и vik — элементы матриц A и V .
Фиксируя второй значок k и полагая i = 1, 2, . . . , n, получим

n уравнений, содержащих только элементы vik, . . . , vnk столбца
матрицы V с номером k и число λk:

n∑
s=1

aisvsk = λkvik (i = 1, 2, . . . , n). (103)

Если мы будем считать элементы (vik, . . . , vnk) как составляю-
щие некоторого вектора v(k), то можем записать предыдущее ра-
венство в виде одного векторного равенства:

Av(k) = λkv(k). (104)

Мы видим, таким образом, что разыскание матрицы V , кото-
рая приводит матрицу A к диагональной форме, сводится к разыс-
канию таких векторов v(k), которые воспроизводятся с точностью
до численного множителя в результате линейного преобразования,
определяемого матрицей A. Этот факт является алгебраическим
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аналогом того факта современной квантовой механики, согласно
которому матричная механика Гейзенберга по существу равносиль-
на волновой механике Шрёдингера. Согласно первой точке зре-
ния, существенным вопросом является задача приведения некото-
рой матрицы (бесконечной) к диагональной форме. Что же касает-
ся волновой механики, то здесь основным вопросом является задача
отыскания таких векторов (в пространстве с бесчисленным множе-
ством измерений), которые бы воспроизводились с точностью до
численного множителя в результате некоторого линейного преоб-
разования. Предыдущие соображения мы назвали алгебраическим
аналогом потому, что, ограничиваясь пространством с конечным
числом измерений, мы приводим наши задачи к чисто алгебраи-
ческим задачам. В более же сложных случаях пространства с бес-
численным множеством измерений мы существенным образом вы-
ходим из рамок обычной алгебры и нуждаемся в аппарате анали-
за. Более подробно все эти вопросы будут выяснены впоследствии,
причем заметим, что для приложений к физике в рассматриваемом
случае конечного числа измерений достаточно ограничиться матри-
цами A частного типа (эрмитовские матрицы, у которых aki = aik)
и, кроме того, матрица U также должна быть определенного типа
(унитарная матрица, определение которой будет дано ниже). Здесь
мы рассматриваем общий вопрос для любой конечной матрицы,
причем ограничимся лишь приведением окончательных результа-
тов, не приводя полностью доказательство. Для тех задач, которые
будут интересны в приложениях, вопрос будет решен полностью.
Переходим к решению системы (103) или (104). В раскрытом

виде мы можем записать ее так:

(a11 − λk)v1k + a12v2k + . . .+ a1nvnk = 0,
a21v1k + (a22 − λk)v2k + . . .+ a2nvnk = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1v1k + an2v2k + . . .+ (ann − λk)vnk = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (105)

Для того чтобы получить для (v1k, . . . , vnk) решение, отличное
от нулевого, необходимо и достаточно, чтобы определитель напи-
санной системы был равен нулю, т. е. необходимо и достаточно,
чтобы число λk было корнем характеристического уравнения. Раз-
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берем подробно лишь тот случай, когда это уравнение имеет раз-
личные корни. Обозначим эти корни через λ1, . . . , λn. Подставляя
в коэффициенты системы (105) вместо λk первый корень λ1, мы
сможем определить из нее элементы первого столбца таблицы V ,
причем не рассматриваем вопроса о том, насколько широк будет
выбор этих величин vi1. Выберем решение системы каким-нибудь
одним определенным образом лишь так, чтобы оно было отлично
от нулевого.
Точно так же, заменяя в коэффициентах системы (105) λk = λ2,

мы сможем определить элементы второго столбца матрицы V и
т. д. до n-го столбца. Равенства (105) равносильны (102), и, чтобы
перейти к основному равенству (101), нам надо только, чтобы V
имела обратную матрицу V −1, т. е. чтобы определитель V был от-
личен от нуля. Будем доказывать это от противного. Положим, что
он равен нулю. Как мы знаем [12], это равносильно тому, что между
векторами v(k), определяемыми столбцами матрицы V , существует
линейное соотношение:

C1v(1) + . . .+ Cnv(n) = 0,

где не все коэффициенты Ck равны нулю. Применим к обеим ча-
стям этого равенства (n−1) раз преобразование, определяемое мат-
рицей A. Пользуясь (104), будем иметь n равенств:

C1v(1) + . . .+ Cnv(n) = 0,

λ1C1v(1) + . . .+ λnCnv(n) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn−1
1 C1v(1) + . . .+ λn−1

n Cnv(n) = 0.

Принимая во внимание, что не все векторы Ckv(k) равны нулю,
можем утверждать, что определитель написанной системы должен
равняться нулю: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λn−1

1 λn−1
2 . . . λn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,
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где числа λk по условию различны. Но последнее равенство проти-
воречит тому, что определитель Вандермонда от неравных чисел
отличен от нуля. Таким образом мы доказали возможность при-
ведения матрицы преобразованием подобия к диагональной форме
для того случая, когда все характеристические числа матрицы раз-
личны. В том случае, когда среди характеристических чисел име-
ются равные, может случиться, что матрица не может быть приве-
дена преобразованием подобия к диагональной форме. Все же и в
этом случае существует наиболее простое или, как говорят, канони-
ческое представление матрицы. Это каноническое представление в
том случае, когда матрица приводится к диагональной форме, име-
ет вид

[λ1, λ2, . . . , λn],

где λk — лишь характеристические числа матрицы. Для общего слу-
чая сформулируем лишь результат6. Пусть λ = a является корнем
уравнения (100) кратности k. Положим далее, что для всех опреде-
лителей порядка (n−1) таблицы, стоящей в левой части уравнения
(100), число λ = a является корнем кратности k1, но не выше, т. е.
все эти определители делятся на (λ − a)k1 , но хоть один из них не
делится на (λ− a)k1+1. Положим далее, что все определители упо-
мянутой таблицы порядка (n − 2) имеют λ = a корнем кратности
k2, но не выше, и так дальше, и, наконец, все определители поряд-
ка (n − m) имеют упомянутый корень кратности km, а хоть один
из определителей порядка (n −m − 1) уже вовсе не обращается в
нуль при λ = a. То же самое будет, очевидно, иметь место и для
определителей более низкого порядка. Можно доказать, что числа
ks убывают: k > k1 > k2 > . . . > km. Введем следующие положи-
тельные целые числа:

l1 = k − k1; l2 = k1 − k2; . . . ; lm+1 = km,

причем, очевидно, l1 + l2 + . . .+ lm+1 = k.
Биномы:

(λ− a)l1 ; (λ− a)l2 ; . . . ; (λ− a)lm+1

6Его доказательство приводится в специальном дополнении в конце второй
части этого тома.
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называются элементарными делителями матрицы A, соответ-
ствующими корню λ = a. Мы можем таким образом определить
элементарные делители для всех характеристических чисел мат-
рицы A, в результате чего получим совокупность элементарных
делителей:

(λ − λ1)ρ1 ; (λ − λ2)ρ2 ; . . . ; (λ− λp)ρp , (106)

где
ρ1 + ρ2 + . . .+ ρp = n (107)

и среди чисел λk могут быть и одинаковые.
Выше мы видели, что характеристические числа не меняются

при преобразовании подобия. Оказывается, что такимже свойством
обладает и совокупность элементарных делителей матрицы. Вве-
дем теперь некоторые новые, простейшие матрицы Iρ(a). Мы под-
разумеваем под этим матрицу порядка ρ, у которой на главной диа-
гонали везде стоит число a, на следующей нижестоящей диагонали
стоит везде единица, а остальные элементы равны нулю:

Iρ(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 . . . 0 0
1 a 0 . . . 0 0
0 1 a . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a 0
0 0 0 . . . 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (108)

Основным фактом в вопросе о представлении матриц в кано-
нической форме является следующий результат: если матрица A
имеет элементарные делители (106), то существует такая матрица
U с определителем, отличным от нуля, что

UAU−1 + [Iρ1 (λ1), Iρ2(λ2), . . . , Iρp(λp)]. (109)

Заметим, что если известны все характеристические числа мат-
рицы A, то нахождение матрицы U сводится к элементарным алгеб-
раическим операциям. Если ρ = 1, то под Iρ(a) мы подразумеваем
просто число a. Может случиться, что и при наличии одинаковых
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характеристических чисел все элементарные делители (106) будут
простыми, т. е. будут иметь вид

(λ− λ1); (λ− λ2); . . . ; (λ − λn).

В этом случае квазидиагональная матрица

[Iρ1(λ1), Iρ2 (λ2), . . . , Iρp(λp)]

превращается просто в диагональную матрицу [λ1, . . . , λn], и мат-
рица приводится к диагональной форме.
Нетрудно доказать, что для возможности приведения матрицы

к диагональной форме необходимо и достаточно, чтобы ранг таб-
лицы коэффициентов в системе (105) был равен (n− μk), где μk —
кратность корня λk векового уравнения. При выполнении этого
условия система (105) определит μk линейно независимых векто-
ров (v1k, v2k, . . . , vnk) [14].
Отметим, что матрица U , входящая в формулу (109), опреде-

ляется не единственным образом. В частности, если d— величина
определителя матрицы U , то в формуле (109) можно заменить

U на
1

n
√
d
U и U−1 на n

√
dU,

т. е. можно считать, что в формуле (109) определитель матрицы
U равен единице. Этими указаниями мы и ограничимся в общей
задаче приведения матриц к каноническому виду. Мы вернемся к
этой задаче в специальном добавлении ко второй части третьего
тома. Как уже упоминалось выше, мы будем дальше рассматривать
подробно эту задачу для матриц особого типа.

28. Унитарные и ортогональные преобразования. В этом
и следующих номерах мы будем пользоваться понятиями скаляр-
ного произведения и нормы (длины) вектора, которое было введено
в [13]. Напомним, что квадрат нормы (длины) определяется фор-
мулой

||x||2 = (x, x) =
n∑
s=1

|xs|2, (110)
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или, в случае вещественных составляющих,

||x||2 =
n∑
s=1

x2
s.

Это определение нормы связано с определенным выбором основ-
ных ортов, т. е. координатных осей. Мы будем называть координат-
ную систему с указанным выше определением нормы нормальной,
или декартовой, системой. Помимо длины вектора было определено
еще скалярное произведение двух векторов следующей формулой:

(x, y) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn. (111)

В случае вещественных векторов эта формула принимает более
симметричный вид

(x, y) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

Из (111) вытекает, что при перестановке порядка векторов величи-
на скалярного произведения переходит в сопряженную, т. е.

(x, y) = (x, y). (112)

Два вектора мы назвали перпендикулярными или ортогональ-
ными, если их скалярное произведение равно нулю.
В дальнейшем всегда будем считать, если не оговорено особо

противоположное, что мы имеем дело с декартовой системой коор-
динат. В связи с этим приобретают особое значение те линейные
преобразования, которые соответствуют переходу одной декарто-
вой системы в другую. Мы знаем, что всякому переходу от одних
ортов к другим соответствует линейное преобразование составляю-
щих. Пусть имеется такое преобразование

(y1, . . . , yn) = U(x1, . . . , xn), (113)

причем первоначальная система координат была декартовой. Для
того чтобы и новая система была декартовой, необходимо и доста-
точно, чтобы длина вектора и в новой системе выражалась суммой
квадратов модулей составляющих, т. е.

|y1|2 + . . .+ |yn|2 = |x1|2 + . . .+ |xn|2. (114)
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Покажем, что при этом величина скалярного произведения и в но-
вой системе координат выразится формулой, аналогичной (111).
Действительно, положим, мы имели в первоначальной системе ко-
ординат два вектора

x (x1, . . . , xn) и x′(x′1, . . . , x
′
n),

причем в новой системе им соответствуют векторы

y (y1, . . . , yn) и y′(y′1, . . . , y
′
n).

Составим два новых вектора z = x + x′ и u = x + ix, которые
имеют составляющие (xk + x′k) и (xk + ix′k). Считая условие (114)
выполненным, будем иметь

n∑
k=1

(yk + y′k)(yk + y′k) =
n∑
k=1

(xk + x′k)(xk + x′k),

откуда, опять-таки в силу (114), получаем окончательно
n∑
k=1

(yky′k + y′kyk) =
n∑
k=1

(xkx′k + x′kxk), (1151)

ибо
n∑
k=1

|yk|2 =
n∑
k=1

|xk|2 и
n∑
k=1

|y′k|2 =
n∑
k=1

|x′k|2.

Точно так же:
n∑
k=1

(yk + iy′k)(yk − iy′k) =
n∑
k=1

(xk + ix′k)(xk − ix′k)

и отсюда
n∑
k=1

(y′kyk − yky
′
k) =

n∑
k=1

(x′kxk − xkx
′
k). (1152)

Равенства (1151) и (1152) дают
n∑
k=1

yky
′
k =

n∑
k=1

xkx
′
k, (116)
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т. е. скалярное произведение действительно выражается прежней
формулой. Таким образом, если преобразование (113) удовлетворя-
ет условию (114), то оно удовлетворяет и условию (116), т. е. остав-
ляет неизменным величину скалярного произведения. Наоборот, из
условия (116) вытекает (114), если положить в (116) x′k = xk, так
как скалярное произведение двух одинаковых векторов сводится,
очевидно, к квадрату длины вектора. Линейные преобразования,
удовлетворяющие условию (114) или условию (116), называются
обычно унитарными преобразованиями.
Если рассматривать вещественное пространство и вещественные

матрицы линейных преобразований, то условие (114) сведется про-
сто к условию

y2
1 + y2

2 + . . .+ y2
n = x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n, (117)

и соответственные вещественные преобразования называются ор-
тогональными. Они являются, очевидно, частным случаем унитар-
ных.
Переходим теперь к выяснению основных свойств унитарных

преобразований. Напишем для преобразования (113) условие (114)
в явной форме, обозначая через uik элементы матрицы U :

n∑
k=1

|uk1x1 + . . .+ uknxn|2 =
n∑
k=1

|xk|2

или
n∑
k=1

(uk1x1 + . . .+ uknxn)(uk1x1 + . . .+ uknxn) =
n∑
k=1

xkxk. (118)

Раскрывая скобки в левой части формулы и приравнивая коэффи-
циенты при xpxp единице, а при xpxq (p �= q) нулю, будем иметь
необходимое и достаточное условие для элементов унитарного пре-
образования в следующей форме:

n∑
k=1

|ukp|2 = 1 (p = 1, 2, . . . , n),

n∑
k=1

ukpukq = 0 (p �= q),

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (119)
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т. е. сумма квадратов модулей элементов каждого столбца долж-
на равняться единице и сумма произведений элементов некоторого
столбца на величины, сопряженные с соответствующими элемента-
ми другого столбца, должна равняться нулю. Иногда эти условия
еще записывают так:

n∑
k=1

ukpukq = δpq, (120)

где δpq суть элементы единичной матрицы, т. е.

δpq =

{
0 (p �= q)
1 (p = q).

(121)

Выше мы применили к тождеству (118) метод неопределенных
коэффициентов. Это является, конечно, достаточным для выполне-
ния тождества. Нетрудно показать, придавая xk частные значения,
что тождественность коэффициентов при подобных членах являет-
ся и необходимым условием.
Возьмем определитель D(A) и другой определитель D(A), со-

ставленный из сопряженных элементов. Умножая их по схеме стол-
бец на столбец [6], мы получим, в силу (119), определитель единич-
ной матрицы, т. е. единицу. С другой стороны, очевидно, что оба
упомянутых определителя будут выражаться комплексными сопря-
женными числами, и из сказанного непосредственно следует

|D(A)|2 = 1,

т. е. квадрат модуля определителя унитарной матрицы равен еди-
нице. Иначе говоря, определитель унитарной матрицы по модулю
равен единице, т. е. выражается комплексным числом вида eiϕ, где
ϕ—вещественно.
Введем в рассмотрение матрицы U (∗), транспонированную с U .

Условия (119), которые называются обычно условиями ортогональ-
ности по столбцам, могут быть записаны в виде следующего мат-
ричного равенства:

U
(∗)
U = I, (122)
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что равносильно

U−1 = U
(∗)

= Ũ , (123)

т. е. если матрица унитарна, то обратная ей матрица совпадает с
эрмитовски сопряженной матрицей.
Преобразование U−1, обратное U , выражает переход от вектора

y к вектору x. Оно также, очевидно, удовлетворяет условию унитар-
ности (114), т. е. если U — унитарная матрица, то и обратная U−1

будет унитарной. Иными словами, в силу (123) матрица Ũ будет
унитарной, и ее столбцы удовлетворяют условию ортогональности.
Но столбцы Ũ суть строки U . Мы можем таким образом утвер-
ждать, что в унитарной матрице не только столбцы, но и строки
удовлетворяют условиям ортогональности, т. е. наряду с формула-
ми (120) будем иметь также формулы

n∑
k=1

upkuqk = δpq. (124)

Аналогично предыдущему, если матрицы U1 и U2 удовлетво-
ряют условию (114), то и их произведение U2U1 также, очевидно,
будет удовлетворять этому условию, т. е. произведение двух уни-
тарных матриц есть также унитарная матрица.
Укажем две различные формы, в которых можно представить

определение унитарной матрицы:

|Ux|2 = |x|2 или (Ux, Ux′) = (x, x′), (1251)

причем в последнем равенстве x и x′ — любые векторы.
Отметим теперь те обстоятельства, которые будут иметь место,

если унитарная матрица имеет вещественные элементы. В этом слу-
чае, как мы уже говорили, она называется ортогональной и соответ-
ствующее ей преобразование— ортогональным преобразованием. В
данном случае вместо формул (120) и (124) мы будем иметь фор-
мулы

n∑
k=1

ukpukq = δpq;
n∑
k=1

upkuqk = δpq. (1252)
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Кроме того, определитель преобразования должен быть, оче-
видно, вещественным числом, а потому его величина может рав-
няться лишь ±1. Эти вещественные ортогональные преобразования
в n-мерном пространстве являются полным аналогом тех преобра-
зований трехмерного пространства, которые мы рассматривали в
[20]. В этом вещественном случае, кроме того, Ũ совпадает с U (∗),
т. е. обратное преобразование U−1 получается из U заменой строк
столбцами.
Отметим еще, что всякое комплексное число eiϕ, где ϕ—веще-

ственно, рассматриваемое как матрица [eiϕ, eiϕ, . . . , eiϕ], представ-
ляет собою унитарную матрицу, и если U есть унитарная матрица,
то и произведение eiϕU есть унитарная матрица. Смысл произве-
дения числа на матрицу указан нами в [25].

29. Неравенство Коши—Буняковского. Установим в на-
стоящем параграфе одно неравенство, которым нам придется поль-
зоваться в дальнейшем. Оно состоит в следующем: каковы бы ни
были вещественные числа α1, α2, . . . , αm и β1, β2, . . . , βm, имеем:( m∑

k=1

αkβk

)2

�
m∑
k=1

α2
k ·

m∑
k=1

β2
k, (126)

причем знак равенства будет иметь место тогда и только тогда,
когда αk и βk пропорциональны:

β1

α1
=
β2

α2
= . . . =

βm
αm

. (127)

Пусть ξ— любое вещественное число. Составим сумму:

S =
m∑
k=1

(ξαk − βk)2,

которая, очевидно, неотрицательна. Знак равенства будет иметь ме-
сто тогда и только тогда, когда

β1

α1
=
β2

α2
= . . . =

βm
αm

= ξ,
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и в этом случае, очевидно:( m∑
k=1

αkβk

)2

=
m∑
k=1

α2
k ·

m∑
k=1

β2
k.

Вообще же говоря, раскрывая в выражении S скобки, получим
трехчлен второй степени

S = Aξ2 − 2Bξ + C,

где

A =
m∑
k=1

α2
k; B =

m∑
k=1

αkβk; C =
m∑
k=1

β2
k.

Написанный трехчлен при всех вещественных ξ остается неотри-
цательным, откуда следует: AC − B2 � 0, т. е. B2 � AC, что и
приводит к неравенству (126).
Если AC − B2 = 0, то трехчлен при некотором вещественном ξ

должен обращаться в нуль, а при этом, как мы видели, должно вы-
полняться условие (127). Наоборот, при выполнении этого условия
в формуле (126) имеет место знак равенства. Положим теперь, что
αk и βk —комплексные числа. Принимая во внимание, что∣∣∣∣ m∑

k=1

αkβk

∣∣∣∣ � m∑
k=1

|αk||βk|,

получим, применяя к последней сумме, состоящей из положитель-
ных слагаемых, неравенство (126):∣∣∣∣ m∑

k=1

αkβk

∣∣∣∣2 �
m∑
k=1

|αk|2 ·
m∑
k=1

|βk|2. (1261)

Нетрудно показать, что в данном случае, при комплексных αk и βk,
знак равенства будет иметь место тогда и только тогда, когда |αk| и
|bk| пропорциональны и все произведения αkβk имеют одинаковый
аргумент. Неравенство (126) применимо не только к суммам, но и к
интегралам, как мы об этом уже упоминали раньше [II, 161]. Если
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f1(x) и f2(x)— две вещественные функции в промежутке a � x � b,
то неравенство для интегралов имеет вид

[ b∫
a

f1(x)f2(x)dx
]2

�
b∫
a

f2
1 (x)dx ·

b∫
a

f2
2 (x)dx. (1262)

Действительно, составим выражение

b∫
a

[ξf1(x)−f2(x)]2dx = ξ2
b∫
a

f2
1 (x)dx−2ξ

b∫
a

f1(x)f2(x)dx+

b∫
a

f2
2 (x)dx,

(127)
где ξ —любое вещественное число. Из вида левой части следует, что
это выражение ни при каких вещественных ξ не может быть отри-
цательным. Но если трехчлен Aξ2 − 2ξB + C при всех веществен-
ных ξ не отрицателен, то, как известно из элементарной алгебры,
AC − B2 � 0. В применении к предыдущему трехчлену это и дает
неравенство (1262). Это неравенство для интегралов впервые было
доказано В.Л.Буняковским. Для сумм оно встречалось у Коши.

30. Свойства скалярного произведения и нормы. Отме-
тим теперь некоторые свойства скалярного произведения и нор-
мы. Применяя неравенство (1261) и принимая во внимание, что
|yk| = |yk|, можем написать:

|(x, y)|2 =
∣∣∣∣ n∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣2 �
n∑
k=1

|xk|2 ·
n∑
k=1

|yk|2,

т. е.
|(x, y)| � ||x|| · ||y||. (128)

Докажем теперь так называемое правило треугольника

||x + y|| � ||x|| + ||y||. (129)

Мы имеем:

||x + y||2 = (x + y, x + y) = (x, x) + (y, y) + (x, y) + (y + x),
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или, принимая во внимание (128), получим:

||x + y||2 � ||x||2 + ||y||2 + 2||x|| · ||y|| = (||x|| + ||y||)2,

откуда и следует (129).
В заключение настоящего номера рассмотрим, какое влияние

оказывает выбор системы координат на метрику пространства, т. е.
на выражение квадрата длины вектора. Положим, что вместо ос-
новной декартовой мы берем новую систему координат, причем за
основные орты принимаем некоторые независимые векторы:

z(1), z(2), . . . , z(n).

Для любого вектора будем иметь:

x = z1z(1) + . . .+ znz(n),

где zk — его составляющие в новой координатной системе.
Квадрат длины этого вектора будет выражаться скалярным

произведением вектора на самого себя, т. е.

|x|2 = (z1z(1) + . . .+ znz(n), z1z(1) + . . .+ znz(n)).

Раскрывая это, согласно вышеуказанным формулам, будем иметь
следующее выражение для квадрата длины вектора:

|x|2 =
n∑

i,k=1

αikzizk, (130)

где коэффициенты αik определяются по формулам

αik = (z(i), z(k)).

При перестановке значков они, очевидно, переходят в сопряженные,
т. е.

αki = αik. (131)

Сумма вида (130) с коэффициентами, удовлетворяющими усло-
вию (131), называется обычно формой Эрмита. Непосредственно
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очевидно, что всякое выражение вида (130) при условии (131) бу-
дет иметь при всевозможных комплексных zk лишь вещественные
значения, так как при i �= k два члена суммы (130) будут сопря-
женными, а в членах вида αkk|zk|2, в силу условия (131), коэффи-
циенты αkk будут вещественными. Кроме того, по самому построе-
нию формы Эрмита (130), в данном случае мы можем утверждать,
что сумма (130) будет неотрицательной и будет обращаться в нуль
только тогда, когда все zk равны нулю. Формула (130) и определяет
метрику пространства в новой координатной системе.
Метрика (130) будет совпадать с метрикой (110) в соответству-

ющей декартовой системе, если αik = 0 при i �= k и αkk = 1, или
(z (i), z(k)) = 0 при i �= k и (z (k), z(k)) = 1, т. е., иначе говоря, если
векторы z(k), принятые нами за орты, будут взаимно ортогональ-
ными единичными векторами (длины единица).
В дальнейшем всякую систему взаимно ортогональных и еди-

ничных векторов z(k) (k = 1, 2, . . . , l) мы будем называть ортонор-
мированной системой.
Заметим еще, что если формула (113) определяет унитарное пре-

образование для составляющих вектора, то соответствующее преоб-
разование для перехода от прежних ортов к новым будет даваться
таблицей

U (∗)−1,

контраградиентной U . В данном случае, в силу (123), эта таблица
будет совпадать с таблицей U , а для вещественных ортогональных
преобразований она будет просто совпадать с U .

31. Процесс ортогонализации векторов. Положим, что нам
даныm каких-нибудь линейно независимых векторов x(1), . . . , x(m).
Совокупность векторов вида

C1x(1) + . . .+ Cmx(m),

где Ck — произвольные коэффициенты, определяет все наше про-
странство, если m = n, и некоторое подпространство Rm измере-
ния m, если m < n. Покажем, что мы всегда можем построить ор-
тонормированную систему векторов z(k) (k = 1, 2, . . . , m), которая
образует то же подпространство Rm, что и векторы x(k). Иначе го-
воря, z(k) должны выражаться линейно через x(k), и наоборот, x(k)
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должны выражаться через z(k). Эти векторы мы можем построить
по следующей схеме:

y(1) = x(1),

y(2) = x(2) − (x(2), z(1))z(1),

y(3) = x(3) − (x(3), z(1))z(1) − (x(3), z(2))z(2).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
, (132)

где

z(1) =
y(1)

|y(1)| ; z(2) =
y(2)

|y(2)| ; . . . ; z(m) =
y(m)

|y(m)| . (133)

Вектор z(1) получается из y(1) простым делением на длину y(1)

и, следовательно, длина z(1) равна единице. Затем строится век-
тор y(2) по указанной выше формуле. Из самого его определения
непосредственно вытекает, что он ортогонален с z(1):

(y(2), z(1)) = (x(2), z(1)) − (x(2), z(1))(z(1), z(1)) = 0.

Деля вектор y(2) на его длину, получаем вектор z(2). Затем даль-
ше строим вектор y(3) по указанной выше формуле. Из нее непо-
средственно вытекает, что он ортогонален с z(1) и z(2).
Действительно, в силу ортогональности z(1) и z(2) получим на-

пример:

(y(3), z(2)) = (x(3), z(2)) − (x(3), z(2))(z(2), z(2)) = 0.

Деля вектор y(3) на его длину, получаем вектор z(3) и т. д.
Все вновь построенные векторы выражаются линейно через x(k).

Нетрудно видеть и наоборот, что x(k) выражаются через z(k). Для
этого достаточно только постепенно решать предыдущие равенства
относительно x(1), x(2) и т. д.
Заметим также, что ни один из вновь построенных векторов

y(k) не может обратиться в нуль. Действительно, если бы мы на
некотором шаге вычислений получили вектор y(k), равный нулю,
то, так как он выражается линейно через x(s), причем коэффициент
при x(k) в этом линейном выражении равен единице, мы получили
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бы линейную зависимость между векторами x(s), что противоречит
тому условию, что эти векторы линейно независимы.
Напомним, что если имеется некоторая совокупность попарно

ортогональных векторов, отличных от нулевого вектора, то эти век-
торы линейно независимы.
Если m = n, то z(k) дают полную ортонормированную систе-

му. Если же m < n, то для получения полной системы декартовых
координат мы должны в дополнение к построенным векторам z(k)

достроить еще (n − m) векторов, которые были бы ортогональны
и между собой и к векторам z(k). Эти новые единичные векторы
должны, таким образом, образовывать подпространство R′

n−m из-
мерения (n − m), ортогональное подпространству Rm [12]. Новые
искомые векторы u должны удовлетворять системе уравнений

(u,x(1)) = 0, . . . , (u, x(m)) = 0.

Здесь мы имеем систему m однородных уравнений с n неиз-
вестными, причем ранг этой системы равен m, поскольку векторы
x(k) —линейно независимы [12]. Эта система имеет (n−m) линейно
независимых решений, т. е. мы получаем (n −m) линейно незави-
симых векторов. Применяя к ним указанный выше процесс ортого-
нализации и приводя их длину к единице, мы и получим совместно
с z(1), . . . , z(m) полную ортонормированную систему. Сделаем еще
одно замечание. Подпространство Rm, образованное ортонормиро-
ванной системой векторов z(k), может быть образовано и другой та-
кой же системой. Действительно, достаточно для этого применить к
системе векторов z(k) унитарное преобразование. Мы видим, таким
образом, что процесс ортогонализации системы векторов может со-
вершаться различным образом, и указанный выше прием дает лишь
одну из таких возможностей.

§ 4. КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

32. Преобразование квадратичной формы к сумме квад-
ратов. Рассмотрим в пространстве некоторую поверхность второго
порядка, имеющую центр в начале координат:

Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz +G = 0.
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Всегда можно выбрать так новые координатные оси (x′, y′, z′),
чтобы в преобразованном уравнении остались лишь члены, содер-
жащие квадраты координат, т. е. так, чтобы преобразованное урав-
нение имело вид

λ1x
′2 + λ2y

′2 + λ3z
′2 +G = 0.

Задача сводится к отысканию такого ортогонального преобразо-
вания, связывающего переменные (x′, y′, z′) и (x, y, z), чтобы сово-
купность членов второго измерения относительно координат в ле-
вой части уравнения привелась к сумме квадратов. Поставим ана-
логичную задачу для случая вещественного пространства n изме-
рений. Пусть у нас имеется вещественная квадратичная форма от
n переменных:

ϕ(x1, . . . , xn) =
n∑

i,k=1

aikxixk, (134)

причем aik —вещественные коэффициенты, удовлетворяющие
условию

aki = aik. (135)

В предыдущем примере мы можем считать x = x1, y = x2,
z = x3 и a11 = A; a22 = B; a33 = C; a12 = a21 = D; a13 = a31 = E;
a23 = a32 = F .
Назовем матрицей квадратичной формы (134) матрицу, состав-

ленную из элементов aik. Эта матрица будет симметрична, т. е. бу-
дет совпадать со своей транспонированной.
Положим, что мы преобразуем форму (134) к новым перемен-

ным, вводя вместо xk переменные x′k, причем преобразование это
записано в виде

(x1, . . . , xn) = B(x′1, . . . , x
′
n), (136)

где B есть матрица с элементами bik. Внося выражения (136) в
формулу (134), будем иметь:

ϕ =
n∑

i,k=1

aik(bi1x′1 + . . .+ binx
′
n)(bk1x′1 + . . .+ bknx

′
n).
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Раскрывая скобки, получим коэффициент при x′px′q (p �= q):

n∑
i,k=1

aik(bipbkq + biqbkp).

Пользуясь (135), легко видеть, что половина написанного выра-
жения будет равна просто сумме:

n∑
i=1

bip

n∑
k=1

aikbkq.

Таким образом, разбирая аналогично и случай p = q, мы уви-
дим, что в новых переменных квадратичная форма будет иметь
вид

ϕ =
n∑

i,k=1

cikx
′
ix

′
k, (137)

где

cik = cki =
n∑
t=1

bti

n∑
s=1

atsbsk.

Суммирование по s дает {AB}tk. Если в множителе bti будем
считать t— номером столбца и i— номером строки, то bti будет эле-
ментом транспонированной матрицы {B(∗)}it, откуда

cik = cki =
n∑
t=1

{B(∗)}it{AB}tk,

т. е. преобразованная форма (137) будет иметь матрицу, определя-
емую через матрицу A формы в прежних переменных и матрицу B
преобразования (136) следующим образом:

C = B(∗)AB. (138)

Если преобразование (136) ортогонально, то для ортогональной
матрицы B транспонированная B(∗) совпадает с обратной B−1, и
мы имеем в этом случае, вместо формулы (138), формулу

C = B−1AB. (139)
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Таким образом, наша задача о построении ортогонального пре-
образования (136), приводящего квадратичную форму (134) к сум-
ме квадратов, равносильна задаче построения такой ортогональной
матрицы B, чтобы матрица (139) была просто диагональной матри-
цей [λ1, . . . , λn], ибо матрица такой формы, которая приводится к
сумме квадратов, и есть диагональная матрица, причем ее элемен-
ты λk и суть коэффициенты при квадратах x′2k . Итак, мы должны
иметь, как и выше:

B−1AB = [λ1, . . . , λn]

или
AB = B[λ1, . . . , λn]. (140)

Заметим, что в данном случае матрица A не какая угодно мат-
рица, а вещественная симметричная матрица и B должна быть ор-
тогональной матрицей. Будем поступать совершенно так же, как
это мы делали выше в [27] при рассмотрении общего случая. Пере-
пишем уравнение (140) в виде

n∑
s=1

aisbsk = λkbik. (141)

Отсюда для элементов k-го столбца матрицы B имеем n урав-
нений. Вводя вектор x(k) с составляющими (b1k, . . . , bnk), можем
переписать последнее уравнение так:

Ax(k) = λkx(k). (142)

Перенеся все члены (141) в одну сторону, будем иметь для опре-
деления b1k, . . . , bnk систему n однородных уравнений

(a11 − λk)b1k + a12b2k + . . .+ a1nbnk = 0,
a21b1k + (a22 − λk)b2k + . . .+ a2nbnk = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1b1k + an2b2k + . . .+ (ann − λk)bnk = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (143)
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Определитель этой системы должен равняться нулю, и для чи-
сел λk мы получаем алгебраическое уравнение степени n:∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (144)

Это, как мы знаем, и есть характеристическое уравнение мат-
рицы A.
Докажем прежде всего, что для вещественной симметричной

матрицы A уравнение (144) имеет все корни вещественные. Пред-
варительно дадим новую форму записи для квадратичной формы.
Пусть x— вектор с составляющими (x1, . . . , xn)— вещественными
или комплексными и A—матрица с любыми элементами aik. Со-
ставим скалярное произведение:

(Ax, x) =
n∑
i=1

xi(ai1x1 + . . .+ ainxn).

Мы видим, что оно может быть записано в виде

(Ax, x) =
n∑

i,k=1

aikxixk. (145)

Если выполнено условие

aki = aik (akk—вещественны), (146)

то это есть форма Эрмита, значения которой обязательно веще-
ственны. Тот случай, когда A есть вещественная симметричная
матрица, есть частный случай условий (146). Если при этом еще
составляющие вектора x вещественны, то формула (145) и дает нам
квадратичную форму (134).
Перейдем теперь к доказательству вещественности корней урав-

нения (144). Пусть λk —некоторый корень этого уравнения. Си-
стема (143) дает нам при этом составляющие вектора x(k) (веще-
ственного или комплексного), удовлетворяющего уравнению (142).
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Умножим обе части этого уравнения справа скалярно на x(k). Мы
получим:

|x(k)|2λk = (Ax(k), x(k)).

Выражение, стоящее справа, как мы видели, есть число веще-
ственное, и, следовательно, λk есть также число вещественное. Мы
доказали таким образом вещественность корней уравнения (144) не
только для вещественных симметричных матриц, но и для матриц,
элементы которых удовлетворяют условию (146). Такие матрицы
называются обычно эрмитовскими матрицами.
В рассматриваемом случае коэффициенты системы (143) суть

вещественные числа, и мы можем считать, что и составляющие
x(k) —вещественны. Покажем теперь, что если λp и λq — два раз-
личных корня уравнения (144), то соответствующие векторы x(p) и
x(q), удовлетворяющие уравнению (142), — взаимно ортогональны.
Мы имеем по условию:

Axp = λpx(p); Ax(q) = λqx(q).

Умножая первое из этих уравнений скалярно на x(q), а второе—
на x(p) и вычитая, получим:

(Ax(p), x(q)) − (x(p), Ax(q)) = (λp − λq)(x(p), x(q)). (147)

Покажем теперь, что для любых двух векторов x и y (веще-
ственных и комплексных) имеет место формула

(Ax, y) = (x, Ay), (148)

если только элементы матрицы A удовлетворяют условиям (146).
Действительно, левая часть формулы (148) дает:

(Ax, y) =
n∑
k=1

(ak1x1 + . . .+ aknxn)yk =
n∑

i,k=1

akixiyk,

или в силу (146):

(Ax, y) =
n∑

i,k=1

aikxiyk.
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Такой же результат даст нам и правая часть формулы (148). Эта
формула справедлива, таким образом, и для вещественных симмет-
ричных матриц, которые являются частным случаем эрмитовских.
В силу (148) левая часть (147) равна нулю, и в силу λp �= λq мы
имеем (x(p), x(q)) = 0, т. е. векторы x(p) и x(q) действительно орто-
гональны. В данном случае это вещественные векторы, и условие
их ортогональности сводится к тому, что сумма произведений их
составляющих равна нулю.
Если уравнение (144) имеет различные корни, то мы будем

иметь, таким образом, n взаимно ортогональных вещественных
векторов x(k). Уравнение (142) линейное, однородное относитель-
но x(k), и мы можем умножить решение этого уравнения на любую
постоянную, так что можно считать, что упомянутые выше векто-
ры x(k) имеют длину, равную единице.
Составляющие этих векторов образуют столбцы матрицы B.

Иначе говоря, эта матрица удовлетворяет условию ортонормиро-
ванности по столбцам и является ортогональной матрицей. Таким
образом, наша задача приведения квадратичной формы ортого-
нальным преобразованием к сумме квадратов или — что то же —
приведения матрицы A к диагональной форме окончена в предпо-
ложении, что уравнение (144) имеет различные корни. Числа λk
называют иногда собственными значениями матрицы A, а векто-
ры x(k) — собственными векторами этой матрицы.

33. Случай кратных корней характеристического урав-
нения. Перейдем теперь к рассмотрению общего случая, когда
уравнение (144) может иметь и одинаковые корни. Возьмем неко-
торый корень λ = λ1 уравнения (144) и построим соответствующее
ему решение уравнения (142). Это будет некоторый вещественный
вектор x(1) длины единица. Присоединим к нему еще (n− 1) веще-
ственных единичных векторов, которые бы вместе с ним образовы-
вали полную ортонормированную систему [31]. Переход от основ-
ных ортов к этим новым ортам будет, как мы знаем, выражаться
некоторым ортогональным преобразованием над составляющими
вектора, и матрица A перейдет в подобную матрицу A1 = B−1

1 AB1.
Соответствующее этой новой матрице уравнение

A1x = λx (149)
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будет иметь в качестве решения, соответствующего собственному
значению λ = λ1 (собственные значения не меняются при преоб-
разовании подобия), вектор x(1), который мы приняли за первый
орт и который имеет, следовательно, составляющие (1, 0, . . . , 0).
Подставляя это решение в уравнение (149), будем иметь:

A1(1, 0, . . . , 0) = (λ1, 0, . . . , 0),

откуда непосредственно следует для элементов первого столбца

{A1}11 = λ; {A1}21 = {A1}31 = . . . = {A1}n1 = 0. (150)

Покажем теперь, что вещественная матрица A1 будет также
симметрична, т. е. будет совпадать со своей транспонированной.
Действительно:

A
(∗)
1 = (B−1

1 AB1)(∗) = B
(∗)
1 A(∗)B(∗)−1

1 .

Но в силу ортогональности матрицы B1:

B
(∗)
1 = B−1

1 и B
(∗)−1
1 = B1,

откуда следует
A

(∗)
1 = A1.

Принимая во внимание формулы (150) и симметричность мат-
рицы A1, мы можем написать:

{A1}11 = λ1; {A1}21 = {A1}12 = . . . = {A1}n1 = {A1}1n = 0,

т. е. у матрицы A1 все элементы первой строки и первого столбца
обращаются в нуль, кроме, может быть, элемента {A1}11 = λ1, т. е.
эта матрица A1 имеет форму:

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
λ1 0 . . . 0
0 a

(1)
22 . . . a

(1)
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 a
(1)
n2 . . . a

(1)
nn

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
где через a(1)

ik мы обозначили элементы A1.
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Квадратичная форма ϕ в новых переменных будет иметь вид

ϕ = λ1y
′2
1 +

n∑
i,k=2

a
(1)
ik y

′
iy

′
k.

Таким образом мы выделили один квадрат и пришли к рассмот-
рению квадратичной формы (n− 1) переменными

n∑
i,k=2

a
(1)
ik y

′
iy

′
k

или, что аналогично, к рассмотрению соответствующей ей матри-
цы C1 порядка (n− 1), являющейся частью матрицы A1. Здесь мы
можем рассуждать совершенно так же, как и выше, и в подпро-
странстве (n − 1)-го измерения, образованном последними (n − 1)
ортами, можем выделить некоторый единичный вектор x(2), явля-
ющийся решением уравнения

C1x(2) = λ2x(2).

Этот вектор будет, очевидно, ортогонален вектору x(1). В ре-
зультате этого второго преобразования орт x(1) сохранится, а
остальные орты перейдут в другие, взаимно ортогональные единич-
ные орты, первым из которых будет x(2). В этих новых переменных
квадратичная форма ϕ будет иметь вид

ϕ = λ1y
′′2
1 + λ2y

′′2
2 +

n∑
i,k=3

a
(2)
ik y

′′
i y

′′
k .

Продолжая так и дальше, мы приведем, наконец, квадратич-
ную форму к сумме квадратов, т. е. соответствующую ей матрицу
к диагональной форме. Это получится в результате применения
нескольких ортогональных преобразований, что, очевидно, равно-
сильно применению одного ортогонального преобразования B, яв-
ляющегося их произведением.
Окончательная диагональная матрица

B−1AB = [λ1, . . . , λn] (151)



156 Гл. II. Линейные преобразования и квадратичные формы [33

будет подобна основной матрице A, и, следовательно, ее характе-
ристическое уравнение∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 − λ 0 . . . 0
0 λ2 − λ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

будет совпадать с уравнением (144), иными словами, коэффициен-
ты λk при квадратах в приведенной квадратичной форме

ϕ = λ1x
′2
1 + . . .+ λnx

′2
n (152)

будут корнями уравнения (144), причем каждый кратный корень
будет повторяться столько раз, сколько единиц содержит его крат-
ность.
Каждый столбец окончательного ортогонального преобразова-

ния B дает, как мы знаем, вектор, являющийся решением уравне-
ния (142), причем из самого закона построения следует, что соот-
ветствующее значение λk совпадает с тем коэффициентом в квадра-
тичной форме (152), который стоит при соответствующей перемен-
ной. Укажем более точно это соотношение. В силу (136) ортогональ-
ное преобразование B, удовлетворяющее условию (140), переводит
переменные (x′1, . . . , x

′
n) в переменные (x1, . . . , xn).

Обратное преобразование B−1 будет транспонированным по от-
ношению к B, т. е. мы будем иметь:

x′k = b1kx1 + . . .+ bnkxn (k = 1, 2, . . . , n) (153)

и вектор x(k), имеющий составляющие (b1k, . . . , bnk), будет реше-
нием уравнения (142) при λ = λk.
Покажем, наконец, что мы нашли все решения уравнения (142).

Прежде всего, из предыдущих рассуждений вытекает, что значение
λk должно быть корнем уравнения (144). Возьмем какой-нибудь
корень этого уравнения λ и положим для определенности, что его
кратность равна трем, причем можно, конечно, считать, что λ =
λ1 = λ2 = λ3. Предыдущие рассуждения дают нам для уравнения

Ax = λ1x (154)
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три решения:

x(1)(b11, . . . , bn1); x(2)(b12, . . . , bn2); x(3)(b13, . . . , bn3).

Покажем, что всякое решение уравнения (154) должно быть их
линейной комбинацией. Действительно, если бы это было не так, то
мы имели бы еще некоторое решение этого уравнения y, линейно
независимое с x(1), x(2) и x(3). Вектор y может оказаться и ком-
плексным, но в этом последнем случае его вещественная и мнимая
части в отдельности должны удовлетворять уравнению (154), так
как это уравнение имеет вещественные коэффициенты. Очевидно,
что по крайней мере одна из этих частей должна представлять со-
бою вектор, линейно независимый с x(k) (k = 1, 2, 3). Мы можем,
таким образом, считать, что тот вектор y, о котором мы упоми-
нали выше, есть вещественный вектор. Как мы доказали раньше,
он должен быть ортогонален ко всем векторам x(k) при k > 3, так
как этим последним соответствуют значения λk, отличные от λ1.
Таким образом, выходит, что вектор y будет линейно независимым
со всей совокупностью векторов x(k), т. е. мы имеем (n + 1) ли-
нейно независимых векторов, что невозможно. Итак, для всякого
корня уравнения (144) кратностиm уравнение (154) имеет ровноm
линейно независимых вещественных решений.
Подставив в коэффициенты системы (143) вместо λk некоторый

корень λ = λ0 кратности m, мы получим однородную систему, име-
ющую m линейно независимых решений, т. е. ранг этой системы
должен равняться (n − m). Иначе говоря, эта система сведется к
(n−m) уравнениям. Возьмем какое-нибудь решение этой системы
и умножим его на такой множитель, чтобы сумма квадратов чи-
сел, входящих в это решение, была равна единице. Таким образом,
получим один вектор, соответствующий взятому корню уравнения
λ = λ0. Чтобы найти следующий вектор, добавим к (n−m) уравне-
ниям нашей системы еще одно уравнение, выражающее ортогональ-
ность нового искомого вектора к уже построенному. Таким образом,
для нахождения составляющих нового вектора будем иметь одно-
родную систему из (n−m+1) уравнений. Взяв какое-нибудь реше-
ние этой системы и нормировав его опять к единице (длина вектора
равна единице), перейдем к нахождению третьего вектора, соответ-
ствующего тому же корню уравнения λ = λ0. Для этого добавим
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к основным (n −m) уравнениям системы еще два уравнения, вы-
ражающих ортогональность нового искомого вектора к двум, уже
полученным, и т. д. — пока не построим ортонормированную систе-
му, состоящую из m векторов, соответствующих корню уравнения
λ = λ0 кратности m. Из указанного построения непосредственно
вытекает некоторая произвольность построения основных решений
уравнения (142). Если все корни уравнения простые, то эта про-
извольность сводится лишь к тому, что все составляющие вектора
x(k) можно помножить на (−1). Положим теперь, что уравнение
(144) имеет корень кратностиm. В этом случае соответствующиеm
единичных ортогональных векторов, являющихся решением урав-
нения (142), образуют некоторое подпространство Rm измерения
m. Мы можем, очевидно, в этом подпространстве выбирать любым
образом взаимно ортогональные единичные орты, и все они будут
также решениями уравнения (142) при λ = λ0, т. е. мы можем пе-
реходить от одной ортонормированной системы решений к другой,
совершая ортогональное преобразование подпространства Rm. Все
сказанное относится и к любому другому кратному корню уравне-
ния (144).
Для пояснения сказанного обратимся к той задаче, с которой мы

начали предыдущий номер, а именно к задаче приведения урав-
нения поверхности второго порядка к осям симметрии. Положим
для определенности, что эта поверхность есть эллипсоид. Случай
разных корней уравнения (144) соответствует тому факту, что все
полуоси этого эллипсоида различны. В этом случае единственный
произвол в выборе окончательных осей координат сводится к из-
менению направления этих осей. Если уравнение (144), которое в
рассматриваемом случае будет уравнением третьей степени, имеет
два одинаковых корня, то эллипсоид будет эллипсоидом вращения,
и две оси симметрии могут лежать как угодно в плоскости, про-
ходящей через центр и перпендикулярной к оси вращения, лишь
бы они были взаимно ортогональны, т. е. в данном случае про-
извол в выборе окончательных осей состоит еще в произвольном
ортогональном преобразовании в указанной выше плоскости. На-
конец, если уравнение (144) имеет все три одинаковых корня, то
наш эллипсоид есть сфера, и наше уравнение не содержит членов
с произведениями координат. В этом случае мы вообще можем со-
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вершенно произвольно выбирать прямолинейные, прямоугольные
координатные оси в пространстве.

34. Примеры. Рассмотрим два численных примера.
1. Привести к осям симметрии уравнение поверхности

x2
1 + 5x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3 = 5.

Соответствующая квадратичная форма будет иметь вид

ϕ = x2
1 + x1x2 + 3x1x3 + x2x1 + 5x2

2 + x2x3 + 3x3x1 + x3x2 + x2
3.

Характеристическое уравнение ее матрицы будет:∣∣∣∣∣∣
1 − λ 1 3

1 5 − λ 1
3 1 1 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0,

откуда, разлагая по элементам первой строки:

(1 − λ)[(5 − λ)(1 − λ) − 1] − (1 − λ− 3) + 3[1 − 3(5 − λ)] = 0

или
λ3 − 7λ2 + 36 = 0.

Это уравнение, как нетрудно проверить, имеет корни

λ1 = −2; λ2 = 3; λ3 = 6,

и уравнение нашей поверхности, отнесенное к осям симметрии, будет:

−2x′21 + 3x′22 + 6x′23 = 5.

Будем теперь определять элементы ортогональной матрицы:

B =

∥∥∥∥∥∥
b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

∥∥∥∥∥∥ .
Мы имеем для них систему

(1 − λ)b1k + b2k + 3b3k = 0,

b1k + (5 − λ)b2k + b3k = 0,

3b1k + b2k + (1 − λ)b3k = 0.

⎫⎪⎬⎪⎭ (155)

Подставляем сначала λ = λ1 = −2, что приводит нас к двум уравнениям

3b11 + b21 + 3b31 = 0,

b11 + 7b21 + b31 = 0.

Решение этой системы имеет вид

b11 = −k1; b21 = 0; b31 = k1,
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где k1 —произвольное число. Выбираем его так, чтобы сумма квадратов чисел,
составляющих решение, была равна единице. Окончательно получаем:

b11 =
1√
2
; b21 = 0; b31 = − 1√

2
,

причем можно взять и решение с обратным знаком.
Подставляем теперь в коэффициенты системы (155) λ = λ2 = 3. Получа-

ем систему, в которой третье уравнение есть разность первых двух, и, таким
образом, приходим к двум уравнениям:

−2b12 + b22 + 3b32 = 0,

b12 + 2b22 + b32 = 0.

Нетрудно найти решение этой системы, нормированное к единице:

b12 =
1√
3
; b22 = − 1√

3
; b32 =

1√
3
.

Подставляем, наконец, в коэффициенты системы (155) третий корень. По-
лучаем опять систему, в которой одно из уравнений есть следствие двух других.
Решая оставшиеся два уравнения и нормируя полученное решение к единице,
будем иметь:

b13 =
1√
6
; b23 =

2√
6
; b33 =

1√
6
.

В данном случае формулы преобразования переменных имеют вид

x′1 =
1√
2
x1 − 1√

2
x3,

x′2 =
1√
3
x1 − 1√

3
x2 +

1√
3
x3,

x′3 =
1√
6
x1 +

2√
6
x2 +

1√
6
x3.

2. Привести к осям симметрии уравнение поверхности

2x2
1 + 6x2

2 + 2x2
3 + 8x1x3 = 1.

В данном случае квадратичная форма запишется в виде

ϕ = 2x2
1 + 0x1x2 + 4x1x3 + 0x2x1 + 6x2

2 + 0x2x3 + 4x3x1 + 0x3x+ 2x2
3,

характеристическое уравнение ее матрицы будет:∣∣∣∣∣∣
2 − λ 0 4

0 6 − λ 0
4 0 2 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Раскрывая этот определитель, придем к уравнению вида

λ3 − 10λ2 + 12λ + 72 = 0.
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Его корни будут λ1 = −2; λ2 = λ3 = 6, т. е. это уравнение имеет двойной
корень.

Переходим к определению коэффициентов ортогонального преобразования,
для которых имеем систему

(2 − λ)b1k + 4b3k = 0,

(6 − λ)b2k = 0,

4b1k + (2 − λ)b3k = 0.

⎫⎪⎬⎪⎭ (1551)

Подставляя λ = −2, получим, как нетрудно вычислить, нормированное к
единице решение

b11 =
1√
2
; b21 = 0; b31 = − 1√

2
.

Подставим теперь в коэффициенты системы (155) двойной корень λ = 6,
для которого мы должны получить два линейно независимых и взаимно ор-
тогональных решения. При указанной подстановке система сведется к одному
уравнению

−b12 + b32 = 0. (1552)

Возьмем нормированное к единице решение этого уравнения:

b12 =
1√
2
; b22 = 0; b32 =

1√
2
.

Для нахождения второго решения заметим, что оно должно удовлетворять
как решению (1552), так и условию ортогональности с уже найденным реше-
нием. Таким образом, мы получаем для его нахождения два уравнения

−b13 + b33 = 0,

1√
2
b13 +

1√
2
b33 = 0,

или b13 = b33 = 0, откуда нормированное к единице решение будет b13 = 0;
b23 = 1; b33 = 0.

Окончательно ортогональное преобразование будет иметь вид

x′1 =
1√
2
x1 − 1√

2
x3,

x′2 =
1√
2
x1 +

1√
2
x3,

x′3 = x2,

и уравнение поверхности в осях симметрии приведется к виду

−2x′21 + 6(x′22 + x′23 ) = 1.

35. Классификация квадратичных форм. Задачу о приве-
дении квадратичной формы к сумме квадратов можно поставить и
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в более общем виде, чем это мы делали выше, не требуя обязатель-
но, чтобы линейное преобразование от новых переменных к старым
было ортогональным, а именно мы можем поставить задачу следу-
ющим образом: требуется привести вещественную квадратичную
форму (134) к виду

ϕ = μ1X
2
1 + μ2X

2
2 + . . .+ μnX

2
n, (156)

гдеXk суть какие-нибудь n линейно независимых вещественных ли-
нейных форм переменных xk. При такой постановке задачи коэф-
фициенты μk не являются какими-либо определенными числами,
как это мы имели выше, но мы можем все-таки высказать неко-
торое утверждение относительно этих коэффициентов, а именно:
число этих коэффициентов, отличных от нуля, должно всегда рав-
няться рангу таблицы, составленной из коэффициентов aik квад-
ратичной формы. Иначе говоря, при любом приведении квадра-
тичной формы к сумме квадратов линейных линейно независимых
форм число квадратов равно рангу упомянутой таблицы. Кроме
того, имеет место и еще одно свойство, которое обычно называется
законом инерции квадратичных форм, а именно: при любом пре-
образовании вещественной квадратичной формы к виду (156), где
линейные формы Xk также вещественны, число положительных
коэффициентов μk (и число отрицательных коэффициентов μ′

k)
будет всегда одним и тем же. Высказанные соображения будут
нами доказаны в конце настоящего номера.

Поставленная общая задача о приведении квадратичной формы к виду
(156) решается весьма просто выделением полных квадратов. Проведем это
на частном примере:

ϕ = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2x1x2 − 6x1x3 + 8x2x3.

Добавляя к членам (x2
1 + 2x1x2 − 6x1x3) слагаемые (x2

2 + 9x2
3 − 6x2x3), мы

получаем полный квадрат и можем записать ϕ в виде

ϕ = (x1 + x2 − 3x3)
2 + 3x2

2 − 8x2
3 + 14x2x3.

Точно так же, выделяя еще один квадрат, мы приходим окончательно к пред-
ставлению квадратичной формы в виде (156):

ϕ = (x1 + x2 − 3x3)2 − 2

(
2x3 − 7

4
x2

)2

+
73

8
(x2)2.

Линейные формы, стоящие в круглых скобках, будут, очевидно, линейно неза-
висимыми.
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В случае отсутствия в выражении ϕ квадратов переменных вычисление
надо проводить несколько иначе. Пусть мы имеем:

ϕ = ax1x2 + Px1 +Qx2 + R,

где a—численный коэффициент, отличный от нуля, P и Q—линейные фор-
мы переменных, не содержащие x1 и x2, R—квадратичная форма, также не
содержащая x1 и x2. Мы можем написать:

ϕ = a

(
x1 +

Q

a

)(
x2 +

P

a

)
+R− PQ

a2
.

Если положить:

X1 =
1

2

(
x1 + x2 +

P +Q

a

)
; X2 =

1

2

(
x1 − x2 − P −Q

a

)
и

ϕ1 = R− PQ

a2
,

то получим:
ϕ = aX2

1 − aX2
2 + ϕ1,

где ϕ1 —квадратичная форма, не содержащая x1 и x2. Выделив два квадрата,
мы освободились от двух переменных.

Приведение квадратичной формы к виду (156) дает возмож-
ность естественной классификации таких форм. Рассмотрим ряд
случаев.
I. Положим, что все коэффициенты μk в формуле (156) поло-

жительны. В этом случае форма называется определенно положи-
тельной. Нетрудно показать, что она имеет положительные зна-
чения при всех вещественных значениях xk и может обращаться в
нуль только тогда, когда все xk равны нулю. Действительно, для
того чтобы правая часть формулы (156) обратилась в нуль, необхо-
димо и достаточно, ввиду положительности всех μk, чтобы все ли-
нейные формы xk были равны нулю. Мы получаем, таким образом,
для xk систему n однородных уравнений с определителем, отлич-
ным от нуля (формы линейно независимы), и эта система имеет,
следовательно, только нулевое решение.
II. Если все коэффициенты μk отрицательны, то квадратичная

форма называется определенно отрицательной. Как и выше, мож-
но показать, что она имеет при всяких вещественных xk только
отрицательные значения, причем обращается в нуль только тогда,
когда все xk равны нулю.
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III. Рассмотрим теперь тот случай, когда среди коэффициентов
mk есть равные нулю, а все не равные нулю определенного зна-
ка, например, положительны. В этом случае мы будем иметь для
формы ϕ представление вида

ϕ = μ1X
2
1 + . . .+ μmX

2
m (m < n), (1561)

где все μk положительны. Здесь опять значения нашей формы не
могут быть отрицательными ни при каких значениях xk, но могут
равняться нулю и тогда, когда значения xk отличны от нуля. Дей-
ствительно, чтобы получить нулевое значение формы, мы должны
написать систему m однородных уравнений для xk:

X1 = X2 = . . . = Xm = 0,

и так какm < n, то эта система, наверно, имеет решения, отличные
от нулевого. Точно так же, если в формуле (1561) все коэффициен-
ты μk отрицательны, то квадратичная форма не может иметь поло-
жительных значений, но может обращаться в нуль и при значениях
xk, отличных от нуля. В рассматриваемом случае форма называет-
ся знакопостоянной —положительной или отрицательной.
IV. Наконец, если среди коэффициентов μk формулы (156) име-

ются как положительные, так и отрицательные, то, как нетрудно
видеть, квадратичная форма может принимать как положитель-
ные, так и отрицательные значения при вещественных значениях
xk. В этом случае она называется знакопеременной.
Предыдущая классификация вещественных квадратичных

форм имеет непосредственное приложение к задаче на maxima и
minima функции от нескольких переменных. Пусть имеется функ-
ция n независимых переменных x1, . . . , xn:

ψ(x1, . . . , xn),

причем при значениях x1 = . . . = xn = 0 выполнены необходимые
условия maxima и minima, т. е. все частные производные от функ-
ции ψ по независимым переменным обращаются в нуль. Разлагая
нашу функцию в ряд Маклорена, будем иметь:

ψ(x1, . . . , xn) − ψ(0, . . . , 0) = ϕ(x1, . . . , xn) + ω,
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где через ϕ(x1, . . . , xn) мы обозначили квадратичную форму пере-
менных xk, а через ω— совокупность членов измерения выше вто-
рого относительно xk. Если квадратичная форма ϕ определенно
положительна, то мы имеем минимум функции в точке x1 = . . .
= xn = 0. Если она определенно отрицательна, то мы имеем мак-
симум. Если она знакопеременна, то мы не имеем ни минимума,
ни максимума, и, наконец, если ϕ— знакопостоянная форма, то мы
имеем дело с сомнительным случаем. Этот результат является есте-
ственным дополнением к тому, который мы имели в [I, 163] для
случая функции от двух независимых переменных.

Переходим к доказательству предложений, высказанных в начале настоя-
щего параграфа. Пусть имеется квадратичная форма:

ϕ =
n∑

i,k=1

aikxixk (aik = aki),

причем r есть ранг ее коэффициентов. Составим систему n линейных форм:

1

2

∂ϕ

∂xs
=

n∑
l=1

aslxl (s = 1, 2, . . . , n). (157)

При составлении выражений этих частных производных мы пользовались усло-
виями aik = aki. Число r есть, очевидно, ранг системы форм (157) в смысле
[11].

Положим, что ϕ приводится к сумме m квадратов линейно независимых
форм:

ys = βs1x1 + βs2x2 + . . .+ βsnxn (s = 1, 2, . . . , m), (158)

т. е.
ϕ = μ1y

2
1 + μ2y

2
2 + . . .+ μmy

2
m, (159)

где μs отличны от нуля. Нам надо доказать, что m = r. Пользуясь выражением
(159), составим линейные формы (157):

1

2

∂ϕ

∂xs
= μ1β1sy1 + μ2β2sy2 + . . .+ μmβmsym (s = 1, 2, . . . , n), (1571)

Переменные ys могут принимать любые значения, поскольку формы (158)
линейно независимы. Поэтому при определении линейной зависимости форм
(1571) ys можно считать за независимые переменные, и наибольшее число ли-
нейно независимых форм в системе (1571) должно быть равно рангу таблицы
коэффициентов μkβki, где номер столбца k принимает возможные значения:
k = 1, 2, . . . , m, и номер строки i = 1, 2, . . . , n. Элементы каждого столбца
этой таблицы содержат общий множитель μk , отличный от нуля, и потому
ранг таблицы μkβki совпадает с рангом таблицы βki. Поскольку система m
форм (158) есть система линейно независимых форм, этот ранг равен m, т. е.
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наибольшее число линейно независимых форм в системе (1571) или (157) рав-
но m. С другой стороны, по условию, это число равно r, откуда и следует, что
m = r.

Покажем теперь, что при любом способе представления ϕ формулой ви-
да (159), где ys — вещественные линейно независимые формы, число положи-
тельных и отрицательных коэффициентов μs всегда одно и то же. Будем до-
казывать это от противного. Положим, что мы имеем два представления ϕ
формулами вида (159), причем число положительных коэффициентов в этих
представлениях различно:

ϕ = λ1y
2
1 + . . .+ λpy

2
p − λp+1y

2
p+1 − . . .− λmy

2
m,

ϕ = λ′1y
′2
1 + . . .+ λ′qy

′2
q − λ′q+1y

′2
q+1 − . . .− λ′my

′2
m.

}
(160)

В этих формулах λs и λ′s мы считаем положительными. Формы y1, . . . , ym —
линейно независимы, то же можно сказать о формах y′1, . . . , y

′
m. Раз p �= q, то

всегда можно считать, что, например, p < q. Покажем, что это приведет нас к
нелепости. Присоединим к формам y1, . . . , ym формы ym+1, . . . , yn так, чтобы
получилась полная система линейно независимых форм [11]. Напишем систему
линейных однородных уравнений для x1, x2, . . . , xn:

y1 = 0; . . . ; yp = 0; y′q+1 = 0; . . . ; y′m = 0; ym+1 = 0; . . . , yn = 0. (161)

Число этих однородных уравнений p + (m − q) + (n −m) = n − (q + p), и так
как q − p > 0, то это число меньше n. Следовательно, написанная однородная
система имеет вещественные решения, отличные от нулевого. Возьмем какое-
нибудь из этих решений: xs = x

(0)
s (s = 1, 2, . . . , n). При этих значениях xs мы

будем иметь в силу (161):

ϕ = −λp+1y
2
p+1 − . . .− λmy

2
m = λ′1y

′2
1 + . . .+ λ′qy

′2
q .

Отсюда видно, что при xs = x
(0)
s квадратичная форма ϕ должна обращаться в

нуль, и, следовательно, xs = x
(0)
s , кроме уравнений (161), должны удовлетво-

рять уравнениям:
yp+1 = 0; . . . ; ym = 0.

Окончательно получаем, что xs = x
(0)
s должны обращать в нуль все формы

полной системы линейно независимых форм: y1, y2, . . . , yn. Но этого не может
быть, поскольку в однородной системе относительно x1, x2, . . . , xn:

y1 = 0; y2 = 0; . . . ; yn = 0

определитель отличен от нуля, ибо формы ys линейно независимы. Мы пришли
к противоречию, что и доказывает закон инерции.

36. Формула Якоби. Приведем без доказательства формулу Якоби, да-
ющую в удобном виде приведение квадратичной формы к сумме квадратов.

Для этого введем сначала некоторые обозначения. Положим:

Ai(x) =
n∑
k=1

aikxk (i = 1, 2, . . . , n),
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Δ0 = 1; Δ1 = a11; Δk =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1k
a21 a22 . . . a2k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
(k = 2, 3, . . . , n)

X1 = A1(x); Xk =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k−1 A1(x)
a21 . . . a2k−1 A2(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 . . . akk−1 Ak(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Если ранг таблицы коэффициентов aik равен r и определители Δ1, Δ2, . . . , Δr

отличны от нуля, то формула Якоби имеет вид

ϕ =
n∑

i,k=1

aikx1xk =
r∑

k=1

X2
k

ΔkΔk−1
, (162)

причем линейные формы Xk (k = 1, 2, . . . , r)—линейно независимы. Послед-
няя формула дает возможность по знакам Δk определить, к какому типу в
отношении закона инерции принадлежит форма ϕ.

В частности, если все определители Δ1, Δ2, . . . , Δn положительны (при
этом r = n), из (162) следует, что ϕ— определенно положительна. Можно до-
казать и обратное предложение — если ϕ определенно положительная форма,
то все указанные определители должны быть положительны. При применении
формулы (162) можно, конечно, нумеровать переменные xs в любом порядке.
При перемене нумерации будут меняться, конечно, и указанные выше опреде-
лители Δk, и каждый из главных миноров матрицы |aik|n1 может быть опреде-
лителем из последовательности Δk при определенной нумерации переменных
xs. Из сказанного выше следует, что у определенно положительной формы ϕ
все главные миноры положительны, но при этом достаточно убедиться в поло-
жительности определителей

Δs (s = 1, 2, . . . , n).

Можно показать, что, для того чтобы форма ϕ была положительной, необходи-
мо и достаточно, чтобы все главные миноры были неотрицательны, т. е. были
больше нуля или равны нулю. Здесь недостаточно определения знаков только
определителей Δs, а нужно определять знаки всех главных миноров.

Для того чтобы форма ϕ была определенно отрицательной, необходимо и
достаточно соблюдение неравенств (−1)k Δk > 0 (k = 1, 2, . . . , n). Для того
чтобы ϕ была отрицательной, необходимо и достаточно, чтобы главные миноры
имели знак (−1)k , где k—порядок минора, или были равны нулю.

Доказательство указанных в настоящем номере предложений можно найти
в книге Ф.Р. Г а н тм а х е р а «Теория матриц» (1953 г.).

37. Одновременное приведение двух квадратичных
форм к сумме квадратов. Пусть имеются две квадратичные
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формы:

ϕ1 =
n∑

i,k=1

aikxixk; ϕ2 =
n∑

i,k=1

bikxixk,

причем ϕ1 определенно положительна, т. е. приводится к сумме n
положительных квадратов. Требуется найти такое линейное преоб-
разование (не обязательно ортогональное), чтобы в результате его
обе формы перешли в сумму квадратов.
Прежде всего, введем такие новые переменные yk, чтобы форма

ϕ1 перешла в сумму квадратов. Это можно сделать, например, эле-
ментарным приемом, указанным в предыдущем номере. В новых
переменных будем иметь следующие представления квадратичных
форм:

ϕ1 =
n∑
k=1

μky
2
k; ϕ2 =

n∑
i,k=1

b′ikyiyk.

По условию все числа μk положительны, и мы можем ввести
новые вещественные переменные zk =

√
μkyk. При этом получим

формулы вида

ϕ1 =
n∑
k=1

z2
k; ϕ2 =

n∑
i,k=1

b′′ikzizk.

Совершим ортогональное преобразование от переменных zk к
новым переменным z′k, приводящее форму ϕ2 к сумме квадратов.
При этом ϕ1 останется суммой квадратов, так как преобразо-

вание ортогонально, и мы будем иметь окончательно обе формы в
виде суммы квадратов:

ϕ1 =
n∑
k=1

z′2k ; ϕ2 =
n∑
k=1

λkz
′2
k .

Числа λk называются иногда характеристическими числами
формы ϕ2 по отношению к форме ϕ1.
Установим теперь то уравнение, которому должны удовлетво-

рять эти числа λk и которое будет вполне аналогично уравнению
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(144) из [32]. Для этого введем понятие о дискриминанте квадра-
тичной формы, а именно: дискриминантом квадратичной формы
называется определитель, составленный из ее коэффициентов.
Положим, что мы преобразуем форму ϕ с матрицей коэффици-

ентов A к новым переменным при помощи преобразования

(x1, . . . , xn) = B(x′1, . . . , x
′
n).

Матрица новой формы будет, как известно [32]:

C = B(∗)AB,

и ее определитель вычисляется по формуле

D(C) = D(B(∗))D(A)D(B).

Определители D(B(∗)) и D(B), очевидно, равны, так как соот-
ветствующие таблицы получаются одна из другой лишь заменой
строк столбцами. Мы имеем таким образом

D(C) = D(A)D(B)2,

т. е. при линейном преобразовании переменных в квадратичной
форме дискриминант формы умножается на квадрат определителя
преобразования от новых переменных к первоначальным.
Вернемся теперь к нашим квадратичным формам ϕ1, ϕ2 и со-

ставим квадратичную форму

ω = ϕ2 − λϕ1 =
n∑

i,k=1

(bik − λaik)xixk,

коэффициенты которой содержат параметр λ.
В результате преобразования к новым переменным эта форма

будет иметь вид

ω =
n∑
k=1

(λk − λ)z′2k ,

и ее дискриминант в новых переменных выражается, очевидно, про-
изведением

(λ1 − λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ), (163)
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а в старых переменных этот дискриминант будет равен определи-
телю с элементами (bik − λaik). Как мы показали, эти два дискри-
минанта будут отличаться лишь множителем— квадратом опреде-
лителя преобразования, не содержащим λ и отличным от нуля. От-
сюда непосредственно следует, что оба дискриминанта имеют оди-
наковые корни относительно параметра λ. Принимая во внимание
(163), видим, что числа λk суть корни уравнения∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 − λa11 b12 − λa12 . . . b1n − λa1n

b21 − λa21 b22 − λa22 . . . b2n − λa2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 − λan1 bn2 − λan2 . . . bnn − λann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

38. Малые колебания. Мы видели выше [II, 20], что движение механиче-
ской системы, имеющей n степеней свободы, связи которой не содержат времени
и которая находится под воздействием сил, имеющих потенциал, определяется
системой дифференциальных уравнений вида

d

dt

(
∂T

∂q′k

)
− ∂T

∂qk
=
∂U

∂qk
(k = 1, 2, . . . , n), (164)

где T —кинетическая энергия системы и U — заданная функция (силовая функ-
ция) от qk, которую мы считаем не зависящей от t. Как мы упоминали выше,
T есть квадратичная форма от производных q′k от qk по времени

T =
n∑

i,k=1

aikq
′
1q

′
k (aki = aik), (165)

причем коэффициенты суть заданные функции от qk. Положим, что значения
qk = 0 обращают в нуль частные производные

∂U

∂qk
= 0 при q1 = . . . = qn = 0 (k = 1, 2, . . . , n). (166)

При этом система дифференциальных уравнений (164) имеет очевидное
решение q1 = . . . = qn = 0, которому соответствует некоторое положение
равновесия системы. Функция U определена лишь с точностью до постоян-
ного слагаемого, и мы можем всегда считать, что она обращается в нуль при
q1 = . . . = qn = 0. В силу условия (166) можно, таким образом, утверждать,
что разложение функции U по степеням qk начинается лишь с членов второ-
го измерения. Положим, что квадратичная форма, получаемая от этих чле-
нов второго измерения, будет определенно отрицательной, откуда следует, что
U имеет максимум при q1 = . . . = qn = 0, или— что то же— потенциальная
энергия (−U) имеет минимум. Как мы доказали [II, 20], при этом положение
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равновесия q1 = . . . = qn = 0 будет устойчивым, и при малых начальных воз-
мущениях система будет совершать малые колебания около упомянутого поло-
жения равновесия, так что qk во все время движения будут оставаться малыми.
Мы можем поэтому при исследовании этих малых колебаний считать, что U
сводится лишь к членам второго измерения, т. е. имеет вид

−U =
n∑

i,k=1

bikqiqk (bki = bik). (167)

Точно так же мы можем в коэффициентах aik выражения (165) положить
приближенно qk = 0, после чего эти коэффициенты окажутся заданными чис-
лами. Подставляя все это в систему (164), будем иметь систему n линейных
уравнений с постоянными коэффициентами:

a11q
′′
1 + a12q

′′
2 + . . .+ a1nq

′′
n + b11q1 + b12q2 + . . .+ b1nqn = 0,

a21q
′′
1 + a22q

′′
2 + . . .+ a2nq

′′
n + b21q1 + b22q2 + . . .+ b2nqn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1q
′′
1 + an2q

′′
2 + . . .+ annq

′′
n + bn1q1 + bn2q2 + . . .+ bnnqn = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (168)

Если мы будем искать решение этой системы в форме гармонических коле-
баний одной и той же частоты и начальной фазы, но с разными амплитудами

qk = Ak cos (λt + ϕ) (k = 1, 2, . . . , n), (169)

то, подставляя в систему (168), будем иметь систему уравнений для Ak и λ:

(b11 − λ2a11)A1 + (b12 − λ2a12)A2 + . . .+ (b1n − λ2a1n)An = 0,

(b21 − λ2a21)A1 + (b22 − λ2a22)A2 + . . .+ (b2n − λ2a2n)An = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(bn1 − λ2an1A1 + (bn2 − λ2an2)A2 + . . .+ (bnn − λ2ann)An = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (170)

Для того чтобы эта система имела для Ak решение, отличное от нулевого,
мы должны приравнять ее определитель нулю:∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 − λ2a11 b12 − λ2a12 . . . b1n − λ2a1n
b21 − λ2a21 b22 − λ2a22 . . . b2n − λ2a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 − λ2an1 bn2 − λ2an2 . . . bnn − λ2ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (171)

Взяв некоторый корень этого уравнения и подставив в коэффициенты си-
стемы (170), мы получим для Ak решения — одно или несколько, которые мы
затем можем умножить на произвольную постоянную. Кроме того, формула
(169) содержит еще произвольную постоянную ϕ.

Мы получаем более отчетливое решение задачи, применяя теорию квадра-
тичных форм. Заметим прежде всего, что по самому существу дела квадра-
тичная форма (165) переменных q′k, выражающая кинетическую энергию при
движении, будет определенно положительной формой. Кроме того, в данном
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случае по условию задачи и форма (167) будет определенно положительной.
Как мы видели, можно ввести вместо переменных qk такие новые переменные
pk, связанные с прежним линейным преобразованием с постоянными коэффи-
циентами, чтобы в новых переменных квадратичные формы T и (−U) одновре-
менно привелись к сумме квадратов, причем для формы T это должно быть
чистой суммой квадратов с коэффициентами, равными единице. Заметим при
этом, что линейная зависимость для pk и qk приводит к такой же зависимости
для p′k и q′k. Мы будем, таким образом, иметь:

T =
n∑
s=1

p′2s ; −U =
n∑
s=1

λ2
sp

2
s, (172)

где все коэффициенты при p2s положительны, так что мы имели возможность
обозначить их через квадраты. Вместо системы (168) мы можем написать урав-
нения Лагранжа (164) для новых переменных

d

dt

[
∂T

∂p′k

]
=

∂U

∂pk
.

Подставляя (172), будем иметь чрезвычайно простую систему

p′′k + λ2
kpk = 0 (k = 1, 2, . . . , n).

Решения этой системы будут:

pk = Ck cos(λkt+ ψk) (k = 1, 2, . . . , n), (173)

где Ck и ψk —произвольные постоянные. Обобщенные координаты pk называ-
ются главными координатами нашей механической системы.

Основные координаты qk выражаются через них линейным образом с посто-
янными коэффициентами. Из результатов предыдущего номера непосредствен-
но следует, что числа λk должны быть корнями уравнения (170). Заметим, что
среди них могут оказаться и одинаковые, но и в этом случае формулы (169)
дают общее решение задачи малых колебаний в рассматриваемом случае.

39. Экстремальные свойства собственных значений квадратичной
формы. Рассмотрим задачу приведения вещественной квадратичной формы
к сумме квадратов с новой точки зрения. Для простоты ограничимся случаем
трех переменных

ϕ =
3∑

i,k=1

aikxixk =
3∑

k=1

λkx
′2
k , (174)

где x′k связаны с xk некоторым ортогональным преобразованием

x1 = b11x
′
1 + b12x

′
2 + b13x

′
3,

x2 = b21x
′
1 + b22x

′
2 + b23x

′
3,

x3 = b31x
′
1 + b32x

′
2 + b33x

′
3.

⎫⎪⎬⎪⎭ (175)
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Для определенности будем считать, что числа λk идут в убывающем по-
рядке, т. е.

λ1 > λ2 > λ3. (176)

Нашей задачей будет определение чисел λk и коэффициентов bik по зна-
чениям формы ϕ на единичной сфере K, т. е. на сфере с центром в начале
координат и радиусом единица:

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 или x′21 + x′22 + x′23 = 1. (177)

Каждая точка такой сферы характеризует некоторое направление в про-
странстве, определяемое единичным вектором, идущим из начала в упомяну-
тую точку. Мы можем написать формулу (174) в виде

ϕ = λ1(x′21 + x′22 + x′23 ) + (λ2 − λ1)x′22 + (λ3 − λ1)x′23 ,

откуда видно, что на упомянутой единичной сфере K будем иметь:

ϕ = λ1 + (λ2 − λ1)x′22 + (λ3 − λ1)x′23 .

Отсюда непосредственно следует, что λ1 есть максимум ϕ на K. Этот мак-
симум достигается, очевидно, в точке

x′1 = 1; x′2 = x′3 = 0,

или, в силу (175), в прежних координатах это будет точка сферы K с коорди-
натами:

x1 = b11; x2 = b21; x3 = b31.

Эта точка определяет вектор, соответствующий первому столбцу ортогональ-
ного преобразования (175), т. е. вектор, являющийся решением уравнения

Ax = λx (178)

при λ = λ1. Итак, первое по величине собственное значение квадратичной фор-
мы (174) равно максимуму значения этой формы на единичной сфере, а соот-
ветствующий собственный вектор x(1), являющийся решением уравнения (178),
есть вектор, идущий из начала в ту точку единичной сферы, где упомянутый
максимум достигается.

Перейдем теперь к определению второго собственного значения и соответ-
ствующего собственного вектора. Положим в формуле x′1 = 0. Этому уравне-
нию соответствует плоскость, проходящая через начало и перпендикулярная к
вектору x(1). Сечение этой плоскости с единичной сферой даст окружность

x′22 + x′23 = 1.

На этой окружности мы имеем:

ϕ = λ2x
′2
2 + λ3x

′2
3 ,

откуда непосредственно видно, что λ2 есть максимум значений ϕ на единичной
сфере при условии перпендикулярности соответствующих векторов уже най-
денному вектору x(1). Точно так же, как и выше, докажем, что собственный
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вектор x(2), т. е. решение уравнения (178) при λ = λ2, есть вектор, идущий в
ту точку, где этот максимум достигается.

Имея два вектора, мы получим и третий x(3), как перпендикулярный к
ним обоим, а собственное значение λ3 будет значением формы ϕ в той точке
единичной сферы, в которой она пересекается с вектором x(3).

Если бы, например, мы имели λ1 = λ2, то при отыскании первого макси-
мума формы ϕ на единичной сфере мы получили бы не точку, а целую окруж-
ность, где этот максимум достигается.

Предыдущее рассуждение легко переносится и на случай любого числа из-
мерений. Мы приведем для этого общего случая лишь результат, вполне ана-
логичный предыдущему. Пусть имеется вещественная квадратичная форма n
переменных:

ϕ =
n∑

i,k=1

aikxixk. (179)

Единичный вектор в вещественном n-мерном пространстве будет изобра-
жаться совокупностью вещественных чисел, сумма квадратов которых равна
единице. Мы будем говорить, что концы таких векторов лежат на единичной
сфере, и уравнение этой единичной сферы будет, очевидно:

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n = 1. (180)

Наибольшее характеристическое число формы ϕ будет равно максимуму
этой формы на единичной сфере (180), и соответственный собственный вектор
будет определяться вектором x(1), идущим из начала в ту точку сферы, где ϕ
достигает максимума. Для получения второго по величине характеристическо-
го числа будем рассматривать единичные векторы, перпендикулярные к уже
найденному вектору x(1). Среди них найдется такой x(2), который даст наи-
большее значение формы ϕ. Этот второй максимум λ2 и будет равен второму
собственному значению формы, а упомянутый вектор x(2) будет соответству-
ющим собственным вектором. Рассмотрим теперь единичные векторы, перпен-
дикулярные к x(1) и x(2), что равносильно присоединению к условию (180) еще
двух условий:

(x(1), x) = 0 и (x(2), x) = 0.

Среди них найдется такой, который опять даст форме ϕ наибольшее значе-
ние. Это значение и будет третьим по величине собственным значением формы
λ3, а упомянутый вектор будет соответствующим собственным вектором и т. д.

Мы могли бы расположить собственные значения квадратичной формы не
в убывающем, а в возрастающем порядке, так что первое собственное значение
было бы наименьшим, следующее — вторым в порядке возрастания и т. д. При
этом мы получили бы задачи, совершенно аналогичные предыдущим, но только
везде, где говорилось о наибольшем значении, нам пришлось бы говорить о
наименьшем значении.

Все предыдущие рассуждения обобщаются также и на случай одновремен-
ного приведения двух квадратичных форм к сумме квадратов. Пусть две квад-
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ратичные формы:

ϕ =

n∑
i,k=1

aikxixk; ψ =
n∑

i,k=1

bikxixk

приводятся к сумме квадратов

ϕ =

n∑
k=1

x′2k ; ψ =
n∑

i,k=1

λkx
′2
k

при помощи линейного преобразования

(x1, . . . , xn) = B(x′1, . . . , x
′
n),

причем мы считаем, что числа λk идут в убывающем порядке.
При этом λ1 будет наибольшим значением ψ при условии, что ϕ = 1, причем

это наибольшее значение будет достигаться как раз при

x1 = b11; x2 = b21; . . . ; xn = bn1.

Аналогично определяются и следующие собственные значения.

40. Эрмитовские матрицы и формы Эрмита. В предыду-
щих параграфах мы рассматривали вещественные симметричные
матрицы и отметили, что они являются частным случаем эрмитов-
ских матриц, элементы которых суть комплексные числа, удовле-
творяющие соотношению

aki = aik. (181)

При i = k это соотношение показывает, что диагональные эле-
менты akk должны быть вещественными.
Иначе можно формулировать определение эрмитовской матри-

цы так: эрмитовская матрица не меняется, если в ней строки заме-
нить столбцами и все элементы— сопряженными, т. е. в обозначе-
ниях из [26]:

A
(∗)

= A или Ã = A. (182)

Матрица Ã, как мы знаем, называется эрмитовски сопряженной
с A. Поэтому эрмитовские матрицы иначе называются самосопря-
женными.
Выше мы показали [32], что эрмитовская матрица A удовлетво-

ряет при любых векторах x и y соотношению

(Ax, y) = (x, Ay). (183)
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Это соотношение, как и два предыдущих, может служить опре-
делением эрмитовской матрицы.
Отметим еще одно свойство эрмитовских матриц.
Пусть A— эрмитовская матрица и U —любая унитарная мат-

рица. Нетрудно показать, что U−1AU будет, как и A, эрмитовской
матрицей. По условию A

(∗)
= A. Надо доказать, что таким же свой-

ством обладает и U−1AU . Мы имеем [26]:

(U−1AU)
(∗)

= U
(∗)
A(∗)U

(∗)−1

или, принимая во внимание условие для A и унитарный характер
U , откуда следует U

(∗)
= U−1, получим:

(U−1AU)
(∗)

= U−1AU,

что и требовалось доказать.
Можно сказать, что при унитарном преобразовании координат,

которое осуществляется для составляющих вектора формулой

(x1, . . . , xn) = U(x′1, . . . , x
′
n),

эрмитовская матрица A, как оператор линейного преобразования
пространства, будет выглядеть в новых координатах в виде U−1AU ,
и, следовательно, доказанное предложение можно еще формулиро-
вать так: унитарные преобразования пространства не меняют эр-
митовского характера матрицы как оператора.
Поставим теперь задачу о приведении эрмитовской матрицы к

диагональной форме при помощи унитарного преобразования

U−1AU = [λ1, . . . , λn]. (184)

Как и выше для вещественных симметричных матриц, наша за-
дача равносильна задаче решения уравнения вида

Ax = λx, (185)

где λ есть одно из чисел λk и составляющие вектора x дают эле-
менты соответствующего столбца матрицы U .
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Эти числа λk и соответствующие им векторы x(k) называются
собственными значениями и собственными векторами матрицы A.
Собственные значения, как мы знаем, должны быть обязательно

корнями уравнения ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (186)

Пусть λ = λ1 — некоторый корень этого уравнения и x(1) —неко-
торое решение уравнения (185) при λ = λ1.
Это уравнение будет линейным и однородным, так что его реше-

ние можно умножать на любую постоянную, и мы можем поэтому
считать длину вектора x(1) равной единице. Возьмем этот вектор за
первый орт новой координатной системы и достроим каким-нибудь
образом еще (n− 1) единичных векторов так, чтобы в общем полу-
чить ортонормированную систему векторов. Примем эти векторы
за новые орты, и пусть U1— то унитарное преобразование, которое
соответствует переходу к этим новым ортам. В новой координатной
системе наша эрмитовская матрица A перейдет в новую эрмитов-
скую матрицу A1 = U−1

1 AU1, причем соответствующее уравнение

A1x = λx

должно при λ = λ1 иметь в качестве решения вектор с составляю-
щими (1, 0, . . . , 0). Как и в [33], это обстоятельство покажет нам,
что у матрицы A1 все элементы первой строки и первого столбца
обратятся в нуль, кроме элемента, стоящего на пересечении первой
строки и первого столбца и равного λ1.
Из эрмитовского характера матрицы A1 непосредственно следу-

ет, что этот элемент λ1 должен быть числом вещественным, и отсю-
да, между прочим, непосредственно следует, что все корни уравне-
ния (186) должны быть вещественными, что мы видели и раньше.
Итак, матрица A1 будет иметь вид
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∥∥∥∥∥∥∥∥
λ1 0 . . . 0
0 a

(1)
22 . . . a

(1)
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 a
(1)
n2 . . . a

(1)
nn

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
т. е. это будет квазидиагональная матрица вида

[λ1, C1],

где через C1 мы обозначили эрмитовскую матрицу порядка (n− 1)
с элементами a(1)

ik . Повторяя предыдущее рассуждение, мы сможем
при помощи некоторого унитарного преобразования U2, произве-
денного над ортами, кроме первого орта, привести матрицу C1 к
такому виду, при котором все элементы ее первой строки и первого
столбца будут нули, кроме элемента, стоящего на их пересечении.
Упомянутое унитарное преобразование мы можем рассматри-

вать как унитарное преобразование по всем нашем n-мерном про-
странстве. Это будет квазидиагональная унитарная матрица вида

[1, U2].

В результате этого преобразования наша эрмитовская матрица
перейдет в эрмитовскую матрицу вида

[1, U2]−1[λ1, C1][1, U2] = [λ1, U
−1
2 C1U2],

и в раскрытом виде эта матрица будет:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 a

(2)
33 . . . a

(2)
3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 a
(2)
n3 . . . a

(2)
nn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Продолжая рассуждать так и дальше, мы окончательно приве-
дем нашу эрмитовскую матрицу к диагональной форме, причем то
общее унитарное преобразование U , которое входит в форму (184),
будет произведением тех унитарных преобразований, которые нам
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придется совершать при указанном выше процессе последователь-
ного приведения матрицы к диагональной форме.
Обратимся теперь к уравнению (185). В [33] мы показали, что

его решения, соответствующие различным значениям λ, обязатель-
но взаимно ортогональны.
Совершенно так же, как и в [33], мы можем показать, что векто-

ры, представляемые столбцами матрицы U , вместе с соответствую-
щими значениями λ дают все решения уравнения (185). Необходимо
только при этом иметь в виду одно важное обстоятельство, касаю-
щееся кратных корней уравнения (186). Если, например, уравнение
(186) имеет корень λ = λ1 кратности m, то при λ = λ1 уравне-
ние (185) будет иметь m линейно независимых решений x(1), . . . ,
x(m). Всякая их линейная комбинация с произвольными коэффи-
циентами будет, очевидно, также решением уравнения (185), т. е.
уравнение

Ax = λ1x

будет иметь совокупность решений, представляемую подпростран-
ством, образованным векторами x(1), . . . , x(m), т. е. определяемую
суммой

x = C1x(1) + . . .+ Cmx(m)

с произвольными коэффициентами C1, . . . , Cm. Мы можем вы-
бирать в этом подпространстве любым образом ортонормирован-
ную систему m векторов, составляющие которых и дадут нам те
столбцы матрицы U , которые соответствуют собственному значе-
нию λ = λ1. Здесь мы имеем, следовательно, такой же произвол
в выборе матрицы U , какой мы имели и в [33] для B. Кроме то-
го, очевидно, мы можем составляющие всякого вектора x(S), кото-
рый у нас получился в результате решения уравнения (185), умно-
жить на численный множитель, по модулю равный единице, т. е.
на численный множитель вида eiϕ (фазовый множитель). При этом
длина вектора останется равной единице и сохранится условие ор-
тогональности этого вектора к остальным векторам, входящим в
полную систему решений уравнения (185). Наконец, мы можем в
матрице U произвольным образом менять порядок столбцов. Это
несущественное преобразование сводится, очевидно, к перемене ну-
мерации ортов в новой координатной системе, и оно влечет за со-
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бой лишь перестановку чисел λk в диагональной форме матрицы.
В дальнейшем всегда будем считать, что эти числа идут в возрас-
тающем порядке.
Перейдем теперь к рассмотрению форм Эрмита. Мы будем го-

ворить, что эрмитовской матрице A соответствует форма Эрмита
вида

(Ax, x) =
n∑

i,k=1

aikxixk, (187)

где x1, . . . , xn суть составляющие вектора x. Число (Ax, x) веще-
ственно [32].
Положим теперь, что мы совершили над нашим пространством

некоторое унитарное преобразование, причем старые составляющие
вектора выражаются через новые по формуле x = Ux′. В новых
координатах форма Эрмита (187) будет иметь вид

(AUx′, Ux′).

Пользуясь свойством (1251) унитарных преобразований, мы мо-
жем оба вектора, образующих скалярное произведение, помножить
слева на унитарную матрицу U−1 и, таким образом, получим в но-
вых координатах следующее выражение для формы Эрмита (187):

(U−1AUx′, x′). (188)

В частности, если унитарное преобразованиеU преобразует мат-
рицу A к диагональной форме, т. е. имеет место (184), то в новых
переменных в нашей форме Эрмита останутся лишь члены, содер-
жащие произведения x′i · x′i, и мы будем иметь приведение формы
Эрмита к сумме квадратов модулей:

(U−1AUx′,x′) = λ1x
′
1x

′
1 + λ2x

′
2x

′
2 + . . .+ λnx

′
nx

′
n.

Таким образом, здесь, как и в [32], задача преобразования мат-
рицы A к диагональной форме равносильна задаче приведения со-
ответствующей формы Эрмита к сумме квадратов модулей.
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Вместо формы Эрмита рассматривают иногда так называемую
билинейную форму, определяемую следующим образом:

(Ay, x) =
n∑

i,k=1

aikxiyk.

Если применить опять к пространству унитарное преобразова-
ние так, что новые составляющие будут выражаться через старые
по прежним формулам, то в новых координатах мы получим:

(Ay, x) = (AUy′, Ux′)

или, в силу свойства унитарного преобразования:

(U−1AUy′, x′).

Наконец, если U приводит A к диагональной форме, то в соот-
ветствующих координатах билинейная форма приведется к следу-
ющему простейшему виду:

n∑
k=1

λkx
′
ky

′
k.

Заметим, что всякая диагональная матрица с вещественны-
ми элементами есть эрмитовская матрица, а потому и матрица
U−1[λ1, . . . , λn]U , где U — любая унитарная матрица, будет также
эрмитовской. Выше мы видели, что и, наоборот, всякую эрмитов-
скую матрицу мы можем написать в таком виде.
Формы Эрмита делятся, как и вещественные квадратичные

формы [35], по знаку характеристических чисел λk. Если, напри-
мер, все λk положительны, то форма Эрмита называется опреде-
ленно положительной. Характерным ее свойством является то свой-
ство, что ее значения положительны при всяких xk, и она может
обратиться в нуль лишь при x1 = . . . = xn = 0. Аналогично опре-
деляются знакопостоянные и знакопеременные формы Эрмита. Ис-
следование совершенно аналогично случаю вещественных квадра-
тичных форм и основано на формуле

(Ax, x) = λ1x
′
1x

′
1 + . . .+ λnx

′
nx

′
n.
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Формула (183) справедлива для эрмитовских матриц. Если A—
любая матрица и Ã = A

(∗)
— сопряженная с ней матрица, то вместо

(183) будем иметь:
(Ax, y) = (x, Ãy). (1831)

Если aik — элементы матрицы A, то у матрицы Ã элементы бу-
дут {Ã}ik = aki, и формула (1831) проверяется непосредственной
подстановкой, как и формула (183).

41. Коммутирующие эрмитовские матрицы. Пусть A и
B —две эрмитовские матрицы. Посмотрим, при каких условиях и
их произведение BA будет эрмитовской матрицей. Составим мат-
рицу, эрмитовски сопряженную с произведением BA:

(BA)(∗) = A
(∗)
B

(∗)

или, в силу эрмитовского характера A и B:

(BA)(∗) = AB.

Для того чтобы BA было эрмитовской матрицей, необходимо и
достаточно, чтобыAB совпадало сBA, т. е. чтобыматрицы комму-
тировали. Положим, что эрмитовские матрицы A и B приводятся
к диагональной форме при помощи одного унитарного преобразо-
вания U :

A = U−1[λ1, . . . , λn]U ; B = U−1[μ1, . . . , μn]U.

Нетрудно видеть, что в этом случае они будут коммутировать

AB = BA = U−1[λ1μ1, . . . , λnμn]U.

Покажем теперь, что и наоборот: если эрмитовские матрицы
коммутируют, то их можно при помощи одного и того же уни-
тарного преобразования одновременно привести к диагональной
форме, т. е. переместительность эрмитовских матриц является не
только необходимым, но и достаточным условием возможности их
одновременного приведения при помощи унитарного преобразова-
ния к диагональнойформе. Итак, положим, что AB = BA. Заметим
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при этом, что и подобные им матрицы будут также коммутировать.
Действительно:

(C−1AC)(C−1BC) = C−1ABC = C−1BAC,

и точно такое же выражение получится для произведения

(C−1BC)(C−1AC).

Положим, что за C мы выбрали унитарное преобразование, при-
водящее A к диагональной форме, и подвергли такому же преоб-
разованию и матрицу B. Новые матрицы будут также коммути-
ровать, и мы можем, таким образом, при доказательстве нашего
предложения считать просто, что матрица A уже имеет диагональ-
ную форму, т. е. что элементы aik удовлетворяют условию

aik = 0 при i �= k. (189)

Обозначим через bik элементы матрицы B и запишем условие,
что наши матрицы коммутируют:

n∑
s=1

aisbsk =
n∑
s=1

bisask (i, k = 1, 2, . . . , n).

В силу (189) условия эти будут иметь вид

(aii − akk)bik = 0 (i, k = 1, 2, . . . , n). (190)

Если все числа aii различны, то из последних равенств непо-
средственно следует, что bik = 0 при i �= k, т. е. что матрица B
также имеет диагональную форму, и предложение доказано.
Перейдем теперь к рассмотрению общего случая, когда среди

чисел aii имеются одинаковые. Для определенности предположим,
что числа эти распадаются на две группы одинаковых между собой
чисел:

a11 = . . . = amm; am+1,m+1 = . . . = ann.

Из формулы (190) непосредственно следует. что в этом случае
элементы bik могут быть отличны от нуля только тогда, когда или
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оба значка i и k большеm, или оба они не большеm. Таким образом,
в данном случае матрица B имеет квазидиагональную форму:

B = [B1, B2],

где B1 — некоторая эрмитовская матрица порядка m и B2 — эрми-
товская матрица порядка (n −m). В раскрытой форме мы можем
написать матрицу B в виде∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

b11 . . . bmm 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 . . . bmm 0 . . . 0
0 . . . 0 bm+1,m+1 . . . bm+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 bn,m+1 . . . bnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Мы можем, не меняя диагональной формы A, подвергать под-
пространство, образованное первыми m ортами, любому унитарно-
му преобразованию, и то же самое относится к подпространству,
образованному последними (n − m) ортами. Выберем эти унитар-
ные преобразования V1 и V2 так, чтобы матрицы B1 и B2 записа-
лись в диагональной форме. В общем мы будем иметь унитарное
преобразование всего n-мерного пространства, имеющее квазидиа-
гональную форму

[V1, V2].

В силу сказанного выше, в новых координатах матрица A со-
хранит диагональную форму, а матрица B примет вид:

[V1, V2]−1[B1, B2][V1, V2] = [V −1
1 B1V1, V

−1
2 B2V2],

т. е. будет также иметь диагональную форму, и наше предложение
доказано.
Если мы теперь построим для наших коммутирующих матриц

уравнения
Ax = λx; Bx = μx, (191)

то из предыдущего непосредственно следует, что для обоих этих
уравнений мы можем построить одну и ту же систему n линейно
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независимых решений. Эти решения и будут давать столбцы той
унитарной матрицы U , которая приводит обе наши матрицы к диа-
гональной форме. Иначе говоря, мы можем для двух коммутирую-
щих эрмитовских матриц построить одну и ту же полную систему n
линейно независимых собственных векторов. Что же касается соб-
ственных значений, т. е. значений параметров λ и μ, то они будут,
конечно, вообще говоря, различными. Заметим, что из предыдуще-
го еще не следует, что всякий собственный вектор матрицы A будет
и собственным вектором матрицы B. Если все собственные значе-
ния A и B различны, так что каждому значению λk и μk соответ-
ствует с точностью до численного множителя только один вектор,
то это будет, конечно, так. Но это уже не будет, вообще говоря,
иметь места, если среди собственных значений есть одинаковые.
Пусть x(k) есть полная система собственных векторов матриц A и
B, а λk и μk — соответствующие собственные значения. Положим,
например, что λ1 = λ2, но μ1 �= μ2. При этом векторы C1x(1)+C2x(2)

при любом выборе постоянных C1 и C2 будут собственными векто-
рами для A, но уже не будут собственными векторами для B.
Все предыдущие рассуждения легко переносятся и на случай

нескольких матриц, а именно: если имеется несколько эрмитовских
матриц A1, . . . , Al, то для того, чтобы их можно было одновременно
привести к диагональной форме при помощи унитарного преобра-
зования, необходимо и достаточно, чтобы они попарно коммутиро-
вали, т. е. AiAk = AkAi при любых i и k от 1 до l.

42. Приведение унитарных матриц к диагональной фор-
ме. Унитарные матрицы в отношении приведения к диагональной
форме обладают свойством, совершенно аналогичным эрмитовским
матрицам, а именно: если V есть некоторая унитарная матрица, то
всегда можно найти такую унитарную матрицу U , что матрица

U−1V U

будет диагональной матрицей. Мы можем записать нашу задачу в
следующем виде:

V U = U [λ1, . . . , λk], (192)

где U —искомая унитарная матрица и λk — искомые числа.
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Как и раньше для эрмитовской матрицы, столбцам матрицы
U будут соответствовать некоторые векторы x(k), и эти векторы
должны быть решениями уравнения

V x = λx, (193)

где λ совпадают с числами λk. Отсюда, как и выше, непосредствен-
но следует, что эти числа λ должны быть корнями характеристи-
ческого уравнения∣∣∣∣∣∣∣∣

v11 − λ v12 . . . v1n
v21 v22 − λ . . . v2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
vn1 vn2 . . . vnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (194)

где vik — элементы матрицы V .
Заметим, прежде всего, что если матрицы V1 и U1 унитарны,

то и матрица U−1
1 V1U1 будет унитарной. Действительно, из уни-

тарности U1 следует унитарность U−1
1 , и произведение унитарных

матриц есть также унитарная матрица.
Возьмем некоторый корень λ = λ1 уравнения (194) и, подста-

вив его вместо λ в уравнение (193), определим единичный вектор
x(1), удовлетворяющий этому уравнению, примем этот вектор за
новый орт и присоединим к нему еще (n− 1) единичных векторов
так, чтобы получить n единичных взаимно ортогональных векто-
ров. Переход от прежних ортов к новым будет равносилен некото-
рому унитарному преобразованию U1, и наша унитарная матрица
V перейдет в подобную

V1 = U−1
1 V U1.

Соответствующее уравнение

V1x = λx

будет иметь, при λ = λ1, в качестве решения вектор с составля-
ющими (1, 0, . . . , 0), откуда будет, как и раньше, непосредственно
следовать, что элементы первого столбца матрицы V1 равны все
нулю, кроме первого элемента, который равен λ1. Но, поскольку



42] § 4. Квадратичные формы 187

в унитарной матрице сумма квадратов модулей элементов каждого
столбца равна единице, мы можем утверждать, что число λ1 по мо-
дулю равно единице. Напомним теперь, что в унитарной матрице V1

и сумма квадратов модулей элементов каждой строки также рав-
на единице. Но, как только что показано, первый элемент первой
строки λ1 равен по модулю единице, и, следовательно, остальные
элементы этой строки должны равняться нулю. Итак, в результате
первого унитарного преобразования мы привели нашу унитарную
матрицу к такому виду, что в ее первой строке и первом столбце
все элементы равны нулю, кроме первого:∥∥∥∥∥∥∥∥

λ1 0 . . . 0
0 v

(1)
22 . . . v

(1)
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 v
(1)
22 . . . v

(1)
2n

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Совершенно аналогичное обстоятельство мы имели выше для

эрмитовских матриц. Далее, элементы v
(1)
ik образуют унитарную

матрицу порядка (n − 1). Применяя еще унитарное преобразова-
ние, мы сможем и в этой матрице получить нули в первой строке и
столбце, кроме первого элемента, который по модулю будет равен
единице. В окончательном счете, в результате произведенных двух
унитарных преобразований, наша унитарная матрица приведется к
виду ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 v

(2)
33 . . . v

(2)
3n

. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 v
(2)
n3 . . . v

(2)
nn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Продолжая наше рассуждение так же и дальше, мы приведем
нашу унитарную матрицу при помощи некоторого унитарного пре-
образования к диагональной форме. Отметим, что из предыдущих
соображений непосредственно следует, что все характеристиче-
ские числа унитарной матрицы будут по модулю равны единице.
Так же, как и в [41], можно показать, что если некоторые уни-

тарные матрицы попарно коммутируют, то их можно при помощи
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одного и того же унитарного преобразования привести к диагональ-
ной форме.
Отметим еще следующий факт. Пусть унитарная матрица U

приводит некоторую матрицу A к диагональной форме, т. е. пусть
U−1AU есть диагональная матрица. Как известно, модуль опреде-
лителя U равен единице, и мы можем подобрать вещественное чис-
ло ω так, чтобы определитель унитарной матрицы eiωU равнялся
единице. При этом унитарная матрица eiωU также будет приводить
A к диагональной форме, ибо

(eiωU)−1A(eiωU) = eiωe−iωU−1AU = U−1AU.

Таким образом, всегда можно считать, что определитель уни-
тарной матрицы U , приводящей некоторую матрицу к диагональ-
ной форме, равен единице.

Прим е р. Рассмотрим в качестве примера приведение к диагональной
форме некоторой вещественной ортогональной матрицы третьего порядка:

V =

∥∥∥∥∥∥
v11 v12 v13
v21 v22 v23
v31 v32 v33

∥∥∥∥∥∥ . (195)

Будем считать, что определитель этой матрицы равен (+1), так что этой
матрице соответствует некоторое движение трехмерного пространства, как це-
лого, вокруг начала. Характеристическое уравнение для матрицы (195) будет
по условию иметь свободный член, равный единице, ибо этот свободный член
совпадает, очевидно, с определителем матрицы. С другой стороны, мы виде-
ли, что все корни нашего характеристического уравнения должны иметь мо-
дуль, равный единице. Старший член характеристического уравнения будет
(−λ)3 = −λ3, и, следовательно, свободный член уравнения — единица — будет
равняться просто произведению корней этого уравнения. Поскольку это уравне-
ние имеет вещественные коэффициенты, возможны лишь два случая, а именно:
или это уравнение имеет один корень, равный единице, а два других мнимые,
сопряженные с модулем, равным единице, т. е. два других корня будут вида
e±iϕ, или уравнение будет иметь корень единица, и оба других корня будут
равняться (−1). Второй случай является частным случаем первого при ϕ = π.

Собственному значению λ = 1 соответствует вещественный вектор x(1),
который должен являться решением уравнения

V x(1) = x(1). (196)

Иначе говоря, этот вектор не должен меняться при том повороте простран-
ства, который определяется матрицей V . Этот вектор, отвечающий веществен-
ному значению λ = 1, будет вещественным вектором, и он будет определять,
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очевидно, ту ось, вокруг которой повернулось пространство (всякий поворот
пространства вокруг начала равносилен вращению вокруг некоторой оси, про-
ходящей через начало). Для определения составляющих этого вектора x(1) че-
рез элементы V перепишем уравнение (196) в виде

V −1x(1) = x(1)

или, поскольку матрица V вещественна и унитарна, мы можем написать:

V (∗)x(1) = x(1).

Вычитая это из (196), будем иметь:

(V − V (∗))x(1) = 0.

Напишем это равенство в раскрытом виде, причем составляющие вектора x(1)

обозначим через (u11, u21, u31). Получим систему уравнений:

(v12 − v21)u21 + (v13 − v31)u31 = 0,

(v21 − v12)u11 + (v23 − v32)u31 = 0,

(v31 − v13)u11 + (v32 − v23)u21 = 0,

и из нее непосредственно следуют формулы, определяющие направление оси
вращения:

u11 : u21 : u31 = (v23 − v32) : (v31 − v13) : (v12 − v21).

Два других собственных вектора x(2) и x(3) должны, очевидно, удовлетво-
рять уравнениям

V x(2) = eiϕx(2) и V x(3) = e−iϕx(3), (197)

и это будут уже векторы с комплексными составляющими. Мы сможем опре-
делить ϕ из того условия, что сумма корней характеристического уравнения
равна, очевидно, сумме диагональных членов, т. е. следу матрицы V :

1 + e−iϕ + eiϕ = 1 + 2 cos ϕ = v11 + v22 + v33,

причем можно считать, что ϕ лежит между 0 и π.
Из уравнения (197) следует, что составляющие вектора x(2) и x(3) мы мо-

жем считать мнимыми сопряженными, поскольку значения λ в уравнениях
(197) суть мнимые сопряженные числа. Составим новую унитарную матрицу:

U0 =

∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

0 1√
2

i√
2

0 1√
2
− i√

2

∥∥∥∥∥∥∥ . (198)

Нетрудно убедиться непосредственно, что элементы столбцов матрицы
W = UU0 будут равны составляющим векторов

x(1);
x(2) + x(3)

√
2

; i
x(2) − x(3)

√
2

,
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т. е. будут вещественны. Кроме того, матрица W , как произведение двух уни-
тарных матриц, также будет унитарной матрицей, т. е. W будет ортогональной
матрицей. Применим теперь к матрице V преобразование подобия, пользуясь
унитарной вещественной матрицей W . Мы получим:

W−1VW = U−1
0 U−1V UU0 = U−1

0 [1, eiϕ, e−iϕ]U0.

Производя фактически перемножение матриц, получим:

W−1VW =

∥∥∥∥∥∥
1 0 0
0 cos ϕ − sin ϕ
0 sin ϕ cos ϕ

∥∥∥∥∥∥ . (199)

Мы можем всегда считать, что определитель ортогональной матрицы W
равен (+1), ибо в противном случае мы могли бы умножить эту матрицу на
(−1), от чего соотношение (199) не изменилось бы. Таким образом, матрице W
будет соответствовать также некоторое движение трехмерного пространства.
Матрица (199), полученная в результате преобразования координат x = Wx′,
подобна матрице V и дает в новых координатах то же преобразование, которое
первоначальная матрица V давала в прежних координатах. Из вида матрицы
(199) непосредственно следует, что этой матрице (199) соответствует вращение
вокруг новой оси x′(1) на угол ϕ, и сущность нашего преобразования сводится
к тому, что мы приняли за ось x′(1), упомянутую выше, ось вращения, изобра-
жаемую вектором x(1).

Из предыдущего непосредственно вытекает еще одно важное обстоятель-
ство, а именно: все вещественные матрицы, которым соответствует поворот
пространства на некоторый определенный угол ϕ, могут быть приведены при
помощи преобразования подобия (различного для различных матриц) к одно-
му и тому же виду (199), и, следовательно, все такие матрицы будут подобны
между собой.

Матрицы, соответствующие различным углам вращения, не могут быть
между собой подобны, так как характеристические числа таких матриц 1, eiϕ
и e−iϕ будут, наверно, различны между собой при различных значениях угла
ϕ. Все эти свойства имеют очень простое геометрическое значение.

43. Матрицы проектирования. Мы переходим теперь к рассмотрению
некоторого частного случая эрмитовских матриц. Путь Rm —некоторое под-
пространство измерения m, образованное m линейно независимыми векторами
y(1), . . . , y(m). Это подпространство Rm представляет собою совокупность век-
торов вида

C1y(1) + . . .+ Cmy(m),

где Ck —произвольные численные коэффициенты. Ортогонализируя векторы
y(k), мы можем построить ортонормированную систему векторов, x(1), . . . ,
x(m), которая образует то же подпространство Rm. Мы можем далее допол-
нить ее до полной ортонормированной системы n векторов, построив еще ор-
тонормированную систему x(m+1), . . . , x(n).

Эти последние векторы образуют некоторое подпространство R′
n−m изме-

рения (n−m), причем два подпространства Rm и R′
n−m взаимно ортогональны
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в том смысле, что любой вектор подпространства Rm ортогонален любому век-
тору подпространства R′

n−m [14]. Разлагая произвольный вектор x по ортам
x(k):

x = x1x(1) + . . .+ xnx(n), (200)

мы можем представить его в виде суммы двух векторов:

x = [x1x(1) + . . .+ xmx(m)] + [xm+1x(m+1) + . . .+ xnx(n)] = u + v, (201)

из которых один принадлежит Rm, а второй R′
n−m. Нетрудно видеть, что та-

кое разложение любого вектора x на два составляющих единственно. Действи-
тельно, положим, что, кроме разложения (201), мы имеем второе разложение
x = u′+v′ указанного выше свойства. Отсюда u+v = u′+v′ или u−u′ = v′−v.

Вектор, стоящий слева, принадлежит Rm, а справа R′
n−m, и, следователь-

но, u− u′ и v− v′ должны быть ортогональны.
Но каждый вектор, ортогональный сам себе, равен, очевидно, нулю [14] и,

следовательно, u − u′ = 0, т. е. u совпадает с u′, а v— с v′, т. е. векторы u
и v определяются по вектору x единственным образом. Вектор u называется
проекцией вектора x в подпространство Rm. Та матрица, которая осуществ-
ляет переход от вектора x к вектору u, называется матрицей проектирования
в подпространство Rm, и мы ее обозначим через PRm . Вид этой матрицы за-
висит, конечно, от выбора координатных осей.

Если за основные орты мы выберем x(k), то вектор x представляется фор-
мулой (201), а вектор u—формулой

u = x1x(1) + . . .+ xmx(m),

и в данном случае операция проектирования сводится просто к тому, что пер-
вые m составляющих остаются прежними, а остальные делаются равными ну-
лю. Соответствующая матрица проектирования будет, очевидно, диагональной
матрицей вида: PRm = [1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0], где первые m мест заняты еди-
ницами, а остальные нулями. Если бы мы иначе пронумеровали орты, то по-
лучили бы только другой порядок элементов, но по-прежнему имели бы диа-
гональную матрицу, состоящую из единиц и нулей. В общем случае при любом
выборе декартовых осей матрица проектирования имеет вид

PRm = U−1[1, . . . , 1, 0, . . . , 0]U, (202)

где U есть некоторая унитарная матрица, и собственные значения PRm рав-
ны или нулю, или единице. Наоборот, всякая эрмитовская матрица указанного
вида есть матрица проектирования в некоторое подпространство, число изме-
рений которого равно числу собственных значений PRm , равных единице.

Можно определить матрицу проектирования и иным образом, а именно:
матрица проектирования есть такая эрмитовская матрица, которая удо-
влетворяет соотношению

P 2 = P. (203)

Действительно, принимая во внимание, что 12 = 1 и 02 = 0, нетруд-
но проверить, что матрицы вида (202) удовлетворяют соотношению (203).
Наоборот, если некоторая эрмитовская матрица удовлетворяет соотношению



192 Гл. II. Линейные преобразования и квадратичные формы [43

(203), и мы представим ее в виде: P = U−1[λ1, . . . , λn]U , то в силу (203):
U−1[λ2

1, . . . , λ
2
n]U = U−1[λ1, . . . , λn]U , т. е. λ2

k = λk (k = 1, 2, . . . , n), отку-
да непосредственно следует, что λk = 1 или 0. Если все характеристические
числа матрицы равны единице, то эта матрица есть единичная матрица, и ей
соответствует тождественное преобразование, т. е., иначе говоря, проектиро-
вание вектора во все пространство (вектор остается неизменным). Исключая
этот тривиальный случай, мы будем иметь у матрицы проектирования хоть
одно характеристическое число равным нулю и, следовательно, определитель
этой матрицы, равный произведению характеристических чисел, будет также
равен нулю, и мы не можем, конечно, говорить об обратной матрице P−1. За-
метим еще, что непосредственно из определения следует, что матрица проекти-
рования PRm не меняет вектора, если он принадлежит подпространству Rm, и
уменьшает длину вектора, если он не принадлежит Rm.

После этих предварительных сведений перейдем к рассмотрению некото-
рых действий с матрицами проектирования. Пусть имеются две матрицы про-
ектирования PR и PS , такие, что их произведение равно нулю, т. е. матрице,
все элементы которой равны нулю:

PSPR = 0. (204)

Возьмем некоторый вектор x из подпространства R, так что PRx = x. Фор-
мула (204) даст нам:

PSx = 0.

Но отсюда непосредственно следует, что x ортогонален к любому вектору
из подпространства S. Действительно, в противном случае мы могли бы найти
в подпространстве S единичный вектор y, не ортогональный к x, и, принимая
его за первый орт, мы имели бы для первой составляющей вектора x величи-
ну, отличную от нуля, и при проектировании x в S эта составляющая осталась
бы неизменной. Таким образом, мы видим, что при выполнении условия (204)
всякий вектор из R ортогонален всякому вектору из S, а следовательно, и на-
оборот. Но тогда наряду с (204) мы имеем и

PRPS = 0. (205)

Действительно, для любого вектора y вектор PSy принадлежит S, а потому
ортогонален ко всем векторам из R, т. е. для любого вектора y мы имеем:
PRPSy = 0, что и равносильно (205). Наоборот, если два подпространства R
и S взаимно ортогональны в указанном выше смысле, то имеют место (204) и
(205).

Рассмотрим теперь сумму двух матриц проектирования:

P = PR + PS (206)

и положим, что выполнены условия (204) и (205). Покажем, что матрица (206),
которая является, очевидно, эрмитовской матрицей, будет также матрицей про-
ектирования. Для этого убедимся, что квадрат ее совпадает с ней самой:

P 2 = (PR + PS)(PR + PS) = P 2
R + PRPS + PSPR + P 2

S ,
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откуда, в силу сделанного условия и того, что PR и PS суть матрицы проекти-
рования, имеем: P 2 = PR + PS = P .

Нетрудно показать, что в рассматриваемом случае матрице P соответству-
ет операция проектирования в подпространство (R + S), которое образуется
соединением подпространств R и S в том смысле, что подпространство (R+S)
образовано совокупностью всех тех векторов, которые служили для образова-
ния подпространств R и S, т. е. если векторы x(1), . . . , x(p) образовывали R и
y(1), . . . , y(q) образовывали S, то подпространство (R+S) будет представляться
совокупностью векторов:

C1x(1) + . . .+ Cpx(p) +D1y(1) + . . .+Dqy(q),

где Ck и Dk —произвольные постоянные. Предыдущее свойство обобщается и
на любое число слагаемых:

P = PS1 + . . .+ PSm . (207)

Если подпространства Sk попарно взаимно ортогональны, т. е. если любой
вектор из Si ортогонален к любому вектору из Sj при различных i и j, то
сумма (207) представляет собою матрицу проектирования в подпространство
(S1 + . . .+Sm), образованное всеми теми векторами, которые служили для об-
разования подпространств Sk. В частном случае эта сумма может быть равной
единичной матрице I = PS1 + . . . + PSm , и в этом случае обычно говорят о
разложении единицы на матрицы проектирования или просто о разложении
единицы.

Рассмотрим еще произведение двух матриц проектирования

P = PSPR. (208)

Для того чтобы это произведение также было матрицей проектирования,
необходимо прежде всего, чтобы это произведение было эрмитовской матрицей,
а для этого, как известно [41], необходимо, чтобы наши матрицы коммутиро-
вали

PRPS = PSPR. (209)

Покажем, что это условие достаточно, т. е. что в данном случае квадрат
матрицы P 2 совпадает с самой матрицей P :

P 2 = PSPRPSPR

или, переставляя матрицы в силу условия (209):

P 2 = P 2
SP

2
R = PSPR,

что и требовалось доказать. Нетрудно проверить, что при условии коммути-
рования (209) матрице (208) соответствует проектирование в подпространство,
образованное векторами, общими тем двум совокупностям векторов, которые
образуют R и S.

Отметим еще один результат, не останавливаясь на его доказательстве, ко-
торое не представляет никакого труда, а именно: если подпространство S со-
ставляет часть подпространства R, то разность

P = PR − PS (210)
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есть также матрица проектирования. Если x(k) суть основные векторы, обра-
зующие S, то для получения основных векторов, образующих R, мы должны
добавить к вышеуказанным векторам еще один или несколько линейно неза-
висимых векторов. Эти последние векторы сами по себе образуют некоторое
подпространство T , и матрица (210) в рассматриваемом случае и будет матри-
цей проектирования в это подпространство.

Пользуясь матрицами проектирования, можно формулировать задачу при-
ведения эрмитовской матрицы к диагональной форме вполне однозначным об-
разом и при наличии кратных собственных значений.

Положим, например, что мы имеем эрмитовскую матрицу

A = U [λ1, . . . , λn]U−1,

где U —некоторая унитарная матрица. Положим для определенности, что чис-
ла λk распадаются на две части, одинаковые между собой, причем первые m
чисел равны μ, а остальные (n−m) равны ν:

A = U [μ, . . . , μ, ν, . . . , ν]U−1.

Мы можем, очевидно, переписать нашу матрицу в виде

A = μU [1, . . . , 1, 0, . . . , 0]U−1 + νU [0, . . . , 0, 1, . . . , 1]U−1.

Введем в рассмотрение матрицы проектирования

PR = U [1, . . . , 1, 0, . . . , 0]U−1; PS = U [0, . . . , 0, 1, . . . , 1]U−1.

Соответствующие подпространства R и S, очевидно, взаимно ортогональ-
ны, и наши матрицы проектирования в сумме дают единичную матрицу. Мы
имеем таким образом в данном случае A = μPR+νPS , причем λ1 = . . . = λm =
μ и λm+1 = . . . = λn = ν.

В общем случае задача приведения эрмитовской матрицы к диагональной
форме сводится к такому разложению единичной матрицы

I = PS1 + . . .+ PSm , (211)

чтобы наша матрица A могла быть представлена в виде

A = μ1PS1 + . . .+ μmPSm , (212)

где μk —различные собственные значения нашей матрицы. Таким образом,
всякой эрмитовской матрице соответствует определенное разложение единицы
(211) такое, что эта матрица представляется в виде (212).

Нетрудно перевести все предыдущие результаты на язык не матриц, а форм
Эрмита. Всякой матрице проектирования PR с элементами pik соответствует
некоторая форма Эрмита:

PR(x) = (PRx, x) =
n∑

i,k=1

pikxixk, (213)

которая называется иногда особой формой (Einzelform). Символ PR(x)—крат-
кая запись (PRx, x).
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Если соответствующее подпространство R имеет l измерений и мы выберем
за первые l ортов l единичных взаимно ортогональных векторов подпростран-
ства R, то в такой координатной системе наша форма (213) будет иметь вид

(PRx′, x) = x′1x
′
1 + x′2x

′
2 + . . .+ x′lx

′
l.

Заметим далее, что если матрицы PSk
являются разложением единицы со-

гласно (211), то, выбирая за орты единичные взаимно ортогональные векторы
в каждом из подпространств Sk, мы будем, очевидно, иметь:

m∑
k=1

PSk
(x′) =

n∑
i=1

x′ix
′
i,

и, следовательно, при всяком выборе координатных осей сумма
m∑
k=1

PSk
(x)

выражает квадрат длины вектора. Мы можем, таким образом, сказать, что
задача приведения формы Эрмита A к сумме квадратов равносильна следую-
щим двум равенствам:

(Ax, x) =
m∑
k=1

μkPSk
(x), (214)

|x|2 =
m∑
k=1

PSk
(x). (215)

Введение матриц проектирования позволяет, таким образом, формулиро-
вать задачу приведения эрмитовской матрицы к диагональной форме без вся-
кого специального выбора координатных осей. Это дает, в свою очередь, воз-
можность перенести предыдущие результаты, с соответственными изменения-
ми, и на случай пространства с бесчисленным множеством измерений, что и
является основной задачей математического аппарата современной квантовой
механики. Мы будем говорить об этом лишь значительно позже. Это распро-
странение на случай бесчисленного множества измерений выводит нас из рамок
алгебры и существенным образом связано с введением аппарата анализа.

44. Функции от матриц. Матрица может играть роль аргу-
мента некоторой функции. Мы ограничимся здесь рассмотрением
наиболее элементарных функций, а именно полинома от матри-
цы и рациональной дроби. Более подробное рассмотрение теории
функций матриц мы сделаем впоследствии, после изложения тео-
рии функций комплексного переменного. Полином f(A) степени m
от переменной матрицы A имеет вид

f(A) = c0 + c1A+ . . .+ cmA
m, (216)
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где ck — некоторые численные коэффициенты. Значение функции
в данном случае есть тоже некоторая матрица, элементы которой
выражаются, очевидно, по формулам

{f(A)}ik = c0δik + c1{A}ik + . . .+ cm{Am}ik,
где

δik = 0 при i �= k и δii = 1.

Можно рассматривать полином и от нескольких матриц, но при
этом надо иметь в виду некоммутативность этих матриц при умно-
жении. Общий вид полинома второй степени от двух переменных
матриц A и B будет:

f(A, B) = c0 + c1A+ c2B + c3A
2 + c4B

2 + c5AB + c6BA.

Заменим в формуле (216) матрицу A некоторой подобной ей мат-
рицей U−1AU . Принимая во внимание, что (U−1AU)k = U−1AkU ,
будем иметь:

f(U−1AU) = c0 + c1U
−1AU + . . .+ cmU

−1AmU =

= U−1(c0 + c1A+ . . .+ cmA
m)U,

т. е.
f(U−1AU) = U−1f(A)U. (217)

Аналогичная формула будет иметь место и для полинома от
нескольких матриц

f(U−1AU, U−1BU) = U−1f(A, B)U. (218)

Остановимся теперь несколько подробнее на случае эрмитов-
ских матриц. Если A есть эрмитовская матрица, то непосредствен-
но из определения следует, что любая целая положительная степень
Ak, а также произведение cA, где c— вещественная постоянная,
суть также эрмитовские матрицы. Кроме того, сумма эрмитовских
матриц есть также эрмитовская матрица. Отсюда непосредствен-
но следует, что если в формуле (216) A есть эрмитовская матрица
и коэффициенты ck — вещественные числа, то и значение функции
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f(A) будет эрмитовской матрицей. Эта эрмитовская матрица f(A),
очевидно, коммутирует с A, и их можно одновременно привести к
диагональной форме при помощи некоторого унитарного преобра-
зования. Заметим прежде всего, что если мы подставим в функцию
(216) вместо A некоторую диагональную матрицу [λ1, . . . , λn], то в
результате получим, очевидно, также диагональную матрицу

m∑
k=0

ck[λk1 , . . . , λ
k
n] = [f(λ1), . . . , f(λn)], (219)

где f(λk) есть численное значение нашего полинома при подстанов-
ке вместо A числа λk.
Положим теперь, что V есть унитарное преобразование, преоб-

разующее матрицу A к диагональной форме

A = V [λ1, . . . , λn]V −1.

В силу (217) и (219) будем иметь:

f(A) = V [f(λ1), . . . , f(λn)]V −1,

т. е. V преобразует и f(A) к диагональной форме, причем f(λk)
суть характеристические числа этой последней матрицы.
Перейдем теперь к рассмотрению рациональных дробей. Пусть

f1(A) и f2(A)—два полинома от матрицы A. Рассмотрим их част-
ное

f1(A)
f2(A)

. (220)

Как мы раньше видели, частное двух матриц не имеет, вооб-
ще говоря, определенного значения [26], но в данном случае, как
нетрудно показать, мы получим для частного (220) одно опреде-
ленное значение, если только определитель матрицы f2(A) отличен
от нуля. Частное (220) можно записать двояко:

f1(A)f2(A)−1 или f2(A)−1f1(A).

Покажем, что эти два произведения равны между собой:

f1(A)f2(A)−1 = f2(A)−1f1(A),
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или, что равносильно:

f2(A)f1(A) = f1(A)f2(A). (221)

Так как наши полиномы содержат только одну матрицу A, то
они коммутируют, т. е. (221) действительно имеет место, и наше
частное (220) имеет определенное значение. Нетрудно проверить
дальше, что рациональные дроби в случае одной матрицы пере-
множаются, как и обычные дроби. Действительно:

f1(A)
f2(A)

f3(A)
f4(A)

= f1(A)f2(A)−1f3(A)f4(A)−1

или, принимая во внимание коммутативность:

f1(A)
f2(A)

f3(A)
f4(A)

= f1(A)f3(A) · [f2(A)f4(A)]−1 =
f1(A)
f2(A)

f3(A)
f4(A)

.

В качестве примера рассмотрим рациональную дробь вида

U =
1 + iA

1 − iA
, (222)

где A—некоторая эрмитовская матрица, т. е. A(∗)
= A. Легко по-

казать, что матрица U будет унитарной, т. е. что

U
(∗)

= U−1. (223)

Действительно, мы имеем:

U =
1 − iA

1 + iA
= (1 − iA)(1 + iA)−1,

откуда, переходя к транспонированной матрице, получим [26]:

U
(∗)

= (1 + iA)(∗)−1(1 − iA)(∗) = (1 + iA
(∗)

)−1(1 − iA
(∗)

),

или, в силу того, что A
(∗)

= A:

U
(∗)

= (1 + iA)−1(1 − iA) =
1 − iA

1 + iA
= U−1,
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т. е. (223) выполнено, и U есть действительная унитарная матрица.
Формулу (222) мы можем записать в виде

U(1 − iA) = (1 + iA),

причем в силу (222) U коммутирует с A, и значит:

A = i
U − 1
U + 1

. (224)

Совершенно так же, как и выше, можно показать, что если U есть
унитарная матрица и определитель матрицы U + 1 отличен от ну-
ля, то A, определяемая формулой (224), будет эрмитовской мат-
рицей. Таким образом, всякую унитарную матрицу, для которой
D(U + 1) �= 0, можно представить через эрмитовскую матрицу A
по формуле (222).

45. Пространство с бесчисленным множеством измере-
ний. Мы переходим теперь к введению понятия о пространстве
с бесчисленным множеством измерений. Предварительно нам на-
до ввести понятие о пределе комплексного переменного. Положим,
что комплексное переменное z = x+yi принимает последовательно
значения:

z1 = x1 + y1i; z2 = x2 + y2i; . . . ; zn = xn + yni; . . . (225)

Говорят, что комплексное число α = a + bi есть предел последова-
тельности (225), если модуль разности (α − zn) стремится к нулю
при беспредельном возрастании n, т. е. |α − zn| → 0 при n → ∞, и
пишут α = lim zn или zn → α. Но

|α− zn| = |(a− xn) + (b− yn)i| =
√

(a− xn)2 + (b− yn)2.

Поскольку под радикалом оба слагаемых не отрицательны, условие
|α− zn| → 0 равносильно двум условиям: xn → a и yn → b. Итак:

xn + yni→ a+ bi (226)

равносильно xn → a и yn → b. Рассмотрим ряд с комплексными
членами: ∞∑

k=1

(ak + bki). (227)
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Он называется сходящимся, если сумма его первых n членов

Sn =
n∑
k=1

(ak + bki) = (a1 + a2 + . . .+ an) + (b1 + b2 + . . .+ bn)i

стремится к пределу: Sn → a + bi при беспредельном возрастании
n и этот предел (a + bi) называется суммой ряда. Из определения
предела следует, что сходимость ряда (227) равносильна сходимо-
сти рядов

a =
∞∑
k=1

ak и b =
∞∑
k=1

bk, (228)

составленных из вещественных и мнимых частей членов ряда (227).
Положим, что сходится ряд

∞∑
k=1

|ak + ibk| =
∞∑
k=1

√
a2
k + b2k, (229)

составленный из модулей членов ряда (227). В силу очевидных
неравенств

|ak| �
√
a2
k + b2k и |bk| �

√
a2
k + b2k, (230)

при этом и ряды (228) будут сходящимися и притом абсолютно схо-
дящимися, а потому и ряд (227) будет также сходящимся, т. е. если
сходится ряд (229), то ряд (227) и подавно сходится. В этом случае
ряд (227) называется абсолютно сходящимся. Применяя обычный
признак Коши, мы можем формулировать необходимое и доста-
точное условие абсолютной сходимости следующим образом: при
любом малом положительном ε существует такое N , что

n+p∑
k=n

|ak + ibk| < ε, (231)

если только n > N и p— любое целое положительное число.
Применим теперь сказанное выше к некоторым частным случа-

ям, которые играют существенную роль в дальнейшем. Рассмотрим
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ряд вида
∞∑
k=1

αkβk, (232)

где αk и βk —некоторые комплексные числа, относительно которых
известно, что ряды

∞∑
k=1

|αk|2 и
∞∑
k=1

|βk|2 (233)

сходятся. Применим доказанное в [29] неравенство{ n+p∑
k=n

|αkβk|
}2

�
n+p∑
k=n

|αk|2
n+p∑
k=n

|βk|2.

Принимая во внимание сходимость рядов (233), мы получаем от-
сюда, что сумма

n+p∑
k=n

|αkβk|

будет сколь угодно малой при больших n и любых p, т. е. сходимость
рядов (233) обеспечивает абсолютную сходимость ряда (232).
Рассмотрим теперь ряд

∞∑
k=1

|αk + βk|2 =
∞∑
k=1

(αk + βk)(αk + βk), (234)

причем по-прежнему будем считать, что ряды (233) сходятся. Ряд
(234) можно представить в виде суммы четырех рядов:

∞∑
k=1

|αk|2;
∞∑
k=1

|βk|2;
∞∑
k=1

αkβk;
∞∑
k=1

αkβk.

Первые два из них сходятся по условию, сходимость же послед-
них двух рядов вытекает из доказанного выше предложения, т. е.
сходимость рядов (233) обеспечивает и сходимость ряда (234).
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Обратимся теперь к рассмотрению пространства с бесчислен-
ным множеством измерений. Мы назовем вектором в таком
пространстве последовательность бесчисленного множества ком-
плексных чисел

x (x1, x2, . . .),

причем всегда будем считать, что эти числа подчиняются некото-
рому условию, а именно ряд

∞∑
k=1

|xk|2 (235)

должен быть сходящимся рядом. Совокупность таких векторов на-
зывается обычно пространством Гильберта7, который впервые
изучал такое пространство. В дальнейшем мы будем для краткости
называть его пространством l2.
Для векторов пространства l2 мы введем, как и выше, основ-

ные операции умножения вектора на число и сложение векторов.
Если xk — составляющие x, то составляющие вектора cx, где c—
некоторое комплексное число, считаются равными cxk. Если xk и
yk — составляющие векторов x и y, то составляющие вектора (x+y)
считаются равными (xk + yk). Разность x−y есть сумма x и (−1)y)

(ср. [12]). Раз ряд (235) сходится, то, очевидно, ряд
∞∑
k=1

|cxk|2 также
сходится. Точно так же, если ряды

∞∑
k=1

|xk|2 и
∞∑
k=1

|yk|2

сходятся, то из вышесказанного вытекает, что и ряд
∞∑
k=1

|xk + yk|2

также сходится, т. е. последовательности чисел (cx1, cx2, . . .) и
(x1 + y1, x2 + y2, . . .) определяют векторы cx и x + y, если x и

7Пространство Гильберта (или Гильбертово пространство) есть полное ли-
нейное, нормированное пространство с нормой, порождаемой скалярным про-
изведением.
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y принадлежат l2. Нулевой вектор есть вектор, все составляющие
которого равны нулю. В векторных равенствах он обычно обознача-
ется числом нуль. Операции над векторами подчиняются обычным
правилам (ср. [12]):

x + y = y + x; (x + y) + z = x + (y + z),
(a+ b)x = ax + bx; a(x + y) = ax + ay; a(bx) = (ab)x.

Точно так же, в силу сказанного выше, мы можем для векторов x
и y определить скалярное произведение

(x, y) =
∞∑
k=1

xkyk,

откуда следуют формулы [13]

(y, x) = (x, y); (ax, y) = a(x, y); (x, ay) = a(x, y),
(x + y, z) = (x, z) + (y, z); (z, x + y) = (z, x) + (z, y).

Сумма

(x, x) =
∞∑
k=1

|xk|2 (236)

определяет квадрат нормы (длины) вектора x. Введем следующее
обозначение нормы:

∞∑
k=1

|xk|2 = ||x||2, (237)

т. е. ||x|| обозначает норму вектора x.
Для скалярного произведения имеет место неравенство [30]

|(x, y)| � ||x|| · ||y|| (238)

и совершенно так же, как в [30], выводится правило треугольника

||x + y|| � ||x|| + ||y||. (239)

Норма положительна для всякого вектора, кроме нулевого вектора,
у которого она равна нулю. Два вектора u и v называются взаимно
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ортогональными или просто ортогональными, если их скалярное
произведение равно нулю, т. е. (u, v) = 0 и (v, u) = 0, причем одно
из этих равенств есть следствие другого.
Если векторы x(k) (k = 1, 2, . . . , m) попарно ортогональны, т. е.

если (x(i), x(k)) = 0 при i �= k, то имеем, очевидно:

(x(1) + . . .+ x(m), x(1) + . . .+ x(m)) = (x(1), x(1)) + . . .+ (x(m), x(m)),

или, что то же самое:

||x(1) + . . .+ x(m)||2 = ||x(1)||2 + . . .+ ||x(m)||2, (240)

т. е. квадрат нормы суммы попарно ортогональных векторов равен
сумме квадратов норм слагаемых. Естественно назвать это предло-
жениетеоремой Пифагора. Из определения нормы непосредственно
следует, что если c— комплексное число, то для нормы вектора cx
имеем:

||cx|| = |c| · ||x||.
Говорят, что векторы

x(1), x(2), . . . , x(m) (241)

образуют ортонормированную систему, если эти векторы попарно
ортогональны и норма каждого равна единице, т. е.

(x(i), x(k)) = δik,

где δik = 0 при i �= k и δii = 1. Отметим, что при этом формула
(240) дает:

||α1x(1) + . . .+ αmx(m)||2 = |α1|2 + . . .+ |αm|2,
где αk —любые комплексные числа. Ортонормированные системы
могут состоять и из бесчисленного множества векторов. В качестве
примера приведем основные орты пространства l2:

a(1) (1, 0, 0, 0, . . .); a(2) (0, 1, 0, 0, . . .); a(3) (0, 0, 1, 0, . . .); . . .

Для составляющих любого вектора y (y1, y2, . . .) имеем:

yk = (y, a(k)).



45] § 4. Квадратичные формы 205

Вернемся к конечной ортонормированной системе (241). Скаляр-
ное произведение (y, x(k)) называют часто коэффициентом Фурье
вектора y относительно ортонормированной системы (241) или ве-
личиной проекции y на ось x(k). Сумма

m∑
k=1

(y, x(k))x(k),

вообще говоря, отлична от y. Представим y в виде

ν =
m∑
k=1

(y, x(k))x(k) + u. (242)

Умножая обе части этого равенства скалярно на x(i) и принимая
во внимание ортонормированность системы (241), получим:

(y, x(l)) = (y, x(l)) + (u, x(l)),

т. е. (u, x(l)) = 0 (l = 1, 2, . . . , m) или, иначе говоря, вектор u
ортогонален ко всем векторам x(k) (k = 1, 2, . . . , m). Мы можем
таким образом применить к правой части равенства (242) теорему
Пифагора

||y||2 =
m∑
k=1

|(y, x(k))|2 + ||u||2, (243)

откуда непосредственно следует неравенство

m∑
k=1

|(y, x(k))|2 � ||y||2, (244)

которое называется неравенством Бесселя. В этом неравенстве бу-
дет иметь место знак равенства в том и только в том случае, когда
u = 0, т. е. когда u—нулевой вектор. Это непосредственно следует
из (243).
Для перенесения последних результатов на случай бесконечных

ортонормированных систем нам необходимо ввести понятие преде-
ла последовательности векторов и рассматривать бесконечные ря-
ды, члены которых— векторы l2.
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46. Сходимость векторов. Пусть имеется бесконечная после-
довательность векторов v(k) (k = 1, 2, . . .). Будем говорить, что эта
последовательность стремится к вектору v, или что вектор v есть
предел этой последовательности, если при k → ∞

||v− v(k)|| → 0, т. е. ||v− v(k)||2 → 0. (245)

Обозначая через v(k)
1 , v(k)

2 , . . ., составляющие v(k), а через v1, v2, . . .
— составляющие v, можем написать условие (245) в раскрытом ви-
де:

lim
k→∞

∞∑
k=1

[|v1 − v
(k)
1 |2 + |v2 − v

(k)
2 |2 + . . .

]
= 0. (246)

Раз сумма неотрицательных слагаемых должна стремиться к нулю,
то то же можно утверждать и о каждом слагаемом, т. е. из (246)
следует

lim
k→∞

|vm − v(k)
m | = 0 (m = 1, 2, . . .), (247)

т. е. каждая составляющая v(k)
m должна стремиться к соответствую-

щей составляющей vm. Подробнее говоря, вещественная и мнимая
части v(k)

m должны стремиться к вещественной и мнимой частям vm
[45]. Заметим, что из (246) следует (247), но обратное не верно, т. е.
из (247) не следует (246). В качестве примера положим, что вектор
v(k) имеет составляющие (0, . . . , 0, 1, 0, . . .), причем единица стоит
на месте, номер которого равен k. При беспредельном возрастании
k каждая из составляющих станет равной нулю, т. е. при любом
целом m мы имеем: v(k)

m → 0, т. е. vm = 0 (m = 1, 2, . . .), но в то же
время сумма (246) все время остается равной единице.
Если последовательность v(k) стремится к v, то пишут v(k) ⇒ v.

Рассмотрим еще пример, когда сходимость имеет место. Пусть
v (v1, v2, . . .)— некоторый вектор. Определим векторы v(k) следу-
ющим образом: вектор v(k) имеет первые k составляющие те же,
что и v, а остальные его составляющие равны нулю, т. е.

v(k)(v1, v2, . . . , vk, 0, 0, . . .).
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Нетрудно показать, что v(k) ⇒ v. Действительно, в рассматривае-
мом случае

||v− v(k)||2 =
∞∑

n=k+1

|vn|2,

и, в силу сходимости ряда с общим членом |vn|2, написанная сум-
ма стремится к нулю при беспредельном возрастании k. Отметим
некоторые простые правила, связанные с понятием предела. Если
u(k) ⇒ u и v(k) ⇒ v, то

u(k) + v(k) ⇒ u + v и (u(k), v(k)) → (u, v).

Отметим что скалярное произведение есть комплексное число, и в
последней формуле в связи с этим мы написали →, а не ⇒. Мож-
но сказать, что эта формула выражает непрерывность скалярного
произведения. Мы имеем в силу (234):

||(u + v) − (u(k) + v(k))|| = ||(u − u(k)) + (v− v(k))|| �
� ||u− u(k)|| + ||v− v(k)||,

причем в силу определения предела ||u−u(k)|| → 0 и ||v−v(k)|| → 0.
Из написанного неравенства следует, что и

||(u + v) − (u(k) + v(k))|| → 0,

т. е. действительно u(k) + v(k) ⇒ u + v. Далее, в силу определения
предела, следует:

u(k) = u + s(k); v(k) = v + t(k),

где ||s(k)|| → 0 и ||t(k)|| → 0. Для скалярного произведения имеем:

(u(k), v(k)) = (u + s(k), v + t(k)) =

= (u, v) + (u, t(k)) + (s(k), v) + (s(k), t(k)),

откуда

|(u, v) − (u(k), v(k))| � |(u, t(k))| + |(s(k), v)| + |(s(k), t(k))|,
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или в силу (238):

|(u, v) − (u(k), v(k))| � ||u|| · ||t(k)|| + ||s(k)|| · ||v|| + ||s(k)|| · ||t(k)||.

Правая часть стремится к нулю, а потому и

|(u, v) − (u(k), v(k))| → 0, т. е. (u(k), v(k)) → (u, v).

В частности, (u(k), u(k)) → (u, u), т. е. ||u(k)||2 → ||u||2 или
||u(k)|| → ||u||.
Легко доказать также, что если последовательность числа ck

имеет предел c, то cku(k) ⇒ cu.
Имеет место также необходимое и достаточное условие суще-

ствования предела, выражаемое обычным признаком Коши. Фор-
мулируем этот признак в данном случае. Пусть имеется последова-
тельность векторов

v(k) (k = 1, 2, . . .). (248)

Для того чтобы эта последовательность имела предел, необхо-
димо и достаточно выполнение следующего условия: для любого
малого и положительного ε существует такое N , что

||v(n) − v(m)|| � ε, (249)

если только n и m > N .
Покажем прежде всего необходимость условия. Пусть последо-

вательность (248) имеет предел v. Мы можем при этом написать:

v(n) − v(m) = (v(n) − v) + (v− v(m)),

и отсюда по правилу треугольника

||v(n) − v(m)|| � ||v(n) − v|| + ||v− v(m)||.

Из определения предела непосредственно вытекает, что оба сла-
гаемых в правой части стремятся к нулю при возрастании n и m, а
следовательно, то же самое должно иметь место и для левой части,
т. е. условие (249) при этом обязательно должно быть выполнено.
Переходим теперь к доказательству достаточности условия (249).
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Положим, что это условие выполнено, и докажем, что последова-
тельность (248) стремится к пределу. Условие (249) в раскрытом
виде может быть записано так:

∞∑
s=1

|v(n)
s − v(m)

s |2 � ε2 при n и m > N, (250)

где v(j)
s — составляющие v(j). Отсюда непосредственно следует, что

при любом s мы имеем: |v(n)
s − v

(m)
s | � ε при n и m > N , или,

разлагая на вещественную и мнимую части

v(n)
s = a(n)

s + ib(n)
s ,

можем написать

|a(n)
s − a(m)

s | < ε и |b(n)
s − b(m)

s | < ε при n и m > N.

Применяя признак Коши [I, 31], можем утверждать, что a(n)
s и b(n)

s

имеют пределы при n → ∞. Обозначая их через as и bs, можем
утверждать, что v(n)

s имеет пределом комплексное число as + ibs.
Покажем прежде всего, что ряд

∞∑
s=1

|vs|2

сходится, т. е. что vs являются составляющими некоторого векто-
ра. Удерживая в сумме (250) конечное число первых слагаемых и
переходя в этой конечной сумме к пределу по n, будем иметь:

M∑
s=1

|vs − v(m)
s |2 � ε2,

где M — любое целое число. Переходя в этом последнем равенстве
к пределу при M → ∞, получим:

∞∑
s=1

|vs − v(m)
s |2 � ε2, (251)
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откуда непосредственно следует, что числа vs − v
(m)
s образуют со-

ставляющие некоторого вектора. То же самое мы знаем и относи-
тельно чисел v(m)

s , а следовательно, то же мы можем утверждать и
об их сумме, т. е. о числах vs. Таким образом, эти числа суть состав-
ляющие некоторого вектора v, и неравенство (251) можно записать
в виде

||v− v(m)|| � ε,

при m > N , т. е. v(m) → v, и, следовательно, последовательность
(248) действительно имеет предел. Каждая составляющая vs век-
тора v определяется, очевидно, как предел v(m)

s , откуда непосред-
ственно следует, что этот предел может быть только один. Рассмот-
рим теперь бесконечную сумму векторов

u(1) + u(2) + . . . (252)

Она называется сходящейся, если сумма первых n слагаемых

s(n) = u(1) + . . .+ u(n)

имеет предел в указанном выше смысле при n → ∞. В силу при-
знака Коши необходимым и достаточным условием сходимости яв-
ляется выполнение неравенства

||s(n+p) − s(n)|| = ||u(n+1) + . . .+ u(n+p)|| � ε (253)

при n > N и любом p.
Отметим, что из непрерывности скалярного произведения [46]

непосредственно вытекает следующее: если ряд (252) сходится и
s— его сумма, а z—любой элемент l2, то

(s, z) =
∞∑
k=1

(u(k), z) и (z, s) =
∞∑
k=1

(z, u(k)), (254)

т. е., кратко говоря, скалярные произведения (s, z) и (z, s) можно
определять почленно.
Установим теперь необходимое и достаточное условие сходимо-

сти ряда (252), составленного из попарно ортогональных векторов
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u(k). Согласно признаку Коши, мы должны составить выражение
(253), квадрат которого, в силу теоремы Пифагора, равен

||u(n+1)||2 + . . .+ ||u(n+m)||2.
Отсюда непосредственно следует, что для сходимости ряда, со-
ставленного из попарно ортогональных векторов, необходимо и
достаточно, чтобы сходился ряд из квадратов норм членов ряда.
Этот результат можно сформулировать и иначе. Пусть x(k) (k =
1, 2, . . .)— бесконечная ортонормированная система. Составим ряд

∞∑
k=1

αkx(k), (255)

где αk —некоторые комплексные числа. Из вышесказанного непо-
средственно следует, что необходимым и достаточным условием
сходимости ряда (255) является сходимость ряда

∞∑
k=1

|αk|2.

Между прочим, из этого непосредственно следует, что перестанов-
ка слагаемых ряда (255) не нарушает его сходимости. Можно по-
казать, что при этом и сумма ряда не меняется. Положим, что ряд
(255) сходится, и обозначим через s его сумму:

s =
∞∑
k=1

αkx(k). (2551)

Умножая обе части на x(l) и принимая во внимание ортонормиро-
ванность системы x(k), получим: αl = (s, x(l)) (l = 1, 2, . . .). За-
меняя αk на (s, x(k)) и умножая обе части (2551) скалярно на s,
получим:

||s||2 =
∞∑
k=1

|(s, x(k))|2, (256)

т. е. коэффициенты сходящегося ряда (2551) суть коэффициен-
ты Фурье его суммы, и для этой суммы имеет место формула
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замкнутости (256) по отношению к ортонормированной системе
x(k).
Вернемся к ряду (252) и положим, что члены ряда попарно

ортогональны и что ряд сходится. Мы можем при этом написать
u(k) = αkx(k), где αk = ||u(k)||—числа и x(k) образуют ортонорми-
рованную систему. Полученный выше результат может быть запи-
сан в виде

||s||2 =
∞∑
k=1

||u(k)||2,

т. е. теорема Пифагора верна и для сходящихся рядов, члены кото-
рых попарно ортогональны.

47. Ортонормированные системы. Пусть имеется бесконеч-
ная ортонормированная система

x(k) (k = 1, 2, . . .), (257)

т. е.
(x(i), x(k)) = δik, (2571)

и y—какой-либо вектор l2. Составим «ряд Фурье» y относительно
системы (257):

∞∑
k=1

(y, x(k))x(k). (258)

Как мы видели [45], для любого конечного m

m∑
k=1

|(y, x(k))|2 � ||y||2,

и в пределе при m→ ∞ получим:

∞∑
k=1

|(y, x(k))|2 � ||y||2, (259)

откуда следует сходимость ряда, стоящего в левой части этого нера-
венства (неравенство Бесселя), и, в силу сказанного в [46], ряд (258)
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сходится. Положим

y =
∞∑
k=1

(y, x(k))x(k) + u. (260)

Как и в [45], можно показать, что u ортогонален ко всем x(k) и
теорема Пифагора дает:

||y||2 =
∞∑
k=1

|(y, x(k))|2 + ||u||2.

Мы можем утверждать [45], что знак равенства в неравенстве
(259) равносилен тому, что вектор u в формуле (260) есть ну-
левой вектор.
Ортонормированная система (257) называется полной, если не

существует вектора, отличного от нулевого и ортогонального ко
всем x(k); она называется замкнутой, если для любого вектора y
из l2 имеет место уравнение замкнутости:

||y||2 =
∞∑
y=1

|(y, x(k))|2. (261)

Если система (257) полна, то вектор u, входящий в формулу (260),
есть нулевой вектор, и мы имеем разложение:

ν =
∞∑
k=1

(y, x(k))x(k), (262)

откуда, как мы видели [46], следует уравнение замкнутости (261).
Наоборот, пусть система замкнута и вектор u ортогонален ко всем
x(k), т. е. (u, x(k)) = 0 (k = 1, 2, . . .). При этом из формулы (261)
при замене y на u следует ||u||2 = 0, т. е. u— нулевой вектор. Итак,
полнота и замкнутость эквивалентны. Из вышесказанного лег-
ко следует, что полнота (замкнутость) системы x(k) равносильна
возможности представления любого вектора y рядом (262).
Положим, что система (257) замкнута, и выведем для любых

двух векторов y и z из l2 обобщенное уравнение замкнутости.
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Нетрудно видеть, что для векторов y+z и y+iz коэффициенты Фу-
рье равны соответственно (y, x(k))+(z, x(k)) и (y, x(k))+i(z, x(k)).
Применяем к y + z и y + iz уравнение замкнутости:

∞∑
k=1

[(y, x(k)) + (z, x(k))][(y, x(k)) + (z, x(k))] = (y + z, y + z),

∞∑
k=1

[(y, x(k)) + i(z, x(k))][(y, x(k)) − i(z, x(k))] = (y + iz, y + iz).

Пользуясь уравнением замкнутости для y и z, получим:
∞∑
k=1

[(y, x(k))(z, x(k)) +
∞∑
k=1

(z, x(k))(y, x(k)) = (y, z) + (z, y).

∞∑
k=1

(y, x(k))(z, x(k)) −
∞∑
k=1

(z, x(k))(y, x(k)) = (y, z) − (z, y),

откуда и следует обобщенное уравнение замкнутости для полной
ортонормированной системы (257):

(y, z) =
∞∑
k=1

(y, x(k))(z, x(k)). (2611)

Если y совпадает с z, то эта формула переходит в (261). Обозначим
через x(k)

s составляющие векторов x(k) (k, s = 1, 2, . . .) ортонорми-
рованной системы (257) и выпишем их в виде бесконечной матрицы:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x
(1)
1 , x

(2)
1 , x

(3)
1 , . . .

x
(1)
2 , x

(2)
2 , x

(3)
2 , . . .

x
(1)
3 , x

(2)
3 , x

(3)
3 , . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (263)

Из условий ортонормированности (2571) непосредственно следуют
формулы

∞∑
s=1

x(i)
s x

(k)
s = δik (i, k = 1, 2, . . .),
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т. е. следует ортонормированность столбцов матрицы (263). Вы-
ясним теперь условия, при которых ортонормированная система
(257) будет полной.
Сначала установим необходимые условия полноты. Поло-

жим, что система (257)— полная, и применим к векторам
a(k) (0, 0, . . . , 1, 0, . . .), которые мы ввели в [45], уравнения замкну-
тости (261) и (2611). Принимая во внимание, что (a(k), x(l)) = xlk и
что a(k) образуют ортонормированную систему, получим:

∞∑
s=1

x
(s)
i x

(s)
k = δik,

т. е. для полноты ортонормированной системы x(k) необходима ор-
тонормированность строк матрицы (263). Покажем, что для полно-
ты достаточно потребовать лишь нормированности строк:

∞∑
s=1

|x(s)
k |2 = 1. (264)

Положим, что эти условия выполнены, и докажем полноту систе-
мы x(k). Формулы (264) являются, в силу (a(k), x(s)) = x

(s)
k и

||a(k)|| = 1, уравнением замкнутости для векторов a(k), и следо-
вательно, имеем:

a(k) =
∞∑
s=1

(a(k), x(s))x(s). (265)

Вместе с тем коэффициентыФурье любого вектора y (y1, y2, . . .)
по отношению к ортонормированной системе a(k) равны составля-
ющим y(k) (k = 1, 2, . . .) и уравнение замкнутости для y совпадает
просто с определением нормы y (263), т. е. система a(k) — полная.
Пусть v—вектор, ортогональный ко всем x(k). Докажем, что это
нулевой вектор. Из (265) следует, что (a(k), v) = 0 (k = 1, 2, . . .).
Поскольку a(k) образуют полную систему, отсюда и следует, что
v—нулевой вектор. Таким образом, при соблюдении условий (264)
доказана полнота ортонормированной системы x(k). Сформулиру-
ем полученный результат: для того чтобы ортонормированная си-
стема x(k) была полной (замкнутой), необходимо и достаточно,
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чтобы имели место формулы (264) (нормированность по строкам
матрицы (263)). При соблюдении этих условий будет иметь место
и ортогональность строк матрицы (263).

48. Линейные преобразования с бесчисленным множе-
ством переменных. Рассмотрим в кратких чертах линейные пре-
образования с бесчисленным множеством переменных:

x′1 = a11x1 + a12x2 + . . . ,

x′2 = a21x1 + a22x2 + . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎫⎪⎬⎪⎭ (266)

или
x′ = Ax, (267)

где A есть бесконечная матрица с элементами aik. Поставим преж-
де всего условие, чтобы бесконечные ряды, входящие в правые ча-
сти равенств (266), были сходящимися для любого вектора x из
пространства l2. Как мы знаем, это условие будет выполнено, если
ряды

∞∑
k=1

|aik|2 (i = 1, 2, . . .)

будут сходящимися при всяком i. Можно показать, что это условие
не только достаточно, но и необходимо. Если это условие не вы-
полнено, то ряды, стоящие в правых частях равенств (266), будут
сходящимися не для всего пространства l2, но лишь для некоторой
его части.
Естественно также поставить условие того, чтобы числа x′k, по-

лучаемые в результате преобразования (266), также являлись со-
ставляющими некоторого вектора пространства l2, если xk суть со-
ставляющие некоторого вектора, т. е. чтобы ряд

∞∑
k=1

|x′k|2

был сходящимся, если только сходится ряд
∞∑
k=1

|xk|2.
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Если матрица A удовлетворяет обоим вышеуказанным услови-
ям, то соответствующее преобразование A называется ограничен-
ным преобразованием. Смысл этого термина заключается в том,
что для такого преобразования можно показать существование по-
ложительного числа M такого, что

||x′||2 � M ||x||2, (268)

или в раскрытом виде:

∞∑
k=1

|x′k|2 � M

∞∑
k=1

|xk|2. (269)

Остановимся на одном частном случае линейных преобразований.
Рассмотрим линейное преобразование

x′1 = u11x1 + u12x2 + . . . ,

x′2 = u21x1 + u22x2 + . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎫⎪⎬⎪⎭ (270)

причем, как всегда, считаем, что ряды

∞∑
k=1

|uik|2

сходятся при всяком i. Введем в рассмотрение векторы u(k) с со-
ставляющими: uk1, uk2, . . . , и положим, что коэффициенты uik та-
ковы, что векторы u(k) образуют полную ортонормированную си-
стему. Как мы показали выше, это равносильно ортогональности и
нормированности таблицы uik по строкам и столбцам, т. е.

∞∑
k=1

uspusq = δpq,

∞∑
k=1

upsuqs = δpq. (271)

Соответствующее преобразование (270) называется в этом случае
унитарным.
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Равенства (270) мы можем записать в виде

(x, u(1)) = x′1,

(x, u(2)) = x′2,
. . . . . . . . . . . . . . .

⎫⎪⎬⎪⎭ (272)

Формула замкнутости дает:

∞∑
k=1

|x′
k|2 = ||x||2 =

∞∑
k=1

|xk|2,

т. е., как и в случае конечного числа измерений, унитарное преоб-
разование не меняет длины вектора, и в формуле (268) мы можем
считать M = 1.
Систему (270) или, что то же, (272) нетрудно решить отно-

сительно xk, если заданные числа x′k таковы, что ряд из квад-
ратов их модулей сходится. Принимая во внимание, что векторы
u(k) (uk1, uk2, . . .) образуют по условию полную ортонормирован-
ную систему, получаем в силу (272):

x = x′1u
(1) + x′2u

(2) + . . . (273)

или
x1 = u11x

′
1 + u21x

′
2 + . . . ,

x2 = u12x
′
1 + u22x

′
2 + . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎫⎪⎬⎪⎭ (274)

Формулы эти показывают, что преобразование, обратное унитар-
ному, получается заменой строк столбцами и всех элементов со-
пряженными, т. е. здесь имеет место полная аналогия со случаем
конечного числа измерений.
В общем случае даже ограниченных матриц вопрос об обрат-

ной матрице и о приведении матрицы к диагональной форме пред-
ставляет большие трудности и приводит к результатам, которые
не имеют своего точного аналога в пространстве с конечным чис-
лом измерений. Подробное рассмотрение теории бесконечных мат-
риц проведено в пятом томе. Здесь мы ограничимся указанием
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лишь некоторых результатов. Приведем необходимое и достаточ-
ное условие для aik, при котором формула (266) дает ограничен-
ное преобразование. Оно формулируется так: существует такое
положительное число M , что при любом целом положительном
l и для любых комплексных чисел xs (s = 1, 2, . . .) выполняется
неравенство ∣∣∣∣∣

l∑
i, k=1

aikxixk

∣∣∣∣∣ � M

l∑
k=1

|xk|2.

Доказывается и следующее достаточное условие ограниченности
преобразования (266): существует такое положительное число p
(не зависящее от i и k), что выполняются неравенства

∞∑
i=1

|aik| � p, (k = 1, 2, . . .),

∞∑
k=1

|aik| � p (i = 1, 2, . . .).

Если матрица A определяет ограниченное преобразование (266), то
существует единственная матрица Ã, также определяющая ограни-
ченное преобразование и такая, что для любых x и y выполняется
равенство

(Ax, y) = (x, Ãy),

и элементы этой матрицы Ã выражаются через элементы A по фор-
мулам ãik = aki. Если Ã совпадает с A, т. е. aik = ãki, то ограни-
ченное преобразование (266) (или матрица A) называется самосо-
пряженным (самосопряженной).
Для ограниченных преобразований имеет место формула

(Ax, y) =
∞∑
n=1

( ∞∑
m=1

anmxm

)
yn =

∞∑
m=1

xm

( ∞∑
n=1

anmyn

)
=

= lim
k→∞
l→∞

k∑
m=1

l∑
n=1

anmxmyn.
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Отметим один важный частный случай ограниченных операторов,
а именно тот случай, когда сходится двойной ряд

∞∑
n,m=1

|anm|2. (275)

При этом двойной ряд

∞∑
n,m=1

anmxmyn

абсолютно сходится при любом выборе векторов x (x1, x2, . . .)
и y (y1, y2, . . .). Если, кроме сходимости ряда (275), мы имеем
aik = aki, то имеет место возможность приведения формы Эрмита
к сумме квадратов при помощи унитарного преобразования

∞∑
n,m=1

anmxmxn =
∞∑
k=1

λkzkzk,

где λk —вещественные числа и вектор z (z1, z2, . . .) получается пу-
тем применения к вектору x (x1, x2, . . .) некоторого унитарного
преобразования: z = Ux. При этом λk → 0 при k → ∞ (может
случиться, что λk = 0 при всех достаточно больших k). Если A
и B — две бесконечные матрицы, дающие ограниченные преобра-
зования, то их последовательное применение дает также ограни-
ченное преобразование, коэффициенты которого вычисляются по
обычным формулам

{BA}ik =
∞∑
s=1

{B}is{A}sk.

Отметим еще, что если последовательность векторов x(k) имеет пре-
дел x, т. е. если x(k) ⇒ x, то Ax(k) ⇒ Ax, если A—матрица ограни-
ченного преобразования.
Существенную важную роль в приложениях к математической

физике играют и неограниченные линейные преобразования. Их
исследование изложено в пятом томе.
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49. Функциональное пространство L2. Мы рассмотрели
пространство l2, в котором вектор определился бесчисленным мно-
жеством составляющих, которые мы нумеровали целыми числами:
первая составляющая— x1, вторая— x2 и т. д.
Переходим теперь к рассмотрению семейства L2(E) комплекс-

ных функций f(x) = f1(x) + if2(x), определенных на измеримом
множестве E и таких, что вещественные функции f1(x) и f2(x) из-
меримы на E и принадлежат L2(E) [II, 161–163], откуда следует,
что |f(x)| есть измеримая на E функция и принадлежит L2(E). Ес-
ли вещественные и мнимые части двух функций соответственно
эквивалентны, то функции называются эквивалентными, и они,
как элементы функционального пространства L2(E), отождествля-
ются, т. е. элементом этого пространства является все множество
эквивалентных функций и любая функция этого множества мо-
жет быть представителем этого множества. Нулевой элемент L2(E)
есть функция, эквивалентная нулю на E , например функция, тож-
дественно равная нулю на E . В дальнейшем вместо L2(E) мы будем
писать просто L2.
Свойства функционального пространства L2 аналогичны свой-

ствам l2. Элементы L2 можно умножать на комплексные числа и
складывать [II, 161]. Скалярное произведение двух элементов f(x)
и g(x) определяется формулой

(f, g) =
∫
E
f(x)g(x)dx (276)

и квадрат нормы элемента f(x)—формулой

||f ||2 = (f, f) =
∫
E

|f(x)|2dx. (277)

Определение ортогональности— то же, что и для l2, и без измене-
ния повторяются результаты [45]. Сходимость последовательности
элементов fn(x) к элементу f(x) определяется формулой

lim
n→∞

∫
E

|f(x) − fn(x)|2dx = 0, (278)
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и повторяются без изменения определения и результаты [46] и [47],
причем надо иметь в виду [II, 161–163]. Отметим, что если ak и bk —
коэффициенты Фурье элементов f(x) и g(x) относительно полной
ортонормированной системы ϕk(x) (k = 1, 2, . . .), т. е.

ak =
∫
E
f(x)ϕk(x)dx; bk =

∫
E
g(x)ϕk(x)dx, (279)

то имеет место, как и в [47], обобщенное уравнение замкнутости∫
E
f(x)g(x)dx =

∞∑
k=1

akbk. (280)

Из сказанного выше следует, что сходимость ряда в L2

ψ(x) = ψ1(x) + ψ2(x) + . . .

есть сходимость в среднем

lim
n→∞

∫
E

|f(x) − sn(x)|2dx = 0,

где sn(x)— сумма первых n членов ряда.

50. Связь между пространствами l2 и L2. Пусть, как и
выше,

ϕk(x) (k = 1, 2, . . .) (281)

—некоторая полная ортонормированная в L2 система. При этом
любому элементу из L2 соответствует бесконечная последователь-
ность ak его коэффициентов Фурье, сумма квадратов модулей ко-
торых сходится, и наоборот, любой бесконечной последовательно-
сти комплексных чисел ck(k = 1, 2, . . .), сумма квадратов модулей
которых сходится, соответствует определенный элемент L2, для ко-
торого ck суть коэффициенты Фурье относительно системы (281)
[II, 163]. Таким образом, эта система приводит в биоднозначное со-
ответствие элементы L2 и элементы l2: всякому элементу L2 соот-
ветствует определенный элемент l2, и наоборот [II, 163]. При этом
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сохраняются сложение, умножение на число, скалярное произведе-
ние (в силу (280)) и норма. Если последовательность fn(x) элемен-
тов L2 сходится к элементу f(x), т. е. ||f − fn|| → 0 при n→ ∞, то
то же будет иметь место и для соответствующих элементов l2, что
следует из равенства норм:

∞∑
k=1

|ak − a
(n)
k |2 =

∫
E

|f(x) − fn(x)|2dx,

где ak и a
(n)
k — составляющие элементов l2, соответствующих f(x)

и fn(x).
При установлении соответствия между пространствами L2 и l2

мы исходили из определенной полной ортонормированной системы
(281). Если взять другую такую же систему

ψk(x) (k = 1, 2, . . .), (282)

то, конечно, закон соответствия будет уже иным. Всякая функция
системы (282) разлагается в ряд Фурье по ϕk(x):

ψk(x) =
∞∑
i=1

uikϕi(x) (k = 1, 2, . . .), (283)

причем ряд, стоящий справа, сходится в L2. Принимая во внимание
обобщенное уравнение замкнутости, получим:

∞∑
s=1

usiusk = δik (i, k = 1, 2, . . .),

т. е. матрица U с элементами uik ортонормирована по строкам. При-
нимая во внимание, что

uik =
∫
E
ψk(x)ϕi(x)dx

и полноту системы (281), получаем:
∞∑
i=1

|uik|2 =
∫
E

|ψk(x)|2dx = 1,
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откуда следует, что таблица U есть таблица унитарного преобра-
зования. Нетрудно показать, что и наоборот, всякая таблица уни-
тарного преобразования U приводит согласно (283) к полной орто-
нормированной системе (282), если такою же была система (281).
Приведем в качестве примера для пространства L2 функций одной
независимой переменной на отрезке (−π, π) систему функций [II,
174]:

ϕk(x) =
1√
2π
eikx (k = 1, 2, . . .). (284)

Нетрудно доказать, что это— ортонормированная система. Отме-
тим, что нумерация по k производится здесь не от 1 до ∞, а от
(−∞) до (+∞). Такое изменение нумерации несущественно. Поль-
зуясь результатами [II, 169], можно показать, что система (284)—
полная.

51. Линейные операторы в L2. Положим, что имеет место
определенный закон, согласно которому всякой функции f(x) из
L2(E) соответствует некоторая другая функция F (x) из того же
L2(E):

F (x) = A[f(x)], (285)

где A— символическое обозначение этого закона соответствия. Мы
имеем здесь как бы обобщенное понятие функции: роль аргумента
играет не любое число из некоторого множества, например, проме-
жутка, а любая функция из L2(E), и значением функции является
также некоторая функция из L2(E). Такое соответствие, устанавли-
ваемое формулой (285), называется обычно функциональным опе-
ратором. Оператор A называется линейным, если

A[f(x) + g(x)] = A[f(x)] +A[g(x)];
A[αf(x)] = αA[f(x)],

}
(286)

где α—любое комплексное число, и ограниченным, если существует
такое положительное число M , что

||Af || � M ||f || (287)

при любом f(x) из L2(E).
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Если последовательность fn(x) сходится к f(x) в L2 и A—ли-
нейный ограниченный оператор, то Afn(x) сходится к Af(x) в L2.
Это непосредственно следует из неравенства

||A[f(x) − fn(x)]|| � M ||f − fn||,
т. е.

||Af −Afn|| � M ||f − fn||.
Нетрудно сформулировать для рассматриваемого случая опре-

деления эрмитовского и унитарного преобразований. Линейный
ограниченный оператор A называется эрмитовским (самосопря-
женным), если

(Af, g) = (f, Ag) (288)

для любых f(x) и g(x) из L2. Линейный оператор U называется
унитарным, если он биоднозначно преобразует L2 в себя,

U [f(x)] = F (x), (289)

и не меняет нормы:
||Uf(x)|| = ||f ||.

Указанная биоднозначность преобразования (289) сводится к сле-
дующему: не только всякому элементу f(x) из L2 соответствует
определенный элемент F (x), но и всякому F (x) из L2 соответству-
ет один определенный прообраз f(x). Из этого следует, что для U
имеется обратный оператор U−1, который по F (x) восстанавлива-
ет f(x). Нетрудно видеть, что U−1 —также унитарный оператор.
Для унитарного оператора неравенство (287) можно заменить ра-
венством, положивM = 1. Легко показать, что унитарное преобра-
зование не меняет не только нормы, но и скалярного произведения,
т. е.

(Uf, Ug) = (f, g)

для любых f(x) и g(x) из L2, и что U преобразует всякую полную
ортонормированную систему из L2 в такую же систему. Определим
еще понятие сопряженного оператора. Оператор A∗ называется со-
пряженным с линейным ограниченным оператором A, если для
любых f(x) и g(x) из L2 имеет место равенство

(Af, g) = (f, A∗g).
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Можно показать, что для всякого линейного ограниченного опера-
тора A существует единственный сопряженный оператор A∗. Рас-
смотрим пространство L2 функций f(x) одного независимого пере-
менного, определенных на конечном или бесконечном промежутке
(a, b). В таком L2 линейные операторы часто определяются фор-
мулой

F (x) =

b∫
a

K(x, t)f(t)dt, (290)

где K(x, t)—функция, определенная (измеримая) в квадрате
a � x � b, a � t � b. Операторы вида (290) называются обычно ин-
тегральными операторами, а функция K(x, t)— ядром оператора.
Если

b∫
a

b∫
a

|K(x, t)|2dx dt < +∞,

или если существует такое число p, что
b∫
a

|K(x, t)|dt � p и

b∫
a

|K(x, t)|dx � p при всех t, x из (a, b), то формула (290) определяет

линейный ограниченный оператор. Можно показать, что оператор,
сопряженный с ограниченным оператором (290), есть также инте-
гральный оператор с ядром K∗(x, t) = K(t, x). Примером уни-
тарного преобразования в L2 на промежутке (−∞,+∞) является
преобразование Фурье:

F (x) = Uf(x) = lim
n→∞
m→∞

1√
2π

m∫
−n

e−ixtf(t)dt,

где lim есть предел функции от x, полученной в результате инте-
грирования в L2 на промежутке (−∞,+∞), т. е. если обозначим

ϕn,m(x) =
1√
2π

m∫
−n

e−ixtf(t)dt,
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то

lim
n→∞
m→∞

+∞∫
−∞

|F (x) − ϕn,m(x)|2dx = 0.

Если f(x) не только принадлежит L2 на промежутке (−∞, +∞),
но и суммируема на этом промежутке, то преобразование Фурье
можно записать в обычной форме

F (x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−ixtf(t)dt.

Неизменность нормы при преобразовании Фурье имеет вид

+∞∫
−∞

|F (x)|2dx =

+∞∫
−∞

|f(x)|2dx.

Рассмотрим теперь один частный пример. Пусть в пространстве
L2 на промежутке (−π, π) задан линейный оператор умножения на
независимую переменную:

A[f(x)] = xf(x). (291)

Имеем, очевидно:

||Af ||2 =

π∫
−π

|x|2|f(x)|2dx � π2||f ||2,

т. е. для оператора (291) в формуле (287) можно считать M = π.
Построим линейное преобразование, выражающее оператор (291)
в l2, если принять за основу полную ортонормированную систему
(284). Пусть ck —коэффициенты Фурье f(x) относительно системы
(284):

ck =
1√
2π

π∫
−π

e−ikxf(x)dx (k = 0, ±1, ±2, . . .)
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и c′k — коэффициенты Фурье xf(x):

c′k =
1√
2π

π∫
−π

e−ikxxf(x)dx (k = 0, ±1, ±2, . . .).

Нам надо построить линейное преобразование (бесконечную мат-
рицу), выражающее c′k через ck. Определим коэффициенты Фурье
функции 1√

2π
eikxx:

bm =
1
2π

π∫
−π

ei(k−m)xxdx (m = 0, ±1, ±2, . . .).

Интегрируя по частям, получим:

bm =
(−1)k−m

i(k −m)
при m �= k; bk = 0.

Переписывая выражение c′k в виде

c′k =
1√
2π

π∫
−π

eikxxf(x)dx

и применяя обобщенное уравнение замкнутости, получим:

c′k = i

+∞ ′∑
m=−∞

(−1)k−m

k −m
cm (k = 0, ±1, ±2, . . .), (292)

где штрих над знаком суммы показывает, что надо исключить сла-
гаемое, соответствующее m = k. Формула (292) и дает линейное
преобразование в l2, соответствующее оператору (291) в L2, если
за координатные функции в пространстве L2 взяты функции (284).
Нетрудно показать, что оператор (291) — самосопряженный.
Проведем общее рассуждение для любого линейного ограничен-

ного самосопряженного оператора A, причем будем записывать ко-
эффициенты Фурье в виде скалярного произведения и учтем опре-
деление (288) самосопряженного оператора. Введем коэффициенты



51] § 4. Квадратичные формы 229

Фурье ck и c′k для f(x) и Af(x) относительно полной ортонормиро-
ванной системы ϕk(x):

ck = (f, ϕk); c′k = (Af, ϕk) = (f, Aϕk). (293)

Введем теперь коэффициенты Фурье функций Aϕm(x):

akm = (Aϕm, ϕk) = (ϕm, Aϕk), (294)

откуда следует, что amk = akm, ибо по определению

amk = (Aϕk, ϕm).

Принимая во внимание обобщенное уравнение замкнутости, фор-
мулу для c′k и (294), получим:

c′k =
∞∑
m=1

(f, ϕm)(Aϕk, ϕm) =
∞∑
m=1

(f, ϕm)(ϕm, Aϕk),

т. е.

c′k =
∞∑
m=1

akmcm (k = 1, 2, . . .).

Это преобразование и выражает оператор A в l2, если ϕk(x) при-
няты за координатные функции в L2.
Мы рассматривали в предыдущих параграфах три случая, ко-

гда линейный оператор задан на всем L2 и ограничен. Если мы
возьмем, например, оператор дифференцирования A[f(x)] = f ′(x),
то он задан не на всем L2, ибо не всякая функция из L2 имеет про-
изводную. Кроме того, указанный оператор не ограничен на том
множестве функций, на котором он задан.
Более подробное и строгое изложение материала последних па-

раграфов будет дано в пятом томе.



ГЛАВА III

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРУПП
И ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП

§ 5. ОСНОВЫ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ГРУПП

52. Группы линейных преобразований. Рассмотрим сово-
купность всех унитарных преобразований в n-мерном простран-
стве. Все эти преобразования имеют определитель, отличный от
нуля, так что для каждого унитарного преобразования Ux, которое
вполне характеризуется соответствующей матрицей U , существует
вполне определенное обратное преобразование U−1x, которое так-
же будет унитарным [28]. Кроме того, если U1x и U2x—два уни-
тарных преобразования, то и их произведение U2U1x также будет
унитарным преобразованием. Все эти свойства совокупности всех
унитарных преобразований выражают коротко тем, что говорят,
что совокупность унитарных преобразований образует группу.
Вообще совокупность некоторых линейных преобразований с

определителем, отличным от нуля, образует группу, если выполне-
ны следующие два условия: во-первых, если некоторое преобразова-
ние принадлежит нашей совокупности, то и обратное преобразо-
вание также принадлежит совокупности, и, во-вторых, произве-
дение двух преобразований, принадлежащих нашей совокупности
(при любом порядке сомножителей), также принадлежит нашей
совокупности, причем множители могут быть и одинаковыми.
Принимая во внимание, что произведение всякого преобразова-

ния на обратное ему есть тождественное преобразование, мы можем
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утверждать, что группа обязательно должна содержать тожде-
ственное преобразование, т. е. единичную матрицу.
Вообще линейное преобразование вполне определяется своей

матрицей, и во всем предыдущем так же, как и впоследствии, мы
можем говорить или о группе линейных преобразований, или о груп-
пе матриц.
Приведем еще примеры групп линейных преобразований.

Нетрудно видеть, что совокупность всех вещественных ортогональ-
ных преобразований образует группу. Как известно, эти веществен-
ные ортогональные преобразования имеют определитель, равный
(±1). Если взять совокупность вещественных ортогональных преоб-
разований с определителем (+1), то они также образуют группу. Но
если мы возьмем совокупность вещественных ортогональных пре-
образований с определителем (−1), то они уже не образуют группу,
так как произведение двух матриц с определителем (−1) дает мат-
рицу с определителем (+1).
В частности, если мы рассмотрим группу вещественных ортого-

нальных преобразований с тремя переменными, то это будет груп-
па, состоящая из чистых вращений пространства вокруг начала и
из преобразований, которые получаются в результате такого враще-
ния и преобразований симметрии относительно начала. Если же мы
возьмем группу линейных ортогональных преобразований с тремя
переменными, с определителем (+1), то это будет группа вращения
пространства вокруг начала.
Во всех рассмотренных случаях группа содержала бесчисленное

множество преобразований, в частности группа вращения трехмер-
ного пространства вокруг начала зависела от трех произвольных
вещественных параметров— углов Эйлера, о которых мы говорили
выше.
В качестве следующего примера рассмотрим вращение про-

странства вокруг оси Z на угол ϕ. Соответствующие формулы име-
ют вид

x′ = x cosϕ− y sinϕ,
y′ = x sinϕ+ y cosϕ.

}
(1)

При возможных значениях вещественного параметра ϕ в про-
межутке (0, 2π) мы получаем, очевидно, группу, содержащую бес-
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численное множество преобразований и зависящую от одного веще-
ственного параметра. Введем следующее обозначение для матрицы
преобразования:

Zϕ =
∥∥∥∥cosϕ, − sinϕ
sinϕ, cosϕ

∥∥∥∥ . (2)

Непосредственно очевидно, что произведение двух вращений на
угол ϕ1 и ϕ2 дает вращение на угол (ϕ1 + ϕ2):

Zϕ2Zϕ1 = Zϕ2+ϕ1 (3)

и точно так же
Zϕ1Zϕ2 = Zϕ1+ϕ2 .

Мы видим, таким образом, что в данном случае все преобразо-
вания группы или, как говорят, элементы группы попарно комму-
тируют. Такая группа называется абелевой группой. Кроме того, в
последнем примере перемножение двух элементов группы сводится
просто к сложению значений параметра ϕ, соответствующих пере-
множаемым матрицам.
Мы можем несколько расширить последнюю группу, взяв не

только вращение плоскости XY вокруг начала, но и зеркальное
отображение, т. е. симметрию, относительно оси Y , причем, оче-
видно, безразлично, в каком порядке производить эти операции—
сначала вращение вокруг начала, а затем симметрию относительно
оси Y или наоборот. Перемена порядка повлияет на результат, но
общая совокупность преобразований будет одна и та же при обоих
способах. Это будут вещественные ортогональные преобразования
с двумя переменными. Общий вид соответствующих матриц будет:

{ϕ, d} =
∥∥∥∥d cosϕ, − d sinϕ

sinϕ, cosϕ

∥∥∥∥ , (4)

где ϕ— прежний параметр, а d—число, равное ±1. При d = 1 мы
получаем простое вращение плоскости XY вокруг начала, а при
d = −1 получается вращение, после которого производится упомя-
нутая выше симметрия. Нетрудно проверить, что для произведения
матриц (4) мы будем иметь следующее правило:

{ϕ2, d2} {ϕ1, d1} = {ϕ1 + d1ϕ2, d1d2}. (5)
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В данном случае произведение уже может зависеть от порядка
сомножителей, т. е. группа уже не будет абелевой. Точно так же,
очевидно, группа вещественных ортогональных преобразований в
трехмерном пространстве или даже группа вращения трехмерного
пространства вокруг начала не будет абелевой.
До сих пор мы приводили примеры групп, содержащих бесчис-

ленное множество преобразований (элементов), и соответствующие
матрицы содержали произвольные вещественные параметры. Сей-
час приведем некоторые примеры групп, содержащих конечное чис-
ло элементов. Пусть m— некоторое целое положительное число.
Рассмотрим совокупность вращений плоскости XY вокруг начала
на углы

0,
2π
m
,

4π
m
, . . . ,

2(m− 1)π
m

.

Мы будем иметь здесь всего m преобразований, матрицы кото-
рых будут:

Z 2kπ
m

=

∥∥∥∥∥cos 2kπ
m , − sin 2kπ

m

sin 2kπ
m , cos 2kπ

m

∥∥∥∥∥ (k = 0, 1, . . . , m− 1).

Эти преобразования образуют, очевидно, группу, и элементы
этой группы суть целые положительные степени одного и того же
преобразования, а именно

Z 2kπ
m

= (Z 2π
m

)k (k = 0, 1, . . . , m− 1). (6)

Такая конечная группа, состоящая из степеней некоторого пре-
образования, называется обычно циклической.
Если мы возьмем некоторый угол ϕ0, не соизмеримый с π, то

преобразования (матрицы)

Zkϕ0
= Zkϕ0 (k = 0, ±1, ±2, . . .) (7)

образуют также, очевидно, группу. Но эта группа будет состоять
уже из бесчисленного множества элементов, так как ни при каких
целых показателях матрица Zkϕ0

не совпадает с Z0
ϕ0

= I. Группа (7)
будет бесконечной группой, но ее матрицы не содержат никакого
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непрерывно меняющегося параметра. В данном случае, как гово-
рят, число элементов в группе будет счетным, т. е. мы можем про-
нумеровать все элементы группы целыми числами, снабдив всякий
элемент группы значком, равным целому числу, так что разным
элементам будут соответствовать разные значки, и всякое целое
число будет знаком у некоторого элемента. Этого нельзя сделать в
случае групп, содержащих непрерывно меняющиеся параметры.

53. Группы правильных многогранников. Приведем еще
примеры конечных групп, причем образуем их из вращений трех-
мерного пространства вокруг начала. Такие вращения в определен-
ной координатной системе выражаются, как мы знаем, некоторыми
линейными преобразованиями координат. Заметим, что когда мы
говорим о вращении пространства вокруг начала, то подразумева-
ем под этим лишь окончательный эффект перехода из начального
положения в преобразованное. Каким путем этот переход соверша-
ется, это совершенно не входит в наше рассмотрение. Действитель-
но, всякое линейное преобразование определяет координаты пре-
образованной точки, но, конечно, ничего не говорит о самом пути
преобразования. Рассмотрение самого пути преобразования совер-
шенно при этом не входит в рассуждения.

Рис. 2.

Рассмотрим сферу с центром в
начале и радиусом единица. Впи-
шем в эту сферу какой-нибудь
правильный многогранник, на-
пример октаэдр (рис. 2). Поверх-
ность этого многогранника состо-
ит, как известно, из восьми рав-
носторонних треугольников. Рас-
смотрим теперь совокупность тех
вращений трехмерного простран-
ства вокруг начала, при которых
взятый нами октаэдр совмещает-
ся сам с собой. Нетрудно видеть,
что совокупность этих вращений
образует группу и что эта группа содержит конечное число элемен-
тов. Подсчитаем число элементов группы. Возьмем какую-нибудь
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ось октаэдра, соединяющую две противоположные вершины. Окта-
эдр совместится сам с собой, если мы повернем пространство вокруг
упомянутой оси на угол 0, π2 , π,

3π
2 . Вращению на угол 0 соответ-

ствует, очевидно, тождественное преобразование, т. е. единичная
матрица. Обозначим упомянутые четыре вращения вокруг взятой
оси через

S0 = I, S1, S2, S3. (8)

Пусть A—одна из вершин октаэдра, лежащая на взятой оси.
Введем в рассмотрение пять линейных преобразований

T1, T2, T3, T4, T5,

при которых октаэдр совмещается сам с собой, а его вершина A
совпадает с одной из остальных пяти вершин октаэдра. Наряду с
четырьмя вращениями (8) составим еще 20 вращений пространства
вокруг начала следующего вида:

TkS0, TkS1, TkS2, TkS3 (k = 1, 2, 3, 4, 5). (9)

Нетрудно проверить, что 24 вращения (8) и (9) различны. Это
совершенно очевидно и геометрически, а также может быть дока-
зано следующим путем: пусть

TpSq = Tp1Sq1 . (10)

Преобразования Si соответствуют повороту вокруг оси, прохо-
дящей через вершину A, и при этих преобразованиях A остается
на месте. Преобразования Tp и Tp1 при различных значках p и p1

переводят вершину A в различные вершины, и, следовательно, из
равенства (10) вытекает, что значки p и p1 должны быть одинаковы,
но тогда, очевидно, из этого же равенства будет путем умножения
слева на T−1

p = T−1
p1 следовать, что и значки q и q1 также долж-

ны быть одинаковы, т. е. равенство (10) может иметь место только
тогда, когда правая и левая части состоят из одинаковых сомножи-
телей. Следовательно, выражения (8) и (9) дают нам 24 различных
вращения, при которых октаэдр совмещается сам с собой. Покажем
теперь, что этим и исчерпываются все вращения, обладающие этим
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свойством. Действительно, пусть V — некоторое вращение, при ко-
тором наш октаэдр переходит сам в себя. Положим, что при этом
вершина A совмещается с некоторой другой вершиной Aj , и пусть
Tj — то из преобразований Tk, которое преобразует A также в Aj .
Составим преобразование T−1

j V . При этом октаэдр переходит в се-
бя, и вершина A остается на месте. Следовательно, остается на ме-
сте и противоположная вершина, и составленное нами преобразо-
вание есть одно из вращений Si вокруг оси, проходящей через вер-
шину A, т. е. T−1

j V = Si, и отсюда V = TjSi. Иначе говоря, всякое
вращение, при котором октаэдр переходит в себя, должно заклю-
чаться среди тех 24 вращений, которые мы составили выше. Итак,
окончательно, группа вращения, при которой октаэдр переходит
в себя, содержит 24 элемента.
Мы можем, очевидно, вписать в сферу единичного радиуса куб

таким образом, чтобы радиусы, идущие в центры грани октаэд-
ра, имели своими концами вершины куба. Отсюда непосредственно
следует, что группа вращения для куба будет той же самой, что и
для октаэдра. Положим, что мы иначе выбрали положение окта-
эдра, а именно, что новое положение октаэдра получается из пер-
воначального при помощи вращения, осуществляемого некоторой
матрицей U . Если V есть некоторое вращение, при котором преж-
ний октаэдр переходил сам в себя, то, очевидно, UV U−1 будет да-
вать такое вращение, при котором новый октаэдр будет переходить
в себя, и наоборот. Таким образом, если группа вращения преж-
него октаэдра состояла из матриц Vk(k = 1, 2, . . . , 24), то груп-
па вращения нового октаэдра будет просто состоять из подобных
матриц UVkU−1. Иначе говоря, получается подобная группа. Во-
обще, если совокупность некоторых матриц Vk образует группу,
то совокупность подобных матриц UVkU−1 при любой фиксиро-
ванной матрице U также образует группу. Это нетрудно непо-
средственно доказать из определения группы, что мы и предлагаем
проделать читателю. Вторая группа называется обычно подобной
первой.
Рассмотрим тетраэдр, поверхность которого состоит из четырех

равносторонних треугольников и имеет четыре вершины. Возьмем
какую-нибудь ось тетраэдра, соединяющую его вершину A с цен-
тром противолежащей грани. Тетраэдр совместится сам с собою,
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если повернем пространство вокруг упомянутой оси в некотором
направлении на угол 0, 2π

3 ,
4π
3 . Пусть S0, S1, S2— эти вращения.

Далее вводим три линейных преобразования T1, T2, T3, при кото-
рых тетраэдр совмещается сам с собою, а его вершина A совпадает
с одной из остальных трех его вершин. Наряду с вращениями S0,
S1, S2 составим девять вращений TkS0, TkS1, TkS2 (k = 1, 2, 3).
Полученные 12 вращений различны, и это суть все вращения, при
которых тетраэдр переходит в себя.
Рассмотрим теперь икосаэдр, поверхность которого состоит из

20 равносторонних треугольников и имеет 12 вершин. Возьмем, как
и выше, какую-нибудь ось икосаэдра, соединяющую его вершину A
с противоположной вершиной. Икосаэдр совместится сам с собою,
если повернем пространство на угол 2kπ

5 (k = 0, 1, 2, 3, 4). Пусть
Sk — эти вращения. Далее имеем 11 вращений Tl(l = 1, 2, . . . , 11),
при которых икосаэдр совмещается сам с собою, а вершина A пере-
ходит в одну из остальных вершин. Полная группа вращений, при
которых икосаэдр переходит в себя, состоит из пяти вращений Sk
и 55 вращений TlSk. Таким образом, эта группа содержит 60 вра-
щений. Такой же будет и группа додекаэдра, поверхность которого
состоит из 12 правильных пятиугольников и содержит 20 вершин.
Чтобы убедиться в этом, надо расположить додекаэдр относитель-
но икосаэдра так же, как это выше мы сделали для куба относи-
тельно октаэдра.
Рассмотрим еще одну группу, состоящую из вращений трехмер-

ного пространства. Пусть в плоскости XY находится правильный
n-угольник, центр которого совпадает с началом координат. Возь-
мем какую-нибудь ось n-угольника, соединяющую его вершину A с
противоположной вершиной (если n—четно), или с серединой про-
тивоположной стороны (если n— нечетно). При вращении плоско-
сти XY вокруг этой оси на угол 0 и π, n-угольник совмещается сам
с собою. Первое вращение есть тождественное преобразование I, а
второе мы обозначим через S.
Кроме того, мы имеем вращения Tk вокруг оси Z на угол

2kπ
n (k = 1, 2, . . . , n− 1), при которых n-угольник тоже совмещает-
ся сам с собою, а его вершина A переходит в одну из других вер-
шин. При k = 0 получаем тождественное преобразование T0 = I.
Полная группа преобразований, при которых n-угольник перехо-
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дит в себя, будет состоять из следующих 2n преобразований: Tk и
TkS (k = 0, 1, 2, . . . , n− 1).
Указанный n-угольник, поверхность которого считается дваж-

ды (верх и низ), называется обычно диэдром, а построенная груп-
па — группой диэдра.

54. Преобразования Лоренца. Все примеры групп линейных
преобразований, которые мы приводили выше, состояли из унитар-
ных преобразований или из вращений трехмерного пространства
(частный случай унитарных преобразований). Сейчас мы изучим
некоторую новую группу линейных преобразований, элементы ко-
торой уже не являются унитарными преобразованиями. Эта группа
играет важную роль в принципе относительности, электродинами-
ке и той части квантовой механики, которая связана с принципом
относительности.
Рассмотрим четыре переменные x1, x2, x3, x4, из которых пер-

вые три суть пространственные координаты точки, а последняя пе-
ременная есть время. В связи с основным требованием специально-
го принципа относительности о неизменности некоторой определен-
ной скорости c (скорость света) в случае относительного движения
возникает вопрос о таких линейных преобразованиях упомянутых
выше четырех переменных, при которых выражение

x2
1 + x2

2 + x2
3 − c2x2

4

остается неизменным, т. е., подробнее говоря, мы должны найти
такие линейные преобразования, выражающие новые переменные
x′k через прежние xk, чтобы имело место тождество:

x′21 + x′22 + x′23 − c2x′24 = x2
1 + x2

2 + x2
3 − c2x2

4.

Рассмотрим сначала тот случай, когда координаты x2 и x3 оста-
ются неизменными, и в линейном преобразовании участвуют лишь
переменные x1 и x4. Мы должны, таким образом, найти такие ли-
нейные преобразования

x′1 = a11x1 + a14x4, x′4 = a41x1 + a44x4, (11)
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чтобы
x′21 − c2x′24 = x2

1 − c2x2
4. (12)

Введем вместо x4 новую чисто мнимую переменную y1 согласно
формуле

y1 = icx4.

Искомые линейные преобразования должны иметь вид

x′1 = α11x1 + α12y1, y′1 = α21x1 + α22y1, (13)

где
α11 = a11; α12 =

a14

ic
; α21 = ica41; α22 = a44,

а условие (12) переписывается при этом следующим образом:

x′21 + y′21 = x2
1 + y2

1 . (14)

Коэффициенты α11 и α22 должны быть вещественными, а α12 и
α21 — чисто мнимыми. Обозначим поэтому α12 = iβ12 и α21 = iβ21.
Условие (14) равносильно, очевидно, условию ортогональности пре-
образования (13), и, следовательно, сумма квадратов элементов
каждой строки и столбца должна равняться единице. Это сразу
дает β2

12 = β2
21 = α2

11 − 1 = α2
22 − 1 и α2

11 = α2
22. Положим α22 = α

и β12 = αβ. Будем считать положительными коэффициенты α11

и α22, что соответствует неизменности в направлении отсчета x1

и x4. Мы получим таким образом вместо (13) в силу предыдущих
соотношений:

x′1 = αx1 + iαβy1, y′1 = α21x1 + αy1.

Условие ортогональности строк

αα21 + iα2β = 0

даст нам α21 = −iαβ, т. е. β12 и β21 должны быть противоположных
знаков. Наконец, условие

α2
11 + α2

12 = 1
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даст

α2 − α2β2 = 1 или α =
1√

1 − β2
(β2 < 1),

и окончательно мы приходим к следующим формулам:

x′1 =
x1 + iβy1√

1 − β2
; y′1 =

−iβx1 + y1√
1 − β2

,

или, возвращаясь вновь от переменной y1 = icx4 к прежней пере-
менной x4:

x′1 =
x1 − βcx4√

1 − β2
; x′4 =

−β
c x1 + x4√
1 − β2

. (15)

Из этих равенств непосредственно следует, что координатная си-
стема, которой соответствуют переменные со штрихами, двигается
по отношению к первоначальной координатной системе со скоро-
стью

v = βc (16)

в направлении оси x1. Действительно, если принять x′1 постоянным,
то получим

dx1 − βc dx4 = 0, т. е.
dx1

dx4
= βc.

Вводя вместо β скорость v согласно формуле (16) и заменяя x1

на x и x4 на t, получим обычную форму преобразования Лоренца с
двумя переменными

x′ =
x− vt√
1 − v2

c2

; t′ =
− v
c2x+ t√
1 − v2

c2

. (17)

В предельном случае при c→ ∞ мы получаем обычные форму-
лы относительного движения классической механики

x′ = x− vt; t′ = t.

Нетрудно проверить, что преобразования Лоренца (17), завися-
щие от одного вещественного параметра v, образуют группу. Решая
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уравнения (17) относительно x и t, получим преобразование, обрат-
ное (17). Покажем, что это будет то же преобразование Лоренца,
которое получается из преобразования (17) заменой v на (−v). Дей-
ствительно, решая уравнения (17), будем иметь:(

1− v2

c2

)
x =

√
1 − v2

c2
(x′ + vt′);

(
1− v2

c2

)
t =

√
1 − v2

c2

(
v

c2
x′ + t′

)
,

откуда непосредственно следует

x =
x′ + vt′√

1 − v2

c2

; t =
v
c2x

′ + t′√
1 − v2

c2

.

Рассмотрим теперь два преобразования Лоренца L1 и L2, соот-
ветствующих значениям параметра v = v1 и v = v2. Составим их
произведение L2L1 и покажем, что это тоже будет преобразование
Лоренца. Нам надо составить произведение из двух матриц∥∥∥∥∥∥

1√
1−β2

2

− β2c√
1−β2

2

−
β2
c√

1−β2
2

1√
1−β2

2

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥

1√
1−β2

1

− β1c√
1−β2

1

−
β1
c√

1−β2
1

1√
1−β2

1

∥∥∥∥∥∥ ,
где

β1 =
v1
c

; β2 =
v2
c
.

Применяя обычные правила умножения матриц, получим для
произведения следующую матрицу:

1 + β1β2√
1 − β2

2

√
1 − β2

1

∥∥∥∥∥ 1 −β1c+β2c
1+β1β2

−
β1
c +

β2
c

1+β1β2
1

∥∥∥∥∥ . (18)

Введем новую величину

v3 =
v1 + v2
1 + v1v2

c2
. (19)

Нетрудно проверить справедливость тождества:

1 + v1v2
c2√

1 − v22
c2

√
1 − v21

c2

=
1√

1 − v23
c2

,
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и в результате матрица (18) может быть написана в следующем
виде: ∥∥∥∥∥∥

1√
1−β2

3

− β3c√
1−β2

3

−
β3
c√

1−β2
3

1√
1−β2

3

∥∥∥∥∥∥ (
β3 =

v3
c

)
,

т. е. ей соответствует также преобразование Лоренца со значени-
ем параметра v = v3. Таким образом, формула (19) дает правило
сложения скоростей в специальном принципе относительности.
Если в формуле (19) положить v1 = c, то, как легко проверить,
и для результирующей скорости v3 мы будем иметь v3 = c, т. е.
действительно скорость c не меняется при наложении двух дви-
жений.
При выводе формул (15) мы фиксировали определенным обра-

зом знаки коэффициентов линейного преобразования (11), считая
коэффициенты a11 и a44 положительными. Можно заменить это
требование другим, а именно положительностью коэффициента a44

и положительностью определителя

a11a44 − a14a41. (20)

Нетрудно видеть, что отсюда, как следствие, получится и поло-
жительность коэффициента a11, и наоборот. Действительно, опре-
делитель преобразования (17) равен (+1), т. е. при a11 > 0 и
определитель (20) положителен. Если бы мы взяли a11 = −α и
a44 = α, где α > 0, то получилось бы преобразование с определите-
лем (−1). Условие положительности коэффициента a11 равносиль-
но тому, что при фиксированном x1 и x4 → ∞ мы имеем x′4 → ∞.
Можно сказать, что это соответствует неизменности в направлении
отсчета времени. Таким образом, формулы дают не все линейные
преобразования, удовлетворяющие условию (12), но лишь те, для
которых определитель (20) положителен и которые не меняют на-
правления отсчета времени.
Обратимся теперь к рассмотрению общего преобразования Ло-

ренца для случая четырех переменных xk(k = 1, 2, 3, 4), причем
должно быть выполнено условие

x′21 + x′22 + x′23 − c2x′24 = x2
1 + x2

2 + x2
3 − c2x2

4. (21)
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Будем рассматривать xk(k = 1, 2, 3) и x′k(k = 1, 2, 3) как декар-
товые координаты в двух различных трехмерных пространствах R
и R′. Покажем, что, выбирая соответственным образом координат-
ные оси в этих двух пространствах, мы можем привести общее пре-
образование Лоренца к тому частному случаю, который был нами
рассмотрен выше. Обозначим через T общее преобразование Ло-
ренца и через S частное преобразование Лоренца рассмотренного
выше типа. Наше утверждение равносильно тому обстоятельству,
что мы можем представить T в виде

T = V SU, (22)

где U и V —вещественные ортогональные преобразования, соответ-
ствующие упомянутым выше преобразованиям координат в про-
странствах R и R′.
Введем, как и выше, четыре новые переменные:

y1 = x1; y2 = x2; y3 = x3; y4 = icx4,

и аналогичным образом:

y′1 = x′1; y′2 = x′2; y′3 = x′3; y′4 = icx′4.

Вместо условия (21) получим для новых переменных обычные
условия ортогонального преобразования:

y′21 + y′22 + y′23 + y′24 = y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 . (23)

Искомое линейное преобразование будет иметь вид

y′k = αk1y1 + αk2y2 + αk3y3 + αk4y4 (k = 1, 2, 3, 4). (24)

Принимая во внимание, что y4 и y′4 должны быть чисто мнимы-
ми, мы можем утверждать, что коэффициенты αk1, αk2, αk3 при
k = 1, 2, 3, а также α44 должны быть вещественными, а коэффи-
циенты α41, α42, α43 и αk4 при k = 1, 2, 3 должны быть чисто мни-
мыми. Перемена координатных осей в пространствеR′ равносильна
вещественному ортогональному преобразованию над переменными
y′1, y′2, y′3. Рассмотрим коэффициенты:

α14 = iβ14; α24 = iβ24; α34 = iβ34.
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Три вещественных числа β14, β24, β34 определяют некоторый
вектор, и если мы направление этого вектора примем за новую
первую ось пространства R′, то в результате соответствующего ор-
тогонального преобразования коэффициенты α24 и α34 обратятся в
нуль. Чтобы убедиться в этом, достаточно только заметить, что в
силу формул (24) ортогональное преобразование над переменными
y′1, y′2, y′3 сводится к такому же преобразованию над β14, β24, β34.
Итак, будем считать, что это преобразование координат в простран-
стве R′ уже совершено, так что мы имеем α24 = α34 = 0. Условие
(23) показывает, что коэффициенты преобразования (24) должны
удовлетворять обычным условиям ортогонального преобразования.
Принимая во внимание равенство нулю упомянутых выше коэффи-
циентов, получаем, рассматривая вторую и третью строчки, следу-
ющие условия:

α2
k1 + α2

k2 + α2
k3 = 1 (k = 2, 3),

α21α31 + α22α32 + α23α33 = 0,

где все входящие коэффициенты вещественны. В силу напи-
санных условий два вектора с составляющими (α21, α22, α23) и
(α31, α32, α33) будут единичными по длине и взаимно ортогональ-
ными по направлению. Если мы в пространстве R выберем эти два
вектора за основные орты, направленные по осям X2 и X3, то две
суммы

αk1y1 + αk2y2 + αk3y3 (k = 2, 3),

выражающие скалярные произведения упомянутых выше двух век-
торов на переменный вектор (y1, y2, y3), выразятся просто в виде
y2 и y3, т. е. при таком выборе координатных осей мы будем иметь:

α22 = α33 = 1; α21 = α23 = α31 = α32 = 0.

Таким образом, окончательно, при сделанном выборе осей в обо-
их пространствах матрица преобразования (24) будет иметь вид∥∥∥∥∥∥∥∥

α11 α12 α13 α14

0 1 0 0
0 0 1 0
α41 α42 α43 α44

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (25)
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Эта матрица получилась в результате умножения первоначаль-
ной матрицы на два ортогональных преобразования, которые каса-
лись только первых трех переменных, но которые можно, конечно,
рассматривать и как ортогональные преобразования с четырьмя пе-
ременными, причем четвертая переменная остается без изменения.
Принимая во внимание, что произведение двух ортогональных пре-
образований также должно быть ортогональным, мы можем утвер-
ждать, что элементы матрицы (25) также должны удовлетворять
условию ортогональности. Написав условие ортогональности пер-
вой строки со второй и третьей, получим:

α12 = α13 = 0,

и точно так же условие ортогональности четвертой строки со вто-
рой и третьей даст нам

α43 = α42 = 0.

В результате приходим к следующей матрице:∥∥∥∥∥∥∥∥
α11 0 0 α14

0 1 0 0
0 0 1 0
α41 0 0 α44

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
т. е. в данном случае мы имеем линейное преобразование

y′1 = α11y1 + α14y4,

y′4 = α41y1 + α44y4,

которое должно удовлетворять условию

y′21 + y′24 = y2
1 + y2

4 .

Именно таким преобразованием мы и занимались выше, и оно
нас и привело к специальным преобразованиям Лоренца вида (15),
и, таким образом, формулу (22) можно считать установленной. За-
метим только, что правило выбора знаков при определении преоб-
разования S будет тем же самым, что и выше, если мы потребуем,
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чтобы общее преобразование Лоренца T не меняло направления
отсчета времени и имело определитель больше нуля. Ортогональ-
ные преобразования U и V мы всегда можем считать вращениями
трехмерного пространства, так что и их определитель будет боль-
ше нуля, причем они вовсе не затрагивают четвертой переменной.
Мы придем, таким образом, к необходимости того, чтобы и у пре-
образования S определитель был больше нуля и чтобы это преоб-
разование не меняло отсчета времени, т. е. при сделанном пред-
положении относительно общего преобразования T мы для част-
ного преобразования придем как раз к тому условию, при котором
формулы были выведены. Общие преобразования Лоренца, удовле-
творяющие поставленным выше двум условиям, называются обыч-
но положительными преобразованиями Лоренца. Из предыдущих
рассуждений следует, что соответствующие им матрицы получают-
ся по формуле (22), где S — специальное преобразование Лоренца
вида (15), а U и V —матрицы вращения трехмерного пространства.
Можно показать, что положительные преобразования Лоренца об-
разуют группу, как и преобразования (15).
Предыдущие рассуждения показывают, что матрица наиболее

общего преобразования Лоренца, определяемого лишь условием
(21), может быть представлена по формуле (22), где U и V —вра-
щения и S — общее преобразование Лоренца с двумя переменными.
Если это положительное преобразование, то из формул (15) непо-
средственно следует, что D(S) = 1, и определитель всякого поло-
жительного преобразования Лоренца будет также равен единице,
поскольку определители U и V равны единице, причем матрицы U ,
S и V мы рассматриваем как матрицы четвертого порядка. В об-
щем случае преобразования Лоренца второго порядка, как нетруд-
но показать, определитель может равняться (±1) и, следователь-
но, общее преобразование Лоренца также будет иметь определи-
тель (±1).

55. Перестановки. До сих пор мы рассматривали примеры
групп, элементами которых являлись линейные преобразования.
Понятие группы не связано обязательно операциями линейного
преобразования и может быть построено и для операций другого
рода. Мы переходим сейчас к рассмотрению операций, с которыми
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уже встречались раньше [2], а именно переходим к рассмотрению
перестановок. Выясним сначала некоторые основные факты и по-
нятия, относящиеся к перестановкам.
Пусть имеется n некоторых объектов, которые мы, как и в [2],

пронумеруем, т. е. будем просто считать, что эти объекты суть це-
лые числа 1, 2, . . . , n. Из этих чисел мы, как известно, можем со-
ставить n! перестановок. Возьмем одну из этих перестановок

p1, p2, . . . , pn. (26)

Числа pk в своей совокупности дают все целые числа от 1 до
n, причем в перестановке (26) они расставлены в определенном по-
рядке. Сравним перестановку (26) с основной перестановкой 1, 2,
. . . , n: (

1 2 . . . n
p1 p2 . . . pn

)
(P ). (27)

Переход от основной перестановки к перестановке (26) соверша-
ется путем замены 1 на p1, 2 на p2 и т. д. Обозначим эту операцию
одной буквой P и будем в дальнейшем называть ее перестановкой.
Определим теперь понятие об обратной перестановке P−1. Это бу-
дет такая операция, которая переводит (26) в основную последова-
тельность, т. е. заменяет p1 на 1, p2 на 2 и т. д. Разъясним это на
частном примере: возьмем n = 5 и рассмотрим перестановку(

1 2 3 4 5
3 2 5 1 4

)
(P ).

Обратная перестановка будет иметь вид(
1 2 3 4 5
4 2 1 5 3

)
(P−1).

Нетрудно видеть, что

(P−1)−1 = P. (28)

Введем теперь понятие о произведении перестановок. Пусть P1

и P2 — какие-нибудь две перестановки. Назовем произведением пе-
рестановок P2P1 такую перестановку, которая получается в резуль-
тате применения сначала перестановки P1, а затем перестановки P2.
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Например, если мы имеем две перестановки(
1 2 3 4 5
5 1 4 3 2

)
(P2) и

(
1 2 3 4 5
3 1 5 2 4

)
(P1),

то их произведение P2P1 будет давать перестановку вида(
1 2 3 4 5
4 5 2 1 3

)
(P2P1).

Непосредственно очевидно, что обратная перестановка P−1

вполне определяется из условия

P−1P = PP−1 = I, (29)

где через I мы обозначили единичную перестановку, при которой
каждый элемент заменяется сам собой.
Последовательно применяя несколько перестановок, мы можем

составить произведение нескольких перестановок P3P2P1. Нетруд-
но видеть, что такое произведение удовлетворяет сочетательному
закону, т. е.

P3(P2P1) = (P3P2)P1. (30)

Действительно, произведя перестановку P1, мы можем затем по-
следовательно производить P2 и P3, или вместо этого мы можем
заменить это последовательное применение P2 и P3 применением
одной перестановки (P3P2), которая равносильна последовательно-
му применению P2 и P3. Заметим, наконец, что единичная переста-
новка удовлетворяет, очевидно, следующим условиям:

IP = PI = P, (31)

где P — любая перестановка. Произведение перестановок не будет,
вообще говоря, удовлетворять переместительному закону, т. е. про-
изведения P2P1 и P1P2 будут, вообще говоря, различными переста-
новками. Предлагаем проверить это на предыдущем примере.
Мы установили, таким образом, основные понятия произведе-

ния, обратной перестановки и единичной перестановки совершен-
но так же, как это сделали раньше для линейных преобразова-
ний (матриц). Можно теперь продолжить эту аналогию и дальше
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и установить понятие о группе, а именно: совокупность переста-
новок образует группу, если выполнены следующие два условия:
во-первых, если некоторая перестановка принадлежит нашей сово-
купности, то и обратная перестановка также принадлежит нашей
совокупности, и, во-вторых, произведение двух перестановок, при-
надлежащих нашей совокупности (при любом порядке сомножи-
телей), также принадлежит нашей совокупности. Как и в случае
линейных преобразований, единичная перестановка должна обяза-
тельно принадлежать группе.
Совокупность всех n! перестановок образует, очевидно, груп-

пу. Перейдем теперь к установлению еще другой группы, которая
составляет лишь часть предыдущей. Заметим для этого, что вся-
кая перестановка может быть выполнена при помощи нескольких
транспозиций [2], причем для заданной перестановки число транс-
позиций может быть различным, но, как мы доказали выше, оно бу-
дет всегда для заданной перестановки или четным, или нечетным.
Перестановки, состоящие из четного числа транспозиций, образуют
сами по себе группу. Группа, образованная всеми перестановками,
называется обычно симметрической группой, а группа, состоящая
из четных перестановок, т. е. из перестановок, сводящихся к четно-
му числу транспозиций, называется знакопеременной.
Рассмотрим теперь перестановки особого типа. Пусть l1, l2, . . . ,

lm — какие-нибудь m различных чисел из первых n чисел. Поло-
жим, что наша перестановка состоит в замене l1 на l2, l2 на l3 и
т. д., lm−1 на lm и, наконец, lm на l1. Перестановку такого типа на-
зовем циклом и обозначим ее символом (l1, l2, . . . , lm). Совершая
круговую перестановку чисел внутри скобки, мы будем получать
циклы:

(l2, l3, . . . , lm, l1), (l3, l4, . . . , lm, l1, l2), . . . ,

которые, очевидно, дают ту же перестановку, что и (l1, l2, . . . , lm).
Если m = 1, т. е. если мы имеем цикл (l1), то такой цикл равно-
силен, очевидно, единичной перестановке, и его не имеет смысла
рассматривать. Цикл из двух чисел (l1, l2) равносилен, очевидно,
транспозиции элементов l1 и l2.
Если имеются два цикла без общих элементов, то их произведе-

ние не зависит от порядка сомножителей.
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Пусть, например, n = 5, и мы имеем произведение двух циклов
без общих элементов (1, 3) (2, 4, 5) и (2, 4, 5) (1, 3).
Оба эти произведения дают, очевидно, одну и ту же переста-

новку (
1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

)
.

Мы можем всякую перестановку P представить в виде произ-
ведения циклов, не имеющих общих элементов. Чтобы сделать это,
возьмем элемент 1 и примем его за первый элемент в цикле. За
второй элемент цикла возьмем тот элемент, который получается из
1 при помощи P . Пусть это будет l2. За третий элемент возьмем
тот, который получается из l2 при помощи P и т. д., пока, наконец,
не дойдем до такого элемента, который переходит в 1 при помощи
P . Это и будет последний элемент составленного цикла. Нетрудно
видеть, что этот цикл не может содержать одинаковых элементов.
Составленный таким образом цикл не исчерпает, вообще говоря,
все n элементов. Из оставшихся элементов возьмем какой-нибудь
за первый элемент нового цикла и, как и выше, составим второй
цикл и т. д.
В качестве примера возьмем перестановку при n = 6:(

1 2 3 4 5 6
3 6 4 1 2 5

)
.

Применяя предыдущий прием, можем представить ее в виде
произведения циклов(

1 2 3 4 5 6
3 6 4 1 2 5

)
= (1, 3, 4) (2, 6, 5),

причем порядок сомножителей справа не играет роли.
Нетрудно видеть, что произведение двух транспозиций можно

представить в виде произведения трехчленных циклов. Если двух-
членные циклы не имеют общих элементов, то мы имеем, как легко
проверить:

(l3, l4)(l1, l2) = (l1, l3, l4)(l1, l2, l4),
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а при наличии общих элементов:

(l1, l3)(l1, l2) = (l1, l2, l3).

Таким образом, всякую перестановку из знакопеременной груп-
пы можно представить в виде произведения трехчленных циклов.
Отметим еще, что при перестановке можно в первой строке вме-

сто натурального ряда чисел писать эти числа в любом порядке.
Важно лишь, чтобы под каждым числом стояло то число, в кото-
рое оно переходит в результате взятой перестановки. Приведем для
примера две записи одной и той же перестановки:(

1 2 3 4 5
3 2 5 1 4

)
=
(

3 1 5 4 2
5 3 4 1 2

)
.

Пусть имеется некоторая перестановка

P =
(
a1 a2 . . . an
b1 b2 . . . bn

)
.

Обратную перестановку мы можем, очевидно, записать в виде

P−1 =
(
b1 b2 . . . bn
a1 a2 . . . an

)
.

Пусть имеются две перестановки, причем вторую мы запишем
двояко:

P =
(

1 2 . . . n
c1 c2 . . . cn

)
;

Q =
(

1 2 . . . n
d1 d2 . . . dn

)
=
(
c1 c2 . . . cn
f1 f2 . . . fn

)
.

Мы имеем:

PQ−1 =
(

1 2 . . . n
c1 c2 . . . cn

)(
d1 d2 . . . dn
1 2 . . . n

)
=

=
(
d1 d2 . . . dn
c1 c2 . . . cn

)
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и, следовательно,

QPQ−1 =
(
c1 c2 . . . cn
f1 f2 . . . fn

)(
d1 d2 . . . dn
c1 c2 . . . cn

)
=

=
(
d1 d2 . . . dn
f1 f2 . . . fn

)
.

Из написанного вытекает следующее правило: чтобы получить
перестановку QPQ−1, надо в обеих строчках перестановки

P =
(

1 2 . . . n
c1 c2 . . . cn

)
совершить перестановку Q.

56. Абстрактные группы. При определении группы мы мо-
жем совершенно отвлечься от конкретного значения тех операций,
которые в своей совокупности образуют группу и которые в преды-
дущем были линейными преобразованиями или перестановками.
Мы придем, таким образом, к понятию абстрактной группы.
Абстрактная группа есть совокупность некоторых символов, —

таких, что для этих символов определено умножение1 в том смыс-
ле, что дается определенное правило, согласно которому из двух
элементов P и Q совокупности (разных или одинаковых) получа-
ется третий элемент, также принадлежащий совокупности, который
называется их произведением и обозначается через QP . При этом
должны быть выполнены следующие три условия:
1. Перемножение должно подчиняться сочетательному зако-

ну, т. е. (RQ)P = R(QP ), откуда вообще будет следовать, что мы
можем в любом произведении, не меняя, конечно, порядка сомно-
жителей, соединять любые сомножители в одну группу.
2. В нашей совокупности должен существовать один и толь-

ко один такой элемент E, который, будучи помножен на лю-
бой другой элемент с той или с иной стороны, воспроизводит

1Часто говорят не об «умножении» а о «групповой операции», которая мо-
жет, вообще говоря, оказаться как сложением так и умножением в обычном
смысле.
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этот же самый элемент, т. е.

EP = PE = P. (32)

Будем называть этот элемент единичным элементом.
3. Для любого элемента нашей совокупности P существует в

нашей же совокупности единственный другой элемент Q, кото-
рый удовлетворяет условию

QP = PQ = E (Q = P−1). (33)

Из (32) при P = E вытекает EE = E, т. е., в силу определения
обратного элемента, элементом, обратным E, будем сам элемент
E(E−1 = E).
Можно поставить эти условия, определяющие абстрактную

группу, в более узкой форме, причем из этих более узких требо-
ваний остальные уже будут вытекать в качестве необходимых фор-
мальных следствий, но мы на этом останавливаться не будем. Вооб-
ще ограничимся лишь простейшими и основными фактами, связан-
ными с понятием абстрактной группы. Более подробное рассмотре-
ние теории групп дает материал, который сам по себе может запол-
нить целую книгу. Нашей целью является лишь сообщить читателю
основные понятия и этим облегчить чтение физической литерату-
ры, в которой зачастую применяется понятие группы и где часто
пользуются основными свойствами групп. В дальнейшем вместо E
мы будем писать иногда I. Элемент Q, определяемый соотноше-
ниями (33), называется обратным P и обозначается P−1. Имеет
место, очевидно, соотношение (28), ибо из (33) следует и то, что P
обратно Q.
Установив понятие абстрактной группы, перейдем теперь к вы-

яснению некоторых новых понятий, а также к доказательству неко-
торых свойств абстрактных групп. Заметим прежде всего, что чис-
ло элементов в группе, как это мы видели выше, может быть как
конечным, так и бесконечным. Рассмотрим некоторое произведение
элементов группы

RQP.

Это будет также некоторый элемент группы. Обратный элемент
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будет получаться совершенно так же, как и в группе линейных пре-
образований, а именно он будет:

(RQP )−1 = P−1Q−1R−1.

В этом нетрудно убедиться, совершая перемножение и пользуясь
сочетательным законом. Пусть P — некоторый элемент группы. Его
целые положительные степени

P 0 = I, P 1, P 2 . . .

также будут элементами группы. Если существует такое целое по-
ложительное число m, что Pm = I, то говорят, что элемент будет
конечного порядка, причем порядком элемента будет наименьшее
значение целого положительного числа m, при котором Pm = I.
При этом среди элементов

I, P, P 2, . . . , Pm−1

уже не может быть одинаковых. Действительно, из условия P k =
P l(k < l) непосредственно вытекает P l−k = I. Для конечной груп-
пы все элементы будут, очевидно, конечного порядка.
Обозначим элементы нашей группы через Pα. Если группа ко-

нечна, то можно считать, что значок α пробегает конечное число
целых положительных значений. Если группа бесконечна, то он
может пробегать все целые значения [52], может меняться непре-
рывно и даже он может быть равносилен нескольким значкам, ко-
торые непрерывно изменяются. Пусть U —некоторый фиксирован-
ный элемент нашей группы. Составим всевозможные произведения
UPα. Нетрудно видеть, что при соответствующем изменении знач-
ка α написанное произведение даст нам опять все элементы группы
и притом по одному разу.
Действительно, из равенства

UPα1 = UPα2

умножением на U−1 слева получаем Pα1 = Pα2 , т. е. при разных α
и произведение UPα различно. Покажем теперь, что это произве-
дение будет обращаться в любой элемент нашей группы. Действи-
тельно, равенство UPα = Pα0 равносильно Pα = U−1Pα0 , т. е. про-
изведение UPα даст нам элемент Pα0 , когда сомножитель Pα будет
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равняться элементу U−1Pα0 нашей группы. Тот же самый результат
мы получили бы, если бы приписали фиксированный элемент U не
слева, а справа. Итак, мы получаем следующий результат: если Pα
пробегает все элементы группы и U —некоторый фиксированный
элемент группы, то произведение UPα (или PαU) также пробе-
гает все элементы группы и притом по одному разу.
Рассмотрим частный пример группы. Положим, что группа со-

стоит из шести элементов (группа шестого порядка), и обозначим
эти элементы следующим образом:

E, A, B, C, D, F.

Закон умножения определим при помощи следующей таблицы:

EABCDF
E EABCDF
A AEDFBC
B BFEDCA
C CDFEAB
D DCABFE
F FBCAED

(34)

Этой таблицей надо пользоваться для определения умножения
следующим образом. Если мы хотим, например, составить произве-
дение DB, то должны в первой строке найти B, в первом столбце—
D и на пересечении соответствующих строк и столбцов найдем эле-
мент A, который и будет являться произведением DB. Нетрудно
проверить, что при этом будут удовлетворены все те условия, кото-
рые мы упоминали при определении абстрактной группы, причем
элемент E будет играть роль единичного элемента.
В предыдущих номерах мы имели примеры конкретного осу-

ществления абстрактного понятия группы. В одном случае роль
элемента играло линейное преобразование (его матрица) и пере-
множение двух элементов сводилось к последовательному приме-
нению двух линейных преобразований, т. е. к перемножению соот-
ветствующих этим преобразованиям матриц. В другом случае роль
элемента играла перестановка, и перемножение двух элементов сво-
дилось к последовательному выполнению двух перестановок. При-
ведем еще пример конкретного осуществления группы.
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Пусть элементами являются всевозможные комплексные чис-
ла и перемножение двух элементов сводится к сложению соответ-
ствующих комплексных чисел. В данном случае роль единичного
элемента играет число нуль, и элементом, обратным комплексному
числу α, является число (−α). Вместо комплексных чисел мы мог-
ли бы взять за элементы всевозможные векторы x (x1, x2, . . . , xn)
комплексного n-мерного пространства Rn и определить умноже-
ние элементов, как сложение соответствующих векторов. При этом
роль единичного элемента играет нулевой вектор. Иначе можно
сказать, что элементами группы являются векторы из Rn, а груп-
повым действием— сложение векторов. Отметим, что в последних
двух примерах результаты перемножения двух элементов группы
не зависят от порядка сомножителей, т. е., как говорят, любые два
элемента группы коммутируют. Такие группы называются абеле-
выми группами [ср. 45]. Простейшим примером абелевой группы
является так называемая циклическая группа, которая состоит из
единичного элемента E и степеней некоторого элемента P . Если
m— наименьшее целое положительное число, при котором Pm = E,
то циклическая группа содержитm элементов:E, P, P 2, . . . , Pm−1.
Если такого целого положительного m нет, то циклическая группа
бесконечна: E, P, P 2, . . .

57. Подгруппа. Пусть имеется некоторая группа G и положим,
что совокупность H элементов, содержащая лишь часть элементов
группыG, также образует группу при сохранении прежнего опреде-
ления умножения. В этом случае группа H называется подгруппой
группы G. Нетрудно видеть, что совокупность, состоящая из одного
единичного элемента группы G, есть всегда подгруппа. Это— три-
виальная подгруппа. В дальнейшем, говоря о подгруппе, мы будем
разуметь не тривиальную подгруппу.
Обозначим через Hα элементы подгруппы H , и пусть G1 —неко-

торый элемент общей группы G, причем G1 не принадлежит H .
Произведения G1Hα, как мы видели выше, дадут нам различные
элементы группы G, причем эти элементы не принадлежат H . Дей-
ствительно, в противном случае мы имели бы при некоторых значе-
ниях α1 и α2 значка α: G1Hα1 = Hα2 , откуда G1 = Hα2H

−1
α1
, т. е. G1

должно принадлежать H , что противоречит поставленному усло-
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вию. Положим теперь, что G1 и G2 суть два различных элемента
общей группы G, не принадлежащих подгруппе H . Покажем, что
совокупности элементов G1Hα и G2Hα или вовсе не имеют общих
элементов, или совпадают, т. е. состоят из одних и тех же элементов.
Действительно, если при некоторых значениях значка α мы имеем
G2Hα2 = G1Hα1 , то отсюда следует G2 = G1Hα1H

−1
α2

= G1Hα3 , т. е.
G2 принадлежит совокупности элементов G1Hα, и точно так же G1

принадлежит совокупности элементов G2Hα. Отсюда следует, что
произведения G1Hα и G2Hα определяют одну и ту же совокупность
элементов.
Возьмем все элементы Hα подгруппы H . Они не исчерпывают

всех элементов группы G. Рассмотрим некоторый элемент G1, не
принадлежащих H , и составим всевозможные произведения G1Hα,
которые, как мы видели выше, все различны между собою и отлич-
ны от Hα.
Может случиться, что элементы Hα и G1Hα также не исчерпы-

вают всей группы. Возьмем некоторый элемент группы G2, не при-
надлежащий Hα и G1Hα, и составим всевозможные произведения
G2Hα. Как мы видели выше, элементы G2Hα будут все различны
между собой и будут отличны от элементов Hα и G1Hα. Если эле-
менты Hα, G1Hα и G2Hα не исчерпывают всех элементов группы
G, то возьмем некоторый элемент G3, не принадлежащий указан-
ным выше трем совокупностям элементов, и составим произведения
G3Hα. Мы получим таким образом новые элементы группы и т. д.
Положим, что путем конечного числа таких операций мы исчерпа-
ем все элементы группы G. Пусть для этого потребуется (m − 1)
элементов Gk. При этом все элементы группы G будут представле-
ны в следующем виде:

Hα, G1Hα, G2Hα, . . . , Gm−1Hα, (35)

где значок α пробегает значения, соответствующие подгруппе H .
Если положим G′

k = GkHα0 , где α0 как-нибудь фиксировано, то
совокупность элементов G′

kHα, как показано выше, будет совпа-
дать с совокупностью GkHα. Иначе говоря, в каждой совокупно-
сти GkHα(G0 = I) любой элемент совокупности может играть роль
представителяGk. Отсюда непосредственно следует, что при задан-
ной подгруппе Hα разбиение элементов группы G на совокупности
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вида (35) вполне определено. Совокупности GkHα называются со-
вокупностями, сопряженными относительно подгруппы Hα.
В рассматриваемом случае (35) подгруппа H называется под-

группой конечного индекса, а именно подгруппой индекса m. Если
группа G конечна, то индекс подгруппы H будет равен, очевидно,
частному от деления порядка всей группы G на порядок подгруппы
H , причем порядком конечной группы называется число содержа-
щихся в ней элементов. Заметим, что из совокупностей (35) только
первая совокупность образует подгруппу. Каждая из остальных со-
вокупностей GkHα не содержит единичного элемента, а потому не
может образовать подгруппы.
При построении схемы (35) мы умножали элементыHα подгруп-

пы H на элементы Gk группы G слева. Можно было бы произво-
дить это умножение и справа. Вводя вместо Gk другое обозначение
G′
k, мы пришли бы таким же образом к представлению элементов
группы G вместо схемы (35) в следующем виде:

Hα, HαG
′
1, HαG

′
2, . . . , HαG

′
m−1, (36)

при этом индекс подгруппы m не меняется. Совокупности элемен-
тов GkHα называются иногда сопряженными совокупностями сле-
ва, а HαG

′
k — сопряженными совокупностями справа.

Заметим прежде всего, что если α пробегает все значения, соот-
ветствующие подгруппе H , то элементы H−1

α дают все элементы H .
Это непосредственно следует из того, что элемент, обратный неко-
торому элементу, принадлежащему H , также принадлежит H . Пе-
реходим теперь к доказательству совпадения индексов у совокуп-
ностей, сопряженных справа и сопряженных слева. Возьмем какие-
нибудь две различные совокупности из (35), GpHα и GqHα (p �= q),
причем для первой из совокупностей (35) мы можем считать, на-
пример, Gp = E. Возьмем обратные элементы:

(GpHα)−1 = H−1
α G−1

p и (GqHα)−1 = H−1
α G−1

q .

Принимая во внимание сделанные выше замечания, мы можем пе-
реписать эти совокупности элементов в виде HαG

−1
p и HαG

−1
q .

Нетрудно видеть, что они не имеют общих элементов. Действитель-
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но, если бы мы имели

Hα1G
−1
p = Hα2G

−1
q ,

то отсюда вытекало бы

G−1
p Gq = H−1

α1
Hα2 = Hα3 , или Gq = GpHα3 ,

и оказалось бы, что Gq принадлежит совокупности GpHα3 , чего не
может быть. Таким образом, оказывается, что совокупности

Hα, HαG
−1
1 , HαG

−1
2 , . . . , HαG

−1
m−1

будут сопряженными совокупностями справа, так что в (36) можно
просто брать G′

s = G−1
s .

Рассмотрим некоторые примеры подгрупп. Пусть G— совокуп-
ность вещественных ортогональных преобразований с тремя пере-
менными и H — совокупность вещественных ортогональных преоб-
разований с тремя переменными и с определителем (+1). Всякое
вещественное ортогональное преобразование будет или вращением,
т. е. принадлежащим H , или произведением вращения на симмет-
рию относительно начала, которая выражается формулами

x′ = −x; y′ = −y; z′ = −z (S). (37)

В данном случае группа G может быть представлена следующей
схемой:

Hα, SHα (38)

или
Hα, HαS, (39)

где Hα обозначает совокупность всех элементов группы H . В дан-
ном случае Hα будет подгруппой индекса 2.
ПустьG— симметрическая группа перестановок из n элементов,

H — знакопеременная группа, состоящая из четных перестановок.
Пусть далее S —какая-нибудь определенная нечетная перестанов-
ка, например перестановка, состоящая из одного цикла (1, 2), т. е.
сводящаяся к транспозиции элементов 1 и 2. Мы можем, очевид-
но, и здесь представить G по схеме (38) или (39). В обоих случаях
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умножение слева приводит к тому же результату, что и умножение
справа.
В данном случае знакопеременная группа будет подгруппой

симметрической группы с индексом два.
Рассмотрим еще конечную группу правильного октаэдра, о ко-

торой мы говорили выше. Пусть A—некоторая вершина октаэдра
и l— ось, проходящая через эту вершину. Пусть S0, S1, S2, S3—
вращения на угол 0, π2 , π и

3π
2 вокруг этой оси. Эти вращения обра-

зуют подгруппу всей полной группы вращения октаэдра. Обозна-
чим через Tk(k = 1, 2, 3, 4, 5) вращения, переводящие вершину A в
остальные пять вершин октаэдра. Мы можем представить полную
группу октаэдра по следующей схеме:

Sα, T1Sα, T2Sα, T3Sα, T4Sα, T5Sα,

т. е. подгруппа Sα будет подгруппой индекса шесть.
Пусть Gs, G−1

s (s = 1, 2, . . . , k)— какие-либо элементы группы
G. Рассмотрим множество всех тех элементов группы G, которые
можно представить в виде произведения элементов Gs, G−1

s (s =
1, 2, . . . , k).
Это множество элементов образует, очевидно, группу, которая

является подгруппой для G или совпадает с G.
Говорят, что эта подгруппа порождается данной совокупностью

элементов Gs, G−1
s (s = 1, 2, . . . , k).

58. Классы и нормальный делитель. Пусть U и V —неко-
торые элементы группы. Элемент W = V UV −1 называется сопря-
женным элементу U . Нетрудно видеть, что, и наоборот, U будет
сопряженным с W . Действительно, U = V −1WV . Два элемента U1

и U2, сопряженные с одним и тем же третьим W :

U1 = V1WV −1
1 ; U2 = V2WV −1

2 ,

будут сопряженными и между собой:

U2 = V2V
−1
1 U1(V2V

−1
1 )−1.

Совокупность всех взаимно сопряженных элементов группы об-
разует то, что называется классом группы. Класс вполне опреде-
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ляется одним своим элементом U . Действительно, задав U , мы по-
лучим весь класс по формуле GaUG−1

a , где Ga пробегает все эле-
менты группы. Таким образом мы может разбить всю группу на
классы. Принимая во внимание основное свойство единичного эле-
мента, формулированное нами в [56], мы имеем:

GaIG
−1
a = I,

т. е. единичный элемент сам по себе составляет класс.
Если элемент U будет порядка m, т. е. если m есть наимень-

шее целое положительное число, при котором Um = I, то и всякий
сопряженный элемент GaUG−1

a имеет тот же порядок m, что непо-
средственно следует из равенства

(GaUG−1
a )m = GaU

mG−1
a = I.

Иначе говоря, все элементы одного и того же класса имеют оди-
наковый порядок.
Заметим, что когда Ga пробегает все элементы группы G, то

произведениеGaUG−1
a может давать элементы класса и по несколь-

ку раз. Так, например, если U = I, то, как мы видели, указанное
произведение всегда дает I.
В качестве примера возьмем опять группу вращений октаэдра.

Пусть U есть вращение на угол π
2 вокруг некоторой оси ApAq ок-

таэдра. Если вращение Tk, принадлежащее нашей группе октаэдра,
преобразует ось l в ось l1, причем вершина Ap переходит в Ar и
вершина Aq в As, то элемент группы TkUT

−1
k будет давать враще-

ние на угол π
2 вокруг оси ArAs. Если, например, Tk преобразует

Ap в Aq, то упомянутое произведение будет давать вращение на
угол π

2 вокруг оси AqAp или, иначе говоря, вращение на угол
3π
2

вокруг оси ApAq. Если Tk преобразует ось ApAq в саму себя, т. е.
есть поворот вокруг этой оси, то произведение TkUT−1

k совпадает с
U . Таким образом, в данном случае класс элементов, сопряженных
с U , будет представлять собою совокупность вращений на угол π

2
вокруг осей октаэдра.
Совершенно так же, если мы возьмем группу вращений трехмер-

ного пространства вокруг начала, то, как мы знаем, всякий элемент
U этой группы будет представлять собою вращение на некоторый
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угол ϕ вокруг некоторой оси. В данном случае класс элементов, со-
пряженных с U , будет совокупностью вращений на угол ϕ вокруг
всевозможных осей, проходящих через начало.
В тесной связи с понятием класса стоит и другое важное поня-

тие, а именно: понятие о нормальном делителе, к которому мы
сейчас и переходим. Пусть G— некоторая группа и H — ее под-
группа. Пусть G1 —некоторый фиксированный элемент группы G.
Рассмотрим совокупность элементов этой группы, представляемых
произведением

G1HaG
−1
1 , (40)

где через Ha мы обозначили переменный элемент подгруппы H ,
т. е., иначе говоря, Ha пробегает все элементы подгруппы H .
Нетрудно видеть, что произведения (40) образуют также подгруп-
пу. Действительно, если взять, например, произведение двух эле-
ментов, принадлежащих совокупности (40), то оно также будет при-
надлежать этой совокупности:

(G1Ha2G
−1
1 )(G1Ha1G

−1
1 ) = G1Ha2Ha1G

−1
1 = G1Ha3G

−1
1 ,

и аналогично выполняются остальные условия для образования
группы.
Подгруппа (40) называется подобной подгруппе H, и если G1

принадлежит подгруппе H , то подгруппа (40) также состоит из
элементов, принадлежащих H , и, как нетрудно видеть, просто сов-
падает с H .
Всякий элемент Ha0 подгруппы H может быть получен в этом

случае по формуле (40), если мы возьмем

Ha = G−1
1 Ha0G1.

Если элемент G1 не принадлежит подгруппе H , то подгруппа
(40) может быть и отличной от подгруппы H .
Подгруппа H называется нормальным делителем полной груп-

пы G, если при любом выборе элемента G1 из полной группы G
подгруппа (40) совпадает с подгруппой H . Мы дальше приведем
примеры нормальных делителей группы, а сейчас перейдем к выяс-
нению некоторых новых понятий, связанных с понятием нормаль-
ного делителя.
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Положим, что подгруппа H есть нормальный делитель полной
группы G. Для простоты письма будем считать, что эта подгруппа
имеет конечный индекс m. В этом случае все элементы группы G
могут быть представлены по схеме

Ha, G1Ha, G2Ha, . . . , Gm−1Ha, (41)

гдеHa, как всегда, — переменный элемент подгруппы H . РазH есть
нормальный делитель, то совокупность элементов GkHaG

−1
k совпа-

дает с совокупностью элементов Ha, т. е. совокупность элементов
GkHa совпадает с совокупностью элементов HaGk.
Таким образом, если H есть нормальный делитель, то разби-

ение элементов полной группы на сопряженные совокупности по
схеме (41) совпадает с разбиением элементов на сопряженные сово-
купности по схеме

Ha, HaG1, HaG2, . . . , HaGm−1. (42)

Иначе говоря, в этом случае сопряженные совокупности справа
совпадают с сопряженными совокупностями слева.
Если Ha0 есть некоторый элемент нормального делителя, то при

любом G0 из G элемент G0Ha0G
−1
0 также принадлежит нормаль-

ному делителю, т. е. если некоторый элемент принадлежит нор-
мальному делителю, то и весь класс, в который этот элемент вхо-
дит в основной группе, также принадлежит нормальному делите-
лю. Нетрудно показать и наоборот, что если некоторая подгруп-
па обладает тем свойством, что, содержа некоторый элемент, она
содержит и весь класс, к которому этот элемент принадлежит в
основной группе, то такая подгруппа есть нормальный делитель.
Обратимся теперь к рассмотрению сопряженных совокупностей

в схеме (41) или (42), где элементы Ha образуют нормальный де-
литель H . Рассмотрим произведения GlHaGkHa′ элементов неко-
торой сопряженной совокупности GlHa на элементы сопряженной
совокупности GkHa′ .
Мы можем совокупность этих произведений написать в виде

Gl(HaGk)Ha′ , GlGkHaHa′ .
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Элементы Ha и Ha′ содержатся в нормальном делителе H , и
то же самое можно сказать и об их произведении. Таким образом,
предыдущие произведения мы можем написать в виде

GlGkHa.

Все элементы этого вида заключаются в одной и той же со-
пряженной совокупности (41), а именно в той сопряженной сово-
купности, к которой принадлежит элемент GlGk. Нетрудно также
показать, что мы получим таким образом все элементы этой со-
пряженной совокупности. Короче говоря, если подгруппа есть нор-
мальный делитель, то перемножение одной сопряженной совокуп-
ности на другую дает также некоторую сопряженную совокупность.
Будем рассматривать каждую из сопряженных совокупностей как
некий новый элемент, причем первую из сопряженных совокупно-
стей в схеме (41), (38) будем считать единичным элементом. Преды-
дущий результат об умножении сопряженных совокупностей даст
нам правила умножения этих новых, введенных нами элементов,
причем, как нетрудно проверить, что мы предоставляем сделать
читателю, это правило умножения удовлетворяет всем условиям,
которые требуются для образования группы, т. е. введенные на-
ми новые элементы при указанном правиле перемножения сами
образуют группу, в которой первая из сопряженных совокупно-
стей схемы играет роль единичного элемента. Эта новая группа,
порядок которой равен индексу нормального делителя H , назы-
вается дополнительной к H группой, или фактор-группой относи-
тельно H .
Всякая группаG имеет два тривиальных делителя: один состоит

из одного единичного элемента и другой совпадает со всей группой.
В дальнейшем, говоря о нормальном делителе, мы будем счи-

тать, что он отличен от упомянутых двух тривиальных нормаль-
ных делителя.
Такая группа называется простой.

59. Примеры. 1. Рассмотрим группу G вещественных ортогональных пре-
образований в трехмерном пространстве. Пусть H —подгруппа движения, т. е.
совокупность ортогональных преобразований с определителем (+1). Пусть, да-
лее, S есть симметрия относительно начала, определяемая формулой (37). Если
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Ha есть переменный элемент из H, то полная группа G может быть представ-
лена по схеме:

Ha, SHa или Ha, HaS. (43)

Если G1 есть любое преобразование из G, то G1HaG
−1
1 имеет определи-

тель (+1), т. е. принадлежит H, и H есть нормальный делитель индекса два.
Рассмотрим группу, дополнительную к H. Первой из совокупностей (43) соот-
ветствует единичный элемент E этой группы. Произведение двух элементов из
второй совокупности, т. е. двух ортогональных преобразований с определите-
лем (−1), дает ортогональное преобразование с определителем (+1), которое
принадлежит первой совокупности. Если K — элемент, соответствующий вто-
рой совокупности, то из сказанного следует, что K2 = E. Итак, дополнительная
к H группа состоит из двух элементов E и K, и K2 = E, т. е. это есть цик-
лическая группа порядка два. Это будет вообще иметь место при нормальных
делителях индекса два.

2. Для симметрической группы перестановок знакопеременная группа бу-
дет нормальным делителем индекса два.

Выпишем элементы симметрической группы с тремя элементами и обозна-
чим каждый из них одной буквой, пользуясь обозначениями из [55]:

E; A = (2, 3); B = (1, 2); C = (1, 3); D = (1, 3, 2); F = (1, 2, 3).

Знакопеременная группа, состоящая из перестановок E, D и F , будет цикличе-
ской группой третьего порядка (F = D2 и D = F 2), причем D3 = F 3 = E. Вся
симметрическая группа состоит из трех классов: IE; IIA, B и C; IIID и F .

Знакопеременная группа также состоит из трех классов: IE; IID; IIIF .
Нетрудно проверить, что закон умножения для элементов рассматриваемой
симметрической группы совпадает с тем законом, который определяется таб-
лицей (34) из [56].

Знакопеременная группа при n = 4 содержит 12 элементов, которые рас-
пределяются на четыре класса:

IE; IIA1 = (1, 2) (3, 4); A2 = (1, 3) (2, 4); A3 = (1, 4) (2, 3);

IIIB1 = (1, 2, 3); B2 = (2, 1, 4); B3 = (3, 4, 1); B4 = (4, 3, 2);

IVC1 = (1, 2, 4); C2 = (2, 1, 3) : C3 = (3, 4, 2); C4 = (4, 3, 1).

Второй класс содержит три элемента второго порядка, а третий и четвер-
тый классы — по четыре элемента третьего порядка. Произведение двух элемен-
тов второго класса дает, как нетрудно проверить, опять элемент второго клас-
са, и, поскольку все элементы второго порядка попали во второй класс, можно
утверждать, что эти три элемента совместно с единичным элементом образуют
нормальный делитель рассматриваемой знакопеременной группы. Порядок его
равен четырем, а индекс — трем. Легко проверить, что элементы Bi третьего
класса попадут в одну из сопряженных совокупностей элементов по указанному
нормальному делителю, а элементы Ci — в другую сопряженную совокупность.
Далее нетрудно проверить, что произведение двух элементов третьего класса
дает некоторый элемент четвертого класса, а произведение двух элементов чет-
вертого класса дает элемент третьего класса. В дополнительной группе указан-
ному нормальному делителю соответствует единичный элемент E. Пусть A и
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B —два других элемента дополнительной группы. Из сказанного выше непо-
средственно следует, что A2 = B и B2 = A, и непосредственно очевидно, что
дополнительная группа, состоящая из элементов E, A и A2, причем A3 = E,
есть циклическая группа третьего порядка.

Отметим, что элементы E (1, 2, 3) и (2, 1, 3) нашей основной знакопере-
менной группы образуют циклическую подгруппу третьего порядка, но эта
подгруппа не является элементарным делителем.

Если мы пронумеруем вершины тетраэдра в каком-либо порядке, то легко
непосредственно проверить, что указанная выше знакопеременная группа при
n = 4 соответствует тем вращениям, при которых тетраэдр переходит в себя.
Всякая перестановка определяет переход одних вершин в другие. Перестанов-
кам третьего класса соответствует вращение вокруг одной из осей тетраэдра
на угол 2π

3
, а перестановкам четвертого класса — вращения в противоположном

направлении вокруг тех же осей и на тот же угол. Так, например, перестанов-
кам (1, 2, 3) и (2, 1, 3) соответствуют вращения вокруг оси, проходящей через
вершину с номером 4. Перестановкам второго класса соответствуют такие вра-
щения тетраэдра, при которых ни одна из вершин не остается неизменной.

Можно доказать, что знакопеременная группа при n > 4 является простой.
3. Если имеется абелева группа G и ее какая-либо подгруппа H, то при

любом выборе элементов Ha из H и G1 из G мы имеем G1Ha = HaG1, т. е.
G1HaG

−1
1 = Ha, откуда непосредственно видно, что H есть нормальный дели-

тель, т. е. всякая подгруппа абелевой группы есть ее нормальный делитель. В
качестве примера рассмотрим группу G сложения векторов в Rn, о которой мы
говорили в [49].

В качестве подгруппы H возьмем векторы, принадлежащие некоторому
подпространству Lk изRn (0 < k < n). Сопряженные совокупности получаются
путем добавления к какому-либо вектору x из Rn всех векторов подпростран-
ства Lk.

Если x принадлежит Lk , то сопряженная совокупность совпадает с под-
группой H. Введем некоторые орты x(1), x(2), . . . , x(k) в Lk и орты x(k+1), . . . ,
x(n) в дополнительном подпространстве Mn−k. Всякая сопряженная совокуп-
ность элементов будет состоять, в силу сказанного выше, из векторов:

c1x(1) + c2x(2) + . . .+ ckx(k) + ck+1x(k+1) + . . .+ cnx(n),

причем ck+1, . . . , cn имеют фиксированные значения, а c1, c2, . . . , ck —могут
принимать любые значения.

Таким образом, всякой сопряженной совокупности мы можем сопоставить
определенный вектор изMn−k, и, наоборот, всякому вектору из Mn−k соответ-
ствует определенная сопряженная совокупность. Сложению двух векторов из
каких-либо двух сопряженных совокупностей соответствует сложение соответ-
ствующих этим совокупностям векторов из Mn−k . Иначе говоря, элементами
дополнительной группы можно считать векторы из Mn−k при прежней груп-
повой операции (сложение векторов).

В этом примере порядок нормального делителя H и его индекс равны бес-
конечности.
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60. Изоморфные и гомоморфные группы. Две группы A
и B называются изоморфными, если между их элементами можно
установить такое соответствие, что каждому элементу из A соот-
ветствует определенный элемент из B, и наоборот, всякому эле-
менту из B соответствует определенный элемент A (биоднозначное
соответствие), причем это соответствие таково, что произведению
двух каких-либо элементов из A соответствует произведение соот-
ветствующих элементов из B. Если A и B— изоморфные абстракт-
ные группы, то они имеют совершенно одинаковую структуру, т. е.
по существу не отличаются одна от другой.
Перейдем теперь к установлению нового понятия, которое яв-

ляется обобщением понятия изоморфных групп. Группа B назы-
вается гомоморфной группе A, если каждому элементу A соответ-
ствует определенный элемент B, причем каждый элемент из B со-
ответствует хоть одному элементу из A, и это соответствие таково,
что произведению двух элементов из A соответствует произведе-
ние соответствующих элементов из B. В данном случае в отли-
чие от изоморфных групп соответствие не должно быть обратно-
однозначным, т. е. один и тот же элемент группы B может соответ-
ствовать нескольким различным элементам группы A. Если группа
B гомоморфна группе A, и каждому элементу из B будет соответ-
ствовать один определенный элемент из A, то эти группы будут и
изоморфными. Заметим, кроме того, что если элементам A1 и A2

из A соответствуют элементы B1 и B2 из B, то по определению
элементу A2A1 из A соответствует элемент B2B1 из B.
Пусть A0 — единичный элемент из A и B0— соответствующий

элемент из B. Нетрудно показать, что и B0 будет единичным эле-
ментом. Действительно, для любого A1 из A имеем равенство

A0A1 = A1A0 = A1,

которое приводит к равенству соответствующих элементов из B:

B0B1 = B1B0 = B1,

причем по определению гомоморфизма B1 можно считать любым
элементом из B. Последнее равенство показывает, что B0 есть еди-
ничный элемент группы B. Итак, в изоморфных и гомоморфных
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группах единичному элементу из A соответствует единичный эле-
мент из B. Возьмем теперь два обратных элемента A1 и A−1

1 из
A, и пусть B1 и B2— соответствующие элементы из B. Равенство
A1A

−1
1 = A−1

1 A1 = A0, где A0 — единичный элемент, дает, по опре-
делению гомоморфных групп, B1B2 = B2B1 = B0, где по предыду-
щему B0 — единичный элемент, а потому B2 = B−1

1 , т. е. обратным
элементам из A соответствуют и обратные элементы из B.
Положим, что наши группы только гомоморфны, но не изо-

морфны. Рассмотрим совокупность элементов Ca в группе A, ко-
торым соответствует единичный элемент B0 из B. Если Ca соот-
ветствует B0, то по предыдущему C−1

a соответствует B−1
0 = B0,

и всякому произведению Ca2Ca1 соответствует также B0B0 = B0,
т. е. совокупность элементов Ca группы A, которым соответствует
единичный элемент из B, образует некоторую подгруппу C груп-
пы A.
Покажем, что эта подгруппа будет нормальным делителем. Дей-

ствительно, пусть A1 — какой-нибудь элемент группы A и B1 — со-
ответствующий элемент из B. Всякому элементу вида A1CaA

−1
1 со-

ответствует в B элемент B1B0B
−1
1 , или в силу основного свойства

единичного элемента можно утверждать, что всякому элементу ви-
да A1CaA

−1
1 соответствует единичный элемент из B, т. е. всякий

элемент вида A1CaA
−1
1 есть один из элементов Ca, т. е. он принад-

лежит подгруппе C, а следовательно, эта подгруппа C есть нор-
мальный делитель. Рассмотрим теперь разбиение группы A на со-
пряженные совокупности по схеме

Ca, A1Ca, A2Ca, . . . (44)

Пусть Bk — элемент, соответствующий Ak. Возьмем два элемен-
та AkCa1 и AkCa2, принадлежащих одной и той же сопряженной
совокупности. Им будут соответствовать элементы BkB0 и BkB0,
т. е. один и тот же элемент Bk из B.
Элементам из разных сопряженных совокупностей AkCa и AlCa

соответствуют элементы Bk и Bl. Покажем, что эти последние эле-
менты различны. Действительно, если бы они были одинаковы, то
элементу A−1

k Al соответствовал бы единичный элемент B0 из B,
т. е. элемент A−1

k Al должен был быть одним из элементов Ca, т. е.



61] § 5. Основы общей теории групп 269

мы имели бы A−1
k Al = Ca0 , т. е. Al = AkCa0 , что противоречит

схеме (44). Итак, если группа B гомоморфна группе A, то совокуп-
ность элементов C из A, соответствующих единичному элемен-
ту из B, образует нормальный делитель, и всякая сопряженная
совокупность с этим нормальным делителем представляет собою
совокупность всех элементов A, которым соответствует один и
тот же элемент из B. Из определения гомоморфных групп сле-
дует непосредственно, что произведению двух каких-либо элемен-
тов из различных (или одинаковых) сопряженных совокупностей
соответствует произведение тех элементов группы B, которые со-
ответствуют упомянутым сопряженным совокупностям, т. е., коро-
че говоря, всякой сопряженной совокупности из A соответствует
определенный элемент из B, различным сопряженным совокупно-
стям соответствуют различные элементы из B, и это соответствие
устанавливает изоморфность группы B с дополнительной для Ca
группой в A.
В качестве примера возьмем опять группу вещественных орто-

гональных преобразований в трехмерном пространстве и сопоста-
вим каждому такому преобразованию число, равное определителю
преобразования, определив умножение в области этих чисел обыч-
ным образом, как умножения чисел. В данном случае наша груп-
па будет гомоморфна группе, состоящей из двух элементов (+1)
и (−1), причем умножение для этих двух элементов определяется
обычным образом, как умножение чисел. Роль единичного элемента
будет играть (+1). Для этого примера нормальный делитель будет
представлять собою группу вращения.
Если группа B гомоморфна, но не изоморфна группе A, то сово-

купность элементов группы A, которым соответствует единичный
элемент из B, называется обычно ядром гомоморфизма. Мы виде-
ли, что ядро гомоморфизма является нормальным делителем груп-
пы A.

61. Примеры. 1. Возьмем группу G вещественных ортогональных преоб-
разований в трехмерном пространстве, сопоставим каждому такому преобра-
зованию число, равное определителю этого преобразования, и определим груп-
повую операцию для этих чисел как их обычное умножение. При этом группа
G′, состоящая из чисел (+1) и (−1) при обычном умножении этих чисел, будет
гомоморфной группе G. Единичный элемент (+1) группы G′ соответствует вра-
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щениям трехмерного пространства из G. Эти вращения образуют нормальный
делитель, а дополнительной группой является циклическая группа порядка два
[59].

2. Возьмем на плоскости XY правильный треугольник с вершинами:

(1, 0); (cos 120◦, sin 120◦); (cos 240◦, sin 240◦)

и образуем группу G, состоящую из вращений плоскости вокруг начала на угол
0◦, 120◦, 240◦, при которых треугольник переходит в себя, и из симметрии
плоскости относительно оси X с последующим вращением на угол 0◦, 120◦,
240◦. Это будет группа диэдра при n = 3.

Выпишем все матрицы, соответствующие элементам этой группы:

E =

∥∥∥∥1 0
0 1

∥∥∥∥ ; A =

∥∥∥∥1 0
0 −1

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥ − 1
2

1
2

√
3

1
2

√
3 1

2

∥∥∥∥∥ ;

C =

∥∥∥∥∥ − 1
2

− 1
2

√
3

− 1
2

√
3 1

2

∥∥∥∥∥ ; D =

∥∥∥∥∥ − 1
2

1
2

√
3

− 1
2

√
3 − 1

2

∥∥∥∥∥ ; F =

∥∥∥∥∥ − 1
2

− 1
2

√
3

1
2

√
3 − 1

2

∥∥∥∥∥ .
Если мы обратимся к схеме умножения, определенной таблицей (34) из

[56], то увидим, что эта схема умножения как раз и соответствует умножению
матриц, образующих нашу группу. Выше мы видели [59], что упомянутая схема
умножения соответствует также симметрической группе перестановок из трех
элементов:

E; A = (2, 3); B = (1, 2); C = (1, 3); D = (1, 3, 2); F = (1, 2, 3). (45)

Таким образом, если мы будем считать элементы этих двух групп, обозна-
ченные одной и той же буквой, соответствующими, то эти две группы будут
изоморфными. Перестановки группы (45) соответствуют перестановкам вер-
шин упомянутого выше треугольника, если их занумеровать соответствующим
образом.

Совершенно так же, как об этом мы уже упоминали в [59], группа тетраэдра
изоморфна знакопеременной группе при n = 4.

3. Можно указать общий прием построения групп перестановок, гомоморф-
ных данной группе G. Пусть H —какая-либо подгруппа группы G конечного
индекса n. Напишем соответствующие ей сопряженные совокупности элемен-
тов:

H, HS1, HS2, . . . , HSn−1.

Если мы умножим каждую из этих совокупностей справа на некоторый
элемент S из G, то произойдет лишь некоторая перестановка порядка этих
совокупностей, и будем считать, что эта перестановка и соответствует взятому
элементу S из G. Нетрудно показать, что таким образом и получится группа
G′ перестановок, гомоморфная группе G.

Для того чтобы элементу S из G соответствовал единичный элемент из G′,
необходимо и достаточно, чтобы при умножении справа на S всякая сопряжен-
ная совокупность переходила в себя, т. е. чтобы

HαS = Hβ и HαSkS = HβSk (k = 1, 2, . . . , n− 1),
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где Hα —любой элемент H и Hβ также принадлежит H. Написанные равенства
можно переписать в виде

S = H−1
α Hβ ; S = (S−1

k HαSk)
−1 (S−1

k HβSk),

и из них следует, что, для того чтобы элементу S соответствовал единичный
элемент из G′, необходимо и достаточно, чтобы S одновременно принадлежало
H и всем подобным подгруппам S−1

k HSk.
Если H —нормальный делитель G, то указанное требование сводится к

тому, что S принадлежит H, и группа G′ в этом случае изоморфна допол-
нительной группе. Если H сводится к одному единичному элементу, то груп-
па G изоморфна группе перестановок G′, которая получается, если элементы
группы G:

E, S1, S2, . . . , Sn

умножим справа на любой элемент S из G, что приведет к некоторой переста-
новке элементов G. В дальнейшем мы подробно рассмотрим построение групп
линейных преобразований, изоморфных заданной группе.

62. Стереографическая проекция. Закончив основы общей
теории групп, мы переходим теперь к рассмотрению некоторого
частного примера соответствия между группами, играющего важ-
ную роль в физике. Предварительно выясним понятие о стерео-
графической проекции, дающей определенный закон соответствия
между точками сферы и плоскости.

Рис. 3.

Рассмотрим трехмерное про-
странство с координатными ося-
ми XY Z и сферу C с центром
в начале и радиусом единица.
Пусть S — точка сферы, имею-
щая координаты (0, 0, −1), и
M — переменная точка на сфере
(рис. 3). Прямая SM пересечет
плоскость XY в некоторой точ-
ке P , и мы имеем таким образом
вполне определенный закон соот-
ветствия между точками сферы
C и точками плоскости XY , при-
чем точке сферы S с координата-

ми (0, 0, −1) соответствует бесконечно далекая точка плоскости.
Установленное соответствие точек и дает нам стереографическую
проекцию сферы на плоскость.
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Обратимся теперь к выводу формул, дающих стереографиче-
скую проекцию. ПустьMN — перпендикуляр из точкиM на ось Z.
Мы имеем из подобия треугольников, принимая во внимание, что
SO = 1:

NM = (1 +ON)OP. (46)

Обозначая через (x, y, z) координаты точки M и через (α, β)
координаты P , сможем написать:

NM = (1 + z)OP,

или, проектируя параллельные отрезки OP и NM на оси X и Y :

x = (1 + z)α; y = (1 + z)β. (47)

Уравнение x2 + y2 + z2 = 1 дает нам квадратное уравнение
для z:

(α2 + β2)(1 + z)2 + z2 = 1,

и, решая его, получим:

z =
±1 − (α2 + β2)
1 + (α2 + β2)

.

Но для всех точек (α, β) на конечном расстоянии мы должны
иметь z > −1, и, следовательно, в предыдущей формуле мы долж-
ны брать (+1). Пользуясь еще формулами (47), получим оконча-
тельные выражения (x, y, z) через (α, β):

x =
2α

1 + α2 + β2
; y =

2β
1 + α2 + β2

; z =
1 − (α2 + β2)
1 + α2 + β2

. (48)

Вместо двух вещественных координат α и β на плоскости введем
одну комплексную координату ζ = α + iβ. Обозначая, как всегда,
через ζ комплексное число, сопряженное с ζ, мы можем переписать
предыдущие формулы в следующем виде:

x+ iy =
2ζ

1 + ζζ
; x− iy =

2ζ
1 + ζζ

; z =
1 − ζζ

1 + ζζ
. (49)
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Представим комплексное переменное ζ в виде отношения двух
других комплексных ξ и η:

ζ =
η

ξ
. (50)

Пары значений ξ и η, отличающиеся общим множителем, т. е.
пары вида kξ, kη и ξ, η, будут давать одно и то же ζ, т. е. одну и
ту же точку плоскости, и пара значений η �= 0, ξ = 0 будет давать
бесконечно далекую точку плоскости. Комплексные числа ξ и η на-
зываются однородными комплексными координатами на плоскости.
Формулы (49) мы можем, пользуясь (50) и отделяя вещественную
и мнимую части, переписать в виде

x =
ξη + ξη

ξξ + ηη
; y =

1
i

ξη − ξη

ξξ + ηη
; z =

ξξ − ηη

ξξ + ηη
. (51)

Для любых комплексных значений ξ и η последние формулы
дают вещественные (x, y, z), удовлетворяющие соотношению

x2 + y2 + z2 − 1 = 0, (511)

как это и следовало ожидать, ибо точка (x, y, z) находится на
единичной сфере.

63. Унитарная группа и группа движения. Рассмотрим те-
перь некоторое унитарное преобразование над переменными (ξ, η):

ξ′ = aξ + bη, η′ = cξ + dη, (52)

причем в силу унитарности должно быть:

ξ′ξ
′
+ η′η′ = ξξ + ηη. (53)

Новые значения переменных (ξ′, η′) дадут нам и новую точку на
сфере:

x′ =
ξ
′
η′ + ξ′η′

ξ′ξ
′
+ η′η′

; y′ =
1
i

ξ
′
η′ − ξ′η′

ξ′ξ
′
+ η′η′

; z′ =
ξ′ξ

′ − η′η′

ξ′ξ
′
+ η′η′

. (54)
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Определитель унитарного преобразования (52), равный, как из-
вестно, по модулю единице, будет выражаться некоторым числом
вида eiϕ. Умножая все коэффициенты преобразования (52) на e−i

ϕ
2 ,

получим унитарное преобразование с определителем единица. Но
при этом ξ′ и η′ умножатся также на e−i

ϕ
2 . Этот дополнительный

множитель совершенно не повлияет на величину ζ. Мы можем, та-
ким образом, ограничиться рассмотрением унитарных преобразо-
ваний (52) при условии, что определитель преобразования равен
единице, т. е.

ad− bc = 1. (55)

Даже при этом ограничительном условии два преобразования,
коэффициенты которых отличаются знаком, дадут нам значения ξ′
и η′, отличающиеся знаком, и мы придем при обоих этих преобра-
зованиях к одной и той же точке ζ′.
Если мы подставим в формулы (54) вместо ξ′ и η′ их выражения

(52) и примем во внимание условие (53), то увидим, пользуясь (51),
что переменные (x′, y′, z′) выразятся в виде линейных однородных
полиномов через (x, y, z). В силу (53) знаменатель в выражениях
(51) и (54) оказывается одинаковым, и переменные (x, y, z) испы-
тывают то же самое линейное преобразование, какое испытывают
выражения

u = ξη + ξη; v =
1
i
(ξη − ξη); w = ξξ − ηη (56)

при унитарном преобразовании (52). Дальше мы установим точно
вид этого линейного преобразования.
Установим прежде всего общий вид унитарных преобразований

(52) с определителем единица. Обычные условия унитарности дают
нам [28]:

ac+ bd = 0; cc+ dd = 1.

Умножая условие (55) на c и пользуясь первым из написанных
условий, получим:

−bdd− bcc = c,

откуда в силу второго условия будем иметь c = −b или c = −b,
и совершенно аналогично можно показать, что d = a. Мы можем,
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таким образом, написать все унитарные преобразования с опреде-
лителем, равным единице, в следующем виде

ξ′ = aξ + bη,

η′ = −bξ + aη,

}
(57)

где a и b—любые комплексные числа, удовлетворяющие условию

aa+ bb = 1. (58)

Составим теперь выражения (56) с новыми переменными

u′ + iv′ = 2ξ′η′; u′ − iv′ = 2ξ′η′; w′ = ξ′ξ′ − η′η′,

или, пользуясь (57):

u′ + iv′ = a22ξη − b22ξη − 2ab(ξξ − ηη),

u′ − iv′ = −b22ξη + a22ξη − 2ab(ξξ − ηη),

w′ = ab2ξη + ab2ξη + (aa− bb)(ξξ − ηη).

Производя замену

2ξη = u+ iv; 2ξη = u− iv; ξξ − ηη = w

и складывая и вычитая первые два уравнения, получим выражения
(u′, v′, w′) через (u, v, w), или, что то же, выражения (x′, y′ z′)
через (x, y, z):

x′ =
1
2
(a2 + a2 − b2 − b2)x+

+
i

2
(a2 + b2 − a2 − b2)y − (ab+ ab)z,

y′ =
i

2
(a2 + b2 − a2 − b2)x+

+
1
2
(a2 + a2 + b2 + b2)y + i(ab− ab)z,

z′ = (ab+ ab)x+ i(ab− ab)y + (aa− bb)z.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(59)
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Всякому унитарному преобразованию (57) соответствует неко-
торое преобразование плоскости XY , а это, в свою очередь, в силу
соответствия, устанавливаемого стереографической проекцией, да-
ет некоторое преобразование сферы.
В соответствии с этим (59) есть вещественное преобразование,

в силу которого уравнение

x2 + y2 + z2 = 1

переходит в уравнение

x′2 + y′2 + z′2 = 1.

Но линейное однородное преобразование (59) не меняет свобод-
ного члена 1, и, следовательно, оно должно оставлять неизменной
и левую часть уравнения, т. е.

x′2 + y′2 + z′2 = x2 + y2 + z2.

Все эти обстоятельства можно непосредственно получить и из
самого вида преобразования (59). Итак, формулы (59) дают ве-
щественные ортогональные преобразования с тремя переменными.
Покажем теперь, что определитель преобразования (59) всегда ра-
вен (+1). Этот определитель есть непрерывная функция веществен-
ных и мнимых частей комплексных переменных a и b, которые
должны удовлетворять соотношению (58). Но величина определи-
теля может быть только (+1) или (−1), и в силу упомянутой выше
непрерывности эта величина должна быть все время (+1) или все
время (−1). Но при a = 1 и b = 0 формулы (59) дают нам тожде-
ственное преобразование с определителем (+1), т. е. действительно
определитель преобразования (59) всегда равен (+1). Итак, линей-
ные преобразования (59) представляют собою вращение простран-
ства вокруг начала.
Докажем теперь, что всякое вращение пространства может быть

представлено в виде (59). Если мы положим:

a = e−
i
2ϕ; a = e

i
2ϕ; b = b = 0,
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т. е. возьмем матрицу унитарного преобразования

Aϕ =
∣∣∣∣e− i

2ϕ 0
0 e

i
2ϕ

∣∣∣∣ , (60)

то формулы (59) дадут нам:

x′ = x cos ϕ− y sin ϕ,
y′ = x sin ϕ+ y cos ϕ,
z′ = z,

⎫⎪⎬⎪⎭ (61)

т. е. мы получим вращение вокруг оси Z на угол ϕ.
Если теперь возьмем:

a = a = cos
ψ

2
; b = −i sin ψ

2
; b = i sin

ψ

2
,

т. е. матрицу унитарного преобразования определим следующим
образом:

Bψ =
∥∥∥∥ cos ψ

2 −i sin ψ
2

−i sin ψ
2 cos ψ

2

∥∥∥∥ , (62)

то формулы (59) дадут нам:

x′ = x,

y′ = y cos ψ − z sin ψ,
z′ = y sin ψ + z cos ψ.

⎫⎪⎬⎪⎭ (63)

Это будет вращение вокруг оси X на угол ψ.
Но, как мы знаем [20], всякое вращение с углами Эйлера

{α, β, γ} может быть получено в результате поворота вокруг Z
на угол α, последующего поворота вокруг новой оси X на угол β и
последующего затем поворота вокруг новой оси Z на угол γ.
Обозначим через Zϕ матрицу третьего порядка, соответствую-

щую преобразованию (61), и через Xψ —матрицу преобразования
(63). Поворот вокруг оси Z на угол α будет осуществляться мат-
рицей Zα. При этом новая ось X получится из прежней оси X при
помощи этой же матрицы, и поворот вокруг новой оси X на угол β
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будет осуществляться, как нетрудно видеть, матрицей ZαXβZ
−1
α , и

первые два поворота осуществляются матрицей

ZαXβZ
−1
α Zα = ZαXβ .

Как и выше, поворот вокруг новой оси Z на угол γ будет осу-
ществляться матрицей

(ZαXβ)Zγ(ZαXβ)−1,

и окончательно вращение {α, β, γ} будет осуществляться матрицей
(ZαXβ)Zγ(ZαXβ)−1(ZαXβ)

или
ZαXβZγ . (64)

В предыдущих рассуждениях мы пользовались тем очевидным
фактом, что если Zϕ есть матрица, дающая вращение вокруг неко-
торой оси l, проходящей через начало, на угол ϕ, и матрица M
переводит l в ось l1, то вращение вокруг l1 на угол ϕ будет опреде-
ляться подобной матрицей:

MZϕM
−1.

Заметим теперь, что если A1 и A2 — два унитарных преобразо-
вания (57), которым соответствуют ортогональные преобразования
(59) U1 и U2, то произведению A2A1 будет, очевидно, соответство-
вать также произведение U2U1. Таким образом, вращение простран-
ства {α, β, γ} будет получаться в силу (64) от унитарной матрицы,
являющейся произведением трех унитарных матриц:∥∥∥∥∥e−i

α
2 0

0 ei
α
2

∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥ cos β

2 −i sin β
2

−i sin β
2 cos β2

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥e−i γ
2 0

0 ei
γ
2

∥∥∥∥ . (65)

Итак, всякому унитарному преобразованию соответствует опре-
деленное вращение трехмерного пространства, и таким образом по-
лучаются все вращения. Произведению двух унитарных преобра-
зований будет соответствовать произведение соответствующих вра-
щений. Мы можем сказать, что формулы (59) определяют гомомор-
физм группы унитарных преобразований с определителем единица
с группой вращения трехмерного пространства.
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Посмотрим теперь, какие унитарные преобразования дают тож-
дественное преобразование, т. е. единичный элемент в группе вра-
щения. Третья из формул (59) дает нам при этом

ab = 0; aa− bb = 1,

откуда |a| = 1 и b = 0. Пусть a = eiϑ. Первая из формул (59) дает:

1
2
(ei2ϑ + e−i2ϑ) = 1.

Отсюда непосредственно следует ϑ = 0 или π, т. е. a = ±1.
Мы получаем, таким образом, два унитарных преобразования с

матрицами

E =
∥∥∥∥1 0
0 1

∥∥∥∥ ; S =
∥∥∥∥−1 0

0 −1

∥∥∥∥ = −E,

которым соответствует единичный элемент в группе вращения.
Положим теперь, что две унитарные матрицы U и V дают одно

и то же вращение. При этом V −1U будет давать тождественное пре-
образование в группе вращения пространства, т. е. V −1U = E или
(−E), так что U = V или U = −V . Заметим при этом, что знак (−)
перед матрицей означает, что у всех элементов матрицы надо изме-
нить знак. Предыдущие рассуждения показывают, что унитарные
преобразования (57) приводят к одинаковому вращению простран-
ства только тогда, когда они отличаются лишь знаком. Наоборот,
если они отличаются только знаком, то, как мы уже упоминали
выше и как это следует из формулы (59), они дают одно и то же
вращение пространства. Окончательно можем сказать, что груп-
па вращения пространства будет гомоморфна группе унитарных
преобразований (57) с определителем единица, причем одинаковые
вращения получаются тогда и только тогда, когда унитарные
матрицы отличаются лишь знаком.
Матрицы E и (−E) образуют нормальный делитель H группы

G—унитарных преобразований (57) с определителем единица. Вся-
кая сопряженная совокупность по этому нормальному делителю H
состоит из двух элементов G1 и (−G1), где G1 — любой элемент
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группы. Из сказанного выше непосредственно следует, что группа
вращения изоморфна дополнительной к H группе.
Формулы (59) содержат два комплексных параметра a и b, ко-

торые должны удовлетворять соотношению (58). Каждый из ком-
плексных параметров содержит два вещественных параметра

a = a1 + ia2; b = b1 + ib2,

и соотношение (58) равносильно следующему:

a2
1 + a2

2 + b21 + b22 = 1.

Таким образом, формулы (59) содержат четыре вещественных
параметра, которые должны удовлетворять одному соотношению,
т. е. формулы (59) содержат три независимых вещественных пара-
метра, как это и должно быть для группы вращения. Параметры
a и b называются обычно параметрами Кейли—Клейна. Нетруд-
но получить их выражение через углы Эйлера. Действительно, пе-
ремножая три унитарные матрицы (65), получим, как мы видели
выше, ту унитарную матрицу, которая будет соответствовать вра-
щению с углами Эйлера {α, β, γ}. Умножая, получим для соответ-
ствующих параметров a и b следующие выражения:

a = e−i
α+γ

2 cos
β

2
; b = −iei γ−α

2 sin
β

2
. (66)

Если прибавить 2π к α или γ, то a и b переменят знак, а враще-
ние по существу останется тем же. Это обстоятельство было отме-
чено уже выше.

64. Общая линейная группа и группа Лоренца. Мы уста-
новили только что тесную связь унитарной группы с двумя пере-
менными и группы вращения трехмерного пространства. Совер-
шенно аналогичным образом можно установить связь между об-
щей линейной группой с двумя переменными и с определителем,
равным единице, и группой Лоренца.
Введем четыре переменные x1, x2, x3, x0, и, обращаясь к фор-

мулам (51), выражающим стереографическую проекцию, положим
в них

x =
x1

x0
; y =

x2

x0
; z =

x3

x0
. (67)
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Это даст нам следующие формулы:

x1

x0
=
ξη + ξη

ξξ + ηη
;

x2

x0
=

1
i

ξη − ξη

ξξ + ηη
;

x3

x0
=
ξξ − ηη

ξξ + ηη
.

Они определяют xk с точностью до произвольного общего мно-
жителя, и мы можем положить:

x0 = ξξ + ηη; x1 = ξη + ξη;

x2 =
1
i
(ξη − ξη); x3 = ξξ − ηη.

⎫⎬⎭ (68)

Прежние переменные удовлетворяли соотношению (511), и, сле-
довательно, в силу (67) новые переменные, определяемые по фор-
мулам (68), будут при любых комплексных значениях ξ и η удовле-
творять соотношению

x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0 = 0. (69)

При унитарности преобразования с ξ и η выражение (ξξ + ηη)
оставалось неизменным, т. е., согласно (68), оставалась неизменной
переменная x0, выражающая сейчас время, и мы получали таким
образом вращение трехмерного пространства. Откажемся теперь
от унитарности преобразования и рассмотрим общую группу ли-
нейных преобразований

ξ′ = aξ + bη; η′ = cξ + dη. (70)

Будем поступать дальше аналогично тому, как мы поступили в
случае унитарных преобразований. Составим выражения:

x1 + ix2 = 2ξη; x1 − ix2 = 2ξη;

x0 + x3 = 2ξξ; x0 − x3 = 2ηη.

}
(71)

Для новых переменных ξ′, η′ получим новые x′k:

x′1 + ix′2 = 2ξ
′
η′; x′1 − ix′2 = 2ξ′η′;

x′0 + x′3 = 2ξ′ξ
′
; x′0 − x′3 = 2η′η′.
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Поставляя выражения (70) и пользуясь (71), получим:

x′1 + ix′2 = ad(x1 + ix2) + bc(x1 − ix2)+

+ ac(x0 + x3) + bd(x0 − x3),

x′1 − ix′2 = bc(x1 + ix2) + ad(x1 − ix2)+

+ ac(x0 + x3) + bd(x0 − x3),

x′0 + x′3 = ab(x1 + ix2) + ab(x1 − ix2)+

+ aa(x0 + x3) + bb(x0 − x3),

x′0 − x′3 = cd(x1 + ix2) + cd(x1 − ix2)+

+ cc(x0 + x3) + dd(x0 − x3),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(72)

откуда непосредственно получаются линейные выражения с веще-
ственными коэффициентами x′k через xk, которые мы выписывать
не будем. Заметим только, что если сложить последние два из урав-
нений (72), то в выражении для x′0 коэффициент при x0 окажется
равным 1

2 (aa+ bb+ cc+ dd), т. е. этот коэффициент будет положи-
тельным.
Новые переменные x′k, как и первоначальные, удовлетворяют

уравнению
x′21 + x′22 + x′23 − x′20 = 0. (73)

Если в левой части этого уравнения заменить x′k их выражения-
ми через xk, то должно получиться уравнение (69). Но левая часть
уравнения (73) может при этом оказаться отличающейся от левой
части уравнения (69) на постоянный множитель, т. е. мы будем
иметь в данном случае:

x′21 + x′22 + x′23 − x′20 = k(x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0),

где k—некоторая постоянная. Пользуясь предыдущими формула-
ми и принимая во внимание, что

x′21 + x′22 + x′23 − x′20 = (x′1 + ix′2)(x
′
1 − ix′2) − (x′0 + x′3)(x

′
0 − x′3),

нетрудно показать, что k = (ad− bc)(ad− bc) = |ad− bc|2. Если мы
хотим получить k = 1, т. е. преобразование Лоренца:

x′21 + x′22 + x′23 − x′20 = x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0, (74)
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то должны брать линейные преобразования (70) с определителем
по модулю, равным единице, т. е. выражающимся числом вида eiϕ.
Умножая, как и раньше, все коэффициенты преобразования (70)
на e−i

ϕ
2 , мы, с одной стороны, не изменим величин x′1, x′2, x′3, опре-

деляемых по формулам (68), если в них заменить ξ и η на ξ′ и η′,
ибо эти формулы содержат произведение одной из величин (ξ′, η′)
на одну из величин (ξ

′
, η′), и, с другой стороны, приведем опреде-

литель преобразования к единице.
Будем, таким образом, рассматривать преобразования (70) с

определителем единица:

ad− bc = 1. (75)

Как и в предыдущем номере, мы можем показать, что линей-
ное преобразование, выражающее x′k через xk, имеет определитель
(+1). Напомним, кроме того, что в нем коэффициент при x0 в вы-
ражении x′0 — положителен, т. е. это преобразование имеет опреде-
литель (+1) и не меняет направления отсчета времени, т. е. преоб-
разования (72) суть положительные преобразования Лоренца.
Итак, окончательно, линейные преобразования при условии (75)

дают положительные преобразования Лоренца, которые мы опре-
делили в [54].
Как и в предыдущем номере, поставим теперь вопрос— можно

ли получить по формулам (72) любое положительное преобразо-
вание Лоренца. Отметим прежде всего, что, как и в предыдущем
номере, произведению двух линейных преобразований (70) отвеча-
ет произведение соответствующих преобразований Лоренца, т. е.,
точнее говоря: если A и B— два линейных преобразования (70), ко-
торые приводят, согласно (72), к преобразованиям Лоренца T1 и T2,
то линейному преобразованию BA будет соответствовать преобра-
зование Лоренца T2T1. Как мы видели в [54], всякое положительное
преобразование Лоренца может быть представлено в виде

T = V SU,

где U и V суть простые вращения трехмерного пространства и S —
положительное преобразование Лоренца с двумя переменными. Со-
гласно результатам предыдущего номера, мы можем получить лю-
бое вращение при помощи некоторого унитарного преобразования
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вида (70) с определителем единица. Таким образом, нам остается
показать, что мы можем получить и любое положительное преоб-
разование S Лоренца с двумя переменными по формулам (72) при
соответствующем выборе линейного преобразования (70). Сравни-
вая (74) с (21) из [54], видим, что сейчас мы считаем c = 1, так
что формулы (17) из [54], дающие положительные преобразования
Лоренца с двумя переменными, перепишутся в виде

x′3 =
−vx0 + x3√

1 − v2
; x′0 =

x0 − vx3√
1 − v2

x′1 = x1; x′2 = x2.

⎫⎬⎭ (76)

Введем величину

u =
1√

1 − v2
> 1

и рассмотрим линейное преобразование (70) частного вида

ξ′ = lξ; η′ =
1
l
η,

где l—вещественная постоянная. Определитель его, очевидно, ра-
вен единице. В данном случае a = l, d = 1

l и b = c = 0. Подставляя
это в формулы (72), мы получим как раз преобразование (76), если
l удовлетворяет условиям

l2

2
+

1
2l2

= u;
l2

2
− 1

2l2
= −vu.

Это дает непосредственно l2 = u ± √
u2 − 1. Второе из условий

показывает, что при v > 0 надо брать корень для l2, меньший еди-
ницы, а при v < 0—больший единицы, и при этом второе условие
будет выполняться. Извлекая корень, получаем для l два значе-
ния, отличающихся лишь знаком. Мы можем, таким образом, окон-
чательно утверждать, что группа линейных преобразований (70) с
определителем единица гомоморфна группе положительных пре-
образований Лоренца, причем этот гомоморфизм осуществляется
формулами (72). Как и в предыдущем номере, этот гомоморфизм
не будет изоморфизмом, т. е. различные преобразования (70) мо-
гут приводить к одному и тому же преобразованию Лоренца. Из
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формул (72) непосредственно вытекает, что тождественное преоб-
разование в группе Лоренца получается от двух линейных преоб-
разований с матрицами

E =
∥∥∥∥1 0
0 1

∥∥∥∥ ; S =
∥∥∥∥−1 0

0 −1

∥∥∥∥ = −E,

и совершенно так же, как и в предыдущем номере, можно показать,
что всякое преобразование из группы Лоренца может быть полу-
чено лишь из двух линейных преобразований (70), коэффициенты
которых отличаются только знаком.
Совершенно так же, как и в [63], элементы E и (−E) образу-

ют нормальный делитель H группы линейных преобразований с
определителем единица, и группа положительных преобразований
Лоренца изоморфна дополнительной к H группе.
Линейные преобразования (70) содержат четыре комплексных

коэффициента, связанных условием (75). Таким образом, форму-
лы (72) содержат три произвольных комплексных параметра, или,
иначе говоря, шесть произвольных вещественных параметров.

§ 6. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП

65. Представление группы линейными преобразовани-
ями. Пусть G—некоторая группа с элементами Gα, и положим,
что каждому элементуGα соответствует определенная матрица Aα,
причем все матрицы Aα имеют один и тот же порядок и их опре-
делители отличны от нуля. Положим далее, что это соответствие
таково, что всякому произведению Gα2Gα1 соответствует матрица
Aα2Aα1 , которая является произведением Aα2 и Aα1 . В этом слу-
чае говорят, что матрицы Aα или соответствующие им линейные
преобразования дают линейное представление группы G. Пусть
G0 — единичный элемент группы и A0 — соответствующая матри-
ца. Поскольку G0Gα = Gα, мы должны иметь A0Aα = Aα, откуда,
умножая справа на A−1

α , имеем A0 = I, т. е. единичному элементу
должна соответствовать единичная матрица. Пусть Gα1 и Gα2 —
обратные элементы и Aα1 и Aα2 — соответствующие матрицы. Из
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равенства Gα2 · Gα1 = G0 следует Aα2Aα1 = I, т. е. обратным эле-
ментам соответствуют и обратные матрицы. Из предыдущего непо-
средственно следует, что матрицы Aα (или соответствующие линей-
ные преобразования) образуют группу A, гомоморфную группе G.
Если различным элементам G соответствуют и различные матри-
цы, то A будет не только гомоморфна, но и изоморфна G. В этом
случае говорят, что она дает биоднозначное линейное представле-
ние группы G.
Если это не так, то совокупность элементов G, которым соот-

ветствует единичная матрица в A, образует нормальный делитель
группы G, и группа A будет изоморфна дополнительной к этому
нормальному делителю группе [57].
Если основная группа G сама есть группа линейных преобра-

зований, то, очевидно, она сама и дает одно из возможных своих
линейных представлений.
Сделаем одно замечание по поводу данного определения линей-

ного представления.
Пусть нам известно, что всякому элементу Gα соответствует

определенная матрица Aα, причем произведению элементов соот-
ветствует произведение матриц, но неизвестно, будут ли определи-
тели матриц Aα отличны от нуля. Покажем, что если один опре-
делитель D(Aα0) равен нулю, то и все D(Aα) равны нулю. Дей-
ствительно, совокупность матриц Aα0Aα при переменном α со-
держит все матрицы, соответствующие элементам группы [56]. Но
D(Aα0Aα) = D(Aα0 )D(Aα), и произведение равно нулю, так как
первый множитель по условию равен нулю. Таким образом, имея
закон соответствия, при котором произведению соответствует про-
изведение, нам достаточно проверить, что один из определителей
D(Aα) отличен от нуля; например, достаточно проверить, что еди-
ничному элементу из G соответствует единичная матрица из A.
Пусть X — некоторая матрица того же порядка, что и матрицы

Aα, с определителем, отличным от нуля. Мы имеем:

(XAα2X
−1)(XAα1X

−1) = XAα2Aα1X
−1,

и, следовательно, матрицы XAαX
−1 также дают линейное пред-

ставление нашей группы G. Такие два подобных представления на-
зываются обычно эквивалентными представлениями. Положим,
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что порядок матриц Aα равен n и что (x1, . . . , xn) суть составляю-
щие вектора в n-мерном пространстве, над которым совершаются
преобразования Aα, так что группа A будет:

x′ = Aαx. (77)

Эквивалентное линейное представление

y′ = XAαX
−1y, (78)

как мы знаем [25], имеет тот смысл, что в упомянутом простран-
стве вводятся новые оси, причем новые составляющие выражаются
через прежние по формулам

(y1, . . . , yn) = X(x1, . . . , xn). (79)

При этих новых осях линейные преобразования пространства
будут уже выражаться по формулам (78), т. е. эквивалентные ли-
нейные представления могут быть получены в результате простой
замены координатных осей согласно формулам (79). Назовем пере-
менные (x1, . . . , xn), входящие в формулы (77), объектами линей-
ного представления. Переход к эквивалентному линейному пред-
ставлению равносилен, таким образом, замене объектов линейных
представлений другими при помощи некоторого линейного преоб-
разования (79) с определителем, отличным от нуля.
Пусть имеется линейное представление группы G при помощи

матриц Aα порядка n и другое линейное представление той же
группы при помощи матриц Bα порядка m. Составим квазидиа-
гональные матрицы порядка (n+m):

[Aα, Bα] =
∥∥∥∥Aα 0

0 Bα

∥∥∥∥ . (80)

Согласно правилу перемножения квазидиагональных матриц,
мы имеем:

[Aα2 , Bα2 ][Aα1 , Bα1 ] = [Aα2Aα1 , Bα2Bα1 ].

Таким образом, матрицы (80) также дают некоторое линейное
представление группы G. Вообще, имея несколько представлений
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группы G при помощи матриц Aα, Bα, Cα, мы можем составить и
новое представление, пользуясь квазидиагональной матрицей

Dα = [Aα, Bα, Cα] =

∥∥∥∥∥∥
Aα 0 0
0 Bα 0
0 0 Cα

∥∥∥∥∥∥ . (81)

Заметим теперь, что если мы перейдем к эквивалентному пред-
ставлению при помощи матриц XDαX

−1, то квазидиагональный
характер матриц, вообще говоря, нарушится, и по виду этого ново-
го представления нельзя уже будет сразу сказать, что оно с точно-
стью до эквивалентного представления составлено из других пред-
ставлений с меньшим числом измерений по закону (81). Если наше
линейное представление Dα имеет чисто квазидиагональный вид
(80), то оно распадается на несколько линейных представлений Aα
и Bα с меньшим числом измерений, т. е. с матрицами меньшего
порядка. В этом случае линейное представление называется приве-
денным. Если некоторое линейное представление Eα не имеет ква-
зидиагонального вида, но некоторое эквивалентное ему представ-
ление XEαX−1 имеет такой вид, то представление Eα называется
приводимым. Наконец, если не только само представление, но и
все эквивалентные ему представления не имеют квазидиагонально-
го вида, т. е. не являются приведенными, то такое представление
называется неприводимым представлением.
Отметим некоторые условия, при наличии которых можно

утверждать, что представление будет приводимым. Пусть линей-
ное представление состоит из матриц Aα порядка n, которые дают
линейные преобразования с переменными (x1, x2, . . . , xn). Предпо-
ложим, что все матрицы Aα —унитарные и что подпространство
R′, образованное первыми k ортами, переходит само в себя в ре-
зультате преобразования Aα, т. е. если xk+1 = xk+2 = . . . = xn = 0,
то и x′k+1 = x′k+2 = . . . = x′n = 0. Иначе говоря, все матрицы Aα
имеют вид ∥∥∥∥A′

α Nα
0 A′′

α

∥∥∥∥ , (82)

где A′
α —некоторая матрица порядка k, A′′

α —некоторая матрица
порядка (n−k), и в левом нижнем углу, имеющем (n−k) строк и k
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столбцов, стоят везде нули. Рассмотрим пространство R′′, образо-
ванное последними (n−k) ортами. Оно будет состоять из векторов,
ортогональных ко всем векторам подпространства R′, указанного
выше. Так как каждое преобразование Aα переводит подпростран-
ство R′ в себя и в силу унитарности сохраняет свойство ортогональ-
ности векторов, то всякий вектор подпространства R′′ должен в ре-
зультате преобразования Aα перейти в вектор, также принадлежа-
щий этому подпространству. Иначе говоря, если x1 = . . . = xk = 0,
то и x′1 = . . . = x′k = 0. Отсюда непосредственно следует, что в мат-
рицах (82) и все элементы, стоящие в правом верхнем углу, имею-
щем k строк и (n−k) столбцов, также должны быть все равны нулю,
т. е. матрицы рассматриваемого линейного представления будут:∥∥∥∥A′

α 0
0 A′′

α

∥∥∥∥ = [A′
α, A

′′
α],

и, следовательно, представление будет приведенное. Положим те-
перь, что все унитарные преобразования Aα оставляют вообще ин-
вариантным некоторое подпространство R1, измерения k (k < n),
где n— порядок матриц Aα. Преобразуем координатные оси так,
чтобы подпространство R1 было образовано первыми k ортами, что
равносильно переходу к эквивалентному линейному представлению
и может быть осуществлено при помощи унитарного преобразова-
ния. После такого преобразования в силу предыдущего представле-
ние окажется приведенным. Мы имеем, таким образом, следующую
теорему:
Т е о р ем а. Если линейное представление группы состоит из

унитарных матриц, и эти матрицы оставляют неизменным
некоторое подпространство, то такое представление есть при-
водимое представление.
Вопрос о приводимости или неприводимости представления тес-

но связан с вопросом о переходе от матриц Aα к подобным матри-
цам XAαX

−1. Отметим некоторые частные случаи перехода к эк-
вивалентным представлениям, которые получаются при специаль-
ном выборе матрицы X . Построим матрицу X , у которой в первой
строке на втором месте стоит единица, а на других местах нули; во
второй строке стоит на первом месте единица, а на остальных ме-
стах нули, и, начиная с третьей строки, стоят на главной диагонали
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единицы, а на остальных местах нули, т. е.

X =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0 . . . 0
1 0 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Непосредственно разлагая, начиная с последней строки, уви-
дим, что D(X) = −1. Применяя обычные правила умножения мат-
риц, нетрудно проверить, что если Y есть некоторая матрица, то
подобная матрица XYX−1 будет получаться из Y взаимной пе-
рестановкой первой и второй строки, а также первого и второго
столбца. Точно так же всякая перестановка строк, сопровождаемая
такой же перестановкой столбцов, равносильна переходу к неко-
торой подобной матрице с помощью преобразования X , которое
не зависит, очевидно, от матрицы Y . Таким образом, если мы во
всех матрицах Aα, дающих некоторое линейное представление
группы, совершим одну и ту же перестановку строк и столбцов,
то это будет равносильно переходу к эквивалентному представ-
лению.
Если можно распределить целые числа 1, 2, . . . , n на два

класса так, что на пересечении любой строки каждой матри-
цы Aα с номером из одного класса с любым столбцом с номе-
ром из другого класса стоит нуль, то такое представление бу-
дет приводимым. Действительно, чтобы совершить его приведе-
ние, т. е. сделать его приведенным, достаточно переставить стро-
ки и столбцы так, чтобы строки и столбцы одного класса стояли
сплошь сверху и слева, а строки и столбцы другого класса — снизу
и справа.
В заключение настоящего номера отметим еще тот случай, ко-

гда линейное представление группы G будет первого порядка, т. е.
когда все матрицы Aα будут матрицами первого порядка, иначе
говоря, обыкновенными числами. В этом случае каждому элемен-
ту Gα нашей группы соответствует преобразование x′ = mαx, или,
проще говоря, числоmα, и произведению G2G1 соответствует обыч-
ное произведение чисел m2m1.
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66. Основные теоремы. Пусть имеется конечная группа G,
содержащая m элементов G1, . . . , Gm, и пусть A1, . . . , Am —мат-
рицы некоторого порядка n, которые дают линейное представле-
ние этой группы. Объекты этого представления обозначим через
x (x1, . . . , xn). Рассмотрим выражение

ϕ(x1, . . . , xn) =
m∑
s=1

|Asx|2. (83)

В раскрытом виде это будет выражение

ϕ =
m∑
s=1

n∑
i=1

(a(s)
i1 x1 + . . .+ a

(s)
in xn)(a

(s)
i1 x1 + . . .+ a

(s)
in xn), (84)

где через a(s)
ik мы обозначили элементы матрицы As. Нетрудно про-

верить, что выражение (84) будет формой Эрмита, т. е. в этом вы-
ражении коэффициенты при xpxq и xpxq суть комплексные сопря-
женные числа. Кроме того, из формулы (83) следует, что эта форма
Эрмита представляет собою сумму квадратов длин некоторых век-
торов, т. е. это будет определенно положительная форма Эрмита
[40]. Иначе говоря, совершая некоторое унитарное преобразование

y = Ux,

приводящее нашу форму к сумме квадратов

ϕ =
n∑
j=1

λjyjyj,

мы будем иметь все коэффициенты λj положительными. Совершая
еще преобразование zj =

√
λjyj , в новых переменных будем иметь

для нашей формы Эрмита ϕ выражение в виде суммы чистых квад-
ратов:

ϕ = z1z1 + . . .+ znzn. (85)

Совершим над переменными (x1, . . . , xn) некоторое преобразо-
вание

x′ = Akx, (86)
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принадлежащее к линейному представлению нашей группы.
Нетрудно видеть, что при этом форма Эрмита ϕ не изменится. Дей-
ствительно:

ϕ(x′1, . . . , x
′
n) =

m∑
s=1

′|AsAkx|2.

Но, как мы знаем [56], совокупность преобразований (матриц)

A1Ak, A2Ak, . . . , AmAk

совпадает с совокупностью матриц

A1, A2, . . . , Am;

поэтому, если мы выразим преобразование (86) в новых переменных
(z1, . . . , zn), которые связаны с прежними формулами вида

(z1, . . . , zn) = B0(x1, . . . , xn),

где B0 — некоторая матрица, то вместо группы Ak получим подоб-
ную группу B0AkB

−1
0 , и все преобразования этой подобной груп-

пы не будут менять выражения (85), т. е. не будут менять суммы
квадратов модулей, и, следовательно, будут все унитарными преоб-
разованиями. Мы показали, таким образом, для случая конечных
групп, что всякое линейное представление эквивалентно некоторо-
му унитарному представлению, т. е. представлению, состоящему из
унитарных преобразований. При некоторых дополнительных усло-
виях это свойство сохраняется и при линейных представлениях бес-
конечных групп, зависящих от параметров, и в дальнейшем, когда
будем говорить о линейном представлении группы, мы будем под-
разумевать всегда унитарное представление. Мы имеем, таким об-
разом, следующую теорему:
Т е о р ем а I. Всякое линейное представление группы (конеч-

ной) имеет эквивалентное унитарное представление.
Выведем теперь необходимое и достаточное условие приводимо-

сти линейного представления. Введем предварительно один новый
термин, а именно назовем диагональную матрицу [k, . . . , k], содер-
жащую на диагонали одинаковые элементы, кратной единичной
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матрице. Такую матрицу можно обозначить в виде kI. Как мы
видели выше, в отношении алгебраических операций она эквива-
лентна числу k.
Положим теперь, что у нас имеется приводимое линейное пред-

ставление некоторой группы. Такое представление осуществляется,
например, матрицами вида

Da = X [Aa, Ba, Ga]X−1,

где X —некоторая матрица и внутренняя матрица квазидиагональ-
на. Составим матрицу

Y = X [kI, lI, mI]X−1,

где средний квазидиагональный член имеет ту же конструкцию,
что и в матрицахDa. Нетрудно видеть, что матрица Y коммутирует
со всеми матрицами Da. Действительно:

DaY = X [Aak, Bal, Cam]X−1

и точно так же

Y Da = X [kAa, lBa, mCa]X−1.

Но при умножении любой матрицы на число порядок множите-
лей не играет роли. Кроме того, если числа k, l и m различны, что
мы и предполагаем, то матрица Y не кратна единичной матрице.
Действительно, она имеет, очевидно, различные характеристиче-
ские числа k, l и m. Таким образом мы приходим к следующей
теореме:
Т е о р ем а II. Если линейное представление приводимо, то су-

ществует матрица, отличная от кратной единичной матрицы и
коммутирующая со всеми матрицами, входящими в упомянутое
приводимое линейное представление.
Покажем теперь, что имеет место и обратная теорема, т. е.:
Т е о р ем а III. Если существует матрица Y , отличная от

кратной единичной матрицы и коммутирующая со всеми матри-
цами Da линейного представления, то такое линейное представ-
ление будет приводимым.
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Итак, по условию теоремы мы имеем для любого значка a:

DaY = Y Da. (87)

Пусть Z — такая матрица, с определителем, отличным от нуля,
что все матрицы ZDaZ

−1 унитарны: ZDaZ
−1 = Ua. Перепишем

предыдущее равенство в виде

Z−1UaZY = Y Z−1UaZ.

Умножая слева на Z и справа на Z−1, получим:

Ua(ZY Z−1) = (ZY Z−1)Ua,

т. е. матрица ZY Z−1 коммутирует со всеми матрицами унитарного
представления. Эта матрица, очевидно, не кратна единичной, ибо
если ZY Z−1 = kI, то и Y = kI. Нам достаточно доказать приво-
димость эквивалентного линейного представления Ua. Таким обра-
зом доказательство нашей теоремы свелось к тому случаю, когда
линейное представление унитарно. Мы будем для простоты пись-
ма считать, что само линейное представление, состоящее из матриц
Da, унитарно.
Пусть λ1 — некоторое характеристическое число матрицы Y .

Матрица λ1 = λ1I, как известно [25], коммутирует с любой мат-
рицей и, следовательно, матрица Y − λ1I так же, как и Y , удовле-
творяет условиям (87), т. е. коммутирует со всеми матрицами Da.
Нетрудно видеть, что по крайней мере одно из характеристических
чисел матрицы Y1 = Y − λ1I будет равно нулю. Действительно,
характеристическое уравнение для матрицы Y1 будет:

D(Y1 − λI) = D[Y − (λ+ λ1)I] = 0,

т. е. оно получается из характеристического уравнения для Y за-
меной λ на (λ + λ1), и так как среди характеристических чисел
матрицы Y было характеристическое число, равное λ1, то среди
характеристических чисел Y1 будет хоть одно, равное нулю. Следо-
вательно, определитель матрицы Y1, равный произведению ее ха-
рактеристических чисел, также будет равен нулю. Мы можем, та-
ким образом, при доказательстве нашей теоремы предполагать все
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матрицы Da унитарными, и определитель матрицы Y , входящей в
формулы (87), равным нулю.
Рассмотрим совокупность векторов, имеющих составляющие:

x1 = y11u1 + y12u2 + . . .+ y1nun,

x2 = y21u1 + y22u2 + . . .+ y2nun,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = yn1u1 + yn2u2 + . . .+ ynnun,

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (88)

где us принимают любые значения и где yik — элементы матрицы
Y . Поскольку определитель матрицы Y равен нулю, ранг таблицы
||yjk|| будет меньше n. Пусть он равен некоторому числу r < n. В
этом случае, как мы знаем [16], формулы (88) определяют некото-
рое подпространство R′ измерения r.
Рассмотрим левую часть равенства:

DaY u = Y Dau. (89)

Вектор Y u имеет как раз составляющие (88) и, следовательно,
DaY u есть результат применения преобразования Da к некоторо-
му произвольному вектору из подпространства R′. В правой части
формулы (89) мы имеем результат применения преобразования Y к
векторуDau, т. е. составляющие правой части выражаются тоже по
формулам (88), где только вместо u1, . . . , un поставлены составля-
ющие векторы Dau, т. е. правая часть формулы (89) представляет
собою вектор, принадлежащий подпространству R′. Таким обра-
зом, мы видим, сравнивая левую часть с правой, что применение
преобразования Da к любому вектору из подпространства R′ да-
ет вектор, также принадлежащий этому подпространству. Но, как
мы знаем [65], если унитарные преобразования оставляют инвари-
антным некоторое подпространство, то они образуют приводимое
представление, и таким образом теорема доказана.
Теоремы II и III показывают, что необходимым и достаточ-

ным условием неприводимости линейного представления являет-
ся тот факт, что не существует матрицы, отличной от мат-
рицы вида kI, которая коммутировала бы со всеми матрицами,
входящими в линейное представление.
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Из теоремы I непосредственно следует, что в теореме из [65] нет
необходимости упоминать об унитарности представления, и мож-
но вообще утверждать, что если все матрицы некоторого пред-
ставления оставляют неизменным некоторое подпространство, то
такое представление приводимо. Очевидно и обратное утверж-
дение.

67. Абелевы группы и представления первого порядка.
Группа G называется абелевой, если все ее элементы попарно ком-
мутируют, т. е. если при любых значках Ga2Ga1 = Ga1Ga2 [56].
Пусть Aa1 и Aa2 —матрицы, соответствующие Ga1 и Ga2 в некото-
ром линейном представлении. Произведению Ga2Ga1 соответству-
ет Aa2Aa1 , а произведению Ga1Ga2 соответствует Aa1Aa2 . Но упо-
мянутые произведения совпадают, и, следовательно, мы должны
иметь:

Aa2Aa1 = Aa1Aa2 ,

т. е. матрицы, образующие линейное представление абелевой груп-
пы, попарно коммутируют.
Положим, что представление унитарно, т. е. что все матрицы

унитарны. При этом, как известно, существует такое унитарное
преобразование U , что все матрицы UAaU

−1 имеют чисто диа-
гональную форму [42], т. е. в данном случае некоторое эквива-
лентное линейное представление состоит из чисто диагональных
матриц

UAaU
−1 = [k(a)

1 , . . . , k(a)
n ].

Мы видим, таким образом, что в данном случае линейное пред-
ставление распадается на n представлений первого порядка:

B(s)
a = k(a)

s (s = 1, 2, . . . , n).

Итак, всякое унитарное представление абелевой группы экви-
валентно некоторой совокупности представлений первого поряд-
ка, причем переход к эквивалентному представлению совершается
также с помощью унитарного преобразования.
Рассмотрим теперь ряд примеров представлений абелевых

групп, а также некоторые примеры линейных представлений пер-
вого порядка и не абелевых групп.
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Прим е р 1. В качестве первого примера рассмотрим цикличе-
скую (абелеву) группу порядка m, состоящую из элементов

S0 = I, S, S2, . . . , Sm−1 (Sm = I). (90)

Если элементу S соответствует линейное преобразование x′ =
ωx, или, что то же, число ω, то элементам (90) будут соответство-
вать следующие числа:

1, ω, ω2, . . . , ωm−1.

Поскольку Sm = I, мы должны иметь ωm = 1, т. е.

ω = e
2kπi

m ,

где k—некоторое целое число, которое мы можем, очевидно, при-
нимать равным одному из чисел ряда 0, 1, 2, . . . , m− 1.
Рассмотрим подробнее случай m = 2. При этом будет:

I, S и S2 = I,

т. е. S = S−1. При k = 0 обоим элементам I и S соответствует одно и
то же тождественное преобразование x′ = x или число 1; при k = 1
элементу I соответствует преобразование x′ = x, а элементу S —
преобразование x′ = −x, или, проще говоря, элементу I —число 1,
а элементу S — число (−1). В физических применениях представля-
ется важным тот случай, когда группа состоит из тождественного
преобразования трехмерного пространства и преобразования сим-
метрии относительно начала:

x′ = −x; y′ = −y; z′ = −z(S).

Мы имеем, очевидно, m = 2. Указанные выше два представле-
ния можно назвать тождественным и знакопеременным представ-
лением симметрии относительно начала.
П рим е р 2. Рассмотрим группу вращения вокруг оси Z. Мат-

рицы этой группы имеют вид

Zϕ =
∥∥∥∥cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

∥∥∥∥ . (91)
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и, кроме того, как мы видели раньше, удовлетворяют очевидному
соотношению

Zϕ2Zϕ1 = Zϕ1Zϕ2 = Zϕ1+ϕ2 .

Такому же соотношению удовлетворяет также функция elϕ.
Но надо заметить, что если ϕ = 2π, то поворот равносилен тож-

дественному преобразованию, и, следовательно, мы должны иметь
e2πl = 1, т. е. число l должно быть вида l = ki, где k— любое целое
число. Мы имеем, таким образом, бесчисленное множество линей-
ных представлений нашей группы вращения, причем матрице (91)
соответствует число eϕki.
Придавая целому числу k всевозможные значения

k = 0, ±1, ±2, . . . ,

мы и будем иметь бесчисленное множество линейных представле-
ний группы вращения.
П рим е р 3. Рассмотрим теперь группу, состоящую из n! пере-

становок над n элементами. Мы можем каждой перестановке со-
поставить число (+1). Так получится то, что называется симмет-
рическим представлением группы перестановок. Иначе, мы можем
всякой перестановке первого класса, состоящей из четного числа
транспозиций, сопоставить число (+1), а всякой перестановке вто-
рого класса— число (−1). Таким образом получится то, что называ-
ется антисимметрическим представлением группы перестановок. В
этом представлении всякой перестановке из знакопеременной под-
группы соответствует число (+1), а остальным перестановкам со-
ответствует число (−1). Можно показать, на чем мы не останав-
ливаемся, что указанными двумя случаями и исчерпываются все
возможности линейных представлений первого порядка для груп-
пы перестановок. Эта группа имеет и другие представления выше
первого порядка.
П рим е р 4. Рассмотрим теперь группу всех вещественных ор-

тогональных преобразований на плоскости, т. е. группу, образован-
ную вращениями плоскости вокруг начала, соединенными с сим-
метрией относительно оси Y . Как мы видели выше [52], матрицы
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этой группы будут иметь вид

{ϕ, d} =
∥∥∥∥d cos ϕ −d sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

∥∥∥∥ , (92)

где d = 1 для чистого вращения и d = −1 для вращения, соеди-
ненного с симметрией. Кроме очевидного линейного представления
первого порядка, при котором каждой матрице (92) соответствует
число (+1), мы можем построить еще линейное представление пер-
вого порядка, при котором матрице (92) соответствует число (+1),
если d = 1, и число (−1), если d = −1. Это даст нам действи-
тельно линейное представление, так как произведение двух матриц
вида (92) соответствует чистому вращению, если d имеет одинако-
вые знаки, и вращению с симметрией, если d имеет разные знаки в
перемножаемых матрицах.

68. Линейные представления унитарной группы с двумя
переменными. Рассмотрим линейные представления унитарной
группы с двумя переменными. Эта группа, как мы знаем, имеет
вид

x′1 = ax1 + bx2,

x′2 = −bx1 + ax2,

}
(93)

где комплексные числа a и b должны подчиняться условию

aa+ bb = 1. (94)

Построим (m+ 1) величин:

ξ0 = xm1 ; ξ1 = xm−1
1 x2; . . . ; ξm = xm2 . (95)

Если мы возьмем ξ′k = x′m−k
1 x′k2 и подставим вместо x′1 и x′2 их

выражения (93), то, очевидно, каждое ξ′k выразится линейно через
ξk и, следовательно, всякому преобразованию из группы (93) будет
соответствовать линейное преобразование от переменных ξ к пере-
менным ξ′k. Очевидно, что произведению преобразований будет со-
ответствовать произведение преобразований, и мы будем иметь, та-
ким образом, линейное представление группы (93) порядка (m+1).
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Но, как оказывается, это представление не будет унитарным. Чтобы
построить унитарное представление, достаточно в каждое из пере-
менных (95) ввести некоторый дополнительный постоянный мно-
житель, и именно вместо формул (95) мы определим переменные
по следующим формулам:

ηk =
xm−k

1 xk2√
(m− k)!k!

(k = 0, 1, . . . , m) (961)

и точно так же:

η′k =
x′m−k

1 x′k2√
(m− k)!k!

(k = 0, 1, . . . , m), (962)

где, как всегда, считается 0! = 1.
Проверим, что при таком определении переменных наше пред-

ставление будет унитарным, т. е. что

m∑
k=0

η′kη
′
k =

m∑
k=0

ηkηk. (97)

Действительно, применяя формулу бинома Ньютона, имеем:

m! ·
m∑
k=1

η′kη
′
k = m!

m∑
k=0

x′m−k
1 x′m−k

1 x′k2 x′k2
(m− k)!k!

= (x′1x
′
1 + x′2x

′
2)
m,

и точно так же:

m! ·
m∑
k=0

ηkηk = (x1x1 + x2x2)m.

Но, в силу унитарности преобразования (93),

x′1x
′
1 + x′2x

′
2 = x1x1 + x2x2,

и, следовательно, имеет место и соотношение (97).
Выведем теперь формулы, которые дают в явном виде коэф-

фициенты построенного унитарного представления группы (93). С
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этой целью несколько изменим предыдущее обозначение, а именно
положим:

ηl =
xj+l1 xj−l2√

(j + l)!(j − l)!
(l = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j). (98)

В наших прежних обозначениях m = 2j, и число j будет целым,
если m— четно, и будет равно половине целого нечетного числа,
если m— нечетное число. Если, например, m = 5, то формулы (98)
дают нам следующие шесть переменных:

η− 5
2

=
x5

2√
5!

; η− 3
2

=
x1x

4
2√

1!4!
; η− 1

2
=

x2
1x

3
2√

2!3!
;

η 1
2

=
x3

1x
2
2√

3!2!
; η 3

2
=

x4
1x2√
4!1!

; η 5
2

=
x5

1√
5!
.

В данном случае наши переменные пронумерованы не первыми
шестью целыми числами, а дробными числами, которые отлича-
ются друг от друга на единицу и идут от

( − 5
2

)
до
(

+ 5
2

)
. Если,

например, m = 4, то мы имеем по формулам (93) пять переменных:

η−2 =
x4

2√
4!

; η−1 =
x1x

3
2√

1!3!
; η0 =

x2
1x

2
2√

2!2!
;

η1 =
x3

1x2√
3!1!

; η2 =
x4

1√
4!
.

Здесь нумерация переменных совершается целыми числами от
(−2) до (+2). При всяком фиксированном m = 2j мы будем иметь
совершенно такую же нумерацию строк и столбцов в матрицах, ко-
торые будут давать линейное представление порядка (2j+1) группы
(93).
Перейдем теперь к определению элементов этих матриц. Мы

имеем:

η′l =
x′j+l1 x′j−l2√

(j + l)!(j − l)!
=

(ax1 + bx2)j+l(−bx1 + ax2)j−l√
(j + l)!(j − l)!

,
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и нам надо представить правую часть в виде линейной комбинации
величин ηl. Применение формулы бинома Ньютона дает:

η′ =
j+l∑
k=0

j−l∑
k′=0

(−1)j−l−k
′

√
(j + l)!(j − l)!

k!k′!(j + l − k)!(j − l − k′)!
×

× ak
′
aj+l−kb

j−l−k′
bkx2j−k−k′

1 xk+k
′

2 .

Если мы будем считать p! = ∞, когда p есть целое отрицатель-
ное число, то можем в предыдущей формуле производить сумми-
рование по k и k′ от (−∞) до (+∞), ибо лишние слагаемые будут
содержать в знаменателе множитель, равный бесконечности, и об-
ратятся в нуль. Введем вместо k′ новую переменную суммирования
s = j−k−k′, по которой тоже можно производить суммирование от
(−∞) до (+∞) по целым значениям или по половинам целых зна-
чений, смотря по тому— будет ли j целым числом или половиной
целого числа. Мы получаем таким образом

η′l =
∑
k

∑
s

(−1)k+s−l
√

(j + l)!(j − l)!
k!(j − k − s)!(j + l − k)!(k + s− l)!

×

× aj−k−saj+l−kb
k+s−l

bkxj+s1 xj−s2 .

Но, согласно (98), мы имеем:

xj+s1 xj−s2 =
√

(j + s)!(j − s)!ηs,

и окончательно получаем искомую линейную зависимость в следу-
ющем виде:

η′l =
∑
k

∑
s

(−1)k+s−l
√

(j + l)!(j − l)!(j + s)!(j − s)!
k!(j − k − s)!(j + l − k)!(k + s− l)!

×

× aj−k−saj+l−kb
k+s−l

bkηs.

Таким образом, при заданном фиксированном j элементы мат-
рицы линейного преобразования порядка (2j+1), соответствующего
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унитарному преобразованию (93) с матрицей∥∥∥∥ a b

−b a

∥∥∥∥ ,
будут:

Dj

{
a, b

−b, a

}
ls

=

= (−1)s−l
∑
k

(−1)k
√

(j + l)!(j − l)!(j + s)!(j − s)!
k!(j − k − s)!(j + l − k)!(k + s− l)!

×

×aj−k−saj+l−kbk+s−lbk. (99)

Здесь значки l и s пробегают следующий ряд значений:

l, s = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j,

причем напомним еще раз, что если j есть половина целого числа,
то это дает нумерацию строк и столбцов матриц также по поло-
винам целых чисел. Принимая во внимание, что p! = ∞, если p
есть целое отрицательное число, мы получаем следующие пределы
суммирования по k в формулах (99):

k � 0; k � l − s; k � j − s; k � j + l. (100)

Отметим некоторое упрощение в формулах (99), которого мож-
но достигнуть, переходя к подобному представлению. Пусть A—
некоторая матрица с элементами apq и пусть S = [δ1, . . . , δn]—
диагональная матрица.
Применяя обычное правило умножения, нетрудно проверить,

что матрица SAS−1 будет иметь следующие элементы:

{SAS−1}pq = δpapqδ
−1
q .

Если мы применим теперь это правило для матрицы

Dj

{
a b

−b a

}



304 Гл. III. Основы теории групп и линейные представления групп [68

и примем δk = (−1)k, то в формулах (99) исчезнет множитель
(−1)s−l, и в дальнейшем мы будем считать, что этот множитель
отсутствует.
Перейдем теперь к доказательству того, что линейное представ-

ление унитарной группы (93), определяемое матрицей с элемента-
ми (99), будет неприводимым. Предварительно докажем две лем-
мы.
Л емма I. Если некоторая диагональная матрица, все диа-

гональные элементы которой попарно различны, коммутирует с
матрицей A, то A есть также диагональная матрица.
По условию мы имеем:

A[δ1, . . . , δn] = [δ1, . . . , δn]A,

где числа δk попарно различны. Пусть apq — элементы матрицы A.
Применяя правило умножения, мы получим из предыдущего усло-
вия:

apqδq = δpapq или apq(δq − δp) = 0,

и, следовательно, apq = 0, если p �= q, т. е. матрица A—действи-
тельно диагональная матрица.
Лемма II. Если некоторая диагональная матрица [δ1, . . . , δn]

коммутирует с матрицей A, в которой по крайней мере один
столбец не содержит ни одного нуля, то δ1 = . . . = δn.
Переставляя строки и столбцы, т. е. переходя к подобным матри-

цам, мы можем достигнуть того, чтобы столбец, не содержащий ну-
лей, стоял на первом месте. При этом диагональная матрица оста-
ется по-прежнему диагональной, и наши матрицы по-прежнему бу-
дут коммутировать. Таким образом, мы можем считать, обозначая
через apq элементы матрицы A, что

ai1 �= 0 (i = 1, 2, . . . , n),

и, кроме того, по условию, как и выше:

ai1(δ1 − δi) = 0 (i = 1, 2, . . . , n),

откуда имеем δ1 = . . . = δn, и, следовательно, лемма доказана.
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Переходим теперь к доказательству неприводимости линейного
представления, определяемого матрицами (99). Пусть Y есть неко-
торая матрица порядка (2j+1), которая коммутирует со всеми мат-
рицами

Dj

{
a b

−b a

}
,

получающимися при различных a и b, удовлетворяющих условию
(94). Для доказательства неприводимости нам надо показать, что
Y должна быть кратной единичной матрице. Рассмотрим сначала
тот случай, когда b = 0 и a = eiα. Эти комплексные числа удовле-
творяют, очевидно, условию (94).
Пользуясь формулами (99), мы получаем прежде всего, что при

этом

Dj

{
eiα 0

0 e−iα

}
ls

= 0 при l �= s,

а диагональные элементы будут в данном случае

Dj

{
eiα 0

0 e−iα

}
ll

= ei2lα (l = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j),

и наша матрица будет иметь вид

Dj

{
eiα 0

0 e−iα

}
ll

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
e−i2jα 0 0 . . . 0

0 e−i2(j−1)α 0 . . . 0
0 0 e−i2(j−2)α . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . ei2jα

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

(101)
т. е. это диагональная матрица с различными элементами на глав-
ной диагонали, при подходящем выборе α. Пользуясь первой лем-
мой, мы можем утверждать, что матрица Y , которая должна ком-
мутировать и с матрицей (101), также должна быть диагональной
матрицей, т. е.

Y = [δ1, . . . , δn]. (102)
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Рассмотрим теперь тот случай, когда числа a и b оба отличны от

нуля, и возьмем первый столбец матрицыDj

{
a b

−b a

}
. Его элемен-

ты определятся по формулам (99), если мы там положим s = −j.
Неравенства (100) дают при этом:

k � 0; k � l + j; k � 2j; k � j + l (l = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j),

откуда видно, что в данном случае вся сумма, входящая в форму-
лу (99), приведется к одному слагаемому, которое получится при
k = j+ l и будет отлично от нуля. Таким образом, в данном случае

действительно первый столбец матрицы Dj

{
a b

−b a

}
не содержит

нулей. Но раз диагональная матрица (102) должна коммутировать
и с такой матрицей, то, согласно лемме II, все числа δk одинаковы,

т. е. Y кратна единичной матрице. Итак, матрицы Dj

{
a b

−b a

}
дают, действительно, неприводимое линейное представление уни-
тарной группы (93). Придавая j ряд значений

j = 0,
1
2
, 1,

3
2
, 2, . . . ,

мы получаем бесчисленное множество этих линейных представле-
ний. При j = 0 получается тривиальное тождественное представле-
ние, при котором всякому элементу группы (93) соответствует чис-
ло единица. Рассмотрим теперь при j > 0, каким преобразованиям
группы (93) соответствует тождественное преобразование в груп-

пе представлений Dj

{
a b

−b a

}
, которое определяется равенствами

η′l = ηl или, что то же, равенствами

(ax1 + bx2)j+l(−bx1 + ax2)j−l = xj+l1 xj−l2

(l = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j).

Полагая j = l, получаем (ax1 + bx2)2j = x2j
1 , откуда следует, что

b = 0, и предыдущее тождество записывается в виде

aj+laj−lxj+l1 xj−l2 = xj+l1 xj−l2 (l = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j),
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откуда aj+laj−l = 1. Но |a| = 1 при b = 0, и последнее равенство
переписывается в виде

a2l = 1 (l = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j).

Если j — половина нечетного числа, то мы можем положить l = 1
2 ,

что дает a = 1. Если j —целое число, то равенства a2l = 1 сводятся
к одному a2 = 1, откуда a = ±1.
Таким образом, если j —половина нечетного числа, то тожде-

ственное преобразование в группе Dj

{
a b

−b a

}
соответствует толь-

ко тождественному преобразованию в группе (93), т. е. в этом

случае Dj

{
a b

−b a

}
будет биоднозначным представлением группы

(93). Если же j — число целое, то тождественному преобразованию

в группе Dj

{
a b

−b a

}
соответствуют в группе (93) два преобразо-

вания с матрицами

E =
∥∥∥∥1 0
0 1

∥∥∥∥ ; S =
∥∥∥∥−1 0

0 −1

∥∥∥∥ = −E.

Эти преобразования образуют циклическую группу второго по-

рядка, и Dj

{
a b

−b a

}
является биоднозначным представлением до-

полнительной группы [58]. Иначе можно сказать, что всякому пре-

образованию в представлении Dj

{
a b

−b a

}
при целом j соответ-

ствуют два преобразования из группы (93), у которых числа a и b
отличаются лишь знаком.

69. Линейные представления группы вращения. Преды-
дущие результаты представляются особенно важными потому, что
унитарная группа (93) тесно связана с группой вращения трехмер-
ного пространства, и полученный выше результат приводит нас к
неприводимым линейным представлениям группы вращения.
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Всякому унитарному преобразованию (93) соответствует опре-
деленное вращение, причем одновременная перемена знака у a и
b дает унитарное преобразование, которому соответствует то же
самое вращение. Параметры a и b связаны с углами Эйлера соот-
ветствующего вращения формулами [63]:

a = e−
1
2 i(γ+α) cos

1
2
β; b = −ie 1

2 i(γ−α) sin
1
2
β. (103)

Рассмотрим сначала тот случай, когда j есть целое число. В
этом случае формулы (99) показывают, что одновременная переме-
на знаков у a и b не меняет слагаемых, стоящих в правой части,
так как сумма показателей у a, a b и b будет в данном случае равна
четному числу 2j. Таким образом, при этом тем двум унитарным
преобразованиям, которые дают одно и то же вращение, соответ-
ствует одинаковая матрица в линейном представлении. Иначе гово-
ря, при целом j каждому вращению с углами Эйлера {α, β, γ} со-
ответствует определенная матрица в линейном представлении Dj .

Вместо Dj

{
a b

−b a

}
обозначим теперь эту матрицу через

Dj{α, β, γ}. (104)

Если j есть половина целого числа, то одновременная перемена
знаков у a и b приводит к перемене знака и у всех выражений (99),
т. е. в данном случае тем унитарным преобразованиям, которые
приводят к одному и тому же движению, соответствуют различ-
ные матрицы, а именно матрицы, все элементы которых отлича-
ются знаком. В данном случае каждому вращению будут соответ-
ствовать также две матрицы, отличающиеся знаком, т. е. в данном
случае в (104) перед Dj мы должны поставить два знака. Таким
образом, при целом j матрицы (104) дают линейное представление
группы вращения. При j, равном половине целого числа, мы не по-
лучаем, точно говоря, линейного представления. В данном случае
говорят о двузначном линейном представлении.
Чтобы найти выражение элементов матриц (104), достаточно в

выражениях (99) заменить a и b по формулам (103). Мы получаем,
отбрасывая предварительно множитель (−1)s−l:



69] § 6. Линейные представления групп 309

Dj{α, β, γ}ls = is−l
∑
k

(−1)k
√

(j + l)!(j − l)!(j + s)!(j − s)!
k!(j − k − s)!(j + l − k)!(k + s− l)!

×

× e−ilα−isγ cos2j+l−2k−s 1
2
β sin2k+s−l 1

2
β. (105)

Если воспользоваться переходом к эквивалентному представле-
нию при помощи матрицы

X =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

то дело сведется к перестановке строк и столбцов в обратном по-
рядке, т. е. в данном случае к замене l и s на (−l) и (−s). Таким
образом, вместо формул (105) мы можем написать другие форму-
лы:

D′
j{α, β, γ}ls = il−s

∑
k

(−1)k
√

(j + l)!(j − l)!(j + s)!(j − s)!
k!(j − k + s)!(j − l − k)!(k − s+ l)!

×

× eilα+isγ cos2j−l−2k+s 1
2
β sin2k−s+l 1

2
β, (106)

причем, пользуясь теми же соображениями, что и в [68], мы можем
отбросить множитель il−s.
Отметим простейшие частные случаи. При j = 0 мы имеем ли-

нейное представление первого порядка

η′ = η.

Это есть тривиальное тождественное представление. При j = 1
2

мы имеем 2j + 1 = 2, и величины η− 1
2
и η 1

2
будут просто равны x2

и x1, т. е. в данном случае унитарная группа (93) и является своим
собственным линейным представлением (с точностью до переста-
новки строк и столбцов).
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Для группы движения получим двузначное представление вто-
рого порядка, определяемое матрицами

D′
1
2
{α, β, γ} =

∥∥∥∥e− 1
2 i(γ+α) cos 1

2β ie
1
2 i(γ−α) sin 1

2β

ie−
1
2 i(γ−α) sin 1

2β e
1
2 i(γ+α) cos 1

2β

∥∥∥∥ .
При j = 1 мы будем иметь линейное представление третьего

порядка:

D′
1{α, β, γ} =

∥∥∥∥∥∥∥
e−i(γ+α) 1+cosβ

2 −e−iα sinβ√
2

ei(γ−α) 1−cosβ
2

e−iγ sinβ√
2

cosβ −eiγ sinβ√
2

e−i(γ−α) 1−cosβ
2 eiα sinβ√

2
ei(γ+α) 1+cosβ

2

∥∥∥∥∥∥∥ .
Линейные представления D′

j{α, β, γ} при целом j дают биод-
нозначное представление группы вращения. Это следует непо-
средственно из того, что каждому Dj{α, β, γ} соответствуют
две матрицы из группы (93), отличающиеся лишь знаками у a
и b, а таким же матрицам, как мы упоминали выше, соответ-
ствует одно и то же вращение. Если j —половина нечетного чис-
ла, то каждому вращению соответствуют две матрицы из пред-
ставления Dj{α, β, γ}, отличающиеся лишь знаком. В частно-
сти, тождественному преобразованию из группы вращения соот-
ветствуют из Dj{α, β, γ} матрицы ±E, где E — единичная мат-
рица порядка (2j + 1). Если ограничиться преобразованиями из
Dj{α, β, γ}, достаточно близкими к тождественному преоб-
разованию, то Dj{α, β, γ} будут однозначным представлением
группы вращения. При этом в общих формулах (106) можно огра-
ничиться значениями α, δ и γ, достаточно близкими к нулю. Но
если мы прибавим 2π к α или γ, то ввиду того, что s и l суть по-
ловины нечетных чисел, все элементы матрицы Dj{α, β, γ} из-
менят знак, и мы получим второе представление того же само-
го по существу вращения. Покажем дальше, что указанные пред-
ставления суть изоморфные неприводимые представления группы
вращения.
Так как представления Dj{α, β, γ} суть все неприводимые

представления группы вращения, то матрица D′
1{α, β, γ} долж-

на быть подобна матрице D{α, β, γ}, соответствующей вращению
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пространства с углами Эйлера {α, β, γ}. В [63] мы видели, что
D = ZαXβZγ , и, производя перемножение матриц, стоящих слева,
получим:

D =

∣∣∣∣∣∣
cosα cos γ − sinα cos β sin γ − cosα sinγ − sinα cos β cos γ sinα sinβ
sinα cos γ + cosα cos β sin γ − sinα sinγ + sinα cos β cos γ − cosα cos β

sinβ sinγ sinβ cos γ cos β

∣∣∣∣∣∣ ,
и нетрудно проверить формулу

AD′
1{α, β, γ}A−1 = D{α, β, γ},

где

A =

∥∥∥∥∥∥
1 0 1
i 0 −i
0

√
2i 0

∥∥∥∥∥∥ .
70. Теорема о простоте группы вращения. Докажем сей-

час, что группа вращения есть простая группа, т. е. что она не
имеет нормальных делителей [58]. Если бы такой делитель имел-
ся, то в силу сказанного в [63] ему соответствовал бы нормальный
делитель группы G преобразований (57) с определителем единица,
отличный от нормального делителяH , состоящего из E и (−E). Та-
ким образом, остается показать, что группаG не имеет нормальных
делителей, отличных от H , т. е. надо показать, что если элементар-
ный делитель H1 группы G содержит матрицу A, отличную от E и
(−E), то H1 совпадает с G. Отметим прежде всего, что если H1 со-
держит некоторую матрицу B, то, в силу определения нормального
делителя, H1 содержит все матрицы U−1BU , где U — любая матри-
ца группы G. Выбирая соответствующим образом матрицу U , мы
можем получить таким путем любую матрицу группы G, имеющую
те же характеристические числа, что и матрица B. Следовательно,
чтобы установить, что H1 совпадает с G, достаточно показать, что
H1 содержит матрицы с любыми допустимыми характеристически-
ми числами. Эти числа должны иметь вид eiω и e−iω, где ω —ве-
щественное число, ибо матрица унитарна, и ее определитель равен
единице.
В силу сказанного выше, мы можем вместо матрицы A взять

матрицу U−1AU и, таким образом, можем считать, что A есть диа-
гональная матрица.
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Итак, дано, что H1 содержит матрицу A = [eiϕ, e−iϕ], где ϕ—
вещественно, и eiϕ �= ±1. При этом A−1 = [e−iϕ, eiϕ]. Возьмем
произвольную матрицу группы G:

U =
∥∥∥∥ x y
−y x

∥∥∥∥ (xx+ yy = 1).

При этом

U−1 =
∥∥∥∥x −y
y x

∥∥∥∥ .
Поскольку подгруппа H1 содержит A и является нормальным де-
лителем, она должна содержать и матрицу:

Y = A(UA−1U−1).

Производя перемножение матриц и учитывая равенство xx+yy = 1,
получим следующее выражение следа s матрицы Y :

s = 2 − 4yy sin2 ϕ = 2 − 4ρ2 sin2 ϕ,

где ρ = |y| может принимать любое значение из промежутка:
0 � ρ � 1, и sinϕ �= 0. Характеристические числа (eiα, e−iα) мат-
рицы Y суть корни уравнения:

λ2 − sλ+ 1 = 0, т. е. λ2 + (4ρ2 sin2 ϕ− 2)λ+ 1 = 0.

При изменении ρ от ρ = 0 до ρ = 1 значения α будут изменяться от
α = 0 до α = 2ϕ. Введем следующее обозначение:

Uβ = [eiβ , e−iβ ].

Из сказанного выше следует, что H1 содержит все матрицы Hα при
0 � α � 2ϕ. Теперь уже нетрудно показать, что H содержит любую
матрицу Uβ(β > 0). Действительно, выберем целое положительное
число n так, чтобы выполнялось неравенство 0 < β

n < 2ϕ. При этом
H1 содержит U β

n
, а потому содержит и

Unβ
n

= Uβ .
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Таким образом, H1 содержит матрицы с любыми характеристиче-
скими числами и тем самым, в силу сказанного выше, совпадает
с G. Таким образом доказано, что группа вращения есть простая
группа.
Из этого непосредственно следует, что группа вращения не мо-

жет иметь гомоморфных (не изоморфных) представлений. Дейст-
вительно, если бы имелось такое представление, то тождественно-
му преобразованию в группе представлений должны были бы соот-
ветствовать в группе вращений преобразования, образующие нор-
мальный делитель, которого, как показано выше, не существует.

71. Уравнение Лапласа и линейные представления груп-
пы вращения. Выясним сейчас связь между линейными представ-
лениями групп и дифференциальными уравнениями. Эта связь ле-
жит в основе применения линейных представлений к вопросам со-
временной физики. Мы начнем с наиболее простого случая уравне-
ния Лапласа [II, 202], который не даст нам ничего нового и послу-
жит лишь выяснению общего вопроса. Предварительно установим
некоторые общие факты, которые играют большую роль в вопро-
сах линейных представлений групп и которые в частных случаях
уже известны нам из предыдущих примеров.
Пусть группа G, линейное представление которой строится, есть

группа линейных преобразований порядка n:

x′k = g
(α)
k1 x1 + . . .+ g

(α)
kn xn (k = 1, 2, . . . , n), (107)

где значок α, характеризующий элемент группы G, пробегает ко-
нечную или бесконечную совокупность значений. Положим далее,
что существует m функций

ϕs(x1, . . . , xn) (s = 1, 2, . . . , m), (108)

таких, что при замене независимых переменных по формулам (107)
эти функции испытывают также некоторое линейное преобразова-
ние

ϕs(x′1, . . . , x
′
n) = a

(α)
s1 ϕ1(x1, . . . , xn) + . . .+ a(α)

smϕm(x1, . . . , xn)
(s = 1, 2, . . . , m). (109)
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Мы имеем здесь матрицу Aα с элементами a
(α)
ik , соответствую-

щую преобразованию (107) группы G. Рассмотрим два преобразо-
вания группы

(x′1, . . . , x
′
n) = Gα1(x1, . . . , xn); (x′′1 , . . . , x

′′
n) = Gα2(x

′
1, . . . , x

′
n);

Gα3 = Gα2Gα1 .

Соответствующее преобразование функций (108) будет:

ϕs(x′1, . . . , x
′
n) = a

(α1)
s1 ϕ1(x1, . . . , xn) + . . .+ a(α1)

sm ϕm(x1, . . . , xn)
(1101)

и

ϕs(x′′1 , . . . , x
′′
n) = a

(α2)
s1 ϕ1(x′1, . . . , x

′
n) + . . .+ a(α2)

sm ϕm(x′1, . . . , x
′
n).

(1102)
Подставляя в (1102) вместо ϕs(x′1, . . . , x′n) их выражения (1101),

будем иметь непосредственную зависимость ϕs(x′′1 , . . . , x′n) через
ϕs(x1, . . . , xn), дающую матрицу Aα3 . Мы получим таким образом

{Aα3}ik =
m∑
s=1

a
(α2)
is a

(α1)
sk , т. е. Aα3 = Aα2Aα1 ,

и формулы (109) определяют, очевидно, некоторое линейное пред-
ставление порядка m для группы G. В предыдущих рассуждениях
мы считали, что функции ϕs линейно независимы. При этом ли-
нейные преобразования (109) определяются вполне однозначно и
D(Aα) �= 0, ибо в противном случае ϕs(x′1, . . . , x′n) были бы связа-
ны линейной зависимостью.
В частном случае, при построении линейных представлений

унитарной группы, роль функций ϕs играли функции (961).
Положим, что G есть группа вращения трехмерного простран-

ства, так что n = 3, и положим, что функции ϕs ортогональны и
нормированы в некотором шаре K с центром в начале, т. е.∫∫∫

K

ϕp(x1, x2, x3)ϕq(x1, x2, x3)dx1dx2dx3 = δpq. (111)

Покажем, что при этом линейное представление (109) группы
вращения будет унитарным. Действительно, в результате вращения
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Gα сфера K перейдет в себя, и определитель Gα, как известно,
равен единице. Условие (111) дает нам:∫∫∫

K

ϕp(x′1, x
′
2, x

′
3)ϕq(x′1, x

′
2, x

′
3)dx

′
1dx

′
2dx

′
3 = δpq,

или в силу (109):∫∫∫
K

[ m∑
i=1

a
(α)
pi ϕi(x1, x2, x3)·

m∑
j=1

a
(α)
qj ϕj(x1, x2, x3)

]
dx′1dx

′
2dx

′
3 =δpq.

Переходя к переменным (x1, x2, x3), мы должны будем, со-
гласно правилу замены переменных в тройном интеграле, заменить
просто dx′1dx′2dx′3 на dx1dx2dx3 и затем интегрировать по тому же
самому шару K. В силу условий (111) мы получим:

m∑
i=1

a
(α)
pi a

(α)
qi = δpq (p, q = 1, 2, . . . , m),

где, как всегда, δpq = 0 при p �= q и δpp = 1, т. е. каждая из матриц
A обладает в данном случае свойством ортогональности по стро-
кам, так что транспонированная матрица будет обладать ортого-
нальностью по столбцам, а следовательно [28], и по строкам, т. е.
основная матрица будет обладать ортогональностью и по строкам
и по столбцам, или, иначе говоря, матрица Aα будет действительно
унитарной матрицей для любого значка α.
Рассмотрим теперь уравнение Лапласа с двумя переменными

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
= 0 (112)

или, пользуясь векторными обозначениями,

div gradU = 0. (113)

Возьмем однородный полином от x и y степени l:

ϕl(x, y) = a0x
l + a1x

l−1y + . . .+ akx
l−kyk + . . .+ aly

l. (114)
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Покажем, что существуют два линейно независимых полинома
вида (114), которые являются решением уравнения (112), и вся-
кое решение уравнения (112), представляющееся однородным по-
линомом степени l, должно быть линейной комбинацией этих двух
полиномов с постоянными коэффициентами. Действительно, коэф-
фициенты полинома (114) выражаются по формулам

ak =
1

(l − k)!k!
∂lϕl(x, y)
∂xl−k∂yk

.

Но раз этот полином должен удовлетворять уравнению (112),
то мы можем двукратное дифференцирование по y заменить дву-
кратным дифференцированием по x при одновременном изменении
знака, так как уравнение (112) можно переписать в виде

∂2U

∂y2
= −∂

2U

∂x2
.

Таким образом, мы получим для коэффициентов ak выражения
следующего вида:

ak = ± 1
(l− k)!k!

∂lϕl
∂xl

или ak = ± 1
(l − k)!k!

∂lϕl
∂xl−1∂y

,

т. е. все коэффициенты полинома (114) выразятся через коэффи-
циенты a0 и a1. Это рассуждение показывает нам, что существует
не больше двух линейно независимых однородных полиномов, удо-
влетворяющих уравнению (112). Покажем теперь, что такие два
различных полинома действительно существуют. Рассмотрим для
этого однородный полином

ωl(x, y) = (x + iy)l.

Раскрывая скобки и отделяя вещественную и мнимую части, полу-
чим:

ωl(x, y) = ϕl(x, y) + iψl(x, y),

где полиномы ϕl(x, y) и ψl(x, y)—вещественные однородные по-
линомы степени l, линейно независимые друг от друга. Дифферен-
цируя ωl(x, y), получим:

∂2ωl(x, y)
∂x2

= l(l − 1)(x+ iy)l−2;
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∂2ωl(x, y)
∂y2

= −l(l − 1)(x+ iy)l−2,

т. е. ωl(x, y) удовлетворяет уравнению (112). То же самое, следо-
вательно, можно сказать и о вещественной и мнимой части этого
выражения, т. е. полиномы ϕl(x, y) и ψl(x, y) и дают нам два ис-
комых решения уравнения (112). Введем полярные координаты

x = r cos ϕ; y = r sin ϕ,

откуда
ωl(x, y) = rieilϕ.

При этом полиномы ϕl и ψl примут очень простой вид:

ϕl(x, y) = rl cos lϕ; ψl(x, y) = rl sin lϕ.

Повернем плоскость XY вокруг начала на некоторый угол ϑ:

x′ = x cos ϑ− y sin ϑ, y′ = x sin ϑ+ y cos ϑ. (115)

Нетрудно видеть, что при этом уравнение (112) останется ин-
вариантным, т. е., точнее говоря, в новых переменных уравнение
будет выглядеть совершенно так же:

∂2U

∂x′2
+
∂2U

∂y′2
= 0. (116)

Это можно непосредственно проверить, пользуясь формулами
(115) и правилом дифференцирования сложных функций. Кроме
того, указанное обстоятельство непосредственно вытекает из то-
го, что левая часть уравнения (113) имеет определенное значение,
не зависящее от выбора осей, и, следовательно, имеет одну и ту
же форму при любом выборе прямолинейных прямоугольных осей.
Полиномы ϕl(x′, y′) и ψl(x′, y′) должны удовлетворять уравнению
(116), а следовательно, и уравнению (112), а потому они должны
линейно выражаться через ϕl(x, y) и ψl(x, y). Это и дает нам ли-
нейное представление группы вращения плоскости.
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Вместо указанных двух полиномов возьмем два других полино-
ма, которые являются их линейными комбинациями:

ϕ′
l(x, y) = ϕl(x, y) − iψl(x, y); ψ′

l(x, y) = ϕl(x, y) + iψl(x, y)

или

ϕ′
l(x, y) = (x − iy)l = rle−ilϕ; ψ′

l(x, y) = (x+ iy)l = rleilϕ.

Эти полиномы испытывают следующее преобразование:

ϕ′
l(x

′, y′) = rle−il(ϕ+ϑ) = e−ilϑϕ′
l(x, y),

ψ′
l(x

′, y′) = rleil(ϕ+ϑ) = eilϑψ′
l(x, y),

т. е. преобразованию (115) соответствует в линейном представлении
матрица ∥∥∥∥e−ilϑ 0

0 eilϑ

∥∥∥∥ ,
где угол ϑ может иметь любое значение. Из вида матриц непо-
средственно вытекает, что это линейное представление имеет при-
веденную форму. Оно дает два линейных представления первого
порядка, определяемых числами e−ilϑ и eilϑ. Во всех предыдущих
рассуждениях целое число l могло иметь любое значение. Мы полу-
чили таким образом те же самые линейные представления группы
вращения плоскости, которые мы имели и раньше в [69].
Перейдем теперь к уравнению Лапласа с тремя переменными

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
= 0 (117)

или
div gradU = 0. (118)

Рассмотрим и здесь однородные полиномы степени l с тремя
переменными

ϕl(x, y, z) = a0z
l +X1(x, y)zl−1 +X2(x, y)zl−2 + . . .+

+Xl−1(x, y)z +Xl(x, y), (119)
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где Xk(x, y)— однородный полином степени k своих аргументов.
Каждый такой полином Xk(x, y) содержит (k + 1) произвольных
коэффициентов, так что в общем однородный полином ϕl(x, y, z)
степени l с тремя переменными будет содержать следующее число
произвольных коэффициентов:

1 + 2 + 3 + . . .+ (l + 1) =
(l + 1)(l + 2)

2
.

Подставляя выражение (119) в уравнение (117), получим сле-
ва однородный полином степени (l − 2), и, приравнивая его коэф-
фициенты нулю, получим (l−1)l

2 однородных уравнений с (l+1)(l+2)
2

неизвестными коэффициентами полинома ϕl(x, y, z). Мы имеем:

(l + 1)(l + 2)
2

− (l − 1)l
2

= 2l+ 1,

и, следовательно, по крайней мере (2l+ 1) коэффициентов в поли-
номе ϕl(x, y, z) останутся произвольными, т. е. будет существовать
по крайней мере (2l+1) линейно независимых однородных полино-
мов степени l, удовлетворяющих уравнению (117). Пользуясь тем
же методом, что и для двух переменных, можно показать, что их
будет и не больше, чем (2l + 1), т. е. их будет в точности (2l + 1).
Обозначим эти полиномы через

ψ(l)
s (x, y, z) (s = 1, 2, . . . , 2l + 1).

Если
(x′, y′, z′) = U · (x, y, z)

есть некоторое вращение трехмерного пространства вокруг начала,
то при этом уравнение (117) остается инвариантным, и полиномы
ψ

(l)
s (x, y, z) дают некоторое линейное представление группы вра-
щения трехмерного пространства, порядка (2l + 1).
В дальнейшем мы подробно изложим теорию этих гармониче-

ских полиномов и выведем для них явные выражения. Мы увидим,
что их всегда можно выбрать так, что они будут ортогональными
и нормированными в любой сфере с центром в начале. При этом
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доставляемое ими линейное представление группы вращения бу-
дет унитарным. Можно показать, что это и будет как раз линейное
представление, эквивалентное представлению Dl{α, β, γ}, которое
мы построили в [69]. Позже мы вернемся к этому вопросу.

72. Прямое произведение матриц. Пусть имеются две мат-
рицы

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥ и B =

∥∥∥∥∥∥∥∥
b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmm

∥∥∥∥∥∥∥∥ ;

(120)
первая— порядка n и вторая— порядка m. Составим новую мат-
рицу C с элементами Cij;kl , которые получаются от перемножения
каждого элемента матрицы A на каждый элемент матрицы B:

{C}ij;kl = cij;kl = aikbjl. (121)

В данном случае роль первого значка играет совокупность двух
целых чисел (i, j), а роль второго значка— совокупность целых чи-
сел (k, l), причем

i и k = 1, 2, . . . , n;
j и l = 1, 2, . . . , m.

Иными словами, мы имеем здесь особый способ наименования
строк и столбцов, а именно: строки и столбцы именуются совокуп-
ностью двух целых чисел, причем первое число принимает значение
от 1 до n, а второе— от 1 до m. Мы можем, конечно, перенумеро-
вать строки и столбцы обычным образом, т. е. простыми целыми
числами, которые идут от 1 до nm, причем каждой паре чисел (i, j)
или (k, l) соответствует определенное целое число при новой нуме-
рации, и если эти пары одинаковы, то и соответствующие целые
числа одинаковы. Эту нумерацию простыми целыми числами мож-
но делать различным способом. При переходе от одного способа
к другому дело сведется к некоторой перестановке одновременно



72] § 6. Линейные представления групп 321

строк и столбцов, т. е. к переходу к подобной матрице, что в даль-
нейшем не будет иметь никакого значения.
Матрица C называется прямым произведением матриц A и B,

и обозначается это обычно следующим образом:

C = A×B. (122)

Порядок множителей в этом последнем произведении нового ти-
па не играет никакой роли.
Положим, например, что обе матрицы (120) будут матрицами

второго порядка. В том случае их прямое произведение будет мат-
рицей четвертого порядка, которую мы можем написать, например,
в следующем виде:

C=

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a22b11 a22b12
a21b21 a21b22 a22b21 a22b22

∥∥∥∥∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥∥∥∥
c11;11 c11;12 c11;21 c11;22
c12;11 c12;12 c12;21 c12;22
c21;11 c21;12 c21;21 c21;22
c22;11 c22;12 c22;21 c22;22

∥∥∥∥∥∥∥∥
или, иначе, одновременно переставляя строки и столбцы.
Положим, что A и B суть диагональные матрицы

A = [γ1, . . . , γn]; B = [δ1, . . . , δm].

В этом случае aik = 0 и bjl = 0 при i �= k и j �= l, и, следователь-
но, согласно (121), cij;kl отлично от нуля только, если пара чисел
(i, j) совпадает с парой чисел (k, l), т. е. если матрица C также
будет диагональной. На ее главной диагонали будут стоять всевоз-
можные произведения чисел γk на числа δl. Если все γk и все δl
равны единице, то C будет также единичной матрицей. Мы имеем,
таким образом, следующую теорему:
Т е о р ем а I. Прямое произведение двух диагональных матриц

есть диагональная матрица, и прямое произведение двух единич-
ных матриц есть единичная матрица.
Докажем также следующую теорему:
Т е о р ем а II. Если A(1) и A(2) — две матрицы одного и того

же порядка n, а B(1) и B(2) — две матрицы также одного и того
же порядка m, то имеет место формула

(A(2) ×B(2))(A(1) ×B(1)) = A(2)A(1) ×B(2)B(1). (123)
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Заметим, что когда мы пишем две матрицы одного и того же
порядка рядом, без всякого знака, то это, как всегда, обозначает
обычное произведение этих двух матриц. Обозначая элементы мат-
риц соответствующими малыми буквами с двумя значками внизу,
мы имеем, согласно определению прямого произведения:

{A(t) ×B(t)}ij;kl = a
(t)
ik b

(t)
jl (t = 1, 2),

и, пользуясь правилом обычного умножения матриц, получим для
элементов левой части равенства (123) следующие формулы:

dij;kl =
n∑
p=1

m∑
q=1

a
(2)
ip b

(2)
jq a

(1)
pk b

(1)
ql . (124)

Покажем, что те же формулы получаются и для элементов пра-
вой части. Мы имеем по определению обычного умножения:

{A(2)A(1)}ik =
n∑
p=1

a
(2)
ip a

(1)
pk ; {B(2)B(1)}jl =

m∑
q=1

b
(2)
iq b

(1)
ql ,

и по определению прямого произведения:

dij;kl =
n∑
p=1

a
(2)
ip a

(1)
pk ·

m∑
q=1

b
(2)
jq b

(1)
qi ,

что и совпадает с (124). Перейдем теперь к доказательству послед-
ней теоремы о прямом произведении.
Т е о р ем а III. Если матрицы A и B унитарны, то и их прямое

произведение C = A×B также есть унитарная матрица.
По условию теоремы мы имеем:

n∑
s=1

aspasq = δpq;
m∑
s=1

bspbsq = δpq. (125)

Проверим для матрицы C условия ортогональности и нормаль-
ности по столбцам и обозначим:

n∑
i=1

m∑
j=1

cij;p1q1cij;p2q2 = δp1q1;p2q2 ,
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т. е. в силу (121):

δp1q1;p2q2 =
n∑
i=1

m∑
j=1

aip1aip2bjq1bjq2 =
n∑
i=1

aip1aip2

m∑
j=1

bjq1bjq2 . (126)

Если пары чисел (p1, q1) и (p2, q2) различны, то хоть один из
множителей, стоящих в правой части (126), будет равен нулю, а
если эти пары совпадают, оба множителя равны единице в силу
(125). Таким образом, δp1q1;p2q2 равно нулю, если упомянутые пары
не совпадают, и равно единице, если эти пары совпадают, что и
доказывает нашу теорему.
Мы можем, очевидно, прямое произведение двух матриц умно-

жить еще, в смысле прямого произведения, на третью матрицу и
получить прямое произведение трех матриц

A(1) ×A(2) ×A(3).

Удерживая прежнее обозначение, мы будем иметь для элемен-
тов этой новой матрицы следующие выражения:

cikl;i′k′l′ = a
(1)
ii′ a

(2)
kk′a

(3)
ll′ .

.
Аналогичным образом составляется прямое произведение любо-

го конечного числа матриц, причем это прямое произведение пред-
ставляет собою матрицу, порядок которой равен произведению по-
рядков перемножаемых матриц. Последовательность множителей
не играет роли.

73. Композиция двух линейных представлений группы.
Пусть имеется некоторая группа G с элементами Gα и положим,
что построены два линейных представления этой группы:

x′i = a
(α)
1 x1 + . . .+ a

(α)
in xn (i = 1, 2, . . . , n), (127)

и
y′k = b

(α)
kl y1 + . . .+ b

(α)
kmym (k = 1, 2, . . . , m), (128)
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где значок α пробегает конечную или бесконечную совокупность
значений. Обозначим через A(α) и B(α) матрицы преобразований
(127) и (128) и составим их прямое произведение

C(α) = A(α) ×B(α). (129)

Покажем, что матрицы C(α) также дают некоторое линей-
ное представление нашей группы G. Действительно, всякому эле-
менту Gα группы G соответствует матрица C(α); произведению
Gα2Gα1 = Gα3 будет соответствовать матрица C(α2)C(α1), которая
определяется в силу (123) формулой

C(α2)C(α1) =(A(α2)×B(α2))(A(α1)×B(α1))=(A(α2)A(α1))×(B(α2)B(α1)).

Но раз матрицы A(α) и B(α) дают линейное представление группы,
то

A(α2)A(α1) = A(α3) и B(α2)B(α1) = B(α3),

и, следовательно:

C(α2)C(α1) = A(α3) ×B(α3),

т. е. согласно (129):
C(α2)C(α1) = C(α3).

Таким образом, произведению элементов Gα соответствует как
раз произведение соответствующих матриц C(α), и эти матрицы
дают новое линейное представление группы G. Заметим при этом,
что единичному элементу из G соответствует при этом прямое про-
изведение единичных матриц A(α) и B(α), т. е. единичная матрица
C(α).
Составим nm произведений xiyk и подвергнем каждый из со-

множителей преобразованиям (127) и (128). Мы будем иметь:

x′iy
′
k = (a(α)

i1 x1 + . . .+ a
(α)
in xn) · (b(α)

k1 y1 + . . .+ b
(α)
kmym),

или, раскрывая скобки:

x′iy
′
k =

n∑
p=1

m∑
q=1

c
(α)
ik;pqxpyq, где c

(α)
ik;pq = a

(α)
ip b

(α)
kq ,
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т. е. если xi и yk суть объекты в линейных представлениях, опре-
деляемых матрицами A(α) и B(α), то xiyk будут объектами в ли-
нейном представлении той же группы, определяемом матрица-
ми C(α). Если матрицы A(α) и B(α) давали неприводимые линей-
ные представления, то матрица C(α) не обязательно будет давать
неприводимое линейное представление. В дальнейшем мы подроб-
но рассмотрим тот случай, когда группа G есть группа вращения
трехмерного пространства, а матрицы A(α) и B(α) суть различные
неприводимые линейные представления этой группы, построенные
нами в [69]. Покажем, что в этом случае произведение

Dj1{α, β, γ} ×Dj2{α, β, γ}
будет приводимым, и определим, из каких неприводимых представ-
лений оно будет состоять.

В качестве примера рассмотрим уравнение Шредингера для случая двух
электронов, находящихся в поле положительного ядра. Это уравнение имеет
вид [

− h2

8π2m

2∑
s=1

(
∂2

∂x2
s

+
∂2

∂y2s
+

∂2

∂z2s

)
+ V

]
ψ = Eψ, (130)

где

V =
2∑
s=1

− e2e0√
x2
s + y2s + z2s

+
1

2

e2√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2

, (131)

причем постоянные имеют обычные значения. Второе слагаемое в выражении
V происходит от взаимодействия электронов. Если мы пренебрежем в первом
приближении этим взаимодействием, то уравнение будет:

(H1 +H2)ψ = Eψ, (132)

где

Hs = − h2

8π2m

(
∂2

∂x2
s

+
∂2

∂y2s
+

∂2

∂z2s

)
− e2e0√

x2
s + y2s + z2s

(s = 1, 2).

Положим, что отдельные уравнения:

H1ψ = Eψ; H2ψ = Eψ (133)

имеют собственные значения E1 и E2 и соответствующие собственные функции

ψ1(x1, y1, z1) и ψ2(x2, y2, z2),

т. е.
H1ψ1 = E1ψ1, H2ψ2 = E2ψ2. (134)
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Если мы подставим в уравнение (132)

ψ = ψ1(x1, y1, z1) · ψ2(x2, y2, z2),

то получим, очевидно, в силу (134):

(H1 +H2)ψ = ψ2H1ψ1 + ψ1H2ψ2 = (E1 + E2)ψ1ψ2 = (E1 + E2)ψ,

т. е. уравнение (132) будет иметь собственную функцию ψ1ψ2, которой будет
соответствовать значение (E1+E2). Левая часть уравнений (133) содержит опе-
ратор Лапласа и расстояние точки до начала координат, и, следовательно, эти
левые части не меняются, если мы совершим вращение пространства вокруг
начала. Может случиться, что характеристическому числу E = E1 в первом
из уравнений (133) соответствует несколько собственных функций ψ1. Все эти
функции, являясь решением уравнения, дадут некоторое линейное представле-
ние группы вращения, совершенно так же, как в [69] однородные гармонические
полиномы давали нам также представление группы вращения. Пусть это будет
некоторое представление Dj1{α, β, γ}. Совершенно так же решения второго
из уравнений (133) при заданном собственном значении E = E2 дадут нам
некоторое представление Dj2{α, β, γ} группы вращения. Произведение ψ1ψ2,
согласно предыдущему, даст нам линейное представление группы вращения,
совпадающее с прямым произведением Dj1 ×Dj2, и для физической характе-
ристики соответствующего собственного значения (E1 + E2) уравнения (132)
представляется существенным выделить из этого представления те неприводи-
мые представления, на которые оно распадается. Это обстоятельство играет
существенную роль в теории возмущений.

74. Прямое произведение групп и его линейные пред-
ставления. Понятие о прямом произведении матриц играет роль
и в другом вопросе, к которому мы сейчас и переходим. Пусть име-
ются две группы G и H , элементы которых обозначим через Gα и
Hβ , причем значки α и β пробегают, независимо один от другого,
вообще говоря, различные совокупности значений. Определим но-
вую группу F , элементы которой определяются как пары элементов
из G и H :

Fαβ = (Gα, Hβ),

причем первый элемент пары есть элемент G, а второй— элемент
H . Назовем единичным элементом этой группы элемент Fαβ в том
случае, когда Gα и Hβ суть единичные элементы из G и H , и анало-
гичным образом определим обратные элементы из группы F . Закон
умножения для группы F определим, естественно, формулой

Fα2β2Fα1β1 = (Gα2Gα1 , Hβ2Hβ1).
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Нетрудно проверить, что совокупность элементов Fαβ действи-
тельно образует группу. Эту группу F назовем прямым произве-
дением групп G и H . Пусть имеется некоторое линейное представ-
ление группы G, осуществляемое матрицами A(α), и некоторое ли-
нейное представление группы H , осуществляемое матрицами B(β).
Пользуясь формулой (123), как и в предыдущем номере, можно
показать, что прямые произведения

C(α,β) = A(α) ×B(β)

дают линейное представление группы F . Кроме того, если пред-
ставления A(α) и B(β) унитарны, то и представление C(α,β) группы
F будет унитарным [72].
Покажем теперь, что если представления A(α) и B(β) неприво-

димы, то и представление C(α,β) группы F будет неприводимым.
Пусть n— порядок матриц A(α) и m— порядок матриц B(β). Мат-
рицы C(α,β) будут иметь порядок nm. Пусть существует некоторая
матрица X порядка nm, которая коммутирует со всеми матрица-
ми C(α,β). Обозначим элементы матриц соответствующими малыми
буквами. Мы имеем, следовательно, для любых значков i, j, p и q,
а также для любых α и β:

m∑
l=1

n∑
k=1

xij;kla
(α)
kp b

(β)
lq =

m∑
l=1

n∑
k=1

a
(α)
ik b

(β)
ji xkl;pq , (135)

где
a
(α)
kp b

(β)
lq = c

(α,β)
kl;pq и a

(α)
ik b

(β)
jl = c

(α,β)
ij;kl .

Если мы положим, что G(α) есть единичный элемент группы
G, то A(α) будет единичной матрицей, т. е. a(α)

kp = 0 при k �= p и

a
(α)
pp = 1, и формула (135) даст:

m∑
l=1

xij;plb
(β)
lq =

m∑
l=1

b
(β)
jl xil;pq , (136)

и точно так же, полагая, что B(β) есть единичный элемент группы
B, получим:

m∑
k=1

xij;kqa
(α)
kp =

n∑
k=1

a
(α)
ik xkj;pq . (137)
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Если мы возьмем nm элементов xij;kl и закрепим значки i и k,
то получится m2 элементов

xij; kl (j, l = 1, 2, . . . , m),

которые дадут некоторую матрицу порядка m. Обозначим эту мат-
рицу через X(i,k)

1 . Точно так же, закрепляя в xij;kl значки j и l,
получим матрицу X(j,l)

2 порядка n. В силу (136) все матрицы X
(i,k)
1

коммутируют со всеми матрицами B(β), образующими неприводи-
мое представление группы B, и, следовательно, все матрицы X

(i,k)
1

кратны единичной матрице, т. е. элементы xij;kl при фиксирован-
ных i и k имеют одинаковое значение, если j = l, и, кроме того,
xij;kl = 0, если j �= l. Мы можем записать это следующим образом:

xij;kl = xi1;k1δjl. (1381)

Точно так же из рассмотрения матриц X(j,l)
2 будет следовать:

xij;kl = x1j;1lδik, (1382)

где, как всегда,

δpq = 0 при p �= q и δpp = 1.

Из сравнения (1381) и (1382) вытекает, что xij;kl отлично от ну-
ля только в том случае, если i = k и j = l, причем в этом послед-
нем случае все числа xij;ij одинаковы между собой, т. е. матрица
X , коммутирующая со всеми матрицами C(α,β), будет обязатель-
но кратной единичной матрице. Отсюда и вытекает непосредствен-
но, что линейное представление группы F , определяемое прямым
произведением A(α) ×B(β), будет неприводимым. Можно показать,
что таким образом получаются все неприводимые представления
группы F .
Положим, что G и H суть группы линейных преобразований с

одним и тем же числом переменных, и предположим, что любые
две матрицы Gα и Hβ попарно коммутируют, т. е.

GαHβ = HβGα. (139)
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В предыдущих рассуждениях мы считали, что элемент группы
F определяется парой элементов (Gα, Hβ), и построили определен-
ный закон перемножения внутри группы F , который описан нами
выше. В данном случае мы можем считать элементом группы F
просто произведение матриц (139), которое не зависит от порядка.
Эта новая группа F изоморфна прежней F . Если Gα0 и Hβ0 — еди-
ничные матрицы, то и произведение Gα0Hβ0 = Hβ0Gα0 будет еди-
ничной матрицей. Матрица G−1

α H−1
β = H−1

β G−1
α будет, очевидно,

обратной произведению GαHβ , и мы имеем в силу (139) следую-
щий закон умножения:

Gα2Hβ2 ·Gα1Hβ1 = (Gα2Gα1)(Hβ2Hβ1),

т. е. все упомянутые выше при образовании группы F свойства в
данном случае выполнены, так что произведения (139) можно счи-
тать переменным элементом группы F . В качестве частного случая
возьмем тот случай, когда G есть группа вращения трехмерного
пространства и H — группа второго порядка, состоящая из тожде-
ственного преобразования I и симметрии S относительно начала
[57]. В данном случае условия (139) выполняются. Если Gα есть
любое вращение пространства, то, очевидно, GαS = SGα. Груп-
па F в данном случае будет группой всех вещественных ортого-
нальных преобразований трехмерного пространства. Для группы
H мы имели [67] два линейных представления первого порядка:
одно тождественное, состоящее из чисел (+1), и другое антисим-
метрическое, при котором матрице I соответствует (+1) и матрице
S соответствует (−1). Если мы возьмем теперь некоторое линейное
представление Dj{α, β, γ} группы вращения, то можем брать пря-
мое произведение матриц этого представления с обоими представ-
лениями группы симметрии относительно начала. В одном случае
мы получим линейное представление полной группы ортогональ-
ных преобразований, при котором всякому вращению с углами Эй-
лера {α, β, γ}, взятому в чистом виде или соединенному с сим-
метрией относительно начала, соответствует одна и та же матрица
Dj{α, β, γ}. Обозначим это представление группы ортогональных
преобразований через D+

j {α, β, γ}. В другом случае чистому вра-
щению будет соответствовать матрица Dj{α, β, γ}, а вращению,
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соединенному с симметрией, матрица—Dj{α, β, γ}. Такое пред-
ставление группы ортогональных преобразований обозначим через
D−
j {α, β, γ}.
Разберем еще один пример прямого произведения двух групп.

Пусть у нас имеются две точки: (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2). Положим,
что группа G есть группа вращения трехмерного пространства. На-
ши переменные испытывают при этом линейные преобразования:

x′k = g11xk + g12yk + g13zk,

y′k = g21xk + g22yk + g23zk, (k = 1, 2) (140)
z′k = g31xk + g32yk + g33zk,

где таблица gik есть матрица некоторого вращения. Положим даль-
ше, что группа H есть группа, состоящая из тождественного пре-
образования и из преобразования, которому соответствует переста-
новка номеров 1 и 2 у наших точек. Это последнее преобразование
будет иметь вид (

1 2
2 1

)
(S). (141)

Мы имеем, очевидно, S2 = I, и следовательно, эта последняя
группа H будет состоять из двух преобразований: I и S. Если Gα
есть некоторое вращение, то, очевидно,GαS = SGα, так как безраз-
лично — производить ли нумерацию точек до или после вращения.
В данном случае мы получим те же линейные представления для
общей группы F , что и выше. Если бы мы вместо двух взяли n
точек, то группа H , состоящая из перемен нумерации этих точек,
имела бы своими элементами линейные преобразования с n пере-
менными, а эта группа H была бы изоморфна группе перестановок
из n элементов. В данном случае точно так же операция враще-
ния и операция перестановки номеров точек будут коммутировать
друг с другом, и, взяв прямое произведение матрицы линейного
представления группы вращения и матриц некоторого линейного
представления группы перестановок, мы получим линейное пред-
ставление общей группы F .

75. Разбиение композиции Dj ×Dj ′ , линейных представ-
лений группы вращения. Возвратимся сейчас к тому, что мы
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говорили в [73]. Мы видели там, что если рассмотрим уравнение
Шредингера для двух электронов и будем пренебрегать взаимо-
действием электронов, то собственные функции уравнения Шре-
дингера будут давать линейное представление группы вращения,
которое получается путем композиции двух линейных представле-
ний группы вращения. Результаты предыдущего номера показы-
вают, что представляется важным уметь разбить такое линейное
представление на неприводимые части. В настоящем номере мы
и займемся этим вопросом. Задача математически формулируется
следующим образом. Пусть имеются два неприводимых представ-
ления Dj{α, β, γ} и Dj′{α, β, γ} группы вращения. Составим их
композицию Dj × Dj′ , которая также будет давать [73] некоторое
линейное представление группы вращения. Требуется выделить те
неприводимые части, из которых это представление состоит.
Объектами линейного представления Dj порядка (2j + 1) будут

величины

Um =
uj+m1 uj−m2√

(j +m)!(j −m)!
(m = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j) (142)

и объектами линейного представления Dj′ будут величины

Vm′ =
vj

′+m′
1 vj

′−m′
2√

(j′ +m′)!(j′ −m′)!
(m′ = −j′, −j′+1, . . . , j′−1, j′), (143)

причем (u1, u2) и (v1, v2) подвергаются одинаковым унитарным
преобразованиям с определителем (+1) [68]. Если мы составим
(2j + 1)(2j′ + 1)) величин

Wmm′ = UmVm′ =
uj+m1 uj−m2 vj

′+m′
1 vj

′−m′
2√

(j +m)!(j −m)!(j′ +m′)!(j′ −m′)!
(144)

(
m = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j
m′=−j′, −j′ + 1, . . . , j′−1, j′

)
,

то эти величины будут объектами в том линейном представлении
группы вращения, которое определяется композицией Dj ×Dj′ .
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В дальнейшем мы будем считать j и j′ или целым числом, или
половиной целого числа, т. е., строго говоря, будем брать линейные
представления унитарной группы с двумя переменными и опреде-
лителем, равным единице.
Пусть k— целое число (или половина целого числа), удовлетво-

ряющее неравенству

|j − j′| � k � j + j′. (145)

Покажем, что мы можем составить из величин (144) такие линей-
ные комбинации, числом 2k + 1, которые дают линейное представ-
ление Dk группы вращения.
Составим для доказательства этого утверждения выражение

вида

L = (u1v2 − u2v1)l(u1x1 + u2x2)2j−l(v1x1 + v2x2)2j
′−l, (146)

где l— некоторое фиксированное целое число, удовлетворяющее
неравенствам:

l � 0; l � 2j; l � 2j′. (147)

Если переменные (u1, u2) и (v1, v2) претерпевают одно и то же
линейное преобразование

u′1 = a11u1 + a12u2; v′1 = a11v1 + a12v2;
u′2 = a21u1 + a22u2; v′2 = a21v1 + a22v2

с определителем (+1), т. е. a11a22 − a12a21 = 1, то нетрудно видеть,
что первый из множителей выражения (146) остается неизменным.
Действительно,

u′1v
′
2 − u′2v

′
1 = (a11a22 − a12a21)(u1v2 − u2v1).

Выражение (146) есть, очевидно, однородный полином от x1 и
x2 степени 2(j + j′ − l). Он состоит, следовательно, из членов вида

asx
s
1x

2(j+j′−l)−s
2 (s = 0, 1, . . . , 2(j + j′ − l)).

Вводя обозначение
k = j + j′ − l, (148)
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ym′′ =
xk+m

′′
1 xk−m

′′
2√

(k +m′′)!(k −m′′)!
(149)

(m′′ = −k, −k + 1, . . . , k − 1, k),

мы можем написать выражение (146) следующим образом:

L =
+k∑

m′′=−k
cm′′ym′′ . (150)

Коэффициенты cm′′ будут зависеть от переменных
(u1, u2)(v1, v2).
Из выражения (146) непосредственно следует, что cm′′ есть од-

нородный полином от (u1, u2) степени 2j и однородный полином
от (v1, v2) степени 2j′, т. е. cm′′ будет состоять из слагаемых вида

a′pqu
p
1u

2j−p
2 vq1v

2j′−q
2 ,

или, принимая во внимание (142) и (143), мы можем утверждать,
что cm′′ будет линейной комбинацией произведений

cm′′ =
∑
m

∑
m′

d
(m′′)
mm′ UmVm′ (m′′ = −k, −k + 1, . . . , k − 1, k), (151)

где коэффициенты d
(m′′)
mm не содержат уже uk и vk. Заметим, что в

выражении (146) переменные u1 и v1 входят только или в соедине-
нии с множителем x1, или в первом из множителей (146), причем
этот первый множитель дает сумму показателей у u1 и v1, равную l.
Принимая во внимание, что ym′′ содержит xk+m

′′
1 , мы можем утвер-

ждать, что в слагаемых суммы (151) сумма показателей у u1 и v1
будет k + m′′ + l или, в силу (148), эта сумма показателей будет
j+ j′ +m′. Но Um содержит uj+m1 и Vm′ содержит vj

′+m′
1 , и отсюда

непосредственно следует, что каждое из выражений (151) содержит
лишь те произведения UmVm′ , для которых m + m′ = m′′. Пока-
жем теперь, что линейные комбинации (151) величин UmVm′ как
раз и дают линейное представление группы вращения, эквивалент-
ное Dk.
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Предварительно напомним определение контраградиентного
преобразования. Если имеются два линейных преобразования

(x′1, . . . , x
′
n) = A(x1, . . . , xn) и (y′1, . . . , y

′
n) = B(y1, . . . , yn),

то для выполнения равенства

x′1y
′
1 + . . .+ x′ny

′
n = x1y1 + . . .+ xnyn

необходимо и достаточно, чтобы B было контраградиентно с A, т. е.
B = A(∗)−1 (ср. [21] и [40]).
Положим, что переменные (u1, u2) и (v1, v2) одновременно под-

вергаются некоторому унитарному преобразованию A с определи-
телем (+1). Положим, что переменные x1 и x2 подвергаются при
этом преобразованию A(∗)−1, контраградиентному преобразованию
A. Из определения контраградиентного преобразования следует,
что при этом суммы

u1x1 + u2x2 и v1x1 + v2x2

остаются неизменными. Кроме того, как мы показали выше, и пер-
вый множитель в выражении (146) остается неизменным при ука-
занном преобразовании наших переменных. Таким образом, и вся
сумма L останется неизменной, т. е., иначе говоря, в силу (150),
переменные cm′′ испытают преобразование B, контраградиентное
тому преобразованию C, которое испытают переменные ym′′ .
Введем новые переменные

zm′′ =
uk+m

′′
1 uk−m

′′
2√

(k +m′′)!(k −m′′)!
(m′′ = −k, −k + 1, . . . , k − 1, k).

Применяя формулу бинома Ньютона, можем написать:

(u1x1 + u2x2)2k = (2k)!
+k∑

m′′=−k
zm′′ym′′ .

Левая часть последнего выражения остается инвариантной при на-
ших преобразованиях, и, следовательно, то же можно сказать и о
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правой части, т. е. переменные zm′′ подвергаются тому же самому
преобразованию B, контраградиентному преобразованию C, что и
переменные cm′′ . Но мы знаем, что переменные zm′′ как раз и дают
нам линейное представление Dk группы вращения, если (u1, u2)
суть объекты унитарной группы с определителем (+1). Следова-
тельно, наше утверждение доказано.
Мы можем таким образом из переменных (144), которые

толкуем как составляющие некоторого вектора в пространстве
с (2j + 1)(2j′ + 1) измерениями, составить линейные комбинации
числом (2k + 1), которые дают линейное представление Dk груп-
пы вращения. Принимая во внимание формулу (148) и неравенства
(147), мы видим, что числу k можем придавать следующие значе-
ния:

k = j + j′, j + j′ − 1, . . . , |j − j′|. (152)

Подсчитаем теперь, сколько всего линейных комбинаций из вели-
чин (144) нам придется составить. Для определенности будем пред-
полагать, что j � j′. Упомянутое общее число линейных комбина-
ций будет:

(2j + 2j′ + 1) + (2j + 2j′ − 1) + . . .+ (2j − 2j′ + 1).

Это есть сумма арифметической прогрессии с числом членов

(2j + 2j′ + 1) − (2j − 2j′ + 1)
2

+ 1 = 2j′ + 1,

и общее число линейных комбинаций будет (2j + 1)(2j′ + 1), т. е.
будет равно числу величин (144). Тот же результат получился бы
и при условии j < j′. Полагая для краткости

(2j + 1)(2j′ + 1) = r,

обозначим упомянутые выше линейные комбинации величин (144)
следующим образом:

w1, w2, . . . , wr, (153)

причем будем считать, что эти линейные комбинации расположе-
ны в том порядке, который дают линейные представления Dk, где k
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имеет значения (152). В результате некоторого унитарного преобра-
зования с определителем (+1) над переменными (u1, u2) и (v1, v2)
мы получим новые значения U ′

mV
′
m переменных (144) и новые зна-

чения w′
s(s = 1, 2, . . . , r) переменных (153), причем w′

s выража-
ются через ws при помощи квазидиагональной матрицы

[Dj+j′ , Dj+j′−1, . . . , D|j=j′|], (154)

и каждое Dk соответствует тому унитарному преобразованию, ко-
торому мы подвергли (u1, u2) и (v1, v2). Дальше покажем, что ли-
нейные формы (153) величин (144) между собой линейно независи-
мы. Пусть T —матрица того линейного преобразования, при помо-
щи которого ws выражаются через переменные (144). Прямое про-
изведение Dj × Dj′ есть матрица линейного преобразования для
переменных (144), и мы имеем в силу предыдущего:

[Dj+j′ , Dj+j′−1, . . . , D|j−j′|] = T (Dj ×Dj′)T−1, (155)

что и дает разложение прямого произведения на неприводимые ча-
сти. Предыдущую формулу обычно записывают следующим обра-
зом:

Dj ×Dj′ = Dj+j′ +Dj+j′−1 + . . .+D|j − j′|. (156)

Напомним, что каждое Dk определяется унитарным преобразова-

нием и полностью записывается так: Dk

{
a b

−b a

}
. Предыдущий

результат обобщается и на случай нескольких сомножителей. Так,
например, мы можем написать:

D1 ×D1 ×D1 = (D2 +D1 +D0) ×D1 =
= D3 +D2 +D1 +D2 +D1 +D0 +D1 =
= D3 + 2D2 + 3D1 +D0.

Сама матрица D1 есть матрица третьего порядка [68]. Прямое
произведение D1 × D1 будет матрицей девятого порядка, и, нако-
нец, прямое произведение D1 ×D1 ×D1 будет матрицей двадцать
седьмого порядка. Предыдущая формула показывает, что эта мат-
рица эквивалентна при всяком выборе унитарного преобразования
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квазидиагональной матрице

[D3, D2, D2, D1, D1, D1, D0].

Порядок этой последней матрицы равен [68]:

(2 · 3 + 1) + 2(2 · 2 + 1) + 3(2 · 1 + 1) + (2 · 0 + 1) = 27.

Обратимся теперь к доказательству линейной независимости
ws, как линейных форм от величин (144). Величины ws в преж-
них обозначениях суть величины cm′′ , но только надо принять во
внимание, что при построении cm′′ мы можем брать различные зна-
чения k или, что то же, различные значения l, так что правильнее
было бы писать c(l)m′′ . Как мы видели выше, всякое c(l)m′′ выражает-
ся только через те величины UmVm′ , для которых m + m′ = m′′.
Отсюда непосредственно вытекает, что линейно зависимыми могут
оказаться лишь c(l)m′′ при различных l, но одинаковыхm′′. Открывая
в выражении (146) скобки в двух последних множителях и собирая
члены при xk+m

′′
1 xk−m

′′
2 , где k определяется формулой (148), мы и

получим с точностью до постоянного множителя c(l)m′′ , выраженные
через uk и vk. Они будут, очевидно, произведениями (u1v2 − u2v1)l

на некоторый полином от u1, u2, v1 и v2 с целыми положитель-
ными коэффициентами. Нетрудно видеть, что такие выражения не
могут быть при различных l линейно зависимыми. Предположим,
например, что мы имеем линейную зависимость вида

α1c
(l1)
m′′ + α2c

(l2)
m′′ + α3c

(l3)
m′′ = 0,

где l1 < l2 < l3 и αk — некоторые постоянные, отличные от нуля.
Написанное соотношение должно выполняться тождественно при
всяких u1, u2, v1 и v2. Положим, например, u2 = v1 = v2 = 1. В
силу сказанного выше о форме выражений c(l)m′′ , мы получим соот-
ношение вида

α1(u1 − 1)l1p1(u1) + α2(u1 − 1)l2p2(u1) + α3(u1 − 1)l3p3(u1) = 0,

где pk(u1)—полиномы от u1 с целыми положительными коэффи-
циентами. Деля предыдущее соотношение на (u1 − 1)l1 и полагая
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затем u1 = 1, получим α1 = 0, что противоречит сказанному выше и
доказывает таким образом невозможность линейных соотношений.
Раскрывая скобки в выражении (146), мы могли бы, конечно, и

фактически построить выражения ws через переменные (144).

76. Свойство ортогональности. Матрицы, образующие неэквивалент-
ные унитарные неприводимые представления, обладают некоторым свойством,
которое называется обычно свойством ортогональности. Им часто пользуются
при применении теории групп к физике. Сначала сформулируем это свойство.

Пусть имеется конечная группа G порядка m с элементами

G1, G2, . . . , Gm

и пусть
A(1), . . . , A(m) и B(1), . . . , B(m)

— две системы матриц, дающих линейное представление группы G. Обозна-
чая элементы этих матриц малыми буквами с двумя значками снизу и считая,
что указанные два линейных представления неэквивалентные, неприводимые
представления и состоят из унитарных матриц, мы будем иметь следующие
равенства:

m∑
s=1

a
(s)
ij b

(s)
kl = 0, (157)

которые имеют место при любых нижних значках. Аналогичные равенства име-
ют место и для одного неприводимого, унитарного представления. Пусть по-
рядок матриц A(s), дающих унитарное, неприводимое представление, равен p.
Имеют место следующие формулы:

m∑
s=1

a
(s)
ij a

(s)
kl =

m

p
δikδjl, (158)

т. е. сумма, стоящая слева, равна нулю, если пары чисел (i, j) и (k, l) различны,
и равна m

p
, если эти пары одинаковы.

Доказательство ортогональности основано на теореме III из [66]. Предвари-
тельно напомним понятие умножения для случая неквадратных прямоуголь-
ных матриц. Пусть две матрицы C и D с элементами

{D}ik
(
i = 1, 2, . . . , n1

k = 1, 2, . . . , n2

)
и {C}jl

(
j = 1, 2, . . . , n2

l = 1, 2, . . . , n3

)
,

причем число n2 столбцов матрицы D совпадает с числом строк матрицы C.
Элементы произведения DC определим обычной формулой

{DC}ik =

n2∑
s=1

{D}is{C}sk .

Новая матрица DC будет иметь, очевидно, n1 строк и n3 столбцов.
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Формулируем теперь основную теорему.
Т е о р ем а. Если унитарные матрицы A(s) порядка p и унитарные мат-

рицы B(s) порядка q дают неэквивалентные неприводимые представления
группы G и если некоторая прямоугольная матрица C с p строками и q
столбцами удовлетворяет при всяком s условиям

A(s)C = CB(s) (s = 1, 2, . . . , m), (159)

то C —нулевая матрица, т. е. все ее элементы равны нулю.
Рассмотрим сначала случай p = q, когда C есть также квадратная матрица.

Если определитель C отличен от нуля, то существует C−1, и из (159) следует

A(s) = CB(s)C−1,

т. е. наши два представления эквивалентны, что противоречит условию тео-
ремы. Итак, определитель C должен равняться нулю. Положим, что не все
элементы C равны нулю, и обозначим эти элементы через cik. Как известно,
линейные формы

ci1x1 + . . .+ cipxp (i = 1, 2, . . . , p)

определяют при произвольных xs подпространство, число измерений которо-
го равно рангу матрицы C [14], т. е. в данном случае это будет подпростран-
ство с числом измерений � 1 и < p. Иначе говоря, это будет действительно не
полное пространство p измерений, а некоторое подпространство R. Напишем
(159) как некоторое линейное преобразование над вектором с составляющими
(x1, . . . , xp):

A(s)C(x1, . . . , xp) = CB(s)(x1, . . . , xp) (s = 1, 2, . . . , m).

Слева C(x1, . . . , xp) есть произвольный вектор из R, а вся пра-
вая часть, представляющая собой линейное преобразование C над вектором
B(s)(x1, . . . , xp), также принадлежит R. Иначе говоря, преобразование A(s)

над любым вектором из R дает опять вектор из R. При этом, как мы знаем [66],
A(s) дают приводимое представление, что противоречит условию теоремы.

Доказательство это остается в силе и при p > q. Тогда ранг матрицы C во
всяком случае меньше p, и линейные формы

ci1x1 + . . .+ ciqxq (i = 1, 2, . . . , p)

определяют в пространстве p измерений некоторое подпространство R, с чис-
лом измерений < p, так что предыдущее доказательство остается справедли-
вым. Положим, наконец, что p < q, и в условиях (159) перейдем к транспони-
рованным матрицам. Это даст нам

B(s)∗C∗ = C∗A(s)∗.

В данном случае порядок q матриц B(s)∗ выше порядка p матриц A(s)∗, и,
как и выше, мы заключаем отсюда, что унитарные матрицы B(s)∗ оставляют
инвариантным некоторое пространство, а следовательно, мы можем соответ-
ствующим подбором основных ортов привести их к квазидиагональной форме.
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При этом и матрицы B(s) будут квазидиагональными, что противоречит усло-
вию теоремы. Таким образом, теорема доказана.

Мы могли бы не упоминать в условиях теоремы о том, что матрицы A(s) и
B(s) унитарны. Как известно, переходя к подобным представлениям, мы можем
всегда считать A(s) и B(s) унитарными, причем переход к подобным представ-
лениям в соотношениях (159) вводит вместо C новую матрицу C1, связанную
с C соотношением вида

C = D1C1D2,

если C1 есть нулевая матрица, то такой же будет и C.
Обратимся теперь к доказательству формул (157). Вместо A(s) и B(s) вве-

дем обозначения A(Gs) и B(Gs), где Gs — тот элемент группы G, которому
соответствуют матрицы A(s) и B(s). Пусть X —любая матрица, имеющая p
строк и q столбцов. Введем матрицу

C =
m∑
s=1

A(Gs)XB(Gs)
−1 (160)

и покажем, что она удовлетворяет соотношениям (159).
Пусть Gt —какой-либо фиксированный элемент группы G. Мы имеем:

A(Gt)C =
m∑
s=1

A(Gt)A(Gs)XB(Gs)
−1.

Но в силу определения линейного представления

A(Gt)A(Gs) = A(GtGs) и B(Gt)B(Gs) = B(GtGs),

и отсюда

A(Gt)C =
m∑
s=1

A(GtGs)XB(GtGs)
−1B(Gt).

Элемент Gs пробегает всю группу, то же самое можно сказать и о произ-
ведении GtGs, так что предыдущую формулу можно записать в виде

A(Gt)C = CB(Gt),

т. е. матрица C, определяемая формулой (160), действительно удовлетворяет
соотношениям (159), и, следовательно, эта матрица C есть нулевая матрица.
Итак, при любом выборе матрицы X имеем:

m∑
s=1

A(Gs)XB(Gs)
−1 = 0.

Положим, что в матрице X некоторый фиксированный элемент {X}jl равен
единице, а остальные нулю. Написанная формула дает нам при этом

m∑
s=1

{A(Gs)}ij{B(Gs)
−1}lk = 0.
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В силу унитарности матрица B(Gs) получается из B(Gs)−1 заменой строк
столбцами и всех элементов сопряженными, так что предыдущая формула при
прежних обозначениях дает:

m∑
s=1

a
(s)
ij b

(s)
kl = 0,

что и совпадает с (157).
Точно так же строя матрицу

D =
m∑
s=1

A(Gs)XA(Gs)
−1,

где X —любая квадратная матрица порядка p, мы можем показать, что

A(Gs)D = DA(Gs) (s = 1, 2, . . . , m),

и в силу теоремы III из [66] можно утверждать, что D кратно единичной мат-
рице, или

m∑
s=1

A(Gs)XA(Gs)
−1 = cl,

где число c зависит от выбора X. Положим опять {X}jl = 1, а остальные
элементы X равными нулю, и обозначим через cjl соответствующее значение
числа c. Мы можем написать:

m∑
s=1

{A(Gs)}ij{A(Gs)
−1}lk = cjlδik. (161)

Для определения cjl положим i = k и будем суммировать по i от 1 до p

pcjl =
m∑
s=1

p∑
i=1

{A(Gs)
−1}li{A(Gs)}ij =

m∑
s=1

{I}lj .

Если l = j, то правая часть равна m, а при l �= j она равна нулю. Отсюда
cjl = m

p
δjl и, следовательно, формула (161) переписывается в виде

m∑
s=1

{A(Gs)}ij{A(Gs)
−1}lk =

m

p
δikδjl, (162)

что и совпадает с (158), если воспользоваться унитарностью матриц A(Gs).
Нетрудно видеть, что соотношение (157) имеет место не только для унитар-

ных представлений группы, но и для любых неэквивалентных, неприводимых
представлений. Пусть A′(Gs) и B′(Gs)—два таких представления порядков p
и q, а A(Gs) и B(Gs)— эквивалентные им унитарные представления, так что

A(Gs) = C1A
′(Gs)C−1

1 ; B(Gs) = C2B
′(Gs)C−1

2 ,

где C1 и C2 — определенные матрицы, не зависящие от s. В силу унитарности
B(Gs) имеем:

B(Gs)
−1 = B(Gs)∗ = (C−1

2 )∗B′(Gs)∗C∗
2 ,
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и формула (157) может быть записана в виде

m∑
s=1

C1A
′(Gs)C−1

1 X(C−1
2 )∗B′(Gs)∗C∗

2 = 0,

откуда, умножая слева на C−1
1 и справа на (C∗

2 )−1 и вводя произвольную мат-

рицу Y = C−1
1 X(C−1

2 )∗, имеющую p строк и q столбцов:

m∑
s=1

A′(Gs)Y B′(Gs)∗ = 0,

и пользуясь произвольностью Y , как и выше, получим:

m∑
s=1

a
(s)
ij b

(s)
kl = 0.

Отметим также, что формула (162) имеет место для любого, а не только для
унитарного представления, что вытекает из ее доказательства и из того, что в
формулировке приведенной выше теоремы не нужно упоминать об унитарности
матриц A(s) и B(s).

77. Характеры. Пусть, как и выше, A(Gs) и B(Gs)—два неэквивалент-
ных, неприводимых представления порядков p и q группы G с элементами G1,
G2, . . . , Gm. Обозначим через X(Gs) и X′(Gs)— следы матриц в этих пред-
ставлениях, т. е. сумму их диагональных элементов:

X(Gs) =

p∑
i=1

{A(Gs)}ii; X′(Gs) =

q∑
k=1

{B(Gs)}kk .

Эти числа называются характерами упомянутых представлений. У эквива-
лентных представлений характеры, очевидно, одинаковы [27], и мы можем счи-
тать, что упомянутые представления суть унитарные представления. Формула
ортогональности дает:

m∑
s=1

{A(Gs)}ii{B(Gs)}kk = 0,

откуда, суммируя по i и по k, получаем формулу ортогональности для харак-
теров:

m∑
s=1

X(Gs)X′(Gs) = 0. (163)

Точно так же формула (158) дает:

m∑
s=1

{A(Gs)}ii{A(Gs)}kk =
m

p
δik



77] § 6. Линейные представления групп 343

и, суммируя по i и k, получим

m∑
s=1

X(Gs)X′(Gs) = m. (164)

Пользуясь этими формулами, докажем некоторые теоремы.
Т е о р ем а 1. Необходимым и достаточным условием эквивалентности

двух неприводимых представлений является совпадение всех их характеров.
Мы уже упоминали о том, что характеры у эквивалентных (приводи-

мых или неприводимых) представлений одинаковы, и тем самым необходи-
мость условия установлена. Положим теперь наоборот, что дано совпадение
системы характеров двух неприводимых представлений, т. е. X(Gs) = X′(Gs)
(s = 1, 2, . . . , m), и докажем эквивалентность представлений. В силу (164)
имеем:

m∑
s=1

X(Gs)X′(Gs) = m,

откуда вытекает эквивалентность представлений, ибо если бы они были не эк-
вивалентны, то мы должны были иметь равенство (163). Отметим, что порядок
матриц в эквивалентных представлениях должен быть, очевидно, одинаковым.
В соответствии с каждым неприводимым представлением введем в m-мерном
комплексном пространстве Rm векторы с составляющими:

1√
m
X(G1),

1√
m
X(G2), . . . ,

1√
m
X(Gm).

В силу (164) эти векторы нормированы и в силу (163) векторы, соответствую-
щие неэквивалентным представлениям, взаимно ортогональны. Отсюда следу-
ет, что не может существовать больше чем m неэквивалентных неприводи-
мых представлений группы G порядка m. В дальнейшем мы уточним общее
число неэквивалентных неприводимых представлений группы. Обозначим пока
это число буквой l. Пусть ω(i) (i = 1, 2, . . . , l)— эти неэквивалентные непри-
водимые представления и

X(i)(G1), X(i)(G2), . . . , X(i)(Gm) (i = 1, 2, . . . , l)

— характеры этих представлений. Пусть имеется некоторое представление ω с
характерами:

X(G1), X(G2), . . . , X(Gm).

В результате приведения представления ω оно изобразится квазидиагональны-
ми матрицами, составленными из матриц представлений ω(i). Для характеров
мы будем иметь таким образом:

X(Gs) =
l∑
i=1

aiX
(i)(Gs), (165)

где ai —целые числа, не меньшие нуля, которые показывают, сколько раз пред-
ставление ω(i) входит в состав представления ω после его приведения.
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Можно указать формулы для определения коэффициентов ai по характе-
рам представления ω. Пусть k— одно из чисел 1, 2, . . . , l. Умножим обе части
(165) на X(k)(Gs) и просуммируем по s. Пользуясь (163) и (164), получим:

m∑
s=1

X(Gs)X(k)(Gs) = akm,

откуда

ak =
1

m

m∑
s=1

X(Gs)X(k)(Gs). (166)

Эта формула дает для всякого ak определенное значение, откуда вытекает сле-
дующая теорема:

Т е о р ем а 2. Всякое приводимое представление распадается на един-
ственную совокупность неприводимых представлений.

Пользуясь формулой (166), нетрудно обобщить теорему 1 и на случай лю-
бых, а не только неприводимых, представлений.

Т е о р ем а 3. Необходимым и достаточным условием эквивалентности
двух представлений является совпадение всех их характеров.

Необходимость условия отмечалась и при доказательстве теоремы 1. Наобо-
рот, если характеры X(Gs) двух представлений одинаковы, то, согласно фор-
мулам (166), мы получим одинаковые значения для чисел ak , и оба представ-
ления приводятся, следовательно, к квазидиагональной матрице, состоящей из
одинаковых неприводимых представлений. При этом, переходя, если нужно, к
эквивалентным представлениям, можем считать, что указанные неприводимые
представления расположены в квазидиагональной матрице в одинаковом по-
рядке, ибо одна и та же перестановка строк и столбцов равносильна переходу
к эквивалентному представлению.

Тем самым представления с одинаковыми характерами приводятся к одним
и тем же квазидиагональным матрицам, т. е. они эквивалентны.

Перейдем теперь к исследованию числа l всех неприводимых, не эквива-
лентных между собой представлений группы G. Элементы этой группы рас-
пределяются по классам. В один и тот же класс входят те элементы, которые
получаются из одного из них Gt при помощи формул

GsGtG
−1
s (s = 1, 2, . . . , m).

Всем этим элементам соответствуют в любом представлении подобные мат-
рицы, имеющие одинаковый след. Пусть r—число классов в группе G. В силу
сказанного выше, всякое линейное представление группы G имеет не больше
чем r различных характеров, причем каждый характер соответствует не от-
дельному элементу, а всем элементам, входящим в некоторый класс. Пусть
класс C1 состоит из g1 элементов, класс C2 —из g2 элементов и, наконец, класс
Cr —из gr элементов. Слагаемые суммы (163) будут одинаковыми для элемен-
тов одного и того же класса и, обозначая через X(Ck), X′(Ck)— характеры,
соответствующие элементам, входящим в класс Ck , для двух неэквивалентных
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неприводимых представлений можем переписать (163) в виде
r∑
k=1

X(Ck)X′(Ck)gk = 0

и (164) в виде
r∑
k=1

X(Ck)X(Ck)gk = m.

Таким образом, для характеров X(i)(Ck) неэквивалентных, неприводимых
представлений ω(i) (i = 1, 2, . . . , l) будем иметь:

r∑
k=1

X(i1)(Ck)X(i2)(Ck)gk = 0 при i1 �= i2,

r∑
k=1

X(i)(Ck)X(i)(Ck)gk = m.

(167)

Введем в пространстве Rr , число измерений которого равно r, l векторов с
составляющими:√

g1

m
X(i)(C1),

√
g2

m
X(i)(C2), . . . ,

√
gr

m
X(i)(Cr) (i = 1, 2, . . . , l).

Предыдущие равенства показывают, что эти векторы попарно ортогональны и
нормированы, а потому и линейно независимы. Отсюда вытекает, что их число
l не больше числа измерений, т. е. l � r. Мы получили теорему:

Т е о р ем а 4. Число неэквивалентных, неприводимых представлений
группы не больше числа классов группы.

В следующем номере покажем, что всегда l = r. Поскольку мы только
что показали, что l � r, для доказательства равенства l = r достаточно дока-
зать неравенство l � r. Доказательство этого неравенства связано с введением
некоторых новых понятий и соотношений между характерами, которые пред-
ставляют интерес и сами по себе.

Установим еще одно соотношение между характерами любого неприво-
димого представления. Положим, что класс Ck состоит из элементов G

(k)
1 ,

G
(k)
2 , . . . , G(k)

gk
. Если Gs —какой-либо элемент группы, то элементы GsG

(k)
i G−1

s

(i = 1, 2, . . . , gk) дадут опять все элементы из класса Ck , но уже в другом по-
рядке. Отсюда следует. что если мы возьмем совокупность всех произведений
элементов, входящих в некоторые классы Cp и Cq :

G
(p)
u G

(q)
v (u = 1, 2, . . . , gp; v = 1, 2. . . . , gq), (168)

то совокупность элементов

GsG
(p)
u G

(q)
v G−1

s = (GsG
(p)
u G−1

s )(GsG
(q)
v G−1

s )

будет той же самой. Отсюда следует, что совокупность элементов (168) облада-
ет тем свойством, что если некоторый элемент принадлежит этой совокупности,
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то этой же совокупности принадлежит целиком весь класс, содержащий этот
элемент, причем каждый элемент этого класса входит в совокупность элемен-
тов (168) одинаковое число раз. Обозначим через apqk целое число, не меньшее
нуля, которое показывает, сколько раз элементы класса Ck входят в сово-
купность элементов (168). Иначе это записывают, чисто условно, следующим
образом:

CpCq =
r∑
k=1

apqkCk (169)

или

(G
(p)
1 +G

(p)
2 + . . .+G

(p)
gp )(G

(q)
2 +G

(q)
2 + . . .+G

(q)
gq ) =

=
r∑
k=1

apqk(G
(k)
1 +G

(k)
2 + . . .+G

(k)
gk

). (170)

Пусть A(Gs)—матрицы порядка n некоторого неприводимого линейного пред-
ставления группы G. Образуем сумму матриц, соответствующих элементам
класса Ck , и обозначим эту матрицу через A(Ck):

A(Ck) =

gk∑
j=1

A(G
(k)
j ).

Принимая во внимание, что элементы GsG
(k)
i G−1

s при i = 1, 2, . . . , gk и любом
Gs из G дают всю совокупность элементов класса Ck, мы видим, что матри-
ца A(Ck) коммутирует со всеми матрицами A(Gs). Отсюда следует, что эта
матрица A(Gk) кратна единичной матрице [66], так что можем написать:

A(Ck) = bkI (k = 1, 2, . . . , r), (171)

где bk —некоторые числа. Принимая во внимание определение чисел apqk , т. е.
символическую формулу (170), получаем следующее соотношение между чис-
лами bk :

bpbq =
r∑
k=1

apqkbk . (172)

След матрицы A(Ck) равен сумме матриц A(G
(k)
i ) (i = 1, 2, . . . , gk), т. е. равен

gkX(Ck). С другой стороны, из (171) следует, что след A(Ck) равен nbk, т. е.
nbk = gkX(Ck), откуда

bk =
gk

n
X(Ck),

и соотношение (172) приводит нас к следующей теореме.
Т е о р ем а 5. Между характерами любого неприводимого представления,

образованного матрицами порядка n, имеют место соотношения:

gpX(Cp)gqX(Cq) = n
r∑
k=1

apqkgkX(Ck). (173)
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Отметим, что среди классов Ck имеется класс, состоящий только из еди-
ничного элемента E группы G. В любом линейном представлении ему соответ-
ствует единичная матрица, след которой равен ее порядку n. Этот класс мы
будем всегда обозначать через C1, так что X(C1) = n, и предыдущую формулу
можно переписать в виде

gpX(Cp)gqX(Cq) = X(C1)
r∑

k=1

apqkgkX(Ck). (174)

Определим теперь значения постоянных apq1. Каждому классу Cp соответству-
ет некоторый класс Cp′ , состоящий из элементов, обратных тем, которые входят
в класс Cp. Это следует непосредственно из определения классов и из того, что
формула GsGtG−1

s = Gu и приводит к формуле GsG−1
t G−1

s = G−1
u .

Класс Cp′ может и совпадать с Cp, т. е. может случиться, что p′ = p. Во
всяком случае классы Cp и Cp′ содержат одинаковое число элементов, т. е.
gp′ = gp. Если в формуле (173) или (174) взять q = p′, то в правую часть класс
C1 будет входить gp раз, а при q �= p′ правая часть не содержит C1, т. е.

apq1 =

{
0 при q �= p′,

gp при q = p′.
(175)

78. Регулярное представление группы. Мы уже указывали прием
представления любой конечной группы при помощи групп перестановок. Вся-
кую группу перестановок мы можем изобразить как группу преобразований.

Действительно, если имеется, например, перестановка

1, 2, 3, 4

2, 4, 3, 1,

то ее можно записать в виде линейного преобразования, при котором x1 пере-
ходит в y2, x2 — в y4, x3 — в y3 и x4 — в y1:

y1 = 0x1 + 0x2 + 0x3 + x4,

y2 = x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4,

y3 = 0x1 + 0x2 + x3 + 0x4,

y4 = 0x1 + x2 + 0x3 + 0x4.

Рассмотрим следующее представление группы G группой перестановок. Умно-
жаем элементы G1, G2, . . . , Gm справа на некоторый элемент Gs. Это приводит
к некоторой перестановке элементов, т. е., в силу сказанного выше, к некото-
рой матрице Ps, которая и считается соответствующей элементу Gs. Это пред-
ставление называется обычно регулярным представлением группы G. Один из
элементов Gk есть единичный элемент группы, который мы, как всегда, будем
обозначать буквой E. Этому элементу соответствует единичная матрица Ps, и,
следовательно, след этой матрицы равен m, т. е. X(E) = m. При умножении
элементов G1, G2, . . . , Gm на любой элемент Gs ни один элемент Gk не остается
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на месте, т. е. в соответствующей матрице все диагональные элементы равны
нулю, и в регулярном представлении X(Gs) = 0 при Gs �= E.

Положим, что при приведении регулярного представления оно содержит
представление ω(k), о котором мы говорили выше, hk раз. Мы имеем при этом,
в силу сказанного выше:

l∑
t=1

htX
(t)(Gs) =

{
0 при Gs �= E,

m при Gs = E.
(176)

Умножая обе части этого равенства на X(k)(Gs) и суммируя по s, получим в
силу (163) и (164):

hkm = mX(k)(E),

ноX(k)(E) равно порядку матриц в представлении ω(k), который мы обозначим
через nk, и X(k)(E) = X(k)(E) = hk, откуда hk = nk, и формула (176) может
быть переписана в виде

l∑
t=1

X(t)(E)X(t)(Gs) =
l∑
t=1

ntX
(t)(Gs) =

{
0 при Gs �= E,

m при Gs = E.
(177)

Мы приходим таким образом к следующей теореме:
Т е о р ем а 6. Регулярное представление содержит каждое неприводимое

представление ω(k) число раз, равное порядку матриц nk в представлении
ω(k), и для характеров представлений ω(k) имеет место формула (177)

Напишем теперь формулу (174) для представлений ω(t):

gpX
(t)(Cp)gqX

(t)(Cq) = X(t)(C1)
r∑
k=1

apqkX
(t)(Ck)gk,

и просуммируем по t от t = 1 до t = l:

gpgq

l∑
t=1

X(t)(Cp)X
(t)(Cq) =

r∑
k=1

apqk

l∑
t=1

X(t)(C1)X(t)(Ck)gk.

Принимая во внимание (177), получим:

gpgq

l∑
t=1

X(t)(Cp)X
(t)(Cq) = apq1m,

т. е. в силу (175):

l∑
t=1

X(t)(Cp)X
(t)(Cq) =

⎧⎨⎩
0 при q �= p′,

m

gp′
при q = p′. (178)

Составим l линейных однородных уравнений относительно x1, x2, . . . , xr:
r∑
q=1

xqX
(k)(Cq) = 0 (k = 1, 2, . . . , l) (179)
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и покажем, что полученная система имеет только нулевое решение.
Действительно, умножая обе части (179) на X(k)(Cp) и суммируя по k,

получим xp′ = 0, причем p′ может быть любым числом из ряда 1, 2, . . . , r.
Поскольку система (179) имеет только нулевое решение, число уравнений в
этой системе не меньше числа неизвестных, т. е. l � r. Раньше мы доказали
неравенство l � r, откуда следует l = r, т. е.:

Т е о р ем а 7. Общее число неэквивалентных, неприводимых представле-
ний конечной группы G равно числу классов этой группы.

Выясним еще одно следствие теоремы 6. Регулярное представление группы
G состоит из матриц порядка m. С другой стороны, в силу теоремы 6, оно
содержит nk раз каждое представление ω(k), состоящее из матриц порядка nk.

Отсюда следует равенство
r∑
k=1

n2
k = m, (180)

что можно формулировать следующим образом:
Т е о р ем а 8. Сумма квадратов порядков неэквивалентных, неприводимых

представлений ω(k) равна порядку группы G.

79. Примеры представления конечных групп. 1. Рассмотрим абе-
леву группу G, состоящую из элементов Ak2A

i
1, где i = 0, 1, 2, . . . , m − 1;

k = 0, 1, 2, . . . , n−1, причем элементы A1 и A2 коммутируют, Am1 = E; An2 = E,
и при i = k = 0 надо считать A0

2A
0
1 = E. Каждый отдельный элемент G обра-

зует класс, и все неприводимые представления группы имеют первый порядок.
Пусть α и β —какие-либо значения корней степени m и n из единицы. Элемен-
ту Ak2A

i
1 мы сопоставляем число βkαi и таким образом, как нетрудно прове-

рить, получаем представление группы. Придавая α и β всевозможные значения
упомянутых корней из единицы, получим всего mn различных представлений
первого порядка. Общее число классов (т. е. элементов) также равно mn, и тем
самым построены все неэквивалентные, неприводимые представления. Анало-
гично строятся представления и в том случае, когда число «производящих эле-
ментов» (т. е. элементов As) не два, а больше.

2. Перейдем к группе диэдра порядка n. Она состоит из 2n элементов

E, Ai, T, TAi (i = 1, 2, . . . , n− 1),

причем
An = E; T 2 = E; TAT−1 = A−1 (T−1 = T ). (181)

Последние из написанных соотношений непосредственно очевидны из геомет-
рического смысла вращений A и T . Из этого соотношения непосредственно
следует соотношение TAiT−1 = A−i2. Положим сначала, что n = 2m + 1 есть
нечетное число. Группа будет при этом состоять из (m+2) классов. Один из них
содержит E, m классов содержат по два элемента As и A−s (s = 1, 2, . . . , m),

2Отрицательную степень матрицы следует понимать, как результат пере-
множения соответствующего числа обратных матриц.
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причем A−s = A2m+1−s, и один класс содержит все элементы вида T и TAi.
Все это легко проверяется при помощи указанных соотношений.

Имеются два представления первого порядка. В одном из них каждому
элементу сопоставляется число 1. В другом элементу A сопоставляется 1 и
элементу T число (−1). Пусть, далее, ε = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
. Можно построить

m представлений второго порядка, сопоставляя элементам A и T следующие
матрицы:

A→
∥∥∥∥εs 0

0 ε−s

∥∥∥∥ ; T →
∥∥∥∥0 1
1 0

∥∥∥∥ (s = 1, 2, . . . , m). (182)

Написанные матрицы удовлетворяют соотношениям (181) и тем самым дают
представление группы, ибо всякое соотношение между элементами A и T яв-
ляется следствием соотношений (181). Неприводимость каждого из представ-
лений вытекает из того, что в противном случае представление привелось бы
к двум представлениям первого порядка, и матрицы нашего представления
должны были бы коммутировать, чего нет на самом деле ни при каком s, в чем
легко убедиться.

Неэквивалентность представлений (182) при разных s вытекает из того, что
при разных s матрицы, соответствующие элементу A, имеют различные набо-
ры характеристических чисел εs и ε−s. Таким образом построены все (m + 2)
неэквивалентных. неприводимых представлений. Формула (180) в рассматри-
ваемом примере сводится к следующей:

2 · 12 +m · 22 = 4m+ 2 = 2n.

При нечетном n = 2m представление (182), соответствующее значению s = m,
имеет вид

A →
∥∥∥∥−1 0

0 −1

∥∥∥∥ ; T →
∥∥∥∥0 1
1 0

∥∥∥∥
и распадается на два представления первого порядка:

A→ (−1); T → (+1) и A→ (−1); T → (−1).

Чтобы получить это, достаточно применить такую матрицу S, что STS−1 при-
водится к диагональному виду, причем характеристические числа матрицы T
равны, очевидно, ±1. Таким образом при n = 2m имеются четыре представле-
ния первого порядка и (m− 1) представлений второго порядка. Формула (180)
принимает вид

4 · 12 + (m− 1)22 = 4m = 2n.

3. Рассмотрим представления группы тетраэдра или, что то же, изоморф-
ной ей знакопеременной группы при n = 4 [59]. Группа состоит из четырех
классов и порядок ее равен двенадцати. Она должна иметь четыре неэквива-
лентных, неприводимых представления. Порядки этих представлений должны
удовлетворять равенству

n2
1 + n2

2 + n2
3 + n2

4 = 12.

Это уравнение имеет с точностью до порядка слагаемых в левой части един-
ственное решение в целых положительных числах, а именно

n1 = n2 = n3 = 1; n4 = 3,
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т. е. группа имеет три представления первого порядка и одно — третьего по-
рядка. В представлениях первого порядка элементам, входящим в один и тот
же класс, соответствует одно и то же число. Нетрудно показать, что в трех
представлениях первого порядка классам соответствуют следующие числа:

I → 1 II → 1; III → 1; IV → 1;

I → 1; II → 1; III → ε; IV → ε2;

I → 1; II → 1; III → ε2; IV → ε;

где

ε = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
.

Неприводимое представление третьего порядка дает сама группа тетраэдра,
т. е. группа тех вращений пространства (матрицы третьего порядка), при ко-
торых тетраэдр переходит в себя. Если бы это представление оказалось при-
водимым, то оно должно было бы привести к трем представлениям первого
порядка. что невозможно хотя бы потому, что группа тетраэдра не есть абеле-
ва группа. Изложенная в последних номерах теория касается конечных групп.
Для того чтобы перенести ее на группу вращения, мы должны более подробно
остановиться на рассмотрении бесконечных групп, зависящих от параметров.
Прежде чем переходить к общему рассмотрению таких групп, мы изложим
вопрос о линейных представлениях группы Лоренца. Эти представления, на-
ряду с представлениями группы вращения, будут служить для нас основными
примерами бесконечных групп, зависящих от параметров.

80. Представления линейной группы с двумя перемен-
ными. В [68] мы построили линейные представления унитарной
группы с двумя переменными, что привело нас к линейным пред-
ставлениям групп вращения. Аналогично можно построить пред-
ставления линейной группы с двумя переменными и с определите-
лем, равным единице:

x′1 = ax1 + bx2,

ad− bc = 1.
x′2 = cx1 + dx2,

(183)

В силу сказанного в [64] это приведет нас к однозначным и дву-
значным представлениям группы положительных преобразований
Лоренца. Результаты окажутся существенно отличными от резуль-
татов из [68].
Одним из возможных линейных представлений унитарной груп-

пы (93) является представление этой группы самой собой, т. е. ли-
нейное представление, при котором каждому преобразованию (93)



352 Гл. III. Основы теории групп и линейные представления групп [80

соответствует это же преобразование. Легко видеть, что другим ли-
нейным представлением является следующее: каждому преобразо-
ванию (93) приводится в соответствие преобразование с комплекс-
ными сопряженными коэффициентами:

y′1 = ay1 + by2; y′2 = −by1 + ay2.

Но это представление эквивалентно предыдущему, что непосред-
ственно следует из легко проверяемой формулы∥∥∥∥ 0 1

−1 0

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ a b

−b a

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥ a b
−b a

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ 0 1
−1 0

∥∥∥∥ .
Для группы (183) сопряженное представление

y′1 = ay1 + by2; y′2 = cy1 + dy2 (184)

не эквивалентно самой группе (183). Чтобы убедиться в этом, до-
статочно рассмотреть случай b = c = 0. При этом матрица преоб-
разования (183) имеет характеристические числа a и d, а матрица
(184) — характеристические числа a и d. Очевидно, можно выбрать
комплексные числа a и d, удовлетворяющие условию ad = 1 так,
что совокупность чисел a и d будет отлична от совокупности чисел
a и d, и, следовательно, соответствующие преобразования не могут
быть подобными. Таким образом, в данном случае мы уже имеем
два неэквивалентных представления второго порядка— саму груп-
пу (183) и группу (184). О неприводимости представлений будет
сказано ниже.
Мы можем далее построить представления группы (183) совер-

шенно так же, как это было сделано в [68]. В формулах (99) надо
только заменить a на d и b на (−c). Это приведет к следующему
представлению порядка (2j+1), где j — целое неотрицательное чис-
ло или половина нечетного числа:

Dj

{
a b

c d

}
ls

=
∑
k

√
(j + l)!(j − l)!(j + s)!(j − s)!

k!(j − k − s)!(j + l − k)!(k + s− l)!
×

× aj+l−kbkck+s−ldj−k−s
(
j = 0,

1
2
, 1,

3
2
, . . .

)
. (185)
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Здесь l и s пробегают следующий ряд значений:

l и s = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j,

и суммирование по k определяется неравенствами:

k � 0; k � l − s; k � j − s; k � j + l.

В формулах (185) надо считать 0! = 1 и 00 = 1. При j = 0 получа-
ется тождественное представление единицей. Кроме представлений
(185), мы можем написать непосредственно другие представления,
заменив в правых частях (185) числа a, b, c и d сопряженными.
Соответствующие представления обозначим следующим образом:

Dj′

{
a b

c d

} (
j′ = 0,

1
2
, 1,

3
2
, . . .

)
. (186)

Мы можем составить теперь композицию представлений (185) и
(186) [73], в результате чего получится новое представление порядка
(2j + 1)(2j′ + 1). Обозначим его следующим образом:

Ej,j′

{
a b

c d

}
. (187)

Пользуясь формулами (185), легко выписать элементы матриц,
соответствующих этому представлению. Возьмем два различных
представления (187), но так, чтобы порядок их был одинаковым:

Ep,q

{
a b

c d

}
и Ep1,q1

{
a b

c d

}
; (2p+1)(2q+1) = (2p1+1)(2q1+1).

Покажем, что такие два представления не эквивалентны. Положим
b = c = 0. При этом матрица (185) приведется к диагональной
матрице с диагональными элементами:

Dj

{
a 0
0 d

}
ll

= aj+ldj−l (l = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j).
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Прямое произведение двух диагональных матриц есть диагональ-
ная матрица, и, следовательно, матрицы Ep,q и Ep1,q1 при b = c = 0
имеют следующие характеристические числа:

Ep,q: ap+ldp−l(a)q+m(d)q−m
(

l = −p, −p+ 1, . . . , p− 1, p
m = −q, −q + 1, . . . , q − 1, q

)
,

Ep1,q1: a
p1+l1dp1−l1(a)q1+m1(d)q1−m1

(
l1 =−p1,−p1+1, . . . , p1−1, p1

m1 =−q1,−q1+1, . . . , q1−1, q1

)
или, принимая во внимание, что ad = 1:

Ep,q : a2l(a)2m; Ep1,q1 : a2l1(a)2m1 .

В качестве a мы можем взять любое комплексное число, отличное
от нуля, и можно, очевидно, выбрать это число так, что совокуп-
ность характеристических чисел матрицы Ep,q будет отлична от
совокупности характеристических чисел матрицы Ep1,q1 , что и до-
казывает неэквивалентность представлений (187) при различных
выборах j и j′. Отметим, что при j′ = 0 представление (187) совпа-
дает с представлением (185), а при j = 0 оно совпадает с тем пред-
ставлением, которое получается из (185) при j = j′ и при замене
a, b, c и d сопряженными величинами. Отметим одну особенность
представлений (187). Эти представления не эквивалентны унитар-
ным представлениям. Если бы они были эквивалентны некоторым
унитарным представлениям, то все характеристические числа лю-
бой матрицы представления должны иметь модуль, равный едини-
це, а выше мы видели, что у представления Ep,q эти характери-
стические числа при b = c = 0 равны a2l(a)2m и могут быть по
модулю, очевидно, отличными от единицы. Исключением является
лишь представление E0,0, которое является тривиальным тожде-
ственным представлением, при котором каждому элементу группы
(183) соответствует единица.
В [66] мы видели, что если некоторое представление, не обяза-

тельно эквивалентное унитарному, приводимо, т. е. эквивалентно
некоторому представлению с квазидиагональными матрицами од-
ной и той же структуры, то обязательно существует матрица, от-
личная от кратной единичной матрицы и коммутирующая со всеми
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матрицами представления. Таким образом, для того чтобы дока-
зать, что любое представление (187) не является приводимым, до-
статочно показать, что если некоторая матрица коммутирует со все-
ми матрицами представления (187), то эта матрица кратна единич-
ной матрице. Это можно сделать совершенно так же, как и в [68].
Итак, преставления (187) попарно неэквивалентны и каждое из них
является неприводимым представлением. Часто пользуются опре-
делением приводимости, отличным от того, которое мы привели в
[58], а именно представление называют приводимым, если все его
линейные преобразования (пусть их порядок равен n) оставляют
инвариантным некоторое подпространство Lk, причем 0 < k < n.
Мы видели [58], что если приводимое в этом смысле представ-

ление состоит из унитарных матриц, то оно приводимо и в смыс-
ле определения из [65], т. е. эквивалентно некоторому квазидиаго-
нальному представлению. Если представление не унитарно, то из
инвариантности некоторого подпространства не следует приводи-
мость в смысле определения из [65]. Можно показать, что всякое
представление (187) группы не только неприводимо в том смысле,
как это мы доказали, но что оно не оставляет инвариантным ни-
какое подпространство. Кроме того, можно показать, что всякое
линейное представление группы (183) или эквивалентно одному из
представлений (187), или эквивалентно представлению, имеющему
приведенную формулу и состоящему из нескольких представлений
(187).
В [73] мы видели, что композиция двух линейных представле-

ний группы равносильна перемножению объектов тех линейных
представлений, которые входят в эту композицию. Принимая это
во внимание, мы можем утверждать, что для представлений (187)
объектами представлений являются выражения

ηkk′ =
xj+k1 xj−k2√

(j + k)!(j − k)!
· yj

′+k′
1 yj

′−k′
2√

(j′ + k′)!(j′ − k′)!(
k = j, j − 1, . . . , −j + 1, −j
k′ = j′, j′ − 1, . . . , −j′ + 1, −j′

)
,

причем x1 и x2 испытывают преобразование (183), а y1, y2 —преоб-
разование (184).
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Мы говорили до сих пор о линейных представлениях группы,
состоящей из положительных преобразований Лоренца [64]. Эти
положительные преобразования составляют лишь часть преобра-
зований Лоренца с определителем, равным единице. Кроме того,
имеются преобразования Лоренца и с определителем (−1). Иссле-
дование структуры этих более общих множеств преобразований и
расширение линейных представлений группы положительных пре-
образований Лоренца на случай полной группы Лоренца представ-
ляет некоторые особенности по сравнению с группой ортогональ-
ных преобразований в трехмерном пространстве. Отметим, что при
определении полной группы Лоренца мы можем поставить требо-
вание неизменности в направлении отсчета времени. При этом к
рассмотренной группе Лоренца надо добавить отражение:

x′1 = −x1; x′2 = −x2; x′3 = −x3; x′4 = x4.

Исследование всех указанных вопросов можно найти, например, в
книге К а р т а н а «Теория спиноров» (Москва, 1947 г.) и в кни-
ге В а н - д е р - В а р д е н а «Метод теории групп в квантовой меха-
нике».

81. Теорема о простоте группы Лоренца. Пользуясь ме-
тодом, аналогичным тому, который мы применили в [70], докажем
сейчас, что группа Лоренца есть простая группа. Для этого до-
статочно показать, что у группы G, состоящей из преобразований
(183), нет нормальных делителей, отличных от нормального дели-
теля, состоящего из матриц E и (−E). Пусть имеем такой нормаль-
ный делитель H1, содержащий матрицу

A =
∥∥∥∥a b
c d

∥∥∥∥ (ad− bc = 1),

отличную от E и (−E). Надо доказать, что H1 совпадает с G. Если
H1 содержит некоторую матрицу B, то подгруппа H1 содержит и
все матрицы U−1BU , где U — любая матрица из G. Принимая во
внимание основной результат о приведении матриц к каноническо-
му виду, а также тот факт, что определитель матрицы U , приво-
дящей какую-либо матрицу к каноническому виду, можно всегда
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считать равным единице [27], мы видим, что достаточно показать,
что H1 содержит, во-первых, матрицы с любыми допустимыми раз-
личными характеристическими числами t и t−1, где t— любое ком-
плексное число, отличное от нуля и (+1). Отметим, что произведе-
ние характеристических чисел матриц группы G должно равняться
единице. Во-вторых, H1 должно содержать матрицы E и (−E), и,
кроме того, учитывая случай равных характеристических чисел и
двойного элементарного делителя, мы должны еще показать, что
H1 содержит матрицы:∥∥∥∥1 0

1 1

∥∥∥∥ и
∥∥∥∥−1 0

1 −1

∥∥∥∥ . (188)

Возьмем переменную матрицу группы G:

X =
∥∥∥∥x y
z x

∥∥∥∥ (x2 − yz = 1)

и составим матрицу:

Y = A(XA−1X−1),

которая, как и в [70], должна входить в H1. Для следа s матрицы
Y получаем выражение

s = 2 + bz2 + cy2 − [(a− d)2 + 2bc]yz.

Поскольку A отлична от E и (−E), мы не будем иметь одновремен-
но: b = c = 0 и a = d. Отсюда ясно, что s не есть постоянная, и,
меняя z и y, мы можем придавать s любые комплексные значения.
Характеристические числа матрицы Y определяются из квадрат-
ного уравнения

λ2 − sλ+ 1 = 0.

Таким образом мы можем получать для этих корней любые значе-
ния t и t−1, следовательно, H1 содержит все матрицы с различны-
ми характеристическими числами и определителем единица. Далее,
H1, очевидно, содержит E, а также (−E), которое можно предста-
вить в виде произведения:

−E = [t, t−1] · [−t−1, −t],
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каждый из множителей которого входит в H1. Матрицы (188) легко
представить в виде произведения двух матриц с определителем еди-
ница и с различными характеристическими числами, откуда следу-
ет, что H1 содержит и эти матрицы. Действительно:∥∥∥∥1 0

1 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥ 1
β 0
0 β

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥β 0
1
β

1
β

∥∥∥∥ ,
(β �= 0 и ± 1).∥∥∥∥−1 0

1 −1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥ 1
β 0
0 β

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥−β 0
1
β − 1

β

∥∥∥∥
Таким образом доказано, что H1 должно совпадать с G, т. е. G не
имеет нормальных делителей, отличных от нормального делителя,
состоящего из E и (−E), и тем самым доказано, что группа поло-
жительных преобразований Лоренца есть простая группа. Отсюда
следует, как и в [70], что эта группа не может иметь гомоморфных
(не изоморфных) представлений.

§ 7. НЕПРЕРЫВНЫЕ ГРУППЫ

82. Непрерывные группы. Структурные постоянные.
Группы вращений трехмерного пространства и группа положитель-
ных преобразований Лоренца представляют собою примеры беско-
нечных групп, элементы которых зависят от параметров, которые
могут меняться непрерывным образом. Для группы вращения роль
параметров могли играть, например, углы Эйлера. В рассматрива-
емых случаях группы состоят из линейных преобразований, и за-
висимость группы от параметров сводится к тому, что элементы
матриц, которыми определяются упомянутые линейные преобразо-
вания, зависят от этих параметров. В дальнейшем мы будем рас-
сматривать группы линейных преобразований.
Положим, что элементы aik матриц линейных преобразований,

составляющих некоторую группу G, суть функции r веществен-
ных параметров α1, α2, . . . , αr, причем выполнены условия, ко-
торые мы сейчас укажем. Положим, что aik суть однозначные
функции параметров as при всех значениях этих параметров, до-
статочно близких к нулю, и что нулевым значениям параметров



82] § 7. Непрерывные группы 359

α1 = α2 = . . . = αr = 0 соответствует единичный элемент группы
G, который характеризуется условиями: aik = 0 при i �= k и aii = 1.
Положим далее, что всякому элементу группы G, достаточно близ-
кому к единичному элементу, соответствуют определенные значе-
ния параметров αs, достаточно близкие к нулю. Близость элемента
группы к единичному элементу определяется тем, что элементы
aik соответствующих матриц близки к нулю при i �= k и к единице
при i = k. Таким образом, при сделанных предположениях, мы бу-
дем иметь биоднозначное соответствие между элементами группы
G, находящимися в определенной окрестности единичного элемен-
та, и некоторой окрестностью начала координат r-мерного веще-
ственного пространства Tr. В дальнейшем мы будем иметь не толь-
ко такое локальное биоднозначное соответствие, но биоднозначное
соответствие в целом, при котором каждому элементу группы G
соответствует определенная точка пространства Tr, принадлежа-
щая некоторой области V этого пространства, содержащей начало
внутри себя, и, наоборот, любой точке из V отвечает определенный
элемент группы G. Пока нам потребуется лишь указанное выше
локальное соответствие. Символами Gα, Gβ , Gγ и т. д. мы будем
обозначать те элементы группы G, которые соответствуют значе-
ниям параметров αs, βs, γs (s = 1, 2, . . . , r). При локальной точке
зрения надо считать, что параметры достаточно близки к нулю, а
элементы группы— к единичному элементу.
Рассмотрим произведение каких-либо элементов группы

GβGα = Gγ .

Параметры γs, характеризующие элемент Gγ , полученный в резуль-
тате указанного умножения, суть однозначные функции парамет-
ров αs и βs:

γs = ϕs(β1, β2, . . . , βr; α1, α2, . . . , αr). (189)

Мы предполагаем, что это суть непрерывные функции, имеющие
непрерывные производные до четвертого порядка при всех αs и βs,
достаточно близких к нулю.
Из того, что нулевым значениям параметров соответствует еди-
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ничный элемент группы, непосредственно следуют равенства

ϕs(β1, β2, . . . , βr; 0, 0, . . . , 0) = βs;
ϕs(0, 0, . . . , 0; α1, α2, . . . , αr) = αs;

(s = 1, 2, . . . , r),

(190)
откуда

∂ϕi

∂βk
= δik при αs = 0;

∂ϕi

∂αk
= δik при βs = 0

(s = 1, 2, . . . , r). (191)

Параметры α̃s, соответствующие обратному элементу G−1
α , опреде-

ляются, очевидно, из соотношений:

ϕs(α̃1, α̃2, . . . , α̃r; α1, α2, . . . , αr) = 0 (s = 1, 2, . . . , r), (192)

причем написанные равенства имеют место, если положить все αs
и все α̃s равными нулю. Функциональный определитель от левых
частей уравнений (192) по α̃s равен, в силу (191), единице при αs и
α̃s, равных нулю. Таким образом, в силу теоремы о неявных функ-
циях, уравнения (192) определяют α̃s как непрерывные функции
при всех αs, достаточно близких к нулю, причем α̃s обращаются в
нуль при αs = 0. Разложим функции (189) по степеням αs и βs,
пользуясь формулой Маклорена, причем доведем разложение до
членов третьего порядка. Принимая во внимание формулы (190) и
(191), получим:

γs = αs + βs+

+
∑
i,k

a
(s)
i,kαiβk +

∑
i,k,l

a
(s)
i,k,lαiαkβl +

∑
i,k,l

b
(s)
i,k,lαiβkβl + ε(s), (193)

где a(s)
i,k , a

(s)
i,k,l и b

(s)
i,k,l — численные коэффициенты, ε

(s) —не ниже чет-
вертого порядка малости относительно αs и βs, и суммирование по
i, k и l производится от 1 до r. Числа

C
(s)
ik = a

(s)
ik − a

(s)
ki (s, i, k = 1, 2, . . . , r) (194)

называются структурными постоянными группы G при принятом
выборе параметров αs.
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Если вместо αs ввести другие параметры α′
s:

αs = ωs(α′
1, α

′
2, . . . , α

′
r) (s = 1, 2, . . . , r)

так, что ωs(0, 0, . . . , 0) = 0, написанные равенства однозначно раз-
решимы относительно α′

s при всех αs, достаточно близких к нулю,
и функции ωs имеют достаточное число производных, то струк-
турные постоянные в новых параметрах a′s будут уже другими. Из
определения (194) непосредственно следует:

C
(s)
ki = −C(s)

ik . (1941)

Кроме того, пользуясь (192) и законом ассоциативности при пере-
множении элементов группы G, можно доказать еще следующее
соотношение между структурными постоянными:

r∑
s=1

(C(t)
is C

(s)
jk + C

(t)
js C

(s)
ki + C

(t)
ks C

(s)
ij ) = 0 (i, j, k, t = 1, 2, . . . , r).

(1942)
Мы не будем пользоваться этим соотношением и не приводим

его доказательства.
Вернемся к формулам (193). При αs и βs, достаточно близких к

нулю, и величины γs будут близкими к нулю. Принимая во внима-
ние формулы (191) и теорему о неявных функциях, можно утвер-
ждать, что уравнения (193) в некоторой окрестности начала коор-
динат пространства Tr разрешимы относительно βs:

βs = ψs(γ1, γ2, . . . , γr; α1, α2, . . . , αr) (s = 1, 2, . . . , r). (195)

Отметим при этом, что условия: βs = 0 (s = 1, 2, . . . , r) равно-
сильны условиям: γs = αs (s = 1, 2, . . . , r). Пользуясь формулами
(193) и (195), составим две квадратные матрицы S(αs) и T (αs) по-
рядка r с элементами Sik(αs) и Tik(αs), зависящими от параметров
αs:

Sik(αs) =
(
∂γi
∂βk

)
βs=0

; Tik(αs) =
(
∂βi
∂γk

)
γs=αs

(s, i, k = 1, 2, . . . , r). (196)
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Принимая во внимание правило дифференцирования сложных
функций и вычисляя производную от γi по γk или производную от
βi по βk, получим:

S(αs)T (αs) = E и T (αs)S(αs) = E, (197)

где E — единичная матрица порядка r. Из формул (191) следует,
что S(αs) при нулевых значениях αs = 0 обращается в единичную
матрицу. Из (197) при этом следует, что и T (αs) обладает этими
же свойствами. Нетрудно выразить структурные постоянные C(p)

ik

через элементы упомянутых матриц, а именно:

C
(p)
ik =

(
∂Spk(αs)
∂αi

− ∂Spi(αs)
∂αk

)
αs=0

(198)

или
C

(p)
ik =

(
∂Tpi(αs)
∂αk

− ∂Tpk(αs)
∂αi

)
αs=0

. (199)

Действительно, в силу (193) и (196), получим:

a
(p)
ik =

(
∂γp

∂αi∂βk

)
αs=βs=0

=
(
∂Spk(αs)
∂αi

)
αs=0

, (200)

и, переставляя значки i и k, можем написать:

a
(p)
ki =

(
∂Spi(αs)
∂αk

)
αs=0

, (201)

откуда и следует непосредственно формула (198). Далее, принимая
во внимание (197), имеем:

r∑
j=1

Spi(αs)Tjk(αs) = δpk.

Дифференцируем обе части по αi и полагаем затем все αs равными
нулю. Принимая во внимание, что матрицы S(αs) и T (αs) обраща-
ются в единичную матрицу при αs = 0 (s = 1, 2, . . . , r), получим:(

∂Spk(αs)
∂αi

)
αs=0

+
(
∂Tpk(αs)
∂αi

)
αs=0

= 0,
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т. е. в силу (201):

a
(p)
ik = −

(
∂Tpk(αs)
∂αi

)
αs=0

,

откуда, как и выше, следует формула (199). Формулы (193) опре-
деляют основную групповую операцию, которая по параметрам αs
и βs элементов Gα и Gβ группы G дает параметры γs, соответству-
ющие произведению GβGα. Из выражений (193) видно, что при αs
и βs, близких к нулю, в первом приближении групповая операция
сводится к следующей: γs = αs+βs, так что в первом приближении
группа оказывается абелевой. Если группа в точности есть абелева,
то:

ϕs(β1β2, . . . , βr; α1α2, . . . , αr) = ϕs(α1α2, . . . , αr; β1β2, . . . , βr)
(s = 1, 2, . . . , r)

и в разложениях (193) a(s)
ki = a

(s)
ik , т. е. у абелевой группы все струк-

турные постоянные равны нулю. Для общих групп уже члены вто-
рого измерения в разложениях (193) дают уклонение от коммута-
тивности, что и характеризуется наличием структурных постоян-
ных, отличных от нуля. Пользуясь разложением (193), нетрудно
получить и разложение параметров α̃s, соответствующих элементу
G−1
α . Для этого в формулах (193) надо положить γs = 0 и заменить

βs на α̃s. Применяя обычные правила дифференцирования неявных
функций, получим:

α̃s = −αs +
∑
i,k

a
(s)
ik αiαk + ε

(s)
1 ,

где ε(s)1 , по крайней мере, третьего порядка малости относительно
α1, α2, . . . , αr.

83. Бесконечно малые преобразования. Пусть, как и выше,
имеется непрерывная группа G линейных преобразований поряд-
ка n, определяемая параметрами αs (s = 1, 2, . . . , r). Будем, как
и выше, обозначать символом Gα —матрицу преобразования, со-
ответствующего параметрам αs, так что линейное преобразование
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имеет вид
x = Gαu, (202)

где u—любой вектор n-мерного комплексного пространства Rn и
x— преобразованный вектор. Введем операцию дифференцирова-
ния матрицы, а именно: если элементы некоторой матрицы A суть
дифференцируемые функции некоторого параметра t, то производ-
ной от матрицы A по параметру t назовем матрицу, элементы ко-
торой получаются дифференцированием элементов матрицы A по
t, т. е. {

dA

dt

}
ik

=
d{A}ik
dt

.

Если элементы A зависят от нескольких переменных, то мы будем
иметь частные производные.
Совершенно так же, если составляющие некоторого вектора

z (z1, z2, . . . , zn) из пространства Rn суть дифференцируемые
функции t, то вектор dz

dt , определяется как вектор с составляющими
dzi

dt , т. е. дифференцирование вектора сводится к дифференцирова-
нию его составляющих [II, 119].
Введем теперь так называемые бесконечно малые преобразова-

ния группы G:

Ik =
(
∂Gα
∂αk

)
αs=0

(k = 1, 2, . . . , r). (203)

Символ Ik обозначает, очевидно, некоторую матрицу порядка n с
численными элементами.
Обратимся теперь к формуле (202) и положим, что u есть фик-

сированный вектор, т. е. его составляющие не зависят от αs. Пре-
образованный вектор уже зависит, вообще говоря, от этих парамет-
ров, и мы выведем сейчас основные дифференциальные уравнения
для этого вектора. Для этого применим к обеим частям (202) ли-
нейную операцию, определяемую матрицей Gβ :

Gβx = Gγu,

где Gγ = GβGα, и параметры γs определяются через αs и βs соглас-
но основной групповой операции (193). Дифференцируем обе части
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последней формулы по βp и полагаем затем βs = 0, т. е. γs = αs.
Пользуясь определением (203), получим:

Ipx =
r∑
j=1

[
∂(Gγu)
∂γj

]
γs=αs

(
∂γj
∂βp

)
βs=0

.

Первый сомножитель под знаком суммы равен, очевидно, про-
изводной от правой части (202) по αj , и, принимая во внимание
обозначение (196), можем переписать последнюю формулу в виде

Ipx =
r∑
j=1

Sjp(αs)
∂x
∂αj

(p = 1, 2, . . . , r).

Если ввести векторы:

X

(
∂x
∂α1

,
∂x
∂α2

, . . . ,
∂x
∂αr

)
и Y (I1x, I2x, . . . , Irx),

то предыдущие формулы можно записать в виде линейного преоб-
разования

Y = S∗(αs)X,

где S∗(αs)— обычное обозначение транспонированной матрицы.
Умножая слева на T ∗(as) и принимая во внимание (197), получим:

X = T ∗(αs)Y,

или, в раскрытом виде:

∂x
∂αp

=
r∑
j=1

Tjp(αs)Ijx (p = 1, 2, . . . , r). (204)

Для составляющей xk вектора x, определяемого формулой (202),
мы имеем:

∂xk
∂αp

=
r∑
j=1

Tjp(αs)
n∑
t=1

{Ij}ktxt
(
k = 1, 2, . . . , n
p = 1, 2, . . . , r

)
, (205)
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где {Ij}kt — составляющие матрицы Ij . К уравнению (204) для x мы
должны добавить начальное условие, непосредственно вытекающее
из формулы (202):

x|αs=0 = u, (206)

где u—произвольный заданный вектор. Отметим, что величины
Tjp(αs), входящие в коэффициенты уравнения (204), определяют-
ся непосредственно по групповой операции (193). Уравнение (204)
приведет нас к некоторым соотношениям между Ij . Для этого до-
статочно написать, что вторая производная от x по αp и αq не за-
висит от порядка дифференцирования.
Из (204) следует:

∂2x
∂αp∂αq

=
r∑
j=1

(
∂Tjp(αs)
∂αq

Ijx + Tjp(αs)Ij
∂x
∂αq

)

или, заменяя величину ∂x
∂αq

ее выражением из (204) при p = q,
получим:

∂2x
∂αp∂αq

=
r∑
j=1

∂Tjp(αs)
∂αq

Ijx +
r∑
j=1

r∑
k=1

Tjp(αs)Tkq(αs)IjIkx.

Переставляя справа p и q и приравнивая полученную правую часть
написанной выше, будем иметь следующее следствие системы (205):[ r∑

j=1

(
∂Tjp(αs)
∂αq

− ∂Tjq(αs)
∂αp

)
Ij+

+
r∑
j=1

r∑
k=1

(Tjp(αs)Tkq(αs) − Tjq(αs)Tkp(αs))IjIk

]
x = 0. (207)

Положим в этом соотношении все αs равными нулю. Принимая во
внимание формулы (199) и тот факт, что T (αs) = E, если все αs
равны нулю, получим:[ r∑

j=1

C(j)
pq Ij + (IpIq − IqIp)

]
u = 0,
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откуда следуют, в силу произвольности вектора u, следующие со-
отношения между бесконечно малыми преобразованиями:

IqIp − IpIq =
r∑
j=1

C(j)
pq Ij (p, q = 1, 2, . . . , r). (208)

Мы определили Ij и доказали соотношения (208), исходя от
заданной непрерывной группы G и пользуясь уравнением (204).
Покажем, что это уравнение, или, что то же, система (205), име-
ет единственное решение при заданном начальном условии (206).
Пусть имеются два таких решения. В силу линейности уравне-
ния (204) их разность также должна удовлетворять уравнению и
должна обращаться в нулевой вектор при αs = 0. Таким обра-
зом, надо показать, что решение x уравнения (204) при нулевом
начальном условии равно тождественно нулю. Для простоты пись-
ма будем считать r = 3. Пусть x (α1, α2, α3)—упомянутое решение.
Напишем уравнение (204) при p = 1 и в правой части положим
α2 = α3 = 0. Получится обыкновенное дифференциальное уравне-
ние с независимой переменной α1 и нулевым начальным условием.
В силу известной теоремы единственности [II, 50], оно тождествен-
но равно нулю, т. е. x (α1 0, 0) ≡ 0. Напишем теперь уравнение
(204) при p = 2 и в правой части положим α3 = 0. Это обык-
новенное дифференциальное уравнение с независимой переменной
α2 имеет, как мы только что показали, нулевое начальное условие:
x (α1, α2, 0) = 0 при α2 = 0, а потому, в силу теоремы единствен-
ности x (α1, α2, 0) = 0. Напишем теперь уравнение (204) при p = 3.
Это обыкновенное дифференциальное уравнение имеет нулевое на-
чальное условие: x (α1, α2, α3) = 0 при α3 = 0, и, следовательно,
x (α1, α2, α3) ≡ 0, что мы и хотели доказать.
Таким образом уравнение (204) может приводить только к од-

ному конечному преобразованию (202) при заданных бесконечно
малых преобразованиях Ij и заданных Tjp(αs), которые определя-
ются групповой операцией (193). Иначе говоря, бесконечно малые
преобразования определяют группу. Это будет существенно в даль-
нейшем. Доказательство существования решения уравнения (204)
основано на одной общей теореме из уравнений с частными произ-
водными, которая применительно к уравнению (204) формулиру-
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ется следующим образом: для того чтобы уравнение (204) имело
решение при любом начальном условии (206), необходимо и доста-
точно, чтобы квадратная скобка, входящая в формулу (207), при
любом выборе p и q была равна нулю тождественно относительно
αs. Дальше мы не будем пользоваться этой теоремой существова-
ния.

84. Группа вращения. Рассмотрим в качестве примера груп-
пу вращения пространства вокруг начала координат. Соответству-
ющие матрицы третьего порядка зависят от трех параметров. Роль
этих параметров могут играть, например, три угла Эйлера. Мы
введем сейчас другие параметры α1, α2, α3, в которых и будем
производить дальше все вычисления. Всякое вращение мы можем
рассматривать как вращение против часовой стрелки вокруг неко-
торой направленной оси l, выходящей из начала координат, на угол,
не превышающий π. При этом два вращения на угол π относитель-
но противоположно направленных осей приводят к одному и тому
же конечному положению. Мы можем таким образом изобразить
всякое вращение вектором из начала, направленным по оси враще-
ния и по длине, равным углу вращения. Проекции этого вектора
(α1, α2, α3) на координатные оси и будут служить нам парамет-
рами.
Если мы возьмем сферу V с центром в начале и радиусом π

и отождествим концы любого из ее диаметров, то между точками
(α1, α2, α3) сферы V и элементами группы вращения будет уста-
новлено биоднозначное соответствие. В данном случае оно будет
иметь место не только в окрестности начала координат и единич-
ного элемента группы, но и для всей группы, если взять всю сферу
V. Можно выразить все матрицы, входящие в группу вращения,
через параметры α1, α2, α3, и убедиться в непрерывности и суще-
ствовании производных, о чем мы говорили выше.
Мы не будем выводить формулу (193) для основной групповой

операции в рассматриваемом случае, а определим структурные по-
стоянные, вычисляя непосредственно матрицы бесконечно малых
преобразований.
Для вычисления I1 мы можем считать α2 = α3 = 0, продиф-

ференцировать матрицу преобразования по α1 и положить затем
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α1 = 0. Но при α2 = α3 = 0 мы имеем вращение вокруг оси X на
угол α1, что приводит к формулам

x′1 = x1,

x′2 = x2 cos α1 − x3 sin α1,

x′3 = x2 sin α1 + x3 cos α1.

Дифференцируя матрицу этого преобразования по α1 и полагая
затем α1 = 0, получим:

I1 =

∥∥∥∥∥∥
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

∥∥∥∥∥∥ . (209)

Совершенно аналогично

I2 =

∥∥∥∥∥∥
0 0 1
0 0 0

−1 0 0

∥∥∥∥∥∥ ; I3 =

∥∥∥∥∥∥
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥ . (210)

После этого мы можем непосредственно вычислить левые части
соотношений (208) и тем самым определить структурные постоян-
ные. Это элементарное вычисление приводит к трем следующим
соотношениям

I1I2 − I2I1 = I3; I2I3 − I3I2 = I1; I3I1 − I1I3 = I2. (211)

Если правую часть формулы (202) разложим по степеням αs,
ограничиваясь членами первого порядка, то получим с этой точно-
стью:

x = u + (α1I1 + α2I2 + α3I3)u.

Таким образом вектор u в результате указанного преобразования
испытывает следующее изменение:

δu = α1I1u + α2I2u + α3I3u.

Каждое слагаемое справа дает изменение u при малом враще-
нии вокруг одной из осей координат. Так, например, мы получаем
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следующие изменения составляющих (u1, u2, u3) вектора u при
повороте на малый угол α1 вокруг оси X :

δu1 = 0; δu2 = −u3α1; δu3 = u2α1.

При этом, как и выше, мы ограничиваемся лишь членами пер-
вого порядка относительно α1.

85. Бесконечно малые преобразования и представле-
ния группы вращения. Сейчас выясним связь сказанного вы-
ше о бесконечно малых преобразованиях с представлением груп-
пы вращения. Мы будем подразумевать биоднозначное представ-
ление в окрестности тождественного преобразования матрица-
ми F (α1, α2, α3) порядка n, причем элементы матрицы считают-
ся непрерывными и дифференцируемыми функциями параметров
α1, α2, α3. Каждое вращение D может быть получено в виде про-
изведения конечного числа вращений из упомянутой окрестности,
и произведение соответствующих матриц представления дает пред-
ставления и для D. Но таким образом в целом может получиться
и многозначное представление группы вращения, поскольку при
непрерывном изменении параметров вращения можно, возвраща-
ясь к исходному вращению, получить для него новое представле-
ние. Это, например, было раньше при двузначном представлении
полной группы вращения [69].
Для матриц F (α1, α2, α3) мы имеем ту же групповую операцию,

что и для самих вращений, а следовательно, и те же структурные
постоянные. Для группы G′ матриц F (α1, α2, α3) можно составить
бесконечно малые преобразования Ik. Это будут некоторые матри-
цы порядка n, связанные соотношениями (211). Если удастся найти
матрицы Ik, то можно написать для вектора x из Rn дифференци-
альные уравнения (204), ибо Tjp(αs) определяются лишь групповой
операцией. Эти уравнения могут иметь при заданном начальном
условии (206) только одно решение; только это решение, очевидно,
и может быть тем преобразованием

x = F (α1, α2, α3)u,

которое дает представление группы вращения в окрестности тож-
дественного преобразования.
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В рассматриваемом случае r = 3, и если в уравнении (204) пе-
рейти к составляющим вектора x, то получатся 3n уравнений для
n составляющих вектора

x (x1, x2, . . . , xn).

В дальнейшем для нас будет важно лишь то, что уравнение (204) не
может иметь более одного решения при заданном начальном усло-
вии (206). Как уже говорилось выше, это можно формулировать
так: представление группы вращения вполне определяется своими
бесконечно малыми преобразованиями I1, I2, I3.
Таким образом все сводится к определению бесконечно малых

преобразований представления, к чему мы и переходим. Вместо ис-
комых матриц I1, I2, I3 вводим новые матрицы:

A1 = −I2 + iI1; A2 = I2 + iI1; A3 = iI3. (212)

Легко проверить, что для них, вместо (211), получаются следу-
ющие соотношения:

A3A1 −A1A3 = A1,

A3A2 −A2A3 = −A2,

A1A2 −A2A1 = 2A3.

⎫⎪⎬⎪⎭ (213)

В представлении матрицами F (α1, α2, α3) должно заключать-
ся, в частности, и представление абелевой группы вращения во-
круг оси Z, элементам которой соответствуют матрицы F (0, 0, α3).
При помощи соответствующего выбора ортов все эти матрицы од-
новременно преобразуются к диагональной форме, ибо неприводи-
мые представления абелевой группы суть представления первого
порядка. Для векторов, которые при этом играют роль ортов, пре-
образование F (0, 0, α3) будет иметь вид [69]

F (0, 0, α3)v = elα3v

или, полагая l = −im и обозначая v через vm:

F (0, 0, α3)vm = e−imα3vm.
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Поскольку мы поставили условие однозначности представления
только в окрестности αs = 0 (s = 1, 2, 3), мы не должны считатьm
целым числом. Отсюда получаем, основываясь на определении I3:

A3vm = il3vm = i

[
∂

∂α3
F (0, 0, α3)vm

]
= i

(
∂

∂α3
e−imα3vm

)
= mvm.

Итак,
A3vm = mvm, (214)

т. е. vm есть собственный вектор оператора A3, соответствую-
щий собственному значению m. Если таких собственных векторов
несколько, то через vm обозначаем один из них.
Докажем теперь следующую лемму:
Л емма. Если некоторый вектор v есть собственный вектор

оператора A3, соответствующий собственному значению a, то
вектор A1v, если он отличен от нулевого, есть также собствен-
ный вектор A3, соответствующий собственному значению (a+1),
и аналогично A2v есть собственный вектор A3, соответствую-
щий собственному значению (a− 1).
По условию леммы A3v = av, мы получаем в силу (213):

A3(A1v) = (A1A3 +A1)v = A1(A3v) +A1v =
= A1(av) +A1v = (a+ 1)A1v

и совершенно аналогично A3(A2v) = (a− 1)A2v.
Число различных собственных значений A3 не больше n. Среди

этих значений имеется одно или несколько с наибольшей веществен-
ной частью. Обозначим это собственное значение или одно из них,
если их несколько, через j, и пусть vj — соответствующий собствен-
ный вектор (один из них, если их несколько). В силу леммы вектор
A1vj должен был бы относиться к собственному значению (j + 1),
но, согласно определению j, такого собственного значения у A3 нет
и, следовательно, мы должны иметь:

A1vj = 0. (215)

В силу доказанной выше леммы векторы:

vj−1 = A2vj ; vj−2 = A2vj−1; . . . , (216)
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если они отличны от нуля, относятся к собственным значениям
(j − 1), (j − 2), . . . оператора A3. Последовательность векторов
(216) должна, конечно, привести к нулевому вектору, поскольку
число различных собственных значений у A3 не больше n. Дока-
жем теперь формулу

A1vk = ρkvk+1 (k = j, j − 1, j − 2, . . .), (217)

где ρk — некоторые целые числа. В силу (215) она верна при k = j,
причем ρj = 0, а за vj+1 можно взять, например, нулевой вектор.
Положим теперь, что формула (217) верна при некотором из ука-
занных k, и докажем ее для значения (k−1), на единицу меньшего.
Имеем в силу (213), (216) и (217):

A1vk−1 = A1(A2vk) = (A2A1 + 2A3)vk =
= A2(A1vk) + 2A3vk = A2(ρkvk+1) + 2kvk = (ρk + 2k)vk.

Отметим, что при k = j мы не пользуемся при этом формулой

A2vk+1 = vk,

ибо ρk = 0 при k = j. Таким образом, формула (217) доказана, и
числа ρk определяются из соотношений

ρk−1 = ρk + 2k; ρj = 0 (k = j, j − 1, . . .).

Проводя последовательные вычисления, получаем:

ρk = j(j + 1) − k(k + 1),

т. е.

A1vk = [j(j + 1) − k(k + 1)]vk+1 (k = j, j − 1, . . .). (218)

Пользуясь этим равенством, определим значок s первого из век-
торов (216), равного нулю, т. е. vs = 0 и вектор vs+1 отличен от
нулевого. Из (217) при этом следует ρs = 0, т. е.

j(j + 1) − s(s+ 1) = 0.
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Это квадратное относительно s уравнение имеет корни s = j и
s = −(j + 1). Значение s = j не годится, ибо вектор vj отличен от
нулевого и не входит в последовательность (216). Таким образом в
последовательности (216) векторы

vj , vj−1, . . . , v−j+1, v−j (219)

отличны от нулевого, и A2v−j = 0. Число этих векторов равно
(2j+1), откуда видно, что j есть или целое неотрицательное число,
или половина нечетного положительного числа. Если 2j + 1 = n,
то мы можем принять векторы (219) за основные орты в простран-
стве Rn, если же 2j + 1 < n, то они образуют в Rn некоторое под-
пространство L2j+1. Положим, что мы имеем последнее. Каждый
вектор vk из последовательности (219) удовлетворяет уравнению

A3vk = kvk (k = j, j − 1, . . . , −j + 1, −j).

Далее мы имеем A2vk = vk−1, причем vj−1 = 0, и формулу (218).
Тем самым операторы A1, A2 и A3 переводят подпространство
L2j+1 в себя, и данные формулы вполне определяют указанные опе-
раторы в подпространстве L2j+1. Больше того, из формул (216) и
(218) непосредственно следует, что никакое подпространство Lk,
лежащее в L2j+1 и для которого 0 < k < 2j + 1, не остается инва-
риантным при применении операторов A1, A2, A3. Определив Ak,
мы можем для подпространства L2j+1 построить уравнения (204),
которым должен удовлетворять вектор

x = Fj(α1, α2, α3)u (220)

искомого представления в подпространстве L2j+1. Это представле-
ние не может оставлять инвариантным никакое подпространство
Lk, входящее в L2j+1, т. е. представление неприводимо в L2j+1, ибо
если бы это было так, то и всякое As, в силу их определения, долж-
но было бы оставлять инвариантным Lk, что, как мы только что
видели, не имеет места. Если 2j + 1 = n, то приведенное рассуж-
дение относится ко всему Rn. При 2j + 1 < n мы отделили от об-
щего представления в Rn неприводимое в указанном смысле пред-
ставление порядка (2j + 1), т. е. оно не оставляет инвариантным
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никакое подпространство Lk при 0 < k < 2j + 1. Из наших рас-
суждений непосредственно вытекает, что существует только одно
с точностью до подобных представлений неприводимое представ-
ление данного порядка. Но в [69] мы уже построили унитарные
неприводимые представления любого порядка.
Тем самым они исчерпывают всевозможные неприводимые

представления, и указанные выше представления, основанные на
построенных в L2j+1 операторах As, должны быть им подобны.
Векторы (219) можно умножать на произвольные численные

множители, отличные от нуля. При этом в соотношениях (216) и
(218) также появятся численные множители. Указанные множите-
ли можно подобрать так, чтобы иметь окончательно следующие
соотношения:

A1vk =
√
j(j + 1) − k(k + 1)vk+1,

A2vk =
√
j(j + 1) − k(k − 1)vk−1,

A3vk = kvk,

⎫⎪⎬⎪⎭ (221)

причем vj+1 = 0 и v−j−1 = 0.
При таком выборе множителей получатся те представления, ко-

торые мы построили в [69], исходя от величины

ηl =
xj+l1 xj−l2√

(j + l)!(j − l)!
. (222)

Указанное выше построение дает возможность из любого представ-
ления выделять его неприводимые части. Все сводится к отыска-
нию собственных векторов vj оператораA3 с наибольшим собствен-
ным значением и построению (216).

86. Представления группы Лоренца. Рассмотрим группу
линейных преобразований с определителем единица:

x′1 = ax1 + bx2,
x′2 = cx1 + dx2,

(ad− bc = 1). (223)

Матрица преобразования содержит четыре комплексных коэффи-
циента, между которыми имеется одно соотношение. Произволь-
ными остаются три комплексные величины, что сводится к шести
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вещественным параметрам. Введем эти параметры, принимая сле-
дующее обозначение для матрицы преобразования:

A =
∥∥∥∥1 + α1 + iα2 α3 + iα4

α5 + iα6 d(αs)

∥∥∥∥ , (224)

где

d(αs) =
1 + (α3 + iα4)(α5 + iα6)

1 + α1 + iα2
.

Мы получаем шесть бесконечно малых преобразований I ′k, которые
легко построить. Например, для построения I ′1 надо в матрице A
положить все αs, кроме α1, равными нулю, продифференцировать
матрицу по α1 и затем положить α1 = 0. Таким образом, будем
иметь:

I ′1 =
∥∥∥∥1 0
0 −1

∥∥∥∥ ; I ′2 =
∥∥∥∥i 0
0 −i

∥∥∥∥ ; I ′3 =
∥∥∥∥0 1
0 0

∥∥∥∥ ;

I ′4 =
∥∥∥∥0 i
0 0

∥∥∥∥ ; I ′5 =
∥∥∥∥0 0
1 0

∥∥∥∥ ; I ′6 =
∥∥∥∥0 0
i 0

∥∥∥∥ .
Структурные постоянные C(j)

pq , входящие в соотношения (208), по
самому их определению должны быть вещественными и могут быть
найдены из этих соотношений:

I ′pIq − I ′qI
′
p =

6∑
j=1

C(j)
pq I

′
j (p < q; p, q = 1, 2, . . . , 6).

При этом надо отметить, что между матрицами I ′j не существу-
ет линейного соотношения (кроме тривиального) с вещественными
коэффициентами, поэтому можно получить следующие пятнадцать
равенств:

I ′1I ′3 − I ′3I ′1 = 2I ′3, I ′1I ′4 − I ′4I ′1 = 2I ′4 I ′2I ′3 − I ′3I ′2 = 2I ′4,
I ′1I

′
5 − I ′5I

′
1 = −2I ′5, I ′1I

′
6 − I ′6I

′
1 = −2I ′6, I ′2I

′
5 − I ′5I

′
2 = −2I ′6,

I ′3I ′5 − I ′5I ′3 = I ′1, I ′3I ′6 − I ′6I ′3 = I ′2, I ′4I ′5 − I ′5I ′4 = I ′2.
I ′2I

′
4 − I ′4I

′
2 = −2I ′3, I ′1I

′
2 − I ′2I

′
1 = 0,

I ′2I
′
6 − I ′6I

′
2 = 2I ′5, I ′3I

′
4 − I ′4I

′
3 = 0,

I ′4I ′6 − I ′6I ′4 = −I ′1, I ′5I ′6 − I ′6I ′5 = 0.
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Если Ik (k = 1, 2, . . . , 6)—бесконечно малые преобразования
для любого представления исследуемой группы, то между ними
также имеют место пятнадцать соотношений

IpIq − IqIp =
6∑
j=1

C(j)
pq Ij

с теми же коэффициентами C(j)
pq . Если мы введем обозначения

I3 + iI4 = 2A1; I5 + iI6 = 2A2; I1 + iI2 = 4A3;
I3 − iI4 = 2B1; I5 − iI6 = 2B2; I1 − iI2 = 4B3,

(225)

то упомянутые пятнадцать соотношений записываются в следую-
щем виде:

ApBq −BqAp = 0 (p, q = 1, 2, 3) (226)

и, кроме того,

A3A1 −A1A3 = A1, B3B1 −B1B3 = B1,
A3A2 −A2A3 = −A2, (227) B3B2 −B2B3 = −B2, (228)
A1A2 −A2A1 = 2A3, B1B2 −B2B1 = 2B3.

Отметим, что соотношения (226) и (227) выполняются тривиально,
если взять матрицы I ′k, ибо при этом A′

k = 0 (k = 1, 2, 3). Соот-
ношения (227) совпадают с соотношениями (213), и рассуждения
предыдущего номера остаются, по существу, в силе. Мы приме-
няем написанные соотношения для бесконечно малых преобразо-
ваний любого линейного представления группы (223). Если vj —
собственный вектор оператора A3, относящийся к наибольшему
собственному значению, то имеется (2j + 1) собственных векторов
vk (k = j, j − 1, . . . , −j + 1, −j) оператора A3, которые преобра-
зуются операторами A1, A2, A3 согласно формулам (221), причем
vj+1 = 0 и v−j−1 = 0. Пусть L(j) — подпространство, образованное
всеми собственными векторами оператора A3, относящимися к соб-
ственному значению j. Покажем, что если вектор v принадлежит
L(j), то и векторы Bqv (q = 1, 2, 3) принадлежат L(j). Действи-
тельно, в силу (226):

A3(Bqv) = Bq(A3v) = Bq(jv) = jBqv,
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откуда и следует, что Bqv есть собственный вектор A3, соответ-
ствующий собственному значению j (или нулевой вектор), т. е. Bqv
входит в L(j). В L(j) мы можем повторить наши рассуждения из
[85], заменяя операторы Ak операторами Bk. Следовательно, мож-
но построить в L(j) ряд векторов vjk′ (k′ = j′, j′−1, . . . , −j+1, −j′),
которые преобразуются согласно формулам (221) при замене j на
j′ и Ak на Bk. Каждый вектор v′jk при повторном применении опе-
рации A2 дает (2j + 1) векторов vkk′ (k = j, j − 1, . . . , −j + 1, −j).
Таким образом окончательно получается (2j + 1)(2j′ + 1) векторов
vkk′ , для которых имеют место соотношения:

A1vkk′ =
√
j(j + 1) − k(k + 1)vk+1,k′ ,

A2vkk′ =
√
j(j + 1) − k(k − 1)vk−1,k′ ,

A3vkk′ = kvkk′ ,

B1vkk′ =
√
j(j + 1) − k′(k′ + 1)vk,k′+1,

B2vkk′ =
√
j(j + 1) − k′(k′ − 1)vk,k′−1,

B3vkk′ = k′vkk′ .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(229)

Эти формулы определяют в пространстве с числом измерений
(2j + 1)(2j′ + 1) операторы Ap и Bq, и согласно формулам (225)
определяются операторы Ik, после чего уравнение (204) может при-
водить лишь к одному линейному представлению группы. Это есть
то представление, которое мы строили в [80].
В последних номерах мы следовали изложению, приведенному

в книге В а н - д е р - В а р д е н а «Метод теории групп в квантовой
механике».

87. Вспомогательные формулы. Вернемся к формулам из [82]. Мы
имеем:

GβGα = Gγ , (230)

причем γs выражается через αs и βs согласно формулам (189) или (192), кото-
рые определяют основную групповую операцию. Составим матрицу, зависящую
от переменных αs и βs, т. е. элементов группы Gα и Gβ . Обозначим эту матрицу
символом S(Gβ , Gα), и элементы ее определим следующими формулами:

Sik(Gβ , Gα) =
∂γi

∂βk
(i, k = 1, 2, . . . , r). (231)
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Мы уже рассматривали эту матрицу в [82] при βs = 0, т. е. при Gβ = E, где E —
единичный элемент группы. Изучим свойства этой матрицы. Из ее определения
непосредственно следует:

S(Gβ , E) = I. (232)

Докажем еще формулу:

S(Gβ , Gα) · S(E, Gβ) = S(E, GβGα). (233)

Положим Gα = Gα′′Gα′ , так что

Gγ = GβGα = (GβGα′′ ) Gα′ = GδGα′ (Gδ = GβGα′′ ).

Применяем правило дифференцирования сложных функций

∂γi

∂βk
=

r∑
s=1

∂γi

∂δs
· ∂δs
∂βk

=

r∑
s=1

Sis(Gδ, Gα′ )Ssk(G
′
βGα′′),

откуда
S(Gβ , Gα′′Gα′ ) = S(Gδ, Gα′ )S(Gβ , Gα′′ ).

Положив в этом равенстве Gβ = E, Gα′′ = Gβ и Gα′ = Gα, получим равен-
ство (233). При Gα = G−1

β получим выражение матрицы, обратной матрице
S(E, Gβ):

S−1(E, Gβ) = S(Gβ , G
−1
β ). (234)

Матрица S(E, Gβ) в обозначениях из [82] будет S(βs) и обратная матрица
будет T (βs). Сейчас мы их будем обозначать символами S(Gβ) и T (Gβ):

S(E, Gβ) = S(Gβ); S−1(E, Gβ) = T (Gβ). (235)

Мы имеем:
S(Gβ)T (Gβ ) = T (Gβ)S(Gβ) = E. (236)

Формула (233) дает:

S(Gβ , Gα) = S(E, Gγ)S−1(E, Gβ) = S(Gγ)S−1(Gβ), (237)

и соотношение (231) может быть записано в виде

∂γi

∂βk
=

r∑
s=1

Sis(Gγ)Tsk(Gβ). (238)

Умножая обе части на Tmi(Gγ ) и суммируя по i, получим в силу (236):

r∑
i=1

Tmi(Gγ)
∂γi

∂βk
= Tmk(Gβ). (239)

Дифференцируем (238) по βl:

∂2γi

∂βk∂βl
=

r∑
s,p=1

∂Sis(Gγ)

∂γp

∂γp

∂βl
Tsk(Gβ) +

r∑
s=1

Sis(Gγ )
∂Tsk(Gβ)

∂βl
,
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откуда, выражая ∂γp

∂βl
согласно формуле (238):

∂2γi

∂βk∂βl
=

r∑
s,p,q=1

∂Sis(Gγ )

∂γp
Spq(Gγ )Tql(Gβ)Tsk(Gβ) +

r∑
s=1

Sis(Gγ)
∂Tsk(Gβ)

∂βl
.

Переставляя в правой части k и l, пользуясь независимостью левой части от
порядка дифференцирования и переставляя переменные суммирования s и q,
получим:

r∑
s,p,q=1

[
∂Sis(Gγ )

∂γp
Spq(Gγ ) − ∂Siq(Gγ)

∂γp
Sps(Gγ)

]
Tql(Gβ)Tsk(Gβ) =

= −
r∑
s=1

Sis(Gγ)

[
∂Tsk(Gβ)

∂βl
− ∂Tsl(Gβ)

∂βk

]
.

Умножим обе части на произведение Slf (Gβ)Skg(Gβ)Thi(Gγ ) и просуммируем
по i, k и l от 1 до r. Принимая во внимание (236), получим равносильную
систему равенств:

r∑
i,p=1

[
∂Sig(Gγ )

∂γp
Spf (Gγ) − ∂Sif (Gγ)

∂γp
Sps(Gγ)

]
Thi(Gγ) =

= −
r∑

k,l=1

Slf (Gβ)Skg(Gβ)

[
∂Thk(Gβ)

∂βl
− ∂Thl(Gβ)

∂βk

]
.

От этих равенств легко перейти к предыдущим, умножая обе части на про-
изведение Tfl1 (Gβ)Tgk1 (Gβ)Si1h(Gγ) и суммируя по f , g и h. В последнем
равенстве левая часть зависит только от γs, а правая — только от βs. Таким
образом, ввиду произвольности Gα в формуле (230) и тем самым независимо-
сти βs и γs обе части последней формулы должны равняться одной и той же
постоянной, и, в частности:

r∑
k,l=1

Slf (Gβ)Skg(Gβ)

[
∂Thk(Gβ)

∂βl
− ∂Thl(Gβ)

∂βk

]
= C

(h)
fg .

Меняя значки, можем написать:

r∑
s,t=1

Sti(Gα)Ssk(Gα)

[
∂Tps(Gα)

∂αt
− ∂Tpt(Gα)

∂αs

]
= −C(p)

ik . (240)

Если положим в этом тождестве Gα = E, т. е. αs = 0 (s = 1, . . . , r), и примем
во внимание, что S(E) = E, то получим:

−C(p)
ik =

[
∂Tpk(Gα)

∂αi
− ∂Tpi(Gα)

∂αk

]
.
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Сравнивая с формулой (199) из [82], мы видим, что C
(p)
ik суть структур-

ные постоянные, определенные нами выше. Умножая обе части (240) на
Tjl(Gα)Tkm(Gα) и суммируя по i и k, получим в силу (236):

∂Tpm(Gα)

∂αl
− ∂Tpl(Gα)

∂αm
= −

r∑
i,k=1

C
(p)
ik Til(Gα)Tkm(Gα). (241)

Вернемся к формулам (207) и (208). Формула (208) получается, как мы
видели, путем приравнивания нулю квадратной скобки формулы (207) при
αs = 0 (s = 1, . . . , r). Пользуясь (241), легко показать, что из (208) вытекает,
что квадратная скобка формулы (207) равна нулю и при любых α3.

Второе слагаемое этой скобки представим в виде
r∑

j,k=1

TjpTkqIjIk −
r∑

j,k=1

TjqTkpIjIk,

причем мы не выписываем аргумента Gα у T . Заменяя у вычитаемого j на k и
k на j, получим:

r∑
j,k=1

TjpTkq(IjIk − IkIj) =
r∑

j,k,s=1

TjpTkqC
(s)
jk Is.

Преобразуя первое слагаемое скобки формулы (207):
r∑
j=1

(
∂Tjp

∂αq
− ∂Tjq

∂αp

)
Ij

согласно (241), получим непосредственно тот же результат, но с обратным зна-
ком. Наряду с матрицей S(Gβ , Gα) рассмотрим матрицу S′(Gβ , Gα), элементы
которой определяются формулами

∂γi

∂αk
= S′(Gβ , Gα). (242)

Совершенно так же, как и выше, можно доказать формулы

S′(E, Gα) = I,

S′(GβGα, E) = S′(Gβ , Gα)S′(Gα, E),

S′−1(Gα, E) = S′(G−1
α , Gα),

⎫⎪⎬⎪⎭ (243)

которые нам понадобятся в дальнейшем.

88. Построение группы по структурным постоянным. В настоящем
номере мы в общих чертах коснемся вопроса о построении групповой операции
и группы линейных преобразований по заданным структурным постоянным
G

(p)
ik , которые удовлетворяют соотношениям (1941) и (1942). Это построение

основано на одной теореме из теории уравнений с частными производными, о
которой мы упоминали выше. Сформулируем сейчас эту теорему.
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Пусть имеется следующая система дифференциальных уравнений с част-
ными производными:

∂zi

∂xk
= Xik(x1, . . . , xn; z1, . . . , zm)

(i = 1, 2, . . . , m; k = 1, 2, . . . , n). (244)

Напишем, пользуясь этой системой, условие того, что

∂2zi

∂xk∂xl
=

∂2zi

∂xl∂xk
.

Оно имеет, очевидно, вид

∂Xik

∂xl
+

m∑
s=1

∂Xik

∂zs
· ∂zs
∂xl

=
∂Xil

∂xk
+

m∑
s=1

∂Xil

∂zs
· ∂zs
∂xk

,

или, заменяя ∂zs
∂xl

и ∂zs
∂xk

правой частью системы (244), получим:

∂Xik

∂xl
+

m∑
s=1

∂Xik

∂zs
·Xsl =

∂Xil

∂xk
+

m∑
s=1

∂Xil

∂zs
Xsk (k �= l). (245)

Это равенство является соотношением между переменными xk, zi.
Т е о р ем а. Если функции Xik в окрестности значений xk = x

(0)
k ,

zi = z
(0)
i (и при этих значениях) непрерывны и имеют непрерывные частные

производные, которые входят в соотношения (245), и все эти последние со-
отношения выполняются тождественно относительно xk, zi, то система
(244) при начальных условиях

zi

∣∣∣∣
xk=x

(0)
k

= z
(0)
i

имеет решение и притом единственное.
Тождественное выполнение всех соотношений (245) при наличии указанных

условий непрерывности называется обычно условием полной интегрируемости
системы (244). Опишем теперь схему построений групповой операции и группы
линейных преобразований по заданным структурным постоянным.

Итак, пусть заданы постоянные C(p)
ik , где i, k, p = 1, 2, . . . , r, причем эти

постоянные удовлетворяют соотношениям (1941) и (1942).
Если решить систему (241) относительно частных производных, то мож-

но проверить, что упомянутые соотношения являются условиями полной ин-
тегрируемости системы (241). Таким образом, существует единственная мат-
рица T (Gα) с элементами Tpq(Gα) (p, q = 1, 2, . . . , r), которая обращается
в единичную матрицу при Gα = E, т. е. при αs = 0 (s = 1, 2, . . . , r), и
удовлетворяет системе (241). Имея T (Gα), мы можем построить и обратную
матрицу S(Gα) = T−1(Gα). Для построения групповой операции обращаем-
ся к системе (238). Правые части этих уравнений — известные функции βs и
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γs (s = 1, 2, . . . , r). Можно проверить, что система (241) выражает условия
полной интегрируемости системы (238). Следовательно, существует единствен-
ное решение системы (238), которое удовлетворяет начальным условиям

γi

∣∣∣∣
βk=0

= αi.

Построенное решение и дает групповую операцию. Начальные условия выра-
жают тот факт, что элемент Gγ , определяемый формулой (230), обращается в
Gα при βs = 0 (s = 1, . . . , r). Переходим теперь к построению группы линей-
ных преобразований, т. е. группы матриц заданного порядка по структурным
постоянным, причем, как указано выше, мы имеем уже матрицу T (Gα). Как
мы показали в [83], условия полной интегрируемости (204) или системы (205)
сводятся к тождественному равенству нулю квадратной скобки уравнения (207)
при любом выборе значков, а эти последние условия выполнены, как мы по-
казали в [87], если матрицы Is удовлетворяют соотношениям (208). Таким об-
разом, решение задачи должно начинаться с построения матриц Is заданного
порядка, удовлетворяющих соотношениям (208). Это сложная алгебраическая
задача. Имея матрицы Is, мы можем уже утверждать, что система (205) имеет
единственное решение, удовлетворяющее начальным условиям (206). Это ре-
шение и дает группу матриц с заданными структурными постоянными C(p)

ik .
Можно показать, что интегрирование системы (241) при начальных усло-

виях T (E) = I сводится к интегрированию системы обыкновенных линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Сформули-
руем соответствующий результат. Построим систему линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами:

dwik(t)

dt
= δik +

r∑
p,q=1

C
(i)
pq αpwqk(t),

где δik = 0 при i �= k, δii = 1 и α1, α2, . . . , αr считаются заданными посто-
янными. При этом функции Tik(αs) = wik(t) удовлетворяют системе (241) и
начальному условию T (E) = I. Подробное рассмотрение вопроса о построении
непрерывной группы по заданным структурным постоянным так же, как и ис-
следование других вопросов теории непрерывных групп, можно найти в книге
Л.С.П о н т р я г и н а «Непрерывные группы».

89. Интегрирование на группе. В [76, 77] мы доказывали ряд соотно-
шений, которые содержат суммы некоторых величин, зависящих от элемен-
тов группы, причем суммирование распространялось на все элементы груп-
пы. В случае непрерывной группы суммирование заменяется интегрированием
по параметрам, определяющим элементы группы. Положим, что непрерывная
группа G такова, что при некотором выборе параметров этой группе в веще-
ственном r-мерном пространстве Tr, определяемой параметрами α1, α2, . . . ,
αr , соответствует ограниченная замкнутая область V (область вместе с ее гра-
ницей), так что всякому элементу из G соответствует определенная точка V , и
наоборот. Внутри области V функции ϕj(β1, . . . , βr; α1, . . . , αr), определяю-
щие групповую операцию, считаются непрерывными и достаточное число раз
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дифференцируемыми. Кроме того, эти функции и их производные считаются
непрерывными вплоть до границы V . Зависимость параметров α̃s, соответству-
ющих элементу G−1

α , от параметров αs также считается непрерывной. Группы
с такими свойствами называются обычно компактными. Для определения ин-
тегрирования на группе рассмотрим определитель матрицы S′(Gβ , Gα) [87] и
введем для него следующее обозначение:

Δ′(Gβ , Gα) =

∣∣∣∣ ∂γi∂αk

∣∣∣∣r
1

. (246)

Из (243) непосредственно следует:

Δ′(E, Gα) = 1, (2471)

Δ′(GβGα, E) = Δ′(Gβ , Gα) · Δ′(Gα, E). (2472)

Обозначая δ(Gβ ) = Δ′(Gβ , E), можем написать:

Δ′(Gβ , Gα) =
δ′(GβGα)

δ′(Gα)
. (248)

Отсюда, принимая во внимание, что δ′(E) = Δ′(E, E) = 1, получаем:

Δ′(G−1
α , Gα) =

1

δ′(Gα)
. (249)

Введем еще одно обозначение:

u′(Gα) = Δ′(G−1
α , Gα). (250)

В силу сделанных выше предположений и u′(Gα) есть непрерывная функция
в замкнутой области V . Она не обращается в нуль, ибо

1

u′(Gα)
= δ′(Gα) = Δ′(Gα, E)

есть также непрерывная функция. Принимая во внимание, что и u′(E) = 1, мо-
жем утверждать, что u′(Gα) и δ(Gα)—положительные функции. То же можно
утверждать, в силу (248), и относительно Δ′(Gβ , Gα).

Пусть f(Gα) = f(α1, . . . , αr)—любая непрерывная в замкнутой области
V функция.

Определим интеграл от этой функции на группе G формулой∫
G

f(Gα)dGα =

∫
V

f(α1, . . . , αr)u
′(Gα)dα1 . . . dαr , (251)

где интеграл, стоящий справа, есть обычный интеграл по области V . Докажем,
что такой интеграл обладает следующим свойством левой инвариантности:∫

G

f(Gα)dGα =

∫
G

f(GβGα)dGα, (252)
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или в координатах∫
V

f(α1, . . . , αr)u
′(Gα)dα1 . . . dαr =

∫
V

f(γ1, . . . , γr)u
′(Gα)dα1 . . . dαr , (253)

где Gβ —любой фиксированный элемент группы G. Для доказательства заме-
ним в интеграле, стоящем в левой части, переменный элемент Gα переменным
элементом Gδ, полагая Gα = GβGδ, причем область изменения параметров
δ1, . . . , δr по-прежнему V . Определитель преобразования будет:∣∣∣∣ ∂αi∂αk

∣∣∣∣r
1

= Δ′(Gβ , Gδ) =
δ′(GβGδ)
δ′(Gδ)

=
u′(Gδ)

u′(GβGδ)
=
u′(Gδ)
u′(Gα)

,

и мы получим:∫
V

f(α1, . . . , αr)u
′(Gα)dα1 . . . dαr =

=

∫
V

f(α1, . . . , αr)u
′(Gα)

u′(Gδ)
u′(Gα)

dδ1 . . . dδr =

∫
G

f(GβGδ)dGδ .

Это и совпадает с (253). Замена в правой части Gα на Gδ несущественна.
Аналогично строится правоинвариантный интеграл. Введем определитель

матрицы S(Gβ , Gα):

Δ(Gβ , Gα) =

∣∣∣∣ ∂γi∂βk

∣∣∣∣r
1

. (254)

Как и выше, имеем:

Δ(Gα, E) = 1,

Δ(E, GβGα) = Δ(Gβ , Gα)Δ(E, Gβ),

Δ(Gβ , Gα) =
δ(Gβ , Gα)

δ(Gβ)
,

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (255)

где δ(Gα) = Δ(E, Gα). Вводится положительная функция

u(Gα) =
1

δ(Gα)
= Δ(Gα, G

−1
a ), (256)

и интеграл определяется формулой∫
V

f(α1, . . . , αr)u(Gα)dα1 . . . dαr =

∫
G

f(Gα)d̃Gα. (257)

Волна сверху знака дифференциала отличает этот интеграл от интеграла (251).
При этом имеет место свойство правой инвариантности:∫

G

f(Gα)d̃Gα =

∫
G

f(GαGβ)d̃Gα. (258)
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Докажем теперь, что замена Gα на G−1
α под знаком подынтегральной функ-

ции влечет преобразование левоинвариантного интеграла в правоинвариант-
ный и обратно. Дифференцируем равенство Gλ = GαGβ , записанное в пара-
метрах, по αs, причем во всех дальнейших формулах мы считаем Gβ = G−1

α :

∂λi

∂αk
+

r∑
s=1

∂λi

∂βs
· ∂βs
∂αk

= 0, откуда
∣∣∣∣ ∂λi∂αk

∣∣∣∣r
1

= (−1)r
∣∣∣∣ ∂λi∂βk

∣∣∣∣r
1

∣∣∣∣ ∂βi∂αk

∣∣∣∣r
1

,

и, принимая во внимание (246) и (245), получаем:∣∣∣∣ ∂βi∂αk

∣∣∣∣r
1

= (−1)r
Δ(Gα, G

−1
α )

Δ′(Gα, G−1
α )

= (−1)r
u(Gα)

u′(G−1
α )

. (259)

Можно дать другое представление этого определителя. Из равенства∣∣∣∣ ∂βi∂αk

∣∣∣∣r
1

∣∣∣∣ ∂αi∂βk

∣∣∣∣r
1

= 1

следует ∣∣∣∣ ∂αi∂βk

∣∣∣∣r
1

= (−1)r
u′(G−1

α )

u(Gα)
(260)

или, меняя местами Gα и G−1
α :∣∣∣∣ ∂βi∂αk

∣∣∣∣r
1

= (−1)r
u′(Gα)

u(G−1
α )

. (261)

Обращаемся теперь к интегралам. Совершая обычным образом замену пе-
ременных интегрирования, получим, пользуясь (260):∫

V

f(α1, . . . , αr)u
′(Gα)dα1 . . . dαr =

=

∫
V

f(β̃1, . . . , β̃r)u
′(Gα)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂αi∂βk

∣∣∣∣r
1

∣∣∣∣dβ1 . . . dβr =

=

∫
V

f(β̃1, . . . , β̃r)u
′(Gα)

u(Gβ)

u′(Gα)
dβ1 . . . dβr .

Сокращая на u′(Gα) и заменяя переменный элемент Gβ переменным элементом
Gα, получим:∫
V

f(α̃1, . . . , α̃r)u(Gα)dα1 . . . dαr =

∫
V

f(α1, . . . , αr)u
′(Gα)dα1 . . . dαr . (262)

Совершенно так же, принимая во внимание формулу (261), получим:∫
V

f(α̃1, . . . , α̃r)u
′(Gα)dα1 . . . dαr =

∫
V

f(α1, . . . , αr)u(Gα)dα1 . . . dαr . (263)
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До сих пор мы не использовали компактности группы. Область V может
быть и бесконечной. Но при этом надо предполагать функцию f(α1, . . . , αr)
такой, что все написанные интегралы имеют смысл. Сейчас, пользуясь ком-
пактностью, мы докажем, что u(Gα) = u′(Gα). Для этого рассмотрим опреде-
литель

D(Gβ , Gα) =

∣∣∣∣ ∂μi∂βk

∣∣∣∣r
1

, (264)

где Gμ = G−1
α GβGα, и докажем формулу

D(Gβ , Gα′′Ga′) = D(G−1
α′′GβGα′′ , Gα′ )D(Gβ , Gα′′ ). (265)

Мы можем написать:

Gμ = (Gα′′Gα′ )−1Gβ(Gα′′Gα′) = G−1
α′ GνGα′ ,

где Gν = G−1
α′′GβGα′′ , а потому∣∣∣∣ ∂μi∂βk

∣∣∣∣r
1

=

∣∣∣∣ ∂μi∂νk

∣∣∣∣r
1

·
∣∣∣∣ ∂νi∂βk

∣∣∣∣r
1

= D(Gν , Gα′)D(Gβ , Gα′′ ),

откуда и следует (265). Положив в этой формуле Gβ = E, получим:

D(E, Gα′′Gα′ ) = D(E, Gα′ )D(E, Gα′′ ). (266)

Если мы введем численную функцию элемента:

η(Gα) = D(E, Gα), (267)

то, в силу (266), можем написать:

η(Gα′′Gα′ ) = η(Gα′′ )η(Gα′ ), (268)

т. е. перемножение элементов означает умножение соответствующих значений
функции η(Gα). Мы имеем, очевидно:

η(E) = 1 и η(Gα)η(G−1
α ) = 1, (269)

и функция η(Gα) непрерывна и положительна в замкнутой области V .
Используя компактность группы, докажем сейчас, что η(Gα) = 1 для

любого элемента Gα. Положим, что для некоторого элемента Gα мы имеем
η(Gα) �= 1. Если, например, η(Gα) < 1, то в силу (269): η(G−1

α ) > 0, и мы
можем считать всегда, что η(Gα) > 1. При этом

η(Gnα) = [η(Gα)]n → ∞ при n→ ∞.

Это противоречит тому, что непрерывная в замкнутой области V функция
η(Gα) должна быть ограниченной. Переходим теперь к установлению связи
между u(Gα) и u′(Gα). Пусть

Gγ = GβGα = G−1
α (GαGβ)Gα = G−1

α GρGα (Gρ = GαGβ).

Мы имеем: ∣∣∣∣ ∂γi∂βk

∣∣∣∣r
1

= Δ(Gβ , Gα).
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Но, с другой стороны:∣∣∣∣ ∂γi∂βk

∣∣∣∣r
1

=

∣∣∣∣ ∂γi∂ρk

∣∣∣∣r
1

∣∣∣∣ ∂ρi∂βk

∣∣∣∣r
1

= D(Gρ, Gα)Δ′(Gα, Gβ),

т. е.
Δ(Gβ , Gα) = D(GαGβ , Gα) · Δ′(Gα, Gβ).

Полагая Gβ = G−1
α , получим:

Δ(G−1
α , Gα) = D(E, Gα) · Δ′(Gα, G−1

α ),

т. е.
u(G−1

α ) = η(Gα)u′(G−1
α ) или u(G−1

α ) = u′(G−1
α )

при любом Gα, ибо η(Gα) = 1. Таким образом для компактных групп левоин-
вариантный интеграл (251) совпадает с правоинвариантным интегралом (257).
Кроме того, из (262) или (263) следует, что этот интеграл совпадает также с
интегралом ∫

V

f(α̃1, . . . , α̃r)u
′(Gα)dα1 . . . dαr .

Для некомпактных групп левоинвариантный интеграл может быть отличным
от правоинвариантного. В качестве примера рассмотрим группу линейных пре-
образований вида

z′ = eα1z + α2,

где α1 и α2 меняются от (−∞) до (+∞). В данном случае r = 2 и V есть вся
плоскость. Композиция двух преобразований дает:

z′ = eα1z + α2; z′′ = eβ1z′ + β2; γ1 = ϕ1(β1, β2; α1, α2) = β1 + α1;

т. е.

z′′ = eβ1+α1z + (eβ1α2 + β2), γ2 = ϕ2(β1, β2; α1, α2) = eα1β2 + α2.

Единичному элементу соответствуют параметры α1 = α2 = 0. Элемент
G−1
α имеет параметры α̃1 = −α1, α̃2 = −α2e−α1 . Вычисляем функциональные

определители:

Δ′(Gβ , Gα) =

∣∣∣∣1, 0
0, eα1

∣∣∣∣ = eα1 ; δ′(Gα) = eα1 ; u′(Gα) = e−α1 ;

Δ(Gβ , Gα) =

∣∣∣∣1, eα1β2

0, 1

∣∣∣∣ = 1; δ(Gα) = u(Gα) = 1.

Левоинвариантный интеграл имеет вид

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(α1, α2)e−α1dα1dα2
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и правоинвариантный интеграл —

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(α1, α2)dα1dα2.

Отметим, что при доказательстве равенства правоинвариантного и лево-
инвариантного интегралов, т. е. равенства u(Gα) = u′(Gα), можно требование
компактности группы заменить другим требованием.

Пусть G′ —подгруппа, состоящая из элементов G, которые имеют вид

GαGβG
−1
α G−1

β (270)

или получаются из таких элементов путем их перемножения, причем Gα и Gβ —
любые элементы G.

Нетрудно видеть, что если некоторый элемент Gγ , содержится среди эле-
ментов (270), то и обратный элемент G−1

γ содержится среди элементов (270).
Точно так же и элемент G−1

δ GγGδ, при любом выборе Gδ из G, содержится
среди элементов (270). Иначе говорят, что подгруппа G′ порождается элемента-
ми (270). Из сказанного выше следует, что G′ является нормальным делителем
G. Подгруппа G′ приводится к единичному элементу в том и только в том слу-
чае, если все элементы (270) суть единичные элементы, т. е. в том и только в
том случае, когда G есть абелева группа. Подгруппа G′ может и совпадать с
G. В частности, это будет иметь место, если G есть не абелева, простая группа.
Подгруппа G′ называется обычно коммутантом группы G.

Из определения (268) и (269) следует, что η(GαGβG
−1
α G−1

β ) = 1, что
η(Gγ ) = 1 для всех Gγ из G′ и что η(Gα) имеет одинаковое значение для
всех элементов, принадлежащих одной и той же совокупности по группе G′,
т. е. что функция η(Gα) имеет определенное значение для всякого элемента
дополнительной к G′ группы. Если G′ совпадает с G, то η(Gα) = 1 при любом
Gα из G. То же имеет место, если упомянутая выше дополнительная группа
компактна. Но раз

η(Gα) = 1, то u(Gα) = u′(Gα).

90. Свойство ортогональности. Примеры. Свойство правой и левой
инвариантности интеграла аналогично в случае конечных групп тому свой-
ству, что при переменном элементе Gs и фиксированном элементе Gt произве-
дение GsGt или GtGs пробегает по одному разу все элементы группы. Этим
свойством мы пользовались при доказательстве того, что всякое представление
группы эквивалентно унитарному представлению и при доказательстве свойств
ортогональности. Пользуясь инвариантным интегралом, можно доказать ана-
логичные предложения и для компактных групп. ЕслиA(Gα)— унитарные мат-
рицы, дающие неприводимое линейное представление компактной группы G,
и B(Gσ)— унитарные матрицы, дающие неэквивалентное неприводимое пред-
ставление, то, обозначая, как всегда, двумя значками снизу элементы матриц,
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мы будем иметь следующие формулы, выражающие ортогональность неэкви-
валентных неприводимых унитарных представлений:∫

V

{A(Gα)}ij{B(Gα)}klu(Gα)dα1 . . . dαr = 0. (271)

Для одного неприводимого представления получим:∫
V

{A(Gα)}ij{A(Gα)}klu(Gα)dα1 . . . dαr =
δikδjl

p

∫
V

u(Gα)dα1 . . . dαr , (272)

где p—порядок матриц. Точно так же для характеров:

X(Gα) =

p∑
i=1

{A(Gσ)}ii; X′(Gα) =

q∑
i=1

{B(Gα)}ii,

где p и q—порядок матриц A(Gα) и B(Gα), имеют место следующие свойства:∫
V

X(Gα)X′(Gα)u(Gα)dα1 . . . dαr = 0, (273)

∫
V

X(Gα)X(Gσ)u(Gα)dα1 . . . dαr =

∫
V

u(Gα)dα1 . . . dαr . (274)

1. Перейдем к рассмотрению приме ро в. Пусть G—абелева группа вра-
щения плоскости вокруг начала. Для нее r = 1 и единственный параметр α
дает величину угла поворота. Будем считать, что α принадлежит промежутку
(0, 2π), причем концы этого промежутка отождествляются. Последователь-
ные вращения на углы α и β приводят к вращению на угол β + α, причем
вычитая, если надо, 2π, мы должны привести эти суммы к указанному проме-
жутку. В рассматриваемом случае функциональные определители Δ(Gβ , Gα)
и Δ′(Gβ , Gα) сводятся к производной от β+α по β или α, равной единице, так
что u(Gα) = u′(Gα) = 1. Мы знаем, что группа G имеет неприводимые уни-
тарные представления первого порядка eimα (m = 0, ±1, ±2, . . .), и формулы
(357) и (358) дают известные формулы:

2π∫
0

eim1αeim2αdα =

2π∫
0

ei(m1−m2)αdα =

{
0 при m1 �= m2,

2π при m1 = m2.
(275)

Отметим, что, в силу необходимости приведения суммы β+α к промежут-
ку (0, 2π), мы имеем некоторую особенность в непрерывности и определении
производных этой суммы в тех случаях, когда для α и β, лежащих внутри
промежутка (0, 2π), сумма оказывается равной 2π.

2. Рассмотрим группу вращения трехмерного пространства и применим па-
раметры, несколько отличные от тех, о которых мы говорили в [84]. Пусть про-
странство повернулось на угол ω вокруг оси, которая образует углы α, β и γ с
осями координат X, Y и Z.
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Введем четыре параметра:

a0 = cos
1

2
ω; a1 = cosα sin

1

2
ω; a2 = cos β sin

1

2
ω; a3 = cos γ sin

1

2
ω. (276)

Они связаны соотношением

a20 + a21 + a22 + a23 = 1. (277)

Единичному преобразованию соответствуют значения a0 = 1, a1 = a2 =
a3 = 0. Мы можем принять a1, a2, a3 за параметры. При этом a0 считает-
ся их функцией.

Если произвести последовательно вращения, определяемые параметрами
(a0, a1, a2, a3) и (b0, b1, b2, b3), то параметры результирующего вращения
(c0, c1, c2, c3) определятся, как нетрудно проверить, формулами

c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3,
c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2

c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1,
c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.

(278)

Считая a0 функцией a1, a2, a3, получим в силу (277):

a0
∂a0

∂aj
+ aj = 0, (j = 1, 2, 3),

откуда ∂a0
∂aj

= 0 для E. Пользуясь этим, мы можем легко составить функцио-
нальный определитель при b0 = 1, b1 = b2 = b3 = 0:

D(c1, c2, c3)

D(b1, b2, b3)
=

∣∣∣∣∣∣
a0 −a3 a2
a3 a0 −a1

−a2 a1 a0

∣∣∣∣∣∣ = a0(a20 + a21 + a22 + a23) =

= a0 =
√

1 − a21 − a22 − a23.

Инвариантный интеграл имеет вид∫
V

f(a1, a2, a3)
1√

1 − a21 − a22 − a23

da1 da2 da3. (279)

Область V есть сфера с центром в начале координат и радиусом единица. От-
метим, что формулы (278) непосредственно получаются из правила умножения
кватернионов

c0 + c1i+ c2j + c3k = (a0 + a1i+ a2j + a3k)(b0 + b1i+ b2j + b3k),

причем единицы i, j и k подчиняются следующему закону умножения:

i2 = j2 = k2 = −1; ij = −ji = k; jk = −kj = i; ki = −ik = j.

Нетрудно установить связь между параметрами (a0, a1, a2, a3) и углами Эй-
лера α, β, γ. Приведем соответствующие формулы

a0 = cos 1
2
β cos 1

2
(α+ γ);

a1 = sin 1
2
β cos 1

2
(γ − α);

a2 = sin 1
2
β sin 1

2
(γ − α);

a3 = cos 1
2
β sin 1

2
(α + γ).
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Инвариантный интеграл в параметрах (α, β, γ) записывается при этом в виде∫
V

f(α, β, γ) sin β sin2 1

2
(α− γ)dα dβ dγ, (280)

причем 0 � α < 2π, 0 � β < π, 0 � γ < 2π. Отметим, что в интеграле (279)
функция

1

a0
=

1√
1 − a21 − a22 − a23

обращается в бесконечность, если ω = π. Это связано с тем, что в формулах
(276) для a1, a2, a3 вместо ω стоит sin 1

2
ω. Отметим в связи с этим, что те

свойства, о которых говорилось в [89] в связи с определением компактности,
должны быть выполнены лишь при некотором выборе параметров. При пере-
мене параметров эти свойства могут уже потеряться. Кроме того, для группы
вращения трехмерного пространства будет иметь место особенность в непре-
рывности и определении производных, о которых мы уже упоминали в конце
первого примера в связи с группой вращения плоскости вокруг начала.

Отметим еще, что совпадение инвариантных интегралов для группы враще-
ния пространства может быть непосредственно связано с тем, что это — простая
не абелева группа.

3. Легко непосредственным вычислением проверить совпадение левоинва-
риантного и правоинвариантного интеграла для группы Лоренца, которая, как
мы видели, гомоморфна группе линейных преобразований с определителем
единица:

x′1 = a0x1 + a1x2,

x′2 = a2x1 + a3x2

}
(a0a3 − a1a2 = 1). (281)

Единичному элементу соответствуют значения a0 = a3 = 1, a1 = a2 = 0. Мож-
но считать a0 функцией a1, a2, a3 и принять за параметры вещественные и
мнимые части величин a1, a2 и a3 − 1. Групповая операция сводится к умно-
жению матриц второго порядка, и мы имеем:

c0 = b0a0 + b1a2, c1 = b0a1 + b1a3, c2 = b2a0 + b3a2, c3 = b2a1 + b3a3. (282)

Если положить ak = α′
k + iα′′

k (k = 0, 1, 2, 3), то параметрами группы будут
α′

1, α
′
2, α

′
3, α

′′
1 , α

′′
2 , α

′′
3 . Полагая далее bk = β′

k + iβ′′
k и ck = γ′k + iγ′′k , мы

для определения инвариантного интеграла должны вычислить функциональ-
ные определители:

D(γ′1, γ
′
2, γ

′
3, γ

′′
1 , γ

′′
2 , γ

′′
3 )

D(β′
1, β

′
2, β

′
3, β

′′
1 , β

′′
2 , β

′′
3 )

при β′
1 = β′

2 = β′′
1 = β′′

2 = β′′
3 = 0; β′

3 = 1

или
D(γ′1, γ

′
2, γ

′
3, γ

′′
1 , γ

′′
2 , γ

′′
3 )

D(α′
1, α

′
2, α

′
3, α

′′
1 , α

′′
2 , α

′′
3 )

при α′
1 = α′

2 = α′′
1 = α′′

2 = α′′
3 = 0; α′

3 = 1,

причем несуществен тот факт, что α′
3 = 1, а не нулю для тождественного преоб-

разования группы. В обоих случаях мы получаем один и тот же инвариантный
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интеграл:∫
V

f(α′
1, α

′
2, α

′
3, α

′′
1 , α

′′
2 , α

′′
3 )

1

α
′2
3 + α

′′2
3

dα′
1dα

′
2dα

′
3, dα

′′
1 dα

′′
2dα

′′
3 . (283)

Область V есть полное шестимерное пространство. Совпадение инвариантных
интегралов связано с тем, что для группы (281) подгруппа G′, образованная
производящими элементами GαGβG

−1
α G−1

β , о которой мы говорили в [89], сов-
падает с самой группой. Нетрудно показать, действительно, что G′ не сводится
к тождественному преобразованию или к нормальному делителю, образованно-
му элементами E и (−E). Фактическое вычисление плотности в инвариантном
интеграле (283) можно просто провести на основании леммы, в которой исполь-
зуется понятие аналитической функции нескольких комплексных переменных
(см. главу IV второй части этого тома).

Л емм а. Пусть ws = us + ivs (x = 1, 2, . . . , k) суть аналитические
функции комплексных переменных zs = xs + iys (s = 1, 2, . . . , k). При этом
функциональный определитель функций (u1, v1, . . . , uk, vk) по переменным
(x1, y1, . . . , xk, yk) равен квадрату модуля функционального определителя
функций по (w1, . . . , wk) по переменным (z1, . . . , zk).

Мы имеем (см. главы I и IV второй части этого тома):
∂ui

∂xk
=
∂vi

∂yk
;

∂vi

∂xk
= − ∂ui

∂yk
и можем написать:

D(u1, v1, . . . , uk, vk)

D(x1, y1, . . . , xk, yk)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b11 a12 b12 . . . a1k b1k

−b11 a11 −b12 a12 . . . −b1k a1k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 bk1 ak2 bk2 . . . akk bkk

−bk1 ak1 −bk2 ak2 . . . −bkk akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
где

aik =
∂ui

∂xk
; bik =

∂vi

∂xk
.

Добавляя к каждому нечетному столбцу четный, умноженный на i, полу-
чим определитель:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 b11 c12 b12 . . . c1k b1k
ic11 a11 ic12 a12 . . . ic1k a1k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ck1 bk1 ck2 bk2 . . . ckk bkk
ick1 ak1 ick2 ak2 . . . ickk akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (cik = aik + ibik).

Далее, отнимая от каждой четной стороны строки нечетную, умноженную на
i, получим: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 b11 c12 b12 . . . c1k b1k

0 c11 0 c12 . . . 0 c1k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ck1 bk1 ck2 bk2 . . . ckk bkk

0 ck1 0 ck2 . . . 0 ckk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Вынося налево все нечетные столбцы и наверх все нечетные строки, будем
иметь: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 . . . c1k b11 b12 . . . b1k
c21 c22 . . . c2k b21 b22 . . . b2k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ck1 ck2 . . . ckk bk1 bk2 . . . bkk
0 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 ck1 ck2 . . . ckk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

откуда и следует

D(u1, v1, . . . , uk, vk)

D(x1, y1, . . . , xk, yk)
=

∣∣∣∣∣∣
c11 . . . c1k
. . . . . . . . . . . . . .
ck1 . . . ckk

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
c11 . . . c1k
. . . . . . . . . . . . . .
ck1 . . . ckk

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣D(w1, . . . , wk)

D(z1, . . . , zk)

∣∣∣∣2.
Переходим к вычислению функции u(Gα) в инвариантном интеграле. Для

этого, согласно лемме, надо вычислить функциональный определитель:

D(c1, c2, c3)

D(b1, b2, b3)
при b0 = b3 = 1; b1 = b2 = 0 (284)

или
D(c1, c2, c3)

D(a1, a2, a3)
при a0 = a3 = 1; a1 = a2 = 0. (285)

Из соотношения a0a3 − a1a2 = 0 следует:

−a2 + a3
∂a0

∂a1
= 0; −a1 + a3

∂a0

∂a2
= 0; a0 + a3

∂a0

∂a3
= 0.

Далее имеем:

∂c1
∂a1

= b0;
∂c1
∂a2

= 0; ∂c1
∂a3

= b1;
∂c2
∂a1

= b2
∂a0
∂a1

; ∂c2
∂a2

= b2
∂a0
∂a2

+ b3; ∂c2
∂a3

= b2
∂a0
∂a3

;
∂c3
∂a1

= b2;
∂c3
∂a2

= 0; ∂c3
∂a3

= b3,

откуда и следует (283). Тот же результат мы получим и на основании формулы
(284).
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