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ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ

éÍÅÅÔ ÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ
ÚÎÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÕ ÐÏ ü÷í?

íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÓÌÕÛÁÔÅÌØ ÕÂÅ-
ÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ, É ÓÁÍÏÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ. ôÁË, ÇÌÁ×Ù III É IV ÉÍÅÀÔ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÓÈÅÍ; ÇÌÁ-
×Ù V É VI ¡ Ë Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÀ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ
ÔÅËÓÔÏ×, Ô.Å. Ë ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ; ÏÓÔÁÔÏË ËÎÉÇÉ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ
ÏÓÎÏ×ÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×: ÚÄÅÓØ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ, ËÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÏÏÂÝÅ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ É ËÁËÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ÷ ÇÌÁ×ÁÈ I É II ÓÏÂÒÁÎ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÐÏ ÎÁÞÁÌÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×,
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ (ËÁË, ×ÐÒÏÞÅÍ, É ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ).

÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈÓÏÔ ÚÁÄÁÞ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÅ-
ÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÍÏÖÅÔ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ ×
ÔÏÎËÏÓÔÑÈ ÔÅÏÒÉÉ; ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÇÕÔ ÓÔÁÔØ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÎÁÕÞÎÏ-
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ É ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ ÓÏÂÒÁÎÙ ×
ÒÁÚÄÅÌÅ ¥úÁÄÁÞÉ¥, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍ à. é. äÅÍÅÎÔØÅ×ÙÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å [4]. éÍ ÖÅ
ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ÑÚÙËÅ ó.

÷ ÐÏÓÏÂÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÉÚ ËÎÉÇ [1], [2] É [3] Ó ÌÀÂÅÚÎÏÇÏ
ÓÏÇÌÁÓÉÑ Á×ÔÏÒÏ×.
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çìá÷á I

íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÍÏÝÎÏÓÔÉ

§1. íÎÏÖÅÓÔ×Á

ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ É ÏÐÅÒÁÃÉÑ-
ÍÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ:

• íÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. úÁÐÉÓØ x ∈ M ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .
• çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B

(ÚÁÐÉÓØ: A ⊂ B), ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ B.
• íÎÏÖÅÓÔ×Á A É B ÒÁ×ÎÙ (ÚÁÐÉÓØ: A = B), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÉ É

ÔÅ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ A ⊂ B É B ⊂ A).
• åÓÌÉ A ¡ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ ×ÓÅÍÕ B, ÔÏ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ B (ÚÁÐÉÓØ: A ( B).
• ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ∅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
• ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A∩B Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×A É B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÂÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ A É B. üÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÁË:

A ∩B = {x | x ∈ A É x ∈ B}

(ÞÉÔÁÅÔÓÑ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ x, ÞÔÏ . . . ).
• ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ A∪B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÈÏÔÑ

ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B:

A ∪B = {x | x ∈ A ÉÌÉ x ∈ B}.

• òÁÚÎÏÓÔØ A \B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A, ÎÏ ÎÅ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ B:

A \B = {x | x ∈ A É x /∈ B}.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÒÁÚÎÏÓÔØ
A \ B ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ B ÄÏ A.
• óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ A4B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B:

A4 B = (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B).

7
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• þÅÒÅÚ {a, b, c} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a,
b, c É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÉÈ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ a, b, c ÅÓÔØ ÒÁ×ÎÙÅ, ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÓÏ-
ÄÅÒÖÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÌÉ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÏÄÏÂÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ
É × ÍÅÎÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ a0, a1, . . . ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ {a0, a1, . . .} ÉÌÉ ÄÁÖÅ {ai}. âÏÌÅÅ ÁËËÕ-
ÒÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÏ×Á: {ai | i ∈ N}, ÇÄÅ N ¡
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {0, 1, 2, . . .}.

ðÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ, ×
ËÏÎÃÅ 19-ÇÏ ×ÅËÁ, × Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÂÏÔÁÍÉ ëÁÎÔÏÒÁ (ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×), Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÊÄ¾Ô ÒÅÞØ ÄÁÌØÛÅ (ÒÁÚÄÅÌ 3 É ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ). îÅËÏÔÏ-
ÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÚÁÄ ÜÔÏÔ ÑÚÙË ÐÙÔÁÌÉÓØ ×ÎÅÄÒÉÔØ × ÛËÏÌØÎÏÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ,
ÏÂßÑÓÎÑÑ ÕÞÅÎÉËÁÍ, ÞÔÏ Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + 1 = 0 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ
(×ÐÒÏÞÅÍ, ÐÕÓÔÏÅ), ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÅÛÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ (Á ÄÌÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ¡
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ), ÞÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {2, 2, 3} ÎÅ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, Á Ä×Á, É ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {2, 3}, ÞÔÏ ∅, {∅} É {∅, {∅}} ¡ ÜÔÏ ÔÒÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É Ô. Ä. îÏ ×Ó¾ ÒÁ×ÎÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÔÁË É ÎÅ ÐÏÎÑ-
ÌÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 = 4 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ËÁË
{−2, 2}, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 = −4 ÎÅÌØÚÑ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ËÁË
{∅} (Á ÎÁÄÏ ÐÉÓÁÔØ ∅). ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ ÅÝ¾ Ä×Á ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÑ: × ÛËÏÌÅ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ, Á × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÖËÁÈ ¡ Ó ÎÕÌÑ
(ÍÙ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÕÌØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÏÇÄÁ
×ÍÅÓÔÏ ⊂ ÐÉÛÕÔ ⊆, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ⊂ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (×ÍÅÓÔÏ ÎÁ-
ÛÅÇÏ ().

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ×ÁÍ ÚÎÁËÏÍÙ, É ÂÕÄÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÉÍÉ
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ. ÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÁÍÏËÏÎÔÒÏÌÑ; ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÂÏÌØ-
ÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔ ÄÌÑ ×ÁÓ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÔÒÕÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 1. óÔÁÒÅÊÛÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÓÒÅÄÉ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ× É ÓÔÁÒÅÊÛÉÊ
ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ¡ ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÔÏÔ ÖÅ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÌÉ
(×ÏÚÍÏÖÎÏ) ÒÁÚÎÙÅ?

úÁÄÁÞÁ 2. ìÕÞÛÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÓÒÅÄÉ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ× É ÌÕÞÛÉÊ ÛÁÈÍÁ-
ÔÉÓÔ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ¡ ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÔÏÔ ÖÅ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÌÉ (×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏ) ÒÁÚÎÙÅ?

úÁÄÁÞÁ 3. ëÁÖÄÙÊ ÄÅÓÑÔÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ¡ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ, Á ËÁÖÄÙÊ
ÛÅÓÔÏÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ¡ ÍÁÔÅÍÁÔÉË. ëÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ¡ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÉÌÉ
ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ× ¡ É ×Ï ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ?
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úÁÄÁÞÁ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, B É C, ÞÔÏ A ∩ B 6=
6= ∅, A ∩ C = ∅ É (A ∩B) \ C = ∅?

úÁÄÁÞÁ 5. ëÁËÉÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ( Á) (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C);
( Â) (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C); ( ×) (A ∪ B) \ C = (A \ C) ∪ B;
( Ç) (A∩B)\C = (A\C)∩B; ( Ä) A\ (B∪C) = (A\B)∩ (A\C); ( Å) A\ (B∩
∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C) ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A,B,C?

úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÒÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. (äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
× ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÎÙ. ðÕÓÔØ x ¡ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÅ×ÏÊ ÞÁ-
ÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ . . . ðÏÜÔÏÍÕ x ×ÈÏÄÉÔ × ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ. ïÂÒÁÔÎÏ,
ÐÕÓÔØ . . . ) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ Ë ÎÅ×ÅÒÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ:
A4 (B 4 C) = (A4 B)4 C ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A, B É C. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ 2 ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ.)

úÁÄÁÞÁ 8. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ ÓÏ-
ÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ A É B Ó ÐÏÍÏÝØÀ (ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ)
ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ? (ä×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁ-
ÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.)
ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÔÒ¾È ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÄÌÑ n ÍÎÏÖÅÓÔ×. (ïÔ×ÅÔ × ÏÂÝÅÍ
ÓÌÕÞÁÅ: 22n−1.)

úÁÄÁÞÁ 9. ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∪ É ∩.
(äÌÑ Ä×ÕÈ É ÔÒ¾È ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÎÏ ÏÂÝÅÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ
ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÞÉÓÌÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.)

úÁÄÁÞÁ 10. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Õ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á?

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÅÇÏ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ× C,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ B ⊂ C ⊂ A?

úÁÄÁÞÁ 12. íÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ Î¾Í ×ÙÄÅÌÅÎÏ
k ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÐÒÉÞ¾Í ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÒÕ-
ÇÏÇÏ. ëÁËÏ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ k?

§2. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏ-
ÓÔØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ |A| (Á ÔÁËÖÅ #A). (÷ÓËÏÒÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÍÏÝÎÏ-
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ÓÔÑÈ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.) óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ
ÍÏÝÎÏÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (æÏÒÍÕÌÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ).

|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩B|;
|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| −

− |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+
+ |A ∩ B ∩ C|;

×ÏÏÂÝÅ |A1 ∪ . . . ∪An| ÒÁ×ÎÏ
∑

i

|Ai| −
∑

i<j

|Ai ∩Aj|+
∑

i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak| − . . .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n,
ÎÏ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄ¾Í ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï U , ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A1, . . . , An.

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊂ U ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎË-
ÃÉÀ χX , ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ 1 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ X É 0 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ U .
ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ Ó
ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

χA∩B(u) = χA(u)χB(u)

äÏÐÏÌÎÅÎÉÀ (ÄÏ U) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ 1− χ, ÅÓÌÉ χ ¡ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÇÏ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

|X| =
∑

u

χX(u).

ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ A1 ∪ . . . ∪ AN ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ai; × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÅÍ

χA1∪...∪An = 1− (1− χA1) . . . (1− χAn).
òÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

∑

i

χAi −
∑

i<j

χAiχAj +
∑

i<j<k

χAiχAjχAk − . . .

É ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× ÌÅ×ÕÀ É ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ U (ÏÂÅ ÏÎÉ ÅÓÔØ
ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ U), ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ.
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úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |A14 . . .4 An| ÒÁ×ÎÏ
∑

i

|Ai| − 2
∑

i<j

|Ai ∩Aj|+ 4
∑

i<j<k

|Ai ∩Aj ∩ Ak| − . . .

(ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ¡ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ).

ðÏÄÓÞ¾Ô ËÏÌÉÞÅÓÔ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÏÔÎÏÓÑÔ Ë ËÏÍ-
ÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ
ÄÁÌØÛÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÞ. óÅÊÞÁÓ ÎÁÓ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ:

ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÔÏ × ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

(÷ÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)

÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ.

úÁÄÁÞÁ 14. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÎÙ 1000 ÂÅÌÙÈ ÔÏÞÅË É ÏÄÎÁ Þ¾ÒÎÁÑ.
þÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ ¡ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÂÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÌÉ ÞÅÔÙÒ¾È-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ Þ¾ÒÎÁÑ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ ÂÅÌÙÅ? (òÅ-
ÛÅÎÉÅ: ÉÈ ÐÏÒÏ×ÎÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÍÕ ÞÅÔÙÒ¾ÈÕÇÏÌØÎÉËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÒÅÍÑ ÅÇÏ ÂÅÌÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.)

úÁÄÁÞÁ 15. ëÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÏÌØÛÅ Õ 100-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á: ÍÏÝÎÏÓÔÉ 57 ÉÌÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 43? (õËÁÚÁÎÉÅ: 57 + 43 = 100.)

úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Õ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á {1, 2, . . . , n}. (õËÁÚÁÎÉÅ: ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ⊂ {1, 2, . . . , n}
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ
ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ i ∈ X.)

úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÄÌÉ-
ÎÙ n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÒÁ×ÎÏ k, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ck
n ×

ÒÕÓÓËÉÈ ËÎÉÖËÁÈ; × ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÈ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ
(
n
k

)
.

úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ck
n = Cn−k

n .

úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C0
n + C1

n + . . .+ Cn
n = 2n.

úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ U ¡ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ÉÍÅÀÝÉÈ Þ¾ÔÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÓÔÏÌØËÏ
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ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÞ¾ÔÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ u ∈ U É ÏÂßÅÄÉÎÉÍ × ÐÁÒÙ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ ×
ÔÏÞËÅ u.)

úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C0
n−C1

n+C2
n−. . .+(−1)nCn

n = 0. (õËÁÚÁÎÉÅ:
ËÁË ÜÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ?)

úÁÄÁÞÁ 22. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ:

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ . . .+ Ck
na

n−kbk + . . .+ Cn
nb

n.

úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË (ÕËÁÚÙ×ÁÀ-
ÝÉÈ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ) × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ ×ÙÐÕËÌÙÊ (n+ 1)-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ. (äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒ¾È ÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÅÊ ÅÓÔØ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ (ab)c É a(bc); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÔØ Ä×Á ÓÐÏ-
ÓÏÂÁ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÞÅÔÙÒ¾ÈÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏ×ÅÄÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ.
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÅÔÙÒ¾È ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÄÌÑ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÐÏ 5 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×.)

§3. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁ-
ÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ
ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÒÕÇÏÇÏ.

äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ×, ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÏÔÒÅÚËÉ [0, 1] É [0, 2] ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ 2x ÏÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a, b) É (c, d) ÎÁ ÐÒÑ-
ÍÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×-
ÎÏÍÏÝÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ËÒÕÇÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ [0, 1) ÒÁ×ÎÏÍÏÝÅÎ ÐÏÌÕÉÎ-
ÔÅÒ×ÁÌÕ (0, 1].

îÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0, 1) É ÌÕÞ
(0,+∞) ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ 1/x
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ (0, 1) É (1,+∞), Á x 7→
7→ (x−1) ¡ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ (1,+∞) É (0,+∞),
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ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ x 7→ (1/x)− 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ (0, 1) É (0,+∞).

÷ÏÏÂÝÅ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ (ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ×-
ÎÏÍÏÝÎÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ), ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÅÓÌÉ A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ B, ÔÏ É B ÒÁ×-
ÎÏÍÏÝÎÏ A) É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ (ÅÓÌÉ A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ B É B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ C, ÔÏ
A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ C). ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á-
ÌÉÓØ, ×ÚÑ× ÌÕÞ (1,+∞) × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

åÝ¾ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×:

• íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁ×ÎÏ-
ÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. (÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ×
ÍÅÓÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ
ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÓÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ ¡
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÒÑÄÕ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 10101010 . . . ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ
Þ¾ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.)
• íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0, 1, 2, 3 ÒÁ×ÎÏ-

ÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0 É 1. (÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÃÉÆÒÙ 0, 1, 2, 3 ÇÒÕÐÐÁÍÉ 00, 01, 10,
11. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É
ÅÄÉÎÉÃ ÎÁ ÐÁÒÙ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÃÉÆÒÕ ÏÔ 0
ÄÏ 3.)
• íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0, 1, 2 ÒÁ×ÎÏÍÏÝ-

ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0 É 1. (íÏÖÎÏ
ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË: ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ
Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ
ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ. üÔÏÔ ÈÏÄ ÍÙÓÌÅÊ ÐÒÁ×ÉÌÅÎ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ
ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5. îÏ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ
ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÅÓÌÉ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÃÉÆÒÙ 0, 1 É 2 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑ-
ÍÉ 0, 10 É 11: ÌÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ
É ÅÄÉÎÉÃ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÂÌÏËÉ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï. ôÁËÏÊ
ÓÐÏÓÏÂ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ ËÏÄÏÍ.)
• ðÒÉÍÅÒ Ó ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ:

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (ÏÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ-
ÅÔÓÑ P (U) É ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ power set) ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁ×ÑÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ
x ∈ U ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 0 É 1 (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÀÔ 2X). (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ⊂ U ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.)
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íÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË, ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏ-
ÓÔÙÈ ÆÁËÔÏ× Ï ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ (ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ).

§4. óÞ¾ÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÞ¾ÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ N ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ {x0, x1, x2, . . .}
(ÚÄÅÓØ xi ¡ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÉÓÌÕ i; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ xi ÒÁÚÌÉÞÎÙ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÓÞ¾ÔÎÏ, ÔÁË ËÁË ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .

ôÅÏÒÅÍÁ 2. (Á) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ
ÓÞ¾ÔÎÏ.

(Â) ÷ÓÑËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
(×) ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÙÈ

ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (Á) ðÕÓÔØ B ¡ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A =
= {a0, a1, a2, . . .}. ÷ÙÂÒÏÓÉÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a0, a1, . . . ÔÅ ÞÌÅÎÙ, ËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ B (ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÏÒÑÄÏË ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ). ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÅ-
ÓÑ ÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (É ÔÏÇÄÁ B ËÏÎÅÞÎÏ),
ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ (É ÔÏÇÄÁ B ÓÞ¾ÔÎÏ).

(Â) ðÕÓÔØ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ b0. âÕÄÕÞÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏÍ b0 ¡ ×ÏÚØÍ¾Í ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b1, É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b0, b1, . . . ; ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÅÒ×¾ÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÛÁÇÅ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B = {b0, b1, . . .} É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏ-
ÍÙÍ ÓÞ¾ÔÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ B ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ
Ó A, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ A ÓÞ¾ÔÎÏ.)

(×) ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A1, A2, . . . òÁÓÐÏÌÏ-
ÖÉ× ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Ai =
= {ai0, ai1, . . .}) É ÐÏÍÅÓÔÉ× ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ, ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ

a00 a01 a02 a03 . . .
a10 a11 a12 a13 . . .
a20 a21 a22 a23 . . .
a30 a31 a32 a33 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
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ôÅÐÅÒØ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÐÒÏÈÏÄÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ:

a00, a01, a10, a02, a11, a20, a03, a12, a21, a30, . . .

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ai ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÄÌÑ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ, ÔÏ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ ×
ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÞÁÓÔÉ ÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÂÕÄÅÔ ¡ É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ, ÌÉÂÏ
ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

úÁÄÁÞÁ 27. ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÈÏÄ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ÚÁÄÁ¾Ô ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
(ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ N×N) É N. ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). õËÁÖÉÔÅ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÅÓÔØ ÔÏÎËÉÊ ÍÏ-
ÍÅÎÔ: ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A; ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÓÔØ, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ, ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÀÝÅÇÏ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ÏÐÉÓÁÔØ. ðÒÉ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÕÔ ÎÕÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÁËÓÉÏÍÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÁË-
ÓÉÏÍÏÊ ×ÙÂÏÒÁ. úÁËÏÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÚÙ×ÁÌÁ ÂÏÌØÛÉÅ ÓÐÏÒÙ × ÎÁ-
ÞÁÌÅ 20-ÇÏ ×ÅËÁ, ÎÏ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ Ë ÎÅÊ ÐÒÉ×ÙËÌÉ, É ÜÔÉ ÓÐÏÒÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÞÔÉ
ÎÅ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ. ÷ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ×ÅËÁ ×ÅÌÉËÉÊ ÌÏÇÉË ëÕÒÔ ç¾ÄÅÌØ ÄÏËÁÚÁÌ,
ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏÒÁ ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ
ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Á × 1960-Å ÇÏÄÙ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ðÏÌ äÖ. ëÏÜÎ
ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ Å¾ ÎÅÌØÚÑ É ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÎÉÍÁ-
ÎÉÅ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÁË
ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.)

åÝ¾ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×:

• íÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞ¾ÔÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ Ó ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÉÔÅ-
ÌÅÍ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÏÂÅÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÓÞ¾Ô-
ÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ Q ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÞ¾Ô-
ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. úÁÂÅÇÁÑ ×ÐÅÒ¾Ä (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6), ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
R ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÓÞ¾ÔÎÏ.
• íÎÏÖÅÓÔ×Ï Nk, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ k ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÞ¾ÔÎÏ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k. ðÒÉ k = 2
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N2 = N×N ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÞ¾ÔÎÏÅ
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ÞÉÓÌÏ ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× {0}×N, {1}×N, . . . (ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ i-ÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÐÁÒÙ, ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ i). ðÏÜÔÏÍÕ N2 ÓÞ¾ÔÎÏ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N3 ÔÒÏÅË ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÂÉ-
×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× {i}×N×N. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ
ÉÚ ÔÒÏÅË, ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Õ N2, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÞ¾ÔÎÏ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÓÞ¾ÔÎÏÓÔÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Nk Ë ÓÞ¾ÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Nk+1.
• íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

ÓÞ¾ÔÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÁÎÎÏÊ
ÄÌÉÎÙ ÓÞ¾ÔÎÏ (ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÉÄÅÌÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ
ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.
• ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÌÁÈ ¡ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÞ¾ÔÎÏÅ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅËÓÔÏ×, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÒÕÓÓËÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ (ÔÁËÏÊ
ÔÅËÓÔ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÂÕË×, ÐÒÏÂÅÌÏ×,
ÚÎÁËÏ× ÐÒÅÐÉÎÁÎÉÑ É Ô. Ð.), ÓÞ¾ÔÎÏ; ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Å (×ÓÅÈ ÍÙÓÌÉÍÙÈ) ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ É Ô. Ä.
• þÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×Ï-

ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ
ÞÉÓÅÌ ÓÞ¾ÔÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ¡ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×), Á
ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÄÌÑ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ n).
• íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÞ¾ÔÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÁÑ ÄÒÏÂØ

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ×
ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÚÁÐÑÔÁÑ, ÃÉÆÒÙ, ÓËÏÂËÉ); ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÒÏÂØ
0,16666. . . ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË 0,1(6). á ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

úÁÄÁÞÁ 28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎ-
ÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: × ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.)

úÁÄÁÞÁ 29. ( Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ
×ÏÓØÍ¾ÒÏË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏ. (÷ÏÓØÍ¾ÒËÁ ¡ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ
Ä×ÕÈ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×.) ( Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏ-
ËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÕË× ô.

úÁÄÁÞÁ 30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ
ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ¾Ô-
ÎÏ.
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úÁÄÁÞÁ 31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ËÏÎÅÞÎÏ
ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏ, ÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ A ∪ B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ B ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A (ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÉÚ B, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï).

÷ÙÄÅÌÉÍ × A ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ; ÏÓÔÁÔÏË ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚQ. ôÏÇÄÁ
ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ B+P+Q ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ P+Q (ÚÎÁË + ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÅÔ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×). ðÏÓËÏÌØËÕ B + P É P ÏÂÁ ÓÞ¾Ô-
ÎÙ, ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. åÇÏ ÌÅÇËÏ
ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ B + P + Q É P + Q (ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÁÍ ÓÅÂÅ).

úÁÄÁÞÁ 32. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ É Ñ×ÎÏ ÕËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ [0, 1] É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ [0, 1).

úÁÄÁÞÁ 33. ôÅÏÒÅÍÁ 3 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓËÁÚÁÔØ ÔÏ
ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅ? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÞ¾ÔÎÙÍ, Á B ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏ, ÔÏ A \B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ B.

úÁÄÁÞÁ 34. îÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ò. äÅÄÅËÉÎÄ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ-
ÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ Ó×ÏÅÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÍÕ ÓÏ ×ÓÅÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ äÅÄÅËÉÎÄÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

äÏÂÁ×ÌÑÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ,
×ÓÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÔÒÅÚËÉ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ), ÌÕÞÉ, ÉÈ
ËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É Ô. Ð. ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

úÁÄÁÞÁ 35. õËÁÖÉÔÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ . . . É ÏÔÒÅÚËÏÍ [0, 1].

úÁÄÁÞÁ 36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ: É ÔÏÞËÉ, É
ÐÒÑÍÙÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ ÞÉÓÅÌ ¡ ÚÁ ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ.)

úÁÄÁÞÁ 37. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁ-
ÝÉÅ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ) ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. (üÔÏ
×ÅÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ×ËÌÀÞÁÅÍ ÍÙ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ × ÐÏÌÕÐÌÏÓ-
ËÏÓÔØ ÉÌÉ ÎÅÔ.)
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ôÅÏÒÅÍÁ 4. ïÔÒÅÚÏË [0, 1] ÒÁ×ÎÏÍÏÝÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ x ∈ [0, 1] ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×
×ÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ. ðÅÒ×ÙÊ ÚÎÁË ÜÔÏÊ ÄÒÏÂÉ ÒÁ×ÅÎ 0 ÉÌÉ 1
× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ x × ÌÅ×ÕÀ ÉÌÉ ÐÒÁ×ÕÀ ÐÏÌÏ×É-
ÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÎÁË, ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ
ÐÏÄÅÌÉÔØ ÓÎÏ×Á ÐÏÐÏÌÁÍ É ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÕÄÁ ÐÏÐÁÄ¾Ô x, É Ô. Ä.

üÔÏ ÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ x0x1x2 . . . ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ

x0

2
+
x1

4
+
x2

8
+ . . .

(÷ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÁÎÁÌÉÚÁ, ÞÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ¡ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ.)

ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: Ä×Ï-
ÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÄÒÏÂÉ ×ÉÄÁ m/2n) ÉÍÅÀÔ Ä×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 3/8 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË × ×ÉÄÅ 0,011000. . ., ÔÁË É × ×É-
ÄÅ 0,010111. . . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÔÁÎÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ
ÄÒÏÂÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ × ÐÅÒÉÏÄÅ. îÏ ÔÁËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ
ÍÏÝÎÏÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏ×ÌÉÑÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 38. ëÁËÁÑ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÕ 1/3?

÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÅ
ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ×ÍÅÓÔÏ Ä×ÏÉÞÎÙÈ. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [0, 1] ÒÁ×-
ÎÏÍÏÝÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0, 1, . . . , 9.
þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔÓÀÄÁ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÉ¾ÍÏÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÎÁ Ó. 13.

ôÅÐÅÒØ ×Ó¾ ÇÏÔÏ×Ï ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÏÇÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ë×ÁÄÒÁÔ (ÓÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ) ÒÁ×ÎÏÍÏÝÅÎ ÏÔÒÅÚËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ [0, 1] × [0, 1] ÐÁÒ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0, 1] (ÍÅÔÏÄ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ). íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÅ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ 〈x0x1x2 . . . , y0y1y2 . . . 〉 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ-ÓÍÅÓØ x0y0x1y1x2y2 . . . É ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÅ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ.
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üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ × 1877 ÇÏÄÕ ÎÅÍÅÃËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ
çÅÏÒÇÏÍ ë‚ÁÎÔÏÒÏÍ É ÕÄÉ×ÉÌ ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉÌ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÍÕ ÏÝÕÝÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (Ë×ÁÄÒÁÔ Ä×ÕÍÅÒÅÎ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÔÏÞÅË, ÞÅÍ ÏÄÎÏ-
ÍÅÒÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË). òÅÚÕÌØÔÁÔ ëÁÎÔÏÒÁ ÎÅ ÌÉÛÁÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÐÏÎÑ-
ÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ × ÏÂÅ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ, É ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ. (úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ × Ë×ÁÄÒÁÔ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ ðÅÁÎÏ.)

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÐÒÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝ-
ÎÏÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×: ËÒÕÇ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÑÍÁÑ ÒÁ×-
ÎÏÍÏÝÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Ô. Ð.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÒÅ-
ÍÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ 〈x, y, z〉) ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÁÄÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÐÁÒÕ
〈x, y〉 ÏÄÎÉÍ ÞÉÓÌÏÍ), É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÏÊ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅ-
ÌÁÔØ É ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ R (ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ).

úÁÄÁÞÁ 40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ R.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÕÍÅÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É
ÅÄÉÎÉÃ) ÎÅÓÞ¾ÔÎÏ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.

íÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ËÏÎ-
ÔÉÎÕÕÍÁ (ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ; ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ,
ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÃÁ Ë ÄÒÕ-
ÇÏÍÕ).

§5. ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. á ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ?

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÅÓÌÉ
ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÁÍÏ-
ÍÕ B).
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òÉÓ. 1. ôÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ

úÁÄÁÞÁ 41. îÅËÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÍÅ-
ÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ ÓÏ ×ÓÅÍ B. ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÕÄÁÞÎÏ? (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÐÕÌÑÒÎÙÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ Ï ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× ÞÁÓÔÏ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÔÁËÏÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ Ë çÁÌÉÌÅÀ.
ëÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ ¡ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ ÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×?
ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.)

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

• åÓÌÉ A É B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B.
(ïÞÅ×ÉÄÎÏ.)
• åÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B, Á B ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ

ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ C, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ C. (ôÏÖÅ
ÎÅÓÌÏÖÎÏ. ðÕÓÔØ A ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ
Ó B′ ⊂ B, Á B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó C ′ ⊂
⊂ C. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ B ′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ C ′′ ⊂ C ′ ⊂ C, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5, É ÐÏÔÏÍÕ A ÒÁ×ÎÏ-
ÍÏÝÎÏ C ′′.)
• åÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B, Á B ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ

ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ A, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ. (üÔÏ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÕÔ×ÅÒ-
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ÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ, ËÏÔÏ-
ÒÕÀ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ.)
• äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ×ÅÒÎÏ (ÈÏÔÑ ÂÙ) ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ: ÌÉÂÏ
A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B, ÌÉÂÏ B ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝ-
ÎÏÓÔØ, ÞÅÍ A. (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ
ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊÉÎÄÕËÃÉÉ É ÚÄÅÓØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÅÒÕ)

ôÅÏÒÅÍÁ 6 (ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ). åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, Á B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B,
Á B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ðÒÉ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕ B É A1 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B1 ⊂ B ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ
× ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A2 ⊂ A1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, B1 É A2

ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ¡ É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B, ÉÌÉ,
ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, A1.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÂÙÔØ ÐÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B É ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ A2 ⊂ A1 ⊂ A0 É A2 ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ A0, ÔÏ ×ÓÅ ÔÒÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ. (äÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ A0 ×ÍÅÓÔÏ A.)

ðÕÓÔØ f ¡ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
A0 → A2 (ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ A0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f(x) ∈ A2). ëÏÇÄÁ A0 ÐÅ-
ÒÅÈÏÄÉÔ × A2, ÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A3 ⊂
⊂ A2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÁÍÏ A2 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
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ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A4 ⊂ A2. ðÒÉ ÜÔÏÍ A4 ⊂ A3, ÔÁË ËÁË A1 ⊂ A2.
ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×

A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ A4 ⊃ . . .

É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ f : A0 → A2, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Ai ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ Ai+2 (ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÁË: f(Ai) = Ai+2). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ
ÏÐÉÓÁÔØA2n ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA0 ÐÏÓÌÅ n-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f . áÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ A2n+1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕ-
ÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A1 ÐÏÓÌÅ n-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ f .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ai ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÕ-
ÓÔÏ: ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÒÁÚ
ÂÒÁÔØ f -ÐÒÏÏÂÒÁÚ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A0 ÍÙ ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ
ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÓÌÏÉ Ci = Ai \ Ai+1 É ÎÁ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÕ C =

⋂
iAi.

óÌÏÉ C0, C2, C4, . . . ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ (ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ C0 É C2, ÍÅÖÄÕ C2 É C4 É Ô. Ä.):

C0
f−→ C2

f−→ C4
f−→ . . .

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÓÌÏÉ Ó ÎÅÞ¾ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ:

C1
f−→ C3

f−→ C5
f−→ . . .
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íÏÖÎÏ ÅÝ¾ ÏÔÍÅÔÉÔØ (ÞÔÏ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å C ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ (×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ).

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
g ÍÅÖÄÕ A0 É A1. ðÕÓÔØ x ∈ A0. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ g(x)
ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË: g(x) = f(x) ÐÒÉ x ∈ C2k É g(x) = x ÐÒÉ x ∈ C2k+1 ÉÌÉ x ∈ C
(ÓÍ. ÒÉÓ. 4).

ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÕÂÌÉË É ÛÁÒ ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÂÕÂÌÉËÁ ÍÏÖÎÏ
×ÙÒÅÚÁÔØ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÛÁÒ (ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÊ ÂÏÌØÛÏÍÕ), Á ÉÚ ÛÁÒÁ ¡ ÍÁÌÅÎØ-
ËÉÊ ÂÕÂÌÉË.

úÁÄÁÞÁ 42. ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ ÔÒÅÂÏ×Á-
ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÓÔØ, É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÄÅÌÏ.

úÁÄÁÞÁ 43. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ
ÈÏÔÑ ÂÙ ËÕÓÏÞÅË ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ËÒÉ×ÏÊ, ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 44. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,
ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÕ. (õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ
ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁÎÔÏ-
ÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ. åÓÌÉ ÖÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÏ×,
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ÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁ-
ÓÔÉ, É ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ.)

úÁÄÁÞÁ 45. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ÔÏ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ (É ÉÚÂÁ-
×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ f : A→ A2 ÅÓÔØ
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ A É ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ A2, Á A1 ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. îÁÚÏ×¾Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
X ⊂ A ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ A \A1 É ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f , Ô. Å.

X ⊃ (A \A1) + f(X)

(ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÚÎÁË + ÄÌÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÍÙÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ). ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏ-
ÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÈÏÒÏÛÅÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÅÒÅÓÅÞ¾Í ×ÓÅ
ÈÏÒÏÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï. îÁÚÏ×¾Í ÅÇÏ M . ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (A \ A1) + f(M)
ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉM ×ËÌÀÞÅÎÉÅ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

M = (A \ A1) + f(M).

ôÅÐÅÒØ ×Ó¾ ÇÏÔÏ×Ï ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÉÅËÃÉÉ g : A → A1. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ Ó f ×ÎÕÔÒÉ M É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁ ×ÎÅ M .

úÁÄÁÞÁ 46. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×, ÔÁË ËÁË × Î¾Í ÎÅ ÎÕÖÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÄÁ-
ÌÅËÏ ÎÅ ÓÒÁÚÕ). îÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ M
ÅÓÔØ C0 ∪ C2 ∪ . . .

ôÅÐÅÒØ, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ, ×ÅÒÎ¾ÍÓÑ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ
Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×A É B ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÉÍÅÀÔÓÑ
ÞÅÔÙÒÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:
• A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉB, ÁB ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉA.

(÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.)
• A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ B, ÎÏ B ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÞÁ-

ÓÔÉ A. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ,
ÞÅÍ B.
• B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ A, ÎÏ A ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÞÁ-

ÓÔÉ B. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ,
ÞÅÍ B.
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• îÉ A ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÞÁÓÔÉ B, ÎÉ B ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÉËÁËÏÊ
ÞÁÓÔÉ A. (üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ).

úÁÄÁÞÁ 47. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ
ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ ÌÀÂÏÅ ÎÅÓÞ¾ÔÎÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 48. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝ-
ÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B, Á B ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ C, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØ-
ÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ C (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏÌÇÏ ÇÏ×ÏÒÉÍ Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ ×ÏÚÄÅÒ-
ÖÉ×ÁÅÍÓÑ ÏÔ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÁË ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂß-
ÅËÔÁ, Á ÔÏÌØËÏ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ
ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ËÁË ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÒÁ×-
ÎÏÍÏÝÎÙÈ A. ôÁËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A É B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÕÀ ÍÏÝ-
ÎÏÓÔØ ÐÒÉÏÂÒÅÌÉ ÂÙ ÂÕË×ÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÔÕÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A) ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×Ó¾ ÎÁ
Ó×ÅÔÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. éÈ ÎÁÓËÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÉÚ
ÎÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÐÁÒÁÄÏËÓÁÍ (ÓÍ. ÒÁÚ-
ÄÅÌ 6, Ó. 28).

éÚ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÙÈÏÄÏ×. óÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ¡ ÐÏ-ÐÒÅÖ-
ÎÅÍÕ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ ÎÅ Ï ÓÁÍÉÈ ÍÏÝÎÏÓÔÑÈ.
íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ××ÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÌÁÓÓÁ ¡ ÔÁËÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÏÂß-
ÅËÔÏ×, ÞÔÏ Å¾ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ (ÅÓÌÉ ×Ù
ÐÏÎÉÍÁÅÔÅ, Ï Þ¾Í Ñ ÔÕÔ ÔÏÌËÕÀ), É ÓÞÉÔÁÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ËÌÁÓÓ
×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ A. åÝ¾ ÏÄÉÎ ×ÙÈÏÄ ¡ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ A ×ÙÂÒÁÔØ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÅ A, É ÎÁÚ×ÁÔØ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏ-
ÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ïÂÙÞÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÅÒÕÔ ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÊ A, ¡ ÎÏ ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÕÖÅ ÔÒÅÂÕÅÔ
ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ (ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ) ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ |A| ÄÌÑ ÍÏÝÎÏÓÔÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA ÈÏÔÑ ÂÙ ËÁË ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ: |A| = |B| ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
A É B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ; |A| 6 |B| ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, Á |A| < |B| ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ
ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÞÅÍ B (ÓÍ. Ó. 24).

§6. ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ
ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÂÙÌÏ!) ÄÁ¾Ô ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ëÁÎÔÏÒÁ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 7 (ëÁÎÔÏÒÁ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÎÅÓÞ¾ÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÞ¾ÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ: α0, α1, . . . óÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÕÀ ×ÎÉÚ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÓÔÒÏËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÎÁÛÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

α0 = α00 α01 α02 . . .
α1 = α10 α11 α12 . . .
α2 = α20 α21 α22 . . .

. . . . . . . . . . . .

(ÞÅÒÅÚ αij ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ j-Ê ÞÌÅÎ i-Ê ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÔÏÑÝÉÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÌÅÎÁÍÉ
α00, α11, α22, . . . ; Å¾ i-Ê ÞÌÅÎ ÅÓÔØ αii É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó i-Í ÞÌÅÎÏÍ i-Ê ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÎÉ× ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ β, Õ ËÏÔÏÒÏÊ

βi = 1− αii,
ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ β ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ αi (× ÐÏÚÉÃÉÉ i) É ÐÏÔÏÍÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × ÔÁÂÌÉÃÅ. á ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ,
ÞÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ¡ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ËÏ-
ÔÏÒÏÅ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ
É ÅÄÉÎÉÃ) ÎÅÓÞ¾ÔÎÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ ÓÏ ÓÞ¾ÔÎÙÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,
ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ (ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×Ï-
ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). ôÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ.

ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ëÁÎÔÏÒÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. ðÅÒ×ÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÞÉ-
ÓÌÁ ÐÏÓÔÒÏÉÌ × 1844 ÇÏÄÕ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ö. ìÉÕ×ÉÌÌØ.
ïÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ-
ÍÉ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ (ÔÁËÏ×Ï, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ∑

(1/10n!)). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉÕ×ÉÌÌÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ,
ÎÏ ×Ó¾-ÔÁËÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÃÅÎÏË ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅ-
ÎÉÑ; ÎÁ ÅÇÏ ÆÏÎÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ëÁÎÔÏÒÁ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÅ ÉÍ
× 1874 ÇÏÄÕ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÞÉÓÔÏÊ ×ÏÄÙ ÆÏËÕÓÏÍ. üÔÁ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑ
ÂÙÌÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÒÁÂÏÔÏÊ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×; × Å¾ ÐÅÒ×ÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁ-
ÆÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÞ¾ÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ,
Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ¡ ÎÅÓÞ¾ÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
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(ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ëÁÎÔÏÒÏÍ ÌÉÛØ
ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÇÏÄÁ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ-
ÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÒÁÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÕÖÅ
ÇÏ×ÏÒÉÌÉ.)

ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÖÅ 1874 ÇÏÄÕ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉË û. üÒÍÉÔ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆ-
ÍÏ× e ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ, Á ÞÅÒÅÚ ×ÏÓÅÍØ ÌÅÔ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË
æ. ìÉÎÄÅÍÁÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ π É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ ËÒÕÇÁ.)

úÁÄÁÞÁ 49. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ R ÌÉ-
ÂÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÌÉÂÏ ÓÞ¾ÔÎÏ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A,
× ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÓÞ¾ÔÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ A. åÓÌÉ
B ÐÕÓÔÏ, ÔÏ A ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏ. åÓÌÉ B ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É
ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.)

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÏÊ ×ÅÒ-
ÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÏÊ
ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÌÉÂÏ ÓÞ¾ÔÎÏ, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ R. (ëÁÎÔÏÒ, ÄÏËÁÚÁ×ÛÉÊ ÜÔÏÔ
ÆÁËÔ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÅÇÏ ËÁË ÐÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ËÏÎÔÉ-
ÎÕÕÍÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÎÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ×ÙÛÌÏ.)

÷ÅÒÎ¾ÍÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ ÉÚ ÜÔÏÇÏ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÁË:

íÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Ó×ÏÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÑÚÙË: ÐÕÓÔØ
ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ; ÔÏÇÄÁ ÅÓÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ i 7→ Ai ÍÅÖ-
ÄÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. äÉÁÇÏ-
ÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï ÔÅÈ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i ∈ Ai, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ β, ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×Á×ÛÁÑ ×
ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ, ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ (B = {i | i /∈ Ai}).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÍ ÒÑÄÏÍ, É ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8 (ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ). îÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï X ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ϕ ¡ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ X
É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ P (X) ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÜÌÅÍÅÎ-
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ÔÙ x ∈ X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.
ðÕÓÔØ Z ¡ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï:

Z = {x ∈ X | x /∈ ϕ(x)}.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÉËÁËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á X. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É Z = ϕ(z) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ z ∈ X.
ôÏÇÄÁ

z ∈ Z ⇔ z /∈ ϕ(z)⇔ z /∈ Z
(ÐÅÒ×ÏÅ ¡ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z, ×ÔÏÒÏÅ ¡ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ϕ(z) =
= Z). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Z ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÉÞÅÍÕ
ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ϕ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ó ÄÒÕÇÏÊ, ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P (X). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ X ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ-
×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x}. ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÓÐÏÍÉ-
ÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (Ó. 24), ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ×ÓÅÇÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P (X)

úÁÄÁÞÁ 50. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n < 2n ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n = 0, 1, 2, . . .

÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 8 ëÁÎÔÏÒ ×ÍÅÓÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÁÌ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÉÂÌÉÚÉÌÉÓØ Ë ÏÐÁÓÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ, ËÏÇÄÁ ÎÁÇÌÑÄ-
ÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× U , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÂÕÄÕÔ
ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, É P (U) ⊂ U , ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ, ×ÓÐÏÍÎÉ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ
ëÁÎÔÏÒÁ ¡ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ òÁÓÓÅÌÁ. ÷ÏÔ ËÁË ÅÇÏ ÏÂÙÞ-
ÎÏ ÉÚÌÁÇÁÀÔ.

ôÉÐÉÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. óËÁÖÅÍ, ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N ÓÁÍÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÐÏÔÏ-
ÍÕ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. ïÄÎÁËÏ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ É
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×). îÁÚÏ×¾Í ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÏÂÙÞÎÙÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÏÂÙÞÎÙÍ? åÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÙÞÎÏÅ,
ÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÏÂÙÞÎÏÅ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ëÁË ÖÅ
ÔÁË?

íÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ ÔÁËÏ×Á: ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÉ-
ÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÕÓÓËÉÊ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÏ, Á ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÇÌÉ-
ÎÑÎÙÊ ÎÅÔ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÔÒ¾ÈÓÌÏÖÎÙÊ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÏ, Á
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Ä×ÕÓÌÏÖÎÙÊ ÎÅÔ. ôÅÐÅÒØ ×ÏÐÒÏÓ: ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÎÅÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉ-
ÍÙÊ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÙÍ? (ìÀÂÏÊ ÏÔ×ÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.)

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÄÁÌÅËÏ ÄÏ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ ÌÖÅÃÁ, ÇÏ×ÏÒÑÝÅÇÏ Ñ
ÌÇÕ, ÉÌÉ ÄÏ ÉÓÔÏÒÉÉ Ï ÓÏÌÄÁÔÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÒÉÔØ ×ÓÅÈ ÓÏÌÄÁÔ ÏÄÎÏÊ
Ó ÎÉÍ ÞÁÓÔÉ, ËÔÏ ÎÅ ÂÒÅÅÔÓÑ ÓÁÍ É Ô. Ð.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÍÙ ÏÂÑÚÁÎÙ ÄÁÔØ ÓÅÂÅ ÏÔÞ¾Ô × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÐÌÏÈÏÇÏ ÂÙÌÏ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ, ÐÒÉ×ÅÄÛÉÈ Ë ÐÁÒÁÄÏËÓÕ òÁÓÓÅÌÁ. ÷ÏÐÒÏÓ
ÜÔÏÔ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÊ, É ÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁËÔÉ×ÎÏ ÛÌÏ ×ÓÀ ÐÅÒ×ÕÀ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ
20-ÇÏ ×ÅËÁ. éÔÏÇÉ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ
ÔÁË:

• ðÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ; ÒÁÚÎÙÅ
ÌÀÄÉ (É ÎÁÕÞÎÙÅ ÔÒÁÄÉÃÉÉ) ÍÏÇÕÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ.
• íÎÏÖÅÓÔ×Á ¡ ÓÌÉÛËÏÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÏÐÒÏÓ

Á ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ? ÉÍÅÌ ÓÍÙÓÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÅ ëÁÎÔÏÒÁ 1878 ÇÏ-
ÄÁ ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÁ: ×ÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÏÔÒÅÚËÁ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÌÉÂÏ ÓÞ¾ÔÎÏ, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ×ÓÅÍÕ ÏÔÒÅÚ-
ËÕ. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÅÖÄÕ ÓÞ¾ÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ
ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÎÅÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ). ëÁÎÔÏÒ ÎÁÐÉ-
ÓÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÉÎ-
ÄÕËÃÉÉ, × ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÈÏÄÉÔØ ÚÄÅÓØ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ,
ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÅÍÕ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÔÅÐÅÎ-
ÎÏ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ
ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÉÌÉ ÌÏÖÎÙÍ, ¡ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×, ÎÏ × ÏÂÝÅÍ-ÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ÎÅ ÌÕÞÛÅ ÄÒÕÇÏÊ.

ôÕÔ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ Ó ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ. íÙ ÍÏ-
ÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÑÔÙÊ ÐÏÓÔÕÌÁÔ å×ËÌÉÄÁ (ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÄÁÎÎÏÊ) ÉÓÔÉÎÎÙÍ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ. á ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÁËÓÉÏÍÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ.

÷ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, Å×ËÌÉÄÏ×Á ÉÌÉ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁ ÎÁ
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ¡
ÓËÏÒÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÐÒÁÛÉ×ÁÔØ ÆÉÚÉËÏ×. ë ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÜÔÏ
ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ × ÅÝ¾ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, É ÒÁÚ×Å ÞÔÏ ÔÅÏÌÏÇÉÑ (ëÁÎÔÏÒ ÎÅÏÄ-
ÎÏËÒÁÔÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌ ×ÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌÁÍÉ-ÔÅÏ-
ÌÏÇÁÍÉ) ÍÏÇÌÁ ÂÙ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÐÒÅÔÅÎÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ.
• åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÎÅ ×ÐÁÄÁÑ × ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-

ÞÉÑ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÑ×ÌÑÔØ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ É ÉÚÂÅÇÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÈ ×ÉÄÏ×
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ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. âÅÚÏÐÁÓÎÙÅ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÄÛÉÅ Ë ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ) ÐÒÁ×ÉÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ×
ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ZF, ÎÁÚ×ÁÎÎÁÑ
× ÞÅÓÔØ ãÅÒÍÅÌÏ É æÒÅÎËÅÌÑ). äÏÂÁ×É× Ë ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏÒÁ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÉÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ZFC (Óhoice ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ¡ ×ÙÂÏÒ).
åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ, ÍÅÎÅÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ.

ïÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁ-
ÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-
ÎÉÊ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ×Ï ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÊ: ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÓÔÏ ÔÁË ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÀÝÉÈÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÔÅÎÄÅÎÔÏ×
ÓÌÉÛËÏÍ ÎÅÏÂÏÚÒÉÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÛØ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
(ÁËÓÉÏÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (ÁËÓÉÏÍÁ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ). íÏÖ-
ÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÉÎ ÉÚ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÁËÓÉÏÍÁ ÓÕÍÍÙ). åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ.

éÚÌÁÇÁÑ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÄÅÒÖÁÔØÓÑ
ÐÏÄÁÌØÛÅ ÏÔ ÏÐÁÓÎÏÊ ÞÅÒÔÙ, É ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁ ÏÐÁÓÎÏÓÔØ × ÔÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ËÏÇÄÁ
×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÉÓËÕÛÅÎÉÅ Ë ÜÔÏÊ ÞÅÒÔÅ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØÓÑ. ðÏËÁ ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÂÙÌÏ
ÏÄÎÏ: ÐÏÐÙÔËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÁË ËÌÁÓÓ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ×ÓÅÈ
ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

§7. æÕÎËÃÉÉ

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÅÊ
É ÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É Ô. Ð. ÂÅÚ
ÐÏÐÙÔÏË ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ A É B ¡ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÙÈ ÐÁÒ 〈a, b〉, ÇÄÅ a ∈ A É b ∈ B. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A × B. (ë ×ÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ, ÍÙ ÅÝ¾ ×ÅÒÎ¾ÍÓÑ ÎÁ Ó. 34.)

ìÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A×B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ A É B. åÓÌÉ A = B, ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÂÉÎÁÒÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÎÁ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Å A. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ
ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ |. ôÏ-
ÇÄÁ ÍÏÖÎÏ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ 〈2, 6〉 ∈ | É 〈2, 7〉 /∈ |. ïÂÙÞÎÏ,
ÏÄÎÁËÏ, ÚÎÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÉÛÕÔ ÍÅÖÄÕ ÏÂßÅËÔÁÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 2|6).
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úÁÄÁÞÁ 51. ÷ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÓÁÍÏËÏÎÔÒÏÌÑ: ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ É
ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ¡ ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÌÉ ÒÁÚÎÙÅ? (ïÔ×ÅÔ: ËÏ-
ÎÅÞÎÏ, ÒÁÚÎÙÅ ¡ × ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ.)

åÓÌÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, Á ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÍÉ ¡ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖ-
ÄÕ A É B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ ×ÉÄÁ 〈x, f(x)〉. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f . ó
ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÕÄÏÂÎÅÅ ÎÅ ××ÏÄÉÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÎÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ Ó Å¾
ÇÒÁÆÉËÏÍ.

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ F ⊂ A × B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÚ A × B, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÐÅÒ×ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ÒÁÚÎÙÍÉ ×ÔÏÒÙÍÉ. äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏ-
ÇÏ b ∈ B, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 〈a, b〉 ∈ F .

ôÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏÅ b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÌÁÓÔØ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F . ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ DomF (ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á do-
main). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ DomF ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ F ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ a (× ÔÏÞËÅ a, ËÁË ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ) ËÁË ÔÏÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 〈a, b〉 ∈ F . üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË F (a).
÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ F , ËÏÔÏÒÏÅ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ValF .

åÓÌÉ a /∈ DomF , ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ a. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ A × B ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ
ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ¡ Å¾ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀ-
ÂÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å¾
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ B.

åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÚ A × B ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó A, ÔÏ ÐÉÛÕÔ
f : A→ B.

ðÒÉÍÅÒ: ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ idA : A → A ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A
× ÓÅÂÑ, ÐÒÉÞ¾Í id(a) = a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A. ïÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ×ÉÄÁ 〈a, a〉 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ A. (éÎÄÅËÓ A × idA ÉÎÏÇÄÁ ÏÐÕÓËÁÀÔ,
ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÄ¾Ô ÒÅÞØ.)

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : A → B É g : B → C ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÀ
h : A → C, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ h(x) = g(f(x)). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
h ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ

{〈a, c〉 | 〈a, b〉 ∈ f É 〈b, c〉 ∈ g ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b ∈ B}.
ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g ◦ f (ÍÙ, ËÁË É × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ËÎÉÇ,
ÐÉÛÅÍ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÊ).
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ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ (ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ
ÅÓÔØ h◦(f ◦g) = (h◦f)◦g, ÐÏÜÔÏÍÕ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓËÁÔØ ÓËÏÂËÉ.

ðÕÓÔØ f : A → B. ðÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ′ ⊂ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) ∈ B ′. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-
ÓÑ f−1(B′):

f−1(B′) = {x ∈ A | f(x) ∈ B′}.
ïÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A′ ⊂ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f
ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A′. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f(A′):

f(A′) = {f(a) | a ∈ A′} =

= {b ∈ B | 〈a, b〉 ∈ f ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ A′}.
óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(A′) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ (ÏÄÎÉ É ÔÅ
ÖÅ ËÒÕÇÌÙÅ ÓËÏÂËÉ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔÓÑ É ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á), ÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ.

úÁÄÁÞÁ 52. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÅÒÎÙ?

f(A′ ∩A′′) = f(A′) ∩ f(A′′);

f(A′ ∪A′′) = f(A′) ∪ f(A′′);

f(A′ \A′′) = f(A′) \ f(A′′);

f−1(B′ ∩B′′) = f−1(B′) ∩ f−1(B′′);

f−1(B′ ∪B′′) = f−1(B′) ∪ f−1(B′′);

f−1(B′ \B′′) = f−1(B′) \ f−1(B′′);

f−1(f(A′)) ⊂ A′;

f−1(f(A′)) ⊃ A′;

f(f−1(B′)) ⊂ B′;

f(f−1(B′)) ⊃ B′;

(g ◦ f)(A) = g(f(A));

(g ◦ f)−1(C ′) = f−1(g−1(C ′));

(úÄÅÓØ f : A→ B, g : B → C, A′, A′′ ⊂ A, B′, B′′ ⊂ B, C ′ ⊂ C.)

éÎÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ (ÒÅÚÅÒ×ÉÒÕÑ ÔÅÒÍÉÎ
ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ). íÙ
ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÉÞÉÊ, ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÑ ÓÌÏ×Á ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ É ÆÕÎËÃÉÑ ËÁË ÓÉÎÏÎÉÍÙ.
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æÕÎËÃÉÑ f : A → B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÊ, ÉÌÉ ÉÎßÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ f(a1) 6=
6= f(a2) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ a1 É a2.

æÕÎËÃÉÑ f : A→ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÊ, ÉÌÉ ÓÀÒßÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ ÎÁ-
ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÓÔØ ×Ó¾ B. (éÎÏÇÄÁ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ B.)

üÔÉ Ä×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ, ÞÅÍ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÅÒ-
×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ:

úÁÄÁÞÁ 53. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : A → B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g : B →
→ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÀ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ g◦f = idA. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
f : A→ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ
ÐÒÁ×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g : B → A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f ◦ g = idB.

úÁÄÁÞÁ 54. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : A → B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅ¾ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÓÌÅ×Á: ÉÚ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Á f ◦ g1 = f ◦ g2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g1 = g2 (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ g1,
g2, ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × A). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË-
ÃÉÑ f : A→ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅ¾
ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÓÐÒÁ×Á: ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g1 ◦ f = g2 ◦ f ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
g1 = g2 (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ g1, g2, ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ B).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÆÕÎËÃÉÑ) f : A→ B, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎß-
ÅËÃÉÅÊ É ÓÀÒßÅËÃÉÅÊ (×ÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ.

åÓÌÉ f ¡ ÂÉÅËÃÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f−1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
f−1(y) = x⇔ f(x) = y.

úÁÄÁÞÁ 55. íÏÇÕÔ ÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅ×ÁÑ É ÐÒÁ×ÁÑ ÏÂÒÁÔ-
ÎÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÎÏ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ?

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ
f : A → B. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎßÅËÃÉÑ (×ÌÏÖÅÎÉÅ) f : A → B?
ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ
ÍÅÖÄÕ A É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÅ ×ÌÏÖÅ-
ÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × B ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÒÁ×-
ÎÏÍÏÝÎÏÅ A, Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ A ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ B (× ÓÍÙÓÌÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÁÎÎÏÇÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5).

þÕÔØ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ A ÎÁ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ B ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ A.
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÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ f : A → B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ B ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(a) =
= b. ÷ÙÂÒÁ× ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A′ ⊂ A,
ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ B.
(úÄÅÓØ ÓÎÏ×Á ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ×ÙÂÏÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ ÎÁ Ó. 15.)

÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A′ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÒÁ×-
ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B É ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ g : A′ → B, ÔÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ A ÎÁ B
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉ× ÜÔÕ ÂÉÅËÃÉÀ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ×ÎÅ A′ ËÁËÉÍ ÕÇÏÄ-
ÎÏ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 56. îÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ, ÎÅ ÞÉÔÁÑ ÄÁÌØÛÅ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ B ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÁË
ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ A ÎÁ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÏÌØËÏ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B ÎÅÐÕÓÔÏ É ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Õ A, ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÕÓÔÙ.

÷ ÎÁÛÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÅÝ¾ ÏÄÉÎ ÎÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÏÎÑÔÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ: ÞÔÏ
ÔÁËÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ? îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÂßÅË-
ÔÏ× x É y ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ ÏÂßÅËÔ 〈x, y〉, ÐÒÉÞ¾Í ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:

〈x1, y1〉 = 〈x2, y2〉 ⇔ x1 = x2 É y1 = y2.

÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÍÏÖÎÏ ÔÁË É ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ ÎÅÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÍÙÍ, Á ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ¡ ÁËÓÉÏÍÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ
ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÒÀË, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÙÊ ÐÏÌØÓËÉÍ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÏÍ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÉÍ, É ÉÚÂÅÖÁÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÕÐÏÒÑ-
ÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ {x} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ x, Á {x, y} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ x É y É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ {x, y} = {x} =
= {y}, ÅÓÌÉ x = y.)

ôÅÏÒÅÍÁ 9 (õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÐÏ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÍÕ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ 〈x, y〉
ËÁË {{x}, {x, y}}. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:

〈x1, y1〉 = 〈x2, y2〉 ⇔ x1 = x2 É y1 = y2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 〈x1, y1〉 = 〈x2, y2〉. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ

{{x1}, {x1, y1}} = {{x2}, {x2, y2}}.
ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÉ (ÎÅ ÐÕÔÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ x Ó {x}).
üÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÄÅÌÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ x1 6= y1. ôÏÇÄÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x1, y1} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. òÁÚ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÅ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÔÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÐÒÁ×ÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ {x2},
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ÌÉÂÏ {x2, y2}. ðÅÒ×ÏÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ. úÎÁÞÉÔ, {x1, y1} = {x2, y2}. ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x1} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Á, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÐÒÁ×ÏÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÏ {x2} (ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ). ïÔÓÀÄÁ x1 = x2 É y1 = y2, ÞÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ x2 6= y2.
ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ x1 = y1 É x2 = y2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

{x1, y1} = {x1} É ÐÏÔÏÍÕ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÅÓÔØ {{x1}}.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÁ×ÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ {{x2}}, É ÐÏÔÏÍÕ x1 = x2, ÔÁË
ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x1, x2, y1, y2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÇÏ
ÓÍÙÓÌÁ × ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅÔ ¡ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÕÄÏÂÎÙÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉ¾Í.

úÁÄÁÞÁ 57. äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 9 ÄÌÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁ-
ÒÙ ÐÏ ÷ÉÎÅÒÕ: 〈x, y〉 = {{∅, {x}}, {{y}}}.

§8. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ

íÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁ-
ÄÙ×ÁÔØ, ÕÍÎÏÖÁÔØ, ×ÏÚ×ÏÄÉÔØ × ÓÔÅÐÅÎØ. üÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ É
ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, É ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË.

ðÕÓÔØ A É B ¡ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. þÔÏÂÙ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ
ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ∪B, ÅÓÌÉ A É B ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. åÓÌÉ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÉÈ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÅ ÉÍ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á A′ É B′. íÏÝÎÏÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÂÕÄÅÔ ÓÕÍÍÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×
A É B.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ËÁË ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØ-
ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁC ÅÓÔØ ÓÕÍ-
ÍÁ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÉÄÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (Á ÓËÁÚÁÎÎÏÅ
×ÙÛÅ ¡ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ). îÏ ÍÙ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ
ÔÁËÉÍÉ ÐÒÅÄÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔÑÍÉ.

2. ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É
ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A′∪B′ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ
ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A′ É B′ (ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÅ A É B) ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ.
(þÔÏ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.)

3. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ.
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4. îÁËÏÎÅÃ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÅÝ¾ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ A′ É B′

ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ÐÏÌÏÖÉÍ A′ = A× {0}
É B′ = B × {1}.

ðÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ
ËÁË ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ A × B. (îÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ
ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ.)

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÓÔÅÐÅÎØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÄÌÑ ÄÁÎ-
ÎÙÈ A É B) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ f : B → A (ÎÁÐÏÍÎÉÍ: ÜÔÏ ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ B, Á ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ
× A). üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ AB, É ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ É ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B ËÏÎÅÞÎÙ É ÓÏÄÅÒÖÁÔ a É b ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, ÔÏ AB ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÒÁÚ ab ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÆÕÎËÃÉÀ
f : B → A, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ b ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ a ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÓÅÇÏ ab ×ÁÒÉÁÎÔÏ×.

úÁÄÁÞÁ 58. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ 00 ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ? (ïÔ×ÅÔ:
ÅÄÉÎÉÃÅ.)

ðÒÉÍÅÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 2 ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, {0, 1}. þÔÏ ÔÁËÏÅ 2N? ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ
f : N→ {0, 1}. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ¡ ÜÔÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ
É ÅÄÉÎÉÃ, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ f0f1f2 . . . ÍÙ ÐÉÛÅÍ f(0), f(1), f(2), . . . (æÏÒÍÁÌØÎÏ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÔÁË É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ-
ÓÑ ¡ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÔÉÐÁ N→ X.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 2X ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ P (X) (× ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ X = N ÍÙ ÜÔÏ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ; ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁËÏÅ ÖÅ).

ïÂÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ É ÄÌÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÍÏÝÎÏ-
ÓÔÅÊ:

a+ b = b+ a;

a+ (b+ c) = (a+ b) + c;

a× b = b× a;

a× (b× c) = (a× b)× c;
(a+ b)× c = (a× c) + (b× c).

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÉÔÁÔØ, ÉÚÂÅÇÁÑ ÓÌÏ×Á ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÁË ÓÁÍÏÓÔÏÑ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a × b = b × a ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A × B É B × A
ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ (É ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ: 〈x, y〉 7→ 〈y, x〉 ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ). ïÓÔÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
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ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ. þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÓÔÅ-
ÐÅÎØ:

ab+c = ab × ac; (ab)c = ac × bc; (ab)c = ab×c.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ. éÚ ÞÅÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ AB+C? (âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ B
É C ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.) åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
× A, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÅ ÎÁ B+C. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: Ó×ÏÅÇÏ
ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ B (ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ ÉÚ B ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ
ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÀÔÓÑ) É Ó×ÏÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ C. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á AB+C ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ AB É AC . üÔÏ É ÂÕÄÅÔ
ÉÓËÏÍÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ.

ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ (A×B)C É AC×BC ÍÙ ÔÏÖÅ ÞÁÓÔÏ
ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (R × R)R ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÔÉÐÁ R→ R× R, ÔÏ ÅÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ t 7→ z(t) = 〈x(t), y(t)〉 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÁËÁÑ
ËÒÉ×ÁÑ ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ x, y : R→ R.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ (AB)C É A(B×C) ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÅÖÅ. üÌÅ-
ÍÅÎÔ f ∈ A(B×C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ B × C → A, ÔÏ ÅÓÔØ, × ÏÂÙÞÎÏÊ
ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, ÆÕÎËÃÉÅÊ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ B, ×ÔÏÒÏÊ ÉÚ C). åÓÌÉ
ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ × ÎÅÊ ×ÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ fc : B → A,
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ fc(b) = f(b, c) (ÔÏÞÎÅÅ, f(〈b, c〉)). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
á 7→ fc, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ (AB)C , É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f ∈ A(B×C). (ïÔ-
ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ×ÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.)

íÏÝÎÏÓÔØ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ℵ0, ÍÏÝÎÏÓÔØ
ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ (ÏÔÒÅÚËÁ ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕ-
ÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ c. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, c = 2ℵ0.

(åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁËÏ× ÓÍÙÓÌ ÉÎÄÅËÓÁ 0 × ℵ0? ÞÔÏ ÔÁËÏÅ, ÓËÁ-
ÖÅÍ, ℵ1? ïÂÙÞÎÏ ℵ1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÎÅÓÞ¾ÔÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ (ËÁË ÍÙ
Õ×ÉÄÉÍ, ÔÁËÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). çÉÐÏÔÅÚÁ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ
ÎÁ Ó. 29, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ c = ℵ1.)

éÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

• ℵ0 + n = ℵ0 ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ n (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× ÓÞ¾ÔÎÏ);
• ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞ¾ÔÎÏ);
• ℵ0×ℵ0 = ℵ0 (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞ¾ÔÎÏ).

ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÆÁËÔÙ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÍÉ Ó
ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÃÅÐÏÞËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×

c× c = 2ℵ0 × 2ℵ0 = 2ℵ0+ℵ0 = 2ℵ0 = c
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ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ É ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

cℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0×ℵ0 = 2ℵ0 = c.

úÁÄÁÞÁ 59. ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ×ÙËÌÁÄËÕ:

c + c = 1× c + 1× c = 2× c = 21 × 2ℵ0 = 21+ℵ0 = 2ℵ0 = c.

úÁÄÁÞÁ 60. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ℵ0 × c = c.

ðÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÙÅ ÎÁÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÏÞÅÔÁÔØ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ
ëÁÎÔÏÒÁ   âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

c = 2ℵ0 6 ℵ0
ℵ0 6 cℵ0 = c,

ÐÏÜÔÏÍÕ ℵ0
ℵ0 = c (ÓÌÏ×ÁÍÉ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ).

úÁÄÁÞÁ 61. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ ÄÌÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ (ÅÓÌÉ a1 6 a2, ÔÏ ab1 6 ab2).
ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (×ÐÒÏÞÅÍ,
ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ).

úÁÄÁÞÁ 62. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ Ñ×ÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÑÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (0, 1),
ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÒÏÂÉ ×ÉÄÁ 1/(n0 + 1/(n1 + 1/(n2 + . . . ))).

úÁÄÁÞÁ 63. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ℵc
0 = 2c. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎ-

ÔÏÒÁ ÜÔÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.)

úÁÄÁÞÁ 64. ëÁËÏ×Á ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ? óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ ÌÉ ÚÄÅÓØ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ?

úÁÄÁÞÁ 65. ëÁËÏ×Á ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 66. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ
ÂÙÔØ ÎÅÓÞ¾ÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÅ? ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÎÏÓÔØ?

÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ a×b = a+b =
= max(a, b), ÎÏ ÐÏËÁ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÚÁÄÁÞÁÈ 44, 45
ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÂÈÏÄÎÙÍ ÍÁÎ¾×ÒÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ
a + b = c ÓÌÅÄÕÅÔ a = c ÉÌÉ b = c. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÜÔÏÔ
ÐÒÉ¾Í:
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ôÅÏÒÅÍÁ 10. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A1×A2×· · ·×An ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÀÝÉÅÓÑ ÞÁÓÔÉ B1, . . . , Bn, ÔÏ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÔÁËÏÅ i, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ Bi

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ Ai.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bi ⊂
⊂ A1×. . .×An ÎÁ Ai. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ i ÏÎÁ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ Ai ÐÏÌÎÏÓÔØÀ,
ÔÏ ×Ó¾ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÅÐÏËÒÙÔÕÀ ÔÏÞËÕ xi.
îÁÂÏÒ 〈x1, . . . , xn〉 ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Bi, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ËÏÔÏÒÏÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ë¾ÎÉÇÁ) ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ (ÓËÁÖÅÍ, A×B×C
ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÔÒÏÅË 〈a, b, c〉, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÔØ ÐÁÒÙ 〈〈a, b〉, c〉). äÅËÁÒÔÏ×Ï
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÕÖÅ ÔÁË ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÛØ. ÷ÙÈÏÄ ÔÁ-
ËÏÊ: A0 × A1 × A2 × . . . (ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a0, a1, a2, . . . , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ai ∈ Ai,
ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ a, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÈ ÎÁ N ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
× ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ×ÓÅÈ Ai, ÐÒÉÞ¾Í a(i) ∈ Ai ÐÒÉ ×ÓÅÈ i. ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 10 ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÓÞ¾ÔÎÙÅ (Á ÔÁËÖÅ É ÎÁ ÌÀÂÙÅ)
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÔÒÉÃÁÎÉÑÍ, ÔÅÏÒÅÍÕ ë¾ÎÉÇÁ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:
ÅÓÌÉ ÐÒÉ ×ÓÅÈ i = 0, 1, 2 . . . ÄÌÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ai É bi ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï bi <
< ai, ÔÏ

b0 + b1 + b2 + . . . < a0 × a1 × a2 × . . .
õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ c × c × . . . (ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ) ÒÁ×ÎÏ cℵ0, ÔÏ ÅÓÔØ c,

ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ë¾ÎÉÇÁ: ÅÓÌÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ
ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎ-
ÔÉÎÕÕÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 67. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 68. ðÕÓÔØ a0, a1, a2, . . . ¡ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞ¾Í ai > 2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a0 + a1 + a2 + . . . 6 a0 × a1 × a2 × . . .
úÁÄÁÞÁ 69. ðÕÓÔØ m0 < m1 < m2 < . . . ¡ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ m0 + m1 + m2 + . . . ÎÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ aℵ0 ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ a.



çìá÷á II

õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

§1. ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÐÏÒÑÄËÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R ⊂ X ×X; ×ÍÅÓÔÏ 〈x1, x2〉 ∈ R ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ x1Rx2.

âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:
• (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ) xRx ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ X;
• (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) xRy ⇒ yRx ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, y ∈ X;
• (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ) xRy É yRz ⇒ xRz ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x, y, z ∈ X.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ, ÎÏ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 11. (Á) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÒÁÚÂÉÔÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅÖÁÔØ × ÏÄÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

(Â) ÷ÓÑËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏ-
ÂÏÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ; ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄ¾Í ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÔÏÒÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ×ÉÄÎÏ, ÇÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÕÎËÔÙ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ R ¡ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ y ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÎÏ xRy.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x1, x2 ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÀÔ ÏÂ-
ÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ z. ôÏÇÄÁ x1Rz É x2Rz, ÏÔËÕÄÁ zRx2 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) É x1Rx2

(ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ), Á ÔÁËÖÅ x2Rx1 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z
ÉÚ x1Rz ÓÌÅÄÕÅÔ x2Rz (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍÕ ÉÍ ËÌÁÓÓÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×Ó¾ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X
ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÌÁÓÓÙ.

úÁÄÁÞÁ 70. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ É ÔÒÁÎÚÉ-
ÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÄÎÉÍ: xRz É yRz ⇒ xRy (ÐÒÉ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ
ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔÉ).

úÁÄÁÞÁ 71. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {1, 2, 3, 4, 5}?

40
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úÁÄÁÞÁ 72. (ôÅÏÒÅÍÁ òÁÍÓÅÑ) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ l ËÌÁÓÓÏ× (k, l ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ A, ×ÓÅ
k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ.

(ðÒÉ k = 1 ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ×, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ. ðÒÉ k = 2 É l = 2
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÌÀÄÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÌÉÂÏ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ. ëÏÎÅÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÑ ¡ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÛÅÓÔÉ ÌÀÄÅÊ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÚÎÁ-
ËÏÍÙÈ, ÌÉÂÏ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ, ¡ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉ-
ËÏ×.)

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R. (åÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏ-
×ÁÎÏ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÎÁ X, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÙ,
ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÁ É Ô. Ä.)

ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÍ ÎÅ ÒÁÚ ÅÝ¾ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÛÁ
ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÍÁ ¡ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ.

âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 6 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁ-
ÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

• (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ) x 6 x ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ X;
• (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) x 6 y É y 6 x⇒ x = y ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, y ∈ X;
• (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ) x 6 y É y 6 z ⇒ x 6 z ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, y, z ∈ X.

(óÌÅÄÕÑ ÔÒÁÄÉÃÉÉ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ 6 (Á ÎÅ ÂÕË×Õ) ËÁË ÚÎÁË ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ.) íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ Î¾Í ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, y ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÒÁ×-
ÎÉÍÙ, ÅÓÌÉ x 6 y ÉÌÉ y 6 x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÙÌÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. äÏÂÁ-
×É× ÜÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÌÉÎÅÊÎÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á).

ðÒÉ×ÅÄ¾Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏ×:

• þÉÓÌÏ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ (ÚÄÅÓØ ÐÏÒÑÄÏË
ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ).
• îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R × R ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ

ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ 〈x1, x2〉 6 〈y1, y2〉, ÅÓÌÉ x1 6 x2 É y1 6
6 y2. üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ: ÐÁÒÙ 〈0, 1〉 É 〈1, 0〉 ÎÅ
ÓÒÁ×ÎÉÍÙ.
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• îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ-
ÍÉ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ f 6 g, ÅÓÌÉ f(x) 6
6 g(x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ R. üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.
• îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÒÑ-

ÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x 6 y, ÅÓÌÉ x ÄÅÌÉÔ y. üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ
ÌÉÎÅÊÎÙÍ.
• ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÅ-

ÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ y ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÁÎÔÉ-
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ).
• ðÕÓÔØ U ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P (U) ×ÓÅÈ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ⊂ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ
ÐÏÒÑÄËÏÍ.
• îÁ ÂÕË×ÁÈ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÔÒÁÄÉÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÒÑÄÏË

(Á 6 Â 6 × 6 . . . 6 Ñ). üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÌÉÎÅÅÎ ¡ ÐÒÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÂÕË×Ù
ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÎØÛÅ (ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÁÇÌÑÎÕ× ×
ÓÌÏ×ÁÒØ).
• îÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË

(ËÁË × ÓÌÏ×ÁÒÅ). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á y, ÔÏ x 6 y (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÎÔ 6 ËÁÎÔÏÒ). åÓÌÉ
ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÐÏ
ÐÏÒÑÄËÕ ÂÕË×Õ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏ×Á ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ: ÔÏ ÓÌÏ×Ï, ÇÄÅ ÜÔÁ ÂÕË×Á
ÍÅÎØÛÅ × ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, É ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ. üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÔÁËÖÅ
ÌÉÎÅÅÎ (ÉÎÁÞÅ ÞÔÏ ÂÙ ÄÅÌÁÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÓÌÏ×ÁÒÅÊ?).
• ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ((x 6 y)⇔ (x = y)) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ
ÓÒÁ×ÎÉÍÙ.
• ðÒÉ×ÅÄ¾Í ÔÅÐÅÒØ ÂÙÔÏ×ÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ËÁÒÔÏÎ-

ÎÙÈ ËÏÒÏÂÏË. ÷×ÅÄ¾Í ÎÁ Î¾Í ÐÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x 6 y, ÅÓÌÉ ËÏÒÏÂËÁ x
ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒØ ËÏÒÏÂËÉ y (ÉÌÉ ÅÓÌÉ x É y ¡ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ
ËÏÒÏÂËÁ). ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÒÏÂÏË ÜÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

ðÕÓÔØ x, y ¡ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. çÏ×ÏÒÑÔ,
ÞÔÏ x < y, ÅÓÌÉ x 6 y É x 6= y. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ
Ó×ÏÊÓÔ×Á:

x 6< x;

(x < y) É (y < z) ⇒ x < z.

(ðÅÒ×ÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ×ÔÏÒÏÅ: ÅÓÌÉ x < y É y < z, ÔÏ ÅÓÔØ x 6 y, x 6= y,
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y 6 z, y 6= z, ÔÏ x 6 z ÐÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ; ÅÓÌÉ ÂÙ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ x = z,
ÔÏ ÍÙ ÂÙ ÉÍÅÌÉ x 6 y 6 x É ÐÏÔÏÍÕ x = y ÐÏ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.)

ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÍÙ ÞÉÔÁÅÍ ÚÎÁË 6 ËÁË ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ,
Á ÚÎÁË < ¡ ËÁË ÍÅÎØÛÅ, ÎÅÑ×ÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ x 6 y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x < y ÉÌÉ x = y. ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË. åÝ¾ ÏÄÎÏ
ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ x > y (x ÂÏÌØÛÅ y) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y < x, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ
x > y (x ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ y) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y 6 x.

úÁÄÁÞÁ 73. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÞÉÔÁÔØ x 6 y ËÁË x ÎÅ ÂÏÌØ-
ÛÅ y.

÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÖËÁÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ <, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ Ä×ÕÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x 6 y ⇔ [(x < y) ÉÌÉ (x = y)] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ × ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 74. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ.

÷Ï ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ ÐÕÔÁÎÉÃÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ < ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 6 ¡ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ïÄ-
ÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ:
ÍÏÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 6 (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÅ,
ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ) É ÚÁÔÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ <, Á ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

úÁÄÁÞÁ 75. ïÐÕÓËÁÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÐÏÒÑÄËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÐÏÒÑÄÏË ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ-
ÓÑ ËÌÁÓÓÙ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ x 6 y ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x, y ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ,
Á ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÎ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ËÏÔÏÒÙÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.

÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÈ ÓÔÒÏÉÔØ ÏÄÎÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ.

• ðÕÓÔØ Y ¡ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (X,6).
ôÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Y ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË,
ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÚ X. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,

(6Y ) = (6) ∩ (Y × Y ).

åÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁX ÂÙÌ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÔÏ É ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ Y ,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.
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• ðÕÓÔØ X É Y ¡ Ä×Á ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏ-
ÒÑÄÏË ÔÁË: ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ËÁË
ÒÁÎØÛÅ, Á ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ Y . üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ X + Y . (ðÏÒÑÄÏË
ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÂÙÌ ÔÁËÏ×ÙÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×.)

üÔÏ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ É ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ (É ÄÁÖÅ ÓÏ-
×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏ×ÏÒÑ ÏÂ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Å N + N, ÍÙ ÂÅÒ¾Í ÄÌÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÐÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑ-
ÄÁ {0, 1, 2, . . .} É {0, 1, 2 . . .} É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {0, 1, 2, . . . ,
0, 1, 2, . . .}, ÐÒÉÞ¾Í k 6 l ÐÒÉ ×ÓÅÈ k É l, Á ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ËÏÐÉÉ ÐÏÒÑÄÏË
ÏÂÙÞÎÙÊ.
• ðÕÓÔØ (X,6X) É (Y,6Y ) ¡ Ä×Á ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. íÏÖÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ X × Y ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.
íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 〈x1, y1〉 6 〈x2, y2〉, ÅÓÌÉ x1 6X x2 É y1 6Y y2 (ÐÏ-
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ). üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ,
ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÉ É ÂÙÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ: ÅÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁ ÂÏÌØÛÅ Õ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ, Á ×ÔÏÒÁÑ Õ ÄÒÕÇÏÊ, ËÁË ÉÈ ÓÒÁ×ÎÉÔØ?
þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ËÁËÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ
ÂÕÄÅÔ ÇÌÁ×ÎÏÊ É ÂÕÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÐÏ ÎÅÊ, Á ÐÏÔÏÍ (× ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á) ¡ ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ. åÓÌÉ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÓÞÉÔÁÔØ X-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, ÔÏ
〈x1, y1〉 6 〈x2, y2〉, ÅÓÌÉ x1 <X x2 ÉÌÉ ÅÓÌÉ x1 = x2, Á y1 6Y y2. ïÄÎÁËÏ ÐÏ
ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ×ÔÏÒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ.
çÏ×ÏÒÑ Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÁË Ï
ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÍÙ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ
ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÒÑÄÏË (ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ).

úÁÄÁÞÁ 76. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
N × N (ÐÏÒÑÄÏË ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ) ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÌÀ-
ÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ Z× Z?

úÁÄÁÞÁ 77. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ Nk (ÐÏÒÑÄÏË ÐÏ-
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ).

úÁÄÁÞÁ 78. ðÕÓÔØ U ¡ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P (U) ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÏÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ. ëÁËÏ×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
S ⊂ P (U), ÅÓÌÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ S ÐÏÒÑÄÏË ÌÉÎÅÅÎ? ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á
ÜÌÅÍÅÎÔÁ S ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12.)

úÁÄÁÞÁ 79. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏ× ÎÁ
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ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

úÁÄÁÞÁ 80. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ (ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ x 6 y × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÔÏ É × ÎÏ×ÏÍ ÜÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÁË).

úÁÄÁÞÁ 81. äÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Î¾Í ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏ-
ÔÏÒÏÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÌÉÎÅÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 82. (ëÏÎÅÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.) äÁÎÙ ÃÅÌÙÅ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ-
ÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÏÝÎÏÓÔÉ mn+ 1 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÌÉÂÏ m+ 1 ÐÏÐÁÒÎÏ
ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÌÉÂÏ n+ 1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 83. ÷ ÓÔÒÏÞËÕ ÎÁÐÉÓÁÎÙ mn + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÌÉÂÏ ×ÏÚÒÁ-
ÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ m + 1, ÌÉÂÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ n + 1. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ
ÚÁÄÁÞÅÊ.)

úÁÄÁÞÁ 84. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ
ÒÑÄÁ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏ-
ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ (× ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉ-
ÎÕÕÍ? óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ, ÌÀÂÙÅ
Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ?

üÌÅÍÅÎÔ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ, ÅÓ-
ÌÉ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÙÍ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ: ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ. (ïÄÎÏ ÄÅÌÏ ËÏÒÏÂËÁ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ
ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ, ÄÒÕÇÏÅ ¡ ËÏÒÏÂËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉËÕÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ.)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ.

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÄÁÎÎÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 85. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ
ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Å X ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y,
ÂÏÌØÛÉÊ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÊ x.
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§2. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

ä×Á ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ
ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË. (åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏ-
ÍÏÝÎÙ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.) íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÂÉÅËÃÉÑ f : A→ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B, ÅÓÌÉ

a1 6 a2 ⇔ f(a1) 6 f(a2)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1, a2 ∈ A (ÓÌÅ×Á ÚÎÁË 6 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÒÑÄÏË × ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Å A, ÓÐÒÁ×Á ¡ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ (ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ), ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÅÓÌÉ X ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Y , ÔÏ É ÎÁ-
ÏÂÏÒÏÔ) É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ (Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÔÒÅÔØÅÍÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚ-
ÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÍÉ ÔÉÐÁÍÉ.
(ðÒÁ×ÄÁ, ËÁË É Ó ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ, ÔÕÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ ¡ ÉÚÏÍÏÒÆ-
ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ, É ÐÏÔÏÍÕ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÈ ÔÉÐÁÈ ËÁË
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÎÅÌØÚÑ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 12. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÏÄÉÎÁ-
ËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÇÄÁ
ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (×ÏÚØÍ¾Í ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ; ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÉÊ, ×ÏÚØÍ¾Í ÍÅÎØÛÉÊ, ÅÓÌÉ É ÏÎ ÎÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ, ÅÝ¾ ÍÅÎØÛÉÊ ¡ É ÔÁË
ÄÁÌÅÅ; ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x > y > z > . . . , ËÏÔÏÒÁÑ
ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÏÒ×ÁÔØÓÑ). ðÒÉÓ×ÏÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÎÏ-
ÍÅÒ 1. éÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÓÎÏ×Á ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÐÒÉÓ×ÏÉÍ ÅÍÕ
ÎÏÍÅÒ 2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÒÑÄËÕ ÍÅÖÄÕ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {1, 2, . . . , n}.

úÁÄÁÞÁ 86. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ 30 Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÐÏÒÑÄËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {a, b, c},
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 87. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ËÒÏ-
ÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÙ 0. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
××ÅÄ¾Í ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË: (a0, a1, . . . ) 6 (b0, b1, . . . ), ÅÓÌÉ ai 6 bi
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ÐÒÉ ×ÓÅÈ i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÐÏÒÑÄËÁ.

÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á A × ÓÅÂÑ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÞÁ-
ÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ
Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ (x 7→ x + 1)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z ÃÅÌÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ (Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ). äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁ ÖÅ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÄÁ¾Ô Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (ÎÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ).

úÁÄÁÞÁ 88. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÕÐÏÒÑÄÏ-
ÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ-
ÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 89. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P (A) ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅ-
ÎÉÀ. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

úÁÄÁÞÁ 90. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x ÄÅÌÉÔ y, ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏ-
ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (× ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 12 ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ).
• ïÔÒÅÚÏË [0, 1] (Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Õ R, ÔÁË ËÁË Õ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á Õ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ.
(ðÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ.)
• íÎÏÖÅÓÔ×Ï Z (ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Õ Q (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ α : Z→ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ÷ÏÚØÍ¾Í Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÓËÁÖÅÍ, 2 É 3. ðÒÉ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ α ÉÍ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÈ ÞÉÓÌÁ α(2) É α(3), ÐÒÉÞ¾Í α(2) < α(3), ÔÁË ËÁË 2 < 3. îÏ ÔÏÇÄÁ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÍÅÖÄÕ α(2) É α(3) ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÅÖÄÕ 2 É 3, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ.
• âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z É Z + Z. ÷ÏÚØÍ¾Í × Z + Z

Ä×Å ËÏÐÉÉ ÎÕÌÑ (ÉÚ ÔÏÊ É ÄÒÕÇÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ); ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÉÈ 0
É 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ 0 < 0. ðÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÉÍ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ
Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a < b. ôÏÇÄÁ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ



48 çÌÁ×Á II. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ÍÅÖÄÕ 0 É 0 (ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ: 1, 2, 3, . . . , −3, −2, −1) ÄÏÌÖÎÙ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÍÅÖÄÕ a É b ¡ ÎÏ ÉÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÅÍ, ÞÔÏ
ÚÄÅÓØ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅÌØÚÑ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕ-
ÌÏÊ. ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z É Z + Z ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 91. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z×N
É Z× Z (Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÎÁ Ó. 44 ÐÏÒÑÄËÏÍ) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 92. âÕÄÕÔ ÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
N× Z É Z× Z?

úÁÄÁÞÁ 93. âÕÄÕÔ ÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
Q× Z É Q× N?

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→
√

2x ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ-
ÍÉ (0, 1) É (0,

√
2). îÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÖÄÕ Q ∩
∩ (0, 1) É Q∩ (0,

√
2)), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ

√
2 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ × ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÖÎÏ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
0 < x1 < x2 < . . . É 0 < y1 < y2 < . . . , ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë 1
É
√

2 É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ xi × yi
É ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× [xi, xi+1] (ÒÉÓ. 1). ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ
ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 94. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÎÔÅÒ×Á-
ÌÁ (0, 1) É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÄÅÓØ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ ÌÏÍÁÎÕÀ; ×ÐÒÏÞÅÍ, Õ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏ-
ÒÏÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x 7→ 1/x ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ × ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ.)

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ (×ÉÄÉÍÏ, ÎÉ-
ÞÅÇÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 13, ÔÕÔ ÎÅ ÐÒÉÄÕÍÁÅÛØ).

úÁÄÁÞÁ 95. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (0, 1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Q. (þÉÓÌÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ m/2n, ÇÄÅ m ¡ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á n ¡ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÏÅ.)

ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, y ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÓÅÄ-
ÎÉÍÉ, ÅÓÌÉ x < y É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÇÏ z,
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òÉÓ. 1. ìÏÍÁÎÁÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ÞÔÏ x < z < y. ìÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ
× Î¾Í ÎÅÔ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÅÓÔØ ÔÒÅÔÉÊ).

ôÅÏÒÅÍÁ 13. ìÀÂÙÅ Ä×Á ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÅÚ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X É Y ¡ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ôÒÅÂÕÅÍÙÊ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÛÁÇÁÍ. ðÏÓÌÅ n ÛÁÇÏ× Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Á
n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xn ⊂ X É Yn ⊂ Y , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÈ×ÁÞÅÎÎÙÍÉ, É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ
ÎÉÍÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË. îÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÂÅÒ¾Í ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÅÏÈ×Á-
ÞÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÓËÁÖÅÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X) É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ
ÅÇÏ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÈ×ÁÞÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ X. ïÎ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÌÉÂÏ ÍÅÎØ-
ÛÅ ×ÓÅÈ, ÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ, ÌÉÂÏ ÐÏÐÁÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ Ä×ÕÍÑ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ
ÓÌÕÞÁÅ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÎÅÏÈ×ÁÞÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × Y , ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ × ÔÏÍ
ÖÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ (ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ, ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ×ÙÍ É ×ÔÏÒÙÍ ÏÈ×ÁÞÅÎÎÙÍ Ó×ÅÒÈÕ,
ÍÅÖÄÕ ×ÔÏÒÙÍ É ÔÒÅÔØÉÍ ÏÈ×ÁÞÅÎÎÙÍ Ó×ÅÒÈÕ É Ô. Ð.). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌØ-
ÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × Y ÎÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÅÔ
ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ¡ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÒ¾È ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ë Xn É Yn, ÓÞÉÔÁÑ
ÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

þÔÏÂÙ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ X É Y , ÍÙ
ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÏÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÙÌÉ ÒÁ-
ÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÏÈ×ÁÞÅÎÙ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË: ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏ-



50 çÌÁ×Á II. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ÖÅÓÔ× ÓÞ¾ÔÎÏ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÂÕÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÎÅÏÈ×ÁÞÅÎÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (ÎÁ ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÛÁÇÁÈ ¡ ÉÚ X, ÎÁ Þ¾ÔÎÙÈ ¡
ÉÚ Y ). üÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

úÁÄÁÞÁ 96. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÐÒÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ). (ïÔ×ÅÔ: 4.)

úÁÄÁÞÁ 97. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÂÅÚ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ É ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÚØÍÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q+R
É R+Q.)

ôÅÏÒÅÍÁ 14. ÷ÓÑËÏÅ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÍÏÖÎÏ ÂÙ-
ÌÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ É
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ×ÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÔÅÏÒÅ-
ÍÅ 13 ¡ Ó ÔÏÊ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÎÏ×ÙÅ ÎÅÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÅÒÕÔÓÑ ÔÏÌØ-
ËÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á), Á ÐÁÒÙ Ë ÎÉÍ ÐÏÄÂÉÒÁÀÔÓÑ
× ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

§3. æÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÏÒÍ Ú×ÕÞÉÔ
ÔÁË:

ðÕÓÔØ A(n) ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÕÄÁ-
ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ A(n) × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ A(m) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ m, ÍÅÎØ-
ÛÉÈ n. ôÏÇÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï A(n) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n.

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï A(0) ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ.)

äÌÑ ËÁËÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÅÒÅÎ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÐÒÉÎ-
ÃÉÐ? ïÔ×ÅÔ ÄÁ¾ÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 15. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á X ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:

(Á) ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ;
(Â) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ x0 > x1 > x2 > . . . ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X;
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(×) ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ×ÅÒÅÎ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ: ÅÓÌÉ
(ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ∈ X) ÉÚ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ A(y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ y < x ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓÔÉÎ-
ÎÏÓÔØ A(x), ÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï A(x) ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙ-
×ÁÀÔ ÔÁË:

∀x (∀y ((y < x)⇒ A(y))⇒ A(x))⇒ ∀xA(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÐÅÒ×Á ÄÏËÁÖÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ Ó×ÏÊÓÔ×.
åÓÌÉ x0 > x1 > x2 > . . . ¡ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,
ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÝ¾ ÍÅÎØÛÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (Á) ÓÌÅÄÕÅÔ (Â). îÁ-
ÐÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ B ¡ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁ, ÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË.
÷ÏÚØÍ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b0 ∈ B. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ b1 ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ b0 > b1. ðÏ ÔÅÍ
ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ b2 ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ b1 > b2 É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ôÅÐÅÒØ ×Ù×ÅÄÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁ × ÌÀÂÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å. ðÕÓÔØ A(x) ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ×ÅÒÎÏÅ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×Ï A ÎÅ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ x ¡
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÅÎØÛÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Å B ÎÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y < x Ó×ÏÊÓÔ×Ï A(y) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. îÏ ÔÏÇÄÁ
ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ É A(x) ¡ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÌÀÂÏÍ ÎÅ-
ÐÕÓÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ B ¡ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÂÅÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ B ÐÕÓÔÏ;
ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ËÁÞÅÓÔ×Å A(x) ×ÏÚØÍ¾Í Ó×ÏÊÓÔ×Ï x /∈ B. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÅÓÌÉ A(y) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y < x, ÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÍÅÎØÛÉÊ x, ÎÅ ÌÅÖÉÔ
× B. åÓÌÉ ÂÙ x ÌÅÖÁÌ × B, ÔÏ ÏÎ ÂÙÌ ÂÙ ÔÁÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, Á ÔÁËÉÈ ÎÅÔ.

íÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (Á)   (×), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÍÉ. ëÁËÉÅ ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×? ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÁÛ
ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N × N ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÍÅÎØÛÅ
ÔÁ ÐÁÒÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÍÅÎØÛÅ; × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ
ÐÅÒ×ÙÅ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (Â). îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÔÁË: ×ÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u0 > u1 > u2 > . . . ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ (×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ, ÒÁ×ÎÙ); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒ

〈x0, y0〉 > 〈x1, y1〉 > 〈x2, y2〉 > . . .
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ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ (ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÔÏÒÙÅ ÞÌÅÎÙ) y0 > y1 >
> y2 > . . . É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ yi Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ
ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ xi ÄÏÌÖÎÙ ÕÂÙ×ÁÔØ ¡ É ÔÏÖÅ ÓÔÁÂÉÌÉ-
ÚÉÒÕÀÔÓÑ. þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÇÏÄÎÏ É × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 16. ðÕÓÔØ A É B ¡ Ä×Á ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ-
ÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ A× B, × ËÏÔÏÒÏÍ

〈a1, b1〉 6 〈a2, b2〉 ⇔ [(b1 < b2) ÉÌÉ (b1 = b2 É a1 6 a2)],

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 〈a0, b0〉 > 〈a1, b1〉 > . . . ÓÔÁÂÉÌÉ-
ÚÉÒÕÀÔÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÔÏÒÙÅ, Á ÚÁÔÅÍ É ÐÅÒ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ.

ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ N × N × N, ÄÌÑ Nk ÉÌÉ
×ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

åÝ¾ ÐÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ A + B Ä×ÕÈ ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×
A É B ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÁ: ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x0 6 x1 6 x2 6 . . . ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × B (É ÍÙ ÓÓÙÌÁÅÍÓÑ ÎÁ ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ B), ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A. ÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÁÔ A, É ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ A.

þÁÓÔÏ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ (ÉÌÉ × ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ) ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÏ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÐÉÓÁ× ÃÉËÌ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÉÚ
ÎÅÇÏ ×ÙÊÄÅÍ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË: ××ÅÓÔÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒ É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÃÉËÌÁ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.
ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÒÁ×ÅÎ N , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ
ÎÅ ÐÏÚÖÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ N ÛÁÇÏ× ÃÉËÌ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ.

ïÄÎÁËÏ ÂÙ×ÁÀÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÃÅÎÉÔØ ÎÅ-
ÌØÚÑ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÃÉËÌÁ ÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÅÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å É ÕÂÙ-
×ÁÀÝÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÃÉËÌÁ.

÷ÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.

âÉÚÎÅÓÍÅÎ ÚÁËÌÀÞÉÌ Ó Þ¾ÒÔÏÍ ÓÄÅÌËÕ: ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÏÎ ÄÁ¾Ô Þ¾ÒÔÕ ÏÄÎÕ
ÍÏÎÅÔÕ, É × ÏÂÍÅÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÎÅÔ ÐÏ Ó×ÏÅÍÕ ×ÙÂÏÒÕ, ÎÏ ×ÓÅ ÜÔÉ
ÍÏÎÅÔÙ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á (×ÉÄÏ× ÍÏÎÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). íÅÎÑÔØ (ÉÌÉ
ÐÏÌÕÞÁÔØ) ÄÅÎØÇÉ × ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÅ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ëÏÇÄÁ ÍÏÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ
ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ, ÂÉÚÎÅÓÍÅÎ ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ Þ¾ÒÔ
×ÙÉÇÒÁÅÔ, ËÁËÏ× ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÎÅÔ Õ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÁ.
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òÅÛÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ k ×ÉÄÏ× ÍÏÎÅÔ. éÓËÏÍÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÔÁË: ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÍÏÎÅÔ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÉÄÁ ÅÓÔØ Õ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÁ (n1 ¡ ÞÉ-
ÓÌÏ ÍÏÎÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á, n2 ¡ ÞÉÓÌÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ
ÄÏ nk). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÓÔÒÅÞÉ Ó Þ¾ÒÔÏÍ ÎÁÂÏÒ 〈n1, . . . , nk〉 ÕÍÅÎØ-
ÛÁÅÔÓÑ (× ÓÍÙÓÌÅ ××ÅÄ¾ÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ
ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÞÌÅÎÙ, ÚÁÔÅÍ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÉÅ É Ô. Ä.). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Nk
ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÏ, ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÏÒ×ÁÔØÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 98. éÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. úÁ
ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ: ÎÁÊÔÉ × ÎÅÊ ÇÒÕÐÐÕ 01 É
ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 100. . .00 (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÎÕÌÅÊ).
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÛÁÇÉ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

úÁÄÁÞÁ 99. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ( Á
ÔÏÞÎÅÅ, ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÕÓÓËÉÈ ÂÕË×, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ
ÓÍÙÓÌÁ) Ó ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ (ÓÍ. Ó. 42). âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 100. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ÷×ÅÄ¾Í × Î¾Í ÐÏÒÑÄÏË ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÐÅÒ×ÙÅ
ÞÌÅÎÙ, ÐÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÐÅÒ×ÙÈ ×ÔÏÒÙÅ É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ (ÌÉÎÅÊ-
ÎÏ) ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 101. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ
ÅÇÏ ÔÁË: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q, ÅÓÌÉ P (x) > Q(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ x. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁ¾Ô ÌÉÎÅÊÎÙÊ
ÐÏÒÑÄÏË É ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÏ.

§4. ÷ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

æÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÒÑÄËÉ ¡ ÐÏÌÎÙÍÉ. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÐÏÒÑÄËÏ× ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÁË
ÞÔÏ ×Ï ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅ-
ÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÑËÏÅ ÎÅ-
ÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÓÑËÏÅ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ).
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ðÒÉÍÅÒÙ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×: N, N+ k (ÚÄÅÓØ k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×), N+N, N×N.

îÁÛÁ ÃÅÌØ ¡ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. îÁÞÎ¾Í Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.

• ÷ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. (îÅÐÏ-
ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.)
• äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ËÒÏÍÅ

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ y (ÜÔÏ
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ y > x, ÎÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ y > z > x). ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÂÏÌØÛÉÈ x, ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ ×
Î¾Í ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y, ËÏÔÏÒÙÊ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ. ôÁËÏÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x+ 1, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ ¡ x+ 2 É Ô. Ä.
• îÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÎÅ

ÉÍÅÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N +
+ N ÅÓÔØ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ
(ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÐÉÉ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ). ôÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ.
• ÷ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ z + n, ÇÄÅ z ¡

ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ, Á n ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ z + n ÐÏÎÉÍÁÅÔ-
ÓÑ × ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ z ÎÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ,
×ÏÚØÍ¾Í ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ, ÅÓÌÉ É ÏÎ ÎÅÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ¡ ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ
É Ô. Ä., ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄ¾Í ÄÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÜÔÏ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÏÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Õ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÎÅÐÏ-
ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ).
• ìÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-

ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ. (ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï X ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÙÍ Ó×ÅÒÈÕ , ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ , Ô. Å. ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x 6 a ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ X. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÈÎÉÈ ÇÒÁÎÉÃ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ
×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ.)

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÈÎÉÈ ÇÒÁÎÉÃ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÐÏÔÏÍÕ
ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. (úÁÍÅÔÉÍ × ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÞÎÏÊ
ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÄÌÑ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, ÔÁË
ËÁË ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.)

ðÕÓÔØ A ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. åÇÏ ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 0. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-
ÒÅÚ 1, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ 1 ¡ ÞÅÒÅÚ 2 É Ô. Ä. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÏÃÅÓÓ
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ÜÔÏÔ ÏÂÏÒ×¾ÔÓÑ. åÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÉÓÞÅÒÐÁÌÉ ÌÉ ÍÙ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. åÓÌÉ ÎÅÔ, ×ÏÚØÍ¾Í ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ω. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ω+
+1, ÚÁÔÅÍ ω+2 É Ô. Ä. åÓÌÉ É ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÁÅÔÓÑ, ÔÏ ×ÏÚØÍ¾Í
ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ, ÎÁÚÏ×¾Í ÅÇÏ ω · 2, É ÐÏ×ÔÏÒÉÍ ×ÓÀ ÐÒÏ-
ÃÅÄÕÒÕ. úÁÔÅÍ ÂÕÄÕÔ ω ·3, ω ·4 É Ô. Ä. åÓÌÉ É ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ,
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÚÏ×¾Í ω2. úÁÔÅÍ ÐÏÊÄÕÔ ω2 + 1,
ω2 + 2, . . . , ω2 + ω, . . . , ω2 + ω · 2, . . . , ω2 · 2, . . . , ω2 · 3, . . . , ω3, . . . (ÍÙ ÎÅ
ÐÏÑÓÎÑÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ).

þÔÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ? ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ×Ù-
ÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ Ä×Å (ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ)
ÞÁÓÔÉ B É C, ÐÒÉÞ¾Í ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ C, ÔÏ
B ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ
ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ A \B. åÝ¾ ÏÄÎÁ
ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: B ⊂ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ a, b ∈ A,
b ∈ B É a 6 b ÓÌÅÄÕÅÔ a ∈ B. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÕÓÔÙÍ ÉÌÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ ÓÏ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×:

• îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ËÁË, ×ÐÒÏÞÅÍ,
É ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.
• îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÓ-

ÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
• ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (× ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ

ÖÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å) ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á.
• åÓÌÉ x ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A,

ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [0, x) (×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÍÅÎØÛÉÅ x) É [0, x]
(ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÍÅÎØÛÉÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÅ x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙ-
ÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ.
• ÷ÓÑËÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË I ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÎÅ

ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ ÓÏ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ [0, x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈
∈ A. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ I 6= A, ×ÏÚØÍ¾Í ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ×
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A \ I. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÍÅÎØÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I, ÓÁÍ x
ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ I É ×ÓÅ Â‚ÏÌØÛÉÅ x ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I, ÉÎÁÞÅ
ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.)
• ìÀÂÙÅ Ä×Á ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ, Ô. Å. ÏÄÉÎ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÏÇÏ. (óÌÅ-
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ÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.)
• îÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÕÐÏÒÑÄÏ-

ÞÅÎÎÙÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (×Ó¾ A) É ÏÓÔÁÌØÎÏÊ
ÞÁÓÔÉ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚ-
ËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó A, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ [0, x), É ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÅ [0, x)↔ x ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.)

÷ÏÚ×ÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ Ó ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ×ÙÄÅÌÅÎÉÅÍ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. åÇÏ ÐÅÒ×ÕÀ
ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ×ÐÏÌÎÅ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÙÊ ω. (çÏ×ÏÒÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ,
ÏÂÙÞÎÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ω, Á ÎÅ N.)

îÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ. åÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÞÁÓÔØ
ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÆÁËÔÁ: ÌÉÂÏ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ω2, ÌÉÂÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔ-
ÒÅÚÏË, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ω2. (úÄÅÓØ ω2 ¡ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÁÒ, Á ÐÒÉ
ÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ¡ ÐÅÒ×ÙÅ.)

÷ÏÏÂÝÅ ×ÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÄÒÕÇÏÇÏ, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ × ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÉ ÐÒÏ×ÅÄ¾ÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. îÏ
ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ, ÎÕÖÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁ.
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¥åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ π ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÔÏ π ¡ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÏ ÏÎÏ ÎÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ. úÎÁÞÉÔ, π ÎÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.¥ íÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ
ÞÉÓÌÏ π, ËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É ËÁËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ,
ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ¡ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÉÚ
Ä×ÕÈ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏÓÙÌÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ. ôÁ-
ËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ¡ ËÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ
ÓÍÙÓÌÁ ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ÎÅÇÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ¡ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÅÄÍÅÔ ÌÏÇÉËÉ ×Ù-
ÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ.

îÁÛÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÐÏÌÎÅ ÔÏÞÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒ, ÈÏÔÑ ÍÙ ÎÁÞÎ¾Í Ó ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÏË.

÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ É ÌÏÖÎÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ¥216 +1 ¡
ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ¥ ¡ ÉÓÔÉÎÎÏÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ, Á ¥232 + 1 ¡ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ¥ ¡
ÌÏÖÎÏÅ (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 641). ðÒÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ¥ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p + 2 ¡ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÏÅ¥ ÎÉËÔÏ ÎÅ
ÂÅÒ¾ÔÓÑ ÓËÁÚÁÔØ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ, ÉÓÔÉÎÎÏ ÏÎÏ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ¥x ÄÅÌÉÔ-
ÓÑ ÎÁ 2¥ × ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅÍ, ÐÏËÁ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ, ÞÅÍÕ
ÒÁ×ÎÏ x; ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ x ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ, ÏÄÎÉ ÉÓÔÉÎÎÙÅ
(ÐÒÉ Þ¾ÔÎÏÍ x), ÄÒÕÇÉÅ ¡ ÌÏÖÎÙÅ (ÐÒÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÍ x).

÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ¥ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ
Ó×ÑÚÏË¥.üÔÉ Ó×ÑÚËÉ ÉÍÅÀÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÎÎÙÅ, ÎÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ
É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÔÁÂÌ. 1). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ A ⇒ B ×Ù-
ÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÓÙÌËÏÊ, ÉÌÉ ÁÎÔÅÃÅÄÅÎÔÏÍ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, Á B ¡
ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ËÏÎÓÅË×ÅÎÔÏÍ.

çÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅé (ÉÓ-
ÔÉÎÁ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÉÌÉ ì (ÌÏÖØ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÏÖÎÏ. éÎÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ é
ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÂÕË×Á T (true) ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ 1, Á ×ÍÅÓÔÏ ì ¡ ÂÕË×Á F (false) ÉÌÉ
ÞÉÓÌÏ 0. (ó ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÉÄÅÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ 0
É 1 ËÁÖÅÔÓÑ ÄÉËÏÊ ¡ ËÁËÁÑ ÂÙ ÐÏÌØÚÁ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ÏÔ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÏÖÅÎÉÑ
ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ? õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÏÂÎÁÒÕ-
ÖÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÌØÚÁ ÅÓÔØ, É ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÉÓÔÉÎÏÊ É ÌÏÖØÀ ËÁË
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÏ×. îÏ ÜÔÏ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÊ ËÎÉÇÉ.)

57



58 çÌÁ×Á III. ìÏÇÉËÁ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ

Ó×ÑÚËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ

A É B A&B A ∧B ËÏÎßÀÎËÃÉÑ
A and B

A ÉÌÉ B A ∨B A or B ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ

ÎÅ A ¬A ∼A A ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ
A ÎÅ×ÅÒÎÏ not A

ÉÚ A ÓÌÅÄÕÅÔ B A→ B A⇒ B ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ
ÅÓÌÉ A, ÔÏ B A ⊃ B ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ
A ×ÌÅÞ¾Ô B if A then B

B ¡ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ A

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1. ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÑÚËÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÎÁÚ×ÁÎÉÑ.

ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÑÚËÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÌÏÖÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÐÒÏ-
ÓÔÙÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎ-
ÎÏÓÔØÀ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÁÂÌÉÃÅÊ 2.

A B A ∧B A ∨B A→ B

ì ì ì ì é
ì é ì é é
é ì ì é ì
é é é é é

A ¬A
ì é
é ì

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 2. ôÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË.

ôÅ ÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÓÌÏ×ÅÓÎÏ. ÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ A∧B ÉÓÔÉÎÎÏ,
ÅÓÌÉ ÏÂÁ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ A É B ÉÓÔÉÎÎÙ. ÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ A∨B ÉÓÔÉÎÎÏ, ÅÓÌÉ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ A É B ÉÓÔÉÎÎÏ. ÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ A→ B ÌÏÖÎÏ
× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÅÓÌÉ A ÉÓÔÉÎÎÏ, Á B ÌÏÖÎÏ. îÁËÏÎÅÃ, ¬A ÉÓÔÉÎÎÏ
× ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÌÏÖÎÏ.

éÚ ×ÓÅÈ Ó×ÑÚÏË ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÐÒÏÓÏ× ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ ¥ÅÓÌÉ
2× 2 = 5, ÔÏ 2× 2 = 4¥ É ¥ÅÓÌÉ 2× 2 = 5, ÔÏ 3× 3 = 1¥ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ. (éÍÅÎÎÏ
ÔÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ ÎÁÛÉ ÔÁÂÌÉÃÙ: ì → é = ì → ì = é.) óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÅÓÔØ ÓÍÙÓÌ.

ïÂÝÅÐÒÉÚÎÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2. üÔÏ
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ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ

(x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4) → (x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2)

ÉÓÔÉÎÎÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÀÄÁ x = 5: ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÌÏÖÎÙ, Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ × ÃÅÌÏÍ ÉÓÔÉÎÎÏ. ðÒÉ x = 6 ÐÏÓÙÌËÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÌÏÖÎÁ, Á ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ
ÉÓÔÉÎÎÏ, É ×ÓÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÉÓÔÉÎÎÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ x = 8 ÐÏÓÙÌËÁ É ÚÁËÌÀÞÅ-
ÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÙ É ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ × ÃÅÌÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÅÓÌÉ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ÔÏ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4) ÎÅ×ÅÒÎÏ, É ÞÉÓÌÏ 2
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÙÌËÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÚÁËÌÀÞÅ-
ÎÉÅ ÌÏÖÎÏ, É ÓÁÍÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÌÏÖÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØÀ Å¾ ÞÁÓÔÅÊ (Á ÎÅ ÎÁÌÉ-
ÞÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÒÉÞÉÎÎÏ-ÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ), ÔÏ ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ
ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÙ. þÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÔÁËÏÅ ÕÚËÏ-ÆÏÒÍÁÌØ-
ÎÏÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉ ÎÁÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÌÏÇÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Å¾
¥ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÅÊ¥.

ôÅÐÅÒØ ÏÔ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÏ× ÐÅÒÅÊÄ¾Í Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. üÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ (ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ ÌÁÔÉÎÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. éÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏ ÔÁËÉÍ
ÐÒÁ×ÉÌÁÍ:

• ÷ÓÑËÁÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ.
• åÓÌÉ A ¡ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÔÏ ¬A ¡ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ

ÆÏÒÍÕÌÁ.
• åÓÌÉ A É B ¡ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ (A ∧ B), (A ∨ B) É

(A→ B) ¡ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

íÏÖÎÏ ÅÝ¾ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÓÌÏ×Ï ¥ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ¥ ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ: ×ÅÄØ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÏÂßÑ×ÉÌÉ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ÓËÏÂÏË É Ó×ÑÚÏË ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÙÌÉ ÂÙ ÔÏÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ).

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ p1, p2, . . . ,
pn. åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (é
ÉÌÉ ì), ÔÏ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÁÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ
× ÃÅÌÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁ¾Ô ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ n ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ì É é. úÎÁÞÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {ì,é}, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ B.
íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÅÊÓÑ ÔÒÁÄÉÃÉÉ É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ é Ó
ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Á ì ¡ Ó ÎÕÌ¾Í, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ B ÅÓÔØ {0, 1}. æÏÒÍÕÌÁ ϕ ÚÁÄÁ¾Ô ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÉÐÁ Bn → B. ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ
ÆÕÎËÃÉÑÍÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.
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ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (p∧ (q∧¬r)). ïÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ¡ ËÏÇÄÁ p É q ÉÓÔÉÎÎÙ, Á r ÌÏÖÎÏ (ÓÍ. ÔÁÂÌÉÃÕ 3).

p q r ¬r (q ∧ ¬r) (p ∧ (q ∧ ¬r))
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3. ôÁÂÌÉÃÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ (p ∧ (q ∧ ¬r)).

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ ¡ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ×ÙÓËÁ-
ÚÙ×ÁÎÉÑ, ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÓÍÙÓÌÁ ÉÈ ÞÁÓÔÅÊ. ôÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÉÓ-
ÔÉÎÎÙÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁ×ÔÏ-
ÌÏÇÉÑÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ. æÏÒÍÕÌÁ ((p ∧ q)→ p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×Å-
ÒÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÓÔÁ×É× ÔÁÂÌÉÃÕ). ïÎÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ:
ÉÚ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.

úÁÄÁÞÁ 102. ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÉÚßÀÎË-
ÃÉÉ É ËÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÅÇÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔ?

ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÓÔÉÎÎÙ ÐÒÉ ÏÄÎÉÈ
É ÔÅÈ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ
É ÔÕ ÖÅ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ (p ∧ (p→ q)) ÉÓÔÉÎÎÁ ÌÉÛØ
ÐÒÉ p = q = é, É ÐÏÔÏÍÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ (p ∧ q).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ((p ∧ q) ∨ q). ïÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ q ÉÓ-
ÔÉÎÎÁ, É ÌÏÖÎÁ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ q ÌÏÖÎÁ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ q, ÎÏ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: ÏÎÁ ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ Ä×Å ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁÄÁ¾Ô ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÔÉÐÁ
B × B → B), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ q ÚÁÄÁ¾Ô ÆÕÎËÃÉÀ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÁ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÒÁÝÁÔØ ÎÁ ÜÔÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. ÷ÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÐÉÓÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ p1, . . . , pn, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ (É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÝ¾ ËÁËÉÅ-ÔÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÚÁÄÁ¾Ô ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ n ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ×, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁ ÄÅÌÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÎÅ ÏÔ ×ÓÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ
ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ)
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ðÏÓÌÅ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÏÇÏ×ÏÒÏË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÆÏÒÍÕÌÙ
ϕ É ψ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ((ϕ → ψ) ∧
∧ (ψ → ϕ)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ (p↔ q) ÄÌÑ ((p→
→ q)∧(q→ p)), ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ
× ×ÉÄÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ. ÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 17. æÏÒÍÕÌÙ

(p ∧ q)↔ (q ∧ p);
((p ∧ q) ∧ r)↔ (p ∧ (q ∧ r));

(p ∨ q)↔ (q ∨ p);
((p ∨ q) ∨ r)↔ (p ∨ (q ∨ r));
(p ∧ (q ∨ r))↔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r));
(p ∨ (q ∧ r))↔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r));
¬(p ∧ q)↔ (¬p ∨ ¬q);
¬(p ∨ q)↔ (¬p ∧ ¬q);

(p ∨ (p ∧ q))↔ p;

(p ∧ (p ∨ q))↔ p;

(p→ q)↔ (¬q → ¬p);
p↔ ¬¬p

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ É ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ×ÔÏÒÕÀ: ÌÅ×ÁÑ É ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÉÓÔÉÎÎÙ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ
×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙ), É ÐÏÔÏÍÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. (äÌÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ ÕÄÏÂ-
ÎÅÅ ÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÌÏÖÎÁ.)

ä×Å ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ ¡ ÚÁ-
ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ËÏÌØÃÁÈ ÚÄÅÓØ ×ÅÒÎÙ
ÏÂÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ, ÅÓÌÉ
ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ É ÌÏÖÎÏÇÏ p.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÚÁËÏÎÙ äÅ íÏÒÇÁÎÁ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÚÎÁÑ, ÞÔÏ
ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ÉÓÔÉÎÎÁ, Á ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ ÌÏÖÎÁ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. üÔÉ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á ÉÎÏÇÄÁ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ¥ËÏÎßÀÎËÃÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ¥.

äÁÌÅÅ ÓÌÅÄÕÀÔ Ä×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÚÁËÏÎÁ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙ ÕÖÅ
ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ).

úÁ ÎÉÍÉ ÉÄ¾Ô ÐÒÁ×ÉÌÏ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ¥ÅÓÌÉ x ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ, ÔÏ x Þ¾ÔÎÏ¥ É ¥ÅÓÌÉ x ÎÅÞ¾ÔÎÏ, ÔÏ x
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ÎÅÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ¥ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. èÏÔÑ ÏÎÏ É ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÔÁÂÌÉÃ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ, Ó ÎÉÍ Ó×ÑÚÁÎÙ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ ÐÁÒÁÄÏËÓÙ. ÷ÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ
ÎÉÈ.

âÉÏÌÏÇ á ×ÙÄ×ÉÎÕÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ: ×ÓÅ ×ÏÒÏÎÙ Þ¾ÒÎÙÅ. ðÒÏ×ÅÒÑÑ Å¾, ÏÎ ×ÙÛÅÌ
×Ï Ä×ÏÒ É ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å ×ÏÒÏÎÕ. ïÎÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ Þ¾ÒÎÏÊ. âÉÏÌÏÇ á ÒÁ-
ÄÕÅÔÓÑ ¡ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. âÉÏÌÏÇ â ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ
ÔÁË: ×ÓÅ ÎÅ-Þ¾ÒÎÙÅ ÐÒÅÄÍÅÔÙ ¡ ÎÅ ×ÏÒÏÎÙ (ÐÒÉÍÅÎÉ× ÎÁÛÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ËÏÎ-
ÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ) É ÎÅ ÓÔÁÌ ×ÙÈÏÄÉÔØ ×Ï Ä×ÏÒ, Á ÏÔËÒÙÌ ÈÏÌÏÄÉÌØÎÉË É ÎÁÛ¾Ì
ÔÁÍ ÏÒÁÎÖÅ×ÙÊ ÐÒÅÄÍÅÔ. ïÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÁÐÅÌØÓÉÎÏÍ, Á ÎÅ ×ÏÒÏÎÏÊ. âÉÏÌÏÇ â
ÏÂÒÁÄÏ×ÁÌÓÑ ¡ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ¡ É ÐÏÚ×ÏÎÉÌ ÂÉÏÌÏÇÕ á. ôÏÔ ÕÄÉ-
×ÌÑÅÔÓÑ ¡ Õ ÎÅÇÏ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÁÐÅÌØÓÉÎ × ÈÏÌÏÄÉÌØÎÉËÅ, ÎÏ Ó ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ
ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÚÅ ÁÐÅÌØÓÉÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ . . .

äÒÕÇÏÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ: Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ¥ËÔÏ
ÎÅ Ó ÎÁÍÉ, ÔÏÔ ÐÒÏÔÉ× ÎÁÓ¥ É ¥ËÔÏ ÎÅ ÐÒÏÔÉ× ÎÁÓ, ÔÏÔ Ó ÎÁÍÉ¥ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ (É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ) ÐÒÁ×ÉÌÏ p↔ ¬¬p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÎÑÔÉÅÍ Ä×ÏÊÎÏÇÏ
ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 103. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×ÁÍ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒ×ÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ P ∩ Q = Q ∩
∩ P ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× P É Q. ëÁËÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ
ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍ?

úÁÄÁÞÁ 104. ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É Ó×ÑÚËÉ ∧,
∨ É ¬, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ,
ÅÓÌÉ ×ÓÀÄÕ ÚÁÍÅÎÉÔØ ∧ ÎÁ ∨ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

äÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ ÉÍÅÀÔ ÑÓÎÙÊ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÆÏÒÍÕÌÁ (p→ q)∨(q → p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ (ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ
p É q ÌÏÖÎÏ, ÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ó¾, ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ; ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÏ ÔÅÍ
ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ), ÈÏÔÑ É ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ ¡
ÐÏÞÅÍÕ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÉËÁË ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÄÎÏ ×ÌÅÞ¾Ô
ÄÒÕÇÏÅ? åÝ¾ ÂÏÌÅÅ ÚÁÇÁÄÏÞÎÁ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ

((p→ q)→ p)→ p

(ÈÏÔÑ Å¾ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉÃ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ).

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ Ï ÐÏÌØÚÅ ÓËÏÂÏË. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎ-
ÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÅÒØ¾ÚÎÙÊ ÐÒÏÂÅÌ. þÔÏÂÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÅÇÏ, ÚÁÄÁÄÉÍ ÓÅÂÅ
×ÏÐÒÏÓ: ÚÁÞÅÍ ÎÕÖÎÙ ÓËÏÂËÉ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ? ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÚÍÅ-
ÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, É ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ P ∧Q É P ∨Q Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ P É Q. ïÓÔÁÎÕÔÓÑ ÌÉ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÓÉÌÅ?
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ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÔÏÌËÎ¾ÍÓÑ Ó ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ
ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉÃ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Ó×ÑÚÏË. îÏ ÔÅÐÅÒØ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÌÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÆÏÒÍÕÌÁ p ∧ q ∨ r ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏ-
ÓÏÂÁÍÉ ¡ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ p ∧ q É r Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∨ É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ p É q ∨ r
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∧. üÔÉ Ä×Á ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÄÕÔ ÒÁÚÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉ
ÐÏÐÙÔËÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ∧ 0 ∨ 1.

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓËÏÂËÉ ÎÕÖÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÏÓÔØ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 18 (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÏÒÁ). ðÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÞÅ-
ÔÙÒ¾È ×ÉÄÏ× (A ∧ B), (A ∨ B), (A → B) ÉÌÉ ¬A, ÇÄÅ A É B ¡ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÒÉÞ¾Í A É B (× ÐÅÒ×ÙÈ ÔÒ¾È ÓÌÕÞÁÑÈ) ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÔÁË: ÎÁ-
ÚÏ×¾Í ÓËÏÂÏÞÎÙÍ ÉÔÏÇÏÍ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ É ÚÁËÒÙ-
×ÁÀÝÉÈÓÑ ÓËÏÂÏË. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁ-
ËÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìÅÍÍÁ. óËÏÂÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. óËÏÂÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ ÌÀÂÏÇÏ
ÎÁÞÁÌÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ É ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÐÕÓÔÏ ÉÌÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ.

óÌÏ×Á ¥ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ¥ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒ-
ÍÕÌ A É B, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ (A ∧B), (A ∨B), (A→ B) É ¬A.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÒÁÚÂÏÒ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ
ÏÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ, ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ÌÉÛØ ÐÏ ÞÅÔ×ÅÒÔÏ-
ÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÂËÉ, ÔÏ ÎÁÄÏ ÓËÏÂËÕ ÕÄÁÌÉÔØ, Á
ÐÏÔÏÍ ÉÓËÁÔØ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÎÁÞÁÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ É ÎÅ ÏËÁÎ-
ÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÚÎÁË ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ôÁËÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ (ËÁË
ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ). üÔÏ ÎÁÞÁÌÏ É ÂÕÄÅÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

îÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ (ÎÅÓÌÏÖÎÏÇÏ) ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ:
×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÚÂÏÒÁ ÆÏÒÍÕÌ ¡ ÜÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ É ÐÒÁËÔÉ-
ÞÅÓËÉ ×ÁÖÎÁÑ ÔÅÍÁ (× ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ × Ó×ÑÚÉ Ó ËÏÍÐÉÌÑÔÏÒÁÍÉ). ðÒÉ×ÅÄ¾Î-
ÎÙÊ ÎÁÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÐÔÉÍÁÌÅÎ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ×ÏÏÂÝÅ
ÍÏÖÅÍ ÏÂÏÊÔÉ ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ, ÐÏÔÒÅÂÏ×Á×, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÅ×ÁÑ É
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ÐÒÁ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÏËÒÕÖÁÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ó×ÑÚÙ×ÁÌÉÓØ ÌÉÎÉÅÊ ¡ ÔÏÇÄÁ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÏÒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓÏ×, É ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÁÍ ÎÅ
ÎÁÄÏ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÓËÏÂËÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌÉ
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ ÔÒ¾È ÞÌÅÎÏ×, ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÑ ÐÏÒÑÄÏË
ÄÅÊÓÔ×ÉÊ × ÓÉÌÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ), ÌÉÂÏ ÑÓÎÙ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 105. ðÏÌØÓËÉÊ ÌÏÇÉË ìÕËÁÓÅ×ÉÞ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ ÓËÏ-
ÂÏË, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÑ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÎÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ, Á ÐÏÔÏÍ ÏÐÅÒÁÎÄÙ (ÂÅÚ
ÐÒÏÂÅÌÏ× É ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÊ). îÁÐÒÉÍÅÒ, (a + b) × (c + (d × e)) × ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑÈ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ËÁË ×+ab+c×de. üÔÕ ÚÁÐÉÓØ ÅÝ¾ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÌØÓËÏÊ
ÚÁÐÉÓØÀ. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÐÏÌØÓËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅ¾ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁË
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÄ¾Ô ÐÏÓÌÅ ÏÐÅÒÁÎÄÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÒÑÄÏË
ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

§2. ðÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó×ÑÚÏË

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ Ó×ÑÚÏË (∧, ∨, →, ¬)
ÐÏÌÎÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 19 (ðÏÌÎÏÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó×ÑÚÏË). ìÀÂÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ n ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ϕ(p, q, r) ÚÁÄÁÎÁ ÔÁÂÌÉÃÅÊ 4.

p q r ϕ(p, q, r)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

(¬p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨
∨(¬p ∧ q ∧ r) ∨
∨(p ∧ q ∧ r)

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 4. âÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ É ÚÁÄÁÀÝÁÑ Å¾ ÆÏÒÍÕÌÁ.

÷ ÔÁÂÌÉÃÅ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ËÏÌÏÎËÅ ¡ ÔÒÉ ÓÌÕ-
ÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÉÓÔÉÎÎÁ (ÒÁ×ÎÁ 1). îÁÐÉÛÅÍ ÔÒÉ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ,
ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ (Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÌÏÖÎÁ),
É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ ÄÉÚßÀÎËÃÉÅÊ. îÕÖÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ.
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ (Ó
ÌÀÂÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÅÓÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ: ÆÏÒÍÕÌÙ × ÄÉÚß-
ÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ: ÌÉÔÅÒÁÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ËÏÎßÀÎËÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÁÑ ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ÌÉÔÅÒÁÌÏ×, Á ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ ËÏÎßÀÎËÔÏ×. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÖÄÙÊ ËÏÎßÀÎËÔ ×ÈÏÄÉÔ
n ÌÉÔÅÒÁÌÏ× (ÇÄÅ n ¡ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), Á ÞÉÓÌÏ ËÏÎßÀÎËÔÏ× ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ
ÓÔÒÏË Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ É ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÔÏÇÄÁ, ÐÒÁ×ÄÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á ¥ÐÕÓÔÁÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ¥, É Å¾ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉ-
ÂÕÄØ ×ÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÔÉÐÁ p∧¬p) ÄÏ 2n (ÅÓÌÉ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ×ÓÅÇÄÁ
ÉÓÔÉÎÎÁ).

úÁÄÁÞÁ 106. äÌÉÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 19 ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ: ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÏÔËÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÄÉÎÉÃ ×
ÔÁÂÌÉÃÅ ÍÁÌÏ. á ËÁË ÎÁÐÉÓÁÔØ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ) ËÏÒÏÔËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÅÓÌÉ ×
ÔÁÂÌÉÃÅ ÍÁÌÏ ÎÕÌÅÊ, Á × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÅÄÉÎÉÃÙ?

éÎÏÇÄÁ ÐÏÌÅÚÎÁ ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-
ÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ ÄÉÚßÀÎËÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÄÉÚßÀÎËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÔÅÒÁ-
ÌÏ×, ÓÏÅÄÉÎ¾ÎÎÙÈ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑÍÉ. ôÅÏÒÅÍÕ 19 ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÕÓÉÌÉÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 20. ÷ÓÑËÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÆÏÒÍÕ-
ÌÏÊ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕ-
ÌÏÊ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ × ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÕÌ¾Í ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÄ-
ÈÏÄÑÝÉÊ ÄÉÚßÀÎËÔ.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ¬ϕ × ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ
ÆÏÒÍÅ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁËÏÎÁÍÉ äÅ íÏÒÇÁÎÁ, ÞÔÏÂÙ ×ÎÅÓÔÉ ÏÔÒÉ-
ÃÁÎÉÅ ×ÎÕÔÒØ.

úÁÄÁÞÁ 107. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ×ÔÏÒÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ × ËÁ-
ÖÄÏÍ ËÏÎßÀÎËÔÅ (ÉÌÉ ÄÉÚßÀÎËÔÅ) ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. (ðÏ×ÔÏÒÑÔØ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ ÓÍÙÓÌÁ ÎÅÔ; ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ É
Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÏÄÎÕ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ, ÔÏ ÜÔÁ ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ
É Å¾ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ.)
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úÁÄÁÞÁ 108. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, Õ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÌÀÂÁÑ ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÁÑ ÉÌÉ ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ÞÌÅÎÙ ÄÌÉÎÙ n. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÍÅÎÑÅÔ Ó×Ï¾ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 19 ÍÙ ÏÂÏÛÌÉÓØ ÂÅÚ ÉÍÐÌÉ-
ËÁÃÉÉ. üÔÏ É ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ
É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ:

(p→ q) ↔ (¬p ∨ q)
(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). íÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎßÀÎËÃÉÅÊ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ,
ÔÁË ËÁË

(p ∨ q) ↔ ¬(¬p ∧ ¬q),
ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÉÚßÀÎËÃÉÅÊ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ, ÔÁË ËÁË

(p ∧ q) ↔ ¬(¬p ∨ ¬q)
(ÏÂÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÚÁËÏÎÏ× äÅ íÏÒÇÁÎÁ; ÉÈ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×Å-
ÒÉÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ). ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÓÉÓÔÅÍÁ Ó×ÑÚÏË ∧,¬, Á ÔÁËÖÅ ÓÉÓÔÅ-
ÍÁ Ó×ÑÚÏË ∨,¬ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ. (ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÉÈ
ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ.)

úÁÄÁÞÁ 109. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó×ÑÚÏË ¬,→ ÐÏÌÎÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ:
ËÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ?)

á ×ÏÔ ÂÅÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅÌØÚÑ. óÉÓÔÅÍÁ Ó×ÑÚÏË ∧,∨,→ ÎÅÐÏÌÎÁ ¡
É ÐÏ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ: ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÈ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Ó×ÑÚËÉ, ÉÓÔÉÎÎÁ. (ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ,
×ÓÅ ÜÔÉ Ó×ÑÚËÉ ¥ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÅÄÉÎÉÃÕ¥.)

úÁÄÁÞÁ 110. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ó×ÑÚÏË ∧ É ∨, ÚÁÄÁ¾Ô ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ (× ÔÏÍ ÓÍÙ-
ÓÌÅ, ÞÔÏ ÏÔ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ×ÏÚÒÁÓÔÉ ¡ ÉÌÉ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀ-
ÂÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ∧ É ∨.

úÁÄÁÞÁ 111. ðÕÓÔØ ϕ→ ψ ¡ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ τ , ËÏÔÏÒÁÑ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÔÏÌØËÏ ÏÂÝÉÅ ÄÌÑ ϕ É ψ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (ϕ → τ) É (τ → ψ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑÍÉ.
(âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÙ Ó Ë×ÁÎÔÏÒÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ëÒÅÊÇÁ.)
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÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙ-
ÍÉ Ó×ÑÚËÁÍÉ. ìÀÂÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌØ Ó×ÑÚËÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ó×ÑÚËÕ (p notand q), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ

(p notand q) ↔ ¬(p ∧ q)
(ÓÌÏ×ÁÍÉ: (p notand q) ÌÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ p É q ÉÓÔÉÎÎÙ). þÅÒÅÚ ÎÅ¾ ×ÙÒÁ-
ÖÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ (p notand p), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ,
Á ÚÁÔÅÍ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, É ×ÏÏÂÝÅ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. (úÎÁËÏÍÙÅ Ó ÃÉÆÒÏ×ÙÍÉ
ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÍÁÌÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÉÎÔÅÇÒÁÃÉÉ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÜÔÉÍ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁÐÁÓ ÓÈÅÍ é-îå ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏ-
×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÁ ÏÔ ×ÈÏÄÏ×.)

äÒÕÇÁÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó×ÑÚÏË ¡ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2,
ËÏÎßÀÎËÃÉÑ É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 1 (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ 0-ÁÒÎÏÊ Ó×ÑÚËÏÊ, ÚÁ-
ÄÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÎÕÌÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×). ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØÃÅ ×Ù-
ÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. éÄÅÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ ËÁË ÐÏÌÉÎÏÍÙ
(ÏËÁÚÁ×ÛÁÑÓÑ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÊ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ) ÂÙÌÁ ×ÙÓËÁÚÁÎÁ
× 1927 Ç. ÒÏÓÓÉÊÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ é×ÁÎÏÍ é×ÁÎÏ×ÉÞÅÍ öÅÇÁÌËÉÎÙÍ.

îÁÚÏ×¾Í ÍÏÎÏÍÏÍ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎ-
ÔÕ 1 (ËÏÔÏÒÕÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÎßÀÎËÃÉÀ ÎÕÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ). îÁÚ×ÁÎÉÅ ÜÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÎÁÛÉÈ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÈ (1 ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ ÉÓÔÉÎÕ, 0 ¡ ÌÏÖØ) ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

îÁÚÏ×¾Í ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÓÕÍÍÕ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ
0 ⊕ 0 = 0, 0 ⊕ 1 = 1 ⊕ 0 = 1 É 1 ⊕ 1 = 0). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ä×Á ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÈ-
ÓÑ ÍÏÎÏÍÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ (×ÅÄØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2), ÔÁË ÞÔÏ ÂÕÄÅÍ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÂÅÚ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÍÏÎÏÍÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ,
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÒÑÄÏË ÞÌÅÎÏ× × ÍÏÎÏÍÅ (ËÁË É ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÎÏÍÏ× × ÐÏÌÉÎÏÍÅ)
ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 21 (Ï ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ öÅÇÁÌËÉÎÁ). ÷ÓÑËÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 20, ÔÁË ËÁË ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ¡ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ
ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ×ÙÒÁÚÉÔØ (ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ p+ q+ pq).
îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÎÕÖÎÙ: ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ 0 É 1, ÔÁË ÞÔÏ xn ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ x.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ,
ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ
Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÌÅ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2) ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ. (ïÔÓÀÄÁ,
ËÓÔÁÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 19.)
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äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÂÕÌÅ×ÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ 22n. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ
ÌÀÂÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ 2n ÔÏÞÅË ÂÕÌÅ×Á ËÕÂÁ Bn, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
ÍÏÖÅÔ ×ËÌÀÞÁÔØ ÉÌÉ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ 2n ÍÏÎÏÍÏ×. (íÏÎÏÍÏ× ÒÏ×ÎÏ 2n,
ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÌÀÂÕÀ ÉÚ n ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚÂÙÔËÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÅÔ, É ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ
ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

íÏÖÎÏ É ÎÅ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÅÍÕ 20, Á ÄÁÔØ
Ñ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. üÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÕÓÔØ ÍÙ ÕÖÅ
ÕÍÅÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ n−1 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÐÏÌÉÎÏÍÁ. ôÏÇÄÁ ϕ(p1, . . . , pn) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË

ϕ(p1, . . . , pn) = ϕ(0, p2, . . . , pn) + [ϕ(0, p2, . . . , pn) + ϕ(1, p2, . . . , pn)]p1

(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ). ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÏÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

äÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÐÕÓÔØ Ä×Á ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁ (ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÔÅÐÅÎØ 1 ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ÒÁ×ÎÙ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÓÕÍÍÁ (ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ¡ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ 2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÍÏÎÏÍÙ),
ÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ôÁË ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ, É ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏ ÉÎ-
ÄÕËÃÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A(p1, . . . , pn) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×
×ÉÄÅ

A(p1, . . . , pn) = B(p2, . . . , pn) + p1C(p2, . . . , pn),

ÇÄÅ B É C ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÎÁ-
ÞÁÌÁ p1 = 0, Á ÚÁÔÅÍ p1 = 1, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ B É C ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ
×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, É ÐÏÔÏÍÕ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ
ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÏÎÏÍÏ×).

úÁÄÁÞÁ 112. ðÕÓÔØ F ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. îÁÚÏ×¾Í ÍÕÌØÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F , × ËÏÔÏÒÏÍ
×ÓÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ ÌÉÂÏ 0, ÌÉÂÏ 1. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ
ÍÏÎÏÍ × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ ÂÅÚ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÊ.) âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ B = {0, 1} ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ Bn → B ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏ-
ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÕÌØÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F n → F , É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÕÌØ-
ÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó×ÑÚÏË,
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: × ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÌ-
ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ? (üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
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ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ, Ô. Å. ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÇÄÅ Ó×ÑÚ-
ËÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÂÏÒÁ.) ðÏÄÏÂÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ×ÙÚÙ×ÁÌÉ × Ó×Ï¾ ×ÒÅÍÑ
ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ É ÂÙÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÙ. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÜÔÁÐÏÍ Ñ×ÉÌÏÓØ ÔÁËÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 22 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ðÏÓÔÁ). îÁÂÏÒ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌ-
ÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ
ÉÚ ÐÑÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ¥ÐÒÅÄÐÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×¥:

• ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ;
• ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÎÕÌØ;
• ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÃÕ;
• ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ;
• ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

(æÕÎËÃÉÑ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÅÔ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ó×Ï-
ÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. æÕÎËÃÉÑ f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÕÌØ/ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÅÓÌÉ f(0, . . . , 0) = 0
(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ f(1, . . . , 1) = 1). æÕÎËÃÉÑ f ÌÉÎÅÊÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÍÏÎÏÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ. îÁËÏÎÅÃ, ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ f(1 −
− p1, . . . , 1− pn) = 1− f(p1, . . . , pn).)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ×, ÔÏ É ×ÓÅ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ (ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ) É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÂÏÒ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌ-
ÎÙÍ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÂÒÁÎÁ
ËÁËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, × Î¾Í ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ
×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ.

õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÎÕÌØ. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÈ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ× ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ,
ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÎÕÌØ × ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 1, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ.
óÄÅÌÁ× ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÂÏ
ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÎÕÌØ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÏÔÒÉÃÁ-
ÎÉÅ, ÌÉÂÏ ÏÂÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ÏÂÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ×Ó¾ ÒÁ×ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. ÷ÏÚØ-
Í¾Í ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Ó ÎÕÌÑ ÎÁ
ÅÄÉÎÉÃÕ (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ, × ËÁËÏÊ-ÔÏ
ÍÏÍÅÎÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ.) úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (×ÅÄØ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÅÓÔØ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ.

éÍÅÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ É ÎÅÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÙ (ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÅ ÂÙÌÏ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
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ÞÔÏ f(x1, . . . , xn) = f(1− x1, . . . , 1− xn) ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x1, . . . , xn ∈
∈ {0, 1}. ÷ÍÅÓÔÏ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . , xn ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ p, ×ÍÅ-
ÓÔÏ ÅÄÉÎÉÃ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ¬p, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ÷ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ.

ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ É ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(p1, . . . ,
pn). îÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × Å¾ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÅÓÔØ
ÍÏÎÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏÔ
ÍÏÎÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ p1 É p2. óÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÞÌÅÎÙ ÐÏ ÞÅÔÙÒ¾Í ÇÒÕÐ-
ÐÁÍ É ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

p1p2A(p3, . . . ) + p1B(p3, . . . ) + p2C(p3, . . . ) +D(p3, . . . ).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎA(p3, . . . ) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÔÁË
ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ×ÍÅÓÔÏ p3, . . . , pn, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉ-
ÌÏÓØ × ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÂÏ p1p2+d, ÌÉÂÏ p1p2+p1+d, ÌÉÂÏ p1p2+p2+d,
ÌÉÂÏ p1p2 + p1 + p2 + d. ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ d ÍÏÖÎÏ ÍÅÎÑÔØ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ (Õ ÎÁÓ
ÅÓÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ), ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ p1p2 (ËÏÎßÀÎËÃÉÑ, É ×Ó¾ ÄÏËÁÚÁ-
ÎÏ), ÌÉÂÏ p1p2 + p1 = p1(p2 + 1) = p1 ∧ ¬p2 (ÕÂÉÒÁÅÍ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ËÏÎßÀÎËÃÉÀ, ×Ó¾ ÄÏËÁÚÁÎÏ), ÌÉÂÏ p1p2+p2 (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ), ÌÉÂÏ p1p2+p1+p2 =
= (1+p1)(1+p2)−1 = ¬(¬p1∧¬p2) = p1∨p2 (ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ, ×Ó¾ ÄÏËÁÚÁÎÏ).

§3. óÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

æÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f , Á ÐÏÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÀ g, ÜÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(f(x)). îÏ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁ-
ÚÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ¥×ÈÏÄÏÍ¥ É ¥×ÙÈÏÄÏÍ¥ É
ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ×ÙÈÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ g (ÒÉÓ. 1).

-f g g(f(x))

òÉÓ. 1. ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ g ◦ f .

ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ. ÷ ÔÅ-
ÞÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÓÑÔËÏ× ÌÅÔ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÁÑ ÐÒÏÍÙÛÌÅÎÎÏÓÔØ ×ÙÐÕÓËÁÅÔ
ÍÉËÒÏÓÈÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ôÁËÁÑ ÍÉËÒÏÓÈÅÍÁ
ÉÍÅÅÔ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÔÁËÔÙ, ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÌÏÇÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ é É ì. ëÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÉÐÁ ÓÈÅÍÙ, ÎÏ
ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÏÌØÔ, É ×ÙÓÏËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÚÅÍÌÅ-
ÎÉÑ) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Á ÎÉÚËÉÊ ÎÕÌ¾Í.
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ïÄÎÏÊ ÉÚ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÓÈÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ é-îå, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ×ÈÏÄÁ É
ÏÄÉÎ ×ÙÈÏÄ. óÉÇÎÁÌ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ ÓÉÇÎÁÌÏ×
ÎÁ ×ÈÏÄÅ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÓÏËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ (ÓÉÇ-
ÎÁÌ 1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ×ÈÏÄÏ× ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÎÉÚËÉÊ (0).
éÚ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÈÅÍÕ îå (ÉÚÍÅÎÑÀÝÕÀ ÕÒÏ×ÅÎØ ÓÉÇÎÁÌÁ
ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ), ÓÏÅÄÉÎÉ× ÐÒÏ×ÏÄÏÍ Ä×Á ×ÈÏÄÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÏÂÁ ×ÈÏÄÁ
ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÉÇÎÁÌ, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ é ÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ (p∧p = p), Á îå
ÍÅÎÑÅÔ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ. ÷ÚÑ× Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ é-îå É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÔÏÒÏÊ
ÉÚ ÎÉÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÁ îå, ÉÎ×ÅÒÔÉÒÕÀÝÅÇÏ ÓÉÇÎÁÌ Ó ×ÙÈÏÄÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ é. á ÅÓÌÉ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ
Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ îå ÐÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ×ÈÏÄÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÁ é-îå, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ,
ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ éìé: ¬(¬p ∧ ¬q)↔ (p ∨ q).

ôÅÏÒÅÍÁ 19 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó×ÑÚÏË ÔÅÐÅÒØ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ
ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÈÅÍÙ. îÁÄÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÏÄ-
ÎÁËÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ × Å¾ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ (ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÁÑ
ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ) ÉÍÅÅÔ ÓËÏÒÅÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ×Ï-
ÄÉÔ Ë ÓÈÅÍÁÍ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÅÓÌÉ
ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ×ÅÌÉËÏ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÈÅÍÁ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÝÁÑ Ä×Á 16-ÂÉÔÎÙÈ
ÞÉÓÌÁ, ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ 32 ×ÈÏÄÁ É ÐÏÜÔÏÍÕ × Å¾ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÚß-
ÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÂÕÄÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ 232 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ¡ ÞÔÏ ÍÁÌÏ
ÒÅÁÌØÎÏ. (íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÏÝÅ, ÉÚ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÉÈ ÓÏÔÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.)

ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÏÊ ÉÌÉ
ÉÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ¡ ËÁË ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ, ÔÁË É
ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ. (ïÄÎÁ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ,
ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ¥ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÐÅÒÅÂÏÒÁ¥, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ × ÜÔÉÈ
ÔÅÒÍÉÎÁÈ.)

íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÁÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ É ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ
ÅÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. îÏ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔ×ÅÔÉÍ ÎÁ ÔÁËÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ¡ ÐÏÞÅÍÕ
ÍÙ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÉÍ Ï ÓÈÅÍÁÈ? ÷ÅÄØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÂÕÌÅ×ÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ?

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ, É ÒÁÚÎÉÃÕ ÌÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ (ÒÉÓ. 2).

f
g2

g1

h h(g1(f(x)), g2(f(x)))

òÉÓ. 2. üÌÅÍÅÎÔ ×ÈÏÄÉÔ × ÆÏÒÍÕÌÕ Ä×ÁÖÄÙ.

úÄÅÓØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÈÅÍÙ (f) ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ × ÆÏÒÍÕÌÅ
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Ä×ÁÖÄÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ×ÙÈÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÈÏÄÁ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÈÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÔ (ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ
×ÐÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÈÏÔÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ¥ÎÁÇÒÕÚÏÞÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ ×ÙÈÏÄÁ¥,
ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ ÉÎÖÅÎÅÒÙ), ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÆÏÒÍÕÌÁÍ. îÏ × ÏÂÝÅÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÌÉÎÎÏÊ, ÄÁÖÅ
ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ËÏÐÉÊ
ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÔÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÇÌÕÂÉÎÙ ÓÈÅÍÙ.

èÏÔÑ ÉÄÅÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-
ÝÉÈ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÁ, ÄÁÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ B. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ
n ÂÕÌÅ×ÙÈ (ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . , xn, ÎÁÚÙ×ÁÅ-
ÍÙÈ ×ÈÏÄÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
y1, . . . , ym, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÁ ÓÈÅ-
ÍÙ ÚÁÄÁÎÁ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ B, ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ
ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÉ É ×ÈÏÄÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÃÉËÌÏ× (ÃÉËÌ ÏÂÒÁ-
ÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ yi ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ yj , ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ yk, . . . , ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ yi). ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÒÅÄÉ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÏ× ×ÙÄÅÌÅÎ ÏÄÉÎ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ
×ÙÈÏÄÏÍ. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ B Ó n ×ÈÏÄÁÍÉ. þÉÓÌÏ m ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÓÈÅÍÙ. (ó
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÖÅÎÅÒÁ ÒÁÚÍÅÒ ¡ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á
ÂÁÚÉÓ B ¡ ÜÔÏ ÁÓÓÏÒÔÉÍÅÎÔ ÄÏÓÔÕÐÎÙÈ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.)

ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÃÉËÌÏ× ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏ×ÏÄÎÉË, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ
ÏÔ ×ÈÏÄÏ× (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ ÃÉËÌ: ×ÏÚØÍ¾Í ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÒÏ×ÏÄÎÉË,
ÚÁÔÅÍ ×ÏÚØÍ¾Í ÔÏÔ ÐÒÏ×ÏÄÎÉË, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎ ÚÁ×ÉÓÉÔ É Ô. Ä.). úÎÁÞÅÎÉÅ
ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÁ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÉÇÎÁÌÁÍÉ ÎÁ
×ÈÏÄÁÈ. óÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÏ× ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÃÉËÌÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ
ÎÁÊÔÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á× ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÉ × ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ

y1 := f1(. . . );

y2 := f2(. . . );

. . . . . . . .

ym := fm(. . . ),

× ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ B, ÐÒÉÍÅÎ¾ÎÎÙÅ ËÏ ×ÈÏÄÁÍ É
ÕÖÅ ÎÁÊÄÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÈÅÍÙ
ÅÓÔØ ym (×ÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ÕÖÅ ÎÅ ÎÕÖÎÙ). ôÁËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ym ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÈÏÄÏ×, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ
ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ.
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ôÅÐÅÒØ ÎÁÂÏÒ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ B ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÂÕ-
ÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓÈÅÍÏÊ ÉÚ B-ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏ-
ÇÒÁÍÍÁ, Å¾ ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ × ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ ÓÔÏÑÔ
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ B). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÔÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ,
ÔÏ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏ Ó×ÑÚËÁÍÉ
ÉÚ B (ËÁË ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÒÁÚÎÉÃÁ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÂÕÄÅÔ ÆÉÇÕÒÉÒÏ×ÁÔØ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ).

óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÉÚ B-ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ f . åÇÏ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÀÔ sizeB(f).

ôÅÏÒÅÍÁ 23. ðÕÓÔØ B1 É B2 ¡ Ä×Á ÐÏÌÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ
ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ: ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ sizeB1(f) 6
6 C sizeB2(f) É sizeB2(f) 6 C sizeB1(f) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÂÏÒÙ B1 É
B2 ÐÏÌÎÙ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ
ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÈÅÍÏÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ
×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å C ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÓÈÅÍ, É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ×Ù-
ÐÏÌÎÑÔØÓÑ: ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ C (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ)
ÓÔÒÏË Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ n ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ×? óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ n (ÄÌÑ ¥ÎÁÕÇÁÄ ×ÚÑÔÏÊ¥ ÆÕÎËÃÉÉ).

ôÅÏÒÅÍÁ 24. ( Á) ðÕÓÔØ c > 2. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ cn ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.
( Â) ðÕÓÔØ c < 2. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ n ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ cn ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÁËÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ×ÙÂÒÁÔØ (ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ c ÂÏÌÅÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ).

ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ
ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ó n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÅÓÔØ O(n2n), ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ËÏÎßÀÎËÔÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ O(n). (îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÍÙÓÌ
O-ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ: O(n2n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ×ÉÄÁ Cn2n

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C.) ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ O(n2n) < cn ÐÒÉ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ c > 2).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÃÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÈÅÍ (ÓËÁ-
ÖÅÍ, × ÂÁÚÉÓÅ é, éìé, îå) ÒÁÚÍÅÒÁ N Ó n ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ
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ÓÈÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ N ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ, ×ÙÒÁ-
ÖÁÀÝÉÈ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÉÓ×ÁÉ×Á-
ÎÉÑ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3(N + n)2 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× (ÔÒÉ ÔÉÐÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ¡ ËÏÎßÀÎËÃÉÑ,
ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ, ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ×ÙÂÉ-
ÒÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ N+n ×ÁÒÉÁÎÔÏ×). ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ
2O(N logN) ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N (ÓÞÉÔÁÑ N > n).

÷ÓÅÇÏ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó n ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ 22n. éÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ
ÆÏÒÍÕÌ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÔÏ ÐÒÉ c < 2 É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÂÕÌÅ×Ù
ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ cn ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÅÎØÛÉÎÓÔ×Ï, ÔÁË ËÁË 2O(cn log cn)

ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 22n.

úÁÄÁÞÁ 113. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ×ÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ É
ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ε > 0 ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÂÕÌÅ×ÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ Ó n ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ε2n/n.

÷ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ × ÔÅÏÒÅÍÅ 24 ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ O(2n/n).

úÁÄÁÞÁ 114. ( Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅ-
ÒÁ O(2m) Ó 2m ×ÙÈÏÄÁÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ×ÓÅ 2m ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎßÀÎËÔÏ×
ÄÌÉÎÙ m (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ¡ Ó×ÏÊ ×ÙÈÏÄ). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ
ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ.) ( Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ
ÒÁÚÍÅÒÁ O(22m) Ó 22m ×ÙÈÏÄÁÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ×ÓÅ 22m ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ m
ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×-
ÎÏ.) ( ×) ðÕÓÔØ ϕ(x1, . . . , xk, y1, . . . , yl) ¡ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Å¾ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×É-
ÄÅ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ 2k ÞÌÅÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ C(x1, . . . , xk) ∧
∧D(y1, . . . , yl), ÇÄÅ C ¡ ËÏÎßÀÎËÔ, Á D ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ.
÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÕÐÏÍÑÎÕÔÕÀ ×ÙÛÅ ÏÃÅÎËÕ O(2n/n). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÚÕÍÎÏ
ÐÏÌÏÖÉÔØ k = n− logn+ c, l = logn− c.)

ôÅÏÒÅÍÁ 24, ÏÄÎÁËÏ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ. óÉÔÕÁÃÉÑ ÚÄÅÓØ ÔÁËÏ×Á. åÓÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ É ÐÒÉ¾ÍÙ
ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÉÈ ÏÃÅÎÏË. îÏ ÐÒÏ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÐÒÁËÔÉÞÅ-
ÓËÉ ÎÉÞÅÇÏ. ðÒÏ ÍÎÏÇÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÄÏÚÒÅ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÅÌÉËÁ
(ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÈÏÄÏ×), ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÐÏËÁ ÎÅ ÕÄÁ¾Ô-
ÓÑ. ÷ÅÓØÍÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ
ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÈÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÈÅÍ
ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÌÉ ÓÈÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ é É éìé Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÄÏ×). ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÜËÓÐÏÎÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÓÈÅÍ ¡ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÏ× Ë
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ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÐÅÒÅÂÏÒÁ, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÕÇÌÕÂÌÑÔØÓÑ × ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ, Á ÐÒÉ×ÅÄ¾Í ÌÉÛØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÅÒÈ-
ÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÕÅÍ ÎÁ ÐÏÌÎÏÔÕ,
Á ÈÏÔÉÍ ÌÉÛØ ÐÏËÁÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÉÄÅÊ É ÐÒÉ¾ÍÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ 2n
ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (n ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É n ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ); Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 1, ÅÓÌÉ
ÐÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ ×ÔÏÒÏÇÏ, É 0 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ Compn.

ôÅÏÒÅÍÁ 25. ðÕÓÔØ B ¡ ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ
ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÞÔÏ sizeB(Compn) 6 Cn.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÃÅÎ-
ËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ×ÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ
ÂÁÚÉÓÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ
ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÎÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÓÔØ.

óÈÅÍÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ (ÞÔÏÂÙ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ä×Á ÞÉÓÌÁ,
ÍÙ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÉÈ ÌÅ×ÙÅ É ÐÒÁ×ÙÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÑ-
ÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ, ÎÁÄÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ,
ÞÔÏÂÙ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÒÏÛÌÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ Ó 2n ×ÈÏÄÁÍÉ
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn É Ä×ÕÍÑ ×ÙÈÏÄÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÒ¾È
ÓÌÕÞÁÅ× x < y, x = y ÉÌÉ x > y ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. (úÄÅÓØ x, y ¡ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÐÉ-
ÓÙ×ÁÅÍÏÅ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÁË x1 . . . xn É y1, . . . , yn.) ä×Á ×ÙÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÁ
ËÏÄÉÒÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, Á ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÚÁÐÁÓ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÂÉÔ
ÉÓÔÉÎÅÎ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ, Á ×ÔÏÒÏÊ ¡ ÅÓÌÉ x < y. ôÏÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ
×ÁÒÉÁÎÔÁ ÓÉÇÎÁÌÏ× ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ: 10 (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï), 01 (ÐÒÉ x < y) É 00 (ÐÒÉ x >
> y).

ïÂßÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÓÏÂÒÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÈÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ 16-ÒÁÚÒÑÄ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÏÂÅÒ¾Í ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÈÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÁÒÛÉÈ 8 ÒÁÚÒÑÄÏ× É ÍÌÁÄ-
ÛÉÈ 8 ÒÁÚÒÑÄÏ×. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÓÔ ÏÔ×ÅÔ × ÆÏÒÍÅ Ä×ÕÈ ÂÉÔÏ×. ôÅÐÅÒØ
ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒ¾È ÂÉÔÏ× ÎÁÄÏ ÓÏÂÒÁÔØ Ä×Á. (åÓÌÉ × ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÏÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ; ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ
ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍÉ ÒÁÚÒÑÄÁÍÉ.) îÁ-
ÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÓËÏÂËÁÈ ÆÒÁÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÂÉÔÁÍÉ
ÎÁ ×ÈÏÄÅ É Ä×ÕÍÑ ÂÉÔÁÍÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ, É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÓÈÅÍÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ T (n) ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÝÅÊ n-ÂÉÔÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ
T (2n) 6 2T (n) + c, ÇÄÅ c ¡ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁ-
ÚÉÓÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ T (2k) 6 c′2k ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c′. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ
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ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ c′ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ T (2k) 6 c′2k − c
(ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÓÉÌÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÙÞÔÑ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ c, ÞÔÏÂÙ ÉÎÄÕË-
ÔÉ×ÎÙÊ ÛÁÇ ÐÒÏÛ¾Ì; ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ c′ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
×ÅÌÉËÏ).

ôÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ É ÎÁÇÌÑÄÎÏ. îÁÛÁ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÉÚ Ä×ÕÈ Ä×ÕÈÂÉÔÏ×ÙÈ ÓÉÇÎÁÌÏ×
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ. ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ × ÐÏÌÎÏÍ Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÞÉÓÌÏ
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅ
ÞÉÓÌÁ ÌÉÓÔØÅ×. (÷ ÔÕÒÎÉÒÅ ÐÏ ÏÌÉÍÐÉÊÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÉÓÌÏ ÉÇÒ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ
ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÍÁÎÄ, ÔÁË ËÁË ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÇÒÙ ÏÄÎÁ ËÏÍÁÎÄÁ ×ÙÂÙ×ÁÅÔ.)

÷ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ (ÇÄÅ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ Ä×Á ÂÉÔÁ) ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÈÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÃÅÎËÁ
T (2k) 6 c′2k.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÞÉÓÅÌ (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÌÉ ÞÅÒÅÚ n) ÎÅ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ Õ×Å-
ÌÉÞÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ó×ÅÒÈÕ ÓÔÅÐÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × Ä×Á
ÒÁÚÁ) É ÐÏÄÁÔØ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ×ÈÏÄÏ× ÎÕÌÉ. ïÂÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë
Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ.

ðÅÒÅÊÄ¾Í Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ Ä×ÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÕÔ ×ÏÚ-
ÎÉËÁÅÔ ÎÅ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÆÕÎËÃÉÑ Bn × Bn → Bn+1, ÎÏ ×ÓÅ ÎÁÛÉ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 26. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n), ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÌÏ-
ÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ O(n): ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏ-
ÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ cn ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.

÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÁ × ÓÔÏÌÂÉË:

011
1001
1011

10100

÷ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ¡ ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÎÉÖÎÑÑ ¡ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁ-
ÖÄÙÊ ÉÚ ÂÉÔÏ× ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÉÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÂÉ-
ÔÁÍÉ (ÂÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÂÉÔÏ× ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÂÉÔÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2, Á ÂÉÔ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÒÁ×ÅÎ 1, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒ¾È ÂÉÔÏ×
ÒÁ×ÎÙ 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÜÔÉ ÂÉÔÙ
ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ O(n).
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ 25 ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 26: ÞÔÏÂÙ ÓÒÁ×ÎÉÔØ
ÞÉÓÌÁ x É y, ÓÌÏÖÉÍ ÞÉÓÌÏ (2n − 1) − x (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ x, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ
ÅÄÉÎÉÃÙ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÎÕÌÑÍÉ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ) É ÞÉÓÌÏ y. åÓÌÉ × ÓÔÁÒÛÅÍ ÒÁÚÒÑÄÅ
ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏ y > x, Á ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ y 6 x. ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
É ÓÌÏÖÅÎÉÅ, É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÂÉÔÏ× × ÞÉÓÌÅ x ÔÒÅÂÕÀÔ ÓÈÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅ-
ÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÂÉÔÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ.
÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÉÔÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ä×ÕÈ
ÞÉÓÅÌ (ÏÂÒÁÔÉÍ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÓÅ ÂÉÔÙ).

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 25, ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á. îÁÚÏ×¾Í ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÐÕÔÉ ÏÔ ×ÈÏÄÁ Ë ×ÙÈÏÄÕ. åÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÓÉÇÎÁÌ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÁÞÉ ÓÉÇ-
ÎÁÌÏ× ÎÁ ×ÈÏÄÙ, Á Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÅÒÖËÏÊ, ÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÚÁÄÅÒÖËÕ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅ-
ÌÁ ÇÌÕÂÉÎÕ O(log n) (ÞÉÓÌÏ ÕÒÏ×ÎÅÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ
×ÈÏÄÁ), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÇÌÕ-
ÂÉÎÕ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ n (ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï). îÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÜÔÉ Ä×Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 27. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÐÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ×Ù-
ÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Á ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ. åÓÌÉ ÕÄÁÓÔÓÑ ÉÈ ×ÓÅ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn), ÔÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

ëÁË ÍÙ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÉÔÏ× ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ,
ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÓÅ ¥ÓÕÆÆÉËÓÙ¥ Ä×ÕÈ n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ x1 . . . xn É y1 . . . yn, Ô. Å.
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ xixi+1 . . . xn É yiyi+1 . . . yn.

÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÌÉ ÐÒÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÉÎÙ 8). îÁ
ÎÉÖÎÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÌÉ ÂÉÔÙ:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8

îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÌÉ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

x1x2 x3x4 x5x6 x7x8

y1y2 y3y4 y5y6 y7y8

ÚÁÔÅÍ ÞÅÔÙÒ¾ÈÚÎÁÞÎÙÅ
x1x2x3x4 x5x6x7x8

y1y2y3y4 y5y6y7y8
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É, ÎÁËÏÎÅÃ, ×ÏÓØÍÉÚÎÁÞÎÙÅ:

x1x2x3x4x5x6x7x8

y1y2y3y4y5y6y7y8

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÓÕÆÆÉËÓÏ× ÄÌÉÎÙ 8, 4, 2 É 1 ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÕÖÅ
ÅÓÔØ. äÌÑ ÓÕÆÆÉËÓÁ ÄÌÉÎÙ 6 ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3x4�y3y4 É x5x6x7x8�y5y6y7y8. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ
ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÓÕÆÆÉËÓÁÈ ×ÓÅÈ Þ¾ÔÎÙÈ ÄÌÉÎ, É ÓÏÅÄÉÎÑÑ Å¾ Ó ÉÎÆÏÒÍÁÃÉ-
ÅÊ Ó ÐÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÁÐÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ×ÓÅ ÓÕÆÆÉËÓÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ
ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÏ× ÄÌÉÎÙ 7, ÔÏ ÅÓÔØ x2 . . . x8 É y2 . . . y8, ÍÙ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 É y2 Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÏ× ÄÌÉÎÙ 6,
ÔÏ ÅÓÔØ x3 . . . x8 É y3 . . . y8.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÒÔÉÎÁ ÔÁËÁÑ: ÐÏÓÌÅ ¥ÓÕÖÁÀÝÅÇÏÓÑ ÄÅÒÅ×Á¥ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ
¥ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÅÅÓÑ¥; ÚÁ k ÛÁÇÏ× ÄÏ ËÏÎÃÁ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ
×ÓÅÈ ÓÕÆÆÉËÓÏ×, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÁÔÎÙ 2k. üÔÏ ÄÅÒÅ×Ï ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ O(n)
É ÇÌÕÂÉÎÕ O(logn), ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

úÁÄÁÞÁ 115. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ Ä×ÕÈ n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏ-
ÄÕÌÀ 2n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn). (õËÁÚÁÎÉÅ:
×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÌÅÇËÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÕÌÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ É
ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)

ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍ¾ÍÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. óÈÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÉÍÅÅÔ 2n ×ÈÏÄÏ× (ÐÏ n ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) É 2n ×ÙÈÏÄÏ× ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÁ¾Ô ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÓÔÏÌ-
ÂÉËÏÍ. ÷ Î¾Í ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ n
ËÏÐÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÚÁÍÅÎ¾ÎÎÙÈ ÎÁ ÎÕÌÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÃÉÆÒ
×ÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÓÏ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ.

ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÏÐÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n2) (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÃÉÆÒ
× ËÏÐÉÑÈ) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(1). óÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ 2n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ ÍÏÖÅÍ
×ÙÐÏÌÎÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn), ÔÁË ÞÔÏ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ n−1 ÓÌÏÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n2) É ÇÌÕ-
ÂÉÎÙ O(log2 n) (ÅÓÌÉ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÐÁÒÎÏ, ÐÏÔÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÎÏ×Á
ÐÏÐÁÒÎÏ É Ô. Ä.). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ. îÁÉÂÏÌÅÅ
ÜËÏÎÏÍÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ æÕÒØÅ . ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÕÀ
ÒÁÚÍÅÒ n logc n.

üÔÉ ÍÅÔÏÄÙ ÄÁÌÅËÏ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÎÏ Ä×Á ÕÌÕÞ-
ÛÅÎÉÑ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄ¾Í.
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ôÅÏÒÅÍÁ 28. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÒÁÚÍÅÒÁ O(n2) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ n ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ, É ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÏÖÅ-
ÎÉÅ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n2) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn). ëÌÀÞÅ×ÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÚÄÅÓØ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒ¾È ÞÉÓÅÌ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ Ä×ÕÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÓÔÏÊ
ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ x,
y É z. åÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ × ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ, ÔÏ × ÒÁÚÒÑÄÅ
ÍÏÖÅÔ ÎÁËÏÐÉÔØÓÑ ÌÀÂÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÔ 0 ÄÏ 3, ÔÏ ÅÓÔØ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÏÔ 00
ÄÏ 11. óÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ÉÚ ÍÌÁÄÛÉÈ ÂÉÔÏ× ÜÔÉÈ Ä×ÕÈÂÉÔÏ×ÙÈ ÓÕÍÍ ÞÉÓÌÏ u, Á ÉÚ
ÓÔÁÒÛÉÈ (ÓÄ×ÉÎÕÔÙÈ ×ÌÅ×Ï) ¡ ÞÉÓÌÏ v. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, x+ y + z = u+ v.
ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÃÉÆÒ ÞÉÓÌÁ u É v ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ É
ÔÒÅÂÕÅÔ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(1).

ôÅÐÅÒØ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÓÌÏÖÉÔØ n ÞÉÓÅÌ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÔÒÏÊËÉ É ÉÚ
ËÁÖÄÙÈ ÔÒ¾È ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏ Ä×Á. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
×ÙÊÄÕÔ (2/3)n ÞÉÓÅÌ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ ¡ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÏÌÉ ÎÅ
ÉÇÒÁÀÔ). éÈ ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ ÔÒÏÊËÁÍ É Ô. Ä. ó ËÁÖÄÙÍ ÕÒÏ×-
ÎÅÍ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÕÂÙ×ÁÅÔ × ÐÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ ÂÕÄÅÔ
ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ. ëÁÖÄÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÒ¾È ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × Ä×Á ÔÒÅÂÕÅÔ
ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÁË ÞÔÏ
ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. éÔÁË, ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ
ÒÁÚÍÅÒ O(n2) É ÇÌÕÂÉÎÕ O(log n). îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ËÏÎÃÅ Õ ÎÁÓ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, Á Ä×Á, É ÉÈ ÎÁÐÏÓÌÅÄÏË ÎÁÄÏ ÓÌÏÖÉÔØ ¡ ÞÔÏ ÍÙ
ÕÍÅÅÍ ÄÅÌÁÔØ Ó ÇÌÕÂÉÎÏÊ O(logn) É ÒÁÚÍÅÒÏÍ O(n).

úÁÄÁÞÁ 116. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ f
ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÉÎ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÉËÔÉ×ÎÙÍ,
ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÍÅÎÅÅ cn É ÇÌÕÂÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎÅÅ c log n, ÇÄÅ c > 0 ¡ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. (áÒÇÕÍÅÎÔ
ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÉËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÚÁ×É-
ÓÉÔ.)

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁÚÍÅÒÁ n, ÔÏ ÏÃÅÎËÉ O(n2) ÄÌÑ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ É O(logn) ÄÌÑ ÇÌÕÂÉÎÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 28,
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÎÅÌØÚÑ.

ïÄÎÁËÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÓ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ ¡ ÏÔËÁÚÁ×ÛÉÓØ ÏÔ ÎÅÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ
ÓÈÅÍÙ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 29. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÒÁÚÍÅÒÁ O(nlog2 3) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log2 n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎ¾Í Ó ÔÁËÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
Ä×ÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÞÅÔÙÒÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É
ÔÒÅÍÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÀËÁ: ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ac, bd É (a+ b)(c+ d), Á ÐÏÔÏÍ
ÎÁÊÔÉ ad+ bc ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ (a+ b)(c+ d)− ac − bd.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÏËÕÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÚÏÂØ¾Í
2n-ÂÉÔÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ Ä×Å n-ÂÉÔÏ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×É-
ÄÅ a2n + b. ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ:

(a2n + b)(c2n + d) = ac22n + (ad+ bc)2n + bd.

ôÅÐÅÒØ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ac, bd É (a+b)(c+d),
ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÓÅ ÔÒÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ðÏÌÕÞÁÅÔ-
ÓÑ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ 2n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÒ¾Í ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍ
n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ É Ë ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑÍ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑÍ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÉ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ (a+b) ÎÁ (c+d) ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ (n+1)-ÒÁÚÒÑÄÎÙÍÉ, ÎÏ
ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÌÉÛÎÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÓËÏÌØËÉÍ
ÓÌÏÖÅÎÉÑÍ.)

äÌÑ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ

S(2n) 6 3S(n) + O(n),

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S(n) = O(nlog2 3). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×Ï ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ×ÙÚÏ×Ï× ÇÌÕÂÉÎÙ log2 n
É ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ × ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-
ÎÁÌÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÂÉÔÏ×. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ Ë ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÍÕ (ÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÏÍÕ Ë ËÏÒÎÀ) ÒÁÚÍÅÒ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁÓÔ¾Ô ×Ä×ÏÅ, Á ÞÉÓÌÏ
×ÅÒÛÉÎ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ×ÔÒÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÜÔÏÍ ÕÒÏ×-
ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ × ÐÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÐÏ ÕÒÏ×ÎÑÍ
ÏÔ ÌÉÓÔØÅ× Ë ËÏÒÎÀ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏ
ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2/3, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ×ÔÒÏÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Å¾ ÐÅÒ×ÙÊ
ÞÌÅÎ. ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔØÅ× ÒÁ×ÎÏ 3log2 n = nlog2 3.

ïÃÅÎËÁ ÇÌÕÂÉÎÙ ÔÁËÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÈÅÍÕ
ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn), Á ÞÉÓÌÏ ÕÒÏ×ÎÅÊ ÅÓÔØ O(logn).

îÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï ÓÏ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ×, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ
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ÆÕÎËÃÉÀ ¥ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ¥ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, É ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅ Å¾ ÒÁ×ÎÏ 0 ÉÌÉ 1 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÞÁÝÅ
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ×ÈÏÄÏ×.

ôÅÏÒÅÍÁ 30. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ,
ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn log logn).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉ-
ÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ×ÈÏÄÏ×. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ: ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÐÏÌÏ×ÉÎÙ, ÐÏÔÏÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÒÏ×ÎÅÊ.
îÁ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÎÁÄÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÍÅÒÁ logn, ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ¡
ÒÁÚÍÅÒÁ (logn− 1) É ÔÁË ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ÎÉÚÁ, ÇÄÅ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÂÉÔÏ×ÙÅ ÞÉ-
ÓÌÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÔÙ ×ÈÏÄÁ). ëÁËÏÊ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÞÉÓÅÌ? ðÏ-
ÌÏ×ÉÎÁ ×ÅÒÛÉÎ × ÄÅÒÅ×Å ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÎÉÖÎÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ (ÞÉÓÌÁ ÄÌÉÎÙ 1), ÞÅ-
Ô×ÅÒÔØ ¡ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ (ÞÉÓÌÁ ÄÌÉÎÙ 2) É Ô. Ä. ÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ

∑
(k/2k)

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ O(1) É ÏÂ-
ÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÅÓÔØ O(n). á ÏÂÝÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÅÓÔØ O(log n log logn), ÔÁË
ËÁË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ logn ÕÒÏ×ÎÅÊ ÓÔÏÉÔ ÓÈÅÍÁ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log log n).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ
Å¾ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏ-
ÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ). íÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ËÏÎßÀÎËÃÉÊ É ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ
ÅÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ: ÎÁÐÉÓÁÔØ ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ ×ÓÅÈ ËÏÎßÀÎËÃÉÊ
ÒÁÚÍÅÒÁ (n+1)/2 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× n ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÙÍ).
ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÏ n ÒÁÚÍÅÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 31. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(nc) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n), ÓÏ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× é É éìé (Ó Ä×ÕÍÑ ×ÈÏÄÁÍÉ), ×ÙÞÉÓÌÑÀ-
ÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÌÕÂÉÎÕ, ÔÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ é É éìé ÉÍÅÀÔ
ÔÏÌØËÏ Ä×Á ×ÈÏÄÁ É ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÈÅÍÅ ÇÌÕÂÉÎÙ d ÅÓÔØ O(2d).

óÈÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÉÔØÓÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á Ó ÔÒÅÍÑ ×ÈÏÄÁÍÉ. (ëÁ-
ÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ ÉÚ ËÏÎßÀÎËÃÉÊ É ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
(a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c).) ÷ÙÈÏÄ ÓÈÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍ ÉÚ ÔÒ¾È ÚÎÁÞÅÎÉÊ,
ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ÔÒ¾È ÚÎÁÞÅÎÉÊ É Ô. Ä. (ÒÉÓ. 3).

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÎÁ k ÕÒÏ×ÎÑÈ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ Ó 3k ×ÈÏÄÁ-
ÍÉ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÒÅÄÉ Ó×ÏÉÈ
×ÈÏÄÏ× ¡ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅÐÒÑÍÏÇÏ ÇÏÌÏÓÏ×Á-
ÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÍÎÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á.) îÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ×ÏÔ ËÁËÕÀ
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òÉÓ. 3. äÅÒÅ×Ï ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 3-ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á.

ÓÔÒÁÎÎÕÀ ×ÅÝØ: ×ÏÚØÍ¾Í k ÒÁ×ÎÙÍ c log n ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ c (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÂÕÄÅÔ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ n) É ÎÁÐÉÛÅÍ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍ ÎÁÂÏÒÁ x1, . . . , xn. (ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ
ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ×ÈÏÄÁÈ, ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ.) ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó ÎÅÎÕÌÅ-
×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÒÅÄÉ
x1, . . . , xn, ÅÓÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÁÑ ÓÈÅ-
ÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ: ÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ
ÎÁÓ ÓÈÅÍÙ, ÎÅ ÐÒÅÄßÑ×É× Å¾ Ñ×ÎÏ. (ôÁËÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅ-
ÔÏÄÏ× × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ.)

éÔÁË, ÐÏÞÅÍÕ ÖÅ ÓÈÅÍÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎË-
ÃÉÀ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á? üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ
ÓÈÅÍÁ ×ÙÄÁ¾Ô ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ
(ÒÁ×ÎÏÊ 1− ε ÐÒÉ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏÍ ε).

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ε ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÁÖÅ ÐÏÓÌÅ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÈÏÄÏ× (2n), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ (ËÁÖÄÏÅ
ÉÚ 2n ÓÏÂÙÔÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − ε, ÚÎÁÞÉÔ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ
ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1− 2nε > 0).

éÔÁË, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÁÓÔ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ×ÈÏÄÅ. ðÕÓÔØ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÏ× ÒÁ×-
ÎÁ p. ôÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ×ÈÏÄÎÏÊ ÐÒÏ×ÏÄ ÓÈÅÍÙ ÐÏÄÁ¾ÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ Ó ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔØÀ p É ÎÕÌØ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − p (×ÙÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÁ¾Ô
ÅÄÉÎÉÃÕ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p), ÐÒÉÞ¾Í ÓÉÇÎÁÌÙ ÎÁ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÁÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

åÓÌÉ ÎÁ ÔÒ¾È ×ÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 3-ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÉÇÎÁÌÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ,
É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ×ÈÏÄÅ ÅÓÔØ p, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÅÓÔØ ϕ(p) = 3p2(1 − p) + p3 = 3p2 −
− 2p3. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ
ϕ(ϕ(p)), ϕ(ϕ(ϕ(p))), . . . çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ϕ(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0, 1] (ÒÉÓ. 3) ÐÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÔÅÒÁÃÉÑÈ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓ (ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÙ)
ÎÁÒÁÓÔÁÅÔ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ËÒÁÀ ÏÔÒÅÚËÁ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ
ÏÃÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×.
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òÉÓ. 4. éÔÅÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ϕ.

åÓÌÉ ×ÎÁÞÁÌÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÎÁÐÏ-
ÍÎÉÍ, n ÎÅÞ¾ÔÎÏ), ÔÏ ÉÈ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ (n + 1)/2, ÔÁË ÞÔÏ p > (n + 1)/2n =
= 1/2 + 1/(2n). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁË ÍÉÎÉ-
ÍÕÍ 1/2n. á × ËÏÎÃÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØÓÑ Ë ËÒÁÀ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
2−n.

éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÌÅÍÍÕ (ÏÔÎÏÓÑÝÕÀÓÑ ÓËÏÒÅÅ Ë ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ):

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xk ∈ [0, 1] ÚÁÄÁÎÁ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒ-
ÍÕÌÏÊ xk+1 = ϕ(xk), ÇÄÅ

ϕ(x) = 3x2 − 2x3.

ðÕÓÔØ x0 > 1/2+1/(2n). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xk ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ
É ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë 1 ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 2−n ÚÁ O(log n) ÛÁÇÏ×. [óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÐÒÉ x0 6 1/2− 1/(2n).]

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ 1/2 É Õ ËÒÁ¾×
ÏÔÒÅÚËÁ. ÷ ÔÏÞËÅ 1/2 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÂÏÌØÛÅ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÏÔ 1/2 ÒÁÓÔ¾Ô
ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ, É ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÊÄ¾Ô ËÁËÕÀ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ
ÇÒÁÎÉÃÕ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 0,51) ÎÅ ÐÏÚÄÎÅÅ ÞÅÍ ÚÁ O(logn) ÛÁÇÏ×. úÁÔÅÍ ÐÏÔÒÅ-
ÂÕÅÔÓÑ O(1) ÛÁÇÏ×, ÞÔÏÂÙ ÄÏÊÔÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÏ 0,99. ÷ ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÅÒ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÅÄÉÎÉÃÙ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ
ÐÒÉÍÅÒÎÏ ×ÏÚ×ÏÄÉÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ 2−n

ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(log n) ÛÁÇÏ× (ËÁË × ÍÅÔÏÄÅ îØÀÔÏÎÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ËÏÒÎÑ). ÷ÓÅÇÏ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ O(log n) +O(1) + O(logn) ÛÁÇÏ×, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
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îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n logn) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× é É éìé, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ n ×ÈÏÄÏ× É n ×ÙÈÏÄÏ× É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-
ÅÔ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ
×ÙÈÏÄÅ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÅÄÉÎÉÃ, ÓËÏÌØËÏ ÎÁ ×ÈÏÄÅ, ÐÒÉÞ¾Í ×ÙÈÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÂÉÔ ×ÙÈÏÄÁ × ÔÁËÏÊ
ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á.

ðÒÉ ËÁÖÕÝÅÊÓÑ ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ (ÓÏÒÔÉÒÕÀÝÁÑ ÓÅÔØ AKS, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÁÑ áÊÔÁÉ, ëÏÍ-
ÌÏÛÏÍ É óÃÅÍÅÒÅÄÉ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ, × 1983 ÇÏÄÕ) ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÁ, É
ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÏ-
ÓÔÉÖÅÎÉÅÍ.
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éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ,
ÉÓÔÉÎÎÕÀ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÁ×ÔÏÌÏ-
ÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ¥ÁËÓÉÏÍ¥ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ¥ÐÒÁ×ÉÌ
×Ù×ÏÄÁ¥, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÞÉÓÔÏ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÎÉËÁË ÎÅ ÁÐÅÌ-
ÌÉÒÕÀÔ Ë ÓÍÙÓÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ, Å¾ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ É Ô. Ä. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÁÅÔ ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ (é÷). ÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ
ÁËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ ÜÔÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, É ÐÒÉ×ÅÄ¾Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ (ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ
×Ù×ÏÄÉÍÁ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ).

§1. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ

ëÁËÏ×Ù ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ A,B,C, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ:

(1) A→ (B → A);
(2) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C));
(3) (A ∧B)→ A;
(4) (A ∧B)→ B;
(5) A→ (B → (A ∧B));
(6) A→ (A ∨B);
(7) B → (A ∨B);
(8) (A→ C)→ ((B → C)→ (A ∨B → C));
(9) ¬A→ (A→ B);
(10) (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A);
(11) A ∨ ¬A.

ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÚÄÅÓØ ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔØ ¥ÓÈÅÍ ÁËÓÉÏÍ¥; ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÙ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ, ÚÁÍÅÎÑÑ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅ¾
ÂÕË×Ù ÎÁ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ×Ù×ÏÄÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÁ×ÉÌÏ ÓÏ ÓÒÅÄÎÅ×ÅËÏ×ÙÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ ¥modus ponens¥ (MP). üÔÏ ÐÒÁ×É-
ÌÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ (×Ù×ÅÓÔÉ) ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ A É (A→ B) ÆÏÒÍÕÌÕ B.

÷Ù×ÏÄÏÍ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÁËÓÉÏÍÁ ÉÌÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ modus ponens.

85
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÷ÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ×Ù×ÏÄÁ (× Î¾Í ÐÅÒ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ
ÓÈÅÍÙ (1), ×ÔÏÒÁÑ ¡ ÓÈÅÍÙ (2), Á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ
ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ modus ponens):

(p→ (q → p)),

(p→ (q → p))→ ((p→ q)→ (p→ p)),

((p→ q)→ (p→ p)).

ðÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄÉÍÏÊ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×Ù-
ÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù-
×ÏÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁ×ÎÁ A. ôÁËÏÊ ×Ù×ÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×Ù×ÏÄÏÍ
ÆÏÒÍÕÌÙ A. (÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ É ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ A
ÂÙÌÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ¡ ×ÓÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ.)

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ ÔÁ×-
ÔÏÌÏÇÉÉ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ:
ÐÒÏÓÔÕÀ É ÓÌÏÖÎÕÀ. îÁÞÎ¾Í Ó ÐÒÏÓÔÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 32 (Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ é÷). ÷ÓÑËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁ-
ÚÙ×ÁÎÉÊ ÅÓÔØ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ¡ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ.
äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ (ÔÏÞÎÅÅ, ÓÈÅÍÙ
ÁËÓÉÏÍ) ¡ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ

(A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))

(ÇÄÅ A,B,C ¡ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ) ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÂÙÔØ ÌÏÖÎÏÊ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÐÏÓÙÌËÁ A → (B → C) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÊ, Á ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ (A → B) →
(A → C) ¡ ÌÏÖÎÙÍ. þÔÏÂÙ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÌÏÖÎÙÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ A → B
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÊ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ A→ C ¡ ÌÏÖÎÏÊ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ A ÉÓÔÉÎÎÁ, Á C ÌÏÖÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ A, (A → B) É
(A → (B → C)) ÉÓÔÉÎÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B É (B → C) ÉÓÔÉÎÎÙ,
É ÐÏÔÏÍÕ C ÉÓÔÉÎÎÁ ¡ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ
ÌÏÖÎÏÊ.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌÁ MP ÔÁËÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (A→ B) É A
×ÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌÁ B ÔÁËÖÅ ×ÓÅÇÄÁ
ÉÓÔÉÎÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ×Ù×ÏÄÙ (×ÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ)
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑÍÉ.

çÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 33 (Ï ÐÏÌÎÏÔÅ é÷). ÷ÓÑËÁÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ ÅÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÓÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÐÒÅÄÌÏÖÉÍ ÒÑÄ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×
ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÏ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÏÂÒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÙÔ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÏ× É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ.

ìÅÍÍÁ 1. ëÁËÏ×Á ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ ÆÏÒÍÕÌÁ D, ÆÏÒÍÕÌÁ (D→ D) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

äÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ, ÐÒÅÄßÑ×É× ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (D → D) × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×Ù-
ÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ.
1. (D→ ((D→ D)→ D))→ ((D → (D→ D))→ (D→ D))

[ÁËÓÉÏÍÁ 2 ÐÒÉ A = D, B = (D → D), C = D];
2. D → ((D→ D)→ D) [ÁËÓÉÏÍÁ 1];
3. (D→ (D→ D))→ (D → D) [ÉÚ 1 É 2 ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ MP];
4. D → (D → D) [ÁËÓÉÏÍÁ 1];
5. (D→ D) [ÉÚ 3 É 4 ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ MP].

ëÁË ×ÉÄÎÏ, ×Ù×ÏÄ ÄÁÖÅ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ, ËÁË (D→ D), ÔÒÅÂÕÅÔ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. íÙ ÏÂÌÅÇÞÉÍ ÓÅÂÅ ÖÉÚÎØ, ÄÏËÁÚÁ× ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ.

þÁÓÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÔÁË: ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ A, É ×Ù×ÏÄÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÄÒÕÇÏÅ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ B ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÍÙ ×ÓÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ A,
É ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ A → B. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ,
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÉÎÏÇÄÁ ¥ÌÅÍÍÏÊ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ¥, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÁ-
×ÏÍÅÒÅÎ É ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ.

ðÕÓÔØ • ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ. ÷Ù×ÏÄÏÍ ÉÚ • ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏ-
ÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ,
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ • ÉÌÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ MP. (äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ËÁË ÂÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • Ë ÁËÓÉÏÍÁÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×Ù-
ÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ¡ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÙ, Á ÎÅ ËÁË ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ.) æÏÒÍÕÌÁ A
×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù×ÏÄ ÉÚ •, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏ-
ÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÉÛÅÍ • ` A. åÓÌÉ • ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÒÅÞØ
ÉÄ¾Ô Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, É ×ÍÅÓÔÏ ∅ ` A ÐÉÛÕÔ
ÐÒÏÓÔÏ ` A.

ìÅÍÍÁ 2 (Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ). ðÕÓÔØ • ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ. ôÏÇÄÁ • ` A → B
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ • ∪ {A} ` B.

÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÐÕÓÔØ • ` (A→ B). ôÏÇÄÁ
É •, A ` (A → B). (äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÓËÏÂËÉ É ÚÁÍÅ-
ÎÑÅÍ ÚÎÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁÐÑÔÏÊ.) ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ •, A ` A, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ MP
ÐÏÌÕÞÁÅÍ •, A ` B.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ •, A ` B. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ A→ B ÉÚ •.
÷ÏÚØÍ¾Í ×Ù×ÏÄ C1, C2, . . . , Cn ÆÏÒÍÕÌÙ B = Cn ÉÚ •, A. ðÒÉÐÉÛÅÍ ËÏ ×ÓÅÍ
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ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÜÔÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ ÓÌÅ×Á ÐÏÓÙÌËÕ A:

(A→ C1), (A→ C2), . . . , (A→ Cn).

üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ (A → B). óÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏÎÁ ÎÅ
ÂÕÄÅÔ ×Ù×ÏÄÏÍ ÉÚ •, ÎÏ ÉÚ ÎÅ¾ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÊ ×Ù×ÏÄ, ÄÏÂÁ×É× ÎÅÄÏ-
ÓÔÁÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ.

âÕÄÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÏÄÏ-
ÛÌÉ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (A→ Ci). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁ Ci ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
A, ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ •, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ MP. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ.

(1) åÓÌÉ Ci ÅÓÔØ A, ÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (A→ A). ðÏ ÌÅÍÍÅ 1
ÏÎÁ ×Ù×ÏÄÉÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒÅÄ ÎÅÊ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ Å¾ ×Ù×ÏÄ.

(2) ðÕÓÔØ Ci ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ •. ôÏÇÄÁ ÍÙ ×ÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ Ci É Ci →
(A → Ci) (ÁËÓÉÏÍÁ 1). ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ MP Ë ÜÔÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÄÁ¾Ô
(A→ Ci), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

(3) ôÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ, ÅÓÌÉ Ci Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ.

(4) ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÆÏÒÍÕÌÁ Ci ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ
ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ MP. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ×Ù×ÏÄÅ ÅÊ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ
ÆÏÒÍÕÌÙ Cj É (Cj → Ci). ôÏÇÄÁ × ÎÏ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÊ
ÐÏÓÙÌËÏÊ A) ÕÖÅ ÂÙÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (A→ Cj) É (A→ (Cj → Ci)). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁÛ •-×Ù×ÏÄ, ÎÁÐÉÓÁ× ÆÏÒÍÕÌÙ

((A→ (Cj → Ci))→ ((A→ Cj)→ (A→ Ci)) (ÁËÓÉÏÍÁ 2);
((A→ Cj)→ (A→ Ci)) (modus ponens);
(A→ Ci) (modus ponens).

éÔÁË, ×Ï ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒ¾È ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÄÏÐÏÌÎÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÄÏ ×Ù×ÏÄÁ ÉÚ •, ÔÁË ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 117. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÏÒÍÕÌ A,B,C ÆÏÒÍÕÌÁ

(A→ B)→ ((B → C)→ (A→ C))

×Ù×ÏÄÉÍÁ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ Ï ÄÅ-
ÄÕËÃÉÉ É ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ A→ B,B → C,A ` C.)

úÁÄÁÞÁ 118. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ •1 ` A É •2, A ` B, ÔÏ •1 ∪ •2 `
` B. (üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ¥ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ÓÅÞÅÎÉÑ¥ (cut); ÇÏ×ÏÒÑÔ,
ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ A ¥ÏÔÓÅËÁÅÔÓÑ¥ ÉÌÉ ¥×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ¥. óÈÏÄÎÙÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÁ-
ÀÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ÇÄÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ É ÄÏ-
ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ¥ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÓÅÞÅÎÉÑ¥ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ
ÓÉÓÔÅÍ.)
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úÁÄÁÞÁ 119. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÐÏÍÉÍÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ
modus ponens, ÅÝ¾ ÏÄÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ. ïÎÏ
ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ×Ù×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÍÅ-
ÎÑÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ
ÔÁËÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ ËÌÁÓÓ ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï
ÄÅÄÕËÃÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÏÊ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ÐÅÒ×ÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÓ-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. ÷ÉÄÎÏ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÎÙ ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÐÒÏÛÌÏ.

äÒÕÇÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË. áËÓÉÏÍÙ 3 É
4 ÇÏ×ÏÒÑÔ, ËÁËÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ (A ∧ B ` A É
A∧B ` B). îÁÐÒÏÔÉ×, ÁËÓÉÏÍÁ 5 ÇÏ×ÏÒÉÔ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ.
éÚ ÎÅ¾ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ: ÅÓÌÉ • ` A É • ` B, ÔÏ • ` (A ∧ B)
(ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÜÔÕ ÁËÓÉÏÍÕ É Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÁ×ÉÌÏ MP). þÁÓÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÁË:

• ` A • ` B
• ` A ∧ B

(ÎÁÄ ÞÅÒÔÏÊ ÐÉÛÕÔ ¥ÐÏÓÙÌËÉ¥ ÐÒÁ×ÉÌÁ, Á ÓÎÉÚÕ ¡ ÅÇÏ ¥ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ¥, ×ÙÔÅ-
ËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË).

úÁÄÁÞÁ 120. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (A → (B → C)) → ((A ∧B) →
→ C), ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÁ (× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÙÌËÁ É ÚÁ-
ËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÙ), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ.
äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (A ∧ B) → (B ∧A) É
((A ∧ B) ∧ C)→ (A ∧ (B ∧ C)).

áËÓÉÏÍÙ 6   7 ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ A ` A ∨ B É B ` A ∨ B.
áËÓÉÏÍÁ 8 ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ:

•, A ` C •, B ` C
•, A ∨B ` C

ïÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ¥ðÕÓÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ A∨B. òÁÚ-
ÂÅÒ¾Í Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ A, ÔÏ 〈 . . . 〉 É ÐÏÔÏÍÕ C. åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
B, ÔÏ 〈 . . . 〉 É ÐÏÔÏÍÕ C. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÅÒÎÏ C. úÎÁÞÉÔ, A∨B ×ÌÅÞ¾Ô C.¥
ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ: Ä×ÁÖÄÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÉ× • ` (A→
→ C) É • ` (B → C), Á ÚÁÔÅÍ Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ MP Ë ÜÔÉÍ ÆÏÒÍÕ-
ÌÁÍ É ÁËÓÉÏÍÅ (A→ C)→ ((B → C) → ((A ∨B) → C)). ðÏÌÕÞÉ× ÆÏÒÍÕÌÕ
(A ∨B)→ C, ÏÐÑÔØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ MP Ë ÎÅÊ É ÆÏÒÍÕÌÅ (A ∨ B).
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úÁÄÁÞÁ 121. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ
Ë ÎÉÍ (ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÏÓÙÌËÕ É ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÉÓ-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ:

((A ∨B)→ C)→ ((A→ C) ∧ (B → C)),

((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))→ ((A ∨B) ∧ C),

((A ∨ C) ∧ (B ∨ C))→ ((A ∧B) ∨ C).

õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÅÝ¾ ÔÒÉ ÁËÓÉÏÍÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ. áËÓÉÏÍÁ 9
ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÓÙÌÏË ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÞÔÏ
ÕÇÏÄÎÏ: ÅÓÌÉ • ` A É • ` ¬A, ÔÏ • ` B ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ B. áËÓÉÏÍÁ 10, ÎÁÐÒÏ-
ÔÉ×, ÏÂßÑÓÎÑÅÔ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ A: ÎÁÄÏ
ÄÏÐÕÓÔÉÔØ A É ×Ù×ÅÓÔÉ Ä×Á ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ B É ¬B. ôÏÞÎÅÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ:

•, A ` B •, A ` ¬B
• ` ¬A

(× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÅÍÍÕ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ MP
Ó ÁËÓÉÏÍÏÊ 10).

áËÓÉÏÍÙ 9 É 10 ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×Ù×ÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ, Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ. äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÏÒÍÕÌ A É B)
ÆÏÒÍÕÌÁ

(A→ B)→ (¬B → ¬A)

(¥ÚÁËÏÎ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ¥) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ

(A→ B),¬B ` ¬A.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË (A→ B),¬B,A
ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÕÌÕ É Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÙ B É ¬B).

úÁÄÁÞÁ 122. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ A → ¬¬A É ¬¬¬A → ¬A Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÁËÓÉÏÍÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ¥ÚÁËÏÎÏÍ ÉÓËÌÀÞ¾ÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ¥, É ÉÎÏ-
ÇÄÁ ÞÉÔÁÅÍÁÑ ËÁË ¥ÔÒÅÔØÅÇÏ ÎÅ ÄÁÎÏ¥ (tertium non datur × ÌÁÔÉÎÓËÏÍ ÏÒÉ-
ÇÉÎÁÌÅ), ×ÙÚ×ÁÌÁ × ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ×ÅËÁ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÒÏ×. (÷
ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÜÔÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ ÎÅÔ.)

éÚ ÎÅ¾ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÚÁËÏÎ ¥ÓÎÑÔÉÑ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ¥,ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÉÄ
¬¬A → A. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ∨ ¬A,¬¬A ` A. ðÏ
ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅ×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ A,¬¬A ` A (ÜÔÏ ÏÞÅ-
×ÉÄÎÏ) É ÞÔÏ ¬A,¬¬A ` A (Á ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÝÉÈ
ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÆÏÒÍÕÌ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁËÓÉÏÍÙ 8).
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úÁÄÁÞÁ 123. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (¬B → ¬A) → (A → B) Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÚÁËÏÎ
ÉÓËÌÀÞ¾ÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ.)

úÁÄÁÞÁ 124. éÓËÌÀÞÉÍ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÁËÓÉÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ÚÁ-
ËÏÎ ÉÓËÌÀÞ¾ÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÚÁÍÅÎÉ× ÅÇÏ ÎÁ ÚÁËÏÎ ÓÎÑÔÉÑ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÒÉ-
ÃÁÎÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓ ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 125. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÓËÌÀÞ¾ÎÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÔØÅÇÏ (11) ÁËÓÉÏÍÁ (10) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛÎÅÊ ¡ Å¾ (ÔÏÞÎÅÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ
ÓËÁÚÁÔØ: ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ) ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ: ×ÓÑËÁÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ ×Ù×Ï-
ÄÉÍÁ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÚÂÏÒÅ
ÓÌÕÞÁÅ×. ðÏÑÓÎÉÍ Å¾ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ A ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏ-
ÄÅÒÖÁÝÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ p, q, r. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A ÉÓÔÉÎÎÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÒÉ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ,

p, q, r ` A.
÷ÏÏÂÝÅ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A ÌÏÖÎÁ, ËÏÇÄÁ p É q ÌÏÖÎÙ,
Á r ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÏ

¬p,¬q, r ` ¬A.
åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ
×ÓÅÈ ×ÏÓØÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÐÏÓÙÌÏË. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁËÏÎÏÍ ÉÓËÌÀÞ¾Î-
ÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÉÚÂÁ×ÌÑÔØÓÑ ÏÔ ÐÏÓÙÌÏË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ
p, q, r ` A É p, q,¬r ` A ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ p, q, (r ∨ ¬r) ` A, ÔÏ ÅÓÔØ p, q ` A
(ÐÏÓËÏÌØËÕ (r ∨ ¬r) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ).

ðÒÏ×ÅÄ¾Í ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÕÀ ÌÅÍÍÕ:
ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ P É Q

P,Q ` (P ∧Q); P,Q ` (P ∨Q);

P,¬Q ` ¬(P ∧Q); P,¬Q ` (P ∨Q);

¬P,Q ` ¬(P ∧Q); ¬P,Q ` (P ∨Q);

¬P,¬Q; ` ¬(P ∧Q) ¬P,¬Q ` ¬(P ∨Q);

P,Q ` (P → Q);

P,¬Q ` ¬(P → Q); P ` ¬(¬P );

¬P,Q ` (P → Q); ¬P ` ¬P.
¬P,¬Q ` (P → Q);
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üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÉÐÏÔÅÚ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÉÌÉ
ÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ P É Q, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÞÁÓÔÑÍÉ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ
ÉÌÉ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ ×ÓÀ ÆÏÒÍÕÌÕ
(× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÉÓÔÉÎÎÁ ÏÎÁ ÉÌÉ ÌÏÖÎÁ). ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ.

ðÏÓÌÅ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÔÏÊ ÎÁÍÉ ÔÒÅÎÉÒÏ×ËÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅÓÌÏÖ-
ÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ¬P ` ¬(P ∧Q). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ
Ä×Á ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ¬P, (P ∧Q) ¡ ÉÍÉ ÂÕÄÕÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÑ P É ¬P .

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÅÝ¾ ÏÄÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ¬P,¬Q ` ¬(P ∨Q). îÁÍ ÎÁÄÏ ×Ù×ÅÓÔÉ
Ä×Á ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ¬P,¬Q, (P ∨ Q). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ
¬P,¬Q, (P ∨Q) ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ó¾, ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ. ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅ× ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ¬P,¬Q,P É ÉÚ ¬P,¬Q,Q ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ó¾, ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ ¡
ÎÏ ÜÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÐÒÏÓÔÙ: × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ,
ÞÔÏQ ` (P → Q) ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÁËÓÉÏÍÅ 1, Á ¬P ` (P → Q) ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÁËÓÉÏÍÅ 9.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÙ.
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÂÏÒÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÄÌÑ

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.
ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ A ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

p1, . . . , pn. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ A ÉÍÅ-
ÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ ε1, . . . , εn, ε ∈
∈ {0, 1}, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ A ÅÓÔØ ε ÐÒÉ p1 = ε1, . . . , pn = εn, ÔÏ

¬ε1p1, . . . ,¬εnpn ` ¬εA,
ÇÄÅ ¬uϕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ϕ ÐÒÉ u = 1 É ¬ϕ ÐÒÉ u = 0 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÉÓÔÉÎÕ, Á 0 ¡ ÌÏÖØ).

ìÅÍÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙA. íÙ
ÉÍÅÅÍ ÐÏÓÙÌËÉ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É
ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÉÄÑ ËÏ ×ÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ) ×Ù×ÏÄÉÍ
ÉÈ ÉÌÉ ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 3.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÔÏ ÉÚ ×ÓÅÈ 2n ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÐÏÓÙÌÏË
×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ, Á ÎÅ Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅ×
É ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞ¾ÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÐÏÓÙÌÏË: ÓÇÒÕÐ-
ÐÉÒÕÅÍ ÉÈ × ÐÁÒÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÐÏÚÉÃÉÉ p1 (× ÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÐÏÓÙÌÏË
ÓÔÏÉÔ p1, × ÄÒÕÇÏÍ ¬p1), ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅ× ÚÁÍÅÎÉÍ ÉÈ ÎÁ ÐÏÓÙÌËÕ
(p1 ∨ ¬p1), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ (ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ). óÄÅÌÁ× ÔÁË
ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÁÒ, ÐÏÌÕÞÉÍ 2n−1 ×Ù×ÏÄÏ×, × ÐÏÓÙÌËÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ p1; ÐÏ×ÔÏÒÉÍ
ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ Ó ÐÏÓÙÌËÁÍÉ p2, ¬p2 É Ô. Ä. ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ
ÆÏÒÍÕÌÁ A ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÂÅÚ ÐÏÓÙÌÏË, ËÁË É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ.
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üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ
ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ (ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×Ù-
ÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ). îÁÞÎ¾Í Ó ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ • ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-
ÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ
×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÉÓÔÉÎÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏ-
ÇÉÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ¬ϕ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÅÓÔØ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ: ÆÏÒÍÕÌÁ τ ×ÙÐÏÌÎÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {τ} ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ.
ôÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ ¡ ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÉÍÙ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ • ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÄÎÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ A É ¬A. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÎÅÇÏ
×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÍ 1. (÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ • ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 34 (ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ×ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ).
÷ÓÑËÏÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉ×Ï. ôÁË ËÁË ÏÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÉÓÔÉÎÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ • ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ
ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ B É Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ?

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÔ. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×Ù×ÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ). óÐÒÁ×ÅÄ-
ÌÉ×Ï É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ • ` A É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ A ÉÓÔÉÎÎÁ
ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. (ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ×Ù×ÏÄÁ A ÉÚ •.)

÷ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÜÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÍ ÎÁÂÏÒÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ • ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÙ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ B É ¬B,
ÞÔÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

íÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÎÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ,
ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ: ÅÓÌÉ A ¡ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï {¬A} ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï (ÉÚ ÎÅÇÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ A É ¬A), ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ,
ÚÎÁÞÉÔ, ¬A ×ÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ A ×ÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 35 (ÐÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ×ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ). ìÀ-
ÂÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ.



94 çÌÁ×Á IV. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÄÁÎÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï •, Á ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ
ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÉÓÔÉÎÎÙ. (÷Ï-
ÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.)

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ p, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÉÚ ÓÅÍÅÊ-
ÓÔ×Á •. îÁÍ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ, ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉ Å¾ ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÊ. åÓÌÉ ÏËÁÚÁ-
ÌÏÓØ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ • ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ p, ÔÏ ×ÙÂÏÒÁ ÎÅÔ: ÏÎÁ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ
ÉÓÔÉÎÎÏÊ × ÔÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ, ÇÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÉÓÔÉÎÎÙ (ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÐÒÉ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ). ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ • ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ
¬p, ÔÏ × ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÍ ÎÁÂÏÒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ p ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ.

åÓÌÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ p ÌÉÂÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÌÉÂÏ
Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ •, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÀÝÉÍ. á ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÌØÚÑ ×Ù×ÅÓÔÉ ÎÉ ÉÈ, ÎÉ ÉÈ
ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÐÏÌÎÉÍ ÎÁÛ ÎÁÂÏÒ • ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ, ËÁË ÔÅÐÅÒØ ÍÏÄÎÏ
ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ¥ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉÓØ¥.

ðÒÏ×ÅÄ¾Í ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏ-
ÄÑÝÉÅ × ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á •; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ V . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÄÏ ËÏÎÃÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ
ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V , ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÑ ÜÔÏÇÏ ÏÓÏÂÏ.

îÁÚÏ×¾Í ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ F ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÂÏ • ` F , ÌÉÂÏ • ` ¬F (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ
ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË • ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï).

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ:
ìÅÍÍÁ 1. ÷ÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅÐÒÏÔÉ-

×ÏÒÅÞÉ×ÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å –.
ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á – ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÚ V , ÎÁÐÏÍÎÉÍ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÉÚ – ÉÓÔÉÎÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ: ÅÓÌÉ • ¡ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á A ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ,
ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× •∪{A} É •∪{¬A} ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á • ∪ {A} É • ∪ {¬A} ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ù, ÔÏ • ` ¬A É
• ` ¬¬A, ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ V ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÌÅÍÍÙ 1 ÌÅÇËÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ ÔÏÇÄÁ ÓÞ¾ÔÎÏ, É ÐÒÏÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÑ ÉÈ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ Ë • ÌÉÂÏ ÓÁÍÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÌÉÂÏ
Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÌÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. þÕÔØ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÅÇÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ: ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÏ-
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ÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ, ÎÏ ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ
×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï? äÅÌÏ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ × ×Ù×ÏÄÅ Ä×ÕÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÆÏÒÍÕÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ-
ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ • (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×Ù×ÏÄÉ-
ÍÏÓÔÉ: ×Ù×ÏÄ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÜÔÉ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, Á
ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÎÁ ×ÓÅÈ ÛÁÇÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï).

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ V ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ-
×ÅÒÛÉÔØ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÏÒ-
ÍÕÌ, Á ÐÏÒÑÄËÏÍ ¡ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ¥ÂÙÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ¥. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÃÅÐØ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ
×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÅ-
ÍÅÊÓÔ×Á ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. á ÏÎÏ ÏÂÑÚÁÎÏ
ÂÙÔØ ÐÏÌÎÙÍ (ÉÎÁÞÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ, ÄÏÂÁ×É× A ÉÌÉ ¬A).

ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. ðÕÓÔØ • ¡ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ-

×Ï. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ) ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ
p É ¬p ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •. åÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ p ÉÓÔÉÎÎÏÊ,
ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÁÑ ¡ ÌÏÖÎÏÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ν ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ • ÐÒÉ ÔÁËÉÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÔÉÎÎÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅ-
ÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ A ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ

A ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ν ⇒ • ` A,
A ÌÏÖÎÁ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ν ⇒ • ` ¬A.

âÁÚÉÓ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ËÏÇÄÁ A ¡ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ) ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÓ-
ÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ÛÁÇÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÌÅÍÍÁ, ÞÔÏ
É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÏÌÎÏÔÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅ×. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (B ∧C). ôÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ
B É C. ÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ (ËÏÇÄÁ B É C ÉÓÔÉÎÎÙ ÎÁ ν) ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ • ` B É • ` C, ÏÔËÕÄÁ • ` (B ∧ C), ÔÏ ÅÓÔØ • ` A.
÷ ÄÒÕÇÏÍ (B ÉÓÔÉÎÎÁ, C ÌÏÖÎÁ) ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÁ¾Ô • ` B É
• ` ¬C, ÏÔËÕÄÁ • ` ¬(B ∧ C), ÔÏ ÅÓÔØ • ` ¬A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ É
×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÑÚËÉ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 35.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ ÓÏ×ÍÅÓÔ-
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ÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ. ÷ ÓÁ-
ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ϕ ¡ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {¬ϕ} ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÉÚ ¬ϕ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ` ¬¬ϕ, É ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ÓÎÑÔÉÑ Ä×ÏÊ-
ÎÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ` ϕ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÞÅ-
×ÉÄÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 36 (ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ).
ðÕÓÔØ • ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ, ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ. ôÏÇÄÁ É ×Ó¾ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉ×ÏÓÔÉ, Á ×Ù×ÏÄ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÉÛØ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ.

§3. ï ÖÅÎÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ1, ×ÅÌÉËÁÑ ÒÕÓÓËÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÌÁ ÍÎÏÇÏÅ - ÏÔ
ÁÔÏÍÎÏÊ ÂÏÍÂÙ (¥íÉÒ Ò×ÁÌÓÑ × ÏÐÙÔÁÈ ëÀÒÉ ÁÔ‚ÏÍÎÏÊ ÌÏÐÎÕ×ÛÅÀ ÂÏÍÂÏÊ¥
- ÜÔÏ Õ áÎÄÒÅÑ âÅÌÏÇÏ) ÄÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÖÅÎÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ (ÜÔÏ Õ ìÅÒÍÏÎÔÏ-
×Á).

öÅÎÓËÁÑ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÁ ÅÄ×Á ÌÉ ÎÅ ×ÓÅÈ ÒÕÓÓËÉÈ ÐÉÓÁÔÅÌÅÊ,
ÖÅÎÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ ¡ ÌÉÛØ ÉÚÂÒÁÎÎÙÈ. åÓÌÉ ÂÒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÉËÏ×, ÔÏ ÐÒÑ-
ÍÙÅ ÚÁÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÞ¾Ô ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Õ ôÕÒÇÅÎÅ×Á É Õ ìÅÒÍÏÎÔÏ×Á.
ôÕÒÇÅÎÅ× ÕÓÔÁÍÉ ðÉÇÁÓÏ×Á (× ¥òÕÄÉÎÅ¥, ÇÌ. 2) ÚÁÑ×ÌÑÅÔ: ¥... ÍÕÖÞÉÎÁ ÍÏÖÅÔ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×ÁÖÄÙ Ä×Á ÎÅ ÞÅÔÙÒÅ, Á ÐÑÔØ ÉÌÉ ÔÒÉ Ó ÐÏÌÏ×ÉÎÏÀ,
Á ÖÅÎÝÉÎÁ ÓËÁÖÅÔ, ÞÔÏ Ä×ÁÖÄÙ Ä×Á ¡ ÓÔÅÁÒÉÎÏ×ÁÑ Ó×ÅÞËÁ¥. ðÒÉÄÉÒÞÉ×ÙÊ
ËÒÉÔÉË ÚÁÍÅÔÉÔ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÓËÏÒÅÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ ÎÅ Ï ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÁÍ ÖÅÎÓËÏÊ ÌÏ-
ÇÉËÅ, Á Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÖÅÎÝÉÎÁ ÓËÌÏÎÎÁ Ë ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ ×ÎÅ ×ÓÑËÏÊ
ÌÏÇÉËÉ. ìÅÒÍÏÎÔÏ× ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ. õÓÔÁÍÉ (Á ÔÏÞÎÅÅ
ÒÕËÏÀ) ðÅÞÏÒÉÎÁ ÏÎ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ ÄÌÑ ÖÅÎ-
ÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. ÷ÏÔ ÚÁÐÉÓØ ÉÚ ÖÕÒÎÁÌÁ ðÅÞÏÒÉÎÁ ÏÔ
11-ÇÏ ÉÀÎÑ:

îÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÅÅ ÖÅÎÓËÏÇÏ ÕÍÁ:
ÐÏÒÑÄÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÉ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔ Ó×ÏÉ ÐÒÅÄÕ-
ÂÅÖÄÅÎÉÑ, ÏÞÅÎØ ÏÒÉÇÉÎÁÌÅÎ; ÞÔÏÂÙ ×ÙÕÞÉÔØÓÑ ÉÈ ÄÉÁÌÅËÔÉËÅ,
ÎÁÄÏ ÏÐÒÏËÉÎÕÔØ × ÕÍÅ Ó×Ï¾Í ×ÓÅ ÛËÏÌØÎÙÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÌÏÇÉËÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÏÓÏÂ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÊ: üÔÏÔ ÞÅÌÏ×ÅË ÌÀÂÉÔ ÍÅÎÑ,
ÎÏ Ñ ÚÁÍÕÖÅÍ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÅÇÏ ÌÀÂÉÔØ.

1îÉÖÅ ÐÅÒÅÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌ ÉÚ ËÎÉÇÉ ¥ôÒÕÄÙ ÐÏ ÎÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ¥ËÒÕÐÎÏÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ ÐÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÷. á. õÓÐÅÎÓËÏÇÏ.
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óÐÏÓÏÂ ÖÅÎÓËÉÊ: ñ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÅÇÏ ÌÀÂÉÔØ, ÉÂÏ Ñ ÚÁÍÕÖÅÍ; ÎÏ
ÏÎ ÍÅÎÑ ÌÀÂÉÔ, ¡ ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ . . .

ôÕÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË, ÉÂÏ ÒÁÓÓÕÄÏË ÕÖÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ...

ðÒÉÄÉÒÞÉ×ÙÊ ËÒÉÔÉË É ÔÕÔ ÎÅ ÎÁÊÄ¾Ô ÔÏÇÏ ÏÐÒÏËÉÄÙ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÒÁ-
×ÉÌ ÌÏÇÉËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ðÅÞÏÒÉÎ. óËÏÒÅÅ, ÓËÁÖÅÔ ÜÔÏÔ ËÒÉÔÉË,
ÚÄÅÓØ ×ÓÔÕÐÁÀÔ × ËÏÎÆÌÉËÔ Ä×Á ÓÉÌÌÏÇÉÚÍÁ, ÎÒÁ×ÓÔ×ÅÎÎÙÊ É ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÙÊ,
É ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÏÂÅÖÄÁÅÔ. (óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÂÁ ÄÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ. îÒÁ×ÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÓÉÌÌÏÇÉÚÍ: ÚÁÍÕÖÎÑÑ ÖÅÎÝÉÎÁ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÌÀÂÉÔØ ÎÉËÏÇÏ, ËÒÏÍÅ Ó×ÏÅÇÏ ÍÕ-
ÖÁ; ÏÎ ¡ ÎÅ ÍÏÊ ÍÕÖ, Á Ñ ÚÁÍÕÖÅÍ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÅÇÏ ÌÀÂÉÔØ.
þÕ×ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÉÌÌÏÇÉÚÍ: Ñ ÌÀÂÌÀ ÔÏÇÏ, ËÔÏ ÌÀÂÉÔ ÍÅÎÑ; ÏÎ ÍÅÎÑ ÌÀÂÉÔ; ÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ ÅÇÏ ÌÀÂÌÀ.) ëÒÉÔÉËÕ ÍÙ ×ÏÚÒÁÚÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
×Ï ÆÒÁÚÅ, ÉÚÂÒÁÎÎÏÊ ðÅÞÏÒÉÎÙÍ ÄÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÖÅÎÓËÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ, ÎÅ
×ÐÏÌÎÅ ÕÍÅÓÔÎÏ ÐÏÓÌÅ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÅÍÕ ÐÏÓÙÌÏË: ñ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÅÇÏ
ÌÀÂÉÔØ, ÉÂÏ Ñ ÚÁÍÕÖÅÍ É ïÎ ÍÅÎÑ ÌÀÂÉÔ; ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÓÙÌÏË ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ
ÏÂÙÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÍÁÌÏ ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÏÚÒÁÚÉÍ ÍÙ ËÒÉÔÉËÕ, ÐÒÅ-
ÏÂÌÁÄÁÎÉÅ ÇÅÄÏÎÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÅÔÓÑ × ÐÅÞÏÒÉÎÓËÏÍ
ÐÒÉÍÅÒÅ, Á ÅÝ¾ ÔÏÞÎÅÅ ¡ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÁÖÎÅÊ-
ÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ É ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ ÞÅÒÔ
ÖÅÎÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ. üÔÏ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ.

¥ðÒÉ ÉÍÅÎÉ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÔÏÔÞÁÓ ÏÓÅÎÑÅÔ ÍÙÓÌØ Ï ÒÕÓÓËÏÍ ÎÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÏÍ ÕÞ¾ÎÏÍ¥, ËÁË ÓËÁÚÁÌ ÂÙ çÏÇÏÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ Ï ÒÕÓÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁ-
ÔÕÒÅ ÐÌÁ×ÎÏ ÐÅÒÅÔÅËÁÅÔ × ÒÁÚÇÏ×ÏÒ Ï ÒÕÓÓËÏÊ ÎÁÕËÅ. óÒÅÄÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ
ÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÎÁÕËÉ ÅÓÔØ ÔÅ, ËÏÇÏ ÐÏ ÏÂÝÅÍÉÒÏ×ÙÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÁÍ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ËÏ-
ÌÅÂÁÎÉÊ ÎÁÚ×ÁÔØ ×ÅÌÉËÉÍ ÕÞ¾ÎÙÍ. ôÁËÏ×Ù, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÔÒÏÅ: íÉÈÁÉÌ
÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞ ìÏÍÏÎÏÓÏ×, äÍÉÔÒÉÊ é×ÁÎÏ×ÉÞ íÅÎÄÅÌÅÅ×, áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ
ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×. õÖÅ ÄÌÑ ×ÅÓØÍÁ ÎÁÍÉ Õ×ÁÖÁÅÍÏÇÏ é×ÁÎÁ ðÅÔÒÏ×ÉÞÁ ðÁ×ÌÏ×Á
ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÞÌÉ ÂÙ ÐÏÎÑÔÉÅ ¢×ÅÌÉËÉÊ ÆÉÚÉÏÌÏÇ£.

äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ ÎÁÄÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÎÁÕÞÎÏÊ
ÂÉÏÇÒÁÆÉÉ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á áÎÄÒÅÑ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÁ (25.04.1903   20.10.1987). ìÏ-
ÇÉËÁ ÂÙÌÁ ÌÀÂÏ×ØÀ ÅÇÏ ÍÏÌÏÄÏÓÔÉ; ÏÎ ×ÅÒÎÕÌÓÑ Ë ÎÅÊ ÎÁ ÓËÌÏÎÅ Ó×ÏÉÈ ÌÅÔ.
÷ 1925 Ç. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÓÔÁÔØÀ ¥ï ÐÒÉÎÃÉÐÅ tertium non datur¥,
×ÈÏÄÑÝÕÀ × ÏÂÝÅÐÒÉÚÎÁÎÎÙÊ ÚÏÌÏÔÏÊ ÆÏÎÄ ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ÌÏÇÉËÅ, ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÉ×ÛÉÈ ÌÉÃÏ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÉ. á Ó ÎÁÞÁÌÁ 1980 Ç. ÄÏ
ËÏÎÃÁ ÖÉÚÎÉ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ×ÏÚÇÌÁ×ÌÑÌ ËÁÆÅÄÒÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ íÏ-
ÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.

ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÔÁÔØÑ 1925 Ç. ÂÙÌÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÉÎÔÕ-
ÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ ¡ Å¾ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ. éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÁÑ
ÌÏÇÉËÁ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ, ÎÅ ÐÒÉ-
ÚÎÁ¾Ô ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞ¾ÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÏÎ ÖÅ ¡ ÐÒÉÎÃÉÐ ¥ÔÒÅÔØÅÇÏ ÎÅ ÄÁÎÏ¥
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(tertium non datur). üÔÏÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ ÎÉ ×ÏÚØÍÉ ×ÙÓËÁ-
ÚÙ×ÁÎÉÅ A, ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏ, A ÉÌÉ ÎÅ- A, ÎÅÐÒÅÍÅÎÎÏ ×ÅÒÎÏ: ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ,
ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÏ ÎÅÞÔÏ ÔÒÅÔØÅ. æÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ ÖÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÌÏÇÉËÉ, ÂÕÄØ
ÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ, ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄß-
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×Á ÔÏÞÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ É ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÝÉÈ ÓÐÉÓËÁ: ÓÐÉÓÏË ÁËÓÉÏÍ É
ÓÐÉÓÏË ÐÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ. áËÓÉÏÍÙ ÐÒÏ×ÏÚÇÌÁÛÁÀÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÀ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ (ÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ × ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ)
ÌÏÇÉËÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ËÁË ÒÁÚ É ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞ¾ÎÎÏ-
ÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. ðÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÔÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ, ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ
ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÏÓÙÌÏË ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ; ×ÅÒÎÙ ÉÌÉ
ÎÅ×ÅÒÎÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÉ ÐÏÓÙÌËÉ, ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌ ×Ù×Ï-
ÄÁ (É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å, É ÄÌÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ
ÌÏÇÉËÉ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÅ:

éÚ Ä×ÕÈ ÐÏÓÙÌÏË : [ÅÓÌÉ P, ÔÏ Q] É P ¡ ÓÌÅÄÕÅÔ Q.
éÌÉ, ËÏÒÏÞÅ,

ðÕÓÔØ [P⇒ Q] É P; ÔÏÇÄÁ Q.
üÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ modus ponens.

÷Ó¾ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÉÍÅÌÏ ÃÅÌØÀ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÀ ËÏÌÍÏ-
ÇÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÉÑ. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÏÂÎÁÒÏÄÏ×ÁÌ Ó×Ï¾ ÐÒÁ×ÉÌÏ × 80-È ÇÏÄÁÈ.
ïÔËÒÙÔÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÖÅÎÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ:

ðÒÁ×ÉÌÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á: ðÕÓÔØ [P⇒ Q] É [Q ÐÒÉÑÔÎÏ]; ÔÏÇÄÁ P.

ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÎÅ ÕÔÒÕÄÉÌ ÓÅÂÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. ðÒÉ-
×ÅÄ¾Í ÔÁËÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ.

éÔÁË, ×ÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á: ÅÓÌÉ Õ ÍÕÖÁ
ÅÓÔØ ÄÅÎØÇÉ, Õ ÍÅÎÑ ÂÕÄÅÔ ÎÏ×ÁÑ ÛÕÂËÁ (ÜÔÏ ÅÓÔØ P ⇒ Q); ÉÍÅÔØ ÎÏ×ÕÀ
ÛÕÂËÕ ÐÒÉÑÔÎÏ (ÜÔÏ ÅÓÔØ Q ÐÒÉÑÔÎÏ); ÏÔÓÀÄÁ (ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á)
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ ÍÕÖÁ ÅÓÔØ ÄÅÎØÇÉ (ÜÔÏ ÅÓÔØ P).



çìá÷á V

ñÚÙËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

ðÏÍÉÍÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË, × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅ-
ÞÁÀÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏÒÙ ¥ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ¥ (∀) É ¥ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ¥ (∃). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ ¥ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ
ε ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ δ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ . . .¥. á ÏÄÎÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ
ÇÒÕÐÐ (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ) ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ∀x∃y((xy =
= 1) ∧ (yx = 1)).

íÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÅ ×
ÓÅÂÑ Ë×ÁÎÔÏÒÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ¥ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ A¥ (ÇÄÅ
A ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÁ x) ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÀ
¥ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ×ÅÒÎÏ ¬A¥.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁËÏÎÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ, ÄÁÄÉÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×
ÎÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×) É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ, ËÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÖÁÔØ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ É ËÁËÉÅ ÎÅÌØÚÑ.

§1. æÏÒÍÕÌÙ É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ

îÁÞÎ¾Í Ó ÐÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ M ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á R ¡
ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ Î¾Í, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
M ×M . ÷ÍÅÓÔÏ 〈x, y〉 ∈ R ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ R(x, y). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

∀x ∃y R(x, y).

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R (ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈M ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ó ÎÉÍ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ
R) É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÁ ÉÌÉ ÌÏÖÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ M ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N, Á R ¡ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ¥ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ¥ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×Á-
ÍÉ, R ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÁÒ 〈x, y〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x < y), ÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ
ÉÓÔÉÎÎÁ. á ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ¥ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ¥ (ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å) ÜÔÁ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏÖÎÁ.

÷ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

∃y R(x, y)

ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M É ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R ÎÁ Î¾Í, ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÐÏËÁ ÎÅ ÕÔÏÞÎÅÎÏ, ËÁËÏ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÅÓÌÉ M = N É R(x, y) ÅÓÔØ x > y, ÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÐÒÉ x = 3
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É ÌÏÖÎÏÊ ÐÒÉ x = 0. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ M É R ÏÎÁ ÚÁÄÁ¾Ô ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ÜÌÅÍÅÎÔÁ x É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .

ðÅÒÅÊÄ¾Í Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. ðÕÓÔØM ¡ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï Mk ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 〈m1, . . . ,mk〉 ÄÌÉÎÙ k,
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . îÁÚÏ×¾Í k-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M k × M (ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÅ ÎÁ ×Ó¾Í M k).
óÉÎÏÎÉÍÙ: ¥ÆÕÎËÃÉÑ k ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×¥, ¥ÆÕÎËÃÉÑ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k¥, ¥ÆÕÎËÃÉÑ
ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ k¥ É ÄÁÖÅ ¥ÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÎÏÓÔÉ k¥ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÏ×Ï ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ
ÓÌÏ× ¥ÕÎÁÒÎÁÑ¥ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ¥ÂÉÎÁÒÎÁÑ¥ (ÏÐÅÒÁÃÉÑ) ÄÌÑ
ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× É ¥ÔÅÒÎÁÒÎÁÑ¥ ÄÌÑ ÔÒ¾È ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×).

îÁÚÏ×¾Í k-ÍÅÓÔÎÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
Mk × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B = {é,ì}. ôÁËÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ 〈m1, . . . ,mk〉 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M É ÌÏÖÎÙÍ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ.
ðÏÓÔÁ×É× ÅÍÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÎÁÂÏÒÏ×, ÇÄÅ ÏÎ ÉÓÔÉÎÅÎ, ÍÙ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ k-ÍÅÓÔÎÙÍÉ ÐÒÅÄÉËÁ-
ÔÁÍÉ ÎÁ M É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M k. çÏ×ÏÒÑ Ï ÐÒÅÄÉËÁÔÁÈ, ÔÁËÖÅ
ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ ÔÅÒÍÉÎÙ ¥×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ¥, ¥ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×¥ É ÄÒ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÎÕÌØ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M 0 ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏ (ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ 0). ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ M 0 → M ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , Á ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ¡ ÉÓÔÉÎÎÙÊ
É ÌÏÖÎÙÊ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉ-
ËÁÔÙ, Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É ÐÒÅ-
ÄÉËÁÔÎÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÙÅ
ÚÎÁËÉ. ÷ÁÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ ÐÒÉÐÉÓÁÎÁ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÓÏ ÓËÏÌØËÉÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ.
ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-
ÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕËÁÚÁÎÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ,
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ.

ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÉ ×ÅÝÉ: ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ,
ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ É ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓ-
ÔÉÎÎÏÊ (× ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ).

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÉÎÄÉ×ÉÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÍÉ. ïÎÉ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁ
ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ; ÏÂÙÞÎÏ × ÔÁËÏÍ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÀÔ ÌÁÔÉÎÓËÉÅ ÂÕË×Ù x, y, z, u, v, w Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ
ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÍ È×ÁÔÉÔ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ
×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÉÎÁÞÅ ×ÙÊÄÅÔ
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ÐÕÔÁÎÉÃÁ).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÅÒÍÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ôÅÒÍÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÐÑÔÙÈ, ÓËÏÂÏË É ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ËÏ-
ÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ:
• éÎÄÉ×ÉÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÅÓÔØ ÔÅÒÍ.
• æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 0 ÅÓÔØ ÔÅÒÍ.
• åÓÌÉ t1, . . . , tk ¡ ÔÅÒÍÙ, Á f ¡ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
k > 0, ÔÏ f(t1, . . . , tk) ÅÓÔØ ÔÅÒÍ.

÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ 0 (ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ) × ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, ÎÏ
ÔÏÇÄÁ ÂÙ ÐÏÓÌÅ ÎÉÈ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÐÉÓÁÔØ ÓËÏÂËÉ (ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÈ
ÎÁ ÑÚÙËÅ óÉ).

åÓÌÉ A ¡ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k, Á t1, . . . , tk ¡ ÔÅÒÍÙ, ÔÏ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ A(t1, . . . , tk) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÊ
ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 0 ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.

æÏÒÍÕÌÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÔÁËÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ:
• áÔÏÍÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ.
• åÓÌÉ ϕ ¡ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÔÏ ¬ϕ ¡ ÆÏÒÍÕÌÁ.
• åÓÌÉ ϕ É ψ ¡ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (ϕ∧ψ), (ϕ∨ψ), (ϕ→ ψ) ÔÁËÖÅ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.
• åÓÌÉ ϕ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á ξ ¡ ÉÎÄÉ×ÉÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
∀ξ ϕ É ∃ξ ϕ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.

÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ×ÈÏÄÉÔ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ
=, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. ðÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ×ÍÅÓÔÏ = (t1, t2) ÐÉÛÕÔ (t1 = t2).

éÔÁË, ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. éÎÏ-
ÇÄÁ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕ-
ÒÙ, ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÑÚÙËÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ.

îÁÛ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ¡ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.
ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ σ. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ:
• ÕËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M , ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÎ-

ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ;
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ Ó

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M
(ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, 0-ÍÅÓÔÎÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÌÉÂÏ é, ÌÉÂÏ ì);
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ ÕËÁÚÁÔØ ÆÕÎË-

ÃÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ-
ÍÉ ÉÚ M (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ 0-ÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÁÄÏ
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ÕËÁÚÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , Ó ÎÉÍÉ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÊ).

åÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÓÉÍ×ÏÌ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÔÏ ÓÒÅÄÉ Å¾ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÁÃÉÊ ×ÙÄÅÌÑÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍ×ÏÌ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .

ðÒÉ×ÅÄ¾Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÓÉÇÎÁÔÕÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅ-
ÏÒÉÑÈ.

óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ Ä×Á Ä×Õ-
ÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÁ (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÐÏÒÑÄÏË) É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÆÕÎËÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ×ÍÅÓÔÏ 6 (x, y) ÐÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÐÉÛÕÔ x 6 y.

áËÓÉÏÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ, ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×-
ÎÏÓÔØ) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÅ-
ÂÏ×ÁÎÉÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:

∀x ∀y(((x 6 y) ∧ (y 6 x))→ (x = y)).

éÎÏÇÄÁ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÍÅÓÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ 6
×ËÌÀÞÁÀÔ ÓÉÍ×ÏÌ <; ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÎÉÃÙ ÔÕÔ ÎÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 126. ëÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ? Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ? Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×)? Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÏ-
ÓÔÉ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ¡ ÉÌÉ,
ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÌÀÂÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Å)? Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅ-
ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.)

óÉÇÎÁÔÕÒÕ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ (ÐÏÍÉÍÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á) ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×
(ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ), ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (ÎÕÌØ-
ÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ) 1 É ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ-
×ÏÌ inv(x) ÄÌÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ó
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÉÛØ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× ×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ:

∀x ∀y ∀z(((x× y)× z) = (x× (y × z))),
∀x (((x× 1) = x) ∧ ((1× x) = x)),

∀x (((x× inv(x)) = 1) ∧ ((inv(x)× x) = 1)).

åÓÌÉ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÐÒÉÄ¾ÔÓÑ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØ Ë×ÁÎÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÁËÓÉÏÍÕ ÔÁË:

∀x ∃y (((x× y) = 1) ∧ ((y × x) = 1)).
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úÁÄÁÞÁ 127. ëÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ, ÅÓÌÉ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ
ÎÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÁËÓÉÏÍÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÓÔÁ-
ÎÅÔ ÞÁÓÔØÀ ÁËÓÉÏÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ.)

úÁÄÁÞÁ 128. ëÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ? ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ËÒÏÍÅ ÅÄÉÎÉÃÙ)
ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 11? ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÅ ×Ó¾ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎ-
ÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÈÏÔÑ ÐÏËÁ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÓÒÅÄÓÔ× ÜÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.)

óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ
ÓÉÍ×ÏÌÁ: ÄÌÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. áËÓÉÏÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. þÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÀÔ ×ÁÒÉÁÎÔ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÔÅÏÒÉÅÊ
ãÅÒÍÅÌÏ   æÒÅÎËÅÌÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ZF. ðÒÉ×ÅÄ¾Í ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÄÎÕ ÉÚ
ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ZF, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÏÂß¾ÍÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÜËÓÔÅÎÓÉÏÎÁÌØ-
ÎÏÓÔÉ:

∀x ∀y ((∀z ((z ∈ x)→ (z ∈ y)) ∧ ∀z ((z ∈ y)→ (z ∈ x)))→ (x = y)).

úÁÄÁÞÁ 129. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÅÓÎÏ ÜÔÕ ÁËÓÉÏÍÕ.

úÁÄÁÞÁ 130. ëÁËÏ×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ?
íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 2? ËÏÎÅÞÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ? ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ?

úÁÄÁÞÁ 131. äÏËÁÖÉÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ
Ë×ÁÎÔÏÒÙ.

1) ∀x P (x) ≡ ∃x P (x)
2) ∃x P (x) ≡ ∀x P (x)
3) ∀x∀y P (x, y) ≡ ∀y∀x P (x, y)
4) ∃x∃y P (x, y) ≡ ∃y∃x P (x, y)
5) ∀x (P (x) ∧Q(x)) ≡ ∀x P (x) ∧ ∀x Q(x))
6) ∃x (P (x) ∨Q(x)) ≡ ∃x P (x) ∨ ∃x Q(x))
7) ∀x (P (x) ∨Q(y)) ≡ ∀x P (x) ∨Q(y)
8) ∃x (P (x) ∧Q(y)) ≡ ∃x P (x) ∧Q(y)
9) ∃y∀x P (x, y)⇒ ∀x∃y P (x, y) ≡ 1

§2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ

éÚ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÏ×, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÏÎÑÔÅÎ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÑÓÎÏ, × ËÁËÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ É ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄ¾Í
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ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ. (åÇÏ ÄÅÔÁÌÉ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.)

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ, ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ). óÏÇÌÁÓ-
ÎÏ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x ∃y A(x, y) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×,
Á ÆÏÒÍÕÌÙ ∃y A(x, y) É (A(x) ∧ ∀xB(x, x)) ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ
x. ÷ÏÔ ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

• ðÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÔÅÒÍÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÇÏ ÉÎÄÉ×ÉÄÎÙÅ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÅ.
• ðÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑ-

ÝÉÈ × ÎÅ¾ ÔÅÒÍÏ×.
• ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬ϕ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Õ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ.
• ðÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌ (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ) É (ϕ → ψ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÁÒÁ-

ÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ψ.
• ðÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌ ∀ξ ϕ É ∃ξ ϕ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ
ϕ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ.

ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÙ. úÁÍÅ-
ÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒ x É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
(× ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÅ) Ë×ÁÎÔÏÒ ∀x. ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅÉ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ. ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¡ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
ÏÄÎÏÉÍ¾ÎÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏÒÁ. åÓÌÉ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ,
ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ¡ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ,
ÉÍÅÀÝÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÉÓÔÉÎÎÏÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÉÎ-
ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ôÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÝÅ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅÍ ÉÎÄÉ×ÉÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÐÒÉÐÉÓÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á
ÐÏÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ
ÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ïÃÅÎËÏÊ ÎÁÚÏ×¾Í ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
ËÁÖÄÏÊ ÉÎÄÉ×ÉÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ñ×ÌÑÀÝÅ-
ÇÏÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ t ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ π, ËÏÔÏÒÏÅ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ [t](π).

• äÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÎÏ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.
• åÓÌÉ t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ (ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÓÉÍ×Ï-

ÌÏÍ), ÔÏ [t](π) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ π É ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÐÒÉ
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ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, × ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ Ó ËÁÖÄÏÊ ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÏÊ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÏÓÉÔÅÌÑ).
• åÓÌÉ t ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(t1, . . . , tm), ÇÄÅ f ¡ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×Á-

ÌÅÎÔÎÏÓÔÉm, Á t1, . . . , tm ¡ ÔÅÒÍÙ, ÔÏ [t](π) ÅÓÔØ [f ]([t1](π), . . . , [tm](π)),
ÇÄÅ [f ] ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÕ f × ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÁÃÉÉ, Á [ti](π) ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ ti ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ π.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ π ×
ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [ϕ](π) É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ
é ÉÌÉ ì; × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÊ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ¡
ÌÏÖÎÏÊ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ:

• úÎÁÞÅÎÉÅ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ A(t1, . . . , tm) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

[A]([t1](π), . . . , [tm](π)),

ÇÄÅ [A] ¡ ÐÒÅÄÉËÁÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ A ×
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÔÏ Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÃÅÎ-
ËÉ É ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ.
• [¬ϕ](π) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ¬[ϕ(π)], ÇÄÅ ¬ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÑ × B.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ ¬ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ π ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÌÏÖÎÁ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÅ.
• [ϕ∧ψ](π) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË [ϕ](π)∧ [ψ](π), ÇÄÅ ∧ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÎÉ-

ÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÑ × B. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ (ϕ∧ψ) ÉÓÔÉÎÎÁ
ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ π ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ É ψ ÉÓÔÉÎÎÙ
ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÅ.) áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ [ϕ ∨ ψ](π) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË
[ϕ](π) ∨ [ψ](π), Á [ϕ→ ψ](π) ¡ ËÁË [ϕ](π)→ [ψ](π).
• æÏÒÍÕÌÁ ∀ξ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ π ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕ-

ÌÁ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ π′, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó π ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ (ËÏÔÏÒÏÅ × ÏÃÅÎËÅ π′ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ). äÒÕ-
ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ π+(ξ 7→ m) ÏÃÅÎËÕ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ ÒÁ×ÎÏ m, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ
ÔÅ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÏÃÅÎËÅ π, ÔÏ

[∀ξ ϕ](π) =
∧

m∈M
[ϕ](π + (ξ 7→ m)).

(÷ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÎßÀÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÅÓ-
ÌÉ ×ÓÅ Å¾ ÞÌÅÎÙ ÉÓÔÉÎÎÙ.)
• æÏÒÍÕÌÁ ∃ξ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ π ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒ-

ÍÕÌÁ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÃÅÎËÅ π′, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó π ×ÓÀÄÕ,
ËÒÏÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ (ËÏÔÏÒÏÅ × ÏÃÅÎËÅ π′ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ).
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äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

[∀ξ ϕ](π) =
∨

m∈M
[ϕ](π + (ξ 7→ m)).

(÷ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÅÓ-
ÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ Å¾ ÞÌÅÎÏ× ÉÓÔÉÎÅÎ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ × ÏÃÅÎËÅ
π ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ
ÆÏÒÍÕÌÙ) ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ Ä×Å ÏÃÅÎËÉ π1 É π2 ÐÒÉÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ-
×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ, ÔÏ [ϕ](π1) = [ϕ](π2). äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Å¾ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×.

úÁÄÁÞÁ 132. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 133. ðÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ Ë ÌÀÂÏÊ ÆÏÒ-
ÍÕÌÅ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Ë ÓÔÒÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ∀y A(x). ëÁËÉÅ Õ ÎÅ¾ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ?
ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ? (ïÔ×ÅÔ: ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ x É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ A(x).)

úÁÄÁÞÁ 134. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x ∃xA(x)? ôÏÔ
ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ∃x ∀xA(x). (ïÔ×ÅÔ: ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ∃xA(x), Á ×ÔÏÒÁÑ ¡ ÆÏÒÍÕÌÅ ∀xA(x).)

æÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. úÁÍËÎÕ-
ÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ. ëÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ
ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).

§3. ÷ÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ σ É Å¾ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅ-
ÌÅÍ M . íÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ×ÙÒÁÚÉÍÏÇÏ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ × ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ) k-ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ.

÷ÙÂÅÒÅÍ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . , xk. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ
ϕ, ×ÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÓÐÉÓËÅ x1, . . . , xk. éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . , xk. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M k → B = {é,ì}, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ k-ÍÅÓÔÎÙÊ
ÐÒÅÄÉËÁÔ ÎÁ M . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ϕ. ÷ÓÅ
ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÙÒÁÚÉ-
ÍÙÍÉ (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÙÂÏÒ ÓÐÉÓËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ.)
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M k (ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ
×ÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÙÒÁÚÉÍÙÍÉ.
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úÁÄÁÞÁ 135. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ
Ä×ÕÈ ×ÙÒÁÚÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÒÁÚÉÍÙÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏ-
ÅËÃÉÑ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÙÒÁÚÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÄÏÌØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ¥ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ¥
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (k − 1)-ÍÅÒÎÙÍ ×ÙÒÁÚÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ. óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ S
É Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (=). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÁÃÉÀ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏÓÉÔÅÌÑ ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ N.
óÉÍ×ÏÌ S ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ S ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÔ ÓÌÏ×Á successor ¡ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ). úÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ¥ÂÙÔØ ÎÕÌ¾Í¥ ×ÙÒÁÚÉÍ ×
ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÄÌÑ ÎÕÌÑ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ
ÎÅ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

¬∃y(x = S(y))

Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x.
åÝ¾ ÐÒÏÝÅ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ¥ÂÙÔØ ÂÏÌØ-

ÛÅ ÎÁ 2¥, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÁÖÅ ÎÅ ÎÕÖÎÙ Ë×ÁÎÔÏÒÙ: y = S(S(x)).
ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÖÅ × ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ

ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ×ÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ y = x + N , ÇÄÅ N ¡ ÂÏÌØÛÏÅ
ÞÉÓÌÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÍÉÌÌÉÁÒÄ), Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÊ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ, ÞÅÍ y = S(S(. . . (S(x)) . . . )). ëÁË ÎÉ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ×ÐÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ,
É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÓÔÉÔØ ÎÁ ÌÉÓÔÅ ÂÕÍÁÇÉ.

úÁÄÁÞÁ 136. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ y = x + N ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ O(logN). (õËÁÚÁÎÉÅ.
åÓÌÉ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ×ÙÒÁÖÁÔØ y = x + n, ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ y = x + 2n Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ

∃z ((z = x+ n) ∧ (y = z + n))
(× ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÒÅÚ z = x + n É y = z + n ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÆÏÒÍÕÌÙ). üÔÏ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁ¾Ô, ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ Õ×Å-
ÌÉÞÉÌÁÓØ ×Ä×ÏÅ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÔÒÀË:

∃z ∀u ∀v(((u = x ∧ v = z) ∨ (u = z ∧ v = y))→ (v = u+ n)).

äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÐÉÓØÀ ÞÉÓÌÁ N × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ.)

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ Ë×ÁÎÔÏÒÙ ÐÏÞÔÉ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×Á-
ÀÔ ÎÁÂÏÒ ×ÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×: ×ÓÑËÉÊ ×ÙÒÁÚÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÂÕÄÅÔ ×ÙÒÁ-
ÖÁÔØÓÑ ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÊ), ÅÓÌÉ
ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0.
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þÔÏÂÙ ÐÒÉ×ÙËÎÕÔØ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ¾ ÏÄÉÎ ÐÒÉ-
ÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÔÒ¾ÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉ-
ËÁÔ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÔÏÞÅË, Á
C(x, y, z) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x É y ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÔÏÞËÉ z. ïËÁÚÙ×ÁÅÔ-
ÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ×ÓÅ
ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ëÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ A,B,C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄ-
ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ? ÷ÏÔ ËÁË: ¥ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ C ′, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ
ÂÙ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÏÔ A É B, ÞÔÏ É ÔÏÞËÁ C¥.

úÁÄÁÞÁ 137. îÁÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁ-
ÔÕÒÙ.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÞÅÔÙÒ¾È ÔÏÞÅË A,B,C,D: ¥ÔÏÞËÉ
A É B ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏÞËÉ C É D ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÐÒÑÍÙÅ AB É CD ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÙ¥. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÄÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÌÅÖÁÌÁ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó A É B, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó C É D.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÞÅÔÙÒ¾È ÔÏÞÅË ¥ÂÙÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ¥. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÅÂÅ.
ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ¥ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ AB ÒÁ×ÎÏ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÀ CD¥.

úÁÄÁÞÁ 138. úÁÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ É ÄÁÌØÛÅ.

úÁÄÁÞÁ 139. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï |OA| 6 |OB| ÔÒ¾È ÔÏÞÅË O, A, B.
(õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÐÉÛÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ A, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ-
ÓÑ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÄÉÕÓÁ OB Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × O.)

úÁÄÁÞÁ 140. úÁÐÉÛÉÔÅ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ: ( Á) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×;
( Â) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÇÌÏ×; ( ×) Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÇÌÁ ÂÙÔØ ÐÒÑÍÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 141. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ
(=, <) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁË ×ÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ y = x+ 1?

úÁÄÁÞÁ 142. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÉÎ-
ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=,+, y = x2). ëÁË ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÒ¾ÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅ-
ÄÉËÁÔ xy = z?

úÁÄÁÞÁ 143. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉ-
ËÁÔ ¥x ÄÅÌÉÔ y¥. ÷ÙÒÁÚÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ¥ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅ¥ É ¥ÂÙÔØ ÐÒÏ-
ÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ¥.
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úÁÄÁÞÁ 144. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÔÏÞÅË) É Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅ-
ÄÉËÁÔ ¥ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1¥. ÷ÙÒÁÚÉÔØ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ
¥ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2¥ É ¥ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2¥.

§4. ÷ÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ Ä×Á Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ-
×ÏÌÁ ¡ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ x+ y ×ÍÅÓÔÏ
+(x, y) É Ô. Ä.) É Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

÷ÙÒÁÚÉÍÙÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ É ÉÇÒÁÀÔ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ. óÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ. ï ÎÉÈ ÐÏ-
ÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ × ÄÒÕÇÏÊ ÇÌÁ×Å; ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 145. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÎÅÓÞ¾ÔÎÏ, Á ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞ¾ÔÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ.)

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÅÄÉËÁ-
ÔÏ×.

• ðÒÅÄÉËÁÔ x 6 y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ
ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ∃z (x+ z = y).
• ðÒÅÄÉËÁÔÙ x = 0 É x = 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
x = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x 6 y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y (Á ÔÁËÖÅ ËÏÇÄÁ
x+ x = x). á x = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ. (íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÔÅÍ, ÞÔÏ y · 1 = y ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y.)
• ÷ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ÐÒÅÄÉËÁÔ x = c Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ.)
• ðÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÏÅ ÏÂÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ËÁ-

ËÏÊ-ÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ, ÔÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÅÇÏ ÍÏÖ-
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ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎ ×ÈÏÄÉÌ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÕ.
• ðÒÅÄÉËÁÔ x|y (ÞÉÓÌÏ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ y), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÁÒÉÆ-

ÍÅÔÉÞÅÎ (ÆÏÒÍÕÌÁ ∃z (xz = y)).
• ðÒÅÄÉËÁÔ ¥x¡ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ¥ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÏ ÐÒÏ-

ÓÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 1 É ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 1 ÉÌÉ ÓÁÍÏÍÕ
ÞÉÓÌÕ. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.
• ïÐÅÒÁÃÉÉ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÙ (× ÔÏÍ ÓÍÙ-

ÓÌÅ, ÞÔÏ ÔÒ¾ÈÍÅÓÔÎÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ¥q ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÏÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ a ÎÁ b¥
É ¥r ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ a ÎÁ b¥ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒ-
×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∃r ((a = bq + r) ∧ (r < b)) (ËÁË ÍÙ
ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ (r < b) ÎÅ
ÓÏÚÄÁ¾Ô ÐÒÏÂÌÅÍ).
• üÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ: ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÉÈ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÕÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÖÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á ¥ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ¥, ¥ÂÙÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂ-
ÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ¥, ¥ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ¥ ×ÓÅ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÉ.
• ðÒÅÄÉËÁÔ ¥ÂÙÔØ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ¥ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ (ÈÏÔÑ

ÜÔÏ É ÎÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-
ÌÅ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÌÀÂÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÉÂÏ
ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÌÉÂÏ Þ¾ÔÅÎ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÔÒÏÊËÉ É ×ÏÏÂÝÅ
ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÞÅÔ×¾ÒËÉ
ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, É, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÍÙ ÐÏÄÏÛÌÉ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ, ÇÄÅ ÂÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÏÂÝÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ.

ä×Á ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ
ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ¥ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ¥ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.
ïÄÉÎ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ç¾ÄÅÌÀ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ β-ÆÕÎËÃÉÑ ç¾ÄÅÌÑ), ×ÔÏÒÏÊ ÉÚÌÏ-
ÖÅÎ × ËÎÉÇÅ ¥ôÅÏÒÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. å¾ ÎÁÐÉÓÁÌ ò. óÍÁÌÌÉÁÎ, ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÊ ÔÁËÖÅ ËÁË Á×ÔÏÒ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ÓÂÏÒÎÉËÏ× ¥ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ¥ É ÁÎÅË-
ÄÏÔÏ×. (ïÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÂÏÒÎÉËÏ× ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ¥ëÁË ÖÅ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ?).

÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÔÏÄ ç¾ÄÅÌÑ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÊ, É ÍÙ ÒÁÓÓËÁ-
ÚÙ×ÁÅÍ Ï Î¾Í ÎÉÖÅ, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ.
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉ-
ÓÌÁÍÉ É Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
˜ 0 1 00 01 10 11 000 001 . . .
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üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ ÔÁË: ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÞÉÓÌÕ n, ÎÁÄÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ n+ 1 × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ É ÕÄÁÌÉÔØ ÐÅÒ×ÕÀ ÅÄÉÎÉ-
ÃÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÕÌÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ˜, ÞÉÓÌÕ 15 ¡ ÓÌÏ×Ï 0000
É Ô. Ä. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î-
ÎÙÈ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÎÁ N.

• ðÒÅÄÉËÁÔ ¥ÓÌÏ×Ï x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ¥ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÞÉÓÌÁÍ ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ x + 1 ÅÓÔØ
ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ¥, ËÏÔÏÒÙÊ (ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ.
• ðÒÅÄÉËÁÔ ¥ÓÌÏ×Á x É y ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ¥ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ. ÷

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
c − 1 6 x, y < 2c − 1 (ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÞÉÓÌÁ,
ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á ÏÄÎÏÊ ÄÌÉÎÙ).
• ðÒÅÄÉËÁÔ ¥ÓÌÏ×Ï z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÅÊ ÓÌÏ× x É y¥ (ÐÒÏÝÅ ÇÏ×Ï-

ÒÑ, z ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ y ÓÐÒÁ×Á Ë ÓÌÏ×Õ x) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÁË: ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï y′ ÉÚ ÏÄÎÉÈ
ÎÕÌÅÊ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÕ ÖÅ ÄÌÉÎÕ, ÞÔÏ É ÓÌÏ×Ï y, ÐÒÉ ÜÔÏÍ (z + 1) =
= (x + 1)(y′ + 1) + (y − y′) (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ y′ + 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÏ-
ÐÉÓÙ×ÁÎÉÀ ÎÕÌÅÊ, Á ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ y − y′ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÎÕÌÉ ÎÁ ÂÕË×Ù ÓÌÏ×Á
y).
• ðÒÅÄÉËÁÔ ¥ÓÌÏ×Ï x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á y¥ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï t, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ y ÅÓÔØ ËÏÎËÁ-
ÔÅÎÁÃÉÑ x É t.
• ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ¥x ÅÓÔØ ËÏÎÅÃ ÓÌÏ×Á y¥, ¥x ÅÓÔØ

ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á y¥ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏ×Á u É v, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ y ÅÓÔØ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ u, x É v; ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ÔÒ¾È ÓÌÏ× ×ÙÒÁ-
ÚÉÍÁ ÞÅÒÅÚ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ Ä×ÕÈ).
• óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÒ¾ÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ S(x, a, b) Ó ÔÁËÉ-

ÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: (Á) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a É b ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sab = {x | S(x, a, b)}
ËÏÎÅÞÎÏ; (Â) ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Sab ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÁÒÁÈ a, b ×ÓÔÒÅÞÁÀÔ-
ÓÑ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ
ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ¥axa ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á b¥ (ÚÄÅÓØ axa ÅÓÔØ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ
ÔÒ¾È ÓÌÏ×: a, x É ÓÎÏ×Á a).

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ ÓÌÏ×Á b, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï Sab ×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× x1, . . . , xn. ðÏÌÏÖÉÍ a = 100 . . .001, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ
ÎÕÌÅÊ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× xi, É b = ax1ax2a . . . axna.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔ Ñ×ÎÏ Ï ÓÌÏ×ÁÈ, É ÂÏÌØÛÅ ÏÎÉ ÎÁÍ
ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
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ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÐÁÒÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ 4,

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÞÉÓÌÏ x É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ U ÌÉÂÏ ÒÁ×ÅÎ 1,
ÌÉÂÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 É u/4 ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U . ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ×ÅÚÄÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÎÁ ÅÇÏ ËÏÄ u1, u2, Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ x ∈ U ÎÁ S(x, u1, u2), ÇÄÅ S ¡
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ËÏÄÉÒÕÀÝÉÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ.

îÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ×ÙÒÁÚÉÔØ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = 4k. úÄÅÓØ ÎÁÍ ÈÏ-
ÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x0, x1, . . . , xk, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÊ x0 = 1, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ×ÞÅÔ×ÅÒÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅ-
ÇÏ (xi+1 = 4xi) É xk = x. ëÁË ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÑÈ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ? ÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÒÍÉ-
ÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÎÁ
ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ
{〈0, x0〉, 〈1, x1〉, . . . , 〈k, xk〉}. ðÁÒÙ ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÄÏÍ ÐÁÒÙ 〈x, y〉 ÞÉÓÌÏ c = (x+ y)2 + x, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÎÅÍÕ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ x + y (ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, Ë×ÁÄÒÁÔ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ c), Á ÚÁÔÅÍ x É y. ôÅÐÅÒØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÈ ËÏÄÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ
ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÐÁÒÏÊ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 146. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 147. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ¥x ÅÓÔØ n-ÏÅ ÐÏ
ÐÏÒÑÄËÕ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ¥ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ.

§5. îÅ×ÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ: Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×. óÅÊÞÁÓ
ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ.

îÁÞÎ¾Í Ó ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅ-
ÄÉËÁÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (=) É Ä×ÕÍÅÓÔÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (+). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å¾
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É
ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÅ-
ÄÉËÁÔ x > y ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÚÉÍÙÍ.

ðÒÉÞÉÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ. åÓÌÉ
ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ ÚÎÁË Õ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÆÏÒÍÕÌÕ, ÔÏ Å¾ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ. îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ x > y ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ x < y, É ÐÏÔÏÍÕ ÜÔÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÚÉÍÙÍ.



§5. îÅ×ÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ: Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 113

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÅÓÌÉ
ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ π, ÔÏ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É
ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ π′, × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË. (ðÏÄÒÏÂÎÏ
ÍÙ ÏÂßÑÓÎÉÍ ÜÔÏ × ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÄÁÌØÛÅ.)

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ
ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ σ É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÎÏÓÉ-
ÔÅÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M . ÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
α : M → M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ
É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, ÕÓÔÏÊÞÉ×Ù ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ α. ðÒÉ
ÜÔÏÍ k-ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ α, ÅÓÌÉ

P (α(m1), . . . , α(mk))⇔ P (m1, . . . ,mk)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× m1, . . . ,mk ∈ M . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ k-ÍÅÓÔÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ α, ÅÓÌÉ

f(α(m1), . . . , α(mk)) = α(f(m1, . . . ,mk)).

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÌÑ
ÇÒÕÐÐ, ËÏÌÅÃ, ÐÏÌÅÊ É Ô. Ä.

ôÅÏÒÅÍÁ 37. ðÒÅÄÉËÁÔ, ×ÙÒÁÚÉÍÙÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÕÓÔÏÊ-
ÞÉ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Å¾ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄ¾Í ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ-
ÇÏ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ.

ðÕÓÔØ π ¡ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÅ ×ÓÅÍ ÉÎÄÉ×ÉÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. þÅÒÅÚ
α ◦ π ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÃÅÎËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ α; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, α ◦ π(ξ) = α(π(ξ)) ÄÌÑ
ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ.

ðÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÅÒÍÁ t
ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ t ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ α ◦ π ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ α Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÔÅÒÍÁ t ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ π:

[t](α ◦ π) = α([t](π)).

äÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ
×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ α.

ôÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ:

[ϕ](α ◦ π) = [ϕ](π).

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÐÒÏ×ÅÒËÕ; ÓËÁÖÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏÓÔØ α ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÒÁÚÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×. (÷ ÓÁÍÏÍ
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ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÅÒ¾ÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÂßÅËÔ, ÔÏ ×ÚÁÉÍ-
ÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÚÑÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÏÂßÅËÔ Ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 37 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ,
ÐÒÅÄßÑ×É× Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅ-
ÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×. ÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×:

• (Z,=, <) óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ. éÎÔÅÒ-
ÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÅ×ÙÒÁÚÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ: x = 0. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ:
x 7→ x+ 1.
• (Q,=, <,+) óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ É ÏÐÅ-

ÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÅ×ÙÒÁÚÉÍÙÊ
ÐÒÅÄÉËÁÔ: x = 1. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ: x 7→ 2x.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = 0. ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÙÅ (ÎÏ ÎÅ ÃÅÌÙÅ, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÉÃÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÎÕÌÑ).
• (R,=, <, 0, 1) óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÑÄÏË É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0

É 1. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÅ×ÙÒÁÚÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ:
x = 1/2. (á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ 0
É 1, ÎÏ ÎÅ 1/2, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÅÇËÏ.)
• (R,=,+, 0, 1) óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0

É 1. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ
x = γ ×ÙÒÁÚÉÍ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ γ É ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍ ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÈ γ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ γ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. îÅ×ÙÒÁ-
ÚÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ γ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ γ1 É γ2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ γ1

× γ2. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ Q. ÷ÅËÔÏÒÙ 1, γ1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ
ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ çÁÍÅÌÑ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍÏÔÒÉ × ËÎÉÖËÅ ÐÏ
ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× [1]). óÄÅÌÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ 1, γ2. ðÏÌÕÞÁÔ-
ÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÙ ÂÅÒ¾Í Q-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ 1 × 1 É γ1 × γ2.)
• (C,=,+,×, 0, 1) ÷ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ×ÈÏÄÑÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÏÐÅÒÁÃÉÉ

ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÅÄÉËÁÔ x = γ, ÇÄÅ γ ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ, ×ÙÒÁÚÉÍ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ γ É ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍ ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
γ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ γ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ-



§5. îÅ×ÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ: Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 115

ÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ÉÚ Q[x] ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × 0 × ÔÏÞËÅ γ; ÐÏ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÏÌØÛÅ 1 É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ËÏ-
ÒÅÎØ γ ′. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ C ÎÁÄ
Q, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ γ × γ ′.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÇÏ γ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÙÈ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ γ1, γ2 ∈ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ C ÎÁÄ
Q, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ γ1 × γ2.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÑ R ×ÍÅÓÔÏ C ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ,
ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. (ïÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏ: ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÕÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÒÑÄÏË. ðÏÓËÏÌØËÕ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÓÔÁ-
×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ.)

(÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = γ ×ÙÒÁÚÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ γ ¡ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ.)

úÁÄÁÞÁ 148. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ y = x + 1 ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍ × ÉÎÔÅÒ-
ÐÒÅÔÁÃÉÉ (Z,=, f), ÇÄÅ f ¡ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x 7→ (x+ 2).

úÁÄÁÞÁ 149. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = 2 ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ¥x ÄÅÌÉÔ y¥.
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éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×

§1. ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ (ÇÌÁ×Á IV) ÐÏÚ×ÏÌÑÌÏ ×Ù×ÏÄÉÔØ ×ÓÅ ÔÁ×ÔÏÌÏ-
ÇÉÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ (ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ) Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ
modus ponens). óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÛÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÆÏÒ-
ÍÕÌ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉ-
ÅÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ σ. æÏÒÍÕÌÁ ϕ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ
(×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ×
ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ.

ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÌÏÇÉËÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÉÇÒÁÀÔ ÔÕ ÖÅ ÒÏÌØ, ÞÔÏ
ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ × ÌÏÇÉËÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ É ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ Ó×ÑÚØ:
ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÀ É ×ÍÅÓÔÏ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅ¾ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÂ-
ÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÄÉ×ÉÄ-
ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÔÁÎÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÊ
ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÊ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉÃ ÉÓ-
ÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ÞÔÏ × ÌÏÇÉËÅ
×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÙ×ÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÞÁÓÔ-
ÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ

∀xA(x)→ ∃yA(y)

ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ (ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÅ-
ÐÕÓÔ). äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ (×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ϕ ¡ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ):

∃y ∀xB(x, y)→ ∀x ∃y B(x, y), ¬∀x¬ϕ→ ∃xϕ.

úÁÄÁÞÁ 150. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ
( Á) ∀x ∃y B(x, y)→ ∃y ∀xB(x, y);
( Â) ¬∀x ∃y B(x, y)→ ∃x ∀y ¬B(x, y)?

116
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íÎÏÇÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ×ÏÐÒÏÓÙ ÏÂ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔÉ,
ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌ R, T É A ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ
(=, <) É ÚÁÔÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ

R ∧ T ∧A→ ∃x ∀y ((y < x) ∨ (y = x)).

ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÚÎÁÞÁÌÁ ÂÙ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ-
ÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 151. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ R, T,A É ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄ¾Î-
ÎÁÑ ÎÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, ÈÏÔÑ ÉÓÔÉÎÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÉÎ-
ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 152. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ É
ÓÞ¾ÔÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÂ-
ÝÅÚÎÁÞÉÍÁ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÅ×ÅÎÇÅÊÍÁ   óËÏÌÅÍÁ
ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ.)

ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ É ψ (Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÉÌÉ ÂÅÚ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ É ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÔÉÎÎÁ
ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ, ÉÓÔÉÎÎÁ É ÄÒÕÇÁÑ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ: ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ ϕ ↔ ψ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ. úÄÅÓØ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ϕ ↔ ψ ÅÓÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ
((ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ)).

ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏ-
ÓÔÉ Å¾ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ¡ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÌÅ×Á Ë ϕ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ
Ë×ÁÎÔÏÒÙ ×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ.

ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ¡ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ. æÏÒÍÕÌÁ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÁ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ÏÃÅÎËÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬ϕ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 153. úÁËÏÎÞÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ . . .

þÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁ-
×ÉÔØ × ÎÅ¾ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. èÏÔÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÎÅ×ÙÐÏÌÎÉÍ (ÎÁÂÏÒÏ× ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ), ÔÅÏÒÅÔÉ-
ÞÅÓËÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÁ×ÔÏ-
ÌÏÇÉÅÊ. äÌÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÔÅÏÒÅÍÁ þ¾ÒÞÁ; Å¾ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ × [3]); ÏÎ
ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÞÅÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÏÒÍÕÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÉÇ-
ÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ
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ÓÕÝÅÓÔ×Õ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë×ÁÎÔÏÒÙ
ÆÉËÔÉ×ÎÙ). þÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ Ó ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÍÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 154. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ σ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÅ ÐÒÅ-
ÄÉËÁÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÙÐÏÌÎÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ×ÙÐÏÌÎÉÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÁË ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÔÁËÏÊ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ?

§2. áËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ

÷ÏÚ×ÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ: ËÁËÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ ÎÁÍ ÎÕÖ-
ÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÓÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ?
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ (1)   (11) ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ-
×ÁÎÉÊ (ÒÁÚÄÅÌ 1), ÎÏ ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÂÕË× A, B É C ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁ-
ÚÙ×ÁÎÉÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ×Ù×ÅÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ
ÓÌÕÞÁÊ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ËÏ-
ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÏÚØÍ¾Í
×Ù×ÏÄ ÜÔÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ (ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁ-
ÅÍ, ÐÏÌÎÏ) É ×ÙÐÏÌÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÚÁÍÅÎÕ ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÜÔÏÇÏ
×Ù×ÏÄÁ.

ðÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÁËÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÎÅ
ÄÁÄÕÔ: ÅÓÌÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÓÈÅÍÁÍÉ ÁËÓÉÏÍ (1)   (11), ÒÁÚÒÅÛÁÑ ÂÒÁÔØ ×
ÎÉÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å A, B, C ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ modus ponens, ÔÏ ×ÓÅ ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÂÕÄÕÔ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó Ë×ÁÎÔÏÒÁ, ÔÏ × ×Ù×ÏÄÅ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ
×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÅÄÉÎÏÅ ÃÅÌÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÁ ×ÅÄ¾Ô ÓÅÂÑ
ËÁË ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 155. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ.

üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓËÏÒÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÞÅÍ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ¡ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÁ-
ÛÉÈ ÁËÓÉÏÍ É ÐÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ ÎÅÔ ÎÉÞÅÇÏ Ï ÓÍÙÓÌÅ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ,
ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó Ë×ÁÎÔÏÒÏ×, ÂÕÄÕÔ ×ÅÓÔÉ ÓÅÂÑ ËÁË ÎÅÄÅÌÉÍÙÅ ÂÌÏËÉ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÁËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÅ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ
ÓÍÙÓÌ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×.

÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÅÌÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. õ ÎÁÓ ÂÙ-
ÌÏ Ä×Á ÔÉÐÁ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ É ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ: ÏÄÎÉ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ
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ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ A ∧ B ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ B), Á ÄÒÕÇÉÅ ¡ ËÁË ÉÈ ÍÏÖ-
ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁËÓÉÏÍÁ (A → (B → (A ∧ B))) ÇÏ×ÏÒÉÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (A∧B) ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ A É B). ë×ÁÎÔÏÒÙ ×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ É ÓÕ-
ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ É ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ,
É ÁËÓÉÏÍÙ ÄÌÑ ÎÉÈ ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÈÏÖÉÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÒÅÄÉ ÁËÓÉÏÍ ÂÕÄÅÔ
ÆÏÒÍÕÌÁ

∀xA(x)→ A(t),

ÇÄÅ A ¡ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, Á t ¡ ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÁ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ÌÀÂÏÊ ÔÅÒÍ. (åÓÌÉ A ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, ÔÏ
ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ t. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÔÁË:
ÉÚ ¥ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ¥ ×ÓÅÈ A(x) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ Å¾ ÞÌÅÎÏ×.)

ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÕÀ ÁËÓÉÏÍÕ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉ-
ËÁÔÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ A, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ, ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ É ÌÀÂÏÇÏ
ÔÅÒÍÁ t. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ϕ ¡ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á t ¡ ÌÀÂÏÊ
ÔÅÒÍ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

∀ξ ϕ→ ϕ(t/ξ),

ÇÄÅ ϕ(t/ξ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ t ×ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ × ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ. (úÁÐÉÓØ ϕ(t/ξ) ÍÏÖÎÏ ÞÉÔÁÔØ
ËÁË ¥ÆÉ ÏÔ ÔÜ ×ÍÅÓÔÏ ËÓÉ¥.)

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ×Ó¾ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

A(x) ∧ ∃xB(x, x),

ÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÔÅÒÍÁ f(y) ×ÍÅÓÔÏ x ÄÁÓÔ ÁÂÓÕÒÄÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

A(f(y)) ∧ ∃f(y)B(f(y), f(y)),

×ÏÏÂÝÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. á ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ f(y) ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÉ A
É B, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

A(f(y)) ∧ ∃xB(f(y), f(y)),

ËÏÔÏÒÏÅ ÈÏÔÑ É ÂÕÄÅÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÏÔ ÓÍÙÓÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ
ÎÕÖÅÎ.

ëÏÎÅÞÎÏ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ ÓÍÙÓÌÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ f(y) ÎÁÄÏ
ÌÉÛØ ×ÍÅÓÔÏ ÓÁÍÏÇÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÁËÓÉÏÍ É ÐÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ, ÔÏ ÎÁÄÏ ÄÁÔØ
ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏÒÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ¡
ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ÎÅÇÏ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÕ. ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÉÎÄÉ×ÉÄÎÏÊ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ, ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÀÝÅÅ × ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÑ ÏÄÎÏÉÍ¾ÎÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏÒÁ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ:
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• ÌÀÂÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÔÅÒÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏ;
• Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å¾ Ó×ÏÂÏÄÎÙ-

ÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ × ÆÏÒÍÕÌÕ ¬ϕ;
• Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ϕ É ψ Ñ×ÌÑ-

ÀÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ × (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ) É (ϕ→ ψ);
• ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ × ÆÏÒÍÕÌÙ ∀ξ ϕ É ∃ξ ϕ;

Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ϕ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙ-
ÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ × ÜÔÉ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ.

óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×
ÆÏÒÍÕÌÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ¡ ÜÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÉÍÅÀ-
ÝÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ.

÷ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÔÏÑ-
ÝÉÅ ÒÑÄÏÍ Ó Ë×ÁÎÔÏÒÏÍ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x
ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ É ÔÒÉ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ A(x) ∧ ∃x
B(x, x).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ×ÎÅÓÔÉ ÐÏÐÒÁ×ËÕ × ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏ-
ÍÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ

∀ξ ϕ→ ϕ(t/ξ),

ÇÄÅ ϕ(t/ξ) ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ t ×ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÈ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ. ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÊ ÏÇÏ×ÏÒËÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ f(y) ×ÍÅÓÔÏ x × ÆÏÒÍÕÌÕ ∀z B(x, z), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (× ÐÏÌÎÏÍ
ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÕÉÃÉÅÊ) ÆÏÒÍÕÌÕ ∀z B(f(y), z). ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÆÏÒÍÕÌÕ ∀y B(x, y), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ∀z B(x, z) ÌÉÛØ ÉÍÅÎÅÍ Ó×ÑÚÁÎ-
ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x × ÎÅÊ ÐÏ-ÐÒÅÖ-
ÎÅÍÕ Ó×ÏÂÏÄÎÁ, ÎÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ f(y) ×ÍÅÓÔÏ x ÄÁ¾Ô ÆÏÒÍÕÌÕ ∀y B(f(y), y)),
× ËÏÔÏÒÏÊ f(y) ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ë×ÁÎÔÏÒÁ
ÐÏ y. ôÁËÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÌÌÉÚÉÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÁ ÄÁ¾Ô ÆÏÒÍÕÌÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÏÔ ÓÍÙÓÌ, ËÁËÏÊ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 156. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÉÄÁ ∀ξ ϕ → ϕ(t/ξ), × ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÌÉÚÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉ-
ÍÏÊ. (ïÔ×ÅÔ: ∀x ∃y A(x, y)→ ∃yA(y, y).)

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÐÒÉÄ¾ÔÓÑ ÐÒÉÎÑÔØ ÅÝ¾ ÏÄÎÕ ÍÅÒÕ ÐÒÅÄÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔÉ É ÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÅÒÍÁ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÔÅÒÍÁ t ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ
ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÅÓÌÉ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÔÅËÓÔÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ×ÓÅÈ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅ-
ÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ ÎÁ ÔÅÒÍ t ÎÉËÁËÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÚ t ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÏÂÌÁÓÔØ
ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÄÎÏÉÍ¾ÎÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏÒÁ.
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ðÅÄÁÎÔÉÞÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÇ ÂÙ ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏÊ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕÄÅÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. üÔÏ ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË: ÄÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×-
ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ.

óÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÅÒÍÁ t ×ÍÅÓÔÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ × ÔÅÒÍ u; ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ u(t/ξ):

• ξ(t/ξ) ÅÓÔØ t; ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ η, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ξ, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ
η(t/ξ) ÒÁ×ÎÙÍ η.
• ÅÓÌÉ f ÅÓÔØ k-ÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, Á t1, . . . , tk ¡ ÔÅÒÍÙ,

ÔÏ

f(t1, . . . , tk)(t/ξ) = f(t1(t/ξ), . . . , tk(t/ξ)).

ôÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ:

• ÄÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ: ÅÓÌÉ R ÅÓÔØ k-ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ,
Á t1, . . . , tk ¡ ÔÅÒÍÙ, ÔÏ

R(t1, . . . , tk)(t/ξ) = R(t1(t/ξ), . . . , tk(t/ξ))

É ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ;
• ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÔÅÒÍÁ t ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ × ÆÏÒÍÕÌÕ ¬ϕ ËÏÒÒÅËÔÎÁ,

ÅÓÌÉ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ

[¬ϕ](t/ξ) = ¬[ϕ(t/ξ)]

(Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÑÓØ ÞÁÓÔØÀ
ÆÏÒÍÕÌÙ);
• ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÔÅÒÍÁ t ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ × ÆÏÒÍÕÌÕ (ϕ∧ψ) ËÏÒÒÅËÔÎÁ,

ÅÓÌÉ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ϕ É ψ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ

(ϕ ∧ ψ)(t/ξ) = (ϕ(t/ξ) ∧ ψ(t/ξ));

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ (ϕ ∨ ψ) É (ϕ→ ψ);
• ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ t ×ÍÅÓÔÏ ξ × ÆÏÒÍÕÌÕ ∀η ϕ ËÏÒÒÅËÔÎÁ × Ä×ÕÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ:
(1) ÅÓÌÉ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀η ϕ (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ,

ËÏÇÄÁ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ϕ ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ξ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó η); ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ × ÆÏÒÍÕÌÅ;

(2) ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀η ϕ, ÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÁÑ η ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÔÅÒÍ t É ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ϕ(t/ξ) ËÏÒÒÅËÔÎÁ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ

[∀η ϕ](t/ξ) = ∀η [ϕ(t/ξ)].

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ÆÏÒÍÕÌÕ ∃ξϕ.
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çÌÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ × ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ¡ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÅÇÏ ÐÕÎËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ, ×Ï-
ÐÅÒ×ÙÈ, ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÉÞÅÇÏ ÐÏÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÔÅÒÍÁ t ÎÅ ÐÏÄÐÁÄÁÌÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÄÎÏÉÍ¾ÎÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×.

ðÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÉÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ä×Å ÏÓÔÁ×ÛÉ-
ÅÓÑ ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×: ÆÏÒÍÕÌÁ

(12) ∀ξ ϕ→ ϕ(t/ξ)
É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÅÊ ÆÏÒÍÕÌÁ

(13) ϕ(t/ξ)→ ∃ξ ϕ
ÂÕÄÕÔ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ÎÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ
ËÏÒÒÅËÔÎÙ.

ä×Á ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁ: ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ,
ÍÏÖÎÏ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (ÉÌÉ ÌÀÂÏÊ ÔÅÒÍ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×),
×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ×ÍÅÓÔÏ ÓÅÂÑ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ (É ÎÉÞÅÇÏ
ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ × ÆÏÒÍÕÌÅ).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀ξ ϕ → ϕ É ϕ → ∃ξ ϕ ÂÕÄÕÔ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ).

îÕÖÎÙ ÌÉ ÎÁÍ ÅÝ¾ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÁËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ? ëÏÎÅÞÎÏ,
ÎÕÖÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÎÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÔÒÁÖÁÀÔ
ÓÍÙÓÌ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ×ÐÏÌÎÅ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ Ó ÔÁËÉÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅÍ
ÜÔÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ: ÆÏÒÍÕÌÁ ∀ξ ϕ ×ÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ ∃ξ ϕ ×ÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÁ.)
ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ××ÅÄ¾Í × ÎÁÛÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ Ä×Á ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ
ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ âÅÒÎÁÊÓÁ, É ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÂÕÄÅÔ
ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ.

åÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ψ, ÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ âÅÒ-
ÎÁÊÓÁ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ:

ψ → ϕ

ψ → ∀ξ ϕ

ϕ→ ψ

∃ξ ϕ→ ψ

íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÑÝÁÑ ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÞÅÒÔÙ (× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌ) ÆÏÒÍÕÌÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏ-
ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×Ù×ÏÄÁ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, × ËÏÔÏÒÏÊ
ËÁÖÄÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ
ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ (ÒÁÎØÛÅ ÂÙÌÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ MP, ÔÅÐÅÒØ ÄÏ-
ÂÁ×ÉÌÉÓØ Ä×Á ÎÏ×ÙÈ ÐÒÁ×ÉÌÁ).

ðÏÑÓÎÉÍ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÐÒÁ×ÉÌ. ðÅÒ×ÏÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÉÚ ψ ÓÌÅÄÕÅÔ ϕ, ÐÒÉÞ¾Í × ϕ ÅÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ξ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ × ψ, ÔÏ ÜÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ξ, ÅÓÌÉ
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ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ψ ÉÓÔÉÎÎÁ.
éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÅÒ×ÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ, ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ

ÐÒÁ×ÉÌÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ
ϕ

∀ξ ϕ
(Gen)

(ÅÓÌÉ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó×ÅÒÈÕ ÏÔ ÞÅÒÔÙ, ÔÏ ×Ù-
×ÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÎÉÚÕ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÏÚØÍ¾Í ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ×Ù×ÏÄÉÍÕÀ
ÆÏÒÍÕÌÕ ψ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁËÓÉÏÍÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÍÅÓÔÏ A, B É C
ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ). òÁÚ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ, ÔÏ ×Ù×ÏÄÉÍÁ
É ÆÏÒÍÕÌÁ ψ → ϕ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ϕ → (ψ → ϕ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ É ÄÁÖÅ
ÁËÓÉÏÍÏÊ). ôÅÐÅÒØ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ âÅÒÎÁÊÓÁ ×Ù×ÏÄÉÍ ψ → ∀ξ ϕ É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ
ÐÒÁ×ÉÌÏ MP Ë ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ É Ë ÆÏÒÍÕÌÅ ψ.

ðÒÁ×ÉÌÏ (Gen) (ÏÔ Generalization ¡ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ) ËÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÕÀ ÐÒÁËÔÉËÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ: ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ϕ ÓÏ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ∀ξ ϕ, ÔÁË ËÁË
ξ ÂÙÌÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ.

÷ÔÏÒÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ ÔÁËÖÅ ×ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ: ÖÅÌÁÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ψ
× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ∃ξ ϕ, ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ: ÐÕÓÔØ ÔÁËÏÅ ξ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ×ÏÚØÍ¾Í ÅÇÏ
É ÄÏËÁÖÅÍ ψ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏËÁÖÅÍ ϕ→ ψ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ).

úÁÄÁÞÁ 157. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁ-
ÔÏ× ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÍÅÓÔÏ ÐÒÁ×ÉÌ âÅÒÎÁÊÓÁ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÔÕÄÁ
ÐÒÁ×ÉÌÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ É Ä×Å ÁËÓÉÏÍÙ

∀ξ (ψ → ϕ)→ (ψ → ∀ξ ϕ)

É
∀ξ (ϕ→ ψ)→ (∃ξ ϕ→ ψ)

(× ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ ÂÙÌÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ
ψ).

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ ÓÔÏÑÔ Ä×Å ÚÁÄÁ-
ÞÉ: ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× (×ÓÑËÁÑ ×Ù×ÏÄÉÍÁÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ) É ÅÇÏ ÐÏÌÎÏÔÕ (×ÓÑËÁÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ×Ù×Ï-
ÄÉÍÁ). üÔÉÍ ÍÙ É ÚÁÊÍ¾ÍÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ.

§3. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×

ôÅÏÒÅÍÁ 38. ÷ÓÑËÁÑ ×Ù×ÏÄÉÍÁÑ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÆÏÒÍÕÌÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÊ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ
ÂÙÌÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ¡ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ
(1)   (11) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑÍÉ. ó ÜÔÉÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ É ÓÅÊÞÁÓ ÎÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍ.
îÏ × Ä×ÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÁËÓÉÏÍÁÈ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ, ÂÅÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÍÉ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÜÔÏ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ,
É ÜÔÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓËÕÞÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ¡ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓËÕÞÎÙÈ, ÞÔÏ
ÓÁÍ ÆÁËÔ ËÁÖÅÔÓÑ ÑÓÎÙÍ É ÔÁË. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÁËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ
ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ σ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ
ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ÔÅÒÍÁÈ É ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ
ÔÅÒÍÙ É ÆÏÒÍÕÌÙ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, Á ÇÏ×ÏÒÑ ÏÂ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ u É t ¡ ÔÅÒÍÙ, Á ξ ¡ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ôÏÇÄÁ

[u(t/ξ)](π) = [u](π + (ξ 7→ [t](π)))

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ π.
îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ t ×ÍÅÓÔÏ ξ × ÔÅÒÍ

u, É ÂÅÒ¾Í ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÔÅÒÍÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ π. ÷ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÓÔÏÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ u ÎÁ ÏÃÅÎËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ π, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ ÉÚÍÅÎÉÔØ É ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÔÅÒÍÁ t ÎÁ ÏÃÅÎËÅ π.

÷ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ: ÏÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ sin(cos(x)) ÐÒÉ x = 2 ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ sin(y) ÐÒÉ
y = cos(2). îÏ ÒÁÚ ÕÖ ÍÙ ×ÚÑÌÉÓØ ×Ó¾ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ
ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÅÒÍÁ u. åÓÌÉ ÔÅÒÍ u ÅÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ
ÏÔ ξ, ÔÏ ÎÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÎÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÅ ÓËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÉ ÔÅÒÍÁ u. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ u = ξ ÐÏÌÕÞÁÅÍ [t](π) ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á. åÓÌÉ ÔÅÒÍ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÏ× ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ, ÔÏ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÉÓËÏ-
ÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ÔÁËÏ×Ï:
ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ϕ ¡ ÆÏÒÍÕÌÁ, t ¡ ÔÅÒÍ, Á ξ ¡ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÐÒÉÞ¾Í

ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ t ×ÍÅÓÔÏ ξ × ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ ËÏÒÒÅËÔÎÁ. ôÏÇÄÁ

[ϕ(t/ξ)](π) = [ϕ](π + (ξ 7→ [t](π)))

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ π.
ðÏÑÓÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ ξ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ

ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ, Á c ¡ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ(c/ξ) ÚÁÍËÎÕ-
ÔÁ; ÌÅÍÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Å¾ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ϕ ÎÁ
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ÏÃÅÎËÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ c.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ÐÒÏ×ÅÄ¾Í ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ.
äÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÌÅÍ-
ÍÙ 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÉÚ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ
Ä×ÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ϕ1 É ϕ2, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÉÈ ÌÀÂÏÊ ÉÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ
(ËÏÎßÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ É ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ¡ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó
Ë×ÁÎÔÏÒÁ. úÄÅÓØ ÎÁÛÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÓÔÕÐÁÀÔ × ÉÇÒÕ. ðÕÓÔØ ϕ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
∀η ψ. åÓÔØ Ä×Á ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ: ÌÉÂÏ ξ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ
ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ (Ô. Å. ÆÏÒÍÕÌÙ ∀η ψ), ÌÉÂÏ ÎÅÔ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ϕ(t/ξ) ÓÏ×ÐÁÄÁ-
ÅÔ Ó ϕ, Á ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ × ÏÃÅÎËÅ π ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ, ÔÁË ÞÔÏ ×Ó¾ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ξ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀η ψ (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ξ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó η).
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ η ÎÅ
×ÈÏÄÉÔ × ÔÅÒÍ t É ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ψ(t/ξ) ËÏÒÒÅËÔÎÁ. ôÏÇÄÁ

[(∀η ψ)(t/ξ)](π) = [∀η (ψ(t/ξ))](π) =

= ∧m[ψ(t/ξ)](π + (η 7→ m)) =

= ∧m[ψ](π + (η 7→ m) + (ξ 7→ [t](π + (η 7→ m)))).

íÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ
(∧m ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ ÐÏ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ)
É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ψ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ η ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × t ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ t ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ π + (η 7→ m) ÎÁ π. äÁÌÅÅ, ξ É η
ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ä×Á ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ × π ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ. éÓÐÏÌØ-
ÚÕÑ ÜÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:

= ∧m[ψ](π + (ξ 7→ [t](π)) + (η 7→ m)) =

= [∀η ψ](π + (ξ 7→ [t](π))) =

= [ϕ](π + (ξ 7→ [t](π))),

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. óÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÉÄÁ ∃ξ ψ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ∧m ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ∨m. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÑÓÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ

∀ξ ϕ→ ϕ(t/ξ)

ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ π (ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ). ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ π, ÔÏ ϕ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ
ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ π′, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ π ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ. ÷
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ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ϕ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ É ÎÁ ÏÃÅÎËÅ π + (ξ 7→ [t](π)), ÞÔÏ ÐÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ
ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ π.

ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ

ϕ(t/ξ)→ ∃ξ ϕ

ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉ-

ÍÏÓÔØ. äÌÑ ÐÒÁ×ÉÌÁ MP ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁ-
ÚÙ×ÁÎÉÊ). ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌ âÅÒÎÁÊÓÁ. üÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÓÌÏÖÎÏ, ÔÁË
ËÁË ÚÄÅÓØ ÎÅÔ ÒÅÞÉ ÎÉ Ï ËÁËÉÈ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ ψ → ϕ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔ-
ÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ψ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ψ → ∀ξ ϕ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ π (× ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-
ÌÅ, ÐÕÓÔØ ψ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ π. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ π ′,
ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÊÓÑ ÏÔ π ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ
ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ψ, ÔÁË ËÁË ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ). úÎÁÞÉÔ, É
ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÏÃÅÎËÅ π′. á ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ∀ξ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ π, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕ-
ÌÁ ϕ→ ψ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ψ.
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃ξ ϕ→ ψ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ Å¾ ÌÅ×ÁÑ
ÞÁÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÃÅÎËÅ π. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó Ë×ÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ
ÏÃÅÎËÁ π′, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ π ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
[ϕ](π′) ÉÓÔÉÎÎÏ. ôÏÇÄÁ É [ψ](π′) ÉÓÔÉÎÎÏ. îÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁ-
ÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ψ, ÔÁË ÞÔÏ [ψ](π′) = [ψ](π). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ψ
ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ π, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

§4. ÷Ù×ÏÄÙ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×

4.1. ðÒÉÍÅÒÙ ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ç¾ÄÅÌÑ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁ-
ÔÏ×, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÏÂÒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÙÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÏ× × ÜÔÏÍ
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ.
• ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌ-

ÎÏÔÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ É ÓÞÉÔÁÔØ ×Ù×ÏÄÉÍÙÍ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ
ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ ÓÉÌØÎÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÖÉÚÎØ. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÍÙ ×Ù×ÅÌÉ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ É ψ É ÈÏÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×Ù×Å-
ÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (ϕ ∧ ψ). üÔÏ ÐÒÏÓÔÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (ϕ → (ψ →
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→ (ϕ∧ψ))) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ
(Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ É ÁËÓÉÏÍÏÊ) É Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ MP.
• äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÏÄÁ: ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ → ψ ×Ù×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ

×Ù×ÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ¬ψ → ¬ϕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ

(ϕ→ ψ)→ (¬ψ → ¬ϕ)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ.
• åÝ¾ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ ×Ù×ÏÄÉÍÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ→ ψ É ψ → τ , ÔÏ ×Ù×Ï-

ÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ→ τ , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÕÌÁ

(ϕ→ ψ)→ ((ψ → τ)→ (ϕ→ τ))

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ.
• äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ ×Ù×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

∀x ϕ→ ∃x ϕ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ×ÍÅÓÔÏ ÓÅÂÑ ×ÓÅÇÄÁ ÄÏÐÕÓÔÉ-
ÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀x ϕ → ϕ É ϕ → ∃x ϕ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ.
ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ.
• äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ ×Ù×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

∃y ∀x ϕ→ ∀x ∃y ϕ.

æÏÒÍÕÌÙ ∀x ϕ → ϕ É ϕ → ∃y ϕ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ. ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ
×Ù×ÏÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x ϕ → ∃y ϕ. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍ-
ÐÌÉËÁÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ x, Á ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ y,
ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ä×Á ÐÒÁ×ÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ (× ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) É
ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÐÒÁ×Á Ë×ÁÎÔÏÒ ∀x, Á ÓÌÅ×Á ¡ Ë×ÁÎÔÏÒ ∃y.
• ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ→ ψ ×Ù×ÏÄÉÍÁ, Á ξ ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀ξ ϕ→ ∀ξ ψ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∀ξ ϕ → ϕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ. äÁÌÅÅ ×Ù×ÏÄÉÍ
(Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ É ÐÒÁ×ÉÌÁ MP) ÆÏÒÍÕÌÕ
∀ξ ϕ → ψ; ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ âÅÒÎÁÊÓÁ (ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ
ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ξ).
• áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ → ψ ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ù-

×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ∃ξ ϕ → ∃ξ ψ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÁËÓÉÏÍÙ
ψ → ∃ξ ψ, ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ϕ → ∃ξ ψ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌÏ
âÅÒÎÁÊÓÁ.
• ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ É ψ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÜÔÏ ÚÎÁ-

ÞÉÔ, ÞÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ϕ→ ψ É ψ → ϕ ×Ù×ÏÄÉÍÙ), ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀ξ ϕ É
∀ξ ψ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒ-
ÎÏ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ∃ξ ϕ É ∃ξ ψ.)
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ôÅÐÅÒØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ: ÚÁÍÅÎÁ ÐÏÄÆÏÒÍÕ-
ÌÙ ÎÁ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÄÁ¾Ô ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ.
• ÷Ù×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x A(x) → ∀y A(y) (ÚÄÅÓØ A ¡ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅ-

ÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ). üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ: ÎÁÞÎ¾Í Ó ÁËÓÉÏÍÙ ∀x A(x)→ A(y),
× ÎÅÊ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ y É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ âÅÒ-
ÎÁÊÓÁ ÉÚ ÎÅ¾ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,
ÞÔÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏ×Ù×ÁÔØ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓÍÙÓÌÁ
ÆÏÒÍÕÌÙ
• ÷Ù×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ Ë×ÁÎÔÏÒÙ ×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ É ÓÕÝÅÓÔ×Ï-

×ÁÎÉÑ:

∀ξ ϕ↔ ¬∃ξ ¬ϕ;

∃ξ ϕ↔ ¬∀ξ ¬ϕ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ α↔ β ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÄÌÑ (α→ β)∧(β → α),
ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

îÁÞÎ¾Í Ó ÆÏÒÍÕÌÙ ∃ξ ϕ→ ¬∀ξ ¬ϕ. éÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÐÒÁ×ÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ,
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ → ¬∀ξ ¬ϕ. ôÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ (B → ¬A) →
→ (A→ ¬B) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ×Ù×ÏÄÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀ξ ¬ϕ→ ¬ϕ,
ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ.

÷ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×Ù×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ∃ξ ϕ→ ¬∀ξ ¬ϕ ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ϕ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ.
ðÏÄÓÔÁ×É× ¬ϕ ×ÍÅÓÔÏ ϕ, ÐÏÌÕÞÉÍ

∃ξ ¬ϕ→ ¬∀ξ ¬¬ϕ,

ÇÄÅ ¬¬ϕ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ϕ É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÎÁ
ϕ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ (ÅÓÌÉ ÉÚ A ÓÌÅÄÕÅÔ ¬B, ÔÏ ÉÚ B
ÓÌÅÄÕÅÔ ¬A) ÄÁ¾Ô

∀ξ ϕ→ ¬∃ξ ¬ϕ.

÷Ù×ÅÄÅÍ ÔÒÅÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: ¬∃ξ ¬ϕ → ∀ξ ϕ. ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ âÅÒÎÁÊÓÁ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ¬∃ξ ¬ϕ→ ϕ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅ×ÒÁÝÁ-
ÅÔÓÑ × ÁËÓÉÏÍÕ ¬ϕ→ ∃ξ ¬ϕ.

þÅÔ×¾ÒÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÔÒÅÔØÅÊ ϕ ÎÁ ¬ϕ É
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÀ.

4.2. ÷Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË

÷ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÌÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ
ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË É Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÎÉÍ ÌÅÍÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ (Ó. 87). äÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅ-
ÄÉËÁÔÏ× ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÏÓÙÌËÉ
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ÎÁÒÁ×ÎÅ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÏÅ ÌÅÍÍÅ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ, ÂÕÄÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ A(x) ÍÏÖÎÏ
×Ù×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x A(x) (ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÎÁ Ó. 123 ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÒÁ-
×ÉÌÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ). îÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ A(x) → ∀x A(x) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄÉÍÏÊ
(ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÐÏÓÙÌËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÕÓÔØ • ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ. (ôÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÉÑ-
ÍÉ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ σ.) çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ A ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •, ÅÓÌÉ Å¾ ÍÏÖÎÏ
×Ù×ÅÓÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÁÒÁ×ÎÅ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ •. ëÁË É ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÍÙ ÐÉÛÅÍ • ` A. ÷Ù×ÏÄÉÍÙÅ ÉÚ • ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ •.

ìÅÍÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×. ðÕÓÔØ • ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ-
ÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, Á A ¡ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. ôÏÇÄÁ • ` (A → B) ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ • ∪ {A} ` B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×Ù-
ÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ (Ó. 87): Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ C1, . . . , Cn, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ×Ù×ÏÄ Cn = B ÉÚ
• ∪ {A}, ÍÙ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÐÏÓÙÌËÕ A É ÄÏÐÏÌÎÑÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ

(A→ C1), . . . , (A→ Cn)

ÄÏ ×Ù×ÏÄÁ ÉÚ •. ïÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ×Ù×ÏÄÅ
ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ

A→ (ψ → ϕ)

ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ

A→ (ψ → ∀ξ ϕ)

(× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ψ). üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ
ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ A → (ψ → ϕ) Ë (A ∧ ψ) → ϕ, ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌÏ âÅÒ-
ÎÁÊÓÁ (ÜÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ
ψ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ A ÚÁÍËÎÕÔÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ×Ù×ÏÄÉÍÁÑ ÉÚ •
ÆÏÒÍÕÌÁ

(A ∧ ψ)→ ∀ξ ϕ,

É ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ×ÅÒÎÕÔØ A ÉÚ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ × ÐÏÓÙÌËÕ.
óÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ É ×ÔÏÒÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ. åÓÌÉ ×Ù-

×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ A → (ϕ → ψ), ÔÏ × ÓÉÌÕ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ
×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ→ (A→ ψ), Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌÏ âÅÒ-
ÎÁÊÓÁ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ∃ξ ϕ→ (A→ ψ), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÅÒÎÕÔØ A ÎÁÚÁÄ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ. ìÅÍÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÅÚÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË.
• åÓÌÉ • ` A É •′ ⊃ •, ÔÏ •′ ` A. (ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.)
• åÓÌÉ • ` A, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï •′ ⊂ •, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

•′ ` A. (÷Ù×ÏÄ ËÏÎÅÞÅÎ É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ.)
• åÓÌÉ • ËÏÎÅÞÎÏ É ÒÁ×ÎÏ {γ1, . . . , γn}, ÔÏ • ` A ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×Ù×ÏÄÉÍÏ-

ÓÔÉ (ÂÅÚ ÐÏÓÙÌÏË) ÆÏÒÍÕÌÙ

(γ1 ∧ . . . ∧ γn)→ A.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ {γ1, . . . , γn} ` A, ÔÏ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ
ÌÅÍÍÙ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÁ¾Ô

` γ1 → (γ2 → (. . . (γn → A) . . . )),

É ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÒÏÐÏÚÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉ-
ÅÊ. (÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ.)
• ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÔÒÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË: • ` A, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÙ γ1, . . . , γn ∈ •, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

` γ1 → (γ2 → (. . . (γn → A) . . . )).

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÕÖ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÞÅÇÏ
ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÂÅÇÁÀÔ), ÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË.

ðÏÎÑÔÉÅ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ
Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ M ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ •,
ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÉÓÔÉÎÎÙ × M .

ôÅÏÒÅÍÁ 39 (Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ; ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ). ÷ÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏ-
ÒÉÉ • ÉÓÔÉÎÎÙ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ M ÔÅÏÒÉÉ •.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ • (Ô. Å. • `
A), ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ γ1, . . . , γn ∈ •, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

` γ1 → (γ2 → (. . . (γn → A) . . . )).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ (× ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÎÁÍ ÆÏÒÍÅ) ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ
ÉÓÔÉÎÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ × M . ðÏÓËÏÌØËÕ γ1, . . . , γn
ÉÓÔÉÎÎÙ × M , ÔÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ A ÉÓÔÉÎÎÁ × M (ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ).

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ¡ É ÔÏÌØËÏ × ÎÉÈ ¡ ÚÎÁË ` ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ
×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ (× ÐÏÓÙÌËÁÈ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ).
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úÁÄÁÞÁ 158. ðÕÓÔØ • ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÙÈ) ÆÏÒÍÕÌ. (Á) ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ¥×Ù×ÏÄ¥ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÒÁ×ÎÅ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ •, ÐÒÉ ÜÔÏÍ
×ÓÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌ âÅÒÎÁÊÓÁ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ •.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ • ` ϕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
(Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÅÓÌÉ × ¥×Ù×ÏÄÅ¥ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ ÎÁÒÁ×ÎÅ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕ-
ÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ •, ÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ ÎÅ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ,
Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ × •, ÔÏ • ` ϕ.

úÁÄÁÞÁ 159. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ
ÔÁË:

•, A ` B

•, A ` ∀ξ B

•, B ` A

•, ∃ξ ` A
,

ÇÄÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ξ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ A, Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ •. (÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÐÒÁ×ÉÌÅ ÍÙ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ×ÙÄÅÌÉÌÉ ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ A, ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ •.)

4.3. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ¾ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÏ-
ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ:

ìÅÍÍÁ Ï Ó×ÅÖÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ. ðÕÓÔØ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ(c/ξ), ÇÄÅ ϕ ¡
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ξ ¡ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, c ¡ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ ϕ. ôÏÇÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ.

éÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÌÅÍÍÙ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÐÒÏ ¥Ó×ÅÖÕÀ¥ ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÕ c (ÎÅ ÚÁÐÑÔÎÁ×ÛÕÀ ÓÅÂÑ ÕÞÁÓÔÉÅÍ × ÆÏÒÍÕÌÅ ϕ), ÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ
ÄÏËÁÚÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ(c/ξ).
÷ÏÚØÍ¾Í ¥Ó×ÅÖÕÀ¥ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ η, ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÕÀÓÑ × ÜÔÏÍ ×Ù×ÏÄÅ, É ×ÓÀ-
ÄÕ ÚÁÍÅÎÉÍ × Î¾Í ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c ÎÁ ÜÔÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù×ÏÄ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ
×Ù×ÏÄÏÍ, ÔÁË ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÎÉÞÅÍ
ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ (Ë×ÁÎÔÏÒÏ× ÐÏ ÎÏ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × Î¾Í ÎÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔ-
ÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌ âÅÒÎÁÊÓÁ
ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ(η/ξ).

ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀η ϕ(η/ξ). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅ-
ÎÉÔØ ÁËÓÉÏÍÕ ∀η ϕ(η/ξ) → ϕ(η/ξ)(ξ/η); ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÒ-
ÒÅËÔÎÁ É ÄÁ¾Ô ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ, ÔÁË ËÁË ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅ-
ÎÉÑ ξ ÎÁ η, Á ÚÁÔÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏ (ÔÁË ÞÔÏ × ÚÏÎÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× ÐÏ ξ ÏÎÉ
ÐÏÐÁÓÔØ ÎÅ ÍÏÇÌÉ). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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úÁÄÁÞÁ 160. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÄÒÕÇÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏ-
ÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ:

ìÅÍÍÁ Ï ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ
×Ù×ÏÄÉÍÁ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ ′, ÐÏÌÕÞÅÎ-
ÎÏÊ ÉÚ σ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ôÏÇÄÁ ϕ ×Ù×ÏÄÉÍÁ É × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ
ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÉÍÅ-
ÅÔ ×Ù×ÏÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÏ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ. ëÁË ÉÈ ÏÔÔÕÄÁ ÕÄÁÌÉÔØ?
ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ Ó×ÅÖÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×
×Ù×ÏÄ, É ÏÎ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄÏÍ, ÎÏ ÕÖÅ ÂÅÚ ÎÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÉÇÎÁÔÕ-
ÒÙ (ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÎÏ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ
ÌÀÂÏÊ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ). þÔÏÂÙ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÏ-
×ÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ ×Ù×ÏÄÁ, ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÔÁË. ÷ÓÅ ÔÅÒÍÙ ×ÉÄÁ f(. . . ), ÇÄÅ f ¡
ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ÎÏ×ÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ
(ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÏ×ÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× É ×ÓÅÈ ÉÈ
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ). ÷ÓÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÎÏ×ÙÍÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ
ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ; ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ
ÆÏÒÍÕÌÁ, ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ).

úÁÄÁÞÁ 161. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÅ ÕÔÏÞ-
ÎÑÑ, × ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÓÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ
ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ) ÍÙ ÉÝÅÍ Å¾ ×Ù×ÏÄ.

åÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-
ÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ: ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ËÏ-
ÔÏÒÙÅ × ÎÅ¾ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ. (åÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ
ÓÉÍ×ÏÌÙ ËÁË ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÉÎÔÁËÓÉ-
ÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÍÕ ×ÙÛÅ.)

§5. ðÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ×Ù×ÏÄÉ-
ÍÁ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ ×
ÒÁÚÄÅÌÅ 2, É ××ÅÄ¾Í ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÊ É ÐÏÌÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.
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æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ σ. ðÕÓÔØ • ¡ ÔÅÏÒÉÑ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ σ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. çÏ×ÏÒÑÔ,
ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ • ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ
É Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ¬ϕ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ • ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÔÁË ËÁË
ÉÍÅÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ¬A → (A → B). åÓÌÉ ÔÅÏÒÉÑ • ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ-
×ÏÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 162. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÊ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ∧ ¬ϕ (ÚÄÅÓØ ϕ ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ).

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ-
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏ-
ÖÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï (ÐÏÓËÏÌØËÕ × ×Ù×ÏÄÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒ-
ÍÕÌ).

óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ Ó ÓÅ-
ÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÁÃÉÑ M ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ •,
ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÉÓÔÉÎÎÙ × M . íÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍ,
ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÔÉÎÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 40 (Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ; ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ). ìÀÂÏÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÉÓÔÉÎÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒ-
ÐÒÅÔÁÃÉÉ M . íÏÖÅÔ ÌÉ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ • ` ϕ É • ` ¬ϕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ? ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÅÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 39 (Ó. 130) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ É ¬ϕ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙ × M , ÞÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Ï ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÏÔÉ×Ï-
ÒÅÞÉ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ) ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

îÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï •, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁ-
ÔÕÒÙ σ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ × ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ, ÌÉÂÏ Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ¬ϕ ×Ù×Ï-
ÄÑÔÓÑ ÉÚ •.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÎÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ϕ É ¬ϕ
(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ) ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ðÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ×ÚÑ× ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ É
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ×ÓÅ ÚÁÍËÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÉÓÔÉÎÎÙÅ × ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. (÷ÐÏ-
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ
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ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ¡ ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 41.)
÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÌÎÏÔÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙ-

ÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÏÚØÍ¾Í ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ
ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ S, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÊ × •, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • ÐÒÏ ÎÅÇÏ ÎÉÞÅÇÏ
ÎÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, É ÐÏÔÏÍÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x S(x), ÎÉ Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÎÅ
×Ù×ÏÄÉÍÙ ÉÚ •. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ ÔÏÖÅ ×ÁÖÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï ×ÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÕ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=, <) ÐÏÌÎÏ, ÎÏ
ÎÉ ÆÏÒÍÕÌÁ x = y, ÎÉ ÆÏÒÍÕÌÁ x 6= y ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ, ÉÎÁÞÅ ÐÏ ÐÒÁ-
×ÉÌÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÌÏÖÎÕÀ × N ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x∀y (x = y) ÉÌÉ
∀x∀y (x 6= y).

ðÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÏÂÎÏ ÍÉÒÏ×ÏÚÚÒÅÎÉÀ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÄÏÓÔÉÇÛÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ
ÕÍÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ: ÎÁ ×Ó¾, ÞÔÏ ×ÈÏÄÉÔ × ËÒÕÇ ÅÇÏ ÐÏÎÑÔÉÊ (×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ), ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÎÉ Ë
ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ), ÎÉ
Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×Á-
ÎÙ).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 41 (ÐÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). ìÀÂÁÑ
ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ ÄÌÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. íÙ ÒÁÓÛÉÒÑÌÉ ÎÁÛÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
• ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á •′, Á ÐÏÔÏÍ ÐÏÌÁÇÁÌÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÕÀ p ÉÓÔÉÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ •′ ` p. úÄÅÓØ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ÂÒÁÔØ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÉÓËÏÍÏÊ ÍÏÄÅÌÉ). îÏ ÎÁÞÁÌÏ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÉÍ ÖÅ.

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á • ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒ-
ÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÎÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï •′ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ •.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 2: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÐÏ ÏÞÅ-
ÒÅÄÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÌÉÂÏ ÉÈ, ÌÉÂÏ ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ×
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï •.

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÔÏ-
ÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÞ¾ÔÎÏ). ìÅÍÍÁ 1
ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ëÁË ÖÅ ÎÁÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á •? ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ
ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
0). éÍ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏ-
ÇÏ, ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÔÅÒÍÁÍ (ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÉËÁËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏÌØËÏ
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ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. ðÏÐÒÏÂÕ-
ÅÍ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏÓÉÔÅÌÑ ËÁË ÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏ×
ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å: ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÕ f ×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ k, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ t1, . . . , tk × ÔÅÒÍ f(t1, . . . , tk). (üÔÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉËÁË ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ •.)

ðÒÅÄÉËÁÔÙ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÔÁË: ÅÓÌÉ A ¡ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ
ÓÉÍ×ÏÌ, Á t1, . . . , tn ¡ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ, ÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÓÉÍ×ÏÌÕ A, ÉÓÔÉÎÅÎ ÎÁ ÔÅÒÍÁÈ t1, . . . , tn, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A(t1, . . . , tn) ×Ù×ÏÄÉ-
ÍÁ ÉÚ •.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÁÎÁ, É ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ • × ÎÅÊ ÉÓÔÉÎÎÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÁ-
ËÏÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ • ` ϕ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ,
Á ÅÓÌÉ • ` ¬ϕ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÌÏÖÎÁ.

ïÄÎÁËÏ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å • ÜÔÏÔ ÐÌÁÎ
ÏÂÒÅÞ¾Î ÎÁ ÎÅÕÄÁÞÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏ×ÓÅÍ ÍÁ-
ÌÏ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÂÙÔØ), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. åÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÔÏ ×ÙÑÓ-
ÎÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó
Ë×ÁÎÔÏÒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃x A(x) ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á •, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÔÅÒÍÁ t ÆÏÒÍÕÌÁ A(t)
ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃x A(x) ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ × ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ
ÍÏÄÅÌÉ (ÈÏÔÑ ×Ù×ÏÄÉÍÏÊ). þÔÏÂÙ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÍÙ ÎÁÌÏÖÉÍ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï •.

îÁÚÏ×¾Í ÔÅÏÒÉÀ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ) ÜËÚÉÓÔÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÊ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ σ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ∃ξ ϕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ,
×Ù×ÏÄÉÍÏÊ ÉÚ •, ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÔÅÒÍ t ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
• ` ϕ(t/ξ).

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÐÏÌÎÏ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏ, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ Ó ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÔÅÒÍÁÍÉ ÄÁ¾Ô ÅÇÏ ÍÏÄÅÌØ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÏ×Å-
ÒÑÔØ ÜÔÏ, ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÁÓÛÉÒÉÔØ • ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ëÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÅÔ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ • ¡ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ,
ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃ξ ϕ. ðÕÓÔØ c ¡ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ
×ÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ ÎÉ × •, ÎÉ × ϕ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉ×ÙÍ ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ(c/ξ).

(úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ É ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ,
ÍÙ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÅÍ, × ËÁËÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ×Ù×ÏÄÙ: ×ÓÅ ÎÁÛÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ
ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÎÓÔÁÎÔ, É ÌÅÍÍÁ Ï ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ
ÎÁ Ó. 132 ÄÁ¾Ô ÎÁÍ ÔÁËÏÅ ÐÒÁ×Ï.)
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. ðÕÓÔØ • ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ ÐÏÓÌÅ ÄÏ-
ÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ(c/ξ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÒÏÐÏ-
ÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÀ), ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ •,
ÔÏ ÅÓÔØ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ γ → ¬ϕ(c/ξ), ÇÄÅ γ ¡ ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ •. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï Ó×ÅÖÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ (Ó. 131) ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ γ → ¬ϕ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ c ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉ × ϕ, ÎÉ × γ). ëÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÑ
ÄÁ¾Ô ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ → ¬γ, Á ÐÒÁ×ÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ ¡ ÆÏÒÍÕÌÕ ∃ξ ϕ → ¬γ. ðÏ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃ξ ϕ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 163. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2: ÐÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ × •
ÆÏÒÍÕÌÙ ϕ(c/ξ) (× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÌÅÍÍÙ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÉÚ •
ÆÏÒÍÕÌ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÂÅÚ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ • ¡ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ ÎÏ×ÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎ-
ÔÁÍÉ É ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ, ÐÏÌÎÏÅ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ (× ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï •′ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ •.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ËÏÎÅÞÎÁ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÁ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌ ×É-
ÄÁ ∃ξ ϕ, ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÉÚ •, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ
ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÌÅÍÍÕ 2, ××ÏÄÑ ÎÏ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ
ÌÅÍÍÅ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ É ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÞ¾ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌ
(×Ù×ÏÄ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ).

ïÄÎÁËÏ ÎÅÌØÚÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÜËÚÉÓÔÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ × ÎÏ×ÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÉÄÁ ∃ξ ϕ Ó
ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ. ðÏÐÏÌÎÉÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÐÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÕ 1, É ÐÏ×ÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×Ù×ÏÄÉÍÏÊ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó Ë×ÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ××ÅÄ¾Í ÎÏ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ
É Ô. Ä.

úÁÔÅÍ ÓÎÏ×Á ÐÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ, ÓÎÏ×Á ÄÏÂÁ×ÉÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÓÎÏ×Á ÐÏÐÏÌÎÉÍ É
ÔÁË ÓÄÅÌÁÅÍ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕ-
ÄÅÔ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ, ÐÏÌÎÙÍ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÏÎÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ×Ù×ÏÄÉÔØÓÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌ (É ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ÕÖÅ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ). ïÎÏ
ÐÏÌÎÏ: ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏ×ÙÈ ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÎÁ ÉÌÉ Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÓÔÁÎÕÔ
×Ù×ÏÄÉÍÙÍÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏ ÐÏ
ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ: ×ÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ,
ÐÏÔÏÍÕ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÄÌÑ ÎÅ¾ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÁ Ó×ÏÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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ðÏÓÌÅÄÎÉÍ ÛÁÇÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ (×ÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ • ¡ ÐÏÌÎÏÅ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕ-
ÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ M
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÔÉÎÎÙ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ •.

íÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ËÁË ÎÁÄÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. ðÏ×ÔÏÒÉÍ
ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ, ÔÏ ÅÓÔØ
ÔÅÒÍÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ É
ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. (ôÁËÉÅ ÔÅÒÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏÒÉÑ • ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØ-
ÎÏ ÐÏÌÎÁ.) üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ.

ëÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ÐÏÎÑÔÎÏ (ÜÔÏ ÎÅ ÚÁ-
×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á •): ÅÓÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ f ÉÍÅÅÔ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ n, ÔÏ ÅÍÕ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ n ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏ× t1, . . . , tn
× ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÔÅÒÍ f(t1, . . . , tn). ëÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 0) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÓÁÍÉ ÓÏÂÏÊ.

éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ A ¡ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ
ÓÉÍ×ÏÌ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ n. þÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ÉÓÔÉÎÅÎ ÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ
ÐÒÅÄÉËÁÔ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÁÈ t1, . . . , tn, ÎÁÄÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÁÔÏÍÁÒÎÕÀ ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ A(t1, . . . , tn) É ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ • ¡ ÓÁÍÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÌÉ
Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. (úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÏÌÎÏÔÕ.) ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÉËÁÔ
ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ¡ ÌÏÖÎÙÍ.

éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË É Ë×ÁÎÔÏÒÏ× × ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕ-
ÌÅ ϕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

• ` ϕ⇔ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ × M .

äÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M .
äÌÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ Ó×ÑÚÏË ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ

ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÏÇÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ •
ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ÞÔÏ É ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ:

• ` ¬A⇔ • 6` A,

• ` A ∧B ⇔ • ` A É • ` B,

• ` A ∨B ⇔ • ` A ÉÌÉ • ` B,

• ` A→ B ⇔ • 6` A ÉÌÉ • ` B.

÷ÓÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÐÏÌÎÏÔÕ (É
ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ¡ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ×ÓÅ-
ÇÄÁ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á •. ïÓÔÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÅÓÌÉ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ
×Ù×ÏÄÉÍÙ.



138 çÌÁ×Á VI. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ∃ξ ψ, ÇÄÅ ψ ¡ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ξ (ÉÌÉ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×Ù×ÏÄÉÍÁ
ÉÚ •. ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÎÏÔÙ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÄÌÑ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ • ` ψ(c/ξ). æÏÒÍÕÌÁ ψ(c/ξ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË,
ÐÏÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ
ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ × M . ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ψ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ξ 7→ c (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2
ÎÁ Ó. 124 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÎÅ¾), ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃ξ ψ ÉÓÔÉÎÎÁ × M .

îÁÐÒÏÔÉ×, ÐÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃ξ ψ ÉÓÔÉÎÎÁ × M . ôÏÇÄÁ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓ-
ÔÉÎÎÏÓÔÉ) ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÔÅÒÍ) t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ψ ÉÓÔÉÎÎÁ
ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ξ 7→ t É ÐÏÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ψ(t/ξ) ÉÓÔÉÎÎÁ × M . ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
ÉÎÄÕËÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ψ(t/ξ) ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •. ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ,
ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ψ(t/ξ)→ ∃ξ ψ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÏÇÏ ÔÅÒÍÁ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ).

îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ∀ξ ψ. ðÕÓÔØ
ÏÎÁ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •. æÏÒÍÕÌÁ ∀ξ ψ → ψ(t/ξ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÔÅÒÍÁ t. ðÏÜÔÏÍÕ É ÆÏÒÍÕÌÁ ψ(t/ξ) ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •. ÷ ÎÅÊ ÍÅÎØ-
ÛÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË, ÞÅÍ × ϕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÁ
ÉÓÔÉÎÎÁ × M . úÎÁÞÉÔ, ÆÏÒÍÕÌÁ ψ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ ξ 7→ t, É ÐÏÔÏÍÕ
ÆÏÒÍÕÌÁ ∀ξ ψ ÉÓÔÉÎÎÁ × M .

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀ξ ψ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •, ÔÏ ÉÚ • ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ Å¾ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ.
ïÎÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ∃ξ ¬ψ. ðÏÜÔÏÍÕ ×
ÓÉÌÕ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÎÏÔÙ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬ψ(c/ξ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ψ ÌÏÖÎÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ξ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀ξ ψ ÌÏÖÎÁ × M .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ-
ÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ (ÒÁÓÛÉÒÉ× ÅÇÏ ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ
ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÍÏÄÅÌØ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏ×).

áÎÁÌÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 42. îÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞ¾ÔÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÉÍÅÅÔ ÓÞ¾ÔÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÚ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ É
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞ¾Ô-
ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÞÉÔ, É
ÔÅÒÍÏ× ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÐÅÒÁÃÉÊ Ó ÍÏÝÎÏ-
ÓÔÑÍÉ (Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ × [1]) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:
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ôÅÏÒÅÍÁ 43. ÷ÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕ-
ÒÙ σ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ ÍÏÝÎÏÓÔÉ max(ℵ0, |σ|) (ÇÄÅ ℵ0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÞ¾ÔÎÕÀ
ÍÏÝÎÏÓÔØ, Á |σ| ¡ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ).

ëÓÔÁÔÉ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍ 42 É 43 ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ
ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅ×ÅÎÇÅÊÍÁ   óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ (ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÍÏÄÅÌØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ).

÷ÏÚ×ÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 44 (ÐÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ). ÷ÓÑËÁÑ
ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ×Ù×ÏÄÉÍÁ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÚÁÍËÎÕÔÁ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {¬ϕ} ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ. ÷ ÅÇÏ ÍÏÄÅÌÉ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ ϕ ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÔÏ ÉÈ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ É ×Ù×ÏÄÉ-
ÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ É ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ.

ëÁË É × ÒÁÚÄÅÌÅ 2, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 45 (ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×). ðÕÓÔØ • ¡
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, É ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ. ôÏÇÄÁ É ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÉÍÅÅÔ
ÍÏÄÅÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ (É ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ, ÅÓ-
ÌÉ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ) ÎÁÌÉÞÉÅ ÍÏÄÅÌÉ (ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉ×ÏÓÔÉ. á ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ •.

úÁÄÁÞÁ 164. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ × ÓÉÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ×
ÓÌÁÂÏÊ ÆÏÒÍÅ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï • ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌÉ, ÔÏ ÅÇÏ
ËÏÎÅÞÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ 〈 . . . 〉 ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ,
ÐÏÜÔÏÍÕ . . . )

åÝ¾ ÏÄÉÎ ×ÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ×ÙÔÅËÁÀÝÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ¡ ÓÏ-
×ÐÁÄÅÎÉÅ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ
ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ σ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï •
ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÅÏ-
ÒÉÑÍÉ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ σ) É ÅÝ¾ ÏÄÎÕ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ϕ
ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ •, ÅÓÌÉ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ ×Ï ×ÓÑËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÉ •, ÔÏ
ÅÓÔØ ×Ï ×ÓÑËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ σ, ÇÄÅ ÉÓÔÉÎÎÙ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ
•. (ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: • � ϕ.)
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ôÅÏÒÅÍÁ 46.
• ` ϕ⇔ • � ϕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ • ` ϕ, ÔÏ • � ϕ (ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ 39 ÎÁ
Ó. 130).

îÁÐÒÏÔÉ×, ÐÕÓÔØ ϕ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÉÚ •. ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÑ • ∪ {¬ϕ} ÎÅÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉ×Á É (× ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ) ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ. úÎÁÞÉÔ ϕ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ •.

úÁÄÁÞÁ 165. ëÁËÉÍÉ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ϕ É • × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ? (ïÔ×ÅÔ: ÐÒÉ
ϕ =⊥ (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÏÖÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÔÅÏÒÅÍÙ
Ï ÐÏÌÎÏÔÅ, ÐÒÉ • = ∅ ¡ ÓÌÁÂÕÀ.)

§6. ï ×Ù×ÏÄÁÈ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ

ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÝ¾ Ë ìÅÊÂÎÉÃÕ É
ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ× É ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÎÉÍÉ ÐÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÁ×É-
ÌÁÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉ,
ÎÅ ×ÎÉËÁÑ × ÉÈ ÓÍÙÓÌ.

õÓÉÌÉÑÍÉ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÌÏÇÉËÏ× ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ XIX
É ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ XX ×ÅËÁ (âÕÌØ, ëÁÎÔÏÒ, æÒÅÇÅ, ðÅÁÎÏ, òÁÓÓÅÌ, õÁÊÔÈÅÄ,
ãÅÒÍÅÌÏ, æÒÅÎËÅÌØ, çÉÌØÂÅÒÔ, ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ, ç¾ÄÅÌØ É ÄÒÕÇÉÅ) ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍ-
ÍÁ ÂÙÌÁ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ. ðÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÔÏÞÎÏ ÓÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÔÅÏÒÉÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ), Á ×ÓÑËÏÅ ÓÔÒÏÇÏÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ×Ù×ÏÄ × ÜÔÏÊ
ÔÅÏÒÉÉ (ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÕÀÓÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ). ÷ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏ ÄÁÖÅ ÓÔÁÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÅÍ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÇÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

ôÁË ÞÔÏ ÖÅ, ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÄÒÕÖÎÏ ÕÊÔÉ ÎÁ ÐÅÎÓÉÀ, ÐÏÓËÏÌØ-
ËÕ ÍÏÖÎÏ ÏÔËÒÙ×ÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ×,
ÚÁÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ×? ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÔ, ÐÒÉÞ¾Í ÓÒÁÚÕ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ.

îÁÞÎ¾Í Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ, ×ÙÄÁÀÝÁÑ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ (É ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á), ÈÏÔÑ É ×ÏÚÍÏÖÎÁ, ÎÏ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÁ.
äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ×ÅÒÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÂÕÄÕÔ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓ-
ÎÙÍÉ. æÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ËÁËÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁÄÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ, ÞÔÏÂÙ



§6. ï ×Ù×ÏÄÁÈ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ 141

ÐÏÌÕÞÁÔØ ×ÅÒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÎÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, × ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÎÁÄÏ ÐÒÉ-
ÍÅÎÑÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ.

ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ É ÖÄÁÔØ, ÐÏËÁ ÏÎÁ ÎÅ ÄÏËÁÖÅÔ
ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÐÒÏÐÕÓËÁÑ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ). ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ
ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÄÌÉÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÅÇÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ
ÓÅÂÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÉÌÌÉÏÎÏ× ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ
ÛÁÇÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÛÁÇ, ÎÏ ÔÁË É
ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ¡ ÍÎÏÇÏ ÌÉ × Î¾Í ÐÒÏËÕ?

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÏË ×Ó¾-ÔÁËÉ ÅÓÔØ: ÍÙ ÕÚÎÁ¾Í, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÈÏÔÑ ÔÁË É ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÅÍ, ÐÏÞÅÍÕ. ôÁË ÞÔÏ É ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉ-
ÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÏÌÅÚÎÁ. õ×Ù, É ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÕÄÁ¾ÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÐÏÉÓË
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÓÅÊÞÁÓ
ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÞÅÓËÉ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÒÅÍÑ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÔØ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÐÏ ÚÁËÏÎÁÍ ÆÉÚÉËÉ
ÓËÏÒÏÓÔØÀ).

íÏÖÎÏ ÕÍÅÒÉÔØ ÁÍÂÉÃÉÉ É ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÐÕÓÔØ ÍÁ-
ÛÉÎÁ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÞÅÌÏ×ÅËÏÍ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. åÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÏÞØ ÎÁÍ ÞÔÏ-ÔÏ ÏÔËÒÙÔØ, ÐÕÓÔØ
ÏÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔ, ÎÅ ÐÒÏÐÕÓÔÉÌÉ ÌÉ ÍÙ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÛÁÇÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

éÚ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÜÔÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏÊ. ë
ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÏËÁ ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÙ É × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÅ ÕÛÌÉ ÄÁÌÅËÏ: ÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ×ÉÄÅ, ÐÒÉÇÏÄÎÏÍ ÄÌÑ ÍÁÛÉÎÎÏÊ ÐÒÏ×ÅÒËÉ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÌÇÉÍ É ÓËÕÞÎÙÍ ÄÅÌÏÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ Õ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ
ÜÎÔÕÚÉÁÚÍÁ É ÔÅÒÐÅÎÉÑ. á ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏËÁ
ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ.

ëÏÒÏÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÅ×ÏÌÀÃÉÏÎÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÌÁÓØ, ÎÏ ÎÅÚÁÍÅÔÎÏ: ÐÏÄ ÚÄÁÎÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÏÄ×ÅÌÉ ÎÏ×ÙÊ (É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÞÎÙÊ) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔ, ÎÏ ÂÏÌØÛÉÎ-
ÓÔ×Ï ÖÉÌØÃÏ× ÐÒÏ ÜÔÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÚÎÁÀÔ.

ôÁË ÞÔÏ ÖÅ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÁ? îÉ × ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÏÎÁ
ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÏÓÎÏ×ÁÎÉ-
ÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÁÓÉ×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ
×ÁÖÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ É ÄÌÑ computer science.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ Ë ÜÔÉÍ ÏÂÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓÏË.

òÁÓËÒÁÛÉ×ÁÑ ÇÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÏ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ Ã×ÅÔÏ×, ÏÄÎÁËÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ä×Å ÓÔÒÁÎÙ,
ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÎÉÃÙ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ), ÂÙÌÉ ÂÙ ÏËÒÁ-
ÛÅÎÙ ÐÏ ÒÁÚÎÏÍÕ. ÷ 1852 ÇÏÄÕ æÒÅÎÓÉÓ çÕÔÒÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÑ ËÁÒÔÕ ÇÒÁÆÓÔ× áÎ-
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ÇÌÉÉ ÏÂÒÁÔÉÌ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÃÅÌÉ ×ÐÏÌÎÅ È×ÁÔÁÅÔ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓÏË.
åÇÏ ÂÒÁÔ, æÒÅÄÅÒÉË, ÓÏÏÂÝÉÌ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ
äÅíÏÒÇÁÎÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÄÅÌÁÌ ÜÔÕ ÇÉÐÏÔÅÚÕ ÄÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÅÒ×ÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ × ÐÅÞÁÔÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëÜÌÉ
(1878).

ðÅÒ×ÏÅ (ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÇÏÄ ÓÐÕÓÔÑ É ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÁÌÏ ëÅÍÐÅ. ïÛÉÂËÕ × ÎÅÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ èÉ×ÕÄ ÃÅÌÙÈ ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔØ ÌÅÔ
ÓÐÕÓÔÑ. ïÄÎÁËÏ, ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ëÅÌÉ, èÉ×ÕÄ ÐÏÎÑÌ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÉÈ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÑÔÉ ËÒÁÓÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ È×ÁÔÁÅÔ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ËÁÒÔÙ È×ÁÔÁÌÏ-ÔÁËÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓÏË! úÁ ÐÅÒ×ÙÍ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ. ÷ ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÁ
ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓÏË ÕÓÔÕÐÁÌÁ ÌÉÛØ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ æÅÒÍÁ.

äÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÁ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓÏË
ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÅ ×ÙÄÁÀÝÉÅÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ
ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ×ËÌÁÄ × ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏ-
ÂÌÅÍÙ ×ÎÅÓ × 1913 ÇÏÄÕ âÉÒËÇÏÆ, ÞØÉ ÉÄÅÉ ÐÏÚ×ÏÌÉÌÉ æÒÁÎËÌÉÎÕ ÄÏËÁÚÁÔØ
ÇÉÐÏÔÅÚÕ ÄÌÑ ËÁÒÔÙ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÁÄÃÁÔØÀ ÐÑÔØÀ ÓÔÒÁÎÁÍÉ. ðÏÚÖÅ ÂÙ-
ÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÁÎ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÔÒÉÄÃÁÔÉ ×ÏÓØÍÉ, ÔÏ
ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á. éÚ ÞÅÇÏ ÂÙÌÏ ÐÏÎÑÔÎÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÉÌÉ ÏÐÒÏ-
×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

÷ 1977 ÇÏÄÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓÏË ÂÙÌÏ ÎÁËÏÎÅÃ ÐÏÌÕ-
ÞÅÎÏ áÐÅÌÅÍ É èÁËÅÎÏÍ É ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × Ä×ÕÈ ÓÔÁÔØÑÈ × ÖÕÒÎÁÌÅ Contem-
porary Mathematics. ÷ÅÓØÍÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÕÔÉÎÎÙÈ ÐÒÏ×ÅÒÏË ÂÙÌÁ
×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏÍ, É ÜÔÏ ÒÅ×ÏÌÀÃÉÏÎÎÏÅ ÎÏ×Ï××ÅÄÅÎÉÅ × ÓÌÏÖÉ×ÛÕÀ-
ÓÑ ÐÒÁËÔÉËÕ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ × ÞÉÓÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÌÕÖÉÔ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓËÅÐÔÉÃÉÚÍÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ É ÐÏ ÓÅÊ ÄÅÎØ.

íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÄÌÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÎÏ ÚÎÁËÏÍÏÇÏ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÁÑ ÆÒÁÚÁ ÄÏÌÖÎÁ ×ÙÚ×ÁÔØ ÉÚÕÍÌÅÎÉÅ: Á ËÁË ÖÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ ÄÌÑ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, É ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÅ, ÐÒÉÎÃÉÐ tertium non datur (ÉÓËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ
ÔÒÅÔØÅÇÏ) × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÉÂÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ÌÉÂÏ
ÎÅÔ? äÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ. ÷ÏÔ ÞÔÏ ÐÉÛÕÔ ÓÁÍÉ Á×ÔÏÒÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á:

¥þÉÔÁÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ × 50 ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ ÔÅËÓÔÁ É ÄÉÁÇÒÁÍÍ, 85
ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ Ó ÐÏÞÔÉ 2500 ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ, Ó 400 ÓÔÒÁÎÉÃÁ-
ÍÉ ÍÉËÒÏÆÉÛÅÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÅÝÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÔÙÓÑÞÉ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ
ÐÒÏ×ÅÒÏË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ × 24 ÌÅÍÍÁÈ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ. ÷ÄÏÂÁ×ÏË
ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÁËÔÏ× ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÁ 1200 ÞÁÓÏ×
ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ É ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÄÌÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÉ
ÐÒÏ×ÅÒËÅ ×ÒÕÞÎÕÀ. óÔÁÔØÉ ÕÓÔÒÁÛÁÀÝÉ ÐÏ ÓÔÉÌÀ É É ÄÌÉÎÅ, É ÎÅÍÎÏÇÉÅ
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ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÒÏÞÌÉ ÉÈ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.¥
çÏ×ÏÒÑ ÐÒÑÍÏ, ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×Å-

ÒÉÔØ ×ÒÕÞÎÕÀ, Á ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÌÉÎÎÁ É ÓÌÏÖÎÁ ÎÁ-
ÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÎÉËÔÏ ÃÅÌÉËÏÍ É ÎÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÌ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï,
ÎÅ ÐÏÄÄÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÏ×ÅÒËÅ, ÅÓÔØ ÎÏÎÓÅÎÓ. óÏÇÌÁÓÉÔØÓÑ Ó ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ×ÅÒÉÔØ Á×ÔÏÒÁÍ. îÏ É
ÚÄÅÓØ ÎÅ ×ÓÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ.

íÎÏÇÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ¡ ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ Ï ÇÒÁ-
ÆÁÈ, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ ÔÉÐÁ: ¥ðÌÏÓËÉÊ
ÇÒÁÆ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ D(G) ÎÅÐÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏ-
ÇÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ¥, ÞÔÏ ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÚÑ× ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ
É ËÁÒÁÎÄÁÛ.. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÞÉÓÌÕ ÁËÓÉ-
ÏÍ ÉÌÉ ÛËÏÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÐÌÏÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ. óÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ öÏÒÄÁÎÏÍ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ
ÎÅÐÒÏÓÔÏ, ÏÄÎÁËÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÍ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ
ÓÌÏ×Á ÔÉÐÁ ¥ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ¥, ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ×ÐÏÌÎÅ ÑÓÎÙÅ, ÎÏ Ó ÔÒÕÄÏÍ ÐÏÄÄÁÀ-
ÝÉÍÓÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ. ÷ Ó×ÅÔÅ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÕÖÅ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ
ÐÏÎÑÔÎÙÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ ÉÌÉ ÍÙ ÐÏ×ÅÒÉÌÉ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÙÍ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ.

äÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ
É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ü×ËÌÉÄÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÁÓØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ×Ù×ÏÄÁ
ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ ÄÅ-
ÄÕËÃÉÉ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ
ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÑÄÁ Ñ×ÎÏ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÚÁËÏÎÎÙÈ,
ÕÍÏÚÁËÌÀÞÅÎÉÊ). üÔÏÔ ÏÂÒÁÚÅÃ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ É × ÎÁÛÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍ ×
ËÕÒÓÅ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ ÄÌÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÞÉÓÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÙ ü×ËÌÉÄÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ. ü×ËÌÉÄ ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ ÎÅ ÚÁÄÕÍÙ×ÁÌÓÑ Ï ÔÏÍ,
ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÑÍÁÑ ÄÅÌÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ (É ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ), ÏÎ ÎÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÌ ÐÏÎÑÔÉÑ ¥ÍÅÖÄÕ¥, ÓÞÉÔÁÑ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ É Ô.Ä. (âÏÌØÛÁÑ
ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ËÌÀÞÅÎÁ × ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ÔÏÌØËÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÏÔÎÀ ÌÅÔ). æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ ÉÚ ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁË-
ÓÉÏÍ ÓÔÁÌÉ ÇÏÒÁÚÄÏ ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ × ÁÎÔÉÞÎÙÅ ×ÒÅÍÅÎÁ. ôÒÕÄÎÏ ÄÁÖÅ ×ÏÏÂÒÁ-
ÚÉÔØ ÄÌÉÎÕ ÐÏÌÎÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙ-
ÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

îÏ ÞÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÏÞÎÏ, ÔÁË ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÉËÏÇÄÁ
ÎÅ ÂÙÌÏ ÐÒÏÄÅÌÁÎÏ ÉÚ-ÚÁ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ: ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒËÅ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ× ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÐÓÉÈÉËÉ:
ÐÏÍÉÍÏ ÉÈ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅÊ (ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÐÒÉ×ÙÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ)
ÄÌÉÎÙ ÉÈ ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÓ×ÏÅÎÉÅ ÉÄÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÏ
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ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÓÑ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ×Ù×ÏÄ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ×
ÐÒÉÎÃÉÐÅ.

÷ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅ ÓÏÍÎÅ×ÁÀÔÓÑ. ÷ÏÏÂÝÅ, ÐÒÉ-
ÎÑÔÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÓÔØ ÎÅËÉÊ ÓÏÃÉÁÌØÎÙÊ ÁËÔ. ÷ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔ
à.é. íÁÎÉÎ × Ó×ÏÅÊ ËÎÉÇÅ ¥äÏËÁÚÕÅÍÏÅ É ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏÅ¥ [5] ÐÉÛÅÔ ÐÏ ÜÔÏ-
ÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ: ¥ . . . ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÏÛÉÂÏË × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ
ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ), ËÁË É × ÄÒÕÇÉÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÁÕËÁÈ, ÞÁÓÔÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏ ËÏÓ×ÅÎÎÙÍ ÄÁÎÎÙÍ: ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÏÖÉÄÁÎÉÑÍÉ,
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× × ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÒÁÚÇÌÑÄÙ×ÁÎÉÅ
¥ÐÏÄ ÍÉËÒÏÓËÏÐÏÍ¥ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÄÁÖÅ ÒÅÐÕÔÁÃÉÑ
Á×ÔÏÒÁ; ÓÌÏ×ÏÍ, ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÍÏÓÔØ × ÛÉÒÏËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ¥îÅÐÏÎÑÔÎÙÅ¥ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÓÙÇÒÁÔØ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÒÏÌØ, ÓÔÉÍÕÌÉÒÕÑ ÐÏÉÓËÉ ÂÏÌÅÅ
ÄÏÓÔÕÐÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.¥

éÍÅÎÎÏ ÔÁËÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ É Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÞÅ-
ÔÙÒÅÈ ËÒÁÓËÁÈ. îÅ ÔÁË ÄÁ×ÎÏ ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁ
ÞÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÎÅ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ, ÕÖÅ ÐÏÄÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒËÅ. ïÄÎÁ-
ËÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÓÅ ÅÝÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓËÏÒÅÅ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ×ÅÒÙ. ÷ÅÄØ ÄÁÖÅ
ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÒÁÓÐÅÞÁÔÏË ×ÓÅÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ É ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÇÁÒÁÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÂÏÅ× ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÏÔ ÓËÒÙÔÙÈ ÐÏÒÏËÏ× ÜÌÅËÔÒÏÎÉËÉ
(×ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÕÍÅÎÉÅ ÄÅÌÉÔØ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÏÒÁ Pentium ÂÙÌÏ
ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ ÓÐÕÓÔÑ ÐÏÌÇÏÄÁ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÅÇÏ ËÏÍÍÅÒÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ-
ÄÁÖ ¡ ËÓÔÁÔÉ, ¥ÞÉÓÔÙÍ¥ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ, ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉ-
ÓÅÌ). ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÏ× ¡ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ. üÔÏ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ,
ÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎ-
ÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÕËÁÈ.

éÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÓËÌÀÞÅÎÁ ÎÁÐÒÁÓÎÏ.



çìá÷á VII

÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ É
ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

§1. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

æÕÎËÃÉÑ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, Å¾ ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍ A, ÞÔÏ

• ÅÓÌÉ f(n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A
ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n É ÐÅÞÁÔÁÅÔ f(n);
• ÅÓÌÉ f(n) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n.

îÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:
1. ðÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

(ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ (×
ËÁÞÅÓÔ×Å A ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁÃÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ).

2. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÓËÁÚÁ× ÔÁË: ¥ÅÓÌÉ f(n) ÎÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÎÏ
ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÅÞÁÔÁÅÔ¥. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÉÞÅÇÏ ÂÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ (×ÍÅ-
ÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÎÁÐÅÞÁÔÁ×, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ
ÚÁÃÉËÌÉ×ÁÔØÓÑ).

3. ÷ÈÏÄÁÍÉ É ×ÙÈÏÄÁÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ, ÎÏ É Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ (ÓÌÏ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {0, 1}), ÐÁÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× É ×ÏÏÂÝÅ ÌÀÂÙÅ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ,
¥ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ¥. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ, ÓËÁÖÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÁÍÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓËÁÖÅÍ, Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
ÐÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. úÄÅÓØ ÓÉÔÕÁÃÉÑ
ÓÌÏÖÎÅÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ, É ÍÙ Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÎÕÓ (ÐÒÉ
ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ) ×ÙÞÉÓÌÉÍ, Á ÆÕÎËÃÉÑ sign(x), ÒÁ×ÎÁÑ
−1, 0 É 1 ÐÒÉ x < 0, x = 0 É x > 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ¡ ÎÅÔ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ
ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ
ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ É Ô. Ð.
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4. îÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ ÎÁÚÁÄ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ ÓÐÅÃÉÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÒÁÚßÑÓÎÅÎÉÑ. óÅÊÞÁÓ (¥ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÇÒÁÍÏÔÎÏÓÔØ¥?) ÔÁËÉÅ ÏÂßÑÓÎÅ-
ÎÉÑ ×Ó¾ ÒÁ×ÎÏ ÎÉËÔÏ ÞÉÔÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ É ÔÁË ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍ. îÏ ×Ó¾ ÖÅ ÎÁÄÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. ÷ÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅ×ÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ:

¥äÏËÁÖÅÍ¥, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÄÏ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g : N → N. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÏÍ A, ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ B ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ g, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÕÀ f :
¥ÅÓÌÉ A ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n, ÔÏ B ÄÁ¾Ô ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÞÔÏ É A; ÅÓ-
ÌÉ A ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n, ÔÏ B ÄÁ¾Ô ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÓËÁÖÅÍ) 0¥. (÷ Þ¾Í
ÏÛÉÂËÁ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ?)

§2. òÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, X ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
χ(n) = (if n ∈ X then 1 else 0 ¦) ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×
ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ, ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É Ô. Ð.

úÁÄÁÞÁ 166. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
ÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁ e (ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×), ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 167. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ
×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÎËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ: ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ-
ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ, ÎÅ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ÷ÏÔ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ÞÉÓÌÅ π ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÄÅ×ÑÔÏË ÐÏÄÒÑÄ, ÒÁÚÒÅ-
ÛÉÍÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,
ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÎÏ
ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ ÔÁË É ÎÅ ÐÒÅÄßÑ×ÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ n
ÕÚÎÁ×ÁÌ ÂÙ, ÅÓÔØ ÌÉ × π ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÄÅ×ÑÔÏË ÐÏÄÒÑÄ.
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úÁÄÁÞÁ 168. éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÌÉ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ÞÉÓÌÁ π? þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Á ¥ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÄÅ×ÑÔÏË¥ ÎÁ
¥ÒÏ×ÎÏ n ÄÅ×ÑÔÏË (ÏËÒÕÖ¾ÎÎÙÈ ÎÅ-ÄÅ×ÑÔËÁÍÉ)¥?

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á? óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ¡ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ-
ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× (É ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ
ÒÑÄÁ) ÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅÓÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ. âÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÙ ÅÝ¾ ÐÏÓÔÒÏÉÍ.

§3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅ-
ÒÅÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÞÁÔÁÅÔ (× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ É Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔ-
ËÁÍÉ ×ÒÅÍÅÎÉ) ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÔÏÌØËÏ ÉÈ.

ôÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÈÏÄÁ; ÎÁÐÅÞÁÔÁ× ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÎÁ-
ÄÏÌÇÏ ÚÁÄÕÍÁÔØÓÑ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÐÅÞÁÔÁÔØ ÐÏÓÌÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÅÒÅÒÙ×Á
(Á ÍÏÖÅÔ ×ÏÏÂÝÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÎÁÐÅÞÁÔÁÔØ ¡ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ).

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á. ÷ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ:

1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

2) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ.

3) íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ (ËÁË ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ) ¥ÐÏÌÕÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ¥ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 0 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ X É ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ
×ÎÅ X, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÏÛÁÇÏ×ÏÇÏ ÉÓÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

ðÕÓÔØ X ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕ-
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍ Å¾ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁËÏ×: ÐÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÞÉÓÌÏ n, ÐÏÛÁÇÏ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÔØ
ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ÏÖÉÄÁÑ, ÐÏËÁ ÏÎ ÎÁÐÅÞÁÔÁÅÔ ÞÉÓÌÏ n. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÎ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁ-
ÅÔ, ×ÙÄÁÔØ ÎÁ ×ÙÈÏÄ 0 É ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ X ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f ,
×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ B. ôÏÇÄÁ X ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍÏÍ A: ‡ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁÐÕÓËÁÔØ B ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ 0, 1, 2, . . . , ÄÅÌÁÑ ×Ó¾ ÂÏÌØ-
ÛÅ ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ B (ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ 0 É 1;
ÐÏÔÏÍ ÐÏ Ä×Á ÛÁÇÁ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ 0, 1, 2, ÐÏÔÏÍ ÐÏ ÔÒÉ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ 0, 1, 2, 3



148 çÌÁ×Á VII. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ). ÷ÓÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍ B ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ,
ÐÅÞÁÔÁÔØ ÐÏ ÍÅÒÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ.

éÔÁË, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑÍ 1 É 3. åÓÌÉ × ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÐÅÞÁÔÁÔØ
ÎÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ B ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏ-
ÔÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f .
ïÓÔÁÌÏÓØ ÅÝ¾ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ÐÕÓÔØ
X ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ A. ôÏÇÄÁ X ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ

b(x) =
{

x, ÅÓÌÉ A ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁ x,

ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

÷ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É A, ÎÏ ÔÏÌØËÏ
×ÍÅÓÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ×ÙÄÁ¾Ô ËÏÐÉÀ ×ÈÏÄÁ.

åÝ¾ ÏÄÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÄÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ × ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ).

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÏÍ A, ÎÅÐÕÓÔÏ. ÷ÏÚØÍ¾Í × Î¾Í ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ x0. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁ-
ËÕÀ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ a: ÅÓÌÉ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A
ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ t, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ a(n) = t; ÅÓÌÉ ÖÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ
ÐÏÌÏÖÉÍ a(n) = x0. (íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ¡ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÂÏÔÕ
ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÅ ÛÁÇÉ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ¡ ÉÍÅÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÎÅ ÚÎÁÔØ, ÐÕÓÔÏ ÌÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÏÅ ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÌÉ ÎÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 47. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÅ-
ÒÅÞÉÓÌÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ X É Y ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ A É B, ÔÏ ÉÈ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ
ÐÏ ÛÁÇÁÍ A É B É ÐÅÞÁÔÁÅÔ ×Ó¾, ÞÔÏ ÐÅÞÁÔÁÀÔ A É B. ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ
ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ¡ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ A É B ÎÁÄÏ ÎÁËÁÐÌÉ×ÁÔØ É Ó×ÅÒÑÔØ
ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ; ÞÔÏ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÏÂÝÅÇÏ ¡ ÐÅÞÁÔÁÔØ.

úÁÄÁÞÁ 169. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÄÒÕ-
ÇÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ.
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ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ
ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 170. éÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ¥ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ¥ (ÏËÓÀÍÏÒÏÎ, ÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎ¾ÎÎÙÊ) ¡ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ
×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ËÏÍÁÎÄÙ ÔÉÐÁ

n := ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
(ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ËÏÍÁÎÄÙ ¥n := 0 ÉÌÉ 1¥, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ ÂÉÔÁÍ). îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ
(ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ×ÈÏÄÅ) ÍÏÖÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ, × ÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ¥ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ¥ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ×ÙÂÒÁÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÈÏÄÅ).

úÁÄÁÞÁ 171. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ N É B ⊂ N ÐÅÒÅÞÉ-
ÓÌÉÍÙ, ÔÏ ÉÈ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ A×B ⊂ N×N ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.

§4. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ É ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ôÅÏÒÅÍÁ 48. ÷ÓÑËÏÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÅÒÅ-
ÞÉÓÌÉÍÏ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A É ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ (ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ, ÔÏ A ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ-
×ÅÒÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÔÏ A É ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ: ÎÁÄÏ ÐÏ
ÏÞÅÒÅÄÉ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ 0, 1, 2, . . . É ÐÅÞÁÔÁÔØ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A (ÉÌÉ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A).

÷ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ A, Á ÔÁË-
ÖÅ ÄÒÕÇÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë A, ÔÏ ÄÌÑ ×ÙÑÓÎÅÎÉÑ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n Ë A ÎÁÄÏ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÏÂÁ ÜÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
É ÖÄÁÔØ, ÐÏËÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÐÅÞÁÔÁÅÔ n (ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÔ). ðÏÓÍÏÔÒÅ×, ËÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÌ, ÍÙ
ÕÚÎÁÅÍ, ÌÅÖÉÔ ÌÉ n × A.

üÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ð‚ÏÓÔÁ.
ïÎÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ¡ ÜÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á Ó ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑÍÉ. îÁÐÒÏÔÉ×, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 49. íÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ



150 çÌÁ×Á VII. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (ðÒÏÅËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÐÁÒ
ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ ÐÅÒ×ÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ: x ∈ P ⇔ ∃y(〈x, y〉 ∈ Q).)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÅËÃÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÞÉÓÌÉ-
ÍÁ (ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÌÖÅÎ ÌÉÛØ ÕÄÁÌÑÔØ ×ÔÏÒÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÁÒ),
ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ.

îÁÐÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ P ¡ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÏÍ A, ÔÏ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ×ÓÅÈ
ÔÁËÉÈ ÐÁÒ 〈x, n〉, ÞÔÏ x ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÔÅÞÅÎÉÉ ÐÅÒ×ÙÈ n ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÁ A. (üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.)

§5. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ É ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ

íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ × ÔÅÒÍÉ-
ÎÁÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ). íÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 50. æÕÎËÃÉÑ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Å¾ ÇÒÁÆÉË

F = {〈x, y〉 | f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁ×ÎÏ y}

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅ-
ÞÉÓÌÑÀÝÉÊ Å¾ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÞÁÔÁÀÝÉÊ ×ÓÅ x, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ
f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ x ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÅÝ¾ É ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅ f(x), ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F .

îÁÐÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ F , ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ×Ù-
ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ: ÉÍÅÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n, ÖÄ¾Í ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × F ÐÁÒÙ,
ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ n; ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ, ÐÅÞÁÔÁÅÍ
Å¾ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ É ËÏÎÞÁÅÍ ÒÁÂÏÔÕ.

ðÕÓÔØ f ¡ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉ-
ÑÍÉ. ïÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÐÒÉ f ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ f(n),
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n ∈ A É f(n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÐÒÉ f ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÈ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f(n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 51. ðÒÏÏÂÒÁÚ É ÏÂÒÁÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÉ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A
ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁË: ×ÚÑÔØ ÇÒÁÆÉË f , ÐÅÒÅ-
ÓÅÞØ ÅÇÏ Ó ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ N × A É ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÏ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÅ-
ÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 172. ðÕÓÔØ F ¡ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ. ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f , ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ
ÎÁ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ y, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 〈x, y〉 ∈
∈ F , ÐÒÉÞ¾Í ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ y. (üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÁÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 173. äÁÎÙ Ä×Á ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X
É Y . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á X ′ ⊂ X É Y ′ ⊂ Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ X ′ ∪ Y ′ = X ∪ Y .

úÁÄÁÞÁ 174. äÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
P (x1, . . . , xn) = 0, ÇÄÅ P ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁ-
ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. (ïÎÏ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ: × ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔ à. ÷. íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞÁ, Ñ×É×ÛÉÊÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ¥10-Ê ÐÒÏÂÌÅ-
ÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ¥.)

úÁÄÁÞÁ 175. îÅ ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ, ÐÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ xn + yn = zn × ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.
(ëÁË ÔÅÐÅÒØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÁ 1 É 2.)

úÁÄÁÞÁ 176. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ {a(0), a(1), a(2), . . .}, ÇÄÅ a ¡ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. (õËÁÚÁÎÉÅ: × ÈÏÄÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÕÄÁÌÑÅÍ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ.)

úÁÄÁÞÁ 177. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. (õËÁÚÁÎÉÅ:
×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ×ÙÂÅÒÅÍ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.)

úÁÄÁÞÁ 178. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ¥ÐÓÅ×ÄÏÏÂÒÁÔÎÏÊ¥ Ë f × ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ g ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ,
É ÐÒÉ ÜÔÏÍ f(g(f(x))) = f(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.
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úÁÄÁÞÁ 179. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ α ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ a, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ
ε > 0 ÄÁ¾Ô ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë α Ó ÏÛÉÂËÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ε, Ô. Å. |α−
a(ε)| 6 ε ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ε > 0. (òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ.)

( Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ α ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ α, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

( Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ α ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁËÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÅÇÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ (ÉÌÉ Ä×ÏÉÞ-
ÎÏÊ) ÄÒÏÂÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.

( ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ α ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë α (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ
ÕËÁÚÁÔØ N ÐÏ ε × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ε-N-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.)

( Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÒÁÚÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÁ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍ.

( Ä) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ ×ÙÞÉÓÌÉÍ.

( Å) äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ α ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ α, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. (ðÅÒÅÞÉÓÌÉ-
ÍÏÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ α ÐÅÒÅÞÉ-
ÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

( Ö) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ É Ó×ÅÒÈÕ.

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÍ. × ÚÁÄÁ-
ÞÅ 188.



çìá÷á VIII

õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É
ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ

§1. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÉÍÅÒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ
ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ-
×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ n ÆÕÎËÃÉÑ

Un : x 7→ U(n, x)

(¥ÓÅÞÅÎÉÅ¥ ÆÕÎËÃÉÉ U ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ É ÅÓÌÉ
×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ) ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÓÒÅÄÉ Un. (îÁ-
ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÆÕÎËÃÉÑ U , ÎÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÅ
ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÍÉ.)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎËÃÉÊ
(ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ): ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ U Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÔ ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÅÓÌÉ Å¾ ÓÅÞÅÎÉÑ Un Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ-
ÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÞÅ-
×ÉÄÎÏ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÞ¾ÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× (É
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÉÈ).

ëÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÉÇÒÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 52. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, Ñ×-
ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÐÉÛÅÍ ×ÓÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏ-
ÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, × ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p0, p1, . . . (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÐÏ-
ÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÄÌÉÎÙ). ðÏÌÏÖÉÍ U(i, x) ÒÁ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÒÁÂÏÔÙ
i-ÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ×ÈÏÄÅ x. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ U É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. óÅÞÅÎÉÅ Ui ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ×ÙÞÉ-
ÓÌÑÅÍÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ pi. áÌÇÏÒÉÔÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÓÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ U , ÅÓÔØ ÐÏ
ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÔÏÒ ÄÌÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÏÎ
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ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÐÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ É
Å¾ ÎÏÍÅÒ).

úÁÄÁÞÁ 180. ÷ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Un ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ U Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×
×ÙÞÉÓÌÉÍÙ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ?

úÁÄÁÞÁ 181. äÁÊÔÅ (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒ¾È ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, É ÄÏËÁÖÉÔÅ Å¾ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ.

äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ⊂
⊂ N × N ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ

Wn = {x | 〈n, x〉 ∈W}
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ É ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × ËÌÁÓÓÅ ÎÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 53. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ U . ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
×ÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Un.

úÁÄÁÞÁ 182. ëÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏ-
ÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Un?

úÁÄÁÞÁ 183. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

§2. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ

÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ËÌÁÓ-
ÓÁ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ
ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ ÎÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 54. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌ¾ÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ¥ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ¥ ¡ ÔÏÞÎÏ
ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÞ¾ÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ
ÄÒÏÂÅÊ. ðÕÓÔØ U ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u(n) = U(n, n).
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ n ÆÕÎËÃÉÑ u ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ Un, Á ÆÕÎË-
ÃÉÑ d(n) = u(n) + 1 ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Un. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ d(n) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ×ÓÅÈ ÓÅÞÅÎÉÊ Un, É ÐÏÔÏÍÕ ÆÕÎË-
ÃÉÑ U ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ.

ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ)? äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ d(n) = U(n, n) + 1
ÔÅÐÅÒØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Un(n) = U(n, n), ÔÁË ËÁË ÏÂÁ ÏÎÉ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÁÓÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ × ÓÉÌÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 55. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ d (Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒ-
ÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ), ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉËÁËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ
ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏ f(n) = d(n) (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ
ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(n) É d(n) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÙ É ÒÁ×ÎÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ×Ó¾ ÕÖÅ ÓËÁÚÁÎÏ: ÔÁËÏ×Á ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ d(n) = U(n, n) (ÚÄÅÓØ U ¡ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÏ×, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ).
ìÀÂÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÅÓÔØ Un ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n É ÐÏÔÏÍÕ f(n) =
= Un(n) = U(n, n) = d(n).

ôÅÏÒÅÍÁ 56. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÓÀÄÕ
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁËÏ×Á, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ d′(n) = d(n) + 1, ÇÄÅ d ¡
ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ Å¾ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î-
ÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×ÓÀÄÕ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ d (× ÔÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ d ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ, ÆÕÎËÃÉÑ d′ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅ d É ÐÏÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ d′ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ d; ÔÁÍ, ÇÄÅ d ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÌÀÂÁÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ d).

úÁÄÁÞÁ 184. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ d ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÅÎÉÑ.
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§3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 57. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
(ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÎÅÐÅÒÅÞÉ-
ÓÌÉÍÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x), ÎÅ ÉÍÅÀÝÕÀ
×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. å¾ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F
ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, F ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ). åÓÌÉ ÂÙ F ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

g(x) =
{

f(x), ÅÓÌÉ x ∈ F,

0, ÅÓÌÉ x /∈ F

ÂÙÌÁ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÐÒÉ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ g(x) ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÌÅÖÉÔ ÌÉ x × F , ÅÓÌÉ ÌÅÖÉÔ, ÔÏ
×ÙÞÉÓÌÑÅÍ f(x)).

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÉÔÏÇÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÐÅÒÅ-
ÞÉÓÌÉÍÙÍ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ n, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÙÈ U(n, n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. åÓÌÉ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ U , ÔÏ
ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ n-Ñ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ¥ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÁÍÏÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ¥ (ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ë Ó×ÏÅÍÕ ÎÏÍÅÒÕ) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÓÅÊ ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÐÁÒ. (åÓÌÉ ÂÙ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ×ÙÑÓÎÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ë ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÏ É Å¾ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ¡ ÐÒÉÍÅÎÉ-
ÍÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ë ÓÅÂÅ ¡ ÂÙÌ ÂÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍ.)

úÁÄÁÞÁ 185. ðÕÓÔØ U ¡ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ¥ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ¥ K = {x | 〈x, x〉 ∈
∈ U} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 186. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.
òÁÚÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ S ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï D ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÜÔÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ
ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ?
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úÁÄÁÞÁ 187. íÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ N × N ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ¥ÎÉÖÎÉÈ ÔÏÞÅË¥ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï

V = {〈x, y〉 | (〈x, y〉 ∈ U) É (〈x, z〉 /∈ U ÄÌÑ ×ÓÅÈ z < y)}
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ V ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ
U ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ?

úÁÄÁÞÁ 188. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ, ÎÏ ÎÅ
×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ Ó. 152. (õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

∑
2−k ÐÏ ×ÓÅÍ k ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á P . ïÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÔÏÌØËÏ
ÐÒÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÍ P .)

íÙ ×ÅÒÎ¾ÍÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ × ÚÁÄÁÞÅ 192
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ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ËÁÖÅÔÓÑ ¥ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ¥ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÏÇÒÁÍ-
ÍÁÍ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÉÈ ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÉ. ÷ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ä×ÕÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, É ÇÌÁ×ÎÏÊ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ¥return (f(g(x)))¥.

ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÅ Ï ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÈ (ÞÔÏÂÙ ÎÅ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÄÅ-
ÔÁÌÉ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ), Á Ï ÎÏÍÅÒÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ
ÓÒÅÄÓÔ×Á. éÍÅÎÎÏ, ×ÓÑËÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÚÁÄÁ¾Ô ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ: ÞÉÓÌÏ n
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ Un : x 7→ U(n, x).

÷ÏÏÂÝÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ (ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ν : N → F ,
ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ×Ó¾ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F . åÓÌÉ ν(n) = f , ÔÏ ÞÉÓÌÏ n
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÏÍÅÒÏÍ ÏÂßÅËÔÁ f . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ× ÚÁÄÁ¾Ô ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (É
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ).

îÁÛÁ ÃÅÌØ ¡ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: (ÐÒÉ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ ÎÏÍÅÒÁÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÁ¾Ô ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ
ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ, ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. (ôÁËÉÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ.)
ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÁÌÏ: ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ÂÙÌÁ, ËÁË
ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÇÌÁ×ÎÏÊ (Ç¾ÄÅÌÅ×ÏÊ).

ðÕÓÔØ U ¡ Ä×ÕÍÅÓÔÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ
ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÔÅÒÍÉÎ ¥k-ÍÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ¥ ÏÚÎÁÞÁÅÔ
¥ÆÕÎËÃÉÑ k ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×¥). å¾ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉ-
ÅÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ Ä×ÕÍÅÓÔÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕ
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ s(m), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

V (m, x) = U(s(m), x)

ÐÒÉ ×ÓÅÈ m É x (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ
158
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ÏÂÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÌÉÂÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÒÁ×ÎÙ).
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Vm = Us(m), ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ s ÄÁ¾Ô ÐÏ V -ÎÏÍÅÒÕ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ U -ÎÏÍÅÒ ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 58. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ.) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 52 (Ó. 153) ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÁ¾Ô ÇÌÁ×ÎÕÀ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÌÉ ×ÓÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ
p0, p1, p2, . . . ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÐÏÒÑÄËÅ
×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÄÌÉÎ É ÐÏÌÁÇÁÌÉ U(n, x) ÒÁ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ pn Ë ×ÈÏÄÕ x. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÄÒÕÇÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ V Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ m ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ Vm, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ
× V ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÐÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÒÁ×ÎÙÍ m. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÕÀ ÐÒÏÇ-
ÒÁÍÍÕ (× ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÑÚÙËÏ× ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ) ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÅÇËÏ ¡ ÎÁÄÏ
ÔÏÌØËÏ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÄÌÑ V ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÙ (ÉÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ V × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, Á ×
ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ×ÙÚÙ×ÁÔØ V Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÐÅÒ×ÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ).

(÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ.) îÏ ÍÏÖÎÏ É ÎÅ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÄÅÔÁÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÆÁËÔÏÍ Å¾ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÒ¾È ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÏ×, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÔÏ
ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ T , ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÁÃÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÒÅÄÉ ÆÕÎËÃÉÊ
Tn(u, v) = T (n, u, v) ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÏ×.

ôÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÍÕÀ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÐÁÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
〈u, v〉 ↔ [u, v] ÍÅÖÄÕ N × N É N; ÞÉÓÌÏ [u, v], ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÁÒÅ 〈u, v〉,
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÏÍÅÒÏÍ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ R ¡ Ä×ÕÍÅÓÔÎÁÑ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ,
ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ T , ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T (n, u, v) = R(n, [u, v]),
ÂÕÄÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-
ÌÅ, ÐÕÓÔØ F ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f , ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-
ÅÍ f([u, v]) = F (u, v). ðÏÓËÏÌØËÕ R ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁ, ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ n, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ R(n, x) = f(x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ x. äÌÑ ÜÔÏÇÏ n ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
T (n, u, v) = R(n, [u, v]) = f([u, v]) = F (u, v), É ÐÏÔÏÍÕ n-ÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ T ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó F . éÔÁË, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÒ¾È ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÁ.



160 çÌÁ×Á IX. îÕÍÅÒÁÃÉÉ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ

ôÅÐÅÒØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ Å¾ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ U Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ×ÓÔÒÏÉÍ ×ÎÕÔÒØ U ×ÓÅ
ÄÒÕÇÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ U ÓÔÁÎÅÔ
ÇÌÁ×ÎÏÊ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÏÌÏÖÉÍ U([n, u], v) = T (n, u, v) É ÐÒÏ×ÅÒÉÍ,
ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U ÂÕÄÅÔ ÇÌÁ×ÎÏÊ. ìÀÂÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ V Ä×ÕÈ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ× ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ T : ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ
V (u, v) = T (n, u, v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ u É v. ôÏÇÄÁ V (u, v) = U([n, u], v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ u É v
É ÐÏÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ s, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ s(u) = [n, u], ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

îÕÍÅÒÁÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ, ÉÌÉ Ç¾ÄÅÌÅ×ÙÍÉ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 59. ðÕÓÔØ U ¡ Ä×ÕÍÅÓÔÎÁÑ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ c, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÎÏÍÅÒÁÍ p É q Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ
ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÄÁ¾Ô ÎÏÍÅÒ c(p, q) ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ: Uc(p,q) ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÑ Up ◦ Uq, ÔÏ ÅÓÔØ

U(c(p, q), x) = U(p, U(q, x))

ÄÌÑ ×ÓÅÈ p, q É x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÍÅÓÔÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ V , ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÊ V ([p, q], x) = U(p, U(q, x)). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ s, ÞÔÏ V (m, x) = U(s(m), x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ m É x. ôÏÇÄÁ V ([p, q], x) =
= U(s([p, q]), x) É ÐÏÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ c, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ c(p, q) =
= s([p, q]), ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ.

ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ-
×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÔÏÒ V , ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ
ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÔÒÁÎÓÌÑÔÏÒ s ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÑÚÙËÁ U .
(äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ É ÉÈ ÎÏÍÅÒÁ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ
ÞÉÓÌÏ m ËÁË U -ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ Um.)

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÁ-
ÒÁ 〈p, q〉 ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ Ó U -ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ p
É q. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÔÁËÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÔÒÁÎÓÌÉÒÏ×ÁÔØ
× U -ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 59 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:



§2. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ 161

úÁÄÁÞÁ 189. ðÕÓÔØ U ¡ Ä×ÕÍÅÓÔÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÎÏÍÅÒÁÍ p É q Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ
ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÄÁ¾Ô ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÎÏÍÅÒ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏ k ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ-
ÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÔØ U-ÎÏÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ x 7→ [k, x].)

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ? íÙ Õ×ÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.

úÁÄÁÞÁ 190. éÚÍÅÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É
ÂÕÄÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ¥ÔÒÁÎÓÌÑÔÏÒÁ¥ s ÌÉÛØ ÄÌÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ V (Á ÎÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ, ËÁË ÒÁÎØÛÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÎÏ×ÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÔÁÒÏÍÕ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÄÅÌÁÔØ × ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ, ¥ÒÁÓÔ×ÏÒÉ×¥ × ÎÅÊ
ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.)

úÁÄÁÞÁ 191. ðÕÓÔØ U ¡ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ V (m, n, x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÓÀÄÕ
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ s(m, n), ÞÔÏ V (m, n, x) = U(s(m, n), x)
ÐÒÉ ×ÓÅÈ m, n É x. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ m É n × ÐÁÒÕ.)

§2. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f0, f1, . . . ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ¥ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ i 7→ fi ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ¥. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:
• ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F

Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (i, n) = fi(n), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÏÊ.
• ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ c0, c1, . . . , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
ci Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× ÆÕÎËÃÉÉ fi.

÷ÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÇÏ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÕÍÅÒÁ-
ÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 60. åÓÌÉ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ), ÔÏ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒ×ÏÅ. åÓÌÉ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÔÏ
ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÔÏÒÏÅ.
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(÷ÐÒÅÄØ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÔÁË
ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÀÂÙÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ U ¡ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ i 7→ ci ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F : 〈i, x〉 7→ fi(x) = U(ci, x)
×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÄÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÄÒÕ-
ÇÕÀ.

îÁÐÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, Á ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ-ÔÒÁÎÓÌÑÔÏÒ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÌÁ×-
ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÁË ÒÁÚ É ÄÁ¾Ô ÐÏ i ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× ÆÕÎË-
ÃÉÉ fi.

úÁÄÁÞÁ 192. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ
ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÕÍÅÒÁ-
ÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ
ÎÁ Ó. 152: ÎÏÍÅÒÏÍ ÞÉÓÌÁ α Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÍÅÒ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÐÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ε > 0 ÄÁ¾Ô ε-ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë α.

( Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ
ÎÏÍÅÒÁÍ Ä×ÕÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÁ¾Ô (ÎÅËÏÔÏÒÙÊ) ÎÏÍÅÒ
ÉÈ ÓÕÍÍÙ.

( Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ
ÎÏÍÅÒÕ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ,
ÒÁ×ÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÀ.

( ×) ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ 179, ×ÓÑËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÍ
ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÏÍÅÒÕ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÁ¾Ô ÎÏÍÅÒ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÅÇÏ
ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

§3. çÌÁ×ÎÙÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ⊂ N × N ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ
×ÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× N), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ-
ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ⊂ N × N ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ s : N→ N, ÞÔÏ

〈n, x〉 ∈ V ⇔ 〈s(n), x〉 ∈W

ÄÌÑ ×ÓÅÈ n É x. (ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ.)
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ëÁË É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÕÍÅÒÁÃÉÑÍ. ëÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
U ⊂ N×N ÚÁÄÁ¾Ô ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÒÑÄÁ: ÞÉÓÌÏ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒÏÍ n-ÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ Un = {x | 〈n, x〉 ∈ U}.
ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N × N ÚÁÄÁ¾Ô ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ; ÔÁËÉÅ ÎÕ-
ÍÅÒÁÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ⊂ N × N
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÉÍÅÅÔ W -ÎÏÍÅÒ; ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ V (ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë W -ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ Vn =
= Ws(n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ s É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.

ôÅÏÒÅÍÁ 61. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï W ⊂ N× N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÁËÏÇÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ
×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ U ¡ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á
W ¡ ÏÂÌÁÓÔØ Å¾ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ V ⊂ N×N ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉ-
ÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ G Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î-
ÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ s : N→ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Gn = Us(n) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n. ôÏ-
ÇÄÁ ÒÁ×ÎÙ É ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ Gn É Us(n), ÔÏ ÅÓÔØ Vn = Ws(n).

úÁÄÁÞÁ 193. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N3 (ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ×ÙÛÅ
ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ).

ëÁË É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÐÅ-
ÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÏ-
ÍÅÒÏ×. ÷ÏÔ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 62. ðÕÓÔØ W ⊂ N×N ¡ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ ÐÏ W -ÎÏÍÅÒÁÍ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÏÍÅÒ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× s, ÞÔÏ

Ws(m,n) = Wm ∩Wn

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ m É n.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ N× N, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÅ ÔÁË:

〈[m, n], x〉 ∈ V ⇔ x ∈ (Wm ∩Wn)

(ÚÄÅÓØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÎÏÍÅÒ ÐÁÒÙ) É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

ëÁË É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅ-
ÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ä×ÏÑËÏ: ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ V0, V1, . . . ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V , Á ÍÏÖÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ i ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ
ÕËÁÚÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× i-ÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÇÌÁ×ÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ-
ÃÉÉ. üÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ).

§4. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÏÍÅÒÏ×

îÁÞÎ¾Í Ó ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÒÁÚÒÅ-
ÛÉÍÏ? äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏ ÎÏÍÅÒÕ ÆÕÎËÃÉÉ × ÇÌÁ×ÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ-
ÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ?

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÔÏÇÏ, ËÁËÁÑ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ×ÙÂÒÁÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ
ÇÌÁ×ÎÙÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ, ÔÏ ÏÎÉ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ¥Ó×ÏÄÑÔÓÑ¥ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ: ÐÏ ÎÏÍÅÒÕ
ÆÕÎËÃÉÉ × ÏÄÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÏÍÅÒ ÔÏÊ
ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÄÒÕÇÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ. åÓÌÉ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ
ÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ¥ÎÉÇÄÅ-ÎÅ-ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ¥ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ
ÄÅÌÁÔØ É × ÄÒÕÇÏÊ (ÐÒÉÍÅÎÉ× ¥ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ¥).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÂÕÄÅÔ
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 63. ðÕÓÔØ U ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ Un Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ¥Ó×ÅÄ‚ÅÎÉÅÍ¥ ¡ ÐÏËÁ-
ÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ, ÔÏ É ×ÏÏÂÝÅ ÌÀÂÏÅ
ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ. (þÔÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÎÅ×ÅÒ-
ÎÏ.)
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ðÕÓÔØ K ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ V Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×:

V (n, x) =
{ 0, ÅÓÌÉ n ∈ K,

ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÅÓÌÉ n /∈ K.

ëÁË ×ÉÄÎÏ, ×ÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÉËÔÉ×ÅÎ, É ÏÎÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÕÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K ÏÔ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×: ÐÒÉ n ∈ K
ÓÅÞÅÎÉÅ Vn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÐÒÉ n /∈ K ¡ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ V (n, x) = U(s(n), x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n É x,
Ô. Å. Vn = Us(n). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ n ∈ K ÚÎÁÞÅÎÉÅ s(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ U -ÎÏÍÅÒÏÍ
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÐÒÉ n /∈ K ÚÎÁÞÅÎÉÅ s(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ U -ÎÏÍÅÒÏÍ ÎÉÇÄÅ
ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U -ÎÏÍÅÒÏ× ÎÉÇÄÅ ÎÅ
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÚÒÅÛÁÌÏÓØ ÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÔÏ ÍÙ ÂÙ
ÍÏÇÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ë s(n) É ÕÚÎÁÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ n
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ K ÉÌÉ ÎÅÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ
× ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÉ Ó ÎÁÛÉÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÏ× × ÌÀÂÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ).

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î-
ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÎÏ É ÎÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÏÍÅÒÏ× ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÏÂÌÁ-
ÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. (üÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÕ-
ÍÅÒÁÃÉÉ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ: ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÑ U(n, x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n
É x, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÞÁÔÁÔØ ÔÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
U(n, x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.) á ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÞÉ-
ÓÌÉÍÏ, ÔÏ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÓÔÁ, Ó. 149).

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÏÊ
õÓÐÅÎÓËÏÇÏ   òÁÊÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÏÄÎÏÇÏ ÁÒ-
ÇÕÍÅÎÔÁ) ÞÅÒÅÚ F .

ôÅÏÒÅÍÁ 64. ðÕÓÔØ A ⊂ F ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ, ÔÁË É ÆÕÎËÃÉÉ, ÅÍÕ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÅÐÕÓÔÏ É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ F). ðÕÓÔØ U ¡
ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏ-
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ÒÙÊ ÐÏ U-ÎÏÍÅÒÕ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏ×ÅÒÑÌ ÂÙ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉ ÏÎÁ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÏÍ A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {n | Un ∈ A} ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Å¾ ζ) ËÌÁÓÓÕ A, É ×ÏÚØÍ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ξ ¥Ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ¥ (ÅÓÌÉ ζ ∈ A, ÔÏ ξ /∈ A É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

äÁÌÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ËÁË ÒÁÎØÛÅ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÏÚØÍ¾Í
ÆÕÎËÃÉÀ ξ: ÐÏÌÏÖÉÍ

V (n, x) =
{

ξ(x), ÅÓÌÉ n ∈ K,

ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÅÓÌÉ n /∈ K.

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÆÕÎËÃÉÑ V ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ n É x ÍÙ ÏÖÉ-
ÄÁÅÍ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ n × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å K, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ξ(x)). ðÒÉ n ∈ K
ÆÕÎËÃÉÑ Vn ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ξ, ÐÒÉ n /∈ K ¡ Ó ζ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏ×ÅÒÑÑ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï Vn ∈ A (ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÏÐÒÅËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ
ÔÅÏÒÅÍÙ), ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ K
ÉÌÉ ÎÅÔ.

îÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÎÅÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÎÏÓÔØ (Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ A ÍÙ ÂÅÒ¾Í ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ¡ ÌÀÂÕÀ). ÷ÏÔ ÂÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ. ðÏËÁ-
ÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÔØ ÐÏ U -ÎÏÍÅÒÁÍ, ÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á
ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P É Q ÏÔÄÅÌÉÍÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ ξ É η, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ¥ÐÏ
ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ¥ ÏÔ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

V (n, x) =





ξ(x), ÅÓÌÉ n ∈ P ,

η(x), ÅÓÌÉ n ∈ Q,

ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÅÓÌÉ n /∈ P ∪Q.

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ: ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ n É x ÏÖÉÄÁÅÍ, ÐÏËÁ n ÐÏÑ×ÉÔÓÑ
ÌÉÂÏ × P , ÌÉÂÏ × Q, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁÐÕÓËÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ξ(x)
ÉÌÉ η(x).

åÓÌÉ n ∈ P , ÔÏ Vn ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ξ; ÅÓÌÉ n ∈ Q, ÔÏ Vn ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó η.
ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÒÏ×ÅÒÑÑ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ Vn ËÌÁÓÓÕ A, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ
ÏÔÄÅÌÉÔØ P ÏÔ Q. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÜÔÏÔ ÂÏÌÅÅ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

÷ÔÏÒÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÉ-
ÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ϕ É ψ É
ÌÀÂÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ U ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ U -ÎÏÍÅÒÏ× ÆÕÎË-
ÃÉÉ ϕ É ÆÕÎËÃÉÉ ψ ÎÅ ÏÔÄÅÌÉÍÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ, ËÁË ÍÙ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ Õ×ÉÄÉÍ.)
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ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÉÍÅÒ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÌÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÍÅÒ. üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ. ðÕÓÔØ U(n, x) ¡ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D
×ÓÅÈ U -ÎÏÍÅÒÏ× ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ëÁË ÍÙ
ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î-
ÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ d, ÅÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÕÀ: D = {d(0), d(1), . . .}.
ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ V (i, x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ V (0, x) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÉ
ÐÒÉ ËÁËÏÍ x, Á V (i+1, x) = U(d(i), x). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÕÎËÃÉÑ V0 ÎÉÇÄÅ ÎÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ Vi+1 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó Ud(i). ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ V
×ÙÞÉÓÌÉÍÁ; ÏÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ V -ÎÏÍÅÒÏÍ
ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 0.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÂÏÌÅÅ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ: ËÁË ÐÏËÁ-
ÚÁÌ æÒÉÄÂÅÒÇ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÏÍÅÒ. óÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÎÉ ÎÅ ÍÏ-
ÇÕÔ ÂÙÔØ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ. úÁÂÁ×ÎÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÁËÏÊ
ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖ-
ÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÒÕÄÎÏ É
ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ, ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÎÏ ÅÓÔØ × ËÎÉÖËÅ á. é. íÁÌØÃÅ×Á ¥áÌÇÏ-
ÒÉÔÍÙ É ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×.



çìá÷á X

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ

§1. îÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

ôÅÏÒÅÍÁ 65. ðÕÓÔØ U ¡ ÇÌÁ×ÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, Á h ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏ Un = Uh(n), ÔÏ ÅÓÔØ n É h(n) ¡ ÎÏÍÅÒÁ ÏÄÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÄÁ×ÁÌ ÄÒÕÇÕÀ (ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÅÊ). üÔÕ
ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÌÉÎÉ Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï
ÒÅËÕÒÓÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÅÎÉÑ (ÇÌÁ×Á VIII).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕ-
ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x ≡ y) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ:

• äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ
×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ Å¾ ≡-ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-
ÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x, ÔÏ g(x) ≡ f(x)).
• óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ
≡-ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ n 6≡ h(n) ÄÌÑ
×ÓÅÈ n).

åÓÌÉ x ≡ y ¡ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (x = y), ÔÏ ×ÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù-
ÐÏÌÎÅÎÏ (ÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, h(n) = n + 1), ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÅÒ×ÏÅ.
ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ x ≡ y ←→ Ux = Uy (x É y ¡
ÎÏÍÅÒÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï,
ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ×ÔÏÒÏÅ.

ðÏÞÅÍÕ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï? ðÕÓÔØ f ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ V (n, x) = U(f(n), x).
ðÏÓËÏÌØËÕ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ×ÓÀ-
ÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ V (n, x) = U(s(n), x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n
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É x. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ≡-ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓ-
ÌÉ f(n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ s(n) ÂÕÄÅÔ ÄÒÕÇÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÞÔÏ
É f(n). (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(n) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ s(n) ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÉÍ ÉÚ
ÎÏÍÅÒÏ× ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.)

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÓÏ-
×ÍÅÓÔÎÙ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ 55 (ÒÁÚÄÅÌ 2). ÷ÏÚØÍ¾Í ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f , ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉËÁËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ×ÓÀÄÕ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x 7→ U(x, x) ÄÌÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ U). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ≡-ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ g ÆÕÎËÃÉÉ f . òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(x) = h(g(x)), ÇÄÅ h ¡ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ≡-ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ôÏÇÄÁ t ÂÕÄÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÔÌÉÞÁÔØ-
ÓÑ ÏÔ f . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ f(x) ≡ g(x) 6≡ h(g(x)) = t(x),
É ÐÏÔÏÍÕ f(x) 6= t(x). åÓÌÉ ÖÅ f(x) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ
ÕÖÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔ f(x) É t(x).

ôÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 66. ðÕÓÔØ U(n, x) ¡ ÇÌÁ×ÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ðÕÓÔØ
V (n, x) ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ U É V ÓÏ-
×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ: ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÔÁËÏÅ p, ÞÔÏ Up = Vp, ÔÏ
ÅÓÔØ U(p, n) = V (p, n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÎÁÊÄ¾Í ÔÁËÕÀ
×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ h, ÞÔÏ V (n, x) = U(h(n), x) ÐÒÉ
×ÓÅÈ n É x. ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å p ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÆÕÎËÃÉÉ h.

(ðÒÉÍÅÒ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ËÁË ÂÙ ÎÉ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÒÁÚÒÁÂÏÔÞÉ-
ËÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅÒÓÉÊ ËÏÍÐÉÌÑÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÂÏÔÁÅÔ × ÏÂÅÉÈ ×ÅÒÓÉÑÈ ¡ ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÃÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ É ÔÁÍ, É
ÔÁÍ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ×Ó¾ ÖÅ ÎÅ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ, Á ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ËÏÍÐÉÌÑÔÏÒ ÚÁÄÁ¾Ô
ÇÌÁ×ÎÕÀ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ¡ ÎÏ ÎÁÄÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÓÔÁÒÁÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ
ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÁË!)

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ É ÐÒÏÓÌÅ-
ÄÉÔØ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ. äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ U(n, x)
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ [n](x) É ÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ¥ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ n
Ë ×ÈÏÄÕ x¥;

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ¥ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ¥ ÆÕÎË-
ÃÉÉ U(x, x), ËÏÔÏÒÕÀ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË [x](x) (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ x Ë ÓÅÂÅ). äÁÌÅÅ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ Å¾ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÅ
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≡-ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ [[x](x)](y) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. íÙ ×ÓÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ U ÅÓÔØ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÁËÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ g, ÞÔÏ [[g](x)](y) = [[x](x)](y)
ÐÒÉ ×ÓÅÈ x É y. ðÒÉ ÜÔÏÍ [g](x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x. ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ
ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ h. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÀ [h]([g](x)). üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x, É ÐÏÔÏÍÕ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ [t](x) = [h]([g](x)) ÐÒÉ ×ÓÅÈ x. üÔÁ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ËÏ ×ÓÅÍ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏ×Ù h É g. ôÅÐÅÒØ ÎÅÐÏÄ×ÉÖ-
ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÂÕÄÅÔ [g](t). þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ [[g](t)](x) = [[h]([g](t))](x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ g
ÉÍÅÅÍ [[g](t)](x) = [[t](t)](x). ÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ t, ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË [[h]([g](t))](x) ¡ ÞÔÏ ËÁË ÒÁÚ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

§2. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÅÞÁÔÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊ ÔÅËÓÔ

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Å¾ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÅÞÁÔÁÀÝÁÑ (ÎÁ ÌÀÂÏÍ
×ÈÏÄÅ) Ó×ÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ
ÂÙÌÏ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

p 7→ (ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅ ÐÅÞÁÔÁÅÔ p)

ÎÅ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ.
æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 67. ðÕÓÔØ U(n, x) ¡ ÇÌÁ×ÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÞÔÏ U(p, x) = p ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.

÷ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ: ÐÕÓÔØ U(p, x) ¡ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ
C-ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ p Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ×ÈÏÄÕ x. (õÔÏÞÎÅÎÉÑ: (1) ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ
ÞÉÓÌÁ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÁÊÔÏ×; (2) ÅÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁ-
ÂÏÔÙ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ
×ÙÈÏÄ ÞÔÏ-ÔÏ ÐÏÓÌÁÎÏ.) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U ÂÕÄÅÔ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ; ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ
ÄÁ¾Ô p.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ-
×ÁÎÉÑ; ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÐÏÍÑÎÕÌÉ ÑÚÙË C, ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 194. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ C-ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅ-
ÞÁÔÁÅÔ Ó×ÏÊ ÔÅËÓÔ ÚÁÄÏÍ ÎÁÐÅÒ¾Ä.
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úÁÄÁÞÁ 195. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ C-ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ P É Q Ó
ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ P ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÔÅËÓÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Q, Á ÐÒÏ-
ÇÒÁÍÍÁ Q ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÔÅËÓÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ P . (åÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÉÑ
ÍÅÖÄÕ P É Q, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å P É Q ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ,
ÐÅÞÁÔÁÀÝÕÀ Ó×ÏÊ ÔÅËÓÔ.)

úÁÄÁÞÁ 196. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÁ ÑÚÙËÅ C, ÐÅÞÁÔÁÀÝÕÀ Ó×ÏÊ
ÔÅËÓÔ (ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÆÁÊÌÁÍÉ ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ read).

îÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÏÄÏÂÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÌÁ ÂÙ ×ÉÄ: ÎÁÐÅÞÁÔÁÔØ Ä×Á
ÒÁÚÁ, ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ × ËÁ×ÙÞËÁÈ, ÔÁËÏÊ ÔÅËÓÔ: ¥ÎÁÐÅÞÁÔÁÔØ Ä×Á ÒÁÚÁ, ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ
× ËÁ×ÙÞËÁÈ, ÔÁËÏÊ ÔÅËÓÔ:¥.

úÁÄÁÞÁ 197. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÁ ÑÚÙËÅ C, ÐÅÞÁÔÁÀÝÕÀ Ó×ÏÊ
ÔÅËÓÔ ÚÁÄÏÍ ÎÁÐÅÒ¾Ä.

óÄÅÌÁ× ÅÝ¾ ÏÄÉÎ ÛÁÇ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅ-
ÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÕÓÔØ h ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ C-ÐÒÏÇÒÁÍÍ, Õ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. ôÏÇÄÁ ÎÁÐÉÛÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ
ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ ÐÅÞÁÔÁÀÝÅÊ ÓÅÂÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ Ó×ÏÊ ÔÅËÓÔ × ÓÔÒÏ-
ËÕ p, ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ h Ë p, ÐÏÌÕÞÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÒÏËÕ q, Á ÚÁÔÅÍ
ÚÁÐÕÓËÁÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÔÏÒ ÑÚÙËÁ C ÎÁ ÓÔÒÏËÅ q (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÈÏ-
ÄÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ q ×ÈÏÄ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ). ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÕÖÅ
ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ, ÔÁË ËÁË ÂÕÄÅÔ ×ËÌÀÞÁÔØ × ÓÅÂÑ (É ÄÁÖÅ Ä×Á ÒÁ-
ÚÁ ¡ ÐÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÐÒÏÓÔÏ ÔÁË, Á ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ × ËÁ×ÙÞËÁÈ) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÔÏÒ C,
ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÎÁ C.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ h,
ÔÁË ËÁË Å¾ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÆÕÎËÃÉÉ h ÎÁ Å¾ ÔÅËÓÔÅ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏ-
ÇÒÁÍÍÁ É ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ×ÈÏÄÕ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ,
ÔÏÌØËÏ × ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.

§3. îÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ

3.1. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË

ôÅÏÒÅÍÁ 65 (Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ
ÏÄÎÏÊ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÍÎÏÇÏ: × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ n,
ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Un = Uh(n)



172 çÌÁ×Á X. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ÅÓÌÉ ÂÙ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÂÙÌÏ
ÂÙ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ h × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ. îÅÄÏÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ
× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ
(ÕËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏ-
ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Å¾ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË). íÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÜÔÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 65. ÷ Î¾Í ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏËÁÚÙ×ÁÌÉÓØ ÞÉ-
ÓÌÁ [g](t), Á ÆÕÎËÃÉÀ g ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÙÌÉ
ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÐÅÒ¾Ä ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

úÁÄÁÞÁ 198. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

3.2. îÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ

åÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÁ-
ÒÁÍÅÔÒÁ, ÔÏ É ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ
ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. ôÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏ×:

ôÅÏÒÅÍÁ 68. ðÕÓÔØ U ¡ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ
×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, Á h ¡ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ
×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ n ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ p ÕËÁÚÙ×Á-
ÅÔ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ hp, ÔÁË ÞÔÏ Uh(p,n(p)) = Un(p), ÉÌÉ,
ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

U(h(p, n(p)), x) = U(n(p), x)

ÐÒÉ ×ÓÅÈ p É x (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÔÉ×ÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÝÅÍ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ hp, ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ p, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÛÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ
×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ p.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÅ
ÜÔÏÔ ÐÌÁÎ, ÎÏ ÏÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ (É ×ÒÑÄ ÌÉ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÙÍ).

÷ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ hp ÓÏÓÔÏÉÔ
ÉÚ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ: ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ hp (ÄÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×) ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ n ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Ó
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ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ p ÌÉÂÏ ÆÕÎËÃÉÑ hp ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ n(p),
ÌÉÂÏ n(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ hp.

úÁÄÁÞÁ 199. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÁÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 68 ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ËÁË ÒÁÚ É ÄÁ¾Ô ÆÕÎËÃÉÀ n(p) Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 200. ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÐÏ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h (ÚÁÄÁÎÎÏÊ Ó×ÏÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÕËÁ-
ÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÏÄ×ÉÖ-
ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ h, ÌÉÂÏ ÔÏÞËÏÊ, ÇÄÅ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

3.3. îÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×

÷Ó¾ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÏÞÔÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ
ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÅÓÌÉ W ¡ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h ÉÍÅÅÔ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Wn = Wh(n)).

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ W ¡ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï, ÔÏ Ë ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

a ≡ b⇔Wa = Wb

ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 65, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ
×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÅ ≡-ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÅÎÉÅ.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

V = {〈p, x〉 | f(p) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É 〈f(p), x〉 ∈W}.
ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 〈p, x〉 7→ w(f(p), x), ÇÄÅ w ¡ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ W ). ðÒÉ ÜÔÏÍ Vp = Wf(p), ÅÓÌÉ f(p) ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÏ, É Vp = ∅, ÅÓÌÉ f(p) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×-
ÎÙÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Vp = Ws(p). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ws(p) = Wf(p) ÄÌÑ ÔÅÈ p, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ f(p) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

úÁÄÁÞÁ 201. ðÕÓÔØ W ¡ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÄÌÑ ËÌÁÓ-
ÓÁ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ). (Á) ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Wx = {x}. (Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊ-
ÄÕÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x É y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Wx = {y} É Wy = {x}.
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3.4. ðÒÉÍÅÒ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ

ðÒÏÓÔÅÊÛÅÅ (ÈÏÔÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÔÉÐÉÞÎÏÅ) ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖ-
ÎÏÊ ÔÏÞËÅ ¡ ÅÝ¾ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 64 Ï ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×
×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï A
×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÔØ ÐÏ ÎÏÍÅÒÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ
× ÇÌÁ×ÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ U . ðÕÓÔØ p ¡ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÏÍÅÒ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ Up,
ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, Á q ¡ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÏÍÅÒ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ Uq,
ÉÍ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ

h(x) =
{

q, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ Ux ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ A,

p, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ Ux ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ A
ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ.
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§1. úÁÞÅÍ ÎÕÖÎÙ ÐÒÏÓÔÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ?

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÁÍ ÂÙÌÏ ÕÄÏÂÎÏ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÓËÉÊ ÏÐÙÔ, ÇÏ×Ï-
ÒÑ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÈ, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÔÏÒÁÈ, ÐÏÛÁÇÏ×ÏÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ
É Ô. Ä. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÌÏ ÎÁÍ ÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ ÄÅÔÁÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÐÏÄ ÔÅÍ ÐÒÅÄÌÏÇÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÉÈ ÌÅÇËÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔ (ÉÌÉ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏ×ÅÒÉÔ ¡ ×Ó¾-ÔÁËÉ ÎÅ ËÁÖÄÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ × Ó×ÏÅÊ ÖÉÚÎÉ ÐÉÓÁÌ ÉÎ-
ÔÅÒÐÒÅÔÁÔÏÒ ÑÚÙËÁ C ÎÁ C).

îÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÚÁÄÁÞÉ, × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÈ. üÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. íÙ
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ
ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ ÒÁÂÏÔÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ
ÚÁÄÁÞÉ (ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÎÉÖÅ ÐÒÉÍÅÒÁ). ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÎÁÍ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÙÌÏ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÝÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛ ÐÌÁÎ ÔÁËÏ×. íÙ ÏÐÉÛÅÍ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅ-
ÍÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÁÛÉÎ (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ), ÚÁÔÅÍ ÏÂßÑ×ÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÍÁÛÉÎÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å
ÓÌÏ× × ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ.

äÒÕÇÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÁÖÎÙ ÐÒÏÓÔÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ
(ÔÁËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏ ¡ ÒÁÚÎÙÅ ×ÉÄÙ ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÁÄÒÅÓÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ
É Ô. Ð.), Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁÓ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÉÎ-
ÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ×ÒÅÍÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍ. îÏ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ
ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.

§2. íÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ: ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÌÅÎÔÕ, ÒÁÚÄÅÌ¾ÎÎÕÀ
ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ (ÑÞÅÊËÉ). ÷ ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
ÓÉÍ×ÏÌ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ×ÙÄÅ-
ÌÅÎ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ¥ÐÒÏÂÅÌÏÍ¥ ¡ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÓÑ ÌÅÎÔÁ
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ÐÕÓÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÏÂÅÌÁÍÉ.
íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÌÅÎÔÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÐÅÃÉ-

ÁÌØÎÏÊ ÞÉÔÁÀÝÅÊ É ÐÉÛÕÝÅÊ ÇÏÌÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÌÅÎÔÙ. ÷
ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÇÏÌÏ×ËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÑÞÅÅË. íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔ ÇÏÌÏ×ËÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÔÏÍ, ËÁËÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÔÁ ×ÉÄÉÔ, É × ÚÁ×É-
ÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÜÔÏÇÏ (É ÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ) ÒÅÛÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ,
ÔÏ ÅÓÔØ ËÁËÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÔÅËÕÝÅÊ ÑÞÅÊËÅ É ËÕÄÁ ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ÐÏÓÌÅ
ÜÔÏÇÏ (ÎÁÌÅ×Ï, ÎÁÐÒÁ×Ï ÉÌÉ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÖÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ
×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ (ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ¡ ÎÅ ÓÞÉ-
ÔÁÑ ÌÅÎÔÙ ¡ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ). åÝ¾ ÎÁÄÏ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ, Ó ÞÅÇÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ É ËÏÇÄÁ ËÏÎÞÁÅÍ
ÒÁÂÏÔÕ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÎÁÄÏ ÕËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÅ ÏÂßÅËÔÙ:

• ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A (ÁÌÆÁ×ÉÔ); ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ;
• ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ a0 ∈ A (ÐÒÏÂÅÌ, ÉÌÉ ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ);
• ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ;
• ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s0 ∈ S, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ;
• ÔÁÂÌÉÃÕ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ × ÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ (ÓÍ. ÎÉÖÅ);
• ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ⊂ S, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÁ-

ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ (ÐÏÐÁ× × ÔÁËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁ-
ÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ).

ôÁÂÌÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ 〈ÔÅ-
ËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÔÅËÕÝÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ〉 ÕËÁÚÁÎÁ ÔÒÏÊËÁ 〈ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÏ-
×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÓÄ×ÉÇ〉. úÄÅÓØ ÓÄ×ÉÇ ¡ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ −1 (×ÌÅ×Ï), 0 (ÎÁ ÍÅÓÔÅ)
É 1 (ÎÁÐÒÁ×Ï). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁÂÌÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÉÐÁ S ×
× A→ S ×A× {−1, 0, 1}, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÎÁ ÔÅÈ ÐÁÒÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ.

ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÁÑÓÑ ÉÚ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ ÌÅÎÔÙ
(ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÌÅÎÔÙ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z→
→ A), ÔÅËÕÝÅÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÇÏÌÏ×ËÉ (ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ) É ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÑ ÍÁÛÉÎÙ (ÜÌÅÍÅÎÔ S). ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ: ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ × ÔÁÂÌÉÃÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ
ÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÑÓÎÑÅÍ ÎÏ-
×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ, ÍÅÎÑÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ É ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁÅÍ
ÇÏÌÏ×ËÕ ×ÌÅ×Ï, ×ÐÒÁ×Ï ÉÌÉ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏ-
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ÑÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ, ÒÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ.
ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ, ËÁË ÍÙ ÐÏÄÁ¾Í ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÎÁ ×ÈÏÄ ÍÁÛÉÎÙ É ÞÔÏ
ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Å¾ ÒÁÂÏÔÙ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÍÁÛÉÎÙ,
ÐÏÍÉÍÏ ÐÒÏÂÅÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÍ×ÏÌÙ 0 É 1 (Á ÔÁËÖÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÝ¾ ËÁËÉÅ-ÔÏ
ÓÉÍ×ÏÌÙ). ÷ÈÏÄÏÍ É ×ÙÈÏÄÏÍ ÍÁÛÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á). ÷ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÕÓÔÏÊ
ÌÅÎÔÅ, ÇÏÌÏ×ËÁ ÍÁÛÉÎÙ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÅÇÏ ÐÅÒ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ
× ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É ÚÁÐÕÓËÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó
ÐÏÚÉÃÉÉ ÇÏÌÏ×ËÉ É Ä×ÉÇÁÑÓØ ÎÁÐÒÁ×Ï (ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ
ÏÔ 0 É 1).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÚÁÄÁ¾Ô ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀÒÉÎÇÁ.
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òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÄÅÔÁÌÅÊ, ËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÚÍÅÎÉÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ
ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ. íÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÍÁÛÉÎÅ Ä×Å ÌÅÎÔÙ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÏ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÌÉÂÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÔÏ
É ÄÒÕÇÏÅ ×ÍÅÓÔÅ. íÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÓÞÉÔÁÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × Î¾Í
ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÏ×ÎÏ 10 ÓÉÍ×ÏÌÏ×. íÏÖÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ × ËÏÎÃÅ ÎÁ
ÌÅÎÔÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ, ËÒÏÍÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÙ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÄÏÌÖ-
ÎÙ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙ). ÷ÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ
ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀÒÉÎÇÁ ÆÕÎËÃÉÊ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÔØ É ÎÅÂÅ-
ÚÏÂÉÄÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÚÁÐÒÅÔÉÔØ ÍÁÛÉÎÅ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÎÁÌÅ×Ï,
ÔÏ ÜÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏ ÐÏÍÅÎÑÅÔ ÄÅÌÏ ¡ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÌÅÎÔÁ ÓÔÁÎÅÔ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏÊ,
ÔÁË ËÁË Ë ÓÔÁÒÙÍ ÚÁÐÉÓÑÍ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ.

ëÁË ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÂÅÚÏÂÉÄÎÙ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ? ÷ÉÄÉÍÏ, ÔÕÔ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÙÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀ-
ÒÉÎÇÁ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÙ, ÎÅ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ, Á ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÑÓØ
ÌÉÛØ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÐÉÛÅÍ ÍÁÛÉÎÕ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄ×ÁÉ×ÁÅÔ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÉÚÇÏÔÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÓÌÏ×Ï XX, ÅÓÌÉ ÎÁ ×ÈÏÄÅ
ÂÙÌÏ ÓÌÏ×Ï X).

åÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ ×ÉÄÉÔ ÐÒÏÂÅÌ (×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÐÕÓÔÏ), ÏÎÁ ËÏÎÞÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ.
åÓÌÉ ÎÅÔ, ÏÎÁ ÚÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÔÅËÕÝÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ É ÓÔÁ×ÉÔ ÐÏÍÅÔËÕ (× ÁÌÆÁ×ÉÔÅ
ÐÏÍÉÍÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ× 0 É 1 ÂÕÄÕÔ ÅÝ¾ ÉÈ ¥ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ¥ 0 É 1). úÁÔÅÍ
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ÏÎÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×Ï ÄÏ ÐÕÓÔÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÉÛÅÔ ÔÁÍ ËÏÐÉÀ ÚÁÐÏ-
ÍÎÅÎÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ. úÁÔÅÍ ÏÎÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÎÁÌÅ×Ï ÄÏ ÐÏÍÅÔËÉ; ÕÔËÎÕ×ÛÉÓØ ×
ÐÏÍÅÔËÕ, ÏÔÈÏÄÉÔ ÎÁÚÁÄ É ÚÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÏËÁ
ÎÅ ÓËÏÐÉÒÕÅÔ ×Ó¾ ÓÌÏ×Ï.

éÍÅÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÙÔ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ ×ÓÅÍÉ ÜÔÉÍÉ ÆÒÁÚÁÍÉ ×ÉÄÅÔØ ËÏÎËÒÅÔ-
ÎÙÅ ËÕÓËÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏ×Á ¥ÚÁÐÏÍÉÎÁ-
ÅÔ ÓÉÍ×ÏÌ É Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×Ï¥ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ,
ÏÄÎÁ ÄÌÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÚÁÐÏÍÎÅÎ ÎÕÌØ, ÄÒÕÇÁÑ ¡ ËÏÇÄÁ ÚÁÐÏÍÎÅÎÁ ÅÄÉ-
ÎÉÃÁ, É ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÚÁÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÁÐÒÁ×Ï ÄÏ
ÐÅÒ×ÏÊ ÐÕÓÔÏÊ ËÌÅÔËÉ.

éÍÅÑ ÅÝ¾ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ ÏÐÙÔÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÅÓÔØ
ÏÛÉÂËÁ ¡ ÎÅ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÇÄÁ ×Ó¾ ÓÌÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓËÏ-
ÐÉÒÏ×ÁÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÐÉÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÓ-
ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. ñÓÎÏ É ÔÏ, ËÁË ÏÛÉÂËÕ ÉÓÐÒÁ×ÉÔØ ¡ ÎÁÄÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÐÉÊ
ÐÉÓÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ “0 É “1, Á ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÔÁÐÅ ×ÓÅ ÐÏÍÅÔËÉ ÕÄÁ-
ÌÉÔØ.

úÁÄÁÞÁ 202. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ¥ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ¥, ÐÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÀ-
ÝÁÑ ÓÌÏ×Ï ÚÁÄÏÍ ÎÁÐÅÒ¾Ä, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ÏÂßÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÏÖÎÏ
ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ËÒÏÍÅ 0, 1 É ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ.
ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÉÚ N ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÕÀ
ÍÁÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÓÔÁÒÏÊ, ÎÏ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÓÔÁ-
ÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÌÏË ÉÚ k ËÌÅÔÏË ÎÏ×ÏÊ. òÁÚÍÅÒ ÂÌÏËÁ (ÞÉÓÌÏ k)
ÂÕÄÅÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÎÕÔÒÉ ÂÌÏËÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÎÕ-
ÌÑÍÉ É ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. éÓÈÏÄÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ 0,
1 É ÐÕÓÔÏÊ ÂÕÄÅÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË 0, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÉÄÕÔ (k − 1) ÐÕÓÔÙÈ ÓÉÍ-
×ÏÌÏ×, 1, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÉÄÕÔ (k − 1) ÐÕÓÔÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, É ÇÒÕÐÐÕ ÉÚ k ÐÕÓÔÙÈ
ÓÉÍ×ÏÌÏ×. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÒÁÚÄ×ÉÎÕÔØ ÂÕË×Ù ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑ-
ÎÉÅ k, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× (ÄÏÊÄÑ ÄÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÂÕË×Ù, ÏÔÏÄ×ÉÇÁÅÍ Å¾, ÚÁÔÅÍ ÄÏÊÄÑ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ, ÏÔÏÄ×ÉÇÁÅÍ Å¾ É ËÒÁÊÎÀÀ
É ÔÁË ÄÁÌÅÅ); ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÄÅÎÔÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÎÅÃ
ÓÌÏ×Á ËÁË ÐÏÚÉÃÉÀ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ k ÐÕÓÔÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
× ÜÔÏÍ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÈÒÁÎÉÔØ × ÐÁÍÑÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂß¾Í
ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ
ÒÁÂÏÔÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÐÏ ÛÁÇÁÍ, É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÐÁÍÑÔÉ (Ô. Å. ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ), ÔÁË ËÁË ÎÁÍ ×ÁÖÎÁ ÔÏÌØËÏ ÎÅ-
ÂÏÌØÛÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÇÏÌÏ×ËÉ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÄÏ ÓÖÁÔØ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂÒÁÔÎÏ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁ-
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ÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÚÉÓÏÍ ôØÀÒÉÎÇÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÇÏ ÓÍÙÓÌ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ÓÌÏ×ÁÍÉ ¥×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ¥. åÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ
ÉÈ × ÒÁÓÐÌÙ×ÞÁÔÏ-ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (¥ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉ-
ÞÅÓËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ Þ¾ÔËÉÍ, ÎÅÄ×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ¥ ÉÌÉ
ÞÔÏ-ÔÏ × ÔÁËÏÍ ÒÏÄÅ), ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÉ Ï ËÁËÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÚÉÓÁ ôØÀÒÉÎÇÁ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÞÉ. íÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏ×ÅËÏ×ÁÑ ÐÒÁËÔÉËÁ ÞÅ-
ÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Á ÏÔ å×ËÌÉÄÁ ÄÏ ëÎÕÔÁ ( ÎÙÎÅ ÖÉ×ÕÝÉÊ ËÒÕÐÎÅÊÛÉÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔ
× ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÑÚÙËÏ×) ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÌÁÓØ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ É Ô. Ð.
÷ÐÒÏÞÅÍ, ÅÝ¾ ÏÄÉÎ (ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÙÊ) ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÐÒÉ×ÅÄ¾Î ÎÉÖÅ.

îÏ ÅÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÌÏ×Ï ¥×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ¥ × ÔÅÚÉÓÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ËÁË ¥×ÙÞÉ-
ÓÌÉÍÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ C¥ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÎÁ ÍÉÎÕÔÕ, ÞÔÏ
ÓÉÎÔÁËÓÉÓ É ÓÅÍÁÎÔÉËÁ C-ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ ÔÅÚÉÓ ôØÀÒÉÎ-
ÇÁ ÓÔÁÎÅÔ ÕÖÅ Þ¾ÔËÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÉÌÉ
ÌÏÖÎÙÍ, É ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÉÎÔÁËÓÉÓÁ É ÓÅ-
ÍÁÎÔÉËÉ C, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÉËÅÍ ÎÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÏÓØ, ÎÏ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. ÷ÐÒÏÞÅÍ,
ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÒÏÄÎÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÎÏÊ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ÖÅÌÁÀÝÉÈ ÉÈ ÐÉÓÁÔØ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÞÉÔÁÔØ ÎÅÍÎÏÇÏ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ ÐÒÉ×ÅÄ¾Í ÏÂÅÝÁÎÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ × ÐÏÌØÚÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ
×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÆÕÎË-
ÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÞÅÌÏ×ÅË ÕÍÅÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÎ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÏÌÖÅÎ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÁÒÁÎÄÁÛ É ÂÕÍÁÇÕ, ÔÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ ¥× ÕÍÅ¥, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÉÛÅÔ ÎÁ ÏÔ-
ÄÅÌØÎÙÈ ÌÉÓÔÁÈ ÂÕÍÁÇÉ. ðÏÍÉÍÏ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÌÉÓÔÁ, ÅÓÔØ ÓÔÏÐËÁ ÂÕÍÁÇ ÓÐÒÁ×Á
É ÓÔÏÐËÁ ÓÌÅ×Á; × ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÔÅËÕÝÉÊ ÌÉÓÔ, ÚÁ×ÅÒÛÉ× Ó
ÎÉÍ ÒÁÂÏÔÕ, Á ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÐËÉ ×ÚÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ. õ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÅÓÔØ ËÁÒÁÎÄÁÛ
É ÌÁÓÔÉË. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÞÅÎØ ÍÅÌËÉÅ ÂÕË×Ù ÎÁ ÌÉÓÔÅ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙ, ÞÉÓÌÏ ÏÔ-
Þ¾ÔÌÉ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÌÉÓÔÁ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×
ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ ÌÉÓÔÅ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ÏÄÎÁ ÂÕË×Á ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ (ÈÏ-
ÔÑ É ×ÅÓØÍÁ ÂÏÌØÛÏÇÏ) ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. þÅÌÏ×ÅË ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ, ÔÁË
ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÁÎÏ, ÞÅÍ ËÏÎÞÉÔÓÑ ÅÇÏ
ÒÁÂÏÔÁ ÎÁÄ ÌÉÓÔÏÍ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÏÄÅÒÖÉÍÙÍ, ÎÁÞÁÔÁÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ (ÞÔÏ
ÂÕÄÅÔ ÎÁ ÌÉÓÔÅ, × ËÁËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÂÕÄÅÔ ÞÅÌÏ×ÅË É ÉÚ ËÁËÏÊ ÐÁÞËÉ ÂÕÄÅÔ ×ÚÑÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÉÓÔ). ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ËÁË ÒÁÚ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÂÏÔÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ÂÏÌØÛÉÍ (ÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ) ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ
É ÂÏÌØÛÉÍ (ÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.
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áÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

§1. ðÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ×ÓÑËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÒÁÚÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ
ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÍÁÛÉÎÁÍÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÏ×.

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÁ ÜÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÒÅÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÁÍÑÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÏÇÏ ÏÂß¾ÍÁ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ËÏÍÁÎÄ.
ëÁÖÄÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×:

• a=0;
• a=b;
• a=b+1;
• a=b-1;
• goto met;
• if (a==0) goto met1; else goto met2;
• exit(0);

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ (ÃÅ-
ÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ) ÞÉÓÌÁ, ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ 0 − 1 ÒÁ×ÎÏÊ 0
(×ÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË ×ÁÖÎÏ ¡ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ Á×ÁÒÉÅÊ).

äÏÊÄÑ ÄÏ ËÏÍÁÎÄÙ exit, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ.
ëÁË É ÄÌÑ ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÐÏÌÅÚÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÁËÔÉËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉ-

ÒÏ×ÁÎÉÑ. äÌÑ ÔÒÅÎÉÒÏ×ËÉ ÎÁÐÉÛÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎÁ
ÐÏÍÅÝÁÅÔ × c ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a É b. ôÁËÁÑ ÐÒÏ-
ÇÒÁÍÍÁ ÎÁ C ÉÍÅÌÁ ÂÙ ×ÉÄ

c=a;
/* ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÔ×ÅÔ = ÓÕÍÍÁ ÔÅËÕÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ c É b */
while (b!=0)
{

c++;
b--;

}
180
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éÍÉÔÉÒÕÑ ÃÉËÌ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ
ÎÁÛÅÊ ÍÁÛÉÎÙ:

1: c=a;
2: if (b==0) goto 6; else goto 3;
3: c++;
4: b--;
5: goto 2;
6: exit(0);

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ (ËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÃÉËÌ Ó ÐÏ×ÔÏÒÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÄÅÌÅÎÉÑ Ó
ÏÓÔÁÔËÏÍ (ËÁË ÕÞÉÌ ÅÝ¾ üÎÇÅÌØÓ × ÚÁÂÙÔÏÊ ÎÙÎÅ ËÎÉÇÅ ¥äÉÁÌÅËÔÉËÁ ÐÒÉÒÏ-
ÄÙ¥, ÄÅÌÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÓÏËÒÁÝ¾ÎÎÏÅ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ), ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ, ÐÒÏ×ÅÒËÉ
ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÏÔÙÓËÁÎÉÑ n-ÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É Ô. Ð. ÷ÏÏÂÝÅ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÍÁ-
ÛÉÎÁÍÉ ôØÀÒÉÎÇÁ ÜÔÏÔ ÑÚÙË ÂÏÌÅÅ ÐÒÉ×ÙÞÅÎ É ÐÏÔÏÍÕ ÌÅÇÞÅ ÐÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÎÁ Î¾Í ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÅÇÏ × Î¾Í ÒÅÁÌØÎÏ ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ ¡ ÜÔÏ ÍÁÓÓÉ×Ï×. îÏ ÜÔÏ
ÌÅÇËÏ ÏÂÏÊÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É ÎÁÓ ÎÅ ÉÎ-
ÔÅÒÅÓÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ËÁË ÜÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ × ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×).
÷ÍÅÓÔÏ ÍÁÓÓÉ×Á ÂÉÔÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ, Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, Á ÄÌÑ ÍÁÓÓÉ×Ï× ÞÉÓÅÌ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÏÓÎÏ×-
ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ É ÈÒÁÎÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 〈a, b, c, d, e〉 ËÁË
ÞÉÓÌÏ 2a3b5c7d11e. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a[i]=b É b=a[i] ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅ-
ÂÏÌØÛÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a, b, i É ÅÝ¾ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. (þÁÓÔØÀ ÜÔÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ.)

ìÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ (× ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ) ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ
ÅÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x É y (É, ¥.£,.&-., ÄÒÕÇÉÍÉ). ðÏÍÅÓÔÉÍ
× x ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ n, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÏÍÅÓÔÉÍ ÎÕÌÉ. úÁÐÕÓÔÉÍ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÁÑ ÅÊ ÆÕÎËÃÉÑ × ÔÏÞ-
ËÅ n ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. åÓÌÉ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y ÐÏÓÌÅ
ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÂÕÄÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ ÎÁÛÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (×
ÔÏÞËÅ n). æÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ (× ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ Å¾ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ.

ëÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÅÔÁÌÉ, ÂÏÌØ-
ÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÂÁ×ÉÔØ
ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÁÎÄÙ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ) ¡ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÉÓËÌÀÞÉÔØ (ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÂÅÚ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÈÉÔÒÏÓÔÉ).

úÁÄÁÞÁ 203. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ-
ÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÁÎÄÕ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÑ a=b.
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îÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ,
ÓËÁÖÅÍ, ÓÏÔÎÅÊ ¡ ÎÏ É ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÓÔÒÁÎÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ × ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÃÅÌÙÊ ÍÁÓÓÉ×.

úÁÄÁÞÁ 204. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ.

§2. íÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ É ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÎÅ ÓÌÁÂÅÅ ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ × ÔÏÍ
ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀÒÉÎÇÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ
×ÙÞÉÓÌÉÔØ É ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 69. ÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÍÏ-
ÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

óÌÅÄÕÅÔ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÍÁÛÉÎ ôØÀ-
ÒÉÎÇÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÄÁÎÎÏÅ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌÉ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Á ÄÌÑ ÐÒÏ-
ÇÒÁÍÍ ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. íÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÔÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÏ ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Á ˜ (ÐÕÓÔÏÅ), 0, 1, 00, 01, . . . ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁÍ 0, 1, 2, 3, 4 . . . (ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏ×Ï, ÐÒÉÂÁ×ÉÍ Ë
ÎÅÍÕ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÅÒÅ×ÅÄ¾Í × Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ É ÏÔÂÒÏÓÉÍ ÅÄÉÎÉÃÕ × ÓÔÁÒ-
ÛÅÍ ÒÁÚÒÑÄÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄ¾Í ÌÉÛØ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏÅ
ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÏ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÔÕ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ËÏÎÆÉÇÕ-
ÒÁÃÉÉ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÎÁÄÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÔÁ×É× × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÞÅÔÙÒÅ ÞÉÓÌÁ:
ÎÏÍÅÒ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÎÏÍÅÒ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ (× ÑÞÅÊËÅ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ
ÇÏÌÏ×ËÁ ÍÁÛÉÎÙ), ËÏÄ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ ÌÅÎÔÙ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÇÏÌÏ×ËÉ É ËÏÄ ÓÏÄÅÒÖÉ-
ÍÏÇÏ ÌÅÎÔÙ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÇÏÌÏ×ËÉ.

þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ, ËÁË ÕÄÏÂÎÅÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÌÅÎÔÙ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á
ÏÔ ÇÏÌÏ×ËÉ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ-
ÍÉ ÌÅÎÔÁÍÉ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÇÏÌÏ×ËÉ ËÁË ÓÏ ÓÔÅËÁÍÉ. (óÔÅËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÁÎÎÙÈ, ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÝÁÑ ÓÔÏÐËÕ ÌÉÓÔÏ×. ÷ ÎÅ¾ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ
ÌÉÓÔ ÎÁ×ÅÒÈ, ×ÚÑÔØ ×ÅÒÈÎÉÊ ÌÉÓÔ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ ÅÝ¾ ÌÉÓÔÙ.) ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÇÏÌÏ×ËÉ ÎÁÐÒÁ×Ï ÉÚ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÔÅËÁ ÂÅÒ¾ÔÓÑ ×ÅÒÈ-
ÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á × ÌÅ×ÙÊ ÓÔÅË ËÌÁÄ¾ÔÓÑ; ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÎÁÌÅ×Ï ¡ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.
óÔÅËÉ ÌÅÇËÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÉÓÅÌ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ × ÓÔÅËÅ ÈÒÁ-
ÎÑÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÙ 0 É 1, ÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÕÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ x 7→ 2x,
ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ¡ ÏÐÅÒÁÃÉÉ x 7→ 2x + 1, ×ÅÒÈÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË
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ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2, Á ÕÄÁÌÅÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ 2 (Ó ÏÔÂÒÁ-
ÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÓÔÁÔËÁ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍ Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ
ÞÉÓÌÁ ËÁË ÓÔÅË, ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÐÒÁ×Á, Õ ÍÌÁÄÛÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ.
ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ n-ÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÔØ ÓÔÅË Ó n ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ × ËÁÖÄÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÃÉËÌ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÐÒÏÇÒÁÍ-
ÍÕ, ÏÐÅÒÉÒÕÀÝÕÀ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÓÉÍ×ÏÌ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÌÅ-
×ÙÊ ÓÔÅË É ÐÒÁ×ÙÊ ÓÔÅË) ¡ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÈÉÔÒÏÓÔÅÊ. îÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÅÝÅÊ
×Ó¾-ÔÁËÉ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÓÔÅËÉ ËÏÎÅÞÎÙ, Á ÌÅÎÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ ¡ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏÇÏ×Ï-
ÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÅË ÏÐÕÓÔÏÛÁÅÔÓÑ, ÔÏ × ÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÉÍ×ÏÌ ÐÒÏÂÅÌÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÓÔÏÊ È×ÏÓÔ ÌÅÎÔÙ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ-
ÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÓÔÅËÅ, ËÁË ÔÅÐÅÒØ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ×ÉÒÔÕÁÌØÎÏ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÅ
ÓÌÏ×Á (ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ) É ÉÈ ËÏÄÙ (ËÏÔÏÒÙÅ
ÈÒÁÎÑÔÓÑ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÛÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏÌÕÞÉ× ËÏÄ ×ÈÏÄÎÏ-
ÇÏ ÓÌÏ×Á, ÎÁÄÏ ÅÇÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÐÏ ÓÉÍ×ÏÌÁÍ É ÐÏÌÏÖÉÔØ ÜÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÏÄÉÎ
ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ × ÓÔÅË (ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÔÁË
ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÌØÚÑ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ É ÐÒÉ ÐÒÅ×ÒÁÝÅ-
ÎÉÉ ×ÙÈÏÄÁ (ÞÁÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÔÅËÁ) × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ,
ÎÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÌÅÇËÏ ÐÒÅÏÄÏÌÉÍÙ, É ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ.

÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 70. ÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉ-
ÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÎÁÄÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁÐÉ-
ÓÁÎÙ ÎÁ ÌÅÎÔÅ (× Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ) É ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÄÅÌÉ-
ÔÅÌØÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ. ôÏÇÄÁ ÍÁÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÉÄÑ
ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÌÅÎÔÙ É ÓÞÉÔÁÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ÓÄÅÌÁÔØ ÞÔÏ-ÔÏ Ó ÜÔÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÚÁÔÅÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ × ÎÁÞÁÌÏ. (îÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÁÐÉ-
ÓÙ×ÁÔØ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÎÏÍÅÒ ÉÓÐÏÌÎÑÅÍÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÁÎÄ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ É ÍÁÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÎÉÔØ ÎÏÍÅÒ ÔÅËÕÝÅÊ ËÏÍÁÎÄÙ ËÁË ÞÁÓÔØ Ó×ÏÅÇÏ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ.) ïÐÅÒÁÃÉÉ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÔÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ×Ù-
ÐÏÌÎÉÍÙ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ (ÅÓÌÉ ÉÄÔÉ ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï). îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÉÍÅÔØ ×
×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ, É ÔÏÇÄÁ ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÓ×ÏÂÏ-
ÄÉÔØ ÍÅÓÔÏ, ÓÄ×ÉÎÕ× ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÇÏÌÏ×ËÉ ÎÁ ÏÄÎÕ ÐÏÚÉÃÉÀ. (ðÒÉ
ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ÎÕÖÎÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ×ÌÅ×Ï.) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ.
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åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÞÉÓÌÁ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Ó ÐÅÒÅËÏ-
ÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÒÉ ××ÏÄÅ-×Ù×ÏÄÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙ (ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÄÏÐÉÓÁÔØ ÎÕÌÉ ÄÌÑ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÂÏÔÙ É ×ÓÔÁÔØ × ÎÕÖÎÏÅ ÍÅÓÔÏ
ÌÅÎÔÙ × ËÏÎÃÅ).
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óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÈ ÇÒÁÆÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ×ÎÏ×Ø ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ó ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ
ÞÉÓÌÁÍ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÌÏ-
ÇÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÑÚËÉ (é, éìé, îå) É Ë×ÁÎÔÏÒÙ ¥ÄÌÑ ×ÓÅÈ¥ É ¥ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ¥.
æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï), Ä×Å ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1 É
Ä×Á Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÁ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ). çÏ×ÏÒÑ
ÏÂ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÉÈ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ × ÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ Nk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ α Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ x1, . . . , xk, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: 〈n1, . . . , nk〉 ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ α
ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× x1 = n1, . . . ,xk = nk.

ôÅÏÒÅÍÁ 71. çÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ Ó ËÏ-
ÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : N → N ¡ ÆÕÎËÃÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ P Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ k1, . . . , kN . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ×ÈÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k1, Á ×ÙÈÏÄÎÏÊ ¡ k2. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÐÉ-
ÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x, y, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ y = f(x). óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÏÍÅÒÏÍ ÔÅ-
ËÕÝÅÊ ËÏÍÁÎÄÙ (× ÐÒÏÃÅÓÓÏÒÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÅÇÉÓÔÒ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
program counter, ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ ÓÞ¾ÔÞÉË ËÏÍÁÎÄ). ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ËÏÎÅÞ-
ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏ. íÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉ-
ÓÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

Step(s1, . . . , sN , p, s′1, . . . , s
′
N , p′),
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Ó 2N + 2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ P ÉÚ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÇÄÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ s1, . . . , sN , Á ÓÞ¾ÔÞÉË ËÏÍÁÎÄ ÒÁ×ÅÎ p, ÚÁ
ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÇÄÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ s′1, . . . , s

′
n, Á ÓÞ¾ÔÞÉË

ËÏÍÁÎÄ ÒÁ×ÅÎ p′. (äÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ p′ = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ.) ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎßÀÎËÃÉÅÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÏ-
ËÁ 7 ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ k2=k3. ôÏÇÄÁ × ËÏÎßÀÎËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÞÌÅÎ ×ÉÄÁ

(p = 7)⇒ ((s′1 = s1) ∧ (s′2 = s3) ∧ (s′3 = s3) ∧ . . . ∧ (s′N = sN ) ∧ (p′ = 8)).

äÌÑ ÓÔÒÏËÉ Ó ÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍÉ ÔÉÐÁ
3: if (k5==0) goto 17; else goto 33;

× ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÕÄÅÔ Ä×Á ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÙÈ ÞÌÅÎÁ (ÎÁ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ)

((p = 3) ∧ (s5 = 0))⇒((s′1 = s1) ∧ . . . ∧ (s′N = sN) ∧ (p′ = 17))

É

((p = 3) ∧ (s5 6= 0))⇒((s′1 = s1) ∧ . . . ∧ (s′N = sN) ∧ (p′ = 33)).

îÁÄÏ ÅÝ¾ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = 0 ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÅËÒÁÝÁÅÔÓÑ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É p′

ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ 0.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÛÁÇÁ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏËÁ-

ÚÁÔØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ. ïÓÔÁ¾ÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÛÁÇÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ
Ó ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÍ É × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ
ÐÒÁ×ÉÌÅÎ. ôÒÕÄÎÏÓÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ËÁË ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ¡ ÉÌÉ Ë×ÁÎÔÏÒ ¥ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ¥.

üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉ¾ÍÁ, ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ β-ÆÕÎËÃÉ-
ÅÊ ç¾ÄÅÌÑ. ÷ÏÔ ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ.

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÃÅÌÏÅ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ b, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÙÅ k ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
b + 1, 2b + 1, 3b + 1, . . . ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ä×ÕÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕ-
ÄÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ lb ÐÒÉ 0 < l < k; ×ÚÑ× b ËÒÁÔ-
ÎÙÍ k!, ÍÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ b, ÎÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ
ÎÁÛÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó b. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x0, x1, . . . , xn ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a É b, ÞÔÏ xi ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b(i +
+ 1) + 1.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ, ÄÅÌÉÔÅÌÉ b(i+1)+1 ÍÏÖÎÏ
×ÚÑÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ (É ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ), ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÔØÓÑ ¥ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ¥. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ d1, . . . , dk ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÐÒÉ ÄÅÌÅ-
ÎÉÉ ÃÅÌÏÇÏ u ÎÁ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÓÔÁÔËÏ×. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÂÕÄÅÔ d1d2 . . . dk (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ di ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÙ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ 0 ÄÏ di−1). ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ u = 0, 1, . . . , d1d2 . . . dk−1
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÏÓÔÁÔËÏ× (ÅÓÌÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ u′ É u′′ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁ-
ËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ, ÔÏ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ di, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÓÉÌÕ
×ÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÅÌ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÏÓÔÁÔËÏ×,
É ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ
ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÔÒÅÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ a, b É n (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ¡ ÄÌÉÎÁ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ¥ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ¥

∃〈x0, . . . , xn〉(∀i 6 n)[. . . xi . . . ]

(ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÔÁË ËÁË ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ Ë×ÁÎÔÏÒ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ) ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ

∃a ∃b ∃n (∀i 6 n)[. . . (ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b(i+ 1) + 1) . . . ].

íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b(i + 1) + 1 ËÁË β(a, b, i)
(ÏÔÓÀÄÁ É ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ¥ÂÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ¥).

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ P Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ k1, . . . , kN É
×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ ÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÉÄÁ f(x) = y ÔÁË:
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× n É ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a1, b1, a2, b2, . . . , aN , bN , a, b,
ÞÔÏ
• β(a1, b1, 0), . . . , β(aN , bN , 0) ÅÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ (ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÎÏ x, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ 0); β(a, b, 0) ÅÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÞ¾ÔÞÉËÁ ËÏÍÁÎÄ, ÔÏ ÅÓÔØ 1;
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÔ 0 ÄÏ n− 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

Step(β(a1, b1, i), . . . , β(aN , bN , i), β(a, b, i),

β(a1, b1, i+ 1), . . . , β(aN , bN , i+ 1), β(a, b, i+ 1)),

ÔÏ ÅÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ;
• β(a2, b2, n) = y (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ k2 × ËÏÎÃÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÒÁ×ÎÏ y) É β(a, b, n) = 0 (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÞ¾ÔÞÉËÁ ËÏÍÁÎÄ × ËÏÎÃÅ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ 0, ÞÔÏ ÐÏ ÎÁÛÅÊ ÄÏÇÏ×ÏÒ¾ÎÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ
ÍÁÛÉÎÙ).

éÔÁË, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ (ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÁ.



§4. ôÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ É ç¾ÄÅÌÑ 187

÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 69, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÁ ÍÁ-
ÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÁ. ðÒÉÎÉÍÁÑ ÔÅÚÉÓ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÍÏÖÎÏ
ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.

§4. ôÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ É ç¾ÄÅÌÑ

ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆÉËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÙ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚ-
ÒÅÛÉÍÙÅ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÉÓ-
ÔÉÎÎÙÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× (ÔÏÞÎÅÅ, ÉÈ ÎÏÍÅÒÁ × ËÁ-
ËÏÊ-ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 72. íÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÎÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÉÎÁÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ôÁÒÓËÏÇÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ×ÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ (ÂÅÚ ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÏ×) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ T ¡ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á τ(x) ¡ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÏÄÎÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x;
ÐÕÓÔØ Fn(x) ¡ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÏÍÅÒ n × ÜÔÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÕÀ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ x × x-ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÌÏÖÅÎ. üÔÕ ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

∃z(¬τ(z) ∧ Subst(z, x, x)),

ÇÄÅ Subst(p, q, r) ¡ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó ÔÒÅÍÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï: ¥p ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ (× ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×) ÔÏÊ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × q-À ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÏÄÎÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ
ËÏÎÓÔÁÎÔÕ r ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ¥. úÁÐÉÓÁÎÎÏÅ × ËÁ×ÙÞËÁÈ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÐÉ-
ÓÙ×ÁÅÔ ÇÒÁÆÉË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÙÍ
ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍ É ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ) É ÐÏ-
ÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁ.

éÔÁË, ÍÙ ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x.
ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÏÍÅÒ N . ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏÔ ÎÏÍÅÒ N ×ÍÅÓÔÏ Å¾
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ
×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÌÁN × ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÏÍÅÒN (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÁÍÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ!) ÌÏÖÅÎ.

üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ. íÙ ×É-
ÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÁÓØ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÎÅ ÌÀÂÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÏÄÎÏÊ ×ÐÏÌÎÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÔÅÒÐÅÎÉÉ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ-ÔÁËÉ ÎÁÐÉÓÁÔØ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
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ÓÔÁÎÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ ¥ÏÓÑÚÁÅÍÙÍ¥.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ôÁÒÓËÏÇÏ. å¾ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÔÁË:
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÔÉÎ ÎÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏ. éÌÉ: ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÓÔÉÎÙ ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍÏ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ.

úÁÄÁÞÁ 205. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ
ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N Ë×ÁÎÔÏÒÏ×,
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 206. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ
ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ Ë×ÁÎÔÏÒÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ (ÞÉÓÌÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ-
ÒÏ×) É ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× × ÐÒÅÄ×ÁÒ¾Î-
ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 73. íÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÔÉÎ ÎÅÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉÞÎÏ.

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ç¾ÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ×ÓÑËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉËÉ (Ô. Å. ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÆÏÒ-
ÍÕÌ) ÌÉÂÏ ÎÅÁÄÅË×ÁÔÎÏ (ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÌÏÖÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ), ÌÉÂÏ ÎÅ-
ÐÏÌÎÏ (ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ).

ôÅÐÅÒØ ÉÚÌÏÖÉÍ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ç¾ÄÅÌÑ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ
ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ¡ ÜÔÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍ (ÁÌÇÏÒÉÔÍ), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏ-
ÒÏÖÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÑÚÙËÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ËÁË
ÐÒÏÅËÃÉÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. éÍÅÎÎÏ, ××ÏÄÑÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
ÁÌÆÁ×ÉÔÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,
ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔ ÔÅËÓÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÏ×ÙÍÉ ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÔØ (ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ) Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ä×ÕÈ ÓÌÏ× x É y,
ËÏÔÏÒÏÅ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ x ÅÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ y. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á× ×ÓÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É ÆÏÒÍÕÌÙ É ×ÙÒÁÚÉ× ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×
ÑÚÙËÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ Proof(x, y), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ,
ËÏÇÄÁ x ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ y.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÏÄÎÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÌÁ x ×ÍÅÓÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ × x-ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÏÄÎÉÍ
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ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á:

¬∃z∃p[Subst(z, x, x) ∧ Proof(p, z)]

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ (x); ÐÕÓÔØ Å¾ ÎÏÍÅÒ × ÎÕÍÅ-
ÒÁÃÉÉ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÒÁ×ÅÎ N . ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ N ×ÍÅÓÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. ðÏÌÕÞÉÔ-
ÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ϕ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ ÉÓÔÉÎÎÁ, ËÏÇÄÁ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ N × N -À ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÏÄÎÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÎÅÄÏËÁÚÕ-
ÅÍ. á ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÓÔØ ÓÁÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ϕ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÁ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÛÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÌÉÂÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÏÖÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ (ÅÓÌÉ ϕ ÌÏÖÎÁ; × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÎÅÁÄÅË×ÁÔÎÙÍ), ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÓÔÉÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ϕ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ôÅÏÒÅÍ çÅÄÅÌÑ É ôÁÒÓËÏÇÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÔ ËÁË
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ ÌÖÅÃÁ:

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÒÁÍËÅ ÌÏÖÎÏ

§5. ï ÎÅÐÏÓÔÉÖÉÍÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

éÚÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÒÉ ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÕÈÏÓÔÉ, ÏÂÙÞÎÏ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÅËÓÔÁÍ, × Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ ×ÙÚ×ÁÌÉ ÐÏÔÒÑÓÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×
×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÄÁ É ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÑ × ÃÅÌÏÍ.

îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÓÍÑÔÅÎÉÅ Õ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ×ÙÚ×ÁÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ç¾ÄÅÌÑ, ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÏÝÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÐÒÉÎÃÉÐÏ×, ÐÒÉÎÑÔÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÛËÏÌÁÍÉ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. òÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÙ ç¾ÄÅÌÑ ÐÏÓÌÕÖÉÌÉ ÐÏ×ÏÄÏÍ ÄÌÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ çÅÒÍÁÎÁ
÷ÅÊÌÑ: ¥âÏÇ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÎÅÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉ×Á, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÄØÑ×ÏÌ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉ×ÏÓÔØ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ.¥

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ç¾ÄÅÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ç¾ÄÅÌÑ
Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ. ïÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁÌØ-
ÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ � , ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á, ÔÏ
ÏÎÁ ÎÅÐÏÌÎÁ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÍÙÓÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉËÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ S), ËÏÔÏÒÏÅ × ÒÁÍËÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÉ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ. îÏ ÌÉÂÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ S, ÌÉÂÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ S ÉÓÔÉÎÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÓ-
ÔÉÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. èÏÔÑ
ç¾ÄÅÌØ ÎÅ ÕËÁÚÁÌ ÔÏÞÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ
× ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ
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òÁÓÓÅÌÁ - õÁÊÔÈÅÄÁ, ãÅÒÍÅÌÏ - æÒÅÎËÅÌÑ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÓËÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÅ ÞÉ-
ÓÅÌ É ËÏ ×ÓÅÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÍ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ.

ëÁÚÁÌÏÓØ, ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÃÅÎÏÊ ÎÅÐÏÌÎÏÔÙ ïÓÕÝÅ-
ÓÔ×É× ÐÅÒÅ×ÏÄ ÓÌÏ×ÅÓÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÅÔÁÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÑÚÙË, ç¾ÄÅÌØ ÐÏËÁÚÁÌ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
G, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ × ÐÅÒÅ×ÏÄÅ ÎÁ ÍÅÔÁÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
Ó Ç¾ÄÅÌÅ×ÓËÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ g ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ. îÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ G, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-
ÍÏÅ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÉÍÅÅÔ Ç¾ÄÅÌÅ×ÓËÉÊ ÎÏÍÅÒ g. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, G ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ Ï ÓÁÍÏÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ. éÔÁË, ÅÓÌÉ
G ÄÏËÁÚÕÅÍÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÙÍ, Á ÅÓÌÉ G ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ,
ÔÏ ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÕÅÍÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅÄÏËÁ-
ÚÕÅÍÏ. ôÁË ËÁË ÌÀÂÏÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÉÂÏ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÌÉÂÏ
ÌÏÖÎÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ G, ÎÅÐÏÌÎÁ (ÅÓÌÉ ÔÏÌØ-
ËÏ ÏÎÁ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ G
ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÁË ËÁË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖ-
ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÅÍ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ
ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. ðÏÑÓÎÉÍ ÓÕÔØ Ç¾ÄÅÌÅ×ÓËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ S: ¥üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏÖÎÏ¥ (ÐÁÒÁÄÏËÓ ÌÖÅÃÁ). ïÎÏ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ç¾ÄÅÌØ ÚÁÍÅÎÉÌ ÓÌÏ×Ï ÌÏÖÎÏ ÓÌÏ×ÏÍ ÎÅÄÏËÁÚÕÅ-
ÍÏ, ÐÒÅ×ÒÁÔÉ× S × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ G - üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ. åÓÌÉ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍÏÅ ÉÍ ÉÓÔÉÎÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÅÓÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÌÏÖÎÏ, ÉÌÉ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ
ÌÏÇÉËÏÊ, ÅÓÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ.
íÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ ÎÅ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, Á Ë ÉÓÔÉÎÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ, Ô. Å. ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

úÁÇÏÔÏ×É× ×ÐÒÏË ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ç¾ÄÅÌØ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ψ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÅÔÁÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÀ áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á, É ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÉÚ ψ ÓÌÅÄÕÅÔ G.
ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÂÙ ψ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÕÅÍÙÍ, ÔÏ É G ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÕÅÍÙÍ. îÏ ÔÁË
ËÁË G ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ψ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ á ÎÅ-
ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ
ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ (Ô. Å. × ÒÁÍËÁÈ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÙ) ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉËÉ ÌÀÂÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ¡ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÏ×,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ × ×ÉÄÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÐÏÌÎÏÔÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ,
ÅÓÌÉ ××ÅÓÔÉ × ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ
ÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÁËÓÉÏÍÕ. îÏ ÍÅÔÏÄ ç¾ÄÅÌÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓ-
ÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÎÁ ÑÚÙË ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÐÏ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ç¾ÄÅÌÅÍ ÓÈÅÍÅ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÍ×ÏÌÁÍ É ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÍÙ
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ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ - ÉÈ Ç¾ÄÅÌÅ×ÓËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ), ÔÏ É ×
ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÚÂÅÖÁÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÏ×, ÎÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁ-
ÅÍÙÈ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ. þÔÏÂÙ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÓÕÔØ ÄÅÌÁ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÅÊ
(ÈÏÔÑ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÔÏÞÎÏÊ): ÅÓÌÉ ÂÙ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÂÙÌÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÑÐÏÎÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, Á ÁÒÉÆÍÅÔÉÚÁÃÉÑ
ç¾ÄÅÌÑ ÏÚÎÁÞÁÌÁ ÂÙ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÎÁ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÑÚÙË, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ç¾ÄÅÌÑ ÐÏ-
ÌÕÞÁÌÉÓØ ÂÙ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÂÙÌ ÂÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÐÅÒÅ×ÏÄ Ó ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÎÁ
ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ ç¾ÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÁËÓÉÏÍ, ÁÒÉÆÍÅÔÉÚÕÅÍÁÑ ÔÅÍ ÉÌÉ
ÉÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÌ ç¾ÄÅÌØ), ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÈ×Á-
ÔÉÔØ ÄÁÖÅ ×ÓÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × ÎÅÊ ÉÓÔÉÎÙ, ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ Ï ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ ÎÅÐÏÌÎÁ. ÷ ÌÀÂÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÙÅ × ÒÁÍËÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.
éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÌÉÛØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ ç¾ÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ, ÐÏËÁÚÁ×ÛÁÑ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉ
ÐÒÅÄÅÌÙ, ÒÁÚÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÌÁÓØ ÏÔ ÇÏÓÐÏÄÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ × ËÏÎÃÅ XIX ×. ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ËÁË Ï ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÙÈ (É ÁËÓÉ-
ÏÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ) ÔÅÏÒÉÊ. ôÅÏÒÅÍÁ ç¾ÄÅÌÑ ÎÁÎÅÓÌÁ ÓÏËÒÕÛÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÄÁÒ
ÐÏ ×ÓÅÏÂßÅÍÌÀÝÅÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ. îÅÁÄÅË×ÁÔÎÏÓÔØ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄ-
ÈÏÄÁ ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÍ ÎÅ ÂÙÌÁ; ÏÄÎÁËÏ ÏÎÁ Ñ×ÉÌÁÓØ ÐÏÌÎÏÊ ÎÅ-
ÏÖÉÄÁÎÎÏÓÔØÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÓÔÙ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁ-
ÌÉ, ÞÔÏ × ÒÁÍËÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÀÂÏÅ ÉÓÔÉÎÎÏÅ ×
ÎÅÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ. âÒÁÕÚÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ
×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍÙÅ ÉÓÔÉÎÙ ÞÁÓÔÏ ÌÅÖÁÔ ÄÁÌÅËÏ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÙ-
ÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, Á ç¾ÄÅÌØ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ
×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍÙÅ ÉÓÔÉÎÙ ×ÏÏÂÝÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ðÁÕÌÑ âÅÒÎÁÊÓÁ, ÎÙÎÅ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚÕÍÎÏ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ
ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÕ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄÏÓÔÅÒÅÇÁÔØ ÐÒÏÔÉ× ÅÅ ÐÅÒÅÏÃÅÎËÉ,
ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ
ÍÅÔÏÄÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÌÏÇÉÞÅ-
ÓËÉÍÉ ÐÒÉÎÃÉÐÁÍÉ, ÐÒÉÎÑÔÙÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÛËÏÌÁÍÉ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÉ.

ïÂÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ç¾ÄÅÌÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÏÔÒÑÓÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. üÔÏ ÏÚÎÁ-
ÞÁÌÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ×ÙÎÕÖÄÅÎÁ ÂÅÓÐÏ×ÏÒÏÔÎÏ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÅÔÅÎÚÉÊ
ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, Ô. Å. ÌÉ-
ÛÉÔØÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ó×ÏÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÅÔÅÎÄÏ×ÁÌÁ
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ÅÝÅ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ.
ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÌÏÖÎÑÌÏÓØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ:

×ÅÄØ ×ÓÅ, Ï ÞÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÍÏÇÌÏ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÂÅÓÓÍÙÓÌÉÃÅÊ, ÉÂÏ
ÔÅÐÅÒØ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÍÏÇ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ × ÂÕÄÕÝÅÍ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÐÒÏÔÉ×Ï-
ÒÅÞÉÑ. óÌÕÞÉÓØ ÔÁËÏÅ É ÏËÁÖÉÓØ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ - ×ÓÑ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÁ ÏÂÒÁÔÉÌÁÓØ ÂÙ × ÐÒÁÈ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÈ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÌÏÖÎÙÍ, Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎÑÔÏÊ ×ÓÅÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉÍÉ ÌÏÇÉËÁÍÉ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÉÚ ÌÏÖÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ
ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ. éÔÁË, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÒÁÂÏÔÁÌÉ ÐÏÄ ÕÇÒÏÚÏÊ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÒÏ-
×ÁÌÁ. åÝÅ ÏÄÉÎ ÕÄÁÒ ÎÁÎÅÓÌÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ.

ôÅÏÒÅÍÕ ç¾ÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÔØ ËÁË ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. ëÁÖÄÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÌÉÂÏ ÉÓÔÉÎÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÌÏÖÎÙÍ. ÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÉÌÉ
ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁËÏÎÏ× ÌÏÇÉËÉ É ÁËÓÉÏÍ ÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ,
Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ç¾ÄÅÌØ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÌ,
ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅÌØÚÑ ÎÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÉ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ. îÅÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÂÙ × ÐÒÏÔÉ×Ï×ÅÓ
ÐÏÄÈÏÄÕ ç¾ÄÅÌÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:
×ÅÄØ ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÉÍÐÌÉ-
ËÁÃÉÉ, ÅÓÌÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÔÏ × ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÔÏ
ÕÇÏÄÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÁ-
ÌÏÓØ.

ìÁÕÒÅÁÔ îÏÂÅÌÅ×ÓËÏÊ ÐÒÅÍÉÉ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ àÄÖÉÎ ðÏÌ ÷ÉÇÎÅÒ, ÏÂÓÕÖÄÁÑ ×
1960 Ç. ÎÅÐÏÓÔÉÖÉÍÕÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÁÕËÁÈ
× ÓÔÁÔØÅ ÐÏÄ ÔÅÍ ÖÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ, ÎÅ ÄÁÌ ÎÉËÁ ËÏÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÓÑ
ÌÉÛØ ËÏÎÓÔÁÔÁÃÉÅÊ ÓÐÏÒÎÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ: ¥íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË ÕÄÉ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁËÏÎÏ×. üÔÏ ÞÕ-
ÄÅÓÎÙÊ ÄÁÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÅÍ É ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÍ. îÁÍ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ ÚÁ ÎÅÇÏ ÓÕÄØÂÕ É ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ É × ÂÕÄÕÝÉÈ
Ó×ÏÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÍ. íÙ ÄÕÍÁ-
ÅÍ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ (ÈÏÒÏÛÏ ÜÔÏ ÉÌÉ ÐÌÏÈÏ) ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ, ÐÒÉÎÏÓÑ ÎÁÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁÄÏÓÔØ, ÎÏ É ÎÏ×ÙÅ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍÎÙÅ
ÐÒÏÂÌÅÍÙ.¥

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÒÅÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÍÉÒÁ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÖÄÕÔ Ó×ÏÅÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎ-
ÎÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ ÞÅÍ ÇÏÒÄÉÔØÓÑ. ïÎÁ
ÂÙÌÁ É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÙÓÛÉÍ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÒÉ-
ÇÉÎÁÌØÎÙÍ Ô×ÏÒÅÎÉÅÍ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÇÏ ÄÕÈÁ. íÕÚÙËÁ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚ×ÙÛÁÔØ ÉÌÉ
ÕÍÉÒÏÔ×ÏÒÑÔØ ÄÕÛÕ, ÖÉ×ÏÐÉÓØ - ÒÁÄÏ×ÁÔØ ÇÌÁÚ, ÐÏÜÚÉÑ ¡ ÐÒÏÂÕÖÄÁÔØ ÞÕ×-
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ÓÔ×Á, ÆÉÌÏÓÏÆÉÑ - ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔÉ ÒÁÚÕÍÁ, ÉÎÖÅÎÅÒÎÏÅ ÄÅÌÏ - ÓÏ-
×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÖÉÚÎÉ ÌÀÄÅÊ. îÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÐÏ-
ÓÏÂÎÁ ÄÏÓÔÉÞØ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÃÅÌÅÊ. åÓÌÉ ÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÈ ÞÅÌÏ×ÅÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÒÁÚÕÍÁ, ÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅÍÁÌÏ ÐÏÔÒÕÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÓËÏÌØ
×ÙÓÏËÕÀ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÐÏÓÏÂÅÎ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÕÍ.
îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ×ÏÛÌÁ × ÐÏÇÏ×ÏÒËÕ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÏ-
ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÜÔÁÌÏÎÏÍ ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÄÅÖÎÏÇÏ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÍÙ ÔÏÌØËÏ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÄÏÓÔÉÞØ.

÷ÓÅ Ó×ÅÒÛÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ - ÜÔÏ Ó×ÅÒÛÅÎÉÑ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÕÍÁ. ðÏËÁ-
ÚÁ×, ÎÁ ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂÅÎ ÞÅÌÏ×ÅË, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ×ÓÅÌÉÌÁ × ÌÀÄÅÊ ÓÍÅÌÏÓÔØ É Õ×Å-
ÒÅÎÎÏÓÔØ, ÐÏÚ×ÏÌÉ×ÛÉÅ ÉÍ ×ÐÌÏÔÎÕÀ ×ÚÑÔØÓÑ ÚÁ ÒÁÚÇÁÄËÕ ÒÁÎÅÅ, ËÁÚÁÌÏÓØ
ÂÙ, ÎÅÐÒÉÓÔÕÐÎÙÈ ÔÁÊÎ ËÏÓÍÏÓÁ, ÌÅÞÅÎÉÅ ÓÔÒÁÛÎÙÈ ÂÏÌÅÚÎÅÊ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÐÒÏÂÌÅÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÜËÏÎÏÍÉËÅ É ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Õ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÇÏ
ÏÂÝÅÓÔ×Á, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Á.
÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÉÍÅÎÎÏ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ Ó×ÑÚÁÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÎÁÄÅÖÄÙ
ÎÁ ÕÓÐÅÈ.
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òÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

§1. ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÐÏÍÉÎÁÌÉ ÁÓÓÅÍÂÌÅÒ; ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓËÏÒÅÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÔ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÅ-
ÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÑ Ï ÆÕÎËÃÉÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ Nn × N,
n-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ), ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÕÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å Nn ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × N.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ k-ÍÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f É k ÛÔÕË n-ÍÅÓÔÎÙÈ g1, . . . , gk.
ôÏÇÄÁ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÎÕ n-ÍÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

〈x1, . . . , xn〉 7→ f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gk(x1, . . . , xn)).

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ f
É g1, . . . , gk

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.
äÒÕÇÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÉÌÉ
ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë k-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f É (k +

+ 2)-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g. å¾ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÂÕÄÅÔ (k + 1)-ÍÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÔÁË:

h(x1, . . . , xk, 0) = f(x1, . . . , xk); (1)

h(x1, . . . , xk, y + 1) = g(x1, . . . , xk, y, h(x1, . . . , xk, y)). (2)

÷ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ h(x1, . . . , xn, 0), h(x1, . . . , xn, 1), . . . ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ×ÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ.

äÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌØ-ÍÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÂÅÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×) ÓÕÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ; ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ
ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÒÅËÕÒÓÉÉ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ: ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ s : x 7→ x + 1 É ÓÅ-
ÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ: ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÛÔÕË
k-ÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ πik(x1, . . . , xk) = xi.

194
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æÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ¥ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ¥ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ:
ÓËÁÖÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ 〈x, y〉 7→ f(g(x), h(y, x, y), x) ÉÚ ÆÕÎË-
ÃÉÊ f É h, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÉÈ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎË-
ÃÉÀ 〈x, y〉 7→ g(x) (ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ π1

2 × g), ÚÁÔÅÍ 〈x, y〉 7→ h(y, x, y) (ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ
π2

2, π
1
2, π

2
2 × h), ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ π1

2 ÐÏÄÓÔÁ-
×ÌÑÅÍ × f .

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0 × ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (ÆÕÎËÃÉÀ ÎÕÌÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×) 1. úÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎ-
ÔÙ 2, 3 É Ô. Ä.

§2. ðÒÉÍÅÒÙ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ëÁË É Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ, ×ÁÖÎÏ ÎÁËÏÐÉÔØ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÓËÉÊ ÏÐÙÔ.

óÌÏÖÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ 〈x, y〉 7→ sum(x, y) = x + y ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÒÅËÕÒÓÉÉ:

sum(x, 0) = x; (1)

sum(x, y + 1) = sum(x, y) + 1. (2)

îÁÄÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÁË ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, h(x, y, z) × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÎÁÄÏ
ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍ s(z), ÇÄÅ s ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ 〈x, y〉 7→ prod(x, y) = xy ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÒÅËÕÒÓÉÉ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ):

prod(x, 0) = 0; (3)

prod(x, y + 1) = prod(x, y) + x. (4)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ë ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÀ × ÓÔÅ-
ÐÅÎØ.

õÓÅÞ¾ÎÎÏÅ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÏÂ ¥ÕÓÅÞ¾ÎÎÏÍ ×ÙÞÉÔÁÎÉÉ¥ x ‘− y =
= x− y ÐÒÉ x > y É x ‘− y = 0 ÐÒÉ x < y, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ (ÃÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ) ÞÉÓÌÁÍÉ. ïÄÎÏÍÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÕÓÅÞ¾ÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ:

0 ‘− 1 = 0; (5)

(y + 1) ‘− 1 = y. (6)

(òÅËÕÒÓÉÑ ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÁ, ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ-
ÓÑ.) ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÓÅÞ¾ÎÎÏÅ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ
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ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË:

x ‘− 0 = x; (7)

x ‘− (y + 1) = (x ‘− y) ‘− 1. (8)

§3. ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ. (÷ÁÒÉÁÎÔ: ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÔÁË
ËÁË ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ × ÆÕÎËÃÉÀ x 7→ 1 ‘− x.)

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÒÉÍÉ-
ÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ (ÓÌÏÖÉÍ ÉÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÕÌÅÊ
ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ). äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ
ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×-
ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ.

ó×ÏÊÓÔ×Á x = y É x 6= y ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ (x = y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (x ‘− y) + (y ‘− x) = 0).

æÕÎËÃÉÑ f(x), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

f(x) = [ if (R(x)) g(x); else h(x); ],

ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ g É h É Ó×ÏÊÓÔ×Ï R.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(x) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË r(x)g(x) + (1 ‘− r(x))h(x), ÇÄÅ r ¡
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á R.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n
(ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n):

x+ 1 mod n = [ if (x+ 1 == n) 0; else x+ 1; ]

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÀ x mod n (ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ:

0 mod n = 0; (1)

(x+ 1) mod n = (x mod n) + 1 mod n. (2)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ Ë×ÁÎÔÏÒÙ, ÐÒÉÍÅÎ¾ÎÎÙÅ Ë ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅ-
ËÕÒÓÉ×ÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ), ÄÁÀÔ ÓÎÏ×Á ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ
Ó×ÏÊÓÔ×Á. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï R(x, y) ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ
ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ, ÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á

S(x, z) = (∃y 6 z) R(x, y)
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É

T (y, z) = (∀y 6 z)R(x, y)

ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÆÕÎËÃÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ë×ÁÎÔÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÀ ÉÌÉ ÓÕÍÍÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÀ: ÅÓÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï R(x, y) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ r(x, y) = 0, ÔÏ

S(x, z)⇔
[

z∏

y=0

r(x, y) = 0

]
.

á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ:

0∏

y=0

r(x, y) = r(x, 0); (3)

t+1∏

y=0

r(x, y) =

[
t∏

y=0

r(x, y)

]
· r(x, t+ 1); (4)

Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ¥ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ¥ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ

ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ (ÌÀÂÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏ 1, ÌÉÂÏ ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ).

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÆÉË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅ-
ËÕÒÓÉ×ÅÎ É Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒ-
ÓÉ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ g, ÔÏ ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ r ¡ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ r(x, y) = 1
ÐÒÉ y = f(x) É r(x, y) = 0 ÐÒÉ y 6= f(x) (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ
ÓÌÕÞÁÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ), ÔÏ

f(x) =
∞∑

i=0

y · r(x, y),

Á ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ g(x) É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÔØÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÓÔØÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ.

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ g É Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï R(x, y) ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

x 7→ f(x) = ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ y 6 g(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R(x, y)

(ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ÔÁËÏÇÏ y ÎÅÔ, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÙÍ,
ÓËÁÖÅÍ, g(x) + 1) ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÇÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ f ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×.
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ôÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏÍ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ¡ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ, ÇÄÅ ÎÅÔ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ g(x). ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, × ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ.

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅ-
ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x 7→ (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ x) ÐÒÉÍÉ-
ÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ (ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ å×ËÌÉÄÁ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏ-
ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ x! + 1, Á ÆÁËÔÏÒÉ-
ÁÌ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÅÎ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ n 7→ (n-Å ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ)
ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÓÉÉ.

§4. äÒÕÇÉÅ ×ÉÄÙ ÒÅËÕÒÓÉÉ

óÌÏ×Á ¥ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ¥ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ É × ÂÏÌÅÅ
ÛÉÒÏËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÅÖÅÌÉ ÍÙ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ (ÓÍ. ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ,
ÉÌÉ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ) ¡ ËÁË ÌÀÂÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÄÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ
Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ëÁË
ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÎÉÖÅ ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ áËËÅÒÍÁÎÁ, ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÓÈÅÍÙ
ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒ-
ÓÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÏ ÅÓÔØ É ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ
ÎÁÍÉ ÓÈÅÍÅ.

íÙ ÐÒÉ×ÅÄ¾Í Ä×Á ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÔÉÐÁ: ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÁ.

óÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉÑ. ðÕÓÔØ Ä×Å ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÚÁÄÁÎÙ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

f(0) = a, (1)

g(0) = b, (2)

f(n+ 1) = F (n, f(n), g(n)), (3)

g(n+ 1) = G(n, f(n), g(n)), (4)

ÇÄÅ a É b ¡ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÆÕÎËÃÉÉ F É G ¡ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒ¾È ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ
ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÎÕÍÅ-
ÒÁÃÉÑ ÐÁÒ ¡ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 〈x, y〉 → [x, y] (ÎÏÍÅÒ ÐÁÒÙ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÓËÏÂËÁÍÉ), ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ ×ÍÅÓÔÅ
Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ (ÄÁÀÝÉÍÉ ÐÏ ÎÏÍÅÒÕ ÐÁÒÙ Å¾ ÐÅÒ×ÙÊ É
×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎÙ). ôÏÇÄÁ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ
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ÆÕÎËÃÉÉ h(n) = [f(n), g(n)]:

h(0) =[a, b], (5)

h(n+ 1) =[F (n, p1(h(n)), p2(h(n))), (6)

G(n, p1(h(n)), p2(h(n)))], (7)

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ p1 É p2 ÄÁÀÔ ÐÏ ÎÏÍÅÒÕ ÐÁÒÙ ÐÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ Å¾ ÞÌÅÎÙ. åÓÌÉ
ÆÕÎËÃÉÑ h ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ, ÔÏ É ÆÕÎËÃÉÉ f É g (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ h Ó
ÆÕÎËÃÉÑÍÉ p1 É p2) ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ
ÐÁÒ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÍÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ N × N → N. üÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÔÁÂÌÉÃÙ:

6
3 7
1 4 8
0 2 5 9

ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÕÀ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ p1 É p2 ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁ-
ÎÏ×ÉÔØ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÅÊ, ÔÁË ËÁË p1(n) ÅÓÔØ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ x 6 n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ y 6 n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ [x, y] = n.

íÅÎÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ÐÁÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ [a, b] =
= (2a + 1)2b. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ
ÂÙÌÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÁÒ, É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ [a, b] = 2a3b.

úÁÍÅÔÉÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÄÌÑ
ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ
ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.

÷ÏÚ×ÒÁÔÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÅ-
ËÕÒÓÉ×ÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÅÊ ÔÏÞËÅ, ÎÏ É ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 74. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ g ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒ-
ÓÉ×ÎÁ, ÐÒÉÞ¾Í g(x) < x ÐÒÉ x > 0; ÐÕÓÔØ F ¡ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×-
ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×; ÐÕÓÔØ c ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ôÏÇÄÁ
ÆÕÎËÃÉÑ h, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

h(0) = c, (8)

h(x) = F (x, h(g(x))) ÐÒÉ x > 0 (9)

ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ.

� þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ËÏ-
ÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÎÏÍÅÒÏÍ ÐÕÓÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ-
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×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ 1, ÎÏÍÅÒÏÍ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ 〈a〉 ÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ 2a+1, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 〈a, b〉 ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ 2a+13b+1,
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 〈a, b, c〉 ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ 2a+13b+15c+1 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ (ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ¡ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ). âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÏÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ 〈a, b, . . . , z〉 ÞÅÒÅÚ [a, b, . . . , z]. üÔÁ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉ-
ÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÎÕ-
ÍÅÒÁÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ¥ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×¥.
îÏ ÒÁÚÎÙÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÔÁËÏ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ

• Length(x) = ÄÌÉÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ x;
• Select(i, x) = i-ÙÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ x;
• Append(x, y) = ÎÏÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÐÉ-

ÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ y Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ x.

÷ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ (É ÄÒÕÇÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ) Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ Ó
ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ × ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÕÖÅ ÒÁÚÂÉÒÁÌÉ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

x 7→ H(x) = [h(0), h(1), . . . , h(x)]

ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, H(0) = [c], Á

H(k + 1) = Append(H(k), F (k + 1, Select(g(k + 1), H(k)))). �

§5. íÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ É ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÉ¾ÍÏ× ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ
ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÎÅ ×ÐÏÌÎÅ ÑÓÎÙÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ
ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÛÉÒÏË. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 75. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ÎÅ ÂÏ-
ÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ (ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ) ×ÒÅÍÑ, ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ
ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÈÏÄÏÍ É ×ÙÈÏÄÏÍ ÍÁÛÉ-
ÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÍÉ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ
ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÞÉÓÌÁ É ÓÌÏ×Á.
ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÞÉÓÌÏ n ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÂÉÔÁ 1 × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n+ 1.
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ðÒÉ ÉÍÉÔÁÃÉÉ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÍÙ ËÏ-
ÄÉÒÏ×ÁÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ (ËÏÄ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ,
ËÏÄ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É ÂÕË×Á ÐÏÄ ÇÏÌÏ×ËÏÊ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏÂÎÏ
ÂÙÌÏ ÔÁËÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ: ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÌÅÎÔÙ ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ ÚÁÐÉÓØÀ ÞÉÓÌÁ ×
ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ
ÍÁÛÉÎÙ, Á ÐÒÏÂÅÌ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÕÌ¾Í; Ó ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÌÅÎÔÙ ÍÙ ÐÏÓÔÕÐÁ-
ÌÉ ÔÁË ÖÅ, ÔÏÌØËÏ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ (ÍÌÁÄÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ Õ ÇÏÌÏ×ËÉ). ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÌÉ ÉÚßÑÔÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÁ Õ ÇÏÌÏ×ËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÐÒÏÓÔÏÊ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ (ÕÄÁÌÅÎÉÅ ¡ ÜÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÃÅÌÏ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ¡
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ËÏÄÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÞÅÔÙÒÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÞÅÔÙÒ¾È ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÐÏËÁÚÙ-
×ÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ), ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ
ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ É ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏ×ÏÒÉÔ,
ËÁËÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÐÏÓÌÅ t ÛÁÇÏ×. ôÏÞÎÅÅ, ÔÕÔ ÉÍÅ-
ÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÐÑÔÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÐÅÒ×ÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÄÉ-
ÒÕÀÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÐÑÔÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×). éÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉ. ðÏÜÔÏ-
ÍÕ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÏÑ×ÌÅ-
ÎÉÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. åÓÌÉ
ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ Å¾ ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÐÑÔÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (ÞÉ-
ÓÌÁ ÛÁÇÏ×), ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÍÁÛÉÎÙ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ Å¾ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-
ÃÉÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÕÀ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÓÔØ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ
Ë ÄÒÕÇÏÍÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÈÏÄ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ x. üÔÏÍÕ ×ÈÏ-
ÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ
ËÏÄÉÒÕÅÍ ÞÅÔ×¾ÒËÏÊ ÞÉÓÅÌ. îÁÍ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÞÅÔ×¾ÒËÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅ-
ËÕÒÓÉ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÔÁË ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ó×ÑÚÁ-
ÎÏ Ó ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë ÄÒÕÇÏÊ (ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÌÏ×Ï
ËÏÄÉÒÕÅÔ ÒÁÚÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ); ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÕÀ ÒÅ-
ËÕÒÓÉ×ÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ
ÍÅÔÏÄÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÉÚ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅ-
ËÕÒÓÉ×ÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ É ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏ ×ÈÏÄÕ
ÐÏÌÕÞÉÔØ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ (ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÕÀ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×). îÏ ×Ó¾ ÜÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ËÒÕÇÁ
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ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÒÉ¾ÍÏ×, É ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕ-
ÄÅÍ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÂÅÖÄÁÅÔ ÎÁÓ × ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÉÈ ÄÏ×ÏÌØ-
ÎÏ ÓÌÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ n 7→
7→ (n-ÙÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÊ ÚÎÁË ÞÉÓÌÁ π). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÍÉÌÌÉÏÎÙ
ÔÁËÉÈ ÚÎÁËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÏÌÇÏ ¡ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ÓÔÒÁÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÒÅÍÑ ÉÈ
ÒÁÂÏÔÙ (ÄÁÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÎÅÕÄÏÂÓÔ×Ï ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÄÌÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×Á-
ÎÉÑ) ÎÅ ÏÃÅÎÉ×ÁÌÏÓØ ÂÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÆÕÎËÃÉÅÊ c×2n ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ c.
á ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏÌØËÏ
ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÕÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁÐÁÓ ¡ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÔÕÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÙÓÔÒÅÅ 2n.)

§6. þÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ É ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÎÁÓ ÉÚ ËÌÁÓ-
ÓÁ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÅ ÔÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÍÉÎÉ-
ÍÉÚÁÃÉÉ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ. ïÎ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë (k + 1)-ÍÅÓÔÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ f É ÄÁ¾Ô k-ÍÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÔÁË: g(x1, . . . , xk)
ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x1, . . . , xk, y) = 0.

óÍÙÓÌ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÑÓÅÎ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. åÓ-
ÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÉÈ ÎÁÄÏ ÔÁË: ÚÎÁÞÅÎÉÅ g(x1, . . . , xk) ÒÁ×ÎÏ y, ÅÓÌÉ
f(x1, . . . , xk, y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, Á ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x1, . . . , yk, y

′)
ÐÒÉ y′ < y ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

þÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

g(x1, . . . , xk) = µy (f(x1, . . . , xk, y) = 0),

É ÐÏÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ µ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ g, ÅÓÌÉ ×ÙÞÉ-

ÓÌÉÍÁ f (ÍÙ ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÍ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ×ÓÅ y, ÏÖÉÄÁÑ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ
ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ).

úÁÄÁÞÁ 207. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÒÁÚÒÅÛÉÔØ
f(x1, . . . , xk, y

′) ÂÙÔØ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÍ ÐÒÉ y′ < y, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ f .

æÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ (ÎÕÌÑ, ÐÒÏÅËÃÉÉ É ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ
ÅÄÉÎÉÃÙ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ É ÍÉ-
ÎÉÍÉÚÁÃÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ, ÔÏ Å¾ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÝÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 76. ÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀ-
ÒÉÎÇÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f ¡ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ
(ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÍÁÛÉÎÕ ÞÅÒÅÚ M) ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï T (x, y, t), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ M ÎÁ ×ÈÏÄÅ x ÄÁ¾Ô ÏÔ×ÅÔ y
ÚÁ ×ÒÅÍÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ t. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ×ÙÛÅ, ÐÏ ×ÈÏÄÕ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ
É ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Å¾ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ×
ÍÏÍÅÎÔ t; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÕÚÎÁÔØ, ÚÁËÏÎÞÉÌÁ ÌÉ ÏÎÁ ÒÁÂÏÔÕ, É ÅÓÌÉ
ÄÁ, ÔÏ ÂÙÌ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÒÁ×ÅÎ y. éÔÁË, Ó×ÏÊÓÔ×Ï T ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÏÂßÅÄÉÎÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ y É t × ÐÁÒÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒ-
ÓÉ×ÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ T ′, ÄÌÑ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ T ′(x, [y, t]) = T (x, y, t); ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ f(x) = p1(µzT ′(x, z)),
ÇÄÅ p1 ÄÁ¾Ô ÐÏ ÎÏÍÅÒÕ ÐÁÒÙ Å¾ ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ, Á µz ÏÚÎÁÞÁÅÔ ¥ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ z,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ . . .¥. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×-
ÎÏÊ.

÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 77. ÷ÓÑËÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁ-
ÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÌÀÂÕÀ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÒÅËÕÒÓÉÑ ¡ Ë
ÃÉËÌÕ ÔÉÐÁ for, ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÑ ¡ Ë ÃÉËÌÕ ÔÉÐÁ while; ÏÂÁ ×ÉÄÁ ÃÉËÌÏ× ÌÅÇËÏ
ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÁ).

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ×Ù-
ÞÉÓÌÑÅÍÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÏ×, ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉ-
ÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ (ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2, ÔÅÏÒÅÍÁ 70).

ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÅÒÉÍ × ¥ÔÅÚÉÓ ôØÀÒÉÎÇÁ¥, ÇÌÁÓÑÝÉÊ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÙ ×ÅÒÉÔØ É ×
¥ÔÅÚÉÓ þ¾ÒÞÁ¥ (×ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ), ÔÁË ÞÔÏ
ÜÔÉ ÔÅÚÉÓÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

îÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍ 76 É 77 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÅ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÌÉÎÉ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 78. ÷ÓÑËÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ×
×ÉÄÅ

f(x) = a(µz(b(x, z) = 0)),

ÇÄÅ a É b ¡ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ÎÕÖÎÏÍ
ÎÁÍ ×ÉÄÅ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 76 (× ËÁÞÅÓÔ×Å a ÂÅÒ¾ÔÓÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÁÀÝÉÊ ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÐÁÒÙ ÐÏ Å¾ ÎÏÍÅÒÕ).

íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÎÏ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (É
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ).

úÁÄÁÞÁ 208. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÉÍ µ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ ÐÏ-
ÓÌÅÄÎÉÍ, ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ: ÎÅ ×ÓÑËÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ

f(x) = µz(b(x, z) = 0)
ÇÄÅ b ¡ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÌÉÎÉ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 79. ÷ÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÒÉÍÉ-
ÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅ-
ËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; ÐÒÅÄÓÔÁ×É× Å¾ × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {〈x, z〉 | b(x, z) = 0}.

§7. ïÃÅÎËÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÏÓÔÁ. æÕÎËÃÉÑ áËËÅÒÍÁÎÁ

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÕÖÅ ÄÁ×ÎÏ:
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÏÂÝÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ?
íÙ ÐÒÉ×ÅÄ¾Í Ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÁËÏ×ÙÈ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÓÈÏÄÉÔ
ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 80. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U ¡ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d, ÄÌÑ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ d(n) = U(n, n) + 1, ÂÕÄÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÊ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ É ÂÕÄÅÔ
ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÔ n-ÏÊ ¡ × ÔÏÞ-
ËÅ n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÑËÁÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×-
ËÉ É ÒÅËÕÒÓÉÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ ×
ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ¡ ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
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ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÎÁÐÉÓÁÎÏ, ÉÚ ËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ). éÚ
×ÓÅÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÏÔÂÅÒ¾Í ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,
× ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÌÀÂÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ-
ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. æÕÎËÃÉÑ 〈n, x〉 7→ (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅ-
ÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÎÏÍÅÒ n, Ë ÞÉÓÌÕ x) ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ É
ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÂÕÄÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÄÎÁËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÕËÁÚÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÐÒÉÞÉÎÕ, ÍÅÛÁÀÝÕÀ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍÉ. ÷ÏÔ ÏÄ-
ÎÁ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ: ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÓÔÒÏ
ÒÁÓÔÉ. üÔÁ ÉÄÅÑ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë áËËÅÒÍÁÎÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁÓÔÕ-
ÝÕÀ ÂÙÓÔÒÅÅ ×ÓÅÈ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ¡ ÆÕÎËÃÉÀ áËËÅÒÍÁÎÁ. óÅÊÞÁÓ
ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ (ÈÏÔÑ ÄÅÔÁÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÎÙÍÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ α0, α1, . . . ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.
(÷ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÍÉ.) ðÏÌÏÖÉÍ α0(x) = x + 1.
ïÐÒÅÄÅÌÑÑ αi, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f [n](x) ÏÚÎÁÞÁ-
ÅÔ f(f(. . . f(x) . . . )), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ n ÒÁÚ. ôÁË ×ÏÔ,

αi(x) = α
[x+2]
i−1 (x)

(ÐÏÞÅÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ αi−1 ÒÏ×ÎÏ x+ 2 ÒÁÚÁ, ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÞÕÔØ
ÐÏÚÖÅ).

ïÞÅ×ÉÄÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ):
• αi(x) > x ÐÒÉ ×ÓÅÈ i É x;
• αi(x) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ x;
• αi(x) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ i (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ x);
• αi(x) > αi−1(αi−1(x)).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ÌÀÂÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 81. ðÕÓÔØ f ¡ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ n ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ

f(x1, . . . , xn) 6 αk(max(x1, . . . , xn))

ÐÒÉ ×ÓÅÈ x1, . . . , xn.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÄÅÑ ÐÒÏÓÔÁ ¡ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÎÁÑ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ.
æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ¥ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ¥
ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
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äÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×-
ËÕ. ðÕÓÔØ

f(x) = g(h1(x), . . . , hk(x))

(ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÐÉÛÅÍ ÏÄÎÕ ÂÕË×Õ x, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ×ÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ). ðÕÓÔØ αN ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ h1, . . . , hk É ÆÕÎËÃÉÀ g Ó×ÅÒÈÕ,
ÔÏ ÅÓÔØ hi(x) 6 αN(max(x)) ÐÒÉ ×ÓÅÈ i É x, Á ÔÁËÖÅ g(y) 6 αN (max(y))
(ÚÄÅÓØ max(u) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÎÁÂÏÒÅ u). ôÏÇÄÁ f(x) ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

αN (max(h1(x), . . . , hk(x))) 6 αN(αN(x)) 6 αN+1(x)

(ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ αi).
ðÏÈÏÖÅ (ÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ) ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ Ó ÒÅËÕÒÓÉÅÊ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ:

f(x, 0) = g(x); (1)

f(x, n+ 1) = h(x, n, f(x, n)). (2)

(úÄÅÓØ x ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ g
É h ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÅÊ αN . ôÏÇÄÁ

f(x, 1) = h(x, 0, f(x, 0)) 6 αN (max(x, 0, f(x, 0)))6
6 αN (max(x, 0, αN(max(x)))) 6 αN(αN(max(x))) (3)

(× ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ αN(t) > t). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
f(x, 2) 6 αN (αN(αN(max(x)))) É ×ÏÏÂÝÅ

f(x, i) 6 α
[i+1]
N (max(x)) 6 αN+1(max(i,max(x))),

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÌÉ ÒÅËÕÒÓÉÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ
ÎÏÍÅÒ ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ
ÂÏÌÅÅ 100 ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÒÁÓÔ¾Ô ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ α101.

ïÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 82. æÕÎËÃÉÑ A(n) = αn(n) ÒÁÓÔ¾Ô ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉ×-
ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ áËËÅÒÍÁÎÁ (ÔÏÞÎÅÅ, ÆÕÎËÃÉÉ
〈n, x〉 7→ αn(x)) ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ ¡ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ, Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÐÅÒ×ÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ. ïÎÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÎÅ Ó×ÏÄÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÐÒÉÍÉÔÉ×-
ÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ.



§7. ïÃÅÎËÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÏÓÔÁ. æÕÎËÃÉÑ áËËÅÒÍÁÎÁ 207

úÁÄÁÞÁ 209. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅÓÞ¾Ô (× ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ ÐÏ-
ÒÑÄËÅ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÅÔ ÎÅ
ÂÙÔØ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 210. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒ-
ÓÉ×ÎÏÊ ÂÉÅËÃÉÉ i : N→ N, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ.



úÁÄÁÞÉ

§1. áÌÇÅÂÒÁ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ

1.1. ôÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ

ëÁÖÄÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÒÅ×ÒÁ-
ÝÁÔØÓÑ × ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ÐÒÉ ÆÉËÓÁÃÉÉ × ÎÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÔÅÌØ-
ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ
×ÙÓËÁÚÙ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ
ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ.

ôÁÂÌÉÃÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÏÌØ-
ËÏ ÓÔÒÏË, ÓËÏÌØËÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ. ëÁÖÄÁÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉ-
ÍÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ (0 É 1), ÐÏÜÔÏÍÕ × ÓÌÕÞÁÅ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃÁ
ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2n ÓÔÒÏË.

ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÓ-
ÐÏÌÁÇÁÀÔ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ (ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÎÉ-
ÍÁÀÔ ËÁË Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔ
× ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÏÔ (000 . . .0) ÄÏ (111 . . .1).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ:

x1x2 → (x1 ∨ x2)x3.

òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ × ÆÏÒÍÕÌÅ:

x1
2·

1
x2

6→ (x1
3∨ x2)

5·
4
x3 .

2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ¬, ·, ∨ É →, ÚÁÐÏÌÎÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ.
x1 x2 x3 x2 x1 · x2 x1 ∨ x2 x3 (x1 ∨ x2)x3 x1x2 → (x1 ∨ x2)x3

0 0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 0 0 1

208
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óÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ:
1. x ∨ y; 2. x ∧ y; 3. x → (y ∨ x); 4. x → (x ∧ y);
5. (x∨y)→ (x∨y); 6. x→ ((x∨y)∨z); 7. x→ (y → z); 8. (x→ y)→ z;
9. x ∼ (y ∼ z); 10. (x ∼ y) ∼ z; 11. (x ∨ (y ∨ z)) → (x ∧ (y ∧ z));
12. (x → (y ∧ z)) → (x → (y ∧ z)); 13.

(
x ∼ (y ∨ z)

)
∼ (x ∼ (y ∨ z));

14. (x ∨ y)→ ((y ∧ z)→ (x ∨ (y ∼ z))); 15. ((x ∼ y) ∼ ((z → (x ∨ y))→
→ z)) ∼ (x ∨ y); 16. (x ∼ y)→ (((y ∼ z)→ (z ∼ x))→ (x ∼ z)).

ðÕÓÔØ xi (i = 1, 2, 3) ¡ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉÎÉÍÁ-
ÀÝÉÈ Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ: 0, 1). ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ:
17. (x1 = x2)∨(x2 = x3); 18. (x1 > x2)→ (x2 = x3); 19. (x1 6= x2)∨(x2 6= x3);
20. ((x1 > x2) ∧ (x2 = x3))→ (x1 > x3).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ
ÆÏÒÍÕÌ:
21. x ∼ x; 22. x ∨ x; 23. (x ∧ x); 24. x ∼ x;
25. x → (y → x); 26. x → (x → y); 27. ((x → y) ∧ x) → y;
28. ((x→ y) ∧ y)→ x; 29. ((x ∨ y) ∧ x)→ y; 30. ((x ∼ y) ∧ x)→ y;
31. (x → y) ∼ (y → x); 32. ((x → y) ∧ (y → z)) → (x → z);
33. (x→ (y → z))→ ((x∧y)→ z); 34. ((x→ z)∧ (y → z))→ ((x∨y)→ z);
35. (x→ (y → z))→ ((x→ y)→ (x→ z)).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ:
36. x∨ y ≡ y∨x; 37. x∨ (y∨ z) ≡ (x∨ y)∨ z; 38. x∧ (y∨ z) ≡ (x∧ y)∧ z;
39. x ∧ (y ∧ z) ≡ (x ∧ y) ∧ z; 40. x ∨ (y ∧ z) ≡ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z);
41. x ∧ (y ∨ z) ≡ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);
42. (x ∨ y) ≡ x ∧ y
43. (x ∧ y) ≡ x ∨ y

}
¡ ÚÁËÏÎÙ ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ;

44. x ∨ x ≡ x
45. x ∧ x ≡ x

}
¡ ÚÁËÏÎÙ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ;

46. x ∨ 0 ≡ x; 47. x ∧ 1 ≡ x; 48. x ≡ x; 49. x ∼ y ≡ y ∼ x;
50. x ∼ (y ∼ z) ≡ (x ∼ y) ∼ z; 51. x→ y ≡ x ∨ y; 52. x ∼ y ≡ (x→
→ y) ∧ (y → x).

1.2. ðÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ É ÕÐÒÏÝ¾ÎÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÆÏÒÍÕÌ

õÞÉÔÙ×ÁÑ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ Ï ÐÏÒÑÄËÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÏÐÕÓÔÉÔØ ¤ÌÉÛ-
ÎÉÅ¥ ÓËÏÂËÉ É ÚÎÁË ¤∧¥ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ:
53. x ∧ (y ∧ (x ∨ y)); 54. (x ∧ y) ∨ ((y ∧ z) ∨ ((x ∧ y) ∨ (x ∧ z)));
55. ((x∨ y)∨ z)→ ((x∧ y)∨ z); 56. ((x∨ y)∧ (x∨ (y∧ z)))→ ((x∧ y)→ z);
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57. ((x ∨ y) ∨ (x ∨ ((y ∧ (x ∨ z)) ∧ (y → z))) ∼ z); 58. ((x ∨ y) →
→ (x∧ y))∨ ((x∧ y)∨ (x∨ y)); 59. ((x∨ y)∧ z)→ (((x∨ y)∨ z) ∼ (x∨ y));
60. (x ∧ (y ∨ z)) ∧ ((x→ (y → z)) ∼ (x ∧ y)).

÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓËÏÂËÉ É ÚÎÁË ¤∧¥ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ:
61. x ∨ y → z; 62. x ∨ y → xy; 63. xy ∨ xy(y ∨ z);
64. x∨ y(xy∨ z); 65. xy∨xyz → x∨ yz; 66. (x→ x∨ yz) ∼ (x∨ y → z);
67. (x ∨ y)z → (xy ∼ y ∨ z); 68. x ∨ y → x ∨ y(x → z) ∨ x(y ∼ z);
69. xyz → (x ∼ yz)∨x∨y(x→ (y ∼ z)); 70. xy ∼ x(y → z)(x ∼ y)∨xz∨yz.

1.3. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ

íÅÔÏÄÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÕÐÒÏÝÅ-
ÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ 19 ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒ×ÙÍ ÛÁÇÏÍ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÁËÉÈ ÐÒÉÍÅ-
ÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÂÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ:

a→ b ≡ a ∨ b,
a ∼ b ≡ (a→ b)(b→ a) ≡ ab ∨ ab ≡ (a ∨ b)(a ∨ b).

óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÂÕË×Ù, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÅÊ, ÍÏÇÕÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁË ÓÉÍ×ÏÌÙ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ, ÔÁË É ÆÏÒÍÕÌÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-
ÎÏÓÔØ

a ∨ a ≡ 1

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ

x1 ∨ x1 ≡ 1,

1 ∨ 1 ≡ 1,

(x1 → x2)x3 ∨ (x1 → x2)x3 ≡ 1.

ðÏÌÅÚÎÙÍÉ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÎÁ ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁ-
ËÏÎÙ ÐÏÌÕÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ:

1) a ∨ ab ≡ a ∨ b; 1′) a ∨ ab ≡ a ∨ b;
2) a · (a ∨ b) ≡ ab; 2′) a(a ∨ b) ≡ ab,

ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ:

a ∨ a · b ≡ (a ∨ a)(a ∨ b) ≡ 1(a ∨ b) ≡ a ∨ b;
a(a ∨ b) ≡ a · a ∨ a · b ≡ 0 ∨ ab ≡ ab.
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ðÒÉÍÅÒ 2. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÆÏÒÍÕ-
ÌÕ

x1x2 → (x1 ∨ x2)x3.

òÅÛÅÎÉÅ.

x1x2 → (x1 ∨ x2)x3
ÐÅÒÅÈÏÄ Ë≡

ÂÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ
x1x2 ∨ (x1 ∨ x2)x3 ≡

ÚÁËÏÎ ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ≡
ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÊ ÚÁËÏÎ

x1 ∨ x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3
ÚÁËÏÎ≡

Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ

≡ x1 ∨ x1x3︸ ︷︷ ︸
ÚÁËÏÎ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ

∨ x2 ∨ x2x3︸ ︷︷ ︸
ÚÁËÏÎ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ

≡

≡ x1 ∨ x2 ∨ x3 ≡





Á) x1 ∨ (x2 ∨ x3) ≡ x1 → (x2 ∨ x3),
Â) x3 ∨ (x1 ∨ x2) ≡ x3 → (x1 ∨ x2),
×) x2 ∨ x1 ∨ x3 ≡ x2 ∨ x1x3,
Ç) x1 ∨ x3 ∨ x2 ≡ x1x3 ∨ x2 ≡ x1x3 → x2,
Ä) x1 ∨ x2 ∨ x3 ≡ x1 · x2 · x3.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÀÂÕÀ ÚÁÐÉÓØ Á) ¡ Ä) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔ×ÅÔÏÍ.
óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÉÐ ÐÒÉÍÅÒÏ× ¡ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÎ-

ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ
ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ×Ù-
ÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÂÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ × ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ.

äÁÌÅÅ, ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÈÅÍÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÒÏ×Å-
ÓÔÉ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÚÁ×ÅÒÛÉ× Å¾ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.

÷ÔÏÒÁÑ ÓÈÅÍÁ ¡ ÚÅÒËÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ.
ôÒÅÔØÑ ÓÈÅÍÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÃÅÐÏÞÅË ÒÁ×ÎÏ-

ÓÉÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ × ÜÔÉÈ
ÃÅÐÏÞËÁÈ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ËÁËÉÈ-ÔÏ Ú×ÅÎØÅ× (ÏÄÎÏÇÏ Ú×ÅÎÁ ÌÅ×ÏÊ
ÃÅÐÏÞËÉ Ó ÏÄÎÉÍ Ú×ÅÎÏÍ ÐÒÁ×ÏÊ).

ðÒÉÍÅÒ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(x1 → x3)(x2→ x3) ≡ (x1 ∨ x2)→ x3.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅÊÄ¾Í Ë ÂÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ

(x1 ∨ x3)(x2 ∨ x3) ≡ x1 ∨ x2 ∨ x3.
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1-Ñ ÓÈÅÍÁ:

(x1 ∨ x3)(x2 ∨ x3)
ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÊ≡

ÚÁËÏÎ
x1x2 ∨

ÚÁËÏÎ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ︷ ︸︸ ︷
x3x2 ∨ x1x3 ∨ x3︸ ︷︷ ︸

ÚÁËÏÎ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ

≡

≡ x1x2 ∨ x3
ÚÁËÏÎ≡

ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ
x1 ∨ x2 ∨ x3.

2-Ñ ÓÈÅÍÁ:

x1 ∨ x2 ∨ x3
ÚÁËÏÎ≡

ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ
x1 · x2 ∨ x3

ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÊ≡
ÚÁËÏÎ

(x1 ∨ x3)(x2 ∨ x3).

3-Ñ ÓÈÅÍÁ:

(x1 ∨ x2)(x2 ∨ x3)
ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÊ≡

ÚÁËÏÎ
x1x2 ∨ x2x2 ∨ x1x3 ∨ x3 ≡ x1x2 ∨ x3;

x1 ∨ x2 ∨ x3
ÚÁËÏÎ≡

ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ
x1x2 ∨ x3.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÔ×ÅÔÏÍ. ÷
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÈÅÍ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÉÀ ÏÔ×ÅÔÁ. ïÄÎÁËÏ,
ÎÅÕÄÁÞÁ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÓÈÅÍ 1 ¡ 3 ÍÏÖÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ É Ï ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
×ÙÓÏËÏÊ ÔÅÈÎÉËÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÕÄÁÞÎÙÈ ÐÏÐÙ-
ÔÏË ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÈÅÍ 1 ¡ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÙ
ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ. óÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÕÌ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ ÒÁ×-
ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ, Á ÎÅÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ¡ ÎÅÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÑ:
71. x∨y ≡ x · y; 72. xy ≡ x∨y; 73. x→ y ≡ x · y; 74. x→ y ≡ y → x;
75. xy ∨xy ≡ x; 76. x∨xy ≡ x; 77. x(x∨ y) ≡ x; 78. x∨xy ≡ x∨ y;
79. x(x ∨ y) ≡ xy; 80. (x→ y)→ y ≡ x ∨ y; 81. (x ∨ y)(x ∨ y) ≡ x;
82. x ∨ y ≡ y → x; 83. x ∼ y ≡ x ∼ y; 84. xy ∨ xy ∨ xy ≡ x → y;
85. x → (y → z) ≡ (x ∨ z)(y ∨ z); 86. x → (y → z) ≡ y → (x → z);
87. x ∨ xy ∨ xz ∨ xy ∨ xz ≡ x→ y ∨ z.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÉÓ-
ÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ:
88. x→ x∨ y; 89. xy → x; 90. x→ (x→ y); 91. (x→ y)→ (x∨ y);
92. (x∨ xy) ∼ (x∨ y); 93. (x→ y)→ (y → x); 94. (x→ y)→ (y → x);
95. (x → y) ∨ (y → x); 96. (x → y) ∨ (x → y); 97. x → (y → xy);
98. (x → y)x → y; 99. (x → y)y → x; 100. (x ∨ y)x → y;
101. (x∨∨y)x→ y (¤∨∨¥ ¡ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ: (x∨∨y) ≡ x ∼ y);
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102. (x → y)(y → z) → (x → z); 103. (x → (y → z)) → (xy → z);
104. (x→ z)(y → z)→ (x∨y → z); 105. (x→ z)→ ((y → z)→ (x∨y→ z)).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ¤ÕÐÒÏÓÔÉÔØ¥:
106. xy ∨ (x → y)x; 107.

(
x ∨ y → x ∨ y

)
y; 108. (x→ y)(y → x);

109. (x∨y)(x ∼ y); 110. (x→ y)(y → z)→ (z → x); 111. xz∨xz∨yz∨xyz;
112. xy(x→ y); 113. xy(x ∼ y); 114. (x→ y)(x ∼ y); 115. (x→ y)∨(x ∨ y).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ÔÏÌØËÏ
¤∧¥ É ¤¬¥:
116. x∨y; 117. x→ y; 118. x ∼ y; 119. x∨y∨ z; 120. x→ (y → z);
121. x∨ (x ∼ y); 122. x→ y∨ (x→ y); 123. x∨∨y; 124. xy → (y → x);
125. x ∨ y → (x→ z).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ÔÏÌØËÏ
¤∨¥ É ¤¬¥:
126. xy; 127. xyz; 128. x ∼ y; 129. x ∨∨ y; 130. x(y ∼ z);
131. x ∼ y ∼ z; 132. (x ∼ y)(y ∼ z); 133. xy ∼ xz.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁË ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÂÙÌ ÏÔ-
ÎÅÓ¾Î ÔÏÌØËÏ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑÍ:
134. x ∨ y; 135. xy ∨ z; 136. xy ∨ z → xyz; 137. x→ (y → z);
138. x→ y → (x→ z); 139. (x ∼ y)(y ∼ z).

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ¤∨¥,
¤∧¥ É ¤¬¥:
140. x ∼ y; 141. (x → y) ∼ (y → z); 142. (x ∼ y) → (y → z);
143. (x ∼ y) → (y ∼ z); 144. (x ∼ y)(y ∼ z) → (x ∼ z);
145. (x ∼ y) ∨ (y ∼ z) → (x ∼ y ∼ z); 146. x ∼ y ∼ z ∼ v;
147. (x→ y) ∼ (z → (x ∼ z)).

§2. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÏÂÝÅÍ É ÂÕÌÅ×ÏÍ ÐÒÉÎÃÉ-
ÐÁÈ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

ïÂÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ÆÏÒÍÕÌ × ÆÏÒÍÕÌÕ, ÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-
ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ¡ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ × Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ

F (x1, x2, x3) = (x1→ x2x3) ∨ (x1 ∼ x3).

îÁÊÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ F ∗.
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òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ y1 = x1 → x2x3, y2 = x1 ∼ x3, ÔÏÇÄÁ F = y1 ∨ y2.
îÁÊÄ¾Í Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ (y1, y2) É ÄÌÑ
ÆÏÒÍÕÌÙ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ (F ):

(y1 ∨ y2)∗ ≡ y1 ∨ y2 ≡ y1 · y2 ≡ y1 · y2;

(x1 → x2x3)∗ ≡ x1 → x2x3 ≡ x1 ∨ x2x3 ≡
≡ x1 ∨ x2x3 ≡ x1 · x2 · x3 ≡ x1(x2 ∨ x3) ≡ x1(x2 → x3);

(x1 ∼ x3)∗ ≡ x1 ∼ x3 ≡ x1 · x3 ∨ x1 · x3 ≡ x1x3 ∨ x1x3 ≡
≡ x1x3 · x1 · x3 ≡ (x1 ∨ x3)(x1 ∨ x3) ≡ x1x3 ∨ x1x3 ≡ x1 ∼ x3.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ:

F ∗ ≡ y1 · y2 ≡ x1(x2 → x3)(x1 ∼ x3).

âÕÌÅ× ÐÒÉÎÃÉÐ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÆÏÒÍÕÌÁ, Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ∨ ÎÁ ∧, ∧ ÎÁ ∨, 0 ÎÁ 1, 1
ÎÁ 0 É ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ

(x1→ x2x3) ∨ (x1 ∼ x3),

ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÂÕÌÅ×ÙÍ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.
òÅÛÅÎÉÅ.

((x1→ x2x3) ∨ (x1 ∼ x3))∗ ≡ ((x1 ∨ x2x3) ∨ (x1x3 ∨ x1x3))
∗ ÂÕÌÅ× ÐÒÉÎÃÉÐ≡

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ

≡ x1 · (x2 ∨ x3) · ((x1 ∨ x3)(x1 ∨ x3))
ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÊ≡

ÚÁËÏÎ

≡ x1(x2→ x3)(x1x3 ∨ x3x1) ≡ x1(x2 → x3)(x1 ∼ x3).

îÁÊÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:
148. x(y∨z); 149. xy∨xz; 150. (x ∨ y)(x∨yz); 151. (xy∨yz∨zv)(x ∨ y ∨ z);
152. x

(
y ∨ z(x ∨ y)

)
; 153. xyz∨xyz∨xyz∨xyz; 154.

(
(x ∨ y)(x ∨ z) ∨ xy

)
∨

∨
(

(x ∨ y)z ∨ x
)

; 155. xy
(
yz ∨ xyz(xz ∨ yz) ∨ xy

)
(x ∨ y ∨ z).

ðÒÉÍÅÎÉÔØ ÚÁËÏÎ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÑÍ:
156. xx ≡ x; 157. x∨0 ≡ x; 158. xy ≡ yx; 159. x∨ (y∨z) ≡ (x∨y)∨z;
160. xy ≡ x ∨ y; 161. x(x ∨ y) ≡ x; 162. x ∨ xy ≡ x ∨ y;
163. x ∨ xy ∨ yz ∨ xz ≡ x ∨ z.
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îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÆÏÒÍÕÌ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ÂÙ×ÁÀÔ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×:
ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÙÅ É ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÙÅ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÉÐÏ× ×ÙÄÅÌÅÎ ËÌÁÓÓ
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (äîæ):
1. ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÂÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ.
2. ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ Ó ÔÅÓÎÙÍÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ, ×

ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÅ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ ÎÁÄ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.
3. òÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ.
4. ðÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÚÑÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.
5. ðÒÉÍÅÎÉÔØ ÚÁËÏÎÙ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ É ÐÏÌÕÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ.
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ äîæ ÆÏÒÍÕÌÙ

(x1 → x2x3)→ (x1 ∼ x3).

òÅÛÅÎÉÅ.

(x1 → x2x3)→ (x1 ∼ x3) ≡ (x1 → x2x3) ∨ (x1x3 ∨ x1 x3) ≡
≡ x1 · (x2 ∨ x3) ∨ x1x3 ∨ x1 x3 ≡ x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x3 ∨ x1 x3 ≡

≡ x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1 x3.

ëÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ëîæ) ¡ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÌÑ äîæ ÐÏ-
ÎÑÔÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ Å¾ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÓÈÅÍÅ:

f ≡ (f ∗)∗ ≡ (äîæ(f ∗))∗ ≡ ëîæ(f).

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ëîæ ÆÏÒÍÕÌÙ

(x1 → x2x3)(x1 ∼ x3).

òÅÛÅÎÉÅ.

(x1 → x2x3)(x1 ∼ x3) ≡ (((x1 → x2x3)(x1 ∼ x3))∗)
∗ ≡

≡ (((x1 ∨ x2x3)(x1x3 ∨ x1 x3))∗)
∗ ≡

≡ (x1 · (x2 ∨ x3) ∨ (x1 ∨ x3) · (x1 ∨ x3))
∗ ≡

≡ (x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x3 ∨ x1x3)
∗ ≡ (x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x3)

∗ ≡
≡ (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x3)(x1 ∨ x3).

óÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (óäîæ) ÍÏÖÎÏ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ:

1. ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÂÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ.
2. ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ Ó ÔÅÓÎÙÍÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ, ×

ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÅ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ ÎÁÄ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.



216 úÁÄÁÞÉ

3. òÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ.
4. ðÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÚÑÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.
5. ïÐÕÓÔÉÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÏÖÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÉÄÁ:
. . . · xi · xi · . . .

6. ðÏÐÏÌÎÉÔØ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.
(ðÒÉÍÅÒ ÎÁ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1, x2, x3):
. . . ∨ x1x3 ∨ . . . ≡ . . . x1(x2 ∨ x2)x3 . . . ≡ . . . ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ . . . )

7. ðÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÚÑÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ óäîæ ÆÏÒÍÕÌÙ

(x1 → x2x3)→ (x1 ∼ x3).

òÅÛÅÎÉÅ.

(x1 → x2x3)(x1 ∼ x3)
1≡ x1 → x2x3 ∨ (x1x3 ∨ x1x3)

2≡

≡ x1 · (x2 ∨ x3) ∨ x1x3 ∨ x1x3
3≡

≡ x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x3 ∨ x1x3
4≡ x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x3

6≡

≡ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3
7≡

≡ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3.

óÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (óëîæ) ÍÏÖÎÏ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ:

f ≡ (f ∗)∗ ≡ (óäîæ(f ∗))∗
ÐÒÉÎÃÉÐ≡

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ
óëîæ(f).

ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ óëîæ ÆÏÒÍÕÌÙ

(x1 → x2x3)→ (x1 ∼ x3).

òÅÛÅÎÉÅ.

(x1 → x2x3)→ (x1 ∼ x3) ≡
((

(x1→ x2x3) ∨ (x1x3 ∨ x1x3)
)∗)∗

≡
≡ (x1(x2 ∨ x3) ∨ x1x3 ∨ x1x3)∗)

∗ ≡ ((x1 ∨ x2x3) · (x1 ∨ x3) · (x1 ∨ x3))
∗ ≡

≡ ((x1 ∨ x1x2x3 ∨ x1x3 ∨ x2x3)(x1 ∨ x3))
∗ ≡ (x1x2x3 ∨ x1x3)∗ ≡

≡ (x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3)∗ ≡ (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3).

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ óäîæ É óëîæ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É, ÚÎÁ-
ÞÉÔ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ.

óÈÅÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ óäîæ É óëîæ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÎÉ-
ÖÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (x1→ x2x3)(x1 ∼ x3).
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x1 x2 x3 (x1 → x2x3)(x1 ∼ x3)
0 0 0 1 → x1x2x3

0 0 1 0 → x1 ∨ x2 ∨ x3

0 1 0 1 → x1x2x3

0 1 1 0 → x1 ∨ x2 ∨ x3

1 0 0 1 → x1x2x3

1 0 1 1 → x1x2x3

1 1 0 0 → x1 ∨ x2 ∨ x3

1 1 1 1 → x1x2x3

óäîæ: x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3;

óëîæ: (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3).

ðÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (äîæ):
164. x → (y → z); 165. xy ∨ (x → y); 166. (x ∨ y ∨ z)(x → y);
167. (x∨ y)(y∨ z)→ (x∨ z); 168. x ∼ y; 169. x∨∨ y; 170. x ∼ y ∼ z;
171. (x → y) ∼ (x→ (y → z)); 172. (x ∼ y)(y ∼ z) → (x ∼ z);
173. (x ∼ y)(y ∼ z)(z ∼ x).

ðÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (ëîæ):
174. x ∨ yz; 175. xy ∨ yz ∨ z; 176. x ∨ yz ∨ x y z; 177. x→ yz;
178. x → yzv; 179. x ∼ yz; 180. xy ∼ x y; 181. x ∼ y ∼ z;
182. x ∨ y ∼ x ∼ z; 183. x ∨∨ (y ∨∨ z).

ðÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÏÖÎÙÍÉ, ×ÙÐÏÌÎÉÍÙÍÉ:
184. xy → x ∨ y; 185. x ∨ y → xy; 186. xy → xy;
187. (x→ y)x→ x∨ y ∨ z; 188. x∨ y → x∨ z; 189. (x→ y)→ (y → x);
190. (x→ z)→ ((y → z)→ ((x ∨ y)→ z)); 191. xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ x y z;
192. xy ∨ x y ∼ (x ∨ y)(x ∨ y).

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÊÔÉ ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÅ É ËÏÎßÀÎËÔÉ×-
ÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:
193. x ∨ y; 194. xy; 195. x→ y; 196. x ∼ y; 197. x ∨∨ y;
198. x→ (y → x); 199. xy(x→ y); 200. x ∨ y → z; 201. xy → z.

ðÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ äîæ (óäîæ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:
202. x∨ y; 203. (x→ y)→ x; 204. x→ (y → x); 205. x→ (y → z);
206. (x → y)(y → z) → (x → z); 207. (x → y)(y → z)(z → x);
208. (x ∨ y)(y ∨ z)(z ∼ x); 209. (x→ y)(y → z)(z → v).

ðÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ëîæ (óëîæ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:
210. (x→ y)→ x ∨ y; 211. xx · y; 212. xy(x→ y); 213. x→ yz;
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214. xyz; 215. (x ∨ y)(y → z)(z ∼ x); 216. x ∨ y → (x → z);
217. ((x→ y) ∼ (y → x))z; 218. x ∨ y ∨ z → (x ∨ y)z; 219. xy → zv.

ðÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ:
220. x ∨ y É x → y; 221. x → y É x ∼ y; 222. x ∨ y É x ⊕ y;
223. x→ (y → z) É (x→ y)→ z; 224. xy∨ z É x(y∨ z); 225. (x→ y)∨ z
É x∨ y → z; 226. (x→ y)z É x→ yz; 227. (x→ y) ∼ z É (x ∼ y)→ z;
228. (x ∨ y) ∼ z É (x ∼ y) ∨ z; 229. xy ∼ z É (x ∼ y)z.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x, y, z:
230. xy; 231. x∨ y; 232. x; 233. (x∨ y)(x∨ y); 234. xy ∨xy ∨ x y.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÁ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ
(ÐÏÓÙÌÏË) f1, . . . , fn, ÅÓÌÉ f1 · f2 · . . . · fn → F ≡ 1.

÷ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÈ:
235. y; x→ y, x; 236. x; x→ y, y; 237. x; x→ y, y; 238. y; x→ y,
x; 239. y; x ∨ y, x; 240. y; x ∨∨ y, x; 241. x→ z; x→ y, y → z;
242. x ∨ y → z; x→ z, y → z; 243. z → x; x→ y, y → z; 244. x ∨ y;
x→ y, y → x, x ∨ y; 245. x; x ∼ y, y ∨ z, z; 246. z; x→ y, y ∨ z, x;
247. y ∨ z; x ∨ z, y → x · z, x; 248. z → y; x→ y, x, z; 249. z → x;
x→ y, xy, z → y; 250. x∨ t; x→ y, y → z, x∨ z → yt; 251. xt; x→ z,
y ∨ z, z → y ∨ t, z ∨ t.

îÁÊÔÉ ×ÓÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ) ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÐÏ-
ÓÙÌÏË:
252. x, x→ y; 253. x, x ∼ y; 254. x, y, x ∨ y; 255. x→ (y → z),
y → z; 256. x→ (y → z), y → z; 257. x→ y, y → z; 258. x ∨ y,
y ∨ z, z ∨ x; 259. x, x ∨ y, x ∨ y ∨ z; 260. x → (y → (z → t)),
x→ (y → z); 261. x→ (y → z), y → (z → t).

îÁÊÔÉ ×ÓÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ) ÐÏÓÙÌËÉ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÅÍ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ:
262. x · y; 263. x ∼ y; 264. x∨ y; 265. x→ y; 266. x∨ y → x · y;
267. x · y · z; 268. (x ∨ y) · z; 269. (x→ y) · z; 270. x→ y · z;
271. x→ (y → z).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷Ù×ÏÄ f1, . . . , fn ⇒ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ f1, . . . , fn.

äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ×Ù×ÏÄÏ×:
272. a→ b, a⇒ b; 273. a→ b, b⇒ a; 274. a∨b, a⇒ b; 275. a∨ ∨b, a⇒ b;
276. a ∨∨ b, a⇒ b; 277. a→ b, b→ c⇒ a→ c; 278. a ∨ b, a→ b⇒ b;
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279. a→ b, b→ c, c⇒ a; 280. a→ b, b→ c, a⇒ b; 281. a∨ ∨b, a→ b⇒ b;
282. a ∨∨ b, b ∨∨ c⇒ a→ c; 283. a→ b, b→ c, c→ a⇒ a→ bc.

÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×Ù×ÏÄÙ:
284. a → b, b ⇒ a; 285. a → b, a ⇒ b; 286. a → b, a → b ⇒ a ∼ b;
287. a → b, b → a ⇒ a ∼ b; 288. a → b, a ∨ b ⇒ a; 289. a → b,
b → a, a ∨ b ⇒ a · b; 290. a → (b → c), (a → b) → c ⇒ b → c;
291. a → (b → c), (a → b) → c ⇒ a → c; 292. a → bc, b → ac,
c→ ab, a∨b∨c⇒ a ·b ·c; 293. a∨b→ c, a∨c→ b, b∨c→ a, a∨b∨c⇒ a ·b ·c.

§4. òÅÌÅÊÎÏ-ËÏÎÔÁËÔÎÙÅ ÓÈÅÍÙ É ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

4.1. úÁÄÁÞÉ ÓÉÎÔÅÚÁ

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÍÁÛÉÎÙ ÜËÚÁÍÅÎÁÔÏÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÕÄÅÎÔÕ
ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ É ÞÅÔÙÒÅ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÎÅÇÏ, ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ, ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÖÉÇÁÔØÓÑ
ÔÁÂÌÏ ¤ÏÔ×ÅÔ ×ÅÒÅÎ¥.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁËÏÄÉÒÕÅÍ ÎÏÍÅÒÁ ÏÔ×ÅÔÏ× Ä×ÕÈÒÁÚÒÑÄÎÙÍÉ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ
ÞÉÓÌÁÍÉ 00, 01, 10, 11. óÔÕÄÅÎÔ
É ÍÁÛÉÎÁ ÄÏÌÖÎÙ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ
Ä×ÕÈÒÁÚÒÑÄÎÙÅ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÉÇ-
ÎÁÌÙ. æÕÎËÃÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÈÅ-
ÍÙ ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ

C1 C2 M1 M2 f
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 1
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÷ÙÐÉÛÅÍ É ÕÐÒÏÓÔÉÍ óäîæ ÆÕÎËÃÉÉ f :

f ≡ C1C2M 1M 2 ∨ C1C2M 1M2 ∨ C1C2M1M 2 ∨ C1C2M1M2 ≡
≡ C1

(
C2M 2 ∨ C2M2

)
M 1 ∨ C1

(
C2M 2 ∨ C2M2

)
M1 ≡

≡
(
C2M 2 ∨ C2M2

) (
C1M 1 ∨ C1M1

)
.

óÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:
Á)

ÉÌÉ
Â)

óÈÅÍÁ Á) ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÊ ÓÈÅÍÙ Â).

4.2. áÎÁÌÉÚ ÓÈÅÍ

ðÒÉÍÅÒ 11. îÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÅÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ, Á ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ¡
ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ. ðÏÌÅÚÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÍÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÓÈÅÍÙ
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ñ×ÎÏ ÂÙÌÉ ×ÉÄÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ
ÓÈÅÍÙ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÓÈÅÍÙ (ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ
ÐÕÎËÔÉÒÏÍ, ÕÄÁÌÑÅÍÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ¤×¥):
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ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÈÅÍÕ:

å¾ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

x1 ∨ x2 ∨ (x1 ∨ x2)x3 ≡ x1 ∨ x2 ∨ x1 x3 ∨ x2x3 ≡ x1 ∨ x2 ∨ x3.

úÎÁÞÉÔ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÈÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÅ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÕÖÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ (ÉÌÉ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×Å-
ÓÔÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ:

áÎÁÌÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ 1 ÄÏ
ÔÏÞËÉ 2 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:
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æÕÎËÃÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

xzy ∨ xyz.
ðÒÉ×ÅÄ¾Í ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÈÅÍÙ (ÚÄÅÓØ ÂÕÄÕÔ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØÓÑ
É ÕÄÁÌÑÔØÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÉ, ÎÏ É ÒÅÌÅ):

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÏ×, ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÖÉÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÈ
ÉÚÏÌÑÃÉÀ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÈÅÍÅ.

óÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ:
294. x → y; 295. x ∼ y; 296. x ∨∨ y; 297. (x → y)(y → z);
298. (x→ y)→ x(y ∨ z);

299.

x y z f1 f2 f3

0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1
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300. éÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÌÁÍÐÁ × ÌÅÓÔÎÉÞÎÏÍ ÐÒÏÌ¾ÔÅ Ä×ÕÈÜÔÁÖÎÏÇÏ ÄÏÍÁ. ðÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÖÅ Ó×ÏÉÍ ×ÙËÌÀÞÁÔÅÌÅÍ ÍÏÖÎÏ
ÂÙÌÏ ÇÁÓÉÔØ É ÚÁÖÉÇÁÔØ ÌÁÍÐÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ×ÙËÌÀÞÁ-
ÔÅÌÑ.

301. ðÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÍÕ ÓÉÇÎÁÌÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÇÒÏË ÚÁÍÙËÁÅÔ ÉÌÉ ÒÁÚÍÙËÁÅÔ
×ÙËÌÀÞÁÔÅÌØ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏÄ ÅÇÏ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ÏÂÁ ÄÅÌÁÀÔ ÏÄÎÏ É
ÔÏ ÖÅ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ á, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ¡ ÷. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ × ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÉÇÒÙÛÁ á ÚÁÖÉÇÁÌÁÓØ ÌÁÍÐÏÞËÁ.

302. ëÏÍÉÔÅÔ ÉÚ 5 ÞÅÌÏ×ÅË ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍ ÇÏÌÏÓÏ×.
ðÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÍ ¤×ÅÔÏ¥. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÏÌÏ-
ÓÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÎÁÖÁÔÉÅÍ ËÎÏÐÏË É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÎÑÔÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÇÏ-
ÒÁÌÁÓØ ÌÁÍÐÏÞËÁ.

303. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓÐÕÓËÏÍ ÌÉÆÔÁ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÜÔÁÖÁ
ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ. õÓÌÏ×ÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÒÁÂÏÔÕ ÌÉÆÔÁ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:

¡ Ä×ÅÒØ ÌÉÆÔÁ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÖÅ ÚÁËÒÙÔÁ,
¡ Ä×ÅÒØ ÌÉÆÔÁ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁÖÅ ÚÁËÒÙÔÁ,
¡ ÐÁÓÓÁÖÉÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ËÁÂÉÎÅ ÌÉÆÔÁ,
¡ ËÎÏÐËÁ ×ÙÚÏ×Á ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÖÅ ÎÁÖÁÔÁ,
¡ ËÎÏÐËÁ ÓÐÕÓËÁ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÖ × ËÁÂÉÎÅ ÎÁÖÁÔÁ.

îÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÈÅÍ, ÅÓÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÕÐÒÏ-
ÓÔÉÔØ ÓÈÅÍÙ:

304. 305.

306. 307.
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308.

309. 310.

§5. ðÒÅÄÉËÁÔÙ, Ë×ÁÎÔÏÒÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

5.1. ðÒÅÄÉËÁÔÙ, Ë×ÁÎÔÏÒÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

1. ïÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÚÎÁËÁ ≡,
ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ.

2. ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ë×ÁÎÔÏÒÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕË×ÏÊ,
ÔÏ ÅÓÔØ

∀xP (x) ≡ ∀yP (y) ≡ ∀tP (t) ≡ . . .

3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Ë×ÁÎÔÏÒÙ, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ × ÂÏ-
ÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÅÍ ÏÎÉ ÏÐÉÓÁÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ:

∀x∀y∃zP (x, y, z) ≡ ∀y∀x∃zP (x, y, z);

∀x∀y∀zP (x, y, z) ≡ ∀z∀x∀yP (x, y, z).

ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ?
311. x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 (x ∈ N); 312. x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5; 313. y = x2, x ∈ R;
314. x2 + x+ 1, x ∈ R; 315. x2 + y2 = 0, x, y ∈ R; 316. x2 + y2 > 0,
x, y ∈ R; 317. x2 + y2 = z, x, y, z ∈ R; 318. x < y, x, y ∈ R; 319. äÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ x ∈ R ÎÁÊÄ¾ÔÓÑ y ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x = y + 1. 320. x2 + y2 < −2,
x, y ∈ R.

321. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× × ÐÒÉÍÅÒÁÈ 311 ¡ 320 ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙ,
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÏÖÎÙ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÉÍÙ?

÷ÙÄÅÌÉÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×:
322. ∀x(x − y ≡ x + (−y), x, y ∈ R); 323. (x, y, x, y ∈ R) →
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→ ∃z((x∧z)∧(z < y), z ∈ R; 324. ∀y((y ∈ R, y > 0)→ ∃z(x = yz, x, z ∈ R));
325. ∀x(∃yP (x, y)→ Q(x, y, z)); 326. ∃u∀v�(u, v)→ ∃t�(t, u).

327. éÚ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÐÒÉÍÅÒÏ× 311 ¡ 320 ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×
×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ, ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ:
328. ∀xP (x, y) ≡ ∃xP (x, y); 329. ∃xP (x, y) ≡ ∀xP (x, y);
330. ∀x∀yP (x, y, z) ≡ ∀y∀xP (x, y, z); 331. ∃x∃yP (x, y, z) ≡ ∃y∃xP (x, y, z);
332. ∀x(P (x, y)∧Q(x, y)) ≡ ∀xP (x, y)∧∀xQ(x, y); 333. ∃x(P (x, y)∨Q(x, y)) ≡
≡ ∃xP (x, y) ∨ ∃xQ(x, y); 334. ∀x(P (x, z)∨Q(y, z)) ≡ ∀xP (x, z) ∨Q(y, z);
335. ∃x(P (x, z) ∧ Q(y, z)) ≡ ∃xP (x, z) ∧ Q(y, z); 336. ∃x∀yP (x, y, z) →
→ ∀y∃xP (x, y, z) ≡ 1.

÷×ÅÓÔÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁËÏÎÏ× ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ:

337. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ;
338. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏ ëÏÛÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ;
339. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ;
340. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ;
341. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÉ;
342. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÉ.
343. ðÏÞÅÍÕ ÉÚ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ (a, b) ÓÌÅÄÕÅÔ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ (a, b)?
344. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ �, Q É P ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

Á) ∀x(�(x) ∨Q(x)) 6= ∀x�(x) ∨ ∀xQ(x);
Â) ∃x(�(x) ∧Q(x)) 6= ∃x�(x) ∧ ∃xQ(x);
×) ∀y∃xP (x)→ ∃x∀yP (x) 6= 1.

345. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙ?

Á) ∀x(�(x)→ P (x))→ (∀x�(x)→ ∀xP (x);
Â) ∀x(�(x)→ P (x))→ (∃x�(x)→ ∃xP (x);
×) ∃x(�(x)→ P (x))→ (∀x�(x)→ ∀xP (x);
Ç) ∃x(�(x)→ P (x))→ (∃x�(x)→ ∃xP (x);
Ä) ∀x(�(x)→ P (x)) ∼ (∃x�(x)→ ∀xP (x).

ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ¤äÏËÁÚÁÔØ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×¥. òÅËÏÍÅÎÄÕÅÔ-
ÓÑ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,
É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÌÉ ÏÎÉ, ÉÌÉ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×, ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÂÕÌÅ×ÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×.
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ðÒÉÍÅÒ 12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A\(B ∪ C) = (A\B) ∩ (A\C).
òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅÊÄ¾Í Ë ÂÕÌÅ×ÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×

A\(B ∪ C) = A ∩ (B ∪ C) = A ∩ (B ∩ C) =

= (A ∩ B) ∩ (A ∩ C) = (A\B) ∩ (A\C).

ïÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÄÅÌÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÀ ÐÒÉÍÅÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÅ-
ÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ××ÏÄÑÔÓÑ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×.

ðÒÉÍÅÒ 13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

A ∩
(
∪
i∈I
Bi

)
= ∪

i∈I
(A ∩Bi).

òÅÛÅÎÉÅ.

x ∈ A ∩
(
∪
i∈I
Bi

)
≡ (x ∈ A) ∧

(
x ∈ ∪

i∈I
Bi

)
≡ (x ∈ A) ∧ (∃i(x ∈ Bi)) ≡

≡ ∃i((x ∈ A) ∧ (x ∈ Bi)) ≡ ∃i(x ∈ (A ∩Bi)) ≡ x ∈ ∪
i∈I

(A ∩Bi).

346. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ×ÓÅÈ Þ¾ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B
ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

347. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = {x | x ∈ Z, x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6} ÒÁ×ÎÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B = {x | x ∈ Z, xÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, xÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3}.

348. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Z = {x | ∃m∃n(⊂ Z) x = 3m+ 5n}.
349. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B, C, ÞÔÏ A ∈ B, B ∈ C, ÎÏ

A /∈ C.
350. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ A ∈ B É A ⊂ B.
351. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ An ⊂ A1, ÔÏ A1 = A2 = . . . = An.
352. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ⊂ B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A\B = ∅.
353. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A = B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A4B = ∅.

äÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
354. A\(B ∪ C) = (A\B) ∩ (A\C); 355. A\(B ∩ C) = (A\B) ∪ (A\C);
356. A\(A\B) = A∩B; 357. (A\B)\C = (A\B)\(B\C); 358. A4B = B4A;
359. (A4B)4C = A4 (B4C); 360. A∩ (B4C) = (A∩B)4 (A∩C);
361. A4 (A4B) = B.

362. ÷ÙÒÁÚÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∪, \ ÞÅÒÅÚ 4, ∩.
363. ÷ÙÒÁÚÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∩, \ ÞÅÒÅÚ 4, ∪.
364. ÷ÙÒÁÚÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∪, ∩, ÞÅÒÅÚ 4, ∪.
365. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ \ ÞÅÒÅÚ ∪ É ∩.
366. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ∪ ÞÅÒÅÚ ∩ É \.
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367. ðÕÓÔØ A = {1; 4; 5}, B = {2; 4; 6}. îÁÊÔÉ A ∪ B, A ∩ B, A\B, B\A,
A4 B.

368. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; 3}, ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

369. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 2A∩B = 2A∩2B, ÇÄÅ 2A ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.

370. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× A1 ⊃ A2 ⊃ . . .An ⊃ . . .
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∩

n∈N
An = ∩

nk∈N
Ank ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {nk}∞k=1.

ðÕÓÔØ nZ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ n. îÁÊÔÉ:
371. nZ ∩mZ; 372.

∞∪
n=2

nZ; 373.
∞∩
n=1

nZ; 374. ∪
p∈P

pZ, ÇÄÅ P ¡

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ; 375. ∪
n∈N

[
1
n ; 1− 1

n

]
; 376. ∩

n∈N

[
− 1
n ; 1 + 1

n

]
.

377. ðÕÓÔØ C([a; b]) ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌ¾Î-
ÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b],

C3
x([a; b]) = {f ∈ C([a; b]) | f(x) = 3}.

îÁÊÔÉ ∪
x∈[a;b]

C3
x([a; b]), ∩

x∈[a;b]
C3
x([a; b]).

äÏËÁÚÁÔØ:
378. B ∩

(
∪
i∈I
Ai

)
= ∪

i∈I

(
B ∩Ai

)
; 379. B ∪

(
∩
i∈I
Ai

)
= ∩

i∈I

(
B ∪Ai

)
.

5.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÆÕÎËÃÉÑ) f ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÉÚ X × Y , ÜÔÏ
ÔÒÏÊËÁ (X, Y, f), ÇÄÅ X, Y ¡ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á f ¡ ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÜÌÅÍÅÎÔ f(x) ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
Y . òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ¡ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÏÅË.

îÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 14. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, g : R→ R ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ:

f(x) =
{

x3 ÐÒÉ |x| > 1,
−x ÐÒÉ |x| 6 1;

g(x) =





x ÐÒÉ x > 8,
2− x ÐÒÉ |x| 6 8,
2 + x ÐÒÉ x < −8.

îÁÊÔÉ g ◦ f .
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òÅÛÅÎÉÅ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ¡ ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÊ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÅÒ×ÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f , ×ÔÏÒÙÍ ¡ g.
ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÄ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(X). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÚÁÄÁÎÉÅÍ g ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÔÏÖÅ
ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ.

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f , ÕÂÒÁ× ÚÎÁË ÍÏÄÕÌÑ:

f(x) =





x3 ÐÒÉ x > 1,
−x ÐÒÉ | − 1 6 x 6 1,
x3 ÐÒÉ x < −1.

åÓÌÉ x ∈ (1;∞), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ x3 É ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï (1;∞) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (1;∞). îÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ×ÅÒÈÎÅÊ, ÔÁË É ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏ-
ËÏÊ. þÔÏÂÙ Þ¾ÔËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ ËÁËÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ, ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÏÂØ¾Í ÔÏÞËÏÊ x = 2 ÎÁ Ä×Á ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á: (1; 2] É (2;∞). ôÏÇÄÁ
f((1; 2]) = (1; 8] É (1; 8] ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÓÒÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g, Á f((2;∞)) = (8;∞), ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ g. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ

(g ◦ f)(x) =
{

x3 ÐÒÉ x ∈ (2;∞),
2− x3 ÐÒÉ x ∈ (1; 2].

åÓÌÉ x ∈ [−1; 1], ÔÏ f([−1; 1]) = [−1; 1], Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÐÁ-
ÄÁÅÔ × ÓÒÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ g. úÎÁÞÉÔ,

(g ◦ f)(x) = 2− (−x) = 2 + x ÐÒÉ x ∈ [−1; 1].

åÓÌÉ x ∈ (−∞;−1], ÔÏ f((−∞;−1)) = (−∞;−1). îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Ó×ÏÅÊ ÓÒÅÄÎÅÊ, ÔÁË É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ. òÁ-
ÚÏÂØ¾Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (−∞;−1) ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: (−∞;−2) É [−2;−1). ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÏÔÄÅÌØÎÏ.
f((−∞;−2)) = (−∞;−8). îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÚÎÁÞÉÔ,

(g ◦ f)(x) = 2 + x3 ÐÒÉ x ∈ (−∞;−2).

f([−2;−1)) = [−8;−1). îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
Ó×ÏÅÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÚÎÁÞÉÔ,

(g ◦ f)(x) = 2− x3 ÐÒÉ x ∈ [−2;−1).
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ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(g ◦ f)(x) =





x3 ÐÒÉ x ∈ (2;∞),
2− x3 ÐÒÉ x ∈ [−2;−1) ∪ (1; 2],
2 + x ÐÒÉ x ∈ [−1; 1],
2 + x3 ÐÒÉ x ∈ (−∞;−2).

ðÕÓÔØ f : X → Y ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, B, B1, B2 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:
380. f−1(B1∪B2) = f−1(B1)∪f−1(B2); 381. f−1(B1∩B2) = f−1(B1)∩f−1(B2);
382. f−1(Y \B) = X\f−1(B); 383. f−1(B1\B2) = f−1(B1)\f−1(B2);
384. B1 ⊂ B2 ⇒ f−1(B1) ⊂ f−1(B2).

385. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ

f−1(B1) ⊂ f−1(B2) ⇒ B1 ⊂ B2,

×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ.
386. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : X → Y É A ⊂ X, ÔÏ

f(A) = {y ∈ Y | ∃x(∈ X) (x ∈ A) ∧ (y = f(x))}.
ðÕÓÔØ f : X → Y ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, A1, A2 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:
387. f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2); 388. f(A1 ∩A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2).

389. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ

f(A1) ∩ f(A2) ⊂ f(A1 ∩A2),

×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ.
390. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

f(A1)\f(A2) ⊂ f(A1\A2).

391. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ

f(A1\A2) ⊂ f(A1)\f(A2),

×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ.
392. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(A1 ⊂ A2) ⇒ (f(A1) ⊂ f(A2)).

393. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ

(f(A1) ⊂ f(A2)) ⇒ (A1 ⊂ A2),

×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ.
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Y

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:
394. f(f−1(B)) = B ∩ f(X); 395. f−1(B) = ∅⇔ B ∩ f(X) = ∅.
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396. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ A ⊂ f−1(f(A)).

ðÕÓÔØ f : X → Y , A ⊂ X, B ⊂ Y . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:
397. f(A) ∩ B = f(A ∩ f−1(B)); 398. f(A) ∩ B = ∅⇔ A ∩ f−1(B) = ∅;
399. f(A) ⊂ B ⇔ A ⊂ f−1(B).

ðÕÓÔØ f : X → Y , g : Y → Z, A ⊂ X, C ⊂ Z. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:
400. (g ◦ f)−1(C) = f−1(g−1(C)); 401. (g ◦ f)(A) = g(f(A)).

402. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ⊂ X, B ⊂ X, iA : A → X ¡ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
×ËÌÀÞÅÎÉÑ, ÔÏ i−1

A (B) = A ∩B.
403. ðÕÓÔØ f : X → Y , A ⊂ X, B ⊂ Y , g = f |A: A → Y ¡ ÓÕÖÅÎÉÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g−1(B) = A ∩ f−1(B).

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : X → Y ¡ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A, A1, A2 ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ X ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:
404. f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2); 405. f(A1\A2) = f(A1)\f(A2);
406. A1 ⊂ A2 ⇔ f(A1) ⊂ f(A2); 407. f−1(f(A)) = A.

408. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → X É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ fn = eX . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ.

409. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ◦ g ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ g ÔÁËÖÅ ÉÎß-
ÅËÔÉ×ÎÏ.

410. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ◦ g ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. ÔÏ f ÔÁËÖÅ
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.

411. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, B, C, D É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A → B,
g : B → C, h : C → D. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g ◦ f É h ◦ g
ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ, ÔÏ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , g, h ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ.

412. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, B, C É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A→ B, g : B →
→ C, h : C → A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ h ◦ g ◦ f , g ◦ f ◦ h,
f ◦ h ◦ g Ä×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍÉ (ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÍÉ), Á ÔÒÅÔØÅ ÓÀÒßÅË-
ÔÉ×ÎÏ (ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , g, h ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ.

äÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f, g : R→ R ÎÁÊÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f ◦ g, g ◦ f .
413.

f(x) =
{

1 + x ÐÒÉ x > 0,
1− x ÐÒÉ x < 0;

g(x) =
{

1 + x ÐÒÉ x > 1,
2x ÐÒÉ x < 1;

414.

f(x) =
{
x2 ÐÒÉ x > 1,
x ÐÒÉ x < 1;

g(x) =
{
|x| ÐÒÉ x < 2,

4− x ÐÒÉ x > 2.
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415. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R→ R ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

f(x) =
{

1 + x ÐÒÉ x > 0,
1− x ÐÒÉ x < 0.

îÁÊÔÉ f([0; 1]), f([−1; 2]), f−1([0; 1]), f−1([−1; 2]).
416. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R → R, ÇÄÅ f(x) = sinx. îÁÊÔÉ

f((0; π)), f
((

π
4 ; 5π

6

))
, f−1

((
−1

2 ; 1
2

))
, f−1([0; 2]).

417. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

fn : N→ N, fn(k) =
{
n− k ÐÒÉ k < n,
n+ k ÐÒÉ k > n

ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍ?

ðÕÓÔØ C(R) ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : C(R) → C(R) ÉÎß-
ÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍ. îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÎÉÍ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.
418. [F (f)](x) = f(ex); 419. [F (f)](x) = ef(x); 420. [F (f)](x) = (x2−1)f(x);
421. [F (f)](x) = (x2 + 1)f(x); 422. [F (f)](x) = f(2x − 1);
423. [F (f)](x) = f 3(x); 424. [F (f)](x) = f(x

1
3 ).

425. îÁÊÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÉÃÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 420, 421, 423 É 424.
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îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÌÅ×Ù ÏÐÅÒÁÃÉÉ ¬,∧,∨ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË-
ÃÉÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ (⇔ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ)
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÄ ¬,∧,∨.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, x | y ≡ x · y, x ↑ y ≡ x ∨ y, x⊕ y ≡ xy ∨ xy.
åÝ¾ ÏÄÎÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ {0, 1,⊕,∧}. æÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ

{0, 1,⊕,&w} ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ öÅÇÁÌËÉÎÁ.
ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ öÅÇÁÌËÉ-

ÎÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓËÒÙÔÙ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÐÏÄÏÂÎÙÅ.
ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xi ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉËÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ

f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn).

ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xi × ÆÕÎËÃÉÉ f(x1, . . . , xn) ÆÉËÔÉ×ÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-
ÇÄÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ xi.

426. îÁÊÔÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ:
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Á) ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ P2(1), P2(2); Â) (x1 → x2) ∼ (x2 ∼ x3);
×) (x1 → x3) · (x2 ⊕ x3); Ç) x1 · x3 ∨ x2 · x4; Ä) (x1 ∼ x2) → x3;
Å) (10101100) ¡ ÓÔÏÌÂÅÃ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f × Å¾ ÔÁÂÌÉÃÅ; Ö) (11000100);
Ú) (x1 | x2) ↑ x3.

427. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÆÉËÔÉ×ÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
Á) x1x2 ∨ x1x2; Â) x1x2 ∨ x2; ×) x1x2 ∨ x1; Ç) (x1 → (x2 →
→ x3))→ ((x1→ x2)→ (x1 → x3)); Ä) (x1 → x2)((x2→ x3)→ (x1 → x3));
Å) (x1 → x2)→ (x2 → x1); Ö) (x1 → x2)→ x1.

428. óËÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å:
Á) P0(n)∩P1(n); Â) P0(n)∪P1(n); ×) P0(n)\P1(n); Ç) P0(n)∩S(n);
Ä) P0(n) ∪ S(n); Å) P0(n)\S(n); Ö) S(n)\P0(n).

429. óÒÅÄÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉÍÅÒÏ× 426 É 427 ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ:
Á) × P0; Â) × P1.

430. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ:
Á) (x1 → x2)→ x1x3; Â) (x1 ∨x2∨x1)x4∨x1x2x3; ×) x1x2⊕x1x3⊕x2x3;
Ç) (0001001001100111); Ä) f(x1, x2, . . . , x2m+1) = x1⊕ x2⊕ . . .⊕ x2m+1⊕ δ,
δ ∈ {0, 1}; Å) (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x3)(x2 ∨ x3); Ö) (x1 | x1) ↑ x2.

431. éÚ ÎÅÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ¬ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ:
Á) (00111001); Â) (x1 | x2) → (x1 ⊕ x3); ×) (x1 ∨ x2 ∨ x3) ⊕ x1x2x3;
Ç) x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x4 ∨ x3x4.

432. ëÁËÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉÍÅÒÏ× 426, 427, 430 ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ?
433. éÚ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉÍÅÒÏ× 430 É 431 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁ-

ÎÏ×ËÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ¬x.
434. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ:

Á) x1 → (x2 → x3); Â) (00110111); ×) x1x3 · (x1 ⊕ x3);
Ç) x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ x1; Ä) (01100111).

435. ëÁËÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉÍÅÒÏ× 426, 427, 430, 434 ÌÉÎÅÊÎÙ?
436. éÚ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉÍÅÒÁ 435 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÁÎÔ 0, 1 É

ÏÐÅÒÁÃÉÉ ¬ ÐÏÌÕÞÉÔØ ∧.
437. ÷ÙÒÁÚÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÊ:

Á) ∧ É → ÞÅÒÅÚ ¬,∨; Â) ∨ É → ÞÅÒÅÚ ¬,∧; ×) ∧ É ∨ ÞÅÒÅÚ ¬,→;
Ç) ¬ ÞÅÒÅÚ 0,→; Ä) ¬ ÞÅÒÅÚ 1,⊕; Å) ∨ ÞÅÒÅÚ →; Ö) ¬,∨,∧,→,∼
ÞÅÒÅÚ ↑; Ú) ¬,∨,∧,→,⊕ ÞÅÒÅÚ |; É) ↑ ÞÅÒÅÚ |; Ë) | ÞÅÒÅÚ ↑.

438. äÏËÁÚÁÔØ ÐÏÌÎÏÔÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÚÁ×ÅÄÏÍÏ
ÐÏÌÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ:
Á) {x1 ↑ x2}; Â) {x1 | x2}; ×) {x1 → x2, x1 ⊕ x2 ⊕ x3};
Ç) {(1011), (1100001100111100)}.

439. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÓÔÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁ ÐÏÌÎÏÔÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅ-
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ÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ:
Á) x1x2, x1 ∨ x2; Â) x1 → x2, x1 → x2x3; ×) x1x2, x1 ∼ x2x3;
Ç) 0, 1, x1(x2 ∼ x3) ∨ x1(x2 ⊕ x3); Ä) ¬x, (0010), (0101110011100011);
Å) 1, x1 ⊕ x2, (x1 → x2) ↑ (x2 ∼ x3), (x3 | (x1 · x2))→ x3; Ö) x1 → x2, x1;
Ú) x1x2, x1∨x2, x1 → x2; É) x1 ∼ x2, x1, x1 → x2; Ë) x1 → x2, 0, x1 ∼ x2;
Ì) x1 ⊕ x2, x1; Í) x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, 0, 1; Î) x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1,
x1 → x2;

440. éÚ ÐÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 439 ×ÙÄÅÌÉÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÎÙÅ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉ ÏÄÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ.

441. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ {f1, f2, . . . , fm} ÐÏÌÎÁ, ÔÏ É
ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ {f ∗1 , f ∗2 , . . . , f ∗m} ÔÁËÖÅ ÐÏÌÎÁ.

442. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ:
Á) P2(1); Â) P2(2); ×) P2; Ç) P0 ∩ P1; Ä) P0 ∪ P1; Å) P0\P1.

443. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ.

444. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ,
ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM∗, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ ÉÚM,
ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ.

445. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M 6= ∅, M 6= P2 É [M] = M, ÔÏ P2\M ÎÅÚÁ-
ÍËÎÕÔÏ.

446. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M− ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M− É M ∪M− ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙ.

447. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÁÓØ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ
ËÏÎßÀÎËÃÉÊ É ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ (⇔ f ∈ [∨,∧]).

448. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ∈M ⇔ f ∗ ∈M .

449. îÁÊÔÉ M ∩ (P2\P0), M ∩ (P2\P1).

450. ë ËÁËÏÍÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎ-
ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ Å¾ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ?

451. îÁÊÔÉ P2(2)\(P0 ∪ P1 ∪ L ∪ S ∪M).

452. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÅ, ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
Á) (10010110); Â) (11111101); ×) x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x3;
Ç) x1x2x3 ⊕ x2x3 ⊕ x3x1 ⊕ x2 ⊕ 1.
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§7. íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×:
¡ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ÎÁÊÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Å¾ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë

ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ u, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÔÉ T (u);
¡ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ, ÒÅÛÁÀÝÕÀ ÄÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ.

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÄÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍ-
ÍÙ ÍÁÛÉÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÔÝÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÕÍÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ.
÷ ËÏÎÃÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (ËÏÇÄÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ) ÎÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Å¾
Ë ÔÅÓÔÏ×ÏÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ.

ðÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ T Ó ×ÎÅÛÎÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A = {|,∧} É ÓÌÏ×Õ u ÎÁÊÔÉ
ÓÌÏ×Ï T (u):

453.

q1 q2

| ∧q2 + 1 | q2 − 1
∧ | q0 0 ∧q1 + 1

u1 =||||
u2 =| ∧∧ |

454.

q1 q2 q3

| | q3 + 1 | q2 0 | q1 + 1
∧ | q2 + 1 | q3 + 1 | q0 0

u1 =|||
u2 =| ∧∧ |
u3 =|| ∧ ∧ ∧ |

÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÉ ÍÁÛÉÎÁ T Ó ×ÎÅÛÎÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {|,∧} Ë ÓÌÏ×Õ
u, É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÎÁÊÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

455.

q1 q2

| ∧q1 + 1 ∧q2 − 1
∧ ∧q2 − 1 | q0 + 1

u1 =|||
u2 =|| ∧ |

456.

q1 q2 q3

| ∧q1 + 1 | q1 − 1 | q2 + 1
∧ ∧q2 + 1 ∧q3 + 1 ∧q0 0

u1 =|| ∧ |
u2 =| ∧ ||||

457. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ K2 ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {|}.
458. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ K1 ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {α, β}.
459. ëÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÍÁÛÉÎÁ, ÚÁ-

ÄÁÎÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ:
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q1 q2

| | q2 + 1 | q2 + 1
∧ | q0 0 | q0 0

õÐÒÏÓÔÉÔØ ÜÔÕ ÍÁÛÉÎÕ.
460. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÕÀ Þ¾ÔÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.
461. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ Rm, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ m.
462. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ,

ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ N× N:
Á) x+ y; Â) x+ 2y; ×) x · y; Ç) x2 + 3y.

463. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ,
ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÅ ÎÁ N:

Á) 3x; Â) x2; ×) f(x) =
{
x+ 1 ÐÒÉ x = 2n,

2x ÐÒÉ x = 2n+ 1.
464. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {|}, ÐÒÉÍÅÎÉÍÕÀ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ

Þ¾ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ É ÎÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÕÀ Ë ÓÌÏ×ÁÍ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

ðÏÓÔÒÏÉÔØ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {0, 1} ÍÁÛÉÎÕ T , ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

465. T (1n) = 1n01n, n ∈ N, an def= aa . . . a︸ ︷︷ ︸
n

;

466. T (0n1n) = (01)n, n ∈ N;
467. T (1n) = 1n012n013n, n ∈ N;
468. T (1n01m) = 1m01n, n,m ∈ N;

469. T (1n0m) =





12n ÐÒÉ n > m,
(01)n ÐÒÉ n = m,
0m ÐÒÉ n < m.

470. ëÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÍÁÛÉÎÁ T?

Á)
q1 q2 q3 q4 q5

| | q1 + 1 0q3 + 1 0q3 + 1 | q5 − 1 | q5 − 1
∧ ∧q2 + 1 ∧q1 − 1 ∧q4 − 1 ∧q4 − 1 ∧q0 + 1

Â)
q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

| ∧q2+1 |q4+1 |q3−1 |q4+1 |q6+1 |q6+1 ∧q8−1 |q8−1 |q9+1

∧ ∧q2+1 ∧q3+1 |q0 0 ∧q5+1 ∧q3−1 ∧q7−1 ∧q9−1 ∧q1+1

471. ëÁËÉÅ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ
{|,∧} ÍÏÇÕÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÍÁÛÉÎÙ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ ËÏ-
ÍÁÎÄÙ q0 É q1?
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ðÏ ÓÌÏ×ÅÓÎÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÍÁÛÉÎ T3, T4, . . . ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ c
×ÎÅÛÎÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {0, 1,∧}:

472. T3 ¡ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÁÓÓÉ×Á ÉÚ ÅÄÉÎÉÃ, ¤ÓÄ×ÉÇÁÅÔ¥
ÅÇÏ ÎÁ ÏÄÎÕ ÑÞÅÊËÕ ×ÌÅ×Ï É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ;

473. T4 ¡ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ l > 1 óúõ ÍÁÛÉÎÙ, ÎÁÞÁ× Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÑÞÅÊËÉ,
ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ ÑÞÅÅË, ÄÏ
ÔÅÈ ÐÏÒ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÏÊÄ¾Ô ÍÁÓÓÉ× ÉÚ l + 1 ÎÕÌÑ; óúõ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÑÞÅÊËÅ, ÐÏÍÅÓÔÉ× ÔÕÄÁ ÅÄÉÎÉÃÕ;

474. T5 ¡ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ l > 1 óúõ, ÎÁÞÁ× Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÑÞÅÊËÉ É Ä×É-
ÇÁÑÓØ ×ÐÒÁ×Ï, ÐÒÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÏÄÒÑÄ l ÅÄÉÎÉÃ É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ
ÉÚ ÎÉÈ;

475. T6 ¡ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ Ó ËÒÁÊÎÅÊ ÓÌÅ×Á ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÑÞÅÊËÉ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ l > 1 ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÔ × ÓÌÏ×Å ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÅ×Á
ÍÁÓÓÉ× ÉÚ l + 1 ÎÕÌÑ É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÉÚ ÎÉÈ (ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ
ÑÞÅÅË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ);

476. T7 ¡ ÎÁÞÁ× ÒÁÂÏÔÕ Ó ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÑÞÅÊËÉ, ÍÁÛÉÎÁ ÏÔÙÓËÉ-
×ÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÕÀ ÓÌÅ×Á Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ ÓÌÅ×Á ÍÁÓÓÉ×Õ ÉÚ ÔÒ¾È ÎÕÌÅÊ,
¤ÏËÁÊÍÌ¾ÎÎÏÍÕ¥ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, óúõ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ
(ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÑÞÅÅË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ);

477. T8 ¡ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÎÕÌØ, óúõ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ
ÑÞÅÊËÕ ×ÌÅ×Ï É ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.

478. T9 ¡ óúõ ÍÁÛÉÎÙ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÑÞÅÊËÉ ×ÐÒÁ×Ï ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ,
ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q0, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÑÞÅÊËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌØ, ×
ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q′0, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÑÞÅÊËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ.

479. T10 ¡ óúõ ÐÅÒÅÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÑÞÅÊËÕ ×ÌÅ×Ï É ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁ-
×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ;

480. T11 ¡ ÏÔÐÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÑÞÅÊËÉ, ÎÁÈÏÄÉÔ ÐÅÒ×ÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ
É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁ ÎÅÊ ÑÞÅÊËÅ.

481. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÁÛÉÎ: T4 ◦ T3, T6 ◦ T7, T11 ◦ T10 ◦ T5. (íÁÛÉÎÙ
T3, T4, . . . ÓÍ. × ÐÒÉÍÅÒÁÈ 472 ¡ 480.)
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