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ÏðåäèñëîâèåÓâàæàåìûé ÷èòàòåëü!Âû îòêðûëè îäíó èç çàìå÷àòåëüíûõ êíèã, èçäàííûõ â ñåðèè¾Êëàññè÷åñêèé óíèâåðñèòåòñêèé ó÷åáíèê¿, ïîñâÿùåííîé 250-ëåòèþÌîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ âêëþ÷àåò ñâûøå 150 ó÷åáíèêîâè ó÷åáíûõ ïîñîáèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ê èçäàíèþ Ó÷åíûìè ñîâåòàìè�àêóëüòåòîâ, ðåäàêöèîííûì ñîâåòîì ñåðèè è èçäàâàåìûõ ê þáèëåþïî ðåøåíèþ Ó÷åíîãî ñîâåòà Ì�Ó.Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò âñåãäà ñëàâèëñÿ ñâîèìè ïðî�åññîðàìèè ïðåïîäàâàòåëÿìè, âîñïèòàâøèìè íå îäíî ïîêîëåíèå ñòóäåíòîâ,âïîñëåäñòâèè âíåñøèõ çàìåòíûé âêëàä â ðàçâèòèå íàøåé ñòðàíû,ñîñòàâèâøèõ ãîðäîñòü îòå÷åñòâåííîé è ìèðîâîé íàóêè, êóëüòóðûè îáðàçîâàíèÿ.Âûñîêèé óðîâåíü îáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå äàåò Ìîñêîâñêèé óíè-âåðñèòåò, â ïåðâóþ î÷åðåäü îáåñïå÷èâàåòñÿ âûñîêèì óðîâíåì íàïè-ñàííûõ âûäàþùèìèñÿ ó÷åíûìè è ïåäàãîãàìè ó÷åáíèêîâ è ó÷åáíûõïîñîáèé, â êîòîðûõ ñî÷åòàþòñÿ êàê ãëóáèíà, òàê è äîñòóïíîñòüèçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà. Àêêóìóëèðóåìûé â ýòèõ êíèãàõ áåñöåííûéîïûò ìåòîäèêè è ìåòîäîëîãèè ïðåïîäàâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ äîñòîÿíèåìíå òîëüêî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, íî è äðóãèõ óíèâåðñèòåòîâ�îññèè è âñåãî ìèðà.Èçäàíèå ñåðèè ¾Êëàññè÷åñêèé óíèâåðñèòåòñêèé ó÷åáíèê¿ íà-ãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò òîò âêëàä, êîòîðûé âíîñèò Ìîñêîâñêèé óíè-âåðñèòåò â êëàññè÷åñêîå óíèâåðñèòåòñêîå îáðàçîâàíèå â íàøåéñòðàíå, è, íåñîìíåííî, ñëóæèò åãî ðàçâèòèþ.�åøåíèå ýòîé áëàãîðîäíîé çàäà÷è áûëî áû íåâîçìîæíûè áåçàêòèâíîé ïîìîùè ñî ñòîðîíû èçäàòåëüñòâ, ïðèíÿâøèõ ó÷àñòèåâ âûïóñêå êíèã ñåðèè ¾Êëàññè÷åñêèé óíèâåðñèòåòñêèé ó÷åáíèê¿.Ìû ðàñöåíèâàåì ýòî êàê ïîääåðæêó èìè ïîçèöèè, êîòîðóþ çàíè-ìàåò Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò â âîïðîñàõ íàóêè è îáðàçîâàíèÿ.Ýòî ñëóæèò òàêæå ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî 250-ëåòíèé þáèëåéÌîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà � âûäàþùååñÿ ñîáûòèå â æèçíè âñåéíàøåé ñòðàíû, ìèðîâîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ñîîáùåñòâà.�åêòîð Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòààêàäåìèê �ÀÍ, ïðî�åññîð



Ââåäåíèå
Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå îñíîâàíî íà ìàòåðèàëå ëåêöèé,êîòîðûå ìíîãî ëåò ÷èòàëèñü ñòóäåíòàì âòîðîãî êóðñà �àêóëüòåòàâû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñó-äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.Âàøåìó âíèìàíèþ ïðåäëàãàåòñÿ êðàòêèé âàðèàíò. Â îòäåëü-íûå ãîäû îí äîïîëíÿëñÿ è äðóãèìè âîïðîñàìè, è ïðåäñòàâëåíèåî ïîëíîé ïðîãðàììå ýòîãî äâóõñåìåñòðîâîãî êóðñà ìîæíî ïîëó-÷èòü èç ïðèâåäåííîãî â ïðèëîæåíèè 2 ñïèñêà ýêçàìåíàöèîííûõâîïðîñîâ.Îñîáîå âíèìàíèå îáðàùàåòñÿ íà îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ëèáîâ âèäå ïðèáëèæåííûõ �îðìóë, ëèáî â âèäå íåðàâåíñòâ. Ýòîâïîëíå ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé òðàäèöèè, êîãäà â íàçâàíèÿõêíèã íå áûëî ñëîâ ¾òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿, à óïîòðåáëÿëîñüâûðàæåíèå ¾èñ÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé¿. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâìîæíî ïðèâåñòè ó÷åáíèêè Ïóàíêàðå [35℄, Ìàðêîâà [22℄.�ÿä òåîðåì ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òîñòóäåíòàì íóæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü óìåòü ïîëüçîâàòüñÿ ýòèìèòåîðåìàìè. Èñòî÷íèêè, â êîòîðûõ ïðè æåëàíèè ìîæíî íàéòèäîêàçàòåëüñòâà äàííûõ òåîðåì, îáû÷íî óêàçûâàþòñÿ.Ïðè èçëîæåíèè âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðîèç-âåäåí æåñòêèé îòáîð ìàòåðèàëà. ×àñòî èç ó÷åáíèêîâ áîëüøîãîîáúåìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê öåïî÷-êà îïðåäåëåíèé, ëåìì è òåîðåì áåç ïðèìåíåíèÿ ýòèõ òåîðåìê îáðàáîòêå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ïðèìåðîì óäà÷íîãîñîåäèíåíèÿ òåîðèè è ïðàêòèêè ìîæåò ñëóæèòü êíèãà �. Êðàìåðà¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè¿ [17℄.Ìû íà÷èíàåì èçëîæåíèå ñî ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõïðîñòðàíñòâ, ïîñêîëüêó ê íà÷àëó òðåòüåãî ñåìåñòðà ñòóäåíòû íåèìåþò åùå äîñòàòî÷íûõ çíàíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.Ýòî ïîçâîëÿåò èìåòü äåëî òîëüêî ñ êîíå÷íûìè ñóììàìè, âñå�óíêöèè îò ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âå-ëè÷èíàìè, ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñóùåñòâóþò,è ìîæíî ïðîäâèíóòüñÿ ñ ýòèìè ñðåäñòâàìè äîñòàòî÷íî äàëåêî,íàïðèìåð äîêàçàòü çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è äàæå öåíòðàëüíóþïðåäåëüíóþ òåîðåìó. 6



ÂÂÅÄÅÍÈÅ�ÿä ýêçàìåíàöèîííûõ âîïðîñîâ íå îñâåùåí â ýòîé êíèãå(â ÷àñòíîñòè, öåïè Ìàðêîâà). Ìû èñïðàâèì ýòîò íåäîñòàòîê âîâòîðîì òîìå äàííîãî êóðñà ëåêöèé. Ìû íàäååìñÿ â áóäóùåì äî-ïîëíèòü ýòó êíèãó íîâûìè ãëàâàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíûíå òîëüêî ñòóäåíòàì, èíòåðåñóþùèìñÿ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé, íîè íà÷èíàþùèì ïðåïîäàâàòåëÿì ýòîé äèñöèïëèíû.Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòîâ ïðî�åññîðà Â. Â. Ñåíàòîâàè ïðî�åññîðà Ä.Ì. ×èáèñîâà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ïîïðàâêè.Ìû áóäåì áëàãîäàðíû âñåì ÷èòàòåëÿì, êîòîðûå ïîæåëàþòñîîáùèòü íàì ñâîè çàìå÷àíèÿ.



...Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé åñòü â ñóùíîñòèíå ÷òî èíîå, êàê çäðàâûé ñìûñë, ñâåäåííûéê èñ÷èñëåíèþ. Ïüåð-Ñèìîí Ëàïëàñ



�ëàâà 1ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé � ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà, ïîçâîëÿþ-ùàÿ ïî âåðîÿòíîñòÿì îäíèõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé íàõîäèòüâåðîÿòíîñòè äðóãèõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì ñ ïåðâûìè¿ � òàêîå îïðåäåëåíèå ïðèâîäèòñÿâ ìàòåìàòè÷åñêîé ýíöèêëîïåäèè1.Ïîñêîëüêó òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé äàåò âîçìîæíîñòü êîëè÷å-ñòâåííî îöåíèâàòü ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ,òî ìåòîäû ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû íàõîäÿò øèðîêîåïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è ÷åëîâå÷åñêîé äå-ÿòåëüíîñòè. Ê âûâîäàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è âîçìîæíîñòèèñïîëüçîâàòü èõ â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè íàäî îòíîñèòüñÿðàçóìíî.¾Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êàêîå-ëèáî ñîáûòèå íàñòóïàåò ñ âå-ðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé, íàïðèìåð, 1/2, åùå íå ïðåäñòàâëÿåò ñàìîïî ñåáå îêîí÷àòåëüíîé öåííîñòè, òàê êàê ìû ñòðåìèìñÿ ê äî-ñòîâåðíîìó çíàíèþ. Îêîí÷àòåëüíóþ ïîçíàâàòåëüíóþ öåííîñòüèìåþò òå ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå ïîçâîëÿþòóòâåðæäàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ êàêîãî-ëèáî ñîáûòèÿA âåñüìà áëèçêà ê åäèíèöå èëè (÷òî òî æå ñàìîå) âåðîÿòíîñòüíåíàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A âåñüìà ìàëà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöè-ïîì �ïðåíåáðåæåíèÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè âåðîÿòíîñòÿìè� òàêîåñîáûòèå ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàþò ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíûì¿2.Î âîçíèêíîâåíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ñòàíîâëåíèè êàêíàóêè ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â î÷åðêå À.Í. Øèðÿåâà3. Ìûæå îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îãðîì-íûé âêëàä âíåñëè ðîññèéñêèå è ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè: Ï.Ë. ×å-áûø¼â (1821�1894), À.À. Ìàðêîâ (1856�1922), À.Ì. Ëÿïóíîâ(1857�1918), Ñ.Í. Áåðíøòåéí (1880�1968), À.Í. Êîëìîãîðîâ(1903�1987) è äð.Çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé íà÷íåì ñ îñíîâíîãî ååïîíÿòèÿ � ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.1 Ïðîõîðîâ Þ.Â., Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. [23, ò. 1, 
. 655�665℄.2 Òàì æå, ñ. 655.3 Øèðÿåâ À.Í. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Î÷åðê èñòîðèèñòàíîâëåíèÿ [14, 
. 101�129℄. 9



�ËÀÂÀ 1Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà ýëå-ìåíòîâ (
,A,P),â êîòîðîé 
 � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê !,A � íåêîòîðûé êëàññ ïîäìíîæåñòâ 
, íàçûâàåìûõ ñëó÷àéíûìèñîáûòèÿìè, P � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, èëè âåðîÿò-íîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé.�àçáåðåì âñå ýòè ïîíÿòèÿ ñíà÷àëà äëÿ êîíå÷íîãî âåðîÿòíîñò-íîãî ïðîñòðàíñòâà.1.1. Êîíå÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâîÏóñòü 
 � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç sýëåìåíòîâ !1, . . . ,!s, íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè èëèýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè.Îáû÷íî ýòî ìíîæåñòâî 
 âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîâî-äèìûì ñëó÷àéíûì ýêñïåðèìåíòîì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñÿêèéìûñëèìûé íåðàçëîæèìûé èñõîä ýêñïåðèìåíòà îïèñûâàëñÿ åäèí-ñòâåííûì ýëåìåíòàðíûì èñõîäîì.Ñîáûòèåì â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ïîäìíîæåñòâîìíîæåñòâà 
. Òàêèì îáðàçîì, A áóäåò ñîñòîÿòü èç 2s ñîáûòèé(ïîäìíîæåñòâ), âêëþ÷àÿ ïîäìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ 
, è ïó-ñòîå ïîäìíîæåñòâî ?. Ñîáûòèå 
 íàçûâàþò äîñòîâåðíûì, à ? �íåâîçìîæíûì ñîáûòèåì.�àñïðåäåëåíèå P äëÿ êîíå÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâçàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó !iñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî P(!i) = pi > 0 òàê, ÷òîáû sPi=1pi = 1.Òîãäà âåðîÿòíîñòü P(A) ïðîèçâîëüíîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿA= f!i1 , . . . ,!irg îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:P(A) = rXk=1 p(!ik) =X!2Ap(!), P(?) = 0.Èñõîäû !2A íàçûâàþò áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè äëÿ ñîáûòèÿ A,òàê êàê íàñòóïëåíèå ëþáîãî òàêîãî èñõîäà ïîâëå÷åò íàñòóïëåíèåñîáûòèÿ A.Ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êîíå÷íîãî âåðîÿò-íîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêîéâåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ.10



Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî1.2. Êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòüÏóñòü âñå s âîçìîæíûõ èñõîäîâ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòàðàâíîâåðîÿòíû, òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âûøå p(!i) == 1/s äëÿ ëþáîãî i è P(A) = rAs ,ãäå s � ïî-ïðåæíåìó îáùåå ÷èñëî âîçìîæíûõ èñõîäîâ, à rA �÷èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ A.1.2.1. �åíóýçñêàÿ ëîòåðåÿÏåðâîå óïîìèíàíèå îá ýòîé ëîòåðåå â ëèòåðàòóðå îòíîñèòñÿê 1620 ã. Óñëîâèÿ ëîòåðåè òàêîâû: ïðîâîäèòñÿ ðîçûãðûø 5 âûèã-ðûøíûõ áèëåòîâ èç 90 èìåþùèõñÿ. Âñå áèëåòû ïðîíóìåðîâàíû÷èñëàìè îò 1 äî 90. Ó÷àñòíèêè ðîçûãðûøà ìîãóò äåëàòü ñòàâêè:íà 1 íîìåð (ïðîñòàÿ åäèíèöà), íà 2 íîìåðà (àìáî), íà 3 íîìåðà(òåðíî), íà 4 íîìåðà (êâàòåðíî), íà 5 íîìåðîâ (êâèíòåðíî).Ïðè ýòîì, åñëè èãðîê óãàäûâàë, îí ïîëó÷àë ñâîþ ñòàâêó,óìíîæåííóþ íà 15 äëÿ ïðîñòîé åäèíèöû, íà 270 äëÿ àìáî,íà 5500 äëÿ òåðíî, íà 75 000 äëÿ êâàòåðíî, íà 1 000 000 äëÿêâèíòåðíî. Ïîëüçóÿñü ìîäåëüþ êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, íàé-äåì âåðîÿòíîñòè òàêèõ âûèãðûøåé.Äëÿ ýòîãî ââåäåì ýëåìåíòàðíûå èñõîäû êàê óïîðÿäî÷åííûåíàáîðû èç 5 ðàçëè÷íûõ ìåæäó ñîáîé ÷èñåë:!= (i1, i2, i3, i4, i5),ãäå ij � íîìåð ÷èñëà, âûïàâøåãî â j-ì ðîçûãðûøå, 16 ij 6 90.Ïîäñ÷åò îáùåãî ÷èñëà èñõîäîâ s ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: äëÿ i1 èìååòñÿ âñåãî 90 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ, äëÿ i2 óæåíà åäèíèöó ìåíüøå, ò. å. 89, äëÿ i3 � 88, äëÿ i4 � 87, äëÿ i5 �86. Ïåðåìíîæèâ ýòè ÷èñëà, ïîëó÷èì îáùåå ÷èñëî èñõîäîâs = 90 �89 �88 �87 �86 = 5 273 912 160.Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ! ðàâíà P(!) == 1/s. Ââåäåì ñîáûòèÿ Ai (1 6 i 6 5) � âûèãðàòü ïðè ñòàâêå íài íîìåðîâ. Ïðîâåäåì äëÿ ïðèìåðà âû÷èñëåíèå P(A2).Ïóñòü 7 è 11 � äâà ÷èñëà, íà êîòîðûå äåëàåòñÿ ñòàâêà àìáî.Òîãäà êàæäûé áëàãîïðèÿòñòâóþùèé èñõîä äëÿ ñîáûòèÿ A2 áóäåòèìåòü âèä (�,7,�,11,�), 11



�ËÀÂÀ 1ãäå � ïîìå÷åíû ðàçëè÷íûå ìåæäó ñîáîé ÷èñëà, íå ðàâíûå 7 è 11,ïðè÷åì 7 è 11 ìîãóò ïîÿâèòüñÿ â ýòîé öåïî÷êå íà ëþáûõ ìåñòàõ.Òàêèõ áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ áóäåòC25 �2 �88 �87 �86,ãäå C25 � 2 � ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà äâóõ ìåñò, íà êîòîðûõìîæíî â ëþáîì ïîðÿäêå ðàñïîëîæèòü ÷èñëà 7 è 11, 88 � âîç-ìîæíûå âàðèàíòû âûáîðà ÷èñëà íà ïåðâîå èç îñòàâøèõñÿ ìåñò,87 � íà âòîðîå îñòàâøååñÿ ìåñòî, 86 � íà òðåòüå ñâîáîäíîåìåñòî. Ïîëó÷àåì, ÷òîP(A2) = C25 �2 �88 �87 �8690 �89 �88 �87 �86 = 2801 .Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü âñå âåðîÿòíîñòèP(Ai). Çíà÷åíèÿ ýòèõ âåðîÿòíîñòåé ïðèâåäåíû â òàáëèöå.Òàáëèöà 1.1Âåðîÿòíîñòè âûèãðûøåé â ãåíóýçñêîé ëîòåðååi Óâåëè÷åíèå ñòàâêèâ mi ðàç P(Ai)1 15 1/18� 0.0555552 270 2/801� 0.0024973 5500 1/11748� 0.00008514 75000 1/511038� 0.00000195 1000000 1/43949268� 10�8 �2.275Çàìå÷àíèå. Çíà÷åíèÿ P(Ai) ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ñïîñî-áîì, ââîäÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íåóïîðÿäî÷åííûåíàáîðû ðàçëè÷íûõ ìåæäó ñîáîé 5 ÷èñåë. Òîãäà îáùåå ÷èñëîèñõîäîâ s0 = C590, à äëÿ ñîáûòèÿ A2 âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:P(A2) = C22 �C388C590 = 2801.Çàäà÷à 1.1. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè âñåõ ñîáûòèé Ai.Çàäà÷à 1.2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ðîçûãðûøå ëîòå-ðåè íîìåðà âûéäóò â âîçðàñòàþùåì èëè óáûâàþùåì ïîðÿäêå?(Îòâåò: 1/60.)12



Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâîÏðèâåäåì èìåþùèåñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïî ðîçûãðûøàìýòîé ëîòåðåè â Ïðàãå. Çà 133 ãîäà, ñ 1754 ïî 1886 ã., áûëîïðîâåäåíî 2854 òèðàæà, ïðè ýòîì íîìåðà âûõîäèëè â âîçðàñòà-þùåì èëè óáûâàþùåì ïîðÿäêå ñ ÷àñòîòîé 0.01612, òîãäà êàêòî÷íîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè òàêîãî ñîáûòèÿ 0.01667. Ìîæíî ëèñ÷èòàòü êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé áûëà âû÷èñëåíàýòà âåðîÿòíîñòü, óäîâëåòâîðèòåëüíîé? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñìû ñìîæåì äàòü, êîãäà ïîçíàêîìèìñÿ ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìèòåîðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç âî âòîðîé ÷àñòè íàøåãîêóðñà.1.2.2. Èãðàëüíûå êîñòèÈãðîêè áðîñàþò ïî 6 èãðàëüíûõ êîñòåé. Ñòàâêà èãðîêà ñî-ñòàâëÿåò 10 êîïååê. Åñëè ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ 6 èëè 36, òîèãðîê ïîëó÷àåò ïðåìèþ 78 ðóáëåé, 7 èëè 35 î÷êîâ � 24 ðóáëÿ,8 èëè 34 � 4 ðóáëÿ, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íå ïîëó÷àåò íè÷åãî1.Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé äàííûõ ïðåìèé. Äëÿ ýòî-ãî çàíóìåðóåì êîñòè îò 1 äî 6 è ââåäåì ýëåìåíòàðíûé èñõîä êàêóïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç øåñòè ÷èñåë! = (i1, i2, i3, i4, i5, i6),ãäå 1 6 ij 6 6 � ðåçóëüòàò áðîñàíèÿ j-é êîñòè. Âñåãî ýëåìåíòàð-íûõ èñõîäîâ s = 66 = 46656.Îáîçíà÷èì S(!) = i1 + i2 + i3 + i4 + i5 + i6 ñóììó âûïàâøèõî÷êîâ. Òîãäà PfS(!) = 6g = PfS(!) = 36g = 1s ,òàê êàê åäèíñòâåííûìè áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè èñõîäàìè äëÿýòèõ ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ (1,1,1,1,1,1) è (6,6,6,6,6,6) ñîîòâåò-ñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü 78 ðóáëåé ðàâíàp1 = 2s � 0.000042867.Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òîPfS(!) = 7g = PfS(!) = 35g = 6s .1Èãðà îòíîñèòñÿ êî âòîðîé ïîëîâèíå XIX â. è îïèñàíà Ï.Ë. ×åáûøåâûìâ ëåêöèÿõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ÷èòàâøèõñÿ èì â Ñ.-Ïåòåðáóðãñêîìóíèâåðñèòåòå â 1879�1880 ãã. (ñì. [32℄). 13



�ËÀÂÀ 1Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñîáûòèé èìååòñÿ óæå ïî6 áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ. Íàïðèìåð, ñîáûòèå S(!) = 7ïðîèçîéäåò â ëþáîì èç 6 ñëó÷àåâ(2,1,1,1,1,1), (1,2,1,1,1,1), (1,1,2,1,1,1),(1,1,1,2,1,1), (1,1,1,1,2,1), (1,1,1,1,1,2).Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü 24 ðóáëÿ ðàâíàp2 = 2 �6s � 0.000257202.Ïîäîáíûìè ðàññóæäåíèÿìè, ïðåäñòàâèâ âñåìè âîçìîæíûìè ñïî-ñîáàìè ÷èñëî 8 = 1+1+1+1+2+2 = .. . = 1+1+1+1+1+3,ïîëó÷èì, ÷òîPfS(!) = 8g = PfS(!) = 34g = C26 +C1666 = 15+666 ,è âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü 4 ðóáëÿ ðàâíàp3 = 2 �2166 � 0.000900205.Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü õîòü ÷òî-íèáóäü â ýòîéèãðå ðàâíà p1+p2+p3 = 0.001200274,à ñðåäíèé âûèãðûø ðàâåí(78 �p1+24 �p2+4 �p3)�100 = 1.3117284 (êîï.),÷òî ñîñòàâëÿåò îêîëî 1 êîïåéêè è ïî÷òè â 10 ðàç ìåíüøå ñòàâêè1.Êàê âèäèì, óñëîâèÿ ýòîé èãðû âåñüìà íåâûãîäíû äëÿ èãðîêîâ,ñòàâêè äîëæíû áûòü ïîâûøåíû.Ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòåé PfS(!) = kg áûë ïðîâåäåí â ñàìûõïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, ïðè ïðèáëèæåíèè k ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ 21âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ãðîìîçäêèìè, è òðåáóåòñÿ óæåíåêèé àëãîðèòì, çàìåíÿþùèé ïðîñòîé ïåðåáîð.�àçáåðåì ñïîñîá, èñïîëüçóþùèé áèíîì Íüþòîíà è ðàçëîæå-íèÿ â ðÿäû äëÿ ïðîñòûõ �óíêöèé, ïðèìåíèìûé ïðè ëþáîì ÷èñëåèãðàëüíûõ êîñòåé.1 ×åáûøåâ [32, ñ. 213℄ ïèøåò: ¾...Òàê ÷òî 9/10 ñòàâêè øëî â ïîëüçóîòêóïùèêà; ïîýòîìó òàêèå ëîòåðåè âî âñåõ ãîñóäàðñòâàõ óïðàçäíåíû¿.14



Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî�àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí 36 ñòåïåíèQ(x) = (x+x2+x3+x4+x5+x6)6 = a36x36+a35x35+.. .+a1x+a0,a0 = 0, a36 = 1. Ê ïðèìåðó, êîý��èöèåíò a8 â ýòîì ðàçëîæåíèèðàâåí ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ïîëó÷èòü 8, ò. å. 21. Ýòîìû âû÷èñëèëè âûøå. Íî ìîæíî ýòîò êîý��èöèåíò ïîëó÷èòüè ïî-äðóãîìó. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîéïðîãðåññèè, ïîëó÷èì, ÷òîQ(x) = �x(1�x6)1�x �6 = x6(1�x6)6(1�x)6 .Ïîñêîëüêó1(1�x)6 = (1�x)�6 = 1+ (�6)1 (�x)+ (�6)(�7)1 �2 (�x)2++ (�6)(�7)(�8)1 �2 �3 (�x)3+.. .+ 6 �7 � . . . � (6+k�1)xkk! +.. . ,òîQ(x) = x6(1�C16x6+C26x12� . . .+x36)(1+6x+21x2+56x3+.. .) == x6(1�6x6+15x12+.. .)(1+6x+21x2+.. .).Òàêèì îáðàçîì, ïîäñ÷èòûâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ñòåïåíÿõ x, ìû ïîëó÷èì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî a8 = 21, à a15 == 1666. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ak ðàâíî ÷èñëó áëàãîïðèÿòñòâóþùèõèñõîäîâ äëÿ ñîáûòèÿ fS(!) = kg, òîPfS(!) = 8g = 2166 ; PfS(!) = 15g = 166666 .1.2.3. Ñëó÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ! ðàçëè÷íûåïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1,2, . . . ,n. Îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ s = n!,êàæäîìó èñõîäó ïðèïèñûâàåì âåðîÿòíîñòü 1/n!.Ïóñòü A2 � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ÷èñëî 2 ïîÿâèòñÿíà âòîðîì ìåñòå, òîãäàP(A2) = (n�1)!n! = 1n .Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî ÷èñëî âñòðåòèòñÿ íàñâîåì ìåñòå? Îáîçíà÷èì ýòî ñîáûòèå A. 15



�ËÀÂÀ 1Äëÿ íåáîëüøèõ n ìîæíî âûïèñàòü âñå âîçìîæíûå èñõîäûè ïîäñ÷èòàòü ñðåäè íèõ ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ. Òàê, äëÿn= 3 èìååì 6 èñõîäîâ:!1 = (1,2,3), !2 = (1,3,2), !3 = (2,1,3),!4 = (2,3,1), !5 = (3,1,2), !6 = (3,2,1).Äëÿ ñîáûòèÿ A áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè ÿâëÿþòñÿ èñõîäû !1, !2,!3, !6. Ñëåäîâàòåëüíî, P(A) = 46 = 23.Òàêîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A, êîíå÷íî, íåãîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ n. Â äàëüíåéøåì ìû ñìîæåì ïîêàçàòü,÷òî P(A) � 1� 1/e, íî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ �îðìóëà äëÿ âû-÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõñîáûòèé.1.2.4. Èãðà â áðèäæ�àññìîòðèì êîëîäó, ñîñòîÿùóþ èç 52 êàðò. ×åòûðåì èãðîêàìðàçäàþò ïî 13 êàðò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó îäíîãî èçíèõ, ñêàæåì ó ïåðâîãî, íà ðóêàõ îêàæåòñÿ ïîëíàÿ ìàñòü?Îáîçíà÷èì ýòî ñîáûòèå B. Çàíóìåðóåì êàðòû ñëåäóþùèìîáðàçîì: íîìåðàìè îò 1 äî 13 ÷åðâû, îò 14 äî 26 � áóáíû,îò 27 äî 39 � òðå�û è îò 40 äî 52 � ïèêè.Çäåñü ýëåìåíòàðíûé èñõîä ! � ýòî ïåðåñòàíîâêà èç 52 ÷èñåë,îïèñûâàþùàÿ íà÷àëüíîå ðàñïîëîæåíèå êàðò ïåðåä èõ ðàçäà÷åé.Ïðè ýòîì ïåðâîìó èãðîêó äîñòàþòñÿ ïåðâàÿ, ïÿòàÿ, äåâÿòàÿè ò. ä. êàðòû èç êîëîäû, âòîðîìó � âòîðàÿ, øåñòàÿ è ò. ä.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïåðâîìó èãðîêó, íàïðèìåð, äîñòà-íóòñÿ âñå êàðòû ÷åðâîâîé ìàñòè. Ýòî ïðîèçîéäåò, åñëè íà ìåñòàõ1,5,9, . . . ñòîÿò ÷èñëà 1,2, . . . ,13 â òîì èëè èíîì ïîðÿäêå, à íàîñòàëüíûõ ìåñòàõ � âñå îñòàëüíûå ÷èñëà òàêæå â ïðîèçâîëüíîìïîðÿäêå. ×èñëî òàêèõ èñõîäîâ ðàâíî 13! � 39!. Ïîñêîëüêó ýòîòïîäñ÷åò âåðåí äëÿ ëþáîé èç ÷åòûðåõ ìàñòåé, òî âñåãî áëà-ãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ � 4 � 13! � 39!. Òàê êàê îáùåå ÷èñëîýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ s = 52!, òîP(B) = 4 �13! �39!52! � 6.3 �10�12.16



Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâîÕîòÿ ýòî ñîáûòèå è ìàëîâåðîÿòíî, íî âîçìîæíî, ÷òî èãðîêèâ áðèäæ ìîãëè íàáëþäàòü åãî1.1.2.5. Àáñîëþòíî ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ öåïî÷êè äëè-íû n: ! = (Æ1,Æ2, . . . ,Æn),ãäå êàæäàÿ Æi (1 6 i 6 n) � ýòî ëèáî 0, ëèáî 1, ïðè÷åìïîÿâëåíèå 0 èëè 1 íà ëþáîì ìåñòå ðàâíîâîçìîæíî. Âñåãî òàêèõèñõîäîâ áóäåò s = 2n. Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî îòäåëüíîãî èñõîäàðàâíà P(!) = 2�n. Ïðè áîëüøèõ n ýòè âåðîÿòíîñòè î÷åíü ìàëû,òàê, ïðè n = 100 âåðîÿòíîñòü îòäåëüíîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäàP(!)� 10�30, à ïðè n = 1000 èìååì P(!)� 10�300.Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 0 è 1 íàçûâàþò àáñîëþòíîñëó÷àéíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëüâ òåîðèè èí�îðìàöèè, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ ïðè êîäèðîâà-íèè è çàùèòå èí�îðìàöèè.Ñ�îðìóëèðóåì ðÿä ñâîéñòâ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â âèäåçàäà÷.Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü ! = (Æ1, . . . ,Æn) � àáñîëþòíî ñëó÷àéíàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n, è 1 6 m1 < m2 < .. . < mk 6 n �íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû k. Òîãäà íîâàÿ ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü !0 = (Æm1 ,Æm2, . . . ,Æmk) � òàêæå àáñîëþòíîñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî äëèíû k.Ïîÿñíèì óòâåðæäåíèå íà ïðèìåðå. Ïóñòü n = 5, m1 = 1, m2 == 2 è !0 = (0,0). Òîãäà P(!0) = 1/4. Äåéñòâèòåëüíî, !0 ìîæåòáûòü ïîëó÷åíà èç ëþáîé èç 8 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:(00000), (00001), (00010), (00011),(00100), (00101), (00110), (00111).Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, äëÿ êîòîðîãî ýòè èñõîäû ÿâëÿþòñÿáëàãîïðèÿòñòâóþùèìè, ðàâíàP(A) = 2325 = 122 .Äëÿ ðåàëèçàöèè àáñîëþòíî ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé1 Ïîäðîáíåå î âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé ïðè èãðå â áðèäæ ìîæíîïðî÷èòàòü â [22; 29℄. 17



�ËÀÂÀ 1èñïîëüçóþò ëèáî �èçè÷åñêèå äàò÷èêè, ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèòàê íàçûâàåìûõ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ ïî îïðåäå-ëåííîìó âû÷èñëèòåëüíîìó àëãîðèòìó è ïîòîìó íå ÿâëÿþùèõñÿñëó÷àéíûìè â ïðÿìîì ñìûñëå, íî îáëàäàþùèõ ñõîæèìè ñâîé-ñòâàìè1. Ñóùåñòâóþò òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ñàìàÿ çíà÷è-òåëüíàÿ èç íèõ � ¾Ìèëëèîí ñëó÷àéíûõ ÷èñåë¿2.Çàìåòèì, ÷òî åñëè áðîñàòü ìîíåòó è îòìå÷àòü âûïàäåíèåãåðáà öè�ðîé 1, à ðåøêè � öè�ðîé 0, òî ïîëó÷èòñÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö, íî îáû÷íî ïîëó÷åííûå òàêèìîáðàçîì ðåçóëüòàòû íå óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèÿì ñëó÷àéíîñòè.Ýòî ñâÿçàíî ëèáî ñ òåì, ÷òî ìîíåòà íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîñèììåòðè÷íîé, ëèáî ñ îñîáåííîñòÿìè áðîñàþùåãî ìîíåòó.Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü íîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü !0 äëèíû n�1 ïî-ëó÷åíà èç ! ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñìåíû 0 è 1 ñîîòâåòñòâóþòâ íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, à îòñóòñòâèå ïåðåìåíû � 0.Ñêàæåì, åñëè ! = (01101), òî !0 = (1011). Òîãäà !0 òàêæåàáñîëþòíî ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n�1.Çàäà÷à 1.5. �àññìîòðèì �èêñèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü"0 = (0,0,1,0,1) è ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü "1 = (Æ1, . . .. . . ,Æ5). Ñëîæèâ èõ ïî÷ëåííî ïî mod2, ïîëó÷èì ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü "2 = (Æ01, . . . ,Æ05). Òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê-æå àáñîëþòíî ñëó÷àéíà. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèåäëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîèçâîëüíîé äëèíû n.Ïðèìåð 1.1. �àññìîòðèì áóêâû ðóññêîãî àë�àâèòà, îòîæäåñò-âèâ ïðåäâàðèòåëüíî Å ñ �. Èõ îêàæåòñÿ 32. Çàêîäèðóåì èõ, ñòàâÿâ ñîîòâåòñòâèå êàæäîé áóêâå åå ïîðÿäêîâûé íîìåð ìèíóñ 1,çàïèñàííûé â äâîè÷íîé ñèñòåìå è äîïîëíåííûé íóëÿìè, ÷òîáûïîëó÷èëàñü öåïî÷êà äëèíû 5: À(00000), Á(00001), Â(00010), . . . ,ß(11111). Åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíûé òåêñò, òî èç ñòðàíèöû òåêñòàïîëó÷èòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü "0. Ñëîæèì òåïåðü ååïî mod2 ñî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ "1 òàêîé æå äëèíû.Òîãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîëó÷åííàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü "2 áóäåò àáñîëþòíî ñëó÷àéíîé. �àñøè�ðîâàòüîñíîâíîé òåêñò ìîæíî, ñëîæèâ "2+"1 = "0(mod2).Ýòî îäèí èç ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ ñåêðåòíîé èí�îðìàöèè3.1 Ñì. [10℄.2 A million random digits with 100 000 normal deviates. Glen
oe, Illinois:Rand Corporation, 1955.3 Èñïîëüçîâàëñÿ â ãîðÿ÷åé ëèíèè Ìîñêâà�Âàøèíãòîí.



�ëàâà 2ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ È ÑËÓ×ÀÉÍÛÅÑÎÁÛÒÈßÂ ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ïðèìåðàìè, â êîòî-ðûõ âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿëèñü ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì. Äëÿ äàëüíåé-øåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè íàì ïîíàäîáÿòñÿ íîâûå ïîíÿòèÿ è íîâûåîáîçíà÷åíèÿ.Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèíÿòà ñâîÿ òåðìèíîëîãèÿ, îòëè÷íàÿîò èñïîëüçóåìîé, ñêàæåì, â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå1.2.1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû�àññìîòðèì êîíå÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (
,A,P).Íàïîìíèì, ÷òî:
 � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç s ýëåìåíòàðíûõèñõîäîâ !1, . . . ,!s,A � êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ 
, íàçûâàåìûõ ñëó÷àéíûìèñîáûòèÿìè,P � âåðîÿòíîñòü èëè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà êëàñ-ñå A.Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, çàäàííîé íà êîíå÷-íîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ �óíêöèÿ,çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ! è ïðèíèìàþùàÿ ÷èñëîâûåçíà÷åíèÿ.Îáîçíà÷àòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áóäåì çàãëàâíûìè áóêâàìèêîíöà ëàòèíñêîãî àë�àâèòà X = X(!), Y = Y (!), Z = Z(!), . . . ,èëè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè � = �(!), � = �(!), � = �(!), . . . .Àðãóìåíò ! ÷àñòî îïóñêàþò.Çàìå÷àíèå. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî 
ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, âñå çíà-÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ. Îáùåå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-ñòðàíñòâà è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîÿâèòñÿ ïîçæå (ñì. ãëàâó 9).1 Â ó÷åáíèêå À.Í. Øèðÿåâà ¾Âåðîÿòíîñòü¿ ìîæíî íàéòè òàáëèöóñîîòâåòñòâèÿ íåêîòîðûõ òåðìèíîâ [30, ñ. 149�150℄.19



�ËÀÂÀ 2Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû X(!), îïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-ñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîEX =X!2
X(!) �p(!).×àñòî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå êîðîòêóþ çàïèñüEX =X! X(!)p(!).Îáîçíà÷åíèå EX ïðîèñõîäèò îò ïåðâîé áóêâû àíãëèéñêîãî ñëîâàexpe
tation (îæèäàíèå). Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå äëÿ îáî-çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ òàêæå øèðîêî èñïîëüçóåò-ñÿ MX.Îïðåäåëåíèå 2.3. Èíäèêàòîðîì ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A íà-çûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàIA(!) =(1, åñëè ! 2 A,0, åñëè ! /2 A.Äëÿ èíäèêàòîðà ñîáûòèÿ AE IA(!) =X! IA(!)p(!) =X!2A1 �p(!) = P(A).Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èíäèêàòîðà ñëó-÷àéíîãî ñîáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî âåðîÿòíîñòü.Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ îáû÷íî îáîçíà÷àþò ïåðâûìè çàãëàâíûìèáóêâàìè ëàòèíñêîãî àë�àâèòà: A,B,C, . . . . Íàðÿäó ñ îòäåëüíûìèñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññû (ìíî-æåñòâà) ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîòîðûõ áóäåìèñïîëüçîâàòü ðóêîïèñíûå çàãëàâíûå áóêâû: A,B,C, . . . .2.2. Îïåðàöèè íàä ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìèÍà ìíîæåñòâå ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé A îïðåäåëåíû íèæåñëåäó-þùèå îïåðàöèè.1. Îáúåäèíåíèå ñîáûòèé:A[B = f!: ! 2 A èëè ! 2 Bg � ýòî ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èçèñõîäîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò èëè A, èëè B, èëè îäíîâðåìåííîäâóì ýòèì ñîáûòèÿì.20



Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ2. Ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé:A\B = f!: ! 2 A è ! 2 Bg � ýòî ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èçòåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàòA è B. Ýòó îïåðàöèþ òàêæå îáîçíà÷àþò êàê A �B = AB.3. �àçíîñòü ñîáûòèé:AnB = f!: ! 2A, íî ! /2 Bg � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåí-òàðíûõ èñõîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ A, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ B.4. Îòðèöàíèå:A= 
nA � ýòî ñîáûòèå ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõî-äîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò A; A òàêæå íàçûâàþò äîïîëíåíèåìê A èëè ñîáûòèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì A.5. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü:A4B = (A[B) n (A\B) � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èç èñõîäîâ,êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ èëè â A, èëè â B, íî íå ïðèíàäëåæàòîáîèì ñîáûòèÿì îäíîâðåìåííî. Ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü äâóõñîáûòèé ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó: A4B= (AnB)[ (BnA).Ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè, åñëè ó íèõ íåò îá-ùèõ èñõîäîâ, ò. å. A\B =?.Äëÿ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ýòèõñîáûòèé ñîâïàäàåò ñ èõ îáúåäèíåíèåì.Ââåäåì òàêæå âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñëó÷àéíûìè ñîáû-òèÿìè.6. Âêëþ÷åíèå ñîáûòèé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíî èçîáîçíà÷åíèé, A� B èëè A� B,åñëè èç óñëîâèÿ !2A ñëåäóåò, ÷òî ! 2B. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåéâ ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A âëå÷åò íàñòóïëåíèåñîáûòèÿ B. Åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ A� Bè B � A, òî A= B, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ ñîâïàäàþò.Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ñëó-÷àéíûìè ñîáûòèÿìè:1) êîììóòàòèâíîñòü:A\B = B\A, A[B = B[A;2) àññîöèàòèâíîñòü:A[ (B[C) = (A[B)[C = A[B[C,A\ (B\C) = (A\B)\C = A\B\C; 21



�ËÀÂÀ 23) äèñòðèáóòèâíîñòü:A\ (B[C) = (A\B)[ (A\C),A[ (B\C) = (A[B)\ (A[C);4) ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè:A[B = A\B, A\B = A[B.2.3. Îïåðàöèè íàä èíäèêàòîðàìèÎïåðàöèÿì íàä ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè ñîîòâåòñòâóþò îïåðà-öèè íàä èíäèêàòîðàìè ýòèõ ñîáûòèé.Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî1) IA\B(!) = IA(!) � IB(!),2) IA(!) = 1� IA(!),3) IA[B(!) = IA(!)+ IB(!)� IA\B(!),4) IA4B(!) = jIA(!)� IB(!)j = (IA(!)+ IB(!))(mod2).Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 3 èíäèêàòî-ðîâ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé:IA[B(!) = 1� IA[B(!) = 1� IA\B(!) = 1� IA(!) � IB(!) == 1� (1� IA(!)) � (1� IB(!)) = IA(!)+ IB(!)� IA\B(!).Ñâîéñòâî 3 äëÿ èíäèêàòîðà îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé ìîæíîñ�îðìóëèðîâàòü è äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà ñîáûòèé. Òàê, äëÿ òðåõñîáûòèéIA[B[C(!) = IA(!)+ IB(!)+ IC(!)�� IA\B(!)� IA\C(!)� IB\C(!)+ IA\B\C(!). (2.1)Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî (2.1), à òàêæå îáîáùåíèåñâîéñòâà 3 äëÿ n ñîáûòèé, à èìåííî:I nSi=1Ai(!) = nXi=1 IAi(!)� X16i<j6n IAiAj(!)++ X16i<j<k6n IAiAjAk(!)+ . . .+ (�1)n+1IA1A2...An(!).Â ýòîì ðàâåíñòâå, êàê è â (2.1), ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìèïðèñóòñòâóþò ñíà÷àëà ñóììà èíäèêàòîðîâ âñåõ ñîáûòèé Ai,çàòåì ñóììà èíäèêàòîðîâ ïåðåñå÷åíèé âñåõ ðàçëè÷íûõ ïàð ñîáû-22



Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿòèé AiAj, ñóììà èíäèêàòîðîâ ïåðåñå÷åíèé âñåõ ðàçëè÷íûõ òðîåêñîáûòèé AiAjAk è ò. ä., ïîêà íå ïîñëåäóåò èíäèêàòîð ïåðåñå÷åíèÿâñåõ ñîáûòèé A1A2. . .An.Çàäà÷à 2.4. Äîêàæèòå ñâîéñòâà ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè:1) A4(B4C) = (A4B)4C,2) A[B = (A4B)4(A\B).Ïóñòü A1, . . . ,An � ïðîèçâîëüíûå n ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé.Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñîáûòèå F îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñîáûòèÿìA1, . . . ,An, åñëè èíäèêàòîð ñîáûòèÿ F åñòü �óíêöèÿ îò èíäèêà-òîðîâ ýòèõ ñîáûòèé, òî åñòüIF (!) = H(IA1(!), . . . , IAn(!)),ãäå H(�)� �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â âåðøèíàõ åäèíè÷íîãî n-ìåð-íîãî êóáà.Â ýòîì ñëó÷àå, çíàÿ, êàêèå èç ñîáûòèé A1, . . . ,An íàñòóïèëèè êàêèå íå íàñòóïèëè, ìîæíî îäíîçíà÷íî ñóäèòü î òîì, íàñòóïè-ëî èëè íåò ñîáûòèå F .



�ëàâà 3ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÆÈÄÀÍÈß3.1. Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòèÈç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè P(A), A 2 A, äëÿ êîíå÷íûõâåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü îáëàäàåòñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:�1. P(A)> 0;�2. P(
) = 1, P(?) = 0;�3. Äëÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé A1, . . .. . . ,An P n[i=1Ai!= nXi=1 P(Ai).Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàçûâàþò ñâîéñòâîì êîíå÷íîé àääèòèâ-íîñòè âåðîÿòíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ïîïàðíàÿ íåñîâìåñòèìîñòüñîáûòèé îçíà÷àåò, ÷òî Ai\Aj =?, åñëè i 6= j.Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè î÷åâèäíû. Äîêàæåì ñâîéñ-òâî �3.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó ñîáûòèé n.Ïóñòü n = 2. ÒîãäàP(A1[A2) = X!2A1[A2p(!) = X!2A1p(!)+X!2A2p(!) = P(A1)+P(A2).Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿâ äàííîì ñëó÷àå ñîìíåíèé íå âûçûâàåò, ïîñêîëüêó âñå ñóììûñîäåðæàò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.Ïóñòü ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n� 1 ñîáûòèÿ A1, . . . ,An�1,òîãäàP n[i=1Ai!=P( n�1[i=1Ai![An)=P n�1[i=1Ai!+P(An) = nXi=1 P(Ai),÷òî è äîêàçûâàåò ñâîéñòâî �3. 24



Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿÂñå îñòàëüíûå ñâîéñòâà, ïðèâåäåííûå íèæå, ìîãóò áûòü ïî-ëó÷åíû èç ñâîéñòâ �1, �2, �31.4. Åñëè A� B, òî P(A)6 P(B).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñîáûòèå B ìîæíî ïðåäñòàâèòüêàê îáúåäèíåíèå íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé B = A[ (BnA), òîP(B) = P(A)+P(B nA)> P(A). �5. Äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-ñòâà 06 P(A) 6 1.6. P(A) = 1�P(A).Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè 5, 6.7. Åñëè A1, . . . ,An � ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, òîP n[i=1Ai!6 nXi=1 P(Ai). (3.1)Äàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ïîëóàääèòèâíîñòèâåðîÿòíîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñîáûòèÿB1 = A1,B2 = A2 nA1 = A2\A1,B3 = A3 n (A1[A2) = A3\A1\A2,...Bn = An n (A1[ . . .[An�1) = An\A1\ . . .\An�1.1. Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿ B1, . . . ,Bn ïîïàðíî íåñîâìåñòèìû.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü i < j, òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ Bi �Ai, Bj �Ai,íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Bi\Bj =?.2. �àññìîòðèì ñîáûòèÿF = n[i=1Bi, C = n[i=1Ai.Ïîêàæåì, ÷òî F = C.1 Ýòî çàìå÷àíèå âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ îáùåé òåîðèè, ãäå ñâîéñòâàP1�P3 áóäóò ñëóæèòü îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè (ñ çàìåíîé êîíå÷íîéàääèòèâíîñòè íà ñ÷åòíóþ). 25



�ËÀÂÀ 3Ïóñòü ! 2 C, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå i, ÷òî ! 2Ai. Âîçüìåìíàèìåíüøåå òàêîå i. Îáîçíà÷èì åãî i0. Òîãäà !2Ai0 , íî ! /2A1, . . .. . . ,Ai0�1, à çíà÷èò, ! 2 Bi0 , ! 2 nSi=1Bi = F . Ñëåäîâàòåëüíî, C � F .Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü !0 2 F . Òîãäàíàéäåòñÿ òàêîå j0, ÷òî !0 2 Bj0 � Aj0 . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëå-ìåíòàðíûé èñõîä !0 2 nSj=1Aj = C. Ñëåäîâàòåëüíî, F � C è, ñòàëîáûòü, F = C.Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òîP0� n[j=1Aj1A= P0� n[j=1Bj1A= nXj=1 P(Bj)6 nXj=1 P(Aj). �Çàìå÷àíèå. Â îáùåé òåîðèè ñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî áóäåòïðèìåíåíî è ê áåñêîíå÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñëó÷àéíûõñîáûòèé A1,A2, . . .. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëóàääèòèâíîñòü âåðîÿòíîñòè(3.1) ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.7*. Ïóñòü A1,A2, . . . � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-÷àéíûõ ñîáûòèé. ÒîãäàP 1[i=1Ai!6 1Xi=1 P(Ai).Çàäà÷à 3.2. Äîêàæèòå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèé A1, . . . ,An, ÷òîP(A1[ . . .[An) = nXi=1 P(Ai)� X16i<j6nP(Ai \Aj)++ X16i<j<k6nP(Ai \Aj \Ak)� . . .+ (�1)n+1P(A1\ . . .\An).3.2. Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÂ ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå êîíå÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-ñòðàíñòâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñ-ëîâàÿ �óíêöèÿ X = X(!), çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà.26



Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿÌàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìû îïðåäåëèëè êàêEX =X! X(!)p(!). (3.2)Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.1. E IA = P(A).2. E(X+Y ) = EX+EY .3. E(
 �X) = 
 �EX, ãäå 
 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.4. Åñëè X(!)> 0 äëÿ âñåõ !, òî EX > 0, ïðè÷åì èç ðàâåíñòâàEX = 0 ñëåäóåò, ÷òî PfX = 0g = 1.Ïðîâåäåì äëÿ ïðèìåðà äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþEX =X! X(!)p(!), EY =X! Y (!)p(!). (3.3)Ñêëàäûâàÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ â (3.3), ïîëó÷àåìEX+EY =X! (X(!)+Y (!))p(!) = E(X+Y ). �Çàìå÷àíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí, çàäàííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå1.Ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî 4,íàçûâàþò íåîòðèöàòåëüíûì. Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðè-ìåð ëèíåéíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî �óíêöèîíàëà.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ �óêíêöèé íà îò-ðåçêå [0,1℄. Ïóñòü X(!) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà [0,1℄. Òîãäà1R0 X(!)d! îáëàäàåò âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè-÷åñêîãî îæèäàíèÿ.Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ è èíòåãðàëà áîëåå ãëóáîêàÿ. Îáùåå ïîíÿòèå ìà-òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóåòïîíÿòèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà â �óíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. Íî ïîêà1 Â îáùåé òåîðèè ê ýòèì ñâîéñòâàì áóäåò äîáàâëåíî íåêîòîðîå ñâîéñòâî¾íåïðåðûâíîñòè¿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. 27



�ËÀÂÀ 3ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòûì ñëó÷àåì êîíå÷íîãî âåðîÿòíîñòíîãîïðîñòðàíñòâà.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñîâñåì íå îáÿ-çàòåëüíî çíàòü çíà÷åíèÿ X(!) äëÿ êàæäîãî ! 2
. Äîñòàòî÷íîçíàòü ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç-ëè÷íûõ ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèé (à ìû èìååì äåëî ïîêà èìåííîñ òàêèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè), ðàñïðåäåëåíèåì íàçûâàþòíàáîð çíà÷åíèé x1, . . . ,xn è ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì çíà÷åíèÿìâåðîÿòíîñòåé p1, . . . ,pn, ãäåpi = PfX(!) = xig, i = 1,...,n.Èíîãäà ìû áóäåì çàäàâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xòàáëèöåé x1 x2 . . . xnp1 p2 . . . pn .Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîé òàáëèöå óêàçûâàþòñÿâñå ðàçëè÷íûå ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X,à ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåãäà ðàâíà 1.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëÿòüEX, èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.Îïðåäåëåíèå 3.1. Êëàññ B = fB1, . . . ,Bqg íàçûâàåòñÿ êîíå÷-íûì ðàçáèåíèåì 
, åñëè Bi\Bj =? ïðè âñåõ i 6= j è 
= qSi=1Bi.Ïóñòü åñòü äâà ðàçáèåíèÿ:B = fB1, . . . ,Bqg,C = fC1, . . . ,Crg.Ñîñòàâèì âñåâîçìîæíûå ïåðåñå÷åíèÿ Bi \ Cj, 1 6 i 6 q,16 j 6 r. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷èëè íîâîå ðàç-áèåíèå A, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿAij = fBi \Cjg.�àçáèåíèå A íàçûâàþò ïåðåñå÷åíèåì ðàçáèåíèé B è C è îáî-çíà÷àþò A= B�C.Ëåììà 3.1. Ïóñòü X(!) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàäàííàÿíà êîíå÷íîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, B = fB1, . . . ,Bqg �28



Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿíåêîòîðîå ðàçáèåíèå 
, ïðè÷åì X(!) ïîñòîÿííà íà êàæäîì èçBj è X(!) = x0j , åñëè ! 2 Bj. ÒîãäàEX = qXj=1 x0jP(Bj).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X(!) ïî-ñòîÿííà íà êàæäîì ýëåìåíòå Bj ðàçáèåíèÿ B, òî åå ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå X(!) = qXj=1 x0j � IBj(!).Âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåí-ñòâà è âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè 1�3 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-íèÿ. Ïîëó÷èìEX(!) = qXj=1 x0j �E IBj(!) = qXj=1 x0j �P(Bj). �Ñ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ìîæíî ñâÿçàòü åñòåñòâåííîåðàçáèåíèå. Ýòî ðàçáèåíèå ñâÿçàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì X(!). Ïóñòüýòî ðàñïðåäåëåíèå çàäàíî òàáëèöåéx1 x2 . . . xnp1 p2 . . . pn . (3.4)Îáîçíà÷èì Aj = f!: X(!) = xjg, pj = P(Aj), j = 1,. . . ,n. ÑîáûòèÿAj îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ 
è ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì ëèíèé óðîâíÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå,à ðàçáèåíèå A = fA1, . . . ,Ang íàçûâàþò åñòåñòâåííûì ðàçáèå-íèåì 
, ïîðîæäåííûì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X.Ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.1 ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 3.1. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(!)çàäàåòñÿ òàáëèöåé (3.4), à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y (!) = h(X(!))ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé X(!), òî1) EX = nPj=1xjpj,2) EY = nPj=1h(xj)pj. 29



�ËÀÂÀ 3Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü íå òîëüêî ìàòåìàòè÷å-ñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(!), èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëå-íèå X, íî òàêæå íàõîäèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, ÿâëÿþùèõñÿ �óíêöèÿìè îò X.3.3. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿõîòÿ áû îäíîãî èç n ñîáûòèéÏóñòü A1, . . . ,An � ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Îáî-çíà÷èì N(!) ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ÷èñëó íàñòóïàþùèõñîáûòèé ñðåäè A1, . . . ,An. Äëÿ 06 k6 n ñîáûòèå fN(!) = kg îçíà-÷àåò, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî k ñîáûòèé, ò. å. ÷òî íàéäóòñÿ 16 i1 << i2 < .. . < ik 6 n òàêèå, ÷òî ! 2 Ai1 ,Ai2 , . . . ,Aik , íî óêàçàòü k+1ñîáûòèå, êîòîðûì îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò !, óæå íåëüçÿ.Çàäà÷à 3.3. Äëÿ âñåõ k âû÷èñëèòå Pf!: N(!) = kg.�àññìîòðèì ñîáûòèå C = nSi=1Ai, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íàñòóïèòõîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé A1, . . . ,An. Ýòî ñîáûòèå òàêæå ìîæíîñâÿçàòü ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé N(!):C = n[i=1Ai = f! : N(!)> 1g.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ C âîñïîëüçóåìñÿ ñâîé-ñòâàìè èíäèêàòîðîâ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è ñâîéñòâàìè ìàòåìà-òè÷åñêèõ îæèäàíèé.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:S1 = nXi=1 P(Ai),S2 = X16i<j6nP(AiAj),S3 = X16i<j<k6nP(AiAjAk),...Sn = P(A1A2 � � �An).Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé N(!),30



Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿâûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíû S1, . . . ,Sn. Â òîì ÷èñëå ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3.2.P(C) = S1�S2+S3� . . .+ (�1)n+1Sn. (3.5)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èíäèêàòîðà ñîáûòèÿ C èìååìIC(!) = 1� IC(!) = 1� IA1\...\An(!) = 1� nYj=1(1� IAj(!)) ==1�0�1� nXj=1 IAj(!)+ X16i<j6n IAi(!) � IAj(!)� . . .+ (�1)n nYj=1 IAj(!)1A .Âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðà-âåíñòâà. Èç ñâîéñòâ àääèòèâíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿñëåäóåò P(C) = S1�S2+S3� . . .+ (�1)n+1Sn. �Ìû ïîëó÷èëè �îðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ n ñëó-÷àéíûõ ñîáûòèé.Çàäà÷à 3.4. Äîêàæèòå, ÷òî, îáðûâàÿ ñóììó â (3.5) íà êàêîì-ëèáî ÷ëåíå, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äëÿâåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ C:S1�S2 6 P(C) 6 S1,S1�S2+S3�S4 6 P(C)6 S1�S2+S3è ò. ä.Çàìå÷àíèå. Ïîäðîáíåå î âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèéfN(!) = kg ìîæíî ïðî÷èòàòü â ó÷åáíèêå Â. Ôåëëåðà [29, ò. 1℄1.Ïðèìåð 3.1. �àññìîòðèì ñëó÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè. Âñåãî ñó-ùåñòâóåò n! ïåðåñòàíîâîê n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ïðèïèøåì êàæäîéèç íèõ âåðîÿòíîñòü 1/n!. Îáîçíà÷èì Ak � ñîáûòèå, ñîñòîÿùååâ òîì, ÷òî ÷èñëî k â ïåðåñòàíîâêå âñòðå÷àåòñÿ íà k-ì ìåñòå,â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî k � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.1 Ýòà êíèãà âûäåðæàëà íåñêîëüêî èçäàíèé, â òîì ÷èñëå è íà ðóññêîìÿçûêå. Ïåðâûé òîì ïîñâÿùåí äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì ìîäåëÿì, à âòî-ðîé � íåïðåðûâíûì. 31



�ËÀÂÀ 3Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå �îðìóëû, âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî åñòü õîòÿ áû îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.Ïîñêîëüêó P(Ai) = (n�1)!n! , 16 i 6 n,P(AiAj) = (n�2)!n! , i 6= j, . . . ,òî S1 = n �P(Ai) = 1, S2 = C2n �P(AiAj) = 12! ,S3 =C3n �P(AiAjAk) = 13! , . . . .Òàêèì îáðàçîì,P n[i=1Ai!= 1� 12! + 13! � . . .+ (�1)n+1 � 1n! . (3.6)Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ðàçëîæåíèåì äëÿe�1 = 1�1+ 12! � 13! + . . . ,ïîëó÷èì, ÷òî âûðàæåíèå (3.6) � ýòî ñóììà ïåðâûõ n ñëàãàåìûõâ ðàçëîæåíèè äëÿ 1� e�1. Ïîñêîëüêó ðÿä ñõîäèòñÿ áûñòðî,ïîëó÷èì õîðîøåå ïðèáëèæåíèåP n[i=1Ai!� 1� e�1 � 1�0.36788 = 0.63212.Óæå ïðè n = 7 òî÷íîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðè-âåäåííûì ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì â 4 çíàêàõ ïîñëå çàïÿòîé,åñëè n = 9, òî ñîâïàäåíèå åñòü â 5 çíàêàõ.Â ó÷åáíèêå Â.Ôåëëåðà [29, ãë. IV, � 4, ñ. 127℄ ïðèâîäèòñÿ ñïî-ñîá âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òîãî, ÷òî èìååò ìåñòî â òî÷íîñòèk ñîâïàäåíèé, è ïîêàçàíî, ÷òîPfN(!) = kg � e�1k! .Òàê, äëÿ n = 10 ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå:32



Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿN = k PfN = kg N = k PfN = kg0 0.36788 5 0.003071 0.36788 6 0.000512 0.18394 7 0.000073 0.06131 8 0.000014 0.01533 9 0.00000Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü â çàäà÷àõ óãàäûâàíèÿ:ïóñòü èìååòñÿ äâà íàáîðà èç 10 êàðò (Ò, Ê, Ä, Â, 10, 9, 8,7, 6, 5). Òîãäà âåðîÿòíîñòè óãàäàòü îïðåäåëåííîå ÷èñëî êàðòâû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðèâåäåííûì �îðìóëàì è óêàçàíû â òàáëèöå.



�ëàâà 4ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÑÎÁÛÒÈÉÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ4.1. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Íåçàâèñèìîñòü äâóõñëó÷àéíûõ ñîáûòèéÏîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìà-òåìàòèêè: ýòî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ â ëèíåéíîéàëãåáðå, �óíêöèîíàëüíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì �óíêöèé â ìàòå-ìàòè÷åñêîì àíàëèçå è ò. ä. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå ïîíÿòèÿíåçàâèñèìîñòè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, åå íàçûâàþò ñòàòèñòè÷å-ñêîé èëè ñòîõàñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòüþ. Íî ïîñêîëüêó â íàøåìêóðñå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî òàêàÿ íåçàâèñèìîñòü, òîâ äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî î íåçàâèñèìîñòèñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èëè î íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé.Ñ ïîíÿòèåì íåçàâèñèìîñòè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òåñíîñâÿçàíî ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè. Ïðèâåäåì äëÿ íà÷àëàíåêîòîðûå íàãëÿäíûå ñîîáðàæåíèÿ, ïîÿñíÿþùèå ýòè ïîíÿòèÿ.Ïóñòü n ðàç ïîäáðàñûâàþò 2 èãðàëüíûõ êîñòè, ñîáûòèå Aïðîèñõîäèò, åñëè íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî ÷èñëî 1, ñîáûòèåB � åñëè íà âòîðîé âûïàëî ÷èñëî 5. �åçóëüòàòû îïûòà áóäåìîòìå÷àòü â òàáëèöå, ñòàâÿ çíàê +, åñëè â ñîîòâåòñòâóþùåìîïûòå íàáëþäàëîñü íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ, è çíàê �, åñëè ýòîíå òàê. Ê ïðèìåðó, ïîñëå 6 ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé ìû ìîãëèïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òàáëèöó:Íîìåð èñïûòàíèÿ 1 2 3 4 5 6A + + + � � +B + � � + + �Ïóñòü n � ýòî ÷èñëî ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé (â ïðèìåðå n= 6),nA � ÷èñëî èñïûòàíèé, â êîòîðûõ íàáëþäàëîñü ñîáûòèå A (nA == 4), nB � ÷èñëî èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå B(nB = 3), nAB � ÷èñëî èñïûòàíèé, â êîòîðûõ íàñòóïèëè îáàñîáûòèÿ (nAB = 1).Òîãäà nABnA � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ Bâ ðÿäó òåõ èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Ïî-34



Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíñêîëüêó ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòàíàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ áëèçêà ê âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ, òîìû ìîæåì çàïèñàòü nABnA = nABnnAn � P(AB)P(A) .Îïðåäåëåíèå 4.1. Îòíîøåíèå P(AB)P(A) íàçûâàþò óñëîâíîé âå-ðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè, ÷òî íàñòóïèëî ñîáûòèå A,è îáîçíà÷àþò P(BjA).Â ñëó÷àå, êîãäà P(B) = P(BjA), åñòåñòâåííî ãîâîðèòü, ÷òîñîáûòèå B íå çàâèñèò îò ñîáûòèÿ A. Íî â ýòîì ñëó÷àå P(B)��P(A) = P(AB), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî P(A) = P(AjB), åñëè òîëüêîP(B) 6= 0. Òî åñòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà B íå çàâèñèò îò A, ñîáûòèåA òàêæå íå çàâèñèò îò B. Ïîýòîìó åñòåñòâåííåå äàòü îïðå-äåëåíèå íåçàâèñèìîñòè äâóõ ñîáûòèé â ñèììåòðè÷íîé �îðìå,ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ è íà ñîáûòèÿ ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ.Îïðåäåëåíèå 4.2. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìû-ìè, åñëè P(AB) = P(A) �P(B).Çàäà÷à 4.1. Îïûò ñîñòîèò â äâóêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîéêîñòè. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîáûòèÿ A è B, ââåäåííûå â ðàññìîò-ðåííîì âûøå ïðèìåðå, íåçàâèñèìû.Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ìû ðàññìîòðèì áîëåå ñîäåð-æàòåëüíûå ïðèìåðû: íåçàâèñèìîñòü ïîëà ðåáåíêà îò âîçðàñòàðîäèòåëåé, íåçàâèñèìîñòü ïîëà âòîðîãî ðåáåíêà îò ïîëà ñòàð-øåãî ðåáåíêà â äâóõäåòíîé ñåìüå, íåçàâèñèìîñòü äëèòåëüíîñòèïðîäîëæåíèÿ òåëå�îííîãî ðàçãîâîðà îò òîãî, ñêîëüêî îí óæåäëèòñÿ, è ò. ä.4.2. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âçàèìíàÿíåçàâèñèìîñòü íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé�àññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1(!), X2(!), . . . ,XN(!) ñ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè xk,jk , ãäå ïåðâûé èíäåêñ 16 k66 N ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à âòîðîé �íîìåðó çíà÷åíèÿ (1 6 jk 6 mk), mk îáîçíà÷àåò ÷èñëî ðàçëè÷íûõìåæäó ñîáîé çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xk. 35



�ËÀÂÀ 4Îïðåäåëåíèå 4.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,XN íàçûâàþò-ñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè (èëè ïðîñòî íåçàâèñèìûìè), åñëèâûïîëíåíû m1�m2� . . .�mN ñîîòíîøåíèé:PfX1(!) = x1,j1 , . . . ,XN(!) = xN ,jNg = NYk=1PfXk(!) = xk,jkg,ãäå 16 jk 6mk, k= 1,. . . ,N .Çàìå÷àíèå. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îáû÷íî íà îñíîâàíèèêàêèõ-ëèáî �èçè÷åñêèõ èëè äðóãèõ ñîîáðàæåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿíåçàâèñèìîñòü íåêîòîðûõ âåëè÷èí, à èç ýòîãî âûâîäèòñÿ íåçàâè-ñèìîñòü (èëè çàâèñèìîñòü) äðóãèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Ïîíÿòèå âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ìîæ-íî ââåñòè, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõâåëè÷èí.Îïðåäåëåíèå 4.4. Ñîáûòèÿ A1, . . . ,AN âçàèìíî íåçàâèñèìû,åñëè âçàèìíî íåçàâèñèìû èíäèêàòîðû ýòèõ ñîáûòèé IA1(!), . . . ,IAN (!).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîPf! : IA1(!) = Æ1, . . . , IAN (!) = ÆNg = NYk=1Pf! : IAk(!) = Ækg,ãäå Æk =(1,0, i = 1,. . . ,N .Âñåãî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå 2N òàêèõ ñîîòíîøåíèé.Ïîÿñíèì îïðåäåëåíèå âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõñîáûòèé äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ N = 2,3.Ïóñòü èìååòñÿ äâà ñîáûòèÿ A1, A2. Òîãäà íåîáõîäèìî âûïîë-íåíèå 22 ñîîòíîøåíèé:P(A1A2) = P(A1) �P(A2), P(A1A2) = P(A1) �P(A2),P(A1A2) = P(A1) �P(A2), P(A1A2) = P(A1)P(A2).Çàäà÷à 4.2. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå ñîîòíîøåíèÿâûòåêàþò èç êàêîãî-ëèáî îäíîãî, íàïðèìåð èç ïåðâîãî.Èç óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âçàèìíàÿ36



Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èííåçàâèñèìîñòü äâóõ ñîáûòèé ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîé âûøåíåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûïèñàòü 23 = 8 ñîîòíîøåíèé,íåîáõîäèìûõ äëÿ âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé A1,A2, A3:P(A1A2A3) = P(A1)P(A2)P(A3),...P(A1A2A3) = P(A1)P(A2)P(A3). (4.1)Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíèå óñëîâèé(4.1) âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè òðåõ ñîáûòèé ýêâèâàëåíòíîâûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:P(A1A2) = P(A1)P(A2),P(A1A3) = P(A1)P(A3),P(A2A3) = P(A2)P(A3),P(A1A2A3) = P(A1)P(A2)P(A3). (4.2)Òåîðåìà 4.1. Äëÿ âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè N ñëó÷àéíûõñîáûòèé A1, . . . ,AN íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå 2N��N�1 óñëîâèé: P(Ai1 . . .Aik) = P(Ai1) � � �P(Aik) (4.3)äëÿ ëþáîãî 2 6 k 6 N , äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ðàçëè÷íûõ ìåæäóñîáîé èíäåêñîâ 16 i1 < i2 < .. . < ik 6 n.Çàäà÷à 4.4. Ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñàìîñòîÿòåëüíî.Èíîãäà â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ñëó-÷àéíûõ ñîáûòèé (åå òàêæå íàçûâàþò íåçàâèñèìîñòüþ â ñîâîêóï-íîñòè) áåðåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé (4.3)1.Îïðåäåëåíèå 4.5. Ñîáûòèÿ A1, . . . ,AN íàçûâàþòñÿ ïîïàðíîíåçàâèñèìûìè, åñëè â (4.3) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ k= 2.Âñåãî äëÿ ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè N ñëó÷àéíûõ ñîáûòèéòðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå C2N óñëîâèé. Â ÷àñòíîñòè, òðè ñîáûòèÿA1, A2, A3 ïîïàðíî íåçàâèñèìû, åñëè â (4.2) âûïîëíåíû ïåðâûåòðè ðàâåíñòâà.Çàäà÷à 4.5. Ïóñòü ñîáûòèÿ A,B,C,D âçàèìíî íåçàâèñèìû, E ==A[B, F =C[D. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáûòèÿ E è F íåçàâèñèìû.1 Ñì., íàïðèìåð, [30, ñ. 89℄. 37



�ËÀÂÀ 44.3. Ñâîéñòâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíè âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèéÑ�îðìóëèðóåì ñíà÷àëà îáùèå ñâîéñòâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí.Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,XN íåçàâè-ñèìû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ èíäåêñîâ 16 j1 < j2 < .. . jk 6Nñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj1 ,Xj2 , . . . ,Xjk íåçàâèñèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ñíà÷àëà äîêàçàòåëüñòâî äëÿ òðåõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. ×òîáû ïîêàçàòü, êàê ýòî äåëàåòñÿ, è íåçàãðîìîæäàòü çàïèñè èíäåêñàìè, ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå ñëó-÷àéíûå âåëè÷èíû U ,V ,W ñîîòâåòñòâåííî ñî çíà÷åíèÿìèU : u1, . . . ,ul;V : v1, . . . ,vm;W : w1, . . . ,wn.Ïîêàæåì, ÷òî èç íåçàâèñèìîñòè òðåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëå-äóåò, ÷òî ëþáûå äâå, íàïðèìåð U è V , òàêæå íåçàâèñèìû.Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç îïðåäåëåíèÿíåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëåäóåòPfU = ui,V = vj,W = wkg = PfU = uigPfV = vjgPfW = wkg.Ïðîñóììèðóåì ýòè ðàâåíñòâà ïî 16 k6 n, ïîëó÷èìnXk=1PfU = ui,V = vj,W = wkg == PfU = uigPfV = vjg nXk=1PfW = wkg,îòêóäà ïîëó÷àåìPfU = ui,V = vjg = PfU = uigPfV = vjg.Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîêà-çàòü, ÷òî åñëè íåçàâèñèìû ëþáûå N ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òîíåçàâèñèìû è ïðîèçâîëüíûå N �1 èç ýòîãî íàáîðà ñëó÷àéíûõâåëè÷èí. À äàëåå ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòüïðîèçâîëüíîãî íàáîðà èç k6N ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. �Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíî ñâîéñòâî íåçàâèñèìûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.38



Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÒåîðåìà 4.3. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,XN íåçàâè-ñèìû è ðàçáèòû íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû:X1,1, . . . , X1,n1 ,X2,1, . . . , X2,n2 ,...Xk,1, . . . , Xk,nk ,N = n1+n2+.. . +nk, k > 2. Îïðåäåëèì íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè-÷èíû Y1 = g1(X1,1, . . . ,X1,n1), . . . , Yk = gk(Xk,1, . . . ,Xk,nk). Òîãäà Y1,. . . , Yk òàêæå íåçàâèñèìû.Ýòè ñâîéñòâà âïîëíå ñîîòâåòñòâóþò íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿìî íåçàâèñèìîñòè è àíàëîãè÷íû òåîðåìàì ëèíåéíîé àëãåáðûî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ1.Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.3 äëÿ ñëó÷àÿ n1 == n2 = .. . = nk = 1.Äëÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé èç ýòèõ òåîðåì âûòåêàþò ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 4.4. Åñëè ñîáûòèÿ A1, . . . ,AN âçàèìíî íåçàâèñèìû,òî è ëþáûå k èç íèõ òàêæå âçàèìíî íåçàâèñèìû.Äëÿ �îðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû íàïîìíèì, ÷òî ìûãîâîðèì, ÷òî ñîáûòèå A îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñîáûòèÿì A1, . . . ,Al,åñëè IA(!) = f (IA1(!), . . . , IAl(!)),ãäå f (�) � �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â âåðøèíàõ åäèíè÷íîãî l-ìåð-íîãî êóáà è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0 è 1.Îïðåäåëåíèå 4.6. Ñîáûòèå A îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëó÷àéíûìâåëè÷èíàì X1, . . . ,Xl, åñëèIA(!) = g(X1(!), . . . ,Xl(!)),ò. å. åñëè ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíîóñòàíîâèòü, íàñòóïèëî ñîáûòèå A èëè íåò.Òåîðåìà 4.5. Åñëè âçàèìíî íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ A1, . . . ,AN1 Ïðèìåíèòåëüíî ê âåêòîðàì âî âòîðîé òåîðåìå g1, . . . ,gk � íåâûðîæ-äåííûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ. 39



�ËÀÂÀ 4ðàçáèòû íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû ñîáûòèéA1,1, . . . , A1,n1 ,...Ak,1, . . . , Ak,nk ,à ñîáûòèÿ B1, . . . ,Bk îïðåäåëÿþòñÿ êàæäîå ïî ñâîåé ãðóïïåñîáûòèé, òî B1, . . . ,Bk òàêæå âçàèìíî íåçàâèñèìû.4.4. Êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÒåîðåìà 4.6. Äëÿ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . .. . . ,XN íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè ëþáîì âûáîðåïîëóèíòåðâàëîâ [a1,b1), . . . , [aN ,bN ) íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé âû-ïîëíÿëèñü ðàâåíñòâàPf!: a1 6 X1(!) < b1, . . . ,aN 6 XN (!) < bNg== NYk=1Pf!: ak 6 Xk < bkg. (4.4)Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, êîãäà ìû îòîéäåì îò êîíå÷íî-ãî ñëó÷àÿ è áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâàîáùåãî âèäà (ñì. ãëàâó 9), âûïîëíåíèå óñëîâèé (4.4) áåðåòñÿâ êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì äëÿ äâóõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí U è V ñî çíà÷åíèÿìè u1, . . . ,ul è v1, . . . ,vmñîîòâåòñòâåííî.1. Äîêàæåì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ (4.4). Ïóñòüuj,vk � ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âû-áåðåì èíòåðâàëû [a,b), [
,d) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû uj 2 [a,b),vk 2 [
,d), íî äðóãèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â íèõ íåïîïàäàëî. ÒîãäàPfU (!) = uj, V (!) = vkg = Pfa6U(!) < b, 
 6V (!) < dg == Pfa6U (!) < bgPf
 6V (!) < dg = PfU (!) = ujgPfV (!) = vkg.2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè (4.4) ðàññìîòðèì ñî-áûòèå C = fa6U(!) < b, 
 6V (!) < dg =40



Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí= [uj2[a,b), vk2[
,d)fU (!) = uj, V (!) = vkg.Ïîñêîëüêó îáúåäèíÿåìûå ñîáûòèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òîP(C) = Xuj2[a,b), vk2[
,d)PfU (!) = uj, V (!) = vkg.Âîñïîëüçîâàâøèñü íåçàâèñèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷à-åìP(C) = Xuj2[a,b), vk2[
,d)PfU (!) = ujgPfV (!) = vkg==0� Xuj2[a,b)PfU (!) = ujg1A �0� Xvk2[
,d)PfV (!) = vkg1A== Pfa6U(!) < bgPf
 6V (!) < dg.Ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ëåãêî ïåðå-íîñèòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé. �4.5. Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÒåîðåìà 4.7. Ïóñòü X1, . . . ,XN � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû. Òîãäà E NYi=1Xi!= NYi=1EXi.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ äâóõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí U è V . Îáîçíà÷èì Aj = fU (!) = ujg, Bk == fV (!) = vkg.Ñîáûòèÿ Aj \Bk ïðè j = 1,. . . , l, k = 1,. . . ,m îáðàçóþò ðàç-áèåíèå 
, ïðè÷åì åñëè ! 2 Aj \Bk, òî U(!) �V (!) = uj �vk. Èçëåììû 3.1 E(UV ) = lXj=1 mXk=1 ujvkP(Aj \Bk).Èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷èì, ÷òî 41



�ËÀÂÀ 4E(UV ) = lXj=1 mXk=1 ujvkP(Aj)P(Bk) ==0� lXj=1 ujP(Aj)1A � mXk=1 vkP(Bk)!= EU �EV .2. Ïóñòü òåïåðü N > 3 è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé, íåïðåâîñõîäÿùåãî N �1, òåîðåìà âåðíà. ÏðåäñòàâèìX1 � � �XN =U �V ,ãäå U = X1 � � �XN�1, V = XN . Â ñèëó òåîðåìû 4.2 ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû U è V íåçàâèñèìû, ïîýòîìóE(UV ) = EU �EV = E(X1 � � �XN�1) �EXN .Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïåðâûé ìíîæèòåëü â ïðàâîé÷àñòè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, ñëåäîâàòåëüíî,E(X1 � � �XN ) = EX1 � � �EXN . �



�ëàâà 5ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍÍà÷èíàÿ ñ 1713 ã., êîãäà âïåðâûå áûë îïóáëèêîâàí çàêîíáîëüøèõ ÷èñåë, îòêðûòûé ß. Áåðíóëëè, íà ïðîòÿæåíèè äâóõñ ïîëîâèíîé ñòîëåòèé îñíîâíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéêàñàëèñü ïîâåäåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,èãðàþùèõ âåñüìà âàæíóþ ðîëü êàê â òåîðèè âåðîÿòíîñòåéè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, òàê è â èõ ïðèëîæåíèÿõ. Îêîëî60 ëåò íàçàä âûøëà êíèãà Á. Â. �íåäåíêî è À.Í. Êîëìîãîðîâà¾Ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí¿, â êîòîðóþ áûëè âêëþ÷åíû êàê ðåçóëüòàòû ïðåäøå-ñòâåííèêîâ, òàê è ðåçóëüòàòû àâòîðîâ, âíåñøèõ çíà÷èòåëüíûéâêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Ïîÿâëåíèå ýòîé êíèãè âûçâàëî íîâûé èíòåðåñ ê äàííîìó âî-ïðîñó è ïîñëóæèëî òîë÷êîì â ðàçâèòèè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿðàñïðåäåëåíèé ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Íàõîäèòü òî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì áîëüøîãî ÷èñëà ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí, êàê ïðàâèëî, âåñüìà ñëîæíî äàæå äëÿ ïðî-ñòûõ ðàñïðåäåëåíèé. Òàê, â ïåðâîé ãëàâå ìû èñêàëè òî÷íîåðàñïðåäåëåíèå ñóììû î÷êîâ, âûïàâøèõ íà 6 êîñòÿõ, êîòîðàÿïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó X1+X2 + .. . +X6 âñåãî ëèøü øåñòèñëàãàåìûõ. Òî÷íûå ðàñ÷åòû îêàçàëèñü âåñüìà íåïðîñòûìè, õîòÿðàñïðåäåëåíèÿ ñàìèõ Xi íåñëîæíûå: êàæäàÿ èç ýòèõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1,2, . . . ,6 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè:PfXi = kg = 1/6.Íàì ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðûé àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò, ñâÿçàí-íûé ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.5.1. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ öåëî÷èñëåííîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÏóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò öåëûå íåîòðèöàòåëü-íûå çíà÷åíèÿ 0,1,2, . . . ,m ñ âåðîÿòíîñòÿìè p0,p1, . . . ,pm. �àññìîò-ðèì �óíêöèþ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé zG(z,X) = E(zX) = mXk=0 zk �pk. (5.1)43



�ËÀÂÀ 5Ýòà �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû X.Çàìå÷àíèå. ×àñòü ñëàãàåìûõ â ñóììå (5.1) ìîæåò ðàâíÿòü-ñÿ 0, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè pk = 0.Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà è äëÿ öå-ëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ áåñêîíå÷íîå÷èñëî çíà÷åíèé: G(z,X) = 1Xk=0 zkpk,íî òîãäà ñòåïåííîé ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ íå ïðè âñåõ z. Îäíàêîïðè jzj6 1 òàêèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì ðàâíîìåðíî, òàê êàê1Pk=1pk = 1.Âñþäó â äàëüíåéøåì äëÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . .. . . ,XN áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèåSN = X1+.. .+XN .Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,XN íåçàâèñèìû, òî äëÿ ïðîèç-âîäÿùåé �óíêöèè SN âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâ-íîñòè: G(z,SN) = NYk=1G(z,Xk).Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïðîèçâî-äÿùèõ �óíêöèé.Ïî ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòè pkåñòü íå ÷òî èíîå, êàê êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðàäëÿ ýòîé �óíêöèè â îêðåñòíîñòè 0:p0 =G(0,X), p1 =G0(0,X), . . . , pk = G(k)(0,X)k! , . . . .Çíàÿ ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ, ìîæíî íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå è äðóãèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíû.44



Ñóììèðîâàíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÂû÷èñëèì ïåðâûå äâå ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè:G0(z,X) = mXk=0 kzk�1pk, G00(z,X) = mXk=0 k(k�1)zk�2pk.Ëåãêî âèäåòü, ÷òîG0(1,X) = mXk=0 kpk = EX, G00(1,X) = mXk=0 k(k�1)pk = EX(X�1).Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû X ðàâíà G(z,X) = (1�p+pz)2.Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå X.Î÷åâèäíî, ÷òîG(z,X) = (1�p)2+2p(1�p)z+p2z2.Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòè pk = PfX = kg � ýòî êîý��èöèåíòûïðè zk, òî ïîëó÷àåìp0 = (1�p)2, p1 = 2p(1�p), p2 = p2.Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, èìåþùàÿ çàäàííóþïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0,1,2 ñ âû÷èñëåí-íûìè âûøå âåðîÿòíîñòÿìè.Çàäà÷à 5.2. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû X, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ 0,1, . . . ,n ñ âåðîÿòíîñòÿìèpk = Cknpk(1�p)n�k.Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàçûâàþò áèíîìèàëüíûìñ ïàðàìåòðàìè n 2N è 0 < p < 1. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòüX � B(n,p).Çàäà÷à 5.3. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû X, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ 0,1,2, . . . ñ âåðîÿòíîñòÿìèpk = �k � e��k! ,ãäå �> 0 � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþòðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì � è îáîçíà÷àþòX ��(�). 45



�ËÀÂÀ 5Çàäà÷à 5.4. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïðîèç-âîäÿùèõ �óíêöèé, ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí X1 è X2, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíàñ ïàðàìåòðàìè �1 è �2 ñîîòâåòñòâåííî, òàêæå ðàñïðåäåëåíàïî çàêîíó Ïóàññîíà, íî ñ ïàðàìåòðîì �1+�2.5.2. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ìîìåíòîâ�àññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîéçàäàåòñÿ òàáëèöåé x1 x2 . . . xmp1 p2 . . . pm , (5.2)â êîòîðîé óêàçàíû âñå ðàçëè÷íûå ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíîñòè.Ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xíàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé h, îïðåäåëåí-íàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:g(h,X) = EehX = mXk=1 ehxkpk.Çàìå÷àíèå. Ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ ýòîé �óíêöèè.�àññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì h �óíê-öèè ehX : ehX = 1+ hX1! + h2X22! + . . .+ hnXnn! + . . . .Åñëè �îðìàëüíî âçÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷à-ñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, òî ïîëó÷èìEehX = 1+ EX1! h+ EX22! h2+.. .+ EXnn! hn+.. . .Òàêèì îáðàçîì, ïî �óíêöèè g(h,X), ðàçëîæèâ åå â ðÿä Òåéëîðà,ìîæíî íàéòè mn = EXn, íàçûâàåìûå ìîìåíòàìè ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû X.Çàäà÷à 5.5. Ïóñòü X1, . . . ,XN � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-ëè÷èíû, SN = X1+X2+.. .+XN� ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äîêàæèòå ñâîéñ-òâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè äëÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ìîìåí-46



Ñóììèðîâàíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíòîâ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:g(h,SN) = g(h,X1) �g(h,X2) � . . . �g(h,XN ).Ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíûõ �óíêöèé.Ëåììà 5.1. Ïóñòü �1 < �1 < �2 < �3 < .. . <1 � ïðîèç-âîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Åñëè äëÿ âñåõ �1 < h <1âûïîëíÿåòñÿ �1e�1h+�2e�2h+.. .+�me�mh = 0,òî �1 = �2 = .. . = �m = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ m == 3. Èòàê, ïóñòü �1e�1h+�2e�2h+�3e�3h = 0 (5.3)äëÿ âñåõ h. Ïðîäè��åðåíöèðóåì (5.3) äâàæäû ïî h:�1�1e�1h+�2�2e�2h+�3�3e�3h = 0,�21�1e�1h+�22�2e�2h+�23�3e�3h = 0. (5.4)Ïîäñòàâëÿÿ h = 0 â (5.3), (5.4), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ �1,�2,�3:�1 + �2 + �3 = 0,�1�1 + �2�2 + �3�3 = 0,�21�1 + �22�2 + �23�3 = 0.Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ������ 1 1 1�1 �2 �3�21 �22 �23������� ýòî îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà1. Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðûèçâåñòíî, ÷òî ïðè �1 < �2 < �3 ýòîò îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí 0,çíà÷èò, îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå �1 = �2 = �3 = 0.Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèç-âîëüíîãî m. �1 Ñì., íàïðèìåð, [23, ò. 1, ñ. 578℄. 47



�ËÀÂÀ 5Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíûõ �óíêöèé, ñ�îðìóëèðî-âàííîå â ëåììå, â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîéíåçàâèñèìîñòüþ ýòèõ �óíêöèé.Çàäà÷à 5.6. Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíûõ �óíêöèé,äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ìîìåíòîâ äâóõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ñîâïàäàþò ïðè âñåõ h, òî ýòè ñëó-÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòüïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå. Áîëåå òî-ãî, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîèçâîäÿùèìè �óíêöèÿìè ìîìåíòîâ(à òàêæå ïðîèçâîäÿùèìè �óíêöèÿìè öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí) è ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îêàçûâàåòñÿíåïðåðûâíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ áëèçêèìåæäó ñîáîé, òî áëèçêè è ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè, è îáðàòíî1.5.3. Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèêðàñïðåäåëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÈç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëåäóåò, ÷òîESN = EX1+EX2+.. .+EXN .Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå äëÿíåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáëàäàëè áû ñòîëü æå ïðîñòûìñâîéñòâîì?Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, è îäíîé èç òàêèõ õàðàê-òåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ.Îïðåäåëåíèå 5.1. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçû-âàåòñÿ ÷èñëî DX = E(X�EX)2.Ýòà ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ðàçáðîñà (ðàññåèâàíèÿ) çíà÷åíèé ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ EX. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå1 Òåîðåìû íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé ìîæíî ïîñìîò-ðåòü, íàïðèìåð, â [24, ñ. 51℄ èëè â [29, ò. 1, ñ. 294℄.48



Ñóììèðîâàíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíçàäàíî òàáëèöåé (5.2), òîDX = mXk=1(xk�EX)2pk.Èíîãäà äèñïåðñèþ óäîáíî âû÷èñëÿòü ïî-äðóãîìó, èñïîëüçóÿ òîò�àêò, ÷òî DX = EX2� (EX)2 =m2� (m1)2,ãäå m1, m2 � îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ïåðâîãî è âòîðîãîïîðÿäêîâ.Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñâîéñò-âà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, èìååìDX = E(X�EX)2 = E�X2�2XEX+(EX)2�== EX2�2EX �EX+(EX)2 = EX2� (EX)2.Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà äèñïåðñèè.1. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû DX > 0. Îòñþäà, â ÷àñò-íîñòè, ñëåäóåò íåðàâåíñòâîEX2 > (EX)2.2. Äèñïåðñèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ê ñëó÷àéíîéâåëè÷èíå ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû 
: D(X+ 
) =DX.3. D(
X) = 
2DX � ïðè óìíîæåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàêîíñòàíòó 
 åå äèñïåðñèÿ èçìåíÿåòñÿ â 
2 ðàç.4. Åñëè X1, . . . ,XN � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òîDSN =DX1+.. .+DXN . (5.5)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà ñíà÷àëàïðîâåäåì äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1 è X2. Ââåäåì íîâûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíûY1 = X1�EX1, Y2 = X2�EX2,òîãäà EY1 = EY2 = 0. Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-äàíèÿ, ïîëó÷èìD(X1+X2) = E(X1+X2� (EX1+EX2))2 = E(Y1+Y2)2 == E(Y1)2+2E(Y1Y2)+E(Y2)2 =DX1+DX2+2EY1 �EY2 ==DX1+DX2.Äàëåå ïî èíäóêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí N . �49



�ËÀÂÀ 5Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêèðàñïðåäåëåíèé, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì, ïîäîáíûì ñâîéñòâó (5.5)äèñïåðñèé. Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.�àññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ìîìåíòîâEehSN = NYk=1EehXk .Åå ëîãàðè�ì ðàâåí ln(EehSN ) = NXk=1 ln(EehXk),à ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà îò ln(EehSN ) ðàâíû ñóììå ñîîò-âåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ îò ëîãàðè�ìîâ ïðîèçâîäÿùèõ �óíê-öèé ìîìåíòîâ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ.Çàäà÷à 5.7. Ïðîâåðèòü, ÷òîddh ln(EehX)jh=0 = EX,d2dh2 ln(EehX)jh=0 =DX,d3dh3 ln(EehX)jh=0 = E(X�EX)3.Çàìå÷àíèå. Âû÷èñëåííûå ïðè h = 0 ïðîèçâîäíûå ln(EehX)íàçûâàþò ñåìèèíâàðèàíòàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Îáû÷íîñåìèèíâàðèàíò ïîðÿäêà k îáîçíà÷àþò {k. Òàê, {1 = EX, {2 == E(X�EX)2 =DX, {3 = E(X�EX)3.Çàäà÷à 5.8. Âûðàçèòå ÷åðåç ìîìåíòû ñåìèèíâàðèàíòû ÷åòâåðòî-ãî è ïÿòîãî ïîðÿäêîâ.Çàäà÷à 5.9. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñåìèèíâàðèàíòîâäëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:{k(SN) = {k(X1)+ . . .+{k(XN ).×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè E(X�EX)k íàçûâàþòñÿ öåíòðàëü-íûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà k.Çàäà÷à 5.10. Âûðàçèòå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû äî ïÿòîãî ïîðÿäêàâêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç ìîìåíòû è ÷åðåç ñåìèèíâàðèàíòû.Çàäà÷à 5.11. Pa
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�ëàâà 6ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ×ÅÁÛØÅÂÀ.ÎÒÊËÎÍÅÍÈß ÑÓÌÌ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ6.1. Ñõåìû Áåðíóëëè è ÏóàññîíàÏóñòü A1, . . . ,AN � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Îáî-çíà÷èì pj = P(Aj), qj = P(Aj) = 1�pj.�àññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó �N (!) � ÷èñëî íàñòóïèâøèõñîáûòèé ñðåäè A1, . . . ,AN , åñëè îñóùåñòâèëñÿ ýëåìåíòàðíûéèñõîä !. Äðóãèìè ñëîâàìè, �N (!) � ýòî ÷èñëî ñîáûòèé Ak,êîòîðûì îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò èñõîä !. Ýòó ñëó÷àéíóþâåëè÷èíó óäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç èíäèêàòîðû ñëó÷àéíûõ ñîáû-òèé, à èìåííî:�N (!) = I1(!)+ . . .+ IN (!), Ij(!) = IAj(!).Èç íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü èõ èíäèêà-òîðîâ, ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿè äèñïåðñèè äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷èìE�N = E I1+.. .+E IN = p1+.. .+pN ,D�N =D I1+.. .+D IN = p1q1+.. .+pNqN .Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �N ðàâíàE(z�N ) = NYj=1EzIAj = NYj=1(qj+zpj).Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ïî ñòåïå-íÿì z � ýòî âåðîÿòíîñòè Pf�N (!) = kg.Â ÷àñòíîñòè, åñëè p0 = p1 = .. . = pN = p, q = 1�p, òîE(z�N ) = (q+zp)N = NXk=0CkNpkqN�kzk.Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àåPf!: �N (!) = kg = CkNpkqN�k, 06 k6N .51



�ËÀÂÀ 6Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàçûâàþò áèíîìèàëüíûìñ ïàðàìåòðàìè (N, p), òàê êàê âåðîÿòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå îïðå-äåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì áèíîìà Íüþòîíà äëÿ (p+q)N .Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé Aj íå âñå ðàâíûìåæäó ñîáîé, �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ãðîìîçäêèìè.Îïèñàííàÿ âûøå ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Áåðíóëëè äëÿðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé è ñõåìîé Ïóàññîíà â îáùåì ñëó÷àå.6.2. Íåðàâåíñòâà ×åáûøåâàÂ äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå òåîðåìû, íîñÿùèå èìÿèçâåñòíîãî ðóññêîãî ìàòåìàòèêà Ï.Ë. ×åáûø¼âà (1821�1894),âûïóñêíèêà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ÷ëåíà ìíîãèõ àêàäåìèéìèðà. Ï.Ë. ×åáûø¼â ñîçäàë ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé,áëàãîäàðÿ êîòîðîìó óïðîñòèëèñü è ñòàëè âîçìîæíûìè äîêàçà-òåëüñòâà ìíîãèõ òåîðåì.Ëåììà 6.1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y > 0, " > 0 �ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. ÒîãäàPf!: Y (!)> "g6 EY" . (6.1)Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A= f!: Y (!) > "g. Âîñïîëüçó-åìñÿ òîæäåñòâîì IA(!)+ IA(!) = 1.Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà Y , ïîëó÷èìY (!) =Y (!)IA(!)+Y (!)IA(!).Âòîðîå ñëàãàåìîå íåîòðèöàòåëüíî, à ïåðâîå ìîæíî îöåíèòüñëåäóþùèì îáðàçîì: Y (!)IA(!)> "IA(!).Íî òîãäà EY (!)> E(Y (!)IA(!))> "P(A),îòêóäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �Òåîðåìà 6.1 (íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà). Ïóñòü X � ñëó÷àé-íàÿ âåëè÷èíà, EX = a, " > 0. ÒîãäàPf!: jX(!)�aj> "g6 DX"2 .52



Íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà. Îòêëîíåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÄîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Y = (X�a)2 > 0. Ïðîâîäÿ ïðî-ñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå ëåììû, ïîëó÷èìPfjX�aj> "g = PfY > "2g6 EY"2 = DX"2 . �Ââåäåì åùå îäíó ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàñïðåäåëåíèÿñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå �X =pDX.Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå, òàê æå êàê è äèñïåðñèÿ, ÿâëÿåòñÿõàðàêòåðèñòèêîé ðàññåÿíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íîèìååò òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X.�àññìîòðèì "= t�X , t > 0. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ñëåäó-åò, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèé1, ïðåâûøàþùèõ ïî àáñîëþòíîéâåëè÷èíå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå â t ðàç, íå ïðåâîñõîäèò 1/t2:PfjX�aj> t�Xg6 DXt2�2X = 1t2 ,à âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèé, â t ðàç ìåíüøèõ ñòàíäàðòíîãî, íàîáî-ðîò, áîëüøå 1�1/t2:PfjX�aj < t�Xg> 1� 1t2 .Òåîðåìà 6.2 (ýêñïîíåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà).Äëÿ ëþáîãî h > 0 Pf!: X(!)> "g6 EehXeh" .Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,PfX(!) > "g= PfehX > eh"g.Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ëåììó 6.1 ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Y = ehX ,ïîëó÷èì íóæíîå íåðàâåíñòâî. �Çàìå÷àíèå. Îáà íåðàâåíñòâà óäîáíû äëÿ èçó÷åíèÿ ðàñïðåäå-ëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàê êàê äèñïåðñèèâ ýòîì ñëó÷àå ñêëàäûâàþòñÿ, à ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ìîìåíòîâïåðåìíîæàþòñÿ.1 Îòêëîíåíèåì X (ìîæåò áûòü, íåóäà÷íûé, íî ïðèíÿòûé òåðìèí)íàçûâàþò ðàçíîñòü X�EX. 53



�ËÀÂÀ 66.3. Îòêëîíåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÏðèìåíèì íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ê ñóììàì íåçàâèñèìûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Ïóñòü X1, . . . ,XN � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿêîòîðûõ EXk = ak, DXk = b2k . Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:SN = X1+.. .+XN ,AN = ESN = a1+.. . +aN ,BN =DSN = b21 +.. .+b2N .Òîãäà Pn!: jSN �AN j> tpBNo6 1t2 . (6.2)Â äåéñòâèòåëüíîñòè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âåðîÿòíîñòü (6.2) ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t ìîæíî îöåíèòü ãîðàçäî òî÷íåå.Ïðèìåð 6.1. �àññìîòðèì íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX1, . . . ,XN , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 è �1ñ âåðîÿòíîñòÿìè PfXk = 1g = PfXk =�1g = 12.Äëÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí AN = ESN = 0, BN =DSN =N . Íîòîãäà Pf!: jSN j> tpNg6 1t2 .Â äàííîì ñëó÷àå, êàê ýòî áóäåò ïîêàçàíî íèæå, âåðîÿòíîñòüìîæíî îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé 2e�t2/2, ÷òî ïðè áîëüøèõè äàæå íå ñëèøêîì áîëüøèõ t ãîðàçäî ìåíüøå. Òàê, äëÿ t = 4èìååì 1t2 = 0.0625, à 2e�t2/2 = 0.000671, ïðè t = 5 ñîîòâåòñòâåííî1t2 = 0.04, e�t2/2 = 7.453 �10�6.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîé îöåíêè ïîíàäîáèòñÿ ýêñïîíåí-öèàëüíîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûåâ ïðèìåðå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäå-ëåíèå.Îïðåäåëåíèå 6.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñèììåòðè÷-íîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ñîâïàäàþò ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí Y =�X è X.54



Íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà. Îòêëîíåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÂ ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèé îòäåëüíûõ ñëàãàå-ìûõ Xk ñóììà SN òàêæå èìååò ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå1.Íî òîãäà Pf!: jSN j> kg = 2Pf!: SN > kgäëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà k. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõh > 0 Pn!: jSN j> tpNo6 2EehSNehtpN . (6.3)Âû÷èñëèì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ìîìåíòîâ:EehSN = NYj=1�12eh+ 12e�h�= NYj=1 
hh= (
hh)N ,ãäå 
hh îáîçíà÷àåò êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé ÷èñëà h. Ïåðåïè-øåì (6.3) â âèäåPnjSN j> tpNo6 2e�htpN � (
hh)N = 2f (h).Âûáåðåì òåïåðü h òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü f (h).Ïîñêîëüêó ìèíèìóìû �óíêöèé f (h) è ln f (h) äîñòèãàþòñÿ îäíî-âðåìåííî, òî äîñòàòî÷íî ýòî ñäåëàòü äëÿg(h) = ln f (h) =�htpN +N ln
hh= N��h tpN +ln
hh�.Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ëåãêî âûïèñàòü, íî âèä ýòîãî ðåøåíèÿíåóäîáåí äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: îöåíèòü g(h) ñâåðõó áîëåå ïðîñòîé �óíêöèåé è âû-áðàòü ÷èñëî h, ìèíèìèçèðóþùåå ýòó áîëåå ïðîñòóþ �óíêöèþ.Îáîçíà÷èì " = tpN , òîãäà �óíêöèþ g(h) ìîæíî ïåðåïèñàòüñëåäóþùèì îáðàçîì:g(h) = N(�"h+ln
hh).Âû÷èñëèì ïåðâûå äâå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè ln
hh= u(h):u0(h) = shh
hh , u00(h) = 
h2h� sh2h
h2 h = 1
h2h .1 Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïî÷òè î÷åâèäíî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî �àêòàäëÿ ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáùåãî âèäà ñîäåð-æèòñÿ â ëåììå 8.3 ãëàâû 8. 55



�ËÀÂÀ 6Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ h âûïîëíÿåòñÿ 
hh> 1, òîu(h) = u(0)+hu0(0)+ h22 u00(�h)6 h22 (� 2 (0,1)).Ñëåäîâàòåëüíî, g(h)6N��"h+ h22 � .Âûáåðåì òåïåðü h = ", ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ïðàâóþ ÷àñòüíåðàâåíñòâà. Ïîëó÷èìPnjSN j> tpNo6 2e�N"2/2.Âñïîìèíàÿ òåïåðü, ÷òî " = tpN , ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå íåðà-âåíñòâî PnjSN j> tpNo6 2e�t2/2.Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà áîëååïîëíî èñïîëüçîâàëî íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à èìåí-íî ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ìî-ìåíòîâ, à òàêæå áîëåå ñèëüíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî×åáûøåâà. Ýòî ïîçâîëèëî â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷èòü ãîðàçäîáîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, ÷åì â íåðàâåíñòâå (6.2).Ïðèìåð 6.2. �àññìîòðèì ãåíóýçñêóþ ëîòåðåþ ñ òî÷êè çðåíèÿèãðîêà. Äîïóñòèì, ÷òî èãðîê äåëàåò ñòàâêó íà ïàðó íîìåðîâ (i, j).Âûèãðûø èãðîêà â k-ì òèðàæå ñîñòàâëÿåòXk =8<:270M ñ âåðîÿòíîñòüþ p= 2801 ,0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1�p= 799801 ,ãäå M � ñòàâêà èãðîêà. Îáîçíà÷èì X0k = Xk�M � èçìåíåíèåêàïèòàëà èãðîêà ïîñëå k-ãî òèðàæà, òîãäà ñóììàðíîå èçìåíåíèåêàïèòàëà ïîñëå N òèðàæåé çàïèøåòñÿ êàêS0N = X01+X02+.. .+X0N .ÏîñêîëüêóEX0k = EXk�M = 540801M�M =�2989M ��0.3258M,DX0k =DXk = 2702 �M2pq,�X0k = 270 �Mppq � 13.4747 �M,56



Íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà. Îòêëîíåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíòî ESN 0 ��0.3258 �MN ,�0N =qDS0N � 13.4747 �MpN .Âûáåðåì t > 0. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà èìååìPf!: jS0N �ES0N j < t�0Ng> 1� 1t2 .�àñêðûâ ìîäóëü, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0PfES0N � t�0N < S0N < ES0N + t�0Ng> 1� 1t2 .Äëÿ èãðîêà âàæåí îòâåò íà âîïðîñ: ïðè êàêîì N âåðîÿòíîñòüîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ñóììàðíîãî èçìåíåíèÿ êàïèòàëà (òîåñòü ïðîèãðûøà) áëèçêà ê 1? Íàïðèìåð, åñëè t = 5, òî 1� 1t2 == 0.96. Íî òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 0.96, âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî�0.3258MN �5 �13.4747 �MpN < S0N <<�0.3258MN +5 �13.4747MpN .Íåâûãîäíîñòü èãðû äëÿ îòäåëüíîãî èãðîêà ñòàíîâèòñÿ çàìåò-íîé íå ñðàçó, õîòÿ ÿñíî, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N (N >> (5 �13.47470.3258 )2 = 42763.8) ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòàíîâèòñÿîòðèöàòåëüíîé. Íà ñàìîì äåëå äî ðàçîðåíèÿ ïîíàäîáèòñÿ Nçíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Äëÿ óñòðîèòåëåé ëîòåðåè èãðà âûãîäíà,ïîñêîëüêó ó÷àñòâóþò â êàæäîì ðîçûãðûøå ìíîãî ó÷àñòíèêîâè â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü N èçíà÷àëüíî áîëüøèì.Èçìåíåíèå êàïèòàëà èãðîêà ìîæíî èçîáðàçèòü ãðà�è÷åñêè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç S00 íà÷àëüíûé êàïèòàë èãðîêà. Ïîñëå êàæäîãîòèðàæà, çàêîí÷èâøåãîñÿ ïðîèãðûøåì èãðîêà, êàïèòàë èãðîêàóìåíüøàåòñÿ íà M åäèíèö, ïîñëå âûèãðûøà âîçðàñòàåò ñðàçóíà 269M åäèíèö.Íà ðèñ. 1 ñëó÷àéíàÿ ëîìàíàÿ ïîêàçûâàåò çíà÷åíèå êàïèòàëàèãðîêà ïîñëå êàæäîãî òèðàæà. Ïåðâûå äåñÿòü òèðàæåé, êàê ýòîâèäíî ïî ðèñóíêó, çàêîí÷èëèñü ïðîèãðûøåì, çàòî â ñëåäóþùåìòèðàæå èãðîê âûèãðàë. Åñëè ëîìàíàÿ äîñòèãàåò â êàêîé-ëèáîìîìåíò îñè àáñöèññ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííûé ìîìåíòïðîèçîøëî ðàçîðåíèå èãðîêà. 57



�ËÀÂÀ 6

�èñ. 1. �ðà�èê èçìåíåíèÿ êàïèòàëà èãðîêà ñ ðîñòîì ÷èñëà òèðàæåéÀíàëîãè÷íûé âèä èìåþò òðàåêòîðèè, îïèñûâàþùèå äåÿòåëü-íîñòü ñòðàõîâûõ êîìïàíèé. Íåñêîëüêî ïîçæå ìû ðàññìîòðèìïîäðîáíî çàäà÷ó î ðàçîðåíèè èãðîêà ïðè èãðå â îðëÿíêó, ãäåòàêæå ïîÿâÿòñÿ ïîõîæåãî âèäà òðàåêòîðèè.



�ëàâà 7ÇÀÊÎÍ ÁÎËÜØÈÕ ×ÈÑÅËÂ ýòîé ãëàâå ìû ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ê äîêàçà-òåëüñòâó ïðåäåëüíûõ òåîðåì, êàñàþùèõñÿ ïîâåäåíèÿ àðè�ìåòè-÷åñêîãî ñðåäíåãî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Ôóíêöèè îò áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ ÷àñòî áû-âàþò ¾ïî÷òè ïîñòîÿííûìè¿. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé óòâåðæäåíèÿî ïðåäåëüíîì ïîñòîÿíñòâå êàêèõ-ëèáî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îòíî-ñÿò ê çàêîíàì áîëüøèõ ÷èñåë. Â íàøåé êíèãå ìû ïîçíàêîìèìñÿñ íåñêîëüêèìè òàêèìè óòâåðæäåíèÿìè1. Òåîðåìû ïîäîáíîãî ðîäàî÷åíü âàæíû äëÿ ïðèëîæåíèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîñêîëüêóïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæ-íî ñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðàêòè÷åñêèíåèçìåííûìè è íà ýòîì îñíîâàíèè ñòðîèòü ðàñ÷åòû è ïðîãíîçû.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãèå ïðåäåëüíûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ãëóá-æå ïîíÿòü ñîäåðæàòåëüíóþ ñòîðîíó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îáúÿñ-íÿþò ñìûñë òàêèõ âàæíûõ ïîíÿòèé, êàê âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãîñîáûòèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòèíåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî òà-êèå îáúåêòû ñóùåñòâóþò. Âñåãäà ìîæíî óêàçàòü âåðîÿòíîñòíîåïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû ñ çàäàííûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ2.7.1. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå ×åáûøåâàÏóñòü X1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí.Îáîçíà÷èì SN = SNN = X1+.. .+XNN1 Ñì. ãëàâó 10.2 Ýòîò �àêò ñëåäóåò èç òåîðåìû À.Í. Êîëìîãîðîâà [14, ãë. III, � 4℄.Î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñîáûòèé ñì.òàêæå ãëàâó 10. 59



�ËÀÂÀ 7àðè�ìåòè÷åñêîå ñðåäíåå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. ÒîãäàESN = EX1+.. .+EXNN , DSN = DX1+.. .+DXNN 2 .Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðàñ-ïðåäåëåíèÿõ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ Xk èõ àðè�ìåòè÷åñêîå ñðåä-íåå SN ¾ïî÷òè ïîñòîÿííî¿ â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè N äîñòàòî÷íîâåëèêî, òî çíà÷åíèÿ SN ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò êîíñòàíòû ESN .Òåîðåìà 7.1 (×åáûøåâ). Ïóñòü X1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äèñïåðñèè êîòîðûõðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé 
 > 0: DXk 6 
(k= 1,2, . . .). Òîãäà äëÿ ëþáîãî " > 0 ïðè N !1PnjSN �ESN j> "o! 0. (7.1)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâàPnjSN �ESN j> "o6 DSN"2 = DX1+.. .+DXN"2N 2 6 
N"2N 2 ! 0. �Óòâåðæäåíèå (7.1) òåîðåìû ìîæíî ïåðåïèñàòü èíà÷å:PnjSN �ESN j6 "o! 1 (7.2)ïðè N !1.Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûïîëíåíî(7.1) èëè (7.2), òî ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ çàêîíáîëüøèõ ÷èñåë.Çàìå÷àíèå. Îáà óòâåðæäåíèÿ, (7.1) è (7.2), îçíà÷àþò îäíî:ðàçíîñòü ìåæäó àðè�ìåòè÷åñêèì ñðåäíèì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíè àðè�ìåòè÷åñêèì ñðåäíèì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ýòèõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðîñòîì N ñòðåìèòñÿ ê 0. Â òåîðèè âåðîÿò-íîñòåé äëÿ òàêîãî âèäà ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíîåíàçâàíèå: ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.Îïðåäåëåíèå 7.1. Åñëè 8"> 0 ïðè N !1Pf!: jXN (!)j > "g! 0,òî ãîâîðÿò, ÷òî XN ñõîäÿòñÿ ê 0 ïî âåðîÿòíîñòè, è â ýòîìñëó÷àå ïèøóò XN (!) P�! 0.60



Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåëÒàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî ïåðå�îðìóëèðî-âàòü êàê SN �ESN P�! 0.Ñëåäñòâèå 7.1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . íåçà-âèñèìû, èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèìîæèäàíèåì EXk = a è DXk = �2. Òîãäà äëÿ âñåõ " > 0PfjSN �aj6 "g! 1.Èç ïîñëåäíåãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò, ÷òî àðè�ìåòè÷åñêîå ñðåä-íåå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íàáëþäàåìûõ â íåçàâèñèìûõè ïðîâîäèìûõ â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ îïûòàõ, áëèçêî ê ìàòå-ìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáîì ïðàêòè÷åñêîãîîöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû è ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâàîñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåçàâèñèìûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí (íå îáÿçàòåëüíî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé),åñëè ïîòðåáîâàòü îò íèõ íàëè÷èÿ êîíå÷íûõ ìîìåíòîâ ïåðâîãîè âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû òàêæå âèäíî,÷òî óñëîâèÿ íà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîæíî íåñêîëüêî îñëàáèòü.Ââåäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, îòðàæàþùèå âçàèìíîå âëè-ÿíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äðóã íà äðóãà. Ýòî êîâàðèàöèÿ è êî-ý��èöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èõ îáîçíà÷àþòñîîòâåòñòâåííî 
ov(X,Y ) è �(X,Y ).Îïðåäåëåíèå 7.2. Êîâàðèàöèåé äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX,Y íàçûâàåòñÿ ÷èñëî 
ov(X,Y ) = E(X�EX)(Y �EY ).Îïðåäåëåíèå 7.3. Êîý��èöèåíòîì êîððåëÿöèè äâóõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí X è Y ñ íåíóëåâûìè äèñïåðñèÿìè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî�(X,Y ) = 
ov(X,Y )�X�Y .Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êîâàðèàöèÿ è êîý��è-öèåíò êîððåëÿöèè ðàâíû 0. Åñëè æå 
ov(X,Y ) = 0, òî òàêèåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íàçûâàþò íåêîððåëèðîâàííûìè.Çàäà÷à 7.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåêîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåçàâèñèìûìè.Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íåêîððåëèðîâàííîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíîçíà÷àåò, ÷òî EXY = EX �EY . 61



�ËÀÂÀ 7Çàäà÷à 7.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . .ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû1, èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûåäèñïåðñèè, òî äëÿ íèõ òàêæå ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíî-øåíèå (7.1).Çàäà÷à 7.3. Ïîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 7.1 îñòàíåò-ñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè çàìåíèòüóñëîâèåì 
ov�Xi,Xj�! 0ðàâíîìåðíî ïðè ji� jj !1.7.2. Òåîðåìà Áåðíóëëè. Îòêëîíåíèå ÷àñòîòûíàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ îò åãî âåðîÿòíîñòè×àñòíûì ñëó÷àåì çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òåîðåìàß. Áåðíóëëè, îïóáëèêîâàííàÿ â 1713 ã., íàìíîãî ðàíüøå òåîðåìû×åáûøåâà, è äîêàçàííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ïîäñ÷åòà âåðîÿòíî-ñòåé2.Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü A1,A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-âèñèìûõ ñîáûòèé ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè P(Ak) == p, k = 1,2, . . . , �N(!) � ÷èñëî íàñòóïèâøèõ ñðåäè ïåðâûõN ñîáûòèé Ai. Òîãäà ïðè ëþáîì "> 0 è N !1Pn!: ����N (!)N �p���> "o! 0.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé âåëèêî, òî îòíîñèòåëü-íàÿ ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ñòàíîâèòñÿ áëèçêàê âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé. Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò â ïðàêòè-÷åñêèõ çàäà÷àõ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îöåíêè íåèçâåñòíîéâåðîÿòíîñòè åå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå: p� �N/N .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �N ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóì-ìó íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xk = IAk , äëÿ êîòîðûõEXk = p, DXk = pq, òî ïðèìåíèìà òåîðåìà 7.1, è óòâåðæäåíèåòåîðåìû Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå îáùåé òåîðåìû×åáûøåâà. �1 Ïîïàðíàÿ íåêîððåëèðîâàííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí Xi, Xj (i 6= j) èõ êîâàðèàöèÿ ðàâíà 0.2 Â [1℄ âîñïðîèçâîäèòñÿ ÷àñòü ñî÷èíåíèÿ ß. Áåðíóëëè ¾Èñêóññòâîïðåäïîëîæåíèé¿, ãäå âïåðâûå áûë èçëîæåí çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.62



Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåëÍåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ïîçâîëÿåò òàêæå îöåíèòü îòêëîíåíèÿîòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ îò åãî âåðîÿòíîñòè,à èìåííî:Pn!: ����NN �p���> "o6 D(�N/N)"2 = NpqN 2"2 6 14N 2"2 . (7.3)Ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî D�N == Npq, à âåëè÷èíà pq = p(1�p) ïðè 0 < p < 1 äîñòèãàåò ìàêñè-ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå p= 1/2.Çàìå÷àíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà(7.3) ìîæíî çàìåòíî óñèëèòü. Òàê, â ó÷åáíèêå [30, ñ. 81℄ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:Pn!: ����NN �p���> "o6 2e�2N"2 .Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ß. Áåðíóëëè äîêàçàë ñâîþ òåîðåìóçàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ òåîðåìû Ï. ×åáûøåâà. Âûïèñûâàÿ òî÷íûåçíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåéPfj�N �Npj< N"g= XNp�N"<k<Np+N"CkNpkqN�k (7.4)ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ p, îí îáíàðóæèë, ÷òî áèíîìèàëüíûåâåðîÿòíîñòè áûñòðî óáûâàþò ïðè óäàëåíèè îò Np. Òàê, ïðè p == q = 1/2 âåëè÷èíû áèíîìèàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíû CkN/2N ,ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëàìè CkN .Ïðèâåäåì äëÿ èëëþñòðàöèè òàáëèöó áèíîìèàëüíûõ êîý��è-öèåíòîâ äî N 6 10, èçâåñòíóþ êàê òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ (òàáë.íà ñ. 64).Ìû âèäèì, ÷òî ïîâåäåíèå áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ âñå-ãäà îäèíàêîâî: ñíà÷àëà îíè âîçðàñòàþò, äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíî-ãî çíà÷åíèÿ, à çàòåì óáûâàþò, ïðè ýòîì ñðåäíèå êîý��èöèåíòûçíà÷èòåëüíî áîëüøå îñòàëüíûõ. Åùå áîëåå ýòî çàìåòíî ïðèáîëüøèõ N . Òàê, ïðè N = 20k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10CkN 1 20 190 1140 4845 15 504 38 760 77 520 125 970 167 960 184 756ñðåäíèå 5 êîý��èöèåíòîâ (ìû ó÷ëè èõ ñèììåòðè÷íîñòü) ãîðàçäîáîëüøå âñåõ îñòàëüíûõ. Òàêèì îáðàçîì, âîçâðàùàÿñü ê âåðîÿò-íîñòÿì â ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòîòû óñïåõîâ, çàìå÷àåì, ÷òî çíà÷è-òåëüíàÿ ÷àñòü âñåé âåðîÿòíîñòè ñîñðåäîòî÷åíà âîêðóã çíà÷åíèÿ63



�ËÀÂÀ 7Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10N = 1 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 6 4 15 1 5 10 10 5 16 1 6 15 20 15 6 17 1 7 21 35 35 21 7 18 1 8 28 56 70 56 28 8 19 1 9 36 84 126 126 84 36 9 110 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1k= 10. Òî æå ñàìîå âåðíî è â îáùåì ñëó÷àå. Çàìåòèâ ýòîò �àêò,Áåðíóëëè ñìîã ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü â (7.4) ñòðåìèòñÿ ê 1ïðè N !1.7.3. Âåðîÿòíîñòíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìûÂåéåðøòðàññàÏðèìåíèì çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìûÂåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ïîëèíîìàìè �óíê-öèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå.Ïóñòü f (x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà [0,1℄. Ñîñòàâèì ìíî-ãî÷ëåíû ÁåðíøòåéíàBn(x; f ) = nXk=0Cknxk(1�x)n�kf �kn� .Îáîçíà÷èì ÷åðåç �n ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëèñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà x â îòäåëüíîì èñïûòàíèè. ÒîãäàBn(x; f ) = E f ��nn � .Çàäà÷à 7.4. Ïîêàæèòå, ÷òî:1) åñëè f (x) = x, òî Bn(X; f ) = x;2) åñëè f (x) = x2, òî Bn(x; f ) = (n�1)x2n + xn ,3) åñëè f (x) = ex, òî Bn(x; f ) = (1+x(e1/n�1))n.64



Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåëÒåîðåìà 7.3. Ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ðàâíîìåðíî íà [0,1℄ñõîäÿòñÿ ê f (x) ïðè n!1.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå �óíê-öèè ñëåäóåò, ÷òî:1) f (x) îãðàíè÷åíà è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Mf == max06x61 jf (x)j;2) f (x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [0,1℄.�àññìîòðèì âåëè÷èíó!(Æ; f ) = supjx0�x00j<Æ jf (x0)� f (x00)j,íàçûâàåìóþ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f (x). �àâíîìåð-íàÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè íà îòðåçêå [0,1℄ ýêâèâàëåíòíà òîìó,÷òî !(Æ; f ) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè Æ! 0.Ïîñêîëüêó nPk=0Cknxk(1�x)n�k = 1 ïðè âñåõ x 2 [0,1℄, òîf (x) � nXk=0Cknxk(1�x)n�kf (x).Íî òîãäàf (x)�Bn(x; f ) = nXk=0Cknxk(1�x)n�k(f (x)� f (k/n)).Ñëåäîâàòåëüíî, jf (x)�Bn(x; f )j 6�1+�2,ãäå �1 = Xk: jk�nxj<nÆCknxk(1�x)n�kjf (x)� f (k/n)j,�2 = Xk: jk�nxj>nÆCknxk(1�x)n�kjf (x)� f (k/n)j.Îöåíèì êàæäóþ ñóììó ïî îòäåëüíîñòè:�2 6 2Mf Xk: jk/n�xj>ÆCknxk(1�x)n�k = 2MfPn����nn �x���> Æo66 2Mf D�nn2Æ2 6 2Mf4nÆ2 , 65



�ËÀÂÀ 7�1 60� Xk: jk/n�xj<ÆCknxk(1�x)n�k1A!(Æ; f )6 !(Æ; f ).Òàêèì îáðàçîì, jf (x)�Bn(x; f )j 6 !(Æ; f )+ Mf2nÆ2 .Ïóñòü " > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èç ðàâíî-ìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f (x) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò Æ0òàêîå, ÷òî !(Æ0; f ) < "2 . Âûáåðåì òåïåðü n0 òàê, ÷òîáû ïðè âñåõn > n0 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî Mf2nÆ20 < "2 . Íî òîãäà, íà÷èíàÿñ íîìåðà n0, îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ x 2 [0,1℄jf (x)�Bn(x; f )j < ",òî åñòü ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê �óíê-öèè f (x). �Çàìå÷àíèå. Èç ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü âòîðóþ òåî-ðåìó Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîéïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè.



�ëàâà 8ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ ÑÓÌÌÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍÄî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè âåðîÿòíîñòè, ñâÿçàííûå ñ îò-äåëüíûìè ñóììàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íî èíîãäà ïðèõîäèòñÿèìåòü äåëî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì.Ïóñòü X1(!), X2(!), . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàäàííûõ íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-ñòðàíñòâå (
,A,P). Ââåäåì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí S0(!) = 0,S1(!) = X1(!),S2(!) = X1(!)+X2(!),...SN(!) = X1(!)+ . . . +XN(!),. . . . . . . . . . . . ,íàçûâàåìûõ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S0(!), S1(!), S2(!), . . . áóäåì ðàññìàòðè-âàòü êàê íåêèé ïðîöåññ, ðàçâèâàþùèéñÿ âî âðåìåíè.Çàìå÷àíèå. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âñÿêîå ñåìåéñòâî ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí Xt(!), çàäàííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-ñòâå è çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé t 2T , íàçûâàþò ñëó÷àéíûìïðîöåññîì, à ïåðåìåííóþ t ÷àñòî òðàêòóþò êàê âðåìÿ. Ââåäåííàÿâûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � ýòî ñëó÷àéíûéïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.Åñëè çà�èêñèðîâàòü ýëåìåíòàðíûé èñõîä !, òî ìû ïîëó÷èì÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S0(!), S1(!), S2(!), . . . , íàçûâàå-ìóþ òðàåêòîðèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè(ðàçâèòèå ïðîöåññà âî âðåìåíè) óäîáíî èçîáðàæàòü ãðà�è÷åñêè(ðèñ. 2). Ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè (N ,SN) íàãëÿäíî èçîáðàæàåòèçìåíåíèÿ ñóìì ñ íàêîïëåíèåì ñëàãàåìûõ. Ïðàêòè÷åñêèé èíòå-ðåñ äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâëÿþòçàäà÷è î âåðîÿòíîñòÿõ íàõîæäåíèÿ ñóìì â çàäàííûõ ãðàíèöàõ,à òàêæå î âåðîÿòíîñòÿõ âûõîäà çà êàêóþ-ëèáî ãðàíèöó.67



�ËÀÂÀ 8
�èñ. 2. Ïîâåäåíèå ÷àñòè÷íûõ ñóììÂåðíåìñÿ ê ãåíóýçñêîé ëîòåðåå. Â ïðèìåðå 6.2 ìû îáîçíà÷èëè÷åðåç S00 íà÷àëüíûé êàïèòàë èãðîêà, êîòîðûé äåëàåò ñòàâêó Míà äâà íîìåðà (àìáî) è â ñëó÷àå âûèãðûøà ïîëó÷àåò 270M. Íàðèñ. 1 (ñ. 58) èçîáðàæåíà îäíà èç âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ïðî-öåññà S0o, S01, S02, . . . , ïîêàçûâàþùàÿ èçìåíåíèå êàïèòàëà èãðîêà.Ïðîèãðûø èãðîêà â êàêîì-ëèáî òèðàæå îçíà÷àåò óìåíüøåíèåêàïèòàëà íà M åäèíèö, à âûèãðûø � óâåëè÷åíèå íà 269Måäèíèö. Åñëè ãðà�èê äîñòèãàåò â êàêîé-òî ìîìåíò îñè àáñöèññ,ïðîèñõîäèò ðàçîðåíèå èãðîêà.8.1. Íåðàâåíñòâî À.Í. ÊîëìîãîðîâàÂñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñî ñëó÷àéíûìèâåëè÷èíàìè, îïðåäåëåííûìè íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-ñòâå (
,A,P). Äëÿ êðàòêîñòè èíîãäà áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíòñëó÷àéíûõ âåëè÷èí !.Òåîðåìà 8.1 (íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà). Ïóñòü X1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí. Òîãäà P�!: max16k6n jSk�ESkj> "�6 DSn"2 . (8.1)Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,ìîæíî ñ÷èòàòü EXk = 0 äëÿ ëþáîãî k. Åñëè ýòî íå òàê, òî ìîæíîââåñòè X0k = Xk�EXk, S0k = X01+.. .+X0k,äëÿ êîòîðûõ ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Òîãäà DXk =DX0k = E(X0k)2,68



Íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìóìà ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíè óòâåðæäåíèå òåîðåìû (8.1) ïðèìåò âèäP�!: max16k6n jS0kj> "�6 E(S0n)2"2 . (8.2)2. Ââåäåì ñîáûòèÿF1 = f!: jS1j> "g,F2 = f!: jS1j < ", jS2j> "g,...Fn = f!: jS1j < ", jS2j < ", . . . , jSn�1 < ", jSnj> "g,F0 = f!: jS1j < ", . . . , jSnj < "g.Ýòè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü Fi \Fj = ?, åñëèi 6= j. Êðîìå òîãî, nSk=0Fk = 
. Îáîçíà÷èì Ik(!) = IFk(!), òîãäànPk=0 Ik(!) = 1, à äëÿ ñîáûòèÿF = n[k=1Fk = �!: max16k6n jSkj> "�IF (!) = nPk=1 Ik(!).Çàìåòèì, ÷òî Ik(!) � ýòî �óíêöèÿ îò ÷àñòè÷íûõ ñóììS1,S2, . . . ,Sk, òî åñòü ýòî �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò X1,X2, . . . ,Xkè íå çàâèñÿùàÿ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xk+1, . . . ,Xn.Ëåììà 8.1. Ïðè 16 k6 n è âñåõ !S2k(!) � Ik(!)> "2 � Ik(!).Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïî÷òè î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëü-íî, åñëè !2Fk, òî ýòî âåðíî, ïîñêîëüêó Ik(!) = 0. Åñëè æå !2Fk,òî jSk(!)j> ", Ik(!) = 1, è íåðàâåíñòâî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. �Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òîS2n = (Sk+(Sn�Sk))2 = S2k +2Sk(Sn�Sk)+ (Sn�Sk)2 >> S2k +2Sk(Sn�Sk).69



�ËÀÂÀ 8Íî òîãäàS2n =S2n � nXk=0 Ik> n�1Xk=1 S2nIk+S2nIn> n�1Xk=1 S2k Ik+S2nIn+2 n�1Xk=1 SkIk(Sn�Sk),è â ñèëó ëåììûS2n > "2 nXk=1 Ik+2 n�1Xk=1 SkIk(Sn�Sk).Ïåðåõîäÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì, ïîëó÷èìES2n > "2 nXk=1E Ik+2 nXk=1E�(SkIk)(Sn�Sk)�.Ïîêàæåì, ÷òî âòîðàÿ ñóììà ðàâíà 0. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿâåëè÷èíà SkIk çàâèñèò îò X1, . . . ,Xk, à Sn�Sk � îò Xk+1, . . . ,Xn,òî ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû è äëÿ âñåõ kE�(SkIk)(Sn�Sk)�= E(SkIk)E(Sn�Sk) = 0.Íî òîãäà ES2n > "2P(F),÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �Çàìå÷àíèå. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâà-ëàñü âçàèìíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷òî ïîçâîëèëîïîëó÷èòü ðåçóëüòàò íàìíîãî ñèëüíåå, ÷åì â íåðàâåíñòâå ×åáû-øåâà. Ñðàâíèâàÿ ýòè äâà íåðàâåíñòâà, âèäèì, ÷òî íåðàâåíñòâî×åáûøåâà ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå èç íåðàâåíñòâà Êîë-ìîãîðîâà. 8.2. Íåðàâåíñòâî Ïîëÿ ËåâèÄëÿ ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí âìåñòî íåðàâåí-ñòâà Êîëìîãîðîâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Ï. Ëåâè.Îïðåäåëåíèå 8.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ñèì-ìåòðè÷íî, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è �X èìåþò îäèíàêîâîåðàñïðåäåëåíèå.Ïðèìåð 8.1. �àññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X, ïðèíèìà-þùóþ äâà çíà÷åíèÿ 1 è �1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Íå âûçûâàåòñîìíåíèÿ, ÷òî X ðàñïðåäåëåíà ñèììåòðè÷íî.70



Íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìóìà ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÑ�îðìóëèðóåì äâà ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Ëåììà 8.2. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñèììåòðè÷-íîå ðàñïðåäåëåíèå, òîPfX > 0g = PfX 6 0g> 12.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó fX > 0g [[fX 6 0g =
, òî PfX > 0g+PfX 6 0g> 1.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå ðàâíû â ñèëó ñèììåòðè÷-íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû. �Ëåììà 8.3. Åñëè X,Y � íåçàâèñèìûå ñèììåòðè÷íî ðàñ-ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z == X+Y òàêæå èìååò ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,PfZ = zg=Xx PfX = x,Y = z�xg=Xx PfX = xgPfY = z�xg==Xx Pf�X = xgPf�Y = z�xg= Pf�X�Y = zg= Pf�Z = zg.�Òåîðåìà 8.2 (íåðàâåíñòâî Ïîëÿ Ëåâè). Ïóñòü X1, . . . ,Xn �íåçàâèñèìûå ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-íû, òîãäà äëÿ âñåõ a âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîPfSn > ag6 P�!: max16k6nSk > a�6 2PfSn > ag. (8.3)Äîêàçàòåëüñòâî. Â èäåéíîì ïëàíå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåí-ñòâà Ëåâè ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà.Ââåäåì ñîáûòèÿD1 = f!: S1(!)> ag,D2 = f!: S1(!) < a, S2(!)> ag,...Dn = f!: S1(!) < a, . . . , Sn�1(!) < a, Sn(!)> ag, 71



�ËÀÂÀ 8D = n[k=1Dk = �!: max16k6nSk > a� .Ñîáûòèÿ D1, . . . ,Dn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ââåäåì òàêæåñîáûòèÿ E1 = f!: Sn(!)�S1(!)> 0g,E2 = f!: Sn(!)�S2(!)> 0g,...En�1 = f!: Sn(!)�Sn�1(!)> 0g,En = Dn.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k 6 n� 1 ñîáûòèÿ Dk îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëó-÷àéíûì âåëè÷èíàì X1, . . . ,Xk, à ñîáûòèÿ Ek � ïî ñëó÷àéíûìâåëè÷èíàì Xk+1, . . . ,Xn. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè íåçàâèñèìû. �àñ-ñìîòðèì íîâûå ñîáûòèÿCk = Dk\Ek �Dk, 16 k6 n�1, Cn = Dn\En = Dn.Çàìåòèì, ÷òî, êàê è ñîáûòèÿ Dk, ñîáûòèÿ Ck ïîïàðíî íå ïåðåñå-êàþòñÿ.Åñëè ! 2 Ck (k 6 n� 1), òî Sk(!) > a, Sn � Sk > 0, íî ýòîîçíà÷àåò, ÷òî Sn(!) > a, ñëåäîâàòåëüíî, Ck � f!: Sn(!) > ag. Íîòîãäà n[k=1Ck � f!: Sn(!)> ag.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òînXk=1P(Ck)6Pf!: Sn(!)> ag. (8.4)�àññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (8.4). Èç íåçàâèñèìîñòè Dkè Ek ïîëó÷èìnXk=1P(Ck) = P(Cn)+ n�1Xk=1P(Ck) = P(Cn)+ n�1Xk=1P(Dk)P(Ek).72



Íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìóìà ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÏîñêîëüêó èç ëåìì ñëåäóåò, ÷òî P(Ek)> 12 , òînXk=1P(Ck)> 12 n�1Xk=1P(Dk)+P(Dn)!= 12P(D).Ó÷èòûâàÿ ýòî, èç (8.4) ïîëó÷àåì12P(D) 6 PfSn > ag.Óìíîæèâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà 2, ïðèõîäèì ê (8.3), ÷òîè äîêàçûâàåò òåîðåìó. �Ñëåäñòâèå 8.1. Åñëè a> 0, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîP�max16k6n jSkj> a�6 2PfjSnj> ag. (8.5)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó�!: max16k6n jSkj> a� =�!: maxk Sk > a�[�!: mink Sk 6�a� ,òî P�maxk jSkj> a�6 P�maxk Sk > a�+P�mink Sk 6�a� .Ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ýòîé ñóììû ìîæíî íåïîñðåäñòâåííîïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû, âòîðîå æå ïðèäåòñÿ îöåíèâàòü.Íàðÿäó ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Xk ðàññìîòðèì òàêæåX0k =�Xk è èõ ñóììû S0k =�Sk, 16 k6 n. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñèì-ìåòðè÷íîñòü ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷èìP�mink Sk 6�a�= P�maxk (�Sk)> a� = P�maxk S0k > a�66 2PfS0n > ag = 2PfSn 6�ag.Ñëåäîâàòåëüíî,P�maxk jSkj> a�6 2PfSn > ag+2PfSn 6�ag= 2PfjSnj> ag.�Çàìå÷àíèå. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íåðàâåí-ñòâî Ëåâè (8.3) äàåò îöåíêó, èìåþùóþ ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê73



�ËÀÂÀ 8ïî a. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñðàâíèâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòèíåðàâåíñòâà.Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ëåâè äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðå-íèÿ îäíîãî èç èãðîêîâ â îðëÿíêó.Ïðèìåð 8.2. Ïóñòü À è Â � äâà èãðîêà, íà÷àëüíûå êàïèòàëûêîòîðûõ ñîñòàâëÿþò a è b ðóáëåé ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü èãðîê Àèãðàåò ñ áåñêîíå÷íî áîãàòûì ïðîòèâíèêîì, ò. å. b =1. Ñ âåðîÿò-íîñòüþ p = 1/2 èãðîê À â êàæäîé èãðå ìîæåò âûèãðàòü 1 ðóáëüè ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1/2 ïðîèãðàòü òàêóþ æå ñóììó.Îáîçíà÷èì Sk = X1+.. .+Xk � ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêà Àïîñëå N èãð.Èçìåíåíèå âûèãðûøà óäîáíî èçîáðàæàòü ãðà�è÷åñêè ñ ïî-ìîùüþ òðàåêòîðèé, êîòîðûå âûõîäÿò èç 0 è â êàæäûé ìîìåíòâðåìåíè ìîãóò ñìåùàòüñÿ íà åäèíèöó ââåðõ èëè âíèç. Ïðèìåðòàêîé òðàåêòîðèè ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 3. �àçîðåíèå èãðîêà íàñòó-ïàåò â òîò ìîìåíò, êîãäà òðàåêòîðèÿ äîñòèãàåò óðîâíÿ �a, ò. å.êîãäà âïåðâûå Sk =�a.

�èñ. 3. Ê çàäà÷å î ðàçîðåíèè èãðîêàÂåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ äî ìîìåíòà N åñòü Pn min16k6NSk 6�ao.Ïîñêîëüêó P� min16k6NSk 6�a� = P� max16k6NSk > a� ,74



Íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìóìà ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíòî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ëåâè, ïîëó÷èìP� min16k6NSk 6�a�6 2PfSN > ag.Òàêèå âåðîÿòíîñòè ìû óìååì îöåíèâàòü (ñì. ãëàâó 6), à èìåííî:ïðè a = tpNP� min16k6NSk 6�tpN�6 2PnSN > tpNo6 2e�t2/2.Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçüìåì êîíêðåòíûå ÷èñëà: t = 4, N = 625.Òîãäà 2e�t2/2 � 0.0007, çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ çà 625 èãðïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå âñåãî ëèøü â 100 ðóáëåé î÷åíüíåâåëèêà.Ñèòóàöèè, êîãäà ïðîèñõîäèò èãðà ñ áåñêîíå÷íî áîãàòûì ïðî-òèâíèêîì, âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Òàê â êàçèíî êàæäûé èçèãðîêîâ èãðàåò ïðîòèâ êàçèíî, êàïèòàëû êîòîðîãî ìíîãî áîëüøåêàïèòàëà îòäåëüíîãî èãðîêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñòðîèòåëèêàçèíî èãðàþò ñ áîëüøèì ÷èñëîì èãðîêîâ, ñóììàðíûé êàïèòàëêîòîðûõ òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèì. Àíàëîãè÷íîåçàìå÷àíèå êàñàåòñÿ òàêæå äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîìïàíèé.



�ëàâà 9ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ ÒÅÎ�ÈÈÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ9.1. Îáùåå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîãîïðîñòðàíñòâàÂ ãëàâå 1 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà(
,A,P)êàê òðîéêè ýëåìåíòîâ, â êîòîðîé:� 
 � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ !;� A � êëàññ ïîäìíîæåñòâ 
, êîòîðûå â äàëüíåéøåì íàçûâàëèñüñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè;� P � âåðîÿòíîñòü èëè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé � íåîòðè-öàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà A.Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà,â êîòîðûõ ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ êîíå÷íî:
= f!1, . . . ,!sg,êëàññ A � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ 
, à �óíêöèÿ Pîïðåäåëÿëàñü êàê P(A) =X!2Ap(!),ãäå p(!)> 0 äëÿ âñåõ ! è P(
) = 1, P(?) = 0.Äëÿ òàêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëó÷àéíûå âåëè÷è-íû � ýòî ëþáûå �óíêöèè, çàâèñÿùèå îò ýëåìåíòàðíîãî èñ-õîäà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ëþáîé ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íî, òî ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõîæèäàíèé âûâîäèëèñü áåç îñîáîãî òðóäà è â äîêàçàòåëüñòâàõýòèõ ñâîéñòâ ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü êîíå÷íîñòü ñóìì.Äîêàçàòåëüñòâà è �îðìóëèðîâêè îñòàëüíûõ òåîðåì (íåðàâåíñòâà×åáûøåâà, Êîëìîãîðîâà, Ëåâè, ïðåäåëüíûå òåîðåìû) áûëè ïðè-âåäåíû â �îðìå, ñïðàâåäëèâîé â îáùåì ñëó÷àå.Ïåðåéäåì ê îáùåìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-ñòâà. Ïî-ïðåæíåìó 
 � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ !,íî òåïåðü óæå ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè.76



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÏîäìíîæåñòâà 
 ïî-ïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìèáóêâàìè íà÷àëà ëàòèíñêîãî àë�àâèòà: A, B,C, D, . . . , êëàññû ïîä-ìíîæåñòâ � ðóêîïèñíûìè çàãëàâíûìè áóêâàìè A, B, C,D, . . . .Â îáùåé òåîðèè íàì âñòðåòÿòñÿ ñëåäóþùèå êëàññû ïîäìíî-æåñòâ 
:1) ðàçáèåíèÿ (êîíå÷íûå èëè ñ÷åòíûå);2) ïîëóêîëüöà è ïîëóàëãåáðû;3) àëãåáðû;4) �-àëãåáðû1.Îïðåäåëåíèå 9.1. Íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà A1,A2, . . . îáðàçó-þò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A, åñëè îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ(Ai\Aj =?, åñëè i 6= j) è A=Si Ai.�àçáèåíèå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî ñîñòîèò èç êîíå÷-íîãî íàáîðà ïîäìíîæåñòâ A1, . . . ,An, è ñ÷åòíûì, åñëè ýëåìåíòûýòîãî ðàçáèåíèÿ A1,A2, . . . ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíîçíà÷-íîå ñîîòâåòñòâèå ñ íàòóðàëüíûì ðÿäîì.Îïðåäåëåíèå 9.2. Êëàññ A ïîäìíîæåñòâ 
 íàçûâàåòñÿ àë-ãåáðîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) 
 2A;2) åñëè A2A, òî A2A;3) åñëè A, B 2A, òî A[B 2A.Äðóãèìè ñëîâàìè, êëàññ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà 
 îáðàçóåòàëãåáðó, åñëè îí ñîäåðæèò äîñòîâåðíîå ñîáûòèå è åñëè îïåðàöèèâçÿòèÿ äîïîëíåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé íå âûâîäÿò èç ýòîãîêëàññà.Çàäà÷à 9.1. Äîêàæèòå, ÷òî1) íåâîçìîæíîå ñîáûòèå ? 2A;2) åñëè A, B 2A, òî A\B, A4B, AnB 2A;3) åñëè A1, . . . ,An 2 A, òî nSi=1Ai, nTi=1Ai 2 A äëÿ ëþáîãî íàòó-ðàëüíîãî n.Îïðåäåëåíèå 9.3. Êëàññ A íàçûâàåòñÿ �-àëãåáðîé, åñëèâûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:1) 
 2A;1 ×èòàåòñÿ êàê ¾ñèãìà-àëãåáðû¿. 77



�ËÀÂÀ 92) åñëè A2A, òî A2A;3) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé A1,A2, . . . 2 A âû-ïîëíåíî 1Si=1Ai 2A.Çàäà÷à 9.2. Äîêàæèòå, ÷òî1) âñÿêàÿ �-àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé,2) �-àëãåáðà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ è ñ÷åòíûõïåðåñå÷åíèé.Îïðåäåëåíèå 9.4. Êëàññ S ïîäìíîæåñòâ 
 îáðàçóåò ïîëó-êîëüöî, åñëè âûïîëíåíû ñâîéñòâà:1) ? 2 S;2) åñëè A,B 2 S, òî A\B 2 S;3) äëÿ ëþáûõ A,A1 2 S òàêèõ, ÷òî A1 � A, ñóùåñòâóåò êîíå÷-íîå ðàçáèåíèå A, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî âõîäÿò â S è îäíèì èçýëåìåíòîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ A1.Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî â îïðåäåëåíèè ïîëóêîëüöàìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ïî-äðóãîìó: ðàçíîñòü AnA1 ëþáûõ äâóõýëåìåíòîâ ïîëóêîëüöà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáú-åäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ Ai 2 S.Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñàìà ýòà ðàçíîñòü ïîëóêîëüöó ìîæåò è íåïðèíàäëåæàòü. Êðîìå òîãî, ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿíå åäèíñòâåííûì.Ïîëóêîëüöî ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ, êàê ìû ýòî óâèäèì íèæå,î÷åíü ïîëåçíûì òåõíè÷åñêèì ñðåäñòâîì ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèèìåðû.�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóå-ìûõ ïîëóêîëåö.Ïðèìåð 9.1. Êëàññ S ïîëóèíòåðâàëîâ [a;b) (a6 b) íà ÷èñëî-âîé ïðÿìîé îáðàçóåò ïîëóêîëüöî.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a = b, òî [a;b) = ? è, ñëåäîâàòåëüíî,íåâîçìîæíîå ñîáûòèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ýòîãî êëàññà. Ëåãêîâèäåòü, ÷òî íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîëóèíòåðâàëîâ äàííîãîâèäà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëóèíòåðâàëîì èç S, à ðàçíîñòü äâóõïîëóèíòåðâàëîâ, îäèí èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, ïðåäñòà-âèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿïîëóèíòåðâàëîâ.Ïðèìåð 9.2. Êëàññ S ïðÿìîóãîëüíèêîâ [a;b)� [
;d) íà ïëîñ-êîñòè (a6 b, 
 6 d) îáðàçóåò ïîëóêîëüöî (ðèñ. 4).78



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

�èñ. 4. Ïîëóêîëüöî ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòèÏðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.Ýòîò ïðèìåð ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn , ãäå â êà÷åñòâå ïîëóêîëüöà ìîæíîðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.Ïîíÿòèå ïîëóèíòåðâàëîâ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé,êîãäà ýëåìåíòàìè 
 ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè.Ïðèìåð 9.3. Ïîëóêîëüöî ïîëóèíòåðâàëîâ â C [0;1℄ � ìíîæå-ñòâå âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0;1℄ �óíêöèé.Âûáåðåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê: 06 t1 < t2 < .. . < tn 6 1,è ñòîëüêî æå ïðîèçâîëüíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ: [ai;bi) (16 i 6 n).Ïîäìíîæåñòâà â C [0;1℄ âèäàff (t): a1 6 f (t1) < b1; a2 6 f (t2) < b2; . . . , an 6 f (tn) < bng (9.1)îáðàçóþò ïîëóêîëüöî. Ýòè ïîäìíîæåñòâà C [0;1℄ òàêæå íàçûâàþòïîëóèíòåðâàëàìè. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû íåñêîëüêî �óíêöèé,ïîïàâøèõ â ïîëóèíòåðâàë.Îïðåäåëåíèå 9.5. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîìñ åäèíèöåé, åñëè 
 2 S.Çàìå÷àíèå. Â ïðèìåðå 9.1, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëóêîëüöî ñ åäè-íèöåé, íàäî äîáàâèòü ïîëóèíòåðâàëû âèäà(�1;b), [a;+1), (�1;+1),òî åñòü ðàçðåøèòü a, b ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-ùèå íåðàâåíñòâó �16 a6 b 6+1.Ïîëóêîëüöî ñ åäèíèöåé òàêæå íàçûâàþò ïîëóàëãåáðîé. 79



�ËÀÂÀ 9

�èñ. 5. Ïîëóèíòåðâàëû �óíêöèé9.1.1. Ïîðîæäåííûå àëãåáðû è �-àëãåáðûËåììà 9.1. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà E ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííàÿ àëãåáðà A0 òàêàÿ, ÷òî E � A0 è äëÿ ëþáîéàëãåáðû A1, ñîäåðæàùåé E , A0 �A1.Òàêóþ àëãåáðó A0 áóäåì îáîçíà÷àòü A(E) è íàçûâàòü àëãåá-ðîé, ïîðîæäåííîé êëàññîì E .Ñ�îðìóëèðóåì àíàëîãè÷íóþ ëåììó è äëÿ �-àëãåáð.Ëåììà 9.2. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà E ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííàÿ �-àëãåáðà B0 òàêàÿ, ÷òî E � B0 è äëÿ ëþáîé�-àëãåáðû B1, ñîäåðæàùåé E , âûïîëíÿåòñÿ B0 � B1.B0 íàçûâàþò �-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé êëàññîì E , ýòî íàè-ìåíüøàÿ �-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ êëàññ E .Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ëåììû, âòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿàíàëîãè÷íî.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïåðåñå÷åíèå àë-ãåáð ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.Ïóñòü A1,A2 � äâå àëãåáðû. Îáîçíà÷èì A=A1\A2.Ïóñòü A,B 2 A, íî òîãäà A,B 2 A1, A, B 2 A2 è â ñèëó80



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéîïðåäåëåíèÿ àëãåáðû ñîáûòèÿ 
, A, A[B ïðèíàäëåæàò îäíî-âðåìåííî îáåèì àëãåáðàì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæàò èõïåðåñå÷åíèþ A. Çíà÷èò, A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.Äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîã-äà ïåðåñå÷åíèå Tt2TAt áåðåòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì t èç íåïóñòîãîìíîæåñòâà T , êîòîðîå ìîæåò ñîäåðæàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî òî÷åê.2. Îïðåäåëèì òåïåðü A0 êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ àëãåáð, ñîäåð-æàùèõ E . Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî êëàññà ïîäìíîæåñòâ E âñåãäàíàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ E (íàïðèìåð, àë-ãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ 
), òî ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî íåïóñòîéñèñòåìå àëãåáð è, ñëåäîâàòåëüíî, A0 � ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðà,ñîäåðæàùàÿ E . �Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íè÷åãî íå ãîâîðèò î êîíñòðóêöèèàëãåáð, ïîðîæäåííûõ êàêèì-ëèáî êëàññîì ïîäìíîæåñòâ. ×òîáûðàçîáðàòüñÿ â ýòîì âîïðîñå, ðàññìîòðèì ðÿä ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 9.4. Àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ êîíå÷íûì ðàçáèåíèåì 
.Ïóñòü 
= A1[A2[ . . .[An, Ai\Aj =? (i 6= j). Òîãäà íàèìåíü-øàÿ àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ äàííîå ðàçáèåíèå, äîëæíà ñîäåðæàòüñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà 
:1) ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ?;2) êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ: A1, A2, . . . , An;3) îáúåäèíåíèÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ: Ai[Aj;4) îáúåäèíåíèÿ ëþáûõ òðåõ ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ: Ai[Aj[Ak;...5) îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ A1 [ A2 [ . . . [[An =
.Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ýëåìåíòîâ äîëæíî áûòü1+C1n +C2n +C3n +.. .+Cn�1n +1 = 2n.Òàê, íàïðèìåð, ðàçáèåíèå, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ,ïîðîæäàåò àëãåáðó èç 16 ýëåìåíòîâ.Çàìå÷àíèå. Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñÿêàÿêîíå÷íàÿ àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ðàçáèåíèåì, çíà÷èò,÷èñëî åå ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ðàâíûì òîëüêî ñòåïåíè ÷èñëà 2.Ïðèìåð 9.5. Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå äâà ïîäìíîæåñòâà
, îòëè÷íûå îò ?,
. �àçáåðåì, êàê óñòðîåíà ìèíèìàëüíàÿ81



�ËÀÂÀ 9àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ A è B. Åñëè A=B, òî ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðàñîäåðæèò 4 ýëåìåíòà è ðàâíàA= f?,
,A,Bg.Ïóñòü òåïåðü ïîäìíîæåñòâà A è B òàêîâû, ÷òî A\B 6= ?, à A[[B 6=
. Ñ ýòèìè ñîáûòèÿìè ñâÿæåì ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå 
:E = nAB; AB; AB; ABo ,êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ìèíèìàëüíîéàëãåáðå, ñîäåðæàùåé A è B. Ïîðîæäåííàÿ ýòèì ðàçáèåíèåìàëãåáðà A(E) ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíîé àëãåáðîé A, ñîäåðæàùåéA è B. Ñëåäîâàòåëüíî, A ñîñòîèò èç 16 ýëåìåíòîâ. Â îáùåìñëó÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî A ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç 24 == 16 ýëåìåíòîâ.Çàäà÷à 9.3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñîáûòèé A è B òàêèõ, ÷òî ìèíè-ìàëüíàÿ àëãåáðà A, ñîäåðæàùàÿ äàííûå ñîáûòèÿ, ñîñòîèò èç8 ýëåìåíòîâ.Ñòîëü æå ïðîñòî îïèñûâàþòñÿ àëãåáðû, ïîðîæäåííûå ïîëó-êîëüöîì ñ åäèíèöåé.Çàäà÷à 9.4. Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ïîëóêîëüöîìñ åäèíèöåé, ñîñòîèò èç âñåõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ïîïàðíîíåïåðåñåêàþùèõñÿ ýëåìåíòîâ ïîëóêîëüöà.9.1.2. Áîðåëåâñêèå �-àëãåáðû ìíîæåñòâÏóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñîâïàäàåòñ s-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì: 
= Rs . Â ýòîì ñëó÷àåàëãåáðû (�-àëãåáðû) ñîáûòèé ñâÿçûâàþòñÿ ñ íàèáîëåå òèïè÷-íûìè ïîäìíîæåñòâàìè Rs , âñòðå÷àþùèìèñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîìàíàëèçå.Ïðèìåð 9.6. �àññìîòðèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé (s = 1) ïîëó-êîëüöî ïîëóèíòåðâàëîâ ñ 1.Íàèìåíüøàÿ �-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå ïîëóèíòåðâàëû âèäà[a;b), ãäå �16 a6 b 6 +1, íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé è îáîçíà-÷àåòñÿ B1 èëè B. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíûåèíòåðâàëû è îòðåçêè ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïðèíàäëåæàò áîðåëåâñêîé82



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé�-àëãåáðå. Äåéñòâèòåëüíî,(a;b) = 1[n=1ha+ 1n ;b� ,[a;b℄ = 1\n=1ha;b+ 1n� .Ïîñêîëüêó âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâàíåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, òî âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà òàê-æå ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè, à çíà÷èò, è èõ äîïîëíåíèÿ, çàìêíó-òûå ìíîæåñòâà, òîæå áîðåëåâñêèå.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B2:êàê íàèìåíüøàÿ �-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ïðÿìîóãîëüíèêè â R2 .Áîðåëåâñêèå àëãåáðû â Rs ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííîé îáëàñòüþîïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.9.1.3. Âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, èëè ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåéÝòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí òðåòüåé ñîñòàâëÿþùåé, âõîäÿùåéâ îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, � âåðîÿòíîñòíîéìåðå, èëè ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé P. Ïåðâîå íàçâàíèå ñâÿ-çàíî ñ îáùèì ïîíÿòèåì ìåðû â �óíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. È òîòè äðóãîé òåðìèí îáùåïðèíÿòû â âåðîÿòíîñòíîé ëèòåðàòóðå.Îïðåäåëåíèå 9.6. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ P(A), îïðåäåëåííàÿ íàA, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé (âåðîÿòíîñòüþ), åñëè� P(A)> 0 (8A2A);� P(
) = 1;� âûïîëíåíî ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè: äëÿ ëþáîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé A1,A2, . . .�1Si=1Ai 2A� P 1[i=1An!= 1Xi=1 P(An).Çàìå÷àíèå. Â ýòîì îïðåäåëåíèè êëàññ A ìîæåò áûòü ïîëóàë-ãåáðîé (ïîëóêîëüöîì ñ åäèíèöåé), àëãåáðîé, �-àëãåáðîé. 83



�ËÀÂÀ 9Çàäà÷à 9.5. Ïîêàæèòå, ÷òî1) P(?) = 0;2) äëÿ âåðîÿòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî êîíå÷íîé àääèòèâ-íîñòè;3) âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè 4�7, ïðèâåäåííûåâ ãëàâå 3.Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó, î÷åíü âàæíóþ äëÿïîñòðîåíèÿ âñåé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.Òåîðåìà 9.1 (î ïðîäîëæåíèè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû). ÏóñòüP � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, çàäàííàÿ íà ïîëóêîëüöå ñ åäè-íèöåé S. Òîãäà ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäíà, âåðî-ÿòíîñòíàÿ ìåðà P1, îïðåäåëåííàÿ íà �-àëãåáðå B(S), ïî-ðîæäåííîé S, è òàêàÿ, ÷òî 8A 2 S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîP(A) = P1(A).Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà ìîæåòáûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíà ñ ïîëóêîëüöà ñ åäè-íèöåé íà íàèìåíüøóþ �-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ ýòî ïîëóêîëüöî1.Èç àêñèîì â îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè ìîæíî âûâåñòè äðóãèåâàæíûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿò-ñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 9.3. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî è A, A1, . . . ,Am 2 S,ïðè÷åì âñå Ai � A, Ai \Aj = ?, åñëè i 6= j. Òîãäà íàéäóòñÿAm+1, . . . ,An 2 S òàêèå, ÷òî ñîáûòèÿ A1, . . . ,Am,Am+1, . . . ,Anîáðàçóþò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå A.Ýòî óòâåðæäåíèå ïî÷òè î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç îïðå-äåëåíèÿ ïîëóêîëüöà.Ëåììà 9.4. Ïóñòü P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, îïðåäåëåííàÿíà ïîëóêîëüöå S ñ åäèíèöåé, A, A1, . . . ,Am � ñîáûòèÿ, óäîâëå-òâîðÿþùèå óñëîâèþ ïðåäûäóùåé ëåììû, òîãäàP(A)> mXj=1 P(Aj).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèì A1, . . . ,Am äî ðàçáèåíèÿ A,à èìåííî: A1, . . . ,Am,Am+1, . . . ,An. Òîãäà èç ñâîéñòâà ñ÷åòíîé1 Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â ó÷åáíèêàõ [26; 30℄.84



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéàääèòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òîP(A) = nXj=1 P(Aj)> mXj=1 P(Aj). �Ëåììà 9.5. Ïóñòü A� nSj=1Aj, A, A1, . . . ,An � ýëåìåíòû ïîëó-êîëüöà ñ åäèíèöåé S. ÒîãäàP(A)6 nXj=1 P(Aj).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñîáûòèå A â ñëåäóþùåì âèäå:A= n[j=1(A\Aj).Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóêîëüöà ñëåäóåò, ÷òî ñîáûòèÿ Bj =A\Aj 2 S.�àññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ñëó÷àé n = 2:A= B1[B2 = B1[ (B2\B1).Òàê êàê S � ïîëóêîëüöî ñ åäèíèöåé, òî â ñèëó ëåììû 9.3 äëÿB1 = 
rB1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ðàçáèåíèåB1 = C1[ . . .[Cl,òàêîå, ÷òî âñå Ci 2 S. Íî òîãäàB2\B1 = l[i=1(B2\Ci).Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ A ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ðàçáèåíèåA= B1[ (B2\C1)[ . . . (B2\Cl),âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ïîëóêîëüöó S. Íî òîãäàâ ñèëó ëåììû 9.4P(A) = P(B1)+ lXi=1 P(B2\Ci)6 P(B1)+P(B2).Ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâàäëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. �85



�ËÀÂÀ 9Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà ïîëóêîëüöå(àëãåáðå), ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíà íàïîðîæäåííóþ ýòèì ïîëóêîëüöîì (àëãåáðîé) �-àëãåáðó, òî â äàëü-íåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòèÿâëÿåòñÿ �-àëãåáðà.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âàæíûõ ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû,îïðåäåëåííîé íà �-àëãåáðå A.Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü A1 � A2 � . . . � An � An+1 � . . . 2 A �íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, A == 1Sn=1An, òîãäà P(A) = limn!1P(An).Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü B1 � B2 � . . . � Bn � Bn+1 � . . . 2 A �íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, B == 1Tn=1Bn. Òîãäà P(B) = limn!1P(Bn).Ñâîéñòâî 3. Åñëè A= 1Sn=1An, An 2A, òî P(A)6 1Pn=1P(An).Çàìå÷àíèå. Ýòè ñâîéñòâà âûòåêàþò èç ñâîéñòâà ñ÷åòíîéàääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, îïðåäåëåííîé íà �-àëãåáðå.Ïåðâûå äâà íàçûâàþòñÿ ñâîéñòâàìè íåïðåðûâíîñòè ïî ìîíî-òîííûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñîáûòèé, òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõìîæíî ñ÷èòàòü A= limn!1An, B = limn!1Bnè ñ�îðìóëèðîâàòü äàííûå ñâîéñòâà â äðóãîì âèäå:P� limn!1An� = limn!1P(An), P� limn!1Bn� = limn! P(Bn).Èíîãäà â îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääèòèâ-íîñòè çàìåíÿþò äâóìÿ ñâîéñòâàìè: êîíå÷íîé àääèòèâíîñòüþè íåïðåðûâíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïî óáûâàþùåé ê ? ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ñîáûòèé1.Ñâîéñòâî 3 íàçûâàþò ñâîéñòâîì ïîëóàääèòèâíîñòè âåðî-ÿòíîñòè.Äîêàæåì ñâîéñòâî 1.1 Ñì., íàïðèìåð, [28, ñ. 22�23℄.86



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÄîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì A= 1Sn=1An â âèäå îáúåäèíåíèÿïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé Bn:B1 = A1, B2 = A2 nA1, B3 = A3 nA2, . . . , Bn = An nAn�1, . . . .Ïîêàæåì, ÷òî A= 1Sn=1Bn è AN = NSn=1Bn. Äåéñòâèòåëüíî,A2 = B1[B2, A3 = A2[B3 = B1[B2[B3, . . . .Ñëåäîâàòåëüíî,P(A) = 1Xn=1P(Bn) = limN!1 NXn=1P(Bn) = limN!1P N[n=1Bn!= limN!1P(AN ).�Ñâîéñòâî 2 âûâîäèòñÿ èç ñâîéñòâà 1, åñëè ââåñòè íåóáûâàþ-ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèéA1 = B1, A2 = B2, . . . , An = Bn, . . . .Äîêàæåì ñâîéñòâî 31.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà ïðåäñòàâèì ñîáûòèå A â âèäå îáú-åäèíåíèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåìB1 = A1, B2 = A2 nA1, B3 = A3 n (A1[A2), . . . , Bn = An/n�1[i=1Ai.Ïîêàæåì, ÷òî 1[n=1An = 1[n=1Bn. (9.2)Åñëè !0 2 1Sn=1An, òî íàéäåòñÿ íîìåð n òàêîé, ÷òî !0 2 An. Ñðåäèòàêèõ íîìåðîâ âûáåðåì íàèìåíüøèé � n0. Òîãäà ïðè âñåõ n < n0! /2 An. Íî òîãäà !n0 2 Bn0 (ïî îïðåäåëåíèþ Bn0). Ñëåäîâàòåëüíî,!n0 2 1Sn=1Bn.1 Ñðàâíèòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè 7, ïðèâåäåííûìâ ãëàâå 3. 87



�ËÀÂÀ 9Ïîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü !1 2 1Sn=1Bn. Òîãäà íàé-äåòñÿ íîìåð n1 òàêîé, ÷òî !1 2 Bn1 . Ïîñêîëüêó Bn1 � An1 ïîïîñòðîåíèþ, òî !n1 2 An1 � 1Sn=1An, ÷òî è äîêàçûâàåò (9.2), ñëå-äîâàòåëüíî,P 1[n=1An! = P 1[n=1Bn!= 1Xn=1P(Bn)6 1Xn=1P(An). �9.2. Âåðîÿòíîñòíûå ìåðû â åâêëèäîâûõïðîñòðàíñòâàõÎñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ýòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó èìåííî îí÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåéè â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.Ïóñòü 
= Rd , A= Bd � íàèìåíüøàÿ �-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿïîëóèíòåðâàëû (ïàðàëëåëåïèïåäû).9.2.1. Âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðÿìîé�àññìîòðèì ñíà÷àëà çàäàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P íà ÷èñëî-âîé ïðÿìîé (d = 1).Îïðåäåëåíèå 9.7. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ìåðå P, íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ FP(x) äåéñòâèòåëüíîé ïåðå-ìåííîé x, êîòîðàÿ â êàæäîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîìFP(x) = Pf(�1;x)g.Âñÿêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-ñòâàìè:1) FP(x) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ x;2) â ëþáîé òî÷êå x �óíêöèÿ FP(x) íåïðåðûâíà ñëåâà, òî åñòüFP(xn)! FP(x), åñëè xn " x;3) 06 FP(x)6 1, ïðè÷åì limx!�1FP(x) = 0, limx!+1FP(x) = 1.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ñâîéñòâ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿèñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð è ðàâåíñòâîFP(x+h)�FP(x) = P([x;x+h)), (9.3)88



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ h> 0. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òîlimx!+1FP(x) = 1 (èç ñâîéñòâà 3).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn " +1. Îáîçíà÷èì An = (�1;xn).Ëåãêî âèäåòü, ÷òîA1 � A2 � . . .; [n An = (�1;+1).Ïðèìåíèâ îäíî èç ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè, èìååìFP(xn) = P(An)! P(�1;+1) = 1. �Çàäà÷à 9.6. Ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòåëüñòâî îñòàëü-íûõ ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòè.Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿòàêæå â êóðñå �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äëÿ íåóáûâàþùèõ�óíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé, íåïðåðûâíûõ ñëåâà.Îïðåäåëåíèå 9.8. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò âñÿ-êóþ �óíêöèþ, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè 1�3 èç îïðåäåëåíèÿ 9.7.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðîæäàåòâåðîÿòíîñòíóþ ìåðó, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.Ìåæäó êëàññîì �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâîìâåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ïðÿìîé ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíî-çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.Åñëè F(x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùóþåé ìåðó PF îïðåäåëèì ñíà÷àëà íà ïîëóêîëüöå ïîëóèíòåðâàëîâ Sñîãëàñíî ðàâåíñòâàìPF ([a;b)) = F(b)�F(a), PF ((�1;b)) = F(b),PF ([a;+1)) = 1�F(a), PF ((�1;+1)) = 1. (9.4)Äîêàçàâ ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü ìåðû PF íà ïîëóêîëüöå ñ åäèíè-öåé S, ìîæíî áóäåò óòâåðæäàòü, ÷òî îíà äîïóñêàåò åäèíñòâåííîåïðîäîëæåíèå íà áîðåëåâñêóþ �-àëãåáðó ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé.Çàìå÷àíèå. Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ (íàïðèìåð, [26; 30℄)�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê FP(x) = P((�1;x℄).�àçëè÷èå â ñâîéñòâàõ ýòèõ �óíêöèé ëèøü â òîì, ÷òî �óíêöèÿ,îïðåäåëåííàÿ âòîðûì ñïîñîáîì, îêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðà-âà. Âñå îñòàëüíûå ñâîéñòâà îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. 89



�ËÀÂÀ 9Ôóíêöèÿ PF , îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (9.4), îáëàäàåòòàêæå ñâîéñòâàìè:1) 842 S âûïîëíÿåòñÿ PF (4)> 0;2) PF (R1) = 1;3) PF ñ÷åòíî-àääèòèâíà íà S.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíûì îáðàçîìñëåäóþò èç (9.4). Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâîêîíå÷íîé àääèòèâíîñòè. Äîêàæåì ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü. Äîêà-çàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ êîíå÷íîãî ïîëóèíòåðâàëà 4= [a;b)2S.Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû, ìîæåòå ïðîâåñòèèõ ñàìîñòîÿòåëüíî.Ïóñòü ïîëóèíòåðâàë 4 ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïî-ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ 4n = [an;bn) 2 S:4= 1[n=14n.Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå4� NSn=14n. Ñîãëàñíî ëåììå 9.4 èìååìPF (4)> NXn=1PF(4n), (9.5)4i\4j =?, 41, . . . ,4N 2 S.Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N !1, ïîëó÷èìPF (4)> 1Xn=1PF (4n). (9.6)Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òàêæå ñïðàâåäëèâî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðà-âåíñòâî.Ïóñòü �,�1,�2, . . . � ïîêà ïðîèçâîëüíûå äîñòàòî÷íî ìàëûåïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îïðåäåëÿåìûåíèæå ïðîìåæóòêè. �àññìîòðèì 40 = [a;b��℄� [a;b), 40n = (an���n;bn) � [an;bn). Ñèñòåìà îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ 40n îáðàçóåòïîêðûòèå îòðåçêà 40. Ïî ëåììå �åéíå�Áîðåëÿ1 èç ýòîé ñèñòåìûèíòåðâàëîâ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó 40n1, . . . ,40nk,1 Èíîãäà ýòó ëåììó íàçûâàþò ïðîñòî ëåììîé Áîðåëÿ. Äîêàçàòåëüñòâîýòîé ëåììû ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [33, ò. 1, ñ. 181℄.90



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéòàêæå ïîêðûâàþùóþ 40, òî åñòü40 � k[j=140nj .Â ñèëó ëåììû 9.5 èìååìPF (40)6 kXj=1 PF (40nj)6 1Xn=1PF (40n).Èç îïðåäåëåíèÿ ìåðû PF íà ïîëóèíòåðâàëàõ ïîëó÷àåìF(b��)�F(a)6 1Xn=1 (F(bn)�F(an��n)) == 1Xn=1(F(bn)�F(an))+ 1Xn=1(F(an)�F(an��n)).Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) íåïðåðûâíà ñëåâà âîâñåõ òî÷êàõ x, òî 8"> 0 è 8n ìîæíî âûáðàòü �n òàêèì îáðàçîì,÷òîáû 06 F(an)�F(an��n) < "2n .Íî òîãäàF(b��)�F(a) < 1Xn=1PF (4n)+ 1Xn=1 "2n = 1Xn=1PF(4n)+".Óñòðåìèâ "!+0, ïîëó÷èìF(b��)�F(a)6 1Xn=1PF(4n).Ïîñêîëüêó �> 0 � ïðîèçâîëüíî, òî ìîæíî òàêæå ïåðåéòè ê ïðå-äåëó ïðè �!+0. Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿñëåâà â êàæäîé òî÷êå ñëåäóåò, ÷òîPF ([a;b)) = F(b)�F(a)6 1Xn=1PF (4n). (9.7)Ó÷èòûâàÿ îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (9.6), (9.7),91



�ËÀÂÀ 9ïîëó÷èì PF (4) = 1Xn=1PF (4n),òî åñòü ìåðà PF , îïðåäåëåííàÿ íà ïîëóêîëüöå èíòåðâàëîâ, ñ÷åò-íî-àääèòèâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðîäîë-æåíèå íà �-àëãåáðó B1, ïîðîæäåííóþ ýòèì ïîëóêîëüöîì. �Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü F(x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäàñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà PF , îïðåäå-ëåííàÿ íà áîðåëåâñêîé �-àëãåáðå B1, äëÿ êîòîðîé F(x) ÿâëÿ-åòñÿ åå �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.9.2.2. Âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïëîñêîñòèè â ïðîñòðàíñòâåÏóñòü òåïåðü 
 = R2 , �-àëãåáðà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé � áîðå-ëåâñêèå ìíîæåñòâà èç B2, P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà B2.Îïðåäåëåíèå 9.9. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîéìåðû P íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ FP(x,y) äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðå-ìåííûõ x, y, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîìFP(x,y) = Pf(u,v): u < x, v < yg.Èç ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîé-ñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ FP(x,y):1) FP(x,y) íå óáûâàåò ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ;2) FP(x,�1) = FP(�1,y) = 0 8x,y;3) FP(+1,+1) = 1;4) 8h, k > 0, 8x, yFP(x+h,y+k)�FP(x+h,y)�FP(x,y+k)+FP(x,y) > 0; (9.8)5) ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ñëåâà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-íûõ: F(x�h,y�k)! F(x,y) ïðè h, k!+0.Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (9.8) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê âå-ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèê 4 = [x;x+h)� [y;y+ k)(ðèñ. 6, ãäå a = x; b = x+h; 
 = y; d = y+k).Çàìå÷àíèå. Åñëè âûðàæåíèå â (9.8) ïîäåëèòü íà hk, òî ïîëó-÷èì ðàçíîñòíûé àíàëîã âòîðîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè92



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ïëîñêîñòèFP(x,y). Åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè h, k!+0, òî ïîëó÷èì, ÷òîäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî�2FP(x,y)�x�y > 0äëÿ òåõ òî÷åê, ãäå ýòà ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò.Îïðåäåëåíèå 9.10. Ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êî-òîðîé âûïîëíåíû ñâîéñòâà 1�5 èç îïðåäåëåíèÿ 9.9, íàçûâàåòñÿäâóìåðíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.Òåîðåìà 9.3. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x,y)ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà PF , îïðåäå-ëåííàÿ íà B2 è òàêàÿ, ÷òî F(x,y) ÿâëÿåòñÿ åå �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî ïðîâîäèëîñü â îäíîìåð-íîì ñëó÷àå.Ïîõîæèì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ìåðû â åâêëè-äîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè: ñíà÷àëà çàäàþòñÿíà ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäàõ, à çàòåì ïðîäîëæàþòñÿ íàáîðåëåâñêèå �-àëãåáðû. Îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî âåðîÿò-íîñòíûõ ìåð íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ.Ïóñòü (Rd ,Bd,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, G � êëàññîòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Rd , F � êëàññ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.Åñëè B 2 Bd, P(B) = infB�G2GP(G) = supB�F2FP(F). (9.9)93



�ËÀÂÀ 9Çàìå÷àíèå. Âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó â ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷å-ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñòðåìÿòñÿ âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûâûïîëíÿëîñü (9.9).9.2.3. Äâà îñíîâíûõ òèïà ðàñïðåäåëåíèéâ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõÂ áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìû èìååìäåëî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè îäíîãî èç äâóõ ïðîñòûõ òèïîâ �äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî.1. Äèñêðåòíûé òèï ðàñïðåäåëåíèé.Îïðåäåëåíèå 9.11. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P íà (R1 ,B1)íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüx1,x2, . . . ðàçëè÷íûõ ìåæäó ñîáîé òî÷åê, òàêèõ, ÷òîP(xk) = pk > 0, Xk pk = 1.Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ âåðîÿòíîñòü ñîñðåäîòî÷åíà íà ñ÷åòíîìèëè êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê. Âåðîÿòíîñòè äðóãèõ ñîáûòèéîïðåäåëÿþòñÿ êàê P(B) =Xxk2Bpk, P(?) = 0.Ïðèìåðàìè ðàñïðåäåëåíèé äèñêðåòíîãî òèïà ìîãóò ñëóæèòü áè-íîìèàëüíîå è ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèÿ.2. Íåïðåðûâíûé òèï ðàñïðåäåëåíèé1. �àññìîòðèì ñíà÷àëàðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðÿìîé. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P íåïðåðûâíîãîòèïà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FP(x) çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì îòíåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè p(x), íàçûâàåìîé ïëîòíî-ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ:FP(x) = xZ�1 p(u)du, 1Z�1p(u)du = 1.1 Ýòî íàçâàíèå ìû ïîçàèìñòâîâàëè ó �. Êðàìåðà [17, ñ. 192℄. Îíîøèðîêî ðàñïðîñòðàíåíî ó ïðèêëàäíèêîâ. Â ñîâðåìåííîé âåðîÿòíîñòíîéëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ áîëåå òî÷íîå íàçâàíèå: àáñîëþòíî íåïðåðûâíûåðàñïðåäåëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå Ëåáåãà, à ÷àñòî � ïðîñòî àáñîëþò-íî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.94



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÂåðîÿòíîñòü ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B 2B1 òàêæå ìîæ-íî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà îò ïëîòíîñòè:P(B) = ZB p(x)dx.Çàìå÷àíèå. Â èçâåñòíîé ìîíîãðà�èè �. Êðàìåðà [17℄ îò-ìå÷àåòñÿ, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ îãðàíè÷èâàþòñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäàïëîòíîñòü íåïðåðûâíà âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, èëèêîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà áåñêîíå÷íî, íî íå èìååò êîíå÷-íîé ïðåäåëüíîé òî÷êè. Èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ êàêèíòåãðàë �èìàíà.Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü íåïðåðûâíûé òèïðàñïðåäåëåíèÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå:FP(x,y) = xZ�1 yZ�1p(u,v)dudv,ãäå �óíêöèÿ p(u,v)> 0, è RRR2 p(u,v)dudv = 1. Ôóíêöèþ p(x,y)òàêæå íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Êàêè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, 8B 2 B2P(B) = ZZB p(x,y)dxdy.9.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûÏóñòü (
,A,P) � �èêñèðîâàííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñò-ðàíñòâî.Îïðåäåëåíèå 9.12. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, çàäàííîé íà âåðî-ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (
,A,P), íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ �óíêöèÿX(!) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ a è b (a6 b)f!: a6 X(!) < bg 2 A. (9.10)Çàäà÷à 9.7. Ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå (9.10) â îïðåäåëåíèèñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç ñëåäóþùèõóñëîâèé:1) 8x 2 R1 f!: X(!) < xg 2 A; 95



�ËÀÂÀ 92) 8B 2 B1 ïîëíûé ïðîîáðàç B ïðè îòîáðàæåíèè X ÿâëÿåòñÿýëåìåíòîì A 1.Â òåîðèè �óíêöèé ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ýêâèâàëåíòíîïîíÿòèþ èçìåðèìîé �óíêöèè.Ïàðà (
,A) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì. �àñ-ñìîòðèì òàêæå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (R1 ,B1).Îïðåäåëåíèå 9.13. Ôóíêöèÿ X: (
,A)! (R1 ,B1) íàçûâàåòñÿA-èçìåðèìîé, åñëè 8B 2 B1 âûïîëíÿåòñÿ X�1(B) 2A.Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí X1,X2, . . . îïðåäåëåíà íà (
,A,P) è 8! 9 limn!1Xn(!) = X(!).Òîãäà X(!) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.Äðóãèìè ñëîâàìè, êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëåííûõíà �èêñèðîâàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, çàìêíóò îòíî-ñèòåëüíî îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî 8 
 2 R ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâîf!: X(!) < 
g = 1[k=1 1[m=1 \n>mn!: Xn(!) < 
� 1ko . (9.11)1. Ïóñòü !0 2 f!: X(!) < 
g. Òîãäà X(!0) < 
 è, ñëåäîâàòåëüíî,ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî X(!0) < 
� 1k . Èçîïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ íîìåð m, íà÷èíàÿñ êîòîðîãî 8n>m Xn(!) < 
� 1k . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî!0 2 1[k=1 1[m=1 \n>mn!: Xn(!) < 
� 1ko ,òî åñòüf!: X(!) < 
g � 1[k=1 1[m=1 \n>mn!: Xn(!) < 
� 1ko . (9.12)1 Ïîëíûì ïðîîáðàçîì B ïðè îòîáðàæåíèè X íàçûâàþò ìíîæåñòâîX�1(B) = f!: X(!) 2 Bg.96



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå âëîæåíèåf!: X(!) < 
g � 1[k=1 1[m=1 \n>mn!: Xn(!) < 
� 1ko . (9.13)Èç (9.12), (9.13) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (9.11).Ïîñêîëüêó èç îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äëÿ Xn(!) ñëå-äóåò âûïîëíåíèå n!: Xn(!) < 
� 1ko 2Aäëÿ âñåõ n,k, òî ñîáûòèå â ïðàâîé ÷àñòè (9.11) ïðèíàäëåæèò�-àëãåáðå A, à çíà÷èò, è f!: X(!) < 
g 2 A, òî åñòü ïðåäåëïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíîé. �Îïðåäåëåíèå 9.14. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X(!) íàçûâàåòñÿýëåìåíòàðíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëîïîïàðíî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé x1,x2, . . . .�àññìîòðèì ñîáûòèÿAj = f!: X(!) = xjg 2 A.Ýëåìåíòàðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X(!) ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå X(!) =Xj xjIAj(!). (9.14)Ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ A1,A2, . . . îáðàçóþò ðàçáèåíèå 
, òî â ñóì-ìå (9.14) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà òîëüêî îäíî ñëàãà-åìîå îòëè÷íî îò 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ â êàæäîéòî÷êå.Ëåììà 9.6. Ïóñòü X1, . . . ,Xn � ýëåìåíòàðíûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû íà (
,A,P), ÷èñëîâàÿ �óíêöèÿ f (x1, . . . ,xn) îïðåäå-ëåíà íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . ,Xn.Òîãäà Y (!) = f (X1(!), . . . ,Xn(!)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà (
,A,P).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿäâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü X è Y � äâå ýëåìåíòàðíûå97



�ËÀÂÀ 9ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëåííûå â âèäåX(!) =Xi xiIAi(!), Y (!) =Xj yjIBj(!),ãäå E1 = fA1,A2, . . .g è E2 = fB1,B2, . . .g � äâà ðàçáèåíèÿ 
, âñåýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò �-àëãåáðå A. �àññìîòðèì Z(!) == f (X(!),Y (!)) � ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y . Ìíîæåñòâà Cij =Ai\Bj 2A ïðè âñåõ i, j è îáðàçóþò íîâîåðàçáèåíèå 
, à Z(!) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàêZ(!) =Xi,j f (xi,yj)ICi,i(!).Ñëåäîâàòåëüíî, Z(!) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà (
,A,P). �Òåîðåìà 9.5. Ôóíêöèÿ X(!) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîéâåëè÷èíîé , ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-òàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1(!),X2(!), . . . , ðàâíîìåðíîñõîäÿùàÿñÿ ê X(!).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåî-ðåìû, ïîýòîìó äîêàæåì òîëüêî íåîáõîäèìîñòü. Äîêàçàòåëüñòâîáóäåò êîíñòðóêòèâíûì. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà òàêèõ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé.1. Ïóñòü Xn(!) =Xk2Zkn � Ifk/n6X<(k+1)/ng(!),ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî I?(!) = 0.2. X�n (!) =Xl2Z l2n Ifl/2n6X<(l+1)/2ng(!). (9.15)�Çàäà÷à 9.8. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X(!), ïðè÷åìïîñëåäîâàòåëüíîñòü X�n (!) íå óáûâàåò.Ñëåäñòâèå 9.1. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñóùåñòâó-åò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê X.Òåîðåìà 9.6. Ïóñòü f (x1, . . . ,xd) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿíà Rd è X1(!), . . . ,Xd(!)� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà (
,A,P).98



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÒîãäà Y (!) = f (X1(!), . . . ,Xd(!)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîéâåëè÷èíîé íà äàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â êàæäîé òî÷êå ! ñõî-äÿùàÿñÿ ê Y (!). Ìû óêàæåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùóþñÿ ê Y (!). Èç ïðåäûäóùåé òåî-ðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé èç Xi(!) (16 i6 d) ñóùåñòâóåòïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðàÿñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî íà 
. Ïóñòü ïðè n!1X1,n(!) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê X1(!),X2,n(!) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê X2(!),...Xd,n(!) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê Xd(!).Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí Yn(!) = f (X1,n(!), . . . ,Xd,n(!))ñõîäèòñÿ ê Y (!). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ìàëîå Æ > 0.Ïîñêîëüêó ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéfXi,n(!)g êîíå÷íîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáîãî Æ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîåN = N(Æ), ÷òî îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ i è ! âûïîëíÿþòñÿíåðàâåíñòâà jXi,n(!)�Xi(!)j < Æpd ,åñëè n>N . Äëÿ òàêèõ nq(X1,n(!)�X1(!))2+.. . (Xd,n(!)�Xd(!))2 < Æ.�àññìîòðèì �èêñèðîâàííîå !0 2 
. Ôóíêöèÿ f (x1, . . . ,xd) íåïðå-ðûâíà â òî÷êå x0 = (X1(!0), . . . ,Xd(!0)). Ñëåäîâàòåëüíî, 8 " > 09 Æ0 = Æ(",!0) > 0 òàêîå, ÷òî åñëèq(X1,n(!0)�X1(!0))2+.. .+ (Xd,n(!0)�Xd(!0))2 < Æ0, (9.16)òî jf (X1(!0), . . . ,Xd(!0))� f (X1,n(!0), . . . ,Xd,n(!0))j < ".Âûáåðåì òåïåðü N0 =N(Æ0), òîãäà ïðè n>N0 âûïîëíÿåòñÿ (9.16),99



�ËÀÂÀ 9à çíà÷èò, jYn(!0)�Y (!0)j < ".Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yn(!0) ñõîäèòñÿê Y (!0). Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî !0, òîâ ñèëó òåîðåìû 9.4 Y (!) = f (X1(!), . . . ,Xd(!)) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîéâåëè÷èíîé. �Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yn(!) íå îáÿ-çàòåëüíî ñõîäèòñÿ ê Y (!) ðàâíîìåðíî. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäàýòî íå òàê.Êàê ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà, ðàç-íîñòü, ïðîèçâåäåíèå è äðóãèå íåïðåðûâíûå �óíêöèè îò ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïðåäåëüíûìïåðåõîäîì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 9.4, ìîæíî êëàññ �óíêöèé f (x1, . . .. . . ,xd) çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü.Çàäà÷à 9.9. Ïîêàæèòå, ÷òî Y (!) = f (X1, . . . ,Xd) ÿâëÿåòñÿ ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíîé äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé �óíêöèè îò d ïå-ðåìåííûõ.9.3.1. �-Àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîéÏóñòü X(!) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà (
,A,P). Îñòàíîâèìñÿïîäðîáíåå íà ïîíÿòèè ïîëíîãî ïðîîáðàçà íåêîòîðîãî áîðåëåâñêî-ãî ìíîæåñòâà B ïðè îòîáðàæåíèè X.Ïðèìåð 9.7. Ïóñòü 
 = R2 , ! = (x1,x2), X(!) = qx21 +x22 .Òîãäà ïîëíûìè ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâB1 = (�1;b); B2 = [a;b), B3 = fbg (0 < a < b)áóäóò ñîîòâåòñòâåííî êðóã, êîëüöî, îêðóæíîñòü.Ïðèìåð 9.8. Ïî-ïðåæíåìó ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ! == (x1,x2) � òî÷êè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, X(!) = x1, òîãäà ïîë-íûìè ïðîîáðàçàìè ìíîæåñòâ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñëóæàòïîëóïëîñêîñòü, ïîëîñà, ïðÿìàÿ.Çàäà÷à 9.10. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæ-äåíèé:1) X�1(B1[B2) = X�1(B1)[X�1(B2);2) X�1(B1\B2) = X�1(B1)\X�1(B2);3) X�1(B) = X�1(B).100



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÈç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî êëàññ ïîäìíîæåñòâ 
,ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðèîòîáðàæåíèè X(!), îáðàçóåò �-àëãåáðó. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå AX .�-Àëãåáðà AX � A è íàçûâàåòñÿ �-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X.Çàäà÷à 9.11. Âûÿñíèòå, êàêèå �-àëãåáðû ïîðîæäàþòñÿ ñëó÷àé-íûìè âåëè÷èíàìè, ïðèíèìàþùèìè êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé,â òîì ÷èñëå êîíñòàíòàìè.9.3.2. �àñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÑ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X(!) ìîæíî ñâÿçàòü âåðîÿò-íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (R,B,PF ), ãäå âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà PF �ýòî ìåðà, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ðàâíàF(x) = Pf!: X(!) < xg. (9.17)Çàäà÷à 9.12. Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â (9.17),äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 9.15. Ôóíêöèÿ F(x), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì(9.17), íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íû X(!).Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ äâóìÿ îñíîâ-íûìè òèïàìè ðàñïðåäåëåíèé: äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì (àá-ñîëþòíî íåïðåðûâíûì) (ñì. ðàçäåë 9.2.3). Îäíàêî çàìåòèì, ÷òîâ îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � ýòî ñìåñü �óíêöèéðàñïðåäåëåíèé òðåõ ðàçíûõ òèïîâ: äèñêðåòíîãî, íåïðåðûâíîãî(àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî) è ñèíãóëÿðíîãî. Ïðî÷èòàòü îá ýòîììîæíî, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå ïî òåîðèè �óíêöèé [16℄.Ïðèìåðû è ñâîéñòâà íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ðàñïðå-äåëåíèé ñîäåðæàòñÿ â ïðèëîæåíèè 1 â êîíöå ó÷åáíèêà.9.4. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí(îáùèé ñëó÷àé)Ïóñòü (
,A,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,X(!) � ýëåìåíòàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà-÷åíèÿ x1,x2, . . . (xi 6= xj 8 i 6= j). Îáîçíà÷èì Ak = f!: X(!) = xkg.101



�ËÀÂÀ 9Òîãäà Ak 2A, îáðàçóþò åñòåñòâåííîå ðàçáèåíèå 
 èX(!) =Xk xkIAk(!).Îïðåäåëåíèå 9.16. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ýëåìåí-òàðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(!) íàçûâàåòñÿ ñóììàEX =Xk xkP(Ak), (9.18)ïðè÷åì äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷å-íèé, ðÿä â (9.18) äîëæåí ñõîäèòüñÿ àáñîëþòíî.Òðåáîâàíèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè â îïðåäåëåíèè ìàòåìàòè-÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñóùåñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî ñóììà àáñîëþò-íî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ, òîãäàêàê óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò.Ïîýòîìó, åñëè â îïðåäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåïîòðåáîâàòü àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü, ýòà ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðè-ñòèêà ìîæåò îêàçàòüñÿ çàâèñÿùåé îò òîãî, êàêèì îáðàçîì ìûïåðåíóìåðîâàëè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Åñëè ðÿä â (9.18) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî î ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíå X áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå, èëè êðàòêî, ÷òî ó íåå ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå.Äàëåå ìû äîêàæåì ëåììó, àíàëîãè÷íóþ ëåììå 3.1.Ëåììà 9.7. Ïóñòü B1,B2, . . . � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ðàç-áèåíèå 
, Bl 2 A è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X(!) ïîñòîÿííà íàêàæäîì èç Bl, òî åñòü åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåX(!) =Xl x0l � IBl(!).Òîãäà EX =Xl x0lP(Bl), (9.19)åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (9.18)âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé,â (9.19) ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ îäèíàêîâûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàç-áèåíèå B1,B2, . . . áîëåå ¾ìåëêîå¿, ýëåìåíòû åñòåñòâåííîãî ðàçáè-åíèÿ Ak ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé Bl.102



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä (9.19) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òîãäàåãî ñóììà íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è ðÿä ìîæíîïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå:Xl x0lP(Bl) =Xk Xl:x0l=xkx0lP(Bl) ==Xk xk Xl:x0l=xkP(Bl) =Xk xkP(Ak) = EX.�Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ñ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìèìîæíî ïîñòóïàòü òàê æå, êàê ñ êîíå÷íûìè ñóììàìè, òî ïðèäîêàçàòåëüñòâå áåçðàçëè÷íî, ñ êàêîé ñóììîé (êîíå÷íîé èëè íåò)ìû èìååì äåëî.Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ñ�îðìó-ëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.1. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ EX è E jXj ñóùåñòâóþò èëè íåñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî è jEXj6 E jXj.2. Åñëè X > 0, òî EX > 0, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àåEX = 0, Pf!: X(!) = 0g = 1.3. Åñëè ñóùåñòâóåò EX, òî äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû 
 ñóùåñòâó-åò E(
X) = 
 �EX.4. Åñëè ñóùåñòâóþò EX, EY , òî ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå ñóììû ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èE(X+Y ) = EX+EY .5. Ïóñòü Y ,X1,X2, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 
 êîíå÷íûìèìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è òàêèå, ÷òîjXn(!)j6Y (!), Xn(!)! X(!).Òîãäà ñóùåñòâóåò EX è limn!1EXn = EX.Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Ëåáåãà î ìà-æîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè. 103



�ËÀÂÀ 9Çàìå÷àíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, çàäàííûõ íà �èêñèðîâàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-ñòâå (
,A,P). Òàêîãî ðîäà �óíêöèè íàçûâàþòñÿ �óíêöèîíàëàìè.Äàííûé �óíêöèîíàë îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ëèíåéíîñòè 3, 4, ñâîé-ñòâîì íåîòðèöàòåëüíîñòè 2. Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåòèíòåãðàë.Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà 4.Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüX(!) =Xk xkIAk(!), Y (!) =Xl ylIBl(!),ãäå x1,x2, . . ., y1,y2, . . . � âñå ðàçëè÷íûå ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . �àññìîòðèì ñîáûòèÿ Ckl = Ak\Bl,íà êîòîðûõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (X+Y )(!) ïîñòîÿííà è ðàâíàxk+yl , íî òîãäà X+Y =Xk,l (xk+yl)ICkl .Ñëåäîâàòåëüíî, åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî ñóììå ðÿäàE(X+Y ) =Xk,l (xk+yl)P(Ckl),åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëóóòâåðæäåíèÿ ëåììûEX =Xk,l xkP(Ckl) EY =Xk,l yl(Ckl),çíà÷èò, EX+EY =Xk,l (xk+yl)P(Ckl).Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ïåðâûõ äâóõ ðÿäîâ âûòåêàåò àáñî-ëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî ðÿäà. �Çàäà÷à 9.13. Ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòåëüñòâîñâîéñòâ 1�3.Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 5 îïèðàåòñÿ íà ãëóáîêèå �àêòûñõîäèìîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèâîäèòü êîòîðûå â äàííîì104



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéêóðñå ìû íå áóäåì. Æåëàþùèå ìîãóò ïîñìîòðåòü äîêàçàòåëüñòâîýòîãî ñâîéñòâà, íàïðèìåð, â [30℄.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå L1 = L1(
,A,P) äëÿ êëàññà ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, îïðåäåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (
,A,P)è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì, ÷òî 8X 2 L1 ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíàÿñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X0(!) ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-íèåì è ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà k òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ !jX(!)�X0(!)j6 k.Â ÷àñòíîñòè, â êëàññ L1 âõîäÿò âñå ýëåìåíòàðíûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû, èìåþùèå êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, âñåîãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòüX0(!)� 0). Òàê æå êàê â òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû, ìîæíîäîêàçàòü, ÷òî �óíêöèîíàë EX, îïðåäåëåííûé äëÿ ýëåìåíòàðíûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè 1�5, ìîæåò áûòüïðîäîëæåí íà L1.Òåîðåìà 9.7. Íà êëàññå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí L1(
,A,P) ìîæ-íî, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, îïðåäåëèòü ìàòåìàòè-÷åñêîå îæèäàíèå EX òàê, ÷òî äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ýòîò �óíêöèîíàë ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííûì ðàíååè äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñâîéñòâà 1�5.Çàìå÷àíèå. Îáû÷íî â ó÷åáíèêàõ îïèñûâàþò êîíñòðóêöèþ,êàê ñòðîèòñÿ ýòîò �óíêöèîíàë ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ ñòðî-ãîñòè. Íàèáîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ â ó÷åáíèêàõ [26;30℄. Ìû òàêæå ïðèâåäåì ýòàïû ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ.1. Îïðåäåëåíèå è äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.2. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 9.5, äëÿ ëþáîé ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû X(!) ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà-ÿñÿ ê X(!). Â êà÷åñòâå òàêîâîé ìîæíî, ê ïðèìåðó, âçÿòü X�n (!),îïðåäåëåííóþ â (9.15):X�n (!) =Xl2Z l2n Ifl/2n6X<(l+1)/2ng(!).3. Ïîñêîëüêó X�n (!) 6 X(!), òî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿ-ëîñü ñâîéñòâî 5 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, íåîáõîäèìî îïðå-105



�ËÀÂÀ 9äåëèòü EX ñëåäóþùèì îáðàçîì:EX = limn!1EX�n (!).4. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿîáùåãî ñëó÷àÿ.Èç òåîðåì î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè ïðèâåäåì ñëåäóþùèå.Òåîðåìà 9.8. Åñëè ñóùåñòâóåò EY (!) è äëÿ âñåõ ! âûïîë-íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jX(!)j 6Y (!), òî ñóùåñòâóåò è ìàòåìà-òè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(!) èE jX(!)j 6 EY (!).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ýëåìåíòàð-íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. ÏîñêîëüêóXk,l jxkjPfX(!) = xk,Y (!) = ylg6Xk,l ylPfX(!) = xk,Y (!) = ylg ==Xl ylPfY (!) = ylg = EY (!),òî ðÿä â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì àáñîëþòíî,è ìîæíî èçìåíÿòü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ. Íî òîãäàXk,l jxkjPfX(!) = xk,Y (!) = ylg=Xk jxkjPfX(!) = xkg= E jX(!)j.�Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ åñòü íå ÷òîèíîå, êàê ñõåìà ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà. Ïîýòîìó ÷àñòîìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàïèñûâàþò êàê èíòåãðàë Ëåáåãà:EX = Z
X(!)P(d!).Åñëè 
 � ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ (ïëîñêîñòü, åâêëèäîâî ïðîñòðàí-ñòâî Rd ), òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòîò èíòåãðàë ìîæåò ïðåâðà-òèòüñÿ â îáû÷íûé èíòåãðàë �èìàíà.Òåîðåìà 9.9. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX(!) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è p(x) � ïëîòíîñòü ýòîãî ðàñ-106



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéïðåäåëåíèÿ, òîãäà EX = +1Z�1 xp(x)dx, (9.20)ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èíXn(!) =Xk2Zkn � Ifk/n6X<(k+1)/ng(!),ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ê X(!). ÒîãäàEX = limn!1EXn(!) = limn!1 1Xk=�1 kn (k+1)/nZk/n p(x)dx == limn!10B� 1Z�1 xp(x)dx� 1Xk=�10B�(k+1)/nZk/n xp(x)dx� (k+1)/nZk/n knp(x)dx1CA1CA== 1Z�1 xp(x)dx� limn!1 1Xk=�1 (k+1)/nZk/n �x� kn�p(x)dx.Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî������EX� 1Z�1xp(x)dx������ 6 limn!1 1n 1Xk=�1 (k+1)/nZk/n p(x)dx = limn!1 1n = 0,÷òî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (9.20). �Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé �óíêöèèf (x) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîE f (X) = +1Z�1 f (x)p(x)dx,åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 107



�ËÀÂÀ 99.5. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûÎïðåäåëåíèå 9.17. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,Xn íàçûâà-þòñÿ íåçàâèñèìûìè (âçàèìíî íåçàâèñèìûìè), åñëè äëÿ ëþáûõïîëóèíòåðâàëîâ 41 = [a1,b1), 42 = [a2,b2), . . . , 4n = [an,bn)âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîPf!: X1(!) 241, X2(!) 242, . . . , Xn(!) 24ng == Pf!: X1(!) 241gPf!: X2(!) 242g� � �Pf!: Xn(!) 24ng.(9.21)Îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è â òåð-ìèíàõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèé, à äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ àá-ñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè � â òåðìèíàõ ïëîò-íîñòåé.Îïðåäåëåíèå 9.18. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,Xn íàçûâà-þòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ñîâìåñòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿýòèõ âåëè÷èí âî âñåõ òî÷êàõ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷àñòíûõ�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòüF(x1, . . . ,xn) = F1(x1)F2(x2) � � �Fn(xn),ãäå F(x1, . . . ,xn) = Pf!: X1(!) < x1, . . . , Xn(!) < xng,Fi(xi) = Pf!: Xi(!) < xig.Çàäà÷à 9.14. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèéíåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Ïóñòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Yàáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîòðèöàòåëü-íàÿ �óíêöèÿ p(x,y), ÷òî 8B 2 B2Pf(X,Y ) 2 Bg= ZZB p(x,y)dxdy.Ôóíêöèÿ p(x,y) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-ëåíèÿ. Ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x,y) îíà ñâÿçàíà ñîîòíî-øåíèåì F(x,y) = xZ�1 yZ�1 p(u,v)dudv,âûïîëíÿþùèìñÿ 8x, y.108



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÇàäà÷à 9.15. Äîêàæèòå, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû() ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãàp(x,y) = pX(x)pY (y),ãäå pX(x), pY (y) � ÷àñòíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé.Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîõðàíÿþòñÿ âñå óòâåð-æäåíèÿ ãëàâ 4, 5, äîêàçàííûå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî X è Yïðèíèìàþò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, áîðåëåâñêèå�óíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêæå ÿâëÿþòñÿíåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.9.6. Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿÒåîðåìà 9.10. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-÷èíû, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ.Òîãäà ñóùåñòâóåò E(X �Y ) èEXY = EXEY .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ñâîéñòâà ïðîäå-ìîíñòðèðóåì ïðèåì ïåðåõîäà îò ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí ê ïðîèçâîëüíûì.1. Ïóñòü X è Y � ýëåìåíòàðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû:X(!) =Xk xkIAk(!), Y (!) =Xl ylIBl(!),ïðè÷åì â ýòèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ xi 6= xj, yi 6= yj, åñëè i 6= j,Ak = f!: X(!) = xkg, Bl = f!: Y (!) = ylg.Îáîçíà÷èì Ckl = Ak \Bl. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X(!)Y (!)ïîñòîÿííà íà Ckl è X(!)Y (!) =Xk,l xkylICkl .Ïî ñâîéñòâó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííîìóâ ëåììå 9.6, EX(!)Y (!) =Xk,l xkylP(Ckl), (9.22)109



�ËÀÂÀ 9åñëè ðÿä (9.22) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Äîêàæåì àáñîëþòíóþ ñõî-äèìîñòü ðÿäà. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóþòEX(!) =Xk xkP(Ak), EY (!) =Xl ylP(Bl). (9.23)Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ìîæíî ïåðåìíîæàòü è ìåíÿòüïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïîðÿäêè ñóììèðîâàíèÿ, ïðè ýòîì áóäåìïîëó÷àòü òàêæå àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. ÏîýòîìóEXEY =Xk xkP(Ak)Xl ylP(Bl) =Xk,l xkylP(Ak)P(Bl) ==Xk,l xkylP(Ak\Bl) =Xk,l xkylP(Ckl).Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ (9.22), âèäèì, ÷òî ìàòåìàòè-÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñóùåñòâóåòè E(XY ) = EXEY , ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.2. Ïóñòü òåïåðü X(!) è Y (!) � ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû, èìåþùèå êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. �àñ-ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX�n (!) =Xk kn Ifk/n6X(!)<k+1/ng(!), EX(!) = limn!1EX�n (!),Y �n (!) =Xl ln Ifl/n6Y (!)<l+1/ng(!), EY (!) = limn!1EY �n (!),ïðè÷åì (ñì. çàäà÷ó 9.7) ïîñòðîåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿò-ñÿ ðàâíîìåðíî. Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ âñåõ !06 X(!)�X�n (!)6 1n , 06Y (!)�Y �n (!)6 1n ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîjX�n (!)j6 jX(!)j+1, jY �n (!)j6 jY (!)j+1.Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è êîíå÷íîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿX(!) è Y (!) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ n ñóùåñòâóþò EX�n (!),EY �n (!).Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû,çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ k è l âûïîëíåíî ðàâåíñòâî110



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéPn!: kn 6 X(!) < k+1n , ln 6Y (!) < l+1n o== Pn!: kn 6 X(!) < k+1n oPn!: ln 6Y (!) < l+1n o .Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X�n (!),Y �n (!) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî âûøåèìååì E(X�n (!)Y �n (!)) = EX�n (!)EY �n (!).Îñòàëîñü òîëüêî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n ! 1. Âûïèøåìíåñêîëüêî ïðîñòûõ ñîîòíîøåíèé:XY �X�nY �n = (X�X�n )Y +X�n (Y �Y �n ),jXY �X�nY �n j6 jX�X�n j � jY j+ jX�n j � jY �Y �n j6 1n (jXj+ jY j+1).Íî òîãäàjE(XY )�E(X�nY �n )j6 E jXY �X�nY �n j6 1n E(jXj+ jY j+1)! 0ïðè n!1. Ñëåäîâàòåëüíî,E(XY ) = limn!1E(X�nY �n ) = limn!1EX�n � limn!1EY �n = EX �EY . �Çàìå÷àíèå. Â äðóãèõ ó÷åáíèêàõ (ñì. [26; 30℄) ñõåìà ïî-ñòðîåíèÿ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî èíîé: ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàòåìäëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ, çàòåì óæå îáùèé ñëó÷àé, íî âî âñåõ ýòèõñõåìàõ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà 5 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðûõ áîëåå ÷åìñ÷åòíî.



�ëàâà 10ÓÑÈËÅÍÍÛÉ ÇÀÊÎÍ ÁÎËÜØÈÕ ×ÈÑÅË
10.1. Ëåììà Áîðåëÿ�ÊàíòåëëèÏóñòü (
,A,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,A1,A2, . . . 2 A � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, X1(!),X2(!), X3(!), . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,îïðåäåëåííûõ íà äàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.Îïðåäåëåíèå 10.1. Ñîáûòèÿ A1,A2, . . . íåçàâèñèìû, åñëè äëÿâñåõ öåëûõ m> 2, äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë j1 << j2 < .. . < jm ñîáûòèÿ Aj1 ,Aj2 , . . . ,Ajm íåçàâèñèìû.Îïðåäåëåíèå 10.2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1(!), X2(!), . . .íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ âñåõ öåëûõ m> 2, äëÿëþáûõ íàáîðîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë j1 < j2 < .. . < jm íåçàâèñèìûñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj1(!), Xj2(!), . . . , Xjm(!).Çàìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõñîáûòèé ýêâèâàëåíòíà íåçàâèñèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäè-êàòîðîâ ýòèõ ñîáûòèé: IA1(!), IA2(!), IA3(!), . . . .Ââåäåì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ:C =(!: 1Xn=1 IAn(!) <1) è D =(!: 1Xn=1 IAn(!) =1) .Åñëè ! 2 C, òî ñõîäèòñÿ ðÿä 1Pn=1 IAn(!) è, çíà÷èò, ýëåìåíòàðíûéèñõîä ! ìîæåò îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàòü ëèøü êîíå÷íîìó÷èñëó ñîáûòèé An. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèñõîäèòêîíå÷íîå ÷èñëî ñîáûòèé An.Åñëè !2D, òî ðÿä 1Pn=1 IAn(!) ðàñõîäèòñÿ è, ñòàëî áûòü, íàéäåò-ñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé Ank òàêàÿ, ÷òî !ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî âñåì Ank . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òîïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáûòèé An.112



Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåëÇàäà÷à 10.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:C = 1[k=1 1\l=kAl , D = 1\k=1 1[l=kAl , C = D. (10.1)Ëåììà 10.1 (Áîðåëÿ�Êàíòåëëè). 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ñîáûòèé A1,A2, . . . òàêîâà, ÷òî ðÿä 1Pn=1P(An) <1, òîP(D) = 0, P(C) = 1.2. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A1,A2, . . . ðÿä 1Pn=1P(An) =1, òî P(D) = 1, P(C) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ D ñâåðõó,äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (10.1):P(D) 6P(1[l=kAl)6 1Xl=k P(Al), (10.2)� ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî k. Èç ñõîäèìîñòèðÿäà 1Pn=1P(An) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (10.2)ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, âûáðàâ äîëæíûì îáðàçîì k.Ñëåäîâàòåëüíî, P(D) = 0, P(C) = 1�P(D) = 1.2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì (10.1) äëÿ ñîáûòèÿ C,ïîëó÷àåì P(C)6 1Xk=1P(1\l=kAl) .Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ðàâíî 0. Äåé-ñòâèòåëüíî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé Al è ñïðàâåäëèâîñòèïî÷òè î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà 1�z6 e�z èìååìP(1\l=kAl)6 P(k+m\l=k Al) = k+mYl=k (1�P(Al))6 exp(� k+mXl=k P(Al)) .113



�ËÀÂÀ 10Ïîñêîëüêó ðÿä 1Pn=1P(An) = +1, òî, óñòðåìèâ m!1, ïîëó÷èìP(1\l=kAl) = 0äëÿ âñåõ k. Ñëåäîâàòåëüíî, P(C) = 0. �10.2. Ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1Ëåììà Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîìäëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ñ âåðîÿòíîñòüþ 11.Îïðåäåëåíèå 10.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX1(!), X2(!), X3(!), . . . ñõîäèòñÿ ê 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, åñëèPn!: limn!1Xn(!) = 0o = 1. (10.3)�àâåíñòâî (10.3) îçíà÷àåò, ÷òî ñõîäèìîñòü ê 0 èìååò ìåñòîäëÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,èñõîäîâ, îáùàÿ âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ ðàâíà 0. Ïîýòîìó óñëî-âèå (10.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü èíà÷å:Pf!: Xn(!)9 0g = 0. (10.4)Ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íàçûâàþò òàêæå ñõîäèìîñòüþïî÷òè âñþäó èëè ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè íàâåðíîå è îáîçíà÷àþòXn(!) ï.â.�! 0 èëè Xn(!) ï.í.�! 0.Ëåììà 10.2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1,X2, . . . ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèåXn(!) ï.í.�! 0()8"> 0 1Xn=1Pf!: jXn(!)j> "g <1. (10.5)Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, èñïîëüçóÿëåììó Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.1 Î ðàçëè÷íûõ âèäàõ ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõâåëè÷èí è ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó íèìè áîëåå ïîäðîáíî ìîæíî ïðî÷èòàòüâ ó÷åáíèêå À.Í. Øèðÿåâà ¾Âåðîÿòíîñòü¿ (ãë. 2, � 10).114



Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåëÎïðåäåëåíèå 10.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX1(!), X2(!), X3(!), . . . ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X(!)ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (Xn(!) ï.í.�! X(!)), åñëè Xn(!)�X(!) ï.í.�! 0.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé î ñõîäèìîñòè ïî÷òè íà-âåðíîå.Òåîðåìà 10.1.Xn(!) ï.í.�! 0()8"> 0 limn!1P(!: supk>n jXk(!)j> ")= 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà ñõîäè-ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1(!), X2(!), X3(!), . . . , à èìåííîA= f!: Xn(!)! 0g.Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, ìû ìîæåì çàïèñàòüA=\">0 1[n=1\k>nf!: jXk(!)j < "g= 1\m=1 1[n=1\k>nn!: jXk(!)j6 1mo .Òîãäà ìíîæåñòâî, ãäå íåò ñõîäèìîñòè ê 0, çàïèøåòñÿ êàêA= 1[m=1 1\n=1[k>nn!: jXk(!)j > 1mo .�àññìîòðèì ñîáûòèÿBn,m = [k>nn!: jXk(!)j > 1mo=(!: supk>n jXk(!)j > 1m) ,îáðàçóþùèå ïðè ëþáîì m ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïî n ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Ïðîâåäåì öåïî÷êó íåñëîæíûõðàññóæäåíèé:P(A) = 1() P(A) = 0()8m P 1\n=1Bn,m!= 0()()8m limn!1P(!: supk>n jXk(!)j > 1m)= 0,îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �115



�ËÀÂÀ 10Îïðåäåëåíèå 10.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX1(!), X2(!), X3(!), . . . �óíäàìåíòàëüíà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, åñ-ëè âåðîÿòíîñòü òåõ !, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüfXn(!)g1n=1 ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé, ðàâíà 1.Òåîðåìà 10.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX1(!), X2(!), X3(!), . . . ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (�óíäà-ìåíòàëüíà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1)()8"> 0Pf supk, l>n jXk(!)�Xl(!)j> "g! 0ïðè n!1.Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåî-ðåìû. 10.3. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåëÒåîðåìà 10.3 (À.Í. Êîëìîãîðîâ). Ïóñòü X1(!), X2(!),X3(!), . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿè äèñïåðñèè, ïðè÷åì EXk =mk, DXk = �2k è ñõîäèòñÿ ðÿä1Pk=1 �2kk2 <1. ÒîãäàPn!: X1(!)+X2(!)+ . . .+Xn(!)n � m1+m2+.. .+mnn ! 0o= 1. (10.6)Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõâåëè÷èí âûïîëíÿåòñÿ óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, åñëèâûïîëíÿåòñÿ (10.6), äðóãèìè ñëîâàìè, åñëèX1(!)+X2(!)+ . . .+Xn(!)n � m1+m2+.. .+mnn ï.í.�! 0. (10.7)Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X0k(!) == Xk(!)�mk. Äëÿ íèõ EX0k = 0, DX0k = �2k, à âûïîëíåíèå óòâåð-æäåíèÿ òåîðåìû (10.6) èëè (10.7) îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå âû-ïîëíåíèå óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è äëÿ íîâûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðè äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî mk = 0.Îáîçíà÷èì Sn = X1+.. . +Xn è ïåðåïèøåì Sn, ó÷èòûâàÿ, ÷òîâñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî 2m 6 n < 2m+1, â ñëåäóþùåì âèäå:Sn = X1+(X2+X3)+ (X4+X5+X6+X7)+ . . .+ (X2m +.. .+Xn) =116



Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë= m�1Xi=0 0�2i+1�1Xk=2i Xk1A+ nXk=2mXk.Òîãäà jSnj6 m�1Xi=0 max2i6j<2i+1 ����� jXk=2iXk�����+ max2m6j6n ����� jXk=2mXk����� .Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí�i = 12i  max2i6j<2i+1 ����� jXk=2iXk�����! , (10.8)òîãäà jSnj6 �0+2�1+22�2+.. .+2m�m,è çíà÷èò, jSnjn 6 �0+2�1+.. .+2m�m2m . (10.9)Ëåììà 10.3. Ïóñòü fang10 ,fbng10 � äâå ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ÷èñåë, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåìbn = a0+2a1+.. .+2nan2n .Òîãäà an ! 0, bn ! 0,òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë an è bn ñòðåìÿòñÿ (èëè íåñòðåìÿòñÿ) ê 0 îäíîâðåìåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü bn ! 0. Òîãäà 2nbn = 2n�1bn�1 ++2nan. Îòêóäà ñëåäóåòan = bn� 12bn�1 ! 0.2. Ïóñòü òåïåðü an ! 0. Òîãäà 8 " > 0 9 n1 òàêîå, ÷òî ïðèâñåõ n> n1 janj < "4 , à òàêæå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 
 > 0 òàêàÿ,÷òî janj < 
 äëÿ âñåõ n. Ïðîâåäÿ íåñëîæíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èìjbnj6 ja0j+2ja1j+.. .+2n1�1jan1�1j2n + 2n1 jan1 j+.. .+2njanj2n 66 
 �2n12n + "(2n1 +2n1+1+.. .+2n)4 �2n = 
 �2n12n + " �2n1 � (2n�n1+1�1)4 �2n .117



�ËÀÂÀ 10Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå ", åñëè âûáðàòü näîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ñëåäîâàòåëüíî, bn ! 0. Ëåììà äîêàçàíà. �Âîçâðàùàÿñü ê (10.9), âèäèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìûîñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî �n(!) ï.í.�! 0.Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà äëÿ ìàê-ñèìóìà ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðîâîäÿíåñëîæíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èì 8"> 0:Pfj�nj> "g= P( max2n6j<2n+1 ����� jXk=2nXk�����> " �2n)6 122n"2 2n+1�1Xk=2n �2k 66 22(n+1)"222n 2n+1�1Xk=2n �2kk2 = 4"2 2n+1�1Xk=2n �2kk2 ! 0 ïðè n!1,÷òî ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà ïî óñëî-âèþ òåîðåìû. Íî ýòî ëèøü äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü �n! 0 ïîâåðîÿòíîñòè1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �n(!) ï.í.�! 0 ïðèìåíèì ëåììóÁîðåëÿ�Êàíòåëëè. Ïîñêîëüêó èç óñëîâèÿ òåîðåìû è âûøå äîêà-çàííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî1Xn=0Pfj�n(!)j> "g6 4"2 1Xn=0 2n+1�1Xk=2n �2kk2 = 4"2 1Xk=1 �2kk2 <1,òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îñóùåñòâèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáûòèéñðåäè ñîáûòèé fj�n(!)j> "g, è çíà÷èò, ïî÷òè äëÿ âñåõ !, íà÷èíàÿñ íåêîòîðîãî íîìåðà N(!), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî j�n(!)j < ".Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òîPf!: �n(!)! 0g = 1. �Çàìå÷àíèå. Äîñòàòî÷íîå äëÿ âûïîëíåíèÿ óñèëåííîãî çàêîíàáîëüøèõ ÷èñåë óñëîâèå 1Xk=1 �2kk2 <1íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî îíî ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì â òîì1 Ñì. ðàçäåë ¾Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè¿ ãëàâû 12.118



Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåëñìûñëå, ÷òî åñëè ðÿä 1Pk=1 �2kk2 ðàñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �1,�2, . . . òàêèõ,÷òî E�k = 0, D�k = �2k,íî óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (10.6) íå âûïîëíÿåòñÿ.Ïðèìåð 10.1. Ïðèìåð òàêæå ïðèíàäëåæèò À.Í. Êîëìîãîðîâó.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ òåõ k,ïðè êîòîðûõ �2kk2 6 1, âûáåðåì�k =8><>:k, ñ âåðîÿòíîñòüþ �2k/(2k2),k, ñ âåðîÿòíîñòüþ �2k/(2k2),0, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1��2k/k2.Åñëè �2kk2 > 1, òî äëÿ ýòèõ k�k =(�k, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2,��k, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ Sn = nPk=1�k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîPnSnn ! 0o > 0.Íî òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ�nn = Snn � n�1n � Sn�1n�1ñëåäóåò, ÷òî Pn�nn ! 0o > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,1Xn=1Pn����nn ���> 1o=1,òàê êàê ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà èëè ðàâíû 1, èëè ðàâíû ÷ëåíàì ðàñõî-äÿùåãîñÿ ðÿäà �2nn2 . Â ñèëó ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ñ âåðîÿòíî-ñòüþ 1 ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáûòèé An = n����nn ���> 1o ,è çíà÷èò, �nn íå ìîæåò ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ñõîäèòüñÿ119



�ËÀÂÀ 10ê 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óñèëåííûéçàêîí áîëüøèõ ÷èñåë íå âûïîëíÿåòñÿ.Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíó òåîðåìó À.Í. Êîëìî-ãîðîâà.Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü X1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òîãäà1) óñëîâèå E jXij <1 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíå-íèÿ óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë:1n nXi=1 Xi ï.í.�! EX1;2) åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà m òàêàÿ, ÷òî 1n nPi=1Xi ï.í.�!m,òî E jXij <1 è m= EX1.10.4. Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí. Çàêîí ¾0 èëè 1¿Âñþäó â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàäàíî íåêîòîðîåâåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (
,A,P), íà êîòîðîì â äàëüíåéøåìðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñâÿ-çàííûõ ñ íèìè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé.Èç ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ñëåäîâàëî, ÷òî ðÿäû èç èíäè-êàòîðîâ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ëèáî ïî÷òè âñþäóñõîäÿòñÿ, ëèáî ïî÷òè âñþäó ðàñõîäÿòñÿ. À êàê âåäóò ñåáÿ äðóãèåðÿäû èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí?Ïðèìåð 10.2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä 1Pn=1 1nðàñõîäèòñÿ, à çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä 1Pn=1 (�1)nn ñõîäèòñÿ. À ÷òîáóäåò, åñëè çíàêè ðàññòàâëÿòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íàïðèìåð,åñëè ðàññìîòðåòü ðÿä 1Pn=1 Xnn , ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . .íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è ïðèíèìàþò äâà çíà÷å-íèÿ �1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè 1/2?Òåîðåìà 10.5 (Êîëìîãîðîâà�Õèí÷èíà î äâóõ ðÿäàõ).1. Ïóñòü X1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó-120



Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ ðÿäû1Xn=1EXn, 1Xn=1DXn. (10.10)Òîãäà P(!: 1Xn=1Xn(!) ñõîäèòñÿ)= 1.2. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì òåîðåìû ñëó÷àéíûå âå-ëè÷èíû ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé 
 > 0,òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (10.10) áóäåò òàêæå íåîáõîäè-ìûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäå-íèÿ 1. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòèðÿäîâ 1Pn=1Xn è 1Pn=1(Xn�EXn) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ìîæíî â äàëü-íåéøåì ñ÷èòàòü EXn = 0, DXn = �2n.Îáîçíà÷èì A ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà 1Pn=1Xn. Èñïîëüçóÿêðèòåðèé Êîøè äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ìîæíî çàïèñàòüA=\">0 1[N=1 \n>N 1\p=1(!: �����n+pXk=nXk(!)����� < ") .Òîãäà ìíîæåñòâî A, ãäå ðÿä ðàñõîäèòñÿ, ðàâíîA=[">0 1\N=1 [n>N 1[p=1(!: �����n+pXk=nXk(!)�����> ")== 1[m=1 1\N=1 [n>N 1[p=1(!: �����n+pXk=nXk(!)����� > 1m)== 1[m=1 1\N=1(!: supn>N , p>1�����n+pXk=nXk(!)����� > 1m) .Ïîêàæåì, ÷òî 8mP( 1\N=1(!: supn>N , p>1 �����n+pXk=nXk(!)����� > 1m)) = 0. 121



�ËÀÂÀ 10Äëÿ ýòîãî îöåíèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿBN =(!: supn>N , p>1 �����n+pXk=nXk(!)����� > 1m) .Çà�èêñèðóåì q è n > N è ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ÊîëìîãîðîâàîöåíèìP(!: max16p6q �����n+pXk=nXk(!)����� > 1m)6m2 n+qXk=n �2k 6m2 1Xk=n �2k 6m2 1Xk=N �2k.Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íå çàâèñèò íè îò q, íè îò n, ååìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ BN :P(BN)6m2 1Xk=N�2k ! 0 ïðè N !1.Íî òîãäà 8m P( 1\N=1BN)= limN!1P(BN) = 0,è ñëåäîâàòåëüíî, P(A) = 0. �×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû,ââåäåì îáîçíà÷åíèå X
n =(Xn, jXnj6 
,0, jXnj > 
.Òåîðåìà 10.6 (Êîëìîãîðîâà î òðåõ ðÿäàõ). ÏóñòüX1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí. Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðÿäà 1Pn=1Xníåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì 
 > 0 îäíî-âðåìåííî ñõîäèëèñü òðè ðÿäà1Xn=1PfjXnj > 
g, 1Xn=1EX
n, 1Xn=1DX
n. (10.11)Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî ïîñìîòðåòü â [14; 30℄.122



Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåëÇàäà÷à 10.2. Ïîêàæèòå, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1ðÿäà 1Pn=1Xn èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëåäóåò, ÷òîäëÿ âñÿêîãî 
 > 0 ñõîäÿòñÿ ðÿäû (10.11).Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿäëÿ ñõîäèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðÿäîâ èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí, íî íå îáúÿñíÿåò, ÷òî æå áóäåò, åñëè ñõîäèìîñòèñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íåò. Ïîêàæåì, ÷òî òàê æå, êàê è äëÿ èí-äèêàòîðîâ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, ðÿäû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 áóäóòðàñõîäèòüñÿ.Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó X1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà (
,A,P). Îáîçíà÷èì An ��-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X1, . . . ,Xn, òîåñòü íàèìåíüøóþ �-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ âñå ñîáûòèÿ âèäàf!: (X1(!), . . . ,Xn(!)) 2 Bg, B 2 Bn,ãäå Bn îáîçíà÷àåò áîðåëåâñêóþ �-àëãåáðó â Rn .Àíàëîãè÷íî ïóñòü A1n � �-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíûìèâåëè÷èíàìè Xn,Xn+1, . . . .�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ñîáûòèÿ A è B òàêèå, ÷òî A2An�1,à B 2A1n . Ïîñêîëüêó ñîáûòèå A îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè-÷èíàìè Xi ñ íîìåðàìè 16 i 6 n�1, à ñîáûòèå B � ñëó÷àéíûìèâåëè÷èíàìè ñ íîìåðàìè i> n, òî èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé A è B. Òàêèå �-àëãåáðûíàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.Íàçîâåì îñòàòî÷íîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1,X2, . . .�-àëãåáðó E = 1\n=1A1n ,à âñÿêîå ñîáûòèå A 2 E � îñòàòî÷íûì ñîáûòèåì. Èç îïðå-äåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå îñòàòî÷íîå ñîáûòèå íå çàâèñèòîò ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà X1, . . . ,Xn. Ïðèìåðàìè îñòàòî÷íûõñîáûòèé ìîãóò ñëóæèòü ñîáûòèÿf!: ñõîäèòñÿ Xn(!)g, f!: ñõîäèòñÿ 1Xn=1Xn(!)g.Ýòè ñîáûòèÿ íå èçìåíÿòñÿ, åñëè îòêèíóòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëîïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 123



�ËÀÂÀ 10Çàäà÷à 10.3. Ïðèâåäèòå äðóãèå ïðèìåðû îñòàòî÷íûõ ñîáûòèé.Òåîðåìà 10.7 (çàêîí ¾0 èëè 1¿ Êîëìîãîðîâà). ÏóñòüX1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îñòàòî÷íîãî ñîáûòèÿ A2 E âûïîë-íÿåòñÿ P(A) = 0 èëè P(A) = 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A 2 E = 1Tn=1A1n , ñëåäîâàòåëüíî, A 22A1n äëÿ ëþáîãî n è òåì ñàìûì íå çàâèñèò îò An�1 ïðè âñåõ n.Îáîçíà÷èì AX íàèìåíüøóþ �-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ âñå An.Òîãäà äëÿ ëþáîãî B 2AXP(A\B) = P(A) �P(B).Òàê êàê E � AX , òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ A:P(A\A) = P(A) �P(A).Ñëåäîâàòåëüíî, P(A) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþP(A) = P(A) �P(A),è çíà÷èò, P(A) = 0 èëè P(A) = 1. �Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûìñîáûòèåì, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.Ñëåäñòâèå 10.1. �ÿä èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíèëè ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ, èëè ïî÷òè âñþäó ðàñõîäèòñÿ.Çàìå÷àíèå. �ÿäû èç �óíêöèé, îáëàäàþùèå ïîäîáíûì ñâîé-ñòâîì, âñòðå÷àþòñÿ è â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Òàê, ìîæíîðàññìîòðåòü íà îòðåçêå [0,1℄ ðÿä 1Pn=1an 
os(2n �2�x). Ýòîò ðÿäèëè ïî÷òè âñþäó íà [0,1℄ ñõîäèòñÿ, èëè ïî÷òè âñþäó ðàñõîäèòñÿ,â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ ðÿä 1Pn=1a2n.



�ëàâà 11Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ È ÌÅÒÎÄÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ11.1. Îáîçíà÷åíèÿ è �îðìóëèðîâêèïðåäåëüíûõ òåîðåìÎïðåäåëåíèå 11.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ñòàíäàðò-íîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-íèÿ '(x) çàäàåòñÿ �îðìóëîé'(x) = 1p2� e�x2/2ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x. Ýòîò �àêò áóäåì îáîçíà÷àòü Z �N(0,1).Åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ðàâíàp(x) = 1�p2� e�(x�a)2/(2�2),òî ðàñïðåäåëåíèå ñ òàêîé ïëîòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûìñ ïàðàìåòðàìè a è �2. Â äàëüíåéøåì áóäåì â ýòîì ñëó÷àåïèñàòü Y � N(a,�2). Çàìåòèì, ÷òî EY = a, DY = �2. Äëÿñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ a = 0, � = 1.Ïóñòü X1,X2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿêîòîðûõ ñóùåñòâóþò EXk = ak, DXk = b2k , E jXk�akj3 = 
k.Îáîçíà÷èì Sn = X1+X2+.. .+Xn,An = ESn = a1+a2+.. .+an,B2n =DSn = b21 +b22 +.. .+b2n,Cn = 
1+ 
2+.. .+ 
n.Ââåäåì íîâóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóS�n = Sn�AnBn ,êîòîðóþ íàçûâàþò íîðìèðîâàííîé ñóììîé. Öåëü äàííîé íîðìè-ðîâêè â òîì, ÷òîáû ñäåëàòü ES�n = 0, DS�n = 1.Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.125



�ËÀÂÀ 11Òåîðåìà 11.1 (À.Ì. Ëÿïóíîâ).�n = sup�1<
<d<+1 ������Pf
 6 S�n 6 dg� 1p2� dZ
 e�x2/2dx������6 2CnB3n . (11.1)Ïîÿñíèì ñîäåðæàíèå òåîðåìû. Åñëè âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ïðà-âîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ìàëà, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäå-ëåíèå S�n áëèçêî ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ,è òåîðåìà Ëÿïóíîâà ïîçâîëÿåò îöåíèòü òî÷íîñòü äàííîãî ïðè-áëèæåíèÿ1.Çàìå÷àíèå. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âñÿêîå óòâåðæäåíèåî ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê íîð-ìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ îòíîñÿò ê öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîéòåîðåìå. Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà � ýòî öåíòðàëüíàÿïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 11.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà L > 0, ÷òîjXk�akj6 Lïðè ëþáîì k> 1. Òîãäà jXk�akj3 6 L(Xk�ak)2, à çíà÷èò, 
k 6 Lb2kè, ñëåäîâàòåëüíî, Cn 6 LB2n. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷íîñòü íîðìàëüíîéàïïðîêñèìàöèè îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé�n 6 2LBn .Òàêèì îáðàçîì, åñëè L ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûìîòêëîíåíèåì âñåé ñóììû Sn, òî ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå S�n¾ïî÷òè íîðìàëüíûì¿.1 À.Ì. Ëÿïóíîâ, âïåðâûå ïðèìåíèâ ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíê-öèé, ïîëó÷èë áîëåå ãðóáóþ îöåíêó âèäà 
 lnnpn , ãäå 
 � íåêîòîðàÿ àáñî-ëþòíàÿ êîíñòàíòà (ñì. [21, ò. 1, ñ. 157�176℄ èëè [18, ñ. 97�100℄). Ïîçæåñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà, èìåþùàÿòàêîé æå âèä, êàê â íåðàâåíñòâå (11.1), íî ñ áîëüøåé êîíñòàíòîé (ñì.,íàïðèìåð, [29, ò. 2, ñ. 608�611℄). Çíà÷åíèå àáñîëþòíîé êîíñòàíòû 
 ïîñëåýòîãî íåîäíîêðàòíî óëó÷øàëîñü. Â ñòàòüå Â.Ì. Çîëîòàðåâà [11℄ äîêàçàíî,÷òî 
 6 1.8102, è ýòî íå îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîéîáëàñòè ïðîäîëæàþòñÿ.126



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÏðèìåð 11.2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xk ðàâíîìåðíîîãðàíè÷åíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L0 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿâñåõ k îäíîâðåìåííî jXkj 6 L0. Òîãäà jXk�akj 6 2L0, è ïîëó÷èì,÷òî Cn 6 2L0B2n. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îòäåëüíûå ñëàãàåìûå ìàëûïî ñðàâíåíèþ ñ Bn, òî ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîé ñóììûñíîâà áëèçêî ê íîðìàëüíîìó.Ïðèìåð 11.3. Ïóñòü A1,A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-ñèìûõ ñîáûòèé, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî kP(Ak) = p, 0 < p < 1, q = 1�p.Îáîçíà÷èì �n(!) =Pni=1 IAi(!) � ÷èñëî ïðîèçîøåäøèõ ñîáûòèéñðåäè ïåðâûõ n. Ïî òåîðåìå Áåðíóëëè �nn ! p ïî âåðîÿòíîñòè.Òàê êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �n èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-ëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n,p), òî E�n = np, D�n = npq, è â ýòîìñëó÷àå S�n = �n�nppnpq .Ïîñêîëüêó äëÿ èíäèêàòîðà ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A âû-ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jIA(!)�pj6 1, òî â íàøåì ñëó÷àå ìîæíîïðèìåíèòü âûâîä ïðèìåðà 11.1 è ïîëó÷èòü îöåíêó�n 6 2pnpq .Íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, åñëè çíà÷åíèå âåëè÷èíû 2pnpq ìàëî.Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ëÿïóíîâà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿòåîðåìà.Òåîðåìà 11.2 (èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà).Åñëè n!1, òîPfm1 6 �n(!)6m2g ! dZ
 '(x)dx,ãäå 
 = m1�nppnpq , d = m2�nppnpq .Ïðÿìîé âûâîä èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà ñî-ñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîì ïîäñ÷åòå âåðîÿòíîñòåé áèíîìèàëüíîãî127



�ËÀÂÀ 11ðàñïðåäåëåíèÿ Pfm1 6 �n 6m2g= m2Xm=m1Cmn pmqn�mè ïðèìåíåíèè �îðìóëû Ñòèðëèíãà ê îòäåëüíûì ñëàãàåìûì äàí-íîé ñóììû.Òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà ïîçâîëÿåò òàêæå âû÷èñëÿòü âåðîÿò-íîñòè îòêëîíåíèé îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿîò åãî âåðîÿòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,P�
 6 �n�nppnpq 6 d�= P�
ppqpn 6 �nn �p6 dppqpn � .Ïðè ýòîì âèäíî, ÷òî ýòè îòêëîíåíèÿ èìåþò ïîðÿäîê ppqÆpn.Çàìå÷àíèå. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îáû÷íî çàìåíÿþòPf
 6 S�n 6 dg � dZ
 '(x)dx,íå ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà çíà÷åíèÿ ýòîãîèíòåãðàëà ìàëû, ïðèìåíåíèå òåîðåìû íåîïðàâäàííî, òàê êàêïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå, ÷åì çíà-÷åíèÿ èíòåãðàëà.Ìàòåìàòèêè çàòðàòèëè íåìàëî óñèëèé, ÷òîáû ñïðàâèòüñÿñ ýòèìè òðóäíîñòÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû íîñÿò íàçâàíèåòåîðåì î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíîïðî÷èòàòü â [29℄.Ïîïûòêè ïîëó÷èòü îáîáùåíèå òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà ïðè-âåëè ê ñîçäàíèþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé (À.Ì. Ëÿ-ïóíîâ, 1901).11.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè.Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâàÎïðåäåëåíèå 11.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ f (t;X) äåéñòâèòåëüíîéïåðåìåííîé t, (t 2 (�1;+1)), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîìf (t;X) = EeitX ,â êîòîðîì i îáîçíà÷àåò ìíèìóþ åäèíèöó.128



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÍàïîìíèì, ÷òî ïî èçâåñòíîé �îðìóëå ÝéëåðàeitX = 
ostX+ isin tX.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû îïðåäåëèì êàêEeitX = E
os tX+ iEsin tX.Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò êî-íå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ ñóùåñòâóåò äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Èíîãäàäëÿ êðàòêîñòè, êîãäà ïîíÿòíî, î êàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå èäåòðå÷ü, áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ f (t).�àññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.1. Ïóñòü X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ðàñïðåäåëå-íèå X çàäàíî òàáëèöåéx1 x2 . . . xn . . .p1 p2 . . . pn . . . .Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûðàâíà f (t;X) = 1Xk=1 eitxkpk,ïðè÷åì åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëîçíà÷åíèé, òî è â ñóììå áóäåò òàêîå æå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòüðÿäà íå âûçûâàåò ñîìíåíèé.2. Ïóñòü òåïåðü X èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäå-ëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x). Òîãäà ååõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíàf (t;X) = +1Z�1 eitxp(x)dx.Çàìå÷àíèå. Äëÿ ÷èòàòåëåé, çíàêîìûõ ñ ìåòîäàìè �óíêöèéêîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëÿòü, íåèñïîëüçóÿ �îðìóëó Ýéëåðà. 129



�ËÀÂÀ 11Ïðèìåð 11.4. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíèåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè èíäèêàòîðà ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A:IA(!) =(1, ! 2A, ñ âåðîÿòíîñòüþ p= P(A),0, ! /2A, ñ âåðîÿòíîñòüþ q = P(A).Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíàf (t; IA(!)) = f (t) = peit+q,åñëè p= q = 12 , òî f (t) = eit/2 
os t2 .Ïðèìåð 11.5. Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì:X =8<:+1, ñ âåðîÿòíîñòüþ 12 ,�1, ñ âåðîÿòíîñòüþ 12 .Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ ðàâíà f (t) = 
os t.Ïðèìåð 11.6. Ïóñòü Z � N(0,1), òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíàf (t) = e�t2/2.Äåéñòâèòåëüíî, èç ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òîEsin tZ = 0 è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿf (t) = +1Z�1 1p2� e�x2/2 
ostxdx.Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ýòîé �óíêöèè, ïðîâåäÿ äè��åðåíöèðî-âàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è ïðèìåíèâ �îðìóëó èíòåãðèðîâà-íèÿ ïî ÷àñòÿì:f 0(t) = +1Z�1 1p2� e�x2/2(�sin tx)xdx = +1Z�1 1p2� sintxd�e�x2/2�==� +1Z�1 1p2� e�x2/2 
ostx � tdx =�tf (t).130



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÒàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåòäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþf 0(t) =�tf (t), f (0) = 1,åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ f (t) = e�t2/2.�àññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé�óíêöèè ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Ïðèìåð 11.7. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ X âåëè÷èíà èìååò ðàâíî-ìåðíîå íà îòðåçêå [�a,a℄ ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà åå ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíàp(x) =( 12a , åñëè jxj6 a,0, åñëè jxj > a.Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíàf (t) = +1Z�1 eitxp(x)dx = aZ�a 
os tx � dx2a = sinatat .Çàäà÷à 11.1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ ïëîò-íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿp(x) =(1a �1� jxja � , åñëè jxj 6 a,0, åñëè jxj > a,õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíàf (t) = 2(1� 
osat)a2t2 .Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïî âèäó ïëîòíîñòè íàçûâàþò òðå-óãîëüíûì.Çàäà÷à 11.2. Ïîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñèì-ìåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ ÷åò-íîé âåùåñòâåííîé �óíêöèåé.Âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èìåþòñÿ òàá-ëèöû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé äëÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷à-þùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèé. Ñóùåñòâóþò òàêæå áîëåå ïîëíûå òàá-ëèöû ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå (à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿåñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïëîòíîñòè èëè131



�ËÀÂÀ 11�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ). Â ïðèëîæåíèè 1 íàñòîÿùåãî ó÷åáíèêàïðèâåäåíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòîèñïîëüçóåìûõ ðàñïðåäåëåíèé.�àññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ�óíêöèé1.1. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü: åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Yíåçàâèñèìû, òî f (t;X+Y ) = f (t;X) � f (t;Y )� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñóììû ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé ñëàãàåìûõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè �îðìóëàìè òðèãîíî-ìåòðèè è íåçàâèñèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷àåìf (t;X+Y ) = E
os t(X+Y )+ iEsint(X+Y ) == E
os tXE
ostY �EsintXEsin tY ++ iEsintXE
os tY + iE
os tXEsin tY = f (t;X)f (t;Y ).�2. Äëÿ ëþáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèèjf (t;X)j6 1, f (0;X) = 1.Çàäà÷à 11.3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿf (2�;X) = 1,òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2� è ñîîòâåòñòâóåòöåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå.3. Ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:f (t;aX+b) = eitbf (at;X).Ïðèìåð 11.8. Ïóñòü X � N(0,1), Y = �X + a. Òîãäà Y �� N(a,�2), è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íû Y ðàâíà f (t;Y ) = eita e�t2�2/2.1 Äðóãèå âàæíûå ñâîéñòâà, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ�óíêöèé ñ ìîìåíòàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñì. íà ñ. 146.132



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé4. Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó �óíêöè-ÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè.Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿF(x), òî f (t;X) = +1Z�1 eitxPF(dx),ãäå èíòåãðàë Ëåáåãà áåðåòñÿ ïî ìåðå PF , ïîðîæäåííîé íà÷èñëîâîé ïðÿìîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x). Ñëåäîâàòåëüíî,âñÿêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò õàðàêòå-ðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ. Íî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: �óíê-öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîé �óíêöèè. Äîêàçûâàåòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ�îðìóë îáðàùåíèÿ.11.3. Ôîðìóëû îáðàùåíèÿäëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÏðåæäå ÷åì ïðèâåñòè ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ �îðìóë îáðàùåíèÿ,âñïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìû îïðå-äåëèëè ðàíåå �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xñîîòíîøåíèåì F(x) = P(X < x). (11.2)Â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü è äðóãîå îïðåäåëåíèå1,à èìåííî F(x) = P(X 6 x). (11.3)Ïî-ðàçíîìó îïðåäåëåííûå �óíêöèè ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîâåäå-íèåì â òî÷êàõ ðàçðûâà: ïåðâàÿ èç íèõ íåïðåðûâíà ñëåâà, à âòîðàÿñïðàâà. Â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ýòè �óíêöèè ñîâïàäàþò.Âñÿêàÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ èìå-åò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà. Äåéñòâèòåëü-íî, ðàçðûâîâ, ïî âåëè÷èíå ïðåâîñõîäÿùèõ 1/2, ìîæåò áûòü íåáîëåå îäíîãî, ðàçðûâîâ, ïðåâûøàþùèõ 1/3, � íå áîëåå äâóõ,è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè ðàçðûâà ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü,è çíà÷èò, èõ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî.1 Îïðåäåëåíèå (11.2) ïðèâîäèòñÿ òàêæå â [4; 6; 28℄ è äð., îïðåäåëåíèå(11.3) èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, â [26; 29; 30℄. 133



�ËÀÂÀ 11Òî÷åê æå íåïðåðûâíîñòè � êîíòèíóóì, ïðè÷åì ìíîæåñòâî òî-÷åê íåïðåðûâíîñòè âñÿêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âñþäó ïëîòíîíà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.Åñëè F1(x) è F2(x) � äâå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ìíîæå-ñòâî îáùèõ òî÷åê íåïðåðûâíîñòè òàêæå âñþäó ïëîòíî.Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà â êà÷åñòâå îäíîé èç �îðìóëîáðàùåíèÿ ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 11.3 (�îðìóëà îáðàùåíèÿ1). Åñëè F(x) è f (t) � ñî-îòâåòñòâåííî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, x1 < x2 � òî÷êè íåïðåðûâíî-ñòè F(x), òîF(x2)�F(x1) = limT!1 12� TZ�T e�itx2� e�itx1�it f (t)dt.Çàìå÷àíèå. Åñëè â ýòîé �îðìóëå óñòðåìèòü x1 ! �1 ïîòî÷êàì íåïðåðûâíîñòè, òî ïîëó÷èì F(x2). Ïîñêîëüêó x2 � ïðîèç-âîëüíàÿ òî÷êà íåïðåðûâíîñòè, òî �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíîîäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè.Ñóùåñòâóþò è äðóãèå âàðèàíòû �îðìóë îáðàùåíèÿ. Òàê,åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà, òî�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ïëîòíîñòü p(x) èp(x) = 12� 1Z�1 e�itxf (t)dt. (11.4)Ôîðìóëó 11.4 íàçûâàþò �îðìóëîé îáðàùåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè.Çàäà÷à 11.4. Äîêàæèòå �îðìóëó îáðàùåíèÿ (11.4) äëÿ ïëîò-íîñòè, èñïîëüçóÿ �îðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ �óíêöèè ðàñïðå-äåëåíèÿ.Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëûf (t) = 1Z�1 eitxp(x)dx,1 Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [30℄.134



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèép(x) = 12� 1Z�1 e�itxf (t)dtî÷åíü ïîõîæè, çà èñêëþ÷åíèåì çíàêà â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíòè ìíîæèòåëÿ ïåðåä âòîðûì èíòåãðàëîì. Ïåðâóþ èç íèõ íàçûâàþòïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå �óíêöèè p(x), âòîðóþ � îáðàòíûìïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ïîäðîáíî ñ òåîðèåé ïðåîáðàçîâàíèéÔóðüå âû ïîçíàêîìèòåñü â êóðñå �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.Ïðèâåäåì åùå îäèí âàðèàíò �îðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ öåëî-÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1:Pf!: X(!) =mg= 12� �Z�� e�itmf (t)dt.Èòàê, ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâ-ëèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàê-òåðèñòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîåñîîòâåòñòâèå. Â ýòîì ñîñòîÿëî ñâîéñòâî 4 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ�óíêöèé.11.4. Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâèÿõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé è �óíêöèéðàñïðåäåëåíèÿÄëÿ òîãî ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü òî÷íî ýòî ñâîéñòâî, ââåäåìîáîçíà÷åíèÿ.Ïóñòü X1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Îáîçíà÷èì Fn(x) è f (t;Xn) ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèþ ðàñïðåäå-ëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn(n= 1,2, . . .).Îïðåäåëåíèå 11.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíXn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíå X (Xn d�! X) ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), åñëè Fn(x)!! F(x) â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F(x).Îïðåäåëåíèå 11.4. Cõîäèìîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿFn(x) ! F(x) â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé1 Ñì. ëåììó 11.7, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ âûâîä ýòîé �îðìóëû. 135



�ËÀÂÀ 11�óíêöèè F(x) íàçûâàþò ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ è îáîçíà÷àþòFn(x)) F(x).Çàìå÷àíèå. Ñõîäèìîñòü Xn d�! X ïî ðàñïðåäåëåíèþ ðàâíî-ñèëüíà ñõîäèìîñòèEg(Xn)! Eg(X), n!1,äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé �óíêöèè g(x)1.Çàäà÷à 11.5. Ïóñòü F(x) � íåïðåðûâíàÿ íà âñåé ïðÿìîé �óíê-öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è Fn(x)) F(x). Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) ñõîäèòñÿ ê F(x)ðàâíîìåðíî.Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäóõàðàêòåðèñòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè è �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ.Òåîðåìà 11.4. Äëÿ ñõîäèìîñòè Fn(x) ) F(x) íåîáõîäèìîè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f (t;Xn)! f (t;X) ðàâíîìåðíî ïî t â êàæ-äîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå.Îïðåäåëåíèå 11.5. Åñëè f (t;Xn)! f (t;X) ðàâíîìåðíî ïî tâ êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî òàêîé âèä ñõîäèìîñòè õàðàê-òåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé òàêæå íàçûâàþò ñëàáîé ñõîäèìîñòüþè îáîçíà÷àþò f (t;Xn)) f (t;X).Çàäà÷à 11.6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õàðàêòåðè-ñòè÷åñêèõ �óíêöèé, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîìêîíå÷íîì èíòåðâàëå, íî íå ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñåéïðÿìîé.Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.4 â îá-ùåì ñëó÷àå, à îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì, íåîáõîäèìûìäëÿ äîêàçàòåëüñòâà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Ïóñòüïî-ïðåæíåìó Z � N(0,1). Äîêàæåì, ÷òî èç ñëàáîé ñõîäèìîñòèõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé íîðìèðîâàííûõ ñóìì S�n ê õàðàê-òåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè Zf (t;S�n)) e�t2/2 �EeitS�n ) EeitZ� (11.5)ñëåäóåò ñõîäèìîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ1 Ïîäðîáíåå îá ýòîé ñõîäèìîñòè ìîæíî ïðî÷èòàòü â [30℄.136



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéñóìì ê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãîçàêîíà.Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:1) ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî èç (11.5) ñëåäóåò ñõîäèìîñòüìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèéEH(S�n)! EH(Z) (11.6)äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà �óíêöèé H(x);2) çàòåì ñ ïîìîùüþ (11.6) ìîæíî áóäåò äîêàçàòü, ÷òî äëÿïðîèçâîëüíûõ �1 < 
 < d <1 âûïîëíÿåòñÿE I[
,d℄(S�n)! E I[
,d℄(Z),èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,Pf
 6 S�n 6 dg! Pf
 6 Z 6 dg.Íî ýòî è îçíà÷àåò óòâåðæäåíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-ìû.Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (11.5).�àññìîòðèì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m, ïðîèçâîëüíûõ êîì-ïëåêñíûõ ÷èñåë 
1,
2, . . .
m è äåéñòâèòåëüíûõ t1 < t2 < .. . < tm�óíêöèþ Q(x) = mXk=1 
keitkx. (11.7)Ïîñêîëüêó EQ(S�n) = mPk=1
kEeitkS�n , òî èç (11.5) ñëåäóåò, ÷òîEQ(S�n)! mXk=1 
kEeitkZ = EQ(Z).Âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî áîãàò ¾çàïàñ¿ �óíêöèé äåéñòâè-òåëüíîé ïåðåìåííîé H(x), êîòîðûå ìîæíî ïðèáëèæàòü �óíêöè-ÿìè âèäà (11.7) èëè �óíêöèÿìè áîëåå îáùåãî âèäàQ(x) = mXk=1 (�k 
ostkx+ i�k sin tkx) , (11.8)ãäå �k, �k (1 6 k 6 m) � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ �óíêöèé H(x). 137



�ËÀÂÀ 11Ïðèìåð 11.9. �àññìîòðèì �óíêöèþH(x) =(1� jxja , jxj6 a0, jxj > a.Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü (ñì. çàäà÷ó 11.1) â âèäå èíòåãðàëàH(x) = 1� 1Z�1 eitx 1� 
osatat2 dt = 1� 1Z�1 
os tx 1� 
osatat2 dt,è çíà÷èò, H(x) ìîæíî ïðèáëèçèòü �óíêöèÿìè âèäà (11.7).Ïðèìåð 11.10. �àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ ñ ïåðèîäîì 2�óíêöèþH(x) = 12 + 4�2 �
os�x12 + 
os3�x32 + 
os5�x52 +.. .� ,êîòîðàÿ ïðè x 2 [�1,1℄ ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé ïðåäûäóùåãî ïðè-ìåðà, åñëè a= 1. Ýòà �óíêöèÿ òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàâ âèäå ïðåäåëà �óíêöèé (11.8).Ïðèìåð 11.11. Ñëåäóþùàÿ �óíêöèÿH(x) = 1� 1Z�1 eitx sin lt2lt sinÆtÆt dt¾ïîõîæà¿ íà èíäèêàòîð îòðåçêà [�l, l℄, åñëè 0 < Æ < l ìàëî(ðèñ. 7). Åå òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðåäåëà �óíê-öèé (11.8).
�èñ. 7. Ôóíêöèÿ èç ïðèìåðà 11.11Çàäà÷à 11.7. Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ H(x) ïðåäûäóùåãî ïðèìå-ðà ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-138



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé÷èí X,Y , îäíà èç êîòîðûõ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèåíà [�l, l℄, à äðóãàÿ � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [�Æ,Æ℄.Ïðèìåð 11.12 (ðàñïðåäåëåíèå Êîøè). �àññìîòðèì ïðåîáðà-çîâàíèå Ôóðüå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè:H(x) = e��jxj = 1Z�1 eitx ��(�2+ t2) dt.Ýòó �óíêöèþ òàêæå ìîæíî ïðèáëèçèòü �óíêöèÿìè âèäà (11.8),ðàññìîòðåâ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå ñóììû.Âñå ðàññìîòðåííûå â ïðèìåðàõ �óíêöèè ïðåäñòàâèìû â âèäåH(x) = 1Z�1 eitxh(t)dt, (11.9)ãäå h(t) � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, àáñîëþòíîèíòåãðèðóåìàÿ íà âñåé ïðÿìîé. Îáîçíà÷èì H êëàññ �óíêöèéâèäà (11.9).Íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïî-íàäîáèòñÿ ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè �óíê-öèè H(x) ê êëàññó H.Ëåììà 11.1. Ïóñòü �óíêöèÿ H(x) ðàâíà 0 âíå êîíå÷íîãîèíòåðâàëà, íåïðåðûâíà è èìååò äâå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûåíà âñåé ïðÿìîé. Òîãäà H(x) 2H.Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû, ïîñêîëü-êó åå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ òåîðåì ìàòåìàòè÷åñêîãîàíàëèçà î ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèé èíòåãðàëîì Ôóðüå1.Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ ïðèìåðà 11.12 âõîäèò â êëàññ H, õîòÿè íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû, òî åñòü óñëîâèå ÿâëÿåòñÿäîñòàòî÷íûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.Óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ïîñëåäóþò äàëüøå, âåðíû è äëÿ áîëååøèðîêîãî êëàññà �óíêöèé. Ìîæíî, íàïðèìåð, îòêàçàòüñÿ îòóñëîâèÿ ðàâåíñòâà 0 âíå êîíå÷íîãî èíòåðâàëà, íî òîãäà äëÿ äîêà-çàòåëüñòâà òåîðåì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà Ôóáèíè äëÿ èíòåãðàëàËåáåãà, êîòîðàÿ â íàñòîÿùåì êóðñå íå ðàññìàòðèâàëàñü.1 Ñì., íàïðèìåð, [9, ñ. 404℄. 139



�ËÀÂÀ 11Ëåììà 11.2. Ïóñòü H(x) 2 H. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû YEH(Y ) = 1Z�1 f (t;Y )h(t)dt.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â ÷àñòíûõ ñëó÷à-ÿõ: äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé êîíå÷-íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, è äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî ñòàíäàðòíûìíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ïðèíèìàåò s ðàçëè÷íûõìåæäó ñîáîé çíà÷åíèé y1,y2, . . . ,ys ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1,p2, . . . ,ps.ÒîãäàEH(Y ) = sXj=1 H(yj)pj = sXj=10� 1Z�1 eityjh(t)dt1Apj == 1Z�10� sXj=1 eityjpj1Ah(t)dt = 1Z�1 f (t;Y )h(t)dt.Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ïðàâîìåðíîñòü çàìåíû ïî-ðÿäêîâ ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ñîìíåíèé íå âûçûâàëà.2. Ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ��N(0,1) ñ ïëîòíîñòüþ '(x) = 1p2� e�x2/2:EH(Z) = 1Z�1H(x)'(x)dx = 1Z�10� 1Z�1 eitxh(t)dt1A'(x)dx == 1Z�1h(t)0� 1Z�1 eitx'(x)dx1A dt = 1Z�1h(t)e�t2/2dt.Â ýòîì ñëó÷àå çàìåíà ïîðÿäêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ õîòÿ è âåðíà, íîóæå íå ñòîëü î÷åâèäíà. Âïðî÷åì, äëÿ èíòåãðàëîâ �èìàíà òåîðåìàÔóáèíè â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàññìàòðèâàëàñü, è âûìîæåòå óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ïðîâåäåííûõ âûêëàäîê. �Òåîðåìà 11.5. Ïóñòü H(x) 2H è Y1,Y2, . . . � ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèå140



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé�óíêöèè ñõîäÿòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû Y f (t;Yn)) f (t;Y )ðàâíîìåðíî â êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå. ÒîãäàEH(Yn)! EH(Y ).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ðàçíîñòüEH(Yn)�EH(Y ) = 1Z�1h(t)(f (t;Yn)� f (t;Y ))dt = I1+ I2+ I3,ãäå èíòåãðàëû I1, I2, I3 áåðóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ïðîìåæóòêàõ[�T ,T ℄, (�1,�T ℄, [T ,1). Îöåíèì êàæäûé èç íèõ ïî îòäåëüíî-ñòè. Âûáîð êîíñòàíòû T ïðîâåäåì ïîçäíåå.jI1j6 2TAh supjtj6T jf (t;Yn)� f (t;Y )j,ãäå Ah = sup�1<t<+1 jh(t)j,jI2j6 2 �TZ�1 jh(t)jdt, jI3j6 21ZT jh(t)jdt.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìjEH(Yn)�EH(Z)j6 jI1j+ jI2j+ jI3j.Ïîñêîëüêó h(t) � àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ íà âñåé ïðÿìîé�óíêöèÿ, òî 8"> 0 ñóùåñòâóåò T =T (",h) òàêîå, ÷òîjI2j+ jI3j < 2"/3.Îñòàâøååñÿ ñëàãàåìîåjI1j6 2T (",h)Ah supjtj6T jf (t;Yn)� f (t;Y )j,è åãî ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå, ÷åì "/3, âûáðàâ n äîñòàòî÷íîáîëüøèì, òàê êàê ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n> n0supjtj6T jf (t;Yn)� f (t;Y )j < "6TAh .Ñëåäîâàòåëüíî, EH(Yn)!EH(Y ) äëÿ âñåõ �óíêöèé H(x) 2H. �141



�ËÀÂÀ 11Êàê áóäåò âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû,àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî íå òîëüêî äëÿ �óíêöèé èç H.Òåîðåìà 11.6. Åñëè f (t;Yn)) e�t2/2, òî äëÿ ëþáîãî îòðåç-êà [
,d℄ limn!1Pf
 6Yn 6 dg = Pf
 6 Z 6 dg.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ I[
,d℄(x) � èíäèêàòîðïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [
,d℄. Òàêèå �óíêöèè ìîæíî ïðèáëèæàòü�óíêöèÿìè èç êëàññà H. À èìåííî: äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íîìàëîãî Æ > 0 (ðèñ. 8) ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ H+Æ (x) òàêàÿ, ÷òîH+Æ (x)> I[
,d℄(x), H+Æ (x) = 0 äëÿ âñåõ x /2 [
� Æ, d+ Æ℄.Â ñèëó ëåììû 11.1 H+Æ (x) 2 H. Âûïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êóñîîòíîøåíèé:Pf
 6Yn 6 dg = E I[
,d℄(Yn)6 EH+Æ (Yn).Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n!1, ïîëó÷èìlimsupn!1 Pf
 6Yn 6 dg6 limsupn!1 EH+Æ (Yn) = limn!1EH+Æ (Yn) == EH+Æ (Z)6 E I[
�Æ,d+Æ℄(Z).Ñëåäîâàòåëüíî,limsupn!1 Pf
 6Yn 6 dg6 d+ÆZ
�Æ'(x)dx 66 dZ
 '(x)dx+ 
Z
�Æ'(x)dx+ d+ÆZd '(x)dx 6 dZ
 '(x)dx+ 1p2�2Æ.
�èñ. 8. Ïðèáëèæåíèå èíäèêàòîðîâ ìíîæåñòâ �óíêöèÿìè èç H142



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÓñòðåìèâ òåïåðü Æ!+0, ïîëó÷èìlimsupn!1 Pf
 6Yn 6 dg6 dZ
 '(x)dx = Pf
 6 Z 6 dg. (11.10)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âûáèðàÿ H�Æ (x) 2 H (ñì. ðèñ. 8) òàêóþ,÷òî H�Æ (x) = 0 äëÿ âñåõ x /2 [
,d℄, H�Æ (x)6 I[
,d℄(x),ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîPf
 6 Z 6 dg6 liminfn!1 Pf
 6Yn 6 dg. (11.11)Ñðàâíèâàÿ íåðàâåíñòâà (11.10) è (11.11), ïîëó÷èì, ÷òîlimn!1Pf
 6Yn 6 dg = Pf
 6 Z 6 dg. �11.5. Ïðèìåðû ñëàáîé ñõîäèìîñòèïîñëåäîâàòåëüíîñòåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé�àññìîòðèì ñíà÷àëà íà ïðèìåðàõ, êàê ìîæíî óñòàíîâèòüñõîäèìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé.Ïðèìåð 11.13. Ïóñòü X1,X2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 1 è �1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/2, 
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé f (t;Xk) = 
os t, EXk = 0, DXk = 1.Òîãäà äëÿ íîðìèðîâàííîé ñóììû S�n = Snpn èìååìf (t;S�n) = f � tpn ;Sn�= 
osn� tpn� .Ïðè îöåíêå áëèçîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé âîñïîëü-çóåìñÿ ïðîñòîé, íî ïîëåçíîé ëåììîé.Ëåììà 11.3. Åñëè j�j6 1, j�j6 1, òîj�n��nj6 j���j �näëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì ëåììû 11.3, ïîëó÷èì 143



�ËÀÂÀ 11���f (t;S�n)� e�t2/2��� = ����
osn� tpn���e�t2/(2n)�n����66 n ����
os� tpn�� e�t2/(2n)���� .Ïîñêîëüêó jtj 6 T , n!1, òî íåîáõîäèìî óìåòü îöåíèâàòü ýòóðàçíîñòü ëèøü â ìàëîé îêðåñòíîñòè 0. Âîñïîëüçóåìñÿ êîíêðåò-íûìè ñâîéñòâàìè �óíêöèé:
osu = 1� u22! + u44! � . . .+ (�1)n u2n(2n)! +Rn(u),ïðè÷åì îñòàòîê Rn(u) íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ ïåðâîãî îò-áðîøåííîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà è èìååò çíàê ïåðâîãîîòáðîøåííîãî ÷ëåíà;e�u = 1�u+ u22! � u33! + . . .+ (�1)nunn! +Qn(u),ãäå îñòàòîê Qn(u) îáëàäàåò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì äëÿ âñåõu > 01. Ñëåäîâàòåëüíî,06 
osu��1� u22 �6 u44! , 06 e�u� (1�u)6 u22 ,è çíà÷èò, 06 
os tpn ��1� t22n�6� t2n�2 124 ,06 e�t2/(2n)��1� t22n�6� t22n�2 12 .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ t èìååì����
os tpn � e�t2/(2n)����6 t4n2 � 124 + 18�= t46n2 .Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ jtj6Tjf (t;S�n)� e�t2/2j6 n ����
os tpn � e�t2/(2n)����6 T 46n ! 0ðàâíîìåðíî â êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå.1 Òàêîå ñâîéñòâî ðÿäîâ Òåéëîðà íàçûâàþò ñâîéñòâîì ¾îáåðòûâàíèÿ¿.144



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÏðèìåð 11.14. Ïóñòü A1,A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-âèñèìûõ ñîáûòèé, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âåðîÿòíîñòü p.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â èñïûòàíèè ñ íîìåðîì k ïðîèçîøåë óñïåõ,åñëè ïðîèçîøëî ñîáûòèå Ak. Òîãäà Sn =Pnk=1 IAk(!) � ýòî ÷èñëîóñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òîf (t;S�n) = �qe�itp/pnpq+peitq/pnpq�n .Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé. Íî è â ýòîìñëó÷àå, ïðîâîäÿ íåïîñðåäñòâåíûå âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî óáåäèòüñÿâ òîì, ÷òî f (t;S�n)) e�t2/2.11.6. Äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîéòåîðåìûÌåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé � îñíîâíîé ïðè äîêàçà-òåëüñòâå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. �àíåå áûëà ñ�îð-ìóëèðîâàíà òåîðåìà Ëÿïóíîâà. Ïðèâåäåì áîëåå ïðîñòîé âàðèàíòöåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñ�îðìóëèðóåì öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþòåîðåìó â �îðìå Ëèíäåáåðãà�Ëåâè.Òåîðåìà 11.7. Ïóñòü X1,X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâîðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå êîíå÷íûå ìî-ìåíòû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ: a = EXk, b2 = DXk, k == 1,2, . . . . Òîãäàsup�16
<d61������Pf
6 S�n 6 dg� 1p2� dZ
 e�x2/2 dx������! 0 (11.12)ïðè n!1.Ïðèìåðû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîêàçûâàëè, êàêèì îáðàçîììîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî f (t;S�n)) e�t2/2.�àññìîòðèì S�n = Sn�anbpn = nXk=1 Xk�abpn = 1pn nXk=1X�k ,ãäå X�k = Xk�ab , EX�k = 0, DX�k = 1. 145



�ËÀÂÀ 11Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé, ïî-ëó÷àåì f (t;S�n) = f n�t; X1�abpn �= f n� tpn ;X�k� .Ïîäîáíî òîìó, êàê ìû ïîñòóïàëè â ïðèìåðå 11.13 èç ïðåäûäó-ùåãî ðàçäåëà, çàïèøåì���f (t;S�n)� e�t2/2��� = ����f n� tpn ;X�1���e�t2/(2n)�n����66 n ����f � tpn ;X�1�� e�t2/(2n)���� == n ����f � tpn ;X�1���1� t22n���e�t2/(2n)��1� t22n������66 n ����f � tpn ;X�1���1� t22n�����+n t48n2 .Åñëè jtj6T , à n!1, òî tpn ! 0, è çíà÷èò, íåîáõîäèìî èçó-÷èòü ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé â îêðåñòíîñòè 0.Ïðèìåð 11.15. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ïðèíèìàåòêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé y1,y2, . . . ,ys ñ âåðîÿòíîñòÿìèq1,q2, . . . ,qs. Â ýòîì ñëó÷àåf (t;Y ) = sXl=1 eitylql .Ó �óíêöèè f (t;Y ) ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâè ðàâíûå dkf (t;Y )dtk = sXl=1 (iyl)keitylql .Åñëè òåïåðü âîçüìåì ýòè ïðîèçâîäíûå â òî÷êå t = 0, òî ïîëó÷èìdkf (t;Y )dtk ���t=0 = ik sXl=1 ykl ql = ikEY k. (11.13)Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè â òî÷-êå t = 0 ñâÿçàíû ñ ìîìåíòàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.146



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÇàäà÷à 11.8. Äîêàæèòå â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî èç ñóùåñòâî-âàíèÿ ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êîíå÷íîãî ìîìåíòà ïîðÿäêà lñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ l ðàç íåïðåðûâíîäè��åðåíöèðóåìà è äëÿ åå ïðîèçîäíûõ (k6 l) â òî÷êå t = 0âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (11.13).Ïðèìåíèì ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè èç íàøåãî ïðèìåðàðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè 0:f (t;Y ) = 1+ itEY + 12 t2i2EY 2+o(t2).Åñëè EY = 0, DY = 1, òîf (t;Y ) = 1� t22 +o(t2).Åñëè âìåñòî t ïîäñòàâèòü tpn , òî ïîëó÷èìf � tpn ;Y�= 1� t22n +o� t22n� .Ñ�îðìóëèðóåì îáùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 11.4. Åñëè ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñóùåñòâóþòEY ,DY , òî â îêðåñòíîñòè t = 0f (t;Y ) = 1+ itEY � t22 EY 2+o(t2).Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà1 ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 11.5. Ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì z è ëþáîì íàòó-ðàëüíîì n����eiz��1+ iz+ (iz)22! +.. .+ (iz)nn! �����6 jzjn+1(n+1)! .Ëåììà 11.6. Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì ëåììû 11.4ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y èìååò òðåòèé êîíå÷íûé ìîìåíò. Òîãäà���f (t;Y )��1+ itEY � 12 t2EY 2����6 16 jtj3E jY j3.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 11.5 ïðè n = 2, åñëè îòîáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà âçÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ.1 Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìîæíî ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî èëèïðî÷èòàòü â ó÷åáíèêàõ [26; 30℄. 147



�ËÀÂÀ 11Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-ðåìû, ïîëó÷àåì���f (t;S�n)� e�t2/2���6 n ����f � tpn ;X�1���1� t22n�����+ t48n 66 njtj3E jX�1 j36(pn)3 + t48n .Ïîñêîëüêó jtj6T , òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå ïðåâîñõîäèòT 3E jX1�aj36pnb3 + T 48n ! 0.Ñëåäîâàòåëüíî, f (t;S�n) ) f (t;Z), ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòèèìååò ïîðÿäîê O� 1pn�.Èòàê, äîêàçàíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â ïðåäïîëî-æåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî òðåòüåãî ìîìåíòà. Íà ñàìîìäåëå äëÿ åå âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íî íàëè÷èÿ ïåðâûõ äâóõ ìî-ìåíòîâ. 11.7. Òåîðåìà ÏóàññîíàÂ òåîðåìå Ïóàññîíà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ê äðóãî-ìó ðàñïðåäåëåíèþ � ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Ñ. Ïóàññîí �èçâåñòíûé �ðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê ïåðâîé ïîëîâèíû ÕIÕ â.,äîêàçàâøèé, ÷òî â ñõåìå èñïûòàíèé Áåðíóëëè, êîãäà n!1, ðàñ-ïðåäåëåíèå ÷èñëà óñïåõîâ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñõîäèòñÿíå ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, à ê ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà.�àññìîòðèì ñõåìó ñåðèé èñïûòàíèé Áåðíóëëè: â ñåðèè ñ íî-ìåðîì n ïðîâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êàæäîå èç êîòî-ðûõ èìååò âåðîÿòíîñòü óñïåõà pn, çàâèñÿùóþ îò íîìåðà ñåðèè.Îáîçíà÷èì Pn(m) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî óñïåõîâ â n-éñåðèè ðàâíî m.Òåîðåìà 11.8. Ïóñòü n!1, pn ! 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òînpn ! � > 0. ÒîãäàPn(m) = Cmn pmn (1�pn)n�m ! e�� ��mm! .Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òîPn(0) = (1�pn)n = en ln(1�pn) = e�npn�ln(1�pn)/(�pn) ! e��,148



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéPn(k)Pn(k�1) = n!pkn(1�pn)n�kk!(n�k)! � (k�1)!(n�k+1)!n!pk�1n (1�pn)n�k+1 == n�k+1k � pn1�pn = npn�1� k�1n �k(1�pn) ! �käëÿ âñåõ k> 1.Òîãäà Pn(m) = Pn(m)Pn(m�1) � Pn(m�1)Pn(m�2) � � � Pn(1)Pn(0) �Pn(0)!! �m � �m�1 � � � �1 � e�� = �me��m! . �Îïðåäåëåíèå 11.6. �àñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X,ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ 0,1,2, . . . ñ âåðîÿòíîñòÿìèPfX =mg = �me��m! ,íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ ïàðàìåòðîì �. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåìïèñàòü X ��(�).Ìû äîêàçàëè î÷åíü ïðîñòûì ñïîñîáîì òåîðåìó Ïóàññîíàäëÿ ñõåìû èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Ýòà òåîðåìà èìååò îáîáùåíèÿ,â òîì ÷èñëå ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòèê ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñõåìîéÏóàññîíà.Ïóñòü A1,A2,A3, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, äëÿêîòîðûõ P(Ak) = pk, k= 1,2, . . . . Îáîçíà÷èì�n(!) = nXk=1 IAk(!), �= nXk=1 pk,�n(!)� ÷èñëî íàñòóïèâøèõ ñîáûòèé Ak ñðåäè ïåðâûõ n ñîáûòèéíàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Çàìå÷àíèå. Åñëè P(Ak) = p äëÿ âñåõ k, òî ïîëó÷èì êàê÷àñòíûé ñëó÷àé ñõåìó Áåðíóëëè, â êîòîðîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó�n(!) íàçûâàëè ÷èñëîì óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �n(!) ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ îò 0äî n, íî âûïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå â ÿâíîì âèäå äëÿ ðàçëè÷íûõ149



�ËÀÂÀ 11ìåæäó ñîáîé pk è òåì áîëåå ðàáîòàòü ñ íèì � çàäà÷à äîñòàòî÷íîñëîæíàÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.Ïðèìåð 11.16. �àññìîòðèì ñõåìó Ïóàññîíà ïðè n= 5,m= 2.Òîãäà âåðîÿòíîñòüPf�n = 2g = p1p2q3q4q5+p1q2p3q4q5+.. .+q1q2q3p4p5âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñóììó C25 = 10 ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ.Êàê âèäèì, äàæå ïðè ìàëûõ n �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ãðîìîçä-êèìè, è âðÿä ëè èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâàïðåäåëüíûõ òåîðåì. Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðè-ñòè÷åñêèõ �óíêöèé.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ�óíêöèé öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ m(m= 0, �1, �2, . . .) ñ âåðîÿòíîñòÿìè pm, Pm pm = 1. Òîãäà õàðàê-òåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èìååò âèäf (t;X) = 1Xm=�1eitmpm, (11.14)ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà âñåé ïðÿìîé.�ÿä âèäà (11.14) íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì. Ìû áó-äåì ðàññìàòðèâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû è áîëåå îáùåãîâèäà 1Xk=�1
keitk,ãäå 
k (�1 < k < 1) � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî1Pk=�1 j
kj <1.Ôóíêöèè eitk, k = 0,�1,�2, . . . , îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-ñòâàìè: 12� �Z�� eitk dt =(1, k = 0,0, k 6= 0,12� �Z�� eint e�imt dt =(1, n =m,0, n 6=m. (11.15)150



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÇàìå÷àíèå. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé,îïðåäåëåííûõ íà [��,�℄, äëÿ êîòîðûõ�Z�� jf (t)j2 dt <1,ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå(f ,g) = �Z�� f (t)g(t)dt.Òîãäà ñâîéñòâî (11.15) îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîñòü �óíêöèé eitnè eitm ïðè m 6= n.Ïóñòü f (t) = 1Xk=�1
keitk, 1Xk�1 j
kj <1. (11.16)Óìíîæèì (11.16) íà 12� e�imt è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó[��,�℄. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ,ïîëó÷èì 12� �Z�� e�imtf (t)dt = 1Xk=�1
k 12� �Z�� e�imt eikt dt = 
m.Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ, ìû ìîæåìîäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû. Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 11.7. Åñëè f (t;x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå m ñ âåðîÿòíî-ñòüþ pm (m= 0,�1, . . .), òîpm = 12� �Z�� e�itmf (t;X)dt.Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �îðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿöåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Çàäà÷à 11.9. Ïðåäëîæèòå àíàëîã �îðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ äèñ-êðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 151



�ËÀÂÀ 11Ëåììà 11.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 11.7. Òîãäàäëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ ÷èñåë m1 6m2Pfm1 6 X 6m2g= 12� �Z��Sm1,m2(t)f (t;X)dt, (11.17)ãäå Sm1,m2 = e�it(m2+1/2)� e�it(m1�1/2)�2isin t2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì Pfm1 6 X 6m2g:Pfm1 6 X 6m2g = m2Xm=m1pm = m2Xm=m1 12� �Z�� e�itmf (t;X)dt == 12� �Z�� f (t;X) � m2Xm=m1 e�itm dt = 12� �Z�� f (t;X) � e�itm1 �e�it(m2+1)1�e�it dt.Äîìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè, ñòîÿùåé ïîä èíòå-ãðàëîì, íà eit/2, ïîëó÷èìPfm1 6 X 6m2g = 12� �Z�� e�it(m1�1/2)�e�it(m2+1/2)eit/2�e�it/2 f (t;X)dt == 12� �Z�� e�it(m1�1/2)�e�it(m2+1/2)2isin(t/2) f (t;X)dt,îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 11.8. �Ôîðìóëà (11.17) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì �îðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèâåäåííîé â òåîðåìå 11.3.Ñëåäñòâèå 11.1. Äëÿ âñåõ m1 6m2jSm1,m2(t)j6 1jsin t/2j .152



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéËåììà 11.9. Åñëèf (t) =Xk 
keitk, Xk j
kj <1,g(t) =Xk dkeitk, Xk jdkj <1,òî supm j
m�dmj6 12� �Z�� jf (t)�g(t)jdt, (11.18)supm16m2 ����� m2Xm=m1 
m� m2Xm=m1dm�����6 12� �Z�� jf (t)�g(t)jjsin (t/2)j dt. (11.19)Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò îöåíèòü áëèçîñòü �óíêöèé ðàñïðå-äåëåíèÿ, åñëè èçâåñòíû ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå�óíêöèè. Èç ëåììû ñëåäóåò (äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí), ÷òî èç ñõîäèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíê-öèé fn(t)) g(t) âûòåêàåò ñõîäèìîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿFn(x)! F(x) â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè F(x).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 11.7 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ öå-ëûõ m 
m�dm = 12� �Z�� e�itx(f (t)�g(t))dt,è çíà÷èò, supm j
m�dmj6 12� �Z�� jf (t)�g(t)jdt.Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 11.8 è ðàâåíñòâà èç äîêàçàòåëü-ñòâà ýòîé ëåììû, äëÿ m1 6m2 ïîëó÷àåì����� m2Xm=m1 
m� m2Xm=m1dm�����6 12� �Z�� jf (t)�g(t)jjsin(t/2)j dt. �Âåðíåìñÿ ê ñõåìå Ïóàññîíà: A1, A2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó-153



�ËÀÂÀ 11÷àéíûå ñîáûòèÿ, P(Ak) = pk, è�n(!) = nXk=1 IAk(!).Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �n(!) ðàâíàf (t;�n) = nYk=1 f (t; IAk) = nYk=1(1�pk+pkeit) = nYk=1�1+pk(eit�1)� .Îáîçíà÷èì �= E�n = nPk=1pk è ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-íó Y , èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì �:PfY =mg= e���mm! , m= 0,1,2, . . . .Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òîf (t;Y ) = e�(eit�1), EY = �, DY = �.Îáîçíà÷èì �m = jPf�n =mg�PfY =mgj.Òåîðåìà 11.9. Äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè åñëè pk = p 6 12 äëÿâñåõ k è �= np, òî �m 6 32 � �2n . (11.20)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 11.9 è íåðàâåíñòâà ëåì-ìû 11.3 èìååì�m 6 12� �Z�� ����1+p(eit�1)�n��e(�/n)(eit�1)�n��� dt 66 12� �Z�� n ���1+p(eit�1)� ep(eit�1)��� dt.Îáîçíà÷èì z= eit�1, òîãäà íåîáõîäèìî óìåòü îöåíèâàòü ñâåðõóâåëè÷èíó jepz� (1+pz)j. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p! 0 ïðè n!1 è �èê-ñèðîâàííîì � > 0, íàäî óìåòü ýòî äåëàòü â ìàëîé îêðåñòíîñòè 0.154



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéËåììà 11.10. Åñëè z � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî jzj66 1, òî jez� (1+z)j6 (e�2)jzj2.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,jez� (1+z)j= ����z22! + z33! +.. .����6 jzj2� 12! + 13! +.. .� = jzj2 � (e�2).�Ïðèìåíèì ýòó ëåììó ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Òàê êàêz= eit�1 = eit/2�eit/2� e�it/2�= 2isin t2 eit/2,òî jzj6 2jsin t2 j, è ïðè p6 12 èìååì jpzj6 2p6 1. Ñëåäîâàòåëüíî,ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 11.10:jepz� (1+pz)j6 jpzj2(e�2)6 p2 �4sin2 t2 � (e�2).Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì�m 6 2(e�2)p2n � 12� �Z�� 2sin2 t2 dt = 2(e�2)p2n6 32 � �2n .Òåîðåìà 11.9 äîêàçàíà. ��àññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé ñõåìû Ïóàññîíà.Òåîðåìà 11.10. Ïóñòü A1,A2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûåñîáûòèÿ, òàêèå, ÷òî pk = P(Ak)6 12 . Òîãäà�m = jPf�n =mg�PfY =mgj6 32 � nXk=1 p2k .Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 11.9 ñëåäóåò, ÷òî�m 6 12� �Z�� ����� nYk=1�1+pk(eit�1)�� nYk=1epk(eit�1)����� dt. (11.21)Äëÿ îöåíêè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþ-ùåé ëåììîé. 155



�ËÀÂÀ 11Ëåììà 11.11. Ïóñòü �k, �k (k = 1,2, . . . ,n) � êîìïëåêñíûå÷èñëà, òàêèå, ÷òî j�kj6 1, j�kj6 1. Òîãäà����� nYk=1�k� nYk=1�k�����6 nXk=1 j�k��kj.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåäåì ïî èíäóê-öèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíûìîáðàçîì. Äîïóñòèâ âåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî n, äëÿn+1 ïîëó÷àåìj�1 � � ��n�n+1��1 � � ��n�n+1j66 j�1 � � ��n�n+1��1 � � ��n�n+1j+ j�1 � � ��n�n+1��1 � � ��n�n+1j66 j�n+1��n+1j � ����� nYk=1�k�����+ j�n+1j � ����� nYk=1�k� nYk=1�k�����66 j�n+1��n+1j+ nXk=1 j�k��kj= n+1Xk=1 j�k��kj.�Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé ëåììîé, èç (11.21) ïîëó÷àåì�m 6 12� �Z�� nXk=1 ���1+pk(eit�1)� epk(eit�1)��� dt.Åñëè âñå pk 6 1/2, òî ñíîâà ìîæíî ïðèìåíÿòü ëåììó 11.10.Ïîëó÷èì�m 6 12� �Z�� nXk=1 p2k �4sin2 t2 (e�2)dt 66 2(e�2) nXk=1 p2k 12� �Z�� 2sin2 t2 dt 6 32 � nXk=1 p2k .�Çàìå÷àíèå. Ïóàññîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå èìååò ñìûñë ïðèìå-íÿòü, êîãäà âåëè÷èíà nPk=1p2k ìàëà.156



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÏðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 11.17. Ïóñòü â ñõåìå Áåðíóëëè n = 1000, p = 0.01.Òîãäà � = nPk=1pk = 10. Âû÷èñëÿÿ ïî �îðìóëàì áèíîìèàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïÿòîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé,ïîëó÷èì Pf�n = 10g = 0.12574,òîãäà êàê ïóàññîíîâñêàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.12511, �10 == 0.00063.Íåðàâåíñòâî òåîðåìû 11.9 äëÿ ýòîé âåëè÷èíû äàåò îöåíêó�10 6 32 �2n = 0.15.Ìû âèäèì, ÷òî îöåíêà äîâîëüíî ãðóáàÿ.Ïðèìåð 11.18. Ïóñòü n = 100, p = 0.01, � = 1. Òîãäà Pf�n == 3g = 0.060999, à ïóàññîíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äàåò 0.061313.Çäåñü ðàñõîæäåíèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèé ñîñòàâ-ëÿåò �3 = 0.000314, à îöåíêà, óêàçàííàÿ â òåîðåìå, äàåò áîëååãðóáóþ ãðàíèöó �m 6 0.015.Êàê âèäèì èç ïðèìåðîâ, íåðàâåíñòâî òåîðåìû 11.9 äàåò õîòÿè ãðóáóþ, íî ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè,ïðàâèëüíî ïîêàçûâàþùóþ, ÷òî òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè óâåëè-÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì nPk=1p2k .11.8. Ñõîäèìîñòü ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþÎäíî èç ÷àñòî èñïîëüçóþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè âåðîÿò-íîñòåé íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé � ýòî ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-äåëåíèå íà íåêîòîðîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå B 2 Rm , èìåþùåìêîíå÷íóþ íåíóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà (0 < mes(B) <1). Ïëîòíîñòüðàâíîìåðíîãî íà ìíîæåñòâå B ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ �îðìóëîép(x1, . . . ,xm) =( 1mes(B) , åñëè (x1, . . . ,xm) 2 B,0, åñëè (x1, . . . ,xm) /2 B.Ìîäåëè ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé ÷àñòî íàçûâà-157



�ËÀÂÀ 11þò ãåîìåòðè÷åñêèìè1. Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü÷àñòíûé ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0;1℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ðàâíîìåðíûìíà [0;1℄ ðàñïðåäåëåíèåì. Äëÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïëîò-íîñòü pU (x), �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FU (x) è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ f (t,U ) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííîpU (x) =(1, åñëè x 2 [0;1℄,0, åñëè x /2 [0;1℄, FU (x) =8><>:0, åñëè x 6 0,x, åñëè 0 < x 6 1,1, åñëè x > 1,f (t,U ) = 1it (eit�1).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå U .Òåîðåìà 11.11. Ïóñòü X1,X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî Pf0 6 Xj 6 1g = 1 äëÿ âñåõ Xj.Òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðè n!1 ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿPf�6 Xn 6 �g ! Pf�6U 6 �g (11.22)äëÿ ëþáûõ 0 < �< � < 1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿâñåõ öåëûõ k 6= 0 ïðè n!1Ee2�ikXn ! 0. (11.23)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü âûïîë-íåíèÿ óñëîâèÿ (11.23). Âûïîëíåíèå ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøå-íèÿ (11.22) ðàâíîñèëüíî ñëàáîé ñõîäèìîñòè f (t,Xn) ) f (t,U )ñîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òîf (2�k,U ) = 0 ïðè âñåõ öåëûõ k 6= 0, óñëîâèå (11.23) îçíà÷àåòñõîäèìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéf (2�k,Xn)! f (2�k,U )ïðè n ! 1 â òî÷êàõ îïðåäåëåííîãî âèäà, êîãäà t = 2�k äëÿëþáîãî öåëîãî k 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (11.23) ÿâëÿåòñÿíåîáõîäèìûì äëÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí Xn ê ðàâíîìåðíîìó íà [0;1℄ ðàñïðåäåëåíèþ.1 Ïðî÷èòàòü î ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòÿõ ìîæíî â [6℄. Â ýòîìó÷åáíèêå ðàçîáðàíî ìíîãî çàäà÷ è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé.158



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÏåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ (11.23). Èçóñëîâèÿ (11.23) òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè-÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà T (x) âèäàT (x) = k0Xk=�k0ake2�ikx, (11.24)ãäå a�k0 , . . . ,ak0 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè n!1ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèåET (Xn) = k0Xk=�k0akEe2�ikXn ! k0Xk=�k0akEe2�ikU = ET (U ). (11.25)Ïåðåïèøåì òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ñëåäóþùåì âèäå:Pf�6 Xn 6 �g = E I[�;�℄(Xn)! E I[�;�℄(U ) = Pf�6U 6 �gè ñðàâíèì ñ (11.25). Ïîíÿòíî, ÷òî ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèåòåîðåìû, åñëè ñìîæåì ïðèáëèçèòü èíäèêàòîð I[�;�℄(x) òðèãîíî-ìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.Ïîñòóïèì òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå öåíòðàëüíîé ïðå-äåëüíîé òåîðåìû. Ñíà÷àëà ïðèáëèçèì �óíêöèþ I[�;�℄(x) íåïðå-ðûâíûìè �óíêöèÿìè. Ïîñêîëüêó 0 < � < � < 1, òî äëÿ äîñòàòî÷-íî ìàëûõ Æ > 0 áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà 0 < �� Æ < �++Æ < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå, îïðåäåëåííûåíà îòðåçêå [0;1℄ �óíêöèè 06 H�Æ (x)6 1 è 06 H+Æ (x)6 1, îáëà-äàþùèå ñâîéñòâàìèH�Æ (x) = 1, åñëè x 2 [�+ Æ;�� Æ℄,H�Æ (x) = 0, åñëè x /2 [�;�℄,H+Æ (x) = 1, åñëè x 2 [�;�℄,H+Æ (x) = 0, åñëè x /2 [�� Æ;�+ Æ℄,H�Æ (x) 6 I[�;�℄(x)6 H+Æ (x),ïðè÷åì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ 06 x 6 1.Íî òîãäà è äëÿ âñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 06 Xn 6 1 âûïîëíÿåòñÿàíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâîH�Æ (Xn)6 I[�;�℄(Xn)6 H+Æ (Xn). (11.26)Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü âòîðîé òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà î ðàâ-íîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè159



�ËÀÂÀ 11òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè1. Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêóýòîé òåîðåìû â óäîáíîì äëÿ íàøèõ öåëåé âàðèàíòå.Òåîðåìà 11.12. Ïóñòü H(x) � íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ�óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî " > 0 ñó-ùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí TH(x) âèäà (11.24)òàêîé, ÷òî sup�1<x<+1 jH(x)�TH (x)j < ".Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí TH(x) çàâèñèò îò ".Òàê êàê �óíêöèè H�Æ (x) è H+Æ (x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [0;1℄ïî ïîñòðîåíèþ è äëÿ íèõ òàêæå âûïîëíåíû ðàâåíñòâà H�Æ (0) == H�Æ (1) = 0 è H+Æ (0) = H+Æ (1) = 0, òî èõ ìîæíî ïåðèîäè÷åñêèñ ïåðèîäîì 1 ïðîäîëæèòü íà âñþ ïðÿìóþ. Âûáåðåì "> 0.Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, äëÿ �óíêöèé H�Æ (x) è H+Æ (x)ñóùåñòâóþò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû T�" (x) è T+" (x)âèäà (11.24), äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ xjH�Æ (x)�T�" (x)j < ", jH+Æ (x)�T+" (x)j < ". (11.27)Â îáîçíà÷åíèÿõ äàííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âåðõ-íèé èíäåêñ óêàçûâàåò, äëÿ êàêîé èç äâóõ �óíêöèé âûáðàíìíîãî÷ëåí, à íèæíèé èíäåêñ � äëÿ êàêîãî ".Òîãäà äëÿ âñåõ 06 x6 1 ìîæíî âûïèñàòü öåïî÷êó íåðàâåíñòâT�" (x)�" < H�Æ (x)6 I[�;�℄(x) 6H+Æ (x) <T+" (x)+".Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 06Xn 6 1 òàêæå âûïîë-íåíû íåðàâåíñòâàT�" (Xn)�"< H�Æ (Xn)6 I[�;�℄(Xn)6 H+Æ (Xn) <T+" (Xn)+". (11.28)Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâàõ (11.28) ê ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì,ïîëó÷èì ET�" (Xn)�"6 Pf�6 Xn 6 �g6 ET+" (Xn)+",îòêóäà, óñòðåìèâ n!1, èìååì â ñèëó (11.25)ET�" (U )�"6 liminfn!1 Pf�6 Xn 6 �g66 limsupn!1 Pf�6 Xn 6 �g6 ET+" (U )+". (11.29)1 Ñì., íàïðèìåð, [33, ò. 3, ãë. XX, � 1℄.160



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÓ÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ �óíêöèé H�Æ (x) è H+Æ (x) ïðè âñåõ 0 6 x 6 1òàêæå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâàI[�+Æ;��Æ℄(x)�"6 H�Æ (x)�"6T�" (x),T+" (x)6 H+Æ (x)+"6 I[��Æ;�+Æ℄(x)+",àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òîE I[�+Æ;��Æ℄(U )�"6 ET�" (U) (11.30)è ET+" (U)6 E I[��Æ;�+Æ℄(U )+". (11.31)ÏîñêîëüêóE I[�+Æ;��Æ℄(U) = ����2Æ, E I[��Æ;�+Æ℄(U ) = ���+2Æ,èç íåðàâåíñòâ (11.29), ó÷èòûâàÿ (11.30) è (11.31), ïîëó÷èì����2Æ�2"6 liminfn!1 Pf�6 Xn 6 �g66 limsupn!1 Pf�6 Xn 6 �g6 ����2Æ�2".Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè Æ! 0, "! 0,îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òîlimn!1Pf�6 Xn 6 �g = ���. ��àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð ñõîäèìîñòè ê ðàâíîìåðíîìó íàîòðåçêå [0,1℄ ðàñïðåäåëåíèþ.Ïðèìåð 11.19. Ñóììèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî ìî-äóëþ 1. Ïóñòü Y1,Y2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäè-íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ââåäåì îáîçíà÷åíèåäëÿ äðîáíîé ÷àñòè ñóììû ïåðâûõ n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:Xn = fY1+.. .+Yng.Ïðèìåíèì îñíîâíóþ òåîðåìó äàííîãî ðàçäåëà äëÿ èññëåäîâàíèÿóñëîâèé ñõîäèìîñòè ê ðàâíîìåðíîìó íà îòðåçêå [0,1℄ ðàñïðåäå-ëåíèþ.Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîfxg = x� [x℄, â êîòîðîì [x℄ îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü x, òî ïðè161



�ËÀÂÀ 11âñåõ öåëûõ k âûïîëíåíû ðàâåíñòâàe2�ikXn = e2�ik(Y1+...+Yn)�2�ik[Y1+...+Yn℄ = e2�ik(Y1+...+Yn) = nYj=1 e2�ikYj .Òàê êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y1,Y2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêîâîðàñïðåäåëåíû, òî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ìû ïîëó÷èì,÷òî Ee2�ikXn = nYj=1Ee2�ikYj = �Ee2�ikY1�n .Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå���Ee2�ikY1��� < 1 ïðè âñåõ k 6= 0 (11.32)ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáûfY1+.. .+Yng d�!U .�àçáåðåì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà íàéäåòñÿ îòëè÷íîå îò 0 öåëîå÷èñëî k0, äëÿ êîòîðîãî ���Ee2�ik0Y1���= 1.Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî �, ÷òîâûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ee2�ik0Y1 = ei�,èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, E�e2�ik0Y1�i�� = 1.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òîE
os(2�k0Y1��) = 1,èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 12�k0Y1��= 2�m, ãäå m= 0,�1,�2, . . . .Ñëåäîâàòåëüíî, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1Y1 = mk0 + �2�k0 , m= 0,�1,�2, . . . . (11.33)162



Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéÑóììèðîâàíèå ïî ìîäóëþ 1 äëÿ íàãëÿäíîñòè ìîæíî èíòåðïðå-òèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ñâåðíåì ÷èñëîâóþ îñü OX â îêðóæíîñòü äëèíû 11. Îò òî÷êèx = 0 â íóæíîì íàïðàâëåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì çíàêó ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû Y1, îòëîæèì Y1. Ïîëó÷èì òî÷êó X1. Òîãäà fX1g �äëèíà äóãè OX1, èçìåðåííàÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Îòïîëó÷åííîé òî÷êè â íóæíîì íàïðàâëåíèè îòëîæèì Y2 è ïîëó÷èìòî÷êó X2 � è òàê äàëåå. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (11.32), òî ðàñ-ïðåäåëåíèå ïîëó÷åííûõ íà îêðóæíîñòè òî÷åê X1,X2, . . . ¾ïî÷òè¿ðàâíîìåðíîå, òî åñòü äëÿ ëþáûõ 0 < � < � < 1 âûïîëíÿåòñÿ ïðèn!1 Pf�6 X 6 �g ! ���.Åñëè æå íå âûïîëíÿåòñÿ (11.32), òî âûïîëíåíî óñëîâèå (11.33),è âñå òî÷êè Xn ïîïàäàþò â ýòîì ñëó÷àå â âåðøèíû ïðàâèëü-íîãî k0-óãîëüíèêà. Ñõîäèìîñòè ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþâ ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò.

1 Ïîäîáíûì îáðàçîì ïîëó÷àþò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé êðóã, ñâîðà÷èâàÿ÷èñëîâóþ îñü â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1.



�ëàâà 12ÇÀÄÀ×È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ.ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈßÂ êà÷åñòâå âñòóïèòåëüíîãî ñëîâà ê íîâîé ÷àñòè íàøåãîêóðñà � ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå � ïðèâåäåì öèòàòó èçñòàòüè àêàäåìèêà À.Í. Êîëìîãîðîâà â Ìàòåìàòè÷åñêîé ýíöèê-ëîïåäèè: ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � ðàçäåë ìàòåìàòèêè,ïîñâÿùåííûé ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì ñèñòåìàòèçàöèè, îáðà-áîòêè è èñïîëüçîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ íàó÷íûõè ïðàêòè÷åñêèõ âûâîäîâ. Ïðè ýòîì ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìèíàçûâàþò ñâåäåíèÿ î ÷èñëå îáúåêòîâ â êàêîé-ëèáî áîëåå èëèìåíåå îáøèðíîé ñîâîêóïíîñòè, îáëàäàþùèõ òåìè èëè èíûìèïðèçíàêàìè¿1.Ñòàâøèé êëàññè÷åñêèì ó÷åáíèê �. Êðàìåðà ¾Ìåòîäû ìàòåìà-òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè¿ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Óïîìÿíåì íåñêîëüêî èç íèõ:� äàííûå î âîçðàñòå ðîäèòåëåé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î âëèÿ-íèè âîçðàñòà ðîäèòåëåé íà ïîë ðåáåíêà2;� äàííûå îá óðîâíÿõ âîäû â îçåðå Âýíåðí çà 1807�1930 ãã.,êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïëîòèíû3, è ò. ä.Â ¾Òàáëèöàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè¿ Ë.Í. Áîëüøåâàè Í. Â. Ñìèðíîâà [3℄ ïîëîâèíó îáúåìà âñåé êíèãè ñîñòàâëÿåòòåêñò, â êîòîðîì â ðåöåïòóðíîé �îðìå äàþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïîðåøåíèþ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé äàåò ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ðåøå-íèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.�åçóëüòàòû íàáëþäåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå òðàê-òóþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1,X2, . . . ,Xn. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîãóòáûòü è ñëó÷àéíûå âåêòîðû, è çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûñ íåêîòîðûì ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé.Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì îòäåëüíî ðàçáèðàòü ñëåäóþùèåñëó÷àè:1 [23, ò. 3, ñ. 576�581℄.2 [17, ñ. 496℄.3 [17, ñ. 502℄. 164



Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ� ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1,X2, . . . ,Xn � àáñîëþòíîíåïðåðûâíîå, èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé;� ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � äèñêðåòíîå.×àñòî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ìû áóäåì ïðîâîäèòü íà ïðèìåðåîäíîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ, õîòÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì ìîãóò áûòüâåðíû è â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ.×òî êàñàåòñÿ ÷èñëà íàáëþäåíèé n, òî ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèåñëó÷àè:� áîëüøèå âûáîðêè, êîãäà ÷èñëî íàáëþäåíèé n âåëèêî (ïîðÿäêàíåñêîëüêèõ ñîòåí), � òîãäà èñïîëüçóþò àñèìïòîòè÷åñêèåòåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé;� óìåðåííûå âûáîðêè, êîãäà 30 6 n 6 100 (ýòî íàèáîëåå ñëîæ-íûé ñëó÷àé);� ìàëûå âûáîðêè ïðè n 6 30 (â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêèåâûâîäû ñòðîÿòñÿ íà òî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ).Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . ,Xn ñ îáùåé �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ F(x) íàçûâàþò ñëó÷àéíîé âûáîðêîé îáúåìà n èçãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ ðàñïðåäåëåíèåì F(x).Ïðèâåäåì òàêæå êëàññè�èêàöèþ îñíîâíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-ñêîé ñòàòèñòèêè ïî õàðàêòåðó ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ.1. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ �îð-ìóëèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ ãèïîòåçà (íàïðèìåð, ãèïîòåçà î âëèÿíèèâîçðàñòà ðîäèòåëåé íà ïîë ðåáåíêà), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèíÿ-òà èëè îòâåðãíóòà íà îñíîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.2. Îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. �àç-ëè÷àþò îöåíêè òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå.3. Îïðåäåëåíèå âèäîâ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáú-åêòàìè.Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå âìåñòî âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-ñòðàíñòâà (
,A,P) ðàññìàòðèâàþò ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-ñòðàíñòâ f(
,A,P), P 2 Pg,ãäå P � ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà (
,A). Ýòîñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò áûòü ïàðàìåòðè÷åñêèì, çàâèñÿ-ùèì îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà �. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòüP= fP�, � 2�g, 165



�ËÀÂÀ 12ãäå � � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Òàê, íà-ïðèìåð, ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé � ýòî ñåìåéñòâîðàñïðåäåëåíèé ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè a è �, a 2 (�1,+1), � 22 (0,+1). Âïðî÷åì, ïàðàìåòðèçîâàòü ñåìåéñòâî ìîæíî áûëîè ïî-äðóãîìó, äà è ÷àñòî, êîãäà çíà÷åíèå îäíîãî èç ïàðàìåòðîâèçâåñòíî, à äðóãîãî � íåò, ýòî ñåìåéñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàêîäíîïàðàìåòðè÷åñêîå.12.1. Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòèÎñíîâíûì âèäîì ñõîäèìîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêåÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíY1,Y2, . . . ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Y ïî âåðîÿòíîñòè(Yn P�!Y ), åñëè äëÿ ëþáîãî " > 0Pf!: jYn(!)�Y (!)j> "g! 0 (12.1)ïðè n!1.Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå (12.1) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òîPf!: jYn(!)�Y (!)j < "g! 1. (12.2)Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíW1,W2, . . . íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè äëÿëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò K = K(") òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ nPf!: jWn(!)j6 Kg> 1�". (12.3)Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàêèõ-ëèáî÷èñåë (ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí) a1,a2, . . . áóäåì îáîçíà÷àòü êàê fang.Â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíûõ óïðàæíåíèé äîêàæèòå ñëåäóþùèåñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè.Çàäà÷à 12.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí fangîãðàíè÷åíà ïî âåðîÿòíîñòè, à bn P�! 0, òî anbn P�! 0.Çàäà÷à 12.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èífang, fbng îãðàíè÷åíû ïî âåðîÿòíîñòè, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüf
ng (
n = anbn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî âåðîÿòíîñòè.Ñ�îðìóëèðóåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõñÿ ýòîãîâèäà ñõîäèìîñòè, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.166



Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿÏóñòü FU (x) îáîçíà÷àåò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû U , à ñîîòíîøåíèå FYn(x) ) FY (x) � ñëàáóþ ñõîäèìîñòü�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.Òåîðåìà 12.1. Åñëè Yn P�! Y , òî FYn(x) ) FY (x), òî åñòüèç ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü FWn(x)) FW (x), Yn P�! 0. ÒîãäàFWn+Yn(x)) FW (x).Äîêàæèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî.Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü h(x) � âñþäó íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ,à Yn P�! 0. Òîãäà h(a+Yn) P�! h(a) äëÿ âñåõ a.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñõîäèìîñòèïî âåðîÿòíîñòè íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî " > 0 ïðèn!1 âûïîëíÿåòñÿPf!: jh(a+Yn)�h(a)j> "g! 0. (12.4)Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè h(x) â òî÷êå x = a ñëåäóåò, ÷òî8 " > 0 ñóùåñòâóåò � = �(") òàêîå, ÷òî åñëè jx�aj < �, òîjh(x)�h(a)j < ".Ïðåäñòàâèì âåðîÿòíîñòü â (12.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:Pf!: jh(a+Yn)�h(a)j> "g=Pf!: jh(a+Yn)�h(a)j> ", jYnj< �g++Pf!: jh(a+Yn)�h(a)j> ", jYnj> �g= P(An(",�))+P(Bn(",�)).Ïîñêîëüêó Yn P�! 0, òî 8�, à çíà÷èò, è äëÿ âûáðàííîãî � = �(")âûïîëíÿåòñÿ Pf!: jYnj> �g! 0ïðè n!1. Ñëåäîâàòåëüíî,P(Bn(",�))6 PfjYnj> �g! 0.�àññìîòðèì äðóãîå ñëàãàåìîå. Ïîñêîëüêó åñëè ! 2 An(",�),òî â ýòîì ñëó÷àå jYn(!)j < �, è çíà÷èò, j(Yn+a)�aj < �. Íî òîãäàâ ñîîòâåòñòâèè ñ âûáîðîì �jh(a+Yn)�h(a)j < ".Ñëåäîâàòåëüíî, P(An(",�)) = 0, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû. �167



�ËÀÂÀ 12Òåîðåìà 12.4. Åñëè Yn P�! a ïðè n!1, òî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí fYng îãðàíè÷åíà ïî âåðîÿòíîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Yn P�! a, òîãäà èç (12.2) ñëåäóåò, ÷òî8"> 0, 8 Æ> 0 9N = N(",Æ) òàêîå, ÷òî 8n>NPf!: jYn�aj6 Æg> 1� 12".Âûáåðåì M� =max(ja+ Æj, ja� Æj), òîãäà äëÿ âñåõ n > NPf!: jYnj6M�g > 1� 12".Çàäà÷à 12.3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû X è ëþáîãî "> 0 ñóùåñòâóåò MX =MX(") òàêîå, ÷òîPfjXj 6MXg > 1�".Ïîëüçóÿñü ýòèì �àêòîì, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòûM1,M2, . . . ,MN òàêèå, ÷òîPfjY1j6M1g > 1� "2N , . . . ,PfjYN j6MNg > 1� "2N .Íî òîãäà äëÿ M0 =max(M1, . . . ,MN) âûïîëíÿåòñÿPfjY1j6M0, . . . , jYnj6M0g= 1�P( N[i=1fjYij >M0g)>> 1� NXi=1 PfjYij >M0g > 1� "2N �N = 1� "2 .Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âûáðàòü M =max(M�,M0), òî äëÿ âñåõ nPfjYnj6Mg > 1�",òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fYng îãðàíè÷åíà ïî âåðîÿòíîñòè. �12.2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòüÎïðåäåëåíèå 12.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíYn àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà1 ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì1 Â íàñòîÿùåé êíèãå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëü-íîñòè óêàçûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå(ñì. òàêæå [17; 26℄). Íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ïàðàìåòðàìè íîðìàëüíîãî ðàñ-168



Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿAn è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì Bn , åñëè äëÿ âñåõ x ïðè n!1PnYn�AnBn < xo!�(x). (12.5)Â îïðåäåëåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �1 < An <1, Bn > 0.Ïðèìåð 12.1. Ïóñòü �n � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåð-íóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p, (0 < p < 1).Èç òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà ñëåäóåò, ÷òî �n àñèìïòîòè÷åñêèíîðìàëüíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì np è ñòàíäàðòíûìîòêëîíåíèåì pnpq, à îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà óñïåõà �nn àñèìï-òîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè p è qpqn ñîîòâåòñòâåííî.Çàäà÷à 12.4. Äîêàæèòå, ÷òî èç àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòèïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Yn ñ ìàòåìàòè÷åñêèìîæèäàíèåì An è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì Bn âûòåêàåòàñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü Un = �Yn+� ñ ïàðàìåòðàìè�An+� è �Bn.Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü:1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Yn àñèìïòîòè-÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (a,bn), ïðè÷åì bn ! 0 ïðèn!1;2) �óíêöèÿ g(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà íàâñåé ïðÿìîé è g0(a) 6= 0.Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Wn = g(Yn)àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (g(a);bnjg0(a)j).Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìûäîâîëüíî ãðîìîçäêî1. Ïîýòîìó ìû ðàçáåðåì ïðîñòîé ñëó÷àé,êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yn íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû.Ïóñòü Zn � N(0,1), Yn = a+ bnZn, bn > 0, bn ! 0. Ïîêàæåìâ ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðå-ìû 12.5.Äëÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè g(x)ìîæíî íàïèñàòü ðàçëîæåíèå ïî �îðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòèïðåäåëåíèÿ â îáùåïðèíÿòîì îáîçíà÷åíèè N(a,�2), ãäå âòîðûì ïàðàìåòðîìóêàçàíà äèñïåðñèÿ.1 Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîñìîòðåòü â ó÷åáíèêå [26,ñ. 254�256℄. 169



�ËÀÂÀ 12òî÷êè a: g(Yn) = g(a)+bnZng0(a)+ b2nZ2n2 �g00(a+�bnZn),ãäå j�j6 1.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî g0(a) > 0. Òîãäàg(Yn)�g(a)bng0(a) = Zn+ bnZ2n2 � 1g0(a) �g00(a+�bnZn). (12.6)Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû, äîñòàòî÷íîïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (12.6) ñõîäèòñÿ ïî âåðî-ÿòíîñòè ê 0.Òàê êàê FZn(x) = �(x) äëÿ âñåõ n, òî äëÿ ëþáîãî " > 0 9M ==M(") òàêîå, ÷òî PfjZnj6Mg > 1�"äëÿ âñåõ n îäíîâðåìåííî. Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fZngîãðàíè÷åíà ïî âåðîÿòíîñòè. Íî òîãäà (óòâåðæäåíèå çàäà÷è 12.1)bnZn P�! 0 è, ñòàëî áûòü, bnZ2n2g0(a) P�! 0.Êðîìå òîãî, èç íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè g(x)ïî òåîðåìå 12.3 ñëåäóåò ñõîäèìîñòüg00(a+�bnZn) P�! g00(a).Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 12.4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòüg00(a+�bnZn) îãðàíè÷åíà ïî âåðîÿòíîñòè. Ó÷èòûâàÿ âñå,÷òî áûëî ñêàçàíî âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (12.6)ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê 0. Íî òîãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿòåîðåìû 12.2 g(Yn)�g(a)bng0(a) d�! Z,èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, g(Yn) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðà-ìåòðàìè (g(a),bng0(a)), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
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Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ12.3. Íåêîòîðûå âàæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÏóñòü U � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿíà [0,1℄ ñ ïëîòíîñòüþpU (x) =(1, x 2 [0,1℄,0, x /2 [0,1℄,è �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿFU (x) =8><>:0, x 6 0,x, 0 < x 6 1,1, x > 1. (12.7)Ëåììà 12.1. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåïðå-ðûâíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), ñòðîãî âîçðàñòàþùåéâ îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè x0, ãäå 0 < F(x0) < 1, F�1(x) ��óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê F(x). Òîãäà:1) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = F(X) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-äåëåíèå íà [0,1℄,2) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V = F�1(U ) èìååò �óíêöèþ ðàñïðå-äåëåíèÿ F(x).Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîñêîëüêó 06 F(x)6 1, òî FY (x) = 0 ïðèx6 0 è FY (x) = 1 ïðè x > 1. Äëÿ 0 < x < 1 èìååìFY (x) = PfY < xg = PfF(X) < xg = PfX < F�1(x)g == F �F�1(x)� = x,òî åñòü �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñîâ-ïàäàåò ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿíà [0,1℄.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V ðàâíàFV (x) = PfV < xg = PfF�1(U ) < xg = PfU < F(x)g = F(x),÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Óòâåðæäåíèå 2 ëåììû èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí ñ çàäàííîé íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ðàñïðåäå-ëåíèÿ F(x). Äëÿ ýòîãî íàäî óìåòü ìîäåëèðîâàòü ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ê ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿìïðèìåíèòü îáðàòíóþ �óíêöèþ F�1(x). 171



�ËÀÂÀ 12Çàäà÷à 12.5. Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå 1 ëåììû âåðíî äëÿâñÿêîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x).Îïðåäåëåíèå 12.4. Ïóñòü 0 < 
 < 1 è F(x) � íåïðåðûâíàÿ�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. �åøåíèå óðàâíåíèÿ F(x
) = 
 íàçûâà-åòñÿ êâàíòèëüþ óðîâíÿ 
 ðàñïðåäåëåíèÿ F(x).Çàìå÷àíèå. Åñëè óðàâíåíèå F(x
) = 
 èìååò íåñêîëüêî ðå-øåíèé, òî êâàíòèëüþ óðîâíÿ 
 íàçûâàþò íàèìåíüøåå ðåøåíèåäàííîãî óðàâíåíèÿ.Åñëè 
 = 1/2, òî x1/2 íàçûâàåòñÿ ìåäèàíîé ðàñïðåäåëåíèÿ,äëÿ íåå PfX > x1/2g = PfX 6 x1/2g= 1/2. (12.8)Åñëè 
 = 1/4, 2/4, 3/4, òî x1/4, x2/4, x3/4 íàçûâàþòñÿ êâàð-òèëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè 
 = k/10 (k= 1,2, . . . ,9), òî xk/10íàçûâàþò äåöèëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ.Ìåäèàíà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ðàñïðåäåëåíèÿ â ñìûñëå (12.8),à êâàðòèëè è äåöèëè ñëóæàò õàðàêòåðèñòèêàìè ðàçáðîñà îòíî-ñèòåëüíî ìåäèàíû; òàê, íàïðèìåð,Pfx1/4 6 X < x3/4g = 1/2.Ýòè õàðàêòåðèñòèêè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ýêîíîìèêî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäàõ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ñîâîêóï-íîñòåé. Ñêàæåì, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íàñåëåíèÿïî óðîâíþ ãîäîâîãî äîõîäà, òî íèæíÿÿ äåöèëü x1/10 ïîêàçûâàåò,êàêàÿ ÷àñòü íàñåëåíèÿ èìååò íàèáîëåå íèçêèé äîõîä (äîëÿ áåä-íûõ ëþäåé), à âåðõíÿÿ êâàíòèëü x9/10 îòäåëÿåò íàèáîëåå áîãàòûõ.Ñðàâíèâàÿ äåâÿòóþ è ïåðâóþ äåöèëè, èçìåðÿþò ñîîòíîøåíèåóðîâíåé äîõîäîâ 10% íàèáîëåå îáåñïå÷åííîãî è 10% íàèìåíååîáåñïå÷åííîãî íàñåëåíèÿ.Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïî äîõîäàì â äâóõðàçëè÷íûõ ñîâîêóïíîñòÿõ. Â ïåðâîé èç íèõ áîëüøå ïîëîâèíûíàñåëåíèÿ èìååò êðàéíå íèçêèé äîõîä, î÷åíü ìàëî áîãàòûõ.Âî âòîðîé êàðòèíà íå òàêàÿ óäðó÷àþùàÿ: ãîðàçäî ìåíüøå äîëÿî÷åíü áåäíûõ è áîëüøå áîãàòûõ.Ê íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûì êâàíòèëÿì îòíîñÿòñÿ êâàí-òèëè óðîâíåé
 = 0.0001; 0.005; 0.01; 0.025; 0.05;0.9999; 0.995; 0.99; 0.975; 0.95.172



Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
�èñ. 9. �àñïðåäåëåíèå íàñåëåíèÿ ïî óðîâíþ äîõîäîâÒàáëèöû êâàíòèëåé îñíîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî íàéòè â êíè-ãå Ë.Í. Áîëüøåâà è Í.Â.Ñìèðíîâà [3℄.Ëåììà 12.2. Åñëè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) íåïðåðûâíàâî âñåõ òî÷êàõ x, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà âñåé÷èñëîâîé ïðÿìîé.Çàäà÷à 12.6. Ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãîóòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 12.3. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . ,Xn �íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ íåïðåðûâíîé �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ F(x). Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàêèå-ëèáî äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèìóò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ,ðàâíà 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B= f!: 9i 6= j òàêèå, ÷òî Xi(!) == Xj(!)g. Òîãäà B � [16i<j6nf! : Xi(!) = Xj(!)g,è, ñòàëî áûòü, P(B)6 X16i<j6nPf! : Xi(!) = Xj(!)g.Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ðàâíî 0. Ïóñòüh > 0. Òîãäàf!: Xi(!) = Xj(!)g �� 1[k=�1f!: kh6 Xi(!) < (k+1)h, kh6 Xj(!) < (k+1)hg.Ñëåäîâàòåëüíî, 173



�ËÀÂÀ 12PfXi = Xjg6 1Xk=�1Pfkh6 Xi < (k+1)hg �Pfkh6 Xj < (k+1)hg == 1Xk=�1(F(h(k+1))�F(hk))2 6 supk (F((k+1)h)�F(kh)) �1.Â ñèëó ëåììû 12.2, âûáèðàÿ äîëæíûì îáðàçîì h, ìû ìîæåìñäåëàòü ýòó âåëè÷èíó ñêîëü óãîäíî ìàëîé: 8 "> 0 9 h(") òàêîå,÷òî PfXi 6= Xjg < ".Óñòðåìèâ "! 0, ïîëó÷èì íóæíîå óòâåðæäåíèå. �Èç ëåììû 12.3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìû íàáëþäàåì íåçàâèñèìûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . ,Xn ñ îäèíàêîâîé íåïðåðûâíîé�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñå íàáëþäå-íèÿ ðàçëè÷íû è èõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.Ïîëó÷åííóþ óïîðÿäî÷åííóþ âûáîðêó áóäåì îáîçíà÷àòüX(1) < X(2) < .. . < X(n)è íàçûâàòü âàðèàöèîííûì ðÿäîì, ÷ëåíû âàðèàöèîííîãî ðÿäàX(i) � âàðèàíòàìè èëè ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè1. Çàìå-òèì, ÷òî X(1) = min16i6nXi, X(n) = max16i6nX(i).Èç ëåììû 12.1 âûòåêàåò, ÷òî F(X1), F(X2), . . . , F(Xn) �íåçàâèñèìûå è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [0,1℄ ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû, ïðè÷åì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíÿåòñÿF(X(1)) < F(X(2)) < . . .F(X(n)).12.4. Ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿÎïðåäåëåíèå 12.5. Ýìïèðè÷åñêîé (èëè âûáîðî÷íîé) �óíê-öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðå-ìåííîé x Fn(x;!) = Fn(x) = 1n nXi=1 IfXi<xg(!),ðàâíàÿ ÷èñëó íàáëþäåíèé, ìåíüøèõ x, äåëåííîìó íà îáùååêîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé.1 Çäåñü è äàëåå ïðè èñïîëüçîâàíèè âàðèàöèîííîãî ðÿäà âñþäó ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) íåïðåðûâíà.174



Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿÝìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ëþáîì �èêñè-ðîâàííîì x 2 R ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òàê êàê ýòîñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíIfXi<xg(!) =(1, åñëè Xi(!) < x,0, åñëè Xi(!)> x.Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîäà ýòî íàäî ïîä÷åðêíóòü, ìû áóäåì òàêæåèñïîëüçîâàòü çàïèñü Fn(x) = Fn(x;!).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ðåàëèçó-åòñÿ êîíêðåòíûé ýëåìåíòàðíûé èñõîä !, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX1(!), . . . ,Xn(!) ïðèíèìàþò êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿx1, x2, . . . , xn.Ïî ýòèì çíà÷åíèÿì ìîæíî ïîñòðîèòü âàðèàöèîííûé ðÿäx(1) < x(2) < .. . < x(n),è òîãäà ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Fn(x;!) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñòóïåí÷àòóþ �óíêöèþ, èçìåíÿþùóþñÿ ñêà÷êàìè âåëè÷èíû 1/nâ òî÷êàõ x(i).Ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîìñëó÷àéíîé �óíêöèè, èëè, êàê ãîâîðÿò åùå ïî-äðóãîìó, ñëó÷àé-íîãî ïðîöåññà, êîãäà ýëåìåíòàðíûé èñõîä ! îïðåäåëÿåò íå ÷èñëî,à �óíêöèþ îò x.Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó îáû÷íî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé çàïè-ñûâàþòñÿ ñ îêðóãëåíèåì äî êàêîãî-òî çíàêà (÷àñòî îïðåäåëÿå-ìîãî òî÷íîñòüþ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà), òî â âûáîðêàõ âñòðå-÷àþòñÿ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â ñîîòâåòñòâóþùåéòî÷êå x(i) èçìåíåíèå ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè áóäåò ðàâíî íå 1/n,à k/n, ãäå k � êðàòíîñòü äàííîãî çíà÷åíèÿ.Â äàëüíåéøåì íàì ÷àñòî ïðèäåòñÿ â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõèñïîëüçîâàòü èíäèêàòîðû ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñîñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïîýòîìó äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíäèêàòîðîâòàêèõ ñîáûòèé áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå êðàòêóþ çàïèñü:IfXi<xg(!) = IfXi < xg.Äëÿ ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûïîëíåíû ñîîòíî-øåíèÿ:EFn(x) = 1n nXi=1 E IfXi < xg = 1n nXi=1 PfXi < xg = F(x), 175



�ËÀÂÀ 12DFn(x) = 1n2 nXi=1 D IfXi < xg = 1nF(x)(1�F(x)),è ïðè ëþáûõ x Fn(x) P�! F(x).Îòìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ ñëó÷àé-íîé âûáîðêè ñ ëþáîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), åñëè æåðàñïðåäåëåíèå íàáëþäåíèé íåïðåðûâíî, òî ìîæíî ñ�îðìóëèðî-âàòü áîëåå ñèëüíûå óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 12.6. Ïóñòü X1,X2, . . . ,Xn � íåçàâèñèìûå îäè-íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íåïðåðûâíîé�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), Fn(x) � ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èìDn(!) = sup�1<x<1 jFn(x;!)�F(x)j.Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå Dn(!) íå çàâèñèò îò F(x).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.6 ïðîâåäåì ïðèäîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �óíêöèÿ F(x) ñòðîãî âîç-ðàñòàåò â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè x0, ãäå 0 < F(x0) < 1.Ïóñòü 0 < y < 1 è F(x) = y, òîãäà x = F�1(y). Â ýòîì ñëó÷àåIfXj < xg= IfXj < F�1(y)g= IfF(Xj) < yg=(1, åñëè F(Xj) < y,0, åñëè F(Xj)> y.Ââåäåì íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Uj = F(Xj), j=1,. . . ,n. Ýòèñëó÷àéíûå âåëè÷èíû òàêæå íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäå-ëåíû, íî êàæäàÿ èç íèõ èìååò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿG(y) =8><>:0, y 6 0,y, 0 < y 6 1,1, y > 1.×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âûáîðî÷íàÿ �óíêöèÿ Fn(x) ÿâëÿåòñÿñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé îò ñëó÷àéíîé âûáîðêè X1, . . .. . . ,Xn ñ ðàñïðåäåëåíèåì F(x), áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñüFn(x) = Fn(x;X1, . . . ,Xn;F).Òîãäà176



Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿFn(x) = Fn(x;X1, . . . ,Xn;F) = 1n nXj=1 IfXj < xg = 1n nXj=1 IfUj < yg == Fn(y;U1, . . . ,Un;G)è, çíà÷èò,Dn = sup�1<x<1 jFn(x)�F(x)j = sup�1<y<1 jFn(y;U1, . . . ,Un;G)�G(y)j == sup06y61 jFn(y;U1, . . . ,Un;G)�yj.Íî ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ðàâ-íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Uj è íå çàâèñèòîò F(x). Òåîðåìà 12.6 äîêàçàíà. �Ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿñëó÷àéíîé âåëè÷èíû pnDn(!). ÏóñòüKn(�) = P�!: pnDn(!) < �	 .Èç òåîðåìû 12.6 ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ Kn(�) ïðè âñåõ n è � íåçàâèñèò îò F(x).Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 12.7 (À.Í. Êîëìîãîðîâ). Äëÿ ëþáîãî �> 0 ïðèn!1 Kn(�)! K(�) = 1Xj=�1(�1)j e�2j2�2 .Ôóíêöèÿ K(�) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìî-ãîðîâà. Ïåðåïèøåì åå â íåñêîëüêî èíîì âèäå:K(�) = 1+2 1Xj=1 (�1)j e�2j2�2 . (12.9)Çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè ïðèâîäÿòñÿ â êíèãå [3℄. Òàì æå èìåþòñÿòàáëèöû �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Kn(�) ñòàòèñòèêè pnDn è ïðèìàëûõ n. Ôóíêöèþ Kn(�) òàêæå íàçûâàþò �óíêöèåé Êîëìî-ãîðîâà.Îòìåòèì, ÷òî ïðè �> 1 çíàêîïåðåìåííûé ðÿä (12.9) ñõîäèòñÿî÷åíü áûñòðî, îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ êîíå÷íîé ñóììîé äëÿ K(�)íå ïðåâîñõîäèò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïåðâîãî îòáðîøåííîãî÷ëåíà è ñîâïàäàåò ñ íèì ïî çíàêó. 177



�ËÀÂÀ 12Íàïðèìåð, ïðè �> 1.5K(�)� 1�2e�2�2 ,è ïîãðåøíîñòü 0 < K(�)� �1�2e�2�2�6 2e�8�2 < 10�7.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êîëìîãîðîâà äîñòàòî÷íî ñëîæíî,îáû÷íî â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå íå ïðèâîäèòñÿ. Èíòåðåñóþùèåñÿìîãóò ïðî÷èòàòü îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî À.Í. Êîëìîãîðî-âà â ñáîðíèêå [15, ñ. 134�141℄.Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êîëìîãîðîâà ìîæíî ñòðîèòü äîâåðè-òåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿñëó÷àéíîé âûáîðêè, ïðîâåðÿòü ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ.



�ëàâà 13Ï�ÎÂÅ�ÊÀ �ÈÏÎÒÅÇÛ Î ÂÈÄÅ�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß13.1. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ À.Í. ÊîëìîãîðîâàÏóñòü ïî íåçàâèñèìûì íàáëþäåíèÿì X1,X2, . . . ,Xn ñ îäèíàêî-âîé, íî íåèçâåñòíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x)ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà H0: F(x) = F0(x),ñîãëàñíî êîòîðîé íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) ñîâ-ïàäàåò ñ íåêîòîðîé èçâåñòíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ðàñïðåäå-ëåíèÿ F0(x).Â êà÷åñòâå ìåðû ðàñõîæäåíèÿ íàáëþäàåìûõ äàííûõ ñ âûäâè-íóòîé ãèïîòåçîé âûáåðåì ñòàòèñòèêóDn = sup�1<x<1 jFn(x)�F0(x)j.Ïîñêîëüêó F0(x) íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, à Fn(x) � ñòóïåí÷àòàÿ,òî ìàêñèìàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè áóäåò â îäíîé èç òî-÷åê ðîñòà ïîñëåäíåé, òî åñòü áóäåò äîñòèãàòüñÿ â îäíîì (èëèíåñêîëüêèõ) èç íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé Xi.Åñëè ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà âåðíà, òî âû÷èñëåííîå ïî âûáîðêåçíà÷åíèå Dn íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì áîëüøèì, â ïðîòèâíîìñëó÷àå ãèïîòåçó H0 ñëåäóåò îòâåðãíóòü èëè õîòÿ áû ïîäâåðãíóòüñîìíåíèþ.Ïðèìåð 13.1. Äîïóñòèì, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàìíàáëþäåíèé äàëè pnDn = 1.73.Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïî òåîðåìåÊîëìîãîðîâà (îáû÷íî åå èñïîëüçóþò óæå ïðè n> 30)PH0 �pnDn > �	� 1�K(�)è, ñëåäîâàòåëüíî,PH0 �pnDn > 1.73	 � 1�K(1.73) = 1�0.995 = 0.005.Ìû âèäèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü òàêèå èëè á�îëüøèå ðàñ-õîæäåíèÿ ñ ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçîé ìàëà, ñëåäîâàòåëüíî, âðÿä ëè179



�ËÀÂÀ 13ìû ìîãëè íàáëþäàòü ñòîëü ìàëîâåðîÿòíîå ñîáûòèå, è òîãäà ïðî-âåðÿåìàÿ ãèïîòåçà äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà. Ïðè ýòîì, îòâåðãàÿãèïîòåçó, ìû ìîãëè ñîâåðøèòü îøèáêó, íî âåðîÿòíîñòü ýòîéîøèáêè íåâåëèêà, îíà ðàâíà 0.005.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïàþò è â îáùåì ñëó÷àå, òîëüêîîáû÷íî âåðîÿòíîñòü îøèáêè íåïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäàþòçàðàíåå. À èìåííî: âûáèðàþò ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî �è ñ÷èòàþò, ÷òî îøèáêà îòâåðãíóòü ïðàâèëüíóþ ãèïîòåçó íåäîëæíà ïðåâûøàòü �. ×èñëî � íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòèêðèòåðèÿ.Ñîîáðàæåíèÿ, ñêîëü ìàëûì äîëæíî áûòü ýòî ÷èñëî, ëåæàò âíåòåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îíè îïðåäåëÿþòñÿ òåìè ïîòåðÿìè, êîòîðûåìîãóò ïðîèçîéòè ïðè íåïðàâèëüíîì ðåøåíèè îòâåðãíóòü âåðíóþãèïîòåçó. Â êàæäîé êîíêðåòíîé îáëàñòè ðóêîâîäñòâóþòñÿ ñâîèìèäîïóñòèìûìè íîðìàìè âåðîÿòíîñòåé îøèáîê.Èòàê, óðîâåíü çíà÷èìîñòè � âûáðàí. Ïî òàáëèöàì çíà÷åíèé�óíêöèè K(�) ìîæíî íàéòè �� � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ1�K(��) = �.Åñëè ÷èñëî íàáëþäåíèé n äîñòàòî÷íî âåëèêî (n> 30), òîP�pnDn > ��	� �,è äàëåå ñëåäóåò äåéñòâîâàòü êàê â ïðèìåðå: åñëè â ðåçóëüòàòåïðîâåäåííûõ íàáëþäåíèé îñóùåñòâèëîñü ñîáûòèåS = �pnDn > ��	 , (13.1)òî ãèïîòåçó H0 îòâåðãàþò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ïðèíèìàþò.Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü îòâåðãíóòü âåðíóþ ãèïîòåçó ðàâíà �.Ìíîæåñòâî (13.1) íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì,à �� � êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì óðîâíÿ �.Ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå íàáëþäåíèé äåéñòâóþò àíàëîãè÷íûìîáðàçîì ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîãîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþò òàáëèöû çíà÷åíèé �óíêöèè Kn(�).Ñ�îðìóëèðîâàííûé êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0: F(x) = F0(x)î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò êðèòåðèåì ñîãëàñèÿ Êîëìî-ãîðîâà.Ñóùåñòâóþò è äðóãèå êðèòåðèè ñîãëàñèÿ.180



Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ13.2. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Ïèðñîíà õè-êâàäðàòÝòîò êðèòåðèé áûë ïðåäëîæåí Êàðëîì Ïèðñîíîì.Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó åñòü ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà X1,X2, . . . ,Xn ñíåèçâåñòíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x).�àçîáüåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ òî÷êàìè�1= z0 < z1 < z2 < .. . < zr�1 < zr = +1íà r íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Îáîçíà÷èì�1 � ÷èñëî íàáëþäåíèé Xi, ïîïàâøèõ íà A1 = (�1,z1),�2 � ÷èñëî íàáëþäåíèé Xi, ïîïàâøèõ íà A2 = [z1,z2),� � � � � � � � � � � ��r � ÷èñëî íàáëþäåíèé Xi, ïîïàâøèõ íà Ar = [zr�1,1).Òîãäà �1+�2+.. .+�r = n.Ïóñòü ñíîâà ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçàH0: F(x) = F0(x).Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü F0(x) ìîæåò áûòü ëþáîé �óíêöèåé ðàñïðå-äåëåíèÿ, â òîì ÷èñëå è äèñêðåòíîé.Âû÷èñëèì pj = PH0fXi 2 Ajg, j = 1,2, . . . ,r. À èìåííîpj = F0(zj)�F0(zj�1).Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî äëÿ 16 j6 r ñïðàâåäëèâî �j �B(n;pj).Ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû�j�npjpnpj(1�pj)àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíû ñ ïàðàìåòðàìè (0;1), è �jn P�! pj.Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ñâîéñòâàõ ÷àñòîò �j, Êàðë Ïèðñîíïðåäëîæèë ââåñòè ñëåäóþùóþ ìåðó ðàñõîæäåíèÿ ãèïîòåçû H0ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè:�2 = rXj=1 (�j�npj)2npj = rXj=1 ��j�npjpnpjqj �2 �qj, (13.2)ãäå qj = 1�pj.Ïèðñîí íàçâàë ýòó ñòàòèñòèêó ¾õè-êâàäðàò¿ ïî íàçâàíèþãðå÷åñêîé áóêâû, êîòîðîé îí îáîçíà÷èë ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ.181



�ËÀÂÀ 13Òåîðåìà 13.1 (Ê. Ïèðñîí). Åñëè âåðíà ãèïîòåçà H0, òî äëÿâñåõ x > 0 ïðè n!1Pn�2 < xo! xZ0 pr�1(y)dy,ãäå pr�1(y) = y(r�3)/2 e�y/22(r�1)/2�� r�12 � . (13.3)Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè êîíå÷íûõ n ðàñïðåäåëåíèåñòàòèñòèêè �2 çàâèñèò îò F0(x), íî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèåïðè n!1 çàâèñèò òîëüêî îò r.�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé r = 2. Òîãäà�2 = (�1�np1)2np1 + (n��1�n(1�p1))2n(1�p1) = (�1�np1)2n ��1�p1+p1p1(1�p1) � == � �1�np1pnp1(1�p1)�2 d�! Z21 ,ãäå Z1 îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëü-íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z21ðàâíà p1(y) =8<:y�1/2e�y/2p2� , åñëè y > 0,0, åñëè y 6 0,òî åñòü ïëîòíîñòü èìååò âèä (13.3) ñ r = 2. Ïîäîáíîå îáñòîÿòåëü-ñòâî èìååò ìåñòî è ïðè r > 2.Îïðåäåëåíèå 13.1. Ïóñòü Z1,Z2, . . . ,Zk � íåçàâèñèìûå ñòàí-äàðòíûå íîðìàëüíûå âåëè÷èíû. �àñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû �2k = Z21 +Z22 +.. .+Z2kíàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì õè-êâàäðàò ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Çàäà÷à 13.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ �2k ðàâíàpk(x) =8<:xk/2�1 e�x/22k/2�(k/2) , åñëè x > 0,0, åñëè x 6 0.182



Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿÒàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ïèðñîíà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ñïðà-âåäëèâà ãèïîòåçà H0, òî ñòàòèñòèêà �2, îïðåäåëåííàÿ â (13.2),ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê �2r�1.Åñëè ÷èñëî íàáëþäåíèé n âåëèêî (n> 30), òî òåîðåìà Ïèðñî-íà ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü ãèïîòåçóH0: F(x) = F0(x)ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) ïî íàáëþäåíèÿì âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè �2;2) ãèïîòåçó H0 îòâåðãàþò, åñëè ðàñõîæäåíèå �2 ñ ãèïîòåçîéîêàæåòñÿ âåëèêî, è ïðèíèìàþò, åñëè ýòî ðàñõîæäåíèå íåâåëèêî.Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî èìååò âèäS = f�2 > x�g,ãäå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå x� íàõîäèòñÿ ïî òàáëèöàì ðàñïðåäåëå-íèÿ �2r�1 èç óñëîâèÿ Pf�2r�1 > x�g= �.Ïðè òàêîì âûáîðå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòü îòêëîíèòüâåðíóþ ãèïîòåçó ðàâíàPH0(S) = Pf�2r�1 > x�g = �.Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå r = 2 êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâîS =(� �1�np1pnp1(1�p1)�2 > x�)= � j�1�np1jpnp1(1�p1) >px�� .Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû ïðèíèìàòü ðåøåíèå â çàâèñèìîñòèîò çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè �1�np1pnp1(1�p1) ,êîòîðàÿ ïðè n ! 1 àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðà-ìè (0;1).Ïðèìåð 13.2. Â ó÷åáíèêå �. Êðàìåðà [17℄ ïðèâåäåíû äàí-íûå î ðîæäåíèè ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê â 1935 ã. â Øâåöèè.Âñåãî â îêòÿáðå ðîäèëîñü 6903 ðåáåíêà, ñðåäè êîòîðûõ áûëî3512 ìàëü÷èêîâ è 3391 äåâî÷êà. Åñëè ñ÷èòàòü ðîæäåíèå äåâî÷êèóñïåõîì è îáîçíà÷èòü âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ p, òî äëÿïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: p = 1/2 183



�ËÀÂÀ 13ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì �2. Âû÷èñëåíèÿ äàþòj�1�np1jpnp1(1�p1) = j3391�0.5 �6903jp6903 �0.5 �0.5 = 1.456.Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü äàííîåîòêëîíåíèå îò ãèïîòåçû ðàâíàPfjZj > 1.456g = 0.1453.Ìû âèäèì, ÷òî ýòî íå òàêîå óæ ðåäêîå ñîáûòèå, êðèòè÷åñêàÿòî÷êà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óðîâíþ çíà-÷èìîñòè � = 0.05, ðàâíà 1.96. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà H0 ïðè-íèìàåòñÿ. Îñíîâàíèé ñîìíåâàòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè âûäâèíóòîéãèïîòåçû íåò.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî äàííûì �. Êðàìåðà, â àïðåëå èç îáùåãî÷èñëà 7884 ðîäèâøèõñÿ äåòåé ìàëü÷èêîâ áûëî 4173, äåâî÷åê �3711. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ äàþòj3711�0.5 �7884jp7884 �0.5 �0.5 = 5.203,âåðîÿòíîñòü òàêèõ è á�îëüøèõ îòêëîíåíèé îêàçûâàåòñÿ ðàâíîéPfjZj > 5.203g = 2 �10�7,ñëèøêîì ìàëîé, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà.Ê òàêîìó æå âûâîäó ìû ïðèäåì, åñëè ïðîàíàëèçèðóåì äàííûåçà âåñü ãîä: ñðåäè îáùåãî ÷èñëà 88 273 ðîäèâøèõñÿ äåòåéìàëü÷èêîâ áûëî 45 682, à äåâî÷åê � 42 591. Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêèêðèòåðèÿ â ýòîì ñëó÷àå îêàçàëîñü ðàâíûì 10.4. Âåðîÿòíîñòüíàáëþäàòü òàêèå îòêëîíåíèÿ ðàâíà 2 �10�25, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòüïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì.Òàêèì îáðàçîì, ïðîàíàëèçèðîâàâ áîëüøèå ãðóïïû íîâîðîæ-äåííûõ, ñòàòèñòèêè ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿìàëü÷èêà âûøå âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ äåâî÷êè è ïðèáëèæåííîðàâíà 0.517.Ïðèìåð 13.3. Íåêèé ëþáîçíàòåëüíûé ñòàòèñòèê, ðàññìàòðè-âàÿ âèòðèíû ÷àñîâùèêîâ, çàïèñûâàë âðåìÿ íà ÷àñàõ, ïðè÷åì ìè-íóòû íå ó÷èòûâàëèñü. Ïîëó÷åííûå äàííûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1141 34 54 39 49 45 41 33 37 41 47 39184



Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿÌîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî âåðíà ãèïîòåçàH0: p0 = p1 = .. . = p12 = 112î ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ? Ïîñêîëüêó�2 = 12Xj=1 (�j�500 �1/12)241.67 = 10.00,òî, âû÷èñëèâ ïî òàáëèöàìPf�2 > 10.00g = 0.53039,ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òî ýòî ñîáûòèåïðîèñõîäèò â ñðåäíåì â 53 ñëó÷àÿõ èç 100. Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèåñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ ñ 24.7 � êðèòè÷åñêîé òî÷êîé óðîâíÿ 0.01ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ îäèíàäöàòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äàííûå íå ïðîòèâîðå÷àò ãèïîòåçåî ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè. �èïîòåçó ñëåäóåò ïðèíÿòü.Çàäà÷à 13.2. Ïî äàííûì ðîçûãðûøåé ãåíóýçñêîé ëîòåðåè, ïðè-âåäåííûì â çàäà÷å 1.2, ïðîâåðüòå ãèïîòåçó î ñïðàâåäëèâîñòèâûáîðà êëàññè÷åñêîé ìîäåëè.Ïðèìåð 13.4. Êðèòåðèé õè-êâàäðàò ìîæíî ìîäåðíèçèðîâàòüè èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíà-êîâ. Â ó÷åáíèêå [17℄ ïðèâåäåíû äàííûå íà 927 570 íîâîðîæäåí-íûõ, à èìåííî: â òàáëèöå íà ñ. 496 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå ïîïîëó äåòåé è ïî âîçðàñòó ðîäèòåëåé. Ìû ñîñòàâèì óïðîùåííóþòàáëèöó, â êîòîðîé ïî ãîðèçîíòàëè äàííûå ðàçäåëåíû íà ÷åòûðåãðóïïû:A1 � ìîëîäûå îòöû (äî 35 ëåò), ìîëîäûå ìàòåðè (äî 30 ëåò);A2 � ìîëîäûå îòöû, âçðîñëûå ìàòåðè (ñòàðøå 30 ëåò);A3 � âçðîñëûå îòöû (ñòàðøå 35 ëåò), ìîëîäûå ìàòåðè;A4 � âçðîñëûå îòöû, âçðîñëûå ìàòåðè:A1 A2 A3 A4 �B1 157604 86702 36998 195229 476533B2 149913 81360 35389 184375 451037� 307517 168062 72387 379604 927570Ïî âåðòèêàëè äàííûå ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû ïî ïîëó ðåáåíêà:B1 � ìàëü÷èêè è B2 � äåâî÷êè. Â êëåòêå ñ íîìåðîì i ïî185



�ËÀÂÀ 13ãîðèçîíòàëè è ñ íîìåðîì j ïî âåðòèêàëè â ýòîé òàáëèöå óêàçàíîêîëè÷åñòâî äåòåé, îäíîâðåìåííî îáëàäàþùèõ ïðèçíàêàìè BiAj.Òàêàÿ òàáëèöà íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ.Äâîéíûìè ëèíèÿìè îò îñíîâíîé òàáëèöû îòäåëåíû ñòðîêàè ñòîëáåö ñ ñóììàðíûìè çíà÷åíèÿìè ïî ñòîëáöàì è ñòðîêàìñîîòâåòñòâåííî.Ñ�îðìóëèðóåì ïðîâåðÿåìóþ ãèïîòåçóH0: P(AjBi) = P(Aj) �P(Bi).Ïî èìåþùèìñÿ â òàáëèöå äàííûì îöåíèì âåðîÿòíîñòè ïîïàäà-íèÿ íàáëþäåíèé â êëàññû:bP(A1) = 0.332 bP(A3) = 0.078 bP(B1) = 0.513bP(A2) = 0.181 bP(A4) = 0.409 bP(B2) = 0.487Â êà÷åñòâå îöåíîê ïîïàäàíèÿ â êàêîé-ëèáî êëàññ áûëè âçÿòûñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû. Ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî�îðìóëå �2 = kXj=1 sXi=1 ��ji��bP(Aj)bP(Bi)�2�bP(Aj)bP(Bi) ,â êîòîðîé �ji � ÷èñëî íàáëþäåíèé, ïîïàâøèõ â êëàññ Aj \Bi,16 j 6 k, 16 i 6 s, à � � îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé. Ñ�îðìó-ëèðóåì òåîðåìó, íà êîòîðîé îñíîâàíî ïðèíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîãîðåøåíèÿ.Òåîðåìà 13.2. Åñëè ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîââåðíà, òî ïðè n!1 �2 d�! �2(k�1)(s�1).Â íàøåì ïðèìåðå k = 4, s = 2, à íàáëþäàåìîå çíà÷åíèåñòàòèñòèêè îêàçàëîñü ðàâíûì �2 = 7.499. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå,ñîîòâåòñòâóþùåå óðîâíþ çíà÷èìîñòè � = 0.05, íàéäåííîå ïîòàáëèöàì ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,ðàâíî 7.81. Òåì ñàìûì èìåþùèåñÿ äàííûå ñîãëàñóþòñÿ ñ ãèïî-òåçîé î íåçàâèñèìîñòè ïîëà ðåáåíêà îò âîçðàñòà ðîäèòåëåé.Ïîäðîáíî î êðèòåðèè õè-êâàäðàò ìîæíî ïðî÷èòàòü â ó÷åá-íèêå [17℄.



�ëàâà 14Ï�ÎÂÅ�ÊÀ ÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ �ÈÏÎÒÅÇ.ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ËÅÌÌÀÍÅÉÌÀÍÀ�ÏÈ�ÑÎÍÀÌû íå ñëó÷àéíî íà÷àëè êíèãó ñ âûñêàçûâàíèÿ âûäàþùåãîñÿìàòåìàòèêà Ï.-C. Ëàïëàñà. Êàê âû óæå ìîãëè çàìåòèòü, ïðè ïðè-íÿòèè ðåøåíèé, âûðàáîòêå ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ äëÿ ïðî-âåðêè ãèïîòåç ìàòåìàòèêè âî ìíîãîì ðóêîâîäñòâóþòñÿ çäðàâûìñìûñëîì. Íèæåñëåäóþùèé ìàòåðèàë ñòàíåò òîìó äàëüíåéøèìïîäòâåðæäåíèåì.14.1. Êâàíòèëè è ïðîöåíòíûå òî÷êèíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÏóñòü �(x) = xR�1 1p2� e�u2/2du � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíîéâåëè÷èíå Z.Îáîçíà÷èì p�, ��, u� ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (14.1), (14.2), (14.3)ñîîòâåòñòâåííî:PfZ 6 p�g = �()�(p�) = �; (14.1)PfjZj > ��g= �() 2(1��(��)) = �; (14.2)PfZ > u�g= �() 1��(u�) = �. (14.3)Ñðåäè ââåäåííûõ âåëè÷èí p� � ýòî êâàíòèëü óðîâíÿ �, u� íàçû-âàþò � �100-ïðîöåíòíîé òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ (èëè êðèòè÷åñêîéòî÷êîé óðîâíÿ �), �� � äâóõñòîðîííåé êðèòè÷åñêîé òî÷êîéóðîâíÿ �. Ïîñêîëüêó ìåæäó p�, ��, u� âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàp� = u1��; �� = u�/2,òî äîñòàòî÷íî ïî çíà÷åíèÿì � óìåòü âû÷èñëÿòü u�.Ïðèâåäåì òàáëèöó íåêîòîðûõ çíà÷åíèé u�, êîòîðûå èñïîëüçó-þòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî:� 0.0001 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05u� 3.7190 3.0902 2.5758 2.3263 1.9600 1.6449Èç òàáëèöû âèäíî, êàê ñ ðîñòîì u� çíà÷åíèÿ � áûñòðî óáûâàþò.187



�ËÀÂÀ 14Äëÿ �� ïðèâåäåì ëèøü íåñêîëüêî çíà÷åíèé. Åñëè �= 0.5, òî�0.5 = 0.6745. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíûì îòêëîíåíèåìñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ íååPfjZj 6 �0.5g= PfjZj > �0.5g = 0.5.Åñëè �= 0.0027, òî �0.0027 = 3, òî åñòüPfjZj6 3g = 0.9973,è ïî÷òè âñå ðàñïðåäåëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà îòðåçêå [�3,3℄. Äëÿñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V �N(a,�2)PfjV �aj> 3�g = 0.0027.Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèå ñ òàêîéìàëîé âåðîÿòíîñòüþ ñ÷èòàþò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì. Ýòîñëóæèò îáîñíîâàíèåì ýìïèðè÷åñêîãî ïðàâèëà ¾òðåõ �¿: åñëèíàáëþäàþòñÿ îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ïðåâûøàþùèåòðè ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèÿ, òî ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðå-äåëåíèè äëÿ òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äîëæíà áûòü îòêëîíåíàèëè õîòÿ áû ïîäâåðãíóòà ñîìíåíèþ.Êðèòåðèè Êîëìîãîðîâà è õè-êâàäðàò Ê. Ïèðñîíà îòíîñÿò-ñÿ ê êðèòåðèÿì ñîãëàñèÿ, êîãäà ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèéX1,X2, . . . ,Xn ñ îáùåé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) ïðîâåðÿåòñÿãèïîòåçà H0: F(x) = F0(x),ãäå F0(x) � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.Ïðèìåð 14.1. Ïóñòü ïðîâîäèòñÿ òîëüêî îäíî íàáëþäåíèå X ��N(a,1). Ïî çíà÷åíèþ X òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçóH0: F(x) =�(x), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, a = 0.Çàäàäèì � = 0.05 � âåðîÿòíîñòü îøèáêè, êîòîðîé ìîæíîïðåíåáðå÷ü. Òîãäà �0.05 = 1.96. Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òîPfjXj> 1.96g = 0.05,òî åñòü âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü òàêèå çíà÷åíèÿ ïðåíåáðåæèìîìàëà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû ïîëó÷èì â õîäå íàáëþäåíèé, ÷òîjXj> 1.96, òî ãèïîòåçà äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà. Íî â òàêîéïîñòàíîâêå çàäà÷è íåïîíÿòíî, ÷òî æå äåëàòü äàëüøå: êàêóþãèïîòåçó ïðèíèìàòü?188



Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà14.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îøèáêè ïåðâîãîè âòîðîãî ðîäàÂ 1930-å ãã. Þ. Íåéìàí è Ý. Ïèðñîí ïðåäëîæèëè äðóãóþïîñòàíîâêó çàäà÷. Èõ èäåè ïîñëóæèëè îñíîâîé ñîâðåìåííîéòåîðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàçíèöó â ïîäõîäàõ íà ïðåäûäóùåì ïðèìå-ðå. Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíóþ ãèïîòåçóH0: a = a0 (a0 = 0)è àëüòåðíàòèâíóþ, èëè êîíêóðèðóþùóþ, ãèïîòåçóH1: a = a1 (a1 = 2.3).Îáîçíà÷èì p0(x) = '(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ X ïðèîñíîâíîé ãèïîòåçå H0 è p1(x) = '(x�a1) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-ëåíèÿ X ïðè êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå H1.Âûáåðåì íåêîòîðóþ ãðàíèöó x0 è áóäåì ïîñòóïàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì:åñëè X < x0, òî áóäåì ïðèíèìàòü H0, îòâåðãàÿ H1;åñëè X > x0, òî îòâåðãíåì H0 è ïðèìåì H1.Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ñîâåðøèòü îøèáêó. Îøèáêè áûâàþò äâóõòèïîâ:1) îøèáêà ïåðâîãî ðîäà, êîãäà îòâåðãàåì âåðíóþ ãèïîòåçóH0;2) îøèáêà âòîðîãî ðîäà, êîãäà ïðèíèìàåì H0, à âåðíà H1.Ýòèì îøèáêàì ñîîòâåòñòâóþò âåðîÿòíîñòèPa0fX > x0g = 1Zx0 p0(x)dx,Pa1fX < x0g= x0Z�1 p1(x)dx.Íà ðèñ. 10 îøèáêå ïåðâîãî ðîäà ñîîòâåòñòâóåò çàøòðèõî-âàííàÿ ïëîùàäü ñïðàâà îò òî÷êè x0, îøèáêå âòîðîãî ðîäà �çàêðàøåííàÿ ïëîùàäü ñëåâà îò òî÷êè x0. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî,óìåíüøàÿ îäíó âåðîÿòíîñòü, ìû óâåëè÷èâàåì äðóãóþ.Ïðè çàäàííîì ÷èñëå íàáëþäåíèé íåëüçÿ îäíîâðåìåííî ñäå-ëàòü îáå îøèáêè ñêîëü óãîäíî ìàëûìè. Îáû÷íî çàäàþò âåëè÷èíóâåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà � (åå íàçûâàþò óðîâíåì189



�ËÀÂÀ 14
�èñ. 10. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ïàðàìåòðå ñäâèãà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿçíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ) è èùóò òàêîå x0, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòüâåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà.Âûáåðåì x0 = u�, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâîPa0fX > x0g = �.Íî òîãäà âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ðàâíàPa1fX < u�g = Pa1fX�a1 < u��a1g= �(u��a1).×òîáû âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà íå ïðåâîñõîäèëà çàäàí-íóþ ãðàíèöó �, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà�(u��a1)6 � =�(�u�).Â ñèëó ìîíîòîííîñòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �(x) ïîëó÷àåìu��a1 6�u� () a1�0> u�+u�,òî åñòü âåðîÿòíîñòè îøèáîê, íå ïðåâîñõîäÿùèå � è �, âîçìîæíûëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãèïîòåçà è àëüòåðíàòèâà äîñòàòî÷íîäàëåêè äðóã îò äðóãà.14.3. Ëåììà Íåéìàíà�ÏèðñîíàÝòà ëåììà ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà íåñêîëüêèìè ñïîñî-áàìè. Ïðèâåäåì íàèáîëåå óäîáíóþ ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ.Ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-ñòâà, êîãäà 
 = f!1,!2, . . . ,!sg ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëàýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, àëãåáðà A ñîäåðæèò âñå ïîäìíîæåñòâàè åñòü äâà âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:P0(A) =X!2Ap0(!),190



Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåéìàíà�ÏèðñîíàP1(A) =X!2Ap1(!)íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (
,A). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ !âûïîëíåíî p0(!) > 0.Äëÿ ïðîâåðêè îñíîâíîé ãèïîòåçûH0: P = P0ïðîòèâ êîíêóðèðóþùåé H1: P = P1ñòðîÿò êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S è äàëåå äåéñòâóþò ïî ñëåäóþ-ùåìó ïðàâèëó: åñëè ðåçóëüòàò íàáëþäåíèé ! 2 S, òî ãèïîòåçó H0îòâåðãàþò è ïðèíèìàþò H1, åñëè æå ! /2 S, òî ïðèíèìàþò H0è îòâåðãàþò H1. Òàêîé ñïîñîá äåéñòâèé íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì Sèëè S-êðèòåðèåì. Êàæäîìó âûáîðó S ñîîòâåòñòâóþò âåðîÿòíî-ñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà:�(S) = P0(S) è �(S) = P1(S)ñîîòâåòñòâåííî.Òåîðåìà 14.1 (ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà). Ïóñòü 0 < � < 1è ñóùåñòâóåò 
� òàêîå, ÷òî P0n!: p1(!)p0(!) > 
�o= �. ÂûáåðåìS� = �!: p1(!)p0(!) > 
�� . (14.4)Òîãäà äëÿ ëþáîãî êðèòåðèÿ S óðîâíÿ � (P0(S) = �)P1(S�)6 P1(S).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíûé êðèòåðèé óðîâíÿ�, à S� îïðåäåëÿåòñÿ â (14.4), òîãäà�= P0(S�) = P0(S�\S)+P0(S�\S),�= P0(S) = P0(S�\S)+P0(S�\S).Îòêóäà ïîëó÷àåì P0(S�\S) = P0(S�\S).Äàëåå, 1��(S�) = P1(S�) = P1(S�\S)+P1(S�\S),1��(S) = P1(S) = P1(S\S�)+P1(S�\S). 191



�ËÀÂÀ 14Ìû æåëàåì äîêàçàòü, ÷òî �(S�)6 �(S) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,P1(S�\S)> P1(S\S�).Äåéñòâèòåëüíî,P1(S�\S) = X!2S�\Sp1(!)> 
� X!2S�\Sp0(!) = 
�P0(S�\S) == 
�P0(S�\S) = 
� X!2S�\Sp0(!)> X!2S�\Sp1(!) = P1(S�\S).Òåîðåìà äîêàçàíà. �Îïðåäåëåíèå 14.1. ×èñëîW (S) = 1��(S) íàçûâàþò ìîùíî-ñòüþ êðèòåðèÿ S.Êðèòåðèé S� â ëåììå Íåéìàíà�Ïèðñîíà ìèíèìèçèðóåò âåðî-ÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ óðîâíÿ �.À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì êëàññå êðèòåðèåâ (P0(S) = �)êðèòåðèé S� ìàêñèìèçèðóåò ìîùíîñòü, ïîýòîìó åãî íàçûâàþòíàèáîëåå ìîùíûì êðèòåðèåì óðîâíÿ �.Çàäà÷à 14.1. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèòåðèé S� ÿâëÿåòñÿ íàèáîëååìîùíûì ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ S, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþP0(S)6 �. (14.5)Îïðåäåëåíèå 14.2. Âñÿêèé êðèòåðèé, óäîâëåòâîðÿþùèéóñëîâèþ 14.5, òàêæå íàçûâàþò êðèòåðèåì óðîâíÿ � (óðîâíÿçíà÷èìîñòè �).Ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà ïîêàçûâàåò, êàê óñòðîåíî íàèáîëååìîùíîå êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S�:S� = S�(
�) =�!: p1(!)p0(!) > 
�� . (14.6)Â êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S� âêëþ÷àþòñÿ òå òî÷êè, âåðîÿòíîñòüêîòîðûõ ïðè H1 ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì ïðè H0. �àíåå ìûîãîâàðèâàëè, ÷òî p0(!) > 0 äëÿ âñåõ !. Îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿìîæíî îòêàçàòüñÿ, âêëþ÷èâ òî÷êè, â êîòîðûõ p0(!) = 0, â êðè-òè÷åñêîå ìíîæåñòâî (�îðìàëüíî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòüîòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàâíûì +1).Çàìå÷àíèå. Êîíñòàíòà 
� îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ P0(S�(
�)) = �,192



Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíàêîòîðîå ìîæåò èìåòü ðåøåíèå íå äëÿ âñåõ �. ×àùå âñåãî òàêîåáûâàåò äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíîïîñòðîèòü ðàíäîìèçèðîâàííûé êðèòåðèé, êîòîðûé îïðåäåëÿåò-ñÿ íå êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, à êðèòè÷åñêîé �óíêöèåé.Îïðåäåëåíèå 14.3. Êðèòè÷åñêîé �óíêöèåé íàçûâàþò �óíê-öèþ '(!) òàêóþ, ÷òî 0 6 '(!)6 1. Çíà÷åíèå '(!) òðàêòóþòêàê âåðîÿòíîñòü îòâåðãíóòü îñíîâíóþ ãèïîòåçó, åñëè ïðîèçîéäåòèñõîä !.Â ñëó÷àå, êîãäà êðèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò òîëüêî äâàçíà÷åíèÿ: '(!) =(1, åñëè ! 2 S,0, åñëè ! 2 S,êðèòåðèé íàçûâàþò íåðàíäîìèçèðîâàííûì è âûáîð '(!) ýêâè-âàëåíòåí âûáîðó êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà S. Åñëè ñóùåñòâóåòýëåìåíòàðíûé èñõîä !, äëÿ êîòîðîãî 0 < '(!) < 1, òî êðèòåðèéíàçûâàþò ðàíäîìèçèðîâàííûì1, ïîñêîëüêó îêîí÷àòåëüíîå ïðè-íÿòèå ðåøåíèÿ â çàäà÷å ïðîâåðêè ãèïîòåç ñâÿçàíî ñ ðåàëèçàöèåéíåêîòîðîãî ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ èñõîäàìè, îäèí èç êîòîðûõèìååò âåðîÿòíîñòü, ðàâíóþ '(!).Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãîêðèòåðèÿ '(!) ðàâíà E0'=X!2
'(!)p0(!),à ìîùíîñòü êðèòåðèÿ �E1' =X!2
'(!)p1(!).Ïðèâåäåì âàðèàíò ëåììû Íåéìàíà�Ïèðñîíà äëÿ ðàíäîìèçèðî-âàííûõ êðèòåðèåâ2.1 Íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî random � ñëó÷àéíûé.2 Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [26℄ èëè ïðîâåñòèñàìîñòîÿòåëüíî. 193



�ËÀÂÀ 14Òåîðåìà 14.2. Äëÿ ëþáîãî 0 < � < 1 ñóùåñòâóåò êðèòåðèé'�(!) =8>>><>>>:1, åñëè p1(!)p0(!) > 
�,0, åñëè p1(!)p0(!) < 
�,
�, åñëè p1(!)p0(!) = 
�,äëÿ êîòîðîãî E0'� = �. Ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëååìîùíûì ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ óðîâíÿ �, òî åñòüE1'�> E1'äëÿ ëþáîãî êðèòåðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâóE0'6 �.Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñòàðà-þòñÿ èçáåãàòü ðàíäîìèçèðîâàííûõ êðèòåðèåâ, íåìíîãî èçìåíÿÿâ òó èëè èíóþ ñòîðîíó óðîâåíü çíà÷èìîñòè �.Êðèòåðèé '�(!) íàçûâàþò òàêæå êðèòåðèåì îòíîøåíèÿ ïðàâ-äîïîäîáèÿ.Ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà áûëà äîêàçàíà íàìè äëÿ äèñêðåò-íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íî åå �îðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâîëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà íåïðåðûâíûé ñëó÷àé.Â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, êàêïðàâèëî, ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ 
 ñîâïàäàåò ñ Rn ,ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ ! = (x1,x2, . . . ,xn) � òî÷êà n-ìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà, à X1, . . . ,Xn � êîîðäèíàòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿêîòîðûõ X1(!) = x1, . . . ,Xn(!) = xn.Â êà÷åñòâå êëàññà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé A îáû÷íî âûáèðàþòáîðåëåâñêóþ �-àëãåáðó â Rn .Ïóñòü íà Rn çàäàíû äâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P0è P1. �àñïðåäåëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü èëè äèñêðåòíûå, èëèàáñîëþòíî íåïðåðûâíûå.Äëÿ k=0 èëè k=1 âåëè÷èíà bpk(x1,x2, . . . ,xn) áóäåò îáîçíà÷àòüëèáî ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòü PkfX1 = x1, . . . ,Xn = xng, ëèáîñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåê-òîðà X = (X1, . . . ,Xn), âû÷èñëåííûå èëè ïðè ãèïîòåçå H0, èëè ïðèãèïîòåçå H1 ñîîòâåòñòâåííî.Åñëè X1, . . . ,Xn � íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå194



Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíàñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òîbpk(x1,x2, . . . ,xn) = pk(x1) �pk(x2) � � �pk(xn),ãäå pk(xi) îáîçíà÷àþò èëè PkfXi = xig, èëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xi ïðè ãèïîòåçå Hk.Òîãäà íàèáîëåå ìîùíîå êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî (14.6) ïåðå-ïèøåòñÿ â âèäåS� = S�(
�) =�bp1(X1, . . . ,Xn)bp0(X1, . . . ,Xn) > 
�� . (14.7)14.4. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÏðèìåíèì ëåììó Íåéìàíà�Ïèðñîíà ê çàäà÷àì ïðîâåðêè ãè-ïîòåç î ïàðàìåòðàõ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.14.4.1. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèèÏóñòü X1, . . .Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðå-äåëåííûå îäèíàêîâî ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó N(a,�2). �àññìîò-ðèì çàäà÷ó î ðàçëè÷åíèè äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç:H0: a = a0,H1: a = a1 (a1 > a0),ïðè ýòîì äèñïåðñèþ �2 áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíîé.Îòìåòèì, ÷òîa0 = E0Xi, a1 = E1Xi, �2 =D0Xi =D1Xi.Èíäåêñû ó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ïîêàçûâàþò,ïî êàêîìó èç ðàñïðåäåëåíèé (P0 èëè P1) âû÷èñëÿëèñü ýòè÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.Ñîãëàñíî ëåììå Íåéìàíà�Ïèðñîíà, íàèáîëåå ìîùíûé êðèòå-ðèé èìååò âèäS�1 =�!: p1(X1) � � �p1(Xn)p0(X1) � � �p0(Xn) > 
�=8<:!: nXj=1 ln p1(Xj)p0(Xj) > 
09=; ,ãäå 
0 = ln
. 195



�ËÀÂÀ 14Îáîçíà÷èì Wj = ln p1(Xj)p0(Xj) ,ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû W1, . . . ,Wn íåçàâèñèìû è îäèíà-êîâî ðàñïðåäåëåíû. Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòüñëåäóþùèì îáðàçîì:S�1 = fW1+W2+.. .+Wn > 
0g.Âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà çàïèøóòñÿ òåïåðüêàê P0fW1+.. .+Wn > 
0g= �(S�1 ),P1fW1+.. .+Wn < 
0g = �(S�1 ).Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåp0(x) = 1�p2� e�(x�a0)2/(2�2),p1(x) = 1�p2� e�(x�a1)2/(2�2),òîWj = ln p1(Xj)p0(Xj) = �(Xj�a1)2+(Xj�a0)22�2 = a1�a0�2 Xj� a21�a202�2 .Íî òîãäà W1+.. .+Wn = a1�a0�2 nXj=1 Xj� n(a21�a20)2�2 .Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðó-ãîì âèäå: S�1 =8<: nXj=1Wj > 
09=;=8<: nXj=1 Xj > 
009=; ,ãäå 
00 = �
0+ n(a21�a20)2�2 � � �2a1�a0 .Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî nPj=1Xj � N(an;�2n). Åñëè âåðíà ãèïî-196



Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíàòåçà H0, òî E00� nXj=1 Xj1A= a0n, D00� nXj=1 Xj1A= n�2.Åñëè æå âåðíà H1, òîE10� nXj=1 Xj1A= a1n, D10� nXj=1 Xj1A= n�2.Âûáåðåì 
00 = na0 + u��pn, òîãäà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãîðîäà ðàâíàP08<: nXj=1 Xj > na0+u��pn9=;= P0�Pnj=1Xj�na0�pn > u�� == 1��(u�) = �. (14.8)Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ïðè ýòîì ðàâíà�(S�1 ) = P18<: nXj=1 Xj < na0+u��pn9=;== P1�Pnj=1Xj�na1�pn < u�� n(a1�a0)�pn �= ��u�� (a1�a0)pn� � .Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî �(�x) = 1��(x), ïîëó÷èì�(S�1 ) = 1���pn (a1�a0)� �u��! 0ïðè n!1.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî �(S�) çàâèñèò îò âåëè÷èíû a1�a0� , êîòî-ðóþ íàçûâàþò èí�îðìàöèîííûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ãèïîòåçàìè.Ýòî ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ â ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèÿõ, îíî òåìáîëüøå, ÷åì ìåíüøå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå. ×åì ìåíüøå ýòîðàññòîÿíèå, òåì òðóäíåå ðàçëè÷àòü ãèïîòåçû.Ïîëó÷åííûå �îðìóëû ïîçâîëÿþò îöåíèòü íåîáõîäèìîå ÷èñëîíàáëþäåíèé äëÿ äîñòèæåíèÿ çàðàíåå óñòàíîâëåííûõ óðîâíåéîøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. 197



�ËÀÂÀ 1414.4.2. Íåîáõîäèìîå ÷èñëî íàáëþäåíèéäëÿ ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåçËåììà 14.1. 1. Ïðè x > 01��(x)6 1xp2� e�x2/2.2. Ïðè x > 1 1��(x)> 1xp2� �1� 1x2�e�x2/2.Äîêàçàòåëüñòâî.1��(x) = 1p2� 1Zx e�u2/2du 6 1p2� 1Zx ux e�u2/2 du = 1xp2� e�x2/2.Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ ëåììû ìîæíî ïî-ñìîòðåòü â [29, ò. 1, ñ. 192℄. �Çàìå÷àíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé, ìîæíî ïîëó÷èòüîöåíêó äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãî ðîäà:�(S�1 )6 
e�hn/2,ãäå 
 è h � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îòèí�îðìàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ è � è íå çàâèñÿùèå îò n. Òàêèìîáðàçîì, ýòà âåðîÿòíîñòü óáûâàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà íàáëþäåíèé n,êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è äàæå áûñòðåå.Âûÿñíèì, ñêîëüêî íóæíî èìåòü íàáëþäåíèé, ÷òîáû âåðîÿò-íîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà áûëà ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà �. Äëÿýòîãî ðåøèì íåðàâåíñòâî���pn a1�a0� +u��6 �()�pn a1�a0� +u� 6�u� ()()pn a1�a0� > u�+u� ()pn> (u�+u�) �a1�a0 ()() n> �2(u�+u�)2(a1�a0)2 = (u�+u�)2�a1�a0� �2 . (14.9)Òàê, åñëè a1�a0 = 0.01, �= 0.01, �= � = 0.05, èí�îðìàöèîí-íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ãèïîòåçàìè ðàâíî 1 è íåîáõîäèìîå ÷èñëîíàáëþäåíèé n> 11.198



Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåéìàíà�ÏèðñîíàÅñëè èçìåíèòü ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå, óâåëè÷èâ åãî â 10 ðàç(�= 0.1), òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ãèïîòåçàìè óìåíüøèòñÿ â 10 ðàç,à ÷èñëî íåîáõîäèìûõ íàáëþäåíèé óâåëè÷èòñÿ ïî÷òè â 100 ðàç,è ìû ïîëó÷èì n> 1082.×òîáû ðàçëè÷àòü áëèçêèå ìåæäó ñîáîé ãèïîòåçû ñ ìàëûìèâåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, íåîáõîäèìîïðîâîäèòü äîñòàòî÷íî ìíîãî íàáëþäåíèé.14.4.3. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î äèñïåðñèè�àññìîòðèì íîâóþ çàäà÷ó. Ïóñòü òåïåðü ñëó÷àéíàÿ âûáîðêàâçÿòà èç ðàñïðåäåëåíèÿ N(0,�2), î äèñïåðñèè êîòîðîãî âûäâèíó-òû äâå ãèïîòåçû: H0: �2 = �20,H1: �2 = �21 (�21 > �20).Â ýòîì ñëó÷àå p0(x) = 1�0p2� e�x2/(2�20),p1(x) = 1�1p2� e�x2/(2�21),è Wj = ln p1(Xj)p0(Xj) = ln �0�1 + 12X2j � 1�20 � 1�21� .Íî òîãäà ñóììànXj=1Wj = n ln �0�1 + 12� 1�20 � 1�21� nXj=1 X2jÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé îò nPj=1X2j è íàèáîëåå ìîùíûéêðèòåðèé ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì âèäåS�2 =8<: nXj=1Wj > 
09=;=8<: nXj=1 X2j > 
009=; ,ãäå íîâàÿ êîíñòàíòà 
00 ñâÿçàíà ñ êîíñòàíòîé 
0 ñîîòíîøåíèåì
00 = 2�
0�n(ln�0� ln�1)�� 1�20 � 1�21��1 . 199



�ËÀÂÀ 14Êîíñòàíòó 
00 íàéäåì èç óñëîâèÿP08<: nXj=1 X2j > 
009=;= �.Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà nPj=1X2j Æ�20 èìååòðàñïðåäåëåíèå �2n. Îáîçíà÷èì Gn(x) = P��2n < x	 �óíêöèþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ �2n, à � � êâàíòèëü g(n;�) ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Âûáåðåì 
00 = �20g(n;1��), òîãäà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãîðîäà ðàâíà P0(S�2 ) = �,à âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé�(S�2 ) = P18<: nXj=1 X2j < �20g(n;1��)9=;== P1�Pnj=1X2j�21 < �20�21g(n;1��)� =Gn��20�21g(n;1��)�.Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòüîøèáêè âòîðîãî ðîäà, íî è îöåíèòü íåîáõîäèìîå ÷èñëî íàáëþ-äåíèé, ïðè êîòîðîì ýòà âåðîÿòíîñòü áóäåò ìåíüøå çàäàííîéâåëè÷èíû.14.4.4. Ñëîæíûå ãèïîòåçû. �àâíîìåðíî íàèáîëååìîùíûå êðèòåðèèÍàèáîëåå ìîùíûå êðèòåðèè, ïîëó÷åííûå â äâóõ ïðåäûäóùèõçàäà÷àõ ñ ïîìîùüþ ëåììû Íåéìàíà�Ïèðñîíà:S�1 =�Pnj=1Xj�na0�pn > u��è S�2 = �Pnj=1X2j�20 > g(n;1��)�èìåþò îäíî îáùåå âàæíîå ñâîéñòâî: îáà îíè íå çàâèñÿò îòàëüòåðíàòèâû è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ áîëååñëîæíûõ çàäà÷.200



Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåéìàíà�ÏèðñîíàÒàê, ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåç î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè íîð-ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(a;�2) (�2 èçâåñòíî)H0: a = a0,H1: a > a0,êðèòåðèé S�1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâóðîâíÿ � ïðè ëþáîé àëüòåðíàòèâå a1 > a0.Êðèòåðèè, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþò ðàâíîìåð-íî íàèáîëåå ìîùíûìè.Ôóíêöèþ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ S�1 îïðåäåëÿþò ðàâåíñòâîìW (a1) = Pa1(S�1 ) = ��pn (a1�a0)� �u��, a1 > a0.Åå çíà÷åíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óäàëåíèåì àëüòåðíàòèâû îò ãè-ïîòåçû.Ýòîò êðèòåðèé S�1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ñëîæíîéãèïîòåçû H0: a6 a0ïðîòèâ ñëîæíîé àëüòåðíàòèâûH1: a > a0.Êðèòåðèé S�1 ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì óðîâíÿ � è äëÿ ýòîé çàäà÷è,ïîñêîëüêó Pa(S�1 ) = ��pn (a�a0)� �u��6 �.Áîëåå òîãî, ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ óðîâíÿ � êðèòåðèé S�1 ÿâëÿåòñÿðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì. Ýòîò êðèòåðèé îáëàäàåò åùå îä-íèì âàæíûì ñâîéñòâîì � ñâîéñòâîì íåñìåùåííîñòè: 8a6 a0,8a1 > a0 Pa(S�1 ) < Pa1(S�1 ),òî åñòü âåðîÿòíîñòü îòâåðãóòü îñíîâíóþ ãèïîòåçó âñåãäà ìåíüøåâåðîÿòíîñòè îòâåðãíóòü àëüòåðíàòèâíóþ ãèïîòåçó.Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò êðèòåðèé S�2 ïðè ïðîâåð-êå ãèïîòåç, êàñàþùèõñÿ äèñïåðñèè íîðìàëüíîé âûáîðêè ñ ìàòå-ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ðàâíûì 0.Çàäà÷à 14.2. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîé âûáîðêè â óñëî-âèÿõ, êîãäà äèñïåðñèÿ èçâåñòíà è ðàâíà �2, íå ñóùåñòâóåòðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ â çàäà÷å ïðîâåðêè201



�ËÀÂÀ 14ãèïîòåçû H0: a = a0ïðîòèâ äâóõñòîðîííåé àëüòåðíàòèâûH1: a 6= a0.Çàìå÷àíèå. Òåì íå ìåíåå â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷èñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé ñðåäè âñåõíåñìåùåííûõ êðèòåðèåâ. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíî íàè-áîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå ñëîæíîé, åñëèîáà ïàðàìåòðà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíû. Â ýòîìñëó÷àå ãèïîòåçà H0: a = a0 óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Ïîäðîáíîåèçëîæåíèå òåîðèè ïðîâåðêè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç ñîäåðæèò-ñÿ â èçâåñòíîé ìîíîãðà�èè Ý. Ëåìàíà [19℄.14.5. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ïàðàìåòðåáèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÏóñòü A1,A2, . . . ,An � âçàèìíî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ñîáû-òèÿ, èìåþùèå îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü p = P(Ai). �àññìîòðèìñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåç:H0: p= p0,H1: p= p1 (p0 < p1).Îáîçíà÷èì Xj(!) = IAj(!), j = 1,. . . ,n. Ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûíåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Åñëè âåðíà îñíîâíàÿ ãè-ïîòåçà H0, òîp0(x) = P0fXj = xg = p0x(1�p0)1�x, x = 0, 1.Åñëè æå ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâà H1, òîp1(x) = P1�Xj = x	 = p1x(1�p1)1�x, x = 0, 1.Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûå, òî íåðàíäîìèçèðîâàí-íûé êðèòåðèé ñóùåñòâóåò íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ �, ïîýòîìóáóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé êðèòåðèé ïðè n!1. Ïîëåììå Íåéìàíà�Ïèðñîíà, íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé èìååò âèäS� = fW1+W2+.. .+Wn > 
�g ,ãäå Wj = ln p1(Xj)p0(Xj) = ln 1�p11�p0 +Xj ln� p1(1�p1). p0(1�p0)� .202



Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåéìàíà�ÏèðñîíàÏðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü êðèòè÷åñêîåìíîæåñòâî â âèäå S� =8<: nXj=1 Xj > 
0�9=; .Ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü nPj=1Xj ñ ìàòåìàòè÷å-ñêèì îæèäàíèåì np è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì pnpq, ïîëó÷èìïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ 
0��= P08<: nXj=1 Xj > 
0�9=;� 1��� 
0��np0pnp0(1�p0)� ,îòêóäà íàõîäèì 
0� = u�pnp0q0+np0.Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà òîãäà ðàâíàP18<: nXj=1 Xj < 
0�9=;= P18<: nXj=1 Xj < u�pnp0q0+np09=; .×òîáû ýòà âåðîÿòíîñòü ïðè n ! 1 ðàâíÿëàñü �, íåîáõîäèìîâûïîëíåíèå ðàâåíñòâàu�pnp0q0�n(p1�p0)pnp1q1 =�u�.Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì ïðèáëèæåííóþ �îðìóëó äëÿ÷èñëà íàáëþäåíèé n, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ çàäàííûé óðîâåíüîøèáîê: n� (u�pp0q0+u�pp1q1)2(p1�p0)2 . (14.10)Òàê, ïðè p0 = 0.5, p1 = 0.5+0.01, � = 0.01, � = 0.05 ïîëó÷èìíåîáõîäèìîå ÷èñëî íàáëþäåíèé n� 39420.�àçëè÷àòü áëèçêèå ìåæäó ñîáîé ãèïîòåçû íå òàê ïðîñòî.Îöåíêè íåîáõîäèìîãî ÷èñëà íàáëþäåíèé â (14.9), (14.10) ïîêà-çûâàþò, ÷òî ÷èñëèòåëè äðîáåé ìàëî ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíè-ÿì ïàðàìåòðîâ, à ïîðÿäîê ðîñòà n îïðåäåëÿþò çíàìåíàòåëè ýòèõäðîáåé, òî åñòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãèïîòåçàìè.



�ëàâà 15ÄÎÂÅ�ÈÒÅËÜÍÛÅ ÈÍÒÅ�ÂÀËÛ15.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÏóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . ,Xn � íåçàâèñèìû è îäè-íàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) = F(x,�),çàâèñÿùåé îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà � 2�. Ìíîæåñòâî � �ýòî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà �.Âàæíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, êàê ýòî óæåîòìå÷àëîñü ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïà-ðàìåòðîâ.Âñÿêóþ èçìåðèìóþ �óíêöèþ îò íàáëþäåíèé T (X1, . . . ,Xn)íàçûâàþò ñòàòèñòèêîé, à ñòàòèñòèêó, êîòîðóþ èñïîëüçóþòâ êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà �,íàçûâàþò îöåíêîé ýòîãî ïàðàìåòðà. Îöåíêó îáû÷íî îáîçíà÷àþòòîé æå áóêâîé, ÷òî è ñàì ïàðàìåòð, òîëüêî ñ êàêèì-ëèáî çíà÷êîìñâåðõó, íàïðèìåð: b�, �� è ò. ä. Ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõñâîéñòâ îöåíîê ïðè n!1, êîãäà âàæíî ïîä÷åðêíóòü çàâèñè-ìîñòü îöåíêè îò n, áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèÿ Tn, b�nè ò. ï.Îöåíêà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà � ýòî �óíêöèÿ îò íàáëþäå-íèé. Åñëè â ýòó �óíêöèþ ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûíàáëþäåíèé x1, . . . ,xn, òî ïîëó÷èì ÷èñëî, èëè òî÷êó â ìíîæåñòâåäîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Òàêîé ñïîñîá îöåíèâàíèÿ íàçû-âàþò òî÷å÷íûì îöåíèâàíèåì, à îöåíêè � òî÷å÷íûìè îöåíêàìè.Îïðåäåëåíèå 15.1. Îöåíêà b� = b�(X1, . . . ,Xn) íàçûâàåòñÿíåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà �, åñëè äëÿ âñåõ � 2� âûïîë-íÿåòñÿ ðàâåíñòâî E�b�= �.Èíîãäà â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îöåíêà ëèøåíà ñèñòåìàòè-÷åñêîé îøèáêè.Îïðåäåëåíèå 15.2. Îöåíêà b� íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé äëÿïàðàìåòðà �, åñëè 8"> 0P�fjb���j> "g! 0 ïðè n!1äëÿ âñåõ � 2�. 204



Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûÄðóãèìè ñëîâàìè, îöåíêà íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé äëÿ �, åñ-ëè îíà ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íåèçâåñòíîìó ïàðàìåòðó �.Áîëåå ïîäðîáíî î ñâîéñòâàõ òî÷å÷íûõ îöåíîê è ìåòîäàõèõ ïîëó÷åíèÿ ìû áóäåì ãîâîðèòü â ñëåäóþùåé ãëàâå, à ïîêàîñòàíîâèìñÿ íà äðóãîì ñïîñîáå îöåíèâàíèÿ � èíòåðâàëüíûõîöåíêàõ, èëè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ, êîãäà ïî ðåçóëüòàòàìíàáëþäåíèé óêàçûâàåòñÿ íå îäíî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïàðà-ìåòðà, à öåëîå ìíîæåñòâî ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé.Ïóñòü P�fT1(X1, . . . ,Xn) <T2(X1, . . . ,Xn)g = 1 äëÿ âñåõ � 2�.Îïðåäåëåíèå 15.3. Ñëó÷àéíûé èíòåðâàë�T1(X1, . . . ,Xn),T2(X1, . . . ,Xn)�íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ íåèçâåñòíîãî ïà-ðàìåòðà � ñ íàäåæíîñòüþ 1��, åñëè äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðàP�fT1(X1, . . . ,Xn) < � <T2(X1, . . . ,Xn)g = 1��. (15.1)×èñëî 1�� íàçûâàþò òàêæå äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþèíòåðâàëà, îáû÷íî åãî âûáèðàþò áëèçêèì ê 1. Òàêèì îáðàçîì,êàêîâî áû íè áûëî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, èíòåðâàë (T1,T2) íàêðû-âàåò ïàðàìåòð ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ.Íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë òàê,÷òîáû â (15.1) âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî1. Ïîýòîìó â òàêèõ ñëó-÷àÿõ áóäåì ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, óäîâëåòâîðÿþùèåíåðàâåíñòâóP�fT1(X1, . . . ,Xn) < � <T2(X1, . . . ,Xn)g> 1��, (15.2)äîáèâàÿñü ïðè ýòîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü â (15.2) áûëà êàê ìîæíîáëèæå ê 1��.Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ ïîñòðîåíèÿ äî-âåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì èõ ïðè ïîñòðîåíèèäîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî è áèíî-ìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé.
1 Ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ïðåæäå âñåãî ê äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì.205



�ËÀÂÀ 1515.2. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèèÏóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,Xn íåçàâèñèìû è èìåþòîäèíàêîâîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(a,�20). Ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå íåèçâåñòíî è äëÿ íåãî òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äîâåðè-òåëüíûé èíòåðâàë íàäåæíîñòè 1��, äèñïåðñèþ ñ÷èòàåì èçâåñò-íîé è ðàâíîé �20.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà âîñïîëüçóåìñÿñòàòèñòèêîé X = 1n nXi=1 Xi.Èçâåñòíî, ÷òî X � N�a, �20n � . Ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ëè-íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì íîâóþ ñòàòèñòèêóZ = X�a�0Æpn = X�a�0 pn,òàêæå èìåþùóþ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íî ñ ïàðàìåòðàìè(0,1). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà.Ïîýòîìó äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà 1�� ìîæíî óêàçàòü íåñëó÷àéíûéèíòåðâàë (
1(�),
2(�)) òàêîé, ÷òîPaf
1(�) < Z < 
2(�)g = 1��îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ a 2 (�1,1).Òàêîé èíòåðâàë îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, è îáû÷íî ïðè âûáîðå÷èñåë 
1, 
2 èñïîëüçóþò íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ.Íàïðèìåð, ìîæíî âûáèðàòü èíòåðâàë íàèìåíüøåé äëèíû. Äëÿñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòî ñèììåòðè÷íûé èí-òåðâàë, êîíöû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè�
1(�) = 
2(�) = u�/2,ãäå u�/2 � ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ PfjZj > u�/2g= �.ÏîñêîëüêójZj < u�/2 () jX�aj�0 pn < u�/2 () jX�aj < u�/2 �0pn ()() X�u�/2 �0pn < a < X+u�/2 �0pn , (15.3)206



Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûòî ïîëó÷åííûé èíòåðâàë (15.3) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì äîâåðèòåëü-íûì èíòåðâàëîì.�àçîáðàííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëàèñïîëüçîâàë ñâîéñòâà ñòàòèñòèêè Z = X�a�0 pn:1) ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ ïàðà-ìåòðîâ;2) ñòàòèñòèêà Z ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåé íåèçâåñòíîãîïàðàìåòðà a, ÷òî ïîçâîëèëî ðåøèòü íåðàâåíñòâî jZj < u�/2 îòíî-ñèòåëüíî íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû a.Ñòàòèñòèêó, îáëàäàþùóþ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè, íàçû-âàþò öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêîé, à îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïî-ñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà � ìåòîäîì, èñïîëüçóþùèìöåíòðàëüíóþ ñòàòèñòèêó.15.3. Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëàäëÿ äèñïåðñèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÏóñòü ñëó÷àéíûå íàáëþäåíèÿ X1, . . . ,Xn íåçàâèñèìû, îäèíà-êîâî íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðàìè (a0,�2), íî òåïåðüíåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ �2, à ìàòåìàòè÷å-ñêîå îæèäàíèå èçâåñòíî è ðàâíî a0.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà âîñïîëüçóåìñÿñòàòèñòèêîé S20 = 1n nXi=1 (Xi�a0)2,êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíîéäèñïåðñèè �2. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîé ñòàòèñòèêè. Ååìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåS20 = �2n nXi=1 �Xi�a0� �2 = �2n �2n, (15.4)ãäå �2n îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèåõè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåè äèñïåðñèÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûES20 = �2n E�2n = �2n �n= �2,DS20 = �4n2 D�2n = �4n2 �2n = 2�4n ! 0, 207



�ËÀÂÀ 15è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà S20 ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëü-íîé îöåíêîé äëÿ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè �2. Êðîìå òîãî, èç íååëåãêî ïîëó÷èòü öåíòðàëüíóþ ñòàòèñòèêóG = nS20�2 = �2n.Ïîñêîëüêó ýòà ñòàòèñòèêà èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ nñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íå çàâèñÿùåå îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, òîïî òàáëèöàì äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ çàäàííîé íàäåæíîñòè1�� ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëà 
1 = 
1(�), 
2 = 
2(�) òàêèå, ÷òîP�f
1 <G < 
2g = 1��.Âûáîð ÷èñåë 
1 è 
2 íåîäíîçíà÷åí. Ìîæíî, íàïðèìåð, âûáðàòüèõ èç óñëîâèéPf�2n 6 
1g= �/2, Pf�2n > 
2g= �/2.Òàêîé èíòåðâàë íàçûâàþò öåíòðàëüíûì.Îáîçíà÷èì g(n;�) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Pf�2n 6 g(n;�)g = �.Òàêèå ÷èñëà, êàê èçâåñòíî, íàçûâàþò êâàíòèëÿìè äàííîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ. Òîãäà 
1 = g(n;�/2), 
2 = g(n;1��/2). �åøàÿ íåðà-âåíñòâî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà,
1 <G < 
2 () 
1 < nS20�2 < 
2,íàõîäèì èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë:nS20g(n;1��/2) < �2 < nS20g(n;�/2) . (15.5)Çàìå÷àíèå. Åñëè èñïîëüçîâàòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,ñîîáðàæåíèÿ î êðàò÷àéøåé äëèíå èíòåðâàëà, òî ïîëó÷èì äðóãèåçíà÷åíèÿ êîíñòàíò 
1, 
2.Çàäà÷à 15.1. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå 
1, 
2 äîëæíûóäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
21pn(
1) = 
22pn(
2),ãäå pn(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿ-ìè ñâîáîäû.208



Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû15.3.1. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèê X è S2Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó X1, . . . ,Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-ëè÷èíû ñ îäèíàêîâûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì N(a,�2), íîòåïåðü îáà ïàðàìåòðà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíû.Îáîçíà÷èì X = 1n nXi=1 Xi, S2 = 1n nXi=1 (Xi�X)2âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ ñîîòâåòñòâåííî.Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ñòà-òèñòèê X è S2 â íîðìàëüíûõ âûáîðêàõ.Òåîðåìà 15.1. Åñëè X1,X2, . . . ,Xn � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà èçíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a,�2), òî:1) X è S2 íåçàâèñèìû;2) X �N�a, �2n � ;3) S2 d= �2n �2n�1Çàìå÷àíèå. Çäåñü è äàëåå ðàâåíñòâî X d= Y îçíà÷àåò, ÷òîñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîãîíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 15.4. Ñëó÷àéíûé âåêòîð Y = (Y1,Y2, . . . ,Yn)Tèìååò n-ìåðíîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëèñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíàbpY (y1, . . . ,yn) = � 1p2��n exp(�12 nXi=1 y2i ) .Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîìïîíåíòû Yi ñëó÷àéíîãî âåêòîðà,èìåþùåãî ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íåçàâèñèìû èYi �N(0,1).Ëåììà 15.1. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð Z ïîëó÷åí èç âåêòî-ðà Y ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïîìîùüþîðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Z = CY . Òîãäà Z òàêæå èìå-åò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. 209



�ËÀÂÀ 15Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû îðòîãî-íàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñâ Rn , C�1 = CT , detC = 1è ÷òî îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóììó êâàäðàòîâ ïåðåìåí-íûõ ïåðåâîäèò â ñóììó êâàäðàòîâ íîâûõ ïåðåìåííûõ.Ïóñòü A� ñîáûòèå èç áîðåëåâñêîé �-àëãåáðû â Rn , à ñîáûòèåB = C�1(A) � ïðîîáðàç ñîáûòèÿ A ïðè ïðåîáðàçîâàíèè C. ÒîãäàPfZ 2 Ag = PfCY 2 Ag = ZB bpY (y1, . . . ,yn)dy1 � � �dyn == ZB � 12��n/2 exp �12 nXi=1 y2i !dy1 � � �dyn.Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ z=Cy, òîãäàPfZ 2 Ag = ZA� 12��n/2 exp �12 nXi=1 z2i!dz1 � � �dzn.Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäå-ëåíèå Z òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì. �Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû ïî÷òè î÷åâèäíî,ïîýòîìó äîêàæåì òîëüêî óòâåðæäåíèÿ 1, 3. Íàðÿäó ñ èñõîäíûìèñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Xi ðàññìîòðèìYi = Xi�a� (i = 1,. . . ,n).Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð Y = (Y1, . . . ,Yn)T èìååò ñòàí-äàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. �àññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþìàòðèöó C =0BBBB� 1pn 1pn . . . 1pn
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Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûó êîòîðîé ïåðâàÿ ñòðîêà âûáðàíà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, à îñ-òàëüíûå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äîïîëíÿþò ïåðâóþ ñòðîêó äîîðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â Rn .Â ñèëó ëåììû Z = CY òàêæå èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîåðàñïðåäåëåíèå, ïîýòîìó êîìïîíåíòû âåêòîðà Zi �N(0,1) è íåçà-âèñèìû. Ïðè ýòîìX = a+�Y = a+ �pnZ1,S2 = 1n nXi=1 (Xi�X)2 = �2n nXi=1 (Yi�Y )2 = �2 1n nXi=1 Y 2i �Y 2!== �2 1n nXi=1 Z2i �� 1pnZ1�2!= �2n nXi=2 Z2i .Ìû âèäèì, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X çàâèñèò ëèøü îò Z1,à âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2 � îò íå çàâèñÿùèõ îò Z1 ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí Z2, . . . ,Zn. Ñëåäîâàòåëüíî, X è S2 � íåçàâèñèìûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.Êðîìå òîãî, S2 d= �2n ��2n�1,òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðåäñòàâëåííàÿâ âèäå ñóììû êâàäðàòîâ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, èìååò ðàñïðåäåëåíèåõè-êâàäðàò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíûì ÷èñëó íåçàâèñè-ìûõ ñëàãàåìûõ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñòàòèñòèê X è S2 ïðèïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ íåèçâåñòíûõ ìàòå-ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a è äèñïåðñèè �2, êîãäà îáà ïàðàìåòðàíåèçâåñòíû.Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ �2 ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ öåí-òðàëüíîé ñòàòèñòèêè G = nS2�2 d= �2n�1,êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n�1 ñòåïåíüþ ñâîáî-äû. Ïîñòðîåíèå ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî211



�ËÀÂÀ 15ðàçäåëà, ïîýòîìó ñðàçó âûïèøåì èíòåðâàë ñ íàäåæíîñòüþ 1��:nS2g(n�1;1��/2) < �2 < nS2g(n�1;�/2) , (15.6)ãäå g(n�1;�) îáîçíà÷àåò �-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò.Çàìå÷àíèå. Ïðîâîäÿ ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü,÷òî ES2 = �2n �E�2n�1 = n�1n ��2,òî åñòü âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåí-êîé äëÿ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè. Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó ïðèíåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðîâåäåííûõ íàáëþäåíèé n, ìû áóäåìïîëó÷àòü â ñðåäíåì ÷èñëà, íåñêîëüêî ìåíüøèå äåéñòâèòåëüíîãîçíà÷åíèÿ �2.Íî ýòî ëåãêî èñïðàâèòü, åñëè ðàññìîòðåòü äðóãóþ îöåíêós2 = 1n�1 nXi=1 (Xi�X)2,êîòîðóþ ÷àñòî è íàçûâàþò èñïðàâëåííîé âûáîðî÷íîé äèñïåð-ñèåé. Âïðî÷åì, àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ äâóõ îöåíîêñîâïàäàþò.Çàäà÷à 15.2. Äîêàæèòå, ÷òî S2 è s2 ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìèîöåíêàìè äëÿ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè äëÿ ëþáîé íåçàâèñèìîéâûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé.Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (15.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(n�1)s2g(n�1;1��/2) < �2 < (n�1)s2g(n�1;�/2) .15.3.2. �àñïðåäåëåíèå ÑòüþäåíòàÏðè ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ a ìû íåìîæåì, êàê ðàíåå â ðàçäåëå 15.2, èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêóZ = (X�a)pn� , ïîñêîëüêó èíòåðâàë áóäåò çàâèñåòü îò âòîðîãîíåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà �. Àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ó. Ñ. �îññåò,ïóáëèêîâàâøèé ñâîè òðóäû ïîä ïñåâäîíèìîì Student, ïðåäëîæèë212



Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûöåíòðàëüíóþ ñòàòèñòèêótn�1 = (X�a)pns .Ïîêàæåì, ÷òî åå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõïàðàìåòðîâ. Äåéñòâèòåëüíî,tn�1 = (X�a)pn�s� = Zr 1n�1�2n�1ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äðîáè, ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êîòî-ðîé � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì ÷èñëèòåëüèìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à çíàìåíàòåëüïðåäñòàâèì â âèäå r 1n�1�2n�1. Ñòàòèñòèêó tn�1 íàçûâàþò ñòà-òèñòèêîé Ñòüþäåíòà, à åå ðàñïðåäåëåíèå � ðàñïðåäåëåíèåìÑòüþäåíòà ñ n�1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû.Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåì �îðìóëó ïëîòíîñòè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿÑòüþäåíòà ñ m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:p(x) = �((m+1)/2)p�m�(m/2) (1+x2/m)�(m+1)/2.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ m = 1 ýòî ðàñïðåäåëåíèå èçâåñòíî êàê ðàñïðå-äåëåíèå Êîøè.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóùåñòâóåò ïðè m > 1 è ðàâíî 0,äèñïåðñèÿ ñóùåñòâóåò ïðè m > 2 è ðàâíà m/(m�2).Ïî òàáëèöàì ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà äëÿ çàäàííîé íà-äåæíîñòè 1�� îïðåäåëèì t(n�1;�/2), ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿPfjtn�1j > t(n�1;�/2)g = �, èëè Pftn�1 > t(n�1;�/2)g = �/2.Ïîñêîëüêó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1�� âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿjtn�1j < t(n�1;�/2)() ���� (X�a)pns ���� < t(n�1;�/2)()() X� t(n�1;�/2)spn < a < X+ t(n�1;�/2)spn , (15.7)òî (15.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë êðàò÷àé-øåé äëèíû äëÿ a 
 íàäåæíîñòüþ 1��. 213



�ËÀÂÀ 1515.4. Àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàëäëÿ ïàðàìåòðà p áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÍà ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïðîèëëþñòðèðóåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿàñèìïòîòè÷åñêîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, êîòîðûé ìîæíîèñïîëüçîâàòü òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âûáîðîê.Ïóñòü ïðîâåäåíî n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðî-ÿòíîñòüþ óñïåõà p â îòäåëüíîì èñïûòàíèè,Xi =(1, åñëè èñïûòàíèå ñ íîìåðîì i ïðîøëî óñïåøíî,0, åñëè ðåçóëüòàò èñïûòàíèÿ i � íåóñïåõ,i = 1,2, . . . ,n. Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåð-âàë äëÿ p.Ïóñòü �n = nPi=1Xi � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ. Èçâåñòíî,÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ óñïåõà �nn àñèìïòîòè÷å-ñêè íîðìàëüíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì p è ñòàíäàðòíûìîòêëîíåíèåì rp(1�p)n . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ xP8><>: �nn �prp(1�p)n < x9>=>;!�(x).Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõäîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.Ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâà-íèè, ñòàáèëèçèðóþùåì äèñïåðñèþ: èùåòñÿ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèåîòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî òàêæå ïîëó÷àåòñÿàñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íî ñ äèñïåðñè-åé, íå çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà p.Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 12.5. Íàïîìíèì åå ñîäåð-æàíèå: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Yn àñèìïòî-òè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (a,bn), ïðè÷åì bn ! 0, �óíê-öèÿ g(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, òî ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü Wn = g(Yn) òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà, íîñ ïàðàìåòðàìè (g(a),bnjg0(a)j).�àññìîòðèì �óíêöèþ g(x) = 2ar
sinpx, g0(x) = 1px(1�x) .214



Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûÏðèìåíÿÿ òåîðåìó, ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�n = 2ar
sinq�nnàñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè �2ar
sinpp; 1pn� .Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (õîòÿ áû íåñêîëüêî äåñÿòêîâ)âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâîP����2ar
sinq�nn �2ar
sinpp��� < u�/2pn �� 1��.�åøèâ íåðàâåíñòâî â �èãóðíûõ ñêîáêàõ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðàp, ïîëó÷èì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàësin2�ar
sinq�nn � u�/22pn� < p < sin2�ar
sinq�nn + u�/22pn� . (15.8)Çàäà÷à 15.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõâåëè÷èí Vn = (�n/n�p)pnp�n/n(1��n/n)àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (0,1).Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò, ìîæíî ïîñòðîèòü åùå îäèí àñèìïòîòè-÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ íàäåæíîñòüþ 1���nn �u�/2r�nn �1� �nn �pn < p < �nn +u�/2r�nn �1� �nn �pn . (15.9)Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû (15.8), (15.9) ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-øèõ n íå ñëèøêîì ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îäèí îò äðóãîãî. Òàê, ïðèn=65, �n = 30, 1��=0.95 è òîò è äðóãîé äàþò ïðè ïîäñòàíîâêåäàííûõ ðåçóëüòàò 0.34 < p < 0.58,òîãäà êàê òî÷íûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, âû÷èñëåííûé ïîòàáëèöàì Ë.Í. Áîëüøåâà, Í.Â. Ñìèðíîâà [3℄:0.337 < p < 0.590.



�ëàâà 16ÒÎ×Å×ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ ÄËß ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛÕÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ16.1. Ñðàâíåíèå ñâîéñòâ íåñìåùåííûõ îöåíîêÏðèìåð 16.1. Ïî ðåãèñòðàöèîííûì íîìåðàì òàíêîâ âî âðåìÿÂòîðîé ìèðîâîé âîéíû îöåíèâàëñÿ îáúåì ïðîèçâîäñòâà âîåííîéòåõíèêè. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ïàðàìåòðà ðàâíîìåðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ.Ïóñòü X1,X2, . . . ,Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿp(x;�) =(1/�, x 2 [0,�℄,0, x /2 [0,�℄.Ââåäåì íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X0j = Xj� , êîòîðûå ðàñ-ïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0,1℄ è èìåþò ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ p1(x) =(1, x 2 [0,1℄,0, x /2 [0,1℄.Äëÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíEX0j = 1Z0 xdx = 12; E(X0j )2 = 1Z0 x2 dx = 13; DX0j = 112.Ïóñòü Y = max16j6nX0j .Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòüïðè x 2 [0,1℄ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûFY (x) = PfY < xg = Pn(X0j < x) = xn, pY (x) = nxn�1.216



Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâÑëåäîâàòåëüíî,EY = 1Z0 nxndx = nn+1 ,DY = EY 2� (EY )2 = n(n+2)(n+1)2 .Â êà÷åñòâå îöåíîê äëÿ ïàðàìåòðà � ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêè��1 = 2X, ��2 = n+1n max16j6nXjè ñðàâíèì èõ ñâîéñòâà.Îáå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè, òàê êàê äëÿ âñåõ � > 0E� ��1 = 2�E X01+.. .+X0nn = �,E� ��2 = �n+1n E�Y = �.Îáå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè, ïîñêîëüêó èõ äèñïåð-ñèè ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè n!1. Äåéñòâèòåëüíî,D� ��1 = 4�2n2 � n12 = �23n ,D� ��2 = �2D��n+1n Y� = �2n(n+2) .Îäíàêî ïðè âñåõ n > 2 è ïðè âñåõ � îäíîâðåìåííî äèñïåðñèÿâòîðîé îöåíêè ìåíüøå äèñïåðñèè ïåðâîé îöåíêè, ïðè n = 1 ýòèîöåíêè ïðîñòî ñîâïàäàþò. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ áóäåì ãîâîðèòü,÷òî ��2 èìååò äèñïåðñèþ ðàâíîìåðíî ìåíüøóþ, ÷åì ��1. À ýòîîçíà÷àåò, ÷òî âòîðàÿ îöåíêà ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïåðâîé (îñîáåííîïðè áîëüøèõ n), òàê êàê ìåíüøå îòêëîíÿåòñÿ îò íåèçâåñòíîãîïàðàìåòðà.Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòóïàþò àíàëîãè÷íûì îáðàçîì: ñðåäè äâóõíåñìåùåííûõ îöåíîê âûáèðàþò òó, äèñïåðñèÿ êîòîðîé ìåíüøå.Åñëè äëÿ ïàðàìåòðà � ñóùåñòâóåò íåñìåùåííàÿ îöåíêà ��,èìåþùàÿ ðàâíîìåðíî íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ ñðåäè âñåõ íåñìå-ùåííûõ îöåíîê, òî òàêóþ îöåíêó íàçûâàþò îïòèìàëüíîé.Â íàñòîÿùåé êíèãå ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåîðèþ è ìåòî-äû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê. Æåëàþùèå ìîãóò ïðî÷èòàòüîá ýòîì, íàïðèìåð, â [12; 13℄. 217



�ËÀÂÀ 1616.2. Ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé�àññìîòðèì äâà îñíîâíûõ òèïà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâðàñïðåäåëåíèé.I òèï. Âñå ðàñïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç íåêî-òîðîãî �èêñèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèé,çàâèñÿùèõ îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà �:à) � � ïàðàìåòð ñäâèãà, â ýòîì ñëó÷àåp(x;�) = p(x��), � 2�= R;á) � � ïàðàìåòð ìàñøòàáà, â ýòîì ñëó÷àåp(x;�) = 1�p�x�� , � > 0;â) ïðèñóòñòâóþò è ïàðàìåòð ñäâèãà, è ïàðàìåòð ìàñøòàáà, �== (�1,�2): p(x;�1,�2) = 1�2p�x��1�2 � , �1 2 R, �2 > 0.Òàê ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ïðèìåðà 16.1, òàêïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà ïðÿìîé.II òèï. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé. Ïëîò-íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (èëè ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü) èìååò âèäp(x;�1, . . . ,�k) = h(x) � 
(�1, . . . ,�k) � exp kXi=1 �iTi(x)! ,ãäå �= (�1, . . . ,�k) � k-ìåðíûé ïàðàìåòð.Ïðèìåðàìè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿ-þòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, áèíîìèàëüíîå, íîðìàëüíîå, ïîêà-çàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ.Ïóñòü X1, . . . ,Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåép(x;�). Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíàbp(x1, . . . ,xn;�) = p(x1;�) � � �p(xn;�).Äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí bp(x1, . . . ,xn) áóäåò îáî-çíà÷àòü ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòübp(x1, . . . ,xn;�) = P�fX1 = x1, . . . ,Xn = xng.218



Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ16.3. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿÍàèáîëåå îáîñíîâàííûì è ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì îòûñ-êàíèÿ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.Ôóíêöèÿ bp(x1, . . . ,xn;�), êîòîðóþ ðàññìàòðèâàþò êàê �óíêöèþïàðàìåòðà �, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì îñòàëüíûå ïåðåìåííûå �èêñèðî-âàííûìè, íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ. ×òîáû ïîä÷åðê-íóòü çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà, ÷àñòî �óíêöèþ ïðàäîïîäîáèÿîáîçíà÷àþò êîðî÷å: bp(�) = bp(x1, . . . ,xn;�).Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïîëó-÷åííóþ èç �óíêöèè bp(x1, . . . ,xn;�) çàìåíîé åå àðãóìåíòîâ x1, . . .. . . ,xn íà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,Xn. Îáû÷íî åå îáîçíà÷àþòL(�) èëè L(�;X1, . . . ,Xn):L(�) = L(�;X1, . . . ,Xn) = bp(X1, . . . ,Xn;�)è òàêæå íàçûâàþò �óíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ. Â äàëüíåéøåììû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó �óíêöèþ è êàê �óíêöèþ îò �(â òîì ÷èñëå ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîäíûå �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿïî ïàðàìåòðó �), è êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (â ÷àñòíîñòè,âû÷èñëÿòü ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ L(�;X1, . . .. . . ,Xn) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà �).Îïðåäåëåíèå 16.1. Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿäëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà � íàçûâàåòñÿ òî÷êà ìàêñèìóìà�óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ L(�) ïî ïåðåìåííîé �.Ñìûñë îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñîñòîèò â ñëå-äóþùåì. Åñëè â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé X1 = x1, . . . ,Xn = xn,òî â êà÷åñòâå îöåíêè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ b� == b�(x1, . . . ,xn), ïðè êîòîðîìbp(x1, . . . ,xn;b�) = max� bp(x1, . . . ,xn;�),òî åñòü âûáèðàåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå �, ïðè êîòîðîì íàáëþäàåìûéðåçóëüòàò íàèáîëåå âåðîÿòåí.�àçáåðåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëü-íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.Ïðèìåð 16.2. Ïî ðåçóëüòàòàì n íàáëþäåíèé íàä ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíîé, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Ïóàññîíà, ìåòîäîì219



�ËÀÂÀ 16ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îöåíèì ïàðàìåòð � ýòîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ.Ïóñòü X1, . . . ,Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ñ ðàñïðåäåëåíèåìÏóàññîíà, PfXi = kg = e���kk! , k= 0,1,2, . . . .Ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü ýòèõ âåëè÷èí ðàâíàPfX1=x1, . . . , Xn=xng = nYi=1 e���xixi! = e�n��Pni=1 xi nYi=1 xi!!�1 .Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíàL(�) = e�n��Pni=1Xi nYi=1Xi!!�1 .Ïîñêîëüêó �óíêöèè L(�) è lnL(�) ñâÿçàíû îäíà ñ äðóãîé ìîíî-òîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî òî÷êè ìàêñèìóìà ó íèõ ñîâïàäàþò,íî ïðîùå íàéòè òî÷êó ìàêñèìóìà äëÿ âòîðîé:lnL(�) =�n�+ln� � nXi=1 Xi+ln nYi=1Xi!!�1 ,� lnL(�)�� =�n+ 1� nXi=1 Xi.Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ óáûâàåò, òî òî÷êà, â êîòîðîé îíàîáðàùàåòñÿ â 0, è áóäåò òî÷êîé ìàêñèìóìà. Òàêèì îáðàçîì, îöåí-êà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿÏóàññîíà ðàâíà b�= X = 1n nXi=1 Xi.Ïðèìåð 16.3. Ïóñòü X1, . . . ,Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ñ ïîêà-çàòåëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ðàâíàp(x;�) =(�e��x ïðè x > 0,0 ïðè x < 0.220



Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâÔóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíàL(�) = nYi=1 �e��Xi = �ne��Pni=1Xi ,lnL(�) = n ln��� nXi=1 Xi,� lnL(�)�� = n� � nXi=1 Xi.Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê 0, íàéäåì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãîïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà �b�= nPni=1Xi = 1X .Ìàêñèìóì �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ íå âñåãäà äîñòèãàåòñÿ âîâíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.Ïðèìåð 16.4. Ïóñòü X1, . . . ,Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ñ ðàâíî-ìåðíûì íà [0,�℄ ðàñïðåäåëåíèåì, � > 0 � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð.Ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ �îðìóëîép(x;�) =(1� ïðè x 2 [0,�℄,0 ïðè x /2 [0,�℄.Âûïèøåì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí X1, . . . ,Xn:bp(x1, . . . ,xn;�) =(�1��n , åñëè xi 2 [0,�℄ äëÿ âñåõ i,0, åñëè èíà÷å.Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿL(�) =8<:�1��n , åñëè �> max16i6nXi,0, åñëè � < max16i6nXi,ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïî � �óíêöèåé íà �max16i6nXi,1� ,à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ðàâíà 0. Çíà÷èò, åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ221



�ËÀÂÀ 16â òî÷êå �= max16i6nXi, è îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâ-ëÿåòñÿ b�= max16i6nXi.Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî íåñìåùåííàÿ îöåíêà ��2 ïðè-ìåðà 16.1 ïîëó÷åíà èç îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ��2 = n+1n max16i6nXiè óæå íå óëó÷øàåìà â òîì ñìûñëå, ÷òî ñðåäè âñåõ íåñìåùåííûõîöåíîê èìååò íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ îäíîâðåìåííî ïðè âñåõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �.Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íå îáÿçàòåëüíî åäèí-ñòâåííà.Çàäà÷à 16.1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðà � ðàâíîìåðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [�,�+ 1℄ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå÷èñëî îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Âûáåðèòå ñðåäèíèõ íåñìåùåííóþ.Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãîïðàâäîïîäîáèÿ â ñëó÷àå äâóõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.Ïðèìåð 16.5. Ïóñòü X1, . . . ,Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èçíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-äàíèåì a è íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé �2. Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿâ ýòîì ñëó÷àå ðàâíàL(a,�) = nYi=1 1�p2� exp�� (Xi�a)22�2 �== �p2���n��n exp"� 12�2 nXi=1 (Xi�a)2# ,à åå ëîãàðè�ìlnL(a,�) = ln�p2���n�n ln�� 12�2 nXi=1 (Xi�a)2.Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî 0 åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:� lnL(a,�)�a = 1�2 nXi=1 (Xi�a) = 0,222



Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ� lnL(a,�)�� =�n� + 1�3 nXi=1 (Xi�a)2 = 0.�åøåíèåì ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-áèÿ ÿâëÿþòñÿ ba = X, b�2 = 1n nXi=1 (Xi�X)2.×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî (ba,b�2) � òî÷êà ìàêñèìóìà, íàäî âû-÷èñëèòü âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöàâòîðîãî äè��åðåíöèàëà â ýòîé òî÷êå îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.Äåéñòâèòåëüíî, �2 lnL(a,�)�a2 =� n�2 ,�2 lnL(a,�)��2 = n�2 � 3�4 nXi=1 (Xi�a)2,�2 lnL(a,�)�a�� =� 2�3 nXi=1 (Xi�a),ìàòðèöà âòîðîãî äè��åðåíöèàëà ðàâíà � nb�2 00 �2nb�2!.Ýòà ìàòðèöà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ÷òî è äîêàçûâàåò, ÷òî(ba,b�2) � òî÷êà ìàêñèìóìà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ.Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îáëàäàþò õîðîøèìèñâîéñòâàìè, ÷àñòî îíè îêàçûâàþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè, àñèìïòîòè-÷åñêè íîðìàëüíûìè è àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíûìè. Ïîäðîá-íåå î ñâîéñòâàõ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæíîïðî÷èòàòü â [12; 20℄. Îá ý��åêòèâíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîéý��åêòèâíîñòè ðå÷ü ïîéäåò â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.16.4. Íåðàâåíñòâî �àî�ÊðàìåðàÁóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé îäíîìåðíîãî ïàðàìåòðà �.Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó X = (X1, . . . ,Xn)T � n-ìåðíûé ñëó÷àéíûéâåêòîð, à ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé çíà÷åíèå ýòîãîâåêòîðà � x = (x1, . . . ,xn)T . Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîìïî-223



�ËÀÂÀ 16íåíò âåêòîðà íàáëþäåíèé èìååò �óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ L(�) == bp(x;�), è äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðåãóëÿð-íîñòè. Ñ�îðìóëèðóåì èõ äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäå-ëåíèé, êîãäà bp(x;�) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.1. Ìíîæåñòâî fx: bp(x;�) > 0g íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà �.2. Ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïî � ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ðà-âåíñòâå ZRn bp(x;�)dx = 1.3. Ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïî � ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ðà-âåíñòâå ZRn ��(x)bp(x;�)dx = �,ãäå ��(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà �.4. Ìîæíî äâàæäû ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ïî � ïîä çíàêîìèíòåãðàëà â ðàâåíñòâå ZRn bp(x;�)dx = 1.Äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñâî-äÿòñÿ ê âîçìîæíîñòè ïðîâåñòè ïî÷ëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèåâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäàõ.Òåîðåìà 16.1 (íåðàâåíñòâî �àî�Êðàìåðà). Ïóñòü äëÿ ñå-ìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ñ �óíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ bp(x;�) âû-ïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè 1�3, �� � íåñìåùåííàÿ îöåíêàñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé ïàðàìåòðà �. ÒîãäàD� �� > 1E��� lnL(�;X)�� �2 . (16.1)Íåðàâåíñòâî (16.1) òàêæå íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì èí�îðìà-öèè, ïîñêîëüêó ñòîÿùóþ â çíàìåíàòåëå âåëè÷èíóE��� lnL(�;X)�� �2íàçûâàþò ñîäåðæàùèìñÿ â âûáîðêå êîëè÷åñòâîì èí�îðìàöèèî ïàðàìåòðå �. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå in(�). Òîãäà íåðàâåíñòâî224



Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâèí�îðìàöèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì âèäåD� �� > 1in(�) .Ñîãëàñíî ýòîìó íåðàâåíñòâó äèñïåðñèÿ íåñìåùåííîé îöåíêèïàðàìåòðà � íå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Â íåðàâåíñòâå�àî�Êðàìåðà óêàçûâàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ äèñïåðñèè íåñìå-ùåííîé îöåíêè.Îïðåäåëåíèå 16.2. Åñëè äèñïåðñèÿ íåñìåùåííîé îöåíêèïàðàìåòðà � ðàâíà ïðè âñåõ � íèæíåé ãðàíèöå â íåðàâåíñòâå�àî�Êðàìåðà (16.1), òî îöåíêà íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíîé.Ïîÿñíèì ïîíÿòèå ý��åêòèâíîñòè. Ìû ñðàâíèâàåì òî÷íîñòüíåñìåùåííûõ îöåíîê ïî èõ äèñïåðñèÿì. Ïóñòü ��1 è ��2 �äâå íåñìåùåííûå îöåíêè. Ïîñêîëüêó èõ äèñïåðñèè ÿâëÿþòñÿ�óíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òîäëÿ îäíèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðåäïî÷òèòåëüíåå îäíà îöåíêà,à äëÿ äðóãèõ � äðóãàÿ. Òàêèå äâå îöåíêè áóäåì ñ÷èòàòüíåñðàâíèìûìè.Ý��åêòèâíàÿ îöåíêà, åñëè ñóùåñòâóåò, èìååò äèñïåðñèþ,êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ìåíüøå (èëèðàâíà) äèñïåðñèè ëþáîé äðóãîé îöåíêè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîìñìûñëå îíà ïðåäïî÷òèòåëüíåå âñåõ îñòàëüíûõ1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâàèí�îðìàöèè äîñòàòî÷íî ïðîñòî, îíî èñïîëüçóåò íåðàâåíñòâî Êî-øè�Áóíÿêîâñêîãî, êîòîðîå â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê òîìó,÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ïî àáñîëþòíîé âåëè-÷èíå íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ:0� mXj=1 ajbj1A2 60� mXj=1 a2j1A �0� nXj=1 b2j1A ,ïðè÷åì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà �, � (�2+�2 > 0) òàêèå, ÷òî�aj+�bj = 0, j = 1,2, . . . ,m.Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïðè-1 Îöåíêè ìîæíî ñðàâíèâàòü è ïî äðóãèì êðèòåðèÿì. 225



�ËÀÂÀ 16íèìàåò âèä�Z f (x)g(x)dx�2 6�Z f 2(x)dx��Z g2(x)dx�äëÿ ëþáûõ �óíêöèé f (x), g(x) 2 L2. Äëÿ âûïîëíåíèÿ â ýòîìíåðàâåíñòâå ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùå-ñòâîâàëè ÷èñëà �, � (�2+�2 > 0) òàêèå, ÷òî�f (x)+�g(x) = 0 ïî÷òè âñþäó ïî x.Ïåðåéäåì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâàèí�îðìàöèè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñëó-÷àéíûé âåêòîð X èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèåè bp(x;�) � ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòýòîãî âåêòîðà.Ïîñêîëüêó òîæäåñòâåííî ïî âñåì � âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàZRn bp(x;�)dx = 1,ZRn ��(x)bp(x;�)dx = �,òî, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ èõ ïî �, ïîëó÷èìZRn � lnbp(x;�)�� bp(x;�)dx = 0, (16.2)ZRn ��(x)� lnbp(x;�)�� bp(x;�)dx = 1. (16.3)Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî dfdx == d ln f (x)dx f (x).Óìíîæèì (16.2) íà � è âû÷òåì èç (16.3), ïîëó÷èìZRn(��(x)��)� lnbp(x;�)�� bp(x;�)dx = 1. (16.4)Îáîçíà÷èì f (x) = (��(x)��)pbp(x;�),226



Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâg(x) = � lnbp(x;�)�� pbp(x;�).Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ê (16.4) íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,èìååì1 =0� ZRn f (x)g(x)dx1A2 6 ZRn f 2(x)dx � ZRn g2(x)dx == ZRn(����)2bp(x;�)dx � ZRn �� lnbp(x;�)�� �2bp(x;�)dx.Ñëåäîâàòåëüíî, 16D� ��(X) �E��� lnL(�;X)�� �2 ,îòêóäà ïîëó÷àåì D� �� > 1E��� lnL(�;X)�� �2 . (16.5)�Ñëåäñòâèå 16.1. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,Xn íåçà-âèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ p(x;�), òîíåðàâåíñòâî èí�îðìàöèè ïðèíèìàåò âèäD� �� > 1ni1(�) , (16.6)ãäå i1(�) = E��� lnp(X1;�)�� �2 � êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè î ïàðà-ìåòðå, ñîäåðæàùååñÿ â îäíîì íàáëþäåíèè.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìûíèãäå íå èñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòü è îäèíàêîâàÿ ðàñïðå-äåëåííîñòü íàáëþäåíèé. Ïóñòü òåïåðü bp(x;�) = p(x1;�) � � �p(xn;�).Òîãäà � lnL(�;X)�� = nXi=1Vi,ãäå Vi = � lnp(Xi;�)�� � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ èç (16.2) ñëåäóåò, ÷òî227



�ËÀÂÀ 16E�Vi = 0. Íî òîãäàE��� lnL(�;X)�� �2 =D� nXi=1Vi = nE�V 21 (16.7)è ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó �àî�Êðàìåðà (16.6). �Çàìå÷àíèå. Â ïðèìåðå 16.1 îöåíêà ��2 èìååò äèñïåðñèþ,ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîòîðîé ñ ðîñòîì n ðàâåí 1n2 . Ýòî ïðèìåð¾ñâåðõý��åêòèâíîé¿ îöåíêè. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâàðàâíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà [0,�℄ íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿðåãóëÿðíîñòè òåîðåìû.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì è äî-ñòàòî÷íûì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå èí-�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå � è �, íå çàâèñÿùèõ îò x, íî,âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèõ îò �, òàêèõ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿâñåõ � âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå�(����) = �� lnbp(x;�)�� .Îòñþäà ïîëó÷àåì åùå îäíî ñëåäñòâèå.Ñëåäñòâèå 16.2. Îöåíêà �� = ��(X) ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîéäëÿ ïàðàìåòðà �() âûïîëíÿåòñÿ� lnL(�;X)�� = k(�)(����), (16.8)ãäå k(�) íå çàâèñèò îò X.Çàäà÷à 16.2. Ïóñòü îöåíèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ îò ïàðà-ìåòðà �(�). Îöåíêà b� = b�(X) ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîé îöåíêîé�(�)() () � lnL(�;X)�� = k(�)(b�� �(�)), (16.9)ãäå k(�) íå çàâèñèò îò X.Çàäà÷à 16.3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ �(�) ñóùåñòâóåò ý��åê-òèâíàÿ îöåíêà, òî òîëüêî �óíêöèè âèäà ��(�)+� (�,� 22 R � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû) òàêæå äîïóñêàþò ý��åêòèâ-íîå îöåíèâàíèå, òî åñòü òîëüêî åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äîëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) �óíêöèÿ ïàðàìåòðà ìîæåò èìåòüý��åêòèâíóþ îöåíêó.228



Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâÎñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ðàçäåëà òàêæå äîïóñêàåò îáîáùåíèåíà ñëó÷àé, êîãäà îöåíèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ïàðàìåòðà �(�).À èìåííî: ïðè âûïîëíåíèé óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè (óñëîâèå 3òðåáóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèòü) äëÿ äèñïåðñèèíåñìåùåííîé îöåíêè b�(�) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîD�b� > (� 0(�))2in(�) .�àâåíñòâî (16.8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè (ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè) ðàñïðåäåëå-íèÿ âåêòîðà íàáëþäåíèé. �åøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èìlnbp(x;�) = Z k(�)(����)d�+ 
(x),èëè bp(x;�) = h(x) � exp��� Z k(�)d�� �u(�).Îêîí÷àòåëüíî ïåðåïèøåì ïëîòíîñòü â ñëåäóþùåì âèäå:bp(x;�) = h(x) �u(�) � exp(A(�)T (x)).Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ïðèíàäëåæèò ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñå-ìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî åùå îäíîñëåäñòâèå.Ñëåäñòâèå 16.3. Ý��åêòèâíàÿ îöåíêà ìîæåò ñóùåñòâî-âàòü òîëüêî äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè ïàðàìåòðà ýêñïîíåíöè-àëüíîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé.Ïðèìåð 16.6. Ïóñòü X1, . . . ,Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì� > 0. Òîãäà �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèäL(�;X) = nYi=1Xi!!�1 �Pni=1Xie�n�.Ñëåäîâàòåëüíî,� lnL(�;X)�� = 1� nXi=1 Xi�n= n� (X��),îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ�� = X ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîé. 229



�ËÀÂÀ 16Äàííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèåé îáùåãî óòâåðæäåíèÿ:åñëè ñóùåñòâóåò ý��åêòèâíàÿ îöåíêà äëÿ ïàðàìåòðà �, òî îíàñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ÷òî åùå ðàçãîâîðèò â ïîëüçó äàííîãî ìåòîäà.Çàäà÷à 16.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðåãóëÿð-íîñòè 1, 2, 4 êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî�îðìóëå in(�) =�E���2 lnL(�;X)��2 � .Çàìå÷àíèå. Èçëîæåííàÿ â äàííîì ðàçäåëå òåîðèÿ ý��åêòèâ-íûõ îöåíîê äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû, êîãäà ìû òî÷íî çíàåì ðàñ-ïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íî åñëè ðåàëüíîåðàñïðåäåëåíèå õîòÿ áû íåíàìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäïîëàãàåìî-ãî, òî îöåíêè óòðà÷èâàþò ñâîè ñâîéñòâà è ìîãóò çíà÷èòåëüíîîòëè÷àòüñÿ îò ïàðàìåòðà.Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðèìåð.Ïðèìåð 16.7. Ïóñòü îöåíèâàåòñÿ ïàðàìåòð ñäâèãà a íîðìàëü-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíîé äèñïåðñèåé �2 = 1. Òîãäà X ÿâ-ëÿåòñÿ ý��åêòèâíîé îöåíêîé äëÿ ïàðàìåòðà a, åå ý��åêòèâíîñòüäîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿe(X) = 1/in(a)DaX = 1,íî ýòà îöåíêà íå îáëàäàåò óñòîé÷èâîñòüþ ïðè èçìåíåíèÿõ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ (ñêàæåì, åñëè áðàòü ñìåñè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ ñ íåêîòîðûì äðóãèì ðàñïðåäåëåíèåì). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà bX, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ñðåäíèé ÷ëåí âàðèàöè-îííîãî ðÿäà, îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè, õîòÿ íåñêîëüêîïðîèãðûâàåò ïåðâîé îöåíêå â ý��åêòèâíîñòè. Àñèìïòîòè÷åñêàÿý��åêòèâíîñòü âûáîðî÷íîé ìåäèàíû ðàâíà1e(bX) = 1/in(a)Da bX � 2� � 0.64.Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ òî÷å÷íûõ îöåíîê. Ýòî ìåòîäû, îñíî-1 Îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ âûáîðî÷íîé ìåäèàíû ìîæíî ïðî÷èòàòüâ [12℄. Áîëåå ïîëíîå ñðàâíåíèå ñâîéñòâ ìåäèàíû è âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãîñîäåðæèòñÿ â [20℄.230



Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîââàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ [8℄, ïîñëåäîâàòåëüíûå ìå-òîäû [5℄ è äð. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðîñòîé ìåòîä, ïîçâîëÿ-þùèé íàõîäèòü ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè.16.5. Ìåòîä ìîìåíòîâÝòîò ìåòîä äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è ïðèìåíèì, êîãäà ó ðàñïðå-äåëåíèÿ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ìîìåíòû äî ïîðÿäêà k âêëþ÷è-òåëüíî, ïðè÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íå ïðåâûøàåò k.Ïóñòü X1, . . . ,Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿF(x;�1, . . . ,�k) è äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþòmj = EXji =mj(�1, . . . ,�k), j = 1,. . . ,k.Ñîñòàâèì ñèñòåìó èç k àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíû-ìè �1, . . . ,�k: 8><>:m1(�1, . . . ,�k) =m1,� � � � � � � � � � � �mk(�1, . . . ,�k) =mk. (16.10)Ïóñòü ñèñòåìà 16.10 ðàçðåøèìà, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå8><>:�1 = g1(m1, . . . ,mk),� � � � � � � � � � � ��k = gk(m1, . . . ,mk),è �óíêöèè g1, . . . ,gk íåïðåðûâíû. Êîíå÷íî, ìîìåíòû ðàñïðåäå-ëåíèÿ íàì òàêæå íåèçâåñòíû, íî èõ ëåãêî îöåíèòü ñ ïîìîùüþâûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ.Îïðåäåëåíèå 16.3. Âûáîðî÷íûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà j íàçû-âàþò ñòàòèñòèêó Mj = 1n nXi=1 Xji .Çàäà÷à 16.5. Äîêàæèòå, ÷òî âûáîðî÷íûå ìîìåíòû Mj ÿâëÿþòñÿíåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè äëÿ òåîðåòè÷å-ñêèõ ìîìåíòîâ mj.Îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷èì, åñëè â ðåøåíèÿõñèñòåìû (16.10) òåîðåòè÷åñêèå ìîìåíòû çàìåíèì íà âûáîðî÷íûå:b�j = gj(M1, . . . ,Mk), j = 1,. . . ,k. 231



�ËÀÂÀ 16Çàäà÷à 16.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ñî-ñòîÿòåëüíûìè.Ïðèìåð 16.8. Ïîñòðîèì ìåòîäîì ìîìåíòîâ îöåíêè íåèçâåñò-íûõ ïàðàìåòðîâ a è b ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåç-êå [a,b℄. Ïîñêîëüêó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàâíî äâóì,òî íàäî ñîñòàâèòü äâà óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ñèñòå-ìà ïîëó÷èòñÿ ïðîùå, åñëè âî âòîðîì óðàâíåíèè ïðèðàâíèâàòüäèñïåðñèè: 8<:m1 = a+b2 ,�2 = (b�a)212 ()(a=m1�p3�,b =m1+p3�.Çàìåíèì m1 íà X, à �2 íà âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S2 == 1n nPi=1(Xi�X)2. Ïîëó÷èì èñêîìûå îöåíêèba= X�p3S, bb = X+p3S.



Ïðèëîæåíèå 1ÎÑÍÎÂÍÛÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÈ ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè B(1;p) ñ ïàðàìåòðîì p 2 (0,1).Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X s B(1;p), åñëèPfX = 1g = p, PfX = 0g = 1�p.Ex = p, Dx = p(1�p),õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f (t) = 1�p+peit.Ïðèìåðîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì ìî-æåò ñëóæèòü èíäèêàòîð ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A: IA(!) = 1, åñëè! 2 A, è IA(!) = 0, åñëè ! 2A, p = P(A).Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå B(n;p) ñ ïàðàìåòðàìè n 2 N ,p 2 (0;1).Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � B(n;p), åñëèPfX = kg= Cknpk(1�p)n�k, k= 0,1, . . . ,n.EX = np, DX = np(1�p), f (t) = (1�p+peit)n.Ïðèìåðîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì ìîæåòñëóæèòü ÷èñëî óñïåõîâ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëèñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â êàæäîì èç èñïûòàíèé.�àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà �(�) ñ ïàðàìåòðîì �> 0.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ��(�), åñëèPfX = kg= �ke��k! , k= 0,1,2, . . . .EX = �, DX = �, f (t) = exp(�(eit�1)).�àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ¾ðåäêèõ¿ ñî-áûòèé, ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ áèíîìèàëüíîãî â ñëó÷àå, êîãäàn!1, ïðè ýòîì npn ! � > 0. Ñ�îðìóëèðóåì îäíî èç îñíîâíûõñâîéñòâ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1è X2 � íåçàâèñèìû, X1 � �(�1), X2 � �(�2). Òîãäà X1 +X2 ���(�1+�2). 233



Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 1�åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå G(p) ñ ïàðàìåòðîì p 2 (0,1).Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X �G(p), åñëèPfX = kg = p(1�p)k, k= 0,1,2, . . . .EX = 1�pp , DX = 1�pp2 , f (t) = p(1� (1�p)eit)�1.Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëóíåóäà÷, ïðåäøåñòâóþùèõ ïåðâîìó óñïåõó â èñïûòàíèÿõ Áåð-íóëëè. Âàæíîå ñâîéñòâî äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ñâîéñòâîîòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ: PfX >m+ tjX >mg= PfX > tg. ÅñëèX1 � G(p1), X2 � G(p2) è ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû,òî min(X1,X2)�G(1� (1�p1)(1�p2)).�åîìåòðè÷åñêèì òàêæå íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû Y =X+1, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ k= 1,2, . . . ñ âåðîÿò-íîñòÿìè PfY = kg= p(1�p)k�1. Äëÿ Y ñâîéñòâà áóäóò íåñêîëüêîèíûìè.Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bi�(m;p)ñ ïàðàìåòðàìè m 2 N , p 2 (0,1).Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � Bi�(m;p), åñëèPfX = kg =Ckk+m�1pm(1�p)k, k = 0,1,2, . . . .EX = m(1�p)p ; DX = m(1�p)p2 , f (t) = pm(1� (1�p)eit)�m.Ïðèìåðîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûìðàñïðåäåëåíèåì ìîæåò ñëóæèòü ÷èñëî íåóäà÷, ïðåäøåñòâóþùèõíàñòóïëåíèþ m-ãî óñïåõà â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè. Çàìåòèì, ÷òîG(p) = Bi�(1;p). Åñëè X1 � Bi�(m1;p), X2 � Bi�(m2;p)) è ýòèñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, òî X1+X2 � Bi�(m1+m2;p).�èïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå HG(N ,M,n).Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � HG(N ,M,n), åñëèPfX = kg = CkmCn�kN�MCnN ,ãäå max(0;n�N +M)6 k6min(n;M), k 2 Z.EX = nMN , DX = nMN �1� MN � N�nN�1 .Ïðèìåðîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåò-ñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó êðàñíûõ øàðîâ ñðåäè n234



Îñíîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ñâîéñòâàîòîáðàííûõ, åñëè ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíûé âûáîð áåç âîçâðàùå-íèÿ èç ñîâîêóïíîñòè, ñîäåðæàùåé M êðàñíûõ è N �M áåëûõøàðîâ.Ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå B(n;p1, . . . ,pm) ñ ïàðàìåò-ðàìè n 2 N , pi > 0, mPi=1pi = 1.Ñëó÷àéíûé âåêòîð (X1, . . . ,Xm)� B(n;p1, . . . ,pm), åñëèPfX1 = k1, . . . ,Xm = kmg = n!k1! � � �km!pk11 � � �pkmm ,ãäå k1+.. . +km = n, km � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ñðåäèñâîéñòâ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòìåòèì, ÷òîXi � B(n;pi), 
ov((,X)i ,Xj) =�npipj, åñëè i 6= j.Ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåíÿåòñÿ â íåçàâèñèìûõ ïî-âòîðíûõ èñïûòàíèÿõ ñ m ðàçëè÷íûìè èñõîäàìè äëÿ ñîâìåñòíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . ,Xm, ãäå Xi (16 i6m)ðàâíà ÷èñëó íàñòóïëåíèé i-ãî èñõîäà (pi � âåðîÿòíîñòü i-ãîèñõîäà â êàæäîì èç èñïûòàíèé).Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(a,�2) ñ ïàðàìåòðàìè �1 << a < +1, � > 0.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � N(a,�2), åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðå-äåëåíèÿ èìååò âèäp(x;a,�2) = 1�p2� e�(x�a)2/(2�2).EX = a, DX = �2, f (t) = eiat��2t2/2.Äëÿ ïëîòíîñòè è �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëü-íîãî çàêîíà N(0,1) ïðèíÿòû ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:'(x) = 1p2� e�x2/2, �(x) = xZ�1 1p2� e�u2/2duñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñåìåéñòâà íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïà-ðàìåòðû a è � ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ñäâèãà è ìàñøòàáà,ïîñêîëüêóp(x;a,�) = 1�'�x�a� � , F(x;a,�) =��x�a� � , X�a� �N(0,1),ãäå F(x;a,�) îáîçíà÷àåò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíû X. 235



Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 1Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåçàâèñèìûõíîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñíîâà èìååò íîð-ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïàðàìåòðû êîòîðîãî ëåãêî âû÷èñëèòü,èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.�àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U (a,b) ñ ïàðàìåòðàìè �1 << a < b < +1.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X �U(a,b), åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîép(x;a,b) =( 1b�a ïðè x 2 [a;b℄,0 ïðè x /2 [a;b℄.EX = a+b2 , DX = (b�a)212 , f (t) = eitb�eitait(b�a) .Âñÿêîå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Y = 
X+d ñíî-âà èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, â òîì ÷èñëå X� = X�ab�a ��U (0,1).Ïîêàçàòåëüíîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå E(�,�)ñ ïàðàìåòðàìè � > 0, �1 < � < +1.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � E(�,�), åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðå-äåëåíèÿ ðàâíàp(x;�,�) =(�e��(x��) ïðè x > �,0 ïðè x 6 �.EX = �+ 1� , DX = 1�2 , f (t) = �eit��� it .Ïàðàìåòðû � è ��1 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðàìèñäâèãà è ìàñøòàáà, Y = �(X��) � E(1,0). Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿE(�,0), òàê æå êàê è äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâîîòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ. Åñëè X1 � E(�,0), X2 � E(�,0) è ýòèñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, òî min(X1,X2)� E(�1+�2).�àììà-ðàñïðåäåëåíèå �(�,�) ñ ïàðàìåòðàìè � > 0, � > 0.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � �(�,�), åñëè îíà èìååò ïëîòíîñòüñëåäóþùåãî âèäà:p(x;�,�) =8<: ���(�)x��1 e��x ïðè x > 0,0 ïðè x 6 0.236



Îñíîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ñâîéñòâàÏàðàìåòð � íàçûâàþò ïàðàìåòðîì �îðìû, à ïàðàìåòð 1� ÿâëÿåòñÿïàðàìåòðîì ìàñøòàáà, ïîñêîëüêó �X � �(1,�).EX = �� , DX = ��2 , f (t) = �1� it���� .Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå �(�,1) ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíè-åì E(�,0).�àñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò �2(k) ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,k 2 N .Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � �2(k), åñëè åå ïëîòíîñòüp(x;k) =8<:xk/2�1 e�x/2�(k/2)2k/2 ïðè x > 0,0 ïðè x 6 0.EX = k, DX = 2k, E(X�k)3 = 8k, f (t) = (1�2it)�k/2.Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX = kXj=1 �2j ,ãäå �1, . . . ,�k � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäå-ëåíèåì N(0,1). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì��12 , k2� .Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå �(r,s) ñ ïàðàìåòðàìè r, s > 0.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � �(r,s), åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-íèÿ ðàâíàp(x;r,s) =( �(r+ s)�(r)�(s)xr�1(1�x)s�1 ïðè x 2 (0,1),0 ïðè x 6 0,x > 1.EX = rr+ s , DX = rs(r+ s)2(r+ s+1) .Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå �(1,1) ñîâïàäàåò ñ U (0,1).�àñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà t(n) ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,n 2 N .Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � t(n), åñëè îíà ïî ðàñïðåäåëåíèþ237



Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 1ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé�0s1n nPj=1�2j ,ãäå �0,�1, . . . ,�n � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäå-ëåíèåì N(0;1). Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ X ðàâíàp(x;n) = ��n+12 �pn���n2��1+ x2n ��n+1/2 .EX = 0 (n > 1), DX = nn�2 (n > 2).�àñïðåäåëåíèå Êîøè K(a,b) ñ ïàðàìåòðàìè �1 < a < +1,b > 0.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � K(a,b), åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-íèÿ çàäàåòñÿ �îðìóëîép(x;a,b) = b�(b2+(x�a)2) .Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ íå ñóùåñòâóþò, f (t) == eita�bjtj. Ïàðàìåòðû a è b ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ñäâèãàè ìàñøòàáà ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè a = 0, b = 1, òî ðàñïðåäåëåíèåÊîøè ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ îäíîé ñòåïåíüþñâîáîäû.�àñïðåäåëåíèå Ôèøåðà F(m,n) ñ ïàðàìåòðàìè n,m 2 N.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � F(m,n), åñëè îíà ñîâïàäàåò ïîðàñïðåäåëåíèþ ñ âåëè÷èíîé1m�1n� , �� �2(m), �� �2(n),ïðè÷åì � è � � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(a,� ), a == (a1, . . . ,an)T � äåéñòâèòåëüíûé n-ìåðíûé âåêòîð, � � äåé-ñòâèòåëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðè-öà ïîðÿäêà n�n ñ ýëåìåíòàìè �ij.Ñëó÷àéíûé âåêòîð X = (X1, . . . ,Xn)T èìååò íåâûðîæäåííîå(ñîáñòâåííîå) n-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå N(a,� ), åñëè det� > 0238



Îñíîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ñâîéñòâàè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèäp(x) = 1(2�)n/2pdet� exp��12(x�a)T��1(x�a)� .Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíàf (t) = Eei(t,X) = exp�i(t,a)� 12 tT�t� .Ýòà �îðìóëà èìååò ñìûñë è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò (det� = 0). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèåíàçûâàþò íåñîáñòâåííûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Íåñîá-ñòâåííîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà íåêîòîðîìëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè m= rank� < n.Ïóñòü Y � ïðîåêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íà ýòî ïîäïðî-ñòðàíñòâî è m > 0. Òîãäà Y èìååò íåâûðîæäåííîå m-ìåðíîåíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Êîìïîíåíòû Xk ñëó÷àéíîãî âåêòîðàX � ýòî ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå îñè,Xk �N(ak,�kk), 
ov(Xk,Xl) = �kl.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè n = 2 è a= 0:p(x1,x2) = 12�p1�%2 exp�� 12(1�%2) �x21�21 �2% x1x2�1�2 + x22�22��.Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò (X1,X2)� N(a1,a2,�21,�22,%), �1 > 0, �2 > 0,j%j < 1. EXk = ak, DXk = �2k, % = 
or(X1,X2).



Ïðèëîæåíèå 2ÝÊÇÀÌÅÍÀÖÈÎÍÍÛÅ ÂÎÏ�ÎÑÛ ÏÎ ÊÓ�ÑÓ¾ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ¿1. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü, ìîíî-òîííîñòü âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé.Ëåììà Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.2. Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé, ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.4. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóàññîíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ(ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è íåðàâåíñòâî).5. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâ-ðà�Ëàïëàñà (âûâîä åå èç ëîêàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà èëèèç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû).6. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà è åãî óòî÷íåíèÿ. Çàêîí áîëüøèõ÷èñåë. Òåîðåìà Áåðíóëëè.7. Âåðîÿòíîñòíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ðàâ-íîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå �óíêöèè ïîëèíî-ìàìè.8. Êëàññè÷åñêîå è ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòåé.9. Ôîðìóëà êîìïîçèöèè (ñâåðòêè) ðàñïðåäåëåíèé è åå ïðèìåíå-íèå. �àñïðåäåëåíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. �àñïðåäåëåíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0;1℄.10. Íåðàâåíñòâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ìàêñèìóìà ñóìì íåçàâèñè-ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.11. Íåðàâåíñòâî Ëåâè.12. Çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà.13. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è èõ ñâîéñòâà.14. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè: �îðìóëà îáðàùåíèÿ, òåîðåìàåäèíñòâåííîñòè (ïëàí äîêàçàòåëüñòâà), òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè.15. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåîðåìà Ëÿïóíîâà.240



Ýêçàìåíàöèîííûå âîïðîñû16. Çàäà÷à âûáîðà îäíîé èç äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç. Îöåíêàñíèçó íåîáõîäèìîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñ ïîìîùüþíåðàâåíñòâà Éåíñåíà.17. Çàäà÷à âûáîðà îäíîé èç äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç. ËåììàÍåéìàíà�Ïèðñîíà è åå ïðèìåíåíèå ê ïðîâåðêå ãèïîòåç î ìàòåìà-òè÷åñêîì îæèäàíèè è äèñïåðñèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.18. Çàäà÷à âûáîðà îäíîé èç äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç. Ëåììà Íåé-ìàíà�Ïèðñîíà è åå ïðèìåíåíèå ê ïðîâåðêå ãèïîòåç î âåðîÿòíîñòèóñïåõà â ñõåìå Áåðíóëëè.19. Íåñìåùåííûå îöåíêè. Íåðàâåíñòâî �àî�Êðàìåðà. Ý��åê-òèâíûå îöåíêè.20. Ý��åêòèâíûå îöåíêè: ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,îöåíêè ñ äèñïåðñèåé, ìåíüøåé, ÷åì ãðàíèöà �àî�Êðàìåðà.21. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîé ìåäèàíû â âû-áîðêå èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà êàêîöåíêà íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå.22. Îïðåäåëåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Äîâåðèòåëüíûå èí-òåðâàëû äëÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ (ïðè èçâåñòíîé è íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè).23. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ âåðîÿòíîñòè óñïåõà â ñõåìåÁåðíóëëè.24. �àçëè÷íûå âèäû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí.25. Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿñîãëàñèÿ Ïèðñîíà õè-êâàäðàò.26. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.27. Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.28. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ îäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà ñ êî-íå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.29. Ñëîæåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî mod1. Ñëî-æåíèå öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî mod1. Ñõîäèìîñòüê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå.
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