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Глава 1

ЭЛЕКТРОСТАТИКА

Закон Кулона, электрическое поле, напряженность и
потенциал, связь между напряженностью и потенциа-
лом, электрический диполь, энергия диполя в поле

Точечными зарядами считаются заряды, геометрические раз-
меры которых много меньше расстояния между ними. Элек-
трические заряды придают окружающему пространству осо-
бые свойства, основное из которых заключается в том, что на
точечный заряд q′, находящийся на расстоянии R от точеч-
ного заряда q, действует сила, направленная вдоль прямой,
соединяющей эти заряды, прямо пропорциональная величине
точечных зарядов и обратно пропорциональная квадрату рас-
стояния между ними (закон Кулона). При этом одноименные
заряды отталкиваются, разноименные притягиваются:

−→
F 1−2 = − q′q

−→
R

4πε0R3 ,
−→
F 2−1 =

q′q
−→
R

4πε0R3 , (1)

F1−2 = − q′q
4πε0R2 , F2−1 =

q′q
4πε0R2 .

В современной физике доминирует теория близкодействия,
согласно которой силовое взаимодействие между разделен-
ными заряженными телами передается с конечной скоростью
некоторой средой, окружающей эти тела. Эта среда — специфи-
ческая форма существования материи, называемая электриче-
ским полем.

Вычленим из формулы (1) часть, не зависящую от пробного
заряда q′, которая имеет физический смысл силы, действующей
на точечный единичный положительный заряд, и назовем ее
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4 Глава 1. Электростатика

напряженностью электрического поля:
−→
E =

q
−→
R

4πε0R3 ,

или
E =

q

4πε0R2 .

Опытным путем установлено, что сила, с которой заряд q
действует на пробный заряд q′, не зависит ни от количества,
ни от пространственного расположения других зарядов, что

приводит нас к принципу суперпозиции
−→
F =

N∑
i=1

−→
Fi; очевидно

также: −→
E =

N∑
i=1

−→
Ei =

1
4πε0

N∑
i=1

qi
−→
Ri

R3
i

. (2)

В большом классе задач игнорируется тот факт, что за-
ряды всегда дискретны, а считается, что они распределены
по какому-либо закону, что вполне допустимо, пока мы не
переходим к малым масштабам. Закон распределения зарядов
дается в виде объемной (ρ), поверхностной (σ) или линейной
(λ) плотности, в виде

ρ =
dq

dV
; σ =

dq

dS
; λ =

dq

dl
,

где dq— элемент заряда, заключенный в объеме dV , на поверх-
ности dS или на длине dl.

Тогда принцип суперпозиции будет выглядеть следующим
образом: −→

E =
1
4πε0

∫

V

ρ�r dV

r3

для объемного распределения,
−→
E =

1
4πε0

∫

S

σ�r dS

r3

для поверхностного распределения,
−→
E =

1
4πε0

∫

l

λ�r dl

r3

для линейного распределения.
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Глава 1. Электростатика 5

Понятие электростатического потенциала тесно связано с
работой при переносе заряда в кулоновском поле сил. Работа,
произведенная при переносе заряда из точки a в точку b:

dA =
−→
F d
−→
S = q′

b∫

a

−→
Ed
−→
S . (3)

Легко показать, что в случае кулоновских полей величина
A не зависит от пути переноса заряда из точки a в точку
b (консервативные поля). Вычислим по формуле (3) работу
по перемещению пробного точечного заряда q′ из точки 1 с
радиус-вектором r1 в точку 2 с радиус-вектором r2:

Aa−b =
qq′

4πε0

r2∫

r1

dr

r2
=

qq′

4πε0r1
− qq′

4πε0r2
. (4)

Из формулы (4) видно, что в кулоновском поле работа опре-
деляется разностью величин, которые в механике называются
потенциальной энергией. Как и ранее, вычленим из выражения
для потенциальной энергии часть, не зависящую от пробного
заряда q′, и назовем ее потенциалом электрического поля в
данной точке. Физический смысл потенциала — потенциальная
энергия, которой обладает единичный, точечный, положитель-
ный заряд в точке с радиус-вектором �r в поле, создаваемом
зарядом q:

ϕ =
q

4πε0r
. (5)

Очевидно, что ϕ является скалярной величиной.
Тогда работа по перемещению заряда q′ из точки a в точку

b согласно формуле (4) запишется в виде:
A = q′(ϕ1 − ϕ2). (6)

Напряженность электрического поля
−→
E и потенциал ϕ

являются его важнейшими характеристиками, причем вектор−→
E — силовая, а ϕ— энергетическая характеристики. Применим
формулу (3) для расчета работы, совершаемой при перемеще-
нии заряда q′ в поле, создаваемом совокупностью N произ-
вольно расположенных точечных зарядов. Суммарная работа
при перемещении заряда q′ будет равна алгебраической сумме
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6 Глава 1. Электростатика

работ, произведенных силами, действующими на q′ со стороны
каждого из зарядов qi. Поэтому можно записать, с учетом (4):

A =
N∑
i=1

Ai = q′
N∑
i=1

(
qi

4πε0ri1
− qi
4πε0ri2

)
=

= q′
N∑
i=1

(ϕi1 − ϕi2) = q′
(
N∑
i=1

ϕi1 −
N∑
i=1

ϕi2

)
. (7)

Следовательно, потенциал, создаваемый в данной точке
системой из N зарядов, равен алгебраической сумме потенци-
алов, создаваемых каждым из них в отдельности, т. е.

ϕ =
N∑
i=1

ϕi, (8)

что по аналогии с (2) можно назвать суперпозицией потенциа-
лов. Перепишем (8) в виде

ϕ =
1
4πε0

N∑
i=1

qi
ri

,

и, заменяя qi на ρ dV , σ dS или λdl, а знак
∑

на знак
∫
,

получим, как и в случае
−→
E , принцип суперпозиции для непре-

рывного распределения зарядов:

ϕ =
1
4πε0

∫

V

ρ dV

r

для объемного распределения,

ϕ =
1
4πε0

∫

S

σ dS

r

для поверхностного распределения,

ϕ =
1
4πε0

∫

l

λdl

r

для линейного распределения.
Установим связь между

−→
E и ϕ. Эта связь имеет большое

практическое значение. Например, при вычислении ϕ, созда-
ваемого каким-либо распределенным зарядом, для вычисления
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Глава 1. Электростатика 7

нужно взять один интеграл (так как это скаляр), а при вычис-
лении

−→
E — три, так как это вектор, кроме того, интегралы от

функций вида f ∼ 1
r
, как правило, проще, чем от функций

вида f ∼ 1
r2
.

В некоторых случаях требуется по заданным значениям
−→
E

в каждой точке найти разность потенциалов между двумя
произвольными точками поля. Воспользовавшись (3) и (6),
запишем:

A1−2 =

2∫

1

qEl dl = q(ϕ1 − ϕ2),

откуда:

ϕ1 − ϕ2 =

2∫

1

El dl. (9)

Перепишем (9) в виде −dϕ = El dl, откуда El = −∂ϕ

∂l
, где

l—произвольное направление в пространстве, т. е.

Ex = − ∂ϕ

∂x
, Ey = − ∂ϕ

∂y
, Ez = − ∂ϕ

∂z
,

или
−→
E =�iEx+�jEy+�kEz=−

(
�i
∂ϕ

∂x
+�j

∂ϕ

∂y
+�k

∂ϕ

∂z

)
=− gradϕ=−∇ϕ.

(10)

Электрический диполь — это система из двух одинаковых
по модулю разноименных точечных зарядов +q и −q, на-
ходящихся на расстоянии друг от друга. В природе диполи
встречаются довольно часто. Например, при наложении элек-
трического поля на проводник, электроны и протоны сме-
щаются так, чтобы внутреннее поле обратилось в нуль. В
диэлектриках это смещение гораздо меньше, хотя каждый атом
тоже становится микроскопическим диполем. Мы будем рас-
сматривать только точечные диполи, т. е. такие, для которых
радиус-вектор �r до точек наблюдения много больше l (рис. 1).
Используя формулу (5) и принцип суперпозиции потенциалов,
потенциал поля диполя в точке P определяется с учетом r � l,
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8 Глава 1. Электростатика

P

r+

r−
+q

l θ

−q

Рис. 1

qE+

+q

−q

qE−

Рис. 2

�r− − �r+ = l cos θ r+r− = r2,

ϕ =
1
4πε0

(
q

r+
− q

r−

)
=

1
4πε0

q(r− − r+)
r+r−

=
1
4πε0

p cos θ
r2

, (11)

где p = ql— электрический момент диполя. Этой величине
сопоставляют вектор, направленный по оси диполя от отри-
цательного заряда к положительному �p = q�l. Можно показать,
что модуль вектора

−→
E

E =
1
4πε0

p

r3

√
1 + 3 cos2 θ. (12)

При θ = 0 и θ =
π

2
получим выражение для напряженности

поля на оси диполя (E‖) и перпендикулярно ей (E⊥):

E‖ =
1
4πε0

2p
r3

, E⊥ =
1
4πε0

p

r3
, (13)

т. е. при одном и том же r E‖ вдвое больше E⊥.
Во внешнем неоднородном электрическом поле на каждый

конец диполя будут действовать разные силы, равные q
−→
E+

и q
−→
E− (рис. 2). Результирующая сила

−→
F , действующая на

диполь, равна
−→
F = q

−→
E+ − q

−→
E− = q

(−→
E+ −−→E−

)
, (14)

где
−→
E+ и

−→
E− —напряженность поля в точках, где располо-

жены заряды диполя. Разность
−→
E+ − −→E− — это приращение

вектора
−→
E на отрезке, равном длине диполя l. Вследствие его
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Глава 1. Электростатика 9

малости:
Δ
−→
E =

−→
E+ −−→E− =

Δ
−→
E

l
l =

∂
−→
E

∂l
l. (15)

Подставив (15) в (14), получаем:

−→
F = p

∂
−→
E

∂l
. (16)

Энергия диполя в поле. Энергия точечного заряда q во
внешнем поле равна W = qϕ, а так как диполь — это система
из двух зарядов, то

W = q+ϕ+ + q−ϕ− = q (ϕ+ − ϕ−) ,
где ϕ+ и ϕ− —потенциал внешнего поля в точках расположе-
ния зарядов +q и −q:

ϕ+ − ϕ− =
∂ϕ

∂l
l = −Ell = −−→E�l,

W = −−→p −→E . (17)

Рекомендации по решению задач

1. Внимательно ознакомьтесь с условием задачи. Недостаю-
щие данные можно получить из соответствующих спра-
вочников. Если какие-либо данные не использовались при
решении, то решение задачи неверно.

2. Задачу решайте в общем виде, после чего проверяйте
размерность. Неверная размерность — свидетельство невер-
ного решения, хотя правильная размерность не является
гарантией правильного решения.

3. В задачах, где происходит перераспределение зарядов, сле-
дует помнить, что заряды перераспределяются таким обра-
зом, чтобы произошло выравнивание потенциала, а общий
заряд при этом остается неизменным.

4. В задачах типа задачи 4, где в решении фигурирует раз-
ность векторов, будьте внимательны в порядке расстановки
вычитаемого и уменьшаемого векторов.

5. Тщательно выполните чертеж, обозначьте направления
осей координат. Помните, что величины

−→
F ,
−→
E , �p— векторы,
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10 Глава 1. Электростатика

поэтому записывайте векторные уравнения с учетом знака.
Потенциал — скаляр, и его знак определяется лишь знаком
заряда. Некоторые задачи (например 5, 6) требуют про-
странственного воображения и тщательного выполнения
чертежей. Если для вас это затруднительно, то при необ-
ходимости решения нескольких задач их лучше оставить
напоследок.

Задача 1
Два одинаковых электрических заряда расположены в точках
A и B. Сначала вычислим электрическое поле, создаваемое
зарядом qA в точке B, т. е.

−→
EA−B. Действующая на заряд qB

сила должна быть равна
−→
F =

−→
EA−B qB . Однако заряд, нахо-

дящийся в точке B, должен создавать свое собственное поле,
которое действует на заряд в точке A. Равна ли полная сила
взаимодействия между двумя зарядами сумме этих двух сил?

Решение. При взаимодействии двух тел на каждое из них
действуют одинаковые силы, направленные в противополож-
ные стороны. В механике аналогом является задача о перетя-
гивании каната, когда одна команда тянет вправо с силой

−→
F ,

а вторая влево с силой
−→
F . �

Задача 2
Три одинаковых положительных заряда

Q1 = Q2 = Q3 = 1 нКл

расположены по вершинам равностороннего треугольника. Ка-
кой отрицательный заряд Q4 нужно поместить в центр тре-
угольника, чтобы силы притяжения с его стороны уравнове-
сили силы взаимного отталкивания зарядов, находящихся в
вершинах?

Решение. Все три заряда, расположенные по вершинам тре-
угольника, находятся в одинаковых условиях. Поэтому для
решения задачи достаточно выяснить, какой заряд следует
поместить в центре треугольника, чтобы один из трех заря-
дов, например Q1, находился в равновесии. В соответствии с
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Глава 1. Электростатика 11

Q2

Q3

Q1

r

r1

F4

F2 F

F3

Рис. 3

принципом суперпозиции на заряд действует каждый заряд,
независимо от остальных. Поэтому заряд Q1 будет находиться
в равновесии, если выполняется условие:

−→
F 2 +

−→
F 3 +

−→
F 4 =

−→
F +

−→
F 4 = 0, (18)

где
−→
F 2,
−→
F 3,
−→
F 4— силы, с которыми соответственно действуют

на заряд Q1 заряды Q2, Q3, Q4;
−→
F —равнодействующая сил

−→
F2

и
−→
F3 (рис. 3). В скалярном виде F − F4 = 0 или F = F4.

Выразим F через F2 и F3 и, применяя теорему косинусов и
учитывая, что F2 = F3, получим:

F4 = F2

√
2(1 + cosα).

Записывая закон Кулона с учетом того, что Q1 = Q2 = Q3:

1
4πε0

Q1Q4

r21
=

1
4πε0

Q2
1

r2

√
2(1 + cosα), (19)

откуда Q4 =
Q1r

2
1

r2

√
2(1 + cosα). Из геометрических соображе-

ний:
r1 =

r

2 cos 30◦
=

r√
3
; cosα = cos 60◦ = 1

2
.

С учетом (19):

Q4 =
Q1√
3
=

1√
3
= 0,58 нКл. �

Ответ. Q4 =
Q1√
3
=

1√
3
= 0,58 нКл.
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12 Глава 1. Электростатика

Задача 3
Два одинаковых небольших металлических шарика с зарядами
q1 и q2, находясь на расстоянии l = 200 мм друг от друга, притя-
гиваются с силой F0 = 36 мН. После того, как шарики привели
в соприкосновение и опять развели на то же расстояние l, они
стали отталкиваться с силой F = 0,64 мН. Найти q1 и q2.

Решение. Из условия задачи ясно, что силы
−→
F 0 и

−→
F имеют

различные знаки, так как направлены в противоположные
стороны. Шарики одинаковы, поэтому после соприкосновения
их заряды будут равны по знаку и величине q1 − q2

2
. С учетом

этого имеем:
F0 = −k q1q2

l2
, (20)

−F = k
(q1 − q2)

2

4l2
. (21)

Из (20) имеем: q1 = −F0l
2

kq2
,

−F = k

4l2

(
− F0l

2

kq2
− q2

)2

или
−F = k

4l2

(
F0l

2 + kq22
kq2

)2

=
F 2
0 l

4 + 2F0l
2kq22 + k2q42

4l2kq22
.

В дальнейшем индекс при q будем опускать:

q4 +
2F0l

2 + 4l2F
k

q2 +
F 2
0 l

4

k2
= 0. (22)

Обозначив Q = q2, имеем:

Q =
F0l

2 + 2Fl2

k
±
√
4F0Fl4 + 4F 2l4

k
=

=
l2

k

(
F0 + 2F ± 2

√
F 2 + FF0

)
=

=
l2

k

(√
F ±

√
F + F0

)2
.
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С учетом (21), а также, что

k =
1
4πε0

,

q = l
√
4πε0F

(
1±
√
1 + F0

F

)
= ±1,2 и ± 0,1333 мкКл. �

Ответ. q = l
√
4πε0F

(
1±
√
1 + F0

F

)
= ±1,2 и ±0,1333 мкКл.

Задача 4
Два положительных заряда q1 и q2 находятся в точках с
радиус-векторами �r1 и �r2. Найти отрицательный заряд q3 и
радиус-вектор �r3 точки, в которую его надо поместить, чтобы
сила, действующая на каждый из этих трех зарядов, была
равна нулю.

Решение. Обозначим
−→
F ik силу, действующую на i-й заряд со

стороны k-го. Тогда −−→F 13 =
−→
F 23,

−→
F 12 = −−→F 21,

−→
F 31 =

−→
F 32,

рис. 4, а. Равновесие будет достигнуто, когда все |Fik| равны
между собой. Поэтому, как и в задаче 2, достаточно усло-
вия равновесия написать для одного заряда. В записи закона
Кулона, когда вместо расстояния r стоит разность радиус-
векторов, необходимо помнить, что разность �a−�b приведенных
к общему началу векторов �a и �b представляет собой вектор,
идущий из конца вычитаемого вектора �b в конец уменьшаемого

F12
q1

q2

r1

F13 F31

r3

q3

F32 F23

r2
F21

а

a
b

a − b

б

Рис. 4
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14 Глава 1. Электростатика

вектора �a рис. 4, б. В скалярной форме F31 = −F32,∣∣∣∣ q1

(�r1 − �r3)
2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ q2

(�r2 − �r3)
2

∣∣∣∣ ,
или

√
q1

�r1 − �r3
= −

√
q2

�r2 − �r3
, откуда

�r3 =
√
q1�r2 +

√
q2�r1√

q
1
+
√
q
2

. (23)

Имеем −F13 = F12,

− q3

(�r3 − �r1)
2 =

q2

(�r1 − �r2)
2 ,

тогда
−q3 = q2

(
�r3 − �r1
�r1 − �r2

)2
. (24)

Заменяем �r3 − �r1 из (23) и подставляем в (24). Получаем:

q3 = − q1q2(√
q1 +

√
q2
)2 . �

Ответ. q3 = − q1q2(√
q1 +

√
q2
)2 , �r3 =

√
q1�r2 +

√
q2�r1√

q1 +
√
q2

.

Задача 5
Три небольших одинаково заряженных шарика массыm = 9,0 г
подвешены к одной точке на шелковых нитях длины l = 250 мм.
Найти заряд каждого шарика, если углы между разошедши-
мися нитями равны 2α = 60◦.

Решение. Результирующая сила кулоновского взаимодей-
ствия (FK) (рис. 5):

FK = mg tg β. (25)

С другой стороны, учитывая, что расстояние между шариками

r = 2l sinα, cos 30◦ =
√
3
2
,

FK =
√
3q2

16πε0l2 sin2 α
. (26)
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E

B

C

A

2α

D mg tg β

FKα

β

β

mg

Рис. 5

�ABC —равносторонний, в нем все биссектрисы одновре-
менно являются и высотами, поэтому:

DE =
√

l2 −AD2 =

√
l2 − 4l

2 sin2 α
3

=
l√
3

√
3− 4 sin2 α;

tg β =
AD

DE
=

2 sinα√
3− 4 sin2 α

. (27)

Подставив (27) и (26) в (25), получаем:

2mg sinα√
3− 4 sin2 α

=
√
3q2

16πε0l2 sin2 α
,

q = l

√
32mgπε0 sin3 α
4
√
9− 12 sin2 α

. �

Ответ. q = l

√
32mgπε0 sin3 α
4
√
9− 12 sin2 α

.

Задача 6
В вершинах квадрата с диагональю 2l = 100 мм находятся
одинаковые по модулю (q = 2,5 мкКл) точечные заряды,
знаки которых при обходе квадрата расположены в порядке
+,+,−,−. Найти напряженность −→E электрического поля в
точке, отстоящей на расстоянии x = 50 мм от центра квадрата
и расположенной симметрично относительно его вершин.
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16 Глава 1. Электростатика

Решение. Для удобства расчетов вычислим сначала резуль-
тирующую напряженность, создаваемую положительными за-
рядами (

−→
E+

р ) (рис. 6). Вектор
−→
E+

р лежит в плоскости AFD.
Аналогично, вектор

−→
E−

р лежит в плоскости BCF . Общая
результирующая напряженность

−→
E р0 =

−→
E+

р +
−→
E−

р . Из геомет-
рических соображений запишем:

AG = l; EG =
l√
2
; AB = CD = BC = AD = l

√
2;

AF =
√

l2 + x2; EF =

√
2x2 + l2

2
;

cosα =

√
2x2 + l2

2(l2 + x2)
; cos β =

l√
2x2 + l2

;

−→
E+

р = 2
−→
E+ cosα =

q

2πε0(l2 + x2)

√
2x2 + l2

2(l2 + x2)
=

=
q

2πε0

√
2x2 + l2

2(l2 + x2)3
.

Аналогично:
−→
E−

р =
q

2πε0

√
2x2 + l2

2(l2 + x2)3
.

�E+
р

�Eр0

α

�E−

�E−
р

F

−q −q
B x C

G

β

+q
A E D

+q

l

�E+

Рис. 6
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Общая результирующая:

−→
E±

р0
=
(−→
E+

р +
−→
E−

р

)
cos β =

q

πε0

√
2x2 + l2

2(l2 + x2)3
l√

2x2 + l2
=

=
ql

πε0
√
2(l2 + x2)

3
2
= 9 кВ/м. �

Ответ.
−→
E±

р0
=

ql

πε0
√
2(l2 + x2)

3
2
= 9 кВ/м.

Задача 7
Тонкое проволочное кольцо радиуса R = 100 мм имеет элек-
трический заряд q =50 мкКл. Каково будет приращение силы,
растягивающей проволоку, если в центре кольца поместить
точечный заряд q0 =7,0 мкКл?

Решение. Так как заряд распределен по кольцу равномерно,
можно записать:

Δq =
q

2πR
Δl. (28)

Из рис. 7, а видно, что

Δl = 2Rα, Δq =
qα

π
. (29)

На элемент длиныΔl будет действовать кулоновская сила
−→
F со

всех остальных элементов кольца, равнодействующая которой
будет направлена по радиусу R. Сила

−→
F будет уравновешена

силами растяжения:
−→
F = 2

−→
F р sinα. (30)

−→
Fр

Δl
q

α
α

−→
F

Δq

α

α

а

Δl

Δq

−→
Fр0

α

α
α

α

q0

−→
T

−→
F ′

б

Рис. 7
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18 Глава 1. Электростатика

После помещения в центр кольца заряда q0 на элемент Δl будет
действовать дополнительная сила Δ

−→
F (рис. 7, б). Понятно, что

−→
F 1 = 2

−→
F р0 sinα, (31)

F ′ = F +ΔF = F +
Δqq0
4πε0R2 . (32)

Подставив (29), (30), (31) в (32), получаем:

2Fр0 sinα = 2Fр sinα+
qq0α

4π2ε0R2 . (33)

При малых α sinα ≈ α. Имеем:

Fр0 − Fр = ΔF =
qq0

8πε0R2 = 50 Н. �

Ответ. ΔF =
qq0

8πε0R2 = 50 Н.

Задача 8
В условиях предыдущей задачи, какой заряд q0 нужно по-
местить в центр кольца, чтобы оно разорвалось? Проволока
выдерживает максимальное растяжение

−→
F р0 max.

Решение. Чтобы кольцо разорвалось, необходимо выполне-
ние следующего условия:

−→
F 1 > 2

−→
F р0 maxα. Из предыдущей

задачи с учетом (29), (30), (32), а также sinα ≈ α имеем:

2
−→
F р +

qq0
4π2ε0R2 > 2

−→
F р0 max,

откуда
q0 >

8π2ε0(Fр0 max − F )R2

q
. �

Ответ. q0 >
8π2ε0(Fр0 max − F )R2

q
.

Задача 9
Тонкий стержень AB длины l = 100 см имеет заряд q = 37 нКл,
распределенный так, что его линейная плотность пропорцио-
нальна квадрату расстояния от конца A. Найти напряженность
электрического поля в точке A.
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Решение. λ(x) = kx2. Вычислим k из условия:

q = k

l∫

0

x2 dx =
kl3

3
,

откуда
k =

3q
l3
; λ(x) =

3q
l3

x2; dq =
3q
l3

x2 dx;

Учитывая, что E =
q

4πεR2 , вычислим поле dE, создаваемое

элементом стержня длины dx. Для этого заменим q на dq, а R
на x. Получаем

dE =
1
4πε0

3q
l3

dx;

интегрируя, имеем

E =
3q

4πε0l3

l∫

0

dx =
3q

4πε0l2
= 1 кВ/м. �

Ответ. E =
3q

4πε0l2
= 1 кВ/м.

Задача 10
Положительный точечный заряд 50 мкКл находится на плос-
кости xy в точке с радиус-вектором �r0 = 2�i + 3�j, где �i и �j —
орты осей x и y. Найти напряженность электрического поля и
ее модуль в точке с радиус-вектором �r = 8�i − 5�j. Здесь �r0 и �r
даны в метрах.

Решение. �r − �r0 = 6�i− 8�j; (34)

E =
Q

4πε0(r − r0)2
= 4,5

кВ
м . (35)

Выражение (34) дает нам направление вектора
−→
E , а (35)

его модуль. Используем распределительное свойство числового
сомножителя относительно суммы векторов:

α(�a+�b) = α6�i− α8�j;

|−→E | =
√
36α2 + 64α2 = 10α = 4,5;
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20 Глава 1. Электростатика

откуда
α = 0,45;

−→
E = (0,45 · 6)�i− (0,45 · 8)�j = 2,7�i− 3,6�j. �

Ответ.
−→
E = 2,7�i− 3,6�j.

Задача 11
Три маленьких одинаковых шарика, имеющие одинаковый за-
ряд q, могут скользить по очень длинному стержню. Какую
скорость будут иметь шарики на очень большом расстоянии
друг от друга, если в начальный момент они находились в
состоянии покоя и расстояние между ними было равно l.

Решение. Средний шарик будет находиться в состоянии по-
коя, а скорость крайних находим из закона сохранения энергии:

2mv2

2
=

q2

4πε02l
+

2q2

4πε0l
; v = q

√
5

4πε02lm
= q

√
5

8πε0lm
. �

Ответ. v = q

√
5

8πε0lm
.

Задача 12
Два одинаковых шарика, имеющие одинаковый заряд q, со-
единены пружиной. Шарики колеблются так, что расстояние
между ними меняется от l до 4l. Найти жесткость пружины,
если ее длина в свободном состоянии равна 2l.

Решение. Из закона сохранения энергии имеем:
q2

4πε0l
+

κl2

2
=

q2

4πε04l
+

κ4l2

2
,

κ =
q2

4πε02l3
. �

Ответ. κ =
q2

4πε02l3
.

Задача 13
Два небольших тела, связанные нитью длины l, лежат на
горизонтальной плоскости. Заряд каждого тела равен q, масса
равна m. Нить пережигают и тела начинают скользить по
плоскости. Какую максимальную скорость разовьют тела, если
коэффициент трения равен k?
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Решение. Скорость максимальна при равенстве сил трения и
электростатического взаимодействия:

kmg =
q2

4πε0x2
. (36)

Закон сохранения энергии дает:
2mv2

2
=

q2

4πε0
(1
l
− 1

x

) − kmq(x− l). (37)

Решая совместно (36) и (37), находим:

vmax =
q√

4πε0ml
−
√

kql, при q2

4πε0l2
> kmq. �

Иначе тела не сдвинутся.

Ответ. vmax =
q√

4πε0ml
−√kql, при q2

4πε0l2
> kmq.

Задача 14
На горизонтальной шероховатой поверхности закреплен за-
ряд q1. Тело массы m, имеющее заряд q2, может перемещаться
по поверхности. На каком расстоянии от заряда q1 тело оста-
новится, если в начальный момент оно находилось в состоянии
покоя на расстоянии l0 от заряда q1? Заряды q1 и q2— одного
знака. Коэффициент трения равен k.

Решение. По закону сохранения энергии находим:
q1q2
4πε0l0

=
q1q2
4πε0l

+ kmg(l − l0).

Обозначим a = q1q2
4πε0

; b = kmg. Получаем:

a
( 1
l0
− 1

l

)
= b(l − l0),

отсюда (l − l0)(a− bll0) = 0, корень l = l0 не подходит, так как
в этом случае тело не сдвинется.

l = a

bl0
= q1q2
4πε0kmgl0

. �

Ответ. l =
q1q2

4πε0kmgl0
.
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Задача 15
Три одинаковых шарика, расположенных в вершинах рав-
ностороннего треугольника со стороной l, соединены друг с
другом нитями. Заряд и масса каждого шарика равны q и
m. Одну из нитей пережгли. Найти максимальную скорость
среднего шарика. Сил тяжести нет.

Решение. Скорости окажутся максимальными в момент t,
когда все три заряда будут находиться на одной прямой. При
этом электрические силы будут скомпенсированы силами натя-
жения нити. Скорости частиц будут перпендикулярны нитям.
Обозначим через v1 скорость среднего заряда, а через v2—
скорости крайних зарядов. Из соображений симметрии и с
учетом законов сохранения импульса и энергии имеем:

mv1 = 2mv2; (38)

mv21
2
+
2mv22
2

= ΔWэл; (39)

ΔWэл =Wнач −Wкон,

где Wнач и Wкон —начальная и конечная потенциальная энер-
гия системы;

Wнач =
3q2

4πε0l
;

Wкон =
1
4πε0

(2q2
l
+

q2

2l

)
= 5
2

q2

4πε0l
,

отсюда:
ΔWэл =

q2

4πε02l
. (40)

Решая совместно (38)–(40), находим:

vmax =
2q√

4πε06ml
=

q√
6πε0ml

. �

Ответ. vmax =
q√

6πε0ml
.

Задача 16
В точках A и B на расстоянии |AB| = l закреплены заряды
+9q и −q. Вдоль прямой AB к ним движется частица массы
m, имеющая заряд +q. Какую наименьшую скорость должна
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A B
l

9q −q

m

q

Рис. 8

иметь эта частица на очень большом расстоянии, чтобы до-
стичь точки B?

Решение. Отталкивание сменяется притяжением на некото-
ром расстоянии x от точки B (см. рис. 8), когда сила, действу-

ющая на частицу, обращается в нуль, т. е. 9q2

(x+ l)2
=

q2

x2
; отсюда,

однозначно, x1 =
l

2
, x2 < 0, после прохождения точки B и

поэтому отброшено. Чтобы дойти до точки B, нужна энергия
mv2

2
=

9q2

4πε0(x1 + l)
− q2

4πε0x1
=

4q2

4πε0l
,

v =

√
8q2

4πε0ml
. �

Ответ. v =

√
8q2

4πε0ml
.

Задача 17
Два протона и два позитрона, первоначально находившиеся на
концах диагоналей квадрата, разлетаются. Отношение их масс
M

m
= 2000, а заряды одинаковы. Найти отношение скоростей

протонов и позитронов после разлета (на бесконечности).

Решение. Вначале на все частицы действуют одинаковые по
модулю силы. Но массы протонов в 2000 раз превышают массы
позитронов. Это означает, что ускорения позитронов будут
в 2000 раз больше ускорения протонов. Поэтому позитроны
быстро разлетятся на бесконечность, а затем протоны будут
разлетаться уже только взаимодействуя друг с другом. Это
дает возможность при вычислении скоростей позитронов про-
тоны считать неподвижными. Найдем полную потенциальную
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24 Глава 1. Электростатика

энергию позитронов до разлета. Если бы протонов не было, то
потенциальная энергия взаимодействия двух позитронов была
бы равна

W =
e2

4πε0a
√
2
,

где a— сторона квадрата. Это работа, которую нужно затра-
тить для сближения двух позитронов. Потенциал поля, которое
создает каждый из протонов в месте, где находится позитрон,
очевидно, равен

ϕ =
e

4πε0a
.

Поэтому полная потенциальная энергия позитронов будет
равна

W1 =
e2

4πε0a
√
2
+ 2

e

4πε0a
e+ 2

e

4πε0a
e =

1
4πε0

e2

a

(
4 +

1√
2

)
,

или
mv2 =

(
4 +

1√
2

)
e2

4πε0a
(41)

(скорости обоих позитронов на бесконечности одинаковы).
Теперь рассмотрим разлет протонов. Их потенциальная

энергия до разлета, очевидно, равна

W2 =
e2

4πε0a
√
2
.

Эта энергия переходит в кинетическую энергию протонов после
их разлета:

e2

4πε0a
√
2
=Mu2, (42)

где u— скорость протона.
Разделив теперь (42) на (41), получим:

1
4
√
2 + 1

=
M

m

(
u

v

)2
,

откуда
u

v
=

√
m

M

1
4
√
2 + 1

≈ 0,01. �

Ответ.
u

v
=
√

m

M

1
4
√
2 + 1

≈ 0,01.
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Задача 18
Найти напряженность электрического поля, потенциал кото-
рого имеет вид ϕ = �a�r, где �a—постоянный вектор, �r—радиус-
вектор точки поля.

Решение. Представим ϕ как ϕ = −axx − ayy − azz — где
ax, ay, az —постоянные. С помощью формулы (10) найдем:−→

E = ax�i+ ay�j + az�k = �a,

т. е. поле однородно. �
Ответ.

−→
E = �a.

Задача 19
Определить напряженность электрического поля, потенциал
которого зависит от координат x, y по закону:

1. ϕ = a(x2 − y2).
2. ϕ = axy, где a—постоянная.

Изобразить примерный вид этих полей с помощью линий век-
тора

−→
E (в плоскости xy).

Решение.
1. Воспользовавшись формулой (10), получаем

ϕ = a(x2 − y2)
(рис. 9, а), −→

E = −
(
�i
∂ϕ

∂x
+�j

∂ϕ

∂y

)
= −2a(�ix+�jy).

2. (рис. 9, б) ϕ = axy;
−→
E = −a(�iy +�jx). �

Ответ. 1.
−→
E = −2a(�ix+�jy). 2.

−→
E = −a(�iy +�jx).

y

x

а

y

x

б
Рис. 9
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Задача 20
Потенциал электрического поля имеет вид ϕ = α(xy − z2),
где α—постоянная. Найти проекцию напряженности электри-
ческого поля в точке M = (2,1,−3) на направление вектора
�a =�i+ 3�k.

Решение. Сначала найдем вектор
−→
E :

−→
E = −∇ϕ = −α(y�i+ x�j − 2z�k).

Искомая проекция

Ea = E
�a

a
= − α(y�i+ x�j − 2z�k)(�i+ 3�k)√

1 + 32
= − α(y − 6z)√

10
.

В точке M
Ea = − α(1 + 18)√

10
= − 19√

10
α. �

Ответ. Ea = − 19√
10

α.

Задача 21
Найти потенциал следующих электрических полей:

1.
−→
E = a(y�i+ x�j).

2.
−→
E = 2axy�i+ a(x2 − y2)�j.

3.
−→
E = ay�i+ (ax+ bz)�j + by�k.

Здесь a и b—постоянные, �i,�j,�k— орты осей X,Y,Z.

Решение.

1.
−→
E = a(y�i+ x�j) = − ∂ϕ

∂x
− ∂ϕ

∂y
;

∂ϕ

∂x
= −ay; ϕx = −axy + c;

∂ϕ

∂y
= −ax; ϕy = −axy + c;

ϕ0 = −axy + c.

2.
−→
E = 2axy�i+ a(x2 − y2)�j;
∂ϕ

∂x
= −2axy; ϕx = −ax2y;
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∂ϕ

∂y
= −a(x2 − y2); ϕy = −ax2y + ay3

3
;

ϕ0 = ay
(
y2

3
− x2

)
+ c.

3.
−→
E = ay�i+ (ax+ bz)�j + by�k;
∂ϕ

∂x
= −ay; ϕx = −ayx;

∂ϕ

∂y
= −ax− bz; ϕy = −ayx− bzy;

∂ϕ

∂z
= −by; ϕz = −byz;

ϕ0 = −y(ax+ bz) + c. �
Ответ. 1. ϕ0 = −axy + c. 2. ϕ0 = ay

(
y2

3
− x2

)
+ c.

3. ϕ0 = −y(ax+ bz) + c.

Задача 22
Диполь с электрическим моментом p = 10−12 Кл·м равномерно
вращается с угловой скоростью ω = 104 рад/с относительно
оси, перпендикулярной плечу диполя и проходящей через его
центр. Определить среднюю потенциальную энергию < Π >
заряда Q = 1 нКл, находящегося на расстоянии r = 2 см от
центра диполя и лежащего в плоскости вращения, за время,
равное полупериоду от t1 = 0 до t2 = T/2, в течение времени
t� T . В начальный момент считать Π = 0.

Решение. < dΠ >=< ϕ2 − ϕ1 >=< dϕ >=
Qp < cosωt > dt

4πε0r2
,

так как α = ωt.

< Π >=
Qp

4πε0r2

t∫

0

< cosωt > dt =
Qp

4πε0r2
< sinωt > .

< Π >=
Qp2

4πε0r2Tω

T/2∫

0

sin
2π
T

t dt =
2Qp

4πε0r2
< sinωt >= 14,3 нДж.

При t� T < sinωt >−→ 0, следовательно, < Π >= 0. �
Ответ. 1. < Π >= 14,3 нДж. 2. < Π >= 0.
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Задача 23
Какую работу против сил электрического поля надо совер-
шить, чтобы перенести диполь с электрическим моментом p
из положения 1 (рис. 10), где напряженность поля равна E1, в
положение 2 с напряженностью E2?

Решение. Работа, совершенная при переносе диполя из по-
ложения 1 → 2, равна изменению потенциальной энергии
A = ΔW = W2 − W1 согласно (17); W = −−→p −→E . В точке 2

W2 = 0, так как угол между −→p и
−→
E равен π

2
и, следовательно,

cos−→p −→E = 0. Тогда A = pE1, т. е. работа зависит только
от E1. �

Ответ. A = pE1.

Задача 24
Два диполя с электрическими моментами p1 = 10−12 Кл · м и
p2 = 4 · 1012 Кл · м находятся на расстоянии r = 2 см друг от
друга. Найти силу их взаимодействия, если оси диполей лежат
на одной прямой.

Решение. Согласно (16) F = p1

∣∣∣∣∂E∂r
∣∣∣∣, где E —напряженность

поля диполя −→p2 — определяется первой формулой (13).
E = 1

4πε0
2p2
r3

,

откуда
∣∣∣∣∂E∂r

∣∣∣∣ = 3p2
2πε0r4

; подставив в выражение для F , получим:

F =
3p1p2
2πε0r4

= 1,35 мкН. �

Ответ. F =
3p1p2
2πε0r4

= 1, 35 мкН.

Задача 25
Определить направление силы

−→
F , действующей на диполь в

поле положительного заряда, при трех разных расположениях
диполя (рис. 11).
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E

1 2

Рис. 10

q

q

q
F

F

F

p

p

p

Рис. 11

Решение. Согласно формуле (14) во внешнем неоднородном
поле сила, действующая на диполь:

−→
F = q

(−→
E+ −−→E−

)
= qΔ

−→
E.

Обратите внимание на то, что сила, действующая на ди-
поль, находящийся в неоднородном электрическом поле, в
общем случае не совпадает ни с

−→
E ни с −→p , а совпадает лишь

сΔ
−→
E , взятым в направлении вектора −→p . Поэтому для решения

задач подобного типа необходимо в каждом случае найти
направление вектора

−→
E . Как и в задаче 4, будьте внимательны

при определении направления вектора
−→
E . �

Задача 26
Электрический квадруполь состоит из двух положительных
и двух отрицательных одинаковых по модулю точечных за-
рядов q, расположенных в вершинах квадрата со стороной a,
как указано на рис. 12. Найти напряженность электрического
поля E такого квадруполя в точке A, находящейся на расстоя-
нии l � a от его центра O, если линия OA параллельна одной
из сторон квадрата.

Решение. Задачу можно решить, суммируя с учетом знака
проекции

−→
El от каждого заряда. Однако более простым будет

решение, если мы рассмотрим квадруполь как два диполя
1–2 и 3–4. Диполи 2–3 и 1–4 не рассматриваем, так как в
точке A они дадут одинаковые по модулю, но разные по знаку
величины

−→
E (рис. 12). Согласно формуле (13):

E⊥ =
1
4πε0

p

r3
;
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q

q

q

q

O

a

A

l

2 3

1 4

Рис. 12

используя принцип суперпозиции полей и учитывая, что l� a
и p = qa, запишем:

E⊥ =
p

4πε0

⎡
⎢⎣ 1(

l − a

2

)3 − 1(
l +

a

2

)3
⎤
⎥⎦ = 3qa2

4πε0l4
. �

Ответ. E⊥ =
3qa2

4πε0l4
.

Задача 27
Показать, что потенциал поля диполя с электрическим мо-

ментом p может быть представлен как ϕ =
−→p −→r
4πε0r3

, где �r—

радиус-вектор. Найти с помощью этого выражения модуль
напряженности электрического поля диполя как функцию r и θ
(см. рис. 13).

Решение. Согласно (5), а также принципу суперпозиции
электрических потенциалов для точки P можем записать:

ϕ =
1
4πε0

(
q

r+
− q

r−

)
=

1
4πε0

q(r− − r+)
r+r−

.

Так как r � l, то, как видно из рис. 13, а, r− − r+ = l cos θ и
r−r+ = r2. Тогда

ϕ =
1
4πε0

p cos θ
r2

=
−→p −→r
4πε0r3

,

где −→p = q
−→
l .

Для нахождения E = f(r) и E = f(θ) воспользуемся
формулой

E = − ∂ϕ

∂l
.
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P

θ

r

s

а

θ

r

P
ϕ
er

eθ

б

Рис. 13

y

x

d �E

ϕ

dl

Рис. 14

С ее помощью мы вычислим проекции вектора
−→
E на два

взаимно перпендикулярных направления вдоль ортов −→er и −→eθ
рис. 13, б. Получаем:

Er = − ∂ϕ

∂r
=

1
4πε0

2p cos θ
r3

;

Eθ = − ∂ϕ

r∂θ
=

1
4πε0

p sinϕ
r3

. �

Ответ. Er =
1
4πε0

2p cosϕ
r3

; Eϕ =
1
4πε0

p sinϕ
r3

.

Задача 28
Тонкое полукольцо радиуса R заряжено равномерно зарядом q.
Найти модуль напряженности электрического поля в центре
кривизны этого полукольца.

Решение. |Eобщ| =
√

E2
x + E2

y , где Ex и Ey — сумма всех
проекций

−→
E на оси x и y соответственно. Из рис. 14 ясно, что

Ex равна нулю, так как для любой проекции d
−→
Ex, создавае-

мой элементом dl с зарядом dq в пределах π

2
> ϕ ≥ 0, всегда

найдется другой вектор d
−→
Ex, лежащий в пределах π ≥ ϕ >

π

2
,

равный ему по абсолютной величине, но противоположный по
направлению. Таким образом, получаем:

|E| = Eобщ =

π∫

0

dEy. (43)

Для каждого малого участка dl можно записать:

dl = Rdϕ; dq =
q

πR
dl. (44)
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Далее dEy = dE sinϕ =
sinϕ
4πε0R2 dq. С учетом (44) dEy =

q sinϕ
4π2ε0R2dϕ. Подставляем dEy в (43) и, интегрируя по ϕ от 0

до π, получаем:
Eобщ = |E| = q

2π2ε0R2 . �

Ответ. |E| = q

2π2ε0R2 .

Задача 29
Кольцо радиуса R из тонкой проволоки имеет заряд q. Найти
модуль напряженности электрического поля на оси кольца, как
функцию расстояния l до его центра. Исследовать E(l) при
l � R. Определить максимальное значение напряженности и
соответствующее расстояние l. Изобразить примерный график
функции E(l).

Решение. Каждый элемент кольца dL обладает зарядом

dQ =
q

2πR
dL (45)

и создает поле с напряженностью (рис. 15, а)

dE =
1
4πε0

dQ

r2
. (46)

Как и в предыдущей задаче, суммарная проекция на ось x

равна нулю:
−→
Ex = 0, а

dEy = dE cosα; (47)

cosα =
l

r
=

l√
l2 +R2

. (48)

Применим (43) с учетом (45), (46), (48) (рис. 15, б):

E = Ey =
ql

8π2ε0R
√
(l2 +R2)3

2πR∫

0

dL =

=
ql

4πε0
√
(l2 +R2)3

.

В случае l� R:
E =

q

4πε0l2
,

что соответствует полю точечного заряда.
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Найдем l, при котором E максимальна.

dE

dl
= 0 ∼

[
l√

(l2 +R2)3

]′
=
√
(l2 +R2)3 − 3l2√l2 +R2

(l2 +R2)3
.

После несложных преобразований приходим к уравнению:

l2 +R2 − 3l2 = 0,
откуда Emax =

q

6
√
3πε0R2

при lmax =
R√
2
. �

Ответ. E =
ql

4πε0 3
√
(R2 + l2)2

. При l � R E =
q

4πε0l2
; Emax =

q

6
√
3πε0R2

при lmax =
R√
2
.

Задача 30
Тонкое непроводящее кольцо радиуса R заряжено с линейной
плотностью λ = λ0 cosϕ, где λ0—постоянная, ϕ— азимуталь-
ный угол. Найти модуль напряженности электрического поля:

1. В центре кольца.
2. На оси кольца в зависимости от расстояния x.

Исследовать полученное выражение при x� R.

Решение. При выборе расположения системы координат, во
избежание ошибок, кольцо лучше расположить в плоско-
сти zOy (рис. 16), так как по условию задачи необходимо

y

α
dE

R

l
r

а

y

R√
2

б

Рис. 15

x

X

α
R

O
ϕ

y

z

l
r

Рис. 16

 

                            10 / 12



34 Глава 1. Электростатика

найти E = f(x).
dq = λ0 cosϕdl = λ0 cosϕRdϕ; (49)

dE =
dq

4πε0(R2 + x2)
; (50)

dEx = dE sinα;

dEy = −dE cosα cosϕ; (51)

dEz = −dE cosα sinϕ;

sinα =
x√

x2 +R2
; cosα =

R√
R2 + x2

. (52)

Подставляя (49) в (50), затем (50) и (52) в (51), получаем:

dEx =
λ0 cosϕxRdϕ

4πε0
√
(R2 + x2)3

;

dEy = − λ0 cosϕR2 dϕ

4πε0
√
(R2 + x2)3

cosϕ;

dEz = − λ0 cosϕR2 dϕ

4πε0
√
(R2 + x2)3

sinϕ.

Интегрируя эти выражения по ϕ от 0 до 2π, получим:

Ex = Ez = 0; Ey = − λ0R
2

4ε0
√
(R2 + x2)3

,

отсюда
E(x) = |Ey| = λ0R

2

4ε0
√
(R2 + x2)3

.

В центре кольца:
E(x = 0) =

λ0
4πε0R

,

при x� R E =
λ0R

2

4ε0x3
, т. е. напряженность поля спадает, как у

точечного диполя. �

Ответ. E(x = 0) =
λ0

4πε0R
; E(x) = − λ0R

2

4ε0
√
(R2 + x2)3

;

E ∼= λ0R
2

4ε0x3
, при x� R.
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Задача 31
Находящийся в вакууме тонкий прямой стержень длины 2a
заряжен равномерно зарядом q. Найти модуль напряженности
электрического поля как функцию расстояния r от центра
стержня до точки прямой:

1. Перпендикулярной стержню и проходящей через его
центр.

2. Совпадающей с осью стержня, если r� a.

Решение.

1. Замечая, что суммарная проекция
−→
Ex = 0, записываем

(рис. 17, а):
dEр = 2cosαdE; (53)

где Eр —результирующая электрического поля, направ-
ленная по оси y.

dE =
dq

4πε0l2
; (54)

l2 = x2 + r2; (55)

dq =
q

2a
dx; (56)

cosα =
r√

r2 + x2
. (57)

Подставляем (55) и (56) в (54), а (54) и (57) в (53) и,
интегрируя от −a до a, имеем:

E =
qr

8πε0a

a∫

−a

dx√
(x2 + r2)3

=
q

4πε0r
√
a2 + r2

,

y

αl r

−a a x

а
−a a xO r

б

Рис. 17
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при r � a
E ∼= q

4πε0r2
.

2. (рис. 17, б) E =

a∫

−a

dq

4πε0(r − x)2
. (58)

Подставляем (56) в (58) и, интегрируя, получаем:

E =
q

4πε0(r2 − a2)
,

при r � a,
E ≈ q

4πε0r2
,

что совпадает со случаем 1. �

Ответ. 1. E = q

4πε0r
√
a2 + r2

.

2. E = q

4πε0(r2 − a2)
, при r� a E ≈ q

4πε0r2
в обоих случаях.

Задача 32
Длинная прямая равномерно заряженная нить имеет заряд λ
на единицу длины. Найти модуль и направление электриче-
ского поля в точке, которая отстоит от нити на расстоянии y и
находится на перпендикуляре к нити, проходящем через один
из ее концов.

Решение. Сначала выясним направление результирующего
вектора

−→
Eр. Для этого вычислим его проекции на оси x и y

(рис. 18).
|dEx| = dEр cosϕ; (59)

dEр =
λdx

4πε0(x2 + y2)
; (60)

cosϕ =
x√

x2 + y2
. (61)
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x

ϕ

�Ey

− �Ex
�Eр

y

Рис. 18

Подставляя (61) и (60) в (59), получаем:

|dEx| = λxdx

4πε0
√
(x2 + y2)3

;

|Ex| = λ

4πε0

∞∫

0

x dx√
(x2 + y2)3

=
λ

4πε0y
;

dEy = dEр sinϕ; (62)

sinϕ =
y√

x2 + y2
. (63)

Подставляя (60) и (63) в (62), получаем:

dEy =
λy dx

4πε0
√
(x2 + y2)3

;

Ey =
λy

4πε0

∞∫

0

dx√
(x2 + y2)3

=
λ

4πε0y
.

Таким образом, |Ex| = |Ey|, результат неочевидный, следова-
тельно, Eр направлена под углом 45◦ к нити.

|Eр| =
√

E2
x + E2

y =
√
2λ

4πε0y
. �

Ответ. Вектор
−→
Eр направлен под углом 45◦ к нити

|Eр| =
√
2λ

4πε0y
.
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Задача 33
Имеются два тонких проволочных кольца радиуса R каждое,
оси которых совпадают. Заряды колец равны q и −q. Найти
разность потенциалов между центрами колец, отстоящими
друг от друга на расстоянии l, если R = 30 см, l = 52 см и
q = 0,40 мкКл.

Решение. Δϕ = ϕ1−ϕ2, но из-за разных знаков зарядов q ϕ1

и ϕ2 имеют разные знаки, хотя и равны по величине. Известно,
что

E = − ∂ϕ

∂l
(64)

Найдем
−→
E в точке 1 или 2, учтя |−→E1| = −|−→E2|:

Eр = E cos ϑ; (65)

где Eр —результирующая электрического поля, направленная
вдоль оси 1–2 (рис. 19).

E =
q

4πε0(l2 +R2)
; (66)

cos ϑ =
l√

l2 +R2
. (67)

Подставляем (66) и (67) в (65). Получаем:

Eр =
q

4πε0
l√

(l2 +R2)3
.

Из формулы (64) получаем:
∂ϕ = −E ∂l;

ϕ1 = − q

4πε0

l∫

0

l dl√
(l2 +R2)3

=
q

4πε0

(
1√

l2 +R2
− 1

R

)
.

Аналогично:
ϕ2 = − q

4πε0

(
1√

l2 +R2
− 1

R

)
;

Δϕ = − q

2πε0R

⎛
⎜⎝1− 1√

1 +
( l

R

)2
⎞
⎟⎠ = 12 кВ. �
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Ответ. Δϕ = − q

2πε0R

⎛
⎜⎝1− 1√

1 +
( l

R

)2
⎞
⎟⎠ = 12 кВ.

Знак «минус» в ответе опущен, так как в условии задачи не
уточняется, заряд какого знака находится на каждом из колец.

Задача 34
Круглая тонкая пластинка радиуса R равномерно заряжена
с поверхностной плотностью σ. Найти потенциал и модуль
напряженности электрического поля на оси пластинки как
функцию расстояния l от ее центра. Рассмотреть также случаи
l→ 0 и l� R.

Решение. Выберем кольцо шириной dr. Можно легко пока-
зать, что заряд этого кольца (рис. 20):

dq = 2πrσ dr; (68)

cos ϑ =
l√

l2 + r2
; (69)

dE =
1
4πε0

dq

(l2 + r2)
cos ϑ. (70)

Подставляя (68) и (69) в (70) и интегрируя, получаем:

E =
lσ

2ε0

R∫

0

r dr√
(l2 + r2)3

=

=
lσ

2ε0

(
1
l
− 1√

l2 +R2

)
=

σ

2ε0

⎛
⎜⎝1− 1√

1 +
R2

l2

⎞
⎟⎠ .

Далее:
dϕ =

1
4πε0

.
dq√

l2 +R2
(71)

Подставляя (68) и (69) в (71) и интегрируя, получаем:

ϕ =
σ

2ε0

R∫

0

r dr√
l2 + r2

=
σl

2ε0

(√
1 +
(
R

l

)2 − 1) ,
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1

ϑ
l

R2

Рис. 19

ϑ
l

rdr

Рис. 20

при l → 0 ϕ ≈ σR

2ε0
, E =

σ

2ε0
. Для вычисления E при

l � R предельный переход осуществлять нельзя, так как при
этих условиях E представляет собой поле точечного заряда
q = σπR2 и вычисляется по формуле напряженности поля для
точечного заряда, т. е. E ≈ q

4πε0l2
, где q = σπR2.

Можно в этой задаче вычислить сначала ϕ, а потом по
формуле E = −∂ϕ

∂l
вычислить E. �

Ответ. ϕ =
σl

2ε0

(√
1 +
(
R

l

)2
− 1
)
;

E =

⎛
⎜⎝1− 1√

1 +
(R

l

)2
⎞
⎟⎠ σ

2ε0
;

при l→ 0 ϕ ≈ σR

2ε0
и E ≈ σ

2ε0
;

при l� R ϕ ≈ q

4πε0l
и E ≈ q

4πε0l2
.

Задача 35
Найти потенциал на краю тонкого диска радиуса R = 20 см,
по которому равномерно распределен заряд с поверхностной
плотностью σ = 0,25

мкКл
м2 .
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A

α
α

dr

C

B

dα

l

Рис. 21

Решение. Проведем из точки A хорды AB и AC. ∠ABC —
прямой (рис. 21). Площадь бесконечно тонкой полосы:

dS = l dr; (72)
r = 2R cosα; (73)
l = 2αr; (74)

dr = −2R sinαdα; (75)
dq = σ dS. (76)

Подставляя (74) и (75) в (72), а (72) в (76), получим:

dq = −4σrRα sinαdα;

dϕ =
dq

4πε0r
= − Rσα sinαdα

πε0
.

Интегрируя, получаем:

ϕ =
2σR
πε0

−π
2∫

0

α sinα dα =
2σR
πε0

(sinα−α cosα)
∣∣∣∣
−π

2

0

=
2σR
πε0

= 3,5 кВ.

Коэффициент 2 учитывает то, что интегрирование осуществ-
лялось только по половине диска, а потенциал требуется опре-
делить в учетом заряда, находящегося на всем диске. �

Ответ. ϕ =
2σR
πε0

= 3,5 кВ.
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Задача 36
Заряд q распределен по тонкому кольцу радиусом a. Найти
работу сил поля при перемещении точечного заряда q′ из
центра кольца на бесконечность.

Решение. Согласно (6) и (9) работа по перемещению заряда
q′ из точки 1 в точку 2 определяется как

A = q′(ϕ1 − ϕ2) =

2∫

1

q′El dl.

Однако мы не знаем, по какому закону распределен заряд q и,
следовательно, не можем вычислить поле

−→
E , как мы делали

в предыдущих задачах, поэтому будем решать задачу через
потенциал. Каждый элемент участка кольца dl, обладающий
зарядом dq, создает в центре кольца потенциал dϕ:

dϕ =
dq

4πε0a
=

σ(l) dl
4πε0a

,

где σ(l)— закон распределения плотности заряда по кольцу.
Запишем

ϕ =
1

4πε0a

∫

l

σ(l) dl =
q

4πε0a
.

Потенциал на бесконечности ϕ∞ = 0, следовательно, работа по
переносу заряда q′ из центра кольца на бесконечность:

A =
qq′

4πε0a
. �

Ответ. A =
qq′

4πε0a
.

Задача 37
Тонкое кольцо радиусом R = 25 см имеет заряд q = 5 Кл,
неравномерно распределенный по кольцу. Найти работу элек-
трических сил при перемещении точечного заряда q′ = 1 мкКл
из центра кольца по произвольному пути в точку, находящуюся
на оси кольца на расстоянии l = 50 см от его центра.

Решение.
Способ 1. Проводя рассуждения, аналогичные проведенным

в предыдущей задаче, запишем выражение для по-

 

                             7 / 12



Глава 1. Электростатика 43

тенциала в центре кольца:

ϕ1 =
q

4πε0R
.

Потенциал на расстоянии l от центра кольца равен:

ϕ2 =
q

4πε0
√
l2 +R2

;

A = q′(ϕ1 − ϕ2) =
qq′

4πε0R

⎛
⎜⎜⎝1− 1√

1 +
l2

R2

⎞
⎟⎟⎠ = 0,1 Дж.

Способ 2. Эту же задачу в силу ее симметрии можно ре-
шить через вычисление электрического поля. Так
как в потенциальных полях работа не зависит от
пройденного пути, а зависит лишь от начальной и
конечной точек, то можно записать:

dA =
−→
F d
−→
l = q′E dl cosϕ; (77)

E =
q

4πε0(R2 + l2)
; (78)

cosϕ =
l√

R2 + l2
. (79)

Подставив (78) и (79) в (77) и проведя интегриро-
вание:

A =
qq′

4πε0

l∫

0

l dl√
(l2 +R2)3

=

=
qq′

4πε0R

⎛
⎜⎝1− 1√

1 +
l2

R2

⎞
⎟⎠ = 0,1 Дж. �

Ответ. A =
qq′

4πε0R

⎛
⎜⎝1− 1√

1 +
l2

R2

⎞
⎟⎠ = 0,1 Дж.
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Глава 2

ТЕОРЕМА ГАУССА

Метод зеркального изображения, метод наложения

М. Фарадей развил очень полезную модель, исходя из поня-
тий линий электрического поля. Согласно этой модели на-
правление линий электрического поля определяет направление
силы, действующей на положительный заряд, помещенный в
данную точку, а густота линий в окрестностях этой точки
определяет модуль этой силы. Чтобы придать этой модели
количественный характер, можно положить, что напряжен-
ность электрического поля в любой области равна числу линий
поля, проходящих через единичную площадку, расположенную
перпендикулярно линиям напряженности, т. е.

E =
N

S cosα
, (80)

где N —число линий напряженности, S —площадь поверхно-
сти, α— угол между нормалью к поверхности и напряжен-
ностью

−→
E . Формулу (80) можно переписать в виде:

N = ES cosα = EnS, (81)

или Φ = EnS. Величину Φ называют потоком вектора напря-
женности электрического поля через поверхность S. Оценим
число линий, или поток, создаваемый положительным зарядом
в 1 Кл, помещенным в центр сферы радиуса 1 м. В силу
симметрии задачи линии напряженности направлены по ра-
диусу сферы и перпендикулярны ее поверхности. Подставляя
численные значения в формулу (81), получаем:

N = ES ≈ 1011 линий.

 

                             9 / 12



Глава 2. Теорема Гаусса 45

Если поверхность S не окружает заряд, то число линий, вхо-
дящих в некоторый объем, не имеющий внутри зарядов, равно
числу линий, выходящих из этого объема, т. е. их алгебраиче-
ская сумма равна нулю, так как линии электрического поля
могут начинаться только на положительных, а заканчиваться
только на отрицательных зарядах.

Теорема Гаусса связывает полное число линий напряжен-
ности поля (поток), выходящих через поверхность, ограничи-
вающую объем, с полным зарядом, находящимся внутри этого
объема.

Для удобства расчета окружим заряд q сферой радиуса r.
Значение E в любой точке поверхности сферы направлено по

нормали и равно 1
4πε0

q

r2
, тогда в соответствии с (81):

Φ = EnS =
1
4πε0

q

r2
2πr2 =

q

ε0
, (82)

т. е. не зависит от радиуса r и, следовательно, от формы
поверхности. Мы пришли к следующему выводу:

∫

произвольная S

En dS =

⎧⎨
⎩
0; q снаружи S;
q

ε0
; q внутри S.

(83)

Теорему Гаусса легко обобщить на случай нескольких заря-
дов внутри S (84), на случай объемного заряда (85) и случай
поверхностного заряда (86).

∫

S

En dS =

∑
i

qi

ε0
; (84)

∫

S

En dS =

∫
V

ρ dV

ε0
; (85)

∫

S

En dS =

∫
s

σ dS

ε0
. (86)
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r1

r2
P

ΔS1

ΔS2

Рис. 22

Интересно отметить, что теорема Гаусса является следствием
закона Кулона. Рассмотрим однородно заряженную сферу
(рис. 22) и выберем в ней точку P , находящуюся не в центре
этой сферы. Из точки P построим два симметричных конуса,
заканчивающихся на поверхности сферы и вырезающих на
ней площади ΔS1 и ΔS2 соответственно. Из элементарных
геометрических соображений можно записать:

ΔS2

ΔS1
=

r22
r21

.

Считая сферу заряженной равномерно, легко показать, что
заряд каждой площадки пропорционален ΔS:

Δq2
Δq1

=
ΔS2

ΔS1
.

На основании закона Кулона можно записать:
q2
r22
=

q1
r21

,

т. е. поля в точке P взаимоуничтожаются. Разбивая всю сферу
на пары, приходим к выводу, что поле в точке P равно нулю.
Если бы в законе Кулона показатель степени был больше двух,
то ΔS2 создавало бы более сильное поле, чем ΔS1, а если бы
показатель степени был равен единице, то мы получили бы об-
ратную картину. Другой великой теоремой, характеризующей
электростатическое поле, является теорема о циркуляции
вектора E, утверждающая, что∮ −→

Ed
−→
l = 0. (87)
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1

2
a

b

Рис. 23

Рассмотрим электростатическое поле
−→
E , образованное со-

вокупностью неподвижных электрических зарядов. Выберем
произвольный замкнутый контур (рис. 23) и разобьем его
на две части 1a2 и 2b1. Из механики известно, что любое
стационарное поле центральных сил является потенциальным
(электростатическое поле является именно таким), т. е. работа
в этом поле зависит только от конечной и начальной точки,

тогда мы можем записать
a∫
12

=
b∫
12

, с другой стороны,
b∫
12

= −
b∫
21

,

поэтому
a∫
12

+
b∫
21

=
a∫
12

−
b∫
12

= 0, т. е. утверждение (87) доказано.

Из теоремы (87) следует, что линии электростатического
поля не могут быть замкнуты, в противном случае, взяв инте-
грал по контуру, совпадающему с линией

−→
E , мы получили бы

не ноль, а какую-то конечную величину работы, что противо-
речит теореме о циркуляции вектора

−→
E .

Метод зеркального изображения

Проводники электричества — это те вещества, которые имеют
много свободных зарядов. Это металлы, растворы солей, кис-
лот, щелочей, плазма и т. д. Мы будем рассматривать только
металлы, носителями зарядов в которых являются электроны,
которые свободно двигаются в веществе, но не могут покидать
поверхность. При наложении на проводник электрического
поля на его поверхности индуцируются заряды, а электричес-
кое поле внутри проводника будет равно нулю, а значит и
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L

1

2

b

a

Рис. 24

∂ϕ

∂l
= 0, т. е. ϕ постоянен и не меняется от точки к точке. Любой

проводник — эквипотенциальная область, поверхность — экви-
потенциаль, а электрическое поле возле самой поверхности —
нормаль.

Рассмотрим теперь полость в проводнике (рис. 24).
Рассмотрим произвольный контур L, часть которого проходит
по внутренней части проводника, а часть — по полости. Тогда:∮

L

−→
Ed
−→
l =

∫

1–2

−→
Ed
−→
l +

∫

2–1

−→
Ed
−→
l .

Первый интеграл должен быть равен нулю, так как мы
доказали, что внутри проводника поле равно нулю. Согласно
теореме о циркуляции вектора

−→
E имеем

∮−→
Ed
−→
l = 0. Следо-

вательно,
∮

2−1

−→
Ed
−→
l = 0, т. е. поле внутри полости отсутствует.

Таким образом, мы пришли к выводу, что наружное электри-
ческое поле не создает поля внутри, а поле внутри проводника
не создает поле снаружи, т. е. экранировка работает в обе
стороны. Кроме того, поля в электростатике внутри и снаружи
сплошной металлической оболочки не влияют и не зависят
друг от друга. Вышеприведенные результаты позволяют зна-
чительно облегчить решение задач, где требуется вычислить
распределение индуцированного заряда на поверхности про-
водника, либо силу взаимодействия между индуцированными
зарядами и точечным зарядом. Рассмотрим картину поля двух
разноименных точечных зарядов. Предположим, что мы вме-
сто эквипотенциальной поверхности A выгнули металлический
лист и установили на нем потенциал ϕA, либо вместо поверхно-
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A B

а

+q

проводник

б

Рис. 25

сти B поместили металлический лист и заземлили его, чтобы
обеспечить ϕB = 0 (рис. 25, а). Тогда в обоих случаях поле
между зарядами ±q не изменится, и конфигурация силовых
линий эквипотенциальной поверхности A или B и заряда +q
будет такой же, как и конфигурация между зарядами +q и
−q. Это и есть суть метода зеркального изображения,
когда сложная задача взаимодействия проводящей плоскости,
имеющей зачастую довольно сложную форму (например по-
верхность A), и точечных зарядов заменяется простой зада-
чей взаимодействия двух или нескольких точечных зарядов
(рис. 25, б).

При решении некоторых «несимметричных задач», связан-
ных с вычислением трудоемких интегралов, их решение может
быть значительно облегчено при использовании метода нало-
жения. Как правило, такие задачи заключаются в нахождении
напряженности электрического поля внутри полости заряжен-
ной сферы, в области перекрытия разноименно заряженных
сфер, либо нахождении напряженности внутри и вне сферы,
имеющей неравномерное распределение плотности поверхност-
ного заряда. В первых двух случаях поле внутри полости
либо в области перекрытия сфер рассматривается как супер-
позиция полей двух разноименно заряженных сфер, в случае
же сферы, имеющей неравномерную плотность поверхностного
заряда, эту сферу представляют в виде двух сфер, имеющих
одинаковую разноименную плотность заряда, сдвинутых на
расстояние l относительно друг друга.
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Рекомендации по решению задач

1. Теорема Гаусса значительно облегчает решение задач по
расчету электростатических полей, обладающих сфериче-
ской, цилиндрической или плоской симметрией. К сожале-
нию, класс задач, решаемых с ее помощью, весьма огра-
ничен. Например, для равномерно заряженного отрезка,
заряженного диска и т. д., и т. п. невозможно построить за-
мкнутую поверхность, окружающую заряженное тело и об-
ладающую простой формой, необходимой для вычисления
потока вектора

−→
E . В этом случае необходимо применять

формулу для непосредственного вычисления:
−→
E =

1
4πε0

∫

V

ρ−→erdV

r2
=

1
4πε0

∫

V

ρ−→r dV

r3

либо другие методы.
2. В задачах типа 51, где используется метод зеркального
изображения, при вычислении работы, необходимой для
удаления заряда, системы зарядов или заряженного тела,
применение формулы A = q(ϕ1 − ϕ2) неправомерно, так
как перемещение зарядов приводит к зависимости распре-
деления индуцированных зарядов от времени, и их поле не
является консервативным.

Задача 38
Имеется аксиально-симметричное поле, напряженность кото-

рого зависит от расстояния r до его оси как
−→
E =

a−→r
r2
, где a—

постоянная. Найти заряд внутри сферы радиуса R с центром
на оси этого поля.

Решение.
Способ 1 (рис. 26, а).

E =
a

R(ϕ)
;

R(ϕ) = R cosϕ;

En(ϕ) = E cosϕ =
a cosϕ
R cosϕ

=
a

R
.
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En

E

R(ϕ)
ϕ

R

а

2R R

б

Рис. 26

Используя теорему Гаусса, можно записать:

En4πR2 =
q

ε0
,

a

R
4πR2 =

q

ε0
,

откуда q = 4πε0aR.
Способ 2. Впишем сферу радиуса R (рис. 26, б) в цилиндр

высотой 2R и радиусом основания R. Так как поле
является аксиально-симметричным, отмечаем, что
поток через сферу радиуса R равен потоку через бо-
ковую поверхность цилиндра. Тогда теорема Гаусса
принимает вид:

q = ε0

∮ −→
E d
−→
S = ε0EnS = 4πε0aR. �

Ответ. q = 4πε0aR.

Задача 39
Напряженность электрического поля

−→
E = ar�r , где a—по-

стоянная, r—расстояние от центра поля. Найти плотность
зарядов ρ(r), создающих это поле.

Решение. Запишем теорему Гаусса для напряженности поля
внутри шара Ei:

4πr2Ei =

r∫
0

ρ(r1)4πr21 dr1

ε0
.
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Выражение в числителе дроби представляет собой заряд шара
радиуса r. Подставляя Ei = ar2 и дифференцируя по r,
получаем: ρ(r) = 4ε0ar. �

Ответ. ρ(r) = 4ε0ar.

Задача 40
Потенциал поля внутри заряженного шара зависит только от
расстояния до его центра как ϕ = ar2 + b, где a и b—постоян-
ные. Найти распределение объемного заряда ρ(r) внутри шара.

Решение. Согласно (10) имеем:

E = − ∂ϕ

∂r
= −2ar.

Записываем теорему Гаусса с учетом того, что по условию
задачи En = f(r). Поэтому введем обозначение En = Er и
запишем:

4πd(r2Er) =
1
ε0

dq =
1
ε0

ρ4πr2 dr,

где dq— заряд между сферами, радиусы которых r и r + dr.
Отсюда:

r2dEr + 2rEr dr =
1
ε0

ρr2 dr,
∂Er

∂r
+
2
r
Er =

ρ

ε0
;

подставив сюда Er = −2ar (учитывая, что для сферы Er =
En = E), получаем ρ = −6ε0a. �

Ответ. ρ = −6ε0a.
Задача 41
Шар радиуса R имеет положительный заряд, объемная плот-
ность которого зависит только от расстояния r до его центра
как ρ = ρ0

(
1− r

R

)
, где ρ0 —постоянная. Пренебрегая влиянием

вещества шара, найти:
1. Модуль напряженности электрического поля внутри и
вне шара как функцию r.

2. Максимальное значение модуля напряженности Emax и
соответствующее ему значение rmax.
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Решение.

1. Как и в предыдущей задаче, воспользуемся теоремой
Гаусса для вычисления напряженности внутри шара.

4πr2Ei =

r∫
0

ρ(r1)4πr21 dr1

ε0
.

Очевидно, что интеграл представляет собой заряд, за-
ключенный внутри сферы радиуса r. Подставляя вы-
ражение для ρ(r), интегрируя и производя несложные
преобразования, получаем:

E(r ≤ R) =
ρ0r

3ε0

(
1− 3r

4R

)
.

Для определения поля вне шара E(r ≥ R) запишем
выражение для полного заряда Q шара радиусом R:

Q =

R∫

0

ρ(r1)4πr21 dr1 =
πρ0R

3

3
.

Применив теорему Гаусса, получим:

E(r ≥ R) =
ρ0R

3

12ε0r2
;

видно, что при r = R E(r ≥ R) = E(r ≤ R).
2. Электрическое поле достигает максимума в точке, где

dE(r ≤ R)
dr

= 0.

Приходим к уравнению:
1
3
=

rmax

2R
,

отсюда
rmax =

2
3
R; Emax =

ρ0R

9ε0
. �

Ответ. 1. rmax =
2
3
R; 2. Emax =

ρ0R

9ε0
.
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Задача 42
Система состоит из шара радиуса R, заряженного сферически-
симметрично, и окружающей сферы, заполненной зарядом с
объемной плотностью ρ = α

r
, где α—постоянная, r—рас-

стояние от центра шара. Найти заряд шара, при котором
модуль напряженности электрического поля вне шара не за-
висит от r. Чему рана эта напряженность? Диэлектрическая
проницаемость всюду равна единице.

Решение. Окружим шар радиуса R шаром радиуса r и запи-
шем теорему Гаусса для этой системы.

4πr2E =
q +

r∫
R

ρ(r′)4πr′2 dr′

ε0
,

откуда

E =

q − 2παR2

r2
+ 2πα

4πε0
.

Видно, что E не зависит от r при q = 2παR2. Тогда E =
α

2ε0
.

�

Ответ. q = 2παR2; E =
α

2ε0
.

Задача 43
Бесконечно длинная прямая нить заряжена равномерно с ли-

нейной плотностью λ = 0,4
мкКл
м . Вычислить разность потен-

циалов точек 1 и 2, если точка 2 находится дальше от нити,
чем точка 1, в η =2 раза.

Решение.

Способ 1. Мысленно окружим участок нити единичной длины
цилиндром радиусом r и запишем теорему Гаусса:

2πrE =
λ

ε0
,
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c

x
B

dl

A

r′
dα

α
D

O

r
d �E dEx

dEy

y

Рис. 27

отсюда
E =

λ

2πε0r
,

ϕ1 − ϕ2 =

r2∫

r1

E dr =
λ

2πε0
ln η = 5 кВ.

Способ 2. Элемент нити длиной dl имеет заряд dQ = λdl
(рис. 27). В произвольной точке O напряженность,
создаваемая этим зарядом:

dE =
dQ

4πε0r′2
=

λdl

4πε0r′2
.

Из треугольника ADO находим:

r′ = r

cosα
.

Так как |AC| = r′ dα =
r dα

cosα
, то из треугольника

ABC определяем: dl =
AC

cosα
=

r dα

cos2 α
, с учетом

значения r и dl для dE получаем:

dE =
λdα

4πε0r
,

откуда
dEy =

λ cosαdα

4πε0r
;

dEx =
λ sinαdα

4πε0r
.
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Интегрируя, имеем:

Ey =

π
2∫

−π
2

λ cosα dα

4πε0r
=

λ

2πε0r
;

Ex =

π
2∫

−π
2

λ sinαdα

4πε0r
= 0.

Впрочем, из соображений симметрии ясно, что
Ex = 0 и последний интеграл можно не вычислять.
Таким образом:

E =
λ

2πε0r
.

Далее, как и выше.
Способ 3.

dE =
λdx

4πε0(x2 + r2)
.

Как и раньше, вычисляем только dEy:

dEy = dE cosα =
λr dx

4πε0 (x2 + r2)
3
2
;

Ey =
2λr
4πε0

∞∫

0

dx

(x2 + r2)
3
2
=

λ

2πε0r
.

Далее, как и в предыдущих случаях. �

Ответ. ϕ1 − ϕ2 =
r2∫
r1

E dr =
λ

2πε0
ln η = 5 кВ.

Задача 44
Заряд q распределен равномерно по объему шара радиуса R.
Пренебрегая влиянием вещества шара, найти потенциал:

1. В центре шара.
2. Внутри шара, как функцию расстояния r от его центра.
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Решение. Будем решать задачу в общем виде. Вспомним
определение потенциала как работы электрических сил при
переносе единичного положительного заряда из данной точки
в бесконечность. Эта работа будет складываться из двух сла-
гаемых — работы на пути от данной точки с радиус-вектором r
(r < R) до границы шара (r = R) и от границы до бесконечно-
сти. Запишем теорему Гаусса для внутренней области шара.

E(r≤R)4πr2 =
4ρπr3

3ε0
.

Учитывая, что объемная плотность заряда ρ =
3q
4πR3 , полу-

чаем:
E(r≤R) =

qr

4πε0R3 .

Для области r � R теорема Гаусса имеет вид:

E(r≥R)4πr2 =
q

ε0
,

откуда E(r≥R) =
q

4πε0r2
. Интересно отметить, что E(r≥R) соот-

ветствует полю точечного заряда. Общий потенциал:

ϕ =

R∫

r

E(r≤R)dr +
∞∫

R

E(r≥R) dr =
3q

8πε0R

(
1− r2

3R2

)
.

В центре шара r = 0:

ϕц =
3q

8πε0R
. �

Ответ. ϕ(r≤R) =
3q

8πε0R

(
1− r2

3R2

)
; ϕц =

3q
8πε0R

.

Задача 45
Объемная плотность электрического заряда зависит от рассто-
яния r до его центра, как ρ = ρ0 exp(−αr3). Найти:

1. Модуль напряженности электрического поля как функ-
цию r.

2. Значение модуля при αr3 � 1 и αr3 � 1.
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Решение.
1. Вырежем сферу радиуса r с центром в точке r = 0 и
запишем для нее теорему Гаусса.

E4πr2 =
Q

ε0
;

Q = ρ0

r∫

0

exp(−αr′3)dV = ρ0

r∫

0

exp(−αr′3)4πr′2 dr′ =

=
4πρ0
3α

[
1− exp(−αr3)] ;

E(r) =
ρ0

3ε0αr2
[
1− exp(−αr3)] .

2. При αr3 � 1 раскладываем exp(−αr3) в ряд Маклорена и
ограничиваемся первыми двумя членами. Получаем:

e−αr
3
= 1− αr3 + o(x);

E(r) =
ρ0αr

3

3ε0r2
=

αρ0r

3ε0
.

При αr3 � 1:
E(r) =

ρ0
3ε0r2

. �

Ответ.
E(r) =

ρ0
3ε0αr2

[
1− exp(−αr3)] ;

E(r) =
αρ0r

3ε0
, при αr3 � 1;

E(r) =
ρ0
3ε0r2

, при αr3 � 1.

Задача 46
На расстоянии a = 10 см от бесконечной проводящей плос-
кости находится точечный заряд q = 20 нКл. Вычислить
напряженность E электрического поля в точке A, удаленной
от плоскости на расстоянии a и от заряда q на расстоянии 2a.

Решение. Используя метод зеркального изображения, на-
рисуем эквивалентную схему задачи с фиксированным за-
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+Q

−Q

2a

2a A

Рис. 28

рядом-изображением q (рис. 28). Далее, используя принцип
суперпозиции и теорему косинусов, запишем:

E+ =
1
4πε0

q

4a2
; E− =

1
4πε0

q

8a2
;

cosα =
√
2
2
, так как треугольник −Q+QA—равнобедренный.

Тогда, используя теорему косинусов, можно записать:

Eр=
√

E2
++E2−−2|E+||E−| cosα= q

32πε0a2

√
5−2
√
2=3,32

кВ
м .

�
Ответ. Eр =

q

32πε0a2

√
5− 2

√
2 = 3,32

кВ
м .

Задача 47
Точечный заряд Q = +40 нКл находится на расстоя-
нии a = 30 см от бесконечной проводящей плоскости. Какова
напряженность E электрического поля в точке A?

Решение. Используя метод зеркальных изображений, нари-
суем эквивалентную схему с фиктивным зарядом-изображе-
нием −Q (рис. 29). Применяя принцип суперпозиции, вычис-
лим напряженность E в точке A.

EA = E+ − E− =
1
4πε0

Q

4a2
− 1
4πε0

Q

16a2
=

=
3Q

64πε0a2
= 750

В
м . �
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A

+Q

2a

a

a

−Q

Рис. 29

lα

a

Рис. 30

Ответ. EA =
3Q

64πε0a2
= 750

В
м.

Задача 48
Большая металлическая пластина расположена в вертикаль-
ной плоскости и соединена с землей (рис. 30). На расстоя-
нии a = 10 см от пластины находится неподвижная точка,
к которой на нити длиной l = 12 см подвешен маленький
шарик массой m = 0,1 г. При сообщении шарику заряда Q
он притянулся к пластине, в результате чего нить отклонилась
от вертикали на угол α = 30◦. Найти заряд Q шарика.

Решение. В состоянии равновесия кулоновская сила притя-
жения между зарядом и его фиктивным изображением равна
по величине и противоположна по направлению горизонталь-
ной составляющей силы тяжести.

Расстояние между шариком после придания ему заряда Q
и его фиктивным изображением

R = 2(a− l sinα);

FКул =
Q2

4πε0[2(a− l sinα)]2
;

Fгор. тяж = mg tgα;
Q2

4πε0[2(a− l sinα)]2
= mg tgα,

откуда Q = 2(a − l sinα)
√
4πε0mg tgα = 20 нКл. �

Ответ. Q = 2(a− l sinα)
√
4πε0mg tgα = 20 нКл.
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Задача 49
Небольшой шарик висит над горизонтальной проводящей плос-
костью на изолирующей упругой нити жесткости κ. После того
как шарик зарядили, он опустился на x см, и его расстояние
от проводящей плоскости стало равно l. Найти заряд шарика.

Решение.
Способ 1. После того как шарик зарядили, сила упругости

Fупр = −κx будет равна по модулю и противо-
положна по знаку кулоновской силе притяжения
между зарядом q и фиктивным зарядом-изображе-
нием −q, находящимися на расстоянии 2l друг от
друга. Таким образом, можем записать: |Fупр| =
|FКул|, или κx =

1
4πε0

q2

4l2
, откуда

q = 4l
√
πε0κx.

Способ 2. До зарядки шарика условие равновесия можно за-
писать в виде mg = κX, где X —первоначальное
растяжение пружины m—масса шарика. После за-
рядки, кроме силы тяжести, на шарик будет дей-
ствовать еще сила электростатического притяжения
со стороны фиктивного заряда-изображения. Усло-
вие равновесия приобретает вид:

mg +
q2

16πε0l2
= κ(X + x).

Решая совместно оба уравнения равновесия, полу-
чаем: q = 4l

√
πε0κx. �

Ответ. q = 4l
√
πε0κx.

Задача 50
Электрон вылетел по нормали с плоской поверхности про-
водника в вакуум, где создано однородное ускоряющее элек-
трическое поле с напряженностью E = 100 В

м
. Имея в виду

силы электрического взаимодействия между электроном и его

 

                             2 / 12



62 Глава 2. Теорема Гаусса

фиктивным изображением, найти, на каком расстоянии l от
поверхности проводника скорость электрона минимальна.

Решение. Минимальное значение скорости будет на расстоя-
нии lmin, которое соответствует условию

−→
F эл.ст −−→F изобр = 0,

где
−→
F эл.ст — сила, действующая на электрон в постоянном

электрическом поле,
−→
F изобр — сила взаимодействия с фиктив-

ным зарядом-изображением. При прохождении расстояния lmin

скорость начнет возрастать, так как
−→
F эл.ст все время остается

постоянной, а
−→
F изобр продолжает стремиться к нулю:

eE − e2

4πε04l2min

= 0,

где 2lmin —расстояние между электроном и фиктивным заря-

дом-изображением. Отсюда lmin =
√

e

16πε0E
= 6 мкм. �

Ответ. lmin =
√

e

16πε0E
= 6 мкм.

Задача 51
Точечный заряд q = 100 мкКл находится от проводящей плос-
кости на расстоянии l = 1,5 см. Какую работу надо совершить
против электрических сил, чтобы медленно удалить этот заряд
на очень большое расстояние от плоскости?

Решение. Кулоновская сила взаимодействия между заря-
дом q и зарядом-изображением −q определяется как

F = − q2

4πε0(2l)2
= − q2

16πε0l2
;

dA = F dl,

откуда

A = −
∞∫

l

q2 dl

16πε0l2
=

q2

16πε0l
≈ 0,15 Дж. �

Ответ. A =
q2

16πε0l
≈ 0,15 Дж.
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Задача 52
Два точечных заряда q и −q расположены на расстоянии l

друг от друга и на одинаковом расстоянии l

2
от проводящей

плоскости с одной стороны от нее. Найти модуль электрической
силы, действующей на каждый заряд.

Решение. Задача сводится к решению задачи взаимодей-
ствия четырех зарядов (рис. 31). В силу симметрии все силы,

1 2

34

q −q
l

2

l

Рис. 31

действующие на каждый заряд, равны. Рассмотрим заряд 2. Со
стороны зарядов 1 и 3 на него действуют силы притяжения:

Fпр =
q2

4πε0l2
.

По теореме Пифагора:

Fпр.рез =
q2

4πε0l2
√
2.

Между зарядами 2 и 4 действует сила отталкивания:
l0 =

√
2l.

Fот =
q2

4πε0l20
=

q2

8πε0l2
;

Fрез = Fпр.рез − Fот =
q2

4πε0l2

(√
2− 1

2

)
=

q2

8πε0l2
(2
√
2− 1). �

Ответ. Fрез =
q2

8πε0l2
(2
√
2− 1).

Задача 53
Три разноименных точечных заряда расположены в вершинах
квадрата с диагональю l = 50 см, как показано на рис. 32, а, где
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точка O —центр квадрата, AOB —прямой угол, образованный
двумя проводящими полуплоскостями. Найти силу, действую-
щую на заряд −q, если q = 11 мкКл.

Решение. Необходимо подобрать заряд или систему точеч-
ных зарядов, чтобы эквипотенциальная поверхность с ϕ = 0
совпала бы с проводящими полуплоскостями, потенциал ко-
торых равен нулю, так как они уходят в бесконечность
(рис. 32, б). В нашем случае достаточно одного фиктивного
заряда-изображения, расположенного в вершине квадрата. За-
пишем равнодействующую силу

−→
F р, действующую на заряд −q

со стороны двух зарядов q и фиктивного заряда −q:
−→
F р =

−→
F + +

−→
F + −−→F −, (88)

где
−→
F + — сила притяжения между положительным и отрица-

тельным зарядами;
−→
F − — сила отталкивания между отрица-

тельным зарядом и фиктивным зарядом-отражением. Сторона
квадрата a =

l√
2
. Перепишем уравнение (88) в скалярном виде

и вычислим Fр.

Fр =
√
8q2

4πε0l2
− q2

4πε0l2
=

q2

4πε0l2
(2
√
2− 1) = 8 Н. �

Ответ. Fр =
q2

4πε0l2
(2
√
2− 1) = 8 Н.

q

q

O

−q

A

a

2

a

2
a

a

B

а

A

B
q

q

−q

−q

O

F1

F2

б
Рис. 32
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Задача 54
Точечный заряд q = 2 мкКл находится между двумя
проводящими взаимно-перпендикулярными полуплоско-
стями (рис. 33, а). Расстояние от заряда до каждой
полуплоскости l = 5 см. Найти модуль силы, действующей
на заряд.

Решение. В данном случае условие эквипотенциальности
двух проводящих полуплоскостей обеспечат три фиктивных
заряда-изображения (рис. 33, б). Как и в предыдущей задаче,
запишем векторное и скалярное уравнения для равнодейству-
ющей силы, действующей на заряд q:

−→
F р =

−→
F + +

−→
F + −−→F −,

где обозначения сил приняты как и в предыдущей задаче. В
скалярном виде выражение для Fр с учетом L =

√
8l, где L—

диагональ квадрата, принимает следующий вид:

Fр =
√
2q2

16πε0l2
− q2

32πε0l2
=

q2

32πε0l2
(2
√
2− 1) = 3,3 Н. �

Ответ. Fр =
q2

32πε0l2
(2
√
2− 1) = 3,3 Н.

q

а

q

q

−q

−q

б

Рис. 33
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Задача 55
Точечный диполь с электрическим моментом

−→
P находится на

расстоянии l от проводящей плоскости. Найти силу, действую-
щую на диполь, если вектор

−→
P перпендикулярен плоскости.

Решение. Модуль силы, действующей на диполь, согласно
(16) определяется как

F = P

∣∣∣∣∂E∂l
∣∣∣∣ . (89)

Будем считать, что диполь P находится в поле диполя Pи, где
Pи—индуцированный диполь с электрическим моментом Pи,
который создает вдоль общей оси напряженность

E‖ =
1
4πε0

2Pи

r3
,

откуда
∂E

∂r
= − 3Pи

2πε0r4
. (90)

Подставляя (90) в (89) и учитывая, что P = Pn и r = 2l,
получаем:

F =
3P 2

32πl4ε0
. �

Ответ. F =
3P 2

32πl4ε0
.

Задача 56
Точечные заряды q1 и q2 находятся на расстоянии l друг от
друга. Определить силы F1 и F2, которые будут действовать на
эти заряды после того, как посредине между ними будет рас-
положена бесконечная металлическая пластина толщиной l

2
.

Решение. До внесения металлической пластины между заря-
дами действует кулоновская сила, обусловленная взаимодей-
ствием зарядов q1 и q2, находящихся на расстоянии l друг
от друга. После внесения металлической пластины каждый из
зарядов будет взаимодействовать с индуцированными на пла-
стине зарядами противоположного знака, а поскольку заряды
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разные, то и силы взаимодействия также разные и определя-
ются следующими выражениями:

F1 =
q21

πε0l
2 ; F2 =

q22
πε0l

2 .

�

Ответ. F1 =
q21

πε0l
2 ; F2 =

q22
πε0l

2 .

Задача 57
Точечный заряд q находится на расстоянии l от проводящей
плоскости. Определить поверхностную плотность зарядов, ин-
дуцированных на плоскости, как функцию расстояния r от ос-
нования перпендикуляра, опущенного из заряда на плоскость.

Решение. Опять используем метод зеркального изображе-
ния. Плоскость S является эквипотенциалью с ϕs = 0
(рис. 34). Нормальная составляющая напряженности электри-
ческого поля:

En = −E cosα = − q cosα
4πε0R2 = −

ql

4πε0(l2 + r2)
3
2
.

Здесь знак «−» связан с тем, что нормальная составляющая
направлена к поверхности (внутрь ее). Результирующая со-
ставляющая Eр = 2En, так как зеркальный заряд-изображение
дает точно такую же нормальную составляющую. Получаем:

σ = ε0Eр = − ql

2π(l2 + r2)
3
2
. �

Ответ. σ = − ql

2π(l2 + r2)
3
2
.

Задача 58
Очень длинная нить расположена перпендикулярно проводя-
щей плоскости и не доходит до нее на расстояние l. Нить заря-
жена равномерно с линейной плотностью λ. Пусть точка O—
след нити на плоскости. Найти поверхностную плотность за-
ряда на плоскости:

1. В точке O.
2. В зависимости от расстояния r до точки O (рис. 35).
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α

α

R
l

r

−E −E

Eр

Рис. 34

α

O l
r

x

Рис. 35

Решение.
1. Как и в предыдущей задаче, используем метод зеркаль-
ного изображения. Каждый элемент нити dx создает в
точке O поле dE. Имеем:

dE =
1
4πε0

dq

x2
=

1
4πε0

λdx

x2
,

откуда:

E =
λ

4πε0

∞∫

l

dx

x2
=

λ

4πε0l
.

С учетом «зеркального» заряда, а также σ = ε0Eр,
получаем:

Eр =
λ

2πε0l
; σ =

λ

2πl
.

2. Запишем:
dEn = dE cosα; (91)

dE =
λdx

4πε0(x2 + r2)
; (92)

cosα =
x√

x2 + r2
. (93)

Подставляя (92), (93) в (91), получаем

En =
λ

4πε0

∞∫

l

x dx√
(x2 + r2)3

=
λ

4πε0
√
r2 + l2

.
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Как и в предыдущем случае, учитывая «зеркальное»
изображение нити, получаем:

Eр = 2En =
λ

2πε0
√
r2 + l2

;

σ(r) =
λ

2π
√
r2 + l2

. �

Ответ. σ =
λ

2πl
; σ(r) = λ

2π
√
r2 + l2

.

Задача 59
Тонкая бесконечно длинная нить имеет заряд λ на единицу
длины и расположена параллельно проводящей плоскости.
Расстояние между нитью и плоскостью равно l. Найти:

1. Модуль силы, действующей на единицу длины нити;
2. Распределение поверхностной плотности заряда σ(x) на
плоскости (здесь x—расстояние от прямой до плоскости,
где σ = max).

Решение.
1. Воспользуемся теоремой Гаусса для расчета потока E

через боковую поверхность цилиндра радиуса r и высо-
той h, ось которого совпадает с нитью:

2πrhE =
λh

ε0
,

отсюда
E =

λ

2πε0r
. (94)

Учитывая, что F = qE, q = λ для единичной длины нити
и r = 2l, запишем:

F =
λ2

4πε0l
.

Этот результат можно получить другим способом. На
единичный элемент нити с зарядом λ со стороны эле-
мента dx «зеркальной» нити действует сила:

dF =
λ2

4πε0
dx

x2
,
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откуда
F =

λ2

4πε0

∞∫

2l

dx

x2
=

λ2

4πε0l
.

2. Так как напряженность около плоскости перпендику-
лярна ей, то, учитывая (94), запишем:

En(x) = 2E cosα =
λl

πε0(x2 + l2)
,

отсюда
σ(x) = ε0En =

λl

π(x2 + l2)
. �

Ответ. F =
λ2

4πε0l
; σ(x) =

λl

πε0(x2 + l2)
.

Задача 60
Внутри шара, заряженного равномерно с объемной плотно-
стью ρ, имеется сферическая полость. Центр полости смещен
относительно центра шара на расстояние −→a . Пренебрегая вли-
янием вещества шара, найти напряженность E внутри полости.

Решение. Воспользуемся методом наложения. Предположим
сначала, что большая сфера заполнена «положительной элек-
трической жидкостью» с плотностью ρ (рис. 36). Воспользо-
вавшись результатом задачи 44, вычислим E(r+). Затем на
место полости мысленно наложим сферу с «отрицательной
электрической жидкостью» с плотностью −ρ и вычислим
E(r−). Теперь воспользуемся принципом суперпозиции полей
для произвольной точки A, находящейся внутри полости:

−→
E =

−→
E (r+) +

−→
E (r−) = ρ

(−→r + −−→r −
3ε0

)
=

ρ−→a
3ε0

. �

Ответ.
−→
E =

ρ−→a
3ε0
.

Задача 61
Найти напряженность E электрического поля в области пере-
сечения двух шаров, равномерно заполненных разноименными
по знаку зарядами с объемной плотностью ρ и −ρ, если рас-
стояние между центрами шаров равно −→a (рис. 37).
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a

Рис. 36

a

ρ −ρ

Рис. 37

y

ϑ

Рис. 38

Решение. Проводя рассуждения, аналогичные рассужде-
ниям предыдущей задачи, получаем абсолютно такой же ре-
зультат: −→

E =
−→
E+ +

−→
E− = ρ

( −→r + −−→r −
3ε0

)
=

ρ−→a
3ε0

.

Результат не очевидный, так как
−→
E не зависит ни от радиуса

шаров, ни от их взаимного расположения. �

Ответ.
−→
E =

ρ−→a
3ε0
.

Задача 62
Заряд распределен по поверхности сферы с плотностью
σ = σ0 cos ϑ, где σ0 —постоянная, ϑ—полярный угол. Найти
напряженность

−→
E внутри сферы.

Решение. Представляем сферу с зарядом, распределенным
по поверхности, в виде двух одинаковых сфер с «положи-
тельной электрической оболочкой» и «отрицательной элек-
трической оболочкой» одинаковой плотности и наложенных
друг на друга с очень малым смещением −→a (рис. 38). Тогда,
переходя от объемной к поверхностной плотности, с учетом
σ = ρa cos ϑ = σ0 cos ϑ и результата решения двух предыдущих
задач, можно записать:

−→
E = − σ0

3ε0

−→
j ,

где
−→
j —орт оси y. �

Ответ.
−→
E = − σ0

3ε0

−→
j .
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Глава 3

ДИЭЛЕКТРИКИ
В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

Поляризация, диэлектрическая проницаемость ве-
щества, теорема Гаусса для векторов

−→
P ,
−→
D , пре-

ломление линий
−→
E и

−→
D на границе диэлектриков,

электрическая энергия системы зарядов

Как мы выяснили выше, заряды в проводниках под действием
электрического поля выстраиваются так, чтобы поле внутри
стало равно нулю. Диэлектрики — вещества, не проводящие
электричество; в них, в отличие от металлов и электролитов,
нет зарядов, способных переносить электрический ток.

Диэлектрики построены либо из нейтральных зарядов,
либо из заряженных ионов, закрепленных в узлах кристалличе-
ской решетки. Мы будем рассматривать только диэлектрики,
построенные из нейтральных молекул. Такие диэлектрики в
природе существуют в двух видах. У диэлектриков первого
типа которых центры масс положительного и отрицательного
зарядов не совпадают даже при отсутствии внешнего поля.
Такие диэлектрики называются полярными. У диэлектриков
второго типа каждый атом молекулы имеет равномерное рас-
пределение электронов вокруг ядра. Диэлектрики первого типа
изначально представляют собой диполь, а диэлектрики второго
типа становятся диполями под действием внешнего поля, так
как в таких диэлектриках под действием внешнего поля ядро
и электроны смещаются в противоположные стороны.

Под воздействием внешнего электрического поля заряды,
входящие в состав диэлектрика, не срываются полем со своих
мест, а лишь несколько смещаются из положения равновесия в
некоторые новые равновесные положения.
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Равнодействующая электрических сил, действующих на
нейтральную молекулу в однородном (E = const) электри-
ческом поле, очевидно, равна нулю; поэтому центр тяжести
молекулы диэлектрика в однородном поле остается неподвиж-
ным. Однако электрические частицы противоположных зна-
ков, входящие в состав молекул диэлектрика, должны под
воздействием сил поля смещаться в противоположные сто-
роны—молекула деформируется. Поэтому, чтобы определить
воздействие поля на диэлектрик, нужно прежде всего найти
удобную количественную характеристику распределения заря-
дов в нейтральной молекуле. Такой характеристикой любой, в
целом нейтральной, системы зарядов может служить вектор
электрического момента этой системы

−→
P , определяемый

равенством −→
P =

1
ΔV

∑−→
P i.

Вектор
−→
P называют поляризованностью диэлектрика.

При наложении внешнего поля на объем ΔV диэлектрика в нем
возникает поляризация, при этом положительный заряд ρ′+ΔV

смещается относительно отрицательного заряда на величину �l,
и эти заряды приобретут дипольный момент Δ

−→
P = ρ′+ΔV

−→
l .

Для единицы объема −→
P = ρ′+

−→
l .

Экспериментально установлено, что
−→
P = κε0

−→
E, (95)

где κ — безразмерная величина, называемая диэлектрической
восприимчивостью вещества,

−→
E —напряженность поля в ди-

электрике.
При наложении на диэлектрик внешнего поля

−→
E 0 на его мо-

лекулы будут действовать моменты сил, стараясь развернуть
их вдоль линий поля, и, хотя баланс между положительными
и отрицательными зарядами сохранится, на противоположных
поверхностях диэлектрика возникнут слои разноименных заря-
дов, которые называются поляризованными, связанными
или поверхностными. Они создадут свое собственное поле−→
E ′, направленное противоположно

−→
E 0 (рис. 39). Таким обра-
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�E0

�E′

Рис. 39

зом, поле внутри диэлектрика:
−→
E =

−→
E 0 +

−→
E ′, или в скалярном виде E = E0 − E′. (96)

Очевидно, что поле
−→
E <

−→
E 0. Отношение ε =

E0

E
зависит от

диэлектрических свойств материалов и называется диэлек-
трической проницаемостью вещества; оно показывает,
во сколько раз величина напряженности электрического поля
внутри однородного диэлектрика меньше величины напряжен-
ности внешнего поля. Заряды, которые не входят в состав
молекул диэлектрика, называются сторонними. Они могут
находиться как внутри, так и вне диэлектрика.

Теорема Гаусса для поля вектора
−→
P :∮ −→

P d
−→
S = −qвнутр. связ.. (97)

Физический смысл теоремы заключается в следующем. При
наложении на диэлектрик внешнего электрического поля ди-
электрик, как мы знаем, начинает поляризоваться. Левая часть
выражения (97) представляет собой весь заряд, вышедший
на поверхность S, а правая часть равна оставшемуся внутри
связанному заряду с обратным знаком.

Можно показать, что объемная плотность избыточных свя-
занных зарядов внутри диэлектрика будет равна нулю при
одновременном выполнении двух условий:
• диэлектрик должен быть однородным;
• внутри него не должно быть сторонних зарядов.
Такой изотропный диэлектрик произвольной формы, помещен-
ный в электрическое поле любой конфигурации, при поля-
ризации приобретет только поверхностные связанные заряды,
объемные же избыточные связанные заряды по всему объему
будут равны нулю. Нормальная составляющая вектора

−→
P на
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границе раздела двух однородных изотропных диэлектриков
испытывает разрыв, величина которого зависит от плотности
поверхностного заряда σ′:

P2n − P1n = −σ′. (98)
Если среда 2— вакуум, то P2n = 0;

P1n = σ′. (99)
С учетом (95):

σ′ = κε0En, (100)

где En —проекция вектора
−→
E внутри диэлектрика, вблизи

поверхности, на внешнюю нормаль. Связь между напря-
женностью

−→
E , поляризованностью

−→
P и сторонними

зарядами выражается теоремой Гаусса для поля вектора
−→
D :∮ −→

Dd
−→
S = qвнутр. стор.,

где −→
D = ε0

−→
E +

−→
P ; (101)

qвнутр. стор. — алгебраическая сумма сторонних зарядов, охва-
тываемых поверхностью S.

Связь между векторами
−→
D и

−→
E в случае изотропных

диэлектриков поляризованностью
−→
P = κε0

−→
E имеет вид

−→
D = εε0

−→
E , (102)

где ε—диэлектрическая проницаемость вещества.
Физический смысл ε:

E =
E0

ε
. (103)

Из выражения (103) видно, что ε показывает, во сколько раз
ослабляется электрическое поле за счет диэлектрика.

Отличие вектора
−→
E от

−→
D

Линии вектора
−→
E могут начинаться и заканчиваться как на

сторонних, так и на связанных зарядах, источниками и
стоками вектора

−→
E являются любые заряды. Вектор

−→
D введен

для формализации расчета и связывает через теорему Гаусса
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поток вектора
−→
D через произвольную поверхность S с алгебра-

ической суммой сторонних зарядов, находящихся внутри этой
поверхности. Истоками и стоками

−→
D служат сторонние за-

ряды. Важно уяснить, что поле вектора
−→
D зависит не только

от сторонних, но и от связанных зарядов (через соотношение
D = εε0E), и что вектор

−→
D не имеет физического смысла, а

введен лишь для формализации расчета и «работает» лишь в
ограниченном числе симметричных случаев.

Условия на границе

Пусть на границе раздела двух диэлектриков 1 и 2 находится
поверхностный сторонний заряд с плотностью σ. Тогда E1τ =
E2τ , т. е. тангенциальная составляющая вектора

−→
E при пере-

ходе через границу не изменяется.
Для вектора

−→
D можно записать D2n − D1n = σ, т. е.

нормальная составляющая
−→
D претерпевает скачок. Если же

сторонние заряды на границе отсутствуют, то при переходе гра-
ницы Eτ и Dn не изменяются, а En и Dτ претерпевают скачок.
Еще раз подчеркнем, что Eτ не изменяется в обоих случаях.

Преломление линий
−→
E и

−→
D

Если сторонних зарядов на границе раздела нет, то (рис. 41):
tgα2

tgα1
=

ε2
ε1

.

α2

α1

Поле �E Поле �D
ε2 > ε1

Рис. 40

E2τ

α2E2n

2
1

α1

E1nE1

E2

E1τ

Рис. 41
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Электроемкость, конденсаторы

Практически во всех изделиях электронной техники, компью-
терных системах и т. п. используются такие устройства, как
конденсаторы, способные накапливать в себе большое коли-
чество зарядов без заметного изменения потенциала. В про-
стейшем случае конденсатор представляет собой две плоскопа-
ралльные металлические пластины, заряженные равными, но
противоположными зарядами Q. Промежуток между пласти-
нами величиной d заполнен диэлектриком проницаемостью ε.
Поскольку заряды разноименные, то они будут притягиваться
и равномерно распределяться по поверхности пластин с плот-
ностью +σ и −σ соответственно, создавая между пластинами
поле E = σ

ε0ε
.

Тогда разность потенциалов между пластинами:

Δϕ = ϕ1 − ϕ2 = U = Ed =
σd

ε0ε
=

dQ

ε0εS
,

где S —площадь пластин.
Запишем это выражение в виде:

Q =
ε0εS

d
U = CU,

где величина C =
ε0εS

d
называется емкостью плоского конден-

сатора.

Соединение конденсаторов

Опыт показывает, что между зарядом какого-либо проводника
Q и его потенциалом существует соотношение Q = CΔϕ.

При параллельном соединении одна из обкладок каждого
конденсатора имеет потенциал ϕ1, а другая ϕ2. Следовательно,
на каждой из двух систем обкладок накапливается суммарный
заряд:

Q =
∑

Qk =
∑

Ck(ϕ1 − ϕ2) = (ϕ1 − ϕ2)
∑

Ck;

C =
Q

ϕ1 − ϕ2
=
∑

Ck.
(104)

При последовательном соединении N конденсаторов вторая
обкладка первого конденсатора образует с первой обкладкой
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второго единый проводник, на котором при подаче напряжения
на батарею возникают индуцированные заряды такой же вели-
чины, как заряд на первой обкладке первого и второй обкладке
N -го конденсатора. То же самое справедливо для второй
обкладки второго и первой обкладки третьего конденсатора
и т. д. Следовательно, для всех конденсаторов, включенных
последовательно, характерна одинаковая величина заряда q на
обкладках. Тогда:

Uk =
q

Ck
.

Сумма этих напряжений равна разности потенциалов, при-
ложенной к батарее:

ϕ1 − ϕ2 =
∑

Uk =
∑ q

Ck
= q
∑ 1

Ck
,

откуда
1
C
=
∑ 1

Ck
. (105)

Электрическая энергия системы зарядов

Работа, необходимая для сближения двух зарядов с очень
большого расстояния до промежутка r12, равна, как следует

из определения потенциала, q1q2
4πε0r 12

.

Из принципа суперпозиции следует, что при большом ко-
личестве зарядов полная энергия системы есть сумма вели-
чин, определяемых формулой, выражающей взаимодействие
каждой пары зарядов по отдельности. Если q1 и q2—какие-то
два из множества зарядов, расстояние между которыми rij, то

энергия взаимодействия этой пары равна q1q2
4πε0r ij

.

Полная электростатическая энергия W равна сумме энер-
гий всех пар зарядов (N):

W =
1
2

∑
qiϕi, (106)

где qi — i-й заряд системы; ϕi —потенциал, создаваемый в
месте нахождения i-го заряда всеми остальными зарядами
системы.
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Рекомендации по решению задач

1. Если в задаче требуется найти связанные заряды или по-
верхностную плотность связанных зарядов на границе раз-
дела двух сред (задача 64), то для решения задач подобного
типа пользуйтесь теоремой Гаусса для вектора

−→
P :∮ −→

P
−→
dS = −qвн

и соотношением P2n − P1n = −σ′.
Часто считают, что поле вектора

−→
P зависит только от

связанных зарядов. На самом деле оно зависит как от
связанных, так и от сторонних, поскольку они связаны
соотношением

−→
P = κε0

−→
E . Связанные заряды определяют

лишь поток вектора
−→
P через замкнутую поверхность S,

охватывающую эти заряды.
2. Если в условии задачи дана величина только стороннего
заряда (задача 65), теорему Гаусса для вектора

−→
E приме-

нять нельзя, даже в симметричном случае, так как поле
−→
E

зависит от связанных зарядов, а они в свою очередь зависят
от поля

−→
E . В таких случаях применяется теорема Гаусса

для вектора
−→
D :∮ −→

D
−→
dS = −qвнутр.стор., где

−→
D = ε0

−→
E +

−→
P .

3. При решении задач на расчет емкости системы конденса-
торов задача упрощается, если увидеть в системе скрытую
симметрию, приводящую к нулевой разности потенциалов
на обкладках конденсатора (задача 70), после чего этот
конденсатор может быть изъят из системы, а полученная
емкость легко вычислена.

4. В задачах, где требуется определить емкость конденсатора,
когда ε постоянна либо меняется по какому-то закону
ε = f(x), можно рекомендовать следующий алгоритм —
мысленно сообщая одной из обкладок заряд q и приме-
няя теорему Гаусса, получаем выражения для напряжен-
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ности поля:
E =

q

ε0f(x)S
; (107)

вычисляем Δϕ:

Δϕ =

b∫

a

E dx =
q

ε0S

b∫

a

dx

f(x)
. (108)

Пределы интегрирования определяются конфигурацией
конденсатора. В случае плоского конденсатора a = 0;
b = d, где d—расстояние между пластинами; в случае
сферического конденсатора a = r1; b = r2 и т. д. Затем по

формуле C =
q

Δϕ
вычисляем емкость.

Задача 63
Точечный сторонний заряд q находится в центре шара из
однородного диэлектрика с проницаемостью ε. Найти поля-
ризованность диэлектрика

−→
P как функцию радиус-вектора −→r

относительно центра шара, а также связанный заряд q′ внутри
сферы, радиус которой меньше радиуса шара.

Решение. Применим теорему Гаусса для электрической ин-

дукции D. Имеем: 4πr2D = q, откуда D =
q

4πr2
, с учетом (101):

P = D − ε0E =
q

4πr2

(
1− 1

ε

)
=

q(ε− 1)
4πr2ε

,

а также
E =

q

4πε0εr2
.

Связанный заряд найдем, используя теорему Гаусса для век-
тора

−→
P : ∮ −→

P d−→s = q(ε− 1)
ε

= −q′. �

Ответ. P =
q(ε− 1)
4πr2ε

; q′ = − q(ε− 1)
ε

.
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Задача 64
Точечный сторонний заряд q находится в центре диэлектри-
ческого шара радиуса a с проницаемостью ε1. Шар окружен
безграничным диэлектриком с проницаемостью ε2. Найти по-
верхностную плотность связанных зарядов на границе раздела
этих диэлектриков.

Решение. В предыдущей задаче, применяя теорему Гаусса
для вектора

−→
P , мы показали, что
−→
P1 =

ε1 − 1
ε1

q

4πr2
;
−→
P2 =

ε2 − 1
ε2

q

4πr2
.

Согласно (98) поверхностная плотность связанного заряда
определяется скачком поляризованности при r = a:

σ′ = P1n − P2n =
q

4πa2ε1ε2
(ε1 − ε2). �

Ответ. σ′ = q

4πa2ε1ε2
(ε1 − ε2).

Задача 65
Бесконечно большая пластина из однородного диэлектрика с
проницаемостью ε заряжена равномерно сторонним зарядом с
объемной плотностью ρ. Толщина пластины 2d. Найти:

1. Модуль напряженности электрического поля и потен-
циал как функцию расстояния l от середины пластины
(потенциал в середине пластины ϕ = 0); взяв ось x пер-
пендикулярно пластине, изобразить примерные графики
зависимостей проекции Ex(x) и потенциала ϕ(x).

2. Объемную и поверхностную плотности связанных заря-
дов.

Решение.
1. Для нахождения E(l) воспользуемся теоремой Гаусса
для вектора

−→
D . Выберем замкнутую поверхность в виде

цилиндра с площадью основания S, параллельного плос-
костям пластины, и высотой 2l (l < d):∮

DdS = 2ρSl, 2SD = 2ρSl.
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Так как D = εε0E, то

E(l < d) =
ρl

εε0
. (109)

Для вычисления E(l > d) возьмем цилиндр с l > d. Тогда
теорема Гаусса, с учетом ε = 1 для вакуума, примет вид:

2SE(l > d) =
ρ2Sd

ε0
,

откуда
E(l ≥ d) =

ρd

ε0
, (110)

ϕ = −
l∫
0

E(l′) dl′; подставляя значение E для обоих слу-

чаев, получаем:

ϕ(l ≤ d) = − ρ

2ε0ε

l∫

0

E(l′)dl′ = − ρl′2

2ε0ε

∣∣∣∣
l

0

= − ρl2

2ε0ε
.

ϕ(l ≥ d) = ϕ(l = d) + ϕ(l > d) =

= − ρd2

2ε0ε
−
l∫

d

E(l′)dl′ = − ρd2

2ε0ε
− ρd

ε0
l′
∣∣∣∣
l

d

=

= − ρd2

2ε0ε
− ρdl

ε0
+

ρd2

ε0
= − ρd

ε0

(
d

2ε
+ l − d

)
.

Видно, что при l = d значения потенциалов совпадают.
На рис. 42 изображены зависимости проекции Ex(x) и
потенциала ϕ(x).

2. Согласно (99) и (100)

σ′ = Pn = κε0En,

−d +d

ϕ
x

Ex, ϕ

Ex

Рис. 42
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где κ = ε− 1. Тогда σ′ = (ε− 1)ε0En. Согласно (109) при
l = d

σ′ = (ε− 1)ρd
ε

.

Для определения объемной плотности связанного заряда
ρ′ воспользуемся соотношением ∇−→P = −ρ′, которое в
нашем простейшем случае будет иметь вид:

ρ′ = − ∂Px

∂x
= − ∂

∂x

(
ε− 1
ε

ρx
)
= − ε− 1

ε
ρ,

где ρ′ — объемная плотность связанного заряда. �

Ответ. E(l < d) =
ρd

εε0
; E(l ≥ d) =

ρd

ε0
;

ϕ(l ≤ d) = − ρl2

2εε0
; ϕ(l ≥ d) = − ρd

ε0

(
d

2ε
+ l − d

)
;

ρ′ = − ρ(ε− 1)
ε

; σ′ = ρd(ε− 1)
ε

.

Задача 66
У плоской поверхности однородного диэлектрика с прони-
цаемостью ε напряженность электрического поля в вакууме
равна E0, причем вектор

−→
E 0 составляет угол ϑ с нормалью к

поверхности диэлектрика (рис. 43). Считая поле внутри и вне
диэлектрика однородным, найти:

1. Поток вектора E через сферу радиуса R с центром на
поверхности диэлектрика.

2. Циркуляцию вектора
−→
D по контуру Γ длины l, плоскость

которого перпендикулярна поверхности диэлектрика и
параллельна вектору

−→
E 0.

Решение.
1. Воспользовавшись соотношениями

−→
D1n =

−→
D2n;

−→
E n =

−→
Dn

εε0
=
−→
E 0n

ε
=
(−→

E 0

ε

)
cos ϑ;

−→
E 0n =

−→
E 0 cos ϑ,
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84 Глава 3. Диэлектрики в электрическом поле

рассчитываем поток вектора E через сферу радиуса R с
центром на поверхности диэлектрика:∮

E dS = E0πR
2 cos ϑ

(
ε− 1
ε

)
,

где
−→
E n —нормальная составляющая

−→
E в диэлектрике;−→

E 0n —нормальная составляющая
−→
E 0 в вакууме.

2. Обозначим
−→
Dв— величина вектора

−→
D в вакууме,

−→
Dд—

величина вектора
−→
D в диэлектрике. Тогда, учитывая

Dв = −ε0E0 sinϑ:

Dд = εε0E0l sinϑ;∮ −→
Dd−→r = −ε0E0l sinϑ(ε− 1). �

Ответ.
∮
E dS = E0πR

2 cosϑ
(
ε− 1
ε

)
;

∮−→
Dd−→r = −ε0E0l sinϑ(ε− 1).

Задача 67
Точечный сторонний заряд q находится в центре шара ради-
усом a из однородного изотропного диэлектрика проницаемо-
стью ε. Найти напряженность E поля как функцию расстоя-
ния r от центра данного шара.

Решение. Используем теорему Гаусса для вектора
−→
D (вос-

пользоваться аналогичной теоремой для вектора
−→
E мы не

можем, так как нам не известен связанный заряд). Теорема
Гаусса для

−→
D :

4πr2Dr = q.

Учитывая, что
−→
D = εε0

−→
E , находим:

E(r < a) =
1
4πε0

q

εr2
; E(r > a) =

1
4πε0

q

r2
. �

Ответ. E(r < a) =
1
4πε0

q

εr2
; E(r > a) =

1
4πε0

q

r2
.
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Задача 68
Половина пространства между обкладками сферического кон-
денсатора заполнена (рис. 44) однородным диэлектриком с
проницаемостью ε. Заряд конденсатора q. Найти модуль напря-

E0
ϑn

R
ε

l r

Рис. 43

ε

Рис. 44

женности электрического поля между обкладками как функ-
цию расстояния r от центра конденсатора.

Решение. Запишем теорему Гаусса для нашего случая:

E2πr2 + εE2πr2 =
q

ε0
,

откуда
E =

q

2πε0(ε+ 1)r2
. �

Ответ. E =
q

2πε0(ε+ 1)r2
.

Задача 69
Найти емкость системы одинаковых конденсаторов, изобра-
женных на рис. 45, а. Емкость каждого из конденсаторов
равна C.

C1

C2 C3

C4 C5 C6

а

C1C2

C3C4

C5 C6

б

CC

C

C

C

в

Рис. 45
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Решение. Перерисуем схему, как показано на рис. 45, б. Из
симметрии схемы следует, что разность потенциалов пластин
конденсатора C3 равна нулю. Следовательно, этот конденса-
тор не заряжен и может быть изъят (рис. 45, в). Полученная
емкость может быть легко вычислена:

C0 = С+
C2

2C
+

C2

2C
= 2C. �

Ответ. C0 = 2C.

Задача 70
Пять различных конденсаторов соединены согласно схеме, при-
веденной на рис 46. Определить электроемкость C4, при кото-
рой электроемкость всего соединения не зависит от величины
электроемкости C5. Принять

C1 = 8 пФ, C2 = 12 пФ, C3 = 6 пФ.

Решение. Электроемкость всего соединения не будет зави-
сеть от величины C5, если разность потенциалов между ее
пластинами будет равна нулю. Так как C1 и C2, а также
C3 и C4 соединены последовательно, то на обкладках C1 и
C2, как у последовательно соединенных конденсаторов, заряд
положительно заряженной обкладки будет равен Q1, а у C3 и
C4— соответственно Q2. Условие равенства нулю потенциала
между пластинами C5 запишем следующим образом:⎧⎪⎨

⎪⎩
Q1

C1
=

Q2

C3
;

Q1

C2
=

Q2

C4
,

откуда C4 =
C2C3

C1
= 9 пФ. �

Ответ. C4 =
C2C3

C1
= 9 пФ.

Задача 71
Первоначально пространство между обкладками плоского кон-
денсатора заполнено воздухом и напряженность электриче-
ского поля в зазоре равна E0. Затем половину зазора, как
показано на рис. 47, заполнили однородным диэлектриком с
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C1 C2

C3 C4

C5

Рис. 46

1
2 ε

Рис. 47

проницаемостью ε. Найти модули векторов
−→
E и

−→
D в обеих

частях зазора (1 и 2), если при введении диэлектрика:
1. Напряжение между обкладками не менялось.
2. Заряды на обкладках оставались неизменными.

Решение.
1. Эквивалентная схема после введения диэлектрика будет
представлять собой два последовательно соединенных

конденсатора с расстоянием между обкладками d

2
, у

одного из которых оно заполнено диэлектриком с прони-
цаемостью ε. Так как при последовательном соединении
разность потенциалов на концах батареи конденсаторов
равна сумме разности потенциалов на каждом конденса-
торе, то

U0 = U1 + U2. (111)

Отсюда с учетом (104), а также неизменности напряже-
ния:

Q0

C0
=

Q

C1
+

Q

C2
= Q

( 1
C1
+

1
εC1

)
=

Q

C1

(1 + ε

ε

)
,

где Q0, U0 и C0 — заряд, разность потенциалов и емкость
конденсатора до введения диэлектрика; Q1, U1, U2, C1 и
C2 — заряд, разность потенциалов и емкости конденсато-
ров эквивалентной схемы.

Так как C1 = 2C0, тоQ0 = Q
(1 + ε

2ε

)
, илиQ = Q0

( 2ε
1 + ε

)
.

U1 =
Q

C1
=

Q0

2C0

2ε
(1 + ε)

= U0
ε

1 + ε
, где Q0

C0
= U0;

−→
E1 =

2U1

d
=

2U0ε

d(1 + ε)
=
2ε
−→
E0

ε+ 1
.
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Для вакуума
−→
D1 = ε0

−→
E1 =

2ε0ε
−→
E0

ε+ 1
;

U2 =
Q

C2
=

Q

εC1
=

Q02ε
1 + ε

1
εC1

= U0
1

1 + ε
;

−→
E2 =

2U0

d

1
1 + ε

=
2
−→
E0

ε+ 1
.

При переходе границы двух диэлектриков Dn сохраня-
ется, таким образом,

−→
D1 =

−→
D2.

2. U1=
Q

2C0
=

U0

2
;
−→
E1=

U0

2d
=
−→
E0;

−→
D1= εε0

−→
E1= ε

−→
E0;

U2=
Q

2εC0
=

U0

2ε
;
−→
E2=

2U0

2dε
=
−→
E0

ε
;
−→
D2=

−→
D1= ε0

−→
E0. �

Ответ. 1. E1 = 2εE0/(ε + 1); E2 = 2E0/(ε+ 1);
D1 = D2 = 2εε0E0/(ε + 1). 2. E1 = E0; E2 = E0/ε;

D1 = D2 = ε0E0.

Задача 72
Решить предыдущую задачу с тем отличием, что диэлектриком
заполнили половину зазора, как показано на рис. 48.

Решение.
1. Эквивалентная схема после введения диэлектрика будет
представлять собой два параллельно соединенных кон-
денсатора:

U1 = U2 = U0,

отсюда следует:
E1 = E2 = E0;
D1 = ε0E0; D2 = εε0E0.

2. Q— заряд на каждом конденсаторе; C и εC — емкости
конденсаторов.

1 2

ε

Рис. 48
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Поскольку конденсаторы соединены параллельно, то мо-
жем записать:

U =
2Q

C(ε+ 1)
.

С учетом того, что E =
U

d
; E0 =

Q

Cd
, получаем:

E1 = E2 = E =
2Q

Cd(ε+ 1)
=
2E0

ε+ 1
;

D1 =
2εE0

ε+ 1
; D2 =

2εε0E0

ε+ 1
. �

Ответ. 1. E1 = E2 = E0, D1 = ε0E0; D2 = εε0E0;

2. E1 = E2 = 2E0/(ε + 1); D1 =
2εE0

ε+ 1
; D2 =

2εε0E0

ε+ 1
.

Задача 73
Зазор между обкладками плоского конденсатора заполнен изо-
тропным диэлектриком, проницаемость которого изменяется
в перпендикулярном обкладкам направлении — растет линейно
от ε1 до ε2. Площадь каждой обкладки S, расстояние между
ними d. Найти емкость конденсатора.

Решение. Воспользуемся алгоритмом, предложенным в мето-
дических указаниях. Согласно (107):

E =
Q

ε0f(x)S
=

Q

ε0(ε1 +
ε2 − ε1

d
x)S

,

где f(x) = ε1 +
df(x)
dx

x = ε1 +
ε2 − ε1

d
x.

Δϕ =

d∫

0

E dx =
Q

ε0S

d∫

0

dx

ε1 +
ε2 − ε1

d
x

=
Qd

ε0S(ε2 − ε1)
ln

ε2
ε1
;

C =
Q

Δϕ
=

ε0S(ε2 − ε1)

d ln
ε2
ε1

. �

Ответ. C =
ε0S(ε2 − ε1)

d ln
ε2
ε1

.

 

                             6 / 12



90 Глава 3. Диэлектрики в электрическом поле

Задача 74
Найти емкость сферического конденсатора, радиусы обкладок
которого a и b, причем a < b, если пространство между
обкладками заполнено диэлектриком:

1. Проницаемости ε.
2. Проницаемость которого зависит от расстояния до цен-
тра конденсатора как ε = α/r, где α—постоянная.

3. Проницаемость которого зависит от расстояния до цен-
тра конденсатора как ε = α/r2, где α—постоянная.

Решение.
1. Как и в предыдущей задаче, используем алгоритм, опи-
санный выше. Напряжение внутри конденсатора при
сообщении ему заряда q:

Er =
1

4πε0ε
q

r2
;

Δϕ =

b∫

a

Er dr =
q

4πε0ε

b∫

a

dr

r2
=

q

4πε0ε

(
1
a
− 1

b

)
;

C =
q

Δϕ
= 4πε0ε

ab

b− a
.

2. Er =
q

4πε0f(x)r2
=

q

4πε0αr
;

Δϕ =
q

4πε0α

b∫

a

dr

r
=

q

4πε0α
ln b

a
;

C =
q

Δϕ
=
4πε0α

ln
b

a

.

3. E =
q

4πε0f(x)r2
=

q

4πε0α
;

Δϕ =
q

4πε0α

b∫

a

dr =
q

4πε0α
(b− a);

C =
q

Δϕ
=
4πε0α
b− a

. �
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Ответ. 1. C = 4πε0εab
b− a

. 2. C = 4πε0α

ln
b

a

. 3. C = 4πε0α
b− a

.

Задача 75
То же, что и в предыдущей задаче, но конденсатор цилиндри-
ческий длины l и в пунктах 2 и 3 r—расстояние до оси системы.
Краевыми эффектами пренебречь.

Решение.
1. Так же, как и в двух предыдущих задачах, вычислим Er
с помощью теоремы Гаусса:

Er2πrl =
q

ε0ε
; Er =

q

2πε0εrl
;

Δϕ =
q

2πε0εl

b∫

a

dr

r
=

q

2πεε0l
ln

b

a
;

C =
q

Δϕ
=
2πε0εl

ln
b

a

.

2. Er =
q

2πε0α l
;

Δϕ =
q

2πε0α l

b∫

a

dr =
q(b− a)
2πε0α l

;

C =
q

Δϕ
=
2πε0α l

b− a
.

3. Er =
qr

2πε0α l
;

Δϕ =
q

2πε0α l

b∫

a

r dr =
q(b2 − a2)
4πε0α l

;

C =
q

Δϕ
=
4πε0α l

b2 − a2
. �

Ответ. 1. C = 2πε0εl

ln
b

a

. 2. C = 2πε0α l

b − a
. 3. C = 4πε0α l

b2 − a2
.
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Задача 76
Найти емкость сферического конденсатора, радиусы внутрен-
ней и внешней обкладок которого равны a и b, если простран-
ство между обкладками заполнено наполовину (см. рис. 44)
однородным диэлектриком проницаемостью ε.

Решение. Как и ранее, используем алгоритм решения подоб-
ных задач. Значение E мы уже получили в задаче 68.

E =
q

2πε0(ε+ 1)r2
;

Δϕ =
q

2πε0(ε+ 1)

b∫

a

dr

r2
=

q(b− a)
2πε0(ε+ 1)ab

;

C =
q

Δϕ
=
2πε0(ε+ 1)ab

b− a
. �

Ответ. C =
2πε0(ε+ 1)ab

b− a
.

Задача 77
Найти емкость системы одинаковых конденсаторов между точ-
ками A и B, которая показана:

1. На рис. 49.
2. На рис. 50.

Решение.
1. Одна из пластин конденсаторов C1, C2, C3 находится
под потенциалом точки A, а другая — под потенциалом
точки B, т. е. конденсаторы соединены параллельно и
C0 = C1 + C2 + C3.

A BC1 C2 C3

Рис. 49

A BC

C

C

CC

Рис. 50
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2. Разность потенциалов на пластинах среднего конден-
сатора в цепочке последовательно соединенных емко-
стей равна нулю. Эквивалентная схема изображена на
рис. 45, в. Ее емкость:

1
C0
= 1
2C
+ 1
2C

= 1
C
; C0 = C. �

Ответ. 1) C0 = C1 + C2 + C3; 2) C0 = C.

Задача 78
Конденсатор емкости C1 = 1,0 мкФ выдерживает напряжение
не более U1 = 6,0 кВ, а конденсатор емкости C2 = 2,0 мкФ—
не более U2 = 4,0 кВ. Какое напряжение может выдержать
система из этих двух конденсаторов при последовательном
соединении?

Решение. При последовательном соединении разность потен-
циалов на концах батареи U равна сумме разности потенциалов
на каждом конденсаторе, а заряд каждого конденсатора оди-
наков, т. е.:

U = U1 + U2; q = U1C1 + U2C2,

откуда U − U1 � U2;

U � U1 + U2 = U1(1 +
C1

C2
) = 9 кВ. �

Ответ. U � 9 кВ.

Задача 79
Найти емкость бесконечной цепи, которая образована повторе-
нием одного и того же звена из двух одинаковых конденсато-
ров, каждый емкостью C (рис. 51).

Решение. Так как цепь бесконечна, все звенья, начиная со
второго, можно заменить емкостью Cx, равной искомой. Тогда
из рисунка следует:

1
Cx
=
1
C
+

1
C + Cx

,
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откуда
Cx =

C2 + CxC

2C + Cx
,

или C2
x + CCx − C2 = 0;

Cx =
C

2

(√
5− 1

)
.

Второе решение физического смысла не имеет. �

Ответ. Cx =
C

2

(√
5− 1).

Задача 80
Конденсатор емкости C1 = 1,0 мкФ, заряженный до напря-
жения U = 110 В, подключен параллельно к концам системы
из двух последовательно соединенных конденсаторов, емкости
которых C2 = 2,0 мкФ и C3 = 3,0 мкФ. Какой заряд протечет
при этом по соединительным проводам?

Решение. На рис. 52 изображена эквивалентная схема бата-
реи конденсаторов. Если конденсатор C1 отключить от источ-
ника зарядов и подключить к соединенным последовательно
конденсаторам C2 и C3, то изменится напряжение, а заряд оста-
нется постоянным. Часть заряда с конденсатора C1 перетечет
на эквивалентную емкость Cэкв.

На C1 останется заряд q2, который и надо найти по усло-
вию задачи. Согласно (104) при параллельном соединении

конденсаторов q1 = C1Δϕ; q2 = CэквΔϕ, откуда q1
q2
=

C1

Cэкв
,

следовательно,
q1 = q2

C1

Cэкв
. (112)

CCC

CCC

Рис. 51

U, C1 Cэкв =
C2C3

C2 + C3

Рис. 52
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Рекомендации по решению задач 95

Условия сохранения заряда q1 + q2 = C1U .
Откуда, с учетом (112):

q2 =
C1U

1 +
C1

Cэкв

=
U

1
C1
+
1
C2
+
1
C3

= 0,06 мКл. �

Ответ. q2 =
U

1
C1
+
1
C2
+
1
C3

= 0,06 мКл.

Задача 81
Три электрона, находящихся на расстоянии a = 10,0 мм друг
от друга, начали симметрично разлетаться под действием вза-
имного отталкивания. Найти их максимальные скорости.

Решение. Электростатическая энергия системы электронов,
находящихся на расстоянии a друг от друга, при разлете
начнет переходить в кинетическую энергию. Максимальную
скорость электроны будут иметь на бесконечно большом рас-
стоянии, когда силы кулоновского взаимодействия будут равны
нулю. Используя формулу (106), запишем:

W =
∑
N

e2

4πε0a
=

3e2

4πε0a
=
3mV 2

max

2
,

гдеm—масса электрона, откуда Vmax =
e√

2πε0am
= 2,25·102 м/с.

�
Ответ. V =

e√
2πε0am

= 2,25 · 102 м/с.

Задача 82
Определить суммарную энергию взаимодействия точечных за-
рядов, расположенных в вершинах квадрата со стороной a, в
системах, которые показаны на рис. 53.

Решение.
1. Суммарную энергию взаимодействия точечных зарядов вы-
числим по формуле (106):

W =
∑
N

qiqj
4πε0rij

=
q2

πε0a
+

q2

πε02
√
2a
=
(
√
2 + 4)q2

4πε0a
.
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96 Глава 3. Диэлектрики в электрическом поле

qq

q

q

q

q

q

q

−q−q

−q

−q

Рис. 53

2. W =
q2

2
√
2 aπε0

− q2

πε0a
=

q2(
√
2− 4)

4πε0a
.

3. W = −
√
2q2

4πε0a
. �

Ответ. 1)W =
(
√
2+4)q2

4πε0a
; 2)W =

q2(
√
2−4)

4πε0a
; 3)W =−

√
2q2

4πε0a
.

Задача 83
Диэлектрический шар поляризован однородно и статически.
Его поляризованность равна

−→
P . Имея в виду, что так поляри-

зованный шар можно представить как результат малого сдвига
всех положительных зарядов диэлектрика относительно всех
отрицательных зарядов:

1. Найти напряженность
−→
E поля внутри шара.

2. Показать, что поле вне шара является полем диполя и
потенциал поля ϕ =

−→
P0
−→r /4πε0−→r 3, где

−→
P 0 — электричес-

кий момент шара, r—расстояние от его центра.

Решение.
1. Воспользуемся принципом наложения и принципом су-
перпозиции полей. Представим результирующую кар-
тину как сдвиг центров двух шаров с плотностью заряда
−ρ и +ρ относительно друг друга на величину

−→
l . Тогда,

как показано в задачах 60 и 61, напряженность поля
внутри шара не зависит ни от радиуса шаров, ни от их
взаимного расположения и определяется как

−→
E =

−→
E+ +

−→
E− =

ρ

3ε0
(−→r+ −−→r−) = − ρ

−→
l

3ε0
.
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Рекомендации по решению задач 97

Поскольку
−→
P = ρ

−→
l :

−→
E = −

−→
P

3ε0
.

2. После малого сдвига одного шара относительно другого
на одной стороне шара возникнет небольшой положи-
тельный заряд, а на другой — такой же отрицательный.
Если относительное смещение двух шаров мало, то эти
заряды эквивалентны существованию поверхностного
заряда (на сферической поверхности) с плотностью, про-
порциональной косинусу полярного угла (см. задачу 62).
Два смещенных шара— это все равно что два точечных
заряда, так как легко показать с помощью теоремы
Гаусса, что в точках вне шаров их напряженность поля
и потенциал совпадают с напряженностью поля и по-
тенциалом точечных зарядов, а их мы уже вычислили
в задаче 27. �

Ответ.
−→
E = −

−→
P

3ε0
. ϕ =

−→
P 0
−→r

4πε0−→r 3 .

Задача 84
В однородное электрическое поле

−→
E0 поместили однородный

диэлектрический шар. При этих условиях диэлектрик поля-
ризуется однородно. Найти напряженность

−→
E поля внутри

шара и поляризованность
−→
P диэлектрика, проницаемость ко-

торого ε. Воспользоваться результатом предыдущей задачи.

Решение. Известно (96), что
−→
E =

−→
E 0 −−→E ′, (113)

где E —поле внутри диэлектрика; E′ —поле, создаваемое свя-
занными зарядами.

Из решения предыдущей задачи:

−→
E ′ = −

−→
P

3ε0
. (114)
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98 Глава 3. Диэлектрики в электрическом поле

Согласно (95): −→
P = κε0

−→
E . (115)

Подставляя (115) в (114), а затем в (113) и проведя простые
преобразования с учетом того, что ε = 1 + κ, получаем:

E =
3E0

ε+ 2
. (116)

В (115) подставляем (116), имеем:

P =
3ε0E0(ε− 1)

ε+ 2
. �

Ответ. E =
3E0

ε+ 2
; P = 3ε0(ε− 1)E0

ε+ 2
.

Задача 85
На расстоянии r от точечного заряда q расположен тонкий диск
из диэлектрика с проницаемостью ε. Объем диска V , его ось
проходит через заряд q. Считая, что радиус диска значительно
меньше r, оценить силу, действующую на диск.

Решение. По условию задачи радиус диска значительно
меньше r, поэтому можем считать, что поверхностная плот-
ность связанных зарядов σ постоянна. Тогда диск можно рас-
сматривать как диполь с зарядом q = σS, где S —площадь
диска. Для P можно записать:

P = lq = σV, (117)

где l =
V

S
.

Поверхностную плотность связанных зарядов найдем из
условия P2n−P1n = −σ на границе раздела двух диэлектриков.
Поляризованность вакуума равна нулю и граничные условия
принимают следующий вид:

P1n = σ = κε0E = (ε− 1)ε0E, (118)

где κ = ε− 1.
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Рекомендации по решению задач 99

Подставляя (118) в (117) и учитывая, что E =
E0

ε
, а

E0 =
q

4πε0r2
, где E0—напряженность поля в вакууме, полу-

чаем:

P = (ε− 1)ε0EV =
(ε− 1)ε0V E0

ε
=
(ε− 1)V q

4πεr2
. (119)

Известно, что
F = P

∣∣∣∣∂E0

∂r

∣∣∣∣ , (120)

где ∂E0

∂r
—производная вектора E0 по направлению диполя∣∣∣∣∂E0

∂r

∣∣∣∣ = q

2πε0r3
. (121)

Подставляя (121) и (119) в (120), получаем:

F =
(ε− 1)V q2

8π2ε0εr5
. �

Ответ. F =
(ε− 1)V q2

8π2ε0εr5
.

Задача 86
К источнику постоянного напряжения с внутренним сопротив-
лением R0 подключили три одинаковых резистора, каждый
сопротивлением R, соединенных между собой, как показано на
рис. 54. При каком значении R тепловая мощность, выделяе-
мая на этом участке, максимальна?

Решение. Как показано в задаче 77, соединение, аналогичное
соединению сопротивлений R, является параллельным, а общее

сопротивление R′ = R0 +
R

3
= 3R0 +R

3
.

RRR

Рис. 54
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100 Глава 3. Диэлектрики в электрическом поле

Ток, проходящий в цепи,

J0 =
3U

3R0 +R
.

Тепловая мощность, выделяемая на участке цепи:

•
Q = J2

0R =
(

3U
3R0 +R

)2
R

3
.

Для нахождения максимума
•
Q вычислим d

•
Q

dR
= 0. С це-

лью упрощения записи будем рассматривать только числитель
дроби без постоянных множителей:

d
•
Q

dR
∼

d

(
R

(3R0 +R)2

)
dR

= (3R0 +R)2 − 2R(3R0 +R) = 0,

откуда R = 3R0. �

Ответ. R = 3R0.

Задача 87
Убедиться, что распределение тока в параллельно соединенных
резисторах с сопротивлениями R1 и R2 соответствует мини-
муму выделяемой на этом участке тепловой мощности.

Решение. Предположим, что γ —доля тока, текущего через
резистор R1, а (1−γ)—доля тока, текущего через резистор R2.
Тогда J0 = J1 + J2 = γJ0 + (1− γ)J0;

J1 =
γU(R1 +R2)

R1R2
; (122)

J2 =
(1 − γ)U(R1 +R2)

R1R2
; (123)

•
Q
1
= J2

1R1 = γ2
[
U(R1 +R2)

R1R2

]2
R1;

•
Q
2
= J2

2R2 = (1− γ)2
[
U(R1 +R2)

R1R2

]2
R2.
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Для нахождения значения γ, при котором суммарная вы-
деляемая мощность минимальна, найдем и приравняем к нулю
следующее выражение:

d(
•
Q
1
+

•
Q
2
)

dγ
= 2γ

[
U(R1 +R2)

R1R2

]2
·R1−2(1−γ)

[
U(R1 +R2)

R1R2

]2
·R2 = 0,

откуда γ =
R2

R1 +R2
; 1− γ =

R1

R1 +R2
.

Подставляя в (122) и (123), получаем J1
J2

=
R1

R2
, что со-

ответствует распределению тока в резисторах R1 и R2 при
параллельном соединении. �

Задача 88
В цепи (рис. 55, а) ЭДС источников пропорциональны их внут-
ренним сопротивлениям: E = αR, α—постоянная. Сопротив-
ление проводников пренебрежимо мало.

Найти:

1. Ток в цепи.
2. Разность потенциалов между точками A и B.

Решение.

1. По условию задачи, в цепи присутствуют только внут-
ренние сопротивления источников ЭДС. Поэтому закон
Ома будет иметь следующий вид:

J =

∑
i

E∑
i

R
= α.

2. Рассмотрим ход потенциала ϕ вдоль цепи. Для этого
представим ее в следующем виде (рис. 55, б): ϕA−ϕB = 0,
как, впрочем, и разность потенциалов между двумя
любыми точками. �

Ответ. J = α; ϕA − ϕB = 0.
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A

B

а
A BαR

б

Рис. 55

R1

R2

αR E

Рис. 56

Задача 89
В схеме (рис. 56) E = 5,0 В, R1 = 4,0 Ом, R2 = 6,0 Ом.
Внутреннее сопротивление источника R = 0,1 Ом. Найти токи,
текущие через сопротивления R1 и R2.

Решение. Заменим три сопротивления одним R0:

R0 = R+
R1R2

R1 +R2
,

тогда
J0 =

E

R0
=

E(R1 +R2)
RR1 + RR2 +R1R2

. (124)

Для параллельного соединения проводников выполняется
соотношение:

J2
J1
=

R1

R2
. (125)

С учетом J0 = J1 + J2,
R1

R2
=

J0 − J1
J1

, следовательно,

J1R1 = J0R2 − J1R2.
Учтя (124), имеем:

J1 =
J0R2

R1 +R2
=

ER2

RR1 +RR2 +R1R2
= 1,2 А. (126)

Из (125) следует: J2 = J1
R1

R2
= 0,8 А. �

Ответ. J1 = 1,2 А; J2 = 0,8 А.
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Глава 4

МАГНЕТИЗМ

Сила Лоренца. Магнитное поле равномерно движуще-
гося заряда. Принцип суперпозиции. Закон Био—Са-
вара—Лапласа, теорема Гаусса для поля

−→
B , теорема

о циркуляции для вектора
−→
B , сила Ампера, магнитный

момент контура. Электромагнитная индукция, самоин-
дукция, индуктивность, ЭДС самоиндукции

На каждый электрический заряд действует сила, зависящая
как от его местоположения в пространстве, так и от скорости
его движения. Та часть силы, которая не зависит от движения
заряда, описывается вектором электрического поля

−→
E . Вторая

часть силы, называемая магнитной силой, имеет особенность,
заключающуюся в том, что направление этой силы и ее ве-
личина зависят от направления движения частицы; в каждый
момент сила всегда перпендикулярна вектору скорости, кроме
того, в любом месте сила всегда перпендикулярна определен-
ному направлению в пространстве и величина силы пропор-
циональна компоненте скорости, перпендикулярной этому вы-
деленному направлению. Для описания этих свойств вводится
вектор магнитного поля

−→
B , который определяет выделенное

направление в пространстве и одновременно служит констан-
той пропорциональности между силой и скоростью.

Полная электромагнитная сила, действующая на заряд q,
называется силой Лоренца:

−→
F = q

−→
E + q

[−→
V
−→
B
]
. (127)

На покоящийся заряд магнитное поле не действует. Магнит-
ная сила перпендикулярна вектору скорости, поэтому работы
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над зарядом не совершает и, следовательно, в постоянном
магнитном поле энергия движущейся заряженной частицы
неизменна.

Обобщение экспериментальных данных позволило полу-
чить элементарный закон, определяющий поле

−→
B точечного

заряда q, движущегося с постоянной скоростью
−→
V :

−→
B =

μ0
4π

q
[−→
V −→r

]
r3

, (128)

где μ0—магнитная постоянная; −→r —радиус-вектор, проведен-
ный от заряда q к точке наблюдения.

Вектор
−→
B направлен перпендикулярно плоскости, в кото-

рой расположены векторы
−→
V и −→r , причем вращение вокруг

вектора
−→
V в направлении вектора

−→
B образует с направле-

нием
−→
V правовинтовую систему (рис. 57). Величину вектора

−→
B

называют магнитной индукцией.
Расчет показывает (см. задачу 90), что отношение маг-

нитной составляющей силы Лоренца к электрической крайне
мало даже при больших скоростях движения двух точечных
зарядов. На практике же очень часто приходится рассматри-
вать совместное движение колоссального числа заряженных
частиц, например, движение электронов в проводах, когда ма-
лость магнитной составляющей силы Лоренца компенсируется
огромным числом зарядов, движущихся в одном направлении.

Опыт показывает, что для магнитного поля, как и для
электрического, справедлив принцип суперпозиции: магнитное
поле, создаваемое несколькими движущимися зарядами или
токами, равно векторной сумме магнитных полей, создаваемых

B

r

V

Рис. 57
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каждым зарядом или током в отдельности:
−→
B =

∑
i

−→
B i. (129)

Закон Био—Савара—Лапласа является обобщением выра-
жения (128) для случая постоянного электрического тока:

d
−→
B =

μ0
4π

J
[−→
dl−→r

]
r3

, (130)

где
−→
dl — элементы длины провода.
В соответствии с принципом суперпозиции полное поле

−→
B

определяется в результате интегрирования выражения (130) по
всем элемента тока:

−→
B =

μ0
4π

∫ J
[−→
dl−→r

]
r3

. (131)

Графическое представление поля
−→
B ничем не отличается

от поля
−→
E и может быть представлено с помощью линий

вектора
−→
B , у которых касательная к этим линиям в каждой

точке совпадает с направлением вектора
−→
B , а густота линий

пропорциональна модулю вектора
−→
B в данном месте.

Теорема Гаусса для поля B

Поток вектора
−→
B сквозь любую замкнутую поверхность равен

нулю: ∮ −→
B
−→
dS = 0, (132)

Теорема Гаусса для поля
−→
B констатирует факт отсутствия

в природе магнитных зарядов, следствием чего является от-
сутствие у линий

−→
B начала и конца, поэтому число линий

−→
B ,

выходящих из любого объема, ограниченного замкнутой по-
верхностью S, всегда равно числу линий, входящих в этот
объем.
Теорема о циркуляции вектора

−→
B (для магнитного

поля постоянных токов в вакууме). Циркуляция вектора
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−→
B по произвольному контуру Γ равна произведению μ0 на
алгебраическую сумму токов, охватываемых контуром Γ:∮ −→

B
−→
dl = μ0J, (133)

где J =
∑

Jk, причем Jk — величины алгебраические.

Ток считается положительным, если его направление свя-
зано с направлением обхода по контуру правилом правого
винта. Ток противоположного направления считается отрица-
тельным (рис. 58).

Теорема о циркуляции вектора B, при наличии специальной
симметрии, позволяет очень просто находить

−→
B .

Сила Ампера

Как мы уже знаем, магнитное поле действует на заряженные
частицы и на токи, а следовательно и на их носители. Эта сила
может быть определена из выражения для закона Ампера;

d
−→
F = J

[
d
−→
l
−→
B
]
, (134)

где
−→
dl — вектор, совпадающий по направлению с током и харак-

теризующий элемент длины тонкого проводника. При иссле-
довании электрического поля используется пробный точечный
заряд, при исследовании же магнитного поля используется
пробный ток, циркулирующий в плоском замкнутом контуре
очень малых размеров. Ориентацию контура в пространстве
характеризует направление нормали к контуру, связанной с
направлением тока правилом правого винта (рис. 59).

Γ

Рис. 58

Pm

n

S

Рис. 59
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Такая нормаль называется положительной. Для описания
поведения малого контура в магнитном поле используют поня-
тие магнитного момента

−→
P m, который определяется как−→
P m = JS−→n , (135)

где J — ток, S —площадь контура, −→n —нормаль к контуру.
В 1831 г. Фарадей открыл один из фундаментальных за-

конов природы, который гласит — в замкнутом проводящем
контуре при изменении потока вектора

−→
B , охватываемого этим

контуром, возникает электрический ток, называемый индукци-
онным.

Появление индукционного тока эквивалентно появлению в
контуре ЭДС индукции εi. Установлено, что εi определяется
лишь скоростью изменения магнитного потока Φ, т. е. величи-
ной dФ

dt
.

Правило Ленца: индукционный ток, а следовательно, и εi
всегда направлены так, чтобы противодействовать причине,
его вызывающей:

εi = − dФ
dt
= −B dS

dt
. (136)

Это правило выражает существенный физический факт —
стремление системы противодействовать изменению ее состоя-
ния (электромагнитная инерция).

При изменении величины тока, текущего в контуре, из-
меняется его магнитное поле и, как следствие этого, магнит-
ный поток через контур, что влечет за собой появление ЭДС
индукции. Таким образом, изменение тока в контуре ведет к
возникновению ЭДС индукции в этом же самом контуре. Дан-
ное явление называется самоиндукцией. Если через какой-либо
контур течет ток J , то полный магнитный поток Φ через этот
контур будет пропорционален J , т. е.

Ф = LJ,

где коэффициент пропорциональности L называется индук-
тивностью контура. Индуктивность L зависит от формы и
размеров контура, а также магнитных свойств окружающей
среды.
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При изменении силы тока в контуре, согласно (136) возни-
кает ЭДС самоиндукции εs:

εs = − ∂Ф
∂t
= −L dJ

dt
.

Знак минус показывает, что εs всегда направлена так,
чтобы препятствовать изменению силы тока в соответствии
с правилом Ленца. ЭДС самоиндукции стремится сохранить
ток неизменным, т. е. она противодействует току, когда он
увеличивается, и поддерживает, когда он уменьшается.

Рекомендации по решению задач

1. Теорема о циркуляции вектора
−→
B имеет такое же значение

при решении задач магнетизма, как теорема Гаусса для
векторов

−→
E и

−→
D . К сожалению, область ее применения,

по тем же причинам, весьма ограничена. В случае невоз-
можности использования теоремы о циркуляции вектора−→
B приходится применять дифференциально-интегральные
методы, например, закон Био—Савара—Лапласа.

2. При решении задач на вращение объемно заряженных
тел, обладающих симметрией (задача 96), пользуйтесь со-
ответствующей системой координат: сферической, если это
сфера, цилиндрической, если это цилиндр. Элементарный
объем в сферических координатах равен r2 sinϑ dr dϑ dϕ, в
цилиндрических — r dr dϕdZ.

Задача 90
Два протона движутся параллельно друг другу с одинаковой
скоростью V = 300 км/с. Найти отношение сил магнитного и
электрического взаимодействия данных протонов.

Решение. Согласно (127) FМ = qV B и FЭ = qE, где V —
скорость заряда q, а B и E —индукция магнитного и напряжен-
ность электрического полей, создаваемых зарядом 1 в месте
нахождения заряда 2. Таким образом:

FМ

FЭ
=

V B

E
,
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с учетом c =
1√
ε0μ0

; B = μ0
4π

qV

r2
; E = 1

4πε0
q

r2
;

FМ

FЭ
=
(
V

c

)2
= 10−6. �

Ответ.
FМ

FЭ
=
(
V

c

)2
= 10−6.

Задача 91
Ток J течет вдоль длинной тонкостенной трубы радиуса R
(рис. 60), имеющей по всей длине продольную прорезь ши-
рины h. Найти индукцию магнитного поля внутри трубы, если
h � R.

Решение. Воспользуемся принципом наложения. Предста-
вим, что мы имеем сплошную тонкостенную трубу, по которой
течет ток J0 = J + Δ J , где Δ J —часть тока, текущая по
полосе шириной h. Понятно, что ток J будет пропорционален
величине 2πR − h, а Δ J —пропорционально h. По условию
задачи h � R, поэтому можно считать J0 ≈ J . Теперь
предположим, что по полосе тонкостенной трубы шириной h
во встречном направлении течет ток ΔJ . В соответствии с
принципом суперпозиции индукция магнитного поля внутри
трубы будет равна алгебраической сумме магнитной индукции,
создаваемой сплошной тонкостенной трубой, по которой течет
ток J и полоской шириной h, по которой течет ток ΔJ . Ток
ΔJ =

h

2πR
J , где R—расстояние от прорези (полосы шири-

ной h) до оси трубы.
Согласно (132) магнитная индукция внутри трубы без про-

рези равна нулю. Индукцию, создаваемую полосой шириной h
с текущим по ней током ΔJ , определим используя теорему о

J

h

Рис. 60
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циркуляции вектора
−→
B :

2πRB = μ0ΔJ.

Отсюда
B =

μ0ΔJ

2πR
=

μ0h

4π2R2 J. �

Ответ. B =
μ0h

4π2R2 J .

Задача 92
Найти магнитный момент тонкого кругового витка с током,
если радиус витка R = 100 мм и индукция магнитного поля в
его центре B = 6,0 мкТл.

Решение. Pm = JπR2.

Ток J найдем с помощью закона Био—Савара—Лапласа

(131) B = μ0J

2R
.

Отсюда
J =

2RB

μ0
; Pm =

2πR3B

μ0
= 30 мА · м2. �

Ответ. Pm =
2πR3B

μ0
= 30 мА · м2.

Задача 93
Вычислить магнитный момент тонкого проводника с током
J = 0,8 А, плотно навитого на половину тора (рис. 61). Диа-
метр сечения тора d = 5,0 см, число витков N = 500.

J

Рис. 61
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Решение. −→
P m=JS−→n ;

S=
Nπd2

4
;

Pm=
Nπd2

4
J

π
2∫

−π
2

cos ϑ dϑ=
Nπd2J

2
≈1,5A ·м2. �

Ответ. Pm =
Nπd2J

2
≈ 1,5 A · м2.

Задача 94
Непроводящий тонкий диск радиуса R, равномерно заряжен-
ный с одной стороны с поверхностной плотностью σ, вращается
вокруг своей оси с угловой скоростью ω. Найти:
1. Индукцию магнитного поля в центре диска.
2. Магнитный момент диска.

Решение. Разобьем диск на кольцевые слои радиуса r и тол-
щины dr. Заряд такого слоя равен dq = σ2πr dr. При вращении
диска вдоль слоя течет элементарный ток, равный

dJ =
dq

T
=

dq ω

2π
= σωr dr.

Этот элементарный ток создает в центре индукцию

dB =
μ0 dJ

2r
=

μ0σω dr

2
;

B =

R∫

0

μ0σω dr

2
=

μ0σωR

2
;

dPm = dJπr2 = πσωr3 dr;

Pm = πσω

R∫

0

r3 dr =
πσωR4

4
. �

Ответ. B =
μ0σωR

2
; Pm =

πσωR4

4
.
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Задача 95
Непроводящая сфера радиуса R = 50 мм, заряженная равно-
мерно с поверхностной плотностью σ = 10,0 мкКл/м2 , враща-
ется с угловой скоростью ω = 70 рад/с вокруг оси, проходящей
через ее центр. Найти магнитную индукцию в центре сферы.

Решение. Разделим полусферу на узкие кольца шириной dx
(рис. 62, а). Заряд такого кольца:

dq = 2πrσ dx = 2πR2σ sinϑ dϑ.

где R—радиус сферы.
Результирующий вектор B направлен вдоль оси вращения

сферы и равен

dBp = 2 dB sinϑ =
2r
R

dB. (137)

Множитель 2 появился в силу того, что такое же кольцо в
верхней части сферы, находящееся на расстоянии x от центра
сферы и на ее оси вращения, создаст такое же dB. Понятно
также, что сумма компонентов вектора dB, расположенных
перпендикулярно оси вращения сферы, будет равна нулю. За-
пишем закон Био—Савара—Лапласа для элемента кольца

−→
dl с

учетом того, что угол между
−→
dl и

−→
R прямой:

dB =
μ0 dJ dl

4πR2 . (138)

Подставляем (138) в (137), интегрируем по контуру и полу-
чаем:

dBp =
μ0r

2 dJ

R3 . (139)

Как и в предыдущей задаче, записываем:

dJ =
dq

T
=

dqω

2π
= σωR2 sinϑ dϑ. (140)

Подставляя (140) в (139), получаем:

dBp =
μ0σω

R
r2 sinϑ dϑ. (141)

С учетом r = R sinϑ, получаем: dBp = μ0ωσR sin3 ϑ dϑ,

откуда Bp = μ0σωR
0∫
π
2

sin3 ϑ dϑ =
2μ0σωR
3

. �
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Ответ. Bp =
2μ0σωR
3

= 29 пТл.

Задача 96
Заряд q равномерно распределен по объему однородного шара
массы m и радиуса R, который вращается вокруг оси, про-
ходящей через его центр с угловой скоростью ω (рис. 62, б).
Найти соответствующий магнитный момент и его отношение к
механическому моменту.

Решение. Будем решать задачу в сферических координатах.
Тогда элементарный объем можно записать в виде (рис. 62, б):

dV = r2 sinϑ dϑ dr dϕ.

Заряд этого элементарного объема:
dq = ρ3r

2 sinϑ dϑ dr dϕ,

где ρ3— объемная плотность заряда сферы.
Тогда

dPM = dJπr2 sin2 ϑ =
ωρ3
2
sin3 ϑ dϑ r4 dr dϕ;

PM =
ωρ3
2

π∫

0

sin3 ϑ dϑ

R∫

0

r4 dr

2π∫

0

dϕ =
4
15

ωρ3R
5 =

ωqR2

5
,

где q =
4
3
πR3ρ3.

ω

ϑ

dϑ

X

−x
r

dx

а

ω

ϑr

dr

ϕ

x

б

Рис. 62
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Вычислим механический момент M :
dM = ω dI,

где I —момент инерции шара.
По определению момента инерции

dI = ρm dV r2 sin2 ϑ,

где ρm—плотность вещества сферы.
dI = ρmr4 dr sin3 ϑ dϑϕdϕ;

I = ρm

R∫

0

r4 dr

π∫

0

sin3 ϑ dϑ

2π∫

0

dϕ =
2
5
mR2,

где m =
4
3
ρmπR3,

PM

M
=

q

2m
. �

Ответ.
PM

M
=

q

2m
.

Задача 97
Два параллельных длинных провода с током J = 6,0 A в
каждом (токи направлены в одну сторону) удалили друг от
друга так, что расстояние между ними стало в η = 2,0 раза
больше первоначального. Какую работу на единицу длины
проводов совершили при этом силы Ампера?

Решение. Сила Ампера

d
−→
F = J

[
d
−→
l
−→
B
]

для нашего случае запишется в виде:

F = JB. (142)

Вычислим магнитное поле прямого тока (рис. 63). В произ-
вольной точке M векторы d

−→
B от всех элементов тока направ-

лены за плоскость рисунка, поэтому сложение векторов d
−→
B

заменяется сложением их модулей.
Согласно закону Био—Савара—Лапласа:

dB =
μ0
4π

J dl cosα
r2

.
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Из рисунка видно, что dl cosα = r dα и r =
b

cosα
.

Значит, dB =
μ0
4π

J cosαdα

b
.

Интегрируя по α, получаем:

B =
μ0J

4πb

π
2∫

−π
2

cosα dα =
μ0J

2πb
.

Подставив в (142), имеем:

F =
μ0J

2

2πb
; dA = −Fdb.

Интегрируя, получаем:

A =
μ0J

2

2π
ln 2 = −5 мкДж/м. �

Ответ. A = − μ0J
2

2π
ln 2 = −5 мкДж/м.

Задача 98
Квадратная рамка со стороной a и длинный прямой провод с
током J находятся в одной плоскости (рис. 64). Рамку поступа-
тельно перемещают вправо с постоянной скоростью v. Найти
ЭДС индукции в рамке как функцию расстояния x.

Решение. εi = − dΦ
dt
= −B dS

dt
, откуда dΦ = B dS.

В нашем случае изменение потока идет не за счет изменения
площади, а за счет изменения величины вектора

−→
B в зависимо-

r

α

α

r dα
dl

dα

b A
dB, BJ

Рис. 63

x a

vJ

Рис. 64
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сти от x . Для бесконечно длинного провода B =
μ0J

2π x
. Отсюда:

dB = − μ0J

2π x2
dx; B = − μ0J

2π

x+a∫

x

dx

x2
=

μ0Ja

2π (x+ a)x
;

dS = a dx = aυ dt; dΦ = − μ0Ja
2υdt

2π(x+ a)x
.

Знак минус показывает, что с удалением от провода вели-
чина потока Φ убывает.

εi = − dΦ
dt
=

μ0Ja
2v

2π (x+ a)x
. �

Ответ. εi =
μ0Ja

2v

2π (x+ a)x
.

Задача 99
Стержень 1–2 массы m скользит без трения по двум длин-
ным рельсам, расположенным на расстоянии l друг от друга
(рис. 65). На левом конце рельсы замкнуты сопротивлением R.
Система находится в вертикальном однородном магнитном
поле с индукцией

−→
B . В момент t = 0 стержню сообщили вправо

начальную скорость υ0. Пренебрегая сопротивлением рельсов
и стержня, а также магнитным полем индукционного тока,
найти:

а) Расстояние, пройденное стержнем до остановки.
б) Количество теплоты, выделенной при этом на сопротив-
лении.

Решение.
а) Будем считать нормаль положительной, если она на-
правлена от нас. Тогда в соответствии с правилом

1

2

v0

Рис. 65
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правого винта положительным направлением обхода
контура будет обход по часовой стрелке.
Закон Ома для данной цепи:

RJ = − dΦ
dt
= −B dS

dt
= −Blυ, (143)

где dΦ > 0, так как перемычка движется вправо. Ин-
дукционный ток будет направлен таким образом, чтобы
возникающая сила Ампера была направлена влево, т. е.
в противоположном от υ направлении. Запишем урав-
нение движения перемычки:

m
dv

dt
= JlB. (144)

В правой части стоит знак плюс, так как сила Ампера
и индукционный ток отрицательны.
Из (143) J = − Blυ

R
, подставляя в (144), получаем:

m
dυ

dt
= − B2l2υ

R
;

dυ

υ
= −kdt, где k =

B2l2

mR
.

Интегрируя, имеем:

ln
(

υ

υ0

)
=−kt; υ=υ0e

−kt;

x=

∞∫

0

υ dt=− υ0
k

e−kt

∣∣∣∣∣∣
∞

0

=
υ0mR

B2l2
;

б) Q =
mυ20
2

. �

Ответ. x =
υ0mR

B2l2
; Q =

mυ20
2
.

Задача 100
Катушка индуктивности L соединяет верхние концы двух вер-
тикальных медных шин, отстоящих друг от друга на расстоя-
ние l. Вдоль шин падает без начальной скорости горизонталь-
ный проводник-перемычка массы m (без нарушения контакта
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118 Глава 4. Магнетизм

с шинами). Вся система находится в однородном магнитном
поле с индукцией

−→
B , перпендикулярном плоскости шин. Найти

закон движения x(t). Сопротивление всех проводников прене-
брежимо мало.

Решение. Запишем выражение для индукции и самоиндук-
ции в контуре катушка—шина—проводник—перемычка, вос-
пользовавшись результатом предыдущей задачи, и второе пра-
вило Кирхгофа, с учетом малости сопротивления всех провод-
ников:

εi = υBl; εs = −L dJ

dt
; υBl − L

dJ

dt
= 0,

откуда dJ

dt
=

υBl

L
.

Интегрируя, получаем:

J =
υBlt

L
. (145)

Проводник-перемычка движется под действием силы Ам-
пера и силы тяжести. Закон его движения имеет вид:

ma = mg −BlJ ; a =
mg −BlJ

m
.

С учетом (145), а также, учитывая, что υ = at; x =
at2

2
,

имеем:
a = g − B2l2at2

Lm
.

Обозначим ω =
2lB√
ml
, тогда

ẍ+ ω2x = g.

Убедитесь самостоятельно, что решением этого уравнения
является

x =
(1 − cosωt)g

ω2 . �

Ответ. x =
(1 − cosωt)g

ω2 .
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