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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ÷èñåë èìååò ñâîèì ïðåäìåòîì ÷èñëà è èõ ñâîéñòâà, ò.å. ÷èñ-
ëà âûñòóïàþò çäåñü íå êàê ñðåäñòâî èëè èíñòðóìåíò, à êàê îáúåêò
èññëåäîâàíèÿ. Íàòóðàëüíûé ðÿä

1, 2, 3, 4, . . . , 9, 10, 11, . . . , 99, 100, 101, . . .

- ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé îáëàñòüþ èñ-
ñëåäîâàíèé, íåîáû÷àéíî ñîäåðæàòåëüíîé, âàæíîé è èíòåðåñíîé.

Íà÷àëà èññëåäîâàíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áûëè çàëîæåíû â Äðåâ-
íåé Ãðåöèè. Çäåñü áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà äåëèìîñòè ÷èñåë, äîêà-
çàíà áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë è îòêðûòû ñïîñîáû
èõ ïîñòðîåíèÿ (Åâêëèä, Ýðàòîñôåí). Çàäà÷è,ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì
íåîïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, áûëè ïðåäìåòîì èññëå-
äîâàíèé Äèîôàíòà, èõ èçó÷åíèåì çàíèìàëèñü ó÷åíûå Äðåâíåé Èí-
äèè è Äðåâíåãî Êèòàÿ, ñòðàí Ñðåäíåé Àçèè.

Â XVII âåêå Ï. Ôåðìà è â XVIII Ë. Ýéëåð âíåñëè îãðîìíûé âêëàä
â íàøè çíàíèÿ î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. È åñëè Ôåðìà îñòàâèë ëèøü
ñâîè îòêðûòèÿ, íå ñîïðîâîäèâ èõ äîêàçàòåëüñòâàìè, òî Ýéëåð, îêà-
çàâøèé áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå âñåé ìàòåìàòèêè, à òàêæå è
ìåõàíèêè, ñîçäàë íîâûå ìåòîäû è ïðèåìû, ðåàëèçîâàë íîâûå èäåè,
êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü è â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ è ïðè-
ëîæåíèÿõ òåîðèè ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè, Ýéëåð áûë ïåðâûì, êòî ïðåä-
ëîæèë èñïîëüçîâàòü ñðåäñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðè èññëå-
äîâàíèè ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë.

Îñíîâíûå èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè ÷èñåë ìîæíî óñëîâíî ñãðóïïè-
ðîâàòü ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì. Âïðî÷åì, îáøèðíîñòü ñîäåð-
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æàíèÿ íå ïîçâîëÿåò îõâàòèòü ïðè ýòîì âñå ìíîãîîáðàçèå ðåçóëüòàòîâ
è ìåòîäîâ òåîðèè ÷èñåë, çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü èõ ïðèøëîñü îïóñòèòü.

Èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë âûäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïðîñòûå ÷èñëà, ò.å. ÷èñëà, êîòîðûå
íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåíüøèõ íàòóðàëü-
íûõ ñîìíîæèòåëåé. Ìíîæåñòâî èõ áåñêîíå÷íî. Àñèìïòîòè÷åñêèé çà-
êîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë óòâåðæäàåò, ÷òî èõ êîëè÷åñòâî â
ïðåäåëàõ îò 1 äî çàäàííîãî ÷èñëà x àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî x

ln x . Ýòà
òåîðåìà áûëà íåçàâèñèìî äîêàçàíà â 1896ã. Æ. Àäàìàðîì è Ø.Æ.
äå ëà Âàëëå-Ïóññåíîì. Âîïðîñû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë â ðàç-
ëè÷íûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, íàïðèìåð, ñðåäè çíà÷åíèé
ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà f(n) ñîñòàâëÿþò îäíó èç ïðîáëåì ýòî-
ãî ðàçäåëà òåîðèè ÷èñåë. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè îíà áûëà
ðåøåíà â ñåðåäèíå XIX âåêà Ã.Ï. Ëåæåí Äèðèõëå, îäíàêî è â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ íå äîêàçàíà áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n2 + 1, n ≥ 1. Èññëåäîâàíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó
ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè â íàòóðàëüíîì ðÿäó ñîñòàâëÿåò äðó-
ãîé êðóã ïðîáëåì ýòîãî íàïðàâëåíèÿ. Ñðåäè íåðåøåííûõ çàäà÷ îò-
ìåòèì, íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïàð ïðî-
ñòûõ ÷èñåë p, q ñ óñëîâèåì p − q = 2, òàê íàçûâàåìóþ "ïðîáëåìó
áëèçíåöîâ". Ýòè âîïðîñû, íåñìîòðÿ íà èõ êàæóùóþñÿ ñóãóáî òåî-
ðåòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü, ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé
èíòåðåñ. Ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ïðîñòûõ ÷èñåë òåñíî ñâÿçàíû èññëå-
äîâàíèÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà.

Àääèòèâíûå çàäà÷è. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðåäñòàâè-
ìîñòè öåëûõ ÷èñåë â âèäå ñóìì ñëàãàåìûõ îïðåäåëåííîãî âèäà. Íà-
ïðèìåð, â 1770ã. Æ. Ëàãðàíæ óñòàíîâèë, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë.
Âïîñëåäñòâèè (1909ã.) Ä.Ãèëüáåðò îáîáùèë ýòî óòâåðæäåíèå, çàìå-
íèâ ñóììû êâàäðàòîâ ñóììàìè ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ ñòå-
ïåíåé, ðåøèâ òåì ñàìûì çíàìåíèòóþ ïðîáëåìó Âàðèíãà. Â 1937ã.
È.Ì. Âèíîãðàäîâ äîêàçàë, ÷òî êàæäîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå
÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íî òàê íà-
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çûâàåìàÿ áèíàðíàÿ ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà î ïðåäñòàâèìîñòè âñÿêîãî
÷åòíîãî ÷èñëà n ≥ 2 â âèäå ñóììû äâóõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë
âñå åùå îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ. Âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â öå-
ëûõ ÷èñëàõ îòíîñÿòñÿ ê äðåâíåéøèì â òåîðèè ÷èñåë. Â ñâÿçè ñ èñ-
ñëåäîâàíèÿìè â ýòîé îáëàñòè óæå óïîìèíàëèñü èìåíà Äèîôàíòà,
Ôåðìà è Ýéëåðà. Òåîðèÿ ñðàâíåíèé, ÿâëÿþùàÿñÿ âàæíûì èíñòðó-
ìåíòîì èññëåäîâàíèÿ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé áûëà ñèñòåìàòè÷åñêè
ðàçðàáîòàíà Ê.Ô.Ãàóññîì, îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, åãî êâàäðàòè÷íûé
çàêîí âçàèìíîñòè. Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, òîë÷êîì ê ñîçäà-
íèþ êîòîðîé ïîñëóæèëè â ïåðâóþ î÷åðåäü èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ
Ôåðìà xn + yn = zn, n ≥ 3, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíîñèò ïëîäû
â ýòîé îáëàñòè. Îòìåòèì, ïîëó÷åííîå â 2000ã. Ï. Ìèõàéëåñêó ðåøå-
íèå ïðîáëåìû Êàòàëàíà î ñóùåñòâîâàíèè ó óðàâíåíèÿ xy − zt = 1
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ x > 2, y > 2, z > 2, t > 2, à
èìåííî 32 − 23 = 1.

Äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ � ðàçäåë òåîðèè ÷èñåë î ðåøåíèè
íåðàâåíñòâ â öåëûõ ÷èñëàõ, âêëþ÷àåò â ñåáÿ òåîðèþ öåïíûõ äðîáåé è
äðóãèå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ðàöèîíàëüíûìè, à òàêæå ðÿä âîïðîñîâ ãåîìåòðèè ÷èñåë. Ñðåäè íàè-
áîëåå ÿðêèõ äîñòèæåíèé îòìåòèì òåîðåìó Ê.Ô. Ðîòà (1954ã.) î òîì,
÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà íå ìîãóò ñëèøêîì õîðîøî ïðèáëèæàòüñÿ
ðàöèîíàëüíûìè. Ñðåäè íåðåøåííûõ âîïðîñîâ îòìåòèì çíàìåíèòóþ
ïðîáëåìó Ëèòòëâóäà î òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
α, β è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íåðàâåíñòâî |x|·|xα−y1|·|xβ−y2| < ε

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ x > 0, y1, y2.
Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà � ðàçäåë òåîðèè ÷èñåë, â êîòîðîì èññëå-

äóþòñÿ âîïðîñû èððàöèîíàëüíîñòè è òðàíñöåíäåíòíîñòè äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Êàê ïðàâèëî, ýòî êëàññè÷åñêèå ïîñòîÿííûå èëè çíà-
÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íåàëãåáðàè÷íîñòü, ò.å. òðàíñöåíäå-
íîñòü ÷èñëà e áûëà äîêàçàíà â 1873ã. Ø. Ýðìèòîì, à òðàíñöåíäåíò-
íîñòü ÷èñëà π â 1882ã. Ô.Ëèíäåìàíîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáîå
÷èñëî âèäà P (e, π), ãäå P (x, y) - ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
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ìè, òðàíñöåíäåíòíî, îäíàêî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå äîêàçàíà äàæå
èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà e + π. Íèæíèå îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì îò
ëîãàðèôìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, äîêàçàííûå ñðåäñòâàìè òåîðèè
òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë (À. Áåéêåð, 1967ã.), èãðàþò âàæíóþ ðîëü
ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèé ìíîãèõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé.

Òåîðèÿ ÷èñåë � îäèí èç äðåâíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàçäåëîâ.
Àðèôìåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîñëóæèëè áàçîé äëÿ ñîçäàíèÿ ðÿ-
äà ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè è â òî æå âðåìÿ òåîðèÿ ÷èñåë èñïîëüçó-
åò àíàëèòè÷åñêèå, àëãåáðàè÷åñêèå, ãåîìåòðè÷åñêèå è ìíîãèå äðóãèå
ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ òåîðåòèêî ÷èñëîâûõ ïðîáëåì, ðÿä èç êîòîðûõ
æäàë è æäåò ñâîåãî ðåøåíèÿ ñòîëåòèÿìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âñå
åùå îòêðûòîé ãèïîòåçû Ðèìàíà î íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè èñïîëüçî-
âàëèñü ìåòîäû, ðàçâèòûå â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ôóíêöèîíàëüíîì àíà-
ëèçå. À äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà î ðàñïðåäåëåíèè
ïðîñòûõ ÷èñåë âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî ìåòîäàìè êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà. Ïîïûòêè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ôåðìà, ïðîáëåì ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë ñòèìóëèðîâàëè ðàçâèòèå ðÿäà ðàçäåëîâ àëãåáðû.

Òåîðèÿ ÷èñåë áåçóñëîâíî îòíîñèòñÿ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ðàçäå-
ëàì ìàòåìàòèêè. Âìåñòå ñ òåì ðÿä åå çàäà÷ èìååò ñàìîå íåïîñðåä-
ñòâåííîå îòíîøåíèå ê ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òàê, íàïðèìåð,
áëàãîäàðÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü çàïðîñàì êðèïòîãðàôèè è øèðîêîìó
ðàñïðîñòðàíåíèþ ÝÂÌ, èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ âîïðîñîâ òå-
îðèè ÷èñåë ïåðåæèâàþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïåðèîä áóðíîãî è âåñüìà
ïëîäîòâîðíîãî ðàçâèòèÿ. Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïîòðåáíîñòè ñòèìóëè-
ðîâàëè èññëåäîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë, â ðÿäå ñëó-
÷àåâ ïðèâåëè ê èõ ðåøåíèþ, à òàêæå ñòàëè èñòî÷íèêîì ïîñòàíîâêè
íîâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì.

Òðàäèöèè èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë â Ðîññèè èäóò,
âåðîÿòíî, îò Ýéëåðà (1707-1783), êîòîðûé ïðîæèë çäåñü â îáùåé
ñëîæíîñòè 30 ëåò è ìíîãîå ñäåëàë äëÿ ðàçâèòèÿ íàóêè. Ïîä âëèÿ-
íèåì åãî òðóäîâ ñëîæèëîñü òâîð÷åñòâî Ï.Ë. ×åáûøåâà (1821-1894),
âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî è òàëàíòëèâîãî ïåäàãîãà, èçäàâøåãî âìåñòå ñ
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Â.ß. Áóíÿêîâñêèì (1804-1889) àðèôìåòè÷åñêèå ñî÷èíåíèÿ Ýéëåðà.
Ï.Ë. ×åáûøåâ ñîçäàë Ïåòåðáóðãñêóþ øêîëó òåîðèè ÷èñåë, ïðåä-
ñòàâèòåëÿìè êîòîðîé ÿâëÿëèñü À.Í. Êîðêèí (1837-1908), Å.È. Çîëî-
òàðåâ (1847-1878) è À.À. Ìàðêîâ (1856-1922). Ã.Ô. Âîðîíîé (1868-
1908), ó÷èâøèéñÿ â Ïåòåðáóðãå ó À.À.Ìàðêîâà è Þ.Â.Ñîõîöêîãî
(1842-1927), îñíîâàë øêîëó òåîðèè ÷èñåë â Âàðøàâå. Èç íåå âû-
øåë ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè ÷èñåë è, â ÷àñòíî-
ñòè, Â.Ñåðïèíñêèé (1842-1927). Äðóãîé âîñïèòàííèê Ïåòåðáóðãñêîãî
Óíèâåðñèòåòà Ä.À.Ãðàâå (1863-1939) ìíîãîå ñäåëàë äëÿ ïðåïîäàâà-
íèÿ òåîðèè ÷èñåë è àëãåáðû â Êèåâñêîì Óíèâåðñèòåòå. Åãî ó÷å-
íèêàìè áûëè Î.Þ.Øìèäò (1891-1956), Í.Ã.×åáîòàðåâ (1894-1947),
Á.Í.Äåëîíå (1890-1980). Òåîðåòèêî ÷èñëîâûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâî-
äèëèñü òàêæå â Óíèâåðñèòåòàõ Ìîñêâû, Êàçàíè, Îäåññû. Â ñî-
âåòñêèé ïåðèîä â òåîðèè ÷èñåë ðàáîòàëè òàêèå âûäàþùèåñÿ ó÷å-
íûå, êàê È.Ì.Âèíîãðàäîâ (1891-1983) (àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë),
À.Î.Ãåëüôîíä (1906-1968) (òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà) , Þ.Â.Ëèííèê
(1915-1972) (àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë), À.ß.Õèí÷èí (1896-1959)
(äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ), È.Ð.Øàôàðåâè÷ (ð. 1923) (àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë).

Ýòà êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷åáíèê ïî ýëåìåíòàðíîé òåîðèè
÷èñåë. Êàê âèäíî èç îãëàâëåíèÿ, îíà â îñíîâíîì âêëþ÷àåò òðàäèöè-
îííûå òåìû. Âìåñòå ñ òåì ìû äîêàçûâàåì îöåíêè ×åáûøåâà äëÿ êî-
ëè÷åñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ðàçëîæåíèå ÷èñëà e â íåïðåðûâíóþ äðîáü,
òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñåë e, π è íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà ñ
ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òàêæå
àëãîðèòìè÷åñêèì âîïðîñàì òåîðèè ÷èñåë.



Ãëàâà 1

Î äåëèìîñòè ÷èñåë

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðÿä ÷èñåë, íàòó-
ðàëüíûé ðÿä. Ïîä ýòèì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ó êàæäîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà a åñòü íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå çà íèì, îòëè÷íîå îò 1,
íàòóðàëüíîå ÷èñëî a+1. ×èñëà, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà ðàç-
ëè÷íûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, íå ìîãóò ñîâïàäàòü. Êðîìå òîãî,
âûïîëíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ
Àêñèîìà èíäóêöèè. Åñëè íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íîãî ðÿäà ñîäåðæèò 1 è âìåñòå ñ êàæäûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì
ñîäåðæèò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå çà íèì, òî îíî ñîäåðæèò
âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Èç ýòèõ ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ìîæíî âûâåñòè, ÷òî
1. Êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñîäåð-

æèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.
2. Êàæäîå íåïóñòîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî ðÿäà

ñîäåðæèò íàèáîëüøèé ýëåìåíò.
3. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå î íàòóðàëüíûõ

÷èñëàõ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ÷èñëà a, à òàêæå èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè íåêîòîðîì n ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ýòî-
ãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ÷èñëà n + 1, òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áîëüøèõ èëè ðàâíûõ a.

Ïðî äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííûå íà ïîñëåäíåì ñâîéñòâå, ãîâîðÿò,
÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

9
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Íàòóðàëüíûé ðÿä áåñêîíå÷åí. Åãî îáîçíà÷àþò áóêâîé N.
Â íàòóðàëüíîì ðÿäó óñòàíîâëåí ïîðÿäîê: èç äâóõ ðàçíûõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë ìåíüøèì áóäåò òî, êîòîðîå â íàòóðàëüíîì ðÿäó ñòî-
èò ðàíüøå. Â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ îïðåäåëåíà íå âñåãäà.
Âû÷èòàòü ìîæíî ëèøü ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç áîëüøåãî.

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ öå-
ëûõ ÷èñåë. Åñëè ê íèì äîáàâèòü îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è íîëü, ïîëó-
÷èòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë

0,±1,±2,±3,±4, . . . .

Ýòî ìíîæåñòâî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé Z. Ñ åãî ýëåìåíòàìè
ìîæíî âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè: ñëîæåíèå è âû÷èòà-
íèå, óìíîæåíèå è äåëåíèå. Åñëè ïåðâûå òðè îïåðàöèè ïðèìåíèìû
ê ëþáûì äâóì öåëûì ÷èñëàì, òî îïåðàöèÿ äåëåíèÿ âûïîëíèìà íå
âñåãäà.

1.1 Ñâîéñòâà äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë
Â äàëüíåéøåì öåëûå ÷èñëà áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ëàòèíñêèìè áóêâàìè
a, b, c è ò.ä. Îïðåäåëèì âàæíîå ïîíÿòèå äåëèìîñòè ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå
÷èñëî b 6= 0, åñëè íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî c, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåí-
ñòâó

a = b · c.
Íàïðèìåð, ÷èñëî 111 äåëèòñÿ íà 37, à 28 äåëèòñÿ íà −4, âåäü

111 = 37 · 3 è 28 = (−4) · (−7). ×èñëî 5 íå äåëèòñÿ íà 3. Äåéñòâè-
òåëüíî, íåðàâåíñòâà 3 · 1 < 5 < 3 · 2, îçíà÷àþò, ÷òî öåëîå c, äëÿ
êîòîðîãî 3 · c = 5, äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì 1 < c < 2.
ßñíî, ÷òî òàêîãî ÷èñëà â ìíîæåñòâå Z íå ñóùåñòâóåò.
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Åñëè öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b, òî b íàçûâàåòñÿ
äåëèòåëåì, a íàçûâàåòñÿ äåëèìûì, à äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî îòíî-
øåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë b|a. Åñëè öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà b,
èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå b - a.

Íîëü äåëèòñÿ íà ëþáîå öåëîå ÷èñëî a 6= 0. Îòìåòèì òàêæå ñëåäó-
þùèå ñâîéñòâà äåëèìîñòè.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü a, b, c - öåëûå ÷èñëà.
1. Èìååì 1|a.
2. Åñëè a 6= 0, òî a|a.
3. Åñëè a|b, òî a|bc.
4. Åñëè a|b è b|c, òî a|c.
5. Åñëè a|b è a|c, òî a|(b + c) è a|(b− c).
6. Åñëè a|b è b 6= 0, òî |a| ≤ |b|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà a = 1 · a = a · 1, äîêàçû-
âàþùèå ïåðâîå è âòîðîå ñâîéñòâà.

Äåëèìîñòü a|b îçíà÷àåò, ÷òî ñ íåêîòîðûì u ∈ Z èìååì b = au. Íî
òîãäà bc = a(uc) è, çíà÷èò, a|bc. Ýòî äîêàçûâàåò òðåòüå ñâîéñòâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷åòâåðòîãî çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ,
ñ íåêîòîðûìè öåëûìè u, v âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà b = au, c = bv.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c = auv è, çíà÷èò, a|c.

Â ïÿòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó a|b è a|c èìååì b = au, c = av ñ íåêî-
òîðûìè u, v ∈ Z. Íî òîãäà b + c = a(u + v) è b − c = a(u − v), ÷òî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïÿòîãî ñâîéñòâà.

Èç ðàâåíñòâà b = au, ãäå u ∈ Z, è óñëîâèÿ b 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî
u 6= 0 è, çíà÷èò, |u| ≥ 1. Íî òîãäà |b| = |a| · |u| ≥ |a|.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íå ëþáûå äâà ÷èñëà ñâÿçàíû îòíîøåíèåì
äåëèìîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìîå äåëåíèå ñ
îñòàòêîì.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáûõ öåëîãî ÷èñëà a è íàòóðàëüíîãî b ñóùå-
ñòâóþò åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåííûå öåëûå ÷èñëà q, r, óäî-



ÃËÀÂÀ 1. Î ÄÅËÈÌÎÑÒÈ ×ÈÑÅË 12

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

a = bq + r, 0 ≤ r < b. (1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë q, r.
Åñëè b|a, ò.å. b = au ñ íåêîòîðûì öåëûì u, ïîëîæèì q = u, r = 0.

Ïðè òàêîì âûáîðå óñëîâèÿ (1.1), î÷åâèäíî, áóäóò âûïîëíåíû.
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà b. Ìíîæå-

ñòâî M íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå a−bk ñ íåêîòîðûì
öåëûì k, íåïóñòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè k = −|a| − 1 èìååì

a− kb = a + (|a|+ 1)b ≥ b + |a|(b− 1) ≥ 1.

Îáîçíà÷èì áóêâîé r � íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ìíîæåñòâà M . Òîãäà
r ≥ 1, è ñ íåêîòîðûì öåëûì q âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî r = a − bq.
Ïîñêîëüêó a − b(q + 1) = r − b < r, òî a − b(q + 1) 6∈ M , è, çíà÷èò,
âûïîëíåíî a−b(q+1) = r−b ≤ 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàâåíñòâî a−b(q+
1) = 0 íåâîçìîæíî, âåäü b - a, çàêëþ÷àåì r− b < 0. Èòàê, 1 ≤ r < b.
Ñóùåñòâîâàíèå íóæíûõ ÷èñåë q, r äîêàçàíî è â ýòîì ñëó÷àå.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî âìåñòå ñ ïàðîé ÷èñåë (q, r), óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì (1.1), ñóùåñòâóåò åùå îäíà, îòëè÷íàÿ îò íå¼ ïàðà
÷èñåë (u, v), äëÿ êîòîðîé

a = bu + v, 0 ≤ v < b. (1.2)

Èç ðàâåíñòâ (1.1) è (1.2) ñëåäóåò bq + r = bu + v. Ïîýòîìó r − v =
b(u− q), òàê ÷òî b|(r− v). Èç íåðàâåíñòâ (1.1) è (1.2) íàõîäèì òàêæå
|r − v| < b. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñâîéñòâó ëåììû 1.1 ìîæíî óòâåð-
æäàòü òåïåðü, ÷òî r − v = 0, ò.å. v = r. Íî òîãäà b(u − q) = 0 è,
çíà÷èò, u = q. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðû (q, r) è (u, v) äîëæíû ñîâïàäàòü,
âîïðåêè íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

×èñëà r è q, îïðåäåëåííûå â òåîðåìå 1.1, íàçûâàþòñÿ îñòàòêîì
îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà b è íåïîëíûì ÷àñòíûì ïðè äåëåíèè a íà b.
Â ñëó÷àå r = 0 ñëîâî "íåïîëíîå"â íàçâàíèè q îïóñêàþò.
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Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−1234 = 23 · (−54) + 8.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà −1234 íà 23 ðàâåí 8,
à íåïîëíîå ÷àñòíîå ðàâíî −54.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ
íà íàòóðàëüíîå b â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé
îñòàòîê ðàâåí íóëþ.

×èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 2, íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè, ÷èñëà, íå äåëÿ-
ùèåñÿ íà 2, ò.å. èìåþùèå ïðè äåëåíèè íà 2 îñòàòîê 1, íàçûâàþòñÿ
íå÷åòíûìè.

Äëÿ ðåàëüíîãî íàõîæäåíèÿ îñòàòêà è íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì äåëåíèÿ ñòîëáèêîì. Èç-
âåñòíû è äðóãèå áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû.1

1.2 Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå è íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü

Ïóñòü a1, . . . , an � íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà. Öåëîå ÷èñëî K íàçûâà-
åòñÿ îáùèì êðàòíûì ÷èñåë a1, . . . , an, åñëè îíî êðàòíî êàæäîìó èç
ýòèõ ÷èñåë, ò.å. a1|K, . . . , an|K. Íàïðèìåð, |a1 · · · an| åñòü îäíî èç èõ
îáùèõ êðàòíûõ.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàèìåíüøåå èç ïîëîæèòåëüíûõ îáùèõ êðàòíûõ
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì ÷èñåë a1, . . . , an.

Ìíîæåñòâî îáùèõ êðàòíûõ ÷èñåë a1, . . . , an áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
ñèìâîëîì M{a1, . . . , an}, à èõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå � ñèìâî-
ëîì ÍÎÊ(a1, . . . , an) èëè [a1, . . . , an].

Òåîðåìà 1.2. 1. Ëþáîå îáùåå êðàòíîå íåñêîëüêèõ ÷èñåë äåëèòñÿ
íà èõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå.

1Ñì., íàïðèìåð, êíèãó Àõî À., Õîïêðîôò Äæ., Óëüìàí Äæ., Ïîñòðîåíèå è àíàëèç âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, Ìîñêâà, Ìèð, 1979.
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2. Äëÿ ëþáûõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ öåëûõ ÷èñåë a1, . . . , an âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[a1, . . . , an] = [[a1, . . . , an−1], an].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = [a1, . . . , an] è K - êàêîå-íèáóäü îáùåå
êðàòíîå ÷èñåë a1, . . . , an. Ðàçäåëèâ ñ îñòàòêîì ÷èñëî K íà m, ïîëó-
÷èì öåëûå q, r, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

K = mq + r, 0 ≤ r < m.

Èç ñâîéñòâ äåëèìîñòè íàõîäèì, ÷òî r = K − mq äåëèòñÿ íà êàæ-
äîå èç öåëûõ ÷èñåë aj è ïîòîìó åñòü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a1, . . . , an.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m åñòü íàèìåíüøåå èç ïîëîæèòåëüíûõ îáùèõ êðàò-
íûõ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî íåðàâåíñòâî r > 0 íåâîçìîæíî.
Ïîýòîìó r = 0 è m|K. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

u = [a1, . . . , an], v = [a1, . . . , an−1].

Êàæäîå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë v è an äåëèòñÿ, î÷åâèäíî, íà ÷èñëà
a1, . . . , an, ò.å. ÿâëÿåòñÿ èõ îáùèì êðàòíûì. Ïîýòîìó

M{v, an} ⊂ M{a1, . . . , an}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a1, . . . , an äåëèòñÿ
íà ÷èñëà a1, . . . , an−1 è, ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû,
äåëèòñÿ íà v. Âìåñòå ñ òåì îíî äåëèòñÿ íà an è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ
îáùèì êðàòíûì ÷èñåë v è an. Ýòî äîêàçûâàåò îáðàòíîå âêëþ÷åíèå

M{v, an} ⊃ M{a1, . . . , an}.
Èç ñîâïàäåíèÿ ìíîæåñòâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî èõ íàèìåíüøèõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ýëåìåíòîâ [v, an] = u. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ìíîæåñòâî âñåõ äåëèòåëåé öåëîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ÷èñëà a êî-
íå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d|a, òî, ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñâîéñòâó èç
ëåììû 1.1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |d| ≤ |a|.

Ïóñòü a1, a2, . . . , an � öåëûå ÷èñëà è d ∈ Z � èõ îáùèé äåëèòåëü,
ò.å. d|a1, d|a2, . . . , d|an. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñðåäè
÷èñåë a1, a2, . . . , an åñòü íå ðàâíîå íóëþ, òî ìíîæåñòâî îáùèõ äå-
ëèòåëåé ýòèõ ÷èñåë êîíå÷íî. Îíî âñåãäà ñîäåðæèò ±1 è ïîòîìó íå
ïóñòî. Ãîâîðÿ â äàëüíåéøåì îá îáùèõ äåëèòåëÿõ ìû, äàæå åñëè ýòî
íå îãîâàðèâàåòñÿ îñîáî, âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì íàáîðå a1, a2, . . . , an ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî íå ðàâíîå
íóëþ ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå 3. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ñîâîêóïíîñòè öå-
ëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äåëÿùåå
êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë.

Öåëûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1.

Íàéäåì, íàïðèìåð, âñå îáùèå äåëèòåëè ÷èñåë 6, 10, 15. Îíè ñîäåð-
æàòñÿ ñðåäè äåëèòåëåé 6, ò.å. ñðåäè ÷èñåë ±1,±2,±3,±6. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî 15 = 2 · 7 + 1 íå äåëèòñÿ íà 2, à, çíà÷èò, íå äåëèòñÿ è íà 6, èç
ñïèñêà âîçìîæíûõ äåëèòåëåé ñëåäóåò èñêëþ÷èòü ±2,±6. Ðàâåíñòâî
10 = 3 · 3 + 1 îçíà÷àåò, ÷òî 10 íå äåëèòñÿ íà 3. Ïîýòîìó â ñïèñêå
îáùèõ äåëèòåëåé îñòàþòñÿ ëèøü ÷èñëà ±1, è ïîòîìó (6, 10, 15) = 1.
×èñëà 6, 10, 15 âçàèìíî ïðîñòû.

Ìíîæåñòâî âñåõ îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë a1, a2, . . . , an áóäåò îáî-
çíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì D{a1, . . . , an}. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷è-
ñåë a1, a2, . . . , an îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ÍÎÄ(a1, . . . , an) èëè ïðî-
ñòî (a1, . . . , an).

Âûâåäåì èç òåîðåìû 1.2 ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàèáîëüøèì îáùèì
äåëèòåëåì äâóõ ÷èñåë è èõ íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì.
Ñëåäñòâèå 1.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

[a, b] · (a, b) = a · b.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåäåíèå ab åñòü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a è b.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 îíî äåëèòñÿ íà èõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå,
ò.å. ab

[a,b] åñòü öåëîå ÷èñëî. Èç ðàâåíñòâ

a =
ab

[a, b]
· [a, b]

b
, b =

ab

[a, b]
· [a, b]

a

ñëåäóåò, ÷òî ab
[a,b] åñòü îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b.

Ïóñòü òåïåðü d � ïðîèçâîëüíûé îáùèé äåëèòåëü a è b. Â ñèëó
ðàâåíñòâ

ab

d
= a · b

d
= b · a

d

çàêëþ÷àåì, ÷òî ab
d åñòü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a è b. Ïî òåîðåìå 1.2

îíî äåëèòñÿ íà [a, b], ò.å. îòíîøåíèå ab
d·[a,b] åñòü öåëîå ÷èñëî. Ïîýòîìó

ab
d·[a,b] ≥ 1 è ab

[a,b] ≥ d. Ñëåäîâàòåëüíî, ab
[a,b] � íàèáîëüøèé èç âñåõ îáùèõ

äåëèòåëåé ÷èñåë a è b. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè a|bc è (a, b) = 1, òî c äåëèòñÿ íà a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåäåíèå bc åñòü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë b è a.
Ïî òåîðåìå 1.2 îíî äåëèòñÿ íà [a, b]. Ñîãëàñíî óñëîâèþ è ñëåäñòâèþ
1.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî [a, b] = ab, òàê ÷òî ab|bc è, çíà÷èò, a|c.
Òåîðåìà 1.3. 1. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íåñêîëüêèõ ÷èñåë
äåëèòñÿ íà ëþáîé èõ îáùèé äåëèòåëü.

2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

((a1, . . . , an−1), an) = (a1, . . . , an).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an íåêîòîðûé íàáîð öåëûõ ÷èñåë è
d1, . . . , dm âñå èõ ïîëîæèòåëüíûå îáùèå äåëèòåëè. Áóêâîé d îáîçíà-
÷èì íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ýòèõ äåëèòåëåé, ò.å. d = [d1, . . . , dm].
Êàæäîå èç ÷èñåë a1, . . . , an åñòü îáùåå êðàòíîå âñåõ äåëèòåëåé d1, . . .,
dm. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî d|a1, . . . , d|an. Ñëå-
äîâàòåëüíî, d åñòü îäèí èç îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë a1, . . . , an. Ïðè
ëþáîì k èìååì dk|d, ïîýòîìó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî dk ≤ d. Èòàê,
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d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äàííûõ ÷èñåë, îí äåëèòñÿ íà ëþáîé
äðóãîé èõ îáùèé äåëèòåëü.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè

c = (a1, . . . , an−1), d = (a1, . . . , an).

Òàê êàê êàæäîå èç ÷èñåë a1, . . . , an−1 äåëèòñÿ íà c, òî ïî ñâîéñòâàì
äåëèìîñòè êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà (c, an). ×èñëî an òàêæå
äåëèòñÿ íà (c, an). Ñëåäîâàòåëüíî, (c, an) åñòü îáùèé äåëèòåëü âñåõ
äàííûõ ÷èñåë è ïîòîìó (c, an) ≤ d.

Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Òàê êàê
d åñòü îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1, . . . , an−1, òî ïî ïåðâîìó óòâåðæäå-
íèþ òåîðåìû d|c. Âìåñòå ñ òåì d|an. Ñëåäîâàòåëüíî, d åñòü îáùèé
äåëèòåëü ÷èñåë c è an. Íî òîãäà d ≤ (c, an). Äîêàçàííûå íåðàâåíñòâà
îçíà÷àþò, ÷òî (c, an) = d.

Ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç ðàâåíñòâà èç òåîðåì 1.2 è 1.3 ìîæíî ñâå-
ñòè âû÷èñëåíèå íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî è íàèáîëüøåãî îáùå-
ãî äåëèòåëÿ íåñêîëüêèõ ÷èñåë ê òàêîé æå çàäà÷å äëÿ äâóõ ÷èñåë. Â
ñâîþ î÷åðåäü ñëåäñòâèå 1.1 ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñëåíèå íàèìåíü-
øåãî îáùåãî êðàòíîãî äâóõ ÷èñåë ê âû÷èñëåíèþ èõ íàèáîëüøåãî
îáùåãî äåëèòåëÿ. Ýòà çàäà÷à áóäåò ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùåì ïàðà-
ãðàôå.

1.3 Àëãîðèòì Åâêëèäà
Ïóñòü a ≥ b - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òðåáóåòñÿ íàéòè (a, b) - èõ íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Çàäà÷à ýòà, êîíå÷íî, ìîæåò áûòü ðåøå-
íà ïóòåì ïåðåáîðà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë d îò 1 äî b è ïðîâåðêè
óñëîâèé d|a, d|b. Îäíàêî ýòîò ïóòü òðåáóåò î÷åíü áîëüøîãî îáú¼ìà
âû÷èñëåíèé. Ïðèäóìàííûé â Äðåâíåé Ãðåöèè àëãîðèòì, íàçûâàå-
ìûé àëãîðèòìîì Åâêëèäà, äîñòàòî÷íî áûñòðî íàõîäèò íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü è ïðè ýòîì íå ðàçëàãàåò ÷èñëà íà ìíîæèòåëè. Â
îñíîâå åãî ëåæèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 1.2. 1. Åñëè a � öåëîå, b - íàòóðàëüíîå è b|a, òî ìíî-
æåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë a è b ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
äåëèòåëåé b. Â ÷àñòíîñòè, (a, b) = b.

2. Åñëè
a = bq + r, 0 ≤ r < b,

òî D{a, b} = D{b, r}, â ÷àñòíîñòè, (a, b) = (b, r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë a è b ñîäåð-
æèòñÿ ñðåäè äåëèòåëåé b, ò.å. D{a, b} ⊂ D{b}. Â òî æå âðåìÿ, êàæ-
äûé äåëèòåëü ÷èñëà b, â ñèëó óñëîâèÿ b|a áóäåò äåëèòåëåì ÷èñëà a,
ò.å. ïðèíàäëåæèò D{a, b}. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòå-
ëåé ÷èñåë a è b ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì äåëèòåëåé b. Ýòî äîêàçûâàåò
ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû 1.2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîé-
ñòâàì äåëèìîñòè êàæäûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë b è r äåëèò ÷èñëî
bq + r = a è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D{a, b}. Òî÷íî òàê
æå, êàæäûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b äåëèò ÷èñëî a − bq = r,
òàê ÷òî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D{b, r}. Ýòèì äîêàçàíî ðàâåíñòâî
D{a, b} = D{b, r}. Îòñþäà ñëåäóåò è ñîâïàäåíèå íàèáîëüøèõ îáùèõ
äåëèòåëåé ïàð ÷èñåë a, b è b, r.

Äîêàçàííîå â ëåììå 1.2 ðàâåíñòâî (a, b) = (b, r) ïîçâîëÿåò ïðè
íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ çàìåíèòü ïàðó ÷èñåë a, b

äðóãîé ïàðîé b, r. Çàìåòèì, ÷òî r < b, ò.å. îäíî èç äâóõ ÷èñåë, ó÷àñò-
âóþùèõ â àëãîðèòìå óìåíüøèëîñü. Ïîâòîðÿÿ íåñêîëüêî ðàç äåëåíèå
ñ îñòàòêîì è çàìåíÿÿ êàæäûé ðàç ïàðó öåëûõ ÷èñåë íîâîé ìû áóäåì
êàæäûé ðàç óìåíüøàòü îäíî èç äâóõ ÷èñåë, ó÷àñòâóþùèõ â ðàáîòå
àëãîðèòìà. ßñíî, â êàêîé-òî ìîìåíò îäíî èç ÷èñåë ñòàíåò ðàâíûì
0 è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñìîæåò áûòü íàéäåí ñ ïîìîùüþ
ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.2.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì íåìíîãî ïîäðîáíåå. Ïîëîæèì r0 = a, r1 = b

è îáîçíà÷èì r2, . . . , rn - ïîñëåäóþùèå äåëèòåëè â àëãîðèòìå Åâêëè-
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äà. Òîãäà r1 = b. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

a =r0 = bq1 + r2, 0 ≤ r2 < b,

b =r1 = r2q2 + r3, 0 ≤ r3 < r2,

r2 = r3q3 + r4, 0 ≤ r4 < r3, (1.3)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 ≤ rn < rn−1,

rn−1 = rnqn.

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà äåëåíèå ïðîèçîéäåò áåç îñòàòêà.
Â ïðèâåäåííîì âûøå òåêñòå ïîñëåäíèé îñòàòîê rn+1 = 0. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ëåììîé 1.2 íàõîäèì ðàâåíñòâà

(a, b) = (b, r2) = (r2, r3) = (r3, r4) = · · · = (rn−1, rn) = (rn, 0) = rn.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí ïîñëåäíåìó äå-
ëèòåëþ (îí æå ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê) â àëãîðèòìå Åâêëèäà.
Ïðèìåð. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 3009 è 894.

Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà, íàõîäèì

3009 = 894 · 3 + 327, 894 = 327 · 3 + 240,

327 = 240 · 1 + 87, 240 = 87 · 2 + 66,

87 = 66 · 1 + 21, 66 = 21 · 21 + 3,

21 = 3 · 7.
Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê ðàâåí 3, ïîýòîìó (3009, 894) = 3.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Åâêëèäà íà êîìïüþòåðå áîëüøå ïîä-
õîäèò ñëåäóþùàÿ åãî ôîðìà, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò èíäåêñû ó äå-
ëèòåëåé è îñòàòêîâ.
Àëãîðèòì. Äàíû: Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b; b < a.
Íàéòè: Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a, b).
1. Âû÷èñëèòü r - îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, ò.å. íàéòè öåëîå r,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì a = bq + r, 0 ≤ r < b.
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2. Åñëè r = 0, òî (a, b) = b, ÑÒÎÏ.
3. Åñëè r 6= 0, òî çàìåíèòü ïàðó {a, b} ïàðîé {b, r} è ïåðåéòè â
ïóíêò 1 àëãîðèòìà.

Ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî àëãîðèòì Åâêëèäà äîñòàòî÷íî áûñòðî
íàõîäèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Îöåíêó êîëè÷åñòâà äåëåíèé â
íåì äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà2.

Òåîðåìà 1.4. Êîëè÷åñòâî äåëåíèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàåò ïÿòèêðàòíîãî êîëè-
÷åñòâà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ìåíüøåãî èç ýòèõ äâóõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ≥ b - íàòóðàëüíûå ÷èñëà è b çàïèñûâà-
åòñÿ m öèôðàìè â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
10m−1 ≤ b < 10m. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì Åâêëèäà, ïðè-
ìåí¼ííûé ê ÷èñëàì a, b âûïîëíèò íå áîëåå 5m äåëåíèé ñ îñòàòêîì.

Ïîëîæèì r0 = a è îáîçíà÷èì r1 = b, r2, . . . , rn - ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äåëèòåëåé â àëãîðèòìå Åâêëèäà. Òîãäà ,

ri−1 = qiri + ri+1, 0 ≤ ri+1 < ri, i = 1, 2, . . . , n− 1, rn = (a, b).

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

rn−i ≥ λi, i = 0, 1, . . . , n− 1, (1.4)

ãäå λ = 1+
√

5
2 = 1, 61... åñòü êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ λ2 − λ−

1 = 0. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè i = 0 èìååì rn ≥ 1 = λ0. Ïðè i = 1 íàõîäèì rn−1 ≥ rn + 1 ≥
2 > λ, òàê ÷òî íåðàâåíñòâî (1.4) îïÿòü ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî 1 ≤ k < n− 1 è íåðàâåíñòâî (1.4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ
i ≤ k. Èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

rn−k−1 = qn−krn−k + rn−k+1 ≥ rn−k + rn−k+1 ≥ λk + λk−1 = λk+1.

2Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â 1845ã. ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ã. Ëàìå.
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Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (1.4) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè i = k + 1. Ýòî
äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (1.4) ïðè âñåõ i = 0, 1, . . . , n− 1.

Ïîñêîëüêó 10m > b è b = r1 ≥ λn−1, ìû âèäèì, ÷òî
m > (n− 1) log10 λ > (n− 1)/5.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå áûëà èñïîëüçîâàíà îöåíêà λ > 101/5 =
1, 58.... Òàêèì îáðàçîì, n < 5m + 1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë un, n ≥ 0, îïðåäå-
ëåííóþ ðåêóððåíòíî

u0 = 0, u1 = 1, un = un−1 + un−2, n ≥ 2.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ u2 = u1+u0 = 1, u3 = u2+u1 = 2 è òàê
äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðÿä ÷èñåë: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .,
íîñÿùèé íàçâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è3. Èç çàêîíà îá-
ðàçîâàíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäíî, ÷òî ïðè n ≥ 3 îñòà-
òîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà un+1 íà un âñåãäà ðàâåí un−1, íåïîëíîå ÷àñò-
íîå ïðè ýòîì ðàâíî 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøå-
ãî îáùåãî äåëèòåëÿ (un, un+1) ïîòðåáóåòñÿ n − 1 äåëåíèå ñ îñòàò-
êîì. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷è-
ñåë u6 = 8 è u7 = 13 òðåáóåòñÿ 5 äåëåíèé ñ îñòàòêîì, à äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ (u11, u12) = (89, 144) íåîáõîäèìî 10 äåëåíèé ñ îñòàòêîì. Ýòè
ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ãðàíèöà äëÿ ÷èñëà äåëåíèé, óòâåðæäàå-
ìàÿ òåîðåìîé 1.4 ìîæåò äîñòèãàòüñÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ íåñêîëüêèõ ÷èñåë
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûé îáîáùåííûé àëãîðèòì Åâêëè-
äà. Åñëè a1, a2, . . . , an � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è a2 = a1q +
r, 0 ≤ r < a1, òî ïî ëåììå 1.2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî D{a1, a2} =
D{r, a1}. Ñëåäîâàòåëüíî,

D{a1, a2, a3, . . . , an} = D{r, a1, a3, . . . , an}
3Èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé, 1180-1240, íîñèë ïðîçâèùå Ôèáîíà÷÷è

("ñûí Áîíà÷÷î").
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è
(a1, a2, a3, . . . , an) = (r, a1, a3, . . . , an). (1.5)

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë íå çàâèñèò îò òî-
ãî, â êàêîì ïîðÿäêå ýòè ÷èñëà çàïèñàíû, ïîýòîìó êàæäîå ÷èñëî â
ñîâîêóïíîñòè ìîæåò áûòü çàìåíåíî åãî îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà ëþ-
áîå äðóãîå ÷èñëî èç ýòîé æå ñîâîêóïíîñòè, ïðè÷åì íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü ïðè òàêîé çàìåíå ñîõðàíèòñÿ. ßñíî, ÷òî îïåðàöèÿ (1.5)
óìåíüøèò ñóììó ÷èñåë â ñïèñêå, åñëè a2 ≥ a1. È ýòà ñóììà íå ñìî-
æåò áûòü óìåíüøåíà óêàçàííûì ñïîñîáîì ëèøü â ñëó÷àå, åñëè âñå
÷èñëà ñïèñêà, êðîìå îäíîãî, ðàâíû íóëþ. Íî â òàêîì ñëó÷àå íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âû÷èñëÿåòñÿ ëåãêî, (a1, 0, . . . , 0) = a1. Ýòè
ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü îôîðìëåíû â âèäå àëãîðèòìà ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Àëãîðèòì (Îáîáùåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà). Äàíî: Ñîâîêóï-
íîñòü öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {a1, . . . , an}.

Íàéòè: Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü D = (a1, . . . , an).
1. Çàìåíèòü ñïèñîê {a1, . . . , an}, ïåðåñòàâèâ åãî ýëåìåíòû òàê,

÷òîáû ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ïåðâîì ìåñòå áûëî íàèìåíüøèì èç ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñïèñêà.

2. Åñëè âñå ÷èñëà a2, . . . , an ðàâíû íóëþ, ïîëîæèòü D = a1,
ÑÒÎÏ.

3. Çàìåíèòü â ñïèñêå {a1, . . . , an} êàæäîå èç íåíóëåâûõ ÷èñåë
a2, . . . , an åãî îñòàòêîì ïðè äåëåíèè íà a1. Ïåðåéòè â ïóíêò 1
àëãîðèòìà.

×òîáû ïîêàçàòü, êàê ðàáîòàåò ýòîò àëãîðèòì ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü D = (10, 6, 15, 24).

Èìååì

D = (6, 10, 15, 24) = (6, 4, 3, 0) = (3, 6, 4, 0) =

= (3, 0, 1, 0) = (1, 3, 0, 0) = (1, 0, 0, 0) = 1,
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ò.å. ÷èñëà 10, 6, 15, 24 âçàèìíî ïðîñòû.
Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà, ðàâíûå íóëþ, ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç

ñïèñêà â ïðîöåññå ðàáîòû îáîáù¼ííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà. Ïðè
ýòîì äëèíà ñïèñêà óìåíüøèòñÿ, è íà çàêëþ÷èòåëüíîì øàãå âåñü ñïè-
ñîê áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî ÷èñëà - èñêîìîãî íàèáîëüøåãî îáùåãî
äåëèòåëÿ.

1.4 Ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé

Óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ öåëû-
ìè ÷èñëàìè, íàçûâàþòñÿ äèîôàíòîâûìè ïî èìåíè äðåâíåãðå÷åñêîãî
ó÷åíîãî Äèîôàíòà4. Ïóñòü a, b, c � öåëûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòåéøåå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

ax + by = c. (1.6)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå 19x + 12y = 1 èìååò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé x = −5 + 12t, y = 8 − 19t, t ∈ Z. Óðàâíåíèå
æå 2x − 6y = 3 ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ íå èìååò, âåäü ïðè ëþáûõ
öåëûõ x, y ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ äåëèòñÿ íà 2, ò.å. ÷åòíà, à
ïðàâàÿ ÷àñòü 3 åñòü íå÷åòíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 1.5. 1. Óðàâíåíèå (1.6) ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ x, y

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a, b)|c.
2. Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî. Âñå

îíè èìåþò âèä

x = x0 +
b

(a, b)
t, y = y0 − a

(a, b)
t, (1.7)

ãäå ïàðà ÷èñåë x0, y0 åñòü êàêîå-ëèáî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå, à t �
ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.

4Äèîôàíò æèë â III âåêå íàøåé ýðû. Äî íàñ äîøëè øåñòü êíèã åãî ôóíäàìåíòàëüíîãî òðóäà
"Àðèôìåòèêà", ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè
íåèçâåñòíûìè è îáñóæäàþòñÿ ñïîñîáû ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé.
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Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ èìååì (19, 12) = 1 è (2, 6) = 2 - 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëûå ÷èñëà x0, y0 ñîñòàâëÿþò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6). Òàê êàê (a, b)|a è (a, b)|b òî èç ñâîéñòâ
äåëèìîñòè ñëåäóåò (a, b)|ax0+by0 = c. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (a, b)|c
äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.6) äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû â îáðàòíóþ ñòîðîíó ìîæíî
äîêàçûâàòü, ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ a, b öåëûìè íåîòðè-
öàòåëüíûìè ÷èñëàìè. Îáùèé ñëó÷àé âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê ýòîìó,
ñìåíèâ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, çíàê ó íåèçâåñòíîé.

Ïðåäïîëàãàÿ a ≥ 0, b ≥ 0, äîêàæåì íóæíîå óòâåðæäåíèå ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî âåëè÷èíå ñóììû a + b.

Åñëè a+b = 1, òî, ñêàæåì, a = 1, b = 0. Òîãäà (a, b) = 1 è óñëîâèå
(a, b)|c âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì c. Óðàâíåíèå òàêæå ðàçðåøèìî ïðè
ëþáîì c. Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë x = c, y = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëîå n ≥ 1, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ âñåõ óðàâíåíèé âèäà (1.6) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ñóììà êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà è íå ïðåâîñõîäèò n. Ïóñòü
òàêæå a, b � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ñ ñóììîé a + b = n + 1. Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ≥ b.

Â ñëó÷àå b = 0 èìååì (a, b) = a è óñëîâèå (a, b)|c ðàâíîñèëüíî äå-
ëèìîñòè a|c, ò.å. ðàâåíñòâó c = au ñ íåêîòîðûì öåëûì u. Óðàâíåíèå
(1.6) èìååò ðåøåíèåì ïàðó ÷èñåë x = u, y = 0.

Â ñëó÷àå b ≥ 1 âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì a = b · 1 + (a − b). Ïî
âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 1.2 èç íåãî ñëåäóåò (a, b) = (b, a− b) è
(b, a− b)|c. Ó÷èòûâàÿ òåïåðü îöåíêó b + (a− b) = a = n + 1− b ≤ n,
çàêëþ÷àåì ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ñóùåñòâóþò
öåëûå ÷èñëà u, v, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó (a− b)u+ bv = c. Ýòî
ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

au + b(v − u) = c,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.6) èìååò ðåøåíèåì öåëûå ÷èñëà
x = u, y = v−u. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì ïðåæäå âñåãî,
÷òî ÷èñëà (1.7) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6). Äåéñòâèòåëüíî,

a

(
x0 +

b

(a, b)
t

)
+ b

(
y0 − a

(a, b)
t

)
= ax0 + by0 = c.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6) ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå (1.7). Åñëè x1, y1 � íåêîòîðîå ðåøåíèå, òî èç ðàâåíñòâ
ax1 + by1 = c, ax0 + by0 = c ñëåäóåò

a(x1 − x0) = b(y0 − y1). (1.8)

×èñëà a, b ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå a = (a, b)r, b = (a, b)s,
ãäå r, s � öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Ñîêðàòèâ ðàâåíñòâî (1.8) íà
(a, b) ïîëó÷èì r(x1 − x0) = s(y0 − y1) è s|r(x1 − x0). Âîñïîëüçóåì-
ñÿ ñëåäñòâèåì 1.2. Ñ åãî ïîìîùüþ, ó÷èòûâàÿ (r, s) = 1, çàêëþ÷àåì
s|(x1 − x0) èëè x1 − x0 = st ñ íåêîòîðûì öåëûì t. Èòàê,

x1 = x0 + st = x0 +
b

(a, b)
t.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (1.8), íàõîäèì ab
(a,b)t = b(y0− y1) è y1 =

y0 − a
(a,b)t. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5.

Ïðèâåä¼ííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâà-
íî íà ñëåäñòâèè 1.2 èç òåîðåìû 1.3. Ïîêàæåì, êàê ýòî ñëåäñòâèå
ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.5.
Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.2. Ïî óñëîâèþ ÷èñëà a, b âçà-
èìíî ïðîñòû. Ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.5 ñóùå-
ñòâóþò öåëûå ÷èñëà x, y, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ax+by =
1. Óìíîæèâ åãî íà c, ïîëó÷èì acx + bcy = c. Îòñþäà, òàê êàê ac è
bc äåëÿòñÿ íà b, çàêëþ÷àåì b|c.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5 íå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.6) â öåëûõ ÷èñëàõ. Â ñèëó òåîðåìû 1.5 äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
íàéòè õîòÿ áû îäíî åãî ðåøåíèå. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ
îñíîâàí íà àëãîðèòìå Åâêëèäà.
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Ðàññìîòðèì åùå ðàç ðàâåíñòâà (1.3). Ïåðâîå èç íèõ äà¼ò r2 =
a− bq1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå ðàâåíñòâî, íàõîäèì

r3 = b− r2q2 = b(1 + q1q2)− aq2.

Äàëåå èç òðåòüåãî �

r4 = r2 − r3q3 = a(1 + q2q3)− b(q1 + q3 + q1q2q3).

Ïðîäîëæàÿ ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî íàéòè ïðåäñòàâëåíèå rn = au+bv

ñ íåêîòîðûìè öåëûìè u, v. Íî ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå
ax + by = (a, b) èìååò ðåøåíèå x = u, y = v. À ïîñêîëüêó (a, b)|c,
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.6) áóäóò öåëûå ÷èñëà x0 = cu

(a,b) , y0 = cv
(a,b) .

Âñå âû÷èñëåíèÿ óäîáíî îôîðìèòü â ìàòðè÷íîì âèäå. Ðàññìîòðèì
ìàòðèöû

Ai =

(
qi 1
1 0

)
, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ñ èõ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.3) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå
(

ri−1

ri

)
= Ai ·

(
ri

ri+1

)
, i = 1, 2, . . . , n− 1,

è, çíà÷èò,
(

a
b

)
=

(
r0

r1

)
= A1A2 · · ·An−1 ·

(
rn−1

rn

)
.

Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê
(

q 1
1 0

)
èìååò âèä

(
0 1
1 −q

)
, ïîýòîìó

(
rn−1

rn

)
= Bn−1 · · ·B2B1 ·

(
a
b

)
,

ãäå Bi =

(
0 1
1 −qi

)
. Îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêîñòè B = Bn−1 · · ·B1 =

(
w t

u v

)
, èç ðàâåíñòâà

(
rn−1

rn

)
= B ·

(
a

b

)
íàéäåì rn = au + bv.
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Òàê äëÿ ïðèìåðà íà ñòð. 19 èìååì

B =

(
0 1
1 −3

)(
0 1
1 −1

)(
0 1
1 −2

)(
0 1
1 −1

)
×

(
0 1
1 −2

)(
0 1
1 −3

)
=

(
11 −37
−41 138

)
.

Ýòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå 3009x + 894y = 3
èìååò ðåøåíèå x = −41, y = 138.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê áîëåå îáùåé çàäà÷å. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèî-
ôàíòîâûõ óðàâíåíèé

a1,1x1 + · · ·+ a1,nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.9)
am,1x1 + · · ·+ am,nxn = bm,

ãäå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé ai,j, bi � öåëûå ÷èñëà. Íåèçâåñòíûå
x1, . . . , xn òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëûìè. Ñ ýòîé ñèñòåìîé ñâÿçû-
âàþòñÿ äâå ìàòðèöû

A =




a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am,1 am,2 . . . am,n


 , B =




a1,1 a1,2 . . . a1,n −b1

a2,1 a2,2 . . . a2,n −b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am,1 am,2 . . . am,n −bm


 .

Ïåðâàÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû, à âòîðàÿ � ðàñøèðåí-
íîé ìàòðèöåé. Â ìàòðè÷íîì âèäå ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíà òàê A · x = b, ãäå b � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðà m, ñîñòî-
ÿùèé èç ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (1.9). Â ñëó÷àå, åñëè âñå ïðàâûå
÷àñòè ñèñòåìû (1.9) ðàâíû íóëþ, ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.

Íèæå ìû îïèøåì ïðîöåññ, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü âñå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (1.9) â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó A, ñîäåðæàùóþ m+n ñòðîê è n+1 ñòîëáöîâ.
Ïåðâûå m ñòðîê ýòîé ìàòðèöû ñîâïàäàþò ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû B.
Ïðîäîëæåíèÿ ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñîâïàäàþò ñî ñòîëáöàìè
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åäèíè÷íîé n × n ìàòðèöû En, à ïðîäîëæåíèå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà
ìàòðèöû B ñîñòîèò èç íóëåé. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A èìååò âèä

A =

(
A −b
En 0

)
. (1.10)

Ñòîëáöû ìàòðèöû A â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî îáîçíà-
÷èì [A]1, . . . , [A]n+1. ×àñòü ìàòðèöû A, îáðàçîâàííóþ ñòîëáöàìè
[A]1, . . . , [A]n, áóäåì íàçûâàòü ãëàâíîé ÷àñòüþ ìàòðèöû A.

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.9) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ýòàïà. Íà ïåð-
âîì èç íèõ âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èìåþùèå öå-
ëüþ ïðèâåñòè A ê ñïåöèàëüíîìó âèäó

A′ =
(

C −b

K 0

)
. (1.11)

Çäåñü C,K � öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû ðàçìåðà m × n è n × n ñîîò-
âåòñòâåííî, è ìàòðèöà C èìååò òðàïåöèåâèäíóþ ôîðìó

C =




c1,1 0 0 . . . 0 0 . . . 0
c2,1 c2,2 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

cr,1 cr,2 cr,3 . . . cr,r 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
cm,1 cm,2 cm,3 . . . cm,r 0 . . . 0




, (1.12)

ïðè÷åì c1,1 > 0, . . . , cr,r > 0.
Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A ê âèäó A′ ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü

ïðåîáðàçîâàíèÿ òð¼õ òèïîâ (äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ):
à) ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû ãëàâíîé ÷àñòè A;
á) èçìåíèòü çíàêè ó âñåõ ýëåìåíòîâ êàêîãî-ëèáî ñòîëáöà ãëàâíîé

÷àñòè;
â) óìíîæèòü ïåðâûé ñòîëáåö ãëàâíîé ÷àñòè íà íåêîòîðîå öåëîå

÷èñëî è âû÷åñòü ðåçóëüòàò èç äðóãîãî ñòîëáöà ãëàâíîé ÷àñòè.
Îïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíÿåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî-

äðîáíåå. Ïî õîäó ðàáîòû àëãîðèòìà ìàòðèöà A áóäåò ìåíÿòüñÿ, îä-
íàêî äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàìåùàþùèå å¼ ìàòðèöû
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òîé æå áóêâîé A, à äëÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ ìàòðèö ïî-ïðåæíåìó áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ai,j. Òàêèì îáðàçîì, çíàê ai,j èñïîëüçóåò-
ñÿ äëÿ ÷èñëà, ñòîÿùåãî íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè ñ íîìåðîì i è ñòîëáöà
ñ íîìåðîì j, ìåíÿþùåãîñÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé. Ñàìà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âû÷èñëåíèé áóäåò ïîõîæà íà îáîáù¼ííûé àëãîðèòì Åâ-
êëèäà:

1. Èçìåíèòü ãëàâíóþ ÷àñòü ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ äîïóñòèìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé âèäà à) è á) òàê, ÷òîáû â ëåâîì âåðõíåì óãëó A ñòî-
ÿëî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íàèìåíüøåå ñðåäè àáñîëþòíûõ âåëè÷èí
âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè ãëàâíîé ÷àñòè.

2. Ðàçäåëèòü êàæäîå èç ÷èñåë a1,j ñ îñòàòêîì íà a1,1, ò.å. íàéòè
ïðåäñòàâëåíèÿ

a1,j = a1,1dj + sj, 0 ≤ sj < a1,1, j = 2, . . . , n.

Çàìåíèòü â ìàòðèöå A ñòîëáöû [A]2, . . . , [A]n ñòîëáöàìè

[A]2 − d2[A]1, . . . , [A]n − dn[A]1

ñîîòâåòñòâåííî. Âåðíóòüñÿ ê ïóíêòó 1 è ñíîâà ïîâòîðèòü âñå îïåðà-
öèè.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïóíêòîâ 1 è 2, êàê è â îáîù¼ííîì àë-
ãîðèòìå Åâêëèäà, áóäåò óìåíüøàòüñÿ ñóììà àáñîëþòíûõ âåëè÷èí
ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè ãëàâíîé ÷àñòè A. Ïðîöåññ ýòîò çàâåðøèòñÿ
ëèøü òîãäà, êîãäà âñå ýëåìåíòû a1,2, . . . , a1,n ñòàíóò ðàâíûìè íóëþ.
Íà ýòîì ýòàïå âû÷èñëåíèé îïðåäåëèòñÿ ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A′.

Äàëüíåéøàÿ ðàáîòà ïðîèñõîäèò ñî ñòîëáöàìè [A]2, . . . , [A]n. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïåðâûå ýëåìåíòû ýòèõ ñòîëáöîâ ðàâíû íóëþ, è ïîòîìó
âûïîëíåíèå äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ýòèìè ñòîëáöàìè íå áó-
äåò ìåíÿòü ïåðâóþ ñòðîêó A. Â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü
îïåðàöèè óêàçàííûõ âûøå ïóíêòîâ 1 è 2 ñ ìàòðèöåé, îáðàçîâàííîé
ñòîëáöàìè [A]2, . . . , [A]n, ðàáîòàÿ ñ ýëåìåíòàìè âòîðîé ñòðîêè ýòîé
ìàòðèöû (âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ðàâíû íóëþ). Â ðåçóëüòàòå
ìàòðèöà A ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó a2,2 = c2,2 > 0, a2,3 = · · · = a2,n = 0.
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ßñíî, ÷òî ïðîäîëæåíèå ïîäîáíûõ äåéñòâèé ñî ñòîëáöàìè [A]3, . . .,
[A]n â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèâåäåò ìàòðèöó A ê âèäó A′.

Âî âòîðîé ÷àñòè àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò ðàáîòà ñî âñåìè ñòîëáöà-
ìè ìàòðèöû A′. Ïî-ïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü èõ [A]1, . . . , [A]n+1.

3. Îáîçíà÷èì k1 è `1 íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïåð-
âîãî ýëåìåíòà ñòîëáöà [A]n+1 íà c1,1 è çàìåíèì ñòîëáåö [A]n+1 íà
[A]n+1 − k1[A]1. Îáîçíà÷èì äàëåå k2 è `2 íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòà-
òîê îò äåëåíèÿ âòîðîãî ýëåìåíòà íîâîãî ñòîëáöà [A]n+1 íà c2,2 è
çàìåíèì ñòîëáåö [A]n+1 íà [A]n+1 − k2[A]2. Ïðîäîëæèì äåéñòâî-
âàòü òàêèì æå îáðàçîì, ïîêà ñòîëáåö [A]n+1 íå áóäåò çàìåíåí íà
[A]n+1 − kr[A]r. Íà ýòîì âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ. Ïåðâûå r ýëå-
ìåíòîâ ñòîëáöà [A]n+1 ðàâíû `1, . . . , `r, à îñòàëüíûå îáîçíà÷èì ïî-
ñëåäîâàòåëüíî `r+1, . . . , `m+n. Çàìåòèì, ÷òî 0 ≤ `j < cj,j, j = 1, . . . , r.

Òåîðåìà 1.6. 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.9) ðàçðåøèìà â öåëûõ ÷èñ-
ëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà `1 = · · · = `m = 0.

2. Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè îáîçíà÷èì s = n − r è x0 ∈ Zn �
âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè `m+1, . . . , `m+n â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ. Òîãäà
îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.9) èìååò âèä

x0 + t1[K]r+1 + · · ·+ ts[K]n, (1.13)

ãäå t1, . . . , ts ïðîáåãàþò âñåâîçìîæíûå íàáîðû öåëûõ ÷èñåë, à [K]j
� ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû ìàòðèöû K, ñì. (1.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö ãëàâíîé ÷àñòè ìàò-
ðèöû A′ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ãëàâíîé ÷àñòè èñõîä-
íîé ìàòðèöû A, îòâå÷àþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.9). Ïîýòîìó ðà-
âåíñòâà `1 = · · · = `m = 0 îçíà÷àþò, ÷òî ñòîëáåö b åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî,
êîíå÷íî, îçíà÷àåò ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (1.9).

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ê äîïóñòèìîìó ïðåîáðà-
çîâàíèþ òàêæå äîïóñòèìî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö ãëàâ-
íîé ÷àñòè èñõîäíîé ìàòðèöû A åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ
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ãëàâíîé ÷àñòè ìàòðèöû A′. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.9) ðàçðåøè-
ìà â öåëûõ ÷èñëàõ, òî âåêòîð b åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Íî òîãäà, â ñèëó ñêàçàííîãî
âûøå, îí åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû C. Áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå [C]1, . . . , [C]n äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû C.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ñòîëáöû [C]j, j > r, íóëåâûå. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòî-
ðûõ öåëûõ ÷èñåë u1, . . . , ur âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

u1[C]1 + · · ·+ ur[C]r = b.

Ñðàâíèâàÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ïåðâûå êîîðäèíàòû, çàêëþ÷àåì, ÷òî
u1c1,1 = b1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî k1 = u1, è `1 = 0. Ñðàâíåíèå âòîðûõ
êîîðäèíàò äà¼ò u2c2,2 = b2−k1c2,1 è, ñëåäîâàòåëüíî, k2 = u2 è `2 = 0.
Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, íàõîäèì `1 = · · · = `r = 0 è uj =
kj, j = 1, . . . , r. Íî òîãäà b−k1[C]1−· · ·−kr[C]r åñòü íóëåâîé âåêòîð
è, çíà÷èò, `r+1 = · · · = `n = 0. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Ëþáàÿ äîïóñòèìàÿ îïåðàöèÿ ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû ðàâíîñèëü-
íà óìíîæåíèþ ñïðàâà ýòîé ìàòðèöû íà íåêîòîðóþ öåëî÷èñëåííóþ
ìàòðèöó ñ îïðåäåëèòåëåì ±1. Òàê èçìåíåíèå çíàêà ó âñåõ ýëåìåí-
òîâ ñòîëáöà ñ íîìåðîì k ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ íà äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 1, çà èñ-
êëþ÷åíèåì, ñòîÿùåãî â k-é ñòðîêå, êîòîðûé ðàâåí −1. Ïåðåñòàíîâêà
ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè `, k ðàâíîñèëüíà óìíîæåíèþ íà ìàòðèöó, ó
êîòîðîé âñå ñòîëáöû, êðîìå èìåþùèõ íîìåðà ` è k ñîâïàäàþò ñî
ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû, íà ïåðåñå÷åíèè k-ãî ñòîëáöà ñ ` - é
ñòðîêîé è `-ãî ñòîëáöà ñ k-é ñòðîêîé ñòîÿò åäèíèöû, à âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ýòèõ ñòîëáöîâ ðàâíû 0. Âû÷èòàíèå ïåðâîãî ñòîëáöà, óìíî-
æåííîãî íà öåëîå q èç ñòîëáöà ñ íîìåðîì k ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ
íà ìàòðèöó, ñîâïàäàþùóþ ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, çà èñêëþ÷åíèåì
ýëåìåíòà, ñòîÿùåãî íà ïåðåñå÷åíèèè ïåðâîé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà,
ãäå âìåñòî 0 ñòîèò −q.
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Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(

C
K

)
=

(
A
En

)
· S,

ãäå S � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n ñ îïðåäå-
ëèòåëåì ±1. Íî òîãäà C = A · S è K = En · S, òàê ÷òî C = A ·K.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà (1.9) ðàçðåøèìà. Òîãäà èç ñêà-
çàííîãî âûøå ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(
0

x0

)
=

(−b
0

)
+

(
A
En

)
· v,

ñ íåêîòîðûì âåêòîðîì v ∈ Zn. Îòñþäà íàõîäèì x0 = v è 0 = −b +
A · v. Íî òîãäà 0 = −b + A · x0 è x0 åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1.9).

Ðàçîáú¼ì ìàòðèöó K íà äâå ÷àñòè K1 = ([K]1, . . . , [K]r) è K2 =
([K]r+1, . . . , [K]n). Ïîñëåäíèå s = n − r ñòîëáöîâ ìàòðèöû C íóëå-
âûå, ïîýòîìó èç óñòàíîâëåííîãî âûøå ðàâåíñòâà C = A ·K ñëåäóåò
AK2 = 0. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ñòîëáöû ìàòðèöû K2, ò.å. âåê-
òîðû [K]r+1, . . . , [K]n åñòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùåé (1.9). Òîãäà ñ ëþáûìè öåëûìè ÷èñëàìè t1, . . . , ts
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A · (x0 + t1[K]r+1 + · · ·+ ts[K]n) = b è âåêòîð
(1.13) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1.9).

Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ Zn ñèñòåìû (1.9) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî A(x− x0) = 0. Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå K åñòü öåëî÷èñëåí-
íàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì ±1. Ïîýòîìó îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà
èìååò öåëûå ýëåìåíòû. Îáîçíà÷èâ y = K−1(x−x0) ∈ Zn áóäåì èìåòü

Cy = A ·Ky = A · (x− x0) = 0.

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü âèä (1.12) ìàòðèöû C, íàõîäèì, ÷òî ïåðâûå r êî-
îðäèíàò âåêòîðà y ðàâíû 0. Çíà÷èò x − x0 = K · y = K2 · t, ãäå
t ∈ Zs åñòü âåêòîð ñîñòîÿùèé èç ïîñëåäíèõ s êîîðäèíàò âåêòîðà y.
Åñëè ýòè êîîðäèíàòû åñòü t1, . . . , ts, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (1.13)
äëÿ âåêòîðà x.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.



ÃËÀÂÀ 1. Î ÄÅËÈÌÎÑÒÈ ×ÈÑÅË 33

Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì.

Ïðèìåð. Ðåøèòü óðàâíåíèå 87x1 + 13x2 + 6x3 = 1.

Âûïîëíÿÿ äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäèì

A =




87 13 6 −1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 ∼




6 13 87 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 ∼




6 1 3 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 −2 −14 0


 ∼




1 6 3 −1
0 0 1 0
1 0 0 0
−2 1 −14 0


 ∼




1 0 0 0
0 0 1 0
1 −6 −3 1
−2 13 −8 −2


 .

Äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî è åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä



x1

x2

x3


 =




0
1
−2


 + t1




0
−6
13


 + t2




1
−3
−8


 , t1, t2 ∈ Z.

Â çàêëþ÷åíèå óñòàíîâèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàç-
ðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷-
íîå ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.5. Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.9) íåçàâèñèìû, ò.å. ðàíã ìàòðèöû A
ðàâåí m. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ ìîæíî èñêëþ-
÷èòü èç ñèñòåìû, íå èçìåíèâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé. ×òîáû ñäåëàòü
ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî ïî âîçìîæíîñòè áîëåå êîðîòêèìè,
äëÿ êàæäîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû M ðàíãà m áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì D{M} íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìèíîðîâ ýòîé ìàòðè-
öû ïîðÿäêà m.

Òåîðåìà 1.7. Åñëè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.9) íåçàâèñèìû, òî ðà-
âåíñòâî D{A} = D{B} íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ å¼ ðàçðåøè-
ìîñòè â öåëûõ ÷èñëàõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äîêàçàòåëüñòâå îáîçíà-
÷åíèÿ, ââåäåííûå â àëãîðèòìå ðåøåíèÿ ñèñòåì è â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1.6.

Ïðè âûïîëíåíèè äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàíãè ìàòðèö íå
ìåíÿþòñÿ. Òî÷íî òàê æå ïî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 1.2 ïðè
âûïîëíåíèè äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé íå áóäóò ìåíÿòüñÿ íàè-
áîëüøèå îáùèå äåëèòåëè ìèíîðîâ ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ïîýòîìó
rg A = rg C, ò.å. r = m, è D{A} = D{C}, D{B} = D{(C, `)}, ãäå `

� âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè `1, . . . , `m.
Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.9) ðàçðåøèìà â öåëûõ ÷èñëàõ, òî ïî

òåîðåìå 1.6 èìååì `1 = . . . = `m = 0. Íî òîãäà ìàòðèöà (C, `) èìååò
åäèíñòâåííûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð ïîðÿäêà m è îí ðàâåí îïðå-
äåëèòåëþ ìàòðèöû C. Ïîýòîìó D{C} = D{(C, `)}, è ýòî äîêàçûâàåò
íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî D{A} = D{B}.
Òàê êàê rg C = m, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Cx = ` ðàçðåøèìà â ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñëàõ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå
÷èñëà u0, . . . , um, u0 > 0, òàêèå, ÷òî

u0` = u1[C]1 + · · ·+ um[C]m. (1.14)

Îáîçíà÷èì ∆j îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîñòðîåííûé íà ñòîëáöàõ

`, [C]1, . . . , [C]j−1, [C]j+1, . . . , [C]m

è ∆0 = c1,1 · · · cr,r � åäèíñòâåííûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð ïîðÿäêà
m ìàòðèöû C. Âûðàçèì âåêòîð ` ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.14) ÷åðåç
âåêòîðû [C]k è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â îïðåäåëèòåëü ∆j. Ïî-
ñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ëèíåéíî çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëá-
öà, à, êðîìå òîãî, îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè ñòîëáöàìè
ðàâåí íóëþ, íàõîäèì u0∆j = ±uj∆0. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

D{B} = D{(C, `)} = (∆0, ∆1, . . . , ∆m).
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Óìíîæàÿ èõ íà u0 è, ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 2.4, áóäåì èìåòü

u0D{B} = (u0∆0, . . . , u0∆m) = (u0∆0, u1∆0 . . . , um∆0) =

∆0(u0, u1, . . . , um) = ∆0 = D{A}.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî D{A} = D{B}, ïîýòîìó
u0 = 1.

Òåïåðü ñðàâíèì ïåðâûå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â (1.14). Ïîëó÷èâ-
øååñÿ ïðè ýòîì ðàâåíñòâî `1 = u1c1,1 è íåðàâåíñòâà 0 ≤ `1 < c1,1

îçíà÷àþò, ÷òî `1 = 0, u1 = 0. Ñðàâíåíèå âòîðûõ êîîðäèíàò â (1.14)
äà¼ò `2 = u2c2,2, îòêóäà â ñèëó 0 ≤ `2 < c2,2, ïîëó÷àåì `2 = 0, u2 = 0.
Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü òî÷íî òàê æå, íàéä¼ì `1 = · · · = `m = 0. Ïî
òåîðåìå 1.6 òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñèñòåìà äèîôàíòîâûõ
óðàâíåíèé (1.9) ðàçðåøèìà â öåëûõ ÷èñëàõ.



Ãëàâà 2

Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çà-
ìåòèì, ÷òî îáà ìíîæèòåëÿ ïðè ýòîì îòëè÷íû îò 1. Ïðèìåðû ñî-
ñòàâíûõ ÷èñåë ñòðîèòü î÷åíü ëåãêî. Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü êàêèå-
íèáóäü äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, íå ðàâíûõ 1, è ïåðåìíîæèòü èõ.
Òàê 2 · 3 = 6, 23 · 47 = 1081, 127 · 9721 = 1234567 � ñîñòàâíûå ÷èñëà.
Ãîðàçäî òðóäíåå ðàçëîæèòü êàêîå-íèáóäü çàäàííîå ÷èñëî íà ìíîæè-
òåëè, èíîãäà, êàê â ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèìåðàõ, äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ
ïðèìåíåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ:

1111111 = 239 · 4649, 11111111111 = 21649 · 513239.

Íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò 1, âîîáùå íåëüçÿ ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåíüøèõ ìíîæèòåëåé. Òàêèå ÷èñëà íà-
çûâàþòñÿ ïðîñòûìè. Âñå ñîìíîæèòåëè â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìå-
ðàõ � ïðîñòûå ÷èñëà. Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà, â îñíîâíîì, îáñóæäåíèþ
ñâîéñòâ ïðîñòûõ ÷èñåë.

2.1 Ïðîñòûå ÷èñëà. Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà. Áåñêî-
íå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, îòëè÷íîå îò 1 íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

36
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ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé. Âñÿêîå ïðîñòîå ÷èñëî p èìååò
ëèøü äâà ïîëîæèòåëüíûõ äåëèòåëÿ: 1 è p.

Ìíîæèòåëè, â ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàñêëàäûâàåòñÿ ñîñòàâíîå
÷èñëî, ÿâëÿþòñÿ åãî äåëèòåëÿìè. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî � ñîñòàâíîå, åñëè îíî äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå ìåíü-
øåå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1. Òàê âñå ÷åòíûå ÷èñëà, ïðåâîñõîäÿùèå 2,
äåëÿòñÿ íà 2 è ïîòîìó âñå îíè ñîñòàâíûå. À 7 íå äåëèòñÿ íè íà
îäíî èç ÷èñåë 2, 3, 4, 5, 6 è ïîòîìó ñîñòàâíûì íå ÿâëÿåòñÿ, ò.å. ïðî-
ñòî. ×òîáû ïðîâåðèòü, ïîëüçóÿñü óêàçàííûì ïðàâèëîì, áóäåò ñîñòàâ-
íûì ÷èñëî 1009 èëè íåò, íóæíî ðàçäåëèòü åãî íà âñå ÷èñëà èç ðÿäà
2, 3, 4, · · · , 1007, 1008. Ýòî óòîìèòåëüíîå çàíÿòèå ìîæíî çíà÷èòåëü-
íî ñîêðàòèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
Ëåììà 2.1. Ïóñòü N � ñîñòàâíîå ÷èñëî è p � íàèìåíüøèé èç åãî
äåëèòåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ p > 1. Òîãäà p - ïðîñòîå
÷èñëî è p2 ≤ N .
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî ïî îïðåäåëåíèþ
îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå N = u · v, ïðè÷åì 1 < u <

N, 1 < v < N . Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû èìååì p2 ≤ u · v = N .
Ïóñòü d � êàêîé-ëèáî îòëè÷íûé îò åäèíèöû äåëèòåëü p. Ñâîé-

ñòâà d|p, p|N îçíà÷àþò, ÷òî d åñòü äåëèòåëü N , è ïî îïðåäåëåíèþ p
èìååì d ≥ p. Èòàê, ÷èñëî p íå èìååò äåëèòåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâàì 1 < d < p. Çíà÷èò, p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Ñëåäñòâèå 2.1. Êàæäîå öåëîå ÷èñëî N > 1 èìååò ïðîñòîé äåëè-
òåëü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî óòâåðæäåíèå âûïîë-
íåíî, ïîñêîëüêó N |N . Åñëè æå N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, óòâåðæäåíèå
èìååò ìåñòî ñîãëàñíî ëåììå 2.1.

Ëåììà 2.1 ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè 1009 ñîñòàâíîå ÷èñëî,
òî îíî èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü p, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì
2 ≤ p ≤ 31. Ïîñêîëüêó âñå ÷åòíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò 2, íå ïðî-
ñòû, è ñîñòàâíûìè ÿâëÿþòñÿ äåëÿùèåñÿ íà 3 ÷èñëà 9, 15, 21, 27, à
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òàêæå ÷èñëî 25 = 5 · 5, çàêëþ÷àåì ÷òî âîçìîæíûå äåëèòåëè 1009
ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ÷èñåë

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. (2.1)

Òåïåðü óæå ñðàâíèòåëüíî ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1009, òàê ÷òî ýòî ÷èñëî ïðîñòîå.

×èñëà (2.1) ñîñòàâëÿþò ñïèñîê âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p èç ïðîìåæóò-
êà 2 ≤ p ≤ 31. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñðåäè ÷èñåë (2.1) åñòü ñîñòàâíîå
÷èñëî, îíî äîëæíî èìåòü ïðîñòîé äåëèòåëü, íå ïðåâîñõîäÿùèé 5.
Íî âñå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 2, 3, 5 óæå èñêëþ÷åíû íàìè èç îòðåçêà
2 ≤ x ≤ 31.

Ïðèâåäåííûì âûøå ðàññóæäåíèÿì ìîæíî ïðèäàòü îáùóþ ôîð-
ìó, è â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíèòåëüíî
ëåãêî îïðåäåëèòü ñïèñîê âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äî çàäàííîé ãðàíèöû
N . Ýòîò ìåòîä íîñèò íàçâàíèå ðåøåòî Ýðàòîñôåíà1.

Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà [Ýòîò àëãîðèòì íàõîäèò ñïèñîê âñåõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë p1 < p2 < . . . äî çàäàííîé ãðàíèöû N ].

1. Âûïèøåì âñå öåëûå ÷èñëà 2, 3, 4, 5, . . . , N − 1, N . Ïîëîæèì
p1 = 2 è íà÷èíàÿ ñ 4 = p2

1 áóäåì âû÷åðêèâàòü ÷èñëà, äâèãàÿñü ñ
øàãîì 2. (Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷èñëà, âû÷åðêíóòûå íà ýòîì øàãå
àëãîðèòìà � ÷åòíû, ò.å. äåëÿòñÿ íà 2.)

2. Ïóñòü k ≥ 2 è óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà p1, . . . , pk−1. Îáîçíà÷èì
pk ïåðâîå íåâû÷åðêíóòîå ÷èñëî, ñëåäóþùåå çà pk−1. Åñëè p2

k > N ,
îáîçíà÷àåì pk+1, pk+2, . . . âñå îñòàâøèåñÿ íåâû÷åðêíóòûìè ÷èñëà,
ñëåäóþùèå çà pk â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Íà ýòîì àëãîðèòì çàâåð-
øàåò ñâîþ ðàáîòó.

3. Åñëè p2
k ≤ N , âû÷åðêèâàåì ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ p2

k è äâèãàÿñü äî
N ñ øàãîì pk. Âû÷åðêíóòûå ðàíåå ÷èñëà, òàêæå ïðèíèìàþòñÿ â
ó÷åò, íî íå âû÷åðêèâàþòñÿ åùå ðàç. Ïî çàâåðøåíèè ýòîé ïðîöåäó-
ðû àëãîðèòì óâåëè÷èâàåò èíäåêñ k íà åäèíèöó è ïåðåõîäèò â øàã
2.

1Ýðàòîñôåí (276-196ã. äî íàøåé ýðû) - äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê, ãåîãðàô è àñòðîíîì.
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Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà, çàìåòèì, ÷òî â ïðî-
öåññå åãî ðàáîòû âû÷åðêèâàþòñÿ òîëüêî ñîñòàâíûå, à âñå ïðîñòûå
÷èñëà îñòàþòñÿ íåâû÷åðêíóòûìè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñðåäè
íåâû÷åðêíóòûõ ÷èñåë îñòàëîñü õîòÿ áû îäíî ñîñòàâíîå, îáîçíà÷èì
åãî áóêâîé a, 2 ≤ a ≤ N . Ïî ëåììå 2.1 ýòî ÷èñëî èìååò ïðîñòîé
äåëèòåëü p, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì p2 ≤ a ≤ N . Êàê è âñÿ-
êîå ïðîñòîå, ÷èñëî p îñòàëîñü íåâû÷åðêíóòûì ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû
àëãîðèòìà. Âìåñòå ñ òåì íåðàâåíñòâî p2 ≤ N îçíà÷àåò, ÷òî â ðå-
çóëüòàòå îäíîãî èç ïðîõîäîâ àëãîðèòìà ïî ñïèñêó ÷èñåë îò 2 äî N

áûëè âû÷åðêíóòû, íà÷èíàÿ ñ p2 âñå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà p. Íî òîãäà
è a äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ ñðåäè âû÷åðêíóòûõ ÷èñåë. Ïîëó÷èâøååñÿ
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì îñòàâëÿåò íåâû÷åðêíóòûìè
òîëüêî ïðîñòûå ÷èñëà. Ýòî çàâåðøàåò îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà.

Ïðîñòûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò äîâîëüíî áîëüøóþ ÷àñòü íàòóðàëüíî-
ãî ðÿäà. Òàê ñðåäè ïåðâûõ 100 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååòñÿ 25 ïðî-
ñòûõ, à ñðåäè ïåðâûõ 1016 íàòóðàëüíûõ � 279238341033925 ïðîñòûõ.
Ïîïàäàþòñÿ âåñüìà íåîæèäàííûå ïðèìåðû ïðîñòûõ ÷èñåë. Òàê ïðî-
ñòûìè áóäóò

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
44

2007 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
44

è 2007 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
275

2007.

Íàèáîëüøèå èç èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîñòûõ ÷èñåë èìå-
þò âèä

224036583 − 1, 225964951 − 1, 230402457 − 1.

Îíè çàïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 7235733, 7816230 è 9152052 äå-
ñÿòè÷íûìè öèôðàìè. Íàèáîëüøåå èç íèõ áûëî íàéäåíî â äåêàáðå
2005ã. Âïðî÷åì, ïîêà ýòà êíèãà ãîòîâèòñÿ ê èçäàíèþ, âîçìîæíî, ðå-
êîðä áóäåò ïîáèò. Ñëåäèòü çà äîñòèæåíèÿìè â ýòîé îáëàñòè ìîæíî
â Èíòåðíåò ïî àäðåñó http://primes.utm.edu/largest.html .

Óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷è-
ñåë, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë
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íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Åâêëèäà2.

Òåîðåìà 2.1. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî {p1, p2, . . . , pm}. Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N =
p1 · · · pm + 1. Cîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1 îíî èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü p.
Òàê êàê N íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë p1, . . . , pm, íî äåëèòñÿ íà
p, òî ïðîñòîå ÷èñëî p îòëè÷íî îò êàæäîãî èç p1, . . . , pm. Ïîëó÷èâ-
øååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Åâêëèäà î
ïðîñòûõ ÷èñëàõ.

2.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè
Öåëîå ÷èñëî 6025729 ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

6025729 = 2419 · 2491 = 2173 · 2773. (2.2)

Ïîïûòêè ðàçëîæèòü äàëåå êàæäûé èç ÷åòûðåõ ñîìíîæèòåëåé òðå-
áóþò íåêîòîðûõ óñèëèé. Òåì íå ìåíåå, ñîãëàñíî òåîðåìå, íîñÿùåé
íàçâàíèå "îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè", ðàçëîæåíèÿ íà ìåíüøèå
ñîìíîæèòåëè äîëæíû ñóùåñòâîâàòü.

Òåîðåìà 2.2. Êàæäîå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, ðàñêëàäûâà-
åòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïî-
ñîáîì, åñëè íå ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äâà ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ìîãóò
áûòü ðàâíû äðóã äðóãó ëèøü â ñëó÷àå, åñëè îíè èìåþò îäèíàêî-
âûå ñîìíîæèòåëè è, âîçìîæíî, îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì èõ ñëåäîâà-
íèÿ. Ìíîæèòåëè â ðàçëîæåíèÿõ (2.2) íå ìîãóò áûòü ïðîñòûìè. Áîëåå
òîãî, êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî, âõîäÿùåå â ðàçëîæåíèå 2173, äîëæíî,
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, ïðèñóòñòâîâàòü â ðàçëîæåíèÿõ 2419 èëè 2491.

2Òåîðåìà î ïðîñòûõ ÷èñëàõ ñîäåðæèòñÿ â IX êíèãå "Íà÷àë"Åâêëèäà. Ïî íåêîòîðûì êîñ-
âåííûì äàííûì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí æèë â Àëåêñàíäðèè â III âåêå äî íàøåé ýðû.
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Íî ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, âû÷èñëèâ íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè. Ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íàõîäèì

(2173, 2419) = 41, (2173, 2491) = 53.

Òåïåðü, âûïîëíÿÿ äåëåíèÿ, ïîëó÷àåì

2173 = 41 · 53, 2419 = 41 · 59, 2491 = 47 · 53, 2773 = 47 · 59,

òàê ÷òî 6025729 = 41 · 47 · 53 · 59, è âñå ñîìíîæèòåëè â ïîñëåäíåì
ðàçëîæåíèè, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè. ×èñëà 2, 3, êàê ìû â ýòîì óæå óáåäèëèñü, ïðîñòû,
è, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî.

Ïóñòü íàòóðàëüíîå n > 3 è êàæäîå öåëîå ÷èñëî, ìåíüøåå n, åäèí-
ñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî n ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïî ñëåäñòâèþ 2.1 ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p1, äåëÿùåå n.
Â ñëó÷àå n = p1 èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç îäíîãî ìíîæèòåëÿ.
Åñëè æå p1 < n, òî n = p1m, ãäå 1 < m < n. Ñîãëàñíî èíäóêòèâíî-
ìó ïðåäïîëîæåíèþ íàéäóòñÿ ïðîñòûå ÷èñëà p2, . . . , pr, äëÿ êîòîðûõ
m = p2 · · · pr. Òîãäà n = p1p2 · · · pr. Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ äî-
êàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âîçìîæíû äâà ðàçëîæåíèÿ

n = p1 · · · pr = q1 · · · qs, (2.3)

ãäå pi, qj � ïðîñòûå ÷èñëà.
Åñëè p1 ñîâïàäàåò ñ êàêèì-ëèáî èç ÷èñåë qj, òî, ñîêðàòèâ ðàâåí-

ñòâî (2.3) íà ýòîò îáùèé ìíîæèòåëü, ïîëó÷èì äâà ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÷èñëà m = p2 · · · pr < n â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë. Íî ýòî ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ íåâîçìîæíî.

Çíà÷èò, p1 îòëè÷íî îò âñåõ ÷èñåë qj. Âñå ïîëîæèòåëüíûå äåëèòåëè
p1 èñ÷åðïûâàþòñÿ ÷èñëàìè 1, p1, à âñå ïîëîæèòåëüíûå äåëèòåëè q1

èñ÷åðïûâàþòñÿ ÷èñëàìè 1, q1. Ëèøü åäèíèöà ïðèñóòñòâóåò â îáîèõ
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ìíîæåñòâàõ. Çíà÷èò, (p1, q1) = 1. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.2 èç òåîðåìû
1.2 ÷èñëî u = q2 · · · qs < n äåëèòñÿ íà p1, ò.å. u = p1 ·v ñ v ∈ Z. ×èñëî
v ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ýòî ïðèâîäèò ê íîâîìó ðàçëîæåíèþ u

íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, âåäü âñå ÷èñëà qj îòëè÷íû îò p1. Èòàê, u
äîïóñêàåò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, âîïðåêè èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîëó÷èâøååñÿ
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü è ïî-
äðóãîìó, íå ññûëàÿñü íà ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 1.2.
Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè. Êàê è â ïåðâîì äîêàçà-
òåëüñòâå áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî âåëè÷èíå ðàñêëàäûâàåìî-
ãî ÷èñëà n. Äîïóñòèì ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðàçëîæåíèé (2.3). Ïîâòî-
ðèâ ðàññóæäåíèÿ èç íà÷àëà ïåðâîãî äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè,
ìîæíî ïðèäòè ê ñëó÷àþ, êîãäà ïðîñòîå ÷èñëî p1 îòëè÷íî îò âñåõ qj

ïðè ëþáûõ èíäåêñàõ j. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè
ýòîì, ÷òî p1 < q1. Ðàññìîòðèì öåëîå ÷èñëî a = n − p1q2 · · · qs. Åãî
ìîæíî äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ìåíüøèõ ÷èñåë

a = (q1 − p1)q2 · · · qs = p1b < n,

ãäå b = p2 · · · pr − q2 · · · qs. Îáà ÷èñëà q1 − p1 è b ìîãóò áûòü ðàçëî-
æåíû â ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, è òàêèì îáðàçîì áóäóò
ïîëó÷åíû äâà ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà a < n â ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ.
Äîêàæåì, ÷òî îíè ðàçëè÷íû. Â ðàçëîæåíèå a = p1b âõîäèò ïðîñòîå
÷èñëî p1. Îíî îòëè÷íî îò âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë q2, . . . , qs â ðàçëîæå-
íèè a = (q1 − p1)q2 · · · qs. Íî îíî íå âõîäèò è â ðàçëîæåíèå ÷èñëà
q1− p1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè áû p1|q1, âîïðåêè ïðîñòîòå q1

è ïðåäïîëîæåíèþ p1 6= q1. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.
Òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäå-



ÃËÀÂÀ 2. ÏÐÎÑÒÛÅ È ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ 43

íèå ïðîñòûõ ÷èñåë, òî êàæäûé åãî ïðîñòîé äåëèòåëü äîëæåí âõîäèòü
â ýòî ðàçëîæåíèå. Êàê è ðàíåå ìîæíî âåñòè äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìî-
ùüþ èíäóêöèè ïî âåëè÷èíå ðàñêëàäûâàåìîãî ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèâ,
÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðàçëîæåíèÿ (2.3), íå ñîäåðæàùèå îäèíàêîâûõ
ïðîñòûõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1 � ñàìîå ìà-
ëåíüêîå ïðîñòîå ñðåäè pj è òî÷íî òàê æå q1 � ñàìîå ìàëåíüêîå ñðåäè
qi. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p1 < q1. Ïîñêîëüêó n � ñî-
ñòàâíîå ÷èñëî, èìååì p2

1 < q2
1 ≤ n è, çíà÷èò, p1q1 < n. Íàòóðàëüíîå

÷èñëî b = n − p1q1 ìåíüøå, ÷åì n. Êðîìå òîãî, îíî äåëèòñÿ íà îáà
ïðîñòûõ ÷èñëà p1, q1. Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ îíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷è-
ñåë è ïîòîìó îáà ýòè ïðîñòûå ÷èñëà äîëæíû âõîäèòü â ðàçëîæåíèå b.
Íî òîãäà p1q1|b è p1q1|n = q1q2 · · · qs. Ñëåäîâàòåëüíî, p1|u = q2 · · · qs.
Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê u < n è ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ êàæäûé åãî ïðîñòîé äåëèòåëü äîëæåí âõîäèòü â åãî ðàçëîæåíèå
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ñðåäè ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, ïðèñóòñòâóþùèõ â ðàçëîæåíèè
n = p1 · · · pr ìîãóò áûòü è îäèíàêîâûå. Íàïðèìåð, 25 = 5 ·5 = 52. Èõ
ìîæíî îáúåäèíèòü âìåñòå, âîñïîëüçîâàâøèñü îïåðàöèåé âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü. Êðîìå òîãî, ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü
ïî âåëè÷èíå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå

n = pα1
1 · · · pαk

k , p1 < p2 < . . . < pk.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì
íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Íàïðèìåð, êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
÷èñëà 2520 èìååò âèä 2520 = 23 · 32 · 5 · 7.

Íàáîð ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, à òàêæå íàáîð ïîêàçàòåëåé ñòå-
ïåíè αj îïðåäåëÿþòñÿ ïî ÷èñëó n åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Äëÿ êðà-
òíîñòè âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
÷èñëà n áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå νp(n). Åñëè n íå äåëèòñÿ
íà ïðîñòîå p, áóäåì ñ÷èòàòü νp(n) = 0. Íàïðèìåð,

ν2(2520) = 3, ν3(2520) = 2, ν11(2520) = 0.
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Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

n =
∏

p|n
pνp(n). (2.4)

Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ ñ óêàçà-
íèåì ïîä çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ òåõ èëè èíûõ óñëîâèé íà âõîäÿùèå â
íåãî ïðîñòûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, èíîãäà óäîáíî áûâàåò ôîðìàëüíî
çàïèñûâàòü è áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè ëèøü êîíå÷íîå êîëè-
÷åñòâî, âõîäÿùèõ â íèõ ñîìíîæèòåëåé îòëè÷íî îò åäèíèöû. Íàïðè-
ìåð, ðàâåíñòâî (2.4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

n =
∏

p

pνp(n),

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî áåñêîíå÷íîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1,
ìíîæåñòâó âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ëèøü êîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé îòëè÷íî îò åäèíèöû, âåäü νp(n) 6= 0 ëèøü
äëÿ ïðîñòûõ äåëèòåëåé p ÷èñëà n, à ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî.

Ïðè óìíîæåíèè ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì ïîêàçàòåëè
ñòåïåíè ñêëàäûâàþòñÿ, ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë a, b è
ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

νp(ab) = νp(a) + νp(b). (2.5)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî öåëîå ÷èñëî n äåëèòñÿ íà ÷èñëî
d â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

νp(d) ≤ νp(n). (2.6)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî n = d·u â ñèëó (2.5) è íåðàâåíñòâà νp(u) ≥
0 ïðèâîäèò ê (2.6). Åñëè æå íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.6), òî öåëîå ÷èñëî

u =
∏

p

pνp(n)−νp(d)
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óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó n = du è, çíà÷èò, d|n.
Åùå îäíî ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå ñâîéñòâî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â

äàëüíåéøåì. Åñëè a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíåíî ðàâåíñòâî νp(a) = νp(b), òî a = b.

Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàò-
íîãî è íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë.
Ñëåäñòâèå 2.2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , am è ëþáîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

νp([a1, . . . , am]) = max{νp(a1), . . . , νp(am)} (2.7)
νp((a1, . . . , am)) = min{νp(a1), . . . , νp(am)} (2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì öåëîå ÷èñëî M ðàâåíñòâîì
M =

∏
p

pmax{νp(a1),...,νp(am)}.

Èç íåðàâåíñòâ νp(M) ≥ νp(aj) ñëåäóåò aj|M , ò.å. M � îáùåå êðàòíîå
÷èñåë a1, . . . , am. Åñëè K - êàêîå-íèáóäü îáùåå êðàòíîå ýòèõ ÷èñåë,
òî ïðè ëþáîì ïðîñòîì p äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

νp(K) ≥ νp(aj), j = 1, . . . , m,

è, çíà÷èò,
νp(K) ≥ max{νp(a1), . . . , νp(am)} = νp(M).

Ñëåäîâàòåëüíî, M |K è M ≤ K. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî M åñòü íàè-
ìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äàííûõ ÷èñåë, è (2.7).

Ðàâåíñòâî (2.7) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îïðåäåëèì
D =

∏
p

pmin{νp(a1),...,νp(am)}.

Èç íåðàâåíñòâ νp(D) ≤ νp(aj) ñëåäóåò D|aj, ò.å. D � îáùèé äåëèòåëü
÷èñåë a1, . . . , am. Åñëè L - êàêîé-íèáóäü îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë,
òî ïðè ëþáîì ïðîñòîì p äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

νp(L) ≤ νp(aj), j = 1, . . . , m,
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è, çíà÷èò,

νp(L) ≤ min{νp(a1), . . . , νp(am)} = νp(D).

Ñëåäîâàòåëüíî, L|D è D ≥ L. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî D åñòü íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü äàííûõ ÷èñåë, è (2.8).

Ïðèâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ äàþò òàêæå èíûå äîêàçàòåëüñòâà òå-
îðåì 1.2 è 1.3.

Ðàâåíñòâà (2.7) è (2.8) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå è äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ íàèìåíüøåãî êðàòíîãî è íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
íåñêîëüêèõ ÷èñåë. Òàê èìååì

2737 = 7 · 17 · 23, 9163 = 72 · 11 · 17, 9639 = 34 · 7 · 17

è, çíà÷èò,

[2737, 9163, 9639] = 34 · 72 · 11 · 17 · 23 = 17070669,

(2737, 9163, 9639) = 7 · 17 = 119.

Ýòîò ñïîñîá, îäíàêî, ïðèìåíèì ëèøü, åñëè ÷èñëà ñðàâíèòåëüíî íåâå-
ëèêè. Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè áîëüøèõ ÷èñåë � î÷åíü
òðóäî¼ìêàÿ çàäà÷à, è â òàêîì ñëó÷àå óäîáíåå èñïîëüçîâàòü àëãîðèò-
ìû, ïðèâåä¼ííûå â ãëàâå 1.

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ñëåäñòâèé îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòè-
êè. Èõ ìîæíî áûëî áû âûâåñòè è èç òåîðåì 1.2 è 1.3 â ïàðàãðàôå
1.2. Íî ïðèâîäèìûå çäåñü äîêàçàòåëüñòâà êîðî÷å è åäèíîîáðàçíåå.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî b, a1, . . . , an � ïðîèçâîëüíûå íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà.

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè ÷èñëî b âçàèìíî ïðîñòî ñ êàæäûì èç ÷èñåë
a1, . . . , an, òî îíî âçàèìíî ïðîñòî ñ ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì d = (b, a1 · · · an). Ïóñòü p � êàêîå-ëèáî
ïðîñòîå ÷èñëî. Òàê êàê νp(d) ≤ νp(b), òî â ñëó÷àå νp(b) = 0 èìååì
òàêæå νp(d) = 0. Åñëè æå νp(b) ≥ 1, òî â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû b

è aj èìååì νp(aj) = 0, 1 ≤ j ≤ n. Íî òîãäà νp(d) ≤ νp(a1 · · · an) =
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νp(a1)+. . .+νp(an) = 0. Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ νp(d) = 0.
Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, çàêëþ÷àåì d = 1.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

(ba1, . . . , ban) = b(a1, . . . , an).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, ïîëüçóÿñü ðàâåí-
ñòâîì (2.5) è ñëåäñòâèåì 2.2, íàõîäèì

νp((ba1, . . . , ban)) = min
1≤j≤n

νp(baj) = min
1≤j≤n

(νp(b) + νp(aj)) =

νp(b) + min
1≤j≤n

νp(aj) = νp(b) + νp((a1, . . . , an)) = νp(b(a1, . . . , an)).

Ýòî äîêàçûâàåò íóæíîå ðàâåíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4. Öåëûå ÷èñëà a1, . . . , an íàçûâàþòñÿ ïîïàðíî âçà-
èìíî ïðîñòûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ i < j âûïîëíÿåòñÿ
(ai, aj) = 1.

×èñëà 6, 10, 15 âçàèìíî ïðîñòû, íî íå ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî âçàèì-
íî ïðîñòûìè, òàê êàê (6, 10) = 2. Áîëåå òîãî èìååì (6, 15) = 3,
(10, 15) = 5.

Ïîïàðíàÿ âçàèìíàÿ ïðîñòîòà îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî
p ñðåäè ÷èñåë a1, . . . , an íå áîëåå, ÷åì îäíî ìîæåò äåëèòüñÿ íà p.
Èíà÷å ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

max
1≤j≤n

νp(aj) = νp(a1) + . . . + νp(an), äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p.

Ñëåäñòâèå 2.5. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-
ñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , an ðàâíî èõ ïðîèçâåäåíèþ, ò.å.

[a1, . . . , an] = a1 · · · an.



ÃËÀÂÀ 2. ÏÐÎÑÒÛÅ È ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ 48

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

νp([a1, . . . , an]) = max
1≤j≤n

νp(aj) =

νp(a1) + . . . + νp(an) = νp(a1 · · · an).

Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå ðàâåíñòâî.
Ñëåäñòâèå 2.6. Åñëè ÷èñëî b äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ïîïàðíî âçà-
èìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a1, . . . , an, òî b äåëèòñÿ è íà èõ ïðîèçâåäåíèå
a1 · · · an.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.2 ÷èñëî b äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå
îáùåå êðàòíîå [a1, . . . , an], ðàâíîå ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.5 ïðîèçâå-
äåíèþ a1 · · · an.

Ìîæíî äàòü ýòîìó óòâåðæäåíèþ è äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, îñíî-
âàííîå íà ñâîéñòâàõ ïîêàçàòåëåé νp. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì j âûïîë-
íåíî aj|b, òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p èìååì νp(b) ≥ νp(aj) è

νp(b) ≥ max
1≤j≤n

νp(aj) = νp(a1) + . . . + νp(an) = νp(a1 · · · an).

Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, çàêëþ÷àåì, ÷òî
a1 · · · an|b.
Ñëåäñòâèå 2.7. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë b, a1, . . . , an èìååì

(a1 · · · an, b) | (a1, b) · · · (an, b).

Åñëè ê òîìó æå ÷èñëà a1, . . . , an ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(a1 · · · an, b) = (a1, b) · · · (an, b). (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p èìååì

νp((a1 · · · an, b)) = min{νp(b), νp(a1 · · · an)} =

= min{νp(b) , νp(a1) + . . . + νp(an)} (2.10)
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è
νp((a1, b) · · · (an, b)) =

n∑
i=1

min{νp(b), νp(aj)}. (2.11)

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò òåïåðü èç íåðàâåíñòâà

min{y, x1 + . . . + xn} ≤
n∑

i=1

min{y, xi} (2.12)

ñïðàâåäëèâîãî ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ
y, x1, . . . , xn. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.12) ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè ïðè âñåõ èíäåêñàõ i âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà xi ≤ y, òî èìååì

min{y, x1 + . . . + xn} ≤ x1 + . . . + xn =
n∑

i=1

min{y, xi}.

Åñëè æå íàéäåòñÿ èíäåêñ j, äëÿ êîòîðîãî y < xj, òî

min{y, x1 + . . . + xn} ≤ y = min{y, xj} ≤
n∑

i=1

min{y, xi}.

Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÷èñëà a1, . . . , an ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-

ñòû. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ñðåäè ÷èñåë νp(aj)
íå áîëåå îäíîãî îòëè÷íî îò íóëÿ. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî νp(a2) = . . . = νp(an) = 0. Òîãäà, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè
(2.11) è (2.10), íàõîäèì

νp((a1, b) · · · (an, b)) = min{νp(b), νp(a1)} =

= min{νp(b) , νp(a1) + . . . + νp(an)} = νp((a1 · · · an, b)),

è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ôóíêöèè: öåëàÿ è äðîáíàÿ
÷àñòè ÷èñëà. Íàïîìíèì èõ îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà.

Öåëîé ÷àñòüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå
öåëîå ÷èñëî k, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó k ≤ x. Îáîçíà÷àåòñÿ
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ýòà ôóíêöèÿ [x]. Òàê, íàïðèìåð, [2, 5] = 2, [π] = 3, [−1, 3] = −2.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì x ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
[x] ≤ x < [x]+1. Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà [x] ≤ x è [y] ≤ y, ïîëó÷àåì
[x] + [y] ≤ x + y, è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, íàõîäèì

[x] + [y] ≤ [x + y].

Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ñëàãàåìûõ,
÷òî ëåãêî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n

âûïîëíÿåòñÿ [x + n] = [x] + n.
Ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x è ëþáîì íàòóðàëüíîì a âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî [
[x]

a

]
=

[x

a

]
, (2.13)

×òîáû ïîÿñíèòü åãî, îáîçíà÷èì q =
[

x
a

]
. Òîãäà aq ≤ x < a(q + 1) è

aq ≤ [x] ≤ x < a(q + 1).

Ðàçäåëèâ ýòè íåðàâåíñòâà íà a, ïîëó÷àåì

q ≤ [x]

a
< q + 1,

÷òî è äîêàçûâàåò (2.13).
Ôóíêöèÿ {x} = x− [x] íàçûâàåòñÿ äðîáíîé ÷àñòüþ ÷èñëà x. Îíà

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ {x} < 1 è èìååò ïåðèîä 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, {x + 1} = x + 1 − [x + 1] = x − [x] = {x}. Íàïðèìåð,
{−1, 3} = {0, 3} = 0, 3.

Ðàññìîòðèì äâà, èìåþùèõ òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, ïðèìåðà, â êî-
òîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ ïðîñòûõ â êàíîíè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî ÷èñëà x ≥ 1 ñèìâîëîì K(x) íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà ïðåâîñõîäÿùèõ x.
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Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x ≥ 1 èìååì

K(x) =
∏
p≤x

p

[
ln x
ln p

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñ ïîìîùüþ (2.7)
èìååì νp

(
K(x)

)
= max1≤u≤x νp(u). Åñëè k = νp(u) äëÿ íåêîòîðîãî

u ≤ x, òî pk|u è pk ≤ u ≤ x. Çíà÷èò, k ≤ ln x
ln p . Íî òîãäà νp(u) = k ≤[

ln x
ln p

]
. Èç ýòîé îöåíêè è íåðàâåíñòâà

p

[
ln x
ln p

]
≤ p

ln x
ln p = x

ñëåäóåò, ÷òî
max
1≤u≤x

νp(u) =

[
ln x

ln p

]
.

Êðîìå òîãî, èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè p > x

âûïîëíÿåòñÿ νp

(
K(x)

)
= 0, è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äàëåå ñèìâîëîì n! îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ öåëûõ ÷èñåë
îò 1 äî n, ò.å. n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.
Ëåììà 2.3. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èìååì

νp(n!) =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ · · · =

∑

k≥1

[
n

pk

]
. (2.14)

Ñóììà â äåéñòâèòåëüíîñòè êîíå÷íà, òàê êàê ïðè pk > n, ò.å. ïðè
k > ln n

ln p ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . n íà ïðîñòîå p äåëÿòñÿ ëèøü
p, 2p, 3p, . . . mp, ãäå m åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå íåðàâåíñòâó mp ≤ n, ò.å. m =

[
n
p

]
. Ïîýòîìó

νp(n!) = νp(p · 2p · · ·mp) = νp(p
m ·m!) = m + νp(m!). (2.15)
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Ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íóæíóþ ôîðìóëó ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïðè n < p îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.14) ðàâíû íóëþ, è îíî, êîíå÷-
íî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n ≥ p è ýòî ðàâåíñòâî
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ìåíüøåãî n. Òîãäà èç
(2.15) è (2.13), ïîñêîëüêó m < n, íàõîäèì

νp(n!) =

[
n

p

]
+

∑

`≥1

[
m

p`

]
=

[
n

p

]
+

∑

`≥1




[
n
p

]

p`


 =

[
n

p

]
+

∑

`≥1

[
n

p`+1

]
,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Êàê åù¼ îäèí ïðèìåð ðàññìîòðèì äðîáü

N =
n!

a1! · . . . · ar!
,

ãäå n, a1, . . . , ar íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ óñëîâèåì a1 + . . . + ar = n.
Äîêàæåì, ÷òî ýòà äðîáü åñòü öåëîå ÷èñëî.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.3 ìîæíî íàïèñàòü

νp(N) =
∑

k≥1

([
n

pk

]
−

[
a1

pk

]
− . . .−

[
ar

pk

])
≥ 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè ëþáîì k
ñïðàâåäëèâî[

a1

pk

]
+ . . . +

[
ar

pk

]
≤

[
a1 + . . . + ar

pk

]
=

[
n

pk

]
.

Èòàê, ÷èñëî N ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíûõ
ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë, è ïîòîìó åñòü öåëîå ÷èñëî.

2.3 Òåîðåìû ×åáûøåâà
Ïðîñòûå ÷èñëà ðàñïðåäåëåíû â íàòóðàëüíîì ðÿäó âåñüìà íåðåãóëÿð-
íî. Íàïðèìåð, ìîæíî óêàçàòü ñêîëü óãîäíî äëèííûå îòðåçêè íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà, íå ñîäåðæàùèå íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Âûáåðåì ñ
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ýòîé öåëüþ íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå n è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äðóã
çà äðóãîì ÷èñëà

n! + 2, n! + 3, n! + 4, . . . , n! + n.

Ïåðâîå èç íèõ äåëèòñÿ íà 2, âòîðîå íà 3, òðåòüå íà 4 è òàê äàëåå. Ïî-
ñëåäíåå ÷èñëî äåëèòñÿ íà n. Óêàçàííûé îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà
íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Òàêèå îòðåçêè ðàñïîëîæåíû
äîñòàòî÷íî äàëåêî â íàòóðàëüíîì ðÿäó. Ñêàæåì, ìàêñèìàëüíîå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè, ìåíüøèìè
1015 ðàâíî 276.

Âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóþò ñãóùåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Òàê êàê ÷¼ò-
íûå ÷èñëà, áîëüøèå 2, äåëÿòñÿ íà 2, òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè íå ìåíüøå äâóõ. Ïðîñòûå ÷èñ-
ëà, ðàñïîëîæåííûå íà ðàññòîÿíèè 2 äðóã îò äðóãà, íàçûâàþòñÿ áëèç-
íåöàìè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ïàðà áëèçíåöîâ ñîñòîèò èç íå÷¼òíûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë p è p + 2. Èçâåñòíû äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïðèìåðû
áëèçíåöîâ, ñêàæåì ïðîñòûìè áóäóò ÷èñëà

156 · 5202 ± 1, 291 · 21553 ± 1.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ ïàð áåñêîíå÷íî, îäíàêî ýòîò
ôàêò íå äîêàçàí. Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ìîæíî ïîñòðîèòü äîñòà-
òî÷íî áîëüøèå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë p, q, ñâÿçàííûõ, íàïðèìåð, ñî-
îòíîøåíèåì p = 2q + 1 è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå
ax− by = c ñ íàòóðàëüíûìè è ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûìè êîýôôè-
öèåíòàìè èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â ïðîñòûõ ÷èñëàõ
p, q. Íî ýòà ïðîáëåìà íå ðåøåíà è îòíîñèòñÿ ê î÷åíü òðóäíûì.

Íåñìîòðÿ íà áîëüøèå ñëîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïðîñòûõ
÷èñåë, óäà¼òñÿ îïðåäåëèòü íåêîòîðûå óñðåäí¼ííûå èõ õàðàêòåðè-
ñòèêè. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ π(x), ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó
ïðîñòûõ ÷èñåë p, ñ óñëîâèåì p ≤ x. Èìååòñÿ ëèøü ÷åòûðå ïðî-
ñòûõ ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó p ≤ 10. Ýòî 2, 3, 5, 7.
Ïîýòîìó π(10) = 4. Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ÷òî
π(100) = 25. Èçâåñòíî, ÷òî π

(
1012

)
= 37607912018.
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ßñíî, ÷òî ñ ðîñòîì x ôóíêöèÿ π(x) âîçðàñòàåò. À èç òåîðåìû 2.1
ñëåäóåò, ÷òî îíà âîçðàñòàåò äî áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. π(x) →∞.

Ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Ýðàòîñôåíà ìîæíî ïîëó÷èòü è íåêîòîðóþ
îöåíêó ñâåðõó äëÿ ôóíêöèè π(x). Äëÿ ïðîñòåéøåé îöåíêè èñêëþ÷èì
èç ìíîæåñòâà ÷èñåë 2, 3, . . . , N , N ≥ 3, âñå ÷åòíûå ÷èñëà. Êîëè÷åñòâî
èõ â ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíî

[
N
2

]
. Ñðåäè ÷¼òíûõ èìååòñÿ òîëüêî îäíî

ïðîñòîå ÷èñëî 2. Ïîýòîìó

π(N) ≤ N − 1−
[
N

2

]
+ 1 = N −

[
N

2

]
≤ N + 1

2
≤ 2N

3
. (2.16)

Ïðè N = 1, 2 îöåíêà π(N) ≤ 2N
3 òàêæå ñïðàâåäëèâà, âåäü π(1) = 0,

à π(2) = 1.
Åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîñåèâàíèÿ äâà ïðîñòûõ ÷èñëà 2, 3, ò.å.

èñêëþ÷èòü âñå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 2 èëè 3, êðîìå ñàìèõ ýòèõ ÷èñåë,
ìîæíî òàêèì æå ñïîñîáîì ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

π(N) ≤ N −
[
N

2

]
−

[
N

3

]
+

[
N

6

]
+ 1 ≤ N + 5

3
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî x ≥ 1 èìååì

π(x) = π
(
[x]

) ≤ [x] + 5

3
≤ x + 5

3
.

Îòñåèâàÿ òàêæå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 5, 7 è òàê äàëåå, ìîæíî äîêà-
çàòü, ÷òî äîëÿ ïðîñòûõ ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ≤ x ñ ðîñòîì
ãðàíèöû x ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. π(x)/x → 0. Ýòîò ôàêò áûë äîêà-
çàí â 1798ã. À. Ëåæàíäðîì3.

Âïåðâûå äîñòàòî÷íî òî÷íûå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ôóíêöèè π(x)
áûëè óñòàíîâëåíû â 1850ã. Ï.Ë. ×åáûøåâûì4.
Òåîðåìà 2.3. Ïðè âñåõ x ≥ 6 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

a
x

ln x
≤ π(x) ≤ b

x

ln x
, (2.17)

ãäå a = 1
2 ln 2, b = 5 ln 2.

3Ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Àíòóàí Ëåæàíäð, 1752-1833
4Ðóññêèé ìàòåìàòèê Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷ ×åáûøåâ, 1821-1894



ÃËÀÂÀ 2. ÏÐÎÑÒÛÅ È ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ 55

Íåðàâåíñòâà (2.17) áûëè äîêàçàíû Ï.Ë. ×åáûøåâûì ñ ëó÷øèìè
êîíñòàíòàìè a = 0, 921 . . . , b = 1, 105 . . ., íî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
x. Ìû íåñêîëüêî îñëàáèëè åãî ðåçóëüòàò, óïðîñòèâ ïðè ýòîì âû÷èñ-
ëåíèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû íàìíîãî
áîëåå òî÷íûå íåðàâåíñòâà

x

ln x + 2
< π(x) <

x

ln x− 4
, x ≥ 55.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3 ïîíàäîáÿòñÿ äâå ëåììû.

Ëåììà 2.4. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå
÷èñåë 1, 2, . . . , 2n + 1 áîëüøå, ÷åì 4n, ò.å.

[1, 2, 3, . . . , 2n + 1] > 4n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

Rn(x) =
n!

x(x + 1) · · · (x + n)
.

Îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé
n!

x(x + 1) · · · (x + n)
=

a0

x
+

a1

x + 1
+

a2

x + 2
+ · · ·+ an

x + n
(2.18)

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ak. Íàïðèìåð,

R1(x) =
1

x(x + 1)
=

1

x
− 1

x + 1
,

R2(x) =
1

x(x + 1)
− 1

(x + 1)(x + 2)
=

1

x
− 2

x + 1
+

1

x + 2
.

Â îáùåì ñëó÷àå èìååì òîæäåñòâî

Rn(x) =
(n− 1)!

x(x + 1) · · · (x + n− 1)
− (n− 1)!

(x + 1)(x + 2) · · · (x + n)

= Rn−1(x)−Rn−1(x + 1),
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äîêàçûâàþùåå öåëîñòü êîýôôèöèåíòîâ â (2.18) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïîäñòàâèì x = n + 1 â òîæäåñòâî (3.14). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

I =
a0

n + 1
+

a1

n + 2
+ · · ·+ an

2n + 1
=

=
n!

(n + 1) · · · (2n + 1)
=

n!n!

(2n + 1)!
. (2.19)

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè K = [1, 2, 3, . . . , 2n + 1]. Ïîñêîëüêó êîýô-
ôèöèåíòû ak � öåëûå ÷èñëà, òî K · I ∈ Z. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî K · I > 0,
çàêëþ÷àåì K · I ≥ 1, òàê ÷òî

K ≥ I−1 =
(2n + 1)!

n!n!
.

Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåðàâåíñòâî
(2n + 1)!

n!n!
> 4n.

Ïðè n = 1 îíî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèâ åãî ñïðàâåä-
ëèâîñòü äëÿ n− 1, ïðè n ≥ 2 èìååì

(2n + 1)!

n!n!
=

(2n + 1)2n

n2 · (2n− 1)!

(n− 1)!(n− 1)!
> 4 · 4n−1 = 4n.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 2.5. Ïðè êàæäîì äåéñòâèòåëüíîì x ≥ 2 ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî ∏

p≤x

p < 4x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå äëÿ öåëûõ çíà÷å-
íèé x, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè
x = 2 íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü n ≥ 3 è äëÿ âñåõ
öåëûõ x < n íåðàâåíñòâî ëåììû ñïðàâåäëèâî. Ðàññìîòðèì äàëåå
äâà ñëó÷àÿ.
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1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 2m ÷¼òíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî n = 2m ñî-
ñòàâíîå ÷èñëî è ïîëüçóÿñü èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèå äëÿ x =
2m− 1, íàõîäèì

∏
p≤n

p =
∏

p≤2m−1

p < 42m−1 < 4n.

Â ýòîì ñëó÷àå íóæíîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.
2. Åñëè n = 2m − 1 íå÷åòíîå ÷èñëî, òî m ≥ 2. Ïðèìåíÿÿ èíäóê-

òèâíîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ x = m, èìååì
∏
p≤n

p =
∏
p≤m

p ·
∏

m<p≤2m−1

p < 4m ·
∏

m<p≤2m−1

p. (2.20)

×òîáû îöåíèòü ïîñëåäíåå ïðîèçâåäåíèå ðàññìîòðèì áèíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò (

2m− 1

m

)
=

(2m− 1)!

m!(m− 1)!
,

ÿâëÿþùèéñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(2m− 1)! =

(
2m− 1

m

)
·m! · (m− 1)! (2.21)

Ïóñòü p � êàêîå-íèáóäü ïðîñòîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåí-
ñòâàì m < p ≤ 2m − 1. Ëåâàÿ ÷àñòü (2.21) äåëèòñÿ íà p. Èç íåðà-
âåíñòâà p > m, ïðîñòîòû p è îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè ñëåäó-
åò, ÷òî p íå ìîæåò âõîäèòü â ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè
÷èñëà m! · (m− 1)! è, çíà÷èò, p âõîäèò â ðàçëîæåíèå

(2m−1
m

)
. Òàêèì

îáðàçîì, âñå ïðîñòûå ÷èñëà p èç ïðîìåæóòêà m < p ≤ 2m−1 âõîäÿò
â ðàçëîæåíèå ýòîãî áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî

∏
m<p≤2m−1

p ≤
(

2m− 1

m

)
. (2.22)

Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî ïðè ëþ-
áîì öåëîì k ≥ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(2k−1
k

) ≤ 4k−1. Ïðè k = 1
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ýòî íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè îíî âåðíî äëÿ k − 1
ïðè k ≥ 2, òî èìååì
(

2k − 1

k

)
=

(2k − 1)!

k!(k − 1)!
=

2(2k − 1)

k
· (2k − 3)!

(k − 1)!(k − 2)!
≤ 4·4k−2 = 4k−1.

Èç (2.20) è (2.22), ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ñ k = m, íàõî-
äèì ∏

p≤n

p < 4m ·
(

2m− 1

m

)
≤ 4m · 4m−1 = 4n.

Èòàê, íåðàâåíñòâî ëåììû 2.5 ïðè ëþáîì öåëîì x äîêàçàíî.
Åñëè æå x íå öåëîå ÷èñëî, òî íàõîäèì

∏
p≤x

p =
∏

p≤[x]

p < 4[x] ≤ 4x.

Çäåñü [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Ïóñòü x ≥ 6 � ïðîèçâîëüíîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ëåâîå íåðàâåíñòâî (2.17). Îïðåäåëèì äëÿ ýòîãî
öåëîå ÷èñëî n íåðàâåíñòâàìè

2n + 1 ≤ x < 2n + 3. (2.23)

Èç ëåìì 2.4 è 2.2 íàõîäèì

4n < K(2n+1) =
∏

p≤2n+1

p

[
ln(2n+1)

ln p

]
≤

∏
p≤2n+1

p
ln(2n+1)

ln p = (2n+1)π(2n+1).

Åñëè ïðîëîãàðèôìèðîâàòü ýòî íåðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ 2, ïîëó-
÷èòñÿ π(2n + 1) > 2n

log2(2n+1) . Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (2.23) è
ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè π(x), ïîëó÷àåì

π(x) ≥ π(2n + 1) >
x− 3

log2 x
≥ 1

2
· x

log2 x
.
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Ýòî äîêàçûâàåò ëåâîå íåðàâåíñòâî (2.17) ñ a = 1
2 ln 2.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ïðàâîãî íåðàâåíñòâà (2.17).
Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

π(x) =
∑
p≤x

1 = π
(
x2/3) +

∑

x2/3<p≤x

1 ≤ π
(
[x2/3]

)
+

∑

x2/3<p≤x

log2 p

log2 x2/3 .

Ïîëüçóÿñü (2.16) è íåðàâåíñòâîì
∑

p≤x log2 p ≤ 2x, ñëåäóþùèì èç
ëåììû 2.5, íàõîäèì

π(x) ≤ 2

3
x2/3 +

2x

log2 x2/3 =
2

3
x2/3 +

3x

log2 x
.

Êàê èçâåñòíî, ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî t ≥ log2 t. Âçÿâ çäåñü t = x1/3, íàõîäèì x2/3 ≤ 3 x

log2 x . È
òîãäà

π(x) ≤ 2
x

log2 x
+ 3

x

log2 x
= 5

x

log2 x
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.

Ñëåäñòâèå 2.8. Åñëè 2 = p1 < p2 < p3 < . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòî-
ÿííûìè α, β âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

αn ln n ≤ pn ≤ βn ln n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n èìååì π(pn) = n.
Ïîäñòàâèâ x = pn â íåðàâåíñòâà òåîðåìû 2.3, ïîëó÷èì ïðè n ≥ 4

a
pn

ln pn
≤ n ≤ b

pn

ln pn
.

Ýòè íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

n = cn · pn

ln pn
, a ≤ cn ≤ b.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò

ln n = ln pn − ln ln pn + ln cn
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è, çíà÷èò,
n ln n

pn
= cn

(
1− ln ln pn

ln pn
+

ln cn

ln pn

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ñ ðîñòîì n ñòðåìèòñÿ ê åäèíè-
öå, â ñèëó íåðàâåíñòâ a ≤ cn ≤ b, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü n ln n

pn
îãðàíè÷åíà ñíèçó è ñâåðõó íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè

ïîñòîÿííûìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïî-
ñòîÿííûìè α, β âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

β
≤ n ln n

pn
≤ 1

α
,

à, çíà÷èò, è αn ln n ≤ pn ≤ βn ln n.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âïåðâûå áûëî äîêàçàíî Ë. Ýéëåðîì.

Ñëåäñòâèå 2.9. Ðÿä ∑
p

1
p, ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì

ïðîñòûì ÷èñëàì, ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâ ñëåäñòâèÿ 2.8 ðÿäû
∑∞

n=2
1

n ln n

è
∑

p
1
p =

∑∞
n=1

1
pn

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
Ïðè âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ln(1 + t) ≤ t. Ïîýòîìó

äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 2 èìååì

ln ln(n + 1)− ln ln n = ln

(
ln(n + 1)

ln n

)
≤ ln(n + 1)

ln n
− 1 =

=
1

ln n
· ln

(
1 +

1

n

)
≤ 1

n ln n
.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïðè âñåõ n = 2, 3, . . . , N , íàõîäèì
N∑

n=2

1

n ln n
≥ ln ln(N + 1)− ln ln 2 ≥ ln ln(N + 1).

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äîêàçûâàåò íåîãðàíè÷åííîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ðÿäà

∑∞
n=2

1
n ln n , è òåì ñàìûì ðàñõîäèìîñòü ðÿäà èç ÷èñåë, îáðàòíûõ

ïðîñòûì.
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Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, íîñÿùåì íàçâàíèå "ïîñòóëàò Áåðòðà-
íà", ïî-ñóùåñòâó ñîäåðæèòñÿ îöåíêà ñâåðõó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâó-
ìÿ ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè pk è pk+1. Îíî, â ÷àñòíîñòè, óòâåð-
æäàåò, ÷òî pk+1 < 2pk. Ýòà, è äàæå áîëåå ñèëüíàÿ, òåîðåìà âïåðâûå
áûëà äîêàçàíà â 1852ã. Ï.Ë. ×åáûøåâûì.
Òåîðåìà 2.4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 ñóùåñòâóåò ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì n < p < 2n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåð-
íî äëÿ ëþáîãî n ≤ 600. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîñòûõ ÷èñåë

2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631.

Êàæäîå èç íèõ ìåíüøå óäâîåííîãî ïðåäûäóùåãî. Ïóñòü n � ïðîèç-
âîëüíîå öåëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà 2 ≤ n ≤ 600. Òîãäà n ñîäåðæèò-
ñÿ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîñòûìè q, p èç âûïèñàííîãî
ðÿäà, ò.å. q ≤ n < p. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p < 2q, çàêëþ÷àåì p < 2q ≤ 2n.
Èñêîìîå ïðîñòîå ÷èñëî p íàéäåíî.

Ïîñêîëüêó òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ÷èñåë n ≤ 600, äàëåå áóäåì
ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì íåðàâåíñòâî n > 600. Ðàññìîòðèì öåëîå
÷èñëî

N =
(2n + 1)!

n!n!
=

∏
p≤2n+1

pνp(N).

Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.4 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

N |K = [1, 2, . . . , 2n + 1] è N > 4n. (2.24)

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

N ≤ (2n + 1)
∏

p≤2n−1

pνp(N). (2.25)

Åñëè 2n + 1 ïðîñòîå ÷èñëî, òî ν2n+1(N) = 1 è â (2.25) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî. Åñëè æå 2n+1 � ñîñòàâíîå, òî N =

∏
p≤2n−1 pνp(N) è (2.25)

òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî è èíòåðâàë n <
x < 2n íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Òîãäà èç (2.25) ñëå-
äóåò

N ≤ (2n + 1)
∏
p≤n

pνp(N). (2.26)

Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 2n+1
3 < p ≤ n,

òî p ≤ n < 3p−1
2 < 2p è 2p < 2n + 1 < 3p. Çíà÷èò, νp(n!) = 1 è

νp((2n+1)!) = 2. Òàêèì îáðàçîì, νp(N) = νp((2n+1)!)−2νp(n!) = 0
è èç (2.26) ñëåäóåò

N ≤ (2n + 1)
∏

p≤ 2n+1
3

pνp(N). (2.27)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
√

2n + 1 < p ≤ 2n+1
3 . Òîãäà, â ÷àñòíî-

ñòè, ln(2n + 1) < 2 ln p. Ïîñêîëüêó N |K, òî èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò
νp(N) ≤ νp(K) =

[
ln(2n+1)

ln p

]
≤ 1. Íî òîãäà èç (2.27) íàõîäèì

N ≤ (2n + 1) ·
∏

√
2n+1<p≤ 2n+1

3

p ·
∏

p≤√2n+1

pνp(N) ≤

≤ 2n + 1

2
·

∏

p≤ 2n+1
3

p ·
∏

p≤√2n+1

pνp(N) . (2.28)

Òàê êàê N |K, òî ïî ëåììå 2.2 èìååì

νp(N) ≤ νp(K) =

[
ln(2n + 1)

ln p

]
≤ ln(2n + 1)

ln p
.

Íî òîãäà ïðàâîå íåðàâåíñòâî òåîðåìû 2.3 äà¼ò
∏

p≤√2n+1

pνp(N) ≤ (2n + 1)π(
√

2n+1) ≤ (2n + 1)
5
√

2n+1
log2

√
2n+1 = 45

√
2n+1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêîé ñíèçó (2.24) äëÿ ÷èñëà N , à òàêæå ëåì-
ìîé 2.5, èç (2.28) íàõîäèì

4n < N <
2n + 1

2
· 42n+1

3 · 45
√

2n+1. (2.29)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 · 2−x ìîíîòîííî óáûâàåò
íà ìíîæåñòâå x ≥ 4. Ïîñêîëüêó f(4) = 1, òî ïðè ëþáîì x ≥ 4
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x2 ≤ 2x. Â ÷àñòíîñòè, ïðè x =

√
2n + 1

íàõîäèì 2n + 1 ≤ 2
√

2n+1. Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà (2.29) ñëåäóåò

22n+1 < 2
√

2n+1 · 4 2n+1
3 · 45

√
2n+1

è
2n + 1 <

2

3
(2n + 1) + 11

√
2n + 1.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íàõîäèì n < 544, âîïðåêè óñëîâèþ n >

600. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòî-
ãî ÷èñëà, óòâåðæäàåìîãî ëåììîé.

2.4 Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà è ñâîéñòâà ïðîñòûõ
÷èñåë

Äçåòà-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
. (2.30)

Ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì å¼ àðãóìåíò ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé
s. Êàê èçâåñòíî èç êóðñîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ðÿä (2.30) ñõî-
äèòñÿ ïðè êàæäîì äåéñòâèòåëüíîì s > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè s ≤ 1.
Òàêèå ðÿäû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ s èçó÷àë Ýéëåð. Âïîñëåä-
ñòâèè äçåòà-ôóíêöèÿ ñòàëà ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê ôóíêöèÿ äåéñòâè-
òåëüíîãî ïåðåìåííîãî s > 1. Å¼ ñâîéñòâà òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîé-
ñòâàìè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé. Ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì Ýéëåðà.
Òåîðåìà 2.5. Ïðè êàæäîì s > 1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

ζ(s) =
∏

p

(
1− 1

ps

)−1

. (2.31)
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Ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (2.31) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ñîìíîæèòåëåé. Ïîä òàêèì áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì ïîíèìàåòñÿ
ïðåäåë êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

P (x) =
∏
p≤x

(
1− 1

ps

)−1

ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëÿ ñóììû ÷ëåíîâ áåñêîíå÷-
íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íàõîäèì

(
1− 1

ps

)−1

= 1 +
1

ps
+

1

p2s
+ . . . . (2.32)

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì ïðîñòîì p è ëþáîì s > 1.
Âûáåðåì íåêîòîðîå ÷èñëî x > 2 è ïóñòü 2 = p1 < p2 < . . . < pr âñå

ïðîñòûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå x. Ïåðåìíîæèì ðàâåíñòâà (2.32)
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ≤ x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

P (x) =
r∏

j=1

(
1− 1

ps
j

)−1

=
∑

k1,...,kr

1

pk1s
1 · . . . · pkrs

r

, (2.33)

ãäå ñïðàâà ñòîèò áåñêîíå÷íàÿ ñóììà, â êîòîðîé ïîêàçàòåëè k1, . . . , kr

íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Ñëàãàåìûå â ðÿäàõ (2.32) ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ñîãëàñíî òåî-
ðåìå î ïåðåìíîæåíèè ðÿäîâ, ðàâåíñòâî (2.33) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ êàê
áû ìû íè óïîðÿäî÷èâàëè ñëàãàåìûå â åãî ïðàâîé ÷àñòè. Óïîðÿäî÷èì
èõ ïî âîçðàñòàíèþ çíàìåíàòåëåé.

Ñðåäè ýòèõ çíàìåíàòåëåé íåò îäèíàêîâûõ, âåäü ïî îñíîâíîé òåî-
ðåìå àðèôìåòèêè ðàâåíñòâî

pk1
1 · . . . · pkr

r = p`1
1 · . . . · p`r

r

âûïîëíÿåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå k1 = `1, . . . kr = `r. Ïîýòîìó (2.33) ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â âèäå

P (x) =
∑

k1,...,kr

1

(pk1
1 · . . . · pkr

r )s
=

∑
n≥1

′ 1

ns
, (2.34)
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ãäå çíàê ′ îáîçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì íàòó-
ðàëüíûì ÷èñëàì, ðàñêëàäûâàþùèìñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ p ≤
x. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ. ßñíî òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå
n ≤ x ýòè ïðîñòûå íå ïðåâîñõîäÿò x. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (2.34) ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â âèäå

P (x) =
∑
n≤x

1

ns
+

∑
n>x

′ 1

ns
. (2.35)

Ïðåîáðàçóÿ åãî, íàõîäèì

0 < P (x)−
∑
n≤x

1

ns
=

∑
n>x

′ 1

ns
≤

∑
n>x

1

ns
. (2.36)

Âòîðîå íåðàâåíñòâî (2.36) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî â åãî ïðàâîé
÷àñòè ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî áîëüøåìó ìíîæåñòâó íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, à ñàìè ñëàãàåìûå ïîëîæèòåëüíû. Ïðàâàÿ ÷àñòü (2.36)
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì x, âåäü ýòà ñóììà åñòü îñòàòîê ñõîäÿùå-
ãîñÿ ðÿäà (2.30). Íî òîãäà

lim
x→∞

P (x) = lim
x→∞

∑
n≤x

1

ns
= ζ(s).

Òîæäåñòâî Ýéëåðà äîêàçàíî.

Ïðåæäå, ÷åì âûâîäèòü ñëåäñòâèÿ ýòîãî òîæäåñòâà, ìû äîêàæåì
îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Îíî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ è â
äàëüíåéøåì. Ïîýòîìó äîêàæåì åãî â íåñêîëüêî áîëüøåé îáùíîñòè,
÷åì ýòî ïîòðåáóåòñÿ çäåñü.

Ëåììà 2.6. 1. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì N ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà

ln(N + 1) <

N∑
n=1

1

n
< ln(2N + 1).
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2. Ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→+∞

(∑
n≤x

1

n
− ln x

)
= γ > 0.

×èñëåííîå çíà÷åíèå ïðåäåëà ðàâíî γ = 0, 5772156649 . . .. Ýòà ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, òàêàÿ æå êàê π èëè e, íîñèò íàçâàíèå ïîñòî-
ÿííîé Ýéëåðà. Â îòëè÷èå îò äâóõ ïîñëåäíèõ êîíñòàíò, àðèôìåòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ïîñòîÿííîé Ýéëåðà ïîêà íå ïîääàþòñÿ èññëåäîâàíèÿì.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî γ èððàöèîíàëüíà, íî ýòî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå
äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.6. Ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì t > 0 ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî ln(1 + t) < t, ëåãêî äîêàçûâàåìîå, íàïðèìåð, ñ
èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ñ åãî ïîìîùüþ ïðè t = 1/n,
ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàõîäèì

ln(n + 1)− ln n = ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
. (2.37)

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ öåëûõ n èç ïðîìåæóòêà
1 ≤ n ≤ N , íàéä¼ì

N∑
n=1

1

n
>

N∑
n=1

(ln(n + 1)− ln n) = ln(N + 1).

Òî÷íî òàê æå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáîì t èç èíòåðâàëà
0 < t < 1 ñïðàâåäëèâî

ln(1 + t)− ln(1− t) > 2t.

Ïîñòàâëÿÿ â ýòî íåðàâåíñòâî t = 1
2n , íàõîäèì

1

n
< ln(2n + 1)− ln(2n− 1).

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ n = 1, . . . , N ïîëó÷àåì
N∑

n=1

1

n
<

N∑
n=1

(ln(2n + 1)− ln(2n− 1)) = ln(2N + 1).
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Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ îáîçíà÷èì

sN =
N∑

n=1

1

n
− ln(N + 1).

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (2.37) ïðè N > 1 ïîëó÷àåì

sN − sN−1 =
1

N
− ln(N + 1) + ln N > 0,

ò.å. sN âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â òî æå âðåìÿ èç ïåðâîãî
óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

sN < ln(2N + 1)− ln(N + 1) < ln 2,

òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sN îãðàíè÷åíà. Êàê èçâåñòíî, äîêàçàí-
íûå ñâîéñòâà îçíà÷àþò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

γ = lim
N→∞

(
N∑

n=1

1

n
− ln(N + 1)

)
.

Ïðè ëþáîì N ≥ 1 èìååì sN ≥ s1 = 1−ln 2. Ïîýòîìó γ ≥ 1−ln 2 > 0.
Ïóñòü x > 1 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

∑
n≤x

1

n
− ln x = s[x] + ln([x] + 1)− ln x = s[x] + ln

(
1 +

1− {x}
x

)
.

Ñ ðîñòîì x ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðà-
æåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê γ, à âòîðîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ëåììà äîêàçàíà
ïîëíîñòüþ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûâîäó ñëåäñòâèé èç òîæäåñòâà Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå 2.10. Ïðè ëþáîì x ≥ 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1

> ln x.



ÃËÀÂÀ 2. ÏÐÎÑÒÛÅ È ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ 68

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò áåñêîíå÷íîñòü ìíî-
æåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë. Âåäü, åñëè ìíîæåñòâî ïðîñòûõ êîíå÷íî, òî
ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîñòîÿííà ïðè âñåõ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ x, íî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.35) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∏
p≤x

(
1− 1

ps

)−1

>
∑
n≤x

1

ns
,

ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì s > 1. Ïåðåõîäÿ â í¼ì ê ïðåäåëó ïðè s → 1
è ïîëüçóÿñü ïåðâûì óòâåðæäåíèåì ëåììû 2.6, íàõîäèì

∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1

≥
∑
n≤x

1

n
=

∑

n≤[x]

1

n
> ln([x] + 1) > ln x.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëà äîêàçàíà ðàñõîäèìîñòü ðÿäà èç
÷èñåë âèäà 1/p, ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæåì íåñêîëüêî áîëåå
òî÷íîå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.11. Ïðè ëþáîì x ≥ 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∑
p≤x

1

p
> ln ln x− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà ln(1 + t) ≤ t ïðè t = 1/(p − 1)
ñëåäóåò

ln

(
1− 1

p

)−1

= ln

(
1 +

1

p− 1

)
≤ 1

p− 1
.

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïðè âñåõ ïðîñòûõ p ≤ x, íàõîäèì

ln
∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1

≤
∑
p≤x

1

p− 1
=

∑
p≤x

1

p
+

∑
p≤x

(
1

p− 1
− 1

p

)
≤

≤
∑
p≤x

1

p
+

∞∑
n=2

(
1

n− 1
− 1

n

)
=

∑
p≤x

1

p
+ 1.
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Ïðèìåíÿÿ ê ëåâîé ÷àñòè îöåíêó èç ñëåäñòâèÿ 2.10, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå íåðàâåíñòâî.

Ýéëåð òàêæå íàøåë ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ äçåòà -
ôóíêöèè â ÷¼òíûõ ïîëîæèòåëüíûõ òî÷êàõ ñ ÷èñëîì π. Íàïðèìåð,

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
.

Äëÿ çíà÷åíèé â íå÷¼òíûõ òî÷êàõ ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ íåèçâåñòíû.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè íå ñóùåñòâóþò.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðÿä (2.30) ðàñõîäèòñÿ ïðè s < 1, äçåòà-
ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü è ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Íà-
ïðèìåð, ïðè s > 1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(1− 21−s)ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
− 2

∞∑
n=1

1

(2n)s
= 1− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
+ . . . .

Ïîñëåäíèé ðÿä, êàê èçâåñòíî, ñõîäèòñÿ ïðè s > 0. Ïîñêîëüêó ìíîæè-
òåëü 1−21−s îòëè÷åí îò íóëÿ íà ìíîæåñòâå 0 < s < 1, ýòî ðàâåíñòâî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå äçåòà-ôóíêöèè â èíòåðâàëå
0 < s < 1.

Â 1859ã. Á. Ðèìàí5 îïðåäåëèë äçåòà-ôóíêöèþ ïðè ëþáîì êîì-
ïëåêñíîì çíà÷åíèè s è óñòàíîâèë ðÿä å¼ ãëóáîêèõ ñâîéñòâ. Îí òàêæå
ïåðâûì èñïîëüçîâàë îáîçíà÷åíèå ζ(s) äëÿ ôóíêöèè (2.30), ïîëó÷èâ-
øåé âïîñëåäñòâèè íàçâàíèå äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Êàê ôóíêöèÿ
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî s = σ + it äçåòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà âî
âñåõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè s = 1,
ãäå îíà èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äçåòà-ôóíêöèÿ ζ(s) îáëàäàåò
ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî òî÷êè s = 1/2, à èìåííî óäîâëåòâîðÿåò
íåêîòîðîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ. Îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â
òî÷êàõ s = −2,−4,−6, . . ., à, êðîìå òîãî, êàê ïðåäïîëîæèë Ðèìàí,
èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íóëåé â ïîëîñå 0 ≤ σ ≤ 1, ðàñïîëî-
æåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé σ = 1/2 è âåùåñòâåííîé

5Áåðíõàðä Ðèìàí, 1826-1866, � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, îêàçàâøèé ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà
ðàçâèòèå òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãåîìåòðèè è òåîðèè ÷èñåë.



ÃËÀÂÀ 2. ÏÐÎÑÒÛÅ È ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ 70

îñè (ýòîò ôàêò áûë äîêàçàí â 1893ã. Æ. Àäàìàðîì6). Ðèìàí âûñêà-
çàë áåç äîêàçàòåëüñòâà è ïðèáëèæ¼ííóþ ôîðìóëó7 äëÿ êîëè÷åñòâà
òàêèõ íóëåé â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 ≤ σ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T . Îí òàêæå
ïðåäïîëîæèë, ÷òî âñå íóëè ζ(s) â ïîëîñå 0 ≤ σ ≤ 1 â äåéñòâèòåëü-
íîñòè ëåæàò íà ïðÿìîé σ = 1/2. Ýòà ãèïîòåçà � çíàìåíèòàÿ "ãèïî-
òåçà Ðèìàíà"íå äîêàçàíà äî ñèõ ïîð. Ðèìàí ïîêàçàë, ÷òî ïîâåäåíèå
ôóíêöèÿ π(x) òåñíî ñâÿçàíî ñ ðàñïîëîæåíèåì íóëåé ζ(s).

Ðàññìàòðèâàÿ äçåòà-ôóíêöèþ, êàê ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî, Æ. Àäàìàð è Ø.Æ. Âàëëå-Ïóññåí8 óñòàíîâèëè òî÷íûé ïî-
ðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè π(x), äîêàçàâ â 1896ã., ÷òî

π(x) ∼ x

ln x
ïðè x →∞ ò.å. lim

x→∞
π(x)

x/ ln x
= 1. (2.38)

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Åñëè ψ(x) � íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì íàèìåíüøå-
ãî îáùåãî êðàòíîãî âñåõ öåëûõ ÷èñåë n, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâàì 2 ≤ n ≤ x è θ(x) =

∑
p≤x ln p, òî êàæäàÿ èç àñèìïòîòè÷åñêèõ

ôîðìóë
ψ(x) ∼ x, θ(x) ∼ x, ïðè x →∞

ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó (2.38).
Âàëëå-Ïóññåí äàë è îöåíêó òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé ôóíêöèÿ x/ ln x

ïðèáëèæàåò π(x). Âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ñûãðàëî óòâåðæäå-
íèå îá îòñóòñòâèè íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà â íåêîòîðîé îáëàñòè
ïîëîñû 0 ≤ σ ≤ 1. Ïðè ýòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ x ôóíêöèÿ π(x) ëó÷øå ïðèáëèæàåòñÿ èíòåãðàëîì

∫ x

2

du

ln u
,

÷åì îòíîøåíèåì x/ ln x. Èç ñïðàâåäëèâîñòè íåäîêàçàííîé ãèïîòåçû
6Æàê Àäàìàð, 1865-1963, � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
7Å¼ äîêàçàë â 1895ã. íåìåöêèé ìàòåìàòèê Õàíñ ôîí Ìàíãîëüäò, 1854-1925.
8Øàðëü Æàí äå ëà Âàëëå-Ïóññåí, 1866-1962, ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
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Ðèìàíà ìîæíî âûâåñòè îöåíêó
∣∣∣∣π(x)−

∫ x

2

du

ln u

∣∣∣∣ ≤ c
√

x ln x,

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Íàêîíåö, ïðèâåä¼ì îäíî ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, ýêâèâàëåíò-

íîå ãèïîòåçå Ðèìàíà. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàñïîëîæèì
âñå äðîáè a/b ñ óñëîâèÿìè

0 < a ≤ b, (a, b) = 1, b ≤ N,

â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, è îáîçíà÷èì èõ rk, 1 ≤ k ≤ M . Òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôàðåÿ ïîðÿäêà N . ßñíî, ÷òî êîëè-
÷åñòâî äðîáåé M â ðÿäå Ôàðåÿ çàâèñèò îò N . Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè
ãèïîòåçû Ðèìàíà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè êàæäîì ε > 0
ñóùåñòâîâàëà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ε, ïîñòîÿííàÿ C, ïðè êîòîðîé
äëÿ âñåõ N ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

M∑

k=1

∣∣∣∣rk − k

M

∣∣∣∣ ≤ CN 1/2+ε.

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äðîáè ðÿäà Ôàðåÿ íå äîëæíû ñëèø-
êîì ñèëüíî îòêëîíÿòüñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ äðîáåé, ïîëó÷åííûõ
äåëåíèåì îòðåçêà [0; 1] íà M ðàâíûõ ÷àñòåé.



Ãëàâà 3

Àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè

Â òåîðèè ÷èñåë âñòðå÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé. Àðèôìåòè÷åñêè-
ìè ïðèíÿòî íàçûâàòü âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíî çíà÷íûå ôóíêöèè,
îïðåäåë¼ííûå íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñâîéñòâà íåêîòî-
ðûõ, íàèáîëåå âàæíûõ èç íèõ, ìû îáñóäèì â ýòîé ãëàâå.

3.1 Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà
Ôóíêöèÿ θ(n), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà-
çûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âçàèìíî ïðî-
ñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

θ(ab) = θ(a)θ(b).

Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà s ôóíêöèÿ θ(n) =
ns åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå ìû âñòðåòèì è äðóãèå
ïðèìåðû ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé.

Åñëè θ(n) � íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ôóíêöèÿ, òî θ(1) = 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî a

òàêîâî, ÷òî θ(a) 6= 0, òî èìååì θ(a) = θ(a · 1) = θ(a)θ(1). Ñîêðàùàÿ
ýòî ðàâåíñòâî íà θ(a), íàõîäèì 1 = θ(1).

Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a > 1 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, ò.å. a =

72
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pk1

1 · . . . · pkr
r . Ïîýòîìó äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè θ(n) èìå-

åì
θ(a) = θ(pk1

1 ) · . . . · θ(pkr
r ) =

∏

p|a
θ(pνp(a)), (3.1)

òàê ÷òî, ëþáàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ çàäàíèåì å¼ çíà÷åíèé íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Áîëåå òîãî, çàäàâ ïðîèçâîëüíûì ñïîñîáîì ôóíêöèþ íà ñòåïåíÿõ
ïðîñòûõ ÷èñåë è îïðåäåëèâ å¼ çíà÷åíèÿ íà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ
ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (3.1), ìû ïîëó÷èì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôóíê-
öèþ.

Ïðîèçâåäåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé åñòü ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè θ(n) = θ1(n) · θ2(n), ãäå θ1(n)
è θ2(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âçàèìíî
ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b èìååì

θ(ab) = θ1(ab)θ2(ab) = θ1(a)θ1(b)θ2(a)θ2(b) = θ(a) · θ(b).
Îïèøåì åù¼ îäèí ñïîñîá ñòðîèòü ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü θ(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ è ôóíê-
öèÿ f(n) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè

f(n) =
∑

d|n
θ(d), n ≥ 1,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì íàòóðàëüíûì äåëèòåëÿì
÷èñëà n. Òîãäà f(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ è

f(n) =
∏

p|n
(1 + θ(p) + θ(p2) + . . . + θ(pνp(n))). (3.2)

Çäåñü ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà n,
à νp(n), êàê è â ïàðàãðàôå 2.2, åñòü êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé p âõîäèò
â ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè.



ÃËÀÂÀ 3. ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ 74

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíê-
öèè f(n) ðàññìîòðèì êàêèå-íèáóäü äâà íàòóðàëüíûõ âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ÷èñëà a è b. Êàæäûé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü d ÷èñëà ab åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ d = d1d2, ãäå
d1|a, d2|b. Ïîýòîìó èìååì

f(ab) =
∑

d|ab

θ(d) =
∑

d1|a

∑

d2|b
θ(d1)θ(d2) =


∑

d1|a
θ(d1)





∑

d2|b
θ(d2)


 = f(a)f(b).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(n) ìóëüòèïëèêàòèâíà.
Ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ äëÿ n = pk1

1 · . . . · pkr
r , íàõîäèì

f(n) = f(pk1
1 ) · . . . · f(pkr

r ) =
r∏

j=1

(1 + θ(pj) + θ(p2
j) + . . . + θ(p

kj

j )).

È ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

3.2 Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ
Ôóíêöèåé Ì¼áèóñà1 µ(n) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåë¼ííàÿ íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì

µ(p) = −1, µ(pk) = 0, k ≥ 2.

Ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

1. µ(1) = 1;
2. µ(n) = 0, åñëè n äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà;
3. µ(p1p2 . . . pr) = (−1)r, åñëè âñå ïðîñòûå ÷èñëà p1, p2, . . . , pr ðàç-

ëè÷íû.
1À.Ô. Ì¼áèóñ, 1790-1868, - íåìåöêèé ìàòåìàòèê è àñòðîíîì.
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Íàïðèìåð,

µ(5) = µ(7) = −1, µ(6) = µ(10) = 1, µ(8) = µ(9) = 0.

Ôóíêöèÿ µ(n) ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé. Ïî-
ýòîìó áóäåò ìóëüòèïëèêàòèâíîé è ôóíêöèÿ θ(n) = µ(n)

ns . Â äàëüíåé-
øåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî s > 1 � ôèêñèðîâàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Ðàâåíñòâî (3.2) äëÿ âûáðàííîé ôóíêöèè θ(n) ïðèíèìàåò âèä

∑

d|n

µ(d)

ds
=

∏

p|n

(
1− 1

ps

)
. (3.3)

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà s.

Âûáåðåì n =
∏

p≤x p ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì x è ðàñ-
ñìîòðèì äâå ñóììû

∑
d|n

µ(d)
ds è

∑
d≤x

µ(d)
ds . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî µ(d) = 0,

åñëè d äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäîå
íåíóëåâîå ñëàãàåìîå âòîðîé ñóììû ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ñëàãàåìûõ ïåð-
âîé ñóììû. Ïîýòîìó

∣∣∣∣∣∣
∑

d|n

µ(d)

ds
−

∑

d≤x

µ(d)

ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∑

d>x

1

ds

è, çíà÷èò, ∣∣∣∣∣
∏
p≤x

(
1− 1

ps

)
−

∑

d≤x

µ(d)

ds

∣∣∣∣∣ ≤
∑

d>x

1

ds
.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x → +∞ è ïîëüçóÿñü
òîæäåñòâîì Ýéëåðà (òåîðåìà 2.5), íàõîäèì

∞∑

d=1

µ(d)

ds
=

∏
p

(
1− 1

ps

)
=

1

ζ(s)
. (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà èìååò ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå îò-
íîøåíèå ê äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Â ÷àñòíîñòè, ãèïîòåçà Ðèìàíà î
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íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíà îöåíêå
∑

d≤x

µ(d) = O
(
x1/2+ε

)
,

ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì ε.
Ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Ýéëåðà, ÷òî ðàâåíñòâî

(3.4) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ, êîòîðîå áóäåò äîêà-
çàíî íåçàâèñèìî îò (3.4).

Ëåììà 3.2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∑

d|n
µ(d) =

{
1 åñëè n = 1,

0 åñëè n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî â ñëó÷àå n = 1, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü äàëåå n > 1. Ïîñêîëüêó µ(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ,
òî ðàâåíñòâî (3.2) è îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ì¼áèóñà äàþò

∑

d|n
µ(d) =

∏

p|n
(1 + µ(p)) = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ Ì¼áè-
óñà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü f(n) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî
àðãóìåíòà è

g(n) =
∑

d|n
f(d).

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f(n) =
∑

d|n
µ(d)g

(n

d

)
. (3.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 èìååì g(1) = f(1), è òðåáóåìîå ðàâåí-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü äàëåå n ≥ 2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè g(n) íàõîäèì
∑

d|n
µ(d)g

(n

d

)
=

∑

d|n
µ(d)

∑

c|nd

f(c) =
∑

c|n
f(c)

∑

d|nc

µ(d).

Ïî ëåììå 3.2 ñóììà
∑

d|nc µ(d) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â ñëó÷àå c = n.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíà ðàâíà 1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî.

Óêàæåì òåïåðü íåñêîëüêî áîëåå îáùåå òîæäåñòâî, ÷åì (3.5), ëåæà-
ùåå â îñíîâå òàê íàçûâàåìûõ "ìåòîäîâ ðåøåòà". Ñâÿçü ýòîãî òîæäå-
ñòâà ñ ðåøåòîì Ýðàòîñôåíà, ìîòèâèðóþùàÿ íàçâàíèå, óêàçûâàåòñÿ
äàëåå â ïðèìåðå 1.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü a1, . . . , ar äåéñòâèòåëüíûå è b1, . . . , br íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî d ïîëîæèì

cd =
∑

j : d|bj

aj,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì èíäåêñàì j, äëÿ êîòîðûõ bj äå-
ëèòñÿ íà d. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∑

d

µ(d)cd =
∑

j : bj=1

aj. (3.6)

Cóììèðîâàíèå â ëåâîé ñóììå ðàâåíñòâà (3.6) ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì
íàòóðàëüíûì d, à â ïðàâîé ñóììå � ïî âñåì èíäåêñàì j ñ óñëîâè-
åì bj = 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë cd

îòëè÷íî îò íóëÿ, âåäü ìíîæåñòâî äåëèòåëåé ÷èñåë b1, . . . , br êîíå÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.2 íàõîäèì

∑

d

µ(d)cd =
∑

d

µ(d)
∑

j : d|bj

aj =
r∑

j=1

aj

∑

d|bj

µ(d) =
∑

j : bj=1

aj.
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Òåîðåìà 3.1 åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü n ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è 1 = b1 <

b2 < . . . < br � âñå åãî íàòóðàëüíûå äåëèòåëè. Äëÿ ôóíêöèè f(x) èç
òåîðåìû 3.1 ïîëîæèì aj = f (n/bj). Òîãäà

cd =
∑

j : d|bj

f (n/bj) =
∑

c |n/d

f (n/cd) = g
(n

d

)
,

ãäå g � ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â òåîðåìå 3.1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cd = 0
ïðè d - n, íàõîäèì ðàâåíñòâà

∑

j : bj=1

aj =
∑

j : bj=1

f

(
n

bj

)
= f(n),

∑

d

µ(d)cd =
∑

d|n
µ(d)g

(n

d

)
.

èç êîòîðûõ, â ñèëó (3.6) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3.5).
Ñ ïðèëîæåíèÿìè òåîðåìû 3.1 ìû åù¼ âñòðåòèìñÿ â äàëüíåéøåì.

Ñåé÷àñ æå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 3.2.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü x ≥ 2 � äåéñòâèòåëüíîå è D � íàòóðàëüíîå

÷èñëà. Ïîëîæèì â òåîðåìå 3.2 r = [x], aj = 1, bj = (j, D) ïðè j =
1, . . . , r. Òîãäà

cd =
∑

j : d|(j,D)

1 =

{
0 åñëè d - D,[

x
d

]
åñëè d|D.

Ðàâåíñòâî (3.6) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä
∑

d|D
µ(d)

[x

d

]
= N, (3.7)

ãäå N � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ≤ x, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ
D.

Åñëè âûáðàòü D =
∏
p≤y

p, ÷èñëî N â ôîðìóëå (3.5) ðàâíÿåòñÿ êîëè-
÷åñòâó íàòóðàëüíûõ n, 1 ≤ n ≤ x, íå èìåþùèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé
p ≤ y. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî N − 1 ðàâíÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå êî-
ëè÷åñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n íà îòðåçêå y < n ≤ x, îñòàâøèõñÿ
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íåâû÷åðêíóòûìè, ïîñëå ïðîñåèâàíèÿ ðåøåòîì Ýðàòîñôåíà ñ ïîìî-
ùüþ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ≤ y.

Âûáåðåì D =
∏

p≤√x

p. Òàê êàê êàæäîå ñîñòàâíîå ÷èñëî n ≤ x èìååò

ïðîñòîé äåëèòåëü p ≤ √
x, òî óñëîâèþ (j, D) = 1 â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿþò ëèøü ïðîñòûå ÷èñëà p èç ïðîìåæóòêà √x <

p ≤ x è ÷èñëî 1. Ïîýòîìó N = π(x) − π(
√

x) + 1 è ðàâåíñòâî (3.7)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

π(x) = π(
√

x)− 1 +
∑

d|D
µ(d)

[x

d

]
, (3.8)

ãäå D =
∏

p≤√x

p. Ïîëó÷èâøóþñÿ ôîðìóëó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè π(x). Îäíàêî, ñóììà, ñòîÿùàÿ â ïðà-
âîé ÷àñòè (3.8) ñîäåðæèò ñëèøêîì ìíîãî ñëàãàåìûõ, è ýòî çàòðóä-
íÿåò âû÷èñëåíèÿ.

Âûáðàâ D =
∏

p≤ 3
√

x

p, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó, òðåáóþùóþ çíà-

÷èòåëüíî ìåíüøåãî îáú¼ìà âû÷èñëåíèé.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü x ≥ 2 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è r = [x]. Äëÿ

êàæäîãî j ≤ x îïðåäåëèì bj êàê íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî s ñ óñëî-
âèåì s2|j. Ïîëîæèì òàêæå aj = 1. Òîãäà

cd =
∑

j : d|bj

1 =
[ x

d2

]

è ïî òåîðåìå 3.2 íàõîäèì
∑

d

µ(d)
[ x

d2

]
=

∑

j : bj=1

1 = T (x), (3.9)

ãäå T (x) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ≤ x, íå äåëÿùèõñÿ íà
êâàäðàò öåëîãî, áîëüøåãî 1.

Ñóììèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè (3.9) ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì íàòóðàëü-
íûì ÷èñëàì d ≤ √

x, âåäü ïðè d >
√

x èìååì [x/d2] = 0. Îòáðàñûâàÿ
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çíàêè öåëîé ÷àñòè â ýòîé ñóììå, ìû ñîâåðøèì îøèáêó, íå ïðåâîñõî-
äÿùóþ √

x. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (3.9) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

T (x) = x
∑

d≤√x

µ(d)

d2 + O(
√

x). (3.10)

Ñóììà â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå åñòü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà
∞∑

d=1

µ(d)

d2 =
1

ζ(2)
=

6

π2 .

Çàìåíÿÿ ÷àñòè÷íóþ ñóììó â (3.10) ñóììîé ðÿäà, ìû ñîâåðøèì îøèá-
êó íå ïðåâîñõîäÿùóþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà è, çíà÷èò, ìåíüøóþ, ÷åì

∑

d>
√

x

1

d2 <
∑

d>
√

x

(
1

d− 1
− 1

d

)
=

1

[
√

x]
. (3.11)

Íî òîãäà ðàâåíñòâî (3.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

T (x) =
6

π2 · x + O(
√

x).

Ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñêàçàâ, ÷òî ïðè
ñëó÷àéíîì âûáîðå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà èç ìíîæåñòâà n ≤ x ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ áëèçêîé ïðè áîëüøèõ x ê 6/π2 ìû ïîëó÷èì ÷èñëî, íå
äåëÿùååñÿ íà êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà, îòëè÷íûé îò 1.

3.3 Ôóíêöèÿ Ýéëåðà
Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n ≥ 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ϕ(n) êîëè-
÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ
ñ n. Äðóãèìè ñëîâàìè ϕ(n) åñòü êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë k, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

1 ≤ k ≤ n, (k, n) = 1.
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Òàê îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n íàçûâàþò
ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Â ÷àñòíîñòè, èìååì ϕ(1) = 1. Ñðåäè ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6 âçàèìíî
ïðîñòûìè ñ 6 ÿâëÿþòñÿ ëèøü 1 è 5. Ïîýòîìó ϕ(6) = 2. Äëÿ êàæäîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p ëèøü îäíî èç ÷èñåë ñðåäè 1, 2, . . . , p íå âçàèìíî
ïðîñòî ñ p, à èìåííî ñàìî ÷èñëî p. Ïîýòîìó ϕ(p) = p− 1. Åñëè n =
pr åñòü ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, òî íåòðèâèàëüíûé îáùèé äåëèòåëü
ñ n ìîãóò èìåòü ëèøü ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà p, ò.å. ÷èñëà âèäà pk.
Íåðàâåíñòâî pk ≤ pr âûïîëíÿåòñÿ äëÿ öåëûõ ÷èñåë k ≤ pr−1 è òîëüêî
äëÿ íèõ. Ïîýòîìó

ϕ(pr) = pr − pr−1 = pr · (1− p−1).

Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 3.3. 1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

ϕ(n) = n ·
∏

p|n

(
1− 1

p

)
.

2. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ìóëüòèïëèêàòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ íà-
òóðàëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a è b èìååì

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.2 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∑

d|(k,n)

µ(d) =

{
1 åñëè, (k, n) = 1,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

ϕ(n) =
n∑

k=1

∑

d|(k,n)

µ(d).
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Âñå ÷èñëà d, ïðèñóòñòâóþùèå â ïîëó÷èâøåéñÿ äâîéíîé ñóììå, ÿâëÿ-
þòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà n. Ñîáåðåì âìåñòå ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû,
îòâå÷àþùèå îäíîìó è òîìó æå äåëèòåëþ d ÷èñëà n. ßñíî, ÷òî îíè
áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ïðè k äåëÿùèõñÿ íà d, ò.å. ïðè k = d, 2d, 3d, . . ..
Ïîñëåäíèì èç íèõ áóäåò ÷èñëî k = n, à êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, îòâå-
÷àþùèõ ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ d ðàâíî n

d . Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(n) =
∑

d|n
µ(d) · n

d
= n ·

∑

d|n

µ(d)

d
. (3.12)

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò îòñþäà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(3.3) ïðè s = 1.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç ïåðâîãî ñ
ïîìîùüþ îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè. Äåéñòâèòåëüíî

ϕ(a) ·ϕ(b) = a
∏

p|a

(
1− 1

p

)
· b

∏

p|b

(
1− 1

p

)
= ab

∏

p|ab

(
1− 1

p

)
= ϕ(ab).

Äðóãèìè ñëîâàìè ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî ïåðåñêàçàòü òàê: èç ïåðâî-
ãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà åñòü ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé n è

∏
p|n

(
1− 1

p

)
, à ïîòîìó

îíà ìóëüòèïëèêàòèâíà.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.3 ñðàçó æå ñëåäóåò èç òåîðåìû
3.2, åñëè ïîëîæèòü â íåé aj = 1, bj = (j, n) ïðè 1 ≤ j ≤ n. Ïðèâå-
äåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî ïî-ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 3.2 â ýòîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå.

Èíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∑

d|n
ϕ(d) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r - äåëèòåëü ÷èñëà n è Ar - ìíîæåñòâî ÷èñåë
k èç ñîâîêóïíîñòè 1, 2, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (k, n) = r.
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Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ar äåëèòñÿ íà r è, çíà÷èò, èìååò âèä
k = r` ñ íåêîòîðûì `, 1 ≤ ` ≤ n

r . Ïî ñëåäñòâèþ 2.4 èç òåîðåìû 1.3
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (k, n) = r(`, n/r), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
âêëþ÷åíèå k ∈ Ar âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
(`, n/r) = 1. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Ar ðàâíî
ϕ(n/r).

Ìíîæåñòâà Ar äëÿ ðàçëè÷íûõ r|n, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ, à
èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ 1, 2, . . . , n. Ïîýòîìó

∑

r|n
ϕ(n/r) = n.

Åñëè r ïðîáåãàåò âñå äåëèòåëè ÷èñëà n, òî n/r òàêæå ïðîáåãàåò âñå
äåëèòåëè n. Îáîçíà÷èâ d = n/r, ïîëó÷àåì

∑

d|n
ϕ(d) =

∑

r|n
ϕ(n/r) = n.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.3 ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà ëåììû

3.3 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ì�åáèóñà (òåîðåìà 3.1), ïðèìå-
íåííîé ê ôóíêöèÿì f(n) = ϕ(n) è g(n) = n.

3.4 Ñóììà äåëèòåëåé è ÷èñëî äåëèòåëåé íàòóðà-
ëüíîãî ÷èñëà

Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì s ôóíêöèÿ ns ìóëüòèïëèêàòèâíà. Ñîãëàñíî
ëåììå 3.1 ìóëüòèïëèêàòèâíîé áóäåò è ôóíêöèÿ

σs(n) =
∑

d|n
ds.

Ïðè s = 0 òàê ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ

τ(n) = σ0(n) =
∑

d|n
1
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- êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé n, à ïðè s = 1 � ôóíêöèÿ

σ(n) = σ1(n) =
∑

d|n
d

- ñóììà äåëèòåëåé ÷èñëà n. Îáå ýòè ôóíêöèè ìóëüòèïëèêàòèâíû.
Åñëè n = pk1

1 · · · pkm
m , òî ïî ëåììå 3.1 èìååì

τ(n) = (k1 + 1) · · · (km + 1)

è

σ(n) =
m∏

j=1

(1 + pj + · · ·+ p
kj

j ) =
m∏

j=1

p
kj+1
j − 1

pj − 1
.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî τ(n) ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåøåíèé â íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ x, y óðàâíåíèÿ x · y = n.

Äðåâíåãðå÷åñêèå ìàòåìàòèêè âûäåëèëè êëàññ ÷èñåë, îáëàäàâøèõ
ñ èõ òî÷êè çðåíèÿ íåêîòîðîé âíóòðåííåé ãàðìîíèåé, òàê íàçûâàåìûõ
ñîâåðøåííûõ ÷èñåë. Öåëîå ÷èñëî N > 1 íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì,
åñëè îíî ðàâíî ñóììå ñâîèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé. Ïîä ñîáñòâåí-
íûìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ äåëèòåëè, îòëè÷íûå îò ñàìîãî ÷èñëà. Òàê
ñîáñòâåííûìè äåëèòåëÿìè ÷èñëà 6 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, 2, 3 è, â ñèëó
ðàâåíñòâà 1+2+3 = 6, ÷èñëî 6 ñîâåðøåííî. Åùå îäíèì ñîâåðøåííûì
÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 28. ×èñëî 5 "íåäîñòàòî÷íî", ó íåãî ñóììà ñîáñòâåí-
íûõ äåëèòåëåé ðàâíàÿ 1 ñëèøêîì ìàëà. À ÷èñëî 12 "èçáûòî÷íî", åãî
ñóììà ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé ðàâíà 16.

Äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî ñóùåñòâóþò ëè íå÷åòíûå ñîâåðøåííûå
÷èñëà. Ýòî îäíà èç íåðåøåííûõ äðåâíèõ ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë.

Ñòðóêòóðà ÷åòíûõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë îïèñûâàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè
Åâêëèäà è Ýéëåðà.

Òåîðåìà 3.4. ×åòíîå ÷èñëî N > 0 ñîâåðøåííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî èìååò âèä N = 2n(2n+1 − 1), ïðè÷åì 2n+1 − 1
ïðîñòîå ÷èñëî.



ÃËÀÂÀ 3. ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ 85

Íàïðèìåð, 6 = 2 · 3, ïðè÷åì 3 = 22 − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî, à 28 =
22 · 7 è 7 = 23 − 1 òàêæå ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 2k − 1
íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè Ìåðñåííà2 Èç òîæäåñòâà

am − 1 = (a− 1)(1 + a + · · ·+ am−1)

ñëåäóåò ÷òî ÷èñëo 2mk − 1 ãäå m, k íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äåëèòñÿ íà
2k − 1. Ïîýòîìó ÷èñëî Mp = 2p − 1 ìîæåò áûòü ïðîñòûì ëèøü â
ñëó÷àå, åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òàê M2 = 3,M3 = 7,M5 = 31 è
M7 = 127 � ïðîñòûå ÷èñëà. Ñ êàæäûì èç íèõ ñâÿçàíî íåêîòîðîå
ñîâåðøåííîå ÷èñëî. Íî âîò 211 − 1 = 2047 = 23 · 89 ïðîñòûì íå
ÿâëÿåòñÿ. Ñëåäóþùèå ïðîñòûå ÷èñëà Ìåðñåííà � M13,M19,M31 è
M61. Â ïàðàãðàôå 2.1 óêàçàíû ñàìûå áîëüøèå èçâåñòíûå â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 2p − 1.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà, à, çíà-
÷èò, è ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íû. Îäíàêî
ýòîò ôàêò íå äîêàçàí è ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé äðåâíåé ïðîáëåìîé òåî-
ðèè ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4. Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå Åâ-
êëèäà, ò.å. ñîâåðøåííîñòü óêàçàííûõ â òåîðåìå ÷èñåë. ×òîáû ïðî-
âåðèòü ýòî âîñïîëüçóåìñÿ âûâåäåííîé âûøå ôîðìóëîé äëÿ ñóììû
äåëèòåëåé ÷èñëà. Åñëè q = 2n+1 − 1 ïðîñòîå ÷èñëî è N = 2n · q, òî
èìååì

σ(N) =
2n+1 − 1

2− 1
· q

2 − 1

q − 1
= (2n+1 − 1)(q + 1) = q · 2n+1 = 2N.

Îäíèì èç ñëàãàåìûõ ñóììû äåëèòåëåé σ(N) ÿâëÿåòñÿ è ñàìî ÷èñëî
N , ïîýòîìó ñóììà ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé N ðàâíà σ(N)−N = N ,
ò.å. N ñîâåðøåííî.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå Ýéëåðà, ÷òî êàæäîå ñîâåðøåííîå
÷èñëî èìååò âèä, óêàçàííûé â òåîðåìå. Ïóñòü N = 2n ·a ñîâåðøåííîå
÷èñëî, ïðè÷åì n ≥ 1 è a íå÷åòíî. Òàê êàê ÷èñëà 2n è a âçàèìíî

2Ìåðñåíí (1588-1648) - ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
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ïðîñòû, à ñóììà äåëèòåëåé ÷èñëà � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ,
èìååì

σ(N) = σ(2n) · σ(a) = (2n+1 − 1)σ(a).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî N ñîâåðøåííîå ÷èñëî, ò.å. σ(N) = 2N , ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

2n+1 · a = (2n+1 − 1)σ(a).

Îòñþäà, òàê êàê 2n+1 è 2n+1− 1 âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, çàêëþ÷àåì,
÷òî a äåëèòñÿ íà 2n+1−1, ò.å. a = (2n+1−1)b c íåêîòîðûì íàòóðàëü-
íûì b è σ(a) = 2n+1b. Åñëè b > 1, òî ðàçëè÷íûå ÷èñëà a, b, 1 ÿâëÿþò-
ñÿ äåëèòåëÿìè a, òàê ÷òî σ(a) ≥ a + b + 1 = σ(a) + 1. Ïîëó÷èâøååñÿ
ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî b = 1 è σ(a) = a + 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
a èìååò ëèøü äâà äåëèòåëÿ 1 è a. Íî òîãäà a = 2n+1 − 1 � ïðîñòîå
÷èñëî.

3.5 Îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé

Àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè êàê ïðàâèëî âåäóò ñåáÿ î÷åíü íåðåãóëÿð-
íî. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè èõ
ïîâåäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ τ(n).

Òåîðåìà 3.5. Ïðè N → +∞ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ôîðìóëà

N∑
n=1

τ(n) = N ln N + O(N). (3.13)

Ïîñêîëüêó τ(n) åñòü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ
x, y óðàâíåíèÿ x·y = n, òî ñóììà èç òåîðåìû, äëÿ êðàòêîñòè ìû îáî-
çíà÷èì åå ñèìâîëîì U(N), ðàâíà êîëè÷åñòâó ðåøåíèé â íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ x, y íåðàâåíñòâà x · y ≤ N . Ãåîìåòðè÷åñêè ýòà âåëè÷èíà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðâîãî êâàäðàíòà
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ñ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ëåæàùèõ íà è ïîä ãèïåð-
áîëîé x · y = N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû τ(n) =
∑

d|n 1 ñëåäóåò

U(N) =
N∑

n=1

∑

d|n
1.

Ïîìåíÿåì â ýòîé äâîéíîé ñóììå ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, ñäåëàâ d

âíåøíåé ïåðåìåííîé. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè d ïåðåìåííàÿ n

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ êðàòíûå d, ò.å. d, 2d, . . .. Îáîçíà÷èâ n = dk, ïî-
ëó÷èì, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå 1 ≤ k ≤ N/d.
Òàêèì îáðàçîì, ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ d ñîîòâåòñòâóåò [N/d]
ñëàãàåìûõ äâîéíîé ñóììû, ðàâíûõ 1. Ïîýòîìó

U(N) =
N∑

d=1

[
N

d

]
.

Îòáðîñèâ â êàæäîì ñëàãàåìîì çíàê öåëîé ÷àñòè, ìû ñîâåðøèì îøèá-
êó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ åäèíèöû. Ôóíêöèÿ æå U(N) èçìåíèòñÿ íå áî-
ëåå, ÷åì íà N . Ïîýòîìó

U(N) = N
N∑

d=1

1

d
+ O(N).

Èç ëåììû 2.6 ñëåäóåò
∑

d≤N
1
d = ln N +O(1). Ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè

U(N) ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (3.13).

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè τ(n), ò.å. âåëè÷èíà

τ(1) + τ(2) + . . . + τ(N)

N

ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5 ïðèìåðíî ðàâíà ln N .
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû ðåçóëüòàòû íàìíîãî áîëåå òî÷íûå,
÷åì ôîðìóëà (3.13). Â 1849ã. Äèðèõëå äîêàçàë, ÷òî

N∑
n=1

τ(n) = N ln N + (2γ − 1)N + O(N δ) (3.14)

ñ δ = 1/2. Â 1903ã. ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñèëåí Ã.Ô. Âîðîíûì3, äîêà-
çàâøèì, ÷òî ôîðìóëà (3.14) âåðíà ïðè ëþáîì δ > 1/3. Ýòîò ðåçóëü-
òàò òàêæå óòî÷íÿëñÿ. Íî èçâåñòíî, ÷òî ôîðìóëà (3.14) ïðè δ < 1/4
óæå íåâåðíà.

Òåîðåìà 3.6. Ïðè N → +∞ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ôîðìóëà

N∑
n=1

σ(n) =
1

12
π2N 2 + O(N ln N). (3.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V (N) � ñóììà èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû.
Òîãäà èìååì

V (N) =
N∑

n=1

∑

d|n
d.

Çàìåíèì â ïîëó÷èâøåéñÿ äâîéíîé ñóììå ïåðåìåííóþ ñóììèðîâàíèÿ
n íîâîé ïåðåìåííîé k, ïîëîæèâ n = dk. Íîâûå ïåðåìåííûå ñóììè-
ðîâàíèÿ d, k áóäóò ïðîáåãàòü âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëå-
òâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì d · k ≤ N . Òîãäà

V (N) =
∑

d·k≤N

d =
N∑

k=1

∑

1≤d≤N/k

d. (3.16)

Ïðè ëþáîì t > 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
∑

d≤t

d =
[t]([t] + 1)

2
=

1

2
t2 + O(t). (3.17)

3Âîðîíîé Ãåîðãèé Ôåäîñååâè÷ (1868-1908) - ðóññêèé ìàòåìàòèê.
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Ïîýòîìó èç (3.16) íàõîäèì

V (N) =
1

2

N∑

k=1

N 2

k2 + O

(
N∑

k=1

N

k

)

Èç ëåììû 2.6 ñëåäóåò, ÷òî
∑N

k=1
1
k < ln(2N + 1), ïîýòîìó

V (N) =
1

2
N 2

N∑

k=1

1

k2 + O(N ln N).

Çàìåíèì òåïåðü êîíå÷íóþ ñóììó
∑N

k=1
1
k2 ñóììîé ðÿäà

∞∑

k=1

1

k2 = ζ(2) =
π2

6
.

Ïðè ýòîì áóäåò ñîâåðøåíà îøèáêà, îöåíèâàåìàÿ âåëè÷èíîé
∑

k>N
1
k2

≤ 1
N , ñì. (3.11), ÷òî, ïðèâîäèò ê íóæíîé àññèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå.

Èç òåîðåìû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû äåëèòåëåé
ðàâíî ïðèìåðíî 1

12π
2N .

Òåîðåìà 3.7. Ïðè N → +∞ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ôîðìóëà

N∑
n=1

ϕ(n) =
3

π2N
2 + O(N ln N). (3.18)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ýéëåðà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ϕ(n) ðàâ-
íî êîëè÷åñòâó íåñîêðàòèìûõ äðîáåé m

n èç ïðîìåæóòêà 0 ≤ t ≤ 1 ñî
çíàìåíàòåëåì n, à ñóììà èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ðàâíà êîëè÷å-
ñòâó íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì íå áîëüøèì N íà ïðîìå-
æóòêå [0; 1]. Îáùåå æå êîëè÷åñòâî ïàð öåëûõ ÷èñåë m,n ñ óñëîâèåì
1 ≤ m ≤ n ≤ N ðàâíî

N∑
n=1

n =
N(N + 1)

2
=

1

2
N 2 + O(N). (3.19)
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Ïîýòîìó ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.7 ìîæíî âûðàçèòü èíà÷å, ñêàçàâ, ÷òî
âûáèðàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïàðó öåëûõ ÷èñåë m,n, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåðàâåíñòâàì 1 ≤ m ≤ n ≤ N , ìîæíî ïîëó÷èòü íåñîêðàòèìóþ
äðîáü ñ âåðîÿòíîñòüþ 6

π2 = 0, 6079 . . ..

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ñóììó èç (3.18) ñèìâîëîì S(N). Òî-
ãäà, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (3.12), íàõîäèì

S(N) =
N∑

n=1

ϕ(n) =
N∑

n=1

n
∑

d|n

µ(d)

d
.

Çàìåíèì â ïîëó÷èâøåéñÿ äâîéíîé ñóììå ïåðåìåííóþ ñóììèðîâàíèÿ
n íîâîé ïåðåìåííîé k, ïîëîæèâ n = dk. Íîâûå ïåðåìåííûå ñóììè-
ðîâàíèÿ d, k áóäóò ïðîáåãàòü âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëå-
òâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì d · k ≤ N . Òîãäà

S(N) =
∑

d·k≤N

k · µ(d) =
N∑

d=1

µ(d)
∑

1≤k≤N/d

k. (3.20)

Èç ðàâåíñòâà (3.17) ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè
(3.20) ðàâíà N2

2d2 + O(N/d). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (3.20) è
ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî |µ(d)| ≤ 1, íàõîäèì

S(N) =
N 2

2

∑

d≤N

µ(d)

d2 + O

(
N

∑

d≤N

1

d

)
. (3.21)

Ïîëüçóÿñü îöåíêîé ëåììû 2.6 çàêëþ÷àåì, ÷òî

S(N) =
N 2

2

∑

d≤N

µ(d)

d2 + O(N ln N).

Çàìåíèì òåïåðü êîíå÷íóþ ñóììó
∑

d≤N
µ(d)
d2 ñóììîé ðÿäà

∞∑

d=1

µ(d)

d2 =
1

ζ(2)
=

6

π2 .
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Ïðè ýòîì áóäåò ñîâåðøåíà îøèáêà, îöåíèâàåìàÿ âåëè÷èíîé
∑

d>N
1
d2

≤ 1
N , ñì. (3.11), ÷òî, íàêîíåö, ïðèâîäèò ê íóæíîé àññèìïòîòè÷åñêîé

ôîðìóëå.



Ãëàâà 4

×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ

4.1 Ñðàâíåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
Ïóñòü m ≥ 2 öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5. Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè
ïî ìîäóëþ m, åñëè m|(a− b), ò.å. åñëè èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m.

×èñëî m íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ñðàâíåíèÿ.
Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì a ≡ b (mod m)

è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ñâîéñòâàìè.

1. a ≡ a (mod m) äëÿ ëþáîãî öåëîãî a.

2. Åñëè a ≡ b (mod m), òî b ≡ a (mod b) (mod m).

3. Åñëè a ≡ b (mod m) è b ≡ c (mod m), òî a ≡ c (mod m).

Íàïðèìåð, ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

a− c = (a− b) + (b− c),

ïîñêîëüêó îáà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè äåëÿòñÿ íà m.
Åñëè ðàçíîñòü a−b íå äåëèòñÿ íà m, áóäåì ïèñàòü a 6≡ b (mod m).
Ïðîäîëæèì ñïèñîê ñâîéñòâ ñðàâíåíèé.

92
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4. Åñëè a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m), òî

a + c ≡ b + d (mod m),

a− c ≡ b− d (mod m),

a · c ≡ b · d (mod m),

ò.å. ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ìîäóëþ ìîæíî ïî÷ëåííî
ñêëàäûâàòü âû÷èòàòü è óìíîæàòü.

Äîêàçàòåëüñòâà òðåõ óêàçàííûõ ñðàâíåíèé ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ

(b + d)− (a + c) = (b− a) + (d− c),

(b− d)− (a− c) = (b− a)− (d− c),

bd− ac = (b− a)d + (d− c)a

è ñâîéñòâ äåëèìîñòè.
Èç ñâîéñòâà 4 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ê ëþáîé èç ÷àñòåé ñðàâíåíèÿ

ìîæíî ïðèáàâèòü ëþáîå ÷èñëî êðàòíîå ìîäóëþ, îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ
ìîæíî óìíîæèòü íà îäíî è òî æå öåëîå ÷èñëî è âîçâåñòè â îäíó è òó
æå íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ âåðíûå ñðàâíåíèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè a ≡ b (mod m) è P (x) �
ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî

P (a) ≡ P (b) (mod m).

Ïîäîáíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ.

5. Åñëè ab ≡ ac (mod m) è (a,m) = 1, òî b ≡ c (mod m).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ m|(ab − ac) = a(b − c) è òàê êàê
ïðè ýòîì m è a âçàèìíî ïðîñòû, òî ïî ñëåäñòâèþ 1.2 èç òåîðåìû 1.3
ïîëó÷àåì m | (b− c), à ýòî è òðåáîâàëîñü.

Óñëîâèå âçàèìíîé ïðîñòîòû (a,m) = 1 â ïîñëåäíåì ñâîéñòâå ñó-
ùåñòâåííî: 4 ≡ 0 (mod 4), íî èç ýòîãî íå ñëåäóåò, ÷òî 2 ≡ 0 (mod 4).
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6. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî óìíîæèòü íà ëþáîå
îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, ò.å. èç ñðàâíåíèÿ a ≡ b (mod m)
ïðè d 6= 0 ñëåäóåò ad ≡ bd (mod md).

Èç m|(b− a) ñëåäóåò md|(b− a)d = (bd− ad).

7. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî ðàçäåëèòü íà èõ îáùèé
ìíîæèòåëü, ò.å. èç ñðàâíåíèÿ ad ≡ bd (mod md) ïðè d 6= 0
ñëåäóåò a ≡ b (mod m).

Èç md|(bd− ad) = d(b− a), î÷åâèäíî, ñëåäóåò m|(b− a).

8. Åñëè a ≡ b (mod m), òî (a,m) = (b,m).

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî b − a = mc ñ íåêîòîðûì
öåëûì c. Íî òîãäà b = a + mc è ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ÷è-
ñåë a è m ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë b è m.
Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëüøèå ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàþò, ò.å.
(a,m) = (b,m).

9. Åñëè a ≡ b (mod m) è d|m, òî a ≡ b (mod d).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ b − a = mc ñ íåêîòîðûì öåëûì c. Òàê êàê d|m,
îòñþäà ñëåäóåò d|(b− a).

10. Åñëè ñðàâíåíèå a ≡ b èìååò ìåñòî ïî íåñêîëüêèì ìîäóëÿì,
òî îíî èìååò ìåñòî è ïî ìîäóëþ, ðàâíîìó íàèìåíüøåìó îá-
ùåìó êðàòíîìó ýòèõ ìîäóëåé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ≡ b (mod mj), j = 1, 2, . . . , r, òî ðàçíîñòü a−
b äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ÷èñåë mj. Ïî òåîðåìå 1.2 ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî a−b äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ìîäóëåé m1, . . . , mr.

Êàê ïðîñòåéøèé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ñðàâíåíèé, äîêàæåì, ÷òî
óðàâíåíèå

x2 − 5y2 = 3 (4.1)
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íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëûå ÷èñëà a
è b óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó óðàâíåíèþ, ò.å. a2−5b2 = 3. Òîãäà a2 ≡ 3
(mod 5). Öåëîå ÷èñëî a ñðàâíèìî ñ îäíèì èç ÷èñåë 0, 1, 2, 3, 4 ïî
ìîäóëþ 5. Òîãäà a2 ñðàâíèìî ïî ýòîìó æå ìîäóëþ ñ îäíèì èç ÷èñåë
0, 1, 22 = 4, 32 ≡ 4, 42 ≡ 1. Òàê êàê 3 íå ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 5 íè ñ
îäíèì èç ÷èñåë 0, 1, 4, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, äîêàçûâàþùåìó,
÷òî óðàâíåíèå (4.1) íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

4.2 Êëàññû âû÷åòîâ. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
äàííîìó ìîäóëþ

Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé 1-3, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà-
ôå îçíà÷àþò, ÷òî âñ¼ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäè-
íåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë, ïîïàðíî
ñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé. Ýòè ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ êëàññàìè
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ýëåìåíòû êàæäîãî èç ïîäìíîæåñòâ íàçû-
âàþòñÿ âû÷åòàìè ýòîãî êëàññà. Êëàññ âû÷åòîâ, ñîäåðæàùèé öåëîå
÷èñëî a áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ a. Òàêèì îáðàçîì, a = b, åñëè è òîëüêî
åñëè a ≡ b (mod m). Íàïðèìåð, êëàññ âû÷åòîâ 0 ñîñòîèò èç âñåõ
÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà m.

Êàæäîå öåëîå ÷èñëî a ïðåäñòàâèìî â âèäå

a = mq + r, 0 ≤ r < m,

ñ öåëûìè q, r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a è r ëåæàò â îäíîì êëàññå âû-
÷åòîâ è, çíà÷èò, êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ ñîäåðæèò öåëîå ÷èñëî r èç
ïðîìåæóòêà 0 ≤ r < m. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ m íå ïðåâîñõîäèò m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå èç
÷èñåë 0, 1, 2, . . . , m− 1 ëåæèò â íåêîòîðîì êëàññå âû÷åòîâ è êëàññû
ýòè ðàçëè÷íû, âåäü ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë èç óêàçàííîãî ñïèñ-
êà íå äåëèòñÿ íà m. Ýòè ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðîâíî m êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò
åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî r èç ïðîìåæóòêà 0 ≤ r < m, íàçûâàåìîå
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íàèìåíüøèì íåîòðèöàòåëüíûì âû÷åòîì êëàññà è ïîòîìó

0, 1, . . . , m− 1

� âñå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Íà ìíîæåñòâå êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ìîæíî ââåñòè îïå-

ðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ïðàâèëàì

a + b = a + b, a− b = a− b, a · b = a · b. (4.2)

Ñâîéñòâî 4 ñðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå îïåðàöèè
íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ a è b è äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèÿìè ìåæäó êëàññàìè âû÷åòîâ. Ìíîæåñòâî êëàññîâ
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ñ òàê îïðåäåëåííûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì � êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Âñå àêñèîìû êîëüöà, à òàêæå êîììóòàòèâíîñòü, ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ äåëèìîñòè. Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà ýòîãî êîëüöà
èãðàåò êëàññ 0. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a èìååì

a + 0 = a + 0 = a, 0 + a = 0 + a = a.

Ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà � êëàññ âû÷åòîâ 1 :

a · 1 = a · 1 = a, 1 · a = 1 · a = a.

Ïðîâåðêà àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òàê

a · (b · c) = a · bc = a · (bc) = (ab) · c = ab · c = (a · b) · c.
Äîêàçàòåëüñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(a + b) · c = a + b · c = (a + b) · c = ac + bc = ac + bc = a · c + b · c.
Îñòàëüíûå àêñèîìû êîëüöà ïðîâåðÿþòñÿ ñòîëü æå íåñëîæíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè.

Â êîëüöå Z/mZ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü äåëèòåëè íóëÿ. Íà-
ïðèìåð, ïðè m = 6 èìååì 3 · 4 = 12 = 0. Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî,
d = (a,m), ïðè÷åì 1 < d < m. Òîãäà ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè
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u, v âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà a = du,m = dv è av = udv = um ≡ 0
(mod m). Ýòî çíà÷èò, ÷òî a · v = 0, ïðè÷åì v 6= 0, ò.å. a � äåëèòåëü
íóëÿ â êîëüöå Z/mZ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì
m. Òîãäà íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî b, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ

ab ≡ 1 (mod m). (4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷èñëà

a, 2a, 3a, . . . , ma (4.4)

Îíè íå ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ m. Âåäü åñëè ak ≡ a`
(mod m), ãäå k, ` � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå m, òî ïî
ñâîéñòâó 5 ñðàâíåíèé âûïîëíÿåòñÿ k ≡ ` (mod m), ÷òî âîçìîæíî
ëèøü â ñëó÷àå k = `. Èòàê, ÷èñëà (4.4) ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì
êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Êîëè÷åñòâî ýòèõ ÷èñåë ðàâíî m, ïî-
ýòîìó êàêîå-òî èç íèõ ïðèíàäëåæèò êëàññó 1. Åñëè ýòî ÷èñëî ðàâíî
ba, 1 ≤ b ≤ m, òî ab ≡ 1 (mod m).

Ïðèâåäåííîå íàìè äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1 íå êîíñòðóêòèâíî.
Îíî íå ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëî b, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (4.3).
Ðàññìîòðèì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ax−my = 1 îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ x, y. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5 ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ
÷èñëàõ. Äåéñòâóÿ òàê, êàê ýòî îïèñàíî â ïàðàãðàôå 1.4 ìîæíî íàéòè
ïàðó ÷èñåë x = b, y = c, óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó ab −mc = 1.
Òîãäà ab ≡ 1 (mod m). Ýòè ðàññóæäåíèÿ äàþò åùå îäíî äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 4.1.

Åñëè öåëîå ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòî ñ ìîäóëåì m, òî ïî ëåììå 4.1
íàéäåòñÿ öåëîå b, óäîâëåòâîðÿþùåå (4.3). Òîãäà ab = ab = 1 è êëàññ
âû÷åòîâ a îáðàòèì. Åñëè æå (a,m) > 1, òî ïî äîêàçàííîìó âûøå
êëàññ âû÷åòîâ a åñòü äåëèòåëü íóëÿ â êîëüöå ∈ Z/mZ è ïîòîìó
îáðàòèìûì áûòü íå ìîæåò. Èòàê, êëàññ âû÷åòîâ a îáðàòèì, åñëè è
òîëüêî åñëè (a,m) = 1.
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Ïî ñâîéñòâó 8 ñðàâíåíèé, åñëè íåêîòîðûé êëàññ âû÷åòîâ ñîäåð-
æèò ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì, òî âñå âû÷åòû ýòîãî êëàñ-
ñà áóäóò âçàèìíî ïðîñòûìè ñ ìîäóëåì. Ïîýòîìó ñðåäè âñåõ êëàñ-
ñîâ âû÷åòîâ âûäåëÿþòñÿ êëàññû, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ, âçàèì-
íî ïðîñòûõ ñ ìîäóëåì. Ýòè êëàññû èìåþò âèä k äëÿ 0 ≤ k < m
è (k, m) = 1. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë k ðàâíî ϕ(m), ò.å. çàäà¼òñÿ
ôóíêöèåé Ýéëåðà. Èòàê, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 4.1. Ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ñ îïåðà-
öèÿìè, îïðåäåëåííûìè ðàâåíñòâîì (4.2), îáðàçóåò êîììóòàòèâ-
íîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà
ñîñòîèò èç ϕ(m) êëàññîâ, íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå âû÷åòû
êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ ìîäóëåì.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìîäóëü m åñòü ïðîñòîå ÷èñëî, ò.å. ϕ(m) = m−1,
òî êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ, îòëè÷íûé îò 0 èìååò îáðàòíûé â êîëüöå
Z/mZ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ
åñòü ïîëå.

Íà ÿçûêå ñðàâíåíèé óäîáíî îïèñûâàòü òàê íàçûâàåìûå ïðèçíàêè
äåëèìîñòè ÷èñåë. Ïðè íàëè÷èè êàëüêóëÿòîðà èëè êîìïüþòåðà, êî-
íå÷íî, óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåõíè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, íî èíîãäà
áûâàåò ïîëüçà è îò âû÷èñëåíèé íà áóìàãå. Ïðåäïîëîæèì íàì íóæíî
óçíàòü, äåëèòñÿ ëè äàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N íà íåêîòîðîå äðó-
ãîå ÷èñëî d. Èäåÿ âñåõ ïðèçíàêîâ äåëèìîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïîñòðîèòü ìåíüøåå ÷èñëî M , äåëÿùååñÿ íà d îäíîâðåìåííî ñ N .

Ñëåäóþùèé îáùèé ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ëåììû 4.1.
Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ îñíîâàíèåì ñèñòå-
ìû ñ÷èñëåíèÿ 10. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 4.1 íàéäåòñÿ ÷èñëî k, äëÿ
êîòîðîãî 10k ≡ 1 (mod d). Ïóñòü òåïåðü N = 10u+v, ãäå u, v öåëûå
÷èñëà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ d

N = 10u + v ≡ 10u + 10kv = 10(u + kv) (mod d)

Îáîçíà÷èì M = u + kv. Ïîñêîëüêó ÷èñëà 10 è d âçàèìíî ïðîñòû,
òî èç ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî N è M îäíîâðåìåííî äåëÿòñÿ íà d.
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Òàê ÷òî âîïðîñ î äåëèìîñòè N íà ÷èñëî d ñâîäèòñÿ ê âûÿñíåíèþ,
äåëèòñÿ ëè íà d ÷èñëî M . Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî M < N , òî
íàøà çàäà÷à óïðîñòèëàñü. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû. Â íèõ
÷èñëî v ðàâíî ìëàäøåé öèôðå â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà N .

1. d = 7. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå 10 · (−2) ≡ 1
(mod 7) è ìîæíî âçÿòü k = −2. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî N = 10u + v äåëèòñÿ íà 7 îäíîâðåìåííî ñ ÷èñëîì u − 2v.
Çàìåíÿÿ äàííîå ÷èñëî N ìåíüøèìè ÷èñëàìè ïî ýòîìó ïðàâèëó ìû
ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàþùèõ ÷èñåë Ni. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, N = 22624. Òîãäà
N1 = 2262−2·4 = 2254, N2 = 225−2·4 = 217, N3 = 21−2·7 = 7.

Òàê êàê ïîñëåäíåå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7, òî 22624 òàêæå äåëèòñÿ íà 7.
2. d = 13. Èìååì 10 · 4 ≡ 1 (mod 13) è ìîæíî âçÿòü k = 4. ×èñëî

N = 10u + v äåëèòñÿ íà 13 îäíîâðåìåííî ñ ÷èñëîì u + 4v. Ïóñòü,
íàïðèìåð, N = 32721. Òîãäà
N1 = 3272+4·1 = 3276, N2 = 327+4·6 = 351, N3 = 35+4·1 = 39.

Ïîñëåäíåå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 13, ïîýòîìó 32721 òàêæå äåëèòñÿ íà 13.
3. d = 17. Èìååì 10 · (−5) ≡ 1 (mod 17) è ìîæíî âçÿòü k = −5.

×èñëî N = 10u + v äåëèòñÿ íà 17 îäíîâðåìåííî ñ ÷èñëîì u − 5v.
Ïóñòü, íàïðèìåð, N = 39321. Òîãäà
N1 = 3932−5·1 = 3927, N2 = 392−5·7 = 357, N3 = 35−5·7 = 0.

Èòàê, ÷èñëî 39321 äåëèòñÿ íà 17.
Ïðè d = 19 ìîæíî âçÿòü k = 2, ïðè d = 23 èìååì k = 7, è k = 3

ïðè d = 29.
Äëÿ d = 3 è d = 9 èìååì k = 1 è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîëó÷àåò-

ñÿ èçâåñòíûé ïðèçíàê: íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3 èëè 9, åñëè
ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 3 èëè 9. À â ñëó÷àå d = 11 íàòóðàëüíîå
÷èñëî äåëèòñÿ íà 11 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà çíàêî÷åðå-
äóþùàÿñÿ ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 11. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ
óòâåðæäåíèé íóæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó
öèôð.
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4.3 Ïîëíàÿ è ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìû âû÷åòîâ.
Ñîâîêóïíîñòü ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî çàäàííîìó
ìîäóëþ m ≥ 2 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m. Íàïðèìåð, ÷èñëà −2,−1, 0, 1, 2 ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ 5. Åùå îäèí ïðèìåð ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ 5 ñîñòàâëÿþò ÷èñëà 0, 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16. Ñîâîêóï-
íîñòü íàèìåíüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ âû÷åòîâ âñåõ êëàññîâ, ò.å. ÷è-
ñåë 0, 1, . . . , m − 1, ñîñòàâëÿåò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ. Ëþáûå m

÷èñåë ïîïàðíî íåñðàâíèìûå äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ m, îáðàçóþò
ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ýòîìó ìîäóëþ, âåäü îíè ïðèíàäëåæàò
ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ, à êîëè÷åñòâî èõ ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ.
Íàáîð ÷èñåë (4.4) ïðè a, âçàèìíî ïðîñòîì ñ ìîäóëåì m, ñîñòàâëÿåò,
êàê ýòî óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.1, ïîëíóþ ñèñòåìó
âû÷åòîâ. Åùå îäèí ïðèìåð ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ � ñîâîêóïíîñòü
öåëûõ ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì −m

2 < x ≤ m
2 . Ýòî

òàê íàçûâàåìûå àáñîëþòíî íàèìåíüøèå âû÷åòû êëàññîâ ïî ìîäóëþ
m. Òàê ïðè m = 5 èìååì óæå óêàçàííóþ âûøå ïîëíóþ ñèñòåìó âû-
÷åòîâ −2,−1, 0, 1, 2, à ïðè m = 6 ñèñòåìó âû÷åòîâ −2,−1, 0, 1, 2, 3.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ϕ(m)
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ ìîäóëåì. Ëþáîé íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ âû÷åòîâ
íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ. Ëþáûå ϕ(m) ÷èñåë, ïî-
ïàðíî íåñðàâíèìûå äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ m è âçàèìíî ïðîñòûå
ñ ìîäóëåì, îáðàçóþò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m,
äåéñòâèòåëüíî, âåäü îíè ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ, ñîñòîÿùèõ èç
÷èñåë âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m, à êîëè÷åñòâî èõ ðàâíî êîëè÷åñòâó òàêèõ
êëàññîâ.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü a,m ≥ 2, � öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
Òîãäà
1. åñëè x ïðîáåãàåò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, òî
ax+b, ãäå b � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, òàêæå ïðîáåãàåò ïîëíóþ ñèñòåìó
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m;
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2. åñëè x ïðîáåãàåò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m,
òî ax òàêæå ïðîáåãàåò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ýòîìó
ìîäóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë x1 è x2, ëåæàùèõ â
ðàçëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, ÷èñëà ax1 + b è ax2 + b

òàêæå ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå. Òîãäà

ax1 + b ≡ ax2 + b (mod m).

Èç ýòîãî ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ax1 ≡ ax2 (mod m) è, ïîñêîëüêó
÷èñëà a,m âçàèìíî ïðîñòû, ïî ñâîéñòâó 5 ñðàâíåíèé çàêëþ÷àåì,
÷òî x1 ≡ x2 (mod m). Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê x1 è x2 ïðèíàäëå-
æàò ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû äîêàçàíî.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷è-
ñåë x1, x2 ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ÷èñëà ax1, ax2 ëåæàò â ðàç-
ëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ x, ëåæàùåãî
â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ, ÷èñëî ax âçàèìíî ïðîñòî ñ m. Òàê
êàê (a, m) = 1 è (x,m) = 1, òî ïî ñëåäñòâèþ 2.3 èç òåîðåìû 1.3
çàêëþ÷àåì, ÷òî (ax,m) = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

4.4 Òåîðåìà Âèëüñîíà
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ïðîñòûå ÷èñëà, íàçûâà-
åòñÿ òåîðåìîé Âèëüñîíà1.

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ p = 2 óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ,
ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p íå÷åòíî. Ïóñòü a � íåêîòîðîå

1Ýòà òåîðåìà âïåðâûå áûëà äîêàçàíà â 1771ã. ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ëàãðàíæåì ()
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öåëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà 1 ≤ a < p. Òàê êàê (a, p) = 1, òî ïî
ëåììå 4.1 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî b, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ
ab ≡ 1 (mod p). Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b åñòü íàèìåíüøèé
íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò â ñâîåì êëàññå. ßñíî, ÷òî b 6= 0, ò.å. 1 < b <

p. Êðîìå òîãî, ÷èñëî b îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Âåäü
åñëè ab1 ≡ 1 (mod p), ab2 ≡ 1 (mod p), òî p|a(b1 − b2) è p|(b1 − b2),
÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ b1, b2 èç ïðîìåæóòêà 1 < b < p íåâîçìîæíî.

Åñëè b ≡ a (mod p), òî a2 ≡ 1 (mod p) è p|(a2−1) = (a−1)(a+1).
Òàê êàê p ïðîñòîå ÷èñëî, ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå a = 1 èëè
a = p − 1. Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë a
èç ïðîìåæóòêà 1 < a < p− 1 ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ïàðû ðàçëè÷-
íûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ ab ≡ 1 (mod p).
Ñëåäîâàòåëüíî,

p−2∏

k=2

k ≡ 1 (mod p).

Óìíîæàÿ ýòî ñðàâíåíèå íà p− 1, ïîëó÷àåì
(p− 1)! ≡ p− 1 ≡ −1 (mod p).

Äëÿ ñîñòàâíûõ ÷èñåë òåîðåìà Âèëüñîíà, êîíå÷íî, íàðóøàåòñÿ.
Âåäü åñëè öåëîå ÷èñëî N èìååò äåëèòåëü d, 1 < d < N , òî (N − 1)!
äåëèòñÿ íà d. Çíà÷èò, (N − 1)! + 1 íà d íå äåëèòñÿ, à ïîòîìó íå
äåëèòñÿ è íà N .

4.5 Òåîðåìû Ýéëåðà è Ôåðìà
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â 1760ã. Ë. Ýéëåðîì è íîñèò
åãî èìÿ.
Òåîðåìà 4.4. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìî-
äóëåì m âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r1, . . . , rh � êàêàÿ-íèáóäü ïðèâåäåííàÿ ñè-
ñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Òîãäà h = ϕ(m). Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2
ìíîæåñòâî ÷èñåë ar1, ar2, . . . , arh òàêæå ñîñòàâëÿåò ïðèâåäåííóþ ñè-
ñòåìó âû÷åòîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî âòîðîé ñèñòåìû ëåæèò
â îäíîì êëàññå ñ êàêèì-ëèáî åäèíñòâåííûì ÷èñëîì ïåðâîé ñèñòåìû
âû÷åòîâ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ

ar1 · ar2 · · · arh ≡ r1 · r2 · · · rh (mod m). (4.5)
Òàê êàê êàæäîå èç ÷èñåë rj âçàèìíî ïðîñòî ñ ìîäóëåì, òî ñðàâíå-
íèå (4.5) ìîæíî ñîêðàòèòü íà êàæäîå èç rj. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ñðàâíåíèå ah ≡ 1 (mod m) èëè aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Íàïðèìåð, äëÿ m = 10 èìååì ϕ(10) = 4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òå-
îðåìîé Ýéëåðà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êàæäîå íå÷åòíîå ÷èñëî a,
íå äåëÿùååñÿ íà 5, óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ a4 ≡ 1 (mod 10), ò.å.
ïîñëåäíÿÿ öèôðà â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà a4 ðàâíà 1. È äåéñòâè-
òåëüíî,

14 = 1, 34 = 81, 74 = 2401, 94 = 6561.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Îïðåäåëèì ïîñëåäíèå òðè öèôðû
â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 32007. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñîñ÷èòàòü
32007 (mod 1000). Òàê êàê ϕ(1000) = ϕ(8) · ϕ(125) = 4 · 100 = 400, è
(3, 1000) = 1, òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå 3400 ≡ 1
(mod 1000). Îòñþäà ñëåäóåò

32007 =
(
3400)5 · 37 ≡ 37 (mod 1000).

Ýòè ñðàâíåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî 32007 è 37 = 2187 èìåþò îäèíàêîâûå
òðè ïîñëåäíèå öèôðû, è äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 32007 îêàí÷èâàåòñÿ
öèôðàìè 187.

Äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë a ñðàâíåíèå ad ≡ 1 (mod m) ìîæåò âûïîë-
íÿòüñÿ è ïðè íàòóðàëüíûõ d < ϕ(m). Íàïðèìåð, äëÿ a = 1 ìîæíî
âçÿòü d = 1. Èìååì 32 ≡ 1 (mod 8), òîãäà êàê ϕ(8) = 4. Ìîæíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî 3100 ≡ 1 (mod 1000), íî âûøå óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî
ϕ(100) = 400. Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ñ óñëîâèåì ad ≡ 1
(mod m) íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m.
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Ëåììà 4.2. Ïóñòü d � ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m. Íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî k óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ ak ≡ 1 (mod m) â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà d|k. Â ÷àñòíîñòè, d|ϕ(m).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî k = ds èìååì

ak = (ad)s ≡ 1 (mod m).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ak ≡ 1 (mod m).
Ðàçäåëèâ k íà d ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì k = dq + r, 0 ≤ r < d. Òîãäà

ar ≡ (ad)q · ar = ak ≡ 1 (mod m).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî d � íàèìåíüøèé íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñ óñëîâèåì
ad ≡ 1 (mod m) è r < d, çàêëþ÷àåì, ÷òî r = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
d|k.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ýéëåðà, â êîòîðîì m = p

åñòü ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ϕ(p) = p − 1 è ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå,
íàçûâàåìîå ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà.
Òåîðåìà 4.5. Åñëè öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p,
òî

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì a ÷èñëî ap − a =
a(ap−1 − 1) äåëèòñÿ íà p.

4.6 Ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áåñêî-
íå÷íûìè äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè

Êàê ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Ýéëåðà, ðàññìîòðèì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α áåñêîíå÷íûìè äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè,
ò.å. â âèäå ðÿäîâ

α = a0 +
∞∑

k=1

ak

10k
= a0, a1a2 . . . , (4.6)
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ãäå âñå ak, k ≥ 1, åñòü öèôðû 0 ≤ ak ≤ 9, è ïîêàæåì, ÷òî ðàöèîíàëü-
íûì ÷èñëàì ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà
α â âèäå (4.6), ñîäåðæàùåãî áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî öèôð, îòëè÷-
íûõ îò 9. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè ëþáîì k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî a010k + . . . + ak−110 + ak = [10kα].

Äîêàæåì, ÷òî ñóììà ðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî áåñêîíå÷íîé ïåðè-
îäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ýòî äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü äëÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè α = 0, (a1a2 . . . am).
Îáîçíà÷èâ A = a110m−1 + . . . + am−110 + am è ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé
äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íàéäåì

α =
∞∑

k=0

10−km
(a1

10
+

a2

102 + . . . +
am

10m

)
=

= A

∞∑

k=1

10−km =
A

10m − 1
. (4.7)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè ýòîì α = a
b � íåñîêðàòèìîå ïðåäñòàâëåíèå

â âèäå îòíîøåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî b|(10m − 1), ò.å. 10m ≡ 1
(mod b).

Ïóñòü òåïåðü α = a
b , ãäå 0 < a < b è (b, 10) = 1. Îáîçíà÷èì

áóêâîé d ïîêàçàòåëü ÷èñëà 10 ïî ìîäóëþ b. Òîãäà 10d ≡ 1 (mod b) è
ñ íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì c âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 10d−1 =
bc. Çàïèñàâ òåïåðü ac â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ B = ac =
b110d−1 + . . . + bd−110 + bd, è ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì (4.7), ïîëó÷èì
ïðåäñòàâëåíèå α â âèäå áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè

a

b
=

B

10d − 1
=

∞∑

k=0

10−kd

(
b1

10
+

b2

102 + . . . +
bd

10d

)
= 0, (b1 . . . bd).

Ïåðèîä â áåñêîíå÷íîì äåñÿòè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà α çàïèñûâàåò-
ñÿ òåìè æå öèôðàìè, ÷òî è ÷èñëèòåëü â ïðåäñòàâëåíèè α = B

10d−1 .
Ïðè ýòîì íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî ïåðèîä ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íåêî-
òîðîãî êîëè÷åñòâà íóëåé, òàê 1

99 = 0, (01).
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Åñëè ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî α áîëüøå åäèíèöû, ÷èñëèòåëü äðîáè
α = a

b , (a, b) = 1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå a = bq + r, 0 ≤ r < b

è ðàçëîæèâ r
b â áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ äðîáü, ïîëó÷èì a

b =
q, (b1 . . . bd). Ïðè r = 0 èìååì α = q = q, (0).

Åñëè çíàìåíàòåëü äðîáè a
b íå âçàèìíî ïðîñò ñ 10, ò.å. äåëèòñÿ

íà 2 èëè íà 5, òî åãî ìîæíî óìíîæèòü íà òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
u = 2s5t, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî ub = 10kv, ãäå (v, 10) = 1 è
k = max(ν2(b), ν5(b)). Òîãäà

a

b
= 10−kua

v
= 10−k · c0, (c1 . . . cm).

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðåäñòàâëåíèå äàåò êîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü â
ñëó÷àå v = 1 è áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ äðîáü, åñëè v > 1.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå (b, 10) = 1, äëèíà ìèíèìàëüíîãî
ïåðèîäà ðàâíà ïîêàçàòåëþ 10 ïî ìîäóëþ b. Â ñèëó ëåììû 4.2 äëèíà
ïåðèîäà íå ïðåâîñõîäèò ïðè ýòîì ϕ(b). Ìèíèìàëüíóþ äëèíó ïåðèîäà
ϕ(b) èìåþò, êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñî çíàìåíà-
òåëÿìè

b = 7, 17, 19, 23, 29, 47, 49, 59, 61, 97.

Ñïèñîê èñ÷åðïûâàåò âñå òàêèå b ≤ 100.
Ïóñòü α = a

b � íåñîêðàòèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñ (b, 10) = 1. Ïóñòü
òàêæå a

b = 0, (b1 . . . bd) è c ≡ 10a (mod b), 0 < c < b. Òîãäà ñ íåêîòî-
ðûì öåëûì q èìååì

c

b
= q + 10

a

b
= q + b1 + 0, (b2 . . . bdb1) = 0, (b2 . . . bdb1).

Ïåðèîä äðîáè c
b ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðèîäà a

b öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì íà
îäíó ïîçèöèþ. Åñëè äîïóñòèòü â ýòîì ñëó÷àå íå ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ, òî

c

b
= 0, b2 . . . bd(b1b2 . . . bd)

è ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íûå ðàçëîæåíèÿ äðîáåé a
b è c

b èìåþò
îäèíàêîâûå ïåðèîäû.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîêàçàòåëü 10 ïî ìîäóëþ b ðàâåí ϕ(b), òî áåñêî-
íå÷íûå äåñÿòè÷íûå ðàçëîæåíèÿ âñåõ äðîáåé a

b , 1 ≤ a < b, (a, b) = 1
èìåþò îäèíàêîâûå ïåðèîäû. Íàïðèìåð,

1

7
= 0, (142857)

2

7
= 0, (285714),

3

7
= 0, (428571)

4

7
= 0, (571428),

5

7
= 0, (714285)

6

7
= 0, (857142).

4.7 Ïðîâåðêà íà ïðîñòîòó è ïîñòðîåíèå áîëüøèõ
ïðîñòûõ ÷èñåë

Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âîîáùå ãîâîðÿ áîëüøîå. Îíî ìîæåò
áûòü ëèáî ñîñòàâíûì, ëèáî ïðîñòûì. Êàê îïðåäåëèòü, ê êàêîìó èç
ýòèõ äâóõ êëàññîâ îòíîñèòñÿ äàííîå ÷èñëî?

Ìîæíî ïîïðîáîâàòü ðàçäåëèòü N íà ïðîñòûå ÷èñëà èç òàáëèöû,
ñîñòàâëåííîé ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Ýðàòîñôåíà è ñîäåðæàùåé âñå ïðî-
ñòûå ÷èñëà äî íåêîòîðîé ãðàíèöû B, îïðåäåëÿåìîé íàøèìè âîçìîæ-
íîñòÿìè. Åñëè ó N åñòü ìàëåíüêèå ïðîñòûå äåëèòåëè, ìû ñìîæåì
íàéòè èõ òàêèì ñïîñîáîì è äîêàçàòü, ÷òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

Åñëè æå ìàëåíüêèå ïðîñòûå äåëèòåëè íå îáíàðóæåíû è åñëè B

ñðàâíèòåëüíî âåëèêî, à èìåííî, B2 > N , ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî N

ïðîñòîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû N áûëî ñîñòàâíûì, ïî ëåììå
2.1 îíî èìåëî áû ïðîñòîé äåëèòåëü p ≤ √

N < B, ñîäåðæàùèéñÿ â
íàøåé òàáëèöå. Íî òàêîâîé îòñóòñòâóåò.

Â ñëó÷àå æå N > B2 íèêàêîãî çàêëþ÷åíèÿ î ÷èñëå N ñäåëàòü
íåëüçÿ.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N äîñòàòî÷íî âåëèêî è íå èìååò
ìàëåíüêèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Âûáåðåì öåëîå ÷èñëî a, 1 < a < N,
è âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü d = (a,N). Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî d > 1, ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, âåäü îíî äåëèòñÿ íà d, ïðè÷åì 1 < d < N .
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Åñëè æå îêàçàëîñü, ÷òî (a,N) = 1, òî î ÷èñëå N îïÿòü íèêàêîãî
çàêëþ÷åíèÿ ñäåëàòü íåëüçÿ. Åñëè ó ñîñòàâíîãî ÷èñëà N íåò ìàëåíü-
êèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, òî êîëè÷åñòâî âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì ÷èñåë
a íà èíòåðâàëå 1 < d < N ðàâíîå ϕ(N) − 1 = N

∏
p|N(1 − p−1) − 1

áóäåò äîñòàòî÷íî áîëüøèì, è ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî âûáðàííîå íàóãàä
÷èñëî a, ïîçâîëèò ðàçëîæèòü ÷èñëî N íà ìíîæèòåëè.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò ïîìî÷ü ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Åñëè äëÿ
÷èñëà N è âûáðàííîãî a ñ óñëîâèåì (a,N) = 1 åå óòâåðæäåíèå íà-
ðóøàåòñÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî. Èòàê, åñëè

(a,N) = 1, è aN−1 6≡ 1 (mod N),

òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî.
Ïðîñòåéøèé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ad (mod N), ñîñòîÿùèé

â ïîñëåäîâàòåëüíîì óìíîæåíèè íà a ðåçóëüòàòà ïðåäøåñòâóþùåãî
âû÷èñëåíèÿ, òðåáóåò d− 1 óìíîæåíèé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî âû-
÷èñëåíèå ìîæíî ïðîâåñòè íàìíîãî áûñòðåå.

Âîçüìåì, íàïðèìåð, N = 437 è âû÷èñëèì 2436 (mod 437). Ïî-
ñêîëüêó ÷èñëà íå î÷åíü áîëüøèå, ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà ðó÷íîì êàëü-
êóëÿòîðå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñðàâíåíèé (äëÿ êðàòêîñòè ìû íèãäå
íå óêàçûâàåì ìîäóëü ñðàâíåíèÿ, ðàâíûé 437), ïîëó÷àåì:

23 ≡ 4 · 2 = 8, 26 ≡ 82 = 64,

213 ≡ 642 · 2 ≡ −111, 227 ≡ (−111)2 · 2 ≡ 170,

254 ≡ 1702 ≡ 58, 2109 ≡ 582 · 2 ≡ 173,

2218 ≡ 1732 ≡ 213, 2436 ≡ 2132 ≡ 358.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ íå ðàñêëàäûâàþò ÷èñëî 437 íà ìíîæèòå-
ëè, íî äîêàçûâàþò, ÷òî îíî ñîñòàâíîå. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, 437 =
19 · 23.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî óêàçàííûé ñïîñîá ïðîâåðêè òðåáóåò ñëèø-
êîì ìíîãî âû÷èñëåíèé. Íî ýòè âû÷èñëåíèÿ îäíîòèïíû. Ìû ëèáî
âîçâîäèëè â êâàäðàò, ëèáî óäâàèâàëè ÷èñëî ïî ìîäóëþ N . È ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíûì ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà
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íà êîìïüþòåðå. À êðîìå òîãî, êàê ñåé÷àñ âûÿñíèòñÿ, è êîëè÷åñòâî
âîçâåäåíèé â êâàäðàò ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé N .

Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî àëãî-
ðèòìà.

Àëãîðèòì 4.1. Äàííûå: Öåëûå ÷èñëà a,N > 1, d > 0.
Íàéòè: ad (mod N).
1. Ïðåäñòàâèòü d â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ò.å. íàéòè òà-
êèå öèôðû dj ∈ {0, 1}, ÷òî d = d02

r + · · ·+ dr−12 + dr, d0 = 1.
2. Ïîëîæèòü a0 = a è çàòåì äëÿ i = 1, . . . , r âû÷èñëèòü

ai ≡ a2
i−1 · adi (mod N). (4.8)

3. Ïîëîæèòü ad ≡ ar (mod N).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå di = 0 àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ai ≡ a2
i−1

(mod N), åñëè æå di = 1, òî ai ≡ a2
i−1·a (mod N). Ðåàëèçîâàííàÿ âû-

øå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé äëÿ d = 436 = 28+27+25+24+22

â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî àëãîðèòì
ðàáîòàåò ïðàâèëüíî, è êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ èì àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé íå î÷åíü âåëèêî.

Òåîðåìà 4.6. Àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò ad (mod N).
Îí èñïîëüçóåò äëÿ ýòîãî íå áîëåå 2[log2 d] óìíîæåíèé â êîëüöå
âû÷åòîâ Z/NZ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âñåõ i = 0, 1, . . . , r ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ

ai ≡ ad02i+···+di (mod N). (4.9)

Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî i. Ïðè i = 0 óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ,
ò.ê. d0 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ (4.9) â ðàâåíñòâî ai+1 = a2

i · adi+1, íàõîäèì
ðàâåíñòâî (4.9) äëÿ ai+1. Ýòî äîêàçûâàåò (4.9) äëÿ âñåõ i. Ïðè i = r
ïîëó÷àåì ar = ad, ÷òî äîêàçûâàåò ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
c(d) êîëè÷åñòâî óìíîæåíèé â êîëüöå Z/NZ, íåîáõîäèìûõ àëãîðèòìó
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äëÿ âû÷èñëåíèÿ ad (mod N). Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî d íåðàâåíñòâî

c(d) ≤ 2[log2 d]. (4.10)

Îáîçíà÷èì äëÿ ýòîãî m = d02
r−1+· · ·+dr−1. Òîãäà d = 2m+dr ≥ 2m.

Ïðè d = 1, 2 íåðàâåíñòâî (4.10), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü
òåïåðü d ≥ 3. Â ñèëó àëãîðèòìà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

c(d) = c(m)+1+dr ≤ c(m)+2 ≤ 2[log2 m]+2 = 2[log2 2m] ≤ 2[log2 d],

äîêàçûâàþùèå íóæíîå íåðàâåíñòâî.

Îäíèì èç ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
àëãîðèòìîâ, ÿâëÿåòñÿ èõ ñëîæíîñòü. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ òåîðèè
÷èñåë îáû÷íî ïðèíÿòî èçìåðÿòü êîëè÷åñòâîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé (ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé, óìíîæåíèé è äåëåíèé ñ îñòàòêîì),
íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ äåéñòâèé, ïðåäïèñàííûõ àëãî-
ðèòìîì. Âïðî÷åì, ýòî îïðåäåëåíèå íå ó÷èòûâàåò âåëè÷èíû ÷èñåë,
ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëåíèÿõ. ßñíî, ÷òî ïåðåìíîæèòü äâà ñòîçíà÷-
íûõ ÷èñëà çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì äâà îäíîçíà÷íûõ, õîòÿ è â òîì,
è â äðóãîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü îäíà àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðà-
öèÿ. Ïîýòîìó èíîãäà ó÷èòûâàþò åùå è âåëè÷èíó ÷èñåë, ñâîäÿ äåëî ê
òàê íàçûâàåìûì áèòîâûì îïåðàöèÿì, ò.å. îöåíèâàÿ êîëè÷åñòâî íåîá-
õîäèìûõ îïåðàöèé ñ öèôðàìè 0 è 1, â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñåë. Ýòî
çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îò öåëåé àâòîðà è ò.ä. Ãîâîðÿ â
äàëüíåéøåì î ñëîæíîñòè, ìû áóäåì èìåòü â âèäó êîëè÷åñòâî àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ.

Àëãîðèòìû, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ìî-
æåò áûòü îöåíåíî íåêîòîðîé ñòåïåíüþ ÷èñëà öèôð, íåîáõîäèìûõ
äëÿ çàïèñè äàííûõ, íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè. Òàêèå àëãîðèò-
ìû, êàê ïðàâèëî, ðàáîòàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè
íà ïðàêòèêå. Àëãîðèòì Åâêëèäà òðåáóåò âûïîëíåíèÿ O(log a) àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ñì. òåîðåìó 1.2. Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå àë-
ãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ñîãëàñíî òåîðåìå 4.6 íóæíî O(log d)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òàê êàê öåëîå ÷èñëî d çàïèñûâàåòñÿ â
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äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ íå ìåíåå ÷åì log2 d öèôðàìè, ïîëó÷à-
åì, ÷òî êàê àëãîðèòì Åâêëèäà, òàê è àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü
îòíîñÿòñÿ ê ðàçðÿäó ïîëèíîìèàëüíûõ, ò.å. áûñòðûõ àëãîðèòìîâ.

Òåîðåìà Âèëüñîíà òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì.
Â îòëè÷èå îò òåîðåìû Ôåðìà áûñòðûå àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ôàêòîðèàëîâ íå èçâåñòíû, à èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû k! ≡ k · (k−1)!
(mod N) òðåáóåò ïðèìåðíî N óìíîæåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ (N − 1)!
(mod N). Îñíîâàííûé íà ýòîé ôîðìóëå àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ ïîëè-
íîìèàëüíûì. Åãî èñïîëüçîâàíèå íà ïðàêòèêå òðåáóåò î÷åíü ìíîãî
âðåìåíè íà âû÷èñëåíèÿ, è äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ N îò-
âåò ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ.

Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, â 2000 ã., áûë íàéäåí äåòåðìèíèðîâàí-
íûé àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, ïîçâîëÿþùèé ïî çàäàí-
íîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó N ñêàçàòü, áóäóò îíî ïðîñòûì èëè ñîñòàâ-
íûì. Îí áûë ïðåäëîæåí èíäèéñêèìè ìàòåìàòèêàìè M. Àãðàâàëîì,
Í. Êàéàëîì, Í. Ñàêñåíîé. Íî ýòîò àëãîðèòì íå î÷åíü óäîáåí íà
ïðàêòèêå, òàê êàê òðåáóåò ñëèøêîì áîëüøîãî îáúåìà ïàìÿòè ïðè
âû÷èñëåíèÿõ íà êîìïüþòåðå. Îáúåì íåîáõîäèìîé ïàìÿòè � åùå îä-
íà õàðàêòåðèñòèêà êà÷åñòâà àëãîðèòìà. Èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåå
âðåìÿ àëãîðèòìû äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîòû çàäàííîãî ÷èñëà N èìå-
þò ñëîæíîñòü O

(
(log N)c log log log N

)
ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c > 0.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ log log log x ðàñòåò î÷åíü ìåäëåííî, â ïðåäåëàõ
âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòè àëãîðèòìû ðàáîòàþò
áûñòðî. Îäíàêî çíàíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èõ îïèñàíèÿ âûõîäÿò çà
ðàìêè íàñòîÿùåé êíèãè.

Ê ñîæàëåíèþ, ñ ïîìîùüþ ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà íå âñåãäà ìîæ-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî èñïûòûâàåìîå ÷èñëî N � ñîñòàâíîå. Ñóùåñòâó-
þò ñîñòàâíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå aN−1 ≡ 1
(mod N) ïðè ëþáîì öåëîì a ñ óñëîâèåì (a,N) = 1.

Âîçüìåì, íàïðèìåð, N = 561 = 3 · 11 · 17. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî
a âçàèìíî ïðîñòîãî ñ 561 èìååì (a, 3) = (a, 11) = (a, 17) = 1 è ïî
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ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ
a2 ≡ 1 (mod 3), a10 ≡ 1 (mod 11), a16 ≡ 1 (mod 17).

Òàê êàê 560 äåëèòñÿ íà 2, 10 è 16, òî ÷èñëî a560−1 äåëèòñÿ íà êàæäóþ
èç ðàçíîñòåé a2 − 1, a10 − 1, a16 − 1. Çíà÷èò, a560 − 1 äåëèòñÿ íà 3,
11, 17 è ïîòîìó äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë, ò.å. äåëèòñÿ íà
561.

Ñîñòàâíîå ÷èñëî N íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Êàðìàéêëà2 åñëè
aN−1 ≡ 1 (mod N) ïðè ëþáîì a ∈ Z, (a,N) = 1. (4.11)
×èñëà Êàðìàéêëà âñòðå÷àþòñÿ â íàòóðàëüíîì ðÿäó äîñòàòî÷íî

ðåäêî, íî èçâåñòíî, ÷òî èõ ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì, äîêàçûâàþùèé äëÿ ñîñòàâíîãî

÷èñëà, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, è íåñêîëüêî áîëåå òî÷íûé, ÷åì
ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.
Àëãîðèòì 4.2. Äàííûå: Íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N > 2.
Îïðåäåëèòü, áóäåò ëè N ñîñòàâíûì ÷èñëîì.
1. Íàéòè öåëûå ÷èñëà s, t, äëÿ êîòîðûõ N − 1 = 2st, ïðè÷åì t

íå÷åòíî. Âûáðàòü öåëîå ÷èñëî a, 1 < a < N .
2. Åñëè (a,N) > 1, òî N ñîñòàâíîå ÷èñëî.
3. Åñëè (a,N) = 1 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

at 6≡ 1 (mod N), a2kt 6≡ −1 (mod N), k = 0, 1, . . . , s− 1,
(4.12)

òî N ñîñòàâíîå ÷èñëî.
4. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé ïóíêòà 3 íàðóøàåòñÿ, àëãîðèòì
çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó íå äàâ îòâåòà.

Î÷åâèäíî, îòâåò àëãîðèòìà â ï. 2 âåðåí. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå
íà ìíîæèòåëè

aN−1 − 1 = (at − 1)(at + 1)(a2t + 1) · · · (a2s−1t + 1). (4.13)
2Carmichael � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, äîêàçàâøèé â 1912ã., ÷òî êàæäîå ñîñòàâíîå ÷èñëî ñî

ñâîéñòâîì (4.11) åñòü ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, N = p1 · · · pr, ïðè÷åì
r ≥ 3 è (pj − 1) | (N − 1) ïðè âñåõ j. ×èñëî 561 îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Åùå îäèí ïðèìåð
1729 = 7 · 13 · 19.
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Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà îáå ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî ðàâåíñòâà äîëæíû äåëèòüñÿ íà N , è, ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ
áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè (4.13) äîëæåí äåëèòüñÿ
íà N . Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (4.12) áóäåò íàðóøåíî. Ýòî
äîêàçûâàåò, ÷òî è â ïóíêòå 3 àëãîðèòì äàåò âåðíûé îòâåò.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî íå÷åòíîãî N > 9 êîëè÷åñòâî
âçàèìíî ïðîñòûõ ñ N ÷èñåë a, 1 < a < N , äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (4.12) ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî, à èìåííî,
îíî íå ïðåâîñõîäèò 1

4ϕ(N), ãäå ϕ(N) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè àëãîðèòìó 4.2 çàäàíî ñîñòàâíîå ÷èñëî N , è îí âûáèðàåò
â ï. 1 ÷èñëî a íà èíòåðâàëå 1 < a < N ñëó÷àéíûì îáðàçîì, òî ñ
âåðîÿòíîñòüþ ≥ 3

4 àëãîðèòì äîêàæåò, ÷òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî. À
ïðèìåíÿÿ ýòîò àëãîðèòì r ðàç è âûáèðàÿ êàæäûé ðàç ÷èñëî a ïî-
íîâîìó, ìû äîêàæåì, ÷òî N ñîñòàâíîå ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1 − 4−r.
Ïîä÷åðêíåì, åùå ðàç, ÷òî àëãîðèòì âñåãäà äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò,
à îöåíèâàåòñÿ ëèøü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòâåò áóäåò ïîëó÷åí.

Àëãîðèòì 4.2 äàåò óäîáíîå íà ïðàêòèêå ñðåäñòâî îòñåèâàíèÿ ñî-
ñòàâíûõ ÷èñåë. Åñëè îí ñðàáîòàë äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàç è íå äàë îòâå-
òà, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî èñïûòûâàåìîå ÷èñëî ïðîñòî. Ê ñîæàëåíèþ,
àëãîðèòì íå äîêàçûâàåò ýòî. Ðàññìàòðèâàåìàÿ äàëåå òåîðåìà ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷àòü íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î âîçìîæíûõ äåëèòåëÿõ N

è ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ïðîñòîòû.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü N - íå÷åòíîå è F - íàòóðàëüíîå ÷èñëî òà-
êèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q|F ñóùåñòâóåò öåëîå a ñ
óñëîâèÿìè

aF ≡ 1 (mod N),
(
aF/q − 1, N

)
= 1. (4.14)

Òîãäà ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíå-
íèþ

p ≡ 1 (mod F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p - ïðîñòîé äåëèòåëü N , q - ïðîñòîé äåëè-
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òåëü F è a - ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (4.14). Òîãäà

aF ≡ 1 (mod p), aF/q 6≡ 1 (mod p). (4.15)

è, â ÷àñòíîñòè, a íå äåëèòñÿ íà p. Îáîçíà÷èì áóêâîé d ïîêàçàòåëü a

ïî ìîäóëþ p, ò.å. íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì ad ≡ 1
(mod p). Òàê êàê ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà

ap−1 ≡ 1 (mod p),

òî â ñèëó ëåììû 4.2 èìååì d|p− 1 è

νq(d) ≤ νq(p− 1). (4.16)

Èç (4.15) è ëåììû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî d|F è d - F/q. Ýòî âîçìîæíî ëèøü
â ñëó÷àå

νq(F ) = νq(d). (4.17)
Èç (4.16) è (4.17) íàõîäèì

νq(F ) = νq(d) ≤ νq(p− 1).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñîãëàñíî óñëîâèþ ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q ÷èñëà F , ïîýòîìó F |p − 1 èëè p ≡ 1 (mod F ).

Ðàññìîòðèì, ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 4.7, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèé èñòîðè÷åñêèé èíòåðåñ.

Ïóñòü a è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Åñëè m èìååò íå÷åòíûé ïðî-
ñòîé äåëèòåëü r, ò.å. m = rs, òî èç ðàâåíñòâà

am + 1 = (as)r + 1 = (as + 1)(as(r−1) − as(r−2) + . . .− as + 1)

ñëåäóåò, ÷òî am + 1 � ñîñòàâíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, ÷èñëî am + 1 ìîæåò
áûòü ïðîñòûì ëèøü â ñëó÷àå, åñëè m íå èìååò íå÷åòíûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé, ò.å. m = 2n.

×èñëà
Fn = 22n

+ 1, n = 1, 2, . . .
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íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôåðìà. Ïåðâûå ÷åòûðå ÷èñëà Ôåðìà

F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537 (4.18)

ïðîñòû.
Â 1640ã. Ï. Ôåðìà ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì n ≥ 1,

÷èñëî Fn áóäåò ïðîñòûì, íî íå ñìîã äîêàçàòü ýòî äëÿ F5 = 232 + 1.
Ë. Ýéëåð â 1729ã. ïîêàçàë, ÷òî F5 äåëèòñÿ íà 641 è òåì îïðîâåðã

ãèïîòåçó Ôåðìà. Êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà èñïîëüçóåò
ïðåäñòàâëåíèÿ

641 = 5 · 27 + 1 = 24 + 54.

Ïîëüçóÿñü èìè, ïîëó÷àåì

F5 = 232 +1 ≡ −54 ·228 +1 ≡ −(5 ·27)4 +1 ≡ −1+1 = 0 (mod 641).

Ïîçæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî F6, F7 - ñîñòàâíûå. Ïîñëåäíåå ÷èñëî
áûëî ðàçëîæåíî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â 1970ã. ×èñëî F8 òàêæå
ñîñòàâíîå, íî åãî ïðîñòûå äåëèòåëè íåèçâåñòíû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íåèçâåñòíî, áóäåò ÷èñëî F17 ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì. Íå íàéäåíî íè
îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà Ôåðìà, îòëè÷íîãî îò ÷èñåë (4.18).

Â ñâÿçè ñ ÷èñëàìè Ôåðìà îòìåòèì çíàìåíèòóþ òåîðåìó Ãàóññà:
ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ
è ëèíåéêè ëèøü â ñëó÷àå n = 2kp1 · · · pr, ãäå pj - ðàçëè÷íûå ïðîñòûå
÷èñëà Ôåðìà.

Êàê æå ìîæíî áûëî óãàäàòü âîçìîæíûé äåëèòåëü 641 ÷èñëà Ôåð-
ìà F5? Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî òåîðåìîé 4.7 è âûáåðåì

N = F5 = 232 + 1, F = 128, a = 216 + 1.

Òàê êàê
a2 = 232 + 2 · 216 + 1 ≡ 217 (mod N),

òî
a64 ≡ 217·32 ≡ (−1)17 = −1 (mod N).

Ñëåäîâàòåëüíî,

a128 ≡ 1 (mod N), (a64 − 1, N) = (2, N) = 1.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.7 êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà F5 äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü ñðàâíåíèþ p ≡ 1 (mod 128). Ïåðâûå ïðîñòûå ÷èñëà
â ïðîãðåññèè 1 + 128 · k åñòü 257 è 641. Îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðè k = 2 è
k = 5 ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðîå èç íèõ åñòü äåëèòåëü ÷èñëà Ôåðìà F5.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî íàì èçâåñòíà ëèøü ÷àñòü F ðàçëîæåíèÿ
÷èñëà N − 1 íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Ýòà èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü íåêîòîðûå çàêëþ÷åíèÿ î ñâîéñòâàõ äåëèòåëåé ÷èñëà N . À
åñëè èçâåñòíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ N−1 äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî èíîãäà
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá îòñóòñòâèè íåòðèâèàëüíûõ äåëèòåëåé, ò.å.
î ïðîñòîòå N .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà F = N − 1, ò.å. èçâåñòíî ïîë-
íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà N − 1 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ýòîò ñëó÷àé
ïðåäñòàâëÿþò, íàïðèìåð, ÷èñëà Ôåðìà.
Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü N íå÷åòíî è äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëè-
òåëÿ q ÷èñëà N − 1 ñóùåñòâóåò öåëîå a ñ óñëîâèÿìè

aN−1 ≡ 1 (mod N),
(
a(N−1)/q − 1, N

)
= 1. (4.19)

Òîãäà N - ïðîñòîå ÷èñëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.7 ñ F = N − 1, çàêëþ÷àåì,
÷òî êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ
p ≡ 1 (mod N−1) è, çíà÷èò, p ≥ N . Íî ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå
p = N , ò.å. êîãäà N ïðîñòîå ÷èñëî.

Ê ñîæàëåíèþ, ÷àùå âñåãî, åñëè Âàì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ïðîñòî-
òó êàêîãî-ëèáî ÷èñëà N , ðàçëîæåíèå N − 1 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
óäàåòñÿ îïðåäåëèòü ëèøü ÷àñòè÷íî. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæåò ïîìî÷ü
Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü N, F íå÷åòíû

N − 1 = F ·R, R ≤ 4F + 3,

ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q ÷èñëà F ñóùåñòâóåò
öåëîå b ñ óñëîâèÿìè

bN−1 ≡ 1 (mod N),
(
b(N−1)/q − 1, N

)
= 1. (4.20)
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Òîãäà N - ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 4.7 ê a = bR. Ñîãëàñíî ýòîé òå-
îðåìå êàæäîå ïðîñòîå p|N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ p ≡ 1 (mod F )
è, ïîñêîëüêó p − 1 ÷åòíî, à F íå÷åòíî, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
p ≥ 1 + 2F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N - ñîñòàâíîå. Òîãäà ïî ëåììå 2.1

(2F + 1)2 ≤ p2 ≤ N = FR + 1 ≤ 4F 2 + 3F + 1.

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê ïðàâèëî, íåîáõîäèìîñòü â áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ âîçíè-
êàåò â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè êðèïòîãðàôè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè.
Ìû êîñíåìñÿ ýòîãî âîïðîñà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Åñòåñòâåííî, ê
êîíñòðóèðóåìûì ÷èñëàì ïðåäúÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ.
Êîíñòðóêöèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë äîëæíà áûòü ìàññîâîé, à ñàìè ïðî-
ñòûå ÷èñëà äîëæíû áûòü â êàêîì-òî ñìûñëå õîðîøî ðàñïðåäåëåí-
íûìè â çàäàííîì äèàïàçîíå. Äëÿ íóæä êðèïòîãðàôèè åñòåñòâåííî
òðåáîâàòü, ÷òîáû êîíñòðóèðóåìûå ïðîñòûå ÷èñëà, ïî êðàéíåé ìåðå
âíåøíå, íå èìåëè êàêèõ-ëèáî îñîáåííîñòåé, âûäåëÿþùèõ ýòè ÷èñëà
ñðåäè ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû íà ïðàêòèêå èíî-
ãäà íóæíû ïðîñòûå ÷èñëà p, îáëàäàþùèå êàêèìè-ëèáî äîïîëíèòåëü-
íûìè îñîáåííîñòÿìè, íàïðèìåð p − 1 íå äîëæíî èìåòü ìàëåíüêèõ
íå÷åòíûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

Âñå ïðèìåíÿåìûå àëãîðèòìû ñòðîÿò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë, èñïîëüçóÿ íà êàæäîì øàãå ïðîñòûå ÷èñëà,
ïîñòðîåííûå ðàíåå. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò
ïîñòðîåíî ïðîñòîå ÷èñëî íóæíîé âåëè÷èíû.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ñëåä-
ñòâèÿ 4.2, èìåÿ áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî F , ìîæíî ïîñòðîèòü ñóùå-
ñòâåííî áîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî N . Âûáåðåì äëÿ ýòîãî ñëó÷àéíûì
îáðàçîì öåëîå ÷èñëî Q íà ïðîìåæóòêå F ≤ Q ≤ 2F + 1 è ïîëîæèì
N = 2FQ + 1. Çàòåì ìîæíî ïðîâåðèòü ÷èñëî N íà îòñóòñòâèå ìà-
ëûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Èñïûòàòü åãî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðàç ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà 4.2. Åñëè ïðè ýòîì âûÿñíèòñÿ, ÷òî N ñîñòàâíîå
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÷èñëî, ñëåäóåò âûáðàòü íîâîå çíà÷åíèå Q è îïÿòü ïîâòîðèòü âû÷èñ-
ëåíèÿ. Òàê ñëåäóåò äåëàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî ÷èñëî
N , âûäåðæàâøåå èñïûòàíèÿ àëãîðèòìîì 4.2 äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàç.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ íàäåæäà íà òî, ÷òî N - ïðîñòîå ÷èñëî,
÷òî è ñëåäóåò ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 4.2. Äëÿ
ýòîãî ìîæíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàòü ÷èñëî b, 1 < b < N , è
ïðîâåðÿòü äëÿ íåãî âûïîëíèìîñòü óñëîâèé

bN−1 ≡ 1 (mod N),
(
b2Q − 1, N

)
= 1. (4.21)

Åñëè ïðè âûáðàííîì b ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî, ïîñêîëüêó
2Q ≤ 4F + 2 < 4F + 3, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2 ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ÷èñëî N ïðîñòîå.

Åñëè æå óñëîâèÿ (4.21) íàðóøàþòñÿ, íóæíî âûáðàòü äðóãîå çíà-
÷åíèå b è ïîâòîðÿòü ýòè îïåðàöèè äî òåõ ïîð, ïîêà òàêîå ÷èñëî íå
áóäåò îáíàðóæåíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííîå ÷èñëî N äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, ñêîëü äîëãî ïðèäåòñÿ ïå-
ðåáèðàòü ÷èñëà b, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî òàêîå, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (4.21). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà N ïåðâîå
óñëîâèå (4.21), ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
âñåãäà. Òå æå ÷èñëà b, äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ âòîðîå óñëîâèå (4.21),
óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ b2Q ≡ 1 (mod N). Â ñëåäóþùåé ãëàâå, ñì.
òåîðåìó ??? áóäåò äîêàçàíî, ÷òî â ïðîìåæóòêå 1 < b < N èìååòñÿ íå
áîëåå 2Q− 1 ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ b2Q ≡ 1 (mod N).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáèðàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷èñëà b íà ïðîìå-
æóòêå 1 < b < N , ïðè ïðîñòîì N ìîæíî ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøåé,
÷åì 1 − F−1 íàéòè ÷èñëî b, äëÿ êîòîðîãî áóäóò âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ ñëåäñòâèÿ 4.2, è òåì äîêàçàòü, ÷òî N äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ÷èñëîì.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì ñïîñîáîì ïðîñòîå ÷èñëî N áó-
äåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó N > 2F 2, ò.å. êîëè÷åñòâî öèôð â
åãî çàïèñè áîëåå ÷åì âäâîå áóäåò ïðåâîñõîäèòü êîëè÷åñòâî öèôð â
çàïèñè èñõîäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà F . Çàìåíèâ òåïåðü ÷èñëî F íà íàé-
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äåííîå ïðîñòîå ÷èñëî N è ïîâòîðèâ ñ ýòèì íîâûì F âñå óêàçàííûå
âûøå äåéñòâèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü åùå áîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî. Íà÷àâ
ñ êàêîãî-íèáóäü íåáîëüøîãî ÷èñëà, ïðîñòîòó êîòîðîãî ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, íàïðèìåð, äåëåíèåì íà ìàëåíüêèå òàáëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà,
è ïîâòîðèâ óêàçàííóþ ïðîöåäóðó äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ïðîñòûå ÷èñëà íóæíîé âåëè÷èíû.

Ïîêàæåì ïðèìåð âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ñõåìû. Íà-
÷íåì ñ ïðîñòîãî ÷èñëà F1 = 1223. Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 4.2, c b = 2,
ïîëó÷èì ïî ôîðìóëàì Ni = 2FiQi + 1, Fi+1 = Ni

Q1 = 1231, F2 = N1 = 3011027,

Q2 = 3011067, F3 = N2 = 18132808071619,

Q3 = 18132808071644, F4 = N3 = 657597457125248955270143273,

Q4 = 657597457125248955270143281,

N4 = 864868831235187275941586469515911058724056920216597427.

Êàæäîå èç ÷èñåë Ni ïðîñòî. Ïðè èõ ïîñòðîåíèè ìû âûáèðàëè ÷èñ-
ëà Qi íàèìåíüøèìè Qi ≥ Fi, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà
Ni îêàçûâàëèñü ïðîñòûìè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ýòî óäàëîñü äîêàçàòü ñ
ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 4.2 ïðè b = 2.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íèêàêèõ òåîðåòè÷åñêèõ ãàðàíòèé äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà N = 2FQ + 1, Q ≤ 2F + 1 íå ñóùåñòâóåò.
Òåì íå ìåíåå îïûò âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòûå
÷èñëà â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî
ê åå íà÷àëó. Óïîìÿíåì â ýòîé ñâÿçè ãèïîòåçó î ñóùåñòâîâàíèè áåñ-
êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë q ñ óñëîâèåì, ÷òî ÷èñëî 2q + 1
òàêæå ïðîñòîå, ò.å. ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ óæå ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè.

Î÷åíü âàæåí â ñâÿçè ñ îïèñûâàåìûì ìåòîäîì âîïðîñ î ðàññòîÿíèè
ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Âåäü óáåäèâøèñü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì Q ÷èñëî N = 2FQ + 1 ñîñòàâ-
íîå, ìîæíî çàìåíèòü Q íà Q + 1 è ïðîäîëæèòü äåéñòâîâàòü îïèñàí-
íûì ñïîñîáîì äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî ïðîñòîå ÷èñëî N . È
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åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè â ïðîãðåññèè
âåëèêî, íåò íàäåæäû áûñòðî ïîñòðîèòü íóæíîå ÷èñëî N . Ïåðåáîð
÷èñåë Q äî òîãî ìîìåíòà, êàê ìû íàòêíåìñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî N ,
îêàæåòñÿ ñëèøêîì äîëãèì. Â áîëåå ïðîñòîì âîïðîñå î ðàññòîÿíèè
ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè pn è pn+1 â íàòóðàëüíîì ðÿäå
äîêàçàíî ëèøü, ÷òî pn+1− pn = O(pc

n), ïðè ëþáîì c > 38
61 . Ýòî î÷åíü

òðóäíàÿ òåîðåìà, íî îíà äàåò ñëàáóþ îöåíêó äëÿ íàøèõ ïîòðåáíî-
ñòåé. Âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìàÿ ãèïîòåçà Êðàìåðà
(1936ã.), ÷òî pn+1− pn = O(ln2 pn), äàþùàÿ âïîëíå ïðèåìëåìóþ ãðà-
íèöó. Âû÷èñëåíèÿ íà ÝÂÌ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà â àðèô-
ìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî ïëîòíî.

Åñëè ïðèíÿòü íà âåðó, ÷òî íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, à òàê-
æå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè â ïðîãðåññèè
2Fn + 1 ïðè F ≤ n ≤ 2F + 1 îöåíèâàþòñÿ âåëè÷èíîé O(ln2 F ) ,
òî îïèñàííàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë èìååò ïîëè-
íîìèàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. È, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå òåîðåòè-
÷åñêèõ îöåíîê âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ, îòûñêèâàþùèõ ïðîñòûå
÷èñëà â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ ñî ñðàâíèòåëüíî áîëüøîé ðàç-
íîñòüþ, íà ïðàêòèêå ýòè àëãîðèòìû ðàáîòàþò âïîëíå óäîâëåòâîðè-
òåëüíî.

4.8 Ðàçëîæåíèå öåëûõ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè è
êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî íåêîòîðîå ñîñòàâíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N , è òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü åãî íà ìåíüøèå ìíîæèòåëè. Ýòà çàäà÷à
îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó òðóäíûõ â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè.

Ïåðâûå àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû Ôåðìà, Ýéëå-
ðîì, Ãàóññîì, Ëåæàíäðîì è äðóãèìè êëàññèêàìè ìàòåìàòèêè. Ñî-
âðåìåííûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò âû÷èñëåíèÿ â ïîëÿõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë, ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è ðàçíîîáðàçíûå òåõíè÷åñêèå
êîíñòðóêöèè. Íàèëó÷øàÿ èç èçâåñòíûõ îöåíîê ñëîæíîñòè ðàçëîæå-
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íèÿ ÷èñëà N íà ìíîæèòåëè èìååò âèä O(exp(c(ln N)1/3(ln ln N)2/3))
ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé c. Âïðî÷åì, ýòà îöåíêà êî-
ëè÷åñòâà íåîáõîäèìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé óñëîâíà, òàê êàê
îïèðàåòñÿ íà ðÿä íåäîêàçàííûõ, íî âåñüìà ïðàâäîïîäîáíûõ ãèïîòåç
òåîðèè ÷èñåë. Óñòàíîâëåííûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåêîðä � ðàçëîæå-
íèå íà äâà ïðîñòûõ ìíîæèòåëÿ ÷èñëà

N =27997833911221327870829467638722601621070446786955

42853756000992932612840010760934567105295536085606

18223519109513657886371059544820065767750985805576

13579098734950144178863178946295187237869221823983,

çàïèñûâàåìîãî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå 200 öèôðàìè. Åìó áûëî ïðè-
ñâîåíî èìÿ RSA-200. Ðàáîòû ïî ðàçëîæåíèþ áûëè íà÷àòû â êîíöå
2003 ãîäà è çàâåðøèëèñü â ìàå 2005 ãîäà. Áûëî íàéäåíî ðàçëîæåíèå
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè N = p · q, ãäå

p =35324619344027701212726049781984643686711974001976

25023649303468776121253679423200058547956528088349

è
q =79258699544783330333470858414800596877379758573642

19960734330341455767872818152135381409304740185467.

Âû÷èñëåíèÿ íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå âûïîëíÿëèñü íà ìíîãèõ
ìàøèíàõ, ðàáîòàâøèõ ïàðàëëåëüíî. Îöåíêà îáùåãî âðåìåíè ðàáî-
òû, óñëîâíî ïðèâåäåííàÿ ê îäíîìó ïðîöåññîðó ñ ðàáî÷åé ÷àñòîòîé
2,2 Ããö, ñîñòàâëÿåò 55 ëåò. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ïðîâîäèëñÿ íà êëà-
ñòåðå, ñîñòîÿâøåì èç 80 ïðîöåññîðîâ òàêîé æå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è
çàíÿë òðè ìåñÿöà. Áîëåå ïîäðîáíûé îò÷åò îá ýòîé ðàáîòå ìîæíî íàé-
òè íà ñòðàíè÷êå http://www.loria.fr/ zimmerma/records/factor.html â
Èíòåðíåò.

Ïðèâåäåííàÿ èíôîðìàöèÿ ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî áîëüøèõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ òðåáóåò ðàçëîæåíèå öåëûõ ÷èñåë íà ìíîæèòå-
ëè. Îíà õàðàêòåðèçóåò òîëüêî âíåøíþþ ñòîðîíó ýòîé äåÿòåëüíîñòè,
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îñòàâëÿÿ â òåíè áîëüøîé òðóä ìàòåìàòèêîâ, ðàçðàáîòàâøèõ ñîîò-
âåòñòâóþùèå àëãîðèòìû è ïðîãðàììèñòîâ, ñóìåâøèõ ðåàëèçîâàòü
èõ îïòèìàëüíûì îáðàçîì.

Ïîäâîäÿ íåêîòîðûé èòîã, ïîä÷åðêíåì, ÷òî áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà
ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñðàâíèòåëüíî ëåãêî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Ïåðåìíîæèâ, äâà èç íèõ, ìîæíî
ïîëó÷èòü áîëüøîå öåëîå ÷èñëî, ðàçëîæåíèå êîòîðîãî íà ìíîæèòåëè
ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêè íåïðåîäîëèìûå òðóäíîñòè äëÿ òåõ, êòî
íå çíàåò èñõîäíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íà ýòîì îáñòîÿòåëüñòâå îñíîâàíà
îäíà èç èñïîëüçóåìûõ ñèñòåì øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè. Îíà íîñèò
íàçâàíèå RSA,3 áûëà ïðåäëîæåíà â 1977ã., è â òå÷åíèå äëèòåëüíî-
ãî ñðîêà åå èñïîëüçîâàíèÿ íèêòî íå ñìîã ïðèäóìàòü ëåãêèé ñïîñîá
ðàñïîçíàâàòü ñîîáùåíèÿ, çàøèôðîâàííûå ñ åå ïîìîùüþ.

Ëþáîé òåêñò ìîæíî çàïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öèôð, íàïðè-
ìåð, ïåðåíóìåðîâàâ áóêâû àëôàâèòà è çíàêè, èñïîëüçóåìûå ïðè íà-
ïèñàíèèè òåêñòîâ: ïðîáåëû, òî÷êè, çàïÿòûå, òèðå è ò.ä. Çàìåíèâ
êàæäóþ áóêâó èëè çíàê èõ íîìåðîì, ìû è ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñü öèôð, ïîäëåæàùóþ øèôðîâàíèþ. Äëèííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ìîæíî ðàçáèòü íà áëîêè, è øèôðîâàòü êàæäûé áëîê îòäåëüíî.
Òîò, êòî õî÷åò èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó RSA, îáîçíà÷èì åãî áóêâîé À,
ïîñòóïàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. âûáèðàåò äâà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñëà p, q è òðå-
òüå ÷èñëî e, âçàèìíî ïðîñòîå ñ (p− 1)(q − 1);
2. âû÷èñëÿåò N = pq, à òàêæå öåëîå ÷èñëî d ñ óñëîâèåì

ed ≡ 1 (mod (p− 1)(q − 1));

3. ïóáëèêóåò â îòêðûòîé ïå÷àòè ÷èñëà e,N .

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà p, q è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d îñòàþòñÿ
ïðè ýòîì â ñåêðåòå.

3Ñîêðàùåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ïåðâûõ áóêâ ôàìèëèé åå àâòîðîâ: Rivest R., Shamir A.,
Adleman L.
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Ñîãëàñíî óñëîâèþ ÷èñëà e è (p−1)(q−1) âçàèìíî ïðîñòû. Ëåììà
4.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ÷èñëî d, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ èç ïóíêòà
2 ñóùåñòâóåò. Íàéòè åãî ìîæíî, íàïðèìåð, ðåøèâ â öåëûõ ÷èñëàõ
u, v óðàâíåíèå eu − (p − 1)(q − 1)v = 1 òàê, êàê ýòî îáúÿñíåíî â
ïàðàãðàôå 1.4, è ïîëîæèâ d = u. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 <
d < (p− 1)(q − 1).

Áëîê èíôîðìàöèè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå öåëûì ÷èñëîì x, 1 <

x < N . Êàæäûé, æåëàþùèé ñîîáùèòü ïîëüçîâàòåëþ À íåêîòîðóþ
ñåêðåòíóþ èíôîðìàöèþ x, äîëæåí çàøèôðîâàòü åå ïî ïðàâèëó

y ≡ xe (mod N).

Ïîñëå ýòîãî îí ìîæåò ïåðåñëàòü ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè ñîîá-
ùåíèå y.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíñòðóêöèåé ÷èñëà N âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ϕ(N) = ϕ(p)ϕ(q) = (p− 1)(q − 1). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà èìååì

yd ≡ (xe)d ≡ x (mod N).

Ïîýòîìó ïîëüçîâàòåëþ À äëÿ ðàñøèôðîâêè ñîîáùåíèÿ äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü yd (mod N). Îáå îïåðàöèè øèôðîâàíèÿ è ðàñøèôðîâà-
íèÿ âûïîëíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî.

Çëîóìûøëåííèê, ÷òîáû ðàñøèôðîâàòü ñîîáùåíèå, äîëæåí íàéòè
öåëîå ÷èñëî x, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ xe ≡ y (mod N). Èç-
âåñòíûå áûñòðûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè áîëüøèõ
N è e ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì ñåêðåòíîãî ÷èñëà d. Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü, çíàÿ ôóíêöèþ Ýéëåðà ϕ(N). Òîò æå, êòî çíàåò îäíîâðåìåííî
÷èñëà N è ϕ(N), ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé pq = N , (p− 1)(q− 1) =
ϕ(N) îòíîñèòåëüíî ÷èñåë p, q, ñìîæåò íàéòè ïðîñòûå äåëèòåëè N ,
ò.å. ðàçëîæèòü ÷èñëî N íà ìíîæèòåëè. Çíà÷èò, âû÷èñëåíèå ôóíêöèè
Ýéëåðà ϕ(N) � çàäà÷à ñòîëü æå ñëîæíàÿ â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøå-
íèè, êàê è ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.

Âîçìîæíî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñðàâíèòåëüíî áûñòðûå ñïîñîáû
íàéòè d ïî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè e,N , èëè äðóãèå ñïîñîáû âû÷èñ-
ëåíèÿ öåëîãî x, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñðàâíåíèþ xe ≡ y (mod N), íî
çà ïðîøåäøåå âðåìÿ òàêèå îáíàðóæåíû íå áûëè.



Ãëàâà 5

Ñðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ
öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì ñðàâíåíèÿì. Òàê ëåììà
4.1 åñòü óòâåðæäåíèå îá óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè â öåëûõ ÷èñëàõ x
ñðàâíåíèÿ ax ≡ 1 (mod m). Óðàâíåíèå x2 − 5y2 = 3, ñì. (4.1), íå
èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ ïîòîìó, ÷òî íåðàçðåøèìî ñðàâíåíèå
x2 ≡ 3 (mod 5). Èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî
p êàæäîå öåëîå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ xp−x ≡ 0 (mod p).
À ÷òîáû ïðî÷èòàòü ñîîáùåíèå, çàøèôðîâàííîå ñ ïîìîùüþ ñõåìû
RSA, íóæíî óìåòü ðåøàòü ñðàâíåíèÿ âèäà xe ≡ a (mod m).

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì íåêîòîðûå îáùèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå
ñ ðåøåíèåì ñðàâíåíèé, â êîòîðûå âõîäèò îäíà íåèçâåñòíàÿ âåëè÷è-
íà, áóäåì îáîçíà÷àòü åå áóêâîé x. Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé êàæäîå
ñðàâíåíèå èìååò åùå è ìîäóëü. Ðàçðåøèìîñòü ñðàâíåíèé, à òàêæå
ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé, çàâèñÿò, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåé-
øåì, îò ñâîéñòâ ìîäóëÿ. Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî
ðåøåíèå ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ m åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèé â êîëüöå
êëàññîâ âû÷åòîâ Z/mZ.

5.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ïóñòü äàíû öåëîå ÷èñëî m ≥ 2 è ìíîãî÷ëåí f(x) = anx

n + . . . +
a1x+a0 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå ÷èñëî u óäî-

124
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âëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

anx
n + . . . + a1x + a0 ≡ 0 (mod m), (5.1)

åñëè f(u) ≡ 0 (mod m). Èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 4.1 ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà v, ñðàâíèìîãî ñ u ïî ìîäóëþ m, âûïîëíÿ-
åòñÿ f(v) ≡ f(u) ≡ 0 (mod m), äðóãèìè ñëîâàìè, âñå ÷èñëà êëàñ-
ñà âû÷åòîâ x ≡ u (mod m) óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ (5.1). Òàêèì
îáðàçîì, ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ (5.1), åñëè îíî íå ïóñòî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ
íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ, ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
(5.1), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ (5.1), à êîëè÷åñòâî òàêèõ
êëàññîâ âû÷åòîâ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðåøåíèé ýòîãî ñðàâíåíèÿ. ×èñ-
ëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (5.1) åñòü ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x) = 0
â êîëüöå Z/mZ. Ïðè ýòîì, åñëè êëàññ âû÷åòîâ k ñîñòîèò èç ÷èñåë,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ f(x) ≡ 0 (mod m), òî, â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàöèé, â êîëüöå êëàññîâ âû÷åòîâ Z/mZ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî f(k) = 0. Çäåñü ìû äîïóñêàåì íåêîòîðóþ âîëü-
íîñòü èñïîëüçóÿ îäíî è òî æå îáîçíà÷åíèå f(x) êàê äëÿ ìíîãî÷ëåíà
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèñóòñòâóþùåãî â ñðàâíåíèè, òàê è
äëÿ ìíîãî÷ëåíà â óðàâíåíèè, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèìè êëàññàìè âû÷åòîâ. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
ñðàâíåíèþ (5.1) äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü óðàâíåíèå

anx
n + . . . + a1x + a0 = 0.

Ìû è â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè áóäåì îïóñêàòü ÷åðòî÷êè,
åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî ðå÷ü èäåò î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ â êîëüöå
êëàññîâ âû÷åòîâ.

Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà êàæäîå öåëîå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿ-
åò ñðàâíåíèþ xp − x ≡ 0 (mod p) ïðè ïðîñòîì p. Ïîýòîìó êàæäûé
êëàññ âû÷åòîâ êîëüöà Z/pZ åñòü ðåøåíèå ýòîãî ñðàâíåíèÿ, à ÷èñëî
åãî ðåøåíèé ðàâíî p.
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Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè x íå äåëèòñÿ íà m, ò.å.
m - an, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ (5.1) ðàâíà n.

Íàïðèìåð, ñðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè x2 − 1 ≡ 0 (mod 8) èìååò
÷åòûðå ðåøåíèÿ

x ≡ 1 (mod 8), x ≡ 3 (mod 8),

x ≡ 5 (mod 8), x ≡ 7 (mod 8),

â èíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòè êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 8 ìîãóò áûòü
çàïèñàíû òàê 1, 3, 5, 7. Ñðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò êàæäîå íå÷åòíîå
÷èñëî.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ñðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà
f(x) ≡ g(x) (mod m), (5.2)

ãäå f(x), g(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èç ñâîéñòâ
ñðàâíåíèé ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
(5.2) è ñðàâíåíèþ f(x) − g(x) ≡ 0 (mod m) ñîâïàäàþò. Òàê ÷òî
âñå âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â ñâÿçè ñî ñðàâíåíèÿìè (5.2) ñðàçó æå
ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì âîïðîñàì äëÿ ñðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ
0 â ïðàâîé ÷àñòè.

5.2 Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè
Êàæäîå ñðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

ax ≡ b (mod m), m - a. (5.3)
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò î òàêèõ ñðàâíåíèÿõ åñòü
Òåîðåìà 5.1. Ñðàâíåíèå (5.3) ðàçðåøèìî åñëè è òîëüêî åñëè, b äå-
ëèòñÿ íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a,m). Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî (a,m).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíåíèå (5.3) ðàçðåøèìî â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ x, y óðàâíåíèå

ax + my = b. (5.4)
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Ïî òåîðåìå 1.5 äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (a,m)|b.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî b äåëèòñÿ íà (a, m). Èç òîé æå òåîðåìû

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x = x0 +
m

(a,m)
t, y = y0 − a

(a,m)
t, (5.5)

ãäå ïàðà ÷èñåë x0, y0 åñòü êàêîå-ëèáî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå, à t �
ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Èòàê, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë x, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ (5.3) èìååò âèä

x = x0 +
m

(a,m)
t, t ∈ Z (5.6)

ïðè íåêîòîðîì öåëîì x0. Ðàññìîòðèì ÷èñëà

xk = x0 +
m

(a,m)
k, k = 1, 2, . . . , (a,m). (5.7)

Äîêàæåì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (5.3),
ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ m ñ îäíèì èç ÷èñåë (5.6). Ïóñòü x èìååò âèä
(5.6) è k � òî èç ÷èñåë ñîâîêóïíîñòè 1, 2, . . . , (a, m), êîòîðîå ñðàâíè-
ìî ñ t ïî ìîäóëþ (a,m). Òîãäà t = k + q · (a,m) ñ íåêîòîðûì öåëûì
q, è

x = x0 +
m

(a,m)
(k + q · (a,m)) = xk + qm ≡ xk (mod m).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ÷èñ-
ëà (5.7) ëåæàò â ðàçíûõ êëàññàõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî xk ≡ x` (mod m), ãäå k, ` � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç íàáîðà
1, 2, . . . , (a, b). Òîãäà

m

(a,m)
k ≡ m

(a,m)
` (mod m).

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè è ìîäóëü ýòîãî ñðàâíåíèÿ íà öåëîå ÷èñëî m
(a,m) ïî-

ëó÷àåì â ñèëó ñâîéñòâà 7 èç ïàðàãðàôà 4.1, ÷òî k ≡ ` (mod (a,m)).
Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Îòìåòèì, ÷òî ëåììà 4.1 ñëåäóåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû.
Äëÿ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (5.3) ìîæíî ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâ-

íåíèå (5.4), ÷òîáû íàéòè x0 è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (5.7) äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ íóæíûõ êëàññîâ âû÷åòîâ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ âñå êîýôôèöèåíòû ìîæíî çà-
ìåíèòü èõ íàèìåíüøèìè íåîòðèöàòåëüíûìè âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ m.

Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè, ò.å äåëèìîñòè b íà
(a,m), îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî ðàçäåëèòü íà (a,m), ÷òî
óïðîñòèò çàäà÷ó, ñâåäÿ åå ê ñðàâíåíèþ ñ ìåíüøèì ìîäóëåì. Ìíîæå-
ñòâà ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íîâîìó ñðàâíåíèþ è äàííîìó ñîâïà-
äàþò.

Ðåøèì, íàïðèìåð, ñðàâíåíèå

38x ≡ 4 (mod 26).

Òàê êàê 38 ≡ 12 (mod 26), òî ó äàííîãî ñðàâíåíèÿ òå æå ðåøåíèÿ,
÷òî è ó ñðàâíåíèÿ 12x ≡ 4 (mod 26). Èìååì (12, 26) = 2 è 4 äåëèòñÿ
íà 2, ïîýòîìó äàííîå ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî è èìååò äâà ðåøåíèÿ.
Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿþùèõ åìó ÷èñåë òàêîâî æå, êàê
è ó ñðàâíåíèÿ 6x ≡ 2 (mod 13). Çàìåíèì ïîëó÷èâøååñÿ ñðàâíåíèå
óðàâíåíèåì 6x + 13y = 2.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíèì àëãîðèòì Åâêëèäà. Óæå
ïåðâûé åãî øàã ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó 13 = 6 ·2+1, èç êîòîðîãî ñëå-
äóåò, ÷òî 1 = 13− 2 · 6 è 2 = 13 · 2− 4 · 6. Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå
èìååò ðåøåíèå x = −4, y = 2 è x0 = −4. Ìíîæåñòâî ÷èñåë, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ 6x ≡ 2 (mod 13) ñîñòîèò èç îäíîãî êëàññà
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 13, à èìåííî x ≡ −4 (mod 13). Îòíîñèòåëüíî
æå ìîäóëÿ 26 èìååì äâà ðåøåíèÿ. Ýòè êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
26 ñîäåðæàò ÷èñëà −4+ 26

2 k, k = 1, 2, ò.å. ÷èñëà 9, 22. Èòàê, ðåøåíèÿ
äàííîãî ñðàâíåíèÿ èìåþò âèä

x ≡ 9 (mod 26), x ≡ 22 (mod 26).



ÃËÀÂÀ 5. ÑÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÎÄÍÈÌ ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛÌ 129

5.3 Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ
Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü íàéòè öåëûå
÷èñëà x, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîâðåìåíî íåñêîëüêèì ñðàâíåíèÿì.
Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî òðåáóåòñÿ ðåøèòü
ñèñòåìó ñðàâíåíèé.

Ðåøèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñðàâíåíèé
{

3x ≡ 5 (mod 4),

5x ≡ 2 (mod 7).
(5.8)

Îäèí èç âîçìîæíûõ îáùèõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîñòî-
èò â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü ñèñòåìó ñðàâíåíèé ñèñòåìîé óðàâíåíèé,
ââîäÿ ïðè ýòîì íîâûå ïåðåìåííûå. Òàê ïåðâîìó ñðàâíåíèþ çàäàí-
íîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò â òî÷íîñòè òå öåëûå ÷èñëà x, äëÿ êîòî-
ðûõ íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî y, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó 3x− 4y =
5. Àíàëîãè÷íî, âòîðîå ñðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàìåíåíî óðàâíåíèåì
5x−7z = 2, à âñÿ ñèñòåìà ñðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàìåíåíà ñèñòåìîé
óðàâíåíèé {

3x− 4y = 5,

5x− 7z = 2.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü òàê, êàê ýòî îáúÿñíÿëîñü â ïàðàãðàôå
1.4. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà (1.10) èìååò âèä




3 −4 0 −5
5 0 −7 −2
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




.

Ïîñêîëüêó íàñ â äåéñòâèòåëüíîñòè íå èíòåðåñóþò ïåðåìåííûå y è
z, äâå ïîñëåäíèå ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ìîæíî îòáðîñèòü è âñå âû-
÷èñëåíèÿ, óêàçàííûå â ïàðàãðàôå 1.4 âûïîëíÿòü äëÿ áîëåå ïðîñòîé
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ìàòðèöû. Ñ ïîìîùüþ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì


3 −4 0 −5
5 0 −7 −2
1 0 0 0


 ∼




1 0 0 0
−5 1 0 0
−1 −4 −28 −113


 .

Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàííîé ñèñòåìå ñðàâ-
íåíèé èìåþò âèä x = −113 + 28t, t ∈ Z. Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå x ≡ −113 (mod 28) ≡ −1 (mod 28).

Êîíå÷íî, â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñèñòåìó ñðàâíåíèé ìîæíî
áûëî áû ðåøèòü ïðîùå. Óìíîæèì êàæäîå èç ñðàâíåíèé ñèñòåìû íà

3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñðàâíåíèé
{

9x ≡ 15 (mod 4),

15x ≡ 6 (mod 7),

èëè
{

x ≡ −1 (mod 4),

x ≡ −1 (mod 7).
Ïåðåïèñàííàÿ â òàêîì âèäå, ñèñòåìà îçíà-

÷àåò, ÷òî âñå èñêîìûå ÷èñëà x òàêîâû, ÷òî x + 1 äåëèòñÿ íà 4 è íà
7, ò.å. äåëèòñÿ íà 28. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì x ≡ −1 (mod 28).

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà
x ≡ a1 (mod m1),

x ≡ a2 (mod m2),

. . . . . . . . . . . . . . . (5.9)
x ≡ ak (mod mk),

ãäå mi > 0, ai � çàäàííûå öåëûå ÷èñëà. Èõ ðåøåíèå òàêæå ìîæåò
áûòü ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåì óðàâíåíèé. Íî â îäíîì âàæíîì ÷àñò-
íîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.9) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî îòíîñèòåëü-
íî ëåãêî. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî èçâåñòíî â Êèòàå ïðèìåðíî
2 òûñÿ÷åëåòèÿ íàçàä. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíî íîñèò íàçâàíèå "êè-
òàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ".
Òåîðåìà 5.2. Åñëè m1, . . . , mk ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî ñè-
ñòåìà ñðàâíåíèé (5.9) ðàçðåøèìà. Åñëè äëÿ öåëûõ ÷èñåë M,Mi, bi

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
M = m1 · · ·mk, Mi =

M

mi
, Mibi ≡ ai (mod mi), 1 ≤ i ≤ k,
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è
x0 = M1b1 + . . . + Mkbk, (5.10)

òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ñðàâíåíèé
(5.9), ñîñòàâëÿåò êëàññ âû÷åòîâ x ≡ x0 (mod M).

Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû (Mi,mi) = 1, òî ñóùåñòâîâàíèå
÷èñåë bi ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëà bi îïðå-
äåëÿþòñÿ íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû
5.2 äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñðàâíåíèé, ñëåäóåò âûáèðàòü òå èç íèõ, êî-
òîðûå äàþò ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøèå çíà÷åíèÿ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê mi|Mj ïðè j 6= i, òî ïðè ëþáîì i âûïîë-
íÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ

x0 ≡ Mibi ≡ ai (mod mi). (5.11)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
(5.9) è ñèñòåìå

x ≡ x0 (mod mi), 1 ≤ i ≤ k, (5.12)

ñîâïàäàþò. Ñðàâíåíèÿ (5.12) âûïîëíÿþòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà mi|(x − x0), 1 ≤ i ≤ k. Ó÷èòûâàÿ ïîïàðíóþ âçàèìíóþ
ïðîñòîòó ìîäóëåé mi, ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2.6 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïî-
ñëåäíåå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ ÷èñåë x, äëÿ
êîòîðûõ M |(x− x0), ò.å. x ≡ x0 (mod M).

Ïðèìåð. Ðåøèì ñèñòåìó ñðàâíåíèé

x ≡ 3 (mod 7), x ≡ 2 (mod 11), x ≡ 1 (mod 13), .

Â äàííîì ñëó÷àå ìîäóëè 7, 11, 13 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Ïîëüçó-
ÿñü ñîîòíîøåíèÿìè òåîðåìû 5.2, íàõîäèì M = 7·11·13 = 1001,M1 =
11 · 13 = 143,M2 = 7 · 13 = 91,M3 = 7 · 11 = 77. Ðåøàÿ âñïîìîãà-
òåëüíûå ñðàâíåíèÿ

143x ≡ 3 (mod 7), 91x ≡ 2 (mod 11), 77x ≡ 1 (mod 13),
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è âûáèðàÿ ïî îäíîìó ÷èñëó, óäîâëåòâîðÿþùåìó êàæäîìó èç íèõ,
íàõîäèì b1 = 1, b2 = −3, b3 = −1. Äàëåå âû÷èñëÿåì

x0 = 143 · 1 + 91 · (−3) + 77 · (−1) = −207.

Îòâåò: x ≡ −207 (mod 1001).
Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè ÷èñëà a1, . . . , ak íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-
ãà ïðîáåãàþò ïîëíûå ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . , mk

ñîîòâåòñòâåííî, òî ÷èñëà x0, îïðåäåëåííûå äëÿ êàæäîãî íàáîðà
a1, . . . , ak ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (5.10), ïðîáåãàþò ïîëíóþ ñèñòåìó
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M = m1 · · ·mk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ óêàçàí-
íûì â óñëîâèè ñïîñîáîì ÷èñëà x0 ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, . . . , ak è a′1, . . . , a

′
k äâà

íàáîðà âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . , mk, ïðè÷åì òàêèå, ÷òî õîòÿ áû
äëÿ îäíîãî èíäåêñà i âûïîëíÿåòñÿ mi - (ai − a′i). Ïóñòü òàêæå ÷èñ-
ëà bi, b′i óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèÿì Mibi ≡ ai (mod mi), Mib

′
i ≡ a′i

(mod mi) è
x0 = M1b1 + . . . + Mkbk, x′0 = M1b

′
1 + . . . + Mkb

′
k.

Åñëè x0 ≡ x′0 (mod M), òî ïðè ëþáîì i, 1 ≤ i ≤ k, âûïîëíÿþòñÿ
ñðàâíåíèÿ x0 ≡ x′0 (mod mi). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî mi|Mj ïðè j 6= i, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî Mibi ≡ Mib

′
i (mod mi). Íî òîãäà ai ≡ a′i (mod mi), ò.å.

ai, a′i ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ mi. Ïîñêîëüêó
ýòî äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè ÷èñëà a1, . . . , ak íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
ïðîáåãàþò ïðèâåäåííûå ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . , mk

ñîîòâåòñòâåííî, òî ÷èñëà x0, îïðåäåëåííûå äëÿ êàæäîãî íàáîðà
a1, . . . , ak ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (5.10), ïðîáåãàþò ïðèâåäåííóþ ñè-
ñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M = m1 · · ·mk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ÷èñëà x0, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî óñëîâèþ, ïðè-
íàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M . Ýòî äîêàçàíî
â ñëåäñòâèè 5.1.
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Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (2.9) è ñðàâíåíèé (5.11) íàõîäèì

(M, x0) = (m1, x0) · · · (mk, x0) = (m1, a1) · · · (mk, ak).

Çíà÷èò ðàâåíñòâî (x0,M) = 1 âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà (ai,mi) = 1, 1 ≤ i ≤ k. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 5.2 äàåò èíîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3.3
î ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ýéëåðà ϕ(n). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
÷èñëà a1, . . . , ak íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþò ïðèâåäåííûå
ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . , mk, òî êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâ-
øèõñÿ íàáîðîâ ðàâíî ϕ(m1) · · ·ϕ(mk). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.2 ýòî
÷èñëî ðàâíî êîëè÷åñòâó êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M , ñîñòîÿùèõ
èç ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ M , ò.å. ðàâíî ϕ(M). Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ(M) = ϕ(m1) · · ·ϕ(mk) ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà
mi ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

5.4 Ïîëèíîìèàëüíûå ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòîìó ìî-
äóëþ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñðàâíåíèÿ âèäà

f(x) = anx
n + . . . + a1x + a0 ≡ 0 (mod p), p - an, (5.13)

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå Ëàãðàí-
æåì â 1768ã., íîñèò åãî èìÿ.

Òåîðåìà 5.3. Ñðàâíåíèå (5.13) èìååò íå áîëåå n ðåøåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ, äàæå ïðè n = 1, óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû ìîæåò íàðóøàòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ñðàâíå-
íèÿ n. Ïðè n = 1 ñïðàâåäëèâîñòü åå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 5.1.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n ≥ 2 è óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
âñåõ ñðàâíåíèé ñòåïåíè ìåíüøåé n. Ïóñòü x0 � öåëîå ÷èñëî, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (5.13). Òîãäà f(x0) ≡ 0 (mod p) è

f(x)− f(x0) =
n∑

k=1

ak(x
k − xk

0) = (x− x0)g(x),

ãäå g(x) = anx
n−1 + . . . ∈ Z[x]. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà x1, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñðàâíåíèþ (5.13) áó-
äåò âûïîëíÿòüñÿ ñðàâíåíèå (x1 − x0)g(x1) ≡ 0 (mod p). Åñëè ïðè
ýòîì x0, x1 ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ò.å.
p - (x1 − x0), òî áóäåì èìåòü g(x1) ≡ 0 (mod p). Èòàê, êàæäîå öå-
ëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (5.13) è íå ëåæàùåå â êëàññå
âû÷åòîâ x0, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñðàâíåíèþ g(x) ≡ 0 (mod p). Ñî-
ãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ýòî ñðàâíåíèå èìååò íå áîëåå
n − 1 ðåøåíèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå n êëàññîâ
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ýëåìåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ
(5.13).
Ñëåäñòâèå 5.3. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p cïðàâåäëèâî ñðàâ-
íåíèå

xp − x ≡ x(x− 1)(x− 2) · · · (x− p + 1) (mod p), (5.14)

ò.å. êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé x â ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿõ (5.14) ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(x) = xp − x− x(x− 1)(x− 2) · · · (x− p + 1) ∈ Z[x].

Ñòåïåíü åãî, êàê ëåãêî âèäåòü, íå ïðåâîñõîäèò p − 1. Åñëè n � íàè-
áîëüøåå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè xn â ìíîãî÷ëåíå
f(x) íå äåëèòñÿ íà p, òî ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod p) ðàâ-
íà n. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a, 0 ≤ a ≤ p − 1, ñîãëàñíî ìàëîé
òåîðåìå Ôåðìà èìååì f(a) = ap − a ≡ 0 (mod p). Çíà÷èò, êîëè÷å-
ñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod p) ðàâíî p. Ïî òåîðåìå 5.3
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âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p ≤ n. Ïîñêîëüêó n ≤ p−1, ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x)
äåëÿòñÿ íà p. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x â ïåðâîé ñòåïåíè ñëåâà è ñïðà-
âà â ñðàâíåíèè (5.14), ïîëó÷àåì òåîðåìó Âèëüñîíà −1 ≡ (p − 1)!
(mod p).
Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü

f(x) = (xp − x)g(x) + r(x), r(x) ∈ Z[x], deg r(x) < p.

Òîãäà ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèÿì

f(x) ≡ 0 (mod x) è r(x) ≡ 0 (mod p),

ñîâïàäàþò. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñðàâíåíèå (5.13) ìîæíî çà-
ìåíèòü ðàâíîñèëüíûì åìó ñðàâíåíèåì ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäÿùåé
p− 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a â ñèëó ìàëîé òåîðå-
ìû Ôåðìà èìååì

f(a) = (ap − a)g(a) + r(a) ≡ r(a) (mod p).

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.
Èíîãäà ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ ìîæíî åùå óìåíüøèòü, íå èçìåíÿÿ ïðè

ýòîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ñïîñîáà óäîáíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ Z/pZ ïî ïðîñòîìó
ìîäóëþ p ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî
ñèìâîëîì Fp. Èç ñëåäñòâèÿ 5.3 ïîëó÷àåì, ÷òî â êîëüöå Fp[x] âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî xp−x = x(x−1) · · · (x−p+1). Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ â ýòîì ðàâåíñòâå âìåñòî ÷èñåë 1, 2, . . . , p − 1 äîëæíû áûëè
áû ñòîÿòü êëàññû âû÷åòîâ 1, 2, . . . , p− 1, íî äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè,
êàê îá ýòîì ãîâîðèëîñü âûøå, ìû ÷åðòî÷êè íå ñòàâèì.

Ïðèìåð. Ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí 3x3 + 2 íà ìíîãî÷ëåí
2x + 1 â êîëüöå F5[x].
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Òàê êàê 4 ·2 ≡ 3 (mod 5), òî â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ F5[x] ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

3x3 + 2− 4x2(2x + 1) = x2 + 2.

Ïîñêîëüêó 3 · 2 ≡ 1 (mod 5), èìååì
x2 + 2− 3x(2x + 1) = 2x + 2

è
2x + 2− (2x + 1) = 1.

Èòàê, â êîëüöå F5[x] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
3x3 + 2 = (4x2 + 3x + 1)(2x + 1) + 1. (5.15)

Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðàâåí 1. Ðàâåíñòâî (5.15), âûïîëíÿþùååñÿ â
êîëüöå F5[x], ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê ñðàâíåíèå â êîëüöå ìíîãî-
÷ëåíîâ Z[x]

3x3 + 2 ≡ (4x2 + 3x + 1)(2x + 1) + 1 (mod 5).

Çäåñü, êàê è ðàíåå, èìååòñÿ â âèäó, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ x ó ìíîãî÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ ñëåâà è ñïðàâà îò çíàêà
≡ , ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 5.

Ïðè ëþáîì ïðîñòîì p â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ Fp[x], âûïîëíÿÿ äå-
ëåíèå ñ îñòàòêîì, ìîæíî âû÷èñëÿòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòîò àëãîðèòì ïîäîáåí àëãîðèòìó èç ïàðàãðàôà
1.3 è òàêæå íîñèò íàçâàíèå àëãîðèòì Åâêëèäà. Íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) áóäåò, êàê è äëÿ öåëûõ ÷èñåë,
îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì (f(x), g(x)).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò, íå íàðóøàÿ ðàâíîñèëüíîñòè,
ïîíèçèòü ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ áîëüøå, ÷åì òåîðåìà 5.4.
Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü f(x) è d(x) ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, ïðè÷åì, åñëè ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ìíîãî÷ëåíû èç êîëü-
öà Fp[x], òî d(x) åñòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f(x) è xp − x.
Òîãäà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñðàâíåíèé

f(x) ≡ 0 (mod p), è d(x) ≡ 0 (mod p) (5.16)



ÃËÀÂÀ 5. ÑÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÎÄÍÈÌ ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛÌ 137

îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ â êîëüöå Fp[x] âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî f(x) = d(x) · h(x), ãäå h(x) ∈ Fp[x]. Çàìåíÿÿ êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà h(x) èõ íàèìåíüøèìè íåîòðèöàòåëüíûìè âû÷åòàìè ïî-
ëó÷èì ìíîãî÷ëåí èç êîëüöà Z[x], ìû ñîõðàíèì äëÿ íåãî îáîçíà÷åíèå
h(x), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñðàâíåíèå

f(x) ≡ d(x) · h(x) (mod p).

Ïóñòü äëÿ öåëîãî a âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå d(a) ≡ 0 (mod p). Òîãäà
èìååì f(a) ≡ d(a)h(a) ≡ 0 (mod p). Òàêèì îáðàçîì, öåëîå ÷èñëî a

óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó èç ñðàâíåíèé (5.16).
Ïîäîáíî òåîðåìå 1.5 ìîæíî óòâåðæäàòü,÷òî â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

Fp[x] íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x), óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó
f(x)u(x) + (xp − x)v(x) = d(x). Çàìåíÿÿ ýòè ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ìíîãî÷ëåíàìè èç êîëüöà Z[x], ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå

d(x) ≡ f(x)u(x) + (xp − x)v(x) (mod p).

Åñëè äëÿ a ∈ Z âûïîëíåíî ñðàâíåíèå f(a) ≡ 0 (mod p), òî ñîãëàñíî
ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà èìååì

d(a) ≡ f(a)u(a) + (ap − a)v(a) ≡ 0 (mod p).

Çíà÷èò, a åñòü ðåøåíèå âòîðîãî èç ñðàâíåíèé (5.16). Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Êîëüöî Fp[x] èìååò ìíîãî îáùåãî ñ êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z. Â íåì
íå òîëüêî âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëü-
øåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè
ïîíÿòèå ñðàâíèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ m(x) ∈ Fp[x], ïîëà-
ãàÿ äâà ìíîãî÷ëåíà f(x), g(x) ∈ Fp[x] ñðàâíèìûìè, åñëè ðàçíîñòü
f(x) − g(x) äåëèòñÿ íà m(x). Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî îáîçíà÷àòü ñèì-
âîëîì f(x) ≡ g(x) (mod m(x)). Äëÿ òàêèõ ñðàâíåíèé âûïîëíÿþòñÿ
ñâîéñòâà, ïîäîáíûå ñâîéñòâàì ñðàâíåíèé èç ïàðàãðàôà 4.1.
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Ïðèìåð. Óïðîñòèì ñðàâíåíèå

x3 − 2x− 3 ≡ 0 (mod 17) (5.17)

ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 5.5. Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ x3 − 2x − 3 è x17 − x â êîëüöå F17[x]. Èìååì
â êîëüöå F17[x] ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà x3 − 2x − 3 (äëÿ
êðàòêîñòè ìû îïóñêàåì ìîäóëü â îáîçíà÷åíèÿõ)

x3 ≡ 2x + 3,

x4 ≡ 2x2 + 3x,

x8 ≡ (2x2 + 3x)2 ≡ 2x + 2,

x16 ≡ (2x + 2)2 ≡ 4x2 + 8x + 4,

x17 ≡ x(4x2 + 8x + 4) ≡ 8x2 − 5x− 5.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì Åâêëèäà

(x17 − x, x3 − 2x− 3) = (8x2 − 6x− 5, x3 − 2x− 3).

Ïðîäîëæàÿ àëãîðèòì Åâêëèäà, íàõîäèì

x3 − 2x− 3 + 2x(8x2 − 6x− 5) = 5x2 + 5x− 3,

5x2 + 5x− 3− 7(8x2 − 6x− 5) = −4x− 2

è
8x2 − 6x− 5 = (4x + 2)(2x + 6).

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 4x + 2
èëè 2x + 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5.5 ñðàâíåíèå (5.17) èìååò
òå æå ðåøåíèÿ, ÷òî è ñðàâíåíèå 2x + 1 ≡ 0 (mod 17). Ïîñëåäíåå
ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ≡ 8 (mod 17).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà x17 ïî ìî-
äóëþ x3− 2x− 3 èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì, ïîäîáíûé àëãîðèòìó 4.1.
Îí ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïðè áîëüøèõ p.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì, êàê ìîæíî íàõîäèòü ðåøå-
íèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñðàâíåíèé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Åñëè ìîäóëü
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p íå î÷åíü âåëèê, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïåðåáîðîì ýëåìåíòîâ êàêîé-
íèáóäü ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.

Ïðèìåð. Ðåøèòü ñðàâíåíèå x2 + x + 1 ≡ 0 (mod 7). Ìíîãî-
÷ëåí x2 + x + 1 ïðè x = −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
7, 3, 1, 1, 3, 7, 13 ñîîòâåòñòâåííî. Èç íèõ òîëüêî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ
−3, 2 äåëÿòñÿ íà 7.

Îòâåò: Ñðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ x ≡ −3 (mod 7), x ≡ 2
(mod 7).

Â îáùåì ñëó÷àå ñðàâíåíèå èìååò ñìûñë ñíà÷àëà óïðîñòèòü, ïîëü-
çóÿñü òåîðåìîé 5.5. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêîå óïðîùåíèå
âûïîëíåíî è ìíîãî÷ëåí f(x) â ñðàâíåíèè (5.13) åñòü äåëèòåëü ìíî-
ãî÷ëåíà xp − x = x(xp−1 − 1) â êîëüöå Fp[x], à òî÷íåå � äåëèòåëü
ìíîãî÷ëåíà xp−1 − 1. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p ≥ 3.

Îïèñûâàåìûé íèæå àëãîðèòì íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð è
ýôôåêòèâåí íà ïðàêòèêå. Îí ñòðîèò ìíîæåñòâî M, ñîñòîÿùåå èç
ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåíà f(x) â êîëüöå Fp[x]. Ïðè ýòîì êî-
ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M óâåëè÷èâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
îíî íå ñòàíåò ðàâíûì n = deg f(x).

Àëãîðèòì 5.1. Äàííûå: Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Fp[x], n = deg f(x) ≥ 2,
f(x)|(xp−1 − 1). Íàéòè: Âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x).
1. Ïîëîæèòü M = {f(x)}.
2. Âûáðàòü êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì ýëåìåíò c ∈ Fp.
3. Äëÿ êàæäîãî u(x) ∈M ñ óñëîâèåì deg u(x) > 1 âûïîëíèòü ñëå-
äóþùèå äåéñòâèÿ:
3.1. Åñëè u(c) = 0, òî èñêëþ÷èòü u(x) èç ìíîæåñòâà M è çàìå-
íèòü åãî ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ x− c è u(x)/(x− c).
3.2. Âû÷èñëèòü

d(x) = (u(x), (x− c)
p−1
2 − 1).

3.3. Åñëè 1 ≤ deg d(x) < deg u(x), òî èñêëþ÷èòü u(x) èç ìíîæå-
ñòâà M è çàìåíèòü åãî ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ d(x) è u(x)/d(x).
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3.4 Åñëè #M = n, òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó. Ìíîæåñòâî
M â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà x − γ, ãäå
γ ∈ FP � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x).
4. Ïåðåéòè ê øàãó 2.

Ïðèìåð. Ðåøèì ñðàâíåíèå x3 + 2x + 1 ≡ 0 (mod 17).
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååì M = {x3 + 2x + 1}. Ïðè c = −1 ñ

ïîìîùüþ àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â êîëüöå F17[x], êàê è â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íàõîäèì ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ x3 + 2x + 1

(x + 1)4 ≡ 4x2 − 5x− 3, (x + 1)8 ≡ 3x2 + 9x− 2

è
((x + 1)8 − 1, x3 + 2x + 1) = x− 3.

Ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåí x3 + 2x + 1 íà x− 3, ïîëó÷àåì

x3 + 2x + 1 = (x− 3)(x2 + 3x− 6).

Ïîñëå ýòîãî ìíîæåñòâîM ïðèíèìàåò âèäM = {x− 3, x2 +3x− 6}.
Òî÷íî òàê æå ïðè c = 0 íàõîäèì

(x8 − 1, x2 + 3x− 6) = x + 8.

Ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåí x2 + 3x− 6 íà x + 8, ïîëó÷àåì

x2 + 3x− 6 = (x + 8)(x− 5).

Ìíîæåñòâî M ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

M = {x− 3, x− 5, x + 8}.
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîãî ñðàâíåíèÿ èìååò âèä

x ≡ 3 (mod 17), x ≡ 5 (mod 17), x ≡ −8 (mod 17).

Êîíå÷íî, âñå âû÷èñëåíèÿ ëó÷øå âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòî-
ðà èëè êîìïüþòåðà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó àëãîðèòì äîñòàòî÷íî
áûñòðî íàõîäèò ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ.
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Ëåììà 5.1. Ïóñòü u(x) | f(x), deg u(x) ≥ 2. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå c ∈ Fp, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíî-
æåñòâå M â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà óâåëè÷èòñÿ, íå ìåíüøå 1

2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ëåììû, ïîñêîëüêó u(x)|(xp−1− 1) ñëå-
äóåò, ÷òî u(x) èìååò â ïîëå Fp íå ìåíåå äâóõ êîðíåé, ïðè÷åì âñå åãî
êîðíè ðàçëè÷íû. Ïóñòü γ1, γ2 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà u(x).

Îáîçíà÷èì áóêâîé D ïîäìíîæåñòâî Fp, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ
t, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

(t− γ1)
p−1
2 6= (t− γ2)

p−1
2 .

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ìíîãî÷ëåí (x − γ1)
p−1
2 − (x − γ2)

p−1
2 èìååò íå

áîëåå p−3
2 êîðíåé. Ïîýòîìó

#D ≥ p− p− 3

2
=

p + 3

2
.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî c ∈ D àëãîðèòì óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî
ìíîãî÷ëåíîâ â ìíîæåñòâåM. Åñëè c = γ1 èëè c = γ2, ýòî, î÷åâèäíî,
áóäåò ñäåëàíî â ïóíêòå 3.1. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáå ðàçíîñòè
c− γi îòëè÷íû îò íóëÿ. Êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ Fp ñîãëàñíî
ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

0 = bp−1 − 1 = (b
p−1
2 − 1)(b

p−1
2 + 1)

è, çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿåò â òî÷íîñòè îäíîìó èç ðàâåíñòâ b
p−1
2 = 1

èëè b
p−1
2 = −1.

Ïîñêîëüêó c ∈ D, òî
(c− γ1)

p−1
2 6= (c− γ2)

p−1
2

è, çíà÷èò, îäíî èç ÷èñåë γ1, γ2 áóäåò êîðíåì ìíîãî÷ëåíà (x−c)
p−1
2 −1,

à äðóãîå íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå 1 ≤ deg d(x) < deg u(x),
ò.å. d(x) åñòü ñîáñòâåííûé äåëèòåëü u(x). Îöåíèâàåìàÿ âåðîÿòíîñòü
íå ìåíüøå

#D
p

≥ p + 3

2p
>

1

2
.
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Ëåììà 5.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ýëåìåíòà c ∈ Fp,
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëè÷èíà #M íå óâåëè÷èòñÿ ïîñëå k ïîâòî-
ðåíèé øàãîâ 2 - 4 àëãîðèòìà, íå ïðåâîñõîäèò 2−k.

5.5 Ïîëèíîìèàëüíûå ñðàâíåíèÿ ïî ñîñòàâíîìó
ìîäóëþ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ìîäóëü ñðàâíåíèÿ åñòü ñòåïåíü
ïðîñòîãî ÷èñëà p, ò.å. m = pk, k ≥ 2. Åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öå-
ëûìè êîýôôèöèåíòàìè è öåëîå ÷èñëî a óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ
f(x) ≡ 0 (mod pk), òî pk|f(a). Íî òîãäà p|f(a), òàê ÷òî a óäîâëå-
òâîðÿåò ñðàâíåíèþ f(x) ≡ 0 (mod p). Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü äâà
çàêëþ÷åíèÿ.

1. Åñëè ñðàâíåíèå f(x) ≡ 0 (mod p) íå èìååò ðåøåíèé, òî íè
ïðè êàêîì k ≥ 2 ñðàâíåíèå f(x) ≡ 0 (mod pk) òàêæå íå èìååò
ðåøåíèé.

2. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà a, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñðàâíåíèþ f(x) ≡ 0
(mod pk) íàéäåòñÿ ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod p), êîòîðîìó
ïðèíàäëåæèò a.

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ ðàâíîìó ñòåïåíè
ïðîñòîãî ÷èñëà p ñâîäèòñÿ âî-ïåðâûõ ê âûÿñíåíèþ ðàçðåøèìîñòè
ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p, è, â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè, ïîèñêó
ðåøåíèé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. À âî-âòîðûõ ê ïîèñêó ðåøåíèé ñðàâ-
íåíèÿ ïî ìîäóëþ pk, ïðèíàäëåæàùèõ ôèêñèðîâàííîìó ðåøåíèþ ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ.

Ïåðâûé øàã îáñóæäàëñÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Âòîðîé øàã
îñíîâàí íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è x1 � öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

f(x1) ≡ 0 (mod p), f ′(x1) 6≡ 0 (mod p).
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Òîãäà ïðè ëþáîì k ≥ 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñðàâ-
íåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod pk), ïðèíàäëåæàùåå êëàññó âû÷åòîâ x ≡ x1

(mod p).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî ñòåïå-
íè ìîäóëÿ k. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî
k ≥ 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî a, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèÿì

f(a) ≡ 0 (mod pk), 0 ≤ a < pk, a ≡ x1 (mod p).

Íàéäåì âñå òàêèå öåëûå ÷èñëà b, ÷òî

f(b) ≡ 0 (mod pk+1), 0 ≤ b < pk+1, b ≡ x1 (mod p). (5.18)

Ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé âëå÷åò pk|f(b) è, çíà÷èò, íàèìåíüøèé íåîò-
ðèöàòåëüíûé âû÷åò êëàññà b (mod pk) ðàâåí a. Íî òîãäà b = a+pkt,
ñ íåêîòîðûì öåëûì t, 0 ≤ t < p.

Ìíîãî÷ëåí
f(a + x) = c0 + c1x + c2x

2 + . . . (5.19)
èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî x = 0,
íàõîäèì c0 = f(a). À äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî è òàê æå ïîä-
ñòàâëÿÿ 0 âìåñòî x, ïîëó÷àåì c1 = f ′(a). Ïðè x = pkt èç (5.19) ñëå-
äóåò ñðàâíåíèå f(b) ≡ f(a) + f ′(a)pkt (mod pk+1). Òàê êàê pk|f(a) è
pk+1|f(b), òî ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ íà pk, ïîëó÷èì

0 ≡ f(a)

pk
+ f ′(a)t (mod p).

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî a ≡ x1 (mod p), çàêëþ÷àåì, ÷òî f ′(a) ≡
f ′(x1) (mod p) è

f ′(x1)t +
f(a)

pk
≡ 0 (mod p). (5.20)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû p - f ′(x1), òàê ÷òî ïî òåîðåìå 5.1 ñðàâíå-
íèå (5.20) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî t è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Ðåøèâ ýòî ñðàâíåíèå, ìû íàéäåì åäèíñòâåííîå ÷èñëî b = a + pkt,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (5.18). Ýòî çàâåðøàåò øàã èíäóêöèè è
âìåñòå ñ íèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèÿ ñðàâ-
íåíèé ïî ìîäóëþ, ðàâíîìó ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ïðèìåð. Ðåøèòü ñðàâíåíèå x3 − 3x2 − 1 ≡ 0 (mod 125).
Ðåøàÿ ñðàâíåíèå x3− 3x2− 1 ≡ 0 (mod 5), íàõîäèì åãî ðåøåíèÿ

x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 4 (mod 5).
Íàéäåì òåïåðü ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå ñðàâíåíèé

x3 − 3x2 − 1 ≡ 0 (mod 25), x ≡ 2 (mod 5).

Ïðåäñòàâèâ x â âèäå x = 2 + 5t è ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ìíî-
ãî÷ëåí f(x) = x3 − 3x2 − 1, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.6,
íàõîäèì

f(2) + f ′(2)5t ≡ 0 (mod 25)

èëè
−5 ≡ 0 (mod 25).

Ïîëó÷èâøååñÿ ñðàâíåíèå ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî t íå èìååò, ïîýòîìó
äàííîå ñðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó âû÷å-
òîâ x ≡ 2 (mod 5). Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå f ′(2) = 0.

Òåïåðü íàéäåì ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå ñðàâíåíèé

x3 − 3x2 − 1 ≡ 0 (mod 25), x ≡ 4 (mod 5). (5.21)

Ïðåäñòàâèâ x â âèäå x = 4 + 5t è ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ìíîãî-
÷ëåí f(x) = x3 − 3x2 − 1, íàõîäèì

15 + 24 · 5t ≡ 0 (mod 25).

Ñîêðàòèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ íà 5, ïîëó÷èì ñðàâíåíèå 3 +
24t ≡ 0 (mod 5), ðàâíîñèëüíîå ñðàâíåíèþ 3− t ≡ 0 (mod 5). Òàêèì
îáðàçîì, t = 3 è ñèñòåìà ñðàâíåíèé (5.21) èìååò ðåøåíèå x ≡ 19
(mod 25) ≡ −6 (mod 25). Çäåñü 19 = 4 + 5 · 3.
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Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
5.6, ïðåäñòàâèì èñêîìûå x â âèäå x = −6 + 25t. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
f(−6) = −325 è f ′(−6) = 144, ïðèõîäèì ê ñðàâíåíèþ

−325 + 144 · 25t ≡ 0 (mod 125).

Ñîêðàòèâ ýòî ñðàâíåíèå íà 25, ïîëó÷àåì

−13 + 144t ≡ 0 (mod 5)

èëè ðàâíîñèëüíîå ñðàâíåíèå 2 − t ≡ 0 (mod 5). Åìó óäîâëåòâîðÿåò
t = 2, òàê ÷òî ðåøåíèåì èñõîäíîãî ñðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññ âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ 125, ñîäåðæàùèé −6 + 25 · 2 = 44.

Îòâåò: x ≡ 44 (mod 125).
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèé ïî ïðîèçâîëüíîìó ñîñòàâ-

íîìó ìîäóëþ.

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è m1 > 1, . . . , mk > 1 � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Ìíîæå-
ñòâà öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ

f(x) ≡ 0 (mod m1 · · ·mk) (5.22)

è ñèñòåìå ñðàâíåíèé

f(x) ≡ 0 (mod m1), . . . , f(x) ≡ 0 (mod mk) (5.23)

ñîâïàäàþò. Åñëè ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m ñèìâîë N(m) îáîçíà-
÷àåò êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod m), òî

N(m1 · · ·mk) = N(m1) · · ·N(mk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b � öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíå-
íèþ (5.22), ò.å. m1 · · ·mk|f(b). Òîãäà ïðè ëþáîì j, 1 ≤ j ≤ k, âû-
ïîëíÿåòñÿ mj|f(b) èëè f(b) ≡ 0 (mod mj). Çíà÷èò, b óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå ñðàâíåíèé (5.23).

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè b óäîâëåòâîðÿåò ñèñòå-
ìå ñðàâíåíèé (5.23), òî mj|f(b) ïðè ëþáîì j, 1 ≤ j ≤ k. ×èñëà
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m1, . . . , mk ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 2.6, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî m1 · · ·mk|f(b) è, çíà÷èò, b óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ
(5.22).

Ïóñòü a1, . . . , ak � öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèÿì
(5.23) ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2 ñèñòåìà ñðàâíåíèé

x ≡ a1 (mod m1), . . . , x ≡ ak (mod mk)

ðàçðåøèìà, è öåëîå ÷èñëî x0, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (5.10), óäî-
âëåòâîðÿåò ýòîé ñèñòåìå. Òîãäà ïðè ëþáîì j èìååì f(x0) ≡ f(aj) ≡
0 (mod mj), ò.å. x0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ñðàâíåíèé (5.23), è ïî
äîêàçàííîìó óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (5.22).

Åñëè ÷èñëà a1, . . . , ak íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþò êëàññû
âû÷åòîâ, ñîñòîÿùèå èç ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðàâíåíèé (5.23),
òî ïî ñëåäñòâèþ 5.1 ÷èñëà x0, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (5.10), ïðî-
áåãàþò ðàçëè÷íûå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m1 · · ·mk. Ýòè êëàññû
âû÷åòîâ, ïî äîêàçàííîìó ñîñòîÿò èç ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâ-
íåíèþ (5.22). Çíà÷èò, ÷èñëî ðåøåíèé ýòîãî ñðàâíåíèÿ íå ìåíüøå,
÷åì N(m1) · · ·N(mk).

Ïî äîêàçàííîìó âûøå êàæäîå öåëîå ÷èñëî b, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñðàâíåíèþ (5.22) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ñðàâíåíèé (5.23) è ïîòîìó
ïðè êàæäîì j êëàññ âû÷åòîâ b (mod mj) åñòü ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ
f(x) ≡ 0 (mod mj). Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî íèêàêèõ ðåøåíèé, îòëè÷-
íûõ îò ïîñòðîåííûõ N(m1) · · ·N(mk) ðåøåíèé, ñðàâíåíèå (5.22) íå
èìååò.

Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.7 ïîçâîëÿåò íàõî-
äèòü ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (5.22) ïðè ñîñòàâíîì ìîäóëå m. À èìåííî,
åñëè m = pr1

1 · · · prk

k � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, òî íàéäÿ ÷èñëà, a1, . . . , ak, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíè-
ÿì f(x) ≡ 0 (mod p

rj

j ) ïðè 1 ≤ j ≤ k è âûáðàâ x0 ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâà (5.10), ìû íàéäåì íåêîòîðîå ðåøåíèå x0 (mod m) ñðàâíå-
íèÿ (5.22). Áîëåå òîãî, òàê áóäóò íàéäåíû âñå ðåøåíèÿ, åñëè êàæäîå
èç ÷èñåë a1, . . . , ak íåçàâèñèìî áóäåò ïðîáåãàòü âñå ðåøåíèÿ ñâîåãî
ñðàâíåíèÿ.
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Ïðèìåð. Ðåøèòü ñðàâíåíèå x3 − x2 + 2x + 1 ≡ 0 (mod 75).
Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå 75 = 3 · 52. Ñðàâíåíèå x3 − x2 + 2x +

1 ≡ 0 (mod 3) èìååò äâà ðåøåíèÿ x ≡ 1 (mod 3), x ≡ 2 (mod 3).
Ñðàâíåíèå x3−x2 +2x+1 ≡ 0 (mod 5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x ≡ 3 (mod 5). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ñðàâíåíèå

x3 − x2 + 2x + 1 ≡ 0 (mod 25) (5.24)

ïðåäñòàâèì x â âèäå x = 3 + 5t. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ t ïîëó÷àåì, êàê
ýòî áûëî óêàçàíî âûøå, ñðàâíåíèå 25 + 23 · 5t ≡ 0 (mod 25). Òàêèì
îáðàçîì, t = 0 è ñðàâíåíèå (5.24) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ≡ 3
(mod 25).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî ñðàâíåíèÿ íóæ-
íî íàéòè ðåøåíèÿ äâóõ ñèñòåì ñðàâíåíèé

{
x ≡ 1 (mod 3),

x ≡ 3 (mod 25),

{
x ≡ 2 (mod 3),

x ≡ 3 (mod 25).

Ïåðâàÿ èç íèõ èìååò ðåøåíèå x ≡ 28 (mod 75), à âòîðàÿ x ≡ 53
(mod 75). Äâà íàéäåííûõ êëàññà âû÷åòîâ è ñîñòàâëÿþò îòâåò ê çà-
äà÷å.



Ãëàâà 6

Ñðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðåøåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ ñðàâíåíèé ïî ïðî-
èçâîëüíîìó ìîäóëþ áûëî ñâåäåíî ê òàêîé æå çàäà÷å äëÿ ñðàâíå-
íèé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû,
ñâÿçàííûå ñ ðàçðåøèìîñòüþ ñðàâíåíèé âòîðîé ñòåïåíè ïî ïðîñòî-
ìó ìîäóëþ, è ïðèëîæåíèÿ äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ê èññëåäîâàíèþ
íåêîòîðûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ïðîñòîå ÷èñëî p íå÷åòíî.

6.1 Ñðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó
ìîäóëþ

Êàæäîå ñðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè
ax2 + bx + c ≡ 0 (mod p), p - a, (6.1)

ìîæíî óïðîñòèòü, èçìåíèâ åãî êîýôôèöèåíòû è ñäåëàâ çàìåíó ïå-
ðåìåííîé.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ (6.1) íà ÷èñëî 4a, íå äåëÿùååñÿ íà
p, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå ñðàâíåíèå

4a2x2 + 4abx + 4ac ≡ 0 (mod p).

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (2ax + b)2 ≡ b2 − 4ac (mod p) èëè â
âèäå

y2 ≡ D (mod p), (6.2)

148
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ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ y = 2ax + b è D = b2 − 4ac.
Òàê êàê p - 2a, òî ñðàâíåíèå

2ax + b ≡ y (mod p)

ïðè ëþáîì öåëîì y èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî x. Ýòî
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè
ñðàâíåíèÿ (6.1) îòíîñèòåëüíî x è ñðàâíåíèÿ (6.2) îòíîñèòåëüíî y.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â äàëüíåéøåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ëèøü ñðàâíåíèÿ âèäà

x2 ≡ a (mod p). (6.3)

Ïî òåîðåìå 5.3 ñðàâíåíèå (6.3) èìååò íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé. Åñ-
ëè ýòî ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî è a 6≡ 0 (mod p), òî ÷èñëî ðåøåíèé
ðàâíî äâóì. Äåéñòâèòåëüíî, âìåñòå ñ ðåøåíèåì x0 (mod p) ñðàâíå-
íèå áóäåò èìåòü ðåøåíèåì è êëàññ âû÷åòîâ −x0 (mod p), ïðè÷åì
ýòè êëàññû âû÷åòîâ ðàçëè÷íû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè áû
x0 ≡ −x0 (mod p) è p|x0. Íî òîãäà p|a, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè a 6≡ 0 (mod p) ñðàâíåíèå (6.3) ëèáî íå èìååò ðå-
øåíèé, ëèáî èìååò äâà ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå a ≡ 0 (mod p) ñðàâíåíèå
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ≡ 0 (mod p).

Óñòàíîâëåííîå âûøå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé ñðàâíåíèé (6.1) è (6.2) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü,
÷òî è â îáùåì ñëó÷àå ïðè p|D = b2−4ac ñðàâíåíèå (6.1) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Åñëè æå p - D, òî ñðàâíåíèå (6.1) ëèáî èìååò äâà
ðåøåíèÿ, ëèáî íå èìååò èõ âîâñå.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñðàâíåíèå x2 ≡ −1 (mod 3) íå èìååò ðåøå-
íèé, à ñðàâíåíèå x2 ≡ −1 (mod 5) èìååò äâà ðåøåíèÿ x ≡ 2 (mod 5)
è x ≡ 3 (mod 5).

Öåëîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ
p, åñëè ñðàâíåíèå (6.3) èìååò ðåøåíèå. Åñëè æå ýòî ñðàâíåíèå íå
èìååò ðåøåíèé, ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî
ìîäóëþ p. ×èñëà, ñðàâíèìûå ìåæäó ñîáîé, îäíîâðåìåííî ÿâÿþòñÿ
êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè èëè êâàäðàòè÷íûìè íåâû÷åòàìè.
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×èñëî −1 åñòü êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ 3. Îíî æå ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ 5.

Ëåììà 6.1. Ëþáàÿ ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ñî-
äåðæèò p−1

2 êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è ñòîëüêî æå êâàäðàòè÷íûõ
íåâû÷åòîâ. Öåëîå ÷èñëî a, íå äåëÿùååñÿ íà p áóäåò êâàäðàòè÷íûì
âû÷åòîâ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p), (6.4)

è êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

a
p−1
2 ≡ −1 (mod p). (6.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò. Òîãäà ñ íåêîòî-
ðûì öåëûì ÷èñëîì b, íå äåëÿùèìñÿ íà p, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå
b2 ≡ a (mod p). Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ â ñòåïåíü p−1

2 , è
ïîëüçóÿñü ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà, íàõîäèì

a
p−1
2 ≡ bp−1 ≡ 1 (mod p).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé êâàäðàòè÷íûé âû÷åò óäîâëåòâîðÿåò ñðàâ-
íåíèþ x

p−1
2 − 1 ≡ 0 (mod p). Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3 ìîæíî óòâåð-

æäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå p−1
2 êëàññîâ âû÷åòîâ, ñîñòîÿùèõ èç

êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ.
×èñëà

12, 22, . . . ,

(
p− 1

2

)2

, (6.6)

î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè. Îíè íå ñðàâíèìû
äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ p. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëèñü áû äâà
÷èñëà k1, k2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

p|(k2
1 − k2

2) = (k1 − k2)(k1 + k2), 1 ≤ k2 < k1 ≤ p− 1

2
.

Íî óêàçàííàÿ äåëèìîñòü íåâîçìîæíà, âåäü ñóììà k1 + k2 è ðàçíîñòü
k1 − k2 íå äåëÿòñÿ íà p, îíè ïîëîæèòåëüíû, íî ìåíüøå, ÷åì p − 1.
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Èòàê, ñóùåñòâóåò íå ìåíåå p−1
2 êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ñîñòî-

ÿùèõ èç êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ.
Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû îáðàçóþò ðîâ-

íî p−1
2 êëàññîâ âû÷åòîâ è óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ (6.4).

Íî òîãäà êâàäðàòè÷íûå íåâû÷åòû ñîñòàâëÿþò îñòàâøèåñÿ p−1
2

êëàññîâ âû÷åòîì, ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà p, à êàæ-
äàÿ ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ñîäåðæèò ðîâíî p−1

2
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è ñòîëüêî æå êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ.

Åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò, òî ïî äîêàçàííîìó p - a
p−1
2 − 1.

Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà èìååì

p|ap−1 − 1 =
(
a

p−1
2 − 1

)(
a

p−1
2 + 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, p|ap−1
2 + 1 è, çíà÷èò, âûïîëíåíî ñðàâíåíèå (6.5).

6.2 Ñèìâîë Ëåæàíäðà è åãî ñâîéñòâà

Ñèìâîë Ëåæàíäðà
(

a
p

)
åñòü ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ òðè çíà÷åíèÿ:

−1, 0, 1. Åå àðãóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî p è öåëîå
÷èñëî a.
Îïðåäåëåíèå 6.

(
a

p

)
=




−1, åñëè a-êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p

0, åñëè p|a
1, åñëè a-êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p

Ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Òîãäà
1.

(
a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

2. Åñëè a ≡ b (mod p), òî
(

a
p

)
=

(
b
p

)
.

3.
(

ab
p

)
=

(
a
p

)
·
(

b
p

)
.

4. Êðîìå òîãî
(

1
p

)
= 1,

(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîâïàäàåò ñî âòî-
ðûì óòâåðæäåíèåì ëåììû 6.1.

Åñëè a ≡ b (mod p), òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñðàâíåíèé x2 ≡ a

(mod p) è x2 ≡ b (mod p), î÷åâèäíî, ñîâïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ýòè ñðàâíåíèÿ ðàçðåøèìû èëè íåðàçðåøèìû îäíîâðåìåííî, ÷òî
äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ íàõîäèì ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ
ïî ìîäóëþ p

(
ab

p

)
≡ (ab)

p−1
2 = a

p−1
2 · bp−1

2 ≡
(

a

p

)
·
(

b

p

)
.

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíû ±1 èëè 0.
Ïîýòîìó èõ ðàçíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 2 è äåëèòñÿ íà p > 2. Ñëåäîâà-
òåëüíî èõ ðàçíîñòü ðàâíà 0. Òðåòüå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñðàâíåíèå x2 ≡ 1 (mod p) ïðè ëþáîì ïðîñòîì íå÷åòíîì p ðàç-
ðåøèìî.Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ êëàññ âû÷åòîâ x ≡ 1 (mod p). Ïîýòîìó(

1
p

)
= 1.

Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïðè a = −1 ñëåäóåò
(−1

p

)
≡ (−1)

p−1
2 (mod p).

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî ñðàâíå-
íèÿ íå ïðåâîñõîäèò 2 è äåëèòñÿ íà íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Çíà÷èò,
ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ, ÷òî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî
ñðàâíåíèå x2 + 1 ≡ 0 (mod p), ãäå p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, ðàç-
ðåøèìî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà p ≡ 1 (mod 4).

6.3 Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè
Óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè âïåð-
âûå ñôîðìóëèðîâàë Ýéëåð â 1783ã, à â 1796ã. Ãàóññ äàë ïåðâîå åãî
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äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 6.2 (Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè). Åñëè p è q -
ðàçëè÷íûå ïðîñòûå íå÷¼òíûå ÷èñëà, òî

(
p

q

)
·
(

q

p

)
= (−1)

p−1
2 · q−1

2 .

Äðóãèìè ñëîâàìè,
(

p
q

)
=

(
q
p

)
, åñëè p ≡ 1 (mod 4) èëè q ≡ 1 (mod 4),(

p
q

)
= −

(
q
p

)
, åñëè p ≡ 3 (mod 4) è q ≡ 3 (mod 4).

Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a

(mod p) è x2 ≡ b (mod p) ðàçðåøèìû èëè íåðàçðåøèìû îäíîâðå-
ìåííî, à âî âòîðîì ñëó÷àå èç ðàçðåøèìîñòè îäíîãî èç ýòèõ ñðàâíå-
íèé ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü äðóãîãî.

Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè âìåñòå ñî ñâîéñòâàìè èç òåîðå-
ìû 6.1 ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ñèìâîë Ëåæàíäðà è òåì óñòàíàâëèâàòü
ðàçðåøèìîñòü èëè íåðàçðåøèìîñòü êâàäðàòè÷íûõ ñðàâíåíèé. Íåêî-
òîðûå ïðèìåðû áóäóò ðàññìîòðåíû â êîíöå ïàðàãðàôà.

Ïåðåä òåì êàê äîêàçûâàòü òåîðåìó 6.2 óñòàíîâèì îäíî âñïîìî-
ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå è âûâåäåì ñëåäñòâèå èç íåãî. Â ýòîì óòâåð-
æäåíèè èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë

−p− 1

2
, . . . ,−2,−1, 1, 2, . . . ,

p− 1

2

ñîñòàâëÿåò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.

Ëåììà 6.2 (Ëåììà Ãàóññà). Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî
è a � öåëîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà p. Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2 . . . , p−1

2 ,
îïðåäåëèì εk = ±1 óñëîâèÿìè

k · a ≡ εk · rk (mod p), 0 < rk ≤ p− 1

2
. (6.7)



ÃËÀÂÀ 6. ÑÐÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎÐÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ 154

Òîãäà (
a

p

)
= ε1 · ε2 · · · εp−1

2
= (−1)t,

ãäå t - êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñðåäè ÷èñåë ε1, ε2, . . . , εp−1
2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ÷èñëà rk, îïðåäåëåííûå
â (6.7), íå ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ p. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ k > ` âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå rk ≡ r`

(mod p). Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èìååì ka ≡ ±`a (mod p) è,
çíà÷èò, p|(k∓ l). Íî ýòîãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê 0 < |k± l| ≤ p−1.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàáîð ÷èñåë {r1, . . . , rp−1

2
} ëèøü ïåðåñòàíîâêîé

îòëè÷àåòñÿ îò íàáîðà {1, 2 . . . , p−1
2 }. Ïåðåìíîæàÿ âñå ñðàâíåíèÿ (6.7),

è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì r1 · · · rp−1
2

=
(

p−1
2

)
!, ïîëó÷èì:

(
p− 1

2

)
! · ap−1

2 ≡
(

p− 1

2

)
! · ε1 · ε2 · · · εp−1

2
(mod p).

Ñîêðàòèâ ýòî ñðàâíåíèå íà íå êðàòíîå p öåëîå ÷èñëî
(

p−1
2

)
! è ïîëüçó-

ÿñü ïåðâûì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 6.1, íàõîäèì
(

a
p

)
≡ ε1 ·ε2 · · · εp−1

2

(mod p). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî ñðàâ-
íåíèÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò 2, ïîëó÷àåì óòâåð-
æäåíèå ëåììû.

Ñëåäñòâèå 6.1. 1)
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8

2) Åñëè a íå÷¼òíî, òî
(

a
p

)
= (−1)S, ãäå S =

p−1
2∑

x=1

[
ax
p

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà ak íà p ðàâíî[
ak
p

]
. Ïîýòîìó

ak − p

[
ak

p

]
=

{
rk , åñëè εk = 1

p− rk , åñëè εk = −1

Ñóììèðóåì ýòè ðàâåíñòâà ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . , p−1
2 , ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1 + 2 + . . . + p−1
2 = p2−1

8 è ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè ëåììû 6.2. Â
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ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

p2 − 1

8
· a− p · S = t · p +

p−1
2∑

k=1

εk · rk.

Ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ñðàâíåíèþ ïî ìîäóëþ 2. Çàìåòèâ, ÷òî
p−1
2∑

k=1

εk·rk ≡
p−1
2∑

k=1

rk =

p−1
2∑

k=1

k =
p2 − 1

8
(mod 2), p ≡ −1 (mod 2),

ïîëó÷àåì p2−1
8 · a + S ≡ t + p2−1

8 (mod 2), òî åñòü

t ≡ S + (a− 1) · p
2 − 1

8
(mod 2). (6.8)

Ïðè a = 2 âñå ñëàãàåìûå â ñóììå, îïðåäåëÿþùåé S ðàâíû íó-
ëþ. Ïîýòîìó S = 0 è t ≡ p2−1

8 (mod 2). Â ñèëó ëåììû Ãàóññà ýòî
äîêàçûâàåò ïåðâûé ïóíêò ñëåäñòâèÿ.

Åñëè a - íå÷¼òíî, òî ñîãëàñíî (6.8) èìååì t ≡ S (mod 2), ÷òî â
ñèëó ëåììû Ãàóññà äîêàçûâàåò âòîðîé ïóíêò ñëåäñòâèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2. Ïî ñëåäñòâèþ 6.1 âûïîëíÿþòñÿ ðà-
âåíñòâà

(
q
p

)
= (−1)S1 è

(
p
q

)
= (−1)S2, ãäå

S1 =

p−1
2∑

x=1

[
qx

p

]
, S2 =

q−1
2∑

y=1

[
py

q

]
.

Ïîýòîìó (
p

q

)
·
(

q

p

)
= (−1)S1+S2,

è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

S1 + S2 =
p− 1

2
· q − 1

2
.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì öåëîì x èç èíòåðâàëà 0 < x ≤ p−1
2 âåëè÷èíà[

qx
p

]
åñòü êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê y íà ïðîìåæóòêå 0 < y ≤ qx

p èëè,
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ó÷èòûâàÿ, ÷òî qx
p íå åñòü öåëîå ÷èñëî, � íà ïðîìåæóòêå 0 < y <

qx
p . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S1 ðàâíî êîëè÷åñòâó ïàð öåëûõ ÷èñåë x, y,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì

0 < x ≤ p− 1

2
, 0 < y <

qx

p
.

Ïîñêîëüêó p
2 íå öåëîå ÷èñëî, è qx

p < q
2 , çàêëþ÷àåì, ÷òî S1 åñòü êîëè-

÷åñòâî òî÷åê (x, y) ∈ Z2 ñ óñëîâèÿìè

0 < x <
p

2
, 0 < y <

q

2
, py − qx < 0.

Òî÷íî òàê æå, ÷èñëî S2 ðàâíî êîëè÷åñòâó òî÷åê (x, y) ∈ Z2 â
ïðÿìîóãîëüíèêå

T = {(x, y) | 0 < x <
p

2
, 0 < y <

q

2
}

ñ óñëîâèåì qx − py < 0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî
â âèäå py − qx > 0.

Íè îäíà èç òî÷åê (x, y) ∈ Z2 ïðÿìîóãîëüíèêà T íå ëåæèò íà
ïðÿìîé ëèíèè py− qx = 0, ïîýòîìó ñóììà S1 +S2 ðàâíà êîëè÷åñòâó
òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ëåæàùèõ â T , ò.å. p−1

2 · q−1
2 .

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð. Ðàçðåøèìî ëè ñðàâíåíèå x2 ≡ 53 (mod 233) ?

Òàê êàê 53 = 1+4 ·13 è 233 = 4 ·53+21, òî, ïðèìåíÿÿ êâàäðàòè÷-
íûé çàêîí âçàèìíîñòè è âòîðîå ñâîéñòâî èç òåîðåìû 6.1, íàõîäèì

(
53

233

)
=

(
233

53

)
=

(
21

53

)
.

Ïîëüçóÿñü òðåòüèì ñâîéñòâîì èç òåîðåìû 6.1 è îïÿòü ïðèìåíÿÿ
êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè, ïîëó÷àåì

(
21

53

)
=

(
7

53

)
·
(

3

53

)
=

(
53

7

)
·
(

53

3

)
.
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Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 53 = 7 · 7 + 4 è 53 = 3 · 18− 1, èìååì
(

53

7

)
=

(
4

7

)
=

(
2

7

)2

= 1,

(
53

3

)
=

(−1

3

)
= (−1)

3−1
2 = −1,

è, íàêîíåö, (
53

233

)
= 1 · (−1) = −1.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå ñðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðèìåð. Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ðàçðåøèìî ñðàâíåíèå

x2 + 3 ≡ 0 (mod p) ?

Ïðè p = 2 ðåøåíèå ñóùåñòâóåò x ≡ 1 (mod p). Ïðè p = 3 ðåøå-
íèåì ÿâëÿåòñÿ êëàññ âû÷åòîâ x ≡ 0 (mod p).
Ðàññìîòðèì äàëåå ñëó÷àé p > 3. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 6.1 è 6.2 ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà

(−3

p

)
=

(−1

p

)
·
(

3

p

)
=

(−1

p

)
·
(p

3

)
· (−1)

p−1
2 · 3−1

2 =
(p

3

)
.

Ïîñêîëüêó
(p

3

)
=

{
1, åñëè p ≡ 1 (mod 3),

−1, åñëè p ≡ 2 (mod 3),

çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî
(
−3
p

)
= 1 äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p > 3 âûïîë-

íÿåòñÿ ëèøü ïðè p ≡ 1 (mod 3). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p íå÷åòíî, ïîñëåäíåå
ñðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå p = 6n + 1, n ∈ Z. Èòàê, äàííîå
ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî ëèøü ïðè p = 2, 3 è âñåõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ âèäà
6n + 1.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ìîæåò áûòü îáîáùåí.

Òåîðåìà 6.3. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ ðàç-
ðåøèìî ñðàâíåíèå

ax2 + bx + c ≡ 0 (mod p), p - a, (6.9)
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ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 2D, ãäå D = b2 − 4ac, à
òàêæå èç ïðîñòûõ, ëåæàùèõ â íåñêîëüêèõ êëàññàõ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ 4|D|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòûå ÷èñëà
p, íå äåëÿùèå 2D. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ (6.9) è ðåøå-
íèÿìè ñðàâíåíèÿ x2 ≡ D (mod p). Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî
ëèøü äëÿ òåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

(
D
p

)
= 1. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî

óñòàíîâèòü, ÷òî ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ(
D
p

)
= 1, ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 4|D|.

Ýòî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ èç îäíîãî êëàñ-
ñà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 4|D| ñðàâíåíèå x2 ≡ D (mod p) ðàçðåøèìî
èëè íåðàçðåøèìî îäíîâðåìåííî, ò.å. ñðàâíåíèå p1 ≡ p2 (mod 4|D|)
âëå÷åò çà ñîáîé

(
D
p1

)
=

(
D
p2

)
.

Ïóñòü D = (−1)α1·2α2·∏
q

qαq � ðàçëîæåíèå ÷èñëà D â ïðîèçâåäåíèå

ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé (ñ ó÷åòîì çíàêà). Òîãäà
(

D

p

)
=

(−1

p

)α1

·
(

2

p

)α2

·
∏

q

(
q

p

)αq

. (6.10)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1) Òàê êàê p1 ≡ p2 (mod 4), òî p1−1

2 ≡ p2−1
2 (mod 2) è ïî ÷åòâåðòî-

ìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 6.1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(
−1
p1

)
=

(
−1
p2

)
.

2) Äîïóñòèì, ÷òî α2 ≥ 1. Òîãäà D äåëèòñÿ íà 2, ñëåäîâàòåëüíî
p1 ≡ p2 (mod 8) è

p2
1 − 1

8
− p2

2 − 1

8
=

p1 − p2

8
· (p1 + p2) ≡ 0 (mod 2).

Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ñëåäñòâèÿ 6.1 ïîëó÷àåì
(

2
p1

)
=

(
2
p2

)
è,

çíà÷èò, ïðè ëþáîì α2 ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(

2
p1

)α2

=
(

2
p2

)α2

.
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3) Ïóñòü òåïåðü q|D. Èç ñðàâíåíèÿ p1 ≡ p2 (mod 4|D|) ñëåäóåò
p1 ≡ p2 (mod q), òàê ÷òî

(
p1

q

)
=

(
p2

q

)
. Â òî æå âðåìÿ p1 ≡ p2

(mod 4), ïîýòîìó
p1 − 1

2
· q − 1

2
− p2 − 1

2
· q − 1

2
= (q − 1) · p1 − p2

4
≡ 0 (mod 2).

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà âçàèìíîñòè íàõîäèì(
q

p1

)
=

(
p1

q

)
· (−1)

p1−1
2 · q−1

2 =

(
p2

q

)
· (−1)

p2−1
2 · q−1

2 =

(
q

p2

)
,

ò.å.
(

q
p1

)
=

(
q
p2

)
.

Èç ðàâåíñòâ, äîêàçàííûõ â ïóíêòàõ 1)�3) ñ ïîìîùüþ (6.10) íàõî-
äèì

(
D
p1

)
=

(
D
p2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîäóëü 4|D| ìîæåò áûòü óìåíü-
øåí. Íàïðèìåð, åãî ìîæíî çàìåíèòü ëþáûì ÷èñëîì 4K c óñëîâèåì,
÷òî |D|

K åñòü êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.

6.4 Ñèìâîë ßêîáè è åãî ñâîéñòâà
Ñèìâîë Ëåæàíäðà îïðåäåëåí òîëüêî äëÿ ïàð öåëûõ ÷èñåë a, p, ó êî-
òîðûõ p åñòü ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Îïðåäåëåíèå ìîæíî ðàñïðî-
ñòðàíèòü íà áîëüøåå ìíîæåñòâî ïàð öåëûõ ÷èñåë è ïîñòðîèòü òàêèì
ñïîñîáîì ôóíêöèþ, íàçûâàåìóþ ñèìâîëîì ßêîáè. Îäíèì èç âàæíûõ
ñâîéñòâ ñèìâîëà ßêîáè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü åãî çíà÷å-
íèÿ, íå èñïîëüçóÿ âåñüìà òðóäîåìêóþ îïåðàöèþ ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë
íà ìíîæèòåëè. Â ÷àñòíîñòè ýòî äàåò áûñòðûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèé ñèìâîëà Ëåæàíäðà.

Ïóñòü P - ïîëîæèòåëüíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî è P = p1 · · · pr åãî ðàç-
ëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë, íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ.
Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a ñèìâîë ßêîáè

(
a
P

)
ðàâåí-

ñòâîì ( a

P

)
=

(
a

p1

)
· · ·

(
a

pr

)
,
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ãäå ñïðàâà ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñèìâîë ßêîáè íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ðàç-

ðåøèìîñòè êâàäðàòè÷íûõ ñðàâíåíèé. Íàïðèìåð,
(

2

15

)
=

(
2

3

)
·
(

2

5

)
= (−1)(−1) = 1,

íî ñðàâíåíèå x2 ≡ 2 (mod 15) íå èìååò ðåøåíèé, âåäü
(2

3

)
= −1 è,

çíà÷èò, íè ïðè êàêîì öåëîì x ÷èñëî x2−2 íå äåëèòñÿ íà 3. Òåì áîëåå
îíî íå äåëèòñÿ íà 15.

Â äàëüíåéøåì áóêâîé P áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íåêîòîðîå ïîëîæè-
òåëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà îïè-
ñûâàåò

Òåîðåìà 6.4. 1) Åñëè öåëûå ÷èñëà a, b âçàèìíî ïðîñòû ñ P è óäî-
âëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ a ≡ b (mod P ), òî

(
a
P

)
=

(
b
P

)
.

2) Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ P âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

(
ab
P

)
=

(
a
P

) · ( b
P

)
.

3) Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
(

1

P

)
= 1,

(−1

P

)
= (−1)

P−1
2 ,

(
2

P

)
= (−1)

P2−1
8 .

4) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ íå÷åòíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ
÷èñåë P,Q èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(
Q
P

)(
P
Q

)
= (−1)

P−1
2 ·Q−1

2 .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà u äðîáü u2−1
8 åñòü öå-

ëîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî u2− 1 = (u− 1)(u + 1) åñòü ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 4, à
äðóãîå íà 2.

Ëåììà 6.3. Äëÿ ëþáûõ íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë u1, . . . , um ñïðàâåä-
ëèâû ñðàâíåíèÿ
1) u1···um−1

2 ≡ ∑m
i=1

ui−1
2 (mod 2)

2) u2
1···u2

m−1
8 ≡ ∑m

i=1
u2

i−1
8 (mod 8).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé m = 2, îáîçíà÷àÿ äëÿ
êðàòêîñòè u = u1, v = u2. Ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

uv − 1− (u− 1)− (v − 1) = (u− 1)(v − 1) ≡ 0 (mod 4).

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè åãî è ìîäóëü íà 2, ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäå-
íèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàçäåëèì îáå ÷àñòè
è ìîäóëü ñðàâíåíèÿ

u2v2 − 1− (u2 − 1)− (v2 − 1) = (u2 − 1)(v2 − 1) ≡ 0 (mod 64)

íà 8.
Ïî äîêàçàííîìó ïðè ëþáîì m ≥ 3 ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ

u1 · · ·um − 1

2
≡

m−1∑
i=1

u1 · · ·um−1 − 1

2
+

um − 1

2
(mod 2),

u2
1 · · ·u2

m − 1

8
≡

m−1∑
i=1

u2
1 · · ·u2

m−1 − 1

8
+

u2
m − 1

8
(mod 8),

Îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóþò îòñþäà ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4. Ïóñòü P = p1 · · · pr � ðàçëîæåíèå â
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ≡ b (mod P ) èìå-
åì a ≡ b (mod pi), i = 1, . . . , r, è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ è òåîðåìå
6.1 ïîëó÷àåì

( a

P

)
=

m∏
i=1

(
a

pi

)
=

m∏
i=1

(
b

pi

)
=

(
b

P

)
.

Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(
ab

P

)
=

m∏
i=1

(
ab

pi

)
=

m∏
i=1

(
a

pi

)
·
(

b

pi

)
=

( a

P

)
·
(

b

P

)
,
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äîêàçûâàþùèå âòîðîå óòâåðæäåíèå.
Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñèìâîëà ßêîáè, òåîðåìîé 6.1 è ëåììîé

6.3, íàõîäèì (
1

P

)
=

r∏
i=1

(
1

pi

)
= 1,

(−1

P

)
=

r∏

i=1

(−1

pi

)
=

r∏

i=1

(−1)
pi−1

2 = (−1)
P−1

2 ,

(
2

P

)
=

r∏

i=1

(
2

pi

)
=

r∏

i=1

(−1)
p2
i−1

8 = (−1)
P2−1

8 .

Ïóñòü òåïåðü P, Q � ïîëîæèòåëüíûå íå÷åòíûå âçàèìíî ïðîñòûå
÷èñëà è P = p1 · · · pr, Q = q1 · · · qs � èõ ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäå-
íèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñèìâîëà ßêîáè, âòî-
ðûì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû è êâàäðàòè÷íûì çàêîíîì âçàèìíîñòè,
íàõîäèì

(
P

Q

)(
Q

P

)
=

r∏
i=1

s∏
j=1

(
pi

qj

)(
qj

pi

)
=

r∏
i=1

s∏
j=1

(−1)
pi−1

2 · qj−1

2 . (6.11)

Ñîãëàñíî ëåììå 6.3 èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå
r∑

i=1

s∑
j=1

pi − 1

2
· qj − 1

2
=

(
r∑

i=1

pi − 1

2

)
·
(

s∑
j=1

qj − 1

2

)
≡

≡ P − 1

2
· Q− 1

2
(mod 2),

äîêàçûâàþùåå âìåñòå ñ (6.11) ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 6.4 ñèìâîë ßêîáè
( 53

233

)
, ñîâïàäà-

þùèé, ïîñêîëüêó 233 � ïðîñòîå ÷èñëî, ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñèìâîëîì
Ëåæàíäðà. Èìååì, ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèÿìè 1), 3) è 4) ýòîé òåîðå-
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ìû,
(

53

233

)
=

(
233

53

)
=

(
21

53

)
=

(
53

21

)
=

(
11

21

)
=

=

(
21

11

)
=

(−1

11

)
= −1,

÷òî, êîíå÷íî, ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé.
Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà ßêîáè, ïðèìåíåííûé â ðàññìîòðåí-

íîì ïðèìåðå, ìîæåò áûòü îôîðìëåí â âèäå îáùåãî àëãîðèòìà ïîëè-
íîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.

6.5 Ñóììû äâóõ è ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ
Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïðèìåíåíèþ ñðàâíåíèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ
äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèå âèäà

x2 + y2 = n, (6.12)
ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n - çàäàííîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ðåøåíèÿ (x, y) ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêæå áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ öåëûìè
÷èñëàìè.

Íå ïðè âñÿêîì íàòóðàëüíîì n ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, ëþáîå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ x2 +y2 = 7 äîëæ-
íî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì |x| ≤ 2, |y| ≤ 2. Ïåðåáèðàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíî âñå ïàðû ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì íåðàâåíñòâàì,
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íè îäíà èç íèõ íå åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà (6.12) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî åãî ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ïðîñòîå ÷èñëî p.

Ëåììà 6.4. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 1, òî óðàâíåíèå

x2 + y2 = p

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ (x, y).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p = 4k + 1 ñèìâîë Ëåæàíäðà(
−1
p

)
ðàâåí 1, è, çíà÷èò, íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî a, óäîâëåòâîðÿþùåå

ñðàâíåíèþ a2 ≡ −1 (mod p). Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë x, y ñïðàâåä-
ëèâû ñðàâíåíèÿ

x2 + y2 ≡ x2 − a2y2 = (x− ay)(x + ay) (mod p). (6.13)

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïàðû öåëûõ ÷èñåë (x, y), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì

0 ≤ x ≤ [
√

p], 0 ≤ y ≤ [
√

p], (6.14)

è äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû íàéäåì êëàññ âû÷åòîâ (x + ay) (mod p).
Êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâøèõñÿ ïðè ýòîì êëàññîâ âû÷åòîâ íå ïðåâîñõîäèò
p, â òî âðåìÿ êàê êîëè÷åñòâî ïàð (x, y) ðàâíî

(1 + [
√

p]) · (1 + [
√

p]) >
√

p · √p = p.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâå ïàðû (x1, y1), (x2, y2),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (6.14), äëÿ êîòîðûõ êëàññû âû÷åòîâ
(xi + ayi) (mod p), i = 1, 2, ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, x1 + ay1 ≡
x2 + ay2 (mod p) èëè (x1− x2) + a(y1− y2) ≡ 0 (mod p). Îáîçíà÷èâ
äëÿ êðàòêîñòè x0 = x1 − x2, y0 = y1 − y2, ñ ïîìîùüþ (6.13) ïîëó÷èì

x2
0 + y2

0 ≡ (x0 + ay0)(x0 − ay0) ≡ 0 (mod p),

ò.å. ÷èñëî x2
0 + y2

0 äåëèòñÿ íà p.
Óñëîâèÿ (6.14) îçíà÷àþò, ÷òî ÷èñëà x0, y0 íå î÷åíü âåëèêè, à èìåí-

íî,

|x0| = |x1 − x2| ≤ [
√

p] <
√

p, |y0| = |y1 − y2| ≤ [
√

p] <
√

p.

Íî òîãäà x2
0 + y2

0 < p + p = 2p. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïàðû ÷èñåë (x1, y1),
(x2, y2) ðàçëè÷íû, íàõîäèì x2

0 + y2
0 > 0.

Èíòåðâàë (0, 2p) ñîäåðæèò ëèøü îäíî ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà p, à
èìåííî p. Ñëåäîâàòåëüíî x2

0 + y2
0 = p.
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Ëåììà 6.5. Åñëè äâà óðàâíåíèÿ

x2 + y2 = u, x2 + y2 = v, u, v ∈ Z,

ðàçðåøèìû â öåëûõ ÷èñëàõ, òî è óðàâíåíèå

x2 + y2 = uv (6.15)

èìååò öåëûå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïàðû öåëûõ ÷èñåë (x1, y1), (x2, y2),
óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì

x2
1 + y2

1 = u, x2
2 + y2

2 = v.

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ëåãêî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

(x1x2 − y1y2)
2 + (x1y2 + y1x2)

2 = (x2
1 + y2

1)(x
2
2 + y2

2) = uv. (6.16)

Òàêèì îáðàçîì, öåëûå ÷èñëà z = x1x2− y1y2, t = x1y2 + y1x2 óäîâëå-
òâîðÿþò ðàâåíñòâó z2 + t2 = uv, ò.å. óðàâíåíèå (6.15) ðàçðåøèìî â
öåëûõ ÷èñëàõ.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûå ÷èñëà

α = x1 + iy1, β = x2 + iy2

è èõ ïðîèçâåäåíèå

γ = α · β = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2).

Ðàâåíñòâî (6.16) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå |γ|2 = |α|2|β|2. Òàêèì
îáðàçîì, îíî ïî-ñóùåñòâó ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó |αβ| = |α| · |β|.
Òåîðåìà 6.5. Óðàâíåíèå (6.12) ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè
ñîäåðæèò êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 3 â ÷åòíîé ñòåïåíè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (6.12) â óñëî-
âèÿõ òåîðåìû. Åñëè ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè ñîäåð-
æèò êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+3 â ÷åòíîé ñòåïåíè, òî ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî n = p1 · · · p` ·m2, ãäå p1, . . . , p` � ïðîñòûå ÷èñëà âèäà
4k + 1 èëè 2. Óðàâíåíèå x2 + y2 = 2 èìååò ðåøåíèå x = 1, y = 1.
Ñîãëàñíî ëåììå 6.4 êàæäîå èç óðàâíåíèé x2 + y2 = pj ïðè pj > 2
ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ. Èìååò ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ òàêæå è
óðàâíåíèå x2 + y2 = m2. Íàïðèìåð, ïàðà ÷èñåë x = m, y = 0 áóäåò
åãî ðåøåíèåì.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü íåñêîëüêî ðàç ëåììó 6.5, çàêëþ÷àåì, ÷òî è
óðàâíåíèå (6.12) ïðè n = p1 · · · p` ·m2 èìååò öåëûå ðåøåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðåä-
ñòàâèìûå â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, íî èìåþùèå â ñâîåì ðàç-
ëîæåíèè íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî âèäà
4k + 3 â íå÷åòíîé ñòåïåíè. Ïóñòü n = x2

0 + y2
0 � íàèìåíüøåå èç òà-

êèõ ÷èñåë è äëÿ p = 4k + 3 êðàòíîñòü νp(n) íå÷åòíà. Ñïðàâåäëèâû
ñðàâíåíèÿ x2

0 + y2
0 ≡ 0 (mod p) è

x2
0 ≡ −y2

0 (mod p). (6.17)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p|x0 è, çíà÷èò, p|y0. Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà
u, v ðàâåíñòâàìè x0 = pu, y0 = pv. Òîãäà n = p2(u2 + v2). Òàê êàê
m = u2+v2 < n, òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè â îïðåäåëåíèè
n, êðàòíîñòü νp(m) ÷åòíà. Íî òîãäà áóäåò ÷åòíûì è ÷èñëî νp(n) =
νp(m) + 2, âîïðåêè îïðåäåëåíèþ n. Ñëåäîâàòåëüíî p - x0 è p - y0.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ (6.17) â ñòåïåíü p−1
2 = 2k + 1, íàõî-

äèì
xp−1

0 ≡ −yp−1
0 (mod p). (6.18)

Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ xp−1
0 ≡ 1 (mod p),

yp−1
0 ≡ 1 (mod p), òàê ÷òî èç (6.18) ñëåäóåò 1 ≡ −1 (mod p). Ïîñëåä-

íåå ñðàâíåíèå íåâîçìîæíî, âåäü p = 4k + 3 > 2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Äîêàæåì òåîðåìó î ïðåäñòàâèìîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â âèäå
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ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áû-
ëî îïóáëèêîâàíî â 1770ã. Ëàãðàíæåì.

Òåîðåìà 6.6. Êàæäîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â
âèäå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n óðàâíåíèå

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = n

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.
Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå, ïîäîáíîå ëåììå 6.5.

Ëåììà 6.6. Åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà u è v ïðåäñòàâèìû â âè-
äå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî, êàê è â ñëó÷àå ëåììû 6.5 îñíî-
âàíî íà íåêîòîðîì òîæäåñòâå.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå êîìïëåêñíûõ ÷èñëà

α = x1 + ix2, β = x3 + ix4, γ = y1 + iy2, δ = y3 + iy4

è ìàòðèöû
A =

(
α β

−β α

)
, B =

(
γ δ

−δ γ

)
. (6.19)

Èìååì

detA = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4, detB = y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4.

Ñïðàâåäëèâî ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî

A ·B =

(
αγ − βδ αδ + βγ

−γβ − αδ −δβ + αγ

)
,

îçíà÷àþùåå, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìàòðèöà A ·B èìååò òàêóþ æå ñòðóê-
òóðó, ÷òî è ìàòðèöû (6.19).
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

αγ − βδ = x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4 + i(x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3),

αδ + βγ = x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2 + i(x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1).

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî detA ·detB = det(A ·B) ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó

(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4) · (y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4) = z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4, (6.20)

ãäå

z1 = x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4,

z2 = x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,

z3 = x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2,

z4 = x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1.

Òîæäåñòâî (6.20) ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, ðàñêðûâ ñêî-
áêè â îáåèõ åãî ÷àñòÿõ.

Ëåììà 6.6 ñðàçó æå ñëåäóåò èç (6.20). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñ íåêî-
òîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè xi, yj âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = u, y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 = v,

òî îïðåäåëåííûå âûøå öåëûå ÷èñëà zi ñîãëàñíî òîæäåñòâó (6.20) äà-
þò ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà uv â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ

z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 = uv

.

Ëåììà 6.6 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.6 äîñòà-
òî÷íî óñòàíîâèòü ïðåäñòàâèìîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë â âèäå ñóììû ÷åòû-
ðåõ êâàäðàòîâ. Ïîñêîëüêó 2 = 12 +12 +02 +02, äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó î ñðàâíåíèÿõ.
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Ëåììà 6.7. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà p ñóùåñòâó-
þò öåëûå ÷èñëà a è b, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèþ

1 + a2 + b2 ≡ 0 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà ÷èñåë

X1 = {k2 | 0 ≤ k ≤ p− 1

2
}, X2 = {−1− k2 | 0 ≤ k ≤ p− 1

2
}.

Êàæäîå èç íèõ ñîñòîèò èç p+1
2 ÷èñåë. Ïîñêîëüêó p+1

2 + p+1
2 = p+1 > p,

çàêëþ÷àåì, ÷òî îáúåäèíåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ X1 ∪X2 äîëæíî ñîäåð-
æàòü äâà ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó êëàññó âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ p. Íî ÷èñëà ìíîæåñòâà X1, î÷åâèäíî, íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.
Òî÷íî òàê æå íå ñðàâíèìû è ÷èñëà âòîðîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó íàé-
äóòñÿ öåëûå ÷èñëà a, b òàêèå, ÷òî a2 ∈ X1,−1−b2 ∈ X2 è a2 ≡ −1−b2

(mod p). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû íàïîìèíàåò äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû 6.4.

Ëåììà 6.8. Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî åñòü ñóììà ÷åòûðåõ êâàäðà-
òîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b � öåëûå ÷èñëà, îïðåäåëåííûå â ëåììå
6.7. Ðàññìîòðèì âñå íàáîðû öåëûõ ÷èñåë x = (x1, x2, x3, x4), óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì

0 ≤ xi ≤ [
√

p], i = 1, 2, 3, 4, (6.21)

è äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðà íàéäåì ïàðû êëàññîâ âû÷åòîâ
(
x3 + ax1 + bx2 (mod p) , x4 − bx1 + ax2 (mod p)

)
. (6.22)

Êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâøèõñÿ ïðè ýòîì ïàð êëàññîâ âû÷åòîâ íå ïðåâîñ-
õîäèò p2, â òî âðåìÿ êàê êîëè÷åñòâî íàáîðîâ x ðàâíî

(1 + [
√

p])4 > (
√

p)4 = p2.
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Çíà÷èò, íàéäóòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ íàáîðà x = (x1, x2, x3, x4), y =
(y1, y2, y3, y4), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (6.21), äëÿ êîòîðûõ êëàñ-
ñû âû÷åòîâ (6.22) ñîâïàäàþò, ò.å.

x3 + ax1 + bx2 ≡y3 + ay1 + by2 (mod p),

x4 − bx1 + ax2 ≡y4 − by1 + ay2 (mod p).

Ïîëîæèì ki = xi − yi. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

k3 ≡ −ak1 − bk2 (mod p), k4 ≡ bk1 − ak2 (mod p), |ki| < √
p.

Îòñþäà íàõîäèì ñðàâíåíèå

k2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

4 ≡ k2
1 + k2

2 + (ak1 + bk2)
2 + (bk1 − ak2)

2 =

= (k2
1 + k2

2)(1 + a2 + b2) ≡ 0 (mod p)

è íåðàâåíñòâà
0 < k2

1 + k2
2 + k2

3 + k2
4 < 4p.

Ñëåäîâàòåëüíî,
k2

1 + k2
2 + k2

3 + k2
4 = mp,

ãäå m åñòü îäíî èç ÷èñåë 1, 2, 3.
Â ñëó÷àå m = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 2. Ñóììà k2

1 +k2
2 +k2

3 +k2
4 äåëèòñÿ íà 2 è,

çíà÷èò, ÷èñëà k1, k2, k3, k4 ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà ïàðû îäèíàêîâîé
÷åòíîñòè. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k1, k2 è k3, k4

èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Òîãäà âñå ÷åòûðå ÷èñëà k1−k2, k1 +k2,
k3 − k4, k3 + k4 ÷åòíûå è èç ðàâåíñòâ

(
k1 + k2

2

)2

+

(
k1 − k2

2

)2

+

(
k3 + k4

2

)2

+

(
k3 − k4

2

)2

=

=
1

2
(k2

1 + k2
2 + k2

3 + k2
4) = p,

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Â ñëó÷àå m = 3 ñóììà k2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

4 äåëèòñÿ íà 3. Êâàäðàòû
öåëûõ ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò â îñòàòêå 0 èëè 1. Ïîýòîìó îä-
íî èç ÷èñåë ki äåëèòñÿ íà 3, à îñòàëüíûå íå äåëÿòñÿ. Èçìåíèâ, åñëè
íåîáõîäèìî íóìåðàöèþ ýòèõ ÷èñåë, ìîæíî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,
ñ÷èòàòü, ÷òî íà 3 äåëèòñÿ k1. Ñìåíèâ òàêæå â ñëó÷àå íåîáõîäèìî-
ñòè çíàêè ó ÷èñåë k2, k3, k4 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k2 ≡ k3 ≡ k4 ≡ 1
(mod 3). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k ≡ 2 (mod 3), òî −k ≡ 1 (mod 3).

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (6.20), ïîëîæèâ â íåì xi = ki, y1 =
0, y2 = y3 = y4 = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(
k2 + k3 + k4

3

)2

+

(
k1 + k3 − k4

3

)2

+

(
k1 − k2 + k4

3

)2

+

+

(
k1 + k2 − k3

3

)2

=
1

3
(k2

1 + k2
2 + k2

3 + k2
4) = p. (6.23)

Èç ïðåäïîëîæåíèé îá îñòàòêàõ ÷èñåë ki ïðè äåëåíèè íà 3 ñëåäóåò,
÷òî âñå äðîáè â ðàâåíñòâå (6.23) åñòü öåëûå ÷èñëà. Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.8, à âìåñòå ñ òåì è òåîðåìû 6.6.

Â âèäå ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ ïðåäñòàâèìû íå âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà n. Èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòàâëÿþò ÷èñëà âèäà 4a(8b+
7) ïðè öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ a, b è òîëüêî îíè. Òàê, íàïðèìåð,
÷èñëî 7 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ
÷èñåë.

Òåîðåìó Ëàãðàíæà ìîæíî îáîáùèòü, ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî êâàä-
ðàòîâ êóáû, ÷åòâåðòûå èëè áîëåå âûñîêèå ñòåïåíè. Ä.Ãèëüáåðò â
1909ã. äîêàçàë, ÷òî

äëÿ êàæäîãî öåëîãî k > 2 ìîæíî íàéòè öåëîå n > 0 ñ óñëîâèåì,
÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû íå áîëåå
÷åì n ñëàãàåìûõ âèäà xk ñ öåëûìè x > 0.

Ïðè k = 2 ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 6.6 ñ
n = 4. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå áûëî âûñêàçàíî êàê ãèïî-
òåçà â 1770ã. Âàðèíãîì.
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6.6 Ïðåäñòàâëåíèå íóëÿ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìà-
ìè îò òðåõ íåèçâåñòíûõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðå÷ü ïîéäåò î ðåøåíèè â öåëûõ ÷èñëàõ x, y, z

óðàâíåíèÿ
ax2 + by2 + cz2 = 0, (6.24)

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû a, b, c ïðåäïîëàãàþòñÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ
öåëûìè ÷èñëàìè. ßñíî, ÷òî ïðè ëþáûõ êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèå
(6.24) èìååò ðåøåíèå x = y = z = 0. Ýòî ðåøåíèå ìû áóäåì íàçû-
âàòü òðèâèàëüíûì è äàëåå íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ó óðàâíåíèÿ
èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Óðàâíåíèå (6.24) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàçðåøèìî â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ,
ñðåäè êîòîðûõ åñòü îòëè÷íîå îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà α, β, γ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6.24), òî óìíîæèâ
èõ íà îáùèé çíàìåíàòåëü, ìîæíî íàéòè íàáîð öåëûõ ÷èñåë, òàêæå
óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óðàâíåíèþ.

Ñíà÷àëà ìû ñäåëàåì íåñêîëüêî óïðîùàþùèõ, íî íå óìåíüøà-
þùèõ îáùíîñòè ïðåäïîëîæåíèé. Êîýôôèöèåíòû a, b, c óðàâíåíèÿ
(6.24) äîëæíû èìåòü ðàçíûå çíàêè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå
èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = y = z = 0. Óìíîæèâ, â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè óðàâíåíèå íà −1 è ñìåíèâ, åñëè íóæíî, îáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

a > 0, b > 0, c < 0. (6.25)
Åñëè êàêèå-ëèáî äâà êîýôôèöèåíòà, ñêàæåì a è b, èìåþò îáùèé

ïðîñòîé äåëèòåëü p, ò.å. a = pu, b = pv ïðè íåêîòîðûõ öåëûõ u, v,
òî, óìíîæèâ óðàâíåíèå (6.24) íà p, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

u(px)2 + v(py)2 = pcz2,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (6.24) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ îäíîâðåìåííî ñ óðàâíåíèåì

ux2 + vy2 + pcz2 = 0.



ÃËÀÂÀ 6. ÑÐÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎÐÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ 173

Çàìåòèì, ÷òî |uvpc| < |abc|, ò.å. àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïðîèçâåäåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ íîâîãî óðàâíåíèÿ ìåíüøå, ÷åì ó ïðåäøåñòâóþùå-
ãî. Åñëè â íîâîì óðàâíåíèè íàéäóòñÿ äâà êîýôôèöèåíòà, èìåþùèå
íåòðèâèàëüíûé îáùèé äåëèòåëü, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïî-
âòîðèòü. ßñíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ðàíî èëè ïîçäíî äîëæåí çàâåð-
øèòüñÿ, âåäü öåëûå ÷èñëà |abc| îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, à îíà íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé. Èòàê, âûÿñíÿÿ ðàç-
ðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (6.24) â öåëûõ ÷èñëàõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
êîýôôèöèåíòû a, b, c ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, ò.å.

(a, b) = (b, c) = (a, c) = 1. (6.26)

Íàêîíåö, åñëè êàêîé-ëèáî èç êîýôôèöèåíòîâ, ñêàæåì a, äåëèòñÿ
íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, ò.å. a = p2w, ãäå p ïðîñòîå è w öåëîå
÷èñëà, òî óðàâíåíèå (6.24) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

w(px)2 + by2 + cz2 = 0,

òàê ÷òî óðàâíåíèå (6.24) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñ-
ëàõ îäíîâðåìåííî ñ óðàâíåíèåì

wx2 + by2 + cz2 = 0.

Ïðîäåëàâ ýòó îïåðàöèþ íåñêîëüêî ðàç, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû íè
îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ íå äåëèëñÿ áû íà êâàäðàò íèêà-
êîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà âïåðâûå äîêàçàíà Ëåæàíäðîì â 1785ã.

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü a, b, c öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâè-
ÿì (6.25) è (6.26), à êðîìå òîãî íå äåëÿùèåñÿ íà êâàäðàò íèêàêîãî
ïðîñòîãî. Óðàâíåíèå (6.24) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â öåëûõ
÷èñëàõ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäîå èç ñðàâíåíèé

bλ2+c ≡ 0(mod a), cµ2+a ≡ 0(mod b), aν2+b ≡ 0(mod c) (6.27)

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ λ, µ, ν.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðè-
âèàëüíîãî ðåøåíèÿ ó óðàâíåíèÿ (6.24) ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü êàæ-
äîãî èç ñðàâíåíèé (6.27). Ïîêàæåì ýòî, íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäíåãî èç
ñðàâíåíèé. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (6.24) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøå-
íèÿ. Âûáåðåì ñðåäè íèõ ðåøåíèå (x0, y0, z0) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîìïîíåíòàìè è íàèìåíüøåé âåëè÷èíîé |x0|+ |y0|+ |z0|.

Ïðîâåðèì, ÷òî ÷èñëà c è y0 âçàèìíî ïðîñòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îíè îáà äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà

ax2
0 + by2

0 + cz2
0 = 0 (6.28)

ñëåäóåò, ÷òî p|ax2
0. Ó÷èòûâàÿ âçàèìíóþ ïðîñòîòó a è c, ïîëó÷àåì

îòñþäà, ÷òî p|x0. ×èñëà x0, y0 äåëÿòñÿ íà p. Èç (6.28) òåïåðü ñëåäóåò
p2|cz2

0 è, òàê êàê, ñîãëàñíî óñëîâèþ, c íå äåëèòñÿ íà êâàäðàò p, òî
p|z2

0 . Öåëûå ÷èñëà u = x0/p, v = y0/p, w = z0/p ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (6.28), ïðè÷åì |u|+ |v|+ |w| < |x0|+ |y0|+ |z0|. Ïîëó÷èâ-
øååñÿ ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà c è y0 âçàèìíî ïðîñòû.

Èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà (c, y0) = 1 ñëåäóåò, â ñèëó òåîðåìû 5.1,
÷òî íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî ν, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ

y0ν ≡ x0 (mod c).

Äàëåå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (6.28) íàõîäèì
y2

0(aν2 + b) ≡ ax2
0 + by2

0 = −cz2
0 ≡ 0 (mod c),

è, â ñèëó (c, y0) = 1, ïîëó÷àåì c|(aν2 + b), ÷òî ðàâíîñèëüíî ïîñëåä-
íåìó ñðàâíåíèþ (6.27).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèé (6.27) ñëåäóåò
ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ. Ïóñòü λ, µ, ν � öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ñðàâíåíèÿì (6.27). Ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ c:

ax2 + by2 + cz2 ≡ ax2 − aν2y2 = (ax− aνy)(x + νy) (mod c)

èëè â èíûõ îáîçíà÷åíèÿõ
f(x, y, z) ≡ L1(x, y, z)M1(x, y, z) (mod c), (6.29)
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ãäå f(x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 è L1(x, y, z) = ax− aνy, M1(x, y, z) =
x + νy ëèíåéíûå ôîðìû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òî÷íî òàê æå íàéäóòñÿ ëèíåéíûå ôîðìû ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè L2(x, y, z),M2(x, y, z), L3(x, y, z),M3(x, y, z), äëÿ êîòîðûõ

f(x, y, z) ≡ L2(x, y, z)M2(x, y, z) (mod a), (6.30)
f(x, y, z) ≡ L3(x, y, z)M3(x, y, z) (mod b). (6.31)

Ðàññìîòðèì äàëåå âñåâîçìîæíûå òðîéêè öåëûõ ÷èñåë (x, y, z),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

0 ≤ x ≤ [
√
|bc| ], 0 ≤ y ≤ [

√
|ac| ], 0 ≤ z ≤ [

√
ab ]. (6.32)

Êîëè÷åñòâî èõ S óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

S = (1+[
√
|bc| ])(1+[

√
|ac| ])(1+[

√
ab ]) >

√
|bc|·

√
|ac|·

√
ab = |abc|.

Êàæäîé òàêîé òðîéêå (x, y, z) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð êëàññîâ
âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì |c|, a, b, à èìåííî

(
L1(x, y, z)(mod |c|), L2(x, y, z)(mod a), L3(x, y, z)(mod b)

)
.

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ êëàññîâ âû÷åòîâ ðàâíî |abc| è, êàê
óêàçàíî âûøå, ìåíüøå êîëè÷åñòâà S íàáîðîâ òðîåê (x, y, z). Ïîýòîìó
íàéäóòñÿ äâå òðîéêè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâ-
íåíèÿì

L1(x1, y1, z1) ≡ L1(x2, y2, z2) (mod |c|),
L2(x1, y1, z1) ≡ L2(x2, y2, z2) (mod a),

L3(x1, y1, z1) ≡ L3(x2, y2, z2) (mod b).

Îáîçíà÷èâ x0 = x1 − x2, y0 = y1 − y2, z0 = z1 − z2, è ïîëüçóÿñü
ëèíåéíîñòüþ Lj, ïîñëåäíèå ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

L1(x0, y0, z0) ≡ 0 (mod |c|),
L2(x0, y0, z0) ≡ 0 (mod a),

L3(x0, y0, z0) ≡ 0 (mod b).
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Òåïåðü èç ñðàâíåíèé (6.29), (6.30), (6.31) ñëåäóåò

c|f(x0, y0, z0), a|f(x0, y0, z0), b|f(x0, y0, z0).

Â ñèëó ïîïàðíîé âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë a, b, c ýòè äåëèìîñòè îçíà-
÷àþò, ÷òî öåëîå ÷èñëî f(x0, y0, z0) äåëèòñÿ íà abc.

Äàëåå èç íåðàâåíñòâ (6.32) ñëåäóåò, ÷òî |x0| = |x1 − x2| ≤ [
√
|bc|]

è àíàëîãè÷íî |y0| ≤ [
√
|ac|], |z0| ≤ [

√
ab]. Ïîëüçóÿñü ýòèìè íåðàâåí-

ñòâàìè è (6.25), íàõîäèì

f(x0, y0, z0) ≥ cz2
0 > abc, f(x0, y0, z0) ≤ ax2

0 + by2
0 < 2|abc|.

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü òàêæå, ÷òî âñå ÷èñëà |bc|, |ac|, ab íå ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòàìè.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, ïîñêîëüêó abc|f(x0, y0, z0) ñëåäóåò, ÷òî

f(x0, y0, z0) = mabc, m = 0,−1.

Ñëó÷àé m = 0 äîêàçûâàåò íóæíîå óòâåðæäåíèå, òàê êàê ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî èç ÷èñåë x0, y0, z0 îòëè÷íî îò íóëÿ.

Åñëè æå ax2
0 + by2

0 + cz2
0 = −abc, èìååì

−a(x2
0 + bc) = by2

0 + cz2
0.

Óìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà x2
0 + bc, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

−a(x2
0 + bc)2 = (by2

0 + cz2
0)(x

2
0 + bc) = b(x0y0 − cz0)

2 + c(x0z0 + by0)
2,

îçíà÷àþùèå, ÷òî ÷èñëà

x2
0 + bc, x0y0 − cz0, x0z0 + by0

ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.24). Ýòî ðåøåíèå íåòðèâèàëüíî,
ò.ê. x2

0 + bc 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå |bc| áûëî áû êâàäðàòîì öåëîãî
÷èñëà, ÷òî íåâåðíî.

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè óðà-
âíåíèÿ (6.24) íàõîäèòü âñå ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ. Ìû íå áóäåì
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îñòàíàâëèâàòüñÿ çäåñü íà åãî îïèñàíèè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðè-
ìåðû.

Ïðèìåð. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

3x2 + 2y2 − z2 = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.7 äàííîå óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå ëèøü â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè âñåõ òðåõ ñðàâíåíèé

2λ2 − 1 ≡ 0 mod 3, −µ2 + 3 ≡ 0 mod 2, 3ν2 + 2 ≡ 0 mod 1.

Ïåðâîå èç ýòèõ ñðàâíåíèé ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ λ2 ≡ −1 mod 3 è,
òàê êàê

(−1
3

)
= −1, îíî íå èìååò ðåøåíèé. Çíà÷èò, äàííîå óðàâíåíèå

èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = y = z = 0.
Ïðèìåð. Íàéòè âñå ïðîñòûå ÷èñëà p, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

x2 + y2 = pz2

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ.
Ïðè p = 2 óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå x = y = z = 1. Ïîýòîìó

äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî p íå÷åòíî.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.7 äàííîå óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëüíîå ðå-

øåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå
ν2 + 1 ≡ 1 (mod p). Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

(
−1
p

)
= 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 , çàêëþ÷àåì, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ðå-

øåíèå ñóùåñòâóåò ëèøü äëÿ p = 2 è ïðîñòûõ ÷èñåë p èç ïðîãðåññèè
4n + 1.



Ãëàâà 7

Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè è èíäåêñû

Òåîðåìà 4.1 èç ãëàâû 4 óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m ≥
2 ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z/mZ ñîñòîèò èç ϕ(m) êëàñ-
ñîâ, íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå âû÷åòû êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû
ñ ìîäóëåì m. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ãðóïïó ñèìâîëîì (Z/mZ)∗.
Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ åå ñòðóêòóðû.

7.1 Ïîêàçàòåëü ÷èñëà ïî çàäàííîìó ìîäóëþ.
Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, ñì. ïàðàãðàô 4.5, äëÿ êàæäîãî öå-
ëîãî ÷èñëà a âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìîäóëåì m âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíå-
íèå aϕ(m) ≡ 1 (mod m). Äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë a ñðàâíåíèå ad ≡ 1
(mod m) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è ïðè d < ϕ(m). Íàïðèìåð, (−1)2 ≡ 1
(mod m).

Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m. Íàïîìíèì,
÷òî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ñ óñëîâèåì ad ≡ 1 (mod m)
íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m, ñì. �4.5. Íàïðèìåð,
ïðè m > 2 ïîêàçàòåëü −1 ðàâåí 2. Åñëè äâà ÷èñëà ñðàâíèìû ïî
ìîäóëþ m, òî èõ ïîêàçàòåëè ïî ìîäóëþ m îäèíàêîâû.

Íà ÿçûêå òåîðèè ãðóïï ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî
ìîäóëþ m ðàâåí ïîðÿäêó ýëåìåíòà a â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå
(Z/mZ)∗. Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû ðàâåí ϕ(m).

Îïðåäåëåíèå 7. Öåëîå ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m íà-

178
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çûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m, åñëè åãî ïîêàçàòåëü
ðàâåí ϕ(m).

Åñëè a � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m, òî ÷èñëà

1, a, a2, . . . , aϕ(m)−1 (7.1)

ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû
íàøëèñü öåëûå ÷èñëà 0 ≤ u < v ≤ ϕ(m) − 1, äëÿ êîòîðûõ au ≡ av

(mod m), òî â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë a è m ìû ïîëó÷èëè
áû

1 ≡ av−u (mod m).

Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê 0 < v − u < ϕ(m) è ïîêàçàòåëü a ðàâåí
ϕ(m).

Ìíîæåñòâî (7.1) ñîñòîèò èç ϕ(m) ÷èñåë. Ïîýòîìó ñðåäè (7.1) åñòü
ïðåäñòàâèòåëè âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ, ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë âçàèìíî
ïðîñòûõ ñ m. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà b âçàèì-
íî ïðîñòîãî ñ ìîäóëåì m íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå k, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèÿì

b ≡ ak (mod m), 0 ≤ k < ϕ(m).

Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî âûðàçèòü èíà÷å, ñêàçàâ, ÷òî ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóåò ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà (Z/mZ)∗ �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Îíî âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ âñåõ ìîäóëåé m. Íà-
ïðèìåð, êâàäðàò êàæäîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 8 äàåò â
îñòàòêå 1. Çíà÷èò, ïîêàçàòåëü êàæäîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà ïî ìîäóëþ
8 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ëèøü 1 èëè 2, è âñåãäà îòëè÷åí îò ϕ(8) = 4.
Ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ 8 íå ñóùåñòâóåò.

Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëåé îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.1. 1. Ïóñòü d � ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m. Íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ an ≡ 1 (mod m) â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà d|n.
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2. Ïóñòü a, b � öåëûå ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ ìîäóëåì m, ïî-
êàçàòåëè èõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî u è v. Åñëè (u, v) = 1, òî
ïîêàçàòåëü ÷èñëà ab ðàâåí uv.

3. Åñëè ïîêàçàòåëü ÷èñëà c ðàâåí uv, òî ïîêàçàòåëü cu ðàâåí v.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà ab è au, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â
ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, âçàèìíî ïðîñòû ñ ìîäóëåì, ïîýòîìó êàæäîå
èç íèõ èìååò íåêîòîðûé ïîêàçàòåëü.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû óæå äîêàçàíî íàìè, ñì. ëåììó 4.2.
×òîáû äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå, îáîçíà÷èì áóêâîé s ïîêàçà-

òåëü ÷èñëà ab. Òàê êàê
(ab)uv = (au)v(bv)u ≡ 1 (mod m),

òî ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû èìååì s|uv. Ñ äðóãîé ñòîðîíû
èç ñðàâíåíèÿ (ab)s ≡ 1 (mod m) ñëåäóåò

1 ≡ (ab)su = (au)sbus ≡ bus (mod m).

Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ íàõîäèì v|us. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
÷èñëà u, v âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó v|s. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî u|s. Ó÷èòûâàÿ âçàèìíóþ ïðîñòîòó ÷èñåë u, v, ïîëó÷àåì îòñþäà
uv|s. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî s = uv.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ îáîçíà÷èì áóêâîé t

ïîêàçàòåëü ÷èñëà cu. Òàê êàê 1 ≡ cuv = (cu)v (mod m), òî t|v. À èç
ñðàâíåíèÿ 1 ≡ (cu)t = ctu (mod m) ñëåäóåò, â ñèëó ïåðâîãî ñâîéñòâà,
÷òî uv|tu è v|t. Íî òîãäà t = v è ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû
äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå 7.1. Åñëè (a,m) = 1 è öåëûå ÷èñëà u, v óäîâëåòâîðÿþò
ñðàâíåíèþ au ≡ av (mod m), òî u ≡ v (mod d), ãäå d � ïîêàçàòåëü
a ïî ìîäóëþ m.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v > u.
Ïîñêîëüêó a è m âçàèìíî ïðîñòû, èç äàííîãî ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò
av−u ≡ 1 (mod m). Ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 7.1 ìîæ-
íî óòâåðæäàòü, ÷òî d|(v − u).
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7.2 Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé
ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

Â 1801 ãîäó Ê.Ô. Ãàóññ îïóáëèêîâàë äâà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 7.1. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà p ñóùåñòâó-
þò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì áóêâîé d íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå
ïîêàçàòåëåé âñåõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà p. Èç òåîðåìû Ôåðìà, ñì.
ïàðàãðàô 4.5, è ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî p − 1
äåëèòñÿ íà ïîêàçàòåëü êàæäîãî ÷èñëà, íå êðàòíîãî p. Íî òîãäà d|(p−
1), ñì. ïàðàãðàô 1.2, òåîðåìà 1.2.

Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå öåëîå
÷èñëî, íå êðàòíîå p, óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ xd − 1 ≡ 1 (mod p).
Çíà÷èò, ýòî ñðàâíåíèå èìååò p− 1 ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 5.3
èç ïàðàãðàôà 5.4 íàõîäèì òåïåðü d ≥ p−1. Òàêèì îáðàçîì, d = p−1.

Ïóñòü p − 1 = qk1
1 · · · qkr

r � ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ñîìíîæèòå-
ëè. Ïî ñâîéñòâó íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî, ñì. ñëåäñòâèå 2.2 èç
ïàðàãðàôà 2.2, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i, 1 ≤
i ≤ r, íàéäåòñÿ ÷èñëî aj, ïîêàçàòåëü êîòîðîãî ðàâåí qki

i vi. Ïîëîæèì
a = av1

1 · · · avr
r . Ïî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 7.1 ïîêàçàòåëü ÷èñëà

avi

i ðàâåí qki

i . Èç òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ ýòîé æå ëåììû ñëåäóåò, ÷òî
ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ðàâåí qk1

1 · · · qkr
r = p−1. Èòàê, ïîñòðîåííîå ÷èñëî

a åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.1. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, p− 1
äåëèòñÿ íà ïîêàçàòåëü ïî ìîäóëþ p ëþáîãî ÷èñëà, íå êðàòíîãî p.
Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî d, äåëÿùåãî p− 1, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
ψ(d) êîëè÷åñòâî ÷èñåë ñðåäè 1, 2, . . . , p − 1, ïîêàçàòåëü êîòîðûõ ïî
ìîäóëþ p ðàâåí d. Òîãäà ψ(d) ≥ 0 è

∑

d|p−1

ψ(d) = p− 1, (7.2)
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âåäü êàæäîå ÷èñëî èç íàáîðà 1, 2, . . . , p − 1 èìååò íåêîòîðûé ïîêà-
çàòåëü ïî ìîäóëþ p.

Ïóñòü äëÿ êàêîãî-òî d âûïîëíÿåòñÿ ψ(d) > 0 è b � íåêîòîðîå ÷èñëî
ñ ïîêàçàòåëåì d. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè â îïðåäåëåíèè
ïîêàçàòåëÿ âñå ÷èñëà

bk, k = 0, 1, . . . , d− 1, (7.3)
ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p è óäîâëåòâîðÿþò
cðàâíåíèþ

(bk)d = (bd)k ≡ 1 (mod p).

Çíà÷èò, îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ xd−1 ≡ 0 (mod p). Òàê
êàê ýòî ñðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü áîëåå d êîðíåé, âñå åãî ðåøåíèÿ
èñ÷åðïûâàþòñÿ êëàññàìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ñîäåðæàùèìè ÷èñëà
(7.3). Â ÷àñòíîñòè, êàæäîå ÷èñëî, èìåþùåå ïîêàçàòåëü d ñðàâíèìî ñ
îäíèì èç ÷èñåë (7.3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r = (k, d) > 1. Òîãäà
(bk)d/r = (bd)k/r ≡ 1 (mod p),

ò.å. ïîêàçàòåëü bk íå ïðåâîñõîäèò d
r . Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî åñëè ïîêàçàòåëü êàêîãî-ëèáî ÷èñëà bk èç (7.3) ðàâåí d, òî äîëæ-
íî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå (k, d) = 1. Çíà÷èò, ïðè ëþáîì d|p − 1
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ψ(d) ≤ ϕ(d).

Èòàê, ïðè ëþáîì d|p − 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ψ(d) ≤ ϕ(d).
Ñîãëàñíî ëåììå 3.3 èç ïàðàãðàôà 3.3 âûïîëíÿåòñÿ∑

d|p−1

ϕ(d) = p− 1.

Ñ ïîìîùüþ (7.2) òåïåðü íàõîäèì
∑

d|p−1

(ϕ(d)− ψ(d)) = 0.

Âñå ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ïðè ëþáîì
d|p− 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ψ(d) = ϕ(d). Â ÷àñòíîñòè, ψ(p− 1) =
ϕ(p− 1) > 0, è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå 7.2. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî íå÷åòíîãî p ñóùåñòâóåò
â òî÷íîñòè ϕ(p− 1) ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ψ(d) ýòî óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà ψ(p− 1) = ϕ(p− 1).

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé óäîáíî
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 7.2. Öåëîå ÷èñëî c, íå äåëÿùååñÿ íà ïðîñòîå íå÷åòíîå p,
áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q, äåëÿùåãî p− 1 âûïîëíÿ-
åòñÿ

c
p−1

q 6≡ 1 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì áóêâîé d ïîêàçàòåëü ÷èñëà c ïî ìîäó-
ëþ p. Òîãäà d|(p − 1). Åñëè d < p − 1, òî íàéäåòñÿ òàêîå ïðîñòîå
÷èñëî q, ÷òî qd|(p − 1) èëè d|p−1

q . Íî òîãäà c
p−1

q ≡ 1 (mod p), âî-
ïðåêè óñëîâèþ. Çíà÷èò, d = p − 1, è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû.

Ïðèìåð. Íàéòè íàèìåíüøèé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ
23.

Ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 23

211 = 2 · (32)2 ≡ 2 · 92 ≡ 1, 311 = 9 · (27)3 ≡ 9 · 43 ≡ 1.

Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà 2, 3 íå ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè
ïî ìîäóëþ 23. Êðîìå òîãî, 411 =

(
211

)2 ≡ 1 (mod 23), òàê ÷òî è 4
íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 23. Äàëåå

511 = 5 · 255 ≡ 5 · 25 ≡ −1 (mod 23)

è 52 ≡ 2 (mod 23). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.2 ê ïðîñòîìó ÷èñëó p = 23
è c = 5, çàêëþ÷àåì, ÷òî 5 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ
23, ò.å. äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà b, íå äåëÿùåãîñÿ íà 23,
íàéäåòñÿ öåëîå k ñ óñëîâèåì b ≡ 5k (mod 23). Äðóãèìè ñëîâàìè
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êëàññ âû÷åòîâ 5 åñòü îáðàçóþùàÿ â ãðóïïå (Z/23Z)∗. Êîëè÷åñòâî
ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ 23 ðàâíî ϕ(22) = ϕ(2)ϕ(11) = 10.

Ïðèìåð. Ïóñòü p, q � ïðîñòûå íå÷åòíûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñîîò-
íîøåíèåì p = 2q +1. Äîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå q = 4n+1 ÷èñëî 2 åñòü
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, åñëè æå q = 4n + 3, òî −2 åñòü
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.

Òàê êàê p−1 = 2q èìååò ëèøü äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ 2 è q, òî ñî-
ãëàñíî ëåììå 7.2 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî c åñòü ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü äâóõ óñëîâèé

c2 6≡ 1 (mod p), cq 6≡ 1 (mod p).

Äëÿ c = 2 èëè c = −2 ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé ðàâíîñèëüíî 4 6≡ 1
(mod p), ÷òî, êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê p ≥ 2 · 3 + 1 = 7.

Äëÿ ïðîâåðêè âòîðîãî óñëîâèÿ ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé q =
4n + 1 è c = 2. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

2q = 2
p−1
2 ≡

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 (mod p).

Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå p2−1
8 = (4n + 1)(2n + 1), çàêëþ-

÷àåì, ÷òî 2q ≡ −1 (mod p) è, çíà÷èò, 2 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
ïî ìîäóëþ p.

Â ñëó÷àå q = 4n + 3 è c = −2 íàõîäèì

(−2)q = −2
p−1
2 ≡ −

(
2

p

)
= −(−1)

p2−1
8 (mod p),

ïðè÷åì p2−1
8 = (4n+3)(2n+2). Ñëåäîâàòåëüíî, (−2)q ≡ −1 (mod p),

òàê ÷òî −2 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.
Åñëè èçâåñòíû âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà p − 1, òî ïðîâåðêà

óñëîâèé ëåììû 7.2 âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìà, èçëîæåííîãî â ïàðàãðàôå 4.7. Ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ
êîðíåé ïðè çàäàííîì p äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïîýòîìó âûáèðàÿ ÷èñëà
c ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà ïðîìåæóòêå 0 < c < p, ìîæíî ñ áîëüøîé



ÃËÀÂÀ 7. ÏÅÐÂÎÎÁÐÀÇÍÛÅ ÊÎÐÍÈ È ÈÍÄÅÊÑÛ 185

âåðîÿòíîñòüþ ïîïàñòü íà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü è äîêàçàòü ýòî ñ
ïîìîùüþ ëåììû 7.2.

Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà1, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a, îòëè÷íî-
ãî îò −1 è êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ a ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì
ïî ìîäóëþ p. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ïðîñòûå
÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ 2 áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì.

7.3 Ïîñòðîåíèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäó-
ëÿì pk è 2pk

Äàëåå ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäó-
ëÿì âèäà pα è 2pα, ãäå p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî.
Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî è α ≥ 1 � öåëîå.
Òîãäà
1. Ïî ìîäóëÿì pα è 2pα ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè.
2. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Åñëè öåëîå ÷èñëî
g1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

g1 ≡ g (mod p), p2 - gp−1
1 − 1, (7.4)

òî g1 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ëþáîìó ìîäóëþ âèäà pα, ãäå α ≥ 1.
Ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë g èëè g+p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(7.4).
3. Åñëè g2 íå÷åòíî è g2 ≡ g1 (mod pα), òî g2 � ïåðâîîáðàçíûé êî-
ðåíü ïî ëþáîìó ìîäóëþ âèäà 2pα, ãäå α ≥ 1. Ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
èç äâóõ ÷èñåë g1 è g1 + pα óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííûì óñëîâèÿì.

Ïðèìåð. Äîêàçàòü, ÷òî 2 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëÿì
37α ïðè ëþáîì öåëîì α ≥ 1. Íàéòè ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëÿì
2 · 37α.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî 2 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ
37. Ïîñêîëüêó äëÿ p = 37 âûïîëíÿåòñÿ p−1 = 36 = 22 ·32, òî â ñèëó

1âûñêàçàíà íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ý. Àðòèíîì, 1898-1962.
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ëåììû 7.2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî 218 6≡ 1 (mod 37) è 212 6≡ 1
(mod 37). Èìååì 26 = 64 ≡ −10 (mod 37), ïîýòîìó

212 ≡ (−10)2 ≡ 26 (mod 37), 218 ≡ (−10)3 ≡ −1 (mod 37).

Èòàê, 2 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 37
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

372|236 − 1 = (218 − 1)(218 + 1).

Òàê êàê 218 ≡ −1 (mod 37), òî

372|(218 + 1) = (26 + 1)(212 − 26 + 1).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 26 + 1 = 65 íå äåëèòñÿ íà 37, çàêëþ÷àåì, ÷òî

372|212 − 26 + 1 = 4033 = 37 · 109.

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî 372 - 236 − 1. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 7.2 ìîæíî óòâåðæäàòü òåïåðü, ÷òî 2 åñòü ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ïî ìîäóëþ 37α ïðè ëþáîì öåëîì α ≥ 2.

Òàê êàê 2+37 = 39 íå÷åòíî, òî ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó óòâåðæäåíèþ
òåîðåìû 7.2 ÷èñëî 39 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ëþáîìó ìîäóëþ
âèäà 2 · 37α ïðè öåëîì α ≥ 1.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç âòîðîãî
è òðåòüåãî. Ïîýòîìó ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê èõ äîêàçàòåëüñòâó.

Åñëè îáà ÷èñëà (g + p)p−1 − 1 è gp−1 − 1 äåëÿòñÿ íà p2, òî

p2|(g + p)p−1 − gp−1

è, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â (g + p)p−1 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Íüþòîíà äëÿ
áèíîìà, íàõîäèì

0 ≡ (g + p)p−1 − gp−1 ≡ (p− 1)gp−2p (mod p2).

Íî òîãäà p|(p−1)gp−2, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ïî êðàé-
íåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë (g + p)p−1 − 1 è gp−1 − 1 íå äåëèòñÿ íà p2,
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ò.å. ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç äâóõ ÷èñåë g è g + p óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (7.4).

Ïóñòü g1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèÿìè (7.4). Äîêàæåì, ÷òî
ïðè ëþáîì öåëîì β ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

νp

(
g

pβ(p−1)
1 − 1

)
= β + 1. (7.5)

Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî β. Ïðè β =
0 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèé òåîðåìû (7.4).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ðàâåíñòâî (7.5) ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî
β ≥ 0 è äîêàæåì åãî äëÿ β + 1. Èç (7.5) ñëåäóåò, ÷òî

g
pβ(p−1)
1 = 1 + cpβ+1, p - c.

Âîçâîäÿ ýòî ðàâåíñòâî â ñòåïåíü p, íàõîäèì

g
pβ+1(p−1)
1 =

(
1 + cpβ+1)p

= 1 + cpβ+2 + (cpβ+1)p +

p−1∑

k=2

(
p

k

)
(cpβ+1)k.

Ïîñêîëüêó äëÿ k ≥ 2 áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò
(

p
k

)
= p!

k!(p−k)!
äåëèòñÿ íà p è òàêæå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà k(β + 1) ≥ β + 2,
p(β + 1) ≥ β + 3, íàõîäèì

g
pβ+1(p−1)
1 ≡ 1 + cpβ+2 (mod pβ+3).

Èç ýòîãî ñðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó p - c ñëåäóåò (7.5) äëÿ β + 1.
Ïóñòü òåïåðü α ≥ 2 � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Äîêàæåì, ÷òî g1 åñòü

ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pα. Îáîçíà÷èì äëÿ ýòîãî áóêâîé
d ïîêàçàòåëü g1 ïî ìîäóëþ pα.

Òàê êàê gd
1 ≡ 1 (mod pα) è g1 ≡ g (mod p), òî ñïðàâåäëèâî ñðàâ-

íåíèå gd ≡ 1 (mod p). C ïîìîùüþ ëåììû 7.1, ïîñêîëüêó g åñòü ïåð-
âîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, ò.å. ïîêàçàòåëü g ïî ìîäóëþ p ðàâåí
p− 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî (p− 1)|d.

Ïî òåîðåìå Ýéëåðà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå g
ϕ(pα)
1 ≡ 1 (mod pα).

Îïÿòü ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.1, çàêëþ÷àåì d|ϕ(pα) = pα−1(p − 1). Ó÷è-
òûâàÿ óñòàíîâëåííóþ ðàíåå äåëèìîñòü (p − 1)|d, íàõîäèì, ÷òî d =
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pβ(p − 1) ñ íåêîòîðûì öåëûì β, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâàì
0 ≤ β ≤ α− 1.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ d äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

pα
∣∣gd

1 − 1 = g
pβ(p−1)
1 − 1.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (7.5) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α ≤ β + 1.
Ñðàâíèâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ äîêàçàííûì ðàíåå, ïîëó÷àåì β = α−1
è d = pα−1(p − 1) = ϕ(pα). Òàêèì îáðàçîì, g1 åñòü ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ïî ìîäóëþ pα.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû çàìåòèì, ïðå-
æäå âñåãî, ÷òî îáà ÷èñëà g1 è g1+pα ñðàâíèìû ñ g1 ïî ìîäóëþ pα, è â
ñèëó íå÷åòíîñòè pα, îäíî èç íèõ áóäåò íå÷åòíûì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì, îïðåäåëÿþùèì g2.

Èç ñðàâíåíèé g2 ≡ g1 (mod pα) è g2 ≡ 1 (mod 2) ñëåäóåò âçàèì-
íàÿ ïðîñòîòà ÷èñåë g2 è 2pα. Îáîçíà÷èì áóêâîé s ïîêàçàòåëü g2 ïî
ìîäóëþ 2pα. Òàê êàê gd

1 ≡ gd
2 ≡ 1 (mod pα) è g1 åñòü ïåðâîîáðàçíûé

êîðåíü ïî ìîäóëþ pα, òî s ≥ ϕ(pα) = ϕ(2pα). Òåïåðü ñîãëàñíî òåî-
ðåìå Ýéëåðà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî s = ϕ(2pα). Ñëåäîâàòåëüíî, g2

åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 2pα.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn, ãäå
n ≥ 2 áóäåò òàêæå è ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü b � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî
k, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ a ≡ bk (mod pn). Íî òîãäà a ≡ bk

(mod p). Òàê êàê ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ a = 1, 2, . . . , p−1, ïîêàçàòåëü
÷èñëà b ïî ìîäóëþ p íå ìîæåò áûòü ìåíåå p− 1.

7.4 Òåîðåìà îá îòñóòñòâèè ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé
ïî ìîäóëÿì, îòëè÷íûì îò 2, 4, pk è 2pk

Â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ áûëè ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ìî-
äóëåé m = pα,m = 2pα, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå
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êîðíè è îïèñàí àëãîðèòì èõ âû÷èñëåíèÿ. Ïðè m = 4 ïåðâîîáðàç-
íûì êîðíåì áóäåò ÷èñëî 3. Ïðè m = 2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
êëàññ âû÷åòîâ, ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë âçàèìíî ïðîñòûõ ñ 2, à èìåííî,
êëàññ 1, ñîñòîÿùèé èç íå÷åòíûõ ÷èñåë. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîîáðàçíûì
êîðíåì áóäåò 1. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî óêàçàííûìè
ïðèìåðàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ñëó÷àè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàç-
íûõ êîðíåé.

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü α ≥ 3 � íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî.
1. Êàæäîå íå÷åòíîå ÷èñëî a óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

a2α−2 ≡ 1 (mod 2α). (7.6)

2. Ïîêàçàòåëü ÷èñëà 5 ïî ìîäóëþ 2α ðàâåí 2α−2.
3. Êàæäîå íå÷åòíîå ÷èñëî ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 2α ñ îäíèì èç ÷èñåë

±5, ±52, ±53, . . . , ±52α−2

. (7.7)

Ýòà òåîðåìà íà ÿçûêå òåîðèè ãðóïï ìîæåò áûòü ïåðåôîðìó-
ëèðîâàíà êàê óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà
(Z/2αZ)∗ ðàâíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ïîä-
ãðóïï, ïîðîæäåííûõ êëàññàìè âû÷åòîâ −1 è 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïðè α = 3
îíî âåðíî, òàê êàê äëÿ a = 2b + 1 âûïîëíÿåòñÿ a2 − 1 = 4b(b + 1), è
îäíî èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë b, b + 1 ÷åòíî.

Òàê êàê a íå÷åòíî, òî ïðè ëþáîì öåëîì k ≥ 0 ÷èñëî a2k

+1 ÷åòíî.
Èç ðàâåíñòâà

a2k+1 − 1 =
(
a2k − 1

)(
a2k

+ 1
)

, (7.8)
ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî

ν2

(
a2k+1 − 1

)
≥ ν2

(
a2k − 1

)
+ 1.

Òàê êàê ïî äîêàçàííîìó ν2(a
2−1) ≥ 3, çàêëþ÷àåì îòñþäà ïî èíäóê-

öèè, ÷òî
ν2(a

2k − 1) ≥ k + 2, k ≥ 1.
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Ýòî íåðàâåíñòâî ïðè k = α− 2 äàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òàê êàê 5 ≡ 1 (mod 4), òî ïðè ëþáîì öåëîì k ≥ 0 íàõîäèì

52k

+ 1 ≡ 2 (mod 4) è, çíà÷èò, ν2

(
52k

+ 1
)

= 1. Òåïåðü èç ðàâåíñòâà
(7.8) ïðè a = 5 ñëåäóåò, ÷òî

ν2

(
52k+1 − 1

)
= ν2

(
52k − 1

)
+ 1.

Îòñþäà æå, ïîñêîëüêó ν2 (5− 1) = 2, íàõîäèì

ν2

(
52k − 1

)
= k + 2, k ≥ 0. (7.9)

Ïóñòü òåïåðü α ≥ 3 � öåëîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì áóêâîé d ïîêàçàòåëü
÷èñëà 5 ïî ìîäóëþ 2α. Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
d|2α−2, è, çíà÷èò, d = 2β, β ≤ α− 2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ d èìååì
2α|52β − 1, îòêóäà â ñèëó (7.9) ñëåäóåò α ≤ β + 2. Òàêèì îáðàçîì,
β = α− 2 è d = 2α−2. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî ÷èñëà (7.7) ñîñòàâëÿþò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2α. Ïîñêîëüêó âñå ýòè ÷èñëà íå÷åòíû, äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü èõ ïîïàðíóþ íåñðàâíèìîñòü ïî ìîäóëþ 2α, ñì. �4.3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 5k ≡ −5` (mod 2α), 1 ≤ k, ` ≤ 2α−2. Òîãäà
5k ≡ −5` (mod 4) è, çíà÷èò, 1 ≡ −1 (mod 4), ÷òî íåâåðíî. Èòàê,
÷èñëà ñ ðàçíûìè çíàêàìè èç íàáîðà (7.7) íå ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì
ïî ìîäóëþ 2α. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñðàâíèìû êàêèå-ëèáî äâà
÷èñëà (7.7) ñ îäèíàêîâûìè çíàêàìè, èìååì 5k ≡ 5` (mod 2α), 1 ≤
` < k ≤ 2α−2. Òîãäà 5k−` ≡ 1 (mod 2α), 0 < k − ` < 2α−2. Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
Òåîðåìà 7.4. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò ëèøü äëÿ ìîäóëåé

2, 4, pα, 2pα, (7.10)

ãäå p � ïðîñòîå íå÷åòíîå è α � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé â ñëó÷àÿõ
(7.10) äîêàçàíî ðàíåå.



ÃËÀÂÀ 7. ÏÅÐÂÎÎÁÐÀÇÍÛÅ ÊÎÐÍÈ È ÈÍÄÅÊÑÛ 191

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè m îòëè÷íî îò ÷èñåë âèäà (7.10), òî
äëÿ ëþáîãî öåëîãî a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

a
ϕ(m)

2 ≡ 1 (mod m). (7.11)

Ýòî ñðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàòåëü êàæäîãî ÷èñëà a ñ óñëîâè-
åì (a,m) = 1 ìåíüøå ϕ(m), òàê ÷òî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé â ýòîì
ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò.

Èòàê, ïóñòü m = 2α ·pα1

1 . . . pαr
r îòëè÷íî îò ÷èñåë âèäà (7.10). Òîãäà

âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:
1) r = 0, α ≥ 3,
2) r = 1, α ≥ 2,
3) r ≥ 2.

Â êàæäîì èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ϕ(m) = ϕ(2α) · ϕ(pα1
1 ) · · ·ϕ(pαr

r ). (7.12)

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì m = 2α, α ≥ 3. Òîãäà ñðàâíåíèå (8.10)
ñîâïàäàåò ñ (7.6), è óæå äîêàçàíî â òåîðåìå 7.3.

Âî âòîðîì è òðåòüåì ñëó÷àÿõ ñðåäè ÷èñåë

ϕ(2α), ϕ(pα1

1 ), . . . , ϕ(pαr
r ) (7.13)

íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ÷åòíûõ. Äåéñòâèòåëüíî, â òðåòüåì
ñëó÷àå r ≥ 2 è òàêèì áóäåò êàæäîå èç ÷èñåë ϕ(pαi

i ), i = 1, . . . , r. Âî
âòîðîì æå ñëó÷àå, ò.å. ïðè r = 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α ≥ 2,
òàê ÷òî ÷åòíûì ïîìèìî ϕ(pα1

1 ) áóäåò è ϕ(2α).
Ïîñêîëüêó ñðåäè ÷èñåë (7.13) èìååòñÿ íå ìåíåå äâóõ ÷åòíûõ, çà-

êëþ÷àåì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (7.12), ÷òî

2ϕ(2α)
∣∣ϕ(m), 2ϕ(pα1

1 )
∣∣ϕ(m), . . . , 2ϕ(pαr

r )
∣∣ϕ(m).

Íî òîãäà ϕ(m)
2 äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ÷èñåë (7.13) è, ñëåäîâàòåëüíî,

äåëèòñÿ íà ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî êàæäîìó èç ìîäóëåé 2α, pαi

i , 1 ≤
i ≤ r. Ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 7.1 òåïåðü èìååì

a
ϕ(m)

2 ≡ 1 (mod 2α), a
ϕ(m)

2 ≡ 1 (mod pαi

i ), i = 1, . . . , r.
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Èç ýòèõ ñðàâíåíèé, ïîñêîëüêó âñå ÷èñëà 2α, pαi

i , 1 ≤ i ≤ r, ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòû, ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü a

ϕ(m)
2 −1 äåëèòñÿ íà èõ ïðîèç-

âåäåíèå, ò.å. äåëèòñÿ íà ÷èñëî m. Ñðàâíåíèå (7.11) äîêàçàíî âî âñåõ
ñëó÷àÿõ.

Îíî, êàê óêàçûâàëîñü ðàíüøå, îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàòåëü ïî ìîäó-
ëþ m êàæäîãî ÷èñëà a âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m íå ïðåâîñõîäèò ϕ(m)

2 è
çíà÷èò ìåíüøå ϕ(m). Ïîýòîìó ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ m

íå ñóùåñòâóåò.

7.5 Èíäåêñû è èõ ñâîéñòâà
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àè m = pk èëè m = 2pk, ãäå p � ïðîñòîå
íå÷åòíîå ÷èñëî è k ≥ 1, â êîòîðûõ, ïî äîêàçàííîìó, ñóùåñòâóåò ïåð-
âîîáðàçíûé êîðåíü. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m ÷èñëà a ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå öåëîå γ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

a ≡ gγ (mod m), 0 ≤ γ < ϕ(m).

Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m ïðè îñíîâàíèè
g è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì indg a èëè ind a, åñëè óêàçàíèå íà ïåðâî-
îáðàçíûé êîðåíü, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñ, íå
ñóùåñòâåííî. Èòàê, èìååì

a ≡ gindg a (mod m), 0 ≤ indg a < ϕ(m). (7.14)

Ñâîéñòâà èíäåêñîâ îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.3. Ïóñòü m = pk èëè m = 2pk. Òîãäà
1) indg ab ≡ indg a + indg b (mod ϕ(m));
2) åñëè a, b � ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ m, òî äëÿ ëþáîãî
÷èñëà c âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

indb c ≡ inda c · indb a (mod ϕ(m)),

ïðè÷åì (indb a, ϕ(m)) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ

gindg ab ≡ ab ≡ gindg a · gindg b = gindg a+indg b (mod m)

èç êîòîðûõ, òàê êàê g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m, ïîëó-
÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû, ñì. ñëåäñòâèå èç ëåììû 7.1.

Ñ ïîìîùüþ (7.14) íàõîäèì

binda c·indb a =
(
bindb a

)inda c ≡ ainda c ≡ c ≡ bindb c (mod m).

Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì èç ëåììû 7.1 çàêëþ÷àåì

ϕ(m)|(inda c · indb a− indb c).

Ýòî äîêàçûâàåò ñðàâíåíèå èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
Îáîçíà÷èì d = (indb a, ϕ(m)). Ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

m

a
ϕ(m)

d ≡ b
ϕ(m)

d ·indb a =
(
bϕ(m)

) indb a

d ≡ 1 (mod m).

Òàê êàê a ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m, ýòî ñðàâíåíèå âîç-
ìîæíî ëèøü â ñëó÷àå d = 1.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü m > 1 � öåëîå ÷èñëî è

m = 2αpα1
1 . . . pαr

r

� ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Îáîçíà÷èì

d =

{
1 åñëè α ≤ 1,
2 åñëè α ≥ 2,

d0 =

{
1 åñëè α ≤ 1,
2α−2 åñëè α ≥ 2,

di = ϕ(pαi

i ), i = 1, . . . , r.

Çàìåòèì, ÷òî

d · d0 · d1 · · · dr = 2α−1ϕ(pα1
1 ) · · ·ϕ(pαr

r ) = ϕ(m) (7.15)
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ïðè ëþáîì α ≥ 0.
Äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ r, ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé

êîðåíü gi ïî ìîäóëþ pαi

i .
Åñëè a � öåëîå ÷èñëî âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m, òî

(a, 2α) = 1, (a, pα1
1 ) = 1, . . . (a, pαr

r ) = 1

è ñîãëàñíî òåîðåìàì 7.2 è 7.3 ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà γ, γ0, γ1, . . . , γr,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèÿì

a ≡





(−1)γ5γ0 (mod 2α),

gγ1

1 (mod pα1
1 ),

. . . . . .

gγr
r (mod pαr

r ).

(7.16)

Èç òåîðåìû 7.3 è îïðåäåëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ñëåäóåò òàê-
æå, ÷òî íàáîð ÷èñåë γ, γ0, γ1, . . . , γr áóäåò îïðåäåëåí åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì, åñëè íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

0 ≤ γ < d, 0 ≤ γ0 < d0, . . . , 0 ≤ γr < dr. (7.17)

Îïðåäåëåííàÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë γ, γ0, γ1,
. . . , γr, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (7.16), (7.17) íàçûâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé èíäåêñîâ ÷èñëà a. Êàæäûé ýëåìåíò ñèñòåìû èíäåêñîâ áóäåò èí-
äåêñîì ÷èñëà a, ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìîäóëþ. Ñèñòåìó èíäåêñîâ
÷èñëà a áóäåì îáîçíà÷àòü

γ(a), γ0(a), γ1(a), . . . , γr(a).

×èñëà, ëåæàùèå â îäíîì êëàññå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m è âçàèìíî
ïðîñòûå ñ m, î÷åâèäíî, èìåþò îäèíàêîâûå ñèñòåìû èíäåêñîâ. È íàî-
áîðîò, äëÿ êàæäîé ñèñòåìû èíäåêñîâ ñèñòåìà ñðàâíåíèé (7.16) îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî a èìååò ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàò-
êàõ, ñì. �5.3, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî ìîäóëþ m. Ýòî ðåøåíèå åñòü
êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë âçàèìíî ïðîñòûõ
ñ m. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâà γ(a) = γ0(a) = · · · = γr(a) = 0
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âûïîëíÿþòñÿ ëèøü äëÿ ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ñ 1 ïî ìîäóëþ m. Óñòàíîâ-
ëåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóï-
ïû (Z/mZ)∗ è ñèñòåìàìè èíäåêñîâ ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì (7.15).

Ëåììà 7.4. Èíäåêñû ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë ñðàâíèìû ïî ìîäó-
ëÿì d, d0, . . . , dr ñ ñóììàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåêñîâ ñîìíîæè-
òåëåé, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a, b âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìîäóëåì
m, âûïîëíÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ

γ(ab) ≡ γ(a) + γ(b) (mod d),

γ0(ab) ≡ γ0(a) + γ0(b) (mod d0),

. . . . . . . . . . . . (7.18)
γr(ab) ≡ γr(a) + γr(b) (mod dr).

Äðóãèìè ñëîâàìè ñîïîñòàâëåíèå

a(mod m) 7→ (γ(mod d), γ0(mod d0), . . . , γr(mod dr))

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
(Z/mZ)∗ íà ïðÿìóþ ñóììó àääèòèâíûõ ãðóïï Z/dZ⊕Z/d0Z⊕ . . .⊕
Z/drZ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíåíèÿ (7.18) ïî ìîäóëÿì dk, 1 ≤ k ≤ r, ñëå-
äóþò èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 7.3.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâûõ äâóõ ñðàâíåíèé (7.18) íàõîäèì, ïîëü-
çóÿñü ïåðâûì ñðàâíåíèåì (7.16),

(−1)γ(ab)5γ0(ab) ≡ ab ≡ (−1)γ(a)+γ(b)5γ0(a)+γ0(b) (mod 2α). (7.19)

Ïðè α ≤ 1 èìååì d = d0 = 1 è íóæíûå ñðàâíåíèÿ (7.18), î÷åâèäíî
âûïîëíÿþòñÿ.

Åñëè α = 2, òî d = 2, d0 = 1 è ñðàâíåíèå (7.19) ïðèíèìàåò
âèä (−1)γ(ab) ≡ (−1)γ(a)+γ(b) (mod 4), îòêóäà ñëåäóåò γ(ab) ≡ γ(a) +
γ(b)(mod d).

Â ñëó÷àå α ≥ 3, ïåðåõîäÿ â (7.19) ê ñðàâíåíèþ ïî ìîäóëþ 4 íà-
õîäèì (−1)γ(ab) ≡ (−1)γ(a)+γ(b) (mod 4) è, çíà÷èò, γ(ab) ≡ γ(a) +
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γ(b)(mod d). Íî òîãäà 5γ0(ab) ≡ 5γ0(a)+γ0(b) (mod 2α), îòêóäà, ñîãëàñ-
íî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 7.3, íàõîäèì γ0(ab) ≡ γ0(a)+γ0(b)
(mod 2α−2). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ öåëûå ÷èñ-
ëà c−1, c0 ñðàâíåíèÿìè

c−1 ≡ −1(mod 2α), c−1 ≡ 1(mod pαk

k ), 1 ≤ k ≤ r,

c0 ≡ 5(mod 2α), c0 ≡ 1(mod pαk

k ), 1 ≤ k ≤ r,

è cj äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , r ñðàâíåíèÿìè

cj ≡ gj(mod p
αj

j ), cj ≡ 1(mod 2α), cj ≡ 1(mod pαk

k ),

1 ≤ k ≤ r, k 6= j.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ b = c
γ(a)
−1 c

γ0(a)
0 c

γ1(a)
1 · · · cγr(a)

r

âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

b ≡





(−1)γ(a)5γ0(a) (mod 2α),

g
γ1(a)
1 (mod pα1

1 ),

. . . . . .

g
γr(a)
r (mod pαr

r ).

Èç ýòîãî ñðàâíåíèÿ è (7.16) ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü b − a äåëèòñÿ íà
êàæäûé èç ìîäóëåé 2α, pα1

1 , . . . , pαr
r . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî öå-

ëîãî ÷èñëà a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìîäóëåì m âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

a ≡ c
γ(a)
−1 c

γ0(a)
0 c

γ1(a)
1 · · · cγr(a)

r (mod m). (7.20)

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë c−1, c0, . . . , cr ñëåäóåò, ÷òî èõ ïîêàçàòåëè ðàâ-
íû ñîîòâåòñòâåííî d−1, d0, . . . , dr. Îòñþäà, ïîñêîëüêó ñèñòåìû èíäåê-
ñîâ äëÿ ÷èñåë, íå ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ m ðàçëè÷íû, ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m öåëîãî ÷èñëà a ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé íàáîð ÷èñåë k−1, k0, . . . , kr, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì

a ≡ c
k−1

−1 ck0
0 ck1

1 · · · ckr
r (mod m), (7.21)
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0 ≤ k−1 < d, 0 ≤ k0 < d0, . . . , 0 ≤ kr < dr,

äðóãèìè ñëîâàìè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (Z/mZ)∗ åñòü ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ïîðîæäåííûõ êëàññàìè
âû÷åòîâ, ñîäåðæàùèìè ÷èñëà c−1, c0, . . . , cr. Ïðè ýòîì íàáîð ïîêàçà-
òåëåé ñòåïåíè â (7.21) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé èíäåêñîâ ÷èñëà a.

7.6 Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå
Ñîãëàñíî (7.14) è ëåììå 7.3 ñâîéñòâà èíäåêñîâ íàïîìèíàþò ñâîéñòâà
îáû÷íûõ ëîãàðèôìîâ îò äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó èíîãäà â
ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå èíäåêñû íàçûâàþò äèñêðåòíûìè ëîãàðèô-
ìàìè, à ïðîöåññ èõ íàõîæäåíèÿ � äèñêðåòíûì ëîãàðèôìèðîâàíèåì.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ indb(a)
ïî ìîäóëþ pn+1, ïðè n ≥ 1, ò.å. âû÷èñëåíèÿ åäèíñòâåííîãî öåëîãî
÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

bx ≡ a (mod pn+1), 0 ≤ x < pn(p− 1), (7.22)

ãäå p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, b � ôèêñèðîâàííûé ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ïî ìîäóëþ pn+1, (a, p) = 1, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áûñòðî
ñâåäåíà ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å â ñëó÷àå n = 0.

Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå è n ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî. Ïî òåîðåìå
Ýéëåðà äëÿ êàæäîãî öåëîãî a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, ÷èñëî aϕ(pn) − 1
äåëèòñÿ íà pn, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî Q(a)
òàêîå, ÷òî

Q(a) ≡ aϕ(pn) − 1

pn
(mod pn) 0 ≤ Q(a) < pn. (7.23)

Îïðåäåëåííàÿ ýòèìè óñëîâèÿìè ôóíêöèÿ Q(a) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì
Ôåðìà. Îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Ëåììà 7.5. 1) Äëÿ ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë a, b, íå äåëÿùèõñÿ íà
p, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

Q(ab) ≡ Q(a) + Q(b) (mod pn), (7.24)
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2) Ôóíêöèÿ Q(a) èìååò ïåðèîä pn+1, ò.å. äëÿ ëþáîãî öåëîãî a, íå
äåëÿùåãîñÿ íà p, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Q(a + pn+1) = Q(a).
3) Åñëè b � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn+1, òî Q(b) íå äå-
ëèòñÿ íà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (7.23) ñëåäóåò

aϕ(pn) ≡ 1 + Q(a)pn (mod p2n). (7.25)

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñðàâíåíèÿìè äëÿ a, b è ab, íàõîäèì

1 + Q(ab)pn ≡ (ab)ϕ(pn) ≡ (1 + Q(a)pn)(1 + Q(b)pn) (mod p2n).

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè, íàõîäèì ñðàâíåíèå

Q(ab)pn ≡ Q(a)pn + Q(b)pn (mod p2n).

Ðàçäåëèâ îáå åãî ÷àñòè è ìîäóëü íà pn, ïðèõîäèì ê (7.24).
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Íüþòîíà äëÿ áèíîìà íàõîäèì ñðàâíåíèå ïî

ìîäóëþ p2n

(a + pn+1)ϕ(pn) = aϕ(pn) + ϕ(pn)aϕ(pn)−1pn+1 + . . . ≡
≡ aϕ(pn) + aϕ(pn)−1(p− 1)p2n ≡ aϕ(pn) (mod p2n).

Áëàãîäàðÿ (7.25), ïîëó÷àåì

1 + Q(a + pn+1)pn ≡ 1 + Q(a)pn (mod p2n)

è, Q(a + pn+1) ≡ Q(a) (mod pn). Îáà öåëûõ ÷èñëà Q(a), Q(a + pn+1)
ëåæàò íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ x < pn è ðàçíîñòü èõ ïî äîêàçàííîìó
äåëèòñÿ íà pn. Çíà÷èò, îíè ðàâíû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû äî-
êàçàíî.

Ïóñòü g1 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn+1, ïîñòðîåííûé
â òåîðåìå 7.2. Òîãäà

g
ϕ(pn)
1 ≡ 1 + Q(g1)p

n (mod p2n).
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Èç ðàâåíñòâà (7.5) ïðè β = n− 1 ñëåäóåò

νp

(
g

ϕ(pn)
1 − 1

)
= n.

Çíà÷èò, νp(Q(g1)) = 0 è p - Q(g1).
Ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå b ≡ g

indg1
b

1 (mod pn+1). Ñ ïîìîùüþ óæå
äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé 1) è 2) ëåììû íàõîäèì

Q(b) = Q
(
g

indg1
b

1

)
≡ indg1

b ·Q(g1) (mod pn).

Èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 7.3 ñëåäóåò, ÷òî indg1
b íå äåëèòñÿ

íà p. Òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî p - Q(b). Ëåììà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó b åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn+1, òî, êàê
óêàçûâàëîñü ðàíåå, b áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì è ïî ìîäóëþ p.
Çíà÷èò íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî x0, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì

a ≡ bx0 (mod p), 0 ≤ x0 < ϕ(p) = p− 1.

Òåîðåìà 7.5. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, ñèñòåìå
ñðàâíåíèé {

Q(b)x ≡ Q(a) (mod pn),

x ≡ x0 (mod p− 1).
(7.26)

óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå ïðîìå-
æóòêó 0 ≤ x < pn(p − 1), îíî óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ñðàâíåíèþ
(7.22).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî ëåììå 7.5 êîýôôèöèåíò Q(b) íå äå-
ëèòñÿ íà p, òî ïåðâîå ñðàâíåíèå ñèñòåìû (7.26) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå x ≡ x1 (mod pn). Çíà÷èò, ñèñòåìà (7.26) ðàâíîñèëüíà ñè-
ñòåìå ñðàâíåíèé {

x ≡ x1 (mod pn),

x ≡ x0 (mod p− 1),
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èìåþùåé ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå ïî ìîäóëþ pn(p− 1). Èòàê, êàæäîé èç ñèñòåì óñëîâèé (7.22),
(7.26) óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî. Äîêàæåì èõ ñîâïà-
äåíèå.

Ïóñòü öåëîå k, óäîâëåòâîðÿåò (7.22). Òîãäà bk ≡ a (mod pn+1), è
ñîãëàñíî ëåììå 7.5 èìååì

Q(a) = Q(bk) ≡ kQ(b) (mod pn),

ò.å. k óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó èç ñðàâíåíèé (7.26).
Èç (7.22) ñëåäóåò, ÷òî bk ≡ a ≡ bx0 (mod p). Òàê êàê b � ïåðâî-

îáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 7.1, íàõîäèì
k ≡ x0 (mod p − 1), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå ñðàâíåíèå ñèñòåìû
(7.26). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè èçâåñòíî ÷èñëî x0, òî ðåøåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé ìîæåò
áûòü íàéäåíî äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ, èçëîæåí-
íûõ â ��5.2, 5.3. ×èñëà Q(a), Q(b) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ, êàê ðåøåíèÿ
ñðàâíåíèé âèäà (7.25) ïðè ïîìîùè òåõ æå àëãîðèòìîâ. Âû÷èñëå-
íèå ÷èñåë âèäà aϕ(pn) (mod p2n) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà,
îïèñàííîãî â �4.7.

Îáñóäèì òåïåðü çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî ïðî-
ñòîìó íå÷åòíîìó ìîäóëþ. Ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó â ýòîì ñëó÷àå.

Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p. Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë a, b ∈ Z òðåáóåòñÿ
ðåøèòü ñðàâíåíèå

bx ≡ a (mod p). (7.27)
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è î÷åíü òðóäîåìêî â âû÷èñëèòåëüíîì îòíî-

øåíèè. Íå ñëó÷àéíî â êîíöå ïðàêòè÷åñêè âñåõ ó÷åáíèêîâ ïî ýëå-
ìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû èíäåêñîâ (äèñêðåòíûõ
ëîãàðèôìîâ). Ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî ëîãà-
ðèôìèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèå âû÷èñëåíèÿ â ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë, òðåáóþò O(exp(c(ln p)1/3(ln ln p)2/3)) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé. Âïðî÷åì, ýòà îöåíêà óñëîâíà, èáî îïèðàåòñÿ íà ðÿä íåäîêàçàí-
íûõ, íî âåñüìà ïðàâäîïîäîáíûõ ãèïîòåç òåîðèè ÷èñåë.
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Â êîíöå 2006 ãîäà À.ß.Äîðîôååâ, Ä.Ì.Äóãèí è Ä.Â. Ìàòþõèí
îïóáëèêîâàëè â Èíòåðíåò2 î÷åðåäíîé ðåêîðä äèñêðåòíîãî ëîãàðèô-
ìèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ìîäóëÿ áûëî âûáðàíî ïðîñòîå ÷èñëî, çàïè-
ñûâàåìîå 135 äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè,

p =
[
2446π

]
+ 63384 = 57085779914791394314207329815945

3290747376295550451905113865375911865918588022945237

020702500203437615419679961659928369778961422486479.

×èñëî g = 7 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ýòîìó ìîäóëþ. Àâ-
òîðû ðåêîðäà âû÷èñëèëè

indg 11 = 263809415442532684357793832777626704483

700110050961631240336610545143645723034872275030

01638396257384118164938889215403106849600742712.

Â ñëó÷àå îáû÷íûõ ëîãàðèôìîâ â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìå-
åòñÿ ñïåöèàëüíîå îñíîâàíèå e = 2, 71828 . . ., ïîçâîëÿþùåå äîñòàòî÷-
íî áûñòðî âû÷èñëÿòü ëîãàðèôìû ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ. Íàïðè-
ìåð, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ áûñòðî ñõîäÿùåãîñÿ ïðè | x |< 1
ðÿäà

ln
1 + x

1− x
= 2(x +

x3

3
+

x5

5
+ . . .).

Ëîãàðèôìû ïî ïðîèçâîëüíîìó îñíîâàíèþ b ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû
ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

logb a =
ln a

ln b
.

Ïîäîáíîå åìó â äèñêðåòíîì ñëó÷àå äîêàçàíî â ëåììå 7.3. Íî â ñëó-
÷àå äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ íåò îñíîâàíèÿ, ïî êîòîðîìó ëîãàðèôìû
âû÷èñëÿëèñü áû ñòîëü æå áûñòðî, êàê íàòóðàëüíûå â ïîëå äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ (7.27) ìîæ-
íî âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî ñòåïåíè bk(mod p) ïðè k = 1, 2, . . .,

2Ñì. http://www.nabble.com/Discrete-logarithm-in-GF(p)��135-digits-t2870677.html
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p− 1 ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíî çíà÷åíèå, ñðàâíèìîå ñ a ïî ìîäóëþ p.
×èñëî k, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó çíà÷åíèþ, è áóäåò èñêîìûì èíäåê-
ñîì a. Òàêîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíäåêñîâ òðåáóåò ñëèøêîì áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ñëåäóþùèé ïðîñòîé ìåòîä,
ïðåäëîæåííûé â 1962ã. À.Î. Ãåëüôîíäîì, òàê íàçûâàåìûé ìåòîä
óðàâíèâàíèÿ, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü èíäåêñû ñóùåñòâåííî áûñòðåå.3

Àëãîðèòì. Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî, p ≥ 3, a - ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ïî ìîäóëþ p, b ∈ Z, p - b. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñðàâíåíèå
(7.27).

1. Âû÷èñëèòü H = [
√

p] + 1.
2. Ïîëîæèòü c = aH (mod p).
3. Ñîñòàâèòü äâà íàáîðà ÷èñåë

S = {ck (mod p), 1 ≤ k ≤ H}
T = {b · a` (mod p), 1 ≤ ` ≤ H}.

Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ìíîæåñòâà S è T ñîäåðæàò íàèìåíüøèå
íåîòðèöàòåëüíûå âû÷åòû ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ.

4. Óïîðÿäî÷èòü îáà íàáîðà S, T ïî âîçðàñòàíèþ è íàéòè ñîâ-
ïàâøèå ýëåìåíòû. Ýòî äàñò ÷èñëà k, `, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

ck ≡ b · a` (mod p).

5. Ïîëîæèòü x ≡ Hk − ` (mod p− 1), 0 ≤ x < p− 1.

Íàéäåííîå àëãîðèòìîì ÷èñëî x óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (7.27).
Äåéñòâèòåëüíî, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, âûïîëíÿåòñÿ

a`ax ≡ aHk ≡ ck ≡ ba` (mod p).

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ íà a`, ïîñêîëüêó p - a, íàõîäèì
ax ≡ b (mod p).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ a, b, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì àëãîðèòìà, ìíîæåñòâà S è T èìåþò îáùèé ýëåìåíò. Ïóñòü

3Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì áîëüøèõ è ìàëûõ øàãîâ
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x � öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (7.27) è íåðàâåíñòâàì
0 ≤ x < p − 1. Ðàçäåëèâ x ñ îñòàòêîì íà H, ïîëó÷èì òàêèå öåëûå
÷èñëà y, z, ÷òî

x = Hy + z, 0 ≤ z < H.

Òîãäà 0 ≤ y ≤ x
H < p

H < H, âåäü H = [
√

p] + 1 >
√

p. Ïîëîæèì
k = y + 1, ` = H − z. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 1 ≤ k ≤ H, 1 ≤ ` ≤
H. Ïîýòîìó ÷èñëà s = ck (mod p), 0 ≤ s < p è t ≡ b · a` (mod p),
0 ≤ t < p ëåæàò â ìíîæåñòâàõ S è T ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî,

t ≡ ba` ≡ aHy+z+` = aH(y+1) ≡ ck ≡ s (mod p),

òàê ÷òî s = t.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíèå àëãîðèòìà óðàâíèâàíèÿ

òðåáóåò (
√

p ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è îïåðàöèé ïåðåñòàíîâ-
êè ýëåìåíòîâ ïðè óïîðÿäî÷åíèè ìíîæåñòâ S è T . Îí ñóùåñòâåííî
áûñòðåå ïåðåáîðà ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Îäíàêî è
ýòîò àëãîðèòì íå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü èíäåêñû ïðè áîëüøèõ p. Åùå
îäíèì åãî íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ î÷åíü áîëüøàÿ ïàìÿòü, íåîáõîäèìà
äëÿ õðàíåíèÿ â êîìïüþòåðå ìíîæåñòâ S è T .

Âûñîêàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ëå-
æèò â îñíîâå íåêîòîðûõ åå êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé. Ïðèâå-
äåì çäåñü òîëüêî îäèí ïðèìåð, ñâÿçàííûé ñ ïîñòðîåíèåì òàê íàçû-
âàåìîãî îáùåãî êëþ÷à äëÿ øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà äâà êîððåñïîíäåíòà, ñêàæåì A è B

õîòåëè áû îáìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé ÷åðåç Èíòåðíåò, ïðè÷åì òàê,
÷òîáû ýòà èíôîðìàöèÿ îñòàâàëàñü íåäîñòóïíîé äëÿ îñòàëüíûõ ëèö.
Èçâåñòíû ìåòîäû øèôðîâàíèÿ, çàâèñÿùèå îò òàê íàçûâàåìîãî êëþ-
÷à. Òîò, êòî çíàåò êëþ÷, ìîæåò ðàñêðûòü çàøèôðîâàííîå ñîîáùå-
íèå, à òîò, êîìó ýòîò êëþ÷ íåèçâåñòåí, åñëè è ñìîæåò ðàñøèôðîâàòü
ñîîáùåíèå, òî çà ñòîëü áîëüøîå âðåìÿ, ÷òî ðàñêðûòàÿ èíôîðìàöèÿ
óæå ïîòåðÿåò ñâîå çíà÷åíèå. Íàøè êîððåñïîíäåíòû, íå èìåÿ èíî-
ãî ñîîáùåíèÿ, êðîìå êàê ÷åðåç Èíòåðíåò, õîòÿò âûðàáîòàòü îáùèé
êëþ÷ äëÿ øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè. Ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå
êëþ÷, êàê íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð, ò.å. öåëîå ÷èñëî.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ íà ïðàêòèêå èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ
òàêîé ìåòîä. Êîððåñïîíäåíòû A è B îáìåíèâàÿñü èíôîðìàöèåé ÷å-
ðåç Èíòåðíåò âûðàáàòûâàþò íåêîòîðîå áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî p è
íàõîäÿò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p. Ïîñëå ÷åãî êàæäûé
èç íèõ:
1. âûáèðàåò íà ïðîìåæóòêå îò 1 äî p − 1 ñëó÷àéíîå ÷èñëî x(A)
èëè x(B) ñîîòâåòñòâåííî è âû÷èñëÿåò

y(A) ≡ gx(A) (mod p), èëè y(B) ≡ gx(B) (mod p);

2. ïîñûëàåò ÷åðåç Èíòåðíåò ñâîåìó êîððåñïîíäåíòó íàéäåííîå
÷èñëî y(A) èëè y(B):

A
y(A)

−−−−−→B; B
y(B)

−−−−−→A;

3. âû÷èñëÿåò (y(B))x(A) (mod p) èëè (y(A))x(B) (mod p). ßñíî, ÷òî
ïðè ýòîì îáà ïîëó÷àò îäíî è òî æå ÷èñëî

k ≡ (y(B))x(A) ≡ gx(B)x(A) ≡ (y(A))x(B) (mod p), 0 < k < p,

êîòîðîå è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ñåêðåòíîãî îáùåãî
êëþ÷à.

×åðåç Èíòåðíåò áóäóò ïåðåäàíû ÷èñëà p, g, gx(A) (mod p), gx(B)

(mod p). Ïîïûòêà îïðåäåëèòü ïî íèì êëþ÷ k ñâÿçàíà ñ íåîáõîäè-
ìîñòüþ âû÷èñëåíèÿ x(A) èëè x(B), ò.å. ðåøåíèåì çàäà÷è äèñêðåò-
íîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîì p ýòî
òðåáóåò íåïðèåìëåìî áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîñòîå ÷èñëî p = 1000003. Ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè p−1 = 2 ·3 ·166667. Ñ ïîìîùüþ
ëåììû 7.2 ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 2 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
ìîäóëþ p. Äåéñòâèòåëüíî

26 ≡ 64(mod p), 2500001 ≡ −1(mod p), 2333334 ≡ 499501(mod p).
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Âûáåðåì, ñêàæåì, x(A) = 394792, x(B) = 851982. Òîãäà
y(A) = 774919 ≡ 2394792(mod p), y(B) = 568356 ≡ 2851982(mod p).

Îáùèé êëþ÷, ñîîòâåòñòâóþùèé óêàçàííîìó âûáîðó ÷èñåë x(A) è
x(B) ðàâåí

958970 ≡ 568356394792(mod p), 958970 ≡ 774919851982(mod p).

Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå k = 958970.
Ðàññìîòðèì ïðè òîì æå ïðîñòîì p èíîé âûáîð ÷èñåë x(A) =

829267, x(B) = 723759. Òîãäà
y(A) = 58188 ≡ 2829267(mod p), y(B) = 804734 ≡ 2723759(mod p)

è îáùèé êëþ÷ k âû÷èñëÿåòñÿ òàê
3 ≡ 804734829267 (mod p), 3 ≡ 58188723759 (mod p)

Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå k = 3. Òàêîé "ñåêðåòíûé"êëþ÷, íàâåðíîå,
íåïðèåìëåì è íàøè êîððåñïîíäåíòû A è B äîëæíû âûáðàòü èíûå
ñëó÷àéíûå ÷èñëà.

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ÷èñëà x(A), x(B) ïîäáèðàëèñü ñïåöèàëüíî.
Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ êðàéíå ðåäêî.

7.7 Äâó÷ëåííûå ñðàâíåíèÿ
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñðàâíåíèÿ âèäà

xn ≡ a (mod m), (7.28)
ãäå m = pα èëè m = 2pα, p � ïðîñòîå íå÷åòíîå è α � öåëîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a � öåëîå, âçàèìíî
ïðîñòîå ñ m.

Îáîçíà÷èì áóêâîé g ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m, è äëÿ
êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà b, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m, ñèìâîëîì ind b áóäåì
îáîçíà÷àòü èíäåêñ ÷èñëà b, âû÷èñëåííûé ïî ìîäóëþ m ïðè îñíîâà-
íèè g. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äâà êðèòåðèÿ ðàçðåøèìîñòè ñðàâ-
íåíèÿ (7.28).
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Òåîðåìà 7.6. Â óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå
òðè óòâåðæäåíèÿ:
1) ñðàâíåíèå (7.28) ðàçðåøèìî,
2) ñ d = (n, ϕ(m)) âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

a
ϕ(m)

d ≡ 1 (mod m), (7.29)

3) d| ind a.
Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèå (7.28) èìååò â òî÷íîñòè d

ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðàâíåíèå (7.28) ðàç-
ðåøèìî è îáîçíà÷èì áóêâîé c íåêîòîðîå åãî ðåøåíèå. Òîãäà cn ≡ a
(mod m) è ïî òåîðåìå Ýéëåðà

a
ϕ(m)

d ≡ c
nϕ(m)

d ≡
(
cϕ(m)

)n
d ≡ 1 (mod m).

2) ⇒ 3) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7.29), òî

g
ϕ(m)

d ·ind a ≡ a
ϕ(m)

d ≡ 1 (mod m).

Íî òîãäà öåëîå ÷èñëî ϕ(m)
d · ind a äåëèòñÿ íà ϕ(m). Ñëåäîâàòåëüíî

d| ind a, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ òðåòüå èç óòâåðæäåíèé.
3) ⇒ 1) Äîïóñòèì, ÷òî a óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ d| ind a. Ðàññìîò-

ðèì ñðàâíåíèå
ny ≡ ind a (mod ϕ(m)) (7.30)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé y. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 ñðàâíåíèå (7.30)
ðàçðåøèìî è èìååò â òî÷íîñòè d ðåøåíèé. Îáîçíà÷èì íàèìåíüøèå
íåîòðèöàòåëüíûå âû÷åòû ýòèõ d êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ϕ(m)
áóêâàìè yj, j = 1, . . . , d. È îïðåäåëèì òàêæå xj êàê íàèìåíüøèå
íåîòðèöàòåëüíûå âû÷åòû â êëàññàõ gyj (mod m), j = 1, . . . , d. Òîãäà
yj = ind xj è

xn
j ≡ gn ind xj ≡ gind a ≡ a (mod m).
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Èòàê, ñðàâíåíèå (7.28) ðàçðåøèìî è èìååò íå ìåíåå d ðåøåíèé. Ýòî,
â ÷àñòíîñòè, çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè òðåõ óòâåð-
æäåíèé òåîðåìû.

Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèå (7.28)
èìååò íå ìåíåå d ðåøåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ðåøåíèé,
êðîìå ïîñòðîåííûõ, ýòî ñðàâíåíèå íå èìååò. Åñëè c � öåëîå ÷èñëî,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (7.28), òî gn ind c ≡ gind a (mod m). Ñ
ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 7.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî n ind c ≡ ind a

(mod ϕ(m)). Íî òîãäà èíäåêñ ind c ñðàâíèì ïî ìîäóëþ ϕ(m) ñ îäíèì
èç ÷èñåë yj, à ÷èñëî c ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ m ñ îäíèì èç xj. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 7.3. Åñëè (n, ϕ(m)) = 1, òî ñðàâíåíèå (7.28) ïðè ëþáîì
a, âçàèìíî ïðîñòîì ñ ìîäóëåì m, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Öåëîå ÷èñëî a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m, íàçûâàåòñÿ n-
ñòåïåííûì âû÷åòîì èëè âû÷åòîì ñòåïåíè n, åñëè ñðàâíåíèå xn ≡ a

(mod pα) ðàçðåøèìî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ n-
ñòåïåííûì íåâû÷åòîì. Ïðè n = 2, 3, 4 ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå òåð-
ìèíîëîãèÿ êâàäðàòè÷íûé, êóáè÷åñêèé, áèêâàäðàòè÷íûé âû÷åò èëè
íåâû÷åò.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà, ñðàâíèìûå ïî ìîäóëþ
m, îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ n-ñòåïåííûìè âû÷åòàìè èëè íåâû÷åòà-
ìè.

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 7.6
ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî â âèäå êðèòåðèÿ äëÿ îòûñêàíèÿ ñòå-
ïåííûõ âû÷åòîâ.
Ñëåäñòâèå 7.4. Öåëîå ÷èñëî a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m, áó-
äåò âû÷åòîì ñòåïåíè n ≥ 2, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ñðàâíåíèå (7.29).
Ñëåäñòâèå 7.5. Åñëè d = (n, ϕ(m)), òî âû÷åòû ñòåïåíè n ïî ìî-
äóëþ m ñîâïàäàþò ñ âû÷åòàìè ñòåïåíè d ïî òîìó æå ìîäóëþ.
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Ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ðàâåíñòâà (n, ϕ(m)) = d =
(d, ϕ(m)) è ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 7.6. ×èñëî êëàññîâ n-ñòåïåííûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m ðàâíî ϕ(m)

d , ãäå d = (n, ϕ(m)).

Â ñèëó òåîðåìû ÷èñëî a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ m, áóäåò n-ñòåïåííûì
âû÷åòîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà d| ind a. Íî ñðåäè ÷èñåë
0, . . . , ϕ(m)−1 � âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ, èìååòñÿ â òî÷íîñòè
ϕ(m)

d , äåëÿùèõñÿ íà d. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.



Ãëàâà 8

Öåïíûå äðîáè

Â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðè÷èíàìè èíîãäà ïðèõîäèòñÿ çàìåíÿòü äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà èõ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè. ×àñòî ïðè ýòîì
õî÷åòñÿ îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü âûáèðàÿ ðàöèîíàëüíîå
ïðèáëèæåíèå ñ ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøèì çíàìåíàòåëåì.

Âåðîÿòíî, íàèáîëåå èçâåñòíûé èñòîðè÷åñêèé ïðèìåð òàêîé çàìå-
íû ñâÿçàí ñ óñòðîéñòâîì êàëåíäàðåé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî Çåìëÿ ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò âîêðóã Ñîëíöà çà 365,24219 ñó-
òîê. Êîíå÷íî, ýòî ÷èñëî óñëîâíî. Âåäü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âðàùåíèå
Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà çàìåäëÿåòñÿ, êðîìå òîãî Çåìëÿ âîêðóã ñâîåé
îñè âðàùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî, à ýòî ñêàçûâàåòñÿ íà ïðîäîëæèòåëü-
íîñòè ñóòîê. Òàê ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå ÷èñëî, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ
óñðåäíåííûì.

Ïðîñòåéøåå ïðèáëèæåíèå ê ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãîäà 365, 25 =
3651

4 áûëî ïîëîæåíî â îñíîâó þëèàíñêîãî êàëåíäàðÿ, ñîçäàííî-
ãî àëåêñàíäðèéñêèìè àñòðîíîìàìè âî ãëàâå ñ Ñîçèãåíîì. Óêàçîì
Þëèÿ Öåçàðÿ â 46ã. äî í.ý. ýòîò êàëåíäàðü áûë ââåäåí âî âñåé
Ðèìñêîé èìïåðèè. Ïîñêîëüêó ãîä äîëæåí ñîäåðæàòü öåëîå ÷èñëî
ñóòîê, òî â þëèàíñêîì êàëåíäàðå íà êàæäûå òðè ãîäà ïðîäîëæè-
òåëüíîñòüþ â 365 äíåé ïðèõîäèëñÿ îäèí âèñîêîñíûé ãîä ïðîäîë-
æèòåëüíîñòüþ 366 äíåé. Òàê îáåñïå÷èâàåòñÿ ñðåäíÿÿ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü ãîäà â 3651

4 ñóòîê. Þëèàíñêèé ãîä ÷óòü äëèííåå èñòèí-
íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà. Íåáîëü-

209
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øàÿ îøèáêà (11 ìèíóò è 14 ñåêóíä çà ãîä) ïî ïðîøåñòâèè 128 ëåò
ïðèâåëà ê îøèáêå â îäíè ñóòêè è ïðîäîëæàëà íàêàïëèâàòüñÿ. Â
1582ã. â êàòîëè÷åñêèõ ñòðàíàõ ñïåöèàëüíûì ðàñïîðÿæåíèåì ïàïû
Ãðèãîðèÿ XIII áûë ââåäåí íîâûé êàëåíäàðü. Â êà÷åñòâå ïðèáëè-
æåíèÿ ê èñòèííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãîäà áûëî âûáðàíî ÷èñëî
365 97

400 = 365 + 1
4 − 3

400 = 365, 2425, äàþùåå îøèáêó â îäíè ñóòêè
ïðèìåðíî çà 3300 ëåò. Öåíîé ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñòàëî óñëîæíå-
íèå êàëåíäàðÿ. Âèñîêîñíûìè ñòàëè ñ÷èòàòüñÿ ãîäû, íîìåðà êîòîðûõ
äåëÿòñÿ íà 4, íî íå äåëÿòñÿ íà 100, à êðîìå òîãî ãîäû, íîìåðà êîòî-
ðûõ äåëÿòñÿ íà 400. Ïî ãðèãîðèàíñêîìó êàëåíäàðþ ãîäû ñ íîìåðàìè
1700, 1800, 1900 âèñîêîñíûìè íå ÿâëÿëèñü, â òî âðåìÿ, êàê 2000 ãîä
áûë âèñîêîñíûì. Â Ðîññèè ãðèãîðèàíñêèé êàëåíäàðü áûë ââåäåí â
1918 ãîäó.

Íàêîíåö, îòìåòèì ÷òî ïåðñèäñêèé àñòðîíîì, ìàòåìàòèê è ïîýò
Îìàð Õàéÿì ïðåäëîæèë êàëåíäàðü, îñíîâàííûé íà ïðèáëèæåíèè
365 8

33 = 365, 242424 . . .. Ýòîò êàëåíäàðü, ââåäåííûé â 1079 ã. è äåé-
ñòâîâàâøèé â Èðàíå äî ñåðåäèíû XIX âåêà, ñîäåðæàë 8 âèñîêîñíûõ
ëåò, ïîâòîðÿâøèõñÿ ñ öèêëîì â 33 ãîäà. Íà ïðîòÿæåíèè öèêëà ìåæ-
äó 8 ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèìè âèñîêîñíûìè ãîäàìè ðàñïîëàãàëèñü
7 îòðåçêîâ ïî 3 îáûêíîâåííûõ ãîäà â 365 äíåé è îäèí îòðåçîê â
4 îáûêíîâåííûõ ãîäà. Îøèáêà â îäíè ñóòêè íàêàïëèâàëàñü â ýòîì
êàëåíäàðå ïðèìåðíî çà 4500 ëåò.

Çàìåòèì, ÷òî êàëåíäàðíûå ñèñòåìû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â îð-
ãàíèçàöèè ðåëèãèîçíîé æèçíè. Ñóùåñòâåííîé êîìïîíåíòîé ëóííî-
ñîëíå÷íûõ êàëåíäàðåé, êàêèìè â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ è þëè-
àíñêèé, è ãðèãîðèàíñêèé êàëåíäàðè, ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíàÿ îðãàíèçà-
öèÿ íå òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîëíå÷íûõ ëåò â 365 è 366 äíåé,
íî è ëóííûõ ìåñÿöåâ. Òàê õðèñòèàíñêàÿ Ïàñõà ïî ïîñòàíîâëåíèþ
Íèêåéñêîãî Ñîáîðà 325ã. äîëæíà ïðàçäíîâàòüñÿ â ïåðâîå âîñêðåñå-
íèå ïîñëå ïåðâîãî ïîëíîëóíèÿ, ñëåäóþùåãî çà äíåì âåñåííåãî ðàâ-
íîäåíñòâèÿ. Ïðè ýòîì èìåþòñÿ â âèäó íå àñòðîíîìè÷åñêèå ïîëíî-
ëóíèå è ðàâíîäåíñòâèå, à äàòû, âû÷èñëÿåìûå ïî îïðåäåëåííûì êà-
íîíèçèðîâàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì ïðàâèëàì. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñðåä-
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íÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îòðåçêà âðåìåíè, çà êîòîðûé Ëóíà ïðîõîäèò
âñå ôàçû îò íîâîëóíèÿ äî íîâîëóíèÿ, ðàâíà 29,530588 ñóòîê, à ëóí-
íûå ìåñÿöû ïîýòîìó äîëæíû ñîäåðæàòü ïî 29 è 30 äíåé, ïîëó÷àåòñÿ
âåñüìà ñëîæíàÿ ïðîáëåìà ñîãëàñîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîäîâ
ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìåñÿöåâ, òàê ÷òîáû îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äîñòàòî÷íî òî÷íî ñëåäîâàëè çà äâèæåíèÿìè Ñîëíöà è Ëóíû. Â îáû-
äåííîé æèçíè ëóííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ þëèàíñêîãî è ãðèãîðèàíñêîãî
êàëåíäàðåé íå ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå.

Öåïíûå äðîáè äàþò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèî-
íàëüíûìè.

8.1 Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðèáëèæåíèè äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ðàñïîëîæåíû íà äåéñòâèòåëüíîé îñè âñþäó
ïëîòíî, ò.å. äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α â ëþáîé åãî ε

îêðåñòíîñòè íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ïðè ëþáîì ε > 0 íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ < ε (8.1)

èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñëàõ p

q . Çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ ñóùåñòâîâàíèåì
ðåøåíèÿ ñ íå î÷åíü áîëüøèì çíàìåíàòåëåì, îãðàíè÷èâ åãî â çàâè-
ñèìîñòè îò ε. Íàïðèìåð, îòâåò íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ñ
óñëîâèåì q ≤ ε−1/2 íå î÷åâèäåí.

Â 1842ã. Äèðèõëå äîêàçàë òåîðåìó, ïîçâîëÿþùóþ óñòàíàâëèâàòü
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (8.1) ñ îãðàíè÷åíèåì âåëè÷èíû
çíàìåíàòåëÿ.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü α è T � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì T ≥
1. Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà p, q, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåí-
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ñòâàì ∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ <
1

qT
, 1 ≤ q ≤ T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíåå áóäåì îáîçíà÷àòü [x], {x} öåëóþ è
äðîáíóþ ÷àñòè ÷èñëà x. Ïîëîæèì N = [T ] è ðàçîáüåì îòðåçîê [0; 1]
íà N + 1 îòðåçêîâ

u

N + 1
≤ x ≤ u + 1

N + 1
, u = 0, 1, . . . , N,

äëèíû 1
N+1 .

Ðàññìîòðèì N + 1 ÷èñåë

{kα}, k = 0, 1, . . . , N. (8.2)

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ ïîïàäàåò â êðàéíèé ïðàâûé èç ìàëåíüêèõ
îòðåçêîâ, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

N

N + 1
≤ {kα} < 1,

òî, ïîëó÷èì

|kα− [kα]− 1| = 1− {kα} ≤ 1

N + 1
<

1

T
.

Î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ k 6= 0, ïîýòîìó 1 ≤ k ≤ N ≤ T . Ïîëîæèâ
òåïåðü q = k, p = [kα] + 1, ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Åñëè æå êðàéíèé ïðàâûé îòðåçîê íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç òî÷åê
(8.2), òî âñå îíè ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó îñòàâøèìèñÿ N îòðåçêàìè.
Íî ìíîæåñòâî (8.2) ñîñòîèò èç N +1 ÷èñåë. Çíà÷èò, ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí èç ïîñòðîåííûõ ìàëûõ îòðåçêîâ ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ÷èñåë,
îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì k. Ïóñòü ÷èñëà {k1α} è {k2α}
ïðèíàäëåæàò êàêîìó òî èç ìàëûõ îòðåçêîâ. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k1 > k2. Èç íåðàâåíñòâà |{k1α} − {k2α}| ≤ 1

N+1 ,
íàõîäèì

|k1α− [k1α]− k2α + [k2α]| ≤ 1

N + 1
.
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Ïîëîæèâ q = k1 − k2 > 0 è p = [k1α] − [k2α], ïîëó÷àåì òðåáóåìûå
íåðàâåíñòâà

1 ≤ q = k1 − k2 ≤ N ≤ T, |qα− p| ≤ 1

N + 1
<

1

T

Ñëåäñòâèå 8.1. Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåñîêðàòèìûõ äðîáåé p

q , óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ íåðàâåíñòâó ∣∣∣∣α−

p

q

∣∣∣∣ <
1

q2 . (8.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåí-
ñòâà (8.3) â íåñîêðàòèìûõ äðîáÿõ êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì âñå ýòè ðåøå-
íèÿ

p1

q1
,

p2

q2
, . . . ,

pm

qm
. (8.4)

Òàê êàê α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî δ = mini{|qiα − pi|} > 0.
Ïîëîæèì T = δ−1. Ïî òåîðåìå 8.1 ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà p, q,
óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

|qα− p| < δ , 1 ≤ q ≤ δ−1. (8.5)

Åñëè ÷èñëà p, q èìåþò íåòðèâèàëüíûé îáùèé äåëèòåëü, òî ðàçäåëèâ
p, q íà íåãî, ïîëó÷èì åùå îäíó ïàðó öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâàì (8.5). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (p, q) = 1, ò.å. äðîáü
p
q íåñîêðàòèìà.

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (8.5) îçíà÷àåò, ÷òî äðîáü p
q îòëè÷íà îò âñåõ

äðîáåé (8.4). Êðîìå òîãî èç (8.5) íàõîäèì

|qα− p| < δ ≤ 1

q
,

ò.å. ïîñòðîåííàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü p
q åñòü åùå îäíî, îòëè÷íîå îò

äðîáåé (8.4), ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (8.3). Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå-
÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.
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Òåðåìà Äèðèõëå íåýôôåêòèâíà, ò.å. íå äàåò ñïîñîá ñòðîèòü õîðî-
øèå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ÷èñëàì. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå
áóäåò ðàññìîòðåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíèòåëüíî ëåãêî íàõî-
äèòü òàêèå ïðèáëèæåíèÿ è èìåþùèé âìåñòå ñ òåì âàæíîå òåîðåòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå.

8.2 Êîíå÷íûå öåïíûå äðîáè
Ïóñòü a0, a1, a2, . . . � êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåëûõ ÷èñåë, ïðè÷åì ai ≥ 1 ïðè i ≥ 1. Âûðàæåíèå âèäà

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + ...

(8.6)

íàçûâàåòñÿ öåïíîé èëè íåïðåðûâíîé äðîáüþ. Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ai êîíå÷íà, öåïíàÿ äðîáü ðàâíà íåêîòîðîìó ðàöèîíàëüíîìó
÷èñëó. Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íà, âûðàæåíèþ (8.6)
òàêæå ìîæíî ïðèäàòü âïîëíå îïðåäåëåííîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå, êî-
òîðîå â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èððàöèîíàëüíûì. Äëÿ êðàòêîñòè çàïè-
ñè âìåñòî âûðàæåíèÿ (8.6) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ [a0; a1, a2, . . .] èëè
[a0; a1, a2, . . . , am] ïðè êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, . . . , am. Â
ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ öåïíûõ
äðîáåé.

Ïóñòü a, b � öåëûå ÷èñëà, b > 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âû÷èñëåíèé â àëãîðèòìå Åâêëèäà ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îá-
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ùåãî äåëèòåëÿ (a, b), ñì. (1.3) :

a = bq1 + r2, 0 ≤ r2 < b,

b = r2q2 + r3, 0 ≤ r3 < r2,

r2 = r3q3 + r4, 0 ≤ r4 < r3, (8.7)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 ≤ rn < rn−1,

rn−1 = rnqn .

Ðàçäåëèâ êàæäîå èç âûïèñàííûõ ðàâåíñòâ íà ñîîòâåòñòâóþùèé äå-
ëèòåëü, ïîëó÷èì

a

b
= q1 +

1

(b/r2)
,

b

r2
= q2 +

1

(r2/r3)
,

r2

r3
= q3 +

1

(r3/r4)
, (8.8)

. . . . . . . . . . . .

rn−2

rn−1
= qn−1 +

1

qn
.

Ïîäñòàâëÿÿ ëåâûå ÷àñòè ïîëó÷èâøèõñÿ ðàâåíñòâ â ïðàâûå ÷àñòè
ïðåäøåñòâóþùèõ, íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà a

b â
âèäå êîíå÷íîé íåïðåðûâíîé äðîáè a

b = [q1; q2, q3, . . . , qn]. Òàêèì îá-
ðàçîì, àëãîðèòì Åâêëèäà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðåäñòàâëåíèå ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë íåïðåðûâíûìè äðîáÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå íå åäèíñòâåííî:

[q1; q2, q3, . . . , qn] =

{
[q1; q2, q3, . . . , qn − 1, 1] åñëè qn > 1,

[q1; q2, q3, . . . , qn−1 + 1] åñëè qn = 1.

Äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷-
íîé öåïíîé äðîáüþ, ïðè ýòîì ìîæíî âûáèðàòü äëèíó äðîáè ïî ñâî-
åìó óñìîòðåíèþ òàê, ÷òîáû îíà áûëà ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé.
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Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå [x0; x1, . . . , xn] äëÿ êî-
íå÷íîé öåïíîé äðîáè âèäà (8.6), ãäå âìåñòî öåëûõ ÷èñåë ai ñòîÿò
ïåðåìåííûå xi. Êîíå÷íûå öåïíûå äðîáè òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ ðà-
öèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò xi. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò
ëåãêî âû÷èñëÿòü èõ.
Ëåììà 8.1. Ïóñòü x0, x1, . . . � ïåðåìåííûå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîãî÷ëåíîâ Pk(x0, . . . , xk), Qk(x0, . . . , xk), k ≥ −1, îïðåäåëåíà ôîð-
ìóëàìè

{
Pk = xkPk−1 + Pk−2, P−1 = 1, P0 = x0,

Qk = xkQk−1 + Qk−2, Q−1 = 0, P0 = 1.
(8.9)

Òîãäà ïðè ëþáîì n ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[x0; x1, . . . , xn] =
Pn

Qn
=

xnPn−1 + Pn−2

xnQn−1 + Qn−2
. (8.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 0, 1 èìå-
åì

[x0] = x0 =
P0

Q0
, [x0; x1] = x0 +

1

x1
=

x1x0 + 1

x1
=

P1

Q1
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 1 è óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
äðîáåé äëèíû n, ò.å.

[x0; x1, . . . , xn] =
xnPn−1(x0, . . . , xn−1) + Pn−2(x0, . . . , xn−2)

xnQn−1(x0, . . . , xn−1) + Qn−2(x0, . . . , xn−2)
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî òîæäåñòâî xn + 1
xn+1

âìåñòî xn, íàõîäèì

[x0; x1, . . . , xn, xn+1] = [x0; x1, . . . , xn−1, xn +
1

xn+1
] =

(
xn + 1

xn+1

)
Pn−1 + Pn−2(

xn + 1
xn+1

)
Qn−1 + Qn−2

=
Pn + 1

xn+1
Pn−1

Qn + 1
xn+1

Qn−1
=

xn+1Pn + Pn−1

xn+1Qn + Qn−1
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Ñëåäñòâèå 8.2. Ïðè âñåõ n ≥ 0 ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

QnPn−1 − PnQn−1 = (−1)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 0 èìååì

Q0P−1 − P0Q−1 = 1 · 1− x0 · 0 = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 1 è äëÿ âñåõ èíäåêñîâ ìåíüøèõ n íóæíîå
òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî. Ñ ïîìîùüþ (8.9) íàõîäèì

QnPn−1−PnQn−1 = (xnQn−1 + Qn−2)Pn−1− (xnPn−1 + Pn−2)Qn−1 =

= −(Qn−1Pn−2 − Pn−1Qn−2) = −(−1)n−1 = (−1)n.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 8.3. Ïðè ëþáîì n ≥ 1 ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

QnPn−2 − PnQn−2 = (−1)n−1xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü (8.9) è ñëåäñòâèåì 8.2, íàõîäèì

QnPn−2−PnQn−2 = (xnQn−1 + Qn−2)Pn−2− (xnPn−1 + Pn−2)Qn−2 =

= xn(Qn−1Pn−2 − Pn−1Qn−2) = (−1)n−1xn.

Ïóñòü a0, a1, a2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ïðè÷åì
ai ≥ 1 ïðè i ≥ 1. Òîãäà îïðåäåëåíû öåëûå ÷èñëà

pn = Pn(a0, . . . , an), qn = Qn(a0, . . . , an), n ≥ 0,

ïðè÷åì qn > 0. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü p−1 = 1, q−1 = 0. Ñîãëàñíî (8.9)
èìååì

{
pk = akpk−1 + pk−2, p−1 = 1, p0 = a0,

qk = akqk−1 + qk−2, q−1 = 0, q0 = 1.
(8.11)
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Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà íàõîäèì q1 = a1 ≥ 1 è ïðè k ≥ 2 ïîñëåäîâà-
òåëüíî

qk > akqk−1 ≥ qk−1.

Òàêèì îáðàçîì, qn, n ≥ 1, åñòü ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îíà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ai áåñêîíå÷íà.

Ïî ñëåäñòâèþ 8.2 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

qnpn−1 − pnqn−1 = (−1)n, n ≥ 0. (8.12)

Èç íèõ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî pn è qn âçàèìíî ïðîñòû, à äðîáü
pn

qn
íåñîêðàòèìà. Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà

qnpn−2 − pnqn−2 = (−1)n−1an, n ≥ 1. (8.13)

Ñîãëàñíî ëåììå 8.1
[a0; a1, . . . , an] =

pn

qn
.

Òàê îïðåäåëåííûå äðîáè pn

qn
, n ≥ 0, íàçûâàþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðî-

áÿìè öåïíîé äðîáè [a0; a1, a2, . . .]. ×èñëà aj íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè
÷àñòíûìè ýòîé öåïíîé äðîáè. Ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ äðîáåé êî-
íå÷íîé öåïíîé äðîáè êîíå÷íî.

Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà a
b = [a0; a1, . . . , am] èìååì a

b = pm

qm
.

Ðàâåíñòâî (8.12) ïîçâîëÿåò ðåøàòü äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ âèäà
ax− by = 1 ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ a è b > 0. Åñëè a

b = pm

qm
, ïðè÷åì m

íå÷åòíî, òî b = qm, a = pm è ñ x = qm−1, y = pm−1 èìååì

ax− by = pmqm−1 − qmpm−1 = (−1)m−1 = 1.

Çíàÿ îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå x = qm−1, y = pm−1 ìîæíî íàéòè âñå
ðåøåíèÿ òàê, êàê ýòî îáúÿñíÿåòñÿ â òåîðåìå 1.5.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
Ïðèìåð. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

19x + 15y = 1.
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Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî 19
15 èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü

19
15 = [1; 3, 1, 3]. Â äàííîì ñëó÷àå äëèíà öåïíîé äðîáè m = 3 íå÷åòíà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûì ïðàâèëîì íàõîäèì [1; 3, 1] = 5

4 è 19 ·4−
15 · 5 = 1. Çíà÷èò, äàííîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå x = 4, y = −5, à
îáùåå åãî ðåøåíèå èìååò âèä x = 4 + 15k, y = −5− 19k, k ∈ Z.

8.3 Öåïíàÿ äðîáü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè. Êàæ-
äîé èç íèõ áóäåò ïðèäàíî íåêîòîðîå èððàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå è áó-
äåò äîêàçàíî, ÷òî òàê óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó áåñêîíå÷íûìè öåïíûìè äðîáÿìè è èðàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü [a0; a1, a2, . . .] � êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ öåï-
íàÿ äðîáü ñ öåëûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè, ïðè÷åì an ≥ 1 ïðè
n ≥ 1. Òîãäà
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
âîçðàñòàåò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñ íå÷åòíûìè
íîìåðàìè óáûâàåò. Ïðè ýòîì ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü íå÷åòíîãî
ïîðÿäêà áîëüøå ëþáîé ïîäõîäÿùåé äðîáè ÷åòíîãî ïîðÿäêà.
2. Åñëè öåïíàÿ äðîáü áåñêîíå÷íà, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

α = lim
n→∞

pn

qn
,

ïðè÷åì α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
3. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∣∣∣∣α−
pn

qn

∣∣∣∣ <
1

qnqn+1
, n ≥ 0. (8.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (8.13) ïðè n ≥ 2 ïîëó÷àåì

pn−2

qn−2
− pn

qn
=

(−1)n−1an

qnqn−2
.
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Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà an > 0, qk > 0, íàõîäèì ÷òî ýòà ðàçíîñòü
îòðèöàòåëüíà ïðè ÷åòíîì n è ïîëîæèòåëüíà ïðè íå÷åòíîì n. Ýòî
äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïóñòü öåïíàÿ äðîáü áåñêîíå÷íà. Èç ðàâåíñòâ (8.12) ñëåäóåò
p2k

q2k
− p2k+1

q2k+1
=

−1

q2kq2k+1
< 0, k ≥ 0. (8.15)

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû îòðåçêè
[

p2k

q2k
, p2k+1

q2k+1
,
]
. Ïî äîêàçàííîìó èõ

ëåâûå êîíöû âîçðàñòàþò, à ïðàâûå óáûâàþò. Çíà÷èò, ýòè îòðåçêè îá-
ðàçóþò âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñîãëàñíî (8.15) äëèíû îò-
ðåçêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî
α, ïðèíàäëåæàùåå âñåì ýòèì îòðåçêàì. Ó÷èòûâàÿ ñòðîãîå âîçðàñòà-
íèå ëåâûõ êîíöîâ è ñòðîãîå óáûâàíèå ïðàâûõ êîíöîâ, çàêëþ÷àåì,
÷òî

p2k

q2k
< α <

p2`+1

q2`+1
, k ≥ 0, ` ≥ 0. (8.16)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ 0 äðîáè pn

qn
è pn+1

qn+1
ëåæàò íà

äåéñòâèòåëüíîé îñè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè α. Ïîýòîìó

0 <

∣∣∣∣α−
pn

qn

∣∣∣∣ <

∣∣∣∣
pn+1

qn+1
− pn

qn

∣∣∣∣ =
1

qnqn+1
. (8.17)

Ýòî äîêàçûâàåò òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Äîïóñòèì, ÷òî α � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñ íåêîòîðûìè öå-

ëûìè a, b > 0 èìååì α = a
b . Èç (8.17) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣α−

pn

qn

∣∣∣∣ =
|aqn − bpn|

bqn
≥ 1

bqn
.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷èâøååñÿ íåðàâåíñòâî ñ (8.17), íàõîäèì b > qn+1,
÷òî íåâîçìîæíî ïðè âñåõ n, âåäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè. Çíà÷èò, α èððàöèîíàëüíî, è ýòî çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû.

×èñëî α, îïðåäåëåííîå â òåîðåìå 8.2 áóäåì íàçûâàòü çíà÷åíèåì
áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè [a0; a1, a2, . . .] è çàïèñûâàòü ýòî â âèäå

α = [a0; a1, a2, . . .].
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäõîäÿùèå äðîáè áóäåì íàçûâàòü òàêæå ïîäõî-
äÿùèìè äðîáÿìè ÷èñëà α. Ýòà òåðìèíîëîãèÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
è äëÿ êîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè α � ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî, òî ëþáàÿ åãî ïîäõîäÿùàÿ äðîáü, îòëè÷íàÿ îò α, óäîâëåòâî-
ðÿåò îäíîìó èç íåðàâåíñòâ (8.16).

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü [a0; a1, a2, . . .] � êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ öåï-
íàÿ äðîáü ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì äëÿ n ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî an ≥ 1, à äëÿ êîíå÷íîé äðîáè åå ïîñëåäíåå íåïîëíîå
÷àñòíîå áîëüøå 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïîäõîäÿùèõ äðî-
áåé ê α èìååì

|qn−1α− pn−1| > |qnα− pn|, n ≥ 0. (8.18)

Êðîìå òîãî

an+1 =

[|qn−1α− pn−1|
|qnα− pn|

]
, n ≥ 0, a0 = [α]. (8.19)

Ðàçëè÷íûå öåïíûå äðîáè óêàçàííîãî âèäà èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷å-
íèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ (8.11) ñëåäóåò

(qn+1α− pn+1) = an+1(qnα− pn) + (qn−1α− pn−1), n ≥ 0.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó qkα − pk = (−1)k|qkα − pk| ïðè ëþáîì k ≥ −1,
íàõîäèì

|qn+1α− pn+1| = −an+1|qnα− pn|+ |qn−1α− pn−1|, n ≥ 0,

èëè

|qn−1α− pn−1| = an+1|qnα− pn|+ |qn+1α− pn+1|, n ≥ 0. (8.20)

Â ñëó÷àå qn+1α−pn+1 6= 0 íåðàâåíñòâî (8.18), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè æå qn+1α − pn+1 = 0, òî ñîãëàñíî óñëîâèþ an+1 ≥ 2, òàê ÷òî
(8.18) âûïîëíÿåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå.
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå αj =
|qj−2α−pj−2|
|qj−1α−pj−1| , â ñëó÷àå, åñëè

ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëåíà. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî αj > 1
ïðè j ≥ 1.

Ðàçäåëèâ (8.20) íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî |qnα− pn|, ïîëó÷èì

αn+1 = an+1 +
1

αn+2
. (8.21)

Â ñëó÷àå qn+1α−pn+1 = 0 äðîáü â (8.21) îòñóòñòâóåò, òàê ÷òî â ëþáîì
ñëó÷àå èìååì an+1 ≤ αn+1 < an+1 + 1 è an+1 = [αn+1], n ≥ 0. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî (8.19) ïðè n ≥ 0.

Èç (8.18) äëÿ n = 0 è (8.16) äëÿ k = 0 íàõîäèì 1 > α − a0 ≥ 0,
ñëåäîâàòåëüíî a0 = [α0].

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå öåïíûå äðîáè,
èìåþùèå îäíî è òî æå çíà÷åíèå

α = [a0; a1, a2, . . .] = [b0; b1, b2, . . .].

Îáîçíà÷èì pn

qn
è p′n

q′n
ïîäõîäÿùèå äðîáè ýòèõ öåïíûõ äðîáåé ñîîòâåò-

ñòâåííî è

αn =
|qn−2α− pn−2|
|qn−1α− pn−1| , βn =

|q′n−2α− p′n−2|
|q′n−1α− p′n−1|

, n ≥ 1. (8.22)

Ïî äîêàçàííîìó âûøå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà a0 = [α], b0 = [α], òàê
÷òî a0 = b0. Ïóñòü r � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ar 6= br.
Èç ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (8.11) ñëåäóåò, ÷òî qn = q′n, pn = p′n ïðè
−1 ≤ n < r. Ñîãëàñíî (8.22) ïðè n = r èìååì αr = βr, à èç (8.19)
òåïåðü íàõîäèì ar = [αr] = [βr] = br. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.3.

Âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè.

Ïîêàæåì, ÷òî è äëÿ êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò
ðàâíàÿ åìó áåñêîíå÷íàÿ öåïíàÿ äðîáü.
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Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü α � äåéñòâèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Ïîëîæèì α0 = α è îïðåäåëèì áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
öåëûõ ÷èñåë an è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë αn ðàâåíñòâàìè

an = [αn], αn+1 =
1

αn − an
, n ≥ 0. (8.23)

Òîãäà an ≥ 1 ïðè n ≥ 1. Åñëè
{

pn

qn

}
n≥0

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõî-
äÿùèõ äðîáåé áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè [a0; a1, a2, . . .], òî ïðè âñåõ
k ≥ 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

α = [a0; a1, . . . , ak, αk+1] =
αk+1pk + pk−1

αk+1qk + qk−1
, (8.24)

qkα− pk =
(−1)k

αk+1qk + qk−1
. (8.25)

Öåïíàÿ äðîáü [a0; a1, a2, . . .] ðàâíà α.
×èñëà αk, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåìûå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

(8.23) íàçûâàþòñÿ îñòàòêàìè íåïðåðûâíîé äðîáè ÷èñëà α.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó α èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî âñå ÷èñëà
αn òàêæå èððàöèîíàëüíû. Ýòî ñëåäóåò èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (8.23),
ïîñêîëüêó an � öåëûå ÷èñëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 < αn− an < 1, çàêëþ-
÷àåì ñîãëàñíî (8.23), ÷òî αn+1 > 1 ïðè n ≥ 0. Íî òîãäà ïðè n ≥ 0
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà an+1 ≥ 1.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî (8.24) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (8.23), åñëè ïåðåïè-
ñàòü èõ â âèäå αn = an + 1

αn+1
. À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåí-

ñòâà (8.24) äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â òîæäåñòâî (8.10) ïðè n = k + 1
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ: xj = aj, 0 ≤ j ≤ k, xk+1 = αk+1.

Òåïåðü ðàâåíñòâî (8.25) ñëåäóåò èç (8.24) è (8.12) íåïîñðåäñòâåí-
íûì âû÷èñëåíèåì

qkα− pk =
qk(αk+1pk + pk−1)− pk(αk+1qk + qk−1)

αk+1qk + qk−1
=

=
qkpk−1 − pkqk−1

αk+1qk + qk−1
=

(−1)k

αk+1qk + qk−1
.
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Èç (8.25) íàõîäèì
∣∣∣∣α−

pk

qk

∣∣∣∣ ≤
1

qk(ak+1qk + qk−1)
=

1

qkqk+1
, (8.26)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé pk

qk
ñõî-

äèòñÿ ê α è, çíà÷èò, α = [a0; a1, a2, . . .].
Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (8.23)-(8.25) ñïðàâåäëèâû è äëÿ êîíå÷íûõ

öåïíûõ äðîáåé â ïðåäåëàõ òåõ èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
íåïîëíûå ÷àñòíûå è ïîäõîäÿùèå äðîáè. Ïðè ýòîì αn = rn

rn+1
â ôîð-

ìóëàõ (8.8).
Ïîìèìî (8.26) èç ðàâåíñòâà (8.25) ìîæíî âûâåñòè è îöåíêó ñíèçó

äëÿ ïðèáëèæåíèÿ α ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè. Äåéñòâèòåëüíî,

|qkα−pk| = 1

αk+1qk + qk−1
>

1

(ak+1 + 1)qk + qk−1
=

1

qk+1 + qk
, (8.27)

îòêóäà ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 8.4. Ïðè ëþáîì k ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣α−
pk

qk

∣∣∣∣ ≥
1

qk(qk+1 + qk)
.

Èç òåîðåì 8.2-8.4 ñëåäóåò êðèòåðèé èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà.
Ñëåäñòâèå 8.5. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α èððàöèîíàëüíî â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà åãî öåïíàÿ äðîáü áåñêîíå÷íà.

Êàæäàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü íåñîêðàòèìà è â ñèëó íåðàâåíñòâ
(8.14) óäîâëåòâîðÿåò (8.3), ÷òî äàåò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñëåä-
ñòâèÿ 8.1.

Ðàâåíñòâà (8.23) äàþò óäîáíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåïðå-
ðûâíîé äðîáè ÷èñëà. Çíàíèå íåïðåðûâíîé äðîáè ïîçâîëÿåò ñ ïîìî-
ùüþ ðàâåíñòâ (8.11) ëåãêî âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäõîäÿùèå
äðîáè, ò.å. íàõîäèòü õîðîøèå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê α. Â
äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ â íåêî-
òîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèìè.
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Ïðèìåð. Íàéòè ðàçëîæåíèå â íåïðåðûâíóþ äðîáü ÷èñëà 1+
√

17
2 è

ïåðâûå ïÿòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (8.23) íàõîäèì

α0 =
1 +

√
17

2
, a0 = [α0] = 2,

α1 =
1

α0 − 2
=

2√
17− 3

=

√
17 + 3

4
, a1 = [α1] = 1,

α2 =
1

α1 − 1
=

4√
17− 1

=

√
17 + 1

4
, a2 = [α2] = 1,

α3 =
1

α2 − 1
=

4√
17− 3

=

√
17 + 3

2
, a3 = [α3] = 1,

α4 =
1

α3 − 3
=

2√
17− 3

=

√
17 + 3

4
= α1, a4 = [α4] = 1.

Â ôîðìóëàõ (8.23) êàæäîå ÷èñëî αn+1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî
÷èñëó αn. Ïîýòîìó ñîâïàäåíèå α4 = α1 îçíà÷àåò, ÷òî áóäóò âûïîëíå-
íû ðàâåíñòâà α5 = α2, α6 = α3 è òàê äàëåå, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
an â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé. Èìååì

1 +
√

17

2
= [2; 1, 1, 3, 1, 1, 3, 1, 1, 3, . . .] = [2; 1, 1, 3].

Ðàâåíñòâà (8.11) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ìàòðè÷íîì âèäå
(

pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

)
·
(

an

1

)
=

(
pn

qn

)
.

Ýòî ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü âû÷èñëåíèå ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, íà÷è-
íàÿ ñ n = 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
2 1
1 0

)
·
(

1
1

)
=

(
3
1

)
,

(
3 2
1 1

)
·
(

1
1

)
=

(
5
2

)
,

(
5 3
2 1

)
·
(

3
1

)
=

(
18
7

)
,

(
18 5
7 2

)
·
(

1
1

)
=

(
23
9

)
, . . .
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Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ
2

1
,

3

1
,

5

2
,

18

7
,

23

9
,

41

16
,

146

57
, . . .

Çàìåòèì, ÷òî

1 +
√

17

2
− 41

16
= −0.000947187 . . . .

8.4 Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ
Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ê çàäàííîìó ÷èñëó α îïðåäåëÿþòñÿ, êàê
íàèëó÷øèå ñðåäè ïðèáëèæåíèé ñ çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì âåëè÷èíû
çíàìåíàòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 8. Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü p
q íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì

ïðèáëèæåíèåì ê äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó α, åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé
äðîáè a

b 6= p
q ñ óñëîâèåì 1 ≤ b ≤ q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|bα− a| > |qα− p|,
äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

{
|x− αy| ≤ |p− αq| ,

0 < y ≤ q
(8.28)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ, à èìåííî

x = p, y = q.

Çàìåòèì, ÷òî íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå âñåãäà åñòü íåñîêðàòèìàÿ
äðîáü. Âåäü åñëè p = ua, q = ub, u > 1, òî |a − αb| < |p − αq| è
0 < b < q, ò.å. ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (8.28) èìååò ðåøåíèåì è ïàðó
÷èñåë x = a, y = b.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó íàèëó÷øèìè ïðè-
áëèæåíèÿìè ê èððàöèîíàëüíûì ÷èñëàì è ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè.



ÃËÀÂÀ 8. ÖÅÏÍÛÅ ÄÐÎÁÈ 227

Òåîðåìà 8.5. Âñÿêîå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê ÷èñëó α åñòü ïîä-
õîäÿùàÿ äðîáü ê íåìó. Âñÿêàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü pn

qn
ê α ïðè n ≥ 1

åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê ýòîìó ÷èñëó.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäõîäÿùàÿ äðîáü p0

q0
= 0

1 ê ÷èñëó α = 2
3 íå ÿâëÿåòñÿ

íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê íåìó, òàê êàê ñèñòåìà (8.28) èìååò â
ýòîì ñëó÷àå ëèøíåå ðåøåíèå x = 1, y = 1.

Ëåììà 8.2. Ïóñòü pk

qk
, pk+1

qk+1
� ñîñåäíèå ïîäõîäÿùèå äðîáè ê ÷èñëó α,

ïðè÷åì pk+1

qk+1
6= α. Òîãäà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

{
|x− αy| ≤ |pk − αqk| ,

0 < y ≤ qk+1
(8.29)

èìååò ëèøü äâà ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ, à èìåííî

x = pk, y = qk, è x = pk+1, y = qk+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x, y) ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (8.29) â
öåëûõ ÷èñëàõ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

x = upk + vpk+1,

y = uqk + vqk+1

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ u, v. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû
ðàâåí qk+1pk − pk+1qk = (−1)k+1, òî åé óäîâëåòâîðÿþò öåëûå ÷èñëà.
Ñîõðàíèì äëÿ íèõ òå æå îáîçíà÷åíèÿ u, v. Ïîñêîëüêó y > 0, òî ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë u, v îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u = 0. Òîãäà 0 < y = vqk+1 ≤ qk+1. Çíà÷èò,

y = qk+1, v = 1, è x = pk+1.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v = 0. Òîãäà x = upk, y = uqk, u > 0, è

|pk − αqk| ≥ |x− αy| = u · |pk − αqk|,
÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè u = 1. Íî òîãäà x = pk, y = qk.
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3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uv 6= 0. Åñëè ÷èñëà u, v èìåþò îäèíàêîâûå
çíàêè, òî óñëîâèå y > 0 îçíà÷àåò, ÷òî u > 0, v > 0. Íî òîãäà y ≥
qk + qk+1, ÷òî íåâåðíî. Èòàê, uv < 0. Èìååì

x− yα = u(pk − αqk) + v(pk+1 − αqk+1). (8.30)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëà pk − αqk è pk+1 − αqk+1 òàêæå èìåþò ðàçíûå
çíàêè, çàêëþ÷àåì, ÷òî çíàêè ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(8.30) îäèíàêîâû. Ïîýòîìó

|x− yα| = |u| · |pk − αqk|+ |v| · |pk+1 − αqk+1| > |pk − αqk|,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 8.5. Ïóñòü p
q � íàèëó÷øåå ïðèáëèæå-

íèå ê ÷èñëó α è k � íàèáîëüøèé èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî qk ≤ q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|p− αq| < |pk − αqk|.
Òîãäà îïðåäåëåíà äðîáü pk+1

qk+1
, ïðè÷åì q < qk+1. Íî ýòî íåâîçìîæíî â

ñèëó ëåììû 8.2. Çíà÷èò âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|pk − αqk| ≤ |p− αq|.
Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî p

q åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê α, íàõîäèì
q = qk, p = pk, ò.å. p

q åñòü îäíà èç ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê α.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè k ≥ 0 êàæäàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü pk+1

qk+1
ê

÷èñëó α, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê íåìó.
Ïóñòü öåëûå ÷èñëà x, y óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

{
|x− αy| ≤ |pk+1 − αqk+1| ,

0 < y ≤ qk+1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.3 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
{
|x− αy| < |pk − αqk| ,

0 < y ≤ qk+1,
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÷òî ïî ëåììå 8.2 âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå x = pk+1, y = qk+1. Çíà÷èò,
äðîáü pk+1

qk+1
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê α.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 8.6. Åñëè íåñîêðàòèìàÿ äðîáü p
q , q > 0, óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó ∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ <
1

2q2 , (8.31)

òî îíà åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê α è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïîä-
õîäÿùèõ äðîáåé ê íåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëûå ÷èñëà x = a, y = b óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (8.28), ò.å.

{
|a− αb| ≤ |p− αq| ,

0 < b ≤ q .

Òîãäà, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà, íàõîäèì

|aq − bp| = |q(a− αb)− b(p− αq)| ≤
q|a− αb|+ b|p− αq| ≤ 2q|p− αq| = 2q2

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëîå ÷èñëî aq − bp ðàâíî íóëþ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
÷èñëà p, q âçàèìíî ïðîñòû. Ïîýòîìó èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà aq =
bp ñëåäóåò q|b. Ïî óñëîâèþ 0 < b ≤ q, òàê ÷òî b = q è a = p. Ýòî
äîêàçûâàåò, ÷òî p

q åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê α.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò òåïåðü èç òåîðåìû 8.5.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé íåðàâåí-
ñòâà (8.31) áåñêîíå÷íî.

Òåîðåìà 8.7. Ïðè k ≥ 1 ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç äâóõ ñîñåäíèõ
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé pk

qk
, pk+1

qq+1
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (8.31).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
∣∣∣∣α−

pk

qk

∣∣∣∣ ≥
1

2q2
k

,

∣∣∣∣α−
pk+1

qk+1

∣∣∣∣ ≥
1

2q2
k+1

. (8.32)

Ñêëàäûâàÿ èõ è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî äðîáè pk

qk
, pk+1

qq+1
ëåæàò ïî ðàçíûå

ñòîðîíû îò α, íàõîäèì

1

2q2
k

+
1

2q2
k+1

≤
∣∣∣∣α−

pk

qk

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣α−
pk+1

qk+1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
pk

qk
− pk+1

qk+1

∣∣∣∣ =
1

qkqk+1
.

Îòêóäà, âûïîëíèâ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì (qk+1− qk)
2 ≤

0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê qk+1 > qk. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò,
÷òî ïðåäïîëîæåíèå (8.32) íåâåðíî è óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿ-
åòñÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ èððàöèîíàëüíîãî
÷èñëà áåñêîíå÷íà. Ïîýòîìó íàõîäèì óñèëåíèå ñëåäñòâèÿ 8.1.

Ñëåäñòâèå 8.6. Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåñîêðàòèìûõ äðîáåé p

q , óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ íåðàâåíñòâó ∣∣∣∣α−

p

q

∣∣∣∣ <
1

2q2 .

8.5 Ýêâèâàëåíòíûå ÷èñëà
Íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà α è β íàçûâàþòñÿ ýêâè-
âàëåíòíûìè, åñëè íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà a, b, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèå
ðàâåíñòâàì

α =
aβ + b

cβ + d
, ad− bc = ±1. (8.33)

Ýòî îòíîøåíèå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ α ∼ β.
Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî α ýêâèâàëåíòíî ñàìîìó ñåáå. Â ýòîì

ñëó÷àå ðàâåíñòâî (8.33) âûïîëíÿåòñÿ ñ a = d = 1, b = c = 0.
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Åñëè α ∼ β, îòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ è â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòî-
ðîíó, ò.å. β ∼ α. Äåéñòâèòåëüíî, èç (8.33) ëåãêî íàéòè, ÷òî

β =
−dα + b

cα− a
.

Íàêîíåö, åñëè α ∼ β è β ∼ γ, òî α ∼ γ. ×òîáû ïðîâåðèòü ýòî
âîçüìåì äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

α =
aβ + b

cβ + d
, β =

pγ + q

rγ + s
ad− bc = ±1, ps− qr = ±1,

è ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ β â ïåðâóþ äðîáü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èòñÿ ðàâåíñòâî

α =
uγ + v

wγ + t
,

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû u, v, w, t îïðåäåëÿþòñÿ, êàê íå òðóäíî ïðî-
âåðèòü, ìàòðè÷íûì ðàâåíñòâîì

(
u v

w t

)
=

(
a b

c d

)(
p q

r s

)
.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
îïðåäåëèòåëåé, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ut− vw = ±1. Èòàê, α ∼ γ.

Èç ýòèõ òðåõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ðàñïàäàåòñÿ íà êëàññû ÷èñåë, ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé.

Åñëè ïðè ðàçëîæåíèè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α â íåïðåðûâíóþ
äðîáü ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî α = [a0; a1, . . . , ak, αk+1], òî, ñì. (8.24),

α = [a0; a1, . . . , ak, αk+1] =
αk+1pk + pk−1

αk+1qk + qk−1
,

ãäå pk, qk, pk−1, qk−1 � ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîãëàñíî (8.12) ðàâåíñòâó

qkpk−1 − pkqk−1 = (−1)k, k ≥ 0. (8.34)

Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî α ∼ αk+1 ïðè ëþáîì k ≥ 0.
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Åñëè, íàïðèìåð, α � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ðàñêëàäûâàþùååñÿ â
íåïðåðûâíóþ äðîáü äëèíû k + 1, òî αk+1 � öåëîå ÷èñëî. Íî, ëþ-
áûå äâà öåëûõ ÷èñëà, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíû. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî
ëþáûå äâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëà ýêâèâàëåíòíû.

Áîëåå îáùå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 8.8. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà α è β ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçëîæåíèÿ â íåïðåðûâíûå äðîáè íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî ìåñòà ñîâïàäàþò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë α

è β ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîãî ìåñòà. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå èíäåêñû
k, `, ÷òî

α = [a0; a1, . . . , ak, αk+1], β = [b0; b1, . . . , b`, β`+1],

ïðè÷åì αk+1 = β`+1. Èç ñêàçàííîãî âûøå èìååì α ∼ αk+1 = β`+1 ∼ β
è, çíà÷èò, α ∼ β.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ ñòîðîíó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ∼ β. Ðàññìîòðèì äàëåå íåñêîëüêî
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü α ³ β äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî ðàçëîæåíèÿ â íåïðåðûâíûå äðîáè ÷èñåë α è
β íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà ñîâïàäàþò.

1) Åñëè, β = α+n, ãäå n - íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, òî íåïðåðûâíûå
äðîáè ÷èñåë α è β ñîâïàäàþò óæå íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ìåñòà, ò.å. α ³
β.

2) Ïóñòü β = −α. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî α íå öåëîå ÷èñëî,
âåäü ýòîò ñëó÷àé óæå ðàçîáðàí â ïóíêòå 1). Èìååì

α = a0 +
1

γ
, a0 ∈ Z, a0 < α < a0 + 1, γ > 1,

ò.å. α = [a0; γ]. Òîãäà −a0 − 1 < −α < −a0 è

−α = −a0 − 1 +
γ − 1

γ
= −a0 − 1 +

1

1 +
1

γ − 1

.
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Ïðè γ > 2 èìååì −α = [−a0 − 1; 1, γ − 1] è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî, êàê
äîêàçàíî â ïóíêòå 1), ðàçëîæåíèÿ γ è γ − 1 íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
ìåñòà ñîâïàäàþò, ïîëó÷àåì α ³ β.

Ïðè 1 < γ < 2 èìååì γ = 1 + 1
ρ , ρ > 1, òàê ÷òî

α = [a0; 1, ρ], −α = [−a0 − 1; 1 + ρ].

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàçëîæåíèÿ ρ è 1 + ρ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà
ñîâïàäàþò, ïîëó÷àåì α ³ −β = β.

3) Ïóñòü β = 1
α .

à) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé α > 1. Òîãäà β = [0; α] è óòâåð-
æäåíèå α ³ β âûïîëíÿåòñÿ.

á) Ïóñòü 0 < α < 1. Òîãäà α = β−1, β > 1, ò.å. α = [0; β] è
óòâåðæäåíèå β ³ α òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

â) Åñëè α < 0, ïî äîêàçàííîìó ðàíåå èìååì

α ³ −α ³ 1

−α
= − 1

α
³ 1

α
.

Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ òðåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïåðåéäåì ê îáùåìó

β =
aα + b

cα + d
, ad− bc = ±1, (8.35)

è áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ β ³ α èíäóêöèåé ïî |c|.
Â ñëó÷àå |c| = 0 èìååì β = ±α + b è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç

äîêàçàííûõ âûøå ïóíêòîâ 1) è 2).
Ïðåäïîëîæèì |c| = n ≥ 1 è äëÿ âñåõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ êîýô-

ôèöèåíò ïðè α â çíàìåíàòåëå ïðåäñòàâëåíèÿ (8.35) ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå ìåíüøå n, óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Â ñëó÷àå |a| < n

íàõîäèì
1

β
=

cα + d

aα + b
, cb− ad = ±1,

è ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ íàõîäèì β−1 ³ α, îòêóäà
ïî äîêàçàííîìó âûøå β ³ β−1 ³ α. Óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå |a| ≥ |c| ìîæíî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü c > 0.
Èíà÷å ìîæíî ñìåíèòü çíàêè ó âñåõ ÷èñåë a, b, c, d â ïðåäñòàâëåíèè
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(8.35). Ðàçäåëèâ êîýôôèöèåíò a íà c ñ îñòàòêîì íàéäåì a = cq +
r, 0 ≤ r < c. Òîãäà

β − q =
rα + b− qd

cα + d
è

γ =
1

β − q
=

cα + d

rα + b− qd
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c(b − qd) − dr = bc − ad = ±1 è 0 ≤ r < c ≤ n,
çàêëþ÷àåì ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ è äîêàçàííîìó ðàíåå

α ³ γ ³ β − q ³ β.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

8.6 Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè è öåïíûå
äðîáè

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòè ïîäêëàññ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñî-
ñòàâëÿþò êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
α íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ, åñëè îíî íå ðàöè-
îíàëüíî è åñòü êîðåíü êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà f(x) = ax2 + bx + c ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c. Ðàçäåëèì êîýôôèöèåíòû íà îáùèé
äåëèòåëü è, åñëè a < 0 óìíîæèì òðåõ÷ëåí íà −1. Òàê ïîëó÷èòñÿ
ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì

f(α) = 0, (a, b, c) = 1, a > 0. (8.36)
Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí òàêîé ìíîãî÷ëåí. ×èñëî D(α) = b2 − 4ac

íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì α. ßñíî, ÷òî D(α) > 0 è îòëè÷íî îò
êâàäðàòà öåëîãî ÷èñëà.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì ñâîéñòâà öåïíûõ äðîáåé, â êîòîðûå
ðàñêëàäûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè.

Ïóñòü D öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò êâàäðàòîâ.
Ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà x+ y

√
D ñ ðàöèîíàëüíûìè x, y îáîçíà÷àåòñÿ
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ñèìâîëîì Q(
√

D). Ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ óìíî-
æåíèÿ è äåëåíèÿ èìååì

(x + y
√

D) · (u + v
√

D) = (xu + yvD) + (xv + yu)
√

D, (8.37)

1

x + y
√

D
=

x− y
√

D

x2 −Dy2 =
x

x2 −Dy2 +
−y

x2 −Dy2

√
D. (8.38)

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî Q(
√

D) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Îíî ñîäåðæèò ìíîæå-
ñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç Q(

√
D)

åñòü êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.
Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà α = x+y

√
D ∈ Q(

√
D) ñ ðàöèîíàëüíûìè x, y

áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

α ′ = x− y
√

D.

ßñíî, ÷òî äëÿ èððàöèîíàëüíîãî α ÷èñëî α ′ åñòü âòîðîé êîðåíü êâàä-
ðàòíîãî òðåõ÷ëåíà f(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî (8.36). Äëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë α èìååì α ′ = α.

×èñëà α è α ′ íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë
α, β ∈ Q(

√
D) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(α+β)′ = α ′+β′, (α−β)′ = α ′−β′, (αβ)′ = α ′β′,
(

α

β

)′
=

α ′

β′
.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî β 6= 0.
Ïðîâåðèì ýòè ðàâåíñòâà äëÿ óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ. Äëÿ ñëîæåíèÿ

è âû÷èòàíèÿ îíè ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Åñëè α = x + y
√

D, β =
u+v

√
D, x, y, u, v ∈ Q, òî ñîãëàñíî ôîðìóëàì (8.37), (8.38) íàõîäèì

α ′β′ = (xu + yvD)− (xv + yu)
√

D = (αβ)′,

1

β′
=

u

u2 −Dv2 +
v

u2 −Dv2

√
D =

(
1

β

)′

è (
α

β

)′
= (α · β−1)′ = α ′(β−1)′ = α ′(β′)−1 =

α ′

β′
.
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Öåïíàÿ äðîáü [a0; a1, a2, . . .] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü an, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà ïåðèîäè÷íà, ò.å.
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî an+k = an. Äðîáü íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé,
åñëè ðàâåíñòâî an+k = an âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n ≥ 0. Ïåðèîäè÷å-
ñêèå äðîáè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ

[ a0; a1, . . . , ah, ah+1, . . . , ah+k ],

ãäå ah+1, . . . , ah+k � ïåðèîä. Ñîîòâåòñòâåííî ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèå
äðîáè îáîçíà÷àþòñÿ

[ a0, a1, . . . , ak−1 ].

Òåîðåìà 8.9 (Òåîðåìà Ýéëåðà-Ëàãðàíæà). Ïóñòü α � äåéñòâè-
òåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Öåïíàÿ äðîáü α ïåðèîäè÷íà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Òîò ôàêò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè åñòü ðàçëîæåíèÿ
êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé áûë äîêàçàí â 1737ã. Ýéëåðîì.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î ïåðèîäè÷íîñòè öåïíîé äðîáè äëÿ ëþáîé
êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè áûëî óñòàíîâëåíî â 1770ã. Ëàãðàí-
æåì. Ìû íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ñ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëåäóþùåì íèæå äîêàçàòåëüñòâå áóêâû pj, qj

áóäóò îáîçíà÷àòü ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé öåï-
íîé äðîáè ÷èñëà α.

Ïðåäïîëîæèì, ñíà÷àëà, ÷òî öåïíàÿ äðîáü α ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ,
ò.å. α = [ a0, a1, . . . , ak−1 ]. Òîãäà α = [ a0; a1, . . . , ak−1, αk]. Ïîñêîëüêó
αk = [ a0, a1, . . . , ak−1 ] = α, òî èìååì α = [ a0; a1, . . . , ak−1, α] èëè

α =
αpk−1 + pk−2

αqk−1 + qk−2
.

Çíà÷èò, α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà qk−1x
2 + (qk−2 − pk−1)x− pk−2. Öåï-

íàÿ äðîáü ÷èñëà α áåñêîíå÷íà, ïîýòîìó α èððàöèîíàëüíî. Èòàê, α �
êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.
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Â îáùåì ñëó÷àå èìååì

α = [ a0; a1, . . . , ah, ah+1, . . . , ah+k ] = [ a0; a1, . . . , ah, γ ],

ãäå γ = [ ah+1, ah+2, . . . , ah+k ], êàê óñòàíîâëåíî âûøå, � êâàäðàòè÷-
íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Òîãäà

α =
γph + ph−1

γqh + qh−1
, γ =

−αqh−1 + ph−1

αqh − ph
.

Çíà÷èò, α åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè è èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî. Òåîðåìà â îäíó ñòîðîíó äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè ðàñêëàäû-
âàþòñÿ â ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè. Ââåäåì äëÿ ýòîãî åùå îäíî
ïîíÿòèå.

Ïóñòü α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, f(x) = ax2 + bx+ c �
ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
(8.36). Âòîðîé êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, îòëè÷íûé îò α, áûë îáî-
çíà÷åí ðàíåå ñèìâîëîì α′. ×èñëî α áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííûì,
åñëè

α > 1, −1 < α ′ < 0. (8.39)
Ïðèìåð. Ïóñòü D � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå, íå ðàâíîå êâàäðàòó öåëî-
ãî ÷èñëà. Ïîëîæèì a0 = [

√
D] è α = a0+

√
D. Òîãäà α � ïðèâåäåííàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, α ′ = a0 −
√

D è
íåðàâåíñòâà (8.39), î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.9 ïîíàäîáÿòñÿ òðè
âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 8.3. Ïóñòü α, β � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñîîò-
íîøåíèåì β = v + 1

α, ãäå v öåëîå ÷èñëî. Åñëè β � êâàäðàòè÷íàÿ èð-
ðàöèîíàëüíîñòü, òî òàêèì áóäåò è ÷èñëî α, ïðè÷åì D(α) = D(β).
Åñëè β � ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü è v = [β],
òî α � ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê α = 1
β−v ∈ Q(

√
D(β)) è α 6∈ Q, òî α

êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.
Åñëè α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ax2 + bx + c ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-

òàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (a, b, c) = 1, a > 0, òî ÷èñëî β
åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

c(x− v)2 + b(x− v) + a = cx2 + (b− 2cv)x + a− bv + cv2.

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà âçàèìíî ïðîñòû â ñî-
âîêóïíîñòè, ïîýòîìó

D(β) = (b− 2cv)2 − 4c(a− bv + cv2) = b2 − 4ac = D(α).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî β � ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëü-
íîñòü, ò.å. β > 1, −1 < β′ < 0. Òàê êàê v = [β], òî 0 < β − v < 1 è
α = 1

β−v > 1.
Èç ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùåãî ÷èñëà α è β, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = [β] ≥

1, íàõîäèì
− 1

α ′ = v − β′ > 1.

Îòñþäà ñëåäóåò 0 < −α ′ < 1 è −1 < α ′ < 0. Ïîëó÷èâøèåñÿ íåðà-
âåíñòâà îçíà÷àþò ïðèâåäåííîñòü α.

Èç ýòîé ëåììû, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îñòàòêè αn, ïîëó÷àþùè-
åñÿ ïðè ðàçëîæåíèè êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè α â öåïíóþ
äðîáü, ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè èððàöèîíàëüíîñòÿìè, èõ äèñêðè-
ìèíàíòû ðàâíû äèñêðèìèíàíòó α, ò.å. D(αn) = D(α), n ≥ 1.
Ëåììà 8.4. Åñëè α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, òî ÷èñëà
αn � îñòàòêè íåïðåðûâíîé äðîáè α, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
íîìåðàõ n áóäóò ïðèâåäåííûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ íåïðåðûâíîé äðîáè ñëå-
äóåò, ÷òî αn > 1 ïðè ëþáîì n ≥ 1.

Äàëåå èç ðàâåíñòâà (8.25) ñëåäóåò

qnα
′ − pn =

(−1)n

α ′
n+1qn + qn−1

(8.40)
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è
α ′

n+1qn = −qn−1 +
1

qn
· (−1)n

α ′ − pn

qn

. (8.41)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî pn

qn
→ α, è, çíà÷èò, âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷à-

ñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α ′

n+1 < 0.
Èç (8.41) òàêæå ñëåäóåò

(α ′
n+1 + 1)qn = qn − qn−1 +

1

qn
· (−1)n

α ′ − pn

qn

.

Ïîñêîëüêó qn−qn−1 ≥ 1, çàêëþ÷àåì îòñþäà, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ α ′

n+1 + 1 > 0.
Äîêàçàííûå íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ n, ïðåâîñõîäÿùèõ

íåêîòîðóþ ãðàíèöó, âñå ÷èñëà αn áóäóò ïðèâåäåííûìè.

Ëåììà 8.5. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà D > 0 ñóùåñòâóåò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ïðèâåäåííûõ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé ñ
äèñêðèìèíàíòîì D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
èððàöèîíàëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà D è f(x) = ax2 + bx + c � ìíî-
ãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (8.36). Òîãäà b2 − 4ac = D è
c 6= 0.

Óñëîâèå ïðèâåäåííîñòè îçíà÷àåò, ÷òî c = aαα ′ < 0. Çíà÷èò, b2 +
4a|c| = D è |b| ≤ √

D, 0 < a < D/4, −D/4 < c < 0, ò.å. ïðè
ôèêñèðîâàííîì D êàæäûé èç öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c ìîæåò
èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Ýòèì ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ êâàä-
ðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêóþ öåï-
íóþ äðîáü.

Ïóñòü α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Îáîçíà÷èì D =
D(α). Èç ëåìì 8.3 è 8.4 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî n0 òàêîå,
÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0 ÷èñëà αn áóäóò ïðèâåäåííûìè êâàäðàòè÷íûìè
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èððàöèîíàëüíîñòÿìè äèñêðèìèíàíòà D. Èç ëåììû 8.5 ñëåäóåò, ÷òî
ñðåäè íèõ ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ. Ïîýòîìó
íàéäóòñÿ äâà èíäåêñà m > ` > n0 òàêèå, ÷òî αm = α`. Êàæäûé îñòà-
òîê íåïðåðûâíîé äðîáè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðåäøåñòâóþ-
ùåìó îñòàòêó. Ïîýòîìó αm+1 = α`+1, αm+2 = α`+2 è ò.ä. Îáîçíà÷èâ
k = m − l > 0, ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
αn+k = αn ïðè ëþáîì n ≥ `. Òðåáóåìàÿ ïåðèîäè÷íîñòü íåïðåðûâ-
íîé äðîáè äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì òåïåðü, ðàçëîæåíèå êàêèõ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèî-
íàëüíîñòåé â öåïíóþ äðîáü áóäåò ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèì.

Òåîðåìà 8.10. Ïóñòü α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Öåï-
íàÿ äðîáü α áóäåò ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà α � ïðèâåäåííàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè öåïíàÿ äðîáü α ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî ñ
íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì k ïðè ëþáîì n ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâà αn+k = αn. Â ÷àñòíîñòè, α = α0 = αrk ïðè ëþáîì öåëîì r ≥ 0.
Âûáðàâ r äîñòàòî÷íî áîëüøèì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 8.3 çàêëþ-
÷àåì, ÷òî α � ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α � ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððà-
öèîíàëüíîñòü. Ïî ëåììå 8.3 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå ÷èñëà αn,
n ≥ 0, ïðèâåäåíû. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà íàéäóòñÿ
öåëûå èíäåêñû k è ` òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ ` âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî αn+k = αn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ` � íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ýòîì
ñâîéñòâîì. Äîïóñòèì, ÷òî ` ≥ 1. Èç ðàâåíñòâ

α`−1 = a`−1 +
1

α`
, α`+k−1 = a`+k−1 +

1

α`+k
(8.42)

ñëåäóåò

− 1

α ′
`

= a`−1 − α ′
`−1, − 1

α ′
`+k

= a`+k−1 − α ′
`+k−1.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α`−1 è α`+k−1 � ïðèâåäåííûå èððàöèîíàëüíîñòè, ïî-
ëó÷àåì 0 < −α ′

`−1 < 1 è 0 < −α ′
`+k−1 < 1, òàê ÷òî

a`−1 =

[
− 1

α ′
`

]
, a`+k−1 =

[
− 1

α ′
`+k

]
.

Èç ðàâåíñòâà α` = α`+k ñëåäóåò α ′
` = α ′

`+k è a`−1 = a`+k−1. Âîçâðà-
ùàÿñü ê ðàâåíñòâàì (8.42), ïîëó÷àåì α`−1 = α`+k−1, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ìèíèìàëüíîñòè `. Ñëåäîâàòåëüíî, ` = 0.

8.7 Èñïîëüçîâàíèå öåïíûõ äðîáåé äëÿ ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì êàêîãî-ëèáî
öåëîãî ÷èñëà. Äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

x2 − dy2 = 1 (8.43)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïåëëÿ. ßñíî, ÷òî åñëè ïàðà öåëûõ ÷èñåë x, y
åñòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî ÷èñëà ±x,±y ïðè ëþáîì ðàñïðå-
äåëåíèè çíàêîâ òàêæå áóäóò ñîñòàâëÿòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.43).
Ïîýòîìó, îñòàâèâ â ñòîðîíå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = ±1, y = 0,
äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ ñ óñëîâèåì x > 0, y > 0.

Åñëè ÷èñëà x, y îáðàçóþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.43), òî x2 > dy2

è x >
√

d y. Íî òîãäà

|x−
√

d y| = 1

x +
√

d y
<

1

2
√

d y

è ∣∣∣∣
√

d− x

y

∣∣∣∣ <
1

2
√

d y2
<

1

2y2 .

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 8.6 çàêëþ÷àåì òåïåðü, ÷òî äðîáü x
y åñòü ïîä-

õîäÿùàÿ äðîáü ê ÷èñëó
√

d. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
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òåõ èç ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ
√

d, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó
óðàâíåíèþ.

Ðàçëîæåíèÿ â öåïíûå äðîáè ÷èñåë âèäà
√

d îáëàäàþò ðÿäîì îñî-
áåííîñòåé. Ê îïèñàíèþ èõ ìû ñåé÷àñ è ïåðåéäåì.
Ëåììà 8.6. Ïóñòü α � ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëü-
íîñòü. Òîãäà β = − 1

α ′ � òàêæå ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððà-
öèîíàëüíîñòü. Ïåðèîä öåïíîé äðîáè β ñîñòîèò èç ÷èñåë ïåðèîäà
α, çàïèñàííûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå, ÷òî β åñòü êâàäðàòè÷íàÿ èððàöè-
îíàëüíîñòü, î÷åâèäíî, òàê êàê α ′ åñòü êîðåíü òîãî æå ìíîãî÷ëåíà
âòîðîé ñòåïåíè, ÷òî è α. Ïðèâåäåííîñòü β îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñëå-
äóþùèõ íåðàâåíñòâ

β = − 1

α ′ > 1, −1 < β′ = − 1

α
< 0.

Ïåðâîå èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó −1 < α ′ < 0, à âòîðîå � â
ñèëó òîãî, ÷òî α > 1.

Ïóñòü α = [a0, a1, . . . , am] � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ â ñèëó òåîðåìû
8.10 öåïíàÿ äðîáü ÷èñëà α. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

αk = ak +
1

αk+1
, k = 0, . . . , m, α0 = αm+1 = α. (8.44)

Îáîçíà÷èì βk = − 1
α ′

m+1−k
, k = 0, . . . , m + 1. Èç (8.44) ñëåäóåò

α ′
k = ak +

1

α ′
k+1

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

− 1

βm+1−k
= ak − βm−k. (8.45)

Ìåíÿÿ ñòîðîíàìè ÷ëåíû ðàâåíñòâà (8.45), íàõîäèì

βm−k = ak +
1

βm+1−k
, 0 ≤ k ≤ m.
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Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ i = m − k äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ.
Òîãäà ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

βi = am−i +
1

βi+1
, 0 ≤ i ≤ m. (8.46)

Ñîãëàñíî ëåììå 8.3 âñå ÷èñëà αm+1−k ïðèâåäåíû. Êàê äîêàçàíî âû-
øå, îòñþäà ñëåäóåò ïðèâåäåííîñòü ÷èñåë βk è, çíà÷èò, íåðàâåíñòâà
βk > 1. Òåïåðü èç (8.46) ïîëó÷àåì [βi] = am−i, 0 ≤ i ≤ m.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë βk ñëåäóåò, ÷òî βm+1 = − 1
α ′

0
= − 1

α ′
m+1

= β0.
Ïîýòîìó β = [am, . . . , a0] è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ëåììà 8.7. Åñëè d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðà-
òîì íèêàêîãî öåëîãî ÷èñëà, òî√

d = [a0; a1, . . . , ak, 2a0],

ãäå a0 = [
√

d], ïðè÷åì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë a1, . . . , ak ñèì-
ìåòðè÷åí, ò.å. a1 = ak, a2 = ak−1 è ò.ä.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî γ = a0 +

√
d ïðèâåäåíî. Äåéñòâèòåëüíî,

îíî, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó γ > 1, à êðîìå òîãî äëÿ
γ′ = a0 −

√
d â ñèëó a0 = [

√
d] âûïîëíÿåòñÿ −1 < γ′ < 0. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 8.10 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî γ èìååò ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêóþ
öåïíóþ äðîáü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [γ] = 2a0, íàõîäèì

γ = [2a0, a1, . . . ak] (8.47)
ñ íåêîòîðûìè öåëûìè a1, . . . , ak. Îòñþäà â ñèëó ðàâåíñòâà γ + γ′ =
2a0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

γ = 2a0 +
1(
− 1

γ′

) ,

ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

− 1

γ′
= [a1, . . . , ak, 2a0].

Ñîãëàñíî ëåììå 8.6 îòñþäà ñëåäóåò γ = [2a0, ak, . . . , a1]. Ñðàâíèâàÿ
ýòó öåïíóþ äðîáü ñ (8.47), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå î ñèììåòðèè.
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Ëåììà 8.8. Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðà-
òîì íèêàêîãî öåëîãî è αn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ öåïíîé
äðîáè

√
d, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâàìè (7.15). Äëÿ êàæäîãî n ≥ 0

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

αn =
An +

√
d

Bn
, An ≥ 0, Bn > 0, (8.48)

ãäå An, Bn � öåëûå ÷èñëà. Ïðè n ≥ 0 cïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

An+1 = anBn − An, Bn+1 =
d− A2

n+1

Bn
, A0 = 0, B0 = 1. (8.49)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (8.48) ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè
ïî n. Äëÿ n = 0 óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ A0 = 0 è B0 = 1.

Ïóñòü òåïåðü n ≥ 0 è óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ÷èñëà αn. Èç ðà-
âåíñòâ α1 = 1√

d−a0
è α ′

1 = − 1√
d+a0

ñëåäóåò α1 > 1, −1 < α1 < 0, òàê
÷òî α1 � ïðèâåäåííîå ÷èñëî. Ñîãëàñíî ëåììå 8.3 ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî αn+1 � ïðèâåäåííîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì

ax2 + bx + c, a, b, c ∈ Z, (a, b, c) = 1, a > 0,

ìíîãî÷ëåí, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ αn+1. Èç óñëîâèé ïðèâåäåííî-
ñòè ñëåäóåò, ÷òî αn+1 > α ′

n+1. Ïîýòîìó

αn+1 =
−b +

√
D(αn+1)

2a
, α ′

n+1 =
−b−

√
D(αn+1)

2a
,

ãäå D(αn+1) = b2 − 4ac � äèñêðèìèíàíò αn+1. Âñå ÷èñëà αj ïðè
j ≥ 0, èìåþò ðàâíûå äèñêðèìèíàíòû, ïîýòîìó b2−4ac = D(α) = 4d.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî b ÷åòíî è ñ öåëûìè ÷èñëàìè An+1 = −b/2,
Bn+1 = a > 0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

αn+1 =
An+1 +

√
d

Bn+1
. (8.50)

×èñëî αn+1 ïðèâåäåíî, ïîýòîìó 2An+1

Bn+1
= αn+1 + α ′

n+1 > 0 è, çíà÷èò,
An+1 > 0.
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Ðàâåíñòâî αn = an + 1
αn+1

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå αn+1(αn −
an) = 1. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïðåäñòàâëåíèÿ (8.48), (8.50) è óìíîæàÿ
ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî íà BnBn+1, ëåãêî íàõîäèì

(An+1 +
√

d)(An − anBn +
√

d) = BnBn+1. (8.51)

Ðàñêðûâ ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà è ïðèðàâ-
íÿâ ê íóëþ êîýôôèöèåíò ïðè

√
d, ïîëó÷èì An − anBn + An+1 = 0,

òàê ÷òî
An+1 = anBn − An.

Òåïåðü èç (8.51) ñëåäóåò d− A2
n+1 = BnBn+1 è

Bn+1 =
d− A2

n+1

Bn
. (8.52)

Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ëåììà 8.9. Åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû pn

qn
� ïîäõîäÿùàÿ

äðîáü ê
√

d, òî
p2

n − dq2
n = (−1)n+1Bn+1, n ≥ −1. (8.53)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (8.24) ïðè α =
√

d è k = n íàõîäèì

αn+1(qn

√
d− pn) = pn−1 − qn−1

√
d. (8.54)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà qn

√
d + pn. Â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷èòñÿ

αn+1(q
2
nd− p2

n) = (pn−1 − qn−1
√

d)(qn

√
d + pn).

Åñëè ïîäñòàâèòü â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ αn+1 èç (8.50) è,
âîñïîëüçîâàâøèñü èððàöèîíàëüíîñòüþ

√
d, ñðàâíèòü êîýôôèöèåíòû

ïðè
√

d, áóäåì èìåòü
q2
nd− p2

n

Bn+1
= pn−1qn − qn−1pn = (−1)n.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó (8.12). Ýòî çàâåðøàåò äî-
êàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ Ïåëëÿ (8.43).

Òåîðåìà 8.11. Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå êâàäðàòó
öåëîãî, è √

d = [a0; a1, . . . , ak, 2a0]

� ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì. Ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñîñòîèò èç
ïàð (pn, qn) ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê

√
d ñ

óñëîâèåì, ÷òî n + 1 ÷åòíî è äåëèòñÿ íà k + 1. Îïðåäåëèì öåëûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x1, y1 ðàâåíñòâàìè

x1 + y1
√

d =

{
pk + qk

√
d , åñëè k íå÷åòíî,

(pk + qk

√
d)2 , åñëè k ÷åòíî.

Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ (8.43) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ îáðà-
çóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xm, ym) è ïîëó÷àþòñÿ ïî ôîðìóëå

xm + ym

√
d = (x1 + y1

√
d)m, m = 1, 2, . . . . (8.55)

Çàìåòèì, ÷òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 1, y = 0 óðàâíåíèÿ (8.43)
ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå (8.55) ïðè m = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå ãîâîðèëîñü â íà÷àëå ïàðàãðàôà, âñå ðå-
øåíèÿ (x, y) óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñîäåðæàòñÿ
ñðåäè ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê

√
d. Ñîãëàñ-

íî ôîðìóëå (8.53) ïàðà ÷èñåë (pn, qn) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Ïåëëÿ ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ

1) n íå÷åòíî,
2) Bn+1 = 1.
Ðàâåíñòâî Bn+1 = 1 âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

αn+1 = An+1+
√

d. Òàê êàê ïðè ýòîì αn+1 ïðèâåäåíî, òî −1 < An+1−√
d < 0, è, çíà÷èò, An+1 = [

√
d] = a0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî

Bn+1 = 1 èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà αn+1 = a0 +√
d = [2a0, a1, . . . , ak], ò.å. ñ íåêîòîðûì öåëûì m ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ
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n+1 = m(k+1). Èòàê, âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ ñîâïàäàþò ñ ïàðàìè ÷èñåë (pn, qn), íîìåðà êîòîðûõ íå÷åòíû
è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ n + 1 = m(k + 1). Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

×òîáû íàéòè ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé äîêàæåì ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ
èíäóêöèè ïî n ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

α1α2 · · ·αn+1 =
(−1)n+1

pn − qn

√
d
, n ≥ 0. (8.56)

Ïðè n = 0 (8.56) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
√

d = a0 + 1
α1
. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî n ≥ 1 è
α1α2 · · ·αn =

(−1)n

pn−1 − qn−1
√

d
. (8.57)

Èç (8.54) ñëåäóåò

αn+1 = −qn−1
√

d− pn−1

qn

√
d− pn

, n ≥ 0.

Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü (8.56) äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü äâà
ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà.

Â ñëó÷àå n + 1 = m(k + 1), ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî öåïíàÿ äðîáü
√

d

èìååò ïåðèîä äëèíîé k + 1, ò.å. αi+k+1 = αi, íàõîäèì

α1α2 · · ·αn+1 = (α1 · · ·αk+1)
m =

(−1)m(k+1)

(pk − qk

√
d)m

.

Ñðàâíèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ (8.56) ïðè n + 1 = m(k + 1), ïîëó÷àåì

pn − qn

√
d = (pk − qk

√
d)m

è ïåðåõîäÿ ê ñîïðÿæåííûì ÷èñëàì �

pn + qn

√
d = (pk + qk

√
d)m. (8.58)

Åñëè k íå÷åòíî, òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m ÷èñëî n+1 = m(k+1)
áóäåò ÷åòíûì. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m ïàðà öå-
ëûõ ÷èñåë (pn, qn), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (8.58) áóäåò ðåøåíèåì
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óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ. Ýòî äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè
íå÷åòíîì k.

Åñëè æå k ÷åòíî, òî n + 1 = m(k + 1) áóäåò íå÷åòíûì ëèøü â
ñëó÷àå, êîãäà m = 2r � ÷åòíî. Òîãäà èç (8.58) íàõîäèì

pn + qn

√
d = (pk + qk

√
d)2r = (x1 + y1

√
d)r.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 8.7. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ
ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

xm+1 = x1xm + dy1ym,

yn+1 = y1xm + x1ym,

ñïðàâåäëèâûõ ïðè m ≥ 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôîðìóë äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èç
(8.55) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

xm+1 + ym+1
√

d = (xm + ym

√
d)(x1 + y1

√
d),

è âîñïîëüçîâàâøèñü èððàöèîíàëüíîñòüþ
√

d, ñðàâíèòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîýôôèöèåíòû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ.

Ïðèìåð. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ

x2 − 29y2 = 1.

Ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ ðàñêëàäûâàþò α =
√

29 â íåïðåðûâíóþ
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äðîáü.

α0 =
√

29 , a0 = [α0] = 5,

α1 =
1

α0 − 5
=

1√
29− 5

=

√
29 + 5

4
, a1 = [α1] = 2,

α2 =
1

α1 − 2
=

4√
29− 3

=

√
29 + 3

5
, a2 = [α2] = 1,

α3 =
1

α2 − 1
=

5√
29− 2

=

√
29 + 2

5
, a3 = [α3] = 1,

α4 =
1

α3 − 1
=

5√
29− 3

=

√
29 + 3

4
, a4 = [α4] = 2,

α5 =
1

α4 − 2
=

4√
29− 5

= 5 +
√

29 , a5 = [α5] = 10,

α6 =
1√

29− 5
= α1.

Òàêèì îáðàçîì
√

29 = [5; 2, 1, 1, 2, 10]. Â äàííîì ñëó÷àå k = 4. Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òàêîâà

p0

q0
=

5

1
,

11

2
,

16

3
,

27

5
,

p4

q4
=

70

13
, . . .

Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå k ÷åòíî, íàõîäèì â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé
8.11

x1 + y1
√

29 = (70 + 13
√

29)2 = 9801 + 1820
√

29.

Çíà÷èò, íàèìåíüøåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ èìååò âèä x1 = 9801, y1 = 1820). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ðå-
øåíèé ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëàì

xm+1 = 9801xm + 52780ym,

yn+1 = 1820xm + 9801ym,

Íàïðèìåð, âòîðîå è òðåòüå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

(192119201, 35675640), (3765920568201, 699313893460).
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Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.11 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå x2−dy2 =
−1 ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ ëèøü â ñëó÷àå, åñëè äëèíà íàèìåíü-
øåãî ïåðèîäà öåïíîé äðîáè

√
d íå÷åòíà. Èçâåñòíû ëèøü íåìíîãèå

ñëó÷àè, êîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî, íå
ðàñêëàäûâàÿ

√
d â öåïíóþ äðîáü.

Ëåììà 8.10. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4n + 1, òî óðàâíåíèå

x2 − py2 = −1

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ, è, çíà÷èò, íàèìåíüøèé ïåðèîä ðàçëî-
æåíèÿ √p â öåïíóþ äðîáü èìååò íå÷åòíóþ äëèíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (u, v) � íàèìåíüøåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
x2 − py2 = 1 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Îíî ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 8.11. Òîãäà u2 − v2 ≡ 1 (mod 4), è, çíà÷èò, u � íå÷åòíî, à v �
÷åòíî. Ïîñêîëüêó u+1

2 − u−1
2 = 1, ÷èñëà u+1

2 è u−1
2 âçàèìíî ïðîñòû.

Òåïåðü èç ðàâåíñòâà
u− 1

2
· u + 1

2
= p

(v

2

)2

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñ íåêîòîðûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè s, t è ε = ±1
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

u + ε

2
= t2,

u− ε

2
= ps2.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò

t2 − ps2 = ε.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè ïðè âûáîðå ðåøåíèÿ (u, v) è íåðà-
âåíñòâî 1 ≤ s < v, çàêëþ÷àåì ε = −1 è, çíà÷èò, u2 − pv2 = −1. Èç
ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ x2−py2 = −1 â öåëûõ ÷èñëàõ ñëåäóåò, ÷òî
íàèìåíüøèé ïåðèîä ðàçëîæåíèÿ√p â öåïíóþ äðîáü èìååò íå÷åòíóþ
äëèíó.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óæå áûëî äîêàçàíî ðàíåå, ñì. ëåììó 6.4.
Çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ äðîáåé ìîæíî íà-
õîäèòü ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.
Òåîðåìà 8.12. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4n + 1, òî óðàâíåíèå

x2 + y2 = p

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 8.10 ñëåäóåò, ÷òî äëèíà íàèìåíüøåãî
ïåðèîäà öåïíîé äðîáè √p íå÷åòíà. Âìåñòå ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû
8.7 ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

√
p = [a0; a1, . . . , ar, ar, . . . , a1, 2a0].

Òîãäà
αr+1 = [ ar, . . . , a1, 2a0, a1, . . . , ar ]

è ïî ëåììå 8.6 çàêëþ÷àåì αr+1 = − 1
α ′

r+1
. Çíà÷èò, αr+1α

′
r+1 = −1.

Ïîëüçóÿñü òåïåðü ïðåäñòàâëåíèåì (8.48) íàõîäèì A2
r+1−p

B2
r+1

= −1 è,
ñëåäîâàòåëüíî, A2

r+1 + B2
r+1 = p.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî äàåò è ñïîñîá âû÷èñëå-
íèÿ ðåøåíèÿ. Òàê ïðè p = 29 èìååì r = 2 è α3 = 2+

√
29

5 . Ïàðà ÷èñåë
(2, 5) ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 + y2 = 29.
Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.12. Òàê êàê p ïðè äåëåíèè íà 4
äàåò â îñòàòêå 1, òî ïî òåîðåìå 6.1 íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî a, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì

a2 + 1 ≡ 0 (mod p), 0 < a < p.

Ðàçëîæèì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a
p â öåïíóþ äðîáü, è ïóñòü pk

qk
ïîäõî-

äÿùàÿ äðîáü ê a
p ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðà-

âåíñòâó qk <
√

p. Òîãäà √p < qk+1. Èç íåðàâåíñòâà (8.26) ñëåäóåò,
÷òî ∣∣∣∣

a

p
− pk

qk

∣∣∣∣ ≤
1

qkqk+1
<

1

qk
√

p
.
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà ïðîèçâåäåíèå çíàìå-
íàòåëåé ëåâîé ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

|aqk − ppk| < √
p.

Òîãäà
(aqk − ppk)

2 + q2
k < 2p.

Êðîìå òîãî èìååì aqk − ppk ≡ aqk (mod p) è

(aqk − ppk)
2 + q2

k ≡ q2
k(a

2 + 1) ≡ 0 (mod p).

Íà èíòåðâàëå 0 < x < 2p åñòü òîëüêî îäíî öåëîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà p, à èìåííî ñàìî p. Ïîýòîìó (aqk− ppk)

2 + q2
k = p, ò.å. óðàâíåíèþ

òåîðåìû 8.12 óäîâëåòâîðÿþò ÷èñëà x = aqk − ppk è y = qk.

Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 + y2 = 29 çàìåòèì, ÷òî
ñðàâíåíèþ x2 + 1 ≡ 0 (mod 29) óäîâëåòâîðÿåò ÷èñëî x = 12. Ñïðà-
âåäëèâî ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü 12

29 = [0; 2, 2, 2, 2]. ×èñëèòåëü
è çíàìåíàòåëü ïîäõîäÿùåé äðîáè p2

q2
= [0; 2, 2] = 2

5 óäîâëåòâîðÿþò
äàííîìó óðàâíåíèþ.

Íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå èç òåîðåìû 8.12 ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

8.8 Ðàçëîæåíèå ÷èñëà e â öåïíóþ äðîáü
Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ e îïðåäåëÿåòñÿ â êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà ïðåäåëîì

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= 2, 718281828459045235360287471352662497757 . . .

Êàê ìû äîêàæåì íèæå ýòà äåñÿòè÷íàÿ äðîáü áåñêîíå÷íà è íå èìååò
ïåðèîäà.

Áóêâó e äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óêàçàííîãî ïðåäåëà âïåðâûå ñòàë èñ-
ïîëüçîâàòü Ë. Ýéëåð, êîòîðûé äîêàçàë òàêæå â 1737ã. ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 8.13. Ðàçëîæåíèå ÷èñëà e â öåïíóþ äðîáü èìååò âèä

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, . . .].

Â îòëè÷èå îò äåñÿòè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ öåïíàÿ äðîáü e óñòðîåíà
ðåãóëÿðíî: ïàðû åäèíèö ïåðåìåæàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèìè
÷åòíûìè ÷èñëàìè. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå åå íåïîëíûå ÷àñòíûå ai

ïðè i ≥ 1 èíà÷å, çàìåòèâ, ÷òî èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïàäàåòñÿ
íà îòðåçêè, ñîñòîÿùèå èç òðåõ ÷èñåë è èìåþùèå âèä 1, 2m, 1, ãäå m
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, . . .. Ïîýòîìó öåïíóþ äðîáü äëÿ e ÷àñòî
çàïèñûâàþò â âèäå [2; 1, 2m, 1]m≥1.

Òàê êàê öåïíàÿ äðîáü ÷èñëà e áåñêîíå÷íà, èìååì ñîãëàñíî âòîðîìó
óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 8.2

Ñëåäñòâèå 8.8. ×èñëî e èððàöèîíàëüíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.13 ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë I−1, I0, I1, I2, . . ., îïðåäåëåííóþ
ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ

I3n−2 =
1

n!

∫ 1

0
exxn(1− x)ndx , n ≥ 1,

I3n−1 =
1

n!

∫ 1

0
exxn+1(1− x)ndx , n ≥ 0,

I3n =
1

n!

∫ 1

0
exxn(1− x)n+1dx , n ≥ 0.

Ýòè ÷èñëà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Ëåììà 8.11. Âñå ÷èñëà Ik, k ≥ −1, íåîòðèöàòåëüíû è îáðàçóþò
óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

I3n−2 =I3n−1 + I3n, n ≥ 1,

I3n−1 =I3n + I3n+1, n ≥ 0,

I3n = (2n + 2)I3n+1 + I3n+2, n ≥ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ÷èñëà
Ik. Èìååì

I3n−2 − I3n−1 =
1

n!

∫ 1

0
exxn(1− x)n(1− x)dx = I3n,

I3n+1 =
1

(n + 1)!

∫ 1

0
(x− x2)n+1d(ex) =

=
1

n!

∫ 1

0
ex(x− x2)n(x− (1− x)) = I3n−1 − I3n.

Âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåì æå ïðèåìîì

I3n+2 =
−1

(n + 1)!

∫ 1

0
(x− x2)n+1d(ex(1− x))dx =

=
n + 1

(n + 1)!

∫ 1

0
exxn(1− x)n+1(1− 2x)dx = I3n − (2n + 2)I3n+1.

Äîêàçàííûå ðàâåíñòâà ìîãóò áûòü çàïèñàíû åäèíîîáðàçíî â âèäå

Ik−1 = bkIk + Ik+1, k ≥ 0, (8.59)

ãäå

bk =





1 åñëè k = 3n− 1,

1 åñëè k = 3n,

2n + 2 åñëè k = 3n + 1.

(8.60)

Óòâåðæäåíèå ëåììû î ïîëîæèòåëüíîñòè ÷èñåë Ik ñëåäóåò èç òî-
ãî, ÷òî âñå ïîäèíòåãðàëüíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [0; 1]
è ïîëîæèòåëüíû íà èíòåðâàëå (0; 1). Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ
(8.59) è (8.60) ïîëó÷àåì Ik−1 > Ik, k ≥ 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

αk =
Ik−1

Ik
, k ≥ 0.
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Èç ëåììû 8.11 ñëåäóåò, ÷òî αk > 1, à èç ðàâåíñòâà (8.59) íàõîäèì

αk = bk +
1

αk+1
, k ≥ 0.

Íî òîãäà bk = [αk], è ñîãëàñíî òåîðåìå 8.4 ìû ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå
â öåïíóþ äðîáü α0 = [b0; b1, b2, . . .] = [1; 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, . . .] .

Ïîñêîëüêó

I−1 =

1∫

0

exxdx = 1, I0 =

1∫

0

ex(1− x)dx = e− 2,

íàõîäèì α0 = 1
e−2 . Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî e = 2 + 1

α0
è, çíà÷èò,

e = [2; b0, b1, . . .] = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, . . . ].



Ãëàâà 9

Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå
÷èñëà

9.1 Ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë
Â ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâà,
óäîáíûå â òîì èëè äðóãîì îòíîøåíèè. Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ äèî-
ôàíòîâûõ óðàâíåíèé èíîãäà ïðèâëåêàþòñÿ ÷èñëà, ëåæàùèå â áîëåå
øèðîêèõ ìíîæåñòâàõ, ÷åì ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òàê â
ãëàâå 8 îêàçàëîñü óäîáíûì îïèñûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ Ïåëëÿ, èñïîëüçóÿ êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè, ò.å. êîð-
íè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïî-
ïûòêè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ôåðìà î ðåøåíèÿõ â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ óðàâíåíèÿ xn + yn = zn, n > 2, ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ òåî-
ðèè, îïèñûâàþùåé ñâîéñòâà ÷èñåë, çàâèñÿùèõ îò êîðíåé ñòåïåíè n

èç åäèíèöû, à â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Â
ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò óñòàíîâëåíû ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 9. 1. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèì, åñëè íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Q[x],
äëÿ êîòîðîãî f(α) = 0.

2. Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí íàèìåíü-
øåé ñòåïåíè è ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ýòîò ìíîãî÷ëåí

256
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íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì α. Åãî ñòåïåíü íàçûâàåò-
ñÿ ñòåïåíüþ α è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ deg α.

Ïðèìåðû 1. Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèì, êàê êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) = x − a ∈ Q[x]. Óêàçàííûé
ìíîãî÷ëåí, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà a,
è ïîòîìó deg a = 1.

2. Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü α åñòü êîðåíü íåêîòî-
ðîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ax2 + bx + c. Òàê êàê
α èððàöèîíàëüíî, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü
ñðåäè âñåõ, ëåæàùèõ â êîëüöå Q[x] è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè
ïîäñòàíîâêå α âìåñòî x. Ïîýòîìó f(x) = x2 + b

ax + c
a ∈ Q[x] � ìèíè-

ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α è deg α = 2. Òàê i,
√

7 � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà
ñòåïåíè 2.

Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 9.1. 1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
÷èñëà íåïðèâîäèì.

2. Åñëè f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, êîòîðîå òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ Q[x], òî ìíîãî÷ëåí g(x)
äåëèòñÿ íà f(x).

3. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 ñëó-
æèò ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ êàæäîãî èç ñâîèõ êîðíåé.

4. Âñå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, è åãî ìèíèìàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Q[x] ïðèâîäèì, ò.å. ìîæåò áûòü ðàçëîæåí
íà ìíîæèòåëè ìåíüøåé ñòåïåíè â êîëüöå Q[x]. Íàïðèìåð, f(x) =
g(x)h(x), ãäå g(x), h(x) ∈ Q[x] è deg g(x) < deg f(x), deg h(x) <
deg f(x). Èç ðàâåíñòâà

0 = f(α) = g(α)h(α)

ñëåäóåò, ÷òî ëèáî g(α) = 0, ëèáî h(α) = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷à-
åì ïðîòèâîðå÷èå, âåäü f(x) èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ
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íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ êîëüöà Q[x], îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â òî÷êå
α.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí
g(x) íà f(x) ñ îñòàòêîì

g(x) = f(x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg f(x).

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
0 = g(α) = f(α)q(α) + r(α) = r(α).

Ïîñêîëüêó r(x) ∈ Q[x], òî èç îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëå-
íà, ðàâåíñòâà r(α) = 0 è íåðàâåíñòâà deg r(x) < deg f(x) ñëåäóåò
r(x) = 0, ò.å. ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèòñÿ íà f(x) áåç îñòàòêà.

Ïóñòü g(x) = xn + an−1x
n−1 + . . . + a0 � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí

èç êîëüöà Q[x] è β � åãî êîðåíü. Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíûé ìíîãî-
÷ëåí ÷èñëà β ÷åðåç f(x). Ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû
èìååì f(x)|g(x). Ïî óñëîâèþ ìíîãî÷ëåí g(x) íåïðèâîäèì, çíà÷èò,
g(x) = cf(x), ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ñòàðøèå êîýôôèöèåí-
òû ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ðàâíû åäèíèöå, ïîýòîìó g(x) = f(x) è
g(x) åñòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí β. Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû
äîêàçàíî.

Ïóñòü f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α

è β � êðàòíûé êîðåíü f(x). Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû ìíî-
ãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì è òîãäà ïî òðåòüåìó óòâåðæäåíèþ îí åñòü
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí β. Òàê êàê β åñòü êðàòíûé êîðåíü ìíîãî-
÷ëåíà f(x), òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ∈ Q[x] òàêæå èìååò β ñâîèì êîð-
íåì. Ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû èìååì f(x)|f ′(x), ÷òî
íåâîçìîæíî, òàê êàê deg f ′(x) < deg f(x). Èòàê, ìíîãî÷ëåí f(x) íå
èìååò êðàòíûõ êîðíåé.
Îïðåäåëåíèå 10. Åñëè α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n, òî
êîðíè α1, . . . , αn åãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàþòñÿ ÷èñëà-
ìè, ñîïðÿæåííûìè ñ α.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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Òåîðåìà 9.1. Åñëè α è β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, òî ÷èñëà α + β,
β − α, αβ, à â ñëó÷àå, åñëè α 6= 0, òî è β/α ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ÷èñëàìè.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷è-
ñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ âû-
ïîëíÿþòñÿ, ïîñêîëüêó îíè èìåþò ìåñòî â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
×èñëà 0 è 1 ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû, îáû÷íî äîêàçûâàåìûå â óíèâåðñè-
òåòñêèõ êóðñàõ àëãåáðû è íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
9.1.

Ïóñòü A � íåêîòîðîå êîëüöî è t1, . . . , tn � ïåðåìåííûå. Ìíîãî÷ëåí
F (t1, . . . , tn) ∈ A[t1, . . . , tn] íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè îí
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ. ×òîáû ïðèâåñòè
ïðèìåðû ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ââåäåì åùå îäíó ïåðåìåííóþ
x è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

(x− t1) · · · (x− tn) = xn − σ1x
n−1 + σ2x

n−2 − · · ·+ (−1)nσn.

Çäåñü áóêâàìè σ1, . . . , σn îáîçíà÷åíû ìíîãî÷ëåíû

σ1 = t1 + t2 + · · ·+ tn,

σ2 = t1t2 + t1t3 + · · ·+ tn−1tn,

. . . . . . . . . . . . . . .

σn = t1t2 · · · tn.
Ýòè ìíîãî÷ëåíû, ðàâíûå ñóììå âñåõ ïåðåìåííûõ, ñóììå âñåâîçìîæ-
íûõ ïðîèçâåäåíèé ïî äâå ïåðåìåííûå è ò.ä., î÷åâèäíî îáëàäàþò
ñâîéñòâîì ñèììåòðèè è íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷å-
ñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.
Òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ: Ïóñòü

F [t1, . . . , tn] ∈ A[t1, . . . , tn]
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� ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíî-
ãî÷ëåí G[z1, . . . , zn] ∈ A[z1, . . . , zn] ñòåïåíè íå âûøå d, òàêîé, ÷òî

F [t1, . . . , tn] = G[σ1, . . . , σn].

Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

t21 + t22 + . . . + t2n = σ2
1 − 2σ2.

Êàê ïðîñòîå ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì

Ëåììà 9.2. Ïóñòü P (x, y) ∈ Q[x, y] � ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü òàêæå α � àë-
ãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n è α1, . . . , αn � âñå åãî ñîïðÿæåííûå.
Òîãäà

P (x, α1) · P (x, α2) · . . . · P (x, αn) = R(x), (9.1)
åñòü ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = Q[x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðå-
ìåííîé x. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå P (x, t1) · P (x, t2) · . . . · P (x, tn),
ãäå t1, . . . , tn � ïåðåìåííûå. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé
ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn, â ïðîèçâåäåíèè ëèøü ìåíÿþò-
ñÿ ìåñòàìè ñîìíîæèòåëè. Òàê ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå åñòü ñèììåò-
ðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
êîëüöà A = Q[x]. Èç òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ñëå-
äóåò òåïåðü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x, z1, . . . , xn) ñ ðàöè-
îíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P (x, t1) · P (x, t2) · . . . · P (x, tn) = Q(x, σ1, σ2, . . . , σn), (9.2)

ãäå σ1, . . . , σn.
Çàìåíèì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïåðåìåííûå t1, . . . , tn ÷èñëàìè

α1, . . . , αn. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (9.2) ïðèìåò òàêîé æå âèä, êàê è ëå-
âàÿ ÷àñòü (9.1). Åñëè p(x) = xn + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an ∈ Q[x]
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� ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

σ1(α1, . . . , αn) = −a1,

σ2(α1, . . . , αn) = a2,

. . . . . . . . . . . . . . .

σn(α1, . . . , αn) = (−1)nan.

Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (9.2) ïîñëå óêàçàííîé âûøå ïîä-
ñòàíîâêè ïðèìåò âèä Q(x,−a1, a2, . . . , (−1)nan). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå
÷èñëà ai ðàöèîíàëüíû, ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1. Óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, åñëè α =
0. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü α 6= 0. Ïóñòü α = α1, α2, . . . , αn � ÷èñëà,
ñîïðÿæåííûå ñ α, à g(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà β. Îïðå-
äåëèì ìíîãî÷ëåíû

P1(x, y) = g(x + y), P2(x, y) = g(x− y),

P3(x, y) = g(xy), P4(x, y) = ymg(y−1x)

Ïî ëåììå 9.2 ìíîãî÷ëåíû

R1(x) =
n∏

j=1

g(x + αj), R2(x) =
n∏

j=1

g(x− αj),

R3(x) =
n∏

j=1

g(xαj), R4(x) =
n∏

j=1

αm
j g(xα−1

j )

ïðèíàäëåæàò êîëüöó Q[x]. Tàê êàê α = α1, òî

g(β−α+α1) = g(α+β−α1) = g(βα−1 ·α1) = g(αβ ·α−1
1 ) = g(β) = 0,

è, çíà÷èò, R1(β − α) = 0, R2(α + β) = 0, R3(β/α) = 0 è R4(αβ) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èç ÷èñåë β−α, α+β, β/α è αβ åñòü êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó âñå îíè �
àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Tåîðåìà 9.1 äîêàçàíà.
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Ïóñòü ξ1, . . . , ξm � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
Q(ξ1, . . . , ξm) íàèìåíüøåå ïîëå, ñîäåðæàùåå âñå ÷èñëà ξi, à òàêæå
ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ýòî ïîëå, êàê ëåãêî âèäåòü, ñîñòîèò èç
âñåâîçìîæíûõ äðîáåé âèäà

A(ξ1, . . . , ξm)

B(ξ1, . . . , ξm)
, B(ξ1, . . . , ξm) 6= 0.

ãäå A,B � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm ñ ðàöèîíàëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà ξ1, . . . , ξm ïîðîæäàþò ïîëå
Q(ξ1, . . . , ξm). Èç òåîðåìû 9.1 ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû ÿâëÿþò-
ñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòðóêòóðó òàêèõ ïîëåé â ñëó÷àå m = 1, ò.å.
êîãäà îíè ïîðîæäàþòñÿ îäíèì ÷èñëîì.
Ëåììà 9.3. Ïóñòü ξ àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n. Òîãäà êàæ-
äûé ýëåìåíò α ïîëÿ Q(ξ) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

α = r0 + r1ξ + · · ·+ rn−1ξ
n−1, rj ∈ Q. (9.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ξ. Ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ êàæäûé ýëåìåíò α ∈ Q(ξ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå α = A(ξ)

B(ξ) , ãäå A(x), B(x) ∈ Q[x], ïðè÷åì B(ξ) 6= 0. Ìíîãî÷ëåí
p(x) íåïðèâîäèì, ïîýòîìó âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Ëèáî B(x) äåëèòñÿ
íà p(x), ëèáî ýòè ìíîãî÷ëåíû âçàèìíî ïðîñòû. Åñëè p(x) � äåëèòåëü
B(x), òî êàæäûé êîðåíü p(x) è, â ÷àñòíîñòè, ξ, äîëæåí áûòü êîð-
íåì ìíîãî÷ëåíà B(x). Íî ýòî íåâåðíî. Çíà÷èò ìíîãî÷ëåíû p(x) è
B(x) âçàèìíî ïðîñòû. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ïîäîáíî
òåîðåìå 1.5, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ Q[x], äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî u(x)p(x) + v(x)B(x) = 1. Ïîäñòàâëÿÿ
â íåãî x = ξ è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî p(ξ) = 0, íàõîäèì v(ξ)B(ξ) = 1 è,
ñëåäîâàòåëüíî, α = A(ξ)v(ξ).

Ðàçäåëèì òåïåðü ìíîãî÷ëåí A(x)v(x) íà p(x) ñ îñòàòêîì, ò.å. îïðå-
äåëèì ìíîãî÷ëåíû q(x), r(x) ∈ Q[x] óñëîâèÿìè

A(x)v(x) = q(x)p(x) + r(x), deg r(x) < deg p(x) = n.
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Ïîäñòàâëÿÿ x = ξ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, íàõîäèì α = r(ξ), ÷òî
äîêàçûâàåò (9.3), ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí r(x) èìååò âèä r(x) = r0 +
r1x + . . . + rn−1x

n−1 ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè rj.
Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ r(x), s(x) ∈ Q[x] ñ óñëîâèÿìè

α = r(ξ), α = s(ξ), deg r(x) < n, deg s(x) < n,

îçíà÷àëî áû, ÷òî r(ξ) = s(ξ) è, ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ
ëåììû 9.1, ÷òî p(x)|(r(x) − s(x)). Ñòåïåíü äåëèìîãî ìåíüøå n =
deg p(x), ïîýòîìó r(x) = s(x).

Òåîðåìà 9.2. Âñÿêîå ïîëå E = Q(ξ1, . . . , ξm), ïîðîæäåííîå àëãå-
áðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè ξ1, . . . , ξm, ìîæåò áûòü ïîðîæäåíî îäíèì
÷èñëîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî θ ∈ E, ÷òî
E = Q(θ).

×èñëî θ, ïîðîæäàþùåå ïîëå E, íàçûâàåòñÿ åãî ïðèìèòèâíûì
ýëåìåíòîì.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîëå Q(
√

2,
√

3) è ÷èñëî θ =
√

2 +
√

3 ∈
Q(
√

2,
√

3). Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(θ −
√

2)2 = 3, (θ −
√

3)2 = 2,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî
√

2 =
θ2 − 1

2θ
,

√
3 =

θ2 + 1

2θ
.

Ïîýòîìó
√

2,
√

3 ∈ Q(θ) è Q(
√

2,
√

3) = Q(θ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.2. Äîêàæåì ñíà÷àëà íóæíîå óòâåðæäå-
íèå äëÿ ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî äâóìÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ò.å.
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E = Q(α, β). Ïóñòü ñòåïåíè ÷èñåë α, β ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî m è n, à

f(x) = xm + am−1x
m−1 + . . . + a0, g(x) = xn + bn−1x

n−1 + . . . + b0
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� èõ ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Êîðíè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å. ÷èñëà
ñîïðÿæåííûå ñ α, β, îáîçíà÷èì α1, . . . , αm è β1, . . . , βn ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü α = α1, β = β1. Âñå ÷èñëà αi, ðàâíî êàê
è ÷èñëà βj, ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Âûáåðåì c ∈ Q òàê, ÷òîáû

αi + cβk 6= α1 + cβ1, ïðè (i, k) 6= (1, 1). (9.4)

Ýòî, î÷åâèäíî, ìîæíî ñäåëàòü, âåäü êàæäîå óðàâíåíèå αi + xβk =
α1 + xβ1 ïðè (i, k) 6= (1, 1) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, à ïîëå Q
áåñêîíå÷íî.

Ïîëîæèì θ = α+cβ è îáîçíà÷èì L = Q(θ). Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-
íèå L ⊂ Q(α, β). Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
ìíîãî÷ëåí

h(x) = f(θ − cx) ∈ L[x].

Ïðèíàäëåæàùèå êîëüöó L[x] ìíîãî÷ëåíû g(x) è h(x) èìåþò îáùèé
êîðåíü β, âåäü h(β) = f(θ− cβ) = f(α) = 0. Åñëè d(x) � èõ íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü, òî êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû 1.5 ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî ñ íåêîòîðûìè ìíîãî÷ëåíàìè u(x), v(x) ∈ L[x] âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî g(x)u(x) + h(x)v(x) = d(x). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà d(x) ∈ L[x].

Òàê êàê d(x) � äåëèòåëü íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåíà
g(x), òî d(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg d(x) >

1. Òîãäà ìíîãî÷ëåí d(x) èìååò êîðåíü γ, îòëè÷íûé îò β. Âñå êîðíè
d(x) ñîäåðæàòñÿ ñðåäè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g(x). Ïîýòîìó γ = βk ñ
íåêîòîðûì íîìåðîì k > 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà h(x), ò.å. 0 = h(γ) = f(θ−cγ), çàêëþ÷àåì, ÷òî θ−cγ = αi

ñ íåêîòîðûì íîìåðîì i. Íî òîãäà θ = αi + cβk âîïðåêè (9.4).
Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî deg d(x) = 1, ò.å.

d(x) = ax + b ∈ L[x]. Íî òîãäà β = −b/a ∈ L è α = θ− cβ ∈ L. Ñëå-
äîâàòåëüíî, Q(α, β) = L = Q(θ), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 9.2 äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ ÷èñëàìè.

Ïóñòü òåïåðü E = Q(ξ1, . . . , ξm). Åñëè ñ÷èòàòü òåîðåìó äîêàçàí-
íîé äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ m−1 ÷èñëîì, òîQ(ξ1, . . . , ξm−1) = Q(η)
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äëÿ íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà η. Tàê ÷òî E = Q(η, ξm).
Ïîëüçóÿñü óæå äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ
äâóìÿ ÷èñëàìè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñ íåêîòîðûì θ ∈ E áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ ðàâåíñòâî E = Q(θ).
Òåîðåìà 9.3. Åñëè ÷èñëî ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

ϕ(x) = αmxm + . . . + α1x + α0

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè αi, òî ξ � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñ-
ëî.

Èíûìè ñëîâàìè, ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïîëå âñåõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë íåëüçÿ ðàñøèðèòü, ïðèñîåäèíèâ ê íåìó êîðåíü êàêîãî-
ëèáî ìíîãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî ñâîéñòâî
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòüþ. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî αm =
1. Âåäü ïîñëå äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ϕ(x) íà íåíóëåâîé ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò αm ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1
è îñòàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè � àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, òàêæå
îáðàùàþùèéñÿ â íóëü â òî÷êå ξ. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðèìèòèâíîì
ýëåìåíòå äëÿ íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà θ âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî E = Q(α0, α1, . . . , αm−1) = Q(θ). Îáîçíà÷èì n = deg θ. Ïî
ëåììå 9.3 ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû aj(x) ∈ Q[x], 0 ≤ j < m,
÷òî deg aj(x) < n è αj = aj(θ).

Ïóñòü θ1 = θ, θ2, . . . , θn � ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ θ. Oáîçíà÷èì

P (x, y) = xm + am−1(y)xm−1 + . . . + a1(y)x + a0(y) ∈ Q[x, y]

è
R(x) =

n∏

j=1

P (x, θj).

Tàê êàê P (ξ, θ1) = 0, òî R(ξ) = 0 è, ñîãëàñíî ëåììå 9.2, R(x) ∈ Q[x].
Ñëåäîâàòåëüíî, ξ � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.
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9.2 Ïðèáëèæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ðàöèî-
íàëüíûìè. Ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ
÷èñåë

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå èñ÷åðïûâàåòñÿ òîëüêî àëãåáðà-
è÷åñêèìè ÷èñëàìè. Íå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà Ëåéáíèö íàçâàëòðàíñ-
öåíäåíòíûìè. Èòàê, òðàíñöåíäåíòíûì íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ÷èñëî, êî-
òîðîå íåñïîñîáíî óäîâëåòâîðèòü íèêàêîìó àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íèêàêîãî
ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë
âïåðâûå áûëî äàíî â 1844ã. Ëèóâèëëåì. Îí óñòàíîâèë, ÷òî àëãåáðà-
è÷åñêèå ÷èñëà íå äîïóñêàþò ñëèøêîì õîðîøèõ ïðèáëèæåíèé ðàöèî-
íàëüíûìè, è ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëèëî åìó ïîñòðîèòü ïåðâûå ïðèìåðû
òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.

Åñëè α � êîìïëåêñíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáîãî ðàöè-
îíàëüíîãî ÷èñëà p

q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≥ | Im α| è ÿñíî,
÷òî ê ÷èñëó α èç C \ R íåëüçÿ ïðèáëèçèòüñÿ ðàöèîíàëüíûì íà ðàñ-
ñòîÿíèå ìåíüøåå | Im α|. Ïîýòîìó äàëåå ðå÷ü ïîéäåò î ðàöèîíàëüíûõ
ïðèáëèæåíèÿõ äåéñòâèòåëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà î òîì, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ¾ïëîõî¿
ïðèáëèæàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè áûëà äîêàçàíà â 1840ã. Ëèóâèëëåì.
Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü α � äåéñòâèòåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî
ñòåïåíè n ≥ 2. Òîãäà íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà c > 0, çàâèñÿùàÿ òîëü-
êî îò α, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p

q , q > 0,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣α−

p

q

∣∣∣∣ ≥
c

qn
. (9.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) ∈ Q[x] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
÷èñëà α è d � îáùèé çíàìåíàòåëü åãî êîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü òàêæå
α = α1, α2, . . . , αn � ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ α. Ïî ëåììå 9.1 ìíîãî-
÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì. Ïîñêîëüêó ñòåïåíü åãî n íå ìåíüøå 2, òî f(x)
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íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé è, çíà÷èò, dqnf(p/q) öåëîå îòëè÷íîå
îò íóëÿ ÷èñëî. Íî òîãäà dqn|f(p/q)| ≥ 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà
ñëó÷àÿ:

1) Ïóñòü
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ 1. Òîãäà
∣∣∣∣αj − p

q

∣∣∣∣ ≤ |αj − α|+
∣∣∣∣α−

p

q

∣∣∣∣ ≤ |α− αj|+ 1, j = 2, . . . , n.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò

1 ≤ dqn |f(p/q)| = dqn

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ ·
n∏

j=2

∣∣∣∣αj − p

q

∣∣∣∣ ≤

≤ dqn

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ ·
n∏

j=2

(|α− αj|+ 1) .

Îáîçíà÷èâ c = d−1 ∏n
j=2 (|α− αj|+ 1)−1, ïîëó÷àåì îòñþäà íóæíîå

íåðàâåíñòâî.
2) Â ñëó÷àå

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ > 1 ìîæíî âçÿòü òó æå êîíñòàíòó c, ÷òî è
â ïåðâîì ñëó÷àå. Îíà, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó c < 1,
ïîýòîìó ∣∣∣∣α−

p

q

∣∣∣∣ > 1 ≥ 1

qn
>

c

qn
.

Ñëåäñòâèå 9.1. Åñëè α ∈ R è äëÿ ëþáîãî m ≥ 2 íåðàâåíñòâî
0 <

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
qm èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé p

q ∈ Q, òî α

òðàíñöåíäåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî α /∈ Q. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî íå òàê, è α = a

b , a, b ∈ Z, b > 0. Âîçüì¼ì m = 2. Ïî óñëîâèþ
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p/q, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 <

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
q2 . Ñðåäè íèõ åñòü, êîíå÷íî,
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ðåøåíèÿ ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè çíàìåíàòåëÿìè q. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ∣∣∣∣

a

b
− p

q

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
aq − bp

bq

∣∣∣∣ ≥
1

bq
.

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, çàêëþ÷àåì, ÷òî 1
q2 > 1

bq è, çíà-
÷èò, q < b. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò èððàöèîíàëü-
íîñòü α.

2) Äîêàæåì, ÷òî α íå åñòü àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè áîëü-
øåé, ÷åì 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü deg α = n ≥ 2. Ïî-
ëîæèì m = n + 1. Ïî óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p

q , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì
0 <

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
qm . À ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî òåîðåìå 9.4 ñ íåêîòî-

ðîé êîíñòàíòîé c > 0, íå çàâèñÿùåé îò p è q, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ ≥ c
qn . Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì:

c
qn < 1

qn+1 . Íî òîãäà q < 1
c âîïðåêè áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ðàöèî-

íàëüíûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ.
Óêàæåì òåïåðü êîíêðåòíîå òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå 9.2. ×èñëî α, îïðåäåëåííîå ðÿäîì

α =
∞∑

k=0

2−k!,

òðàíñöåíäåíòíî.
×ëåíû ýòîãî ðÿäà "áûñòðî"ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à îáùèé çíàìåíà-

òåëü ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà ðàñòåò "íå î÷åíü áûñòðî". Ýòè
ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîðîøèõ ðàöèî-
íàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ÷èñëó α, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñ ïîìîùüþ ñëåä-
ñòâèÿ 9.1 òðàíñöåíäåíòíîñòü α.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì öåëûå
÷èñëà

qn = 2n!, pn =
n∑

k=0

2n!−k!.
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Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
pn

qn
=

n∑

k=0

2−k!

ðàâíî ÷àñòè÷íîé ñóììå ðÿäà, îïðåäåëÿþùåãî α. Ïîñêîëüêó ÷ëåíû
ðÿäà ïîëîæèòåëüíû, òî

α− pn

qn
=

∞∑

k=n+1

2−k! > 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (k + 1)! > k!, ïîëó÷àåì 2−(k+1)!/2−k! < 1
2 è

α− pn

qn
=

∞∑

k=n+1

2−k! < 2−(n+1)!
(

1 +
1

2
+

1

4
+ . . .

)
=

=
2

2(n+1)! <
1

2n!n =
1

qn
n

.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ≥ 2 íåðàâåíñòâàì

0 <

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ <
1

qm

óäîâëåòâîðÿåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë pn

qn
, n > m. Â ñîãëàñèè ñî ñëåäñòâèåì 9.1 ìîæíî óòâåðæäàòü

òåïåðü, ÷òî α � òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî.

ßñíî, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì, âûáèðàÿ âìåñòî 2 äðóãèå íàòóðàëüíûå
îñíîâàíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ òðàíñöåíäåíòíûõ
÷èñåë. Íàïðèìåð, âûáðàâ ðÿä ñ ÷ëåíàìè 10−k!, ïîëó÷èì ÷èñëî, çàïè-
ñûâàåìîå â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå íóëÿìè è åäèíèöàìè. Ïðè÷åì ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè åäèíèöàìè áóäóò âîçðàñòàòü î÷åíü áû-
ñòðî. Ýòî ÷èñëî òàêæå òðàíñöåíäåíòíî.

Èíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë áû-
ëî ïðåäëîæåíî Ã.Êàíòîðîì, óñòàíîâèâøèì ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è íåñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå ìîæåò èñ-
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÷åðïûâàòüñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Áîëåå òîãî, òðàíñöåíäåíò-
íûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî áîëüøåé ìîùíîñòè, ÷åì àëãåáðà-
è÷åñêèå. Âïðî÷åì, ýòî ðàññóæäåíèå íå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðèìåðû
òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî, êàê
îöåíêà ñíèçó çíà÷åíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êå α ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé
ñòåïåíè

|qα− p| > c

qn−1 ,

ñì. (9.5). Â òàêîì âèäå òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äîïóñêàåò îáîáùåíèå.

Òåîðåìà 9.5. Ïóñòü α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n ≥ 1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ÷èñ-
ëà α, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ∈ Z[x] ñ óñëîâèåì
P (α) 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|P (α)| ≥ cd

Hn−1 ,

ãäå d = deg P è H � ìàêñèìóì àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåí-
òîâ ìíîãî÷ëåíà P .

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîíàäîáèòñÿ íèæå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . . + a0 ∈ Q[x] �

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α è α1 = α, α2, . . . , αn � êîðíè ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà, ò.å. ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ α. Ïóñòü òàêæå a ∈ Z, a >
0, � íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòîâ f(x). Òîãäà
aaj ∈ Z, 0 ≤ j < m. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íàõ, ïðèìåíåííîé äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (x1) · · ·P (xn)
è êîëüöà Z, íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí Q(z1, . . . , zn) ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, òàêîé, ÷òî

P (x1) · · ·P (xn) = Q(σ1, . . . , σn), (9.6)
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ïðè÷åì deg Q ≤ n deg P = nd. Ïîäñòàâëÿÿ â òîæäåñòâî (9.6) ÷èñëà
α1, . . . , αn âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâåííî, è ïîëüçóÿñü
òåîðåìîé Âèåòà, íàéäåì

P (α1) · · ·P (αn) = Q(−an−1, . . . , (−1)na0). (9.7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q(z1, . . . , zn) ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-
ðåìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò nd, à êîýôôèöèåíòû åãî � öåëûå ÷èñëà,
çàêëþ÷àåì, ÷òî A = andQ(−an−1, . . . , (−1)na0) åñòü öåëîå ÷èñëî.

Åñëè A = 0, òî â ñèëó (9.7) äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî P (αj) = 0. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 9.1 çàêëþ÷à-
åì, ÷òî f(x) åñòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà αj è f(x)|P (x). Íî
òîãäà P (α) = 0, âîïðåêè óñëîâèþ òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì A 6= 0.
Öåëîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ïî àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíå ìåíüøå åäèíèöû, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |A| ≥ 1
èëè

and
n∏

j=1

|P (αj)| ≥ 1. (9.8)

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) íå ïðåâîñõîäÿò H, à ñòå-
ïåíü åãî ðàâíà d, èìååì íåðàâåíñòâà

|P (αj)| ≤ H(1 + |αj|+ |αj|2 + . . . + |αj|d) ≤ H(1 + |αj|)d.

Òåïåðü èç (9.8) ñëåäóåò

1 ≤ and|P (α)|Hn−1
n∏

j=2

(1 + |αj|)d.

Âûáðàâ c = a−n
∏n

j=2(1 + |αj|)−1, ïîëó÷àåì îòñþäà íåðàâåíñòâî òåî-
ðåìû 9.5.

9.3 Èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñåë er è π

Èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà e ñëåäóåò èç áåñêîíå÷íîñòè öåïíîé äðî-
áè ýòîãî ÷èñëà. Èíîå äîêàçàòåëüñòâî, íàéäåííîå çíà÷èòåëüíî ïîçæå,
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èñïîëüçóåò ïðåäñòàâëåíèå

e =
∞∑

n=0

1

n!
.

Äîïóñòèì, ÷òî e ðàöèîíàëüíî è ñ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè
a, b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî e = a

b . Òîãäà, îïðåäåëèâ öåëûå ÷èñëà

q = b!, p =
b∑

n=0

b!

n!
,

íàõîäèì qe− p = a(b− 1)!− p ∈ Z è

qe− p = b!
∞∑

n=b+1

1

n!
> 0 .

Ïðè n > b + 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n!

(b + 1)!
= n · . . . · (b + 2) >

2n−b−1. Ïîýòîìó 1

n!
<

2−n+b+1

(b + 1)!
è

qe− p = b!
∞∑

n=b+1

1

n!
<

b!

(b + 1)!

(
1 +

1

2
+

1

4
+ . . .

)
=

2

b + 1
≤ 1.

Íî öåëîå ÷èñëî qe− p íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó 0 < x < 1.
Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò èððàöèîíàëüíîñòü e.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ íå ïîçâîëÿþò äîêàçàòü,
íàïðèìåð, èððàöèîíàëüíîñòü e2. Îíè äîëæíû áûòü íåñêîëüêî óòî÷-
íåíû. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíàäîáèòñÿ îäíà êîíñòðóêöèÿ, îñíîâàííàÿ
íà êëàññè÷åñêîì ðàçëîæåíèè

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
. (9.9)
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Ëåììà 9.4. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ≥ 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ìíî-
ãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

Q(x) = xn + . . . è P (x) = (−1)nxn + . . . , (9.10)

÷òî

R(x) = Q(x)ex − P (x) =
∞∑

k=2n+1

(k − n− 1)!

(k − 2n− 1)!k!
xk. (9.11)

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

|R(z)| ≤ |z|2n+1

n!
e|z|. (9.12)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (9.12) ñ ðîñòîì n äîñòàòî÷íî áûñòðî
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ïðè z = a ∈ Z öåëûå ÷èñ-
ëà P (a), Q(a) ìîãóò ñëóæèòü ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì õîðîøåãî
ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ea.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð δ = x d
dx

è äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà T (x) = anx
n + . . . + a1x + a0 áóäåì îáî-

çíà÷àòü ñèìâîëîì T (δ) äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

T (δ) = anδ
n + . . . + a1δ + a0,

äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèþ f(x) ïî ïðàâèëó

T (δ)f(x) = anδ
nf(x) + . . . + a1δf(x) + a0f(x).

Çäåñü δkf(x) = δ(δk−1f(x)) ïðè k ≥ 1.
Âûÿñíèì, êàê îïåðàòîð δ äåéñòâóåò íà ñòåïåíè ïåðåìåííîé x è

ôóíêöèþ ex. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî r èìååì δkxr = rkxr è, çíà-
÷èò, äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà T (x) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî T (δ)xr =
T (r)xr.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî k ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

δkex = Ak(x)ex, ãäå Ak(x) ∈ Z[x], deg Ak(x) = k, (9.13)
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ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè xk â ìíîãî÷ëåíå Ak(x) ðàâåí 1. Óòâåð-
æäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî k. Ïðè k = 0
îíî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≥ 1 è âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî δk−1ex = Ak−1(x)ex ñ ìíîãî÷ëåíîì Ak−1(x), óäîâëåòâîðÿ-
þùèì ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì. Òîãäà

δkex = δ
(
δk−1ex

)
= δ (Ak−1(x)ex) = Ak(x)ex,

ãäå Ak(x) = xAk−1(x) + xA′
k−1(x). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ñïðà-

âåäëèâîñòü (9.13), à òàêæå óòâåðæäåíèå î ñòàðøåì ÷ëåíå Ak(x).
Âûáåðåì òåïåðü êàêîå-íèáóäü öåëîå ÷èñëî n ≥ 0 è îïðåäåëèì

ìíîãî÷ëåí T (x) ðàâåíñòâîì T (x) =
∏2n

j=n+1(x− j) ∈ Z[x]. Åñëè ïðè-
ìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð T (δ) ê îáåèì ñòîðîíàì ðàâåí-
ñòâà (9.9), òî ïî äîêàçàííîìó T (δ)ex = Q(x)ex, ãäå Q(x) � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðà-
âåí 1. Êðîìå òîãî

T (δ)ex =
∞∑

k=0

T (k)
xk

k!
= P (x) + R(x),

ãäå

P (x) =
n∑

k=0

T (k)
xk

k!
= (−1)n

n∑

k=0

(2n− k)!

n!
·
(

n

k

)
· xk ∈ Z[x], (9.14)

è R(x) =
∑∞

k=n+1 T (k)xk

k! . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà T (k) = 0 ïðè k =
n + 1, . . . , 2n, íàõîäèì

R(x) =
∞∑

k=2n+1

T (k)
xk

k!
=

∞∑

k=2n+1

(k − n− 1)!

(k − 2n− 1)!k!
xk.

Ïðè k ≥ 2n + 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
k!

(k − n− 1)!
= (k − n)(k − n + 1) · · · k ≥ n! ,
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ïîýòîìó ïðè ëþáîì z ∈ C èìååì

|R(z)| ≤ 1

n!

∞∑

k=2n+1

|z|k
(k − 2n− 1)!

=
1

n!

∞∑

`=0

|z|2n+1+`

`!
=
|z|2n+1

n!
e|z|.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà (9.14) ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëå-
íà P (x) èìååò âèä (−1)nxn.

Òåîðåìà 9.6. Äëÿ êàæäîãî ðàöèîíàëüíîãî r 6= 0 ÷èñëî er èððàöèî-
íàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî er ∈ Q äëÿ íåêîòîðîãî r = a
b ,

ãäå a, b öåëûå, ïðè÷åì a > 0. Òîãäà ÷èñëî ea = (er)b ðàöèîíàëüíî.
Âûáåðåì öåëîå q > 0, òàêîå, ÷òî q · ea = p ∈ Z. Ñîãëàñíî (9.11) è
(9.12) íàõîäèì òåïåðü 0 < qR(a) < 1 äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàâåíñòâî (9.11) âëå÷åò

qR(a) = q(Q(a)ea − P (a)) = Q(a)p− P (a)q ∈ Z.

Òàê êàê ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâàì 0 < qR(a) < 1, çàêëþ÷àåì,
÷òî er 6∈ Q.
Òåîðåìà 9.7. ×èñëî π èððàöèîíàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π = a
b , a, b ∈ Z è îáîçíà÷èì

z = πbi = ai. Òîãäà

R(z) = Q(ai)eπbi − P (ai) = Q(ai)(−1)b − P (ai) ∈ Z[i].

Èç íåðàâåíñòâà (9.12), ïîñêîëüêó R(z) = u + iv ñ öåëûìè u, v, íàõî-
äèì R(z) = 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ Pn(x) = P (x), Qn(x) = Q(x),
Rn(x) = R(x), óêàçûâàþùèå íà âåëè÷èíó ïàðàìåòðà n, ïðè êîòîðîì
ïîñòðîåíà òðîéêà P (x), Q(x), R(x). Èç (9.11) ñëåäóåò òîæäåñòâî

Qn(x)Rn+1(x)−Qn+1(x)Rn(x) = Qn+1Pn −QnPn+1 = ∆(x) (9.15)
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à òàêæå íåðàâåíñòâî ordx=0 ∆(x) ≥ 2n+1, îçíà÷àþùåå, ÷òî ðàçëîæå-
íèå ìíîãî÷ëåíà ∆(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 íà÷è-
íàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñî ñòåïåíè x2n+1, è îöåíêà deg ∆(x) ≤ 2n+1.
Íî ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå ∆(x) = γx2n+1 ñ íåêîòîðîé ïîñòî-
ÿííîé γ. Ñðàâíèâàÿ ïðè ïîìîùè (9.10) ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû â
ðàâåíñòâå (9.15), íàõîäèì ∆(x) = 2(−1)nx2n+1 è ∆(z) 6= 0, âîïðåêè
ðàâåíñòâó (9.15) è Rn(z) = Rn+1(z) = 0.

9.4 Òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà e

Âàæíîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñåë âèäà er,
r ∈ Q, r 6= 0, ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé
ê ýòèì ÷èñëàì.

Â 1873ã. Ø. Ýðìèò ïðåäëîæèë ïðè ëþáîì m ∈ Z,m > 0 àíà-
ëèòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ öåëûõ ÷èñåë b0, b1, . . . , bm òàêèõ, ÷òî âñå
ðàçíîñòè b0e

k − bk, 1 ≤ k ≤ m, áëèçêè ê íóëþ, òàê íàçûâàåìûõ
ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé. Íà ýòîé îñíîâå îí äîêàçàë ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 9.8. ×èñëî e òðàíñöåíäåíòíî.

Â îñíîâå êîíñòðóêöèè Ýðìèòà ëåæèò òîæäåñòâî
∫ x

0
e−tf(t)dt = F (0)− F (x)e−x, (9.16)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ C[x], ïðè

F (x) =
M∑

k=0

f (k)(x), M = deg f(x), (9.17)

è ëåãêî äîêàçûâàåìîå, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(9.16). Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ÷àñòè ðàâíà e−xf(x). À
äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèì

(
F (0)− e−xF (x)

)′
= e−x(F (x)− F ′(x)) = e−xf(x).
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Ñîâïàäåíèå ïðîèçâîäíûõ îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòåé (9.16) åñòü êîíñòàíòà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáå ýòè ôóíêöèè îáðàùà-
þòñÿ â íóëü ïðè x = 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî îíè ðàâíû.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e � àëãåáðàè÷å-
ñêîå ÷èñëî. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì m è ñ íåêîòîðûìè
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè a0, . . . , am âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

amem + . . . + a1e + a0 = 0, am > 0. (9.18)

Ïóñòü n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âïîñëåäñòâèè äîñòàòî÷íî áîëüøîå.
Âûáåðåì ìíîãî÷ëåí

f(x) = xn+r0(x− 1)n+r1 · · · (x−m)n+rm,

ãäå êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ r0, . . . , rm â äàëüíåéøåì áóäåò âûáðàí
ðàâíûì 0 èëè 1.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k, ` ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(xk)(`) =

{
0 , åñëè ` > k

`!
(
k
`

)
xk−` , åñëè ` ≤ k.

(9.19)

Ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Ïîýòîìó èç (9.19) ñëå-
äóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f (`)(x) äåëÿòñÿ íà `!.

Â ñèëó âûáîðà f(x) îáëàäàåò òàêæå ñâîéñòâîì

f (`)(0) = f (`)(1) = . . . = f (`)(m) = 0, 0 ≤ ` < n,

Ïîýòîìó ïðè ëþáîì k = 0, 1, 2, . . . , m äëÿ ìíîãî÷ëåíà F (x), îïðåäå-
ëåííîãî ðàâåíñòâîì (9.17), íàõîäèì

F (k) =
M∑

`=0

f (`)(k) =
M∑

`=n

f (`)(k) = n!bk,

ãäå bk - öåëûå ÷èñëà. Èç òîæäåñòâà (9.16) ïðè x = k íàõîäèì

b0e
k − bk =

ek

n!

∫ k

0
e−tf(t)dt. (9.20)
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Ìíîãî÷ëåí f(x) åñòü ïðîèçâåäåíèå
∑m

i=0(n + ri) ≤ (m + 1)(n + 1)
ñêîáîê âèäà x − k, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íà îòðåçêå [0,m] íå ïðåâîñ-
õîäèò m. Ïîýòîìó

max
0≤x≤m

|f(x)| ≤ cn+1, c = mm+1. (9.21)

Òåïåðü èç (9.20) è (9.21) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

b0e
k − bk = O

(
cn

n!

)
, k = 0, 1, . . . , m. (9.22)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (9.20) íà ak è ïðîñóììèðóåì ïîëó÷èâøèåñÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , m. Â ñèëó (9.18) íàõîäèì

I = a0b0 + . . . + ambm = −
m∑

k=0

ak
ek

n!

∫ k

0
e−tf(t)dt. (9.23)

Ðàâåíñòâà (9.22) îçíà÷àþò, ÷òî

I = O

(
cn

n!

)
. (9.24)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

uk(x) =

{
1, åñëè x ≤ k,

0, åñëè x > k,
.

Òîãäà ðàâåíñòâî (9.23) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

I = −
m∑

k=0

ak
ek

n!

∫ m

0
e−tf(t)uk(x)dt = −

∫ m

0
e−tf(t)G(t)dt, (9.25)

ãäå

G(t) =
1

n!

m∑

k=0

ake
kuk(t).

Íà ïðîìåæóòêå 0 < x ≤ m èìååì G(x) = 1
n!amem > 0, òàê ÷òî ôóíê-

öèÿ G(x) îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Ôóíêöèÿ G(t) ïîñòîÿííà
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íà èíòåðâàëàõ ìåæäó öåëûìè òî÷êàìè. Ïîýòîìó îíà ìîæåò ìåíÿòü
çíàê ëèøü ïðè ïåðåõîäå ïåðåìåííîé x ÷åðåç öåëûå òî÷êè. Âûáåðåì
òåïåðü ïîêàçàòåëè r1, . . . , rm−1, ðàâíûìè 0 èëè 1 òàê, ÷òîáû ôóíê-
öèè G(t) è f(t) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êàæäóþ öåëóþ òî÷êó 1, . . . , m−1
îäíîâðåìåííî ìåíÿëè áû çíàê èëè ñîõðàíÿëè åãî. Ïàðàìåòðû r0 è
rm ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà ïîä èíòåãðàëîì â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.25) ñòîèò çíàêîïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå I 6= 0.

Èòàê, I = a0b0 + . . . + ambm åñòü öåëîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî,
êîòîðîå â ñèëó (9.24) ìåíüøå 1 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n. Ïîëó-
÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.8.

9.5 Òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà π

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 9.9. ×èñëî π òðàíñöåíäåíòíî.

Íà÷íåì ñ íåêîòîðîé çàäà÷è, îòíîñÿùåéñÿ ê òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (a; b) îïðåäåëåíà ôóíê-
öèÿ f(x) è íàì èçâåñòíû åå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ α0, . . . , αm

ýòîãî èíòåðâàëà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãî÷ëåí P (x) ïî âîçìîæíîñòè
ìåíüøåé ñòåïåíè, ïðèíèìàþùèé â çàäàííûõ òî÷êàõ αj òå æå çíà-
÷åíèÿ, ÷òî è ôóíêöèÿ f(x). Åñëè êîëè÷åñòâî òî÷åê m äîñòàòî÷íî
âåëèêî, à ôóíêöèÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, çíà÷åíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà,
íàçûâàåìîãî èíòåðïîëÿöèîííûì, áóäóò áëèçêè ê çíà÷åíèÿì ôóíê-
öèè f(x) è â äðóãèõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (a; b). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çà-
äà÷è îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû

Q(x) = (x− α0) · · · (x− αm), Qk(x) =
Q(x)

x− αk
, k = 0, . . . , m,

è áóäåì èñêàòü ìíîãî÷ëåí P (x) â âèäå

P (x) =
m∑

k=0

bkQk(x)
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ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè bk, ïîäîáðàâ èõ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
íóæíûå ðàâåíñòâà çíà÷åíèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè k 6= j âûïîëíÿåòñÿ
Qk(αj) = 0, ïîëó÷àåì bjQj(αj) = P (αj) = f(αj), j = 0, 1, . . . , m è,
ñëåäîâàòåëüíî,

P (x) =
m∑

k=0

f(αk)

Qk(αk)
·Qk(x).

Ïîñòðîåííûé ìíîãî÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
P (αj) = f(αj), j = 0, . . . , m,

è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðàíñöåíäåíòíîñòè π íàì ïîíàäîáèòñÿ ðå-

øèòü ñíà÷àëà áîëåå ñëîæíóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé
òðåáóåòñÿ ñîâïàäåíèå íå òîëüêî çíà÷åíèé èñêîìîãî ìíîãî÷ëåíà ñî
çíà÷åíèÿìè çàäàííîé ôóíêöèè, íî è ñîâïàäåíèå èõ ïðîèçâîäíûõ äî
íåêîòîðûõ ïîðÿäêîâ. Êîíñòðóêöèÿ ýòîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî-
÷ëåíà çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.
Ëåììà 9.5. Ïóñòü α0, α1, . . . , αm � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà
(a; b) è r0, r1, . . . , rm � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ïîëîæèì
N = −1 +

∑rm

j=0(rj + 1) è îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû

Q(x) =
m∏

j=0

(x− αj)
rj+1, Qk(x) =

Q(x)

(x− αk)rk+1 , k = 0, 1, . . . , m.

Ïóñòü òàêæå f(x) � ôóíêöèÿ N ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ â (a; b).
Òîãäà ìíîãî÷ëåí

P (x) =
m∑

j=0

Qj(x)Rj(x), (9.26)

ãäå
Rj(x) =

rj∑

i=0

1

i!

(
d

dt

)i (
f(t)

Qj(t)

)

t=αj

(x− αj)
i,

èìååò ñòåïåíü íå âûøå N è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
P (`)(αk) = f (`)(αk), 0 ≤ ` ≤ rk, 0 ≤ k ≤ m. (9.27)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê deg Qk(x) = N −rk, deg Rk(x) ≤ rk, è ýòè
íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû ïðè ëþáîì k = 0, 1, . . . , m, çàêëþ÷àåì,
÷òî deg P (x) ≤ N .

Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî k, 0 ≤ k ≤ m. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ïðè j 6= k ìíîãî÷ëåí Qj(x) äåëèòñÿ íà (x− αk)

rk+1, ïîëó÷àåì
P (x) = Qk(x)Rk(x) + O((x− αk)

rk+1).

Ìíîãî÷ëåí Rk(x) îïðåäåëåí êàê ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà â òî÷êå x =

αk äëÿ ôóíêöèè f(x)

Qk(x)
, ïîýòîìó

f(x)

Qk(x)
= Rk(x) + O((x− αk)

rk+1),

è, ñëåäîâàòåëüíî,
f(x) = Qk(x)Rk(x) + O((x− αk)

rk+1).

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë äëÿ P (x) è f(x) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî f(x)−
P (x) = O((x − αk)

rk+1) è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) è P (x) èìåþò îäè-
íàêîâûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = αk äî ïîðÿäêà rk âêëþ÷èòåëüíî.
Ïîñêîëüêó ýòî çàêëþ÷åíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, 0 ≤
k ≤ m, ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 9.3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí, óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì (9.27) è èìåþùèé ñòåïåíü íå âûøå N .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ìíîãî÷ëåíà äîêàçàíî â ëåììå 9.5.
Åñëè A(x) è B(x) � äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå N , óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì (9.27), òî Q(x)|(A(x) − B(x)). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
deg Q(x) = N + 1 è deg(A(x) − B(x)) ≤ N , çàêëþ÷àåì A(x) =
B(x).
Ñëåäñòâèå 9.4. Â óñëîâèÿõ ëåììû 9.5 íà èíòåðâàëå (a; b) ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ, ÷òî

m∑

k=0

rk∑
j=0

f (rk−j)(αk)

j!(rk − j)!

(
Qk(t)

−1)(j)
t=αk

=
f (N)(ξ)

N !
. (9.28)
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Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü êîýôôèöèåíò ïðè xN â ìíîãî-
÷ëåíå P (x) èç ëåììû 9.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîýôôèöèåíò ïðè xN â ìíîãî÷ëåíå P (x), êàê ýòî
ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (9.26), ðàâåí ñóììå ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíîâ Rj(x), ò.å. ðàâåí

m∑

k=0

1

rk!

(
d

dt

)rk
(

f(t)

Qk(t)

)

t=αk

=
m∑

k=0

rk∑
j=0

f (rk−j)(αk)

j!(rk − j)!

(
Qk(t)

−1)(j)
t=αk

.

Ýòî äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (x) = f(x)− P (x), â
ñèëó ëåììû 9.5, èìååò â êàæäîé èç òî÷åê αk ∈ (a; b) íóëè êðàò-
íîñòè rk + 1. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ, ïðèìåíåííîé íåñêîëüêî ðàç, íà
ýòîì èíòåðâàëå åñòü òî÷êà ξ òàêàÿ, ÷òî F (N)(ξ) = 0. Èç ðàâåíñòâà
F (N)(ξ) = f (N)(ξ) − N !aN , ãäå aN � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî-
÷ëåíà P (x), ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.9. Äîïóñòèì, ÷òî π � àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî. Ñòåïåíü åãî îáîçíà÷èì áóêâîé m. Òîãäà m ≥ 1. Óòâåðæäå-
íèÿ ëåììû 9.5 è å¼ ñëåäñòâèé áóäóò ïðèìåíåíû íàìè ê ôóíêöèè
f(x) = sin πx è òî÷êàì

α0 = 0, α1 = 1, . . . , αm = m.

Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, â äàëüíåéøåì îíî
áóäåò âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ïîëîæèì

rj =

[
N − j

m + 1

]
, j = 0, 1, . . . , m.

Åñëè n � ÷àñòíîå è s � îñòàòîê îò äåëåíèÿ N + 1 íà m + 1, ò.å.
N + 1 = (m + 1)n + s, 0 ≤ s ≤ m, òî, êàê ëåãêî âèäåòü,

rj =

{
n åñëèj < s,

n− 1 åñëèj ≥ s.
, j = 0, 1, . . . , m.



ÃËÀÂÀ 9. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ È ÒÐÀÍÑÖÅÍÄÅÍÒÍÛÅ ×ÈÑËÀ 283

Òîãäà
m∑

j=0

(rj + 1) = s(n + 1) + (m + 1− s)n = (m + 1)n + s = N + 1.

Êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó N ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîãî-
÷ëåí PN(x), îïðåäåëåííûé ëåììîé 9.5 ïðè óêàçàííîì âûáîðå ôóíê-
öèè f(x) è ÷èñåë α0, . . . , αm, r0, . . . , rm.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî deg PN+1 <

N +1, òî ïî ñëåäñòâèþ 9.3 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî PN+1(x) = PN(x).
Åñëè áû íåðàâåíñòâà deg PN(x) < N âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ N áîëü-
øèõ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà M , òî ïî äîêàçàííîìó ïðè ëþáîì
N > M èìåëî áû ìåñòî ðàâåíñòâî PN(x) = PM(x) è òîãäà, â ÷àñò-
íîñòè,

(sin πx)
(`)
x=0 = P

(`)
M (0), ` = 0, 1, 2, . . . .

Òàê êàê PM(x) � ìíîãî÷ëåí, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
ðàâíà íóëþ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ `. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âñå
íå÷åòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè sin πx â òî÷êå 0 îòëè÷íû îò íóëÿ.
Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî
áîëüøèå ÷èñëà N , äëÿ êîòîðûõ deg PN(x) = N .

Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü äîñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå ÷èñëî N ñ óñëî-
âèåì deg PN(x) = N . Åñëè B � êîýôôèöèåíò ïðè xN â ìíîãî÷ëåíå
PN(x), òî ñîãëàñíî âûáîðó N âûïîëíÿåòñÿ B 6= 0. Ïî ñëåäñòâèþ 9.4
èìååì

B =
m∑

k=0

rk∑
j=0

f (rk−j)(k)

(rk − j)!
· ak,j , (9.29)

ãäå
ak,j =

1

j!

(
Qk(t)

−1)(j)
t=k

, j ≥ 0.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(sin πx)
(`)
x=k = (−1)kπ` sin

π`

2
, (9.30)
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èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà f (rk−j)(k) â ðàâåíñòâå (9.29) ëèáî ðàâ-
íû 0, ëèáî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ
π, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà n. Íèæå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî ak,j ∈ Q, ïîýòîìó B åñòü ìíîãî÷ëåí îò π ñ ðàöèîíàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ak,j ñëåäóåò, ÷òî

1

Qk(t)
=

∞∑
j=0

ak,j · (t− k)j. (9.31)

Ïîäñòàâèì â ýòî òîæäåñòâî t = k+dx, ãäå d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå,
äåëÿùååñÿ íà âñå ÷èñëà 1, 2, . . . , m. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü d = m!.
Òîãäà (9.31) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

1
m∏

`=0
6̀=k

(k − ` + dx)r`+1
=

∞∑

j=0

ak,j · dj · xj. (9.32)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

k − ` + dx
=

d

k − `
· 1

1− d
`−kx

= −
∞∑
i=0

(
d

`− k

)i+1

xi,

ò.å. ôóíêöèÿ d
k−`+dx ðàñêëàäûâàåòñÿ â òî÷êå 0 â ðÿä Òåéëîðà ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàêëþ÷àåì ñ ïîìîùüþ (9.32), ÷òî ðÿä
dN−rk

∞∑
j=0

ak,jd
jxj èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Ïîýòîìó dN−rk+jak,j ∈

Z è, çíà÷èò,
dN · ak,j ∈ Z, 0 ≤ j ≤ rk. (9.33)

Åñëè u(x) =
∑∞

j=0 ujx
j è v(x) =

∑∞
j=0 vjx

j äâà ñòåïåííûõ ðÿäà,
áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì u(x) << v(x) òîò ôàêò, ÷òî êàæäûé
êîýôôèöèåíò ðÿäà u(x) ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò ñî-
îòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà ðÿäà v(x), ò.å. |uj| ≤ vj, j = 0, 1, . . . .
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Òàê, íàïðèìåð, ïðè k 6= ` èìååì
1

k − ` + x
=

1

k − `
· 1

1− x
`−k

= −
∞∑

j=0

(
1

`− k

)i+1

xi <<
1

1− x
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñòåïåííûå ðÿäû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
ÿìè u1(x) << v1(x) è u2(x) << v2(x), òî u1(x)u2(x) << v1(x)v2(x).
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ëèøü ñðàâíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöè-
åíòû ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè óêàçàííîå ñâîéñòâî
ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ñâîéñòâîì, íàõîäèì
∞∑

j=0

ak,j · xj =
1

m∏
`=0
6̀=k

(k − ` + x)r`+1
<<

1

(1− x)N−rk
=

=
∞∑

j=0

(
N − rk − 1 + j

j

)
xj <<

∞∑
j=0

2N−rk−1+jxj.

Òàêèì îáðàçîì,
|ak,j| ≤ 2N , k = 0, 1, . . . , m, j = 0, 1, . . . , rk. (9.34)

Èç (9.29), (9.30) è (9.33) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè A(x), ÷òî

A(π) = dNn!B 6= 0, deg A(x) ≤ n.

Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (9.34)

L(A) ≤ dNn!
m∑

k=0

(rk + 1)2N ≤ n!cn+1
1 ,

ãäå c1 ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå òîëüêî îò m.
Òàê êàê A(π) 6= 0, à π ïî ïðåäïîëîæåíèþ åñòü àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî ñòåïåíè m, íàõîäèì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 9.5 îöåíêó ñíèçó

|A(π)| ≥ (n!cn+1
1 )1−mc−n

2 ≥ 1

cn+1
3 (n!)m−1

, (9.35)
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ãäå c2, c3 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò m.
Îöåíèì òåïåðü |A(π)| ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâîé

÷àñòüþ ðàâåíñòâà (9.28). Èìååì

|A(π)| = dNn!

∣∣∣(sin πx)
(N)
x=ξ

∣∣∣
N !

≤ dNn!
πN

N !
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë rj ñëåäóåò íåðàâåíñòâî N +1 ≤ (m+1)(n+1).
Ïðîèçâåäåíèå (n!)m+1 ñîñòîèò èç (m + 1)(n− 1) ≤ N − 1 ñîìíîæè-
òåëåé, ïðåâîñõîäÿùèõ 1, ïîýòîìó (n!)m+1 ≤ N !. Â ðåçóëüòàòå èìååì

|A(π)| ≤ cn+1
4

(n!)m
,

ãäå c4 = (πd)m+1 çàâèñèò òîëüêî îò m. Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ îöåí-
êó ñ (9.35), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

1

cn+1
3 (n!)m−1

≤ cn+1
4

(n!)m

èëè
1 ≤ (c3c4)

n+1

n!
. (9.36)

Ïðè áîëüøèõ n ýòî íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èìå-
åì (n + 1)(m + 1) ≥ N + 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà N äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèì.

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òðàíñöåí-
äåíòíîñòè π.

9.6 Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà
Çíàìåíèòàÿ ïðîáëåìà êâàäðàòóðû êðóãà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàíà òàê

ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíÿëàñü
áû ïëîùàäè çàäàííîãî êðóãà.
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Ïðè ýòîì "ïîñòðîèòü"îçíà÷àåò ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è
ëèíåéêè - èíñòðóìåíòîâ, íàõîäèâøèõñÿ â ðàñïîðÿæåíèè äðåâíåãðå-
÷åñêèõ ãåîìåòðîâ. Ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè íàéòè òðåáóåìîå ïî-
ñòðîåíèå ïðîäîëæàëèñü â òå÷åíèå ÷åòûðåõ òûñÿ÷åëåòèé äî òåõ ïîð,
ïîêà â 1882ã. Ô.Ëèíäåìàí íå äîêàçàë, ÷òî òàêîãî ïîñòðîåíèÿ íå ñó-
ùåñòâóåò. Ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî íèæå.

Êîãäà ãîâîðÿò î ïîñòðîåíèè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, èìå-
þò ââèäó, ÷òî ïî çàäàííîìó óñëîâèÿìè íàáîðó òî÷åê, îòðåçêîâ,
îêðóæíîñòåé èëè äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ òðåáóåòñÿ ïî-
ñòðîèòü íåêîòîðûé íîâûé îòðåçîê, òî÷êó, îêðóæíîñòü è ò.ï., èñ-
ïîëüçóÿ òîëüêî ýòè èíñòðóìåíòû. Ïðè÷åì ñ èõ ïîìîùüþ ðàçðåøà-
åòñÿ âûïîëíÿòü ëèøü äâå îñíîâíûå îïåðàöèè

1) ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè ïðÿìóþ ëèíèþ ÷åðåç äâå çàäàí-
íûå èëè ïîñòðîåííûå ðàíåå òî÷êè;

2) ïðîâåñòè öèðêóëåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â çàäàííîé èëè ïî-
ñòðîåííîé ðàíåå òî÷êå ðàäèóñà, ðàâíîãî ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâó-
ìÿ çàäàííûìè èëè ïîñòðîåííûìè òî÷êàìè.

Ëþáàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà,
çàäàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïðÿìûõ, îêðóæíîñòåé è òî÷åê. Íàïðèìåð,
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ÷åòûðå åãî âåðøè-
íû. Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå óêàçàííûõ
îïåðàöèé íà ïëîñêîñòè âîçíèêíåò ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, îêðóæíîñòåé
è íåêîòîðûõ òî÷åê èõ ïåðåñå÷åíèÿ, ñîäåðæàùåå èñêîìûå òî÷êè, ïðÿ-
ìûå èëè îêðóæíîñòè. Íå âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ è
îêðóæíîñòåé â äåéñòâèòåëüíîñòè íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ. Ïå-
ðåíóìåðóåì òåïåðü çàäàííûå óñëîâèåì òî÷êè, ïðÿìûå è îêðóæíî-
ñòè â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, à çàòåì ïðÿìûå, îêðóæíîñòè è èñïîëüçó-
åìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ â ïîðÿäêå èõ âîçíèêíîâå-
íèÿ. Òîãäà íà ÷åðòåæå ïîÿâèòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿ-
ìûõ, îêðóæíîñòåé è òî÷åê, ñîäåðæàùàÿ âñå èñêîìûå ãåîìåòðè÷åñêèå
îáúåêòû. Êàêèì æå îáðàçîì â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü
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íîâûå ïðÿìûå, îêðóæíîñòè è òî÷êè? Ïåðå÷èñëèì âñå èìåþùèåñÿ
âîçìîæíîñòè.

à) Íîâàÿ ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ëèøü ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè,
ïðèëîæåííîé ê äâóì, ïîñòðîåííûì ðàíåå òî÷êàì.

á) Íîâàÿ îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ëèøü ñ ïîìîùüþ öèð-
êóëÿ, ïîìåùåííîãî â ïîñòðîåííóþ ðàíåå òî÷êó. Ïðè ýòîì ðà-
äèóñ åå ðàâåí ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìÿ ïîñòðîåííûìè ðàíåå
òî÷êàìè.

â) Íîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïî-
ñòðîåííûõ ïðÿìûõ.

ã) Íîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, êàê ïåðåñå÷åíèå ïîñòðîåí-
íûõ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.

ä) Íîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïî-
ñòðîåííûõ îêðóæíîñòåé.

å) Íîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè, êîòî-
ðóþ ìû íàçîâåì "ïðîèçâîëüíûé âûáîð".

Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå, ÷òî çäåñü èìååòñÿ ââèäó. Èíîãäà, ïðè âûïîëíå-
íèè ïîñòðîåíèÿ áûâàåò áåçðàçëè÷íî, ãäå âçÿòü íåîáõîäèìóþ òî÷êó.
Òîãäà ãîâîðÿò, "âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó"íà ïëîñêîñòè, íà ïî-
ñòðîåííîé ðàíåå ïðÿìîé è ò.ï.. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ
äðåâíþþ è ÷àñòî âîçíèêàâøóþ íà ïðàêòèêå çàäà÷ó: ïîñòðîèòü ñ ïî-
ìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè öåíòð íàðèñîâàííîé îêðóæíîñòè. ßñíî,
÷òî ïîñòðîåíèå öåíòðà íå ìîæåò íà÷àòüñÿ íè ñ îäíîé èç ïåðå÷èñ-
ëåííûõ âûøå îïåðàöèé à)-ä). Îäíî èç êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòîé
çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà òðåõ òî÷åê A,B è C íà
îêðóæíîñòè ñ òåì, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåé-
êè, òàê êàê ýòî îáúÿñíÿåòñÿ â øêîëüíîì êóðñå ãåîìåòðèè, ïîñòðîèòü
öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC, ò.å. öåíòð
çàäàííîé îêðóæíîñòè.
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Ñäåëàâ ýòè âñòóïèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, ðåøàþùåå ïðî-
áëåìó êâàäðàòóðû êðóãà, ò.å. ïîçâîëÿþùåå äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî
êðóãà ïîñòðîèòü ðàâíîâåëèêèé åìó êâàäðàò.

Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîìåñòèâ åå íà÷àëî â
öåíòð çàäàííîãî êðóãà è âûáðàâ â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëè-
íû ðàäèóñ çàäàííîãî êðóãà. Âñÿêàÿ òî÷êà âî ââåäåííîé íà ïëîñêîñòè
ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðîé ÷èñåë (x; y), ïðÿìàÿ
è îêðóæíîñòü óðàâíåíèÿìè â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, ñîîòâåòñòâåííî,
ax + by + c = 0 è (x− x0)

2 + (y− y0)
2 = r2, ãäå (x0, y0) - êîîðäèíàòû

öåíòðà è r - ðàäèóñ îêðóæíîñòè.
Îïðåäåëèì òåïåðü íà ïëîñêîñòè êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷åê, ïðÿ-

ìûõ è îêðóæíîñòåé. Òî÷êó áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè
åå êîîðäèíàòû åñòü àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ïðÿìóþ - åñëè îíà ìî-
æåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.
Îêðóæíîñòü áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè âåëè÷èíà åå ðà-
äèóñà è êîîðäèíàòû öåíòðà åñòü àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè,
çàäàííàÿ îêðóæíîñòü èìååò óðàâíåíèå x2+y2 = 1 è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàöèè à)-ä), ïðèìåíåííûå ê àëãåáðàè÷åñêèì
îáúåêòàì, â ðåçóëüòàòå òàêæå äàþò àëãåáðàè÷åñêèå òî÷êè, ïðÿìûå
è îêðóæíîñòè. Â ñàìîì äåëå:

à) Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êî-
îðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2), çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(x2 − x1)(y − y1)− (y2 − y1)(x− x1) = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ýòî óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå èìååò àë-
ãåáðàè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû è ïîòîìó îïðåäåëÿåò àëãåáðàè÷åñêóþ
ïðÿìóþ.

á) Îêðóæíîñòü ñ àëãåáðàè÷åñêèì öåíòðîì, ðàäèóñ êîòîðîé åñòü
àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.

â) Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè aix +
biy + ci = 0, i = 1, 2, ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ai, bi, ci
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èìåþò îáùóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå
óðàâíåíèé {

a1x + b1y = c1,

a2x + b2y + c2.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, íàéäåííîå, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì Êðà-
ìåðà, èìååò ñîãëàñíî òåîðåìå 2 àëãåáðàè÷åñêèå êîîðäèíàòû x, y. Òàê
÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ àëãå-
áðàè÷åñêîé.

ã) Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè èìå-
þò êîîðäèíàòû x, y, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
ax + by = c,

(x− x0)2 + (y − y0)2 = r2,

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî b 6= 0. Âûðàçèâ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íåèçâåñò-
íóþ y ÷åðåç x è ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå âìåñòî y âî âòîðîå óðàâíå-
íèå, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x, êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî ñîãëàñíî òåîðåìå 2 áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Íî òî-
ãäà ïî ýòîé æå òåîðåìå àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè áóäóò îáà êîðíÿ
x1 è x2 ïîëó÷èâøåãîñÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è
âòîðûå êîðäèíàòû yi = −(axi + c) · b−1 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Èòàê, îáå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (x1, y1) è (x2, y2) áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè.

ä) Êîîðäèíàòû x, y òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ îêðó-
æíîñòåé óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
(x− x1)

2 + (y − y1)
2 = r2

1,

(x− x2)2 + (y − y2)2 = r2
2,

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñè-
ñòåìû èç ïåðâîãî, ìû, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. À çàòåì, êàê è â ïðåäû-
äóùåì ñëó÷àå, ïðîâåðÿåì, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ åñòü
àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ
àëãåáðàè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè.
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Îáñóäèì òåïåðü ñèòóàöèþ ñ îïåðàöèåé å) - "ïðîèçâîëüíûé âû-
áîð". Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè ñ àëãåáðàè÷åñêèìè (è äàæå ðàöèîíàëü-
íûìè) êîîðäèíàòàìè âñþäó ïëîòíû íà ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ òî÷-
êè ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå
2 îíè áóäóò âñþäó ïëîòíû íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïðÿìûõ è îêðóæíî-
ñòÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x1, y1), ëåæàùåé,
íàïðèìåð, íà àëãåáðàè÷åñêîé îêðóæíîñòè, íàéäåòñÿ òî÷êà (x2, y2)
ñ àáñöèññîé x2 - ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé æå
îêðóæíîñòè. Íî òîãäà âòîðàÿ êîîðäèíàòà y2 äîëæíà áûòü àëãåáðà-
è÷åñêèì ÷èñëîì, òàê ÷òî òî÷êà (x2, y2) áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âñå òî÷êè, ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, ïîëó-
÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå îïåðàöèé, ïðåäøåñòâîâàâøèõ "ïðîèçâîëüíî-
ìó âûáîðó", áûëè àëãåáðàè÷åñêèìè, òî è ïðè "ïðîèçâîëüíîì âûáî-
ðå"ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêóþ òî÷êó.

Ñêàçàííîå âûøå ìîæíî ðåçþìèðîâàòü òàê. Ïîñòðîåíèå ñ ïîìî-
ùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, ðåàëèçóþùåå êâàäðàòóðó àëãåáðàè÷åñêîãî
êðóãà x2 + y2 = 1, ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå
âñòðå÷àþùèåñÿ â íåì òî÷êè, ïðÿìûå è îêðóæíîñòè áóäóò àëãåáðà-
è÷åñêèìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèìè áóäóò è
âñå âåðøèíû êâàäðàòà, ïîëó÷àþùåãîñÿ â êîíöå ïîñòðîåíèÿ, è ðàâ-
íîâåëèêîãî ïî ïëîùàäè çàäàííîìó êðóãó.

Åñëè (x1, y1), (x2, y2) - ñîñåäíèå âåðøèíû êâàäðàòà, òî åãî ïëî-
ùàäü, êàê ëåãêî âèäåòü, ðàâíà (x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 è ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì. Íî ýòà æå ïëîùàäü ïî óñëîâèþ äîëæíà ðàâ-
íÿòüñÿ ïëîùàäè çàäàííîãî êðóãà, ò.å. ÷èñëó π.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé Ëèíäåìàíà
î òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñëà π, îçíà÷àþùåå, ÷òî êâàäðàòóðà êðóãà ñ
ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè íåâîçìîæíà.
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