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Л. А. ИГНАТОЧКИНА. РУКОВОДСТВО К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ПО ТЕНЗОРНОЙ АЛГЕБРЕ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

§1. Предварительные сведения из линейной алгебры

1.1. Векторное пространство

Пусть V – непустое множество произвольной природы.

Будем называть множество V вещественным векторным пространством

(или просто векторным пространством или вещественным линейным про-

странством), а его элементы векторами, если выполняются следующие тре-

бования:

I. Введено отображение, которое любым элементам X, Y ∈ V ставит в

соответствие элемент Z ∈ V , называемый суммой векторов X и Y и обозна-

чаемый Z = X + Y .

II. Введено отображение, которое любому элементу X ∈ V и любому числу

λ ∈ R ставит в соответствие элемент Y ∈ V , называемый произведением

вектора X на число λ и обозначаемый Y = λX.

III. Указанные два отображения удовлетворяют 8 условиям:

10. X + Y = Y +X (коммутативность);

20. (X + Y ) + Z = X + (Y + Z) (ассоциативность);

30. Существует элемент 0 ∈ V , такой, что для любого элемента X ∈ V

выполняется X + 0 = X (элемент 0 называется нуль-вектором);

40. Для любого элемента X ∈ V существует элемент −X ∈ V , такой, что

X + (−X) = 0 (элемент −X называется противоположным элементу X);

50. (λ+ μ)X = λX + μX ;

60. λ(X + Y ) = λX + λY ;

70. (λμ)X = λ(μX);

80. 1X = X,

где X, Y ∈ V , λ, μ ∈ R – произвольные элементы. Условия 10–80 называют-

ся аксиомами векторного пространства. Отображения, определенные в I и

II, будем называть операцией сложения векторов и операцией умножения

вектора на вещественное число.

Система векторов (e1, . . . , en) называется линейно зависимой, если суще-

ствуют вещественные числа α1, . . . , αn, не равные нулю одновременно, такие,
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что

α1e1 + . . .+ αnen = 0. (∗)
Если равенство (∗) выполняется тогда и только тогда, когда

α1 = . . . = αn = 0, то система векторов (e1, . . . , en) называется линейно

независимой.

Если в векторном пространстве V существует система из n линейно неза-

висимых векторов (e1, . . . , en), такая, что для любого вектора X ∈ V имеем

X = X1e1 + . . .+Xnen,

то векторное пространство V называется n-мерным, а система векторов

(e1, . . . , en) – базисом V . Числа (X1, . . . , Xn) называются координатами век-

тора X в данном базисе.

В дальнейшем мы будем работать только с n-мерными векторными про-

странствами, не оговаривая это дополнительно.

Замечание 1.1. В дальнейшем нам часто придется использовать суммы от

1 до некоторого фиксированного числа. Будем обозначать сумму следующим

образом:

α1a1 + . . .+ αnan =
n∑

i=1

αiai.

Чтобы еще сократить запись, договоримся, что по одинаковым верхнему и

нижнему индексам производится суммирование от 1 до этого числа:

αiai = α1a1 + . . .+ αnan.

Индекс, обозначающий суммирование, называется индексом суммирования.

Индекс суммирования можно обозначать любой буквой. Например, αiai ≡
αjaj ≡ αkak ≡ . . . Введенная договоренность об обозначении суммирования

называется правилом суммирования Эйнштейна.

Заметим, что, для того чтобы иметь возможность использовать правило

суммирования Эйнштейна, в определении координат вектора мы пишем но-

мер координаты сверху.

Также договоримся о сокращенной записи систем равенств. Пусть дана
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система равенств ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

b1 = b11a1 + . . .+ bn1an

. . .

bm = b1ma1 + . . .+ bnman.

Будем записывать такую систему в виде bp = bipai, (i = 1, . . . , n; p = 1, . . . ,m).

Индекс, не являющийся индексом суммирования, называется свободным ин-

дексом. В данном примере индекс p является свободным индексом. При ис-

пользовании свободного индекса будем указывать, в каких пределах он изме-

няется.

1.2. Линейные операторы

Напомним определение линейного оператора.

Линейным оператором на векторном пространстве V называется отобра-

жение L : V → V , удовлетворяющее условию линейности, то есть

L(αX + βY ) = αL(X) + βL(Y ),

α, β ∈ R – произвольные числа, X, Y ∈ V – произвольные векторы.

Пусть дан линейный оператор L. Если в векторном пространстве V фик-

сирован базис E = (e1, . . . , en), то оператор L однозначно определяется своей

матрицей (Li
j), i, j = 1, . . . , n. Напомним, что числа Li

j получаются следу-

ющим образом. Рассмотрим вектор ej из базиса E и подействуем на него

оператором L. В результате мы получим вектор L(ej), который разложим по

базису E:

L(ej) = Li
jei. (1.1)

Таким образом, числа Li
j суть координаты векторов L(ej) в базисе E. В мат-

рицу координаты векторов L(ej) записываются по столбцам. Учитывая эту

договоренность, мы видим, что верхний индекс в обозначении Li
j (номер ко-

ординаты) обозначает номер строки в матрице, а нижний индекс – номер

столбца. Таким образом, элемент Li
j стоит в i-й строке и j-м столбце матри-

цы (Li
j).

С помощью матрицы линейного оператора можно выразить результат дей-

ствия этого оператора на произвольный вектор пространства V . Пусть дан
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вектор X ∈ V . Обозначим его координаты в базисе E через (X1, . . . , Xn).

Тогда

L(X) = L(X iei) = X iL(ei) = X iLk
i ek. (1.2)

Здесь мы воспользовались линейностью оператора L и формулой (1.1) (в фор-

муле мы заменили индекс j на i, а индекс i – на k). В частности, мы получили,

что координаты вектора L(X) в базисе E имеют вид (L1
iX

i, . . . , Ln
i X

i).

1.3. Формулы перехода

Пусть даны два базиса E = (e1, . . . , en) и Ẽ = (ε1, . . . , εn). Выведем фор-

мулы преобразования координат произвольного вектора X при переходе от

базиса E к базису Ẽ.

Пусть

εi = Cj
i ej, (1.3)

то есть Cj
i – это j-я координата i-го вектора εi в базисе E. Координаты векто-

ров εi записывают по столбцам в матрицу C, которая называется матрицей

перехода от базиса E к базису Ẽ.

Обозначим координаты вектора X в базисе E через (X i), i = 1, . . . , n, а в

базисе Ẽ – через (X̃ i). Тогда по определению координат вектора получим

Xjej = X = X̃ iεi = X̃ iCj
i ej.

В силу линейной независимости базисных векторов получим формулы преоб-

разования координат вектора при переходе от одного базиса к другому

Xj = Cj
i X̃

i. (1.4)

Замечание 1.2. Из полученной формулы нам хотелось бы выразить коорди-

наты X̃ i. Для этого заметим, что соотношение (1.4) можно записать в мат-

ричной форме в виде X = CX̃, где X – столбец из координат вектора X

в базисе E, C – матрица перехода от базиса E к базису Ẽ, X̃ – столбец из

координат вектора X в базисе Ẽ (здесь мы вспомнили правило умножения

матриц «строка на столбец» ). Чтобы выразить столбец X̃, нам нужно полу-

ченное матричное равенство умножить слева на матрицу, обратную матрице
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C. Будем обозначать такую матрицу C−1 = ((C−1)ij): C−1X = X̃. От этого

равенства нам нужно вернуться обратно к «координатному соотношению».

Для этого опять вспоминаем правило из алгебры умножения матриц «строка

на столбец» и видим, чтобы получить i-й элемент в столбце X̃, нужно элемен-

ты i-й строки матрицы C−1 умножить на элементы столбца X и результаты

сложить:

X̃ i = (C−1)ijX
j. (1.5)

Из проведенного рассуждения вытекает следующее правило: чтобы выра-

зить X̃ i из равенства (1.4), нужно найти свободный индекс у элемента мат-

рицы C (в нашем случае это индекс j), умножить каждое из равенств на

элемент (C−1)kj и сложить полученные равенства:

(C−1)kjX
j = (C−1)kjC

j
i X̃

i. (1.6)

Рассмотрим выражение (C−1)kjC
j
i . Это элемент k-й строки i-го столбца мат-

рицы, равной произведению матриц C−1 и C, то есть 1, если k = i и 0 в

противном случае. Такую величину обозначают следующим образом

δki =

{
1, если k = i;

0, если k �= i.

и называют дельтой Кронекера или символом Кронекера. С учетом этого

обозначения из (1.6) получим

(C−1)kjX
j = δki X̃

i.

Нам осталось вычислить δki X̃ i = δk1X
1+ . . .+ δknX

n. Это сумма, в которой все

слагаемые, кроме одного, равны нулю. Отличным от нуля будет слагаемое, в

котором индекс суммирования i принимает значение k, то есть δki X̃
i = X̃k.

Итак, окончательно равенство (1.6) принимает вид

(C−1)kjX
j = X̃k.

Это выражение совпадет с (1.5), если переобозначить k на i. (Обратите внима-

ние, что свободный индекс мы можем обозначать любой буквой, но заменять

его нужно во всем выражении.)
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Пример 2.1. Рассмотрим отображение 0 : V → R, заданное формулой

0(X) = 0 для любого вектора X. Докажем, что это отображение линейно.

Аналогичным образом получим соотношения между элементами матриц

линейного оператора L. Обозначим (Li
j) матрицу линейного оператора в ба-

зисе E и через L̃i
j матрицу оператора L в базисе Ẽ. Тогда

L(εi) = L̃j
iεj = L̃j

iC
k
j ek; L(εi) = L(Cj

i ej) = Cj
iL(ej) = Cj

iL
k
jek.

Здесь мы использовали линейность оператора L и формулы (1.3), (1.1). Таким

образом,

(L̃j
iC

k
j − Cj

iL
k
j )ek = 0.

В силу линейной независимости базисных векторов имеем L̃j
iC

k
j = Cj

iL
k
j . Вы-

разим L̃j
i (см. замечание 1.2): L̃

j
iC

k
j (C

−1)tk = Cj
iL

k
j (C

−1)tk или

L̃t
i = Cj

i (C
−1)tkL

k
j . (1.7)

§2. Ковекторы

2.1. Векторное пространство ковекторов

Пусть V – векторное пространство.

Рассмотрим отображение u : V → R, которое каждому вектору X ∈ V

ставит в соответствие число α ∈ R. Если это отображение удовлетворяет

условиям:

1) u(X + Y ) = u(X) + u(Y );

2) u(αX) = αu(X)

для любых X, Y ∈ V и любого α ∈ R, то отображение u называется линей-

ным отображением или линейной формой или ковектором. Первое условие

называется аддитивностью, а второе – однородностью отображения u.

Условия аддитивности и однородности эквивалентны (докажите самосто-

ятельно) выполнению условия

u(αX + βY ) = αu(X) + βu(Y )

для любых X, Y ∈ V , α, β ∈ R. Оно называется линейностью отображенияu.
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В самом деле, для любых X, Y ∈ V , α, β ∈ R получим

0(αX + βY ) = 0 = α · 0 + β · 0 = α0(X) + β0(Y ).

Таким образом, условие линейности выполняется и отображение 0 является

линейным, то есть ковектором. �

Обозначим множество всех ковекторов u : V → R через V ∗. Введем в этом

множестве операции сложения ковекторов и умножения ковектора на число

по формулам:

(u+ v)(X) = u(X) + v(X); (λu)(X) = λ(u(X))

для любых u, v ∈ V ∗, X ∈ V , λ ∈ R.

Лемма 2.1. Введенные операции корректны, то есть u+ v и λu являются

ковекторами.

Доказательство. По определению операций сложения и свойству линейности

получим

(u+ v)(αX + βY ) = u(αX + βY ) + v(αX + βY ) =

= αu(X) + βu(Y ) + αv(X) + βv(Y ) = α(u(X) + v(X)) + β(u(Y ) + v(Y )) =

= α((u+ v)(X)) + β((u+ v)(Y )).

Таким образом, сумма отображений u и v является ковектором, то есть при-

надлежит V ∗. Аналогично доказывается, что произведение ковектора на чис-

ло также является ковектором (докажите самостоятельно).

Теорема 2.1. Множество V ∗ ковекторов u : V → R с введенными операция-

ми сложения и умножения на число является векторным пространством.

Доказательство. Нам нужно проверить выполнение 8 аксиом векторного

пространства. Проверим, например, аксиому 10. Остальные проверяются ана-

логично.

Для любых u, v ∈ V ∗, X ∈ V по определению суммы ковекторов и свой-

ствам сложения вещественных чисел получим

(u+ v)(X) = u(X) + v(X) = v(X) + u(X) = (v + u)(X).
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Итак, мы получили, что (u + v)(X) = (v + u)(X) для любого вектора X.

Так как два отображения u+ v и v+ u принимают одно и то же значение на

любом векторе X ∈ V , то эти отображения равны по определению равенства

отображений.

Заметим, что нуль-вектором в векторном пространстве V ∗ будет отобра-

жение 0 : V → R, построенное в примере 2.1. Докажите самостоятельно,

что u + 0 = u для любого u ∈ V ∗. Этот ковектор мы будем называть нуль-

ковектором.

Пусть u ∈ V ∗ – произвольный элемент. Тогда через (−u) : V → R обозна-

чим отображение, действующее по формуле (−u)(X) = −(u(X)). Аналогично

лемме 2.1 доказывается, что отображение (−u) будет линейно, а значит, будет
принадлежать множеству V ∗. Докажите самостоятельно, что u+ (−u) = 0.

Итак, все 8 аксиом векторного пространства выполняются, а значит, мно-

жество V ∗ является векторным пространством.

Пример 2.2. Пусть V – векторное пространство, E = (e1, . . . , en) – произ-

вольный базис V . Рассмотрим отображения ei : V → R (i = 1, . . . , n), которые

каждому вектору X ∈ V ставят в соответствие его i-ю координату в бази-

се E, то есть ei(X) = X i. В силу свойств координат векторов (координаты

суммы векторов равны суммам соответствующих координат векторов слага-

емых и аналогичное утверждение для произведения вектора на число) эти

отображения будут линейными. В самом деле, для любых X, Y ∈ V , α, β ∈ R

получим

ei(αX + βY ) = (αX + βY )i = αX i + βY i = αei(X) + βei(Y ).

Найдем значения ковекторов e1, . . . , en на векторах базиса E. Так как коор-

динаты вектора e1(1, 0, . . . , 0), то e1(e1) = 1. Аналогично получим e2(e1) = 0,

. . ., en(e1) = 0. Рассматривая аналогичным образом остальные векторы бази-

са E, получим, что

ei(ej) =

{
1, если i = j;

0, если i �= j.

Правая часть этого равенства есть δij. �
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Теорема 2.2. Система ковекторов (e1, . . . , en) является базисом вектор-

ного пространства V ∗, а значит, V ∗ является n-мерным векторным про-

странством.

Доказательство. Рассмотрим ковекторы ei (i = 1, . . . , n), построенные в

примере 2.2. Докажем, что система (e1, . . . , en) линейно независима. Рассмот-

рим равенство

α1e
1 + . . .+ αne

n = 0, (2.1)

где α1, . . . , αn ∈ R. В левой и правой частях этого равенства стоят ковекто-

ры. Подействуем ими на вектор e1 базиса E (см. пример 2.2). В результате

получим α1e
1(e1) + . . . + αne

n(e1) = 0(e1), то есть α1 = 0. Аналогично, дей-

ствуя обеими частями равенства (2.1) на остальные вектора базиса E, по-

лучим α2 = 0, . . ., αn = 0. Таким образом, система ковекторов (e1, . . . , en)

является линейно независимой.

Докажем, что любой ковектор можно представить в виде линейной комби-

нации ковекторов (e1, . . . , en). Рассмотрим произвольный ковектор u. Тогда

для любого вектора X ∈ V получим

u(X) = u(X iei) = X iu(ei) = u(ei)e
i(X). (2.2)

Обозначим числа u(ei) = ui (i = 1, . . . , n). Тогда u = uie
i, то есть любой

ковектор u является линейной комбинацией ковекторов (e1, . . . , en).

Итак, система (e1, . . . , en) является базисом V ∗ по определению.

Следствие 2.1. Из формулы (2.2) получим, что при фиксированном базисе

(e1, . . . , en) в V

u(X) = uiX
i.

Замечание 2.3. Оказывается, что свойство ei(ej) = δij является характери-

стическим для базиса (e1, . . . , en). Это означает следующее: если для ковек-

тора u верно, что u(ej) равно нулю для любого j = 1, . . . , n кроме одного

(j = i), для которого u(ei) = 1, то u = ei.

Действительно, рассмотрим произвольный ковектор u, удовлетворяющий
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указанному свойству. Тогда

u(X) = u(Xjej) = Xju(ej) = X i.

Итак, ковектор u любому векторуX ставит в соответствие его i-ю координату,

а значит, u = ei. Это верно для любого фиксированного i, i = 1, . . . , n.

Базис (e1, . . . , en) пространства V ∗ называется дуальным базисом вектор-

ного пространства V .

Из замечания 2.3 следует, что система ковекторов (e1, . . . , en) будет дуаль-

ным базисом для векторного пространства V тогда и только тогда, когда

выполняется характеристическое свойство

ei(ej) = δij,

где (e1, . . . , en) – базис в V , i, j = 1, . . . , n.

Пусть даны два базиса E = (e1, . . . , en) и Ẽ = (ε1, . . . , εn) в V . Обозначим

через (e1, . . . , en) и (ε1, . . . , εn) соответствующие дуальные базисы. Пусть C –

матрица перехода от базиса E к базису Ẽ, то есть εi = Cj
i ej. Рассмотрим

произвольный ковектор u ∈ V ∗ и обозначим (ui) – координаты u в дуаль-

ном базисе (e1, . . . , en), (ũi) – координаты u в дуальном базисе (ε1, . . . , εn).

Выясним, как связаны между собой числа ui и ũi. Имеем

ũi = u(εi) = u(Cj
i ej) = Cj

i u(ej) = Cj
i uj.

Итак,

ũi = Cj
i uj.

2.2. Формулы перехода для дуальных базисов

Пусть даны два базиса E = (e1, . . . , en) и Ẽ = (ε1, . . . , εn) в V . Обозначим

через (e1, . . . , en) и (ε1, . . . , εn) соответствующие дуальные базисы. Пусть C –

матрица перехода от базиса E к базису Ẽ, то есть εi = Cj
i ej.

Лемма 2.2. Во введенных обозначениях

εi = (C−1)ije
j. (2.3)



14

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. РУКОВОДСТВО К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ПО ТЕНЗОРНОЙ АЛГЕБРЕ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

Доказательство. Рассмотрим систему ковекторов (εi = (C−1)ije
j). Чтобы до-

казать, что они составляют дуальный базис, согласно замечанию 2.3 доста-

точно показать, что εi(εj) = δij. Имеем

εi(εj) = ((C−1)ike
k)(Ct

jet) = (C−1)ikC
t
je

k(et) = (C−1)ikC
t
jδ

k
t = (C−1)itC

t
j = δij.

Замечание 2.4. Пусть дан произвольный базис (e1, . . . , en) векторного про-

странства V ∗. Покажем, что существует базис (e1, . . . , en) векторного про-

странства V , для которого базис (e1, . . . , en) будет дуальным.

Рассмотрим произвольный базис (ε1, . . . , εn) пространства V . Обозначим

через (ε1, . . . , εn) его дуальный базис. Пусть C = (C i
j) – матрица перехода от

базиса (e1, . . . , en) к базису (ε1, . . . , εn), то есть ei = C i
jε

j. Рассмотрим систему

векторов (e1, . . . , en), заданную формулой

ei = (C−1)jiεj.

Эта система векторов образует базис V , для которого (e1, . . . , en) будет дуаль-

ным. Действительно, согласно замечанию 2.3 для этого достаточно показать,

что εi(εj) = δij. Имеем

ei(ej) = C i
�ε

�((C−1)kjεk) = C i
�(C

−1)kjε
�(εk) = C i

�(C
−1)kj δ

�
k = C i

k(C
−1)kj = δij.

§3. Тензоры

3.1. Определение тензора

Пусть V – векторное пространство, V ∗ – дуальное пространство.

Тензором типа (r, s) называется отображение

t : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
rраз

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
sраз

→ R,

линейное по каждому аргументу. Запишем определение линейности по пер-

вому аргументу (линейность по остальным аргументам аналогична):

t(αX1 + βX̃1, X2, . . . , Xr, u
1, . . . , us) = αt(X1, X2, . . . , Xr, u

1, . . . , us)+

+ βt(X̃1, X2, . . . , Xr, u
1, . . . , us),
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где α, β ∈ R – произвольные числа, X1, X̃1, X2, . . . , Xr ∈ V – произвольные

векторы, u1, . . . , us ∈ V ∗ – произвольные ковекторы.

Будем считать по определению, что вещественные числа являются тензо-

рами типа (0,0).

Пусть (e1, . . . , en) – базис V , (e1, . . . , en) – дуальный базис. Договоримся,

что все индексы (если не оговорено противное) пробегают значения от 1 до

n. Тогда для любого тензора t типа (r, s) определен набор чисел {ti1...isj1...jr
} по

формуле

ti1...isj1...jr
= t(ej1, . . . , ejr , e

i1, . . . , eis).

Эти числа называются компонентами тензора t в базисе (e1, . . . , en).

Задача 3.1. Пусть даны (e1, . . . , en) – базис V , (e1, . . . , en) – дуальный базис

и тензор t типа (r, s). Докажите, что значение тензора t на произвольном

наборе X1, . . . , Xr ∈ V , u1, . . . , us ∈ V ∗ вычисляется по формуле

t(X1, . . . , Xr, u
1, . . . , us) = ti1...isj1...jr

(X1)
j1 . . . (Xr)

jr(u1)i1 . . . (u
s)is,

где Xk = (Xk)
iei, uk = (uk)ie

i (см. § 2).
Указания. Разложите векторы и ковекторы по соответствующим базисам

и воспользуйтесь линейностью тензора. �
Пусть даны два базиса E = (e1, . . . , en) и Ẽ = (ε1, . . . , εn) в V . Обозначим

через (e1, . . . , en) и (ε1, . . . , εn) соответствующие дуальные базисы. Пусть C –

матрица перехода от базиса E к базису Ẽ, то есть εi = Cj
i ej.

Обозначим {ti1...isj1...jr
} компоненты тензора t в базисе E, а {t̃i1...isj1...jr

} – компонен-
ты тензора t в базисе Ẽ. Используя доказанную лемму, получим формулы,

связывающие компоненты тензора t в базисах E и Ẽ. Имеем

t̃i1...isj1...jr
= t(εj1, . . . , εjr , ε

i1, . . . , εis) =

= t(Ck1
j1
ek1, . . . , C

kr
jr
ekr , (C

−1)i1t1e
t1, . . . , (C−1)istse

ts) =

= Ck1
j1
. . . Ckr

jr
(C−1)i1t1 . . . (C

−1)istst(ek1, . . . , ekr , e
t1, . . . , ets) =

= Ck1
j1
. . . Ckr

jr
(C−1)i1t1 . . . (C

−1)istst
t1...ts
k1...kr

.

Итак, мы получили соотношение

t̃i1...isj1...jr
= Ck1

j1
. . . Ckr

jr
(C−1)i1t1 . . . (C

−1)istst
t1...ts
k1...kr

. (3.1)
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Этот закон преобразования компонент тензора называется тензорным зако-

ном.

Задача 3.2. Докажите, что верно и обратное утверждение. А именно если

для каждого базиса векторного пространства V задан набор nr+s веществен-

ных чисел {ti1...isj1...jr
}, которые при переходе от одного базиса ко второму преоб-

разуются по тензорному закону (3.1), то однозначно определен тензор t типа

(r, s), для которого эти числа будут компонентами в соответствующем базисе.

Указания. Задайте отображение

t : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
rраз

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
sраз

→ R,

по формуле

t(X1, . . . , Xr, u
1, . . . , us) = ti1...isj1...jr

(X1)
j1 . . . (Xr)

jr(u1)i1 . . . (u
s)is,

где X1, . . . , Xr ∈ V , u1, . . . , us ∈ V ∗. Докажите, что это отображение не зави-

сит от выбора базиса и линейно по каждому аргументу. Наконец, вычислите

компоненты тензора t и убедитесь, что они совпадают с числами {ti1...isj1...jr
}. �

Следствие 3.2. Два тензора равны (то есть совпадают как отображения)

тогда и только тогда, когда равны их соответствующие компоненты в каком-

либо базисе. Другими словами, чтобы убедиться, что два тензора равны, нуж-

но выбрать «удобный» базис и вычислить в нем компоненты обоих тензоров.

Если для соответствующих компонент получим одни и те же числа, то два

тензора равны.

3.2. Примеры тензоров

Приведем примеры тензоров.

Пример 3.3. Пусть в каждом базисе пространства V задан набор n2−n нулей

и n единиц. Расположим их в виде единичной n×n-матрицы. Тогда эти числа

мы можем обозначить символом Кронекера {δij}. По определению обратной

матрицы имеем δij = (C−1)ikC
k
j или δij = (C−1)ikδ

k
tC

t
j. Сравним это равенство

с тензорным законом. Мы видим, что наборы чисел {δij} преобразуются как
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компоненты тензора типа (1,1), а значит, определяют его. Этот тензор обо-

значим {δij} (или id – тождественный оператор. Смысл этого обозначения

будет понятен в примере 3.6). �

Пример 3.4. Рассмотрим произвольный ковектор u. Напомним, что по опре-

делению это линейное отображение u : V → R, а значит, по определению

тензора это тензор типа (1,0). �

Пример 3.5. Рассмотрим произвольный вектор X ∈ V . Относительно каж-

дого базиса вектор X определяет набор из n чисел {X i} – координат этого

вектора в данном базисе. При переходе от базиса к базису эти наборы чисел

преобразуются по закону (1.5). Сравнивая это равенство с тензорным зако-

ном (3.1), получаем, что вектор определяет тензор типа (0,1) с компонентами

{X i}. Обозначим этот тензор через t и выясним, как он действует на произ-

вольный ковектор u. Так как числа {X i} являются компонентами тензора t

(см. задачу 3.2), получим

t(u) = t(uie
i) = uit(e

i) = uiX
i = u(ei)X

i = u(X iei) = u(X).

Здесь мы воспользовались тем, что координаты ковектора ui = u(ei), то есть

совпадают с его компонентами как тензора типа (1,0) (см. теорему 2.2).

Итак, мы получили, что любой вектор X ∈ V однозначно определяет тен-

зор t типа (0,1), действующий по формуле t(u) = u(X), u ∈ V ∗. Договоримся

обозначать тензор t той же буквой X и говорить, что вектор X является

тензором типа (0,1) и действует на произвольный ковектор u по формуле

X(u) = u(X).�

Пример 3.6. Рассмотрим произвольный линейный оператор L. В каждом

базисе он определяет n2 вещественных чисел – матрицу (Li
j) оператора L.

Сравнивая закон преобразования элементов матрицы линейного оператора

(1.7) с тензорным законом (3.1), получаем, что любой оператор L определяет

тензор типа (1,1) с компонентами {Li
j}. Обозначим полученный тензор t и
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аналогично предыдущему примеру получим

t(X, u) = t(X iei, uje
j) = X iujt(ei, e

j) = Lj
iX

iuj = Lj
iX

iu(ej) =

= u(Lj
iX

iej) = u(L(X)).

Мы воспользовались линейностью t, u и формулой (1.2).

Итак, мы получили, что любой линейный оператор L однозначно определя-

ет тензор типа (1,1) по формуле t(X, u) = u(L(X)). Договоримся обозначать

этот тензор t той же буквой L и говорить, что линейный оператор L является

тензором типа (1,1) и действует на произвольный вектор X и ковектор u по

формуле

L(X, u) = u(L(X)). (3.2)

В частности, для тождественного линейного оператора id(X) = X матрица

будет иметь вид (δij) (проведите вычисления самостоятельно), следовательно,

он будет тензором типа (1,1) с компонентами {δij}. �

Пример 3.7. Пусть дано четномерное векторное пространство V 2n. Рассмот-

рим относительно фиксированного базиса (e1, . . . , e2n) в V набор (2n)2 нулей,

единиц и минус единиц, которые расположим в виде 2n× 2n-матрицы

((J0)
i
j) =

(
0 −In
In 0

)
, (3.3)

где In – единичная матрица порядка n, i, j = 1, . . . , 2n. В любом другом бази-

се зададим набор чисел, которые будут получаться из ((J0)ij) по тензорному

закону (3.1). Согласно задаче 3.2 полученные наборы чисел задают тензор J0

типа (1,1), причем сами являются его компонентами. Этот тензор называется

оператором канонической комплексной структуры на векторном простран-

стве V . �

Задача 3.3. Пусть V 3 – геометрическое векторное пространство (его элемен-

тами являются классы эквивалентности равных по длине и сонаправленных

направленных отрезков). Определим отображение g : V 3 × V 3 → R по фор-

муле

g(�a,�b) = |�a||�b| cos∠(�a,�b),
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где �a,�b ∈ V 3 – произвольные векторы. Другими словами, значение отображе-

ния g на векторах �a и �b является скалярным произведением этих векторов.

Докажите, что отображение g является тензором типа (2,0). Найдите 1) ком-

поненты тензора g в ортонормированном базисе (�i,�j,�k) векторного простран-

ства V 3; 2) компоненты тензора g в базисе (�e1, �e2, �e3), если известно, что углы

между парами векторов этого базиса равны 600, а длины векторов равны ai

соответственно.

Ответ: 1) gij = 0, если i �= j; gii = 1, i, j = 1, 2, 3; 2) gij = 1
2aiaj, если

i �= j; gii = a2i .

Задача 3.4. Пусть V 3 – ориентированное геометрическое векторное про-

странство. Определим отображение ω : V 3 × V 3 × V 3 → R по формуле

ω(�a,�b,�c) = �a�b�c,

где �a�b�c обозначает смешанное произведение векторов �a, �b, �c. Докажите, что

отображение ω является тензором типа (3,0). Найдите компоненты этого тен-

зора 1) в правом ортонормированном базисе (�i,�j,�k); 2) в левом ортонорми-

рованном базисе.

Ответ: 1) ωijk = 1, если (i, j, k) – четная подстановка; ωijk = −1, если
(i, j, k) – нечетная подстановка, в остальных случаях ωijk = 0.

Задача 3.5. Пусть V 3 – ориентированное геометрическое векторное про-

странство. Зададим отображение t : V 3 × V 3 × (V 3)∗ → R по формуле

t(�a,�b, u) = u([�a,�b]),

где квадратные скобки обозначают векторное произведение векторов. Дока-

жите, что отображение t является тензором типа (2,1) и найдите его компо-

ненты в правом ортонормированном базисе.

§4. Операции с тензорами

4.1. Определение тензорных операций

Пусть даны тензоры t1 и t2 типа (r, s).
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Суммой тензоров t1 и t2 называется отображение

t1 + t2 : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
rраз

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
sраз

→ R,

определенное по формуле

(t1 + t2)(X1, . . . , Xr, u
1, . . . , us) =

= t1(X1, . . . , Xr, u
1, . . . , us) + t2(X1, . . . , Xr, u

1, . . . , us),

X1, . . . , Xr ∈ V , u1, . . . , us ∈ V ∗.

Задача 4.6. Докажите, что сумма тензоров является тензором, то есть отоб-

ражение t1 + t2 линейно по каждому аргументу.

Для суммы тензором имеют место свойства:

10. t1 + t2 = t2 + t1;

20. (t1 + t2) + t3 = t1 + (t2 + t3),

t1, t2, t3 – тензоры типа (r, s).

Докажите эти свойства самостоятельно, используя определение суммы тен-

зоров.

Пусть t – тензор типа (r, s), λ – вещественное число. Произведением тен-

зора t на вещественное число λ называется отображение

λt : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
rраз

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
sраз

→ R,

определенное по формуле

(λt)(X1, . . . , Xr, u
1, . . . , us) = λ(t(X1, . . . , Xr, u

1, . . . , us)),

X1, . . . , Xr ∈ V , u1, . . . , us ∈ V ∗.

Задача 4.7. Докажите, что произведение тензора на число является тензо-

ром, то есть отображение λt линейно по каждому аргументу.

Для произведения тензора на число имеют место свойства:

10. λ(t1 + t2) = λt1 + λt2;

20. (λ+ μ)t = λt+ μt;
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30. (λ(μt)) = (λμ)t,

λ, μ ∈ R, t – тензор типа (r, s).

Докажите эти свойства самостоятельно, используя определение произведе-

ния тензора на число.

Пусть t1 – тензор типа (r, s), t2 – тензор типа (p, q). Тензорным произведе-

нием тензоров t1 и t2 называется отображение

t1 ⊗ t2 : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
r+pраз

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
s+qраз

→ R,

определенное по формуле

(t1 ⊗ t2)(X1, . . . , Xr+p, u
1, . . . , us+q) =

= t1(X1, . . . , Xr, u
1, . . . , us)t2(Xr+1, . . . , Xr+p, u

s+1, . . . , us+q),

X1, . . . , Xr+p ∈ V , u1, . . . , us+q ∈ V ∗.

Положим по определению λ⊗ t = λt, λ ∈ R, t – тензор типа (r, s).

Задача 4.8. Докажите, что тензорное произведение тензоров является тен-

зором, то есть отображением, линейным по каждому аргументу.

Используя введенные определения, легко доказать

10. (t1 ⊗ t2)⊗ t3 = t1 ⊗ (t2 ⊗ t3);

20. (t1 + t2)⊗ t3 = t1 ⊗ t3 + t2 ⊗ t3;

30. t1 ⊗ (t2 + t3) = t1 ⊗ t2 + t1 ⊗ t3;

40. (λt1)⊗ t2 = t1 ⊗ (λt2) = λ(t1 ⊗ t2),

где тензоры t1, t2, t3 – тензоры подходящих типов (для суммы тензоров нужно

брать тензоры одного и того же типа, а для тензорного произведения можно

брать тензоры произвольных типов), λ ∈ R.

В общем случае операция тензорного умножения не коммутативна. Дей-

ствительно, пусть X, Y ∈ V – произвольные векторы. Рассмотрим тензорные

произведения X ⊗ Y и Y ⊗ X . Это тензоры типа (0,2). Докажем, что эти

отображения различны. Для этого нужно привести пример пары ковекторов,

на которых отображения X ⊗ Y и Y ⊗X принимают различные значения.

Фиксируем базис (e1, . . . , en) в V и дуальный базис (e1, . . . , en). Пусть i, j –
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различные фиксированные индексы (i, j = 1, . . . , n). Тогда

X ⊗ Y (ei, ej) = X(ei)Y (ej) = ei(X)ej(Y ) = X iY j;

Y ⊗X(ei, ej) = Y (ei)X(ej) = ei(Y )ej(X) = Y iXj.

Мы можем взять векторы X и Y такими, что произведения их координат

X iY j и Y iXj будут различными, а значит, X ⊗ Y �= Y ⊗X.

Задача 4.9. Докажите, что для тензора t типа (r, 0) и тензора T типа (0, s)

имеет место равенство t⊗ T = T ⊗ t.

Указание. Подействуйте обеими частями равенства на наборX1, . . . , Xr ∈
V , u1, . . . , us ∈ V ∗. �

Пример 4.8. Пусть η – произвольный ковектор, ξ – произвольный вектор

из V . Тогда их тензорное произведение η ⊗ ξ является тензором типа (1,1).

Вычислим значение этого тензора на паре X ∈ V , u ∈ V ∗:

(η ⊗ ξ)(X, u) = η(X)ξ(u) = η(X)u(ξ) = u(η(X)ξ).

Мы воспользовались определением тензорного произведения и примером 3.5.

Согласно (3.2) левая часть этого выражения равна u((η ⊗ ξ)(X)). Тогда по-

лучим

u((η ⊗ ξ)(X)) = u(η(X)ξ). (4.1)

Фиксируем в V базис (e1, . . . , en) и дуальный базис (e1, . . . , en). Тогда соот-

ношение (4.1), верное для любого u, верно, в частности, для всех ковекторов

дуального базиса, то есть

ei((η ⊗ ξ)(X)) = ei(η(X)ξ).

Это означает, что у векторов (η⊗ ξ)(X) и η(X)ξ равны все соответствующие

координаты, а значит, равны и сами векторы. Таким образом, мы получаем

(η ⊗ ξ)(X) = η(X)ξ; ∀X ∈ V.�

Пусть t – тензор типа (r, s). Фиксируем базис (e1, . . . , en) в V и определим

отображение

C
(a)
(b) t : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

r−1раз
×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸

s−1раз
→ R
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по формуле

(C
(a)
(b) t)(X1, . . . , Xr−1, u1, . . . , us−1) =

=
n∑

k=1

t(X1, . . . , Xb−1, ek, Xb, . . . , Xr−1, u1, . . . , ua−1, ek, ua, . . . , us−1). (4.2)

Это отображение называется сверткой тензора t по a-му верхнему и b-му

нижнему индексам.

Задача 4.10. Докажите, что свертка тензора определена корректно в смысле

независимости от выбора базиса. Докажите, что свертка тензора типа (r, s)

является тензором типа (r − 1, s− 1).

Указание. Возьмите два базиса и докажите, что правые части формулы

(4.2) в этих базисах равны. Воспользуйтесь определением матрицы перехо-

да и формулой (2.3). Для второй части задачи нужно доказать линейность

отображения (4.2) по каждому аргументу. �

Замечание 4.5. Если тензор t типа (r, s) нужно свернуть по двум парам

индексов, то мы получим тензор типа (r−2, s−2), который будем обозначать

C
(a)(c)
(b)(d) t. Этот тензор будет вычисляться по формуле

(C
(a)(c)
(b)(d) t)(X1, . . . , Xr−2, u1, . . . , us−2) =

=
n∑

t=1

n∑
k=1

t(X1, . . . , Xb−1, ek, Xb, . . . , Xd−1, et, Xd, . . . , Xr−2, u1, . . . , ua−1, ek,

ua, . . . , uc−1, et, uc, . . . , us−2).

Аналогичные формулы имеют место для сверток по большему числу пар

индексов.

4.2. Операции с тензорами в компонентах

Запишем введенные операции с тензорами в компонентах.

Теорема 4.3. Пусть (e1, . . . , en) – произвольный базис в V , (e1, . . . , en) –

дуальный базис. Тогда

1) (t1 + t2)
i1...is
j1...jr

= (t1)
i1...is
j1...jr

+ (t2)
i1...is
j1...jr

; 2) (λt)i1...isj1...jr
= λti1...isj1...jr

;

3) (t⊗ T )
i1...is+q

j1...jr+p
= ti1...isj1...jr

T
is+1...is+q

jr+1...jr+p
; 4) (C

(a)
(b) t)

i1...is−1

j1...jr−1
= t

i1...ia−1kia...is−1

j1...jb−1kjb...jr−1
,
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где t1, t2, t – тензоры типа (r, s), T – тензор типа (p, q), λ ∈ R.

Доказательство. Легко проверить, используя определение компонент тензо-

ра и определения операций с тензорами.

Задача 4.11. Выведите формулу, аналогичную 4) в теореме 4.3, для свертки

по двум парам индексов.

Ответ: (C(a)(c)
(b)(d) t)

i1...is−2

j1...jr−2
= t

i1...ia−1kia...ic−1tic...is−2

j1...jb−1kjb...jd−1tjd...jr−2
.

Пример 4.9. Пусть L – тензор типа (1,1). Рассмотрим базис (e1, . . . , en) в V

и дуальный базис (e1, . . . , en). Тогда свертка тензора L по первому нижнему

и первому верхнему индексам (см. (3.2))

C
(1)
(1)L = L(ek, e

k) = ek(L(ek)) = Lk
k

будет вещественным числом. Это число не зависит от выбора базиса, назы-

вается следом тензора L и обозначается tr L. �

Задача 4.12. Пусть η – ковектор, X, Y – произвольные векторы, L – тензор

типа (1,1) (линейный оператор), g – тензор типа (2,0), (e1, . . . , en) – базис

векторного пространства V . Докажите, что

1) η(X) = ηiX
i; 2)L(X) = Lj

iX
iej; 3) g(X, Y ) = gijX

iY j.

Решение. Докажем второе равенство (остальные доказываются аналогично).

Разложим вектор X по базису: X = X iei и подставим в L(X)

L(X) = L(X iei) = X iL(ei) = X iLj
iej.

Здесь мы воспользовались линейностью оператора L и определением матри-

цы линейного оператора в базисе (напомним, что элементы матрицы линей-

ного оператора совпадают с компонентами L, рассматриваемого как тензор

типа (1,1)).

В частности, из доказанной формулы получим, что координаты вектора

L(X) имеют вид

(L(X))j = Lj
iX

i.
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Пример 4.10. «Упростим» тензорные выражения: а) C(1)
(1)(η ⊗ ξ);

б) C(2)
(1)(L⊗X); в) C(1)

(1)(L⊗X), где ξ,X ∈ V , η ∈ V ∗, L – тензор типа (1,1).

a) Это тензор типа (0,0). Воспользуемся теоремой 4.3:

C
(1)
(1)(η ⊗ ξ) = (η ⊗ ξ)kk = ηkξ

k = η(ξ).

Здесь мы воспользовались примером 3.5 и следствием 2.1.

б) Рассмотрим тензор C
(2)
(1)(L ⊗X). Это тензор типа (0,1), то есть вектор.

Найдем координаты этого вектора (воспользуемся теоремой 4.3):

(C
(2)
(1)(L⊗X))i = (L⊗X)ijj = Li

jX
j.

Сравнивая полученный результат с формулой (1.2), получим, что числа

(C
(2)
(1)(L⊗X))i суть координаты вектора L(X), то есть

C
(2)
(1)(L⊗X) = L(X).

в) Рассмотрим тензор C
(1)
(1)(L ⊗X). Это тензор типа (0,1), то есть вектор.

Найдем его координаты (воспользуемся теоремой 4.3):

(C
(1)
(1)(L⊗X))i = (L⊗X)jij = Lj

jX
i = (tr L)X i.

Здесь мы воспользовались результатом примера 4.9. Аналогично пункту б)

делаем вывод, что

C
(1)
(1)(L⊗X) = (tr L)X.�

Задача 4.13. Пусть L – тензор типа (1,1), то есть линейный оператор,X ∈ V ,

η ∈ V ∗. «Упростите» тензорные выражения: а) C(1)(2)
(1)(2)(η ⊗ L⊗X),

б) C(1)(2)
(2)(1)(η ⊗ L⊗X).

Ответ: а) η(L(X)); б) (tr L)η(X).

Пример 4.11. Рассмотрим два линейных оператора I и J . Как известно из

курса алгебры, композиция I ◦ J этих линейных операторов также является

линейным оператором, то есть тензором типа (1,1). Выразим его с помощью

тензорных операций через линейные операторы I и J .

Рассмотрим произвольный вектор X ∈ V . Тогда (I ◦ J)(X) – вектор. Вы-
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разим его координаты:

((I ◦ J)(X))i = (I(J(X)))i = I ij(J(X))j = I ijJ
j
kX

k = (I ⊗ J)ijjkX
k =

= (C
(2)
(1)(I ⊗ J))ikX

k = ((C
(2)
(1)(I ⊗ J))(X))i. (4.3)

Так как координаты векторов в крайне правой и крайне левой частях цепочки

равенств равны, то равны и сами вектора, то есть

(I ◦ J)(X) = (C
(2)
(1)(I ⊗ J))(X).

Это верно для любого вектора X, а значит, равны и сами отображения, то

есть

I ◦ J = C
(2)
(1)(I ⊗ J).

В частности, из цепочки равенств (4.3) получим еще одну полезную формулу

(I ◦ J)ij = I ikJ
k
j . (4.4)

Эту формулу мы можем получить и непосредственно, используя определение

компонент тензора, формулы (3.2), (1.2) и свойство линейности линейного

оператора:

(I ◦ J)ij = (I ◦ J)(ej, ei) = ei(I(J(ej)) = ei(I(Jk
j ek)) = Jk

j e
i(I(ek)) =

= Jk
j e

i(I tket) = Jk
j I

t
ke

i(et) = Jk
j I

t
kδ

i
t = Jk

j I
i
k.�

Задача 4.14. Пусть L – линейный оператор, η ∈ V ∗. Выразите через тен-

зорные операции композицию η ◦ L и определите вид полученного тензора.

Выразите компоненты тензора η ◦ L через компоненты тензоров L и η.

Ответ: η ◦ L = C
(1)
(1)(η ⊗ L); (η ◦ L)i = ηjL

j
i .

Пример 4.12. Пусть на четномерном векторном пространстве V 2n задан опе-

ратор канонической комплексной структуры J0 (см. пример 3.7). Докажем,

что J0 ◦ J0 = −id. Согласно следствию 3.2 нам достаточно доказать, что в

некотором фиксированном базисе компоненты тензора J0 ◦ J0 равны

(J0 ◦ J0)ij = −δij,

где i, j = 1, . . . , 2n.
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Согласно примеру 3.6 тензор типа (1,1) отождествляется с линейным опе-

ратором, причем его компоненты суть элементы матрицы этого оператора.

Тогда (J0 ◦J0)ij – элементы матрицы оператора J0 ◦J0. Как мы знаем из кур-

са алгебры, матрицей композиции двух операторов является произведение

матриц этих операторов, то есть

((J0 ◦ J0)ij) =
(

0 −In
In 0

)(
0 −In
In 0

)
= −

(
In 0

0 In

)
= −(δij).

Доказанное свойство оператора канонической комплексной структуры назы-

вается свойством антиинволютивности J0. �

Задача 4.15. Выясните геометрический смысл действия оператора канониче-

ской комплексной структуры векторного пространства V 2 на произвольный

вектор этого пространства. Здесь предполагается, что базис, относительно

которого матрица J0 имеет вид (3.3), является ортонормированным.

Ответ: поворот на угол π
2 .

Задача 4.16. Пусть в четномерном векторном пространстве V 2n относитель-

но некоторого фиксированного базиса (e1, . . . , e2n) задана матрица

(Πi
j) =

(
0 In

In 0

)
, (4.5)

где i, j = 1, . . . , 2n. При переходе к любому другому базису эти числа преоб-

разуются по тензорному закону. Аналогично примеру 3.7 получаем тензор Π

типа (1,1).

Докажите, что Π ◦ Π = id. Выясните геометрический смысл тензора Π в

случае векторного пространства V 2 в предположении, что базис, относитель-

но которого задана матрица (4.5), является ортонормированным.

Ответ: осевая симметрия относительно прямой, содержащей биссектрисы

первого и третьего координатных углов.
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§5. Канонический базис в векторном пространстве тензоров ти-

па (r, s)

Пусть V – векторное пространство. Обозначим множество всех тензоров на

V типа (r, s) через Ts
r(V ). Из свойств операций сложения тензоров и умно-

жения тензора на число (см. § 4) следует, что множество Ts
r(V ) является век-

торным пространством. Нулевым элементом в этом векторном пространстве

будет отображение, ставящее любому набору из r векторов и s ковекторов

число нуль.

Задача 5.17. Аналогично примеру 2.1 докажите, что определенный выше

нулевой элемент действительно является тензором, то есть докажите, что он

линеен по каждому аргументу. Этот тензор обозначается 0 и называется нуль-

тензором. Докажите, что нуль-тензор действительно является нейтральным

по сложению, то есть для любого тензора t ∈ Ts
r(V ) верно равенство t+0 = t.

Задача 5.18. Докажите, что для любого тензора t ∈ Ts
r(V ) отображение

−t : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
rраз

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
sраз

→ R,

определенное формулой

(−t)(X1, . . . , Xr, u
1, . . . , us) = −t(X1, . . . , Xr, u

1, . . . , us),

является тензором. Докажите, что тензор (−t) является противоположным

для тензора t, то есть t+ (−t) = 0.

Итак, мы выяснили, что множество тензоров типа (r, s) является вектор-

ным пространством. Оказывается, это векторное пространство конечномерно.

Чтобы узнать размерность пространства Ts
r(V ), нам нужно построить какой-

нибудь его базис.

Пусть (e1, . . . , en) – произвольный базис в векторном пространстве V , обо-

значим через (e1, . . . , en) дуальный базис. Рассмотрим систему тензоров

{ei1 ⊗ . . .⊗ eis ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejr}. (5.1)

Из определения операции тензорного умножения следует, что ei1 ⊗ . . .⊗ eis ⊗
ej1 ⊗ . . .⊗ ejr – это тензоры типа (r, s).
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Теорема 5.4. Система тензоров (5.1) является базисом векторного про-

странства Ts
r(V ). В частности, размерность пространства Ts

r(V ) равна

nr+s. Координаты тензоров относительно этого базиса совпадают с ком-

понентами этого тензора в базисе E = (e1, . . . , en).

Доказательство. 1. Докажем, что система тензоров (5.1) линейно независи-

ма. Составим линейную комбинацию этих тензоров и приравняем ее нуль-

тензору:

λi1...is
j1...jr

ei1 ⊗ . . .⊗ eis ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejr = 0. (5.2)

Фиксируем произвольный набор ek1, . . . , eks векторов базиса и et1, . . . , etr ко-

векторов дуального базиса. Подействуем на них обеими частями уравнения

(5.2). По определению операции тензорного умножения получим

λi1...is
j1...jr

ei1(e
t1) . . . eis(e

ts)ej1(ek1) . . . e
jr(ekr) = 0(ek1, . . . , ekr , e

t1, . . . , ets),

то есть

λi1...is
j1...jr

δt1i1 . . . δ
ts
is
δj1k1 . . . δ

jr
kr
= 0,

то есть

λt1...ts
k1...kr

= 0.

Итак, мы получили, что все коэффициенты λt1...ts
k1...kr

в уравнении (5.2) должны

быть равны нулю, то есть система тензоров (5.1) линейно независима.

2. Докажем, что любой тензор может быть представлен в виде линейной

комбинации тензоров системы (5.1). Пусть t – произвольный тензор типа

(r, s). Обозначим через {ti1...isj1...jr
} компоненты тензора t в базисе E и построим

тензор

Докажем, что тензоры T и t совпадают. Согласно следствию 3.2 для этого

достаточно показать, что тензоры T и t имеют одинаковые компоненты в ба-

T = ti1...isj1...jr
ei1 ⊗ . . .⊗ eis ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejr .
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T t1...ts
k1...kr

= T (ek1, . . . , ekr , e
t1, . . . , ets) =

= ti1...isj1...jr
ei1 ⊗ . . .⊗ eis ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejr(ek1, . . . , ekr , e

t1, . . . , ets) =

= ti1...isj1...jr
δt1i1 . . . δ

ts
is
δj1k1 . . . δ

jr
kr
= tt1...tsk1...kr

.

Итак, мы получаем, что тензоры T и t совпадают, а значит, тензор t пред-

ставим в виде линейной комбинации тензоров (5.1). При этом координатами

тензора t в построенном базисе являются его компоненты относительно ба-

зиса E.

Базис {ei1⊗ . . .⊗ eis⊗ ej1⊗ . . .⊗ ejr} пространства тензоров Ts
r(V ) назовем

каноническим.

§6. Симметрические и кососимметрические тензоры

6.1. Определения

Рассмотрим тензор t типа (r, s).

Тензор t называется симметричным по a-му и b-му векторным аргумен-

там, если

t(X1, . . . , Xa, . . . , Xb, . . . , Xr, u
1, . . . , us) =

= t(X1, . . . , Xb, . . . , Xa, . . . , Xr, u
1, . . . , us).

Сформулируйте аналогичное определение для ковекторных аргументов са-

мостоятельно.

В компонентах определения симметричности по паре одноименных аргу-

ментов выглядят следующим образом:

ti1...isj1...ja...jb...jr
= ti1...isj1...jb...ja...jr

; ti1...ia...ib...isj1...jr
= ti1...ib...ia...isj1...jr

.

При этом говорят, что тензор t симметричен по a-му и b-му верхним (со-

ответственно, нижним) индексам.

зисе E. Компоненты тензора t у нас уже есть. Вычислим компоненты тензора T :
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ментам, если

t(X1, . . . , Xa, . . . , Xb, . . . , Xr, u
1, . . . , us) =

= −t(X1, . . . , Xb, . . . , Xa, . . . , Xr, u
1, . . . , us).

Сформулируйте аналогичное определение для ковекторных аргументов са-

мостоятельно.

В компонентах определения кососимметричности по паре одноименных ар-

гументов выглядят следующим образом:

ti1...isj1...ja...jb...jr
= −ti1...isj1...jb...ja...jr

; ti1...ia...ib...isj1...jr
= −ti1...ib...ia...isj1...jr

При этом говорят, что тензор t кососимметричен по a-му и b-му верхним

(соответственно, нижним) индексам.

Для тензоров типов (r, 0) и (0, s) можно ввести еще два определения.

Будем называть тензор t типа (r, 0) симметрическим (соответственно, ко-

сосимметрическим), если он симметричен (соответственно, кососимметри-

чен) по любой паре своих аргументов.

Аналогичное определение имеет место и для тензора типа (0, s).

Пример 6.13. Тензор η ⊗ η, где η ∈ V ∗, является симметрическим тензором

типа (2,0). Действительно, для любых векторов X, Y ∈ V имеем

η ⊗ η(X, Y ) = η(X)η(Y ) = η(Y )η(X) = η ⊗ η(Y,X).�

6.2. Операторы альтернирования и симметризации

Далее будем рассматривать множество T0
r(V ) всех тензоров типа (r, 0). За-

метим, что аналогичные рассуждения справедливы для тензоров типа (0, s).

Обозначим множество всех симметрических тензоров типа (r, 0) черезSr(V )

а множество всех кососимметрических тензоров типа (r, 0) – через Λr(V ).

Напомним, что подстановкой степени r называется произвольное биектив-

ное соответствие σ множества {1, . . . , r} на себя. Обычно подстановка обозна-
чается двустрочной таблицей(

1 2 . . . r

σ(1) σ(2) . . . σ(r)

)
.

Тензор t называется кососимметричным по a-му и b-му векторным аргу-
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Подстановки делятся на четные и нечетные в зависимости от того, четно или

нечетно число пар (σ(i), σ(j)), для которых i < j, σ(i) > σ(j), (i, j = 1, . . . , r).

Знаком подстановки называется число +1, если подстановка четная, и число

−1, если подстановка нечетная. Знак подстановки обозначается ε(σ).

Фиксируем произвольную подстановку σ ∈ Sr. Определим отображение,

которое будем обозначать той же буквой σ

σ : T0
r(V )→ T0

r(V )

по формуле (σt)(X1, . . . , Xr) = t(Xσ(1), . . . , Xσ(r)), где X1, . . . , Xr ∈ V – про-

извольные векторы. Это отображение называется действием подстановки σ

на векторном пространстве тензоров типа (r, 0). Так как действие на вектор-

ном пространстве тензоров определено для любой подстановки из группы Sr,

говорят, что группа подстановок Sr действует на векторном пространстве

тензоров типа (r, 0).

Предложение 6.1. Действие группы подстановок обладает следующим свой

ством

σ(τt) = (τ ◦ σ)(t).

Доказательство. Рассмотрим две произвольные подстановки σ, τ ∈ Sr.

Тогда

(σ(τt))(X1, . . . , Xr) = (τt)(Xσ(1), . . . , Xσ(r)) = t(Xτ(σ(1)), . . . , Xτ(σ(r))) =

= ((τ ◦ σ)(t))(X1, . . . , Xr).

Так как это верно для любых векторов X1, . . . , Xr ∈ V , то получим

σ(τt) = (τ ◦ σ)(t).

Если для действия группы имеет место такой закон композиции, то говорят,

что группа действует справа. В нашем случае получаем, что группа под-

становок действует справа на векторном пространстве тензоров типа (r, 0).

Заметим, что закон композиции самих подстановок σ, τ ∈ Sr остается преж-

ним σ(τ(k)) = (σ ◦ τ)(k), где k – натуральное число от 1 до r.
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Задача 6.19. Докажите, что действие группы подстановок на векторном про-

странстве тензоров T0
r(V ) линейно, то есть

σ(αt1 + βt2) = ασ(t1) + βσ(t2),

где α, β ∈ R, t1, t2 ∈ T0
r(V ).

Задача 6.20. Тензор t ∈ T0
r(V ) является симметрическим тогда и только

тогда, когда σt = t.

Тензор t ∈ T0
r(V ) является кососимметрическим тогда и только тогда, когда

σt = ε(σ)t. Докажите.

Указание. Напомним, что любая подстановка раскладывается в компо-

зицию транспозиций (подстановка, в которой меняются местами только два

элемента, а остальные остаются на своих местах). Четная подстановка рас-

кладывается в четное число транспозиций, а нечетная – в нечетное число.

�
Определим два отображения

Alt : T0
r(V )→ Λr(V ); Sym : T0

r(V )→ Sr(V )

по формулам

Alt(t) = 1
r!

∑
σ∈Sr

ε(σ)σt; Sym(t) = 1
r!

∑
σ∈Sr

σt.

Отображение Alt называется оператором альтернирования, а отображение

Sym – оператором симметризации.

Докажем, что операции определены корректно, то есть тензор Alt(t) явля-

ется кососимметрическим, а Sym(t) – симметрическим тензором.

В самом деле, согласно задаче 6.20 нам нужно доказать, что для любой

фиксированной подстановки τ ∈ Sr получим τ(Alt(t)) = ε(τ)Altt. Согласно

определению оператора альтернирования имеем

τ(Alt(t)) = τ

(
1

r!

∑
σ∈Sr

ε(σ)σ(t)

)
=

1

r!

∑
σ∈Sr

ε(σ)((σ ◦ τ)(t)). (6.1)

Здесь мы воспользовались задачей 6.19 и предложением 6.1. Обозначим под-

становку σ◦τ через σ′. Тогда если подстановка σ пробегает все множество Sr,
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то его пробегает и подстановка σ′. Кроме того, так как σ′ = σ◦τ , то для знаков
этих подстановок получим ε(σ′) = ε(σ)ε(τ). Откуда получим ε(σ) = ε(σ′)ε(τ)

(напомним, что знак подстановки – это либо +1, либо −1). Вернемся к це-

почке равенств (6.1):

1

r!

∑
σ∈Sr

ε(σ)((σ ◦ τ)(t)) = 1

r!

∑
σ′∈Sr

ε(τ)ε(σ′)σ′(t) = ε(τ)Alt(t).

Здесь мы воспользовались задачей 6.19 в обратную сторону и определени-

ем оператора альтернирования в обратную сторону. Итак, мы получаем, что

образом произвольного тензора t при операции альтернирования является

кососимметрический тензор.

Доказательство для оператора Sym аналогично (докажите самостоятель-

но).

Задача 6.21. Докажите, что отображения Alt и Sym линейны, то есть

Alt(αt1 + βt2) = αAlt(t1) + βAlt(t2),

α, β ∈ R, t1, t2 ∈ T0
r(V ) и аналогичное равенство для отображения Sym.

Указание. Непосредственно следует из того, что σ(t1 + t2) = σt1 + σt2,

σ(αt) = ασ(t). �

Задача 6.22. Докажите, что Alt(t) = t для любого t ∈ Λr(V ) и Sym(T ) = T

для любого T ∈ Sr(V ). Другими словами, образом кососимметрического тен-

зора t под действием оператора альтернирования Alt является сам тензор t.

Аналогично образ симметрического тензора t под действием оператора сим-

метризации Sym есть сам тензор t.

Указания. Примените определение операций альтернирования и симмет-

ризации и задачу 6.20. �

Задача 6.23. А что будет, если к симметрическому тензору применить опе-

ратор альтернирования, а к кососимметрическому тензору – оператор сим-

метризации?

Ответ: нуль.
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Пример 6.14. Рассмотрим множество T0
2(V ) тензоров типа (2,0). Пусть t –

произвольный тензор из T0
2(V ). Фиксируем в V базис (e1, . . . , en) и найдем

компоненты тензоров Alt(t) и Sym(t) в этом базисе. По определению компо-

нент тензора и определению оператора альтернирования имеем

(Alt(t))ij = (Alt(t))(ei, ej) =

(
1

2!

∑
σ∈S2

ε(σ)σ(t)

)
(ei, ej) =

=
1

2!

∑
σ∈S2

ε(σ) (σ(t)(ei, ej)) . (6.2)

В группе подстановок S2 всего две подстановки:

(
1 2

1 2

)
и

(
1 2

2 1

)
. Пер-

вая из них является четной, а вторая – нечетной. Тогда продолжая цепочку

равенств (6.2), получим

(Alt(t))ij =
1

2
(t(ei, ej)− t(ej, ei)) =

1

2
(tij − tji).

Обычно компоненты (Alt(t))ij обозначают t[ij]. В этих обозначениях получен-

ная формула примет вид:

t[ij] =
1

2
(tij − tji).

Аналогично рассуждая и вводя обозначение (Sym(t))ij = t(ij), получим фор-

мулу для компонент тензора Sym(t):

t(ij) =
1

2
(tij + tji).�

Задача 6.24. Вычислите компоненты тензоров Alt(t) и Sym(t) для тензора

t типа (3,0).

Ответ: t[ijk] = 1
6(tijk+ tjki+ tkij− tjik− tkji− tikj); t(ijk) =

1
6(tijk+ tjki+ tkij+

tjik + tkji + tikj). Здесь введены обозначения (Alt(t))ijk = t[ijk], (Sym(t))ijk =

t(ijk).
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6.3. Альтернирование и симметризация тензоров по части аргу-

ментов

Пусть дан тензор t типа (r, s). Рассмотрим отображение T , заданное фор-

мулой

T (X1, X2, X3, . . . , Xr, u
1, . . . , us) =

1

2!
(t(X1, X2, X3, . . . , Xr, u

1, . . . , us)+

+ t(X2, X1, X3, . . . , Xr, u
1, . . . , us)),

X1, X2, X3, . . . , Xr ∈ V , u1, . . . , us ∈ V ∗. Легко видеть, что отображение T ли-

нейно по каждому, а значит, является тензором типа (r, s). Будем называть

тензор T результатом симметризации тензора t по первым двум вектор-

ным аргументам.

Используя определение компонент тензора, легко получить, что компонен-

ты тензора T имеют вид

T i1...is
j1...jr

=
1

2!
(ti1...isj1j2j3...jr

+ ti1...isj2j1j3...jr
). (6.3)

Договоримся обозначать компоненты тензора T через ti1...is(j1j2)j3...jr
. В этих обо-

значениях формула (6.3) примет вид

ti1...is(j1j2)j3...jr
=

1

2!
(ti1...isj1j2j3...jr

+ ti1...isj2j1j3...jr
).

Будем при этом говорить, что тензор T получен из тензора t симметризацией

по первым двум нижним индексам.

Если индексы, по которым проводится симметризация стоят не подряд, то

будем выделять индексы, не участвующие в симметризации, прямыми «скоб-

ками». Например,

tm(i|jk|t)� =
1

2!
(tmijkt� + tmtjki�).

Здесь симметризация проводится по индексам i и t.

Аналогичным образом определяется симметризация тензора по ковектор-

ным аргументам. Заметим, что симметризация по одному верхнему и одному

нижнему индексам не определяется.

Аналогичным образом определим операцию альтернации по двум одно-
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именным аргументам по формуле

T (X1, X2, X3, . . . , Xr, u
1, . . . , us) =

1

2!
(t(X1, X2, X3, . . . , Xr, u

1, . . . , us)−
− t(X2, X1, X3, . . . , Xr, u

1, . . . , us)),

X1, X2, X3, . . . , Xr ∈ V , u1, . . . , us ∈ V ∗.

В компонентах эта операция будет выглядеть следующим образом:

ti1...is[j1j2]j3...jr
=

1

2!
(ti1...isj1j2j3...jr

− ti1...isj2j1j3...jr
).

Здесь компоненты T i1...is
j1...jr

обозначены через ti1...is[j1j2]j3...jr
. Будем говорить, что тен-

зор T получен из тензора t альтернацией по первым двум нижним индексам.

Если индексы идут не подряд, то будем выделять не участвующие в альтер-

нации индексы прямыми «скобками»:

tm[i|jk|t]� =
1

2!
(tmijkt� − tmtjki�).

Операции симметризации и альтернирования по двум одноименным аргу-

ментам можно распространить на большее число аргументов. Так как опера-

ции симметризации и альтернирования по части аргументов нам чаще всего

придется применять в « компонентном» виде, то приведем эти определения

сразу в компонентах. Например, альтернация по трем первым нижним ин-

дексам задается формулой

tm[ijk]� =
1

3!
(tmijk� + tmjki� + tmkij� − tmjik� − tmkji� − tmikj�).

Общий принцип следующий: перед скобкой ставится единица, деленная на

факториал количества индексов, участвующих в альтернации, а в скобках

идут компоненты тензора t, взятые со знаком +, если соответствующая пере-

становке индексов подстановка является четной, и со знаком −, если нечет-

ной. При этом перебираются все возможные перестановки индексов, участ-

вующих в альтернации.

Симметризация тензора по трем нижним индексам задается формулой

tm[ijk]� =
1

3!
(tmijk� + tmjki� + tmkij� + tmjik� + tmkji� + tmikj�).
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При симметризации так же, как при альтернации, перебираются все возмож-

ные перестановки индексов, участвующих в симметризации, но перед всеми

компонентами тензора всегда ставится знак +.

Задача 6.25. Запишите в компонентах альтернацию тензора t типа (3,5) по

второму, четвертому и пятому верхним индексам.

Задача 6.26. Докажите, что если симметризовать тензор по паре нижних

индексов, то полученный тензор будет симметричен по этим индексам. Дока-

жите аналогичное утверждение для альтернации по паре нижних индексов.

Задача 6.27. Пусть тензор t кососимметричен по первой паре нижних ин-

дексов. Докажите, что компоненты тензора t вида tii... равны нулю.

Задача 6.28. Докажите, что в трехмерном векторном пространстве V 3 любой

кососимметрический тензор типа (r, 0), r > 3 является нуль-тензором.

Задача 6.29. Докажите, что если t1 ∈ Λ2(V ) (то есть кососимметрический

тензор типа (0,2)), t2 ∈ S2(V ), то C
(1)(2)
(1)(2)(t1 ⊗ t2) = 0.

Задача 6.30. Докажите, что любой тензор t типа (3,0) можно представить в

виде

tijk = t(ijk) + t[ijk] +
2

3
(t(ij)k − tj(ik)) +

2

3
(ti[jk] + t[ik]j).

Задача 6.31. Докажите, что если тензор t ∈ T0
3(V ) кососимметричен по пер-

вым двум индексам, то

t[ijk] =
1

3
(tijk + tjki + tkij).

Задача 6.32. Докажите, что если тензор t ∈ T0
3(V ) симметричен по первым

двум индексам, то

t(ijk) =
1

3
(tijk + tjki + tkij).

Пример 6.15. Рассмотрим тензор B типа (2,1), кососимметричный по паре

векторных аргументов (в другой терминологии – кососимметричный по паре

нижних индексов).

Назовем следом тензора B тензор C
(1)
(1)B. След тензора B будем обозначать

tr B. Это тензор типа (1,0), то есть ковектор. Найдем его компоненты в про-

извольном базисе (e1, . . . , en) векторного пространства V . Согласно теореме
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4.3 получим

(tr B)i = Bj
ji.

Будем говорить, что тензор B бесследный, если tr B = 0. В компонентах это

условие примет вид Bj
ji = 0.

Назовем тензор B примитивным, если

B =
1

2
(u⊗ id− id⊗ u), (6.4)

где u – некоторый подходящий ковектор, id – тождественный оператор (тен-

зор типа (1,1)). Выясним, как выглядит соотношение (6.4) в компонентах. По

определению компонент тензора (см. § 3) и формуле (3.2) получим

Bk
ij = B(ei, ej, e

k) =
1

2
(u⊗ id− id⊗ u)(ei, ej, e

k) =

=
1

2
(u(ei)id(ej, e

k)−id(ei, e
k)u(ej)) =

1

2
(uie

k(ej)−uje
k(ei)) =

1

2
(uiδ

k
j −ujδ

k
i ).

Используем определение альтернации по двум индексам и запишем получен-

ный результат в виде

Bk
ij =

1

2
(uiδ

k
j − ujδ

k
i ) ≡ u[iδ

k
j]. (6.5)

Наконец, выразим ковектор u через тензор B. Подобного рода вычисления

удобно проводить «в компонентах», то есть выразить компоненты ковектора

u через компоненты тензора B.

Рассмотрим соотношения (6.5). Это n3 равенств. Выберем из них равен-

ства, у которых индексы k и i принимают одинаковые значения и сложим

эти равенства:

Bk
kj =

1

2
(ukδ

k
j − ujδ

k
k).

В левой части равенства мы получили компоненты следа tr B тензора B. Вы-

числим правую часть равенства. Способ вычисления первого слагаемого нам

уже знаком (см. замечание 1.2): в сумме ukδkj все слагаемые, кроме слагаемо-

го, для которого k = j, равны нулю, то есть ukδ
k
j = uj. Рассмотрим второе

слагаемое: δkk = δ11 + . . . + δnn – это сумма из n штук 1, то есть δkk = n. Итак,

мы получим (tr B)j =
1
2(uj − nuj). Выражая отсюда uj имеем

uj =
2

1− n
(tr B)j.
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Так как компоненты двух ковекторов равны, то равны и сами ковекторы.

Окончательно получим

u =
2

1− n
(tr B). (6.6)

Вывод: ковектор u из определения примитивного тензора определен одно-

значно с помощью формулы (6.6). �

Пример 6.16. Пусть B – тензор типа (2,1), кососимметричный по паре век-

торных аргументов (в другой терминологии – кососимметричный по паре

нижних индексов). Докажем, что тензор B можно представить в виде суммы

B = C +D,

где C – бесследный тензор типа (2,1), D – примитивный тензор типа (2,1).

Поставленную задачу удобно решать в компонентах. Фиксируем базис

(e1, . . . , en) в векторном пространстве V . Тогда тензор B имеет компоненты

{Bk
ij}. Рассмотрим тензор C с компонентами

Ck
ij = Bk

ij −
1

n− 1
((tr B)jδ

k
i − (tr B)iδ

k
j ).

В правой части этого соотношения записаны операции с тензорами (см. тео-

рему 4.3), а значит, числа Ck
ij являются компонентами тензора типа (2,1).

Вычислим его след (см. пример 6.15):

Ck
kj = Bk

kj −
1

n− 1
((tr B)jδ

k
k − (tr B)j) =

= Bk
kj −

1

n− 1
((tr B)jn− (tr B)j) = (tr B)j − n− 1

n− 1
(tr B)j = 0.

Таким образом, тензор C – бесследный.

Наконец, тензор D зададим с помощью его компонент Dk
ij:

Dk
ij = Bk

ij − Ck
ij.

Покажем, что тензор D является примитивным. Действительно,

Dk
ij = Bk

ij − Bk
ij +

1

n− 1
((tr B)jδ

k
i − (tr B)iδ

k
j ) =

1

n− 1
((tr B)jδ

k
i − (tr B)iδ

k
j ).

Если обозначить ui =
2

1−n(tr B)i, то получим

Dk
ij = u[iδ

k
j].
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Таким образом, тензор D является примитивным тензором и, кроме того,

Bk
ij = Ck

ij +Dk
ij. �

Задача 6.33. Запишите решение примера 6.16 в инвариантном виде (то есть

без использования компонент тензора).

Задача 6.34. Можно ли придумать что-то аналогичное примеру 6.16 для

тензора B типа (2,1), симметричного по векторным аргументам (то есть сим-

метричного по паре нижних индексов)?

Задача 6.35. Докажите, что любой тензор C типа (2,0) можно представить

в виде суммы симметрического и кососимметрического тензоров.

Указание. Очевидно, что Cij = C[ij] + C(ij).

Пример 6.17. Пусть дан тензор B типа (3,0), кососимметричный по послед-

ней паре векторных аргументов (то есть по последней паре индексов). Дока-

жите, что тензор B можно представить в виде суммы

B = C +D,

где C – кососимметрический тензор типа (3,0) (то есть тензор кососимметрич-

ный по любой паре аргументов), D – тензор типа (3,0), такой что Alt(D) = 0

(такие тензоры называются квазисимметричными).

Решим поставленную задачу в компонентах. Фиксируем базис (e1, . . . , en)

в векторном пространстве V . Тогда компоненты тензора B имеют вид Bijk.

Обозначим через C = Alt(B), то есть Cijk = B[ijk]. Тогда

Dijk = Bijk − B[ijk] = Bijk − 1

3
(Bijk +Bjki +Bkij) =

2

3
Bijk − 1

3
(Bjki +Bkij).

Здесь мы воспользовались тем, что Bijk = −Bikj. Таким образом,

Dijk =
2

3
Bijk − 1

3
(Bjki +Bkij). (6.7)

Вычислим D[ijk]. Имеем

D[ijk] =
2

3
B[ijk] − 1

3
(B[jki] +B[kij]) =

2

3
B[ijk] − 1

3
(B[ijk] +B[ijk]) = 0.

Здесь мы воспользовались тем, что образом произвольного тензора при аль-

тернировании будет кососимметрический тензор, то есть тензор, кососиммет-

ричный по любой паре индексов.
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Запишем определение тензора D в инвариантной форме. Применим опре-

деление компонент тензора к формуле (6.7):

D(ei, ej, ek) =
2

3
B(ei, ej, ek)− 1

3
(B(ej, ek, ei) + B(ek, ei, ej)). (∗)

Рассмотрим произвольные векторы X, Y, Z ∈ V . Тогда X = X iei, Y = Y jej,

Z = Zkek. Умножим обе части равенств (∗) на соответствующие X i, Y j, Zk

и просуммируем по индексам i, j, k:

D(X iei, Y
jej, Z

kek) =
2

3
B(X iei, Y

jej, Z
kek)−

− 1

3
(B(Y jej, Z

kek, X
iei) + B(Zkek, X

iei, Y
jej)).

Здесь мы воспользовались линейностью тензоров. Тогда получим

D(X, Y, Z) =
2

3
B(X, Y, Z)− 1

3
(B(Y, Z,X)− B(Z,X, Y )).

Итак, мы разложили тензор B в сумму B = C +D, где C = Alt(B),

D(X, Y, Z) = 2
3B(X, Y, Z)− 1

3(B(Y, Z,X)− B(Z,X, Y )). �

Задача 6.36. Придумайте что-нибудь аналогичное для тензора B типа (3,0),

симметричного по последней паре индексов.

§7. Операция внешнего умножения

Напомним, что множество кососимметрических тензоров типа (r, 0) мы

обозначили через Λr(V ). Будем называть такие тензоры r-ковекторами. Ана-

логично будем называть кососимметрические тензоры типа (0, r) r-векторами

и обозначим через Λr(V ) множество всех r-векторов. Все дальнейшие постро-

ения настоящего параграфа мы будем проводить для r-ковекторов. Анало-

гичные результаты для r-векторов получите самостоятельно.

Пусть t1 ∈ Λr1(V ), t2 ∈ Λr2(V ) – произвольные кососимметрические тензо-

ры. Внешним произведением тензоров t1 и t2 называется кососимметрический

тензор t1 ∧ t2 типа (r1 + r2, 0), определенный формулой

t1 ∧ t2 =
(r1 + r2)!

r1!r2!
Alt(t1 ⊗ t2). (7.1)
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Теорема 7.5. Операция внешнего умножения обладает следующими свой-

ствами:
1. (t1 + t2) ∧ t3 = t1 ∧ t3 + t2 ∧ t3;

2. t1 ∧ (t2 + t3) = t1 ∧ t2 + t1 ∧ t3;

3. (αt1) ∧ t2 = t1 ∧ (αt2) = α(t1 ∧ t2);

4. (t1 ∧ t2) ∧ t3 = t1 ∧ (t2 ∧ t3),

где t1, t2, t3 – кососимметрические тензоры подходящих типов, α – веще-

ственное число.

Доказательство. Первые три свойства доказываются легко по определениям

и свойствам линейности тензорного умножения и оператора Alt.

Докажем четвертое свойство. Прежде всего заметим, что если p < r, то

имеет место естественное вложение Sp ⊂ Sr по формуле

σ =

(
1 . . . p

i1 . . . ip

)
→ σ̄ =

(
1 . . . p p+ 1 . . . r

i1 . . . ip p+ 1 . . . r

)
.

Будем отождествлять подстановку σ с подстановкой σ̄ и обозначать ее той

же буквой σ. Тогда очевидна следующая лемма.

Лемма 7.3. Пусть t1 ∈ T0
p(V ), t2 ∈ T0

r−p(V ), σ ∈ Sp, τ ∈ Sr−p. Тогда

σ(t1 ⊗ t2) = σ(t1)⊗ t2; τ(t1 ⊗ t2) = t1 ⊗ τ(t2).

Лемма 7.4. Пусть σ ∈ Sr, t ∈ T0
r(V ). Тогда

σ ◦ Alt(t) = ε(σ)Alt(t); Alt ◦ σ(t) = ε(σ)Alt(t).

В частности, σ ◦ Alt = Alt ◦ σ.
� Пусть X1, . . . , Xr ∈ V – произвольные векторы. Тогда

(σ ◦ Alt(t))(X1, . . . , Xr) = Alt(t)(Xσ(1), . . . , Xσ(r)) =

=
1

r!

∑
τ∈Sr

ε(τ)(τ t)(Xσ(1), . . . , Xσ(r)) =
1

r!

∑
τ∈Sr

ε(τ)t(Xτ◦σ(1), . . . , Xτ◦σ(r)).

Обозначим σ′ = τ ◦σ. Тогда ε(σ′) = ε(σ)ε(τ) и, продолжая цепочку равенств,
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получим

1

r!

∑
τ∈Sr

ε(τ)t(Xτ◦σ(1), . . . , Xτ◦σ(r)) =
1

r!

∑
σ′∈Sr

ε(σ)ε(σ′)t(Xσ′(1), . . . , Xσ′(r)) =

= ε(σ)Alt(t)(X1, . . . , Xr).

Второе соотношение доказывается аналогично. �

Лемма 7.5. Для любых t1 ∈ T0
p(V ), t2 ∈ T0

r−p(V ) имеем

Alt(Alt(t1)⊗ t2) = Alt(t1 ⊗ Alt(t2)) = Alt(t1 ⊗ t2).

Другими словами, внешняя альтернация «съедает» все внутренние.

� По определению операции альтернирования получим

Alt(t1) =
1

p!

∑
σ∈Sp

ε(σ)σ(t1).

Тогда получим

Alt(t1)⊗ t2 =

⎛
⎝ 1

p!

∑
σ∈Sp

ε(σ)σ(t1)

⎞
⎠⊗ t2 =

1

p!

∑
σ∈Sp

ε(σ)(σ(t1)⊗ t2) =

=
1

p!

∑
σ∈Sp

ε(σ)σ(t1 ⊗ t2).

Наконец, вычислим Alt(Alt(t1)⊗ t2):

Alt(Alt(t1)⊗t2) = Alt

⎛
⎝ 1

p!

∑
σ∈Sp

ε(σ)σ(t1 ⊗ t2)

⎞
⎠ =

1

p!

∑
σ∈Sp

ε(σ)Alt◦σ(t1⊗t2) =

=
1

p!

∑
σ∈Sp

ε(σ)ε(σ)Alt(t1 ⊗ t2) =
1

p!
|Sp|Alt(t1 ⊗ t2) = Alt(t1 ⊗ t2).�

Теперь мы можем доказать ассоциативность внешнего умножения. Имеем

(t1 ∧ t2) ∧ t3 =
(r1 + r2 + r3)!

(r1 + r2)!r3!

(r1 + r2)!

r1!r2!
Alt(Alt(t1 ⊗ t2)⊗ t3) =

=
(r1 + r2 + r3)!

r1!r2!r3!
Alt((t1 ⊗ t2)⊗ t3) =

(r1 + r2 + r3)!

r1!r2!r3!
Alt(t1 ⊗ (t2 ⊗ t3)) =

=
(r1 + r2 + r3)!

(r2 + r3)!r1!

(r2 + r3)!

r2!r3!
Alt(t1 ⊗ Alt(t2 ⊗ t3)) = t1 ∧ (t2 ∧ t3).
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Предложение 7.2. Для любых ω, θ ∈ Λ1(V ) ≡ V ∗ имеем

ω ∧ θ(X, Y ) = ω(X)θ(Y )− ω(Y )θ(X);

ω ∧ θ = −θ ∧ ω,

X, Y ∈ V . В частности, ω ∧ ω = 0.

Доказательство. По определению внешнего произведения и операции аль-

тернирования имеем

ω ∧ θ(X, Y ) = 2(Alt(ω ⊗ θ))(X, Y ) = 2 · 1
2!

(∑
σ∈S2

ε(σ)σ(ω ⊗ θ)

)
(X, Y ) =

= ω ⊗ θ(X, Y )− ω ⊗ θ(Y,X) = ω(X)θ(Y )− ω(Y )θ(X).

Вычисляя значения ω∧θ и θ∧ω на паре произвольных векторов, легко видеть,

что ω ∧ θ = −θ ∧ ω.

Задача 7.37. Докажите, что для ковекторов ω1, ω2, ω3 имеет место формула

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 = 3!Alt(ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3).

Обобщите эту формулу на случай внешнего произведения набора из r ковек-

торов.

Ответ: ω1 ∧ . . . ∧ ωr = r!Alt(ω1 ⊗ . . .⊗ ωr).

Задача 7.38. Пусть Ω ∈ Λ2(V ), θ ∈ Λ1(V ) ≡ V ∗. Докажите, что

Ω ∧ θ(X, Y, Z) = Ω(X, Y )θ(Z) + Ω(Y, Z)θ(X) + Ω(Z,X)θ(Y ); Ω ∧ θ = θ ∧ Ω.

Пример 7.18. Пусть (e1, . . . , en) – базис векторного пространства V , обозна-

чим через (e1, . . . , en) дуальный базис. Построим n-ковектор e1 ∧ . . . ∧ en и

вычислим его значение на векторах e1, . . . , en. Применяя лемму 7.5, получим

e1 ∧ . . . ∧ en(e1, . . . , en) = n!Alt(e1 ⊗ . . .⊗ en)(e1, . . . , en) =

= n!
1

n!

∑
σ∈Sn

ε(σ)σ(e1 ⊗ . . .⊗ en)(e1, . . . , en).

Каждая подстановка σ ∈ Sn будет «по-своему» расставлять аргументы

e1, . . . , en, а ковекторы e1, . . . , en – разбирать их по порядку. Среди всех по-

лученных слагаемых будет только одно отличное от нуля (см. замечание 2.3),
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а именно слагаемое, соответствующее тождественной подстановке. В резуль-

тате получим

e1 ∧ . . . ∧ en(e1, . . . , en) = 1.

В частности, из этого следует, что n-ковектор e1 ∧ . . . ∧ en отличен от нуль-

тензора типа (n, 0). �

Задача 7.39. Докажите, что для произвольных векторов X1, . . . , Xn ∈ V

имеет место формула

e1 ∧ . . . ∧ en(X1, . . . , Xn) = det(Xj
(i)),

где (Xj
(i)) – матрица, составленная из координат векторов X1, . . . , Xn в базисе

(e1, . . . , en).

Докажем, что векторное пространство Λr(V ) всех кососимметрических тен-

зоров типа (r, 0) конечномерно.

Теорема 7.6. Пусть (e1, . . . , en) – базис векторного пространства V , обо-

значим через (e1, . . . , en) дуальный базис. Тогда для любого r = 1, 2, . . . си-

стема r-ковекторов {ei1 ∧ . . . ∧ eir}, где i1 < . . . < ir, образует базис про-

странства Λr(V ). В частности, размерность Λr(V ) равна Cr
n = n!

r!(n−r)!.

Доказательство. Чтобы доказать, что система тензоров {ei1 ∧ . . . ∧ eir}, где
i1 < . . . < ir, образует базис, нужно, во-первых, убедиться в том, что она

линейно независима, и, во-вторых, нужно доказать, что любой r-ковектор

раскладывается по данной системе r-ковекторов.

1. Рассмотрим линейную комбинацию данных r-ковекторов, равную нулю.

λi1...ire
i1 ∧ . . . ∧ eir = 0; i1 < . . . < ir. (7.2)

Нужно доказать, что из (7.2) следует, что для любого фиксированного набора

индексов k1 < . . . < kr числа λk1...kr = 0. Фиксируем такой набор чисел. Пусть

числа (jr+1, . . . , jn) дополняют набор чисел k1, . . . , kr до подстановки(
1 2 . . . r + 1 . . . n

k1 k2 . . . jr+1 . . . jn

)
.
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Умножим обе части равенства (7.2) на (n−r)-ковектор ejr+1∧. . .∧ejn. Получим

λi1...ire
i1 ∧ . . . ∧ eir ∧ ejr+1 ∧ . . . ∧ ejn = 0. (7.3)

Заметим, что если среди слагаемых этой суммы имеются слагаемые с двумя

одинаковыми индексами, то в силу леммы они равны нулю. Следовательно,

ненулевыми могут быть лишь те слагаемые, для которых (i1, . . . , ir) – пе-

рестановка индексов (k1, . . . , kr). Поэтому, произведя над индексами i1 . . . ir

соответствующую перестановку, перепишем соотношение (7.3) в виде

±λk1...kre
k1 ∧ . . . ∧ ekr ∧ ejr+1 ∧ . . . ∧ ejn = 0. (7.4)

Но так как набор (k1 . . . krjr+1 . . . jn) является перестановкой индексов (1 . . . n),

то (7.4) можно записать в виде

±λk1...kre
1 ∧ . . . ∧ en = 0.

Подействуем обеими частями этого равенства на вектора e1, . . . , en. Тогда

согласно примеру 7.18 получим ±λk1...kr = 0, то есть λk1...kr = 0.

Итак, система r-ковекторов {ei1∧. . .∧eir}, i1 < . . . < ir линейно независима.

2. Пусть ω ∈ Λr(V ) – произвольный r-ковектор. В частности, ω ∈ T0
r(V ),

а значит, он раскладывается по базису {ei1 ⊗ . . . ⊗ eir} пространства T0
r(V ),

то есть ω = ωi1...ire
i1 ⊗ . . .⊗ eir , где согласно теореме 5.4 ωi1...ir – компоненты

тензора ω в базисе (e1, . . . , en). Применим к этому соотношению оператор

альтернирования. Так как ω – кососимметрический тензор, Alt(ω) = ω, а

значит,

ω = Alt(ωi1...ire
i1 ⊗ . . .⊗ eir) = ωi1...irAlt(e

i1 ⊗ . . .⊗ eir) =
1

r!
ωi1...ire

i1 ∧ . . . ∧ eir .

В крайне правой части полученной цепочки равенств внешние произведения

ковекторов дуального базиса еще не упорядочены по возрастанию. Чтобы сде-

лать это, воспользуемся предложением 7.2 и соберем в скобки коэффициенты

при одинаковых r-ковекторах ei1 ∧ . . . ∧ eir :

ω = ω̃i1...ire
i1 ∧ . . . ∧ eir ; i1 < . . . < ir.

Итак, мы получили, что любой r-ковектор раскладывается по данной системе

r-ковекторов.
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Построенный базис называется каноническим базисом пространства Λr(V ).

Задача 7.40. Используя теорему 7.6 и предложение 7.2, докажите, что для

любых ω ∈ Λr(V ) и θ ∈ Λs(V ) имеем

ω ∧ θ = (−1)rsθ ∧ ω.

Пример 7.19. При доказательстве теоремы 7.6 мы обозначили ω̃i1...ir коорди-

наты r-ковектора ω. Выразим их через компоненты этого тензора. Рассмот-

рим подробно случаи ω ∈ Λ2(V ) и ω ∈ Λ3(V ).

Пусть ω ∈ Λ2(V ). Еще раз повторим доказательство теоремы 7.6 для этого

случая. Мы рассматриваем 2-ковектор ω как тензор типа (2,0) и согласно

теореме 5.4 раскладываем его по базису (ei ⊗ ej) тензоров типа (2,0):

ω = ωije
i ⊗ ej. (7.5)

Согласно той же теореме 5.4 коэффициенты ωij в разложении (7.5) (то есть

координаты 2-ковектора ω относительно базиса (ei ⊗ ej)) совпадают с его

компонентами относительно базиса (e1, . . . , en). Применим к равенству (7.5)

оператор альтернирования и воспользуемся формулой (7.1):

ω =
1

2
ωije

i ∧ ej. (7.6)

Здесь мы учли, что 2-ковектор ω кососимметричный тензор, следовательно,

принадлежит образу проектора альтернирования, следовательно,Alt(ω) = ω.

Далее,

ω =
1

2
ωije

i ∧ ej =
1

2
ωije

i ∧ ej(i < j) +
1

2
ωije

i ∧ ej(j < i).

Здесь мы воспользовались тем, что ωije
i ∧ ej(i = j) = 0 согласно предло-

жению 7.2. В правой части полученного равенства переобозначим индексы

суммирования i и j. Получим

1

2
ωije

i ∧ ej(i < j) +
1

2
ωije

i ∧ ej(j < i) =
1

2
ωije

i ∧ ej(i < j) +
1

2
ωjie

j ∧ ei(i < j).

Так как ω – кососимметрический тензор, его компоненты кососимметричны
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по нижней паре индексов (см. § 6), а значит,

1

2
ωije

i ∧ ej(i < j) +
1

2
ωjie

j ∧ ei(i < j) =

=
1

2
ωije

i ∧ ej(i < j) +
1

2
ωije

i ∧ ej(i < j) = ωije
i ∧ ej(i < j).

Откуда получаем

ω = ωije
i ∧ ej(i < j).

Это разложение по базису 2-ковекторов, следовательно, коэффициенты раз-

ложения ωij являются координатами 2-ковектора в базисе (ei ∧ ej(i < j)).

Итак, мы показали, что для 2-ковекторов их компоненты в базисе (e1, . . . , en)

совпадают с координатами в базисе (ei ∧ ej(i < j)).

Аналогично рассмотрим 3-ковектор ω. Тогда

ω = ωijke
i ⊗ ej ⊗ ek,

где ωijk – компоненты 3-ковектора ω в базисе (e1, . . . , en). Применяя оператор

альтернирования, получим

ω =
1

3!
ωijke

i ∧ ej ∧ ek.

Тогда

ω =
1

3!
ωijke

i∧ej∧ek = 1

3!
(ωijke

i∧ej∧ek(i < j < k)+ωijke
i∧ej∧ek(j < k < i)+

+ωijke
i∧ej∧ek(k < i < j)+ωijke

i∧ej∧ek(j < i < k)+ωijke
i∧ej∧ek(k < j < i)+

+ ωijke
i ∧ ej ∧ ek(i < k < j)).

В каждом слагаемом переобозначим индексы суммирования так, чтобы

выполнялись неравенства i < j < k. Тогда с учетом кососимметричности

компонент тензора ω по любой паре нижних индексов и предложению 7.2

получим

ωijke
i ∧ ej ∧ ek = 6ωijke

i ∧ ej ∧ ek(i < j < k) = 3!ωijke
i ∧ ej ∧ ek(i < j < k).

Итак, мы получаем, что

ω = ωijke
i ∧ ej ∧ ek(i < j < k),
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то есть координаты 3-ковектора ω относительно базиса (ei∧ej∧ek(i < j < k))

совпадают с компонентами этого ковектора относительно базиса (e1, . . . , en).

Общий случай r-ковектора ω рассматривается аналогично и получается

результат

ω = ωi1...ire
i1 ∧ . . . ∧ eir(i1 < . . . < ir).

Таким образом, координаты r-ковектора относительно канонического бази-

са пространства Λr(V ) совпадают с его компонентами в базисе (e1, . . . , en)

пространства V . �

Пример 7.20. Покажем, что для произвольного тензора t типа (2,0) верно

равенство

tije
i ∧ ej = t[ij]e

i ∧ ej.

Здесь индексы i и j не упорядочены в обеих частях равенства.

Действительно,

t[ij]e
i ∧ ej =

1

2
(tij − tji)e

i ∧ ej =
1

2
tije

i ∧ ej − 1

2
tjie

i ∧ ej =

=
1

2
tije

i ∧ ej +
1

2
tije

i ∧ ej = tije
i ∧ ej.

Во втором слагаемом мы поменяли местами индексы суммирования i и j и

воспользовались антикоммутативностью внешнего произведения ковекторов.

Задача 7.41. Докажите, что для любого тензора tijk типа (3,0) имеет место

равенство

tijke
i ∧ ej ∧ ek = t[ijk]e

i ∧ ej ∧ ek,

где индексы i, j, k не упорядочены в обеих частях равенства.

Задача 7.42. Докажите, что для произвольного тензора t ∈ T0
2(V ) имеет

место равенство

tije
i ∧ ej = 2t[ij]e

i ∧ ej(i < j).

Получите соответствующее соотношение для тензора t ∈ T0
3(V ) и обобщите

результат на случай произвольного тензора типа (r, 0).

Замечание 7.6. Векторное пространство Λ∗(V ) =
⊕∞

r=0Λr(V ) называется

алгеброй Грассмана векторного пространства V или внешней алгеброй.
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Вопрос. Если n – размерность векторного пространства V , то чему равна

размерность векторного пространства Λn(V )?

§8. Линейные отображения векторных пространств тензоров

Пусть f∗ : V → Ṽ – линейное отображение n-мерного векторного про-

странства V в m-мерное векторное пространство Ṽ . Тогда канонически опре-

деляется отображение f ∗ : Ṽ ∗ → V ∗ дуальных векторных пространств по

формуле

f ∗(ũ)(X) = ũ(f∗X), ũ ∈ Ṽ ∗, X ∈ V.

Это отображение называется отображением антиувлечения ковекторов.

Задача 8.43. Покажите, что отображение f ∗(ũ) будет линейным, то есть ко-

вектором. Тем самым будет доказана корректность введенного определения.

Отображение антиувлечения линейно. Действительно, для любых веще-

ственных чисел α, β и ковекторов ũ, ṽ ∈ Ṽ ∗ получим

f ∗(αũ+ βṽ)(X) = (αũ+ βṽ)(f∗X) = αũ(f∗X) + βṽ(f∗X) =

= αf ∗(ũ)(X) + βf ∗(ṽ)(X).

Откуда получим f ∗(αũ+ βṽ) = αf ∗(ũ) + βf ∗(ṽ).

Отображение антиувлечения f ∗ : Λr(Ṽ ) → Λr(V ) можно определить для

любых r-ковекторов по формуле

f ∗(t̃)(X1, . . . , Xr) = t̃(f∗X1, . . . , f∗Xr), t̃ ∈ Λr(Ṽ ), X1, . . . , Xr ∈ V.

Аналогично случаю ковекторов доказывается, что это отображение опреде-

лено корректно и является линейным по каждому аргументу.

Пример 8.21. Фиксируем в векторных пространствах V и Ṽ базисы (e1, . . . , en)

и (ẽ1, . . . , ẽm) соответственно. Тогда в дуальных пространствах возникают

дуальные базисы (e1, . . . , en) и (ẽ1, . . . , ẽm). Пусть индексы i, j, k принима-

ют значения от 1 до n, а индексы a, b, c – от 1 до m. Обозначим через (fa
i )

матрицу отображения f∗ в данных базисах. Другими словами, fa
i – числа,

определяемые равенствами

f∗(ei) = fa
i ẽa.
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Выразим ковектор f ∗ũ через матрицу (fa
i ) и координаты ũa ковектора ũ в

соответствующем дуальном базисе:

f ∗(ũ)(X) = ũ(f∗X) = (ũaẽ
a)(f b

iX
iẽb) = ũaf

b
iX

iδab = fa
i X

iũa = fa
i ũae

i(X).

Таким образом, f ∗(ũ) = (fa
i ũa)e

i.

Пусть линейное отображение f∗ : V → Ṽ является биекцией, то есть изо-

морфизмом векторных пространств. Отметим, что в этом случае размерности

векторных пространств равны. Так как это отображение биективно, суще-

ствует обратное к нему (f∗)−1, которое мы обозначим через f ∗ : Ṽ → V .

Оно также будет изоморфизмом векторных пространств. Это отображение

называется отображением антиувлечения векторов.

Определим отображение f∗ : Ts
r(V ) → Ts

r(Ṽ ) векторных пространств тен-

зоров типа (r, s) по формуле

(f∗t)(X̃1, . . . , X̃r, ũ
1, . . . , ũs) = t(f ∗X̃1, . . . , f

∗X̃r, f
∗ũ1, . . . , f ∗ũs),

где X̃1, . . . , X̃r ∈ Ṽ , ũ1, . . . , ũs ∈ Ṽ ∗. Это отображение называется отображе-

нием увлечения тензоров типа (r, s). Можно показать, что оно линейно по

каждому аргументу и, более того, является изоморфизмом векторных про-

странств тензоров. В частности, мы получаем отображение увлечения для

ковекторов (то есть тензоров типа (1,0)) по формуле

(f∗u)(X̃) = u(f ∗X̃), u ∈ V ∗, X̃ ∈ Ṽ .

Задача 8.44. Докажите, что отображение увлечения для ковекторов явля-

ется обратным для отображения антиувлечения ковекторов.

Доказательство. Нам нужно доказать, что f ∗(f∗u) = u и f∗(f ∗ũ) = ũ для

любых u ∈ V ∗ и ũ ∈ Ṽ ∗. Докажем первое равенство. Второе докажите само-

стоятельно. Имеем для любого X ∈ V

f ∗(f∗u)(X) = (f∗u)(f∗X) = u(f ∗(f∗X)) = u(X).

Здесь мы воспользовались тем, что отображения f∗ и f ∗ для векторов явля-

ются взаимнообратными. Таким образом, f ∗(f∗u) = u для любого u ∈ V ∗.
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Определим отображение f ∗ : Ts
r(Ṽ ) → Ts

r(V ) векторных пространств тен-

зоров типа (r, s) по формуле

(f ∗t)(X1, . . . , Xn, u
1, . . . , us) = t(f∗X1, . . . , f∗Xr, f∗u1, . . . , f∗us),

где X1, . . . , Xn ∈ V , u1, . . . , us ∈ V ∗.

Задача 8.45. Докажите, что отображения увлечения f∗ и антиувлечения f ∗

тензоров являются взаимнообратными.

Задача 8.46. Пусть (e1, . . . , en) и (ẽ1, . . . , ẽn) – базисы векторных пространств

V и Ṽ соответственно. Выразите отображения увлечения f∗ и антиувлечения

f ∗ тензоров через матрицу (f i
j) изоморфизма f∗ : V → Ṽ .

Доказательство. Пусть матрица отображения f∗ : V → Ṽ в паре соответ-

ствующих базисов обозначается (f i
j). Так как f ∗ : Ṽ → V является обратным

отображением для f∗, имеем с учетом (8.21)

(f∗t)(X̃1, . . . , X̃r, ũ
1, . . . , ũs) = t(f ∗X̃1, . . . , f

∗X̃r, f
∗ũ1, . . . , f ∗ũs) =

= t((f−1)i1j1X̃
j1
1 ei1, . . . , (f

−1)irjrX̃
jr
r eir , f

k1
�1
ũk1e

�1, . . . , fks
�s
ũkse

�s) =

= (f−1)i1j1X̃
j1
1 . . . (f−1)irjrX̃

jr
r f

k1
�1
ũk1 . . . f

ks
�s
ũkst

�1...�s
i1...ir

=

= t�1...�si1...ir
(f−1)i1j1 . . . (f

−1)irjrf
k1
�1
. . . fks

�s
ẽj1 ⊗ . . .⊗ ẽjr ẽk1 ⊗ . . .⊗

⊗ ẽks(X̃1, . . . , X̃r, ũ
1, . . . , ũs).

Таким образом, получаем

f∗t = t�1...�si1...ir
(f−1)i1j1 . . . (f

−1)irjrf
k1
�1
. . . fks

�s
ẽj1 ⊗ . . .⊗ ẽjr ẽk1 ⊗ . . .⊗ ẽks.

§9. Операции поднятия и опускания индексов для тензорной

алгебры (псевдо) евклидова пространства V

Пусть V – векторное пространство.

Псевдо-евклидовой структурой векторного пространства V называется сим-

метрический тензор g типа (2,0), обладающий свойством невырожденности,

то есть

g(X, Y ) = 0 ∀X ∈ V ⇒ Y = 0.
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Векторное пространство V с фиксированной на нем псевдо-евклидовой

структурой называется псевдо-евклидовым пространством.

Значение g(X, Y ) псевдо-евклидовой структуры g на паре векторов X, Y ∈
V называется скалярным произведением этих векторов.

С помощью псевдо-евклидовой структуры вводится понятие длины (или

нормы) ||X|| вектора X по формуле

||X|| =
√

g(X,X).

Заметим, что в псевдо-евклидовом пространстве ненулевые векторы могут

иметь вещественную, нулевую и мнимую длину.

Задача 9.47. Выразите скалярное произведение векторов и норму вектора

через компоненты псевдо-евклидовой структуры и компоненты векторов.

Ответ: g(X, Y ) = gijX
iY j, ||X|| = √

gijX iXj.

Евклидовой структурой векторного пространства V называется симмет-

рический тензор g типа (2,0), обладающий свойством положительной опре-

деленности, то есть

g(X,X) ≥ 0, при этом g(X,X) = 0⇔ X = 0.

Векторное пространство V с фиксированной на нем евклидовой структурой

называется евклидовым пространством.

Задача 9.48. Докажите, что евклидово пространство является псевдо-евклидовым,

то есть любая евклидова структура невырождена.

Теорема 9.7. Пусть (V, g) – псевдо-евклидово пространство. Тогда отобра-

жение � : V → V ∗, заданное формулой

�(X)(Y ) = g(X, Y ); X, Y ∈ V

является изоморфизмом векторных пространств.

Доказательство. Докажем сначала, что отображение � определено коррект-

но, то есть �(X) – ковектор, то есть линейное отображение. Действительно,

для любых векторов Y ′, Y
′′ ∈ V и произвольных вещественных чисел α, β
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имеем

�(X)(αY ′ + βY
′′
) = g(X,αY ′ + βY

′′
) = αg(X, Y ′) + βg(X, Y

′′
) =

= α�(X)(Y ′) + β�(X)(Y
′′
),

то есть отображение �(X) является линейным, а значит, ковектором.

Далее, докажем, что отображение � является гомоморфизмом векторных

пространств, то есть

�(αX ′ + βX
′′
) = α�(X ′) + β�(X

′′
),

X ′, X
′′ ∈ V , α, β ∈ R. Доказательство этого факта аналогично проведенному

доказательству.

Осталось доказать, что � – биекция. Инъективность �, то есть Ker� = {0},
следует из невырожденности псевдо-евклидовой метрики g. Сюръективность

� следует из того, что

dim(Im�) = dimV − dim(Ker�) = n = dimV ∗.

Пусть в пространстве V фиксирован базис (e1, . . . , en). Найдем компоненты

ковектора �(X), X ∈ V . По определению компонент получим

(�(X))j = g(X, ej) = g(X iei, ej) = X ig(ei, ej) = gijX
i.

Итак,

(�(X))j = gijX
i. (9.1)

Из полученной формулы вытекает название изоморфизма � – операция опус-

кания индекса у вектора. Обратный изоморфизм �−1 называется операцией

поднятия индекса у ковектора.

В частности, для вектора ek базиса получим

(�(ek))j = gij(ek)
i = gijδ

i
k = gkj.

Найдем формулу для �−1, аналогичную формуле (9.1). Рассмотрим компо-

ненты (gij) псевдо-евклидовой структуры g как n × n-матрицу. Так как g –

невырождена, то матрица (gij) также является невырожденной, а значит, для
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нее существует обратная матрица. Обозначим ее (gij). С помощью матрицы

(gij) выразим в формуле (9.1) компоненты X i (см. замечание 1.2). Получим

Xk = gkj(�(X))j.

Так как � – изоморфизм, то для любого ковектора u существует единственный

вектор X , такой, что u = �(X). Тогда X = �−1(u). С учетом этого последняя

формула перепишется в виде

(�−1(u))k = gkjuj. (9.2)

Эта формула объясняет введенное название для изоморфизма �−1. Применяя

формулу (9.2) к ковектору ei дуального базиса, получим

(�−1(ei))k = gkj(ei)j = gkjδij = gki.

С помощью изоморфизмов � и �−1 мы можем определить операции подня-

тия и опускания индексов у любых тензоров. Начнем с примера.

Пример 9.22. Рассмотрим псевдо-евклидову структуру g векторного про-

странства V и определим отображение g̃ : V ∗ × V ∗ → R по формуле

g̃(u, v) = g(�−1u, �−1v),

где u, v ∈ V ∗ – произвольные ковекторы. В силу линейности g и �−1 введенное

отображение g̃ будет тензором типа (0, 2).

Фиксируем базис (e1, . . . , en) в векторном пространстве V и найдем компо-

ненты тензора g̃ в этом базисе:

g̃(ei, ej) = g(�−1ei, �−1ej) = gkt(�
−1ei)k(�−1ej)t = gktg

ikgjt = δitg
jt = gij.

Заметим, что в приведенной цепочке равенств мы использовали то, что псевдо-

евклидова структура является симметрическим тензором, а значит, его мат-

рица симметрическая, следовательно, и обратная матрица симметрическая.

Итак, мы получили

g̃(ei, ej) = gij.

Таким образом, мы получили, что элементы матрицы, обратной матрице

псевдо-евклидовой структуры, являются компонентами тензора g̃. Этот тен-
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зор называется контравариантным метрическим тензором. Будем гово-

рить, что мы получили контравариантный метрический тензор с помощью

операции поднятия индексов у псевдо-евклидовой структуры. �

Аналогичным образом мы можем определить операции поднятия и опус-

кания индексов у любого тензора. Если у тензора есть и верхние и нижние

индексы, то нам нужно договориться, на какое место будет подниматься или

опускаться индекс. Для этого для каждого тензора будем говорить, в каком

порядке берутся его аргументы. Например, для тензора t типа (3,4) пусть по-

рядок аргументов будет таким: t(X1, u
1, u2, X2, u

3, u4, X3). Тогда компоненты

этого тензора будут иметь вид ti
jk

t
mp

s. Каждый из индексов будет подни-

маться или опускаться на место, расположенное над или под ним. Поднимем

у тензора t первый нижний и опустим первый верхний индексы. В результате

мы получим тензор t̃ того же типа (3,4), который будет задаваться формулой

t̃(v, Y, u2, X2, u
3, u4, X3) = t(�−1v, �Y, u2, X2, u

3, u4, X3).

Если фиксировать базис (e1, . . . , en), то компоненты тензора t̃ будут выра-

жаться через компоненты тензора t следующим образом:

t̃ij
k
t
pm

s = t̃(ei, ej, e
k, et, e

p, em, es) = t(�−1ei, �ej, ek, et, ep, em, es) =

= t(giueu, gjve
v, ek, et, e

p, em, es) = giugjvt(eu, e
v, ek, et, e

p, em, es) =

= giugjvtu
vk

t
pm

s.

Обычно волну над получающимся тензором не ставят, а обозначают его

той же буквой. К путанице это не приводит, так как набор и порядок аргу-

ментов у исходного и полученного тензоров отличаются. Итак, полученная

нами формула с учетом введенной договоренности будет выглядеть следую-

щим образом

tij
k
t
pm

s = giugjvtu
vk

t
pm

s.

Пример 9.23. Рассмотрим тензор J типа (1,1). Договоримся записывать его

аргументы в следующем порядке J(X, u), X ∈ V , u ∈ V ∗. Тогда компоненты

этого тензора будут иметь вид Ji
j. Опустим у тензора J верхний индекс.
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В результате мы получим тензор типа (2,0), который обозначим Ω. Его ком-

поненты будут иметь вид

Ωij = gtjJi
t. (9.3)

Запишем это равенство в инвариантном виде. Заметим, что по определению

матрицы линейного оператора имеет место равенство J(ei) = Ji
jej, то есть j-я

координата вектора J(ei) есть число Jij. В виде равенства мы можем записать

это следующим образом: (J(ei))j = Ji
j. Теперь воспользуемся определением

компонент тензора в равенстве (9.3) и линейностью тензоров

Ω(ei, ej) = g((J(ei))
tet, ej). (9.4)

Рассмотрим два вектора X, Y ∈ V и разложим их по базису: X = X iei,

Y = Y jej. Умножим каждое равенство из (9.4) на соответствующее X i и Y j

и просуммируем по i и j:

Ω(X iei, Y
jej) = g((J(X iei))

tet, Y
jej).

Итак, окончательно получим

Ω(X, Y ) = g(JX, Y ).

В правой части этого равенства мы воспользовались отождествлением тен-

зоров типа (1,1) с линейными операторами. При этом скобки у вектора X

опускаются. �

Задача 9.49. Какие изменения нужно произвести в примере 9.23, чтобы по-

лучить формулу

Ω(X, Y ) = g(X, JY )?

Задача 9.50. Докажите, что если g(JX, Y ) + g(X, JY ) = 0, X, Y ∈ V , J ∈
T1
1(V ), g – псевдо-евклидова структура на V , то, опустив у тензора J верхний

индекс, мы получим кососимметрический тензор.

§10. Псевдо-евклидова структура в пространствах тензоров Tr
0(V )

и T0
r(V )

Пусть в векторном пространстве V фиксирована псевдо-евклидова струк-

тура g. Рассмотрим пространство тензоров Tr
0(V ). Заметим, что аналогичные
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рассуждения можно провести и для пространства тензоров T0
r(V ).

Фиксируем в пространстве V базис (e1, . . . , en) и определим отображение

g : Tr
0(V )× Tr

0(V )→ R

по формуле

g(t, T ) = gi1j1 . . . girjrt
i1...irT j1...jr ,

где gij – компоненты псевдо-евклидовой структуры g.

Задача 10.51. Используя тензорный закон (3.1), докажите, что отображение

g не зависит от выбора базиса.

Задача 10.52. Докажите, что отображение g линейно по каждому аргументу

и симметрично, а значит, является симметрическим тензором типа (2,0) на

векторном пространстве Tr
0(V ).

Предложение 10.3. Отображение g невырождено.

Доказательство. Пусть g(t, T ) = 0 для любого тензора T ∈ Tr
0(V ). В част-

ности, оно равно нулю для тензора T = ek1 ⊗ . . . ⊗ ekr , где ek1, . . . , ekr –

произвольный набор векторов базиса (e1, . . . , en) векторного пространства V ,

то есть

gi1j1 . . . girjrt
i1...ir(ek1)

j1 . . . (ekr)
jr = 0.

Преобразовывая левую часть, получим

gi1k1 . . . girkrt
i1...ir = 0.

Свернем последнее соотношение с компонентами контравариантного метри-

ческого тензора (то есть умножим каждое равенство на gk1t1, . . . , gkrtr и про-

суммируем)

gk1t1 . . . gkrtrgi1k1 . . . girkrt
i1...ir = 0.

Так как компоненты контравариантного метрического тензора образуют мат-

рицу, обратную матрице компонент псевдо-евклидовой структуры, то в левой

части получим

δt1i1 . . . δ
tr
ir
ti1...ir = 0,

то есть tt1...tr = 0 для любого набора t1, . . . , tr, то есть t = 0.
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Следствие 10.3. Отображение g является псевдо-евклидовой структурой на

векторном пространстве тензоров Tr
0(V ).

Замечание 10.7. Можно доказать, что псевдо-евклидова структура g на век-

торном пространстве Tr
0(V ) будет евклидовой тогда и только тогда, когда

будет евклидовой структура g на векторном пространстве V .

С помощью псевдо-евклидовой структуры g можно ввести понятие нормы

тензора t ∈ Tr
0(V ).

Назовем нормой тензора t число ||t|| = √
g(t, t).

Заметим, что в случае псевдо-евклидовой структуры, отличной от евклидо-

вой, норма тензора может быть мнимым числом. В дальнейшем мы встретим

такие тензоры.

Пример 10.24. Пусть X, Y ∈ V . Рассмотрим 2-вектор X ∧ Y . Его еще назы-

вают бивектором. Выясним геометрический смысл нормы бивектора X ∧ Y .

Пусть фиксирован базис (e1, . . . , en) в векторном пространстве V . Выразим

компоненты 2-вектора X ∧ Y через компоненты векторов X и Y . Имеем (см.

§ 7)

(X ∧ Y )ij = (X ∧ Y )(ei, ej) = 2!Alt(X ⊗ Y )(ei, ej) =

= 2! · 1
2
(X(ei)Y (ej)−X(ej)Y (ei)) = X iY j −XjY i.

Тогда норма бивектора X ∧ Y будет иметь вид

||X ∧ Y ||2 = g(X ∧ Y,X ∧ Y ) = gijgkt(X ∧ Y )ik(X ∧ Y )jt =

= gijgkt(X
iY k −XkY i)(XjY t −X tY j) =

gijgktX
iY kXjY t − gijgktX

iY kX tY j − gijgktX
kY iXjY t + gijgktX

kY iX tY j =

2(gijgktX
iY kXjY t−gijgktX

iY kX tY j) = 2(g(X,X)g(Y, Y )−g(X, Y )g(X, Y )).

Здесь при приведении подобных слагаемых мы переобозначили индексы сум-

мирования. Итак, мы получили, что

||X ∧ Y ||2 = 2

∣∣∣∣∣ g(X,X) g(X, Y )

g(X, Y ) g(Y, Y )

∣∣∣∣∣ . (10.1)
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В правой части этого равенства стоит определитель матрицы Грама векторов

X, Y . Как известно, это квадрат площади параллелограмма, построенного на

векторах X и Y . Таким образом, мы получаем, что норма бивектора ||X∧Y ||
есть площадь параллелограмма, построенного на векторах X и Y , с точно-

стью до постоянного множителя
√
2. �

Замечание 10.8. Пусть в векторном пространстве V фиксирована псевдо-

евклидова структура g. Будем называть базис (e1, . . . , en) векторного про-

странства V базисом сопряженных векторов, если g(ei, ej) = 0 для лю-

бых различных i и j от 1 до n. Будем называть базис сопряженных векто-

ров ортонормированным относительно псевдо-евклидовой структуры g, если

g(ea, ea) = 1 для некоторых a от 1 до n и g(eα, eα) = −1 для остальных α

от 1 до n. Как мы знаем из курса «Элементы многомерной геометрии», ко-

личество векторов базиса, которые выдают −1 при действии на них псевдо-

евклидовой структуры, не зависит от выбора базиса и называется индексом g.

Для евклидовой структуры g индекс равен нулю, и мы получаем привычный

ортонормированный базис, который задается условием g(ei, ej) = δij.

Замечание 10.9. Пусть дано векторное пространство V . Напомним, как в

нем вводится понятие ориентации. Рассмотрим два базиса E = (e1, . . . , en)

и Ẽ = (ε1, . . . , εn) пространства V . Разложим векторы εi, i = 1, . . . , n по

векторам базиса E: εi = Cj
i ej. Матрица (Cj

i ) называется матрицей перехода

от базиса E к базису Ẽ. Так как векторы, образующие базис, линейно неза-

висимы, матрица (Cj
i ) невырождена, то есть имеет ненулевой определитель.

Будем называть два базисаE и Ẽ одинаково ориентированными, если опреде-

литель матрицы перехода от базиса E к базису Ẽ положителен (в противном

случае базисы называются противоположно ориентированными). Нетрудно

показать, что отношение на множестве базисов векторного пространства V

быть одинаково ориентированными является отношением эквивалентности.

Тогда определено фактормножество по этому отношению эквивалентности.

Оно содержит два класса: в каждом классе находятся одинаково ориентиро-

ванные базисы, а любые два базиса из различных классов противоположно

ориентированы. Каждый из полученных классов называется ориентацией



62

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. РУКОВОДСТВО К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ПО ТЕНЗОРНОЙ АЛГЕБРЕ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

на векторном пространстве V . Векторное пространство V называется ориен-

тированным, если фиксирована одна из ориентаций. Базисы фиксированной

ориентации называются правыми базисами. Базисы второй ориентации назы-

ваются левыми базисами.

Замечание 10.10. Пусть V 2 – ориентированное двумерное векторное про-

странство. Рассмотрим пару линейно независимых векторов X и Y из V . Бу-

дем называть ориентированной площадью параллелограмма P , построенного

на векторах X и Y , число, равное площади P , если базис (X, Y ) – правый, и

число, равное минус площади P , если базис (X, Y ) – левый.

Пример 10.25. Пусть (ξ0, η0) – ортонормированный базис двумерного век-

торного пространства V . Рассмотрим пару векторов A и B из векторного

пространства V , которые образуют базис той же ориентации, что и (ξ0, η0).

Покажем, что

A ∧B =
1√
2
||A ∧ B||ξ0 ∧ η0.

Разложим векторы A и B по базису (ξ0, η0):

A = a1ξ0 + a2η0; B = b1ξ0 + b2η0.

Тогда

A ∧B = (a1ξ0 + a2η0) ∧ (b1ξ0 + b2η0) = (a1b2 − a2b1)ξ0 ∧ η0.

Здесь мы воспользовались линейностью внешнего произведения, его кососим-

метричностью для векторов и свойством X ∧X = 0 для любого вектора X.

С другой стороны, согласно формуле (10.1) имеем

||A ∧B||2 = 2

∣∣∣∣∣ a21 + a22 a1b1 + a2b2

a1b1 + a2b2 b21 + b22

∣∣∣∣∣ = 2(a1b2 − a2b1)
2.

Здесь мы воспользовались ортонормированностью базиса (ξ0, η0).

Так как число a1b2 − a2b1 является определителем матрицы перехода от

базиса (ξ0, η0) к базису (A,B) и базисы (A,B) и (ξ0, η0) имеют одинаковую

ориентацию, получим a1b2 − a2b1 > 0. Тогда

||A ∧B|| =
√
2(a1b2 − a2b1).

Таким образом, мы получаем требуемое равенство.
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Задача 10.53. Пусть (ξ0, η0) – ортонормированный базис двумерного век-

торного пространства V . Рассмотрим пару векторов A и B из векторного

пространства V . Докажите, что

A ∧ B =
1√
2
|A ∧B|ξ0 ∧ η0,

где |A ∧ B| – ориентированная площадь параллелограмма, построенного на

векторах A и B.
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