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Предисловие

Теоретико-групповые методы составляют неотъемлемую часть
современной теоретической и математической физики. Достаточно
напомнить, что наиболее продвинутая теория фундаментальных взаи-
модействий— стандартная электрослабая модель— является калибро-
вочной теорией с калибровочной группой ���2� � ��1�. В различных
областях физики находят применения все типы классических групп:
ортогональные, унитарные и симплектические, а также неоднородные
группы, представляющие собой полупрямые произведения своих под-
групп. Группы Евклида, Лобачевского, Галилея, Лоренца, Пуанкаре,
анти-де Ситтера лежат в основе пространственных и пространственно–
временных симметрий. Супергруппы и суперсимметричные модели
в теории поля предсказывают существование суперсимметричных парт-
неров известных элементарных частиц. Квантовые деформации групп
и алгебр Ли приводят к некоммутативным моделям пространства–
времени (или кинематикам).
Контракции групп Ли— это метод получения новых групп Ли из

исходных. В стандартном подходе Вигнера–Иненю [164] процедура
контракции состоит в введении в группу одного или нескольких пара-
метров � таким образом, чтобы в пределе �� 0 сохранялись групповая
структура и размерность группы Ли, а групповое умножение изменя-
лось. Хорошо известно, что проще изучать невырожденные структу-
ры. Так, общую группу Ли можно представить в виде полупрямого
произведения полупростой и разрешимой групп и свести проблему
классификации групп Ли к классификации полупростых и разрешимых
групп. Однако, если полупростые группы Ли давно классифицированы,
то получить классификацию разрешимых групп Ли нет никакой надеж-
ды [57]. В общем случае контрактированная группа представляет собой
полупрямое произведение своих подгрупп. В частности, контракция
полупростых групп Ли приводит к неполупростым группам. Поэтому
метод контракций является инструментом изучения неполупростых
групп, отталкиваясь от хорошо изученных полупростых групп Ли.
Метод контракций (предельных переходов) впоследствии был рас-

пространен на другие типы групп и алгебр. Градуировочные контрак-
ции (graded contractions) [191, 194] дополнительно сохраняют вве-
денную на алгебре Ли градуировку. Контракции биалгебр Ли [105]
сохраняют алгебру Ли и кокоммутатор. Контракции алгебр Хопфа (или
квантовых групп) [123, 124] вводятся так, чтобы в пределе � � 0
получались новые выражения для коумножения, коединицы и анти-
пода, удовлетворяющие аксиомам алгебры Хопфа. Все это привело
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к обобщению понятия контракции на произвольные алгебраические
структуры [147].
Определение 1.1. Контракцией алгебраической структуры �� , �� на-
зывается зависящее от параметра � отображение

�� � �� , ��� �� , ���, (1)

где �� , ��� есть алгебраическая структура рассматриваемого типа, изо-
морфная �� , �� при � �� 0 и неизоморфная при � � 0.
Существует другой подход [28] к описанию неполупростых групп

(алгебр) Ли и отвечающих им квантовых групп, основанный на рас-
смотрении этих алгебраических структур над алгеброй Пименова �����
с нильпотентными коммутативными образующими. При этом важный
класс групп — групп движений пространств с постоянной кривизной
(или групп Кэли–Клейна) — реализуется как матричные группы специ-
ального вида над ����� и может быть получен из простой классической
ортогональной группы заменой ее матричных элементов на элементы
алгебры �����. Оказывается, что такая замена формально совпадает
с введением параметров � в методе контракций Вигнера–Иненю [164].
Тем самым наш подход демонстрирует, что математической основой
метода контракций алгебраических структур является существование
соответствующих структур над алгеброй ������
Следует отметить, что оба подхода дополняют друг друга и в ко-

нечном счете приводят к одинаковым результатам. Нильпотентные
образующие удобнее использовать при математическом анализе контр-
акций, тогда как стремящийся к нулю контракционный параметр боль-
ше отвечает физической интуиции, в соответствии с которой состояние
физической системы изменяется непрерывно и система плавно перехо-
дит к своему предельному состоянию. В главах 8 и 15, посвященных
применению метода контракций, используется как раз традиционный
подход.
В геометрии известно (см. обзор [84]), что с помощью проектив-

ной метрики можно получить 3� геометрий размерности 	, допуска-
ющих максимальную группу движений. Р.И. Пименов [64, 69]предло-
жил единое аксиоматическое описание всех 3� геометрий пространств
постоянной кривизны (геометрий Кэли–Клейна) и показал, что все
они локально моделируются в виде области 	-мерного сферического
пространства с именованными координатами, которые могут быть ве-
щественными, чисто мнимыми или нильпотентными. В соответствии
с Эрлангенской программой Ф. Клейна, главное в геометрии— это ее
группа преобразований, тогда как свойства преобразуемых объектов—
вещи второстепенные. Группа движений 	-мерного сферического про-
странства изоморфна ортогональной группе �
�	� 1�� В свою очередь,
группы, получающиеся из �
�	� 1� контракциями и аналитическими
продолжениями, изоморфны группам движений систем Кэли–Клейна,
что обеспечивает геометрическую интерпретацию схемы контракций
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Кэли–Клейна. По аналогии эта интерпретация переносится на случай
контракций других алгебраических систем.
Цель настоящей книги — дать единое описание групп (алгебр), су-

пералгебр и квантовых групп Кэли–Клейна с помощью контракций
ортогональных, унитарных, симплектических групп (алгебр) Ли, клас-
сических супералгебр и квантовых деформаций простых классических
групп.
Метод, позволяющий достичь поставленной цели, — это имеющий

ясную геометрическую интерпретацию метод переходов, основанный на
введении набора контракционных параметров � � ��1, . . . , ���, каждый
из которых принимает по три значения: вещественная единица, чисто
мнимая единица, нильпотентная единица.
Метод переходов между группами, помимо самостоятельного ин-

тереса для теории групп, представляет интерес и для теоретической
физики. Если имеется теоретико-групповое описание физической си-
стемы с какой-то группой симметрии, то контракция группы симметрии
отвечает некоторому предельному поведению системы. Таким образом,
переформулировка описания системы в терминах метода переходов
и физическая интерпретация параметров � открывает возможность изу-
чать поведение физической системы в различных предельных случаях.
Пример такого подхода изложен в главе 8 для электрослабой модели
взаимодействия элементарных частиц.
Представляется, что развитый формализм является необходимым

инструментом для построения «общей теории физических систем»,
в соответствии с которой «необходимо перейти от инвариантно-
группового изучения одной отдельно взятой физической теории или
геометрии, понимаемой в смысле Клейна (т. е. характеризуемой задани-
ем основной группы), к одновременному изучению сразу того или иного
множества предельных теорий. Тогда некоторые физические и геомет-
рические свойства будут инвариантными характеристиками всего мно-
жества теорий— их следует рассматривать в первую очередь. Другие
свойства будут специфичны только для конкретных представителей
множества и будут меняться при предельном переходе от одной теории
к другой» [41].
Часть первая монографии посвящена контракциям классических

групп и некоторым их применениям. В главе 1 кратко описывается ал-
гебра Пименова с нильпотентными образующими, даются определения
ортогональных, унитарных и симплектических групп Кэли–Клейна,
находятся их генераторы, коммутаторы и операторы Казимира пре-
образованием соответствующих величин классических групп. Далее
(раздел 1.5) исследуется структура переходов между группами и уста-
навливается, что в качестве исходной для получения всего набора
групп Кэли–Клейна можно взять группу в произвольном нерасслоен-
ном пространстве. В главе 2 подробно рассматриваются кинематиче-
ские группы и дается интерпретация кинематик, включая экзотические
кинематики Кэрролла, как пространств постоянной кривизны.
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В главе 3 рассматриваются контракции неприводимых представле-
ний унитарных и ортогональных алгебр в базисе Гельфанда–Цетлина,
который является особенно удобным для приложений в квантовой
физике. Находятся возможные варианты контракций, приводящие
к различным неприводимым представлениям контрактированных ал-
гебр и подробно изучаются контракции общего вида, дающие в резуль-
тате неприводимые представления с отличным от нуля спектром всех
операторов Казимира. При многомерных контракциях, когда контрак-
тированная алгебра есть полупрямая сумма нильпотентного радикала
и полупростой подалгебры, метод переходов обеспечивает построение
неприводимых представлений алгебр такой структуры исходя из хо-
рошо известных неприводимых представлений классических алгебр.
В том случае, когда контрактированные по разным параметрам алгебры
изоморфны, получаются неприводимые представления в разных (дис-
кретном и непрерывном) базисах.
В главе 4 обосновывается эвристический принцип, согласно которо-

му физически различные величины (метр, секунда, кулон и др.) геомет-
рически моделируются размерностями пространства не совмещаемыми
группами автоморфизмов и показывается, что для единого геомет-
рического описания большого числа физически различных величин
подходящим инструментом является многократно расслоенная полури-
манова геометрия. Демонстрируется, что полуриманово пространство
специального вида может рассматриваться как единая геометрическая
теория пространства–времени–электричества.
Глава 5 посвящена градуированным контракциям бесконечномерной

алгебры Вирасоро и ее представлений. Рассматриваются контрактиро-
ванные представления старшего веса, которые являются приводимыми
за исключением некоторых специальных случаев.
В главе 6 рассматривается другой тип бесконечномерных алгебр—

аффинные алгебры Каца–Муди [45]. Мнимый корень Æ аффинных ал-
гебр обладает свойством нильпотентности Æ2 � 0 (что и приводит к бес-
конечномерности алгебры), и поэтому естественно интерпретируется
как вектор расслоенного пространства. Определены корневые системы
в пространствах Кэрролла с вырожденным скалярным произведением
и показано их соответствие аффинным алгебрам Каца–Муди.
В главе 7 определен класс ортосимплектических и унитарных

супералгебр Кэли–Клейна, которые получаются из классических
супералгебр �
����2	� и 
����	� контракциями и аналитическими
продолжениями в рамках схемы Кэли–Клейна. Найдены их операторы
Казимира. Подробно рассмотрены контракции супералгебры �
��1�2�
и ее представлений.
В качестве примера применения метода контракций в физике в гла-

ве 8 рассмотрена модифицированная электрослабая модель взаимо-
действия элементарных частиц с контрактированной калибровочной
группой. Стремящийся к нулю контракционный параметр связыва-
ется с энергией нейтрино, что позволяет объяснить весьма редкое
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взаимодействие нейтрино с веществом при малых энергиях и рост
сечения этого взаимодействия с ростом энергии нейтрино.
Во второй части рассматриваются квантовые группы, т. е. неком-

мутативные и некокоммутативные алгебры Хопфа, полученные школой
Л.Д. Фаддеева [50, 72, 78] в рамках метода квантовой обратной за-
дачи. В качестве исходных используются определения и конструкции
работы [72].
В главе 9 вводятся квантовые ортогональные группы Кэли–Клейна.

Для этого систематическое определение квантовых деформаций клас-
сических простых групп и алгебр Ли в так называемом «симплек-
тическом» базисе работы [72] переформулируется в декартов базис.
Квантовые ортогональные алгебры Кэли–Клейна определяются как
двойственные объекты к соответствующим квантовым группам. Полу-
ченные общие конструкции иллюстрируются на примерах квантовых
групп и алгебр низших размерностей.
Рекурсивный метод нахождения квантовой структуры непосред-

ственно алгебр Кэли–Клейна евклидова типа во вращательных обра-
зующих, развитый в работах [101]–[104], рассматривается в главе 10.
Подробно изучены контракции квантовых алгебр 
���3� и 
���4� при
разных выборах примитивных элементов в алгебрах Хопфа. Отметим,
что квантовые аналоги неполупростых алгебр Ли низших размерностей
впервые получены методом контракций в работах [121, 124].
При стандартной схеме контракций Кэли–Клейна разные ее соче-

тания со структурой алгебры Хопфа возникают за счет выбора разных
примитивных элементов. В главе 11 эта идея применяется к квантовым
ортогональным группам в декартовых образующих. Дается общее опре-
деление и в качестве примеров подробно рассматриваются контракции
квантовых групп �
���� при � � 3, 4, 5.
В главе 12 определяются квантовые унитарные группы Кэли–

Клейна и находится структура алгебры Хопфа для контрактированных
квантовых унитарных групп. В разделе 12.7 изучается изоморфизм
квантовой унитарной алгебры 
���2; �� и квантовой ортогональной ал-
гебры 
���3; �� при разных сочетаниях схемы контракций Кэли–Клейна
и структуры алгебры Хопфа.
Квантовые симплектические группы Кэли–Клейна и ассоциирован-

ные с ними некоммутативные квантовые пространства рассматривают-
ся в главе 13.
С квантовыми ортогональными группами связаны квантовые орто-

гональные векторные пространства (или квантовые пространства Ев-
клида), которые определяются как алгебра функций, порождаемая на-
бором образующих, удовлетворяющих определенным коммутационным
соотношениям. В главе 14 подробно описываются неизоморфные кван-
товые векторные пространства Кэли–Клейна с двумя и тремя образую-
щими, являющиеся квантовыми аналогами пространств с постоянной
кривизной размерности два и три.
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Наиболее интересный для приложений в физике случай четырех
образующих рассматривается в главе 15. Получены некоммутативные
квантовые аналоги как релятивистских кинематик анти-де Ситтера,
Минковского, так и нерелятивистских кинематик Ньютона, Галилея,
а также экзотической кинематики Кэрролла. Некоммутативность ко-
ординат пространства–времени неразрывно связана с наличием фун-
даментальной физической константы, являющейся мерой этой неком-
мутативности. Построены квантовые кинематики с фундаментальной
длиной и фундаментальным временем.
Список литературы не претендует на полноту и отражает интересы

автора.
Автор благодарен И.В. Костякову, В. В. Куратову за полезные об-

суждения, Д.А. Тимушеву за помощь в работе над монографией.
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ГРУППЫ И АЛГЕБРЫ КЭЛИ–КЛЕЙНА

В этой главе вводится основной инструмент исследования — ал-
гебра Пименова с нильпотентными образующими, даются определения
ортогональных, унитарных и симплектических групп Кэли–Клейна.
В ней показано, что основные характеристики этих групп находятся
преобразованием соответствующих величин классических групп. Да-
лее исследуется структура переходов между группами и устанавли-
ваеся, что в качестве исходной для получения всего набора групп
Кэли–Клейна можно взять группу в произвольном нерасслоенном про-
странстве.

1.1. Дуальные числа и алгебра Пименова

1.1.1. Дуальные числа. Дуальные числа были введены [128] еще
в позапрошлом веке. Они использовались [49] при построении теории
винтов в трехмерных пространствах Евклида, Лобачевского и Римана,
при описании неевклидовых пространств [73, 74], при аксиоматическом
изучении пространств с постоянной кривизной [64, 65, 69]. Некоторые
применения дуальных чисел в кинематике содержатся в работе [83].
Теория дуальных чисел как числовых систем изложена в монографиях
[6, 43]. Тем не менее нельзя сказать, что дуальные числа широко
известны, поэтому мы дадим их краткое описание.
Определение 1.1.1. Ассоциативной алгеброй ранга 	 над полем дейст-
вительных чисел � называется 	-мерное векторное пространство над
этим полем, в котором определена операция умножения, ассоциативная
����� � �����, дистрибутивная относительно сложения �� � ��� � �� �
� �� и связанная с умножением элементов на действительные числа
равенством ����� � ����� � �����, где �, �, � — элементы алгебры, � —
действительное число. Если в алгебре существует такой элемент � , что
для любого элемента � справедливо �� � �� � �, то элемент � называют
единицей.
Определение 1.1.2. Дуальные числа � � �0 � �1�1, �0, �1 � � есть
элементы ассоциативной алгебры ранга 2 с единицей, дуальная обра-
зующая которой удовлетворяет условию �21 � 0�
Для суммы, произведения и частного дуальных чисел имеем

�� � � ��0 � �1�1� � ��0 � �1�1� � �0 � �0 � �1��1 � �1�,

�� � ��0 � �1�1���0 � �1�1� � �0�0 � �1��1�0 � �0�1�,
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�

�
�

�0 � �1�1
�0 � �1�1

�
�0
�0
� �1

�
�1
�0
� �0

�1

�20

�
� (1.1)

Деление не всегда выполнимо: чисто дуальные числа �1�1 не имеют
обратного элемента. Поэтому дуальные числа не образуют поля. Как
алгебраическая структура они представляют собой кольцо. Дуальные
числа равны � � �, если равны их вещественные и чисто дуальные
части �0 � �0, �1 � �1� Следовательно, уравнение �1�1 � �1�1 имеет
единственное решение �1 � �1 при �1, �1 �� 0� Этот факт мы будем за-
писывать в виде �1��1 � 1 и именно так следует трактовать сокращения
дуальных единиц, поскольку деление на дуальную единицу 1��1 не
определено.
Функции от дуального переменного � � �0 � �1�1 определяются

своими разложениями в ряд Тейлора

���� � ���0� � �1�1
��� 0�

� 0
� (1.2)

В частности,

���� � ��� �0 � �1�1 	
��0, �����1�1� � �1�1,

	
�� � 	
��0 � �1�1 ��� �0, 	
���1�1� � 1� (1.3)

Согласно (1.2), разность двух функций равна

����� ���� � ���0�� ���0� � �1�1

�
��� 0�

� 0
� �!� 0�

� 0

�
, (1.4)

поэтому если вещественные части ���0� и ���0� тождественно равны,
то тождественно одинаковыми будут функции ���� и ����� Отсюда
следует [43], что в области дуальных чисел сохраняются все тождества
обыкновенной алгебры и тригонометрии, все теоремы дифференци-
ального и интегрального исчисления. В частности, производная от
функции дуального переменного по дуальному переменному находится
по формуле

"�� �

" 
�

��� 0�

� 0
� �1�1

�
�2�� 0�

� 20

�
� (1.5)

1.1.2. Алгебра Пименова. Рассмотрим более общую ситуацию,
когда в качестве образующих алгебры берутся несколько нильпотент-
ных единиц (термин «нильпотентный» используется в дальнейшем
вместо термина «дуальный»). Р.И. Пименов первый ввел [64, 65, 69]
несколько нильпотентных коммутативных единиц и использовал их
при едином аксиоматическом описании пространств с постоянной кри-
визной. Поэтому полученную алгебру назовем алгеброй Пименова и
обозначим �����.
Определение 1.1.3. Алгеброй Пименова ����� называется ассоциатив-
ная алгебра с единицей и 	 нильпотентными образующими �1, �2, . . . , ��
со свойствами ���� � ���� �� 0, � �� �, �2� � 0, �, � � 1, 2, . . . ,	�
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Любой элемент из алгебры ����� является линейной комбинацией
одночленов ��1��2 . . . ��� , �1 � �2 � . . . � ��, которые вместе с единич-
ным элементом образуют базис в алгебре как в линейном пространстве
размерности 2�:

� � �0 �
��

��1

��
�1,...,���1

��1...�� ��1 . . . ��� � (1.6)

Эта запись становится однозначной, если наложить дополнительное
условие �1 � �2 � . . . � �� или же условие симметричности коэффици-
ентов ��1...�� по индексам �1, . . . ��� Два элемента �, � алгебры �����
равны, если равны их коэффициенты в разложении (1.6), то есть
�0 � �0, ��1...�� � ��1...�� � Как и в случае дуальных чисел, это опреде-
ление равенства элементов алгебры ����� выражается в допустимости
сокращения одинаковых (с одним и тем же индексом) нильпотентных
образующих ����� � 1, � � 1, 2, . . . ,	 (но не ����� или �����, � �� �,
поскольку такие выражения не определены).
Здесь уместно сравнить алгебру Пименова ����� с грассмановой

алгеброй �2����, т. е. ассоциативной алгеброй с единицей, в которой си-
стема нильпотентных образующих �1, �2, . . . , �2�, �2� � 0 обладает свой-
ствами антикоммутативности ���� � ����� �� 0, � �� �, �, � � 1, . . . , 2	�
Любой элемент � грассмановой алгебры �2���� представим в виде [5]

���� � ��0� �
2��
��1

2��
�1,...,���1

��1...����1 . . . ��1 , (1.7)

причем однозначно, если потребовать �1 � �2 � . . . � �� или наложить
условие кососимметричности ��1...�� по индексам. Если в разложении
(1.7) отличны от нуля лишь слагаемые с четным �, то элемент �
называется четным по отношению к системе канонических образующих
��, если же в (1.7) отличны от нуля слагаемые с нечетным �, то � назы-
вается нечетным элементом. Как линейное пространство грассманова
алгебра распадается на четное �02� и нечетное �

�
2� подпространства

�2���� � �02� � �
1
2�, причем �

0
2� является не только подпространством,

но и подалгеброй.
Рассмотрим отличные от нуля произведения �2��1�2� образующих

грассмановой алгебры �2���� при � � 1, 2, . . . ,	. Легко видеть, что
эти произведения обладают теми же свойствами, что и образующие
�� � �2��1�2�, � � 1, 2, . . . ,	� Таким образом, алгебра Пименова �����
есть подалгебра четной части �02� грассмановой алгебры �2����� Отме-
тим также, что четные произведения грассмановых антикоммутирую-
щих образующих называют еще параграссмановыми переменными. Эти
переменные используются для классического и квантового описания
массивных и безмассовых частиц с целым спином [18, 19, 37], а также
в теории струн [40].
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1.2. Ортогональные группы и алгебры Кэли–Клейна

1.2.1. Три фундаментальные геометрии на прямой. Введем
эллиптическую геометрию на прямой. Вращения ��� � �������:

��
�

0 � ��0 	
��
� � ��1 ����

�,
��

�

1 � ��0 ����
� � ��1 	
��

� (1.8)

из группы �
�2� переводят окружность ��1 � ���20 � ��21 � 1	 на евкли-
довой плоскости �2 в себя. Отождествим диаметрально противополож-
ные точки окружности и введем внутреннюю координату �� � ��1��

�
0 �

Тогда вращениям (1.8) в �2 при �� � �� �2, �2� отвечают преобразо-
вания

��
�

�
#� � ��

1� #���
, �� � �
��, �� � � , (1.9)

которые образуют группу переносов (группу движений) !1 эллиптиче-
ской прямой с законом композиции

��
�

�
�� � ��1
1� ����1

� (1.10)

Рассмотрим представление группы �
�2� в пространстве диффе-
ренцируемых функций на �2, определяемое левыми сдвигами

" ������������ � ����1�������� (1.11)

Генератор (инфинитезимальный оператор) представления

#������ �
"�$ ���%����� ���

"%�
����0, (1.12)

отвечающий преобразованию (1.8), легко найти:

#����0,�
�
1� � ��1

�

� �0
� ��0

�

� �1
� (1.13)

Для представления группы !1 левыми сдвигами в пространстве диф-
ференцируемых функций на эллиптической прямой генератор $�, от-
вечающий преобразованию (1.9), имеет вид

$����� � �1� ��2�
�

�#�
� (1.14)

Отметим также, что вращениям ����� � �
�2� отвечает матричный
генератор

% � �

�
0 �1
1 0

�
� (1.15)

Преобразование евклидовой плоскости �2, заключающееся в умно-
жении декартовой координаты �1 на параметр �1,

� � �2 � �2��1�

���0 � �0, ���1 � �1�1, (1.16)
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где �1 � 1, �1, &, переводит �2 в плоскость �2��1�, геометрия которой
определяется метрикой �2��1� � �20 � �21�

2
1� Легко видеть, что при �1 � &

получаем плоскость Минковского, а при �1 � �1 — плоскость Галилея.
Наша основная идея состоит в том, что преобразование геометрий

(1.16) индуцирует преобразование соответствующих групп движений и
их алгебр. Покажем, как можно естественно получить эти преобразо-
вания.
Мероопределение углов на евклидовой плоскости �2 определяет-

ся отношением ��1��
�
0, которое при преобразовании (1.16) переходит

в �1�1��0, т. е. углы преобразуются по закону ��� � �1�� Звездоч-
кой мы отмечаем исходные величины (координаты, углы, генераторы
и т. д.), а преобразованные величины обозначаются тем же символом
без звездочки. Заменим в (1.8) координаты согласно (1.16), а углы —
по найденному закону преобразования и умножим обе части второго
уравнения на ��11 , получим вращения на плоскости �2��1�:

��0 � �0 	
� �1�� �1�1 ��� �1�,

��1 � �0
1
�1
��� �1�� �1 	
� �1�,

(1.17)

которые образуют группу �
�2; �1�� Согласно (1.3), 	
� �1� � 1,
��� �1� � �1�, поэтому преобразования из группы �
�2; �1� есть
преобразования Галилея, а элементы из группы �
�2; &� есть
преобразования Лоренца, если интерпретировать �0 как время, а �1
как пространственную координату. Область задания ���1� группового
параметра � такова: ��1� � �� �2, �2�, ���1� � ��&� � � �
Вращения (1.17) сохраняют окружность �1��1� � ��20 � �21�

2
1 � 1	

(рис. 1.1) на плоскости �2��1�� Отождествление диаметрально проти-
воположных точек дает полуокружность (при �1 � 1) и связную компо-
ненту сферы (окружности), проходящую через точку ��0 � 1, �1 � 0�,
при �1 � �1, &� Внутренняя координата �� на окружности преобразуется
по правилу ��� � �1�� Подставляя в (1.9) и сокращая обе части на �1,
получаем формулу для переносов на прямой

�� �
# � �

1� �1#�
, � �

1
�1
�
 �1� � ', (1.18)

которые образуют группу !1��1� — группу движений эллиптической
прямой �1�1� при �1 � 1, параболической прямой �1��1� при �1 � �1,
гиперболической прямой �1�&� при �1 � &�
В пространстве дифференцируемых функций на �2��1� генератор

#��� представления группы �
�2; �1� определяется формулой (1.12),
в которой все величины берутся без звездочек. При преобразовании
(1.16) производная (�(�� переходит в ��11 �(�(��, поэтому для полу-
чения производной (�(� генератор #� следует умножить на �1, т. е.
генераторы #����� и #��� связаны преобразованием

#��� � �1#
������ � �21�1

�

� 0
� �0

�

� 1
� (1.19)
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Рис. 1.1. Окружности единичного радиуса на плоскости �2��1�

По такому же закону преобразуется генератор $:

$��� � �1$
������ � �1� �21�

2�
�

�#
� (1.20)

Легко находится закон преобразования матричного генератора враще-
ний %

% � �1%
���� � �1

�
0 ��1
��11 0

�
�

�
0 ��21
1 0

�
� (1.21)

Формулы (1.17)–(1.21) описывают пространство и группу Кэли–
Клейна традиционно — с помощью вещественных координат, генерато-
ров и т. д. Такой подход использовался в монографии [28]. Существует
другой способ описания пространств Кэли–Клейна с помощью имено-
ванных (т. е. имеющих наименование: вещественные, нильпотентные,
мнимые) координат вида �1�1, когда при замене в (1.8) координат
согласно (1.16) и углов по закону ��� � �1� обе части второго урав-
нения не умножаются на ��11 . Тогда вращения на плоскости �2��1�
с координатами �0, �1�1 запишутся в виде�

��0
�1�

�
1

�
�

�
	
� �1� � ��� �1�
��� �1� 	
� �1�

��
�0

�1�1

�
� (1.22)

Они образуют группу �
�2; �1�, матричный генератор которой имеет
вид

% � �1%
� �

�
0 ��1
�1 0

�
� (1.23)

Символ % � вместо % ���� в (1.21) означает, что генератор % � (1.15) не
преобразуется. Именно второй подход будет в основном использоваться
в настоящей монографии. Одно из его преимуществ состоит в том, что
при �1 � �1 матрица вращений (1.22) из группы �
�2; �1�, равная�

1 ��1�
�1� 1

�
, (1.24)

зависит от группового параметра �, тогда как при �1 � 0 она равна
единичной матрице.
Группа движений !1��1� пространства Кэли–Клейна �1��1� тесно

связана с группой вращений �
�2; �1� в пространстве �2��1�� Поэтому
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в дальнейшем под пространством Кэли–Клейна будем понимать как
�1��1�, так и �2��1�, а под группами их движений — как !1��1�, так и
�
�2; �1�� Такому же правилу будем следовать и в случае пространств
высшей размерности.
Простейшие группы �
�2; �1�, !1��1� рассмотрены подробно, так

как в этом случае основные идеи метода переходов проявляются в
наиболее ясном виде. Эти идеи таковы: а) определяем преобразование
типа (1.16) от евклидова пространства к произвольному простран-
ству Кэли–Клейна; б) находим законы преобразования движений, ге-
нераторов и т. д.; в) получаем движения, генераторы и т. п. группы
Кэли–Клейна из соответствующих величин классической группы. Про-
стой метод переходов позволяет описать все группы Кэли–Клейна дан-
ной размерности исходя из классической группы той же размерности.

1.2.2. Девять групп Кэли–Клейна. Отображение

� � �3 � �3���

���0 � �0, ���1 � �1�1, ���2 � �1�2�2, (1.25)

где � � ��1, �2�, �1 � 1, �1, &, �2 � 1, �2, &, переводит трехмерное евклидово
пространство в пространства �3���, на сферах (или связных компонен-
тах сфер)

�2��� � ��20 � �21�
2
1 � �21�

2
2�
2
2 � 1	 (1.26)

которых реализуются девять геометрий плоскостей Кэли–Клейна.
Связь геометрий и значений параметров � ясна из рис.1.2.
Угол поворота ��	 в координатной плоскости ���,�		, � � 
,

�, 
 � 0, 1, 2, определяется отношением �	��� и преобразуется при отоб-
ражении (1.25) как замена ���	 � ��	��, 
�, где обозначено

�&, �� �
����
,���

������
,��	1

��, ��, �� � 1� (1.27)

Поэтому для однопараметрических вращений в плоскости ���,�		 про-
странства �3��� получаем

�0, ����� � ���0, �� 	
� ���	��, 
��� �	�0, 
� ��� ���	��, 
�� ,

�0, 
���	 � ���0, �� ������	��, 
�� � �	�0, 
� 	
����	��, 
��, (1.28)

а остальные координаты не меняются: ��� � ��, � �� �, 
�
Матричные генераторы вращений (1.28) легко находятся и имеют

вид

%01 � �1%
�
01 �

�
0 ��1 0
�1 0 0
0 0 0

�
, %12 � �2%

�
12 �

�
0 0 0
0 0 ��2
0 �2 0

�
,

%02 � �1�2%
�
02 �

�
0 0 ��1�2
0 0 0
�1�2 0 0

�
� (1.29)
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1

i

1 i

анти-де Ситтера Минковского де Ситтера

Ньютона (+) Галилея Ньютона ���
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r 1

Евклида Лобачевского

r 1 r 1

r 1 r 1 r 1

r 1 r 1 r 1

r 2 r 2 r 2

r 2 r 2 r 2

r 2 r 2 r 2

j 1

j 2
� 1

�2

Рис. 1.2. Плоскости Кэли–Клейна. Слои изображены жирными линиями. Све-
товые конусы в �1� 1� кинематиках указаны пунктиром. Внутренние коорди-

наты &1 �  1' 0, &2 �  2' 0

Они образуют базис алгебры Ли 
��3; ��� Закон преобразования ге-
нераторов представления группы �
�3; �� в пространстве дифферен-
цируемых функций на �3��� левыми сдвигами совпадает с законом
преобразования параметров ��	 и имеет вид [21, 23]:

#�	��� � ��, 
�#�
�	���

��, (1.30)

а сами генераторы равны

#�	��� � ��, 
�2�	
�

� �
� ��

�

� �
� (1.31)

Зная генераторы, можно вычислить их коммутаторы. Но эти ком-
мутаторы можно получить непосредственно из коммутационных соот-
ношений алгебры 
��3�� Введем новые обозначения для генераторов
#�
01 � )�, #�

02 � * �, #�
12 � +�� Как хорошо известно, коммутаторы
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алгебры Ли 
��3� равны

�)�,* �� � +�, �* �,+�� � )�, �)�,+�� � �* �� (1.32)

Генераторы алгебры 
��3� преобразуются по закону ) � �1)
�,* �

� �1�2*
�, + � �2+

�, т. е. )� � ��11 ), * � � ��11 ��12 * , +� � ��12 +�
Подставив эти выражения в (1.32) и избавившись от неопределенных
выражений, умножая коммутатор на коэффициент, равный знаменате-
лю в левой части равенства, т. е. первый на �21�2, второй на �1�

2
2 , третий

на �1�2, получим коммутаторы алгебры Ли группы �
�3; ��:

�),* � � �21+, �* ,+� � �22), �),+� � �*� (1.33)

Пространства Кэли–Клейна �2��� (или пространства постоянной
кривизны) при �1 � 1, �1, &, �2 � �2, & могут моделировать двумерные ки-
нематики, т. е. геометрии пространства–времени. При этом внутренняя
координата , � �1��0 интерпретируется как временнáя ось, а внутрен-
няя координата � � �2��0 интерпретируется как пространственная ось.
Тогда ) есть генератор переноса вдоль оси времени, * — генератор
пространственного переноса, + — генератор преобразования Галилея
при �2 � �2 или преобразования Лоренца при �2 � &�
Требование, чтобы конечные формулы не содержали деления на

нильпотентные единицы, подсказывает способ нахождения закона пре-
образования алгебраических конструкций. Пусть алгебраическая ве-
личина -� � -��.�1, . . . ,.

�
�� выражается через величины .�1, . . . ,.

�
�,

закон преобразования которых при отображении � известен, например:
.1 � /1.

�
1, . . ..� � /�.

�
�, где /1, . . . ,/� представляют собой некоторые

произведения параметров �. Подставляя .�1 � /�11 .1, . . . ,.�� � /�1� .�

в формулу для -�, получаем формулу -��/�11 .1, . . . ,/
�1
� .��, содержа-

щую, вообще говоря, неопределенные выражения, когда параметры �
равны нильпотентным единицам. Поэтому последнюю формулу нужно
умножить на такой минимальный коэффициент / , чтобы конечная
формула не содержала неопределенных выражений:

- � /-��/�11 .1, . . . ,/
�1
� .��� (1.34)

Тогда (1.34) представляет собой закон преобразования величины - при
отображении �.
Этот прием, непосредственно вытекающий из определения равен-

ства элементов алгебры Пименова ����� , оказывается весьма полез-
ным и будет широко использоваться в дальнейшем. Закон преобразо-
вания (1.34) алгебраической величины -, установленный из условия
отсутствия неопределенных выражений при нильпотентных значениях
параметров �, автоматически выполняется при мнимых значениях этих
параметров.
Проиллюстрируем его на примере оператора Казимира. Единствен-

ный оператор Казимира алгебры 
��3� равен

0�
2 �)

�, . . .� � )�2 � * �2 �+�2� (1.35)
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Подставив )� � ��11 ), * � � ��11 ��12 * , +� � ��12 + в (1.35), получим

0�
2 ��

�1
1 ), . . .� � ��21 )2 � ��21 ��22 * 2 � ��22 +2� (1.36)

Наиболее сингулярный коэффициент, когда �1 � �1 и �2 � �2, есть ко-
эффициент ��1�2��2 при слагаемом * 2� Домножив обе части уравнения
(1.36) на ��1�2�2, мы избавимся от неопределенных выражений, а также
найдем закон преобразования и вид операторов Казимира алгебры

��3; ��:

02��;), . . .� � �21�
2
20

�
2 ��

�1
1 ), . . .� � �22)

2 � * 2 � �21+
2� (1.37)

Как хорошо известно, оператор Казимира двумерной алгебры Галилея

��3; �1, �2� равен 02��1, �2� � * 2 (см., например, [179]), алгебры Пуан-
каре 
��3; �1, &� равен 0��1, &� � * 2 � )2, алгебры 
��3; &; 1� � 
��2, 1�
равен 02�&, 1� � )2 � * 2 �+2 (см. [195]). Все эти операторы Казимира
получаются из формулы (1.37) при соответствующих значениях пара-
метров ��
Матричные генераторы (1.29) образуют базис фундаментального

представления алгебры Ли 
��3; �� группы �
�3; ��� Общему элементу

% ��; �� � �1%01 � �2%02 � �3%12 �

�
0 ��1�1 ��1�2�2

�1�1 0 ��2�3
�1�2�2 �2�3 0

�
(1.38)

алгебры 
��3; �� с помощью экспоненциального отображения сопостав-
ляется конечное вращение ���; �� � ���% ��; �� вида

���; �� � 1 	
���� � % ��; ��
��� &

&
� % ���, ��

1� �	� &

&2
,

% ���; �� �

	
 �22�
2
3 ��1�22�2�3 �1�2�1�3

��1�22�2�3 �21�
2
2�
2
2 ��21�2�1�2

�1�2�1�3 ��21�2�1�2 �21�
2
1

�� ,
�2 � �21�

2
1 � �21�

2
2�
2
2 � �22�

2
3, (1.39)

действующее на вектор ��0, �1�1, �1�2�2�� � �3��� с именованными ком-
понентами.
Недостатком параметризации (1.38), (1.39) является сложность за-

кона композиции параметров � при групповом умножении. В работе
[81] предложена параметризация группы вращений �
�3�, в которой
закон композиции имеет особенно простой вид. Можно построить ана-
логи параметризации Федорова для всех групп �
�3; �� [24]. Матрица
конечного вращения группы �
�3; �� записывается в виде

���; �� �
1� (����

1� (����
� 1� 2

(���� � (�2���

1� (2���
,
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����� �

	
 0 ��21�3 �21�
2
2�2

�3 0 ��22�1��2 �1 0

�� ,
�2��� � �22�

2
1 � �21�

2
2�
2
2 � �21�

2
3, (1.40)

а матрице �����; �� � ���; ������; �� отвечают параметры ���, которые
выражаются через � и �� формулой

��� �
�� �� � 
�, ���	
1� ��, ���	

� (1.41)

Здесь скалярное произведение векторов � и �� дается формулой (1.40),
а векторное произведение равно

��, ���
 � ��21 ��, �
��1, ��, ���2, �

2
2 ��, �

��3�, (1.42)

где ��, ���� есть компоненты обычного векторного произведения.
В работе [164] введена операция контракции (contraction: сокраще-

ние, сжатие, предельный переход) алгебр Ли, групп Ли и их представ-
лений. При этой операции генераторы исходной алгебры подвергаются
преобразованию, зависящему от некоторого параметра �, такому, что
при � �� 0 это преобразование несингулярно, а при � � 0 становится
сингулярным. Если существуют пределы при � � 0 преобразованных
генераторов, то они являются генераторами новой (контрактированной)
алгебры, неизоморфной исходной. Заметим, что преобразование (1.30)
генераторов алгебры 
��3� при нильпотентных значениях параметров
� является контракцией Вигнера–Иненю. Действительно, #�

�	���
��

есть сингулярно преобразованный генератор исходной алгебры 
��3�,
произведение ��, 
� играет роль стремящегося к нулю параметра �, а
результирующие генераторы #�	��� — генераторы контрактированной
алгебры 
��3; ���
Сопоставляя закон преобразования генераторов (1.30) и выражение

(1.38) для общего элемента алгебры 
��3�, устанавливаем, что при мни-
мых значениях параметров � некоторые из вещественных групповых
параметров �� становятся мнимыми, т. е. они аналитически продолжа-
ются из области действительных чисел в область комплексных чисел.
Ортогональная группа �
�3� при этом преобразуется в псевдоортого-
нальную группу �
��, 2�, �� 2 � 3� При нильпотентных значениях па-
раметров � вещественные групповые параметры �� становятся элемен-
тами алгебры Пименова ���� специального вида, что дает контракцию
группы �
�3�� Таким образом, с точки зрения преобразования групп
при отображении �, обе эти, на первый взгляд, разные, операции —
контракции и аналитические продолжения групп — имеют одну и ту
же природу, а именно продолжение групповых параметров из поля
вещественных чисел в поле комплексных чисел или в алгебру ����.
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1.2.3. Обобщение на высшие размерности. Геометрии Кэли–
Клейна размерности 	 реализуются на сферах

����� � ���,�� � �20 �
��

��1

�0, ��2�2� � 1	 (1.43)

в пространствах ��	1���, которые получаются из евклидова простран-
ства ��	1 отображением

� � ��	1 � ��	1���

���0 � �0, ���� � �0, ����, � � 1, 2, . . . ,	, (1.44)

где � � ��1, . . . , ���, �� � 1, ��, &, � � 1, 2, . . . ,	� Если все �� � 1, то � —
тождественное отображение, если все или некоторые �� � &, а осталь-
ные параметры равны 1, то получаем псевдоевклидовы пространства
различной сигнатуры. Пространство ��	1��� называем нерасслоенным,
если ни один из параметров �1, . . . , �� не принимает нильпотентного
значения.
Определение 1.2.1. Пространство ��	1��� называем ��1, �2, . . . , ���-
расслоенным, если 1 � �1 � �2 � . . . � �� � 	 и ��1 � ��1 , . . . , ��� � ��� ,
а остальные �� � 1, &�
Эти расслоения тривиальны [7] и характеризуются набором по-

следовательно вложенных проекций ��1, ��2, . . . , ���, причем для ��1
базой является подпространство, натянутое на ��0,�1, . . . ,��1�1	, а
слоем — подпространство, натянутое на ���1 ,��1	1, . . .��	, для ��2
базой является подпространство ���1 ,��1	1, . . . ,��2�1	, а слоем — под-
пространство ���2 ,��1	1, . . . ,��	 и т. д.
Расслоение в пространстве ��	1���, с математической точки зре-

ния, является тривиальным расслоением [7], т. е. глобально оно устро-
ено так же, как и локально. С физической точки зрения, рассло-
ение дает возможность моделировать величины разных физических
размерностей. Например, пространство Галилея, реализуемое на сфере
�4��1, �2, 1, 1�, позволяет моделировать время , � �1, �,� � с и простран-
ство �3 � ��2,�3,�4	, ���� � cм, � � 2, 3, 4�
Определение 1.2.2. Группа �
�	� 1; �� состоит из всех преобразова-
ний пространства ��	1��� с единичным детерминантом, сохраняющих
квадратичную форму (1.43).
Совокупность всех возможных значений параметров � дает 3� раз-

личных пространств ��	1��� и геометрий Кэли–Клейна �����. Про-
странства с одинаковой сигнатурой изоморфны (соответственно изо-
морфны и их группы движений). Обычно принято рассматривать про-
странства с точностью до изоморфизма, т. е. отождествлять, скажем,
пространство �3�1, &� с метрикой �20 � �21 � �22 и пространство �3�&, &�
с метрикой �20 � �21 � �22� Мы же зафиксировали координатные оси в
��	1���, присвоив им постоянные номера, поэтому у нас пространства
�3�1, &� и �3�&, &�, соответственно группы �
�3; 1, &� и �
�3; &, &� раз-
личны. Это сделано для удобства приложений развиваемого метода.
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Действительно, приложение того или иного абстрактного мате-
матического формализма в конкретной науке означает прежде всего
содержательную интерпретацию основных математических конструк-
ций. Например, интепретировав в пространстве �4�&, 1, 1� с метрикой
�20 � �21 � �22 � �23 первую декартову координатную ось �0 как ось
времени, а остальные �1,�2,�3 как пространственные оси, получим ки-
нематику (модель пространства–времени) специальной теории относи-
тельности. В нашем случае, поскольку мы не рассматриваем какую-то
конкретную модель, роль содержательной интерпретации играют номе-
ра декартовых координатных осей рассматриваемого пространства —
ось номер один, ось номер два и т. д.
Вращения в двумерной плоскости ���,�		, закон преобразова-

ния генераторов представления и их вид даются формулами (1.28),
(1.30), (1.31) соответственно, где �, 
 � 0, 1, . . . ,	, � � 
� Отличные
от нуля элементы матричных генераторов вращений равны: �%�	�	� �
� � �%�	��	 � ��, 
�� Коммутационные соотношения в алгебре Ли

��	� 1; �� проще всего получить из коммутаторов алгебры 
��	� 1�,
как это сделано в разделе 1.2.2. Ненулевые коммутаторы равны

�#�1	1 ,#�2	2 � �


�� ��1, 
1�2#	1	2 , �1 � �2, 
1 � 
2,
��2, 
2�2#�1�2 , �1 � �2, 
1 � 
2,
�#�1	2 , �1 � �2 � 
1 � 
2�

(1.45)

Алгебра 
��	 � 1� имеет ��	 � 1��2� независимых операторов Ка-
зимира, где ��� означает целую часть числа �� При четном 	 � 2�
операторы Казимира, как известно [1], выражаются формулами

�0�
2��#

�
�	� �

��
�1,...,���0

#�
�1�2

#�
�2�3

. . .#�
�2��1

, (1.46)

где � � 1, 2, . . . , �� При нечетном 	 � 2� � 1 к ним добавляется оператор

0 ��
� �#

�
�	� �

��
�1,...,���0

��1�2...��#
�
�1�2

#�
�3�4

. . .#�
�����1 , (1.47)

где ��1...�� — полностью антисимметричный единичный тензор.
Другой способ определения оператора Казимира 0�

2� [12] состоит
в том, чтобы рассматривать его как сумму главных миноров порядка
2� антисимметричной матрицы ., составленной из генераторов #�

�	:
�.��	 � #�

�	, �.�	� � �#�
�	�

Чтобы получить операторы Казимира алгебры 
��	 � 1; ��, ис-
пользуем прием, изложенный в разделе 1.2.2. Из (1.30) находим
#�
�	 � ��, 
��1#�	 и подставляем в (1.46). Наиболее сингулярный ко-

эффициент �0,	��2� имеет слагаемое #0�#�0 . . .#�0 в (1.46). Чтобы
избавиться от него минимальным образом, умножаем �0�

2� на �0,	�
2�.
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Таким образом, закон преобразования операторов Казимира �02� имеет
вид �02���;#�	� � �0,	�2� �0�

2����, 
�
�1#�	�, (1.48)

а сами операторы Казимира выражаются формулой

�02���� � ��
�1,...,�2��0

�0,	�2�
2��
��1

���, 
���1#�1�2 . . .#�2��1 , (1.49)

где �� � ������, ��	1�, 
� � ������, ��	1�, 3 � 1, 2, . . . , 2� � 1, �2� �
� �����1, �2��, 
2� � �����1, �2���
Для операторов 02� и 0 �

� хорошо определенное выражение, не со-
держащее сингулярных слагаемых, получается при умножении их на
коэффициент 2, равный наименьшему общему знаменателю коэффици-
ентов при слагаемых, возникающих после замены генераторов #� на
#� Этот наименьший общий знаменатель можно найти по индукции
[22]. Приведем окончательные выражения для закона преобразования
этих операторов Казимира:

02���;#�	� �

�
��1�
��1

�2�� �2����	1

���	1�
���

�2��

�
0�
2��#�	��, 
��1�,

� � 1, 2, . . . , �,

0 �
���;#�	� �

�
�
��	1��2
��	1��2

���1��2�
��1

��������	1

�
0 ��
� �#�	��, 
��1�� (1.50)

Оператор 02���� (или 0 ����) коммутирует со всеми генераторами
#�	 алгебры 
��	 � 1; ��� Действительно, когда вычисляем нулевой
коммутатор �0�

2�,#
�
�	�, то получаем слагаемые одного вида, но с раз-

ными знаками. При преобразованиях (1.30), (1.48) оба слагаемых
умножаются на одну и ту же комбинацию параметров, образованную
произведением параметров в четных степенях. Поэтому оба слагаемых
либо меняют знак, либо не изменяют знака, но во всех случаях сумма
равна нулю. Кроме того, операторы 02���� при � � 1, 2, . . . , � линейно
независимы, так как образованы генераторами #�	 в разных степенях.
Следующий вопрос, который нужно выяснить, исчерпывают ли

��	 � 1��2� операторов Казимира (1.50) все инвариантные операторы
алгебры 
��	� 1; ��� Ответ дает следующая теорема.
Теорема 1.2.1. При любых значениях параметров � число инвари-
антных операторов алгебры 
��	� 1; �� равно ��	� 1��2��
Доказательство приведено в работе [28]. Из теоремы следует, что

все инвариантные операторы алгебры 
��	 � 1; �� полиномиальны и
даются формулами (1.50).
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1.3. Унитарные группы и алгебры Кэли–Клейна

1.3.1. Определение, генераторы, коммутаторы. Специальные
унитарные группы ���	 � 1; �� связаны с комплексными простран-
ствами Кэли–Клейна ��	1���, которые получаются из �	� 1�-мерного
комплексного пространства ��	1 отображением

� � ��	1 � ��	1���

�4�0 � 4�0 , �4�� � �0, ��4�, � � 1, 2, . . . ,	, (1.51)

где 4�0 , 4
�
� � ��	1, 40, 4� � ��	1��� — компексные декартовы координа-

ты, � � ��1, . . . , ���, каждый из параметров �� принимает три значения
�� � 1, ��, &� Квадратичная форма �4�, 4�� �

��
��0 �4���2 пространства

��	1 переходит при отображении (1.51) в квадратичную форму про-
странства ��	1��� вида

�4, 4� � �40�2 �
��

��1

�0, ��2�4��2� (1.52)

Здесь �4�� � ��2� � 52��
1�2 — абсолютная величина комплексного числа

4� � �� � �5�, комплексный вектор 4 � �40, 41, . . . , 4���
Определение комплексного расслоенного пространства такое же,

как и для вещественного пространства в разделе 1.2.3.
Определение 1.3.1. Группа ���	� 1; �� состоит из всех преобразова-
ний пространства ��	1��� с единичным детерминантом, сохраняющих
квадратичную форму (1.52).
В ��1, �2, . . . , ���-расслоенном пространстве ��	1��� имеем � � 1

квадратичную форму, сохраняющуюся при преобразованиях из груп-
пы ���	� 1; ��� При преобразованиях, не затрагивающих координаты
40, 41, . . . , 4���1, остается инвариантная форма

�4, 4�		1 �
���1�1�
����

��	, ��2�4��2, (1.53)

где 
 � 0, 1, . . . , �, �0 � 0� При 
 � � суммирование ведется до 	�
Отображение (1.51) индуцирует переход классической группы

���	� 1� в группу ���	 � 1; ��, соответственно алгебры 
��	 � 1� в
алгебру 
��	 � 1; ��� Все �	 � 1�2 � 1 генераторов алгебры 
��	 � 1�
являются эрмитовыми матрицами. Однако, поскольку коммутаторы
для эрмитовых генераторов не имеют симметричного вида, обычно
переходят к матричным генераторам .���, �,� � 0, 1, 2, . . . ,	 общей
линейной алгебры ���	1�'�, таким, что �.������ � 1, а остальные
матричные элементы равны нулю. (Звездочка в .� означает, что
.� есть генератор исходной классической группы.) Коммутаторы
генераторов .� равны

�.���,.
�
��� � Æ��.

�
�� � Æ��.

�
��, (1.54)
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где Æ�� — символ Кронекера. Независимые эрмитовы генераторы ал-
гебры 
��	� 1� задаются формулами

-�
�	 �

)

2
�.��	 �.�	��, 6��	 �

1
2
�.�	� �.��	�,

* �
� �

)

2
�.���1,��1 �.����, (1.55)

где � � 0, 1, . . . ,	� 1, 
 � � � 1, � � 2, . . . ,	, � � 1, 2, . . . ,	�
Матричные генераторы .� при отображении (1.51) преобразуются

следующим образом:

.�	��� � ��, 
�.��	, .����� � .���� (1.56)

Коммутаторы генераторов .��� легко находятся [25] и равны

�.��,.��� � ��,����, 2�
�
Æ��.����, 2��1 � Æ��.����, ���1

�
� (1.57)

Точно так же преобразуются эрмитовы генераторы (1.55) при переходе
от алгебры 
��	 � 1� к алгебре 
��	 � 1; ��, что дает вид матричных
генераторов алгебры 
��	� 1; �� для случая, когда группа ���	� 1; ��
действует в пространстве 0�	1��� c именованными координатами

-�	��� � ��, 
�-�
�	, 6�	��� � ��, 
�6��	, *���� � * �

� � (1.58)

Коммутационные соотношения для этих генераторов не приводим из-за
громоздкости выражения [25]. Они могут быть найдены с помощью
(1.57).
Укажем еще одну реализацию генераторов унитарной алгебры. Если

группа !6�	1 действует левыми сдвигами в пространстве аналитиче-
ских функций, заданных на ��	1, то генераторы ее алгебры имеют вид

#�
�� � 4��7��, где 7�� �

�

���

� Эрмитовы генераторы алгебры 
��	 � 1�

выражаются через #�
�� формулами (1.55), в которых нужно заменить

.� на #�� При отображении � они преобразуются по закону

$�� � ��, ��$�����4
��, (1.59)

где $�� � -�	, 6�	, *� � *��� Аналогично преобразуются генераторы
#�
��, что дает

#�� � 4�7�, #	� � 4�7	, #�	 � ��, 
�24	7�, (1.60)

где � � 1, 2, . . . ,	, �, 
 � 0, 1, . . . ,	, � � 
�
Матричные генераторы (1.58) образуют базис алгебры 
��	� 1; ���

Общему элементу алгебры

$��,	,
; �� �
���	1��2�

��1

���-���� � 3�6����� �
��

��1

��*�, (1.61)
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где индекс , связан с индексами �, 
, � � 
, соотношением

, � 
� ��	� 1�� &�& � 1�
2

, (1.62)

а групповые параметры ��, 3�,�� вещественны, отвечает конечное груп-
повое преобразование из группы ���	� 1; �� вида

8 ��,	,
; �� � ����$��,	,
; ��	� (1.63)

По теореме Кэли–Гамильтона [48] матрица 8 алгебраически выража-
ется через матрицы $�, � � 0, 1, 2, . . . ,	, однако получить ее явный
вид удается лишь для групп ���2; �1� и ���3; �1, �2�, которые рассмот-
рим в следующем разделе.

1.3.2. Унитарная группа ���2; �1�. Простейшей из унитарных
групп Кэли–Клейна является группа ���2; �1��
Определение 1.3.2. Множество преобразований пространства �2��1�,
оставляющих инвариантной форму �40�2 � �21 �41�2, образуют специаль-
ную унитарную группу Кэли–Клейна ���2; �1��
Если группа ���2; �1� действует на именованные координаты

40, �141 пространства �2���, то ее элементы есть матрицы вида

���� �

�
9 ��:
�: 9

�
, ��� ���� � �9�2 � �2�:�2 � 1� (1.64)

Здесь черта обозначает комплексное сопряжение. Образуя генераторы
алгебры 
��2; �1� по формулам (1.58), получаем

*1 �
)

2

�
1 0
0 �1

�
, -01 �

)

2

�
0 �1
�1 0

�
, 601 �

1
2

�
0 ��1
�1 0

�
,

(1.65)
причем коммутационные соотношения равны

�*1,-01� � 601, �601,*1� � -01, �-01,601� � �21*1� (1.66)

Генераторы (1.65) при �1 � 1 с точностью до множителей совпадают с
матрицами Паули. Отметим также, что для специальных унитарных ал-
гебр (групп) в комплексных пространствах Кэли–Клейна размерность
алгебр (групп) при любых (в том числе и нильпотентных) значениях
параметров остается неизменной.
Генераторам (1.65) отвечают однопараметрические подгруппы вида

�1��; �1� � ��� �-01��1� �

	
 	
�
1
2
�1� & ���

1
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�1�

& ���
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�2�
; �1� � ��� 
601��1� �

	
 	
�
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2
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 � ��� 12�1
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�1
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�� ,
2 Громов Н.А.
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�3��� � ����*1 �

�
�
��2 0

0 ��
��2

�
, (1.67)

а общему элементу $ � �-01 � 
601 � �*1 алгебры 
��2; �1� отвечает
конечное преобразование из группы ���2; �1�

��;,�; �1� � ���$ �

	
 	
�
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2
� &
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*

2
��1 +
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���
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�1
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���
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�

*

2
� &

#

*
���

*

2

�� ,
32��1� � �2 � �21 �;�2, ; � 
� &�� (1.68)

В параметризации Эйлера [9] преобразования из группы ���2; �1�
записываются в виде

���, <,=; �1� � �3��; �1��1�<; �1��3�=; �1� �

�

	
 �

���
2 	
� �1

,

2
��


���
2 & ��� �1

,

2

�

���
2 & ��� �1

,

2
��


���
2 	
� �1

,

2

�� , (1.69)

где групповые параметры — углы Эйлера — изменяются в пределах

0 � � � 2 , �2 � = � 2 , < � ���� �
�

�0, �, �1 � 1
�0,
�, �1 � �

��
, 0�, �1 � &�
(1.70)

Отметим, что при �1 � 1 матрицы ���, <,=; �1� совпадают с матрицами
(1.1.3–4), гл. III в [9], при �1 � & совпадают с матрицами (1.3.4–5),
гл. VI в [9], а при �1 � �1 дают описание евклидовой группы ���2; �1�
через углы Эйлера.

1.3.3. Представления группы ���2; �1�. Обозначим прост-
ранство бесконечно дифференцируемых, квадратично интегрируемых
функций на окружности символом 
��1� � ����
��	. Зададим операто-
ры представления, отвечающие матрицам (1.64) из группы ���2; �1�,
формулой

"������1�����
�� � �
9� �1:�

�
�
� 

	1
�
9� �1:�


�
� 

	1 �

�
-��� � �1.

-� �1.�
��

�
� (1.71)

При �1 � 1 эти операторы совпадают с операторами (2.1.10), гл. III

в [9], если положить > � � � 0,
1
2
, 1, . . . и, следовательно, описывают

неприводимые представления группы ���2�, если ограничить про-
странство 
�1� до конечномерного подпространства 
� � ����
�� �
�

��
���� ���


��	 тригонометрических многочленов. При �1 � & опера-
торы (1.71) совпадают с операторами (2.2.5), гл. VI в [9], если > � 0
и описывают неприводимые представления группы ���2; &� � ���1, 1�,

которые унитарны при > � � )

2
� ?, ? � ' (первая основная серия). По-

ложим �1 � �1 в (1.71) и учтем ограничение (1.64) на групповые пара-
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метры, которое в этом случае имеет вид �9�2 � 1, т. е. 9 � �
��2, : � 0�
Тогда (1.71) преобразуется:

"�����1�����

�� �

�
�
1� �12&Im�:���
��	��2�

� 

�1 �

�
�
��	���1� �12Re�:���
��	��2��

�
�
(1.72)

Учитывая, что �1 � �1��


�1 � ���� /

�1
���1 � �1��	 � ���� /

�1
�1��	 �

� ����>�	, ��� � �1�� � ���� � �1��
���� и отбрасывая в (1.72)

нильпотентные слагаемые, получаем для операторов представления
евклидовой группы ���2; �1� ���2� выражение

"�����1�����

�� � �2
���� 
����	�	��2��

�
�
��	��

�
, (1.73)

где ��
 : � �� �  �2� Заменим групповые параметры �,: на новые
групповые параметры ��, �, � по правилу: : � &; ��� &��2, где ; � ��
� &�, �;� � �, ��
 ; � �; тогда (1.73) запишем в виде

"�����1�����

�� � �2
�� 
��������

�
�
�����

�
, (1.74)

что при 2&> � ' совпадает с операторами неприводимого представления
евклидовой группы ��2� (сравни с (2.1.3) в [9]). Поскольку последние
унитарны при ' � &?, ? — вещественное число, то операторы (1.74)
унитарны при вещественных значениях >�
Итак, формула (1.71) дает единое описание операторов неприводи-

мых представлений трех групп: ���2�, ���1, 1� и группы ���2; �1�,
имеющей структуру полупрямого произведения абелевой подгруппы
�� , " � �-01,601	 и подгруппы �1 � ����*1, т. е. ���2; �1� � �����1�
Такие группы называются [200] неоднородными унитарными группами.
Группа ���2; �1� локально изоморфна евклидовой группе, представляю-
щей собой полупрямое произведение двумерной подгруппы трансляций
на подгруппу вращений плоскости.
Сложнее обстоит дело с единым описанием пространства непри-

водимого представления. Для некомпактных групп ���2; �1� или
���2; &� пространство неприводимого представления одно и то же

��� � 
�&� � 
, а именно: пространство бесконечно дифференци-
руемых квадратично интегрируемых функций на окружности, тогда
как для компактной группы ���2; 1� пространство 
 ограничивается
до конечномерного подпространства 
� � 
�1� тригонометрических
многочленов порядка �� Причина заключается в том, что контракция
(предельный переход) есть локальная операция, поэтому удается полу-
чить единое описание операторов неприводимых представлений (1.71),
а пространство неприводимого представления определяется глобаль-
ными свойствами группы (ее компактностью или некомпактностью),
поэтому строение пространства неприводимого представления необхо-
димо устанавливать отдельно для каждой группы.

2*
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Базис в пространстве 
��1� можно записать в виде ��� �,; �1� �
� 0�

� ��1��
�
��, где при �1 � �1, &, � � 0,
1,
2, . . . и 0�

� ��1� � 0�
� �&� � 1,

а при �1 � 1 имеем > � 0,
1
2
, 1, . . ., �> � � � > и 0�

� �1� � ��>� ����>�

� �����1�2. Скалярное произведение определяется формулой�
��� �,; �1�, �

�
��,; �1�

�
�

�
�
0�
� ��1�

��2 1
20

2��

0

��� �,; �1��
�

��,; �1�(, � Æ�� (1.75)

(сравни с (3.2.14), гл. III в [9] при �1 � 1, с (2.1.4), гл. IV в [9] при
�1 � �1 и с (2.7.4), гл. VI в [9] при �1 � &).
Операторы (1.71) реализуют неприводимые представления групп

���2; �1�, если > � 0,
1
2
, 1, . . . при �1 � 1 и > � � при �1 � �1, &� Эти

представления унитарны, если > � 0,
1
2
, 1, . . . при �1 � 1, > � � , > @ 0

при �1 � �1 и > � � )

2
� ?, ? � � при �1 � &� В последнем случае имеем

неприводимые представления первой основной серии группы ���1, 1�
(см. п.7, §2, гл. VI в [9]).
Рассмотрим матричные элементы неприводимых унитарных пред-

ставлений групп ���2; �1� в базисе ���� �,; �1�	� Используя (1.71), (1.75),
получаем

A�
������1�� �

�
"�����1���

�
� , �

�
�

�
�

�
1
���1�

1
���1�

1
20

2��

0

�
9� �1:�

�
�
� 

	1
�� �

9� �1:�

�
� 

	1
	�

�
������(,� (1.76)

Матрица оператора "���3��; �1�� является диагональной матрицей, ко-
нечной при �1 � 1 и бесконечной при �1 � �1, &, на главной диагонали
которой стоят числа �����&���� Поэтому из разложения Эйлера (1.69)
имеем

A�
������, <,=; �1�� � ��
���	���*�

���<; �1�, (1.77)

где *�
���<; �1� — матричный элемент, отвечающий подгруппе �1�<; �1�:

*�
���<; �1� �

1
���1�

1
���1�

1
20

2��

0

�
	
� �1

,

2
� ��
�& ��� �1

,

2

� 

	1
��

�

�
�
	
� �1

,

2
� �
�& ��� �1

,

2

� 

	1
	�

�
������(,� (1.78)

При �1 � 1 (1.78) совпадает с формулой (3.4.4), гл. III в [9], опреде-
ляющей функцию * �

���	
� <�, — частный случай многочленов Якоби
*
��,��
� �4� с целыми � и �� При �1 � & (1.78) совпадает с формулой (3.2.6),
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гл. VI в [9], определяющей функцию Якоби ��
���	� <�� Наконец, при

�1 � �1 имеем 0�
���1� � 0�

���1� � 1 и (1.78) перепишем в виде

*�
���<; �1� �

1
20

2��

0

�1� �1&< 	
� ,�


�1 �
������(, �

�
1
20

2��

0

�
�� 
�� �	
������(, � &���/����><�, (1.79)

совпадающем с матричным элементом евклидовой группы (см. §3,
гл. IV в [9] ). Здесь /���� — функция Бесселя 	-го порядка. Таким
образом, формула (1.78) дает единую запись матричных элементов
групп ���2�,��2� и ���1, 1��
Групповой закон умножения порождает функциональные соот-

ношения для матричных элементов представления. Эти соотноше-
ния также можно записать в едином виде. Рассмотрим, в част-
ности, теорему сложения для функций *�

���<; �1�� Из соотношения
���, <,=� � �1�0, <1, 0��2��2, <2, 0� находим выражение параметров Эй-
лера �, <,= через параметры <1, <2,�2 в виде

	
� �1< � 	
� �1<1 	
� �1<2 � ��� �1<1 ��� �1<2 	
��2,
�
� �

1
��� �1,

���� �1<1 	
� �1<2 � 	
� �1<1 ��� �1<2 	
���

�& ��� �1<2 ����2� ,

�
��	���2 �
1

�	� �1
�

2

�
	
� �1

,1
2
	
� �1

,2
2
�
�2�2�

� ��� �1 ,12 ��� �1
,2
2
��
�2�2

�
,

1

�21
���2 �1< �

1

�21
���2 �1<1 �

1

�21
���2 �1<2�

� 1
�21
���2 �1<1 ���

2 �1<2�1� 	
�
2 �2� �

1

2�21
��� 2�1<1 ��� 2�1<2 	
��2� (1.80)

Поскольку при �1 � �1 функция 	
� �1< � 1, то первая формула в
(1.80) вырождается в тождество 1 � 1, поэтому мы ее переписали в
эквивалентном виде с помощью синусов (последняя формула в (1.80)).
При �1 � 1 формулы (1.80) совпадают с формулами (4.1.6), гл. III в [9],
при �1 � & совпадают с формулами (4.1.4), гл. VI в [9], а при �1 � �1
принимают вид

<2 � <21<
2
2 � 2<1<2 	
��2, �
� �

1
,

�
<1 � <2�


�2
�
,

�
��	���2 � �
�2�2 (1.81)
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и совпадают с формулами (4.1.2), гл. IV в [9]. Для операторов пред-
ставления имеем "���� � "���1�"���2�, что дает следующее соотноше-
ние для матричных элементов:

A�
������, <,=�� �

�
�

A�
����1�0, <1, 0��A

�
����2��2, <2, 0��, (1.82)

где суммирование по � ведется от �> до > при �1 � 1 и от �
 до 

при �1 � �1, &� Учитывая, что согласно (1.77)

A�
����1� � *�

���<1; �1�, A�
����2� � ��
��2*�

���<2; �1�,

A�
����� � ��
���	���*�

���<; �1�, (1.83)

получаем теорему сложения для функций *�
���<; �1� в виде

��
���	���*�
���<; �1� �

�
�

��
��2*�
���<1; �1�*

�
���<2; �1�� (1.84)

Это выражение при �1 � 1 совпадает с теоремой сложения (4.1.7),
гл. III в [9] для полиномов Якоби, а при �1 � & совпадает с теоремой
сложения (4.1.6), гл. VI в [9] для функций Якоби. При �1 � �1, с учетом
соотношения (1.79), формула (1.84) принимает вид

�
��/��><� �
��

����

�
��2/����><1�/��><2�, (1.85)

где параметры <,� связаны с параметрами <1, <2,�2 формулами (1.81),
и дает теорему сложения для функций Бесселя (4.1.3), гл. IV в [9].
Аналогично можно записать в едином виде и другие свойства

матричных элементов, например выражение производящей функции
для матричных элементов *�

���<; �1�� Из соотношения (1.78) и формул
преобразования Фурье следует равенство

B �<, ��
�; �1� � 0�
���1�

�
	
� �1

,

2
� ��
�& ��� �1

,

2
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�
	
� �1

,

2
� �
�& ��� �1

,

2
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	�

��
�� �
�
�

*�
���<; �1�0

�
���1��

�
��,

(1.86)
где суммирование по � ведется от �> до > при �1 � 1 и от �
 до

 при �1 � �1, &, а коэффициенты 0�

���1� определены ранее. Формула
(1.86) показывает, что B �<, ��
�; �1� является производящей функцией
для *�

���<; �1�� Вводя переменную � � �
� при �1 � 1, получаем из
(1.86) формулу, совпадающую с выражением (5.1.3), гл. III в [9] для
производящей функции многочленов Якоби * �

���	
� <�� При �1 � &,
обозначая 4 � ��
�, получаем из (1.86) формулу (4.6.2), гл. VI в [9],
описывающую производящую функцию для функций Якоби ��

���	� <��
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При �1 � �1 равенство (1.86) дает выражение (4.5.2), гл. IV в [9]
производящей функции для функций Бесселя.
Таким образом, единое описание групп ���2; �1� порождает еди-

ное описание (1.71) операторов представлений и матричных элемен-
тов (1.73) этих операторов. Матричные элементы (1.75) операторов,
отвечающих подгруппе �1�<; �1�, при �1 � 1 дают многочлены Яко-
би * �

���	
� <�, аналитическое продолжение которых (при �1 � &), т. е.
� � > � 0, < � &<, приводит к функции Якоби ��

���	� <�� Контрак-
ция группы ���2� в группу Евклида ���2; �1� � ��2� индуцирует
предельный переход между матричными элементами — специальны-
ми функциями математической физики, а именно: многочлены Якоби
* �
���	
� <� переходят в функцию Бесселя /����><� (сравни [9], гл. IV,
§7, п.2, где рассмотрен предельный переход * �

��

�
	
�

&

�

�
� /������

при � � 
). Свойства специальных функций, имеющие групповую
природу, такие как теорема сложения (1.85), производящая функция
(1.86) и, очевидно, другие свойства также допускают единое описание.
Отдельного исследования для каждой конкретной группы требует,

однако, выяснение свойств, определяемых глобальным строением груп-
пы, таких как выбор пространств, в которых описанные представления
неприводимы, а также нахождение тех значений параметров >, харак-
теризующих представления, при которых эти представления унитарны.

1.3.4. Унитарная группа ���3; ��. Группа ���3; ��, � � ��1, �2�
состоит из преобразований, сохраняющих квадратичную форму �4, 4� �
� �40�2 � �21 �41�2 � �21�

2
2 �42�2� Матричные генераторы общей линейной

алгебры ��3���, согласно (1.56), имеют вид

.00 �

�
1 0 0
0 0 0
0 0 0

�
, .11 �

�
0 0 0
0 1 0
0 0 0

�
, .22 �

�
0 0 0
0 0 0
0 0 1

�
,

.10 �

�
0 0 0
�1 0 0
0 0 0

�
, .01 �

�
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, .21 �

�
0 0 0
0 0 0
0 �2 0

�
, .12 �

�
0 0 0
0 0 �2
0 0 0

�
,

(1.87)
а генераторы алгебры 
��3; ��, построенные из (1.87) по формулам
(1.58), равны

*1 �
)

2

�
1 0 0
0 �1 0
0 0 0

�
, *2 �

)

2

�
0 0 0
0 1 0
0 0 �1

�
,

-1 �
)

2

�
0 �1 0
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0 0 0

�
, 61 �

1
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�
0 ��1 0
�1 0 0
0 0 0

�
,
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-2 �
)

2

�
0 0 �1�2
0 0 0
�1�2 0 0

�
, 62 �

1
2

�
0 0 ��1�2
0 0 0
�1�2 0 0

�
,

-3 �
)

2

�
0 0 0
0 0 �2
0 �2 0

�
, 63 �

1
2

�
0 0 0
0 0 ��2
0 �2 0

�
, (1.88)

где обозначено -� � -0�, 6� � 60�, � � 1, 2, -3 � -12 63 � 612. Эти
генераторы удовлетворяют коммутационным соотношениям

�*1,*2� � 0, �*1,-1� � 61, �*1,61� � �-1, �*1,-2� � 1
2
62,

�*1,62� � �12-2, �*1,-3� � �1263, �*1,63� �
1
2
-3,

�*2,-1� � �1261, �*2,61� �
1
2
-1, �*2,-2� �

1
2
62,

�*2,62� � �12-2, �*2,-3� � 63, �*2,63� � �-3,
�-1,61� � �21 , �-2,62� � �21�

2
2�*1 � *2�, �-3,63� � �22*2,

�-1,62� � � �
2
1

2
-3, �-2,63� �

�22
2
-1, �61,-2� �

�21
2
-3,

�62,-3� � � �
2
2

2
-1, �-1,63� � �12-2, �-3,61� �

1
2
-2,

�-1,-2� �
�21
2
63, �-1,-3� �

1
2
62, �-2,-3� �

�22
2
61,

�61,62� �
�21
2
63, �61,63� � �1262, �62,63� �

�22
2
61� (1.89)

Контракции изменяют структуру группы (алгебры). Полагаем, ска-
жем, �1 � �1 в (1.89). Полученные коммутационные соотношения пока-
зывают, что простая классическая алгебра 
��3� приобретает структуру
полупрямой суммы, а именно: 
��3; �1, �2� � "����2; �2�, где коммута-
тивный идеал " натянут на генераторы -1, 61, -2, 62, а подалгебра
��2; �2�, натянутая на генераторы *1, *2, -3, 63, есть алгебра Ли уни-
тарной группы в комплексном пространстве Кэли–Клейна. Из коммута-
торов (1.89) при �1 � �1 устанавливаем, что �" ,��2; �2�� � " , как это и
должно быть для полупрямой суммы алгебр. Группа ���3; �1, �2� имеет
структуру полупрямого произведения ���3; �1, �2� � ����" �����2; �2� и
является так называемой неоднородной унитарной группой [200].
Общему элементу алгебры 
��3; �� вида

$��,	,
; �� �
3�

��1

���-� � 3�6�� � �1*1 � �2*2 �

�
1
2

�
&�1 ��1�31 � &�1� ��1�2�32 � &�2�

�1�31 � &�1� &��2 � �1� ��2�33 � &�3�
�1�2�32 � &�2� �2�33 � &�3� �&�2

�
�
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�
1
2

�
&�1 ��1,1 ��1�2,2
�1,1 &��2 � �1� ��2,3
�1�2,2 �2,3 �&�2

�
, (1.90)

где комплексные параметры ,� � 3� � &��, � � 1, 2, 3, а черта обо-
значает комплексное сопряжение, сопоставляется конечное групповое
преобразование

8 ��,
; �� � ����$��,
; ��	 � ���3; ��, (1.91)

действующее на векторы с именованными компонентами. Чтобы найти
матрицу 8 , воспользуемся теоремой Кэли–Гамильтона. Характеристи-
ческое уравнение ����$ � �13� � 0 матрицы $ является кубическим
уравнением

�3 � ��� 2 � 0,

� � �21 � �1�2 � �22 � �,�2���,
�,�2��� � �21 �,1�2 � �21�

2
2 �,2�2 � �22 �,3�2,

2 � �&�1�2��2 � �1� � &�2�
2
1 �,1�2 � &��2 � �1��

2
1�
2
2 �,2�2�

�&�1�22 �,3�2 � 2&�21�22 Im�,1,2,3�� (1.92)

Его корни даются выражением

�� �
3

�
� 2

2
�

��
2

2

�2
�
�
�

3

�3
�

�
3

�
� 2

2
�
��

2

2

�2
�
�
�

3

�3
� ��� � ���� , (1.93)

где ����
��
� � ���3, а индекс � � 1, 2, 3, нумерует три различных корня в

первом слагаемом. По теореме Кэли–Гамильтона находим

8 ��,
; �� � .13 �C$ � 0$2, (1.94)

4$2 �

	
 ��21 � �21 �,1�2 � �21�
2
2 �,2�2 ��1�&�2,1 � �22,2,3�

�1�&�2,1 � �22,2,3� ���2 � �1�
2 � �21 �,1�2 � �22 �,3�2

�1�2��&��2 � �1�,2 � ,1,3� ��2�&�1,3 � �21,1,2�

�1�2�&��2 � �1�,2 � ,1,3�
�2�&�1,3 � �21,1,2�

��22 � �21�
2
2 �,2�2 � �22 �,3�2

�� , (1.95)

а функции .,C,0 выражаются через корни �� характеристического
уравнения формулами

. � ��2�3��2 � �3� �����1�� �1�3��1 � �3� �����2��

��1�2��1 � �2� �����3�	�A,
C � ���22 � �23� �����1�� ��21 � �23� �����2��

���21 � �22� �����3�	�A,
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0 � ���2 � �3� �����1�� ��1 � �3� �����2��

���1 � �2� �����3�	�A,
A � ��1 � �2���1 � �3���2 � �3�� (1.96)

Поскольку ��$ � 0, то ���8 � 1 и мы имеем конечное групповое
преобразование, записанное в координатах второго рода.

1.3.5. Инвариантные операторы. Алгебра 
��	 � 1� имеет 	
независимых операторов Казимира вида

0�
� �

��
�0,...,���0

.����1.
�
�1�2

. . ..����� , � � 1, 2, . . . ,	� (1.97)

Чтобы найти инвариантные операторы алгебры 
��	� 1; ��, используем
прием, описанный в разделе 1.2.2. Для получения закона преобразова-
ния оператора Казимира при переходе от алгебры 
��	� 1� к алгебре

��	 � 1; �� заменим в (1.97) генераторы .� их выражениями через
генераторы .��� согласно (1.56) и домножим полученный оператор,
который обозначим 0�

� ���, на наиболее сингулярный коэффициент в
минус первой степени при слагаемых, входящих в (1.97). При четном
� � 22 наиболее сингулярный коэффициент �0,	��2� возникает при
слагаемом .0�.�0 . . ..�0.0�, а при нечетном � � 22 � 1 он стоит
при слагаемом .0�.�0 . . ..0�.�0, поэтому, в соответствии с (1.34),
операторы Казимира преобразуются следующим образом:

0���� � �0,	�2�0�
� ���, (1.98)

где � � 22 или � � 22 � 1� Используя (1.97) и (1.98), находим вид
инвариантных операторов алгебры 
��	� 1; ��

0���� �
��

��,...,���0
.�0�1.�1�2 . . ..���0

�0,��2�

�30, 3��

��1�
��0

���, ��	1�
�1, (1.99)

где � � 1, 2, . . . ,	�
В работе [25] теми же методами, что и в случае ортогональных

алгебр, доказана теорема.
Теорема 1.3.1. Для любого набора значений параметров � число
инвариантных операторов алгебры 
��	� 1; �� не превосходит 	�
Поскольку операторы (1.99) независимы при � � 1, 2, . . . ,	, то ал-

гебра 
��	� 1; �� имеет ровно 	 инвариантных операторов, явный вид
которых дается формулой (1.99).
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1.4. Симплектические группы и алгебры
Кэли–Клейна

1.4.1. Определение, генераторы, коммутаторы. Прежде
чем рассматривать симплектические группы ���	; �� в пространствах
Кэли–Клейна, рассмотрим пространство �����, которое получается из
	-мерного пространства Евклида �� отображением

� � �� � �����

���1 � �1, ���� � �0, � � 1���, � � 2, 3, . . . ,	, (1.100)

где �� � ��, � � �����, � � ��1, �2, . . . , ���1��
Определение 1.4.1. Группа ���	; �� состоит из преобразований 2	-
мерного пространства �����������, сохраняющих билинейную форму

��, 5� � �15�1 � ��151 �
��

��2

�0, � � 1�2���5�� � ���5��� (1.101)

Здесь декартовы координаты ��, 5�, � � 1, 2, . . . ,	 принадлежат
первому сомножителю в прямом произведении пространств, а ���, 5��
— второму.
Для ��1, . . . , ���-расслоенного пространства имеем � � 1 билиней-

ную форму, сохраняющихся при преобразованиях из группы ���	; ��,
а именно, при преобразованиях из ���	; ��, не затрагивающих коорди-
наты ��1, . . .������1�, остается инвариантной форма

��, 5�		1 �
���1�1�
����

��	 � 1,�� 1�2���5�� � ���5��, (1.102)

где 
 � 0, 1, . . . , �, �0 � 1� При 
 � � суммирование по � ведется до 	�
Генераторы # алгебры 
��	; �� получим из известных [1] генера-

торов #� классической симплектической алгебры 
��	� преобразова-
нием, индуцированным отображением (1.100). Рассмотрим как мат-
ричные генераторы #, связанные с преобразованиями в пространстве
�����������, так и генераторы #���, порождаемые действиями груп-
пы левыми сдвигами ���	; �� в пространстве дифференцируемых функ-
ций, заданных на �����������, т. е. ����� � ����1��� Из определения
генератора

#��� �
��

����

�
� ��
��

�
���0

7�, (1.103)

где �� � �����, ��0� � 1, � � ���	; ��, � � ����� � �����, находим
закон преобразования генераторов при переходе от алгебры 
��	� к
алгебре 
��	; ��:

#����� � ���� � 1, �3� � 1�#�
�����

��� (1.104)
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Преобразуя известные генераторы симплектической алгебры, полу-
чим генераторы алгебры 
��	; �� в виде

#����� � ���� � 1, �3� � 1�1	sign�����������7��
����� � 1, �3� � 1�1�sign����������������7��, (1.105)

где �� � sign���, т. е. �� � 1 при � @ 0, �� � 0 при � � 0, �� �
� �1, при � � 0, �, 3 � 
1, . . . ,
	� Генераторы (1.105) не являются
независимыми. Они связаны свойством симметрии

#����� � �����#��,������ (1.106)

Размерность алгебры 
��	; �� равна 	�2	 � 1� при любом наборе зна-
чений параметров � и в качестве независимых выберем следующие
генераторы:

#����� � ��7� � ���7�, � � 1, 2, . . . ,	,

#�,����� � 2��7��, � � 
1,
2, . . . ,
	,
#	���� � ���� � 1, 
� 1�2�	7� � �����7�	, ��� � 
, 
 � 2, 3, . . . ,	,

#�	��� � ��7	 � ���� � 1, 
� 1�2����	7��� (1.107)

Генераторы (1.105) удовлетворяют коммутационным соотношениям

�#��,#���� � � ���� � 1, �3� � 1������ � 1, �3�� � 1�
�

Æ�������

���� � 1, �*�� � 1��

� Æ�������
����� � 1, �*� � 1� �

#�#�Æ�������,��

���� � 1, ���� � 1� �
#�#��Æ��,�����,��

��*� � 1, �*�� � 1�

�
� (1.108)

Матричные генераторы #�� связаны с генераторами #����� (1.105)
в пространстве дифференцируемых функций соотношениями

#����� � 7#���, (1.109)

где 7 � �71, . . . , 7�, 7�1, . . . , 7��� — матрица-строка́, �� � ��1, . . .
. . . ,��,��1, . . . ,����� — матрица-столбец и произведение в (1.109) есть
обычное матричное произведение. Независимые генераторы (1.107)
представляются матрицами размерности 2	, ненулевые элементы
которых равны

�#����� � 1, �#�����,�� � �1, � � 1, 2, . . . ,	,

�#�,�����,� � 2, � � 
1,
2, . . . ,
	,
�#�	�	� � 1, �#�	���,�	 � ������� � 1, 
� 1�2, ��� � 
, 
 � 2, 3, . . . ,	,

�#	���	 � ���� � 1, 
� 1�2, �#	���	,�� � ���� (1.110)

1.4.2. Инвариантные операторы. Классическая симплектиче-
ская алгебра 
��	� имеет ровно 	 независимых операторов Казимира
вида

0�
� �

�
�1,...,��

#�
�1�2

#�
�2�3

. . .#�
���1 , (1.111)
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где � � 2, 4, . . . , 2	� Как и ранее в случае ортогональных и унитарных
алгебр, заменим в (1.111) генераторы #� их выражениями через ге-
нераторы # согласно (1.104) и домножим оператор 0�

� на наиболее
сингулярный коэффициент в минус первой степени при слагаемых,
входящих в (1.111). В нашем случае это выражение равно �0,	� 1��,
поэтому

0���� � �0,	� 1��0�
� ��� �

�
�

�1,...,��

�0,�� 1�
���1� � 1, ���� � 1�

��1�
��1

��1�2��2�3 . . .����1
����� � 1, ����1� � 1� � (1.112)

Свойства операторов Казимира 0���� описываются следующими
утверждениями, доказанными в работе [28].
Утверждение 1.4.1. Операторы 0����, � � 2, 4, . . . , 2	 принадлежат
центру $ универсальной обертывающей алгебры для алгебры Ли

��	; ���
Утверждение 1.4.2. Количество линейно независимых операторов
из центра $ алгебры 
��	; �� при любом наборе значений парамет-
ров � не превосходит 	.
Операторы 0���� при � � 2, 4, . . . 2	 линейно независимы, так как

образованы генераторами #�� в разных степенях. Из этого факта и
сформулированных утверждений вытекает теорема.
Теорема 1.4.1. При любом наборе значений параметров � алгебра

��	; �� имеет ровно 	 инвариантных операторов 0����, � � 2, 4, . . .
. . . 2	 вида (1.112).

1.5. Классификация переходов между группами

В предыдущих разделах мы определили ортогональные, унитарные
и симплектические группы в пространствах Кэли–Клейна и показали,
что их генераторы, операторы Казимира и другие алгебраические кон-
струкции получаются преобразованием соответствующих конструкций
классических групп. Такой естественный подход оправдан тем, что
классические группы и характеризующие их алгебраические конструк-
ции хорошо изучены. Является ли, однако, такой подход единствен-
ным? Нельзя ли в качестве исходной взять одну из групп в про-
странстве Кэли–Клейна? Положительный ответ на эти вопросы дает
следующая теорема о структуре переходов между группами.
Определим (формально) переход от пространства ��	1��� и генера-

торов $����; �� унитарной группы ���	� 1; �� к пространству ��	1��
��

и генераторам $����
�; ��� преобразованиями, которые получаются из

преобразований (1.51) и (1.59), если заменить в них параметры �� на
����

�1
� :

�� � ��	1���� ��	1��
��



46 Гл. 1. Группы и алгебры Кэли–Клейна

��40 � 4�0, ��4� � 4��

��
��1

����
�1
� , � � 1, 2, . . . ,	,

$����
�; ��� �

� �����,���
��1	�����,��

����
�1
�

�
$����

��; ��� (1.113)

Обратные переходы получаются из (1.113) заменой штрихованных па-
раметров �� на нештрихованные � и наоборот. Применив (1.113) к
квадратичной форме (1.52) и генераторам (1.60), получим

�4�, 4�� � �4�0�2 �
��

��1

�4���2
��

��1

��2�,

#�� � 4��7
�
�, #	� � 4��7

�
	, #�	 � �

	�
��1	�

��
2
� �4

�
	7

�
�, (1.114)

т. е. квадратичную форму в пространстве 0�	1��
�� и генераторы группы

���	� 1; ����
Однако построенные переходы имеют смысл не для любых групп и

пространств (формальность преобразований (1.113) в этом и состоит),
так как при нильпотентных значениях параметров � выражения типа
��1� , �� � ��1� при � �� � не определены. Мы определили в разделе 1.1
только выражения �� � ��1� � 1, � � 1, 2, . . . ,	� Поэтому, если некоторый
параметр �� � ��, то преобразования (1.113) будут определены и дадут
(1.114) только в том случае, когда штрихованный параметр с тем же
самым номером равен тому же самому чисто нильпотентному значе-
нию, т. е. ��� � ���
Переходы от пространства ��	1��� к пространству ��	1��

��, а
также от групп �
�	� 1; ��, ���	; �� к группам �
�	� 1; ���, ���	; ���,
соответственно, получаются из преобразований (1.44), (1.30), (1.100),
(1.104) такой же заменой параметров �� на ����

�1
� � Аналогично уста-

навливается и допустимость этих переходов. Введем обозначения:
!��� � �
�	� 1; ��, ���	� 1; ��, ���	; ��, ���� � ��	1���, ��	1���,
����� � ������ Условимся обозначать символом �!��� � !���� пре-
образование генераторов группы. Несложный анализ преобразований
(1.113) и обратных преобразований с точки зрения допустимости пере-
ходов [26] дает следующую теорему.
Теорема 1.5.1. О классификации переходов. I. Пусть !��� есть
группа в нерасслоенном пространстве ����, а !���� — группа
в произвольном пространстве �����, тогда !���� � �!���� Если
����� — нерасслоенное пространство, то � взаимно однозначно и
!��� � ��1!�����

II. Пусть !��� есть группа в ��1, �2, . . . , ���-расслоенном про-
странстве ����, а !���� — группа в ��1,�2, . . . ,���-расслоенном
пространстве �����, тогда !���� � �!���, если числа ��1, . . . , ���



1.5. Классификация переходов между группами 47

содержатся в наборе чисел ��1, . . . ,���� Обратный переход !��� �
� ��1!���� имеет место тогда и только тогда, когда � � 2,
�1 � �1, . . . , �� � ���
Из теоремы следует, что группу !��� при любом наборе значений

параметров � можно получить не только из классической группы, но и
из группы в произвольном нерасслоенном пространстве Кэли–Клейна,
т. е. из псевдоортогональной, псевдоунитарной или псевдосимплектиче-
ской группы. Естественно, что переходы между другими алгебраичес-
кими конструкциями, в частности между алгебрами Ли, операторами
Казимира, также описываются этой теоремой.
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МОДЕЛИ ПРОСТРАНСТВА–ВРЕМЕНИ

В настоящей главе рассматриваются кинематические группы и ал-
гебры. Приводится интерпретация кинематик как пространств посто-
янной кривизны. Подробно изучаются нерелятивистские кинематики и
экзотические кинематики Кэрролла.

2.1. Кинематические группы

2.1.1. Кинематики как пространства постоянной кривиз-
ны. Возможные кинематические группы, т. е. группы движений че-
тырехмерных моделей пространства–времени (кинематик), удовлетво-
ряющих естественным физическим постулатам: 1) пространство изо-
тропно, 2) пространственная четность и обращение времени являют-
ся автоморфизмами кинематической группы, 3) бусты (вращения в
пространственно-временных плоскостях) образуют некомпактную под-
группу, описаны в работе [98]. В работе [99] авторы отказались от
постулатов 2, 3 и получили более широкий набор групп с простран-
ственной изотропией. Дадим геометрическую интерпретацию кинема-
тик из первой статьи, следуя работам [26, 27].
Все кинематические группы зависят от десяти параметров, поэтому

кинематики, с точки зрения геометрии, естественно должны нахо-
диться среди четырехмерных максимально однородных пространств с
постоянной кривизной, группы движений которых имеют размерность
десять. Эти пространства реализуются на связной компоненте сферы

�4��� � ��20 �
4�

��1

�0, ���2� � 1	� (2.1)

Введем на �4��� внутренние (бельтрамиевы) координаты D� � ����0,
� � 1, 2, 3, 4� Генераторы (1.31) группы �
�4; �� выражаются через
внутренние координаты D формулой

#0	�D� � �71 � �0, 
�2D	
4�

��1

D�7�, 7� � 7�7D�,

#�	��� � �D�7	 � ��, 
�2D	7�, � � 
, �, 
 � 1, 2, 3, 4 (2.2)
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и удовлетворяют коммутационным соотношениям (1.45). Генератор
#0	��� имеет смысл генератора переноса вдоль 
-й бельтрамиевой оси,
а #�	��� есть генератор вращения в двумерной плоскости �D�, D		�
Физические постулаты 1)–3) можно выразить в терминах парамет-

ров �� Постулат 1) означает, что при преобразовании (1.44) три бель-
трамиевы координаты должны умножаться на одну и ту же величину и
интерпретироваться как пространственные оси, а оставшаяся коорди-
ната интерпретируется как временная ось кинематики. Это возможно
в двух случаях:
А) при �3 � �4 � 1, когда координаты D2, D3, D4 умножаются на

произведение �1�2 и объявляются пространственными, а D1 умножается
на �1 и объявляется временной;
Б) при �2 � �3 � 1, когда на �1 умножаются пространственные ко-

ординаты D� � ��, � � 1, 2, 3, а координата времени D4 � , умножается
на произведение �1�4�
Постулат 3) накладывает ограничения на характер вращения в

двумерных плоскостях, натянутых на временную и пространственную
оси кинематики, требуя, чтобы эти вращения были лоренцевыми или
галилеевыми, что в терминах параметров � дает �2 � �2, & в случае А)
и �4 � �4, & в случае Б). Требования постулата 2) учитываются опре-
делением пространства постоянной кривизны как связной компоненты
сферы (2.1).
В случае А) кинематические генераторы ), � � �*1,*2,*3� (пе-

реносы вдоль временной и пространственных осей), вращения � �
� �/1,/2,/3�, бусты � � �+1,+2,+3� выражаются через генерато-
ры (2.2) в соответствии с упомянутой интерпретацией соотношения-
ми ) � �#01, *� � �#0,�	1, +� � �#1,�	1, /1 � #34, /2 � �#24,
/3 � #23, � � 1, 2, 3 и удовлетворяют коммутационным соотношениям

�),�� � 0, �),�� � �, �),�� � ��21�,
��,�� � �21�

2
2�, ��,�� � �22�, �*�,+�� � ��22Æ��), (2.3)

где ��,�� � � означает �#�,%�� � ����$�, ���� — антисимметричный
единичный тензор. Пространства постоянной кривизны �4��1, �2, 1, 1� �
� �4��1, �2�, �1 � 1, �1, &, �2 � �2, & изображены на рис.1.2 (см. раздел
1.2.2), где пространственную ось � нужно мыслить как трехмерное
пространство. Полусферическая �
�5; 1, �2� и полугиперболическая
�
�5; &, �2� группы отвечают группам Ньютона �� (иногда их еще
называют группами Гука), а интерпретация остальных групп хорошо
известна.
В случае Б) временная и пространственная оси кинематики иначе

выражаются через бельтрамиевы координаты пространства постоян-
ной кривизны, соответственно геометрические генераторы #�D� по-
лучают иную кинематическую интерпретацию: ) � #04, *� � �#0�,
+� � #�4, /1 � #23, /2 � �#13, /3 � #12 и удовлетворяют коммута-
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ционным соотношениям вида

��,�� � �, ��,�� � �, ��,�� � �,

�),�� � 0, �),�� � ��24�, �),�� � �21�,

��,�� � �21�, ��,�� � �24�, �*�,+�� � Æ��)� (2.4)

Значение параметра �4 � &, как легко убедиться, не приводит к
новым кинематикам, поскольку �
�5; �1, 1, 1, &� при �1 � 1, �1, & есть
группа де Ситтера, Пуанкаре и анти-де Ситтера соответственно.
Значениям параметров �1 � �1, �4 � �4 отвечает кинематическая

группа Кэрролла [22], группа движений плоского пространства Кэр-
ролла, впервые описанного в физических терминах в работе [179].
Сравнивая коммутаторы (2.4) c коммутаторами работы [98], нахо-
дим, что группа �
�5; 1, 1, 1, �4� совпадает с кинематической группой
E�
�4�, а группа �
�5; &, 1, 1, �4� есть группа пара-Пуанкаре * �� Далее
учитывая, что параметр �1 определяет знак кривизны пространства,
а именно: кривизна положительна при �1 � 1, нулевая при �1 � �1
и отрицательна при �1 � &, заключаем, что группа �
�5; 1, 1, 1, �4�
(или E�
�4�� есть группа движений кинематики Кэрролла с поло-
жительной кривизной, группа �
�5; 1, 1, 1, �4� (или * �) есть группа
движений кинематики Кэрролла с отрицательной кривизной. Такая
интерпретация кинематических групп E�
�4� и * �, по-видимому, не
осознавалась авторами работы [98], что, кстати, отражено в названиях
и обозначениях этих групп. Нет указаний на такую интерпретацию и
в работах [137], [202]. Кинематики Кэрролла далее будем обозначать
�4��1�, а их кинематические группы — !��1� � �
�5; �1, 1, 1, �4��
В работе [98] описано 11 кинематических групп. Девять из них

получили геометрическую интерпретацию как пространства постоян-
ной кривизны. Оставшиеся две кинематики пара-Галилей и статиче-
скую нельзя отождествлять ни с одним из пространств постоянной
кривизны. Например, группа пара-Галилей получается из группы Га-
лилея �
�5; �1, �2� заменой �� �, �� �, т. е. новой интерпретаци-
ей генераторов, при которой генераторы пространственных переносов
кинематики Галилея объявляются генераторами бустов кинематики
пара-Галилей, а генераторы бустов Галилея, наоборот, объявляются
генераторами пространственных переносов пара-Галилей.

2.2. Кинематики Кэрролла

Опишем подробнее кинематики Кэрролла �4��1�� Каждая из кине-
матик �4��1� представляет собой тривиально расслоенное пространство,
базой которого является трехмерное пространство, интерпретируемое
как абсолютное изотропное физическое пространство, а слоем служит
одномерное подпространство, интерпретируемое как время. Сравни-
тельно с кинематикой Галилея пространство и время в кинематиках
Кэрролла как бы поменялись своими свойствами. Математически:
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в кинематике Галилея время является базой, а изотропное физическое
пространство — слоем расслоения. Физически: в кинематике Галилея
время абсолютно, т. е. два события, одновременные в системе отсче-
та +, одновременны в любой другой системе отсчета, полученной
из + преобразованием Галилея (бустом), а в кинематиках Кэрролла
абсолютно пространство, т. е. два события, происшедшие в одной и той
же пространственной точке системы отсчета + (однопространственные
события), в любой другой системе отсчета, полученной из + пре-
образованием буста, произойдут в той же самой точке пространства
(останутся однопространственными).
Метод переходов позволяет из известных инвариантных операторов

алгебры 
��5� без труда получить операторы Казимира алгебр Ли групп
Кэрролла !��1�

E1��1� � )2 � �21�
2, E2��1� � �)������2 � �21��,��

2� (2.5)

При �1 � �1 операторы (2.5) совпадают с операторами Казимира, полу-
ченными в работе [179].
Алгебра Кэрролла есть полупрямая сумма

.!4��1� � .4���6, .4 � �),�	, �6 � ��,�	, (2.6)

она, помимо (2.6), допускает также разложение

.!4��1� � .�4���.3���3�, .
�
4 � �),�	, .3 � ��	, �3 � ��	� (2.7)

Введем специальные разложения конечных групповых преобразований
группы !��1� двух видов

� � " �" �"�' � ��, ,,	,'�, (2.8)

� � " �"�" �' � ��,�, �,'�, (2.9)

где ' � ����
�� есть пространственное вращение, "� � ����	�� —
буст, " � � ������� — пространственный перенос, " � � ����,)� —
временной перенос. Структура полупрямого произведения для групп
!��1� определяется разложениями (2.6), (2.7) для алгебр и может быть
записана в виде

!��1� � �" � � "�����" � �'�,

!��1� � �" � � " �����"� �'��
(2.10)

Для нахождения группового закона умножения для элементов груп-
пы !��1�, записанных в виде специального разложения (2.8), вос-
пользуемся теоремой о точных представлениях и рассмотрим присо-
единенное представление �0���1�2 �

�
�
��1
��2

4� алгебры .!��1�, ко-

торое является точным, поскольку центр алгебры равен нулю. Упо-
рядочив генераторы следующим образом: ), �, �, �, выпишем
матрицу присоединенного представления, отвечающую каноническим
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параметрам �,, ���, �3�, ��� (таким, что общий элемент � � .!��1� равен
� � �,) � ���� �	�� �
��,

0� �

	�

0 ��	 �� �
� �.��
� � �.����
��21�� �21�,� �.��
� �.��	�
� ��21.���� � �.��
�

��� , (2.11)

где �	,�� — векторы-стро́ки, �21�� — вектор-столбец, .��� есть матрица
присоединенного представления группы вращений

.��� �

�
0 �3 ��2
��3 0 �1
�2 ��1 0

�
� (2.12)

Из (2.11) можно получить матрицы присоединенного представле-
ния, отвечающие специальным разложениям. Действительно, положим�� � �	 � �
 � 0, тогда �, � ,, т. е. канонический параметр �, совпадает
со специальным параметром ,, а формула (2.11) дает выражение для
матрицы 0�� Положив в (2.11) �, � �� � �
 � 0, получим �	 � 	 и вид
матрицы 0�� При �, � �	 � �
 � 0 имеем �� � � и матрицу 0�� Наконец,
при �, � �� � �	 � 0, т. е. при �
 � 
 формула (2.11) дает матрицу 0��
Воспользовавшись теоремой о точных представлениях, получим по-

лезные формулы

'" �'�1 � "��, '"�'�1 � "��,

' � ���.�
� � ��.�
�
���#

#
�.2�
�

1� �	�#

#2
,

" �" � � " �" �1"�1 ,

,1 � , 	
� �1�, 	1 � �21 ,�
��� �1&

�1&
,

"�" � � " �"�1" �1 ,

�1 � �� ��,���1� �	� �1&

&2
, ,1 � ���,�� ��� �1&

�1&
� (2.13)

Здесь � � ��21 � �22 � �23�
1�2� Переносы времени и бусты коммутируют

" �"� � "�" �� Для пространственных переносов имеем " �" �� � " �
�

,
причем вектор �� � ���� — обобщенная сумма векторов �, �� — нахо-
дится из соотношений

	
� �1�
� � 	
� �1� 	
� �1�1 � �21��, ���

��� �1& ��� �1&1
�1&�1&1

,

��
��� �1&

�

�1&
� � ��

��� �1&

�1&
� �1 	
� �1�

��� �1&1
�1&1

�

��1��, ���1� �	� �1&1

&21

��� �1&

�1&
� (2.14)
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Сумма � � �1 при �1 � 1 есть закон сложения векторов трехмерного
сферического пространства, при �1 � �1 есть обычное сложение векто-
ров в трехмерном евклидовом пространстве, а при �1 � & представляет
собой закон сложения векторов трехмерного пространства Лобачевско-
го (ср. [3]), так как именно такова геометрия базы расслоения при
соответствующих значениях параметра �1�
Закон умножения элементов группы !��1� теперь легко найти и для

специального разложения (2.8) он имеет вид

��, ,,	,'� ��1, ,1,	1,'1� � ���'�1, ,�,	�,''1�,

,� � ,1 � , 	
� �1�1 � �	,'�1�
��� �1&1
�1&1

,

	� � 	 �'	1 �'�1

 
�21,

��� �1&

�1&
� �	,'�1�

1� �	� �1&1

&�21

!
� (2.15)

Обратный элемент

��, ,,	,'��1 � ��'�1�, ,��,	��,'�1�,

,�� � �, 	
� �1� � �	, �� ��� �1&
�1&

,

	�� � �'�1
"
	 � �

�
�21 ,

��� �1&

�1&
� �	, ��

1� �	� �1&

&2

�#
� (2.16)

Выпишем также групповой закон для разложения (2.9)

��,�, �,'���1,�1, �1,'1� � ���,��, ��'�1,''1�,

�� � � � �1 	
� �1� � ��,'�1�
��� �1&

�1&
,

�� � ��'�1 � �
"
�21 �1

��� �1&

�1&
� ��,'�1�

1� �	� �1&

&2

#
� (2.17)

Обратный элемент

��,�, �,'��1 � ����,���,�'�1�,'�1�,

��� � �� 	
� �1� � ��,�� ��� �1&
�1&

,

��� � '�1
"
�� �

�
��21 � ��� �1&�1&

� ��,��
1� �	� �1&

&2

�#
� (2.18)

Кинематики Кэрролла можно получить как фактор-пространство
�4��1� � !��1���"� � '	, пространственно-временная координация ко-
торого задается преобразованиями " �" � и " �" �� Преобразование " �" �

задает так называемые квазибельтрамиевы координаты точки � кине-
матики, а " �" � задает декартовы координаты точки � (рис. 2.1), при-
чем пространственные координаты точки � одинаковы, а временны́е
связаны соотношением , � � 	
� �1�� В плоской кинематике Кэрролла
04��1� оба преобразования определяют одну и ту же декартову систему
координат.
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Рис. 2.1. Декартовы ��, 	� и квазибельтрамиевы �	, 
� координаты в кинемати-
ках Кэрролла

Транзитивное действие группы Кэрролла в кинематике �4��1�, отве-
чающее элементу группы ��, �,	,'�, в координатах ��, ,� имеет вид

,� � ,� � 	
� �1� � �	,'��
��� �1&

�1&
, �� � ��'�� (2.19)

Генераторы группы Кэрролла имеют непосредственный физический
смысл, т. е. являются наблюдаемыми для свободной физической систе-
мы (частицы) в кинематиках Кэрролла. Поэтому числовые значения
генераторов в некотором состоянии �
� имеют физический смысл энер-
гии � � �
�)�, импульса � � �
���, положения центра масс � � �
��� и
момента импульса � � �
��� свободной системы. При общем преобразо-
вании Кэрролла ��, �,	,'� числовые значения генераторов, как показа-
но Зайцевым [41], преобразуются по присоединенному представлению
группы

���,��,��, ��� � ��,�,�, �� ���0� ���0� ���0� ���0�� , (2.20)

причем строка числовых значений умножается на столбец матри-
цы присоединенного представления. Учитывая, что ���0� � � � 0�,
���0� � �� 0�,

���0� � �� 0�
��� �1�

�1�
� 02

�

1� �	� �1�

��1��
2
, (2.21)

получаем из (2.20) законы преобразования энергии, импульса, положе-
ния центра масс и момента импульса свободной физической системы в
кинематиках Кэрролла

�� � � 	
� �1�� �21��,'��
��� �1�

�1�
,

�� � '� 	
� �1�� 	
�
� 	
� �1�� �21��,'��

��� �1�

�1�

�
�

��21'�
�
� 	
� �1�� ��,	� ��� �1�

�1�

�
�

��
1� �	� �1�

�2

�
��,'�� � ���,	�� �21���,'��

�
,
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�� � '�� ���,'��
1� �	� �1�

�2
� ��

��� �1�

�1�
,

�� � '� 	
� �1�� 	 � '� 	
� �1�� ��'�
��� �1�

�1�
�

��� �	 �'��
��� �1�

�1�
� �

1� �	� �1�

�2
���,'��� ��,	 �'��� � (2.22)

Нетрудно проверить, что при преобразованиях (2.22) остаются инвари-
антными две величины:

inv1 � �2 � �22�
2, inv2 � ���� �� ��2 � �21��, ��

2, (2.23)

т. е. собственные значения операторов Казимира (2.5), которые харак-
теризуют состояние свободной системы.

2.3. Нерелятивистские кинематики

Полусферическая �
�5; 1, �2� и полугиперболическая �
�5; &, �2�
группы (или группы Ньютона) являются группами движений нереляти-
вистских кинематик, которые, в отличие от кинематики Галилея, имеют
постоянную ненулевую кривизну, положительную и отрицательную
соответственно. Представления этих групп, а также описание физи-
ческих систем в таких кинематиках даны в работах [129, 134]. Для
полноты изложения кратко рассмотрим нерелятивистские кинематики,
включая кинематику Галилея с группой движений �
�5; �1, �2��
Коммутаторы генераторов групп �
�5; �1, �2�, �1 � 1, �1, & даются

формулами (2.3) при �2 � �2, откуда непосредственно следует, что
алгебра 
��5; �1, �2� представима в виде полупрямой суммы


��5; �1, �2� � 66��64, 66 � ��,�	, 64 � ��,�	� (2.24)

Будем рассматривать специальное разложение конечных преобразова-
ний из группы �
�5; �1, �2� вида

� � " �" �"�"� � �,, �,�,
�� (2.25)

Определение и физический смысл сомножителей такие же, как в
предыдущем разделе. Матрица присоединенного представления, отве-
чающая каноническим параметрам �,,��, ��, �
, такова:

� �

	�

0 0 0 0
��� .��
� ��,� .����
0 �21�,� .��
� .����
0 0 0 .��
�

��� , (2.26)

где .��� дается формулой (2.12). Как и в предыдущем разделе, нахо-
дим

"�" � � "��"�, "�"� � "��"�, "�" � � " �"�,

" �" � � " �1"�1" �, �1 � � 	
� �1,, �1 � ��1 ��� �1,,
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" �"� � " �1"�1" �, �1 � ��1��11 ��� �1,, �1 � � 	
� �1,, (2.27)

что позволяет получить закон умножения в группе �
�5; �1, �2�

�,, �,�,'� � �,1, �1,�1,'1� � �,� ,1, ��,��,''1�,

�� � '�1 � � 	
� �1,� ���11 ��� �1,,

�� � '�1 � � 	
� �1,� ��1 ��� �1,� (2.28)

Обратный элемент

�,, �,�,'��1 � ��,, ���,���,'�1�,

��� � �'�1�� 	
� �1,� ���11 ��� �1,�,

��� � �'�1�� 	
� �1,� ��1 ��� �1,�� (2.29)

Числовые значения генераторов в некотором состоянии преобразу-
ются по присоединенному представлению. Для разложения (2.25) это
преобразование имеет вид

�� � �� ��,'�� � �21��,'��, �� � '� 	
� �1,�'��1 ��� �1,,

�� � '� 	
� �1,�'�
1
�1
��� �1,, �� � '�� ��'�� (2.30)

Здесь � есть энергия, � — импульс, � — момент импульса свободной
частицы с нулевой массой в нерелятивистских кинематиках, а вектор
� пропорционален ее положению.
Среди кинематических групп только группы �
�5; �1, �2� имеют

проективные представления. Последние характеризуются одним чис-
лом � � � � Соответственно алгебры 
��5; �1, �2� допускают нетриви-
альное центральное расширение, которое получается добавлением к
десяти генераторам единичного генератора E и заменой в (2.3) при
�2 � �2 коммутатора �*�,+�� � 0 на коммутатор �*�,+�� � �E� Матрица
присоединенного представления центрального расширения получается
из (2.26) добавлением последнего нулевого столбца и последней строки
вида �0, ����, ���, 0, 0�� Учитывая, что числовое значение единичного
генератора равно константе, которую можно считать равной единице,
получаем вместо (2.30) формулы преобразования энергии, импульса,
момента импульса и положения свободной частицы массы �

�� � �� ��,'�� � �21��,'�� �
	�2

2
� �21

	&2

2
,

�� � �'����� 	
� �1,� �'������1 ��� �1,,

�� � �'����� 	
� �1,� �'�����
1
�1
��� �1,,

�� � '�� ��'�� ��'�� (2.31)
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Операторы Казимира алгебр 
��5; �1, �2� даются формулой (1.49),
если положить в ней �2 � �2, �3 � �4 � 1, 	 � 4, тогда

02��1� � �2 � �21�
2, 04��1� � �����2� (2.32)

Оператор 02��1� имеет смысл кинетической энергии частицы с нулевой
массой, а оператор 04��1� равен квадрату момента импульса этой
частицы. При центральном расширении имеем три оператора Казимира

0 �
1 � �E, 0 �

2 � )2 � 1
2	

��2 � �21��, 0 �
4 � ��� 1

	
������2,

(2.33)
где 0 �

1 есть оператор массы частицы, 0
�
2 — оператор внутренней энер-

гии частицы, а оператор 0 �
4, равный квадрату разности между полным

моментом частицы и ее моментом импульса, есть квадрат внутреннего
момента (спина) частицы. т. е. в групповом подходе совершенно есте-
ственно возникает понятие спина у классической частицы, причем как
в кинематике Галилея, так и в кинематиках Ньютона.
Определение 2.3.1. Проективное унитарное представление � группы
! задается формулой

�������1� � ����1� ����&���, �1�	, �, �1 � !, (2.34)

где вещественная непрерывная функция ���, �1� называется мульти-
пликатором, обладает свойством ��1, �� � ���, 1� � 0 и удовлетворяет
условию, вытекающему из тождества Якоби

���, �1� � ����1, �2� � ���, �1�2� � ���1, �2�� (2.35)

Если каждый оператор представления ���� умножить на непрерыв-
ную функцию ����&3���	, то новое проективное представление опера-
торами � ���� � ���� ����&3���	 будет иметь мультипликатор

� ���, �1� � ���, �1� � 3��� � 3��1�� 3���1�� (2.36)

В работе [134] показано, что группы �
�5; �1, �2� имеют проектив-
ные представления с мультипликатором

� ���, �1� � �
�
��2 � �21�

2�
��� 2�141
4�1

� ��,�� ���2 �1,1 �

���,'���1 ��� �1,1 � ��,'�1� 	
� �1,1

�
, (2.37)

где �, �1 � �
�5; �1, �2� записаны в виде разложения (2.25). Метод,
предложенный в работе [111], приводит к мультипликатору

���, �1� � ����,'�1��1 ��� �1,1 � ��,'�1� 	
� �1,1�
���,'�1� 	
� �1,1 � ��,'�1��

�1
1 ��� �1,1��2� (2.38)

Мультипликаторы (2.37) и (2.38) связаны соотношением (2.36) с функ-
цией 3��� � ���,��� При �1 � �1 выражение (2.37) совпадает с мульти-
пликатором группы Галилея работы [211].
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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АЛГЕБР КЭЛИ–КЛЕЙНА

В БАЗИСЕ ГЕЛЬФАНДА–ЦЕТЛИНА

В этой главе изучаются контракции неприводимых представлений
унитарных и ортогональных алгебр в базисе Гельфанда–Цетлина, ко-
торый особенно удобен для приложений в квантовой физике. Особое
внимание уделяется контракциям общего вида, приводящим к пред-
ставлениям с отличным от нуля спектром всех операторов Казимира.
Метод переходов обеспечивает построение неприводимых представле-
ний полупрямой суммы алгебр исходя из хорошо известных неприводи-
мых представлений классических алгебр. Если контрактированные по
разным параметрам алгебры изоморфны, то получаются неприводимые
представления в разных (дискретном и непрерывном) базисах.

3.1. Представления унитарных алгебр ��2; �1�
и ���2; �1�

3.1.1. Конечномерные неприводимые представления алгебр
��2� и ���2�. Указанные представления описаны Гельфандом и Цет-
линым [17]. Они реализуются в пространстве с ортонормированным
базисом, задаваемым схемой с целочисленными компонентами вида

���� �
$$$$ ��

12 ��
22

��
11

%
, ��

12 � ��
11 � ��

22, (3.1)

операторами
1�
11���� � ��

11���� � .�11����,
1�
22���� � ���

12 ���
22 ���

11����� � .�00����, (3.2)

1�
21���� �

&
���

12 ���
11 � 1���

�
11 ���

22� ���
11 � 1� � .�01���,

1�
12���� �

&
���

12 ���
11���

�
11 � 1���

22� ���
11 � 1� � .�10���,

где ���
11 
 1� обозначает схему (3.1), в которой компонента ��

11 заме-
нена на ��

11 
 1� Стандартные обозначения генераторов 1�� заменим
на новые обозначения .���,���, 	 � 2, согласованные с обозначения-
ми раздела 1.2. Неприводимое представление полностью определяется
компонентами ��

12,�
�
22,�

�
12 ���

22 верхней строки в (3.1) (компонента-
ми старшего веса).
Операторы Казимира, как известно, пропорциональны единичным

операторам на пространстве неприводимого представления. Спектр
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операторов Казимира для классических групп был найден в работах
[61, 62], а для полупростых групп — в работе [53] и для алгебры ��2�
равен

0�
1 � ��

12 ���
22, 0�

2 � ��2
12 ���2

22 ���
12 ���

22� (3.3)

Напомним, что звездочками мы отмечаем величины, относящиеся к
классическим группам (алгебрам), ��2� в данном случае.
В пространстве представления имеется вектор старшего веса 4�,

описываемый схемой (3.1) при ��
11 � ��

12, при действии на кото-
рый повышающий оператор .�10 дает ноль: .�104� � 0, а понижа-
ющий оператор .�01 уменьшает значение ��

11 � ��
12 на единицу:

.�014� �
'
��
12 ���

22 ���
12 � 1�� Последовательно применяя .�01 к 4�,

приходим к вектору младшего веса 4�, который описывается схемой
(3.1) при ��

11 � ��
22� При действии на 4� понижающий оператор дает

ноль: .�014� � 0� Неприводимое представление конечномерно, и этот
факт отражен в неравенствах (3.1), которым удовлетворяет компонента
��
11 схемы, нумерующая базисные векторы в пространстве представле-

ния.
Условие унитарности представлений алгебры ��2� эквивалентно

следующим соотношениям для операторов (3.2): .��� � .
�

��, � � 0, 1,
.�01 � .

�

10, где черта обозначает комплексное сопряжение. Для матрич-
ных элементов условие унитарности запишем в виде

����.������� � ����.�������, � � 0, 1, ����.�11���� � ����.�11����,
���

11 � 1�.�01���� � ����.�10���
11 � 1�� (3.4)

Представления алгебры 
��2� получаются из представлений ��2�
при ��

12 � ��, ��
22 � ���, ��

11 � ��, ���� � �� и задаются операторами

/�3 � .�11, /
�
� �

1�
2
.�01, /

�
	 �

1�
2
.�10 с коммутационными соотношени-

ями
�/�3 ,/

�
�� � 
/��, �/�	,/

�
�� � /�3 � (3.5)

Собственные значения оператора Казимира 0�
1 обращаются в ноль, а у

оператора второго порядка равны 0�
2 � ����� � 1�.

3.1.2. Переход к представлениям алгебр ��2; �1� и ���2; �1�.
При переходе от алгебры ��2� к алгебре ��2; �1� генераторы .�00,.

�
11 и

оператор Казимира 0�
1 не меняются, а генераторы .�01,.

�
10 и оператор

Казимира 0�
2 преобразуются следующим образом:

.01 � �1.
�
01���, .10 � �1.

�
10���, 02��1� � �210

�
2 ���, (3.6)

где .�01���,.�10��� — сингулярно преобразованные (при нильпотент-
ном значении параметра �1 � �1� генераторы исходной алгебры ��2��
Весь вопрос теперь состоит в том, как задать это преобразование для
неприводимого представления (3.2) алгебры ��2�� Определим преобра-
зование компонент схемы (3.1) следующим образом:

�12 � �1�
�
12, �22 � �1�

�
22, �11 � ��

11� (3.7)
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Тогда генераторы представления (3.2) с учетом (3.6) запишем в виде

.00��� �
�
	12 �	22

�1
��11

�
���, .11��� � �11���,

.01��� �
'
��12 � �1�11 � �1���1�11 ��22� ��11 � 1�,

.10��� �
'
��12 � �1�11���1�11 � �1 ��22� ��11 � 1�, (3.8)

а спектр операторов Казимира

01��1� � .00 �.11,

02��1� � .01.10 �.10.01 � �21�.
2
00 �.211� (3.9)

будет равен
01��1� �

1
�1
��12 ��22�,

02��1� � �2
12 ��2

22 � �1��12 ��22�, (3.10)

где через ��� обозначена схема вида

��� �
$$$$ �12 �22

�11

%
� (3.11)

Неравенства (3.1) для компонент формально имеют вид
	12

�1
� �11 �

	22

�1
,

	12

�1
�

	22

�1
� (3.12)

Чтобы выяснить смысл этих неравенств при �1 �� 1, рассмотрим
действия повышающего оператора .10 на вектор «старшего веса» 4�,
описываемый схемой при �11 � �12, и понижающего оператора .01 на
вектор «младшего веса» 4�, описываемый схемой (3.11) при �11 � �22�
Имеем

.104� �
'
�12�1� �1���1�12 � �1 ��22� ��12 � 1�,

.104� �
'
��12 � �1�22 � �1��22��1 � 1� ��22 � 1�� (3.13)

Отсюда видно, что при �1 � �1, & эти выражения отличны от нуля.
Следовательно, пространство представления бесконечномерно и цело-
численная компонента �11, нумерующая базисные векторы, изменяется
в пределах от �
 до
� Итак, формальные неравенства (3.12) при �1 �
� �1, & интерпретируются как неравенства 
 @ �11 @ �
 и �12 ��22.
Вид (3.7) преобразования компонент схем Гельфанда–Цетлина вы-

бран так, чтобы оператор Казимира второго порядка был отличен от
нуля и не содержал неопределенных выражений при нильпотентном
значении параметра �1.
При переходе от 
��2� к алгебре 
��2; �1� генераторы и компоненты

схем Гельфанда–Цетлина преобразуются по правилу

/� � �1/
�
����, /3 � /�3 ���, � � �1�

�, � � ��� (3.14)

В результате получаем генераторы

/���,�� � 9������,�
 1�, /3��,�� � ���,��,
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9���� �
1�
2

'
�� � �1���� 
 �1�� �1� , (3.15)

которые удовлетворяют коммутационным соотношениям

�/3,/�� � 
/�, �/	,/�� � �21/3� (3.16)

Оператор Казимира на неприводимом представлении пропорционален
единичному оператору 02��1� � ��� � �1�.

3.1.3. Контракция неприводимых представлений. При �1 � �1
оператор .00 содержит слагаемое ��12 � �22���1, которое опреде-
лено только тогда, когда числитель пропорционален �1, то есть
�12 ��22 � �1
, где 
 � � , � . Требование унитарности для оператора
.00 дает 
 � � . Таким образом, для того чтобы операторы (3.8) зада-
вали представление алгебры ��2; �1�, необходимо выбрать компоненты
�12,�22 схемы (3.11) в виде

�12 � � � �1
�

2
, �22 � �� � �1

�

2
, 
 � � , (3.17)

где �, вообще говоря, комплексное число. Схема (базисный вектор)
(3.11) при нильпотентных значениях компонент определяется разложе-
нием в ряд

��� �
$$$$ � � �1

�

2
�� � �1

�

2
�11

%
� ����� �1

�

2
������12 � �����22� ,

���� � $$$$ � ��
�11

%
, �����12 � �

��	�
�	12

�
��12��,�22���

, (3.18)

аналогично для �����22� Исходные схемы (3.1) нормированы на единицу�������� � Æ���

12 ,�
�

12
Æ���

22 ,�
�

22
Æ���

11 ,�
�

11
� Схемы (3.11) при непрерывных зна-

чениях компонент нормированы на дельта-функцию. В частности, для
��� @ имеем нормировку на квадрат дельта-функции

�������� � Æ2��� � ��Æ��

11,�11 � (3.19)

Подставляя (3.17), (3.18) в формулы раздела 3.1.2 и приравни-
вая комплексные части, получаем операторы представления алгебры
��2; �1�

.00���� � �
��11�����, .11���� � �11����,

.01���� � ����11 � 1�, .10���� � ����11 � 1�� (3.20)

Условие унитарности (3.4) для операторов .01,.10 дает � � �, т. е. � —
вещественное число, неравенство �12 � �22 дает для вещественных
частей � � 0, компонента �11 целочисленная и изменяется в пределах
�
 � �11 �
� Собственные значения операторов Казимира (3.9) на
неприводимом представлении алгебры ��2; �1� находятся по формулам
(3.10) и равны

01��1� � 
, 02��1� � 2�
2� (3.21)
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Они независимы и отличны от нуля. Как и в случае исходной алгебры
��2�, неприводимое представление контрактированной алгебры ��2; �1�
полностью определяется верхней строкой схемы, т. е. параметрами � �
� 0, 
 � � � Результаты (3.18), (3.19) совпадают с соответствующими
формулами работы [127] для случая неоднородной алгебры E��1��
Условию определенности спектра оператора 02��1� отвечает не толь-

ко преобразование (3.7) компонент схем Гельфанда–Цетлина, но и,
например, преобразование �12 � �1�

�
12, �22 � ��

22, �11 � ��
11� При

этом генератор .00��@� ��12��1 ��22 ��11���� определен лишь при
�12 � �1�, � � � , но тогда 01��1� � ���22 �� 0, а 02��1� � �21��22��22 �
� 1� ��2

12��
2
1 ��12��1� ��2

12 � �1�12 � ��1��
2 � �1��1�� � 0, т. е. в этом

случае неприводимое представление алгебры ��2� контрактируется в
вырожденное представление алгебры ��2; �1�, у которого 01��1� �� 0, а
02��1� � 0� Можно вообще не преобразовывать компоненты ��� ���

��,
тогда при контракции также получим вырожденное представление ал-
гебры ��2; �1�, у которого 01��1� � �12 � �22 �� 0 и 02��1� � 0� Это
представление задается генераторами .00,.11 вида (3.2), а генераторы
.01��� � 0, .10��� � 0�
Мы выбрали преобразование (3.7), которое дает при контракции

невырожденное представление алгебры ��2; �1� с ненулевым спектром
всех операторов Казимира. В дальнейшем, при изучении алгебр выс-
ших размерностей, будем рассматривать именно такой общий случай.
Если положить �1 � �1 в формулах (3.15), то получим бесконечно-

мерное представление контрактированной алгебры 
��2; �1� реализуе-
мое операторами

/���,�� � ���,�
 1�, /3��,�� � ���,��, � � 0, � � � (3.22)

с коммутационными соотношениями �/3,/�� � 
/�, �/	,/�� � 0 и
оператором Казимира 02��1� � �2.

3.1.4. Аналитическое продолжение неприводимых представ-
лений. Как отмечалось в разделе 3.1.3, формулы преобразования
алгебраических величин, полученные из условия отсутствия неопре-
деленных выражений при нильпотентных значениях контракционных
параметров, справедливы и при мнимых значениях параметров. Для
алгебры ��2; �1 � &� � ��1, 1� это означает, что ��12 � �22��& � 
�
Условие унитарности для .00 дает 
 � � , т. е. компоненты �12 и �22,
вообще говоря, равны

�12 � �� &
�
��

�

2

�
, �22 � ��� &

�
�� �

2

�
, �, �, 
 � � � (3.23)

Подставляя (3.23) в (3.8), (3.10), получаем для генераторов

. 01
10
��� �

�

�
�2 � ���� 1� �

�
�

2
��11

��
�

2
��11 
 1

�
� &��2�� 1� ��11 � 1�,



3.1. Представления алгебр ��2; �1� и ���2; �1� 63

.00��� � �
��11����, .11��� � �11��� (3.24)

и операторов Казимира

01�&� � 
, 02�&� � 2
 
�2 � ���� 1��

�
�

2

�2!
� 2&��2�� 1��

Соотношение (3.4) для операторов .01,.10, вытекающее из условия
эрмитовости, запишем в виде�

�2 � ���� 1� �
�
�

2
��11

��
�

2
��11 � 1

�
� &��2�� 1� ��

�2 � ���� 1� �
�
�

2
��11

��
�

2
��11 � 1

�
� &��2�� 1� � (3.25)

Для выполнения (3.25) при любых 
,�11 нужно, чтобы мнимая часть
под корнем обращалась в ноль, а вещественная часть была положи-
тельной, что возможно в двух случаях: А) � � �1�2, � �� 0; Б) � � 0,
����� 1� @ 0�
В случае А) формулы (3.24) перепишем

. 01
10
��� �

�
�2 �

�
�11 � 1� �

2

�2
��11 � 1�,

01�&� � 
, 02�&� � 2�
2 �

1
2
�1� 
2�, (3.26)

а это есть неприводимое представление основной непрерывной серии
алгебры ��1, 1� [13]. Компоненты ��12 � � 1�2 � �, ��22 � 1�2 � � ра-
боты [13] связаны с нашими компонентами �12, �22 соотношениями
�12 � &��12, �22 � &��22, т. е. Re��� � 
�2, Im��� � ���
В случае Б) формулы (3.24)) имеют вид

. 01
10
��� �

��
�11 � �� 1

2

�2
�
�
�� 1
2

�2
��11 � 1�,

01�&� � 
, 02�&� � �2
�
���� 1� �

�2

4

�
, (3.27)

а это есть неприводимое представление дополнительной непрерывной
серии [180].
Помимо случаев А) и Б), есть ещe одна возможность. Пусть ком-

поненты �12, �22 являются чисто мнимыми: �12 � &��12, �22 � &��22,
где ��12, ��22 — целые числа. Тогда формулы (3.24) перепишем в форме

.00��� � ���12 � ��22 ��11����, .11��� � �11���,
.01��� �

'
����12 ��11 � 1���11 � ��22� ��11 � 1�,

.10��� �
'
����12 ��11���11 � 1� ��22� ��11 � 1�,

01�&� � ��12 � ��22, 02�&� � ����2
12 � ��2

22 � ��12 � ��22�, (3.28)
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совпадающей с (3.2), (3.3), за исключением знака минус под корнем.
Условие унитарности (3.4) сводится к вещественности корня в выра-
жениях для генераторов .01,.10, что возможно при отрицательных
значениях одного из сомножителей. В результате имеем еще два непри-
водимых представления: В) �11 @ ��12 � 1; Г) �11 � ��22 � 1, назы-
ваемых дискретными сериями. Дискретные серии неприводимых пред-
ставлений псевдоунитарных алгебр ���, 2� описаны в работах [13, 14].
Случаи В) и Г) соответствуют модифицированным схемам вида$$$$ ��12 ��22

�11

%
,

$$$$ ��12 ��22
�11

%
� (3.29)

Мы подробно рассмотрели простейший случай алгебр ��2; �1�, что-
бы показать, как работает метод переходов для неприводимых пред-
ставлений. Формулы раздела 3.1.2 при дополнительных условиях на
компоненты верхней строки схемы Гельфанда–Цетлина вида (3.17),
в случае контракции, и (3.23), в случае аналитического продолжения,
дают неприводимые представления алгебр ��2; �1�� Чтобы получить
унитарное представление, необходимо дополнительно проверять вы-
полнение соотношений унитарности (3.4) для контрактированных или
аналитически продолженных генераторов представления.

3.2. Представления унитарных алгебр ��3; �1, �2�

3.2.1. Описание представлений. Стандартные обозначения Гель-
фанда–Цетлина отвечают убывающей цепочке подалгебр ��3� � ��2� �
� ��1�, где ��3� � �1��, �, � � 1, 2, 3	, ��2� � �1��, �, � � 1, 2	, ��1� �
� �111	� Чтобы согласовать с нашими обозначениями раздела 1.2,
заменим индекс � на индекс 	 � � � 3 � �, т. е. 1�� � .���,���� При
этом цепочка подалгебр принимает вид ��3; �1, �2� � ��2; �2� � ��1�, где
��3; �� � �.	�, 
, � � 0, 1, 2	, ��2; �2� � �.	�, 
, � � 1, 2	, ��1� � �.22	�
Нумерацию компонент схем Гельфанда–Цетлина оставляем неизмен-
ной.
Хорошо известно, что для определения представлений алгебры ��3�

достаточно задать действие генераторов 1��, 1�,��1, 1��1,�, т. е. гене-
раторов .��, � � 0, 1, 2, .�	1,�, .�,�	1, � � 0, 1� Оставшиеся генерато-
ры .02, .20 находятся с помощью коммутаторов .02 � �.01,.12�, .20 �
� �.21,.10�� При переходе от ��3� к ��3; �� генераторы преобразу-
ются по формулам: .01 � �1.

�
01���, .12 � �2.

�
12���, .10 � �1.

�
10����, .21 � �2.

�
21���, .�� � .������� Преобразование компонент схем

Гельфанда–Цетлина определим следующим образом:

�13 � �1�2�
�
13, �23 � ��

23, �33 � �1�2�
�
33,

�12 � �2�
�
12, �22 � �2�

�
22, �11 � ��

11, (3.30)
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Тогда компоненты схемы ��� удовлетворяют неравенствам

��� �
$$$$$ �13 �23 �33�12 �22�11

(
,

	13

�1�2
� �23 �

	33

�1�2
,

	13

�1�2
�

	12

�2
� �23,

�23 �
	22

�2
�

	33

�1�2
,

	12

�2
� �11 �

	22

�2
� (3.31)

Преобразуя известные выражения для генераторов алгебры ��3�, полу-
чаем генераторы представления алгебры ��3; ��:

.00��� �
�
�23 �

	13 �	33

�1�2
� 	12 �	22

�2

�
���,

.01��� � 1
�2

�
� �	13 � �1	12 � �1�2��	33 � �1	12 � �1�2���2	23 �	12�

�	22 �	12�
�

� ��2	11 �	12�

�	22 �	12 � �2�

�1�2
��12 � �2��

�
1
�2

�
��	13 � �1	22 � 2�1�2��	33 � �1	22���2	23 � �2 �	22�

�	12 �	22 � 2�2�
�

� ��2	11 � �2 �	22�

�	12 �	22 � �2�

�1�2
��22 � �2�,

.10��� � 1
�2

�
��	13 � �1	12��	33 � �1	12 � 2�1�2���2	23 � �2 �	12�

�	22 �	12 � �2�
�

� ��2	11 � �2 �	12�

�	22 �	12 � 2�2�

�1�2
��12 � �2��

�
1
�2

�
��	13 � �1	22 � �1�2��	33 � �1	22 � �1�2���2	23 �	22�

�	12 �	22 � �2�
�

� ��2	11 �	22�

�	12 �	22�

�1�2
��22 � �2�,

.02��� �
�
��	13 � �1	12 � �1�2��	33 � �1	12 � �1�2���2	23 �	12�

�	22 �	12�
�

� �	22 � �2	11�

�	22 �	12 � �2�

�1�2 $$$$ �12 � �2
�11 � 1

%
�

�

�
��	13 � �1	22 � 2�1�2��	33 � �1	22���2	23 � �2 �	22�

�	12 �	22 � 2�2�
�

� �	12 � �2	11 � �2�

�	12 �	22 � �2�

�1�2 $$$$ �22 � �2
�11 � 1

%
,

3 Громов Н.А.
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.20��� �
�
��	13 � �1	12��	33 � �1	22 � 2�1�2���2	23 � �2 �	12�

�	22 �	12 � �2�
�

� �	22 � �2	11 � �2�

�	22 �	12 � 2�2�

�1�2 $$$$ �12 � �2
�11 � 1

%
�

�

�
��	13 � �1	22 � �1�2��	33 � �1	22 � �1�2���2	23 �	22�

�	12 �	22 � �2�
�

� �	12 � �2	11�

�	12 �	22�

�1�2 $$$$ �22 � �2
�11 � 1

%
, (3.32)

где ��12 
 �2� обозначает схему (3.31), в которой компонента �12
заменена на �12 
 �2, и т.д. Генераторы .11,.22,.12,.21, образующие
подалгебру ��2; �2�, описываются формулами (3.8), в которых нужно
увеличить каждый индекс у генератора на единицу и заменить па-
раметр �1 на �2� Генераторы (3.32) удовлетворяют коммутационным
соотношениям алгебры ��3; �� вида

�.��,.��� �
�3, &��&, 2�

�3, 2�
Æ��.�� � �3, &��&, 2�

��, &�
Æ��.��� (3.33)

Унитарная алгебра ��3� имеет три оператора Казимира, которые при
переходе к алгебре ��3; �� преобразуются согласно (1.98)

01��� � 0�
1 ���, 02��� � �21�

2
20

�
2 ���, 03��� � �21�

2
20

�
3 ���� (3.34)

При этом спектр операторов Казимира равен

01��� �
	13 �	33

�1�2
��23,

02��� � �2
13 ��2

33 � �21�
2
2�

2
23 � 2�1�2��13 ��33�, (3.35)

03��� �
	3
13 �	3

33

�1�2
� 2�2�2

13 ��2
33���13�33�

��21�
2
2��

3
23 � 2�

2
23 � 2�23� � �1�2�2�2�13 ��33���23��13 ��33��

Естественно возникает вопрос: из каких соображений выбирается за-
кон преобразования (3.30) компонент схем Гельфанда–Цетлина или
закон (3.7) в случае алгебр ��2; �1�� Он выбирается так, чтобы спектр
операторов Казимира 2-го порядка был отличен от нуля и не содер-
жал неопределенных выражений при нильпотентных значениях пара-
метров �� Поскольку 02��� � �21�

2
20

�
2 ��� и компоненты �13, �23, �33

входят в 0�
2 квадратичным образом, это условие дает (3.30). Од-

нако вариант (3.30) (назовем его базовым) не единствен. Возмож-
ны еще два варианта: �13 � ��

13, �23 � �1�2�
�
23, �33 � �1�2�

�
33 или

�13 � �1�2�
�
13, �23 � �1�2�

�
23, �33 � ��

33, которые переводят исходное
неприводимое представление алгебры ��3� в представление алгебры
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��3; �� с другими, по сравнению с базовым вариантом (3.35), значени-
ями операторов Казимира. Например,

0 �
2��� � �2

23 ��2
33 � �21�

2
2�13��13 � 2�� 2�1�2�33,

0
��

2 ��� � �2
13 ��2

23 � �21�
2
2�33��33 � 2� � 2�1�2�13� (3.36)

Рассмотрение этих вариантов перехода для неприводимых представле-
ний вполне аналогично базовому варианту, поэтому соответствующие
формулы выписываться не будут.
Ниже будет видно, что базовые преобразования (3.30), как и два

других варианта, дают при контракциях невырожденные представления
контрактированных алгебр, все операторы Казимира которых незави-
симы и имеют ненулевой спектр.
Для интерпретации формальных неравенств (3.31) рассмотрим дей-

ствие повышающего генератора .10 на вектор «старшего веса» 4�,
описываемый схемой (3.31) при �11 � �12 � �13, �22 � �23, а также
действие понижающего генератора .01 на вектор «младшего веса» 4�,
описываемый схемой (3.31) при �11 ��22 ��33, �12 ��23� При этом
явно выпишем только те сомножители, которые обращаются в ноль при
�1 � �2 � 1� Имеем

.104� �
1
�2

'
�13�1� �1�. ��13 � �2�� 1

�2

'
�23��2 � 1�C ��23 � �2�,

.014� �
1
�2

'
�23��2 � 1�0 ��23 � �2�� 1

�2

'
�33�1� �1�A ��33 � �2��

(3.37)
Отсюда видно, что при �1 �� 1, �2 � 1

.104� �
'
�13�1� �1�. ��13 � 1� �� 0,

что означает отсутствие ограничений сверху на �12,

.014� �
'
�33�1� �1�A ��33 � 1� �� 0,

что означает отсутствие ограничений снизу на �22, т. е. компоненты
схемы (3.31) удовлетворяют неравенствам �12 � �23 � �22� При �1 �
� 1, �2 �� 1 получаем из (3.37)

.104� � ��12
'
�23��2 � 1�C ��23 � �2� �� 0,

что означает отсутствие ограничений сверху на �22 и

.014� � ��12
'
�23��2 � 1�0 ��23 � �2� �� 0,

что означает отсутствие ограничений снизу на �12, т. е. справедливы
неравенства �13 ��12, �22 ��33, �
 ��11 �
� Наконец, из (3.37)
при �1 �� 1, �2 �� 1 устанавливаем, что на компоненты �12,�22,�11 нет
ограничений. Во всех случаях сохраняется неравенство �13 � �33�
В точности те же неравенства для компонент схемы Гельфанда–

Цетлина получим из формальных неравенств (3.31), если будем ин-

3*
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терпретировать их при �1, �2 �� 1 по следующим правилам: а) нера-
венство ��1� � �1 означает отсутствие ограничений сверху на �1;
б) неравенство �1 � ��1� означает отсутствие ограничений снизу
на �1; в) неравенство ��1�2��1� � ��11 �1 эквивалентно неравенству
��11 � � �1, т. е. одинаковые параметры в обеих частях неравенства
можно сокращать. Эти же правила справедливы и для алгебр высших
размерностей.
Формулы для неприводимого представления алгебры ��3� получа-

ются из формул настоящего раздела при �1 � �2 � 1� Условие унитарно-
сти представлений алгебры ��3� приводит к следующим соотношениям
для операторов (3.32): .�� � .��, � � 0, 1, 2, .�� � .��, �, � � 0, 1, 2�
Здесь черта обозначает комплексное сопряжение.

3.2.2. Контракция по первому параметру. Структу-
ра контрактированной унитарной алгебры такова: ��3; �1, �2� �
� "4�����1� � ��2; �2��, где "4 � �.01,.10,.02,.20	, подалгебра
��2; �2� � �.11,.22,.12,.21	 и ��1� � �.00	� Формулы (3.32) при
�1 � �1 дают

.00��� �
�
	13 �	33

�1�2
��23 � 	12 �	22

�2

�
���,

.01��� � 1
�2

���13�33

��
��2	23 �	12�

�	22 �	12�

��2	11 �	12�

�	22 �	12 � �2�
��12 � �2��

�

�
��2	23 � �2 �	22�

�	12 �	22 � 2�2�
��2	11 � �2 �	22�

�	12 �	22 � �2�
��22 � �2�

�
,

.10��� � 1
�2

���13�33�

�
��

��2	23 � �2 �	12�

�	22 �	12 � �2�

��2	11 � �2 �	12�

�	22 �	12 � 2�2� ��12 � �2��

�

�
��2	23 �	22�

�	12 �	22 � �2�

��2	11 �	22�

�	12 �	22�
��22 � �2�

�
,

.02��� �
���13�33

��
��2	23 �	12�

�	22 �	12�

�	22 � �2	11�

�	22 �	12 � �2�

$$$$ �12 � �2
�11 � 1

%
�

�

�
��2	23 � �3 �	22�

�	12 �	22 � 2�2�
�	12 � �2	11 � �2�

�	12 �	22 � �2�

$$$$ �22 � �2
�11 � 1

%�
,

.20��� �
���13�33�

�
��

��2	23 � �2 �	12�

�	22 �	12 � �2�

�	22 � �2	11 � �2�

�	22 �	12 � 2�2�

$$$$ �12 � �2
�11 � 1

%
�

�

�
��2	23 �	22�

�	12 �	22 � �2�

�	12 � �2	11�

�	12 �	22�

$$$$ �22 � �2
�11 � 1

%�
� (3.38)

Нильпотентные слагаемые, возникающие в выражениях для генерато-
ров, отбрасываются, и выписываются только вещественные части.
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Алгебра ��3; �1, 1� есть неоднородная алгебра E��2� в обозначениях
работы [127]. Условие определенности и унитарности генератора .00
дает ��13 ��33���1 � 2 � � , т. е.

�13 � � � �1
2

2
, �33 � �� � �1

2

2
, �, 2 � � , � � 0� (3.39)

Вещественность � вытекает из соотношения унитарности для .01, .10,
а неотрицательность из неравенства �13 � �33, рассматриваемого для
вещественных частей. С учетом (3.39) имеем

���13�33 � � и вы-
ражения (3.38) при �2 � 1 совпадают с соответствующими формулами
работы [127] для E��2�� Целочисленные компоненты схемы ���� связа-
ны неравенствами �12 � �23 � �22, �12 � �11 � �22, вытекающими
из (3.31) при �1 � �1� Схема ���� получается из схемы (3.31) при
�13 � �, �33 � ��� Спектр операторов Казимира в данном представле-
нии алгебры ��3; �1, 1� находится из (3.35) и оказывается равным

01��1, 1� � 2 ��23, 02��1, 1� � 2�
2, 03��1, 1� � 3�

2�2 � 1�� (3.40)

Алгебра 
��3, �1, 1� отличается от алгебры ��3, �1, 1� тем, что диаго-
нальные операторы удовлетворяют соотношению .00 � .11 � .22 � 0�
Действуя на схему ����, находим спектр операторов Казимира

01��1, 1� � 0, 02��1, 1� � 2�
2, 03��1, 1� � 3�

2�1��23� (3.41)

представления алгебры 
��3; �1, 1� � "4����2�, генераторы которого опи-
сываются формулами (3.38) при �2 � 1, где нужно положить

�13 � � � �1
	23

2
, �33 � �� � �1

	23

2
, � � 0, �23 � �� (3.42)

Здесь � обозначает множество целых чисел.

3.2.3. Контракция по второму параметру. Структура контрак-
тированной алгебры имеет вид ��3; �1, �2� � "4�����2; �1� � ��1��, где
"4 � �.12,.21,.02,.20	, ��2; �1� � �.00,.11,.01,.10	, ��1� � �.22	�
При подстановке в (3.32) значения �2 � �2 встречаются выражения
��12 
 �2�, с которыми поступаем в соответствии с общими правилами
обращения с функциями нильпотентного переменного, т. е. расклады-
ваем в ряд

��12 
 �2� � ��� 
 �2����12, ����12 � ��	�
�	12

,

��22 
 �2� � ��� 
 �2����22, ����22 � ��	�
�	22

� (3.43)

С учетом этого замечания формулы (3.32) при �2 � �2 дают следующие
выражения для генераторов:

.00��� �
�
�23 �

	13 �	33

�2�1
� 	12 �	22

�2

�
���,

.11��� �
�
	12 �	22

�2
��11

�
���, .22��� � �11���,
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.12��� �
���12�22 ��11 � 1�, .21��� �

���12�22 ��11 � 1�,
.01��� � 1

	12 �	22

"
	12�12 �	22�22

�2
����

�
1
2�12

�
�1�12��13 ��33�� �212

	11 �	23 �	12

	12 �	22

�
����

� 1
2�22

�
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�
�11 ��23 �

2	12 �	22

	12 �	22

��
����

��12�12����12 ��22�22����22
)
,

.10��� � 1
	12 �	22

"
	12�12 �	22�22

�2
����

�
1
2�12

�
2�1�12��13 � �1�12�� �212

�
�11 ��23 �

	12 � 2	22

	12 �	22

��
����

�
1
2�22

�
�1�22��13 ��33�� �22

�
�11 ��23 �

	22

	12 �	22

��
����

��12�12����12 ��22�22����22
)
,

. 02
20
��� �

��	12	22

	12 �	22
��12 � �22���11 � 1�,

�12 �
'
���13 � �1�12���33 � �1�12� ,

�22 �
'
���13 � �1�22���33 � �1�22� , (3.44)

в которых оставлены только вещественные части.
Требование определенности генераторов .00,.11 вместе с условием

их эрмитовости приводит к компонентам схем вида

�13 � � � �2�1
2

2
, �33 � �� � �2�1

2

2
, � � 0, 2 � � ,

�12 � � � �2
�

2
, �33 � �� � �2

�

2
, � � 0, 
 � � � (3.45)

Подстановка компонент (3.45) в (3.31) дает

��� � ����� �2�12
1
2
������13 � �����33� � �2


1
2
������12 � �����22�,

���� � $$$$$ � �23 ��
� ��

�11

(
, �11,�23 � �� (3.46)

Для классических унитарных алгебр схемы Гельфанда–Цетлина
��� с целочисленными компонентами нумеруют нормированные на
единицу базисные векторы в конечномерном пространстве представле-
ния. При контракциях и аналитических продолжениях часть компо-
нент схем ��� принимает непрерывные значения. При этом базисные
«векторы» в бесконечномерном пространстве представления контракти-
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рованных или аналитически продолженных алгебр, отвечающие таким
схемам, понимаются как обобщенные функции, по-прежнему ортого-
нальные, но нормированные на дельта-функцию. В частности, для ����
имеем

�������� � Æ2��� � ��Æ2��� � ��Æ��

23,�23
Æ��

11,�11 , (3.47)

где квадраты дельта-функций появляются из-за того, что � и � по два
раза входят в компоненты схемы. Сравни с работами [118–120] в слу-
чае контракций и с работами [176, 177, 195] в случае аналитических
продолжений.
Подставляя (3.45), (3.46) в формулы (3.44), получаем генераторы

представления алгебры ��3; �1, �2�:

.00���� � ��23 � 2 � 
�����, .11���� � �
��11�����, .22���� � �11����,
. 12

21
���� � �� ��11 � 1�, . 02

20
���� �&

�2 � �21�
2 � ��11 � 1�,

. 01
10
���� �

�
32 � �21&

2

2&

��

��11 ��23 � 12

�
�����

��1�
2 2 � �� 1
32 � �21&

2
���� � �������12 � �����12�� � (3.48)

Соотношение эрмитовости для операторов .02,.20 дает �2 � �21�
2 � 0,

что при �1 � 1 накладывает ограничения � � �� Действие операторов
на производные схем находится с помощью (3.43) применением опера-
торов к обеим частям равенства ����12 � ���12 � �2� � ��12 � �2���2�2�
Собственные значения операторов Казимира для представления (3.48)
получаются подстановкой компонент (3.45) в (3.35) и имеют вид

01��1, �2� � 2 ��23, 02��1, �2� � 2�
2, 03��1, �2� � 3�

2�2 � 1�� (3.49)

Они все отличны от нуля и независимы, как это и должно быть
для невырожденного представления алгебры ��3; �1, �2�� Отметим, что
спектр (3.49) совпадает со спектром (3.40) операторов Казимира алгеб-
ры ��3; �1, �2��
Для удобства приложений (интерпретации) мы зафиксировали ин-

дексы генераторов .��, поэтому ��3; 1, �2� и ��3; �1, �2� оказались у
нас разными алгебрами. Если теперь отказаться от этого соглашения,
то нетрудно установить изоморфизм указанных алгебр. Представление
(3.38),(3.39) реализовано в дискретном базисе, порождаемом цепочкой
подалгебр ��3; �1, 1� � ��2; 1� � ��1� и описываемом схемами вида$$$$$ � �23 ��

�12 �22�11

(
, �12 �

�23 � �, � � 0,
�23 � �22, �12 � �11 � �22,

�12, �22, �11 � �,
(3.50)
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в то время как представление (3.48) реализовано в непрерывном бази-
се, порождаемом разложением ��3; 1, �2� � ��2; �2� � ��1� и описывае-
мом схемами $$$$$ � �23 ��

� ��
�11

(
,

�23, �11 � �,

� � � � 0,
(3.51)

причем, помимо .00,.11,.22, оператор .01 � .10 тоже диагонален в
этом базисе.
Таким образом, контракции по разным параметрам, приводящие к

изоморфным алгебрам, дают описание одного и того же представления
контрактированной алгебры в разных базисах, порождаемых канониче-
скими цепочками подалгебр.

3.2.4. Двумерная контракция. Структура контрактированной
алгебры ��3; �� имеет вид: ��3; �� � "6����.00	 � �.11	 � �.22	�, где
нильпотентная подалгебра "6 натянута на генераторы .��, �, � � 1, 2�
Вид генераторов неприводимого представления алгебры можно полу-
чить, подставив �1 � �1, �2 � �2 в (3.32), либо положив �2 � �2 в (3.38),
либо из формул (3.44) при �1 � �1� Все три способа приводят к одина-
ковому результату, а именно:
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Требование определенности операторов .00,.11, а также условие эр-
митовости дают для компонент схемы ��� выражения

�13 � � � �1�2
2

2
, �33 � �� � �1�2

2

2
, � � 0, 2 � � ,

�12 � � � �2
�

2
, �22 � �� � �2

�

2
, � � 0, 
 � � , (3.53)

подстановка которых в формулы (3.52) приводит к операторам пред-
ставления вида

.00���� � ��23 � 2 � 
�����, .11���� � �
��11�����,
.22���� � �11����, .12���� � �� ��11 � 1�, .21���� � �� ��11 � 1�,

.02���� � �� ��11 � 1�, .20���� � �� ��11 � 1�, (3.54)

.01���� � 3

2&

�

��11 ��23 � 12

�
���� � 3

2
������12 � �����22� ,

.10���� � 3

2&

�

��11 ��23 �

1
2

�
����� 3

2
������12 � �����22� ,

где через ���� обозначена схема
���� � $$$$$ � �23 ��

� ��
�11

(
,

�11, �23 � �,

� � � � 0�
(3.55)

Отметим, что оператор .01 � .10 диагонален в базисе ����, а спектр
операторов Казимира представления (3.54) алгебры ��3; �� дается те-
ми же формулами (3.40), (3.49), что и в случае алгебр ��3; �1, �2�,
��3; �1, �2��

3.3. Представления унитарных алгебр ���; ��

3.3.1. Операторы представления. Стандартные обозначения
Гельфанда–Цетлина (используется вариант, приведенный в моногра-
фии [1]) отвечают убывающей цепочке подалгебр ��	� � ��	 � 1� �
� . . . � ��2� � ��1�, где ��	� � �1��, �, � � 1, 2, . . . ,		, . . . , ��2� �
� �1��, �, �,� 1, 2	, ��1� � �111	� Здесь будет использоваться другое
вложение подалгебры в алгебру, приводящее к цепочке подалгебр вида
��	; �1, �2, . . . , ���1� � ��	� 1; �2, . . . , ���1� � . . . � ��2; ���1� � ��1�, где
��	; �1, �2, . . . , ���1� � �.	�, 
, � � 0, 1, . . .	� 1	,��	� 1; �2, . . . , ���1� �
� �.	�, 
, � � 1, 2, . . . ,	 � 1	, . . . ,��2; ���1� � �.	�, 
, � � 	 � 2,	 �
� 1	, ��1� � �.��1,��1	� Чтобы перейти от стандартных обозначений
к нашим, нужно заменить индекс � у генератора на индекс 	 � � и
оставить неизменной нумерацию компонент схем Гельфанда–Цетлина.
Для определения представлений алгебры ��	� достаточно задать

действие генераторов 1��,1�,�	1,1�	1,�, а оставшиеся генераторы най-
ти из коммутационных соотношений. В наших обозначениях доста-
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точно знать генераторы .���,���, .���,����1, .����1,���, которые
преобразуются при переходе от ��	� к ��	; �� следующим образом:

.���,����1 � ����.
�
���,����1���, (3.56)

.����1,��� � ����.
�
����1,������, � � 1, 2, . . . ,	,

.���,��� � .����,������,
где ���� при нильпотентном значении играет роль стремящегося к
нулю параметра в контракции Вигнера–Иненю [164], а .���� есть
сингулярно преобразованный генератор. Задание сингулярного преоб-
разования эквивалентно заданию закона преобразования компонент
схемы Гельфанда–Цетлина

��� �

$$$$$$$$$
��
1� ��

2� . . . �
�
��1,� ��

��

��
1,��1 ��

2,��1 . . . ��
��1,��1

. . . . . . . . .
��
12 ��

22
��
11

(
,

��
�� � ��

�,��1 � ��
�	1,�, � � 2, 3, . . . ,	, � � 1, 2, . . . ,	� 1,
��
1� � ��

2� � . . . � ��
�� (3.57)

при переходе от ��	� к ��	; ��� Определим это преобразование форму-
лами

�1� � ��
1�/�, ��� � ��

��/�, /� �
��1�

�����	1

��,

��� � ��
��, � � 2, 3, . . . , � � 1, � � 2, 3, . . . ,	, (3.58)

тогда получим схему ���, компоненты ��� которой целочисленны,
а компоненты �1�,��� могут быть комплексными или нильпотентны-
ми. Они удовлетворяют неравенствам

��� � ��,��1 � ��	1,�, � � 2, 3, . . . ,	, � � 2, 3, . . . ,	� 2
	1�

��
�

	1,��1

���1
� �2�, ���1,� �

	��1,��1
���1

�
	��
��
,

	1�

��
� �2� � �3� � . . . � ���1,� �

	��
��
,

которые при нильпотентных и мнимых значениях параметров � трак-
туются по правилам, описанным в разделе 3.2.1.
Подставляя (3.58) в известные выражения для генераторов алгебры

и учитывая (3.56), находим операторы представления алгебры ��	; ��

.���,������ �
 
	1� �	��

��
� 	1,��1 �	��1,��1

���1
�

����1,� �
��2�
	�2

��	� ��	,��1�

!
���, � � 1, 2, . . . ,	,
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.����1,������ � 1
��

 
�1������1� � /��� ���������� � /��

!
�

�����	1

��1�
	�2

�	������	� � 1�,

.���,����1��� � 1
��

 
�1������1� � /��� ���������� � /��

!
�

�����	1

��1�
	�2

�	������	� � 1�, � � 1, 2, . . . ,	� 1, (3.59)

где

�1���� �


,,,,�,,,,�

��
��2

�����,��1 � �1� � ���

��2�
��2

�����,��1 � �1��
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�����,��1 � �1��
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� ��1,��1 � �����1������1,��1 � �����1��
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, (3.60)
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� ��1,��1 � ���1��� � ���1�����1,��1 � ���1��� � ���1�
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�1�2
, 1 � 
 � ��

Выражение для ������ получается из �1���� заменой �1� на ��� и ���
на �1�� Такой же заменой из �1���� получаем ������� Компоненты �
связаны с � соотношениями

�1� � �1� � /�, ��� � ��� � �/�, �	� � �	� � 
, 1 � 
 � �� (3.61)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что операторы (3.59) удо-
влетворяют коммутационным соотношениям (3.33), следовательно они
задают представление алгебры ��	; ��. Рассматривая действие повыша-
ющих операторов .���,����1 на вектор «старшего веса» 4�, описыва-
емый схемой ��� при максимальных значениях компонент, и действие
понижающих операторов .����1,��� на вектор «младшего веса» 4�,
описываемый схемой ��� при минимальных значениях компонент, как
и в разделе 3.2.1, устанавливаем, что при нильпотентных или мнимых
значениях всех или некоторых параметров � пространство представле-
ния бесконечномерно и в нем нет инвариантных относительно опера-
торов (3.59) подпространств, поскольку, взяв произвольный базисный
вектор и подействовав на него операторами .�� нужное число раз,
получаем все базисные векторы в пространстве представления. Следо-
вательно, представление (3.59) неприводимо.
Хотя исходное представление алгебры ��	� эрмитово, неприводимое

представление (3.59) алгебры ��	; ��, вообще говоря, эрмитовым не
является. Поэтому, чтобы представление (3.59) было эрмитовым, необ-
ходимо потребовать выполнения соотношений .��� � .��, � � 0, 1, . . .
. . . ,	 � 1, .�� � .���, которые для матричных элементов операторов
записываются в виде

���.����� � ���.�����, �	�.����� � ���.���	�, (3.62)

где черта обозначает комплексное сопряжение.

3.3.2. Спектр операторов Казимира. Компоненты ��
�� верхней

строки схемы (3.57) (компоненты старшего веса) полностью опреде-
ляют неприводимое представление алгебры ��	�� В работах [53, 61]
собственные значения операторов Казимира выражены через компо-
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ненты старшего веса. Для унитарной алгебры ��	� спектр операторов
Казимира описывается формулой

0�
� ��

�� � ������1�, (3.63)

где 1 — матрица размерности 	, все элементы которой равны единице,
а матрица �� имеет вид

���	 � ���
�� � 	� ��Æ�	 � �	�, 
, � � 1, 2, . . . ,	� (3.64)

Здесь �	� � 1 при 
 � � и �	� � 0 при 
 @ ��
При переходе от алгебры ��	� к алгебре ��	; ��, � � ��1, . . . , ���1�

компоненты старшего веса преобразуются согласно (3.58): �1� �
� /��

1�, ��� � /��
��, �	� � ��

	�, 
 � 2, 3, . . . ,	 � 1, / �
0��1

��1 ���
Определим матрицу ���� формулой

���� � /�����, (3.65)

где ����� есть матрица (3.64), в которой компоненты ��
�� заменены

выражениями через ���, т. е. �11��� � 	 � 1 � �1�/
�1, ������ �

� ���/
�1, а остальные матричные элементы даются формулой (3.64).

Тогда матрица ���� такова:

�11��� � �1� � /�	� 1�, ������ � ���, (3.66)

��	��� � / ����� � 	� ��Æ�	 � �	��, �, 
 � 2, 3, . . . ,	� 2�
Операторы Казимира преобразуются согласно (1.98), т. е. 02���� �

� /2�0�
2����, 02�	1��� � /2�0�

2�	1���� Точно так же преобразуются
их спектры. Поэтому спектр операторов Казимира алгебры ��	; ��
выражается формулами

02���� � /2������2����1	 � ����/������2�1	 � ����2����1	,
02�	1��� � /2������2�	1���1	 � ���������/������2�1	 �

� ���������2����1	 � 1
�
����2�	1���1	, (3.67)

где 2� и 2� � 1 пробегают значения от 1 до 	� В частности,

01��� �
	1� �	��

�
�

��1�
	�2

�	�,

02��� � �2
1� ��2

�� � /�	� 1���1� ������

�/2
��1�
	�2

�	���	� � 	� 1� 2
� (3.68)

есть собственные значения первых двух операторов Казимира алгебры
��	; �� на ее неприводимых представлениях.
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3.3.3. Возможные варианты контракций неприводимых пред-
ставлений. Для краткости в этом разделе будем говорить о контр-
акциях неприводимых представлений, имея, однако, в виду, что соот-
ветствующие рассуждения справедливы и при мнимых значениях пара-
метров �� Преобразование (3.58) компонент схемы Гельфанда–Цетлина
выбрано так, чтобы собственные значения операторов Казимира четно-
го порядка были отличны от нуля при контракциях. Однако базовый
вариант (3.58) не единственный. Как легко видеть из (3.67), (3.68), той
же цели можно достигнуть, преобразовав по правилу � � /�� любые
две компоненты верхней строки и оставив неизменными остальные
компоненты этой строки.
Что произойдет в этом случае с исходным неприводимым представ-

лением, скажем, при контракции по первому параметру �1 � �1, �2 �
� . . . � ���1 � 1� Закон преобразования генераторов не изменится
. � �

0
� ���.

����, модифицируются лишь выражения .���� для син-
гулярно преобразованных операторов представления, а также неравен-
ства для компонент схемы Гельфанда–Цетлина по сравнению с той
же контракцией �1 � �1 в базовом варианте. Собственные значения
операторов Казимира будут зависеть не от компонент �1�,���, как в
базовом варианте, а от другой пары компонент верхней строки.
Таким образом, каждый из

�
�
2

�
� 	�	 � 1��2 вариантов перехода

от неприводимого представления алгебры ��	� дает при контракци-
ях свое представление алгебры ��	; ��, спектр операторов Казими-
ра которого задается своей парой компонент верхней строки схемы
Гельфанда–Цетлина. Причем все варианты переходов являются пе-
реходами общего вида, т. е. приводят к отличному от нуля спектру
всех операторов Казимира даже в том случае, когда все параметры �
принимают нильпотентные значения.
Приведенные рассуждения справедливы, естественно, для каждой

подалгебры ���; ���, � � 2, 3, . . . ,	 � 1 в цепочке подалгебр, приве-
денной в начале раздела 3.3.1, т. е. для каждой подалгебры имеется�
�
2

�
� ��� � 1��2 вариантов перехода от неприводимого представления

подалгебры ���� к неприводимым представлениям общего вида по-
далгебры ���; ���� Последние определяют базис Гельфанда–Цетлина.
Следовательно, каждый из

�
�
2

�
вариантов перехода от неприводимого

представления алгебры ��	; �� может быть записан в ���1 �
���1

��2

�
�
2

�
различных базисах, отвечающих различным вариантам преобразо-
вания компонент схемы Гельфанда–Цетлина в строках с номерами
� � 2, 3, . . . ,	� 1� В разделах 3.3.1 и 3.3.2 описан базовый вариант, в
котором преобразуются первая и последняя компоненты строк с номе-
рами � � 2, 3, . . . ,	� Ясно, что при необходимости подобные формулы
можно выписать в любом из �� �

��
��2

�
�
2

�
вариантов.
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3.4.1. Алгебра ���3; ��. Хотя алгебра 
��3� изоморфна алгебре

��2�, рассмотрим ее отдельно, поскольку алгебры 
��3; ��, � � ��1, �2�
допускают, в отличие от 
��2; �1�, контракцию по двум параметрам.
При переходе от 
��3� к 
��3; �� генераторы преобразуются следующим
образом: #01 � �1#

�
01���, #02 � �1�2#

�
02���, #12 � �2#

�
12���, а един-

ственный оператор Казимира преобразуется так: 02��� � �21�
2
20

�
2 ����

Неприводимые представления алгебры 
��3� установлены в работе [17]
и в базисе, определяемом цепочкой подалгебр 
��3� � 
��2�, задаются
операторами

#�
12���� � &��

11����,
#�
01���� � 1
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"&
���

12 ���
11���
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12 ���

11 � 1� ���
11 � 1��
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12 ���
11���

�
12 ���

11 � 1� ���
11 � 1�

#
,

#�
02���� � )

2

"&
���

12 ���
11���
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11 � 1� ���
11 � 1��
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&
���

12 ���
11���

�
12 ���

11 � 1� ���
11 � 1�

#
, (3.69)

где схемы ����, нумерующие элементы ортонормированного базиса
Гельфанда–Цетлина, имеют вид ���� �

$$$��

12
��

11

1
, ���

11� � ��
12 и компо-

ненты ��
11, �

�
12 являются одновременно все целыми или полуцелыми.

Спектр оператора Казимира равен

0�
2 ��

�
12� � ��

12��
�
12 � 1�� (3.70)

Компонента ��
11 является собственным значением оператора #�

12,
поэтому вид ее преобразования определяется преобразованием опера-
тора #�

12, т.е. �11 � �2�
�
11� Вид преобразования компоненты ��

12 нахо-
дим из условия определенности и неравенства нулю спектра оператора
Казимира при контракциях

02��12� � �21�
2
20

�
2 ��� �

� �21�
2
2
	12

�1�2

�
	12

�1�2
� 1

�
� �12 ��12 � �1�2� , (3.71)

т.е. компонента ��
12 преобразуется так: �12 � �1�2�

�
12�

После этого из (3.69) находим операторы представления алгебры

��3; ��:

#12��� � &�11���,
#01��� � 1

2�2

"'
��12 � �1�11���12 � �1�11 � �1�2� ��11 � �2��

�
'
��12 � �1�11���12 � �1�11 � �1�2� ��11 � �2�

#
,
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#02��� � )

2

"'
��12 � �1�11���12 � �1�11 � �1�2� ��11 � �2��

�
'
��12 � �1�11���12 � �1�11 � �1�2� ��11 � �2�

#
, (3.72)

где компоненты схемы ��� удовлетворяют неравенствам ��11� ��12��1�
То, что это представление, т.е. операторы (3.72) удовлетворяют комму-
тационным соотношениям алгебры 
��3; ��, проверяется непосредствен-
но. То, что это представление неприводимо, устанавливается, как и в
случае унитарных алгебр, действием повышающими и понижающими
операторами на векторы старшего и младшего веса.
При �1 � �1 формулы (3.72) дают представление неоднородной ал-

гебры 
��3; �1, �2� � &��2; �2� � �#01,#02	���#12	 вида
#12��� � &�11���,

#01��� � 1
2�2

�12���11 � �2� � ��11 � �2��,

#02��� � )

2
�12���11 � �2�� ��11 � �2��, (3.73)

где �11 — целое или полуцелое число, а �12 � � , �12 � 0� Собствен-
ные значения оператора Казимира равны 02��1, �2� � �2

12�
При �2 � �2 получаем из (3.72) представление алгебры 
��3; �1, �2� �

� �#02,#12	���#01	 операторами

#12��� � &�11���, #02��� � &
&
�2
12 � �21�

2
11 ���,

#01��� �
&
�2
12 � �21�

2
11 ����11 �

�21	11

2
�
	2
12 � �21	

2
11

���, (3.74)

где �11,�12 � � и ��11� � �12� Отказываясь от фиксирования нумера-
ции координат �0,�1,�2 в �3���, где действует группа �
�3; ��, легко
устанавливаем изоморфизм алгебр 
��3; �1, 1� и 
��2; 1, �2�� Тогда (3.73)
при �2 � 1 и (3.74) при �1 � 1 дают описание неприводимого пред-
ставления неоднородной алгебры &��2� в дискретном и непрерывном
базисах соответственно в бесконечномерном пространстве представ-
ления. Дискретный базис образуют собственные векторы компактно-
го оператора #12 с целыми или полуцелыми собственными числами

 � �11 �
� Непрерывный базис образуют обобщенные собственные
векторы некомпактного оператора #12, собственные значения которого
�11 � � , ��11� � �12� Близкий подход к контракциям неприводимых
представлений ортогональных алгебр 
��3�, 
��5�, связанный с сингу-
лярными преобразованиями компонент схем Гельфанда–Цетлина, рас-
смотрен в работах [118–120].
Двумерная контракция �1 � �1, �2 � �2 дает неприводимое представ-

ление алгебры Галилея 
��3; �� вида

#01��� � �12����11, #12��� � &�11���, #02��� � &�12���, (3.75)
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где �12,�11 � � , �12 � 0, �
 � �11 � 
 и 02��� � �2
12� Результат

действия генератора на производную ����11 находится применением
генератора к обеим частям равенства ����11 � ���11 � �2� � ��11 �
� �2���2�2� В частности, имеем #12����11 � &�11����11 � &����

3.4.2. Алгебра ���4; ��. Чтобы задать неприводимое представ-
ление алгебры 
��4; ��, � � ��1, �2, �3�, достаточно задать представление
генераторов #01,#12,#23�Мы используем формулы, приведенные в [1],
заменяя индексы генераторов по правилу: 4� 0, 3� 1, 2� 2, 1� 3�
Тогда представление Гельфанда–Цетлина отвечает цепочке подал-
гебр 
��4; �� � 
��3; �2, �3� � 
��2; �3�, где 
��4; �� � �#�	, � � 
, �, 
 �
� 0, 1, 2, 3	, 
��3; �2, �3� � �#�	, � � 
, �, 
 � 1, 2, 3	, 
��2; �3� � �#23	�
Представление генераторов #23,#12 задается формулами (3.72), в ко-
торых нужно увеличить на единицу индексы генераторов и параметров
�, а также заменить схему ��� � $$�12

�11

2
на схему

��� �
$$$$$ �13 �23�12�11

(
� (3.76)

Вид преобразования компонент ��
12,�

�
11 установлен при рассмот-

рении алгебры 
��3; �� � �11 � �3�
�
11, �12 � �2�3�

�
23, ��11� � �12��2�

Осталось найти вид преобразования компонент ��
13,�

�
23, задающих

неприводимое представление. Для этого рассмотрим спектр операторов
Казимира алгебры 
��4�, установленный в работах [54, 62],

0�
2 � ��

13��
�
13 � 2� ���2

23, 0��
2 � ����

13 � 1��
�
23, (3.77)

а также закон преобразования операторов Казимира при переходе от

��4� к 
��4; ��

02��� � �21�
2
2�
2
30

�
2 ���, 0 �

2��� � �1�
2
2�30

��
2���� (3.78)

Требуя, чтобы собственные значения операторов 02��� и 0 �
2��� бы-

ли определенными выражениями при контракциях, из формул (3.77),
(3.78) для 0 �

2��� получаем уравнение

�13�23 � �1�
2
2�3�

�
13�

�
23, (3.79)

которое вместе с условием, чтобы преобразования компонент �13,
�23 содержали только первые степени контракционных параметров �,
дает возможные законы преобразования этих компонент.
Выпишем допустимые варианты преобразований неприводимых

представлений алгебры 
��4� в представления алгебры 
��4; ��, а также
преобразованные спектры операторов Казимира:
1. �13 � �1�2�

�
13, �23 � �2�3�

�
23,

02��� � �23�13��13 � 2�1�2� � �21�
2
23,

0 �
2��� � ���13 � �1�2��23� (3.80)
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2. �13 � �2�
�
13, �23 � �1�2�3�

�
23,

02��� � �2
23 � �21�

2
3�13��13 � 2�2�,

0 �
2��� � ���13 � �2��23� (3.81)

3. �13 � �1�2�3�
�
13,

02��� � �13��13 � 2�1�2�3� � �21�
2
3�

2
23,

0 �
2��� � ���13 � �1�2�3��23� (3.82)

Если рассмотреть (3.77), (3.78) только для оператора 02���, то
допустимы варианты:

4. �13 � �1�2�3�
�
13, �23 � ��

23,

02��� � �13��13 � 2�1�2�3� � �21�
2
2�
2
3�

2
23,

0 �
2��� � ��2��13 � �1�2�3��23� (3.83)

5. �13 � ��
13, �23 � �1�2�3�

�
23,

02��� � �2
23 � �21�

2
2�
2
3�13��13 � 2�,

0 �
2��� � ��2��13 � 1��23, (3.84)

а также другие варианты преобразований компонент ��
13,�

�
23, в том

числе включающие не все параметры �, вплоть до варианта �13 �
� ��

13, �23 � ��
23�

Если теперь рассмотреть контракцию по всем параметрам � � �, то
увидим, что общие, невырожденные (с отличными от нуля собствен-
ными значениями обоих операторов Казимира) представления контрак-
тированной алгебры 
��4; �� получаются лишь при преобразованиях 2
и 3. При преобразованиях 1 имеем 02��� � 0, при преобразованиях 4,
5 имеем 0 �

2��� � 0, а при остальных преобразованиях оба оператора
Казимира имеют нулевой спектр.
Рассмотрим вариант 3, тогда компоненты схемы (3.76) удовлетворя-

ют неравенствам
	13

�1�3
� ��23�, 	13

�1�3
�

	12

�3
� ��23�, 	12

�2
� ��11�, (3.85)

интерпретируемым при мнимых и нильпотентных значениях парамет-
ров � по правилам раздела 3.2.1. Используя (3.82), а также законы пре-
образования генераторов: #01 � �1#

�
01, #02 � �1�2#

�
02, #03 � �1�2#

�
03,

находим вид операторов представления алгебры 
��4; ��:

#01��� � &�11���� � ��	12�

�2�3

&
�2
12 � �22�

2
11 ��12 � �2�3��

�
��	12 � �2�3�

�2�3

&
��12 � �2�3�2 � �22�

2
11 ��12 � �2�3�,

#02��� � )�

2

"'
��12 � �2���12 � �2�11 � �2�3� ��11 � �3��
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�
'
��12 � �2�11���12 � �2�11 � �2�3� ��11 � �3�

#
�

���	12�

2�3
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%
�

�
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$$$$�12 � �2�3
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%�
�

���	12 � �2�3�

2�3
�

�
�'

��12 � �2�11 � �2�3���12 � �2�11 � 2�2�3�

$$$$�12 � �2�3
�11 � �3

%
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�
'
��12 � �2�11 � �2�3���12 � �2�11 � 2�2�3�

$$$$�12 � �2�3
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%�
,
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2

"'
��12 � �2�11���12 � �2�11 � �2�3� ��11 � �3��

�
'
��12 � �2�11���12 � �2�11 � �2�3� ��11 � �3�

#
�

�
)��	12�

2

�'
��12 � �2�11���12 � �2�11 � �2�3�

$$$$�12 � �2�3
�11 � �3

%
�

�
'
��12 � �2�11���12 � �2�11 � �2�3�

$$$$�12 � �2�3
�11 � �3

%�
�

)

2
���12 � �2�3��

�
�'

��12 � �2�11 � �2�3���12 � �2�11 � 2�2�3�

$$$$�12 � �2�3
�11 � �3

%
�

�
'
��12 � �2�11 � �2�3���12 � �2�11 � 2�2�3�

$$$$�12 � �2�3
�11 � �3

%�
,

���12� �

�

�	13 � �1�2�3�

2 � �21	
2
12��	

2
12 � �23	

2
23�

	2
12�4	

2
12 � �22�

2
3�

,

� �
�	13 � �1�2�3�	23

	12�	12 � �2�3�
� (3.86)

Хотя, как было отмечено, достаточно задать только #01, для полноты
описания мы привели здесь все генераторы алгебры 
��4; ���
Исходное конечномерное неприводимое представление компактной

алгебры 
��4� эрмитово. Представление (3.86) алгебры 
��4; �� непри-
водимо, но, вообще говоря, не эрмитово. Чтобы получить эрмито-
во представление, на операторы (3.86) необходимо наложить условие
эрмитовости #�

�	 � �#�	� Найти ограничения, накладываемые этим
условием, на компоненты схем Гельфанда–Цетлина, не конкретизируя
значения параметров �, затруднительно. Поэтому условие эрмитовости
проверяем в каждом отдельном случае при определенных значениях
контракционных параметров ��
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Если рассматривать вариант 2, задаваемый формулами (3.81), то
компоненты схемы (3.76) будут удовлетворять неравенствам

�13 �
	23

�1�3
, �13 �

	12

�3
�

�	23�
�1�3

,
	12

�2
� ��11�, (3.87)

операторы #12,#13,#23 описываются формулами (3.72), в которых
нужно увеличить на единицу индексы параметров � и генераторов,
а операторы #0�, � � 1, 2, 3 задаются формулами (3.86), в которых
функции � и ���12� заменены на функции ��, ����12� вида

����12� �

�

�23�	13 � �2�

2 �	2
12���

2
1	

2
12 �	2

23�

	12�4	
2
12 � �22�

2
3�

,

�� � �	13 � �2�	23

	12�	12 � �2�3�
� (3.88)

3.4.3. Контракции представлений алгебры ���4; ��. Рас-
смотрим представление алгебры 
��4; �1, �2, �3� � �#0�	��
��3; �2, �3��
Пусть компоненты �13,�23 преобразуются согласно (3.82): � � �23 �
� �1�2�3�

�
13, �23 � �2�

�
23� Операторы представления описываются фор-

мулами (3.86), в которых

���12� � �

�
	2
12 � �23	

2
23

	2
12�4	

2
12 � �22�

2
3�
, � �

3	23

	12�	12 � �2�3�
� (3.89)

Из неравенств (3.85) при �2 � �3 � 1 находим: 0 � ��23� � 
, �12 �

� ��23�, ��11� � �12, где �11,�12,�23 � �, � � � (последнее — из
условия эрмитовости для #01). Спектр операторов Казимира получает-
ся из (3.82): 02��1� � �2, 0 �

2��1� � ���23�
Если компоненты преобразуются согласно (3.81), т.е. �13 � �2�

�
13,


 � �23 � �1�2�3�
�
23, то �, � заменяются на

����12� � &


�
�23�	13 � �2�

2 �	2
12

	2
12�4	

2
12 � �22�

2
3�
, �� � ��	13 � �2�

	12�	12 � �2�3�
� (3.90)

Неравенства (3.87) при �2 � �3 � 1 дают: �13 � �12 � 0, ��11� �
� �12, �11,�12,�13 � �, 
 � � � Спектр операторов Казимира получа-
ется из (3.81): 02��1� � 
2, 0 �

2��1� � �
�13�
Для алгебры 
��4; �1, �2, �3� � "3��
��3; �1, �2�, где абелева подалгеб-

ра "3 � �#03,#13,#23	, формулы (3.86) при преобразовании (3.82), т.е.
� � �13 � �1�2�3�

�
13, �23 � �2�

�
23, � � �12 � �2�3�

�
12, 2 � �11 � �3�

�
11,

дают операторы представления вида

#01��� � &�2
	23

�2
���� 1

2�

&
��2 � �222

2���2 � �21�
2��

�
 
2����� � �

�2 � �222
2
��� � 32

��32 � �21�
2�
���

!
,
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#02��� � &�
	23

�2

&
�2 � �222

2 ��� � 1
2�

&
�2 � �21 �

�
 
2������ � 2�222����� � �2223

2

��32 � �21�
2�
���

!
,

#03��� � &
&
�2 � �21�

2 ���, ��� �
$$$$$ � �23�

2

(
� (3.91)

Оставшиеся генераторы даются формулами (3.74) с очевидными изме-
нениями. Спектр операторов Казимира равен: 02��3� � �2, 0 �

2��3� �
� ���23� Неравенства (3.85) при �1 � �2 � 1 дают: 0 � ��23� �
, � �
� � � 0, �2� � �, �23 � �, �, �, 2 � � �
При преобразовании компонент (3.81), т.е. �13 � �2�

�
13, 
 � �23 �

� �1�2�3�
�
23, � � �12 � �2�3�

�
12, 2 � �11 � �3�

�
11, представление алгеб-

ры 
��4; �1, �2, �3� описывается операторами

#01���� � )�2

�2
��13 � �2������ )

2�

&
��2 � �222

2���21�
2 � 
2��

�
 
2������ � �2

���21�
2 � �2�

����� �

��2 � �222
2�
����! ,

#02���� � )�

�2
��13 � �2�

&
�2 � �222

2 ���� � )

2�

&
�21�

2 � 
2�

�
 
2������� � 2�222������ � �22�

22

���21�
2 � �2�

����! ,
#03���� � �&�21�

2 � 
2 ����, ���� � $$$$$ �13 

�
2

(
� (3.92)

Компоненты схемы ���� удовлетворяют вытекающим из (3.81) при �1 �
� �2 � 1 неравенствам: �13 � 0, � � �
�, �2� � �, �13 � �, �, 2, 
 � � �
Спектр операторов Казимира равен 02��3� � 
2, 0 �

2��3� � �
��13 � �2��
Из формул (3.74) и (3.92) следует, что генераторы #13,#23,#03 � "3
диагональны в непрерывном базисе �����
Отказываясь от фиксирования номеров координатных осей, заме-

чаем, что алгебра 
��4; �1, 1, 1� изоморфна алгебре 
��4; 1, 1, �3� и обе
они изоморфны неоднородной алгебре &
��3�� Изоморфизм устанавли-
вается сопоставлением генератору #�	, � � 
 одной алгебры генератора
#3�	,3�� другой алгебры. Тогда операторы (3.86) и (3.89) дают непри-
водимое представление алгебры &
��3� в дискретном базисе, отвечаю-
щем цепочке подалгебр &
��3� � 
��3� � 
��2�, а операторы (3.91) и
(3.74) описывают то же самое представление в непрерывном базисе,
отвечающем цепочке &
��3� � 
��3; 1, �3� � 
��2; �3�� Такое же утвер-
ждение справедливо и для другого варианта перехода от представле-
ния алгебры 
��4� к представлениям алгебры 
��4; ��, приводящего к
формулам (3.86), (3.90) и (3.74), (3.92). Заметим также, что контрак-
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ции представлений дают еще один способ построения неприводимых
представлений алгебр (групп), имеющих структуру полупрямой суммы
(произведения).
Операторы неприводимого представления алгебры 
��4; �1, �2, �3� по-

лучаются из (3.86) при �2 � �2 и имеют вид

#01��� � )3�

�2
�11���� ���, �, 
�

 
2������

�
�23�

2

���2 � �23�
2�
��� � �21�

2

32 � �21�
2
���

!
,

#02��� � )3�

2�
���11 � �3�� ��11 � �3���

� 1
�3
���, �, 
����11 � �3� � ��11 � �3��,

#03��� � )3�

2�
���11 � �3� � ��11 � �3���

�&���, �, 
����11 � �3�� ��11 � �3��, (3.93)

���, �, 
� �
1
2�

&
��2 � �21�

2���2 � �23

2� , ��� �

$$$$$ � 

�

�11

(
�

Компоненты схем ��� удовлетворяют неравенствам: � � �
�, �
 � 
 �
�
, � � � � �
�, �
 � �11 �
, �, �, 
 � � , �11 � �, если �1 � �3 � 1�
Спектр операторов Казимира: 02��2� � �2 � �21�

2
3

2, 0 �

2��2� � ��
�
Для алгебры 
��4; �1, �2, �3� операторы представления даются фор-

мулами (3.86) при �1 � �1, �2 � �2:

#01��� � )3�	11

�2
���� 3

2�

&
�2 � �23


2

 
2������ �23�

2

���2 � �23�
2�
���

!
,

#02��� � )3�

2�
���11 � �3�� ��11 � �3���

� 1
�3

3

2�

&
�2 � �23


2 ���11 � �3� � ��11 � �3��,

#03��� � )3�

2�
���11 � �3� � ��11 � �3���

�
)3

2�

&
�2 � �23


2 ���11 � �3�� ��11 � �3��� (3.94)

Компоненты схем ��� при �3 � 1 удовлетворяют неравенствам: � �
� 0, �
 � 
 �
, � � �
�, �
 � �11 �
, �, �, 
 � � , �11 � �� Спектр
операторов Казимира: 02��1, �2� � �2, 0 �

2��1, �2� � ��
�
Представление алгебры 
��4; �1, �2, �3� задается операторами

#01��� � )3�2

�
���� 1

2

&
�2 � �21�

2

 
2����� � �21�

2

32 � �21�
2
���

!
,
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#02��� � )3�

�
��� �

&
�2 � �21�

2 �����,

#03��� � &
&
�2 � �21�

2 ���, ��� �
$$$$$ � 


�
2

(
, (3.95)

которые получаются из (3.86) при �2 � �2, �3 � �3� Если параметр �1 � 1,
то компоненты схемы ��� подчиняются неравенствам: � � 0, �
 � 
 �
�
, � � � � 0, �
 � 2 �
, �, �, 
 � � � Спектр операторов Казимира
такой же, как в случае (3.94).
Алгебра 
��4; �1, �2, �3� � "5��
��2; �3�, где 
��2; �3� � �#23	, изо-

морфна алгебре 
��4; �1, �2, �3� � " �5��
��2; �1�, где 
��2; �1� � �#01	,
и обе они изоморфны алгебре � � "5��+, где "5 — нильпотент-
ный радикал, а � — одномерная компактная подалгебра. Поэто-
му формулы (3.94) задают представление алгебры в базисе, отвеча-
ющем цепочке подалгебр 
��4; �1, �2, �3� � 
��3; �2, �3� � 
��2; �3�, где

��2; �3� � �#23	 — компактная подалгебра с дискретными собствен-
ными значениями �11, а формулы (3.95) описывают то же самое пред-
ставление алгебры � в непрерывном базисе, определяемом цепочкой

��4; �1, �2, �3� � 
��3; �2, �3� � 
��2; �3�, где 
��2; �3� � �#23	 и #23 уже
некомпактный генератор с непрерывными собственными значениями 2�
При �1 � �1, �3 � �3 формулы (3.86) дают представление алгебры


��4; �1, �2, �3� вида

#01��� � )32	23

�2
���� 3

2�

&
�2 � �222

2

 
2����� � �222

2

���2 � �222
2�
���

!
,

#02��� � )3	23

�2

&
�2 � �222

2 ��� � 3

2�

�
2�222����� � 2������ � �22

2

�
���

�
,

#03��� � &����, ��� �
$$$$$ � �23�

2

(
� (3.96)

Компоненты схемы ��� при �2 � 1 подчиняются неравенствам: � � 0, �
�
 � �23 � 
, � � 0, 2 � �, �, �, 2 � � , �23 � �� Спектр операторов
Казимира равен 02��1, �3� � �2, 0 �

2��1, �3� � ���23�
Трехмерная контракция � � � переводит (3.86) в представление

максимально контрактированной алгебры 
��4; ��, описываемое опера-
торами

#01��� � )3�2

�2
���� ������, #03��� � &����,

#02��� � )3�

�
��� � ������, ��� �

$$$$$ � 

�
2

(
, (3.97)

с собственными значениями операторов Казимира: 02��� � �2,
0 �
2��� � ��
� Компоненты схемы ��� вещественны, непрерывны и
удовлетворяют неравенствам: � � 0, �
 � 
 �
, � � 0, �
 � 2 �
�
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3.4.4. Алгебра ����; ��. В разделе 3.4.2 подробно рассмотре-
ны возможные варианты преобразований неприводимых представлений
при переходе от алгебры 
��4� к алгебре 
��4; ��� Для ортогональных
алгебр произвольной размерности рассмотрим только базовый вариант,
когда число параметров �, на которые умножаются компоненты схем
Гельфанда–Цетлина какой-то строки, уменьшается с увеличением но-
мера компоненты в этой строке. Вид преобразования компонент при
переходе от алгебры 
��	� к 
��	; �� будем находить из закона пре-
образования операторов Казимира. Поскольку ортогональные алгебры
четной и нечетной размерностей имеют разные наборы операторов
Казимира, то эти случаи рассмотрим отдельно.
Алгебра 
��2� � 1; ��, � � ��1, . . . , �2�	1� характеризуется набором

� � 1 инвариантных операторов, которые преобразуются согласно
(1.50):

02���� �

��1�
	�1

�2		 �2	2��	1��	

2��	1����
���

�2�� 0�
2����, � � 1, 2, . . . , �,

0 �
�	1��� � ��	1�	1

��
��1

����
�
2��	1���0

��

�	1���� (3.98)

Схемы Гельфанда–Цетлина для алгебры 
��2� � 2� имеют вид

��� �

�

$$$$$$$$$$$$$$$

��
1,2�	1 ��

2,2�	1 . . . ��
�,2�	1 ��

�	1,2�	1
��
1,2� . . . . . . . . . ��

�,2�
��
1,2��1 . . . . . . . . . ��

�,2��1
��
1,2��2 . . . ��

��1,2��2
��
1,2��3 . . . ��

��1,2��3
. . . . . . . . .

��
12

��
11

(

(3.99)
Неприводимое представление, а также спектр операторов Казимира
на этом неприводимом представлении полностью определяется ком-
понентами ��

�,2�	1 верхней строки схемы (3.99). Компонента ��
1,2�	1

входит квадратично в спектр оператора Казимира 0�
2 , поэтому в ба-

зовом варианте она преобразуется по закону �1,2�	1 � ��
1,2�	1

2�	1�
��1

���

Вид преобразования компоненты ��
�,2�	1 совпадает с преобразованием
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алгебраической величины
&
0�
2��0

�
2���1� и оказывается равным

��,2�	1 � ��
�,2�	1

2��	1����
���

�� � ��
�,2�	1/�,2�	1� (3.100)

Компонента ��
�	1,2�	1 преобразуется так же, как преобразуется соот-

ношение 0��

�	1�
'
0�
2� , т.е. ��	1,2�	1 � ��	1�

�
�	1,2�	1� Последняя фор-

мула получается из (3.100) при � � � � 1, также как и формула для
преобразования компоненты ��

1,2�	1, которая получается из (3.100) при
� � 1� Таким образом, все компоненты старшего веса (верхней строки)
преобразуются по формуле (3.100). Неравенства, которым они удовле-
творяли в классическом случае, трансформируются в неравенства

	�,2��1
��,2��1

�
	��1,2��1
���1,2��1

,
	�,2��1
��,2��1

�
�	��1,2��1�
���1,2��1

, � � 1, 2, . . . , � � 1� (3.101)

Вид преобразования компонент строки с номером 2� схемы (3.99)
совершенно аналогично определяется через законы преобразования
операторов Казимира подалгебры 
��2� � 1; �2, . . . , �2�	1� и дается фор-
мулой (3.100), в которой произведение параметров �� начинается с
� � 1� В общем случае закон преобразования компонент схемы (3.99)
теперь находится легко:

��,2		1 � /�,2		1�
�
�,2		1, /�,2		1 �

2��	1����
���	2���	�

��,


 � 0, 1, . . . , �, � � 1, 2, . . . , 
� 1,

��,2	 � ��
�,2	/�,2	, /�,2	 �

2��	1����
���	2���	�	1

��,


 � 1, 2, . . . , �, � � 1, 2, . . . , 
� (3.102)

Преобразованные компоненты подчиняются неравенствам
	�,2��1
��,2��1

�
	�,2�
��,2�

�
	��1,2��1
���1,2��1

, � � 1, 2, . . . , 
� 1,
	�,2��1
��,2��1

�
	�,2�
��,2�

�
�	��1,2��1�
���1,2��1

,

	�,2�
��,2�

�
	�,2��1
��,2��1

�
	��1,2�
���1,2�

, � � 1, 2, . . . , 
� 1,
	�,2�
��,2�

�
	�,2��1
��,2��1

� �	�,2�
��,2�

, (3.103)

которые при нильпотентных и мнимых значениях параметров
� интерпретируются по правилам, описанным в разделе 3.2.1.
Действие всей алгебры 
��2� � 2; �� можно воспроизвести, если
задать действие генераторов #2���	�	1,2���		1�, 
 � 1, 2, . . . , �,
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#2���	�,2���	�	1, 
 � 0, 1, . . . , � � 1� Преобразуя выражения для этих
генераторов, приведенные в [1], получаем

#2���	�	1,2���		1���� �
	�
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1
��,2��1

�.���,2	�1�
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����,2	�1 � /�,2	�1��
2
�,�,	�1�2�

	�
���	1

��2�,2	�1�
�2
�,�,	�1�2 � �2�,2	�1�

��2�,2	�1�
�2
�,�,	�1�2 � ���,2	�1 � /�,2	�1�

2�

)�1�2

,

��,�,	 �
��,2��1
��,2�

��,�,	 �
��,2��1
��,2�

,

��,�,	 �
��,2�
��,2�

, ��,2	 � ��,2	 � �
� �� 1�/�,2	� (3.104)

Для алгебры 
��2� � 1� схема Гельфанда–Цетлина ���� имеет вид
(3.99) без строки с номером 2� � 1� Верхней строкой, определяющей
компоненты старшего веса, теперь является строка с номером 2�,
компоненты которой удовлетворяют неравенствам: ��

1,2� � ��
2,2� � . . .

. . . � ��
�,2� � 0� При переходе от классической алгебры 
��2� � 1� к

алгебрам 
��2� � 1; ��, � � ��1, . . . , �2�� компоненты схемы ��� преобра-
зуются следующим образом:

��,2	 � ��
�,2	/�,2	, /�,2	 �

2�	1���
���	2���	�

��,

��,2	�1 � ��
�,2	�1/�,2	�1, /�,2	�1 �

2�	1���
���	2���	�	1

��, (3.105)


 � 1, 2, . . . , �, � � 1, 2, . . . , 
� Обратим внимание, что нижние пределы в
произведениях, определяющих /�,2	,/�,2	�1, изменились по сравнению
с (3.102). Это связано с уменьшением на единицу числа параметров �
в случае алгебры 
��2� � 1; �� по сравнению с алгеброй 
��2� � 2; ���
Компоненты верхней строки схемы ��� удовлетворяют неравенствам

	1,2�

�1,2�
�

	2,2�

�2,2�
� . . . �

	��1,2�
���1,2�

�
	�,2�
��,2�

� 0, (3.106)

а остальные компоненты — неравенствам (3.103), в которых параметры
/�,2	,/�,2	�1 определяются согласно (3.105). Операторы неприводимого
представления алгебры 
��2� � 1; �� задаются формулами (3.104) с
параметрами из (3.105).
Тот факт, что операторы (3.104) удовлетворяют коммутационным

соотношениям алгебры 
��	; ��, следует из того, что генераторы (3.104)
мы получили из генераторов алгебры 
��	� преобразованием (1.30),
а также может быть проверен прямыми вычислениями. Неприводи-
мость представления вытекает из рассмотрения действия повышающих
и понижающих операторов на векторы старшего и младшего веса и
неравенства нулю результата этого действия при нильпотентных и
мнимых значениях параметров �� Хотя исходное представление алгеб-
ры 
��	� эрмитово, представление (3.104) таковым, вообще говоря,
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не является. Потребовав выполнения условий #�
�	 � �#�	, найдем те

значения преобразованнных компонент схемы Гельфанда–Цетлина, при
которых представление (3.104) будет эрмитовым.
Отметим, наконец, что при мнимых значениях параметров � форму-

лы (3.104) дают представления псевдоортогональных алгебр различной
сигнатуры, включая дискретные представления, описанные в работе
[59]. Аналитические продолжения здесь не рассматривались. Внимание
было сосредоточено на контракциях представлений.



Гл а в а 4

ЭЛЕМЕНТЫ ПОЛУРИМАНОВОЙ ГЕОМЕТРИИ

Полвека назад Р.И. Пименов ввел новую геометрию — полури-
манову геометрию как совокупность геометрических объектов, согла-
сованных с расслоением pr ��� � �� подлежащего пространства,
и обосновал эвристический принцип, согласно которому физически
различные величины (метр, секунда, кулон и др.) геометрически мо-
делируются размерностями пространства не совмещаемыми группами
автоморфизмов. Поскольку в римановой геометрии имеется только
один тип прямых, в псевдоримановой — три типа прямых, то для еди-
ного геометрического описания большего числа физически различных
величин подходящим инструментом является многократно расслоенная
полуриманова геометрия.
Полуевклидова геометрия 3�4

5 с одномерным слоем �5 и c 4-мерным
пространством–временем Минковского в качестве базы естествен-
но интерпретируется как классическая электродинамика. Полури-
манова геометрия 3�4

5, у которой базой является псевдориманово
пространство–время общей теории относительности, а одномерный
слой �5 ответствен за электромагнетизм, дает единую полевую теорию
гравитации и электромагнетизма.
В отличие от теорий типа Калуцы–Клейна, где пятая размерность

появляется в рамках невырожденной римановой или псевдоримановой
геометрии, теория, основанная на полуримановой геометрии, свободна
от недостатков этого подхода, в частности не возникает никаких ска-
лярных полей.

4.1. Геометрическое моделирование физических
величин

Геометрическое моделирование физических величин понимается
как объединение разных физических величин в рамках одного про-
странства с той или иной геометрией. Разные физические величины
трактуются как величины разной физической размерности, например
метр, секунда, кулон и др. Начнем с простейшего случая двумерного
пространства.
Для пучка прямых на плоскости геометрически возможно одно из

трех [69] (рис. 4.1):
I. Всякая прямая пучка постулированная.
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II. В пучке есть единственная непостулированная прямая (изолиро-
ванная).
III. В пучке есть две или более непостулированные прямые.
Автоморфизмы (движения) плоскости сохраняют свойство прямой

быть постулированной.

I II III

x 1

x xx 2

t t

pr1

Рис. 4.1. Пучок прямых на евклидовой (I), полуевклидовой (II) и псевдоевкли-
довой (III) плоскостях

Постулат I приводит к евклидовой геометрии на плоскости. Вра-
щения вокруг общей точки совмещают любые две прямые пучка. Это
означает, что можно моделировать только одну физическую величи-
ну. Наиболее распространенная интерпретация — это пространство,
т.е. размерность ��1� � ��2� � �длина�� Добавление новых координат
�3,�4, . . . в евклидовой геометрии не изменяет тип прямых, следова-
тельно евклидово пространство произвольной размерности позволяет
моделировать физические величины только одной размерности.
При выборе постулата III получаем псевдоевклидову геометрию на

плоскости, в которой есть три типа прямых, не совмещаемых друг с
другом движениями. В кинематической интерпретации — это времени-
подобные, пространственноподобные и световые (нулевой длины). До-
полнительные размерности в псевдоевклидовой геометрии могут быть
либо времениподобными, либо пространственноподобными, но в любом
случае это не приводит к появлению новых типов прямых, а следова-
тельно не открывает возможностей для включения в геометрическую
картину новых физических величин.
Постулат II приводит к расслоенной полуевклидовой геометрии на

плоскости, характеризующейся наличием проекции ��1 с одномерной
базой �,	 и одномерным слоем ��	 � Полуевклидова плоскость описыва-
ет пространство–время классической физики с абсолютным временем
и абсолютным одномерным пространством. Вращения (преобразования
Галилея) совмещают любые две постулированные (временные) прямые
пучка и не совмещают постулированную с изолированной (простран-
ственной) прямой. Два типа прямых на полуевклидовой плоскости
позволяют моделировать две разные физические величины: время и
пространство (в кинематической интерпретации).
Если в базе реализуется евклидова (риманова) геометрия, то увели-

чение ее размерности не приводит к появлению новых типов прямых.
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Увеличение размерности базы в рамках псевдоевклидовой (псевдорима-
новой) геометрии добавляет один новый тип прямых с ненулевой дли-
ной (пространственноподобные или времениподобные). И этим возмож-
ности для моделирования физических величин исчерпываются. Иная
ситуация возникает при добавлении координат к слою. В двумерном
слое, в свою очередь, можно реализовать геометрии I, II, III типов.
Например, при выборе постулата II в слое ��, 5	 имеется проекция
��2 с базой ��	 и слоем �5	 , что обеспечивает возможность получить
прямую третьего типа 5 (рис. 4.2) и с ее помощью моделировать третью
физическую величину отличную от предыдущих �,� �� ��� �� �5��

x

y

t

pr1

pr2

Рис. 4.2. Типы прямых в двукратно расслоенном пространстве

Подобный процесс построения последовательно вложенных проек-
ций можно продолжать неограниченно. Иными словами, многократно
расслоенная геометрия с последовательно вложенными проекциями
может быть использована для объединения какого угодно количества
разных физических величин в рамках одной геометрии.
Расмотренные примеры являются иллюстрацией эвристического

принципа [71]: величины, соответствующие различным физиче-
ским размерностям, геометрически не могут совмещаться авто-
морфизмами.

4.2. Расслоенная полуриманова геометрия ��

�

В работах [66, 67, 70] рассмотрен общий случай многократно
расслоенных пространств. Здесь описывается однократно расслоенная
полуриманова геометрия, что позволяет проиллюстрировать основные
идеи, связанные с расслоением. Переход к общему случаю носит во
многом технический характер.

4.2.1. Метрика и инварианты. Пусть � — гладкое многооб-
разие, которое локально тривиально расслоено с базой �� и слоем
����, т.е. определена проекция pr ��� � ��, где �� — база,
а ���� � pr�1���, � � �� — слой. В окрестности любой точки
� � �� можно выбрать систему координат так, чтобы первые �
координат принадлежали базе

pr��1, . . . ,��,��	1, . . . ,��� � ��1, . . . ,���� (4.1)
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Преобразования координат, сохраняющие это свойство, имеют вид

��
�

� ��
�

��1, . . . ,���, 1 � F� � �,

�

�

� � 

�

��1, . . . ,���, � � &� � 	� (4.2)

Обозначим A��

� �
� �

�

� �
, 9,: � 1, ���,	, тогда из (4.2) получаем, что

матрица преобразований имеет вид

�A��

� � �

�
�A��

� � 0
�A
�

� � �A
�

� �

�
, ����A��

� � �� 0, ����A
�

� � �� 0, (4.3)

т.е. A��

� � 0, а в обратных преобразованиях A�
�� � 0.

В базе �� расслоения задается невырожденная метрика ��� .
В слоях ���� тоже задается невырожденная метрика �
�. При этом
метрика в базе зависит только от координат базы, а метрика в слое —
от всех координат из ��. Чтобы уравнять расслоенную геометрию с
(псевдо)римановой по числу компонент метрики, дополнительно вво-
дятся компоненты �
� � ��
, & � � � G, которые зависят от всех
координат. Геометрически �
� задают �-распределение

=
 � ��
(�
�, (4.4)

ортогональное (трансверсальное) к слою. Здесь и далее в этом па-
раграфе по повторяющимся индексам подразумевается суммирование.
В результате метрический флагтензор полуриманова пространства H �

�
принимает вид ��� � ���� , �
�, �
��. Его можно записать и в более
привычной форме

��� �

�
����� ��
��
��
�� ��
��

�
� (4.5)

Метрический флагтензор преобразуется при преобразовании координат
(4.2),(4.3) по формулам

����� � �����
����

�� � �����
����

�� � �
 �

��� 

�� � �
��

����

�� ,

�
��� � �
��


���

�� � �
��


���

�� ,

�
��� � �
��


���

�� , (4.6)

что отличается от преобразований компонент метрики в невырожден-
ной (псевдо)римановой геометрии. Это отличие подчеркивается назва-
нием — флагтензор.
По метрическому флагтензору ��� строятся компоненты «флагаф-

финной связности» ���! � ��!� (символы Кристоффеля), согласующиеся
с этой метрикой. Последнее означает, что для ковариантного диффе-
ренцирования � относительно связности ���! имеют место ���� � 0
и ��
� � 0, но условие ���
 � 0 не налагается. Флагаффинная связ-
ность согласуется с расслоением, что приводит к двум результатам.
Во-первых,

��
� � 0, 1 � F � � � & � 	, (4.7)
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причем в силу (4.3) это условие инвариантно относительно координат-
ных преобразований (4.2). Во-вторых, компоненты �
�� не выражают-
ся через компоненты метрики, оставаясь совершенно произвольными
функциями всех координат. В расслоенной полуримановой геометрии,
в отличие от невырожденной, нет взаимно однозначного соответствия
между метрикой и связностью [71].
По компонентам связности обычным образом строится флагтензор

кривизны '�
�!Æ� Он также в двух отношениях отличается от риманового

тензора кривизны. Во-первых, имеют место инвариантные условия:
'�

�� � '�

�
� � 0, а во-вторых, хотя '�
�!Æ выражается через символы

Кристоффеля обычным образом, '�
�!Æ через метрику ��� не выра-

жается (из-за произвольности �
��). Инвариантами полуриманового
пространства ��

� являются:
1. Для вектора общего положения (� � �(��, (�
�, его длина в базе

(
 � �(�� �
'
���(��(�� � (4.8)

2. Для вектора в слое Æ� � �0, Æ���, его длина в слое

(
�2� � �Æ��2 �
'
�
�Æ�
Æ�� � (4.9)

3. Для неколлинеарных в базе векторов (� � �(��, (�
� и
(� � �(5�, (5
�, угол в базе между векторами

	
�� �
���" 

�"5��
���" �" �

�
���"5�"5�

� (4.10)

4. Для коллинеарных в базе векторов (� � �(��, (��� и
(� � �(��, (5�� угол в слое между векторами

� �

�
����"5� � " ���"5� � " ���

���" �" �
�

�"� � "��2
�"�� � (4.11)

5. Поскольку угол � между вектором (� � �(��, (�
� общего поло-
жения и вектором Æ� � �0, Æ�
� в слое бесконечен, то в качестве
инварианта берут дополняющий угол, т.е. угол между вектором
(� и его проекцией на базу в 2-плоскости, натянутой на (� и Æ�,
а именно

� �
���" 

�Æ � � ���" 
�Æ ��

���" �" �
�
���Æ �Æ �

� (4.12)

Совокупность описанных выше объектов с законами преобразова-
ния (4.2),(4.3) определяет полуриманову геометрию ��

� �

4.2.2. Одинаковые перпендикуляры к слою. Чтобы лучше
понять смысл метрических компонент �
� , рассмотрим простейший
случай полуримановой геометрии, а именно полуевклидово простран-
ство �1

2 с одномерной базой и одномерным слоем: F, G � 1, &, � � 2�
Уравнение (4.4) при � � 1 имеет вид �12�1 � �22�

2 � 0 и задает прямую
(1-распределение) общего положения. Параллельным переносом полу-

4 Громов Н.А.
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чаем семейство одинаковых перпендикуляров (трансверсалей) к слою
(рис. 4.3), которые в кинематической интерпретации изображают класс
инерциальных систем отсчета, если �1 � ,, �2 � ��

xy

t

x

Рис. 4.3. Семейство одинаковых перпендикуляров (трансверсалей) к слою на
полуевклидовой плоскости

x

y

t

x

x 0

�

t 0

Рис. 4.4. Угол между векторами первого порядка на полуевклидовой плоскости

Если � � �,0, 0�, � � �,0,�0�, то � � � � � � �0,�0� и по формуле
(4.11) находим

� �
�
�2
��� �

�� � ��2
���1 �

� 0�
�40� � �30��

Таким образом, угол � между однопорядковыми векторами (рис. 4.4)
интерпретируется как скорость 30 одной инерциальной системы отсчета
относительно другой инерциальной системы отсчета.

4.2.3. Геометрический смысл недиагональных компонент мет-
рического тензора. Рассмотрим полуевклидово пространство �1

4 с
одномерной базой и трехмерным слоем, т.е. F, G � 1, &, � � 2, 3, 4� В
кинематической интерпретации �1 � ,,�2 � �,�3 � 5,�4 � 4� Траекто-
рия частицы описывается вектором ��,� � �,,��,�, 5�,�, 4�,��, тогда ее

скорость задается вектором
"��4�

"4
� ���,� � �1, ��, �5, �4� � �1, 31, 32, 33��
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Общий метрический тензор	�
 �11 �12 �13 �14
�12 �22 �23 �24
�13 �23 �33 �34
�14 �24 �34 �44

���
преобразованиями координат приводится к виду	�
 1 �12 �13 �14

�12 1 0 0
�13 0 1 0
�14 0 0 1

��� �

Выясним смысл компонент �12, �13, �14� Рассмотрим векторы �2 �
� �0, 1, 0, 0�, �3 � �0, 0, 1, 0�, �4 � �0, 0, 0, 1� и найдем вектор �, пер-
пендикулярный слою. Так как �1 �� 0, положим �1 � 1, т.е. � �
� �1,�2,�3,�4�� Условие ортогональности слою совпадает с равенством
нулю скалярного произведения

�� � �1
5

 � ��
�

�5
 � 0, (4.13)

где &, � � 2, 3, 4� Записывая это условие для �2,�3,�4, получаем систе-
му уравнений 
�� ��2 � 0

��3 � 0
��4 � 0

�
�
�

�
�12 � �
2�


 � 0
�13 � �
3�


 � 0
�14 � �
4�


 � 0
�

Поскольку ее определитель отличен от нуля �����

� �� 0, то решение
системы существует и единственно � � �1, ��2, ��3, ��4� � �1, 31, 32, 33��
Оно определяет поле скоростей частиц, заданное в каждой точке про-
странства.

x

y

t

x

v x

v

1

vy

Рис. 4.5. Геометрический смысл компонент метрического тензора: �12 � �*�,
�13 � �*�, �14 � �*�

4*
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В ортогональной системе координат �
� � Æ
�, следовательно, ��2 �
� ��12, ��3 � ��13, ��4 � ��14� Поэтому �12, �13, �14 можно рассматри-
вать как компоненты скорости частицы, движущейся в направлении �
в ортогональной системе координат. Геометрически они представляют
собой углы между осью времени , и пространственными компонентами
вектора � (рис. 4.5).

4.3. Полуриманово пространство ��

�

с нильпотентными координатами

В предыдущем параграфе полуриманова геометрия строилась для
вещественных объектов как структура, согласованная с расслоением.
Вместе с тем вырожденную геометрию можно реализовать с помощью
нильпотентных объектов. В частности, расслоенное пространство мож-
но получить из риманова пространства умножением координат слоя
на нильпотентную единицу �, �2 � 0� Такой подход позволяет пока-
зать, что переход от римановой геометрии к полуримановой связан с
контракцией (предельным переходом) группы симметрии. Он оказался
эффективным при изучении контракций ортогональных и других клас-
сических групп [28].
Получим ��

� из риманова пространства �� заменой части локально
ортогональных координат �
, & � � � 1, . . . ,	 на ��
� При этом потре-
буем соблюдения следующих эвристических правил:
1. Делить на � нельзя, т.е. для � � � , � выражение �

�
определено

только при � � 0,
2. Однако � можно сокращать, т.е.

�

�
� 1,

3. Кроме того, для �, � � � будем считать'
�2 � �2�2 �

� ���, если � �� 0,
����, если � � 0� (4.14)

Замена �
 � ��
 индуцирует замену ��
 � ���
, т.е. метрический
тензор содержит нильпотентные компоненты

��� �

�
����� ����
�
����
� ��
��

�
, (4.15)

а условие его невырожденности �������� � �������� �����
�� �� 0 сво-
дится к невырожденности метрики в базе �������� �� 0 и в слое
�����
�� �� 0�
Элементы A��


 �
� �

�

� �
матрицы преобразований (4.3) заменяются

на A��


 �
1
�

� �
�

� �
, т.е.

� �
�

� �
� 0, а элементы A
�

� �
� �

�

� �
заменяются
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на �
� �

�

� �
� �A
�

� � Поэтому преобразование дифференциалов координат

запишем так: �
�(��

�

�

�(�

�

�
�

�
�A��

� � 0
��A
�

� � �A
�


 �

��
�(���
�(�


�
, (4.16)

а преобразования координат принимают согласованный с расслоением
вид (4.2),(4.3). Из общей формулы ����� � ���A

�
��A

�
�� для метрики (4.5)

с помощью матрицы (4.16) получаем преобразования (4.6) метрическо-
го тензора.
Инварианты полуриманова пространства ��

� находятся из инвари-
антов риманова пространства ��:

(
 �
&
���(��(�� �

&
���(��(�� � �2 ��
�(�
(�� � 2���(��(��� �

�

� '
���(��(�� � (
�1�, если �F (�� �� 0 � длина в базе,

�
'
�
�(�
(�� � �(
�2�, если �F (�� � 0 � длина в слое�

(4.17)
Дополняющий угол между вектором (� � �(��, �(�
� общего поло-
жения и вектором Æ� � �0, �Æ�
� в слое находится из формулы для
синуса угла � дополнительного до прямого между векторами (� и Æ�
в римановом пространстве

	
��
0

2
� �� � ���� �

���" 
�Æ �

�"���Æ�� (4.18)

заменой �
� ��
, ��
� ���
, �� ��� Поскольку �(�� �'
���(��(�� ,

�Æ�� � �
'
�
�Æ�
Æ�� , ��� �� � �� (функции нильпотентного аргумента

определяются их разложением в ряд) и ���(�
�Æ�� � ���
(�

�Æ�
 �
� �Æ�


�
�
��(�

�� ���
(�
�� � �2Æ�


�
��
(�

� � �
�(�
�
�
, то из (4.18) имеем

�� �
�2Æ �

�
���" 

� � ���" 
�
�

�
����" �" �

�
���Æ �Æ �

� �

�
���" 

�Æ � � ���Æ 
�" �

�
�
����" �" �

�
���Æ �Æ �

, (4.19)

что совпадает с (4.12) после сокращения на �� Аналогично находятся
инварианты (4.10), (4.11).
Независимость геометрии в базе от геометрии в слое получается

автоматически. Действительно, производные
1
�

����

� �
определены лишь

при
����

� �
� 0, т.е. �����1, . . . ,��� не зависит от ��	1, . . . ,���

Подобным образом псевдориманову геометрию ��� в базе можно
получить из римановой �� аналитическим продолжением локально
ортогональных координат, заменив �� на &��, � � � � 1, . . . ,��
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4.4. Полуриманова геометрия 3�4
5 как

пространство–время–электричество

4.4.1. Определение полуриманова пространства 3�4
5. Рас-

слоенное полуриманово пространство 3�4
5 характеризуется проекцией

pr � 3�4
5 � 3�4 с 4-мерной базой 3�4 расслоения и одномерным слоем3

�5
4
� В базе расслоения задается псевдориманова геометрия с мет-

рикой ��� , F, G � 1, 2, 3, 4 сигнатуры �� � ���, причем �������� �� 0�
Из условия согласования с расслоением следует, что ��� зависят только
от координат базы �1, . . . ,�4� Компоненты �55 �� 0 задают метрику в
слое и зависят, вообще говоря, от всех координат �1, . . . ,�5� Они могут
рассматриваться как масштаб для измерения пятой координаты. Чтобы
уравнять расслоенную геометрию с римановой по числу компонент
метрики, вводятся компоненты ��5 � �5�, зависящие от всех координат.
Геометрически эти компоненты задают 4-распределение

= � ���5(�� � 0	 (4.20)

ортогональное (трансверсальное) к слою. Здесь и далее подразу-
мевается суммирование по повторяющимся индексам. В результате
метрический флагтензор полуриманова пространства 3�4

5 имеет вид
��� � ���� , ��5, �55� , 9,: � 1, . . . , 5�
Согласованное с расслоением преобразование локально ортогональ-

ных координат �
��

�

� ��
�

��1, . . . ,�4�
�5

�

� �5
�

��1, . . . ,�4,�5�
(4.21)

приводит к матрице преобразований вида

�A��

� � �

�
�A��

� � 0
�A5

�

� � A5
�

5

�
, ����A��

� � �� 0, A5
�

5 �� 0, (4.22)

где A��

� �
� �

�

� �
� 7��

�� �

Метрический (флаг)тензор ��� � ���� , ��5, �55� преобразуется при
преобразованиях координат (4.21),(4.22) следующим образом:

����� � �����
����

�� , �5�5� � �55�55��55� ,
�5��� � �5��55���

�� � �55�55��5�� � (4.23)

Компоненты �55 в точке — константы. За счет изменения масштаба

�55� �
� 5

� 5
�
�

1�
�55

можно всегда считать �55 � 1, а дальше масштаб не

менять �55� � �5
�

5 � 1, тогда

�5��� � �5��55���
�� � �55�55��5�� � �5���

�� ��5�� � (4.24)
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Если считать, что в базе, которая интерпретируется как пространство-
время, ничего не происходит ��

�� � Æ��� , то преобразование компонент
�5� � ��5 метрического флагтензора сводится к прибавлению градиента
от произвольной функции

��5 ��� ��5 � 7��
5� (4.25)

По метрическому флагтензору ��� строятся компоненты флагаф-
финной связности ���! � ��!� (символы Кристоффеля). Согласование
флагаффинной связности с метрикой означает выполнение условий
���� � 0 и ��55 � 0 для ковариантного дифференцирования � отно-
сительно этой связности, но условие ���5 � 0 не налагается. Согла-
сование флагаффинной связности с расслоением приводит к тому, что
��5� � 0 и компоненты �

5
�� не выражаются через компоненты метрики,

оставаясь совершенно произвольными функциями всех пяти координат.
Инвариантами полуриманова пространства 3�4

5 являются:
1. Псевдориманов элемент длины в базе

(
 �
'
���(��(�� � (4.26)

2. Евклидова длина в слое

(
�2� �
'
�55(�5(�5 � �(�5� �при �55 � 1�� (4.27)

3. Дополняющий угол � между вектором (� � �(��, (�5� общего
положения и вектором Æ� � �0, Æ�5� в слое, т.е. угол между
вектором (� и его проекцией на базу в 2-плоскости, натянутой
на (� и Æ�

� � ��5
" �

"�
�

" 5

"�
� (4.28)

Совокупность описанных объектов с законами преобразования
(4.21), (4.22) определяет полуриманову геометрию 3�4

5�

4.4.2. Интерпретация полуевклидовой геометрия 3�4
5 как

классической электродинамики. Слой можно рассматривать как
«внутреннее пространство» частицы. Геометрия слоя в полуримановой
геометрии полностью определяется метрикой �55��

1, . . . ,�5� и не за-
висит от метрики �����

1, . . . ,�4� в базе (этого нет в невырожденной
геометрии). Функция �55��

1, . . . ,�5� интерпретируется как скалярное
поле [47, 76, 206], которое модифицирует кулоновский потенциал на
малых расстояниях, делая его регулярным в нуле. Компоненты ��5
зависят от всех переменных ��5��1, . . . ,�5��
Наложим на пространство 3�4

5 дополнительное требование, а имен-
но зададим в слое евклидову геометрию так, чтобы она не зави-
села от координат �1, . . . ,�4 из базы расслоения. Соответствующие
условия ���55 � 0, '55�� � 0 инвариантны относительно допустимых
преобразований (4.21),(4.22), поэтому такое задание корректно. Тогда
в области (а не в одной точке) можно выбрать карту, в которой
все коэффициенты связности равны нулю, а для метрики выполнено
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7��55 � 0, 75�55 � 0, 75��5 � 0, т.е. �55 постоянная, которую можно
положить равной единице: �55 � 1, а компоненты ��5 зависят только от
координат в базе ��5��1, . . . ,�4��
В геометрических терминах это требование означает, что гаран-

тирован абсолютно-параллельный перенос любого вектора из слоя по
любому пути во всем 5-многообразии. Такая возможность возникает из
структуры полуримановой геометрии и ее нет в римановой невырож-
денной геометрии.
Указанное дополнительное условие дает возможность определить

полуриманово пространство нулевой кривизны — полуевклидово про-
странство. В полуевклидовом пространстве 3�4

5 база представляет со-
бой пространство–время Минковского с координатами �1 � ,, �2 �
� �, �3 � 5, �4 � 4 и метрическим тензором ��� � diag�1,�1,�1,�1��
Слой — евклидова прямая ��5	 и �55 � 1� Помимо этого метрический
флагтензор имеет ненулевые компоненты ��5�,,�, 5, 4�� Инварианты
(4.26),(4.27) можно записать в интегральной форме


 �
'
,2 � �2 � 52 � 42 , , �

'
�2 � 52 � 42 ,


�2� � ��5�, , � � � 5 � 4 � 0� (4.29)

Преобразования координат, согласованные с расслоением, запишем в
виде �

��,, ��, �5, �4� � ��,,�, 5, 4�,��5 � �5 � ��,,�, 5, 4�,
(4.30)

где � — элемент группы Пуанкаре, а ��,,�, 5, 4� — произвольная
функция.
Действие классической электродинамики инвариантно относитель-

но группы Пуанкаре (Лоренца) и определено с точностью до прибав-
ления произвольной функции от координат и времени. Преобразования
(4.30) показывают, что пятая координата �5 обладает таким свойствам
и, следовательно, может быть интерпретирована как действие.
Четырехмерный вектор-потенциал электромагнитного поля .�

определен с точностью до прибавления градиента 7�� произвольной
функции от координат и времени. Из (4.25) следует, что таким
свойством обладают компоненты ��5 метрического тензора, поэтому
их можно отождествить с вектор-потенциалом .� � ��5� Тензор
напряженности электромагнитного поля строится стандартным образом
B�� � 7�.� � 7�.��
Выясним геометрический смысл .�� Компоненты ��5 задают урав-

нение (4.20) трансверсали к слою, а именно ��5�� � �55�
5 � 0� Учиты-

вая, что �55 � 1, его можно переписать

�5 � ���5�� � �.��
�� (4.31)

Последнее уравнение описывает 4-плоскость, проходящую через начало
координат с вектором нормали � � �.�, 1�� При .1 �� 0, .2 � .3 �
� .4 � 0 уравнение (4.31) дает �5 � �.1,, следовательно .1 есть
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угол между осью времени и трансверсалью, как это изображено на
рис. 4.6. Аналогично устанавливается геометрический смысл осталь-
ных компонент вектор-потенциала электромагнитного поля. Принцип
относительности не действует в отношении пятой координаты.

t

x 5

A1

Рис. 4.6. Геометрический смысл 61 � угол между осью времени 4 и трансверса-
лью к слою  5

Действие должно быть инвариантно относительно группы автомор-
физмов. Составим его из инвариантов (4.26), (4.28) полуевклидова
пространства 3�4

5

� � �

"�

#

(
� �

"�

#

�(
 � �� � �
��, (4.32)

где �, � — размерные коэффициенты. Третий инвариант
�
(�5 � �5����

(4.27) есть произвольная функция от координат и времени и его можно
отбросить. При � � ���, где � — масса частицы, � — скорость света,
получаем

�� � ���

"�

#

(
 � ���

"�

#

'
(,2 � (�2 � (52 � (42 �

� ���2
�2�

�1

�
1� *2

(2
(,, (4.33)

т.е. действие для свободной частицы [51], §8. Учитывая (4.28), имеем�
�(
 �

�
.�(�

� �
�
(�5� Второе слагаемое можно опустить и при � �

� ��
(
, где � — заряд электрона, получаем

�
�� � ��
(

"�

#

.�(�
�, (4.34)

т.е. действие, описывающее взаимодействие заряженной частицы (элек-
трона), движущейся в заданном электромагнитном поле, с этим полем
[51], §16.
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В геометрическом описании отсутствует действие, которое зави-
сит от свойств поля и описывает само поле. Однако имеется тензор
напряженности поля B�� � Поэтому, вводя дополнительный постулат:
действие для поля должно быть инвариантной функцией тензора
напряженности поля, с помощью стандартных рассуждений [51], §27
получаем

�$ � � 1
160

�
B��B

��(4�� (4.35)

Сумма слагаемых (4.33)–(4.35)

� � �� � �
�� � �$ (4.36)

есть полное действие для частицы в электромагнитном поле.

4.4.3. Полуриманово пространство 3�4
5 как пространство–вре-

мя–электричество. В инвариантно определенном классе карт �55 � 1
компоненты метрики ��5��� � .����, � � ��1,�2,�3,�4� интерпрети-
руются как 4-вектор-потенциал электромагнитного поля. Компоненты
������ задают метрику в псевдоримановом пространстве 3H4 — про-
странстве общей теории относительности. Геометрия в слое не влияет
на геометрию в базе 3�4�
Уравнения Эйнштейна имеют вид

'�� � 12'��� �  ��� � �8 !"�� , (4.37)

где '�� � ' 
� � есть тензор Риччи, тензор кривизны '�

� � � 7 �
�
�� �

� 7��
�
 � � �� %�

%
�� � ���%�% � определяется коэффициентами связности

���� �
1
2
��% �7��%� � 7��%� � 7%���� , ��%�%� � Æ�� , скалярная кривиз-

на ' � '�
� � ���'��,  — космологический член, "�� — тензор

энергии-импульса. Таким образом, левая часть уравнений Эйнштей-
на определяется метрикой ������, а в правой части стоит тензор
энергии-импульса системы

"�� � �� ��%"
 % , "  % � "  %

&� � "  %
� � "  %

$� , (4.38)

где
"  %
&� �

1
40

�
�B  �B %

� �
1
4
� %B��B

��
�

(4.39)

есть тензор энергии-импульса электромагнитного поля без зарядов,

"  %
� � ��� �%

"�

"4
(4.40)

есть тензор энергии-импульса системы невзаимодействующих частиц
(«пыль»), � — плотность массы,

"  %
$� � ��� ��� �% � �� % (4.41)

есть тензор энергии-импульса макроскопических тел («идеальная жид-
кость»), � — плотность энергии тела, � — давление.
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Итак, полуриманово пространство 3�4
5 приводит к единой геомет-

рической теории гравитационного и электромагнитного полей.

4.4.4. Сравнение с моделями типа Калуцы–Клейна. Объеди-
нение гравитационного и электромагнитного взаимодействий в рам-
ках пятимерной геометрии восходит к работам Т. Калуцы [168] и
О. Клейна [170]. В моделях типа Калуцы–Клейна четырехмерное псев-
дориманово пространство общей теории относительности расширяется
до пятимерного за счет введения одного дополнительного измерения
[47, 76, 82], ответственного за электромагнетизм. Поскольку пятая
координата вводится в рамках псевдоримановой геометрии, движени-
ями в касательном пространстве она совмещается с одной из первых
четырех и поэтому не может моделировать новую физическую вели-
чину. Для преодоления этих трудностей пятое измерение считается
«скрученным» в петлю малого размера, и поэтому оно не рассматри-
вается непосредственно как обычное пространственное или временное
измерение.
Помимо этого имеются ограничения на допустимые преобразования

пятимерной геометрии, относительно которых объединенная теория
инвариантна. Действительно, вращения в двумерной плоскости, натя-
нутой на пятую координату и, скажем, пространственную ось �

�� � � 	
��� �5 ����, ��5 � �5 	
��� � ����,

немедленно приводят к зависимости пространственно-временных коор-
динат от пятого измерения, что, очевидно, неудовлетворительно. Бо-
лее того, в моделях типа Калуцы–Клейна появляется дополнительное
скалярное поле I, которое нельзя отделить от обычного гравитацион-
ного поля. Это поле в 5-мерном метрическом тензоре появляется как
�55 � 1 � I и его наличие приводит к исчезновению особенностей у
кулоновского потенциала при � � 0�
Использование полуримановой геометрии 3�4

5 позволяет избежать
указанных трудностей, а именно:
1. Независимость ��� от �5 заложена в самой геометрии. Необяза-
тельно, хотя и возможно, предполагать пятую координату цикли-
ческой с очень малым радиусом.

2. Независимость ��5 от �5 следует из дополнительного предполо-
жения о евклидовой геометрии в слое, не зависящей от координат
базы расслоения.

3. Не возникает никаких скалярных полей.
4. Геометрию в 4-пространстве-времени и геометрию в слое («во
внутреннем пространстве») можно брать совершенно независимы-
ми друг от друга.

5. Уравнения Эйнштейна, выполняющиеся в 4-пространстве–
времени, не налагают никаких ограничений на следующие
координаты.



108 Гл. 4. Полуриманова геометрия

6. Градиентная инвариантность вектор-потенциала электромагнит-
ного поля автоматически получается как следствие преобразова-
ния компонент метрического флагтензора.

7. Единая теория может применяться к пустому пространству–
времени специальной теории относительности, в котором при-
сутствует электромагнитное поле. (Этого невозможно добиться в
псевдоримановом случае при �55 � 1, 75��5 � 0 из-за формулы
2'�5�5 � 27�75��5 � 7575��� � 7�7��55, которая в полуримановой
геометрии не имеет места.) Действие для заряженной частицы,
взаимодействующей с заданным электромагнитным полем, стро-
ится как сумма инвариантов полуевклидовой геометрии.

8. Соблюдается эвристический принцип, требующий, чтобы физиче-
ски различные величины геометрически не могли быть совмеща-
емы группами автоморфизмов.

4.4.5. Заключительные замечания. Единая геометрическая тео-
рия гравитации и электромагнетизма Р.И. Пименова, сформулирован-
ная с учетом эвристического принципа, согласно которому физически
различные величины не могут совмещаться автоморфизмами, осно-
вывается на разработанном им математическом аппарате многократно
расслоенной полуримановой геометрии. Частный случай однократно
расслоенного полуевклидова пространства 3�4

5 с одномерным слоем �5

и c 4-мерным пространством–временем Минковского в качестве ба-
зы естественно интерпретируется как классическая электродинамика.
Полуриманова геометрия 3�4

5, у которой базой является псевдоримано-
во пространство–время общей теории относительности, а одномерный
слой �5 ответственен за электромагнетизм, объединяет оба фундамен-
тальных взаимодействия.
В отличие от теорий типа Калуцы–Клейна, где пятая размерность

появляется в рамках невырожденной римановой или псевдоримановой
геометрии, теория, основанная на полуримановой геометрии, не содер-
жит дополнительного скалярного поля и ограничений на допустимые
преобразования пятимерного пространства, относительно которых тео-
рия инвариантна.
Пятимерная полуриманова геометрия формулируется в веществен-

ных геометрических терминах (координаты, компоненты метрического
тензора и т.д.), но может быть также получена из римановой геометрии
предельным переходом с помощью нильпотентной пятой координаты.
Отметим, что в последнее время проявился интерес к объединению
гравитации с электромагнетизмом в рамках пространства с нильпо-
тентной пятой координатой [206]. Однако полуриманова геометрия там
не была построена, поэтому в теории присутствует скалярное поле,
которое регуляризует кулоновский потенциал в нуле.
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ГРАДУИРОВАННЫЕ КОНТРАКЦИИ АЛГЕБРЫ

ВИРАСОРО

В настоящей главе исследуются контракции алгебры Вирасоро
и ее представлений с помощью метода градуированных контрак-
ций [191, 194]. Строятся представления старшего веса алгебры Вира-
соро и анализируются на приводимость. В отличие от стандартных,
контрактированные представления являются приводимыми, за исклю-
чением некоторых специальных случаев. Более того, имеются экзоти-
ческие представления с нулевой плоскостью на пятом уровне.

5.1. Градуированные контракции алгебр Ли
и их представлений

Контракции групп (алгебр) Ли предоставляют возможность полу-
чить новые группы (алгебры) Ли из исходных. Можно также построить
представления контрактированных групп (алгебр) из представлений
начальных групп (алгебр). Градуированные контракции [193, 194]
определяются так, чтобы сохранялась градуировка как алгебры Ли, так
и ее представлений.
Напомним некоторые определения. Пусть алгебра Ли 6 градуиру-

ется с помощью абелевой группы !:

6 � �6
 , �6
 ,6
� � 6
	
, �, & � !� (5.1)

Определение 5.1.1. Алгебра Ли 6� называется !-градуированной
контракцией алгебры 6, если 6� изоморфна 6 как векторное простран-
ство, 6� имеет градуировку (5.1), а новые коммутационные соотноше-
ния равны

�6�

 ,6

�
��� �� �
��6
 ,6�� � �
�6

�

	�, (5.2)

где матрица � есть решение уравнений

�
���,
	� � ����
,�	� � ��
��,�	
 , �
� � ��
 � (5.3)

Первый набор уравнений в (5.3) есть следствие тождества Якоби,
а второй вытекает из антисимметрии коммутаторов. !-градуировка
представления H алгебры 6 получается из разложения (5.1) и выглядит
следующим образом:

H � �H�, 6
H� � H
	�, (5.4)
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�6
 ,6��H� � 6
6�H� � 6�6
H� � H
	�	�� (5.5)

Определение 5.1.2. !-градуированные контракции представлений ал-
гебры задаются соотношениями

6�

H

�,'
� �� �
�6
H� � �
�H

�,'

	�, (5.6)

где матрица � удовлетворяет следующим уравнениям [191]:

�
��
	�,� � ����
,�	� � �
���,
	�� (5.7)

Далее градуировка будет осуществляться только с помощью цик-
лической группы ! � �2 . Удобно записать векторное пространство H
и действие алгебры 6 на нем в случае �2 -градуировки в виде

H �

�
H0
H1

�
, 6H �

�
60 61
61 60

��
H0
H1

�
�

�
60H0 � 61H1
61H0 � 60H1

�
, (5.8)

явно показывающем структуру градуировки. Тогда градуированная
контракция представлений выражается формулой

6'H �

�
60 61
61 60

�'�
H0
H1

�
�

�
�0060 �1161
�1061 �0160

��
H0
H1

�
� (5.9)

5.2. Градуировка алгебры Вирасоро

Начнем с определения.
Определение 5.2.1. Алгебра Вирасоро ���� определяется как цен-
тральное расширение алгебры векторных полей на окружности с бази-
сом �, �� �	 � �� и коммутационными соотношениями

���, ��� � �	�����	� �
(

12
�	3 � 	�Æ�	�,0, (5.10)

где � есть центральный заряд, коммутирующий со всеми генераторами.

Эта алгебра имеет естественную �-градуировку: deg�� � �, deg� � 0
и может также быть градуированной с помощью циклических групп
�� . �2 -градуировка алгебры Вирасоро состоит в следующем. Все гене-
раторы алгебры делятся на четные 60 � �.�, �	 и нечетные 61 � �C�	,
где

.� �
1
2

�
�2� �

(

8
Æ�,0

�
, C� �

1
2
�2�	1, (5.11)

для которых выполняются условия �2 -градуировки

� � 60 � 61, �60,60� � 60, �60,61� � 61, �61,61� � 60� (5.12)

Коммутационные соотношения новых генераторов алгебры Вирасоро
записываются в виде

�.�,.�� � �	���.�	� �
2(
12
�	3 � 	�Æ�	�,0,
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�C�,C�� � �	���.�	�	1 �
2(
12

�
	� 1

2

��
	�

1
2

��
	�

3
2

�
Æ�	�	1,0,

�.�,C�� �
�
	��� 1

2

�
C�	�� (5.13)

Первая строка уравнений означает, что подалгебра �.�, �	 снова есть
алгебра Вирасоро, но с центральным зарядом 2�. В случае �� -гра-
дуировки получается алгебра Вирасоро с центральным зарядом 	�.

5.3. Приводимость представлений алгебры Вирасоро

В этом параграфе напомним основные понятия и результаты теории
представлений алгебры Вирасоро [80].
Определение 5.3.1. Пусть � есть представление алгебры ���� и
существует вектор �3� такой, что

�0�3� � ��3�, ���3� � ��3�, ���3� � 0, � @ 0, (5.14)

тогда �3� называется старшим вектором представления.
Пространство, натянутое на векторы ��
1 . . . ��
� �3�, где &1 � . . . �

� &� @ 0, образует представление старшего веса ���, ��. Все векторы
представления классифицируются по уровням. Номер уровня равен
	 � &1 � . . . � &�. Например, вектор ��2��1� 3 � относится к третьему
уровню. Поэтому представление имеет естественную �-градуировку
���, �� � �����, ��. Количество базисных векторов на 	-м уровне
совпадает с числом ��	� разбиений 	 на положительные целые числа:
dim����, �� � ��	�. Некоторые из ��	� таковы:

��0� � 1, ��1� � 1, ��2� � 2, ��3� � 3, ��4� � 5, ��5� � 7�

Исследование условий приводимости представления является важ-
ной задачей.
Определение 5.3.2. Представление называется вырожденным, если
существует ноль-вектор �I�� такой, что

�0�I�� � ��� 	��I��, ���I�� � 0, � @ 0� (5.15)

Число 	 называется вырожденностью уровня.
Вырожденное представление содержит подпредставление со стар-

шими векторами �I�� на 	-м уровне и поэтому является приводи-
мым. Ноль-вектор отыскивается как линейная комбинация базисных
векторов с неизвестными коэффициентами. Условия (5.15) приводят к
системе линейных уравнений с двумя параметрами � и �. Количество
уравнений и количество неизвестных равно �1�	� � ��	� 1� � ��	� 2�
и �2�	� � ��	�� 1 соответственно.
На втором уровне имеется два уравнения и только одно неизвест-

ное. Связь между � и � на этом уровне дается выражением

� �
1
16

�
5� �


'
��� 25���� 1�

�
� (5.16)
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Количество уравнений на последующих уровнях растет быстрее, чем
количество неизвестных, поэтому появление ноль-векторов становится
редкостью. Задача нахождения ноль-векторов полностью решается с
помощью билинейной формы на ���, ��. Пусть � есть антиавтомор-
физм алгебры Вирасоро ����, определяемый формулой ���
� � ��
,
���� � �, тогда существует симметричная билинейная форма � � � такая,
что ������ � ���������, где �, � ����, ��, � � ����.
Пусть ��	� � ��	� матрица +���, �� есть матрица билинейной

формы базисных векторов на 	-ом уровне. Обращение в ноль де-
терминанта матрицы +���, �� совпадает с условием существования
ноль-вектора [80]. В зависимости от значения параметров �, � име-
ется три возможности: 1) представление неприводимо, тогда нет
ноль-векторов; 2) подпредставления, порождаемые ноль-векторами, со-
держатся друг в друге; 3) имеются два подпредставления, содержа-
щие все другие подпредставления. В последнем случае представления
���, �� определяются соотношениями

� � 1� 6�2 � ��2

�2
, � �

�2& � ���2 � �2 � ��2

4�2
, (5.17)

где 0 � � � �, 0 � 
 � 2, в случае целых �, 
 и 2 � � � 1 � 3, 4, . . .
Последние представления описывают пространство полей минималь-
ных моделей в конформной теории поля. Вырожденность представле-
ния приводит к дифференциальным уравнениям на корреляторы полей
[114].
Пусть алгебра Вирасоро �2 -градуирована описанным выше спосо-

бом. Построим �2 -градуировку ее представления ���, ��. Простран-
ство представления разбивается на два подпространства:

���, �� ��0��, �� ��1��, ��,

�0��, �� � ��2���, ��, �1��, �� � ��2�	1��, ��� (5.18)

Градуировка элементов ��
1 . . . ��
� обертывающей алгебры осуществ-
ляется разложением на два подмножества с четным и нечетным значе-
нием суммы &1 � . . . � &�. Векторы из �0��, �� и �1��, �� в терминах
генераторов . и C выглядят следующим образом:

.. . . ...CC . . .CC5 67 8
�

�3�, (5.19)

где � — четное в случае �0��, �� и нечетное в случае �1��, ��. Выпол-
няются уравнения �2-градуировки:

.�0 ��0, .�1 ��1, C�0 ��1, C�1 ��0� (5.20)

Структуру �2-градуированного представления можно записать в виде

6� �

�
. C

C .

��
�0

�1

�
�

�
.�0 �C�1

C�0 �.�1

�
� (5.21)
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Отметим, что антиавтоморфизм � в �2 -градуированных обозначениях
выглядит так: ��.
� � .�
, ��C
� � C�
	1, ���� � ��

5.4. �2-градуированные контракции алгебры
Вирасоро и ее представлений

Рассмотрим контракцию, задаваемую решением �� �

�
1 1
1 0

�
уравнений (5.3). Коммутационные соотношения (5.13) принимают вид

�.�,.�� � �	���.�	� �
2(
12
�	3 � 	�Æ�	�,0,

�.�,C�� � �	��� 1
2
�C�	�, �C�,C�� � 0� (5.22)

Контрактированная алгебра имеет структуру полупрямой суммы ал-
гебры Вирасоро с двойным центральным зарядом ��2�� � �.�, 2�	 и
бесконечномерной абелевой алгебры �C�	. Ее можно назвать неодно-
родной алгеброй Вирасоро.

Второе решение уравнений (5.3) �� �
�
1 0
0 0

�
приводит к контрак-

тированной алгебре Вирасоро, которая является прямой суммой ��2��
и абелевой �C�	

�.�,.�� � �	���.�	� �
2(
12
	�	2 � 1�Æ�	�,0,

�.�,C�� � 0, �C�,C�� � 0� (5.23)

Используя соотношения (5.21) и (5.9), нетрудно понять строение
контрактированного представления. Возьмем решение уравнений (5.7)

вида �� �

�
1 1
1 0

�
� В этом случае

6� �

�
. C

C .

��
�0

�1

�
�

�
.�0

C�0 �.�1

�
� (5.24)

Поэтому все свойства контрактированного представления могут быть
получены в предположении

C�1 � 0, (5.25)

которое означает, что все векторы вида (5.19) с � � 2 исчезают.
Другими словами, контрактированное представление получается из
исходного факторизацией по условию CC�3� � 0.
Из (5.11) следует, что параметры контрактированного �'��, ��

и исходного ���0, �0� представлений связаны соотношениями � �

� 2�0, � �
1
2
��0 �

(0
8
�� Нетрудно понять, что строение векторов чет-

ного уровня 2	 контрактированного представления и векторов уров-
ня 	 исходного представления идентично. Поэтому dim�2�

' ��, �� �
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� dim����, �� � ��	�. Векторы нечетного уровня устроены следующим
образом .�
1 . . ..�
�C���3�, а его размерность равна

����2�	1
' ��, �� �

��
��0

����� (5.26)

Физическое требование, чтобы спектр был ограничен снизу, приво-
дит к условиям (5.14). Поскольку любой элемент �� выражается как
многократный коммутатор �1 и �2, то в (5.14) вместо ���3� � 0, � @ 0
достаточно наложить два условия: �1�3� � 0, �2�3� � 0. Тогда условия
(5.14) на старший вектор упрощаются:

.0�3� � ��3�, ���3� � ��3�, C0�3� � 0, .1�3� � 0� (5.27)

Для ��-контрактированной алгебры Вирасоро эти условия необходимо
модифицировать, добавив уравнение .2�3� � 0, поскольку в противном
случае генераторы .�, � @ 1 не порождаются коммутаторами C0 и
.1. Таким образом, условия существования ноль-векторов на уровне 	
принимают вид

.0�I� � ��� 	��I�, C0�I� � 0, .1�I� � 0, .2�I� � 0� (5.28)

Увеличение числа уравнений на четных уровнях по сравнению с (5.27)
приводит к исчезновению ноль-векторов на этих уровнях. Можно
проверить этот факт прямыми подсчетами. Соотношение C0�I� � 0
для нечетных уровней выполняется благодаря (5.25). Поэтому чис-
ло уравнений остается неизменным, т.е. следует ожидать наличия
ноль-векторов на нечетных уровнях. Число �1 уравнений и число
�2 неизвестных коэффициентов, которые определяют существование
ноль-векторов на �2	� 1�-м уровне, легко находятся из (5.26) и (5.28):

�1 �
��1�
��0

���� �
��2�
��0

����, �2 �
��

��0

����� 1� (5.29)

Из этих выражений следует, что �1 � �2 вплоть до одиннадцатого
уровня и �1 @ �2 для более высоких уровней.
Рассмотрим подробнее несколько первых уровней. Прямыми рас-

четами устанавливаем наличие ноль-векторов на первом и третьем
уровнях при любых значениях � и �:

�I�1 � C�1�3�, �I�3 �
�
C�2 � 5

4!� 2
.�1C�1

�
�3�� (5.30)

На пятом уровне ноль-вектор имеет вид

�I�5 �
�
C�3 � 9.�2C�1 � :.�1C�2 � J.2�1C�1

� �3�, (5.31)
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где 9,:, J — решения системы уравнений с параметрами � и �:

�4�� 6�: � 7
�4� 8�� ��9� 15: � �12�� 6�J � �9

69� 5: � �8�� 8�J � 0� (5.32)

Из первого уравнения следует, что на прямой � � �3�2 нет
ноль-векторов. Подстановка первого уравнения в оставшиеся сводит
анализ системы к расположению прямых линий на плоскости �9, J�.
Пусть A��, �� есть детерминант матрицы коэффициентов левой части
системы уравнений, а A
��, ��, & � 1, 2 — детерминант матрицы, по-
лученной из нее заменой &-го столбца столбцом правой части систе-
мы. В зависимости от параметров � и � имеются три возможности:
1) прямые линии пересекаются — в этом случае имеются ноль-векторы;
2) прямые линии параллельны — в этом случае нет ноль-векторов;
3) прямые линии совпадают — имеются ноль-векторы, более того,
ноль-векторы становятся двумерными или «ноль-плоскостью».

На плоскости ��, �� второй случай реализуется на прямой � � �3
2

и на двух кривых A��, �� � 0:

� �
1
16

�
�3� �


'
��� 25���� 1�

�
� (5.33)

Третий случай плоскости ��, �� возможен в двух точках: .��1 �

� �3
2
, �1 � 26� и C��2 �

11
24
, �2 � �184105�, лежащих на пересече-

нии прямой линии A2��, �� � 0 и кривой A��, �� � 0, т.е. при

� � �176 � 496���35� Однако точка . лежит на прямой � � �3
2
, на

которой нет ноль-векторов. Так что ноль-плоскость на пятом уровне
появляется при единственном значении параметров, отвечающих точке
C ��2, �2�. Аналогичный результат получен в работе [133], где было
показано, что некоторые модули Верма над � � 1 алгеброй Рамона
содержат вырожденные двумерные пространства сингулярных векто-
ров. При остальных значениях параметров � и � реализуется первый
случай.
На седьмом и девятом уровнях число уравнений совпадает с числом

неизвестных коэффициентов и оказывается равным 6 и 11 соответ-
ственно. Однако выкладки становятся слишком громоздкими, хотя
понятно, что ноль-векторы отсутствуют только в некоторых специ-
альных случаях. Начиная с одиннадцатого уровня число уравнений
превышает число неизвестных �1�11� � 19, �2�11� � 18 и ситуация
становится похожей на случай неконтрактированных представлений.
Попытка использовать обычную билинейную форму, как в случае
неконтрактированных представлений, не приводит к решению задачи о
поисках ноль-векторов. Дело в том, что все векторы четных уровней,
согласно (5.25), взаимно ортогональны. Для конечномерных алгебр Ли
форма Киллинга вырождается при контракции. В связи с этим может
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оказаться полезным результат работы [192], в которой предложен спо-
соб построения невырожденных форм для контрактированных алгебр.
Алгебра Вирасоро находит применение в теории струн, двумерной

теории поля и интегрируемых моделях. Недавно построено расшире-
ние алгебры Вирасоро до 8 -алгебр, содержащих ее как подалгебру.
8 -алгебры использовались в интегрируемых моделях [15, 36] и в дву-
мерной теории поля [42]. Впоследствии появились понятия 8 -струн,
8 -гравитации, были построены 8 -модели конформной теории по-
ля [55]. Расширение симметрии на базе алгебры Вирасоро оказалось,
таким образом, весьма полезным.
Другой способ выхода за рамки собственно алгебры Вирасо-

ро — это контракции. В этом случае возникают новые неполупро-
стые алгебры, содержащие алгебру Вирасоро как подалгебру. По-
добные эффекты появляются при контракциях аффинных алгебр
Каца–Муди [188, 191, 193]. Неполупростые алгебры используются
как алгебры внутренней симметрии в калибровочных теориях [208],
в WZNW-моделях [196, 198]. Для таких алгебр была построена кон-
струкция Сугавары [167].



Гл а в а 6

ГЕОМЕТРИЯ АФФИННЫХ КОРНЕВЫХ СИСТЕМ

В теории простых конечномерных алгебр Ли важную роль играет
матрица Картана, которая может быть задана алгебраически, нало-
жением определенных условий на ее элементы, или геометрически,
с помощью корневой системы. Корневая система в евклидовом про-
странстве вводится как геометрическая аксиоматизация алгебраиче-
ского понятия корней простой алгебры Ли. Корневые системы удается
классифицировать и тем самым построить классификацию простых
алгебр Ли. Аффинные алгебры Ли были открыты алгебраически —
изменением условий на матрицу Картана [45]. Теория аффинных беско-
нечномерных алгебр во многом строится параллельно теории простых
конечномерных алгебр. В ней, в частности, вводится понятие кор-
невых систем. Основное отличие корневых систем, соответствующих
аффинным алгебрам, — это наличие мнимого корня Æ, обладающего
свойством нильпотентности Æ2 � 0 и приводящего к бесконечномерно-
сти алгебры. Естественно ожидать, что подходящее добавление этого
свойства в систему аксиом обычной корневой системы приведет к
аффинным корневым системам.
Сопоставление свойств нильпотентности мнимых корней аффинных

алгебр и нильпотентных единиц подсказывает, что аффинным алгебрам
отвечают корневые системы в пространствах с вырожденной метри-
кой. Обобщение этого наблюдения приводит к предложению: изучать
корневые системы в расслоенных пространствах постоянной кри-
визны и строить отвечающие им алгебры Ли.
В данной главе находится пространство — пространство Кэррол-

ла, корневые системы которого отвечают аффинным алгебрам. Сна-
чала напоминаются необходимые факты из теории простых алгебр
Ли и аффинных алгебр Каца–Муди. Затем вводится понятие вырож-
денной корневой системы и показывается, что ее матрица Картана
аффинная. Далее, используя геометрические соображения, изучается
строение (вырожденных) корневых систем в пространстве Кэрролла
и демонстрируется, что вырожденные корневые системы и корневые
системы аффинных алгебр Каца–Муди суть одно и тоже. Показано,
что возникновение подгруппы сдвигов у аффинных групп Вейля легко
объясняется метрическими свойствами вырожденных корневых систем.
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6.1. Простые алгебры Ли и аффинные алгебры
Каца–Муди

Простая алгебра Ли может быть задана некоторой числовой матри-
цей . � ��

�, называемой матрицей Картана, соотношениями Шевалле

��
,�
 � � 0, ��
, �
 � � �

�
 , ��
, �
 � � ��

�
 , ��
, �
 � � Æ

�
 , (6.1)

и тождествами Серра

����
�
1���� �
 � ����
�

1���� �
 � 0, (6.2)

где �
, �
, �
, & � 1, 2, . . . , � — образующие Вейля. Матрица Картана .
удовлетворяет условиям:
1) �

 � $,
2) �

 � 0 при & �� �,
3) �

�

 � 3,
4) �

 � 0 � �

 � 0,
5) det��

� �� 0�
Все такие матрицы перечислены и, таким образом, классифициро-

ваны все простые алгебры Ли. Если переписать соотношения Шевалле
в виде

��
, �
 � � 9
��
��
 , ��
, �
 � � �9
��
��
 , (6.3)

то линейные функционалы 9
��
�, называемые системой корней алгеб-
ры Ли, можно интерпретировать как набор векторов со специальными
свойствами. Развитие этой идеи приводит к аксиоматическому опреде-
лению корневых систем.
Пусть задано евклидово �-мерное пространство ���� с невырожден-

ным скалярным произведением � , �.
Определение 6.1.1. Множество векторов �!0 � �9,:, . . .	 в простран-
стве ���� называется корневой системой, если
1. отражения 
� � ����� ����


��:� � : � 2 �-, .�
�-,-�

9 (6.4)

не выводят из �!0;
2. �9,: � �!0, 2	�9,:� � �-,.�

�-,-�
� � — целые числа;

3. линейная оболочка множества �!0 совпадает с ���� � ���!0� �
� �����

Определение 6.1.2. Корневая система называется приведенной, если
в ней отсутствуют параллельные корни (корни 9 и �9 считаются
антипараллельными).
Пусть ���� � �1 ��2 есть прямая сумма векторных пространств,

а !1 и !2 являются корневыми системами подпространств �1 и �2
соответственно.
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Определение 6.1.3. Корневая система �!0 � !1 ! !2 называется при-
водимой. В противном случае корневая система называется неприводи-
мой.
Приведенные неприводимые корневые системы обозначаем !0�

Определение 6.1.4. Базисом + � �9
, & � 1, . . . , �	 корневой системы
!0 называется подмножество векторов + � !0:
1. образующее базис пространства ����,
2. �9 � !0 9 �

��

�1�
9
, где 9
 � +, �
 � � и все �
 � 0 (поло-

жительные корни) или все �
 � 0 (отрицательные корни).
Иными словами, любой корень представляется в виде целочислен-

ной линейной комбинации базисных корней, причем с коэффициентами
одного знака.
Определение 6.1.5. Матрицей Картана �. корневой системы называ-
ется матрица

� �.�

 � 	�9
,9
� � 2
�-�,-	�
�-�,-��

, 9
,9
 � +� (6.5)

Множество отражений образует группу 80, называемую группой
Вейля корневой системы.
Корневые системы допускают классификацию. Связь корневых си-

стем и простых алгебр Ли устанавливает следующая теорема.
Теорема 6.1.1. Классификация приведенных неприводимых корне-
вых систем эквивалентна классификации простых алгебр Ли.
Теорема означает, что корневая система с матрицей �. удовлетво-

ряет перечисленным выше свойствам матрицы . и соответствующая
ей алгебра Ли определяется с точностью до изоморфизма. Обратно,
линейные функционалы 9
��
� генерируют базис некоторой корневой
системы с матрицей Картана �.� Таким образом, алгебру Ли можно
задавать алгебраическими соотношениями с элементами матрицы .
в качестве параметров и сопоставлять ее геометрический объект —
корневую систему с той же матрицей.
Другие классы алгебр Ли, допускающие и алгебраический, и гео-

метрический подход, могут быть описаны с помощью как алгебраи-
ческих, так и геометрических обобщений. Алгебры Каца–Муди были
открыты алгебраически. Наиболее изучены из них аффинные алгебры.
Определение 6.1.6. Аффинная алгебра определяется соотношениями
Шевалле (6.1), тождествами Серра (6.2) и аффинной матрицей Картана�. � ��

�, удовлетворяющей условиям 1), 2), 4), а также
3а) �

�

 � 4,
5а) det��

� � 0, а уравнение

�
�

�
 � 0 имеет ровно один корень.

Все такие матрицы классифицированы и, таким образом, перечис-
лены все аффинные алгебры Ли.
Понятие корневых систем удается распространить на случай аф-

финных алгебр, однако, кроме корней 9
 � !0 приходится вводить
особый корень Æ, ортогональный всем остальным корням �Æ,9
� � 0
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и имеющий нулевую длину �Æ, Æ� � 0� Аффинные корневые системы
устроены следующим образом [45]:

" � "�& !"
�, (6.6)

где мнимые корни кратны особому корню Æ �

"
� � ��Æ, � � �	, (6.7)

а вещественные корни имеют вид

�� "�& � �9� 	Æ�9 � !0, 	 � �	, если � � 1�
�� "�& � �9� 	Æ�9 � !	, 	 � �	 ! �9� 	�Æ�9 � !�, 	 � �	,

если � � 2 или 3, а . не является матрицей типа .�2�
2� �

�� "�& � �1
2
�9� �2	� 1�Æ��9 � !�, 	 � �	 !

!�9� 	Æ�9 � !	, 	 � �	 ! �9� 2	Æ�9 � !�, 	 � �	,
если . является матрицей типа .�2�

2� �

(� "�& � �Æ � "�&�

�� "�&
	 � �9 � "�& при 	 @ 0	 !!	

0 � (6.8)

Здесь !0 — корневая система простой алгебры Ли, !	,!� � !0 — мно-
жества коротких и длинных корней соответственно. Отражения порож-
дают группу Вейля. Группа Вейля 8 аффинной алгебры Каца–Муди
и группа Вейля 80 соответствующей ей простой алгебры Ли связаны
формулой полупрямого произведения 8 � "��80, где " — подгруппа
трансляций.
Далее будет показано, что можно было, наоборот, стартуя с обоб-

щения понятия корневой системы, получить ослабленные условия на
матрицу Картана и подойти к понятию аффинных алгебр геометриче-
ски. При этом устройство корневых систем аффинных алгебр устанав-
ливается с помощью достаточно простого алгоритма.

6.2. Вырожденные корневые системы

Рассмотрим ��� 1�-мерное векторное пространство ���, 1� с вырож-
денной метрикой сигнатуры �0,�, . . . , �, �, т.е. скалярное произведение
векторов G � �G0, G1, . . . , G�� и � � ��0,�1, . . . ,��� определяется как
�G,�� �

��
��1 G���� Геометрически ���, 1� есть тривиальное расслое-

ние, базой которого является �-мерное евклидово пространство ����,
слоем — одномерное пространство, ортогональное ����, а проекци-
ей — отображение  � ���, 1�� ����� При � � 3 пространство H �3, 1�
может быть интерпретировано как одна из возможных четырехмер-
ных моделей пространства–времени, а именно кинематика Кэрролла
[28, 98, 179] (см. также раздел 2.2), поэтому будем называть ���, 1�
пространством Кэрролла. Его можно также получить из ��� � 1�
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с помощью нильпотентной единицы. Пусть ��0, �1, . . . , ��	 — ортонор-
мированный базис евклидова пространства ���� 1� со скалярным про-
изведением ��
, �
� � Æ

 , & � 0, 1, . . . , �� Преобразуем базис, умножив
базисный вектор �0 на нильпотентную единицу:

��0, �1, . . . , ��	 � ���0, �1, . . . , ��	 � ��0, �1, . . . , ��	, (6.9)

тогда отличный от нуля базисный вектор �0 �� 0 имеет нулевую длину
��0, �0� � 0, ортогонален остальным базисным векторам ��0, ��� � 0 и
���, ��� � Æ��, �, � � 1, 2, . . . , ��
Указанные выше свойства особого корня мотивируют следующие

определения.
Определение 6.2.1. Множество векторов �! в пространстве Кэррол-
ла ���, 1� назовем вырожденной корневой системой, если оно удо-
влетворяет свойствам 1)–3) корневой системы из определения 6.1.1
(с заменой �!0 на �!, ���� на ���, 1�) и 4) �9 � �!  9 �� 0, где
 � ���, 1�� ���� есть проекция на подпространство ����.
Понятия приведенных и неприводимых вырожденных корневых си-

стем определяются аналогично случаю корневых систем. Приведенные
неприводимые вырожденные корневые системы будем обозначать !�
Определение 6.2.2. Базисом C � �9
, & � 0, . . . , �	 вырожденной кор-
невой системы ! назовем подмножество векторов C � !, удовлетворя-
ющее свойствам 1), 2) из определения 6.1.4 базиса корневой системы
с естественными заменами.
Определение 6.2.3. Матрицей Картана вырожденной корневой систе-
мы ! назовем матрицу ., определяемую формулой (6.5) для 9
,9
 � C�
Мнимому корню естественно сопоставить вектор в ���, 1�, указы-

вающий направление вырождения �0� Требование 4) из определения
6.2.1 о том, что коллинеарные �0 векторы не содержатся в !, наложено
для сохранения свойства 4) матрицы Картана аффинной алгебры.
Утверждение 6.2.1. Проекция  вырожденной корневой системы !
на ���� дает корневую систему �!0 простой алгебры Ли  � !� �!0�
Доказательство. Разобьем векторы вырожденной корневой системы
! � �9,:, . . .	 на коллинеарные и перпендикулярные �0 компоненты:
9 � 90 � 9�, : � :0 � :�, . . . � Из свойства 4) вырожденной корневой
системы имеем 9� �� 0,:� �� 0, . . . � Отражения в !


�0	�� �:0 � :�� �

�
:0 � 2 �.�,-���-�,-��

90

�
�

�
:� � 2 �.�,-��

�-�,-��
9�

�
(6.10)

при проекции  перейдут в отражения в �!0

�� �:�� � :� � 2 �.�,-��

�-�,-��
9�, (6.11)
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т.е. для �!0 � �9�,:�, . . .	 выполнено свойство 1) корневой системы.
Далее из

	�9,:� � 2
�-, .�
�-,-�

� 2
�-0 � -�,.0 � .��

�-0 � -�,-0 � -��
� 2

�-�,.��
�-�,-��

� 	�9�,:�� � �
(6.12)

следует выполнение свойства 2) корневой системы. Наконец, из ��!� �
� ���, 1� вытекает, что линейная оболочка �!0 совпадает с ����, т.е.
справедливо свойство 3), поэтому �!0 есть корневая система простой
алгебры Ли.

Замечание 6.2.1. При проектировании приведенных вырожденных кор-
невых систем могут получаться неприведенные корневые системы. За-
бегая вперед отметим, что так случается, если вырожденная корне-
ваясистема соответствует скрученной аффинной алгебре из серии �.�2�

2� �

Утверждение 6.2.2. Матрицы Картана вырожденных корневых си-
стем — аффинные.

Доказательство. Достаточно показать, что условия 1), 2), 3а), 4),
5а), которым удовлетворяет аффинная матрица Картана, вытекают
из определения вырожденных корневых систем. Целочисленность 1)
следует из свойства 2) вырожденной корневой системы. Далее, ана-
логично случаю обычной корневой системы [77] показывается, что
разность 9 � : является корнем, если 	�9,:� @ 0, т.е. угол между
проекциями векторов на ���� острый. Для простых (базисных) корней
	�9,:� � 0, т.е. угол между проекциями векторов тупой, поэтому
выполнено условие 2). Пусть 9,: � ! — произвольные корни. Имеем
выражение 	�9,:�	�:,9� � 4 	
��, где, в отличие от невырожденного
случая, � — угол между проекциями векторов на ����� Поскольку
коллинеарность проекций не означает коллинеарности самих векторов,
случай � � 0 или 	�9,:�	�:,9� � 4 	
�� теперь не может быть отбро-
шен, что отвечает условию 3��� Условие 4) следует из симметричности
скалярного произведения. Остается доказать условие 5a). Ясно, что все
метрические свойства вырожденной корневой системы определяются
свойствами проекций ее векторов. В утверждении 6.2.1 показано, что
они образуют корневую систему простой алгебры Ли. Все базисные
корни вырожденной корневой системы будут проектироваться на под-
пространство ����, образуя неострые углы друг с другом. При этом
один из корней станет линейно зависимым, так как корневая система,
образованная проекциями векторов вырожденной корневой системы,
имеет ровно на один базисный корень меньше. Следовательно, матрица
Грамма, составленная из базисных векторов вырожденной корневой си-
стемы, удовлетворяет свойству 5a). Деля столбцы на соответствующие
квадраты длин базисных векторов, имеем то же свойство для матрицы
Картана.
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Замечание 6.2.2. В книге [10] введено понятие допустимой системы
векторов и показано, что если эта система линейно зависима, то ее
матрица Картана аффинная. Классификация линейно зависимых допу-
стимых систем векторов дается аффинными диаграмами Дынкина, и их
матрицы Картана также аффинные. Сопоставляя определения и свой-
ства вырожденной корневой системы и линейно зависимой допустимой
системы векторов, легко понять, что набор векторов, получающийся
после проектирования и отождествления векторов вырожденной корне-
вой системы, — это в точности линейно зависимая допустимая система
векторов.
Определение 6.2.4. Назовем вырожденные корневые системы эквива-
лентными, если их матрицы Картана одинаковы.
Поскольку матрицы Картана вырожденных корневых систем опре-

деляются их проекциями, класс эквивалентности образуют все вы-
рожденные корневые системы с одинаковыми проекциями на �����
В общем случае проекция ! на ���� не содержится в !�
Определение 6.2.5. Назовем ! канонической вырожденной корневой
системы, если фактор-система  !�* � !0 � !, где * � �: �  ! � 2: �
�  !	 или * � �: �  ! � 1

2
: �  !	, т.е. если приведенная корневая

система !0 содержится в подпространстве �����
Построим базис C � �90,+	 � �90,91, . . . ,9�	 канонической вы-

рожденной корневой системы. Ясно, что в качестве + следует взять
базис корневой системы !0� Осталось построить �� � 1�-й базисный
корень 90 �  90 � Æ�0 ����, 1�, Æ � � , т.е. фактически выбрать проек-
цию  90 в подпространстве ���� так, чтобы набор векторов � 90,+	 в
соответствии с утверждением 6.2.2 порождал аффинную матрицу Кар-
тана. Ясно, что  90 есть линейная комбинация векторов из +, причем
такая, что � 90,9�� � 0, � � 1, . . . , �� Как отмечалось в утверждении
6.2.1, �!0 �  ! может быть как приведенной корневой системой, так и
неприведенной.
Пусть �!0 � !0 — приведенная корневая система, тогда  90 � !0�

Если среди + � �91, . . . ,9�	 есть корни разной длины, т.е. длинные 9�
и короткие 9	 корни, то возможны два варианта:
1) � 90� � �9��� Все корневые системы !0 простых алгебр Ли

имеют старший вектор < �
��

��1 ��9�, где �� — метки на диа-
граммах Дынкина простых алгебр Ли, удовлетворяющий свойству
�<,9�� � 0, � � 1, . . . , �, причем �<� � �9��� (Если все корни в + одина-
ковой длины, то считаем их длинными корнями.) Полагая  90 � �<,
получаем базисы C корневых систем всех нескрученных аффинных
алгебр (см. [45], с. 104).
2) � 90� � �9	�� Корневые системы !0 простых алгебр 0�, C�, B4,

!2, помимо <, содержат корень �< ���
��1 ���9�, где ��� — метки Каца

на диаграммах Дынкина аффинных алгебр, удовлетворяющий свойству
��<,9�� � 0, � � 1, . . . , �, причем ��<� � �9	�� Полагая  90 � ��<, получаем
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базисы C корневых систем всех скрученных аффинных алгебр, кроме
серии �.�2�

2� (см. [45], с. 104).
Пусть теперь �!0 � !0 ! * — неприведенная корневая система

(имеются коллинеарные векторы вдвое меньшей длины, чем длинные
корни 9� � !0, или коллинеарные векторы вдвое большей длины, чем
короткие корни 9	 � !0�� Если  90 � !0, то из рассмотренного выше
следует, что  ! � !0 — приведенная корневая система, а здесь �!0 —
неприведенная, т.е. таким способом требуемую вырожденную корневую
систему мы не построим. Остается вариант  90 �� !0, тогда, если
� 90� � 1

2
�9��, то  90 � �12<, а если � 90� � 2�9	�, то  90 � �2<, где

< — старший корень !0� В этом случае получаем базисы C корневых
систем скрученных аффинных алгебр серии �.�2�

2� (см. [45], с. 104).
Таким образом, опираясь на свойства вырожденных корневых си-

стем и свойства корневых систем простых алгебр Ли, мы построили
базисы корневых систем всех аффинных алгебр.
Множество отражений вырожденной корневой системы образует

группу Вейля 8 , которая порождается фундаментальными отраже-
ниями 
�0 , 
�1 , . . . , 
�� относительно базисных корней. Последние �
фундаментальных отражений, очевидно, генерируют подгруппу 80�
Рассмотрим построенную из отражений �-ю степень оператора сдвига
корня � вдоль �0:

,�����
($
� 
�Æ�0��
���� � �� 2 �-,  �

�-,-�
�Æ�0, (6.13)

где 9, �Æ�0 � 9, � � ! и корни 9,� неортогональны �9,�� �� 0� Множе-
ство сдвигов вырожденной корневой системы образует коммутативную
подгруппу сдвигов "� Нетрудно показать, что группа Вейля 8 есть
полупрямое произведение своих подгрупп 8 � "��80.
Выясним теперь устройство вырожденных корневых систем. Для

этого достаточно учесть тот факт, что отражения не меняют длину кор-
ня и его �10 компоненту ��Æ�10� � Æ�10, т.е. подгруппа 80 действует
транзитивно на множествах корней одинаковой длины с одинаковыми
�10 координатами, и построить операторы сдвигов корней разных длин.
Полная система корней есть объединение мнимых и вещественных кор-
ней: ! � !�& !!
�, где !
� � �	Æ�10�	 � �	� Осталось построить !�&�
Рассмотрим строение !�& в случае нескрученных аффинных алгебр.

Для этих алгебр корень 90 имеет максимальную длину �90� � �9���
Действуя на 90 �  90 � Æ�10,  90 � !0 отражениями из 80, находим
подмножество сдвинутых длинных корней �!�

0 � Æ�10	� Короткий ко-
рень 9� сдвигаем оператором ,���1�9�� � 9� � Æ�10, где 9��1 —
длинный корень, не ортогональный 9�, т.е. соединенный с 9� на
диаграмме Дынкина. Здесь � � 1 для 0

�1�
� , � � 2 для !

�1�
2 , � � 3

для B �1�
4 , � � � для C�1�

� � С помощью отражений из 80 находим сдвиг
множества коротких корней !	

0 � Æ�10� Поскольку для нескрученных
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алгебр !�
0 ! !	

0 � !0, то !0 � H ��� переходит в !0 � Æ�10 � H ��, 1��
Следующий шаг — сдвиг длинного корня 90 � ,���90� � 90 � Æ�0, где
� � 6 для 1�1�

6 , � � 2 для C
�1�
� ,A

�1�
� , � � 1 для остальных нескрученных

аффинных алгебр. Повторение процедуры сдвига длинных и коротких
корней приводит к множеству �!0 � 2Æ�0	� Аналогично строятся сдвиги
!0 в отрицательном направлении оси �10� Таким образом, вырожден-
ные корневые системы нескрученных аффинных алгебр имеют вид

!�& � �!0 � 	Æ�0� 	 � �	� (6.14)

Для скрученных алгебр (кроме .�2�
2� ) корень 90 имеет минимальную

длину �90� � �9	�� Действуя на 90 �  90 � Æ�10,  90 � !0 отражениями
из80, находим подмножество сдвинутых коротких корней �!	

0 � Æ�10	�
Длинный корень 9� сдвигаем оператором ,���1�9�� � 9� � 2Æ�10,
где 9��1 — короткий корень, не ортогональный 9�� Здесь � � 1
для A

�2�
�	1, � � 2 для A

�3�
4 , � � 3 для 1

�2�
6 , � � � для .

�2�
2��1� С

помощью отражений из 80 находим сдвиг множества длинных кор-
ней �!�

0 � 2Æ�10	� Следующий шаг — сдвиг коротких корней: кор-
ня 90 по формуле ,���90� � 90 � Æ�0 �  90 � 2Æ�10, � � 1 для
A

�3�
4 ,1

�2�
6 , � � 2 для .

�2�
2��1 и корня 9� в случае алгебры A

�2�
2��1 по

формуле ,2���1�9�� � 9� � 2Æ�10� (Оператор ,���1 � 
Æ�10����1
���1 не
определен, поскольку Æ�10 � 9��1 �� !, поэтому используем оператор
,2���1 �) Преобразования из подгруппы 80 переводят сдвинутые корот-
кие корни в множество �!	

0 � 2Æ�10	� Длинные корни из множества
�!�

0 � 2Æ�10	 оператором ,2���1�9�� � 9� � 4Æ�10, и преобразовани-
ями из 80 переводятся в множество �!�

0 � 4Æ�10	� !�& скрученных
аффинных алгебр (за исключением .

�2�
2� ) есть объединение сдвинутых

множеств коротких и длинных корней:

!�& � �!	
0 � 	Æ�0	 ! �!�

0 � 	�Æ�0	, 	 � �, � � 2, 3� (6.15)

Найдем строение !�& для алгебр .
�2�
2� , у которых �90� �

1
2
�9�� �

� �9	� � �9�� и  90 �� !0� Оператор ,�0 сдвигает короткий корень
91 � !0, �91� � �9	� на 2Æ�0: ,�0�91� � 91 � 2Æ�0� Оператор ,�1 �
� 
�Æ�0��1�
�1 не определен, поскольку Æ�0 � 91 �� !, поэтому операторы
сдвига коротких корней 9� имеют вид ,2�	�9�	1� � 9�	1 � 2Æ�10, � �
� 1, 2, . . . , � � 2� Преобразования из подгруппы 80 переводят сдвину-
тые короткие базисные корни в множество !	

0 � 2Æ�0� С помощью опе-
раторов ,��0 , ,

�
�	
, 	 � � короткие базисные корни сдвигаются на 2	Æ�0

и затем размножаются группой 80, в результате получаем подмноже-
ство !1 � �!	

0 � 2	Æ�0�	 � �	� Длинный корень 9� � !0, �9�� � �9��
сдвигается на 4Æ�0 � ,2���1�9�� � 9� � 4Æ�0� Аналогично, с помощью
операторов сдвига ,2����1 и отражений из 80 находим подмножество
длинных корней !2 � �!�

0 � 4	Æ�0�	 � �	�
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Осталось выяснить строение корней длиной �90� � 1
2
�9��� Отраже-

ния из 80 переводят базисный корень 90 �  90 � Æ�0 в набор

корней �1
2
!�
0 � Æ�0	, поскольку  90 � �12<� Оператор ,2�1 сдвигает

90 на 2Æ�0: ,2�1�90� � 90 � 2Æ�0 �  90 � 3Æ�0, а преобразование из

подгруппы 80 переводит сдвинутый корень в набор �12!
�
0 � 3Æ�0	�

Степени ,2��1 , 	 � � и отражения из 80 порождают подмножество

!3 � �12!
�
0 � �2	 � 1�Æ�0�	 � �	� Вещественные корни алгебры .

�2�
2�

получаются объединением подмножеств !1,!2,!3 �	 � ��:
!�& � �12!

�
0 � �2	� 1�Æ�0	 ! �!	

0 � 2	Æ�0	 ! �!�
0 � 4	Æ�0	� (6.16)

Таким образом, корневая система в пространстве Кэрролла с вы-
рожденной метрикой есть геометрическая аксиоматизация системы
корней аффинной алгебры. Аффинные группы Вейля представляют со-
бой группы отражений вырожденных корневых систем. Использование
наглядных геометрических соображений дало возможность получить
достаточно простое алгоритмическое построение базисов всех вырож-
денных корневых систем и описание их устройства.
Анализ обсуждаемых в литературе других типов алгебр Каца–

Муди показывает, что их матрицы Картана могут быть получены
геометрически. Например, корневые системы в псевдоевклидовых про-
странствах связаны с гиперболическими алгебрами Каца–Муди [197]
и алгебрами Борхердса [117, 139]. При этом алгебраическое условие
на симметризованную матрицу Картана �

 � 0 геометрически соответ-
ствует случаю, когда базисный корень принадлежит конусу ��,�� � 0,
а условие �

 � 0 означает, что базисные корни имеют как положитель-
ную, так и отрицательную длину, т.е. расположены в разных полах
конуса.
Корневые системы в пространстве c двукратно вырожденной мет-

рикой связаны, по-видимому, с тороидальными алгебрами [136, 163].
Такая геометрическая интерпретация позволяет установить свойства их
матриц Картана. Так, кроме изменения условия 5а), перестает выпол-
няться свойство �

 � 0 при & �� �, поскольку невозможно разместить
	� 2 проекции базисных корней на 	-мерное евклидово подпростран-
ство так, чтобы все углы между ними были неострые, т.е. чтобы все
скалярные произведения между ними были неположительные. Ясно,
что это влечет модификацию тождеств Серра.
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КОНТРАКЦИИ КЛАССИЧЕСКИХ СУПЕРАЛГЕБР

И ИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

В настоящей главе определяется широкий класс ортосимплекти-
ческих �
���; ��2	;=� и унитарных 
���; ��	; �� супералгебр Кэли–
Клейна, которые могут быть получены из супералгебр �
����2	�
и 
����	� контракциями и аналитическими продолжениями подоб-
но тому, как ортогональные, унитарные и симплектические алгебры
Кэли–Клейна получаются из соответствующих классических алгебр.
Операторы Казимира супералгебр Кэли–Клейна находятся подходящим
преобразованием аналогичных операторов исходных супералгебр. По-
дробно рассмотрены контракции �
��1�2� и ее представлений.

7.1. Предварительные замечания

Со времени открытия [11, 20, 212] в 1971 г. суперсимметрия ис-
пользуется в различных физических теориях, таких как суперграви-
тация Калуцы–Клейна [213], суперсимметричные теории поля типа
Весса–Зумино [161, 169] и безмассовые теории поля с большим спином
[210]. В литературе обсуждалась S-теория [112], которая содержит
теорию суперструн, и ее супер �-мембранные и A-мембранные [115]
обобщения. Все подобные теории строятся алгебраически с помощью
тех или иных супералгебр. В данной главе изучается широкий класс
супералгебр Кэли–Клейна, которые могут быть использованы для по-
строения на их основе различных суперсимметричных моделей.
Типичным (и привлекательным) свойством групп Кэли–Клейна яв-

ляется то, что все они зависят от того же числа независимых пара-
метров, что и соответствующая простая классическая группа. На уров-
не алгебр Ли это означает, что все алгебры Кэли–Клейна данного
типа имеют одинаковую размерность. Базовые супералгебры содер-
жат простые классические алгебры как четные подалгебры, поэтому
представляется естественным рассмотреть новый класс супералгебр
Кэли–Клейна, содержащих алгебры КК в качестве четных подалгебр.
Супералгебра � как алгебраическая структура сравнительно с ал-

геброй Ли содержит дополнительную операцию, а именно �2-градуи-
ровку. Как линейное пространство супералгебра может быть разложена
в прямую сумму � � .0 � .1 четного .0 и нечетного .1 подпро-
странств. Элементы из .0 и .1 называются однородными (четными
и нечетными соответственно) элементами. Если � � .�, где � � �2 ,
то функция ���� � � называется четность элемента �. Любой элемент
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(за исключением нуля) может быть единственным образом представлен
в виде � � �0 � �1, где �� � .�. Суперкоммутатор �, �	 � � �� � �
определяется формулой

��, ��	 � ��� ��1�����������, (7.1)

т.е. является обычным коммутатором �, � для обоих четных и четных-
нечетных элементов и антикоммутатором �, 	 для обоих нечетных эле-
ментов супералгебры. �2-градуировка должна сохраняться при контр-
акциях.
Контракция ортосимплектической супералгебры к суперкинемати-

кам была рассмотрена в работе [202]. Детальное исследование контрак-
ций �
��1�2� и �
��1�4� к кинематическим супералгебрам Пуанкаре и
Галилея проведено в работе [162]. Контракции унитарной супералгебры
!
��2� � 
��2�1� и ее представлений описаны в [199]. Позднее понятие
контракций было обобщено [191, 194] на случай алгебр Ли и суперал-
гебр с произвольной конечной градуировочной группой и известно
как градуировочные контракции. Там же был определен новый тип
дискретных контракций. Тем не менее частный случай простейшей
�2-градуировки представляет особый интерес и заслуживает отдель-
ного рассмотрения. Следует подчеркнуть, что контракции квантовых
деформаций супералгебр, упомянутые в [122], образуют отдельное
направление исследований. В связи с теорией суперструн в работе
[161] были предложены обобщенные контракции Вигнера–Иненю, ко-
торые учитывают следующий член разложения по контракционному
параметру и в плоском пределе дают правильный член Весса–Зумино.
Здесь применяются стандартные контракции Вигнера–Иненю [164], но
вместо стремящихся к нулю контракционных параметров используются
нильпотентные параметры.

7.2. Ортосимплектические супералгебры
�����; ��2�;��

Специальная линейная 
����, ортогональная 
���� и симплектиче-
ская 
��2	� алгебры являются четными подалгебрами основных клас-
сических супералгебр. Все они могут быть контрактированы и анали-
тически продолжены в алгебры Кэли–Клейна, что позволяет естествен-
ным образом определить супералгебры Кэли–Клейна.
Множество преобразований 6��� � ����� � ����� с единичным

детерминантом ���6��� � 1 образует специальные линейные группы
Кэли–Клейна �6��; ��, а соответствующие алгебры 
���; �� задаются
� � � матрицами с нулевым следом tr ���� � 0� Подчеркнем, что
в декартовом базисе все матрицы фундаментального представления
групп и алгебр �6��; ��, �
��; ��, 
���; ��, 
���; �� имеют одинаковое
распределение контракционных параметров � среди своих элементов,
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т. е. принадлежат к одному типу матриц с элементами из алгебры
Пименова �����
Симплектическая группа Кэли–Клейна ���2	;=� определяется как

множество преобразований пространства ���=� � ���=�, сохраняю-
щих билинейную форму

��=� � �514�	1 � 5�	141� �
��

��2

�1, ��2�5�4�	� � 5�	�4��, (7.2)

где

��, �� �
�����,���1�
�������,��

=�, ��, �� � 1, (7.3)

а =� � 1, D�, &, D2� � 0, D�D� � D�D�� Распределение контракционных пара-
метров =� среди матричных элементов фундаментального представле-
ния

��=� �

�
)�=� 1�=�
B �=� �)��=�

�
(7.4)

симплектической алгебры Кэли–Клейна 
��2	;=� имеет вид

C�� � ��, �����, C � )�=�,1�=�,B �=�� (7.5)

Новые обозначения контракционных параметров =� и их произве-
дений ��, �� вида (7.3) введены для того, чтобы иметь возможность
контрактировать ортосимплектические супералгебры независимо в ор-
тогональном и симплектическом секторах.

7.2.1. Ортосимплектические супералгебра ����	�2�� и су-
пергруппа 
���	�2��. Элементарные матрицы �)* ���	2� имеют
ненулевые элементы вида ��)*�+, � Æ)+Æ*,. Определим градуирован-
ную матрицу [138]:

! �

�
E� 0
0 0 E�
�E� 0

�
, (7.6)

где E�, E� — единичные матрицы.
Определение 7.2.1. Ортосимплектическая супералгебра состоит из
матриц, удовлетворяющих условию

�
����2	� � �� ���	2� ��	�!�!� � 0	� (7.7)

Пусть &, �, . . . � 1, . . . ,�, &, �, . . . ��� 1, . . . ,�� 2	� Генераторы ор-
тосимплектической супералгебры �
����2	� равны

1

 � �1

 �
�
�

�!
���
 �!
���
�,

1

 � 1

 �
�
�

�!
���
 �!
���
�,

5 Громов Н.А.
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1

 � 1

 �
�
�

!
���
 �
�
�

!
���
� (7.8)

Четные (бозонные) генераторы 1

 порождают подалгебру 
����, чет-
ные генераторы 1

 порождают подалгебру 
��2	�, а остальные 1


являются нечетными (фермионными) генераторами супералгебры. Они
удовлетворяют следующим (супер) коммутационным соотношениям:

�1

 ,1��� � !
�1
� �!
�1
� �!
�1
� �!
�1
�,

�1

 ,1��� � �!
�1
� �!
�1
� �!
�1
� �!
�1
�,

�1

 ,1��� � !
�1
� �!
�1
�, �1

 ,1��� � �!
�1
� �!
�1
�,

�1

 ,1��� � 0, �1

 ,1��	 � !
�1
� �!
�1
�� (7.9)

Определение 7.2.2. Ортосимплектическая супергруппа определяется
экспоненциальным отображением своей супералгебры


�����2	� �
"
� ���	2� � � � ���� ,

� �
�

,


�

1

 �
�

,


�

1

 �
�




F

1



#
, (7.10)

где �

 , �

 � � �или � �, а F

 есть нечетные нильпотентные элементы
алгебры Грассмана F2




� 0, F

F
�
� � �F
�
�F

 .

Ее действие на (супер) векторном пространстве задается матричным
умножением " � � �" , где " � � ���<��, причем � есть 	-мерный
четный вектор, а < есть 2�-мерный нечетный вектор с грассмановыми
элементами. Относительно действия ортосимплектической супергруп-
пы остается инвариантной квадратичная форма

inv �
��

�1

�2
 � 2
��

��1

<	�<�� � �2 � 2<2� (7.11)

7.2.2. Ортосимплектические супералгебры Кэли–Клейна
����	; ��2�;��. Ортосимплектические супералгебры Кэли–Клейна
определим, отталкиваясь от инвариантной формы

inv��;=� � �2
��
��1

�1, ��2�2� � 2G
2

�	��
���	1

�1,���2<
�

�
<
�
�

�
�

� �2�2��� � 2G2<2�=�, (7.12)

где �� � � ��, когда � � �� 1, . . . ,� � 	 и �� � � ��� 	, когда � �
� � � 	 � 1, . . . ,� � 2	, а � и G — дополнительные контракционные
параметры. Форма (7.12) представляет собой естественное объединение
ортогональной и симплектической форм Кэли–Клейна.
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Определение 7.2.3. Ортосимплектическая супералгебра Кэли–Клейна
�
���; ��2	;=� в фундаментальном представлении порождается генера-
торами

1
� � �&, ��1�

�, 1
� � ��&,���1�


�
, 1
� � ��1, &�G�1,���1�


�
, (7.13)

где 1� есть генераторы (7.8) исходной супералгебры �
����2	��
Преобразованные генераторы подчиняются (супер) коммутацион-

ным соотношениям

�1

 ,1��� � �&, ����, ��
�
�	����
�), ��

�
����	�
��, 3�

� ����	�
��, ��

� �	����
�), 3�

�
,

�1

 ,1��� � ���&,������,���
�
�	����


�),��� �
����	�


��,�3� �
����	�


��,��� �
�	����


�),�3�
�
,

�1

 ,1��� � 0, �1

 ,1��� � �&, ���1, ��
�
�	����
�1, )�

� ����	�
�1, ��

�
,

�1

 ,1��� � ��1,������,���
�
�	����


1,��� �
�	����


1,�3�
�
,

�1

 ,1��	 � �2G2�1, &��1,����1, ���1,��������	�


��,��� �
�	����

�), 3�

�
� (7.14)

При � � � или G � �, �2 � 0 супералгебра �
����2	� контрактируется в
неоднородную супералгебру, которая представляет собой полупрямую
сумму �1

	���
����� 
��2	��, причем все антикоммутаторы нечетных
генераторов равны нулю �1

 ,1��	 � 0� Именно такая контракция
супералгебры �
��1�2� приводит к алгебре BRS преобразований [113]
плотности лагранжиана калибровочных теорий [175], как это показано
в работе [199].

7.2.3. Пример: контракции супералгебры ����3�2�. Эта су-
пералгебра содержит 
��3� как четную подалгебру, поэтому ее контрак-
ции к кинематическим �1� 1� Пуанкаре, Ньютона и Галилея суперал-
гебрам могут быть осуществлены в рамках общей схемы контракций
Кэли–Клейна ортогональных алгебр. В отличие от двух нечетных
генераторов �
��1�2�, супералгебра �
��3�2� содержит шесть нечет-
ных генераторов. В базисе #
� � 1�
, �, & � 1, 2, 3, B �

1
2
144, 1 �

� � 1
2
155, ) � �145, -� � 1�4, -�� � 1�5 генераторы домножаются

на контракционные параметры �1, �2 следующим образом:

#
� � �&, ��#
�, -�� � �1, ��-��, (7.15)

5*
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а ),B ,1 остаются неизменными. В результате (супер) коммутаторы
�
��3; ��2� принимают вид

�#12,#13� � �21#23, �#13,#23� � �22#12, �#23,#12� � #13,

�),1� � 21, �),B � � �2B , �1,B � � ),

�#
�,-�
� � -��, �#
�,-��� � ��&, ��2-2�
, & � �,

�),-��� � �-��, �1,-�� � �-��, �B ,-��� � �-�,

�-�,-�	 � �1, ��2B , �-��,-��	 � ��1, ��21,
�-�,-��	 � ��1, ��2), �-�
,-	�	 � 
�1, ��2#
�� (7.16)

Неминимальная супералгебра Пуанкаре (при �1 � �1, �2 � &) име-
ет структуру полупрямой суммы "����#23	 � �
��1�2�� с абелевой
" � �#12,#13,-�2,-�3	 и �
��1�2� � �),1,B ,-�1	� Супералгебра
Ньютона �
��3; �2�2� � "2���
��2�2�, где �
��2�2� порождается гене-
раторами #12,),1,B ,-�1,-�2, а подалгебра "2 � �#13,#23,-�3	.
Наконец, неминимальная супералгебра Галилея может быть представ-
лена в виде полупрямых сумм �
��3; �1, �2�2� � �"���#23	����
��1�2� �
� "����#23	 � �
��1�2���

7.3. Унитарные супералгебры �	��; ���; 
�
7.3.1. Унитарная супералгебра ���	���. Следуя [138], введем

следующее определение.
Определение 7.3.1. Унитарная супералгебра 
����	� порождается
матрицами вида

� �

�
#�� "��

"�� #��

�
, (7.17)

где #�� � �����, #�� � ���	�, "�� и "�� есть матрицы размера �� 	
и 	�� соответственно, с условием на суперслед

str��� � tr �#���� tr �#��� � 0� (7.18)

Эта матричная супералгебра есть набор преобразований суперпро-
странства с � четными �1, . . . ,�� и 	 нечетными <1, . . . , <� координа-
тами.
Базис супералгебры 
����	� может быть построен так. Определим

��� 	�2 � 1 генераторов

1

 � �

 � 1
	� �

Æ



	
 ��
��1

��� �
�	��

���	1

���

�� , 1

 � �

 ,

1

 � �

 �
1

	� �
Æ



	
 ��
��1

��� �
�	��

���	1

���

�� , 1

 � �

 , (7.19)
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где индексы &, �, . . . пробегают значения от 1 до �, а &, �, . . . от � �
� 1 до � � 	. Генераторы 
����	� в базисе Картана–Вейля задаются
формулами

)
 � 1

 � 1
	1,
	1, 1 � & � �� 1,
)
 � 1

 � 1
	1,
	1, �� 1 � & � �� 	� 1,

1

 для 
����, 1

 для 
��	�, 1

 и 1

 для нечетной части ,

)� � 1�� � 1�	1,�	1 (7.20)

и удовлетворяют коммутационным соотношениям �+ �� ��

�)+ ,1)* � � Æ)+1+* � Æ),+	11+	1,* � Æ+*1)+ � Æ+	1,*1),+	1,

�)�,1)* � � Æ)�1�* � Æ),�	11�	1,* � Æ�*1)� � Æ�	1,*1),�	1,

�1)* ,1+,� � Æ*+1), � Æ),1+* , для 1)* и 1+, четных,

�1)* ,1+,� � Æ*+1), � Æ),1+* , для 1)* четных и 1+, нечетных,

�1)* ,1+,	 � Æ*+1), � Æ),1+* , для 1)* и 1+, нечетных,

�)) ,)* � � 0� (7.21)

7.3.2. Унитарные супералгебры Кэли–Клейна ���	; ���; 
�.
Эти супералгебры согласованы с преобразованиями (супер) векторов

" ���, �� �

�
�
�1, �1�2, . . . , �1,���� � G���	1, �1��	2, . . . , �1,	���	��

��
, (7.22)

где нечетные компоненты обозначены ��	1 � <1, . . . ,��	� � <� и�& � &��, �� � � �� � 1, . . . ,	� Компоненты (супер) вектора " ��; �� вы-
браны так, чтобы контракционные параметры нечетных �� и четных ��
координат были независимы. Преобразования стандартных генераторов
(7.20) (помеченных звездочкой) специальной линейной супералгебры

����	� в генераторы 
���; ��	, �� имеют вид

)) � )�
) , 1

 � �&, ��1�



 , 1

 � ��&,���1�



, & �� �, & �� �,

1

 � G�1, &��1,���1�



, 1

 � G�1, ���1,�&�1�




� (7.23)

Ненулевые коммутаторы и антикоммутаторы легко находятся из
соответствующих коммутационных соотношений (7.21) исходной су-
пералгебры 
����	�.
Определение 7.3.2. Унитарные супералгебры Кэли–Клейна

���; ��	; �� порождаются генераторами (7.23) с коммутационными
соотношениями

�)+ ,1)* � � Æ)+1+* � Æ),+	11+	1,* � Æ+*1)+ � Æ+	1,*1),+	1,

�1

 ,1
�� �


��
1
�, & � � � �, � � � � &, � �� &,
��, ��21
�, & � � � � или � � � � &,
�&, ��21
�, � � & � � или � � & � �,
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�1

 ,1�
 � �


��
�1�
 , � � & � �, � � & � �, � �� �,
��&, ��21�
 , & � � � � или � � � � &,
��&, ��21�
 , & � � � � или � � � � &,

�1

 ,1

� � �&, ��2�1

 � 1

�,

�1

 ,1
�� �


,�,�
1
�, & � � � �, � � � � &, � �� &,

���,���21
�, & � � � � или � � � � &,

��&,���21
�, � � & � � или � � & � �,

�1

 ,1�
 � �


,�,�
�1�
 , � � & � �, � � & � �, � �� �,

���&,���21�
 , & � � � � или � � � � &,

���&,���21�
 , & � � � � или � � � � &,

�1

 ,1

� � ��&,���2�1

 � 1

�,

�1

 ,1
�� �

�
�&, ��21
�, & � �,
1
�, & @ �,

�1

 ,1�
� �

� �1�
 , & � �,
���, &�21�
 , & @ �,

�1

 ,1�
� �

�
�1�
 , & � �,

����,�&�21�
 , & @ �,
�1

 ,1
�� �

�
��&,���21
�, & � �,
1
�, & @ �,

3
1

 ,1
�

4
�

�
G2�1,���2�1, &�21
�, & � �,

G2�1,���2�1, ��21
�, & @ �,

3
1

 ,1�


4
�

�
G2�1, &�2�1,���21�
 , � � �,

G2�1, &�2�1,���21�
 , � @ �,3
1

 ,1



4
� G2�1, &�2�1,���2�1

 � 1

�� (7.24)

При G � � супералгебра 
����	� контрактируется в неоднород-
ную супералгебру, которая представляет собой полупрямую сумму
�1

 ,1

	���
���� � 
��	�� с равными нулю антикоммутаторами всех
нечетных генераторов.

7.3.3. Пример: контракции алгебры ���2�1�. Генераторы су-
пералгебры 
��2; �1; G�1� равны

) �

	��

1
2

0 0

0 �1
2
0

0 0 0

���� , $ �

	��

1
2
0 0

0
1
2
0

0 0 1

���� ,

112 � 1	 �

� 0 �1 0
0 0 0
0 0 0

�
, 121 � 1� �

� 0 0 0
�1 0 0
0 0 0

�
,
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113 � B
	
�

� 0 0 G
0 0 0
0 0 0

�
, 131 � B� �

� 0 0 0
0 0 0
G 0 0

�
,

132 � B	 �

� 0 0 0
0 0 0
0 G�1 0

�
, 123 � B

�
�

� 0 0 0
0 0 G�1
0 0 0

�
(7.25)

и действуют на суперпространстве ��1, �1�2�G<1�� Коммутационные со-
отношения генераторов имеют вид

�$,)� � �$,1�� � �1�,B
�
� � �1�,B�� � 0,

�),1�� � 
1�, �1	,1�� � 2�21), �),B
�
� � 
1

2
B
�
,

�),B�� � 
1
2
B�, �$,B�� �

1
2
B�, �$,B

�
� � �1

2
B
�
,

�1	,B�� � �B	, �1�,B	� � ��21B�, �1	,B
�
� � �21B

	
,

�1�,B
	
� � B

�
, �B	,B

�	 � G2�21�$ �)�, �B	
,B		 � G21	,

�B�,B
		 � G2�$ �)�, �B�

,B�	 � G21�,

�B	
,B

�	 � �B	,B�	 � 0� (7.26)

При G � � получаем полупрямую сумму абелевой нечетной под-
алгебры с прямой суммой четных подалгебр, именно 
��2; �1; ��1� �
� �B�,B

�	�����1� � 
��2��� Двухпараметрическая контракция G �
� �, �1 � �1 приводит к подобной полупрямой сумме 
��2; �1; ��1� �
� �B�,B

�	�����1� � 
��2; �1��, но с подалгеброй 
��2; �1� � �),1�	
вместо 
��2�� При контракции �1 � �1 имеем полупрямую сумму

��2; �1; G�1� � �1�,B	,B

�	���),$,B�,B
		 подсупералгебр, каждая

из которых порождается как четными, так и нечетными генераторами.

7.4. Операторы Казимира

Изучение операторов Казимира имеет большое значение в теории
представлений простых алгебр Ли, поскольку их собственные значения
характеризуют неприводимые представления. В случае супералгебр Ли
собственные значения операторов Казимира полностью характеризуют
только типичные представления, в то время как для атипичных пред-
ставлений они тождественно равны нулю.
Определение 7.4.1. Элемент 0 универсальной обертывающей су-
пералгебры ����, суперкоммутирующий со всеми ее элементами
�0,#�	 � 0 �# � ����, называется оператором Казимира супералгебры
�� Алгебра операторов Казимира супералгебры � образует �2-центр
����, который является (�2 -градуированной) подалгеброй ����.
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7.4.1. Операторы Казимира супералгебр ���	��� и ����	���.
Операторы Казимира основных супералгебр строятся следующим обра-
зом [88, 138, 178]. Пусть � � 
����	� с � �� 	 или �
����	� — основ-
ные супералгебры Ли. Пусть �1)*	 есть матричный базис генераторов
�, где E,/ � 1, . . . ,� � 	. Первые � индексов E � 1, . . . ,� четные
deg E � 0, а следующие � индексов E � � � 1, . . . ,� � 	 — нечетные
deg E � 1. Определяя �1�)+ � ��1�deg+1)+ , получаем стандартный
набор операторов Казимира по формуле

0� � str�1
�
� �

�	��
)�1

��1�deg)�1�
�)) �

�
�	��

),)1,...,)��1�1
1))1��1�deg)1 . . .1)	)	�1��1�deg)	�1 . . .1)��1) � (7.27)

В случае супералгебры 
����	� с � �� 	 находим, например, 01 � 0,

02 �
��


,
�1

1

1

 �
�	��

�,���	1

1��1���

�
��

�1

�	��
���	1

�1�
1
� � 1
�1�
��
	� �

	�
% 2� (7.28)

Диагональные элемента матрицы 1 выбраны в виде �1�

 � 1

 �

�
1
	
% , �1��� � �1�� �

1
�
% , кроме того, приняты во внимание два

условия на генераторы:
��


�11

 � 0,
��	�

���	11�� � 0�
Для супералгебры �
����	� получаем 01 � 0,

02 �
��


,
�1

1

1

 �
�	��

�,���	1

1��1�� �
��

�1

�	��
���	1

�1�
1
� � 1
�1�
��

(7.29)
Следует подчеркнуть, что в отличие от обычных алгебр Ли центр

универсальной обертывающей алгебры ���� для классических су-
пералгебр Ли, вообще говоря, не является конечно порожденным. Толь-
ко для �
��1�2	� центр ее универсальной обертывающей супералгебры
порождается 	 операторами Казимира степени 2, 4, . . . , 2	�

7.4.2. Операторы Казимира супералгебры ���	; ���; 
�. Что-
бы описать операторы Казимира супералгебры 
���; ��	; ��, поступим
следующим образом. Во-первых, найдем матрицу 1��; ��� Для этого
подставим в матрицу 1 новые генераторы супералгебры 
���; ��	; ��
вместо старых генераторов 
���;	� согласно (7.23) и обозначим полу-
ченную матрицу 1���� В общем случае ее элементы не определены при
нильпотентных значениях контракционных параметров �, �, G� Поэтому
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необходимо умножить матрицу 1��� на минимальный множитель,
который исключит все неопределенные выражения в матричных эле-
ментах, а именно G�1,���1,	�� В результате получим

1��; �� � G�1,���1,	�1��� (7.30)

с матричными элементами �� �� �, � �� ��

�1��; ����� � G�1,���1,	��1�� �
1
	
% �,

�1��; ����� � G�1,���1,	���1�� �
1
�
% �,

�1��; ����� � G�1, ����,���1,	�1��, �1��; ����� � G�1,���1,������,	�1��,

�1��; ���
� � ��&,�����,	�1
�, �1��; ���
� � ��,����&,	�1
�� (7.31)

Максимальный множитель G�1,���1,	� имеют диагональные элементы,
а минимальный (единичный) множитель имеют матричные элементы
�1��; ����,�	� � 1�,�	�, �1��; ����	�,� � 1�	�,��
Теорема 7.4.1. Операторы Казимира унитарной супералгебры
Кэли–Клейна 
���; ��	; �� описываются выражением

0���; �� � str1
�
��; �� � G��1,����1,	��str�1������ (7.32)

Доказательство. Действительно, пусть #� есть произвольный гене-
ратор 
����	�. При вычислении суперкоммутатора �0�,#��	 � 0 полу-
чаются одинаковые слагаемые с противоположными знаками (плюс и
минус) так, что их сумма равна нулю. При преобразовании этого ком-
мутатора в соответствующий коммутатор супералгебры Кэли–Клейна

���; ��	; �� одинаковые слагаемые домножаются на одинаковые мно-
жители, поэтому их сумма остается равной нулю, т. е. �0���; ��,#�	 �
� 0�

Проиллюстрируем приведенные выше выражения на простом при-
мере супералгебры 
��2; �1�1�� Генераторы преобразуются следующим
образом

111 � 1-
11, % � % -, 112 � �11

-
12, 121 � �11

-
21, 113 � G1-

13,

131 � G1-
31, 123 � G�11

-
23, 132 � G�11

-
32, (7.33)

а матрица 1��1�, согласно (7.31), равна

1��1� � G�11��� �

� G�1

	����

111 �

1
2
%

1
�1
112 � 1

7
113

1
�1
121 �122 � 1

2
% � 1

7�1
123

1
7
131

1
7�1

132 %

������ �
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�

	��
 G�1�111 �
1
2
% � G112 ��1123

G121 G�1��122 � 1
2
% � �123

�1131 132 G�1%

���� � (7.34)

Оператор Казимира первого порядка тождественно обращается в ноль
01��1� � str1��1� � 0� Оператор Казимира второго порядка имеет вид

02��1� � str�1��1��
2 �

�
1
2
���

�
11
�
�
1
2
���

�
22
�
�
1
2
���

�
33
�

� G2�21

�
21211 � 12%

2
�
� G2 �112121 � 121112��

��21 �131113 � 113131� � 132123 � 123132� (7.35)

7.4.3. Операторы Казимира супералгебры ����	; ��2�;��.
В случае ортосимплектической супералгебры �
��� ��� множитель в
(7.31) равен G�1,���1,��2� и все формулы для матрицы 1��; �� и мат-
ричных элементов

�
1��; ��

�
��
получаются из формул для 
���; ��	; ��

подстановкой � � � и 	 � ��2. Рассмотрим в качестве примера
супералгебру �
��1�2; G�� Ее генераторы преобразуются следующим об-
разом

112 � G1�
12, 113 � G1�

13,

123 � 1�
23, 132 � 1�

32, 122 � 1�
22, (7.36)

а матрица 1�G� дается выражением

1�G� � �G

	���

0

1
7
112

1
7
113

1
7
113 122 123

� 1
7
112 132 �122

����� � �
� 0 112 113

113 G122 G123
�112 G132 �G122

�
�

(7.37)
Оператор Казимира первого порядка равен нулю тождественно,
01�G� � str1�G� � 0, а оператор Казимира второго порядка имеет вид

02�G� � G21222 � �112113 � 113112�� 12G
2 �132123 � 123132� � (7.38)

7.5. Контракции представлений ����1�2�
7.5.1. Представления супералгебры ����1�2�. Неприводимые

представления супералгебры �
��1�2� реализуются линейными операто-
рами в пространстве представления, которое является прямой суммой
пространств �	 ��� размерностей 2�� � 1 и 2�� соответственно. Гене-
раторы супералгебры имеют вид�-3 $$$��, ��1

� &�� $$$��, ��1
,

�-1 $$$��, ��1
�
1
2

&
��� � ������ � ��� 1�

$$$��, ��� 1
1
�
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�1
2

&
��� � ������ � ��� 1�

$$$��, ��� 11 ,
�-2 $$$��, ��1

�
)

2

&
��� � ������ � ��� 1�

$$$��, ��� 1
1
�

�
)

2

&
��� � ������ � ��� 1�

$$$��, ��� 11 ,
�H	 $$$��, ��1

	
�
1
2

&�� � �� $$$���, ��� � 1
1
�
, �H	 $$$���, ���

1
�
�
1
2

&�� � �� $$$��, ��1
	
,

�H� $$$��, ��1
	
� �1

2

&�� � �� $$$���, ���
1
�
,

�H� $$$���, ���
1
�
�
1
2

&�� � ��� 1
$$$��, ��� 11

	
, (7.39)

где ��� � �� � 1
2
, ��� � �� � 1

2
, базисные векторы

$$$��, ��1
�
� ��, числа��, �� принимают целые и полуцелые значения, причем �� (собственное

значение оператора �-3) изменяется от ��� до ��, и удовлетворяют ком-
мутационным соотношениям

� �-1, �-2� � �-3, � �-2, �-3� � �-1, � �-3, �-1� � �-2,
� �-3, �H�� � 
 )

2
�H�, � �-1, �H�� � �12 �H	, � �-2, �H�� � )

2
�H	,"�H�, �H�# � 1

2

� �-1 � & �-2� , "�H	, �H�# � )

2
�-3� (7.40)

Оператор Казимира �02 � �-21 � �-22 � �-23 � �H� �H	 � �H	 �H� имеет соб-

ственные значения ������ � 1
2
� для данного представления.

7.5.2. Представления супералгебры ����1�2; ��. Зададим пре-
образование генераторов уравнениями

-1 � �1 �-1, -2 � �1�2 �-2, -3 � �2 �-3, H1,2 �
'
�1�2 �H1,2, (7.41)

где H1,2 � H	 
 &H�, тогда преобразованные генераторы удовлетворяют
комммутационным соотношениям

�-1,-2� � �21-3, �-2,-3� � �22-1, �-3,-1� � -2,

�-1,H1,2� � 
�1 )2H1,2, �-2,H1,2� � ��1�2 12H2,1, �-3,H1,2� � �2
)

2
H2,1,

�H1,H1	 � �
�
�1-3 � &-2

�
, �H2,H2	 � �1-3 � &-2, �H1,H2	 � �2-1

(7.42)
и определяют алгебру �
��1�2; ��� С помощью (7.41) получаем закон
преобразования оператора Казимира и его вид

02��� � �21�
2
2
�02��� � �22-

2
1 �-22 � �21-

2
3 � �1�2

)

2
�H1H2 � H2H1�� (7.43)
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Собственные значения операторов преобразуются так же, как и сами
операторы:

� � �1�2��, � � �2 ��� (7.44)

Используя (7.39), (7.41), (7.44), находим операторы представления
супералгебры �
��1�2; ��

-3 ��,�� � &� ��,�� ,
-1 ��,�� � 1

2�2

�'
�� � �1����� �1�� �1�2� ��,�� �2��

�
'
�� � �1���� � �1�� �1�2� ��,�� �2�

�
,

-2 ��,�� � )

2

�'
�� � �1���� � �1�� �1�2� ��,�� �2��

�
'
�� � �1���� � �1�� �1�2� ��,�� �2�

�
,

H1 ���,���� �
1
2

�'
� � �1� ��,��	 � &

'
� � �1�� �1�2 ��,�� �2�	

�
,

H1 ��,��	 �
1
2

�'
� � �1� ���,�� � �2�� � &

'
� � �1� ���,����

�
,

H2 ���,���� �
1
2

�'
� � �1� ��,��	 � &

'
� � �1�� �1�2 ��,�� �2�	

�
,

H2 ��,��	 �
1
2

�'
� � �1� ���,�� � �2�� � &

'
� � �1� ���,����

�
, (7.45)

где �� � � � 1
2
�1�2, �� � � � 1

2
�2� Оператор Казимира (7.43) имеет

собственные значения ���� � 1
2
�1�2��

7.5.3. Представления супералгебры Евклида. Рассмотрим
контракцию по первому параметру �1 � 0, �2 � 1� Размерность прост-
ранств представления �� растет �� � 
 так, что остается конечным
предел ���1 � � � � � Оператор -3 остается компактным ��2 � 1�, но
его целые или полуцелые собственные значения меняются от минус до
плюс бесконечности. Генераторы представления принимают вид

-3 ��� � &� ��� , -1 ��� � 1
2
� ���� 1� � ��� 1�� ,

-2 ��� � )

2
� ���� 1�� ��� 1�� ,

H1,2 ���	 �
1
2

�
�

�$$$��
1
2

1
�
� &

$$$�� 1
2

1
�

�
,

H1,2 ���� �
1
2

�
�

�$$$��
1
2

1
	

 &

$$$�� 1
2

1
	

�
(7.46)

и подчиняются коммутационным соотношениям

�-1,-2� � 0, �-2,-3� � -1, �-3,-1� � -2,
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�-1,H1,2� � 0, �-2,H1,2� � 0, �-3,H1,2� �
)

2
H2,1,

�H1,H1	 � �H2,H2	 � �&-2, �H1,H2	 � -1� (7.47)

Оператор Казимира 02 � -21 �-22 в пространстве представления имеет
собственное значение ��2.

7.5.4. Представления супералгебры Галилея. При контрак-
ции по обоим параметрам �1 � 0, �2 � 0 размерность пространств
представления �� растет �� � 
 так, что остается конечным предел���1�2 � . � � � Оператор -3 становится некомпактным, а его собствен-
ные значения — непрерывными: ���2 � � � � � Генераторы представле-
ния принимают вид

-1 ��� � .
"

"3
��� , -2 ��� � &. ��� , -3 ��� � &� ��� ,

H1,2 ���	 �
�

6

2
�	


�
4 ���� , H1,2 ���� �

�
6

2
��


�
4 ���	 (7.48)

и удовлетворяют коммутационным соотношениям

�-1,-2� � 0, �-2,-3� � 0, �-3,-1� � -2, �-	,H�� � 0,

�H1,H1	 � �H2,H2	 � �&-2, �H1,H2	 � 0, (7.49)

где 
 � 1, 2, 3, , � 1, 2, а собственные значения оператора Казимира
02 � -22 равны �.2.



Гл а в а 8

КОНТРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОСЛАБОЙ МОДЕЛИ

И ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ НЕЙТРИНО

С ВЕЩЕСТВОМ

В этой главе рассмотрена модифицированная электрослабая мо-
дель взаимодействия элементарных частиц с контрактированной ка-
либровочной группой. Стремящийся к нулю контракционный параметр
связывается с энергией нейтрино, что естественно объясняет весьма
редкое взаимодействие нейтрино с веществом при малых энергиях и
рост сечения этого взаимодействия с ростом энергии нейтрино.

8.1. Стандартная электрослабая модель

Единая теория электромагнитных и слабых взаимодействий (мо-
дель Глэшоу–Вайнберга–Салама) строится как калибровочная теория
с калибровочной группой ���2�� ��1�, представляющей собой прямое
произведение двух простых групп [60, 63, 75]. Она дает хорошее
описание электрослабых процессов и рассматривается как стандартная
электрослабая модель.
Модель включает в себя частицы с целыми спинами: фотон, от-

ветственный за электромагнитное взаимодействие, нейтральный $0 и
заряженные 8� бозоны, являющиеся переносчиками слабого взаимо-
действия. Для каждой из подгрупп ���2�, ��1� калибровочной группы
вводится своя константа связи � и �� соответственно. Комплексное
пространство �2 фундаментального представления группы ���2� ин-

терпретируется как пространство полей материи � �

�
�1
�2

�
� �2.

Калибровочные поля .���� для группы ���2� принимают значения в
алгебре Ли 
��2�

.���� � �&�
3�

��1

"�.
�
����, (8.1)

где матрицы "�, связанные с матрицами Паули K� соотношениями

"1 �
1
2
K 1 �

1
2

�
0 1
1 0

�
, "2 �

1
2
K 2 �

1
2

�
0 �&
& 0

�
,

"3 �
1
2
K 3 �

1
2

�
1 0
0 �1

�
, (8.2)
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удовлетворяют коммутационным соотношениям �"�,"�� � &����"� и
представляют алгебру 
��2� со структурными константами 0��� � �����
В матричной форме калибровочные поля (8.1) такие:

.���� � �&�2
�

.3� .1� � &.2�
.1� � &.2� �.3�

�
� (8.3)

Для группы ��1� с генератором % �
1
2
� калибровочное поле имеет вид

C���� � �&�
�

2

�
C� 0
0 C�

�
(8.4)

и его тензор напряженности C�� � 7�C� � 7�C�� Тензор напряженно-
сти поля .����

B����� � #����� � �.����,.����� (8.5)

в компонентах равен

B 1�� � #1�� � ��.2�.
3
� �.3�.

2
�� � #1�� � �

3�
�,��1

�1��.
�
�.

�
� ,

B 2�� � #2�� � ��.3�.
1
� �.1�.

3
�� � #2�� � �

3�
�,��1

�2��.
�
�.

�
� ,

B 3�� � #3�� � ��.1�.
2
� �.2�.

1
�� � #3�� � �

3�
�,��1

�3��.
�
�.

�
� , (8.6)

где #�
�� � 7�.

�
� � 7�.

�
� — тензор напряженности для абелевой группы.

Бозонный сектор электрослабой модели характеризуется лагранжиа-
ном

6" � 6# � 6�, (8.7)

который состоит из двух частей:

6# �
1

8�2
Tr�B���2 � 14 �C���

2 �

� �1
4
��B 1���

2 � �B 2���
2 � �B 3���

2�� 1
4
�C���

2 (8.8)

есть лагранжиан калибровочных полей, а

6� �
1
2
�A���

�A��� H ��� (8.9)

есть лагранжиан полей материи. Потенциал выбирается в специальном
виде

H ��� �
/

4

�
���� 32

�2
, (8.10)
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>, 3 — константы. Ковариантная производная

A�� � 7��� &�

�
3�

��1

"�.
�
�

�
�� &��% C�� (8.11)

для полей материи �1,�2 равна

A��1 � 7��1 � )

2
��.3� � ��C���1 � )�

2
�.1� � &.2���2,

A��2 � 7��2 �
)

2
��.3� � ��C���2 � )�

2
�.1� � &.2���1� (8.12)

Пространственно-временные переменные нумеруются греческими ин-
дексами, пробегающими значения F, G, . . . � 0, 1, 2, 3.
Для получения масс у векторных бозонов используется специ-

альный механизм спонтанного нарушения симметрии (или механизм
Хиггса). Одно из основных состояний лагранжиана 6"

���. �

�
0
*�
2

�
, .�

� � C� � 0 (8.13)

выбирается в качестве вакуума модели, а затем рассматриваются малые
возбуждения полей

�1���, �2��� �
1�
2
�3 � I����, .�

����, C���� (8.14)

относительно этого вакуума. Матрица - � % � "3 �

�
1 0
0 0

�
, которая

аннигилирует основное состояние -���. � 0, является генератором
электромагнитной подгруппы ��1�&�� Вводятся новые поля

8�
� �

1�
2

�
.1� � &.2�

�
, $� �

1�
�2 � ��2

�
�.3� � ��C�

�
,

.� �
1�

�2 � ��2

�
��.3� � �C�

�
, (8.15)

где 8�
� есть комплексные 8

�

� �8	
� , а $�,.� — вещественные поля.

Бозонный лагранжиан (8.7) можно записать в виде

6" � 6
�2�
" � 6
��

" � (8.16)

Как обычно, члены второго порядка по полям

6
�2�
" �

1
2
�7�I�

2 � 1
2
�2

/I
2 � 1

4
$��$�� � 1

2
�2

0$�$� �
�1
4
#��#�� � 12%

	
��%�

�� ��2
18	

� 8
�
� , (8.17)

где $�� � 7�$� � 7�$�, #�� � 7�.� � 7�.�, %�
�� � 7�8

�
� � 7�8

�
� ,

описывают спектр бозонных частиц модели, а члены более высо-
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кого порядка 6
��
" трактуются как их взаимодействия. Таким об-

разом, лагранжиан (8.17) описывает заряженные 8 -бозоны с рав-

ными массами �1 �
1
2
�3, безмассовые фотоны .�, �# � 0, ней-

тральные $-бозоны с массой �0 �
*

2

'
�2 � ��2 и бозон Хиггса

I, �/ �
�
2> 3. 8 - и $-бозоны обнаружены экспериментально и име-

ют массы �1 � 80 ГэВ, �0 � 91 ГэВ� Бозон Хиггса до настоящего
времени экспериментально не обнаружен.
Помимо калибровочных бозонов, электрослабая теория содержит

частицы с полуцелыми спинами — фермионы, которые подразделя-
ются на две группы: лептоны и кварки. Лептоны — это фермионы,
не участвующие в сильных взаимодействиях. В природе имеется три
типа заряженных лептонов: электрон ��, мюон F�, K -мюон K� и три
типа нейтрино G&, G�, G% , а также соответствующие им античастицы.
Массы всех нейтрино, если они имеются, крайне малы, поэтому в
электрослабой модели нейтрино считаются безмассовыми. Нейтрино
являются фермионами левой киральности, т.е. у них проекция спина
противоположна направлению движения. В этом случае используют
термин «левые фермионы». Пары (или поколения) лептонов �G&, ���,
�G�,F��, �G% , K�� ведут себя одинаково относительно всех взаимо-
действий. Поэтому достаточно рассмотреть только одно поколение,
например �G&, ���.
Лептонный лагранжиан выбирается в виде

6, � 6�� &�K�A�6� � ���&K�A��� � �&��
�
���

�6�� � �6
�
������, (8.18)

где 6� �

�
G�
��

�
есть ���2�-дублет (вектор из пространства �2), ��

есть ���2�-синглет (скаляр относительно ���2�), �& — константа.
Поля ��, ��, G�, в свою очередь, являются двухкомпонентными лоренце-
выми спинорами. Здесь K� — матрицы Паули, K0 � �K0 � �, �K� � �K��
Указанное деление полей на дублеты и синглеты основывается на экс-
периментально установленном факте: с 8�-бозонными полями взаи-
модействуют только левые компоненты электрона и нейтрино, а правые
компоненты электрона с 8�-бозонами не взаимодействуют.
Ковариантные производные лептонных полей A�6� в (8.18) даются

формулой (8.11) при % � �1
2
с 6� вместо �, а A��� � �7� � &��C����.

Для новых полей (8.15) эти производные имеют вид

A��� � 7��� � &��.��� 	
� <� � &��$��� ��� <�,

A� � 7� � &
��
2

�
8	

� "	 �8�
� "�

��
�& �

�	� ,�
$�

�
"3 �- ���2 <�

�� &�.�-, (8.19)
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где "� � "1 
 &"2, а � есть заряд электрона


 � % � "3�2��
1
2
�

�
0 0
0 �1

�
, � �

����
�2 � ��2

,

� �
�

��� ,�
, 	
� <� �

��
�2 � ��2

, ��� <� �
���

�2 � ��2
� (8.20)

Тогда лептонный лагранжиан (8.18) через поля электрона и нейтрино
имеет вид

6, � ��� &�K�7��� � G�� &�K�7�G� � ���&K�7��� �
�

2 �	� ,�
G�� �K�$�G��

�
��
2
��� �K�8�

� G� � ���� �K�.��� �
� �	� 2,�
2 �	� ,�

��� �K�$����

�
��
2
G�� �K�8	

� �� � �� 	
� <��
�
�K�.��� � �� ��� <��

�
�K�$����

��&������2�� � ����2�� � ����
�
1G� � G�� �1���� (8.21)

Первые три слагаемые представляют собой кинетические члены левого
электрона, левого нейтрино и правого электрона. Последние четыре
слагаемые с множителем �& есть массовые члены электрона. Оставши-
еся слагаемые описывают взаимодействия полей электрона и нейтрино
с полями калибровочных бозонов .�,$�,8�

� .
Следующие два поколения лептонов вводятся аналогично. Они

представляют собой левые ���2�-дублеты�
G�
F

�
�

,
�
G%
K

�
�

, % � �1
2

(8.22)

и правые ���2�-синглеты

F�, K�, % � �1� (8.23)

Полный лептонный лагранжиан есть сумма

6, � 6,,& � 6,,� � 6,,% , (8.24)

в которой каждое слагаемое имеет структуру (8.21) со своими констан-
тами �&,��,�% .
Кварки — это сильно взаимодействующие фермионы. Известно

шесть типов кварков, которые, с точки зрения электрослабых взаи-
модействий, как и лептоны, разбиваются на три пары (семейства или
поколения): ��, (�, ��, 
� и �,, ��. Электрослабые взаимодействия кварков
каждого семейства одинаковы, поэтому рассмотрим вначале кварки
первого семейства. Кварковый лагранжиан равен

63 � -�
� &�K�A�-� � ���&K�A�(��

��(�(�����-�� � �-
�
���(��� ����

�
�����-�� � �-

�
� ������, (8.25)
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где левые поля �- и (-кварков первого поколения образуют дублет

-� �

�
��
(�

�
относительно электрослабой группы ���2�, а правые поля

��, (� есть ���2�-синглеты, ��
 � �
���, �00 � 1, �

 � �1 есть пред-
ставление группы ���2�, сопряженное к фундаментальному, наконец,
��,�( — это константы при массовых слагаемых. Все поля ��, (�,��, (�
представляют собой двухкомпонентные лоренцевы спиноры.
Левые поля кварков поколений�

��

�

�
,

�
,�
��

�
, % �

1
6
, (8.26)

описываются ���2�-дублетами, а правые поля представляют собой
���2�-синглеты

��, ,�, % �
2
3
; 
�, ��, % � �1

3
� (8.27)

Соответственно ковариантные производные задаются формулами

A�-� �

�
7� � &�

3�
��1

8�
2
.�
� � &��

1
6
C�

�
-�,

A��� �
�
7� � &��

2
3
C�

�
��, A��� �

�
7� � &��

1
3
C�

�
��, (8.28)

где � � �, �, , и � � (, 
, �, а -� пробегают теперь левые поля всех трех
поколений кварков. Полный кварковый лагранжиан есть сумма

63 � 63,��,(� � 63,�.,	� � 63,��,��, (8.29)

в которой каждое слагаемое имеет структуру (8.25) со своими констан-
тами ��,�(,�.,�	,��,��.
Стандартная электрослабая модель характеризуется лагранжианом

6 � 6" � 6, � 63, (8.30)

представляющим собой сумму бозонного 6" (8.7), (8.16), лептонного
6, (8.21), (8.24) и кваркового 63 (8.25), (8.29) лагранжианов.

8.2. Электрослабая модель с контрактированной
калибровочной группой

Поскольку все три поколения лептонов и кварков ведут себя одина-
ково, в дальнейшем будут рассматриваться только первые поколения.
Контрактированная калибровочная группа ���2; �� � ��1� действует
в бозонном, лептонном и кварковом секторах. Контрактированная
группа ���2; �� получается согласованным преобразованием простран-
ства �2 и матрицы фундаментального представления группы ���2�
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вида [34, 158, 159]:

4���� �

�
�4�1
4�2

�
�

�
9 �:
��: 9

��
�41
42

�
� ����4���,

������� � �9�2 � �2�:�2 � 1, ��������� � 1, (8.31)

где контракционный параметр � � 0 или равен нильпотентной
единице � � �. При таком действии остается инвариантной эрмитова
форма 4�4��� � �2�41�2 � �42�2� Действие унитарной группы ��1� и
электромагнитной подгруппы ��1�&� в расслоенном пространстве
�2��� с базой �42	 и слоем �41	 описывается теми же матрицами, что
и в пространстве �2.
Пространство �2��� фундаментального представления группы

���2; �� можно получить из �2 заменой 41 на �41. Подстановка
41 � �41 индуцирует замену генераторов алгебры Ли

"1 � �"1, "2 � �"2, "3 � "3� (8.32)

Поскольку калибровочные поля принимают значения в алгебре Ли,
можно вместо подстановки (8.32) генераторов рассматривать преобра-
зования калибровочных полей, а именно

.1� � �.1�, .2� � �.2�, .3� � .3�, C� � C�� (8.33)

Действительно, вследствие коммутативности и ассоциативности умно-
жения на � имеем

���2; �� & ���� � ���
3
.1���"1� �.2���"2� �.3�"3

4
� ���

3
��.1��"1 � ��.

2
��"2 �.3�"3

4
� (8.34)

Для калибровочных полей (8.15) преобразования (8.33) имеют вид

8�
� � �8�

� , $� � $�, .� � .�� (8.35)

Левые поля лептонов 6� �

�
G�
��

�
и кварков -� �

�
��
(�

�
являются

���2�-дублетами, поэтому их компоненты преобразуются так же, как
компоненты вектора 4:

G� � �G�, �� � ��, �� � ���, (� � (�� (8.36)

Поля правых лептонов и кварков являются ���2�-синглетами, поэтому
они не изменяются.
После преобразований (8.35), (8.36) и спонтанного нарушения сим-

метрии (8.13) бозонный лагранжиан (8.7)–(8.9) принимает вид [158, 159]:
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" ���, (8.37)
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где по-прежнему слагаемые второго порядка соответствуют бозонам
модели, а слагаемые 6
��

" ��� более высокого порядка описывают их
взаимодействия. Лептонный лагранжиан (8.21) полей электрона и ней-
трино преобразуется к виду

6,��� � ��� &�K�7��� � ���&K�7��� ��&��
�
��� � ��� ����

�
� �	� 2,�
2 �	� ,�

��� �K�$��� � ���� �K�.��� � �� 	
� <��
�
�K�.����

��� ��� <��
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�
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� �� � ��� �K�8�
� G�

��
� 6,,� � �26,,$ � (8.38)

Кварковый лагранжиан (8.25) после преобразования равен
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где �& � �&3�
�
2 и �� � ��3�

�
2 , �( � �(3�

�
2 есть массы электрона

и кварков.
Полный лагранжиан модифицированной модели дается суммой

6��� � 6"��� � 63��� � 6,��� � 6� � �26$ � (8.40)

Бозонный лагранжиан 6"��� рассматривался в работах [158, 159], где
было показано, что массы всех бозонов электрослабой модели не изме-
няются при контракциях �2 � 0 в обоих вариантах, как стандартном
[158], так и без бозона Хиггса [159]. В этом пределе вклад �26$ полей
нейтрино,8 -бозонов и �-кварка, а также их взаимодействий с другими
полями, в полный лагранжиан (8.40) становится исчезающе малым по
сравнению с вкладом 6� электрона, (-кварка и оставшихся бозонных
полей. Таким образом, лагранжиан (8.40) описывает очень редкое
взаимодействие нейтрино с веществом, которое в стандартной модели
состоит из кварков и лептонов. Вместе с тем, вклад нейтринной части
�26$ в полный лагранжиан увеличивается с ростом параметра �2, что
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находится в полном согласии с экспериментальным фактом увеличения
сечения взаимодействия нейтрино с веществом с возрастанием энергии
нейтрино. Отсюда следует, что контракционный параметр связан с
энергией нейтрино, и эта зависимость может быть установлена из
экспериментальных данных.

8.3. Описание физических систем и контракции групп

Стандартный способ описания сложных физических систем в тео-
рии поля состоит в их разложении на более простые независимые
подсистемы, допускающие точные описания, с последующим рассмот-
рением взаимодействия между подсистемами. В лагранжевом форма-
лизме это выражается в том, что некоторые слагаемые описывают
свободные поля (независимые подсистемы), а оставшиеся слагаемые
трактуются как взаимодействия между полями. В том случае, когда
подсистемы не взаимодействуют друг с другом, составная система
является формальным объединением подсистем, а ее группа симметрии
равна прямому произведению ! � !1 � !2, в котором !1 и !2 —
группы симметрии подсистем. Стандартная электрослабая модель пред-
ставляет собой пример такого подхода. Действительно, лагранжиан
модели включает свободные поля бозонов, лептонов и кварков, а также
слагаемые, описывающие взаимодействия между ними.
Операция контракции групп преобразует простую или полупростую

группу ! в неполупростую группу, представляющую собой полупрямое
произведение ! � .��!1, в котором . есть абелева, а !1 � ! —
инвариантная относительно контракции подгруппа. В то же время про-
странство фундаментального представления группы ! расслаивается
при контракции так, что подгруппа !1 действует в слое. Калибровочная
теория с контрактированной калибровочной группой описывает физиче-
скую систему с выделенными подсистемами �� и �$ . Одна подсистема
�� включает все поля из базы расслоения, а другая подсистема �$
содержит поля из слоя. �� образует замкнутую систему, поскольку,
согласно полуримановой геометрии [67, 156], свойства базы не зависят
от точек слоя. Физически это означает, что поля из слоя не взаимо-
действуют с полями из базы. Наоборот, свойства слоя зависят от точек
базы, поэтому подсистема �� влияет на �$ . Более точно, поля из базы
являются внешними полями для подсистемы �$ и задают внешние
условия в каждом слое.
В частности, простая группа ���2� контрактируется в непо-

лупростую группу ���2; ��, которая изоморфна евклидовой группе
1�2� � .2���
�1�, с абелевой подгруппой .2, порождаемой трансляци-
ями [34, 158, 159]. Пространство полей стандартной электрослабой мо-
дели расслаивается при контракции так, что поля нейтрино, 8 -бозона
и �-кварка оказываются в слое, а остальные поля — в базе.
Простой и наиболее известный пример расслоенного пространства

дает нерелятивистское пространство–время с одномерной базой, интер-
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претируемой как время, и трехмерным слоем, интерпретируемым как
собственно пространство. Хорошо известно, что в нерелятивистской
физике время абсолютно и не зависит от пространственных координат,
тогда как свойства пространства могут изменяться с течением време-
ни. Простейшей демонстрацией этого служат преобразования Галилея
,� � ,, �� � � � 3,� Релятивистское пространство–время преобразуется
в нерелятивистское, когда размерный параметр — скорость света � —
стремится к бесконечности, а безразмерный параметр 3�� стремится к
нулю.

8.4. Редкое взаимодействие нейтрино с веществом

Для того чтобы установить связь контракции калибровочной груп-
пы с предельным случаем электрослабой модели и прояснить физиче-
ский смысл контракционного параметра, рассмотрим упругое рассеяние
на электронах и кварках. Соответствующие диаграммы, описывающие
взаимодействия посредством нейтральных и заряженных токов, пред-
ставлены на рис. 8.1 и рис. 8.2.

а) б)

e

j 2

�

j 2 j 2

j �2

e

ee � �

�

ZW

Рис. 8.1. Упругое рассеяние нейтрино на электроне

При подстановке (8.35), (8.36) обе вершины диаграммы на рис.
8.1, �� умножаются на �2, как это следует из лептонного лагранжиана
(8.38). Пропагатор виртуального поля 8 в соответствии с бозонным
лагранжианом (8.37) умножается на ��2. Действительно, пропагатор
есть обратный оператор к оператору свободного поля, а последний для
поля 8 умножается на �2.
Таким образом, в целом амплитуда вероятности для взаимодействия

заряженных слабых токов преобразуется по закону: �1 � �2�1 �
Для диаграммы на рис. 8.1, б) только одна вершина умножается на
�2, тогда как вторая вершина и пропагатор нейтрального поля $ не
изменяются, поэтому соответствующая амплитуда для взаимодействия
нейтральных слабых токов преобразуется точно так же �0 � �2�0 �
Сечение взаимодействия пропорционально квадрату амплитуды, сле-
довательно, сечение упругого рассеяния нейтрино на электронах при
контракции калибровочной группы умножается на �4. При малых энер-
гиях 
' �2

1 оно вносит основной вклад во взаимодействие нейтрино
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с электронами и имеет вид [60]

L�& � !24 
��D� �
�4

	4
�


 ���D�, (8.41)

где !4 � 10�5
1

	2
�

� 1, 17 � 10�5 ГэВ�2 есть константа Ферми, 
 —
квадрат энергии в системе центра масс, D � ��� <�, ���D� � ��D��32 —
функция угла Вайнберга. В лабораторной системе отсчета это сечение
взаимодействия при энергии нейтрино �& ' 1� ' �1 дается выра-
жением [203]

L�& � !24�&1����D�� (8.42)

Вместе с тем, принимая во внимание, что параметр контракции �
безразмерный, можно написать

L�& � �4L0 � �!4 
��!4 ��D�� (8.43)

и получить выражение контракционного параметра через константу
Ферми и фундаментальные параметры электрослабой модели

�2�
� �
'
!4 
 ( �

�
�

	�
� (8.44)

а) б)

d

j 2

�

j 2 j 2

j �2

d

du �

�

ZW

�
�

Рис. 8.2. Упругое рассеяние нейтрино на кварке

Упругое рассеяние нейтрино на кварках посредством нейтральных
и заряженных токов изображено на диаграммах рис. 8.2. Сечение
взаимодействия рассеяния нейтрино на кварках получается аналогично
лептонному случаю и имеет вид [60]

L1� � !24 

���D��, L0� � !24 
 ��D�� (8.45)

Нуклоны представляют собой сложные образования из кварков, по-
этому в выражении для сечения рассеяния нейтрино на нуклонах
появляется формфактор. Окончательное выражение

L�� � !24 
 �B �D� (8.46)

совпадает с (8.41), т.е. это сечение рассеяния преобразуется как (8.43)
с контракционным параметром (8.44). При низких энергиях упругое
рассеяние вносит основной вклад в общее сечение взаимодействия
нейтрино с веществом, поэтому последнее имеет такие же свойства
(8.43), (8.44) относительно контракции калибровочной группы.
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Таким образом, контракция калибровочной группы соответству-
ет низкоэнергетическому пределу стандартной электрослабой модели.
Стремящийся к нулю контракционный параметр зависит от энергии
нейтрино так, как зависит от энергии сечение взаимодействия нейтрино
с веществом.
Предельный переход � � 
 в специальной теории относительно-

сти инициировал понятие контракции групп [164]. В электрослабой
модели, наоборот, контракция калибровочной группы позволяет объяс-
нить экспериментально установленный фундаментальный предельный
процесс в природе: уменьшение сечения взаимодействия нейтрино с ве-
ществом с уменьшением энергии нейтрино.
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Гл а в а 9

КВАНТОВЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ГРУППЫ

КЭЛИ–КЛЕЙНА

В данной главе рассматриваются квантовые ортогональные группы
Кэли–Клейна с декартовыми образующими. Для этого систематическое
определение квантовых деформаций классических простых групп и
алгебр Ли в так называемом «симплектическом» базисе работы [72]
переформулируется в декартов базис. Приводятся в явном виде ком-
мутационные соотношения декартовых образующих для так называе-
мых евклидовых квантовых ортогональных групп при произвольном
� . Квантовые ортогональные алгебры Кэли–Клейна определяются как
двойственные объекты к соответствующим квантовым группам. Полу-
ченные общие конструкции иллюстрируются на примерах квантовых
групп и алгебр низших размерностей.

9.1. Линейные преобразования образующих
квантовых групп Ли и квантовых векторных

пространств

Квантовые группы и алгебры Ли как алгебраические структуры
представляют собой некоммутативные и некокоммутативные алгебры
Хопфа. Согласно [85], имеем следующие определения.
Определение 9.1.1. Ассоциативная алгебра . называется алгеброй
Хопфа, если существуют два гомоморфизма: коумножение (" � . �
� . ) .) и коединица (� � . � � ) и антигомоморфизм (антипод
� � .� .) такие, что

�&()"�". � �") &(�"., (9.1)

�&() ��". � ��) &(�". � ., (9.2)

��&() ��". � ��� ) &(�". � ��.��, (9.3)

где � есть обычное умножение ���) �� � ��.
Определение 9.1.2. Алгебра . с коумножением и коединицей, удо-
влетворяющим условиям (9.1), (9.2), называется биалгеброй.
В соответствии с теорией квантования групп и алгебр Ли [72],

алгебра ��,

� некоммутативных многочленов от 	2 переменных есть
свободная ассоциативная � -алгебра с единицей, порожденная элемен-
тами ,

 , &, � � 1, . . . ,	. Для произвольной невырожденной матрицы



158 Гл. 9. Квантовые ортогональные группы Кэли–Клейна

' � ��2�� � двусторонний идеал  � в алгебре ��,

� порождается
коммутационными соотношениями

'"1"2 � "2"1', (9.4)

где "1 � " ) E, "2 � E ) " ���2���,

��, " � �,

��
,
�1 ������,

�� —
матрица порядка 	 � 	 с элементами из ��,

�, а E — единичная
матрица в �����. Здесь �5 ��� обозначает множество квадратных
матриц размерности � с элементами из � .
Определение 9.1.3. Фактор-алгебра .��,� � ��,

�� � называется ал-
геброй функций на квантовой матричной алгебре ранга 	, ассоцииро-
ванной с матрицей '.
Алгебра .� является биалгеброй с коумножением " вида

"" � " �)" , ",

 �
��

��1

,
� ) ,�
 (9.5)

и коединицей �
��" � � E, ��,

� � Æ

 � (9.6)

Напомним данное в [72] определение квантового векторного про-
странства. Пусть ���1, . . . ,��� — алгебра некоммутативных многочле-
нов от переменных �1, . . . ,��, а * � ��2�� � — матрица перестановки
в �� ) ��. Она имеет матричные элементы *

,�� � Æ
�Æ
�, &, �, �, � �
� 1, . . . ,	 и для любых �, 3 ��� *�) 3 � 3 ) �� Положим �' � *', где
' ���2�� � — произвольная невырожденная матрица порядка 	

2 � 	2,
и для каждого многочлена ��,� � ��,� обозначим через  $ ,� двусторон-
ний идеал в ���1, . . . ,���, порожденный соотношениями

�� �'���) �� � 0, (9.7)

где � � ��1, . . . ,���� � ��

�1���1, . . . ,��� — вектор-столбец с элемента-

ми из алгебры ���1, . . . ,���� В терминах, образующих �
, соотношения
(9.7) принимают вид

��
�,��1

�� �'�

,������ � 0, &, � � 1, . . . ,	� (9.8)

Определение 9.1.4. Фактор-алгебра

��
$ ,���� � ���1, . . . ,���� $ ,�

называется алгеброй функций на квантовом 	-мерном векторном про-
странстве, ассоциированном с многочленом ��,� и матрицей '.
Действие квантовой матричной алгебры .��,� на квантовом век-

торном пространстве ��
$ ,���� определяется отображением

Æ � ��
$ ,���� �� .��,�)��

$ ,����
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Æ��� � " �)�, Æ��
� �
��

��1

,
� ) ��, & � 1, . . . ,	� (9.9)

Это действие не зависит от выбора матрицы '.
Рассмотрим, как трансформируются определяющие соотношения

алгебры .��,� и ее действие на квантовом векторном пространстве
��
$ ,���� при линейном преобразовании образующих.
Перейдем в алгебре ���1, . . . ,��� к новым образующим 51, . . . , 5� с

помощью невырожденной матрицы A ����� � по формуле

5 � A�1�, 5
 �
��

��1

�
���, (9.10)

где через �

 � � обозначены элементы обратной матрицы A�1 �
� ��

�

�

,
�1. Получим алгебру ��51, . . . , 5�� некоммутативных много-

членов от переменных 51, . . . , 5�. Рассмотрим двусторонний идеал  $ ,�
в ��51, . . . 5��, порожденный соотношениями

��
��'��5 ) 5� � 0, ��' � �A )A��1 �'�A )A�� (9.11)

Определение 9.1.5. Назовем фактор-алгебру

��
$ , ��
�5� � ��51, . . . , 5��� $ , �� (9.12)

алгеброй функций на квантовом 	-мерном векторном пространстве с
образующими 5, ассоциированном с многочленом ��,� и матрицей �'.
Утверждение 9.1.1. Пусть образующие � � ��

�

�

,
�1 квантовой

матричной алгебры .
���,� связаны с образующими " � �,

�

�

,
�1

алгебры .��,� линейными соотношениями

� � A�1"A, " � A�A�1, (9.13)

тогда биалгебра .
����� изоморфна биалгебре .��,�, если�' � �A )A��1'�A )A�� (9.14)

Доказательство. Найдем связь матриц "1,"2 с матрицами �1 � � ) E
и �2 � E ) �� Имеем

"1 � " ) E � A�A�1 ) E � �A ) E��� ) E��A�1 ) E� � A1�1A
�1
1 ,
(9.15)

где A1 � A ) E, A�1
1 � A�1 ) E� Аналогично

"2 � A2�2A
�1
2 , A2 � E )A, A�1

2 � E )A�1� (9.16)

Вывод соотношений (9.15), (9.16) основан на формуле

�.)C��0 )A� � .0 )CA, (9.17)

справедливой и в некоммутативном случае, если элементы внутренних
матриц C и 0 коммутируют между собой. Вставляя между сомно-
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жителями уравнения (9.4) единичную матрицу E � �A )A��A )A��1

и домножая его слева на �A ) A��1 и справа на A ) A, получаем
коммутационные соотношения для образующих �

 в виде�'�1�2 � �2�1 �', (9.18)

где матрица �' связана с матрицей ' соотношением (9.14).
Запишем коумножение " для образующих � . Поскольку " гомо-

морфизм, то
"� � A�1""A � A�1" �)"A �

� A�1�A�A�1� �)�A�A�1�A � �A�1 �)A� � � �)�� (9.19)

Здесь используется тот факт, что A — числовая матрица, поэтому опе-
рация �) для нее сводится к обычному умножению матриц. Аналогично
коединица для образующих �

���� � ��A�1"A� � A�1��" �A � E� (9.20)

Таким образом, алгебра .
����� является биалгеброй с коумножением

(9.19) и коединицей (9.20), задаваемыми формально теми же формула-
ми, что и для образующих " , но коммутационные соотношения (9.18)
образующих � отличаются от (9.4).

Чтобы получить действие квантовой матричной алгебры .
����� на

квантовом векторном пространстве ��
$ , ��
�5�, подставим в формулу (9.9)

вместо образующих � их выражения (9.10) через образующие 5, а
вместо матрицы " — ее выражение (9.13) через матрицу � , получим

Æ�A5� � A�A�1 )A5 � A� ) 5,

где учтены свойства отображения Æ, а именно: Æ�9�� � 9Æ���, 9 � 0 и
Æ�� � ��� � Æ��� � Æ����� Домножая обе части предыдущего уравнения
на A�1, получаем

Æ�5� � � �)5, Æ�5
� �
��

��1

�
� ) 5�� (9.21)

Отображение Æ � ��
$ , ��
�5� �� .

����� ) ��
$ , ��
�5�, определяемое фор-

мулой (9.21), задает действие квантовой матричной алгебры .
����� на

квантовом векторном пространстве ��
$ , ��
�5� с образующими 5.

В коммутативном случае (матрица ' равна единичной матрице)
формулы (9.13) описывают преобразование подобия матриц, когда ко-
ординаты � и 5 в векторном пространстве �� связаны соотношением
(9.10). При этом кодействия (9.9) и (9.21) индуцируются обычным дей-
ствием матричной алгебры ���� � на ��. Поэтому формулы данного
раздела можно рассматривать как аналог преобразования подобия мат-
риц с некоммутативными элементами при линейном преобразовании
некоммутативных образующих квантового векторного пространства.
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9.2. Квантовые ортогональные группы в декартовых
образующих

9.2.1. Основные определения. Алгебра функций, определенных
на квантовой ортогональной группе B�	��
�����, ассоциируется с
�2 ��2 матрицей '� вида:

'� � 2
5�

��1,� 
���

��� ) ��� �
5�

�,��1,� 
��,��

��� ) ����

�2�1
5�

��1,� 
���

����� ) ��� � �2 � 2�1�
5�

�,��1, �6�

��� ) ����

��2 � 2�1�
5�

�,��1, �6�

2 	� ���� ) ����� � ��� ) ���, (9.22)

последнее слагаемое присутствует лишь для � � 2	 � 1 и � � �� �
� 1��2. Здесь �

 � �5 �� � — матричные единицы ��

��� � Æ
�Æ
�,
�� � � � 1� �, �� � � � 1� � и

�?1, . . . , ?5 � �

�
�	� 1

2
,	� 3

2
, . . . ,

1
2
, 0,�1

2
, . . . ,�	� 1

2
�, � � 2	� 1,

�	� 1,	� 2, . . . , 1, 0, 0,�1, . . . ,�	� 1�, � � 2	�
(9.23)

Помимо коммутационных соотношений (9.4), в алгебре B�	��
�����
имеют место дополнительные соотношения:

" �0" � 0, "0�1" � � 0�1, (9.24)

где 0 � 002
 , причем ? � diag�?1, . . . , ?5 �, �00�

 � Æ
�
 , &, � � 1, . . . ,� ,

т.е. �0�

 � 2 �� Æ
�
 и 0�1 � 0�
Определение 9.2.1. Фактор-алгебра B�	��
����� алгебры .�


�,�
по соотношениям (9.24) называется алгеброй функций на квантовой
группе �
����.
Она является алгеброй Хопфа с коумножением (9.5), коединицей

(9.6) и антиподом

��" � � 0" �0�1, ��,

� � 2 ��� �� ,
�
� , &, � � 1, . . . ,� , (9.25)

обладающим свойством

�2�" � � �00��" �00���1� (9.26)

Часто вместо алгебры функций B�	��
����� на квантовой груп-
пе �
���� для упрощения речи говорят просто о квантовой группе
�
����. В дальнейшем мы будем придерживаться этой терминологии.
С квантовой ортогональной группой �
���� связано квантовое

векторное пространство.

6 Громов Н.А.
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Определение 9.2.2. Алгебра !5
� �� � с образующими �1, . . . ,�5 и ком-

мутационными соотношениями

�'���) �� � 2�) �� 2 � 2�1

1� 2��2
��0�8�, (9.27)

где �'� � *'�, *�) 3 � 3 ) �, ��, 3 � ��, 8� �
�5


�1 2
 �� �
 ) �
� ,

��0� �
5�


,
�1

�
0

�
 � ��2�	1 �
��

��1

�
2� 	����� � 2 	�����

�
, (9.28)

� � 1 при � � 2	 � 1, � � 0 при � � 2	 и вектор ��
�� � Æ
�, &, � �
� 1, . . . ,� , называется алгеброй функций на квантовом � -мерном ев-
клидовом пространстве (или просто квантовым евклидовым простран-
ством).
Действие квантовой группы �
���� на некоммутативном вектор-

ном пространстве !5
� �� � определяется формулой

Æ��� � " �)�, Æ��
� �
��

��1

,
� ) ��, & � 1, . . . ,	, (9.29)

и квадратичная форма (9.28) инвариантна относительного этого кодей-
ствия.
Вещественные формы квантовых групп классифицируются с помо-

щью �-антиинволюции.
Определение 9.2.3. �-Антиинволюцией алгебры Хопфа . называется
отображение � � . � ., являющееся антиавтоморфизмом алгебр и
автоморфизмом коалгебр, удовлетворяющее условиям антиинволюции

�� � . ����� � �, �������� � �� (9.30)

Для квантовых групп вещественные формы зависят от свойств
параметра деформации и '-матрицы (9.22) относительно комплексного
сопряжения. В случае квантовых ортогональных групп имеется две
возможности [72].
При �2� � 1, т.е. 2 � �
�, 9 � � , имеем 2 � 2�1, '� � '�1

� , где черта
обозначает комплексное сопряжение. Коммутационные соотношения
(9.4) перепишутся '�"

�
1 "

�
2 � " �2 "

�
1 '�, где матрица " � � �,�
��

5

,��1.

Отсюда после несложных рассуждений следует равенство " � � " , что
приводит к определению.
Определение 9.2.4. Квантовыми группами �
��	,	�, � � 2	 и
�
��	,	� 1�, � � 2	� 1 называется квантовая ортогональная группа
�
����, снабженная �-антиинволюцией ,�
� � ,
�, &, � � 1, . . . ,� .
Вторая возможность, более интересная, с точки зрения контрак-

ций, и которой мы будем придерживаться, если иное не указано
явно, возникает при вещественном параметре деформации 2 � � , ко-
гда '� � '� и соотношения (9.4) перепишутся '�"

�
2 "

�
1 � " �1 "

�
2 '�.

Из свойства '�
� � *'�* и (9.4) следует, что �-антиинволюция имеет
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вид " � � ��" �� � 0�" �0�1��. Поэтому справедливы следующие опре-
деления.
Определение 9.2.5. Квантовой группой �
��� ; � � называется алгебра
�
����, снабженная �-антиинволюцией ,�
� � ��,�
�, &, � � 1, . . . ,� .
Определение 9.2.6. Алгебра !5

� �� �, снабженная антиинволюцией
�� � 0��, ��� � 2 	��� , � � 1, . . . ,� , называется квантовым � -мерным
вещественным евклидовым пространством !5

� �� �.
Поскольку " � � 0�" �0�1�� и �� � 0��, то Æ���� � Æ����, и действие

квантовой группы �
��� ; � � на квантовом евклидовом пространстве
!5

� �� � сохраняет квадратичную форму �
�0� � ���� в том смысле, что

Æ������ � 1) ����. Отсюда естественно вытекает определение.
Определение 9.2.7. Фактор-алгебра алгебры !5

� �� � по соотношению
���� � 1 называется квантовой �� � 1�-мерной ортогональной сферой
�5�1
� .
Матрица 0 имеет ненулевые элементы только на побочной диагона-

ли. Они равны единице в коммутативном пределе 2 � 1. Поэтому кван-
товая группа �
���� и квантовое векторное пространство !5

� описы-
ваются уравнениями (9.22)–(9.24),(9.28) в так называемых «симплек-
тических» или «кососимметрических» образующих ,

 , &, � � 1, . . . ,� ,
которые в недеформированном случае 2 � 1 связаны с инвариантной
формой ��00� � inv, определяемой матрицей 00, имеющей ненулевые
единичные элементы только на побочной диагонали.
Получим описание алгебры �
���� в новых образующих �

 , &, � �

� 1, . . . ,� , связанных с ,

 соотношениями (9.13). Подставляя (9.13)
в (9.25) и используя линейность антигомоморфизма �, имеем

��" � � ��A�A�1� � A����A�1 � 0�A���1� ��A��0�1,

откуда после умножения слева на числовую матрицу A�1 и справа на
матрицу A находим антипод � для образующих �

���� � 0 �� ��0 ���1, (9.31)

где
0 � � A�10�A�1��� (9.32)

Антипод обладает свойством

�2��� � �A�100�A���A�100�A��1� (9.33)

Квантовая группа �
���� является алгеброй Хопфа, в которой для
образующих � с коммутационными соотношениями (9.18), где матрица
' заменена на матрицу '� (9.22), коумножение и коединица задаются
(9.19) и (9.20), а антипод — формулой (9.31). Дополнительные соотно-
шения (9.24) в терминах образующих � имеют вид

�0 �� � � 0 �, � ��0 ���1� � �0 ���1� (9.34)

6*
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В неквантовом случае 2 � 1, матрица 0 � 00, и если выбрать
матрицу A из условия

A�00A � E, (9.35)

то аналог соотношений (9.34): �� � � � �� � E есть известное условие
ортогональности матриц � в декартовом базисе. Поэтому в квантовом
случае корректно определение.
Определение 9.2.8. Образующие � , полученные из симплектических
образующих " преобразованием (9.13) с помощью матрицы A, яв-
ляющейся решением уравнения (9.35), будем называть декартовыми
образующими квантовой ортогональной группы �
����.
Уравнение (9.35) решается неоднозначно. Выберем одно из реше-

ний, а именно:

A �
1�
2

�
E �& �00�00 &E

�
, � � 2	,

A �
1�
2

	
 E 0 �& �00
0
�
2 0�00 0 &E

�� , � � 2	� 1, (9.36)

где �00 — матрица размера 	 � 	 с единицами на второй диагонали.
Матрица A унитарная, т.е. A� � A

�
� A�1, с ее помощью находим

матрицу

0 � � A�10�A���1 �
1
2

	
 2� � 2�� 0 &�2� � 2�� � �00
0 2 0

�& �00�2� � 2�� � 0 �00�2� � 2�� � �00
�� �

�

	
 	� 4�? 0 & �� 4�? �00
0 1 0

�& �00 �� 4�? 0 �00 	� 4�? �00
�� (9.37)

для серии C� � �
�2	 � 1�, а для серии A� � �
�2	� вид матрицы
0 � дается (9.37) без средней строки и столбца. Здесь 2 � �� и �? �
� (&���?1, . . . , ?��, где ?� � 	 � � при � � 2	 и ?� � 	 �

1
2
� � при

� � 2	� 1, � � 1, . . . ,	� Отметим, что

�0 ���1 � A�0�1A �

	
 	� 4�? 0 �& �� 4�? �00
0 1 0

& �00 �� 4�? 0 �00 	� 4�? �00
�� , (9.38)

причем �0 ���1 � �0 ��� � 0 �. Матрица �0 � A�100�A из (9.33) получа-
ется заменой �? на 2�? в формуле (9.37).
Определение 9.2.9. Квантовая ортогональная группа �
���� порож-
дается декартовыми образующими � � ��
��

5

,��1 с коммутационными

соотношениями �'��1�2 � �2�1 �'� (9.39)
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и дополнительными соотношениями 2-ортогональности

�0 �� � � 0 �, � ��0 ���1� � �0 ���1, (9.40)

где �'� � �A )A��1'��A )A�, (9.41)

а матрица A дается (9.36).
Фактор-алгебра алгебры �
���� по соотношениям (9.39), (9.40)

есть алгебра Хопфа. С помощью матрицы (9.37) по формуле (9.31) на-
ходим антипод для декартовых образующих квантовой группы �
����
и дополнительные соотношения 2-ортогональности (9.34). Явный вид
матрицы �'� (9.41) приведен в приложении A. Антипод и соотношения
2-ортогональности для элементов матрицы � даются формулами при-
ложений Б и В соответственно при тождественной перестановке L� � �
и �� � 1.
Декартовы образующие 5 � A�1� квантового евклидова простран-

ства !5
� получаются с помощью невырожденной матрицы (9.36). Ком-

мутационные соотношения (9.27) перепишем в виде

�'�5 ) 5� � 25 ) 5 � /

1� 2��2
5��0 ���58 , (9.42)

где �' � �A )A��1 �'��A )A�, 8 � �A )A��18�, 0 � � A�0�A�
Вещественная квантовая ортогональная группа �
��� ; � � при 2 �

� � порождается декартовыми образующими, антиинволюция которых
определяется соотношениями

�� � �0 ���1�0 �� (9.43)

Она действует на декартовы образующие квантового евклидова про-
странства "5

� �� �, удовлетворяющие условию 5� � 0 �5, и сохраняет
диагональную квадратичную форму 5��5 � 5��0 ���5.

9.2.2. Квантовая группа �
��3� в симплектических и де-
картовых образующих. Для иллюстрации перехода от стандартного
компактного описания квантовых ортогональных групп в симплекти-
ческих образующих ,
�, &, � � 1, 2, 3 к более громоздкому описанию
в декартовых образующих �
�, необходимому для построения кванто-
вых групп Кэли–Клейна, рассмотрим простейшую квантовую группу
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�
��3�� Ее '-матрица дается формулой (9.22) при � � 3

'� �

	�����������


2 � � � � � � � �
� 1 � � � � � � �
� � 2�1 � � � � � �
� > � 1 � � � � �
� � �>2�1�2 � 1 � � � �
� � � � � 1 � � �
� � >�1� 2�1� � �>2�1�2 � 2�1 � �
� � � � � > � 1 �
� � � � � � � � 2

�������������
, (9.44)

где > � 2 � 2�1 � 2 �� 4 при 2 � ��� Поскольку ?1 �
1
2
, ?2 � 0, ?3 � �12 ,

то матрица 0 из соотношений (9.24) равна

0 �

	
 � � 2�1�2

� 1 �
21�2 � �

�� � 0�1, (9.45)

а сами соотношения 2-ортогональности для декартовых образующих
�
� описываются формулами (9.70),(9.71), в которых все контракцион-
ные параметры следует положить равными единице �� � 1, � � 1, 2, 3.
В декартовых образующих матрица �'� получается из (9.44) преоб-

разованием (9.41) с помощью матрицы (9.36) и имеет вид�'� � �A )A��1'��A )A� �

�

	��������������


	� 4 � ����2 �� 4 ��
�

2
� &����2 �� 4 ��

�

2� 1 �
&����2 �� 4 ��

�

2
� 	� 4 � ����2 �� 4 ��

�

2� �� 4 �
���3��2 �� 4 � �&��3��2 �� 4

� & �� 4 �
�&����2 �� 4 �� �

2
� �� 4

�
1� ����2 ��

�

2

�
� � �

�����2 �� 4 �� �

2
� &����2 �� 4 ��

�

2

� �����2 �� 4 �
�� 4 � & �� 4
� �&����2 �� 4 �
1 � �
� 1 �
� � 1
� &����2 �� 4 �

�& �� 4 � �� 4
� �����2 �� 4 �
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�&����2 �� 4 �� �

2
� �����2 �� 4 	� �

2� � �
�� 4

�
1� ����2 ��

�

2

�
� &����2 �� 4 ��

�

2� �& �� 4 �
&��3��2 �� 4 � ���3��2 �� 4

� �� 4 �
	� 4 � ����2 �� 4 ��

�

2
� �&����2 �� 4 �� �

2� 1 �
�&����2 �� 4 �� �

2
� 	� 4 � ����2 �� 4 ��

�

2

����������������
� (9.46)

Эта матрица уже не является нижнетреугольной и содержит больше
ненулевых элементов по сравнению с (9.44).
Квантовая группа �
��3� действует на квантовом векторном про-

странстве !3
� по формуле (9.9). Алгебра !3

� задается симплектически-
ми образующими �1,�2,�3 c коммутационными соотношениями

�1�2 � 2�2�1, �2�3 � 2�3�2, �1�3 � �3�1 � �2�
1
2 � 2

1
2 ��22� (9.47)

Относительно действия квантовой группы остается инвариантной квад-
ратичная форма

��0� � 2�
1
2�1�3 � �22 � 2

1
2�3�1� (9.48)

Переход к декартовым образующим осуществляется по формулам
(9.10), которые при � � 3 имеют вид

51 �
1�
2
��1 � �3�, 52 � �2, 53 �

)�
2
��1 � �3�� (9.49)

Новые образующие подчиняются коммутационным соотношениям

5152 � 5251 	� 4 � &5253 �� 4, 5253 � 5352 	� 4 � &5152 �� 4,

�51, 53� � 2&5
2
2 ��

�

2
, 2 � ��� (9.50)

При действии квантовой группы сохраняется диагональная квадратич-
ная форма

5�0 �5 � �521 � 523� 	�
�

2
� 522 	� 4� (9.51)

В случае вещественного параметра деформации 2 (или 4) веще-
ственные формы квантовой группы �
��3; � � и квантового простран-
ства !3

��� � получаются оснащением алгебр �
��3� и !3
� антиинволю-

цией
" � � 0�" �0���1, �� � 0��, (9.52)

или в компонентах

,�11 � ,33, ,�22 � ,22, ,�33 � ,11, ,�13 � 2,31, ,�31 � 2�1,13,

,�12 � 2
�
2 ,32, ,�21 � 2�

�
2 ,23, ,�23 � 2

�
2 ,21, ,�32 � 2�

�
2 ,12,
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��1 � 2
�
2 �3, ��2 � �2, ��3 � 2�

�
2 �1� (9.53)

В декартовых образующих антиинволюция задается подобными выра-
жениями

�� � 0 ���0 ���1, 5� � 0 �5 (9.54)

с матрицей 0 � из (9.37) и в компонентах имеет вид

��11 � �11 	�
2 �

2
� �33 ��

2 �

2
�

)

2
��13 � �31� �� 4,

��33 � �33 	�
2 �

2
� �11 ��

2 �

2
� )

2
��13 � �31� �� 4,

��13 � �13 	�
2 �

2
� �13 ��

2 �

2
�

)

2
��33 � �11� �� 4,

��31 � �31 	�
2 �

2
� �31 ��

2 �

2
�

)

2
��33 � �11� �� 4,

��12 � �12 	�
�

2
� &�32 ��

�

2
, ��21 � �21 	�

�

2
� &�23 ��

�

2
,

��23 � �23 	�
�

2
� &�21 ��

�

2
, ��32 � �32 	�

�

2
� &�12 ��

�

2
, ��22 � �22,

5�1 � 51 	�
�

2
� &53 ��

�

2
, 5�2 � 52, 5�3 � 53 	�

�

2
� &51 ��

�

2
� (9.55)

Поскольку Æ��5� � Æ�5�� и действие квантовой группы �
��3;'�
сохраняет квадратичную форму (9.51), то факторизация алгебры !3

��� �
по соотношению 5�0 �5 � 5��5 � 1 определяет двумерную квантовую
единичную сферу �2� в декартовых образующих.

9.3. Квантовые группы Кэли–Клейна ����
 ; ��

9.3.1. Преобразование квантовой ортогональной группы
в квантовую группу Кэли–Клейна. В настоящем разделе опи-
шем квантовые деформации контрактированных ортогональных групп
Кэли–Клейна �
��� ; ��, т.е. когда параметры �� принимают по два
значения �� � 1, ��� Вместо алгебры ��,
�� начнем построение с ал-
гебры ���
�� некоммутативных многочленов от �2 переменных над
алгеброй Пименова �5�1���� Для этого вместо матрицы � декартовых
образующих квантовой группы �
���� введем матрицу ���� по фор-
муле

�������� � ��, ����� (9.56)

и преобразуем параметр деформации 2 � �� следующим образом:

4 � /4, (9.57)

где / — пока неизвестный множитель, составленный из произведения
контракционных параметров.
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Во второй части монографии нумерация координат начинается с
единицы, поэтому для обозначения произведения контракционных па-
раметров вместо (1.27) вводится новое определение

��, �� �
��� ��,���1�
����� ��,��

��, ��, �� � 1� (9.58)

Оно будет использоваться на протяжении второй части, за исключени-
ем главы 10, в которой вернемся к определению (1.27).
Обозначим �'���� матрицу, полученную из (9.22) по формуле (9.14),

с последующей заменой параметра деформации согласно (9.57), а через
0 ���� обозначим матрицу 0 � (9.37) с заменой (9.57).
Определение 9.3.1. Квантовая ортогональная группа Кэли–Клейна
�
��� ; �� порождается декартовыми образующими ���� (9.56) с ком-
мутационными соотношениями�'�����1����2��� � �2����1��� �'���� (9.59)

и дополнительными соотношениями �4, ��-ортогональности

����0 ����� ���� � 0 ����, � �����0 ������1���� � �0 ������1� (9.60)

Утверждение 9.3.1. Фактор-алгебра

�
��� ; �� � ���
����9.59�, �9.60� (9.61)

есть алгебра Хопфа со следующими коумножением, коединицей и
антиподом:

"���� � ���� �)����, D������ � E,

������� � 0
�

���� �����0
�

�����1� (9.62)

Утверждение проверяется непосредственными вычислениями. Яв-
ный вид антипода получается из формул приложения Б при тожде-
ственной перестановке L
 � &.
Описанная конструкция является непротиворечивой, если при

нильпотентных значениях контракционных параметров соответствую-
щие формулы не содержат неопределенных (или сингулярных) членов.
В частности, необходимым условием существования антипода является
отсутствие неопределенных выражений в правых частях уравнений
приложения Б при L
 � &, & � 1, . . . ,� и �� � ��, � � 1, . . . ,� � 1.
Анализ уравнений и, особенно, выражений для антипода ���1,�	1�,
���2�	1,�	1� показывает, что минимальный множитель / в преобра-
зовании (9.57) параметра деформации должен быть выбран равным
произведению всех контракционных параметров:

/ � �1,�� �
5�1�
��1

��� (9.63)
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Можно проверить, что при таком выборе / формулы данного раздела
определены при любых значениях параметров � и описывают весь набор
квантовых ортогональных групп Кэли–Клейна.

В симплектическом базисе квантовая группа Кэли–Клейна
�
��� ; �� порождается матрицей генераторов " ��� � �5 ���,
���,
распределение контракционных параметров в которой задается
в соответствии с (9.13) соотношением " ��� � A����A�1. Некомму-
тативные матричные элементы " ��� подчиняются коммутационным
соотношениям

'����"1���"2��� � "2���"1���'����, (9.64)

а дополнительные соотношения �4, ��-ортогональности имеют вид

" ����0���" ��� � 0���, " ���0�1���" ���� � 0�1���, (9.65)

где нижнетреугольная '-матрица '���� и матрица 0��� получаются
из матриц '� (9.22) и 0 (9.24), соответственно, заменой квантового
параметра 4 на новый параметр деформации /4 �

'���� � '��4 � /4�, 0��� � 0�4 � /4�� (9.66)

При этом, как нетрудно показать, справедливо
Утверждение 9.3.2. Фактор-алгебра

�
��� ; �� � ��,
��
Æ
�9.64�, �9.65� (9.67)

есть алгебра Хопфа с коумножением ", коединицей � и анти-
подом � �

"" ��� � " ��� �)" ���, ��" ���� � E,

��" ���� � 0���" ����0�1���� (9.68)

Из всех операций, входящих в структуру алгебры Хопфа, наиболее
простой, с точки зрения получения выражений для конкретных обра-
зующих, является коединица �. Следующая по сложности операция —
это коумножение ", которое фактически сводится к умножению мат-
риц (9.5). Несколько более сложным является нахождение антипода
�. Однако наиболее трудным делом оказывается получение коммута-
торов для образующих ,
� или �
� с помощью соотношений (9.59) или
(9.64). В общем случае произвольного � решение этих уравнений для
квантовой группы �
��� ; �� или даже �
���� неизвестно. В явном
виде полный набор коммутаторов получен для простейшей квантовой
группы �
��3; ��.

9.3.2. Квантовые группы �
��3; ��. Введем обозначения 01 �
� 	� /4, �1 � �� /4, / � �1�2� Матрица генераторов

���� �

�
�11 �1�12 �1�2�13
�1�21 �22 �2�23
�1�2�31 �2�32 �33

�
(9.69)
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удовлетворяет соотношениям �4, ��-ортогональности:
(i) ����0 ����� ���� � 0 ����,

�11�21�101 � &�13�21�1/�1 � �1�12�22 � �13�23�2/01 � &�11�23�2�1 � 0,

�11�31/01 � &�13�31/
2�1 � /�12�32 � �13�33/01 � &�11�33�1 � &�1,

�21�31�1/01 � &�23�31�2/�1 � �2�22�32 � �2�23�3301 � &�21�33�1�1 � 0,

�21�11�101 � &�23�11�2�1 � �1�22�12 � �23�13�2/01 � &�21�13�1/�1 � 0,

�31�11/01 � &�33�11�1 � /�32�12 � �33�13/01 � &�31�13/
2�1 � �&�1,

�31�21�1/01 � &�33�21�1�1 � �2�32�22 � �33�23�201 � &�31�23�2/�1 � 0,

&/�1��13,�11� � 01��
2
11 � /2�213 � 1� � �21�

2
12,

&/�1��23,�21� � 01��
2
1�
2
21 � �22�

2
23� � �222 � 1,

&/�1��33,�31� � 01�/
2�231 � �233 � 1� � �22�

2
32, (9.70)

(ii) ������0 ���1������� � �0 ���1���,

�1�11�1201 � &�31�12�1/�1 � �1�21�22 � /�31�3301 � &�11�33�1 � 0,

/�11�1301 � &�31�13/
2�1 � /�21�23 � /�13�3301 � &�11�33�1 � �&�1,

�1/�12�1301 � &�32�13�2/�1 � �2�22�23 � �2�32�3301 � &�12�33�1�1 � 0,

�1�12�1101 � &�32�11�2�1 � �1�22�21 � �2/�32�3101 � &�12�31�1/�1 � 0,

/�13�1101 � &�33�11�1 � /�23�21 � /�33�3101 � &�13�31/
2�1 � &�1,

�1/�13�1201 � &�33�12�1�1 � �2�23�22 � �2�33�3201 � &�13�32�2/�1 � 0,

&/�1��11,�31� � 01��
2
11 � /2�231 � 1� � �21�

2
21,

&/�1��12,�32� � 01��
2
1�
2
12 � �22�

2
32� � �222 � 1,

&/�1��13,�33� � 01��
2
33 � /2�213 � 1� � �22�

2
23� (9.71)

Она содержит три независимых элемента, в качестве которых выберем
�12,�13,�23, расположенные над диагональю. Их коммутаторы находят-
ся из соотношений (9.59) и имеют вид

��12,�23� � &�22��11 � �33�
1
�
�� /4,

��13,�23� � �23

"
�	� /4 � 1��13 � &�33

1
�
�� /4

#
,

��12,�13� �
"
�	� /4 � 1��13 � &�11

1
�
�� /4

#
�12� (9.72)

Ассоциативная алгебра �
��3; �� является алгеброй Хопфа
с коединицей ������� � E, т.е. ���
�� � Æ
�, коумножением
"���� � ����) ���� вида

"�12 � �11 ) �12 � �12 ) �22 � �22�13 ) �32,

"�21 � �21 ) �11 � �22 ) �21 � �22�23 ) �31,

"�23 � �22 ) �23 � �23 ) �33 � �21�21 ) �13,
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"�32 � �32 ) �22 � �33 ) �32 � �21�31 ) �12,

"�13 � �11 ) �13 � �12 ) �23 � �13 ) �33,

"�31 � �31 ) �11 � �32 ) �21 � �33 ) �31,

"�11 � �11 ) �11 � �21�12 ) �21 � /2�13 ) �31,

"�22 � �22 ) �22 � �21�21 ) �12 � �22�23 ) �32,

"�33 � �33 ) �33 � �22�32 ) �23 � /2�31 ) �13 (9.73)

и антиподом (9.62), где

���12� � �21	�
��

2
� &�22�23

1
�
��

��

2
, ���21� � �12	�

��

2
� &�22�32

1
�
��

��

2
,

���23� � �32	�
��

2
� &�21�12

1
�
��

��

2
, ���32� � �23	�

��

2
� &�21�21

1
�
��

��

2
,

���13� � �31	�
2 ��

2
� �13��

2 ��

2
� &
1
2
��33 � �11�

1
�
��/4,

���31� � �13	�
2 ��

2
� �31��

2 ��

2
� &
1
2
��33 � �11�

1
�
��/4,

���11� � �11	�
2 ��

2
� �33��

2 ��

2
� &
1
2
��13 � �31�/��/4,

���33� � �33	�
2 ��

2
� �11��

2 ��

2
� &
1
2
��13 � �31�/��/4,

���22� � �22� (9.74)

Подстановка конкретных значений контракционных параметров в фор-
мулы данного раздела дает описание квантовых деформаций всех ор-
тогональных групп Кэли–Клейна при � � 3. Рассмотрим некоторые из
них.

9.3.3. Квантовая группа Евклида �0
��2�. При контракции

�1 � �1 получаем квантовую группу Евклида 10��2� � �
��3; �1, �2 �
� 1�, / � �1� Из соотношений �4, ��-ортогональности находим �11 �
� 1, �22 � �33, �23 � ��32, а из уравнений (9.59) устанавливаем, что
все эти генераторы коммутируют и образуют группу �
�2�� Это дает
основания ввести обозначения �22 � �33 � 	
��, �23 � ���� � ��32,
с учетом которых матрица генераторов запишется

���1� �

�
1 �1�12 �1�13

�1�21 	
�� ����
�1�31 � ���� 	
��

�
*�
� � �1 �1

� �
�

�
, (9.75)

где из уравнений �4, ��-ортогональности

�21 � ���12 	
��� �13 ����� &
�

2
�����,

�31 � �12 ����� �13 	
��� &
�

2
�1� 	
���� (9.76)

В формуле (9.75) показано распределение нильпотентных параметров
по элементам матрицы образующих, причем, учитывая симметрию это-
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го распределения относительно главной диагонали, только над диаго-
налью. Точка � отвечает комплексным элементам.
Коммутационные соотношения независимых образующих перепи-

шем следующим образом:

��12, ����� � &4 	
���1� 	
���,
�����,�13� � &4 ���� 	
��, ��12,�13� � &4�12� (9.77)

Коумножение квантовой группы Евклида задается соотношениями

"�12 � 1) �12 � �12 ) 	
��� �22�13 ) ����,
"�13 � 1) �13 � �12 ) ����� �13 ) 	
��,

"���� � 	
��) ����� ����) 	
��, "� � 1) �� �) 1, (9.78)

антипод имеет вид

���12� � ��12 	
��� �13 ����, ���� � ��,
���13� � ��13 	
��� �12 ����, (9.79)

а коединица равна нулю: ���12� � ���� � ���13� � ���23� � 0�
Если взять за независимые образующие �21, �31, �, то соотношения

(9.76)–(9.79) перепишутся так: из уравнений �4, ��-ортогональности
находим

�12 � ��21 	
��� �31 ����� &
�

2
����,

�13 � ��21 ����� �31 	
��� &
�

2
�1� 	
���, (9.80)

коммутационные соотношения равны

��21, ����� � &4 	
���1� 	
���,
�����,�31� � �&4 ���� 	
��, ��31,�21� � &4�21� (9.81)

Алгебру Хопфа характеризуют коумножение

"�21 � �21 ) 1� 	
��) �21 � ����) �31, "� � 1) �� �) 1,
"�31 � �31 ) 1� ����) �21 � 	
��) �31, (9.82)

антипод

���21� � ��21 	
��� �31 ����� &4 ����, ���� � ��,
���31� � ��31 	
��� �21 ����� &4�	
��� 1�, (9.83)

и коединица ���21� � ���� � ���31� � 0�

9.3.4. Квантовая группа Ньютона �0
�
�2�. Контракция по

второму параметру �2 � �2 дает квантовый аналог цилиндрической
группы или группы Ньютона �0

� �2� � �
��3; �1 � 1, �2�. Аналогично
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предыдущему случаю из условия �4, ��-ортогональности имеем матрицу
генераторов

���2� �

�
	
�� ���� �2�13
� ���� 	
�� �2�23
�2�31 �2�32 1

�
*�
� � � �2

� �2
�

�
, (9.84)

где
�31 � �23 ���� � �13 	
�� � &

�

2
�1� 	
���,

�32 � ��23 	
�� � �13 ���� � &
�

2
����, (9.85)

с коммутационными соотношениями

�����,�23� � &4 	
���	
�� � 1�,
��23,�13� � &4�23, �����,�13� � &4 ���� 	
��� (9.86)

Алгебра Хопфа определяется коумножением

"������ � 	
�� ) ���� � ���� ) 	
��, "��� � 1) � � � ) 1,
"�13 � �13 ) 1� 	
�� ) �13 � ���� ) �23,

"�23 � �23 ) 1� 	
�� ) �23 � �21 ���� ) �13, (9.87)

антиподом вида

���13� � �31 � &
�

2
��33 � �11� � �23 ���� � �13 	
�� � &4�1� 	
���,

���23� � �32 � &
�

2
�21�12 � ��23 	
�� � �13 ���� � &4 ����,

���� � ��, (9.88)

а также коединицей ���12� � ���� � ���13� � ���23� � 0�
Распределение нильпотентной единицы �1 в матрице (9.75) пере-

ходит при отражении от второй диагонали в распределение нильпо-
тентной единицы �2 в матрице (9.84), а множитель / � �1 переходит
в множитель / � �2� Это означает, что квантовая группа Евклида
10��2� изоморфна квантовой группе Ньютона �0

� �2�, как это имеет
место и в недеформированном случае. При замене образующих �31 на
�13, �21 на �23, � на ��, 4 на �4 коммутационные соотношения (9.81)
квантовой группы Евклида переходят в коммутационные соотношения
(9.86) квантовой группы Ньютона, коумножение (9.82) переходит в
(9.87), антипод переходит в (9.88).

9.3.5. Квантовая группа Галилея �0
��2�. При контракции по

двум параметрам �1 � �1, �2 � �2 получаем квантовую группу Галилея
!0��2� � �
��3; �1, �2�, / � �1�2� Условия �4, ��-ортогональности приво-
дят к матрице образующих

���� �

�
1 �1�12 �1�2�13

��1�12 1 �2�23
�1�2�31 ��2�23 1

�
*�
� � �1 �1�2

� �2
�

�
, (9.89)
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где �31 � ��13 � �12�23, а независимые генераторы подчиняются ком-
мутационным соотношениям

��12,�23� � 0, ��23,�13� � &4�23, ��12,�13� � &4�12� (9.90)

Структура алгебры Хопфа задается коумножением

"�12 � 1) �12 � �12 ) 1, "�23 � 1) �23 � �23 ) 1,
"�13 � 1) �13 � �13 ) 1� �12 ) �23, (9.91)

антиподом

���12� � ��12, ���13� � ��13 � �12�23, ���23� � ��23, (9.92)

а также стандартной коединицей ���12� � ���13� � ���23� � 0�

9.4. Квантовые группы евклидова типа ����
 ; �1�

9.4.1. Переход к новому базису. Как уже упоминалось, в общем
случае произвольного � найти решение '"" -уравнений (9.64) для
квантовой группы �
��� ; �� или уравнений (9.4) для �
���� не уда-
ется в силу чрезвычайной громоздкости. Фактически в общем случае
коммутационные соотношения образующих квантовых ортогональных
групп и алгебр получены при � � 3, 4, т.е. для первых представителей
бесконечных серий, соответствующих нечетному и четному � . При
нильпотентном значении первого контракционного параметра �1 � �1,
т.е. в случае квантовых групп евклидова типа �
��� ; �1�, явный вид
коммутационных соотношений получен в работе [215] для произволь-
ного � .
Квантовая группа �
���� рассматривается вместе со своим дей-

ствием Æ (9.29) на квантовом векторном пространстве !5
� (9.27).

Осуществляется переход от симплектических образующих �1, . . . ,�5
квантового пространства !5

� к новым образующим 4
 �
�

��
��� c
помощью матрицы � :

� �
1�
2

5�
��1,� 
���

�9���� � &9������ �
�
2 ���1

2
��1
2
�

�
1�
2

	���������


1 . . . 0 0 0 . . . 2 1

���
� � �

���
���

��� � �
� ���

0 . . . 1 0 2 � . . . 0
0 . . . 0

�
2 0 . . . 0

0 . . . & 0 �&2 � . . . 0
��� � �

� ���
���

���
� � �

���
& . . . 0 0 0 . . . �&2 1

�����������
,

9� � 1, 9�� � �&2 � , � � 1, . . . ,� , � �
�
� � 1
2

�
� (9.93)
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Обратная матрица дается выражением

��1 �
1�
2

5�
��1,� 
���

�9�1� ��� � &9�1�� ����� �
�
2 ���1

2
��1
2
�

�
1�
2

	���������


1 . . . 0 0 0 . . . �&
���

� � �
���

���
��� � �

� ���
0 . . . 1 0 �& . . . 0
0 . . . 0

�
2 0 . . . 0

0 . . . 2� � 0 &2� � . . . 0
��� � �

� ���
���

���
� � �

���
2� 1 . . . 0 0 0 . . . &2� 1

�����������
� (9.94)

В результате получаем квантовую группу �
����, описываемую соот-
ношениями (9.18),(9.34), в которых матрица A�1 заменена на матрицу
� . Коммутационные соотношения (9.27) образующих квантового про-
странства перепишем в виде

4
4� � 24�4
 � 4
�4�� � 24��4
� � &�4
�4� � 24�4
� � 4
4�� � 24��4
�,

& � �, & � &�, � � ��,

4��4
� � 24��4
� � 4�4
 � 24
4� � �&�4��4
 � 24
4�� � 4�4
� � 24
�4���,

& � �, & @ &�, � � ��,

4
�4� � 24�4
� � 4
4�� � 24��4
 � �&�4
4� � 24�4
 � 4
�4�� � 24��4
��,

& � �, & � &�, � @ ��,

�4
, 4
� � � &
22 � 1
22 � 1

7�
��
	1

�
1� 22

2

���


�42� � 42����

�&
22 � 1
22 � 1

�
1� 22

2

�7�


42��1
2
� (9.95)

Квадратичная форма (9.28) становится диагональной

4� �04 � 1� 22��

1� 22

7�
��1

�
1� 22

2

��

�42� � 42��� �
1� 22��

1� 2

�
1� 22

2

�7

42��1
2
�

(9.96)
Последние слагаемые в формулах (9.95),(9.96), порождающие средние
строки и столбцы в матрицах, присутствуют только при нечетном � .
Утверждение 9.4.1. При вещественном 2 � � новые образующие 4 �
��� порождают вещественное квантовое пространство !5

� �� �.
Антиинволюция �� � 0�� и свойство ��0� � � матриц (9.93) и

(9.24), где для числовой матрицы � антиинволюция сводится к ком-
плексному сопряжению, немедленно приводят к вещественности новых
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образующих 4� � 4. Действительно, 4� � ����� � ���� � ��0�� �
��� � 4.
Аналогично, новые образующие � � �"��1 обладают свойством

�� � � и порождают вещественную квантовую группу �
��� ; � �
(напомним, что " � � 0�" �0���1).
Образующие 4, полученные из симплектических образующих � с

помощью матрицы � (9.93), отличаются от декартовых образующих
5, полученных с помощью матрицы A (9.36). У каждого варианта
есть свои преимущества. Так, матрица A не зависит от параметра
деформации 2, в то время как матрица � зависит. Вместе с тем, для
образующих 4 особенно просто задается антиинволюция 4� � 4, тогда
как 5� � 0 �5.

9.4.2. Контракция �1 # �1. Поскольку в новом базисе квадра-
тичная форма (9.96) диагональна, переход к квантовому пространству
!5

� ��� и квантовой группе �
��� ; �� Кэли–Клейна осуществляется
стандартными преобразованиями (9.56)–(9.57), т.е. заменой

4� � �1, ��4�, ��� � ��, �����, 4 � �1,��3, (9.97)

где �, � � 1, . . . ,� и 4 � �� 2 заменяется на новый параметр дефор-
мации 3. При �1 � �1, �� � 1, � @ 1 квантовое пространство !5

� ��1�
«расслаивается» на одномерную базу �41	, порождаемую образующей
41, и �� � 1�-мерный слой — квантовый аналог евклидова пространства
$5�1. Подстановка (9.97) в формулы (9.95) приводит к квантовому
евклидову пространству $5�1

� �42, . . . , 45 � с коммутаторами

�4�, 4�� � 0, �, � � � , �4�, 45 � � �&34�, � � 2, . . . ,� � 1� (9.98)

Замечание 9.4.1. При �1 � �1 образующие 4� совпадают с образующими
5�, полученными из �� по формуле (9.10) с матрицей A из (9.36),
поскольку в рассматриваемом пределе матрицы � и A�1 равны.
Алгоритм нахождения коммутационных соотношений образующих

квантовой евклидовой группы �
��� ; �1� � 1��� � 1� включает три
этапа:
(i) подстановку преобразований (9.97) при �1 � �1 в действие Æ�4��

квантовой группы на квантовом пространстве, что дает часть коммута-
торов;
(ii) анализ условий �3, ��-ортогональности (9.34) при �1 � �1;
(iii) нахождение недостающих коммутаторов из '�� -соотношений

(9.18) после преобразований (9.97) при �1 � �1 и удержания слагаемых
порядка �21 .
В результате получаются следующие коммутационные соотноше-

ния:
����,�.(� � 0, ���,��� � &3�Æ5��� � Æ5����,

���,�.(� � &3���5( � Æ5(�Æ�. � ��.5 � Æ.5 ���(�, (9.99)
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где �� � ��1, �, �, �, ( � 2, . . . ,� . Структура алгебры Хопфа описывает-
ся коединицей

������ � Æ��, ����� � 0, (9.100)

коумножением

"����� �
5�
.�2

��. ) �.�, "���� � �� ) E �
5�
��2

��� ) �� (9.101)

и антиподом

������ � ���, ����� � �
5�
��2

��� ) ��� (9.102)

Замечание 9.4.2. Из (9.99) и (ii) следует, что матрицы �� � ����� пред-
ставляют собой обычные ортогональные матрицы с коммутативными
элементами.

9.4.3. Квантовые евклидовы группы Кэли–Клейна. Если при-
менить преобразования (9.97) в полном объеме, т.е. не считать �� � 1
при � @ 1, то получим квантовые евклидовы группы Кэли–Клейна
1��� � 1; ��� � �
�� ; �1, ���, действующие на квантовом пространстве
15�1
� с коммутационными соотношениями (9.98) при любых ��. Группы

1��� � 1; ��� характеризуются коммутационными соотношениями
���,��� � 0, ��5 ,��� � &3��, �, � � � ; ����,�.(� � 0,

���,�.(� � &3
�2,��

�2, ���(, "�

"�
�(,���5( � Æ5(

�
Æ�.�

���, (�
�
��,���.5 � Æ.5 ���(

�#
, (9.103)

коединицей (9.100), коумножением

"���� � �� ) E �
��

��2

��� ) �� �
5�

���	1

��, ��2��� ) ��,

"����� �

��
.�2

��, ��2��. ) �.� �
��

.��	1

��. ) �.��

�
5�

.��	1

��, ��2��. ) �.�, � � �����, �	, � � �����, �	 (9.104)

и антиподом

����� � �
��

��2

��� ) �� �
5�

���	1

��, ��2��� ) ��, ������ � ���� (9.105)
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9.4.4. Квантовая группа ���2; �2� евклидова типа. При � � 3
действие квантовой группы 1��2; �2� на квантовом пространстве 12� �
� �42, 43��43, 42� � &342	 задается формулой

Æ

�
1
42
�243

�
�

�
1 0 0
�2 �22 �2�23
�2�3 �2�32 �33

�
�)
�

1
42
�243

�
� (9.106)

Образующие квантовой группы связаны условиями �-ортогональности

�222 � �22�
2
32 � 1, �233 � �22�

2
23 � 1, �22�23 � �32�33 � 0 (9.107)

и подчиняются коммутационным соотношениям

��3,�2� � &3�2, ��2,�22� � &3��32 � �23�22�,

��2,�23� � &3��33 � 1� �22�
2
23�, ��2,�32� � &3��33 � 1��22,

��2,�33� � �22 &3��33 � 1��23, ��3,�22� � �22 &3�23�32, ��3,�23� � &3�23�33,

��3,�32� � &3�33�32, ��3,�33� � &3��233 � 1�� (9.108)

Структура алгебры Хопфа задается коединицей (9.100), коумножением

"��22� � �22 ) �22 � �22�23 ) �32, "��33� � �33 ) �33 � �22�32 ) �23,

"��23� � �22 ) �23 � �23 ) �33, "��32� � �32 ) �22 � �33 ) �32,

"��2� � �2 ) 1� �22 ) �2 � �22�23 ) �3,

"��3� � �3 ) 1� �32 ) �2 � �33 ) �3 (9.109)

и антиподом, который находится из (9.105) в виде

������ � ���, ���2� � ��22�2 � �22�32�3, ���3� � ��23�2 � �33�3�
(9.110)

При контракции �2 � �2 для квантовой группы Галилея !��2� из
условия (9.107) получаем �22 � �33 � 1, �23 � ��32. Среди коммутато-
ров (9.108) остаются только три

��3,�2� � &3�2, ��3,�23� � &3�23, ��3,�32� � &3�32, (9.111)

тогда как остальные обращаются в ноль. Эти коммутаторы, антипод

���32� � �23 � ��32, ���2� � ��2,
���3� � ��3 � �23�2 � ��3 � �32�2 (9.112)

и коумножение

"��2� � �2 ) 1� 1) �2, "��32� � �32 ) 1� 1) �32,

"��3� � �3 ) 1� �32 ) �2 � 1) �3 (9.113)

совпадают с соответствующими выражениями (9.90)–(9.92) раздела
9.3.5, а также с формулами в работе [216].
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9.5. Квантовые алгебры ����
 ; �� как двойственные
к ����
 ; ��

9.5.1. Определения. В соответствии с теорией квантовых
деформаций групп и алгебр Ли [72] двойственное пространство
)����
��� ; ��, � � к алгебре функций, заданных на квантовой группе
�
��� ; ��, есть алгебра с умножением, индуцированным коумножени-
ем " в �
��� ; ��

�1�2��� � ��1 ) �2��"����, (9.114)

где �1, �2 � )����
��� ; �; �, � �, � � �
��� ; ��� Введем формально
верхне- ��� и нижне- ��� треугольные матрицы 6������ следующим
образом: недиагональный матричный элемент матрицы 6������ умножа-
ется на ��1� , если соответствующий матричный элемент матрицы " ���
содержит параметр ��. Например, если элемент �" ����12 � �1,12 � �2�,12,
то �6�	�����12 � ��11 �12 � ��12

��12. Формально матрицы 6������ не опреде-
лены при нильпотентных значениях параметров �� � ��, поскольку �

�1
�

не определены, но �
���

� представляют собой функционалы над ,��, по-

этому когда рассматривается действие матрицы функционалов 6������
на элементы квантовой группы �
��� ; ��, задаваемое соотношением
двойственности

�6������," ���� � '������, (9.115)

где

'�	���� � *'����* , '������ � '�1
� ���, *�) � � � ) �, (9.116)

то получаются вполне определенные выражения даже при �� � ��.
Элементы матрицы 6������ удовлетворяют коммутационным соот-

ношениям

'�	����6
�%�
1 ���6

�%�
2 ��� � 6

�%�
2 ���6

�%�
1 ���'�	����, K � 
,

'�	����6
�	�
1 ���6

���
2 ��� � 6

���
2 ���6

�	�
1 ���'�	����, (9.117)

а также дополнительным соотношениям �4, ��-ортогональности

6������0�����6�������� � 0����,

�6���������0������16������ � �0������1,

�
�	�
�� �

���
�� � �

���
�� �

�	�
�� � 1, �

�	�
11 . . . �

�	�
55 � 1, � � 1, . . . ,�� (9.118)

Определение 9.5.1. Алгебра 
���� ; �� � �E,6������	, порождаемая об-
разующими 6������ и единицей E, называется квантовой ортогональной
алгеброй Кэли–Клейна.
Она является алгеброй Хопфа с коумножением ", коединицей � и

антиподом � вида

"6������ � 6������ �)6������, ��6������� � E,
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��6������� � 0�����6���������0������1� (9.119)

Можно показать, что алгебра 
���� ; �� изоморфна квантовой де-
формации [104] универсальной обертывающей алгебры для алгебры
Кэли–Клейна 
��� ; ��, которые подробно рассматриваются в главе 10.
Таким образом, имеется по крайней мере два способа построения
квантовых алгебр Кэли–Клейна.

9.5.2. Пример: �
��3; �� и ����3; ��. Для простейшей кванто-
вой ортогональной группы �
��3; ��, � � ��1, �2� матрица симплектиче-
ских образующих записывается в виде

" ��� �

	
 ,11 � &�1�2�,11 �1,12 � &�2�,12 ,13 � &�1�2�,13
�1,21 � &�2�,21 ,22 �1,21 � &�2�,21
,13 � &�1�2�,13 �1,12 � &�2�,12 ,11 � &�1�2�,11

�� , (9.120)

а ее '-матрица получается из стандартной заменой параметра дефор-
мации (9.66):

'���� � '��4 � /4� �

�

	�����������


�*� � � � �
� 1 � � �
� � ��*� � �
� 2 �� /4 � 1 �
� � �2��*��2 �� /4 � 1
� � � � �
� � 2�1� ��*�� �� /4 � �2��*��2 �� /4
� � � � �
� � � � �

,

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
1 � � �
� ��*� � �

2 �� /4 � 1 �
� � � �*�

������������
, (9.121)

где / � �1�2� Если хотя бы один из контракционных параметров �1, �2
равен нильпотентной единице, то '-матрицу можно записать в виде

'���� � E � /4 �', (9.122)

где
� �'�11 � � �'�99 � 1, � �'�33 � � �'�77 � �1,
� �'�42 � � �'�86 � 2, � �'�53 � � �'�75 � �2, (9.123)
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а все остальные элементы матрицы �' равны нулю. Коммутаторы обра-
зующих и дополнительные соотношения �4, ��-ортогональности можно
получить из уравнений (9.64),(9.65) прямыми вычислениями, поэтому
основное внимание уделим построению квантовой алгебры 
���3; ��.
Матричные функционалы 6���� имеют вид

6�	���� �

	
 �11 ��11 �12 � &��12
��12 �13 � &��11 ��12

��13
0 1 ��11 �21 � &��12

��21
0 0 ��111

�� , (9.124)

6������ �

	
 ��111 0 0
����11 �21 � &��12

��21� 1 0
���13 � &��11 ��12

��13� ����11 �12 � &��12
��12� �11

�� � (9.125)

Их действие на генераторы (9.120) квантовой группы �
��3; �� задает-
ся соотношениями (9.115) и оказывается равным [148]:

�11�,22� � 1, �11�,11� � 	� /4, �11��,11� � � 1
�
�� /4,

�12��,21� � �&�21 1� �� /4, �12��,12� � &�21
1
2�

�
��
3��
2
� ��

��

2

�
,

�12�,12� �
1
2

�
	�
3��
2
� 	� ��

2

�
� ��12��,12�, ��12�,21� � &�22

1
�
�� /4,

��12�,12� � �&�22 12� �
��
3��
2
� ��

��

2

�
, �21��,12� � �&�21 1� �� /4,

�21��,21� � &�21
1
2�

�
��
3��
2
� ��

��

2

�
, ��21�,12� � &�22

1
�
�� /4,

��21�,21� � �&�22 12� �
��
3��
2
� ��

��

2

�
, �13�,13� �

1
2
�	� 2/4 � 1� � ��13��,13�,

�13��,13� � �& 1� �2 �� /4 � �� 2/4� , ��13�,13� � &/ �2 �� /4 � �� 2/4� ,

�21�,21� �
1
2

�
	�
3��
2
� 	� ��

2

�
� ��21��,21�� (9.126)

Здесь выписаны только ненулевые выражения. В соответствии с допол-
нительными соотношениями (9.118) квантовая алгебра 
���3; �� имеет
три независимых генератора, например �11, �12,��12� Коммутаторы этих
генераторов находятся из (9.117) и равны

�11�12	�/4 � �12�11 � &�21 �11
��12 1� ��/4,

�11��12	�/4 � ��12�11 � �&�22 �11�12 1� ��/4,�
�12,��12� � 2& �1� �211

�
/��

��

2
� &

�
�22 �

2
12 � �21

��212� 1� ����2 � (9.127)

Квантовый аналог универсальной обертывающей алгебры для ал-
гебры 
��3; �;#02� � �#01,#02,#12	 с генератором вращения #02 в
качестве примитивного элемента алгебры Хопфа получен в работах
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[101, 125]. Структура алгебры Хопфа квантовой алгебры 
���3; �;#02�
определяется соотношениями (10.14) раздела 10.3.1. Достаточно опре-
делить коумножение, коединицу, антипод и коммутаторы только для
генераторов алгебры 
���3; �;#02�. На всю универсальную обертываю-
щую алгебру они распространяются по линейности.
Изоморфизм 
���3; �;#02� и квантовой алгебры 
���3; �� легко уста-

навливается с помощью следующих соотношений между генераторами
и параметрами деформации:

�11 � ���802 , �12 � /-#01�
��802�2, ��12 � /-#12�

��802�2,

4 � �&4, - � &
�
2�
�
��� /4

�1�2
� (9.128)

Квантовые аналоги неполупростых групп и алгебр Кэли–Клейна по-
лучаются при нильпотентных значениях контракционных параметров.
В частности, �1 � �1, �2 � 1 приводит к квантовой евклидовой группе
1��2� и соответствующей алгебре (ср. [125, 205]), а �1 � �1, �2 � �2
дает квантовую галилееву группу !��2� и алгебру (ср. [101, 124]). Та-
ким образом, квантовые ортогональные алгебры Кэли–Клейна можно
построить как двойственные объекты к соответствующим квантовым
группам или с помощью контракций квантовых ортогональных алгебр.
При �1 � �2 � 1 имеем квантовую группу �
��3� и квантовую алгеб-

ру 
���3�. Пометим штрихом элементы матрицы образующих квантовой
группы �
��3�, записанные в виде (11.6), и отвечающие им генераторы
квантовой алгебры 
���3�. Тогда все формулы для �
��3; �� и 
���3; ��
можно получить из соответствующих формул для �
��3� и 
���3�
следующим преобразованием образующих и параметра деформации:

,�11 � ,11, �,�11 � �1�2�,11, ,�12 � �1,12, �,�12 � �2�,12,
,�13 � ,13, �,�13 � �1�2�,13, ,�21 � �1,21, �,�21 � �2�,21,

4 � /4,

�11 � ��11, �12 � �1�
�
12, ��12 � �2���12, �21 � �1�

�
21, ��21 � �2���21,

�13 � ��13, ��13 � �1�2���13� (9.129)

Нетрудно заметить, что преобразование генераторов квантовой алгеб-
ры обратно к преобразованию образующих квантовой группы. Если
образующие ,
� умножаются на некоторое произведение /
� контрак-
ционных параметров, то генератор �
� умножается на /

�1

� с тем, чтобы

действие �
��,
��, вытекающее из соотношения двойственности (9.115),
было определено при нильпотентных значениях параметров.
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КВАНТОВЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ

КЭЛИ–КЛЕЙНА ВО ВРАЩАТЕЛЬНОМ БАЗИСЕ

Компактные '"" -соотношения (9.4) предыдущей главы, задающие
в неявном виде коммутационные соотношения образующих квантовых
групп, весьма изящны с теоретической точки зрения, но являются
чрезвычайно непрактичными при явном нахождении коммутаторов,
поскольку приводят к необходимости решать переопределенную си-
стему уравнений. Такие же соображения в полной мере применимы
и к '66-соотношениям (9.117) для образующих квантовых алгебр.
В общем виде коммутационные соотношения образующих квантовых
ортогональных групп и алгебр получены при � � 3, 4, т.е. только для
первых представителей бесконечных серий соответствующих нечетно-
му и четному � . При произвольном � в явном виде коммутационные
соотношения образующих найдены для евклидовых квантовых ортого-
нальных групп [215] и алгебр [104], отвечающих в недеформированном
случае группам движений пространств с нулевой кривизной и их ал-
гебрам Ли.
Для квантовых ортогональных алгебр Кэли–Клейна более подхо-

дящими являются вращательные образующие. В работах [101–104]
развит рекурсивный метод (an embedding method) нахождения кван-
товой структуры евклидовой алгебры 
���� � 1; �1�, отталкиваясь от
известной квантовой структуры всех ее подалгебр 
�����. В дан-
ной главе этот метод распространяется на все алгебры Кэли–Клейна

���� � 1; �1, ���, �� � ��2, . . . , �5 �.

10.1. Рекурсивный метод построения квантовой
структуры евклидовых алгебр

10.1.1. Классические евклидовы алгебры ���� % 1; �1�. Клас-
сическая алгебра 
��� � 1; �1�, отвечающая группе движений плоского
евклидова пространства $��� размерности � , порождается генерато-
рами #
�, &, � � 0, 1, . . . ,� , & � �, удовлетворяющими коммутационным
соотношениям вида

�#0
,#0�� � 0, �#
�,#0�� � Æ
�#0� � Æ��#0
,

�#
�,#��� � Æ
�#�� � Æ��#
� � Æ��#
� � Æ
�#��� (10.1)

Генератор #0� при � � 1, . . . ,� представляет собой инфинитезималь-
ный оператор трансляции вдоль декартовой оси �� евклидова простран-
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ства $��� , а генератор #
� при &, � � 1, . . . ,� , & � � есть инфинитези-
мальный оператор вращения в двумерной плоскости, натянутой на оси
�
 и ��. Оператор Казимира (центральный элемент второго порядка)
имеет вид

0�2� � #2
05 �

5�1�
��1

#2
0�� (10.2)

Универсальная обертывающая евклидовой алгебры 
��� � 1; �1�
есть классическая алгебра Хопфа с кокоммутативным коумножением,
коединицей и антиподом вида

"# � E )# �# ) E, "E � E ) E, ��#� � 0, ��#� � �#, (10.3)
где # � #
�, & � �, &, � � 1, 1, . . . ,� .
Определение 10.1.1. Элемент % алгебры Хопфа называется прими-
тивным, если "�% � � E ) % � % ) E.
Классическая алгебра Хопфа имеет только примитивные элементы.

10.1.2. Квантовые евклидовы алгебры ����� % 1; �1�.
Алгебра Евклида 
��� � 1; �1� содержит � евклидовых подалгебр

��� ; �; �1�, которые отвечают евклидовым пространствам размерности
� � 1, получающимся из $��� удалением оси ��, где � пробегает
значения от 1 до � . Пусть задана евклидова алгебра 
��� � 1; �1�
вместе с квантовой алгеброй 
���� ; �1�. Рассмотрим � � 1 евклидовы
подалгебры 
���� ; �; �1�, � � 1, . . . ,� � 1, и запишем для них
копроизведения и деформированные коммутационные соотношения.
Тогда
1. Принимаем, что структура алгебры Хопфа для подалгебр


���� ; �; �1� при � � 1, . . . ,� � 1 представляет собой ограничение
квантовой структуры алгебры 
���� � 1; �1�.

2. В качестве копроизведения и деформированных коммутационных
соотношений квантовой алгебры 
���� � 1; �1� выбираем простей-
шие выражения, согласованные с этими ограничениями.

3. Проверяем самосогласованность полученной квантовой структу-
ры выполнением условия, что коумножение есть гомоморфизм
алгебры Хопфа.

Последовательное применение алгоритма, начиная с � � 3, приво-
дит к следующему коассоциативному отображению алгебры . (алгебре
формальных многочленов по 4 с коэффициентами из универсальной
обертывающей алгебры �
���� � 1; �1�):

"# � E )# �# ) E, # � �#05 ;#
�, &, � � 1, . . . ,� � 1	,
"#0� � �����2�80� )#0� �#0� ) ����2�80� , � � 1, . . . ,� � 1,

"#�5 � �����2�80� )#�5 �#�5 ) ����2�80��

�
��1�
	�1

�

2
#	��

����2�80� )#0	 �
��1�
	�1

#0	 ) ����2�80�
�

2
#	��
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�
5�1�
	��	1

�

2
#�	�

����2�80� )#0	 �
5�1�
	��	1

#0	 ) ����2�80�
�

2
#�	, (10.4)

а также к деформированным коммутационным соотношениям

�#�5 ,#0�� �
1
�
���4#05 �, � � 1, . . . ,� � 1,

�#
5 ,#�5 � � #
� 	��4#05 � �
�2

4

�

�1�
	�1

#0	8	
��

�
��1�
	�
	1

#0	8
	� �
5�1�
	��	1

#0	8
�	

�
, & � �, (10.5)

где
8
�	 � #0
#�	 �#0�#
	 �#0	#
� (10.6)

при & � � � 
, &, �, 
 � 1, . . . ,� � 1� Остальные коммутаторы не изме-
няются и даются формулами (10.1).
Следующая теорема доказывается прямыми вычислениями.

Теорема 10.1.1. Для любого � @ 4 алгебра ., оснащенная ко-
умножением (10.4), деформированными коммутационными соотно-
шениями (10.5), коединицей ��#0�� � ��#
�� � 0, �&, � � 1, . . . ,�� и
антиподом

��#� � ���5�1����2�80�#���5�1����2�80� � (10.7)

�


��
�#0�, � � 1, . . . ,� ,при # � #0�,

�#��, �,� � 1, . . . ,� � 1,при # � #��,
�#�5 � �� � 1��2#0�, � � 1, . . . ,� � 1,при # � #�5 ,

есть деформированная алгебра Хопфа (обозначаемая �
���� � 1; �1�
или просто 
���� � 1; �1�) универсальной обертывающей алгебры
для � -мерной евклидовой алгебры 
��� � 1; �1�.
Замечание 10.1.1. В отличие от случая малой размерности в выра-
жения (10.4) и (10.5), полученные вложением, не требуется добав-
лять слагаемые, чтобы обеспечить свойства копроизведения, требуемые
структурой алгебры Хопфа. Поэтому четырехмерный случай можно
рассматривать как краеугольный для полученной � -мерной деформа-
ции.
Замечание 10.1.2. Трехиндексные символы 8
�	 (10.6) — это квадра-
тичные операторы Казимира классических трехмерных подалгебр Ли

��2� 1; �1�, которые интерпретируются как операторы Паули–Любань-
ского в �2� 1� алгебре Пуанкаре (отсюда обозначение 8 ).
Замечание 10.1.3. Деформации евклидовых алгебр малых размерно-
стей �� � 2, 3� также можно включить в формулировку теоремы 10.1.1.
В этом случае суммы вне пределов описанных множеств следует рас-
сматривать как нулевые, так что 8
�	 в (10.5) вообще не появляются.
При таком соглашении теорема 10.1.1 справедлива для любого � � 2�
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Замечание 10.1.4. Как и в случае квантовых ортогональных групп (см.
раздел 9.4), полная структура алгебры Хопфа при произвольном �
может быть найдена в явном виде только для контрактированных
по первому параметру �1 � �1 квантовых евклидовых групп, а также
квантовых евклидовых алгебр. В случае квантовых групп наибольшие
трудности связаны с нахождением коммутационных соотношений об-
разующих, а в случае квантовых алгебр с нахождением двойственной
структуры — копроизведения образующих.
Утверждение 10.1.1. Квантовый аналог оператора Казимира (10.2)
равен

0��2� �
4

�2

�
��

�
�

2
#05

��2
�

5�1�
��1

#2
0�� (10.8)

Это утверждение, а также тот факт, что классический предел 4 � 0
приводит к евклидовой алгебре 
��� � 1; �1�, проверяется непосред-
ственными вычислениями.

10.2. Квантовые евклидовы алгебры Кэли–Клейна

Стандартные преобразования генераторов алгебры 
��� � 1; �1�, до-
полненные преобразованием параметра деформации, которые в данном
случае имеют вид

#01 � #01, #0� � �1, ���1#0�,

#
� � �&, ���1#
�, 4 � �1,��4, &, � � 1, . . . ,� , (10.9)

примененные к формулам предыдущего раздела, приводят к квантовым
евклидовым алгебрам Кэли–Клейна 
���� � 1; �1, ���, �� � ��2, . . . , �5 �.
В этой главе значения индексов генераторов начинаются с нуля,

а не с единицы, тогда как контракционные параметры по-прежнему
нумеруются с единицы. Поэтому вместо (9.58) для обозначения про-
изведения контракционных параметров используем определение (1.27),
которого будем придерживаться на протяжении данной главы.
Алгебры 
���� � 1; �1, ��� характеризуются (приведем только изме-

нившиеся по сравнению с (10.4) и (10.5) формулы) коумножением

"#�5 � �����2�80� )#�5 �#�5 ) ����2�80��

��
2
��,��2

��1�
	�1

�
#	��

����2�80� )#0	 �#0	 ) ����2�80�#	�

�
�

�
�

2

5�1�
	��	1

�
,��2
�
#�	�

����2�80� )#0	 �#0	 ) ����2�80�#�	

�
, (10.10)
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деформированными коммутационными соотношениями

�#
5 ,#�5 � � ��,��2
�
#
� 	��4#05 � �

�2

4

�

�1�
	�1

�&,��2#0	8	
�����

�
��1�
	�
	1

�
,��2#0	8
	���� �
5�1�
	��	1

�
,��2#0	8
�	���

�)
, & � �,

8
�	��� � �&, ��2#0
#�	 �#0�#
	 �#0	#
�, & � � � 
 (10.11)

и антиподом
��#� � ���5�1����2�80�#���5�1����2�80� � (10.12)

�


��
�#0�, при # � #0�,
�#��, при # � #��,

�#�5 � ��,��2�� � 1��2#0�, при # � #�5 ,

где � � 1, . . . ,� , �,� � 1, . . . ,� � 1. Квантовый оператор Казимира
второго порядка находится из (10.8) преобразованием

0��2; �� � �1,��20��2;�� � 4

�2

�
��

�
�

2
#05

��2
�

5�1�
��1

��,��2#2
0��

(10.13)Здесь стрелка обозначает подстановку (10.9).

10.3. Разные сочетания контракций Кэли–Клейна
и структуры алгебры Хопфа для алгебр ����3; �;��

10.3.1. Квантовые алгебры ����3; �;�02�. Рекурсивный метод
построения квантовых деформаций ортогональных алгебр начинается
при � � 2. Квантовый аналог 
���3;#02� универсальной обертывающей
алгебры для алгебры 
��3� во вращательном базисе с генератором
#02 в качестве примитивного элемента алгебры Хопфа определяется
соотношениями

"#02 � E )#02 �#02 ) E,

"# � # ) �
�
2802 � ��

�
2802 )#, # � #01,#12,

��#01� � ��#02� � ��#12� � 0, ��#02� � �#02,
��#01� � �#01 	
� �2 �#12 ���

�

2
, ��#12� � �#12 	
� �2 �#01 ���

�

2
,

�#01,#02� � #12, �#02,#12� � #01, �#12,#01� �
1
�
���4#02�� (10.14)

Элемент второго порядка, принадлежащий центру алгебры Хопфа, име-
ет вид

0��2� �
�
2
�
��

��02

2

�2
	
�

�

2
�
�
�#01�

2 � �#12�
2� 2

�
���

�

2
(10.15)

и в пределе 4 � 0 переходит в оператор Казимира алгебры 
��3�.
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Квантовые алгебры Кэли–Клейна 
���3; �;#02� получаются из кван-
товой алгебры 
���3;#02� преобразованием структуры алгебры Хопфа
(10.14) с помощью подстановки

#01 � ��11 #01, #02 � ��1�2�
�1#02, #12 � ��12 #12, 4 � /4�

(10.16)
Множитель / в преобразовании параметра деформации выбирается
минимальным образом так, чтобы, во-первых, максимально сохранить
квантовую структуру и, во-вторых, чтобы новая квантовая структура
была вполне определенной при нильпотентных значениях контракци-
онных параметров. Из анализа выражений (10.14) следует, что множи-
тель / зависит от выбора примитивного элемента квантовой алгебры
и его минимальное значение равно произведению / � �1�2. При этом
коумножение, антипод и деформированные коммутационные соотноше-
ния будут определены при всех значениях контракционных параметров.
В результате получаем

"#02 � E )#02 �#02 ) E,

"# � ���802�2 )# �# ) ��802�2, # � #01,#12,

��#01� � ��#02� � ��#12� � 0, ��#02� � �#02,
��#01� � �#01 	
� �1�2�2 � �21#12

1
�1�2

���
�1�2�

2
,

��#12� � �#12 	
� �1�2�2 � �22#01
1
�1�2

���
�1�2�

2
,

�#01,#02� � �21#12, �#02,#12� � �22#01, �#12,#01� �
1
�
�� 4#02� (10.17)

Оператор Казимира (10.15) принимает вид

0��2; �� �
�
2
�
��

��02

2

�2
	
�

�1�2�

2
�
�
�22#

2
01 � �21#

2
12

� 2
�1�2�

���
�1�2�

2
(10.18)

и в пределе 4 � 0 переходит в оператор Казимира алгебры 
��3; ��.
Квантовая группа �
��3; ��, отвечающая квантовой алгебре 
���3; ��,
рассмотрена в разделе 9.3.2.

10.3.2. Квантовые алгебры ����3; �;��. Коммутационные соот-
ношения алгебры 
��3� во вращательном базисе настолько симметрич-
ны, что они сохраняются при замене любых двух генераторов друг
на друга. В этом смысле генераторы эквивалентны. Введение струк-
туры алгебры Хопфа эту эквивалентность нарушает, поскольку в ал-
гебре 
���3� имеется выделенный примитивный элемент. Контракции
Кэли–Клейна также нарушают эквивалентность генераторов, посколь-
ку один из них умножается на �1�2, а остальные два умножаются
на �1 или �2. Ясно, что структура алгебры Хопфа и схема контрак-
ции Кэли–Клейна в квантовой алгебре Кэли–Клейна 
���3; �� могут
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быть скомбинированы по-разному [105, 147]. Для того чтобы получить
разные комбинации, оставим неизменной схему контракций алгебры
Ли (10.16), а квантовую структуру (10.14) изменим с помощью пе-
рестановки L � �L0,L1,L2� � ��3� индексов вращательных генераторов
#
� �#9�9	 , где L
 � 0, 1, 2, &, � � 0, 1, 2, а ��3� есть группа перестано-
вок третьего порядка. Преобразование параметра деформации (10.16)
с множителем / � �L0,L2� обеспечивает существование структуры ал-
гебры Хопфа для квантовой алгебры 
���3; �;#9092�, которая в самой
общей форме дается выражениями

"#9092 � E )#9092 �#9092 ) E,

"# � ���8�0�2
�2 )# �# ) ��8�0�2

�2, # � #9091 ,#9192 ,

��#9091� � ��#9092� � ��#9192� � 0, ��#9092� � �#9092 ,

��#9091� � �#9091 	
�
��

2
�#9192

��0,�2�
�1,�2�

���
��

2
,

��#9192� � �#9192 	
�
��

2
�#9091

��1,�2�
��0,�1�

���
��

2
,

�#9091 ,#9092 � �
��0,�1���0,�2�

��1,�2�
#9192 ,

�#9092 ,#9192 � �
��0,�2���1,�2�

��0,�1�
#9091 ,

�#9192 ,#9091 � �
��0,�1���1,�2�

��0,�2�
1
�
�� 4#9092 � (10.19)

Оператор Казимира (10.15) принимает вид

0��2; �;L� � �21�
2
2

�
1

��0,�2�
2

�
2
�
��

���0�2
2

�2
	
�

��

2
�
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�
�2
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��0,�1�
2
�
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��1,�2�
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�
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���
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2

�
� (10.20)

Напомним, что

�L
,L�� �
����9�,9	��

��1	����9�,9	�

��� (10.21)

Для сохранения копроизведения " будем рассматривать переста-
новки L � ��3�, у которых L0 � L2 (в противном случае из-за ан-
тисимметричности генераторов #9290 � �#9092 необходимо дополни-
тельно заменить 4 на �4, т.е. 2 � �� на 2�1 � ���). Таким обра-
зом, остаются три перестановки. Рассмотренная квантовая алгебра
Кэли–Клейна 
���3; �;#02� (10.17) и ее оператор Казимира (10.18) по-
лучаются из формул (10.19) и (10.20) при тождественной перестановке
L� � �, � � 0, 1, 2.
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10.3.3. Квантовые алгебры ����3; �;�01�. Перестановка L�)� �
� �L0 � 0,L1 � 2,L2 � 1�, при которой 4 � �14, приводит к квантовой
алгебре Кэли–Клейна 
���3; �;#01� с примитивным генратором #01.
Структура ее алгебры Хопфа имеет вид

"#01 � E )#01 �#01 ) E,

"# � ���801�2 )# �# ) ��801�2, # � #02,#12,

��#01� � ��#02� � ��#12� � 0, ��#01� � �#01,
��#02� � �#02 	
� �1�2 �#12�1 ���

�1�

2
,

��#12� � �#12 	
� �1�2 �#02
1
�1
���

�1�

2
,

�#12,#01� � #02, �#01,#02� � �21#12, �#02,#12� � �22
1
�
�� 4#01, (10.22)

а квантовый аналог оператора Казимира равен

0��2; �;L�)�� � �22

�
2
�
��

��01

2

�2
	
�

�1�

2
�
�
#2
02 � �21#

2
12

� 2
�1�

���
�1�

2
�

(10.23)
Квантовая группа �
��3; �;L)�, отвечающая квантовой алгебре

���3; �;#01�, рассмотрена в разделе 11.4.2.

10.3.4. Квантовые алгебры ����3; �;�12�. Наконец, пере-
становка L�))� � �1, 0, 2� в формулах (10.19) дает квантовую алгебру
Кэли–Клейна 
���3; �;#12� со структурой

"#12 � E )#12 �#12 ) E,

"# � ���812�2 )# �# ) ��812�2, # � #01,#02,

��#01� � ��#02� � ��#12� � 0, ��#12� � �#12,
��#01� � �#01 	
� �2�2 �#02

1
�2
���

�2�

2
,

��#02� � �#02 	
� �2�2 �#01�2 ���
�2�

2
,

�#12,#01� � #02, �#02,#12� � �22#01, �#01,#02� � �21
1
�
�� 4#12� (10.24)

С помощью этой же перестановки в (10.20) получаем квантовый опе-
ратор Казимира

0��2; �;L�))�� � �21

�
2
�
��

��12

2

�2
	
�

�2�

2
�
�
�22#

2
01 �#2

02

� 2
�2�

���
�2�

2
�

(10.25)
Строго говоря, квантовые алгебры 
���3; �;#01� и 
���3; �;#12�
изоморфны, тем не менее полезно рассматривать эти алгебры отдельно,
учитывая их кинематическую и геометрическую интерпретацию.
Отметим, что квантовые структуры (10.17), (10.22), (10.24),
отвечающие различному выбору примитивного элемента, получены
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в работе [101] в том числе и для центральных расширений алгебр
Кэли–Клейна. Квантовая группа �
��3; �;L�, отвечающая квантовой
алгебре 
���3; �;#12�, рассмотрена в разделе 11.4.1.

10.3.5. Квантовые алгебры Евклида ���2�. При �1 � �1, �2 � 1
квантовые ортогональные алгебры контрактируются в квантовые ал-
гебры Евклида. Поскольку коумножение " и коединица � не зависят от
контракционных параметров, мы их выписывать не будем, так же как
тривиальные выражения ��#� � �# для антипода. Из формул (10.17),
(10.18) для квантовой алгебры Евклида ���2;#02� � 
���3; �1;#02� по-
лучаем

��#12� � �#12 � �22
�

2
#01, �#01,#02� � 0, �#02,#12� � �22#01,

�#12,#01� �
1
�
�� 4#02, 0��2; �1;L�0�� �

�
2
�
��

��02

2

�2
� �22#

2
01, (10.26)

у которой генератор трансляций #02 является примитивным элементом
алгебры Хопфа. Формулы (10.22),(10.23), отвечающие перестановке
L�)�, дают квантовую алгебру, изоморфную ���2;#02�.
Квантовая алгебра Евклида ���2;#12� � 
���3; �1;#12�, неизоморф-

ная рассмотренной (10.26), находится из формул (10.24), (10.25) и
характеризуется структурой алгебры Хопфа вида

��#01� � �#01 	
� �2�2 �#02
1
�2
���

�2�

2
,

��#02� � �#02 	
� �2�2 �#01�2 ���
�2�

2
,

�#12,#01� � #02, �#02,#12� � �22#01, �#01,#02� � 0,

0��2; �1;L�))�� �
�
�22#

2
01 �#2

02

� 2
�2�

���
�2�

2
� (10.27)

Эта алгебра в качестве примитивного элемента имеет генератор вра-
щений на плоскости Евклида. Ее отличительной особенностью, по
сравнению с ���2;#02�, являются недеформированные коммутационные
соотношения. Таким образом, разные сочетания структуры алгебры
Хопфа и контракций Кэли–Клейна приводят к двум неизоморфным
квантовым аналогам для неполупростых алгебр Ли, отвечающих груп-
пам движений двумерных евклидовых плоскостей. При �2 � & в фор-
мулах (10.26),(10.27) получаем квантовые алгебры Пуанкаре ���2;#02�
и ���2;#12�.

10.3.6. Квантовые алгебры Ньютона ���2�. Контракция по
второму параметру �1 � 1, �2 � �2 приводит к квантовым аналогам
алгебр Ньютона. Для квантовой алгебры 	��2;#02� � 
���3; �2;#02� из
формул (10.17), (10.18) получаем

��#� � �#, # � #02,#12, ��#01� � �#01 � �

2
#12,
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�#01,#02� � #12, �#02,#12� � 0, �#12,#01� �
1
�
�� 4#02,

0��2; �2;L
�0�� �

�
2
�
��

��02

2

�2
�#2

12� (10.28)

Из формул (10.22),(10.23) находим квантовую алгебру Ньютона
	��2;#01� � 
���3; �2;#01� вида

��#01� � �#01, ��#02� � �#02 	
� �2 �#12 ���
�

2
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2
,
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12
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2
� (10.29)

Поскольку соотношения (10.27) переходят в (10.29) при замене #01 �
� �#12, #12 � #01, то получаем изоморфизм квантовых алгебр
���2;#12� и 	��2;#01�.
Подстановка �1 � 1, �2 � �2 в выражения (10.24),(10.25) приводит к

квантовой алгебре Ньютона 	��2;#12� � 
���3; �2;#12�, характеризуе-
мой соотношениями

��#� � �#, # � #02,#12, ��#01� � �#01 � �

2
#02,

�#12,#01� � #02, �#02,#12� � 0, �#01,#02� �
1
�
�� 4#12,

0��2; �2;L
�))�� �
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2
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��12

2

�2
�#2

02� (10.30)

Квантовые алгебры 	��2;#02� и 	��2;#12� изоморфны, поскольку фор-
мулы (10.28) переходят в (10.30) при замене #02 � #12, #12 � �#02
и изоморфны квантовой алгебре Евклида ���2;#02� (10.26).

10.3.7. Квантовые алгебры Галилея ���2�. Контракции по
обоим параметрам �1 � �1, �2 � �2 дают квантовые алгебры Галилея.
Из формул (10.17), (10.18) находим квантовую алгебру ���2;#02�
� 
���3; �;#02� с тривиальным антиподом ��#� � �#, но с деформи-
рованными коммутаторами и оператором Казимира

�#01,#02� � �#02,#12� � 0, �#12,#01� �
1
�
�� 4#02,

0��2; �;L�0�� �
�
2
�
��

��02

2

�2
� (10.31)

Формулы (10.22), (10.23) при нильпотентных значениях обоих
контракционных параметров описывают квантовую алгебру Галилея
���2;#01� � 
���3; �;#01� с нетривиальным антиподом, но недеформи-
рованными коммутаторами и оператором Казимира

��#12� � �#12 � �

2
#02, 0��2; �1;L�)�� � #2

02,

7 Громов Н.А.
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�#01,#02� � �#02,#12� � 0, �#12,#01� � #02, (10.32)

которая оказывается неизоморфной, как алгебра Хопфа квантовой ал-
гебре ���2;#02� (10.31). Наконец, соотношения (10.24), (10.25) приво-
дят к квантовой алгебре Галилея ���2;#12� � 
���3; �;#12� со структу-
рой

��#01� � �#01 � �

2
#02, 0��2; �;L�))�� � #2

02,

�#12,#01� � #02, �#02,#12� � �#01,#02� � 0� (10.33)

Математически квантовые алгебры (10.32) и (10.33) изоморфны,
как алгебры Хопфа, и обе неизоморфны алгебре (10.31). Однако кван-
товые алгебры (10.32) и (10.33) различны, с точки зрения их кинема-
тической интерпретации. Действительно, примитивный оператор #01
алгебры (10.32) интерпретируется как генератор переноса вдоль оси
времени в кинематике Галилея, в то время как примитивный оператор
#12 алгебры (10.33) имеет физический смысл генератора галилеевско-
го буста. Поскольку они входят в коумножение в виде ����

�

2
#01� и

����
�

2
#12� соответственно, то параметр деформации у этих квантовых

алгебр имеет разные физические размерности: �4� � время в случае
���2;#01� и �4� � скорость в случае ���2;#12�.

10.4. Квантовые алгебры Кэли–Клейна ����4; �;��

10.4.1. Квантовые алгебры ����4;�03,�12�. Как мы виде-
ли в разделе 10.3 при стандартной схеме контракций Кэли–Клейна
разные ее сочетания со структурой алгебры Хопфа возникают за
счет выбора разных генераторов алгебры Ли в качестве примитив-
ных элементов. Примитивными элементами алгебры Ли являются мак-
симальные наборы коммутирующих генераторов. В случае алгебры

���4� � �#
�, &, � � 0, 1, 2, 3	 имеется шесть способов выбора двух
некоммутирующих генераторов #
�,#
��� & �� � �� &� �� �� примитивны-
ми элементами. Не все отвечающие им квантовые алгебры допуска-
ют любые контракции Кэли–Клейна. Однако для пары генераторов
#03,#12, когда параметр деформации при переходе к квантовой алгеб-
ре Кэли–Клейна умножается на произведение первых степеней всех
контракционных параметров, оказываются допустимыми все контрак-
ции схемы Кэли–Клейна. Квантовая алгебра 
���4; �;#03,#12� полу-
чена в работе [102]. Начнем рассмотрение с алгебры 
���4;#03,#12�,
которая имеет следующие коумножение ", коединицу �, антипод �
и деформированные коммутационные соотношения:

"# � E )# �# ) E, # � #03,#12,

"# � .� )# �# ).	 
 �
C� ) % � % )C	

�
,

� при �#,% � � �#02,#13�, �#13,#02�,
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� при �#,% � � �#01,#23�, �#23,#01�,

.� � ���803�2 	��
�

2
#12�, C� � ���803�2 ���

�

2
#12�,

��#
�� � 0, &, � � 0, 1, 2, 3,

��#
�� � ���803#
��
��803 , ��#� � �#, # � #03,#12,

��#� � �# 	
� 4 
 % ��� 4,

� при �#,% � � �#01,#13�, �#02,#23�,

� при �#,% � � �#13,#01�, �#23,#02�,

�#12,#01� � #02, �#02,#12� � #01, �#01,#02� � A,

�#03,#13� � #01, �#13,#01� � B , �#01,#03� � #13,

�#23,#02� � B , �#03,#23� � #02, �#13,#23� � A,

�#23,#12� � #13, �#02,#03� � #23, �#12,#13� � #23�

A �
1
�
���4#12� 	��4#03�, B �

1
�
���4#03� 	��4#12�� (10.34)

Квантовые аналоги операторов Казимира второго порядка имеют
вид
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��4�

�
��2�

�

2
#03� 	�

2�
�

2
#12� � ��

2�
�

2
#12� 	�

2�
�

2
#03�

�
�

�
1
�
����4�

�
#2
01 �#2

02 �#2
13 �#2

23

�
,

0�
2 �

1

�2
	
��4� ���4#03� ���4#12� �

1
�
����4� �#01#23 �#02#13� � (10.35)

10.4.2. Квантовые алгебры ����4; �;�03,�12�. Переход
от деформированной алгебры 
���4;#03,#12� к квантовой алгебре
Кэли–Клейна 
���4; �;#03,#12�, где � � ��1, �2, �3�, осуществляется под-
становкой

#
� � �&, ���1#
�, 4 � �1�2�34 � /4, (10.36)

в формулах (10.34), что дает

"# � E )# �# ) E, # � #03,#12,

"#01 � .�#01�� �1
�3
C�#23�, "#02 � .�#02� �

�1
�3
C�#13�,

"#13 � .�#13� �
�3
�1
C�#02�, "#23 � .�#23�� �3

�1
C�#01�,

.�#� � .� )# �# ).	, C�#� � C� )# �# ) C	,

.� � ���803�2 	��
�1�3�

2
#12�, C� � ���803�2 ���

�1�3�

2
#12�,

��#
�� � 0, &, � � 0, 1, 2, 3,

��#
�� � ���803#
��
��803 , ��#� � �#, # � #03,#12,

��#01� � �#01 	
� /4 � �21#13
1
�
��� /4,

7*
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��#02� � �#02 	
� /4 � �21�
2
2#23

1
�
��� /4,

��#13� � �#13 	
� /4 � �22�
2
3#01

1
�
��� /4,

��#23� � �#23 	
� /4 � �23#02
1
�
��� /4,

�#12,#01� � #02, �#02,#12� � �22#01, �#01,#02� � �21A,

�#03,#13� � �22�
2
3#01, �#13,#01� � B , �#01,#03� � �21#13,

�#23,#02� � B , �#03,#23� � �23#02, �#13,#23� � �23A,

�#23,#12� � #13, �#02,#03� � �21�
2
2#23, �#12,#13� � �22#23,

A �
1

�1�3�
����1�34#12� 	��4#03�, B �

1
�
���4#03� 	���1�34#12��

(10.37)
Из выражений (10.35) преобразованиями

0�
1 ��� � �21�

2
2�
2
30

�
1 ���, 0�

2 ��� � �1�
2
2�30

�
2 ���, (10.38)

где стрелка обозначает подстановку (10.36), находим квантовые опера-
торы Казимира

0�
1 ��;L

�0�� �
4

�2
	
��/4�

�
��2�

�

2
#03� 	�

2�
�1�3�

2
#12��

� ��2�
�1�3�

2
#12� 	�

2�
�

2
#03�

�
�

�
�����

��

�
�22�

2
3#

2
01 � �23#

2
02 � �21#

2
13 � �21�

2
2#

2
23

�
,

0�
2 ��;L

�0�� �
1

�1�3�
2
	
��/4� ���4#03� ����1�34#12��

�
��� ��

��

�
�22#01#23 �#02#13

�
� (10.39)

10.4.3. Квантовые алгебры ����4; �;��. Квантовая алгеб-
ра 
���4; �;#03,#12� � 
���4; �;L�0�� является максимально контрак-
тируемым объединением схемы Кэли–Клейна и структуры алгебры
Хопфа, отвечающим тождественной перестановке. Другие комбинации
этих структур находятся с помощью перестановок L � �L0,L1,L2,L3� �
� ��4�, L� � 0, 1, 2, 3 индексов генераторов #
� � #9�9	 в форму-
лах (10.34) и последующего преобразования генераторов типа (10.36).
Множитель / в преобразовании параметра деформации 4 � /�L�4
выбирается минимальным из всех, обеспечивающих определенность
входящих в коумножение выражений вида /�L��L0,L3��14#9093 и
/�L��L1,L2��14#9192 при нильпотентных значениях контракционных
параметров. В случае перестановок с L0 @ L3 и L1 @ L2 параметра де-
формации 4 меняет знак, т.е. 2 заменяется на 2�1. Будем рассматривать
перестановки с L0 � L3 и L1 � L2, при которых сохраняется параметр
деформации. Помимо тождественной L�0�, имеется еще пять пере-
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становок с указанным свойством: L�)� � �0, 1, 3, 2�, L�))� � �1, 0, 2, 3�,
L�)))� � �1, 0, 3, 2�, L�): � � �0, 2, 3, 1� и L�: � � �2, 0, 1, 3�. Для двух
последних перестановок множитель минимален /�L�): �� � /�L�: �� �
� �/ � �1�3, а для остальных — максимален / � �1�2�3. Квантовая
алгебра 
���4; �;L� характеризуется следующими соотношениями:
(i) коумножение

"# � E )# �# ) E, # � #9093 ,#9192 ,

"#9091 � .��L�)#9091 �#9091 ).	�L��
� ��0,�1�

��2,�3�

�
C��L�)#9293 �#9293 )C	�L�

�
,

"#9092 � .��L�)#9092 �#9092 ).	�L��

�
��0,�2�
��1,�3�

�
C��L�)#9193 �#9193 )C	�L�

�
,

"#9193 � .��L�)#9193 �#9193 ).	�L��

�
��1,�3�
��0,�2�

�
C��L�)#9092 �#9092 )C	�L�

�
,

"#9293 � .��L�)#9293 �#9293 ).	�L��
� ��2,�3�

��0,�1�

�
C��L�)#9091 �#9091 )C	�L�

�
,

.��L� � ��*�9��90,93�
�1�8�0�3

�2 	�

�
�������1�2
2��1,�2�

�
,

C��L� � ��*�9��90,93�
�1�8�0�3

�2 ��

�
�������1�2
2��1,�2�

�
, (10.40)

(ii) коединица

��#
�� � 0, &, � � 0, 1, 2, 3, (10.41)

(iii) антипод

��#9�9	� � ��*�8�0�3#9�9	�
�*�8�0�3 ,

��#� � �#, # � #9093 ,#9192 ,

��#9091� � �#9091 	
� /4 �#9193
��0,�1�
��1,�3�

��� /4,

��#9092� � �#9092 	
� /4 �#9293
��0,�2�
��2,�3�

��� /4,

��#9193� � �#9193 	
� /4 �#9091
��1,�3�
��0,�1�

��� /4,

��#9293� � �#9293 	
� /4 �#9092
��2,�3�
��0,�2�

��� /4, (10.42)
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(iv) ненулевые коммутационные соотношения

�#9192 ,#9091 � �
��0,�1���1,�2�

��0,�2�
#9092 ,

�#9092 ,#9192 � �
��0,�2���1,�2�
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��0,�1�
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��1,�3�
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��0,�2�
#9092 ,

�#9193 ,#9293 � � �L1,L3��L2,L3�A�L�,
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��1,�2���2,�3�

��1,�3�
#9193 ,

�#9092 ,#9093 � �
��0,�2���0,�3�

��2,�3�
#9293 ,

�#9192 ,#9193 � �
��1,�2���1,�3�

��2,�3�
#9293 ,

A�L� �
1

�����
	�

�
�����

��0,�3�
#9093

�
��

�
�����

��1,�2�
#9192

�
,

B �L� �
1

�����
��

�
�����

��0,�3�
#9093

�
	�

�
�����

��1,�2�
#9192

�
� (10.43)

10.4.4. Квантовые алгебры ����4; �;�01,�23�. Квантовая
алгебра 
���4; �;#01,#23� получается подстановкой L�): � � �0, 2, 3, 1� в
формулы раздела 10.4.3 и как алгебра Хопфа характеризуется следую-
щей структурой:

"# � E )# �# ) E, # � #01,#23,

"#02 � .�#02� �
�1
�3
C�#13�, "#03 � .�#03�� �1�3C�#23�,

"#12 � .�#12�� 1
�1�3

C�#03�, "#13 � .�#13� �
�3
�1
C�#02�,

.� � ��
3�801�2 	��
�1�

2
#23�, C� � ��
3�801�2 ���

�1�

2
#23�,

��#
�� � 0, &, � � 0, 1, 2, 3,

��#
�� � ���801#
��
��801 , ��#� � �#, # � #01,#23,

��#02� � �#02 	
� �1�34 �#12�1 ��� �1�34,
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��#03� � �#03 	
� �1�34 �#13�1 ��� �1�34,

��#12� � �#12 	
� �1�34 �#02
1
�1
��� �1�34,

��#13� � �#13 	
� �1�34 �#03
1
�1
��� �1�34,

�#23,#02� � #03, �#03,#23� � �23#02, �#02,#03� � �21�
2
2A,

�#12,#01� � #02, �#23,#02� � �22B , �#01,#02� � �21#12,

�#03,#13� � �22�
2
3B , �#13,#01� � #03, �#12,#13� � �22A,

�#13,#23� � �23#12, �#01,#03� � �21#13, �#23,#12� � #13,

A �
1
�1�

	���34#01� ����14#23�, B �
1
�3�

����34#01� 	���14#23��

(10.44)
Квантовые операторы Казимира находятся заменой � на L� индексов

генераторов в формулах (10.35) с последующими преобразованиями
(10.38) и даются выражениями
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,

0�
2 ��;L

�): �� �
�22

�1�3�
2
	
���1�34� ����34#01� ����14#23��

� �����1�3��

�1�3�
�#02#13 �#03#12� � (10.45)

10.4.5. Квантовые алгебры Пуанкаре ���3�. Квантовые ана-
логи �2 � 1� алгебры Пуанкаре получаются при �1 � �1, �2 � &, �3 � 1
в формулах (10.37), (10.39) и (10.44), (10.45). В терминах физически
интерпретированных генераторов: #01 � ) — перенос вдоль оси вре-
мени, #02 � *1, #03 � *2 — переносы вдоль пространственных осей,
#12 � +1, #13 � +2 — бусты, #23 � /1 — пространственное вращение,
квантовая алгебра Пуанкаре ���3;*2,+1� � 
���4; �1, &, 1;#03,#12� за-
дается соотношениями (выписываем только ненулевые коммутаторы)

"# � E�#�, # � *2,+1, "# � .�#�, # � ),*1,

"+2 � .�+2� �
�

2
�C�*1�, "/1 � .�/1�� �

2
�C�)�,

.� � ���;2�2, �C�#� � ���;2�2+1 )# �# ) ��;2�2+1,

��#� � 0, �#, ��#� � �#, # � *2,+1;),*1,

��+2� � �+2 � 4), ��/1� � �/1 � 4*1,

�+1,)� � *1, �*1,+1� � �), �*2,+2� � �),
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�*2,/1� � *1, �/1,+1� � +2, �+1,+2� � �/1,
�+2,)� �

1
�
���4*2�, �/1,*1� �

1
�
���4*2�,

�+2,/1� � +1 	��4*2� (10.46)

и имеет операторы Казимира

0�
1 ��1, &, 1;L

�0�� �
4
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��2�
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2
*2��)2 � * 21 ,

0�
2 ��1, &, 1;L

�0�� � +1
1
�
���4*2��)/1 � *1+2� (10.47)

Другая квантовая деформация алгебры Пуанкаре ���3;),/1� �
� 
���4; �1, &, 1;#01,#23� характеризуется соотношениями

"# � E�#�, # � ),/1, "# � .�#�, # � *1,*2,

"+1 � .�+1�� �

2
�C�*2�, "+2 � .�+2� �

�

2
�C�*1�,

.� � ���<�2, �C�#� � ���<�2/1 )# �# ) ��<�2/1,

��#� � 0, �#, ��#� � �#, # � ),/1;*1,*2,

��+1� � �+1 � 4*1, ��+2� � �+2 � 4*2,

�/1,*1� � *2, �*2,/1� � *1, �+1,)� � *1,

�+2,)� � *2, �+2,/1� � +1, �/1,+1� � +2,

�+2,*2� �
1
�
���4)�, �+1,*1� �

1
�
���4)�,

�+2,+1� � /1 	��4)�� (10.48)

Операторы Казимира этой алгебры равны

0�
1 ��1, &, 1;L

�): �� � � 4
�2
��2�

�

2
)� � * 21 � * 22 ,

0�
2 ��1, &, 1;L

�): �� � �/1 1
�
���4)� � *2+1 � *1+2� (10.49)

Квантовые деформации ���3;*2,+1� и ���3;),/1� алгебры Пуан-
каре физически различны, поскольку наборы примитивных элементов
у них имеют разные физические интерпретации. Эти деформации по-
лучены в работе [102], где они названы алгебрами 2-Пуанкаре типа
��� и ��� соответственно. Алгебра 2-Пуанкаре типа ��� из [102] описы-
вается формулами (10.40)–(10.43) при перестановке L) � �0, 1, 3, 2� с
генераторами *1,+2 в качестве примитивных элементов, т.е. физически
принципиально не отличается от квантовой деформации ���3;*2,+1�
типа ���.
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10.5. Квантовые евклидовы алгебры Кэли–Клейна
����
 � 1; �1, ��;��

В случае алгебры 
��� � 1; �1� ось �0 в соответствующем простран-
стве является выделенной, а остальные оси равноправны. Поэтому
перестановка L � �L1, . . . ,L5 � � ���� номеров 1, . . . ,� этих осей или
индексов генераторов приводит к изоморфной алгебре. После этого пре-
образования генераторов, дополненные минимальным преобразованием
параметра деформации, которые имеют вид

#01 � #01, #09	 � �1,L���1#09	 , L� @ 1,

#9�9	 � �L
,L���1#9�9	 , &, � � 1, . . .� , 4 � �1,L5 �4, (10.50)

примененные к формулам раздела 10.2, приводят к квантовым евкли-
довым алгебрам Кэли–Клейна 
���� � 1; �1, ���, �� � ��2, . . . , �5 �. Они
характеризуются копроизведением

"# � 1)# �# ) 1 � E�#�, # � �#09� ;#9�9	 , &, � � 1, . . . ,� � 1	,
"#09	 � �����2�80�� )#09	 �#09	 ) ����2�80�� � .�#09	�,

"#9	9� � .�#9	9� � �
�

2
�1,L5 ��L�,L5 �

*
�

��1�
	�1

�9 ���	 ��0���

�1,������,���
�

�
5�1�
	��	1

�9 ���	 ��0���

�1,������,���

+
, � � 1, . . . ,� � 1,

�C8���	
�#09�� �

� #9	9��
����2�80�� )#09� �#09� ) ����2�80��#9	9� , (10.51)

деформированными коммутационными соотношениями
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���,���
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	1
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	��	1

�0��:���	�����
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+
, L
 � L�,

89�9	9���� �
�0����	��

�1,������,���
� �0�	�����

�1,������,���
�

�
�0������	

�1,������,���
, L
 � L� � L	 (10.52)
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и антиподом

��#� � ���5�1����2�80��#���5�1����2�80�� � (10.53)

�


,�,�
�#09	 , при # � #09	 ,�#9
9� , при # � #9
9� ,

�#9
9� � �1,�� ����,�� �

�1,���
�� � 1��

2
#09
 , при # � #9
9� ,

где � � 1, . . . ,� , �,� � 1, . . . ,� � 1. Квантовый оператор Казимира
второго порядка находится из (10.8) таким же преобразованием, что и
(10.13)

0��2; �;L� � �1,��20��2;L;�� �

� �L5 ,��2
4

�2

�
��

�
�

2
#09�

��2
�

5�1�
��1

�L�,��2#2
09	 � (10.54)

Здесь стрелка обозначает подстановку (10.50).
Для квантовой ортогональной алгебры произвольного поряд-

ка 
���� � 1; �� можно указать набор примитивных операторов
#05 ,#1,5�1, . . . ,#��1,�, � � ��� � 1��2�, отвечающих тождественной
перестановке, для которого коумножение (а с ним и вся квантовая
структура) определено при любой контракции �� � ��, � � 1, . . . ,� ,
если параметр деформации при переходе от ортогональной алгебры к
алгебрам Кэли–Клейна умножить на произведение всех контракцион-
ных параметров 4 � /4, / � �0,��.

10.6. Квантовые деформации кинематических алгебр

10.6.1. Квантовые алгебры Пуанкаре ���3% 1;�3,�1� и Гали-
лея ���3 % 1;�3,�1�. Квантовые евклидовы алгебры Кэли–Клейна
при � � 4 описывают квантовые деформации кинематических алгебр,
отвечающих реалистичным кинематикам нулевой кривизны, т.е. Пуан-
каре и Галилея. В случае алгебры 
��5� имеется 15 способов выбора
двух коммутирующих генераторов (у которых все индексы различны)
в качестве примитивных элементов алгебры Хопфа. Из них 12 содер-
жат генератор #0�, � � 1, 2, 3, переходящий в генератор трансляций
евклидовых алгебр. Среди 12 пар имеется две, содержащие кинема-
тически разные (с разной физической размерностью) генераторы. При
#01 � ), #0 �	1 � *�, #1 �	1 � +�, #23 � /1,#24 � �/2,#34 � /3 и
тождественной перестановке L�0� перенос вдоль пространственной оси
*3 и буст +2 являются примитивными операторами, а при перестановке
L�)� � �0, 3, 2, 4, 1� — перенос вдоль оси времени ) и пространственное
вращение /1.
Квантовая алгебра 
���4� 1; �1, �2;L�0�� � ���4; �2;L�0��, �3 � �4 � 1

получается из формул раздела 10.2, имеет тривиальную коединицу



10.6. Квантовые кинематические алгебры 203

��#� � 0, коумножение, антипод и ненулевые коммутационные соотно-
шения вида [103]:

"# � E�#�, # � *3,+1,+2,/3, "# � .�#�, # � ),*1,*2,

.�#� � �����2�;3 )# �# ) ����2�;3 ,

"/1 � .�/1�� �

2
C+2�)��

�

2
C*3�*1�,

"/2 � .�/2�� �

2
C+1�)� �

�

2
C*3�*2�,

"+3 � .�+3� �
�

2
C+1�*1� �

�

2
C+2�*2�,

C2 �#� � % �����2�;3 )# �# ) % ����2�;3 ,

��#� � �#, # � ),*1,*2,*3,+1,+2,/3,

��+3� � �+3 � �22
3�
2
), ��/1� � �/1 � 3�2 *2, ��/2� � �/2 �

3�
2
*1,

�/1,/2� � /3 	��4*3� �
�2

4
)84��2�, �/2,/3� � /1, �/3,/1� � /2,

�/1,*2� � �*1,/2� �
1
�
���4*3�, �/3,*1� � *2, �*3,/1� � *2,

�/2,*3� � *1, �*2,/3� � *1, �/1,+2� � +3, �+1,/2� � +3,

�/3,+1� � +2, �+3,/1� � +2 	��4*3�� �2

4
*184��2�,

�/2,+3� � +1 	��4*3� �
�2

4
*284��2�, �+
,+�� � ��22�
��/�,

�+1,)� � *1, �+2,)� � *2, �+3,)� �
1
�
���4*3�, �+2,/3� � +1,

�+
,*�� � �22Æ
�), 84��2� � �22)/3 � *1+2 � *2+1� (10.55)

Квантовые операторы Казимира равны

0�
1 ��2;L

�0�� �
�
2
�
��

�
�

2
*3

��2
� * 21 � * 22 � �22)

2,

0�
2 ��2;L

�0�� � �22�8
�
1 �
2 � �8 �

2 ��2��
2 � �8 �

3 ��2��
2�

�

 
	��4*3� �

�2

4
��22)

2 � * 21 � * 22 �

!
�8 �

4 ��2��
2, (10.56)

где
8 �
1 � �*1/1 � *2/2 � /3

1
�
���4*3�,

8 �
2 ��2� � �22)/1 � *2+3 �+2

1
�
���4*3�,

8 �
3 ��2� � �22)/2 � *1+3 �+1

1
�
���4*3�� (10.57)

Квантовая деформация ���4� алгебры Ли группы движений четы-
рехмерного евклидова пространства соответствует единичному значе-
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нию параметра �2 � 1. Некоммутативный квантовый аналог алгебры
Пуанкаре, отвечающей релятивистской кинематике, дается формулами
(10.55)–(10.57) при �2 � & или в физически значимой параметризации
при �2 � &��, где � есть скорость света. Квантовая алгебра Галилея
нерелятивистской кинематики находится при �2 � �2, что эквивалентно
пределу � � 
. Поскольку аргумент экспоненты в копроизведении,
равный 4*3, должен быть безразмерным, а *3 имеет смысл генератора
переноса вдоль пространственной оси, то параметр деформации в обоих
случаях имеет размерность длины �4� � �длина�.

10.6.2. Квантовые алгебры Пуанкаре ���3 % 1;�, �1� и Га-
лилея ���3 % 1;�, �1�. Квантовая алгебра 
���4 � 1; �1, �2;L�)�� �
� ���4; �2;L�)��, �3 � �4 � 1 получается из формул раздела 10.5 при
� � 4, имеет тривиальную коединицу ��#� � 0, а также коумножение,
антипод и коммутационные соотношения вида

"# � E�#�, # � ),/�, "*� � .�*��,

.�#� � �����2�< )# �# ) ����2�< ,

"+1 � .�+1� �
�

2
C*3�*2� �

�

2
C*2�*3�,

"+2 � .�+2� �
�

2
C*3�*1��

�

2
C*1�*3�,

"+3 � .�+3� �
�

2
C*1�*2�� �

2
C*2�*1�,

C2 �#� � % �����2�< )# �# ) % ����2�< ,

��#� � �#, # � ),*�,/�, ��+�� � �+� �
3�
2
*�,

�*
,+�� � Æ
��
2
2
1
�
���4)�, �+
,+�� � �
��

 
�22/� 	��4)�� �2

4
*���,��

!
,

�),�� � �),�� � 0, ��,)� � �, �/
,/�� � �
��/�, &, �, � � 1, 2, 3

�*
,/�� � �/
,*�� � �
��*�, �+
,/�� � �/
,+�� � �
��+�� (10.58)

Квантовые аналоги операторов Казимира второго и четвертого поряд-
ков равны

0�
1 ��2;L

�)�� � �22
4

�2

�
��

�
�

2
)
��2

��2,

0�
2 ��2;L

�)�� � ��22������2 �

 
	��4)� �

�2

4
�2

!
��,��2� (10.59)

При �2 � & (или �2 � &��) получаем квантовую деформацию ал-
гебры Пуанкаре, а при �2 � �2 (или � � 
) — квантовую алгебру
Галилея, у которых параметр деформации имеет размерность времени
�4� � �время�. Поэтому они физически отличаются от (10.55)–(10.57).
Умножая все генераторы в формулах (10.58), (10.59) на мнимую еди-

ницу и полагая 4 � � 1
;
, получаем алгебру M-Пуанкаре [183–186].
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КВАНТОВЫЕ ГРУППЫ КЭЛИ–КЛЕЙНА

����
 ; �;��

В предыдущей главе показано, что в случае ортогональных кван-
товых алгебр возможны разные комбинации структуры алгебры Хопфа
и схемы контракций Кэли–Клейна. В настоящей главе эта идея реа-
лизуется для двойственных объектов — ортогональных квантовых
групп. Как и прежде, основным методом является перестановка ин-
дексов образующих квантовых групп в ортогональном базисе с после-
дующим стандартным переходом к квантовым группам Кэли–Клейна
�
��� ; �;L�.

11.1. ����
 ; �;�� в симплектическом базисе

11.1.1. Ортогональные группы Кэли–Клейна в симплекти-
ческом базисе. Несмотря на то что группа Кэли–Клейна �
�� ; ��
наиболее естественно описывается в декартовом базисе матрицами
�.������ � ��, ����� с дополнительными соотношениями �-ортогональ-
ности .���.���� � .����.��� � E, она может быть реализована и в
«симплектическом» базисе. Переход к симплектическому описанию
осуществляется матрицами — решениями уравнения (9.35). Рассмот-
рим матрицу A9, полученную из (9.36) умножением справа на матрицу
H9 ��5 с элементами �H9�
� � Æ9�,�, где L � ���� есть перестановка
� -го порядка. Легко проверить, что A9 � AH9 удовлетворяет уравне-
нию (9.35).
В случае ортогональных групп использование разных A9 не имеет

особого смысла, поскольку декартовы координаты евклидова простран-
ства равноправны с точностью до выбора их нумерации и поэтому все
C9�� � 1� вида (11.1) есть комплексные матрицы. Иная ситуация для
групп Кэли–Клейна. Здесь декартовы координаты �1, ����, � � 1, . . . ,�
при нильпотентных значениях всех или некоторых параметров � пред-
ставляют собой разные элементы алгебры Пименова �5�1���, поэтому
одна и та же группа �
�� ; �� может быть реализована матрицами
C9��� с разным распределением нильпотентных образующих по ее
элементам.
В симплектическом базисе ортогональные группы Кэли–Клейна

описываются матрицами

C9��� � A9.���A
�1
9 (11.1)
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с дополнительными соотношениями �-ортогональности

C9���00C
�
9��� � C�

9���00C9��� � 00� (11.2)

Матрицы C9 и C9� , отвечающие разным перестановкам L и L�, связаны
преобразованием подобия C9� � A1C9A

�1
1 , где A1 � A9�A

�1
9 � Элемен-

ты матрицы C9��� имеют вид

�C9��� � ��� � &�����L�,L���, �C9����� � ��� � &�����L�,L���,
�C9���� � ���� � &������L�,L���, �C9���� � ���� � &������L�,L���,

�C9��,�	1 � ��,�	1�L�,L�	1�� &���,�	1�L�	1,L���,
�C9���,�	1 � ��,�	1�L�,L�	1� � &���,�	1�L�	1,L���,
�C9��	1,� � ��	1,��L�,L�	1� � &���	1,��L�	1,L���,

�C9��	1,�� � ��	1,��L�,L�	1�� &���	1,��L�	1,L���, � �� �,

�C9��� � ����L�,L�� � �����L�� ,L��� � &�����L�,L���� &������L�� ,L��,
�C9���� � ����L�,L��� �����L�� ,L���� &�����L�,L���� &������L�� ,L��,
�C9���� � ����L�,L��� �����L�� ,L��� � &�����L�,L��� � &������L�� ,L��,
�C9����� � ����L�,L�� � �����L�� ,L���� &�����L�,L��� � &������L�� ,L��,

�C9��	1,�	1 � ��	1,�	1 (11.3)

и выражаются через элементы матрицы . формулами

��	1,� �
1�
2
�9��1,9�	 , ��,�	1 �

1�
2
�9	,9��1 ,

���,�	1 � 1�
2
�9	� ,9��1 ,

���	1,� � 1�
2
�9��1,9	� ,

��� �
1
2
��9	9	 � �9	�9	� �,

���� � 1
2
��9	9	� � �9	�9	�,

���� �
1
2
��9	9	 � �9	�9	� �,

����� � 1
2
��9	9	� � �9	�9	�,

��� �
1
2
�9	9� , ���� �

1
2
�9	�9�� ,

���� � 1
2
�9	9�� ,

����� � 1
2
�9	�9� , � �� �, ��	1,�	1 � �9��1,9��1 � (11.4)
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Заметим, что при переходе от группы �
��� к группе Кэли–Клейна
�
�� ; �� элементы � матрицы C9��� получаются из элементов �� мат-
рицы C9 умножением на произведения контракционных параметров �:

���	1,�	1 � ��	1,�	1, ���� � ���, ����� � ����,����� � �L�,L�������, ������ � �L�,L��������,
���,�	1 � �L�,L�	1���,�	1, ���	1,� � �L�,L�	1���	1,�,����,�	1 � �L�� ,L�	1����,�	1, ����	1,� � �L�� ,L�	1����	1,�,
���� � �L�,L�����, ��

�

�� � �L�� ,L�������,����� � �L�,L�������, ������ � �L�� ,L�������, � �� ��

(11.5)

Рассмотрим в качестве примера группу �
�3; ��� Для тождествен-
ной перестановки L�0� � �1, 2, 3� матрица A9 получается из (9.36) при
� � 3 и в симплектическом базисе эта группа описывается матрицами

C9�0���� �

	
 �11 � &�1�2��11 �1�12 � &�2��12 �13 � &�1�2��13
�1�21 � &�2��21 �22 �1�21 � &�2��21
�13 � &�1�2��13 �1�12 � &�2��12 �11 � &�1�2��11

�� � (11.6)

Для перестановки L�)� � �2, 1, 3� из уравнения (11.1) находим

C9������ �

	
 �11 � &�2��11 �1�12 � &�1�2��12 �13 � &�2��13
�1�21 � &�1�2��21 �22 �1�21 � &�1�2��21
�13 � &�2��13 �1�12 � &�1�2��12 �11 � &�2��11

�� ,
(11.7)

наконец, перестановка L�))� � �1, 3, 2� приводит к реализации группы
�
�3; �� матрицами вида

C9������� �

	
 �11 � &�1��11 �1�2�12 � &�2��12 �13 � &�1��13
�1�2�21 � &�2��21 �22 �1�2�21 � &�2��21
�13 � &�1��13 �1�2�12 � &�2��12 �11 � &�1��11

�� �

(11.8)
При нильпотентных значениях обоих параметров �1 � �1, �2 � �2

имеем группу Галилея !�2� � �
�3; ��, которая с учетом соотношений
�-ортогональности представлена в декартовом базисе матрицами

.��� �

�
1 �1�12 �1�2�13

��1�12 1 �2�23
�1�2�31 ��2�23 1

�
, (11.9)

где �31 � ��13 � �12�23� Три разные реализации группы Галилея в
симплектическом описании имеют вид

C9�0���� �

	
 1� &�1�2��11 �1�12 � &�2��12 �&�1�2��13
��1�12 � &�2��12 1 ��1�12 � &�2��12

&�1�2��13 �1�12 � &�2��12 1� &�1�2��11
�� , (11.10)
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где ��13 � ��12��12,
C9������ �

	
 1� &�2��11 �1�12 � &�1�2��12 0
��1�12 � &�1�2��21 1 ��1�12 � &�1�2��21

0 �1�12 � &�1�2��12 1� &�2��11
�� ,
(11.11)

где ��21 � ���12 � �12��11,
C9������� �

	
 1� &�1��11 �1�2�12 � &�2��12 0
�1�2�21 � &�2��12 1 �1�2�21 � &�2��12

0 �1�2�12 � &�2��12 1� &�1��11
�� ,
(11.12)

где �21 � ��12 � ��11��12. Эти представления получаются из матриц
(11.6), (11.7), (11.8) соответственно с учетом соотношений �-ортого-
нальности (11.2).

11.1.2. Симплектические образующие. Рассмотрим алгебру
��"9���� некоммутативных многочленов от �2 переменных — элемен-
тов алгебры Пименова �5�1���� В стандартном подходе [72] к кван-
тованию групп некоммутативные элементы матрицы "9��� получим из
матрицы C9��� (11.3) заменой коммутативных переменных �, ��,��,���
на некоммутативные переменные ,, ,�, K , K � соответственно. Последние
преобразуются по формулам (11.5). В дополнение к ним преобразуем
параметр деформации 4 � /4, где / — некоторый множитель, состав-
ленный из произведения контракционных параметров �. Обозначим
'���� и 0��� матрицы, полученные из (9.22), (9.24) соответственно
заменой параметра деформации

'���� � '��4 � /4�, 0��� � 0�4 � /4�� (11.13)

Коммутационные соотношения образующих "9��� определим уравне-
нием

'����"1���"2��� � "2���"1���'����, (11.14)

где "1��� � "9��� ) E, "2��� � E ) "9���, и наложим дополнительные
условия �4, ��-ортогональности

"9���0���"
�
9��� � " �

9���0���"9��� � 0���� (11.15)

Определение 11.1.1. Квантовая ортогональная группа Кэли–Клейна
�
��� ; �;L� в симплектических образующих есть фактор-алгебра ал-
гебры ��"9���� по соотношениям (11.14),(11.15).
Формально это есть алгебра Хопфа с коумножением ", коединицей

� и антиподом � �

""9��� � "9��� �)"9���, ��"9���� � E,

��"9���� � 0���" �
9���0

�1���� (11.16)



11.2. ����� ; �;�� в декартовых образующих 209

Не будем выяснять, при каких / соотношения (11.14)–(11.16) хорошо
определены. Вместо этого перейдем к описанию в декартовом базисе.

11.2. Квантовые группы ����
 ; �;�� в декартовых
образующих

11.2.1. Формальное определение. Как и в предыдущих случаях,
начнем рассмотрение с алгебры �����;L�� некоммутативных много-
членов от �2 переменных, которые являются элементами матрицы
����;L��
� � �L
,L���9�9	 � Обозначим �'����, �0���� матрицы, получае-
мые из матриц �'� (9.41) и 0 � (9.37) соответственно заменой параметра
деформации 4 на /4� Зададим коммутационные соотношения порожда-
ющих элементов ���;L� уравнением�'�����1��;L��2��;L� � �2��;L��1��;L� �'����, (11.17)

где, как обычно,

�1��;L� � ���;L�) E, �2��;L� � E ) ���;L�,

���;L� � H9����H
�1
9 , �H9�
� � Æ9��,�'���� � �A )A��1'�����A )A�, '���� � '��4 � /4�� (11.18)

Матрица A дается формулой (9.36), а явный вид матрицы �'� в де-
картовом базисе приведен в приложении A. Дополнительно наложим
условия �4, ��-ортогональности:

���;L� �0�����
���;L� � �0����, � ���;L� �0�1

� ������;L� � �0�1
� ����
(11.19)

Определение 11.2.1. Квантовая ортогональная группа Кэли–Клейна
�
��� ; �;L� в декартовых образующих есть фактор-алгебра алгебры
�����;L�� по соотношениям (11.17), (11.19).
Формально это есть алгебра Хопфа с коумножением ", коединицей

� и антиподом �

�����;L�� � E, "���;L� � ���;L� �)���;L�,
�����;L�� � �0�����

���;L� �0�1
� ���� (11.20)

Замечание 11.2.1. Все формулы квантовой группы �
��� ; �;L� мо-
гут быть получены из соответствующих формул квантовой группы
�
���� в ортогональном базисе (см. раздел 9.2) заменой 4 � /4 и
�
� � �L
,L���9�9	 �

11.2.2. Анализ структуры алгебры Хопфа и условия ��, ��-ор-
тогональности. Нужно найти, при каком множителе / в преобразова-
нии параметра деформации формальные соотношения (11.17)–(11.20)
действительно определяют квантовую группу. В соответствии с мето-
дологией контракций алгебраических структур во всех соотношениях
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предыдущего раздела учитываем при нильпотентных значениях пара-
метров � только главные слагаемые, а остальными слагаемыми пре-
небрегаем. Соотношения, в которых можно выделить главные члены,
называем допустимыми. В противном случае соотношения называ-
ются недопустимыми. Например, уравнения � � �1� � �2� � �1 � �1(
или �1�2� � �1�2� являются допустимым и эквивалентны � � �1, � � �
соответственно, в то время как уравнения �1�� �2� � �1( или �1�� �2� �
� �1�2( представляют собой недопустимые соотношения.
Формальные определения 11.1.1 и 11.2.1 становятся действитель-

ными определениями контрактированной квантовой группы, если при
нильпотентных значениях всех или некоторых параметров � описанная
конструкция является непротиворечивой, т.е. дает алгебру Хопфа для
главных частей всех соотношений, иными словами, если все соотно-
шения предыдущего раздела являются допустимыми. Введем опреде-
ление.
Определение 11.2.2. Объединение �L�,L�� ! �L�,L�� двух множите-
лей понимается как произведение всех параметров ��, которые входят
по крайней мере в один из множителей, и степень �� в объедине-
нии равна его максимальной степени в обоих множителях, например
��1�

2
2� ! ��2�3� � �1�

2
2�3�

Имеет место следующее утверждение.
Утверждение 11.2.1. Аксиомы алгебры Хопфа (11.20) выполняются
при контракциях по всем параметрам � при всех перестановках

L � �5 , если / �
�9

��1

�L�,L����

Доказательство. Покажем непротиворечивость конструкции в наи-
более сингулярном случае при нильпотентных значениях всех па-
раметров �. Коединица ���9�9	� � 0, & �� �, ���9	9	� � 1, � � 1, . . . ,	
не дает ограничений на значения параметров �� В выражении для

копроизведения "��9�9	� �
5�
��1

0
���9�9� ) �9�9	 множитель 0
�� �

� �L
,L���L�,L���L
,L���1 равен 1, если L
 � L� � L�, равен �L�,L��2,
если L
 � L� � L�, и равен �L�,L��2, если L� � L� � L
, (в силу
симметричности произведения �L
,L�� � �L�,L
� достаточно рассмот-
реть случай L� � L
), следовательно, все формулы для копроизведения
образующих являются допустимыми при всех нильпотентных значе-
ниях �.
Проанализируем явные выражения для антипода �����;L��, кото-

рые приведены в приложении Б. Формулы при � � 	� 1� � содержат
слагаемые вида �L�,L����1���/4?��, � � 1, . . . ,	, избежать неопреде-
ленности в которых можно за счет выбора множителя / , положив
его равным произведению первых степеней всех параметров, входящих
хотя бы в один из множителей �L�,L����1 при � � 1, . . . ,	� Иными
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словами, / �
�9

��1

�L�,L���� Убедимся, что при данном выборе / все

выражения для антипода являются допустимыми. При нильпотентном
/ имеем ��/ � / , 	�/ � 1� Анализ уравнений антипода показывает, что
они содержат два типа множителей

.�7�9� � /

�
���,�! �

���� ,�! �

��

, C�7 �9� � /2

�
���,�! �

���� ,�!��

��

,

где � � 1, . . . ,	, � � 1, . . . ,� , 9 � 
1� Все эти множители опреде-
лены при любых нильпотентных значениях параметров �� Поскольку
9 � 
1, то без ограничения общности считаем L� � L�� � В случае
.�7�9� возможны три расположения L7 относительно L�,L�� , а имен-
но: �&� L� � L7 � L�� , �&&� L7 � L� � L�� , �&&&� L� � L�� � L7 �
При этом в случае �&� .�7 �1� � �L�,L7 �2, .�7��1� � �L7 ,L���2,
в случае �&&� .�7�1� � 1, .�7��1� � �L�,L���2, в случае �&&&�,
наоборот, .�7�1� � �L�,L���2, .�7��1� � 1� Множители C�7 �9�
из-за наличия /2 тем более не содержат неопределенных выраже-
ний типа деления на нильпотентные величины. В частности, в наи-
более неблагоприятном случае при L7 � � L7 � L� � L�� дробь
�L�,L7 ��L��L7 ���1 � �L7 ,L7 ���1�L�,L����1, но в /2 содержится мно-
житель �L7 ,L7 ���L�,L���, что приводит к несингулярному выражению
для C�7 �1�� Если / � 1, то легко получаем .�7�9� � C�7 �9� � 1�
В силу произвольности выбора индексов � и � , множители .�7�9�
и C�7 �9� определены при любых значениях индексов.

Помимо структуры алгебры Хопфа, квантовая группа Кэли–Клейна
�
��� ; �;L� содержит дополнительные условия �4, ��-ортогональности
(11.19). Справедливо следующее утверждение.
Утверждение 11.2.2. Соотношения �4, ��-ортогональности (11.19)
определены при контракциях по всем параметрам � при всех пере-

становках L � �5 , если / �
�9

��1

�L�,L����

Доказательство. Явный вид условий �4, ��-ортогональности приве-
ден в приложении В. Уравнения (В.5), а также (В.1) и (В.2) при
� � �, очевидно, являются допустимыми. Уравнения (В.3), (В.4) при
� � 	� 1� � после деления обеих частей на �L�,L��� содержат слага-
емые с коэффициентами 0�7�� , которые, как выяснено ранее, равны
1, если L� � L7 � L�� , и равны произведению квадратов параметров �
в противном случае, т.е. уравнения допустимы. Остальные уравнения
�4, ��-ортогональности содержат слагаемые с коэффициентами

.+;7 �
��" ,�!���! ,�# �

��" ,�# �
, C+;� � /

��" ,�����# ,����
��" ,�# �

,
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где +,* ,� � 1, . . . ,� , � � 1, . . . ,	� Эти коэффициенты определены
при всех нильпотентных значениях параметров �� В случае .+;7 это
нетрудно установить из анализа трех возможных случаев: �&� L+ �
� L7 � L; , �&&� L7 � L+ � L; , �&&&� L+ � L; � L7 , причем в случае
�&� .+;7 � 1 и соответствующие слагаемые являются комплексными.
Определенность коэффициентов C+;� следует из несложного анализа
трех возможных случаев: ��� L+ � L� � L; � L�� , ��� L+ � L; � L� �
� L�� , ��� L+ � L� � L�� � L; �
Таким образом, заключаем, что соотношения �4, ��-ортогональности

имеют смысл при любых перестановках и нильпотентных значениях
любых параметров � и, следовательно, не накладывают никаких огра-
ничений на возможные контракции.

Последнее из соотношений квантовой структуры ортогональных
групп Кэли–Клейна, условие (11.17), определяющее коммутационные
соотношения образующих, является самым сложным. Дело в том, что
для анализа выполнения переопределенной системы уравнений (11.17)
при нильпотентных значениях контракционных параметров необходимо
иметь ее решение в явном виде, что в общем случае удается сделать
только при малых � � 3, 4 либо для евклидовых квантовых групп
при произвольном � . Поэтому в общем виде проанализировать поведе-
ние коммутационных соотношений ортогональных групп Кэли–Клейна
�
��� ; �;L� при контракциях не удается. Это можно сделать для
квантовых аналогов пространств постоянной кривизны (см. главы 14,
15). При этом оказывается, что для некоторых перестановок в преобра-
зование параметра деформации необходимо включать вторые степени
контракционных параметров.

11.3. Неизоморфные контрактированные квантовые
группы

Если все �� � 1, то преобразование �
� � �L
,L���9�9	 является
взаимно однозначным и все квантовые группы �
��� ; �;L� при любом
L � �5 , очевидно, изоморфны (как алгебры Хопфа). Неизоморфные
квантовые группы могут возникать при контракциях, когда все или
некоторые параметры принимают нильпотентные значения. Ясно, что
контракции по разному числу параметров приводят к неизоморфным
квантовым группам. Поскольку параметр деформации преобразуется
домножением на / , то контракции по одинаковому числу парамет-
ров, но с разным числом множителей в / естественно приводят к
неизоморфным квантовым группам. Изоморфные квантовые группы
могут появляться при контракциях ортогональных квантовых групп
�
��� ; �;L� с разными L по одинаковому числу параметров (при этом
не обязательно по одним и тем же), когда множитель / содержит
одинаковое количество контракционных параметров или / � 1� В на-
шем подходе контракции квантовых групп (даже по одинаковому числу
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параметров) различаются распределением параметров � в матрице об-
разующих ���;L�� Действительно, во все определяющие соотношения
квантовых групп (коммутаторы, условия �4, ��-ортогональности, анти-
под, коумножение и коединица) зависимость от перестановки L входит
через матрицу образующих, а матрицы '����,0���� зависят от L через
преобразование параметра деформации, т.е. через множитель /� Изо-
морфизм контрактированных квантовых групп описывается следующей
теоремой.
Теорема 11.3.1. Квантовые группы �
��� ; �;L1� и �
��� ; �;L2�
изоморфны, если их образующие связаны соотношениями

���;L1� �89���;L2�8
�1
9 , (11.21)

где для матрицы 89 � �5 выполнено

�89 )89� �'�����89 )89�
�1 � �'����, 89

�0����8
�
9 � �0����

(11.22)
при 3 � 
4 и /1 � /2 с возможной заменой контракционных пара-
метров �� на �5��, � � 1, . . . ,� � 1�
Доказательство. Коммутационные соотношения (11.17) квантовой
группы �
��� ; �;L1� при преобразовании (11.21) перепишем в виде�'�����89 )89��1��;L2��2��;L2��89 )89�

�1 �

� �89 )89��2��;L2��1��;L2��89 )89�
�1 �'����

или, домножив слева на �89 )89�
�1 и справа на 89 )89,

�89 )89�
�1 �'�����89 )89��1��;L2��2��;L2� �

� �2��;L2��1��;L2��89 )89�
�1 �'�����89 )89�,

что дает первое соотношение в (11.22). Рассмотрим антипод (11.20),
который при преобразовании (11.21) преобразуется:

89�����;L2��8
�1
9 � �0����

�
8�1

9

��
� ���;L2�8

�
9
�0�1
� ���

или

�����;L2�� �8�1
9

�0����
�
8�1

9

��
� ���;L2�8

�
9
�0�1
� ���89�

Это выражение перейдет в антипод квантовой группы �
��� ; �;L2�
как раз при втором условии (11.22). Наконец, соотношения �4, ��-
ортогональности (11.19) при преобразовании (11.21) перепишем так:

89���;L2�8
�1
9

�0����
�
8�1

9

��
� ���;L2�8

�
9 � �0����

или

���;L2�8
�1
9

�0����
�
8�1

9

��
� ���;L2� �8�1

9
�0����

�
8 �

9

��1
,

что, очевидно, приводит к условию (11.22) для матрицы �0�����
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Из теоремы вытекает следующий алгоритм построения неизоморф-
ных контрактированных квантовых групп.
Определение 11.3.1. Два распределения нильпотентных контракци-
онных параметров среди элементов матриц ���;L1� и ���;L2� называем
эквивалентными, если они связаны следующими двумя операциями:
1) они переходят друг в друга перестановкой одних и тех же строк
и столбцов этих матриц, т.е. преобразованием (11.21); 2) матрицы
переходят друг в друга при отражении относительно второй диагонали
с возможной одновременной заменой контракционных параметров ��
на �5��, � � 1, . . . ,� � 1�
Неизоморфные контрактированные квантовые группы отвечают,

во-первых, матрицам образующих с неэквивалентными распределени-
ями нильпотентных параметров среди ее элементов, а во-вторых, эк-
вивалентным матрицам образующих, но с разными преобразованиями
деформационного параметра �/1 �� /2�� Для иллюстрации алгоритма по-
дробно рассмотрим все неэквивалентные контракции квантовых групп
�
��� ; �;L� при � � 3, 4, 5�

11.4. Квантовые группы ����3; �;��

Квантовая группа �
��3� при контракции по одному па-
раметру имеет две неизоморфные квантовые группы Евклида:
10��2� � �
��3; �1, �2;L0�, / � �1 и 1��2� � �
��3; �1, 1;L�, / � 1,
где L0 � �1, 2, 3�, L � �2, 1, 3�. При контракции по двум пара-
метрам получаем две неизоморфные квантовые группы Галилея:
!0��2� � �
��3; �1, �2;L0�, / � �1�2 и !��2� � �
��3; �1, �2;L�, / � �2�
Таким образом, всего имеется четыре неизоморфные контрак-
тированные квантовые группы (аналитические продолжения не
учитываются). Для сравнения, недеформированная группа вращений
�
�3� имеет в рамках схемы Кэли–Клейна только две неизоморфные
контрактированные группы: Евклида 1�2� и Галилея !�2�� Квантовые
группы при тождественной перестановке L0 описаны в разделе 9.3.2,
а отвечающие им квантовые алгебры 
���3; �;#02� — в разделе 10.3.1,
поэтому здесь мы рассмотрим квантовые группы, у которых сочетание
некоммутативной деформации и схемы контракции Кэли–Клейна
описываются с помощью перестановок L � �2, 1, 3� и L) � �1, 3, 2�.

11.4.1. Квантовые группы �
��3; �;��. Параметр деформации
преобразуется домножением на / � �L1,L3� � �2, 3� � �2� Коммутаторы,
соотношения �4, ��-ортогональности и антипод получаются из выраже-
ний для квантовой группы �
��3� заменой индекса 1 на 2 и наоборот
и последующим восстановлением контракционных параметров � по
стандартным правилам. В частности, матрица генераторов имеет вид

���;L� �

�
�22 �1�21 �2�23
�1�12 �11 �1�2�13
�2�32 �1�2�31 �33

�
, (11.23)
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а коммутационные соотношения независимых генераторов (в качестве
которых мы выбрали генераторы, стоящие над главной диагональю)
равны

�21 ��21,�13� � &
1
�2
����24��11��22 � �33�,

��23,�13� � �13

"
1
�2
�	��24 � 1��23 � &

1
�2
����24��33

#
,

��21,�23� �
"
1
�2
�	��24 � 1��23 � &

1
�2
����24��22

#
�21� (11.24)

Антипод легко находится преобразованием формул (9.74):

���21� � �12	���2
�

2
� � &�22�13

1
�2
����2

�

2
�,

���12� � �21	���2
�

2
� � &�22�31

1
�2
����2

�

2
�,

���13� � �31	���2
�

2
�� &�21

1
�2
����2

�

2
�,

���31� � �13	���2
�

2
�� &�12

1
�2
����2

�

2
�,

���23� � �32	�
2��2

�

2
� � �23��

2��2
�

2
� �

)

2
��33 � �22�

1
�2
����24�,

���32� � �23	�
2��2

�

2
� � �32��

2��2
�

2
� �

)

2
��33 � �22�

1
�2
����24�,

���22� � �22	�
2��2

�

2
�� �33��

2��2
�

2
� �

)

2
��23 � �32��2����24�,

���33� � �33	�
2��2

�

2
�� �22��

2��2
�

2
�� )

2
��23 � �32��2����24�,

���11� � �11� (11.25)

Коумножение и коединица не изменяются и задаются приведенными
выше формулами (9.73), соответствующими тождественной переста-
новке L0� Квантовые алгебры 
���3; �;#12�, отвечающие квантовым
группам �
��3; �;L�, рассмотрены в разделе 10.3.4.
Контракция �1 � �1 оставляет неизменным параметр деформации,

поскольку / � �2 � 1, и дает новую квантовую группу Евклида
1��2� � �
��3; �1, 1;L�,

� �

�
	
�� �1�21 ����
�1�12 1 �1�13
� ���� �1�31 	
��

�
*�
� � �1 �

� �1
�

�
, (11.26)

у которой

�11 � 1, �22 � �33 � 	
��, �23 � ��32 � ����,

�12 	
���� &
�

2
� � ���21 � �13 ������ &

�

2
��,

�31 	
���� &
�

2
� � ���13 � �21 ������ &

�

2
��, (11.27)
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а генераторы подчиняются коммутационным соотношениям

��21,�13� � 0, ��13, ����� � 2&��
�

2
�13 	
���� &

�

2
�,

��21, ����� � 2&��
�

2
	
���� &

�

2
��21� (11.28)

Условные обозначения в (11.26) объяснены в разделе 9.3.2. Антипод
имеет вид

���21� � �12	�
�

2
� &�13��

�

2
, ���13� � �31	�

�

2
� &�21��

�

2
, ���� � ��,

(11.29)
и коумножение задается формулами

"�13 � 1) �13 � �13 ) 	
��� �12 ) ����, "� � 1) �� �) 1,
"�21 � 	
��) �21 � �21 ) 1� ����) �31� (11.30)

Квантовая группа Ньютона ���2� � �
��3; 1, �2;L�, / � �2 опи-
сывается соотношениями �33 � 1, �11 � �22 � 	
��, �21 � ���� � ��12,
т.е. матрица образующих имеет вид

� �

�
	
�� ���� �2�23
� ���� 	
�� �2�13
�2�32 �2�31 1

�
*�
� � � �2

� �2
�

�
, (11.31)

где
�31 � ��13 	
�� � �23 ���� � &

�

2
����,

�32 � ��23 	
�� � �13 ���� � &
�

2
�1� 	
���, (11.32)

с коммутаторами независимых генераторов

�����,�13� � &4 	
���	
�� � 1�,
�����,�23� � &4 	
�� ����, ��23,�13� � �&4�13� (11.33)

Антипод дается формулами

���13� � ��13 	
�� � �23 ���� � &4 ����, ���� � ��,
���23� � ��23 	
�� � �13 ���� � &4�1� 	
���, (11.34)

а коумножение равно

"�23 � �23 ) 1� 	
�� ) �23 � ���� ) �13, "� � 1) � � � ) 1,
"�13 � �13 ) 1� 	
�� ) �13 � ���� ) �23� (11.35)

Матрицы образующих (11.31) и (9.84) одинаковы с точки зре-
ния распределения нильпотентных единиц, а формулы (11.32)–(11.35)
переходят в (9.85)–(9.88) при замене �13 на �23 и �23 на �13� Та-
ким образом, имеем изоморфизм контрактированных квантовых групп
���2� + �0

� �2� + 10��2�� Двойственные квантовые алгебры Ньютона
также изоморфны (см. раздел 10.3.6).
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Для квантовой группы Галилея !��2� � �
��3; �1, �2;L�, / � �2
из �4, ��-ортогональности имеем �11 � �22 � �33 � 1 и матрицу образу-
ющих вида

� �

�
1 �1�21 �2�23

��1�12 1 �1�2�13
��2�23 �1�2�31 1

�
*�
� � �1 �2

� �1�2
�

�
, (11.36)

где �31 � ��13 � �21�23 � &
�

2
�21. Коммутаторы независимых образую-

щих равны

��21,�13� � 0, ��23,�13� � �&4�13, ��21,�23� � &4�21, (11.37)

антипод записывается как

���21� � ��21, ���23� � ��23, ���13� � ��13 � �21�23, (11.38)

а коумножение имеет вид

"�21 � 1) �21 � �21 ) 1, "�23 � 1) �23 � �23 ) 1,
"�13 � 1) �13 � �13 ) 1� �21 ) �23� (11.39)

При другом выборе независимых образующих {�12, �31, �32} имеем
�13 � ��31 � �12�32 � &

�

2
�12� Соотношения (11.37)–(11.39) выглядят

так: коммутаторы

��12,�32� � 0, ��32,�12� � &4�12, ��32,�31� � &4�31, (11.40)

коумножение

"�12 � 1) �12 � �12 ) 1, "�32 � 1) �32 � �32 ) 1,
"�31 � 1) �31 � �31 ) 1� �32 ) �12 (11.41)

и антипод

���12� � ��12, ���31� � ��31 � �32�12, ���32� � ��32� (11.42)

Отметим, что как алгебра Хопфа !��2� неизоморфна квантовой
группе !0��2�. Хотя распределение нильпотентных параметров в мат-
рицах (11.36) и (9.89) эквивалентно, параметры деформации преоб-
разуются по-разному: / � �2 и / � �1�2. Поэтому коммутационные
соотношения (9.90), (11.37), антипод (9.92) и коединица переходят
друг в друга при замене �13 на �23 и наоборот, но в копроизведении
(9.91) "��13� не переходит в "��23��

11.4.2. Квантовые группы �
��3; �;���. Покажем,
что перестановка L) � �1, 3, 2� не приводит к неизоморфным
квантовым группам. Параметр деформации преобразуется домно-
жением на / � �L1,L3� � �1, 2� � �1� Коммутаторы, соотношения
�4, ��-ортогональности и антипод получаются из соответствующих
выражений квантовой группы �
��3� � �
��3; 1, 1;L0� заменой
индекса 2 на 3 и наоборот и последующим восстановлением
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контракционных параметров � по стандартным правилам. Матрица
генераторов принимает вид

���� �

�
�11 �1�2�13 �1�12

�1�2�31 �33 �2�32
�1�21 �2�23 �22

�
, (11.43)

а коммутационные соотношения стоящих над главной диагональю неза-
висимых генераторов равны

�22 ��13,�32� � &
1
�1
����14��33��11 � �22�,

��12,�32� � �32

�
1
�1
�	��14 � 1��12 � &

1
�1
����14��22

�
,

��13,�12� �
�
1
�1
�	��14 � 1��12 � &

1
�1
����14��11

�
�13� (11.44)

Антипод получается преобразованием формул (9.74):

���13� � �31	���1
�

2
� � &�32

1
�1
����1

�

2
�,

���31� � �13	���1
�

2
� � &�23

1
�1
����1

�

2
�,

���32� � �23	���1
�

2
�� &�21�13

1
�1
����1

�

2
�,

���23� � �32	���1
�

2
�� &�21�31

1
�1
����1

�

2
�,

���12� � �21	�
2��1

�

2
� � �12��

2��1
�

2
� �

)

2
��22 � �11�

1
�1
����14�,

���21� � �12	�
2��1

�

2
� � �21��

2��1
�

2
� �

)

2
��22 � �11�

1
�1
����14�,

���11� � �11	�
2��1

�

2
�� �22��

2��1
�

2
� �

)

2
��12 � �21��1����14�,

���22� � �22	�
2��1

�

2
�� �11��

2��1
�

2
�� )

2
��12 � �21��1����14��

���33� � �33� (11.45)

Коумножение и коединица не изменяются и задаются формулами
(9.73), отвечающими тождественной перестановке L0� Квантовые ал-
гебры 
���3; �;#01�, сответствующие квантовым группам �
��3; �;L)�,
рассмотрены в разделе 10.3.3. Проследим, как изменяются коммутато-
ры независимых образующих и антипод при контракциях.
Полагая �1 � �1, получаем квантовую группу Евклида �1��2� �

� �
��3; �1, 1;L)� с образующими

� �

�
1 �1�13 �1�12

�1�31 	
�� ����
�1�21 � ���� 	
��

�
*�
� � �1 �1

� �
�

�
, (11.46)
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у которой
�11 � 1, �22 � �33 � 	
��, �32 � ����,

�21 � ��12 	
��� �13 ����� &
�

2
�1� 	
���,

�31 � ���12 ����� �13 	
��� &
�

2
�����, (11.47)

а коммутаторы имеют вид

��13, ����� � &4 	
���1� 	
���,
��12, ����� � �&4 ���� 	
��, ��13,�12� � &4�13� (11.48)

Антипод дается формулами

���13� � ��13 	
��� �12 ����, ���12� � ��12 	
��� �13 ����,

���� � ��, (11.49)

а коумножение равно

"� � 1) �� �) 1, "��12� � 1) �12 � �12 ) 	
��� �13 ) ����,
"�13 � 1) �13 � �13 ) 	
��� �12 ) ����� (11.50)

Поскольку матрица образующих (11.46) совпадает с матрицей (9.75),
то �1��2� изоморфна 10��2�. При замене �12 на �13 и �13 на �12 формулы
(9.75)–(9.79) переходят в (11.47)–(11.50). Аналогичный изоморфизм
имеет место и для соответствующих квантовых алгебр ���2;#01� (
( ���2;#02� (см. раздел 10.3.5).

Квантовая группа Ньютона ����2� � �
��3; 1, �2;L)� характери-
зуется неизменным параметром деформации 4, образующими

�33 � 1, �11 � �22 � 	
��, �12 � ���� � ��21,
�23 	
��� � &

�

2
� � �

�
�32 � �13 ����� � &

�

2
�
�
,

�31 	
��� � &
�

2
� � �

�
�13 � �32 ����� � &

�

2
�
�
, (11.51)

организованными в матрицу вида

� �

�
	
�� �2�13 ����
�2�31 1 �2�32
� ���� �2�23 	
��

�
*�
� � �2 �

� �2
�

�
, (11.52)

коммутационными соотношениями

��13,�32� � 0, ��32, ����� � 2&��
�

2
�32 	
��� � &

�

2
�,

��13, ����� � 2&��
�

2
	
��� � &

�

2
��13, (11.53)

антиподом

���13� � �31	�
�

2
� &�32��

�

2
, ���32� � �23	�

�

2
� &�13��

�

2
,

���� � �� (11.54)



220 Гл. 11. Квантовые группы ����� ; �;��

и коумножение

"� � 1) � � � ) 1, "�32 � 1) �32 � �32 ) 	
�� � �31 ) ����,
"�13 � 	
�� ) �13 � �13 ) 1� ���� ) �23� (11.55)

Эта квантовая группа ����2� изоморфна как алгебра Хопфа кван-
товой группе Евклида 1��2� с неизменным параметром деформации
�/ � 1�, поскольку матрица образующих (11.52) совпадает с (11.26),
если вместо �2 подставить �1� Замена �13 на �21, �32 на �13, � на
� переводит коммутационные соотношения (11.53) квантовой группы
Ньютона в коммутационные соотношения (11.28), антипод (11.54) пе-
реходит в (11.29), коумножение (11.55) переходит в (11.30). Изомор-
физм соответствующих квантовых алгебр установлен в разделе 10.3.6.
Наконец, при двумерной контракции получаем квантовую груп-

пу Галилея �!��2� � �
��3; �1, �2;L)�, у которой параметр деформа-
ции умножается на / � �1, диагональные образующие равны единице
�11 � �22 � �33 � 1, матрица образующих имеет вид

� �

�
1 �1�2�13 �1�12

�1�2�31 1 �2�32
��1�12 ��2�32 1

�
*�
� � �1�2 �1

� �2
�

�
, (11.56)

где �31 � ��13 � �12�32 � &
�

2
�32, коммутаторы образующих равны

��13,�32� � 0, ��12,�32� � �&4�32, ��13,�12� � &4�13� (11.57)

Алгебра Хопфа задается антиподом

���13� � ��13 � �12�32, ���32� � ��32, ���12� � ��12, (11.58)

коумножением

"�12 � 1) �12 � �12 ) 1, "�32 � 1) �32 � �32 ) 1,
"�13 � 1) �13 � �13 ) 1� �12 ) �32 (11.59)

и стандартной коединицей.
Распределение нильпотентных параметров в матрице образующих

(11.56) переходит в (11.36) при замене �1 , �2 и отражении от по-
бочной диагонали. Замена независимых образующих �12 , �32, �31 �
� �13, �� �� переводит соотношения (11.57)–(11.59) в соответству-
ющие соотношения (11.40)–(11.42). Поэтому �!��2� изоморфна кван-
товой группе Галилея !��2�, так же как и соответствующие кванто-
вые алгебры ���2;#01� ( ���2;#12� (раздел 10.3.5).

11.5. Квантовые группы ����4; �;�� и ����5; �;��

11.5.1. Квантовые группы �
��4; �;��. Перечислим
неизоморфные контракции квантовой группы �
��4�� Преобразование
параметра деформации осуществляется с помощью множителя
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/ � �L1,L4� ! �L2,L3�, который равен / � �1�2�3 для перестановки
L0 � �1, 2, 3, 4� и / � �1�3 для перестановки L� � �1, 3, 4, 2�� Других
значений множитель / не принимает. Указанные выражения для /
отвечают неизоморфным, контрактированным по одинаковому числу
параметров квантовым группам, имеющим неэквивалентные матрицы
образующих при перестановках L0 и L��
В случае одномерных контракций при �1 � �1, / � �1 полу-

чаем квантовую группу Евклида 10��3� � �
��4; �1;L0�, а при �2 �
� �2 имеем две неизоморфные квантовые группы Ньютона: �0

� �3� �
� �
��4; �2;L0�, / � �2 и � �

��3� � �
��4; �2;L�� при неизменном пара-
метре деформации / � 1�
В случае двумерных контракций при �1 � �1, �2 � �2

получаем две неизоморфные квантовые группы Галилея:
!0��3� � �
��4; �1, �2;L0�, / � �1�2 и !�

��3� � �
��4; �1, �2;L��, / � �1�
Контракция �1 � �1, �3 � �3 дает квантовую группу )0

� �4� �
� �
��4; �1, �3;L0�, / � �1�3, не имеющую специального наименования.
Максимальная трехмерная контракция �1 � �1, �2 � �2, �3 � �3 при-

водит к двум неизоморфным флаговым квантовым группам: B 0� �4� �
� �
��4; �;L0�, / � �1�2�3 и B �

��4� � �
��4; �;L��, / � �1�3� Распределе-
ние нильпотентных единиц в матрицах образующих показано ниже:

10��3� *�

	�
 � �1 �1 �1
� � �
� �
�

��� , �0
� �3� *�

	�
 � � �2 �2
� �2 �2
� �
�

��� ,

� �
��3� *�

	�
 � �2 �2 �
� � �2
� �2
�

��� , !0��3� *�

	�
 � �1 �1�2 �1�2
� �2 �2
� �

�

��� ,

!�
��3� *�

	�
 � �1�2 �1�2 �1
� � �2

� �2
�

��� , )0
��4� *�

	�
 � �1 �1 �3
� � �1�3
� �1�3
�

��� ,

B 0� �4� *�

	�
 � �1 �1�2 �1�2�3
� �2 �2�3
� �1�3

�

��� , B �
��4� *�

	�
 � �1�2 �1�2�3 �1
� �1�3 �2

� �2�3
�

��� �

(11.60)
Таким образом, в деформированном случае имеем восемь контрак-

тированных квантовых групп, в то время как для обычной груп-
пы �
�4� получается только пять неизоморфных контрактированных
групп в рамках схемы Кэли–Клейна.

11.5.2. Квантовые группы �
��5; �;��. Преобразование
параметра деформации осуществляется с помощью множителя / �
� �L1,L5� ! �L2,L4�, который равен / � �1�2�3�4 для перестановки
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L0 � �1, 2, 3, 4, 5�, равен / � �1�2�3 для перестановки L�1� � �1, 2, 5, 3, 4�,
равен / � �1�2�4 для перестановки L�2� � �1, 4, 2, 5, 3�, равен / � �1�3
для перестановки L�3� � �1, 3, 5, 4, 2�, равен / � �1�4 для перестановки
L�4� � �1, 4, 3, 5, 2�, равен / � �2�4 для перестановки L�5� � �2, 4, 1, 5, 3�,
равен / � �1�3�4 для перестановки L�6� � �1, 3, 4, 5, 2�, равен / � �2�3�4
для перестановки L�7� � �2, 3, 1, 4, 5��
Если рассматривать контракции по параметрам �1, �2, то полу-

чим две квантовые группы Евклида: 10��4� � �
��4; �1;L0�, / � �1 и
1��4� � �
��4; �1;L5�, / � 1 с распределением нильпотентных пара-
метров вида

10��4� *�

	���

� �1 �1 �1 �1
� � � �
� � �
� �
�

����� , 1��4� *�

	���

� �1 � � �
� �1 �1 �1
� � �
� �
�

����� ,
(11.61)

две квантовые группы Ньютона: �0
� �4� � �
��4; �2;L0�, / � �2 и

���4� � �
��4; �2;L3�, / � 1, отвечающие матрицам

�0
� �4� *�

	���

� � �2 �2 �2
� �2 �2 �2
� � �
� �
�

����� , ���4� *�

	���

� �2 � �2 �2
� �2 � �
� �2 �2
� �
�

����� , (11.62)
и две квантовые группы Галилея: !0��4� � �
��4; �1�2;L0�, / � �1�2 и
!��4� � �
��4; �1�2;L3�, / � �1, порождаемые матрицами образующих
с нильпотентными элементами

!0��4� *�

	���

� �1 �1�2 �1�2 �1�2
� �2 �2 �2
� � �

� �
�

����� ,

!��4� *�

	���

� �1�2 �1 �1�2 �1�2
� �2 � �
� �2 �2
� �

�

����� � (11.63)

По сравнению со случаем � � 3 добавились две квантовые группы
Ньютона.
В рассмотренных примерах при � � 3, 4, 5 количество неизоморф-

ных квантовых аналогов классических групп не превышало двух, и
возникает соблазн сделать вывод о том, что эта закономерность спра-
ведлива при любых контракциях. Однако это не так. Число неизо-
морфных квантовых аналогов обычных групп Кэли–Клейна возрастает
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с увеличением размерности контракции, т.е. с увеличением количе-
ства нильпотентных параметров. Так, при максимальной контракции
�� � ��, � � 1, . . . , 4 получаем пять квантовых аналогов флаговой груп-
пы B �5� � �
�5; ��, а именно: B 0� �5� � �
��5; �;L0�, / � �1�2�3�4;
B
�1�
� �5� � �
��5; �;L�1��, / � �1�2�3; B

�2�
� �5� � �
��5; �;L�2��, / �

� �1�2�4; B
�3�
� �5� � �
��5; �;L�3��, / � �1�3; B

�4�
� �5� � �
��5; �;L�4��,

/ � �1�4� Эти квантовые группы порождаются матрицами образующих
с неэквивалентными распределениями нильпотентных параметров по
элементам матриц.



Гл а в а 12

КВАНТОВЫЕ УНИТАРНЫЕ ГРУППЫ

КЭЛИ–КЛЕЙНА

В данной главе определяются квантовые унитарные группы Кэли–
Клейна и находится структура алгебры Хопфа для контрактированных
квантовых унитарных групп. В разделе 12.7 изучается изоморфизм
квантовой унитарной алгебры 
���2; �� и квантовой ортогональной ал-
гебры 
���3; �� при разных выборах примитивных элементов в алгебре
Хопфа.

12.1. Квантовые группы ����
� и ����
�

Для простых алгебр Ли серии .5�1 соответствующая '-матрица
имеет вид [72]

'� � 2
5�

�1

�

 ) �

 �
5�


,
�1,

�


�

 ) �

 � �2 � 2�1�
5�


,
�1,
6


�

 ) �



��

��� � Æ
�Æ
�, &, �, �,� � 1, . . . ,�� (12.1)

В общем случае, когда 2� �� 1 для любого натурального �, центр
алгебры .� � .�


порождается единицей и квантовым детерминантом

����" �
�

9
=�5�

��2���9�,191 . . . ,59� , (12.2)

где ��L� — четность подстановки L.
Определение 12.1.1. Фактор-алгебра алгебры .� по соотношению
����" � 1 называется алгеброй функций на квантовой группе �6����
или просто квантовой группой �6����.
Коммутационные соотношения образующих квантовой группы

�6���� находятся подстановкой матрицы (12.1) в '"" -соотношения
(9.4) и естественно разбиваются на три группы:

,

,
� � ,
�,

 , � @ �, ,

,�
 � ,�
,

 , � @ &,

�,
�, ,�
 � � 0, �,

 , ,��� � >,
�,�
 , & �� �, � @ &, � @ �, (12.3)

где > � 2 � 2�1.
Биалгебра �6���� является алгеброй Хопфа с копроизведением

"" � " �)" , коединицей ��" � � E и антиподом

��,

� � ��2�
�
�,

, &, � � 1, . . . ,� , (12.4)
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где �,

 — квантовые миноры�,

 � �
9
=�5�1�

��2���9�,191 . . . ,
�19��1,
	19��1 . . . ,59�

и L � �L1, . . . ,L
�1,L
	1, . . . ,L5 � � L�1, . . . , � � 1, � � 1, . . . ,��. При
этом "��" � � ��" �" � E и �2�" � � +"+�1, где + � diag�1, 22, . . .
. . . , 225 �.
Если положить в общем определении 9.1.4 квантового векторного

пространства ' � '�, а многочлен выбрать в виде ��,� � , � 2, то
придем к определению.
Определение 12.1.2. Алгебра функций с образующими �1, . . . ,�5 ,
удовлетворяющими коммутационным соотношениям

�
�
 � 2�
�
, 1 � & � � � � , (12.5)

называется комплексным квантовым � -мерным векторным простран-
ством и обозначается �5

� .
Векторное пространство �5

� вложено в квантовую группу �6����
формулой � �� "�, где �
 � Æ
1, & � 1, . . . ,� , т.е. как первый столбец
матрицы генераторов �
 �� ,
5 .
Определение 12.1.3. Алгебра с образующими �1, . . . ,�5 , 51, . . . , 55
и коммутационными соотношениями

�
�
 � 2�
�
, 5
5
 � 2�15
5
, 1 � & � � � � ,

'�2* �5 ) �� � 2�) 5 (12.6)

называется комплексным квантовым векторным пространством �25
�,��1 .

Для матриц, действующих в тензорном произведении �5 ) �5 ,
верхний индекс ,2 означает транспонирование по второму сомножите-
лю. Квантовая группа �6���� действует в алгебре �25

�,��1 по формулам
Æ��� � " �)�, Æ�5� � ��" �� �)5� Центр алгебры �25

�,��1 порождается еди-
ницей и элементом 5�� � 51�1 � . . . � 55�5 . Алгебра �25

�,��1 вложена
в квантовую группу �6���� формулами � �� "�, 5 �� ��" ���, где
верхний индекс � означает транспонирование.
Определение 12.1.4. Фактор-алгебра алгебры �25

�,��1 по соотношению
5�� � 1 называется алгеброй функций на однородном пространстве
�6������6��� � 1�.
Вещественные формы квантовой группы �6���� выделяются при

помощи �-антиинволюции алгебры Хопфа. В зависимости от вида
параметра деформации 2 � � имеется два типа вещественных форм
�6����:
I. При �2� � 1.
В этом случае '� � '��1 � '�1

� , где черта обозначает комплексное
сопряжение, и вещественная квантовая группа �6��� , � � выделяется
�-антиинволюцией " � � " , т.е. ,�

 � ,

 , &, � � 1, . . . ,� . Алгебра �5

� ,
снабженная антиинволюцией ��
 � �
, & � 1, . . . ,� , называется кван-

8 Громов Н.А.
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товым � -мерным вещественным векторным пространством �5
� . По-

скольку отображение Æ согласовано с антиинволюциями Æ���� � Æ����,
то квантовая группа �6��� , � � действует на �5

� обычным образом
Æ��� � " �)�.
II. При вещественном 2 � � .
'-матрица обладает свойством '� � '�, и алгебра �6����, снаб-

женная антиинволюцией ,�

 � �
�
��,

�, &, � � 1, . . . ,� , где �
 �
� 
1, & � 1, . . . ,� , называется квантовой псевдоунитарной группой
�����1, . . . , �5 �. При �1 � . . . � �5 � 1 получается квантовая унитарная
группа ������, которая задается соотношениями "" �� � " ��" � E.
Алгебра �25

�,��1 , 2 � � , снабженная антиинволюцией 5�
 � �
, & � 1, . . .
. . . ,� , называется квантовым � -мерным эрмитовым пространством
&5

� . Действие Æ��� � " �)� квантовой группы ������ на &5
� сохра-

няет эрмитову квадратичную форму ���� � ��1�1 � . . . � ��5�5 , т.е.
Æ������ � 1) ����. Тем самым фактор-алгебра алгебры &5

� по соотно-
шению ���� � 1 является квантовой �2� � 1�-мерной унитарной сферой
и обозначается �&5

� .

12.2. Квантовые группы ����2� и ����2�

Матрица (12.1) при � � 2 выглядит следующим образом:

'� �

	�
 2 0 0 0
0 1 0 0
0 > 1 0
0 0 0 2

��� � (12.7)

Матрица образующих

" �

�
,11 ,12
,21 ,22

�
(12.8)

с коммутационными соотношениями

,11,12 � 2,12,11, ,11,21 � 2,21,11, ,12,21 � ,21,12,

,12,22 � 2,22,12, ,21,22 � 2,22,21, ,11,22 � ,22,11 � >,12,21 (12.9)

имеет квантовый детерминант (12.2) вида ����" � ,11,22 � 2,12,21� При
условии ����" � 1 антипод (12.4) выражается формулой

��" � �

�
,22 �2�1,12
�2,21 ,11

�
, (12.10)

а последний коммутатор в (12.9) можно переписать в виде

,11,22 � 22,22,11 � 1� 22� (12.11)

Квантовое векторное пространство �2
� � ��1,�2��1�2 � 2�2�1	 вло-

жено в матрицу (12.8) как первый столбец, т.е. �1 � ,11,�2 � ,21. Кван-



12.3. Квантовые группы ����3� и ����3� 227

товое пространство �4
�,��1 порождается образующими �1, �2, 51, 52

с коммутационными соотношениями

�1�2 � 2�2�1, 5152 � 2�15251, �252 � 52�2,

�152 � 252�1, �251 � 251�2, �151 � 51�1 � �1� 22�52�2, (12.12)

где образующие 5 определены по формуле 5 �� ��" ���, т.е. 51 �
� ,22, 52 � �2�1,12. При действии квантовой группы �6��2� сохраня-
ется билинейная форма

5�� � 51�1 � 52�2 � ,22,11 � 2�1,12,21 � ����" � 1� (12.13)

При 2 � � вещественная форма �6��2� есть квантовая унитарная
группа ����2�, удовлетворяющая соотношениям ,�

 � ��,

�, т.е.

" � �

�
,�11 ,�12
,�21 ,�22

�
�

�
,22 �2,21

�2�1,12 ,11

�
� (12.14)

Квантовое 2-мерное эрмитово пространство &2
� � ��1,�2,��1 ,��2	 полу-

чается из �4
�,��1 заданием антиинволюции 51 � ��1 , 52 � ��2. Коммута-

ционные соотношения образующих квантового эрмитова пространства
&2

� легко находятся подстановкой 51 � ��1, 52 � ��2 в (12.12). Действие
Æ квантовой унитарной группы ����2� на &2

� сохраняет эрмитову
квадратичную форму ���� � ��1�1 � ��2�2 � 1 в силу (12.13).

12.3. Квантовые группы ����3� и ����3�

Коммутационные соотношения образующих

" �

�
,11 ,12 ,13
,21 ,22 ,23
,31 ,32 ,33

�
(12.15)

с единичным квантовым детерминантом

����" � ,11,22,33 � ,12,23,31 � ,13,21,32�
�2�,12,21,33 � ,11,23,32 � ,13,22,31� � 1 (12.16)

находятся из '"" -соотношений с матрицей ' вида

'� �

	����������


2 � � � � � � � �
� 1 � � � � � � �
� � 1 � � � � � �
� > � 1 � � � � �
� � � � 2 � � � �
� � � � � 1 � � �
� � > � � � 1 � �
� � � � � > � 1 �
� � � � � � � � 2

������������
� (12.17)

8*
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Эти коммутационные соотношения удобно разделить на три группы:
(i) соотношения типа .C � 2C. или .C � 2C. � �.,C�� � 0

,11,12 � 2,12,11, ,12,13 � 2,13,12, ,11,13 � 2,13,11,
,21,22 � 2,22,21, ,22,23 � 2,23,22, ,21,23 � 2,23,21,
,31,32 � 2,32,31, ,32,33 � 2,33,32, ,31,33 � 2,33,31,
,11,21 � 2,21,11, ,21,31 � 2,31,21, ,11,31 � 2,31,11,
,12,22 � 2,22,12, ,22,32 � 2,32,22, ,12,32 � 2,32,12,
,13,23 � 2,23,13, ,23,33 � 2,33,23, ,13,33 � 2,33,13;

(ii) коммутирующие образующие

�,13, ,22� � 0, �,12, ,31� � 0, �,21, ,13� � 0,

�,22, ,31� � 0, �,31, ,23� � 0, �,13, ,32� � 0,

�,13, ,31� � 0, �,12, ,21� � 0, �,23, ,32� � 0;

(iii) соотношения типа �.,C� � >0A

�,11, ,22� � >,21,12, �,22, ,33� � >,32,23, �,11, ,33� � >,31,13,

�,12, ,23� � >,22,13, �,21, ,32� � >,31,22, �,11, ,23� � >,21,13,

�,21, ,33� � >,31,23, �,11, ,32� � >,31,12, �,12, ,33� � >,32,13� (12.18)

Структура алгебры Хопфа задается стандартными копроизведением
"�,
�� �

�3
��1 ,
� ) ,��, &, � � 1, 2, 3, и коединицей ��,
�� � Æ
�, а ан-

типод выглядит следующим образом:

�

�
,11 ,12 ,13
,21 ,22 ,23
,31 ,32 ,33

�
�

	
 �,11 �2�1�,21 2�2�,31
�2�,12 �,22 �2�1�,32
22�,13 �2�,23 �,33

�� �

�

	
 ,22,33 � 2,23,32 ,13,32 � 2�1,12,33 2�2,12,23 � 2�1,13,22
22,23,31 � 2,21,33 ,11,33 � 2,13,31 ,13,21 � 2�1,11,23
22,21,32 � 23,22,31 22,12,31 � 2,11,32 ,11,22 � 2,12,21

�� �

(12.19)
Инволюция определяется соотношением " � � ��" �� и легко находится
из (12.19).
Квантовое векторное пространство �3

� � ��1,�2,�3��1�2 � 2�2�1,
�1�3 � 2�3�1, �2�3 � 2�3�2	 вложено в матрицу (12.15) как первый
столбец, т.е. �1 � ,11,�2 � ,21,�3 � ,31. Квантовое пространство �6

�,��1

порождается образующими ��, 5�, � � 1, 2, 3, где 5 �� ��" ���, т.е. обра-
зующие 5� вложены в матрицу ��" � (12.19) как первая строка:

51 � �,11 � ,22,33 � 2,23,32, 52 � �2�1�,21 � ,13,32 � 2�1,12,33,

53 � 2�2�,31 � 2�2,12,23 � 2�1,13,22� (12.20)
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Образующие пространства �6
�,��1 удовлетворяют коммутационным со-

отношениям

�1�2 � 2�2�1, �1�3 � 2�3�1, �2�3 � 2�3�2,

�151 � 51�1 � �1� 22��52�2 � 53�3�, �252 � 52�2 � �1� 22�53�3,

�353 � 53�3, �152 � 252�1, �153 � 253�1, �251 � 251�2,

�253 � 253�2, �351 � 251�3, �352 � 252�3,

5152 � 2�15251, 5153 � 2�15351, 5253 � 2�15352� (12.21)

При действии квантовой группы �6��3� сохраняется билинейная форма

5�� � 51�1 � 52�2 � 53�3 � 1� (12.22)

Квантовое эрмитово пространство &3
� � ���, ���, � � 1, 2, 3	 получа-

ется из �6
�,��1 заданием антиинволюции 51 � ��1, 52 � ��2, 53 � ��3. Ком-

мутационные соотношения его образующих ��,��� легко находятся из
(12.21). Действие Æ���� �

�3
��1 ,�� ) ��, � � 1, 2, 3 квантовой уни-

тарной группы ����3� на пространстве &3
� в соответствии с (12.14) со-

храняет эрмитову квадратичную форму ���� � ��1�1 � ��2�2 � ��3�3 � 1.

12.4. Квантовые группы ����
 ; �� и ����
 ; ��

Зададим схему контракций Кэли–Клейна симметричным распре-
делением контракционных параметров среди образующих квантовой
группы �6����

" � " ���, ,
� � �&, ��,
�, &, � � 1, . . . ,�� (12.23)

Определение 12.4.1. Квантовая группа, получающаяся преобразова-
нием (12.23) из �6����, называется квантовой группой Кэли–Клейна
�6��� ; ��.
Ее образующие " ���, ����" ��� � 1 удовлетворяют коммутационным

соотношениям
'�"1���"2��� � "2���"1���'�, (12.24)

где "1��� � " ���) E, "2��� � E ) " ���, а матрица '� дается (12.1).
Квантовая группа �6��� ; �� является алгеброй Хопфа с коедини-

цей ��" ���� � E, копроизведением "" ��� � " ��� �)" ��� и антиподом
��" ���� � "�1���, которые в компонентах выглядят следующим обра-
зом: ��,
�� � Æ
�,

",�� �
5�

��1

��,��2,�� ) ,�� � ,�� ) ,�� �
5�

��1,� 
��

��,��2,�� ) ,��,

",
� �
��

��1

,
� ) ,�� �
5�

���	1

��,��2,
� ) ,��, � � ����&, �	,
(12.25)
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��,
�� � ��1�
���*��
����&, ���1�,�
���, (12.26)

где�,�
��� � �
9
=�5�1�

��1���9��*���9��1,L1� . . . �� � 1,L��1��� � 1,L�	1� . . .

. . . �� ,L5 �,191 . . . ,
�19��1,
	19��1 . . . ,59� ,

��� � 1� есть группа перестановок �� � 1�-го порядка и L � �L1, . . .
. . . ,L��1,L�	1, . . . ,L5 � � L�1, . . . , &� 1, &� 1, . . . ,��.
Чтобы получить комплексное квантовое � -мерное векторное про-

странство �5
� ���, преобразуем образующие � � ��1, . . . ,�5 �� квантово-

го пространства �5
� следующим образом:

�� ����, �� � �1, ����, � � 1, . . . ,�� (12.27)

Коммутационные соотношения образующих при этом не изменяются,
поэтому

�5
� ��� � ��1, . . . ,�5 � �
�� � 2���
, 1 � & � � � �	� (12.28)

Некоммутативное векторное пространство �5
� ��� вложено в квантовую

группу �6��� ; �� как первый столбец матрицы образующих " ���.
Квантовое пространство �25

�,��1��� получается из �25
�,��1 преобразо-

ванием (12.27) образующих �� и таким же преобразованием образую-
щих 5�. Квантовая группа �6��� ; �� действует в алгебре �25

�,��1��� по
формулам

Æ������ � " ��� �)����, Æ�5���� � ��" ����� �)5��� (12.29)

или в компонентах

Æ��
� �

�

��1

,
� ) �� �
5�

��
	1

�&, ��2,
� ) ��,

Æ�5
� �

�

��1

��,�
�) 5� �
5�

��
	1

�&, ��2��,�
�) 5�� (12.30)

Центр алгебры �25
�,��1��� порождается единицей и элементом

5����� � 51�1 � �1, 2�252�2 � . . .� �1,��
255�5 � (12.31)

Алгебра �25
�,��1��� вложена в квантовую группу �6��� ; �� формулами

���� �� " ����, 5��� �� ��" ������, где �
 � Æ
1, & � 1, . . . ,� , т.е. ���� —
это первый столбец матрицы " ���, а 5��� есть первая строка матрицы
��" ����. Фактор-алгебра алгебры �25

�,��1��� по соотношению 5����� � 1
является алгеброй функций на однородном пространстве Кэли–Клейна
�6��� ; ����6��� � 1; ��.
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Вещественные формы квантовой группы �6��� ; �� выделяются
обычным способом. При �2� � 1 антиинволюции ,�

 � ,

 и ��
 � �

вместе с преобразованиями (12.23),(12.27) определяют вещественную
квантовую группу Кэли–Клейна �6��� ; �; � � и квантовое веществен-
ное пространство Кэли–Клейна �5

� ��� с действием Æ������ � " ��� �)����
(12.30).
При 2 � � и антиинволюции " ���" ����� � " �����" ��� � E или

,�
� � ��,�
� получаем квантовую унитарную группу Кэли–Клейна
����� ; ��. Алгебра �25

�,��1���, снабженная антиинволюцией 5�
 � �
,
называется квантовым эрмитовым пространством Кэли–Клейна &5

� ���.
Действие квантовой группы ����� ; �� на &5

� ��� сохраняет эрмитову
квадратичную форму ������� � ��1�1 � �1, 2�

2��2�2 � . . .� �1,��
2��5�5 .

Тем самым фактор-алгебра алгебры &5 ;

� по соотношению ������� � 1

является квантовой �2� � 1�-мерной унитарной сферой Кэли–Клейна
и обозначается �&5

� ���.

12.5. Контракция квантовой унитарной группы
����2; �1�

Конкретные формулы для групп �6��2; �1�, ����2; �1� можно полу-
чить из соответствующих формул для групп �6��2�, ����2� заменой
в последних ,12 � �1,12, ,21 � �1,21. В результате получаем матрицу
образующих

" ��1� �

�
,11 �1,12
�1,21 ,22

�
(12.32)

с коммутационными соотношениями

,11,12 � 2,12,11, ,11,21 � 2,21,11, ,12,21 � ,21,12, ,12,22 � 2,22,12,

,21,22 � 2,22,21, ,11,22 � ,22,11 � �21>,12,21 (12.33)

и квантовым детерминантом ����" ��1� � ,11,22 � �212,12,21 � 1�
Структура алгебры Хопфа задается коединицей ��,11� � ��,22� �

� 1, ��,12� � ��,21� � 0, копроизведением

-�,11� � ,11 ) ,11 � �21 ,12 ) ,21, -�,22� � ,22 ) ,22 � �21,21 ) ,12,

-�,12� � ,11 ) ,12 � ,12 ) ,22, -�,21� � ,21 ) ,11 � ,22 ) ,21 (12.34)

и антиподом

��" ��1�� �

�
,22 ��12�1,12

��12,21 ,11

�
� (12.35)

Формулы для векторных пространств получаются заменой �2 �
� �1�2, 52 � �152. Квантовое векторное пространство �2

���1� �
� ��1,�2� �1�2 � 2�2�1	 вложено в матрицу (12.32) как первый стол-
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бец. Квантовое пространство �4
�,��1��1� порождается образующими

�1,�2, 51, 52 с коммутационными соотношениями

�1�2 � 2�2�1, 5152 � 2�15251, �252 � 52�2, �152 � 252�1,

�251 � 251�2, �151 � 51�1 � �21�1� 22�52�2, (12.36)

где образующие 5 вложены в матрицу (12.35) как первая строка. При
действии квантовой группы �6��2; �1� на �4

�,��1��1�

Æ��1� � ,11 ) �1 � �21 ,12 ) �2, Æ��2� � ,22 ) �2 � ,21 ) �1,

Æ�51� � ��,11�) 51 � �21��,21�) 52 � ,22 ) 51 � �212,21 ) 52,

Æ�52� � ��,22�) 52 � ��,12�) 51 � ,11 ) 52 � 2�1,12 ) 51 (12.37)

сохраняется билинейная форма

5����1� � 51�1 � �2152�2 � ,22,11 � �212
�1,12,21 � ����" ��1� � 1� (12.38)

При 2 � � вещественная форма �6��2; �1� есть квантовая унитарная
группа ����2; �1�, удовлетворяющая соотношениям ,�
� � ��,�
�:

" ���1� �

�
,�11 �1,

�
12

�1,
�
21 ,�22

�
�

�
,22 ��12,21

��12�1,12 ,11

�
� (12.39)

Квантовое 2-мерное эрмитово пространство &2
���1� � ��1,�2,��1 ,��2	

получается из �4
�,��1��1� заданием антиинволюции 51 � ��1, 52 � ��2.

Коммутационные соотношения образующих квантового эрмитова про-
странства &2

���1� легко находятся подстановкой 51 � ��1, 52 � ��2 в
(12.36). Действие квантовой унитарной группы ����2; �1� на &2

���1�

Æ��1� � ,11 ) �1 � �21 ,12 ) �2, Æ��2� � ,22 ) �2 � ,21 ) �1,

Æ���1� � ,�11 ) ��1 � �21,
�
12 ) ��2 � ,22 ) ��1 � �212,21 ) ��2,

Æ���2� � ,�22 ) ��2 � ,�21 ) ��1 � ,11 ) ��2 � 2�1,12 ) ��1 (12.40)

сохраняет эрмитову квадратичную форму ������1� � ��1�1 � �21�
�
2�2.

При � � & получаем формулы для квантовой псевдоунитарной груп-
пы ����1, 1�. При � � �1 имеем квантовую контрактированную группу
����2; �1�. Рассмотрим ее подробнее. Поскольку ����" ��1� � ,11,22 � 1,
то ,22 � ,�111 , а на образующие ,12, ,21 никаких ограничений не накла-
дывается. Учитывая, что ,�12 � �2,21, матрицу образующих запишем
в виде

" ��1� �

�
,11 �1,12
�1,21 ,�111

�
�

�
,11 �1,12

��12�1,�12 ,�111

�
� (12.41)

Коммутаторы образующих квантового векторного пространства �2
���1�

совпадают с коммутаторами образующих �2
�, а для квантового про-

странства �4
�,��1��1� коммутационные соотношения образующих даются



12.6. Контракции квантовой группы ����3; �1, �2� 233

формулами (12.36), в которых последний коммутатор заменен на
�151 � 51�1. При �1 � �1 квантовое эрмитово пространство

�2� ��1� � ��1,�2,��1 ,��2 � �1�2 � 2�2�1, �
�
1�

�
2 � 2�1��2�

�
1 ,

�1�
�
1 � ��1�1, �2�

�
2 � ��2�2, �1�

�
2 � 2��2�1, �2�

�
1 � 2��1�2	, (12.42)

представляет собой некоммутативный аналог расслоенного простран-
ства с базой ��1,��1	 и слоем ��2,��2	. Расслоение порождается про-
екцией �� � �2� ��1� � ��2,��2	. Относительно действия (12.40) обще-
го элемента (12.41) контрактированной унитарной квантовой группы
����2; �1� сохраняется эрмитова квадратичная форма ������1� � ��1�1,
а относительно элемента

"0��1� �

�
0 0
0 ,�111

�
, (12.43)

действующего на образующие слоя и не затрагивающего базу, инвари-
антна вторая эрмитова квадратичная форма inv2 � ��2�2.
Замечание 12.5.1. Терминология в случае контрактированных кванто-
вых пространств еще не установилась. Геометрические термины «слой»,
«база», «проекция» и т. д. не определены для квантовых пространств,
являющихся алгебрами, и используются по аналогии с коммутативным
случаем.
Отметим, что контракция квантовой группы ����2� вида (12.32)

в евклидову квантовую группу 1��2� осуществлялась в работе [205]
предельным переходом �1 � 9� 0.

12.6. Контракции квантовой унитарной группы
����3; �1, �2�

Матрица образующих квантовой унитарной группы ����3; �1, �2�
вида

" ��1, �2� �

�
,11 �1,12 �1�2,13
�1,21 ,22 �2,23
�1�2,31 �2,32 ,33

�
(12.44)

имеет единичный квантовый детерминант

����" ��1, �2� � ,11,22,33 � �21�
2
2 ,12,23,31 � �21�

2
2,13,21,32�

�2��21 ,12,21,33 � �22 ,11,23,32 � �21�
2
2,13,22,31� � 1� (12.45)

Формулы, описывающие квантовую группу ����3; �1, �2�, могут быть
получены из соответствующих формул для квантовой группы ����3�
подстановкой

,12 � �1,12, ,21 � �1,21, ,23 � �2,23, ,32 � �2,32,

,13 � �1�2,13, ,31 � �1�2,31� (12.46)
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В частности, из (12.18) находим коммутационные соотношения для
образующих. Соотношения типа .C � 2C., а также коммутирующие
образующие не меняются, а соотношения типа �.,C� � >0A принима-
ют вид

�,11, ,22� � �21>,21,12, �,22, ,33� � �22>,32,23, �,11, ,33� � �21�
2
2>,31,13,

�,12, ,23� � >,22,13, �,21, ,32� � >,31,22, �,11, ,23� � �21>,21,13,

�,21, ,33� � �22>,31,23, �,11, ,32� � �21>,31,12, �,12, ,33� � �22>,32,13�
(12.47)

Структура алгебры Хопфа задается коединицей ��,
�� � Æ
�, &, � �
� 1, 2, 3, копроизведением

"�,11� � ,11 ) ,11 � �21,12 ) ,21 � �21�
2
2 ,13 ) ,31,

"�,12� � ,11 ) ,12 � ,12 ) ,22 � �22 ,13 ) ,32,
"�,13� � ,11 ) ,13 � ,12 ) ,23 � ,13 ) ,33,
"�,21� � ,21 ) ,11 � ,22 ) ,21 � �22 ,23 ) ,31,
"�,22� � �21,21 ) ,12 � ,22 ) ,22 � �22,23 ) ,32,
"�,23� � �21,21 ) ,13 � ,22 ) ,23 � ,23 ) ,33,
"�,31� � ,31 ) ,11 � ,32 ) ,21 � ,33 ) ,31,
"�,32� � �21,31 ) ,12 � ,32 ) ,22 � ,33 ) ,32,
"�,33� � �21�

2
2 ,31 ) ,13 � �22 ,32 ) ,23 � ,33 ) ,33

(12.48)

и антиподом, который получается из (12.19) и имеет вид

�

�
,11 �1,12 �1�2,13
�1,21 ,22 �2,23
�1�2,31 �2,32 ,33

�
�

�

	
 ,22,33 � �222,23,32 �1��
2
2,13,32 � 2�1,12,33�

�1��
2
22
2,23,31 � 2,21,33� ,11,33 � �21�

2
22,13,31

�1�2�2
2,21,32 � 23,22,31� �2��

2
12
2,12,31 � 2,11,32�

�1�2�2
�2,12,23 � 2�1,13,22�

�2��
2
1,13,21 � 2�1,11,23�
,11,22 � �212,12,21

�� � (12.49)

Инволюция определяется соотношением " ���1, �2� � ��" ��1, �2��� и лег-
ко находится из (12.49).
Квантовые пространства получаются подстановкой

�2 � �1�2, �3 � �1�2�3, 52 � �152, 53 � �1�253� (12.50)

Квантовое пространство �3
���1, �2� имеет такие же коммутационые со-

отношения образующих, как и �3
�. Оно вложено в матрицу (12.44) как

первый столбец.
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Образующие 5� квантового пространства �6
�,��1��1, �2� вложены

в матрицу (12.49) как первая строка и удовлетворяют коммутационным
соотношениям (12.21) за исключением двух коммутаторов:

�151 � 51�1 � �21�1� 22��52�2 � �2253�3�,

�252 � 52�2 � �22�1� 22�53�3� (12.51)

При действии квантовой группы �6��3; �1, �2� на �6
�,��1��1, �2�

Æ��1� � ,11 ) �1 � �21 ,12 ) �2 � �21�
2
2,13 ) �3,

Æ��2� � ,21 ) �1 � ,22 ) �2 � �22,23 ) �3,
Æ��3� � ,31 ) �1 � ,32 ) �2 � ,33 ) �3,
Æ�51� � ��,11�) 51 � �21��,21�) 52 � �21�

2
2��,31�) 53,

Æ�52� � ��,12�) 51 � ��,22�) 52 � �22��,32�) 53,
Æ�53� � ��,13�) 51 � ��,23�) 52 � ��,33�) 53

(12.52)

сохраняется билинейная форма

5����1, �2� � 51�1 � �2152�2 � �21�
2
253�3� (12.53)

При 2 � � вещественная форма �6��3; �1, �2� есть квантовая уни-
тарная группа Кэли–Клейна ����3; �1, �2�, образующие которой удовле-
творяют соотношениям ,�
� � ��,�
�, �, � � 1, 2, 3. Квантовое эрмитово
пространство Кэли–Клейна &3

���1, �2� � ���,���, � � 1, 2, 3	 получает-
ся из �6

�,��1��1, �2� заданием антиинволюции 51 � ��1, 52 � ��2, 53 �
� ��3. Коммутационные соотношения его образующих ��,�

�
�, � � 1, 2, 3

легко находятся из (12.21) и (12.51). Действие квантовой группы
����3; �1, �2� на пространстве &3

���1, �2� получается из (12.52) заменой
5� � ���, � � 1, 2, 3, имеет, в частности, вид

Æ���1� � �,22,33 � �222,23,32�) ��1 � �21��
2
22
2,23,31 � 2,21,33�) ��2�

��21�
2
2�2

2,21,32 � 23,22,31�) ��3 ,

Æ���2� � ��22,13,32 � 2�1,12,33�) ��1 � �,11,33 � �21�
2
22,13,31�) ��2�

��22��
2
12
2,12,31 � 2,11,32�) ��3,

Æ���3� � �2�2,12,23 � 2�1,13,22�) ��1 � ��
2
1 ,13,21 � 2�1,11,23�) ��2�

��,11,22 � �212,12,21�) ��3 (12.54)

и сохраняет эрмитову квадратичную форму

������1, �2� � ��1�1 � �21�
�
2�2 � �21�

2
2�

�
3�3� (12.55)

При вещественных и мнимых значениях параметров �1, �2 � 1, & име-
ем квантовые псевдоунитарные группы ����1, 2� и ����2, 1� с сигнату-
рой ��� �� для �1 � &, �2 � 1, с сигнатурой �� ��� для �1 � 1, �2 � &
и с сигнатурой ����� для �1 � �2 � &. При нильпотентных значениях
параметров �1, �2 получаем контрактированные квантовые унитарные
группы. Рассмотрим эти случаи по отдельности.
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12.6.1. Контракция �1 # �1. Квантовый детерминант (12.45)
матрицы образующих принимает вид

����" ��1, �2� � ,11�,22,33 � �222,23,32� � 1, (12.56)

откуда следует, что ,�111 � ,22,33 � �222,23,32. Из коммутационных соот-
ношений для образующих при контракции изменяются только соотно-
шения (12.47), которые теперь записываются в виде

�,11, ,22� � �,11, ,33� � �,11, ,23� � �,11, ,32� � 0,

�,12, ,23� � >,22,13, �,21, ,32� � >,31,22, �,22, ,33� � �22>,32,23,

�,21, ,33� � �22>,31,23, �,12, ,33� � �22>,32,13� (12.57)

Структура алгебры Хопфа задается коединицей ��,
�� � Æ
�, &, � �
� 1, 2, 3, копроизведением (12.48), в котором

"�,11� � ,11 ) ,11, "�,22� � ,22 ) ,22 � �22 ,23 ) ,32,

"�,23� � ,22 ) ,23 � ,23 ) ,33, "�,32� � ,32 ) ,22 � ,33 ) ,32,

"�,33� � �22 ,32 ) ,23 � ,33 ) ,33, (12.58)

и антиподом

��,12� � �22 ,13,32 � 2�1,12,33, ��,21� � �222
2,23,31 � 2,21,33,

��,13� � 2�2,12,23 � 2�1,13,22, ��,31� � 22,21,32 � 23,22,31,

��,11� � ,22,33 � �222,23,32 � ,�111 , ��,22� � ,11,33, ��,33� � ,11,22,

��,23� � �2�1,11,23, ��,32� � �2,11,32� (12.59)

Инволюция определяется соотношением " ���1, �2� � ��" ��1, �2��� и лег-
ко находится из (12.59)

,�11 � ,�111 , ,
�
22 � ,11,33, ,

�
33 � ,11,22, ,

�
23 � �2,11,32, ,�32 � �2�1,11,23,

,�12 � �222
2,23,31 � 2,21,33, ,�21 � �22 ,13,32 � 2�1,12,33,

,�13 � 22,21,32 � 23,22,31, ,�31 � 2�2,12,23 � 2�1,13,22� (12.60)

Квантовое пространство �3
���1, �2� имеет такие же коммутационные

соотношения образующих, как и �3
�. Образующие квантового про-

странства �6
�,��1��1, �2� удовлетворяют коммутационным соотношениям

(12.21) за исключением двух коммутаторов

��1, 51� � 0, ��2, 52� � �22�1� 22�53�3� (12.61)

Действие квантовой группы �6��3; �1, �2� на �6
�,��1��1, �2� описывается

формулами

Æ��1� � ,11 ) �1, Æ��2� � ,21 ) �1 � ,22 ) �2 � �22 ,23 ) �3,

Æ��3� � ,31 ) �1 � ,32 ) �2 � ,33 ) �3, Æ�51� � ,�111 ) 51,
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Æ�52� � ��22 ,13,32 � 2�1,12,33�) 51 � ,11,33 ) 52 � �222,11,32 ) 53,

Æ�53� � �2
�2,12,23 � 2�1,13,22�) 51 � 2�1,11,23 ) 52 � ,11,22 ) 53 (12.62)

и сохраняет две билинейные формы: одну 5����1, �2� � 51�1 относитель-
но общего действия (12.62), а другую inv2 � 52�2 � �2253�3 относитель-
но действия в слое ��2,�3, 52, 53	, т.е. при ,11 � ,12 � ,21 � ,13 � ,31 � 0.
При 2 � � образующие контрактированной квантовой унитарной

группы ����3; �1, �2� удовлетворяют соотношениям (12.60). Кванто-
вый аналог расслоенного эрмитова пространства &3

���1, �2� � ���,���,
� � 1, 2, 3	 с базой ��1,��1	 и слоем ��2,�3,��2 ,��3	 получается из
�6
�,��1��1, �2� заданием антиинволюции 51 � ��1, 52 � ��2, 53 � ��3 . Комму-

тационные соотношения его образующих ��,���, � � 1, 2, 3 без труда на-
ходятся из (12.21) и (12.61). Действие квантовой группы ����3; �1, �2�
на пространстве &3

���1, �2� находится из (12.62) заменой 5� � ���, � �
� 1, 2, 3. Эрмитова квадратичная форма в расслоенном пространстве
вырождена и распадается на две формы: одна ������1, �2� � ��1�1 ин-
вариантна относительно общего действия группы ����3; �1, �2�, а дру-
гая &	32 � ��2�2 � �22�

�
3�3 инвариантна относительно действия в слое��2,�3,��2 ,��3	, т.е. при ,11 � ,12 � ,21 � ,13 � ,31 � 0.

12.6.2. Контракция �2 # �2. Квантовый детерминант (12.45)
матрицы образующих принимает вид

����" ��1, �2� � �,11,22 � �212,12,21�,33 � 1, (12.63)

откуда следует, что ,�133 � ,11,22 � �212,12,21. Из коммутационных соот-
ношений для образующих при контракции изменяются только соотно-
шения (12.47):

�,11, ,22� � �21>,21,12, �,11, ,23� � �21>,21,13, �,11, ,32� � �21>,31,12,

�,12, ,23� � >,22,13, �,21, ,32� � >,31,22,

�,11, ,33� � �,22, ,33� � �,21, ,33� � �,12, ,33� � 0� (12.64)

Структура алгебры Хопфа задается коединицей ��,
�� � Æ
�, &, � �
� 1, 2, 3, копроизведением (12.48), в котором

"�,33� � ,33 ) ,33, "�,22� � �21 ,21 ) ,12 � ,22 ) ,22,

"�,12� � ,11 ) ,12 � ,12 ) ,22, "�,21� � ,22 ) ,11 � ,22 ) ,21,

"�,11� � ,11 ) ,11 � �21 ,12 ) ,21, (12.65)

а остальные формулы не изменились, и антиподом

��,13� � 2�2,12,23 � 2�1,13,22, ��,31� � 22,21,32 � 23,22,31,

��,23� � �21 ,13,21 � 2�1,11,23, ��,32� � �212
2,12,31 � 2,11,32,

��,11� � ,22,33, ��,22� � ,11,33, ��,33� � ,11,22 � �212,12,21 � ,�133 ,

��,12� � �2�1,12,33, ��,21� � �2,21,33� (12.66)
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Инволюция " ���1, �2� � ��" ��1, �2��� легко находится с помощью
(12.66):

,�11 � ,22,33, ,
�
22 � ,11,33, ,

�
33 � ,�133 , ,

�
12 � �2,21,33, ,�21 � �2�1,12,33,

,�13 � 22,21,32 � 23,22,31, ,�31 � 2�2,12,23 � 2�1,13,22,

,�23 � �212
2,12,31 � 2,11,32, ,�32 � �21 ,13,21 � 2�1,11,23� (12.67)

Квантовое пространство �3
���1, �2� имеет такие же коммутационые

соотношения образующих, как и �3
�. Образующие квантового про-

странства �6
�,��1��1, �2� удовлетворяют коммутационным соотношениям

(12.21) за исключением двух коммутаторов

��1, 51� � �21�1� 22�52�2, ��2, 52� � 0� (12.68)

Пространство �6
�,��1��1, �2� представляет собой квантовый аналог рас-

слоенного пространства с базой ��1,�2, 51, 52	 и слоем ��3, 53	. Дей-
ствие квантовой группы �6��3; �1, �2� на �6

�,��1��1, �2� описывается фор-
мулами

Æ��1� � ,11 ) �1 � �21 ,12 ) �2, Æ��2� � ,21 ) �1 � ,22 ) �2,

Æ��3� � ,31 ) �1 � ,32 ) �2 � ,33 ) �3,

Æ�51� � ,22,33 ) 51 � �212,21,33 ) 52, Æ�52� � �2�1,12,33 ) 51 � ,11,33 ) 52,

Æ�53� � �2�2,12,23 � 2�1,13,22�) 51�

���21 ,13,21 � 2�1,11,23�) 52 � ,�133 ) 53 (12.69)

и сохраняет билинейную форму 5����1, �2� � 51�1 � �2152�2� Вторая фор-
ма inv2 � 53�3 инвариантна относительно действия в слое ��3, 53	, т.е.
когда ,33 �� 0, а остальные образующие ,
� � 0.
При вещественном 2 � � образующие контрактированной кван-

товой унитарной группы ����3; �1, �2� удовлетворяют соотношениям
(12.67). Расслоенное квантовое эрмитово пространство &3

���1, �2�
� ���,���, � � 1, 2, 3	 с базой ��1,�2,��1,��2	 и слоем ��3,��3	 получает-
ся из �6

�,��1��1, �2� заданием антиинволюции 51 � ��1 , 52 � ��2, 53 � ��3.
Коммутационные соотношения его образующих ��,���, � � 1, 2, 3 без
труда находятся из (12.21) и (12.68). Действие квантовой группы
����3; �1, �2� на пространстве &3

���1, �2� получается из (12.69) подста-
новкой 5� � ���, � � 1, 2, 3. Вырожденная эрмитова квадратичная форма
распадается на две формы: одна ������1, �2� � ��1�1 � �21�

�
2�2 инвари-

антна относительно общего действия группы ����3; �1, �2�, а другая
&	32 � ��3�3 инвариантна относительно действия в слое ��3,��3	.

12.6.3. Двумерная контракция �1 # �1, �2 # �2. Квантовый
детерминант (12.45) матрицы образующих имеет особенно простой вид:

����" ��1, �2� � ,11,22,33 � 1� (12.70)
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Коммутационные соотношения для образующих квантовой группы
�6��3; �1, �2� описываются соотношениями (12.47), в которых коммута-
торы типа �.,C� � >0A теперь равны

�,11, ,22� � �,11, ,33� � �,22, ,33� � �,11, ,23� � �,11, ,32� � �,21, ,33� � 0,

�,12, ,33� � 0, �,12, ,23� � >,22,13, �,21, ,32� � >,31,22� (12.71)

Алгебра Хопфа задается коединицей ��,
�� � Æ
�, &, � � 1, 2, 3, ко-
произведением, полученным из (12.48):

"�,11� � ,11 ) ,11, "�,22� � ,22 ) ,22, "�,33� � ,33 ) ,33,

"�,12� � ,11 ) ,12 � ,12 ) ,22, "�,21� � ,21 ) ,11 � ,22 ) ,21,

"�,13� � ,11 ) ,13 � ,12 ) ,23 � ,13 ) ,33,

"�,31� � ,31 ) ,11 � ,32 ) ,21 � ,33 ) ,21,

"�,23� � ,22 ) ,23 � ,23 ) ,33, "�,32� � ,32 ) ,22 � ,33 ) ,32 (12.72)

и антиподом, полученным из (12.49):

��,12� � �2�1,12,33, ��,21� � �2,21,33,
��,13� � 2�2,12,23 � 2�1,13,22, ��,31� � 22,21,32 � 23,22,31,

��,11� � ,22,33 � ,�111 , ��,22� � ,11,33 � ,�122 , ��,33� � ,11,22 � ,�133 ,

��,23� � �2�1,11,23, ��,32� � �2,11,32� (12.73)

Инволюция, определяемая соотношением " ���1, �2� � ��" ��1, �2���, на-
ходится из (12.73):

,�11 � ,�111 , ,�22 � ,11,33 � ,�122 , ,�33 � ,11,22 � ,�133 ,

,�23 � �2,11,32, ,�32 � �2�1,11,23, ,�12 � �2,21,33, ,�21 � �2�1,12,33,
,�13 � 22,21,32 � 23,22,31, ,�31 � 2�2,12,23 � 2�1,13,22� (12.74)

Квантовое пространство �3
���1, �2� имеет такие же коммутационные

соотношения образующих, как и �3
�. Образующие квантового про-

странства �6
�,��1��1, �2� удовлетворяют коммутационным соотношениям

(12.21) за исключением двух нулевых коммутаторов

��1, 51� � 0, ��2, 52� � 0� (12.75)

Оно является квантовым аналогом дважды расслоенного пространства.
Первая проекция ��1 � �

6
�,��1��1, �2� � ��1, 51	 имеет слой, порождае-

мый образующими �2,�3, 52, 53. В этом слое, в свою очередь, задана
проекция ��2 � ��2,�3, 52, 53	 � ��2, 52	, имеющая второй слой, порож-
даемый образующими �3, 53. Действие квантовой группы �6��3; �1, �2�
на �6

�,��1��1, �2� описывается формулами

Æ��1� � ,11 ) �1, Æ��2� � ,21 ) �1 � ,22 ) �2,

Æ��3� � ,31 ) �1 � ,32 ) �2 � ,33 ) �3,
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Æ�51� � ,�111 ) 51, Æ�52� � �2�1,12,33 ) 51 � ,�122 ) 52,

Æ�53� � �2�2,12,23 � 2�1,13,22�) 51 � 2�1,11,23 ) 52 � ,�133 ) 53 (12.76)

и сохраняет три билинейные формы: одну 5����1, �2� � 51�1 относитель-
но общего действия (12.76), вторую inv2 � 52�2 относительно действия
в первом слое ��2,�3, 52, 53	, т.е. при ,11 � ,12 � ,21 � ,13 � ,31 � 0,
а третью inv3 � 53�3 относительно действия во втором слое ��3, 53	,
т.е. когда ,33 �� 0, а остальные образующие ,
� � 0.
При 2 � � образующие контрактированной квантовой унитарной

группы ����3; �1, �2� удовлетворяют соотношениям (12.74). Дважды
расслоенное квантовое эрмитово пространство &3

���1, �2� � ���,���, � �
� 1, 2, 3	 получается из �6

�,��1��1, �2� заданием антиинволюции 51 �
� ��1, 52 � ��2, 53 � ��3. Коммутационные соотношения образующих
��,���, � � 1, 2, 3 этого пространства без труда находятся из (12.21)
и (12.75). Действие квантовой группы ����3; �1, �2� на пространстве
&3

���1, �2� получается из (12.76) заменой 5� � ���, � � 1, 2, 3. Эрмитова
квадратичная форма в расслоенном пространстве вырождена и распада-
ется на три формы. Первая ������1, �2� � ��1�1 инвариантна относитель-
но общего действия группы ����3; �1, �2�, вторая inv2 � ��2�2 � �22�

�
3�3

инвариантна относительно действия в первом слое ��2,�3,��2 ,��3	, т.е.
при ,11 � ,12 � ,21 � ,13 � ,31 � 0, а третья inv3 � ��3�3 инвариантна
относительно действия во втором слое.

12.7. Изоморфизм квантовых алгебр ����2; ��
и ����3; ��

12.7.1. Квантовая унитарная группа ����2�. Квантовая
унитарная группа ����2� порождается матрицей с некоммутативными
элементами, которую с учетом (12.8) и (12.14) запишем в виде

" �

� �� ��
�2�1��� ���

�
�

� ��1 � &��2 ��1 � &��2
��������1 � &��2� ��1 � &��2

�
,

����" � ��21 � ��22 � ���21 ���22� ���� 	� �4 � 1, (12.77)

где параметр деформации 2 � ���, а звездочка обозначает комплексное
сопряжение. Коммутационные соотношения образующих задаются с
помощью '-матрицы (12.7):

'
�� �

	�
 2 0 0 0
0 1 0 0
0 > 1 0
0 0 0 2

��� �

	�
 ��� 0 0 0
0 1 0 0
0 2 �� �4 1 0
0 0 0 ���

��� � (12.78)
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Утверждение 12.7.1. Квантовая группа ����2; ��, � � ��1, �2� зада-
ется соотношениями (12.24)–(12.26) с матрицей образующих

" ��� �

�
���� ����

���
1
2������ �����

�
�

�

�
�1 � &�1�2�2 �1�1 � &�2�2

���
1
2���1�1 � &�2�2� �1 � &�1�2�2

�
,

����" ��� � �21 � �21�
2
2�
2
2 �

�
�21�

2
1 � �22�

2
2

�
��
1
2� 	� �1�23 � 1� (12.79)

В явном виде: антипод

��" ���� �

�
�1 � &�1�2�2 ���
1
2���1�1 � &�2�2�
�1�1 � &�2�2 �1 � &�1�2�2

�
, (12.80)

'-матрица

'���� �

	�
 �
1
2� 0 0 0
0 1 0 0
0 2 �� �1�23 1 0
0 0 0 �
1
2�

��� (12.81)

и коммутационные соотношения

��1, �2� � 0, ��1, �2� � �&��21�21 � �22�
2
2��

�
1
2� 1
�1�2

�� �1�23,

�1�1 � �1�1 	� �1�23 � &�1�2�1�2 �� �1�23,

�1�2 � �2�1 	� �1�23 � &�1�2�2�2 �� �1�23,

�2�1 � �1�2 	� �1�23 � &�1�1
1
�1�2

�� �1�23,

�2�2 � �2�2 	� �1�23 � &�2�1
1
�1�2

�� �1�23� (12.82)

В частности, когда оба параметра равны нильпотентным единицам
�1 � �1, �2 � �2 получаем из (12.79) �1 � 1, а коммутационные соотно-
шения (12.82) становятся следующими:

��1, �2� � 0, ��1, �2� � &3�1, ��2, �2� � &3�2� (12.83)

Матрица образующих (12.79) и '-матрица (12.81) находятся из
(12.77) и (12.78) следующим преобразованием параметра деформации
и образующих:�4 � �1�23, ��1 � �1, ��2 � �1�2�2, ��1 � �1�1, ��2 � �2�2� (12.84)

12.7.2. Алгебра ����2; �� как двойственная к ����2; ��. Об-
разующие двойственной к ����2� квантовой алгебры 
�

���2� записыва-
ются в компактном виде с помощью матриц

6�	� �

� �, ��1 � &��2
0 �,�1

�
, 6��� �

� �,�1 0
�������1 � &��2� �,

�
� (12.85)
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Как и в разделе 9.5, определим квантовую алгебру 
���2; ��, двойствен-
ную к квантовой группе ����2; ��, соотношениями (9.115):

6������," ���
2
� '������, (12.86)

где 6������ имеют вид

6������ �

�
,�1 0

��
1
2�� ,

�
�

�
,�1 0

��
1
2����11 �1 � &��12 �2� ,

�
,

6�	���� �

�
, �
0 ,�1

�
�

�
, ��11 �1 � &��12 �2
0 ,�1

�
(12.87)

и действуют на полиномы первого порядка от образующих кванто-
вой группы ����2; ��. Матрицы '������ выражаются через '-матрицу
(12.81) формулами

'��� � ��
1
2�'����, ���'��� � 1,

'������ � '�1���, '�	���� � *'���* , * ��) �� � �) �� (12.88)

Матрицы (12.87) могут быть получены из (12.85) следующим (контрак-
ционным) преобразованием параметра деформации и образующих:�4 � �1�23, ��1 � �1��1, ��2 � �2��2, �) � )��1�2, (12.89)

где �, � �����4 �)�2�, , � ����3)�2�� В явном виде действие (12.86)
задается формулами

,��� � ,��� � ���� � ���� � ���� � ���� � 0,

,��� � �, ,��� � ��1, ���� � ��>, ���� � ��1>, (12.90)

где � � �
1
2��2, > � 2 �� �1�23� Соотношения (12.90) преобразуются к
виду

����1� � ����2� � 0, ,��1� � 	� �1�2
*

2
, ,��2� � �& 1�1�2 �� �1�2

*

2
,

�1��2� � �&�21 �
 �1�2*�1�2
	� �1�2

*

2
, �2��1� � &�22

�
 �1�2*

�1�2
	� �1�2

*

2
�

������ � � �� �1�2 �� �1�2 *2 , � � 1, 2� (12.91)

Замечание 12.7.1. Формулы (12.91) при �1 � �2 � 1 описывают кванто-
вую алгебру 
�

���2��
Замечание 12.7.2. На первый взгляд, недиагональные элементы матриц
6������ (12.87) не определены при нильпотентных значениях контрак-
ционных параметров ��, поскольку деление вещественных или ком-
плексных чисел на нильпотентные единицы �� не определено. Одна-
ко матрицы 6������ представляют собой линейные функционалы от
нильпотентных переменных ����, поэтому результат их действия на
образующие квантовой группы ����2; �� — это хорошо определенные
выражения (12.91).
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Определение 12.7.1. Квантовая унитарная алгебра 
���2; �� задается
соотношениями

'�	����6
�	�
1 ���6

���
2 ��� � 6

���
2 ���6

�	�
1 ���'�	����, (12.92)

�1, � ,�1 	� �1�23 � &�21 ,�2
�
 �1�2*

�1�2
, �2, � ,�2 	� �1�23 � &�22 ,�1

�
 �1�2*

�1�2
,

���11 �1, �
�1
2 �2� � �2&��
1
2��� �1�23 �� 3)� (12.93)

"6������ � 6������ �)6������, ��6������� � E,

", � ,) ,, "�� � ,) �� � �� ) ,�1, � � 1, 2,

��,� � 1, ���1� � ���2� � 0, (12.94)

��6�	����� �

�
,�1 ��
1
2����11 �1 � &��12 �2�
0 ,

�
,

��6������� �

�
, 0
���11 �1 � &��12 �2� ,�1

�
� (12.95)

12.7.3. Изоморфизм ����2; �� и ����3; �� при разных сочетани-
ях схемы контракций Кэли–Клейна и структуры алгебры Хопфа.
Квантовая унитарная алгебра 
���2; �� определена как двойственный
объект к квантовой группе ����2; ��. В этом разделе покажем, что она
изоморфна ортогональной квантовой алгебре 
���3; ��� Квантовый ана-
лог универсальной обертывающей алгебры для алгебры 
��3; �� с вра-
щательным генератором #02 в качестве примитивного элемента описан
в разделе 10.3.1. Структура алгебры Хопфа для алгебры 
���3; �;#02�
задается соотношениями (10.17). Как и для недеформированных ал-
гебр, имеет место следующее утверждение.
Утверждение 12.7.2. Квантовая унитарная алгебра 
���2; ��
(12.92)–(12.95) изоморфна квантовой ортогональной алгебре
Кэли–Клейна 
���3; �;#02� (10.17).

Доказательство. Легко проверить, что соотношения предыдущего
раздела переходят в соответствующие выражения (10.17) следующими
заменами параметра деформации 3 и образующих ,, ��1� �� на параметр
деформации 4 и образующие #:

3 �
)

2
4, , � ��<�2, ) � �2&#02, ��11 �1 � 2&�1A��

1
2��4#12,

��12 �2 � 2&�2A�
�

1
2��4#01, A � &

�
�

2�1�2
��� �1�2

�

2

�1�2
� (12.96)

Необходимо принять во внимание несколько разные определения
антипода �� в разделе 10.3.1:���#� � ���802�2#���802�2 � ���<�2#���<�2 (12.97)
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и антипода (12.95) квантовой алгебры 
���2; ��

����� � ����<�2���
�<�2� (12.98)

Это различие приводит к различию в знаках, когда уравнения (12.95)
преобразуются с помощью (12.96) по сравнению с (10.17).
При другом сочетании схемы контракций Кэли–Клейна с квантовой

структурой, когда генератор #12 является примитивным элементом ал-
гебры Хопфа, квантовая алгебра 
���3; �;#12� задается соотношениями
(10.24). Прежде чем переходить к алгебрам, рассмотрим квантовую
унитарную группу.
Обозначим ��

�))�
� �2; �� квантовую унитарную группу, порождаемую

образующими

" ��� �

�
�1 � &�2�2 �1��1 � &�2�2�

���
2��1��1 � &�2�2� �1 � &�2�2

�
,

����" ��� � �21 � �22�
2
2 � �21

�
�21 � �22�

2
2

�
��
2� 	� �23 � 1 (12.99)

и '-матрицей

'���� �

	�
 �
2� 0 0 0
0 1 0 0
0 2 �� �23 1 0
0 0 0 �
2�

��� � (12.100)

Матрицы (12.99), (12.100) получаются из матриц (12.77), (12.78) пре-
образованиями

�4 � �23, ��1 � �1, ��2 � �2�2, ��1 � �1�1, ��2 � �1�2�2� (12.101)

Двойственная к (12.99) квантовая алгебра 
��))�� �2; �� определяется
уравнениями (12.86), где матрицы 6������ имеют вид

6�	���� �

�
, ��11 ��1 � &��12 �2�
0 ,�1

�
,

6������ �

�
,�1 0

��
2���11 ��1 � &��12 �2� ,

�
(12.102)

и получаются из (12.85) контракционными преобразованиями

�4 � �23, �) � )��2, ��1 � �1��1, ��2 � �2��1�2, (12.103)

где , � ����3)�2�. Ненулевые действия функционалов ,,�� на �, ��
находятся из уравнений (12.86) и имеют вид

,��1� � 	� �2
*

2
, ,��2� � � )

�2
�� �2

*

2
, �1��1� � �2��2� � � �� �23 �� �2 *2 ,

�1��2� � � )

�2
�� �23 	� �2

*

2
, �2��1� � &�2 �� �23 	� �2

*

2
� (12.104)
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Коммутационные соотношения получаются из (12.92):

�),�1� � �2&�2, �),�2� � 2&�
2
2�1,

��2,�1� � 2&�
2
1�2�

�
2� �� �23 �� 3)� (12.105)

Утверждение 12.7.3. Квантовая унитарная алгебра 
�
�))�
� �2; ��

(12.102)–(12.105) изоморфна 
���3; �;#12� (10.24).

Доказательство. Оно сводится к предъявлению явных формул. Выра-
жения образующих ),�� через вращательные генераторы #�� алгебры

���3; �;#12� имеют вид

3 � &
�

2
, ) � �2&#12, �1 � B#02, ��12 �2 � ��2B#01,

B � ��

2��4
�
2�
�2
��� �2

�

2

�1�2
� (12.106)

Контракции квантовых групп и алгебр отвечают нильпотентным
значениям параметров ��� В частности, квантовая евклидова алгебра

���3; �1, 1;#12� описывается формулами (10.24) при �1 � �1, �2 � 1� Па-
раметр деформации не меняется, поскольку �2 � 1. Двойственная к ней
квантовая евклидова группа реализуется как алгебра Хопфа некомму-
тативных функций с нильпотентными переменными (ср. [8, 125, 189]).
Третье возможное сочетание структуры алгебры Хопфа и схе-

мы контракций Кэли–Клейна связано с выбором #01 в качестве
примитивного элемента, что приводит к квантовой ортогональной ал-
гебре 
���3; �;#01� (10.22). Квантовая группа ��

�)�
� �2; �� находится из

(12.77) преобразованиями�4 � �13, ��1 � �1, ��2 � �1�2, ��1 � �1�2�1, ��2 � �2�2, (12.107)

а матрицы 6������, определяющие квантовую алгебру 
��)�� �2; ��, полу-
чаются из (12.85) преобразованиями�4 � �13, �) � )��1, ��1 � �1��1�2, ��2 � �2��2� (12.108)

Соотношения (10.22) при �1 � �1, �2 � 1 описывают квантовую
евклидову алгебру, которая была получена в работе [125] контракцией
алгебры 
���2�. Параметр деформации в этом случае преобразуется.

12.7.4. Представления алгебры ����2; �1� в базисе Гельфанда–
Цетлина. В случае квантовой алгебры 
���2; �1�, следуя работам [165,
166, 209], заменим множители в окончательных выражениях (3.15)
для генераторов /� их 2-аналогами. В результате получим генераторы
неприводимого представления

/���,�� � 1�
2

'
�� � �1���� 
 �1�� �1� ��,�
 1�,
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/3��,�� � ���,��, (12.109)

где 2-аналог числа � определяется формулой

��� �
�
� !�

�
�!�
, 2 � ��� (12.110)

Генераторы (12.109) удовлетворяют коммутационным соотношениям

�/3,/�� � 
/�, �/	,/�� � ��1���1/3�, (12.111)

которые при �1 � 1 совпадают с хорошо известными коммутационными
соотношениями квантовой алгебры 
���2��
Следующие выражения для коумножения ", коединицы � и анти-

пода � определяют структуру алгебры Хопфа на квантовой алгебре

���2; �1�:

��/�� � ��/3� � 0, J�/3� � �/3, ��/�� � ���*3/����*3 � �/����,
"�/�� � /� ) ���*3 � ��*3 ) /�, "�/3� � /3 ) 1� 1) /3� (12.112)

Из определения (12.110) получаем 2-аналог нильпотентной единицы

��1� �
�
��1!�

�
�!�
�

�1

1�$
, �1�� �

�
�!�

!
, (12.113)

тогда второй коммутатор в (12.111) обращается в ноль �/	,/�� � 0,
а генераторы (12.109) принимают вид

/���,�� � �����,�
 1�, /3��,�� � ���,��, � � 0, � � $ (12.114)

и реализуют бесконечномерное неприводимое представление контрак-
тированной квантовой алгебры 
���2; �1��



Гл а в а 13

КВАНТОВЫЕ СИМПЛЕКТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

КЭЛИ–КЛЕЙНА

В этой главе рассматриваются квантовые симплектические группы
Кэли–Клейна и ассоциированные с ними некоммутативные квантовые
пространства при разных сочетаниях схемы контракций Кэли–Клейна
и структуры алгебры Хопфа.

13.1. Квантовые симплектические группы
и пространства

Квантовая симплектическая группа ����	� определяется вполне
аналогично квантовой ортогональной группе. Она ассоциируется с мат-
рицей '� вида

'� � 2
5�
��1


�
�

�

 ) �

 �
5�

�,	�1


��,��

�

 ) ��� � 2�1
5�
��1

 
�
�

�
�
� ) �

 �

�>
5�

�,	�1

6�

�
� ) ��
 � >
5�

�,	�1

6�

2 �� 	�
���
� ) �
��� , (13.1)

где � � 2	, > � 2 � 2�1, �?1, . . . , ?2�� � �	,	 � 1, . . . , 1,�1, . . . ,�	 �
� 1,�	�, �
 � 1 при & � 1, . . . ,	 и �
 � �1 при & � 	 � 1, . . . ,� ,
&� � � � 1� &, с помощью которой определяются коммутационные со-
отношения (9.4) ее образующих " � �,

�

2�

,
�1. В алгебре ����	� имеют

место дополнительные соотношения вида

"0" � � 0, " �0�1" � 0�1, (13.2)

где 0 � 002
 , причем ? � (&���?1, . . . , ?5 �, �00�

 � �
Æ
�
 , &, � � 1, . . . ,�

и 02 � �E�
Алгебра функций на квантовой группе ����	� и является алгеброй

Хопфа с коумножением (9.5) и коединицей (9.6) Антипод задается
выражением

��" � � 0" �0�1, &, � � 1, . . . ,	,

��,
�� � 2
��,��
� , ��,
��� � �2
��
��1,�
� ,

��,
��� � �2

���	1,��
, ��,
���� � 2��
,�
 � 2


����,�
, (13.3)
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и обладает свойством

�2�" � � �00��" �00���1� (13.4)

Выбор многочлена ��,� � , � 2 в соотношении (9.7) приводит к
2	-мерному квантовому симплектическому пространству ��2�� с обра-
зующими ��1, . . . , ��2� и коммутационными соотношениями�'����) ��� � 2���) ���, (13.5)

где �'� � *'�, * ��) �� � �) �. В явном виде��
��� � 2�����
, 1 � & � � � 2	, & �� ��,

���
� , ��
� � >2

��1�
��1

2 ��� 
�
���������� , 1 � & � &� � 2	� (13.6)

В алгебре ��5
� выполняется равенство

���0�� � 5�
��1

2� 	��������� � 0, (13.7)

с учетом которого последние коммутаторы в (13.6) можно переписать
в виде

���
, ��
� � � >2

�

��1

2
���������, & � 1, . . . ,	� (13.8)

Квантовое симплектическое пространство ��2�� вкладывается в кван-
товую группу ����	� как первый столбец матрицы образующих��� � ,�1, � � 1, . . . ,	� Не зависящее от выбора '-матрицы действие Æ
квантовой группы ����	� на квантовом симплектическом пространст-
ве ��2��

Æ���� � " �)��, Æ���
� � ��
��1

,
� ) ���, & � 1, . . . ,	 (13.9)

сохраняет билинейную форму ��� �)0�5,
��� �)0�5 � ��

��1

�
2���	1������ ) �5�� � 2��	1������� ) �5�� , (13.10)

т.е. ��Æ ) Æ����� �)0�5� � 1 ) ��� �)0�5, где � � ����	� ) ����	�� ����	�
есть отображение умножения.
Вещественные формы квантовой симплектической группы и про-

странства определены только при �2� � 1.
Определение 13.1.1. Алгебра ����	�, снабженная �-антиинволюцией
" � � " , называется вещественной квантовой симплектической группой
����	; � �.
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Определение 13.1.2. Алгебра ��2�� , снабженная �-антиинволюцией
��� � ��, � � 1, . . . , 2	, называется 2	-мерным вещественным сим-
плектическим пространством ��2�� �� �.
Мы ограничимся в дальнейшем рассмотрением только комплексных

квантовых симплектических групп и пространств.

13.2. Квантовые симплектические группы
Кэли–Клейна

В недеформированном случае преобразования классических групп
в группы Кэли–Клейна индуцируются преобразованием соответствую-
щих пространств фундаментальных представлений. По аналогии с
классическим случаем, определим 2	-мерное квантовое симплектиче-
ское пространство Кэли–Клейна ��2�� ���, � � ��1, . . . , ���1� с помощью
отображения

���� � �1, ����, ����� � �1, ����� , � � 1, . . . ,	, (13.11)

где образующие ��� принадлежат первому сомножителю �� � �����,
а образующие ���� � ������ — второму сомножителю в тензорном про-
изведении �����) ������.
Преобразование образующих следует дополнить преобразованием

параметра деформации 2 � �� вида 4 � /3, в котором минимальный
множитель / находится из условия определенности всех коммутацион-
ных соотношений (13.6). Наиболее сингулярным является последний
коммутатор при & � 	 вида

����, ���� � � 2 �
 �*

�1,��2

��
��1

2���	1�1, ��2����� � (13.12)

Чтобы этот коммутатор имел смысл, когда все контракционные пара-
метры принимают нильпотентные значения �� � ��, � � 1, . . . ,	 � 1,
необходимо множитель / положить равным квадрату произведения
всех контракционных параметров, т.е. вместо 4 ввести новый параметр
деформации 3 по формуле

4 � �1,	�23� (13.13)

Матрицу " образующих квантовой группы ����	� преобразуем так,
чтобы согласовать ее с действием квантовой группы ����	; �� на кван-
товом пространстве ��2�� ���:

Æ������ � " ��� �)���� �

�

�
�&, ��,
� �&, ��,
��
�&, ��,
�� �&, ��,
���

�
�)
�
�1, ����
�1, �����

�
, (13.14)
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сохраняющем билинейную форму

����� �)0���5��� �

�
��

��1

�1, ��2
�
��*��	1������ ) 5�� � �*��	1������� ) 5�

�
� (13.15)

Здесь 0��� � 0�4 � /3�.
Коммутационные соотношения образующих " ��� находятся из пе-

реопределенной системы �2	�2 уравнений

'�"1���"2��� � "2���"1���'�, (13.16)

где "1��� � " ��� ) E, "2��� � E ) " ���, '� � '��4 � /3�. Дополни-
тельные соотношения (13.2) принимают вид

" ���0���" ���� � 0���, " ����0�1���" ��� � 0�1���� (13.17)

Алгебра функций на квантовой группе ����	; �� является алгеброй
Хопфа с коумножением �&,� � 1, . . . ,	�

"" ��� � " ��� �)" ���,

",
� �
��

��1

�), 3��3,	�

�),	�
�,
� ) ,�� � ,
�� ) ,���� ,

",
�� �
��

��1

�), 3��3,	�

�),	�
�,
� ) ,��� � ,
�� ) ,����� ,

",
�� �
��

��1

�), 3��3,	�

�),	�
�,
�� ) ,�� � ,
��� ) ,���� ,

",
��� �
��

��1

�), 3��3,	�

�),	�
�,
�� ) ,��� � ,
��� ) ,����� , (13.18)

коединицей
��" ���� � E, ��,

� � Æ

 (13.19)

и антиподом
��" ���� � 0���" ����0�1���, (13.20)

который в явном виде задается формулами (13.3) с заменой (13.13)
параметра деформации.

13.2.1. Квантовая симплектическая группа ����2; �1� и кван-
товое симплектическое пространство ��4

�
��1�. При 	 � 2 кванто-

вое симплектическое пространство порождается образующими ��4� �
� ��1,�2,�3,�4	. Здесь & � 1, 2, &� � 5� &, &� � 2�, 1�, где 2� � 3, 1� � 4.
При переходе от ��4� к ��4���1� образующие преобразуются согласно
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(13.11), а именно: �1� �1, �2� �1�2, �3� �1�3, �4� �4. В результате
коммутационные соотношения (13.6) имеют вид

�1�2 � 2�2�1, �1�3 � 2�3�1, �2�4 � 2�4�2, �3�4 � 2�4�3,

�1�4 � 22�4�1, �2�3 � 22�3�2 �
/

�21
�1�4, (13.21)

где 2 � �*� , > � 2 � 2�1 � 2 �� /3. Чтобы последний коммутатор имел
смысл при �1 � �1, необходимо выбрать множитель / � �21 .
В соответствии с (13.14) часть образующих квантовой симплекти-

ческой группы умножается на параметр

,12 � �1,12, ,21 � �1,21, ,13 � �1,13, ,31 � �1,31,

,24 � �1,24, ,42 � �1,42, ,34 � �1,34, ,43 � �1,43, (13.22)

а остальные не изменяются. Коммутационные соотношения образую-
щих ����2; �1� находятся решением системы уравнений (13.16) и под-
разделяются на следующие семь типов:
1. коммутирующие ��, �� � 0,

�,12, ,31� � �,13, ,31� � �,12, ,21� � �,34, ,43� � �,32, ,41� �

� �,21, ,13� � �,24, ,43� � �,34, ,42� � �,24, ,42� � �,22, ,41� �

� �,23, ,41� � �,33, ,41� � �,23, ,14� � �,32, ,14� � �,22, ,14� �

� �,41, ,14� � �,33, ,14� � 0,

2. 2-коммутирующие ��, ��� � 0 или �� � 2��,

,11,12 � 2,12,11, ,11,13 � 2,13,11, ,13,14 � 2,14,13,

,23,24 � 2,24,23, ,14,24 � 2,24,14, ,14,34 � 2,34,14,

,13,23 � 2,23,13, ,43,44 � 2,44,43, ,11,21 � 2,21,11,

,11,31 � 2,31,11, ,21,41 � 2,41,21, ,22,42 � 2,42,22,

,12,22 � 2,22,12, ,21,22 � 2,22,21, ,31,32 � 2,32,31,

,41,43 � 2,43,41, ,31,41 � 2,41,31, ,32,42 � 2,42,32,

,41,42 � 2,42,41, ,31,33 � 2,33,31, ,33,43 � 2,43,33,

,34,44 � 2,44,34, ,33,34 � 2,34,33, ,21,23 � 2,23,21,

,41,34 � 2,34,41, ,41,24 � 2,24,41, ,12,41 � 2,41,12,

,13,41 � 2,41,13, ,21,14 � 2,14,21, ,31,14 � 2,14,31,

,14,42 � 2,42,14, ,14,43 � 2,43,14, ,22,24 � 2,24,22,

,32,34 � 2,34,32, ,42,44 � 2,44,42, ,22,42 � 2,42,22,

,23,43 � 2,43,23, ,24,44 � 2,44,24, ,12,14 � 2,14,12,

,23,24 � 2,24,23,
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3. 22-коммутирующие ��, ���2 � 0 или �� � 22��,

,11,41 � 22,41,11, ,12,42 � 22,42,12, ,13,43 � 22,43,13,

,14,44 � 22,44,14, ,11,14 � 22,14,11, ,21,24 � 22,24,21,

,31,34 � 22,34,31, ,41,44 � 22,44,41,

4. ��, �� � >�(,

�,11, ,22� � �21>,21,12, �,11, ,33� � �21>,31,13, �,11, ,32� � �21>,31,12,

�,12, ,24� �
/

�21
,14,22, �,13, ,34� �

/

�21
,14,33, �,13, ,24� �

/

�21
,14,23,

�,11, ,23� � �21>,21,13, �,12, ,34� �
/

�21
,14,32, �,23, ,44� � �21>,43,24,

�,32, ,44� � �21>,42,34, �,33, ,44� � �21>,43,34, �,31, ,42� �
/

�21
,41,32,

�,21, ,42� �
/

�21
,41,22, �,22, ,44� � �21>,42,24, �,31, ,43� �

/

�21
,41,33,

�,21, ,43� �
/

�21
,41,23, �,42, ,13� �

/

�21
,14,41, �,24, ,31� �

/

�21
,14,41,

5. ��, ��� � >�(,

�,42, ,33�� � >,41,34, �,24, ,33�� � >,14,43, �,42, ,23�� � >,41,24,

�,32, ,13�� � >,31,14, �,22, ,13�� � >,21,14, �,22, ,31�� � >,12,41,

�,13, ,44�� � >,14,43, �,11, ,42�� � >,12,41, �,11, ,24�� � >,21,14,

�,24, ,32�� � >,14,42, �,23, ,31�� � >,13,41, �,21, ,44�� � >,41,24,

�,11, ,34�� � >,31,14, �,11, ,43�� � >,13,41, �,31, ,44�� � >,41,34,

�,12, ,44�� � >,14,42,

6. ��, ���2 � >�(,

�,12, ,13��2 �
/

�21
,11,14, �,21, ,31��2 �

/

�21
,11,41, �,42, ,43��2 �

/

�21
,41,44,

�,22, ,32��2 � �21>,12,42, �,32, ,33��2 � �21>,31,34, �,22, ,23��2 � �21>,21,24,

�,23, ,33��2 � �21>,13,43, �,24, ,34��2 �
/

�21
,14,44,

7. сложные

,11,44 � 22,44,11 � >2�,14,41 � 1�, �,23, ,32� � �21> �,13,42 � ,31,24� ,

�,22, ,33� � >
�
�21,12,43 � �2 � 2�1�,32,23

�
,

�,21, ,34� �
/

�21

�
2�2,14,41 � �21�2 � 2�1�,24,31

�
,
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�,12, ,43� �
/

�21

�
2�2,14,41 � �21�2 � 2�1�,42,13

�
,

,21,32 � 2,32,21 � > �,11,42 � 2,31,22� ,

,32,43 � 2,43,32 � > �,33,42 � 2,31,44� ,

,23,34 � 2,34,23 � > �,13,44 � 2,33,24� ,

,12,23 � 2,23,12 � > �2,13,22 � ,11,24� ,

,22,34 � 2,34,22 � > �,12,44 � 2,32,24� ,

,22,43 � 2,43,22 � > �,21,44 � 2,23,42� ,

,12,33 � 2,33,12 � > �,11,34 � 2,13,32� ,

,21,33 � 2,33,21 � > �,11,43 � 2,31,23� � (13.23)

Кроме того, образующие удовлетворяют дополнительным соотноше-
ниям " ��1�0��1�"

���1� � 0��1�, которые имеют явный вид:

2�2,11,44 � �212
�1,12,43 � �212,13,42 � 22,14,41 � 2�2,

�212
�2,21,34 � 2�1,22,33 � 2,23,32 � �212

2,24,31 � 2�1,

�212
�2,31,24 � 2�1,32,23 � 2,33,22 � �212

2,34,21 � �2,
2�2,41,14 � �212

�1,42,13 � �212,43,12 � 22,44,11 � �22,
2�2,11,14 � �212

�1,12,13 � �212,13,12 � 22,14,11 � 0,

2�2,11,24 � 2�1,12,23 � 2,13,22 � 22,14,21 � 0,

2�2,11,34 � 2�1,12,33 � 2,13,32 � 22,14,31 � 0,

2�2,21,14 � 2�1,22,13 � 2,23,12 � 22,24,11 � 0,

�212
�2,21,24 � 2�1,22,23 � 2,23,22 � �212

2,24,21 � 0,

2�2,21,44 � 2�1,22,43 � 2,23,42 � 22,24,41 � 0,

2�2,31,14 � 2�1,32,13 � 2,33,12 � 22,34,11 � 0,

�212
�2,31,34 � 2�1,32,33 � 2,33,32 � �212

2,34,31 � 0,

2�2,31,44 � 2�1,32,43 � 2,33,42 � 22,34,41 � 0,

2�2,41,24 � 2�1,42,23 � 2,43,22 � 22,44,21 � 0,

2�2,41,34 � 2�1,42,33 � 2,43,32 � 22,44,31 � 0,

2�2,41,44 � �212
�1,42,43 � �212,43,42 � 22,44,41 � 0, (13.24)

а также соотношениям " ���1�0
�1��1�" ��1� � 0�1��1� вида

�2�2,11,44 � �212
�1,21,34 � �212,31,24 � 22,41,14 � �2�2,

��212�2,12,43 � 2�1,22,33 � 2,32,23 � �212
2,42,13 � �2�1,

��212�2,13,42 � 2�1,23,32 � 2,33,22 � �212
2,43,12 � 2,

�2�2,14,41 � �212
�1,24,31 � �212,34,21 � 22,44,11 � 22,



254 Гл. 13. Квантовые симплектические группы Кэли–Клейна

�2�2,11,41 � �212
�1,21,31 � �212,31,21 � 22,41,11 � 0,

�2�2,11,42 � 2�1,21,32 � 2,31,22 � 22,41,12 � 0,

�2�2,11,43 � 2�1,21,33 � 2,31,23 � 22,41,13 � 0,

�2�2,12,41 � 2�1,22,31 � 2,32,21 � 22,42,11 � 0 �,

��212�2,12,42 � 2�1,22,32 � 2,32,22 � �212
2,42,12 � 0,

�2�2,12,44 � 2�1,22,34 � 2,32,24 � 22,42,14 � 0,

�2�2,13,41 � 2�1,23,31 � 2,33,21 � 22,43,11 � 0,

��212�2,13,43 � 2�1,23,33 � 2,33,23 � �212
2,43,13 � 0,

�2�2,13,44 � 2�1,23,34 � 2,33,24 � 22,43,14 � 0,

�2�2,14,42 � 2�1,24,32 � 2,34,22 � 22,44,12 � 0,

�2�2,14,43 � 2�1,24,33 � 2,34,23 � 22,44,13 � 0,

0 � �2�2,14,44 � �212
�1,24,34 � �212,34,24 � 22,44,14� (13.25)

Не все эти дополнительные соотношения независимы. Часть из них
сводится к коммутационным соотношениям для образующих, а осталь-
ные позволяют выделить независимые образующие квантовой сим-
плектической группы. Ясно, что при �1 � 1 формулы этого раздела
описывают квантовое пространство ��4� и квантовую группу ����2�.

13.2.2. Контрактированная квантовая группа ����2; �1�
и квантовое расслоенное пространство ��4

�
��1�. Контракции кван-

тового пространства ��4���1� и квантовой группы ����2; �1� получа-
ются, если в формулах предыдущего раздела выбрать нильпотент-
ное значение параметра �1 � �1. При этом параметр деформации

2 � �

2
1��
1�>1 � 1, а /

�21
�
2

�21
�� �213�
1�>1 � 23. Поскольку при контракции

большинство коммутаторов обращается в ноль, мы будем выписывать
только отличные от ноля.
Контрактированное квантовое симплектическое пространство ха-

рактеризуется только одним ненулевым коммутатором

��4���1� � ���2,�3� � 23�1�4	 � (13.26)

Оно представляет собой некоммутативный аналог расслоенного сим-
плектического пространства с коммутативной базой ��1,�4 � �1�	 и
некоммутативным слоем ��2,�3 � �2�	.
Квантовая симплектическая группа ����2; �1� имеет следующие

ненулевые коммутационные соотношения образующих:

�,12, ,24� � 23,14,22, �,13, ,34� � 23,14,, �,13, ,24� � 23,14,23,

�,12, ,34� � 23,14,32, �,31, ,42� � 23,41,32, �,31, ,43� � 23,41,33,

�,21, ,42� � 23,41,22, �,24, ,31� � 23,14,41, �,42, ,13� � 23,14,41,

�,21, ,43� � 23,41,23, �,12, ,13� � 23,11,14, �,21, ,31� � 23,11,41,
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�,42, ,43� � 23,41,44, �,24, ,34� � 23,14,44, �,21, ,34� � 23,14,41,

�,12, ,43� � 23,14,41� (13.27)

Кроме того, образующие удовлетворяют дополнительным соотноше-
ниям

,11,44 � ,14,41 � 1, ,22,33 � ,23,32 � 1, ,11,24 � ,12,23 � ,13,22 � ,14,21 � 0,

,11,34 � ,12,33 � ,13,32 � ,14,31 � 0, ,21,44 � ,22,43 � ,23,42 � ,24,41 � 0,

,31,44 � ,32,43 � ,33,42 � ,34,41 � 0, �,11,42 � ,21,32 � ,31,22 � ,41,12 � 0,

�,11,43 � ,21,33 � ,31,23 � ,41,13 � 0, �,12,44 � ,22,34 � ,32,24 � ,42,14 � 0,

�,13,44 � ,23,34 � ,33,24 � ,43,14 � 0, (13.28)

с помощью которых количество независимых образующих уменьшается
до десяти.

13.3. Разные комбинации квантовой структуры
и схемы контракций Кэли–Клейна

для симплектических групп и пространств

Теория квантовых деформаций и схема контракций Кэли-Клейна
пространств зависят от выбора базиса — они обе используют в качестве
исходного объекта декартовы координаты евклидова пространства. Эти
декартовы координаты равноправны в том смысле, что их перенуме-
рация не меняет геометрические свойства пространства. Вместе с тем
и квантовые деформации, и контракции нарушают указанную равно-
правность. В квантовом пространстве в качестве первой образующей
схемы Кэли–Клейна, которая не домножается на контракционные па-
раметры, можно взять любую из неэквивалентных декартовых образу-
ющих квантового пространства. В качестве второй образующей схемы
Кэли–Клейна, которая домножается на параметр �1, можно выбрать
любую из оставшихся неэквивалентных образующих и т.д. Иными
словами, обе структуры могут быть объединены в одном объекте —
квантовом пространстве Кэли–Клейна — разными способами [147].
Разные комбинации квантовых деформаций и схемы Кэли–Клейна

можно описать с помощью перестановок L � ��	�. Действитель-
но, определим квантовое симплектическое пространство Кэли–Клейна
��2�� ��;L� с помощью отображения (ср. (13.11))

���9	 � �1,L���9	 , ���9�
	
� �1,L���9�

	
, � � 1, . . . ,	, (13.29)

где образующие ��9	 принадлежат первому сомножителю �9	 � �����,
а образующие ��9�

	
� ������ — второму сомножителю в тензорном

произведении ����� ) ������. Замена (13.29) в формулах (13.6),(13.8)
приводит к 2	-мерному квантовому симплектическому пространству
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��2�� ��;L�, образующие которого удовлетворяют коммутационным со-
отношениям

�9��9	 � �*��9	�9� , 1 � & � � � 2	, & �� ��,

��9� ,�9�� � �
2�%� �
�*

�1,���
2


�
��1

�*�
�����9�
	
�9	�1,L��

2, (13.30)

где & � 1, . . . ,	� В алгебре ��2�� выполняется равенство

���0�� � 2��
��1

2� 	��������� � 0� (13.31)

Преобразование образующих квантовой симплектической группы
найдем из условия сохранения билинейной формы пространства
��2�� ��;L�

����;L� �)0���5��;L� �

�
��

��1

�1,L��2
�
��*��	1�����9	 ) 59�

	
� �*��	1�����9�

	
) 59	

�
� (13.32)

В результате получим матрицу образующих квантовой группы
����	; �;L� вида

" ��;L� �
�
�L
,L��,9�9	 �L
,L��,9�9�	
�L
,L��,9�

�
9	 �L
,L��,9�

�
9�
	

�
� (13.33)

Коммутационные соотношения образующих " ��;L� находятся из систе-
мы уравнений (ср. (13.16))

'�"1��;L�"2��;L� � "2��;L�"1��;L�'�, (13.34)

а дополнительные соотношения (13.17) принимают вид

" ��;L�0���" ���;L� � 0���, " ���;L�0�1���" ��;L� � 0�1���� (13.35)

Структура алгебры Хопфа в алгебре функций на квантовой группе
����	; �;L� задается соотношениями

"" ��;L� � " ��;L� �)" ��;L�, ��" ���� � E,

��" ��;L�� � 0���" ���;L�0�1���, (13.36)

совпадающими со стандартными, когда все контракционные параметры
равны единице.

13.3.1. Квантовая симплектическая группа ����2; �1;��
и квантовое симплектическое пространство ��4

�
��1;��. При 	 � 2

квантовое симплектическое пространство порождается образующи-
ми ��4� � ��1,�2,�2� ,�1�	. Здесь & � 1, 2, &� � 5 � &, &� � 2�, 1�, где
2� � 3, 1� � 4. При переходе от ��4� к ��4���1;L� образующие преоб-
разуются согласно (13.29): �91 � �1,L1��91 , �92 � �1,L2��92 , �1� �
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� �1,L2��1� , �9�1 � �1,L1��9�1 . В результате коммутационные соотноше-
ния имеют вид

�91�92 � 2�92�91 , �91�9�1 � 2�9�1�91 ,

�92�9�1 � 2�9�1�92 , �9�1�9�1 � 2�9�1�9�1 ,

�91�9�1 � 22�9�1�91 , �92�1� � 22�1��92 �
�1,�1�

2

�1,�2�
2
>�91�9�1 , (13.37)

где 2 � �*� , > � 2 � 2�1 � 2 �� /3, / � �21 .
Образующие квантовой симплектической группы преобразуются по

правилу (13.33), где &, � � 1, 2. Коммутационные соотношения образу-
ющих ����2; �1;L� находятся решением системы уравнений (13.34) и
подразделяются на следующие семь типов:
1. коммутирующие ��, �� � 0,

�,9192 , ,9�291 � � �,919�2 , ,9�291 � � �,9192 , ,9291 � � �,9�29�1 , ,9�19�2 � �

� �,9�292 , ,9�191 � � �,9291 , ,919�2 � � �,929�1 , ,9�19�2 � � �,9�29�1 , ,9�192 � �

� �,929�1 , ,9�192 � � �,9292 , ,9�191 � � �,929�2 , ,9�191 � � �,9�29�2 , ,9�191 � �

� �,929�2 , ,919�1 � � �,9�292 , ,919�1 � � �,9292 , ,919�1 � � �,9�191 , ,919�1 � �

� �,9�29�2 , ,919�1 � � 0;

2. 2-коммутирующие ��, ��� � 0 или �� � 2��,

�,9191 , ,9192 �� � 0, �,9191 , ,919�2 �� � 0, �,919�2 , ,919�1 �� � 0,

�,929�2 , ,929�1 �� � 0, �,919�1 , ,929�1 �� � 0, �,919�1 , ,9�29�1 �� � 0,

�,919�2 , ,929�2 �� � 0, �,9�19�2 , ,9�19�1 �� � 0, �,9191 , ,9291 �� � 0,

�,9191 , ,9�291 �� � 0, �,9291 , ,9�191 �� � 0, �,9292 , ,9�192 �� � 0,

�,9192 , ,9292 �� � 0, �,9291 , ,9292 �� � 0, �,9�291 , ,9�292 �� � 0,

�,9�191 , ,9�19�2 �� � 0, �,9�291 , ,9�191 �� � 0, �,9�292 , ,9�192 �� � 0,

�,9�191 , ,9�192 �� � 0, �,9�291 , ,9�29�2 �� � 0, �,9�29�2 , ,9�19�2 �� � 0,

�,9�29�1 , ,9�19�1 �� � 0, �,9�29�2 , ,9�29�1 �� � 0, �,9291 , ,929�2 �� � 0,

�,9�191 , ,9�29�1 �� � 0, �,9�191 , ,929�1 �� � 0, �,9192 , ,9�191 �� � 0,

�,919�2 , ,9�191 �� � 0, �,9291 , ,919�1 �� � 0, �,9�291 , ,919�1 �� � 0,

�,919�1 , ,9�192 �� � 0, �,919�1 , ,9�19�2 �� � 0, �,9292 , ,929�1 �� � 0,

�,9�292 , ,9�29�1 �� � 0, �,9�192 , ,9�19�1 �� � 0, �,9292 , ,9�192 �� � 0,

�,929�2 , ,9�19�2 �� � 0, �,929�1 , ,9�19�1 �� � 0, �,9192 , ,919�1 �� � 0,

�,929�2 , ,929�1 �� � 0;

9 Громов Н.А.
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3. 22-коммутирующие ��, ���2 � 0 или �� � 22��,

�,9191 , ,9�191 ��2 � 0, �,9192 , ,9�192 ��2 � 0, �,919�2 , ,9�19�2 ��2 � 0,

�,919�1 , ,9�19�1 ��2 � 0, �,9191 , ,919�1 ��2 � 0, �,9291 , ,929�1 ��2 � 0,

�,9�291 , ,9�29�1 ��2 � 0, �,9�191 , ,9�19�1 ��2 � 0;

4. ��, �� � >�(,

�,9191 , ,9292 � � �L1,L2�
2>,9291,9192 , �,9191 , ,9�29�2 � � �L1,L2�

2>,9�291,919�2 ,

�,9191 , ,9�292 � � �L1,L2�
2>,9�291,9192 , �,9192 , ,929�1 � �

/

��1,�2�
2
,919�1,9292 ,

�,919�2 , ,9�29�1 � �
/

��1,�2�
2
,919�1,9�29�2 , �,919�2 , ,929�1 � �

/

��1,�2�
2
,919�1,929�2 ,

�,9191 , ,929�2 � � �L1,L2�
2>,9291,919�2 , �,9192 , ,9�29�1 � �

/

��1,�2�
2
,919�1,9�292 ,

�,929�2 , ,9�19�1 � � �L1,L2�
2>,9�19�2,929�1 , �,9�292 , ,9�19�1 � � �L1,L2�

2>,9�192,9�29�1 ,

�,9�29�2 , ,9�19�1 � � �L1,L2�
2>,9�19�2,9�29�1 , �,9�291 , ,9�192 � �

/

��1,�2�
2
,9�191,9�292 ,

�,9291 , ,9�192 � �
/

��1,�2�
2
,9�191,9292 , �,9292 , ,9�19�1 � � �L1,L2�

2>,9�192,929�1 ,

�,9�291 , ,9�19�2 � �
/

��1,�2�
2
,9�191,9�29�2 , �,9291 , ,9�19�2 � �

/

��1,�2�
2
,9�191,929�2 ,

�,9�192 , ,919�2 � �
/

��1,�2�
2
,919�1,9�191 , �,929�1 , ,9�291 � �

/

��1,�2�
2
,919�1,9�191 ;

5. ��, ��� � >�(,

�,9�192 , ,9�29�2 �� � >,9�191,9�29�1 , �,929�1 , ,9�29�2 �� � >,919�1,9�19�2 ,

�,9�192 , ,929�2 �� � >,9�191,929�1 , �,9�292 , ,919�2 �� � >,9�291,919�1 ,

�,9292 , ,919�2 �� � >,9291,919�1 , �,9292 , ,9�291 �� � >,9192,9�191 ,

�,919�2 , ,9�19�1 �� � >,919�1,9�19�2 , �,9191 , ,9�192 �� � >,9192,9�191 ,

�,9191 , ,929�1 �� � >,9291,919�1 , �,929�1 , ,9�292 �� � >,919�1,9�192 ,

�,929�2 , ,9�291 �� � >,919�2,9�191 , �,9291 , ,9�19�1 �� � >,9�191,929�1 ,

�,9191 , ,9�29�1 �� � >,9�291,919�1 , �,9191 , ,9�19�2 �� � >,919�2,9�191 ,

�,9�291 , ,9�19�1 �� � >,9�191,9�29�1 , �,9192 , ,9�19�1 �� � >,919�1,9�192 ;

6. ��, ���2 � >�(,

�,9192 , ,919�2 ��2 �
/

��1,�2�
2
,9191,919�1 , �,9291 , ,9�291 ��2 �

/

��1,�2�
2
,9191,9�191 ,

�,9�192 , ,9�19�2 ��2 �
/

��1,�2�
2
,9�191,9�19�1 , �,9292 , ,9�292 ��2 � �L1,L2�

2>,9192,9�192 ,
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�,9�292 , ,9�29�2 ��2 � �L1,L2�
2>,9�291,9�29�1 , �,9292 , ,929�2 ��2 � �L1,L2�

2>,9291,929�1 ,

�,929�2 , ,9�29�2 ��2 � �L1,L2�
2>,919�2,9�19�2 , �,929�1 , ,9�29�1 ��2 �

/

��1,�2�
2
,919�1,9�19�1 ;

7. сложные
�,9191 , ,9�19�1 ��2 � >2�,919�1,9�191 � 1�,

�,9292 , ,9�29�2 � � >
�
�L1,L2�

2,9192,9�19�2 � �2 � 2�1�,9�292,929�2
�
,

�,929�2 , ,9�292 � � �L1,L2�
2>

�
,919�2,9�192 � ,9�291,929�1

�
,

�,9291 , ,9�29�1 � �
/

��1,�2�
2

�
2�2,919�1,9�191 � �L1,L2�

2�2 � 2�1�,929�1,9�291
�
,

�,9192 , ,9�19�2 � �
/

��1,�2�
2

�
2�2,919�1,9�191 � �L1,L2�

2�2 � 2�1�,9�192,919�2
�
,

�,9291 , ,9�292 �� � >
�
,9191,9�192 � 2,9�291,9292

�
,

�,9�292 , ,9�19�2 �� � >
�
,9�29�2,9�192 � 2,9�291,9�19�1

�
,

�,929�2 , ,9�29�1 �� � >
�
,919�2,9�19�1 � 2,9�29�2,929�1

�
,

�,9192 , ,929�2 �� � >
�
2,919�2,9292 � ,9191,929�1

�
,

�,9292 , ,9�29�1 �� � >
�
,9192,9�19�1 � 2,9�292,929�1

�
,

�,9292 , ,9�19�2 �� � >
�
,9291,9�19�1 � 2,929�2,9�192

�
,

�,9192 , ,9�29�2 �� � >
�
,9191,9�29�1 � 2,919�2,9�292

�
,

�,9291 , ,9�29�2 �� � >
�
,9191,9�19�2 � 2,9�291,929�2

�
� (13.38)

Кроме того, образующие удовлетворяют дополнительным соотноше-
ниям (13.35) " ��1;L�0��1�" ���1;L� � 0��1�, которые имеют вид

2�2,9191,9�19�1 � �L1,L2�
22�1,9192,9�19�2�

��L1,L2�22,919�2,9�192 � 22,919�1,9�191 � 2�2,

�L1,L2�
22�2,9291,9�29�1 � 2�1,9292,9�29�2�

�2,929�2,9�292 � �L1,L2�222,929�1,9�291 � 2�1,

�L1,L2�
22�2,9�291,929�1 � 2�1,9�292,929�2�

�2,9�29�2,9292 � �L1,L2�222,9�29�1,9291 � �2,
2�2,9�191,919�1 � �L1,L2�

22�1,9�192,919�2�
��L1,L2�22,9�19�2,9192 � 22,9�19�1,9191 � �22,
2�2,9191,919�1 � �L1,L2�

22�1,9192,919�2�
��L1,L2�22,919�2,9192 � 22,919�1,9191 � 0,

2�2,9191,929�1 � 2�1,9192,929�2 � 2,919�2,9292 � 22,919�1,9291 � 0,

9*
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2�2,9191,9�29�1 � 2�1,9192,9�29�2 � 2,919�2,9�292 � 22,919�1,9�291 � 0,

2�2,9291,919�1 � 2�1,9292,919�2 � 2,929�2,9192 � 22,929�1,9191 � 0,

�L1,L2�
22�2,9291,929�1 � 2�1,9292,929�2�

�2,929�2,9292 � �L1,L2�222,929�1,9291 � 0,
2�2,9291,9�19�1 � 2�1,9292,9�19�2 � 2,929�2,9�192 � 22,929�1,9�191 � 0,

2�2,9�291,919�1 � 2�1,9�292,919�2 � 2,9�29�2,9192 � 22,9�29�1,9191 � 0,

�L1,L2�
22�2,9�291,9�29�1 � 2�1,9�292,9�29�2�

�2,9�29�2,9�292 � �L1,L2�222,9�29�1,9�291 � 0,
2�2,9�291,9�19�1 � 2�1,9�292,9�19�2 � 2,9�29�2,9�192 � 22,9�29�1,9�191 � 0,

2�2,9�191,929�1 � 2�1,9�192,929�2 � 2,9�19�2,9292 � 22,9�19�1,9291 � 0,

2�2,9�191,9�29�1 � 2�1,9�192,9�29�2 � 2,9�19�2,9�292 � 22,9�19�1,9�291 � 0,

2�2,9�191,9�19�1 � �L1,L2�
22�1,9�192,9�19�2�

��L1,L2�22,9�19�2,9�192 � 22,9�19�1,9�191 � 0, (13.39)

а также соотношениям " ���1;L�0�1��1�" ��1;L� � 0�1��1� вида

�2�2,9191,9�19�1 � �L1,L2�22�1,9291,9�29�1�
��L1,L2�

22,9�291,929�1 � 22,9�191,919�1 � �2�2,
��L1,L2�22�2,9192,9�19�2 � 2�1,9292,9�29�2�

�2,9�292,929�2 � �L1,L2�
222,9�192,919�2 � �2�1,

��L1,L2�22�2,919�2,9�192 � 2�1,929�2,9�292�

�2,9�29�2,9292 � �L1,L2�
222,9�19�2,9192 � 2,

�2�2,919�1,9�191 � �L1,L2�22�1,929�1,9�291�
��L1,L2�

22,9�29�1,9291 � 22,9�19�1,9191 � 22,

�2�2,9191,9�191 � �L1,L2�22�1,9291,9�291�
��L1,L2�

22,9�291,9291 � 22,9�191,9191 � 0,

�2�2,9191,9�192 � 2�1,9291,9�292 � 2,9�291,9292 � 22,9�191,9192 � 0,

�2�2,9191,9�19�2 � 2�1,9291,9�29�2 � 2,9�291,929�2 � 22,9�191,919�2 � 0,

�2�2,9192,9�191 � 2�1,9292,9�291 � 2,9�292,9291 � 22,9�192,9191 � 0,

��L1,L2�22�2,9192,9�192 � 2�1,9292,9�292�

�2,9�292,9292 � �L1,L2�
222,9�192,9192 � 0,
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�2�2,9192,9�19�1 � 2�1,9292,9�29�1 � 2,9�292,929�1 � 22,9�192,919�1 � 0,

�2�2,919�2,9�191 � 2�1,929�2,9�291 � 2,9�29�2,9291 � 22,9�19�2,9191 � 0,

��L1,L2�22�2,919�2,9�19�2 � 2�1,929�2,9�29�2�

�2,9�29�2,929�2 � �L1,L2�
222,9�19�2,919�2 � 0,

�2�2,919�2,9�19�1 � 2�1,929�2,9�29�1 � 2,9�29�2,929�1 � 22,9�19�2,919�1 � 0,

�2�2,919�1,9�192 � 2�1,929�1,9�292 � 2,9�29�1,9292 � 22,9�19�1,9192 � 0,

�2�2,919�1,9�19�2 � 2�1,929�1,9�29�2 � 2,9�29�1,929�2 � 22,9�19�1,919�2 � 0,

�2�2,919�1,9�19�1 � �L1,L2�22�1,929�1,9�29�1�
��L1,L2�

22,9�29�1,929�1 � 22,9�19�1,919�1 � 0� (13.40)

Не все эти дополнительные соотношения независимы. Часть из них
сводится к коммутационным соотношениям для образующих, а осталь-
ные позволяют выделить независимые образующие квантовой симплек-
тической группы ����2; �1;L�.

13.3.2. Квантовая симплектическая группа ����2; �1; ���
и квантовое пространство ��4

���1; ���. При 	 � 2 группа пере-
становок ��2� содержит два элемента: тождественную перестановку
L0 � �1, 2� и перестановку �L � �2, 1�. Случай тождественной пере-
становки подробно описан в разделе 13.2.1. Здесь мы рассмотрим
квантовое пространство и квантовую группу, отвечающие перестановке�L � �L1,L2� � �2, 1�.
Квантовое симплектическое пространство ��4���1; �L� получим под-

становкой �L1,L2� � �2, 1� в формулы (13.37). Оно порождается обра-
зующими с коммутационными соотношениями

��2,�1�� � 0, ��2,�1� �� � 0, ��1,�2� �� � 0, ��1� ,�2� �� � 0,

��2,�2� ��2 � 0, ��1,�1� ��2 � �21>�2�2� , (13.41)

где 2 � �����213�, > � 2 �� �
2
13.

Чтобы избежать повторения громоздких формул, в случае кванто-
вой группы ����2; �1; �L� выпишем только те коммутаторы, которые в
явном виде содержат контракционный параметр. Формулы (41) дают
1. ��, �� � >�(,

�,22, ,11� � �21>,12,21, �,22, ,1�1� � � �21>,1�2,21� , �,22, ,1�1� � �21>,1�2,21,

�,21, ,12� � �
/

�21
,22�,11, �,21� , ,1�2� � �

/

�21
,22� ,1�1� , �,21� , ,12� � �

/

�21
,22�,11� ,

�,22, ,11� � � �21>,12,21� , �,21, ,1�2� � �
/

�21
,22�,1�1, �,11� , ,2�2� � � �21>,2�1�,12� ,

�,1�1, ,2�2� � � �21>,2�1,1�2� , �,1�1� , ,2�2� � � �21>,2�1�,1�2� , �,1�2, ,2�1� �
/

�21
,2�2,1�1,



262 Гл. 13. Квантовые симплектические группы Кэли–Клейна

�,12, ,2�1� �
/

�21
,2�2,11, �,11, ,2�2� � � �21>,2�1,12� , �,1�2, ,2�1� � �

/

�21
,2�2,1�1� ,

�,12, ,2�1� � �
/

�21
,2�2,11� , �,2�1, ,21� � �

/

�21
,22�,2�2, �,12� , ,1�2� �

/

�21
,22�,2�2;

2. ��, ���2 � >�(,

�,21, ,21� ��2 �
/

�21
,22,22� , �,12, ,1�2��2 �

/

�21
,22,2�2,

�,2�1, ,2�1� ��2 �
/

�21
,2�2,2�2� , �,11, ,1�1��2 � �21>,21,2�1,

�,1�1, ,1�1� ��2 � �21>,1�2,1�2� , �,11, ,11� ��2 � �21>,12,12� ,

�,11� , ,1�1� ��2 � �21>,21�,2�1� , �,12� , ,1�2� ��2 �
/

�21
,22�,2�2� ;

3. сложные

�,11, ,1�1� � � >
�
�21 ,21,2�1� � �2 � 2�1�,1�1,11�

�
,

�,11� , ,1�1� � �21> �,21�,2�1 � ,1�2,12�� ,

�,12, ,1�2� � �
/

�21

�
2�2,22�,2�2 � �21�2 � 2�1�,12�,1�2

�
,

�,21, ,2�1� � �
/

�21

�
2�2,22�,2�2 � �21�2 � 2�1�,2�1,21�

�
� (13.42)

Кроме того, образующие удовлетворяют дополнительным соотноше-
ниям (13.39), которые имеют вид

2�2,22,2�2� � �212
�1,21,2�1� � �212,21�,2�1 � 22,22� ,2�2 � 2�2,

�212
�2,12,1�2� � 2�1,11,1�1� � 2,11�,1�1 � �212

2,12� ,1�2 � 2�1,

�212
�2,1�2,12� � 2�1,1�1,11� � 2,1�1�,11 � �212

2,1�2�,12 � �2,
2�2,2�2,22� � �212

�1,2�1,21� � �212,2�1�,21 � 22,2�2�,22 � �22,
2�2,22,22� � �212

�1,21,21� � �212,21�,21 � 22,22�,22 � 0,

2�2,22,12� � 2�1,21,11� � 2,21�,11 � 22,22�,12 � 0,

2�2,22,1�2� � 2�1,21,1�1� � 2,21�,1�1 � 22,22�,1�2 � 0,

2�2,12,22� � 2�1,11,21� � 2,11�,21 � 22,12�,22 � 0,

�212
�2,12,12� � 2�1,11,11� � 2,11�,11 � �212

2,12�,12 � 0,

2�2,12,2�2� � 2�1,11,2�1� � 2,11�,2�1 � 22,12�,2�2 � 0,

2�2,1�2,22� � 2�1,1�1,21� � 2,1�1�,21 � 22,1�2�,22 � 0,

�212
�2,1�2,1�2� � 2�1,1�1,1�1� � 2,1�1�,1�1 � �212

2,1�2�,1�2 � 0,

2�2,1�2,2�2� � 2�1,1�1,2�1� � 2,1�1�,2�1 � 22,1�2�,2�2 � 0,

2�2,2�2,12� � 2�1,2�1,11� � 2,2�1�,11 � 22,2�2�,12 � 0,
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2�2,2�2,1�2� � 2�1,2�1,1�1� � 2,2�1�,1�1 � 22,2�2�,1�2 � 0,

2�2,2�2,2�2� � �212
�1,2�1,2�1� � �212,2�1�,2�1 � 22,2�2�,2�2 � 0, (13.43)

и соотношениям (13.40):

�2�2,22,2�2� � �212
�1,12,1�2� � �212,1�2,12� � 22,2�2,22� � �2�2,

��212�2,21,2�1� � 2�1,11,1�1� � 2,1�1,11� � �212
2,2�1,21� � �2�1,

��212�2,21�,2�1 � 2�1,11�,1�1 � 2,1�1�,11 � �212
2,2�1�,21 � 2,

�2�2,22�,2�2 � �212
�1,12�,1�2 � �212,1�2�,12 � 22,2�2�,22 � 22,

�2�2,22,2�2 � �212
�1,12,1�2 � �212,1�2,12 � 22,2�2,22 � 0,

�2�2,22,2�1 � 2�1,12,1�1 � 2,1�2,11 � 22,2�2,21 � 0,

�2�2,22,2�1� � 2�1,12,1�1� � 2,1�2,11� � 22,2�2,21� � 0,

�2�2,21,2�2 � 2�1,11,1�2 � 2,1�1,12 � 22,2�1,22 � 0,

��212�2,21,2�1 � 2�1,11,1�1 � 2,1�1,11 � �212
2,2�1,21 � 0,

�2�2,21,2�2� � 2�1,11,1�2� � 2,1�1,12� � 22,2�1,22� � 0,

�2�2,21�,2�2 � 2�1,11�,1�2 � 2,1�1�,12 � 22,2�1�,22 � 0,

��212�2,21�,2�1� � 2�1,11�,1�1� � 2,1�1�,11� � �212
2,2�1�,21� � 0,

�2�2,21�,2�2� � 2�1,11�,1�2� � 2,1�1�,12� � 22,2�1�,22� � 0,

�2�2,22�,2�1 � 2�1,12�,1�1 � 2,1�2�,11 � 22,2�2�,21 � 0,

�2�2,22�,2�1� � 2�1,12�,1�1� � 2,1�2�,11� � 22,2�2�,21� � 0,

�2�2,22�,2�2� � �212
�1,12�,1�2� � �212,1�2�,12� � 22,2�2�,22� � 0� (13.44)

Часть из дополнительных соотношений сводится к коммутационным
соотношениям для образующих, а остальные позволяют выделить неза-
висимые образующие квантовой симплектической группы ����2; �1; �L�.
При �1 � 1 формулы этого раздела описывают квантовое пространство
��4� и квантовую группу ����2�.

13.3.3. Контрактированная квантовая группа ����2; �1; ���
и квантовое расслоенное пространство ��4

�
��1; ���. При контракции

�1 � �1, как это следует из (13.41), пространство ��4���1; �L� становится
коммутативным. Вместе с тем квантовая группа ����2; �1; �L� имеет
ненулевые коммутационные соотношения образующих:

�,21, ,12� � � 23,22�,11, �,21� , ,1�2� � � 23,22�,1�1� , �,21� , ,12� � � 23,22�,11� ,

�,21, ,1�2� � � 23,22�,1�1, �,1�2, ,2�1� � 23,2�2,1�1, �,12, ,2�1� � 23,2�2,11,

�,1�2, ,2�1� � � 23,2�2,1�1� , �,12, ,2�1� � � 23,2�2,11� , �,2�1, ,21� � � 23,22�,2�2,

�,12� , ,1�2� � 23,22�,2�2, �,21, ,21� ��2 � 23,22,22� , �,12, ,1�2��2 � 23,22,2�2,

�,2�1, ,2�1� ��2 � 23,2�2,2�2� , �,12� , ,1�2� ��2 � 23,22� ,2�2� , �,12, ,1�2� � � 23,22�,2�2,

�,21, ,2�1� � � 23,22�,2�2� (13.45)
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Кроме того, образующие удовлетворяют дополнительным соотношени-
ям (13.43),(13.44) в виде

,11,21� � ,21,11� � ,12,22� � ,12�,22 � 0,

,21,1�1� � ,21�,1�1 � ,22,1�2� � ,22�,1�2 � 0,

,11,2�1� � ,11�,2�1 � ,12,2�2� � ,12�,2�2 � 0,

,2�1,1�1� � ,1�1,2�1� � ,2�2,1�2� � ,2�2�,1�2 � 0,

,11,1�2 � ,12,1�1 � ,21,2�2 � ,22,2�1 � 0,

,12,1�1� � ,11�,1�2 � ,22,2�1� � ,21�,2�2 � 0,

,11,1�2� � ,12�,1�1 � ,21,2�2� � ,22�,2�1 � 0,

,12�,1�1� � ,11�,1�2� � ,22�,2�1� � ,21�,2�2� � 0,

,22,2�2� � ,22�,2�2 � 1, ,11,1�1� � 2,11�,1�1 � 1� (13.46)

Данный пример показывает, что контрактированная квантовая сим-
плектическая группа с некоммутативными образующими может дей-
ствовать на коммутативном симплектическом пространстве, в отличие
от раздела 13.2.2, где контрактированное симплектическое простран-
ство порождалось некоммутативными образующими.



Гл а в а 14

КВАНТОВЫЕ АНАЛОГИ ПРОСТРАНСТВ

ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ

В данной главе подробно описываются ассоциированные с кванто-
выми ортогональными группами неизоморфные квантовые векторные
пространства Кэли–Клейна с двумя и тремя образующими, являю-
щиеся квантовыми аналогами пространств с постоянной кривизной
размерности два и три, а также квантовые ортогональные сферы.

14.1. Квантовые ортогональные группы и квантовые
пространства Кэли–Клейна

С квантовой ортогональной группой �
����, описанной в разделе
9.2, связано квантовое векторное пространство !5

� в симплектических
образующих (определение 9.2.2). Декартовы образующие 5 � A�1�
квантового евклидова пространства !5

� получаются с помощью невы-
рожденной матрицы A (9.36), которая является решением уравне-
ния (9.35), и удовлетворяют коммутационным соотношениям (9.42).
Уравнение (9.35) имеет много решений. Матрица A описывает од-
ну из возможных комбинаций структуры квантовой группы и схемы
Кэли–Клейна контракций групп. Все остальные подобные комбинации
описываются матрицами A9 � AH9, получаемыми из (9.36) умноже-
нием справа на матрицу H9 � �5 с элементами �H9�
� � Æ9�,�, где
L � ���� есть перестановка � -го порядка. Матрицы A9 также явля-
ются решениями уравнения (9.35).
Мы получим квантовые пространства Кэли–Клейна таким же пре-

образованием декартовых генераторов, как и в коммутативном случае,

5 � �D, � � ���
�1, �1, 2�, . . . , �1,���� (14.1)

В квантовом случае необходимо добавить преобразование 4 � /3 пара-
метра деформации 2 � �� . Подставляя � � AH9�D в уравнение (9.27)
или 5 � H9�D в (9.42), приходим к следующему определению.
Определение 14.1.1. Алгебра !5

� ��;L� с декартовыми образующими
D1, . . . , D5 и коммутационными соотношениями�'9���D ) D � �*�D ) D � 2 �
 �*

1� �%����2�
D�09���D89���,

�'9��� � �AH9� )AH9��
�1 �'��AH9� )AH9��,

89��� � �AH9� )AH9��
�189, 09��� � �H �

9A
�0AH9� (14.2)
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называется � -мерным квантовым векторным пространством Кэли–
Клейна.
В явном виде коммутационные соотношения (14.2) имеют вид

D9	D9� � D9�D9	 	� /3 � &D9�D9	�
�1,����
�1,���

�� /3, � � � � ��, � �� ��,

D9	D9� � D9�D9	 	� /3 � &D9�� D9	
�1,����
�1,���

�� /3, �� � � � �, � �� ��,

(14.3)

�D9	 , D9	� � � 2&� ��
�*

2
�	� /3�

���
D29��1

�1,���1�
2

�1,����1,����
�

�&
�
�*

��
 �*���1�1,����1,����

��
���	1

�	� /3�
�
�
�1,L��2D29��

��1,L���2D29��

�
, (14.4)

где �,� � 1, 2, . . . ,	, � � 2	 � 1 or � � 2	, �� � � � 1 � �, � � 0
для � � 2	. Перестановка L � �L1, . . . ,L5 � описывает определенную
комбинацию структуры квантовой группы и схемы Кэли–Клейна груп-
повых контракций.
Инвариантная форма при кодействии соответствующей кванто-

вой ортогональной группы на квантовом пространстве Кэли–Клейна
!5

� ��;L� записывается следующим образом:

inv��;L� �

�
��1,L�	1�2D29��1

��
�*��

�
��*'2�
�

�
��

��1

��1,L��2D29	 � �1,L���
2D29	� ��	�/3�

��1

�
	��/3?1�� (14.5)

Подобно определению 9.2.6 введем определение квантового веще-
ственного пространства Кэли–Клейна.
Определение 14.1.2. Квантовое векторное пространство Кэли–Клейна
!5

� ��;L� с антиинволюцией

D�9	 � D9	 	� /3?� � &D9	�
�1,����
�1,���

�� /3?�, D�9��1 � D9��1 ,

D�9	� � D9	� 	� /3?� � &D9	
�1,���
�1,����

�� /3?�, � � 1, . . . ,� (14.6)

называется квантовым вещественным векторным пространством Кэли–
Клейна !5

� ��;L; � ��
Множитель / в преобразовании 4 � /3 деформационного парамет-

ра нужно подобрать таким, чтобы сокращались все неопределенные
выражения, которые возникают при нильпотентных значениях контрак-
ционных параметров.
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Теорема 14.1.1. Квантовое � -мерное векторное пространство
Кэли–Клейна !5

� ��;L� определено при всех контракциях �� � ��, � �
� 1, . . . ,� � 1, если множитель / в преобразовании деформационно-
го параметра выбрать в виде

/ � /0
9

/1 � /0
9
�

/
���
1 , (14.7)

где /0,/
���
1 ,/1 даются формулами (14.8), (14.11), (14.12).

Доказательство. Поскольку множители �1,L�� и �1,L��� входят в
коммутаторы (14.3), (14.4) симметричным образом, мы можем без
потери общности положить L� � L�� . Тогда неопределенные выражения
в коммутаторах (14.3) принимают вид �1,L���1,L����1 � �L�,L���, где
� � 1, 2, . . . ,	 при � � 2	 � 1 и � � 1, 2, . . . ,	 � 1 при � � 2	. Они
устраняются множителем

/0 �
9
�

�L�,L���, (14.8)

который состоит из произведения первых степеней контракционных
параметров и является минимальным множителем, гарантирующим
существование структуры алгебры Хопфа для соответствующей кван-
товой группы �!��� ; �;L�� Напомним, что «объединение» множителей
понимается в смысле определения 11.2.2.
Если мы рассмотрим неопределенные выражения в коммутаторах

(14.4), то придем к неминимальному множителю / , который состоит
из произведения контракционных параметров в первой и во второй
степенях. Неопределенные выражения в коммутаторах (14.4) имеют
вид

��
����1


�1,���2 � �1,����
2�

�1,����1,����
�

��
����1

�1,���2

�1,���
2���,����

(14.9)

при четном � � 2	 и

�1,���1�
2 �

��
����1


�1,���2 � �1,����
2�

�1,����1,����
�

�1,���1� �
��

����1

�1,���2

�1,���
2���,����

,

(14.10)
при нечетном � � 2	� 1. Введем числа

&� � min�L�	1, . . . ,L�	, � � 1, . . . ,	� 1, � � 2	,

&� � min�L�	1, . . . ,L�,L�	1	, � � 1, . . . ,	, � � 2	� 1,
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тогда �-е выражение в (14.9) или (14.10) равно

�1, )��
2

�1,���
2���,����

�


�� �&�,L���2�L�,L����1, &� � L�,
�L�, &���&�,L����1, L� � &� � L�� ,
�L�,L����L�� , &��2, &� @ L�� ,

и компенсирующий множитель для этого выражения равен

/
���
1 �

�
�&�,L��2�L�,L���, &� � L�,

�&�,L���, L� � &� � L�� ,
1, &� @ L�� �

(14.11)

Для всех выражений в (14.9) или (14.10) компенсирующий множитель
/1 получается объединением

/1 �
9
�

/
���
1 � (14.12)

Следовательно, неминимальный множитель / в преобразовании 4 � /3
деформационного параметра дается формулой (14.7) и включает как
первые, так и вторые степени контракционных параметров.

Введем квантовую ортогональную сферу Кэли–Клейна аналогично
определению 9.2.7.
Определение 14.1.3. Фактор-алгебра �5�1

� ��;L� алгебры !5
� ��;L� по

соотношению inv��;L� � 1 (14.5) называется �� � 1�-мерной квантовой
ортогональной сферой Кэли–Клейна.
Квантовый аналог внутренних бельтрамиевых координат на кван-

товой сфере дается набором правых и левых образующих

�9��1 � D9�D
�1
1 , ��9��1 � D�11 D9� , & � 1, . . . ,� , & �� �, L� � 1�

Причина введения правых и левых образующих состоит в упрощении
выражений для коммутационных соотношений. Можно использовать,
скажем, только правые образующие, тогда выражения для коммутаци-
онных соотношений будут громоздкими, особенно когда все контрак-
ционные параметры не являются нильпотентными.

14.2. Квантовые векторные пространства
Кэли–Клейна �3

�
��;�� и ортогональные сферы
�2
�
��;��

Трехмерные квантовые векторные пространства Кэли–Клейна
!3

���;L�, � � ��1, �2� порождаются образующими D91 , D92 , D93 с коммута-
ционными соотношениями (см. (14.3),(14.4)):

D91D92 � D92D91 	� /3 � &D92D93
�1,�3�
�1,�1�

�� /3,

D92D93 � D93D92 	� /3 � &D91D92
�1,�1�
�1,�3�

�� /3,
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�D91 , D93 � � 2&D
2
92

�1,�2�
2

�1,�1��1,�3�
�� /

*

2
(14.13)

и имеют инвариантную форму (14.5):

inv��;L� �
�
�1,L1�2D291 � �1,L3�

2D293

�
	� /

*

2
� �1,L2�

2D292 	� /3� (14.14)

Антиинволюция (14.6) в декартовых координатах задается формулами

D�91 � D91 	� /3?1 � &D93
�1,�3�
�1,�1�

�� /3?1, D�92 � D92

D�93 � D93 	� /3?1 � &D91
�1,�1�
�1,�3�

�� /3?1, ?1 �
1
2
, ?2 � 0� (14.15)

Анализируя множитель (14.7) при � � 3 и коммутационные со-
отношения (14.13) декартовых образующих квантового пространства,
мы нашли три перестановки, приводящие к разным множителям / ,
а именно / � �1�2, при L0 � �1, 2, 3�, / � �1 при L� � �1, 3, 2� и / � �21�2
при �L � �2, 1, 3��
Квантовые ортогональные 2-сферы

�2���;L� � !3
���;L�� �inv��;L� � 1	

описываются правыми �� или левыми ��� квантовыми аналогами внут-
ренних бельтрамиевых координат, коммутационные соотношения кото-
рых могут быть получены при фиксированной перестановке L. Рассмот-
рим эти три случая разных перестановок по отдельности.

14.2.1. Перестановка �0 # �1, 2, 3�, множитель � # �1�2.
Согласно (14.13), (14.15), соответствующее квантовое векторное про-
странство Кэли–Клейна характеризуется следующими коммутационны-
ми соотношениями:

!3
���;L0� �

�
D1D2 � D2D1 	� �1�23 � &D2D3�1�2 �� �1�23,

D2D3 � D3D2 	� �1�23 � &D1D2
1
�1�2

�� �1�23, �D1, D3� � 2&D
2
2
�21
�1�2

�� �1�2
*

2

�
(14.16)

и инволюцией образующих вида

D�1 � D1 	� �1�2
*

2
� &D3�1�2 �� �1�2

*

2
, D�2 � D2,

D�3 � D3 	� �1�2
*

2
� &D1

1
�1�2

�� �1�2
*

2
� (14.17)

В коммутативном случае �3 � 0� нильпотентное значение первого кон-
тракционного параметра �1 � �1 вместе с �2 � 1 дает полуевклидово
пространство с одномерной базой �D1	 и двумерным слоем �D2, D3	.
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Некоммутативная деформация этого расслоенного полуевклидова про-
странства получается подстановкой �1 � �1 в (14.16):

!3
���1;L0� �

�

�
�D3, D2� � &3D1D2, D

�
1 � D1, D�2 � D2, D

�
3 � D3 � &D1

*

2

�
� (14.18)

Здесь и далее выписываем только ненулевые коммутаторы.
При 3 � 0 контракция �1 � 1, �2 � �2 переводит евклидово простран-

ство $3 в пространство с двумерной базой �D1, D2	 и одномерным слоем
�D3	. Его квантовый аналог получается такой же контракцией в (14.16):

!3
���2;L0� �

�
�D3, D1� � &3D22 , �D3, D2� � &3D1D2

�
� (14.19)

Антиинволюция образующих D�� такая же, как в (14.18).
Инвариантная форма для перестановки L0 получается из (14.14):

inv��;L0� � �D21 � �21�
2
2D
2
3� 	� �1�2

*

2
� �21D

2
2 	� �1�23� (14.20)

Квантовая ортогональная 2-сфера

�2���;L0� � !3
���;L0�� �inv��;L0� � 1	

описывается образующими — квантовыми аналогами бельтрамиевых
координат — с коммутационными соотношениями

�2���;L0� �
�
�1 � ��1�	� �1�23 � &�2�1�2 �� �1�23�, �2 � ��2 � 2&��1�1 �� �1�2 *2 ,

��1�2 � ���2 	� �1�23 � &
1
�1�2

�� �1�23��1

�
� (14.21)

При �1 � �1, �2 � 1 из (14.21) получаем, что левые образующие совпада-
ют с правыми ��1 � �1, ��2 � �2 и квантовая плоскость имеет следующие
коммутационные соотношения:

�2���1;L0� �
�
��2, �1� � &3�1

�
� (14.22)

При �2 � �2, �1 � 1 из (14.21) получаем квантовый аналог цилиндра
с циклической образующей �1 � ��1 и некомпактной второй образую-
щей ��2 � �2 � &3�21�

2
1. Если �1 � &, то цилиндр имеет гиперболическую

вторую образующую. Бельтрамиевы образующие некоммутативного ци-
линдра удовлетворяют коммутационным соотношениям

�2���2;L0� �
�
��2, �1� � &3�1�1� �21�

2
1�

�
� (14.23)

При �1 � �1, �2 � �2 квантовая плоскость Галилея также описывается
соотношениями (14.22).



14.2. Квантовые пространства �3
���;�� и сферы �2���;�� 271

14.2.2. Перестановка �� # �1, 3, 2�, множитель � # �1. Как
следует из (14.13),(14.15), для перестановки L� коммутационные соот-
ношения и инволюция образующих квантового векторного простран-
ства Кэли–Клейна !3

���;L
�� имеют вид

!3
���;L

�� �

�
D1D3 � D3D1 	� �13 � &D3D2�1 �� �13,

D3D2 � D2D3 	� �13 � &D1D3
1
�1
�� �13, �D1, D2� � 2&D

2
3
�21�

2
2

�1
�� �1

*

2
,

D�1 � D1 	���1
*

2
� &D3�1 �� �1

*

2
,

D�2 � D2 	� �1
*

2
� &D1

1
�1
�� �1

*

2
, D�3 � D3

�
� (14.24)

При �1 � �1 квантовое полуевклидово пространство !3
���1;L

�� свя-
зано с пространством !3

���1;L0� (14.18) заменой D2 � D3 и наоборот,
т.е. перенумерацией образующих слоя. Поэтому оно не может рассмат-
риваться как независимая неэквивалентная деформация расслоенного
пространства. При �1 � 1, �2 � �2 в (14.24) получаем некоммутативную
деформацию расслоенного пространства с 2-мерной коммутативной ба-
зой �D1, D2	 и 1-мерным слоем �D3	

!3
���2;L

�� �

�
D1D3 � D3D1 	� 3 � &D3D2 �� 3, D3D2 � D2D3 	� 3 � &D1D3 �� 3,

D�3 � D3, D�1 � D1 	�
*

2
� &D2 ��

*

2
, D�2 � D2 	�

*

2
� &D1 ��

*

2

�
� (14.25)

Инвариантная форма для перестановки L� находится из (14.14)

inv��;L�� � �D21 � �21D
2
2� 	� �1

*

2
� �21�

2
2D
2
3 	� �13� (14.26)

Квантовая ортогональная 2-сфера

�2���;L
�� � !3

���;L
��� �inv��;L�� � 1	 (14.27)

имеет две бельтрамиевы образующие с коммутационными соотношени-
ями

�2���;L
�� �

���2 � �	� �13 � &��1�1 �� �13��2,
�1 � ��1 � 2&��2�2 �21�22�1 �� �1

*

2
, ��2�1 � ���1 	� �13 � &

1
�1
�� �13��2,

�
� (14.28)

При �1 � �1 в (14.28) квантовая плоскость �2���1;L
�� связана с

квантовой плоскостью �2���1;L0� (14.22) заменой �1 � �2 и наоборот.
Таким образом, она не может рассматриваться как неэквивалентная
квантовая деформация ортогональной квантовой плоскости.
При �2 � �2 получаем из (14.28) квантовый аналог цилиндра с

образующей �1 � ��1, являющейся или циклической (�1 � 1), или гипер-
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болической (�1 � &), и второй образующей ��2 � �	� �13 � &�1�1 �� �13��2.
Квантовый цилиндр

�2���2;L
�� �

�
��1, �2� � &��2 � �21�1�2�1�

1
�1
�� �13

�
(14.29)

может рассматриваться как некоммутативная деформация полурима-
нова пространства с 1-мерной базой ��1	 и 1-мерным слоем ��2	.
Пространства (14.25) и (14.29) представляют собой пример контрак-
ции, при которой параметр деформации не меняется. Физически эти
пространства можно интерпретировать как квантовые аналоги �1� 1�
нерелятивистских кинематик Ньютона с постоянной (положительной и
отрицательной) кривизной.

14.2.3. Перестановка �� # �2, 1, 3�, множитель � # �21�2.
Коммутационные соотношения и инволюция образующих квантового
векторного пространства !3

���; �L� находятся из (14.13), (14.15) и опи-
сываются формулами

!3
���; �L� � �

D2D1 � D1D2 	���
2
1�23�� &D1D3�2 ����

2
1�23�,

D1D3 � D3D1 	���
2
1�23�� &D2D1

1
�2
����21�23�,

�D2, D3� � 2&D
2
1
1

�21�2
����21�23�2�,

D�2 � D2 	���
2
1�23�2� � &D3�2 ����

2
1�23�2�,

D�3 � D3 	���
2
1�23�2�� &D2

1
�2
����21�23�2�, D�1 � D1

�
� (14.30)

Нильпотентное значение первого контракционного параметра �1 �
� �1 и �2 � 1 в (14.30) дают новое квантовое полуевклидово простран-
ство

!3
���1; �L� � �

�D2, D3� � &3D21 , D
�
� � D�, � � 1, 2, 3

�
, (14.31)

которое неизоморфно пространству (14.18).
При �1 � 1, �2 � �2 квантовое пространство !3

���2; �L� преобразуется
в !3

���2;L0� заменой образующих базы D1 � D2 и наоборот, поэтому оно
не является новой некоммутативной деформацией. При �1 � �1, �2 � �2
коммутационные соотношения образующих даются формулами (14.31).
Инвариантная форма для перестановки �L описывается уравнением

(14.14) в виде

inv��; �L� � �21�D
2
2 � �22D

2
3� 	� �

2
1�2

*

2
� D21 	� �

2
1�23� (14.32)

Квантовая ортогональная 2-сфера

�2���; �L� � !3
���; �L�� �inv��; �L� � 1	 (14.33)
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характеризуется коммутационными соотношениями

�2���; �L� � ���1 � �1 	� �
2
1�23 � &�2�2 �� �

2
1�23,

�2 � ��2 	� �21�23 � &��1 1
�2
�� �21�23, ��1�2 � ��2�1 � 2& 1

�21�2
�� �21�2

*

2

)
� (14.34)

При �1 � �1, �2 � 1 из (14.34) следует, что левые образующие равны
правым ��1 � �1, ��2 � �2 и квантовая плоскость

�2���1; �L� � �
��1, �2� � &3

�
(14.35)

представляет собой простейшую деформацию плоскости Евклида, по-
скольку коммутатор пропорционален числу &3, а не оператору, как в
(14.22).
При �2 � �2, �1 � 1 имеем квантовый цилиндр

�2���2; �L� � �
��1, �2� � &3�1� �21�

2
1�

�
� (14.36)

Полагая затем �1 � �1, получаем простейшую квантовую деформацию
плоскости Галилея, которая одинакова с деформацией (14.35) плоско-
сти Евклида.

14.3. Квантовые пространства �4
�
��;�� и �3

�
��;��

Квантовые векторные пространства !4
���;L�, � � ��1, �2, �3� порож-

даются образующими D9
 , � � 1, . . . , 4 с коммутационными соотношени-
ями

!4
���;L� �

�
D91D9	 � D9	D91 	��/3�� &D9	D91�

�1,�1��
�1,�1�

���/3�,

D9	D91� � D91� D9	 	��/3�� &D91D9	
�1,�1�
�1,�1��

���/3�, �D92 , D92� � � 0,

�D91 , D91� � � &

�
D292�1,L2�

2 � D292� �1,L2��
2

�
�
��*�

�1,�1��1,�1��

�
, (14.37)

где � � 2, 3, L1� � L4, L2� � L3. Антиинволюция (14.6) декартовых
образующих записывается в виде

D�91 � D91 	� /3 � &D94
�1,�4�
�1,�1�

�� /3, D�92 � D92 ,

D�94 � D94 	� /3 � &D91
�1,�1�
�1,�4�

�� /3, D�93 � D93 , (14.38)

поскольку, согласно (9.23), ?1 � 1, ?2 � 0.
В результате анализа множителя (14.7) при � � 4 и коммутаци-

онных соотношений (14.37) образующих квантового пространства мы



274 Гл. 14. Квантовые аналоги пространств постоянной кривизны

нашли минимальный множитель / � �L1,L1��, который принимает три
значения: /0 � �1, 1�� � �1, 4� � �1�2�3 для перестановки L0 � �1, 2, 3, 4�;
/) � �1, 2�� � �1, 3� � �1�2 для L) � �1, 2, 4, 3�; /)) � �1, 3�� � �1, 2� � �1
для L)) � �1, 3, 4, 2�, т.е. для перестановок, у которых L1 � 1, и три
неминимальных множителя вида / � �1,L1��1,L1��, а именно: /))) �
� �1, 2���1, 1�� � �21�

2
2�3 для L))) � �3, 1, 2, 4�; /): � �1, 2��1, 1�� � �21�2�3

для L): � �2, 1, 3, 4�; /: � �1, 2��1, 2�� � �21�2 для L: � �2, 1, 4, 3�, т.е.
для перестановок, у которых L1 �� 1.

14.3.1. Квантовые аналоги !4
���;�� расслоенных пространств.

Мы не будем детально рассматривать все шесть комбинаций схемы
Кэли–Клейна и квантовой структуры, но сосредоточим внимание на
квантовых деформациях расслоенных пространств, которые отвеча-
ют нильпотентным значениям контракционных параметров. Тщатель-
ный анализ коммутационных соотношений (14.37) для перечисленных
выше перестановок при нильпотентном значении первого параметра
�1 � �1, �2 � �3 � 1 дает две неизоморфные квантовые деформации
расслоенных пространств с 1-мерной базой �D1	 и 3-мерным слоем
�D2, D3, D4	. Эти квантовые деформации расслоенных пространств по-
лучаются для перестановок L0,L))) и характеризуются следующими
ненулевыми коммутационными соотношениями:

!4
���1;L0� �

�
�D4, D�� � &3D1D�, � � 2, 3

�
,

!4
���1;L)))� �

�
�D3, D4� � &3D21

�
� (14.39)

В обоих пространствах образующая D1 базы коммутирует со всеми
образующими слоя D�, � � 2, 3, 4, а последние незамкнуты относи-
тельно коммутационных соотношений, как можно было бы ожидать.
Иными словами, при этих перестановках квантовые деформации не
согласованы с расслоением коммутативных пространств. Такие же
свойства получаются при �1 � �1, �2 � �2, �3 � 1; �1 � �1, �3 � �3, �2 � 1;
�1 � �1, �2 � �2, �3 � �3, т.е. в случае последовательно вложенных про-
екций или многократно расслоенных пространств.
Если второй контракционный параметр равен нильпотентной еди-

нице �2 � �2, �1 � �3 � 1, то в коммутативном случае получаем рас-
слоенное пространство с 2-мерной базой �D1, D2	 и 2-мерным слоем
�D3, D4	. Имеются три неизоморфных некоммутативных аналога этого
пространства, которые описываются формулами (14.37) для перестано-
вок L0,L)) ,L))) . Ненулевые коммутаторы образующих этих квантовых
пространств таковы:

!4
���2;L)))� �

�
�D3, D4� � &3D21

�
,
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!4
���2;L))� �

�
D1D� � D��D1 	� 3 � &D2 �� 3�,

D�D2 � �D2 	� 3 � &D1 �� 3�D�, � � 3, 4
�
,

!4
���2;L0� �

�
�D4, D�� � &3D1D�, � � 2, 3

�
� (14.40)

Образующие базы коммутируют при всех перестановках. Образующие
слоя коммутируют только в случае перестановки L)) . Образующие
базы не коммутируют с образующими слоя при всех перестановках.
Образующие слоя незамкнуты относительно коммутационных соотно-
шений для перестановок L0 и L))) . Такие же свойства выполняются
при �1 � 1, �2 � �2, �3 � �3.
Расслоенное пространство с 3-мерной базой �D1, D2 D3	 и 1-мерным

слоем �D4	 получается при нильпотентном значении третьего парамет-
ра �3 � �3, �1 � �2 � 1. Мы нашли две неизоморфные квантовые де-
формации расслоенных пространств при таких значениях параметров,
которые даются (14.37) для перестановок L0, L)) и характеризуются
следующими ненулевыми коммутационными соотношениями:

!4
���3;L0� �

�
�D4, D�� � &3D1D�, � � 2, 3, �D1, D4� � &3�D22 � D23�

�
,

!4
���3;L))� �

�
D1D� � D��D1 	� 3 � &D2 �� 3�,

D�D2 � �D2 	� 3 � &D1 �� 3�D�, � � 3, 4, �D1, D2� � &D23 �� 3

�
� (14.41)

Образующие базы коммутируют в случае перестановки L0, но не ком-
мутируют для перестановки L)) . В последнем случае они замкнуты
относительно коммутационных соотношений.
В целом квантовые пространства !4

���;L� имеют коммутативные
образующие базы для всех перестановок, если расслоение определяется
�1 � �1 или �2 � �2. Если расслоение задается третьим параметром
�3 � �3, то три образующие базы коммутируют только в случае переста-
новки L0. Единственным исключением является квантовое простран-
ство !4

���3;L))�, у которого три образующие базы не коммутируют, но
они замкнуты относительно коммутационных соотношений. Для всех
перестановок и при всех нильпотентных значениях контракционных
параметров образующие слоя не коммутируют и незамкнуты относи-
тельно коммутационных соотношений, за исключением пространства
!4

���2;L))�, где и две образующие базы и две образующие слоя ком-
мутативны. Можно сказать, что в общем квантовые деформации и
расслоения не согласованы друг с другом.
Антиинволюция образующих легко получается из общих выраже-

ний (14.38). Для !4
���1;L0�, !

4
���2;L0�, !

4
���3;L0� имеем D�� � D�, � �
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� 1, 2, 3, D�4 � D� � &3D1. Для !4
���1;L)))�, !

4
���2;L)))� антиинволюция

задается очень просто: D�� � D�, � � 1, 2, 3, 4. Наиболее сложный вид

D�1 � D1 	� �13 � &D2�1 �� �13,

D�2 � D2 	� �13 � &D1
1
�1
�� �13, D�	 � D	, 
 � 3, 4 (14.42)

антиинволюция имеет в случае квантовых пространств !4
���2;L))�,

!4
���3;L))�.

14.3.2. Квантовые деформации пространств постоянной кри-
визны �3

���;��. Инвариантная форма пространства !4
���;L� дается

формулой (14.5) при � � 4:

inv��;L� �
�
�1,L1�2D291 � �1,L4�

2D294�

�
�
�1,L2�

2D292 � �1,L3�
2D293

�
	� /3

�
	� /3� (14.43)

Трехмерная квантовая ортогональная сфера �3���;L� получается как
фактор-алгебра !4

���;L� по соотношению inv��;L� � 1. Она опи-
сывается набором некоммутативных правых и левых образующих
�� � D�	1D

�1, ��� � D�1D�	1, � � 1, 2, 3. Для разных перестановок
L0,L) , . . . ,L: эти сферы таковы:

�3���;L0� �
�����3 � ���3 	� /03 � &

1
�0
�� /03

�
��

�
, (14.44)

где ��� � �	� /03 � &��3/0 �� /03� ��, � � 1, 2,

�3 � ��3 � &�21
���1�1 � �22��2�2� 1�0 �� /03, /0 � �1�2�3;

�3���;L)� �
�����2 � ���2 	� /)3 � &

1
��
�� /)3

�
��

�
, (14.45)

где ��� � �	� /)3 � &��2/) �� /)3� ��, � � 1, 3,

�2 � ��2 � &�21
���1�1 � �22�

2
3��3�3� 1�� �� /)3, /) � �1�2;

�3���;L))� �
�����1 � ���1 	� /))3 � &

1
���

�� /))3
�
��

�
, (14.46)

где ��� � �	� /))3 � &��1/)) �� /))3� ��, � � 2, 3,

�1 � ��1 � &�21�
2
2

���2�2 � �23��3�3� 1
���

�� /))3, /)) � �1�

Коммутационные соотношения в случае неминимального множителя /
более простые:

�3���;L)))� �
�
��2, �3� � &

�
1� �21�

2���
� 1
����

��/)))3

�
,
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�3���;L): � �
�
��1, �3� � &

�
1� �21�

2���
� 1
��&

��/): 3,
�
,

�3���;L: � �
�
��1, �2� � &

�
1� �21�

2���
� 1
�&

��/: 3,
�
, (14.47)

где �2��� � �21 � �22�
2
2 � �22�

2
3�
2
3, /))) � �21�

2
2�3, /): � �21�2�3, /: � �21�2�

Все квантовые ортогональные сферы �3���;L� можно разделить на
два класса относительно их свойств, проявляемых при контракциях.
Эти свойства зависят от преобразования деформационного параметра и
различны для минимальных /0,/) ,/)) и неминимальных /))) ,/): ,/:
множителей. Рассмотрим эти два класса отдельно.
Для минимальных множителей / все квантовые аналоги 3-мерно-

го пространства нулевой кривизны ��1 � �1� изоморфны и могут быть
получены из пространства

�3���1;L0� �
�
��3, �1� � &3�1, ��3, �2� � &3�2

�
(14.48)

перестановкой образующих ��, � � 1, 2, 3�
При �2 � �2 в коммутативном случае пространство имеет 1-мерную

базу ��1	 и 2-мерный слой ��2, �3	. Соответствующее квантовое про-
странство

�3���2;L0� �
�
��3, ��� � &3���1� �21�

2
1�, � � 1, 2

�
(14.49)

преобразуется в пространство �3���2;L)� подстановкой 2 � 3, 3 � 2.
Оба пространства имеют некоммутативные образующие слоя. Новая
квантовая деформация с коммутативными образующими слоя есть

�3���2;L))� �
�
��1, ��� � &��� � �21�1���1�

1
�1
�� �13, � � 2, 3

�
� (14.50)

Когда �3 � �3, имеется три неизоморфных квантовых пространства.
Одно с коммутативными образующими базы ��1, �2	

�3���3;L0� �
�
��3, ��� � &3��

�
1� �21��

2
1 � �22�

2
2�
�
, � � 1, 2

�
(14.51)

и два с некоммутативными образующими базы: �3���3;L)�, которое
имеет коммутационные соотношения (14.45), где

�2 � ��2 � &�21��1�1 1�� �� /)3
и �3���3;L))�, которое имеет коммутационные соотношения (14.46), где

�1 � ��1 � &�21�
2
2��2�2 1��� �� /))3�
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В случае неминимальных множителей / все квантовые аналоги
евклидова пространства оказываются изоморфными пространству

�3���1;L: � �
�
��1, �2� � &3

�
(14.52)

с простейшей деформацией.
При �2 � �2 два квантовых пространства с коммутативными образу-

ющими слоя изоморфны:

�3���2;L: � �
�
��1, �2� � &3�1� �21�

2
1�

�
*� �3���2;L): �, (14.53)

но квантовое пространство с некоммутирующими образующими слоя

�3���2;L)))� �
�
��2, �3� � &3�1� �21�

2
1�

�
(14.54)

представляет собой новую квантовую деформацию.
При �3 � �3, наоборот, два квантовых пространства с коммутирую-

щими образующими базы являются изоморфными:

�3���3;L)))� �
�
��1, �3� � &3

�
1� �21��

2
1 � �22�

2
2�
�� *� �3���3;L): �� (14.55)

Новая квантовая деформация с некоммутативной базой дается выра-
жением

�3���3;L: � �
�
��1, �2� � &

�
1� �21��

2
1 � �22�

2
2�
� 1

�21�2
�� �21�23

�
� (14.56)

Подчеркнем, что параметр деформации остается незатронутым при
этой последней контракции (14.56).
Физически квантовые пространства (14.49), (14.50), (14.53), (14.54)

с �2 � �2 могут быть интерпретированы как квантовые аналоги �1� 2�
нерелятивистских кинематик: Ньютона с постоянной кривизной или
кинематики Галилея с нулевой кривизной (при �1 � �1).
Полученные результаты демонстрируют широкое разнообразие

квантовых деформаций расслоенных полуримановых пространств.
Одним из примечательных свойств является то, что для некоторых
из них (14.35), (14.52) коммутационные соотношения образующих
пропорциональны числам, а не образующим, т.е. реализуются
простейшие из возможных деформаций. Уникальная квантовая
деформация жесткой алгебраической структуры простых групп
и алгебр Ли [72] преобразуется в целый спектр неизоморфных
деформаций более гибких контрактированных структур неполупростых
групп Ли и ассоциированных с ними некоммутативых квантовых
пространств.
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НЕКОММУТАТИВНЫЕ КВАНТОВЫЕ

КИНЕМАТИКИ

В этой главе рассмотрены некоммутативные квантовые аналоги
релятивистских и нерелятивистских моделей пространства–времени
с одной временно́й и тремя пространственными координатами. Неком-
мутативность координат пространства–времени неразрывно связана
с наличием фундаментальной физической константы, являющейся ме-
рой этой некоммутативности. Построены квантовые кинематики с фун-
даментальной длиной и фундаментальным временем.

15.1. Обоснование некоммутативности
пространственно-временных координат

Пространство–время является фундаментальным понятием, лежа-
щим в основе наиболее значимых физических теорий. Поэтому изуче-
ние возможных моделей пространства–времени (или кинематик) имеет
принципиальное значение прежде всего для физики. Квантованные
пространственно–временные координаты [207], приводящие к искрив-
ленному пространству импульсов, представляют собой первый пример
применения некоммутативной геометрии в квантовой физике. Простей-
шая геометрия искривленного пространства — геометрия пространства
де Ситтера с постоянной кривизной — использовалась вместо плос-
кого пространства Минковского в качестве модели импульсного про-
странства в различных вариантах обобщения квантовой теории поля
[44, 79, 190]. Универсальные константы, такие как фундаментальная

длина �, фундаментальная масса � , связанные соотношением � �
�!

<(
,

где #� — постоянная Планка, � — скорость света, с необходимостью
появляются в этих теориях.
Давно предполагалось, что свойства пространства–времени ради-

кально изменяются на масштабах, сравнимых с планковской дли-
ной. В работах [131, 132] обосновано, что коммутаторы четырех
пространственно–временных координат физической теории, в которой
выполняются как принципы эйнштейновской теории гравитации, так и
постулаты квантовой механики, не должны быть одновременно равны
нулю. Кратко опишем эти аргументы. Из квантовой физики известно,
что для зондирования пространственно-временной области размером
планковской длины

6; �
�
��!

(3

�
( 1, 6� 10�33 cм
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необходима пробная частица такой массы � , чтобы ее комптоновская
длина волны была меньше характерного размера этой области, а имен-
но планковской длины:

>? �
�!

<(
� 6; �� �

�!

�# (
( 1, 6� 1019 ГэВ�

Согласно эйнштейновской теории гравитации, радиус Шварцшильда,
отвечающий этой массе, равен

'= �
2�<

(2
� 2

�
��!

(3

�
� 26; ,

т. е. оказывается больше, чем размеры исследуемой области.
Таким образом, изучение пространства–времени на планковском

масштабе порождает парадокс: в процессе зондирования создает-
ся горизонт событий, который препятствует доступу в исследуемую
пространственно-временную область. Для того чтобы избежать коллап-
са исследуемой области, необходимо предположить, что невозможно
одновременно измерить все четыре пространственно-временные коор-
динаты. В соответствии с постулатами квантовой теории такое тре-
бование означает некоммутативность координат. Простейший вариант
такой некоммутативности можно записать в виде

���,�� � � <�� ,

где <�� � �<�� — константы. Квантовые группы и пространства предо-
ставляют новую, более сложную возможность построения некоммута-
тивных аналогов моделей пространства–времени.

15.2. Квантовые пространства �5
�
��;��

Квантовые векторные пространства !5
���;L� порождаются образую-

щими D9
 , � � 1, . . . , 5 с коммутационными соотношениями

D91D9	 � D9	D91 	� /3 � &D9	D95
�1,�5�
�1,�1�

�� /3,

D9	D95 � D95D9	 	� /3 � &D91D9	
�1,�1�
�1,�5�

�� /3,

D92D93 � D93D92 	� /3 � &D93D94
�1,�4�
�1,�2�

�� /3,

D93D94 � D94D93 	� /3 � &D92D93
�1,�2�
�1,�4�

�� /3,

�D92 , D94 � � 2&D
2
93

�1,�3�
2

�1,�2��1,�4�
��

�
/
*

2

�
,

�D91 , D95 � � 2&
�
D293�1,L3�

2 	� /3 � �D292�1,L2�
2�

�D294�1,L4�
2� 	� /

*

2

�
�
 ��*'2�

�1,�1��1,�5�
, � � 2, 3, 4� (15.1)
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Относительно действия квантовой группы �
��5; �;L� на квантовом
векторном пространстве !5

���;L� инвариантна форма

inv��� �
�
D293�1,L3�

2 ��
�*�
2

�
 �
�

2

� D291�1,L1�
2 � D295�1,L5�

2�

�
�
D292�1,L2�

2 � D294�1,L4�
2
�
	� /3

�
	� /

3*
2
� (15.2)

Квантовая ортогональная сфера Кэли–Клейна �4���;L� получается
факторизацией алгебры !5

���;L� по соотношению inv��� � 1� Образую-
щие

;91 � .�919	 , ;92 � .�929	 , ;93 � .�939	 ,

;94 � .�949	 , ;95 � .�959	 , L� � 1, (15.3)

квантовой ортогональной сферы �4���,L�, составляющие вектор

;���;L� �
�
�1,L1�;91 , �1,L2�;92 , �1,L3�;93�

�, �1,L4�;94 , �1,L5�;95
�
,

пропорциональны элементам первого столбца матрицы ���;L�� Они,
как это вытекает из соотношений �3, ��-ортогональности для матрицы
���,L�, подчиняются дополнительному соотношению

;���;L�0���;��;L� � 1 (15.4)

и, следовательно, принадлежат �4���;L�� Квантовые аналоги внутрен-
них (бельтрамиевых) координат на сфере задаются набором независи-
мых образующих

�9��1 � ;9� � ;�11 , & � 1, . . . , 5, & �� �� (15.5)

Систематическое изучение контрактированных квантовых вектор-
ных пространств и квантовых ортогональных сфер при разных переста-
новках L дает квантовые аналоги �1� 3� кинематик. Легко заметить,
что коммутационные соотношения инвариантны относительно замены
L1 на L5, L2 на L4 и наоборот, поэтому достаточно рассмотреть только
30 перестановок вместо 5!=120. Анализ указанных случаев показыва-
ет, что при �3 � �4 � 1, т.е. для релятивистских и нерелятивистских
кинематик, только 7 из 30 перестановок приводят к неизоморфным
квантовым кинематикам.
Множитель (14.7) равен / � �1�2 для тождественной перестановки

L0 � �1, 2, 3, 4, 5� и / � �1 для перестановки L� � �1, 4, 3, 5, 2�. Оба мно-
жителя составлены из произведений первых степеней контракционных
параметров и в этом смысле являются минимальными. Имеются три
множителя (14.7), а именно / � �21�2, / � �1�

2
2 и / � �21�

2
2 , которые

содержат вторые степени контракционных параметров. В первых двух
случаях разные перестановки приводят к изоморфным кинематикам,
так что можно рассматривать в каждом случае только одну пере-
становку, скажем, �L � �2, 1, 3, 4, 5� при / � �21�2 и L

�
� �1, 3, 2, 4, 5�
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при / � �1�
2
2 . Множитель / � �21�

2
2 появляется при четырех переста-

новках: �L � �2, 3, 1, 4, 5�, L) � �3, 1, 5, 2, 4�, L)) � �3, 1, 2, 4, 5�, L))) �
� �3, 2, 1, 4, 5��
Для того чтобы прояснить связь со стандартной процедурой контр-

акций Вигнера–Иненю [164], заменим математический параметр �1 на
физический ��1"�1, а параметр �2 заменим на &��1, так что кинематика
де Ситтера �

���
4 с постоянной отрицательной кривизной получается

при ��1 � &, а кинематика анти-де Ситтера с положительной кривизной
отвечает ��1 � 1� Предел " � 
 соответствует контракции �1 � �1,
а предел � � 
 соответствует �2 � �2� Параметр " интерпретирует-
ся как радиус кривизны и имеет физическую размерность времени
�" � � �время�. Параметр � есть скорость света ��� � �длина��время��1�
Поскольку аргумент /3 гиперболической функции должен быть без-
размерным, отсюда следует, что размерность параметра деформации
(после введения " и �) совпадает с размерностью / , т.е. �3� � �/ �.
Для / � �1�2 получаем �3� � ��" � � �длина�, для / � �1 имеем
�3� � �" � � �время�. Неминимальные множители приводят к следую-
щим размерным параметрам деформации: �3� � ��" 2� � �длина��время�
при / � �21�2; �3� � ��2" � � �длина�2�время��1 � �длина��скорость� при
/ � �1�

2
2 и �3� � ��2" 2� � �длина�2 при / � �21�

2
2 .

Поскольку образующая D1 не коммутирует с D	, 
 � 2, 3, 4, 5, удобно
ввести правые и левые образующие времени , � D2D

�1
1 , �, � D�11 D2 и

пространства �� � D�	2D
�1
1 , ��� � D�11 D�	2, � � 1, 2, 3� Смысл такого

введения заключается в том, чтобы упростить запись коммутационных
соотношений в случае квантовых кинематик анти-де Ситтера. Можно
обойтись одним набором, но тогда коммутаторы будут иметь громозд-
кий вид.

15.3. Квантовые кинематики (анти) де Ситтера

При тождественной перестановке L0 множитель / � �1�2 заменяется
на &��1��" , а коммутационные соотношения независимых образующих
находятся из (15.1) в виде

�4���� �L0� �

�
,, �� �,�1 � ��1, 	
� ��1*

($
� &��1�2 1( ��� ��1*($ ,

�,�2 � ��2, � �2&��1�1 1( ��� ��1*2($ , �,�3 � ��3, 	
� ��1*($ � &,
($

��1 ���
��1*
($
,

��1�2 � ��2�1 	
� ��1*
($
� &�,�1� ��� ��1*

($
,

����3 � ��3�� 	
� ��1*($ � &��
($

��1 ���
��1*
($

�
� (15.6)
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Связь левых и правых образующих дается соотношениями

�3 � ��3 � 2& ��1($
�
��,,� 1

(2
��2�2� 	
� ��1*2($ � &

1

(2
��1�1 	
� ��1*

($

�
���

��1*
2($

,

��� � �� 	
�
��1*
($
� &��3�� ��1

($
���
��1*
($
, � � 1, 2,

�, � , 	
�
��1*
($
� &��2, ��1($ ��� ��1*($ � (15.7)

Формулы (15.6) описывают коммутационные соотношения образую-
щих времени ,, �, и пространства ��, ��� некоммутативных аналогов
�1� 3� кинематик де Ситтера �

4���
� �L0� (при ��1 � &) и анти-де Ситтера

�
4�	�
� �L0� (при ��1 � 1). Параметр деформации 3 в системе единиц, в
которой постоянная Планка равна единице (#� � 1), имеет физическую
размерность длины �3� � ��" � � �длина� � �импульс��1 и может интер-
претироваться как фундаментальная длина. Таким образом, �4���� �L0�
есть кинематика с фундаментальной длиной.
Для перестановки L� � �1, 4, 3, 5, 2� множитель / � �1 заменяется

на ��1��, а из (15.1) получаем коммутационные соотношения новых
образующих квантовых кинематик (анти) де Ситтера �

4���
� �L�� в виде

�4���� �L�� �

�
,, �� ���, � �,�� 	� ��1*

$
� &��

$

��1 ��
��1*
$
,

��2�1 � ��1�2 	� ��1*$ � &��1�3 �� ��1*$ , ��1�3 � ��3�1 	� ��1*$ � &��2�1 �� ��1*$ ,��2�3 � ��3�2 � 2&��1�1 �� ��1*2$
�
� (15.8)

Связь левых и правых образующих дается соотношениями

��� � �� 	�
��1*
$
� &�,����1

$
��
��1*
$
,

�, � ,� 2&
��1
(2$

���1�1 	� ��1*
$
� ���2�2 � ��3�3� 	� ��1*2$

�
��
��1*
2$

� (15.9)

Деформационный параметр 3 имеет размерность времени: �3� � �" � �

� �время� � �энергия��1 (при #� � 1), поэтому кинематики �
4���
� �L��

неизоморфны кинематикам �
4���
� �L0�. Квантовые кинематики (анти)

де Ситтера �
4���
� �L�� могут рассматриваться как кинематики с фун-

даментальным временем.
Для перестановки �L � �2, 1, 3, 4, 5� математический множитель / �

� �21�2 заменяется на / � &��12��" 2 � & �/ . Коммутационные соотношения
(15.1) образующих кинематик (анти) де Ситтера принимают вид

�4���� ��L� � �
,, �� �,�� � ��� �, 	
� �/3 � &�3

1
(
��� �/3� ,
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�,�3 � ��3, �
� 2&

�
� ��21
(2$ 2

��1�1 	
� �/3 � �
1� ��21

(2$ 2
��2�2� 	
� ��*2

�
($ 2

��21 ���
��*
2
,

����3 � ���3 	
� �/3 � &�,� ��� �/3� ��, � � 1, 2,

��1�2 � ���2 	
� �/3 � &�, ($��1 ��� �/3� �1

�
� (15.10)

Правые и левые образующие связаны формулами

�, � , 	
� �/3 � &�3
1
(
��� �/3, �1 � ��1�	
� �/3 � &�2

��1
($
��� �/3� ,

��2 � �2 � 2&
��1
($

��1�1 ��� ��*2 , ��3 � �3 	
� �/3 � &,� ��� �/3� (15.11)

Параметр деформации имеет физическую размерность �3� � ��" 2� �
� �длина��время�.
Для L

�
� �1, 3, 2, 4, 5� множитель / � �1�

2
2 переписывается в виде

/ � ���1��2" � �/�. Коммутационные соотношения образующих кине-
матик (анти) де Ситтера равны

�4���� �L

�
� �

�
,, �� ��1, � �,��1 	� /�3 � &�2 �� /

�
3
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,
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��1 �� /
�
3

�
,,

��1�2 � �2��1 � 2&�,,�2 �� �

�
*

2
, ����3 � ���3 	� /�3 � ($

��1 �� /
�
3

�
��

�
� (15.12)

Правые и левые образующие связаны формулами

, � �,�	� /�3 � ��1
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�3 �� /
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3

�
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� (15.13)

Физическая размерность параметра деформации: �3� � ��2" � �
� �длина�2�время��1.
Для перестановки �L � �2, 3, 1, 4, 5� множитель / � �21�

2
2 заменяется

на / � ���12��2" 2 � � �/ . Коммутационные соотношения образующих
кинематик (анти) де Ситтера равны

�4���� ��L� � �
,, �� �,�� � ��� �, 	� �/3 � �3

1
(
�� �/3� ,
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����3 � ���3 	� �/3 � �,� �� �/3� ��,
��1�2 � ��2�1 � �2& (2$ 2��21 ��

��*
2

�
, (15.14)

где � � 1, 2, 3, � � 1, 2. Правые и левые образующие связаны соотно-
шениями �, � , 	� �/3 � �3

1
(
�� �/3, ��1 � �1 	� �/3 � &�2 �� �/3,

��2 � �2 	� �/3 � &�1 �� �/3, ��3 � �3 	� �/3 � ,� �� �/3� (15.15)

В случае множителя �/ параметр деформации имеет размерность �3� �
� ��2" 2� � �длина�2.
Для перестановки L) � �3, 1, 5, 2, 4� множитель / � �21�

2
2 равен

/ � ���21��2" 2 � � �/ . Образующие кинематик (анти) де Ситтера удо-
влетворяют коммутационным соотношениям вида

�4���� �L)� �

�
,, �� ��1, � �,��1 	� �/3 � &�2 �� �/3� ,

�,�2 � ���2 	� �/3 � &��1 �� �/3� , ��3, � ��, 	� �/3 � &
$

��1 �� �/3� �3,

��1�3 � ��3 ��1 	� �/3 � &�2 �� �/3� ,
��1�2 � ��2�1 � 2& � ��21

(2$ 2
��3�3 	� �/3 � �

1�
��21
$ 2

�,,� 	� ��*
2

!
(2$ 2

��21 ��
��*
2
,

��3�2 � ���2 	� �/3 � &��1 �� �/3� �3,�� (15.16)

Левые и правые образующие связаны формулами��1 � �1 	� �/3 � &�2 �� �/3, �2 � ��2 	� �/3 � &��1 �� �/3,
�3 � ��3�	� �/3 � &

��1
$
, �� �/3� , ,� �, � 2&��3�3 ��1

(2$
��
��*
2
� (15.17)

Для перестановки L)) � �3, 1, 2, 4, 5� коммутационные соотношения
образующих пространства и времени кинематик (анти) де Ситтера
имеют вид

�4���� �L))� �

�
,, �� ��1, � �,��1 	� �/3 � &�3 �� �/3� ,

�,�2 � ���2 	� �/3 � &
($

��1 �� �/3� ,, �,�3 � ���3 	� �/3 � &��1 �� �/3� ,,
��1�2 � ��2 ��1 	� �/3 � &�3 �� �/3� ,

��1�3 � ��3�1 � 2& ��21
$ 2

�,, 	� �/3 � �
1� ��21

(2$ 2
��2�2� 	� ��*2

!
(2$ 2

��21 ��
��*
2
,
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��2�3 � ���3 	� �/3 � &��1 �� �/3� �2�� (15.18)

Левые и правые образующие связаны соотношениями

��1 � �1 	� �/3 � &�3 �� �/3, ��2 � �2 	� �/3 � 2�,,��1 (
$
��
��*
2
,

�3 � ��3 	� �/3 � &��1 �� �/3, , � �, 	� �/3 � �,�2 ��1
($
�� �/3� (15.19)

Наконец, для перестановки L))) � �3, 2, 1, 4, 5� коммутаторы обра-
зующих кинематик (анти) де Ситтера таковы:

�4���� �L)))� �

�
,, �� ��1, � �,��1 	� �/3 � &�3 �� �/3� ,

�,�2 � ��2, � �2($ 2��21 �� �/3, �,�3 � ���3 	� �/3 � &��1 �� �/3� ,,
��1�2 � ��2 ��1 	� �/3 � &�3 �� �/3� ,

��1�3 � ��3�1 � 2& 	� �/3 � ��21
$ 2

��,,� 1

(2
��2�2� 	� ��*2

!
(2$ 2

��21 ��
��*
2
,

��2�3 � ���3 	� �/3 � &��1 �� �/3� �2�� (15.20)

Правые и левые образующие связаны соотношениями��1 � �1 	� �/3 � &�3 �� �/3, �2 � ��2 	� �/3 � ��, �� �/3,
�3 � ��3 	� �/3 � &��1 �� �/3, �, � , 	� �/3 � �2

1
(
�� �/3� (15.21)

Таким образом, получаем восемь неэквивалентных квантовых кинема-
тик (анти) де Ситтера.

15.4. Квантовые кинематики Минковского

В пределе бесконечного времени существования " � 
 (или ну-
левой кривизны) квантовые кинематики (анти) де Ситтера переходят
в некоммутативный аналог �1� 3� кинематик Минковского. Для всех
перестановок предыдущего раздела, кроме L

�
, левые и правые образу-

ющие совпадают: �, � ,, ��� � ��. Ненулевые коммутаторы образующих
Минковского имеют вид �� � 1, 2, 3, � � 1, 2�

'4
��L0� �

3
,, �� ��3, ,� � &3,, ��3, ��� � &3��

4
�

'4
���L� � 3

,, �� �,, �3� � �*( , ��1, �2� � �&3
4
,

'4
��L

�� �
3
,, �� �,, ��� � &3��

4
, '4

���L� � 3
,, �� �,, �3� � &3

4
,

'4
��L)� �

3
,, �� ��1, �2� � &3

4
, '4

��L))� �
3
,, �� ��1, �3� � &3

4
,
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'4
��L)))� �

3
,, �� �,, �2� � �*( , ��1, �3� � &3

4
� (15.22)

Для оставшейся перестановки L

�
имеем �, � ,, ��� � ��, но ��3 � �3 �

� *

(
,2 и кинематика Минковского задается соотношениями

'4
��L

�
� �

�
,, �� �,, �3� � *

(
,�1� ,2�,

��2, �3� �
*

(
�2�1� ,2�, ��1, �3� �

*

(
�1�1� ,2�

�
� (15.23)

Кинематика '4
��L0� изоморфна тахионной M-деформации кинемати-

ки Минковского, причем 3 �  � M�1. Кинематика '4
��L

�� изоморф-
на стандартной M-деформации Минковского пространства–времени
[172, 182, 214].
Кинематики '4

��L)� и '4
��L))� преобразуются друг в друга заме-

ной �2 на �3 и наоборот, следовательно, их нужно рассматривать как
эквивалентные кинематики. То же самое справедливо для кинематик
'4

���L� и '4
��L)))�. Таким образом, получаем шесть неэквивалентных

квантовых кинематик Минковского.

15.5. Квантовые кинематики Ньютона

Кинематики Ньютона с ненулевой кривизной получаются из кине-
матик (анти) де Ситтера в нерелятивистском пределе � � 
. Связь
правых и левых образующих в этом пределе становится проще, что
позволяет в записи коммутационных соотношений использовать только
правые образующие. В результате получаем

(4���
� �L0� �

�
,, �� ��3, ,� � &3,�1� ��21 42

$ 2
�,

��3, ��� � &3���1� ��21 42
$ 2
�, � � 1, 2

�
,

(4���
� �L�� �

�
,, �� �,, ��� � &��� �

��21
$ 2

,��,�
$

��1 ��
��1*
$
,

�2�1 � �1�2 	�
��1*
$
� &�1�3 ��

��1*
$
,

�1�3 � �3�1 	�
��1*
$
� &�2�1 ��

��1*
$
, ��2, �3� � 2&�

2
1 ��

��1*
2$

�
,

(4���
� ��L� � �

,, �� ��1, �2� � �&3
�
, (4���

� �L

�
� �

�
,, �� ��1, �2� � &��1 *

$
,2
�
,

(4���
� �L)� �

�
,, �� ��1, �2� � &3

�
1�

��21
$ 2

,2
��
,
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(4���
� �L))� *� (4���

� �L)))� �

�
,, �� ��1, �3� � &3

�
1�

��21
$ 2

,2
��

�

(4���
� ��L� � �

,, �� �,, �3� � &3

�
1�

��21
$ 2

,2
�
,

��1, �2� � �&��1 *
$
,�1, ���, �3� � 0

)
� (15.24)

При этом в случае кинематик (
4���
� �L�� параметр деформации

не преобразуется при контракции. Неэквивалентные кинематики
(анти) де Ситтера �

4���
� �L))� и �

4���
� �L)))� в нерелятивистском пределе

становятся идентичными (
4���
� �L))� *� (

4���
� �L)))�. Кинематики

(4
��L)� и (4

��L))� преобразуются друг в друга заменой образующей �2
на �3 и наоборот, поэтому являются эквивалентными кинематиками.
Таким образом, получаем шесть неэквивалентных квантовых
кинематик Ньютона.

15.6. Квантовые кинематики Галилея

Кинематики Галилея можно получить либо нерелятивистским пре-
делом ��
 в кинематиках Минковского, либо из кинематик Ньютона
в пределе нулевой кривизны " � 
. Левые и правые образующие
кинематик Галилея идентичны и подчиняются коммутационным соот-
ношениям

)4
��L0� �

3
,, �� ��3, ,� � &3,, ��3, ��� � &3��, � � 1, 2

4
,

)4
��L

�� �
3
,, �� �,, ��� � &3��, � � 1, 2, 3

4
,

)4
���L� *� )4

��L)�
*� )4

��L))�
*� )4

��L)))� �
3
,, �� ��1, �2� � &3

4
,

)4
���L� � 3

,, �� �,, �3� � &3
4
� (15.25)

У квантовой кинематики Галилея )4
��L

�
� все образующие коммутируют.

Для перестановок L0, L�, �L, L) , L)) кинематики Минковского и Гали-
лея имеют одинаковые коммутационные соотношения образующих. Та-
ким образом, получаем четыре неэквивалентные кинематики Галилея
с некоммутативными образующими.

15.7. Квантовые кинематики Кэрролла

Кинематики Кэрролла [98, 179] также реализуются как про-
странства постоянной кривизны при �4 � �4, �2 � �3 � 1, но при
этом изменяется интерпретация бельтрамиевых координат, а имен-
но: �� � D�	1D

�1
1 , � � 1, 2, 3 есть пространственные образующие,

а , � D5D
�1
1 — временна́я образующая [27, 28]. Изменение интерпре-
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тации координат влечет изменение физической размерности контрак-
ционных параметров: параметр �1 заменяется на ��1'�1, где ' � 

и имеет размерность длины: �'� � �длина�, а параметр �4 заменяется
на �, где ��� � �скорость� и контракции �4 � �4 соответствует предел
нулевой скорости �� 0� Для перестановок L0, L� параметр деформации
получает размерность времени: �3� � �'�����1 � �время� � �энергия��1

(при #� � 1) и интерпретируется как фундаментальное время.
Вводя �, � D�11 D5 и учитывая, что для перестановки L0 левая обра-

зующая времени �, � , � &3
��21
=2

�2, где �2 � �21 � �22 � �23, получаем ком-

мутационные соотношения квантовых кинематик Кэрролла �4���� �L0� с
положительной ���1 � 1� и отрицательной ���1 � &� кривизной собственно
пространства (геометрическое понятие кривизны неприменимо к ал-
гебрам, поэтому, говоря о кривизне, мы имеем в виду коммутативный
прототип квантовой кинематики)

�4���� �L0� �

�
,, �� �,, ��� � &3��

�
1�

��21
=2

�2
��

� (15.26)

Переходя к пределу ' � 
, находим �1 � 3� квантовую кинематику
Кэрролла c нулевой пространственной кривизной

�4�0�� �L0� �

�
,, �� �,, ��� � &3��

�
, (15.27)

являющуюся некоммутативным аналогом кинематики, описанной
в [179].
Для перестановки L� правые и левые образующие совпадают и ком-

мутационные соотношения квантовых кинематик Кэрролла �4���� �L��
с кривизной равны

�4���� �L�� �

�
,, �� �,, �2� � &3

��1
=
�3�2, ��3, ,� � &3

��1
=
�21

�
� (15.28)

При '�
 получаем �1� 3� квантовую кинематику Кэрролла с нуле-
вой кривизной �4�0�� �L��, у которой все образующие коммутируют.
Для перестановки �L правые и левые пространственные образующие

одинаковы, а образующие времени связаны формулой �, � ,� &3�1. Ком-
мутационные соотношения квантовых кинематик Кэрролла �4���� ��L�
с кривизной равны

�4���� ��L� � �
,, �� ��1, ,� � &3

�
=2

��21
� �2

��
� (15.29)

Поскольку контракция '�
 не определена, то квантовые кинемати-
ки Кэрролла �4���� ��L� не имеют в качестве своего предельного случая
некоммутативный аналог кинематики Кэрролла с нулевой кривизной.

10 Громов Н.А.
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Неэквивалентные кинематики Кэрролла с неминимальным
множителем / � �21�4 получаются для трех перестановок: �L,
L�� � �2, 1, 3, 5, 4�, L��� � �2, 3, 1, 5, 4�. Параметр деформации имеет
физическую размерность квадрата длины: �3� � �'2� � �длина�2.
Соответствующие квантовые кинематики задаются коммутационными
соотношениями пространственно–временных образующих

�4���� ��L� � �
,, �� ��1, ,� � &3

�
1�

��21
=2

�2,

��
, (15.30)

где �2 � �21 � �22 � �23 и ��� � ��, но левые и правые образующие времени

связаны формулами �, � ,� &
��21
=2

3�1;

�4���� �L��� �

�

�
,, �� �,, ��� � &3

��31
=3

�22��, �,, �2� � &3
��1
=

�
1�

��21
=2

�22

�
�2

�
, (15.31)

где � � 1, 3, ��� � ��, �, � ,� &
��31
=3

3�22; наконец

�4���� �L���� �

�
,, �� ��1, �2� � &3

 
1�

��21
=2

�
,2 � �21 � �23

�!�
, (15.32)

где ��2 � �2 � &
��21
=2

3�1, ��1 � �1, ��3 � �3, �, � ,. Кинематики �4���� ��L� и
�4���� �L���� преобразуются друг в друга при замене , � �2, �2 � ,, т.е.
они математически изоморфны, но физически неэквивалентны. Таким
образом, получаем пять неэквивалентных квантовых кинематик Кэр-
ролла.
Квантовые аналоги кинематик Кэрролла с нулевой кривизной нахо-

дятся переходом к пределу ' � 
 в формулах этого раздела. У ки-
нематики �4�0�� �L��� все образующие коммутируют. Кинематика �4�0�� ��L�
имеет только один ненулевой коммутатор ��1, ,� � &3, а у кинематики
�4�0�� �L���� ненулевой коммутатор равен ��1, �2� � &3. Таким образом,
получаем три неэквивалентные кинематики Кэрролла с нулевой кри-
визной, имеющие некоммутативные образующие.
Разные комбинации некоммутативной структуры и схемы контрак-

ций Кэли–Клейна, в сочетании с физической интерпретацией обра-
зующих, приводят к восьми неэквивалентным квантовым кинематикам
(анти) де Ситтера с разными коммутационными соотношениями об-
разующих пространства и времени. Предельные переходы " � 
 и
� � 
, примененные по отдельности, уменьшают количество неэкви-
валентных квантовых кинематик Минковского и Ньютона до шести,
а примененные одновременно дают четыре квантовые кинематики Га-
лилея. Все это демонстрирует многообразие квантовых деформаций
моделей пространства–времени.
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Вместе с тем, физически разные квантовые кинематики имеют
одинаковые коммутационные соотношения образующих. Например ки-
нематики Минковского '4

��L0� и Галилея )4
��L0�. У кинематик Мин-

ковского '4
��L

��, Галилея )4
��L

�� и Кэрролла �4�0�� �L0� образующая
времени не коммутирует со всеми пространственными образующими:
�,, ��� � &3��, � � 1, 2, 3, а у кинематик '4

���L�, )4
���L� и �4�0�� ��L0� —

только с одной пространственной образующей: �,, �3� � &3. Единствен-
ный ненулевой коммутатор: ��1, �2� � &3 имеют все типы кинема-
тик: Минковского '4

��L)�, Ньютона (�
� ��L�, Галилея )4

���L�, )4
��L)�,

)4
��L))�, )

4
��L)))� и Кэрролла �4�0�� �L����. Математически изоморфные

кинематики могут быть физически неэквивалентными.
Примечательным свойством предельных кинематик является то, что

для некоторых из них коммутаторы образующих пропорциональны &3,
т. е. числу, а не оператору, как это типично для квантовых деформаций.
Более того, у кинематик Галилея )4

��L

�
� и Кэрролла �4�0�� �L��� все

образующие коммутируют.

10*
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�'� � �A )A�'��A )A��1 �

� E �
1
2
�2 � 1��1� 2�1�

5�
	�1
� 
���

���� ) ��� � ��� ) �������

�
/

2

5�
	�1
� 
���

����� ) ���� � ���� ) ������

�
/

2

��
��1

����,�	1 ) ��	1,�� � &���,�	1 ) ��	1,� � &��,�	1 ) ��	1,���

���,�	1 ) ��	1,� � ��	1,� ) ��,�	1 � &��	1,� ) ���,�	1�
�&��	1,�� ) ��,�	1 � ��	1,�� ) ���,�	1��

�/
2

��
��1

2� 	��&���,�	1 ) ��,�	1 � ���,�	1 ) ���,�	1�

���,�	1 ) ��,�	1 � &��,�	1 ) ���,�	1 � &��	1,� ) ��	1,���

���	1,� ) ��	1,� � ��	1,�� ) ��	1,�� � &��	1,�� ) ��	1,���

�
/

4

5�
	,��1

�6�, �,�
��	1

���� ) ��� � ��� ) ����� � &��� ) ���� � &��� ) �����

������ ) ��� � ����� ) ����� � &����� ) ���� � &����� ) �����

�&���� ) ��� � &���� ) ����� � ���� ) ���� � ���� ) �����
�&���� ) ��� � &���� ) ����� � ���� ) ���� � ���� ) ������

�/
4

5�
	,��1

�6�, �,�
��	1

2 	� ����� ) ����� � ��� ) ��� � &��� ) ���� � &��� ) �����

������ ) ����� � ����� ) ��� � &����� ) ���� � &����� ) �����

�&���� ) ����� � &���� ) ��� � ���� ) ���� � ���� ) �����
�&���� ) ����� � &���� ) ��� � ���� ) ���� � ���� ) �����,

> � 2 � 2�1 � 2 �� 4, 2 � �� �
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АНТИПОД КВАНТОВОЙ ГРУППЫ ����
 ; �;��

В ДЕКАРТОВЫХ ОБРАЗУЮЩИХ

С помощью матрицы �0���� � A�10�����A
���1 по формуле

�����;L�� � �0�����
���;L� �0�1

� ���

находим антипод для декартовых образующих квантовой группы
�
��� ; �;L�,� � 2	� 1, в виде

���9	9��1� � �9��19	 	��/3?�� � &�9��19	�
���� ,���1�
���,���1�

���/3?��,

���9��19	� � �9	9��1 	��/3?�� � &�9	�9��1
���� ,���1�
���,���1�

���/3?��,

���9��1�	9��1� � �9��19��1�	 	��/3?�	1����
�&�9��19��1�	 ����1��,���1�����1��,���1�

���/3?�	1���,

���9��19��1�	� � �9��1�	9��1 	��/3?�	1����
�&�9��1�	9��1 ����1��,���1�����1��,���1�

���/3?�	1���,

���9	9�� � �9�9	 	��/3?�� 	��/3?���
��9��9	�

���� ,����
���,���

���/3?�� ���/3?���

�&

�
�9�9	�

���� ,���
���,���

���/3?�� 	��/3?���

��9��9	
���,����
���,���

	��/3?�� ���/3?��

�
,

���9	9��1��� � �9��1��9	 	��/3?�� 	��/3?�	1����

��9��1��9	�
���� ,���1���
���,���1���

���/3?�� ���/3?�	1����

�&

�
�9��1��9	�

���� ,���1���
���,���1���

���/3?�� 	��/3?�	1����

��9��1��9	 ���,���1������,���1���
	��/3?�� ���/3?�	1���

�
,
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���9��1�	9�� � �9�9��1�	 	��/3?�	1��� 	��/3?���

��9��9��1�	
����1��,����
����1��,���

���/3?�	1��� ���/3?���

�&

�
�9��9��1�	

����1��,����
����1��,���

	��/3?�	1��� ���/3?���

��9�9��1�	 ����1��,�������1��,���
���/3?�	1��� 	��/3?��

�
,

���9��1�	9��1��� � �9��1��9��1�	 	��/3?�	1��� 	��/3?�	1����
��9��1��9��1�	 ����1��,���1�������1��,���1���

���/3?�	1��� ���/3?�	1����

�&
�
�9��1��9��1�	

����1��,���1���
����1��,���1���

	��/3?�	1��� ���/3?�	1����

��9��1��9��1�	
����1��,���1���
����1��,���1���

���/3?�	1��� 	��/3?�	1���

�
,

где �, � � 1, . . . ,	� Для квантовой группы �
��� ; �;L�, � � 2	, в
выражениях для антипода следует заменить 	� 1 на 	�



Прил ожен и е В

СООТНОШЕНИЯ ��, ��-ОРТОГОНАЛЬНОСТИ

КВАНТОВОЙ ГРУППЫ ����
 ; �;��

В ДЕКАРТОВЫХ ОБРАЗУЮЩИХ

Дополнительные соотношения ���;L� �0�����
���;L� � �0���� в ком-

понентах имеют вид

�9	9��1�9�9��1�L�,L�	1��L�,L�	1��

�
��

	�1

3
�9	9��9�9��L�,L	��L�,L	� 	��/3?	��

��9	9��1���9�9��1���L�,L�	1		��L�,L�	1		� 	��/3?�	1�	��

�&
�
�9	9��1���9�9��1���L�,L�	1�	��L�,L�	1		� ���/3?�	1�	��

��9	9���9�9��L�,L	���L�,L	� ���/3?	�
�4
� Æ�� 	��/3?��, (В.1)

�9��1�	9��1�9��1��9��1�L�	1	�,L�	1��L�	1	�,L�	1��

�
��

	�1

3
�9��1�	9��9��1��9��L�	1	�,L	��L�	1	�,L	� 	��/3?	��

��9��1�	9��1���9��1��9��1���L�	1	�,L�	1		��
��L�	1	�,L�	1		� 	��/3?�	1�	��

�&
�
�9��1�	9��1���9��1��9��1���L�	1	�,L�	1�	��
��L�	1	�,L�	1		� ���/3?�	1�	��

��9��1�	9���9��1��9��L�	1	�,L	���L�	1	�,L	� ���/3?	�
�4
�

� Æ�� 	��/3?�	1���, (В.2)

�9	9��1�9��1��9��1�L�,L�	1��L�	1	�,L�	1��

�
��

	�1

3
�9	9��9��1��9��L�,L	��L�	1	�,L	� 	��/3?	��

��9	9��1���9��1��9��1���L�,L�	1		��L�	1	�,L�	1		� 	��/3?�	1�	��

�&
�
�9	9��1���9��1��9��1���L�,L�	1�	��
��L�	1	�,L�	1		� ���/3?�	1�	��

��9	9���9��1��9��L�,L	���L�	1	�,L	� ���/3?	�
�4
�

� &Æ�	1��,� ���/3?��, (В.3)
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�9��1�	9��1�9�9��1�L�	1	�,L�	1��L�,L�	1��

�
��

	�1

3
�9��1�	9��9�9��L�	1	�,L	��L�,L	� 	��/3?	��

��9��1�	9��1���9�9��1���L�	1	�,L�	1		��L�,L�	1		� 	��/3?�	1�	��

�&
�
�9��1�	9��1���9�9��1���L�	1	�,L�	1�	��
��L�,L�	1		� ���/3?�	1�	��

��9��1�	9���9�9��L�	1	�,L	���L�,L	� ���/3?	�
�4
�

� �&Æ�	1��,� ���/3?��, (В.4)

�29��19��1 �
��

��1

3
�29��19	�L�	1,L��

2 	��/3?���

��29��19��1�	�L�	1,L�	1	��
2 	��/3?�	1����

�& ��9��19	�9��19	� �L�	1,L���L�	1,L��� ���/3?���
��9��19��1�	�9��19��1�	�L�	1,L�	1	���
��L�	1,L�	1��� ���/3?�	1����	 � 1, (В.5)

�9	9��1�9��19��1�L�,L�	1��

�
��

	�1

��9	9��9��19��L�,L	��L�	1,L	� 	��/3?	��

��9	9��1���9��19��1���L�,L�	1		��L�	1,L�	1		� 	��/3?�	1�	��

�& ��9	9��9��19�� �L�,L	��L�	1,L	�� ���/3?	��
��9	9��1���9��19��1���L�,L�	1		��
��L�	1,L�	1�	� ���/3?�	1�	��	 � 0, (В.6)

�9��19��1�9	9��1�L�,L�	1��

�
��

	�1

��9��19��9	9��L�	1,L	��L�,L	� 	��/3?	��

��9��19��1���9	9��1���L�	1,L�	1		��L�,L�	1		� 	��/3?�	1�	��
�& ��9��19���9	9��L�	1,L	���L�,L	� ���/3?	��
��9��19��1���9	9��1���L�	1,L�	1�	��
��L�,L�	1		� ���/3?�	1�	��	 � 0, (В.7)

�9��19��1�9��1�	9��1�L�	1	�,L�	1��
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�
��

	�1

3
�9��19��9��1�	9��L�	1,L	��L�	1	�,L	� 	��/3?	��

��9��19��1���9��1�	9��1���L�	1,L�	1		��
��L�	1	�,L�	1		� 	��/3?�	1�	��

�& ��9��19���9��1�	9��L�	1	�,L	��L�	1,L	�� ���/3?	��
��9��19��1���9��1�	9��1���L�	1	�,L�	1		��
��L�	1,L�	1�	� ���/3?�	1�	��	 � 0, (В.8)

�9��1�	9��1�9��19��1�L�	1	�,L�	1��

�
��

	�1

3
�9��1�	9��9��19��L�	1,L	��L�	1	�,L	� 	��/3?	��

��9��1�	9��1���9��19��1���L�	1	�,L�	1		��
��L�	1,L�	1		� 	��/3?�	1�	��

�&
�
�9��1�	9��9��19�� �L�	1	�,L	��L�	1,L	�� ���/3?	��
��9��1�	9��1���9��19��1���L�	1	�,L�	1		��
��L�	1,L�	1�	� ���/3?�	1�	��	 � 0, (В.9)

а дополнительные соотношения � ���;L� �0�1
� ������;L� � �0�1

� ��� таковы:

�9��19	�9��19��L�	1,L���L�	1,L���

�
��

	�1

3
�9�9	�9�9��L	,L���L	,L�� 	��/3?	��

��9��1��9	�9��1��9��L�	1		,L���L�	1		,L�� 	��/3?�	1�	��

�&
�
�9��9	�9�9��L	� ,L���L	,L�� ���/3?	��

��9��1��9	�9��1��9��L�	1�	,L���L�	1		,L���
� ���/3?�	1�	��	 � Æ�� 	��/3?��,

�9��19��1�	�9��19��1���L�	1,L�	1	���L�	1,L�	1	���

�
��

	�1

3
�9�9��1�	�9�9��1���L	,L�	1	���L	,L�	1	�� 	��/3?	��

��9��1��9��1�	�9��1��9��1���L�	1		,L�	1	���
��L�	1		,L�	1	�� 	��/3?�	1�	��

�&
�
�9��9��1�	�9�9��1���L	� ,L�	1	���L	,L�	1	�� ���/3?	��

��9��1��9��1�	�9��1��9��1���L�	1�	,L�	1	���L�	1		,L�	1	���
� ���/3?�	1�	��	 � Æ�� 	��/3?�	1���,
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�9��19	�9��19��1���L�	1,L���L�	1,L�	1	���

�
��

	�1

3
�9�9	�9�9��1���L	,L���L	,L�	1	�� 	��/3?	��

��9��1��9	�9��1��9��1���L�	1		,L���L�	1		,L�	1	�� 	��/3?�	1�	� �

�&
�
�9��9	�9�9��1���L	� ,L���L	,L�	1	�� ���/3?	��

��9��1��9	�9��1��9��1���L�	1�	,L���L�	1		,L�	1	���
� ���/3?�	1�	��	 � �&Æ�	1��,� ���/3?��,

�9��19��1�	�9��19��L�	1,L�	1	���L�	1,L���

�
��

	�1

3
�9�9��1�	�9�9��L	,L�	1	���L	,L�� 	��/3?	��

��9��1��9��1�	�9��1��9��L�	1		,L�	1	���L�	1		,L�� 	��/3?�	1�	� �

�&
�
�9��9��1�	�9�9��L	� ,L�	1	���L	,L�� ���/3?	��

��9��1��9��1�	�9��1��9��L�	1�	,L�	1	���L�	1		,L���
� ���/3?�	1�	��	 � &Æ�	1��,� ���/3?��,

�29��19��1 �
��

��1

3
�29	9��1�L�,L�	1�

2 	��/3?���

��29��1�	9��1�L�	1	�,L�	1�
2 	��/3?�	1��� �

�&
�
�9��1�	9��1�9��1�	9��1�L�	1	�,L�	1��
��L�	1��,L�	1� ���/3?�	1����

��9	9��1�9	�9��1�L�,L�	1��L�� ,L�	1� ���/3?���	 � 1,

�9��19	�9��19��1�L�	1,L���

�
��

��1

3
�9�9	�9�9��1�L�,L���L�,L�	1� 	��/3?���

��9��1��9	�9��1��9��1�L�	1	�,L���L�	1	�,L�	1� 	��/3?�	1����
�& ��9�9	�9��9��1�L�,L���L�� ,L�	1� ���/3?���

��9��1��9	�9��1��9��1�L�	1	�,L���L�	1��,L�	1��
� ���/3?�	1����	 � 0,
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�9��19��1�9��19	�L�	1,L���

�
��

��1

3
�9�9��1�9�9	�L�,L�	1��L�,L�� 	��/3?���

��9��1��9��1�9��1��9	�L�	1	�,L�	1��L�	1	�,L�� 	��/3?�	1����

�&
�
�9��9��1�9�9	�L�� ,L�	1��L�,L�� ���/3?���

��9��1��9��1�9��1��9	�L�	1	�,L�	1��L�	1	�,L���
� ���/3?�	1����	 � 0,

�9��19��1�9��19��1�	�L�	1,L�	1	���

�
��

��1

3
�9�9��1�9�9��1�	�L�,L�	1��L�,L�	1	�� 	��/3?���

��9��1��9��1�9��1��9��1�	�L�	1	�,L�	1��
��L�	1	�,L�	1	�� 	��/3?�	1����

�&
�
�9��9��1�9�9��1�	�L�� ,L�	1��L�,L�	1	�� ���/3?���

��9��1��9��1�9��1��9��1�	�L�	1��,L�	1��L�	1	�,L�	1	���
� ���/3?�	1����	 � 0,

�9��19��1�	�9��19��1�L�	1,L�	1	���

�
��

��1

3
�9�9��1�	�9�9��1�L�,L�	1	���L�,L�	1� 	��/3?���

��9��1��9��1�	�9��1��9��1�L�	1	�,L�	1	���
��L�	1	�,L�	1� 	��/3?�	1����

�& ��9�9��1�	�9��9��1�L�,L�	1	���L�� ,L�	1� ���/3?���
��9��1��9��1�	�9��1��9��1�L�	1	�,L�	1	���L�	1��,L�	1��

� ���/3?�	1����	 � 0, (В.10)

где �, � � 1, . . . ,	� Для квантовой группы �
��� ; �;L�, � � 2	, в
приведенных выше формулах нужно заменить 	� 1 на 	.
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— — �4���;��, 281
— — �2���;��, 269
— — �2���;�0�, 270
— — �3���;��, 276
— — �3���;���, 276
— — �3���;�����, 276
— — �3���;����, 276
— — �3���;��& �, 277
— — �3���;�& �, 277
— — ���1� ��;��, 268
— контрактированная
— — �3���2;����, 277
— — �3���2;�& �, 278

Квантовая ортогональная сфера кон-
трактированная �3���3;���, 277

— �3���2;�0�, 277
— �3���2;�����, 278
— �3���2;��& �, 278
— �3���3;�0�, 277
— �3���3;�����, 278
— �3���3;����, 277
— �3���3;��& �, 278
— �3���3;�& �, 278
Квантовая плоскость
— Галилея
— — �2���1, �2; ���, 273
— — �2���1, �2;�0�, 270
— Евклида
— — �2���1; ���, 273
— — �2���1;�0�, 270
Квантовая псевдоунитарная группа

����
1, . . . , 
� �, 226
Квантовая симплектическая группа
— ������, 247
— Кэли–Клейна
— — �����; ��, 249
— — ����2; �1�, 251
— — ����2; �1; ���, 261
— — ����2; �1;��, 257
— — �����; �;��, 256
— контрактированная
— — ����2; �1�, 254
— — ����2; �1; ���, 263
Квантовая унитарная алгебра
— Кэли–Клейна
— — ����2; ��, 243
— — ��

���
� �2; ��, 245

— — ��
����
� �2; ��, 244

Квантовая унитарная группа
— ����2�, 240
— ����2�, 227
— ������, 226
— Кэли–Клейна
— — ����3; �1, �2�, 233
— — ����2; �1�, 232
— — ����3; �1, �2�, 235
— — ����� ; ��, 231
— — ��

���
� �2; ��, 245
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Квантовая унитарная группа
— Кэли–Клейна
— — ��

����
� �2; ��, 244

— — ����2; ��, 241
— контрактированная
— — ����2; �1�, 232
— — ����3; �1, �2�, 236, 237
— — ����3; �1, �2�, 237, 238
— — дважды ����3; �1, �2�, 240
Квантовая унитарная сфера
— ���� , 226
— Кэли–Клейна ���� ���, 231
Квантовое векторное пространство
— �2

�, 226

— �3
�, 228

— ��� , 225
— Кэли–Клейна
— — �2���1�, 231
— — �3���1, �2�, 234

— — ��� ���, 230
— — �5

���;��, 280
— контрактированное
— — �3���1, �2�, 239
— — �3���1, �2�, 236
— — �3���1, �2�, 238
Квантовое евклидово пространство
— ��� �� �, 162
— Кэли–Клейна
— — �3

���; ���, 272
— — �3

���;�
��, 271

— — �4
���;��, 273

— — ��� ��;��, 266
— — �3

���;��, 268
— — �3

���;�0�, 269
— контрактированное
— — �4

���1;�0�, 274
— — �4

���1;�����, 274
— — �4

���2;�0�, 274
— — �4

���2;����, 274
— — �4

���3;�0�, 275
— — �3

���1; ���, 272
— — �3

���2;�
��, 271

— — �4
���2;�����, 274

— — �4
���3;����, 275

Квантовое евклидово пространство
— контрактированное
— — �3

���1;�0�, 270
— — �3

���2;�0�, 270
Квантовое пространство
— �4

�,��1 , 226

— �6
�,��1 , 228

— �2�
�,��1 , 225

— Кэли–Клейна
— — �4

�,��1��1�, 232

— — �6
�,��1��1, �2�, 235

— — �2�
�,��1���, 230

— контрактированное
— — �6

�,��1��1, �2�, 239

— — �6
�,��1��1, �2�, 236

— — �6
�,��1��1, �2�, 238

Квантовое пространство Евклида
— �3���1;�0�, 277
— �3���1;�& �, 278
Квантовое симплектическое про-

странство
— ��2�� , 248
— Кэли–Клейна
— — ��2�� ��;��, 255

— — ��2�� ���, 249
— — ��4���1�, 250

— — ��4���1; ���, 261
— — ��4���1;��, 256
— контрактированное
— — ��4���1�, 254

— — ��4���1; ���, 263
Квантовое эрмитово пространство
— �2

�, 227

— �3
�, 229

— ��� , 226
— Кэли–Клейна
— — �2

���1�, 232

— — �3
���1, �2�, 235

— — ��� ���, 231
— контрактированное
— — �3

���1, �2�, 237

— — �2
���1�, 233
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Квантовое эрмитово пространство
— контрактированное
— — �3

���1, �2�, 240
— — �3

���1, �2�, 238
Квантовые миноры, 225
Квантовый цилиндр
— �2���2; ���, 273
— �2���2;�

��, 272
— �2���2;�0�, 270
Кинематики Кэрролла, 50
— декартовы и квазибельтрамиевы

координаты, 53
— закон умножения группы движе-

ний, 53
— преобразование характеристик

свободной частицы, 54
— присоединенное представление

алгебры, 52
— структура группы движений,

51
Кинематики как пространства

Кэли–Клейна, 49
Коммутаторы алгебры
— ���3; ��, 25
— ���2; �1�, 33
— ���3; ��, 40
— ����� 1; ��, 32
— ����� 1; ��, 29
— ����; ��, 44
Контрактированная электрослабая

модель, 147
— лагранжиан
— — бозонный, 148
— — кварковый, 149
— — лептонный, 149
— — полный, 149
— преобразование полей, 148
— сечение рассеяния нейтрино
— — на кварках, 152
— — на электронах, 152
Контракция
— алгебры Вирасоро
— — в полупрямую сумму, 113
— — в прямую сумму, 113
— — представлений B�, 113

Контракция
— алгебры Ли �-градуированная,

109
— представлений алгебры Ли
— — �2-градуированная, 110
Корневая система, 118
— базис, 119
— группа Вейля, 119
— матрица Картана, 119
— эквивалентные, 123
— вырожденная, 121
— — базис, 121
— — каноническая, 123
— — матрица Картана, 121
— — неприводимая, 121
— — приведенная, 121
— неприводимая, 119
— приведенная, 118
— приводимая, 119

Неминимальная супералгебра
— Галилея, 132
— Ньютона, 132
— Пуанкаре, 132
Неприводимые представления груп-

пы ���2; �1�, 34
— базис, 35
— матричные элементы, 36
— производящая функция, 38
— теорема сложения, 38
Нерелятивистские кинематики
— закон умножения группы движе-

ний ���5; �1, �2�, 56
— присоединенное представление

алгебры, 55
— проективные представления груп-

пы ���5; �1, �2�, 57
— структура алгебры Ли группы

движений, 55
— характеристики свободной части-

цы ненулевой массы 	, 56
— характеристики свободной части-

цы нулевой массы, 56

Общий элемент
— алгебры ���3; ��, 40
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Общий элемент
— группы ���3; ��, 41
— группы ���3; ��, 26
Объединение ���,��� 	 ���,���

двух множителей, 210
Операторы Казимира
— алгебры
— — ���5; �1, �2� нерелятивистской

кинематики, 57
— — ����� 1; ��, 42
— — ����� 1; ��, 30
— — ����; ��, 45
— — Ли кинематики Кэрролла, 51
— евклидовой алгебры ���� � 1; �1�,

185
— квантовой алгебры
— — ���4; �2;��0��, 203
— — ���4; �2;�����, 204
— — ����4; �;�01,�23�, 199
— — ����4;�03,�12�, 195
— — Пуанкаре ���3;�, �1�, 200
— — Пуанкаре ���3;�2,�1�, 200
— квантовой евклидовой алгебры
— — ����� � 1; �1�, 187
— — Кэли–Клейна ����� � 1; �1, ��;��,

202
— квантовой ортогональной алгебры

Кэли–Клейна
— — ����3; �;�01�, 191

— — ����3; �;�02�, 189

— — ����3; �;�12�, 191

— — ����3; �;��0�2�, 190

— — ����4; �;�03,�12�, 196
— супералгебры, 135
— — ����1�2; 7�, 138
— — ���2; �1�1�, 138
— — ����1�2�, 139
— — ����1�2; ��, 139
— — ����	���, 136
— — ���	; ���; 
�, 137
— — ���	���, 136
— — Галилея, 141

— — Евклида, 141

Операторы Казимира центрального
расширения алгебры ���5; �1, �2�
нерелятивистской кинематики,
57

Ортосимплектическая супералгебра
— ����	�2��, 129
— Кэли–Клейна
— — ����3; ��2�, 132
— — ����	; ��2�;
�, 131
Ортосимплектическая супергруппа

����	�2��, 130

Параметризация Федорова группы
���3; ��, 26

Параметризация Эйлера группы
���2; �1�, 34

Полуевклидово пространство
— �1

2

— — одинаковые перпендикуляры к
слою, 97

— �1
4

— — смысл недиагональных ком-
понент метрического тензора,
100

— 3�4
5, 103

— — база — пространство–время
Минковского, 104

— — геометрический смысл
вектор-потенциала 6�, 105

— — действие классической элек-
тродинамики как сумма инвари-
антов, 105

— — инварианты в интегральной
форме, 104

— — как классическая электродина-
мика, 103

— — метрика как вектор-потенциал
��5 � 6�, 104

— — слой — евклидова прямая 
 5�,
104

Полуриманова геометрия
— ���
— — нильпотентные координаты,

100
— — база, 95
— — инварианты, 97
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Полуриманова геометрия
— ���
— — допустимые преобразования

координат, 96
— — метрический флагтензор, 96
— — слой, 95
— — трансверсальное к слою

	-распределение, 96
— — флагаффинная связность, 97
— — флагтензор кривизны, 97
— 3�4

5

— — допустимые преобразования
координат, 102

— — инварианты, 103
— — метрический флагтензор, 102
— — трансверсальное к слою 4-рас-

пределение, 102
Полуриманово пространство 3�4

5

— база — пространство общей тео-
рии относительности, 106

— как пространство–время–элект-
ричество, 106

— сравнение с моделями типа
Калуцы–Клейна, 107

— уравнения Эйнштейна в базе, 106
Представление
— алгебры Вирасоро
— — �2-градуированное, 112
— — вырожденное, 111
— — ноль-вектор, 111
— — размерность, 111
— — старший вектор, 111
— алгебры Ли
— — �-градуированные, 109
— супералгебры
— — ����1�2�, 138
— — ����1�2; ��, 140
— — Галилея, 141
— — Евклида, 140
Представления Гельфанда–Цетлина

алгебры
— ���23 � 1; ��, 91
— ���23 � 2; ��, 90
— ���4; ��, 87
— ���4; ��, 82

Представления Гельфанда–Цетлина
алгебры

— ���3�, 79
— ���3; �1, �2�, 80
— ���3; ��, 79
— ���3; �1, �2�, 80

— ���4; �1, �2, �3�, 86
— ���4; �1, �2, �3�, 87
— ���4; �1, �2, �3�, 84
— ���4; �1, �2, �3�, 86

— ���4; �1, �2, �3�, 86
— ���4; �1, �2, �3�, 84, 85
— ���2�, 59
— ���2; �1�, 62
— ���2; �1�, 60

— ��2�, 58
— ��2; �1�, 61
— ��2; )� � ��1, 1�
— — дискретные серии, 63
— — дополнительная непрерывная

серия, 63
— — основная непрерывная серия,

63
— ��2; �1�, 60
— ��3; ��, 73
— ��3; �1, �2�, 68
— ��3; �1, �2�, 71
— ��3; �1, �2�, 65
— ���; ��, 74
— Галилея ���3; ��, 80
Преобразование алгебраических

конструкций, 25
Принцип геометрического модели-

рования, 95
Проективное унитарное представле-

ние группы Ли, 57
Пространства Кэли–Клейна
— �-мерные �����, 28
— одномерные �1��1�, 21
— плоскости �2���, 23
Пространство Кэли–Клейна
— �31, 32, . . . , 3��-расслоенное, 28
Пучок прямых на плоскости, 93
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Разные сочетания квантования и
контракций

— для евклидовой алгебры
���� � 1; �1�, 201

— для кинематических алгебр, 202
— для ортогональной алгебры ���3�,

188
— для ортогональной алгебры ���4�,

194
— для ортогональных групп, 209
— для симплектических групп, 255
— для унитарной алгебры ���2�, 243

Сокращение нильпотентных единиц,
100

Спектр операторов Казимира алгеб-
ры

— ���4; ��, 81
— ��2�, 59
— ��2; �1�, 61
— ��2; �1�, 60
— ��3; �1, �2�, 69
— ��3; �1, �2�, 71
— ��3; �1, �2�, 66
— ���; ��, 77
Суперкоммутатор, 128

Теорема о классификации перехо-
дов, 46

Унитарная супералгебра
— ���	���, 132
— Кэли–Клейна
— — ���2; �1; 7�1�, 134
— — ���	; ���; 
�, 133
— контрактированная
— — ���2; �1; ��1�, 135
— — ���2; �1; 7�1�, 135
— — ���2; �1; ��1�, 135
— неоднородная, 134

Физические системы с неполупро-
стыми группами симметрии, 150

Четность элемента супералгебры,
127

Эквивалентные распределения пара-
метров � среди элементов мат-
риц ���;��, 214

Электрослабая модель, 142
— лагранжиан
— — бозонный, 144
— — калибровочных полей, 143
— — кварковый, 146
— — лептонный, 146
— — полей материи, 143
— — полный, 147
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